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چ΄یده
مͬ احاطه را ی΄دی·ر k‐مرحله ای صورت به G گراف در رأس دو گوییم ،k ≥ ١ کنید فرض
΁ی را G گراف رأس های از S مجموعه ی باشند. ی΄دی·ر از k دقیقا درفاصله ی هرگاه  کنند
توسط k‐مرحله ای صورت به G در رأس هر هرگاه ͬ نامیم م k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی
را k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی از اندازه کوچ΄ترین شود. احاطه S رأس های از برخͬ
S ⊆ V (G) مجموعه ی همچنین ͬ نامیم. م G ازگراف ،γkstep(G) k‐مرحله ای، احاطه گری عدد
موجود u ∈ S رأس ΁ی v ∈ V \ S هر برای هرگاه ͬ باشد م جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی

.dG(u, v) = ٢ به طوری که باشد
γh(G) با و ͬ نامیم م جهشͬ احاطه گری عدد را جهشͬ احاطه گر مجموعه ΁ی از اندازه مینیمم

ͬ دهیم. م نمایش
برای موجود کران های و ͬ ها ویژگ از برخͬ و پرداخته پارامترها این مطالعه به ما رساله، این در
گراف های برای شده مطرح کران های برخͬ و ͬ کنیم م بررسͬ را مرحله ای احاطه گری اعداد
را ͬ باشد م برقرار آن ها برای تساوی که شرایطͬ و داده بهبود را دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر
مجموعه های برای تصمیم مسئله های ،k ≥ ٢ هر برای ͬ دهیم م نشان همچنین ͬ کنیم. م بیان
وتری گراف های و ͹مسط دوبخشͬ گراف های در k‐جهشͬ احاطه گر و k‐مرحله ای احاطه گر

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط
قدرت و ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را فازی گراف در احاطه گر مجموعه ی قوی ترین سپس
کامل دوبخشͬ و فازی کامل گراف های برای را فازی گراف در احاطه گر مجموعه ی قوی ترین
را فازی گراف در دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی همچنین ͬ آوریم. م به دست فازی
را فازی گراف در فازی دقیق ١‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت و کرده معرفͬ

ͬ کنیم. م معرفͬ آن برای پایین و بالا کران های و داده قرار بررسͬ مورد

احاطه گری، قدرت فازی، احاطه گری جهشͬ، احاطه گری مرحله ای، احاطه گری کلیدی: کلمات
دقیق. ١ ‐مرحله ای گراف
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١ فصل
اولیه مفاهیم و مقدمه

مقدمه ١ . ١
از مختصر تاریخچه ای به گراف نظریه در مقدماتͬ مفاهیم و گراف تعریف از پس فصل، این در
در جهشͬ و مرحله ای احاطه گری سپس و ͬ پردازیم م گراف ها در کلͬ احاطه گری و احاطه گری

ͬ کنیم. م بیان را گراف ها
΁ی دارند. وارتباطات مهندسͬ ازجمله علوم مختلف زمینه های در بسیاری کاربردهای گراف ها
مدل های این رو از شود. برده کار به ارتباطͬ هرنوع تقریبا دادن نمایش برای ͬ تواند م گراف
شده ارائه تعاریف ͬ شوند. م برده به کار کاربردی مسائل از بسیاری تعداد حل در اغلب گرافͬ

ͬ باشد. م [٢٨ ،١٣ ،٢] ͽمراج براساس گراف با مرتبط مفاهیم سایر و فصل این در

اولیه مفاهیم و تعاریف ١ . ٢
E(G) خانواده ی و V (G) متناهͬ مجموعه ی از است عبارت G = (V,E) ١ گراف .١ . ٢ . ١ تعریف
΁ی E(G) عضو هر و رأس٢ V (G) عضو هر .V (G) در متمایز اعضای از نامرتب دوتایی های از

1graph
2vertex



اولیه مفاهیم و مقدمه ٢
ͬ شود. م نامیده یال٣

با و نامیده گراف ۴ مرتبه را آن که ͬ باشد م G گراف رأس های تعداد |V (G)| .١ . ٢ . ٢ تعریف
ͬ شود. م داده نشان m(G) با و شده نامیده گراف ۵ اندازه نیز |E(G)| ͬ دهیم. م نمایش n(G)

هستند. مجاور۶ هم با v و u ͬ گوییم م ،e = uv ∈ E(G) هرگاه همچنین
نباشد. موجود یال ΁ی از بیش آن رأس دو هر بین اگر است ساده٧ گراف ΁ی

باشد. یال ΁ی حداقل شامل اگر است ٨ ناتهͬ گراف ΁ی .١ . ٢ . ٣ تعریف
باز٩ همسای·ͬ را باشند مجاور G گراف از v رأس با که G از رأس هایی مجموعه .۴ . ١ . ٢ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش N(v) با را آن و نامیده v رأس
و ͬ کنیم م تعریف ∪v∈S N(v) به صورت را G گراف رأس های از S زیرمجموعه ی باز همسای·ͬ
آن و نامیده v رأس بسته١٠ همسای·ͬ را N(v)∪ {v} همچنین ͬ دهیم. م نمایش N(S) با را آن
به نیز را G گراف رأس های از S زیرمجموعه ی بسته ی همسای·ͬ ͬ دهیم. م نمایش N [v] با را

ͬ دهیم. م نمایش N [S] با را آن و ͬ کنیم م تعریف ∪v∈S N [v] صورت

است ͽواق آن ها بر v که است G گراف یال های تعداد G گراف در v رأس درجه١١ .۵ . ١ . ٢ تعریف
.deg(v) = |N(v)| داریم و ͬ دهیم م نمایش deg(v) با را آن و

δ(G) و ∆(G) با ترتیب به را G گراف رأس های درجه بین در درجه مینیمم و درجه ماکزیمم
ͬ دهیم. م نمایش

متناوب دنباله ی ΁ی G گراف در گشت ΁ی .۶ . ١ . ٢ تعریف

W = v٠, e١, v١, e٢, v٢, . . . , vn−١, en, vn

΁ی P مسیر ΁ی .ei = vi−١vi داریم ،i = ١,٢, . . . , n برای به طوری که است، یال  ها و رأس  ها از
n − ١ دارای که ͬ دهیم م نمایش Pn با را رأس n با مسیر ندارد. تکراری رأس که است گشت
وجود v رأس و u رأس بین مسیری اگر است مرتبط v رأس به u رأس ͬ گوییم م ͬ باشد. م یال

باشد. داشته
3edge
4order
5size
6adjacent
7simple
8nonempty
9open neighborhood
10close neighborhood
11degree



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف
v و u متمایز رأس دو هر ازای به هرگاه ͬ شود م نامیده ١٢ همبند G گراف .١ . ٢ . ٧ تعریف
همبند گراف گوییم. ١٣ ناهمبند را G گراف صورت این غیر در باشد. موجود v به u از مسیری

ͬ نامیم. م درخت١۴ را دور فاقد و
در که رأسͬ است. ΁ی درجه از رأسͬ G گراف در آویزان) (رأس برگ١۵ ΁ی .١ . ٢ . ٨ تعریف
را G گراف برگ های مجموعه ی ͬ نامیم. م پشتیبان١۶ رأس را باشد آویزان رأس ΁ی همسای·ͬ

ͬ دهیم. م نمایش S(G) با را آن پشتیبان رأس های مجموعه ی و L(G) با
ͬ شود م داده نمایش dG(u, v) با که G گراف در v و u رأس دو بین فاصله١٧ .١ . ٢ . ٩ تعریف

.G گراف در v و u بین مسیر کوتاهترین طول از است عبارت
ͬ دهیم. م نمایش Nk(v) با را باشند v رأس از k فاصله ی در که V (G) از رأس هایی

زیر مجموعه ی  n به بتوان را V (G) هرگاه است n−بخشͬ گراف ΁ی G گراف .١ . ٢ . ١٠ تعریف
مجموعه ΁ی رأس دو اتصال حاصل G از یال هیچ که به گونه ای کرد افراز V١, V٢, . . . , Vn غیرتهͬ

ͬ شود. م نامیده G بخش های مجموعه یا بخش ها V١, V٢, . . . , Vn مجموعه های نباشد.
به Vi از رأس هر که به گونه ای باشد V١, V٢, . . . , Vn بخش های دارای n−بخشͬ گراف ΁ی G اگر
کامل n−بخشͬ گراف ΁ی G آنگاه باشد، متصل ͬ باشد م ١ ≤ i < j ≤ n که Vj رأس های تمام

ͬ دهیم. م نمایش Kp١,p٢,...,pn با را G آنگاه ،i = ١,٢, . . . , n ،|Vi| = Pi اگر ͬ شود. م نامیده
نباشد. ٣ از بیشتر طول به القایی دور شامل که است گرافͬ ١٨ وتری گراف .١ . ٢ . ١١ تعریف

است. G از ١−منظم زیرگراف ΁ی G درگراف M ١٩ (جورسازی) تطابق ΁ی .١ . ٢ . ١٢ تعریف
G درگراف کامل تطابق هستند. مجاور غیر دو به دو که یال هایی توسط القایی زیرگراف یعنͬ

باشد. مجاور تطابق در یالͬ با G از رأس هر که است تطابقͬ
ͬ شود. م نامیده G ماکزیمم تطابق G درگراف اندازه بیشترین با تطابق

هرگاه است، ٢٠ مستقل مجموعه ی ΁ی G گراف رأس های از S مجموعه ی .١ . ٢ . ١٣ تعریف
نباشند. مجاور G در S از رأسͬ دو هیچ

ͬ شود، م نامیده ماکزیمال مستقل مجموعه ی G گراف رأس های از S مستقل مجموعه ی ΁ی
نباشد. G رأس های از دی·ری مستقل مجموعه ی از سره زیرمجموعه ی S هرگاه

12connected
13Disconnected
14tree
15leaf
16support vertex
17distance
18chordal graph
19matching
20indipendent set



اولیه مفاهیم و مقدمه ۴
S در انتها ΁ی حداقل دارای یال هر به طوری که ،V (G) از S زیرمجموعه ی .١۴ . ١ . ٢ تعریف

ͬ نامیم. م G گراف ٢١ رأسͬ پوشش ΁ی را باشد،
گراف برای ٢٢ باز مجموعه ی پوششͬ ΁ی را G گراف رأس های از S مجموعه ی .١۵ . ١ . ٢ تعریف
در اندازه ماکزیمم باشند. مجزا دو به دو G در S رأس های باز ͬ های همسای· هرگاه ͬ نامیم م G

ρo(G) با و ͬ نامیم م G گراف ٢٣ باز پوششͬ عدد را G گراف در باز پوششͬ مجموعه های بین
ͬ دهیم. م نمایش

و |V | = n که V رأس های مجموعه با گراف ΁ی G = (V,E) کنید فرض .١۶ . ١ . ٢ تعریف
هرگاه ͬ نامیم، م احاطه گر٢۴ مجموعه ی ΁ی را S ⊆ V مجموعه ی باشد. E یال های مجموعه

.|N(v) ∩ S| ≥ ١ باشیم داشته ،v ∈ V \ S رأس هر برای
و نامیده گراف آن ٢۵ احاطه گری عدد را G گراف در احاطه گر مجموعه ی ΁ی اندازه ی مینیمم
γ(G)‐مجموعه ΁ی γ(G) اندازه ی با G احاطه گر مجموعه ی ΁ی به ͬ دهیم. م نشان γ(G) با

ͬ شود. گفته م
V رأس های مجموعه با تنها، رأس بدون گراف ΁ی G = (V,E) کنید فرض .١ . ٢ . ١٧ تعریف

باشد. E یال های مجموعه و |V | = n که
هر برای هرگاه ͬ نامیم، م ٢۶ کلͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی را G گراف برای S ⊆ V مجموعه ی

.|N(v) ∩ S| ≥ ١ باشیم داشته ،v ∈ V رأس
گراف آن کلͬ احاطه گری عدد را G گراف در کلͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی اندازه ی مینیمم
΁ی γt(G) اندازه ی با G کلͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی به ͬ دهیم. م نشان γt(G) با و نامیده

ͬ شود. گفته م γt(G)‐مجموعه

احاطه گر مجموعه ی را G گراف رأس های از S = {v١, v٢, ..., vt} مجموعه ی .١ . ٢ . ١٨ تعریف
{Nki(vi)} به طوری که باشند داشته وجود k١, k٢, ..., kt اعداد هرگاه ͬ نامیم م ٢٧ ای مرحله

بدهند. را V (G) از افراز ΁ی تش΄یل
دنباله ی ͬ دهیم. م نمایش S با و نامیده مرحله ای احاطه گری افراز را V (G) از {Nki(vi)} افراز
احاطه گر مجموعه ی را {k١, k٢, ..., kt} مجموعه ی و ٢٨ فاصله احاطه گری دنباله ی را k١, k٢, ..., kt

ͬ نامیم. م ٢٩ فاصله
21vertex cover
22open packing set
23open packing number
24dominating set
25domination number
26total dominating set
27step dominating set
28distance domination sequence
29distance dominating set



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف
مرحله ای احاطه گری افراز و فاصله احاطه گری دنباله ی ΁ی از بیش ͬ توان م G گراف ΁ی برای

باشیم. داشته

گراف این در ب·یرید. نظر در را ١ . ١ ش΄ل در P۶ گراف .١ . ٢ . ١ مثال
N٢(w) = {u, y} و N٢(x) = {v, z}

N٢(y) = {w} و N٢(v) = {x}

مجموعه ی و مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S = {v, w, x, y} نتیجه در و ͬ باشد م

S = {{x}, {w}, {u, y}, {v, z}}

ͬ باشد. م P۶ گراف مرحله ای احاطه گری افراز

u v xw y z

٢ ٢٢ ٢
G :

P۶ گراف مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی :١ . ١ ش΄ل

١ . ٢ ش΄ل در که دارد وجود P۶ گراف برای نیز دی·ری مرحله ای احاطه گر مجموعه های
است. شده داده نشان

٢,٢,٢,٢ از: عبارتند به ترتیب c و b و a بخش ش΄ل های به مربوط فاصله احاطه گری دنباله های
.۵, ١, ١,۵ و ٣,٢,٢,٣ و

ی΄دی·ر k‐مرحله ای صورت به G گراف در رأس دو گوییم ،k ≥ ١ کنید فرض .١ . ٢ . ١٩ تعریف
رأس های از S مجموعه ی باشند. ی΄دی·ر از k دقیقا فاصله ی در هرگاه مͬ کنند احاطه را
صورت به G در رأس هر هرگاه ͬ نامیم م ٣٠ k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی را G گراف
احاطه گر مجموعه ی ΁ی از اندازه کوچ΄ترین شود. احاطه S رأس های برخͬ با k‐مرحله ای

ͬ نامیم. م G گراف از ،γkstep(G) k‐مرحله ای٣١، احاطه گری عدد را k‐مرحله ای

مجموعه ی همان ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی آنگاه باشد، k = ١ اگر صورت این در
ͬ باشد. م γ١step(G) = γt(G) نتیجه در و بود خواهد کلͬ احاطه گر

30k-step dominating set
31k-step domination number



اولیه مفاهیم و مقدمه ۶

٢ ٢٢ ٢

٢ ٢ ٣

۵١

٣

۵ ١

(a)

(b)

(c)

P۶ گراف مرحله ای احاطه گر مجموعه ی از دی·ر نمونه های :١ . ٢ ش΄ل
دقیق٣٢ k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی را S ⊆ V (G) مجموعه ی .١ . ٢ . ٢٠ تعریف
احاطه k‐مرحله ای صورت به S از رأس ΁ی دقیقا توسط G گراف از v رأس هر هرگاه گوئیم
احاطه گر گراف ΁ی را باشد دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی دارای که گرافͬ شود.

ͬ نامیم. م دقیق٣٣ k‐مرحله ای

‐ ١ احاطه گر های گراف ١ . ٣ ش΄ل در شده داده نشان K٣,٣ و P۴ های گراف .١ . ٢ . ٢ مثال
در شده داده نشان G٣ و G٢ و G١ گراف های از ΁ی هر همچنین ͬ باشند. م دقیق مرحله ای

مͬ باشند. زیر دقیق ٢ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های دارای ترتیب به ۴ . ١ ش΄ل
S١ = {u١, u٢, u٣, u۴}
S٢ = {x١, x٢, x٣, x۴}
S٣ = {w١, w٢, w٣, w۴}

G١ : G٢ :

دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف  دو :١ . ٣ ش΄ل
32exact k-step dominating set
33exact k-step domination graph



٧ فازی گراف مقدماتͬ مفاهیم
هرگاه ͬ باشد م ٣۴ جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی S ⊆ V (G) مجموعه ی .١ . ٢ . ٢١ تعریف
اندازه مینیمم .dG(u, v) = ٢ به طوری که باشد موجود u ∈ S رأس ΁ی v ∈ V \ S هر برای
نمایش γh(G) با و ͬ نامیم م ٣۵ جهشͬ احاطه گری عدد را جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی از
از سره زیرمجموعه ی هیچ هرگاه است ٣۶ مینیمال جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی ͬ دهیم. م

نباشد. جهشͬ احاطه گر مجموعه ی آن
مجموعه ی ΁ی را G گراف رأس های از S زیرمجموعه ی ،k ≥ ٢ کنید فرض .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
توسط k‐مرحله ای صورت به S از خارج رأس هر هرگاه ͬ نامیم م ٣٧ k‐جهشͬ احاطه گر
k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی کوچ΄ترین اندازه ی شود. احاطه S مجموعه ی رأس های برخͬ

ͬ نامیم. م ،γkh(G) ، ٣٨ k‐جهشͬ احاطه گری عدد را G درگراف
احاطه گر مجموعه ی همان ١ ‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی آنگاه باشد، k = ١ اگر صورت این در

ͬ باشد. م γ١h(G) = γ(G) نتیجه در و بود خواهد

w١

w٢

w٣
w۴

x١
x٢
x٣
x۴

x۵
x۶

x٧
x٨

u١

u٢ u٣

u۴ u۵

G١ : G٢ : G٣ :

دقیق ای ٢ ‐مرحله احاطه گر گراف سه :۴ . ١ ش΄ل

فازی گراف مقدماتͬ مفاهیم ١ . ٣
گردایه ای به صورت مجموعه ها ͬ باشد، م مدرن ریاضیات بنای زیر که مجموعه ها نظریه ی در
مشخص تعریف خوش ویژگͬ ΁ی با مجموعه هر دی·ر به عبارت ͬ شوند. م تعریف اشیا از معین
عضو نباشد اگر و است مجموعه آن عضو باشد، ویژگͬ آن دارای مفروض ͬ ء ش ΁ی اگر ͬ شود. م
تابع ΁ی توسط X ͽمرج مجموعه ی از A مانند زیرمجموعه ای هر نظریه این در نیست. آن
χA(x) = ٠ و x ∈ A اگر χA(x) = ١ که ͬ شود م مشخص χA : X −→ {٠, ١} به صورت مشخصه

34hop dominating set
35hop domination number
36minimal hop dominating set
37k-hop dominating set
38k-hop domination number



اولیه مفاهیم و مقدمه ٨
.x ∈ X \A یا x /∈ A اگر

هستند قطعͬ و مشخص صورت به  معمولͬ محاسبات و استدلال برای متداول ابزار غالب
بسیار جانبه همه و دقیق ͬ های بررس اطلاعات گسترش و افزون روز پیچیدگͬ به توجه با ولͬ
واقعͬ و روزمره زندگͬ در که ͬ هایی ویژگ و مفاهیم بیشتر طرفͬ از هستند. زمان بر و پرهزینه
برای هستند. مبهم و نادقیق مفاهیمͬ داریم سروکار آن ها با علوم مختلف شاخه های در و
از هم·ͬ ... و ابری هوای بالا، فشارخون پایین، هوشͬ ضریب طولانͬ، مسافت های مثال
و تجزیه و صورت بندی برای نظریه ای فازی مجموعه های نظریه ͬ باشند. م مفاهیم نوع این
اهمیت از درجه ای با چیز هر بیان فازی تئوری در اصلͬ قائده ͬ باشد. م مفاهیم این گونه تحلیل
پزش΄ͬ علوم از اعم علمͬ شاخه های تمامͬ در تقریبا امروزه فازی نظریه ی است. موضوع آن
کرده پیدا بسیاری کاربردهای و شده وارد ... و کامپیوتری عصبی، شب΄ه های مهندسͬ، و

ͬ کنیم. م ارائه را فازی زیرمجموعه های نظریه ی به مربوط اولیه مفاهیم بخش دراین است.
بیشتر مطالعه برای که ͬ باشد م [٢٣] و [٢٢] ͽمراج اساس بر بخش این در شده ارائه تعاریف

نمایید. مراجعه ͽمراج این به ͬ توانید م
شد. مطرح زیر به صورت زاده لطفͬ توسط ١٩۶۵ سال در فازی زیرمجموعه ی مفهوم

تابع ΁ی توسط X مجموعه ی از فازی زیرمجموعه ی .١ . ٣ . ١ تعریف
µ : X −→ [٠, ١]

x عضویت درجه ی µ(x) مقدار X از x هر برای آن در که ͬ شود م مشخص عضویت تابع به نام
داد. نشان نیز (x, µ(x)) صورت به ͬ توان م که ͬ دهد م نشان را

آنگاه: باشند، X از فازی زیرمجموعه ی دو ν و µ اگر .١ . ٣ . ٢ تعریف
.x ∈ X هر برای µ(x) ≤ ν(x) هرگاه µ ⊆ ν (١)
.x ∈ X هر برای µ(x) = ν(x) هرگاه µ = ν (٢)

ͬ کنیم. م استفاده مینیمم بیان برای ∧ و ماکزیمم بیان برای ∨ نماد از ادامه در
از فازی زیرمجموعه های ترتیب به ν و µ و باشند مجموعه دو T و S کنید فرض .١ . ٣ . ٣ تعریف
زیرمجموعه ی روی به S از µ فازی زیرمجموعه ی از ρ فازی رابطه ی باشند. T و S مجموعه های
به ρ(x, y) ⩽ µ(x)∧ ν(y) به طوری که ͬ باشد، م S × T از ρ فازی زیرمجموعه ی ΁ی T از ν فازی

.y ∈ T و x ∈ S هر  ازای
مشابه، به طور ͬ باشد. م مجموعه ΁ی در تهͬ غیر دوتایی رابطه ی ΁ی گراف که ͬ دانیم م ما

است. فازی مجموعه ی ΁ی روی بر فازی دوتایی رابطه ΁ی فازی گراف ΁ی



٩ فازی گراف مقدماتͬ مفاهیم
به همراه V ناتهͬ مجموعه ی ΁ی از است عبارت G = (σ, µ) فازی گراف ΁ی .۴ . ١ . ٣ تعریف

داریم V در y و x هر برای به طوری که µ : V × V −→ [٠, ١] و σ : V −→ [٠, ١] تابع های زوج
µ(y, x) = µ(x, y) ⩽ σ(x) ∧ σ(y).

یال های مجموعه را µ فازی مجموعه ی و فازی رأس های مجموعه را σ فازی مجموعه ی
با است برابر فازی گراف مرتبه ی ͬ نامیم. م فازی

p =
∑

x∈V σ(x)

با است برابر آن اندازه ی و
q =

∑
(x,y)∈V×V µ(x, y).

فازی مجموعه ی ΁ی S ⊆f V و V روی فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م داده نمایش |S|f صورت به و ∑

v∈S σ(v) با است برابر S ٣٩ فازی اندازه ی باشد.
با برابراست آن باز همسای·ͬ x رأس هر برای .۶ . ١ . ٣ تعریف
N(x) = {y ∈ V |µ(x, y) > ٠}

با برابر آن بسته همسای·ͬ و
N [x] = {N(x) ∪ {x}}

داشته v ∈ V \{u} رأس هر برای هرگاه ͬ نامیم م G = (σ, µ) در ۴٠ تنها رأس را u رأس ͬ باشد. م
عضویت درجه ی کمترین µ(v, S) همچنین .N(u) = ∅ دی·ر عبارت به ،µ(u, v) = ٠ باشیم

ͬ دهد. م نشان را S مجموعه ی و v رأس بین یال های
به طوری که ∑

σ(u) با است برابر G = (σ, µ) فازی گراف در v رأس درجه ی .١ . ٣ . ٧ تعریف
نمایش δf (G) با را درجه کمترین و ∆f (G) با را فازی گراف در درجه بیشترین .u ∈ N(v)

ͬ دهیم. م
با رأس و vw با را G = (σ, µ) فازی گراف در عضویت درجه ی مینیمم با رأس .١ . ٣ . ٨ تعریف
عضویت درجه ی مینیمم با یال همچنین ͬ دهیم. م نمایش vs با را عضویت درجه ی ماکزیمم

ͬ دهیم. م نمایش es با را عضویت درجه ی ماکزیمم با یال و ew با را
G = (σ, µ) فازی گراف در عضویت درجه ی بیشترین با رأس عضویت درجه ی h(σ) همچنین
فازی گراف در عضویت درجه ی کمترین با رأس عضویت درجه ی d(σ) و ͬ دهد م نشان را

ͬ دهد. م نشان را G = (σ, µ)

39fuzzy cardinality
40isolated vertex



اولیه مفاهیم و مقدمه ١٠
از است عبارت v رأس عمق۴١ G = (σ, µ) فازی گراف در v رأس هر برای .١ . ٣ . ٩ تعریف

ͬ شود. م داده نشان d(v) با که v با مجاور یال های عضویت درجه ی مینیمم
متمایز رأس های از دنباله ای باشد. فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .١ . ٣ . ١٠ تعریف
١ ⩽ i ⩽ n به ازای µ(xi−١, xi) > ٠ رابطه ی هرگاه گویند فازی۴٢ مسیر ΁ی را x٠, x١, ..., xn
قدرت دی·ر عبارت به ͬ کنیم. م تعریف ∧n

i=١µ(xi−١, xi) صورت به را مسیر قدرت باشد. برقرار
ͬ باشد. م مسیر در یال ضعیف ترین وزن با برابر مسیر

فازی مسیر آنگاه ،x٠ = xn باشیم داشته باشد n ⩾ ٣ که فازی مسیر در اگر .١ . ٣ . ١١ تعریف
ͬ شود. م نامیده فازی دور ΁ی

΁ی آن دلخواه رأس دو هر بین هرگاه گوئیم همبند را G = (σ, µ) فازی گراف .١ . ٣ . ١٢ تعریف
CONNG(x, y) با را y و x رأس دو بین همبندی قدرت باشد. موجود مثبت قدرت با مسیر

.y و x بین مسیرهای قدرت بیشترین با برابراست که ͬ دهیم م نشان
است برابر که ͬ دهیم م نشان Ḡ = (σ, µ̄) با را G = (σ, µ) فازی گراف م΄مل۴٣ .١ . ٣ . ١٣ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ V هر برای به طوری که Ḡ = (σ, µ̄) با
µ̄(x, y) = σ(x) ∧ σ(y)− µ(x, y).

G∗ = با که G = (σ, µ) ۴۴ زمینه ی گراف ،G = (σ, µ) فازی گراف هر برای .١۴ . ١ . ٣ تعریف
G = فازی گراف یال های و رأس ها با گرافͬ از است عبارت ͬ شود م داده نمایش G∗ یا (σ, µ)
(x, y) یال هر برای و σ(x) = ١ باشیم داشته G = (σ, µ) از x رأس هر برای به طوری که (σ, µ)

.µ(x, y) = ١ باشیم داشته G = (σ, µ) از
کامل فازی گراف باشد. V از فازی مجموعه ی ΁ی σ : V → [٠, ١] کنید فرض .١۵ . ١ . ٣ تعریف
Kσ با و µ(x, y) > ٠ باشیم داشته (x, y) ∈ E هر برای که G = (σ, µ) از است عبارت σ روی ۴۵

ͬ شود. م داده نمایش
مجموعه هرگاه دارد نام ۴۶ دوبخشͬ فازی گراف G = (σ, µ) فازی گراف .١۶ . ١ . ٣ تعریف
v١ ∈ V٢ یا v٢ ∈ V١ و v١ ∈ V١ اگر که به گونه ای شود تقسیم V٢ و V١ بخش دو به V رأس های
آنگاه ،µ(u, v) > ٠ باشیم داشته v ∈ V٢ و u ∈ V١ هر برای اگر .µ(v١, v٢) = ٠ آنگاه ،v٢ ∈ V٢ و
به σ٢ و σ١ که ͬ شود م داده نمایش Kσ١,σ٢ با و شده نامیده ۴٧ کامل دوبخشͬ فازی گراف G

ͬ باشند. م V٢ و V١ روی V شده ی محدود ترتیب
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١١ فازی گراف مقدماتͬ مفاهیم
از زیرمجموعه ΁ی نیز S و باشد فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .١ . ٣ . ١٧ تعریف
داشته هرگاه ͬ نامیم م u ∈ S رأس ۴٨ خصوصͬ همسایه ی ΁ی را v رأس باشد. V رأس های

ͬ دهیم م نشان زیر صورت به را u ∈ S رأس خصوصͬ همسایه های .N [v] ∩ S = u باشیم
PN [u, S] = {v : N [v] ∩ S = {u}}.

دی·ر بیان به یا
PN [u, S] = N [u] \N [S \ {u}].

زائد غیر مجموعه ی ΁ی G = (σ, µ) فازی گراف رأس های از S مجموعه ی .١ . ٣ . ١٨ تعریف
مجموعه ی ΁ی .PN [u, S] ̸= ∅ باشیم داشته S از u رأس هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده ۴٩ فازی
مجموعه ی ΁ی S ∪{u} مجموعه ی u ∈ V \S هر برای هرگاه نامیم ماکزیمال را فازی زائد غیر
فازی زائد غیر مجموعه های همه ی بین در فازی اندازه ی مینیمم نباشد. فازی زائد غیر
ماکزیمم همچنین ͬ دهیم. م نمایش irf (G) با و ͬ نامیم م فازی زائد غیر عدد را ماکزیمال
بالایی۵٠ زائد غیر عدد را ماکزیمال فازی زائد غیر مجموعه های همه ی بین در فازی اندازه ی

ͬ دهیم. م نمایش irs(G) با و نامیده G = (σ, µ) فازی گراف
هرگاه ͬ کنند م احاطه را ی΄دی·ر y و x رأس دو G = (σ, µ) فازی گراف در .١ . ٣ . ١٩ تعریف
از S زیرمجموعه ی باشد. فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .µ(x, y) > ٠ باشیم داشته
رأس v ∈ V \ S رأس هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده G در فازی۵١ احاطه گر مجموعه ی ΁ی V

کند. احاطه را v رأس که باشد داشته وجود u ∈ S

ازای به هرگاه ͬ نامیم م مینیمال فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی را S فازی احاطه گر مجموعه ی
نباشد. فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی S \ {v} مجموعه ی v ∈ S رأس هر

فازی گراف در مینیمال فازی احاطه گر مجموعه های همه ی بین در فازی اندازه ی مینیمم
داده نمایش γf یا γf (G) با و ͬ نامیم م G = (σ, µ) فازی گراف احاطه گری عدد را G = (σ, µ)

ͬ شود. م
ͬ باشد. م γf = ١٫١ دارای که است شده ارائه ۵ . ١ ش΄ل در G = (σ, µ) فازی گراف مثال برای

مینیمم فازی احاطه گر مجموعه های همه ی بین در فازی اندازه ی ماکزیمم .١ . ٣ . ٢٠ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش γs یا γs(G) با و ͬ نامیم م G = (σ, µ) فازی گراف بالایی۵٢ احاطه گری عدد را
.µ(v, u) = ٠ هرگاه گوئیم فازی مستقل فازی گراف در را v و u رأس دو .١ . ٣ . ٢١ تعریف
رأس دو هر هرگاه ͬ شود م نامیده ۵٣ فازی مستقل مجموعه ی ΁ی V از S فازی زیرمجموعه ی
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اولیه مفاهیم و مقدمه ١٢

u١ u٢

u٣

u۴ u۵

u۶
١ . ٠

٣ . ٢٠ . ٠

٠ . ۴

٠ . ۶٧ . ٠

١ . ٠

٢٠ . ٠ . ۵ ١٠ . ٠ . ۴

٣ . ٠

٠ . ۶

١ . ٣ . ١٩ تعریف در G = (σ, µ) فازی گراف :۵ . ١ ش΄ل

ازای به هرگاه است ماکزیمال فازی مستقل V از S فازی زیرمجموعه ی باشند. مستقل S از
نباشد. فازی مستقل مجموعه ی ΁ی S ∪ {v} مجموعه ی ،v ∈ V \ S رأس هر

احاطه گری عدد را ماکزیمال فازی مستقل مجموعه های همه ی بین در فازی اندازه ی مینیمم
گراف ۵۴ بالایی مستقل احاطه گری عدد ͬ دهیم. م نمایش if (G) با و ͬ نامیم م فازی مستقل
مستقل مجموعه های همه ی بین در فازی اندازه ی ماکزیمم از است عبارت G = (σ, µ) فازی

ͬ شود. م داده نمایش is(G) با که ماکزیمال فازی

گراف در فازی۵۵ کلͬ احاطه گر مجموعه ی را فازی گراف از S زیرمجموعه ی .١ . ٣ . ٢٢ تعریف
وجود u ∈ S رأس G = (σ, µ) فازی گراف در v رأس هر برای هرگاه ͬ نامیم م G = (σ, µ) فازی
احاطه گر مجموعه های بین در فازی اندازه ی مینیمم کند. احاطه را v رأس که باشد داشته
γtf یا γtf (G) با و ͬ نامیم م G = (σ, µ) فازی گراف کلͬ احاطه گری عدد را مینیمال فازی کلͬ

ͬ دهیم. م نمایش
بررسͬ مورد [٢۴ ،٢٣ ،٢١ ،٢٠] مانند مراجعͬ در فازی گراف های در احاطه گری مبحث

است. گرفته قرار

احاطه گر مجموعه ی ΁ی G = (σ, µ) فازی گراف از S ⊆ V (G) مجموعه ی .١ . ٣ . ٢٣ تعریف
مانند رأس ΁ی حداقل G گراف در v رأس هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده فازی۵۶ k‐مرحله ای

باشد. v رأس از k فاصله ی در که باشیم داشته S در u

54superior independent domination number
55fuzzy total dominating set
56fuzzy k-step dominating set



١٣ فازی گراف مقدماتͬ مفاهیم
مجموعه های زیر در است. شده داده نمایش فازی گراف ΁ی ۶ . ١ ش΄ل در .١ . ٣ . ١ مثال

آورده ایم: به دست را گراف این فازی ٢ ‐مرحله ای احاطه گر
S١ = {a, d, c, b}, S٢ = {a, d, e, f}

S٣ = {a, d, e, b}, S۴ = {a, d, c, f}

S۵ = {a, f, c, b}, S۶ = {f, d, e, c}

S٧ = {f, e, c, b}, S٨ = {d, e, c, b}

a

b

c

d

e

f

٢ . ٠
٣ . ٠ ٠ . ۴

٠ . ۵

٠ . ۶

٧ . ٠

٨ . ٠

٢ . ٠

٣ . ٠

٠ . ۴

٠ . ۴

٠ . ۴

٠ . ۶ ٠ . ۵

١ . ٣ . ٢٣ تعریف در G = (σ, µ) فازی گراف :۶ . ١ ش΄ل

مجموعه های به طوری که G در S فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی .٢۴ . ١ . ٣ تعریف
Nk(v) = {u ∈ V (G)|µk(v, u) > ٠, v ∈ S}

ͬ شود. م نامیده فازی۵٧ دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی باشند مجزا دو به دو
را آن باشد فازی دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی دارای G = (σ, µ) فازی گراف اگر

ͬ نامیم. م دقیق۵٨ k‐مرحله ای احاطه گر فازی گراف
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اولیه مفاهیم و مقدمه ١۴

مقدماتͬ های قضیه ۴ . ١
بیان را ͬ گیرد م قرار استفاده مورد رساله طول در که شده اثبات قضایای از برخͬ بخش این در

ͬ کنیم. م

S اگر صورت این در باشد. تنها رأس بدون گراف ΁ی G کنید فرض [١٣] .١ . ۴ . ١ قضیه
مجموعه ی ΁ی V \ S مجموعه ی آنگاه باشد، G گراف برای مینیمال احاطه گر مجموعه ΁ی

بود. خواهد G برای احاطه گر
اثبات گراف ها در کلͬ احاطه گری عدد برای را زیر بالای [١۶]کران در هم΄ارش و هنینگ۵٩

کردند.
آنگاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از همبند گراف ΁ی G = (V,E) اگر [١۶] .٢ . ۴ . ١ قضیه

γt(G) ≤ ٢n/٣.
با را کلͬ احاطه گری عدد که کردند ثابت [۵] در را زیر قضیه ی هم΄ارانش و ۶٠ کوکاین

ͬ دهد. م ارتباط ∆(G) یعنͬ درجه بیشترین

آنگاه تنها، رأس بدون و رأس n با باشد گرافͬ G اگر (١ [۵] .٣ . ۴ . ١ قضیه
γt(G) ≤ n−∆(G) + ١.

آنگاه ،∆(G) < n− ١ و باشد همبند G گراف اگر (٢
γt(G) ≤ n−∆(G).

احاطه گری عدد اساس بر گراف ΁ی یال های تعداد برای را بالایی کران های زیر قضیه های در
است. شده ثابت [١۶] در یو و هنینگ توسط که ͬ کنیم م بیان گراف آن مرتبه ی و کلͬ

احاطه گری عدد با ،m اندازه ی و n مرتبه ی از تنها، رأس بدون گرافͬ G اگر [١۶] .۴ . ۴ . ١ قضیه
آنگاه باشد، γt کلͬ

m ≤


(n−γt+٢٢

)
+ γt/٢ − ١ باشد γtزوج ١٢+n−γt)اگر

)
+ γt/٢ + ١/٢ باشد γtفرد .اگر
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١۵ مقدماتͬ های قضیه
٣ حداقل مرتبه ی دارای آن مولفه ی هر که باشد گرافͬ G کنید فرض [١۶] .۵ . ۴ . ١ قضیه
ماکزیمم و γt کامل احاطه گری عدد با m اندازه ی ،n مرتبه ی از G کنید فرض همچنین باشد.
∆(G) = ٢ اگر و ͬ باشد م m ≤ ∆(G)(n− γt) آنگاه باشد، ∆(G) ≥ ٣ اگر باشد. ∆(G) درجه ی

.m ≤ ٣(n− γt) داریم آنگاه باشد،
و مرتبه حسب بر درخت ها کلͬ احاطه گری برای را زیر بالای کران هاینس۶٢ و چلال۶١ͬ

کردند. اثبات و بیان [١۶] در پشتیبان رأس های تعداد
پشتیبان رأس های تعداد بیانگر نیز s و باشد رأس n با درخت ΁ی T اگر [١۶] .۶ . ۴ . ١ قضیه

آنگاه باشد، T درخت در
γt(T ) ≤ (n+ s)/٢.

قضیه ی در ͬ کنیم. م بیان را فازی گراف های زمینه ی در شده اثبات قضیه ی چند ادامه در
احاطه گر مجموعه ی G = (σ, µ) فازی گراف در مجموعه ΁ی اینکه برای کافͬ و لازم شرط زیر

ͬ کنیم. م بیان را باشد مینیمال فازی

است مینیمال G = (σ, µ) فازی گراف از S فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی [٣١] .٧ . ۴ . ١ قضیه
باشد: برقرار زیر حالت دو از ی΄ͬ G = (σ, µ) فازی گراف در v رأس هر برای اگر تنها و اگر

ندارد. قرار S رأس های از کدام هیچ همسای·ͬ در v رأس . ١
.N(u) ∩ S = {v} که دارد وجود u ∈ V \ S رأس ΁ی . ٢

این در باشد. تنها رأس بدون فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض [٣١] .٨ . ۴ . ١ قضیه
آنگاه باشد، G = (σ, µ) فازی گراف برای مینیمال فازی احاطه گر مجموعه ΁ی S اگر صورت

بود. خواهد G = (σ, µ) برای فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی V \ S مجموعه ی
G = (σ, µ) فازی گراف در مجموعه ای ΁ی اینکه برای کافͬ و لازم شرط نیز زیر قضیه ی در

ͬ کنیم. م بیان را باشد ماکزیمال فازی مستقل مجموعه ی
است ماکزیمال G = (σ, µ) فازی گراف در فازی مستقل مجموعه ی ΁ی [٢۴] .٩ . ۴ . ١ قضیه
مجموعه ی ΁ی هم و باشد G = (σ, µ) برای فازی مستقل مجموعه ی ΁ی هم اگر تنها و اگر

باشد. G = (σ, µ) فازی گراف برای فازی احاطه گر
΁ی G = (σ, µ) فازی گراف در ماکزیمال فازی مستقل مجموعه ی هر [٢۴] .١٠ . ۴ . ١ قضیه

ͬ باشد. م G = (σ, µ) در مینیمال فازی احاطه گر مجموعه ی
مجموعه های زمینه ی در ۶۴ نجرگنͬ و چاندراس΄اران۶٣ توسط که ͬ دهیم م ارائه قضیه هایی زیر در
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اولیه مفاهیم و مقدمه ١۶
است. شده اثبات و بیان فازی گراف های در فازی زائد غیر مجموعه های و فازی احاطه گر

است مینیمال G = (σ, µ) فازی گراف در فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی [٢٣] .١١ . ۴ . ١ قضیه
مجموعه ی ΁ی هم و باشد G = (σ, µ) برای فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی هم اگر تنها و اگر

باشد. G = (σ, µ) فازی گراف برای فازی زائد غیر
G = (σ, µ) فازی گراف از مینیمال فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی S اگر [٢٣] .١٢ . ۴ . ١ قضیه

بود. خواهد G = (σ, µ) برای ماکزیمال فازی زائد غیر مجموعه ی ΁ی S آنگاه باشد،
داریم G = (σ, µ) فازی گراف هر برای [٢٣] .١٣ . ۴ . ١ قضیه
irf (G) ≤ γf (G) ≤ if (G).



٢ فصل
احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری

دقیق ١ ‐مرحله ای

مقدمه ٢ . ١
ما فصل این در ͬ باشد. م گراف در احاطه گری گراف، نظریه ی در پیشرفته حوزه های از ی΄ͬ
زمینه این در را قضایایی و ͬ دهیم م ارائه گراف ها در مرحله ای احاطه گری زمینه ی در مفاهیمͬ

ͬ کنیم. م ثابت

عدد ایشان و شده معرفͬ ١٩٩۵ سال در شولز١ توسط مرحله ای احاطه گر مجموعه های
معرفͬ را است مرحله ای احاطه گر مجموعه ی کوچ΄ترین اندازه ی که مرحله ای، احاطه گری
دی·ر و [٢٩] در هم΄اران و شولز توسط گراف ها در ٢ ‐مرحله ای احاطه گری مفهوم کردند.
دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های و گردید مطالعه [١۵] و [٣] ،[٢٨] مانند مقالات
نترجن توسط نیز جهشͬ احاطه گری مفهوم گرفت. قرار بررسͬ مورد [١٧] در ٢ هرش توسط
احاطه گر گراف های برای جدیدی کران های ٢ . ٢ بخش در گردید. بیان [٢۵] در دی·ران و ٣
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دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری ١٨
احاطه گری عدد برای بالایی کران ٢ . ٣ بخش در ادامه در و ͬ دهیم م ارائه دقیق ١‐مرحله ای
آن ها برای تساوی که را شرایطͬ و آورده دست به دقیق ١‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁ی کلͬ

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد باشد برقرار
مرتبه ی از درخت هر در باز پوششͬ عدد و کلͬ احاطه گری عدد کرد ثابت [٢۶] ۴ رال

است. برابر هم با ٢ حداقل
داریم ،٢ حداقل مرتبه از T درخت هر برای [٢۶] .٢ . ١ . ١ قضیه

γt(T ) = ρo(T ).
شولز و ۵ گالواس توسط که دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های از قضیه چند ادامه در

ͬ کنیم. م بیان شده ثابت [١١] در
ͬ کند. م القا تطابق ΁ی S دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی هر [١١] .٢ . ١ . ٢ قضیه

ͬ کند. م افراز را V (G) و بوده زوج S اندازه ی بنابراین،
١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های همه ی که کردند ثابت زیر قضیه ی در آن ها همچنین

دارند. ی΄سان اندازه های دقیق
همه ی این صورت در باشد. دقیق ١ ‐مرحله ای گراف ΁ی G کنید فرض [١١] .٢ . ١ . ٣ قضیه

دارند. γt(G) با برابر و ی΄سان اندازه های G گراف دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های
١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت درخت، ΁ی که را شرایطͬ زیر قضیه ی در شولز و گالواس

کردند. مشخص است دقیق
به اگر تنها و اگر است دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت T درخت ΁ی [١١] .۴ . ٢ . ١ قضیه

باشد. آمده دست به K٢ ازگراف بازگشتͬ  صورت

دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁ی Ti هر و K٢ = T١, T٢, ..., Tn = T که صورت این به
عمل·رهای از ی΄ͬ از استفاده با Ti از Ti+١ و بوده Si دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی با

باشد: آمده دست به زیر

.Si+١ = Si دادن قرار و باشد ͽواق Si در که Ti از رأس ΁ی به جدید رأس ΁ی اتصال (τ١)

قرار و H : u, v, w, x مسیر از u رأس با V (Ti) \ Si در u مانند رأس ΁ی کردن همسان (τ٢)
.Si+١ = Si ∪ {w, x} دادن
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١٩ دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری عدد بررسͬ

احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری عدد بررسͬ ٢ . ٢
دقیق ١ ‐مرحله ای

مرتبه ی از G همبند گراف هر برای که کردند ثابت ٢ . ۴ . ١ قضیه ی در هم΄ارانش و کوکاین
‐ ١ احاطه گر گراف های برای را بالا کران این بخش این در .γt(G) ≤ ٢n/٣ داریم n ≥ ٣

ͬ دهیم. م بهبود دقیق مرحله ای

δ درجه ی مینیمم با n مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G اگر .٢ . ٢ . ١ قضیه
آنگاه باشد،

γt(G) ≤ n/δ.
΁ی S و باشد n مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
.|S| = γt(G) داریم ٢ . ١ . ٣ قضیه ی از باشد. G از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی
داریم x ∈ S رأس هر برای است، مجاور S از رأس ΁ی دقیقا با G گراف از رأس هر که آنجایی از

پس دارد، δ حداقل درجه ی گراف در رأس هر چون .|N(x) ∩ S| = ١
|N(x) ∩ V \ S| ≥ δ − ١.

از بیش توسط z رأس آنگاه باشد، z ∈ N(x) ∩N(y) اگر x, y ∈ S رأس زوج هر برای همچنین
.N(x) ∩N(y) = ∅ داریم نتیجه در ͬ شود. م احاطه y و x یعنͬ رأس ΁ی

V \S در همسایه هایش دی·ر و بوده مجاور S در رأس ΁ی دقیقا با G گراف در رأس هر طرفͬ از
بنابراین، ͬ باشند. م

|V \ S| ≥ γt(G)(δ − ١)
که ͬ دهد م نتیجه این و

γt(G) ≤ n/δ.

٢ . ٢ . ١ قضیه ی در آنگاه باشد، r‐منظم گراف ΁ی G گراف اگر که است بررسͬ قابل بسادگͬ
بود. خواهد برقرار تساوی

بنابراین، دارد. باز همسای·ͬ هر با غیرتهͬ مشترک فصل ΁ی کلͬ احاطه گر هرمجموعه ی
΁ی از اندازه ماکزیمم ρo(G) که ρo(G) ≤ γt(G) آنگاه باشد، تنها رأس بدون گراف ΁ی G اگر
عدد کرد ثابت رال که شد بیان ٢ . ١ . ١ قضیه ی در ͬ باشد. م G در باز پوششͬ مجموعه ی



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری ٢٠
این اما است. برابر هم با ٢ حداقل مرتبه ی از درخت هر در باز پوششͬ عدد و کلͬ احاطه گری
که حالͬ در ،γt(C۵) = ٣ که دید ͬ توان م مثال برای ͬ باشد. نم برقرار گرافͬ هر برای تساوی
ͬ باشد. م برقرار دقیق ١ ‐مرحله ای گراف هر برای تساوی این ͬ دهیم م نشان ما .ρo(C۵) = ٢

داریم دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف هر برای .٢ . ٢ . ٢ قضیه
γt(G) = ρo.

١ ‐مرحله ای احاطه گری عدد با دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
گراف همچنین باشد. G از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و باشد γt(G) دقیق

باشد. ρo(G) باز پوششͬ عدد دارای G

N(v)∩N(w) = داریم v, w ∈ S رأس دو هر برای که آنجا از .|S| = γt(G) داریم ٢ . ١ . ٣ قضیه ی از
نیز باز پوششͬ مجموعه ی ΁ی دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی هر ͬ گیریم م نتیجه ،∅

بنابراین، ͬ باشد. م
ρo(G) ≥ |S| = γt(G).

داریم v ∈ D رأس هر برای باشد. G گراف برای باز پوششͬ مجموعه ی ΁ی D کنید فرض حال
داریم بنابراین، .N(v)∩N(w) = ∅ داریم D از v, w رأس دو هر برای طرفͬ از .|N(v)∩S| = ١

ρo(G) = |D| ≤ |S| = γt(G).
نتیجه در

γt(G) = ρo.

درخت ها برای بالا کران ٢ . ٣
١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت های برای را ۶ . ۴ . ١ قضیه ی در شده بیان کران ما بخش این در
باشد. درخت ΁ی در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس های تعداد s∗ کنید فرض ͬ دهیم. م بهبود دقیق
داریم n ≥ ٣ مرتبه ی از T دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت هر برای که داد خواهیم نشان ما

ͬ کنیم. م مشخص را ͬ کنند م صدق تساوی در که درخت هایی و γt(T ) ≤ (n+ s∗)/٢

ͬ کنیم. م معرفͬ را Γ خانواده ی ابتدا منظور این برای

به دست T١, T٢, . . . , Tk = T دنباله ی از ،k عدد تعدادی ازای به درخت ها، از Γ خانواده ی
با دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁ی Ti درخت هر آنگاه ،k ≥ ٢ اگر و T١ = P٣ که ͬ آید م



٢١ درخت ها برای بالا کران

Ti+١

Ti

Si y xb bc

bc

b

σ١ عمل·ر اعمال با Ti از آمده به دست Ti+١ درخت :٢ . ١ ش΄ل

از ی΄ͬ اعمال با Ti درخت از Ti+١ درخت و ͬ باشد م Si دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی
ͬ آید: م دست به i = ١,٢, ..., k − ١ برای زیر اپراتورهای

١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی از ٢ درجه ی از پشتیبان رأس ΁ی y کنید فرض (σ١)
و x رأس ΁ی افزودن با Ti درخت از Ti+١ درخت صورت این در باشد. Ti درخت از Si دقیق

.٢ . ١ ش΄ل مانند ͬ آید، م به دست Si+١ = Si دادن قرار و y به x اتصال

به طوری باشد، Ti ̸= P٣ از رأس ΁ی یا Ti = P٣ از برگ ΁ی y ∈ V (Ti) \ Si کنید فرض (σ٢)
از Ti+١ درخت صورت این در نباشد. ٢ درجه ی از پشتیبان رأس به متصل برگ رأس این که
Si+١ = Si ∪ {w, x} دادن قرار و y به v اتصال و P٣ : vwx مسیر ΁ی کردن اضافه با Ti درخت

.٢ . ٢ ش΄ل مانند ͬ آید، م دست به

در باشد. Ti ̸= P٣ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس به متصل برگ ΁ی y ∈ Si کنید فرض (σ٣)
قرار و y به u اتصال و P۴ : uvwx مسیر ΁ی کردن اضافه با Ti درخت از Ti+١ درخت صورت این

.٢ . ٣ ش΄ل مانند ͬ آید، م دست به Si+١ = Si ∪ {w, x} دادن

ͬ کنیم. م اثبات و بیان را زیر قضیه ی حال



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری ٢٢
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σ٢ عمل·ر اعمال با Ti از آمده به دست Ti+١ درخت :٢ . ٢ ش΄ل

داریم n ≥ ٣ مرتبه ی از T دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت هر برای .٢ . ٣ . ١ قضیه
γt(T ) ≤ (n+ s∗)/٢

.T ∈ Γ اگر وتنها اگر است برقرار تساوی و
s⋆ و باشد n ≥ ٣ مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁ی T کنید فرض برهان.
ثابت n مرتبه ی روی استقرا با را قضیه باشد. T در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس های تعداد
برای قضیه کنید فرض ͬ باشد. م برقرار قضیه n = ٣ اگر که دید ͬ توان م سادگͬ به ͬ کنیم. م

باشد. برقرار n′ < n مرتبه ی از T ′ دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت هر
قضیه ی از ب·یرید. نظر در را ۴ < n مرتبه ی از T دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت حال
که است آمده به دست k اعداد برخͬ برای T١, T٢, . . . , Tk = T دنباله ی از T درخت ،۴ . ٢ . ١
‐ ١ احاطه گر مجموعه ی با دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁ی Ti درخت هر و T١ = K٢
(τ٢) یا (τ١) اپراتورهای از ی΄ͬ اعمال با Ti درخت از Ti+١ درخت و ͬ باشد م Si دقیق مرحله ای
تعداد عنوان به s∗′ و Tk−١ مرتبه ی عنوان به n′ دادن قرار با را حالت دو ما است. آمده به دست

ͬ گیریم. م نظر در Tk−١ درخت در ٢ مرتبه ی از پشتیبان رأس های



٢٣ درخت ها برای بالا کران
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σ٣ عمل·ر اعمال با Ti از آمده به دست Ti+١ درخت :٢ . ٣ ش΄ل

رأس کردن اضافه با (τ١) عمل·ر اعمال از T درخت کنید فرض حالت این در اول. حالت
ͬ باشد، م دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی به متعلق y رأس که xy یال و x جدید
شده اضافه Tk−١ به رأس ΁ی ،۴ . ٢ . ١ قضیه ی در (τ١) عمل·ر به توجه با است. آمده دست به
n′ = n− ١ داریم بنابراین، ͬ ماند. م ثابت ١ ‐مرحله ای مجموعه ی احاطه گر که حالͬ در است
مم΄ن حالت های همه ی حال .γt(Tk−١) ≤ (n′ + s∗′)/٢ استقرا فرض با .γt(T ) = γt(Tk−١) و

ͬ گیریم: م نظر در را y برای

و s∗′ = s∗ آنگاه نباشد، Tk−١ درخت در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس یا و برگ ΁ی y اگر
بنابراین،

γt(T ) = γt(Tk−١) ≤ (n′ + s∗′)/٢
= ((n− ١) + s∗)/٢
< (n+ s∗)/٢.



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری ٢۴
بنابراین، و s∗′ = s∗ + ١ آنگاه باشد، Tk−١ درخت در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس ΁ی y اگر

γt(T ) = γt(Tk−١) ≤ (n′ + s∗′)/٢
= ((n− ١) + (s∗ + ٢/((١
= (n+ s∗)/٢.

s∗′ = s∗−١ آنگاه نیست، متصل ٢ درجه ی از پشتیبان رأس به که Tk−١ در باشد برگ ΁ی y اگر
بنابراین، و

γt(T ) = γt(Tk−١) ≤ (n′ + s∗′)/٢
= ((n− ١) + (s∗ − ٢/(١
< (n+ s∗)/٢.

نام به ٢ درجه ی از پشتیبان رأس به که Tk−١ در باشد برگ ΁ی y رأس که کنید فرض نهایت در
بنابراین، و s∗′ = s∗ صورت این در .(Tk−١ = P٣ اگر (به جز است متصل z

γt(T ) = γt(Tk−١) ≤ (n′ + s∗′)/٢
= ((n− ١) + s∗)/٢
< (n+ s∗)/٢.

بنابراین، و هستند ٢ درجه ی از پشتیبان رأس های y و z رأس های آنگاه ،Tk−١ = P٣ (اگر
در .(γt(T ) = γt(Tk−١) ≤ (n′ + s∗′)/٢ = ((n− ١) + (s∗ − ٢/((١ < (n+ s∗)/٢ و s∗′ = s∗ − ١

.γt(T ) ≤ (n+ s∗)/٢ حالت این در نتیجه

به Tk−١ درخت از (τ٢) عمل·ر اعمال با T درخت کنید فرض حالت این در . دوم حالت
از برگ ΁ی با که باشد Tk−١ از رأس ΁ی y ∈ V (Tk−١) \ Sk−١ کنید فرض باشد. آمده دست
n′ = n − ٣ داریم ،۴ . ٢ . ١ قضیه ی در (τ٢) اپراتور با است. شده همسان H : yvwx مسیر
پشتیبان رأس ΁ی و y ∈ V (Tk−١) \ Sk−١ که باشید داشته توجه .γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ و
پشتیبان رأس به متصل برگ ΁ی y اگر .γt(Tk−١) ≤ (n′ + s∗′)/٢ داریم استقرا فرض از نیست.

بنابراین، و s∗′ = s∗ − ١ آنگاه نباشد، Tk−١ در ٢ درجه ی از
γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ ≤ (n′ + s∗′)/٢ + ٢

= ((n− ٣) + (s∗ − ٢/((١ + ٢
= (n+ s∗)/٢.

(به باشد z به نام Tk−١ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس به متصل برگ ΁ی y ͬ کنیم م فرض پس
آنگاه ،Tk−١ = P٣ (اگر γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ و s∗

′
= s∗ صورت این در .(Tk−١ = P٣ اگر جز



٢۵ درخت ها برای بالا کران
γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ ≤ (n′ + s∗′)/٢ + ٢ = ((n − ٣) + (s∗ − ٢/((١ + ٢ = و s∗′ = s∗ − ١

.((n+ s∗)/٢

به دست y رأس حذف با Tk−١ درخت از که باشد درختͬ Tk−٢ کنید فرض اثبات ادامه ی برای
΁ی همچنان Sk−١ پس ͬ باشد، نم Sk−١ مجموعه ی در که است برگͬ y چون باشد. آمده
احاطه گر درخت ΁ی Tk−٢ درنتیجه و بوده Tk−٢ برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی
γt(Tk−٢) ≤ داریم استقرا فرض از ͬ باشد. م n′′ = n′−١ = n−۴ مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای
Tk−١ چون باشد. Tk−٢ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس های تعداد s∗′′ کنید فرض .(n′′+s∗

′′
)/٢

حالت این در بنابراین، .s∗′′ ≤ s∗
′ اول حالت بر بنا است، آمده دست به (τ١) اپراتور با Tk−٢ از

داریم نیز

γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ = γt(Tk−٢) + ٢ ≤ (n′′ + s∗
′′
)/٢ + ٢

= (n′ − ١ + s∗
′′
)/٢ + ٢ ≤ (n′ − ١ + s∗

′
)/٢ + ٢

= (n− ۴ + s∗
′
+ ۴)/٢ = (n+ s∗

′
)/٢

= (n+ s∗)/٢.

΁ی T ͬ دهیم م نشان باشد، T ∈ Γ کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت را قضیه تساوی قسمت حال
با را اثبات .γt(T ) = (n+ s∗)/٢ و است n ≥ ٣ مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت
دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت T آنگاه باشد، T = P٣ اگر ͬ دهیم. م ادامه n روی استقرا
γt(P٣) = ٢ با دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی دارای و ٣ مرتبه ی از درختͬ P٣ و بوده
ͬ دهد م نتیجه این و است ٢ درجه ی از پشتیبان رأس ΁ی دارای درخت این همچنین ͬ باشد. م

ͬ شود. م ثابت استقرا پایه ی بنابراین، .γt(P٣) = (n+ s∗)/٢ = (٣ + ٢/(١ = ٢ که
در و باشد دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر ٣ < n′ < n مرتبه ی از T ′ ∈ Γ درخت هر کنید فرض
ب·یرید. نظر در را n ≥ ۴ مرتبه ی از T ∈ Γ درخت کند. صدق γt(T

′) = (n′ + s∗′)/٢ رابطه ی
است آمده به دست T١, T٢, . . . , Tk = T دنباله ی از k عدد برخͬ ازای به بنابراین، ،T ∈ Γ چون
احاطه گر مجموعه ی با دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁یTi هر و T١ = P٣ آن در که
،(σ١) اپراتورهای از ی΄ͬ اعمال با Ti درخت از Ti+١ درخت و ͬ باشد م Si دقیق ١ ‐مرحله ای
است. دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁ی T وضوح به است. آمده دست به (σ٣) یا (σ٢)

را Tk−١ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس های تعداد s∗′ و Tk−١ درخت مرتبه ی n′ کنید فرض
ͬ کند م صدق استقرا فرض در Tk−١ بنابراین، ،Tk−١ ∈ Γ و n′ < n که است ͹واض بدهد. نشان
و n′ = n − ١ آنگاه باشد، آمده دست به (σ١) عمل·ر با از T اگر .γt(Tk−١) = (n′ + s∗′)/٢ و



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری ٢۶
پس .γt(T ) = γt(Tk−١) همچنین و s∗′ = s∗ + ١

γt(T ) = γt(Tk−١) = (n′ + s∗′)/٢
= ((n− ١) + (s∗ + ٢/((١
= (n+ s∗)/٢

.γt(T ) = (n+ s∗)/٢ نتیجه در و

، n′ = n−٣ صورت این در باشد. آمده دست به (σ٢) عمل·ر با Tk−١ از T کنید فرض حال
بنابراین، .γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ و s∗′ = s∗ − ١

γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ = (n′ + s∗′)/٢ + ٢
= ((n− ٣) + (s∗ − ٢/((١ + ٢
= (n+ s∗)/٢.

n′ = n− ۴ صورت این در باشد. آمده دست به (σ٣) عمل·ر با Tk−١ از T کنید فرض نهایت در
نتیجه در .γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ و s∗′ = s∗ ،

γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ = (n′ + s∗′)/٢ + ٢
= ((n− ۴) + s∗)/٢ + ٢
= (n+ s∗)/٢.

.γt(T ) = (n+ s∗)/٢ آنگاه ،T ∈ Γ اگر پس

و باشد n ≥ ٣ مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁ی T کنید فرض برعکس،
.T ∈ Γ که ͬ دهیم م نشان .γt(T ) = (n+ s∗)/٢

n = ٣ برای قضیه که کرد بررسͬ ͬ توان م آسانͬ به ͬ کنیم. م اثبات n مرتبه ی روی استقرا با
درخت ΁ی و باشد برقرار n′ < n مرتبه ی با درخت ها برای نتیجه کنید فرض است. برقرار
بر .γt(T ) = (n+ s∗)/٢ که ب·یرید نظر در را n ≥ ۴ مرتبه ی از T دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر
از تناوبی طور به است دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر درخت ΁ی T چون ،۴ . ٢ . ١ قضیه ی اساس
احاطه گر درخت Ti آنگاه ،k ≥ ٢ اگر که ͬ آید، م دست به K٢ = T١, T٢, . . . , Tk = T دنباله ی ΁ی
توسط Ti از Ti+١ و ͬ باشد م Si دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی با دقیق ١ ‐مرحله ای

.i = ١,٢, ..., k − ١ برای است، آمده دست به (τ٢) و (τ١) عمل·رهای از ی΄ͬ
از پشتیبان رأس های تعداد s∗′ و باشد آمده دست به n′ < n مرتبه ی با Tk−١ از T کنید فرض
باشد. آمده دست به (τ١) عمل·ر با Tk−١ از T کنید فرض ابتدا در باشد. Tk−١ در ٢ درجه ی
به توجه با و ͬ باشد م T برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی Sk = Sk−١ بنابراین،



٢٧ درخت ها برای بالا کران
اثبات اول قسمت

γt(T ) = γt(Tk−١) ≤ (n
′
+ s∗

′
)/٢

≤ ((n− ١) + (s∗))/٢ ≤ (n+ s∗)/٢.
داریم ،γt(T ) = (n+ s∗)/٢ چون

γt(Tk−١) = (n
′
+ s∗

′
)/٢

= (n+ s∗)/٢.
و s∗

′
= s∗ + ١ داریم ،n′

= n − ١ که آنجا از .Tk−١ ∈ Γ داریم استقرا فرض به توجه با
٢ درجه ی از پشتیبان رأس که y رأس به آن اتصال و x رأس افزودن با Tk−١ از T بنابراین،
درخت برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی عنوان به Sk = Sk−١ دادن قرار و ͬ باشد م
.T ∈ Γ درنتیجه و است آمده دست به (σ١) عمل·ر با Tk−١ از T بنابراین، است. آمده دست به T

رأس ΁ی و u ∈ V (Tk−١) \ Sk−١ رأس ادغام با (τ٢) عمل·ر با Tk−١ از T کنید فرض حال
احاطه گر مجموعه ی ΁ی عنوان به Sk = Sk−١ ∪{w, x} دادن قرار و H : uvwx مسیر از u پایانͬ

باشد. آمده دست به T درخت برای دقیق ١ ‐مرحله ای
H : uvwx مسیر افزودن با آنگاه نباشد، Tk−١ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس به متصل برگ u اگر
از پشتیبان رأس ΁ی عنوان به w رأس Tk−١ درخت در u رأس با H مسیر از u رأس ادغام و
٢ درجه ی از پشتیبان رأس ΁ی Tk درخت بنابراین، . ͬ شود م ظاهر Tk درخت در ٢ درجه ی
اثبات اول قسمت از و n

′
= n−٣ و s∗

′
= s∗−١ درنتیجه داشت. خواهد Tk−١ درخت از بیشتر

داریم
γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ ≤ (n

′
+ s∗

′
)/٢ + ٢

= ((n− ٣) + (s∗ − ٢/((١ + ٢
= (n+ s∗)/٢.

بنابراین، .Tk−١ ∈ Γ استقرا فرض از و γt(Tk−١) = (n
′
+s∗

′
)/٢ داریم ،γt(T ) = (n+s∗)/٢ چون

به متصل برگ u اگر حال .T ∈ Γ نتیجه در و است آمده دست به (σ٢) عمل·ر با Tk−١ از T
از u رأس ادغام و H : uvwx مسیر افزودن با آنگاه باشد، Tk−١ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس
همچنین و بود نخواهد Tk درخت در برگ ΁ی دی·ر u رأس ،Tk−١ درخت در u رأس با H مسیر
طرفͬ از اما . ͬ شود نم ظاهر Tk درخت در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس ΁ی عنوان به نیز y رأس
تعداد یعنͬ این و است شده اضافه Tk درخت به ٢ درجه ی از پشتیبان رأس عنوان به w رأس
) n

′
= n− ٣ و s∗

′
= s∗ نتیجه در است. برابر Tk درخت و Tk−١ درخت در پشتیبان رأس های

.(Tk−١ = P٣ اگر جز به
T درخت چون باشد. آمده دست به u رأس حذف با Tk−١ از Tk−٢ کنید فرض ادامه اثبات برای



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های در کلͬ احاطه گری ٢٨
احاطه گر مجموعه ی عضو u رأس پس است، آمده دست به τ٢ عمل·ر اعمال با Tk−١ درخت از
در نیز ٢ درجه ی از پشتیبان رأس همچنین بود. نخواهد Tk−١ درخت در دقیق ١ ‐مرحله ای
برگ رأس دقیق ١ ‐مرحله ای کردن احاطه جهت ͬ بایست م صورت این غیر (در ͬ باشد نم Tk−١
طرفͬ از ͬ گرفت). م قرار Tk−١ درخت دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی در خود به متصل
مجموعه ی Sk−١ بنابراین، نیست. Sk−١ مجموعه ی به متعلق که است Tk−١ درخت از برگͬ u
‐ ١ احاطه گر درخت Tk−٢ نتیجه در و است Tk−٢ درخت برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر

ͬ باشد. م n′′ = n′ − ١ = n− ۴ مرتبه ی از دقیق مرحله ای
داریم اثبات اول قسمت از باشد. Tk−٢ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس های تعداد s∗′′ کنید فرض

γt(T ) = γt(Tk−١) + ٢ = γt(Tk−٢) + ٢ ≤ (n′′ + s∗
′′
)/٢ + ٢

= (n′ − ١ + s∗
′′
)/٢ + ٢ ≤ (n′ − ١ + s∗

′
)/٢ + ٢

= (n− ۴ + s∗
′
+ ۴)/٢ = (n+ s∗

′
)/٢

= (n+ s∗)/٢.
بنابراین، و ͬ شود م تبدیل تساوی به رابطه بالا در نامساوی ها همه ی ،γt(T ) = (n+s∗)/٢ چون
ͬ کند م صدق استقرا فرض در Tk−٢ که باشید داشته توجه .s∗′′ = s∗

′ و γt(Tk−٢) = (n′′+s∗
′′
)/٢

.Tk−٢ ∈ Γ درنتیجه و
u ∈ طرفͬ از ͬ باشد. م Tk−٢ در برگ ΁ی است، Tk−١ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس y چون
برای ولͬ ندارد تعلق دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی به پس ͬ باشد. م V (Tk−١)\Sk−١
y یعنͬ پشتیبان رأس باید Sk−١ دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی توسط شدن احاطه
به τ١ عمل·ر اعمال با Tk−٢ درخت از Tk−١ درخت نتیجه در باشد. مجموعه ی این به متعلق

است. آمده دست
نتیجه در و ͬ کند نم تغییری پشتیبان رأس های تعداد Tk−٢ به u رأس شدن اضافه با همچنین
دادن قرار و y به u رأس اتصال و P۴ : uvwx مسیر افزودن با Tk−٢ از T بنابراین، .s∗′′ = s∗

′

دست به T درخت برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی عنوان به Sk = Sk−١ ∪{w, x}

از T بنابراین، ͬ باشد. م Tk−٢ در ٢ درجه ی از پشتیبان رأس به متصل برگ y که است، آمده
است. آمده دست به (σ٣) عمل·ر با Tk−٢

به (σ٢) عمل·ر با Tk−١ از T و بوده Tk−١ = P٣ از برگ ΁ی u آنگاه ،Tk−١ = P٣ اگر همچنین
.T ∈ Γ نتیجه در و ͬ آید م دست



٣ فصل
اندازه ی گراف های برای کران هایی

دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر
اندازه ی بین ارتباط [٧] در هم΄اران و دانکلمن توسط که شد بیان ۴ . ۴ . ١ قضیه ی اول، فصل در
بر بنا همچنین است. داده قرار بررسͬ مورد را گراف ها در کلͬ احاطه گری عدد و گراف
احاطه گری عدد آنگاه باشد، دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گرافͬ اگر که ͬ دانیم م ٢ . ١ . ٣ قضیه ی
مطرح کران های برخͬ فصل این در است. برابر کلͬ احاطه گری عدد با دقیق ١ ‐مرحله ای
که را شرایطͬ و داده بهبود دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های برای را اول فصل در شده

ͬ کنیم. م بیان ͬ باشد، م برقرار آن ها برای تساوی

گراف ها برای بالا کران اثبات ٣ . ١
برای را ۴ . ۴ . ١ قضیه ی در شده گفته کران که ͬ کنیم م اثبات و بیان را قضیه ای بخش این در

ͬ دهد. م بهبود دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را Γk خانواده ی ابتدا منظور این برای

به متعلق گراف ΁ی که ͬ کنیم م تعریف صورت این به را Γk خانواده ی ،k عدد هر برای



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر اندازه ی گراف های برای کران هایی ٣٠
باشد: آمده دست به زیر به صورت G گراف یا G = k٢K٢ اگر وتنها اگر ͬ باشد م Γk خانواده ی

Kn−k رأس های از مجزا دو به دو و دلخواه مجموعه ی زیر تا k ،P١, P٢, ..., Pk کنید فرض
که دارد وجود ام΄ان (این ∪k

i=١Pi = V (Kn−k) که به طوری است عدد ΁ی n > k که باشد،
.(Pi = ∅ باشیم داشته i اندیس های برخͬ برای

یال k/٢ و x١, x٢, ..., xk رأس k افزودن با ͬ آید م دست به Kn−k گراف از G ∈ Γk صورت این در
.٣ . ١ ش΄ل باشد، Pi ̸= ∅ هرگاه Pi در رأس هر به xi رأس اتصال و ١ ≤ i ≤ k/٢ ،x٢ix٢i−١

x١ x٢ x٣ x۴ xk−١ xk

Kn−k

P١ P٢ Pk−١ Pk

. . .

. . .

... ... ... ...

Γk خانواده ی به متعلق G گراف :٣ . ١ ش΄ل
ͬ کنیم. م اثبات و بیان را زیر قضیه ی حال

باشد، m اندازه ی و n مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G اگر .٣ . ١ . ١ قضیه
آنگاه

m ≤
(n−γt(G)٢

)
+ n− γt(G)/٢

.k زوج اعداد از برخͬ برای ،G ∈ Γk اگر وتنها اگر است برقرار تساوی و
با m اندازه ی و n مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΃ی G کنید فرض برهان.
مجموعه های همه ی داریم ٢ . ١ . ٣ قضیه ی از Sباشد. دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی



٣١ گراف ها برای بالا کران اثبات
بنابراین، ͬ باشند، م با γt(G) برابر و ی΄سان اندازه های دارای S دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر
شامل ،G[S] ،S توسط القایی گراف زیر و است γt(G)زوج ،٢ . ١ . ٢ قضیه ی از .|S| = γt(G)

ͬ باشد. م یال γt/٢ دقیقا
که آنجایی از بدهد. نشان را V (G) \ S و S بین یال های تعداد |[S, V (G) \ S]| کنید فرض
١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S چون . |V (G) \ S| = n − γt(G) داریم |S| = γt(G)

رأس هر بین بنابراین، ͬ شود. م احاطه S از رأس ΁ی دقیقا توسط گراف از رأس هر است دقیق
دقیقا S و V (G) \ S بین که ͬ دهد م نشان این و دارد وجود یال ΁ی دقیقا S و V (G) \ S از
توسط شده القا گراف زیر طرفͬ از .|[S, V (G) \ S]| = n − γt پس دارد، وجود یال n − γt(G)

داریم: بنابراین، ͬ باشد. م (n−γt٢
) اندازه ی حداکثر دارای V (G) \ S

m = |E(G[S])|+ |[S, V (G) \ S]|+ |E(G[V (G) \ S])| (٣ . ١)
≤ γt/٢ + n− γt +

(
n− γt٢

)
=

(
n− γt٢

)
+ n− γt/٢ (٣ . ٢)

١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G گراف کنید فرض ͬ پردازیم. م تساوی اثبات به حال
مجمو ی ΁ی S و k = γt(G) کنید فرض باشد. m =

(n−γt٢
)
+ n − γt/٢ اندازه ی از دقیق

و است زوج k که داریم ٢ . ١ . ٢ قضیه ی از باشد. G گراف برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر
دارد. یال γt/٢ دقیقا G[S]

رأس با x٢i رأس ١ ≤ i ≤ k/٢ ازای به آن در که ب·یرید نظر در را S = {x١, ..., xk} مجموعه ی
و (١ ·٣) نامساوی های بالا اثبات در ،m =

(n−γt٢
)
+ n− γt/٢ تساوی بنابر باشد. مجاور x٢i−١

ͬ باشد م K٢ گراف k/٢ به صورت S توسط القایی زیرگراف که آنجا از ͬ شوند. م مساوی (٢ · ٣)
دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S چون .|E(G[S])| = k/٢ و دارد یال k/٢ دقیقا
از رأس هر بین بنابراین، ͬ شود. م احاطه S از رأس ΁ی دقیقا توسط گراف از رأس هر است
دقیقا S و V (G) \ S بین که ͬ دهد م نشان این و دارد وجود یال ΁ی دقیقا S و V (G) \ S

|E(G[V (G) \S])| =
(
n−k٢

) چون طرفͬ از .|[S, V (G) \S]| = n− k و دارد وجود یال n− γt(G)

.G[V (G) \ S] ∼= Kn−k نتیجه، در و دارد یال (n−k٢
) دقیقا هم V (G) \ S توسط القایی زیرگراف

΁ی S چون .Pi = N(xi) ∩ (V (G) \ S) باشیم داشته i = ١,٢, ..., k برای کنید فرض حال
S در رأس ΁ی توسط دقیقا G گراف از رأس هر است، دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی
مجاور S از رأس ΁ی دقیقا با ب·یریم نظر در که V (G) \ S از رأسͬ هر پس است. شده احاطه
ͬ باشد م معنا این به Pi∩Pj ̸= ∅ که باشند داشته وجود j و i اندیس دو که صورتͬ در ͬ باشد. م
این آنگاه ͬ گیرد، م قرار xj و xi یعنͬ S از رأس ΁ی از بیش باز همسای·ͬ در v مانند رأسͬ که
که صورتͬ در .N(xi) ∩ N(xj) ̸= ∅ و است شده احاطه S از رأس ΁ی از بیش توسط رأس
ͬ باشد. م تناقض در است دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S اینکه با حالت این
از رأس هر طرفͬ از .∪k

i=١Pi ⊆ V (Kn−k) وضوح به هستند. مجزا دو به دو P١, ..., Pk بنابراین



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر اندازه ی گراف های برای کران هایی ٣٢
دقیقا همسای·ͬ در پس است، شده احاطه S از رأس ΁ی دقیقا با ب·یریم نظر در که V (G) \ S

دارد وجود i اندیس ΁ی V (G)\S از v مانند رأس هر ازای به پس دارد. قرار S رأس های از ی΄ͬ
.∪k

i=١Pi = V (Kn−k) نتیجه در .V (Kn−k) ⊆ ∪k
i=١Pi بنابراین و v ∈ N(xi) که

و باشد بوده مجاور S از دی·ر رأس ΁ی با تنها S از xk مانند رأسͬ که دارد وجود ام΄ان این
باشیم داشته i اندیس های برخͬ برای اگر اما .Pk = ∅ صورت دراین شود احاطه آن توسط

.G ∈ Γk نتیجه در . ͬ باشد م مجاور S از xi رأس ΁ی دقیقا با Pi از رأس هر آنگاه ،Pi ̸= ∅

که صورتͬ در .G ∈ Γk باشیم داشته k زوج عدد های برخͬ برای کنید فرض برعکس،
با Kn−k گراف از G پس .G ̸= k٢K٢ ͬ کنیم م فرض بنابراین، است. برقرار نتیجه ،G = k٢K٢
در رأس هر به xi رأس اتصال و ١ ≤ i ≤ k/٢ ،x٢ix٢i−١ یال k/٢ و x١, x٢, ..., xk رأس k افزودن

است. آمده دست به Pi

Kn−k رأس های از مجزا دو به دو و دلخواه مجموعه های زیر Piها آنگاه باشد، Pi ̸= ∅ اگر
بود. خواهد ∪k

i=١Pi = V (Kn−k) که ͬ باشند م
احاطه گر مجموعه ی ΁ی S که ͬ دهیم م نشان .S = {x٢i−١, x٢i|١ ≤ i ≤ k/٢} کنید فرض

ͬ باشد. م G برای دقیق ١ ‐مرحله ای
داریم ١ ≤ i ≤ k/٢ برای آنگاه ،v ∈ {x١, x٢, ..., xk} اگر ͬ گیریم. م نظر در را v ∈ V (G) رأس
چون .v ∈ V (Kn−k) کنید فرض بنابراین، .N(x٢i−١) ∩ S = {x٢i} و N(x٢i) ∩ S = {x٢i−١}
i ∈ {١,٢, ..., k} عدد ΁ی دقیقا ،∪k

i=١Pi = V (Kn−k) و ͬ باشند م مجزا دو به دو P١, P٢, ..., Pk

.N(v) ∩ S = {xi} داریم Γk خانواده ی ساختار به توجه با و v ∈ Pi به طوری که دارد وجود
S = {x٢i−١, x٢i|١ ≤ i ≤ k/٢} مجموعه ی و |N(v) ∩ S| = ١ حالت ها همه ی در بنابراین،
احاطه گر گراف ΁ی G نتیجه در ͬ باشد. م G برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجمو ی ΁ی

است. دقیق ١ ‐مرحله ای
دارد یال k/٢ دقیقا S توسط القایی گراف زیر حال .|S| = k = γt(G) داریم، ٢ . ١ . ٣ قضیه ی از
توسط القایی زیرگراف همچنین دارد. وجود یال n−k دقیقا نیز V (G) \S و S رأس های بین و

بنابراین ͬ باشد. م (
n−k٢

) اندازه ی دارای نیز V (G) \ S

|E(G)| =

(
n− k

٢
)
+ n− k/٢

=

(
n− γt(G)

٢
)
+ n− γt(G)/٢.

دوبخشͬ گراف های برای بالا کران اثبات ٣ . ٢
به دست دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر دوبخشͬ گراف ΁ی اندازه ی برای بهتر کرانͬ بخش این در

ͬ آوریم. م



٣٣ دوبخشͬ گراف های برای بالا کران اثبات

ͬ کنیم. م معرفͬ زیر صورت به را Ψk خانواده ابتدا منظور این برای

گراف ΁ی که ͬ کنیم م تعریف صورت این به را گراف ها از Ψk خانواده ی ΁ی ،k عدد هر برای
آمده دست به زیر به صورت G گراف یا G = k٢K٢ اگر وتنها اگر دارد تعلق Ψk خانواده ی به G

باشد:

که طوری به باشند Kn١−k/٢,n٢−k/٢ گراف بخش های B و A کنید فرض
|A| = n١ − k/٢

همچنین و
|B| = n٢ − k/٢

اگر که کنید توجه ) .(n١, n٢) ̸= (k/٢, k/٢) و n٢ ≥ k/٢ ،n١ ≥ k/٢ داریم که حالͬ در
نشان Kn٢−k/٢ به صورت را K٠,n٢−k/٢ مسئله کلیت از کاستن بدون آنگاه A = ∅ و n١ = k/٢
.( ͬ دهیم م ٢/k−Kn١نشان به صورت را Kn١−k/٢,٠ آنگاه ،B = ∅ و n٢ = k/٢ اگر و ͬ دهیم م
که باشد A رأس های از مجزا دو به دو دلخواه ٢/kمجموعه های ،P١, P٢, ..., Pk/٢ کنید فرض
مجموعه های Q١, Q٢, ..., Qk/٢ و (Pi = ∅ باشیم داشته iها برخͬ برای دارد (ام΄ان ∪k/٢

i=١Pi = A

داشته iها برخͬ برای دارد (ام΄ان ∪k/٢
i=١Qi = B که باشد B رأس های از مجزا دو به دو دلخواه

رأس k کردن اضافه با Kn١−k/٢,n٢−k/٢ گراف از G ∈ Ψk گراف صورت این در .(Qi = ∅ باشیم
رأس هر به x٢i اتصال و باشد ١ ≤ i ≤ k/٢ که طوری به x٢ix٢i−١ یال k/٢ و x١, x٢, ..., xk
برای Qi از رأس هر به x٢i−١ اتصال و باشد Pi ̸= ∅ که درصورتͬ i = ١,٢, ..., k/٢ برای Pi از

.٣ . ٢ ش΄ل ͬ آید، م دست به باشد Qi ̸= ∅ که درصورتͬ i = ١,٢, ..., k/٢
ͬ کنیم. م بیان دوبخشͬ گراف های برای را زیر قضیه ی حال

،n مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر دوبخشͬ گراف ΁ی G کنید فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه
داریم: صورت این در باشد. n٢ و n١ اندازه ی از بخش هایی با و m اندازه

m ≤ (n١ − γt/٢)(n٢ − γt/٢) + n− γt/٢
.k زوج اعداد از برخͬ برای G ∈ Ψk اگر تنها اگرو است برقرار تساوی و

V (G) \S توسط القایی گراف زیر که تفاوت این با ͬ باشد م ٣ . ١ . ١ قضیه ی مشابه اثبات برهان.
دارد. را (n١ − γt/٢)(n٢ − γt/٢) حداکثر اندازه ی

که ͬ آوریم م دست به دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی اندازه ی برای کرانͬ حال
ͬ دهد. م بهبود دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف های برای را ۵ . ۴ . ١ قضیه ی



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر اندازه ی گراف های برای کران هایی ٣۴

x١ x٢

xk−١ xk

P١
P k٢

Q١
Q k٢

......... ......

...

Kn١− k٢ ,n٢− k٢

x٣ x۴

...

bc bc

bc bc

bc bc bc bc bcbc bc bc

bc bc

Ψk خانواده ی به متعلق G گراف :٣ . ٢ ش΄ل
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را گراف ها از Φk خانواده ی ابتدا منظور این برای

افراز ΁ی P = {P١, P٢, ..., Pk} و باشد k حداقل مرتبه ی از منظم گراف ΁ی H کنید فرض
با H گراف از G ∈ Φk صورت این در .i = ١,٢, ..., k ،١ ≤ |Pi| ≤ δ(H) که باشد H رأس های از
xi رأس کردن وصل و ١ ≤ i ≤ k/٢ ،x٢ix٢i−١ یال k/٢ و x١, x٢, ..., xk رأس های کردن اضافه

ͬ آید. م دست به ،i = ١,٢, ..., k برای ،Pi از رأس هر به

m اندازه ی و n مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه
آنگاه ،δ ≥ ٢ اگر باشد.

m ≤ (n(∆ + ١)−∆γt)/٢
.G ∈ Φk باشیم داشته k اعداد بعضͬ برای اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

با m اندازه ی و n مرتبه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
توجه با .|S| = γt(G) داریم، ٢ . ١ . ٣ قضیه ی از باشد. S ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی



٣۵ دوبخشͬ گراف های برای بالا کران اثبات
یال γt/٢ دقیقا شامل ،G[S] ،S توسط القایی زیرگراف و است زوج γt(G) ،٢ . ١ . ٢ قضیه ی به

ͬ باشد. م
΁ی G چون بدهد. نشان را V (G) \ S و S بین یال های تعداد |[S, V (G) \ S]| کنید فرض
دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و است دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف
بنابراین، است، شده مجاور S در رأس ΁ی دقیقا با V (G) \ S در رأس هر ͬ باشد م G برای
یعنͬ این و دارد وجود V (G) \ S و S بین یال V (G) \ S در موجود رأس های تعداد به دقیقا

.|[S, V (G) \ S]| = n− γt

V (G) \ S توسط شده القا زیرگراف در را ∆− ١ حداکثر درجه ی V (G) \ S در رأس هر طرفͬ از
ͬ تواند م یال ((n − γt)(∆ − ٢/((١ حداکثر V (G) \ S توسط القایی زیرگراف بنابراین، دارد. را

ͬ گیریم م نتیجه و باشد داشته

m = |E(G[S])|+ |[S, V (G) \ S]|+ |E(G[V (G) \ S])| (٣ . ٣)
≤ γt/٢ + n− γt + ((n− γt)(∆− ٢/((١ = (n(∆ + ١)−∆γt)/٢ (۴ . ٣)

در .G ∈ Φk باشیم داشته k اعداد بعضͬ برای کنید فرض ابتدا ͬ کنیم. م ثابت را تساوی حال
∆(G) درجه ی از رأس اگر باشد. آمده به دست H مانند r‐منظم گراف ΁ی از G که ب·یرید نظر
شده اضافه Pi از رأس هر به یال ΁ی دقیقا G گراف در آنگاه باشد، نیز Pi به متعلق و بوده H در
نتیجه ͬ باشد م r‐منظم گراف ΁ی H اینکه به توجه با بنابراین، ͬ کند. م متصل xi به را آن که
آنگاه باشد، نشده ͽواق H در ∆(G) درجه ی از رأس هم اگر طرفͬ از .∆(G) = r + ١ ͬ گیریم م
رابطه ی به توجه با نیز حالت این در باشد. ∆(G) درجه ی از xj که دارد وجود j مانند اندیسͬ

.∆(G) = r + ١ داریم ١ ≤ |Pi| ≤ δ(H)

مجموعه ی ΁ی S = {x٢i−١, x٢i|١ ≤ i ≤ k/٢} ٣ . ١ . ١،مجموعه ی قضیه ی اثبات مشابه
١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G نتیجه در ͬ باشد. م G برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر
k/٢ دقیقا S با القایی گراف زیر حال .|S| = k = γt(G) داریم ٢ . ١ . ٣ قضیه ی از ͬ باشد. م دقیق
با القایی زیرگراف همچنین دارد. وجود G \ S رأس های و S بین یال n − k دقیقا و دارد یال

بنابراین ͬ باشد. م (n− k)(r)/٢ اندازه ی دارای V (G) \ S

|E(G)| = (n− k)(r)/٢ + n− k/٢
= (n− γt)(r)/٢ + n− γt/٢
= (n(∆ + ١)−∆γt)/٢.

m = (n(∆+ ١)− اندازه ی از دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر گراف ΁ی G کنید فرض بعکس،
.G ∈ Φk ͬ دهیم م نشان باشد. ∆γt)/٢



دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر اندازه ی گراف های برای کران هایی ٣۶
از باشد. G برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و k = γt(G) کنید فرض
کنید فرض ͬ باشد. م یال γt(G)/٢ دقیقا شامل G[S] و است زوج k داریم ٢ . ١ . ٢ قضیه ی
قسمت بنابر باشد. x٢i−١ رأس با مجاور x٢i رأس ١ ≤ i ≤ k/٢ برای که S = {x١, ..., xk}
نتیجه در ͬ شوند. م تساوی ۴.٣ و ٣.٣ رابطه های در نامساوی ها داریم قبل، در شده اثبات

داریم را زیر تساوی های
|E(G[V (G) \ S])| = (n− k)(∆− ٢/(١

|[S, V (G) \ S]| = n− k

|E(G[S])| = k/٢.
(n−k)(∆−١)/٢ با برابر نیز آن یال های تعداد و دارد رأس n−γt = n−k دقیقا V (G)\S چون
i = برای ͬ باشد. م ∆‐منظم − ١ گراف ΁ی V (G) \ S توسط القایی زیرگراف بنابراین است،
افراز ΁ی تش΄یل P١, ..., Pk صورت این در .Pi = N(xi) ∩ (V (G) \ S) ͬ دهیم م قرار ١,٢, ..., k
ͬ باشد. م مجاور xi رأس با Pi از رأس هر ،i = ١,٢, ..., k برای و ͬ دهد م را G[V (G) \ S] برای

.G ∈ Φk نتیجه در



۴ فصل
محاسباتͬ پیچیدگͬ بررسͬ

مقدمه ١ . ۴
نظریه ی ͽواق در است. کلاس ها بنیادی ترین از ی΄ͬ NP محاسباتͬ، پیچیدگͬ نظریه ی در
که است کامپیوتر علوم و ریاضͬ و محاسبات نظریه ی از شاخه ای NP محاسباتͬ پیچیدگͬ
مسئله های از زیادی تعداد ͬ پردازد. م ال·وریتمͬ صورت به مسائل حل دشواری بررسͬ به
شامل که زمینه هایی از نمونه هایی دارند. قرار NP مسائل حوزه ی در کامپیوتر علوم معمول
. ... و اعداد نظریه ی شب΄ه، طراحͬ گراف، نظریه بولͬ، جبر از: عبارتند ͬ شوند م مسائل این
شناخته ال·وریتم هیچ آن ها برای که به طوری است NP در کلاس پیچیده ترین NP‐کامل

ندارد. وجود جمله ای چند زمان در اجرا قابل شده
از ی΄ͬ اگر بنابراین، ͬ باشند. م ی΄دی·ر به کاهش قابل مؤثری به طور NP‐کامل مسائل تمام
این با آن ها تمامͬ شود، حل مسئله اندازه ی برحسب چندجمله ای زمانͬ مرتبه ی ΁ی با آن ها

.[١٢] بود خواهند حل قابل زمانͬ مرتبه ی

٢‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های محاسباتͬ پیچیدگͬ [١۵] در ١ راد جعفری و هنینگ
برای تصمیم مسئله های که دادند نشان و کردند بررسͬ را گراف ها در جهشͬ احاطه گر و
گراف های و ͹مسط دوبخشͬ گراف های در جهشͬ احاطه گر و ٢‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های

1Jafari rad
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محاسباتͬ پیچیدگͬ بررسͬ ٣٨
و k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های ما بخش این در ͬ باشند. م NP‐کامل ͹مسط وتری
هر برای ͬ دهیم م نشان و ͬ دهیم م قرار مطالعه مورد را k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه های
در k‐جهشͬ احاطه گر و k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های برای تصمیم مسئله های ،k ≥ ٢

ͬ باشند. م NP‐کامل ͹مسط وتری گراف های و ͹مسط دوبخشͬ گراف های

موجود نتایج ٢ . ۴
احاطه گر و ٢ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی محاسبات به مربوط پیچیدگͬ مساله بخش این در

ͬ کنیم. م بیان را گراف ΁ی در جهشͬ

(٢SDP ) ٢ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی مساله
.k مثبت عدد ΁ی و G ناتهͬ گراف ΃ی نمونه:

؟ دارد k حداکثر اندازه از ٢ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی G آیا سوال:

(HDP جهشͬ( احاطه گر مجموعه ی مساله
.k مثبت عدد ΁ی و G ناتهͬ گراف ΃ی نمونه:

؟ دارد k حداکثر اندازه از جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی G آیا سوال:

و ͹مسط دوبخشͬ گراف های برای ٢SDP مسأله ی که کردند ثابت راد جعفری و هنینگ
ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط وتری گراف های

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط دوبخشͬ گراف های برای ٢SDP مسأله [١۵] .٢ . ١ . ۴ قضیه

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط وتری گراف های برای ٢SDP مسأله [١۵] .٢ . ٢ . ۴ قضیه

ͬ باشد. م NP‐کامل گراف ها این برای نیز HDP مسأله ی که دادند نشان همچنین آنها

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط دوبخشͬ گراف های برای HDP مسأله [١۵] .٢ . ٣ . ۴ قضیه

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط وتری گراف های برای HDP مسأله [١۵] .۴ . ٢ . ۴ قضیه



٣٩ محاسباتͬ پیچیدگͬ

محاسباتͬ پیچیدگͬ ٣ . ۴
مسأله های به را قبل بخش قضیه های در شده بیان HDP و ٢SDP مسأله های ما بخش این در
استاندارد نمونه ی با متناظر تصمیم مسأله های جزء به جزء و ͬ هیم م توسعه kHDP و kSDP

را زیر تصمیم مسأله های باشد. مثبت عدد ΁ی k ≥ ٢ کنید فرض داد. خواهیم توضیح را آن
ب·یرید: نظر در

(kSDP ) k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی مسأله
.t مثبت عدد ΁ی و G ناتهͬ گراف ΃ی نمونه:

؟ دارد t حداکثر اندازه از k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی G آیا سوال:

(kHDP ) جهشͬ ‐k احاطه گر مجموعه ی مسأله
.t مثبت عدد ΁ی و G ناتهͬ گراف ΃ی نمونه:

؟ دارد t حداکثر اندازه از k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی G آیا سوال:

ͬ کنیم. م استفاده است، شده مطرح [١٨] ٢ در کارپ توسط که رأسͬ پوشش قضیه ی از ما
ͬ باشد. م زیر صورت به رأسͬ پوشش قضیه ی

باشد. مثبت عدد ΁ی k و بوده ناتهͬ گراف ΃ی G کنید فرض [١٨] .٣ . ١ . ۴ قضیه
؟ دارد k حداکثر اندازه از رأسͬ پوشش ΁ی G آیا

بررسͬ ͹مسط دوبخشͬ گراف های برای را k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی مسأله ی ابتدا
ͬ کنیم. م

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط دوبخشͬ گراف های برای kSDP .٣ . ٢ . ۴ قضیه
چند زمان در kSDP از نمونه ای برای راحتͬ به زیرا است. NP در kSDP وضوح، به برهان.
احاطه گر مجموعه ی مسأله ی چه طور ͬ دهیم م نشان ما ͬ شود. م اثبات ” yes ” ΁ی جمله ای
تا دهیم ارتباط ͬ کند م بیان را رأسͬ پوشش مسأله ی که ٣ . ١ . ۴ قضیه ی با را k‐مرحله ای

شود. حل نیز دی·ری اگر تنها و اگر ͬ شود م حل آنها از ی΄ͬ ب·یریم نتیجه بتوانیم
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محاسباتͬ پیچیدگͬ بررسͬ ۴٠
باشد. m = mG ≥ ٢ اندازه ی و n = nG مرتبه ی از همبند ͹مسط گراف ΁ی G کنید فرض
ما ،e یال هر برای باشد. آمده دست به زیر صورت به G گراف از که باشد گرافͬ H کنید فرض
نمایش xe١, xe٢, . . . , xe٢k−١ با را تقسیم از حاصل رأس های و ͬ کنیم م تقسیم بار ٢k−١ را یال این
و u رأس های به را ve١ رأس و کرده اضافه G گراف به را ve١ve٢ . . . ve٢k مسیر همچنین ͬ دهیم. م

ͬ باشد م زیر اندازه ی و مرتبه دارای حاصل گراف ͬ کنیم. م وصل v

nH = nG + (٢k − ١)mG + ٢kmG = nG + (۴k − ١)mG

mH = (۴k + ١)mG

.١ . ۴ ش΄ل مانند
و ͹مسط G که آنجا از ͬ کنیم م توجه ͬ شود. م تش΄یل جمله ای چند زمان در ارتباط وضوح به
دوبخشͬ Hگرافͬ شده، گفته ساختار بنابر ͬ باشد. م همبند و ͹مسط نیز H گراف است همبند
و ͬ شود م G گراف رأس های تمام شامل گراف از بخش ΁ی H گراف در که صورت این به است.
ͬ باشند. م بخش این عضو میان در ی΄ͬ نیز xe١, xe٢, . . . , xe٢k−١ آمده ی وجود به مسیر رأس های از
قرار بخش این در میان در ی΄ͬ نیز ve١ve٢ . . . ve٢k شده ی اضافه مسیر رأس های از همچنین

ͬ گیرند. م
رأس هایی همچنین و ͬ شوند م وصل یال ها سر دو به که ͬ شود م هایی رأس شامل نیز دوم بخش
͹مسط دوبخشͬ گراف ΁ی H نتیجه در ندارند. قرار اول بخش در که آمده وجود به مسیرهای از

ͬ باشد. م همبند
مجموعه ی ΁ی H اگر تنها و اگر دارد t حداکثر اندازه ی از رأسͬ پوشش ΁ی G ͬ دهیم م نشان
پوشش ΁ی G کنید فرض باشد. داشته t + kmG حداکثر اندازه ی از k‐مرحله ای احاطه گر

ͬ گیریم. م نظر در را زیر مجموعه ی ما حال باشد. داشته t حداکثر اندازه ی از ،SG رأسͬ
SH = SG

∪
e∈E(G){ve١, ve٢, . . . , vek}

رأس ،١ ≤ i ≤ k − ١ و e = uv ∈ E(G) یال هر برای .SG ̸= ∅ داریم ،mG ≥ ٢ چون
vek رأس همچنین ͬ کند. م احاطه را xek+i و xek−i ،vek+i رأس های k‐مرحله ای صورت به ،vei
است همبند G چون ͬ کند. م احاطه را H گراف در v و u ،ve٢k رأس های k‐مرحله ای به صورت
vei رأس ،١ ≤ i ≤ k − ١ برای ،G در f و e یال های مجاور رأس دو هر برای ،mG ≥ ٢ و
G برای رأسͬ پوشش ΁ی SG چون ͬ شود. م احاطه vfk−i رأس توسط k‐مرحله ای به صورت
ͬ شوند. م احاطه H در SG مجموعه ی توسط k‐مرحله ای به صورت vek و xek رأس های است،
در t+kmG حداکثر اندازه ی از k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی SH مجموعه ی بنابراین،

ͬ باشد. م H

اندازه ی از DH نام به k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی دارای H کنید فرض حال
رأس k‐مرحله ای شدن احاطه منظور به .e = uv ∈ E(G) کنید فرض باشد. t+ kmG حداکثر
باشند. DH مجموعه ی عضو ،١ ≤ i ≤ k ،vei رأس های باید ،H در k + ١ ≤ i ≤ ٢k برای vei



۴١ محاسباتͬ پیچیدگͬ
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٣ . ٢ . ۴ قضیه ی اثبات در H و G گراف های :١ . ۴ ش΄ل

و u رأس دو هر یا و v یا u رأس باید H در xek رأس k‐مرحله ای شدن احاطه برای همچنین
ͬ باشد. م G از رأسͬ پوشش ΁ی DG = DH ∩ V (G) بنابراین، باشند. DH مجموعه ی عضو v

داریم ،DH به است متعلق e = uv ∈ E(G) هر برای ،vei ،١ ≤ i ≤ k ازای به چون همچنین،
دارد. t حداکثر اندازه ی از رأسͬ پوشش ΁ی G گراف بنابراین، .| DG |≤| DH | −kmG = t

بررسͬ ͹مسط وتری گراف های برای را k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی مسأله ی حال
ͬ کنیم. م

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط وتری گراف های برای kSDP .٣ . ٣ . ۴ قضیه
قضیه ی چه طور ͬ دهیم م نشان حال دارد. قرار NP در kSDP ،٣ . ٢ . ۴ قضیه ی اساس بر برهان.
از ی΄ͬ که به طوری است kSDP با ارتباط در ͬ کند م بیان را رأسͬ پوشش مسأله ی که ٣ . ١ . ۴

شود. حل نیز دی·ری اگر تنها و اگر ͬ شود م حل آنها

فرض باشد. mG ≥ ٢ اندازه ی و nG مرتبه ی از همبند ͹مسط وتری گراف ΁ی G کنید فرض
e = uv ∈ E(G) یال هر ازای به باشد. آمده به دست زیر به صورت G از که باشد گرافͬ H کنید
وصل v و u رأس دو هر به را ve١ رأس و کرده اضافه G گراف به را P٢k : ve١ve٢ . . . ve٢k مسیر ΁ی
v و u رأس دو هر به را ae١ رأس و کرده اضافه را Pk : ae١ae٢ . . . aek مسیر ΁ی همچنین ͬ کنیم. م
mH = (٣k+٣)mG اندازه ی و nH = nG +٣kmG مرتبه ی دارای حاصل گراف ͬ کنیم. م وصل
چون ͬ کنیم م توجه ͬ شود. م حاصل جمله ای چند زمان در ارتباط .٢ . ۴ ش΄ل مانند ͬ باشد، م
رأسͬ پوشش ΁ی G ͬ دهیم م نشان ͬ باشد. م نیز H است، همبند ͹مسط وتری گراف ΁ی G
اندازه ی از k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی H اگر تنها و اگر دارد t حداکثر اندازه ی از

باشد. داشته t+ kmG حداکثر



محاسباتͬ پیچیدگͬ بررسͬ ۴٢
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٣ . ٣ . ۴ قضیه ی اثبات در H و G گراف های :٢ . ۴ ش΄ل

مجموعه ی حال باشد. داشته SG نام به t حداکثر اندازه ی از رأسͬ پوشش ΁ی G کنید فرض
ͬ گیریم. م درنظر را زیر

SH = SG
∪

e∈E(G){ve١, ve٢, . . . , vek}

به ،vei رأس ،١ ≤ i ≤ k − ١ و e = uv ∈ E(G) یال هر برای .SG ̸= ∅ داریم ،mG ≥ ٢ چون
k‐مرحله ای صورت به vek رأس همچنین ͬ کند. م احاطه را vek+i رأس های k‐مرحله ای صورت

ͬ کند. م احاطه را H در v و u ،ve٢k رأس های
،١ ≤ i ≤ k−١ ازای به ،G در f و e مجاور یال دو هر برای ،mG ≥ ٢ و است همبند G چون
رأسͬ پوشش ΁ی SG چون ͬ شود. م احاطه vfk−i رأس توسط k‐مرحله ای صورت به vei رأس
ͬ شوند. م احاطه H در SG توسط k‐مرحله ای صورت به aek و vek رأس های ͬ باشد، م G در
ͬ باشد. م H در t+kmG حداکثر اندازه ی از k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی SH بنابراین،

اندازه ی از DH نام به k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی دارای H کنید فرض حال
رأس های k‐مرحله ای شدن احاطه برای .e = uv ∈ E(G) کنید فرض باشد. t+ kmG حداکثر
DH مجموعه ی به متعلق ،١ ≤ i ≤ k ازای به ،vei رأس های ،H در k+ ١ ≤ i ≤ ٢k ازای به ،vei
دو هر یا و v یا u رأس ،H در aek رأس های k‐مرحله ای شدن احاطه برای همچنین ͬ باشند. م
رأسͬ پوشش ΁ی DG = DH ∩V (G) بنابراین، ͬ باشند. م DH مجموعه ی به متعلق v و u رأس
DH به متعلق vei رأس e = uv ∈ E(G) یال هر برای و ١ ≤ i ≤ k ازای به چون است. G برای
اندازه ی از رأسͬ پوشش ΁ی G گراف بنابراین، .| DG |≤| DH | −kmG = t درنتیجه ͬ باشد، م

دارد. t حداکثر

͹مسط دوبخشͬ گراف های برای را k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی مسأله ی ادامه در
ͬ کنیم. م بررسͬ



۴٣ محاسباتͬ پیچیدگͬ

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط دوبخشͬ گراف های برای kHDP .۴ . ٣ . ۴ قضیه
͹مسط دوبخشͬ گراف H و mG اندازه ی و nG مرتبه ی از گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
از رأسͬ پوشش ΁ی G ͬ دهیم م نشان باشد. ٣ . ٢ . ۴ قضیه ی اثبات در شده ساخته همبند
حداکثر اندازه ی از k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی H اگر تنها و اگر دارد t حداکثر اندازه ی
آنگاه باشد، داشته t حداکثر اندازه ی از SG رأسͬ پوشش ΁ی G اگر باشد. داشته t + kmG

اثبات در شده ساخته SH k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی زیرا ͬ شود م حاصل نتیجه بلافاصله
نیز | SH |≤ t + kmG اندازه ی از H در k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی ٣ . ٢ . ۴ قضیه ی

ͬ باشد. م

t+ kmG حداکثر اندازه ی از DH جهشͬ ‐ k احاطه گر مجموعه ی ΁ی H کنید فرض حال
،| DH ∩{ve١, ve٢, ..., ve٢k} |≤ k−١ باشیم داشته e ∈ E(G) یال های برخͬ برای اگر باشد. داشته
ͬ شود نم احاطه DH توسط جهشͬ ‐ k صورت به {ve

k+١, vek+٢, . . . ve٢k} از رأس ΁ی حداقل آنگاه
.| DH ∩{ve١, ve٢, ..., ve٢k} |≥ k داریم e ∈ E(G) یال هر برای بنابراین، است. تناقض ΁ی این که
k‐جهشͬ احاطه ی برای آنگاه ،xek /∈ DH اگر باشد. G از دلخواه یالͬ e = uv کنید فرض حال
حال باشند. DH مجموعه ی به متعلق v و u رأس دو هر یا و v uیا رأس باید H در xek رأس
رأس هر برای ͬ گیریم. م نظر در را زیر صورت به DH ∩ V (G) از آمده دست به DG مجموعه ی
ͬ کنیم. م اضافه DG مجموعه ی به را v یا u آنگاه ،xek ∈ DH اگر ،e ∈ E(G) یال با ΁شری xek

بنابراین، . ͬ باشد م | DH | −kmG ≤ t اندازه ی از G برای رأسͬ پوشش ΁ی حاصل مجموعه ی
دارد. t حداکثر اندازه ی از رأسͬ پوشش ΁ی G

͹مسط وتری گراف های برای را k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی مسأله ی بعد قضیه ی در
ͬ کنیم. م اثبات و بیان

ͬ باشد. م NP‐کامل ͹مسط وتری گراف های برای kHDP .۵ . ٣ . ۴ قضیه
همبند ͹مسط وتری گراف H و باشد، m اندازه ی و n مرتبه ی از گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
حداکثر اندازه ی از رأسͬ پوشش ΁ی G ͬ دهیم م نشان باشد. ٣ . ٣ . ۴ قضیه ی اثبات در شده بیان
داشته t+ kmG حداکثر اندازه ی از k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی H اگر تنها و اگر دارد t

بی درنگ نتیجه آنگاه باشد، داشته t حداکثر اندازه ی از SG رأسͬ پوشش ΁ی G اگر باشد.
٣ . ٣ . ۴ قضیه ی اثبات در شده ساخته SH k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی زیرا است برقرار

ͬ باشد. م | SH |≤ t+ kmG اندازه ی از H در k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی
t+kmG حداکثر اندازه ی از DH k‐جهشͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی H که کنید فرض ادامه در



محاسباتͬ پیچیدگͬ بررسͬ ۴۴
| DH ∩ {ve١, ve٢, ..., ve٢k} |≤ باشیم داشته e ∈ E(G) یال های برخͬ برای اگر باشد. داشته
DH توسط جهشͬ ‐k صورت به {ve

k+١, vek+٢, . . . , ve٢k} در رأس ΁ی حداقل آنگاه ،k − ١
| DH ∩ داریم e ∈ E(G) یال هر برای بنابراین، است. تناقض ΁ی که ͬ شود، نم احاطه
برای آنگاه ،aek /∈ DH اگر باشد. G از دلخواه یال ΁ی e = uv کنید فرض .{ve١, ve٢, ..., ve٢k} |≥ k

حال باشند. DH به متعلق v و u رأس دو هر یا و v یا u باید H در aek رأس k‐جهشͬ احاطه ی
باشد. آمده دست به زیر صورت به DH ∩ V (G) از DG مجموعه ی ͬ کنیم م فرض

مجموعه ی به را v یا u رأس آنگاه ،aek ∈ DH اگر ،e ∈ E(G) یال ΁ی به متصل aek رأس هر برای
حداکثر اندازه ی از G برای رأسͬ پوشش ΁ی DG حاصل مجموعه ی ͬ کنیم. م اضافه DG

دارد. t حداکثر اندازه ی از رأسͬ پوشش ΁ی G بنابراین ͬ باشد. م | DH | −kmG ≤ t



۵ فصل
فازی گراف های

مقدمه ١ . ۵
ریاضیات است. شده پدیدار تکنوژی و علم مختلف حوزه های در فازی مجموعه های نظریه ی
در فازی مجموعه های تئوری اهداف است. شده متأثر فازی مجموعه های تئوری از نیز نظری

است. شده مطرح آنالیز و گراف نظریه ی هندسه، مجرد، جبر توپولوژی،

مفهوم چند فازی نظیر که گرفت قرار بررسͬ مورد ١ رزنفیلد توسط فازی گراف نظریه ی
مردسون همچنین .[٢٧] شد بیان همبندی و درخت ها دورها، مسیرها، مانند گراف نظری
ارائه [٢٢] در را فازی گراف های هایپر و فازی گراف های از قضیه هایی و مفاهیم هم΄ارش و ٢
گراف های در احاطه گری عدد و احاطه گر مجموعه ی ۴ چندرس΄اران و ٣ نیجرگنͬ و کرده اند

.[٢۴] کردند بررسͬ را فازی

ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را فازی گراف های در احاطه گری مفهوم ما رساله از فصل این در

ͬ آوریم. م به دست فازی گراف های در بالایی احاطه گری عدد برای کران هایی فصل ابتدای در
1Rosenfeld
2Mordeson
3Nagoor Gani
4Chandrasekaran

۴۵



فازی گراف های ۴۶
‐ ١ دوبخشͬ فازی گراف های و دقیق ١ ‐مرحله ای فازی گراف های اندازه ی برای کرانͬ سپس

ͬ دهیم. م ارائه دقیق مرحله ای
درجه ی به توجه با را فازی گراف های در فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت ادامه در
قوی ترین قدرت برای کران هایی سپس ͬ یابیم. م فازی گراف در یال ها و رأس ها عضویت
خانواده هایی برای را قدرت این ادامه در و یافته فازی گراف های در فازی احاطه گر مجموعه ی
همچنین ͬ یابیم. م کامل دوبخشͬ فازی گراف های و کامل فازی گراف های مانند گراف ها از
و کرده بیان را فازی گراف های در k‐مرحله ای فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت
گراف های در دقیق ١‐مرحله ای فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت برای کران چندین

ͬ آوریم. م به دست فازی

فازی گراف در بالایی احاطه گری عدد ٢ . ۵
در ΁ی با برابر و ی΄سان عضویت درجه ی دارای گراف رأس های همه ی ΁کلاسی حالت در
صفر بین درجه ای رأس هر فازی حالت در که صورتͬ در ͬ باشند. م گراف رأس های مجموعه ی
حالت در که مینیمم احاطه گر مجموعه ی دو بنابراین، ͬ دهد. م اختصاص خود به را ΁ی و
فازی اندازه های دارای فازی حالت در است مم΄ن هستند، ی΄سان اندازه ی دارای ΁کلاسی

باشند. متفاوتͬ

در فازی اندازه ی ماکزیمم بیانگر که بالایی، احاطه گری عدد برای کران هایی بخش این در
ͬ دهیم. م ارائه ͬ باشد، م مینیمال فازی احاطه گر مجموعه های همه ی بین

داریم G = (σ, µ) تنهای رأس بدون فازی گراف هر برای .٢ . ١ . ۵ قضیه
γs(G) ≤ n.h(σ)/٢.

فازی گراف از مینیمم فازی احاطه گر مجموعه های همه ی مجموعه ی W کنید فرض برهان.
باشد. G از مینیمال فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و باشد G = (σ, µ)

و S متمایز فازی احاطه گر مجموعه ی دو دارای G = (σ, µ) فازی گراف ٨ . ۴ . ١ قضیه ی بنابر
داریم Di ∈ W مانند عضوی هر برای و ٨ . ۴ . ١ و ١ . ۴ . ١ قضیه های از بنابراین، ͬ باشد. م V \ S

|Di| ≤ {|S|, |V \ S|} ≤ n/٢.
ولͬ هستند ی΄سانͬ اندازه های دارای W در ͽواق مینیمال فازی احاطه گر مجموعه های همه ی

ندارند. ی΄سان فازی اندازه ی لزوما
فازی گراف در عضویت درجه ی بیشترین با رأس عضویت درجه ی h(σ) ͬ دانیم م طرفͬ از

بنابراین، ͬ دهد. م نشان را G = (σ, µ)



۴٧ فازی گراف در بالایی احاطه گری عدد

γs(G) = maxDi∈W {|Di|f} ≤
∑
|Di|

h(σ)

= |Di|.h(σ) ≤ n.h(σ))/٢
ͬ شود. م ثابت قضیه و

Ḡ و G گراف های بالایی احاطه گری عدد مجموع برای را زیر بالای کران ٢ . ١ . ۵ قضیه ی از
داریم.

Ḡ = (σ, µ̄) و G = (σ, µ) که طوری به باشد فازی گراف G = (σ, µ) کنید فرض .٢ . ١ . ۵ نتیجه
ͬ باشد: م برقرار زیر رابطه ی صورت این در باشند. تنها رأس بدون

γs(G) + γs(Ḡ) ≤ n.h(σ).
گراف های بالایی احاطه گری عدد مجموع برای را جدیدی پایین و بالا کران زیر قضیه ی در

ͬ یابیم. م Ḡ = (σ, µ̄) و G = (σ, µ) فازی

این در باشد. آن م΄مل Ḡ = (σ, µ̄) و فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .٢ . ٢ . ۵ قضیه
داریم صورت

٣d(σ) ≤ γs(G) + γs(Ḡ) ≤ (n+ ١)h(σ).
G = فازی گراف در (x, µ(x)) مانند رأس ΁ی اگر ͬ کنیم. م ثابت را پایین کران ابتدا برهان.
صورت این در .γs(G) = σ(x) ⩾ d(σ) آنگاه کند، احاطه را گراف این که باشد داشته وجود (σ, µ)
.γs(Ḡ) ⩾ ٢d(σ) نتیجه در و بود خواهد تنها رأس ΁ی Ḡ = (σ, µ̄) فازی گراف در (x, µ(x)) رأس
این که باشد داشته وجود Ḡ = (σ, µ̄) فازی گراف در (y, µ(y)) مانند رأس ΁ی اگر همچنین
فازی گراف در (y, µ(y)) رأس صورت این در .γs(Ḡ) = σ(x) ⩾ d(σ) آنگاه کند، احاطه را گراف

.γs(G) ⩾ ٢d(σ) نتیجه در و بود خواهد تنها رأس ΁ی G = (σ, µ)

آنگاه باشد، تنها رأس دارای Ḡ = (σ, µ̄) یا G = (σ, µ) فازی گراف اگر بنابراین،
٣d(σ) ≤ γs(G) + γs(Ḡ)

ͬ باشد. م برقرار پایین کران و
باشند. نداشته تنها رأس کدام هیچ Ḡ = (σ, µ̄) و G = (σ, µ) گراف های ͬ کنیم م فرض ادامه در
داریم دارند نیاز گراف کردن احاطه برای رأس دو حداقل به گراف دو هر چون نیز حالت این در
اثبات پایین کران که ٣d(σ) ≤ γs(G) + γs(Ḡ) نتیجه در .γs(Ḡ) ⩾ ٢d(σ) ،γs(G) ⩾ ٢d(σ)



فازی گراف های ۴٨
ͬ شود. م

آنگاه باشد، داشته تنها رأس G = (σ, µ) فازی گراف اگر ͬ کنیم. م ثابت را بالا کران حال
داریم حالت این در بنابراین، .γs(Ḡ) ≤ h(σ) و γs(G) ≤ n.h(σ)

γs(G) + γs(Ḡ) ≤ (n+ ١)h(σ)
آنگاه باشد، داشته تنها رأس Ḡ = (σ, µ̄) فازی گراف اگر همچنین ͬ کند. م صدق بالا کران و

ͬ باشد. م برقرار بالا کران نیز حالت این در بنابراین، .γs(G) ≤ h(σ) و γs(Ḡ) ≤ n.h(σ)

باشد. نداشته تنها رأس کدام هیچ Ḡ = (σ, µ̄) و G = (σ, µ) فازی گراف های ͬ کنیم م فرض پس
برقرار γs(Ḡ) ≤ n.h(σ)/٢ و γs(G) ≤ n.h(σ)/٢ رابطه های ٢ . ١ . ۵ قضیه ی بر بنا صورت این در

ͬ باشند. م
داریم حالت این در بنابراین،

γs(G) + γs(Ḡ) ≤ n.h(σ)/٢ + n.h(σ)/٢
< (n+ ١)h(σ)

ͬ شود. م ثابت قضیه نتیجه در و

ͬ کنیم. م بیان فازی گراف های در را پارامتر چند بین ارتباط زیر در

داریم G = (σ, µ) فازی گراف هر برای .٢ . ٣ . ۵ قضیه
γf (G) ≤ γs(G) (الف)
if (G) ≤ is(G) (ب)

.irf (G) ≤ irs(G) (ج)
بیشتر ماکزیمال یا مینیمال مجموعه های بین در فازی اندازه ی ماکزیمم که آنجایی از برهان.
راحتͬ به قضیه ͬ باشد، م ماکزیمال یا مینیمال مجموعه های بین در فازی اندازه ی مینیمم از

ͬ شود. م اثبات

فازی گراف های در را irs(G) و is(G) ،γs(G) های پارامتر بین ارتباط زیر قضیه ی در حال
ͬ کنیم. م بررسͬ باشند تنها رأس فاقد که

داریم تنها رأس بدون G = (σ, µ) فازی گراف هر برای .۴ . ٢ . ۵ قضیه
is(G) ≤ γs(G) ≤ irs(G).



۴٩ فازی گراف های اندازه ی برای بالا کران ارائه ی
احاطه گر مجموعه ی S و باشد تنها رأس بدون فازی گراف ΁ی G(σ, µ) کنید فرض برهان.
قضیه ی دوم حالت تنهاست رأس بدون G چون باشد. G(σ, µ) فازی گراف در مینیمال فازی
که دارد وجود u ∈ V \ S رأس ΁ی v ∈ S رأس هر برای بنابراین، ͬ افتد. م اتفاق ٧ . ۴ . ١
این به باتوجه ͬ باشد. م S در v رأس خصوصͬ همسایه ی u بنابراین، .N(u) ∩ S = {v}

قضیه ی بنابر ͬ باشد. م G برای فازی زائد غیر مجموعه ی ΁ی S ،١١ . ۴ . ١ قضیه ی بنابر و مطلب
ماکزیمال فازی زائد غیر مجموعه ی ΁ی G در مینیمال فازی احاطه گر مجموعه ی هر ،١٢ . ۴ . ١

داریم نتیجه در ͬ باشد. م نیز G برای
γs(G) ≤ irs(G).

،٩ . ۴ . ١ قضیه ی بنابر باشد. G برای ماکزیمال فازی مستقل مجموعه ی S کنید فرض حال
مجموعه ی S ،١٠ . ۴ . ١ قضیه ی از بود. خواهد نیز G برای فازی احاطه گر مجموعه ی S

همه ی بین در فازی اندازه ی بیشترین γs(G) چون ͬ باشد. م G برای مینیمال فازی احاطه گر
داریم ͬ دهد، م نشان را G در مینیمال فازی احاطه گر مجموعه های

is(G) ≤ γs(G).
ͬ شود. م ثابت قضیه نتیجه در

ͬ آید. م به دست زیر نتیجه ی ۴ . ٢ . ۵ و ٢ . ٣ . ۵ ،١٣ . ۴ . ١ قضیه های از

داریم G = (σ, µ) تنهای رأس بدون فازی گراف هر برای .٢ . ٢ . ۵ نتیجه
irf (G) ≤ γf (G) ≤ if (G) ≤ is(G)

≤ γs(G) ≤ irs(G).

فازی گراف های اندازه ی برای بالا کران ارائه ی ٣ . ۵
گراف های و دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر فازی گراف های اندازه ی برای کرانͬ ما بخش این در

ͬ دهیم. م ارائه دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر دوبخشͬ فازی
رأس n با دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .٣ . ١ . ۵ قضیه

آنگاه باشد، q فازی اندازه ی دارای G = (σ, µ) اگر باشد.
q ≤

(n−γt(G)٢
)
.µ(es) + (n− γt(G).µ(es) + γt(G).σ(vs)/٢.

اندازه ی و رأس n با دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض برهان.
G برای فازی دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی عنوان به را S مجموعه ی باشد. q فازی
داریم ٢ . ١ . ٢ قضیه ی از همچنین .|S| = γt(G) داریم ٢ . ١ . ٣ قضیه ی بنابر ͬ گیریم. م نظر در



فازی گراف های ۵٠
ͬ دانیم م طرفͬ از دارد. یال γt/٢ دقیقا G[S] یعنͬ S توسط القایی زیرگراف و بوده زوج γt(G)

بنابراین، ͬ دهد. م نشان را عضویت درجه بیشترین با رأس عضویت درجه ی σ(vs)

|E(G[S])|f ≤ (γt/٢).σ(vs).
نظر در V (G) \ S و S بین یال های عضویت درجه ی مجموع عنوان به را |[S, V (G) \ S]|f حال
پس ͬ باشد، م G برای فازی دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S چون ͬ گیریم. م

داریم و دارد وجود V (G) \ S و S بین یال n− γt دقیقا
|[S, V (G) \ S]| = n− γt.

داریم بنابراین، ͬ دهد. م نشان را G گراف یال های بین عضویت درجه ی ماکزیمم es ͬ دانیم م
|[S, V (G) \ S]|f ≤ (|[S, V (G) \ S]|).µ(es)

= (n− γt).µ(es)

داریم دارد، یال (n−γt٢
) حداکثر V (G)− S توسط القایی زیرگراف که آنجایی از و

q =
∑
xy∈E

µ(x, y) = |E(G[S])|f + |[S, V (G) \ S]|f + |E(G[V (G) \ S])|f

≤ (γt/٢).σ(vs) + (n− γt).µ(es) +

(
n− γt٢

)
.µ(es).

ͬ دهیم. م ارائه دقیق ١ ‐مرحله ای دوبخشͬ فازی گراف های اندازه ی برای را کرانͬ ادامه در
با دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر دوبخشͬ فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .٣ . ٢ . ۵ قضیه
فازی اندازه ی دارای G اگر باشند. رأس n٢ و n١ دارای آن بخش های به طوری که باشد رأس n

آنگاه باشد، q
q ≤ ((n١ − γt/٢).(n٢ − γt)/٢).µ(es) + (n− γt).µ(es) + γt(G).σ(vs)/٢.

توسط القایی زیرگراف که تفاوت این با ͬ باشد م ٣ . ١ . ۵ قضیه ی اثبات مشابه اثبات برهان.
دارد. یال (n١ − γt/٢)(n٢ − γt/٢) حداکثر V (G) \ S

فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین ۴ . ۵
احاطه گر مجموعه ی دو دارد، را عضویت از درجه ای فازی گراف در رأس هر اینکه به باتوجه

باشند. داشته متفاوتͬ فازی اندازه ی است مم΄ن فازی گراف در مینیمم
G گراف از رأس ΁ی ب·یرید. نظر در را G = (σ, µ) فازی گراف از S فازی احاطه گر مجموعه ی

شود. احاطه متفاوت عضویت درجه های با S از رأس چند توسط است مم΄ن



۵١ فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین
به توجه با G = (σ, µ) فازی گراف برای را فازی احاطه گر مجموعه ی بهترین ما فصل این در

ͬ یابیم. م یال ها و رأس ها عضویت درجه ی
۵ تسلط قدرت ،v ∈ G \ S رأس و G = (σ, µ) فازی گراف از S فازی احاطه گر مجموعه ی برای
نمایش sdom(v, S) با و ͬ کنیم م تعریف max{µ(u, v)|u ∈ S, v ∈ G \ S} صورت به را v رأس بر
مجموعه ی ۶ احاطه گری قدرت عنوان به را min{sdom(v, S)|v ∈ G \ S} همچنین ͬ دهیم. م

ͬ دهیم. م نمایش sdom(G \ S, S) با و کرده تعریف S
احاطه گری قدرت دارای که G = (σ, µ) گراف در مینیمم فازی احاطه گر مجموعه های مجموعه ی
اندازه ی ماکزیمم با فازی احاطه گر مجموعه ی ͬ دهیم. م نمایش Ss(G) با را ͬ باشند م ماکزیمم
احاطه گر مجموعه ی قوی ترین را Ss(G) در مینیمم فازی احاطه گر مجموعه های میان در فازی
احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت را آن فازی اندازه ی و نامیده G = (σ, µ) گراف ٧ فازی
مفاهیم این بهتر درک جهت ͬ دهیم. م نمایش ssd(G) با و ͬ نامیم م G = (σ, µ)گراف ٨ فازی

ͬ کنیم. م ارائه را زیر مثال
S١ = مجموعه های ب·یرید. نظر در را ١ . ۵ ش΄ل در G = (σ, µ) فازی گراف .١ . ۴ . ۵ مثال
مینیمم فازی احاطه گر مجموعه های S۴ = {a٢, a۵} و S٣ = {a٢, a۶} ،S٢ = {a١, a۵} ،{a١, a۶}

داریم S١ برای ͬ کنیم. م محاسبه i = ١,٢,٣,۴ برای را sdom(G \ Si, Si) ما حال ͬ باشند. م
sdom(a٢, S١) = ٠٫٢, sdom(a٣, S١) = ٠٫٢, sdom(a۴, S١) = ٠٫۵, sdom(a۵, S١) =

٠٫۴, sdom(a٧, S١) = ٠٫٢, sdom(a٨, S١) = ٠٫٣
داریم S٢ برای .sdom(G \ S١, S١) = ٠٫٢ بنابراین،

sdom(a٢, S٢) = ٠٫٢, sdom(a٣, S٢) = ٠٫٢, sdom(a۴, S٢) = ٠٫٢, sdom(a۶, S٢) =
٠٫۴, sdom(a٧, S٢) = ٠٫٢, sdom(a٨, S٢) = ٠٫١

داریم S٣ برای .sdom(G \ S٢, S٢) = ٠٫١ بنابراین،
sdom(a١, S٣) = ٠٫٢, sdom(a٣, S٣) = ٠٫٢, sdom(a۴, S٣) = ٠٫۵, sdom(a۵, S٣) =

٠٫۴, sdom(a٧, S٣) = ٠٫٣, sdom(a٨, S٣) = ٠٫٣
داریم S۴ برای درنهایت .sdom(G \ S٣, S٣) = ٠٫٢ بنابراین،

sdom(a١, S۴) = ٠٫٢, sdom(a٣, S۴) = ٠٫٢, sdom(a۴, S۴) = ٠٫٢, sdom(a۶, S۴) =
٠٫۴, sdom(a٧, S۴) = ٠٫٣, sdom(a٨, S۴) = ٠٫١

|S٣|f = و |S١|f = ٠٫٢ + ٠٫۶ = ٠٫٨ ،Ss = {S١, S٣} پس .sdom(G \ S١, S١) = ٠٫١ بنابراین،
فازی گراف برای مینیمم فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین S٣ بنابراین، .٠٫٣ + ٠٫۶ = ٠٫٩

.ssd(G) = ٠٫٩ و ͬ باشد م G = (σ, µ)

5strength of dominance
6dominate strength
7strongest fuzzy dominating set
8strength of strongest fuzzy dominating set



فازی گراف های ۵٢

ssd(G) = ٠٫٩ با G = (σ, µ) گراف :١ . ۵ ش΄ل
ارائه G = (σ, µ) گراف فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت برای کرانͬ ادامه در

ͬ کنیم. م
اتفاق تساوی و ssd(G) ≤ p داریم p مرتبه ی از G = (σ, µ) فازی گراف هر برای .١ . ۴ . ۵ قضیه

باشد. تنها رأس ΁ی G از رأس هر اگر تنها و اگر ͬ افتد م
از فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین S و فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض برهان.

داریم ͬ باشد، م S ⊆ V (G) و بوده S فازی اندازه ی ssd(G) چون باشد. G = (σ, µ)

|S|f ≤ |V (G)|f =
∑

x∈V σ(x) = p.
رأس های G = (σ, µ) گراف رأس های همه ی کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات را تساوی قسمت حال
S = V (G) بنابراین، ͬ باشد. م G از فازی احاطه گر مجموعه ی تنها V (G) آنگاه باشند. تنها

داریم و بوده G از فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین
ssd(G) = |S|f =

∑
x∈S σ(x) =

∑
x∈V σ(x) = p.

باشد x با مجاور y رأس و نبوده تنها که باشد G از رأسͬ x اگر .ssd(G) = p کنید فرض بعکس،
احاطه گر مجموعه ی ΁ی V (G) \ {x} نتیجه در و ͬ شود م احاطه y رأس توسط x رأس آنگاه
΁ی G از رأس هر بنابراین، است. تناقض ΁ی که ͬ باشد م ssd(G) < p و بوده G برای فازی

ͬ باشد. م تنها رأس

ͬ باشد. م G = (σ, µ) فازی گراف در ssd(G) برای پایین کرانͬ γf (G) ͬ کنیم م ثابت ادامه در
داریم G = (σ, µ) فازی گراف هر در .٢ . ۴ . ۵ قضیه

γf (G) ≤ ssd(G).
به طوری که باشد G = (σ, µ) برای مینیمال فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی S کنید فرض برهان.
فازی احاطه گر مجموعه های همه ی بین را فازی اندازه ی مینیمم S بنابراین، .|S|f = γf (G)



۵٣ فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین
با Ss(G) از مینیمم فازی احاطه گر مجموعه ی S′ کنید فرض دارد. G = (σ, µ) مینیمال

بنابراین، .|S′|f = ssd(G) پس باشد، فازی اندازه ی ماکزیمم
γf (G) = |S|f ≤ min{|w|f |w ∈ Ss}

≤ max{|w|f |w ∈ Ss}

= |S′|f = ssd(G).

فازی گراف زمینه ی گراف احاطه گری عدد برحسب ssd(G) برای کران هایی زیر قضیه ی در
ͬ کنیم. م ارائه G = (σ, µ)

داریم G = (σ, µ) فازی گراف هر برای .٣ . ۴ . ۵ قضیه
γ(G∗).σ(vw) ≤ ssd(G) ≤ γ(G∗).σ(vs).

که باشد G = (σ, µ) فازی گراف از مینیمم فازی احاطه گر مجموعه ی S کنید فرض برهان.
vs چون .|S| = γ(G∗) داریم G = (σ, µ) زمینه ی گراف در که است ͹واض .|S|f = ssd(G)

داریم را زیر رابطه ی دارد، را G = (σ, µ) در عضویت درجه ی بیشترین
ssd(G) = |S|f ≤ |S|.σ(vs) = γ(G∗).σ(vs).

دارد، داریم را G = (σ, µ) در عضویت درجه ی کمترین vw چون مشابه به طور
γ(G∗).σ(vw) = |S|.σ(vw) ≤ |S|f = ssd(G).

بنابراین،
γ(G∗).σ(vw) ≤ ssd(G) ≤ γ(G∗).σ(vs).

و کامل فازی گراف های برای را احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت ما قسمت این در
ͬ آوریم. م به دست کامل دوبخشͬ فازی گراف های

داریم صورت این در باشد. Kσ کامل فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .۴ . ۴ . ۵ قضیه
ssd(Kσ) = max{σ(v)|v ∈ S}

ͬ باشد. م عمق بیشترین با Kσ از رأس هایی مجموعه ی S که



فازی گراف های ۵۴
مینیمم فازی احاطه گر مجموعه ی هر برای باشد. کامل فازی گراف ΁ی Kσ کنید فرض برهان.
D = {v} مجموعه ی قدرت و sdom(u,D) = µ(u, v) داریم u ∈ V \D رأس هر و Kσ از D = {v}

با است برابر
sdom(Kσ \D,D) = sdom(Kσ \ {v}, v)

= min{µ(u, v)|u ∈ Kσ \ {v}}

= d(v).

بین در عمق بیشترین دارای که ͬ باشد م Kσ از رأس هایی شامل Ss مجموعه ی بنابراین،
گراف در فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت نتیجه در ͬ باشند. م Kσ گراف رأس های

با است برابر Kσ کامل فازی
ssd(Kσ) = max{|v|f |v ∈ Ss}

= max{σ(v)|v ∈ Ss}.

این در باشد. Kσ١,σ٢ کامل دوبخشͬ فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .۵ . ۴ . ۵ قضیه
داریم صورت

ssd(Kσ١,σ٢) = max{σ١(v) + σ٢(w)|{v, w} ∈ S}

و w ∈ σ٢ ،v ∈ σ١ به طوری که ͬ باشد م Kσ١,σ٢ از {v, w} رأس های زوج مجموعه ی S که
ͬ باشد. م مقدار بیشترین رأس ها زوج این همه ی بین در d(v) ∧ d(w)

مجموعه ای زیر D = {v, w} و باشد کامل دوبخشͬ فازی گراف ΁ی Kσ١,σ٢ کنید فرض برهان.
مینیمم فازی احاطه گر مجموعه ی ΁ی D وضوح به .w ∈ σ٢ و v ∈ σ١ که باشد V (Kσ١,σ٢) از
اگر و sdom(u,D) = µ(u,w) آنگاه ،u ∈ σ١ اگر u ∈ V \D رأس هر برای ͬ باشد. م Kσ١,σ٢ برای

با است برابر D مجموعه ی قدرت و .sdom(u,D) = µ(u, v) آنگاه ،u ∈ σ٢
sdom(Kσ١,σ٢ \D,D) = sdom(Kσ١,σ٢ \ {v, w}, {v, w})

= d(v) ∧ d(w).

w ∈ σ٢ ،v ∈ σ١ که ͬ باشد م Kσ١,σ٢ از {v, w} رأس های زوج شامل Ss مجموعه ی بنابراین،
v ∈ σ١ که ͬ باشد م Kσ١,σ٢ گراف از {v, w} رأس های زوج بین در مقدار بیشترین d(v)∧ d(w) و
کامل دوبخشͬ فازی گراف در فازی احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت نتیجه در .w ∈ σ٢ و

با است برابر Kσ١,σ٢

ssd(Kσ١,σ٢) = max{|{v, w}|f |{v, w} ∈ Ss}

= max{σ١(v) + σ٢(w)|{v, w} ∈ Ss}.



۵۵ فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین
و ssd(G) ،γf (G) پارامتر سه بین ارتباط که ͬ کنیم م اثبات و بیان را قضیه ای ادامه در

ͬ دهد. م نشان را γs(G)

داریم G = (σ, µ) فازی گراف هر برای .۶ . ۴ . ۵ قضیه
γf (G) ≤ ssd(G) ≤ γs(G).

مجموعه ی فازی اندازه ی γs(G) پارامتر چون ب·یرید. نظر در را G = (σ, µ) فازی گراف برهان.
داریم ͬ دهد،بنابراین م نشان را فازی اندازه ی بیشترین با مینیمم فازی احاطه گر

ssd(G) ≤ γs(G).
اندازه ی کمترین با مینیمال فازی احاطه گر مجموعه ی فازی اندازه ی γf (G) پارامتر طرفͬ از

ͬ دهدبنابراین، م نشان G = (σ, µ) فازی گراف در را فازی
γf (G) ≤ ssd(G).

داریم نتیجه در
γf (G) ≤ ssd(G) ≤ γs(G).

فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین ۵ . ۵
فازی گراف های در فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین روی ما بخش این در
باشد بوده فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض آورده ایم. به دست را نتایجͬ و کرده مطالعه
΁ی v همچنین و G = (σ, µ) فازی گراف از فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و
فازی، k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی تعریف به باتوجه باشد. فازی گراف این از دلخواه رأس
v رأس از k فاصله ی در که داریم S در u مانند رأس ΁ی حداقل G گراف در v رأس هر برای
قرار v رأس از k فاصله ی در که باشند S در ،i = ١,٢, ..., r ،ui رأس r ͬ کنیم م فرض باشد.
ͬ گیریم م نظر در را S مجموعه ی رأس های و v رأس بین k طول به ،Q١, ..., Qr مسیر، r دارند.
بر تسلط قدرت v ∈ V (G) رأس هر برای حال .i = ١,٢, ..., r برای Qi = (v, ui) به طوری که
نمایش sdomk(v, S) با و بوده ui ∈ S که ͬ کنیم م تعریف ∨r

i=١µk(v, ui) صورت به را v رأس
با را آن که S فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی احاطه گری قدرت همچنین ͬ دهیم. م

ͬ شود م تعریف زیر صورت به ͬ دهیم، م نمایش sdomk(G,S)

sdomk(G,S) = min{sdomk(v, S)|v ∈ G}.



فازی گراف های ۵۶
اندازه ی ماکزیمم دارای که مینیمم فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های شامل مجموعه ی
مجموعه های همه ی بین در که مجموعه ای ͬ دهیم. م نمایش Ssk(G) با را باشند sdomk(G,S)

قوی ترین را باشد فازی اندازه ی ماکزیمم دارای Ssk(G) در مینیمم فازی k‐مرحله ای احاطه گر
آن فازی اندازه ی و ͬ نامیم م G = (σ, µ) فازی گراف در فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی
G = (σ, µ) فازی گراف در فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت با است برابر

ͬ شود. م داده نمایش ssdk(G) با که
باشد دقیق k‐مرحله ای احاطه گر فازی گراف G = (σ, µ) فازی گراف که کنید فرض حال
را فازی گراف این در فازی دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین بخواهیم ما و
فازی گراف از فازی دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S کنید فرض آوریم. به دست
تعریف به توجه با باشد. فازی گراف این از دلخواه رأس ΁ی v همچنین و بوده G = (σ, µ)

S در xi مانند رأسͬ ΁ی دقیقا v ∈ V (G) رأس هر برای دقیق، k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی
مجموعه ی توسط v رأس بر تسلط قدرت نتیجه در و ͬ باشد م آن از k فاصله ی در که دارد وجود
تعریف زیر صورت به ͬ دهیم، م نمایش sdomek(v, S) با را آن که ،S دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر

ͬ شود م
sdomek(v, S) = ∨r

i=١µk(v, ui) = µk(v, xi).
با را آن که ،S فازی دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی احاطه گری قدرت همچنین

ͬ شود م تعریف زیر صورت به نیز ͬ دهیم، م نمایش sdomek(G,S)

sdomek(G,S) = min{sdomek(v, S)|v ∈ G}

= min{µk(v, xi)|v ∈ G}.

اندازه ی ماکزیمم با مینیمم فازی دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه های شامل مجموعه ی
مجموعه های همه ی بین در که مجموعه ای ͬ دهیم. م نمایش Sesk(G) با را sdomek(G,S)

را باشد فازی اندازه ی ماکزیمم دارای Ssk(G) در مینیمم فازی دقیق k‐مرحله ای احاطه گر
و ͬ نامیم م G = (σ, µ) فازی گراف در فازی دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین
فازی دقیق k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت با است برابر آن فازی اندازه ی

ͬ شود. م داده نمایش ssdek(G) با که G = (σ, µ) فازی گراف در

احاطه گر مجموعه ی با v رأس بر تسلط قدرت برای را پایینͬ و بالا کران های ما ادامه در
ͬ دهیم. م ارائه G = (σ, µ) فازی گراف از S فازی k‐مرحله ای

باشد. G از دلخواه رأس ΁ی v و باشد فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض .١ . ۵ . ۵ قضیه
آنگاه باشد، G = (σ, µ) فازی گراف از دلخواه فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S اگر



۵٧ فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین
µ(ew) ≤ sdomk(v, S) ≤ µ(es).

k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و باشد فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض برهان.
از k فاصله ی در S در رأس ΁ی حداقل باشد. G از رأس ΁ی v و G = (σ, µ) فازی گراف از فازی
،i = ١,٢, ..., r ،ui ∈ S و v بین k طول به ،Q١, ..., Qr مسیر، r کنید فرض دارد. وجود v رأس

داریم بنابراین، نیستند. متمایز لزوما ui ∈ S رأس های که باشد داشته وجود
sdomk(v, S) = ∨r

i=١µk(v, ui) = ∨r
i=١{∧k

j=١µ(xj−١, xj)|x٠ = v ∈ G, xk = ui ∈ S}.
رابطه ی j = ١, ..., k هر برای دارد، یال ها همه ی بین را عضویت درجه ی بیشترین es یال چون

.∧k
j=١µ(xj−١, xj) ≤ µ(es) بنابراین، و ͬ باشد م برقرار µ(xj−١, xj) ≤ µ(es)

نتیجه در
sdomk(v, S) ≤ µ(es).

µ(ew) ≤ رابطه ی دارد یال ها همه ی بین را عضویت درجه ی کمترین ew یال چون همچنین
بنابراین، و ͬ باشد م برقرار ∧k

j=١µ(xj−١, xj)

µ(ew) ≤ sdomk(v, S).

k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قدرت برای را زیر نتیجه ی ͬ توان م بالا قضیه ی از حال
آورد. به دست فازی

k‐مرحله احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و باشد فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) اگر .١ . ۵ . ۵ نتیجه
داریم آنگاه ، باشد G برای فازی

µ(ew) ≤ sdomk(G,S) ≤ µ(es).

فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) اگر .٢ . ۵ . ۵ قضیه
داریم v ∈ G رأس هر برای آنگاه باشد، r ≥ ١ و G برای

sdomk(v, S) ≤ ∨r
i=١{CONNG(v, ui)|ui ∈ S}.

فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S و فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض برهان.
احاطه گر مجموعه ی ΁ی S چون باشد. G از دلخواه رأس ΁ی v کنید فرض باشد. G برای
کنید فرض دارد. وجود v رأس از k فاصله ی در S در رأس ΁ی حداقل است، فازی k‐مرحله ای

رأس های که باشد داشته وجود ،i = ١,٢, ..., r ،ui ∈ S و v بین k طول به ،Q١, ..., Qr مسیر، r



فازی گراف های ۵٨
ui و v بین مسیر قوی ترین قدرت بیانگر CONNG(v, ui) چون نیستند. متمایز لزوما ui ∈ S

بنابراین، .µk(v, ui) ≤ CONNG(v, ui) داریم i = ١, ..., r برای ͬ باشد، م
sdomk(v, S) = ∨r

i=١µk(v, ui)

≤ ∨r
i=١{CONNG(v, ui)|ui ∈ S}.

احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت و فازی کلͬ احاطه گری عدد بین ارتباط ادامه در
مورد را G = (σ, µ) دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گری فازی گراف های در فازی دقیق ١ ‐مرحله ای

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ
داریم G = (σ, µ) دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گری فازی گراف هر برای .٣ . ۵ . ۵ قضیه

γtf (G) ≤ ssde١(G).
‐ ١ احاطه گری فازی گراف برای فازی کلͬ احاطه گر مجموعه ی ΁ی S کنید فرض برهان.
اندازه ی مینیمم S صورت این در .|S|f = γtf (G) به طوری که باشد G = (σ, µ) دقیق مرحله ای
کنید فرض دارد. G گراف در مینیمال فازی کلͬ احاطه گر مجموعه های همه ی بین در را فازی
بنابراین، باشد. فازی اندازه ی بیشترین با Ses١(G) از مینیمم فازی کلͬ احاطه گر مجموعه ی S′

داریم نتیجه در .|S′|f = ssde١(G)

γtf (G) = |S|f ≤ min{|w|f |w ∈ Ses١}
≤ max{|w|f |w ∈ Ses١} = |S′|f = ssde١(G).

١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین قدرت برای پایینͬ و بالا کران زیر قضیه ی در
ͬ آوریم. م به دست دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر فازی گراف در فازی دقیق

داریم دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر فازی گراف هر برای .۴ . ۵ . ۵ قضیه
γt(G

∗).σ(vw) ≤ ssde١(G) ≤ γt(G
∗).σ(vs).

G = (σ, µ) فازی گراف برای دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی S کنید فرض برهان.
G = فازی گراف از فازی دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی ΁ی D ∈ Ses١(G) و باشد
vs چون . |D| = γt(G

∗) داریم ٢ . ١ . ٣ قضیه ی از .|D|f = ssde١(G) به طوری که باشد (σ, µ)

داریم ͬ باشد م G در عضویت درجه ی بیشترین با رأس
ssde١(G) = |D|f ≤ |D|.σ(vs) = γt(G

∗).σ(vs).



۵٩ فازی k‐مرحله ای احاطه گر مجموعه ی قوی ترین
در عضویت درجه ی مینیمم با رأس vw چون پایین، کران برای شد. ثابت بالا کران نتیجه در

داریم ͬ باشد م G

γt(G
∗).σ(vw) = |D|.σ(vw) ≤ |D|f = ssde١(G).

ͬ شود. م ثابت قضیه نتیجه در
با را کلͬ احاطه گری عدد که کردند ثابت [۵] در را ٣ . ۴ . ١ قضیه ی هم΄ارانش و کوکاین
را زیر بالای کران های قضیه این از استفاده با ما ͬ دهد. م ارتباط ∆(G) یعنͬ درجه بیشترین

ͬ کنیم. م ثابت ssde١(G) برای
و رأس n دارای آن زمینه ی گراف که باشد فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) اگر (١ .۵ . ۵ . ۵ قضیه

آنگاه باشد، تنها رأس بدون
ssde١(G) ≤ (n−∆f (G) + ١).σ(vs).

باشیم داشته و باشد همبند آن زمینه ی گراف که باشد فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) اگر (٢
داریم آنگاه ،∆(G⋆) < n− ١

ssde١(G) ≤ (n−∆f (G)).σ(vs).
ssde١(G) ≤ داریم قضیه ۵ . ۵ . ۴ از باشد. فازی گراف ΁ی G = (σ, µ) کنید فرض (١ برهان.
∆f (G) ≤ وضوح به .∆f (G) = maxv∈V (G){

∑
σ(u)|u ∈ N(v)} طرفͬ از .γt(G∗).σ(vs)

بنابراین، داریم .∆(G∗)

ssde١(G) ≤ γt(G
∗).σ(vs) ≤ (n−∆(G∗) + ١).σ(vs)

≤ (n−∆f (G) + ١).σ(vs).
داریم اول قسمت مشابه (٢

ssde١(G) ≤ γt(G
∗).σ(vs) ≤ (n−∆(G∗)).σ(vs)

≤ (n−∆f (G)).σ(vs).

مجموعه ی قوی ترین قدرت برای را نوردهاوس‐گادوم کران ۵ . ۵ . ۵ قضیه ی از استفاده با حال
ͬ کنیم. م بیان فازی گراف های در فازی دقیق ١ ‐مرحله ای احاطه گر

رأس بدون و رأس n با آن زمینه ی گراف که باشد فازی گراف G = (σ, µ) اگر .۶ . ۵ . ۵ قضیه
آنگاه ،∆(G∗) < n− ١ و باشد تنها

ssde١(G) + ssde١(Ḡ) ≤ (n(٢ − σ(vw)) + ٢).σ(vs).



فازی گراف های ۶٠
تنها رأس بدون و رأس n با آن زمینه ی گراف که باشد فازی گراف G = (σ, µ) کنید فرض برهان.
Ḡ = (σ, µ̄) ͬ کنیم م فرض مسئله کلیت از کاستن بدون ͬ باشد، م همبند Ḡ یا G چون باشد.

داریم ۵ . ۵ . ۵ قضیه ی از باشد. همبند
ssde١(Ḡ) ≤ (n−∆f (Ḡ)).σ(vs)

همچنین و
ssde١(G) ≤ (n−∆f (G) + ١).σ(vs)

≤ (n− δf (G) + ١).σ(vs).
بنابراین،

ssde١(G) + ssde١(Ḡ) ≤ (٢n+ ١ − (δf (G) + ∆f (Ḡ))).σ(vs).
که است ͹واض

(n− ١).σ(vw) ≤ δfG) + ∆f (Ḡ) ≤ (n− ١).σ(vs).
داریم بنابراین،

ssde١(G) + ssde١(Ḡ) ≤ (٢n+ ١ − (δf (G) + ∆f (Ḡ))).σ(vs)

≤ (٢n+ ١ − ((n− ١).σ(vw))).σ(vs)
= (n(٢ − σ(vw)) + σ(vw) + ١).σ(vs)
≤ (n(٢ − σ(vw)) + ١ + ١).σ(vs)
= (n(٢ − σ(vw)) + ٢).σ(vs).
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Aabstract

Given a positive integer k ≥ 2 , two vertices in a graph are said to k-step dominate each

other if they are at distance k apart. A set S of vertices in a graph G is a k-step dominating set

of G if every vertex is k-step dominated by some vertex of S . The k-step domination number

of G is the minimum cardinality of a k-step dominating set of G. A subset S of vertices of G is

a k-hop dominating set if every vertex outside S is k-step dominated by some vertex of S. The

k-hop domination number ofG is the minimum cardinality of a k-hop dominating set of G . In this

thesis, we show that for any integer k2 , the decision problems for the k-step dominating set and

k-hop dominating set problems are NP -complete for planar bipartite graphs and planar chordal

graphs. Also we obtain new upper bounds on the size of exact 1-step domination graphs, and

present an upper bound on the total domination number of an exact 1-step domination tree and

characterize trees achieving equality for this bound. Then we study on strongest dominating set

in fuzzy graphs and obtain these strengths for fuzzy complete graphs and fuzzy complete bipartite

graphs. Also we define exact k-Step dominating sets in fuzzy graphs and determine strongest

exact k-Step dominating set for fuzzy graphs and obtain new upper bound on the size of exact

1-step domination fuzzy graphs.

Keywords : Step domination, Hop domination, Fuzzy domination, Strongest dominating set.
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