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پیشگفتار
از ریاضی مختلف بخش های در گسترده ای طور به اخیر سال های در تقریب بهترین بحث
ساده مثال یک می شود. برده کار به برنامه نویسی حتی و عددی و بهینه سازی مسائل جمله
فضا همان در نقطه ای به نسبت که است مجموعه یک از نقاطی یافتن بحث آن شهودی و
مسائل خصوص به و زندگی در زیادی کاربردهای مساله این باشند. فاصله کمترین دارای
بسیاری نویسندگان توسط همزمان تقریب بهترین نظریه است. داشته همراه به اقتصادی
مفهوم [۱۲] ۳ سینگر است. گرفته قرار مطالعه مورد [۱۳ ،۴] ۲ تانیموتو و ۱ چانگ جمله از
تقریب بهترین از تعمیمی همزمان تقریب بهترین کرد. معرفی را همزمان” ε⁃تقریب ”
که، هرچند است. همزمان تقریب بهترین مفهوم تعمیم یافته همزمان ε⁃تقریب و است
بهترین درباره مطالعات اغلب اما است محدود بسیار اوقات گاهی مجموعه بودن محدب
اثبات به نامه، پایان این در است. شده انجام محدب مجموعه های روی بر همزمان تقریب
در پایین روبه مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب  های ویژگی های مورد در نتایج برخی

پرداخت. خواهیم باناخ فضاهای برداری مشبکه
از عناصری وسیله به همزمان تقریب های بهترین توسعه نامه، پایان این اصلی هدف
نرمال مجموعه های و پایین روبه اکیدا و پایین روبه مجموعه های و بسته مجموعه های
مشبکه در پایین روبه مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب  های کردن پیدا همچنین و
مطالعه در ابزاری عنوان به پایین به رو های مجموعه از باشد. مي باناخ فضاهای برداری

می کنیم. استفاده بسته مجموعه های وسیله به همزمان ε⁃تقریب  های

را مقدماتی تعاریف ابتدا اول فصل در می باشد. زیر صورت به نامه پایان این ساختار
یکه تعریف به ترتیب به ادامه ودر کرده تعریف را مشبکه ای باناخ فضای سپس کرده، بیان
تقریب بهترین مفهوم بخش آخرین در نهایت در و می پردازیم آن ویژگی های و φ تابع و قوی
روبه مجموعه های ابتدا دوم فصل در می کنیم. تعریف را همزمان تقریب های بهترین و
پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ویژگی های و کرده بیان را پایین
و لازم شرط و کرده تعریف را پایین روبه اکیداً مجموعه های نهایت در می کنیم. بررسی را
باشد S مانند کراندار مجموعه یک برای همزمان تقریب بهترین نقطه یک اینکه برای کافی
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پیشگفتار ع
برای قبل فصل های در آمده دست به نتایج از استفاده با سوم فصل در می کنیم. بررسی را
این برای بپردازیم. پایین به رو غلاف وسیله به همزمان تقریب های بهترین زدن محک
بعدی بخش های در سپس و می کنیم بیان را نیاز مورد تعاریف اول بخش در ابتدا منظور
به همزمان تقریب های بهترین و نرمال مجموعه های وسیله به تقریب بهترین به ترتیب به
برخی به چهارم، فصل در می پردازریم. یکدیگر با آنها ارتباط و پایین روبه غلاف های وسیله
برداری مشبکه ی در پایینی مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب ویژگی های درباره نتایج
در همزمان تقریب های مورد در نتایج سری یک سپس می شود. پرداخته باناخ فضاهای

می شود. بیان نرمال مجموعه های
مجموعه های در همزمان تقريب موضوع به کمتر قبلی مطالعات در که این به توجه با
مفهوم توسعه دیدگاه از می تواند موضوع این به پرداختن لذا است، شده پرداخته پایین به رو
و باشد گشا راه همزمان ε⁃تقریب آن گسترده تر مفهوم های حتى و همزمان تقريب نظریه
به رو مجموعه های برای را مفهوم این همچنین دهد. افزایش را نظریه این رشد سرعت

کرد. استفاده قضيه این از برآمده نتایج از و داده بسط پایین



۱ فصل
آنالیزی نیاز های پیش و مقدمات

قضایای و تعاریف به تا شده سعی بخش هر در است. شده تنظیم بخش پنج در فصل این
را مشبکه ای باناخ فضای ابتدا شود. پرداخته بعدی بخش های و فصل ها در نیاز مورد
تابع و قوی یکه تعریف به ترتیب به چهار و سه بخش های در سپس و ،[۳] کرده تعریف
بهترین و تقریب بهترین مفهوم پنجم بخش در نهایت در و می پردازیم آن ویژگی های و φ

می کنیم. تعریف را همزمان تقریب های

مقدماتی و اولیه تعاریف ۱ .۱
عناصر از X ناتهی مجموعه  یک از است عبارت (X, d) متریک فضای یک .۱ .۱ .۱ تعریف
گونه ای به است شده تعریف X×X روی که d حقیقی تابع یک و می نامیم) نقطه را آنها (که

داریم: X به متعلق z و y ،x هر برای که
.d(x, y) ≥ ۰ .۱

.x = y اگر تنها و اگر d(x, y) = ۰ .۲
.d(x, y) = d(y, x) .۳

.d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .۴



آنالیزی نیاز های پیش و مقدمات ۲
می نامند. X روی متر را d تابع

τ مانند X زیرمجموعه های از گردایه ای همراه به X ̸= ∅ دلخواه مجموعه .۲ .۱ .۱ تعریف
هرگاه: گویند، توپولوژیک فضای یک را

باشند. ∅, X ∈ τ الف)
باشد. داشته قرار τ در τ از زیرگردایه هر اعضای اجتماع ب)

باشد. τ به متعلق ،τ از متناهی زیرگردایه هر اعضای اشتراک ج)
τ اعضای و توپولوژیک فضای یک X آنگاه باشد، X در توپولوژی یک τ اگر .۳ .۱ .۱ تعریف
متمم هرگاه می شود نامیده بسته X از زیرمجموعه یک می نامند. X در باز مجموعه های را

باشد. باز آن
صورت این در باشد. مختلط) (یا حقیقی برداری فضای یک X کنید فرض .۴ .۱ .۱ تعریف

تابع
∥ · ∥ : X → R+ ∪ {o}

هرگاه: می نامیم X روی نرم یک را
:X به متعلق x, y هر ازای به .۱

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

آنگاه باشد، ثابت عدد یک α و x ∈ X اگر .۲

∥αx∥ = |α|∥x∥.

.∥x∥ = ۰ اگر تنها و اگر x = ۰ .۳
نامیم. می نرمدار فضای یک را X آنگاه باشد، داشته وجود نرم یک X روی اگر

است باناخ فضای یک X گوییم باشد. نرمدار فضای یک X کنید فرض .۵ .۱ .۱ تعریف
X روی نرم توسط که ،d(x, y) = ∥x − y∥ ،x, y ∈ X هر ازای به ،d متر به نسبت X هرگاه
یک به همگرا d متر به نسبت {xn} کوشی دنباله ی هر یعنی باشد. کامل می شود تولید

باشد. x ∈ X



۳ مقدماتی و اولیه تعاریف
خطی تابعک را K اسکالر های میدان در X نرمدار فضای از Λ خطی تابع .۶ .۱ .۱ تعریف

می نامند.
باشد. C یا R میدان های روی نرمدار خطی فضای یک X کنید فرض .۷ .۱ .۱ تعریف
و می نامیم X دوگان فضای را X روی پیوسته خطی تابعک های از متشکل مجموعه ی

می دهیم. نشان X∗ نماد با
دو هر ازای به هرگاه می نامیم محدب را A مانند تهی غیر زیرمجموعه یک .۸ .۱ .۱ تعریف

باشیم: داشته ۰ ≤ λ ≤ ۱ و x, y ∈ A دلخواه نقطه

(۱ − λ)x+ λy ∈ A.

گوی ها، زیرفضاها، فضا، کل به می توانیم محدب مجموعه های از مثال هایی عنوان به
کنیم. اشاره تهی مجموعه ی و عضوی تک مجموعه های

x ≤ y دودویی رابطه یک آن در که است مجموعه ای جزئی مرتب مجموعه .۹ .۱ .۱ تعریف
می کند: صدق زیر شرایط در x, y, z هر ازای به که است شده تعریف

(بازتابی) .x ≤ x ،x هر ازای به . P۱
تقارنی) (پاد .x = y آنگاه ،y ≤ x و x ≤ y اگر . P۲
(ترایایی) .x ≤ z آنگاه ،y ≤ z و x ≤ y اگر . P۳

داد. نشان (S,≤) صورت به می توان را ≤ آن روی جزئی مرتب رابطۀ و S مجموعه یک
چون است. جزئی مرتب رابطۀ یک صحیح اعداد روی ≤ رابطۀ مثال برای

.a ≤ a داریم a صحیح عدد هر ازای به ●
.a = b آنگاه a ≤ b و b ≤ a اگر ،a, b صحیح عدد دو هر ازای به ●

.c ≤ a آنگاه ،c ≤ b و b ≤ a اگر ،c و b و a صحیح عدد سه هر ازای به ●
داد. نشان (Z,≤) صورت به می توان را ≤ رابطه و صحیح اعداد

.b مساوی کوچکتر a می خوانیم a ≤ b باشیم داشته جزئی مرتب مجموعۀ در اگر قرارداد:
و a عضو دو بودن مساوی کوچکتر معنای به ≤ علامت و است گذاری نشانه یک تنها این
می نویسیم ترتیب همین به می شود. استفاده نیز دیگری ترتیب رابطۀ هر برای و نیست b

.a ̸= b و a ≤ b اگر (b از کوچکتر a (می خوانیم a < b



آنالیزی نیاز های پیش و مقدمات ۴
یا اگر می نامند مقایسه قابل را مرتب جزئی مجموعه یک از b و a عضو دو .۱۰ .۱ .۱ تعریف
غیرقابل b و a آنگاه ،b ≤ a نه و a ≤ b نه که باشند S از اعضایی b و a اگر .b ≤ a یا a ≤ b

هستند. مقایسه
مرتب مجموعه را S مجموعۀ باشند مقایسه قابل  (S,≤) عضو دو هر اگر .۱۱ .۱ .۱ تعریف

می نامند. خطی) (مرتب
مفاهیم از یکی مشبکه ریاضیات، در می کنیم. تعریف را مشبکه نام به مفهومی ادامه در
جزئی مرتب مجموعه یک شامل که می شود؛ استفاده مجرد جبر در که است جبری اساسی
پایین کران بزرگ ترین یک و (سوپریمم) بالا کران کوچک ترین یک آن، عضو دو هر که است

دارد. یکتا (اینفیمم)

جزئی مرتب مجموعه های عنوان به مشبکه ها ۲ .۱
ابتدا می کند. آسان انتزاعی محیط های در را فضاها مطالعه برداری فضای در ترتیب مفهوم

کنید). ملاحظه را [۵ ،۳]) دهیم ارائه برداری مشبکه های درباره مقدماتی دهید اجازه
L با مساوی یا دلخواه مجموعه زیر یک S و باشد جزئی مرتب مجموعه یک (L,≤) اگر
.s ≤ u باشیم: داشته s ∈ S هر ازای به اگر است S برای بالا کران یک u ∈ L آنگاه باشد،
یک باشد. نداشته بالا کران اصلا́ یا باشد داشته بالا کران چند است ممکن مجموعه یک
کران هر ازای به که می نامیم سوپریمم یا بالا کران کوچکترین هنگامی را S از u بالا کران
نمی تواند ولی ندارد بالا کران کوچکترین حتماً مجموعه یک u ≤ x باشیم: داشته x بالا

باشد. داشته یکی از بیش
.l ≤ s باشیم: داشته s ∈ S هر ازای به اگر است S برای پایین کران یک l ∈ L طرفی، از
هر ازای به که می نامیم اینفیمم یا پایین کران بزرگترین هنگامی را S از l پایین کران یک
باشد، داشته پایین کران چند است ممکن مجموعه یک .x ≤ l باشیم داشته x پایین کران
باشد. داشته پایین کران بزرگترین یک حداکثر می تواند ولی باشد نداشته پایین کران اصلا́ یا
پایین از یا کراندار بالا از مشبکه شبه یک را (L,≤) جزئی مرتب مجموعه یک .۱ .۲ .۱ تعریف
یک یا پایین کران بزرگترین یک L از {a, b} عضوی دو مجموعه زیر اگرهر می نامند کراندار

می شود. داده نشان a ∨ b و a ∧ b با که باشد، داشته بالا کران کوچکترین
شبه یک هم اگر می شود نامیده مشبکه یک (L,≤) جزئی مرتب مجموعه .۲ .۲ .۱ تعریف

باشد. کراندار پایین از مشبکه شبه یک هم و کراندار بالا از مشبکه



۵ جزئی مرتب مجموعه های عنوان به مشبکه ها
عضو کوچکترین و ۱ عضو بزرگترین که است مشبکه ای کراندار مشبکه یک .۳ .۲ .۱ تعریف

.۰ ≤ x ≤ ۱ ،x ∈ l هر ازای به که صورتی به باشد داشته را ۰
آخر عنصر و اول عنصر یا مینیمم و ماکسیمم هم عضو کوچک ترین و عضو بزرگترین

می دهند. نشان ⊥ و ⊤ با و می شوند؛ نامیده
واقع در که است L از تهی غیر مجموعه یک L مشبکه از زیرمشبکه یک .۴ .۲ .۱ تعریف
M ̸= ∅ و باشد مشبکه یک L اگر یعنی است. L همانند تماس هایی و اتصال ها با مشبکه ای
هم و a ∧ b هم M در a, b عناصر از جفت هر ازای به که طوری به باشد L از زیرمجموعه ای

است. L از زیرمشبکه یک M آنگاه باشند، M در a ∨ b

شرایط از یکی در هرگاه می شود گفته کامل مشروط طور به (L,≤) مشبکه ی .۵ .۲ .۱ تعریف
کند: صدق زیر معادل

باشد. اینفیموم یک دارای کراندار پایین از ناتهی مجموعه هر .۱
باشد. سوپریمم یک دارای کرا ندار بالا از ناتهی مجموعه هر .۲

،⊤ ماکسیمال عنصر و ⊥ مینیمال عنصر با ،L := L∪ {⊥,⊤} مانند کامل مشبکه ای .۳
L از زیرمشبکه ای L که طوری به دارد، وجود می نامیم L مینیمال مکمل را آن که

.supL = ⊤ و infL =⊥ است،
جزئی ترتیب با X مجموعه ی (X,≤,+, .) (حقیقی) برداری مشبکه ی یک .۶ .۲ .۱ تعریف
مشبکه یک (X,≤) که طوری به است، . اسکالر ضرب و + دودویی عملگر همراه به ،≤

است.
مشروط طور به مشبکه ای (X,≤) که طوری به (X,≤,+, .) برداری مشبکه .۷ .۲ .۱ تعریف

می شود. نامیده کامل مشروط طور به برداری مشبکه باشد، کامل
باناخ فضای یک X باناخ فضای کامل مشروط طور به برداری مشبکه .۸ .۲ .۱ تعریف
می کند ایجاب |x| ≤ |y| و است کامل مشروط طور به برداری مشبکه یک یعنی حقیقی است

،x, y ∈ X هر ازای به که
∥x∥ ≤ ∥y∥.

باشیم داشته گاه هر می شود نامیده جمعی همگن f : X → R تابع .۹ .۲ .۱ تعریف

f(x+ λ۱) = f(x) + λ ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R
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اگر یعنی باشد، صعودی هرگاه می شود نامیده موضعی f : X → R تابع .۱۰ .۲ .۱ تعریف

آنگاه باشد، x ≤ y

f(x) ≤ f(y)

باشد. جمعی همگن و
متریک دهنده ی نشان  dX آن در که را (Y, dY ) و (X, dX) متریک فضای دو .۱۱ .۲ .۱ تعریف
تابع بگیرید. نظر در را است Y مجموعه روی متریک دهنده ی نشان dY و X مجموعه روی
به که طوری به باشد، داشته وجود K ≥ ۰ ثابت هرگاه است، لیپشیتز پیوسته f : X → Y

X در x۲ و x۱ هر ازای

dY (f (x۱) , f (x۲)) ≤ KdX (x۱, x۲) .

ترتیب به را مرزی نقاط و بستار درون، نقاط X نرمدار فضای از W زیرمجموعه هر برای
می دهیم. نشان bdW و clW ،intW با

را W قطبی مجموعه ،X نرمدار فضای یک از W زیرمجموعه هر ازای به .۱۲ .۲ .۱ تعریف
صورت به و می دهیم نمایش W ۰ با

W ۰ := {f ∈ X∗ : f(w) ≤ ۰,∀w ∈ W}

است. X دوگان فضای X∗ آن در که می کنیم، تعریف

قوی یکه ۳ .۱
تعریف X فضای روی نرمی آن از استفاده با که می کنیم تعریف را قوی یکه بخش این در
تعریف به نیز بخش این آخر در می باشد. نظر مورد فضای روی بعدی تعاریف لازمه که کرده

می دهیم. قرار بررسی مورد را d(S,W ) ویژگی های و می پردازیم d(S,W )

۱ ∈ X عنصر باشد، کامل مشروط بطور برداری شبکه یک X کنید فرض .۱ .۳ .۱ تعریف
که طوری به ۰ < λ ∈ R باشد داشته وجود x ∈ X هر ازای به هرگاه می نامیم، قوی یکه را

.x− := sup{−x, ۰} و x+ := sup{x, ۰} ،|x| := x+ + x− آن در که ،|x| ≤ λ۱
مرکز به B(S, r) بسته گوی تعریف و می کنیم تعریف X فضای روی را نرم زیر تعریف در

می کنیم. بیان ادامه در را r شعاع و S



۷ آن ویژگی های و φ تابع
نرمی ۱ از استفاده با باشد. ۱ قوی یکه شامل X برداری فضای کنید فرض .۲ .۳ .۱ تعریف

می کنیم تعریف زیر صورت به X فضای روی را

∥x∥ = inf{λ > ۰ : |x| ⩽ λ۱}∀x ∈ X.

می شود: تعریف زیر صورت به B(S, r) بسته گوی فوق نرم به توجه با حال

B(S, r) :=

{
y ∈ X : sup

s∈S
∥s− y∥ ≤ r

}

اینکه به توجه با و
− inf(S) = sup(−S)

که می گیریم نتیجه

B(S, r) := {y ∈ X : supS − r۱ ≤ y ≤ infS + r۱}, (۱ .۱)

ازای به که است واضح همچنین است. X در کراندار مجموعه ای S و ۰ < r ∈ R آن، در که
داریم ،x ∈ X هر

|x| ≤ ∥x∥۱. (۲ .۱)

باناخ فضای کامل مشروط طور به مشبکه ی یک باشد نرمی چنین دارای X اگر بنابراین
است.

کامل مشروط طور به باناخ مشبکه از مثالی X مجموعه  روی کراندار توابع همه مشبکه
می باشد. ۱ قوی یکه با

آن ویژگی های و φ تابع ۴ .۱
می کنیم. بیان نیز را φ تابع ویژگی های سپس و می پردازیم φ تابع تعریف به بخش این در

minX با را آن باشد، موجود آن عضو کوچکترین که باشد مشبکه یک X اگر .۱ .۴ .۱ تبصره
می دهیم. نمایش
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صورت به ∀ x, y ∈ X را φ : X ×X −→ R تابع .۱ .۴ .۱ تعریف

φ(x, y) := sup{λ ∈ R : λ۱ ≤ x+ y, } (۳ .۱)

طوری به ۰ < λ ∈ R دارد وجود x ∈ X هر ازای به و است قوی یکه ۱ چون می کنیم. تعریف
داریم طرفی از و است ناتهی {λ ∈ R : λ۱ ≤ x+ y} مجموعه ی لذا .|x| ≤ λ۱ که

−∥x+ y∥ ≤ φ(x, y) ≤ ∥x+ y∥

فوق مجموعه که است واضح است. کراندار ∥x+ y∥ وسیله به بالا از فوق مجموعه بنابراین
است. نیز بسته

می باشد: زیر ویژگی های دارای φ تابع .۱ .۴ .۱ گزاره

−∞ < φ(x, y) ≤ ∥x+ y∥, x, y ∈ X هر ازای به (۴ .۱)
φ(x, y)۱ ≤ x+ y, x, y ∈ X هر ازای به (۵ .۱)
φ(x, y) = φ(y, x), x, y ∈ X هر ازای به (۶ .۱)

φ(x,−x) = sup{λ ∈ R : λ۱ ≤ x− x = ۰} = ۰, x ∈ X هر ازای .به (۷ .۱)

صورت به را φy : X → R تابع ،y ∈ X هر ازای به

φy(x) := φ(x, y); x ∈ X (۸ .۱)

می کنیم. تعریف
لیپ شیتز پیوسته و موضعی (۸ .۱) در شده تعریف φy تابع که می کنیم ثابت ادامه در

داریم x, z ∈ X هر ازای به حقیقت، در است.

|φ(x, y)− φ(y, z)| ≤ ∥x− z∥. (۹ .۱)

است. موضعی (۸ .۱) در شده تعریف φy تابع .۱ .۴ .۱ لم
صورت این در .x ≤ z که طوری به x, z ∈ X کنید فرض برهان.

{λ ∈ R : λ۱ ≤ x+ y} ⊆ {λ ∈ R : λ۱ ≤ z + y}.



۹ آن ویژگی های و φ تابع
بنابراین

φy(x) = sup{λ ∈ R : λ۱ ≤ x+ y} ≤ sup{λ ∈ R : λ۱ ≤ z + y} = φy(z).

است. صعودی φy نتیجه در
صورت این در باشد، دلخواه α ∈ R و x ∈ X کنید فرض

φy(x+ α۱) = sup{λ ∈ R : λ۱ ≤ x+ α۱ + y}

= sup{λ ∈ R : (λ− α)۱ ≤ x+ y}

داریم لذا .λ− α = β می دهیم قرار

φy(x+ α۱) = sup{α+ β ∈ R : β۱ ≤ x+ y}

= sup{β ∈ R : β۱ ≤ x+ y}+ α = φy(x) + α

است. کامل اثبات و می باشد نیز جمعی همگن φy پس
می باشد. لیپ شیتز پیوسته (۸ .۱) در شده تعریف φy تابع .۲ .۴ .۱ لم

چون باشند. دلخواه x, z ∈ X که کنید فرض برهان.

|x− z| ≤ ∥x− z∥۱

پس
z − ∥x− z∥۱ ≤ x ≤ z + ∥x− z∥۱.

داریم قبل لم بنابر

φy(z)− ∥x− z∥ ≤ φy(x) ≤ φy(z) + ∥x− z∥

بنابراین
|φy(x)− φy(z)| ≤ ∥x− z∥.

می باشد. نیز لیپ شیتز پیوسته φy نتیجه در
است. پیوسته ،(۳ .۱) در شده تعریف ،φ تابع .۲ .۴ .۱ تبصره
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می باشد. واضح اثبات قبل لم به توجه با برهان.

یعنی می کند حفظ X از S مانند کراندار مجموعه یک روی را اینفیمم φy تابع .۲ .۴ .۱ گزاره

φy(inf S) = inf φy(S).

داریم X از S کراندار و ناتهی زیرمجموعه هر ازای به برهان.

φy(S) := {φy(s) : s ∈ S} .

،s ∈ S هر ازای به لذا است، صعودی تابعی φy چون .inf S ⩽ s ،s ∈ S هر ازای به می دانیم
داریم

φy(inf S) ⩽ φy(s),

که می گیریم نتیجه پس
φy(inf S) ⩽ inf

s∈S
φy(s)

یعنی،

φy(inf S) ⩽ inf φy(S). (۱۰ .۱)

که طوری به s۰ ∈ S دارد وجود ε > ۰ هر ازای به پس .x۰ = inf S کنیم فرض حال
داریم پس است موضعی φy چون حال .s۰ ⩽ x۰ + ε۱

φy (s۰) ⩽ φy (x۰) + ε.

داشت خواهیم لذا .φy (s۰) ≥ inf φy(S) می دانیم اما

inf φy(S) ⩽ φy (x۰) + ε, ∀ε > ۰.

داریم است، دلخواه و ε > ۰ چون

inf φy(S) ⩽ φy (x۰) = φy(inf S) (۱۱ .۱)



۱۱ همزمان تقریب های بهترین و تقریب  بهترین
که می دهند نتیجه (۱۱ .۱) و (۱۰ .۱) بنابراین

inf φy(S) = φy(inf S).

همزمان تقریب های بهترین و تقریب  بهترین ۵ .۱
از ریاضی مختلف بخش های در گسترده ای طور به اخیر سال های در تقریب بهترین بحث
ساده مثال یک می شود. برده کار به برنامه نویسی حتی و عددی و بهینه سازی مسائل جمله
فضا همان در نقطه ای به نسبت که است مجموعه یک از نقاطی یافتن بحث آن شهودی و
مسائل خصوص به و زندگی در زیادی کاربردهای مساله این باشند. فاصله کمترین دارای

است. داشته همراه به اقتصادی
است گرفته قرار مطالعه مورد بسیاری نویسندگان توسط همزمان تقریب  بهترین نظریه
همزمان تقریب بهترین کنید). ملاحظه را [۱۳ ،۴] تانیموتو و چانگ مثال، عنوان (به
روی بر همزمان تقریب بهترین باره در مطالعات اغلب است. تقریب بهترین از تعمیمی
در نتایج برخی اثبات سپس و تعریف به اینجا، در است. شده انجام محدب مجموعه های

پرداخت. خواهیم همزمان تقریب  های ویژگی های مورد
مجموعه زیر هر ازای به باشد. نرمدار خطی فضاي یک X کنید فرض .۱ .۵ .۱ تعریف

می کنیم تعریف x ∈ X هر و X از W غیرتهی

d(x,W ) = inf
w∈W

∥x− w∥.

هرگاه می شود نامیده x ∈ X برای تقریب بهترین یک w۰ ∈ W صورت، این در

∥x− w◦∥ = d(x,W ).

یک W آنگاه باشد، موجود w ∈ W تقریب بهترین یک حداقل ،x ∈ X هر ازای به اگر
می شود. نامیده X از تقریب پذیر مجموعه زیر

آنگاه باشد، موجود w ∈ W فرد به منحصر تقریب بهترین یک ،x ∈ X هر ازای به اگر
می شود. نامیده X از چبیشف مجموعه زیر یک W

باشد. X از مجموعه ای زیر W و باشد نرمدار خطی فضاي یک X کنید فرض .۲ .۵ .۱ تعریف
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W از X تقریب های بهترین تمامی مجموعه به PW (x) ،x ∈ X هر ازای به صورت این در

می شود: تعریف زیر صورت به و می کند اشاره

PW (x) := {w ∈ W : ∥x− w∥ = d(x,W )}.

کنید فرض .۱ .۵ .۱ مثال
W =

{
(x, y) ∈ R۲ :

(
x− ۲)۲

+ y۲ = ۱}
∪
{
(x, y) ∈ R۲ : (x+ ۲)۲ + y۲ = ۱}

∪
{
(x, y) ∈ R۲ : x۲ + (y − ۲)۲ = ۱} .

داریم x = (۰, ۰) ∈ X ازای به صورت این در باشد، معمولی نرم با X = R۲ زیرمجموعه  ی

PW (x) = {(۱, ۰), (−۱, ۰), (۰, ۱)}.

و X از W ناتهی زیرمجموعه برای باشد. نُرمداری فضای X کنید فرض .۳ .۵ .۱ تعریف
می کنیم تعریف ،X در S ناتهی کراندار مجموعه

d(S,W ) = inf
w∈W

sup
s∈S

∥s− w∥

و
SSSW (S) :=

{
w ∈ W : sup

s∈S
∥s− w∥ = d(S,W )

}
.



۱۳ همزمان تقریب های بهترین و تقریب  بهترین
هرگاه است، W از S برای همزمان تقریب بهترین w۰ ∈ W عنصر

d(S,W ) = sup
s∈S

∥s− w۰∥.

شد. خواهد داده نشان SW (S) با W از S همزمان تقریب های بهترین همه ی مجموعه ی
کنید فرض .۲ .۵ .۱ مثال

S =
{
(x, y) ∈ R۲ : (x− ۳)۲ + (y − ۲)۲ = ۴}

و
W =

{
(x, y) ∈ R۲, −۲ ≤ x ≤ ۰, ۰ ≤ y ≤ ۴} .

صورت، این در
d(S,W ) = ۵,

و
SW (S) = {(۰,۲)}.

2

1

3

3

4

d(S,W ) = 5

S
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و X از W ناتهی زیرمجموعه هر برای باشد. نُرمداری فضای X کنید فرض .۱ .۵ .۱ گزاره
می باشند. زیر ویژگی های دارای SW (S) و d(S,W ) ،X در S کراندار ناتهی مجموعه

.∀y ∈ X d(S + y,W ) = d(S,W ) .۱
.∀λ ∈ R d(λS, λW ) = |λ|d(S,W ) .۲
.∀y ∈ X Sw(S + y) = Sw(S) + y .۳



آنالیزی نیاز های پیش و مقدمات ۱۴
∀y ∈ X,λ ∈ R SλW (λS) = λSW (S) .۴

داریم d(S,W ) تعریف بنابر (۱) برهان.

d(S + y,W + y) = inf
w∈W

sup
x∈S

∥s+ y − (w + y)∥

= inf
w∈W

sup
s∈S

∥s− w∥ = d(S,W ).

(۲)

d(λS, λW ) = inf
w∈W

sup
s∈S

∥λs− λw∥

= inf
w∈W

sup
s∈S

|λ|∥s− w∥ = |λ|d(S,W )

داریم بنابراین باشد. w۰ ∈ SW (S + y) که کنید فرض (۳)

w,∈ SW (S + y) ⇐⇒ w,∈ W + y

و

sup
s∈S

∥s+ y − w۰∥ = d(S + y,W + y)

⇐⇒w۰ − y ∈ W و sup ∥s− (w۰ − y)∥ = d(S,W )

⇐⇒w۰ − y ∈ SW (S) ⇐⇒ w۰ ∈ SW (S) + y

.w۰ ∈ SλW(λS) و λ ̸= ۰ کنیم فرض است. کامل اثبات و ۰ = ۰ آنگاه باشد، λ = ۰ اگر (۴)
داریم صورت این در

w۰ ∈ SλW (λS) ⇐ w,∈ λW

و
sup
s∈S

∥λs− w۰| = d(λS, λW ) = |λ|d(S,W ) ⇐⇒ ws

λ
∈ W

و
|λ| sup

∥∥∥s− w

λ

∥∥∥ = |λ|d(S,W ) ⇐⇒ ۱
λ
w۰ ∈ W



۱۵ همزمان تقریب های بهترین و تقریب  بهترین
و

sup
s∈S

∥∥∥s− w۰
λ

∥∥∥ = d(S,W )

⇐⇒ ۱
λ
w۰ ∈ SW (S)

⇐⇒ w۰ ∈ λSW (S)

است. کامل اثبات و
می کنیم. تعریف را همزمان چبیشف مجموعه و همزمان تقریب پذیر مجموعه حال

کراندار مجموعه ی هر ازای به اگر باشد. نرم دار فضای یک X کنید فرض .۴ .۵ .۱ تعریف
W آنگاه باشد، داشته وجود W از S برای همزمان تقریب بهترین یک حداقل X در S

می شود. نامیده X همزمان تقریب پذیر زیرمجموعه
کراندار مجموعه هر ازای به اگر باشد. نرم دار فضای یک X کنید فرض .۵ .۵ .۱ تعریف
W آنگاه باشد، داشته وجود W از S برای منحصربه فردی همزمان تقریب بهترین X در S

می شود. نامیده X همزمان چبیشف زیرمجموعه





۲ فصل
وسیله به همزمان تقریب  بهترین

پایین روبه مجموعه های
باناخ فضاهای کامل مشروط طور به مشبکه ی در همزمان تقریب های بهترین فصل، این در
را بالا به رو و پایین روبه مجموعه های ابتدا فصل این در می کنیم. بررسی را ۱ قوی یکه با X
بررسی را پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ویژگی های و کرده بیان
برای کافی و لازم شرط و کرده تعریف را پایین روبه اکیداً مجموعه های نهایت در می کنیم.
بیان را باشد S مانند کراندار مجموعه یک برای همزمان تقریب بهترین نقطه یک اینکه

است. شده استخراج [۷ ،۶] از فصل این مطالب که است یادآوری به لازم می کنیم.
x ∈ X هر ازای به هرگاه می شود، نامیده قوی یکه ۱ ∈ X عنصر که می کنیم یادآوری

.|x| ≤ λ۱ که طوری به λ > ۰ باشد داشته وجود

بالا روبه و پایین روبه مجموعه های ۱ .۲
و w ∈ W هر ازای به اگر می شود، نامیده پایین به رو X از W مجموعه زیر .۱ .۱ .۲ تعریف

.x ∈ W باشیم داشته ،x ≤ w که طوری به x ∈ X

و w ∈ W هر ازای به اگر می شود، نامیده بالا روبه X از W مجموعه زیر .۲ .۱ .۲ تعریف



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۱۸
.x ∈ W باشیم داشته ،x ≥ w که طوری به x ∈ X

مجموعه مثال عنوان به

W = {x ∈ R : x ⩽ ◦}

نشان t ⩽ x نامساوی x ∈ W و t ∈ R هر ازای به چون است. R از پایین به رو مجموعه یک
.t ∈ W پس ،t ⩽ ۰ که می دهد

این در .x ∈ X و باشد X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W کنید فرض .۱ .۱ .۲ لم
برقرارند: زیر گزاره های صورت

.x− ϵ۱ ∈ intW ،ε > ۰ هر ازای به آنگاه باشد، x ∈ W اگر .۱
.intW = {x ∈ X : x+ ϵ۱ ∈ W, ε > ۰ یک ازای {به .۲

که کنیم فرض و x ∈ W باشد، شده داده ε > ۰ که کنیم فرض (۱) برهان.

V = {y ∈ X : ∥y − (x− ε)∥ < ε}

داریم: نرم تعریف به توجه با صورت این در باشد. (x− ε) از باز همسایگی یک

V = {y ∈ X : x− ۲ϵ| < y < x}.

پس ،V ⊂ W بنابراین ،x ∈ W و می باشد پایین به رو مجموعه یک W چون

x− ε۱ ∈ intW.

.B (x, ε۰) ⊂ W بسته گوی که طوری به دارد وجود ε۰ > ۰ لذا x ∈ intW که کنید فرض (۲)
داریم چون

B (x, ε۰) = {y ∈ X : ∥y − x∥ ⩽ ε۰۱}
پس

B (x, ε۰) = {y ∈ X : x− ε۰۱ ⩽ y ⩽ x+ ε۰۱}.



۱۹ بالا روبه و پایین روبه مجموعه های
براین بنا

x+ ε۰۱ ∈ B (x, ε۰) ⊂ W.

توجه با صورت این در .x + ε۱ ∈ W که باشد داشته وجود ε > ۰ که کنید فرض برعکس:
داریم (۱) به

x = (x+ ε۱)− ε۱ ∈ intW.

است. کامل اثبات ترتیب این به

فرض و y۰ ∈ bdW ،X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W کنید فرض .۲ .۱ .۲ لم
صورت این در باشد. (۳ .۱) رابطه در شده معرفی تابع φ که کنید

∀w ∈ W φ (w,−y۰) ≤ ۰.

که: طوری به باشد داشته وجود w۰ ∈ W که کنیم فرض برهان.

φ (w۰,−y۰) > ۰.

بنابراین
sup

{
λ ∈ R : λ۱ ≤ w۰ − y۰

}
> ۰.

که: طوری به دارد وجود λ۰ > ۰ لذا

λ۰۱ ≤ w۰ − y۰

پس
λ۰۱ + y۰ ≤ w۰

که می گیریم نتیجه ،w۰ ∈ W و می باشد پایین به رو W که آنجایی از و

λ۰۱ + y۰ ∈ intW.

است. کامل اثبات ترتیب این به می باشد تناقض یک این و

نقاط مجموعه زیر همزمان تقریب های بهترین مجموعه که می دهیم نشان ادامه در
می باشند. نظر مورد مجموعه مرزی



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۲۰
،S ∩W = ∅ طوریکه به باشد X از بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۱ .۱ .۲ گزاره

صورت این در
SW (S) ⊂ bdW.

صورت این در باشد. دلخواه w۰ ∈ SW (S) که کنید فرض برهان.

sup
s∈S

∥s− w۰∥ = d(S,W ).

می دهیم قرار
r := d(S,W ).

w ∈ SW (S) یعنی نباشد برقرار حکم که کنیم فرض حال ،r > ۰ پس ،S ∩ W = ∅ چون
که طوری به دارد وجود ε > ۰ بنابراین .w /∈ bdW که طوری به باشد داشته وجود

V = {y ∈ X : ∥y − w∥ < ε} ⊂ W

می دهیم قرار
ε۰ = ε(τ + ε)−۱.

می کنیم: تعریف زیر بصورت را ws ،s ∈ S هر ازای به و ۰ ⩽ ε ⩽ ۱ که است واضح

ws = w + ε۰(s− w) ∈ X.

چون حال
∥ws − w∥ = |ε۰|∥s− w∥ ⩽ ε۰r =

εr

r + ε
< ε

بنابراین
ws ∈ V ⊂ W ∀s ∈ S.

پس ،ws ∈ W چون
r = d(S,W ) ≤ sup

t∈S
∥t− wS∥

بنابراین
r ≤ inf

s∈S
sup
t∈S

∥t− ws∥



۲۱ بالا روبه و پایین روبه مجموعه های
که داریم ∀t, s ∈ S دیگر طرف از و

∥t− ws∥ = ∥(t− w)− ε۰(s− w)∥

که می دهد نشان این

r ≤ inf sup
t∈S

∥t− ws∥ = inf
s∈S

sup
t∈S

∥(t− w)− ε◦(s− w)∥

≤ sup
t∈S

∥(t− w)− ε◦(t− w)∥

=
(۱ − εo

)
sup∥t− w∥

=
(۱ − εo

)
r < r

است. کامل اثبات ترتیب این به است تناقض یک این و

مجموعه یک S و باشد X از محدب و بسته مجموعه زیر یک W کنید فرض .۱ .۱ .۲ قضیه
معادلند زیر عبارت های صورت این در .g۰ ∈ W و S ∩W = ∅ که باشد X در کراندار

.g۰ ∈ SW (S) .۱

و ∥f∥ = ۱ که طوری به دارد وجود f ∈ (W − g۰)◦ .۲

f (supS − g۰) = sup
s∈S

∥s− g۰∥ .

صورت این در .g۰ ∈ SW (S) که کنید فرض (۲) ⇐ (۱) برهان.

sup
s∈S

∥s− g۰∥ = d(S,W ).

می دهیم قرار اکنون
r := d(S,W )

دهیم: قرار اگر همچنین و r > ۰ بنابراین ،S ∩W = ∅ چون

B := {y ∈ X : ∥y − supS∥ ≤ r}



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۲۲
چون و g۰ ∈ B که است واضح آنگاه

intB = {y ∈ X : ∥y − supS∥ < r}

پس
intB ∩W = ∅.

به توجه با صورت، این در .x, y ∈ B که کنید فرض حال است. بسته B که است واضح
داریم ۰ ≤ λ ≤ ۱ هر ازای به نرم خواص

∥λy + (۱ − λ)x− supS∥

= ∥λy + (۱ − λ)x− λ supS − (۱ − λ) supS∥

= ∥λy − λ supS + (۱ − λ)(x− supS)∥

≤ |λ|∥y − supS∥+ (۱ − λ)∥x− supS∥

≤ λr + (۱ − λ)r = r

هان⁃باناخ قضيه به توجه با لذا می باشد. نیز محدب بودن، بسته بر علاوه B بنابراین
که طوری به دارد وجود λ ∈ R و ۰ ̸= g ∈ X∗

∀ w ∈ W, g(supS − w) ≥ λ

∀ y ∈ B, g(supS − y) ≤ λ.

داریم همچنین
λ = g (supS − g۰) ̸= ۰.

می دهیم قرار حال
f = rλ−۱g ∈ X.

داریم همچنین .f ∈ X∗ پس ،g ∈ X∗ چون

∀w ∈ W ; f(supS − w) ≥ r



۲۳ بالا روبه و پایین روبه مجموعه های
و

∀y ∈ B, f(supS − y) ≤ r (۱ .۲)

که داریم همچنین
f (supS − g۰) = r = sup

s∈S
∥s− g۰∥ .

بنابراین
r = f (supS − g۰) ≤ ∥f∥ ∥supS − g۰∥ ≤ ∥f∥r

باشد داشته وجود یعنی نباشد، چنین اگر .∥f∥ = ۱ که می کنیم ادعا .۱ ≤ ∥f∥ نتیجه در
می دهیم قرار .f(z) > ۱ و ∥z∥ = ۱ که طوری به z ∈ X

t = supS − rz ∈ X

بنابراین
∥t− supS∥ = ∥ supS − rz − supS∥ = r,

چون طرفی از .t ∈ B پس
t = supS − rz.

پس
rz = supS − t

پس ،۱ < f(z) چون و
f(supS − t) = rf(z) > r

هر ازای به (۱ .۲) به توجه با همچنین .∥f∥ = ۱ بنابراین است. تناقض در (۱ .۲) با این و
داریم w ∈ W

f (w − g۰) = f (supS − g۰)− f(supS − w) ≤ r − r = ۰.

.f ∈ (W − g۰)◦ پس



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۲۴
داریم w ∈ W هر ازای به باشد. برقرار (۲) که کنید فرض (۱) ⇐ (۲)

sup
sup

∥s− g۰∥ = f (supS − g۰)

= f(supS − w) + f (w − g۰)
≤ f(supS − w) ≤ ∥f∥∥ supS − w∥

= ∥ supS − w∥ ≤ sup
s∈S

∥s− w∥

داریم نتیجه در

sup
s∈S

∥s− g۰∥ ≤ inf
w∈W

sup
s∈S

∥s− w∥

= d(S,W ) ≤ sup
s∈S

∥s− g۰∥

است. کامل اثبات ترتیب این به ،g۰ ∈ SW (S) بنابراین

مجموعه های از استفاده با تقریب ها بهترین ویژگی های ۲ .۲
پایین روبه

برای و می پردازیم پایین روبه  مجموعه های وسیله به تقریب  بهترین مفهوم به بخش این در
می کنیم. آغاز زیر لم با را بحث می دهیم. ارائه قضیه و لم تعدادی منظور این

صورت، این در باشد. X از پایین به رو و بسته زیرمجموعه یک W که کنید فرض .۱ .۲ .۲ لم
است. همزمان پذیر تقریب مجموعه یک W

که کنید فرض و باشد X در دلخواه کراندار مجموعه یک S کنید فرض برهان.

r = d(S,W ) > ۰.

می دهیم قرار
w۰ = supS − r۱ ∈ X, ۰ < r = d(S,W ).

داریم بنابراین .w۰ ∈ B(s, r) ،(۱ .۱) به توجه با پس

sup
s∈S

∥s− w۰∥ ≤ r = d(S,W )



۲۵ پایین روبه مجموعه های از استفاده با تقریب ها بهترین ویژگی های
چون و

r = d(S,W ) = inf
w∈W

sup
s∈S

∥s− w∥

که طوری به w ∈ W دارد وجود ε > ۰ هر ازای به پس

−(r + ε)۱ ≤ w − s ∀s ∈ S

⇒s− r۱ − ε۱ ≤ w ∀s ∈ S

⇒ supS − r۱ − ε۱ ≤ w.

داریم ،ε > ۰ هر ازای به بنابراین

w۰ − ε۱ ≤ w.

،ε > ۰ هر ازای به که می گیریم نتیجه ،w ∈ W و است پایین به رو مجموعه یک W چون
داریم رو این از .w۰ ∈ W پس است، بسته W که آنجایی از .w۰ − ϵ۱ ∈ W

d(S,W ) ≤ sup
s∈S

∥s− w۰∥ ≤ r = d(S,W )

.w۰ ∈ SW (S) بنابراین
رو این از می نامیم. x۰ را آن که دارد نقطه یک S آنگاه ،r = d(S,W ) = ۰ اگر

لذا .w۰ = x۰ = supS − r۱
SW (S) = {w۰}

می باشد. همزمان تقریب پذیر مجموعه ی W نتیجه در
مجموعه زیر یک S و پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۱ .۲ .۲ قضیه
SW (S) مجموعه از w۰ := minSW (S) عضو کوچکترین آنگاه باشند. X از کراندار و بسته

.r = d(S,W ) و w۰ = supS − r۱ که دارد وجود
که کنیم فرض است. برقرار نتیجه قبل لم به توجه با آنگاه ،d(S,W ) = ۰ اگر برهان.

چون ،w۰ ∈ SW (S) داریم قبل لم به توجه با ،w۰ = supS − r۱ و d(S,W ) > ۰

w۰ = supS − r۱ ∈ B(S, r),

عضو کوچکترین w۰ بنابراین ،y ≥ w۰ که داریم y ∈ B(S, r) هر ازای به (۱ .۱) به توجه با



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۲۶
می باشد. B(S, r)

داریم: w ∈ SW (S) برای حال

sup
s∈S

∥s− w∥ = d(S,W ) = r

کوچکترین w۰ براین بنا ،w ≥ w۰ پس .w ∈ B(S, r) که می گیریم نتیجه (۲ .۱) به توجه با که
است. کامل اثبات ترتیب این به می باشد. SW (S) عضو

مجموعه زیر یک S و پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۱ .۲ .۲ تبصره
.w۰ ≤ supS صورت این در .w۰ = minSW (S) که کنید فرض باشند. X از کراندار و بسته

است. واضح اثبات ۱ .۲ .۲ قضيه به توجه با برهان.
مجموعه زیر یک S و پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۲ .۲ .۲ قضیه
r۰ := و y۰ ∈ W که کنید فرض و .S ∩ W = ∅ که طوری به باشند X از کراندار بسته
عبارت های آنگاه باشد، (۳ .۱) رابطه در شده معرفی تابع φ اگر صورت این در .sups∈S ∥s− y۰∥

معادلند زیر
y۰ ∈ SW (S) .۱

که طوری به دارد وجود l ∈ X .۲

∀w ∈ W,y ∈ B(S, r۰) φ(w, l) ≤ ۰ ≤ φ(y, l)

آنگاه ،l = −y۰ بگیریم نظر در بالا فرمول در اگر براین، علاوه

y۰ = minSW (S).

صورت این در ،y۰ ∈ SW (S) کنیم فرض (۲) ⇐ (۱) برهان.

r۰ = sup
s∈S

∥s− y۰∥ = d(S,W )

می گیریم نتیجه ۱ .۲ .۲ قضیه به توجه با می باشد پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W چون
می دهیم قرار می باشد. SW (S) عضو کوچکترین w۰ = supS − r۰ که

l = −w۰ ∈ X.



۲۷ پایین روبه مجموعه های از استفاده با تقریب ها بهترین ویژگی های
داریم (۱ .۱) به توجه با بنابراین باشد. دلخواه y ∈ B (S, r۰) که می کنیم فرض اکنون

−r۰۱ ≤ y − supS

که می دهد نشان این و

−r۰ ∈ {α ∈ R : α۱ ≤ y − supS}

داریم طرفی از

φ(y, l) = sup{λ ∈ R : λ۱ ≤ y + l}

= sup{λ ∈ R : λ۱ ≤ y − w۰}
= sup

{
λ ∈ R : λ۱ ≤ y − (supS − r۰)

}
= sup

{
λ ∈ R : (λ− r۰) ۱ ≤ y − supS

}
= sup

{
α+ r۰ ∈ R : α۱ ≤ y − supS

}
= sup

{
α ∈ R : α۱ ≤ y − supS

}
+ r۰

≥ −r۰ + r۰

.w۰ ∈ bdW داریم ۱ .۱ .۲ گزاره به توجه با لذا ،S∩W = ∅ و w۰ ∈ SW (S) چون دیگر طرف از و
داریم ۲ .۱ .۲ لم به توجه با رو، این از

φ (w,−w۰) ≤ ۰ ∀w ∈ W

.φ(w, l) ≤ ۰ ،w ∈ W هر ازای به براین بنا
که طوری به l ∈ X باشد داشته وجود کنیم فرض (۱) ⇐ (۲)

φ(w, l) ≤ ۰ ≤ φ(y, l), ∀w ∈ W∀y ∈ B (S, r۰)

داریم ۱ .۱ به توجه با

B (S, r۰) =
{
y ∈ X : supS − r۰۱ ≤ y ≤ infS + r۰۱} .



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۲۸
بنابراین

supS − r۰۱ ∈ B (S, r۰)

موضعی φ(·, l) آنجایی از بنابراین .φ (
supS − r۰۱, l) ≥ ۰ داریم فرض به توجه با رو، این از

داریم است،
۰ ⩽ φ

(
supS − r۰۱, l) = φ(supS, l)− r۰

پس
φ(supS, l) ≥ r۰

که می گیریم نتیجه φ تابع ویژگی های به توجه با

r۰۱ ≤ φ(supS, l)۱ ≤ supS + l. (۲ .۲)

می دهیم قرار باشد، دلخواه w ∈ W کنیم فرض اکنون

tw = φ(w,− supS)۱ + supS ∈ X

داریم φ تابع ویژگی های به توجه با

φ(w,− supS)۱ ≤ w − supS

از .φ (tw, l) ≤ ۰ داریم مسئله فرض به توجه با ،w ∈ W و پایین به رو W چون و tw ≤ w لذا
لذا r۰۱ ≤ supS+ l داریم است، برقرار (۲ .۲) و است موضعی φ (tw, L) که آنجایی از رو، این

− supS ≤ l − r۰۱.

بنابراین
φ (tw,− supS) ≤ φ

(
tw, l − r۰۱) = φ (tw, l)− r۰ ≤ −r۰

و است موضعی φ(·,− supS) چون و

tw = φ(w,− supS)۱ + supS



۲۹ پایین روبه مجموعه های از استفاده با تقریب ها بهترین ویژگی های
که می گیریم نتیجه φ تابع ویژگی های به توجه با

−r۰ ≥ φ (tw,− supS) = φ(φ(w,− supS)۱ + supS,− supS)

= φ(w,− supS) + φ(supS,− supS) = φ(w,− supS)

داریم: ۲ .۴ .۱ لم طبق لذا

r۰ ≤ −φ(w,− supS) ⩽ |φ(w,− supS)|

= |φ(supS,− supS)− φ(w,− supS)|

≤ ∥ supS − w∥

داریم ∀w ∈ W بنابراین

r۰ ≤ ∥ supS − w∥ ≤ sup
s∈S

∥s− w∥

⇒ sup
s∈S

∥s− y۰∥ = d(S,W )

.y۰ ∈ SW (S) بنابراین
داریم (۱) ⇐ (۲) اثبات به توجه با باشد. برقرار l = −y۰ ازای به (۲) کنیم فرض نهایت در

بنابراین باشد. دلخواه w ∈ SW (S) کنیم فرض اکنون .y۰ ∈ SW (S)

sup
s∈S

∥s− w∥ = d(S,W ) = sup
s∈S

∥s− y۰∥ = r۰

تابع تعریف به توجه با بنابراین ،φ (w,−y۰) ≥ ۰ داریم فرض به توجه با .w ∈ B (S, r۰) پس
که می گیریم نتیجه φ

۰ ⩽ φ (w,−y۰) ۱ ≤ w − y۰

بنابراین .y◦ ≤ w ،w ∈ SW (S) هر ازای به که می دهد نشان این

y۰ = minSW (S).

می شود. کامل اثبات نتیجه در

مجموعه زیر یک S و پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۱ .۲ .۲ گزاره



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۳۰
که کنید فرض و .S ∩W = ∅ که طوری به باشند. X از کراندار و بسته

D = {λ > ۰ : supS − λ۱ ∈ W}

صورت این در
d(S,W ) = minD.

داریم λ ∈ D هر ازای به که می کنیم ادعا برهان.

λ ≥ r۰ := d(S,W )

یعنی نباشد چنین که کنیم فرض اکنون .(d(S,W ) > ۰ بنابراین ،S ∩ W = ∅ (چون
به که می شود نتیجه λ۰ ∈ D چون .λ۰ < r۰ که طوری به باشد داشته وجود λ۰ ∈ D

می دهیم قرار اکنون .supS − λ۰۱ ∈ W

V =
{
y ∈ X : ∥y − w۰∥ < r۰ − λ۰۱}

قضیه به توجه با که می باشد، SW (S) مجموعه مینیمم عضو w۰ = supS − r۰۱ آن در که
داریم (۳ .۱) توجه با و می باشد w۰ از باز همسایگی یک V که است واضح دارد. وجود ۱ .۲ .۲

V =
{
y ∈ X : supS − r۰۱ + λ۰۱ < y < supS − λ۰۱}

.V ⊂ W که می گیریم نتیجه ،supS − λ۰۱ ∈ W و است پایین به رو مجموعه یک W چون
اثبات ادعا بنابراین .SW (S) ⊂ bdW زیرا است تناقض یک این و w۰ ∈ intW بنابراین
که کنیم ثابت باید اما .λ > r۰ = d(S,W ) که شد ثابت λ ∈ D هر ازای به یعنی می شود.

داریم .d(S,W ) = minD

supS − r۰۱ = w۰ ∈ W

پس .minD = r۰ لذا ،λ ≥ r۰ داریم λ ∈ D هر ازای به چون و ،r۰ ∈ D بنابراین

d(S,W ) = rn = minD

می شود. کامل اثبات ترتیب این به و



۳۱ پایین روبه مجموعه های از استفاده با تقریب ها بهترین ویژگی های
در می باشد. پایین به رو پایین، به رو مجموعه های از خانواده ای اشتراک که می دانیم
d (S,Wi) از استفاده با باشد، پایین به رو مجموعه های از خانواده ای اشتراک W اگر ادامه

می آوریم. بدست W در را S همزمان تقریب های بهترین

مجموعه های از خانواده ای {Wi}i∈I و باشد اندیس گذار مجموعه یک I کنید فرض .۳ .۲ .۲ قضیه
صورت، این در .W := ∩Wi می دهیم قرار باشد. X در پایین به رو

d(S,W ) = sup
i∈I

d (S,Wi)

.S ∩W = ∅ که طوری به است X از کراندار مجموعه یک S که شرط این با

می باشد پایین به رو پایین به رو مجموعه های از خانواده ای اشتراک که است واضح برهان.
مجموعه یک W =

⋂
i∈I Wi بنابراین است. بسته بسته، مجموعه های اشتراک همچنین و

به باشد X از کراندار مجموعه یک S که کنید فرض حال می باشد. پایین به رو و بسته
می کنیم تعریف .ri = d (S,Wi) و S ∩W = ∅ ،i ∈ I هر ازای به که طوری

t = sup
i∈I

ri.

.ri ≤ d(S,W ) ،i ∈ I هر ازای به که می شود نتیجه ،W ⊂ Wi داریم i ∈ I هر ازای به چون
.t ≤ d(S,W ) بنابراین

که کنیم فرض می باشد. برقرار نتیجه بنابراین .d(S,W ) = ∞ آنگاه ،t = +∞ اگر
داشت خواهیم i ∈ I هر ازای به t ≥ ri ،i ∈ I هر ازای به اینکه از صورت این در ،t < +∞

supS − t۱ ≤ supS − ri۱

می گیریم نتیجه ۱ .۲ .۲ قضیه به توجه با است X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر Wi چون و
به که می گیریم نتیجه است، پایین به رو مجموعه ای Wi چون حال .supS − ri۱ ∈ Wi که
supS− t۱ ∈ W می شود نتیجه و supS− t۱ ∈

⋂
i∈I Wi پس .supS− t۱ ∈ Wi ،i ∈ I هر ازای

داریم ۱ .۲ .۲ گزاره به توجه با حال

d(S,W ) = min{λ > ۰ : supS − λ| ∈ W} ≤ t.



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۳۲
که طوری به باشد دلخواه λ > ۰ که کنیم فرض اکنون

supS − λ۱ ∈ W.

داریم ،۱ .۲ .۲ گزاره به توجه با بنابراین .supS − λ۱ ∈ Wi ،i ∈ I هر ازای به صورت این در

λ ≥ d (x,Wi) ∀i ∈ I

بنابراین
λ ≥ sup ri = t.

که می گیریم نتیجه ۱ .۲ .۲ گزاره از استفاده با مجددا

t ≤ min{λ > ۰ : supS − λ۱ ∈ W} = d(S,W )

می شود. ثابت حکم و d(S,W ) = t نتیجه در

مجموعه زیر یک S و پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۲ .۲ .۲ لم
صورت این در R+ = {λ ∈ R : λ > ۰} و باشند X از کراندار بسته

bdW + R+ = {supS : S ⊂ X\W است، کراندار مجموعه یک S}.

می دهیم قرار برهان.

E = {supS : S ⊂ X\W است، کراندار مجموعه یک S}.

که طوری به دارد وجود S۰ ⊂ X\W مانند کراندار مجموعه یک بنابراین ،t ∈ E کنیم فرض
فرض اکنون .r > ۰ پس ،S۰ ∩W = ∅ چون .r := d(S۰,W ) می دهیم قرار حال .t = supS۰
که داریم ۱ .۲ .۲ گزاره به توجه با باشد. SW (S۰) مینیمم عضو و w۰ = supS۰ − r۱ که کنیم

SW (S) ⊆ bdW

که می شود نتیجه supS۰ = w۰ + r۱ و t = supS۰ اینکه به توجه با ،w۰ ∈ bdW بنابراین

t = supS۰ = w۰ + r۱ ∈ bdW + R+۱



۳۳ پایین روبه مجموعه های از استفاده با تقریب ها بهترین ویژگی های
بنابراین

E ⊂ bdW + R+۱
کنیم فرض برعکس:

t ∈ bdW + R+۱
که کنیم فرض اکنون .t = w + λ۱ که طوری به λ ∈ R+ و w ∈ bdW دارد وجود پس

S۰ = {y ∈ X : w +
۱
۲λ ≤ y ≤ t},

می دهیم نشان ،supS۰ = t و می باشد X از کراندار و بسته مجموعه یک S۰ که است واضح
.y ∈ S۰ ∩ W باشد داشته وجود یعنی نباشد چنین که می کنیم فرض .S ∩ W = ∅ که

که می گیریم نتیجه است پایین به رو W و y ∈ W و w + ۱۲λ ≤ y چون بنابراین،

w +
۱
۲λ ∈ W

می دهیم قرار

V = {y ∈ X : ∥y − w∥ <
۱
۲λ}

= {y ∈ X : w − ۱
۲λ < y < w +

۱
۲λ}

چون و می باشد w باز همسایگی یک V است واضح

w +
۱
۲λ ∈ W

این و w ∈ intW بنابراین .V ⊂ W که می شود نتیجه است پایین به رو مجموعه یک W و
.supS۰ = t همچنین و s۰ ⊂ X\W لذا .S۰∩W = ∅ پس ،w ∈ bdW چون است. تناقض یک

است. تمام اثبات و t ∈ E بنابراین

این در .w ∈ W و باشد X از بسته ای پایین روبه زیرمجموعه W کنید فرض .۳ .۲ .۲ لم
.λ۱ + w /∈ W ،λ > ۰ هر ازای به اگر تنها و اگر w ∈ bdW صورت



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۳۴

پایین به رو اکیداً مجموعه های ۳ .۲
مجموعه ها این خواص و کرده تعریف را پایین روبه اکیداً مجموعه های ابتدا بخش این در
یک برای چپیشف همزمان نقطه یک که می دهیم نشان نهایت در و می کنیم بررسی را

باشد. پایین به رو اکیدا نظر مورد نقطه در W اگر فقط و اگر است W مجموعه

را W صورت این در باشد. X از پایین به رو مجموعه زیر یک W کنیم فرض .۱ .۳ .۲ تعریف
.w /∈ W دهد نتیجه w > w۰ نامساوی ،w۰ ∈ bdW هر ازای به هرگاه گوییم پایین به رو اکیدا

ازای به هرگاه می گوییم، صعودی اکیداً را y ∈ X نقطه در f : X → R تابع .۱ .۳ .۲ مثال
y ∈ X نقطه هر در که تابعی .f(x) < f(y) باشیم داشته x < y که طوری به x, y ∈ X هر
تابع یک f : X → R اگر حال می شود. نامیده X روی صعودی اكيدا باشد صعودی اکیداً
اكيدا Se(f) (c ∈ R) آن ناتھی تراز مجموعه های تمام آنگاه باشد، صعودی اکیدا و پیوسته

که می باشند پایین به رو
Sc(f) := {x ∈ X : f(x) ≤ c}.

بنابراین می باشد، صعودی اکیداً و پیوسته f چون برهان.

bdSc(f) = {x ∈ X : f(x) = c}

اکیداً f چون ،y > x که طوری به y ∈ X و باشد دلخواه به x ∈ bdSc(f) کنیم فرض حال
Sc(f) پس ،y /∈ Sc(f) بنابراین .f(y) > f(x) = c داریم نتیجه در ،f(x) = c و است صعودی

می باشد. پایین به رو اکیدا

این در باشد. X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۲ .۳ .۲ تعریف
که w۰ ∈ bdW هر ازای به اگر است پایین به رو اکیدا w′ ∈ bdW نقطه در W گوییم صورت

.w /∈ W که دهد نتیجه ،w > w۰ نامساوی آنگاه ،w۰ < w′

صورت این در باشد، X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۱ .۳ .۲ لم
اگر فقط و اگر است پایین به رو اکیدا w′ ∈ bdW نقطه در W

.w > w′ ⇒ w /∈ W .۱
.(w۰ ≤ w′ , w۰ ∈ bdW ) ⇒ w۰ = w′ .۲



۳۵ پایین به رو اکیداً مجموعه های
.w′ ∈ bdW ⊂ W و باشد، X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض برهان.
بررسی باید پس است برقرار (۱) ،W بودن پایین به رو اكيدا تعريف به توجه با صورت این در
یعنی نباشد چنین که کنیم فرض .w۰ = w′ آنگاه ،w۰ ∈ bdW و w۰ ≤ w′ اگر که کنیم
که w′ /∈ W داریم W بودن پایین به رو اکیدا تعریف به توجه با که w′ > w۰ پس ،w۰ ̸= w′

می باشد. تناقض
به توجه با آنگاه ،w۰ ≤ w′ و w۰ ∈ bdW اگر باشند. برقرار (۲) و (۱) که کنیم فرض برعكس
به و w /∈ W آنگاه ،w > w۰ اگر که داریم (۱) رابطه به توجه با و w۰ = w′ داريم (۲) رابطه

است. کامل اثبات ترتیب این
صورت این در باشد، X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۲ .۳ .۲ لم

باشد. پایین به رو اکیدا مرزی نقطه هر در W اگر فقط و اگر است پایین به رو اکید W
پایین روبه اکیدا مجموعه ی هر ازای به که دهیم نشان کافیست قبل لم به توجه با برهان.
این و w = w′ که می دهد نتیجه w۰ ≤ w′, w,∈ bdW رابطه W از w′ مرزی نقطه هر و W

می دهد نتیجه پایین به رو اکیدا مجموعه های برای w۰ < w′ نامساوی چون می باشد درست
.w′ /∈ W که

این در باشد. X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۳ .۳ .۲ تعریف
در که w۰ ∈ bdW هر ازای به اگر گوییم چپشف همزمان نقطه را w′ ∈ bdW نقطه صورت
،w۰ ∈ SW (S) که طوری به S ∩W = ∅ که X از S کراندار مجموعه هر برای و w۰ ⩽ w′ آن

.SW (S) = {w◦} که شود نتیجه
.w′ ∈ bdW و باشد X از پایین به رو و بسته مجموعه زیر یک W که کنید فرض .۱ .۳ .۲ قضیه

معادلند زیر عبارت های صورت این در
است. W چبیشف همزمان تقریب نقطه یک w′ (۱)

است. پایین به رو اکیدا w′ نقطه در W (۲)
نباشد. پایین به رو اکیدا w′ نقطه در W و باشد برقرار (۱) کنید فرض (۲) ⇐ (۱) برهان.
وجود همچنین و w۰ ≤ w′ که طوری به کرد پیدا w۰ ∈ bdW مانند نقطه ای می توان بنابراین

داریم (۳ .۱) به توجه با .r ≥ ∥w − w۰∥ > ۰ می دهیم قرار .w > w۰ که w ∈ W دارد

w − w۰ ≤ ∥w − w۰∥ ۱ ≤ r۱
⇒w ≤ w۰ + r۱



پایین روبه مجموعه های وسیله به همزمان تقریب  بهترین ۳۶
صورت این در .S =

{
w۰ + r۱} که کنیم فرض

sup
s∈S

∥s− w۰∥ = sup
s∈S

∥w۰ + r۱ − w۰∥ = ∥r∥ = r.

طوری به y ∈ W دارد وجود بنابراین نباشد، چنین کنیم فرض .d(S,W ) = r می کنیم ادعا
بنابر باشد W از عضوی y = w۰+r۱ اگر چون .y ̸= w۰+r۱ آن در که ∥∥w۰ + r۱ − y

∥∥ < r که
دارد وجود بنابراین .w۰ ∈ bdW چون است تناقض یک این ، w۰ ∈ intW داریم ۱ .۱ .۲ لم
w۰ + r۱ ≤ y+ r۰ داریم (۳ .۱) بنابر رو، این از .∥∥w۰ + r۱ − y

∥∥ ≤ r۰ که طوری به r۰ ∈ (۰, r)
که می دهد نشان این و

w۰ + λ۰۱ ≤ y, λ۰ = (r − r۰) > ۰.

که می گیریم نتیجه ،y ∈ W و است پایین به رو مجموعه یک W چون

w۰ + λ۰۱ ∈ W

بنابراین است. تناقض یک این و w۰ ∈ intW داریم ۱ .۱ .۲ لم به توجه با همچنین و

d(S,W ) = r = sup
s∈S

∥s− w۰∥

نتیجه w۰ < w چون ،w ≤ w۰ + r۱ داریم دیگر طرف از .w۰ ∈ SW (S) اینکه یعنی این و
که می گیریم

۰ ≤
(
w۰ + r۱)− w < w۰ + r۱ − w۰ = r۱

⇒ sup
s∈S

∥s− w∥ ⩽ r

= d(S,W ) ≤ sup
s∈S

∥s− w∥

⇒ sup
s∈S

∥s− w∥ = d(S,W )

⇒w ∈ SW (S), w ̸= w۰

S ∩W = ∅ که S =
{
w۰ + r۱} کراندار مجموعه همچنین و w۰ ∈ bdW دارد وجود بنابراین

این می باشد. w۰ از غیر نقطه ای شامل حداقل همچنین و w۰ شامل Sw(S) که طوری به
است. W چپیشف همزمان نقطه w′ چون است ممکن غیر



۳۷ پایین به رو اکیداً مجموعه های
صورت این در باشد، پایین به رو اکیدا w′ ∈ bdW نقطه در W کنیم فرض (۱) ⇐ (۲)
کراندار مجموعه هر برای کنیم ثابت است کافی ،w۰ ∈ bdW و w۰ ≤ w′ نقطه هر ازای به
SW (S) واقع در ،SW (S) = {w′} که بگیریم نتیجه w′ ∈ SW (S) و S ∩ W = ∅ که X از S
فوق شرایط در که باشد مجموعه ای S کنیم فرض باشد. فرد به منحصر نقطه یک دارای
۱ .۲ .۲ قضیه به توجه با می باشد X از پایین به رو بسته مجموعه یک W چون کند. صدق
آن در که wn = supS − r۱ و دارد وجود SW (S) از w۰ مینیمم عضو که می گیریم نتیجه
اما .w۰ ∈ bdW لذا ،SW (S) ⊂ bdW که دادیم نشان ۱ .۱ .۲ گزاره در چون .r = d(S,W )

در W چون همچنین .w′ = w۰ که می شود نتیجه مسئله فرض به توجه با ،w۰ ≤ w′ داریم
نتیجه .w′ ≤ w ،w ∈ SW (S) ⊂ W هر ازای به و است پایین به رو اکیدا و w۰ = w′ نقطه
می باشد {w′} نقطه ای تک SW (S) بنابراین .w = w′ ،w ∈ SW (S) هر ازای به که می گیریم

است. کامل اثبات ترتیب این به می باشد W چپیشف همزمان نقطه یک w′ لذا





۳ فصل
روی همزمان تقریب های بهترین

پوسته  وسیله به بسته مجموعه های
پایین به رو

زدن محک به قبل فصل های در آمده دست به نتایج از استفاده با می خواهیم فصل این در
در ابتدا منظور این برای بپردازیم. پایین به رو غلاف وسیله به همزمان تقریب های بهترین
ترتیب به سوم و دوم بخش های در سپس و می کنیم بیان را نیاز مورد تعاریف اول بخش
وسیله به همزمان تقریب های بهترین و نرمال مجموعه های وسیله به تقریب بهترین به
X که است یادآوری به لازم می پردازریم. یکدیگر با آنها ارتباط و پایین روبه غلاف های

است. شده استخراج [۸ ،۷] از فصل این مطالب و است باناخ فضای برداری مشبکه

تعاریف ۱ .۳
می کنیم. آغاز زیر تعاریف با را خود بحث

باشیم داشته λ ≥ ۰ هر ازای به هرگاه می نامیم مخروط یک را A ⊆ X .۱ .۱ .۳ تعریف
.λA ⊆ A



به رو پوسته  وسیله به بسته مجموعه های روی همزمان تقریب های بهترین ۴۰
پایین

A شامل مخروط های همه ی اشتراک صورت این در ،A ⊆ X کنیم فرض .۲ .۱ .۳ تعریف
می دهیم. نمایش cone(A) با و می گوییم A مخروط غلاف را

تمام اشتراک صورت این در باشد. X از زیرمجموعه یک U کنید فرض .۳ .۱ .۳ تعریف
می شود. نامیده U از U∗ پایین به رو غلاف U شامل پایین به رو مجموعه های

می باشد، پایین روبه پایین، روبه مجموعه های زیر از خانواده هر اشتراک که آنجایی از
کوچکترین U∗ پایین روبه غلاف که است واضح است، پایین روبه نیز U∗ پایین روبه غلاف پس

می باشد. U شامل که است پایین روبه مجموعه
می گیریم نظر در مثال عنوان به

U := {u ∈ R : ۱ ⩽ u ⩽ ۲}

داریم
U∗ = U −X+ = {u− v|u ∈ U, v ≥ ۰}

لذا
U∗ = {x ∈ R : x ⩽ ۲}.

مثبت مخروط از G مجموعه ی زیر .۴ .۱ .۳ تعریف

X+ := {x ∈ X x ≥ ۰}

.x ∈ G آنگاه ،x ≤ g که طوری به x ∈ X+ و g ∈ G هر ازای به اگر شود می نامیده نرمال

نرمال مجموعه های وسیله به تقریب بهترین ۲ .۳
و نرمال مجموعه های وسیله به تقریب بهترین در آمده دست به نتایج به بخش این در

می پردازیم. پایین روبه غلاف های و مجموعه ها با آن ارتباط
می کنیم تعریف X از A مجموعه زیر هر ازای به قرارداد:



۴۱ نرمال مجموعه های وسیله به تقریب بهترین

A+ :=
{
a+ : a ∈ A

}
.a− := − inf{a, ۰} و a+ := sup{a, ۰} آن در که

داشت خواهیم صورت این در ،U ⊂ X که کنید فرض .۱ .۲ .۳ گزاره

U∗ = U −X+ = {u− v|u ∈ U, v ≥ ۰}.

می دهیم قرار برهان.
A = {u− v|u ∈ U, v ≥ ۰}.

در .t ≤ u۱ − v۱ و u۱ − v۱ ∈ A می کنیم فرض است. پایین به رو A که می دهیم نشان ابتدا
.u۱− t ∈ X+ پس ،u۱− t ≥ ۰ بنابراین .v۱ ≥ ۰ پس ،v۱ ∈ X+ چون ،v۱ ≤ u۱− t صورت این

داریم لذا
t = u۱ − (u۱ − t) ∈ A,

داریم u ∈ U هر ازای به چون می باشد. پایین به رو A بنابراین .t ∈ A+ و u۱ ∈ U آن در که
کنیم ثابت باید نهایت در می باشد. نیز U شامل A بنابراین .۰ ∈ X+ زيرا u = u − ۰,∈ A

چنین که کنیم فرض است. U شامل که می باشد پایینی به رو مجموعه کوچکترین A که
u۱−v۱ دلخواه عضو هر ازای به است. U شامل که باشد پایین به رو مجموعه ای A′ و نباشد
می باشد پایین به رو مجموعه A′ و u۱ − v۱ ⩽ u۱ طرفی از و u۱ ∈ A′ پس u۱ ∈ U چون ،A از
پایین به رو مجموعه کوچکترین A بنابراین .A ⊂ A′ پس ،u۱ − v۱ ∈ A′ که می گیریم نتیجه

است. کامل اثبات ترتیب این به و می باشد U شامل که است
G از پایینی روبه غلاف G∗ ⊂ X و X+ از نرمال زیرمجموعه ای G کنید فرض .۲ .۲ .۳ گزاره

برقرارند: زیر های عبارت صورت، این در باشد.
.G∗ = {x ∈ X : x+ ∈ G} .۱

G = G∗ ∩X+ .۲
باشد. بسته G∗ اگر فقط و اگر است بسته G .۳

(G∗)
+ = G .۴

فرض .u ∈ G و v ∈ X+ آن در که ،g = u− v صورت این در .g ∈ G∗ که کنید فرض برهان.
که این و u− v ∈ X+ و u ∈ G ،u− v ⩽ u که آنجایی از و g+ = g بنابراین .g ≥ ۰ که کنید



به رو پوسته  وسیله به بسته مجموعه های روی همزمان تقریب های بهترین ۴۲
پایین

که می گیریم نتیجه پس است، نرمال G

g+ = g = u− v ∈ G.

رو، این از .u ≥ ۰ داریم u ∈ G ازای به بنابراین ،G ⊂ X+ چون و g+ = ۰ آنگاه ،g < ۰ اگر
.g+ = ۰ ∈ G که می گیریم نتیجه G بودن نرمال بنابر

هر ازای به برعکس:
x ∈

{
x ∈ X|x+ ∈ G

}
و x+ = ۰ آنگاه ،x < ۰ اگر .x ∈ G∗ پس ،G ⊂ G∗ چون .x = x+ ∈ G آنگاه ،x ≥ ۰ که

: داریم و −x ∈ X+

x = ۰ − (−x) ∈ G∗

است. کامل اثبات ترتیب این به و
دهیم نشان است کافی حال .G ⊂ x+ ∩G∗ بنابراین .G ⊂ X+ و G ⊂ G∗ که داریم (۲)

که
·X+ ∩G∗ ⊂ G.

،g+ ∈ G داریم (۱) بنابر همچنین .g ≥ ۰ پس ،g ∈ X+ چون . g ∈ X+∩G∗ که کنیم فرض
است. کامل اثبات ترتیب این به و g = g+ ∈ G پس

که داریم (۲) قسمت بنابر (۳)

G = X+ ∩G∗

می شود. حاصل نتیجه پس است، بسته X+ چون و
g ∈ G∗ بنابراین ،G ⊂ G∗ اینکه از .g = g+ پس ،G ⊂ X+ چون .g ∈ G کنیم فرض (۴)

.g ∈ G+
∗ پس ،g ≥ ۰ چون و

.g = g+ ∈ G پس ،g ∈ G+
∗ چون و g+ ∈ G داریم (۱) بنابر .g ∈ G+

∗ کنیم فرض برعکس:
است. کامل اثبات ترتیب این به

.∥x۰−y۰∥ ≥ ∥x۰−y+۰ ∥ صورت این در باشند. x۰ ∈ X+ و y۰ ∈ X کنید فرض .۳ .۲ .۳ گزاره
نتیجه در .y۰ = y+۰ − y−۰ و x۰ = x+۰ داریم برهان.

x۰ − y۰ = (x۰ − y−۰ )− y+۰ .



۴۳ نرمال مجموعه های وسیله به تقریب بهترین
رو این از

|x۰ − y۰| = (x۰ − y۰)+ + (x۰ − y۰)− = (x۰ − y−۰ ) + y+۰
= (x۰ + y+۰ ) + y−۰ ≥ (x۰ − y+۰ ) = |x۰ − y+۰ |.

.∥x۰ − y۰∥ ≥ ∥x۰ − y+۰ ∥ بنابراین
پایین روبه غلاف G∗ ⊂ X و باشد نرمال مجموعه ای G ⊂ X+ کنید فرض .۱ .۲ .۳ نتیجه

.d(x۰, G∗) = d(x۰, G) صورت این در .x۰ ∈ X+ و ،G
کنید فرض دیگر، طرفی از .d(x۰, G∗) ≤ d(x۰, G) داشت خواهیم ،G ⊂ G∗ چون برهان.

که می شود نتیجه .g+ ∈ G ،۲ .۲ .۳ گزاره بنابر صورت این در باشد. دلخواه g ∈ G∗

∀g ∈ G∗, ∥x۰ − g∥ ≥ ∥x۰ − g+∥ ≥ d(x۰, G).

.d(x۰, G∗) = d(x۰, G) نتیجه در .d(x۰, G∗) ≥ d(x۰, G) بنابراین
این در .x۰ ∈ X و باشد X از بسته ای پایین روبه زیرمجموعه W کنید فرض .۱ .۲ .۳ لم
w۰ = x۰ − r۱ را آن که ،PW (x۰) مجموعه از w۰ := minPW (x۰) عنصر کوچکترین صورت

.r := d(x۰,W ) آن در که دارد وجود می نامیم،
کنید. مراجعه ۳ .۳ گزاره ،[۹] به برهان.

در .x۰ ∈ X+ و باشد X+ از بسته ای نرمال زیرمجموعه G کنید فرض .۴ .۲ .۳ گزاره
را آن که دارد، وجود PG(x۰) مجموعه از g۰ := minPG(x۰) عنصر کوچکترین صورت این
غلاف G∗ ⊂ X و PG∗(x۰) مجموعه از عنصر کوچکترین w۰ آن در که می نامیم، g۰ = w+۰

است. G از پایین روبه
بسته X در G∗ که می شود نتیجه ۲ .۲ .۳ گزاره از است، بسته X+ در G که آنجایی از برهان.
وجود PG∗(x۰) مجموعه از w۰ = x۰ − r۱ عنصر کوچکترین ۱ .۲ .۳ لم بنابر نتیجه در است.
.r = d(x۰, G∗) = d(x۰, G) داریم ۱ .۲ .۳ نتیجه بنابر همچنین .r := d(x۰, G∗) آن در که دارد
۲ .۲ .۳ گزاره بنابر ،w۰ ∈ G∗ که آنجایی از .g۰ = w+۰ = (x۰ − r۱)+ کنید فرض اکنون

لذا و ،g۰ = W+۰ ∈ G داریم

∥x۰ − g۰∥ = ∥x۰ − w+۰ ∥ ≥ d(x۰, G) = r.



به رو پوسته  وسیله به بسته مجموعه های روی همزمان تقریب های بهترین ۴۴
پایین

داریم ۱ .۲ .۳ گزاره بنابر دیگر، طرف از

r = d(x۰, G∗) = ∥x۰ − w۰∥ ≥ ∥x۰ − w+۰ ∥ = ∥x۰ − g۰∥.

دلخواه g ∈ PG(x۰) کنید فرض .g۰ ∈ PG(x۰) بنابراین و ∥x۰ − g۰∥ = r = d(x۰, G) رو این از
،g ∈ G ⊂ G∗ که آنجایی از .∥x۰ − g∥ = d(x۰, G) = r = d(x۰, G∗) صورت این در باشد.
g ≥ داریم ،g ≥ ۰ چون همچنین .g ≥ w۰ بنابراین و ،g ∈ PG∗(x۰) که می شود نتیجه
به که است، PG(x۰) مجموعه عنصر کوچکترین g۰ = w+۰ بنابراین .sup(w۰, ۰) = w+۰ = g۰

می شود. کامل اثبات ترتیب این

پایین روبه غلاف G∗ ⊂ X ،X+ از بسته ای نرمال زیرمجموعه G کنید فرض .۱ .۲ .۳ قضیه
.d(x۰, G∗) = d(x+۰ , G) صورت این در باشد. x۰ ∈ X و G از

،۲ .۲ .۳ گزاره بنابر صورت این در .w = w+−w− و باشد دلخواه w ∈ G∗ کنید فرض برهان.
که آنجایی از .w+ ∈ G

|x۰ − w| = |x+۰ − w+|+ |x−۰ − w−| ≥ |x+۰ − w+|,

که می شود نتیجه

∀w ∈ G∗, ∥x۰ − w∥ ≥ ∥x+۰ − w+∥ ≥ d(x+۰ , G).

X+ از بسته ای نرمال زیرمجموعه G چون دیگر، طرفی از .d(x۰, G∗) ≥ d(x+۰ , G) نتیجه در
از عنصر کوچکترین g۰ = (x+۰ − r۱) که می شود نتیجه ۴ .۲ .۳ گزاره از ،x+۰ ∈ X+ و است

.r := d(x+۰ , G∗) آن در که دارد، وجود PG(x
+۰ ) مجموعه

کنید تعریف اکنون
gx۰ = g۰ − x−۰ .

و است پایین روبه مجموعه ای G∗ که آنجایی از .gx۰ ≤ g۰ داریم x−۰ ≥ ۰ چون رو این از
بنابراین .x۰ − gx۰ = x+۰ − g۰ داریم همچنین .gx۰ ∈ G∗ که می شود نتیجه ،g۰ ∈ G ⊂ G∗

d(x۰, G∗) ≤ ∥x۰ − gx۰∥ = ∥x+۰ − g۰∥ = d(x+۰ , G).

.d(x۰, G∗) = d(x+۰ , G) داریم نتیجه، در



۴۵ روبه پایین غلاف  وسیله به همزمان تقریب های بهترین

روبه پایین غلاف  وسیله به همزمان تقریب های بهترین ۳ .۳
غلاف  وسیله به همزمان تقریب های بهترین در آمده دست به نتایج بیان به بخش این در

می پردازیم. پایین روبه مجموعه ها با آن ارتباط و روبه پایین
در باشد، دلخواه x ∈ X و X+ از کراندار مجموعه زیر یک S که کنیم فرض .۱ .۳ .۳ گزاره

صورت این
sup
s∈S

∥s− x∥ ≥ sup
s∈S

∥∥s− x+
∥∥

پس ،S ⊂ X+ چون بنابراین .x = x+ − x− و باشد دلخواه s ∈ S کنیم فرض برهان.
داریم و ،s+ = s

s− x =
(
s+ x−

)
− x+

بنابراین

(s− x)− =
((
s+ x−

)
− x+

)−
=

(
s+ x−

)−
+
(
−x+

)−
= ۰ + x+

همچنین

(s− x)+ =
((
s+ x−

)
− x+

)+
=

(
s+ x−

)+
+
(
−x+

)+
=

(
s+ x−

)
+ ۰

داریم اما
|s− x| = (s− x)+ + (s− x)−

بنابراین

|s− x| =
(
s+ x−

)
+ x+ =

(
s+ x+

)
+ x− ≥

(
s+ x+

)
=(

s− x+
)+

+
(
s− x+

)−
=

∣∣s− x+
∣∣

که می گیریم نتیجه

∀s ∈ S ∥s− x∥ ≥
∥∥s− x+

∥∥
sup
s∈S

∥s− x∥ ≥ sup
s∈S

∥∥s− x+
∥∥

است. کامل اثبات ترتیب این به و



به رو پوسته  وسیله به بسته مجموعه های روی همزمان تقریب های بهترین ۴۶
پایین

مجموعه یک G ⊂ X+ ،X+ از کراندار مجموعه زیر یک S که کنیم فرض .۲ .۳ .۳ گزاره
صورت این در باشد. G پایین به رو غلاف G∗ ⊂ X و نرمال

d (S,G∗) = d(S,G)

دلخواه عضو هر ازای به دیگر طرف از .d (S,G∗) ≤ d(S,G) پس ،G ⊂ G∗ چون برهان.
است، X از کراندار مجموعه ای زیر S چون .g+ ∈ G داریم ۲ .۲ .۳ گزاره به توجه با و g ∈ G∗

که می گیریم نتیجه ۱ .۳ .۳ گزاره بنابر لذا

sup
s∈S

∥s− g∥ ≥ sup
s∈S

∥∥s− g+
∥∥ ≥ d(S,G) ∀g ∈ G.

بنابراین
d(S,G) ≤ d (S,G∗)

نتیجه در
d(S,G) = d (S,G∗)

است. کامل اثبات ترتیب این به و

کرانداری زیرمجموعه S و X+ از بسته ای نرمال زیرمجموعه  G کنید فرض .۱ .۳ .۳ قضیه
آن که ،SG(S) مجموعه از g۰ := minSG(S) عنصر کوچکترین صورت این در باشد. X+ از
و است SG∗(S) مجموعه از عنصر کوچکترین w۰ آن در که دارد وجود می نامیم، g۰ = w+۰ را

است. G پایین به رو غلاف G∗ ⊂ X

بسته X در G∗ که می شود نتیجه ،۲ .۲ .۳ گزاره بنابر است، بسته X+ در G چون برهان.
SG∗(S) مجموعه از عنصر کوچکترین w۰ = supS − r۱ ،۱ .۲ .۲ قضیه بنابر نتیجه در است.
r = d (S,G∗) = داریم ،۲ .۳ .۳ گزاره بنابر همچنین، .r := d (S,G∗) آن در که است موجود

.d(S,G)

گزاره بنابر ،w۰ ∈ G∗ که آنجایی از .g۰ = w+۰ = (supS − r۱)+ کنید فرض اکنون،
رو این از و ،g۰ = w+۰ ∈ G داریم ،۲ .۲ .۳

sup
s∈S

∥s− g۰∥ = sup
s∈S

∥∥s− w+۰
∥∥ ≥ d(S,G) = r.



۴۷ روبه پایین غلاف  وسیله به همزمان تقریب های بهترین
داریم ،۱ .۳ .۳ گزاره بنابر دیگر، طرف از

r = d (S,G∗) = sup
s∈S

∥s− w۰∥ ≥ sup
s∈S

∥∥s− w+۰
∥∥ = sup

s∈S
∥s− g۰∥ .

می شود نتیجه که
sup
s∈S

∥s− g۰∥ = r = d(S,G),

داریم لذا باشد. دلخواه g ∈ SG(S) کنید فرض .g۰ ∈ SG(S) رو این از و

sup
s∈S

∥s− g∥ = d(S,G) = r = d (S,G∗) .

نتیجه، در .g ≥ ۰ داریم .g ≥ u۰ بنابراین و g ∈ Gσ, (S) می شود نتیجه ،g ∈ G ⊂ G∗ چون
است. GG(S) مجموعه عنصر کوچکترین g۰ = w+۰ بنابراین، .g ≥ sup (w۰, ۰) = w+۰ = g۰

می شود. کامل اثبات ترتیب بدین
کرانداری زیرمجموعه S و X+ از بسته ای نرمال زیرمجموعه G کنید فرض .۲ .۳ .۳ قضیه
G از پایین روبه غلاف G∗ ⊂ X آن در که ،d (S+, G) = d (S,G∗) صورت این در باشد. X از

است.
که می شود نتیجه ۲ .۲ .۳ گزاره از .g = g+ − g− و باشد دلخواه g ∈ G∗ کنید فرض برهان.

داریم صورت این در باشد. دلخواه s ∈ S کنید فرض .g+ ∈ G

|s− g| =
∣∣s+ − g+

∣∣+ ∣∣s− − g−
∣∣ ≥ ∣∣s+ − g+

∣∣ .
که می کند ایجاب این

∥s− g∥ ≥
∥∥s+ − g+

∥∥ ∀s ∈ S.

لذا

sup
s∈S

∥s− g∥ ≥ sup
s∈S

∥∥s+ − g+
∥∥ = sup

s+∈S+

∥∥s+ − g+
∥∥ ≥ d

(
S+, G

)
∀g ∈ G∗.

.d (S,G∗) ≥ d (S+, G) رو، این از
کرانداری زیرمجموعه S+ و X+ از بسته نرمال زیرمجموعه ای G که داریم دیگر، طرفی از
از عنصر کوچکترین g۰ =

(
supS+ − r۱)+ که می شود نتیجه ۱ .۳ .۳ قضیه از است. X+ از

.r := d (S+, G∗) آن در که است، موجود SG (S+) مجموعه



به رو پوسته  وسیله به بسته مجموعه های روی همزمان تقریب های بهترین ۴۸
پایین

کنید تعریف .s = s+ − s− و باشد دلخواه s ∈ S کنید فرض اکنون

gs = g۰ − s−.

پایین روبه مجموعه ای G∗ اما، .gs ≤ g۰ می آوریم دست به s ∈ S هر ازای به ،s− ≥ ۰ چون
.s−gs = s+−g۰ و gs ∈ G∗ ،s ∈ S هر ازای به که می شود نتیجه این از ،g۰ ∈ G ⊂ G∗ و است

رو این از

d(S,G∗) ≤ sup
s∈S

∥s− g۰∥ = sup
s∈S

∥s+ − g۰∥ = sup
s+∈S+

∥s+ − g۰∥ = d(S∗, G).

.d (S+, G) = d (S,G∗) داریم بنابراین،



۴ فصل
روی همزمان ε⁃تقریب  های

پایین روبه مجموعه های
به رو مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب ویژگی های درباره نتایج برخی به فصل این در
در نتایج سری یک سپس می شود. پرداخته X باناخ فضاهای برداری مشبکه ی در پایین

می شود. بیان نرمال مجموعه های در همزمان تقریب های مورد

همزمان ε⁃تقریب  های ۱ .۴
است گرفته قرار مطالعه مورد بسیاری نویسندگان توسط همزمان تقریب بهترین نظریه
کرد. معرفی را همزمان” ε⁃تقریب ” مفهوم [۱۲] سینگر .([۱۳ ،۴] مثال، عنوان (به
تعمیم یافته همزمان ε⁃تقریب و است تقریب بهترین از تعمیمی همزمان تقریب بهترین
اوقات گاهی مجموعه بودن محدب که، هرچند است. همزمان تقریب بهترین مفهوم
مجموعه های روی بر همزمان تقریب بهترین درباره مطالعات اغلب اما است محدود بسیار
ε⁃تقریب  های ویژگی های مورد در نتایج برخی اثبات به اینجا، در است. شده انجام محدب
پرداخت. خواهیم باناخ فضاهای برداری مشبکه در پایین روبه مجموعه های روی همزمان
این از نمونه هایی C(X) و Lp فضاهای دارند. وجود ≤ ترتیب با همراه زیادی فضاهای



پایین روبه مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب  های ۵۰
هستند. فضاها

مجموعه  یک S و X از زیرمجموعه ای W نُرم دار، فضایی X کنید فرض .۱ .۱ .۴ تعریف
می شود، نامیده همزمان ε⁃تقریب ،w۰ ∈ W عنصر صورت این در باشد. X در کراندار

هرگاه
sup
s∈S

∥s− w۰∥ ≤ d(S,W ) + ε.

شد. خواهد داده نشان SW,ε(S) با W از S همزمان ε⁃تقریب های همه ی مجموعه
که است این ،SW (S) مجموعه جای به SW,ε(S) مجموعه گرفتن نظر در مزیت یک

است. ناتهی ε > ۰ هر ازای به همواره SW,ε(S) مجموعه
می شود نامیده پایین روبه X مرتب مجموعه از W زیرمجموعه که باشید داشته یاد به
یک X اگر .x ∈ W که بگیریم نتیجه بتوانیم ،x ≤ w با x ∈ X و w ∈ W هر ازای به هرگاه

می دهیم. نشان minW با را آن آنگاه باشد، موجود W عنصر کوچکترین و باشد مشبکه
K ⊂ X تیز نوک و محدب مخروط به مجهز X باشد. برداری فضای یک X کنید فرض
باشد، ناتهی K از intK درون که کنید فرض (.K ∩ (−K) = {۰} که معنی این (به باشد.
با ε > ۰ باشد داشته وجود x ∈ X هر ازای به که طوری به ۱ ∈ K باشد داشته وجود یعنی،
روی را ≤ ترتیبی رابطه ی K مخروط .۱ + αx ∈ K ،|α| < ε با α هر ازای به که ویژگی این
بزرگتر x از y که می گوییم .y − x ∈ K اگر تنها و اگر x ≤ y تعریف بنابر می کند. تولید X

.y − x ∈ K\{۰} هرگاه x < y می نویسیم و است
صورت به را p : X → R تابع می توانیم ۱ از استفاده با .۱ ∈ intK کنید فرض

p(x) := inf{λ ∈ R : x ≤ λ۱}, x ∈ X

بررسی می توان آسانی به است. متناهی p که می شود نتیجه ،۱ ∈ intK چون کنیم. تعریف
است: زیر ویژگی های دارای p که نمود

.p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ،x, y ∈ X هر ازای به .۱
.p(λx) = λp(x) ،λ > ۰ هر و x ∈ X هر ازای به .۲

.p(x+ λ۱) = p(x) + λ ،λ ∈ R هر و x ∈ X هر ازای به .۳
x ∈ X هر ازای به و ،p(x) ≤ p(y) آنگاه ،x ≤ y اگر یعنی است، صعودی p .۴

x ≤ p(x)۱ (۱ .۴)



۵۱ همزمان ε⁃تقریب  های

تابع اکنون،

∥x∥ := max(p(x), p(−x)), x ∈ X (۲ .۴)

صورت، این در است. X روی نرم یک ∥ · ∥ که می شود مشاهده آسانی به بگیرید. نظر در را
داریم (۲ .۴) و (۱ .۴) بنابر

B(x, r) := {y ∈ X : ∥x− y∥ ≤ r} = {y ∈ X : x− r۱ ≤ y ≤ x+ r۱}. (۳ .۴)

باشد. ۱ قوی یکه با باناخ فضای کامل مشروط طور به مشبکه ی X کنید فرض
اثبات را پایین روبه مجموعه های همزمان ε⁃تقریب درباره ی نتایج برخی بخش این در

می کنیم. شروع آسان استناد خاطر به زیر قضیه با می کنیم.
کراندار زیرمجموعه S و X از پایینی روبه زیرمجموعه ی W کنید فرض .۱ .۱ .۴ قضیه
و w۰ = supS − r۱ ∈ SW (S) آنگاه ،r = d(S,W ) اگر صورت این در باشد. X از دلخواهی
همزمان تقریب پذیر زیرمجموعه ای W رو، این از است. SW (S) از عنصر کوچکترین با برابر

است. X از
d(S,W ) > که کنید فرض است. برقرار ۱ .۲ .۲ لم بنابر نتیجه آنگاه ،d(S,W ) = ۰ اگر برهان.
w۰ = چون .w۰ ∈ SW (S) داریم ،۱ .۲ .۲ لم بنابر صورت این در .w۰ = supS − r۱ و ۰
از .y ≥ w۰ ،y ∈ B(S, r) هر ازای به که می شود نتیجه (۱ .۱) بنابر ،supS − r۱ ∈ B(S, r)

است. B(S, r) از عنصر کوچکترین w۰ رو، این
صورت این در باشد. دلخواه w ∈ SW (S) کنید فرض اکنون

sup
s∈S

∥s− w∥ = d(S,W ) = r.

از عنصر کوچکترین w۰ لذا .w ≥ w۰ رو، این از .w ∈ B(S, r) که می شود نتیجه (۱ .۱) از
کند. می کامل را اثبات که است، SW (S)

W کنید فرض باشد. (۳ .۱) صورت به شده تعریف تابع φ کنید فرض .۱ .۱ .۴ گزاره
است. پایین به رو اکیداً w′ ∈ bdW نقطه در که باشد، X از بسته پایین روبه زیرمجموعه ی

که طوری به فردی به منحصر l ∈ X دارد وجود صورت این در

∀w ∈ W, φ(w, l) ≤ ۰ = φ(w′, l).



پایین روبه مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب  های ۵۲
داریم ،۲ .۲ .۲ قضیه بنابر صورت این در .l = −w′ کنید فرض برهان.

φ(w, l) ≤ ۰ = φ(w′, l), ∀w ∈ W.

که طوری به l′ ∈ X باشد داشته وجود کنید فرض حال

φ(w, l′) ≤ ۰ = φ(w′, l′), ∀w ∈ W. (۴ .۴)

W چون .−l′ ≤ w′ بنابراین و ،۰ = φ (w′, l′) ۱ ≤ w′ + l′ که می شود نتیجه (۵ .۱) از
شده داده ε > ۰ که کنید فرض .−l′ ∈ W داریم ،w′ ∈ W و است پایین روبه مجموعه ای

صورت این در .lε = −l′ + ε۱ ∈ X و باشد

φ
(
lε, l

′) = sup
{
λ ∈ R : λ۱ ≤ lε + l′

}
= sup

{
λ ∈ R : λ۱ ≤ −l′ + ε۱ + l′ = ε۱}

= sup{λ ∈ R : (λ− ε)۱ ≤ ۰} = sup{α+ ε ∈ R : α۱ ≤ ۰}
= sup{α ∈ R : α۱ ≤ ۰}+ ε = ε > ۰

،۳ .۲ .۲ لم بنابر نتیجه در .lε := −l′ + ε۱ /∈ W ،ε > ۰ هر ازای به که داریم (۴ .۴) بنابر
،−l′ ∈ bdW و w′ ≥ −l′ است، پایین روبه اکیداً کراندارش نقطه هر در W چون .−l′ ∈ bdW

حاصل نتیجه بنابراین .l′ = l = −w′ رو، این از .w′ = −l′ که می شود نتیجه ۱ .۳ .۲ لم بنابر
می شود.

به باشد X از کراندار زیرمجموعه ی S و X از بسته زیرمجموعه ی W کنید فرض .۱ .۱ .۴ لم
دارد وجود رو، این از .w۰ ∈ intW ∩SW,ε(S) که کنید فرض بعلاوه، .S ∩W = ϕ که طوری

که طوری به α > ۰
V = {y ∈ X : ∥y − w۰∥ < α} ⊂ W

.α ≤ ε صورت، این در
و s ∈ S ،ε۰ = α

r+α کنید فرض .ε < α و r = d(S,W ) که کنید فرض برهان.

ws = w۰ + ε۰ (s− w۰) .

و r+ε
r+α < ۱ زیرا ،∥ws − w۰∥ = ε۰ ∥s− w۰∥ ≤ ε۰(r + ε) = α r+ε

r+α < α که باشید داشته توجه



۵۳ همزمان ε⁃تقریب  های

s ∈ S هر ازای به و ws ∈ V ،s ∈ S هر ازای به نتیجه در .sups∈S ∥s− w۰∥ ≤ r + ε

r = d(S,W ) ≤ sup
t∈S

∥t− ws∥ .

داریم t, s ∈ S هر ازای به دیگر، طرف از .r ≤ infs∈S supt∈S ∥t− ws∥ رو، این از

∥t− ws∥ = ∥(t− w۰)− ε۰ (s− w۰)∥ .

که می کند ایجاب این

r ≤ inf
s∈S

sup
t∈S

∥t− ws∥ = inf
s∈S

sup
t∈S

∥(t− w۰)− ε۰ (s− w۰)∥

≤ sup
t∈S

∥(t− w۰)− ε۰ (t− w۰)∥ =
(۱ − ε۰

)
sup
t∈S

∥t− w۰∥ ≤
(۱ − ε۰

)
(r + ε) < r

می شود. کامل اثبات و است تناقض یک این

X از کرانداری زیرمجموعه ی S و X از بسته ای زیرمجموعه W کنید فرض .۲ .۱ .۴ گزاره
که طوری به ۰ ≤ α ≤ ε دارد وجود صورت، این در .S ∩W = ∅ که طوری به باشد

SW,ε(S) ⊂ V = {w − α۱ : wای ∈ bdW ازای به }.

ε⁃تقریب تعریف بنابر صورت این در باشد. دلخواه w۰ ∈ SW,ε(S) کنید فرض برهان.
که می دهیم نشان اکنون .w۰ ∈ bdW یا w۰ ∈ intW نتیجه در w۰ ∈ W داریم همزمان
،w ∈ W هر ازای به که طوری به w۰ ∈ bdW که کنید فرض امکان صورت در .w۰ /∈ bdW

صورت این در .۰ < ∥w − w۰∥ ≤ d(S,W ) کنید فرض .w۰ < w

w − w۰ < |w − w۰| ≤ ∥w − w۰∥۱ ≤ d(S,W )۱

داریم ۱ .۱ .۲ لم بنابر آنگاه ،y = w۰ + d(S,W )۱ ∈ W اگر .w ≤ w۰ + d(S,W )۱ نتیجه در و
اکنون .w۰ ∈ intW رو، این از .w۰ /∈ bdW که شد ثابت پس است. تناقض که w۰ ∈ intW

می شود. ثابت حکم ۱ .۱ .۴ لم بنابر

زیرمجموعه ی S و باشد، X از بسته ای پایین روبه زیرمجموعه W کنید فرض .۳ .۱ .۴ گزاره
وجود w۰ := minSW,ε(S) مانند عنصری کوچک ترین صورت، این در باشد. X از کرانداری

دارد.



پایین روبه مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب  های ۵۴
،۱ .۱ .۴ قضیه بنابر .w۰ = supS − (r + ε)۱ ≤ supS − r۱ و r := d(S,W ) دهید قرار برهان.
از .supS − (r + ϵ)۱ ∈ W است، پایین روبه مجموعه ای W که آنجایی از .supS − r۱ ∈ W

،w ∈ SW,ε(S) هر ازای به لذا .sups∈S ∥s− w۰∥ ≤ r + ε بنابراین و w۰ ∈ SW,ε(S) رو، این
.w۰ := minSW,ε(S) نتیجه در .w ≤ w۰

S ∩ که طوری به باشد X از بسته ای پایین روبه زیرمجموعه W کنید فرض .۴ .۱ .۴ گزاره
ازای به صورت، این در باشد. (۳ .۱) صورت به شده تعریف تابع φ و w۰ ∈ Sw,ε(S) ،W = ϕ

.φ (w,−w۰) ≤ ε ،w ∈ W هر
.w۰ = y۰ − α۱ که طوری به ۰ ≤ α ≤ ε و y۰ ∈ bdW دارد وجود ،۲ .۱ .۴ گزاره بنابر برهان.

داریم ،۲ .۱ .۲ لم بنابر

φ (w,−w۰) = φ
(
w,α۱ − y۰

)
= sup

{
λ ∈ R : λ۱ ≤ w + α۱ − y۰

}
= sup

{
λ ∈ R : (λ− α)۱ ≤ w − y۰

}
= sup

{
β + α ∈ R : β۱ ≤ w − y۰

}
= sup

{
β ∈ R : β۱ ≤ w − y۰

}
+ α

= φ (w,−y۰) + α ≤ ε

کند. می کامل را اثبات این و
زیرمجموعه ی S و X از بسته ای پایین روبه زیرمجموعه W کنید فرض .۲ .۱ .۴ قضیه
تابع φ و r۰ = sups∈S ∥s− y۰∥ ،y۰ ∈ W ،S ∩ W = ϕ که طوری به باشد X از کرانداری

هستند: معادل زیر عبارت های صورت، این در باشد. (۳ .۱) صورت به شده تعریف
.y۰ ∈ SW,ε(S) .۱

y ∈ B (S, r۰) ،w ∈ W هر ازای به که طوری به l ∈ X دارد وجود .۲

φ(w, l) ≤ ε ≤ φ(y, l) (۵ .۴)

.y۰ = minSW,ε(S) آنگاه باشد، برقرار l = −y۰ برای (۵ .۴) اگر بعلاوه،
r۰ = sups∈S ∥s − y۰∥ ≤ صورت این در .y۰ ∈ SW,ϵ(S) که کنید فرض .(۱) =⇒ (۲) برهان.
X از بسته پایین روبه زیرمجموعه ای W که آنجایی از .r = d(S,W ) آن در که ،r + ϵ



۵۵ همزمان ε⁃تقریب  های

کنید فرض است. موجود SW (S) از supS − r۱ عنصر کوچکترین ،۱ .۱ .۴ قضیه بنابر است،
که باشید داشته توجه .w۰ := supS − (r۰ + ε) ۱

r ≤ r۰ ⇒ (−r۰ − ε) ۱ ≤ −r۰۱ ≤ −r۱ ⇒ supS − (r۰ + ε) ۱ ≤ supS − r۱.

دلخواه y ∈ B (S, r۰) و l = −w۰ کنید فرض .w۰ ∈ W می آوریم دست به ،۱ .۱ .۴ قضیه بنابر
که می کند ایجاب این .−r۰۱ ≤ y − supS داریم ،(۱ .۱) از استفاده با بنابراین، باشد.

−r۰ ∈ {α ∈ R : α۱ ≤ y − supS}.

می آوریم دست به بنابراین،

φ(y, l) = sup{λ ∈ R : λ۱ ≤ y + l}

= sup
{
λ ∈ R : λ۱ ≤ y − w۰

}
= sup

{
λ ∈ R : λ۱ ≤ y −

(
supS − (r۰ + ε) ۱)}

= sup
{
λ ∈ R : (λ− r۰ − ε) ۱ ≤ y − supS

}
= sup

{
α+ r۰ + ε ∈ R : α۱ ≤ y − supS

}
= sup{α ∈ R : α۱ ≤ y − supS}+ r۰ + ε

≥ −r۰ + ε+ r۰ = ε.

دست به w ∈ W هر ازای به ،۴ .۱ .۴ گزاره از استفاده با ،w۰ ∈ SW,ε(S) چون دیگر، طرفی از
.φ(w, l) ≤ ε رو، این از .φ (w,−w۰) ≤ ε می آوریم

و w ∈ W هر ازای به که طوری به l ∈ X باشد داشته وجود که کنید فرض .(۲) =⇒ (۱)
B (S, r۰) = {y ∈ X : supS − r۰۱ ≤ y ≤ inf S + چون .φ(w, l) ≤ ε ≤ φ(y, l) ،y ∈ B (S, r۰)
.φ (

supS − r۰۱, l) ≥ ε ≥ ۰ می آوریم دست به رو، این از .supS − r۰۱ ∈ B (S, r۰) ،r۰۱}
داریم ،(۵ .۱) از استفاده با بنابراین .φ(supS, l) ≥ r۰ داریم ،φ تعریف بنابر

r۰۱ ≤ φ(supS, l)۱ ≤ supS + l (۶ .۴)

.tw = φ(w,− supS)۱ + supS ∈ X و w ∈ W کنید فرض حال .− supS ≤ l − r۰۱ لذا،
،w ∈ W و است پایین روبه مجموعه ای W چون .φ(w,− supS)۱ ≤ w− supS ،(۵ .۱) بنابر



پایین روبه مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب  های ۵۶
داریم ،(۲ .۱) بنابر است، موضعی φ (tw, .) که آنجایی از .φ (tw, l) ≤ ε بنابراین و tw ∈ W

φ (tw,− supS) ≤ φ
(
tw, l − r۰۱) = φ (tw, l)− r۰ ≤ ε− r۰.

می آوریم دست به (۷ .۱) از ،tw = φ(w,− supS)۱+supS و است موضعی φ(.,− supS) چون

ε− r۰ ≥ φ (tw,− supS) = φ(φ(w,− supS)۱ + supS,− supS)

= φ(w,− supS) + φ(supS,− supS) = φ(w,− supS)
.

دست به φ − supS := φ(.,− supS) شیتز لیپ پیوستگی و (۷ .۱) از استفاده با اکنون،
می آوریم

ε+ r۰ ≤ |φ(w,− supS)|

= |φ(supS,− supS)− φ(w,− supS)|

≤ ∥ supS − w∥.

دست به بنابراین و −ε+ r۰ ≤ |supS − w ∥≤ sups∈S |s− w∥ ،w ∈ W هر ازای به رو این از
فرض سرانجام .y۰ ∈ SW,ε(S) و r۰ ≤ r + ε درنتیجه، .−ε + r۰ ≤ r = d(S,W ) می آوریم
داریم ،(۱) =⇒ (۲) نتیجه ی بنابر صورت، این در باشد. برقرار l = −y۰ با (۵ .۴) که کنید

.y۰ ∈ SW,ε(S)

نتیجه ی بنابر آنگاه ،r۱ = sups∈S ∥s− w۱∥ اگر باشد. دلخواه w۱ ∈ Swξ(S) کنید فرض
آن در که ،φ(w, l) ≤ ε ≤ φ(y, l) داریم y ∈ B (S, r۱) و w ∈ W هر ازای به (۱) =⇒ (۲)
.φ (y۰, l) = φ

(
y۰,− supS + (r۱ + ε) ۱) ≤ ε ،y۰ ∈ W که آنجایی از .l = − supS+(r۱ + ε) ۱

.y۰ ≤ supS−r۱۱ لذا، .y۰− supS+(r۱ + ε) ۱ ≤ ε۱ می آوریم دست به φ تعریف از رو، این از
.y۰ = minSW,ε(S) نتیجه در .y۰ ≤ w۱ بنابراین و supS − r۱۱ ≤ w۱ رو، این از

هرگاه می شود، نامیده پایین به رو اکیداً W پایین روبه مجموعه ی که می کنیم یادآوری
مثال، برای .w /∈ W که کند ایجاب w۰ < w نامساوی ،W از u۰ مرزی نقطه هر ازای به
پایین روبه اکیداً مجموعه های به منجر پیوسته اکیداً صعودی پایین به رو مجموعه های

.[۱۱ ،۱۰ ،۸] می شوند

زیرمجموعه ای S و X از بسته ای پایین روبه زیرمجموعه W کنید فرض .۳ .۱ .۴ قضیه
هستند: معادل زیر عبارت های صورت، این در .S ∩W = ϕ که طوری به باشد X از کراندار



۵۷ همزمان ε⁃تقریب  های

است. X از اکید پایین روبه زیرمجموعه ای W .۱

است. X از همزمان چبیشف زیرمجموعه ای W .۲

تقریب پذیر W ،۱ .۱ .۴ قضیه بنابر است، پایین به رو مجموعه ای W چون .(۱) ⇒ (۲) برهان.
کنید فرض .r′ = d(S,W ) آن در که ،SW (S) =

{
supS − r′۱} کنیم می ادعا است. همزمان

گزاره بنابر حالت، این در .w۰ ̸= supS − r′۱ که طوری به w۰ ∈ SW (S) باشد داشته وجود
W چون .supS − r′۱ < w۰ ،۱ .۱ .۴ قضیه بنابر همچنین .supS − r′۱ ∈ bdW ،۱ .۱ .۲
از است. تناقض یک که ،w۰ /∈ W که می کند ایجاب این است، اکید پایین روبه مجموعه ای

است. X از همزمان چیبیشف مجموعه ای W رو، این
صورت، این در باشد. X از همزمان چیبیشف زیرمجموعه ای W کنید فرض .(۲) ⇒ (۱)
،w ∈ W هر ازای به که طوری به ،w۰ ∈ bdW دارد وجود آنگاه نباشد، اکید پایین روبه W اگر

که می شود نتیجه (۲ .۱) از .r ≥ ∥w − w۰∥ > ۰ کنید فرض .w۰ < w

w − w۰ ≤ |w − w۰| ≤ ∥w − w۰∥ ۱ ≤ r۱,

sups∈S ∥s− w۰∥ = صورت، این در .S =
{
w۰ + r۱} کنید فرض .w ≤ w۰ + r۱ بنابراین و

صورت این در نباشد. برقرار این که کنید فرض .d(S,W ) = r که کنیم می ادعا .∥r۱∥ = r

،w۰ + r۱ ̸= y که باشید داشته (توجه ∥∥w۰ + r۱ − y
∥∥ < r که طوری به y ∈ W دارد وجود

از است). تناقض یک که ،u۰ ∈ intW ،۲ .۱ .۲ لم بنابر آنگاه ،w۰ + r۱ = y ∈ W اگر زیرا
،(۲ .۱) از استفاده با لذا، .∥∥w۰ + r۱ − y

∥∥ ≤ r۰ که طوری به r۰ ∈ (۰, r) دارد وجود رو، این
بنابراین و ،w۰ + r۱ ≤ y + r۰۱ داریم

w۰ + λ۰۱ ≤ y, =⇒ λ۰ = (r − r۰) > ۰.

،۱ .۱ .۲ لم بنابر لذا .u۰ + λ۰۱ ∈ W ،y ∈ W و است پایین روبه مجموعه ای W چون
یعنی، ،d(S,W ) = r = sups∈S ∥s− u۰∥ رو، این از است. تناقض یک این .w۰ ∈ intW

۰ ≤
(
w۰ + r۱)−w < داریم ،u۰ < w چون .w < u۰+r۱ داریم دیگر، طرفی از .w۰ ∈ SW (S)

لذا، .w۰ + r۱ − w۰ = r۱

sup
s∈S

∥s− w∥ =
∥∥w۰ + r۱ − w

∥∥ ≤ ∥r۱∥ = r = d(S,W ) ≤ sup
s∈S

∥s− w∥.

این .w ̸= w۰ آن در که ،w ∈ SW (S) بنابراین و sups∈S ∥s − w∥ = d(S,W ) رو، این از



پایین روبه مجموعه های روی همزمان ε⁃تقریب  های ۵۸
است. X از همزمان چبیشف زیرمجموعه ای W زیرا است، غیرممکن

و نرمال مجموعه ی روی پایین روبه غلاف های ۲ .۴
همزمان تقریب های

همه اشتراک با برابر G ⊆ X مجموعه از G∗ پایین روبه غلاف می دانید، که همانطور
مخروط از G مجموعه ی زیر که باشید داشته یاد به است. G شامل پایین روبه مجموعه های

مثبت
X+ = {x ∈ X : x ≥ ۰}

برای .x ∈ G که دهد نتیجه x ≤ g و x ∈ X+ ،g ∈ G هرگاه می شود نامیده نرمال
a+ = آن در که کرد، خواهیم استفاده A+ = {a+ : a ∈ A} نماد از ،A زیرمجموعه ی

می شود. استفاده a− = − inf(a, ۰) نماد از همچنین .sup(a, ۰)
به باشد کراندار زیرمجموعه ای S پایین، روبه مجموعه ای W کنید فرض .۱ .۲ .۴ تبصره
که ،s ∈ W بنابراین و s < w آنگاه ،۰ ≤ w − s اگر .s ∈ S و w ∈ W ، S ∩W = ϕ که طوری

.۰ ≤ s− w ،s ∈ S و w ∈ W هر ازای به که می کنیم فرض بنابراین، است. تناقض یک
به است X از کراندار زیرمجموعه ای S و X+ از نرمال زیرمجموعه ای G زیر، نتایج در

است. G از پایین به رو غلاف یک G∗ آن در که ،S ∩G∗ = ϕ که طوری
می کنیم. شروع زیر نتیجه با

G∗ و X+ از نرمال زیرمجموعه ای G ،X از کراندار مجموعه ای S کنید فرض .۱ .۲ .۴ گزاره
داریم g ∈ G∗ هر ازای به آنگاه ،S ∩G∗ = ϕ اگر باشد. G مجموعه ی از پایین روبه غلافی

sup
s∈S

∥∥s− g+
∥∥ ≤ sup

s∈S
∥s− g∥.

تبصره بنابر و s − g+ ≤ s − g صورت، این در .g = g+ − g− و s ∈ S کنید فرض برهان.
ازای به که می دهد نتیجه آن .s − g+ = |s− g+| ≤ |s − g| رو، این از .s − g+ ≥ ۰ ،۱ .۲ .۴
sups∈S ∥s− g+∥ ≤ می آوریم دست به g ∈ G∗ هر ازای به لذا .∥s− g+∥ ≤ ∥s− g∥ ،s ∈ S هر

.sups∈S ∥s− g∥

زیرمجموعه ای G صورت، این در باشد. X+ از نرمال زیرمجموعه ای G کنید فرض .۲ .۲ .۴ گزاره
است. X از همزمان تقریب پذیر



۵۹ همزمان تقریب های و نرمال مجموعه ی روی پایین روبه غلاف های
زیرمجموعه ی هر ازای به رو، این از است. همزمان تقریب پذیر G∗ ،۱ .۱ .۴ قضیه بنابر برهان.
،۲ .۲ .۳ گزاره بنابر و g۰ ∈ G∗ آنگاه ،g۰ ∈ SG∗(S) اگر .SG,(S) ̸= ϕ ،S ∩G∗ = ϕ با S کراندار

داریم g ∈ G∗ هر ازای به ،۱ .۲ .۴ گزاره از استفاده با .g+۰ ∈ G

sup
s∈S

∥∥s− g+۰
∥∥ ≤ sup

s∈S
∥s− g۰∥ ≤ sup

s∈S
∥s− g∥.

.supsξS ∥∥s− g+۰
∥∥ ≤ sups∈S ∥s − g∥ و G ⊂ G∗ ،g ∈ G هر ازای به و g۰ ∈ SG∗(S) چون

.g+۰ ∈ SG(S) بنابراین
.SG∗(S) = SG(S) .۱ .۲ .۴ نتیجه

sups∈S ∥s− g+∥ ≤ ،g ∈ G∗ هر ازای به ،۱ .۲ .۴ گزاره بنابر .g ∈ SG∗(S) کنید فرض برهان.
این از .g+ ∈ G∗ داریم ،۲ .۲ .۳ گزاره از استفاده با ،G ⊆ G∗ که آنجایی از .sups∈S ∥s − g∥

فرض اکنون، .SG∗(S) ⊆ SG(S) بنابراین و g+ = g ،۲ .۲ .۳ گزاره از مجدد استفاده با رو،
sups∈S ∥s− که طوری به g ∈ G∗ دارد وجود صورت، این در .g۰ /∈ SG∗(S) و g۰ ∈ G∗ کنید
sups∈S ∥s− g+∥ ≤ می آوریم دست به ،۱ .۲ .۴ گزاره از استفاده با .g∥ ≤ sups∈S ∥s− g۰∥
آنجایی از .sups∈S ∥s− g+∥ ≤ sups∈S ∥s− g۰∥ می آوریم دست به نتیجه در .sups∈S ∥s− g∥

.g۰ /∈ SG(S) می شود نتیجه ،g+ ∈ G که
.d (S,G∗) = d(S,G) .۲ .۲ .۴ نتیجه

کنید فرض طرفی از .d (S,G∗) ≤ d(S,G) می شود نتیجه ،G ⊆ G∗ که آنجایی از برهان.
۱ .۲ .۴ گزاره بنابر که طوری به g+ ∈ G دارد وجود ۲ .۲ .۳ گزاره بنابر صورت این در .g ∈ G∗

تساوی بنابراین و d(S,G) ≤ d (S,G∗) نتیجه در .sups∈S ∥s− g+∥ ≤ sups∈S ∥s− g∥ داریم
.d (S,G∗) = d(S,G) یعنی است، برقرار

.minSG∗(S) = minSG(S) .۳ .۲ .۴ نتیجه
داریم ۱ .۲ .۴ نتیجه بنابر اکنون، دارد. وجود w۰ = minSG∗(S) ،۱ .۱ .۴ قضیه بنابر برهان.

می شود. حاصل minSG∗(S) = minSG(S) تساوی نتیجه در .SG∗(S) = SG(S)

است. همزمان تقریب پذیر G .۴ .۲ .۴ نتیجه
از است. همزمان تقریب پذیر G∗ ،۱ .۱ .۴ قضیه بنابر نتیجه در و است پایین روبه G∗ برهان.
تقریب های بهترین همه مجموعه یعنی ،SG∗(S) = SG(S) داریم ۱ .۲ .۴ نتیجه بنابر طرفی
یعنی این و است، برابر G از S همزمان تقریب های بهترین همه مجموعه با G∗ از S همزمان

است. همزمان تقریب پذیر G
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Aabstract

In this thesis, we first study som properties of best simultaneous approximation by

thease sets. Then We introduce a generalization concept of the best simultaneous approx-

imation, namely ε-simultaneous approximation and prove some results about the prop-

erties of ε-simultaneous approximation with respect to downward sets in vector lattice

Banach spaces.
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