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سپاس گزاری

پایان به را تحصیلی مقطع این بتوانم تا رساند یاری مرا که را بزرگ خدای سپاس
برسانم.

که دسترنج الهام دکتر خانم سرکار گرانقدرم راهنمای استاد از میدانم لازم خود بر
پایانامه این انجام شک بدون و است بوده کارهایم انجام برای قوتی همیشه وجودشان
نمایم. تشکر و تقدیر است، نبوده پذیر امکان ایشان ارزنده راهنمایی های و کمک بدون
عطا عبدالباقی عبدالمجید دکتر آقای جناب گرامیم راهنمای استاد از همچنین
بودند، رسانم یاری و سوالات پاسخگوی حوصله، و صبر با مراحل، تمام در که آبادی
یاری نامه پایان این نوشتن در مرا که عزیزانی همه از همچنین دارم. را تشکر کمال

دارم. را قدرانی و تشکر کمال فرد صاحبی حسین آقای بویژه رساندند

نبی زاده انسیه
١٣٩٩ مهر

ه



نامه تعهد
ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی نبی زاده انسیه اینجانب
مدل چند تحت معامله اختیار گذاری قیمت عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه
عطا عبدالباقی عبدالمجید و دسترنج الهام راهنمایی تحت ، هستون زمان به وابسته

می شوم: متعهد آبادی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
نبی زاده انسیه
١٣٩٩ مهر

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چکیده
از وبرخی هستون مدل تحت اروپایی معامله اختیار گذاری قیمت به نامه پایان این در
شده پرداخته میری گوبت وبنهامو الیس، نوگل، میخایلوف مانند زمان به وابسته مدلهای
دوره سه طی تهران بورس بازار کل شاخص روی مدلها این عددی بررسی به سپس است.
یکساله مختلف دوره سه در معامله اختیار گذاری قیمت نهایت در و شده پرداخته یکساله
مقایسه و پارامترها تخمین با که گرفته صورت BGM مدل تحت ١٣٩٨ و ١٣٩٧ و ١٣٩۶
نتیجه این شولز بلک مدل با میری گوبت وبنهامو نوگل میخایلوف زمان به وابسته مدلهای
بازار به مدت کوتاه سررسید با اختیارهای برای زمان به وابسته های مدل که است شده حاصل
کردن وابسته بخاطر بازار با مدل شدن وسازگار مناسب برازش این که باشند می نزدیکتر واقعی

باشد. می ها مدل این در زمان به پارامترها

تبدیل زمان، به وابسته های مدل هستون، مدل تصادفی، تلاطم مدل های کلیدی: کلمات
سریع. فوریه

ز
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١ فصل
مقدمه

این در بیشتری گذارن سرمایه جذب سبب اخیر های سال در مالی بازارهای زیاد بسیار رشد
از بهره افزایش علیرغم که اند بوده تلاش در همواره گذاران سرمایه این است. شده بازارها
استفاده ریسک مدیریت راهکارهای از یکی کنند. مدیریت را بازار در موجود ریسک خود دارایی

باشد. می معاملات اختیار جمله از مالی مشتقات از
معامله اختیار گذاری قیمت ی مساله حل برای شولز٢ مایرون و ١ بلک فیشر ١٩٧٣ سال در
فضای یک در تامین خود سبدی تشکیل بر مبتنی که کردند پیشنهاد را نوینی راهبرد اروپایی
معامله اختیار گذاری قیمت ی شیوه در انقلابی ‐شولز٣ بلک مدل شک بی بود. آربیتراژ بدون
که است حالی در این و شده انگاشته ثابت تلاطم نرخ شولز بلک مدل در ولی اورد وجود به
بودن تصادفی از گواه بازار در شده مبادله اختیار های قیمت در شده مشاهده تلاطم الگوهای
قیمت احتمال توزیع که است این بلک‐شولز مدل در اساسی فرض دیگر طرف از دارند تلاطم
دارایی قیمت فرایند واقعی مالی بازارهاي در اما است. لگ نرمال (سهام)، پایه دارایی هاي آتی
بازارهای سقوط با ١٩٧٨ اکتبر در است. سنگین تري دˀم داراي نرمال، لگ  توزیع با مقایسه در
قیمت برای مدل کارآمدترین و بهترین آن از قبل تا که ‐شولز بلک مدل اقتصادی رکود و سهام
برای ای پایه عنوان به تنها و داد دست از را خود کارایی آمد می شمار به سهام حرکت گذاری
با مدل شدن نزدیک برای زیادی افراد ترتیب، بدین گرفت. قرار استفاده مورد ها مدل سایر

1Fischer Black
2Myron Scholes
3Black–Scholes model

١



مقدمه ٢
هستون١ مدل بین این در که زدند معادله این در تغییرات وایجاد اصلاح به دست واقعی بازار

گرفت. قرار توجه مورد بیشتر
برخی بر غلبه هستون اصلی هدف که است تصادفی نوسان مدل های از یکی هستون مدل
مدل های مزیت از بود. بلک‐شولز اختیار قیمت گذاری مشهور مدل در موجود کاستی های
میانگین به بازگشت رفتار که است مدل این در شده تعریف میانگین به بازگشت فرآیند هستون
توان می مدل این محبوبیت دیگر دلایل از کند. می توجیه مالی بازارهای در را ها تلاطم
اروپایی اختیار قراردادهای برای اختیار قرارداد قیمت فرمول های آوردن به دست امکان به
از ٢٠٠٧ و ٢٠٠۴ درسال همچنین [۴] کرد. اشاره ١٩٩٩ سال در فوریه تبدیل از استفاده با
شد. استفاده هستون مدل در آمریکایی قراردادهای قیمت گذاری برای عملگر تقسیم روش های
کارلو٢ مونت سازی شبیه روش های از اختیار قراردادهای قیمت گذاری منظور به دیگر سوی از
بهره نرخ با مدل یک با ترکیب توانایی مدل این همچنین است. شده استفاده هستون مدل در

دارد. را تصادفی

موضوع سابقه ١. ١
تصادفی فرآیند یک تلاطم که است آن بلک‐شولز مدل نقص بردن بین از راهکارهای از یکی
قابل تاحد که است تصادفی تلاطم های مدل مشهورترین از یکی هستون و شود گرفته نظر در
ثابت سهام قیمت تلاطم هستون مدل در است. کرده برطرف را بلک‐شولز کمبودهای قبولی

کند. می پیروی تصادفی فرآیند یک از وخود نبوده
یکدیگر با که هستند انتشار فرآیند یک شامل کدام هر پایه دارایی مدل و تلاطم هستون مدل در
است مدل این در شده تعریف میانگین به بازگشت فرآیند مدل این مزایای دیگر انداز هبسته
مدل حال این با اما کند می توجیه مالی بازارهای در را تلاطم میانگین به بازگشت رفتار که
سررسید با بازار ضمنی های تلاطم برای مناسب برازش کردن فراهم به قادر گاهی هستون

باشد. نمی کوتاه
مشخص طریق از اضافی پارامترهای با مدل سازی غنی مساله این برای معمول حل راه یک
تلاطم باشد. می مضاعف هستون روش همان که است گرایانه واقع تلاطم فرآیند یک کردن
بیشتری انعطاف استاندارد هستون مدل با مقایسه در مضاعف هستون مدل تحت تصادفی
پوشش را آنها استاندارد هستون از بیشتر درصد ٢۴ حدود در و دارد پرت های قیمت به نسبت
[۴] دهد. می نشان خود از بیشتری حساسیت ها قیمت جزیی تلاطم به نسبت نیز و داده
است روشی دوم روش باشند. زمان به وابسته پارامترها دهیم اجازه که است این دیگر روش

1Heston Model
2Monte Carlo method



٣ تحقیق ضرورت
وابسته با آنها گردید. اتخاذ میری٣ و گوبت بنهامو الیس٢، ونوگل١، میخایلوف سوی از که
به مدت کوتاه اختیارهای تا بخشیدند ارتقا را هستون مدل زمان، به مدل پارامترهای کردن
گوناگونی روشهای پایه های دارایی مالی های مدل حل برای باشد.[٣٢] نزدیکتر واقعی بازار
سال در که است سریع فوریه تبدیل از استفاده زمینه این در مشهور روشهای از یکی دارد وجود
استفاده پایه دارایی فرآیند مشخصه تابع از روش این در شد. معرفی مادان۴ و کار توسط ١٩٩٩

شود. می

تحقیق ضرورت ١. ٢
ارزش است. ها دارایی گذاری ارزش گذاری، سرمایه های تصمیم بر موثر اصلی ارکان از یکی
اتخاذ دارد. همراه به را ای سرمایه منابع بهینه تخصیص ها، دارایی صحیح و اصولی گذاری
گذاری ارزش مستلزم ای، سرمایه منابع بهینه تخصیص و گذاری سرمایه اصولی های تصمیم

است. علمی معتبر های روش از استفاده با اوراق
بازار روزانه روندهای ذاتی تلاطم و محیطی های نوسان دلیل به سهام بازار روند بینی پیش
حوادث نظیر عواملی از سهام قیمت و بازار روزانه حرکات پیچیدگی است. پیچیده بسیار
گیرد. می تاثیر معامله متعارض رفتارهای و درآمد های دوره های گزارش بازار، اخبار سیاسی،
بازیگران به شدیدی زیان مالی بازارهای در آینده وضعیت از موجود اطمینان عدم و تلاطم این
توانایی عرصه این در و شوند خارج بازار از آنها که شده باعث حتی و است کرده وارد اقتصادی
مشتقات انواع بازار، مسئله این به گویی پاسخ منظور به باشند. نداشته را دیگران با رقابت
کرده کمک بازار وتعمیق بورس شدن تر فعال به اوراق این واقع در است. شده طراحی مالی

اند.
مسئله که داشت توجه باید است. مالی حوزه در مشتقه اوراق انواع از یکی معامله اختیار
تغییرات است. آن گذاری قیمت بحث معامله اختیار جمله از مالی ابزار هر خصوص در مهم
دارایی قیمت در تغییر و...باعث اجنماعی اقتصادی، سیاسی، مختلف عوامل از ناشی ناگهانی
برای دهد. نمی پوشش را نوسانات این ها گذاری قیمت استاندارد روند که شود می پایه های
ارائه مالی محققان توسط زمان به وابسته تصادفی تلاطم های مدل مشکل این بردن بین از
مدلهای حل برای مناسب و کارا روشی یافتن مالی بازارهای مدلسازی بر علاوه است. شده

است. مهم بسیار آتی زمان در ها قیمت بینی پیش و پیشنهادی
باشد داشته مطابقت مالی بازار با که کارا و بهینه گذاری قیمت جهت مناسب مدل انتخاب
قیمت به و دهد کاهش بازار در را آربیتراژ فرصت که است مناسب مدلی دارد، سزایی به اهمیت

باشد. نزدیکتر واقعی
1Mikhailov and Nögel
2Elices
3Benhamou, Gobet and Miri
4Carr and Madan



مقدمه ۴
اروپایی اختیار گذاری قیمت به زمان، به وابسته مدل چند معرفی از پس پژوهش، این در
قضایای از ای پاره و ایتو جمله از تصادفی های انتگرال از منظور این برای است. شده پرداخته
می و...استفاده فاینمن‐کاک٣ فاینمن٢، گیرسانوف١، قضیه جمله از مالی ریاضی اساسی
. است شده استفاده درستنمایی حداکثر روش از پارامترها تخمین برای همچنین کنیم.
سپس و پرداخته مالی ریاضی و تصادفی فرایندهای نیازهای پیش برخی مرور به ابتدا درادامه
وابسته های مدل ۴ فصل در است. شده معرفی آن مشخصه وتابع هستون مدل بعدی فصل در
بررسی مورد آنها برای اروپایی خرید اختیار گذاری قیمت توابع آوردن دست به طریقه و زمان به
تهران بورس بازار کل شاخص روی عددی مقایسه پژوهش این پایانی فصل در و است گرفته قرار

است. شده انجام بلک‐شولز مدل و زمان به وابسته های مدل با

1Girsanov’s Theorem
2Feynman
3Feynman–Kac



٢ فصل
پیش نیازها

تصادفی فرآیندهای مفاهیم ٢. ١
از ناتهی دسته ای F و باشد ناتهی مجموعه ی نمونه) (فضای Ω کنیم فرض اگر .٢. ١. ١ تعریف

هرگاه می شود گفته نیم حلقه یک F اینصورت در شود، گرفته نظر در Ω زیرمجموعه های
،∅ ∈ F.١

مانند مجموعه ها از متناهی دنباله ای اگر عبارتی باشد،به بسته متناهی اشتراک های تحت .٢
باشیم داشته آن گاه باشند، F به متعلق An, . . . , A٢, A١

∞∩
i=١

Ai ∈ F .

صورت به را دو این تفاضل بتوانیم آن گاه باشد F به متعلق دلخواه مجموعه دو A١, A٢ اگر .٣
بنویسیم هم از جدا دو به دو اعضای از متناهی اجتماع

A١ −A٢ =

n∪
i=١

Bi, Bi ∈ F ,

. i = ١,٢, . . . , n برای i ̸= j و Bi
∩
Bj = ∅ که

زیرمجموعه های از ناتهی دسته ای F و شود فرض ناتهی مجموعه ی یک Ω اگر .٢. ١. ٢ تعریف
هرگاه بود خواهد میدان ‐σ یک F شود، گرفته نظر در Ω

۵



پیش نیازها ۶
،∅ ∈ F.١

،Ac ∈ F آن گاه A ∈ F اگر یعنی باشد بسته مکمل تحت .٢
F به متعلق همگی که . . . , A٢, A١ مانند مجموعه ها از نامتناهی دنباله ای اگر همچنین .٣

آنگاه باشند، موجود هستند
∞∪
i=١

Ai ∈ F .

باشد. بسته نامتناهی شمارش پذیر اجتماع های تحت F دیگر عبارت به
‐میدان σ باشد، بازه ها ی همه دسته ی F و ( Rn (یا Ω = R شود فرض .٢. ١. ٣ تعریف
ی همه می شود. داده نمایش B صورت به و شود می گفته بورل ،‐میدان σ توسط شده تولید
مجموعه ی یا و باشند می گویا اعداد b و a آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b) صورت به که بازه هایی

باشند. بورل مولد توانند می همه هستند گویا اعداد آن ها انتهای و ابتدا که شعاع هایی
صورت به و شود می گفته فیلتر یک σ‐میدان ها از صعودی دسته ی هر به .۴ .٢. ١ تعریف

می شود. داده نمایش {Ft}t∈N∪{٠}

تابع باشد، Ω ناتهی مجموعه زیرمجموعه های از نیم حلقه یک F شود اگرفرض .۵ .٢. ١ تعریف
باشد برقرار زیر اگرشرایط نامیم می اندازه یک را (µ : F −→ [٠,+∞])

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ یعنی باشد نامنفی تابع مقدار A ∈ F مجموعه هر برای .١
آن گاه باشد ∪

n≥١
An ∈ F باشند که F هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥١ اگر .٢

µ(
∪
n≥١

An) =
∑
n≥١

µ(An).

گوییم.[١٠] می نیز µ برای σ‐جمع پذیری خاصیت را، دوم خاصیت
{An}n≥١ دنباله ی هرگاه می شود گفته σ‐متناهی µ : F −→ [٠,+∞] اندازه .۶ .٢. ١ تعریف

باشد که موجود F هم از جدا دو به دو ازاعضای
X =

∪
n≥١

An

.µ(An) <∞ ،n ≥ ١ هر برای و
زیرمجموعه های از میدان ‐σ یک F و شود فرض ناتهی مجموعه ی یک Ω اگر .٢. ١. ٧ تعریف

است اندازه پذیر فضای یک (Ω,F) مرتب زوج باشد، آن
می نامیم.[١٠] اندازه فضای را (Ω,F , P ) سه تایی آن گاه باشد F روی اندازه ای P اگر

برای اگر نامیم می اندازه پذیر را f : (Ω,F) −→ (Y,B) ،f مقدار حقیقی تابع .٢. ١. ٨ تعریف
باشد برقرار زیر رابطه (بورل) B از B هر

f−١(B) = {w ∈ Ω : f(w) ∈ B} ∈ F .



٧ تصادفی فرآیندهای مفاهیم
مطلقاً اندازه دو را µ٢ و µ١ باشد اندازه پذیر فضای یک (X,A) شود فرض .٢. ١. ٩ تعریف
مجموعه هر اگربرای می شود) داده نمایش µ١ ≪ µ٢ نماد (با نامیم می فضا این روی پیوسته
است صفر نیز µ١ Aروی اندازه که بگیریم Aنتیجه روی µ٢ اندازه بودن باصفر A روی پذیر اندازه

یعنی:
µ٢(A) = ٠ =⇒ µ١(A) = ٠.

صفر اندازه دارای تهی مجموعه برای فقط µ شمارشی اندازه که آنجایی از مثال عنوان به
. است پیوسته مطلقا آن به نسبت ν مثل دیگری اندازه هر که است واضح است

P تابع باشد، Ω ناتهی مجموعه ی زیرمحموعه های از σ‐میدان یک F اگر .٢. ١. ١٠ تعریف
اگر بود خواهد احتمال اندازه یک (P : F −→ [٠, ١])

،P (Ω) = ١ .١
آن گاه باشند F در مجزا مجموعه های از دنباله ای {An}n≥١ اگر .٢

P (
∪
n≥١

An) =
∑
n≥١

P (An).

نامیم.[١٠] می احتمال فضای را (Ω,F , P ) سه تایی
دو ν و µ و نظربگیرید در را (X,A) اندازه پذیر فضای رادون‐نیکودیم١) (قضیه .٢. ١. ١ قضیه
وجود f مانند نامنفی اندازه پذیر تابع یک آن گاه µ ≪ ν اگر باشند. A روی σ‐متناهی اندازه

داریم: A از A هر برای دارد که
µ(A) =

∫
A
fdν.

و شد اثبات ١٩١٣ سال Rnدر فضای در بار اولین « رادون «جردن توسط قضیه این
نظریه در قضیه این رساند. اثبات به را آن عمومی حالت ١٩٣٠ سال در نیکودیم» «اتو همچنین
یک تغییرات نرخ که معنی این به است انتگرال و دیفرانسیل حساب در مشتق با ارز هم اندازه
بین رابطه برای که خواصی بیشتر است جالب کند. می بیان دیگر اندازه حسب بر را اندازه
قابل ها اندازه برای نیز رادون‐نیکودیم قضیه توسط است مطرح حسابان در مشتق و انتگرال
از توان می شرایطی چه تحت که کند می بیان ‐نیکودیم رادون مشتق قضیه است. تعمیم
و تغییر نحوه و برداشته جلوتر قدمی حتی رسید. دیگری احتمال اندازه به احتمال اندازه یک

[۵]. کند می مشخص نیز را آن شناسایی روش
(R,B) اندازه پذیر فضای Ω,F)به , P ) احتمال فضای از اندازه پذیر تابع هر به .٢. ١. ١١ تعریف

باشد. برقرار B از b مجموعه زیر هر برای زیر رابطه اگر گوییم می تصادفی متغیر یک

X−١(b) = ω ∈ Ω : X(ω) ∈ b ∈ F.

1Rodon-Nikodym theorem



پیش نیازها ٨
X,Y, Z, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از معمولا تصادفی متغیرهای نمایش برای قرارداد طبق

می شود.[١٠] استفاده
با را X توسط شده تولید σ‐میدان باشد، تصادفی متغیر یک X شود فرض .٢. ١. ١٢ تعریف

کنیم می  تعریف زیر صورت به و داده نشان FX یا σ(X) نماد
FX = σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B}.

را X توزیع تابع باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفی متغیری X اگر .٢. ١. ١٣ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به x حقیقی عدد هر برای و داده نشان FX با

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}

می شود. گفته تصادفی متغیر توزیع که است B روی X توسط شده القا اندازه ی PX آن در که
مجموعه ی مشخصه ی تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه مجموعه ای A اگر .١۴ .٢. ١ تعریف

شود. می  تعریف زیر صورت که میدهیم نشان χA با را A

χA(x) =


١ x ∈ A

٠ o.w.

را باشد متناهی مقادیرش تعداد که حقیقی، مقادیر و دلخواه دامنه با تابعی .١۵ .٢. ١ تعریف
متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعی ϑ شود فرض نامیم. می ساده تابع
واضح Ai = {x ∈ X : ϑ(x) = ai} آن در که ϑ =

∑n
i=١ aiχAi داریم پس باشد. an, . . . , a٢, a١

ϑ انتگرال باشد. می Ai ها پذیری اندازه ϑ اندازه پذیری شرط هستند. مجزا ها Ai که است
شود می  تعریف زیر صورت به µ اندازه به ∫نسبت

A
ϑdµ =

n∑
i=١

aiµ(Ai).

.٠ ×∞ = ٠ می کنیم قرارداد
انتگرال باشد، نامنفی و اندازه پذیر تابعی f و اندازه فضای یک (X,A, µ) اگر .١۶ .٢. ١ تعریف

شود می  تعریف زیر صورت به A ∈ A هر روی f∫
A
fdµ = sup{

∫
A
ϑdµ : ϑ ≤ f},

است.[١٠] نامنفی و ساده تابعی ϑ آن در که
ریاضی امید باشد، (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفی متغیر یک X اگر .٢. ١. ١٧ تعریف

می شود تعریف زیر صورت به X انتظار) مورد (ارزش
E(X) =

∫
Ω

X(w) dP (w),



٩ تصادفی فرآیندهای مفاهیم
. E | X |<∞ به طوری که

ندارد. وجود X ریاضی امید آنگاه ،E | X |= ∞ اگر .٢. ١. ١ ملاحظه
شود؛ می محاسبه زیر صورت به را واریانس X تصادفی متغیر برای .٢. ١. ١٨ تعریف

V ar(X) = E(X٢)− [E(X)]٢.

می شود تعریف زیر صورت به X تصادفی متغیر برای ١ گشتاور مولد تابع .٢. ١. ١٩ تعریف
MX(t) = E[etX ], t ∈ R.

همواره گشتاور مولد تابع پس نیست همگرا مطلقاٌ همیشه انتگرال دانیم می .٢. ١. ٢ ملاحظه
ندارد. وجود

آید می  دست به زیر صورت به X تصادفی متغیر ٢برای مشخصه تابع .٢. ١. ٢٠ تعریف
φX(iw) = E[eiwX ].

آید می دست به نعریف زیر بارابطه کواریانس Y و X تصادفی متغیر دو برای .٢. ١. ٢١ تعریف
Cov(X,Y ) = E(X)E(Y ).

گاه هر نامیم می هم از مستقل را Y و X تصادفی متغیر دو .٢. ١. ٢٢ تعریف
E(XY ) = E(X)E(Y ).

اگر بود خواهند مستقل Xn, . . . , X٢, X١ دنباله .٢. ١. ٢٣ تعریف
FX١,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) = FX١(x١) . . .FXn(xn)

باشد. می صفر برابر مستقل، تصادفی متغیر دو کوواریانس .٢. ١. ٣ ملاحظه
می شود. تعریف زیر صورت به Y و X تصادفی متغیرهای همبستگی ضریب .٢۴ .٢. ١ تعریف

ρ = ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V ar(X)V ar(y)

و اگر است σ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر .٢۵ .٢. ١ تعریف
باشد زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر تنها

φ(X) =
١

σ
√٢πexp

(
− ١

٢
(
X − µ

σ

)٢)
, −∞ < X <∞.

شود.[١٠] می گفته استاندارد نرمال توزیع σ = ١ و µ = ٠ با نرمال توزیع
1Moment generating function
2Characteristic function



پیش نیازها ١٠
σ‐میدان زیر یک D و احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض شرطی) (امید .٢۶ .٢. ١ تعریف
تصادفی متغیر یک D شرط به Z امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفی تصادفی، متغیری Z و F از
است. زیر صورت به می شود داده نشان E(Z | D) با را آن که است (Ω,F) روی D‐اندازه پذیر

∀D ∈ D,
∫
D

E(Z | D) dP =

∫
D

Z dP.

شرطی امید های ویژگی .۴ .٢. ١ ملاحظه

. ١a.s. ،E(X | D) ≥ ٠ آن گاه X ≥ ٠ اگر .١
.E(X + Y | D) = E(X | D) + E(Y | D) a.s .٢

a ∈ R هر برای .٣
E(aX | D) = aE(X | D) a.s.

آن گاه D = {Ω, ∅} اگر .۴
E(X | D) = E(X) a.s.

آن گاه باشد، D٢ از σ‐میدان زیر یک D١ اگر .۵
E(E(X | D٢) | D١) = E(X | D١) a.s.

.E(E(X | D)) = E(X) a.s. .۶
تصادفی فرآیند یک را ناشمارا)، یا تصادفی(شمارا متغیرهای از خانواده هر .٢. ١. ٢٧ تعریف

نامیم. می
و باشد تصادفی فرآیند یک {Xt}t≥٠ شود فرض .۵ .٢. ١ ملاحظه

Ft = σ(Xs, ٠ ≤ s ≤ t)

گوییم. می طبیعی فیلتر آن به که باشد می فیلتر یک F = {Ft, t ≥ ٠} آن گاه
سازگارخواهد F فیلتر به نسبت {Xt}t≥٠ تصادفی فرآیند باشد. فیلتر یک F اگر .٢. ١. ٢٨ تعریف
[١٠] باشد. Ft‐اندازه پذیر ،Xt تصادفی متغیر دیگر عبارت به Xt ∈ Ft ،t ≥ ٠ هر برای اگر بود
مارتینگل٢ را ،F = {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت {Xt}t∈Z+ تصادفی فرآیند .٢. ١. ٢٩ تعریف

اگر می نامیم
1Almost surely
2Martingale



١١ مهم تصادفی فرآیند چند
باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .١

باشد، انتگرال پذیر Xn ،n هر برای دیگر عبارت به E(| Xn |) <∞ ،n هر برای .٢
n ≥ ١ هر برای .٣

E(Xn+١ | Fn) = Xn a.s.

هر برای اگر نامیم می معادل (Ω,F) فضای روی را P و Q احتمال های اندازه .٢. ١. ٣٠ تعریف
A ∈ F

P (A) = ١ ⇐⇒ Q(A) = ١

مهم تصادفی فرآیند چند ٢. ٢
کنیم می معرفی را مهم تصادفی فرآیند دو بخش این در

براونی حرکت ٢. ٢. ١
هر بورس، بازار قراردادهای گذاری قیمت برای الگویی یافتن و تصادفی گیری انتگرال تاریخ
بنیان و اساس که تصادفی فرآیندهای ترین مهم از بنابراین گردد. می باز براونی حرکت به دو
باشد. می براوانی حرکت است دیفرانسیل معادلات و تصادفی آنالیز مدرن، احتمال نظریه ی
یک صورت به فرآیند این دارد فیزیک و مالی امور آمار، در ریشه وینر فرآیند و براونی حرکت
هستند معلق آب در که گیاهان گرده نامنظم حرکت میشود. گرفته نظر در پیوسته زمان فرآیند
١٨٢٧ تابستان در بار نخستین برای که ،١ براون روبرت اسکاتلندی شناس گیاه افتخار به را

نامیدند. ٢ بروانی حرکت کرد، مشاهده را حرکت این میلادی
های دانه که داد توضیح اینگونه را حرکت این علت ٣ انیشتن آلبرت میلادی ١٩٠۵ سال در
مولکول های و ذرات دیگر، عبارت به شوند. می بمباران آب مولکولهای سوی دائمااز گرده
یکدیگر با برخورد اثر در و کنند حرکت می توانند راستایی هر در مایعات یا و گازها در موجود
حرکت حرکت، این به که باشند داشته نامنظمی حرکت نتیجه در و دهند جهت تغییر مرتب
حتی و شد تر گسترده بسیار براونی حرکت کاربرد دامنه که نگذشت چندی می گویند. براونی

شد. نیز سهام قیمت مدل سازی مانند مالی ریاضیات مباحث وارد
آمریکایی، برجسته ریاضی دان میلادی) ١٩۶۴ ‐ ١٨٩۴) ۴ وینر نوربرت میلادی ١٩١٨ سال در
مطلوب فرآیند میلادی ١٩٢٣ سال در وی کرد. بررسی کامل به طور را براونی حرکت الگوی

. ساخت ریاضی فرم به را می شود گفته نیز وینر فرآیند امروز که را براونی حرکت
1Robert Brown
2Brownian motion
3Albert Einstein
4Norbert Wiener



پیش نیازها ١٢
فاصله یا ها گام مقدار بودن مستقل به توان می فرآیندی چنین برای مشخص های مولفه از
گام طول یا افزایش میزان تصادفی فرآیند این در همچنین برد. نام فرآیند به مربوط های نقطه
نیز آن واریانس و صفر با برابر توزیع این میانگین شود. می تعیین نرمال توزیع اساس بر ها
میکنیم. مطرح را استاندارد براونی حرکت ریاضی صورت ادامه در . است ثابت ها گام همه در

.[٣]
هرگاه می شود گفته ١ استاندارد براونی حرکت یک را {Bt}t≥٠ تصادفی فرآیند .٢. ٢. ١ تعریف

،B٠(w) = ٠ .١
باشد، s− t واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Bs −Bt ،٠ ≤ t ≤ s برای .٢

و مستقل Btn − Btn−١ , . . . , Bt١ − Bt٢ تصادفی متغیرهای ،٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn برای .٣
باشند. هم توزیع

می شود. گفته نیز وینر٢ فرآیند استاندارد براونی حرکت
می باشد زیر صورت به براونی فرآیند استاندارد فیلتر .٢. ٢. ١ ملاحظه

Ft = σ{Bs, s ≤ t}.

.

یعنی است، مشتق پذیر جا هیچ براونی حرکت مسیرهای تمام تقریبا .٢. ٢. ١ قضیه
P (lim sup | B(t+ h)−B(t)

h
|= +∞) = ١.

کنید. رجوع [٣۵] به برهان.
تصادفی فرآیند صورت این در باشد. استاندارد براونی حرکت یک {Wt}t≥٠ اگر .٢. ٢. ٢ تعریف

می کند صدق زیر معمولی دیفرانسیل معادله در که {Xt}t≥٠

dXt = αXtdt+ σXtdWt (٢. ١)
گوییم. می ١ هندسی براونی حرکت را ثابت اند، مقادیر σ و α آن در که

هستند: برقرار زیر روابط X٠ = x٠ فرض با {Xt}t≥٠ هندسی بروانی حرکت برای .٢. ٢. ٢ قضیه
،E(Xt) = x٠eαt ‐١

.Xt = x٠ exp{(α− ١٢σ٢)t+ σWt} ‐٢
کنید. رجوع [٣٣] به برهان.

1Standard Brownian motion
2Wiener process
1Geometric Brownian motion



١٣ مهم تصادفی فرآیند چند

آن انواع و براونی حرکت شبیه سازی :٢. ١ شکل



پیش نیازها ١۴
حول و نمی کند میل بی نهایت به یند فرآ یک که وقتی :١ میانگین به بازگشت .٢. ٢. ٣ تعریف
باشد می میانگین به بازگشت ویژگی دارای می کند نوسان تعریف خوش بلند مدت میانگین یک

است: زیر شکل به و
dyt = λ(γ − yt)dt+ σyfy(yt)dWt,

را yt بلندمدت میانگین γ و yt نظیر براونی فرآیند Wt تعریف، خوش تابع یک f تلاطم، σy که
می شود. نامیده میانگین به بازگشت نرخ λ و می دهند نشان

قبلی های قیمت میانگین حول همواره دارایی یک قیمت که است آن کننده بیان بالا ویژگی
تماشا مدت دراز در را رفتارشان اگر یعنی است. نوسان در خود مدت بلند میانگین همان یا
خیلی بازار در ها دارایی قیمت وقتی پس بازگردند میانگین سمت به دوباره که دارند تمایل کنیم
بازگشت سرعت رودو می بالاتر برگردد قبلی میانگین به آنکه احتمال شود می کم خیلی یا زیاد
دور میانگین از بیشتر چه هر که است وصل متغیر به فنری انگار شود، می بیشتر میانگین به

کشد. می را آن بیشتر شود می
بازارها بازده و ریسک مقایسه وبخصوص بینی پیش و مقایسه برای کلان صورت به رویکرد این

باشد. می برخوردار بالایی اهمیت از گذاری سرمایه حوزه در و است استفاده قابل

ایتو حسابان ٢. ٣
های انگیزه نخستین از یکی که نیست شکی میخوانند. تصادفی انتگرال پدر را ٢ ایتو کیوشی
بوده تصادفی دیفرانسیل از درستی تعبیر گذاری پایه تصادفی، های انتگرال مطالعه برای ایتو

گرفت. کار به نیز مارکف فرآیندهای بررسی در را آن بتوان که است
هر تقریبا چون برد کار به انتگرالده عنوان به را تصادفی فرآیندهای توان نمی وینر اتگرال در
اگر که حالی در نیست، کراندار تغییرات با متناهی زمانی بازه هیچ روی براونی حرکت مسیر
تصادفی دیفرانسیل معادله یک از جوابی صورت یه را نفوذ فرآیند یک مثال برای بخواهیم
از شود نمی که دانست می ایتو بود. نخواهد هایی انتگرالده چنین از گریزی دهیم نمایش
که بود این ایتو عالی های بصیرت از یکی گرفت. انتگرال پیوسته تصادفی فرآیندهای ی همه
واقع در کرد. محدود ناپذیر بینی پیش اصطلاح به فرآیندهای به را خود های انتگرالده فضای

کند: می بیان صورت این به را انگیزه این ایتو خود
فرآیندها گذر های احتمال مطالعه برای نیرومندی آنالیزی های روش به مقالات این «در
است کرده ارائه فلر که است آن از توسیعی و کلموگرف سهموی معادله منظورم کردم برخورد
فرآیندهای به لوی که کنم مطالعه طوری همان را مارکف فرآیندهای مسیرهای میخواهم اما
برگزیده معادلاتش آوردن دست به در کلموگرف که را شهودی دیدگاه نگریست. می دیفرانسیلی

1Mean reversion
2Kiosi Ito



١۵ ایتو حسابان
بسیار ای آینده ازای به لحظه هر در مارکفی ذره یک که شدم ومتوجه دادم قرار چشم پیش بود
معادله مفهوم به ترتیب این به و پیماید می را زمانی همگن دیفرانسیلی فرآیند یک کوچک
حسب بر را ان شد می که رسیدم مارکف فرآیند یک مسیرهای بر حاکم تصادفی دیفرانسیل

کرد.» بیان تنها دیفرانسیلی فرآیند یک های دیفرانسیل
ثابت و بیان او که چیزی و ایتو های تلاش حاصل شد. ١٩۴۴منتشر سال در ایتو مقاله اولین

[۶] پردازیم. می آن به ادامه در که میشناسیم ایتو فرمول نام با امروزه را کرد

ایتو انتگرال ٢. ٣. ١
نسبت ذره این حرکت مدل سازی رو پیش مساله می کند. حرکت آب سطح در ذره ای شود فرض
که ضرباتی دلیل به (T > ٠) و t ∈ [٠, T ] ،t لحظه در ذره مکان که آن جا از است. زمان به
به آن معادله است)، (تصادفی نیست مشخص می کند وارد آن به آب مولکول های و باد وزش

است. زیر صورت
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه) (٢. ٢)

Zt مانند تصادفی فرآیند نوفه و هستند (٠,∞)×Ω روی شده داده حقیقی توابع b و σ آن در که
می کند. صدق زیر شرط سه در که است

باشند. هم از مستقل Zt٢ و Zt١ ،t١ ̸= t٢ که t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای •
بستگی t به t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Ztn+t, . . . , Zt١+t تصادفی متغیرهای توام توزیع •

باشد. نداشته
.E(Zt) = ٠ ،t ∈ (٠, T ] هر برای •

رابطه گسسته سازی با است. [٠, T ] فاصله از افرازی ٠ = t٠ < t١ < · · · < tm = T کنید فرض
آمد خواهد دست به ٢. ٢

Xtk+١ −Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk)∆tkZk.

می توان لذا است. براونی فرآیند است پیوسته مسیرهای دارای که ویژگی ها این با فرآیندی تنها
نوشت

Xt = X٠ +
k−١∑
j=٠

b(tj , Xj)∆tj +

k−١∑
j=٠

σ(tj , Xj)∆Bj

می شود حاصل زیر رابطه ی باشد داشته وجود ∆t −→ ٠ وقتی بالا عبارت راست طرف حد اگر
Xt = X٠ +

∫ t

٠ b(s, w)ds+

∫ t

٠ σ(s, w)dBs



پیش نیازها ١۶
محاسبه زیر فرم به انتگرال هایی است لازم {Xt} فرآیند کردن پیدا برای روشنی به بنابراین

∫شوند T

s
f(t, w)dBt(w)

برای است. [٠,∞) × Ω روی حقیقی تابعی f و استاندارد بعدی یک براونی فرآیند Bt(w) که
شوند. طی زیر مرحله های است لازم هدف این به رسیدن

یعنی باشد ابتدایی١ تابعی ϕ : [٠,∞)× Ω −→ R شود فرض
ϕ(t, w) = X(w)I(a,b](t), a, b ∈ [٠,∞)

داریم را زیر رابطه صورت این ∫در t

a
ϕ(s, w)dBs =

∫ t

a
X(w)χ[a,b)dBs(w) = X(w)[Bb∧t(w)−Ba∧t(w)]

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R هر برای آن در که

یعنی باشد. [٠,∞)× Ω روی ساده٢ تابعی f اگر

f =
n∑

j=٠
ϕi,

می شود تعریف زیر رابطه صورت این در هستند. ابتدایی توابع ϕiها ∫که t

a
fdBs =

n∑
j=٠

∫ t

a
ϕidBs. (٢. ٣)

می شود. تعریف زیر صورت به را توابع از P٢ رده ی
با توابع از رده ای ،[٠,∞) × Ω مجموعه ی روی f(t, w) توابع از P٢ رده ی .٢. ٣. ١ تعریف

است زیر ویژگی های
است، B‐اندازه پذیر × F ،(t, w) −→ f(t, w) تابع •

باشد، Ft‐اندازه پذیر ،f(t, .) t،تابع هر ازای به •
.E [∫ T٠ f٢(s, w)ds

]
<∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آن گاه باشد، ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر ایتو) ایزومتری (لم .٢. ٣. ١ لم

E

[(∫ T

s
ϕ(t, w)dBt(w)

)٢]
= E

[∫ T

s
ϕ٢(t, w)dt

]
.

1Elemintary function
2Simple function



١٧ ایتو حسابان
کنید. رجوع [٢٩] به برهان.

به طوری که هستند موجود ساده توابع از {ϕn} دنباله ی آن گاه ،f ∈ P٢ اگر .٢. ٣. ٢ لم
E

[∫ T

٠ | ϕ(s)− fn(s) |٢ ds
]

n→∞−−−→ ٠.
کنید. رجوع [٢٩] به برهان.

به توجه با ،f ∈ P٢ برای زیرا کرد تعریف f ∈ P٢ هر برای را ∫ T
s f(t, w)dBt می توان حال

می توان پس می کند. میل f به که است موجود {ϕn} مانند ابتدایی توابع از دنباله ای قبل لم
کرد ∫تعریف T

٠ fdBt = lim
n→∞

∫ T

٠ ϕndBt.

نامند. ایتو١ انتگرال را اخیر انتگرال که

ایتو فرمول ٢. ٣. ٢
انتگرال یک باشد. (Ω,F , P ) روی استاندارد براونی حرکت یک {Bt}t≥٠ اگر .٢. ٣. ٢ تعریف

صورت به و است (Ω,F , P ) روی Xt تصادفی فرآیند یک بعدی، یک تصادفی
Xt(w) = X٠(w) +

∫ t

٠ u(s, w) ds+

∫ t

٠ v(s, w) dBs,

مشتق گیری با یا u, v : [٠,∞)× Ω −→ R آن در که
dXt = u dt+ v dBt.

می شود. بیان
اگر ایتو) ١‐بعدی (فرمول .٢. ٣. ١ قضیه

dXt = u dt+ v dBt, Yt = g(t,Xt)

آن گاه
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢g
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢,

.(dB)٢ = dt و dt.dt = dt.dBt = dBt.dt = ٠ این جا در که
لذا .g(t, x) = ١

٢x٢ صورت این در ،Yt = g(t, Bt) =
١
٢B٢

t شود فرض .٢. ٣. ١ مثال
∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂x
= x,

∂٢g
∂x٢ = ١,

آید می دست به زیر رابطه ایتو فرمول از استفاده با پس
dYt = BtdBt +

١
٢ t.

1Ito integral



پیش نیازها ١٨
g : [٠,∞) × و بعدی ‐n انتگرال یک dXt = u dt + v dBt اگر ایتو) کلی (فرم .٢. ٣. ٢ قضیه
و است تصادفی انتگرال یک Y (t, w) = g(t,Xt) آن گاه باشد. C٢ نگاشت یک R٢ −→ R٢

نوشت می توان

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
(t,Xt)dXi +

∑
i,j

١
٢

∂٢g
∂xi∂xj

(t,Xt)dXidXj ,

.dBidBj = δijdt و dt.dt = dt.dBi = dBi.dt = ٠ اینجا در که
لذا .g(t, x) = x٢١ + x٢٢ آن گاه ،Xt = B٢١ (t) +B٢٢(t) اگر .٢. ٣. ٢ مثال
∂g

∂t
= ٠ ∂g

∂xi
= ٢xi, ∂٢g

∂xi∂xj
= ٢δij ,

بنابراین

dXt =
٢∑

i=١
٢BidBi +

١
٢

٢∑
i,j

٢δijdBidBj = ٢(B١dB١ +B٢dB٢ + dt).

مربعی ریشه فرآیند ٢. ٣. ٣
می  ١ مربعی ریشه فرایند است، زیر صورت به آن حرکت که X(t) بعدی یک تصادفی فرایند به

گوییم
dX(t) = κ(θ −X(t))dt+ σ

√
X(t)dB(t) (۴ .٢)

σ٢X(t) فرایند این در شرطی واریانس مقدار هستند. ثابت مقادیر σ > ٠ و θ ، κ < ٠ آن در که
اگر داد نشان می توان همچنین می پذیرد. را نامنفی مقادیر فقط مربعی ریشه فرایند . است

[٣۴] است. تعریف خوش ۴ .٢ فرایند و بود خواهد مثبت X(t) ، x(٠) > ٠ و ٢κθ > σ٢

Y (t) = فرایند تعریف و f(x, t) = exp(κt)x تابع با ایتو لم از فرایند، این جواب یافتن برای
پس می شود. استفاده f(X(t), t) = exp(κt)X(t)

∂f

∂t
= κ exp(κt)x,

∂f

∂x
= exp(κt),

∂٢f
∂x٢ = ٠

دست به زیر رابطه ی σ(t) = σ
√
X(t) و µ(t) = κ(θ −X(t)) دادن قرار و ایتو لم از استفاده با

آید. می 
dY (t) = (κ exp(κt)X(t) + exp(κt)κ(θ −X(t)) + ٠)dt

+ σ exp(κt)
√
X(t)dB(t) = κθ exp(κt)dt+ σ exp(κt)

√
X(t)dB(t).

(۵ .٢)
1Square Root



١٩ ایتو حسابان
نوشت می توان پس

Y (t) = y(٠) +
∫ t

٠ κθ exp(κu)du+

∫ t

٠ σ exp(κu)
√
X(u)dB(u) (۶ .٢)

داریم Y (T ) تعریف کردن جایگزین و عادی انتگرال محاسبه ی با

X(t) = exp(−κt)x(٠) + θ(١ − exp(−κt)) +
∫ t

٠ σ exp(−κ(t− u))
√
X(u)dB(u) (٢. ٧)

θ = ٠٫٠٨ و κ = ٢ با مربعی ریشه فرایند شبیه سازی :٢. ٢ شکل

عنوان به است. χ٢ غیرمرکزی فرایند یک X(٠) = x(٠) فرض با X(t) که داد نشان می توان
محاسبه زیر صورت به X(t)را واریانس و شرطی میانگین می توان تصادفی فرآیند یک ویژگی های

کرد.

E[X(t)|X(٠) = x(٠)] = exp(−κt)x(٠) + θ(١ − exp(−κt))

Var[X(t)|X(٠) = x(٠)] =σ٢
κ
(exp(−κt)− exp(−٢κt)x(٠))

+
σ٢
٢κ(١ − exp(−٢κt))θ.



پیش نیازها ٢٠
هستند زیر صورت به واریانس و غیرشرطی میانگین t→ ∞ برای

E[X(t)] = ٠
Var[X(t)] =

σ٢θ
٢κ

هستند. شبیه سازی قابل زیر صورت به X(t) نمونه ی مسیرهای همچنین
X(ti) = X(ti−١) + κ(θ −X(ti−١))(ti − ti−١) + σ

√
X(ti−١)Z(ti)

√
(ti − ti−١)(ti − ti−١)

Z(ti) ∼ N(٠, ١) و هستند هم توزیع و مستقل Z(ti) که

گیرسانوف قضیه ۴ .٢
فضای روی {B(t)} ،٠ ≤ t ≤ T هر برای کنیم فرض اگر گیرسانوف١) (قضیه .١ .۴ .٢ قضیه
فرض همچنین باشد. براونی حرکت برای فیلتر یک {Ft} و براونی حرکت یک (Ω,F , P ) احتمال

می شود تعریف باشد. سازگار فرآیند یک θ(t) کنیم
Wt =

∫ t

٠ θ(u)du+B(t),

Z(t) = exp{−
∫ t

٠ θ(u)dB(u)− ١
٢
∫ t

٠ θ٢(u)du},

می شود تعریف زیر صورت به جدید احتمال اندازه یک و
Q(A) =

∫
A
Z(T )dP, ∀A ∈ F .

باشد. می براونی حرکت یک Q احتمال اندازه تحت Wt این صورت در
است برقرار زیر شرط با فوق قضیه .١ .۴ .٢ ملاحظه

E exp{ ١
٢
∫ T

٠ θ٢(u)du} <∞.

فوق قضیه در .٢ .۴ .٢ ملاحظه
است. مارتینگل Z(t) ‐

است. احتمال اندازه Q ‐
آن گاه باشد تصادفی متغیر یک X اگر ‐

EQ[X] = E[Z(T )X]

احتمال اندازه به نسبت ریاضی امید E و Q احتمال اندازه به نسبت ریاضی امید EQ آن در که
است. P

کنید. رجوع [٣١] به برهان.
1Girsanov theorem



٢١ مالی ریاضی مفاهیم

مالی ریاضی مفاهیم ۵ .٢
مالی ریاضیات است. مالی بازارهای با مرتبط و کاربردی ریاضیات از شاخه ای مالی ریاضیات
تجربی کاربردهای با را ریاضیات محض های شاخه و ها تکنیک چون است جذاب و شیرین
ریاضیات بردن بکار با دیگر عبارت به کند. می ترکیب دارد تاثیر مردم روزانه زندگی روی که
و پول جریان های برای و دهد می ترقی را مالی و اقتصاد بنیادی و اساسی های نظریه پیشرفته

می کند. مطالعه و طراحی ریاضی مدل های مالی، دربازار سرمایه
تسهیم ها، دارایی گذاری قیمت جمله از پذیرد می صورت بسیاری کارهای مالی بازارهای در
اختیارات قرضه، اوراق و بهادار اوراق عرضه گذاری، سرمایه واعتبارات، وام بیمه، ها، دارایی
عنوان تحت قراردادهایی پایه دارایی های فروش و خرید بر علاوه چنین هم غیره. و معامله

. می گیرند قرار توجه مورد نیز مالی مشتقات

سهام سبد ١ .۵ .٢
یک توسط که شود می گفته دارایی از مناسبی ترکیب به ١ پرتفوی یا سهام سبد .١ .۵ .٢ تعریف
کاهش به کلی طور به سهام سبد تشکیل شود. می تشکیل گذاری سرمایه برای گذار سرمایه
سرمایه در بخشی تنوع بنابراین کند می کمک شما گذاری سرمایه بازدهی وافزایش ریسک
را دیگر سهام ضرر تواند می سهم یک سود چون شود می محسوب ای هوشمندانه کار گذاری

کند. جبران

زیر صورت به را h پرتفوی ارزش شود. گرفته نظر در h = (x, y) پرتفوی اگر .٢ .۵ .٢ تعریف
کنیم. می  تعریف

V h
t = xBt + ySt, t = ٠, ١,

) قرضه ورق یک قیمت فرآیند Bt ،t زمان در تصادفی) فرآیند ) سهم هر قیمت فرآیند St که
است. t زمان در ( ٢ قطعی فرآیند

هر برای اگر می شود، گفته ٣ خودتأمین پرتفوی پرتفوی، یک به .٣ .۵ .٢ تعریف
باشیم داشته t = ٠, ١, . . . , T − ١

xt(١ +R) + ytSt = xt+١)١ +R) + yt+١St.

تشکیل t− ١ زمان در که (xt(١ + R) + ytSt) قدیم پرتفوی ارزش از استفاده با دیگر، بیان به
داد. تشکیل t لحظه در (xt+١)١ +R) + yt+١St) ارزش به جدید پرتفوی می توان است، شده
1Portfolio
2Determinestic
3Self financing



پیش نیازها ٢٢
شود نمی برداشت آن از پولی وهمچنین شود نمی تزریق پولی تامین خود پرتفوی به واقع در

است. پرتفوی ارزش در تغییر وتنها
گاه هر نامیم می T سررسید زمان با ١ مشروط ادعای یک را X تصادفی متغیر .۴ .۵ .٢ تعریف

می کند. دریافت را X تصادفی مقدار t = T در ادعا این دارنده . X ∈ FT

٢ ساده مشروط ادعای یک را X مشروط ادعای باشد، پایه دارایی قیمت فرآیند St کنید فرض
می شود. نامیده ٣ قرارداد تابع ϕ که باشد X = ϕ(ST ) صورت به گاه هر گویند

اختیارمعامله قراردادهای ٢ .۵ .٢
برای گذاری وسرمایه اقتصادی بازار فعالان که است مالیه در مشتقه ابزار یک معامله اختیار
آتی وضعیت از اطمینان عدم و بازارها بر حاکم شرایط از ناشی مختلف های ریسک پوشش

کنند. می استفاده راهکار این بازاراز
مبلغ ازای در خریدار یک به فروشنده یک توسط که است قانونی قرارداد یک معامله اختیار
دارایی یک که آورد می دست به را اختیار این آنگاه قرارداد این خریدار شود. می فروخته معینی
اختیار قراداد بفروشد. یا بخرد ای شده تعیین مبلغ به مشخصی مدت تا کالا)را یا سهام از (اعم

است. شده شناخته پیش ها قرن از معامله
اختیار حق زمان آن در باشد می باستان یونان در شده برده نام اپشن از تاریخ در که باری اولین
وفروش، خرید اختیار معاملات اولین گرفت. می قرار معامله مورد زیتون باغات از برداشت
١٩٧٣ سال در شیکاگو معامله اختیار بورس گرفت. صورت ١٨ قرن اوایل در وآمریکا اروپا در
و تجاری های فعالیت کرد می استفاده استاندارد فرم از که نظامی اندازی راه با و شد تاسیس

شد. شروع تاریخ این از موضوع این به آکادمیک مندی علاقه
راه فیلادلفیا سهام بورس و آمریکا بورس در ١٩٧۵ سال در سهام روی بر معامله اختار مبادله
نجومی رشد با معامله اختیار اوراق معاملات حجم ١٩٨٠ دهه اوایل در سرعت به و شد اندازی
در دهه این در گرفت. پیشی نیویورک سهام بورس در سهام خود روزانه معاملات حجم از
ایجاد آتی قراردادهای و سهام شاخص ارز، روی معامله اختیار مبادله برای بازارهایی آمریکا
ارز روی معامله اختیار مبادله که بود هایی بورس اولین از یکی فیلادلفیا سهام بورس شد.
فرم در مختلف های شاخص روی بسیاری های معامله اختیار از بسیاری امروزه کرد. آغاز را

شود. می انجام معامله یافته نظام اختیار های بورس در و است شده ایجاد استاندارد های

استاندارد اختیارمعامله
می دهد را اجبار نه و اختیار این آن خریدار به که است قراردادی استاندارد، معامله اختیار یک

بفروشد. یا بخرد شده توافق قیمت با آینده در مشخص زمان در را پایه دارایی یک تا
1Contingent claim
2Simple contingent claim
3Contract function



٢٣ مالی ریاضی مفاهیم
همراه به اختیار دارنده برای را ضرر بدون سود واقع در است. الزام بدون حق اختیارها اساس
پرداخت پیشاپیش را پول مقداری باید اختیار دارنده تعهد، بدون قراردادهای چنین در دارد.
نوع دو بر قرارداد نوع نظر از معامله اختیار اوراق می شود. گفته اختیار قیمت آن به که کند
نه (و حق اين واقع در خريد اختيار یک .٢ فروش اختيار و ١ خريد اختيار اند؛ شده تعریف کلی
مشخص تاريخ در و معين قيمت با را قرارداد موضوع دارایی كه می دهد، آن دارنده به را الزام)

بخرد. آن، از قبل یا
قرارداد موضوع دارایی كه می دهد، را حق این آن دارنده به فروش اختيار یک ترتیب، همين به
ذكر قرارداد در كه را قيمتی بفروشد. آن از قبل یا و مشخصی تاريخ در و معين قيمت با را
انقضا تاريخ اصطلاحاً را، قرارداد در شده ذكر تاريخ و ٣ اعمال قيمت يا توافقی قيمت می شود،
آمریکایی کلی نوع دو بر نیز اعمال نحوه نظر از اوراق این می گويند. ۴ معامله اختيار سررسيد يا
حالی در دارد. اجرا قابليت سررسيد تاريخ در فقط ۵ اروپايی معامله اختيار هستند؛ اروپایی و
قابل سررسيد تاريخ در يا سررسيد تاريخ از قبل زمانی هر در ،۶ آمريکایی معامله اختيار كه

اجرااست.
كننده، معامله طرف يک دارد. وجود معامله گر طرف دو معامله، اختیار قراردادهای در
او مقابل در است. خريده را معامله اختيار و دارد خريد موقعيت كه است سرمايه گذاری
است. فروخته را معامله اختيار يعنی است؛ كرده اتخاذ فروش موقعيت که سرمایه گذاری
تعهدی گونه هيچ معامله، اختيار دارنده يا خريدار برای اختیار این شد گفته که همانطور
همراه به تعهداتی فروشنده برای معامله اختيار فروش که حالی است در این ندارد، دنبال به
در كه می شود متعهد مقابل در و می كند دريافت را اختيار قيمت مبلغ فروشنده، یعنی دارد.
كننده صادر زيان يا سود كند. عمل قرارداد مفاد به خريدار، توسط معامله اختيار اعمال صورت

می باشد. خريدار عكس درست اختيار،

دارد: وجود معامله اختيار يک برای موقعيت چهار كلی طور به
خريد اختيار قرارداد در خريد موقعيت .١

فروش اختيار قرارداد در خريد موقعيت .٢
خريد اختيار قرارداد در فروش موقعيت .٣

فروش اختيار قرارداد در فروش موقعيت .۴
به توجه با اروپایی، معامله های اختيار در گذار سرمايه بازده یا نهايی ارزش دادن نشان برای
گذاری سرمايه اوليه هزينه كه است سررسيد،مشخص تاريخ در پايه دارایی قيمت بودن تصادفی
نظر در سررسيد زمان در پايه دارایی قيمت را ST و اعمال قيمت را K اگر نمی باشد. دخيل

1Call option
2Put option
3Strike price or Exercise price
4Expiration date or Exercise date
5European option
6American option



پیش نیازها ٢۴
: است زیر صورت به اروپایی خريد اختيار يک در خريد موقعيت از حاصل بازده بگیریم،

max{ST −K, ٠}.
و شود می اعمال معامله اختيار باشد، K < ST اگر كه است واقعيت نشانگراين بالا، رابطه
سرمايه گذاری شد. نخواهد اعمال معامله اختيار باشد، ST ≤ K اگر يعنی صورت اين غير در
زير صورت به  بازدهی است كرده انتخاب را اروپایی خريد اختيار قرارداد در فروش موقعيت كه

داشت: خواهد
−max{ST −K, ٠} = min{K − ST , ٠}.

زير صورت به اروپایی فروش اختيار قرارداد در خريد موقعيت از حاصل بازده ترتیب همين به و
است.

max{K − ST , ٠}.
داشت؛ زيرخواهد صورت به بازدهی اروپایی فروش اختيار فروش موقعيت دارنده نهایت در و

−max{K − ST , ٠} = min{ST −K, ٠}.
می دهند. نشان را حالات این ٢. ٣ شکل نمودارهای

اروپایی معامله اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهی :٢. ٣ شکل



٢۵ مالی ریاضی مفاهیم
(١ خرید اختیار و فروش اختیار برابری (رابطه .۵ .۵ .٢ تعریف

C +Ke−rT = P + S٠

می استاندارد معامله اختیار برای خرید” اختیار و فروش اختیار برابری ”رابطه را بالا رابطه
توافقی قيمت با اروپایی خريد اختيار يک قيمت می توان كه است آن بیانگر فوق رابطه گوییم.
سررسيد همان و توافقی قيمت همان با اروپایی فروش اختيار یک قيمت از را معين سررسيد و

برعكس. و آورد به دست

استاندارد غیر معامله اختیار
استفاده با شودكه می گفته اختياراتی به نامتعارف، یا استاندارد غیر معامله اختیار قراردادهای
معامله اختیار حق مثل بازده ها اين محاسبه كه دهند می نتیجه را بازده هایی قواعد، برخی از
و خريد اختيار از مجموعه ای معمول غير اختيارات بعضی نيست. آسان و ساده استاندارد
اختیارات جمله از هستند. پيچيده تر مقداری بقيه هستند، آمريکایی و اروپایی فروش اختيار

برد. نام ... و ٣ گذشته به متکی اختیار ،٢ آسیایی اختیار می توان استاندارد غیر

معامله گران انواع ٣ .۵ .٢
در آربيتراژگران و سفته بازان ريسک، پوشش دهندگان می توان را معامله گران عمده گروه سه
از استفاده با کوشند می که هستند کسانی ريسک پوشش دهندگان اول گروه گرفت. نظر
قیمت نامطلوب نوسانات از حاصل ریسک معاملات اختيار و آتی پيمان های آتی، قراردادهای

برسانند. حداقل به را بازار در
بیشتر سود حصول برای دار ریسک اقتصادی معاملات انجام با که سفته بازان دوم گروه
در و دارند سهام اصلی ارزش به کمتری توجه میکنند.آنها تلاش مدت میان یا کوتاه ازنوسانات
ریسک جذب بازها سفته کنند.نقش می تمرکز تکنیکی تحلیل یا قیمت تغییرات بر صرفا عوض
گروه که زمانی (در فروش یا خرید با بازار در نقدینگی خواهند)وایجاد نمی دیگران (که مازاد
موقعيت های اتخاذ با آربيتراژگران سوم گروه نهایت ودر نیستند)است دسترس در دیگر های
اين در . [٢١] هستند ريسک بدون سود كسب دنبال به مختلف، بازار چند يا دو در متناسب

شده است. بررسی را گروه ها اين از يک هر اقدامات و فعاليت ها قسمت
1 Put-Call parity
2Asain option
3Lookback option
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معاملات اختیار از استفاده با ریسک پوشش
پوشش که است این معامله اختیار اوراق مزیت ترین ومهم ریسک دهندگان پوشش اصلی هدف
نامطلوب تغییرات از ناشی (ناخواسته) ریسک آتی، قراردادهای به ورود با ریسک دهندگان
برای فوق قراردادهای از دیگر، بیان به و دهند پوشش را بازار در قیمت تغییرات و نوسانات

می كنند. استفاده ريسک اين حذف يا كاهش
٣٠٠ سهم هر فعلی قيمت دارد. اختيار در را شرکتی سهم هزار سرمايه گذاری، مثال عنوان به
اين باشد. داشته آینده ماه دو در شديدی افت سهام قیمت که می رود انتظار و است ریال
هر برای ريال ٢۵٠ توافقی قيمت با را دوماهه سررسيد با فروش اختيار می تواند، سرمايه گذار
كل هزينه صورت این در باشد. ريال ٢٠ فروش اختیار حق هر قیمت کنید فرض بخرد. سهم
اين انتخاب اين كه با بود. خواهد ريال ١٠٠٠ × ٢٠ = ٢٠٠٠٠ معادل استراتژی، اين انتخاب
فروش قيمت حداقل كه می كند، تضمين عوض در ولی بردارد، در هزينه ريال ٢٠٠٠٠ استراتژی
کاهش سهام بازار قيمت اگر باشد. ريال اختيار،٢۵٠ سررسيد زمان تا سهم هر برای سهام
دريافت سهام فروش بابت ريال و٢۵٠٠٠٠ كند اعمال را فروش اختيار می تواند شخص يابد،
٢٣٠٠٠٠ مبلغ وی، خالص درآمد معامله اختيار خريد برای ريال ٢٠٠٠٠ هزينه كسر با كه كند،
منقضی و نمی شود اعمال فروش اختيار شود، ريال ٢۵٠ از بیش بازار قيمت اگر می شود. ريال
گرفتن نظر در با (يا می شود ريال ٢۵٠٠٠٠ از بيش دارایی كل ارزش حالت، اين در اما می گردد.

می شود). ريال ٢٣٠٠٠٠ فروش اختيار اوراق هزينه

سفته بازان
خدمت یا کالا یک ارزش نوسانات از بردن سود منظور به پرریسک مالی تعاملات به شدن وارد
هستند. پیچیده و پذیر ریسک گذارانی سرمایه بازان سفته معمولا شود. می نامیده بازی سفته
مثلا دهند. می انجام را معامله اختیار و آتی قردادهای مانند اهرمی های گذاری سرمایه آنها
يافت. خواهد افزايش آینده ماه دو در شرکتی سهام ارزش كه می كند، پیش بینی سفته باز یک
قيمت با ماهه دو خريد اختيار یک و است ريال ١٠٠٠ حاضر، حال در نظر مورد سهام قيمت
سرمايه با سفته باز یک برای را راهکار دو می شود. فروخته ريال ١٠ قيمت به ريال، ٢٠٠ اعمال
اختيار خرید١٠٠٠ شامل دوم راه بخرد. سهم ١٠٠ كه اين اول راه دارد. وجود ريال ١٠٠٠٠٠

است. خريد
ريال ۵٠٠ به آینده ماه دو در موردنظر سهم قيمت و باشد درست سفته باز پيش بينی كنيد فرض

می كند: ايجاد را زير سود بود، سهام خريد كه اول گزينه برسد.
١٠٠ × (۵٠٠ − ١٠٠) = ۴٠٠٠٠

سهام كه می سازد، قادر را او خريد، اختيار ورقه كه چرا است. سودآورتر بسيار دوم گزينه اما
می شود، سفته باز نصيب دوم روش در كه سودی كل بخرد. ريال ٢٠٠ قيمت با را ريالی ۵٠٠٠



٢٧ مالی ریاضی مفاهیم
از: است عبارت

٣٠٠ × ١٠٠٠ = ٣٠٠٠٠٠
از: است عبارت خالص سود خرید، اختيار (قيمت) هزينه كردن كم با كه

٣٠٠٠٠٠ − ١٠٠٠٠ = ٢٩٠٠٠٠
انتخاب از حاصل سود برابر از٧ بيش خرید، اختيار استراتژی انتخاب از حاصل سود بنابراين
را بالقوه زيان ميزان خرید، اختيار اوراق كه كنيد توجه ضمن، در است. سهام خريد استراتژی

می دهد. افزايش نيز
اول روش صورت اين در يابد. كاهش ريال ٨٠٠ به آینده ماه دو در سهام قيمت كنيد فرض
ولی می كند. وارد سفته باز بر ريال، ١٠٠× (٨٠−١٠٠) = ٢٠٠٠ معادل زيانی سهام) خريد (يعنی
پرداخته خريد اختيار اوراق بابت ابتدا در كه ‐مبلغی ريال ١٠٠٠٠ معادل زيانی دوم روش در
نشده اعمال اختیار ،اوراق قیمت کاهش به باتوجه چون شود می  تحميل سفته باز بر می شود‐
زیان همان بود شده پرداخت اوراق این خرید بابت که مبلغی نتیجه ودر شوند می ومنقضی
ايجاد اهرم نوعی معامله، اختيار اوراق چگونه که شود می مشاهده بود.لذا خواهد باز سفته
عبارت به دهد؛ می  افزايش را گذاری سرمايه از حاصل مالی پيامدهای ميزان يعنی می كنند؛
بيشتری زيان های صورت، اين غير در و بيشتر سودهای باشند، درست پيش بينی ها اگر ديگر،

می كند. سرمايه گذار نصيب را

سهام) آربیتراژگران(سوداگران
ها قیمت تفاوت از سود کسب برای بازار چند یا دو در دارایی یک زمان هم وفروش خرید
در مشابه کالای یک که شود می ایجاد زمانی آربیتراژی سود عبارتی شود.به می گفته آربيتراژ
یکسانی های قیمت اما شود می عرضه متفاوت قالب دو در خاص مواردی در یا مختلف بازار دو

است. بازار بودن ناکارامد نتیجه آربیتراژ ندارد.وجود
می شود می عرضه مختلف های کشور بورس در سهامشان که المللی بین های کت شر
سهام بورس در هم زمان سهامی کنید فرض مثال عنوان باشند.به داشته آربیتراژی سود توانند
بورس در سهام اين قيمت که شرایط این با می شود معامله لندن سهام بورس در و نيويورک
١٫٧۵ برابر دلار، و پوند مبادله نرخ اگر است. پوند ١٠٠ لندن بورس در و دلار ١٧٢ نيويورک
و نيويورک بورس از سهام ١٠٠ مثلا́ خريد با می تواند آربيتراژگر آنگاه باشد، پوند هر برای دلار

كند: پيدا دست زير ريسک بدون سود به لندن بازار در سهام آن فروش
١٠٠ × [(١٫٧۵ × ١٠٠)− ١٧٢] = ٣٠٠

تضمين آربيتراژگر برای معاملات هزينه گرفتن نظر در بدون دلار ٣٠٠ معادل سودی يعنی
می شود.
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برای ارز، تبديلات بازار و سهام بازار در معاملات به هزينه های مربوط که داشت نظر در باید
به كه آربيتراژی فرصت های كه کرد توجه بايد همچنين و نيست چندانی رقم بزرگ معاملات
در سهام خريد با باشد. داشته استمرار طولانی مدت برای نمی تواند پرداختیم آن از نمونه يک
فروش همچنين و می شوند سهام قيمت افزايش باعث تقاضا و عرضه نيروهای نيويورک، بازار
مبادله نرخ با فوق قيمت دو زودی به و می آورد فراهم را قيمت كاهش زمينه لندن، بازار در آن

شد. خواهند يکسان بازار دو در فعلی
احتمال فضای با که بگیرید نظر در را بازاری قیمت گذاری) اول اساسی (قضیه .١ .۵ .٢ قضیه
تنها و اگر است آربیتراژ بدون بازار این باشد، شده تعریف {St}t≥٠ قیمت فرآیند و (Ω,F , P )

باشد. مارتینگل Q تحت S که باشد داشته وجود Q مارتینگلی اندازه اگر
کنید. رجوع [٣٣] به برهان.

(وجود ریاضی مفهوم یک و آربیتراژ) بدون بازار (وجود اقتصادی مساله یک بین بالا قضیه
می کند. ایجاد ارتباط مارتینگلی) اندازه

تنها و اگر شود می گفته کامل بازار،بازار به قیمت گذاری) دوم اساسی (قضیه .٢ .۵ .٢ قضیه
باشد. یکتا مارتینگلی اندازه اگر

کنید. رجوع [٣٣] به برهان.

قیمت گذاری اساسی قضیه از استفاده در قراردادی هر قیمت گذاری اهمیت قابل نکته واقع در
است. خنثی ریسک احتمال اندازه یک وجود یا آربیتراژ عدم اصل همان که است

شولز بلک مدل ۶ .٢
بزرگی انقلاب مرتون» «رابرت و شولز» «میرن بلک»، «فیشر آقایان ١٩٧٠ دهه ی اوایل در
تحت که بود مدلی آن ها تلاش نتیجه ی آوردند. بوجود معامله اختیار اوراق قیمت گذاری در
و قیمت گذاری نحوه در شگفتی تأثیر مدل این شد. معروف «١ شولز ‐ بلک «مدل عنوان
در مهم و اساسی نقش بلک‐شولز مدل است. داشته معامله اختیار ریسک یا خطر پوشش

است. داشته ١٩٩٠ و ١٩٨٠ دهه های در مالی مهندسی موفقیت
اقتصادهای در موضوعات مهم ترین از یکی معامله اختیار ارزش گذاری که نیست پوشیده کسی بر
سایر پایه و وزیربنا دارد زمینه این در سزایی به سهم شولز ‐ بلک مدل بی شک و است. مالی
مدل نخست بخش این در دلیل همین به باشد می ها معامله اختیار گذاری قیمت در ها مدل
پرداخته مدل این تحت اروپایی معامله اختیار ارزش گذاری به سپس و معرفی را شولز ‐ بلک

1Black - Sholes model



٢٩ شولز بلک مدل
است. شده

ریسکی دارایی ب‐ ریسک بدون دارایی الف‐ است دارایی دو شامل مدلی شولز بلک مدل
زیرهستند. دینامیک های دارای ترتیب به که

dBt = rBtdt, B(٠) = ١,
dSt = µStdt+ σStdWt,

دارایی انتظار مورد بازده نرخ و دارایی قیمت تلاطم بهره، نرخ ترتیب به µ و σ ،r آن در که
است. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی براونی فرآیند یک Wt و می باشند ثابت) (مقادیر

متفاوت مسیر چند با بلک‐شولز مدل شبیه سازی :۴ .٢ شکل

شولز بلک مدل تحت اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری ١ .۶ .٢
محاسبه تحلیلی طور به ها معامله ازاختیار بسیاری برای را قیمت تابع توان می مدل این در
بازار واقعیت های با زیادی همخوانی مدل این مالی بازارهای در شواهد طبق هرچند کرد.

است. نبوده موفق چندان عملا و ندارد
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می شود. مشخص اروپایی اختیار قیمت تابع ادامه در

C(t,K) = StN(g١(St, τ))−Ke−rτN(g٢(St, τ)), (٢. ٨)
و τ = T − t که

g١(x, τ) =
ln(x/K) + (r + σ٢

٢ )τ

σ
√
τ

,

g٢(x, τ) = g١(x, τ)− σ
√
τ .

تعریف زیر صورت به N(x) استاندارد نرمال تصادفی متغیر تجمعی توریع تابع .١ .۶ .٢ ملاحظه
می شود

N(x) =
٢√١π
∫ x

−∞
e−

١٢u٢
du, x ∈ R.

 

قیمت گذاری در فوریه تبدیل ٢. ٧
است انتگرالی تبدیل یک ٢ فوریه ژوزف فرانسوی ریاضیدان اسم به شده نامیده ١ فوریه تبدیل
تبدیل F (W ) به صصورت این در کند می منعکس F (W ) دیگر تابع یک به را f(t) تابع هر که
در پلاز گیل برگرداند. فوریه تبدیل معکوس از توان می را f اصلی گویند.تابع می f(t) فوریه
و کار بعد سال چند [١۶] کرد مطرح را ٣ فوریه تبدیل معکوس از دیگری حالتی ١٩۵١ سال
هستون مدل تخت اروپایی معاملات اختیار قیمت گذاری جدیدی روش با ١٩٩٩ سال در مادان
به فوریه تبدیل معکوس از استفاده با که نامیدند سریع فوریه تبدیل را روش دادند.این انجام را
که نگذشت چندی و داشت خوبی بسیار ودقت سرعت ومادان کار روش [١١] بود. آمده دست
از استفاده برای شد. تبدیل مشتقات قیمت گذاری برای کارامد و محبوب راهکارهای از یکی به
هستیم قیمت گذاری مدل های ۴ مشخصه تابع کردن مشخص نیازمند سریع فوریه تبدیل روش

می باشند. دسترس در مدل ها اکثر توابع که

فوریه تبدیل ٢. ٧. ١
تابع یک فوریه تبدیل باشد. (Ω, F, P ) احتمال فضای در تصادفی متغیر یک W کنیم فرض اگر

شد. خواهد تعریف زیر صورت به پیوسته
f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
eiωtf(t)dt <∞ (٢. ٩)

1Fourier Transformation
2joseph Fourier
3Fourier Transformation
4Characteristic function



٣١ قیمت گذاری در فوریه تبدیل
برگرداند. فوریه تبدیل معکوس از می توان را اصلی f .تابع ω ∈ R که

f(t) =
١

٢π
∫ ∞

−∞
eiωtf̂(t)dω <∞ (٢. ١٠)

f : R → R اگر که است این آن معکوس و فوریه تبدیل وجود برای لازم) نه کافی(ولی شرایط
آنگاه باشد L١ انتگرال پذیر فضای ∫در ∞

−∞
|f(t)| dt <∞

صورت به P(x) احتمال چگالی تابع فوریه ی تبدیل از استفاده با ω ∈ R با ϕ(ω) مشخصه تابع
می شود تعریف زیر

ϕ(ω) ≡ F [P(x)] ≡
∫ ∞

−∞
eiωxP(x)dx = E[eiωx]. (٢. ١١)

معامله اختیار برای سریع فوریه تبدیل ٢. ٧. ٢
می زیر صورت به قیمت گذاری تابع T سررسید و K توافقی قیمت با اروپایی خرید اختیار برای

باشد
c(t, ST ) = e−r(T−t)EQ[(ST −K)+|Ft], (٢. ١٢)
است. (ST −K)+ = max(ST −K, ٠) و ریسک بدون بهره نرخ r که

نوشت. می توان پس .t = ٠ و Xt = lnSt k = lnK کنیم فرض اگر حال
c(T, k) = e−rT

∫∞
k (eXT − ek)qT (XT )dXT , (٢. ١٣)

(١۴ .٢)
صورت به کردند اصلاح مادان و کار که تابعی است. XT تصادفی فرایند چگالی تابع qT (XT ) که

باشد می زیر
C(T, k) = eαkc(T, k), α > ٠. (١۵ .٢)

می شود تعریف زیر صورت به C(T, k) روی فوریه تبدیل
ψT (u) =

∫ +∞

−∞
eiukC(T, k)dk. (١۶ .٢)

دست به اروپایی اختیار برای زیر معادله ی (١۶ .٢) در (١۵ .٢) و (١۵ .٢) در (٢. ١٣) دادن قرار با
می آید

ψT (u) =
∫ +∞
−∞ eiukeαke−rT

∫ +∞
k ((eXT − ek)qT (XT )dXT )dk

=
∫ +∞
−∞ e−rT qT (XT )

∫ XT

−∞(eXT+αk − e(α+١)k)eiukdkdXT (٢. ١٧)
= e−rT f(u−(α)i)

(α+iu)(α+iu) .
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از استفاده با می باشد. خنثی ریسک اندازه تحت Xt مشخصه تابع f(u) فوق، معادله در

نوشت. می توان فوریه تبدیل معکوس
C(T, k) =

١
٢π
∫ +∞

−∞
e−iukψT (u)du. (٢. ١٨)

از استفاده با اروپایی خرید معامله اختیار نهایی و شده اصلاح قیمت گذاری تابع نهایت در
می باشد زیر صورت به سریع فوریه تبدیل

c(T, k) =
e−αkν

π

N∑
j=١

e−i ٢π
N

(j−١)(ν−١)eibujψT (uj)
∆

٣ (٣ + (−١)j − δj−١) (٢. ١٩)

و است وابسته N به ∆ پارامتر
کنید فرض همچنین . است ٢ توان از N

uj = ∆(j − ١), b = N∆

٢ , ν = ١,٢, . . . , N, δn =


١ n = ٠
٠ o.w.

شود. رجوع [١١] به بیشتر توضیحات برای



٣ فصل
تصادفی تلاطم مدل های

مقدمه ٣. ١
می مالی علوم در جسارتها ترین مهم از یکی تصادفی تلاطم های مدل در اختیار ارزش برآورد
بسیاری در اما است. گرفته انجام فراوانی های پژوهش آن پیرامون اخیر دهه جند در که باشد
در آن انجام نحوه به ای اشاره هیچ بدون یا و واسنجی بدون مدل پارامترهای ها پژوهش این از
نارسایی بررسی و معرفی ضمن فصل این در ما اند. رفته بکار ها معامله اختیار قیمت محاسبه
به وابسته مدلهای و مضاعف هستون مدلهای تکوین های چرایی کلاسیک هستون مدل های

. کنیم می بررسی و...را نوگل و میخایلوف زمان

موضوع پیشینه بر ومروری نظری مبانی ٣. ٢
سبدی تشکیل راهبرد از معمولا اروپایی معامله اختیار مانند مالی مشتقات گذاری قیمت برای
گذاری سرمایه آن در که است مالی سبد تامین خود سبد از منظور گیرند. می بهره تامین خود
نه عبارتی به باشد. می آن به مربوط مشتقه و پایه دارایی وفروش خرید به منحصر تنها ها
ندارد. پول برداشت و خارجی تزریق که است سبدی تامین خود سبد یک مانع و جامع چندان
استراتژی از گذاری قیمت فرمول آوردن بدست برای بلک‐شولز مانند عاملی تک های مدل در
آن جای به و فروشند می را U قیمت به اختیار واحد یک یعنی گیرند. می بهره پوشش دلتا

٣٣



تصادفی تلاطم مدل های ٣۴
سبدی ارزش دینامیک ایتو لم گیری بکار با سپس خرند می st آنی قیمت به سهام از واحد ∆

را ∆ پذیر نوسان های عامل حذف برای بعد گام در آورند می دست به اند داده تشکیل که را
و شود صفر برابر آن در dWt ضریب یا تصادفی جمله ضریب تا کنند می انتخاب ای گونه به
مشتقات با دیفرانسیل معادله یک به آربیتراژ بدون سبدی تشکیل بحث با راهبرد این انتها در

انجامد. می جزئی
اختیار گذاری قیمت فرمول آوردن دست به برای هستون مانند عاملی دو های مدل در
در تصادفی عامل دو وجود دلیل به که تفاوت این با گیرند می پیش را مشابه روندی اروپایی
T سررسید با اختیار یک تنها و سهام شامل سبدی تشکیل با ها مدل این پایه دارایی دینامیک
اروپایی اختیار دو و سهام شامل سبدی ابتدا در منظور همین به داد پوشش را سبد نمی توان
اختیار سبد پوشش راستای در سپس دهند می تشکیل را T٢ و T١ متفاوت سررسیدهای با
از واحد ∆٢ و سهام واحد ∆١ آن جای به و فروشند می را T١ وسررسید V ارزش با اروپایی
بسته نیمه فرم فرآیند مشخصه تابع کمک با انتها در و خرند می را T٢ سررسید با U اختیار

کنند. می استخراج شده ایجاد دیفرانسیل معادله روی از را اروپایی اختیار قیمت
نیست. اروپایی اختیار قیمت گذاری فرمول استخراج راه تنها دلتا پوشش استراتژی از استفاده
مدل حد و سرمایه ای، دارایی قیمت گذاری الگوی بازسازی شونده، سبد همچون راهبرد هایی از
در راهبردها این بکارگیری اما کرد. استفاده منظور این برای می توان نیز دوجمله ای درخت
. کند می محدود را آنها کاربرد که است همراه فراوانی پیچیدگی های با عاملی چند مدل های
تصادفی دیفرانسیل معادله فایمن‐کاک قضیه از استفاده با معمولا عاملی چند های مدل در
و کنند می تبدیل جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک به را ها مدل این پایه دارایی قیمت

آورند. می بدست را اروپایی اختیار قیمت بسته نیمه فرم فوریه تبدیل قضیه کمک با

قیمت فرمول استخراج از بعد گام ترین مهم عاملی چند یا عاملی تک های مدل تمامی در
کارایی باب در بحثی گونه هر پارامترها تخمین بدون است. مدل پارامترهای تخمین گذاری،
همچون های روش از توان می مالی های مدل پارامترهای تخمین برای . معناست بی مدل
تخمین روش زیان، تابع روش درستنمایی، حداکثر روش نلدر‐مید، سازی بهینه الگوریتم
درستنمایی حداکثر روش از پژوهش این در ما که کرد استفاده تفضیلی تکامل راهبرد و استوار

میکنیم. پارامترهااستفاده تخمین برای

بلک‐ مدل در پایه دارایی قیمت که کنیم می نشان خاطر ابتدا موضوع بیشتر تبیین برای
انتها در و آن ی مشخصه تابع و هستون مدل به سپس باشد. می زیر دینامیک دارای شولز

پردازیم. می مدل این های کاستی

ریسکی دارایی ب‐ ریسک بدون دارایی الف‐ است دارایی دو شامل مدلی شولز بلک مدل



٣۵ هستون مدل
زیرهستند. دینامیک های دارای ترتیب به که

dBt = rBtdt, B(٠) = ١,
dSt = µStdt+ σStdWt,

دارایی انتظار مورد بازده نرخ و دارایی قیمت تلاطم بهره، نرخ ترتیب به µ و σ ،r آن در که
است. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی براونی فرآیند یک Wt و می باشند ثابت) (مقادیر

در اوردولی وجود به معامله اختیار گذاری قیمت ی شیوه در انقلابی ‐شولز بلک مدل شک بی
مشاهده تلاطم الگوهای که است حالی در واین شده انگاشته ثابت تلاطم نرخ شولز بلک مدل
طرف از دارند تلاطم بودن تصادفی از گواه بازار در شده مبادله اختیار های قیمت در شده
پایه دارایی هاي آتی قیمت احتمال توزیع که است این بلک‐شولز مدل در اساسی فرض دیگر
توزیع با مقایسه در دارایی قیمت فرایند واقعی مالی بازارهاي در اما است. لگ نرمال (سهام)،

است. سنگین تري دˀم داراي نرمال، لگ 
آن از قبل تا که ‐شولز بلک مدل اقتصادی رکود و سهام بازارهای سقوط ١٩٧٨با اکتبر در
را خود کارایی آمد می شمار به سهام حرکت گذاری قیمت برای مدل کارآمدترین و بهترین
ترتیب، بدین گرفت. قرار استفاده مورد ها مدل سایر برای ای پایه عنوان به تنها و داد ازدست
معادله این در تغییرات وایجاد اصلاح به دست واقعی بازار با مدل شدن نزدیک برای زیادی افراد

. گرفت قرار توجه مورد بیشتر هستون مدل بین این در که زدند

در استفاده جهت آن مشخصه ی تابع و هستون تلادفی تلاطم مدل معرفی به ادامه در
پردازیم. می سریع، فوریه تبدیل

هستون مدل ٣. ٣
تجزیه تحلیل منظور به ١٩٩٣ سال در هستون که است تصادفی نوسان مدل نوع یک هستون مدل
موجود کاستی های برخی بر غلبه هستون اصلی هدف پرداخت. بدان ارزی اختیار قراردادهای
این دارای بلک‐شولز مدل مثال طور به بود. بلک‐شولز اختیار قیمت گذاری مشهور مدل در
واریانس و میانگین با نرمال توزیع یک صورت به سهام قیمت حرکت  که است قوی فرض پیش
شده اند. فرض ثابت نوسانات بلک‐شولز مدل در این، بر علاوه اند. شده توزیع مشخص،
تغییر تصادفی بطور نوسانات تا می دهد را اجازه این هستون مدل بلک‐شولز، مدل مقابل در
قابل گسترده تری شرایط برای بالقوه بطور هستون مدل تا می شود باعث موضوع این که کنند

. [٣٠] باشد استفاده

قرارداد قیمت فرمول های آوردن بدست امکان به می توان مدل این محبوبیت دلایل جمله از
کرد. اشاره ١٩٩٩ سال در فوریه تبدیل از استفاده با اروپایی اختیار قراردادهای برای اختیار



تصادفی تلاطم مدل های ٣۶
قراردادهای قیمت گذاری برای عملگر تقسیم روش های از ٢٠٠٧ و ٢٠٠۴ درسال همچنین
قراردادهای قیمت گذاری منظور به دیگر سوی از شد. استفاده هستون مدل در آمریکایی
برادی و کایا است. شده استفاده هستون مدل در کارلو مونت سازی شبیه روش های از اختیار
توزیع که است واقعیت این نشانگر که کردند طراحی را فرض پیش بدون شبیه سازی طرح یک
٢٠٠٩ سال در همکارانش و لرد اگرچه است. شده شناخته تصادفی، نوسانات فرایند (شرطی)
و ولکوپ پرداختند( ساده تر روشی ارائه به و دادند نشان را آنها روش بودن زمانبر مقاله ای طی
با مدل یک با که این توانایی مدل این که است ذکر شایان دیگر سوی از .(٢٠٠٩ نیوونهویس،
سال در نیز تصادفی بهره نرخ با هستون مدل یک لذا دارد. را شود ترکیب تصادفی بهره نرخ
نیز واریانس کاهش روش یک همچنین .(٢٠١١ است(گرزلک، شده واقع بررسی مورد ٢٠١١
. (٢٠١۴ اوسترلی، و (دینگک است شده ارائه ٢٠١۴ سال در آسیایی اختیار قراردادهای برای

مدل این هستون، مدل به دیگر تصادفی فرایند یک کردن اضافه با کریستفرسن ٢٠٠٩ سال در
مضاعف، هستون مدل عنوان تحت تصادفی نوسان فرایند دو با هستون مدل داد. بهبود را
در و دارد پرت قیمت هاي به نسبت بیشتري انعطاف استاندارد هستون مدل با مقایسه در
قیمتها جزئی نوسان به نسبت نیز و داده پوشش را آنها استاندارد هستون از بیشتر ٢۴٪ حدود
بازارهاي در پایه دارایی هاي قیمت وجود، این با می دهد. نشان خود از بیشتري حساسیت
و سیاسی اجتماعی، محیطی، گوناگون عوامل از ناشی ناگهانی تغییرات دستخوش اغلب مالی
تغییرات این پذیر، انعطاف هر چند قیمت گذاري ها، استاندارد روند که است دنیا روز اقتصادي
پرشی، تصادفی نوسان هاي مدل مشکل این رفع براي نمی دهد. پوشش را ناگهانی نوسانات و

است. شده پیشنهاد مالی عرصه محققان توسط
بعدي قدم و نیست مالی مهندسان و محققان روي پیش چالش تنها مالی، بازارهاي مدلسازي
زمان در ها دارایی قیمت بینی پیش و پیشنهادي مدلهاي حل براي مناسب و کارا روشی یافتن

.(١٣٩٣ صابر، و است(مهردوست آتی
هاي روش از یکی دارد. وجود گوناگونی روشهاي پایه هاي دارایی مالی مدل هاي حل براي
مادان و کار توسط ١٩٩٩ سال در که است سریع فوریه تبدیل از استفاده زمینه، این در مشهور

شد. معرفی
سریع فوریه تبدیل روش آن ها می شود. استفاده پایه دارایی فرایند مشخصه تابع از روش این در
سرعت دلیل به روش این بردند. کار به هستون مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاري براي را
روشی هستند، موجود همواره که پایه، دارایی قیمت فرایند مشخصه تابع از استفاده و بالا

(١٩٩٩ مادان، و است(کار معامله اختیار قیمت گذاري براي مناسب
فرآیند و براونی فرآیند های توسط شده تولید فیلتر Ftt احتمال، فضای (Ω, F, P ) کنید فرض
فرآیند هستون درمدل باشد. خنثی ریسک احتمال اندازه ی Q و ٠ ≤ t ≤ T زمان در پرش

می کند تبعیت زیر مدل از t لحظه ی در St پایه دارایی قیمت

dSt = µ(St)dt+
√
V(t)(St)dZt١ t ∈ [٠, T ], (٣. ١)



٣٧ هستون مدل
است. وینر فرآیند Zt١ آن در که

نوسان فرایند . می شود گرفته درنظر دیگر وینر فرآیند یک نیز نوسان برای هستون مدل در
است زیر شکل به

dVt = κ(θ − Vt)dt+ σ
√
V (t)dZt٢ t ∈ [٠, T ], (٣. ٢)

: که فرض این با
Zt١Zt٢ = ρdt,

همبستگی ضریب با براونی فرایند Zt٢ و Zt١ نوسان، فرایند Vt ، قیمت فرایند St آن در که
نوسان فرایند واریانس σ و میانگین به بازگشت سرعت κ مدت، بلند میانگین θ هستند. ρ

هستند.

مشخصه تابع ٣. ٣. ١
می شود تعریف زیر صورت به هستون مدل مشخصه ی تابع xT = lnST دادن قرار با

ϕj(φ;xt, vt) = E[ϕj(φ;xT , vT )|Ft]

= E[eiφ lnST |(xt,vt)]

= exp[Cj(τ, φ) +Dj(τ, φ)vt + iφxt]

آن در که
Cj = riφτ +

a

σ٢
[
(bj − ρσiφ+ dj)τ − ٢ ln

(١ − gje
djτ

١ − gj

)]
(٣. ٣)

Dj =
bj − ρσiφ+ dj

giσ٢
( ١ − e−djτ

١ − e−djτ/gi

)
(۴ .٣)

و
gj =

bj − ρσiφ+ dj
bj − ρσiφ− dj

dj =
√
(ρσiφ− bj)٢ − σ٢)٢ujiφ− φ٢) (۵ .٣)

uj =


١٢ , j = ١ ;اگر
− ١٢ , j = ٢ ;اگر

bj =


κ+ λ− ρσ, اگر j = ١;
κ+ λ, اگر j = ٢;

a = κθ.



تصادفی تلاطم مدل های ٣٨

هستون کوچک حقه ٣. ٣. ٢

می متفاوت مشخصه تابع دو دارای هستون مدل که کند ثابت توانست البرچر، ٢٠٠٧ سال
متفاوت تر کمی دوم حالت که درحالی است. مدل اصلی مشخصه تابع همان که اول تابع باشد.
دوم مشخصه تابع اما هستند هم ارز تابع دو این اینکه با داد نشان او همچنین بود. خواهد

.[٧] باشد. مناسب تر عددی انتگرال های برای تواند می و دارد بهتری رفتار

زیر صورت به را Dj می توان (۴ .٣) معادله در exp(−djτ) در Dj مخرج و صورت ضرب با
کرد بازنویسی

Dj =
bj − ρσiφ+ dj

giσ٢
( ١ − e−djτ

١ − e−djτ/gi

)
=
bj − ρσiφ− dj

σ٢
( ١ − e−djτ

١ − cjedjτ

)
(۶ .٣)

که

ci =
١
gi

=
bj − ρσiφ− dj
bj − ρσiφ+ dj

,

نوشت می توان (٣. ٣) معادله در Cj تابع برای همچنین

Cj = riφτ +
a

σ٢
[
(bj − ρσiφ− dj)τ − ٢ ln

(١ − cje
−djτ

١ − cj

)]
. (٣. ٧)

دیگری مشخصه ی تابع هستون، مشخصه ی تابع در جدید تابع دو این دادن قرار با سادگی به
تابع این حالت، دو بودن یکسان وجود با که داد نشان البرچر می شود. ایجاد مدل این برای

دارد. اجرا در کمتری عددی مشکلات جدید



٣٩ هستون مدل

هستون مدل مشخصه ی تابع دو خطای مقایسه :٣. ١ شکل

دلیل به نیز اما بود بلک‐شولز، مدل از پس مدل های مؤثرترین از هستون مدل اگرچه
اطلاعات رسیدن یا مالی بحران های قبیل از اتفاقاتی یعنی بازار در نادر اتفاقات نگرفتن نظر در
و انجام گسترده ای مطالعات پس آن از داشت. جدی بازنگری به نیاز بازار، به تأثیرگذار جدید
نزدیک تر بازار واقعی مدل به (١٩٩۶) بیتس مدل بین، آن از که شد ارائه دیگری زیاد مدل های
واقعی تر، مدل های آوردن به دست برای (١٩٩۶) بیتس می رسید. نظر به کارآمدتر آن تبع به و
پرش، اندازه ی توزیع برای (١٩٧۶) مرتون آن از پس کرد پیشنهاد را مدل به پرش کردن اضافه
شده توزیع نرمال صورت به پرش اندازه لگاریتم درآن پیشنهادکردکه را پرش‐انتشار فرآیند
باز ولی بود، نزدیک تر بازار واقعیت به قیمت ارزش¬گذاری برای مرتون مدل چند هر بود.
فرآیند (٢٠٠٢) کو مشکل این رفع برای نمی داد. نشان را بازدهی نرخ توزیع واقعیت تمام هم
تبعیت مضاعف نمایی توزیع از پرش اندازه ی آن در که کرد معرفی را دیگری پرش‐انتشار
دارد سنگین تری دم مضاعف نمایی توزیع زیرا نداشت. را مرتون روش مشکل دیگر که می کرد

می پذیرد. را بیشتری پرت داده های و





۴ فصل
زمان به وابسته مدل های

مقدار به فرمول یک زمانی تنها چراکه است، انگیز چالش هم هنوز هستون مدل از استفاده
زمان، به پارامترها کردن وابسته باشند. ای تکه ثابت یا ثابت پارامترها که است نزدیک واقعی
شدن سازگار و مدت کوتاه سررسیدهای در بازار ضمنی تلاطم مدلسازی راهبردهای از یکی
این می گویند.، زمان به وابسته مدل های مدل ها، اینگونه به که است، واقعی بازار با مدل
فراهم ضمنی های تلاطم برای بهتری برازش زمان به وابسته پارامترهای دارای مدل های
ضمنی های تلاطم برای مناسب برازش کردن فراهم به قادر گاهی هستون مدل کنند. می
مدل سازی غنی مسئله، این برای معمول حل راه یک باشد. نمی کوتاه سررسید با بازارهای
همان که است تر گرایانه واقع تلاطم فرآیند یک کردن مشخص طریق از اضافی پارامترهای با
وابسته پارامترها دهیم اجازه که است این دیگر روش باشد. می مضاعف” هستون ”مدل روش
بنهامو، ، ٢ الیس ، ١ نوگل و میخائیلوف سوی از که است روشی دوم روش این باشند. زمان به
را زمان به وابسته های مدل این فصل این در [٣٢] گردید. اتخاذ دیگران و ٣ میری و گوبت

کنیم. می ارائه

هستون مشخصه تابع عامل های تعمیم [١۵] الیس و [٢٨] نوگل و میخایلوف .٠. ١ .۴ ملاحظه
کرده اند عنوان زیر صورت به را

1Mikhailov and Nögel
2Elices
3Benhamou, Gobet and Miri

۴١



زمان به وابسته مدل های ۴٢

C̃j(ϕ, τ) = (r − q)iϕτ + a
σ٢
[
(bj − ρσiϕ+ dj)τ − ٢ ln

(١−g̃je
djτ

١−g̃j

)]
+ C٠

j (١ .۴)
D̃j(ϕ, τ) =

bj−ρσiϕ+dj
σ٢

(
١−edjτ

١−g̃je
djτ

)
, (٢ .۴)

نوگل و میخایلوف مدل ١ .۴
به و شده زمان به وابسته که است هستون مدل همان درواقع [٢٨] نوگل و میخایلوف مدل

هستند. زیر صورت
dSt = rStdt+

√
vtStdW١,t (٣ .۴)

dvt = κt(θt − vt)dt+ σt
√
vtdW٢,t (۴ .۴)

ریسک، بدون بهره نرخ r و هستند تلاطم فرایند vt و پایه دارایی قیمت تغییر فرایند St که
تلاطم فرایند واریانس σt > ٠ ، بلندمدت میانگین θt > ٠ ، میانگین به بازگشت سرعت κt > ٠
رابطه ی یعنی هستند، ρt همبستگی ضریب با براونی حرکت دو W٢,t و W١,t همچنین هستند.

است برقرار زیر
EP[dW١,tdW٢,t] = ρtdt

این به و باشند ای تکه ثابت دهد می اجازه هستون مدل در موجود پارامترهای به مدل این
کلی ریکاتی معادله از مدل این کند. می معرفی را هستون مدل در زمان به وابستگی ترتیب
می نشان D̃j(ϕ, τ١; Θ) و C̃j(ϕ, τ١; Θ) بوسیله را مشخصه تابع ضرایب ما کند. می استفاده
سررسید N کنید فرض کنیم. تاکید Θ = (κ, θ, σ, v٠, ρ) پارامترهای به آنها وابستگی بر تا دهیم
نموهای به را [٠, TN ] زمانی محور است. شده داده ما با ٠ < T١ < T٢ < · · · < TN < ∞

و k = ٢, . . . , N ازای به τk = Tk − Tk−١ جاییکه کنیم، می تقسیم τ١, τ٢, . . . , τN سررسید
گام نخستین در آید. بدست D̃j و C̃j برای ترتیب به عبارات که است این ایده است. τ١ = T١
ایستا اولیه شرایط از استفاده با τ١ سررسید اولین برای را C̃j(ϕ, τ١; Θ) و C̃j(ϕ, τ١; Θ) برآورد،
معمولی هستون مدل در که صورتی همان به (دقیقا آوریم می دست به D٠

j = ٠ و C٠
j = ٠

می برآورد را Θ و ساخته را هستون مدل اختیار های قیمت و مشخصه توابع سپس آمده).
Θ١ = (κ(١), θ(١), σ(١), v(١)٠ , ρ(١)) برآوردهای از مجموعه نخستین تولید موجب کار این کنیم.
ما زیرا شود می اصلاح برآورد بعدی، های گام در شود. می τ١ سررسید نخستین با متناظر
داخل در را Θ١ برآورد گام دومین در بنابراین کنیم. می استفاده کلی Dk

j ̸= ٠ و Ck
j ̸= ٠ از

شود. تولید D١
j و C١

j اولیه شرایط از مجموعه دومین تا کنید جایگزین D̃j و C̃j برای عبارات
قیمت و مشخصه توابع بسازید، τ٢ سررسید دومین برای را D̃j(ϕ, τ٢; Θ) و C̃j(ϕ, τ٢; Θ) سپس
تولید را Θ٢ = (κ(٢), θ(٢), σ(٢), v(٢)٠ , ρ(٢)) پارامتر تخمین و بسازید را هستون مدل اختیار های



۴٣ نوگل و میخایلوف مدل
روش این زیر، گامهای دهیم. می ادامه بازگشتی شیوه این به τN سررسید آخرین تا ما کنید.

کند. می خلاصه را بازگشتی

١ گام
دهید: شکل زیر صورت به را D̃j(ϕ, τ١; Θ) و C̃j(ϕ, τ١; Θ) تا کنید استفاده C٠

j = D٠
j = ٠ از

C̃j(ϕ, τ١; Θ) = (r − q)iϕτ١ +
a

σ٢
[
(bj − ρσiϕ+ dj)τ١ − ٢ ln

(١ − gje
djτ١

١ − gj

)]
D̃j(ϕ, τ١; Θ) =

bj − ρσiϕ+ dj

σ٢
( ١ − edjτ١

١ − gjedjτ١

)
τ١ زمان در (j = ١,٢) که fj مشخصه توابع شده اند. تعریف (۵ .٣) در gj و dj فوق، روابط در

می شوند محاسبه
fj(ϕ;x, v,Θ) = exp[C̃j(ϕ, τ١; Θ) + D̃j(ϕ, τ١; Θ)v٠ + iϕx]

را هستون اختیار های قیمت روز). قیمت همان یا نقد قیمت (لگاریتم x = lnS٠ فوق، رابطه در
Θ١ = (κ(١), θ(١), σ(١), v(١)٠ , ρ(١)) تا کنید استفاده هستون ضمنی های تلاطم یا آنها از و داده شکل
با نخست، گام در است). τ١ سررسید برای پارامتر برآوردهای مجموعه (که آورید بدست را

است. معمولی هستون مدل برای برآورد با مشابه دقیقا Θ برآورد ، τ١ سررسید از استفاده

k ≥ ٢ گام
D̃j و C̃j برای عبارات داخل در را قبلی گام Θ٢ = (κ(٢), θ(٢), σ(٢), v(٢)٠ , ρ(٢)) پارامتر برآوردهای
Dk−١

j = C̃j(ϕ, τk−١; Θk−١) ١−Ckو
j = C̃j(ϕ, τk−١; Θk−١) بعدی اولیه شرایط تا کنیم می جایگزین

Dk
j = C̃j(ϕ, τk; Θ) Ckو

j = C̃j(ϕ, τk; Θ) آید. دست به ١ .۴ و ٢ .۴ معادلات از استفاده با ترتیب به
بسازید: ١ .۴ و ٢ .۴ معادلات از استفاده با مجددا τk سررسید برای را

C̃j(ϕ, τk; Θ) = (r − q)iϕτk +
a

σ٢
[
(bj − ρσiϕ+ dj)τk − ٢ ln

(١ − g̃je
djτk

١ − g̃j

)]
+ Ck−١

j

(۵ .۴)
D̃j(ϕ, τk; Θ) =

bj − ρσiϕ+ dj

σ٢
( ١ − edjτ١

١ − g̃jedjτk

)
, (۶ .۴)

که
gj =

bj − ρσiφ+ dj −Dk−١
j σ٢

bj − ρσiφ− dj −Dk−١
j σ٢ , (٧ .۴)

مشخصه تابع از استفاده با
fj(ϕ;x, v,Θ) = exp[C̃j(ϕ, τk; Θ) + D̃j(ϕ, τk; Θ)v٠ + iϕx]

بدست را τk سررسید با هستون های قیمت دهید، شکل P٢ و P١ احتمالات برای را انتگراند ،
بیاورید. بدست را Θk = (κ(k), θ(k), σ(k), v

(k)٠ , ρ(k)) پارامتر برآوردهای و آورید



زمان به وابسته مدل های ۴۴

نهایی گام
آنها از که داریم را ΘN = (κ(N), θ(N), σ(N), v

(N)٠ , ρ(N)) پارامتر برآوردهای τN نهایی زمان در
کنیم: می استفاده زیر مشخصه تابع تشکیل برای

fj(ϕ;x, v,ΘN ) = exp[C̃j(ϕ, τN ; ΘN ) + D̃j(ϕ, τN ; ΘN )v
(N)٠ + iϕx], (٨ .۴)

قیمت و کنیم می استفاده P٢ و P١ احتمالات برای انتگراند تشکیل برای مشخصه تابع این از ما
k ≥ ٢ گام در برآورد که باشید داشته توجه آوریم. می دست به را τN سررسید با هستون های
Θk−١ قبلی تکرار به مربوط پارامترهای مجموعه است. Θ فعلی پارامتر مجموعه برای تنها
شرایط بنابراین گیرد. می قرار استفاده مورد Dk−١

j و Ck−١
j اولیه شرایط در و است ثابت ،)

توابع اولیه، شرایط هرچند که داشت توجه باید البته ندارند. Θ برآورد بر مستقیمی تاثیر اولیه
اهداف برای هستند. ϕ گیری انتگرال متغیر توابع آنها اما نیستند Θ فعلی پارامتر مجموعه
که باشید داشته توجه گرفت. نظر در ثابت مقادیری توان نمی را اولیه شرایط ، گیری انتگرال
در C̃j(ϕ, τk; Θ) سویی از . دارد بستگی ٧ .۴ معادله در Dk−١

j به ۶ .۴ معادله در D̃j(ϕ, τk; Θ)

دارد. بستگی Ck−١
j همچنین و Dk−١

j به نیز ۶ .۴ معادله

الیس مدل ٢ .۴
مشخصه تابع در بازگشتی محاسبه یک از نوگل و میخائیلوف و الیس زمان به وابسته مدل دو هر
مدل در البته کنند. می استفاده شده، ارائه لرد و کاهل و افشانی پژوهش در که متغیره دو
مشخصه تابع ، که بیاورید یاد به شود. می داده نشان بیشتری وضوح با محاسبه ،این الیس

:[٣٢] است زیر صورت به (xT , vT ) برای متغیره دو

f(ϕ١, ϕ٢, τ, x١, v١) = E[exp(iϕ١xT , iϕ٢vT )|F١]
= exp(C(τ, ϕ١, ϕ٢) + iϕ١xt +D(τ, ϕ١, ϕ٢)vt), (٩ .۴)

٠ < T١ < سررسید N کنید فرض قبل مثل است. سررسید برای زمان τ = Tt فوق، معادله در
τ١, τ٢, . . . , τN سررسید نموهای به [٠, TN ] زمان محور و شده داده ما به T٢ < · · · < TN < ∞

و vk ، xk حال .τ١ = T١ و k = ٢, . . . , N ازای به τk = TkTk−١ جاییکه شود، می تقسیم
و لرد شود. می ارزیابی Tk در هریک اما دهند، نمایش را Ft و vt ،xt تا کنید تعریف را Fk

، TN١ در اطلاعات مجموعه در سازی آماده طریق از را تکراری انتظارات قانون (٢٠١٠) کاهل



۴۵ الیس مدل
آید: دست به زیر صورت به xN برای مشخصه تابع تا کردند اعمال

E[exp(iϕ١xN )] = E[E[exp(iϕ١xN )|FN−١]]
= E[f(ϕ١, ٠, τN , xN−١, vN−١)]
= E[exp(C(τN , ϕ١, ٠) + iϕ١xN−١ +D(τN , ϕ١, ٠)vN−١)]
= exp(C(τN , ϕ١, ٠))E[exp(iϕ١xN−١ + i[−iD(τN , ϕ١, ٠)]vN−١)]
= exp(C(τN , ϕ١, ٠))E[exp(iϕ١xN−١ + iϕN−١٢ vN−١)],

ϕN−١٢ = −iD(τN , ϕ١, ٠) فوق معادله در
ترفندی نوشت شکل این به توان می را متغیره دو ویژگی با دوم آرگومان اینکه تشخیص
در مجددا را تکراری انتظارات قانون اکنون سازد. می ممکن را بازگشتی محاسبه که است
دهید. انجام FN−٢ در را سازی آماده بار این و ببرید کار به ١٠ .۴ در آخر معادله جمله آخرین

آید می دست به زیر رابطه

E[exp(iϕ١xN )] = exp(C(τN , ϕ١, ٠)E[E[exp(iϕ١xN−١ + iϕN−١٢ vN−١)|FN−٢]])
= exp(C(τN , ϕ١, ٠))E[f(ϕ١, ϕN−١٢ , τN−١, xN−٢, vN−٢)]
= exp(C(τN , ϕ١, ٠) + C(τN−١, ϕ١, ϕN−١٢ ))

×E[exp(iϕ١xN−٢ +D(τN−١, ϕ١, ϕN−١٢ )vN−٢)]
= exp(C(τN , ϕ١, ٠) + C(τN−١, ϕ١, ϕN−١٢ ))E[exp(iϕ١xN−٢ + iϕN−٢٢ vN−٢)]

ϕN−٢٢ = −iD(τN−١, ϕ١, ϕN−١٢ ) فوق معادله در
تابع توان می ترفند، و تکراری انتظارات قانون تکراری اعمال طریق از شیوه این به ادامه با

نوشت: زیر صورت به را xN = xTN
برای مشخصه

f(ϕ١, x٠, v٠) = E[exp(iϕ١xN )], (١٠ .۴)
exp

N−١∑
k=٠

C(τNk
, ϕ١, ϕN−k٢ )

 exp(iϕ١x٠ +D(τ١, ϕ١, ϕ٠٢)v٠)

١٠ .۴ معادله در f(ϕ, x٠, v٠) از ما ϕN٢ = ٠ و ϕN−k٢ = −iD(τN−k, ϕ١, ϕN−k+١٢ ) فوق معادله در
باید مشخصه تابع نخستین برای اما کنیم، می استفاده مشخصه تابع دومین برای مستقیما
را پارامتر این و کند می برآورد سررسید نخستین در را v٠ ، الیس بریم. می بهره (فرمول) از
ثابت دیگر، پارامترهای بماند. باقی ثابت باقیمانده، سررسیدهای کل در تا سازد می محدود
در شده برآورد پارامتر مجموعه دهند. می تغییر سررسیدها در را خود مقدار و بوده تکه ای
نخستین از الیس مدل دهید. نشان Θk = (κ(k), θ(k), σ(k), ρ(k)) بوسیله را (Tk١, Tk) زمانی نمو

شود. می سازی پیاده زیر گامهای از استفاده با سررسید آخرین تا سررسید



زمان به وابسته مدل های ۴۶

١ گام
دارد: بستگی Θ١ پارامتر مجموعه به ،که بسازید سررسید نخستین در را مشخصه تابع

exp(C(τ١, ϕ١, ٠; Θ١))× exp(iϕ١x٠ +D(τN , ϕ١, ٠; Θ١)v٠)

یا بازار های قیمت از استفاده با زیان تابع سازی حداقل طریق از را Θ١ و v٠ پارامتر برآوردهای
آورید. دست به سررسید، نخستین در ضمنی های تلاطم

٢ گام
دارد: بستگی Θ٢ و Θ١ پارامتر های مجموعه به که بسازید، سررسید دومین در را مشخصه تابع

exp(C(τ٢, ϕ١, ٠; Θ٢) + C(τ١, ϕ١, ϕ١٢; Θ١))× exp(iϕ١x٠ +D(τ١, ϕ١, ϕ١٢; Θ١)v٠)

Θ٢ پارامتر برآوردهای . ϕ٠٢ = −iD(τ١, ϕ١, ϕ١٢; Θ١) و ϕ١٢ = −iD(τ٢, ϕ١, ٠; Θ٢) فوق، فرمول در
سررسید، دومین در های تلاطم یا ها قیمت از استفاده با زیان تابع کردن حداقل طریق از را

دارید). نگه ثابت را v٠ و Θ١ ) آورید دست به

k گام
دارد: بستگی Θ١,Θ٢, . . . ,Θk پارامتر مجموعه به که بسازید، k سررسید در را مشخصه تابع ‐

exp(C(τk, ϕ١, ٠; Θk) + C(τk−١, ϕ١, ϕk−١٢ ; Θk−١) + · · ·+ C(τ١, ϕ١, ϕ١٢; Θ١))
× exp(iϕ١x٠ +D(τ١, ϕ١, ϕ٠٢; Θ١)v٠)

که
ϕk٢ = ٠
ϕ١٢ = −iD(τk, ϕ١, ϕk٢; Θk)

...
ϕ١٢ = −iD(τ٢, ϕ١, ϕ٢٢; Θ٢)
ϕ٠٢ = −iD(τ١, ϕ١, ϕ١٢; Θ١)

امین k در ها تلاطم یا ها قیمت از استفاده با زیان تابع سازی حداقل طریق از را Θk برآوردهای
دارید). نگه ثابت را v٠ و Θ١,Θ٢, . . . ,Θk−١) آورید دست به سررسید،

بر تا ایم نوشته اینجا در را سررسید آخرین در ١٠ .۴ معادله ی مشخصه تابع نهایی، گام در
کنیم تاکید Θ١,Θ٢, . . . ,ΘN پارامتر های مجموعه به اش وابستگی

f(ϕ١, x٠, v٠) = exp

N−١∑
k=٠

C(τNk
, ϕ١, ϕN−k٢ ; ΘN−k)

 , (١١ .۴)
× exp(iϕ١x٠ +D(τ١, ϕ١, ϕ٠٢; Θ١)v٠)



۴٧ بنهامو‐گوبت‐میری مدل

بنهامو‐گوبت‐میری مدل ٣ .۴
برای البته شود. می بر زمان ای فزاینده صورت به فرمول ارزیابی که اینجاست مشکل اما
شبیه باید معمولا و مدارد وجود تحلیلی فرمول نوع هیچ زمان به وابسته کلی پارامترهای

کرد. اجرا را کارلو مونت سازیهای
کار به لوئیس توسط آنچه با مشابه واریانس” ”بسط تلاطم یک از میری و گوبت بنهامو،
بسیار تنها نه که آورند دست به اروپایی فروش قیمت برای عبارتی تا کردند استفاده شد گرفته
پارامتر دو باشند. تکه ای ثابت تا بدهد ρ و σ ، θ پارامترهای به را امکان این بلکه است سریع
که دهید، نشان Xt = ln(Se(r−q)τ ) با را سلف قیمت هستند. مفروض ثابت κ و v٠ باقیمانده
وابسته هستون مدل برای متغیره دو فرایند ایتو، لم اعمال با است. سررسید تا زمان τ = Tt

بود: خواهد زیر صورت به همکاران و بنهامو زمان به

dXt =
vt٢ dt+

√
vtdW١,t

dvt = κ(θt − vt)dt+ σt
√
vtdW٢,t, (١٢ .۴)

EQ[dW١,t, dW٢,t] = ρtdt

ملیاوین تغییرات حساب و مدل از آشفته نسخه یک از استفاده با آنها است. اولیه واریانس v٠ که
فروش قیمت حاصلجمع عنوان به را هستون مدل در فروش قیمت توان می که دادند نشان
، شولز بلک‐ فروش قیمت مشتقات شامل اصلاحی های جمله از ای مجموعه و شولز بلک‐
توان می را شولز بلک‐ ثفروش قیمت سهام، سود بازده و بهره ثابت نرخ فرض با نمود. بیان

نمود: بیان x = lnS روز) (قیمت نقد قیمت لگاریتم و y = σ٢τ کل واریانس برحسب
PBS(x, y) = Ke−rτΦ(f(x, y))− Se−qτΦ(g(x, y)), (١٣ .۴)

فوق معادله در
f(x, y) =

١
√
y
[−x+ lnK − (r − q)T ] +

√
y

٢ ,

g(x, y) =
١
√
y
[−x+ lnK − (r − q)T ]−

√
y

٢ ,

به همکاران و بنهامو مدل در فروش قیمت g = f − √
y و f = g +

√
y که داشت توجه باید

شود: می ظاهر زیر صورت

e−rτEQ[(K − erτ+XT )+] = PBS(x, ŵT ) + a١,T
∂٢PBS

∂x∂y
(x, ŵT ) + a٢,T

∂٣PBS

∂x٢∂y (x, ŵT )

+b٠,T ∂
٢PBS

∂y٢ (x, ŵT ) + b٣,T
∂۴PBS

∂x٢∂y٢ (x, ŵT ), (١۴ .۴)



زمان به وابسته مدل های ۴٨
فوق معادله در

ŵT =

∫ T

٠ v٠,tdt, (١۵ .۴)
و

v٠,t = e−κt

(
v٠ +

∫ t

٠ θsκe
κsds

)
, (١۶ .۴)

همکاران و بنهامو توسط شده تعریف انتگرالی عملگرهای از استفاده با ١۴ .۴ معادله در ضرایب
شوند: می تعریف زیر صورت به ضرایب این آیند. می دست به (٢٠١٠)

a١,T =

∫ T

٠ eκtρtσtv٠,t
(∫ T

t
e−κudu

)
dt, (١٧ .۴)

a٢,T =

∫ T

٠ eκtρtσtv٠,t
(∫ T

t
ρsσs

(∫ T

s
e−κudu

)
ds

)
dt, (١٨ .۴)

b٠,T =

∫ T

٠ e٢κtσ٢
t v٠,t

(∫ T

t
e−κs

(∫ T

s
e−κudu

)
ds

)
dt, (١٩ .۴)

b٢,T =
a٢١,T٢ (٢٠ .۴)

فرض ثابت κ باشند؛ داشته تفاوت مجازند ρ و σ ، θ پارامترهای تنها که باشید داشته توجه
است. نادیده وضعیت متغیر یک v٠ و شود می

ثابت پارامتر های ٣. ١ .۴
به پارامترها این کردن جابجا ρt = ρ و σt = σ ، θt = θ آنگاه شوند، فرض ثابت پارامترها اگر
زیر عبارات تولید موجب ١٩ .۴ تا ١٧ .۴ معادلات در ها انتگرال ارزیابی و ها انتگرال از بیرون

است آمده (٢٠١٠) همکاران و بنهامو ۴ .٢ گزاره در که شود می
a١,T =

ρσe−κt

κ٢ [v٠(−κT + eκT − ١) + θ(κT + eκT (κT − ٢) + ٢)], (٢١ .۴)
a٢,T =

ρ٢σ٢e−κt

٢κ٣ [v٠(−κT (κT + ٢) + ٢eκT − ٢) + θ(٢eκT (κT − ٣) + κT (κT + ۴)) + ۶],
b٠,T =

σ٢e−٢κt
۴κ٣ [v٠(−۴eκTκT + ٢e٢κT − ٢) + θ(۴eκT (κT + ١) + e٢κT (٢κT − ۵)) + ١],

b٢,T =
a٢١,T٢

داشت: خواهیم ثابت، پارامترهای تحت که باشید داشته توجه
v٠,t = θ + (v٠ − θ)e−κt, ŵT = (v٠ − θ)

(١ − e−κT

κ

)
+ θT, (٢٢ .۴)

منظور به کند. می پیدا تقلیل شدیم، مواجه آن با ٢ فصل در که فرمی به ŴT که طوری به
ضرایب فصل، این پایان در شده ارائه شولز بلک‐ مشتقات از استفاده با فروش، قیمت حصول



۴٩ بنهامو‐گوبت‐میری مدل
طریق از خرید قیمت کنید. جایگزین (۴٩. ٨) معادله در را (۵۵ .٩) معادله از آمده بدست
بسط اند، کرده ذکر همکارانش و بنهامو چنانکه آید. می دست به خرید فروش‐ اختیار برابری
(٢٠٠٠) لوئیس واریانس بسط تلاطم با ثابت پارامترهای تحت (۴٩. ٨) معادله در فروش قیمت
a١,T = σJ١(v, T ), a٢,T = شود تایید که است این کار ترین راست سر الواقع فی است. یکسان ،

شود. تولید یکسان فروش های قیمت شود تایید اینکه و b٠,T = σ٢J٣(v, T ) و σ٢J۴(v, T )

تکه ای ثابت پارامترهای ٣. ٢ .۴
همکاران و بنهامو باشد. داشته وجود ٠ < T١ < T٢ < · · · < TN < ∞ سررسید N کنید فرض
ترتیب به [Ti, Ti+١] بازه در ρ و σ ، θ اما هستند، ثابت [٠, TN ] در v٠ و κ که کنند می فرض
در گیری انتگرال دامنه تفکیک با آنها هستند. ρi+١ و σi+١ ، θi+١ ای تکه ثابت مقادیر دارای
b٠,Ti+١ و a٢,Ti+١ ، a١,Ti+١ قیمت ضرایب برای را بازگشتی عبارات ،(۵٩. ٣) تا (۵٩. ١) معادلات
،(٢٠١٠) همکاران و بنها ۵ .٢ گزاره اثبات و (۵٩. ١) معادله به توجه با بنابراین کنند. می فراهم

داریم: a١,Ti+١ برای

a١,Ti+١ =
∫ Ti+١

٠ eκtρtσtv٠,t(
∫ Ti+١

t
e−κudu)dt

=

∫ Ti

٠ eκtρtσtv٠,t(
∫ Ti+١

t
e−κudu)dt+

∫ Ti+١

Ti

eκtρtσtv٠,t(
∫ Ti+١

t
e−κudu)dt, (٢٣ .۴)

داخلی انتگرال (t, Ti+١) دامنه شکستن با توان می را ٢٣ .۴ معادله دوم خط در نخست جمله
: نمود تفکیک بخش دو به (Ti, Ti+١) و (t, Ti) به

∫ Ti

٠ eκtρtσtv٠,t(
∫ Ti+١

t
e−κudu)dt+

∫ Ti

٠ eκtρtσtv٠,t(
∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dt (٢۴ .۴)

به را a١,Ti+١ توانیم می که دارد آن بر دلالت این است. a١,Ti
،(۵٩. ٨) معادله در نخست جمله

بنویسیم: زیر رابطه صورت

a١,Ti+١ = a١,Ti
+

∫ Ti

٠ eκtρtσtv٠,t(
∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dt

+

∫ Ti+١

Ti

eκtρtσtv٠,t(
∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dt, (٢۵ .۴)
(٢۶ .۴)

در انتگرال ضروریست لذا هستند ای تکه ثابت ،(Ti, Ti+١) های بازه در پارامترها آنجاییکه از
به ٢۵ .۴ معادله بنابراین شود. شکسته (Ti, Ti+١) های دامنه در هایی انتگرال به (٠, Ti) دامنه



زمان به وابسته مدل های ۵٠
شود: می زیر صورت

a١,Ti+١ = a١,Ti
+ ρ١σ١

∫ T١

٠ eκtv٠,t(
∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dt

+ρ٢σ٢
∫ T٢

T١
eκtv٠,t(

∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dt+ . . . (٢٧ .۴)
+ρiσi

∫ Ti

Ti−١
eκtv٠,t(

∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dt

+ρi+١σi+١
∫ Ti+١

Ti

eκtv٠,t(
∫ Ti+١

t
e−κudu)dt, (٢٨ .۴)

نوشت: زیر صورت به را آن توان می که

a١,Ti+١ = a١,Ti
+

i∑
j=١

ρjσj

∫ Tj

Tj−١
eκtv٠,t(

∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dt

+ρi+١σi+١
∫ Ti+١

Ti

eκtv٠,t(
∫ Ti+١

t
e−κudu)dt, (٢٩ .۴)

معادله از آید. می بدست مشابهی طریق به دیگر بازگشتی ضرایب .T٠ = ٠ فوق، معادله در
داریم: ١٨ .۴

a٢,Ti+١ = a٢,Ti
+

∫ Ti

٠
∫ Ti

t

∫ Ti+١

Ti

+

∫ Ti

٠
∫ Ti+١

Ti

∫ Ti+١

s
+

∫ Ti+١

Ti

∫ Ti+١

t

∫ Ti+١

s

= a٢,Ti
+

i∑
j=١

(ρjσj)
٢
∫ Tj

Tj−١
eκtv٠,t

∫ Ti

t
(

∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dsdt, (٣٠ .۴)

+
i∑

j=١
(ρjσj)

٢
∫ Tj

Tj−١
eκtv٠,t

∫ Ti+١

Ti

(

∫ Ti+١

s
e−κudu)dsdt

+(ρi+١σi+١)٢
∫ Ti+١

Ti

eκtv٠,t
∫ Ti+١

t
(

∫ Ti+١

s
e−κudu)dt

معادلات از شود. ساده معادله تا شوند می حذف انتگراندها ،(۶٩. ٢) معادله نخست خط در
داریم: (۵۴ .٩) و (۵٩. ٣)

b٠,Ti+١ = b٠,Ti +

∫ Ti

٠
∫ Ti

t

∫ Ti+١

Ti

+

∫ Ti

٠
∫ Ti+١

Ti

∫ Ti+١

s
+

∫ Ti+١

Ti

∫ Ti+١

t

∫ Ti+١

s

= b٠,Ti +

i∑
j=١

σ٢
j

∫ Tj

Tj−١
e٢κtv٠,t

∫ Ti

t
e−κs(

∫ Ti+١

Ti

e−κudu)dsdt

+
i∑

j=١
σ٢
j

∫ Tj

Tj−١
e٢κtv٠,t

∫ Ti+١

Ti

e−κs(

∫ Ti+١

s
e−κudu)dsdt (٣١ .۴)

+σ٢
i+١
∫ Ti+١

Ti

e٢κtv٠,t
∫ Ti+١

t
e−κs(

∫ Ti+١

s
e−κudu)dt,

b٢,Ti+١ =
a٢١,Ti+١٢ . (٣٢ .۴)
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است: ١۶ .۴ معادله ای تکه ثابت نسخه که کنیم می استفاده v٠,t برای زیر فرم از عبارات این در

v٠,t = e−κt(v٠ + θi+١
∫ t

٠ κeκsds) = e−κt(v٠ − θi+١) + θi+١. (٣٣ .۴)





۵ فصل
بازار کل شاخص روی عددی مقایسه

تهران بورس

کرد. اجرا بورس بازار کل شاخص روی را معامله اختیار قراردادهای می توان کشورها، بعضی در
مدنظر پایه دارایی قیمت عنوان به شاخص، مقدار و پایه دارایی نقش بازار، کل شاخص درواقع
سبد در را بازار تمام از اختیاری مستقیم، غیر طور به اختیار، این دارنده ی می شود. گرفته

.[٢] دارد خود
استفاده با و شده گرفته نظر در پایه دارایی عنوان به شاخص روزانه بازده از تحقیق این در
روزانه بازده شده  اند. قیمت گذاری مختلف دوره سه در اروپایی معامله ی اختیار BGM مدل از

است. شده محاسبه قبل روز به نسبت روز شاخص نسبت لگاریتم از استفاده با کل شاخص
است؛ زیر صورت به نظر مورد زمانی دوره سه

ساله یک سررسید با ١٣٩۶ سال ابتدای در خرید اختیار قرارداد •
ساله یک سررسید با ١٣٩٧ سال ابتدای در خرید اختیار قرارداد •
ساله یک سررسید با ١٣٩٨ سال ابتدای در خرید اختیار قرارداد •

نشان ١٣٩٨ تا ١٣٩۵ سال های طی تهران بورس کل شاخص بازده تغییرات ١ .۵ شکل در
شده است. داده

۵٣



تهران بورس بازار کل شاخص روی عددی مقایسه ۵۴

١٣٩۶ سال (ب) ١٣٩۵ سال (آ)

١٣٩٨ سال (د) ١٣٩٧ سال (ج)
سال یک طی تهران بورس کل شاخص بازده تغییرات :١ .۵ شکل

هر در منظور بدین شده اند. براورد درستنمایی حداکثر روش از استفاده با مدل پارامترهای
توافقی قیمت همچنین شده است. استفاده پارامترها تخمین برای قبل سال اطلاعات دوره،از
ریسک، بدون بازده قبل، سال در کل) شاخص (بازده پایه  دارایی قیمت میانگین دوره هر در
قیمت (ST ) واقعی قیمت و سال روز اولین قیمت پایه دارایی اولیه قیمت قبل، سال تورم نرخ
به نیز دوره هر قبل سال ماه اخرین معیار انحراف شده است. گرفته نظر در سال روز اخرین
بازه های در را پارامترها تخمین نتیجه ١ .۵ جدول شده است. گرفته نظر در اولیه تلاطم عنوان

شده است. مشخص آن شروع سال با اختیار هر جدول این در می دهد. نمایش بررسی مورد

پارامترها تخمین نتایج :١ .۵ جدول

اختیار
پارامتر

ST S٠ K σ κ θ ρ r V٠

١٣٩۶ سال ٠٫٠٠۴٨ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٨۵٣ ۵٫۴۴٧ ٠٫٠٠٢۶ −٠٫٣۵ ٠٫٠٩ ٠٫٠٠۴
١٣٩٧ سال ٠٫٠١۵ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٩۴ ١٧٫٨٧١ ٠٫٠٠٢ −٠٫۵٢ ٠٫٠٩۶ ٠٫٠٠٣
١٣٩٨ سال ٠٫٠٢٠ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠٢۵ ٠٫۴٢١ ٣٣٫٣۴ ٠٫٠١٣ −٠٫١١ ٠٫٣١ ٠٫٠١



۵۵
قیمت گذاری سررسید تاریخ و توافقی قیمت بودن متغیر با اختیارها از کدام هر ابتدا
شده است. داده نمایش شده ذکر شرایط اختیار سه قیمت گذاری نتیجه ٢ .۵ شکل در شده اند.

١٣٩٧ سال (ب) ١٣٩۶ سال (آ)

١٣٩٨ سال (ج)

مختلف سررسیدهای و توافقی قیمت با خرید اختیار قیمت گذاری :٢ .۵ شکل

و تورم میزان دلیل به ١٣٩۶ سال اختیار قیمت می شود، دیده شکل در که همانطور
فضای وجود از بازار در قیمت این که شده است کمتر اختیارها سایر از کمتر، پارامترهای

می کند. جلوگیری آربیتراژی و فرصت طلبی
استخراج پارامترهای به توجه با است. داشته شدیدی افزایش اختیار قیمت ١٣٩٧ سال در

دانست. میانگین به بازگشت سرعت بودن بالا می توان را افزایش این دلیل شده،
ریسک، بدون بهره نرخ به توجه با است. یافته افزایش بسیار اختیار قیمت ١٣٩٨ سال در

بود. پیش بینی قابل افزایش این
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هر ابتدا شده است. گرفته نظر در خرید اختیار مشابه شرایطی با فروش اختیار ادامه در
شکل در شده اند. قیمت گذاری سررسید تاریخ و توافقی قیمت بودن متغیر با اختیارها از کدام

شده است. داده نمایش شده ذکر شرایط تحت اختیار سه قیمت گذاری نتیجه ٣ .۵

١٣٩٧ سال (ب) ١٣٩۶ سال (آ)

١٣٩٨ سال (ج)

مختلف سررسیدهای و توافقی قیمت با فروش اختیار قیمت گذاری :٣ .۵ شکل

و توافقی قیمت در اختیار مقدار ١٣٩٨ سال در که می شود مشاهده نیز ٢ .۵ شکل در
از مقدار این و است کمتر گذشته سال های در مشابه اختیارهای از مختلف سررسیدهای

می گیرد. سرچشمه دوره بالای نوسانات
مشخص سرررسید و توافقی قیمت از استفاده با اروپایی خرید اختیار قیمت گذاری ادامه در
بلک‐شولز مدل با قیمت گذاری نتیجه و شده انجام BGM و نوگل و میخایلوف مدل های تحت
خطا، ستون در می شود. مشاهده قیمت گذاری این نتایج ٢ .۵ جدول در شده است. مقایسه



۵٧
شده است. مشخص بلک‐شولز مدل با مدل هر گذاری قیمت اختلاف

خرید اختیار قیمت گذاری نتایج :٢ .۵ جدول
اختیار شولز بلک نوگل و میخایلوف خطا  BGM خطا

١٣٩۶ سال ٠٫٠٠٣٢٠٨۶ ٠٫٠٠٢٨٧٩٧٩ ٣٫٢٨٨١E − ٠۴ ٠٫٠٠٣٢٠٨٠ ۵٫٩٠۵٩E − ٠٧
١٣٩٧ سال ٠٫٠٠٠۵٨٢٣ ٠٫٠٠٠۵٠١۵۴٣٧ ٨٫٠٨E − ٠۵ ٠٫٠٠٠۵٨٢٣ ١٫۶۶E − ٠٨
١٣٩٨ سال ٠٫٠٠٠۴٠٩۴ ٠٫٠٠٠٠٠٠٩١ ۴٫٠٩E − ٠۴ ٠٫٠٠٠۵۵٠٠ ١٫۴١E − ٠۴

هر تحت اختیارها قیمت ١٣٩٧ و ١٣٩۶ سال های در می شود دیده جدول در که همانطور
سال در شد گفته پیشتر که همانطور اما است. ناچیز خطا و نزدیک هم به بسیار مدل سه
میخایلوف مدل با اختیار بود، پیش بینی قابل اختلاف وجود و بالا پایه دارایی نوسانات ١٣٩٨
در نیز دیگری دلیل نوسانات بر علاوه است. شده قیمت گذاری قبول قابل غیر مقداری نوگل و
کوتاه سررسیدهای در مدل این که است این آن و دارد وجود نوگل و میخایلوف مدل خطای

دارد. بهتری بازدهی مدت
قیمت گذاری به و داده نشان خوبی نتیجه ،١٣٩٨ سال حتی اختیار، سه هر در BGMمدل اما
در ثابت پارامتر چند مدل این در اینکه وجود با واقع در بوده است. نزدیک بلک‐شولز مدل با
تمام که نوگل و میخایلوف مدل به نسبت بهتری بازدهی شده ذکر شرایط در شده اند، فرض

است. داده نشان هستند، زمان به وابسته آن پارامتر های





۶ فصل
پیشنهادات و نتایج

گیری نتیجه ١ .۶
تصمیم بر آن مستقیم تاثیر و معاملات اختیار درست و بهینه گذاری قیمت مساله به توجه با
که کارا و بهینه گذاری قیمت جهت مناسب مدل انتخاب بازار، در گذاری سرمایه های گیری
اهمیت حائز بسار دهد کاهش بازار در را آربیتراژ فرصت و باشد داشته مطابقت مالی بازار با
پیدا و مختلف های مدل تحت اختیارها گذاری قیمت موضوع به پرداختن رو این از است.
امر این در موفقیت زیرا باشد. می ضروری و لازم گذاری، قیمت برای تر مناسب مدل کردن

است. ای سرمایه منابع بهینه تخصیص و گذاری سرمایه اصولی های گیری تصمیم باعث
کردن پیدا برای پژوهش، این در گرفته صورت تحقیقات و شده انجام های بررسی به توجه با
مشاهده شده، ارائه های مدل بین از اروپایی معاملات اختیار گذاری قیمت جهت مناسب مدلی
مناسب برازش مدت، کوتاه رسید سر با اختیارهای مورد در زمان به وابسته های مدل که شد
حتی و تر کوچک زمانی های بازه شکستن دلیل به ها مدل این دارند. واقعیت و بازار با تری
اختیار قیمت توانند می لحظه به ها بازه تبدیل نوگل، و میخائیلوف مدل مثل مواردی در
در که همانطور کنند. محاسبه ناچیزی خطای با و واقعیت به نزدیک بسیار را فروش و خرید
تا ها مدل این شد مشاهده تهران بورس بازار کل شاخص روی عددی مقایسه و پنجم فصل
کردن وابسته با توانستند و کرده برطرف را قبلی های مدل و هستون مدل ایرادات زیادی حد
جدید اطلاعات رسیدن یا مالی های بحران نظیر بازار روی نادر اتفاقات تاثیر زمان، به پارامترها

۵٩



پیشنهادات و نتایج ۶٠
هرچند شوند. بازار در آربیتراژ های فرصت شدن کم باعث درست بینی پیش با و کنند کمتر را
محاسبه دقت با هایی روش به نیاز و بوده زمانبر مواردی در ها مدل این در پارامترها برآورد

دارد. حداکثری

پیشنهادات ٢ .۶
تحصیلات مقاطع های رساله و ها نامه پایان و پژوهشی های طرح اختصاص و گذاری سرمایه ‐
نتیجه در و معاملات اختیار گذاری قیمت جهت کارا و بهینه های مدل کردن پیدا برای تکمیلی

گذاران. سرمایه توسط مختلف های زمینه در ای سرمایه منابع بهینه تخصیص
مقایسه برای ها مدل آن در اختیارها قیمت محاسبه و زمان به وابسته های مدل سایر بررسی ‐

باشد. سازگار مالی بازار های واقعیت با که مدل ترین مناسب کردن مشخص و
های مدل کمک به (... و آمریکایی معاملات مالی(اختیار مشتقات سایر گذاری قیمت ‐

زمان. به وابسته
و تهران بورس بازار مختلف های شاخص روی زمان به وابسته های مدل عددی مقایسه ‐

گذاری. سرمایه های تصمیم در آنها نتایج از استفاده
توسط مالی مرتبط های رشته در دانشگاهی های رساله و ها نامه پایان نتایج از استفاده ‐
سنجی امکان و سرمایه بازار کاربران و گران تحلیل مالی، های کارگزاری سرمایه، بازار متولیان
گیری تصمیم و داخلی سرمایه بازارهای معاملات اختیار در شده مطالعه های مدل از استفاده

مالی. های
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Abstract In this thesis some stochastic volatility models have been investigated. Then Power

option pricing under these models has been driven on Tehran stock exchange index as underlying

asset. In the sequel, with comparison between considered models, the arbitrary opportunity exis-

tence has been investigated. So in this study, Tehran stock exchange information for ten years has

been restored and divided to periods of three months.

Keywords: Stochastic volatility models, Long memory models, Power option,
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