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در دهه های اخیر توجهات زیادی به علمی شدن و بهینه سازی کارها و مسائل کاربردی شده است  

و دانشمندان سعی در حل مسائل واقعی و پیرامون زندگی دارنتد  بستیاری از ایتس مستائل و بهینته 

ترده و مهم آن زمانبندی سازی ها توسط علم تحقیق در عملیات قابل حل هستند که دو شاخه گس

و مکانیابی می باشد  زمانبندی، چگونگی تخصیص منابع برای انجام فعالی  ها در طتو  زمتان متی 

باشد  و کاربردهای زیادی در صنع  و تکنولوژی دارد که می توان به زمانبندی خط تولید کارخانته 

کردن مکانی جدیتد در فاتای متورد ها، زمانبندی حرک  قطارها و    اشاره نمود  مکانیابی نیز پیدا 

نظر اس  به گونه ای که فاصله آن تا نقاط موجود کمینه گردد  مکانیابی خود، شاخه های گوناگونی 

دارد و کاربردهای فراوانی در زندگی واقعی دارد، از جمله کاربردهای آن می توان به مکانیابی محتل 

 نشانی، پایانه های حمل و نقل و    اشاره نمود استقرار کارخانه، مراکز اورژانس، ایستگاههای آتش 

بحثی که در ایس پایان نامه مورد بررسی قرار گرفته اس ، مساله مکانیابی و زمانبندی توام مد  تک 

مطتر  گردیتد و تتاکنون تنهتا حالت  تتک  2002ماشینی می باشد  ایس مساله اولیس بار در ستا  

دیگر آن مثل حال  چند ماشینی بسیار مشکل و  ماشینی آن بحث و بررسی شده اس   حال  های

 پیچیده اس  و تا به حا  کسی آن را مورد بررسی قرار نداده اس   

ما در فصل نخس  پایان نامه دو نوع خاص از زمانبندی تک ماشتینی را بررستی متی کنتیم  در     

در فصتل ستوم  فصل دوم مکانیابی تک وسیله ای با دو تابع هدف کمتریس مجموع و مینیمتاکس و

مساله توام مکانیابی و زمانبندی تک ماشینی را روی صفحه مورد مطالعه قرار می دهتیم  در فصتل 

چهارم مکانیابی تک وسیله ای بر روی خط، به گونه ای که نقاط تقاضا بر روی صفحه و نقطه جدید 

مانبنتدی تتوام روی خط مشخص قرار بگیرد را بررسی می کنیم  در فصل پنجم مساله مکانیابی و ز

مد  تک ماشینی بر روی خط را مطر  و الگوریتمی برای آن ارائه می دهیم  در فصل ششتم رو  

مثلث بزرگ مثلث کوچک و در نهای  در فصل هفتم مساله مکانیابی و زمانبنتدی تتوام متد  تتک 

حالت   مکانیابی و زمانبندی توام تک ماشتینی ماشینی بر روی شبکه را بررسی می کنیم  در مساله

های زیادی برای بررسی  وجود دارد، به عنوان مثا  می توان ایس مساله را در فاای سه بعدی مورد 

بررسی قرار داد  همچنیس ایس مساله بر روی صفحه را می توان با نرم بلوکی حل کرد و الگتوریتمی 

، مسائل زیتادی از برای حل آن ارائه داد  چون مساله مکانیابی و زمانبندی توام، مساله جدیدی اس 

 آن مورد بررسی قرار نگرفته اس  که می توان به آن ها پرداخ  
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 تک ماشینی زمانبندی
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 مقدمه 1-1

 
یک عامل موثر برای انجام بهتر و مدیری  مناسب تر فعالی  های مختلف، استفاده از الگتویی است  

که اختصاص منابع مورد نیاز به ایس فعالی  ها را به بهتریس وجه ممکس انجام دهد  از مسائلی که ما 

عبارت اس  از چگتونگی تخصتیص  می باشد که 1زمانبندی مساله را در ایس زمینه یاری می دهد

منابع برای انجام فعالی  ها در طو  زمان  مسائل زمانبندی در صنع  کاربرد فتراوان دارنتد، بتدیس 

 جه  امروزه به آن ها اهمی  بسیار داده می شود 

[   8برای بررسی جدو  زمانی راه آهس بته کتار بترده شتد  1186مساله زمانبندی اولیس بار در سا  

ایس مساله توجه بسیاری از دانشمندان را به خود جلب کرد  از آن زمتان  1150ایل سا  سپس دراو

به بعد صورت هایی از ایس مساله همراه با فرضیات مختلف بیان شد و دانشمندان زیادی در مورد آن 

به بحث و ارائه راه حل پرداختند به گونه ای که امروزه ایس مساله به صورت یک مبحث گسترده در 

 مده اس  که کار در ایس زمینه مطالعات خاصی را می طلبد آ

 

 تعریف و اهداف مسائل زمانبندی 1-2
     
در اغلب مسائل زمانبندی یک مجموعه از منابع یا سرویس دهنده ها و یک مجموعه از مصترف      

ه یکتی کننده ها را داریم که باید سرویس دهنده ها به مصرف کننده ها به نحوی اختصاص یابند ک

، یتک  2پردازش گراز معیار های عملکرد بهینه شود  سرویس دهنده ها می توانند یک منبع، یک 

کارمند، یک ماشیس و    باشند و مصرف کننده می تواند یک برنامه کامپیوتری، یتک مشتتری، یتک 

کتار بته  و     باشد  در ایس پایان نامه از کلمه ماشیس به جای کلمه سرویس دهنتده و از کلمته 9کار

 جای کلمه مصرف کننده استفاده می کنیم  

معیار عملکرد رابطه مستقیم با اهداف مساله دارد و در حقیق  همان تابع هدف مساله می باشد     

که در اغلب مسائل به صورت حداقل کردن زمان ظاهر می شود  همچنیس تابع هدف ممکتس است  

یس زمان انتظار کارها بترای دریافت  سترویس، حداقل کردن زمان کل سرویس، حداقل کردن میانگ

 بهینه کردن پیچیدگی زمانی و     باشد  

جه  اجرای کارها توسط پرداز  گر، در یک مساله زمانبندی سیاستی اعما  می شود که تابع     

هدف بهینه شود  یک سیاس  زمانبندی بهینته بایتد دو عمتل چگتونگی ترتیتب پترداز  کارهتا و 

(  1-1ها به کارها را مشخص کند  فرم کلی سیستم زمانبندی به صتورت شتکل )تخصیص پردازشگر

 می باشد  ]1 [

                                                 

 Scheduling Problem1 

Processor2 

Job3 
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دو مشخصه جه  مقایسه و سنجش زمانبندی های مختلف، عملکرد و کارایی آن ها متی باشتد      

عملکرد مشخص می کند که سیاس  تا چه حد به بهینگی نزدیک اس ، که هر چته عمکترد بهتتر 

اس  و عملکرد بهینه سیاس  بهینه را در بر دارد  کارایی نیز به ایس معنی است   باشد سیاس  بهتر

 که سیاس  زمانبندی تمام حال  های مساله را جواب گو باشد 

   
 سیستم زمانبندی 1-1شکل                                                

 

 بندیدسته بندی مسائل زمان  1-8
   
هر مساله زمانبندی فرضیاتی دارد که بر اساس آن ها سیاس  زمانبندی طر  ریزی متی شتود      

اعما  فرض های مختلف، مسائل زمانبندی گوناگونی به وجتود متی آورد  بعاتی از فرضتیاتی کته 

 موجب ایجاد مسائل زمانبندی مختلف می شوند در ادامه آمده اس : 
 

بتدا در سیستم موجودند یا اینکه به تدریج وارد سیستتم متی شتوند  کته در آیا تمام کارها در ا -1

انجام می  5پویاو در حال  دوم، زمانبندی به صورت  4ایستا حال  او  ، زمانبندی مساله به صورت

 شود  در حال  پویا زمان ورود کارها ممکس اس  به صورت یک تابع احتمالی باشد 

 

ز اس  یا خیر  یعنی آیا می توان در حیس انجام یک کتار پترداز  آیا قطع پرداز  یک کار مجا -2

  6قابل قطعآن را متوقف نمود و ادامه کار را در زمان دیگری انجام داد، که بسته به مورد، زمانبندی 

 نامند  7غیر قابل قطعیا 

 

نید چو اگتر چنتد تتا باشتد،  1تک ماشیینیاگر تعداد پرداز  گر ها یکی باشد، زمانبندی را  -8

 گویند  3ماشینی

                                                 
4Static 

5 Dynamic 
6 Preemptive 
7 Non preemptive 
8 Single Machine 
9 Multiple Machine  

 ندهمصرف کن

 زمانبندی
 سیاس     

 سرویس دهنده
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جریان پرداز  کارها توسط پردازشگرها چگونه اس   یعنی هر کار جه  پرداز  شدن به چته  -4

پردازشگرهایی نیاز دارد  اگر هتر کتار دارای جریتان پترداز  مخصتوص بته ختود باشتد، مستاله را 

کارگیاهی نامیده و اگر تمام کارهتا دارای جریتان پترداز  یکستان باشتند، مستاله را  10کارگاهی

می نامند  همچنیس اگر ترتیب انجام پرداز  توسط پردازشگرهای مختلف روی کارها مهم  11خاص

نامند، و در صورتی که در یتک مستاله کارگتاهی ختاص  12 کارگاهی بدون شرطنباشد، مساله را 

 نامند  18کارگاهی خاص جایگشتیترتیب پرداز  کارها بر روی ماشیس ها یکسان باشد، مساله را 

 

باشند، یعنی پرداز  هر کار می تواند توسط هر یک از  14 موازی پردازشگرها می توانند به طور -5

 پردازشگرها انجام شود 

 

آیا کارها از یکدیگر مستقل هستند یا به هم وابسته اند  و شروع پرداز  بعای منوط بته پایتان  -6

کارهتا را ختواهیم  15تقیدمه با پرداز  بعای کارهای دیگر اس ، که در ایس حال  زمانبندی همرا

 داش  

می باشد یا نه  اگر کارها دارای زمان آماده سازی هستند، آیا  16زمان آماده سازیهر کار دارای  -7

 مقدار آن ها از یکدیگر متفاوت اس  یا با هم برابرند 

 

معتاد   ند  که در آن نمایش می ده مسائل زمانبندی را به طور کلاسیک به صورت      

نشان دهنده فرضیات یا محدودی  هایی اس  که روی  اس  با تعداد پرداز  گرها یا ماشیس ها، 

چیزی قید نشود به معنی آن اس  که هتی  محتدوی  خاصتی  کارهای مساله اس  که اگر برای

 نشان دهنده تابع هدف مساله می باشد که باید مینیمم گردد  ساله وجود ندارد   وبرای م

 

 ضوابط بهینگی در مسائل زمانبندی  1-4
 

ام از مجموعه کارهای jاگر زمان اتمام کار     nN ,...,1 که قرار اس  پرداز  گردد را با jC  و

هزینه مربوطه را با  jj Cf   نشان دهیم، دو نوع تابع هزینه کلی وجود دارد که به صورت زیر متی

 باشد:

                         (1-1                                     )    njCfCf jj ,...,1max:max  

                                                 
10 Job Shop 
11 Flow Shop 
12 Open Shop 
13 Preemptive Flow Shop 
14 Parallel Processor 
15 Precedence 
16 Release date 
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 و 

                                    (1-2                                         )   



n

j

jjj CfCf
1

: 

 

 بنابرایس مساله ، یافتس دنباله زمانبندی مناسبی اس  که ایس توابع را مینیمم کند 

بیشتریس تابع هدف هایی که در مسائل زمانبندی استفاده می شود عبارتند از کمینه کردن یکی     

یا  17کل زمان اتمام کارزیر:  از توابع njC j ,...,1max   یتا  11 هیاکار اتماممجموع زمان و




n

j

jC
1

یا  11و مجموع زمان اتمام کارهای وزن دار 


n

j

jjCw
1

وزن مر بوط بته کتار  jwکه در آن   

jشد  ام اس ، می با 

ام باید به اتمام برسد( j) زمانی که پرداز  کار jd 20سررسید های زمانبعای از توابع هدف به 

بته صتورت  21 دیرشیدگی، jام اس  بستگی دارد  فرض کنید برای هتر کتار jکه مربوط به کار

jjj dCL : ،به صورت  22دیرکرد jjj dCT  ,0max  و یکای جریمه به صورت زیر تعریف

 شود:

                                                                                 


 


otherwise

dCif
U

jj

j
1

0
: 

عریف می شوند عبارتند از: کمینه کردن تابع هدف های گوناگون دیگری که برای مسائل زمانبندی ت

jماکزیمم تاخیر یا  

n

j
LL

1
max max:


  کمینه کردن مجموع زمتان هتای دیتر کترد کارهتا ، jT  ،

کمینه کردن مجموع وزن دار زمان های دیر کرد کارها  jjTw  ، jU  ، jjUw       و 

 

  مساله زمانبندی تک ماشینی  1-5

 
مسائل زمانبندی تک ماشینی ساده تریس نوع مسائل زمانبندی اس   اما با وجود سادگی حالت      

تک ماشینی بسیار مهم اس  و سنگ بنای مسائل زمانبندی اس   مساله زمانبنتدی تتک ماشتینی 

بدس  آمتد  در حالت  کلتی   ]5[ 24و اسمی  ]4[ 28ناولیس بار تح  پژوهش های گسترده جکسو

                                                 
17 Makespan 
18 eTotal completion tim 
19 Weighted total completion time 
20 ue datesD 
21 lateness 
22 tardiness 
23 Jackson 
24 Smith 
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مساله زمانبندی تک ماشینی، زمانبندی یک مجموعه  nN ,...,1  ازn  کار روی یک ماشیس می

 باشد که ایس ماشیس در آن واحد می تواند حداکثر یک کار را پرداز  کند 

یر قابل قطع برای بدس  آوردن توابع هدف، کافیس  که دنباله در مسائل زمانبندی تک ماشینی غ 

 ای بهینه از کارها را بیابیم تا جواب را توصیف کند  

معیارها و فرضیات گوناگون در مسائل زمانبندی تک ماشتینی متی توانتد حالت  هتای مختلفتی از 

چیدگی هتای مختلتف مسائل زمانبندی تک ماشینی را به وجود آورد، که هر یک از آن ها دارای پی

می باشند  در دو زیر بخش بعدی به بررسی دو نوع خاص از مستائل زمانبنتدی تتک ماشتینی متی 

پردازیم که یکی از آن ها مساله زمانبندی تک ماشینی بتا زمتان هتای آمتاده ستازی و تتابع هتدف 

max1مینیمم کردن کل زمان اتمام کارها اس  که به طور کلاسیک به صورت  Crj   نمایش داده

می شود و دیگری مساله زمانبندی تک ماشینی با زمان های آمتاده ستازی و تتابع هتدف مینتیمم 

کردن مجموع زمان اتمام کارهاس  که به  صورت 


n

j

jj Cr
2

 نشان داده می شود   1

 

max1بررسی مساله  1-5-1 Crj    

 
ه فرض کنید که مجموع        nN ,...,1  از کارها وجود دارد  هر کتارj   دارای زمتان پترداز

می باشد که باید به صتورت غیتر قابتل قطتع روی تتک ماشتیس  jrو زمان آماده سازی  jpنامنفی

کار مینیمم گردد  ماشیس در آن واحد می توانتد تنهتا  پرداز  گردد به گونه ای که کل زمان اتمام

یک کار را پرداز  کند  ایس مساله زمانبندی، مساله ای بسیار ساده در بیس مسائل زمانبندی است   

برای بدس  آوردن جواب بهینه مساله زمانبندی کافیست  دنبالته ای بهینته از کارهتا را بته دست  

 آوریم  

از  پرداز  می شوند، با یک جایگش  دنباله کارها که روی ماشیس  n,...,1  ،تعریف متی شتوند

که   ij   به ایس معنی اس  که کارi ،j امیس کاری اس  که پرداز  می شتود  مجموعته تمتام

جایگش  های  n,...,1  باn شان داده می شود  به ازای هر دنباله نn  ،و هر مکان ماشیس

 با استفاده از رابطه بازگشتی زیر تعریف می شود: Niبرای هر کار  25زمان کامل شدن

                                                                                              111  prC                 

                      (1-8              )          njprCC jjjj ,...,3,2,max 1     

                                                                     

 ای 26تریس زمان آماده سازیزودبرای به دس  آوردن دنباله بهینه ایس مساله از قانون  ERD  

زمان آماده سازی شان مرتب متی  به ترتیب غیر نزولی نسب  بهکارها  ،استفاده می کنیم که در آن

 :شوند، یعنی
                                                 

25 ompletion timeC 
26  arliest release date ruleE  
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                                 (1-4                                        )     nrrr   ...21 
 

توان از الگوریتم های مرتب ستازی گونتاگون استتفاده کترد مثتل  ایس دنباله میبرای مرتب کردن 

 الگوریتم جستجوی حبابی، دوتایی و      

 

:  فرض کنید 0-0مثال  4,3,2,1N  مجموعه ای از چهار کار باشد که به ترتیب دارای زمان های

باشند  می خواهیم کارها را به  r = (5; 4; 0; 3)و زمان های آماده سازی   p = (2; 4; 2; 3)پرداز  

 گونه ای زمانبندی کنیم که کل زمان اتمام کار مینیمم گردد 

  

5430چون  1243  rrrr بنابرایس طبق قتانون ، ERD  دنبالته کارهتا بته صتورت

 1,2,4,3  می شود 

کل زمتان اتمتام کتار  ، که در آن مقدار بهینه براینمودار زمانبندی بهینه کارها به صورت زیر اس 

12maxبرابر اس  با:  C   

 
 

 شماره های داخل مستطیل ها شماره کارها س  و نمودار افقی نیز نشان دهنده زمان می باشد  

 

هنگامی که در مساله تک ماشینی، حق تقدم برای کارهتا مطتر  متی شتود مستاله را بته طتور     

max;1لاسیک به صورتک Cprecrj   ولی از آن گونته ایس مساله مشکل تر اس نمایش می دهند  

مستتائلی استت  کتته دارای الگتتوریتمی بتتا پیچیتتدگی زمتتانی چنتتد جملتته ای متتی باشتتد، در ستتا  

با پیچیدگی  27الگوریتمی توسط لاولر1178 2nO   6برای ایس مساله ارائه شده اس ] 

 

بررسی مساله  1-5-2


n

j

jj Cr
1

1 

 
 آمادهکارها روی تک ماشیس با زمان های  اتمامدر ایس بخش مساله مینیمم کردن مجموع زمان     

   سازی را بررسی کنیم

هنگامی که زمان های آمتاده  مساله مینیمم کردن مجموع زمان کامل شدن کارها روی تک ماشیس

 کوتاه ترین زمیانه ای پیش پا افتاده اس  و می تواند با استفاده از قتانون سازی صفر باشد، مسال

                                                 
27 Lawler 
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ایس مساله را حل کردنتد   ]7 [و همکارانش21کارجر 1117حل گردد  در سا   (SPT)یا  28پردازش

ستخ   -NPایس مساله، مستاله ای  ولی هنگامی که زمان های آماده سازی در آن مطر  می شود

  در اغلب مسائل واقعی، ممکس اس  همه کارها در زمان صفر قابل دسترس نباشند  از ایتس رو اس 

ستخ  بتودن  -NPآماده سازی مطر  گردد  به دلیتل خاصتی   نیاز اس  که محدوی  زمان های

و   ی هستتندیی ابتکتارهتا الگتوریتم ،له ارائه متی شتودایس مسبرای حل ا الگوریتم هایی کهمساله 

  شاید اولیس کار برجسته روی ایس مساله روی بهبود الگوریتم های تقریبی کار می کنند ناپژوهشگر

صورت گرف   الگوریتمی که فیلیتپس ارائته کترد،  ]1 [1111و همکاران در سا   80توسط فیلیپس

یی برای مجموع زمان اتمام کارها بدس  زمانبندی نامیده می شد  که در آن کران بالا -الگوریتم 

بهبتود   ]1 [2001و همکتارانش در ستا   81آمده اس   کار فیلیپس و همکارانش توستط چکتوری

برابر مقدار بهینه مجمتوع  1551یاف ، که به موجب آن مقدار کران بالای مجموع زمان اتمام کارها 

الگتوریتم دیگتری کته  نامیتده شتد ( ABESTزمان اتمام کارها بود  و الگوریتم بهتریس آلفتا یتا )
AEOپیشنهاد شد  ]10[ 2007در سا   88و اولولی 82نامیده می شود توسط اویتونجی 

نامیتده  MMالگوریتم جدیدی که در ایس پایان نامه مورد بررسی قرار می گیرد الگوریتم ابتکاری  

مطتر  شتده است   در ادامته   ]11[ 85و ماستاهودو  84توسط ایتونجی 2001که در سا   می شود

اولتولی ارائته شتده است ،   که توسط اویتونجی و 1HRو  AEOکارایی ایس الگوریتم با دو الگوریتم 

بهینه نیس  اما تقریتب ختوبی از  مقایسه خواهد شد  جوابی که ایس الگوریتم به ما می دهد، جواب

 جواب بهینه را به ما می دهد  

 
مبنای الگوریتم ایس اس  که اولیس کاری که برای زمانبندی انتخاب می شود بایتد : MMالگوریتم 

به دق  انتخاب گردد  یعنی اگر اولیس کار دارای کمتریس زمان پرداز  اس  اما زمان آمتاده ستازی 

تاثیر خفیفی در مقدار تابع هدف داشته باشد  همچنیس اگر دارای کوچکتریس طولانی دارد، می تواند 

زمان آماده سازی باشد لیکس زمان پردازشش طولانی باشد، نیز تاثیر مشابهی خواهد داش   بنابرایس 

نیاز اس  که تعادلی بیس زمان پرداز  و زمان آماده سازی کتاری کته بایتد بته عنتوان اولتیس کتار 

، وجود داشته باشد  سپس کارهای بعدی می توانند بر طبق ترتیتب افزایشتی زمتان زمانبندی گردد

، کار با کوچکتریس مقدار مجموع زمان MMپردازششان زمانبندی گردند  بنابرایس الگوریتم ابتکاری 

پرداز  و زمان آماده سازی یعنی pr   و کارهای بعتدی را کته بتر طبتق را به عنوان اولیس کار

                                                 
28Rule Shortest process time 
29 Karger 
30 Philips 
31 Chekuri 
32 Oyetunji 
33 Oluleye 
34 Oyetunji 
35 sahuduMa 
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ترتیب صعودی زمان پردازششان مرتب شده اند، زمانبندی می کند  مراحل الگوریتم به صورت زیتر 

 می با شد  
 

 :MMالگوریتم

در ابتدا  -1گام n,...,2,1=J را به عنوان کارهای داده شده وJ_S به عنوان کارهای زمانبندی  را

  1kشده در نظر بگیرید و قرار دهید

rpشاخصه  -2گام   را برای تمام کارهایJ   محاسبه کنید 

 بروید 4بروید، در غیر اینصورت به گام  5به گام  1kاگر  -8گام

امتیس  kانتخاب کنیتد  کتار را بته عنتوان  Jاخصه را از مجموعه کارهای کار با کوچکتریس ش -4گام

 Jاضتافه کنیتد و از مجموعته کارهتای  J_Sمکان، زمانبندی کنید و ایس کار را به مجموعه کارهای 

 حذف کنید 

 kانتخاب کنید و کتار را بته عنتوان  Jکار با کوچکتریس زمان پرداز  را از مجموعه کارهای  -5گام

حتذف  Jاضافه کنید و از مجموعته کارهتای  J_S، زمانبندی کنید و به مجموعه کارهای امیس مکان

 کنید  

 بروید  7بروید و در غیر ایس صورت به گام  1تهی شد، آنگاه به گام    Jاگر مجموعه کارهای  -6گام

 بروید  5و به گام  k=k+1 -7گام

 آید بدس  می  J_Sزمانبندی مورد نظر با مجموعه کارهای  -1گام

 پایان  -1گام

 

مقایسه می کنیم  ایده  AEOو  1HRآن را با دو الگوریتم  MMجه  بررسی کارایی الگوریتم     

موعته کارهتایی ، بر مبنای انتخاب کار با کوچکتریس زمان پرداز  در بیس مجAEOاصلی الگوریتم

قابل دسترس برای پرداز  هستند، می باشد و ایس رویته تتا زمتانی کته تمتام  tاس  که در زمان 

بر ایس مبنا پایه گذاری شده اس  که کارها باید  1HRکارها پرداز  گردند ادامه می یابد  الگوریتم 

پرداز  و زمان آمتاده ستازی کتار یعنتی  طبق ترتیب صعودی مجموع زمان ii rp   زمانبنتدی

 شوند 

 

برای ارزیابی کارایی الگوریتم ابتکاری پیشنهادی، مسائلی به صورت تصادفی بترای  تحلیل داده ها:

کار می باشد  زمان پرداز  کارها به  500تا  8زمانبندی روی یک ماشیس، تولید شده اس  که برای 

تتا  0انتخاب شده اس  و زمان آماده سازی نیز به صورت تصادفی بیس  100-1تصادفی بیس  صورت


















n

j

jp
1

 انتخاب می شود  1.0
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مقادیر میانگیس مجموع زمان اتمام کارها از رو  های مختلف ، برای اندازه های مختلف مستاله در 

کمتتریس مقتادیر MMه الگتوریتم( نشان داده شده اس   مشاهده متی شتود کت]11[) 1-1جدو  

 زمان اتمام کارها را به ازای تمام مسائل ارائه می دهد  مجموع

 

 
 مقادیر میانگیس مجموع زمان تکمیل کارها از رو  های مختلف حل و برای اندازه مختلف مسائل 1-1جدو  

 

 امقادیر میانگیس مجموع زمان تکمیل کاره                  

           1HR                             AEO                            MM                                 اندازه مساله 

3x1                                        259.40                         279.10                          283.37 

4x1                                       552.20                          593.03                          598.90 

5x1                                       614.60                          726.53                          760.40 

6x1                                       772.77                          937.97                          980.30 

7x1                                       967.17                         1221.93                         1355.10 

8x1                                       998.30                         1465.67                         1616.10 

10x1                                     1777.70                       2363.17                        2704.87 

20x1                                     6761.03                       8947.80                        9603.30 

25x1                                     8657.03                      12125.00                      14152.30 

50x1                                     28597.47                     31365.17                      34924.97 

100x1                                   29968.30                     37859.63                      40068.47 

200x1                                   40631.20                     47845.60                      50268.30 

300x1                                   76801.63                     88055.60                      90834.73 

400x1                                   86501.65                     98155.60                      109814.37 

500x1                                   1020835.00                 1241789.00                  1447865.00  
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مساله   : نسب  تقریبی مجموع زمان تکمیل کارها برای اندازه های مختلف2-1شکل                      

 

 

 

 

 

 

 
                       

مختلف مساله: مقایسه زمان اجرای اگوریتم ها برای اندازه های 8-1شکل                    
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 2فصل 

 مکانیابی تک وسیله ای
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 مقدمه  2-1
    

مسائل مکانیابی از جمله مسائلی هستند که امروزه کاربردهای فراوانی دارند و توجه بستیاری را بته  

عنتی ی خود جلب کرده اند  پیدایش مسائل مکانیابی را می توان به قرن هفدهم میلادی نستب  داد 

فرض کنید سه نقطته در صتفحه داده شتده است ، نقطته ” له زیر را مطر  کرد: زمانی که فرما مسا

اولتیس “  چهارم را به گونه ای بیابید که مجموع فاصله های آن تا سه نقطه داده شده کمینته گتردد

ت جدی ارائه شد  اما مطالعا ]12[ م توسط وبر 1101له مکانیابی به صورت کاربردی در تعریف مسا

حکیمی تابع هتدف ایتس مستائل را بته صتورت  1164له از زمانی شروع شد که در ابر روی ایس مس

   ]18[ مطر  کرد  87و مینیماکس 86کمتریس مجموع
 

 دفهای مسایل مکانیابیه 2-1-1
    

بنتدی معیارهتای  و اولویت  هدفهای مختلفتی را دربردارنتد  هتدفها در شناستایی ل مکانیابیئمسا 

یتک و نقتش مهمتی دارنتد  در  اهمیت  له مکانیابی و زیر معیارهای آنهتای در یک مساگیر تصمیم

رویکرد برنامه ریزی ریاضی و برحسب انواع تابع هدف، بته  ل مکانیابی بائهدفهای مسا ،بندی تقسیم

  :اند سه دسته تقسیم شده
 

ارخانه به مشتریان محل استقرار ک ایس هدفها اشاره به نزدیکی هر چه بیشتر  :81هدفهای کششی -1

لی کته ئمکانیابی می شوند  در واقع مستا لئف  دارند که شامل قدیمی تریس مساو کمتر کردن مسا

  کششی دارند سازی اس ، هدفهای صورت کمینه تابع هدف آنها به

  

نامطلوب را در بر می گیرند و از اوایل دهه  ل مکانیابی مراکزئایس هدفها مسا  :81هدفهای فشاری -2

 حداکثر کردن فاصله مراکز جدید از مراکز موجود اس    ل،ئبوجود آمدند  هدف در ایس مسا 1170

 

ستاختس مستاف  بتیس مراکتز و  هدفهایی هستتند کته تتلا  در متعتاد   :40هدفهای متعاد  -8

صلی آنها دستتیابی بته برابتری هدف ا مشتریان دارند  ایس هدفها پیوسته تریس نوع هدفها هستند و

 اس  

 

                                                 
36Mini sum 

37Minimax 

 
38 Pull purposes 
39 Push purposes 
40  purposes Balancing 
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  انواع مسایل مکانیابی 2-1-2
     

ل را بته ئسهول  در بیان، ایس مسا تنوع بسیار زیادی هستند، از ایس رو برای یل مکانیابی دارائمسا 

 مانند مسائل مکانیابی نقطه ای، مکانیابی پیوسته، یا مسائل بندی کرده اند، های مختلفی دسته راه

برختی از  وغیتره  44، مکانیابی پوششی 48ل تخصیص، مسائ 42مرکز-p، مکانیابی  41میانه-pمکانیابی 

ل ئاز ایس رو در حتیس دستته بنتدی مستا عناصر در دسته بندی مسایل مکانیابی نقش مهمی دارند 

انواع مراکز جدید، مکان مراکتز موجتود، بترهمکنش مراکتز موجتود و  عناصری مانند مکانیابی باید

ستایر مستایل، تقاضتا، ظرفیت ، نتوع مراکتز،  جواب، اندازه فاصله، تلفیق با جدید، مشخصات فاای

  .بودن داده ها، تواتر اجرا، تنوع محصو  و تابع هدف مورد توجه قرار گیرند قطعی و احتمالی

 

 اندازه گیری فاصله در مسائل مکانیابی 2-1-8

 
عنصر اساسی در فرمولبندی کردن مسائل مکانیابی، مفهوم فاصله اس   کوتاه تریس فاصتله یک      

  یس دو نقطه خط راس  اس   اما در مد  های واقعی و عملی ایس فاصله به ندرت بدس  می آید ب

 

بیس نقاط  pفاصله: 0-2تعریف  21, iii aaa   و 21 , jjj aaa   اس :به صورت زیر 

 

                                            paaaaaa
pp

ji

p

jijip 1,
/1

2211   

 
و حال  خاصی از  بیس دو نقطه نمونه ای از متر با فاصله نسبتأ بلند می باشد  45فاصله مستطیلی 

فاصله مستطیلی بیس نقاط می باشد   p=1با  pنرم  21, iii aaa   و  21 , jjj aaa    به صورت

   :اسزیر 

                                                                           
22111 , jjjiji aaaaaa                                             

 

حال  در بیس دو نقطه نمونه ای از متر با فاصله نسبتأ کوتاه اس   و  46 فاصله خط راس  )اقلیدسی(

بیس نقاط فاصله خط راس   می باشد  p=2با  pخاصی از نرم  21, iii aaa   و 21 , jjj aaa  

 نیز به صورت زیر می باشد:

                                                 
41Median 

42center-p 

43Allocation 

44Location 
45 Rectangular distance 
46 line(Euclidean) distance-Straight 
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       2/12

22

2

112 , jijiji aaaaaa   

                

                                                                                                                                                              

  47مساله مکانیابی تک وسیله ای 2-2
 
یتس مستاله هتدف در ا   له مکانیابی تک وسیله ای یکی از انواع مختلف مسائل مکانیابی اس امس   

ر بیس نقاطی داده شده در فاای مورد نظر و د)سرویس دهنده(  41جدید یا مکان وسیله یافتس نقطه

در صتفحه موجودنتد و در حقیقت  اس  که تابع هدف بهینه گردد  نقاطی )وسایل( که به گونه ای 

طته جدیتد و نامیده می شوند  مفهوم فاصله بیس نق 41، نقاط موجودمشتری را نشان می دهند مکان

 نقاط موجود استفاده و کارکرد مترها را موجب خواهد شد  

گسسته مثل شبکه، یا پیوسته  مکان های نقطه جدید و نقاط موجود ممکس اس  در یک فاای     

زیر مجموعه ای از فاای دو  ی باشد، همچنیس ایس مکان ها ممکس اس دو یا سه بعدمثل فااهای 

متورد بررستی قترار  پایتان نامتهوع از تابع هدف های ایس مساله در ایس باشند  دو ن نیز یا سه بعدی

مساله مکانیابی تک وسیله ای با کمتریس مجموع و دیگری مساله مکانیابی  عبارتند از:خواهد گرف  

 تک وسیله ای مینیماکس  

 

کمتتریس مساله مکانیابی تک وسیله ای بر روی صفحه با تتابع هتدف  2-2-1

 مجموع 

  
هدف ایس مساله پیدا کردن یک نقطه )مکان( جدید بر روی صفحه اس  به قسمی کته مجمتوع     

  یافتس مکان بهینه جدید معتاد  ]14[فاصله آن از نقاط موجود داده شده روی صفحه کمینه گردد

 اس  با حل مساله بهینه سازی زیر:

                                                   (2-1                 ) j

n

j

pj aXwXWMin ,)(
1




                     

 که در آن

n،تعداد نقاط موجود در صفحه : 

jw هزینه انتقا  از نقطه جدید تا نقطه موجود :ja ( 0وjw،) 
 21 , jjj aaa موقعی  نقطه موجود :ja  ،روی صفحه 

 21, xxX ،موقعی  نقطه جدید روی صفحه : 

                                                 
47Location facilities                                                                                                     

New facility48 

Existing facility49 
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 jp aX ,فاصله بیس نقطه جدید با نقطه موجود :ja              

 

   بررسی مساله با فاصله خط راس 2-2-1-1

 
 ( را در نظر بگیرید، داریم: pدر  p=2( با تابع فاصله خط راس  )1-2مساله )    

                                                                                                   

(2-2                         )     2/12

22

2

11

1

)( jj

n

j

j axaxwXWMin 


 

 س مساله را با مفهوم تابع محدب حل خواهیم کرد ای

 

تابع   :4-2تعریف  xf گویند، هرگاه پاره خط واصل بیس هر دو نقطه  41را محدب  11 , xfx  و

  22 , xfx  تابع  روی گراف تابع، هرگز زیر نمودار قرار نگیرد  به عبارتی دیگر xf  ، محدب اس

می باشند و هر  fکه دو نقطه مجزا در دامنه  2xو  1xاگر به ازای هر  1,0 :داشته باشیم 

 

        2121 11 xfxfxxf   
 

تابع  xf1گویند، هرگاه به ازای هر  40محدبکیدا  ارx  2وx  که دو نقطه مجزا در دامنتهf  متی

باشند و هر  1,0 :داشته باشیم 

                                                                   2121 11 xfxfxxf   
 

[( : تابع 14)  0-2گزاره  jj aXw ,2  تابعی محدب ازX   اس 

 

 1jwها ثاب  های مثب  هستند، می توان بدون از دست  دادن کلیت  مستاله jwچون : اثبات

ها نیز اعداد ثاب  هستند  بنابرایس برای اثبات گتزاره کافیست  ثابت   2jaو  1jaقرار داد  همچنیس 

کنیم     2/12

2

2

121, yyyyf   محدب می باشتد  کته در ایتس رابطته فقتط مبتدا مختصتات بته
 21 , jj aa    تغییر یافته اس 

                                        

ه ازای برای محدب بودن، کافی اس  ب 21, yyy  و 21, yyy  :نشان دهیم 

                               

      
            2/12

2

2

1

2/12

2

2

1

2/12

22

2

11

1

11

yyyy

yyyy








  

                                                 

Convex function50 

Strictly convex function51 
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برای نشان دادن درستی ایس رابطه، از نامساوی مثلث بردارهتا استتفاده متی کنتیم  بترای دو بتردار 

حقیقی  21, ppp   و 21,qqq  : رابطه زیر برقرار اس 

 

                                                    2/12

2

2

1

2/12

2

2

1

2/12

22

2

11 qqppqpqp   
 

11حا  اگر قرار دهیم:  yp    22و yp    و  11 1 yq    و  22 1 yq    رابطه تحتدب

 برقرار می شود  

 

نقطه : 4-2ف تعری   nxxx بترای مستاله مینتیمم ستازی  52یتک نقطته بهینته موضتعی 1,...,

)ماکزیمم سازی(،    xfmaxmin  اس ، هرگاهx  یک نقطه مینیمم )ماکزیمم( موضتعی بترای

مساله    xfmaxmin  باشد 

 

برای مساله مینیمم ستازی )متاکزیمم  58 یک نقطه بهینه سراسری )مطلق( xنقطه : 6-2تعریف 

سازی(،    xfmaxmin  اس ، هرگاهx  یک نقطه مینتیمم )متاکزیمم( سراستری بترای مستاله

   xfmaxmin  باشد 

 

اس  که وزن ها مثب  باشند  می تتوان نشتان داد کته ( زمانی برقرار 1-2توجه کنید که گزاره )    

[  ازایس رو 14مجموع توابع محدب، محدب اس   XW  نیز محدب می باشد و ایتس بتدیس معنتی

( بهینه موضعی، بهینه سراسری می باشد و همچنیس 2-2اس  که در  مساله ) XW  نقطه عطتف

  54اطلاعات مطمئس می شویم که معادلات اکسترما  ندارد  با ایس XW که به صورت زیر هستند 

 ( تولید کنند  2-2می توانند بهینه سراسری را برای مساله )

                  (2-8                            )   
 

2,10
,1 2











k
aX

axw

x

XW n

j j

jkkj

k 
 

 

کته اگتراما مشکلی که بوجود می آید ایتس است    0,2 jaX ( در آن 8-2، معتادلات مشتتق )

تعریف نشده اس   بنابرایس اگر مکان بهینه برای نقطه جدید بر روی یکی از نقتاط موجتود منطبتق 

( نمی تواند برای بدس  آوردن جتواب بهینته متورد استتفاده قترار گیترد  8-2گردد، آنگاه معادله )

 ر یک از نقاط موجود را جداگانه برای بهینگی بررسی کرد بنابرایس به راحتی می توان ه

 

                                                 
Local optima52 

Global optima53 

Extremal equations54 
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 مینیمم 2-2گزاره  XW  ( ]14در یکی از نقاط موجود مکانیتابی :)] XW در r  امتیس نقطته

 موجود مینیمم می شود اگروفقط اگر

  (2-4                        )
 
 

 
  r

n

r
j jr

jrj
n

r
j j

jrj

r w
aa

aaw

aa

aaw
CR 




















































 






2/1
2

1 2

22

2

1 12

11

,, 
  

 

یتتک جابجتتایی از مکتتان جدیتتد  اثبییات: 21, xx  بتتا فاصتتلهt  در جهتت  بتتردار 21,ddd   

یعنی 2211 , tdxtdx   را در نظر می گیریم، که در آن  1
2/12

2

2

1  dd   می باشد  حتا  نتر

تغییر  tdXW   را نسب  بهt وقتی ،raX   وt  :به صفر میل می کند را می یابیم 

 

                                                
    

    
 

    
 

    
 

    


































n

r
j

jrjr

jrj

n

r
j

jrjr

jrj

r

n

j
jrjr

jrjrj

atdaatda

atdaw
d

atdaatda

atdaw
d

tdtd

tdtdw

atdaatda

datdadatdaw

dt

dW

1
2/12

222

2

111

222

2

1
2/12

222

2

111

111

1

2/12

2

2

1

2

2

2

1

1
2/12

222

2

111

22221111

 

 

 که ایس مشتقات را می توان به صورت زیر نوش :

                                                                   tRdtRdddw
dt

dW
r 2211

2/12

2

2

1  

 

که  tR1  و tR2 :در رابطه بالا تعریف شده بودند  بنابرایس 

 

                                      22112211

2/12

2

2

1 RdRdwRdRdddw
dt

dW
rrot  

 که  

                                                                                  
 
 







n

r
j jr

jrr

aa

aaw
R

1 2

11

1
,

 

 و     
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n

r
j jr

jrr

aa

aaw
R

1 2

22

2
,

 

12با استفاده از محاسبات اولیه و شرط 

2

2

1  dd  0توان گف  که کمتریس مقتدارمیt
dt

dW  بته

 ازای: 

                                                                                                                                                                         

    2/12

2

2

1

2
22/12

2

2

1

1
1 ,

RR

R
d

RR

R
d





 

 

 ق می افتد و بنابرایس:اتفا

                                                                            

  2/12

2

2

10min RRw
dt

dW
rt  

 

وقتی که مشتقات مثب  هستند، هر بار که  21, xx   در هتر جهت 21, rr aa     ،حرکت  متی کنتد

 XW  افزایش می یابد  چون XW  ، محدب اس 21 , rr aaX   نقطه مینتیمم است  اگتر و

فقط اگر   rr CRRRw 
2/12

2

2

1
  

 

( وجود دارد  یکی از قدیمی تتریس و 1-2رو  های تکراری مختلفی برای یافتس جواب مساله )     

 اس   55شاید ساده تریس آنها رو  وایس فیلد

 

، فترض W (X)برای بدست  آوردن کمینته  (:2-2) مساله روش وایس فیلد برای یافتن جواب

 کنید موقتأ امکان تطابق نقطه جدید با یکی از نقاط موجود وجود نداشته باشد  

 ( به صورت زیر بدس  می آید  8-2رو  تکراری برای مکانیابی بهینه با بازنویسی معادله )

                                              (2-5               )
 

 

2,1

,

,

1 2

1 2









k

aX

w

aX

aw

x
n

j j

j

n

j j

jkj

k




 

 

( است ، واقعتأ ایزولته )تنهتا( نیست ، زیترا هتر 5-2که در طرف چت  معادلته ) kxتوجه کنید که 
 jaX ,2  تابعی ازkx ( را می توان برای میتل )نزدیکتی( بته 5-2ه )می باشد، هر چند که معادل

 

21 , xx  که مکان بهینه نقطه جدید اس ، استفاده کرد 

                                                 
 

 Weiszfeld  procedure55 
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تکرار کامل داریم و مکان  فرض کنید     
21 , xx  را به دس  آورده ایم، آنگاه با استفاده از معادله

( برای 2-5) 1:امیس تکرار داریم 

                                         (2-6               ) 
  

  

2,1

,

,

1 2

1 21 







 k

aX

w

aX

aw

x
n

j j

j

n

j j

jkj

k










 

 

قبل از شروع تکرارها به یک نقطه آغازیس         0

2

0

1 , xx  ،نیازمندیم  یتک راه انتختاب نقطته اولیته

( اس  با ایس 2-2( اس   که مشابه مساله )1-2دسی مساله )انتخاب جواب مساله فاصله توان دو اقلی

تفاوت که فاصله  jaX ,2 به توان دو می باشد  جواب بهینه مساله فاصله توان دو اقلیدستی بته ،

 [:14صورت زیر اس   

      



n

j

jjj axaxwXW
1

2

22

2

11min 

                                                     (2-7)             2,1

1

1









k

w

aw

x
n

j

j

n

j

jkj

k 

( 6-2ابس نقطه مرکز گرانش نقاط موجود نام دارد و می تواند به عنوان نقطه شتروع رو  تکتراری )

 استفاده شود 

در ایس رویه، تکرارها به یک مکان بهینه میل خواهد کرد  فرض بر ایس اس  که نه مکان بهینه و نته 

موجود منطبق نیستند  اگر چه مشکلات همگرایتی را زمتانی کته  هی  یک از تکرارها بر مکان های

 

21 , xx  به یکی از نقاط موجود منطبق می شود انتظار خواهیم داش ، امتا عمومتأ ایتس مشتکلات

 بوجود نمی آیند 

باشد، همگرایتی نستبتأ ستریع است  و  rw( خیلی کوچکتر از 4-2در شرط ) rCRهنگامی که     

زمانی که  raX ,2 ( تقریبأ برابر صفر شود، مشتکلات محاستبات متی توانتد ر  5-2در معادله  )

( نزدیک به تساوی باشد، همگرایی ممکس اس  کند 4-2دهد  تجربه نشان می دهد که وقتی شرط )

( بررسی کنیم، 4-2موجود مکانیابی را با استفاده از شرط ) باشد  بنابرایس بهتر اس  ابتدا تمام نقاط

گردد، آنگاه تکرارها متی  rwبرابر با  rدر بعای نقاط موجود  rCR( برقرار نباشد اما 4-2اگر شرط )

 توانند از نزدیک آن نقطه شروع شوند 

یعنی کران پاییس مقدار بهینه خاتمه ایس رو ، معیار توقف آن،      XW  متی باشتد  ایتس کتران

نیازمنتد گتزاره زیتر می شود  بترای بدست  آوردن ایتس کتران  56پاییس دائمأ در طی تکرارها به روز

  [ آمده اس 14که اثبات آن در   هستیم

 

                                                 

Update56 
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، پوسته محتدب Ωدرون ( باید 1-2[(: جواب بهینه مساله )14)  [ دامنه پوسته محدب9-2گزاره 

 نقاط موجود مکانیابی، قرار گیرد 

( در ایس پوسته قرار دارد  بعلاوه به 7-2می توان نشان دادکه نقطه شروع تعریف شده با معادله )    

(، نقاط بعدی نیز در پوسته محدب خواهد بود  حتا  6-2غیر از نقطه شروع استفاده شده در رویه )

 یس فیلد ارائه می گردد یک منطق هندسی برای رو  وا

برای شروع یادآوری می کنیم که      XW  تابعی محدب اس   ایس بدان معنی اس  کته صتفحه

مماس گراف محتدب کاسته شتکل  XW در نقطته داده شتده ، X ، XW  را بته ازای هترX 

( موجود باشند  ایس یعنی 5-2داده شده در معادله ) 57یس می زند  بخصوص اگر مشتقات جزئیتخم

 X ;به ازای هر

                                                           
     



kk

K k

xx
x

XW
XWXW 












 



2

1

 

 

گرادیان  XW ی است   بتا انتختاب برداری با مولفه های بدس  آمده، به ترتیب مشتقات جزئ
 XX : می توان نوش 

                                                          

          
        
       





XXXWXW

XXXWXW

XXXWXWXW













 

 

vuvuداریم: 51)چون طبق نامساوی شوارتز .) 

 اس ( قدر یک بردار .)  نشان دهنده ضرب برداری و

 

و  1  ،Xبه ازای  X  هر دو در پوسته محدبΩ هستند  از ایس رو  XX   نمی تواند

بزرگتر از فاصله خط راس    X  فاصله خط راس  بیس نقطه( X و دورتتریس نقطته از X 

  بنابرایس کران بالای رو به رشد درگردد ( Ωدر  XW  باید      XXW   باشد 

 

 کران پاییس  4-2گزاره  XW ( ]14 :)] 

  (2-1                                           )              XXWXWLBXW   

 

که در آن      },{max 2 yXX
y

 


  می باشد 

 

                                                 

Partial derivatives57  

  Schwartz58 



22 
 

بنابرایس دانستس کران بالا یا کران پاییس جه  بهبود مقدار تابع هدف در هر تکترار رو  وایتس     

 با مجموعه زیر اس : 51فیلد، میسر اس   مبنای معیار توقف روی زیر بهینگی متناسب

 

                                                     (2-1                     ) 

     
 





LB

XXW
S


   

(  هنگامی که 1-2از نامساوی )  0LB :داریم 

                                                                                   
     
 




XW

XWXW
S


 

 

س رو اگتتر متتی ختتواهیم یتتک تکتتراراز ایتت X  را بتتا زیربهینگتتی نستتبی کرانتتدار شتتده بتته صتتورت
    
 








XW

XWXW 

پیدا کنیم، تکرارها باید تتا    S  ادامته یابتد  بته عنتوان مثتا ، اگتر

تکرارها زمانی که   001/0S  ،آنگاه اس  پایان یابند  XW% ،1/0 مقتدار مینتیمم XW 

 می باشد 

 

( به عنوان نقاط موجود5 به ترتیب با وزن 4،5(5 )2،2( 5 )1،4(5 )1،1چهار نقطه ) :(]14([ 0-2مثال

راس  مکان بهینته ای بترای نقطته جدیتد با استفاده از فاصله خط  داده شده اس   4و2و2و1های 

 بیابید 

 

ها بزرگتر اس ، rwها از rCR، چون مقدار (]14([ 1-2 در جدو   rCRبا توجه به مقادیر  :جواب

 2-2بنابرایس نقطه بهینه جدید بر هی  یک از نقاط مکانیتابی موجتود منطبتق نمتی شتود  جتدو  

 از مرکز گرانشی نقاط نشان می دهد تکرارها را با شروع 

 

 

 
 rCRمحاسبه  1-2جدو    

       rw                       rCR                    r               مختصات نقاط موجود مکانیابی 
               (1,1)                                     1                        7.635                              1 

                 (1,4)                                      2                        4.931                              2     

                 (2,2)                                      3                        4.435                              2   

                 (4,5)                                      4                        4.754                              4  

 

 

 

                                                 

Proportional suboptimality59 
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  1-2تکرارهای مثا  2-2جدو  

      S                          LB                  مقدار تابع هدف             مختصات نقطه جدید
                       
21055.7                  16.407          17.646                           (2.556,3.667) 
21041.2                  17.210          17.624                            (2.523,3.745) 
210376.1                17.382             17.621                           ,3.772)(2.527 
210024.1                17.441             17.620                           (2.536,3.785)                      
310934.7                17.481             17.619                           (2.544,3.794)    
310192.6                17.511             17.619                           (2.551,3.799) 
310847.4                17.534           17.619                     (2.557,3.804)    
310802.3                17.552              17.619                          (2.560,3.807)   
310987.2 17.566                                17.619                           (2.564,3.810) 
310350.2               17.577            17.619                     (2.567,3.812) 
310851.1                17.586           17.619                      (2.569,3.814)                    
410660.5               17.608              17.618                            (2.576,3.818) 
410742.1               17.615           17.618                       (2.577,3.820)  
410580.1               17.618              17.618                             (2.577,3.820) 

 

 

 

 

 

 بررسی مساله با فاصله مستطیلی 2-2-1-2

  
فاصله مستطیلی در اغلب مسائل مکانیابی کاربرد دارد و همچنیس به خاطر سادگی اغلب مسائلی     

 که با فاصله خط راس  نسبتأ سخ  هستند از ایس فاصله استفاده می کنند 

 ی شود:( به صورت زیر تبدیل م1-2، مساله )1pبنابرایس برای 

 

                                  (2-10                    )   2211

1

min jj

n

j

j axaxwXW 


 

 

دو خاصی  مفید برای یافتس  

21 , xx    در ایس حال  وجود دارد  اولتیس آن تفکیتک پتذیری است

 ( را می توان به صورت زیر نوش :10-2بنابرایس مساله )
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                                      (2-11                              )

     

 

  













n

j

jj

n

j

jj

X

axwxW

axwxW

ts

XWXWXW

1

2222

1

1111

21

.

min

   

 

کمینه کردن   XW   1معاد  اس  با یافتس جداگانهx بترای مینتیمم کتردن 11 xW 2وx  بترای

 کمینه ساختس 22 xW :بنابرایس مساله به صورت زیر تبدیل می شود   

              (2-12                                  )  2,1min
1




kaxxW
n

j

jkkkk 

 که ایس مساله خیلی راح  تر قابل حل می باشد  

jkkjبرای حل مساله، ابتدا باید بررسی کنیم که     axw   یک تابع محدب ازkx  اس   با ترسیم

می توان نشان داد که ایس تابع محدب اس  و چتون   jkaو  jwبه ازای هر  kxساده تابع برحسب 

مجموع توابع محدب، محدب اس  بنابرایس  kk xW  نیز محدب می باشد 

  j را به ازای هتر  jka( را تغییر می دهیم و مقادیر 12-2برای تحلیل آسان تر حل، علام  گذاری )

دوباره مرتب می کنیم، به صورتی که        knkkk k
aaaa  باشد و فرض می کنیم که  321...

k

n

kk

k
www ,...,, 21

مختصات وجتود خواهتد  kn  توجه کنید که اکنون تعداد وزن های متناظر باشند 

nnkداش  که     

42111مثلأ فرض کنید اگر  aa  31و w  22و w  باشد، آنگتاه متی تتوان مجمتوع جمتلات

4243 11  xx  45به یک جمله را 1 x  تبدیل کرد 

بنابرایس می توان دنباله ای از  kja  ها را ساخ  که برحسب مقدار، اکیدأ نزولی هستند  و در نتیجه

ممکس اس  تعداد kja  ها کمتر از تعدادjka ی ها گردند  اندیس بالاk  درk

jw  نشان دهنده ترتیب

متفتاوت  2xبا بعتد  1xو ترکیب مطابق وزن هاس   به همیس دلیل اس  که ترتیب وزن ها در بعد 

 را برای تشخیص ایس ترتیب ها استفاده می کنیم   kاس  و همچنیس اندیس بالای 

 ( به صورت زیر نوشته می شود:12-2مساله )

                       (2-18                      )    2,1min
1




kaxwxW kjk

n

j

k

jkk  

 

حا  تابع  kk xW : فرمی مناسب برای محاسبه مشتق دارد و می توان نوش 

        (2-a 14                              )   kk

n

j

k

jkK axwxW
k

1

1

 


 

       (2-b 14                         )     ktkkt

n

tj

k

j

t

j

k

jkk axawwxW
k

1

11
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           (2-c 14                                   )   knk

n

j

k

jkk k

k

axwxW  
1

  

 

مشاهده می کنیم که شیب تابع      kk xW  از قطعات خطی ساخته شتده است  و تنهتا در نقتاط

 kja    تغییر می کند  در مجموع می توان گف kk xW خطتی -محتدب و تکته ای-تابعی پیوسته

ناپیوسته است   چتون شتیب  jkaاس  که مشتق او  آن در نقاط kk xW ( بتا 14-2در معادلته )

مم افزایش می یابد، بنابرایس مینی tافزایش  kk xW  هر جا که شیب تابع از منفی بته مثبت  یتا در

بعای نقاط از منفی به صفر تغییر می کند اتفاق می افتد  و در حالتی دیگر مینیمم تابع روی یتک 

اتفاق می افتد، هرچند که حداقل یک نقطه kxفاصله از  kta نیمم کننده باید می kk xW  باشد 

 

 

 

 شرایط برای مینیمم 4-2گزاره  kk xW  ( ]14 فرض کنید :)]x ( 18-2جواب بهینته مستاله )

 باشد و

                                                    (2-a 15                          ) 0
1

1








kn

tj

k

j

t

j

k

j ww 

 و 

                                                    (2-b 15                          )0
11

 


kn

tj

k

j

t

j

k

j ww  

 برقرار باشد، tدر نقطه ای مانند 

( نامساوی اکید باشد، آنگاه b 15-2اگر شرط  ) ktk ax   یعنی ، kt
a   جواب بهینه اس 

( نامساوی باشد، آنگاه b 15-2و اگر شرط)    
ktktk aax

1
,




  می شود 

 

بیتان کترد  بنتابرایس  t( را می توان در قالبی مناسب تر برای یتافتس 15-2حا  شرایط گزاره )    

 ه صورت زیر نوش :( را می توان بa 15-2شرط )

                                                                                0
1

1

1

1

1

 










kn

j

k

j

t

j

k

j

t

j

k

j www 

 ( را به صورت زیر نوش :b 15-2و شرط  )

                                                                     0
1111

 


kn

tj

k

j

t

j

k

j

t

j

k

j

t

j

k

j wwww   

 قرار دهیم:      اگر

       2,1
1




kwC
kn

j

k

j    

 



26 
 

 ( به صورت زیر می شود:15-2آنگاه شرایط گزاره )

                                                        (2-a 16                         )02
1

1

 




t

j

k

jwC 

                                                        (2-b 16                     )02
1

 


t

j

k

jwC  

 

شروع  1t( یک رو  محاسباتی برای حل مساله پیشنهاد می کند  از 16-2حا  نامساوی های )

می کنیم و دو برابر مجموع وزن های نقاط   kta  را تا اولیس نقطه ای که باC  برابتر شتود یتا از آن

بیشتر گردد محاسبه می کنیم  حا  نقطه بهینه 

kx  همان اولیس نقطه می باشد 

 

در  2و  1،  8،  2را به ترتیتب بتا وزن هتای  ( 452( و )258( ، )254)( ، 151: چهار نقطه )2-2مثال

 برای نقطه جدید بدس  آورید  نظر بگیرید و با استفاده از فاصله مستطیلی مکان بهینه ای

 

 حل: 

 
 (2-2جه  حل مثا )  8-2جدو  

 مختصات و وزن های اصلی                 1xترتیب در بعد                   2xترتیب در بعد 
2

jw            2ja                1

jw            1ja                jw       2ja        1ja         j  

 2               1                  2               1                   2          1           1         1 

 2               2                  4               2                   3          4           2         2 

 1               3                  2               4                   1          3           2         3 

 3               4                                                        2          2            4        4 

 

 

 با استفاده از ایس جدو  محاسبات زیر را انجام می دهیم:

                                                                                          1=2+4+2


kn

J

jwC
1

1  

حا  برای یافتس 

1x :محاسبات زیر را داریم 

                                                                                 

        4-=4+1- 


1

1

12
j

jwC 

                                                                             

    0<4=12 +8- 


2

1

12
j

jwC  

( به صورت اکید برقرار اس ، بنابرایس b 16-2چون شرط )  2121  ax  



27 
 

و برای یافتس 

2x :نیز داریم 

                                                                                     

    4-=4+1- 


1

1

12
j

jwC  

                                                                                       

 1=8+8 - 


2

1

12
j

jwC 

 

( به صورت نامساوی برقرار اس ، بنابرایس b 16-2چون شرط )      3,2, 23222  aax  

 

 اما رو  راح  تری برای حل ایس مساله با استفاده از نمودار به صورت زیر وجود دارد:    

را در آنجایی که  1x(  محور 1-2می نویسیم )شکل 2xو 1xوزن ها را بر روی تصویر نقاط در محور 

21( ایتس نقطته 2-2قسم  تقسیم می کنیم  که در مثتا  )وزن ها نصف می شود به دو  x  متی

32زمانی نصف می شود کته 2x( روی محور 2-2باشد  به همیس صورت وزن ها در مثا  ) 2  x 

( 16-2( و )15-2یط )باشد  بنابرایس مقدار جواب بهینه به دس  می آید که ایس جتواب هتا در شترا

 صادق هستند 

 

 
 

 نمایش وزن میانی 1-2شکل 
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 pبررسی مساله با فاصله  2-2-1-8

 
 :به صورت زیر اس  p( با فاصله 1-2مساله )

                            (2-17                    )   



n

j

pp

j

p

jj axaxwXW
1

/1

2211min 

    

ابتدا دو خاصیتی که   jp aX , :را مشخص می کند بیان می کنیم 

مقدار -1 jp aX ,  باافزایشp  کاهش می یابد  یعنی برای ،jaX   وpp  :داریم 

                                       

    pp

j

p

j

pp

j

p

j axaxaxax



/1

2211

/1

2211  

 

، آنگاه pهرگاه  -2 jp aX ,  11بزرگتر از jax   22و jax    اس 

 

 به صورت زیر اس : 60: نامساوی مینکوسکینامساوی مینکوسکی

                                                  
p

K

k

p

k

p
K

k

p

k

p
K

k

p

kk

/1

1

/1

1

/1

1



























 



 

 اعداد حقیقی هستند  kو  kاس  و   1pکه     

 

]تحدب  6-2گزاره  jpj aXw ,[]81 :] jpj aXw , تابعی محدب از X  می باشد 

 

( ثاب  می کنتیم کته 1-2پیرو گزاره ) اثبات:    ppp
yyyyf

/1

2121 ,   ست   بتا محتدب ا

 خواهیم داش : استفاده از نامساوی مینکوسکی

 

                                       
    

        

        

    
     2121

/1

21

/1

21

/1

21

/1

21

/1

2211

2211

,1,

1

11

11

1,1

yyfyyf

yyyy

yyyy

yyyy

yyyyf

p
ppppp

pppppp

ppp





















   

(   نامساوی مثلث و : )نامساوی مینکوسکی می باشند : 

                                                 
60 Minkowski 
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 در نتیجه حکم ثاب  شد   

       

جمله هر      XW ( محدب اس ، دوباره با استفاده از ایس حقیق  کته مجمتوع توابتع 17-2در )

محدب، محدب اس ، نتیجه می گیریم که  XW   تابع محتدبی ازX  متی باشتد  از ایتس رو یتک

 مینیمم موضعی، مینیمم سراسری می باشد 

 

مینیمم ]7-2گزاره  XW  ]14در نقاط موجود مکانیتابی :] XW  در 21, rr aa  دارای مقتدار

 ;مینیمم اس ، اگر و فقط اگر

 

(2-a 11                  )  1
/)1()1/(

2

)1/(

1 


pwRRCRP r

pppp

r

pp

rr 

(2-b 11                                               )  1,max 21  pwRR rrr
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 ( داریم: a 11-2مشاهده می شود که در )
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 تعریف نشده اس    1p( در a 11-2جملات سم  چ  نامساوی )

، آنگتتاه داریتتم: 1بتته ستتم   pو بتتا فتترض کتتاهش  p( فاصتتله هتتای 2بتتا استتتفاده از خاصتتی  )





1p

p
p ( 2و به راحتی نامساوی-b 11  را نتیجه خواهیم گرف ) 

( را با 17-2در مساله ) yهر جمله       2/12 y  درآن که  ، یک عتدد مثبت  کوچتک است

میتل  0تعویض می کنیم  ایس تقریب همیشه بزرگتر از مقدار اصلی می باشد، اما هنگامیکته 

( با رابطته زیتر تقریتب زده 17-2می کند، ایس تقریب نیز به جمله اصلی میل خواهد کرد و مساله )

 می شود:

(2-11  )                      
pn

j

p

j

p

jj
X

axaxwXWH

/1

1

2/2

22

2/2

11min 


  

 

ملاحظه می کنیم که      XWH  اکیدأ محدب اس  و تمام مشتقات آن در هر نقطه ای پیوستته

اس   سوالی که پیش می آید ایس اس  که اگر نقطه ای که  XWH   ،را مینیمم می کنتد یتافتیم
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آیا ایس نقطه  XW  را نیز مینیمم می کند؟ نشان داده می شود که به راحتی متی تتوان مینتیمم

کننده  XW  را با مینیمم کننده XWH  با انتخاب مقادیر کوچک   تقریب زد 

 

 ماکزیمم اختلاف بیس  8-2گزاره  XWH  و XW ( ]14  :)] 

                (8-20                          )       
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 اثبات: کافیس  نشان دهیم که:
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 در نتیجه حکم اثبات می شود 

 

بنابرایس اختلاف بیس XW  و XWH  هرگز فراتر از   نمی رود 

  

( با حداکثر 17-2(، جوابی برای مساله )11-2جواب مساله )       بیشتر از مقدار جواب بهینته

مینتیمم کننتده  Xا  خواهد بود  برای مشاهده ایس مطلب فرض کنید XW  وX  مینتیمم

کننتتده  XWH  باشتتد  چتتون       XWXWH  و     XWHXWH  :داریتتم ،

       XWXWH بنابرایس         XWXW  

    

( متورد استتفاده قترار گیترد  بتا قترار دادن 17-8می تواند برای حل مساله )رو  وایس فیلد نیز  

 به تنهایی در سم  چ ، داریم: 2xو 1xمشتقات جزئی برابر صفر و قرار دادن 
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             (2-21                                                ) 
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 نیتز اگتر و سایر مطالب همان گونه اس  که قبلأ برای حال  فاصله خط راس  بیان شتد  در اینجتا 

 ( خواهد بود 6-2همانند رو  )  2pقرار دهیم 

 

 

 

 مساله مکانیابی تک وسیله ای بر روی صفحه با تابع هدف مینیماکس 2-2-2

 
در ایس بخش می خواهیم نقطه جدید      21, xxX  را بر روی صفحه به گونه ای مکانیابی کنیم

ja ،تا نقاط موجود داده شده  Xه که ماکزیمم فاصل nj ,...,2,1  مینیمم گردد 

معیار مینیماکس یکی از انواع معیارهای مختلف مسائل مکانیابی است  کته کاربردهتای زیتادی در 

و در  عرصه های عملی دارد  به طور مثا  در مکانیابی خدمات اورژانسی ) آمبولانس و آتش نشانی (

مکانیابی خدمات صنعتی )تحویل فوری( که ماکزیمم تاخیر اهمی  بیشتری نسب  بته میتانگیس یتا 

 مجموع تاخیر دارد، از ایس نوع مکانیابی استفاده می گردد 

 شکل کلی مساله به صورت زیر می باشد:   

                                (2-22                       )  njaXd j
jxx

,...,2,1,maxmin
),( 21

 

 

 بررسی مساله با فاصله خط راس  2-2-2-1
   

[ پایته 15 61)م ( برمی گردد که برای اولیس بارتوسط سیلوستتر1157تاریخچه ایس مساله به سا    

[ ارائته شتد، کته ایتس 16 62)م ( رو  حلی هندسی به نام رو  پیرس1160گذاری شد  ودر سا  

 حی شده بود رو  برای حل مساله با استفاده از دس  طرا

                                                 

J.J.Sylvester61  
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 ( با استفاده از فاصله اقلیدسی به صورت زیر تبدیل می شود:22-2مساله )    

 

    (2-28)                              njaxax jj
jX

,...,1maxmin
2/12

22

2

11  

 

که در آن  21, xxX   و 21 , jjj aaa   

 

 ایس مساله با مساله زیرمعاد  اس  :

          (2-24 )                       
      njraxaxts

r

jj

xxr

,...,1.

min

2/12

22

2

11

),,( 21



  

 

( می تواند به صورت یافتس دایره ای با کوچکتریس شتعاع 28-2ایس رابطه نشان می دهد که مساله )

 نقطه موجود باشد، بیان گردد  nکه شامل 

و  68رو  حلی که در ایس پایان نامه برای حل ایس مساله ارائه متی شتود، توستط جتک ایلزینگتا    

مطر  شده اس   که با رو  پیترس نستبتأ متفتاوت است  و قابلیت  اجرایتی  ]17[ 64دونالد هیرن

( می باشد  واضح اس  24-2بیشتری بر روی کامپیوتر دارد و تعییس مینیمم دایره پوششی معادله )

ی نمودار آورده شود، رو jaکه مسائل کوچک می تواند با دس  سریعتر حل شود  هنگامی که نقاط 

پیدا کردن پوسته محدب آنها ساده اس   بدیهی اس  که دایره بهینه با دو یا سه نقطته کته رئتوس 

پوسته محدب هستند، تعریف می شود  دایره ای که قطر آن برابر فاصله نقاط مجزایی که متاکزیمم 

جواب می باشد  بته بیتان دیگتر  فاصله را از یکدیگر دارند باشد و تمام نقاط را نیز شامل شود، دایره

سه نقطه وجود دارد که تشکیل مثلث حاده داده، به قسمی که دایره بهینه محیط بر ایس مثلث متی 

باشد  دایره بهینه ممکس اس  از روی بیش از دو یا سه نقطه نیتز بگتذرد  البتته ممکتس است  زیتر 

ایتره بهینته دایتره ای یکتاست   مجموعه های مختلفی دایره بهینه را تعریف کند  واضح اس  که د

هنگامی که تعدادی نقطه وجود دارد یک تقریب مطلوب، ساختس موفقی  آمیز دایره های بتزرگ و 

بزرگ تر اس  که با دو یا سه نقطه تا رسیدن به بهینگی تعریف می شود  دایره ها در هر تکرار باید 

نقاط نباید تکرار گردد  حا  بته بیتان اکیدا صعودی باشد و برای بدس  آوردن آنها هی  ترکیبی از 

 الگوریتمی که برای فاصله خط راس  ارائه شده می پردازیم 

 

 

 

 

                                                                                                                                            

Peirce62 

Jack Elzinga63  

Donald  W.Hearn64 
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 الگوریتم

 

 برو  2دو نقطه دلخواه را انتخاب کس و به مرحله  -0گام

 

دو نقطه را که قطر دایره را تعریف می کنند در نظر بگیر  اگر ایس دایره تمام نقاط را پوشش  -2امگ

ف شو، در غیر ایس صورت نقطه ای بیرون از دایره انتخاب کس و همراه با دو نقطه قبلی بته داد متوق

 برو  8گام 

 

  10اگر ایس سه نقطه یک مثلث قائمه یا منفرجه را تعریف کند، آنگاه نقطه واقع در زاویته -9گام

  در غیر ایس صورت اگر مثلث زاویه های اکیدا برو 2درجه را رها کس و با دو نقطه باقی مانده به گام 

 برو  4تند دارد، به گام 

 

اگر دایره تعریف شده با سه نقطه تمام نقاط را پوشش متی دهتد، توقتف کتس  در غیتر ایتس  -4گام

نام گذاری کس  و از بیس سه نقطه ای که دایره را  Dصورت یک نقطه بیرون از دایره را انتخاب کس و

بنام  امتداد قطر دایره فعلی کته از  Aدارد،  Dنقطه ای را که بیشتریس فاصله را از  تعریف کرده اند،

نیز در آن نیم  Dمی گذرد، صفحه را به دو نیم صفحه تقسیم می کند  نقطه ای از دایره که A نقطه 

 برو  8به گام  Dو  A ،Cنام گذاری کس  با نقاط  C، و نقطه دیگر را Bصفحه اس  را 

 

درجه در نقطه میتانی  110اگر نقاط روی یک خط مستقیم باشند آن را مثلثی با زاویه  8در گام    

در نظر می گیریم  هنچنیس توجه کنید که با در نظر گرفتس مثلث قائمه به عنوان حال  دو نقطه ای 

متصل می شود  در عمل به نظر می D  اکیدا به  در نیم صفحه Bنقطه  4دایره، مطمئنیم که در گام 

انتختاب متی  8و 2سد انتخاب دورتریس نقطه بیرون از دایره معقو  تر از نقاطی اس  کته در گتام ر

 شوند  

 

همگرایی ایس الگوریتم بر نشان دادن اینکه دایره هایی که در هر بار ساخته می شوند شعاعشتان     

و نقطته ای و به طور یکنواخ  صعود می کند، پایه گذاری شده اس   چون تعدادی متناهی دایره د

 سه نقطه ای وجود دارد، بنابرایس فرایند متناهی اس   

( تعریف می شود، در تکرار بعدی می تواند با دو Bو  A اگر در بعای تکرارها دایره با دو نقطه )مثل 

تمتام نقتاط را  AB، اگتر دایتره  (]17([( 2-2یا سه نقطه دیگر تعریف شود  با مراجعه بته شتکل) 

که در شکل نشتان داده شتده  8یا  1،2نقطه بیرونی می تواند در یکی از مناطق  پوشش ندهد آنگاه

دارای یتک زاویته  1ABD، واضتح است  کته 1Dباشد می گتوییم در  1اس ، باشد  اگر در منطقه 

دایتره ای کته دارای قطتر  بتا 2را رها می کند و به گام   Aنقطه  8اس   بنابرایس گام  Aمنفرجه در
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BD1  اس ، می رود  چونA  نزدیک تریس نقطه بهB  اس  پس 1در منطقهABBD 1 بنابرایس ،

 دایره بعدی بزرگتر می باشد 

زاویه حاده دارد   B و Aدر  2ABD، آنگاه به وضو  2Dباشد مثلا در  2اگر نقطه بیرونی در منطقه 

  چتون کمتان GHمنهای نصف کمان  ABبرابر اس  با نصف کمان  2Dاز لحاظ هندسی، زاویه در 

حتاده  2ABDبزرگتر از صفردرجه اس ، مثلث  GHاس  درجه و کمان مقابل  AB  ،110مقابل به 

یتک وتتر از  ABاس   زیرا  ABبزرگتر از دایره به قطر 2ABDایره تعریف شده با می باشد  بعلاوه د

جابه جا متی  Bبا  Aاس  که تنها  1مشابه ناحیه  8اس  نه یک قطر برای آن  ناحیه  2ABDدایره 

 شود 

سه نقطه که مثلث حاده را تعریف متی به بیان دیگر دایره فعلی در بعای تکرارها ممکس اس  با     

(  8-2دایتره فعلتی را در شتکل)  C و B و   Aفترض کنیتد  4کند تعریف گردد  با مراجعه به گام 

 تعریف می کند  YBو  XAبا قطرهای  (]17([

 

 

 
 

 D ونقطه بیرونی ABدایره با دو نقطه  2-2شکل                        

 

 

 Aممکس اس  هرجایی روی دایره بیس نقاط  Bداشتس مثلث حاده  ABCتوجه کنید که برای دایره 

باشد  اگر ایس دایره تمام نقاط را پوشش ندهد آنگاه نقطه ختارجی  Yو  Xیا هر جایی بیس  Cو X و 
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D  در نیم صفحه ای که با عمودمنصفAC  ایجاد می شود، باC  تشکیل یک ضلع می دهد و در نیم

 مرتبط می شود  Bایجاد می شود با  APXکه با خط صفحه ای 

تشکیل یتک زاویته قائمته متی  ACبا  CX، آنگاه چون 1Dباشد، می گوییم  1در منطقه  Dاگر     

را رها خواهتد کترد و دو نقطته  Cالگوریتم نقطه  8منفرجه اس   گام ACو  1CDدهد ، زاویه بیس 

AXADاس   چون  ABCبزرگ تر از دایره  1ADریف کننده دایره با قطرتع 1 ( 2طبق شتکل-

تعریتف  2ACD، آنگاه دایره بعدی بتا  2Dباشد، می گوییم در  2در منطقه  D(، بهتر اس  نقطه 8

روی ختط  2Dزاویه قائمه متی ستازد  و  ACبا  CXحاده اس   زیرا  Cدر  2ACDمی شود  مثلث 

CX  22می باشد  چون CDAD   0، بنابرایس
2

2

22

2  CDACAD  قانون کسینوس نشتان ،

 حاده اس ، چون  2Dنهای  زاویه در نیز حاده اس   در  Aمی دهد که ایس مثلث در 

                                                                                   2/ˆ
2 GHarcACarcD  

 

اس   ایس را می توان  ABCبزرگ تر از دایره  2ACDدرجه اس   دایره  110کمتر از  ACو کمان 

Pاز ایس حقیق  که مراکز آنها به ترتیب در    وP    قرارگرفتته و بتر روی عمودمنصتفAC  ، است

PCPDمشاهده کرد  چون  2  2وچونDP  باید برابر ازCP  باشد وP   2باید بهD  نزدیکتر و

متی باشتد    PCبزرگ تر از شعاع قبلتی  CPدورتر باشد، بنابرایس شعاع جدید  Cاز    Pنسب  به 

 ایس اثبات همگرایی را کامل می کند 

بیشتریس فاصتله را از هتم داشتته  ، نیاز اس  که دو نقطه1بعلاوه برای انتخاب هر دو نقطه در گام  

باشند  واضح اس  که مینیمم دایره پوششی مستلزم یک جواب اولیه مناسب اس  که اغلب بتا ایتس 

دو نقطه تعریف می شود  مشکل ایس اس  که تعییس دو نقطه که بیشتریس فاصتله را از هتم داشتته 

 باشند، نیازمند محاسبه تعداد  2/2 nn می باشد    ، فاصله 
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 Dو نقطه بیرونی  ABCدایره با سه نقطه  8-2شکل 

 

 

 

الگوریتم پیرس با دایره ای که تمام نقاط را احاطه می : مقایسه این الگوریتم با الگوریتم پیرس

کند، شروع می کند، سپس ایس دایره پیوسته کوچک می شود تا بر روی دو نقطته یتا بیشتتر قترار 

داشته باشد که کاملا مقابل هم و بر روی قطر قترار گیرنتد، آنگتاه فراینتد  گیرد  اگر دو نقطه وجود

متوقف می شود  و اگر سه نقطه یا بیشتر وجود داشته باشد که تشکیل یک مثلث حاده دهنتد نیتز 

فرایند متوقف می گردد  در غیر ایس صورت رو  پیرس، دایره را حو  یکی از نقاط روی قطر و دور 

ث در آن زاویه منفرجه دارد، محور یابی می کنتد  بنتابرایس بتا ایتس رو  دایتره از نقطه ای که مثل

کوچکتری ساخته می شود و فرایند تا یافتس جواب بهینه ادامه می یابد  با اینکه رو  پیرس بترای 

 حل با دس  به خوبی کار می کند اما اجرای آن بر روی کامپیوتر کاری پر زحم  اس   
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 اله با فاصله مستطیلی بررسی مس 2-2-2-2

 
از جمله کاربردهای فاصله مستطیلی برای ایس مساله، می توان به تحویل اورژانس، هنگامی کته     

 برای جابه جایی به یک شبکه محدود می شود اشاره کرد 
 ( با فاصله مستطیلی به صورت زیر می باشد:22-2مساله ) 

                                                                                

 
 2211

,..,1,
maxmin

21

jj
njxx

axax 


  

 

[ مطر  کرد و فرمتو  برنامته ریتزی خطتی کته بته حتل 11  65که ایس مساله را ریچارد فرانسیس

 هندسی هدای  می کند ارائه داد، که در ایس بخش پایان نامه ارائه شده اس  

م نقاط هم فاصله از یک نقطته داده شتده، تحت  کلید ساخ  الگوریتم، یافتس مکان هندسی تما    

متی باشتد  یعنتی مربعتی کته بتا « لتوزی»تابع فاصله مستطیلی می باشد  ایس مکان هندسی یتک 

درجه نسب  به محور مختصات بدس  می آید   بنتابرایس مستاله، یتافتس کتوچکتریس  45چرخاندن 

 لوزی ممکس اس  که تمام نقاط را پوشش دهد 

 

بیه  که ایتس چهتار نقطته . زم اس  که ابتدا، حداکثر چهار نقطه را در نظر بگیریملا: روش حل    

 زیر تعریف می شوند: صورت 

                                                                                                            
 

 

 

 214

213

212

211

min

max

min

max

jj
j

jj
j

jj
j

jj
j

aaP

aaP

aaP

aaP









  

  

بگتذرد  2Pکه از نقطه  -1بگذرد و نیز خطی دیگر با شیب   1Pنقطه  که از -1خطی با شیب  حا 

عبور کند، رستم  4Pو  3P+ که به ترتیب از نقاط 1رسم می کنیم  همچنیس خطوطی با شیب های 

درجه نسب  به محتور  45شکیل مستطیلی می دهد که در زاویه می کنیم   تقاطع ایس چهار خط ت

 یی روی یک ضلع آن قرار گرفته اس   iPمختصات قرار گرفته اس   و هر  

می خواهیم کوچکتریس لوزی پوششی برای ایس چهتار نقطته بستازیم و نشتان دهتیم کته نقتاط     

، یتک مستتطیل و  iPچهارنقطه عامتل (]17([( 4-2ل)باقیمانده نیز پوشش داده می شوند  درشک

                                                 

Richard L. Francis 65 
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حو  هر نقطه یک لوزی را نشان می دهد  لوزی های هر نقطه نشان دهنتده مکتان هندستی تمتام 

d  نقاط با فاصله   dd  از آن نقطه اس  کهd  نقطته  فاصله بهینه است   بته وضتو  هتی

 داخلی یک لوزی نمی تواند جواب باشد زیرا ماکزیمم فاصله مینیمم نشده اس  

 

 

 
 مستطیل پوششی و لوزی های هم فاصله 4-2شکل                        

 

افزایش یابد، لوزی ها حو  مراکزشان بسط می یابند  جواب مساله )لوزی پوششتی(  dهنگامیکه     

لیس نقطه مشترک چهار لوزی حاصل می شود  هر نقطته ای کته روی هنگامی بدس  می آید که او

نشتان داده  (]17([( 5-2ایس فصل مشترک قرار دارد جواب مساله می باشد  ایس جواب در شتکل )

 شده اس  

 

مشاهده می کنیم که جواب، قسمتی از عمودمنصف ضلع بزرگتر مستطیل اس   بنابرایس جواب،     

ط وابسته اس  و روی مکان خاصی از اضلاع مستطیل نمی باشد  یعنی به مستطیل ساخته شده، فق

هرجای ضلع قرار گرفته باشد، مکان هندسی نقاط تغییر نمی کند و ایس مطلتب  1Pاینکه اگر نقطه 
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ن مینتیمم لتوزی صادق می باشد  به ایس ترتیب جتوابی کته ستاخته ایتم، همتا iPبرای سایر نقاط 

پوششی برای تمام نقاط روی محیط مستطیل اس   سایر نقتاط بتاقی مانتده درون مستتطیل قترار 

باشد، زیرا هر نقطه درون مستتطیل،  dدارند، فاصله هر یک از آنها تا هر نقطه جواب باید کمتر از 

فاصله هر نقطه روی محیط مستطیل تا نقطه جواب اس ، قترار  که dروی مسیر به طو  کمتر از 

 دارد 

 

 
             

 توسعه لوزی های تعریف کننده مکان هندسی مینیماکس 5-2شکل                    
 

 

ساختار جواب مینیماکس نشان می دهد که مجموعه نقاط جواب می تواند با رسم عمودمنصف      

قطع آن با خطوط عمودی و افقی ای کته از انتهتای کوتتاهتریس اضتلاع بزرگتریس ضلع مستطیل و 
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نشان داده شتده است    (]17([( 6-2مستطیل کشیده شده اند، پیدا شود، به صورتی که در شکل )

 ( پایه گذاری شده، قایه زیر را به ما می دهد 6-2جبر ساده که روی شکل )

 

 
 

 که با مستطیل پوششی تعریف می شودمکان هندسی مینیماکس  6-2شکل              

 

 

 

مینیمم لوزی پوششی مساله  :[(11)]قضیه
 

 2211
,..,1,

maxmin
21

jj
njxx

axax 


را در نظر بگیریتد   

فتتتتتترض کنیتتتتتتد:   121max uaa jj   ،  221min uaa jj   ،  121max vaa jj   و
  221min vaa jj  بعتتتتتتتلاوه فتتتتتتترض کنیتتتتتتتد       212121 ,max ssvvuu  

و     212121 ,min ttvvuu  باشتتتد، آنگتتتاه فاصتتتله مینیمتتتاکسd  برابتتتر استتت  بتتتا

2/)( 21 ss    و مکان مینیماکس 

21 , xx  اس ، اگر و فقط اگر 
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22112
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 9فصل

 مساله مکانیابی تک وسیله ای بر روی خط
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 مقدمه 8-1

 
در ایس فصل می خواهیم مساله مکانیابی تک وسیله ای بر روی صفحه، بتا ایتس محتدودی  کته     

خاصتی از مستاله  قرار بگیرد را بررسی کنیم  ایتس مستاله حالت   Lمکان جدید روی خط مشخص 

مکانیابی تک وسیله ای بر روی صفحه می باشد  که در عمل می توانتد کاربردهتای زیتادی داشتته 

باشد  از جمله کابردهای ایس مساله با تابع هدف کمتریس مجموع می توان به ساختس یتک ستد بتر 

و شهر هتای  روی رود، به قسمی که مجموع فواصل وزن دار آن تا زمیس های کشاورزی، یا روستاها

اطراف آن کمتریس مقدار گردد  و همچنیس به خدمات اورژانس یا آتش نشانی یتا ختط تولیتد یتک 

 کارخانه و     ، اگر تابع هدف مساله مینیماکس باشد، اشاره کرد  

 

 با تابع هدف کمتریس مجموع خط مساله مکانیابی تک وسیله ای بر روی 8-2

 
صفحه قرار دارد  می خواهیم مکان نقطه جدید را به گونه ای فرض کنید تعدادی نقطه بر روی      

قرار بگیرد و ثانیا مجموع فاصله های وزن دار   Lتعییس کنیم که اولا مکان جدید روی خط مشخص 

 آن تا نقاط موجود، کمینه گردد 

 فرم کلی مساله به صورت زیر می باشد:

                                            (8-1)                         j

n

j

pj
LX

aXwXW ,min
1





  

 که در آن

n،تعداد نقاط موجود در صفحه : 

jwهزینه انتقا  از نقطه جدید تا نقاط موجود : ja ( 0وjw،) 
 21 , jjj aaa موقعی  نقطه موجود :ja  روی صفحه، 

 21, xxX ،موقعی  نقطه جدید روی خط : 
 jp aX ,فاصله بیس نقطه جدید با نقاط موجود :ja   

ها باشد  در غیر ایتس  x، منطبق بر محور Lبرای راح  تر شدن مساله، فرض می کنیم که خط      

ها انتقا  داد و مطابق با ایس انتقتا ، نقتاط  xبر روی محور  را Lصورت می توان با یک انتقا ، خط 

را نیز منتقل کرد  بنابر ایس مختصات نقطه جدیتد بته صتورت  jaموجود  0,1xX    متی باشتد

   قرار ندارند  Lهمچنیس در ایس فصل فرض بر ایس اس  که هی  یک از نقاط موجود، بر روی خط 

گفته شد، می دانیم که جواب مساله درون پوسته محدب نقاط موجود،  2طبق آنچه که در فصل     

، درون پوسته محدب نقاط داده شده باشد، آنگاه جواب بهینه مساله روی Lمی باشد  حا  اگر خط 

بیترون پوستته محتدب نقتاط  Lآن قسم  از خط که درون ایس پوسته اس ، می باشد  و اگر ختط 

، پاره خط مورد نظر به دس  می آید  Lد باشد، آنگاه با تصویر کردن نقاط موجود بر روی خط موجو
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اگر ایس پاره خط را  ba,  بنامیم، آنگاه 1min j
j

aa   و 2min j
j

ab ( را 1-8  بنا برایس مساله )

 می توان به صورت زیر نوش :

 

                                           (8-2                     )
 

   j

n

j

pj
baX

aXwXW ,min
1

,




   

 

 بررسی مساله با فاصله خط راس  8-2-1

 
 ( به صورت زیر تبدیل خواهد شد:2-8برای حل مساله با فاصله اقلیدسی، مساله )    

 

                  (8-8                          )
 

     2/12

2

2

11

1
,

0)(min jj

n

j

j
baX

aaxwXW 



 

 

چون  XW ( فقط به متغیر 8-8در رابطه )1x ( را بته 8-8وابسته اس  بنابرایس می توان مستاله )

 صورت زیر نوش :

                    (8-4                                  )
 

    





n

j

jjj
bax

aaxwxW
1

2

2

2

111
,1

min 

 

( محدب اس  یا نه  چون وزن ها مثب  4-8بررسی می کنیم که آیا تابع هدف ) برای حل مساله    

j ،هستند بنابرایس به ازای هر    2/12

2

2

11 jjj aaxw   یک تابع محدب می باشد  و از آنجایی که

مجموع توابع محدب، محدب می باشد  بنابرایس  1xW   محدب می باشد 

ونی که برای حل مسائل بهینه سازی محدب وجود دارد را می توان بترای حتل رو  های گوناگ    

ایس مساله به کار برد  از جمله ایس رو  ها می توان به رو  وایس فیلتد اشتاره کترد  همچنتیس از 

 نیز می توان استفاده نمود   66رو  های حل جستجوی خطی

    

 حل مساله به رو  وایس فیلد 8-2-1-1   

 
با مطالبی که درباره رو  وایس فیلد در فصل دوم گفته شد، معادله اکسترمالی که متی مطابق      

 تواند بهینه سراسری را برای ایس مساله تولید کنند به صورت زیر می باشد:

 

                                                 

Line search66 
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                         (8-5                   )   

  
0

1
2/12

2

2

11

11

1

1 







n

j
jj

jj

aax

axw

xd

xWd  

 

 داش : (، خواهیم 5-8با باز نویسی معادله )

                           (8-6                           )
  

  













n

j
jj

j

n

j
jj

jj

aax

w

aax

aw

x

1
2/12

2

2

11

1
2/12

2

2

11

1

1  

 

تکرار کامل داریم و مکان  فرض کنید   0,1

x  را به دس  آورده ایم، آنگاه با استتفاده از معادلته

( برای 8-5) 1میس تکرار داریم:ا 

                          (8-7                          ) 
   

   














n

j
jj

j

n

j
jj

jj

aax

w

aax

aw

x

1
2/1

2

2

2

11

1
2/1

2

2

2

11

1

1

1





  

 

قبل از شروع تکرارها به یک نقطته آغتازیس       0,0

1x  ،نیازمنتدیم  یتک راه انتختاب نقطته اولیته

( اس  با ایتس 8-8  که مشابه مساله )( اس 1-8انتخاب جواب مساله فاصله مربعی اقلیدسی مساله )

تفاوت که فاصله  jaX ,2 مربعی  می باشد  که مرکز گرانشی مکانیابی، جواب بهینته مستاله بتا ،

فاصله مربعی اقلیدسی       



n

j

jjj aaxwXW
1

2

2

2

11 0min   اس 

 ( به صورت زیر اس :7-8بنابرایس نقطه شروع برای رویه )

                                                     (8-1             ) 










n

j

j

n

j

jj

w

aw

x

1

1

1

0

1  

که با ایس رویه، تکرارها به مکان بهینه  ox ,1

  میل خواهد کرد 

خاتمه ایس رو ، معیار توقف آن، یعنی کران پاییس مقدار بهینه      XW   بتر روی ختطL   متی

باشد  ایس کران پاییس دائمأ در طی تکرارها به روز می شود  برای بدس  آوردن ایتس کتران نیازمنتد 

 گزاره زیر هستیم 

 

( باید درون بازه 1-8جواب بهینه مساله )  دامنه پوسته محدب[:0-9گزاره  ba,   پوسته محدب(

 یرد ( قرار گLتصویر نقاط موجود مکانیابی بر روی خط 
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( در ایس پوسته تعریف می شود  بعلاوه به غیتر 1-8می توان نشان دادکه نقطه شروع، با معادله )    

(، نقاط بعدی نیز در پوسته محدب خواهد بود  یک منطق 7-8از نقطه شروع استفاده شده در رویه )

 ارائه می گردد  2هندسی برای رو  وایس فیلد مشابه مطالب فصل 

 

 

 اله به رو  جستجوی خطیحل مس 8-2-1-2

 
یکی از رو  های بهینه سازی نامقید استفاده از رو  هتای جستتجوی خطتی است   کته ایتس    

جستجوی خطی معاد  اس  با مینیمم سازی یک تابع محدب یک یا چند متغیره بدون محدودی  

 یا با محدودی  های ساده شبیه کران های بالا و پاییس متغیر 

جود دارد  یکی جستتجوی خطتی بتدون استتفاده از مشتتقات و دیگتری دو نوع جستجوی خطی و

جستجوی خطی با استفاده از مشتقات می باشد  که برای هر یک از ایس دو نوع، رو  های متعددی 

برای مینیمم سازی توابع محدب وجود دارد  رو  های جستجوی خطی بتدون استتفاده از مشتتق 

و  تقسیم طلایی و رو  فیبونتاتچی متی باشتد  مثل جستجوی یکنواخ ، جستجوی دوبخشی، ر

رو  های جستجوی خطی با استفاده از مشتق عبارتند از رو  دو بخشی و رو  نیوتس  چتون در 

عمل معمولا رو  تقسیم طلایی  بیشتر به کار می روند، ما نیتز بترای حتل مستاله و از ایتس رو  

 استفاده می کنیم  

 

 طلایی  حل مساله به رو  تقسیم  8-2-1-2-1

 
 مساله زیر را در نظر بگیرید:

                                                                                                        
 ba 

min 

چون مکان دقیق جواب مشخص نیس ، بتازه  ba, نتد را غیتر قطعتی متی گوینتد  در طتو  فرای

 جستجو ایس بازه در هر مرحله کوچک می شود تا به دق  داده شده برای جواب برسیم 

 

RRفتترض کنیتتد :  0-9قضیییه :  روی بتتازه ba,  محتتدب باشتتد  همچنتتیس فتترض کنیتتد

 ba,,   به گونه ای باشند که س صتورت اگتر   در ای      آنگتاه بترای هتر ،

 bz ,  :داریم    z  و اگر      آنگاه برای هر ، ,az  : ختواهیم داشت

    z  

 

بازه جدید به طو  بازه قبلی عدد طلایی می باشد در رو  تقسیم طلایی، در هر تکرار نسب  طو  

012که عدد طلایی ریشه معادله   xx  :6181.0بوده و برابراس  با 
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ام از ایس رو ، فرض می کنیم بازه  kدر تکرار کلی  kk ba بازه غیر قطعتی باشتد، بتا استتفاده از  ,

 توان بازه بعدی را تعییس کرد   ( می1-8قایه )

بازه جدید غیر قطعی  11 ,  kk ba  توسط kk b,  تعییس می شود هرگاه   kk    و توسط

 kka ,  تعییس می شود هرگاه   kk     

 

 الگوریتم 

 

:   0گیییام 11 ,ba  ،را بتتتازه آغتتتازیس عتتتدد طلایتتتی،  را برابتتتر  1111 1 aba      و

 1111 aba    قرار دهید وL  را دق  بازه انتخاب کنید 

 

Labاگر  :2گام  kk   باشد توقف کنید  جواب در بازه kk ba  قرار دارد  L با دق  ,

 

اگر  :9گام    kk    :باشد، قرار دهیتدkka 1  وkk bb 1  و همچنتیس مقتدار جدیتد

 1111   kkkk aba   وkk  1 :در غیتتر ایتتس صتتورت قتترار دهیتتد  kk aa 1  و

kkb 1  وkk  1  و  1111 1   kkkk aba  

 

1: 4گام  kk  بروید  2قرار دهید و به گام 

 

 

( 1،10(، )10،1(، )10،1(، )1،1(، )6،7(، )5،6(، )1،5(5 )11،4( 5 )12،2(5 )1،1ده نقطه ) :0-9مثال

با استفاده  داده شده اس  1و1، 1، 7، 1، 4،7، 4، 5، 1به عنوان نقاط موجود5 به ترتیب با وزن های 

 ، بیابید  x=0راس  مکان بهینه ای برای نقطه جدید روی خط از فاصله خط 

 

 جه  به دس  آوردن بازه،  x=0پوسته محدب نقاط داده شده را روی خط  ابتدا جواب: ba,  بته

( می نویسیم  با تصتویر نقتاط بتر 4-8با مطابق فرمو  ) دس  می آوریم و سپس تابع هدف مثا  را

بازه ،   x=0روی خط  12,1  به عنوان بازه مورد نظر به دس  می اید  بنابرایس تابع هدف به صتورت

 زیر می شود:

 
    

            2/122/122/122/12

2/14

1

2

2

2

1
10,1

10011161144125111

min








xxxx

aaxwxW
j

jjj
x



 

جستجوی تقستیم طلایتی جتواب برابتر است  بتا: در نظر بگیریم، آنگاه با استفاده از  610Lاگر 
1x  
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 بررسی مساله با فاصله مستطیلی 8-2-2

 
 ( به صورت زیر تبدیل خواهد شد:2-8برای حل مساله با فاصله مستطیلی، مساله )    

 

                  (8-11                          )
 

 





n

j

jjj
baX

aaxwXW
1

211
,

0)(min 

 

چون  XW ( فقط به متغیر 11-8در رابطه )1x ( را 11-4وابسته اس  بنابرایس می تتوان مستاله )

 به صورت زیر نوش :

                    (8-12                                  )
 

   





n

j

jjj
bax

aaxwxW
1

2111
,1

min 

 

( محدب اس  یتا نته  چتون وزن هتا 12-8که آیا تابع هدف )برای حل مساله بررسی می کنیم     

j ،مثب  هستند بنابرایس، به ازای هر  211 jjj aaxw   یک تابع محدب می باشد  و از آنجتایی

که مجموع توابع محدب، محدب می باشد  بنابرایس  1xW  محدب می باشد 

ایس مساله  برای حل ایس مساله به کار برد  ساده تریس رو  برای رو  های گوناگونی را می توان    

 به صورت زیر می باشد 

  

( را تغییر می دهیم و مقادیر 12-8برای تحلیل آسان تر حل، علام  گذاری ): (02-9حل مساله )

1ja را به ازای هر j   دوباره مرتب می کنیم، به صورتی که       1131211 ...
knaaaa   باشد و

11فرض می کنیم که 

2

1

1 ,...,,
knwww  1مطابق وزن های مثب  در بعدx  ، باشد  توجه کنید کته حتا

nnkمختصات وجود خواهد داش  که  knتعداد     

43111مثلأ فرض کنید اگر  aa  31و w  23و w  باشد، آنگتاه متی تتوان مجمتوع جمتلات

443 11  xx  45را به یک جمله 1 x  تبدیل کرد 

بنابرایس می توان دنباله ای از  1ja  در نتیجه ها را ساخ  که برحسب مقدار اکیدأ نزولی هستند  و

آن، ممکس اس   1ja  1ها کمتر ازja   ها گردند 

 ( به صورت زیر نوشته می شود:12-8مساله )

                       (8-18                              )
 

      





n

j

jjj
bax

aaxwxW
1

2111
,1

min   

 

حا  تابع  1xW ناسب برای محاسبه مشتق دارد و می توان نوش :فرمی م 
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                       (8-a 14                              )   111

1

1

1 axwxW
kn

j

j  


 

                       (8-b 14                )     1111

1

1

1

1

1 



  tt

n

tj

j

t

j

j axawwxW
k

 

                      (8- c 14                          )   11

1

1

k

k

n

n

j

jk axwxW  


  

 

مشاهده می کنیم که شیب تابع      1xW  از قطعات خطی ستاخته شتده است  و تنهتا در نقتاط

 1ja    تغییر می کند  در مجموع می توان گف 1xW خطتی -محتدب و تکته ای-تابعی پیوسته

ناپیوستته است   چتون شتیب  1jaدر نقاط اس  که مشتق او  آن 1xW ( بتا 14-4در معادلته )

، افزایش می یابد، بنابرایس مینیمم tافزایش  1xW  هر جا که شیب تابع از منفی بته مثبت  یتا در

  و در حالتی دیگر مینیمم تابع روی یک بعای نقاط از منفی به صفر تغییر می کند، اتفاق می افتد

اتفاق می افتد، هرچند که حداقل یک نقطه  1xفاصله از  1ta  باید مینتیمم کننتده 1xW   باشتد

 می توان گزاره ای به صورت زیر برای مساله بیان کرد  2همانند فصل 

 

رایط برای مینیمم ش 9-9گزاره  1xW فرض کنید :] 

                                                    (8-a 15                           )01
1

1

1 






kn

tj

j

t

j

j ww 

 و 

                                                    (8-b 15                          )0
1

1

1

1  


kn

tj

j

t

j

j ww  

 صادق اند، tدر بعای نقاط 

( نامساوی اکید باشد، آنگاه b 15-8اگر شرط  ) 11 

t
ax  

( نامساوی باشد، آنگاه b 15-8و اگر شرط)    
1111 ,






tt
aax  می شود 

  

حا  اگر قرار دهیم:            



kn

j

jwC
1

1    

 

 ( به صورت زیر خواهد بود:15-4شرایط گزاره ) 2همانند مطالب فصل 

                                                        (8-a 16                         )02
1

1

1  




t

j

jwC 

                                                        (8-b 16        )             02
1

1  


t

j

jwC  
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شروع  1t( یک رو  محاسباتی برای حل مساله پیشنهاد می کند  از 16-8حا  نامساوی های )

می کنیم و دو برابر مجموع وزن های نقاط   1ta  را تا اولیس نقطه ای که باC  برابتر شتود یتا از آن

گردد، محاسبه می کنیم  حا  نقطه بهینه بیشتر 

1x  همان اولیس نقطه می باشد 

 

در  2و  1،  8،  2را به ترتیب با وزن های  ( 452( و )258( ، )254)( ، 151(: چهار نقطه )2-9مثال)

بته   x=0ختط نظر بگیرید و با استفاده از فاصله مستطیلی مکان بهینه ای برای نقطه جدید بر روی 

 دس  آورید 

 

 حل: 

 
 (2-8مثا  ) 1-8جدو  

 مختصات و وزن های اصلی                           1xترتیب در بعد                
             1

jw            1ja                    jw       2ja        1ja         j  

              2               1                      2          1           1         1 

              4               2                      3          4           2         2 

              2               4                      1          3           2         3 

                                                       2          2            4        4 

 

 

 با استفاده از ایس جدو  محاسبات زیر را انجام می دهیم:

                                                                                          1=2+4+2


kn

J

jwC
1

1  

حا  برای یافتس 

1x :محاسبات زیر را داریم 

                                                                                        4-=4+1 


1

1

12
j

jwC 

                                                                                0<4=12+4  


2

1

12
j

jwC  

ابرایس ( به صورت اکید برقرار اس ، بنb 16-8چون شرط )  2121  ax  

 

 اما رو  راح  تری برای حل ایس مساله با استفاده از نمودار به صورت زیر وجود دارد:    

آنجایی که  را در 1x(  محور 1-8می نویسیم )شکل 2xو 1xوزن ها را بر روی تصویر نقاط، در محور 

21( ایتس نقطته 2-8وزن ها نصف می شود، به دو قسم  تقسیم می کنیم  که در مثا  ) x  متی

( صتدق متی 16-8( و)15-8باشد  بنابرایس مقدار جواب بهینه ای که به دس  می آید، در شترایط )

 کند  
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 نمایش وزن میانی 1-8شکل 

 

 

 pبررسی مساله با فاصله  8-2-8

 
 :به صورت زیر اس  p( با فاصله 2-8مساله )   

                                                                           

                       (8-17                          )
 

   
pn

j

p

j

p

jj
bax

aaxwxW

/1

1

2111
,1

min 



 

 

جمله هر به وضو      1xW ( محدب اس  همچنیس بتا استتفاده از ایتس حقیقت  کته 17-8در )

مجموع توابع محدب، محدب اس ، نتیجه می گیریم که  1xW  تابعی محدب می باشد  از ایس رو

 یک مینیمم موضعی، مینیمم سراسری می باشد 

 

( را با 17-8در مساله ) yهر جمله       2/12 y  که درآن  ، یک عتدد مثبت  کوچتک است

، ایتس 0تعویض می کنیم  ایس تقریب همیشه بزرگتر از مقدار اصلی می باشد، اما هنگامی که 

 ( با رابطه زیر تقریب زده می شود:11-8)تقریب نیز به جمله اصلی میل خواهد کرد  و مساله 

     (8-11                )
 

       
pn

j

p

j

p

jj
bax

aaxwxWH

/1

1

2/2

2

2/2

111
,1

min 
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ملاحظه می کنیم که      1xWH  اکیدأ محدب اس  و تمام مشتقات آن در هر نقطه ای پیوستته

اس   بنابرایس  1xWH غیر خطی کلی و الگوریتم هایی است  یک کاندید خو  تعریف برای نزو  

 که اگر تابع یکنواخ  یا اکیدأ یک کوهانه باشد، به مینیمم کننده همگرا می شود 

سوالی که پیش می آید ایس اس  که اگر نقطه ای که      1xWH  را مینیمم می کند یتافتیم، آیتا

ایس نقطه  1xW می توان نشان داد که می توان مینتیمم  2مم می کند؟ همانند فصل را نیز مینی

کننده  1xW  را با مینیمم کننده 1xWH    با انتخاب مقادیر کوچک تقریب زد 

 

( مورد استفاده قترار گیترد  بتا قترار دادن 17-8رو  وایس فیلد نیز می تواند برای حل مساله )    

 در سم  چ ، داریم: 1xمشتقات جزئی برابر صفر و قرار دادن 

 

                                  (8-21                           ) 
     

     












n

j jj

j

n

j jj

jkj

axdaxd

w

axdaxd

aw

x

1 111

1 1111

1

,,

,,





 

 که

                                                  pp

j

p

jj aaxaxd
/112/2

2

2/2

111,


  
 و 

                                                                         2/12

1111,
p

jj axaxd


  
 

و سایر مطالب، همان گونه اس  که قبلأ برای حال  فاصله خط راس  بیان شد در اینجا نیز به ازای 

2p  (  را خواهیم داش      6-8رو ) 

 

 مینیماکسبا تابع هدف  خط رویمساله مکانیابی تک وسیله ای بر  8-8
   

در ایس بخش می خواهیم نقطه جدید    0,1xX خط  را بر رویL  به گونه ای مکانیابی کنیم که

 مینیمم گردد   n 5     52 51j، به ازای jaتا نقاط موجود داده شده  Xماکزیمم فاصله 

مساله می تواند کاربردهای زیادی در عرصه های عملی داشته باشد  به طور مثتا  در مکانیتابی  ایس

خدمات اورژانسی ) آمبولانس و آتش نشانی ( و در مکانیابی خدمات صنعتی )تحویل فوری( که باید 

کنار یک خیابان یا جاده احداث گردند و ماکزیمم تاخیر، اهمی  بیشتتری نستب  بته میتانگیس یتا 

 مجموع تاخیر دارد، از ایس نوع مکانیابی استفاده می گردد 

   

 شکل کلی مساله به صورت زیر می باشد:  
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                                (8-22                       )  njaXd j
jx

,...,2,1,maxmin
1

 

 

nj  چون مساله، بهینه سازی تابع هدف در یک بعد می باشد، بنابرایس می توان به ازای ,...,2,1   ،

 j
j

aXd ,max را به صورت یک تابع j
j

aXdf ,max  قرار داد و سپس مقتدار تتابع هتدف

 مساله : 

                                                                                       
 

nj

aXdf j
jx

,...,1

,maxmin
1




  

 

 را با استفاده از رو  های جستجوی خطی برای فاصله های مختلف به دس  آورد 
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 4فصل 

 روش مثلث بزرگ مثلث کوچک
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 مقدمه  4-1
    

تتی دارای در مسائل مکانیابی گاهی با مسائلی برخورد می کنیم که نامحدب و مشتق ناپذیرند و ح 

بهینه های موضعی زیادی هستند  و لذا باید از رو  های بهینه سازی سراسری برای حل استتفاده 

کنیم  نوعی رو  بهینه ستازی سراستری بتر مبنتای افتراز ناحیته و ایجتاد شتاخه و کتران توستط 

ارائه شد  رو  های  1111و 1116[ به ترتیب در سا  های 20و هرس    61 توی [ و11 67هرست

را با افراز ناحیه شدنی به زیر ناحیه ها )شاخه زدن( و ارزیتابی زیتر  مسائل سخ ، 63و کران  شاخه

ناحیه ها که شامل محاسبه تابع هدف و یا محدودی  هاس  )ایجاد کران( حل می کنند  رو  های 

 شاخه و کران از آغاز به طور گسترده در مسائل برنامه ریزی عدد صحیح به کار گرفته شده اند 

مثلث بزرگ مثلث یکی از رو  های شاخه و کران که برای مسائل پیوسته به کار می رود، رو   

است  کته در آن بته  71مستطیل بزرگ مستطیل کوچکاس  که اصلا  شتده رو   70 کوچک

[  ایس رو  برای مسائل مکانیابی نامحدب و پیوسته 21جای مستطیل از مثلث استفاده شده اس   

ایایی دارد که در ادامه بحث خواهد شد  ایتس الگتوریتم دو مزیت  دارد، او  پیشنهاد شده اس  و مز

اینکه وقتی ناحیه شدنی اجتماعی از چند ضلعی هاس ، مثلث ها تمام ناحیه شدنی را می پوشتانند 

و شامل هی  نقطه نشدنی نمی باشد بنابرایس به تس  شدنی بودن که کاری وق  گیر است  نیتازی 

یک مثلث بندی اولیه نیازمندیم  مزی  دوم اینکه محاسبات کران ها برای خانته نداریم  لذا فقط به 

ها ساده تر شده اند و حتی در مواردی )وقتی هی  نقطه تقاضایی در مثلث نباشد( دقیق تر هم شده 

اند  در مثلث بندی نقاط موجود مکانیابی رئوس مثلث ها در نظر گرفته می شود  برای مثلث بنتدی 

استفاده متی شتود   78مثلث بندی دلانیو   72گراف ورونویاز ساختارهای هندسی  ناحیه شدنی

 که در ادامه ایس ساختارها را معرفی می کنیم 

 

 گراف ورونوی 4-2
     

گراف ورونوی یک ساختار هندسی اس  که کاربردهای زیادی در فیزیک، نجوم، رباتیک، زیست      

مچنیس گراف ورونوی با مثلث بنتدی دلانتی کته یکتی از [  ه22شناسی، باستان شناسی و     دارد  

مهمتریس ساختارهای هندستی است ، ارتبتاط زیتادی دارد  از ایتس رو یکتی از ابزارهتای معتروف و 

 پرکاربرد در مسائل مکانیابی گراف ورونوی می باشد 

                                                 
67 Horst 
68 Tuy 
69  Branch and Bound (B&B) 
70 Big Triangle Small Triangle (BTST) 
71 Big Square Small Square (BSSS)  
72 Voronoi Diagram  
73 Delaunay Triangulation 
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فرض کنید مجموعه  pppP ,...,1  شاملp فحه را بته نقطه در صفحه باشد و هتر نقطته از صت

pVVاختصاص می دهیم  بنابرایس صفحه به چند ضتلعی هتای  Pنزدیک تریس نقطه از اعاای  ,...1 

pVV[  ایس افراز را گراف ورونوی، چندضلعی های 11(  1-4افراز می شود )شکل  را چندضلعی  1...,

متعلق به  qرا مجموعه مولد می نامیم  طبق تعریف چند ضلعی ورونوی، اگر نقطه  Pهای ورونوی و

iV  باشد آنگاهip  نزدیک تریس نقطه مولد به نقطهq  اس   به همیس سبب گتاهیiV  را ناحیته یتا

 می نامند  ipقلمرو 

حا  تعریف بالا را به صورت ریاضی فرمو  بندی متی کنتیم  فترض کنیتد     iii yxp ,  نشتان

باشد و  2Rدر فاای  ipدهنده مکان 
ipq   فاصله اقلیدسی بتیسip  وq چنتد ضتلعی باشتد  

 را به صورت زیر تعریف می کنیم: ipمتناظر با 

                             (4-1                               ) ji

ij
j

i pqpqRqV 



|2  

 و همچنیس

                             (4-2                                                )
kijkijijk

jiij

wwwU

VVw








   

 

)نقطه هم راسی حداقل سه یتا   ijkU( را یا  ورونوی و iVو  jV)مرز مشترک ناحیه های  ijwکه 

 ورونوی( را یک نقطه ورونوی می نامند 

 

 
     گراف ورونوی و دوگان آن :1-4شکل                                 



57 
 

برای ساخ  گراف ورونوی الگوریتم های زیادی در شاخه هندسه محاستباتی پیشتنهاد شتده است  

[  25[  دو تا از بهتتریس ایتس رو  هتا، رو  تقستیم و گستتر  و رو  افزایشتی است   28,24 

نگیس از مرتبه پیچیدگی محاسباتی رو  او  در بدتریس حال  و در حال  میا ppO log  اس   و

پیچیدگی محاسباتی رو  دوم در بدتریس حال  از مرتبته  2pO  و در حالت  میتانگیس از مرتبته

 pO  می باشد 

فحه را به دو نیم صفحه تقسیم ، صpqدر صفحه، عمودمنصف پاره خط  qو  pبرای هر دو نقطه     

است  را بتا  pمی کند  نیم صفحه ای که شامل  qph است  بتا     qو نتیم صتفحه ای کته شتامل  ,

 pqh نشان می دهند  لذا  , qphr ,  اس ، اگر و تنها اگر   qrdprd ,,   باشد 

 

[(: 62)] 0-4گزاره    
ij
nj

jiii pphpVV





1

,  

 

(، 1-4بنا بر گزاره ) ii pVV   1اشتراکn  نیم صفحه اس  و از ایس رو یک ناحیه چند ضلعی

ینکه گتراف ورونتوی راس می باشد  دیگر ا 1nیا  و  1nمحدب و )احتمالا بیکران( با حداکثر 

یک افراز و تقسیم بندی مسطح اس  که یا  هایش مستقیم هستند  بعاتی یتا  هتا پتاره ختط و 

 ( 2-4بعای دیگر نیم خط می باشند )شکل 

 

 
          

 : یا  های متناهی و نیمه متناهی گراف ورونوی2-4شکل 
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نقطه در صفحه باشد  اگر ایس نقاط هتم ختط  nمجموعه ای از  Pفرض کنید  [(:26)] 0-4قضیه 

باشند آنگاه   
ni

iVPV



1

خط موازی اس   در غیر ایس صورت  1nشامل   PV   همبند است

 و یا  هایش پاره خط یا نیم خط هستند 

 

( نتیجه می شود  حا  فرض می کنیم کته تمتام 1-4او  به سادگی از گزاره )اثبات قسم   اثبات:

نقاط هم خط نباشند  ابتدا نشان می دهیم که یا  های  PV  پاره خط یا نیم خط هستند  تا اینجا

بنابر اطلاعاتی که داریم، می دانیم یا  های PV ی مستتقیم یعنتی عمتود قسم  هایی از خط ها

منصف های هر جف  از نقاط هستند  به برهان خلف فرض می کنیم که  PV  دارای یک یا  مثل

e  اس  که خط اس   فرض کنیمe  روی مرز خانه های ورونوی jpV و ipV  وPpk   نقطته

kjباشد  عمود منصف  ipو  jpم خط با غیر ه pp  باe  موازی نیس  و لتذاe   را قطتع متی کنتد

که درون  eقسمتی از  jk pph قرار می گیرد، نمی تواند روی مرز  , jpV   باشد، زیرا بته نقطته

kp نسب  به jp  نزدیک تر اس  و ایس تناقض اس   حا  ثاب  می کنیم که PV    همبند است

اگر چنیس نباشد آنگاه باید چند ضلعی  ipV  یی موجود باشد که صفحه را به دو قستم  تقستیم

لعی های ورونوی محدب هستند، کند  چون چند ض ipV  می بایس  شامل یک ناحیه باشد که با

دو خط موازی کراندار شده اس   قبلا ثاب  کردیم که یالهای گراف ورونوی نمی توانند خط باشند و 

 ایس تناقض اس   بنابرایس حکم بر قرار اس   

 

بتوان آن را روی صفحه نشاند، یعنی بتتوان آن را گراف مسطح گرافی اس  که  :])27([0-4تعریف

 .طوری رسم کرد که یا  هایش همدیگر را قطع نکنند

 

تعتداد یتا   eو گراف همبند و مسطح روی صتفحه باشتد Gاگر: [(27 : )فرمول اویلر()0-4لم  

 باشد، آنگاه: Gتعداد وجه های  f، و Gس های تعداد را v، آن های

                                                                                               2 fev 

نقطه در صفحه، حداکثر  n، تعداد رئوس گراف ورونوی مربوط به3nبرای  [(:26)  2-4قضیه 

52 n  63و تعداد یا  ها حداکثر n  اس 

 

س قاتیه را بتا استتفاده از بدس  می آید  ای (1-4)اگر نقاط هم خط باشند، نتیجه از قایه  اثبات:

فرمو  اویلر و با فرض هم خط نبودن نقاط اثبات می کنیم  بنابر فرمو  اویلر، برای هر گراف همبند 

تعداد یتا  هتا و  emبیانگر تعداد گره ها،  vmمسطح که بر روی صفحه نشانده شده اس  و در آن 

fm : تعداد وجه ها باشند رابطه زیر بر قرار اس 

                                   (4-8                                              )2 fev mmm 
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اما چون  pV آن استتفاده  متناهی اس  نمی توانیم از فرمتو  اویلتر بترایشامل یا  های نیمه نا

را در بینهای  در نظتر متی گیتریم و بته مجموعته       vبه ایس منظور یک راس فرضی به نام  کنیم 

  حتا  یتک رئوس اضافه می کنیم سپس تمام یا  های نیمه نا متناهی را به آن متصتل متی کنتیم

 ( 8-4)شکل ده کنیمگراف مسطح همبند داریم و می توانیم از فرمو  اویلر استفا

 

 

تعداد یا  های  en ،تعداد رئوس گراف ورونوی vnرابطه زیر بیس  pV وn تعداد سرویس دهنتده 

 برقرار اس : ها

 

                            (4-4                    )                                 21  nnn ev                                                                    

 
را  ایس اگر درجه همه رئوسدقیقا دو راس اس   بنابر علاوه بر ایس هر یا  در گراف مورد بحث دارای

 ،(vبا هم جمع کنیم برابر خواهد شد با دو برابر تعداد یا  هتا  چتون هتر راس )بته اناتمام راس 

 لذا داریم: ،اس  8حداقل از درجه 

                               (4-5                       )                                  )1(32  ve nn 

 

 ( داریم:5-4لذا با استفاده از رابطه )

                                                                           )1(342)1(2  vv nnn  
 

 :   ایسبنابر

52  nnv  32)2( و ee nnn  

 

 :پس

                                                                                            63  nne  
 

 حاصل می شود لذا حکم قایه 
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 : گراف همبند و مسطح شده گراف ورونوی با یالهای نیمه متناهی و راس بینهای 8-4شکل            

 

 

نتایج زیر برای گراف ورونوی   [(:26)] 9-4قضیه  PV  از مجموعه نقاطP :برقرارند 

i(   نقطهq  یک راس از PV حداقل سه نقطه روی محتیط بزرگتتریس دایتره  اگر اس  اگر و تنها

خالی  qC p  درون PV،  قرار گیرند 

(j  عمود منصفjp  وip   یک یا PV  اگر و تنها اگر نقطه ای مانند  ،اسq  روی عمود منصف

 روی محیط ipو  jp غیر از Pموجود باشد که هی  نقطه دیگری از  qC p  آن قرار نگیرد 

 

 :اثبات i  :که  فرض می کنیمq باشد که  نقطه ای qC p  شتامل حتداقل سته عاتو ازP  روی

kjiمحیط ا  باشد  ایس نقاط را  ppp در نظر می گیریم  از آنجتایی کته درون  ,, qC p ی ا لتخت

باید روی مرز  q ،اس      kji pVpVpV قرار گیرد و لذا یک راس  ,, PV   اس 

از qهر راس  ،برای اثبات عکس PV با حداقل سه یا  مجاور اس  یعنی با حداقل سه خانه گراف 

 ورونوی،     kji pVpVpV kjiبایتد از سته نقطته  qمجاور می باشد  راس ,, ppp بته یتک  ,,

kjiفاصله باشد، زیرا در غیر ایس صورت  ppp مشترک نخواهند شد  بنابرایس دایتره ای کته  qدر ,,

kji ppp  در درون خود نیس   Pروی محیط آن قرار می گیرند، شامل هی  عاو دیگری از  ,,

 ii  فرض می کنیم کهq بیان شده در قایه باشد  چون  دارای ویژگی های qC p   شتامل هتی

nkروی محیط آن قرار دارنتد، بته ازای  ipو  jpدر درونش نیس  و  Pعاوی از 1  :داریتم
     kiji ppdpqdpqd ,,,  می شود که   لذا نتیجهq  نمی تواند یتک راس باشتد  پتسq 

روی یک یا  از  PV  قرار دارد که همان عمود منصفjp  وip  می باشد 
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یک یا  ورونوی را تشکیل دهد  بزرگتتریس  ipو  jpبرای عکس، فرض می کنیم که عمود منصف 

روی محیط ختود باشتد و  ipو  jpدر درون ایس یا  باید شامل  qدایره خالی از هر نقطه ای مثل

 روی آن قرار نمی گیرد   Pهی  عاو دیگری از 

 

   مثلث بندی دلانی 4-8

 
فرض کنیم       21,...,ppP  مجموعه ای از نقاط روی صفحه باشتد  افترازS  را افتراز مستطح

 یک مثلث بندی از      گراف حاصل مسطح نباشد  Sماکزیما  می گویند هرگاه با افزودن یک یا  به

P را یک افراز مسطح ماکزیما  که رئوس آن ازP  باشند، تعریف می کنیم  دوگان گراف ورونوی را

یک راس و متنتاظر  Gاز  گرافی اس  که متناظر با هر وجه Gنشان می دهیم  دوگان گراف Gبا 

را با یالهای مستقیم )پاره خط های راست  و  G، یک یا  دارد  اگر گرافGبا هر دو وجه مجاور در

بدون انحنا ( در نظر بگیریم، گراف حاصل را گراف دلانی نامیده و با  PDG  نشان می دهیم  نقاط

و یا  های مثلث بندی دلانی متناظر با مولد های گراف ورونوی و پاره خط های واصل مولتد هتای 

همسایه اس   در حقیق  یک تناظر یک به یک بیس رئوس  PV و وجوه کراندارG  وجود دارد  در

)خطوط ضخیم( و مثلث بندی دلانی )خط چیس ها( تولیتد شتده توستط نمودار ورونوی  1-4شکل

 نقاط تصادفی در مستطیل واحد را مشاهده می کنید 

   

 الگوریتم مثلث بزرگ مثلث کوچک 4-8-1

  
الگوریتمی که در ادامه می آید را می توان برای نواحی که اجتمتاعی از چنتد ضتلعی هتای محتدب 

را می توان با دق  دلخواه به وسیله اجتماعی از چنتد ضتلعی هتای هستند به کار برد  هر ناحیه ای 

محدب تقریب زد  ممکس اس  بعای از نقاط تقاضا بیرون ناحیه شدنی باشد که از آنها صترف نظتر 

 می شود   

   

 (1مرحله مثلث بندی )فاز -1

از رئوسش و                        ناحیه شدنی اجتماعی از چند ضلعی های محدب اس   هر چند ضلعی را با استفاده     

تقاضایی که درون آن قرار می گیرند مثلث بندی می کنیم  نقاط تقاضایی که درون چند ضلعی هتا 

 قرار ندارند را در مثلث بندی استفاده نمی کنیم 

 

 (2مرحله ارزیابی )فاز -2

لتث محاستبه متی شتود  مقدار تابع هدف را در مرکز )مرکز ثقل سه راس با وزن های برابر( هتر مث

 منظور می کنیم   UBکمتریس مقدار تابع هدف در مراکز مثلث ها را به عنوان کران بالای اولیه 
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 محاسبه می شود LBیک کران پاییس برای تابع هدف در هر مثلث  -8

 

از تمام مثلث هایی که کران پاییس شان بزرگتراز  -4
1

UB  باشد صرف نظر می کنیم  مثلتث هتای

 را تشکیل می دهند   Tباقیمانده مجموعه اولیه مثلث ها  

 

 (8مرحله شاخه و کران )فاز -5

(  اگر minLBکوچکتریس کران پاییس را پیدا می کنیم )



1

min

UB
LBیتم متوقف می شتود، ، الگور

UB    جواب اس 

 

، به چهار مثلث مجزا افزار می شود  رئوس ایس minLBمثلثی که کوچکتریس کران پاییس را دارد،  -6

چهار مثلث شامل رئوس مثلث اصلی و مرکز اضلاع آن اس   ایس چهار مثلث همگی متشابه با مثلث 

 و اضلاعشان نصف اضلاع متناظر در مثلث اصلی اس   اصلی هستند

 

 یکی از مثلث ها جایگزیس مثلث اصلی شده و سه مثلث دیگر به لیس  مثلث ها اضافه می شوند  -7

 

مقدار تابع هدف در مرکز هر یک از چهار مثلث کوچک محاسبه می شود و کران بالا در صتورت  -1

 نیاز بروز می شود 

 

 رای هر مثلث کوچک محاسبه شود یک کران پاییس ب -1

 

که کتران پتاییس شتان بزرگتتر از Tتمام مثلث های درون مجموعه -10
1

UB  است  را کنتار متی

 باز گرد  5تغییر کرد، تمام مثلث ها باید مورد بررسی قرار گیرند( به مرحله UBگذاریم  )اگر

 

 نکاتی در مورد الگوریتم که باید به آنها توجه کنیم:

 

 مثلث بندی هر چند ضلعی، مجموعه ای از مثلث ها را به دس  می دهد  -1

 

، افرازی از ناحیه شدنی به مثلث را تشکیل می دهد که Tاجتماع همه مجموعه های مثلث ها،  -2

ا وجود ندارد  بعای از رئوس و اضلاع ممکتس است  بته چنتد هی  نقطه تقاضایی در درون مثلث ه

 مثلث تعلق داشته باشند 
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در مثلث بندی ممکس اس  بعای از مثلث ها دراز و باریتک باشتند  کتران هتا در درون چنتیس  -8

مثلث هایی ممکس اس  دارای دق  کافی نبا شند در ایس حال  می توان مثلث های دراز و باریک را 

درجه دارند( به چهار مثلث کوچکتر تقسیم کرد  بترای ایتس منظتور بلنتد 120رگتر از )یک زاویه بز

 تریس ضلع را به چهار قسم  مساوی تقسیم کرده و از راس مقابل آن به ایس نقاط وصل می کنیم 

 

 می دهیم  نشان maxTبیشتریس تعداد مثلث های ایجاد شده در طو  فرآیند شاخه و کران را با  -4

 

چند ضلعی های نا محدب را به راحتی با اجتماعی از چند ضلعی های محدب می توان به دس   -5

  آورد و لذا به سادگی می توان آن ها را مثلث بندی کرد 
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 4فصل 

مساله زمانبندی و مکانیابی توام مدل تک ماشینی 

 روی صفحه
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  مقدمه  5-1

 
تئوری زمانبندی و مکانیابی دو زمینه مهم در تحقیق در عملیات هستند، که کاربردهای زیتادی     

دارند  ما در ایس فصل می خواهیم به بررسی  مساله توام زمانبندی و مکانیابی بپتردازیم  بته عنتوان 

یری شتوند  در ایتس کتاربرد متی مثا  کانتینرهایی در ساحل قرار دارند و باید توسط کشتی ها بارگ

خواهیم بهتریس مکان برای کشتی ها در لنگرگاه پیدا کنیم )مکانیابی( و چگونگی فراینتد بتارگیری 

کانتینرها را مشخص کنیم )زمانبندی(   بطور معمو  هر کسی ابتدا مساله مکانیابی را حل می کند 

 و سپس مساله زمانبندی را حل خواهد کرد  

اله با نگر  کلی مد  بندی می شتود، بهتتریس مکتان بترای کشتتی هتا و ترتیتب وقتی که مس    

بارگیری کانتینرها تواما بدس  می آید  هرچند که جواب بهینه ممکس اس  شامل جواب بهینه برای 

دو مساله به صورت مجزا نباشد  یکی دیگر از کاربردهای ایس مساله، استفاده از ماشیس های متحرک 

تولید به ازای هر محصو  اس   که شامل مجموعه ای از کارها بوده و ماشیس ها می  در برنامه ریزی

توانند مکان پردازششان را تغییر دهند  واضح اس  که برنامته ریتزی تتوام مکانیتابی ماشتیس هتا و 

زمانبندی خط تولید متناظر آن، منطقی می باشد  بدیهی اس  کته در نظتر گترفتس سیستتم هتای 

یده اس  و حل آن مشکل می باشد  بنابرایس مد  ها و شیوه های حل برای بعای واقعی بسیار پیچ

حالات ویژه، مثل حالات تک ماشینی می توانند به عنوان مقیاس هتایی بترای حتل سیستتم هتای 

 استفاده گردند   پیچیده تر ، مثلا برای حال  های چند ماشینی

[ مطتر  21 76و هنتز 75یس بار توستط هامتاچراول 74(cheLocSمکانیابی)  -مساله توام زمانبندی    

شد  سپس مقاله ای توسط هاماچر و هنز منتشر شد که در آن ماشیس ها متی تواننتد در هتر جتای 

 ]80 [  بررسی جزئیات بیشتتر روی ایتس مستاله توستط هنتز]21[ (N-ScheLocشبکه قرار گیرند )

( کته P-ScheLocبر روی صتفحه )زمانبندی  -صورت گرف   اولیس نتیجه در زمینه مساله مکانیابی

[ پایته 81,82و همکتاران  77ماشیس ها می توانند هر جای یک صفحه قترار گیرنتد توستط التویکیز

را بیتان  ScheLoc-Pمد  تک ماشتینی  71گذاری شد  آنها برای اولیس بار مساله کل زمان اتمام کار

ه دادند  اولیس الگوریتم مجموعه کردند و سه الگوریتم با پیچیدگی زمانی چند جمله ای برای آن ارائ

ای متناهی از جواب های مناسب را ارائه می دهد، در حالی که الگوریتم های دوم و سوم از تکنیک 

برنامه ریزی خطی استفاده می کنند  رویه دو الگوریتم او  بهینه سازی کلتی است ، در حتالی کته 

                                                 

Scheduling and location problems simultaneously74 

75 Hamacher 
76 Hennes 
77 Elvikis 

Makespan78  
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اس   مساله و الگوریتمی که برای  10و الگوریتمی ابتکاری 71سوم به رو  جستجوی محلی الگوریتم

مساله زمانبندی و مکانیابی توام تک ماشینی بر روی صفحه در ایس پایان نامه مورد بررسی قرار می 

 ارائه شده اس   ]88 [12و کالش 11گیرد توسط درزنر

 

 مساله توام زمانبندی مکانیابی تک ماشینی بر روی صفحه 5-2

 
فرض کنید     n,...,2,1  مجموعه ای ازn  کار با زمان پرداز  نامنفیip  ،i باشد که ، 

 زمانبندی شوند، به طوری که ماشتیس  Mباید به صورت غیر قابل قطع روی تک ماشیس داده شده 

M  2می تواند هر جای صفحهR قرار گیرد و هر کارi 2 18دارای مکان ذخیتره ستازیRai  

 می باشد 

( انتختاب مکتان  P-ScheLoc-1مکانیابی تک ماشینی بترروی صتفحه )-زمانبندی از ایس رو مساله 

داز  شتوند و همته شترایط کاملا پر اس ، تح  شرایطی که مجموعه کارهای  2Rxماشیس 

پرداز ، برقرار باشد  هدف ما بهینه کردن بعای تابع هدف های زمانبندی است  کته نته تنهتا بته 

 نیز وابسته اس   xدنباله کارها بستگی دارد، بلکه به انتخاب 

ای زیر مشخص می شود  زمان فرارستی توسط پارامتره i، هر کار ScheLoc-P-1در مساله     

oi 14ذخیره  ،که در لجستیک های کانتینری ،i  می تواند به صورت زمانی کته یتک وستیله

ا  انتقت M، به کشتتی )ماشتیس( ia)ترابر( می تواند یک کانتینر )کار( را از مکان ذخیره سازی ا  

در شروع پرداز  دنباله، تقریبا در مکتان ذخیتره   iباشد، آنگاه کار  0iدهد، تفسیر شود  اگر 

 می تواند در زمان صفر شروع گردد  Mبه  iaاز  iسازی ا  قابل دسترس اس   یعنی انتقا  کار 

برایس می تواند در طی پرداز  کارهتای دیگتر حرکت  داده شتود  سترع  مثب  اس  بنا iچون 

 iزمانی که کتار    د  اس  با سرع  تغییر مکاناباشد یا معمی  i، سرع  حرک  کار 0ivانتقا  

نیتز بستتگی دارد  بنتابرایس ایتس  Mمی تواند پردازشش را شروع کند، به سرع  ورود  به ماشیس 

یک تابع فاصله کلی روی  idتفسیر می کنند  فرض کنید   iبه عنوان زمان آماده سازی کار  زمان را

2R  ،باشدo
vi

i 
1

:آنگاه متناظر با ،ia ،   xadxr iiiii ,   متغیر زمان آماده سازی کار

i   ماشیس برایM   ،2نامیده می شود که بستگی به مکان ماشیسRx  نیز دارد  دنباله کارهتا کته

از  روی ماشیس پرداز  می شوند، با یک جایگش   n,...,1  تعریف می شود، کته  ij   بته

میس کاری اس  که پرداز  می شتود  مجموعته تمتام جایگشت  هتای اi ،jایس معنی اس  که کار 

                                                 
79 search ocalL 
80 euristicH 
81 Drezner 
82 Marcel T. Kalsch 

Storage location83 

Storage arrival time84 
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 n,...,1  باn  نشان داده می شود  به ازای هر دنبالهn  2و هر مکانRx  ،برای ماشتیس

 با استفاده از رابطه بازگشتی زیر تعریف می شود:  iزمان کامل شدن به ازای هر کار 

 

                                               (5-1                           )         111  pxrxC                 

               (5-2          )                njpxrxCxC jjjj ,...,3,2,max 1                                                                    

 

که  jp زمان پرداز  کار ، j   تعریف می شود  توجه کنید که زمتان کامتل شتدن در فرمتو

 های بالا می تواند صریحا به صورت زیر نیز بیان گردد 

 

(5-8      )                 








 




j

s

s

j

js

sjjjj pxrpxrpxrxC
1

1

1

1 ,...,,max    

 

 به ازای هر  nj ,...,2,1  

 

داده  nو بترای یتک  2Rxدر نهای  ماکزیمم زمان کامل شدن )کل زمان اتمام کتار( در 

 شده برابر اس  با:

                                       (5-4                      )        xCxCxC nn ,...,max 1 

 

 برابر اس  با: nو برای  2Rxجموع زمان های کامل شدن درو م

                                           (5-5                               )     



n

j

j

n

i

i xCxC
11

  

 

را بررستی متی  دو مساله خاصمکانیابی -زمانبندی برای مشخص شدن مد  و ارزیابی جواب مساله

و دیگری مساله مجموع زمان های کامل شدن  P-ScheLoc-1کنیم  یکی مساله کل زمان اتمام کار 

   (P-ScheLocTCP-1) .  یا P-ScheLoc-1کارها در 

 

 P-ScheLoc-1 مساله کل زمان اتمام کار 5-2-1

 

کز متی کنتیم، بته قستمی کته تمر ScheLoc-P-1در ایس بخش روی مساله کل زمان اتمام کار     

   xC n ( ایس مساله را می توان بته صتورت زیتر 4-5( و )8-5مینیمم گردد  با استفاده از روابط )

 نوش :
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(5-6     )

                     

n

n

s

s

n

ns

snnnn

Rxts

pxrpxrpxrxC













 








2

1

1

1

1

.

,...,,maxmin

 

 

از ایس رو    xC n تابع هدف کل زمان اتمام کار، به ،x   و    وابسته اس 

، آنگتاه کتل زمتان اتمتام کتار  0iو  0ip ،0i قرار دهیم iاگر به ازای تمام      

را ثابت   xکلاسیک تقلیل می یابد  اگتر  15مرکز -1به مساله مکانیابی ساده   ScheLoc-P-1مساله 

فرض کنیم، آنگاه باید یک مساله کلاسیک زمانبندی کل زمان اتمام کار با زمان های آمتاده ستازی 

ثاب  یا  max//1 Cr j  را حل کنیم  بعلاوه اگر دنباله  داده شتده باشتد، آنگتاه بایتد یتک مستاله

مکان بهینه ماشیس حل کنیم  واضح است  کته بترای مکانیابی تک وسیله ای را برای بدس  آوردن 

، تابع هدف  nتوابع فاصله محدب و یک دنباله ثاب     xC n  2رویR   محدب اس 

اله کل زمان اتمتام کتار ، مس2Rxیادآوری می کنیم که به ازای یک مکان داده شده ماشیس،     

ScheLoc-P-1     به یک مساله زمانبندی کل زمان اتمام کار کلاسیک با زمان های آماده سازی ثاب ،

  ii rxr   به ازایi  تقلیل می یابد  در ایس حال  برای بدس  آوردن دنباله بهینه برای کارهتا

( استفاده کنیم، که کارها در ترتیب غیر نزولی ERDدتریس زمان آماده سازی )می توانیم از قانون زو

[ را ببینید(  بنابرایس به ازای هتر مکتان ماشتیس 86، 85، 84زمان آماده سازی مرتب می شوند )   
2RX  می توان یک دنباله بهینه موضعی از کارها با استفاده از قانون ،ERD  ScheLoc    بدست

 در ترتیب غیر نزولی از زمان آماده سازی شان: iآورد  یعنی مرتب سازی کارهای 

 

                                        (5-7                       )           xrxrxr n  ...21 

 

، تنها به ترتیتب غیتر نزولتی ScheLoc-P-1کار مساله کل زمان اتمام  nبنابرایس متغیرهای 

وابسته اس   بتا استتفاده از  2Rxزمان های آماده سازی و زمان های آماده سازی تنها به متغیر 

 ایس نتایج به فرمو  بندی جدیدی برای مساله، به صورت زیر می رسیم:

 

       

                   

   

n

n

n

s

s

n

ns

snnnn

Rx

rrts

pxrpxrpxrxC















 










2

1

1

1

1

1

....

,...,,maxmin

 

 

                                                 

1-center85 
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بترای  ScheLocرط کافی، برای حالتی که یکی از مکان هتای کارهتا، مکتان بهینته در ادامه سه ش

ماشتتیس استت ، توصتتیف متتی کنتتیم  نتتتایجی کتته یتتک کتتران پتتاییس بتتدیهی بتته صتتورت 

  


 


 
i

iii pLB min:max  که در تمام حال  ها بدس  می آید، نتیجه می دهد 

  

[(: فتتترض کنیتتتد 87 ) 0-4گیییزاره  nsi s ,...,1:minarg    وiax     و فتتترض کنیتتتد

      ni
ia  ,...,2,1   یک دنباله محاسبه شده با قانونERD  ScheLoc   با استتفاده از

 is
ar  کهs باشد  آنگاه دنباله ،

ia   و مکان ماشیسiax 
جواب بهینته بترای  یک 

تعییس می کند، اگر حداقل در یکی از سه شرط زیر صدق  P-ScheLoc-1مساله کل زمان اتمام کار 

 کند 

                                           nkaadarpa ikkkkikii ,...,1,)    
                                                   1,...,1) 1

,...,1

 



 nsarpb is

sj

ji    

                                                                                        in aCLBc max)  

 

نیز برقرار  (c)و  (b)برقرار باشد آنگاه شروط  (a)می شود که اگر شرط ] 87 [در گزاره بالا اثبات    

cbaنی   یعبرقرار اس  (c)برقرار باشد، آنگاه شرط  (b)اس   همچنیس اگر شرط    

، از حل مستاله مکانیتابی ScheLoc-P-1برای مساله کل زمان اتمام کار  centLBکران پاییس دوم     

 مرکز زیر بدس  می آید -1

                                    (5-1                               )  iiiii
iRX

pxad 


,maxmin
2




 

    

[  81یک رو  حل برای ایس مساله استفاده از نرم اقلیدسی اس  که در مقاله درزنتر آمتده است   

 [ بحث شده اس   81  17و پلاستریا 16مساله با استفاده از نرم های کلی توسط میچلوت

( باشتتتد  و فتتترض کنیتتتد 1-5نقطتتته بهینتتته وزن دار در مستتتاله ) centxفتتترض کنیتتتد     

  icenti
i

cent pXrLB 


max  یک کران پاییس برای مساله کل زمان اتمام کارScheLoc-P-1  

 داریم : nو هر  2Rxباشد  چون به ازای هر 
                                                                       centii

i
n LBpxrxC 


 max  

 معیار بهینگی کافی دیگری به صورت زیر بدس  می آوریم   از ایس رو

 

مرکز باشد و -1نقطه بهینه وزن دار مساله   centx[(: فرض کنید 87) 2-4گزاره 
centx  دنبالته ای

با استتفاده از   ERD  ScheLocمحاسبه شده با قانون  cents Xr  کتهs باشتد  آنگتاه دنبالته ،

                                                 

Michelot86 

Plastria87 
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centx   و مکان ماشیسcentxx 
P-1-، یک جواب بهینه برای مساله کتل زمتان اتمتام کتار 

ScheLoc  تعییس می کند، اگر   centncent xCLB    

 

  آنگاه باید الگوریتمی مفیدی برای حل حا  اگر هی  یک از شرایط بهینگی پیشیس برقرار نباشد    

 ارائه گردد که در ادامه آمده اس   ScheLocمساله 

یتک مستاله بهینته ستازی  P-ScheLoc-1باید توجه داشته باشیم که مساله کل زمان اتمام کار     

کلی اس   چون تابع هتدف      xCxC n
n


 

 minmax  2در حالت  کلتی رویR امحتدب است   ن

 را ببینید(  1-5)مثا  

 

1)0,0([(: دو کار را با مکان های ذخیره سازی 87)  0-4مثال  a  و 0,152 a  و با نرم فاصله

  qd qi 1  بتتترای ،i=1,2   15,1در نظتتتر بگیریتتتد  فتتترض کنیتتتد 21  pp  ،

0,1 2121  vv  و    1,2,2,12  :باشد 

 
                   301510,15max,maxmin 211112121max

2




ppararaCaC 


 

                  161150,15max,maxmin 122221222max
2




ppararaCaC 


  

                          
      

 2316305.05.23

1155.7,5.7max1515.7,5.7max5.0 21max



 aaC
   

 

بنابرابس  xCmax  2در حال  کلی رویR  نید( را ببی (]88([1-5نامحدب اس  )شکل 

 

 
شر   1-5شکل  XCmax   1-5مثا 
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 P-ScheLoc-1مساله مجموع زمان های کامل شدن  5-2-2

 
با زمان های پرداز  یکسان،  P-ScheLoc-1 مجموع زمان های کامل شدندر ایس بخش مساله     

i ،ppiیعنی به ازای هر   ( 2-5( و )1-5مورد بررسی قرار می دهیم  با استفاده از روابط ) را

 ( ایس مساله را می توان به صورت زیر نوش :5-5و )

(5-1                   )

   

       

              

n

jjj

n

j

j

Rx

njpxrxCxC

pxrxCts

xC























2

1

11

1

,...,2,max

.

min

 

 

          xو  نیز به متغیرهای  مجموع زمان های کامل شدنواضح اس  که تابع هدف مساله        

i ،0,0,1وابسته اس   واضح اس  که اگر به ازای هتر   pii   باشتد، آنگتاه مستاله

TCP 1-P-ScheLoc  میانه کلاسیک تقلیل می یابد  اگر  -1به یک مساله مکانیابیx  را ثاب  فرض

ل شدن با زمان های آماده سازی ثابت  کنیم، آنگاه باید یک مساله زمانبندی مجموع زمان های کام

و زمان های پرداز  برابر یا ) iii Cppr ( را حل کنیم  علاوه بر ایتس بترای دنبالته داده 1/,/

، باید یک مساله مکانیابی تک وسیله ای را برای بدس  آوردن مکتان بهینته ماشتیس حتل  شده 

، تابع هدف nتوابع فاصله محدب و دنباله ثاب   کنیم  بدیهی اس  که برای   


n

j

j xC
1

  نیز

 محدب اس   2Rروی 

برای ماشیس، به   2Rx، به ازای یک مکان  TCP ScheLoc-P-1یادآوری می کنیم که مساله     

زمان های کامل شدن با زمان های آماده سازی ثاب  مساله زمانبندی مجموع   ii rxr   ،i  ،

و زمان های پرداز  برابر ) iii Cppr ( تقلیل می یابتد  ایتس مستاله نیتز متی توانتد بتا 1/,/

دد  یعنتی متی تتوان استفاده از مرتب کردن زمان های آماده سازی در تر تیب غیر نزولی، حل گتر

[ را ببینیتد(  از ایتس رو بته 40، 85را برای بدس  آوردن یک دنباله بهینه به کار برد )  ERDقانون 

را برای بدس  آوردن یتک دنبالته   ERD  ScheLocمی توان قانون  2Rxازای هر مکان ماشیس 

به یک فرمو  بندی جدید برای مساله به صتورت  کار بهینه موضعی به کار برد  با استفاده ایس نتایج

 زیر می رسیم:
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             (5-10                       )

   

         

         

       

n

n

jj

jj

n

j

j

Rx

xrxr

njpxrxC

njpxCxCts

xC









 















2

1

1

1

...

,...,1

,...,2.

min

  

 

  xو  ( بته متغیرهتای 10-5( و )1-5واضح اس  که محدودی  هتای دوم و ستوم رابطته هتای )

( می تواند بتا 10-5سوم رابطه )وابسته اند  توجه کنید که محدودی      pxrxC ii   بته ازای

، تعویض گردد  در ادامه سه شرط کافی برای حالتی که یکی از مکان های کارهتا، مکتان iهر 

  ایس شرایط یک کران پاییس بتدیهی بته صتورت  برای ماشیس اس  ارائه می شود  ScheLocبهینه  

  )min(:
11









j

t

ii

n

j

sum pLB   که در تمام حال  ها بدس  می آید را نتیجه می دهد  توجه

 ( بدس  آید 10-5می تواند از محدودی  دوم رابطه ) sumLBکنید که 

 

فتتتتتتترض کنیتتتتتتتد  [(:88)]9-4گیییییییزاره  nsi s ,...,1:minarg    وiax     و

      ni
ia  ,...,2,1   دنباله محاسبه شده با قانون یکERD  ScheLoc   با استتفاده از

 is
ar  کهs باشد  آنگاه دنباله ،

ia   و مکان ماشیسiax 
یک جواب بهینته بترای  

یس می کند اگر حتداقل در یکتی از سته با زمان های پرداز  برابر تعی TCP 1-P-ScheLocمساله 

 شرط زیر صدق کند 

                                                        nkarpaCa ikii ,...,1) 1    

                                                                1,...,1) 1   nsarCb iss   

                                                                                     i

n

j

jsum aCLBc 



1

)   

 

نیتز  (c)و  (b)برقرار باشد، آنگتاه شتروط (a) که اگر شرط  [88]( اثبات می شود 8-5در گزاره )    

cbaنیز برقرار اس   یعنی   (c)برقرار باشد، آنگاه شرط  (b)برقرار می باشد  و اگر شرط    

می تواند بتا استتفاده از اولتیس محتدودی   TCP 1-P-ScheLocدومیس کران پاییس برای مساله     

میانته -1، با حل مساله مکانیابی medLB( بدس  آید  از ایس رو یک کران پاییس جدید 10-5رابطه )

 وزن دار زیر بدس  می آید 

                                               (5-11                  ) 








i

iiii
RX

pxad ),(min
2
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میانه )مساله کمتریس مجموع مکانیابی تتک وستیله ای(  بتر روی صتفحه بته -1مساله مکانیابی     

 شناخته شده اس   که در فصل سوم به طور مفصل بحث شده اس   11عنوان مساله وبر

( باشتتد  و فتترض کنیتتد 11-5میانتته وزن دار )-1نتته مستتاله یتتک نقطتته بهی medxفتترض کنیتتد    

 



i

medimed pxrLB بتا زمتان هتای  TCP ScheLoc-P-1یک کران پتاییس بترای مستاله  :)(

پایه گتذاری  medLBپرداز  برابر باشد  در زیر شرایط کافی برای بهینگی که بر مبنای کران پاییس 

 شده، ارائه می شود 

 

میانه وزن دار باشد و -1یک نقطه بهینه مساله  medxفرض کنید [(: 88)]4-4ره گزا
medx  دنبالته

با استفاده از   ERD  ScheLocای محاسبه شده با قانون  medi Xr  کهs باشد  آنگاه دنباله ، 

medx   و مکان ماشیسmedxx 
بتا  TCP ScheLoc-P-1، یک جواب بهینته بترای مستاله  

 زمان های پرداز  برابر اس ، اگر حداقل یکی از شرایط زیر برقرار باشد 

 

                                                         1,...,1) 1   nsxrxCa medsmeds   

                                                                                 



n

j

medjmed xCLBb
1

)    

 

نیتز برقترار  (b)برقرار باشد، آنگتاه شترط (a) که اگر شرط  [88]( اثبات می شود4-5در گزاره )    

baاس   یعنی  اشد باید از الگوریتم های    حا  اگر هی  یک از شرایط بهینگی پیشیس برقرار نب

 استفاده کنیم  ScheLocابتکاری برای حل مساله 

با زمان های پرداز  برابتر، یتک مستاله  TCP 1-P-ScheLocباید توجه داشته باشیم که مساله     

بهینه سازی کلی اس   چون تابع هتدف     








 




n

j

jsum xCxC
n 1

min: 


 2Rدر حالت  کلتی روی  

 را ببینید(  2-5دب اس   )مثا  نامح

 

1)0,0(دو کار را با مکتان هتای ذخیتره ستازی : 2-4مثال  a  و 0,152 a  و بتا نترم فاصتله

  qd qi 1  بتتترای ،i=1,2  121در نظتتتر بگیریتتتد  فتتترض کنیتتتد  ppp  ،

0,1 2121  vv  و    1,2,2,12  :باشد 

 

                   
             

     311,1max1

),(maxmin 111211

1

11
2












 



ppararparaCaC

n

j

jsum 
  

                                                 

Weber88 
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     311,1max1

),(maxmin 222122

1

22
2












 



ppararparaCaC

n

j

jsum 
   

       

    3)33(5.0)(5.0

4)115.0,5.0(max)15.0()(5.0min)(5.0

21

1

2121
2












 




aCaC

aaCaaC

sumsum

n

j

jsum 
 

 

 
شر   2-5شکل  XCsum   2-5مثا 

 

 

از ایس رو  xCsum  2در حال  کلی رویR  را ببینید(   [(88)]2-5نامحدب اس  )شکل 

-P-1بر مبنای ایس نتایج، در بخش بعدی الگوریتمی مفید برای حل مساله کل زمان اتمام کتار      

ScheLoc  و همیس طور مسالهTCP 1-P-ScheLoc  با زمان های پرداز  برابر، ارائه می شود 

 

 

 حل مسالهالگوریتم  5-2-8

 
دف، مینیمم کردن توابع هدف ) در ایس بخش ه    xCmax  و xCsum  با تقریتب مثلتث بتزرگ )

بترای حتل مستائل مکانیتابی  [41  10اس  که توسط درزنر و ستوزوکی BTST)( 11مثلث کوچک 

naaنامحدب بر روی صفحه، پیشنهاد شده اس   مکان های ذخیره سازی   اده شده اس  د 1,...,

 

                                                 

The big triangle small triangle approach89 

Suzuki90 
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 الگوریتم 5-2-8-1

 
 فرض کنید منطقه شدنی که شامل تعدادی متناهی چندضلعی محدب و یک نستب  درستتی    

 اس ، داده شده اس  

[  42، مثلتث بنتدی متی شتود   11هر چند ضلعی محدب با استفاده از مثلث بندی دلانی -0گام    

خیره سازی کارها و رئوس چندضلعی های محدب هستند  اجتماع ایس رئوس مثلث ها، مکان های ذ

 را تشکیل می دهند  مثلث ها، مجموعه آغازیس مثلث های 

 

،  T، یک کران بالا برای مینتیمم مقتدار ممکتس تتابع هتدف در Tبه ازای هر مثلث  -2گام   

UB(T)س، ، و یک کران پاییLB(T)   محاسبه کنید  کوچکتریسUB(T)  راUB  بنامید  همه مثلتث

که  Tهای     1UBTLB  را کنار بگذارید 

 

را انتخاب کنید و آن را به چهار مثلث کوچک که یکی در  UB(T)با کوچکتریس  Tمثلث  -9گام    

را ببینید( تقسیم کنیتد  بترای هتر مثلتث جدیتد  8-5طراف آن قرار گیرد، )شکل وسط و بقیه در ا

 4321 ,,, TTTTTs  ، sTUB  و sTLB  را محاسبه کرده وUB کنید  حا  قرار دهید   را به روز

   TTTTT \,,,: 4321  هر مثلث کوچک   4321 ,,, TTTTTs   که    1UBTLB s
 

کتتته  Tتغییتتتر کتتترده بتتتود، تمتتتام مثلتتتث هتتتای    UBکنتتتار بگذاریتتتد  اگتتتر  را از 

    1UBTLB   را کنار بگذارید 

 

متوقف می شود که هی  مثلثی برای از دست  دادن وجتود  عمل شاخه و کران زمانی معیار توقف:

نداشته باشد  یعنی،   آخریس نقطه ای که در آن  UB  بدس  آمده اس ، جتواب مستاله متی

 شد جواب بهینه می با با تقریب  UBباشد  و مقدار 

 

 
 به چهار مثلث جدید Tتقسیم مثلث  8-5شکل                                  

 

                                                 

Delaunay91 
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 توجه کنید که:

 

یک کران بالا برای مقدار مینیمم ممکس در مثلث، مقدار تابع هدف در هر نقطه مثلث می باشتد  -1

 ) مانند مرکز ثقل( 

رئوس مثلتث، پایته گتذاری شتده چون مثلث بندی بر مبنای مکان های ذخیره سازی به عنوان  -2

اس ، بنابرایس هی  مکان ذخیره سازی در داخل مثلث وجود ندارد  ایس مطلب برای تمام مثلث های 

 تولید شده در ادامه فرایند، نیز صادق می باشد 

به ایس ترتیب برای محاسبه کران پاییس، نیازمند محاسبه کوتاهتریس فاصله یک نقطه، که  درون  -8

 ، تا مثلث هستیم  مثلث نیس 

نشتان   1q، بترای qدر زیر بخش بعدی چگونگی محاسبه کوتاهتریس فاصله برای فاصله کلتی 

 داده شده اس  

 

 کوتاهتریس فاصله برای یک مثلث 5-2-8-2

 
قاط درون مثلتث را پیتدا در ایس زیر بخش کوتاهتریس فاصله بیس یک نقطه خارج مثلث و همه ن    

 می کنیم  گزاره زیر بدیهی اس  

 

 کوتاهتریس فاصله از یک مثلث، فاصله تا یک نقطه روی مرز  می باشد : 4-4گزاره 

 

ابتدا کوتاهتریس فاصله بیس یک نقطه و یک خط را پیدا می کنیم  یک نقطه در صفحه با      vu, 

 نشان داده می شود  نقطه 11,vu  و خطbmuv   ،را در نظر بگیرید  برای کامل کتردن بحتث

چگونگی یافتس نقطه ای روی خط که نزدیکتریس نقطه به  11,vu  باشد را نشان می دهیم  محاسبه

دیکتریس نقطه روی ضلع مثلث چنیس نقطه ای برای تحلیل مان الزامی اس ، زیرا رسیدن به اینکه نز

روی خط که نزدیکتریس به  uاس  یا نه، مورد نیاز اس   مقدار  11,vu   است  را پیتدا متی کنتیم

bmuvمی تواند با جایگذاری شدن در فرمو  خط  vمقدار    پیدا شود  فاصتلهq  بتیس نقتاط

 vu, و 11,vu :به صورت زیر تعریف می شود 

 

                    (5-12                       )
qqq

qqqqq

bumuu

vbmuuuvvuud

11

1111




   

 که

                                                                                               mbvb /11   
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 1qحال   5-2-8-2-1

   

 گزاره زیر را داریم:  1qدر حال  

 
( را مینیمم می کند از رابطته زیتر بدست  12-5، که معادله )uمولفه بهینه[(: 88)] 6-4گزاره  

 می آید: 

   1111 ,max,min buubu   
 

و مینتیمم  1u( مجموع دو تابع محدب متی باشتد  مینتیمم اولتیس تتابع در 12-5ه ): معادلاثبات

بنابرایس مینیمم مجموع ایس دو تابع، بیس ایس دو مقدار می باشد  بدس  می آید  1bدومیس تابع در 

حرک  داده می شود، صعود متی  1bو  1uدور از انتهای پاره خط واصل  uزیرا دو تابع، هنگامی که 

 کنند  

11فتترض کنیتتد      ub  ( 6-5باشتتد  حالتت  دیگتتر نیتتز همتتیس نتیجتته را متتی دهتتد  بتتا گتتزاره  ،)

11 buu    بدس  می آید، به صورت می باشد  معادله ای که از مساوی با صفر قرار دادن فاصله

 زیر می باشد:

                                   

     
  ubmuuubmuu q

q
qqq

1
1

1

1

1

1

1 0  

                          (5-18                                                      )
1

1
1

1

1 









q

q

q

q

m

bmu
u 

 

( در رابطه 18-5جواب معادله ) :[(88)] 7-9گزاره    1111 ,max,min buubu    صدق متی

 کند 

 می باشد  1bو  1uترکیب محدبی از   u: زیرا اثبات

 

 

   1qحال   5-2-8-2-2

 
می باشد  وقتی که  1bو  1uروی خط با دو نقطه  (، مساله وبر 12-5معادله )  1qدر حال                

1m  1باشد، جواب معادلهuu   1می باشد  وقتی کهm 1، جواب معادلهbu    می باشد
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، پاره خط واصل دو نقطه جواب بهینه می باشد  توجه کنید که همیس نتیجه 1mو هنگامی که 

 بدس  می آید  1q( به صورت حد 18-5برای رابطه )

 

 

 چگونگی رو   5-2-8-8

 
  Sd کوتاهتریس فاصله از مثلث، به صورت زیر محاسبه می شود ، 

1-   Sd له تا سه راس قرار دهید را کوتاهتریس فاص 

 مراحل زیر را برای سه ضلع مثلث تکرار کنید:  -2

(a u 1( یتا حالت 18-5فاصله را برای ضلع به کار رفته در رابطه ) یی کهq  ،مینتیمم متی کنتد

 بیابید 

(b اگر مقدار u  ، مولفه بیسx ،دو راس آن ضلع باشد 

  فاصلهd محاسبه کنید  را تا نقطه روی ضلع 

  اگرsdd  قرار دهید ،dsd   

(c  در غیر ایس صورت، از آن ضلع چشم پوشی می کنیم 

 

 

 معیارهای مکانیابی و زمانبندی برای الگوریتم جواب  5-2-4

 
-P-1شتدن  به ایس ترتیب برای حل مسائل کل زمان اتمام کتار و مجمتوع زمتان هتای کامتل      

ScheLoc   تح  نرم هایq ( ، q1 با استفاده از تقریب مثلث بزرگ مثلث کوچک ، باید )

چند ضلعی یی را بیابیم که شامل جواب بهینه باشد و برای هر تابع کتران هتای بتالا و پتاییس را در 

 مثلث مشخص کند  

 

 

 مکانیابی غالب معیار مجموعه 5-2-4-1

 
در ایس زیر بخش نشان داده می شود که جواب بهینه برای مسائل کل زمان اتمام کار و مجمتوع     

، در داخل پوسته محدب مکان های ذخیره سازی قترار دارد   P-ScheLoc-1زمان های کامل شدن 

ای ذخیره سازی بنابرایس می توان الگوریتم مثلث بزرگ مثلث کوچک را برای پوسته محدب مکان ه

 به کار گرف  
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جواب بهینه برای مسائل کل زمان اتمام کار و مجموع زمان های کامل شتدن [(: 88)] 8-4گزاره 

1-P-ScheLoc  در داخل پوسته محدب مکان های ذخیره سازی قرار دارد ، 

 

،  q[ ثابت  کردنتد کته جتواب بهینته مستاله وبتر بتا استتفاده از فاصتله 48  18و هتارتر 12وند  

( q1نشتان 44  14( ، در پوسته محدب مکان های ذخیره سازی می باشد  درزنر و گلتدمس ]

مکان های بهینه مساله وبر، یک زیر مجموعه از پوستته محتدب مکتان  1دادند که برای نرم های 

[ بر پایه نقطه ای خارج پوسته محدب پایته گتذاری 48هارتر  های موجود می باشد  اثبات وند  و 

شده اس ، نقطه ای در پوسته محدب وجود دارد که برای آن نقطه، فاصله تا همه مکان های موجود 

کمتریس اس    بنابرایس چنیس اثباتی می تواند برای بهینه سازی هر تابعی از فاصله ها بترای مکتان 

ه ها به طور یکنواخ  صعودی باشد، تعمیم یابد  که تابع هتدف هتر های موجود، که نسب  به فاصل

 دو مد  یک تابع بطور یکنواخ  صعودی از فاصله ها می باشد  

 

 

 معیار کل زمان اتمام کار  5-2-4-2

 
کران بالا  5-2-4-2-1 TUB  برای مثلثT   

 
فرض کنید      Tc  مرکز ثقلT  باشد  آنگاه یک کران بالا برای مینیمم کل زمان اتمام کار درT ،

با تابع هدف محاسبه شده در  Tc :به صورت زیر می باشد ، 

 
                                              TcCTcCTUBxCTC n

Tx



maxmaxmax :min:, 

 

و برای مکان   ERD  ScheLocفاده از قانون با است که دنباله  Tc ،تولید شده اس  یعنی 

 

                                                                                       TcrTcr n  ...1  

 

کران پاییس  5-2-4-2-2 TLB برای مثلثT 

 

                                                 

Wendell92 

Hurter93 

Goldman94 
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و هر نقطه در یتک مثلتث،  iaکوتاهتریس فاصله ممکس بیس مکان ذخیره سازی      Taiq ,min را ،

و  i ،0iرا ببینیتد(  چتون بته ازای هتر  2-8-5می توا ن به راحتی محاسبه کرد )بخش 

0i :کران های پاییس را برای زمان های آماده سازی به صورت زیر محاسبه می کنیم ، 

 
                                                   


iTaxrTr iqiii

Tx
i ,min: minmin   

 

برای  ERD ScheLoc، با استفاده از قانون حا  دنباله  Tri

min ،i  به صورت زیتر بدست ،

 می آید:

                                                                                          TrTr n

minmin

1 ...    

 

 و در نهای  کران پاییس برای مینیمم کل زمان اتمام کار به صورت زیر به دس  می آید:

 

                                 








  
 



n

ns

n

s

ssnnnn prpTrpTrTCTLB
1 1

min

11

minmin ,,max:  

 

 

T ،به  ازای هر  :[(88)] 0-4قضیه   TCTLB max  

 

 

 داریم: اثبات:

                                             njxrTrTx jjn ,...,1: min    
 پس

                       nn CC  min 

 بنابرایس

                     
              xCTCTCTLB nnn

n







minminmin 

 و در نتیجه 
                  TCxCTLB n

Txn

max
,

min 





 

    

توجه شود که اگر در تقریب مثلث بزرگ مثلث کوچک،    آنگتاه یتک مکتان ، Tx  و یتک

، پیدا کرده ایم، که در مورد آن می دانتیم ScheLoc-P-1برای مساله کل زمان اتمام کار  دنباله 

که   TUBUB با تقریب ،  می باشد 
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 معیار مجموع زمان های کامل شدن  5-2-4-8

 
کران بالا  5-2-4-8-1 TUB  برای مثلثT 

 

فرض کنید        Tc  مرکز ثقلT برای مینیمم مجموع زمان هتای  باشد  آنگاه یک کران بالا

 کامل شدن به صورت زیر می باشد:

                                            





n

j

jsumsum
Tx

sum TcCTcCTUBxCTC
1

:min:   

 
و برای مکان   ERD  ScheLocبا استفاده از قانون  که دنباله  Tc تولید شده اس  یعنی 

 

                                                                                       TcrTcr n  ...1 

 

کران پاییس   5-2-4-8-2 TLB برای مثلثT 

 
و هر نقطه در یک مثلتث،  iaکان ذخیره سازی کوتاهتریس فاصله ممکس بیس م        Taiq ,min ،

و  i ،0iرا ببینید(  چون بته ازای هتر  2-8-5را می توا ن به راحتی محاسبه کرد )بخش 

0i ا برای زمان های آماده سازی به صورت زیر محاسبه می کنیم:می باشد، کران های پاییس ر 

 
                                                   


iTaxrTr iqiii

Tx
i ,min: minmin   

 

برای   ERDبا استفاده از قانون  حا  دنباله  Tri

min ،i می آید: ، به صورت زیر بدس 

 

                                                                                          TrTr n

minmin

1 ...    

 و در نهای  با استفاده از روابط

 

                                            

              njpTrTCTC

pTrTC

jjj ,...,2,max minmin

1

min

min

1

min

1





 

                                                 

 

کران پاییس برای  TCsum  : به صورت زیر اس 
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n

j

j TCTLB
1

min:  

 

T ، به ازای هر :  [(88)] 2-4قضیه    TCTLB sum  . 

 

 : داریماثبات

                                            njxrTrTx jjn ,...,1: min    

 پس

      njCC jj ,...,1min   

 بنابرایس

 

          xCTCTCTLB n

n

j

n

j

jn

n

jn



















11

minmin

1

min   

 و در نتیجه

                   TCxCTLB sumn

n

j
Txn

 






1

,
min 

 

توجه کنید که اگر در تقریب مثلث بزرگ مثلث کوچک،      باشد، آنگاه یتک مکتان Tx  و

با زمان های پرداز  برابر پیدا کترده ایتم، کته در  TCP ScheLoc-P-1مساله  برای یک دنباله 

مورد آن می دانیم که   TUBUB با تقریب ،   بهینه می باشد 

 

 نتایج عددی   5-2-5

  
بسته به علم حساب و با دق  زیاد تدویس شتده است   و روی کتامپیوتر وا 15برنامه ها در فورترن    

ایجاد شده  50,20,10n...,10000مگا بای  اجرا شده اس   ده مساله با  250با حافظه  5پنتیوم 

اس   با مکان های ذخیره سازی که در    500,500500,500   قرار گرفته انتد و زمتان هتای

فرارسی ذخیره  2500,0i   و سرع  انتقا 1,5.0iv  به ازای هرi بترای مستاله کتل  

ScheLoc  ،زمان اتمام کار  50,1ip  و برای مساله مجموع زمان های کامتل شتدنScheLoc     ،

25 ppi به ازای هر ،i   510انتخاب شده اس   و نسب  درستتی  در نظتر گرفتته

 شده اس  

مقدار مینیمم، ماکزیمم و میانگیس برای هر یک از اندازه های: تعداد تکرارها، ماکزیمم مثلث هتا در 

 ]88[( 2-5( و )1-5طی فرایند شاخه و کران و مجمتوع زمتان در هتر اجترا بته ثانیته در جتدو  )

                                                 

Fortran95 
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22گزار  شده اس   توجه کنید که تعداد مثلث ها در پایان مثلث بندی برابر   kn  متی باشتد

تعداد راس های پوسته محدب نقاط  kکه  naaa ,...,, [  در ایس تجربه محاسباتی 41می باشد   21

(  از ایتس رو  000,20ی برای بزرگتریس مساله کمتر از بود )یعن n2تعداد مثلث ها خیلی نزدیک به 

فقط ماکزیمم تعداد مثلث ها در طتی فراینتد شتاخه و کتران گتزار  شتده است   هتر دو مستاله 

ScheLoc ( )اقلیدسی(  با فاصله های خط راسq=2 مستتطیلی ،)(q=1)  وq  بتا(q=1.78)  حتل

 شده اس   

 

 

 

 
 نتایج محاسبات برای کل زمان اتمام کار 1-5جدو 

 nماکزیمم مثلث ها                            تکرارها                                                    زمان)ثانیه(          

max.       ave     min.          max.      ave.          min         max.        ave.         min.  
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 نتایج محاسبات برای مجمع زمان های اتمام کار 2-5جدو 

 nماکزیمم مثلث ها                            تکرارها                                                    زمان)ثانیه(          

max.       ave      min.        max.        ave.         min      max.        ave.        min.  
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 مساله توام زمانبندی و مکانیابی تک ماشینی بر روی خط 5-8
 

را در نظر می گیریم که ماشیس فقط روی یک  مکانیابی-از مساله زمانبندی ما حالتی بخش درایس

 ( قرار گیرد  L-ScheLoc (خط مشخص

یکی از کاربردهای ایس مساله  لنگر انداختس کشتی در لنگرگاهی اس  که به صورت خط می باشد  

که  به گونه ای ،و بار گیری کانتینرها که هر یک در مکانی از بندر قرار گرفته اند مورد نظر می باشد

کشتی حداقل شود  در ایس مساله می  یا کل زمان اتمام بارگیری مجموع زمان اتمام بارگیری

خواهیم بهتریس مکان برای کشتی  را روی خط لنگر گاه پیدا کنیم )مکانیابی( و چگونگی فرایند 

ی بارگیری کانتینرها )زمانبندی( را مشخص کنیم  بنابرایس کانتینرها روی صفحه قرار دارند ول

  کشتی فقط می تواند روی یک خط حرک  کند  

روی صفحه قرار گرفته باشد که  یک مجموعه از کارها  φ{=n 5   51}فرض کنید  :تعریف مساله

روی  یر قابل قطعبه صورت غاس  که باید  i کهipهر کار دارای زمان پرداز  نامنفی  اند 

cdybxLفقط می تواند روی خط   Mزمانبندی شود به گونه ای که  Mتک ماشیس  :   حرک

مکان ذخیره سازی iکند  به هر کار 
ia 2درR له توامانسب  داده می شود  از ایس رو مس 

یعنی  Mانتخاب مکان ماشیس  )ScheLoc-L-1(ی مکانیابی تک ماشینی روی خط زمانبند

کاملآ پرداز  شوند  هدف ما بهینه کردن  تح  شرایطی اس  که مجموعه کارهای  Laنقطه

نه تنها به دنباله  اس  که مجموع زمان های کامل شدنو  کل زمان اتمام کارتابع هدف زمانبندی 

رسی زمان فرا 2-5همانند بخش  نیز بستگی دارد  aانجام کارها وابسته اس  بلکه به انتخاب 

در مکان ذخیره سازی ا  قابل دسترس می  iرمعاد  اس  با زمانی که کا 0iذخیره سازی 

  باشد 
سترع   مثب  اس  بنابرایس می تواند در طی پرداز  کارهتای دیگتر حرکت  داده شتود  iچون 

),(می باشد  فرض کنیتد تتابع فاصتله  Mتا  iسرع  حرک  کار  ،0ivانتقا  aad ii  یتک تتابع

iiباشد آنگاه با فترض 2Rفاصله کلی روی  v1 ،),()( aadar iiiii    زمتان جابجتایی یتا

می باشد  دنباله کارهایی که روی ماشیس پترداز  متی  Mماشیس تا i  کار آماده سازیزمان  متغیر

ijتعییس می شوند که  {n,…,1}از  شوند با یک جایگش   )(  به ایس معنی اس  که کارi، j 

نشان متی  nرا با  {n,…,1}امیس کاری اس  که پرداز  می شود  مجموعه تمام جایکش  های 
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برای ماشیس، زمان کامل شدن به ازای هر کار  Laو هر مکان  nبه ازای هر دنباله دهیم  

i فاده از رابطه بازگشتی زیر تعریف می شود:با است 

                                                (5-14                              )         111  paraC   

               (5-15                   )              njaraCaC jjj ,...,3,2,max 1    

 

)(و  jp زمان پرداز  کار)( j به ازای هر  ،( 15-5) ( و14-5) تعریف می شود  فرمولهای

 nj ,...,2,1  توانند به صورت زیر بیان شوند: می 

 

(5-16   )              },...,,)(max{)(
1

)()1(

1

)()1()()()( 


 
j

s

s

j

js

sjjjj prprparac       

 

به صورت زیر نوشته می  nیک  و برای Laدرکل اتمام کار و در نهای  ماکزیمم زمان 

 :شود

                                   (5-17     )                            )()}(),...,(max{ )( acacac nn 1    

 

 می باشد: به صورت زیر nو برای یک  La و مجموع زمان های کامل شدن  در

                                   (5-11                                            ) 



n

j

j

n

s

s acac
11

)()( )(  

 حا  به بررسی ایس دو مساله خاص در بخش های بعد می پردازیم 

 

 
 

  L-ScheLoc-1له اتحلیل کل زمان اتمام کار مس 5-8-1

 
را مورد بررسی و تحلیل قرار می   L-ScheLoc-1لهااتمام کار مسدر ایس بخش ما کل زمان     

 تابع هدف را می توان به صورت زیر نوش :   (17-5) ( و16-5دهیم  با استفاده از )

(5-11   )

n

n

s

s

n

ns

snnnn

Lats

parparparac





 








.

})(,...,)(,)(max{)(min
1

)()1(

1

)()1()()()(

      

           

i، 0,0,0اگربرای تمام   iiip  مرکزی ساده -1له مکانیابی اه یک مسله باایس مس  

 ،بعد از یافتس مکان ماشیس  L-ScheLoc-1له کل زمان اتمام کاراتبدیل می شود  مسبر روی خط 

سازی ثاب  یعنی  آمادهکل زمان اتمام کار کلاسیک با مدت زمان های زمانبندی له ابه مس
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rari )(  کهi آماده سازیمی شود  در ایس حال  می توانیم از قانون زودتریس زمان  تبدیل 

(ScheLoc ERD استفاده می کنیم  یعنی دنباله کارها در ترتیب غیر نزولی مدت زمان )آماده 

 یعنی:  سازی برای بدس  آوردن یک دنباله کاری بهینه قرار می گیرند
)(...)( )()1( arar n                                                                                          
 

سازی وابسته  آمادهدر تابع هدف تنها به ترتیب غیر نزولی مدت زمان  nبنابرایس متغیرهای 

فاده از ایس نتایج به وابسته اس   با است Laسازی تنها به متغیر  آمادهو مدت زمان  هستند

 فرمولبندی جدیدی به صورت زیر می رسیم:

 

(5-20   )

n

n

n

s

s

n

ns

snnnn

La

ararts

parparparac







 










)(...)(.

})(,...,)(,)(max{)(min

)()1(

1

)()1(

1

)()1()()()(

  

 

له به صورت ایک کران پاییس برای مس ii pLB }min{max  اس ، که 

),( iiiii aLd    

 

1min{arg,...,{فرض کنید  0-4لم  nsi s    وia   که),( iii aLd تصویر نقطه(ia  روی

))1(,)2,...,()((و  ( Lخط  ni
ia   یک دنباله محاسبه شده با قانونScheLoc ERD   باشد آنگاه

دنباله 
ia   و مکان ماشیسia 


 له ای کل زمان اتمام کار مسیک جواب بهینه برا-L-1 

ScheLoc اگر حداقل در یکی از شرایط زیر صدق کند: ،اس 

                                                            

},...,1{),()() nsadrpa isisiisii     
}1,...,1{)() )1(

,...,1

)(  



 nsrpb is

sj

ji   

)() )(max incLBc                                                         

                                                                                                        

 

برقرار نیس  بنابرایس الگوریتم مفیدی برای حل مساله ارائه  1-5حا  فرض می کنیم هی  یک از شرایط لم     

یک مساله بهینه سازی  L-ScheLoc-1له اه کل زمان اتمام کار مس  باید در نظر داشته باشیم کخواهیم داد

 نامحدب اس    2Rکلی اس  و در حال  کلی روی 
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  L-ScheLoc-1له اتحلیل مجموع زمان های اتمام کار مس 5-8-2

 
ی پرداز  برابر، را با زمان ها  L-ScheLoc-1لهما مجموع زمان های اتمام کار مسا در ایس بخش    

i،ppiیعنی به ازای  5(، )14-5) باشد، مورد بررسی و تحلیل قرار می دهیم  با استفاده از-

 ( تابع هدف را می توان به صورت زیر نوش : 16-5( و )15

 

           (5-21  )     

n

jjj

n

j

j

La

njparacac

paracts

ac























},...,2{)}(,)({max)(

)()(.

)(min

)()1()(

)1()1(

1

)(

   

 

i، 000 اگربرای تمام  iip  بر روی  میانه ساده-1له مکانیابی اله به یک مساایس مس ,,

به  ،بعد از یافتس مکان ماشیس  L-ScheLoc-1له مجموع زمان اتمام کاراتبدیل می شود  مس خط

rariسازی ثاب  یعنی آمادهله مجموع زمان اتمام کار کلاسیک با مدت زمان های امس )(  که

i  آماده سازیتبدیل می شود  در ایس حال  می توانیم از قانون زودتریس زمان ( ScheLoc

ERD سازی برای  آماده( استفاده می کنیم  یعنی دنباله کارها در ترتیب غیر نزولی مدت زمان

 د یعنی:بدس  آوردن یک دنباله کاری بهینه قرار می گیرن
)(...)( )()1( arar n                                                                                          

 

سازی وابسته  آمادهدر تابع هدف تنها به ترتیب غیر نزولی مدت زمان  nبنابرایس متغیرهای 

وابسته اس   با استفاده از ایس نتایج به  Laبه متغیر  سازی تنها آماده اند و مدت زمان

 فرمولبندی جدیدی به صورت زیر می رسیم:

(5-22 )                     

n

jj

jj

n

j

j

La

njprac

njpacacts

ac







 













},...,1{)(

},...,2{)()(.

)(min

)()(

)1()(

1

)(
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:)min}{(له به صورت یک کران پاییس برای مسا 





j

i

i

n

j
pi

sum pLB
11

 اس ، که 

),( iiii aLd   

 

1min{arg,...,{فرض کنید  :2-4لم  nsi s    وia   که),( iii aLdتصویر نقطه(ia  روی

))1(,)2,...,()((و  ( Lخط  ni
ia   یک دنباله محاسبه شده با قانونScheLoc ERD   باشد آنگاه

دنباله 
ia   و مکان ماشیسia 


  له بهینه برای کل زمان اتمام کار مسایک جواب-L-1 

ScheLoc اگر حداقل در یکی از شرایط زیر صدق کند: ،اس 

                                               

    },...,1{),()() 1 nsadistrpaca issiisii      

  },...,{)() )( 111   nsrcb iss   

   i

n

j

jsum cLBc 



1

)  

 

برقرار نیس  بنابرایس الگوریتم مفیدی برای حل  2-5حا  فرض می کنیم هی  یک از شرایط لم     

-L-1له کته مجمتوع زمتان هتای اتمتام کتار مستا مساله ارائه می دهیم  باید در نظر داشته باشتیم

ScheLoc  یک مساله بهینه سازی کلی اس  و تابع هدف     }{min: acac
n

j

jsum
n







1



در حالت   

  نامحدب اس  2Rکلی روی 

و همیس طور مساله  L-ScheLoc-1در بخش بعد الگوریتمی برای حل مساله کل زمان اتمام کار     

TCP 1-L -ScheLoc  با زمان های پرداز  برابر ارائه می شود  که ایس الگوریتم الگوریتمی ابتکاری

 حدب کاربرد دارد اس  و برای حل مسائل نام

 

   الگوریتم 5-8-8

 
m)(و  acsum)(هدف ما کمینه کردن تابع      a x ac  با تقریب بازه بزرگ بازه کوچک می باشد  فرض کنید

cdybxLمنطقه شدنی شامل تعدادی متناهی بازه روی خط  :، ia خیره سازی کارها که مکان ذi 

باشد  2Rهای صفحه مختصات  x  سم  راس  محور Lباشد  فرض می کنیم خط  0و نسب  درستی 

را نیز  iaها منطبق کرد و به دنبا  آن نقاط  xرا روی محور  L)در غیر ایس صورت با یک تبدیل می توان خط 

),(را به صورت  iaانتقا  می دهیم(  حا  اگر  iii yxa   در نظر بگیریم آنگاه تصویر هر نقطه رویL  برابر

ix  می باشد  مجموعه آغازیس بازه ها را  های الگوریتم را به صورت زیر در نظر  حا  گام در نظر می گیریم

 می گیریم:
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ها را  ixدر نظر بگیرید و سپس  ixرامحاسبه کنید و تصویر هر نقطه را  L تصویر نقاط روی خط -0گام 

 مرتب کنید 

 

],[بازه ها را به صورت  -2گام 1 iii xxI  بگیرید   در نظر 

 

)( ، iIیک کران بالا برای مقدار مینیمم تابع هدف در -9گام iIUB  و یک کران پاییس)( iILB  به ازای

)(محاسبه کنید  فرض کنید کوچکتریس  iIهر iIUB ،UB  باشد  همه بازه هایی را که

)1()( UBILB i
 را کنار می گذاریم  

 

)(را باکوچکتریس  iIبازه  -4گام  iIUB  انتخاب کنید و آن را به سه بازه مساوی تقسیم کنید و)(
si

IUB 

و 
si

ILB ی هر بازه جدید را برا},,{
321 iiii IIII

s
  محاسبه کنید وUB   قرار دهیدرا به روز رسانی کنید 

}{\},,{:
321 iiii IIII  هر بازه  },,{

321 iiii IIII
s
  1(که()( UBILB

si
کنار گذاشته می  از  

ارزیابی می شوند و تمام بازه هایی که  iIتمام بازه های  ،تغییر کرده باشد UBشود  اگر 

)1()(  UBILB کنار گذاشته می شوند  

 

شاخه و کران هنگامی متوقف می شود که هی  بازه ای باقی نمانده باشد یعنی  :معیار توقف   خریس آ

نسب  به جواب  با تقریب  UBبدس  آمده اس ، جواب مساله می باشد  و مقدار  UBنقطه ای که در آن 

 بهینه می باشد 

نباشند  بنابرایس  Lیره سازی بر روی خط فرض بر ایس اس  که هی  یک از مکان های ذخ: اولا  توجه کنید که

هی  یک از مکان های ذخیره سازی در داخل بازه ها نمی باشند  ثانیا یک کران بالا برای مقدار مینیمم ممکس 

 در بازه، مقدار تابع هدف در هر نقطه بازه می باشد ) مانند مرکز بازه( 
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 6فصل 

 مکانیابی بر روی شبکهمساله توام زمانبندی 
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 مقدمه 6-1

  
در ایس فصل مساله توام مکانیابی تک وسیله ای شبکه ای و زمانبندی تک ماشینی را  بررسی می    

  که هر دو زمینه در تحقیق در عملیات بسیار شناخته شده هستند و معمتولا مجتزا از ]21 [کنیم 

مباحتث مکانیتابی اغلتب مستائلی اید بتدیس ختاطر است  کته یکدیگر مورد بحث قرار گرفته اند  ش

صتنعتی و علتم  استراتژیک و مباحث زمانبندی مباحث عملیاتی است  امتا مثالهتایی در طرحهتای

کامپیوتر نشان می دهد که ایس مطلب لزوما صحیح نمی باشد  برای نمونه، استفاده از ماشیس هتای 

بحثی عملیاتی می باشد  طراحی مکان ماشیس توام  متحرک، مثالی اس  که مکانیابی مثل زمانبندی

با سازماندهی خط تولید بهره وری را افزایش می دهد  به بیان دیگر مکانیتابی و زمانبنتدی ترکیتب 

متتی شتتود  گتتراف  EVG ,  بتتا مجموعتته گتتره هتتای nvvV ,...1  و مجموعتته یالهتتای

 neeE ,...,1 ر نظر بگیرید  گره ها نشان دهنده کارهای را دnAA که هر یک دارای زمتان  1,...,

jP ،njپرداز   ,...,1   می باشد، هستند  یا ji vve ,  امکان حرک  از کارiA  بته کتارjA 

ijeمستقیما در  LL   واحد زمان )یا بر عکس ( را ارائه می دهد  اگر هی  یالی بیسiA  وjA  وجود

را می دهد،  eLطو  یا  نسب  به  jVبه  iVنداشته باشد، از میان کارهایی که کوتاهتریس مسیر از 

در زمان  Vدر jVوiVکوتاهتریس فاصله بیس هر یا   حرک  می کنیم  3nO  متی توانتد محاستبه

و     1Aکه ماشینی که باید تمام کارهای [  بخش مکانیابی مساله پاسخ به ایس سوا  اس  45شود  

 زمانبنتدی، -مستاله مکانیتابی 16گونیه راسییبر روی آن پرداز  گردد، کجا قرار بگیرد  در  nAو

زمانبنتدی،  -مکانیتابی 17گونه مطلقمکانیابی فقط روی راس ها صورت می گیرد، در حالی که در 

واند هر جتای گتراف قترار بگیترد یعنتی، روی یالهتا نیتز متی توانتد قترار گیترد  اگتر ماشیس می ت
  Evve ji  باشد، آنگاه   , ,ex   با 1,0 نقطه ای درG :اس  که 

 

             (6-1                   )      ejj Lvxdxvd  و     ,,1    eii Lvxdxvd  ,,   

 

در نظتر گرفتته متی شتود   eرا ببینید(  یعنی کیفی  خطی بودن فاصله در طو  یا  1-6)شکل  

 نشان داده می شود  با  Gمجموعه نقاط در 

 

 

 
: نمایش نقطه 1-6شکل                                ,ex     بر روی یا ji vve , 

 

                                                 
96 node version 
97 absolute version 
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مکانیابی به یک مساله زمانبنتدی  -که مکانی برای ماشیس انتخاب می شود، مساله زمانبندی هر بار

 کلاسیک با زمان های آماده سازی، کاهش می یابد  ماشتیس در آن واحتد متی توانتد تنهتا یکتی از

nAAکارهای  را پرداز  کند  در طی پرداز ، حق تقدم مجاز نمی باشد  برای انتقا  هتر کتار    1,...,

kA  به مکان ماشیسx :داریم  

                                     

  (6-2     )
       

    















ijjk

jiijik

lkl

k

lvvd

vveVexiflvvd

Vvxifd

xvd





1,

,,\,,min,
   

 

یجه در نت   xvdxr kk ,  زمان آماده سازی کار ،kA  اس  و پرداز  کارkA  نمی تواند قبتل از

 ایس زمان آغاز گردد  

 

   
 

: تجسم زمان آماده سازی 2-6شکل    xvdxr kk ,  برای کارkA اگر ماشیس در ،x       قرار داشته باشد 

 

 

در ایس پایان نامه به بررسی کل زمان اتمام کتار، یعنتی زمتان کامتل شتدن ماکستیما  کارهتا، یتا  

    nixCC i ,...,1,maxmax   می پردازیم که xCi  زمانی اس  که پرداز  کارiA ام کامل

 می شود 

هر زمانبندی با یک دنباله ای مرتب از کارهتا کته بتا     n ,...,1   ،نشتان داده متی شتود

مشخص می شود داریم      xCxC nmax  که شکل کلاسیک مساله به صورتmax1 Crj  می

ا در ترتیب غیتر نزولتی از زمتان آمتاده ستازی شتان )قتانون باشد و ایس مساله با مرتب سازی کاره

زودتریس زمان آماده سازی  ERD می تواند حل گردد  برخلاف مسائل زمانبندی کلاستیک، ایتس )

های ، وابسته اس   بخصوص اینکه زمان های آماده سازی قسمتی از داده xمساله به مکان ماشیس ،



94 
 

 -، نتیجته متی شتوند  بنتابرایس مستاله زمانبنتدیxورودی نیستند  بلکه از انتخاب مکان ماشتیس ،

 مکانیابی می تواند به صورت زیر نوشته شود 

 

                                  (6-8                                          ) xCC J
njx ,...,1

max maxmin





  

 

و  2Aو  1Aمکانیابی که شتامل دو کتار  -در بخش بعدی چگونگی حل ساده تریس مساله زمانبندی

یک یا  گراف     2121 ,,, vvvvG   می باشد را بررسی می کنیم  اطلا عات بدس  آمده از حتل

رود  الگوریتم هایی نیز برای حل مساله ارائه شده ایس مساله در بخش های بعدی برای حل بکار می 

 اس  

 

 مکانیابی با دو کار -زمانبندی 6-2

  

ئتوس        داده شده اس  که ایس کارها را به ترتیب با ر 2pو  1pبا زمانهای پرداز   2Aو  1Aدو کار  

1v 2وv  نشان می دهیم  فاصله بیس مکان های دو کار را با رابطه زیر نشان می دهیم 

 

                                     (6-4                                                  ) 21,vvdD  

 

طه فاصله نق   ,,: 21 vvx  1، ازv :با 

 

                                 (6-5                                                  )  Dxvd  ,1 

 با:  2vو از 

                                       (6-6      )                                         Dxvd   1,2   

 

نشان داده می شود  که در آن  1,0  می باشد 

 خواهیم داش : 5.0xبرای مکان 

 

                       (6-7                             )       5.0225.05.015.01 ,, xrvxdxvdxr  

 

عنی به ازای ی 5.01, xvx  ،   xrxr 21   و به ازای 25.0 ,vxx ،   xrxr 12   

 ، دو منطقه زیر را روی یا  تعریف می کند ERDبنابرایس قانون 

 

                                           (6-1       )                               25.05.01 ,,, vxxv 
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کتته دنبالتته  2,1  در منطقتته 5.01 , xv  و دنبالتته 1,2  در منطقتته 25.0 ,vx   جهتت ،

در آن تغییتر نمتی کنتد پرداز  بر روی ماشیس، ثاب  می باشند  چنیس مناطقی که دنبالته کارهتا 

 38مناطق وبر مرتب OWR   مقدار تابع 46نامیده می شود  ] xZ معاد  با زمان کامل شتدن ،

 ;دومیس کار اس ، یعنی

                        (6-1                                    )          xCxCxCxZ 221 ,max  

 

 :ولاحالت     11,22   یعنی ماشیس در مکان ، 5.01, xvx   قرار متی گیترد و ابتتدا

 پرداز  می شود  در ایس حال  مقدار تابع هدف به صورت زیر می باشد: 1Aکار 

 

               (6-10                            )
        

    22211

22212

,max

,max

pxrppxr

pxrpxCxCxZ




   

 

شروع گردد، مطمئنا زمان آماده ستازی ا   1Aنمی تواند قبل از کامل شدن 2Aچون پرداز  کار 

باشد  چون به ازای  2Aهم  نمی تواند قبل از کار  5.0,0 ،  Dxr  1   و صتعودی است

   Dxr   نزولی اس ، مقدار مینیما   12 xZ  برای  21در نقطه تقاطع ppD  

و   21 pD   به دس  می آید 

 

برای دنباله  :])21([ 0-6لم     11,22   مم ختود را اختیتار متی ، تابع هدف مقدار مینی

 کند، اگر و تنها اگر:

                                                                                xrxCpxr 2111  
 باید به گونه ای انتخاب گردد که: xیعنی مکان بهینه 

                                                                                         D

pD

2

1
12


 

 مقدار بهینه تابع هدف نیز به صورت زیر خواهد بود،

                               (6-11                                            )  2
1

212
p

D

pD
xZ 


 

 

  :دومحالت     21,12   یعنی ماشیس در ، 25.0 ,vxx    مکانیابی می شود و ابتدا کار

2A  پرداز  می گردد  مشابه حال  او  برایx : خواهیم داش 

 

 

                                                 
98 Weber regions Ordered 
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             (6-12                         )
        

  112

11121

,1max

,max

pDppD

pxrpxCxCxZ







 

 

ی دنباله کاری برا(:  ]21 ([2-6لم     21,12   مقداربهینه تابع هدف بته صتورت زیتر ،

 اس :

 

                                          (6-18                                 )  1
2

221
p

pD
xZ 


   

 که در آن 

                                                                                              
D

pD

2

1
12


  

 

با مقایسه  
12xZ  و 

21xZ  یک رابطه کلی برای جواب بهینه دو کار به دس  می آوریم ، 

 

مکان بهینه :  (]21[(9-6لم 
x کانیابی تک ماشتینی بتا دو م -برای ماشیس، در مساله زمانبندی

 کار، به صورت زیر اس :

                              (6-14                  )


















21
2

21
1

2

2

ppif
D

pD

ppif
D

pD

 

 

 نشان داده شده اس   (]21([( 8-6تجسم نتایج ایس بخش در شکل )

 

 
 maxC و( ها )خطوط پررنگ: تجسم زمان های آماده سازی )خطوط نقطه چیس( و زمان های تکمیل کار8-6شکل 

 xوابسته به  )خطوط ضخیم(
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 مکانیابی با بیش از دو کار  -زمانبندی 6-8
 

اگر ماشیس قراراس  روی گراف قرار بگیرد، دو فرض متفاوت برای آن وجود دارد  مکانیابی تنهتا     

ماشیس روی یا  ها نیز می تواند قرار بگیرد، یعنی مکانیتابی  روی راس ها امکان پذیر اس  یا اینکه

روی کل گراف امکان پذیر اس   برای فرض دوم، ابتدا حال  خاصی که گراف یک درخ  است  در 

 نظر گرفته می شود و سپس نتایج ، به گراف های دلخواه تعمیم داده می شود 

 

 مکانیابی -حال  راسی زمانبندی 6-8-1

 
  هر راستی ممکتس است  بته عنتوان ه می تواند با شماره گذاری کل راس ها حل گرددایس مسال    

مکان ماشیس در نظر گرفته شود  بعد از ثاب  شدن مکان ماشیس، زمان های آماده سازی را محاسبه 

می کنیم و سپس مساله زمانبندی را در ایس راس حل می کنیم  بهتریس جواب مساله زمانبندی در 

 ، مکان بهینه راسی ماشیس را ارائه می دهد بیس کل راس ها

چون پیچیدگی زمانی برای قسم  زمانبندی در هر راس  nnO log  می باشد، بنابرایس پیچیدگی

زمانی کلی  nnO log2  می باشد  توجته کنیتد کته در گتراف هتای عمتومی، ایتس پیچیتدگی بتا

پیچیدگی  3nO  که برای محاسبه فاصله هایijd   با الگوریتم کوتاهتریس مسیر بیس هتر دو جفت

 [ را ببینید( 45غالب می شود )  راس می باشد،

برای اینکه محاسبات سریعتر گردد، از دو نوع کران پاییس، یکی کران پتاییس کلتی و دیگتری بترای 

کران پاییس کلی از مجموع زمان های پرداز  به دست  متی  مکان ثاب  در راس، استفاده می شود 

 آید  یعنی،

                                                (6-15                                      )



n

i

ipLB
1

1 : 

 

متوقف کترد  ایتس اگر مقدار تابع هدف در راسی با ایس کران پاییس برابر گردد، می توان الگوریتم را 

 ملاحظات کمک می کند تا مکان بهینه ماشیس را در حال  خاص به راحتی پیدا کنیم 

 

، با iAاگر کار :  (]21[( 4-6لم  jii vvdp ,  به ازای هتر nj ,,1 ،وجتود داشتته باشتد ،

 ینه ماشیس می باشد مکان به ivآنگاه 
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: اگتتتر بتتته ازای هتتتر اثبیییات nj ,,1  ، jii vvdp ,  آنگتتتاه ، iji vrp   و بنتتتابرایس





n

j

j LBpC
1

1max  و چون  0ii vr  تمام کارها می توانند بعد از ،iA از  بدون وقفته پترد

 گردند 

  

و مکان ماشیس  به اضافه زمان پرداز  کار متناظر به  jvکران پاییس موضعی، از فاصله بیس راس     

 دس  می آید  یعنی،

                             (6-16                                        )  jji

n

j
i pvvdLB 


,max

1
 

 

، بزرگتر از مقدار بهتریس جواب بته دست  آمتده تتاکنون باشتد، متی تتوان ivبرای راس  iLBاگر 

 محاسبه دنباله در ایس راس را انجام نداد 

به موجب اولیس کران پاییس، مرتب کردن کارها در ترتیب غیر نزولتی از زمتان پردازششتان )قتانون 

LPT و جستجوی مکان بهینه ماشیس در ایس ترتیب، هنگامی که زمان های پرداز  در مقایسه با )

فاصله بیس رئوس بالا هستند، نتایج خوبی را برای گراف های فشرده مثل گراف کامتل، بته بتار متی 

آورد  اگر گراف فشرده نباشد، به خصوص اگر درخ  باشد استراتژی دیگری برای جستتجوی مکتان 

مرتتب  iLBه ماشیس انتخاب می شود  در ایس استراتژی، کارها در ترتیب غیر نزولتی از مقتدار بهین

می شوند  ایس استراتژی نیز اگر گراف فشرده باشد ولی زمان پرداز  نسب  به فاصله ها کتم باشتد 

( نشتتان متتی دهتتد کتته نتته 1-6نتتتایج ختتوبی بتته بتتار متتی آورد  مثتتا  ) iVv p
i

maxarg  و نتته

 iVv LB
i

minarg  مکان بهینه ماشیس را ارائه می دهد 

 

101و  4nفتترض کنیتتد  :0-6مثییال  p  12و p  93و p  84و p  و فتترض کنیتتد

 EVG , ( باشد 4-6گراف داده شده در شکل ) 

 

 
 (1-6): گراف مثا 4-6شکل 

 

 داریم
  1maxarg vpiVvi

  و  2minarg vLBiVvi
  3اما مکان ماشیسv  5 -6می باشد  )شکل    

 را ببینید(  (]21 ( [

         
 

 



99 
 

   

 

 
 1-6در راس های مثا   : نمودار گان  برای مکان ماشیس5-6شکل 

 

 

 مکانیابی مطلق در درخ  ها               -مسائل زمانبندی 6-8-2

     
فرض کنید گراف درخ  بدون جه        EVG , مکانیابی ماشیس هر جتای  ه اس  وداده شد

[ را ببینید( برای حل 46)  OWRیا  ها نیز امکان پذیر باشد  می توان از مفهوم مناطق مرتب وبر 

( نامیتده متی OWRاز نقاط، مناطق مرتب وبر) XRایس مساله استفاده کرد  یک زیر مجموعه 

 شود اگر:

                                                                          
 (6-17           )                VvvRyxvydvydvxdvxd jijiji  ,,,,,,,    
 

از ایس رو تمام فاصله های   Vvvxd ii :,  برای تمامRx   به همان رو  مرتب می شتوند ،

ان یکسان اس ، زیرا آن دنباله، با قانون زود تریس زم Rxدر نتیجه دنباله کاری بهینه، برای تمام 

Vviآماده سازی تعریف می شود و به ازای هر   ،   ii vxdxr , برای ساده کردن بحتث هتای  

است    eزیر مجموعه ای از تتک یتا   OWRبعدی، بدون از دس  دادن کلی  فرض می شود که 

10یعنی به ازای بعای     ،    :,eR اگر اینگونه نباشد، یعنی راستی(  

 قرار بگیرد، آن را به چندیس قسم  مجزا توسط ایس راس تقسیم می کنند (  OWRدرون یک

 

ه راحتی می توان مکتان بهینته ، ترتیب قابل تغییر نیس ، بRبرای اینکه در یک منطقه مرتب      

محاسبه کرد  زمان تکمیل پرداز  کل کارها معتاد  است  بتا زمتان کامتل شتدن  Rماشیس را در

 پرداز  آخریس کار  یعنی،

 

  (6-11            )                   RexpxrxCxCZ nnnn     ,,max 1  
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 ه از رابطه زیر به دس  آورد:با ایس رو  می توان زمان تکمیل شدن تمام کارها را با استفاد

 

  (6-11)                             RxnipxrxCxC iiii   ,,,1,max 1  
 

 که  

             111  prC  
 

یک درخ  اس  هر دو نقطه با یک مسیر یکتا به هم متصل می شوند  از ایتس رو بته ازای  Gچون 

 ,ex  1با شیب  ،   ii vxdxr , ( در 2-1تعریف شده با رابطه ،)   خطی اس 
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 نتایج و پیشنهادات
 

زمانبندی و مکانیابی تک ماشینی مورد مطالعه و بررسی قرار گرف  کته در ایس پایان نامه مساله     

هدف اصلی ایس پایان نامه بود  به تبعی  از آن مسائل زمانبندی تک ماشینی و مکانیابی تک وسیله 

ای بر روی صفحه و خط مورد بررسی قرار گرف   مساله زمانبندی و مکانیابی مد  تک ماشینی بته 

ی صفحه و ماشیس روی یک خط مشخص قرار گیرد، مساله ای جدید بود که قسمی که کارها بر رو

مطر  گردید و الگوریتمی برای حل آن ارائه شد  همچنیس مساله مکانیابی تتک وستیله ای نیتز بته 

 قسمی که مکان جدید بر روی خط مشخصی قرار گیرد، طر  گردید و مورد مطالعه قرار گرف  

ساله زمانبندی و مکانیابی تک ماشینی در فاای سه بعدی را مورد در مطالعات بعدی می توان م    

مطالعه قرار داد  همچنیس می توان ایس مساله را با نرم های تر کیبی و بلو کی مورد بررسی قرار داد  

 می توان مساله زمانبندی و مکانیابی دو ماشینی و یا چند ماشینی را نیز بررسی کرد 
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