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سپاس گزاری...

وصف در را خود سپاس و سازم؛ جاری زبانم بر تشکر و تقدیر از بالاتر معنایی نمی توانم
گرانقدرم استاد از گفته ام. کم سرایم، و گویم چه هر که نمایم؛ آشکار خویش استادان
تامین راهنمایی هایشان بدون که چرا سپاسگزارم؛ بسیار حجازی دکتر آقای جناب
که لشکریان دکتر خانم سرکار از فراوان سپاس می نمود؛ مشکل بسیار نامه پایان این
بی راهنماییهای و یاری ها دلیل به و داشتند؛ اختیار در را پژوهش مشاوره زحمت
توفیق روزگار اینکه امید با نمودند. آسان  برایم را سختی ها از بسیاری داشتشان چشم

ندارد. دریغ ما از را عزیزان این های زحمت جبران
ثمر به در مستقیم غیر و مستقیم بطور که افرادی تمامی از دانم می لازم پایان در
تک تک از ویژه به نمودند؛ خود همکاری و مساعدت مرهون مرا پژوهش این نشستن
نشیب و فراز در و بوده مشکلاتم حلال همواره خیرشان دعای که ام خانواده اعضای
نادیده بردباری با را تقصیراتم و ها کوتاهی و بوده پشتیبانم و یار همواره مسیر این
بزرگوار سروران کلیه برای الهی درگاه از و کنم قدردانی و تشکر صمیمانه اند، گرفته

باشم. داشته افزون روز توفیق آرزوی

پلنگی یگانه
١٣٩٩ مهر
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نامه تعهد
ریاضی علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی پلنگی یگانه اینجانب
ریندلر متریک ژئودزیک های رده بندی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه

می شوم: متعهد حجازی رضا سید راهنمایی تحت ، تقارنی آنالیز وسیله ی به
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
پلنگی یگانه
١٣٩٩ مهر

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چکیده
و برداری میدان های مانند منیفلدها هندسه اولیه مفاهیم و پیشنیازها از برخی اول فصل در
دوم فصل است. شده معرفی . . . و لی گروه های دیفرانسیل، فرم های تانسورها، مماس، فضای
ناوردایی است. یافته اختصاص . . . و ژئودزیک ها اتصال ها، مانند ریمانی هندسه مفاهیم به
سوم فصل در تقارنی آنالیز و تقارن ها دیفرانسیل، معادلات دستگاه های کوچک، بی نهایت
در ریندلر متریک ژئودزیک های طبقه بندی یعنی پایان نامه اصلی موضوع است. شده بیان

است. شده تبیین چهارم فصل

مینکوفسکی، فضای ریمانی، منیفلدهای لی، گروه های برداری، میدان های کلیدی: کلمات
ریندلر. فضا‐زمان امتداد،

ک
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پیشگفتار
وسیعی بسیار کاربردهای که می باشد دیفرانسیل هندسه ریاضیات شاخه های مهم ترین از یکی
.[٨ دارد[١، . . . و شناسی زیست شیمی، آمار، فیزیک، مهندسی، قبیل از مختلف علوم در
که شده اند تنیده هم در آنچنان علوم مختلف رشته های دانش مرزهای گسترش با امروزه
تحلیل که طبیعی رویدادهای از برخی کرد. تعریف آن ها بین مشخصی مرزهای نمی توان
آن ها دقیق توصیف به که هستند ابزاری نیازمند نیست، ممکن آزمایشگاه آن هادر بررسی و
جمله از است. زیاد بسیار آن نظری شاخه خصوص به فیزیک در اتفاقاتی چنین بپردازد.

می گیرند. قرار گروه این در می دهند رخ نجومی ابعاد در که شناسی کیهان پدیده های
آمده کار به میان این در می توان که دارد قدرتمندی و دقیق بسیار ابزار دیفرانسیل هندسه

سازد. برطرف را موجود نقیصه های و
توصیف دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با اغلب می دهد رخ عالم در که طبیعی اتفاق هر
یافتن می گیرد. قرار علاقمندان توجه مورد که است مسئله ای اولین آن جواب های که می شود
. . . , ODE,PDE غیرخطی، (خطی، آن نوع به بسته دیفرانسیل معادلات دستگاه یک جواب های
کرد. ارائه آن ها همه برای واحد روشی نمی توان اصولا و می کند پیروی متنوعی روش های از (
زیادی بسیار حدود تا دیفرانسیل معادلات تقارنی آنالیز عنوان به مبحثی در دیفرانسیل هندسه
این طوریکه به دارد بسیاری اهمیت فیزیک در فضا‐زمان مفهوم می کند. حل را مشکل این
دوران طول در فضا‐زمان برای مختلفی مدل های می داند. ناشدنی جدا هم از را موجود دو
،۴ کوتلر ،٣ شتروم ٢،ریزنر‐نوردا کر‐نیومن ،١ شوارتزچیلد فضا‐زمان مانند است شده ارائه
زمان ” می گوید: اسکندری فیلون مسیح میلاد از پیش بار اولین .[١٢] برد نام . . . ۵و بولرت
خلق با همزمان شد، زمان ایجاد به منجر آن و کرد خلق را جهان خدا است، جهان زاییده

آن.” از پس بلافاصله یا جهان
پاشا را آن و می گرفتند نظر در واحد مفهوم یک عنوان به را مکان و زمان اینکا قوم
و ریاضیدانان مانده اند. پایدار باور براین همچنان نیز آند کوه رشته ساکن بومیان می نامیدند.

1Schwarzschild space-time
2Kerr-Newman space-time
3�Reissner-Nordstrom space-time
4Kottler space-time
5Bollert space-time

ق



پیشگفتار ر
،٢ لاگرانژ ،١ دالامبر جمله از گماشته اند همت مفهوم این توسعه به کنون تا بزرگی فیزیکدانان
گسترش برای جزئی دیفرانسیل معادلات از ماکسول خصوص به .. . . و ۴ ماکسول ،٣ همیلتون
نتیجه ای فضا‐زمان کلی طور به کرد. استفاده فضا‐زمان بعد چهار در الکترودینامیک
فضای مفهوم شد. بیان ۵ مینکوفسکی توسط آن ریاضی زبان اما است خاص نسبیت از
بیان یکپارچه مفهوم از مختلف نمود دو عنوان به فضا‐زمان رفتار نمایش اولین مینکوفسکی
نگاه هندسی دید از بیشتر عام و خاص نسبیت دو هر به که شد سبب مینکوفسکی اندیشه شد.

شود.
معرفی ۶ ریندلر ولفگانگ توسط که است ریندلر فضا‐زمان فضا‐زمان ها، مهمترین از یکی
مینکوفسکی فضای در را ثابت شتاب با شتابدار مرجع چارچوب یک مختصات دستگاه این شد.
در می توان را هایپربولیک حرکت و ثابت شتاب با ذره هر خاص نسبیت در می دهد. نمایش

کرد. توصیف ریندلر مختصات
آنالیز اساس بر مختصات دستگاه این ژئودزیک های بندی طبقه پایان نامه این در ما هدف
در که فرآیندی طی آن، تقارن های یافتن و ژئودزیک معادلات نوشتن با یعنی است. آن تقارنی

کرد. خواهیم رده بندی را مختصات این ژئودزیک های دید خواهیم چهارم فصل
هندسه بنیادی مفاهیم اول فصل در که است شده بنا صورت این به تحقیق این اصلی غالب
به آن از منیفلدهاکه از خاص دسته ای کرد. خواهیم معرفی را منیفلدها روی دیفرانسیل
فضای فصل این در همچنین می شوند. توصیف دوم فصل در می شود یاد ریمان منیفلدهای
الگوریتم و دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار سوم فصل در است. شده تعریف مینکوفسکی
چهارم فصل در و انتها در می شود. ارائه دیفرانسیل معادلات نقطه ای تقارن های یافتن برای لی
را ژئودزیک ها سوم فصل الگوریتم اساس بر آن، ژئودزیک های و ریندلر فضا‐زمان معرفی با

کرد. خواهیم دسته بندی

1Jean le Rond D’Alembert
2Joseph Louis Lagrange
3William Hamilton
4James Clerk Maxwell
5Heremann Minkowski
6Wolfgang Rindler



١ فصل
اولیه مفاهیم و پیشنیازها

منیفلد ١. ١
−n توپولوژیکی منیفلد یک را M باشد. توپولوژیک فضای یک M کنیم فرض .١. ١. ١ تعریف

اگر: می گوییم بعدی
باز مجموعه های زیر در مشمول ترتیب به p, q ∈M نقطه دو هر یعنی باشد، هاسدورف .١

طوریکه: به باشد، U, V ⊂M

U ∩ V = ∅

باشد. داشته شمارا پایه ای یعنی باشد، دوم نوع شمارای M .٢
یک درون p مانند M از نقطه هر یعنی باشد، n بعد از اقلیدسی موضعی طور به M .٣
هئومورف Rn از باز مجموعه یک با مجموعه این که باشد U ⊂ M مانند باز مجموعه

است.
مختصات) (چارت مختصات دستگاه یک را ϕ : U → Rn همئومورفیسم تابع .١. ١. ٢ تعریف
بعدی −n منیفلد روی چارت یک (U,ϕ) کنیم فرض می دهیم. نشان (U,ϕ) با را آن و می گوییم

داریم: p ∈ U هر برای باشد، M
ϕ(p) = (x١(p), . . . , xn(p)),

١



اولیه مفاهیم و پیشنیازها ٢
می گوییم. مختصاتی مؤلفه های را ،xi : u→ R توابع طوریکه به

جزئی مشتقات اگر می گوییم، (C∞) هموار را F : U ⊆ Rm → V ⊆ Rn نگاشت .١. ١. ٣ تعریف
باشد. پیوسته و موجود مرتبه هر از F

هرگاه می گوییم، هموار یا C∞ نوع از دیفئومورفیسم را F : Rm → Rn نگاشت .۴ .١. ١ تعریف
باشند. هموار F−١ و F

مشتق لازمه زیرا است آن بودن همئومورفیسم F بودن دیفئومورفیسم برای لازم شرط
است. پیوستگی پذیری،

است. C∞ نوع از منظور بود، دیفئومورفیسم یا بودن هموار از صحبت هرجا ادامه در
مختصاتی چارت دو (V, ψ) و (U,ϕ) و توپولوژیکی منیفلد یک M کنیم فرض .۵ .١. ١ تعریف

نگاشت آنگاه باشند M روی (U ∩ V 6= ∅) همپوش
ψ ◦ ϕ−١ : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ),

هرگاه، می نامیم سازگار هموار طور به را فوق چارت دو می نامیم. ψ به ϕ از گذر نگاشت را
باشد. دیفئومورفیسم آن ها بین گذر نگاشت

توپولوژیکی منیفلد همپوش چارت های از متشکل A = {(Ui, ϕi)} مجموعه ی .۶ .١. ١ تعریف
هرگاه: می گوییم M منیفلد برای هموار اطلس یک را M بعدی −n

بپوشاند. را M ،A اعضای دامنه ی .١
باشند. سازگار هموار طور به دو به دو ،A اعضای .٢

منیفلد یک را هموار اطلس یک به مجهز M بعدی −n توپولوژیکی منیفلد .١. ١. ٧ تعریف
می گوییم. بعدی −n هموار

هرگاه می گوییم، هموار را N و M هموار منیفلد دو بین F : M → N نگاشت .١. ١. ٨ تعریف
چارت یک درون F (p) یعنی آن تصویر و (U,ϕ) مثل چارت یک درون p مانند M از نقطه هر

نگاشت طوریکه به باشد، (V, ψ) مثل
ψ ◦ F ◦ ϕ−١ : ϕ(U) → ψ(V ),

باشند. هموار F−١ و F اگر می گوییم دیفئومورفیسم را F :M → N باشد. هموار
M باز زیرمجموعه هر روی F اگر می گوییم هموار موضعاً را F : M → N تابع .١. ١. ٩ تعریف

باشد. U مثل
است. پیوسته منیفلد دو بین هموار نگاشت هر .١. ١. ١ لم



٣ مماس بردارهای و برداری میدان های
باشد. N از چارت یک (V, ψ) و M از چارت یک (U,ϕ) هموار، F :M → N کنیم فرض برهان.
فضای در ψ ◦ F ◦ ϕ−١ چون است هموار ψ ◦ F ◦ ϕ−١ : ϕ(U) → ψ(V ) همواری تعریف طبق

می باشد. پیوسته حتماً یعنی است هموار اقلیدسی
بنابراین: است پیوسته پیوسته، توابع ترکیب می دانیم طرفی از

ψ−١ ◦ (ψ ◦ F ◦ ϕ−١) ◦ ϕ = IdV ◦ F ◦ IdU = F,

است. پیوسته نگاشتی یک F می دهند نشان که است پیوسته
است. هموار منیفلدها، بین هموار نگاشت دو ترکیب .١. ١. ٢ لم

ثابت می خواهیم باشند. هموار نگاشت دو G : N → P و F : M → N کنیم فرض برهان.
از چارت یک (V, ψ) و M از چارت یک (U,ϕ) کنیم فرض است. هموار G ◦ F : M → P کنیم
از و است هموار ψ ◦ F ◦ ϕ−١ می شود نتیجه F همواری از باشد، P از چارت یک (W,η) و N

ترکیب نتیجه در است، هموار η ◦G ◦ ψ−١ می شود نتیجه G همواری
(η ◦G ◦ ψ−١) ◦ (ψ ◦ F ◦ ϕ−١) = η ◦ (G ◦ F ) ◦ ϕ−١,

می دهد. نتیجه را G ◦ F نگاشت همواری

مماس بردارهای و برداری میدان های ١. ٢
باشد. Rn روی مقدار حقیقی هموار توابع کلیه مجموعه C∞(Rn) کنیم فرض .١. ٢. ١ تعریف
هر ازای به هرگاه می نامیم، a ∈ Rn نقطه در مشتق یک را v : C∞(Rn) → R خطی نگاشت

باشد: برقرار زیر رابطه f, g ∈ C∞(Rn)

v(f · g)(a) = g(a) · vf(a) + f(a) · vg(a).

می دهیم: قرار
TaRn = {v : است.  Rn روی a نقطه در مشتق عملگر ,{vیک

می شود. گفته Rn مماسی فضای TaRn به
نقطه ای a و Rn فضای بر استاندارد مختصات دستگاه یک (x١, . . . , xn) کنیم فرض .١. ٢. ١ لم
مماس فضای برای پایه یک { ∂

∂x١ |a, . . . , ∂
∂xn |a} مماس بردارهای صورت این در باشد، Rn در

می باشد. TaRn

[٨] برهان.



اولیه مفاهیم و پیشنیازها ۴
می شود: نوشته زیر صورت به TaRn در دلخواهی مشتق عملگر هر پس

X = α١
∂

∂x١ |a + · · ·+ αn
∂

∂xn
|a,

می باشند. ثابت ضرایب αi ها آن در که
هموار توابع کلیه مجموعه C∞(M) و p ∈M هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١. ٢. ٢ تعریف
p نقطه در مشتق عملگر یک را v : C∞(M) → R خطی نگاشت باشد. M روی مقدار حقیقی

کند، صدق زیر شرایط در هرگاه می گوییم، M منیفلد از
،v(c · f)(p) = c · vf(p) •

،v(f + g)(p) = v · f(p) + v · f(p) •
،v(f · g)(p) = g(p) · v(f)(p) + f(p) · v(g)(p) •

می دهیم: قرار
TpM = {v : C∞(M) → R : است p ∈M نقطه در مشتق ,{vعملگر

می شود. گفته p ∈M نقطه در M منیفلد مماسی فضای TpM به صورت این در
ازای به آنگاه باشد، N و M منیفلد دو بین هموار نگاشت یک F :M → N اگر .١. ٢. ٣ تعریف

نگاشت ،p ∈M هر
F∗p = dFp : TpM → TF (p)N

Xp ∈ TpM و f ∈ C∞(N) هر ازای به می گوییم. F برنده پیش نگاشت یا مشتق نگاشت را
می شود: تعریف زیر شکل به برنده پیش نگاشت ضابطه

(F∗pX)f := Xp(f ◦ F ). (١. ١)
.(G◦F )∗ = G∗◦F∗ آنگاه باشند، هموار نگاشت Gدو : N → P و F :M → N اگر .١. ٢. ١ گزاره

برهان.
(G ◦ F )∗pXf = Xp(f ◦ (G ◦ F ))

= Xp((f ◦G) ◦ F )

= (F∗pX)(f ◦G)

= (G∗FpF∗pX)f

= (G∗Fp ◦ F∗p)Xf.



۵ مماس بردارهای و برداری میدان های
نگاشت باشد M مجموعه زبر یک U و هموار منیفلد یک M می کنیم فرض .۴ .١. ٢ تعریف

می گوییم: M به U از شمول نگاشت می شود، تعریف زیر ضابطه ی با که را i : U ↪→ p
i : U ↪→M

p 7−→ p.

U باشد.اگر آن باز مجموعه زبر یک U و هموار منیفلد یک M می کنیم فرض .۵ .١. ٢ تعریف
می گوییم. M باز منیفلد زیر یک را U آنگاه باشد، منیفلد یک خود M روی اطلس با

منیفلد یک هم خودش بعدی، −n توپولوژي منیفلد یک از باز زیرمجموعه هر .١. ٢. ٢ لم
است. بعدی −n توپولوژیکی

است. برابر اصلی منیفلد بعد با باز، منیفلد زیر هر بعد
می باشد. R٣ باز منیفلد زیر یک خود ،R٣ فضای در باز گوی یک .١. ٢. ١ مثال

این در باشد. شمول نگاشت i : U ↪→M و M باز منیفلد زیر یک U کنیم فرض .١. ٢. ١ قضیه
است. ایزومورفیسم i∗p : TpU → TpM نگاشت p ∈M هر برای صورت

[٨] برهان.
F∗p : TpM → TF (p)N آنگاه باشد، موضعی دیفئومورفیسم F : M → N اگر .١. ٢. ٢ گزاره

است. ایزومورفیسم
[٨] برهان.

باشد.چون M روی چارت یک (U,ϕ) و هموار منیفلد یک M کنیم فرض .۶ .١. ٢ تعریف
ϕ∗p : TpU → Tφ(p)Rn ،(١. ٢. ٢) گزاره طبق بنابراین است، دیفئومورفیسم یک ϕ : U → Ũ

می کنیم: تعریف بنابراین دارد، وارون ایزومورفیسمی هر که می دانیم و است ایزومورفیسم
ϕ−١
∗p

∂

∂xi

∣∣∣∣
φ(p)

=
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,

TpM فضای پایه آنگاه باشد، p نقطه در (x١, . . . , xn) چارت با هموار منیفلد یک M اگر درنتیجه
.{ ∂

∂xi

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p

} از عبارتست
برداری فضای یک TpM مماسی فضای آنگاه باشد، بعدی −n منیفلد یک M اگر .١. ٢. ٣ گزاره

است. بعدی −n
[٨] برهان.

یعنی، TpM مجزای اجتماع .١. ٢. ٧ ⊔تعریف
p∈M

TpM = TM,

می گوییم. M منیفلد مماسی کلاف را
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−٢n هموار منیفلد یک TM آنگاه باشد، بعدی −n هموار منیفلد یک M اگر .١. ٢. ٢ قضیه

است. هموار (p, x) 7−→ p ضابطه با π : TM →M نگاشت که طوری به است، بعدی
[٨] برهان.

میدان یک را π : TM → M نگاشت از X : M → TM مانند برش یک .١. ٢. ٨ تعریف
نمایش χ(M) نماد با را M هموار منیفلد روی برداری میدان های مجموعه می گوییم. برداری

می دهیم.
میدان یک اگر .X ∈ χ(M) و باشد هموار نگاشت یک F :M → N کنیم فرض .١. ٢. ٩ تعریف
مرتبط F را Y و X آنگاه ،F∗p = YF (p) که باشد موجود گونه ای به Y ∈ χ(N) مانند برداری

می گوییم.
هموار تابع یک f اگر باشد. X,Y ∈ χ(M) و هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١. ٢. ١٠ تعریف
و X برداری میدان دو روی لی کروشه را ،[X,Y ] : C∞(M) → C∞(M) عملگر باشد، M روی

می شود: تعریف زیر صورت به که می گوییم Y
[X,Y ]f = XY f − Y Xf

= (XY − Y X)f.

است. برداری میدان یک Y و X برداری میدان دو لی کروشه .١. ٢. ٣ لم
داریم: f, g ∈ C∞(M) دلخواه و هموار توابع برای برهان.

[X,Y ](af + bg) = (XY − Y X)(af + bg)

= XY (af + bg)− Y X(af + bg)

= XY (af) +XY (bg)− Y X(af)− Y X(bg)

= axY (f) + bxY (g)− aY X(f)− bY X(g)

= a(XY − Y X)f + b(XY − Y X)g

= a[X,Y ]f + b[X,Y ]g,

(١. ٢)

است. خطی کروشه که می گیریم نتیجه رابطه(١. ٢) از
[X,Y ](fg) = XY (f · g)− Y X(f · g)

= X(g · Y · f + fY · g)− Y (g ·X · f + fX · g)

= X(g · Y · f) +X(f · Y · g)− Y (g ·X · f)− Y (f ·X · g)

= Y fXg + gXY f + Y gXf + fXY g −XfY g − gY Xf −XgY f − fY Xg

= f(XY − Y X)g + g(XY − Y X)f

= f [X,Y ]g + g[X,Y ]f,

(١. ٣)



٧ مماس بردارهای و برداری میدان های
می کند. صدق لایینیتز قاعده در لی کروشه که می گیریم نتیجه از(١. ٣) همچنین و

میدان های مجموعه روی لی کروشه عملگر آنگاه باشد، هموار منیفلد Mیک اگر .١. ٢. ١١ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به M برداری

[ , ] :χ(M)× χ(M) → χ(M),

(X,Y ) 7−→ [X,Y ] = XY − Y X.

برداری میدان های برای باشد. هموار منیفلد یک M کنیم فرض .۴ .١. ٢ گزاره
می کند: صدق زیر خواص در لی کروشه ،X,Y, Z ∈ χ(M)

است: دو‐خطی a, b ∈ R هر برای .١
[aX + bY, Z] = a[X,Y ] + b[Y,X],

[X, aY + bZ] = a[X,Y ] + b[X,Y ],

[aX, Y ] = [X, aY ] = a[X,Y ].

است: متقارن پاد .٢
[X,Y ] = −[Y,X].

می کند: صدق ژاکوبی اتحاد در .٣
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = ٠.

داریم: f, g ∈ C∞(M) هر برای .۴
[fX + gY ] = fg[X,Y ] + (fXg)Y − (gY f)X.

کرد. ثابت می توان لی کروشه تعریف به توجه با برهان.
−n و بعدی −m منیفلد دو بین هموار نگاشت یک F : M → N کنیم فرض .١. ٢. ١٢ تعریف
رتبه است. F∗p : TpM → TF (p)N نگاشت رتبه با برابر p ∈ M نقطه در F رتبه باشند. بعدی

بنابراین: است.  F نگاشت ژاکوبین رتبه همان نگاشت این
rankF ⩽ min{dimM, dimN}.

،p ∈M هر ازای به هرگاه است k ثابت رتبه دارای F :M → N هموار نگاشت .١. ٢. ١٣ تعریف
.rankF (p) = k

این به .rankF = dimM اگر است، ایمرژن یک F : M → N هموار نگاشت .١۴ .١. ٢ تعریف
باشد. یک به یک F∗p : TpM → TF (p)N ،p ∈M هر ازای به که معنا
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این به .rankF = dimN اگر است، سابمرژن یک F :M → N هموار نگاشت .١۵ .١. ٢ تعریف

باشد. پوشا F∗p : TpM → TF (p)N ،p ∈M هر ازای به که معنا
برابر ثابت، نقاط تمام در F (t) = (cos t, sin t) ضابطه با F : R → R٢ نگاشت رتبه .١. ٢. ٢ مثال

یعنی: آن ژاکوبین زیرا است، ١ یعنی دامنه بعد با

JF =

− sin t

cos t

 ,

است. یک رتبه دارای t ∈ R نقطه هر در
تمام در F (x, y) = (٣x − ٢y,−x + ۴y) ضابطه با F : R٢ → R٢ نگاشت رتبه .١. ٢. ٣ مثال
آن ژاکوبین زیرا است سابمرژن هم و ایمرژن هم و است برد و دامنه بعد با برابر ثابت، نقاط

یعنی:
JF =

 ٣ −٢
−١ ۴

 ,

است. ٢ رتبه دارای
در F (x, y, z) = x٢+y٢+z١−٢ ضابطه با F : R٠)}−٣, ٠, ٠)} → R نگاشت رتبه .۴ .١. ٢ مثال
صورت به آن ژاکوبین زیرا است ایمرژن نگاشت یک و ١ یعنی برد بعد با برابر ثابت، نقاط تمام

می شود: تعریف زیر
JF =

(٢x ٢y ٢z) .
و ایمرژن F اگر می گوییم ایمبدینگ یک را F : M → N هموار نگاشت .١۶ .١. ٢ تعریف
باید: همئومورفیسمی تعریف طبق بنابراین است ایمبدینگ یک F چون باشد. همئومورفیسم
است. ایمبدینگ یک F یا شده ایمبد N در F (M) می گوییم اصطلاحا باشد. dimM = dimN

هموار نگاشت یک F : M → N کنیم فرض منیفلدها). در معکوس تابع (قضیه ١. ٢. ٣ قضیه
F∗p : TpM → TF (p)N نگاشت p ∈ M هر ازای به اگر باشد. N و M همبعد منیفلد دو بین
F (p) حول V٠ مانند بازی مجموعه و p حول U٠ مانند بازی مجموعه آنگاه باشد، ایزومورفیسم

است. دیفئومورفیسم F |U٠ : U٠ → V٠ که دارد وجود

حول (U,ϕ) مانند چارتی p ∈ M هر ازای به اینصورت در است. هموار F کنیم فرض برهان.
ψ و ϕ چون است. هموار ψ ◦ F ◦ ϕ−١ که دارد وجود F (p) حول (V, ψ) مانند چارتی و p

بنابراین هستند، ایزومورفیسم ψ∗F (p) و ϕ∗p بنابراین هستند دیفئومورفیسم
همسایگی یک که می دانیم است. ایزومورفیسم (ψ ◦F ◦ϕ−١) = ψ∗F (p) ◦F∗p ◦ϕ−١

∗p = F̂∗φp

F̂
∣∣∣
Ũ٠

: Ũ٠ → Ṽ٠ که دارد وجود ˆF (ϕ(p)) حول Ṽ٠ مانند هسایگی یک و ϕ(p) حول Ũ٠ مانند باز
چون بنابراین می دهیم، قرار را ψ−١(Ṽ٠) = V٠ و ϕ−١(Ũ٠) = U٠ حال است. دیفئومورفیسم

است. دیفئومورفیسم هم F |U٠ : U٠ → V٠ پس است، دیفئومورفیسم F̂
∣∣∣
Ũ٠



٩ تانسور
−m هموار منیفلد دو ترتیب به N و M کنیم فرض منیفلدها). در رتبه (قضیه ۴ .١. ٢ قضیه
صورت این در باشد، k ثابت رتبه با هموار نگاشت یک F :M → N و بوده بعدی −n و بعدی
چارتی F (p) هر ازای به و (x١, . . . , xm) مولفه های با (U,ϕ) مانند چارتی p ∈ M هر ازای به

که: موجودند (y١, . . . , yn) مولفه های با (V, ψ) مانند
ψ ◦ F ◦ ϕ١(x١, . . . , xm) = (y١, . . . , yk, ٠, . . . , ٠).

[٨] برهان.
بعد صورت این در باشد، k ثابت رتبه با هموار نگاشت یک F : M → N اگر .١. ٢. ١ نتیجه

است. k با برابر F تصویر
(x١, . . . , xm) اگر صورت این در باشد، Rm بعدی −k زیرمنیفلد Mیک کنیم فرض .١. ٢. ١٧ تعریف

می کنیم: تعریف زیر شکل به را M روی چارت باشد، Rm برای چارت یک
{(x١ . . . , xk, xk+١, . . . , xm) : xk+١ = . . . ,= xm = ٠}.

S مانند مجموعه ای زیر M در U مانند برش −k یک باشد، باز U ⊂ Rm اگر .١. ٢. ١٨ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به S که است

S = {(x١ . . . , xk, xk+١, . . . , xm) : xk+١ = . . . ,= xm = ٠}.
است. همئومورف Rk از باز مجموعه زیر یک با S بنابراین

منیفلد زیر یک را S باشد. M زیرمنیفلد یک S کنیم فرض منظم). منیفلد (زیر ١. ٢. ١٩ تعریف
مانند M از چارت یک درون p مانند S از نقطه هر اگر می گوییم، M از شده ایمبد بعدی −k
S برای برشی چارت یک (U,ϕ) چارت به باشد. U از برش −k یک U ∩ S که باشد (U,ϕ)

می گوییم. M در S نقصان بعد dimM − dimS عددی مقدار به همچنین می گوییم.
مجموعه باشد. c ∈M و هموار نگاشت یک F :M → N کنیم فرض .١. ٢. ٢٠ تعریف

F−١(c) = {p ∈M : F (p) = c},

است. F نگاشت تراز مجموعه یک

تانسور ١. ٣
نگاشت باشند. برداری فضاهای W و V١, . . . , Vk کنیم فرض .١. ٣. ١ تعریف

باشیم: داشته هرگاه می گوییم، خطی −k نگاشت یک را F : V١ × · · · × Vk →W

F (v١, . . . , avi + bv
′
i, . . . , vk) = aF (v١, . . . , vi, . . . , vk) + bF (v١, . . . , v

′
i, . . . , vk).



اولیه مفاهیم و پیشنیازها ١٠
خطی −k نگاشت آنگاه باشد، بعدی −k برداری فضای یک V اگر .١. ٣. ٢ تعریف

می گوییم. (( k٠ ) نوع از تانسور یک (یا کواریان تانسور −k یک را F : V١ × · · · × Vk︸ ︷︷ ︸
k−بار

→ R

T k(V ) با را بعدی −n برداری فضای روی کواریان تانسور −k تمام مجموعه .١. ٣. ٣ تعریف
می دهیم. نشان

داریم: صورت این در S, T ∈ T k(V ) کنیم فرض .۴ .١. ٣ تعریف
(aT )(V١, . . . , Vk) = aT (V١, . . . , Vk),
(T + S)(V١, . . . , Vk) = T (V١, . . . , Vk) + S(V١, . . . , Vk),

می باشد. برداری فضای یک نیز خود T k(V ) بنابراین
ضرب صورت این در T ∈ T l(V ) و S ∈ T k(V ) و برداری فضای یک V اگر .۵ .١. ٣ تعریف
است V روی کواریان تانسور −(k+ l) یک می دهیم، نشان S⊗T نماد با که را T و S تانسوری

می شود: نوشته زیر صورت به که
S ⊗ T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

k−بار

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
l−بار

→ R,

(S ⊗ T )(v١, . . . , vk, vk+١, . . . , vk+l) = S(v١, . . . , vk) · T (vk+١, . . . , vk+l).

صورت به پایه یک V بنابراین باشد بعدی −n برداری فضای یک V کنیم فرض .۶ .١. ٣ تعریف
دارد. {e١, . . . , en}

پایه با بعدی −n برداری فضای یک می دهیم، نشان V ∗ با که را V برداری فضای دوگان
طوریکه: به است، {ε١, . . . , εn}

εi(ej) =


١ i = j,

٠ i 6= j.

خطی −k نگاشت به باشد، بعدی −n برداری فضای یک V کنیم فرض .١. ٣. ٧ تعریف
می گوییم. (( ٠

k ) نوع از تانسور یک (یا کنتراواریان تانسور −k یک F : V ∗ × · · · × V ∗ → R

می دهیم. نشان Tk(V ) با را کنتراواریان تانسورهای −k تمام مجموعه .١. ٣. ٨ تعریف
تعریف کواریان تانسورهای مانند دقیقاً کنتراواریان تانسورهای وجمع ضرب .١. ٣. ٩ تعریف

می شود.
خطی −(k + ١) نگاشت به باشد، بعدی −n برداری فضای یک V کنیم فرض .١. ٣. ١٠ تعریف
با را آن و می گوییم ( kl ) نوع از آمیخته تانسور یک F : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

k−بار

×V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l−بار

→ R

می دهیم. T نشان k
l (V )



١١ تانسور
بر مماس فضای ،V جای به برداری فضای روی تانسورهای تعریف در اگر .١. ٣. ١١ تعریف
منیفلدها روی تانسور به تانسور، مفاهیم صورت این در دهیم قرار را p نقطه Mدر هموار منیفلد

می یابد. تعمیم
به: آنگاه ،p ∈M و هموار منیفلد یک M اگر یعنی

F : TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
k−بار

→ R,

،p نقطه ی در M روی تانسورکواریان −k یک
F : T ∗

pM × · · · × T ∗
pM︸ ︷︷ ︸

l−بار

→ R,

و p نقطه ی در M روی کنتراواریان تانسور −k یک
F : TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸

k−بار

×T ∗
pM × · · · × T ∗

pM︸ ︷︷ ︸
l−بار

→ R,

می شود. گفته p نقطه در M روی ( kl ) نوع از تانسور یک
M هم مماس فضای که را T ∗

pM آنگاه باشد p ∈ M و هموار منیفلد یک M اگر .١. ٣. ١ قضیه
دیفرانسیلی صورت های وسیله به که است M با همبعد برداری فضای یک می گوییم p نقطه در

می شود. تولید { dx١, . . . , dxn}

[٨] برهان.
−k یک آنگاه باشد p ∈ M هموار، منیفلد یک M اگر تانسور −k تعریف براساس بنابراین

می شود: نوشته زیر شکل به M روی T مانند تانسورکواریان
T =

n∑
i١,...,ik=١

Ti١,...,ik dx
i١ ⊗ · · · ⊗ dxik .

است. M منیفلد روی مقدار حقیقی هموار تابع یک Ti١,...,ik فوق نمایش در
باشد، M منیفلد از p نقطه حول چارت یک (xi) و هموار منیفلد یک M اگر .١. ٣. ١٢ تعریف

آنگاه:
T =

n∑
i١,...,ik=١

T i١,...,ik ∂

∂xi١
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xik
,

و است، p نقطه ی در M روی تانسورکنتراواریان −k
T =

n∑
i١,...,ik=١
j١,...,jl=١

T
j١,...,jl
i١,...,ik dxi١ ⊗ · · · ⊗ dxik ⊗ ∂

∂xj١ ⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjl
,

است. p نقطه در M منیفلد روی ( kl ) نوع از تانسور یک



اولیه مفاهیم و پیشنیازها ١٢

دیفرانسیلی فرم ۴ .١
متناوب را T باشد. M منیفلد روی تانسورکواریان −k یک T کنیم فرض .١ .۴ .١ تعریف

باشیم: داشته اگر می گوییم
T (v١, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk) = −T (v١, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk).

می دهیم. نشان Λk(M) با را M روی متناوب تانسورهای تمام مجموع .٢ .۴ .١ تعریف
M منیفلد روی متناوب تانسور −l یک و تانسور −k یک ترتیب به η و ω اگر .٣ .۴ .١ تعریف

می شود: تعریف زیر صورت به وج ضرب باشد،
ω ∧ η =

(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η).

Alt : T k(V ∗) → Λk(V ∗) نگاشت باشد، متناهی بعد با برداری فضای یک V اگر .۴ .۴ .١ تعریف
می دهیم: نمایش زیر صورت به را

Alt(T ) = ١
k!

∑
σ

(sgnσ)T (vσ(١) , . . . ,vσ(k)
),

است. {v١, . . . ,vk} تایی −k روی ممکن جایگشت های تمام σ که
M روی متناوب تانسور هر صورت این در باشد، هموار منیفلد یک M اگر .۵ .۴ .١ تعریف
فرم −k بنابراین می گوییم M روی دیفرانسیلی فرم یک را وج تانسوری ضرب با شده تعریف

نمایش دهیم: زیر صورت به می توان را دیفرانسیلی
ω =

n∑
i١,...,ik=١

ωi١,...,ik dx
i١ ∧ · · · ∧ dxik ,

.ωi١,...,ik ∈ C∞(M) طوریکه به
می دهیم. نشان Ωk(M) با را M روی دیفرانسیلی فرم های −k تمام مجموعه .۶ .۴ .١ تعریف
a, b ∈ R Mو روی دیفرانسیلی فرم های θ, η, ω کنیم فرض وج). ضرب (ویژگی های ١ .۴ .١ گزاره

آنگاه: باشند،
جمع: روی توزیع پذیری •

(aω + bη) ∧ θ = aω ∧ θ + bη ∧ θ,

ω ∧ (aη + bθ) = aω ∧ η + bω ∧ η.

است: پذیر شرکت •
ω ∧ (η ∧ θ) = (ω ∧ η) ∧ η.



١٣ خارجی دیفرانسیل
آنگاه: باشد، η ∈ Ωl(M) و ω ∈ Ωk(M) اگر یعنی است: ناپذیر تعویض •

ω ∧ η = (−١)klη ∧ ω.
است. اثبات قابل وج ضرب تعریف از استفاده با برهان.

صورت: این در باشد، M = R٣ کنیم فرض .١ .۴ .١ مثال
ω = xz dy ∧ dx− z٢ dx ∧ dz,

η = (x٢ − y) dx+ xz dy + x٣ dz,

هستند. R٣ روی دیفرانسیلی  فرم −١ یک و فرم  −٢ یک ترتیب به
می شود: نوشته زیر شکل به دیفرانسیلی فرم دو این ضرب

ω ∧ η = x۴z dy ∧ dx ∧ dy

= −x۴z dx ∧ dy ∧ dz + xz٣ dx ∧ dy ∧ dz

= (−x۴z + xz٣) dx ∧ dy ∧ dz,

بنابراین:
ω ∧ η = (−x۴z + xz٣) dx ∧ dy ∧ dz.

n از بیشتر مرتبه با دیفرانسیلی فرم هر آنگاه باشد، بعدی n منیفلد یک M اگر .١ .۴ .١ نکته
است. صفر M روی

می گیریم. نظر در توابع همان را دیفرانسیلی فرم های صفر .٢ .۴ .١ نکته
F ∗ : Ωk(N) → نگاشت باشد. هموار نگاشت یک F : M → N کنیم فرض .٧ .۴ .١ تعریف
فرم −k یک به را N روی دیفرانسیلی فرم −k هر که می گوییم F پس کشنده نگاشت را Ωk(M)

باشیم: داشته اگر بنابراین می کند. تصویر M روی دیفرانسیلی
ω =

n∑
i١,...,ik=١

ωi١,...,ik dx
i١ ∧ · · · ∧ dxik ∈ Ωk(N),

آنگاه:
F ∗ω =

n∑
i١,...,ik=١

(ωi١,...,ik ◦ F ) d(x
i١ ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(xik ◦ F ).

خارجی دیفرانسیل ۵ .١
دیفرانسیل عملگر باشد. M منیفلد روی دیفرانسیلی فرم −k یک ω کنیم فرض .١ .۵ .١ تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت به را خارجی) (دیفرانسیل
d : Ωk(M) → Ωk+١(M),
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اگر: که

ω =

n∑
i١,...,ik=١

ωi١,...,ik dx
i١ ∧ · · · ∧ dxik ,

آنگاه
dω =

n∑
i١,...,ik=١

dωi١,...,ik ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ,

است. فرم −(k + ١) یک
عبارتست ω دیفرانسیل آنگاه باشد ω = (z−x) dx+yz٢ dy−xz dz ∈ Ω١(R٣) اگر .١ .۵ .١ مثال

از:
dω = d(z − x) ∧ dx+ d(yz٢) ∧ dy − d(xz) ∧ dz

= (−dx+ dz) ∧ dx+ (z٢ dy + ٢yz dz) ∧ dy − (z dx+ x dz) ∧ dz

= dz ∧ dx+ ٢yz dz ∧ dy − z dx ∧ dz

= −(١ + z) dx ∧ dz + ٢yz dz ∧ dy.

آنگاه: باشد، M روی دیفرانسیلی فرم −k یک ω اگر .١ .۵ .١ قضیه
d٢ω = d( dω) = ٠.

M روی دیفرانسیلی فرم −k یک ω =
∑n

i١,...,ik=١ ωi١,...,ik dx
i١ ∧ · · · ∧ dxik کنیم فرض برهان.

داریم: زیر صورت به را ω خارجی دیفرانسیل آنگاه باشد،
dω =

n∑
i١,...,ik=١

dωi١,...,ik ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

i١,...,ik=١

n∑
i=١

∂ωi١,...,ik
∂xi

dxi ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ,

بیاریم: بدست را dω دیفرانسیل باید d٢ω آوردن بدست برای حال
d٢ω =

∑
i١,...,ik=١

n∑
i=١

d

(
∂ωi١,...,ik
∂xi

)
∧ dxi ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

i١,...,ik=١

n∑
i=١

n∑
j=١

∂

∂xj

(
∂ωi١,...,ik
∂xi

)
dxj ∧ dxi ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

i١,...,ik=١

n∑
i=١

n∑
j=١

(
∂٢ωi١,...,ik
∂xj∂xi

)
dxj ∧ dxi ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

i١,...,ik=١

n∑
i=١

n∑
j=١

(
∂٢ωi١,...,ik
∂xj∂xi

−
∂٢ωi١,...,ik
∂xi∂xj

)
dxj ∧ dxi ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik = ٠.



١۵ خارجی دیفرانسیل
آنگاه: باشد، دیفرانسیلی فرم −l یک η و دیفرانسیلی فرم −k یک ω اگر .٢ .۵ .١ قضیه

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−١)kω ∧ dη.

باشیم: داشته کنیم فرض برهان.

ω =
n∑

i١,...,ik
ωi١,...,ik dx

i١ ∧ · · · ∧ dxik ,

η =

n∑
j١,...,jl

ηj١,...,jl dx
j١ ∧ · · · ∧ dxjl ,

آنگاه:

d(ω ∧ η) =

= d

 n∑
i١,...,ik

ωi١,...,ik dx
i١ ∧ · · · ∧ dxik

∧ n∑
j١,...,jl

ηj١,...,jl dx
j١ ∧ · · · ∧ dxjl


= d

 n∑
i١,...,ik

n∑
j١,...,jl

ωi١,...,ikηj١,...,jl dx
i١ ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj١ ∧ · · · ∧ dxjl


=

n∑
i١,...,ik

n∑
j١,...,jl

d(ωi١,...,ikηj١,...,jl) ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj١ ∧ · · · ∧ dxjl

=
n∑

i١,...,ik

n∑
j١,...,jl

( dωi١,...,ikηj١,...,jl + ωi١,...,ik dηj١,...,jl) ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj١ ∧ · · · ∧ dxjl

=

n∑
i١,...,ik

n∑
j١,...,jl

dωi١,...,ikηj١,...,jl ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj١ ∧ · · · ∧ dxjl

+
n∑

i١,...,ik

n∑
j١,...,jl

ωi١,...,ik dηj١,...,jl ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj١ ∧ · · · ∧ dxjl

=
n∑

i١,...,ik
dωi١,...,ik ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ∧

n∑
j١,...,jl

ηj١,...,jl ∧ dxj١ ∧ · · · ∧ dxjl

+ (−١)k
n∑

i١,...,ik
ωi١,...,ik ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ∧

n∑
j١,...,jl

dηj١,...,jl ∧ dxj١ ∧ · · · ∧ dxjl

= dω ∧ η + (−١)kω ∧ dη.

باشد، N روی دیفرانسیلی فرم −k یک ω و هموار نگاشت یک F :M → N اگر .٣ .۵ .١ قضیه
آنگاه:

d(F ∗ω) = F ∗( dω).
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باشیم: داشته کنیم فرض برهان.

ω =

n∑
i١,...,ik

ωi١,...,ik dx
i١ ∧ · · · ∧ dxik ,

داریم: آنگاه
dω =

n∑
i١,...,ik

dωi١,...,ik ∧ dxi١ ∧ · · · ∧ dxik ,

بنابراین:
F ∗( dω) =

n∑
i١,...,ik

d(ωi١,...,ik ◦ F ) ∧ d(xi١ ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(xik ◦ F )

= d(F ∗ω).

لی گروه ۶ .١
نگاشت های طوریکه به باشد توپولوژی یک به مجهز جبری گروه Gیک کنیم فرض .١ .۶ .١ تعریف

زیر
m : G×G→ G i : G→ G

m(g, h) = g · h, i(g) = g−١,

می گوییم. توپولوژیک گروه یک را G آنگاه باشند، پیوسته
طوریکه به باشد، هموار منیفلد یک حال عین در جبری گروه یک G کنیم فرض .٢ .۶ .١ تعریف

زیر نگاشت های
m : G×G→ G i : G→ G

m(g, h) = g · h, i(g) = g−١,

دارد. نام گروه لی یک G آنگاه باشند، هموار
مانند وارون پذیر ماتریس های مجموعه .١ .١ .۶ .١ مثال

GL(n,R) = {A ∈M(n× n,R) : detA 6= ٠},
و

GL(n,C) = {A ∈M(n× n,C) : detA 6= ٠},
هستند. لی گروه یک ماتریس ها ضرب عمل با



١٧ لی گروه
وارون و ضرب نگاشت های زیرا است گروه نیز جمع عمل با و هموار منیفلد یک (R,+) .٢

صورت: به که آن
m : R× R → R i : R → R

(a, b) 7−→ a+ b, a 7−→ −a,

می باشند. هموار می شوند، تعریف
و ضرب نگاشت های زیرا است گروه نیز ضرب عمل با و هموار منیفلد یک (R − {٠}, ·) .٣

صورت: به که آن وارون
m : R− {٠} × R− {٠} → R− {٠} i : R− {٠} → R− {٠}
(a, b) 7−→ a · b, a 7−→ a−١,

می باشند. هموار می شوند، تعریف
وارون پذیر حقیقی ماتریس های مجموعه SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : detA = ١} .۴

است. بعدی −(n٢ − ١) لی گروه یک ،n مرتبه از خاص
یک ،n مرتبه از متعامد ماتریس های مجموعه O(n,R) = {A ∈ GL(n) : AAT = In} .۵

است. بعدی −n(n−١)٢ لی گروه
است. لی گروه یک ،G١ × · · · ×Gn آنگاه باشند، لی گروه −n ،G١, . . . , Gn اگر .١ .۶ .١ لم

G١, . . . , Gn چون پس است. هموار منیفلد یک هموار، منیفلدهای حاصلضرب که می دانیم برهان.
است. هموار منیفلد یک G١ × · · · ×Gn پس هستند، هموار منیفلدهای

می کنیم: تعریف زیر صورت به را m نگاشت
m :(G١ × · · · ×Gn)× (G١ × · · · ×Gn) → (G١ × · · · ×Gn)

((g١, . . . , gn), (h١ . . . , hn)) 7−→ (g١h١, . . . , gnhn),

یعنی: است لی گروه Gi هر چون
mi :Gi ×Gi → (Gi)

(gi, hi) 7−→ (gihi),

است. هموار بالا در شده تعریف m پس است. هموار
می کنیم: تعریف زیر صورت به را i نگاشت

i :(G١ × · · · ×Gn) → (G١ × · · · ×Gn)

(g١, . . . , gn) 7−→ (g−١١ , . . . , g−١
n ),
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یعنی: است لی گروه Gi هر چون

ii :Gi → Gi

gi 7−→ g−١
i ,

لی گروه یک G١ × · · · × Gn است.بنابراین هموار نیز بالا در شده تعریف i پس است. هموار
است.

نگاشت باشد، لی گروه یک G کنیم فرض .٣ .۶ .١ تعریف
Lg :G→ G

h 7−→ gh,

می گوییم. G روی G چپ از ضرب را
نگاشت صورت همین به

Rg :G→ G

h 7−→ hg,

می گوییم. G روی G راست از ضرب را
می گوییم، G روی چپ ناوردای برداری میدان یک را G روی X برداری میدان .۴ .۶ .١ تعریف

اگر:
(Lg)∗Xh = Xgh,

(Lg)∗ = ThG→ TghG,

اگر: است، راست ناوردای G روی X میدان مشابه طریق به
(Rg)∗Xh = Xhg.

مجموعه از برداری فضای زیر یک چپ ناوردای برداری میدان های تمام مجموعه .١ .۶ .١ قضیه
است. G لی گروه روی برداری میدان های تمام

از مضربی و است چپ ناوردای میدان یک چپ، ناوردای میدان دو جمع اینکه دلیل به برهان.
برداری دومیدان Y و X اگر که معنا این به است. چپ ناوردای یک چپ، ناوردای میدان یک

داریم: آنگاه باشد G گروه روی چپ ناوردای
(Lg)∗(aXh) = a(Lg)∗Xh = aXgh,

(Lg)∗(Xh + Yh) = (Lg)∗Xh + (Lg)∗Yh = Xgh + Ygh.



١٩ لی گروه
است. برقرار نیز راست ناوردای برداری میدان های برای فوق قضیه

ناوردای برداری میدان یک (راست)، چپ ناوردای برداری میدان دو لی کروشه .٢ .۶ .١ لم
است. (راست) چپ

داریم: بنابراین باشند، چپ ناوردای برداری میدان دو Yh و Xh کنیم فرض برهان.
(Lg)∗[Xh, Yh] = [(Lg)∗Xh, (Lg)∗Yh] = [Xgh, Ygh].

لی گروه چپ جبرلی را G لی گروه روی چپ برداری میدان های تمام مجموعه .۵ .۶ .١ تعریف
می دهیم. نشان GL با را آن و می گوییم G

راست جبرلی را، G لی گروه روی راست برداری میدان های تمام مجموعه صورت همین به
می دهیم. نشان GR با را آن و می گوییم G لی گروه

کروشه که معنا این به هستند، بسته لی کروشه به نسبت راست و چپ لی جبرهای بنابراین
برای مشابه طور به است. چپ ناوردای برداری میدان یک چپ ناوردای برداری میدان دو لی

می کند. صدق هم راست ناوردای
هستند. ایزومورف راست و چپ لی جبرهای آنگاه باشد، گروه یک G اگر .٢ .۶ .١ قضیه

دهیم نشان باید اینکار برای است. ایزومورفیسم i∗ : GL → GR نگاشت می دهیم نشان برهان.
GL بین یک به یک متناظر یک یعنی می کند، متناظر GR از عضو یک به دقیقآ را GL عضو هر i∗

هر: برای بنابراین دارد. وجود GR و
Lg :G→ G Rg : G→ G i : G→ G,

h 7−→ gh, h 7−→ hg, g 7−→ g−١,

داریم:
(Rg ◦ i)h = Rg(i(h))

= Rg(h
−١)

= h−١g
= (g−١h)−١

= i(Lg−١)h

= (i ◦ Lg−١)h =⇒ Rg ◦ i = i ◦ Lg−١ .

داریم: آنگاه ،x ∈ GL کنیم می فرض
(Rg)∗(i∗(Xh))f = (Rg ◦ i)∗Xhf = (i ◦ Lg−١)∗Xhf = i∗(Lg−١)∗Xhf = i∗(Xg−١h)f

= Xg−١h(f ◦ i) = X(f ◦ i)(g−١h) = X(f(g−١h)−١) = X(f(h−١g)) = Xh−١gf.
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نگاشت اگر باشد. هموار منیفلد یک  M و لی گروه یک G کنیم فرض .۶ .۶ .١ تعریف
عمل M روی چپ از G می گوییم باشد، پیوسته θ(g, p) = gp ضابطه با θ : G ×M → M

است. هموار M روی G عمل می گوییم باشد، هموار θ اگر همچنین می کند.
زیر ویژگی های دارای گروه عمل آنگاه باشد. ،p → g · p و g ∈ G کنیم فرض .٧ .۶ .١ تعریف

است:
،θg١ ◦ θg٢(p) = θg١(θg٢(p)) = θg١g٢(p) .١

،θe(p) = e · p = p .٢
.(θ−١

g )(p) = θg−١(p) .٣
یک که دارد نام تبدیل یک می کند، صدق شده ذکر ویژگی های در که θg : M → M نگاشت

است. دیفئومورفیسم
است. تبدیل یک زیر، مثال های در شده تعریف θ که می دهیم نشان .٢ .۶ .١ مثال

:(Rn,+) صورت به چپ از خودش روی Rn عمل .١
θ :Rn × Rn → Rn

(a, x) 7−→ a+ x,

θa ◦ θb(x) = θa(b+ x) = a+ (b+ x) = (a+ b) + x = θa+bx,

θe(x) = e+ x = x,

(θax)
−١ = θa−١x = a−١ + x.

آنگاه: باشد، M = Rn و G = GL(n) اگر .٢
θ :GL(n)× Rn → Rn

(A, x) 7−→ A · x,

θA ◦ (θB(x)) = θA(B · x) = A · (B · x) = (A ·B) · x = θA·Bx,

θI(x) = I · x = x,

(θAx)
−١ = θA−١x = A−١ · x.



٢١ لی گروه
تعریف مشابه طور به M منیفلد روی G مانند لی گروه یک راست از عمل .٨ .۶ .١ تعریف

داریم: بنابراین می شود،
θ :M ×G→M θg :M →M

(p, g) 7−→ p · g, p 7−→ p · g.

مجموعه به آنگاه باشد p ∈ M اگر کند. عمل  M روی  G می کنیم فرض .٩ .۶ .١ تعریف
راست برای مشابه طور (به می گوییم.  G لی گروه عمل تحت p عضو مدار Op = {g ·p : g ∈ G}

است.) تعریف قابل نیز
می کنیم. محاسبه را p عضو مدار زیر نگاشت های برای .٣ .۶ .١ مثال

آنگاه: باشد، M = Rn و G = GL(n) اگر .١
θ :GL(n)× Rn → Rn

(A, x) 7−→ A · x,

x ∈ Rn Ox=٠ = {A · x : A ∈ GL(n)} = {٠},
x =

( ٠...٠
)

n×١
Ox=٠ = {A · x : A ∈ GL(n)} = Rn − {٠}.

چپ: از خودش روی Rn عمل .٢
θ :Rn × Rn → Rn

(a, x) 7−→ a+ x,

x ∈ Rn Ox = {a+ x : a ∈ Rn} = Rn.





٢ فصل
ریمانی هندسه

این نتایج از کرد. خواهیم ارائه را ریمانی هندسه در اولیه مفاهیم و مبانی از برخی فصل این در
.[٩] می کنیم استفاده چهارم فصل در فصل

ریمانی متریک ٢. ١
صورت به M روی تانسورکوواریان −٢ باشد، هموار منیفلد یک M کنیم فرض .٢. ١. ١ تعریف

دارد. نام  M روی ریمانی متریک یک کند صدق زیر شرایط در که g : TpM × TpM → R

.g(X,Y ) = g(Y,X) یعنی، باشد متقارن الف)
باشد. g(X,X) > ٠ آنگاه، X 6= ٠ باشیم داشته اگر ب)

یعنی: است، دوخطی ریمانی متریک ،r ∈ R و X,Y, Z ∈ χ(M) هر ازای به پ)
g(rX, Y ) = g(X, rY ) = rg(X,Y ),

g(X + Y, Z) = g(X,Z) + g(Y, Z),

g(X,Y + Z) = g(X,Y ) + g(X,Z).

متریک آن به که می کند، تعریف M روی داخلی ضرب یک بالا تعریف با فوق تانسور −٢
می شود. گفته ریمانی

٢٣



ریمانی هندسه ٢۴
می شود: تعریف زیر صورت به g ریمانی متریک آنگاه باشد، M روی چارت یک (x١, . . . , xn) اگر

g =

n∑
i,j=١

gij dx
i ⊗ dxj =

n∑
i,j=١

gij dx
i dxj .

دارد. نام ریمانی منیفلد یک g ریمانی متریک به مجهز M هموار منیفلد هر .٢. ١. ٢ تعریف

صورت به M روی تانسورکوواریان −٢ باشد، هموار منیفلد یک M کنیم فرض .٢. ١. ٣ تعریف
دارد. نام  M روی ریمانی شبه متریک یک کند صدق زیر شرایط در که g : TpM × TpM → R

.g(X,Y ) = g(Y,X) یعنی، باشد متقارن الف)

.∀Y ∈ TpM g(X,Y ) = ٠ ⇔ X = ٠ ب)

یعنی: است، دوخطی ریمانی شبه متریک ،r ∈ R و X,Y, Z ∈ χ(M) هر ازای به پ)

g(rX, Y ) = g(X, rY ) = rg(X,Y ),

g(X + Y, Z) = g(X,Z) + g(Y, Z),

g(X,Y + Z) = g(X,Y ) + g(X,Z).

ریمانی شبه متریک مولفه های که است آن ریمانی متریک با ریمانی شبه متریک تفاوت
نیستند. مثبت لزوماً

نام ریمانی شبه منیفلد یک ریمانی، شبه متریک به مجهز M هموار منیفلد هر .۴ .٢. ١ تعریف
دارد.

(i : S ↪→M) ایمرژن منیفلد زیر یک S و ریمانی شبه منیفلد یک M کنیم فرض .۵ .٢. ١ تعریف
گفته S به  M از القایی متریک آن به که می شود القاء S روی به M از ریمانی متریک یک باشد.

می باشد. i∗g صورت به متریک این باشد M روی متریک  g اگر می شود.

عمل زیر روش به R٢ اقلیدسی متریک توسط S٢ کره القایی متریک محاسبه برای .٢. ١. ١ مثال
می کنیم.

متریک g = dx٢+ dy٢+ dz٣ و اقلیدسی فضای و کره بین شمول نگاشت یک i : S٢ → R٣ اگر
و باشد اقلیدسی

(ϕ, θ) → (sinϕ cos θ, sinϕ sin θ, cosϕ),



٢۵ اتصال ها
می آید: بدست زیر صورت به کروی متریک تعریف(٣. ۵. ١) به توجه با باشد، کروی مختصات
i∗g = i∗( dx٢ + dy٢ + dz٢) = d(x ◦ i)٢ + d(y ◦ i)٢ + d(z ◦ i)٢

= d(sinϕ cos θ)٢ + d(sinϕ sin θ)٢ + d(cosϕ)٢

= (cosϕ cos θ dϕ− sinϕ sin θ dθ)٢ + (cosϕ sin θ dϕ+ sinϕ cos θ dθ)٢ + (− sinϕdϕ)٢

= cos٢ ϕ cos٢ θ dϕ٢ + sin٢ ϕ sin٢ θ dθ٢ − ٢ sinϕ sin θ cosϕ cos θ dϕdθ

+ cos٢ ϕ sin٢ θ dϕ٢ + sin٢ ϕ cos٢ θ dθ٢ + ٢ sinϕ sin θ cosϕ cos θ dϕdθ + sin٢ ϕdϕ٢

= sin٢ ϕdθ٢ + cos٢ ϕdϕ٢ + sin٢ ϕdϕ٢

= sin٢ ϕdθ٢ + dϕ٢.

اتصال ها ٢. ٢
راهی است لازم کنیم تعریف را منیفلد یک روی منحنی یک شتاب مفهوم بتوانیم آنکه برای
یک طول در برداری) میدان های (یا بردارها از مختصات به توجه بدون بتوان که کنیم پیدا
برداری فضای دو از دوبردار مقادیر بتوانیم باید ساده تر بیان به نماییم. مشتق گیری منحنی
توسط را مجاور برداری فضای دو دیگر عبارت به یا نماییم مقایسه یکدیگر با را متفاوت و مجاور
کرده پیدا مفهوم ”التصاق” کلمه که اینجاست در نماییم. ”الصاق” یکدیگر به مشق گیری یک

می کنیم. شروع اتصال تعریف از هندسه ای هر ساخت برای حقیقت در است.
ازای به که است ∇ مانند نگاشتی یک M هموار منیفلد روی خطی اتصال یک .٢. ٢. ١ تعریف

می شود: تعریف زیر صورت به ،X,Y, Z ∈ χ(M) هر
∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M) (٢. ١)

(X,Y ) 7−→ ∇XY,

می کند: صدق زیر ویژگی های در و
، ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z f, g ∈ C∞(M) الف)

،∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ a, b ∈ R ب)
.∇X(fY ) = Y ·X(f) + f∇xY f ∈ C∞(M) پ)

می شود. نامیده X جهت در Y کواریان مشتق ∇XY و شده خوانده ” ”نابلا ∇ نماد
است. ( ٢١

) نوع از تانسور یک ∇ آنگاه باشد، M روی خطی اتصال یک ∇ اگر .٢. ٢. ١ لم
کنیم: می ثابت f, g ∈ C∞(M) و X,Y, Z ∈ χ(M) هر ازای به برهان.
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.١

∇(fX + gY, Z) = ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z = f∇(X,Z) + g∇(Y, Z).

.٢

∇(X, fY + gZ) = ∇X(fY + gZ) = ∇X(fY ) +∇X(gZ)

= Y ·X(f) + f∇XY + ZX(g) + g∇XZ.

مجموعه ای {E١, . . . , En} اگر Mباشد، منیفلد در چارت یک (U, xi) کنیم فرض .٢. ٢. ٢ تعریف
صورت به و Mمی گوییم روی موضعی کنج یک Eiها به آنگاه باشد، U روی برداری میدان های از

می دهیم: نمایش زیر

Ei =
n∑

j=١
Ej

i

∂

∂xj
. (٢. ٢)

U ⊂M باز مجموعه زیر یک روی موضعی کنج یک {E١, . . . , En} کنیم فرض .٢. ٢. ٣ تعریف
بنویسیم: زیر صورت به را ∇EiEj می توانیم باشد.

∇EiEj =

n∑
k=١

Γk
ijEk ≡ Γk

ijEk, (٢. ٣)

از که (٢. ٣) فرمولی نمایش در می نامیم. {Ei} کنج به نسبت ∇ کریستوفل̞ نماد را Γk
ij که

است. شده استفاده انیشتن نمادگذاری از است شده صرفنظر سیگما نوشتن

Y و X و M از باز مجموعه زیر یک U و M روی خطی اتصال یک ∇ کنیم فرض .٢. ٢. ٢ لم
آنگاه: باشد، M روی موضعی کنج یک {Ei}ni=١ و U روی دلخواه برداری میدان دو

∇XY = (XY k +XiY jΓk
ij)Ek. (۴ .٢)

 

باشیم: داشته و باشد M روی موضعی کنج یک {E١, . . . , En} کنیم فرض Xبرهان. = Xi ∂
∂Xi = XiEi,

Y = Y j ∂
∂Xj = Y jEj ,



٢٧ ژئودزیک ها
داریم: بنابراین

∇XY = ∇X(Y j)Ej = X(Yj)Ej + Y j∇XEj

= X(Y j)Ej + Y j∇XiEi
Ej

= X(Y j)Ej + Y jXi∇EiEj

= XY jEj +XiY jΓk
ijEk

= XY kEk +XiY jΓk
ijEk

= (XY k +XiY jΓk
ij)Ek,

داریم: آنگاه دهیم، قرار ∂i نماد Eiها جای به اگر حال
∇XY = (XY k +XiY jΓk

ij)∂k.

ژئودزیک ها ٢. ٣
باشدآنگاه هموار منیفلد یک M اگر باشد، اعدادحقیقی از بازه یک I کنیم فرض .٢. ٣. ١ تعریف
چارت یک x = (x١, . . . , xn) اگر می باشد. M روی هموار خم یک α : I →M صورت به تابع هر

می شود: تعریف زیر صورت به چارت دراین α خم آنگاه باشد M هموار منیفلد روی
α(t) = (x١(t), . . . , xn(t)).

خم یک M روی α خم به باشد. g متریک با ریمانی منیفلد یک M کنیم فرض .٢. ٣. ٢ تعریف
باشد. مسیر کوتاه ترین g متریک به نسبت α خم اگر می گوییم، ژئودزیک

صورت به خم این سرعت باشد،  M منیفلد روی هموار خم یک α : I →M اگر .٢. ٣. ٣ تعریف
می شود: تعریف زیر

α : I →M

α∗t٠ = Tt٠I → Tα(t٠)M

α∗t٠
∂

∂t

∣∣∣∣
t=t٠

f =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=t٠

(f ◦ α) = α̇(t٠)f.

∇ خطی اتصال باشد. M ریمانی  منیفلد روی هموار خم یک α کنیم فرض .۴ .٢. ٣ تعریف
مانند مشتق عملگر یک M روی

Dt : χ(α) → χ(α)

می کند: صدق زیر ویژگی های در که می کند تعریف
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.Dt(aX + bY ) = aDt(X) + bDt(Y ) a, b ∈ R الف)

.Dt(fV ) = ḟV + fDtV f ∈ C∞(I) ب)
.DtX = ∇α̇(t)X پ)

هموار خم یک α و خطی اتصال یک ∇ و ریمانی منیفلد یک  M می کنیم فرض .٢. ٣. ١ نتیجه
Dtα̇ = ٠ هرگاه می شود، نامیده ∇ به نسبت ژئودزیک خم α صورت این در باشد،  M روی

باشد.

تاب ۴ .٢
روی ریمانی متریک g و M ریمانی منیفلد روی خطی اتصال یک ∇ کنیم فرض .١ .۴ .٢ تعریف
X,Y, Z برداری میدان سه هر ازای به هرگاه است سازگار g متریک با ∇ می گوییم باشد، آن

باشیم: داشته M روی
∇X

〈
Y, Z

〉
g
=
〈
∇XY, Z

〉
g
+
〈
Y,∇XZ

〉
g
.

به M روی ( ٢١
) نوع از تانسور یک باشد. ریمانی منیفلد یک M کنیم فرض .٢ .۴ .٢ تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت
τ :χ(M)× χ(M) → χ(M)

τ(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ],

می شود. گفته  M منیفلد تاب تانسور ،τ تانسور )به ٢١
) نوع از تانسور یک τ که دید می توان باشد، a ∈ R و X,Y, Z ∈ χ(M) اگر .٣ .۴ .٢ تعریف

زیرا: است
.τ(X + Y, Z) = τ(X,Y ) + τ(X,Z) .١
.τ(X,Y + Z) = τ(X,Y ) + τ(X,Z) .٢
.τ(aX, Y ) = τ(X, aY ) = aτ(X,Y ) .٣

آن تاب تانسور اگر می گوییم متقارن را M ریمانی منیفلد روی ∇ خطی اتصال .۴ .۴ .٢ تعریف
یعنی: باشد صفر

τ(X,Y ) = ٠ =⇒ ∇XY −∇YX = [X,Y ].

Γk
ij = Γk

ji اگر، تنها و اگر است متقارن را M ریمانی منیفلد روی ∇ خطی اتصال .١ .۴ .٢ لم
باشد.



٢٩ تاب
برای یعنی است صفر آن تاب ،۴ .۴ .٢ تعریف طبق آنگاه باشد، متقارن ∇ میکنیم فرض برهان.

.τ(X,Y ) داریم X,Y ∈ χ(M) هر
پس، Y = ∂j و X = ∂i می دهیم، قرار بتابراین

τ(X,Y ) = ٠ =⇒ τ(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

= ∇∂i∂j −∇∂j∂i − [∂i, ∂j ]

= ∇∂i∂j −∇∂j∂i

= Γk
ij∂k − Γk

ji∂k

= (Γk
ij − Γk

ji)∂k

= (Γk
ij − Γk

ij)∂k = ٠,
هر برای همچنین و Γk

ij = Γk
ji می کنیم فرض قضیه عکس اثبات برای .Γk

ij = Γk
ji نتیجه در

داریم: بنابراین Y = ∂j و X = ∂i ،X,Y ∈ χ(M)

τ(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

= ∇Xi∂iY
j∂j −∇Y j∂jX

i∂i − [Xi∂i, Y
j∂j ]

= Xi∇∂iY
j∂j − Y j∇∂jX

i∂i − (Xi∂i(Y
j∂j)− Y j∂j(X

i∂i))

= Xi(∂iY
j∂j + Y j∇∂i∂j)− Y j(∂jX

i∂i +Xi∇∂j∂i)− (Xi∂iY
j − Y j∂jX

i)∂j

= Xi(∂iY
j∂j + Y jΓk

ij∂k)− Y j(∂jX
i∂i +XiΓk

ji∂k)− (Xi∂iY
j − Y j∂jX

i)∂j

= Xi∂iY
j∂j +XiY jΓk

ij∂k − Y j∂jX
i∂i − Y jXiΓk

ji∂k −Xi∂iY
j∂j + Y j∂jX

i∂j

= (Γk
ij − Γk

ji)X
iY j∂k = ٠.

متریک با ریمانی هموار منیفلد Mیک کنیم فرض ریمانی). هندسه اساسی (قضیه ١ .۴ .٢ قضیه
وجود M روی g متریک با سازگار متقارنِ خطی اتصال یک صورت این در باشد. g ریمانی شبه
می شود. نامیده g روی ویتا١ لوی‐چی اتصال یا ریمانی اتصال اتصال، این یکتاست. که دارد
برداری میدان های باشد. اتصالی چنین ∇ می کنیم فرض می کنیم، ثابت را یکتایی ابتدا برهان.

داریم، g متریک با اتصال این سازگاری خاصیت طبق می گیریم، نظر در را X,Y, Z ∈ χ(M)

∇X

〈
Y, Z

〉
g
=
〈
∇XY, Z

〉
g
+
〈
Y,∇XZ

〉
g
,

∇Y

〈
Z,X

〉
g
=
〈
∇Y Z,X

〉
g
+
〈
Z,∇YX

〉
g
,

∇Z

〈
X,Y

〉
g
=
〈
∇ZX,Y

〉
g
+
〈
X,∇ZY

〉
g
,

1Levi-Civita Connection



ریمانی هندسه ٣٠
بنابراین: می کنیم اعمال را اتصال بودن متقارن شرط

∇X

〈
Y, Z

〉
=
〈
∇XY, Z

〉
+
〈
Y,∇XZ

〉
+
〈
Y,∇ZX

〉
−
〈
Y,∇ZX

〉
=
〈
∇XY, Z

〉
+
〈
Y,∇ZX

〉
+
〈
Y,∇ZX −∇XZ

〉
=
〈
∇XY, Z

〉
+
〈
Y,∇ZX

〉
+
〈
Y, [X,Z]

〉
, (١)

∇Y

〈
Z,X

〉
=
〈
∇Y Z,X

〉
+
〈
Z,∇YX

〉
+
〈
Z,∇XY

〉
−
〈
Z,∇XY

〉
=
〈
∇Y Z,X

〉
+
〈
Z,∇XY

〉
+
〈
Z,∇YX −∇XY

〉
=
〈
∇Y Z,X

〉
+
〈
Z,∇XY

〉
+
〈
Z, [Y,X]

〉
, (٢)

∇Z

〈
X,Y

〉
=
〈
∇ZX,Y

〉
+
〈
X,∇ZY

〉
+
〈
X,∇Y Z

〉
−
〈
X,∇Y Z

〉
=
〈
∇ZX,Y

〉
+
〈
X,∇Y Z

〉
+
〈
X,∇ZY −∇Y Z

〉
=
〈
∇ZX,Y

〉
+
〈
X,∇Y Z

〉
+
〈
X, [Z, Y ]

〉 (٣)
پس، ،(١ + ٢)− ٣ می دهیم قرار بنابراین

∇X

〈
Y, Z

〉
+∇Y

〈
Z,X

〉
−∇Z

〈
X,Y

〉
=

٢〈∇XY, Z
〉
+
〈
Y, [X,Z]

〉
+
〈
Z, [Y,X]

〉
−
〈
X, [Z, Y ]

〉
,

داریم: جملات کردن مرتب 〉با
∇XY, Z

〉
= ١٢(X

〈
Y, Z

〉
+ Y

〈
Z,X

〉
− Z

〈
X,Y

〉
)

−
〈
Y, [X,Z]

〉
−
〈
Z, [Y,X]

〉
+
〈
X, [Z, Y ]

〉
. (۴)

به (۴) رابطه راست سمت چون باشند، g متریک با سازگار و متقارن اتصال دو ∇٢ و ∇١ اگر
نوشت: می توان بنابراین ندارد، بستگی اتصال 〉نوع

∇١
XY, Z

〉
−
〈
∇٢

XY, Z
〉
=
〈
∇١

XY −∇٢
XY, Z

〉
= ٠,

،∇١
X = ∇٢

X پس ∇١
X −∇٢

X = ٠ گرفت نتیجه می توان
یک (u, xi) کنید فرض دارد، وجود اتصالی چنین می کنیم ثابت حال .∇١ = ∇٢ بنابراین:
این برای را (۴) رابطه و X = ∂i, Y = ∂j , Z = ∂l می دهیم قرار همچنین و باشد M روی چارت

می نویسیم، 〉چارت
∇∂i∂j , ∂l

〉
= ١٢(∂i

〈
∂j , ∂l

〉
+ ∂j

〈
∂l, ∂i

〉
− ∂l

〈
∂i, ∂j

〉
). (۵)

است ∇∂i∂j = Γk
ij∂k همچنین و gij = 〈∂i, ∂j〉 صورت به متریک تانسور ضرایب تعریف طبق

می کنیم، بازنویسی زیر صورت به را (۵) رابطه 〉بنابراین
∇∂i∂j , ∂l

〉
=
〈
Γk
ij∂k, ∂l

〉
= Γk

ij

〈
∂k, ∂l

〉
= Γk

ijgij

= ١٢(∂igjl + ∂jgij − ∂lgij),



٣١ تاب
می نامیم، کریستوفل فرمول را زیر آمده دست به فرمول

Γk
ij =

١٢gkl
(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
glj −

∂

∂xl
gij

)
, (٢. ١)

،(۴ .۴ .٢) تعریف طبق نتیجه در Γk
ij = Γk

ji بنابراین gij = gji لذا است متقارن متریک چون
∇g = ٠ می دهیم نشان سازگاری، اثبات برای است. متقارن اتصال پس است صفر اتصال تاب

است،
∇∂kg = ∂kgij − gilΓ

l
kj − gljΓ

l
ki,

می کنیم: ضرب glj در را طرف دو کریستوفل فرمول در
glj + Γl

kjgil =
١٢(∂kgij + ∂igkj − ∂jgki) +

١٢(∂kgji + ∂jgki − ∂igkj)

= ∂kgijΓ
l
ki, (٢. ٢)

پس،
∇∂kg = ∂kgij − ∂kgij = ٠,

شبه هندسه اساسی قضیه است. سازگار g با ∇ بنابراین ،∇g = ٠ لذا بود داخواه ∂k چون
می شود. اثبات صورت همین به نیز ریمانی

α آنگاه باشد، g متریک با M ریمانی منیفلد روی هموار خم یک α : I →M اگر .٢ .۴ .٢ قضیه
دستگاه در α(t) = (x١(t), . . . , xn(t) یعنی آن مولفه های اگر وتنها اگر است ژئودزیک خم یک

کند. صدق زیر دوم مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات
ẍk(t) + ẋi(t)ẋj(t)Γk

ij = ٠, i, j, k = ١, . . . , n. (٢. ٣)
بنابراین، X(t) = Xj(t)∂j و باشد α خم راستای در برداری میدان یک X کنید فرض برهان.

DtX(t٠) = Dt(X
j(t٠)∂j)

= DtX
j(t٠)∂j +Xj(t٠)Dt∂j

= Ẋj(t٠)∂j +Xj∇α̇(t٠)(t٠)∂j
= [Ẋj(t٠)∂k +Xj(t٠)(α̇(t٠)∂j + α̇i(t٠)Γk

ijα(t٠)∂k)]
= [Ẋk(t٠) +Xj(t٠)α̇(t٠)Γk

ijα(t٠)]∂k,

X و x چارت در خم یک α(t) = (x١(t), . . . , xn(t) ،M روی چارتی x = (x١, . . . , xn) اگر حال
دستگاه در اگر تنها و اگر است ژئودزیک α آنگاه باشد، α خم راستای در برداری میدان یک  

کند: صدق زیر معمولی دیفرانسیل معادلات
Dtα̇(t) = ٠ ⇐⇒ ∇α̇(t)α̇(t) = ٠,

⇐⇒ ẍk(t) + ẋi(t)ẋj(t)Γk
ijx(t) = ٠,

⇐⇒ ẍk + ẋiẋjΓk
ij = ٠.



ریمانی هندسه ٣٢

بدست برای باشد. S٢ کره روی متریک یک g = dϕ٢ + sin٢ ϕdθ٢ کنید فرض .١ .۴ .٢ مثال
می کنیم، مشخص است متریک ضرایب که را gij ابتدا آن، ژئودزیک معادلات آوردن

g١١ = ١, g١٢ = g٢١ = ٠, g٢٢ = sin٢ ϕ,

g١١ = ١, g١٢ = g٢١ = ٠, g٢٢ =
١

sin٢ ϕ,

کریستوفل فرمول طبق همچنین و ẍk + ẋiẋjΓk
ij = ٠ ژئودزیک، معادلات به توجه با بنابراین

صورت به فوق متریک ژئودزیک می آید، به دست ریمانی هندسه اساسی قضیه اثبات از که (٢. ١)
می آید: بدست زیر

k = ١ ϕ̈(t) + ϕ̇(t)ϕ̇(t)Γ١١١ + ϕ̇(t)θ̇(t)Γ١١٢ + θ̇(t)ϕ̇(t)Γ١٢١ + θ̇(t)θ̇(t)Γ١٢٢ = ٠,
k = ٢ θ̈(t) + ϕ̇(t)ϕ̇(t)Γ٢١١ + ϕ̇(t)θ̇(t)Γ٢١٢ + θ̇(t)ϕ̇(t)Γ٢٢١ + θ̇(t)θ̇(t)Γ٢٢٢ = ٠,

Γ١١١ = ١٢g١١
(
∂g١١
∂ϕ

+
∂g١١
∂ϕ

− ∂g١١
∂ϕ

)
+ ١٢g١٢

(
∂g١٢
∂θ

+
∂g١٢
∂θ

− ∂g١١
∂ϕ

)
= ٠,

Γ٢١١ = ٠,
Γ١١٢ = Γ١٢١ = ٠,
Γ٢١٢ = Γ٢٢١ = cotϕ,

Γ١٢٢ = − sinϕ cosϕ,

Γ٢٢٢ = ٠,
از: بود خواهند عبارت ژئودزیک معادلات جایگذاری، با بنابراین

α =


ϕ̈− sinϕ cosϕθ̇٢ = ٠,
θ̈ + ٢ cotϕϕ̇θ̇ = ٠.

خمیدگی ۵ .٢
منیفلد برای ریمانی خمیدگی تانسور باشد، ریمانی منیفلد یک M کنیم فرض .١ .۵ .٢ تعریف

می شود: تعریف زیر صورت به M
R : χ(M)× χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z,

هر ازای به زیرا می باشد، ( ٣١
) نوع از تانسور یک یک ریمانی خمیدگی .١ .۵ .٢ قضیه

که: دید می توان r ∈ R و X,Y, Z,W ∈ χ(M)



٣٣ خمیدگی
،R(X + Y, Z)W = R(X,Z)W +R(Y, Z)W .١

،R(X,Y + Z)W = R(X,Y )W +R(X,Z)W .٢

،R(X,Y )(Z +W ) = R(X,Y )Z +R(X,Y )W .٣

.R(rX, Y )Z = R(X, rY )Z = R(X,Y )(rZ) = rR(X,Y )Z .۴

است. اثبات قابل ( ١ .۵ .٢) تعریف به توجه با برهان.

تخت منیفلد یک را باشد صفر آن خمیدگی تانسور که ریمانی منیفلد هر .٢ .۵ .٢ تعریف
می گوییم.

به M روی دوم نوع خمیدگی تانسور آنگاه باشد ریمانی منیفلد یک M اگر  .٣ .۵ .٢ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت

Rm : χ(M)× χ(M)× χ(M)× χ(M) → R

Rm(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ).

ریمانی منیفلد یک M کنیم فرض دوم). نوع ریمانی خمیدگی تانسور (ویژگی های ٢ .۵ .٢ قضیه
داریم: X,Y, Z,W ∈ χ(M) ازای به آنگاه باشد، M روی دوم نوع ریمانی خمیدگی تانسور Rm و

،Rm(W,X, Y, Z) = −Rm(X,W, Y, Z) .١

،Rm(W,X, Y, Z) = −Rm(W,X, Y, Z) .٢

،Rm(W,X, Y, Z) = −Rm(Y, Z,W,X) .٣

،Rm(W,X, Y, Z) +Rm(X,Y,W,Z) +Rm(Y,W,X,Z) = ٠ .۴

می نامیم. ١ بیانچی اول اتحاد را اخیر رابطه

داریم: (٣ .۵ .٢) تعریف از استفاده با .١ برهان.

Rm(W,X, Y, Z) = g(R(W,X)Y, Z)

= g(∇W∇XY −∇X∇WY −∇[W,X]Y, Z),

1Bianchi identity



ریمانی هندسه ٣۴
داریم: تساوی دوم طرف برای همچنین

Rm(X,W, Y, Z) = g(R(X,W )Y, Z)

= g(∇X∇WY −∇W∇XY −∇[X,W ]Y, Z)

= g(∇X∇WY −∇W∇XY +∇[W,X]Y, Z)

= g(−(∇W∇XY −∇X∇WY −∇[W,X]Y ), Z)

= −g(∇W∇XY −∇X∇WY −∇[W,X]Y ), Z)

= Rm(W,X, Y, Z).

می شود. ثابت اول ویژگی پس
می شوند. اثبات مشابه طور به هم وسوم دوم ویژگی های .٢

داریم: (٣ .۵ .٢) تعریف به توجه با چهارم ویژگی برای .٣
Rm(W,X, Y, Z) +Rm(X,Y,W,Z) +Rm(Y,W,X,Z)

= g(R(W,X)Y, Z) + g(R(X,Y )W,Z) + g(R(Y,W )X,Z)

= g(R(W,X)Y +R(X,Y )W +R(Y,W )X,Z) = ٠,
کنیم: ثابت باید

R(W,X)Y +R(X,Y )W +R(Y,W )X = ٠,
بنابراین:

R(W,X)Y +R(X,Y )W +R(Y,W )X

= (∇W∇XY −∇X∇WY −∇[W,X]Y ) + (∇X∇YW −∇Y ∇XW −∇[X,Y ]W )

+ (∇Y ∇WX −∇W∇YX −∇[Y,W ]X)

= ∇W (∇XY −∇YX) +∇X(∇YW −5WY ) +∇Y (∇WX −∇XW )

−∇[W,X]Y −∇[X,Y ]W −∇[Y,W ]X

= ∇W [X,Y ] +∇X [Y,W ] +∇Y [W,X]−∇[W,X]Y −∇[X,Y ]W −∇[Y,W ]X,

بنابراین: دارد، وجود متقارن اتصال یک ریمانی منیفلد هر روی چون
∇W [X,Y ] +∇[Y,W ] +∇Y [W,X]−∇[W,X]Y −∇[X,Y ]W −∇[Y,W ]X

= [W, [X,Y ]] + [X, [Y,W ]] + [Y, [W,X]] = ٠.



٣۵ خمیدگی
دهیم، نمایش Rijkl با را Rm دوم نوع ریمانی خمیدگی تانسور مولفه های اگر .۴ .۵ .٢ تعریف
اول زیرنویس های به نسبت Rm تانسور مولفه های که می شود نتیجه ٢ و ١ ویژگی های از آنگاه
نتیجه ٣ ویژگی از هستند. پادمتقارن چهارم و سوم زیرنویس های به نسبت همچنین و ودوم
مولفه های در تاًثیری چهارم و سوم زیرنویس دو با دوم و اول زیرنویس دو تعویض می شود
جمع که می دارد بیان است مشهور بیانچی اتحاد به که ۴ رابطه همچنین و ندارد Rm تانسور
خمیدگی تانسور ویژگی این است. صفر برابر Rm تانسور اول مولفه سه تغییردوری از حاصل

کرد. مشاهده نیز آن مولفه های در می توان را دوم نوع
،Rijkl = Rjikl .١
،Rijkl = Rijlk .٢
،Rijkl = Rklij .٣

.Rijkl +Rjkil +Rkijl = ٠ .۴





٣ فصل
دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار

ابتدا کرد. خواهیم مطالعه را دیفرانسیل معادلات دستگاه های هندسی دیدگاهی با فصل این در
این جواب های طوریکه به می شود متناظر دستگاه به کامل فضای عنوان تحت همواری منیفلد
را شرایطی است شده معرفی ادامه در که تقارنی آنالیز می باشند. فضا این زیرمنیفلدهای دستگاه
یکدیگر به مذکور زیرمنیفلدهای شدن تبدیل چگونگی آن بطن در که می دهد قرار مطالعه مورد
برداری میدان های از دسته ای ساختن متناظر با تقارنی آنالیز دیگر بیان به است. شده مشخص
دیگر جواب های از وسیعی رده جواب یک داشتن با تا می کند کمک معادله کامل فضای روی
در ما می باشد. گسترده و وسیع بسیار دیفرانسیل معادلات تقارنی نظریه آوریم. بدست را
کرد خواهیم استفاده آن از آینده درفصل و شد خواهیم آشنا نظریه این مبانی با فصل این

.[١١ ،١٠ ،٧ ،۶ ،٢]

کوچک بی نهایت ناوردایی و گروه عمل ٣. ١
به آنگاه می کند. عمل M روی که باشد g جبرلی با گروه لی یک G کنیم فرض .٣. ١. ١ تعریف
محاسبه زیر صورت به p ∈ M نقطه در v با متناظر v̂ کوچک بی نهایت مولد v ∈ g هر ازای

می شود:
v̂p = dφp( ve),

٣٧



دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار ٣٨
مولد های این تعداد ،g → g · p که طوری به می شود تعریف φp : G → M صورت به φ نگاشت

است. گروه بعد با برابر کوچک بی نهایت

یک‐پارامتری تبدیلات گروه ٣. ٢
می نامیم: پارامتری یک تبدیلات را زیر تبدیلات (x, y) صفحه در .٣. ٢. ١ تعریف

x١ = f(x, y, ε), y١ = f(x, y, ε),

کند: صدق زیر خاصیت های در هرگاه
می آید. بدست همانی تبدیل آنگاه باشد ε = ٠ اگر .١

x = f(x, y, ٠), y = f(x, y, ٠),
می آید. بدست وارون تبدیل آنگاه باشد −ε پارامتر اگر .٢

x = f(x, y,−ε), y = f(x, y,−ε),

اگر: یعنی بودن): (بسته .٣
x٢ = f(x١, y١, δ), y٢ = f(x١, y٢, δ),

ε+δ پارامتر که گرفت نتیجه بتوان آن بر علاوه و باشد گروه از عضوی دوباره نیز آن آنگاه
یعنی: می دهد. بدست را آن

x٢ = f(x١, y١, ε+ δ), y٢ = f(x١, y٢, ε+ δ),

بودن بسته خاصیت از می توان را معمولی پذیری شرکت خاصیت که می دانیم همچنین
گرفت. نتیجه گروه

یک می کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات گروه یک G کنیم فرض .٣. ٢. ٢ تعریف
،g ∈ G, p ∈M هر برای که طوری به است I :M → R مانند حقیقی تابعی ناوردا −G تابع

I(g · p) = I(p).

امتداددهی و توابع و تبدیلات ٣. ٣
−q و x = (x١, . . . , xp) مستقل متغیر −p با دیفرانسیل معادلات دستگاه یک .٣. ٣. ١ تعریف
u = f(x) فرم به تابعی دستگاه این جواب می گیریم. نظر در را u = (u١, . . . , uq) وابسته متغیر
دستگاه یک u و X ' Rp روی مختصات دستگاه یک x می کنیم فرض همچنین می باشد.

باشد. U ' Rq روی مختصات



٣٩ امتداددهی و توابع و تبدیلات
متغیرهای از متشکل ،∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای کامل فضای .٣. ٣. ٢ تعریف

می شود: نوشته زیر صورت به U وابسته متغیرهای و X مستقل
E = X × U ' Rp+q,

می باشد. وابسته متغیرهای q و مستقل متغیرهای p آن در که
تبدیل آنگاه باشد، ∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه کامل فضای E اگر .٣. ٣. ٣ تعریف
دستگاه جواب یک u = f(x) اگر طوریکه به می گوییم دستگاه برای تقارن یک را g : E → E

باشد. دستگاه برای جدید جواب یک ũ = g · u آنگاه باشد،
یک ابتدا بدهیم توضیح را دستگاه یک تقارن های کردن پیدا مراحل اینکه از قبل حال
کامل فضای که است لازم اینکار برای می کنیم. بیان دیفرانسیل معادلات برای هندسی تعریف
بزرگتر فضایی تولید به منجر گسترش این دهیم. گسترش متغیرها جزئی مشتقات فضای به را

است. مطالعه قابل آن در دستگاه که می شود ( افشانه (فضای جت فضای نام به
f(x) = f(x١, . . . , xp) ضابطه ی با X ' Rp که f : X → R مانند هموار حقیقی تابع یک
به نسبت k مرتبه از متمایز جزئی مشتق ،Pk =

(
p+k−١

k

) تعداد دارای می شود، تعریف
باشد، f تابع متغیرهای از چندگانه اندیس یک J = (j١, . . . , jk) هرگاه می باشد، متغیرهایش

می شود: داده نشان زیر صورت به J به نسبت f تابع جزئی مشتق آنگاه
∂Jf(x) =

∂kf(x)

∂xJ١ . . . ∂xJk
,

با و است فوق تابع از مشتق گیری مراتب دهنده ی نشان ،J چندگانه اندیس مرتبه همچنین
می شود. داده نشان #J = k نماد

ضابطه ی با مقدار q ، متغیره p تابع یک f : X → U کنید فرض .۴ .٣. ٣ تعریف
u = f(x١, . . . , xp) = (f١(x١, . . . , xp), . . . , fq(x١, . . . , xp)),

با را ام −n مرتبه تا تابع این جزئي مشتقات تمام فضای صورت این در باشد.
U (n) := U × U١ × · · · × Un, (٣. ١)

با: است برابر جزئي مشتقات فضای بعد همچنین می دهیم، نشان
dimU (n) = dimU + dimU١ + · · ·+ dimUn

= q + qp١ + qp٢ + · · ·+ qpn

= q +
(

p+١١−١
)
+
(

p+١٢−٢
)
+ · · ·+

(
p+n−١

n

)
= q ( p+n

n ) = qp(n).



دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار ۴٠
فضای به ،U (n) به مستقل متغیرهای فضای نمودن اضافه با .۵ .٣. ٣ تعریف

J (n) = X × U (n), (٣. ٢)
J (n)f نماد با را آن و گفته u = f(x) تابع ام −n مرتبه جت فضای آن به که می یابیم دست

می باشد. p+ qp(n) با برابر فضا این بعد همچنین می دهیم، نشان
متغیر یک و مستقل متغیر دو شامل که بگیرید نظر در را u = f(x, y) تابع .٣. ٣. ١ مثال
در بنویسیم، دوم مرتبه تا را فوق تابع جزئي مشتقات باید J (٢) یافتن برای می باشد. وابسته

داریم: صورت این
J (٢) = (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy).

که را f تابع ام −n مرتبه امتداد باشد. دلخواه تابعی f : X → U کنیم فرض .۶ .٣. ٣ تعریف
صورت به هموار تابعی می دهیم نشان f (n) با

f (n) : X → U (n),

است.
می دهیم، امتداد دوم مرتبه ی تا را f = f(x, y) تابع تعریف(٣. ٣. ۶) به توجه با .٣. ٣. ٢ مثال

داریم: صورت این در
f (٢)(x, y) = (f, fx, fy, fxx, fxy, fyy).

دیفرانسیل معادلات دستگاه ۴ .٣
−q و مستقل متغیر −p با ام −n مرتبه دیفرانسیل معادله −m دستگاه یک .١ .۴ .٣ تعریف
∆ : J (n) → Rm صورت به هموار تابع یک ،E ' Rp×Rq کامل فضای با ∆ مانند وابسته متغیر

می شود: تعریف زیر صورت به که می باشد
∆(x, u(n)) = (∆١(x, u(n), . . . ,∆m(x, u(n))). (٣. ١)

مستقل متغیر −p با (PDE) جزئی دیفرانسیل معادله −m شامل دستگاه یک (٣. ١) بنابراین
معادلات دستگاه یک دستگاه(٣. ١) ،p = ١ ازای به همچنین بود. خواهد وابسته متغیر −q و

می باشد. (ODE) معمولی دیفرانسیل

تقارن ها و برداری میدان های امتداد ۵ .٣
دلخواه دیفرانسیل معادلات دستگا یک تقارن های یافتن برای را صریحی فرمول بخش این در
کرد. خواهیم تبیین را نظر مورد محاسباتی الگوریتم مثال هایی با آن پی در و کرد خواهیم ارائه



۴١ تقارن ها و برداری میدان های امتداد
روی هموار تابعی F (x, u(n)) و بوده باز مجموعه ای O ⊂ E که کنید فرض .١ .۵ .٣ تعریف
که می باشد J (n+١)(O) روی هموار تابعی xi به نسبت F کامل مشتق از منظور باشد. J (n)(O)

می شود: تعریف زیر صورت به
DiF (x, f

(n+١)(x)) = ∂

∂xi
[F (x, u(n))],

ابتدا ،E ' R × R فضای روی اول مرتبه کامل مشتق عملگر نوشتن برای .١ .۵ .٣ مثال
عملگر بنابراین می گیریم، نظر در ،(x, u, ux) صورت، به را E اول مرتبه جت فضای مختصات

صورت: به موردنظر
Dx =

∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
,

می شود. نوشته
نظر در با E ' R×R فضای روی دوم، مرتبه کامل مشتق عملگر مشابه طور به .٢ .۵ .٣ مثال

صورت: به ،(x, u, ux, uxx) مختصات گرفتن
Dx =

∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxxx

∂

∂uxx
,

می شود. نوشته

مستقل متغیرهای تعداد بنابراین باشد. E ' R٢ × R کامل فضای کنیم فرض .٣ .۵ .٣ مثال
می باشد. یک وابسته متغیرهای تعداد ، دو

می شود: نوشته زیر صورت به آن دوم مرتبه جت فضای مختصات
(x, t, u, ux, uxx, uxt, utt).

زیر صورت به t و x مستقل متغیرهای به نسبت دوم مرتبه کامل مشتق عملگرهای بنابراین
می باشد:

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxt

∂

∂ut
+ uxxx

∂

∂uxx
+ uxxt

∂

∂uxt
+ uxtt

∂

∂utt
,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ uxt

∂

∂ux
+ utt

∂

∂ut
+ uxxt

∂

∂uxx
+ uxtt

∂

∂uxt
+ uttt

∂

∂utt
.

باشد: زیر صورت به E ' Rp × Rq فضای روی برداری میدان یک v اگر .١ .۵ .٣ قضیه
v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ϕα(x, u)
∂

∂uα
,

می آید: بدست زیر رابطه ی از v ام −n مرتبه امتداد آنگاه
v(n) = v +

q∑
α=١

n∑
#J=j=٠

ϕJ
α(x, u

(j))
∂

∂uαJ
, (٣. ١)



دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار ۴٢
تساوی از معروفند امتداد ضرایب به که ϕJ

α ضرایب

ϕJ
α = DJQ

α +

p∑
i=١

ξiuαJ,i, (٣. ٢)

عبارت: همچنین می آیند. بدست

Qα = ϕα −
p∑

i=١
ξi
∂uα

∂xi
, (٣. ٣)

می نامیم. v برداری میدان مشخصه را
یک‐ گروه gε = exp(εv) می کنیم فرض می کنیم. ثابت n = ١ ازای به را قضیه برهان.

است: زیر فرمول با آن تبدیل که باشد v برداری میدان نظیر پارامتری
(x̄, ū) = gε · (x, u) = (ϕε(x, u), ψ(x, u)),

و
ξi(x, u) = d

dε

∣∣
ε=٠ ϕi

ε(x, u), i = ١,٢, . . . , p,
ϕα(x, u) =

d
dε

∣∣
ε=٠ ψα

ε (x, u), α = ١,٢, . . . , q,
تابع (x, u(١)) ∈ j١(O) و (x, u) ∈ E ازای به هستند. ϕε, ψε مولفه های ϕi

ε, ψ
α
ε کلی طور به

uα = fα(x), uαi = ∂fα(x)
∂xi , مولفه های، و u(١) = f (١)(x) مرتبه امتداد با u = f(x)

به و است خوش تعریف gε تحت f تبدیل کوچک، کافی اندازه به ε انتخاب با است. مفروض
می شود: داده نمایش زیر صورت

ū = f̄ε(x̄) = (gε · f)(x̄) = [ψε ◦ (I d× f)] ◦ [ϕε ◦ (I d× f)−١(x̄)],

ژاکوبین، ماتریس زنجیری مشتق قاعده ی از استفاده با
Jf̄ε(x) =

(
∂f̄αε
∂x̄i

)
,

شکل، به x = [ϕε ◦ (I d× f)]−١(x̄) فرض به
Jf̄ε(x̄) = J [ψε ◦ (I d× f)](x) · Jϕε ◦ (I d× f)(x), (۴ .٣)

مولد یافتن برای می دهد. بدست را gε(١) اول مرتبه امتدا (۴ .٣) فرمول بسط می شود. نوشته
و ε = ٠ دهیم قرار نهایت در و بگیریم مشتق ε به نسبت (۴ .٣) از باید ،v(١) کوچک بی نهایت

آنگاه: باشد، ε به وابسته توابع از وارون پذیر مربعی ماتریس یک Ξ(ε) اگر
d

dε
[Ξ(ε)−١] = −Ξ(ε)−١ dΞ(ε)

dε
Ξ(ε)−١,



۴٣ تقارن ها و برداری میدان های امتداد
داریم: باشد ε = ٠ هرگاه

ϕ٠(x, f(x)) = x, ψ٠(x, f(x)) = f(x), (۵ .٣)
آنگاه: باشد، p× p همانی ماتریس I اگر بنابراین

J [ϕ٠ ◦ (I d× f)](x) = I d, J [ξ٠ ◦ (I d× f)](x) = Jf(x),

بدست زیر روابط لایپ نیتس قاعده از استفاده با و ،ε = ٠ نقطه در (۴ .٣) از مشتق گیری با حال
می آیند،

d

dε

∣∣∣∣
ε=٠

Jf̄ε(x̄) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=٠

J [ψε ◦ (I d× f)](x)− Jf(x) · d

dε

∣∣∣∣
ε=٠

J [ϕε ◦ (I d× f)](x)

= J [ϕ ◦ (I d× f)](x)− Jf(x) · J [ξ ◦ (I d× f)](x), (۶ .٣)
بردار دو ϕ = (ϕ١, . . . , ϕq)T و ξ = (ξ١, . . . , ξp)T بالا عبارت دوم تساوی در که می شود توجه
مشخص v(١) در را ∂

∂α
k

عبارت ϕkی
α ضرایب (۶ .٣) رابطه ماتریس درایه های هستند. ستونی

با: است برابر ام −(α, k) درایه ی مثال عنوان به می کند،

ϕk
α(x, u

(١)) = ∂

∂xk
[ϕα(x, f(x))]−

p∑
i=١

∂fα

∂xi
· ∂

∂xk
[ξi(x, f(x))],

بازنویسی زیر صورت به بالا رابطه کامل مشتق کارگیری به با ،uαk,i = ∂٢uα

∂xk∂xi دهیم قرار اگر لذا
می شود:

ϕk
α(x, u

(١)) = Dk[ϕα(x, u]−
p∑

i=١
Dk[ξ

k(x, u)]uki

Dk[ϕα−
∑p

i=١ξ
iuαi ] +

∑
ξiuαk,i, (٣. ٧)

می توان را J (n+١)(O) که کنیم توجه باید ابتدا می کنیم. اثبات عمومی حالت در را قضیه حال
می توان را uαJ ام −(n+ ١) مرتبه مشتق زیرا ) گرفت نظر در J١(jn(O)) از زیرفضایی عنوان به
استقرا کمک به پس گرفت). نظر در ام −n اول مرتبه مشتقات اول مرتبه مشتق عنوان به
برداری میدان یک v(n−١) کنیم فرض ساخت. صورت بدین v(n−١) روی از را v(n) میتوان
J١(J (n+١)(O)) در برداری میدان یک آن دادن امتداد بار یک با بنابراین باشد، J (n−١)(O) روی
α = ١, . . . , q ، J = (j١, . . . , jk) ، ١ ≤ k ≤ p چندگانه اندیس ازای به آن ضرایب که می رسیم،
خواهند برابر v(n−١) اول مرتبه امتدا در ∂

∂α
J,k

ضرایب (٣. ٧) به توجه با حال .uαJ,k =
∂uα

J

∂xk با برابر
با: بود

ϕJ,k
α = Dkϕ

J
α −

p∑
i=١

Dkξ
k · uαJ,i (٣. ٨)



دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار ۴۴
داریم: حال

ϕJ,k
α = DkDJ(ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi ) +

p∑
i=١

ξiuαJ,i −
p∑

i=١
Dkξ · uαJ,i

= DkDJ(ϕα −
p∑

i=١
ξiuαi ) +

p∑
i=١

(Dkξ
i · uαJ,i + ξiuJ,i,k)−

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i

= DkDJ(ϕα −
p∑

i=١
ξiuαi ) +

p∑
i=١

ξiuJ,i,k. (٣. ٩)

می دهند. جبرلی یک تشکیل دیفرانسیل، معادلات دستگاه یک تقارن های .٢ .۵ .٣ قضیه
[١٠] برهان.

دستگاه با متناظر کامل فضای روی که باشد همبند لی گرو ه یک G کنیم فرض .٣ .۵ .٣ قضیه
دستگاه این برای تقارن گروه یک G میکند. عمل ∆ = ٠ ام −n مرتبه دیفرانسیل معادلات

باشیم: داشته G گروه جبرلی از v کوچک بی نهایت مولد هر ازای به هرگاه است
v(n)(∆) ≡ ٠, mod ∆.

[١٠] برهان.

معادلات دستگاه یک تقارنی گروه یافتن برای که می دهد نشان فوق قضیه سه هر ترکیب
فرآیندی با نهایت در آوریم. بدست را تقارن مولدهای جبرلی که است لازم ابتدا دیفرانسیل
را دستگاه تقارن لی گروه می توان تقارن ها جبرلی کمک به شد خواهند داده توضیح بعداً که

آورد. بدست
دیفرانسیل معادله تقارن های می خواهیم می کنیم. شروع ساده مثال یک با .۴ .۵ .٣ مثال

از: عبارتست معادله تقارن مولدهای آوریم. بدست  را uxx = ٠ معمولی
v = ξ(x, u)

∂

∂x
+ ϕ(x, u)

∂

∂u
,

دو مرتبه معادله چون آوریم. بدست را ϕ(x, u) و ξ(x, u) ضرایب باید قضیه(٣. ۵. ١) کمک به حال
ازقضیه(٣. ۵. ١) استفاده با و داده امتداد دوم مرحله تا باید را فوق برداری میدان بنابراین است،

بیابیم. را تقارن ها
با: است برابر v دوم مرتبه امتداد

v(٢) = ξ
∂

∂x
+ ϕ

∂

∂u
+ ϕx ∂

∂ux
+ ϕxx ∂

∂uxx
.



۴۵ تقارن ها و برداری میدان های امتداد
ضرایب می آید، بدست ،Q = ϕ − ξux رابطه از v برداری میدان مشخصه اینکه به توجه با

می کنیم: محاسبه زیر شکل به را ϕxx, ϕx

ϕx = DxQ+ ξuxx = ϕx

= (ϕu − ξx)ux − ξuu
٢
x,

ϕxx = D٢
xQ+ ξuxxx

= ϕxx + (٢ϕxu − ξxx)ux − ξuuu
٣
x + (ϕuu − ٢ξxu)u٢

x + (ϕu − ٢ξx)uxx − ٣ξuuxuxx,

داریم: معادله بر v(٢) اثر با حال

v(٢)(uxx) = ϕxx = ٠

یعنی:

ϕxx + (٢ϕxu − ξxx)ux − ξuuu
٣
x + (ϕuu − ٢ξxu)u٢

x + (ϕu − ٢ξx)uxx − ٣ξuuxuxx = ٠,

داریم: بالا در uxx = ٠ جایگذاری با

ϕxx + (٢ϕxu − ξxx)ux + (ϕuu − ٢ξxu)u٢
x − ξuuu

٣
x = ٠,

داریم: بالا تساوی طرف در u تابع مشتقات ضرایب دادن قرار مساوی با حال


ϕxx = ٠, (١)
٢ϕxu − ξxx = ٠, (٢)
ϕuu − ٢ξxu = ٠, (٣)
−ξuu = ٠. (۴)

می شود مشخص (٢) معادله از همچنین ،ϕxx = a(u)x+b(u) که می شود مشخص (١) معادله از
.ξ = c(x)u+ d(x) می شود نتیجه (۴) معادله ی از ،ϕxx = ٠ می شود نتیجه (٣) از و ϕx = a که

می گیریم: نتیجه بنابراین

ξ = c١x٢ + c٢xu+ c٣x+ c۴u+ c۵,
ϕ = c١xu+ c٢u٢ + c۶x+ c٧u+ c٨.

جبرلی یک uxx = ٠ معادله تقارن های جبرلی پس هستند. دلخواه ثابت هایی c١, . . . , c٨ که



دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار ۴۶
می شود، تولید زیر کوچک بی نهایت مولدهای توسط که است ٨−بعدی

v١ =
∂

∂x
,

v٢ =
∂

∂u
,

v٣ = x
∂

∂x
,

v۴ = x
∂

∂u
,

v۵ = u
∂

∂x
,

v۶ = u
∂

∂u
,

v٧ = x٢ ∂

∂x
+ xu

∂

∂u
,

v٨ = xu
∂

∂x
+ u٢ ∂

∂u
.

بگیرید، نظر در را زیر دوم مرتبه جزئی دیفرانسیل معادله .۵ .۵ .٣ مثال
ut = uxx + u٢

x. (٣. ١٠)
شده تشکیل E ' R٢ × R کامل فضای با وابسته متغیر یک و مستقل متغیر دو از معادله این

شود، انتخاب زیر صورت به برداری میدان یک تقارن ها، یافتن برای است لازم پس است.
v = ξ١(x, t, u) ∂

∂x
+ ξ٢(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
. (٣. ١١)

(٣. ١١) برداری میدان دوم مرتبه امتداد که است لازم است دوم مرتبه (٣. ١٠) معادله چون
یعنی،

v(٢) = v + ϕx ∂

∂ux
+ ϕt ∂

∂ut
+ ϕxx ∂

∂uxx
+ ϕxt ∂

∂uxt
+ ϕtt ∂

∂utt
, (٣. ١٢)

از: عبارتند میدان این امتداد ضرایب بدهیم. اثر معادله روی را
ϕx = Dx(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxx + ξ٢uxt,
ϕt = Dt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١utx + ξ٢utt,
ϕxx = Dxx(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxx + ξ٢uxxt, (٣. ١٣)
ϕxt = Dxt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxt + ξ٢uxtt,
ϕtt = Dtt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxtt + ξ٢uttt,

هستند: زیر کامل مشتق عملگرهای Dt و Dx آن در که
Dx =

∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxt

∂

∂ut
+ uxxx

∂

∂uxx
+ uxxt

∂

∂uxt
+ uxtt

∂

∂utt
,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ uxt

∂

∂ux
+ utt

∂

∂ut
+ uxxt

∂

∂uxx
+ uxtt

∂

∂uxt
+ uttt

∂

∂utt
.



۴٧ تقارن ها و برداری میدان های امتداد
داریم: (٣. ١٠) بر (٣. ١٢) دادن اثر با

ϕt = ϕxx + ٢ϕxux (١۴ .٣)
مشخصه، دستگاه به مشتقات ضرایب از فاکتورگیری و (١۴ .٣) در (٣. ١٣) ضرایب جایگذاری با

ξ٢
ttt = ٠, ϕtu = −ϕt − ١۴ξ٢

tt, ϕuu = −ϕu,

ϕxx = ϕt, ξ٢
u = ٠, ξ٢

x = ٠, ξ١
t = −٢ϕux − ٢ϕx,

ξ١
u = ٠, ξ١

x = ١٢ξ٢
t ,

می شود: زیر شرح به (٣. ١١) ضرایب یافتن به منجر آن حل که می رسیم
ϕ = ١٨(−x٢ − ٢t)c١ + c۴x+ c۵,
ξ٢ = ١٢c١t٢ + c٢t+ c٣,
ξ١ = ١٢(c١x− ۴c۴)t+ ١٢c٢x+ c٩,

زیر مولدهای با معادله(٣. ١٠) تقارن های هستند.بنابراین دلخواهی ثابت های c١, c٢, . . . , c٧ که
می شوند، تولید

v١ =
∂

∂t
,

v٢ =
∂

∂u
,

v٣ =
∂

∂x
,

v۴ = −٢t ∂
∂x

+ x
∂

∂u
,

v۵ = ١٢x
∂

∂x
+ t

∂

∂t
,

v۶ = ١٢ tx
∂

∂x
+ ١٢ t٢

∂

∂t
+ (− ١٨x٢ − ١۴ t)

∂

∂u
.

نظریه ٢ اینفلد لئوپولد و ١ بورن مکس نام های به فیزیکدان دو نوزدهم قرن در .۶ .۵ .٣ مثال
ریسمان نظریه و بنیادی ذرات فیزیک در نظریه این دادند. تعمیم را الکترومغناطیس کلاسیک

شکل، به دوم مرتبه خطی غیر PDE یک کمک به تئوری این دارد. فراوانی کاربرد
(١ − u٢

t )uxx + ٢uxutuxt − (١ + u٢
x)utt = ٠, (١۵ .٣)

میدان یک آن تقارن های یافتن برای پیداست معادله ظاهر از که همانطور می شود. توصیف
برداری میدان باید است دو مرتبه معادله چون می گیریم. نظر در را (٣. ١١) فرم به برداری

1Max Born
2Leopold Infeld



دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار ۴٨
بورن‐ معادله روی میدان دوم مرتبه امتداد اثر با بدهیم. امتداد دو مرتبه تا را نظر مورد

داشت: خواهیم اینفلد
(١ − u٢

t )ϕ
xx − ٢utuxxϕt + ٢utuxtϕx + ٢uxuxtϕt + ٢uxutϕxt − (١ + u٢

x)ϕ
tt + ٢uxuttϕx = ٠.

(١۶ .٣)
بدست زیر مشخصه معادلات دستگاه uمشتقات از فاکتورگیری و (١۶ .٣) دستگاه دادن بسط با

می آید.
ξ٢
xx = ξ٢

xu = ξ٢
tt = ξ٢

uu = ٠,
ξ١
x = ξ٢

t , ξ١
t = ξ٢

x , ξ١
u = −ϕx,

ξ٢
t = −ϕu, ξ٢

u = ϕt, ξ٢
tu = −ϕxx.

می آیند: بدست زیر شرح به ϕ, ξ٢, ξ١ ضرایب فوق دستگاه حل با
ξ١ = c١ + c۴t− c۵u+ c٧x,
ξ٢ = c٢ + c۴x+ c۶u+ c٧t,
ϕ = c٣ + c۵x+ c۶t+ c٧u.

از: عبارتند (١۵ .٣) معادله تقارن های جبرلی مولدهای بنابراین
v١ =

∂

∂x
, v٢ =

∂

∂t
, v٣ =

∂

∂u
,

v۴ = t
∂

∂x
+ x

∂

∂t
, v۵ = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
,

v۶ = u
∂

∂t
+ t

∂

∂u
, v٧ = x

∂

∂x
+ t

∂

∂t
+ u

∂

∂u
.

مرتبه PDE یک کلی حالت در بعدی −(١ + ٣) موج انتشار دیفرانسیل معادله .٧ .۵ .٣ مثال
صورت، به دوم

utt = (f(u)ux)x + (g(u)uy)y + (h(u)uz)z + k(u), (٣. ١٧)
می باشند. u از هموار توابعی k, h, g, f طوریکه به می باشد
معادله، به (٣. ١٧) معادله k = ٠ و f = g = h = ١ ازای به
utt = uxx + uyy + uzz, (٣. ١٨)

شکل، به برداری میدان یک معادله این تقارن هر می شود دیده که همانطور می یابد. کاهش
v = ξ١ ∂

∂t
+ ξ٢ ∂

∂x
+ ξ٣ ∂

∂y
+ ξ۴ ∂

∂z
+ ϕ

∂

∂u
,



۴٩ تقارن ها و برداری میدان های امتداد
داریم: (٣. ١٨) معادله روی برداری میدان این دوم مرتبه امتداد دادن اثر با می باشد.

ϕtt = ϕxx + ϕyy + ϕzz,

آن، در که
ϕtt = Dtt(ϕ− ξ١ut − ξ٢ux − ξ٣uy − ξ۴uz) + ξ١uttt + ξ٢uxtt + ξ٣uytt + ξ۴uztt,
ϕxx = Dxx(ϕ− ξ١ut − ξ٢ux − ξ٣uy − ξ۴uz) + ξ١utxx + ξ٢uxxx + ξ٣uyxx + ξ۴uzxx,
ϕyy = Dyy(ϕ− ξ١ut − ξ٢ux − ξ٣uy − ξ۴uz) + ξ١utyy + ξ٢uxyy + ξ٣uyyy + ξ۴uzyy,
ϕzz = Dzz(ϕ− ξ١ut − ξ٢ux − ξ٣uy − ξ۴uz) + ξ١utzz + ξ٢uxzz + ξ٣uyzz + ξ۴uzzz,

زیر شرح به موج معادله تقارن های مشخصه معادلات دستگاه حل و فوق ضرایب بسط با حال
می آیند: بدست

v١ =
∂

∂x
, v٢ =

∂

∂y
, v٣ =

∂

∂z
, v۴ =

∂

∂t
, v۵ = u

∂

∂u
,

v۶ = z
∂

∂y
− y

∂

∂z
, v٧ = t

∂

∂y
+ y

∂

∂t
, v٨ = z

∂

∂t
+ t

∂

∂z
,

v٩ = t
∂

∂x
+ x

∂

∂t
, v١٠ = z

∂

∂x
− x

∂

∂z
, v١١ = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
,

v١٢ = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ t

∂

∂t
,

v١٣ = ١٢(y٢ + z٢ − x٢ − t٢) ∂
∂x

− xy
∂

∂y
− xz

∂

∂z
− xt

∂

∂t
− xu

∂

∂u
,

v١۴ = xz
∂

∂x
+ yz

∂

∂y
+ ١٢(t٢ + z٢ − x٢ − y٢) ∂

∂z
+ tz

∂

∂t
− zu

∂

∂u
,

v١۵ = xy
∂

∂x
+ ١٢(y٢ + t٢ − x٢ − z٢) ∂

∂y
+ yz

∂

∂z
+ yt

∂

∂t
− yu

∂

∂u
,

v١۶ = tx
∂

∂x
+ ty

∂

∂y
+ tz

∂

∂z
+ ١٢(x٢ + t٢ − y٢ − z٢) ∂

∂t
− tu

∂

∂u
.

مرتبه PDE یک که می گیریم نظر در را ١ زومرون معادله نمونه آخرین عنوان به .٨ .۵ .٣ مثال
است، زیر صورت به غیرخطی چهارم

(uxt
u )tt − (uxt

u )xx + ٢(u٢)xt = ٠. (٣. ١٩)
(٣. ١٩) معادله مبسوط شکل دهیم. بسط را معادله که دارد ضرورت تقارن ها یافتن برای

از: عبارتست
u٢uxttt − uuttuxt − ٢uutuxtt + ٢u٢

t uxt − u٢uxxxt + uuxxuxt + ٢uuxuxxt
− ٢uxuxt + ۴uxutu٣ + ۴u۴uxt = ٠. (٣. ٢٠)

1Zoomeron



دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار ۵٠
چهارم مرتبه تا را (٣. ١١) برداری میدان که است لازم آن مرتبه و معادله متغیرهای به توجه با

بنابراین: بدهیم. امتداد
v(۴) = v + ϕx ∂

∂ux
+ ϕt ∂

∂ut
+ ϕxx ∂

∂uxx
+ ϕxt ∂

∂uxt
+ ϕtt ∂

∂utt

+ ϕxxx ∂

∂uxxx
+ ϕxxt ∂

∂uxxt
+ ϕxtt ∂

∂uxtt
+ ϕttt ∂

∂uttt

+ ϕxxxx ∂

∂uxxxx
+ ϕxxxt ∂

∂uxxxt
+ ϕxxtt ∂

∂uxxtt
+ ϕxttt ∂

∂uxttt
+ ϕtttt ∂

∂utttt
.

داریم: (٣. ٢٠) معادله بر v(۴) دادن اثر با حال
u٢ϕxttt + ٢uuxtttϕ− uxtuttϕ− uu− ttϕxt − uuxtϕ

tt

− ٢(utuxttϕ+ uxuttϕ
t + uutϕ

xtt)

+ ٢(utuxtϕt + u٢
t ϕ

xt)− ٢uuxxxtϕ− u٢ϕxxxt

+ uxxuxtϕ+ uuxtϕ
xx + uuxxϕ

xt

+ ٢(uxuxxtϕ+ uuxxtϕ
x + uuxϕ

xxt)

− ٢)٢uxuxtϕx + u٢
xϕ

xt) + ۴(٣u٢uxutϕ+ u٣utϕx + u٣uxϕt)

+ ۴(۴u٣uxtϕ+ u٣ϕxt) = ٠.
که است لازم حال است. شده محاسبه قبلی مثال های در امتداد دوم و اول مرتبه ضرایب

آوردیم: بدست زیر شرح به را امتداد چهارم و سوم ضرایب
ϕxxt = Dxxt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxxt + ξ٢uxxtt,
ϕxtt = Dxtt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxtt + ξ٢uxttt,
ϕxxxt = Dxxxt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxxxt + ξ٢uxxxtt,
ϕxttt = Dxttt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxttt + ξ٢uxtttt,

مولدهای با سه‐بعدی جبرلی یک مشخصه معادلات در آن جایگذاری و فوق ضرایب محاسبه با
می آید: بدست زومرون معادله تقارن های برای زیر

v١ =
∂

∂x
, v٢ =

∂

∂t
, v٣ = x

∂

∂x
+ t

∂

∂t
− u

∂

∂u
.



۴ فصل
ریندلر زمان فضا‐

با و می پردازیم نظری فیزیک در دیفرانسیل هندسه کاربردهای از یکی مطالعه به فصل این در
به دیفرانسیل معادلات تقارن های مفهوم کمک به آن، ژئودزیک های و ریندلر متریک معرفی

پرداخت. خواهیم جواب ها رده بندی و بحث
در زمان و فضا مفاهیم که دریافتند آزمایشاتی طی در فیزیکدانان نوزدهم قرن اواخر در
می کند، حرکت نور سرعت نزدیکی در که ذره ای نمونه برای دارد. عیوبی نیوتنی مکانیک
مومنتوم و انرژی می شود مشاهده می کند. تجربه ساکن ذره به نسبت را متفاوت زمانی گذشت
است آن معنای به وابستگی این می شوند. وابسته مختصات دستگاه به ناگهانی طور به ذرات
متفاوت زمانی گذشت نوری، ساعت یک نمونه برای باشند. مطلق نمی توانند زمان و فضا که
متفاوتی شکل متحرک، و ساکن ناظر دو حتی می کند. اندازه گیری مختلف ناظر دو نسبت را
به خاص نسبیت در که می شود گفته زمان اتساع پدیده این به می بینند. متحرک ساعت از را

است. شده پرداخته آن
برخی نظریه این در شد. داده توضیح انیشتین خاص نسبیت در ابتدا در وابستگی این
می شوند. گرفته نظر در تغییر قابل غیر نور، سرعت و ساکن ذره جرم̧ همچون خاصیت ها از
سابق استاد ١٩٠٧ سال در است. زمان و فضا در حرکت نحوه به وابسته ویژگی ها از برخی اما
زمان و فضا که داد نشان او کرد. مطرح را انقلابی ایده ای «١ مینکوفسکی «هرمان انیشتین،
کننده توصیف که داد ارائه را فرمولی او کرد. بیان عبارت یک و مفهوم یک قالب در می توان را

1Hermann Minkowski
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ریندلر زمان فضا‐ ۵٢
از شما تجربه که است آن معنای به جمله این هستند. یکدیگر با ذارت کنش و حرکت بستر
گرانش رابطه این حال این با است. زمان و فضا در شما حرکت نحوه به وابسته اطراف محیط
شناخته مینکوفسکی فضای عنوان تحت امروزه داد توسعه او که زمانی فضا نداشت. خود در را

می شود. استفاده نیز مکانیک کوانتوم در فضا‐زمان بیانِ نوع این از می شود.
حرکت نحوه مورد در را پرسش ها تمامی مینکوفسکی فضای شود، حذف گرانش نیروی اگر
نیاز مورد بستر و بوده خالی و خمیدگی بدون فضا‐زمان، حالت این در می دهد. پاسخ ذره
شتاب شما زمانی که باشید داشته توجه می کند. فراهم یکدیگر با را ذرات کنش و حرکت جهت
است ممکن نمونه برای گیرید. قرار دیگری جسم یا ذره با کنش در که می کنید احساس را
گرانش نیروی واقعی دنیای در اما کنید. حرکت جلو سمت به شما و داده هل را شما شخصی
اولین برای که بود انیشتین آلبرت این کند. وارد شتاب ذرات به می تواند که است عاملی نیز

کرد. جایگزین شتاب با را گرانش نیروی ذهنی آزمایشی از استفاده با بار
نگرفته قرار گرانش تحت که می کند توصیف را فضا‐زمان از بستری مینکوفسکی بیان
بین ارتباط می کند. خم را اطرافش زمان و فضا جرم، یک که است حالی در این است.
قابل عام نسبیت از استفاده با جرم، وجود از ناشی خمیده فضای و مینکوفسکی تخت فضای
متریک تانسور یا متریک تانسور عنوان تحت عام، نسبیت ریاضیاتی فرمول بندی است. توصیف
کند. توصیف را زمان فضا این می تواند نیز ریمانی هندسه البته می شود. شناخته انیشتین
بین فاصله و هندسه طول، میدان، نوع هر تغییر نحوه که است نوزدهم قرن ریاضیدان ریمان،

.[٩ است[١٢، کرده فرمول بندی خمیده فضای در را نقاط
نهایتا و گذاشت وقت گرانش مفهوم ریاضیاتی فرمول بندی روی را دهه یک تقریبا انیشتین
فضای چگونه جرم که می کند بیان معادله این داد. ارائه را عام نسبیت معادله  کلی شکل
از استفاده با نیز خمیده زمان فضا در جرم یک حرکت نحوه هم چنین می کند. خم را اطرافش

است. توصیف قابل عام نسبیت
جهت و مسیر نشود، وارد نیرویی حرکت حال در جسم به اگر می گوید نیوتن اول قانون
فضا‐زمانی در جسمی اگر که است آن گزاره این نسبیتی بیان ماند. خواهد ثابت جسم حرکت
گرفته قرار جسم که است حالی در این کرد. نخواهد تغییر مسیرش باشد، حرکت حال در تخت

می کند. طی را شده خمیده مسیر خمیده، فضا‐زمان در
در گرانش تاثیر گذارند. متریک تانسور در که هستند بسیاری پارامتر های فیزیکی نظر از
مفهوم از استفاده با را تاثیر این عام نسبیت در می شود. ایجاد آن توزیع نحوه و جرم نتیجه
یکی تنها جرم توزیع نحوه که بدانید است جالب حال این با می دهند. قرار بررسی مورد چگالی
مولفه های تانسور این در است. تاثیرگذار فضا‐زمان شکل توضیح در که است پارامتری ١۶ از
مولفه ای سه نیز ذرات سریع حرکت از ناشی فشار و خلا فشار تابشی، فشار همچون فشاری

تاثیرگذارند. متریک تانسور در که هستند
هم چنین می دهند. توضیح جر م ها حضور در را حجم شکل تغییر نحوه دیگر مولفه  ۶ نهایتا
جرم، بین رابطه می کنند. توصیف را حرکت حال در اجسام شکل تغییر نحوه مولفه ها این



۵٣ ریندلر زمان فضا‐ معرفی
امواج برای حتی و نوترونی ستاره تا زمین جمله از سیستم ها تمامی در زمان فضا و انرژی

است. برقرار گرانشی
تانسور این حقیقت در است. متقارن اما بوده، ۴×۴ متریک تانسور که باشید داشته توجه
دارد حجم) تغییر (مولفه های غیرقطری مولفه ۶ و فشار) مولفه های و (چگالی قطری مولفه ۴
مفهوم از استفاده با قطری غیر دیگرِ مولفه  ۶ هستند. مستقل یکدیگر به نسبت مولفه ها این که

می شوند. تعیین تقارن
هم چنین می کند. توصیف ما برای را عالم در موجود انرژی و ماده کل بین ارتباط متریک،
نسبیت حقیقت در می شود. بیان تانسور این از استفاده با نیز عالم در زمان فضا خمیدگی نحوه
جهان در موجود ماده و انرژی تمام که باشید دانسته شما اگر که است قدرتمند حدی به عام
درک را آینده و حال گذشته، از عالم فرآیند می توانید آن گاه داشته اند، فعالیتی چه و بوده  کجا

کنید.

ریندلر زمان فضا‐ معرفی ١ .۴
بخشی که است مفید و مهم مختصات جدول یک ریندلر مختصات جدول نسبیتی، فیزیک در

می دهد. نشان مارا تخت زمان فضا از
مرجع چارچوب یک ریندلر مختصات دستگاه شد. معرفی ریندلر ولفگانگ توسط ریندلر جدول
ذره یک خاص نسبیت در می دهد. نمایش مینکوفسکی فضازمان در را ثابت شتاب با شتابدار
ریندلری چارچوب می توان ذره ای چنین برای می شود. هایبربولیک حرکت دچار ثابت شتاب با

باشد. ساکن ذره آن که یافت

وسیله ی به که می شود نوشته (t, x, y, z) مختصات با ریندلر فضا‐زمان مختصات .١. ١ .۴ تعریف
می شود: بیان زیر هذلولوی معادلات

T = x sinh(αt),

X = x cosh(αt),

Y = y,

Z = z.

به که است (t, x, y, z) مختصات با و ریمانی شبه متریک یک ریندلر متریک .١. ٢ .۴ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت

g = −dT ٢ + dX٢ + dY ٢ + dZ٢,



ریندلر زمان فضا‐ ۵۴
آن، در که

dT = αx cosh(αt) dt+ sinh(αt) dx,

dX = αx sinh(αt) dt+ cosh(αt) dx,

dY = dy,

dZ = dz,

از: عبارتست ریندلر متریک صورت بنابراین

g = −(αx)٢ dt+ dx٢ + dy٢ + dz٢.

داریم: متریک این به توجه با

gtt = −(αx)٢,
gxx = ١,
gyy = ١,
gzz = ١,

است، زیر شکل به g ریمانی متریک ضرایب تانسور بنابراین
−(αx)٢ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 .

ریندلر متریک ژئودزیک های ٢ .۴
که مسیری کوتاه ترین فیزیک، در شدند. بررسی هندسی دیدگاه از ژيودزیک ها دوم درفصل
هستند مستقیم خط ژئودزیک ها تخت فضا‐زمان در دارد. نام ژئودزیک می کند آزاد ذره یک
فضا‐زمان آن خاص مختصات و متریک نوع براساس ژئودزیک ها خمیده فضا‐زمان در ولی

می شوند. نوشته
از: عبارتند صفر غیر کریستوفل های متریک، ضرایب و ریندلر متریک به توجه با

Γt
tx = Γt

xt =
١
x
,

Γx
tt = α٢x,



۵۵ ریندلر متریک ژئودزیک های
دستگاه در هرگاه است ریندلر متریک ژئودزیک یک ،c(t) = (t(s), x(s), y(s), z(s) خم بنابراین

کند: صدق زیر

k = ١, i, j = ١,٢,٣,۴
ẍ١(t) + ẋ١(t)ẋ(٢)٢Γ١١٢ + ẋ٢(t)ẋ١(t)Γ١٢١ = ٠,
k = ٢, i, j = ١,٢,٣,۴
ẍ٢(t) + ẋ١(t)ẋ١(t)Γ٢١١ = ٠,
k = ٣, i, j = ١,٢,٣,۴
ẍ٣(t) = ٠,
k = ۴, i, j = ١,٢,٣,۴
ẍ۴(t) = ٠,

داریم: سازی ساده و کریستوفل ها جایگذاری با بنابراین

ẗ+ ẋṫ(٢
x ) = ٠,

ẍ+ ṫ٢(α٢x) = ٠,
ÿ = ٠,
z̈ = ٠.

(١ .۴)

است. s پارامتر به نسبت ژئودزیک مؤلفه های مشتقات ṫ, ẋ, . . . از منظور به طوریکه
غیر معمولی دیفرانسیل معادله −۴ دستگاه یک ریندلر، هندسه ژئودزیک معادلات دستگاه

جت مختصات با و E ' R× R۴ کامل فضای روی که است دو مرتبه خطی
چهار و s مستقل متغیر یک شامل که می شود، تعریف J٢(E) = (s, t, x, y, z, ṫ, ẋ, ẏ, ż, ẗ, ẍ, ÿ, z̈)

میدان  ابتدا نقطه ای، تقارن های آوردن بدست برای بنابراین است. (t, x, y, z) وابسته متغیر
صورت، به را (s, t, x, y, z) فضا‐زمان مختصات برداری

v =ξ(s, t, x, y, z)
∂

∂s
+ ϕ١(s, t, x, y, z)

∂

∂t
+ ϕ٢(s, t, x, y, z)

∂

∂x

+ ϕ٣(s, t, x, y, z)
∂

∂y
+ ϕ۴(s, t, x, y, z)

∂

∂z
, (٢ .۴)

می کنیم. تعریف
به را برداری میدان بنابراین است، دو مرتبه از ژئودزیک معادلات دستگاه اینکه به توجه با

می دهیم، امتداد دو مرتبه تا زیر صورت
v(٢) =ξ ∂

∂s
+ ϕ١

∂

∂t
+ ϕ٢

∂

∂x
+ ϕ٣

∂

∂y
+ ϕ۴

∂

∂z

+ ϕs١
∂

∂ts
+ ϕs٢

∂

∂xs
+ ϕs٣

∂

∂ys
+ ϕs۴

∂

∂zs

+ ϕss١
∂

∂tss
+ ϕss٢

∂

∂xss
+ ϕss٣

∂

∂yss
+ ϕss۴

∂

∂zss
.



ریندلر زمان فضا‐ ۵۶
از: عبارتست ریندلر معادلات دستگاه برای را دیفرانسیل معادلات دستگاه ناوردایی شرط

v(٢)(∆) = ٠, هرگاه ∆ = ٠,

می باشد. (١ .۴) دیفرانسیل معادلات دستگاه ∆ از منظور طوریکه به
می نویسیم: زیر صورت به را Ds کامل مشتق عملگر ابتدا امتداد، ضرایب محاسبه برای

Ds =
∂

∂s
+ ṫ

∂

∂t
+ ẋ

∂

∂x
+ ẏ

∂

∂y
+ ż

∂

∂z
+ ẗ

∂

∂ṫ
+ ẍ

∂

∂ẋ
+ ÿ

∂

∂ẏ
+ z̈

∂

∂ż

+
...
t
∂

∂ẗ
+

...
x
∂

∂ẍ
+

...
y
∂

∂ÿ
+

...
z
∂

∂z̈
.

از: عبارتند (٢ .۴) برداری میدان مشخصه های

Qt = ϕ١ − ξ
∂t

∂s
= ϕ١ − ξts,

Qx = ϕ٢ − ξ
∂x

∂s
= ϕ٢ − ξxs,

Qy = ϕ٣ − ξ
∂y

∂s
= ϕ٣ − ξts,

Qz = ϕ۴ − ξ
∂z

∂s
= ϕ۴ − ξts.

با: برابرند امتداد ضرایب لذا  

ϕs١ = DsQ
t + ξtss,

ϕs٢ = DsQ
x + ξxss,

ϕs٣ = DsQ
y + ξyss,

ϕs۴ = DsQ
z + ξzss,

ϕss١ = DssQ
t + ξtsss,

ϕss٢ = DssQ
x + ξxsss,

ϕss٣ = DssQ
y + ξysss,

ϕss۴ = DssQ
z + ξzsss.



۵٧ ریندلر متریک ژئودزیک های
داریم: Ds کامل مشتق عملگر حسب بر فوق ضرایب بسط با

ϕs١ =ϕ١s + ṫϕ١t + ẋϕ١x + ẏϕ١y + żϕ١z
− ṫξs − ṫ٢ξt − ṫẋξ − ṫẏξy − ṫżξz,

...
ϕss۴ =ϕ۴ss − ٢ṫżẋξtx − ٢ṫżẏξty − ٢ẋżẏξxy + ٢ṫżϕ۴tz − żṫ٢ξtt

− ٢ṫż٢ξtz − ẗżξt + ٢ẋẏϕ۴xy + ٢ẋżϕ۴xz − żẋ٢ξxx
− ٢ẋż٢ξxz − ẍżξx + ٢ẏżϕ۴yz − żẏ٢ξyy − ٢ẏż٢ξyz
− ÿżξy − ٢z̈ṫξt − ٢z̈ẋξx − ٢z̈ẏξy − ٣z̈żξz − ٢żẏξsy
− ٢żṫξst − ٢żẋξsx + ٢ṫẋϕ۴tx + ٢ṫẏϕ۴ty + ẏ٢ϕ۴yy
+ ÿϕ۴y + ż٢ϕ۴zz − ż٣ξzz + z̈ϕ۴z − ٢z̈ξs + ṫ٢ϕ۴tt
+ ẗϕ۴t + ẋ٢ϕ۴xx + ẍϕ۴x + ٢ṫϕ۴st + ٢ẋϕ۴sx
+ ٢ẏϕ۴sy + ٢żϕ۴sz − żξss − ٢ż٢ξsz.

می دهیم. قرار صفر مساوی دستگاه پیمانه به و داده اثر دستگاه روی را v(٢) برداری میدان حال
مشخصه معادلات دستگاه یک وابسته متغیرهای مشتقات دادن قرار صفر و آن دادن بسط با

می آید: بدست زیر صورت به

ξsss = ξsst = ξssx = ξssy = ξssz

= ϕ١ss = ϕ١sy = ϕ١sz = ϕ١zz = ϕ٣ss
= ϕ٣st = ϕ٣sx = ϕ٣sz = ϕ٣tz = ϕ٣xx
= ϕ٣xz = ϕ٣zz = ϕ۴ss = ϕ۴st = ϕ۴sx
= ϕ۴sy = ϕ۴ty = ϕ۴xx = ϕ۴sy = ϕ۴yy
= ξty = ξtz = ξxx = ξxy = ξxz = ξyy = ξyz = ξzz = ٠,
ϕ١stt = α٢ϕ١s,
ϕ١ttt = ٣α٢xϕ١tx + ۴ϕ١t,
ϕ١ttx = α٢ϕ١x,
...
ϕ٢y = x(ξsy − ϕ١ty),
ϕ٢z = x(ξsz − ϕ١tz).
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می آیند: بدست زیر صورت به ϕ۴, ϕ٣, ϕ٢, ϕ١, ξ ضرایب فوق دستگاه حل با

ξ = x(c١۴s+ c١٢)e−αt + x(c١۵s+ c١٣)eαt + ١٢c١٨s٢ + ٢)١٢c١۶y + ٢c١٩ + ٢c٢١z)s
c١٧y + c٢٢z + c٢٠,
ϕ١ = ١

x((c١y + c٣s+ c۵z + c١٠)e−αt + c٩e−٢αtx+ c٨xe٢αt

+ (c۶z + c٢y + sc۴ + c١١)eαt + c٧x),
ϕ٢ = ٢))١٢c١y + ٢c۵z + ٢c٣z + ٢c١٠)α+ ٢c١۴x٢)e−αt

+ c٩αe−٢αtx− c٨αe٢αtx+ ٢−))١٢c۶z − ٢c٢y − ٢sc۶ − ٢c١١)α+ ٢c١۵x٢)eαt

+ ١٢x(c١٨s+ ٢c٢١z + ٢c١۶y + ٢c٣۵),
ϕ٣ = x(c١۴y + c٢٣)e−αt + x(c١۵y + c٢۴)eαt + c١۶y٢

+ ١٢(c١٨s+ ٢c٢۶ + ٢c٢١z)y + sc٢۵ + c٢٨z + c٢٧,
ϕ۴ = x(zc١۴ + c٢٩)e−αt + x(c١۵z + c٣٠)eαt + c٢١z٢

+ ١٢(c١٨s+ ٢c٣٢ + ٢c١۶y)z + sc٣١ + c٣٣ + c٣۴y.

با تقارن ها از بعدی −٢۵ جبرلی یک (٢ .۴) برداری میدان در ضرایب این جایگذاری با بنابراین
می آیند، بدست زیر مولدهای

X١ = s
∂

∂y
, X٢ =

∂

∂y
, X٣ = s

∂

∂z
, X۴ =

∂

∂z
,

X۵ =
∂

∂t
, X۶ = s

∂

∂s
, X٧ =

∂

∂s
, X٨ = z

∂

∂s
,

X٩ = y
∂

∂y
, X١٠ = z

∂

∂y
, X١١ = z

∂

∂z
, X١٢ = y

∂

∂z
,

X١٣ = x
∂

∂x
, X١۴ = y

∂

∂s
, X١۵ = xeαt

∂

∂y
, X١۶ = xeαt

∂

∂s
,

X١٧ = xeαt
∂

∂z
, X١٨ = xe−αt ∂

∂s
, X١٩ = xe−αt ∂

∂y
, X٢٠ = xe−αt ∂

∂z
,

X٢١ = sz
∂

∂s
+ xz

∂

∂x
+ yz

∂

∂y
+ z٢ ∂

∂z
, X٢٢ = sy

∂

∂s
+ xy

∂

∂x
+ y٢ ∂

∂y
+ yz

∂

∂z
,

X٢٣ = s٢ ∂
∂s

+ sx
∂

∂x
+ sy

∂

∂y
+ sz

∂

∂z
,

X٢۴ = sxeαt
∂

∂s
+ x٢eαt ∂

∂x
+ xyeαt

∂

∂y
+ xzeαt

∂

∂z
,

X٢۵ = sxe−αt ∂

∂s
+ x٢e−αt ∂

∂x
+ xye−αt ∂

∂y
+ xze−αt ∂

∂z
.



۵٩ ریندلر متریک ژئودزیک های
می رسد: اثبات به آن ها بودن جبرلی مولدها این لی کروشه های محاسبه با ادامه در

[X١, X٢] = ٠, [X١, X٣] = ٠, [X١, X۴] = ٠, [X١, X۵] = ٠, [X١, X۶] = −X١,
[X١, X٧] = −X٢, [X١, X٨] = −X١٠, [X١, X٩] = X١, [X١, X١٠] = ٠,
[X١, X١١] = ٠, [X١, X١٢] = X٣, [X١, X١٣] = ٠, [X١, X١۴] = X۶ −X٩,
[X١, X١۵] = ٠, [X١, X١۶] = −X١۵, [X١, X١٧] = ٠, [X١, X١٨] = −X١۵,
[X١, X١٩] = ٠, [X١, X٢٠] = ٠, [X١, X٢١] = ٠, [X١, X٢٢] = X٢٣, [X١, X٢٣] = ٠,
[X١, X٢۴] = ٠, [X١, X٢۵] = ٠,
[X٢, X٣] = ٠, [X٢, X۴] = ٠, [X٢, X۵] = ٠, [X٢, X۶] = −X١, [X٢, X٧] = ٠,
[X٢, X٨] = ٠, [X٢, X٩] = X٢, [X٢, X١٠] = ٠, [X٢, X١١] = ٠, [X٢, X١٢] = X۴,
[X٢, X١٣] = ٠, [X٢, X١۴] = X٧, [X٢, X١۵] = ٠, [X٢, X١۶] = ٠, [X٢, X١٧] = ٠,
[X٢, X١٨] = ٠, [X٢, X١٩] = ٠, [X٢, X٢٠] = ٠ [X٢, X٢١] = X١٠,
[X٢, X٢٢] = X۶ +X١٣ + ٢X٩ +X١١, [X٢, X٢٣] = X١, [X٢, X٢۴] = X١۵,
[X٢, X٢۵] = X١٩,
[X٣, X۴] = ٠, [X٣, X۵] = ٠, [X٣, X۶] = −X٣, [X٣, X٧] = −X۴,
[X٣, X٨] = X۶ −X١١, [X٣, X٩] = ٠, [X٣, X١٠] = X١, [X٣, X١١] = X٣,
[X٣, X١٢] = ٠, [X٣, X١٣] = ٠, [X٣, X١۴] = −X١٢, [X٣, X١۵] = ٠, [X٣, X١۶] = −X١٧,
[X٣, X١٧] = ٠, [X٣, X١٨] = −X١٩, [X٣, X٢٠] = ٠, [X٣, X٢١] = X٢٣,
[X٣, X٢٢] = ٠, [X٣, X٢٣] = ٠, [X٣, X٢۴] = ٠, [X٣, X٢۵] = ٠,
[X۴, X۵] = ٠, [X۴, X۶] = ٠, [X۴, X٧] = ٠, [X۴, X٨] = X٧, [X۴, X٩] = ٠,
[X۴, X١٠] = X٢, [X۴, X١١] = X۴, [X۴, X١٢] = ٠, [X۴, X١٣] = ٠, [X۴, X١۴] = ٠,
[X۴, X١۵] = ٠, [X۴, X١۶] = ٠, [X۴, X١٧] = ٠, [X۴, X١٨] = ٠, [X۴, X١٩] = ٠,
[X۴, X٢٠] = ٠, [X۴, X٢١] = X۶ +X١٣ +X٩ + ٢X١٠, [X۴, X٢٢] = X١٢, [X۴, X٢٣] = X٣,
[X۴, X٢۴] = X١٧, [X۴, X٢۵] = X٢٠,
[X۵, X۶] = ٠, [X۵, X٧] = ٠, [X۵, X٨] = ٠, [X۵, X٩] = ٠, [X۵, X١٠] = ٠,
[X۵, X١١] = ٠, [X۵, X١٢] = ٠, [X۵, X١٣] = ٠, [X۵, X١۴] = ٠, [X۵, X١۵] = αX١۵,
[X۵, X١۶] = αX١۶, [X۵, X١٧] = αX١٧, [X۵, X١٨] = −αX١۶, [X۵, X١٩] = −αX١۵,
[X۵, X٢٠] = −αX١٧, [X۵, X٢١] = ٠, [X۵, X٢٢] = ٠, [X۵, X٢٣] = ٠,
[X۵, X٢۴] = αX٢۴, [X۵, X٢۵] = −αX٢۵,
[X۶, X٧] = −X٧, [X۶, X٨] = −X٨, [X۶, X٩] = ٠, [X۶, X١٠] = ٠, [X۶, X١١] = ٠,



ریندلر زمان فضا‐ ۶٠

[X۶, X١٢] = ٠, [X۶, X١٣] = ٠, [X۶, X١۴] = −X١۴, [X۶, X١۵] = ٠,
[X۶, X١۶] = −X١۶, [X۶, X١٧] = ٠, [X۶, X١٨] = −X١۶, [X۶, X١٩] = ٠,
[X۶, X٢٠] = ٠, [X۶, X٢١] = ٠, [X۶, X٢٢] = ٠, [X۶, X٢٣] = X٢٣,
[X۶, X٢۴] = ٠, [X۶, X٢۵] = ٠,
[X٧, X٨] = ٠, [X٧, X٩] = ٠, [X٧, X١٠] = ٠, [X٧, X١١] = ٠, [X٧, X١٢] = ٠,
[X٧, X١٣] = ٠, [X٧, X١۴] = ٠, [X٧, X١۵] = ٠, [X٧, X١۶] = ٠, [X٧, X١٧] = ٠,
[X٧, X١٨] = ٠, [X٧, X١٩] = ٠, [X٧, X٢٠] = ٠, [X٧, X٢١] = X٨, [X٧, X٢٢] = X١۴,
[X٧, X٢٣] = ٢X۶ +X١٣ +X٩ +X١١, [X٧, X٢۴] = X١۶, [X٧, X٢۵] = X١٨,
[X٨, X٩] = ٠, [X٨, X١٠] = ٠, [X٨, X١١] = −X٨, [X٨, X١٢] = −X١۴,
[X٨, X١٣] = ٠, [X٨, X١۴] = ٠, [X٨, X١۵] = ٠, [X٨, X١۶] = ٠, [X٨, X١٧] = −X١٨,
[X٨, X١٩] = ٠, [X٨, X٢٠] = −X١٨, [X٨, X٢١] = ٠, [X٨, X٢٢] = ٠,
[X٨, X٢٣] = X٢١, [X٨, X٢۴] = ٠, [X٨, X٢۵] = ٠,
[X٩, X١٠] = −X١٠, [X٩, X١١] = ٠, [X٩, X١٢] = X١٢, [X٩, X١٣] = ٠,
[X٩, X١۴] = X١۴, [X٩, X١۵] = −X١۵, [X٩, X١۶] = ٠, [X٩, X١٧] = ٠,
[X٩, X١٨] = ٠, [X٩, X١٩] = −X١۵, [X٩, X٢٠] = ٠, [X٩, X٢١] = ٠,
[X٩, X٢٢] = X٢٢, [X٩, X٢٣] = ٠, [X٩, X٢۴] = ٠, [X٩, X٢۵] = ٠,
[X١٠, X١١] = −X١٠, [X١٠, X١٢] = −X٩ +X١١, [X١٠, X١٣] = ٠, [X١٠, X١۴] = X٨,
[X١٠, X١۵] = ٠, [X١٠, X١۶] = ٠, [X١٠, X١٧] = −X١۵, [X١٠, X١٨] = ٠,
[X١٠, X١٩] = ٠, [X١٠, X٢٠] = −X١۵, [X١٠, X٢١] = ٠, [X١٠, X٢٢] = X٢١,
[X١٠, X٢٣] = ٠, [X١٠, X٢۴] = ٠, [X١٠, X٢۵] = ٠,
[X١١, X١٢] = −X١٢, [X١١, X١٣] = ٠, [X١١, X١۴] = ٠, [X١١, X١۵] = ٠,
[X١١, X١۶] = ٠, [X١١, X١٧] = −X١٧, [X١١, X١٨] = ٠, [X١١, X١٩] = ٠,
[X١١, X٢٠] = −X٢٠, [X١١, X٢١] = X٢١, [X١١, X٢٢] = ٠, [X١١, X٢٣] = ٠,
[X١١, X٢۴] = ٠, [X١١, X٢۵] = ٠,
[X١٢, X١٣] = ٠, [X١٢, X١۴] = ٠, [X١٢, X١۵] = −X١٧, [X١٢, X١۶] = ٠,
[X١٢, X١٧] = ٠, [X١٢, X١٨] = ٠, [X١٢, X١٩] = −X٢٠, [X١٢, X٢٠] = ٠,
[X١٢, X٢١] = X٢٢, [X١٢, X٢٢] = ٠, [X١٢, X٢٣] = ٠, [X١٢, X٢۴] = ٠,
[X١٢, X٢۵] = ٠,
[X١٣, X١۴] = ٠, [X١٣, X١۵] = X١۵, [X١٣, X١۶] = X١۶, [X١٣, X١٧] = X١٧,
[X١٣, X١٨] = X١٨, [X١٣, X١٩] = X١٩, [X١٣, X٢٠] = X٢٠, [X١٣, X٢١] = ٠,
[X١٣, X٢٢] = ٠, [X١٣, X٢٣] = ٠, [X١٣, X٢۴] = X٢۴, [X١٣, X٢۵] = X٢۵,



۶١ ریندلر متریک ژئودزیکهای رده بندی

[X١۴, X١۵] = −X١۶, [X١۴, X١۶] = ٠, [X١۴, X١٧] = ٠, [X١۴, X١٨] = ٠,
[X١۴, X١٩] = −X١٨, [X١۴, X٢٠] = ٠, [X١۴, X٢١] = ٠, [X١۴, X٢٢] = ٠,
[X١۴, X٢٣] = X٢٢, [X١۴, X٢۴] = ٠, [X١۴, X٢۵] = ٠,
[X١۵, X١۶] = ٠, [X١۵, X١٧] = ٠, [X١۵, X١٨] = ٠, [X١۵, X١٩] = ٠, [X١۵, X٢٠] = ٠,
[X١۵, X٢١] = ٠, [X١۵, X٢٢] = X٢۴, [X١۵, X٢٣] = ٠, [X١۵, X٢۴] = ٠,
[X١۵, X٢۵] = ٠,
[X١۶, X١٧] = ٠, [X١۶, X١٨] = ٠, [X١۶, X١٩] = ٠, [X١۶, X٢٠] = ٠, [X١۶, X٢١] = ٠,
[X١۶, X٢٢] = ٠, [X١۶, X٢٣] = X٢۴, [X١۶, X٢۴] = ٠, [X١۶, X٢۵] = ٠,
[X١٧, X١٨] = ٠, [X١٧, X١٩] = ٠, [X١٧, X٢٠] = ٠, [X١٧, X٢١] = X٢۴,
[X١٧, X٢٢] = ٠, [X١٧, X٢٣] = ٠, [X١٧, X٢۴] = ٠, [X١٧, X٢۵] = ٠,
[X١٨, X١٩] = ٠, [X١٨, X٢٠] = ٠, [X١٨, X٢١] = ٠, [X١٨, X٢٢] = ٠,
[X١٨, X٢٣] = X٢۵, [X١٨, X٢۴] = ٠, [X١٨, X٢۵] = ٠,
[X١٩, X٢٠] = ٠, [X١٩, X٢١] = ٠, [X١٩, X٢٢] = X٢۵, [X١٩, X٢٣] = ٠,
[X١٩, X٢۴] = ٠, [X١٩, X٢۵] = ٠,
[X٢٠, X٢١] = X٢۵, [X٢٠, X٢٢] = ٠, [X٢٠, X٢٣] = ٠, [X٢٠, X٢۴] = ٠,
[X٢٠, X٢۵] = ٠,
[X٢١, X٢٢] = ٠, [X٢١, X٢٣] = ٠, [X٢١, X٢۴] = ٠, [X٢١, X٢۵] = ٠,
[X٢٢, X٢٣] = ٠, [X٢٢, X٢۴] = ٠, [X٢٢, X٢۵] = ٠,
[X٢٣, X٢۴] = ٠, [X٢٣, X٢۵] = ٠,
[X٢۴, X٢۵] = ٠.

رده ادامه در می باشند، (١ .۴) دستگاه تقارن های برداری میدان −٢۵ این دادیم نشان که حال
شد. خواهد انجام دستگاه تقارن های اساس بر ژئودزیک ها بندی

ریندلر متریک ژئودزیکهای رده بندی ٣ .۴
که می کنیم عمل صورت این به تقارن ها کمک به (١ .۴) دستگاه جواب های طبقه بندی برای
بدست را تقارن ها جبرلی کوچک بی نهایت مولدهای از یک هر پارامتری یک‐ گروه عمل ابتدا
دستگاه جواب های از کلی حالت تولید به منجر گروه ها عمل این از یک هر سپس آوردیم.
می گیرد. قرار حالت −٢۵ این از یکی در دستگاه این از دلخواهی جواب هر طوریکه به می شود
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از: عبارتند مولدها این از یک هر پارامتری یک گروه عمل توضیحات این به توجه با

exp(εX١)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, εs+ y, z),

exp(εX٢)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, ε+ y, z),

exp(εX٣)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, y, εs+ z),

exp(εX۴)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, y, ε+ z),

exp(εX۵)(s, t, x, y, z) = (s, ε+ t, x, y, z),

exp(εX۶)(s, t, x, y, z) = (eεs, t, x, y, z),

exp(εX٧)(s, t, x, y, z) = (s+ ε, t, x, y, z),

exp(εX٨)(s, t, x, y, z) = (εz + s, t, x, y, z),

exp(εX٩)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, eεy, z),

exp(εX١٠)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, εz + y, z),

exp(εX١١)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, y, eεz),

exp(εX١٢)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, y, εy + z),

exp(εX١٣)(s, t, x, y, z) = (s, t, eεx, y, z),

exp(εX١۴)(s, t, x, y, z) = (εy + s, t, x, y, z),

exp(εX١۵)(s, t, x, y, z) = (s, t, εxeαt, y, z),

exp(εX١۶)(s, t, x, y, z) = (εxeαt + s, t, x, y, z),

exp(εX١٧)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, y, εxeαt + z),

exp(εX١٨)(s, t, x, y, z) = (εxe−αt + s, t, x, y, z),

exp(εX١٩)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, εxe−αt + y, z),

exp(εX٢٠)(s, t, x, y, z) = (s, t, x, y, εxe−αt + z),

exp(εX٢١)(s, t, x, y, z) = ( s١−εz
, t, x١−εz

, y١−ξz
, z١−εz

),

exp(εX٢٢)(s, t, x, y, z) = ( s١−εy
, t, x١−εy

, y١−εy
, z١−εy

),

exp(εX٢٣)(s, t, x, y, z) = ( s١−εs
, t, x١−εs

, z١−ξεs
+ y − z, z١−εs

),

exp(εX٢۴)(s, t, x, y, z) = (s exp{
∫ ε

٠
xeαt

١−ueαt du}, t, x١−εxeαt ,

y exp{
∫ ε

٠
xeαt

١−ueαt du}, z exp{
∫ ε

٠
xeαt

١−ueαt du},

exp(εX٢۵)(s, t, x, y, z) = (s exp{
∫ ε

٠
xe−αt

١−ue−αt du}, t, x١−εxe−αt ,

y exp{
∫ ε

٠
xe−αt

١−ue−αt du}, z exp{
∫ ε

٠
xe−αt

١−ue−αt du}.



۶٣ ریندلر متریک ژئودزیکهای رده بندی
زیر خم های آنگاه باشد ریندلر متریک ژئودزیک یک c(s) = (t(s), x(s), y(s), z(s)) اگر بنابراین

می باشند: ریندلر متریک ژئودزیک یک همگی
c(s) = (t(s), x(s), εs+ y(s), z(s)),

c(s) = (t(s), x(s), ε+ y(s), z(s)),

c(s) = (t(s), x(s), y(s), εs+ z(s)),

c(s) = (t(s), x(s), y(s), ε+ z(s)),

c(s) = (ε+ t(s), x(s), y(s), z(s)),

c(s) = (t(e−εs), x(e−εs), y(e−εs), z(e−εs)),

c(s) = (t(s− ε), x(s− ε), y(s− ε), z(s− ε)),

c(s) = (t(s− εz(s)), x(s− εz(s)), y(s− εz(s)), z(s− εz(s))),

c(s) = (t(s), x(s), eεy(s), z(s)),

c(s) = (t(s), x(s), y(s) + εz(s), z(s)),

c(s) = (t(s), x(s), y(s), eεz(s)),

c(s) = (t(s), x(s), y(s), εy(s) + z(s)),

c(s) = (t(s), eεx(s), y(s), z(s)),

c(s) = (t(s− εy(s)), x(s− εy(s)), y(s− εy(s)), z(s− εy(s))),

c(s) = (t(s), x(s), εx(s)eαt(s) + y(s), z(s)),

c(s) = (t(s− εx(s)eαt(s)), x(s− εx(s)eαt(s)), y(s− εx(s)eαt(s)), z(s− εx(s)eαt(s))),

c(s) = (t(s), x(s), y(s), εx(s) + eαt + z(s))

c(s) = (t(s− εx(s)e−αt(s)), x(s− εx(s)e−αt(s)), y(s− εx(s)e−αt(s)), z(s− εx(s)e−αt(s))),

c(s) = (t(s), x(s), y(s) + εx(s)e−αt(s), z(s)),

c(s) = (t(s), x(s), y(s), z(s) + εx(s)e−αt(s)),

c(s) = (t(
s

١ + εz(s)
),

x( s١+εz(s)
)

١ − εz( s١+εz(s)
)
,

y( s١+εz(s)
)

١ − εz( s١+εz(s)
)
,

z( s١+εz(s)
)

١ − εz( s١+εz(s)
)
),

c(s) = (t(
s

١ + εy(s)
),

x( s١+εz(s)
)

١ − εy( s١+εz(s)

,
y( s١+εz(s)

)

١ − εy( s١+εz(s)
)
,

z( s١+εz(s)
)

١ − εy( s١+εz(s)
)
),

c(s) = (t(
s

s+ εs
),
x( s١+εz(s)

)

١ − εs
,
y( s١+εz(s)

)

١ − εs
+ y(

s

١ + εz(s)
)− z(

s

١ + εz(s)
),
z( s١+εz(s)

)

١ − εs
),

c(s) = (t(s exp{−
∫ ε

٠
xeαt

١ − ueαt
du}),

x(s exp{−
∫ ε٠ xeαt

١−ueαt du})

١ − εx(s exp{−
∫ ε٠ xeαt

١−ueαt du})e
αt(s exp{−

∫ ε٠ xeαt

١−ueαt du})
,

y(s exp{−
∫ ε

٠
xeαt

١ − ueαt
du}) exp{

∫ ε

٠
xeαt

١ − ueαt
du},

z(s exp{−
∫ ε

٠
xeαt

١ − ueαt
du}) exp{

∫ ε

٠
xeαt

١ − ueαt
du}),
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c(s) = (t(s exp{−
∫ ε

٠
xe−αt

١ − ue−αt
du}),

x(s exp{−
∫ ε٠ xe−αt

١−ue−αt du})

١ − εx(s exp{−
∫ ε٠ xe−αt

١−ue−αt du})e
−αt(s exp{−

∫ ε٠ xe−αt

١−ue−αt du})
,

y(s exp{−
∫ ε

٠
xe−αt

١ − ue−αt
du}) exp{

∫ ε

٠
xe−αt

١ − ue−αt
du},

z(s exp{−
∫ ε

٠
xe−αt

١ − ue−αt
du}) exp{

∫ ε

٠
xe−αt

١ − ue−αt
du}).

بندی طبقه ژئودزیک ها تقارن ها توسط شده تولید یک‐پارامتری گروه به توجه با بنابراین
می گیرد. قرار رده ٢۵ این از یکی در دستگاه از جواب هر یعنی شدند،
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٧ ایمرژن،
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٢۴ تانسور،
١٩ جبرلی،

٢ دیفئومورفیسم،
۴ باز، منیقلد زیر

٧ سابمرژن،
١ دوم، نوع شمارای

٣ مماسی، فضای
۴١ کامل، فضای

۶ ، لایینیتز قاعده
٨ منیفلدها، در معکوس تابع قضیه

٨ منیفلدها، در رتبه قضیه
٢٣ ریمانی، متریک

۴١ وابسته، متغیرهای
۴١ کامل، مشتق

٢ منیفلد،
١ اقلیدسی، موضعی

۶ برداری، میدان
١٨ ناوردا،
۶۴ نمایه،

١ هاسدورف،
٢ هموار،

٧ ژاکوبین،
۵ لی، کروشه

۵ مماسی، کلاف
٢۶ موضعی، کنج

١٩ لی، گروه

٧۴



Aabstract

The present thesis is organized in four sections. In the first section some basic and

fundamental concepts of the geometry of manifolds such as vector feilds, tangent spaces,

tansors, differential forms, Lie groups and etc. are introduced. Second section is devoted

to some Riemannian geometry concepts like connections, geodesics and etc. Infinitesimal

invariance, system of differential equations, symmetry and symmetry analysis are men-

tioned in section three. Finally the main topic of this thesis i.e., the classification of

Rindler geodesics are coming in section four.

Key Words: vector feilds, Lie groups, Reiemmanian manifolds, Minkowski space, pro-

longation, Rindler space.time.
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