


ریاضͬ علوم دانش΄ده

سازی بهینه ارشد کارشناسͬ پایان نامه

برای صفحه در مسیر کوتاهترین موانͽیافتن حذف با ربات حرکت
تیموری حسین محمد نگارنده:

راهنما اساتید
فتحعلͬ جعفر دکتر

پورعیدی ابوالفضل دکتر

١٣٩٩ خرداد



به: تقدیم

به: ͬ کنم م تقدیم را نامه پایان این

مهربانم و عزیز مادر و پدر
و مح΄م پشتیبانͬ و فداکار و دلسوز یاوری همواره زندگͬ دشوار ی های و ͬ ها سخت در که

بوده اند. برایم مطمئن

همسرم به و
و امنیت و سلامت از سرشار محیطͬ که معرفت و عشق از آکنده قلبی از قدردانͬ پاس به

است آورده فراهم من برای آسایش و آرامش

آخر در و
کردند معنا را بودن انسان و بودن زندگͬ، برایم، که آموزگارانͬ

آنان... تقدیم درویش تحفه است سبزی برگ این حال

ج



سپاس گزاری...

یاری ها دلیل به سپاس·ذارم بسیار پورعیدی دکتر و دکترفتحعلͬ آقایان جناب گرامͬ اساتید از
بدون و نمودند آسان برایم را ͬ ها سخت از بسیاری که ایشان بی چشمداشت راهنمایی های و

مینمود. مش΄ل بسیار نامه پایان این تامین ایشان راهنمایی های

تیموری حسین محمد
١٣٩٩ خرداد

د



نامه تعهد
علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی تیموری حسین محمد اینجانب
صفحه در مسیر کوتاهترین یافتن عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ
متعهد پورعیدی ابوالفضل و فتحعلͬ جعفر راهنمایی تحت ، ͽموان حذف با ربات حرکت برای

ͬ شوم: م
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •
یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی
“ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •

رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه
در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات
استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده
دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته
تیموری حسین محمد
١٣٩٩ خرداد

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ه



چ΄یده
مسیر کوتاهترین طول محاسبه برای که شد خواهیم آشنا پذیری رؤیت گراف با نامه پایان این در

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد ͽموان بین آزاد فضای در نقطه دو بین
داریم اجازه آن در که ساده، چندضلعͬ ΁ی داخل در را هندسͬ مسیر کوتاهترین مختلف انواع سپس
ساده چندضلعͬ ΁ی P کنید فرض ͬ کنیم. م مطالعه برود، چندضلعͬ از خارج به مسیر از بخشͬ
صحیح عدد ΁ی برای باشند. P در نقطه دو t و s کنید فرض و باشد شده تش΄یل رأس n از که باشد
ͽتقاط که طوری به کند وصل هم به را t و s که است مسیری t به s از k‐حذفͬ مسیر ΁ی ،k ≥ ٠
هیچ ،P داخل در مسیر پاره خط های تعداد نظر از است. پاره خط k حداکثر P بیرونͬ فضای با آن
مسیرهای تمام بین در اقلیدسͬ طول حداقل با مسیری که است این هدف ندارد. وجود محدودیتͬ
مطالعه k = ١ برای را مسئله این نامه، پایان این در شود. محاسبه t تا s از مم΄ن ≥)‐حذفͬ k)

محاسبه O(n٣) زمان در را ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین که ͬ کنیم م پیشنهاد را ال·وریتمͬ و ͬ کنیم م
ͬ تواند م ی΁‐حذفͬ مسیر طول حداقل مستطیل، ͬ های چندضلع برای که ͬ دهیم م نشان ͬ کند. م

شود. محاسبه O(n log n) زمان در
طوری΄ه ͬ کنیم، م بررسͬ را محدب ͽمان h میان در مسیر کوتاهترین نقشه یافتن طریقه همینطور
نحوه ،s شده داده ثابت نقطه به توجه با .k ≤ h برای باشیم، داشته را ͽمان k حداکثر حذف اجازه
ناحیه ای در مقصدها همه بطوری΄ه ͬ دهیم، م نشان k‐مسیر کوتاهترین نام با را نقشه ΁ی ساخت
خواهند عبور ͽمان k حداکثر بین از که را ی΄سان ترکیبیاتͬ مسیر  کوتاهترین ΁ی نقشه،دارای از
زمان مدت در ͬ تواند م که ͬ کنیم م اثبات نقشه این اندازه برای را Θ(kn) محدودیت هستند. کرد،

است. ͽموان رئوس کل تعداد n آن در که شود، محاسبه O(k٢n log n)

عبور دای΄سترا، ال·وریتم مستطیلͬ، چندضلعͬ ساده، چندضلعͬ مسیر، کوتاهترین کلیدی: کلمات
پذیری رؤیت ،ͽموان از

و



مطالب فهرست
ط تصاویر فهرست
ک جداول فهرست
١ پیش نیازها و اولیه مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری رؤیت گراف ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دای΄سترا ال·وریتم ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دای΄سترا ال·وریتم روند ١ . ٢ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دای΄سترا پیوسته ال·وریتم ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی نمادهای ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Θ نماد ١ . ۴ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O نماد ٢ . ۴ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ω نماد ٣ . ۴ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o نماد ۴ . ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ω نماد ۵ . ۴ . ١

١١ پذیری رویت گراف محاسبه ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S پذیر رؤیت رئوس ال·وریتم ٢ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (p, S) پذیر رؤیت رئوس ال·وریتم ٢ . ٢

١٧ k‐حذفͬ مسیر کوتاهترین ٣
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͽموان حذف با هندسͬ مسیر مسائل ٣ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف در حذف با مسیر کوتاهترین ٣ . ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . :(G, s, t) k‐حذفͬ دای΄سترا ال·وریتم ٣ . ٢ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده چندضلعͬ در ی΁‐حذفͬ مسیر مسئله ٣ . ٣

(مستطیل مستقیم خطوط با چندضلعͬ در ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین مسئله ۴ . ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش΄ل)
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۴٧ نتایج ۶
۴٩ ͽمراج



تصاویر فهرست
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رؤیت پذیری گراف ١ . ١

رئوس سفید، رئوس و انتخابی رئوس عنوان به مش΄ͬ رئوس دای΄سترا، ال·وریتم ١ . ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. انتظار صف در
۴ . . . . . . . . دای΄سترا پیوسته ال·وریتم ΁کم به رأس دو بین مسیر کوتاه ترین ١ . ٣
٧ . . . . . . . . . . ͬ کند. م محدود ثابت عوامل محدوده در را تابع ΁ی Θ نماد ۴ . ١
٧ . . . کند. مͬ ایجاد ثابت عامل ΁ی در تابع ΁ی برای را بالایی محدوده O نماد ۵ . ١
٨ . . . . ͬ کند. م ایجاد محدودیت ثابت عامل ΁ی با پایین از تابع ΁ی برای Ω نماد ۶ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس دو بودن پذیر رؤیت ٢ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده ͽقط یال های در درختͬ نمودار ٢ . ٢

قابل wi−١ موارد این همه در است. رئوس چندین شامل ρ که مثالها از برخͬ ٢ . ٣
راست سمت دو در و است مشاهده قابل نیز wi چپ حالت دو در است. مشاهده

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیست. مشاهده قابل wi

بین ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین و رنگ) قرمز (مسیر ∏
in(s, t) سازی تصویر ٣ . ١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگ). سبز (مسیر t و s مسیر
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ٣ . ١ لم اثبات تصویر ٣ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . (I, J) جزیی بخش های از جفت ΁ی پردازش ٣ . ٣
٢٧ . . .(a) قسمت درختͬ نمودار (b) بخش و Pleft تصویری نمودار تجزیه (a) بخش ۴ . ٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . t به s از ١ ‐مسیر و ٠ ‐مسیر کوتاهترین نمایش ١ . ۴
٣٠ ͬ باشند م آزاد فضای هاشور خورده قسمتهای رأس، n و محدب ͽمان h با R مستطیل ٢ . ۴
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ ‐مسیر ͽتقاط دو ٣ . ۴
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vm به v١ از k‐مسیر کوتاهترین ΁تفکی ۴ . ۴
٣۴ . . . . . ی΄سان شمارشͬ پیشوند با زیرمسیر دو برخورد عدم و مثلثͬ نامساوی ۵ . ۴
٣۶ . . . . . . . . است s نقطه SPM١ دار سایه ناحیه در نقاط همه قبلͬ ١‐رأس ١ . ۵

ط



تصاویر فهرست ی
V٠ ناحیه همینطور سفید، و خاکستری قسمت V١ ناحیه و بوده ش΄ل کل V٢ ناحیه ٢ . ۵
قسمت ،V٢\V١ ناحیه رنگ آبی قسمت دی·ر عبارت است.(به رنگ سفید قسمت

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است) V١\V٠ ناحیه رنگ خاکستری
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k‐پارکینگ ساختار ٣ . ۵

سیاه نوار ٢k تعداد دارای A بسته .Ω(nk) پیچیدگͬ با k‐مسیر کوتاهترین نقشه ۴ . ۵
تعداد به S ضخیم نوار دارد. نوار k تعداد ،B بسته و است خاکستری نوار k و
مشاهده است. شده داده نشان s از π(p) k‐مسیر کوتاهترین دارد. ورودی Ω(n)

اولین فقط ͬ تواند م و ͬ کند م ͽقط را A بسته در نوار k− ١ تعداد π(p) که ͬ کنیم م
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کند. ͽقط را B بسته در نوار



جداول فهرست

ک



١ فصل
پیش نیازها و اولیه مفاهیم

ͽموان وجود با صفحه در نقطه دو بین مسیر کوتاهترین اولیه مفاهیم با که است قرار فصل این در
به ͬ توانند م امر این در که ال·وریتم هایی و پذیری رؤیت گراف مفهوم همینطور شویم. آشنا محدب
در که مجانبی نماد هایی نیز و دای΄سترا پیوسته ال·وریتم دای΄سترا، ال·وریتم قبیل از کنند ΁کم ما

ͬ کنیم. م معرفͬ را کرد خواهیم استفاده غیرمنفͬ توابع رشد

پذیری رؤیت گراف ١ . ١
Pstart و باشد صفحه در ͽمان عنوان به هم از جدا چندضلعͬ تعدادی شامل مجموعه ای S کنید فرض
که بسازیم S برای نقشه ای ͬ خواهیم م بخش این در باشند. ͬ ها چندضلع بین در نقطه دو Pgoal و
این آوریم. بدست را Pgoal و Pstart نقطه دو هر بین مسیر کوتاهترین ͬ توانیم م آن از استفاده با
Gvis(S) گره های ͬ دهیم. م نشان Gvis(S) نماد با را آن که ͬ نامیم م S پذیری رؤیت گراف را نقشه
به ببینند. را ی΄دی·ر بتوانند آنها اگر دارد، وجود یال w و v های رأس بین و است، S رأس های
همدی·ر بتوانند که رأسͬ دو ͬ کند. نم عبور ،S در مانعͬ داخلͬ فضای از vw پاره خط که معنͬ این
نامیده پذیر رؤیت یال آنها دهنده اتصال پاره خط و گوییم، پذیر رؤیت رأس دو ببینند(متقابلا) را
رو، این از ͬ بینند. م را ی΄دی·ر همیشه ͽمان ΁ی یال انتهایی نقاط که باشید داشته توجه ͬ شود. م
از q رأس ١ . ١ ش΄ل به توجه با ͬ دهند. م تش΄یل را Gvis(S) یالهای از زیر مجموعه ای ͽمان یال های
s رأس برای t رأس همینطور کرد، وصل هم به یال ΁ی با را آنها ͬ توان م زیرا بوده رؤیت قابل s رأس



پیش نیازها و اولیه مفاهیم ٢
کرد. وصل هم به یال ΁ی با را آنها ͬ توان نم چون نیست رؤیت قابل

رؤیت پذیری گراف :١ . ١ ش΄ل

دای΄سترا ال·وریتم ١ . ٢
دانشمند توسط که است گراف پیمایش ال·وریتم های از ی΄ͬ ١ دی΄سترا ال·وریتم گراف، نظریه در
ال·وریتم های از ی΄ͬ ال·وریتم این شد. ارائه ١٩۵٩ سال در دی˂΄ْس˂ترا ا̊د˂س˂خ˼ر رایانه، علوم هلندی
یال که وزن داری گراف های برای را واحد مبدأ از مسیر کوتاهترین مسئلۀ که است گراف پیمایش
از مسیر کوتاه ترین مسیر، کوتاه ترین درخت ایجاد با نهایت در و ͬ کند م حل ندارند، منفͬ وزن با
کردن پیدا برای ال·وریتم این از ͬ توان م همچنین ͬ دهد. م دست به را گراف رأس های همۀ به مبدأ
به ال·وریتم اجرای حین در که جست بهره ترتیب این به مقصد رأس تا مبدأ از مسیر کوتاه ترین
ی΄ͬ دی΄سترا ال·وریتم کرد. متوقف را ال·وریتم مقصد، به مبدأ از مسیر کوتاه ترین پیداشدن محض
گراف که صورتͬ در است. ٢ منبع تک مسیر کوتاه ترین محاسبه برای استفاده مورد ال·وریتم های از

ͬ کند. نم کار درست ال·وریتم این باشد، داشته منفͬ وزن با یال

دای΄سترا ال·وریتم روند ١ . ٢ . ١
ͬ باشد: م زیر مطابق دای΄سترا ال·وریتم روند

مبدا راس انتخاب . ١
پیشرفت با و بوده تهͬ مجموعه این شروع، در ͬ شود. م معین گراف، رئوس شامل S مجموعۀ . ٢
ͬ گیرد. م بر در را شده است یافت آن ها به مسیر کوتاه ترین که رئوسͬ مجموعه این ال·وریتم،

ͬ دهد. م قرار S داخل در را صفر اندیس با مبدأ راس . ٣
و یال وزن مجموع از آن اندیس که گرفت نظر در اندیس ΁ی باید هم S از خارج رئوس برای . ۴

ͬ آید. م بدست قبلͬ راس اندیس
1Dijkstra’s algorithm
2single-source shortest path



٣ دای΄سترا پیوسته ال·وریتم
ͬ گردد. م اضافه S مجموعۀ به و شده انتخاب اندیس کمترین با راسͬ مجموعه، خارج رئوس از . ۵

شود. S مجموعۀ وارد مقصد راس تا داده ادامه ۴ مرحلۀ از دوباره را کار این . ۶
ͬ باشد.(اگر م مقصد و مبدأ بین مسافت دهندۀ نشان مقصد، راس در آمده بدست اندیس پایان در
مسیری هیچ مقصد رأس و مبدأ رأس بین که است معنͬ این به نباشد اندیس دارای مقصد رأس

ͬ نامیم). م هم از جدا را مقصد و مبدأ رأس دو اصطلاح در و ندارد وجود
دهندۀ نشان که گرفت نظر در راس هر برای دی·ری اندیس ͬ توان م مسیر کردن پیدا برای همچنین
رئوس کردن دنبال با ال·وریتم، اجرای پایان از پس ترتیب بدین باشد. شده طͬ مسیر در قبلͬ راس

ͬ شود. م یافت نیز نقطه دو بین مسیر کوتاه ترین مبدا، به مقصد از قبلͬ

رئوس سفید، رئوس و انتخابی رئوس عنوان به مش΄ͬ رئوس دای΄سترا، ال·وریتم :١ . ٢ ش΄ل
هستند. انتظار صف در

است. شده انتخاب ابتدایی رأس عنوان به s رأس (a) قسمت در ،[٨]١ . ٢ ش΄ل در مثال عنوان به
توجه با که ͬ شوند م گرفته نظر در مرحله این در گراف ساختار به توجه با y, t رأس دو (b) قسمت در
نظر در رأس سه نیز y رأس برای (c) قسمت در همینطور ͬ شود. م انتخاب y رأس یال ها، وزن به
روش همین به ͬ شود. م انتخاب z رأس ،s رأس از کمتر فاصله داشتن دلیل به اما ͬ شود م گرفته

آید. بدست مبدأ از رأس هر فاصله کوتاهترین که آخر تا ͬ رویم م پیش

دای΄سترا پیوسته ال·وریتم ١ . ٣
انتخاب صفحه در اقلیدسͬ مسیرهای کوتاهترین برای بهینه ال·وریتم [١٩] مقاله از بخش این مطالب
منتشر چندضلعͬ، ͽموان حضور در مبدأ عنوان به نقطه ΁ی از موج جبهه ال·وریتم، این در است. شده



پیش نیازها و اولیه مفاهیم ۴
مبدأ، تا نقاط آن مسیر کوتاهترین که بوده صفحه نقاط تمام شامل t زمان موج مقدم خط ͬ شود. م
کمانهایی از آنها از کدام هر که بوده دایره ها از مجموعه ای موج جبهه مرز شود. طͬ t زمان مدت در
موج΁ ها این و ͬ نامیم م ΁موج ΁ی را کمانها این از کدام هر است. شده تش΄یل متوالͬ و پی در پی
را رأس این ͬ شود، م ساخته است، شده داده پوشش موج جبهه توسط قبلا که ͽمان رأس ΁ی توسط
پیوسته ال·وریتم طبق ͬ کنید، م مشاهده ١ . ٣ ش΄ل در که همانطور ͬ  نامیم. م ΁موج مولد(ژنراتور)
برسد t١ یعنͬ رأس اولین به شده ایجاد c١ دایره تا کرده ایجاد موج جبهه s رأس از ابتدا دای΄سترا،
موج جبهه ایجاد با s رأس از مجددا است. نقطه دو این بین پاره خط کوتاهترین st١ پاره خط سپس
از قسمتͬ چون اما ͬ رسد. م t٢ به دوم رأس در c٢ دایره ͬ کنیم. م رأس دومین کردن پیدا در سعͬ
بود. نخواهد پاره خط کوتاه ترین پاره خط، این ͬ کند، م عبور چندضلعͬ درون فضای از st٢ پاره خط
مسیر شود. حاصل t١t٢ پاره خط تا ͬ کنیم م ایجاد به شروع t١ رأس از را موج جبهه بعد، مرحله در

است. t٢ و s رأس های بین مسیر کوتاه ترین s −→ t١ −→ t٢

دای΄سترا پیوسته ال·وریتم ΁کم به رأس دو بین مسیر کوتاه ترین :١ . ٣ ش΄ل

است. هذلولͬ ΁ی یا راست خط ΁ی منحنͬ، مرکز امتداد در مجاور ΁موج دو تلاقͬ نقطه
این ͬ دهد. م تغییر را آن م΄ان شناسͬ که دارد رویدادهایی پردازش به نیاز موج جبهه شبیه سازی
موج‐ جبهه برخوردهای و موج موج‐جبهه جبهه برخوردهای ͬ گیرند: م قرار دسته دو در رویدادها
مسئله مسیر کوتاهترین برای سریع ال·وریتم ΁ی کلید مؤثر بطور رویدادها این پردازش توانایی .ͽموان
نتیجه جز به و است مش΄ل کاملا́ رویدادها این پردازش و تشخیص سرعت، به حال، این با است.
نتیجه ای کردند، استفاده دای΄سترا پیوسته روش از که قبلͬ ال·وریتم های تمام ،[٢٨] ٣ میشل اخیر

است. Ω(n٢) برابر حالت بدترین در زمان مدت که نداشتند این از بهتر
΁سب اول ایده کنیم: مͬ معرفͬ موج جبهه انتشار روش اجرای در تسریع برای را جدید ایده دو
است این ما اول ایده است. موج جبهه زدن تقریب دوم ایده و بوده، صفحه از زیرمجموعه ای درخت

3Mitchell



۵ دای΄سترا پیوسته ال·وریتم
مهم بسیار تواند مͬ دی·ر رویداد به رویداد ΁ی از موج مقدم خط ΁ی پیشروی که دهیم تشخیص که
کند. هدایت را امواج انتشار که صفحه از خوش رفتار و مناسب مجموعه زیر ΁ی داشتن بدون باشد
نادیده را آنها بین پاره خط موقتا ͬ سازیم، م ͽموان رئوس برای O(n) اندازه در خاص زیرمجموعه ΁ی
خط صورت به یالهایی ثابتͬ تعداد سازگار، زیرمجموعه نام با واحد، زیر این از سلول هر ͬ گیریم. م
از e یال هر برای ͬ دهد: م نتیجه را زیر اساسͬ ویژگͬ و است، ͽمان رأس ΁ی حداکثر دارای دارد، صاف
سپس است. ٢|e| برابر e یال از آنها فاصله که دارند وجود O(١) اندازه با سلول هایی زیرمجموعه، این
آن انطباق خاصیت و زیرمجموعه خطͬ اندازه اما ͬ دهیم، م قرار مجموعه زیر در را ͽمان پاره خط های
مسیر کوتاهترین در O(١) سلولهای که دارد را خاصیت این e ͽمان غیر یال ΁ی اکنون کنید حفظ را
در ͬ دهند: م تش΄یل را ما انتشار ال·وریتم واحدهای سلولها این دارند. وجود یال از ٢|e| فاصله با
پیچیدگͬ سلول هر که آنجا از ͬ بریم. م پیش سلول ΁ی طریق از را موج جبهه پیشروی مرحله، هر

هستیم. دقیق بطور سلول ΁ی در انتشار انجام به قادر ما دارد، روشنͬ و ͹واض
همینطور است. آسان نسبتاً آن حل راه که است رویدادی ΁ی ͽموج‐موان جبهه سلول، ΁ی داخل در
قسمت دو به موج موج‐جبهه جبهه رویداد است. پیچیده تر رویدادی ΁ی موج موج‐جبهه جبهه
همسایه(مجاور) هم با موج جبهه در کننده برخورد موج΁ های آیا اینکه به بسته ͬ شود، م تقسیم
گسترش با ΁موج ΁ی که ͬ افتد م اتفاق هنگامͬ همسایه موج΁ های برخورد خیر. یا هستند
با است. پردازش و تشخیص قابل راحتͬ به رویداد این شود. درگیر خود همسایه دو موج های
را خود دوم ایده آنها پردازش برای و است مش΄ل ساز غیرهمسایه موج های بین برخورد حال، این

موج. جبهه زدن تقریب ͬ کنیم: م معرفͬ
دقیقاً را موج جبهه محاسبه ایده سلول، ΁ی مرزی یال در افقͬ موج انتشار برای تلاش هنگام
΁نزدی یال به مقابل طرف از و ͬ کنیم، م حفظ را جداگانه موج جبهه دو درعوض، ͬ گذاریم. م کنار
موج جبهه که ͬ دهد م نشان است، تقریبی موج جبهه ΁ی موج جبهه های این از ΁ی هر ͬ شویم. م

ͬ کند. م برخورد یال به طرف ΁ی از فقط
است، درگیر موج جبهه توسط یال هر که لحظه ای از زمان کمترین تا کرده استفاده ͷزمان سن از
وارد مرزی، یال آن در زمان ΁ی کردن طͬ از پس که را موجͬ جبهه از قسمت هر و دهیم، انجام
که کند حاصل اطمینان که است این زمان سنͷ ها این مهم وظیفه کنید. حذف ͬ شود، م سلول مرز
΁ی در موج جبهه تقریبی انتشار طول در واقعͬ مسیر کوتاهترین نقشه از کوتاه موج جبهه برخورد
انتشار را تقریبی موجͬ جبهه ال·وریتم ͬ شود. م داده تشخیص آنها واقعͬ محل از ΁کوچ همسای·ͬ
گونه ای به موج جبهه روزرسانͬ به و موج موج‐جبهه جبهه برخوردهای سپردن خاطر به ͬ دهد، م

باشد. داشته تقریبی موجͬ ΁ی عنوان به زمان هر در کافͬ اطلاعات که
ͬ کنیم م استفاده سپس ͬ کنیم، م جمͽ آوری را برخورد به مربوط اطلاعات تمام انتشار، مرحله پایان در
است. سلول آن در تصادفͬ حوادث دقیق محاسبه برای سلول هر در ۴ ورونͬ نمودار تکنی΁ های

ͬ کنند. م تعیین را مسیر کوتاهترین نقشه یال های برخوردها،

4Voronoi diagram



پیش نیازها و اولیه مفاهیم ۶

مجانبی نمادهای ۴ . ١
مجانبی نمادهای را ͬ کنیم م استفاده ال·وریتم ΁ی تقریبی اجرای زمان توصیف برای که نمادهایی
توابع این دامنه که باشیم داشته خاطر به کرد. تعریف توابع ΁کم به ͬ توان م را نمادها این ͬ گوییم، م
که ،T (n) تابع عمل΄رد حالت بدترین توصیف برای نمادها اینچنین ͬ باشد. م طبیعͬ اعداد مجموعه
علائم از اوقات گاهͬ وجود، این با ͬ شوند. م تعریف باشد صحیح عددی آنها ورودی اندازه معمولا
دامنه به را نماد است مم΄ن مثال، عنوان به کرد. استفاده ͬ توان م مختلف روشهای به مجانبی
با کنیم. محدود طبیعͬ اعداد از مجموعه زیر ΁ی به را آن برعکس، یا دهیم گسترش حقیقͬ اعداد
آن از استفاده، هنگام تا بفهمیم را علامت این دقیق معنای که کنیم حاصل اطمینان باید وجود این
بخش این مطالب کرد. خواهیم بررسͬ را غیرمنفͬ توابع بخش این در ضمنا نکنیم. برداشت سوء

است. شده انتخاب [٨] ال·وریتم ها با آشنایی کتاب از

Θ نماد ١ . ۴ . ١
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به تابع این برای را Θ(g(n)) نماد است. مفروض g(n) تابع

Θ(g(n)) = {f(n) : ٠ ≤ c١g(n) ≤ f(n) ≤ c٢g(n), ∃c١, c٢, n٠ ∈ R+, ∀n ≥ n٠}

باشند داشته وجود c٢ و c١ مثبت و ثابت مقادیر هرگاه دارد تعلق Θ(g(n)) مجموعه به f(n) تابع
کافͬ قدر به مقدار (برای c٢g(n) و c١g(n) مقدار دو بین (۵ (ساندویچ فشردگͬ قضیه در بطوری΄ه
f(n) ∈ Θ(g(n)) نوشت ͬ توان م پس است مجموعه ΁ی Θ(g(n)) که آنجایی از کند. صدق (n بزرگ
از معمولا مفهوم همین بیان برای عوض، در است. Θ(g(n)) مجموعه از عضوی f(n) یعنͬ این و

ͬ کنیم. م استفاده f(n) = Θ(g(n)) تساوی

برای f(n) = Θ(g(n)) بطوری΄ه ͬ دهد م ما به را g(n) و f(n) توابع از شهودی تصویر ۴ . ١ ش΄ل
قرار c٢g(n) از پایین تر و c١g(n) از بالاتر نمودار این ،n٠ راست سمت در همینطور و n مقادیر تمام
تابع است. برابر g(n) تابع با ثابت عامل ΁ی در f(n) تابع ،n ≥ n٠ هر برای دی·ر، عبارت به دارد.

است. f(n) برای مح΄م مجانبی محدوده ΁ی g(n)
n زمان هر باشند، مجانبی f(n) ∈ Θ(g(n)) تابع اعضای همه که است آن نیازمند Θ(g(n)) تعریف
برای آن مقدار که است آن تابع مثبت مجانبی ΁بود.(ی خواهد f(n) باشد، بزرگ کافͬ اندازه به
مجموعه اینکه یا بوده منفͬ غیر علامت بدون باید g(n) تابع نتیجه، در باشد) مثبت n بزرگ مقادیر
است. مجانب کرد، استفاده Θ نماد از که تابعͬ هر که ͬ کنیم م فرض بنابراین باشد. تهͬ Θ(g(n))

شود. مͬ شامل نیز را فصل این در شده تعریف مجانبی نمادهای سایر فرض این
5Sandwich Theorem



٧ مجانبی نمادهای

ͬ کند. م محدود ثابت عوامل محدوده در را تابع ΁ی Θ نماد :۴ . ١ ش΄ل

O نماد ٢ . ۴ . ١
از وار مجانب محدوده فقط که زمانͬ اما است. پایین و بالا از تابع ΁ی وار مجانب محدوده Θ نماد
O(g(n)) توابع از مجموعه ای است، مفروض g(n) تابع ͬ کنیم. م استفاده O نماد از باشیم، داشته بالا

ͬ دهیم: م نشان زیر صورت به را ͬ کنیم) م تلفظ و نوشته بزرگ O بصورت را O که کنیم (دقت

O(g(n)) = {f(n) : ٠ ≤ f(n) ≤ cg(n), ∃c, n٠ ∈ R+, ∀n ≥ n٠}

از بهتری درک ۵ . ١ ش΄ل دهیم. قرار تابع ΁ی مورد در را بالایی حد تا ͬ کنیم م استفاده O نماد از
یا برابر f(n) تابع مقدار هستند، n٠ راست سمت در که n مقادیر همه برای ͬ دهد. م ما به O نماد
مجموعه از عضو ΁ی f(n) تابع که ͬ دهد م نشان f(n) = O(g(n)) عبارت است. cg(n) مقدار از کمتر
زیرا گرفت. نتیجه را f(n) = O(g(n)) تساوی ͬ توان م f(n) = Θ(g(n)) تساوی از است. O(g(n))

.Θ(g(n)) ⊆ O(g(n)) که گفت ͬ توان م دی·ر عبارت به است. O نماد به نسبت قویتری نماد Θ نماد

کند. مͬ ایجاد ثابت عامل ΁ی در تابع ΁ی برای را بالایی محدوده O نماد :۵ . ١ ش΄ل



پیش نیازها و اولیه مفاهیم ٨

Ω نماد ٣ . ۴ . ١
است. تابع ΁ی پایین از مجانبی محدوده Ω نماد اما است تابع ΁ی بالای از مجانبی محدوده O نماد

ͬ دهیم: م نشان زیر صورت به را Ω(g(n)) توابع مجموعه ب·یرید، نظر در را g(n) تابع
Ω(g(n)) = {f(n) : ٠ ≤ cg(n) ≤ f(n), ∃c, n٠ ∈ R+, ∀n ≥ n٠}

هستند، n٠ راست سمت در که n مقادیر همه برای ͬ دهد. م ما به Ω نماد از بهتری درک ۶ . ١ ش΄ل
است. cg(n) مقدار از بیشتر یا برابر f(n) تابع مقدار

ͬ کند. م ایجاد محدودیت ثابت عامل ΁ی با پایین از تابع ΁ی برای Ω نماد :۶ . ١ ش΄ل

نیست مهم که است این ما منظور است، Ω(g(n)) ال·وریتم برابر ΁ی اجرا زمان که گوییم مͬ وقتͬ
ورودی آن روی اجرا زمان شود، انتخاب مقدار چه برای n از مقدار هر برای n اندازه خاص ورودی که
محدودیت ال·وریتم ΁ی اجرای زمان حالت بهترین به دی·ر، عبارت به است. g(n) زمان حداقل

ͬ گیریم. م نظر در اجرا زمان عنوان به را آن و داده کمتری

o نماد ۴ . ۴ . ١
چسبیده یا باشد چسبیده مجانبی است مم΄ن که بود بالا از مجانبی محدوده نمایش برای O نماد
چسبیده مجانبی ٢n = O(n٢) محدوده اما است چسبیده مجانبی ٢n٢ = O(n٢) محدوده نباشد.
نیست. چسبیده مجانبی ما محدوده دهیم نشان که ͬ کنیم م استفاده زمانͬ o نماد از نیست.
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را است) ΁کوچ oحرف که باشید داشته نظر در (البته o(g(n)) مجموعه

o(g(n)) = {f(n) : ٠ ≤ f(n) < cg(n) | ∀c > ٠, ∃n٠ > ٠,∀n ≥ n٠}

.٢n٢ ̸= o(n٢) اما ،٢n = o(n٢) مثال، عنوان به
اگر که است این در نماد دو این اصلͬ تفاوت هستند. ی΄دی·ر مشابه o نماد و O نماد تعاریف



٩ مجانبی نمادهای
برقرار c > ٠ که c ثابت مقادیر از بعضͬ برای ٠ ≤ f(n) ≤ cg(n) نامعادله آنگاه ،f(n) = O(g(n))

شهودی، بطور است. برقرار c > ٠ که c ثابت مقادیر همه برای ٠ ≤ f(n) < cg(n) نامعادله اما است،
به ͬ شود، م ناچیز g(n) تابع مقدار به نسبت f(n) تابع مقدار نهایت، بی به شدن ΁نزدی با o نماد در

که: معنͬ این
lim
n→∞

f(n)

g(n)
= ٠

شامل o تعریف منبع این در اما ͬ شود م استفاده o نماد تعریف عنوان به فوق حد از منابع برخͬ در
دارند. نامنفͬ مجانبی که ͬ شود م توابعͬ همه

ω نماد ۵ . ۴ . ١
ͬ کنیم م استفاده زمانͬ ω نماد از است. O نماد به o نماد مانند به Ω نماد به ω نماد قیاس، اساس بر
تعریف راههای از ی΄ͬ نباشد. چسبیده مجانبی بطوری΄ه دهیم نشان رو پایین محدوده بخواهیم که

f(n) ∈ ω(g(n))⇐⇒ g(n) ∈ o(f(n)) است: زیر صورت به نماد این
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را ω(g(n)) مجموعه

ω(g(n)) = {f(n) : ٠ ≤ cg(n) < f(n) | ∀c > ٠, ∃n٠ > ٠,∀n ≥ n٠}

که ͬ دهد م نشان f(n) = ω(g(n)) رابطه .n٢/٢ ̸= ω(n٢) اما ،n٢/٢ = ω(n) مثال، عنوان به
lim
n→∞

f(n)

g(n)
=∞

ͬ شود. م g(n) از بزرگتر دلخواه طور به f(n) بی نهایت، به شدن ΁نزدی با یعنͬ

این ͬ کنیم. م بررسͬ را k‐مسیر کوتاهترین محاسباتͬ و ساختاری جنبه های پایان نامه، این در
مشترک نقطه ΁ی با صفر‐مسیر کوتاهترین تا دو است. متفاوت صفحه در ٠ ‐مسیر مسأله با مسأله
آنها محاسبه برای اساسͬ ویژگͬ ΁ی این و کنند، ͽقط را همدی·ر ͬ توانند نم مثلثͬ، نامساوی به بنا
کنند. ͽقط را همدی·ر ͬ توانند م (k > k‐مسیر(٠ کوتاهترین تا دو اما، .[١٩] است بهینه زمان در
ͽموان با بهینه سازی وسیع دسته بندی از قسمتͬ بعنوان تئوری، نظر از k‐مسیر هندسͬ مسائل
طراحͬ مانند برنامه هایی برای عملͬ بطور و هستند جالب ،[١٢ ،٢] شب΄ه تقویت مسئله یا [٢۵ ،۶]
استفاده که شده ای کوتاه مسیرهای برای روبات محیط تغییر است مم΄ن که جایی روبات، حرکت
پیچیده تر شب΄ه تقویت به نسبت که ͬ رسند م نظر به k‐مسیر هندسͬ باشد.(مسائل مفید است، شده
علاوه کند.) ایجاد صفحه فضای در زیادی اضافͬ یالهای ͬ تواند م تنها ͽمان ΁ی حذف زیرا هستند،
با ͽموان از ͬ توان م که شود مدل صورت این به ͬ تواند م مسئله روبات، حرکت مسیریابی در این، بر

کرد. اجتناب تونل احداث یا پل ساختن برای هزینه صرف
افرازی که است، SPMk یا k‐مسیر کوتاهترین نقشه محاسبه ی k‐مسیر مسئله حل برای ما روی΄رد
ناحیه ΁ی داخل پایانͬ نقاط همه طوری΄ه به است سلولها(ناحیه ها) از هم ارزی کلاسهای به صفحه از



پیش نیازها و اولیه مفاهیم ١٠
داشته را نقشه که هنگامͬ هستند. ترکیبیاتͬ ساختار نظر از ی΄سان k‐مسیر کوتاهترین دارای
نقشه روی به م΄انͬ جوی و پرس ΁ی انجام با توان مͬ را مقصد هر به k‐مسیر کوتاهترین باشیم،

.[٢٢ ،١٠] کرد محاسبه

مرتبط کارهای
دارد محاسباتͬ هندسه در طولانͬ تاریخچه ΁ی ،ͽموان با مسیرها کوتاهترین محاسبه مسئله
صورت به صفحه، در چند ضلعͬ ͽموان مورد مخصوصا، ͬ گردد. م باز ١٩٧٠ دهه به آن قدمت که
چارچوب به رسیدن موجب که ،[٣٢ ،٣٠ ،٢٩ ،٢٧ ،٢۶ ،٢١ ،١٣ ،۴ ،٣] است شده بررسͬ گسترده
از مسئله، دی·ر گونه های از بسیاری .[١٩] است شده O(n log n) بهینه ی زمان با دای΄سترا پیوسته
،[٢٨] وزندار ناحیه های بین در ،[٢٣ ،١۶ ،١۴] ساده چند ضلعͬ داخل مسیرهای کوتاهترین جمله
مربوط ما مسئله کلیت است. گرفته قرار مطالعه مورد ،[٢٠ ،٧] ۶ منحنͬ ͽموان میان در همچنین و
نمونه این هستند. حذف قابل قید ها از محدودی تعداد که جایی است، هندسͬ بهینه سازی به
و محوطه، با جدایی کم، ابعاد با خطͬ برنامه نویسͬ زمینه در همینطور و [٣١ ،٢۵ ،١۵ ،۶] در کار
تقویت از ش΄ل ΁ی عنوان به ͬ تواند م همچنین ما مسئله است. شده دنبال هندسͬ، بهینه سازی
نسبت یا قطر، اتصال، بهبود برای شب΄ه به یال ها کردن اضافه هدف آن در که شود، مشاهده شب΄ه
نتیجه است، مرتبط بیشتر ما تحقیقات با ΁نزدی از که قبلͬ کار .[١٢ ،۵ ،٢ ،١] است غیره و طول
O(n٣) زمان ال·وریتم ΁ی که ،[٢۴] است شده انجام هم΄اران و ٧ ماهشواری توسط که است جدیدی
مسیر کوتاهترین یعنͬ دهد: مͬ ارائه ساده چند ضلعͬ ΁ی داخل در ١ ‐حذفͬ مسیر محاسبه برای را
مسیرهای یافتن در ما کار است. چند ضلعͬ ΁ی حذف به مجاز که ساده n‐ضلعͬ ΁ی داخل در

است. محدب ͽموان O(n) احتمالا˟ شامل محیط ΁ی در دلخواه، k برای ، k‐حذفͬ

ما نتایج
را t و s که باشد مسیری تا ͬ کنیم م تعریف t تا s از را k‐حذفͬ مسیر ΁ی ،k ≥ ٠ صحیح عدد ΁ی برای
≥)‐حذفͬ k) مسیرهای تمام بین در اقلیدسͬ طول حداقل با مسیری که طوری به کند وصل هم به
در را ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین که ͬ کنیم م پیشنهاد را ال·وریتمͬ و شود محاسبه t تا s از مم΄ن
ی΁‐حذفͬ مسیر طول حداقل مستطیل، ͬ های چندضلع برای همینطور کند. محاسبه O(n٣) زمان

ͬ شود. م محاسبه O(n log n) زمان در ͬ تواند م
ال·وریتم ΁ی (فصل۵). ͬ باشد م یال O(kn) و ناحیه O(kn) دارای SPMk که ͬ دهیم م نشان طرفͬ از
از استفاده با که ،( ۴ . ۵ بخش در و ۵ (فصل ͬ دهیم م ارائه SPMk محاسبه برای O(k٢n log n) زمان
ال·وریتم اجرای زمان ͬ سازیم. م ٠ ≤ j ≤ k هر برای ترتیب به را SPMj دای΄سترا، پیوسته چارچوب

است. بهینه k = O(١) برای

6Curved Obstacles
7Maheshwari



٢ فصل

پذیری رویت گراف محاسبه

مسائل همینطور و آن به مربوط ال·وریتم های انواع و پذیری رؤیت گراف ͬ خواهیم م فصل این در
دهیم. قرار بررسͬ مورد را حذفͬ ΁ی مسیرهای کوتاهترین

یال n دارای کلͬ حالت در که بوده صفحه در جدا هم از ͬ های چندضلع ͽموان مجموعه S کنید فرض
شامل که ،S∗ مجموعه ی پذیری رؤیت گراف محاسبه نیازمند مسیر کوتاهترین (ال·وریتم ͬ باشند. م
به ͬ آورد، نم بوجود مسائل حل در را مش΄لͬ هیچ تنها، رئوس حضور است. انتهایی و ابتدایی نقاط
جفت باید ،S پذیری رؤیت گراف محاسبه ی برای ͬ کنیم.) م نظر صرف رئوس این از دلیل همین
این رأس جفت هر برای دی·ر، عبارت به باشند. مشاهده قابل ی΄دی·ر برای که کنیم پیدا را رئوسͬ
این از آزمایشاتͬ ͬ کند. م ͽقط را ͽموان آیا رأس دو این بین واصل پاره خطͬ که ͬ کنیم م را آزمایش
جفت انتخاب بندی اولویت که دید خواهیم زودی به شود. منجر را O(n٣) زمان تا O(n) زمان قبیل،
نگیریم، درنظر دلخواه ترتیب به را جفت ها این اگر بطوری΄ه است برخوردار بالایی اهمیت از رأس ها
و شویم متمرکز راس ΁ی روی بر زمان ΁ی در اما داد، انجام بیشتری کارآیی با را آزمایش ͬ توان م

کنیم. شناسایی را آن از مشاهده قابل رأس های همه زیر، ال·وریتم های همه مانند
است. شده انتخاب [٩] محاسباتͬ هندسه کتاب از فصل، این ٢ . ٢ و ٢ . ١ بخش های مطالب

١١



پذیری رویت گراف محاسبه ١٢

S پذیر رؤیت رئوس ال·وریتم ٢ . ١
است. ناپیوسته چندضلعͬ ͽموان شامل که S مجموعه ال·وریتم، این ورودی

است. Gvis(S) پذیری رؤیت گراف ال·وریتم، این خروجͬ
عمل کنید: زیر صورت به اینک

.E = ∅ و است S ͬ های چندضلع رئوس همه ی مجموعه V که کرده شروع G = (V,E) گراف با . ١
.v ∈ V رئوس همه ي برای . ٢

بنامید. W مجموعه را هستند رؤیت قابل v رأس از که رئوسͬ همه ی . ٣
کنید. اضافه E در را (v, w) یال ،w ∈W رأس هر برای . ۴

برگردید. G گراف به . ۵
باشد، صفحه در نقطه ای p و چندضلعͬ ͽموان از مجموعه ای S که صورتͬ در پذیر رؤیت رئوس روش
باشد)، S مجموعه چندضلعͬ ͽموان از رأسͬ p) باشد S مجموعه ی از رأس ΁ی p اگر اما دارد، کاربرد

برگرداند. را p از مشاهده قابل ͽمان رأس های همه ی باید نیست. استفاده قابل ال·وریتم این
سختͬ چندان کار است، مشاهده قابل p رأس از w رأس ΁ی که کنیم آزمایش بخواهیم فقط اگر
بخواهیم اگر اما کنیم. بررسͬ ͽموان همه ی برابر در را pw پاره خط باید دهیم: انجام نیست نیاز
برای ͬ آید، م بدست رأس ΁ی آزمایش از که اطلاعاتͬ ͬ رود م انتظار کنیم، بررسͬ را S رأس های تمام
ب·یرید. نظر در را pw پاره خط های همه ی اکنون گیرد. قرار استفاده مورد نیز دی·ر رأس آزمایش
اطلاعات از بعدی ͬ های بررس هنگام در بتوانیم تا بود خواهد آنها بررسͬ برای مناسبی دستورالعمل
است. p اطراف رأس های چرخه ای و دایره وار انتخاب منطقͬ انتخاب ΁ی کنیم؟ استفاده راس ΁ی
داشتن نگه حال عین در است، چرخه ای ترتیب به رأس ها بررسͬ داد، خواهیم انجام ما آنچه بنابراین
ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد که بعدی رأس پذیری رؤیت مورد در تا ͬ کند م ΁کم ما به که اطلاعاتͬ

ب·یریم. تصمیم
نقطه با ρ نیم خط نکند. عبور ͽمان هر داخلͬ فضای از  pw پاره خط هرگاه شده رؤیت p رأس از w رأس
نیم خط آنگاه نشود، رؤیت w رأس p رأس از اگر ب·یرید. نظر در را ͬ گذرد م w نقطه از که p ابتدایی

کرد. خواهد برخورد ͽمان ΁ی یال به برسد، w رأس به اینکه از قبل ρ
شده ͽقط ρ توسط که ͽمان یال های در w رأس با دوتایی جستجوی ΁ی مسئله، این بررسͬ برای
دارد. قرار یال ها این از ΁ی هر پشت در w آیا که فهمید ͬ توان م روش این با ͬ دهیم. م انجام است،
تحت صورت این در باشد، ͽمان از رأس ΁ی نیز p رأس خود (اگر ͬ بینید. م ٢ . ١ ش΄ل در که همانطور
باشند ͽمان ΁ی رأس های w و p رئوس که است این شرط آن و نیست رؤیت قابل باز w رأس شرط ΁ی
سمت به یال های به کردن نگاه با ͬ توان م را موارد این باشد. داشته قرار ͽمان درون pw پاره خط و
حال در خیر. یا است ͽمان آن داخلͬ قسمت در w به رسیدن از قبل ρ نیم خط آیا که کرد بررسͬ w



١٣ S پذیر رؤیت رئوس ال·وریتم

رأس دو بودن پذیر رؤیت :٢ . ١ ش΄ل

ͬ گیریم.) م نادیده را خاص موارد اینگونه ما حاضر
با ͽتقاط در ͽموان یال های ،p رأس پیرامون چرخه ای و دایره وار صورت به رأس ها بررسͬ ضمن در
که یال هایی دید، خواهیم بعدا که (همانطور ͬ کنیم. م رسم τ درختͬ نمودار صورت به را ρ نیم خط
درختͬ نمودار برگ ها ی ندارند.) τ درختͬ نمودار در ذخیره سازی به نیازی دارد، وجود ρ نیم خط در
نیم خط توسط شده ͽقط پاره خط اولین برگ چپ سمت ͬ دارند: م نگه ترتیب به را ͽتقاط یال های τ
آخر. الͬ همینطور و دارد ρ نیم خط با را بعدی ͽتقاط که است پاره خطͬ درختͬ، نمودار بعدی برگ ،ρ
به کنند. مͬ ذخیره نیز را یال ها ͬ دهند، م انجام τ درختͬ نمودار در را جستجو که داخلͬ، گره های
به ͬ کند، م ذخیره خود چپ سمت شاخه زیر در را راست سمت یال ،v داخلͬ گره ΁ی تر، دقیق طور
هستند بزرگتر ev پاره خط از شماره، نظر از آن راست درخت زیر در موجود یال های تمام که طوری
شماره، نظر از آن چپ زیربنای در موجود بخش های همه و (ρ نیم خط طول در نظم به توجه (با

است. بحث این از مثالͬ ٢ . ٢ ش΄ل (ρ نیم خط همراه نظم به توجه (با است. ev با برابر یا کوچ΄تر

شده ͽقط یال های در درختͬ نمودار :٢ . ٢ ش΄ل

بچرخانیم. p حدود در را ρ نیم خط که است این بودن مؤثر معنای به چرخه ای ترتیب به رئوس بررسͬ
استفاده آن از دی·ری مختلف م΄ان های در که است صفحه رفتاری ال·وی به شبیه ما روی΄رد بنابراین
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تا ͬ کند م حرکت پایین سمت به که افقͬ خط ΁ی از استفاده جای به که است این تفاوت کردیم.

ͬ کنیم. م استفاده ،p نقطه مبدأ به ساعتگرد نیم خط ΁ی از کنیم، جارو را صفحه
در است. ρ نیم خط با ͽتقاط در ͽمان یال های توالͬ ترتیب ما چرخشͬ صفحه کردن جارو وضعیت
مقابله برای است. S رأس های کردن جارو این در موجود رویدادهای ͬ شود. م حفظ τ درختͬ نمودار
،τ درختͬ نمودار ساختار در جستجو با p رأس از w رأس آیا که ب·یریم تصمیم باید w رأس ΁ی با
تلاقͬ w با ͽمان یال های کردن حذف با یا و کردن اضافه با را τ درختͬ نمودار باید و ͬ شود، م رؤیت

کند. پیدا
نیم خط وسیله ی به کردن جارو ͬ کند. م خلاصه را چرخشͬ صفحه کردن جارو رئوس رؤیت ال·وریتم
ͬ کند. م حرکت ساعت عقربه های جهت در و شده شروع Xها محور مثبت جهت در حرکت با ρ
هر به p از پاره خط که زاویه ای ساعت، عقربه های حرکت جهت در را رئوس ابتدا ال·وریتم بنابراین
پذیری رؤیت مورد در بتوانیم اینکه برای ͬ کند. م مرتب ͬ سازد، م Xها محور مثبت قسمت با رأس
یا ͬ کند م عبور مانعͬ هر داخلͬ فضای از pw پاره خط آیا که بدانیم باید ب·یریم، تصمیم w رأس ΁ی
که رأس گونه هر کنیم، بررسͬ را w رأس اینکه از قبل که است این ͹واض انتخاب رو، این از خیر.
ی΄سان آنها زاویه که رأس هایی دی·ر، عبارت به دارد. وجود باشد pw داخلͬ قسمت در است مم΄ن

است: زیر شرح به ال·وریتم این ͬ شوند. م بررسͬ p تا فاصله افزایش منظور به است

(p, S) پذیر رؤیت رئوس ال·وریتم ٢ . ٢
قرار مانعͬ هیچ داخلͬ فضای در که p نقطه و چندضلعͬ ͽموان شامل S مجموعه ال·وریتم: ورودی

ندارد.
هستند. مشاهده قابل p نقطه از که ͽموان رئوس همه ی مجموعه ال·وریتم: خروجͬ

راس هر به p از نیم خط که کنید سازی مرتب ساعت عقربه زاویه با مطابق را ͽموان رأس های . ١
از قبل باید p به نزدی΁ تر رأس های برخورد، صورت در کند. ایجاد xها محور مثبت جهت با

باشد. شده مرتب لیست w١ و . . . و wn کنید فرض بیایند. p از دورتر رأس
ͽموان یال های باشد. xها محور مثبت جهت با موازی ،p ابتدایی نقطه با ρ نیم خط کنید فرض . ٢
درختͬ نمودار ΁ی در را آنها و کنید پیدا شده اند، ͽقط ρ نیم خط توسط صحیح طور به که را

کنید. یادداشت شده اند، ͽقط ρ نیم خط توسط که ترتیبی به τ
W ←− ∅ . ٣

n تا i←− ١ برای . ۴
کنید. اضافه W به را wi آنگاه بود، مشاهده قابل wi اگر . ۵

ابتدایی نقطه با نیم خط ساعت عقربه های حرکت جهت wiدر به که موانعͬ یال های . ۶
دهید. قرار τ درختͬ نمودار در را ͬ کنند م برخورد ،wi از گذرنده و p



١۵ (p, S) پذیر رؤیت رئوس ال·وریتم
نقطه با نیم خط ساعت عقربه های حرکت عکس جهت در wi به که موانعͬ یال های . ٧

کنید. حذف τ درختͬ نمودار از را ͬ کنند م برخورد ،wi از گذرنده و p ابتدایی
برگردید. W به . ٨

طور به ͬ گردد. م مشخص شده ها مشاهده قابل زیرمجموعه ی توسط wi رأس بودن مشاهده قابل
پایین ترین در که ،p به ΁نزدی یال آیا که ͬ شود م τ درختͬ نمودار در جستجو شامل فقط این معمول،
شامل pwi پاره خط که کنیم دقت باید اما ͬ کند. م ͽقط را pwi پاره خط است، شده یادداست برگ
ش΄ل در دارد. بستگͬ که خیر؟ یا است مشاهده قابل مواردی چنین در wi آیا باشد. دی·ر رئوس
موانعͬ داخلͬ فضای است مم΄ن pwi پاره خط دهد. رخ است مم΄ن که مواردی از بعضͬ برای ٢ . ٣
pwi در رأس ΁ی با را یال ها همه باید که ͬ رسد م نظر به نکند. ͽقط دارد، قرار رأس ها این روی بر که
رأس های حاضر حال در خوشبختانه خیر. یا است مشاهده قابل wi آیا که شویم متوجه تا کنیم بررسͬ
زیر صورت به wi بودن پذیر رؤیت برای بنابراین کرده ایم. بررسͬ را دارند قرار pwi پاره خط در که قبلͬ
مشاهده قابل wi−١ اگر نیست. مشاهده قابل نیز wi نباشد، مشاهده قابل wi−١ اگر کرد. عمل ͬ توان م
قرار مانعͬ درون wi−١wi پاره خط یا نباشند. مشاهده قابل ͬ توانند م wi که دارد وجود روش دو باشد،
τ درختͬ نمودار یال ΁ی توسط wi−١wi پاره خط یا و هستند، ͽمان این رأس های wi و wi−١ که گرفته
wi−١wi با درستͬ به باید دارد، قرار wi و wi−١ بین یال این دوم، حالت در که آنجا (از است. شده ͽقط
بین رأسͬ آنگاه ،i = ١ (اگر pwi = pwi−١ ∪ wi−١wi زیرا است درست آزمایش این باشد.) شده ͽقط
است: زیر بصورت مختلف حالات کنیم). توجه pwi پاره خط به باید فقط بنابراین ندارد، وجود wi و p

قابل wi−١ موارد این همه در است. رئوس چندین شامل ρ که مثالها از برخͬ :٢ . ٣ ش΄ل
قابل wi راست سمت دو در و است مشاهده قابل نیز wi چپ حالت دو در است. مشاهده

نیست. مشاهده
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wi رؤیت

قطͽ کند. را wi محلͬ در است، آن رأس wi که باشد مانعͬ داخلͬ قسمت در pwi پاره خط اگر . ١
کنید. انتخاب را دی·ر مسیر سپس

ندارد. قرار pwi پاره خط روی wi−١ یا i = ١ اگر اینصورت غیر در . ٢
انتخاب را دی·ری مسیر سپس باشد کرده ͽقط را e ،pwi پاره خط و باشد داشته وجود e اگر . ٣

دهید. ادامه اینصورت غیر در کنید،
کنید. انتخاب را دی·ری مسیر سپس نشد، دیده wi−١ اگر و . ۴

است. کرده ͽقط را wi−١wi خط پاره که e یال از τ درختͬ نمودار اگر و . ۵
دهید. ادامه اینصورت غیر در کنید، انتخاب را دی·ری مسیر سپس باشد، داشته وجود e اگر . ۶
مشخص نقطه ΁ی در مشاهده قابل رأس های محاسبه برای مشاهده قابل رئوس ال·وریتم شرح این

ͬ رسد. م پایان به
زمان با کردیم، صرف ۴ خط از قبل که زمانͬ است؟ چقدر پذیر رؤیت رأس های ال·وریتم اجرای زمان
O(n log n) برابر داریم، تسلط آنها به که p اطراف در چرخه ای و دایره وار ترتیب به رأس ها سازی مرتب
O(log n) زمان که است، τ درختͬ نمودار روی بر عملیات ثابت تعداد شامل حلقه اجرای هر است.
اجرای ΁ی رو، این از ͬ برد. م را ثابت زمان که هندسͬ آزمایش های ثابت تعداد علاوه به ͬ گیرد، م را

ͬ شود. م O(n log n) اجرای کلͬ زمان به منجر و ͬ گیرد م را O(log n) زمان
از رأس n از ΁ی هر در را پذیر رؤیت رئوس باید پذیر، رؤیت گراف کل محاسبه برای که بیاورید یاد به

ͬ آوریم: م بدست را زیر قضیه کنیم. اعمال S مجموعه
یال، n کل تعداد با ناپیوسته چندضلعͬ ͽموان شامل که S مجموعه ی پذیر رؤیت گراف .٢ . ٢ . ١ قضیه

ͬ شود. م محاسبه O(n٢ log n) زمان در



٣ فصل
k‐حذفͬ مسیر کوتاهترین

ͽموان حذف با هندسͬ مسیر مسائل ٣ . ١
است. شده انتخاب [٢۴] حذف با هندسͬ مسیر مسائل مقاله از بخش این مطالب

کنید فرض Pباشد. در نقاط از جفت ΁ی s, t و بوده رأس n شامل ساده چندضلعͬ ΁ی P کنید  فرض
.int(P ) = P\∂(P ), P = R٢\int(P ) : یعنͬ باشد، P بیرون نمایش P و P درون نمایش int(P )

s, t ∈ P نقطه جفت ΁ی و P شامل ورودی ساده، چندضلعͬ داخل در مسیر کوتاهترین مسئله در
مسیر ΁ی اینجا در ͬ باشد. م طول کوتاهترین با P در مسیر ΁ی با t به s کردن وصل هدف است.
رأس های در فقط مسیر ͬ گویند، م مسیر یال های خط ها پاره این به که پاره خط ها از است دنباله ای
است. مسیر آن یال های همه ی طول مجموع با برابر مسیر ΁ی طول ͬ چرخد). م (یا ͬ کند م تغییر P
خوبی به دارد. غنͬ و طولانͬ تاریخͬ پیشینه ساده چندضلعͬ ΁ی درون مسیر کوتاهترین مسئله
O(n) زمان در ͬ تواند م P در رأس ها کلیه تا نقطه ΁ی از مسیر نقشه کوتاهترین که است شده شناخته

.[١۴] شود محاسبه
خارج P از مسیر از قسمتͬ که کنیم بررسͬ را هندسͬ مسیر کوتاهترین مختلف مسائل ͬ خواهیم م
کند وصل هم به را t و s که t و s نقاط بین k‐حذفͬ مسیر ،k ≥ ٠ صحیح عدد هر برای شود.
درون مسیر پاره خط های تعداد نظر از باشد. پاره خط k حداکثر شامل P با مسیر این ͽتقاط بطوری΄ه
بین در اقلیدسͬ) طول نظر (از مسیرهای کوتاهترین محاسبه ما هدف نداریم. محدودیتͬ هیچ ،P
است: زیر صورت به موضوع این مختلف موارد از ی΄ͬ است. t به s از ≥)‐حذفͬ k) مسرهای همه ی

١٧



k‐حذفͬ مسیر کوتاهترین ١٨
مسیر کوتاهترین است، شده داده s, t ∈ P نقطه جفت و P ساده چندضلعͬ ١ ‐حذفͬ: مسیر مسئله
را همدی·ر نقطه ΁ی در حداکثر P و ١ ‐حذفͬ مسیر بطوری΄ه کنید محاسبه را t و s بین ١ ‐حذفͬ

ببینید). را ٣ . ١ ش΄ل بهتر تصویرسازی (برای باشند کرده ͽقط

گراف در حذف با مسیر کوتاهترین ٣ . ٢
نظر در را G = (V,E = E١ ∪ E٢) ساده گراف ΁ی در k‐حذفͬ مسیر کوتاهترین مسئله باید ابتدا
ͬ شویم. م آشنا بد و خوب نام های با ترتیب به E٢ و E١ یال  های از ناپیوسته مجموعه ی دو که ب·یریم
انتخاب با توان مͬ ͬ شود. م داده نشان c(u, v) غیرمنفͬ هزینه با (u, v) ∈ E١ ∪ E٢ مانند یال هر
یال های اکثر در استفاده به مجاز اما کنیم محاسبه t به s از را مسیری خوب، یال های از بسیاری
t به s از هزینه حداقل با مسیری که است این هدف هستیم. مسیر هزینه های کاهش برای بد
استفاده با مسأله این با کار برای ͬ توان م را دای΄سترا ال·وریتم که داد خواهیم نشان باشیم. داشته
فیبوناتچͬ گره عضو هر طوری΄ه کرد، تنظیم اضافͬ داده های ساختار عنوان به فیبوناتچͬ گره های از
a ∈ {a١, a٢, ..., aN} عضو هر است. مقدم b و تالͬ a آن در که است، (a, b, x) سه تایی ΁ی صورت به
باشند دی·ری x اطلاعات شامل است مم΄ن گره ها در عضو هر دارند. گره ها در نماینده ΁ی حداکثر

باشد. تهͬ ͬ تواند م که

:(G, s, t) k‐حذفͬ دای΄سترا ال·وریتم ٣ . ٢ . ١
c(u, v) برابر وزن ΁ی (u, v) یال هر .k ≥ ٠ صحیح عدد ΁ی و G = (V,E) وزنͬ جهتدار گراف ورودی:

دارد. است، آن بودن بد یا خوب دهنده ی نشان که f(u, v) برابر علامت ΁ی و داشته
.t به s از k‐حذفͬ مسیر کوتاهترین خروجͬ:

کنید) اولیه دهͬ مقدار را H (عنصر .((s, ٠, ٠),H) دهید قرار . ١
تکرار را عمل این سپس ((v, µ,∞),H) دهید قرار µ = ٠, ١, ..., k هر و v ∈ V {s} هر برای . ٢

کنید.
کنید. حذف H از را ریشه عنصر //(u, µ, χ) = delete−min(H) . ٣

کنید. خارج و داده گزارش را χ آنگاه u = t اگر . ۴
.u گره مجاور گره های لیست با است برابر Adj(u) // v ∈ Adj(u) هر برای اینصورت غیر در . ۵

کنید. پردازش را (u, v) یال . ۶



١٩ گراف در حذف با مسیر کوتاهترین
کنید. ایجاد را (v, µ

′
, χ

′
) = (v, µ, χ+ c(u, v)) چندتایی سپس ,f(u=”خوب” v) اگر . ٧

کنید. ایجاد را (v, µ
′
, χ

′
) = (v, µ+ ١, χ+ c(u, v)) چندتایی سپس ,f(u=”بد” v) اگر . ٨

شود. تهͬ H که زمانͬ تا دهید کاهش را ((v, µ′, χ′),H) مقدار سپس µ
′ ≤ k اگر . ٩

کاهش است، H گره در چندتایی ΁ی دادن قرار (a, b, x) دادن قرار که معنͬ این به دادن قرار عملیات
از بیشتر a کلید دارای گره در موجود b مقدار اگر (a, b′) مقدار افزایش که معنͬ این به مقدار دادن
H گره شود، انجام بروزرسانͬ اگر بروزرسانͬ کنید. H گره در را a کلید با متناسب b مقدار باشد، b
اولویت حداقل با را ورودی (H) مقدار کمترین یافتن که معنͬ این به کمترین یافتن ͬ شود، م تنظیم
(H) مقدار کمترین حذف عملیات و داد، انجام O(١) زمان در ͬ توان م را ͬ گرداند، م باز H گره در (b)

زمان نیازمند ͬ کنیم)، م بروزرسانͬ را H گره سپس (و است H از اولویت ها حداقل با عناصر حذف
است. گروه ابعاد روی ل·اریتمͬ

ͬ شود، م نگهداری فیبوناچͬ گروه ΁ی عنوان به که H اولویت صف از ال·وریتم، اجرای حین در
گروه به s از مسیر با است مطابق که است (v, µ, χ) سه تایی ΁ی H از گروه هر ͬ کنیم.  م استفاده
کلیدی نقش (v, u) اینجا در است. مسیر این طول دهنده ی نشان χ و ،µ شده ی حذف تعداد با v
k تعداد این، بر علاوه ͬ کند. م بازی H فیبوناتچͬ گروه در را اولویت دار نقش χ و ͬ کند م بازی را
موقعیت ،Cv از µ‐ام ورودی به توجه با .v ∈ V گره هر با آرایه) ΁ی (در ͬ کنیم م حفظ را Cv نشانگر
عملیات اجرای هنگام در {Cv, v ∈ V } ورودی های ͬ کنیم. م یادداشت را H در (v, µ) کلیدی مقدار
تعداد شامل H گروه ابتدا، در ͬ شوند. م بروزرسانͬ H در کمترین حذف دادن، کاهش دادن، قرار
 {(v, µ)|v ∈ V, µ = ٠, ١,٢, ..., k} مجموعه ی مم΄ن کلیدی مقدار n(k + ١) تعداد از عنصر n(k + ١)
مجموعه ای v ∈ V ،Cv م΄ان ͬ کند. م ∞میل به که است مجموعه ای ΁ی عنصر هر از χ مقدار است.

است. آن با برابر
حذف به استناد با که χ مقدار کمترین که H عنصر شده، تعریف دای΄سترا ال·وریتم از تکرار هر در
به یا کنید، رها را u گره دهید. مطابقت u ∈ V گره با را آن ͬ کنیم. م انتخاب دارد، را (H) کمترین
برای کنید. پردازش را هستند u به مجاور که V درون رأس های همه ی برای (u, v) یال دی·ر، عبارت
µ+ ١ یا µ′

= µ و χ′
= χ+ c(u, v) بطوری΄ه ͬ کند، م تولید را (v, µ

′
, χ

′
) چندتایی ΁ی ،(u, v) یال هر

متصل χ مقدار از کمتر χ
′ و µ′ ≤ k اگر هستند. ”بد” یا ”خوب” که (u, v) یال به دارد بستگͬ که

که زمانͬ ال·وریتم ͬ کنیم. م استناد (v, µ′
, χ

′
) کلیدی کاهش به باشد، H۶ گره از ,v)‐ام µ

′
) گره به

v = t با گروه از (v, µ, χ) چندتایی ΁ی زمانͬ دی·ر، عبارت به ͬ یابد، م خاتمه برسد t به بار اولین برای
است. شده آورده ٣ . ٢ . ١ ال·وریتم در پیشنهادی روش کد شبه ͬ شود. م گرفته

حداکثر با هزینه کمترین شامل مسیر ΁ی درستͬ به k‐حذفͬ دای΄سترا ال·وریتم .٣ . ٢ . ١ قضیه
و n = |V | بطوری΄ه ͬ کند، م محاسبه O(m+ nk) حافظه و O(mk + nk log n) زمان در یال k‐حذف

.m = |E١|+ |E٢|

است این واقعیت و دای΄سترا، مسیر کوتاهترین ال·وریتم از ͬ کند م تبعیت ال·وریتم درستͬ برهان.
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کرد. خواهیم استفاده H اولویت صف کلید عنوان به (v, µ) دوتایی از که

زمان k اکثر در یال هر است مم΄ن که ͬ شود م ناشͬ واقعیت این از زمانͬ پیچیدگͬ اول قسمت
پیچیدگͬ دوم قسمت ͬ کنیم. م استفاده فیبوناچͬ گره از اولویت صف اجرای برای و شود پردازش
زمان حداکثر در شدن رها برای گراف از گره ΁ی است مم΄ن که ͬ شود م ناشͬ واقعیت این از زمانͬ
شده فراخوانͬ O(nk) زمان در کمترین حذف عملیات شود. گرفته نظر در متمایز حذف k تعداد با k

ͬ باشد. م H ابعاد nk که است، O(log(nk)) زمان نیازمند کمترین حذف هر عملیات و
برای Cv ذخیره برای نیاز مورد فضای بوده، O(max(m,n)) فضای نیازمند که گراف، ذخیره از غیر به

است. O(nk) فضای نیازمند H اولویت صف اغلب است. O(nk) برابر v ∈ V همه ی

ساده چندضلعͬ در ی΁‐حذفͬ مسیر مسئله ٣ . ٣
مسیر ΁ی محاسبه هدف است. شده داده s, t ∈ P نقطه جفت ΁ی و رأس n شامل P ساده چندضلعͬ
چند ضلعͬ از خارج در که آن از قسمتͬ یا مسیر یال ΁ی حداکثر از که است t به s از طول کمترین با
P چندضلعͬ از خارج ناحیه دهنده ی نشان که P = R\int(P ) نماد از بعد، به این از ͬ کند. م عبور P
داشته توجه ͬ گوییم. م شده حذف یال آن به و ͬ کند م عبور P میان از که t به s مسیر از یالͬ و است،
ش΄ستگͬ است مم΄ن اینجا در ساده، ضلعͬ چند ΁ی داخل در مسیر کوتاهترین برخلاف که باشید
کوتاهترین حذفͬ یال که ببینید)، را ٣ . ١ (ش΄ل نگیرد قرار چند ضلعͬ رأس در همیشه مسیر ΁ی در
وارد مسیر از جایی در است مم΄ن چند ضلعͬ، یال ΁ی داخلͬ قسمت از نقطه ای در t به s از مسیر
مسیر ΁ی نمایش برای ”x ⇝ y” نماد از بخش، این جای همه در چپ). سمت (از شود چند ضلعͬ
برای x −→ y نماد از و ͬ کنیم، م استفاده y به x از است، پیوسته هم به خطوط از مجموعه ای که
مسیر کوتاهترین نمایش برای ∏in(x, y) نماد از همینطور ͬ کنیم. م استفاده y به x از یال ΁ی نمایش

ͬ کنیم. م استفاده چندضلعͬ درون x, y ∈ P نقاط جفت بین

بین ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین و رنگ) قرمز (مسیر ∏
in(s, t) سازی تصویر :٣ . ١ ش΄ل

رنگ). سبز (مسیر t و s مسیر



٢١ ساده چندضلعͬ در ی΁‐حذفͬ مسیر مسئله
به s از انحصاری مسیر ΁ی باشد، داشته قرار P داخل در کاملا́ پاره خط صورتی΄ه در .٣ . ٣ . ١ نتیجه

است. ∏out(s, t) از کوتاهتر که دارد وجود t

رأس ΁ی در چرخش ΁ی حداقل ندارد، قرار P چندضلعͬ درون کامل st پاره خط آنجایی΄ه از ∏برهان.
in(s, t) از پاره خط دو روی   v از ϵ کم خیلͬ فاصله به β و α نقطه دو دارد. وجود ∏

in(s, t) از v مانند
΁ی αβ (یعنͬ ͬ دهد م تش΄یل را متصل جزء ΁ی αβ∩P پاره خط  طوری΄ه به کرده انتخاب v به مجاور
α→ v → β پاره خط کردن جای·زین با آمده بدست مسیر مثلثͬ، نامساوی ΁کم به است). حذفͬ یال

ͬ دهد. م ما به t به s از مم΄ن حذفͬ مسیر ΁ی و شد، خواهد کوتاهتر مسیر α→ β با ∏in(s, t) از

شامل t به s از مطلوب ی΁‐حذفͬ مسیر ∏
= s ⇝ a → b → c → d ⇝ t کنید فرض .٣ . ٣ . ١ لم

روی نقاط c و b نقاط و P رأس های b و a رأس های و حذفͬ یال bc یال که باشد، پاره خط سه حداقل
یا {a, b, c} نقاط یا است P رأس که a رأس از ͬ کند م عبور یا bc حذفͬ یال سپس، هستند. P محیط

واقͽ اند. خط ΁ی امتداد بر {b, c, d} نقاط

مسیر ∏
= s ⇝ a → b → c → d ⇝ t کنید فرض ͬ نماییم. م اثبات خلف برهان طریق از برهان.

 {b, c, d} از هیچ΄دام یا {a, b, c} از هیچ΄دام و نکند عبور P رأس های از bc یال که مطلوب ی΁‐حذفͬ
٣ . ٢ ش΄ل های در را مورد دو باید ،∏ از cd و ab یال های شیب به بستگͬ نیستند. خط ΁ی امتداد بر

کنیم. بررسͬ
مسیر cd و bc و ab (یعنͬ دارند متفاوتͬ شیب های ∏ از cd و ab یال های که ب·یرید نظر در را این
انتقال b′c′ جدید موقعیت به ͬ تواند م bc حذفͬ یال مورد، این در ͬ دهند). م تش΄یل را محدب
جدید مسیر و است حذفͬ یال ΁ی b′c′ بطوری΄ه ببینید)، را a قسمت ٣ . ٢ (ش΄ل bc با موازی یابد،
تناقض ∏ بودن ͬ نیمم م با موضوع این است. ∏ مسیر از کوتاهتر ∏′

= s⇝ a→ b
′ → c

′ → d⇝ t

کند لمس را P رأس های از ی΄ͬ یا bc که زمانͬ تا را حرکت این ͬ توانیم م که باشید داشته توجه دارد.
باشند. خط ΁ی امتداد در d یا و a و c و b یا

٣ . ٣ . ١ لم اثبات تصویر :٣ . ٢ ش΄ل
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مسیر تا کرده استفاده نامیده، SPMt و SPMs ترتیب به که را t به s از مسیر کوتاهترین نقشه
شوند مͬ استفاده معمول طور به مسیر کوتاهترین نقشه های کنیم. محاسبه را مطلوب ی΁‐حذفͬ
محدوده ی نقشه ها این کنیم. محاسبه را بمانند P در که s از P در نقاط همه ی از مسیر کوتاهترین که
از ΁ی هیچ ͬ شود. م گفته جزیی” ”بخش های آنها به که ͬ کنند م تقسیم باز فواصل به را چند ضلعͬ

نیست. P از نقطه ای هیچ حاوی جزیی بخش های
گفته منبع رأس آن به که است، چندضلعͬ رأس ΁ی به وابسته جزیی بخش هر .٣ . ٣ . ١ تعریف

است. آن منبع رأس از s از مسیر کوتاهترین بخش، آن از نقطه هر برای که گونه ای به ͬ شود. م
آن جزیی بخش های و است، s آن  ریشه کرد. تجسم درخت ΁ی بصورت ͬ توان م را SPMsها

هستند. برگ ها
P گره هر شود. ظاهر درخت در برگͬ غیر یا برگͬ گره های صورت به است مم΄ن P رأس های
ذخیره چند ضلعͬ داخل در p به s از را مسیر کوتاهترین طول است، P رأس ΁ی که SPMs ها، از

است. شده آماده نیز SPMt برای مشابه داده ساختار ΁ی ͬ کند. م
برای ∏in(t, p) و ∏

in(s, p) مسیرهای کوتاهترین طول خطͬ، زمان پردازش ΁ی از پس .٣ . ٣ . ٢ لم
ͬ شود. م محاسبه O(١) زمان در جزیی بخش ΁ی روی p نقطه هر

را بسته نیست، P از یالͬ که ،CH(P ) یال هر ب·یرید. نظر در را P از CH(P ) محدب پوسته
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به P به نسبت

نیست. P یال که ͬ شود م تعریف CH(P ) از e یال ΁کم به P ساده چندضلعͬ بسته .٣ . ٣ . ٢ تعریف
محدود P متوالͬ یال های از دنباله ای و e با است. CH(P ) داخل اما P از خارج چند ضلعͬ منطقه این
عنوان به e انتهایی نقطه دو ͬ دهد. م رخ e انتهایی نقطه دو در دنباله یال آخرین و اولین که ͬ شود م

شد. خواهد نام·ذاری بسته مرزهای
یال با متناظر تنهایی به بسته هر شوند. داده نشان P١, P٢, ..., Pk با بسته ها این کنید فرض
΁ی ∏ = s⇝ a→ b→ c→ d⇝ t کنید فرض ͬ شود. م تعریف P ساده چندضلعͬ از خارج CH(P )

b و a نماد، این در است. شده بیان ٣ . ٣ . ١ لم در که پاره خط سه حداقل شامل ی΁‐حذفͬ مسیر
از I جزیی بخش به b کنید فرض هستند. P مرز روی نقاط c و b که حذفͬ، یال bc بوده، P رأس های
باشید داشته توجه باشد. داشته تعلق SPMt از J جزیی بخش به c کنید فرض و داشته تعلق SPMs

تش΄یل قسمت ͷپن از ∏ که کنید مشاهده است. SPMt در J منبع d و بوده SPMs در I منبع a که
بطور bc پاره خط سوم قسمت و ∏

in(t, d) آن دوم قسمت و ∏
in(s, a) آن اول قسمت یعنͬ است، شده

ab پاره خط چهارم قسمت هستند، P مرز روی c و b که جایی دارند، قرار pi بسته های درون کامل
خط ΁ی امتداد در bc و ab پاره خط های است مم΄ن است. P در cd پاره خط پنجم قسمت و P در

باشند. خط ΁ی امتداد در cd و bc پاره خط های یا و باشند
رأس های ترتیب به آنها منبع که باشند، Pi بسته از جزیی بخش دو J = [wz] و I = [xy] کنید فرض
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محاسبه را t و s بین مطلوب ی΁‐حذفͬ مسیر ͬ خواهیم م .SPMt و SPMs ترتیب به نسبت با v و  u
خلاف Pi مرز ͽتقاط در که کنید فرض است. c ∈ J و  b ∈ I به محدود bc حذفͬ یال طوری΄ه کنیم،
ببینید). را ٣ . ٣ (ش΄ل ͬ شوند م ظاهر ترتیب به z و y و x نقاط ،y در شروع با ساعت عقربه های جهت
کوتاهترین دو این ب·یرید. قرار Pi در تا کنید محدود را z و y بین و w و x بین مسیرهای کوتاهترین
اگر ͬ کنند. م تعریف Pi در را H(I, J) ١ شنͬ ساعت ΁ی J و I جزیی بخش های همراه به مسیر
غیر در است. باز شنͬ ساعت ͬ شود م گفته نگذارد، اشتراک به رأس هیچ مربوطه مسیر کوتاهترین
ساعت و مسیرها کوتاهترین بین خوب ارتباط اساس بر را زیر مشاهدات است. بسته صورت این

ͬ دهیم. م انجام شنͬ

(I, J) جزیی بخش های از جفت ΁ی پردازش :٣ . ٣ ش΄ل

J و I بین واصل پاره خط ΁ی دارد وجود ،Pi بسته ی از J و I جزیی بخش دو برای .٣ . ٣ . ٢ نتیجه
است. باز H(I, J) اگر فقط و اگر گرفته قرار Pi درون کامل بطور که

محاسبه با H(I, J) که ͬ کنیم م بررسͬ ابتدا ،Pi بسته ی در J و I جزیی بخش های جفت برای
بخش که گوییم اینصورت در باشد، باز H(I, J) اگر خیر. یا است باز Pi به مربوط مسیر کوتاهترین
بخش های که کنید فرض پس این از اعتبارند. بی آنها غیراینصورت در هستند، اعتبار با J و I جزیی
را (آن است محدب زنجیره Pi در w و x بین مسیر کوتاهترین حالت این در هستند. معتبر جزیی
C٢ را (آن است محدب زنجیره ΁ی Pi در z و y بین مسیر کوتاهترین مشابه، طور به بنامید). C١

1Hourglasses
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بنامید).

جزیی بخش های ͬ دهیم. م ادامه زیر صورت به ،c ∈ J و b ∈ I که ،bc حذفͬ یال محاسبه برای
(و C١ در که رأس بازه، ΁ی در نقاط همه برای که طوری به ͬ کنیم، م تقسیم فواصل به را J و I
یال های با که ترسیم خطوط و x از شروع با C١ اس΄ن با کار این است. ی΄سان است مماس (C٢
سایر و ͬ شوند م گرفته نادیده ͬ کنند م ͽقط را C٢ که خطوطͬ ͬ آید. م بدست است، شده تراز C٢
متوالͬ یال های با ͬ کنند م ͽقط را wz که ͬ شوند.(خطوطͬ م حفظ ͬ کنند م ͽقط را wz که مواردی
ترتیب به را wz و ϕ١, ϕ٢, ..., ϕm نقاط در ترتیب به را xy خطوط این کنید فرض دارند.) مطابقت C١
و C١ مشترک مماس جفت ΁ی همچنین ببینید). را ٣ . ٣ (ش΄ل کنند ͽقط ψ١, ψ٢, ..., ψm نقاط در
در ترتیب به را wz و ϕ٠, ϕm+١ نقاط در ترتیب به را xy خطوط این کنید فرض ͬ کنیم. م ترسیم C٢
در را I که ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین حذفͬ یال ،٣ . ٣ . ١ لم ΁کم به کنند. ͽقط ψ٠, ψm+١ نقاط

کرد. خواهد عبور P از w رأس همان از کنند، ͽقط [ψi, ψi+١] بازه ی در را J و [ϕi, ϕi+١] بازه ی
مسیر کوتاهترین طول ͬ توان م [ψi, ψi+١] بازه ی یعنͬ آن به مربوط جفت و [ϕi, ϕi+١] بازه ی هر برای
در I از منبع رأس u که ،∏in(s, u) (آ) طول کردن اضافه با که مطلوب عمل΄رد با ی΁‐حذفͬ
و b ∈ [ϕi, ϕi+١] که bc پاره خط (پ) ،SPMt در J از منبع رأس v که ∏

in(t, v) (ب) است، SPMs

b ∈ [ϕi, ϕi+١] م΄ان که زمانͬ کرد. محایبه را ،cv پاره خط و (ث) ،ub پاره خط (ت) ،c ∈ [ψi, ψi+١]
برای حال هر به کرد. تعیین SPMt و SPMs از O(١) زمان در ͬ توان م را موارد سایر کنیم، ثابت را
طول رو این از ͬ شود. م محاسبه O(١) زمان در |ub| + |bc| + |cv| مقدار کمترین ،b ∈ [ϕi, ϕi+١] هر
محاسبه O(١) زمان در c ∈ [ψi, ψi+١] و b ∈ [ϕi, ϕi+١] فواصل به محدود ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین
ͬ کند، م عبور C٢ رأس از که ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین محاسبه برای روش همان ͬ شود. م
نظر در (I, J) جزیی بخش های از معتبر جفت ΁ی برای مورد کوتاهترین سرانجام، ͬ شود. م استفاده
متناسب زمان در ͬ توان م را J و I به ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین طول رو، این از است. شده گرفته
جزیی، بخش های مم΄ن جفت های تمام گرفتن نظر در با کرد. محاسبه Pi بسته ي رأس تعداد با
این تکرار با کنیم. شناسایی را Pi بسته ی از عبور t تا s از ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین ͬ توانیم م
نتیجه کنیم. محاسبه t و s بین را ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین ͬ توانیم م بسته ، هر برای محاسبه

ͬ کنیم. م خلاصه زیر قضیه در را
تعداد شامل P ساده چندضلعͬ در نقاط جفت ΁ی بین ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین .٣ . ٣ . ١ قضیه

ͬ شود. م محاسبه O(n) فضای از استفاده با و O(n٣) زمان در رأس n
دو شامل مسیر ΁ی یا ،t و s بین مستقیم پاره خط ΁ی شامل ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین برهان.

است. پاره خط بیشتر یا سه شامل مسیر ΁ی یا پاره خط،
وارسͬ ΁کم به ͬ تواند م کار این ͬ کنیم. م آزمایش را st پاره خط ی΁‐حذفͬ مسیر بودن معتبر ابتدا
را موردی حال شود. انجام O(n) زمان st،در پاره خط و مرز بین تقاطͽ های تعداد کنترل و P مرز
مسیر برگشت نقطه باشد. شده تش΄یل پاره خط دو از که حذفͬ مسیر کوتاهترین که ب·یرید نظر در
باشد، داشته قرار P رأس ΁ی در باید برگشت نقطه این، بر علاوه باشد. P بیرونͬ قسمت در ͬ تواند نم



٢۵ ش΄ل) (مستطیل مستقیم خطوط با چندضلعͬ در ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین مسئله
از ͬ توان م ،P از v رأس هر برای شود. نزدی΁        تر بهینگͬ به ͬ تواند م مسیر طول صورت این غیر در
خارجͬ نمای از ی΄بار حداکثر vt و sv پاره خط آیا ببریم پی که کرد استفاده پرتویی پرتاب داده ساختار
دارای که ͬ کنیم م پیدا را مورد ΁ی معتبر، پاره خطͬ دو مسیرهای همه میان در ͬ کند. م عبور P

ͬ توانیم م v رأس هر برای و دارد نیاز O(n) زمان به پرتویی پرتاب داده ساختار باشد. طول حداقل
ͬ کند. م ͽقط O(log n) زمان در بار ΁ی از بیش tv یا sv که بفهمیم

ͬ کنیم. م اتخاذ را ٣ . ٣ . ١ لم باشد، پاره خط بیشتر یا سه شامل ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین اگر
محاسبه ال·وریتم ها O(n)توسط م΄ان و زمان در ͬ توان م SPMt و SPMs مسیر کوتاهترین نقشه های
تعداد ،ni برابر Pi در رأس ها تعداد کنید فرض ͬ کنیم. م پردازش جداگانه بطور را Pi بسته ی هر کرد.
بخش های از را µ × ν جفت های باشد. ν و µ برابر ترتیب به SPMt و SPMs در جزیی بخش های
Pi همه ی ،(I, J) جفت هر برای .J ∈ SPMt و I ∈ SPMs بطوری΄ه گرفته ایم، نظر در (I, J) جزیی
از جفت ΁ی اگر دهیم. تش΄یل را C٢ و C١ محدب زنجیره های تا کرده پیمایش O(ni) زمان در را
ͬ دهیم م انجام را پیمایش دوباره و کرده ادغام هم با را C٢ و C١ باشند، معتبر (I, J) جزیی بخش های
ذکر قبلا که همانطور کنیم. بندی تقسیم ni فواصل حداکثر حالت بدترین در را J و I تکه دو تا
پردازش است، O(١) زمان نیازمند [ψi, ψi+١] ∈ J و [ϕi, ϕi+١] ∈ I فواصل جفت هر پردازش زمان شد،
نظر در از پس نهایی نتیجه است. O(ni) زمان نیازمند Pi بسته در (I, J) جزیی بخش های جفت
واقعیت این از نتیجه ͬ شود. م گزارش معتبر جزیی بخش های مورد در مم΄ن جفت های تمام گرفتن
توجه با O(n٢) برابر J ∈ SPMt و I ∈ SPMs ،(I, J) جزیی بخش های جفت تعداد که ͬ گیرد م بهره

است. P بسته های تمام به

با چندضلعͬ در ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین مسئله ۴ . ٣
ش΄ل) (مستطیل مستقیم خطوط

‐΁ی ٣ ش΄ل مستطیلͬ مسیر است، شده داده s, t ∈ P نقاط جفت و P ش΄ل٢ مستطیلͬ چندضلعͬ
ͽتقاط و شود، خارج P از که عمودی یا افقͬ e یال ΁ی بطوری΄ه t به s از مستطیلͬ مسیر ΁ی حذفͬ
حداقل با ی΁‐حذفͬ مستطیلͬ مسیر ΁ی محاسبه ما هدف باشد. پاره خط ΁ی در حداکثر P با e
ب·یرد قرار P داخل که t به s از مستطیلͬ مسیر کوتاهترین نمایش برای Ψin(s, t) نماد از است. طول
s از مستطیلͬ ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین نمایش برای Ψone(s, t) نماد از همینطور کرده، استفاده
یا ℓ از بخشͬ هرگاه گفته P چندضلعͬ از e یال با همراستا را ℓ پاره خط یا خط ͬ کنیم. م استفاده t به

باشد. داشته e همپوشانͬ از بخشͬ
دارد وجود t به s از مستطیلͬ مسیر کمترین آنگاه باشند، P چندضلعͬ مرز روی t و s اگر .١ . ۴ . ٣ لم

باشند. همراستا P چندضلعͬ یال های از بعضͬ با مسیر این از پاره خط هر بطوری΄ه
2Rectilinear Polygon
3Rectilinear Path



k‐حذفͬ مسیر کوتاهترین ٢۶
است e عمودی یال ΁ی دارای و باشد، t به s از مستطیلͬ مسیر کوتاهترین Ψ کنید فرض برهان.
ب·یریم نظر در را مورد دو باید اینجا در نیست. همراستا چندضلعͬ یال های با آن از بخشͬ هیچ که
به را e یال اگر مثبت، حالت در خیر. یا است P یال های بعضͬ با همراستا Ψ از ℓ′ عمودی یال آیا که
با شدن همراستا از بعد ͬ ماند. م باقͬ تغییر بدون مسیر طول کنیم، حرکت e

′ سمت به افقͬ صورت
عمودی یال امتداد در حرکت حال در e⊕ e

′ ترکیبی یال منفͬ، حالت در ͬ داریم. م نگه را نتیجه ،e′
را نتایج یافته، ادامه مشابه طور به ͬ دارد. م نگه تغییر بدون را آن کل طول و ͬ باشد م خود بعدی
نباشد، همراستا چند ضلعͬ از افقͬ یال ΁ی با Ψ از افقͬ یال ΁ی اگر مشابه، طور به ͬ داریم. م نگه

گردد. همراستا P یال با تا شود اصلاح مشابه روشͬ به ͬ تواند م
تمام بطوری΄ه دارد وجود t به s از مستطیلͬ مسیر کمترین سپس نباشند، P مرز روی t و s اگر
دارند. قرار t یا s روی که یال هایی احتمالا˟ جز به باشند شده همراستا P چندضلعͬ یال های با یال ها
باشد Ψin(s, t) از کوتاهتر آن طول که باشد داشته وجود ی΁‐حذفͬ مستطیلͬ مسیر اگر .٢ . ۴ . ٣ لم
از حذفͬ یال بطوری΄ه آورد بدست را Ψone(s, t) ی΁‐حذفͬ مستطیلͬ مسیر کوتاهترین ͬ توان م آنگاه

ͬ شود. م حاصل چندضلعͬ خارج در P یال ΁ی امتداد
و باشد، افقͬ e = [a, b] یال که باشد ی΁‐حذفͬ مستطیلͬ مسیر کوتاهترین Ψ کنید فرض برهان.
جهت در عمودی صورت به باید b و a در آن مجاور عمودی یال های نباشد. همراستا P یال هر با
کاهش را مسیر طول (معمول)، جهت آن در [a, b] حرکت با توان مͬ اینصورت، غیر در باشد. مخالف
یال با اینکه تا کنیم حفظ را طول همان تا ͬ داریم م نگه پایین تر یا بالاتر را [a, b] اکنون، دهیم.
از یال ΁ی با همراستا e⊕ e′ افقͬ یال اگر ͬ نامیم. م Ψ از e′ را آن شود، همراستا بعدی یا قبلͬ افقͬ
تا تغییر بدون آن طول پایین) یا (بالا داد حرکت جهت ΁ی در را آن ͬ توان م سپس نباشد، چندضلعͬ
مورد، اولین در دهد. مͬ قرار ضلعͬ چند از یالͬ را آن یا شود همراستا Ψ از دی·ری یال با که زمانͬ

ͬ شود. م متوقف نتیجه اثبات روند دوم، حالت در و ͬ یابد م ادامه شده ادغام یال جابجایی روند
چندضلعͬ در Ψin(s, t) مستطیلͬ مسیر کوتاهترین روش به مستطیلͬ مسیر کوتاهترین ابتدا
و h(t) ترتیب (به v(s) و h(s) متعامد پاره خط های از جفت ΁ی ͬ کنیم. م محاسبه را P مستطیلͬ
Pright و Pleft قسمت دو به چندضلعͬ کنید فرض ͬ کنیم. م رسم را (t ترتیب (به s نقطه در (v(t)
به چندضلعͬ رأس های نمایش برای P̂right نماد و P̂left نماد از شود. تقسیم بندی v(s) طرف دو در
از پنجره هر کنید. محاسبه را Pright و Pleft تصویری افراز ͬ شود. م استفاده Pright و Pleft ترتیب
تصویری نمودار بین مجاورت ارتباط و است، مجاور تصویری نمودار ΁ی پایه تصویری، نمودار ΁ی
نمایش برای τleft نماد از داد. نشان جهتدار درخت ΁ی عنوان به ͬ توان م را v(s) از طرف هر در
نمایش H(v) نماد با v ∈ τleft گره نمودار ͬ کنیم. م استفاده Pleft چندضلعͬ برای درختͬ” ”نمودار
Pleft چندضلعͬ برای درختͬ نمای ΁ی و تصویری نمودار افراز ΁ی ،۴ . ٣ ش΄ل در ͬ شود. م داده
نظر در t به s از مسیر کوتاهترین محاسبه برای روشͬ ͬ خواهیم م اینک است. شده داده نشان
و s ترتیب به شامل تصویری نمودار نمایش برای H(t) و H(s) از .t ∈ Pleft کنید فرض ب·یریم.



٢٧ ش΄ل) (مستطیل مستقیم خطوط با چندضلعͬ در ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین مسئله
در s به t از مسیر کوتاهترین ͬ نامیم. م H(s) را Pleft درختͬ نمودار ریشه ˁهای ͬ کنیم، م استفاده  t
نشان ۴ . ٣ ش΄ل در که همانطور مربوطه مسیر و و کرد، خواهد حرکت H(s) به H(t) از درختͬ نمودار
نمودار افراز شد. خواهد (خم) ش΄سته آن پایه به تصویری نمودار یال ΁ی طرح در است شده داده
نمودار اساس بر تصویری نمودار است. O(n) زمان نیازمند درختͬ نمودار محاسبه ی و P تصویری
را Qleft نام به اشنایدر۴ نقاط مجموعه ΁ی اینها ͬ شود. م ریزی برنامه خود منبع و اصلͬ تصویری
است مم΄ن Qleft در اشنایدر نقاط و Pleft چندضلعͬ از P̂left رأس های در ش΄ستگͬ ͬ کنند. م ایجاد

بیافتد. اتفاق

.(a) قسمت درختͬ نمودار (b) بخش و Pleft تصویری نمودار تجزیه (a) بخش :۴ . ٣ ش΄ل

محور ΁ی آنها مسیر کوتاهترین باشند، داشته قرار ی΄سان تصویری نمودار در t و s اگر اکنون،
(چرخش) خم نقطه ΁ی در عمودی و افقͬ پاره خط ΁ی شامل L‐مسیر ΁ی) L‐مسیر موازی
t به s از مسیر خم اولین صورت، این غیر در ͬ کند. م وصل هم به را آنها که است است) مشترک
نمودار هستند. P̂left ∪Qleft نقاط در خم ها بعدی دفعه گرفت. خواهد قرار H(t) پایه از t تصویر در

که بطوری ͬ سازیم، م را G = (V,E)

V = P̂left ∪Qleft ∪ {s, si, i ∈ {N,S,E,W}} ∪ {t, ti, i ∈ {N,S,E,W}}

ترتیب به (یعنͬ جهت چهار در P مرز در t و s از متعامد ͬ های پیش بین {si, ti, i ∈ N,S,E,W} که
α بطوری΄ه ͬ پیوندد، م α, β ∈ P̂left ∪Qleft نقاط جفت به e ∈ E یال غرب). شرق، جنوب، شمال،
نیست. [α, β] بازه ي در P̂left ∪Qleft از دی·ری نقطه هیچ و هستند ی΄سان (y (یا x مؤلفه دارای β و

گردد. محاسبه G گراف روی دای΄سترا ال·وریتم ΁کم به ͬ تواند م t به s از مسیر کوتاهترین
4Steiner Points



k‐حذفͬ مسیر کوتاهترین ٢٨
پنجره های تعداد و دارد Q در عضو دو حداکثر پنجره هر که آنجایی از |V | = O(n) که کنید مشاهده
Pleft رأس های تعداد که ،τleft در گره های تعداد با است برابر Pleft از تصویری نمودار در موجود
هر و دارد یال ٢ حداکثر P رأس زیرا است O(n) برابر اغلب یال ها تعداد است. |P̂left| برابر حداکثر

ͬ کند. م اجرا  O(n log n) زمان مدت در دای΄سترا ال·وریتم ͬ افتد. م اتفاق یال ٣ در حداکثر Q عضو
΁کم به ͬ دهیم. م شرح را طول کمترین با ی΁‐حذفͬ مسیر محاسبه برای دی·ر روش ΁ی اکنون
بیرون در را P مرز ê پسوند باشد. P چندضلعͬ از e یال ΁ی ê پسوند ͬ تواند م شده حذف یال ٢ . ۴ . ٣
کنند، برخورد هم به داخل در e′ یال با ͬ تواند م e پسوند که باشید داشته توجه ͬ کند. م ملاقات آن از
حذفͬ یال که است ذکر به لازم اینجا در کند. ͽقط e′′ دی·ر یال با را آن سپس و برود، بیرون به سپس
گراف محاسبه ی سازی قاعده در بنابراین برسد. Pright مرز در نقطه ای به است مم΄ن Pleft مرز از
مسیر، کوتاهترین مسأله مانند کنیم. کنترل هم با را Pright و Pleft جفت که داریم نیاز ،Ψone(s, t)

بطوری΄ه ͬ کنیم، م ایجاد را Gone = (Vone, Eone) گراف
Vone = P̂ ∪Q ∪R ∪ {s, (si, σi), i ∈ {N,S,E,W}} ∪ {t, (ti, τi), i ∈ {N,S,E,W}}

نمودار اساسͬ تصویر از ترتیب به که است رأس هایی مجموعه Q (ب) ،P̂ = P̂left ∪ P̂right (آ) اینجا
مسیر کوتاهترین مسأله برای که همانطور است، شده تش΄یل منبع(سرچشمه) پایه در تصویری
si (ت) است، آن بیرون از P مرز روی P̂ رأس های متعامد تصاویر R (پ) است، شده داده توضیح
و است i‐ام طرف در درون از چندضلعͬ مرز روی (t ترتیب (به s از متعامد تصاویر (ti ترتیب (به
در خارج از چندضلعͬ مرز با (t ترتیب (به s از یافته گسترش خط ͽتقاط نقطه (τi ترتیب (به σi (ث)
توجه با Ê در موجود یال های .Eone = Ê ∪ Eviolation داریم یال ها برای همینطور است. i‐ام طرف
ͬ شوند. م خوب عنوان تحت گذاری برچسب و شده  تعریف مسیر کوتاهترین در P̂ ∪Q رأس های به

ͬ باشند. م بد عنوان تحت برچسب با و حذفͬ یال های همه ی مجموعه Eviolation یال های
P̂ رأس ΁ی به Eviolation یال هر باشد. داشته وجود است مم΄ن حذفͬ یال دو P رأس هر برای
R درون رأس های است. خارج طرف از P مرز روی (∈ R) آن متعامد تصاویر و است شده وصل
در چندضلعͬ روی عمودی) ترتیب (به افقͬ خط ΁ی جابجایی طریق از Eviolation درون یال های و
یال های از است مم΄ن Eviolation در یال ΁ی باشید، داشته توجه ͬ شوند. م تولید O(n log n) زمان

کند. عبور Eviolation در بسیاری
رأس های تعداد (آ) حال، هر به نباشد. ͹مسط گراف ΁ی Gone است مم΄ن ،G خلاف بر بنابراین،
یال های تعداد (ب) و ͬ یابد، م گسترش جهت دو در حداکثر P در یال هر زیرا است O(n) برابر R درون
تعریف ͬ تواند م Eviolation از یال دو حداکثر در P رأس هر زیرا است Eone = O(n) بصورت Eone درون
کند محاسبه را Ψone(s, t) که ،k = ١ حذفͬ یال های تعداد با ͬ کنیم، م اجرا را ٣ . ٢ . ١ ال·وریتم  شود.

آوریم. بدست  را بعدی نتیجه و
داخل در t و s نقطه دو و رأس n تعداد با P ساده مستطیلͬ چند ضلعͬ ΁ی کنید فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه
از استفاده با O(n log n) زمان در ͬ توان م را t تا s از ی΁‐حذفͬ مستطیلͬ مسیر کوتاهترین آن،

کرد. محاسبه O(n) فضای



۴ فصل
آن ͬ های ویژگ و k‐مسیر

با متمایز مسیر دو ͬ های ویژگ و ͬ پردازیم م آن قوانین و پذیر رؤیت گراف تعریف به فصل این در
΁ی ͬ خواهیم م پذیر رؤیت مفهوم از استفاده با همینطور کرد. خواهیم بیان را مشترک ͬ های ویژگ

کنیم. تقسیم جزیی مسیر چند یا دو به را مسیر
کرده ایم. استخراج [١٨] مقاله از را فصل این مطالب

k‐مسیر تعریف ١ . ۴
کنیم حذف را ͽمان k کدام است، شده داده k صحیح عدد و صفحه در چندضلعͬ ͽموان از مجموعه ای

آید؟ بدست شده، داده t و s نقطه دو بین مسیر کوتاهترین تا
است؟ کدام داریم ͽمان k حداکثر درون از عبور اجازه که مسیری کوتاهترین دی·ر، عبارت به
مسیر داد قرار به بنا ͬ نامیم. م k‐مسیر ΁ی کنیم عبور ͽمان k حداکثر درون از آن در که مسیری
ͽموان عنوان به d٢ و d١ خط دو ،١ . ۴ ش΄ل در مثال عنوان به ͬ نامیم. م صفر‐مسیر ΁ی را ͽمان بدون
کوتاهترین s → u → v → t مسیر اینصورت در است. پایانͬ نقطه t نقطه و آغازین نقطه s نقطه و
همینطور ،( t به s از ٠ ‐مسیر (کوتاهترین ͬ کند نم عبور مانعͬ هیچ درون از که بوده t به s از مسیر
(کوتاهترین کند عبور ͽمان ΁ی از است مجاز که بوده t به s از مسیر کوتاهترین s → u → t مسیر

.( t به s از ١ ‐مسیر
رأس های کل تعداد که است صفحه در محدب ͽمان h شامل P چندضلعͬ فرض کنید تر، دقیق بطور

٢٩



آن ͬ های ویژگ و k‐مسیر ٣٠

t به s از ١ ‐مسیر و ٠ ‐مسیر کوتاهترین نمایش :١ . ۴ ش΄ل

کنید) توجه ٢ . ۴ ش΄ل (به باشند. گرفته قرار R مستطیل درون هم·ͬ بطوری΄ه بوده تا n چندضلعͬ
ثابت و شده داده آزاد فضای در s شروع نقطه کنید فرض ͬ نامیم. م آزاد فضای را R درون ͽموان متمم

کنیم. محاسبه را آزاد فضای این نقاط دی·ر به k ≤ h برای k‐مسیر کوتاهترین ͬ خواهیم م است،

آزاد فضای هاشور خورده قسمتهای رأس، n و محدب ͽمان h با R مستطیل :٢ . ۴ ش΄ل
ͬ باشند م

کوتاهترین نقشه باشند، صفحه از افرازی بصورت ͬ توانند م که مسیرها کوتاهترین این توصیف
ثابت نقطه s که ،t به s از k‐مسیر کوتاهترین نمایش برای πk(t) نماد از ͬ شود. م نامیده k‐مسیر

ͬ دهیم. م نشان dk(t) با را مسیر این طول و ͬ کنیم م استفاده است، ابتدایی

k‐مسیر های ویژگͬ ٢ . ۴
πk(t) نماد با را آن که k‐مسیر کوتاهترین است، شده داده آزاد فضای در p نقطه ΁ی کنید فرض
و کند، عبور ͽمان k حداکثر درون از و ͬ کند م وصل p به را s نقطه که است مسیری ͬ دهیم، م نشان
به ͬ کنند، م ͽقط را ͽمان k دقیقا که مسیرهایی به ادامه، در دارد. مسیرها همه بین را طول کمترین



٣١ k‐مسیر های ویژگͬ
(درجه ای چندجمله زمان در ͬ تواند م مسئله که تصور این با ͬ کنیم. م اشاره =)‐مسیر k) عنوان
ͬ کنیم. م شروع پذیری” رؤیت ”گراف روی دای΄سترا شبه جستجوی از استفاده با شود، حل دوم)

است راس n تعداد با محدب ͽمان h دارای که است چندضلعͬ ΁ی P کنید [١٩]فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه
از k‐مسیر کوتاهترین است. شده داده t (نهایی) هدف نقطه و s (آغاز) شروع نقطه کنید فرض و

ͬ شود. م محاسبه O((kn+ h٢) log n+ kh٢) زمان در ،t به s

١ ‐مسیر ͽتقاط دو :٣ . ۴ ش΄ل

دلیل این به باشد دوم درجه ͬ تواند م حالت بدترین در پذیری رؤیت گراف از استفاده با مسئله حل
به محدود k‐مسیر، کوتاهترین محاسبه برای همچنین باشد. h = Ω(n) ͬ تواند م ͽموان تعداد که
درجه پردازش پیش از پس اگرچه است، زمان ΁ی در نقاط) از ثابت ای مجموعه (یا نقطه ΁ی تنها

کند. پشتیبانͬ را O(h(k + log n)) زمان مدت در جوهایی و پرس تا داد تعمیم را آن ͬ توان م دوم
نقاط ی همه تا s از k‐مسیرها کوتاهترین محاسبه برای ال·وریتم ΁ی پایان نامه این در اصلͬ نتیجه
کوتاهترین نقشه محاسبه با را کار این است. O(k٢n log n) مربعͬ از کمتر زمان ΁ی در آزاد فضای
ساختاری ͬ های پیچیدگ روی Θ(kn) محدودیت ΁ی همچنین ͬ دهیم، م انجام آزاد فضای از k‐مسیر

به منحصر نقطه، ΁ی تا k‐مسیر کوتاهترین طول که باشید داشته توجه ͬ کنیم. م ثابت را SPMk

نقشه در شده ساخته ناحیه های مرزهای نیمسازهای امتداد (در نقاط از برخͬ اگرچه است، فرد
این با کار، سادگͬ برای هستند. دسترس قابل k‐مسیر کوتاهترین چندین با ( مسیر کوتاهترین
هر به k‐مسیر کوتاهترین که طوری به ، دارند قرار کلͬ موقعیت در ͽموان که ͬ کنیم م فرض حال،
داشته وجود k‐مسیر چند رأس ΁ی برای اگر صورت، این غیر (در است. فرد به منحصر ،ͽمان راس

ͬ کنیم.) م انتخاب دلخواه به را آنها از ی΄ͬ باشد،
مسیرها کوتاهترین ͬ کنیم. م شروع k‐مسیرها کوتاهترین با رابطه در مش΄ل ΁ی کردن برجسته با
دای΄سترا چارچوب برای اصلͬ مش΄ل ΁ی که کنند، ͽقط را ی΄دی·ر ͬ توانند م مختلف مقصد دو به
که واقعیت این به دارد بستگͬ روش این زیرا ،[١٩] است هندسͬ مسیرهای کوتاهترین برای پیوسته

کنند. ͽقط را همدی·ر ͬ توانند نم مشترک مبدأ ΁ی از اقلیدسͬ کوتاه مسیر دو
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مسیر کوتاهترین ،t٢ و t١ مقصد دو برای که طوری به دارد وجود ͽموان برای حالت ΁ی .٢ . ١ . ۴ لم

ͬ کنند. م ͽقط را همدی·ر k > ٠ برای πk(t٢) و πk(t١)
هر دارد. قرار ها y محور موازی B و A ی΄سان ͽمان بسته دو ساختار ،٣ . ۴ ش΄ل به توجه با برهان.
نوارهای به را اصلͬ نوار که نقطه ای تک های (حفره است، سوراخ با عمودی نوار چهار شامل بسته
هم از جدا ش΄ل در اما است کم خیلͬ بسته ها در نوارها بین افقͬ فضای ͬ کند). م تقسیم جداشده
A بسته های راست و چپ به واحد ١ فاصله در ترتیب به x محور روی دو هر t و s نقاط هستند.
ͽقط را ی΄دی·ر که دارد، وجود t به s از ١ ‐مسیر کوتاهترین دو که ͬ دهیم م نشان دارند. قرار B و
اندک بسیار لغزش با که ͬ گیریم م نتیجه سپس است. شده داده نشان ش΄ل در که همانطور ͬ کنند، م
به ͬ کنند، م ͽقط را همدی·ر که ١ ‐مسیرها کوتاهترین با را t٢ و t١ انتهایی نقطه دو پایین و بالا به t

است. شده ادعا که همانطور ͬ آوریم، م دست
٣ و ٢ نوارهای بالایی، گروه در ͬ دهند. م تش΄یل پایینͬ و بالایی گروه ΁ی دهانه ها بسته، هر در
در هستند. y = ١ در دهانه هایی دارای ۴ و ١ نوارهای و هستند، y = (١ + δ/٢) در دهانه دارای
سپس ،D برابر بسته ها بین فاصله اگر هستند. y = ١ در دهانه دارای ٣ نوار جز به همه پایین، گروه
است. ٢√٢+D طول دارای ٢ ‐مسیر کوتاهترین و ٢√٢+D+٢δ طول دارای ٠ ‐مسیر کوتاهترین
با مسیر کوتاهترین و ٢√٢+D+ ٣δ/٢ حداقل دارد بالایی گروه ΁ی از ͽتقاط ΁ی دقیقاً که مسیری
با است. ٢√٢ +

√
D٢ + ۴ + δ < ٢√٢ +D + ٢/D + δ طول دارای پایین تر گروه ΁ی در ͽتقاط ΁ی

هر از گروه ΁ی دقیقاً تا کنیم مجبور ͬ توانیم م را ١ ‐مسیر کوتاهترین ،δ = ۴/D و ،D = ١٠ انتخاب
ایجاد ͬ کنند، م ͽقط را همدی·ر که π

′

١(t) و π١(t) k‐مسیرهای کوتاهترین دو این، کند. طͬ را نوع
صورت به t اندک بسیار جابجایی با که باشد مقصد نقطه ΁ی ( t٢ (یا t١ کنید فرض اکنون ͬ کنند. م
ͬ توان م سهولت به سپس ͬ آید. م بدست پایین) سمت به عمودی طور به (یا بالا سمت به عمودی

ͬ کنند. م ͽقط را ی΄دی·ر π١(t٢) و π١(t١) مسیرهای کوتاهترین که دید

ͬ توانند م همیشه k‐مسیرها کوتاهترین ͬ دهیم، م نشان بخش این در که همانطور خوشبختانه،
دای΄سترا پیوسته چارچوب ͬ توان م که شوند تجزیه ͬ کنند، نم ͽقط را همدی·ر که جزئͬ مسیرهای به
برای ͬ کنیم. م معرفͬ را k‐سطحͬ پارکینگ مفهوم منظور این برای کرد، استفاده آنها برای را

کنیم. مͬ بررسͬ را ها لم از تعدادی ادامه در هدف، این به رسیدن
،ͽتقاط k−١ً دقیقا با مسیر کوتاهترین به تواند مͬ ،ͽتقاط k دقیقاً با مسیر کوتاهترین ΁ی .٢ . ٢ . ۴ لم

شود. تجزیه ،ͽتقاط صفر با مسیر کوتاهترین و ͽمان ΁ی درون مستقیم خط پاره ΁ی
vm از عقب به برگشت با باشد. vm به v١ از k‐مسیر ΁ی π = (v١, v٢, ..., vm) کنید فرض برهان.
کنید فرض ͬ کند. م ͽقط را ͽمان چند یا ΁ی vi−١vi خط پاره که باشد رأسͬ اولین vi ،π امتداد در
را H ،vi−١vi خط پاره H بودن محدب با باشد. vi−١vi خط پاره امتداد در vi به ͽمان نزدی΄ترین H
قرار H درون کامل طور به pq خط پاره و ͬ نامیم، م p, q را نقطه دو این که ͬ کند م ͽقط نقطه دو در
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ͽتقاط k− ١ دقیقا با مسیر کوتاهترین p به v١ از مسیر مسیرها، زیر بودن بهینه به توجه با ͬ گیرد. م
هیچ vm به q جزئͬ مسیر و ͬ گیرد م قرار ͽمان درون pq خط پاره شده، گفته ساختار به توجه با است،

کنید: دقت زیر ش΄ل ͬ کند.به نم ͽقط را مانعͬ

vm به v١ از k‐مسیر کوتاهترین ΁تفکی :۴ . ۴ ش΄ل

ͬ کنند، م ͽقط را ͽمان که ،ͽمان هر بعد و قبل پاره خط های k‐مسیر، کوتاهترین ΁ی در .٢ . ١ . ۴ نتیجه
هستند. هم راستا ͽمان درون خط های پاره با

پاره خط ΁ی ،πk−١(p) −k)‐مسیر ١) ΁ی به را πk(t) هر که ͬ دهد م را ام΄ان این ما به ٢ . ٢ . ۴ لم
ͽموان تعداد با را آخر زیرمسیر دو کنیم. تقسیم t و q بین ͽموان با برخورد بدون زیرمسیر ΁ی و pq
شمارشͬ پیشوند با را برچسب ها این و ͬ کنیم، م گذاری برچسب مسیر پیشوند از قسمت با شده ͽقط
پیشوند و است (k−١) برابر pq جزئͬ مسیر برای شمارشͬ پیشوند دی·ر، عبارت به ͬ کنند. م نام·ذاری
πk(t) ͬ توانیم م ٢ . ٢ . ۴ لم از بازگشتͬ استفاده ΁ی با است. k برابر t به q از جزئͬ مسیر برای شمارشͬ

کنیم. تجزیه نیستند، کاهشͬ آنها برچسب های که جزئͬ مسیر ٢k + ١ به را
ͬ  توانند نم مشابه شمارشͬ پیشوند با جزئͬ مسیر ͬ گوید م که است زیر لم تجزیه، این کلیدی نتیجه

کنند. ͽقط را همدی·ر
است. ی΄سان آنها شمارشͬ پیشوند که باشند جزئͬ مسیر دو π′

k(t
′
) و πk(t) کنید فرض .٢ . ٣ . ۴ لم

ͬ کنند. نم ͽقط را همدی·ر π
′
k(t

′
) و πk(t) سپس

مسیر دو اگر :(۵ . ۴ ش΄ل به توجه (با ͬ شود م نتیجه مثلث نابرابری ساده کاربرد از اثبات برهان.
اینصورت در (t نقطه (در برسند ی΄دی·ر به چنانچه باشیم، داشته ی΄سان شمارشͬ پیشوند با جزئͬ
رسم با زیاد احتمال به و کنیم وصل دی·ر مسیر پسوند قسمت به را مسیر هر پیشوند ͬ توانیم م
بدون ولͬ قبلͬ مسیر طول همان با یا کرد کوتاهتر را مسیر ΁ی حداقل یا ͬ توان م میانبر، پاره خط

آورد. بدست برخورد
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ی΄سان شمارشͬ پیشوند با زیرمسیر دو برخورد عدم و مثلثͬ نامساوی :۵ . ۴ ش΄ل

مسیر های در کرده اند، ͽقط را همدی·ر که k‐مسیر دو یال های ،٣ . ۴ ش΄ل در مثال عنوان به
دارند. متفاوتͬ شمارشͬ پیشوندهای خود، جزئͬ

بود. خواهند مفید ادامه در که ͬ کنند م ارائه را k‐مسیر کوتاهترین خواص بعدی لم دو
ͽقط را ͽمان k حداکثر sp پاره خط اگر گوییم ١ پذیر k‐رؤیت را s مبدأ از p نقطه ی .٢ . ١ . ۴ تعریف

است. یال ΁ی دقیقا با k‐مسیر کوتاهترین ΁ی پذیر k‐رؤیت یال ΁ی کند.
باشد. =)‐مسیر k) ΁ی باید πk(p) مسیر آنگاه نباشد، پذیر k)‐رؤیت − ١) ،s از p اگر .۴ . ٢ . ۴ لم

از p که آنجایی از کند. عبور k از کمتر ͽموان تعداد از πk(p) کنید فرض خلف، برهان ΁کم به برهان.
را کوتاهتر مسیر سپس باشد. داشته ش΄ستگͬ ΁ی حداقل باید  πk(p) نیست، پذیر (١−k)‐رؤیت ،s
مسیرها تعداد نتیجه در و کرد ایجاد است، شده ش΄ستگͬ این باعث که مانعͬ کردن ͽقط با ͬ توان م
دارد ͽتقاط k حداکثر و است کوتاهتر πk(p) مسیر حاصل،از مسیر ͬ دهد. م افزایش واحد ΁ی از را

است. متناقض πk(p) بهینگͬ با که

ͽمان j که مسیری است ͹واض باشد. p نقطه به k‐مسیر کوتاهترین طول dk(p) کنید فرض
ͽموان تعداد ͽقط اجازه اگر حتͬ ͬ شود م کوتاهتر است پاره خط دو حداقل دارای و ͬ کند م ͽقط را
k)‐رؤیت − ١) ،s از که p نقطه هر برای که است معنͬ بدان این بنابراین، باشد. داشته را بیشتری

است. برقرار j < k هر برای ،dj(p) > d(j+١)(p) نیست، پذیر
دنباله ای j‐مسیرها کوتاهترین طول نیست، s از پذیر (١−k)‐رؤیت که p نقطه هر برای .۵ . ٢ . ۴ لم

ͬ دهند: م تش΄یل را نزولͬ
d٠(p) > d١(p) > ... > dj(p) > ... > dk(p)

1k − visible



۵ فصل
SPMK مسیر، کوتاهترین نقشه

از k‐مسیر کوتاهترین اختصاصͬ مفاهیم با و پرداخت خواهیم k‐مسیر ͬ های ویژگ به فصل این در
شد. خواهیم آشنا Vk ناحیه و k‐پارکینگ قبلͬ، k‐راس ،SPMK قبیل

کرده ایم. استخراج [١٨] مقاله از را فصل این مطالب

ها محدودیت و خواص ١ . ۵
نقشه از را خود بحث حاضر حال در k‐مسیر، کوتاهترین ای پایه ͬ های ویژگ شدن محرز از پس

ͬ کنیم. م آغاز SPMK k‐مسیر کوتاهترین
از رأسͬ p رأس قبلͬ K‐رأس ،πk(p) k‐مسیر کوتاه ترین به توجه با قبلͬ: K‐رأس .١ . ١ . ۵ تعریف
به خالͬ فضای افراز ͬ کنیم. م تعریف است، πk(p) در p به مجاورت که  (s جمله P (از رئوس مجموعه
نشان SPMK با و ͬ شود م نامیده k‐مسیر کوتاهترین ی΄سان، قبلͬ K‐رأس با همبند ناحیه های
را ͽمان k دقیقا p نقطه هر برای πk(p) مسیر کوتاهترین که SPMK از زیر مجموعه ͬ شود. م داده
١ . ۵ ش΄ل به مثال برای ͬ شود. م داده نشان SPM=k با و نامیده  k‐مسیر کوتاهترین ͬ کند، م ͽقط

کنید. مراجعه
قبلͬ رأس است، ناحیه مرز روی یا داخل همیشه ناحیه ΁ی قبلͬ رأس آن در که ،SPM٠ برخلاف
در ناحیه چندین این، بر علاوه باشد. داشته قرار ناحیه از خارج است مم΄ن SPMK در ناحیه ΁ی
تا داریم نیاز بنابراین ببینید) را ١ . ۵ (ش΄ل باشند. داشته ی΄سان قبلͬ رأس است مم΄ن SPMK
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خاص، طور به دهیم. تغییر را قبلͬ رأس رابط تا کنیم حفظ چندضلعͬ رأس با را اضافͬ اطلاعات
کنید فرض باشد. πk(p) در P به مجاور رأس یعنͬ باشد، P رأس از k‐قبلͬ رأس v که کنید فرض
πk(p) از dk(p) طول سپس .٠ ≤ i ≤ k مقدار ΁ی برای کند، ͽقط را ͽمان (k − i) تعداد vp خط پاره

است. vp خط پاره طول و v به i‐مسیر طول مجموع با برابر

است s نقطه SPM١ دار سایه ناحیه در نقاط همه قبلͬ ١‐رأس :١ . ۵ ش΄ل
کنیم. ذخیره را i = ٠, ١, ..., k صحیح اعداد همه و v ͽموان راس های تمام برای di(v) مقادیر باید
که ͬ کنیم م معرفͬ (v, i) زوج توسط را p از k‐قبلͬ ،SPM=K در p نقطه ΁ی برای دی·ر، عبارت به
را ͽمان (k − i) تعداد vp پاره خط و dk(p) = di(v) + |vp| بطوری΄ه i ∈ {٠, ١, ..., k} و P راس v آن در
تعداد تنهایی به این حال، این با است. O(kn) برابر قبلͬ k‐رأس کل تعداد بنابراین ͬ کند. م ͽقط
داشته ی΄سان قبلͬ k‐رأس ͬ توانند م ناحیه چندین چون ͬ کند نم محدود را SPM=k در ناحیه ها
تعریف را پذیر k‐رؤیت مفهوم ادامه در نقشه، ترکیبیاتͬ پیچیدگͬ کردن محدود راستای در باشند.

ͬ کنیم. م
تعریف پذیر k‐رؤیت نقاط شامل ناحیه ای را VK ناحیه پذیر): (k‐رؤیت Vk ناحیه .١ . ٢ . ۵ تعریف
را ͽمان k حداکثر که خطͬ پاره با s نقطه ی از دید قابل ناحیه با است برابر s مانند نقطه ای ͬ کنیم. م
را ͽمان k از کم تر πk(p) اگر حالا . ( ٢ . ۵ (ش΄ل پذیراست k‐رؤیت نقاط از متش΄ل ͬ کند.که م ͽقط
است مستقیم پاره خط ΁ی πk(p) مسیر گیرد. قرار Vk−١ در باید p ،۴ . ٢ . ۴ لم از استفاده با کند، ͽقط
همه که هستند هایی یال ∂Vk های یال مجموعه همینطور است. s نقطه ،p نقطه ی قبلͬ k‐رأس و

ͬ کنند. م ͽقط را محدب ͽمان k رئوس
چنانچه دارند. قرار Vk−١ در باشد، داشته ͽتقاط k از کمتر πk(p) که گونه ای به pنقاط تمام .١ . ١ . ۵ لم
مسیر کوتاهترین نقشه یعنͬ است، SPM=k همان SPMk باشند، داشته قرار Vk−١ از خارج نقطه ای

دارد. ͽتقاط k دقیقا با
و Vk−١ مجزای ناحیه دو به را SPMk که ͬ دهد م را ام΄ان این و ͬ کند م آسان را کار لم این
آنها از و داده قرار مطالعه مورد را ناحیه ها این ساختاری خواص ادامه، در کنیم. تجزیه SPM=k

ͬ کنیم. م استفاده مربوطه نقشه اندازه در بالا های کران محاسبه برای ͬ کنیم م استفاده
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V٠ ناحیه همینطور سفید، و خاکستری قسمت V١ ناحیه و بوده ش΄ل کل V٢ ناحیه :٢ . ۵ ش΄ل
خاکستری قسمت ،V٢\V١ ناحیه رنگ آبی قسمت دی·ر عبارت است.(به رنگ سفید قسمت

است) V١\V٠ ناحیه رنگ
است. O(n+ h) = O(n) برابر ∂Vk مرز یال های تعداد .١ . ٢ . ۵ لم

است. P از ͽمان ΁ی تا s از های مماس ٢h از تصویری یا است P رأس های از ی΄ͬ ∂Vk رأس هر برهان.
هر هستند. ͽموان مرز از قسمت هایی یا مماس پاره خط های زیر از ∂Vk مجموعه در موجود های یال
s از دورتر x انتهایی نقطه و است، s با همراستا خطͬ ∂Vk از خط پاره ΁ی به متعلق شده تصویر راس
حداکثر مماس ٢h از ΁ی هر بنابراین، ͬ کند. م ͽقط را ͽمان k دقیقاً که است sx پاره خط ΁ی انتهای

ͬ کند. م ایجاد راس دو حداکثر و ∂Vk از پاره خط ΁ی

است. O(n+ hk) برابر ،٠ ≤ i ≤ k برای ∂Vi روی یالهای همه ی تعداد .١ . ٣ . ۵ لم
ثابت پیچیدگͬ نواحͬ به را V(k−١) سادگͬ به ͬ توانیم م ،∂Vk−١ یال در رئوس تمامͬ به s اتصال با

کنیم. تجزیه SPMK در

SPM=k ساختار و k ͹سط پارکینگ ٢ . ۵
، ٢ . ٢ . ۴ لم به توجه با ͬ کنیم. م معرفͬ k‐مسیر کوتاه ترین محاسبه برای را خود اصلͬ ایده اکنون
ͽمان یال ΁ی مرز به −k)‐مسیر ١) ΁ی اتصال از است شده تش΄یل p نقطه به s از =)‐مسیر k) ΁ی
است. p تا H دی·ر سوی از خالͬ فضای در مسیر کوتاهترین و H داخل در مسیر کوتاهترین ΁ی ،H
از استفاده با را ساختار این ͬ دهد. م نشان (١−k)=SPM را از SPM=k افزایشͬ ساختار ΁ی امر این
ایجاد ورودی چند ضلعͬ از نمونه چندین که است این ایده ͬ کنیم. م توصیف ١ k‐طبقه پارکینگ ΁ی
شمارشͬ پیشوند تعداد دارای طبقه هر در مسیر کوتاهترین که دهیم قرار هم روی را آن ها و کرده

1k-garage
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SPM=k بالا طبقه در خالͬ فضای ͹مسط ناحیه ͬ کنند، نم ͽقط را ی΄دی·ر بنابراین و بوده ی΄سان

است.
ضلعͬ چند دامنه طبقه)  ( یا نمونه k دادن قرار با را k‐پارکینگ ساختار k‐پارکینگ: .٢ . ١ . ۵ تعریف
را i طبقه کف روی H ͽمان ͬ کنیم. م ایجاد ͽموان مرز در ویژه اتصالات با ی΄دی·ر، بالای در P ورودی
روی H ͽمان به که مسیری هر که طوری به ͬ کنیم م متصل i+ ١ طبقه کف در خود مقابل طرف به
عنوان به ͽموان دی·ر، عبارت به شود. خارج بعدی بالاتر طبقه در تنها ͬ تواند م ͬ رسد، م i طبقه کف
s نقاط ابتدا ͬ کند، م نگاه ͽموان به جانبی نمای از که ٣ . ۵ ش΄ل به توجه با ͬ کنند. م عمل بالابرنده
دی·ر نمونه دو سپس گرفته نظر در صفرم) (طبقه هم΄ف طبقه روی را H٣ و H٢ و H١ ͽموان و t و
کنار از عبور با s نقطه از ͬ دهیم. م قرار دوم و اول طبقه عنوان به ͽموان همین روی را ͽموان این از
از شروع با بعد مرحله در ͬ آید. م بوجود ٠ ‐پارکینگ ساختار اصطلاح به t نقطه به رسیدن و ͽموان
مسیر ادامه و کرده عمل بالابرنده عنوان به  H١ ͽمان کنیم. H١ عبور ͽمان درون از ͬ خواهیم م s نقطه
در کنیم، عبور دی·ر ͽمان دو کنار از بخواهیم اگر ادامه در و ͬ سازد م پذیر ام΄ان بالاتر طبقه ΁ی با را

رسیده ایم. ١ ‐پارکینگ ساختار به اینصورت

k‐پارکینگ ساختار :٣ . ۵ ش΄ل
را فضا در s مبدأ از موج جبهه انبساط که بوده SPM=k ساخت برای ما نظر مورد ال·وریتم
T آن ها مسیر کوتاهترین که است p نقاط تمام شامل T زمان در موج جبهه ͬ کند. م شبیه سازی
΁ی توسط کدام هر که است ΁موج نام به دایره ای قوس های از مجموعه ای موج جبهه مرز است.
،v مولد راس است. شده ایجاد بود، شده پوشانده موج جبهه توسط قبلا که ( s (شامل ͽمان راس
آن در که است زمانͬ w آن در که ͬ شود، م (v.w) مشخص زوج توسط و ͬ شود م نامیده ΁موج مولد
در شده اند اضافه  تاخیر با که مبدأ عنوان به ͬ توان م را مولدها ͬ آید. م بدست موج جبهه توسط v
م΄ان ͬ کنند. م شروع از پس زمان در ΁موج انتشار و شبیه سازی به شروع آن ها چون گرفت، نظر
به را خالͬ فضای دایره منحنͬ ،ͽمان یال کنار در است. دایره منحنͬ مجاور ΁موج دو تلاقͬ نقطه

ͬ کند. م افراز مسیر کوتاهترین نواحͬ
صفحه ای پارکینگ، از ͹سط هر ͬ دهیم. م تعمیم k‐پارکینگ ساختار به را دای΄سترا پیوسته چارچوب
موج΁ ها اما ͬ شوند، م منتشر معمول صورت به موج جبهه آن در که است ضلعͬ چند ͽموان با



٣٩ SPM=k ساختار و k ͹سط پارکینگ
موج جبهه که هنگامͬ دقیق تر، طور به بروند. بالاتر طبقه ( آسانسور) به ͽموان به ورود با ͬ توانند م
درونͬ فضای داخل به بلافاصله و ͬ شود م جذب H بیرونͬ یال توسط آن ͬ کند، م برخورد H ͽمان با
و ͬ شود م جذب ͬ رسد، م H دی·ر سمت داخلͬ مرز به موج جبهه که هنگامͬ ͬ شود. م گسیل H

نخواهد تاخیری هیچ عمودی حرکت این بنابراین ͬ یابد. م انتشار پارکینگ بالاتر طبقه در بلافاصله
که است طبقات تمام روی نقاط شامل T زمان در موج جبهه اصلاح شده، تنظیمات این در داشت.

دارند. قرار مبدأ از T فاصله در
p نقطه هر برای k‐مسیر کوتاهترین k‐پارکینگ طبقه روی بر ضلعͬ چند دامنه از Vk−١ منطقه
تعداد k طبقه روی بر ضلعͬ چند دامنه در نقاط این حذف با و ‐sp خط پاره از ‐قسمتͬ Vk−١ در
به ۴ . ۵ بخش در را خود ال·وریتم دقیق جزئیات ما ͬ کند. م ایجاد را مسیر این از اضافͬ نسخه های
ساختار ͬ های ویژگ از برخͬ ما ال·وریتم در که ͬ کنیم م اشاره نکته این به ادامه در ͬ اندازیم. م تعویق

هستند. مفید k‐پارکینگ

π↓ عقب گرد تصویر آنگاه باشد، k طبقه روی t تا صفر طبقه روی s از s−t مسیر کوتاه ترین π اگر . ١
است. t به k‐مسیر کوتاهترین ͬ آید، م بدست P ͹مسط دامنه در π کردن تصویر با که ، π از
کوتاهتر که داریم t به s از πc k‐مسیر ΁ی ما تناقض برای کنید فرض این، مشاهده ( برای
جدا زیر مسیر ٢k+١ به را πc ͬ توانیم م بازگشتͬ، صورت به ٢ . ٢ . ۴ لم از استفاده با سپس است.
سطوح به را مسیرها اکنون کنیم. تقسیم شده اند، مرتب پیشوند شمارنده به توجه با که هم از
فعلͬ زیرمسیر پیشوند شمارنده اگر ͬ کنیم: م متصل زیر ترتیب به را آن ها و ͬ بریم م پارکینگ
پیشوند شمارنده عنوان به ͹سط همان در آن ها مشترک پایانͬ نقطه باشد، ی΄سان بعدی و
ͬ شود. م ملحق بعدی ͹سط در آن ها مشترک پایانͬ نقطه به صورت این غیر در شود؛ ملحق
تبدیل k طبقه روی t تا صفر طبقه روی بر s π↑cاز مسیر کوتاهترین به را πc مسیر امر این
مسیر ͬ کند، نم ایجاد تاخیر هیچ پارکینگ طبقات بین عمودی جابجایی که آنجا از ͬ کند. م

است) . تناقض ΁ی که است π از کوتاهتر π↑c شده جای·ذاری
تحت تاثیر ͬ آیند م آن زیر طبقه از که ΁موج توسط تنها i طبقه روی بر موج جبهه که آنجا از . ٢
چندین با چند ضلعͬ دامنه ΁ی عنوان به i طبقه در موج جبهه انتشار ͬ توانیم م ͬ گیرد، م قرار
طبقات از که هستند ΁موج مولد به مربوط مبادی تمام ،i > ٠ طبقه در ب·یریم. نظر در مبدأ

ͬ آیند. م تر پایین
در را ͬ آیند م i− ١ طبقه از که موج΁ هایی تنها باید ،i > ٠ طبقه در مبدأ نقاط محاسبه برای . ٣
داده اجازه ΁موج به اگر حتͬ ͬ دهد م نشان که ͬ کند، م پیروی ۵ . ٢ . ۴ لم از این ب·یریم. نظر
i طبقه به ͬ تواند م i − ١ طبقه از ΁موج ΁ی رود، بالا بالابرنده در را طبقه چندین که شود

ͬ آیند. م پایینتر طبقه هایی از که موج΁ هایی نه برسد
طبقه روی برخورد دارای موج΄های عمودمنصف های از متش΄ل ͹مسط بندی های زیرتقسیم . ۴
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توجه است. SPM=i برای دی·ر عبارت به یا =)‐مسیرها i) برای مسیر کوتاهترین نقشه ،i
i طبقه در نقطه ای به مسیر کوتاهترین هستند، محدب ͽموان که آنجا از که باشید داشته
شود. کوتاهتر ͬ تواند م حتͬ یا و کند ͽقط ی΁ بار از بیشتر را طبقه)  هر ( در ͽمان ΁ی ͬ تواند نم
برای SPM=i برای را نقشه ها است. SPM=k مسیر کوتاهترین محاسبه برای طبیعͬ روش ΁ی این
با مسیر کوتاهترین انتشار وسیله به i > ٠ تکرار هر ͬ سازیم. م تکراری صورت به i = ٠, ١, ..., k
برای مشاهدات این از زیر بخش در ͬ شود. م تعریف ͬ آیند، م قبلͬ تکرار از که مبدأیی از مجموعه ای

ͬ کنیم. م استفاده SPMk k‐مسیر کوتاهترین نقشه اندازه روی کران ΁ی محاسبه

SPMk ͬ های پیچیدگ ٣ . ۵
فضای از قسمتͬ در SPM=k دقیقا k‐پارکینگ بالای طبقه در SPMk k‐مسیر کوتاهترین نقشه
اندازه دارای Vk−١ مرز است. شده  نشان داده ۴ . ٢ . ۴ لم در که همانطور است Vk−١ بیرون که خالͬ
پیچیدگͬ کردن محدود برای کنیم. محدود را SPM=k پیچیدگͬ باید فقط ما بنابراین و است خطͬ
چندضلعͬ ͽموان و Vk−١ ،SPM=k توسط شده تش΄یل Gk شده جای·ذاری ͹مسط نمودار ،SPM=k

اویلر فرمول مستقیم نتیجه که کنید توجه ͹مسط زیر گراف های ͬ های ویژگ به ͬ کنیم. م بررسͬ را
است.

رئوس همه درجه اگر باشد. G = (V,E) ͹مسط گراف ΁ی در ها وجه تعداد f کنید فرض .٣ . ١ . ۵ لم
است. O(f) برابر G اندازه باشند، بیشتر یا سه G

ͽقط را ͽمان عمودمنصف های یا که هستند نقاطͬ Gk در توجه” ”مورد رئوس که کنید مشاهده
با آنگاه باشد، وجه  ها تعداد f اگر دارند. درجه سه حداقل بنابراین و ͬ کنند م ͽقط را همدی·ر یا کرده
تعداد ͬ تواند م همچنین Gk این، بر علاوه O(f) است. راس این خاطر به نقشه پیچیدگͬ ٣ . ١ . ۵ لم
برابر پیچیدگͬ کل نتیجه در که باشد داشته ͽموان چندضلعͬ راس با مطابق دو درجه رئوس O(n)

است. O(f + n)

f وجه های تعداد کردن محدود برای کافͬ حد ،SPM=k پیچیدگͬ کران محاسبه منظور به بنابراین
.[١٩] ͬ کنیم م شروع زیر خوب نتیجه با ما ͬ کند. م کفایت Gk نمودار، در

دامنه ΁ی در تأخیرهایشان با شده دار وزن مبدأ نقطه m از مسیر کوتاهترین نقشه .٣ . ٢ . ۵ لم
بودن ͹مسط به توجه با است. وجه f ≤ m+n+h ≤ m+٢n دارای سوراخ h و راس n با چند ضلعͬ

است. O(f + n) برابر نقشه پیچیدگͬ کل
متصل و ش΄ل ستاره ای مسیر کوتاهترین نقشه منطقه هر که است این قبلͬ لم اثبات اصلͬ نکته
تعداد است، (m + n) برابر حداکثر ͬ ها قبل کل تعداد که آنجایی از است. منطقه قبلͬ نقاط همه به
مورد در فورا لم این مهمتر، همه از است. (m + n) برابر حداکثر نیز مناطق این از ناشͬ وجه های
k‐ام طبقه زیر از مناطقͬ به متعلق k‐ام طبقه در ͬ ها قبل از برخͬ زیرا شود، نمͬ اعمال SPM=k
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استدلال این بنابراین ندارند، قرار چند ضلعͬ دامنه در مبدأ نقطه m از برخͬ که، معنا این به هستند.
΁ی ٣ . ٢ . ۵ لم استدلال خوشبختانه ͬ افتد. نم اتفاق شده، متصل خود قبل به که منطقه هر که
آن در استدلال که کنیم ایجاد شناسͬ) (م΄ان توپولوژی΄ͬ حوزه ΁ی توانیم مͬ و است، توپولوژی΄ͬ

شود. اعمال
شده گذاری برچسب dk−١(p) فاصله دارای ͽتقاط‐(k− ١) فاصله با V(k−١) از خارج p ∈ ∂P نقطه هر
دارد، وجود dk−١(q) + |qp| < dk−١(p) طوری΄ه به q ∈ ∂H و است، H ͽمان ΁ی به متعلق p اگر است.
مقدار کند مͬ تعیین SPM=k با که ΁موج برسد. p به H کردن ͽقط با است مم΄ن πk(p) سپس
اگر کند. مͬ ͽقط را H و ͬ رسد م p به ”بالابرنده” توسط که وزنͬ منبع ΁ی به ͬ شود م اولیه دهͬ
موج جبهه در p به ابتدا که است ΁موج مولد πk−١(q) در q قبلͬ ،dk−١(q)+ |qp| کند کمینه q ∈ ∂H
یال زیر هر برای ͬ کنیم. م تقسیم ی΄سان قبلͬ با حداکثر یال های زیر به را ∂H از یال هر ͬ رسد. م
ایجاد v به یال زیر انتهایی نقاط از ها خط پاره کشیدن با را مثلثͬ ”دهانه” ΁ی ما ،v قبلͬ رأس با
دامنه در و ͬ کند م پیدا گسترش دهانه داخل در kth پارکینگ سمت به v از مسیر کوتاهترین ͬ کنیم. م
΁ی هر که ͬ آید م بدست آزاد فضای مرز روی بر دهانه ها تمام چسباندن از استفاده با چند ضلعͬ شبه
شوند، تصویر صفحه در دهانه ها این اگر است. شده متصل خود قبلͬ به مسیر کوتاهترین نقشه از
و ͬ دهند نم تغییر را دامنه ساختار آن ها هندسͬ نظر از اما داشت، خواهند همپوشانͬ هم با احتمالا

ͬ کنند. م اضافه دهانه هر در یال دو فقط
حداکثر چسباندن با P اگر باشد. سوراخ  h و راس n با چندضلعͬ دامنه ΁ی P کنید فرض .٣ . ٣ . ۵ لم
شده وزندار مبدأ نقطه m مسیر کوتاهترین نقشه سپس شود، داده بسط مرزش به مثلثͬ دهانه m

و f ≤ m + n + h ≤ m + ٢n تعداد دارای گسترش یافته، ضلعͬ چند حوزه این در آن ها تاخیر با
+O(m است. n) کلͬ پیچیدگͬ

ͽموان درون انتشار همچنین و k‐پارکینگ از طبقه هر در مسیر کوتاهترین انتشار شامل قبلͬ لم
شونده، تکرار ساختار پیچیدگͬ کردن محدود برای کلیدی نکته حالت دو هر در ͬ شود. م ( بالابرنده) 
بالابرنده از استفاده با چه ͬ یابند، م انتشار بعدی ͹سط به که است مبدأ نقاط تعداد کردن محدود
مرز روی مبدأ نقاط ،i > ٠ ͹سط پارکینگ هر در و بالابرنده هر در پارکینگ. طبقه طریق از چه و
΁ی منبع هر بنابراین ͬ کنیم، م افراز ͽموان رئوس در را مبدأ نقاط سادگͬ، برای دارند. قرار دامنه
منبعͬ چنین به است. (v, w) همراه مولد ΁ی با ∂H ͽمان یالهای از برخͬ در l ماکسیمال ( ‐زیر) یال
مسیر کوتاهترین ͬ دهیم. م نشان (v, w, l) سه گانه با را آن و ͬ کنیم م اشاره مرزی منبع ΁ی عنوان به
است. w ( تاخیر)  وزن با v راس آن قبلͬ و ͬ شوند م l یال طریق از دامنه وارد (v, w, l) منبع ΁ی از
چسبیده انتشار دامنه مرز به که را مثلثͬ دهانه ΁ی مرزی یال هر شد، اشاره بالا در که همانطور

ͬ باشد. م v و l محدب بدنه دهانه، این ͬ کند. م تعریف است،
کوتاهترین نقشه ͬ شوند، م مانͽ) پخش ΁ی درون یا و P درون ( یا دامنه ΁ی به مرزی یال که هنگامͬ
ͽقط را دامنه یال ΁ی s = (v, w, l) مبدأ با مطابق S منطقه اگر ͬ کنند. م تعریف دامنه در را S مسیر
΁ی (v, w, l) شده ی خواسته ورودی مبدأ ΁ی ͬ گیرد. م اندازه را یال آن در ͽتقاط فاصله سپس کند،
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نادیده بیشتر انتشار برای توان مͬ را شده خواسته های ورودی است. خودش l یال روی بر خواسته
کوتاهتر و شده خارج یال همان از ͬ تواند م ͬ شود، م l یال وارد آن طریق از که مسیری زیرا گرفت،
کوتاهترین انتشار بعدی ͹سط برای را مبدأ l) نقاط از غیر یالهای روی (بر خروجͬ ادعا های شود.
دسته ΁ی مبدأ، همان با شده خواسته های خروجͬ حداکثر یال، هر در ͬ کنند. م تعریف مسیر
مبدأ دارای e یال روی بر شده خواسته خروجͬ دسته ΁ی اگر ͬ شود. م نامیده شده خواسته خروجͬ
پاره خط کوچ΄ترین ،l′ آن در که است، (v, w, l′) بعدی، ͹سط در مربوطه مرزی مبدأ باشد (v, w, l)
در انتشار مسیر کوتاهترین بر l′ در ورودی ادعاهای شد، اشاره که همانطور است. e دسته شامل

ͬ گذارد. نم تاثیر بعدی ͹سط
مرزی ابتدایی نقطه m انتشار طریق از که بوده مسیر کوتاهترین نقشه S که کنید فرض .۴ . ٣ . ۵ لم
حال در S خروجͬ دسته های تعداد سپس باشد. آمده بدست راس، n با چند ضلعͬ ΁ی داخل به

. است m+O(n) حداکثر حاضر
کنیم. محدود را SPM=k پیچیدگͬ که ایم آماده اکنون

محدودیت SPM=k پیچیدگͬ است. O(n(k + ١)) برابر SPM=k در fk های وجه تعداد .۵ . ٣ . ۵ لم
دارد. مشابهͬ مجانبی

تعداد که دارد وجود C ثابت دهیم نشان که است این ما هدف است. استقرا وسیله به اثبات برهان.
استقرایی مراحل . k ≥ ٠ همه برای است Cn(k + ١) برابر موارد اکثر در SPM=k در fk وجه های
این باشد. SPM(k−١) در شده خواسته خروجͬ دسته های تعداد m کنید فرض ͬ کنیم. م شروع را
به k − ١ ͹سط از که است، ͽمان داخلͬ فضای درون (بالابرنده) انتشار در مرزی ابتدایی نقاط تعداد
m

′ اما است. m′
= m + O(n) برابر شده گرفته نتایج تعداد ، ۴ . ٣ . ۵ لم ΁کم به ͬ روند. م k ͹سط

گرفته نتایج تعداد ، ۴ . ٣ . ۵ لم ΁کم به دوباره و است، SPM=k ساختار در مرزی ابتدایی نقاط تعداد
.c١ ثابت مقدار ΁ی برای m′′ ≤ m+ c١n که است، m′′

= m
′
+O(n) = m+O(n) برابر شده

دارد O(n) پیچیدگͬ که (SPM٠) ͽتقاط بدون مسیر کوتاهترین نقشه پایه، حالت کردن برقرار برای
عبارت به است، O(n) برابر یال روی خروجͬ نتایج تعداد اینکه به دارد اشاره که بیاوریم، یاد به را
که ͬ دهد م نشان استقرایی، مرحله و پایه حالت ترکیب است. c٢ ثابت بعضͬ برای c٢n حداکثر دی·ر،
SPM=k وجه های تعداد است. c٢n+ k.c١n برابر حداکثر SPM=k های یال خروجͬ نتایج تعداد که
باشد. مͬ C = max(c١, c٢) برای ،Cn(k+١) حداکثر که است، ابتدایی یال های تعداد با برابر حداکثر

کند. مͬ ثابت را کلͬ پیچیدگͬ ٣ . ١ . ۵ لم
تعداد با نقشه ΁ی ساختن با SPMk اندازه برای پایین کران ΁ی اکنون : پایین کران تطابق
دسته دو با است. شده داده نشان ۴ . ۵ ش΄ل در ͽموان از ساختار این ͬ آوریم. م بدست ناحیه Ω(nk)
بین افقͬ فضای دسته، هر درون ͬ کنیم. م شروع اند، گرفته قرار yها محور موازی که B و A ͽموان
s ابتدایی نقطه است. شده داده نشان بزرگ بیشتر وضوح برای اما هستند، ΁کوچ بسیار نوارها

است. گرفته قرار آن راست سمت A بسته و دارد قرار xها محور روی



۴٣ SPMk ͬ های پیچیدگ

سیاه نوار ٢k تعداد دارای A بسته .Ω(nk) پیچیدگͬ با k‐مسیر کوتاهترین نقشه :۴ . ۵ ش΄ل
ورودی Ω(n) تعداد به S ضخیم نوار دارد. نوار k تعداد ،B بسته و است خاکستری نوار k و
تعداد π(p) که ͬ کنیم م مشاهده است. شده داده نشان s از π(p) k‐مسیر کوتاهترین دارد.

کند. ͽقط را B بسته در نوار اولین فقط ͬ تواند م و ͬ کند م ͽقط را A بسته در نوار k − ١

y = ٠ در فرد شماره با نوارهای نوار، ٢k اولین در است. سوراخ دار نوارهای ٣k تعداد شامل A بسته
سوراخ y = ٠ در بعدی نوار k دارند. ورودی ΁ی y = −٠٫۵ زوج شماره با نوارهای و دارند ورودی ΁ی

است. سوراخ بدون نوار k شامل و گرفته قرار A راست سمت D فاصله در B بسته ͬ شوند. م دار
از باید ͬ شود م شروع s از که k‐مسیر کوتاهترین که ͬ کنند م تضمین A بسته در آخر نوار k تعداد
در را A در نوار آخرین که مسیری شود، خارج شود) مͬ داده نشان y∗ با ) A نوار آخرین سوراخ 

شود. کوتاه تر است مم΄ن تقاطͽ ها، تعداد همان حفظ با ͬ کند، م ͽقط y∗ از غیر نقطه ای
y∗ به ،٠ ≤ i ≤ k که شرطͬ به ͽتقاط i با ͬ تواند م شده شروع s از که مسیر کوتاهترین مشاهده
بنابراین کند. مͬ جلوگیری واحد ΁ی اضافͬ طول به شدن منجر از ،ͽتقاط هر حال، این با برسد.
که باشید داشته توجه همچنین دارد. واحد (k − i) اضافͬ طول y∗ در ͽتقاط i با مسیر کوتاهترین
ͽقط را B مجموعه در k‐نوار نوار ، (k − i) اولین از ͬ تواند م y∗ از قبل ͽتقاط‐i با مسیر کوتاهترین
منطقه ΁ی ،B مجموعه در j نوار راست سمت در بنابراین، کند. ͽقط را بعدی ها ͬ تواند نم اما کند،
این ͬ آوریم. م بدست را D + j (هاx محور روی نقطه ای ( تا مسیر کل طول و (y∗, k − j) k‐قبلͬ با

ͬ دهد. م را منطقه k تعداد ما به
مسیر دهنده ش΄اف ΁ی عنوان به که S عمودی نوار کردن اضافه با منطقه Ω(nk) به را ساختار این
y = ٠, ١, ...,m در دهانه mتک‐نقطه مجموع دارای خاص نوار این ͬ دهیم. م گسترش ͬ کند، م عمل
ͬ دهیم م قرار B دسته چپ سمت به ΁کوچ بسیار فاصله ای در را S ͬ شود. م داده نشان yi با که است
،٠ ≤ y ≤ m دامنه در که باشید داشته توجه ͬ کنیم. م ایجاد جدید ناحیه ΁ی S ورودی هر برای و
نزدی΁ ترین طریق از زدن دور با ͬ تواند م کند، ͽقط yi سوراخ های از ی΄ͬ در جز به را S که مسیری
k‐مسیر کوتاهترین رو، این از ͬ کند. م ایجاد y∗ از قبل بیشتر ͽتقاط نقطه ΁ی و گردد کوتاهتر yi

و y = i در منطقه قبلͬ k‐رأس ͬ کند: م ایجاد منطقه  O(mk) تعداد این ͬ گذرد. م yi میان از همیشه
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√
D٢ + i٢+j برابر آن مسیر کل طول و بود خواهند (yi, k−j) نقاط B بسته از j نوار راست سمت در

با برابر ساختار این در رئوس کل تعداد شد. خواهد
٣k × ۴ + k × ٢ + (m+ ١)× ٢ = ١۴k + ٢m+ ٢

کل تعداد و ͬ رسیم م  m = Θ(n) به ،k < n/٢٨ فرض و m = (n − ١۴k − ٢/(٢ انتخاب با است.
ͬ دهد. م نتیجه را زیر لم مطلب این است. Ω(nk) برابر SPMk در مناطق

است. Ω(nk) برابر SPMk پیچیدگͬ حالت بدترین .۶ . ٣ . ۵ لم
گیریم. مͬ را بخش این اصلͬ نتیجه ، ۶ . ٣ . ۵ و ۵ . ٣ . ۵ و ١ . ٢ . ۵ لم ترکیب

است. Θ(kn) اندازه دارای SPMk از k‐مسیر کوتاهترین نقشه .٣ . ٧ . ۵ لم

مسیر کوتاهترین برای ال·وریتم ΁ی ی محاسبه ۴ . ۵
به را k‐پارکینگ تعریف ͬ دهیم. م شرح را SPMk ساخت برای O(k٢n log n) ال·وریتم بخش این در
ایجاد زمان ΁ی در را ͹سط هر ͬ سازیم، م تکراری صورت به را SPM=k ، ( ٢ . ١ . ۵ ( تعریف بیاورید یاد
جبهه خط سپس و ͬ کنیم م منتشر قبلͬ ͹سط از را مبدأ نقاط ،͹سط هر در نقشه محاسبه برای کنیم.
ͽموان حضور در مسیر کوتاهترین ال·وریتم از منظور این برای ͬ دهیم. م انتشار فعلͬ ͹سط در را موج
ͬ کنیم. م استفاده فرعͬ) (رویه زیر   روال ΁ی عنوان به [١٩] ٢ هرشبرگر و سوری توسط چند ضلعͬ
ادامه، در ͬ ماند. م باقͬ تغییر بدون ال·وریتم بیشتر است، لازم که جزئͬ ΁کوچ تغییر چند جز به
ال·وریتم ͬ کنیم. م بحث لازم اصلاحات درباره و ͬ کنیم م مرور را کلیدی ایده های خلاصه طور به
فضای در موج جبهه خط ΁ی انتشار که ͬ کند م استفاده پیوسته دای΄سترا روش از هرشبرگر‐سوری
که همانطور آن ش΄ل است. مدور موج΁ های از مجموعه ای موج جبهه ͬ کند. م شبیه سازی را آزاد
ͬ گیرد م سرچشمه مولد ΁ی از ΁موج هر ͬ کند. م تغییر ͬ کند، م برخورد موانعͬ به و ͬ کند م حرکت
΁ی برای مولد γ ΁ی وسط) . حد مبدأ ΁باشد( ی ͽمان راس ΁ی یا مبدأ نقطه ΁ی است مم΄ن که
که است زمانͬ w و است ورودی راس ΁ی v آن در که ͬ شود، م مشخص ،(v, w) جفت توسط ΁موج

ͬ کند. م γ انتشار به شروع v آن در
که کرده سازی شبیه ͹مسط زیرمجموعه ΁ی در را موج جبهه خط انتشار هرشبرگر‐سوری ال·وریتم
مولدی ال·وریتم، این ،p ∈ e نقطه هر و ،e یال هر برای ͬ گوییم. م آزاد فضای بر منطبق بخش را آن
را موج جبهه ،p ∈ e همه برای نتایج این ترکیب ͬ کند. م شناسایی ͬ رسد، م p به آن ΁موج که را
برخورد ( مانند جالب رویدادی م΄ان یابی ال·وریتم، این اصلͬ ایده دارد. همراه به e رأس هر برای
زیرمجموعه این آزاد فضای آزاد یال هر است. زیرمجموعه در سلول ها از ثابتͬ تعداد موج΁ ها) در
جبهه ͬ شود. م نامیده U(e) آن خوب پوشش منطقه که دارد، قرار سلول ها از ثابتͬ تعداد اتحاد در
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کوتاه ترین محاسبه برای سپس ͬ شود. م محاسبه U(e) طریق از مخالف موج انتشار و ترکیب با موج

است: ما ال·وریتم به مربوط اصلͬ نتیجه این ͬ شوند. م ادغام مسیر
تاخیر با مبدأ نقطه O(n) از مجموعه ای و راس n با چند ضلعͬ ͽموان از مجموعه ΁ی [١٩] .١ . ۴ . ۵ لم
محاسبه  O(n log n) فضای و O(n log n) زمان در را مسیر کوتاهترین نقشه ͬ توان م شده اند، داده

کرد.
توسط i طبقه در موجود ابتدایی نقاط که ͬ آوریم م یاد به ،۴ . ٣ . ۵ لم از قبل مباحث به توجه با
 ،(v, w) توسط شده تولید ΁موج و است، H ͽمان ΁ی از ( زیر)  یال ΁ی آن در که ،(v, w, l) سه گانه
(v, w, l) مبدأ هر ͬ کند. م عبور لبه از که γ ͬ شود م آسانسور ΁ی  H داخل از j < i طبقه کف وارد
γ به ما مفهومͬ، بطور ͬ کند. م تعریف دارد، قرار آزاد فضای مرز روی بر که را مثلثͬ دهانه ΁ی
نظر از ͬ کنیم. م فکر i طبقه کف به ورود از قبل دهانه در انتشار عنوان به (v, w, l) از ΁موج تبدیل
΁ی این کنیم. شروع لبه از آزاد فضای در را انتشار و ب·یریم نادیده را دهانه ͬ توانیم م ال·وریتمͬ،

است. هرشبرگر‐سوری ال·وریتم آغازین مرحله در جزئͬ اصلاح
است: زیر صورت به e یال هر برای هرشبرگر‐سوری ال·وریتم خاص، طور به

حاوی U(e) پوشش تحت منطقه که کنید پیدا گونه ای به را ، (v, w, l) مرزی ابتدایی نقاط تمام . ١
باشد. l

موج جبهه با تواند مͬ e که است زمانͬ همان این کنید، اولیه دهͬ مقدار را covertime(e) . ٢
مبدأ هر برای و l ∈ U(e) با (v, w, l) مرزی ابتدایی نقاط تمام رساندن حداقل به شود، درگیر

.l از عبور به محدود ،w تأخیر با v از مسیرهای گرفتن نظر در دست این از
کنید. پخش U(e) داخل در γ تا را آن ΁موج ، l ∈ U(e) با (v, w, l) مبدأ هر برای . ٣

دهیم. مͬ نشان را موج انتشار مرحله هر برای مرزی ابتدایی نقاط محاسبه نحوه زیر لم در
مبدأ از خروجͬ نتایج ͬ توان م رأس، n و مرزی مبدأ نقطه m با چند ضلعͬ ΁ی دامنه در .٢ . ۴ . ۵ لم

کرد. محاسبه O((m+ n) log(m+ n)) حافظه و زمان در را
است، شده داده شرح بالا در و شده اصلاح مرزی نقاط برای که هرشبرگر‐سوری ال·وریتم از برهان.
چند ضلعͬ دامنه داخل ابتدایی نقاط برای را مسیر نقشه کوتاهترین ال·وریتم این ͬ کنیم. م استفاده
است افرازی مسیر کوتاهترین نقشه ͬ کند. م محاسبه O((m+ n) log(m+ n)) حافظه و زمان کل در
دی·ری مجموعه مرزی ابتدایی نقاط آید. مͬ بدست خود مبدأ توسط کدام هر ،O(m+n) فواصل به
حافظه ، و زمان اضافͬ خط در فواصل مجموعه دو این پوشش ͬ دهند. م تش΄یل را فاصله m از
متفاوت های بخش با دی·ری اولیه نتایج دارای که را آنهایی یعنͬ ͬ کنیم، م مشخص را خروج نتایج

هستند.
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دامنه ΁ی ورودی کنیم. توصیف را خود ال·وریتم تا هستیم آماده اولیه ، اطلاعات این وجود با
استفاده مرزی مبدأ نقاط مجموعه کردن مشخص برای M از است. محدب ͽموان با P چند ضلعͬ
ͬ کند: م محاسبه را چیز دو ال·وریتم این هرشبرگر‐سوری ال·وریتم به ورودی عنوان به کرد خواهیم
SPMk و ͬ شوند م ترکیب هم با که SPM=k مسیر (= k) نقشه و V پذیری K)‐رؤیت − ١) منطقه
با ابتدا شود محاسبه راحتͬ به ͬ تواند م p نقطه هر تا مسیر کوتاهترین طول دهند. مͬ تش΄یل را
ابتدای در که همانطور منطقه این k‐قبلͬ به p اتصال سپس و SPMk نقشه در p حاوی منطقه یافتن

است. شده داده شرح ۵ بخش
SPMk ساخت برای ال·وریتم .١ . ۴ . ۵ تعریف

برای را SPM٠ تا کرده استفاده هرشبرگر‐سوری ال·وریتم از و M = {s} ͬ دهیم م قرار . ١
دهید. اولیه دهͬ مقدار ∅ منطقه به را V کند. محاسبه P چند ضلعͬ

کنید: تکرار i ∈ ١,٢, ..., k هر برای . ٢
P در موجود ͽموان طریق از را SPMi−١ در موجود مبدأ نقاط ، ٢ . ۴ . ۵ لم از استفاده با (آ)

کند. محاسبه SPMi برای را Mnew مرزی مبدأ نقاط مجموعه تا داده انتشار
مشاهده کنید. شناسایی است، s آن قبلͬ رأس که را SPM(i−١) در موجود مناطق تمام (ب)
قبلͬ، شده ی حذف منطقه با را P است. V ′ = Vi−١\Vi−٢ منطقه دقیقاً این که ͬ کنید م

ب·یرید. نظر در جدید چند ضلعͬ دامنه ΁ی
رأس های در V ′ با را V صورت، این غیر در .V = V ′ دهید قرار سپس است، V = ∅ اگر (ج)

کنید. ادغام مشترک
برای را SPMi تا کرده استفاده هرشبرگر‐سوری ال·وریتم از و M = Mnew دهید قرار (د)

کنید. محاسبه P چندضلعͬ دامنه
(یعنͬ باشد آن قبلͬ رأس s که کنید ادغام SPM=k ناحیه های مرز در V با را SPM=k ناحیه . ٣

آید. بدست SPM=k تا (V ′ = Vk\Vk−١
است V(i−٢) شامل V(i−١) زیرا است. V(i−١) با برابر V ناحیه ،i تکرار ٢ج مرحله از بعد که کنید مشاهده
ͬ گیرد. م خطͬ زمان ٢ج مرحله ،( ١ . ٢ . ۵ (لم توسط دارند خطͬ اندازه منطقه دو هر که آنجا از و
تعداد با هرشبرگر‐سوری ال·وریتم فراخوانͬ آن به که داشته k به بستگͬ اجرا کل زمان بنابراین،

داشت. خواهیم را زیر نتیجه ادامه در .( ٣ . ٧ . ۵ (قضیه دارد مبدأ نقطه O(nk)

کوتاهترین نقشه باشد، رأس n کل تعداد به محدب ͽموان با چند ضلعͬ دامنه ΁ی P اگر .١ . ۴ . ۵ قضیه
محاسبه O(kn log n) حافظه در و O(k٢n log n) زمان در ͬ تواند م مبدأ ΁ی به توجه با P برای k‐مسیر

شود.



۶ فصل
نتایج

در جدا هم از ͬ های چندضلع ͽموان مجموعه S کردیم فرض پذیری رؤیت گراف تعریف به توجه با
جفت ،S پذیری رؤیت گراف محاسبه ی برای ͬ باشند. م یال n دارای کلͬ حالت در که بوده صفحه
این رأس جفت هر برای دی·ر، عبارت به بودند. مشاهده قابل ی΄دی·ر برای که کردیم پیدا را رئوسͬ
این از آزمایشاتͬ قطͽ کند. را ͽموان آیا رأس دو این بین واصل پاره خطͬ که دادیم انجام را آزمایش
و شویم متمرکز رأس ΁ی روی بر زمان ΁ی در اگر شد. منجر را O(n٣) زمان تا O(n) زمان قبیل،
استفاده با و کردیم. شناسایی را آن از مشاهده قابل رأس های همه زیر، ال·وریتم های همه مانند
با ناپیوسته چندضلعͬ ͽموان شامل که S مجموعه ی پذیر رؤیت گراف که دادیم نشان تعریف این از

ͬ شود. م محاسبه O(n٢ log n) زمان در یال، n کل تعداد
هزینه های کاهش هدف با و ͽموان حذف با مسیر کوتاهترین از جدیدی مفهوم نامه پایان این در
΁ی . کرده ایم. معرفͬ را مسیر کوتاهترین ΁کلاسی هندسͬ مش΄لات انواع این بررسͬ برای مسیر
΁ی داخل در نقاط جفت ΁ی بین ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین محاسبه برای O(n٣) زمان ال·وریتم
مسیر نقشه کوتاهترین محاسبه زمینه این در دی·ر جالب مسئله ایم. کرده ارائه ساده چند ضلعͬ
ساختار خروجͬ و است s نقطه و P ساده ضلعͬ چند ورودی آن در که است s نقطه برای حذفͬ
‐΁ی مسیر کوتاهترین طول ͬ تواند م ،q ∈ P نقطه از شده داده جو و پرس ΁ی برای که است داده ای
ی΁‐حذفͬ مسیر کوتاهترین مسائل مورد در ضمنا کند. گزارش بهینه طور به را q تا s از حذفͬ
کردیم فرض جداکننده، ش΄ل مستطیل موازی ͽمان n تعداد به مجموعه ای بین در را دو‐حذفͬ و
مسیر ΁ی مورد در نیستند. ͽموان از ΁ی هیچ درون که باشد R٢ فضای از نقطه دو t و s نقاط که

۴٧



نتایج ۴٨
یال های و راست یال های سمت به که است شده تش΄یل افقͬ یال های از t تا s از ش΄ل مستطیل
یال های همه حذفͬ، مستطیلͬ مسیر در مشابه، طور به ͬ شوند. م هدایت بالا سمت به که عمودی
حداکثر جز (به عمودی یال های همه و ͬ شوند م هدایت راست سمت به ی΄ͬ) حداکثر جز (به افقͬ
O(n log n) زمان در مسائل این دوی هر برای ما ال·وریتم های ͬ کنند. م حرکت بالا سمت به ی΄ͬ)

شدند. اجرا
محدب ͽموان از محدودی تعداد حذف به مجاز که را مسیری کوتاهترین یافتن مسئله همینطور
کنند، ͽقط را همدی·ر است مم΄ن k‐مسیر دو اگرچه که دادیم نشان کردیم. بررسͬ هستیم ، آن
این کرد. تجزیه ͬ کنند نم ͽقط را همدی·ر که جزئͬ مسیرهای به را آنها ͬ توان م پیشوندها براساس
چارچوب از استفاده با کارایی صورت به را k‐مسیرها کوتاهترین که ͬ دهد م را ام΄ان این تجزیه
است Θ(kn) برابر k‐مسیر کوتاهترین نقشه اندازه که دادیم نشان کنیم. محاسبه دای΄سترا پیوسته
حافظه پیچیدگͬ از استفاده با و O(k٢n log n) زمان در حالت بدترین در را آن توان مͬ اینکه و

است. بهینه ال·وریتم زمانͬ پیچیدگͬ k = O(١) وقتͬ کرد. محاسبه O(kn log n)
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Shortest Paths in the Plane with Obstacle Violations

In this thesis, we first study variants of the classical geometric shortest path problem inside a simple

polygon. In this version we allow to go outside the polygon. Let P be a simple polygon with n vertices

and let s and t be two points in P. For an integer k ≥ 0, we define a k-violation path from s to t to be a

connected path between s and t whose intersection with outside P consists of at most k segments. The

number of segments of the path inside P. has no restriction The goal is to compute a path with minimum

Euclidean length among all (≤ k)-violation paths from s to t. In this thesis, we study this problem for k

= 1 and give an algorithm to compute the shortest one-violation path in O(n3) time. We show that this

problem for rectilinear polygons, is solvable in O(n log n) time.

Then, we study the problem of computing shortest paths in the plane among h convex obstacles, where

the path is allowed to go through (violate) up to k obstacles, for k ≤ h. Given a fixed source point s, we

show how to construct a map, called a shortest k-path map, so that all destinations in the same region of

the map have the same combinatorial shortest path passing through at most k obstacles. We prove a tight

bound of Θ(kn) on the size of this map, and show that it can be computed in O(k2n log n) time, where n

is the total number of obstacle vertices.

Finally, we will study visibility graphs, which will be used to compute the length of the shortest path

between two points inside a given polygon..

Keywords: Shortest paths, Simple polygons, Rectilinear polygons, Continuous Dijkstra, Obstacle cross-

ing, Visibility
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