


ریاضͬ علوم دانش΄ده

بهینه سازی و کنترل ‐ عملیات در تحقیق دکتری رساله

افق بهینه کنترل مسائل عددی کسریحل مشتقات با نامتناهͬ
یاوری مینا نگارنده:

راهنما استاد

ناظمͬ علیرضا دکتر

١٣٩٨ بهمن
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ࣛ нقدѓم
۳̖ЈرمԪࣛڝ͇̖̭تباران ماेمࣛزلاݵیՏٍͮه، ѝدرمࣛاҚ͙واریϷوه،

ωڢنایˢʑق. ࣛ رसم࣭ࣽم و
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وقدردانͬ تش΄ر

در آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، کران بی لطف با که را ح΄یم خداوندگار سپاس
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از دانم مͬ خود ی وظیفه آغاز
راستای در ایشان ارزنده های راهنمایی از که کنم قدردانͬ و تش΄ر صمیمانه ناظمͬ
منش و انسانیت و علم م΄تب شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل پژوهش پیشبرد
نحو به که عفتͬ سهراب دکتر آقای جناب فرهیخته استاد از هستم. ایشان والای
مͬ لازم همپنین دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن
این داوری که احسنͬ دکتر آقای جناب و نوری دکتر آقای جناب گرانقدر اساتید از دانم

نمایم. قدردانͬ و تش΄ر وجود تمام با گرفتند عهده به را نامه پایان

یاوری مینا
١٣٩٨ بهمن

ح



نامه تعهد
شاهرود، دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی یاوری مینا اینجانب
کسری مشتقات با نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسائل عددی حل عنوان با پایان نامه نویسنده

ͬ شوم: م متعهد ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ،
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
یاوری مینا
١٣٩٨ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
مختلط و صحیح غیر مرتبه های مشتق بررسͬ به که است مبحثͬ کسری مرتبه حسابان
کننده همراه دینامی΄ͬ دستگاههای که هستند مسائلͬ کسری بهینه کنترل مسائل پردازد. مͬ
مدل های انتگرال ها و مشتقات این که هستند کسری مرتبه انتگرال های و مشتقات دارای آن ها
شدن تر پیچیده و توسعه با ͬ کنند. م فراهم طبیعت در موجود سیستم های برای دقیق تری
چه اگر است. یافته گسترش مسائل این حل برای نوین های روش به نیاز بهینه، کنترل مسائل
پیچیدگͬ است،اما شده ارائه کسری مرتبه انتگرال و مشتق در متعددی های تعریف تاکنون
و تر ساده کاربردی، تعاریف جستجوی در حوزه این محققین است شده سبب بالا محاسباتͬ
تقریبی حتͬ یا و دقیق جواب یافتن که آنجایی از باشند. ΁کلاسی مشتق تعریف با تر سازگار
بار اولین برای لذا ندارد وجود کلͬ حالت در نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل برای
برای ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسایل رساله این در
طرفͬ از ͬ کنیم. م استفاده عصبی شب΄ه پایه بر محاسباتͬ هوش روش های از مسائل این حل
سیستم سازی پایدار شامل نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل های کاربرد از برخͬ به

ͬ پردازیم. م رساله این در غیره و کسری مرتبه های سیستم پایداری بررسͬ آشوبناک، های

عصبی شب΄ه کسری، مشتقات نامتناهͬ، افق کسری بهینه کنترل مساله کلیدی: کلمات
نامقید. بهینه سازی بهینگͬ، شرایط مصنوعͬ،

ک
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١ فصل
اولیه مفاهیم

کسری مرتبه حسابان ١ . ١
کسری حساب پایه توابع ١ . ١ . ١

نمائͬ تابع و طبیعͬ ل·اریتم تابع
در که ... و میتاگ‐لفلر٣ تابع بتا٢، تابع گاما١، تابع نظیر توابع از تعدادی بخش این در
مͬ معرفͬ را ͬ گیرند م قرار استفاده مورد کسری دیفرانسیل معادلات عددی و تحلیلͬ حل
خواص این تمام بیان و اثبات که است بدیهͬ هستند، بسیاری خواص دارای توابع این کنیم.
ͬ توان م را قسمت این تکمیلͬ بحث های و است خارج رساله این حوصله از مربوطه قضایای و

یافت. شده معرفͬ منابع در

ام΄ان این و است n! تابع از تعمیمͬ که است گاما تابع کسری حساب اساسͬ توابع از ی΄ͬ
بپذیرد. را مختلط حتͬ و غیرصحیح مقادیر n که ͬ کند م فراهم را

١Gamma
٢Beta
٣Mittag-Leffler function

١



اولیه مفاهیم ٢
ͬ شود: م تعریف زیر انتگرال با Γ(γ) گاما تابع [۴] .١ . ١ . ١ تعریف

Γ(γ) =

∫ ∞

٠ tγ−١e−t dt. (١ . ١)
است: زیر به صورت که دارد نیز حدی نمایش با تعریف ΁ی گاما تابع
Γ(γ) = lim

n→∞

n!nγ

γ(γ + ١)(γ + ٢) · · · (γ + n)
. (١ . ٢)

باشد: زیر بازگشتͬ رابطه گاما تابع خواص مهم ترین از ی΄ͬ شاید
Γ(γ + ١) = γΓ(γ), (١ . ٣)

است: اثبات قابل سادگͬ به جزء به جزء روش به انتگرال گیری از استفاده با رابطه این
Γ(γ + ١) =

∫ ∞

٠ e−ttγ dt =
[
−e−ttγ

]t=∞
t=٠ + γ

∫ ∞

٠ e−ttγ−١ dt = γΓ(γ).

داشت: خواهیم γ = ١,٢,٣, . . . برای و Γ(١) = ١ وضوح به
Γ(٢) = ١ × Γ(١) = ١,
Γ(٣) = ٢ × Γ(٢) = ٢ × ١! = ٢!,
Γ(۴) = ٣ × Γ(٣) = ٣ × ٢! = ٣!.
...
Γ(n+ ١) = nΓ(n) = n(n− ١)! = n!.

است: زیر به صورت گاما تابع دی·ر مهم خاصیت
Γ(γ + n)Γ(−γ − n+ ١) = (−١)nΓ(γ)Γ(١ − γ). (۴ . ١)

ͬ کنیم. م تعریف α! = Γ(α+١) به صورت نباشد، مثبت صحیح عدد α اگر حتͬ را فاکتوریل نماد
موسوم تابعͬ از گاما تابع معین مقادیر از ترکیبی جای به است بهتر حالات از بسیاری در

کنیم. استفاده بتا تابع به
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت بتا تابع [۴] .١ . ١ . ٢ تعریف

β(γ,w) =

∫ ١
٠ tγ−١)١ − t)w−١ dt, Re(γ) > ٠, Re(w) > ٠. (۵ . ١)

است: زیر صورت به گاما و بتا تابع بین رابطه
β(γ,w) =

Γ(γ)Γ(w)

Γ(γ + w)
.

خواص این از ی΄ͬ .[۵] آورد به دست را گاما تابع از دی·ری خواص ͬ توان م بتا تابع ΁کم به
است: زیر به صورت

Γ(γ)Γ(١ − γ) =
π

sinπγ
. (γ ̸= ٢±,١±,٠, . . .). (۶ . ١)

مقدار محاسبه برای که ͬ شود م حاصل Γ( ١٢) =
√
π معروف رابطه γ = ١٢ اگر خاص حالت در

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد نقاط بسیاری در گاما تابع



٣ کسری مرتبه حسابان
به صورت پارامتری دو و پارامتری تک تابع نوع دو در میتاگ‐لفلر تابع [٧ ،۶] .١ . ١ . ٣ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر

Eα(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) , Eα,β(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, α, β > ٠, z ∈ C.

نامیده میتاگ‐لفلر تابع میتاگ‐لفلر، سوئدی ͬ دان ریاض افتخار به میتاگ‐لفلر تابع
تابع این ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد کسری حساب زمینه در که است مهمͬ تابع و است شده
دیفرانسیل معادلات جواب در مهمͬ نقش نمایی تابع که همان طور است. نمایی تابع تعمیم
دیفرانسیل معادلات جواب در مهمͬ نقش نیز میتاگ‐لفلر تابع ͬ کند، م ایفا غیرصحیح مرتبه

دارد. غیرصحیح مرتبه
است شده بیان زیر در پارامتری دو و پارامتری تک توابع از خاص حالت  چند
E١(z) =

∑∞
k=٠ zk

Γ(k+١) =
∑∞

k=٠ zk

k! = ez,

E٢,١(−z٢) = cos(z),

E١,٢(z) = ez−١
z ,

E٢,١(z٢) = ∑∞
k=٠ z٢k

Γ(٢k+١) =
∑∞

k=٠ z٢k
(٢k)! = cosh(z).

کسری مرتبه حسابان در ای مقدمه ١ . ١ . ٢
کسری، مرتبه حسابان دارد. قدمت سال سیصد از بیش که است موضوعͬ کسری، حسابان
نیست صحیح مرتبه از لزوما که گیری انتگرال و گیری مشتق به ΁کلاسی حسابان از تعمیمͬ
این است. افزایش به رو سرعت به کسری حسابان کاربردهای حاضر حال در شود. مͬ تعریف
”مرتبه رایج های روش به نسبت را واقعͬ های پدیده دقیق کردن مدل و توصیف ریاضͬ، پدیده
در حال هر به ، [٨] هستند کسری واقعͬ های پدیده کلͬ طور به آورد. مͬ ارمغان به صحیح”
١۶٩۵ سال به کسری حسابان ایده بار اولین است. کم خیلͬ بودن کسری مقدار ها آن از بعضͬ
موضوع ١٧٣٠ درسال کردند. اشاره ١٢ مرتبه مشتق به ۵ هوپیتال و ۴ نیز لایب که گردد مͬ بر
حسابان در مستقیم طور به ٧ لاگرانژ ١٧٧٢ سال در کرد. جلب را ۶ اولر توجه کسری حسابان
انجام ١٨٣٢ سال در را کسری حسابان جدی مطالعه اولین ٨ لیویل کرد. مشارکت کسری
را تحقیقاتͬ ریمن٩ ١٨۴٧ درسال کرد. اعمال مسائل به نظری طور به را خود تعاریف که داد
را f(x) مفروض تابع از α ازمرتبه کسری انتگرال تعریف او داد. انجام تیلور سری تعمیم روی

۴Leibniz
۵Hopital
۶�Euler
٧�Lagrange
٨Liouville
٩Riemann



اولیه مفاهیم ۴
کرد پیشنهاد زیر به صورت

D−αf(x) =
١

Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−١f(t)dt + ψ(x). (١ . ٧)

ψ(x) تابع بدون (١ . ٧) رابطه امروزه است. انتگرال پایین حد در ابهام علت به ψ(x) تابع وجود
است. گرفته نام ریمن‐لیوویل کسری انتگرال که است کسری انتگرال گیری از تعریف رایج ترین
١١ لتنی΄وف سالها این در همچنین کرد. کار کسری عمل·رهای روی ١٠ گرانوالد ١٨۶٧ سال در
حسابان از مختلفͬ کاربردهای پیدایش و زمان گذشت با نوشت. موضوع این در مقاله چندین
بودند فیزی΄ͬ مدل های با متناسب که کسری انتگرال و مشتق از متعددی تعاریف کسری
در کنفرانس اولین که کرد پیدا رشد حدی تا کسری حسابان بیستم قرن نیمه تا شد. بیان
اصلͬ بازی·ران شد. برگزار کسری حسابان کاربردهای و نظریات به مربوط فقط ١٩٧۴ سال
برای پرداختند، علم از شاخه این گسترش و بسط در نقش ایفای به تاکنون کسری حسابان
افراد و ١٨ پودلیبنͬ ١٧ کاپوتو، ١۶ میلر، ١۵ کیلباس، ١۴ اولدهام، ١٣ سام΄و، ١٢ هاردی، مثال
، [٩] ΁فیزی در مهمͬ نقش کسری مرتبه حسابان اند. داده انجام را کار این دی·ری زیاد

کند. مͬ بازی غیره و [١٢] پزش΄ͬ مهندسͬ ، [١١] کاربردی شیمͬ ، [١٠] برق مهندسͬ
آن درباره کسری حسابان مبحث در که است مفاهیمͬ اولین از کسری مرتبه انتگرال مفهوم
محاسبه برای ١٩ کشͬ فرمول از تعمیمͬ ͽواق در کسری، مرتبه انتگرال تعریف ͬ شود. م صحبت
مرتبه سیستم های در مفاهیم مهم ترین از ی΄ͬ دی·ر طرف از است. صحیح مرتبه انتگرال های
از متفاوتͬ تعریف های ͬ توان م کسری مرتبه انتگرال برخلاف که است مشتق تعریف کسری،

.[٨] نمود ارائه آن
مرتبه حسابان های کاربرد از ی΄ͬ عنوان به اصلͬ، بحث به ورود از قبل فصل، این در

پردازیم. مͬ ٢٠ ΁ویس΄والاستی مواد م΄انی΄ͬ خواص بررسͬ به کسری

کسری مرتبه مشتق ΁کم به ΁ویس΄والاستی مواد خواص بررسͬ
درخواص فراوانͬ اهمیت آنها با مرتبط فیزی΄ͬ های پدیده و ΁ویس΄والاستی خاصیت دارای مواد
ویژگͬ از برخͬ مواد این از ای دسته دارند. بیولوژی΄ͬ ھای ساختار در بخصوص مواد، م΄انی΄ͬ

١٠�Grunwald
١١�letnokov
١٢�Hardy
١٣�Samko
١۴�Oldham
١۵�Kilbas
١۶�Miller
١٧Caputo
١٨Podlubny
١٩Cauchy
٢٠Viscoelastic



۵ کسری مرتبه حسابان
استاندارد خطͬ معادلات با که دھند مͬ بروز خود از م΄انی΄ͬ ھای آزمون در را پیچیده های
تغییر از مواد این بازگشت در حافظه تاثیر موضوع این دلیل بارزترین نیستند. توصیف قابل
را ها ویژگͬ این خلاصه طور به است. آنها طبیعͬ حالت به شده وارد تنش اثر در اولیه ش΄ل

نامند. مͬ ٢١ ش΄ل حافظه
دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد را ΁ویس΄والاستی مواد فیزی΄ͬ رفتار اختصار به بخش این در

کرد. مراجعه [١٣] به توان مͬ بیشتر مطالعه برای

΁ویس΄والاستی مواد
از شده وارد نیروی اثر در پذیر برگشت ش΄ل تغییر خاصیت از است عبارت ٢٢ الاستیسیته
اساس بر باشد. مͬ آن طبیعͬ فرم به ماده برگشت توانایی ھمان آن فیزی΄ͬ تعبیر و محیط
اثر بر آن از ناشͬ کشیدگͬ و δ(t) برماده شده وارد فشار بین زیر خطͬ رابطه ٢٣ ھووک قانون

دارد وجود ϵ(t) فشار
δ(t) = Eϵ(t). (١ . ٨)

عنوان به ٢۵ ویس΄وزیته الاستیسیته، خاصیت مقابل در باشد. مͬ ٢۴ یانگ ضریب E آن در که
اصط΄اکͬ مقاومت دی·ر عبارت به باشد. مͬ محیط تنش اعمال برابر در سیال ΁ی مقاومت
مͬ قرار محیط از تنش ΁ی تحت که هنگامͬ ها لایه لغزیدن یا شارش برابر در گاز یا مایع ΁ی
شده وارد فشار بین زیر رابطه ٢۶ نیوتن سیالات قانون بر بنا شود. مͬ تعریف وس΄وزیته گیرد،

است برقرار ϵ(t) سیال مقاومت یا کشیدگͬ و δ(t) محیط از
δ(t) = η

dϵ(t)

dt
, (١ . ٩)

دو میان رفتاری که دارد وجود نیز مواد از سومͬ دسته باشد. مͬ ٢٧ برشͬ ضریب η آن در که
مͬ ΁ویس΄والاستی مواد مواد، این به دهند مͬ نشان خود از ویس΄وزیته و ΁الاستیسی حالت
مͬ پدیدار آنها بر ش΄ل تغییر اعمال و خارجͬ نیروی تحمیل ھنگام به خاصیت این گویند.
صورت به ھایی ͺپاس شده اعمال تنش برابر در عسل مانند ویس΄وز مواد مثال عنوان به شود.
مقابل در دهند. مͬ نشان خود از زمان به نسبت تغییرات با طولͬ ش΄ل تغییر و برشͬ جریان
صورتͬ در و شود مͬ کشیده آرامͬ به کشش با رویارویی هنگام به آهن مانند ΁الاستی مواد
اولیه وضعیت به تنش برداشتن محض به نرود، فراتر آنها کشسانͬ آستانه از تنش میزان که

٢١Shape Memory
٢٢Elasticity
٢٣Hooke’s law
٢۴Young
٢۵Viscosity
٢۶Newtonian fluid’s law
٢٧Shear



اولیه مفاهیم ۶
مواد گونه این دارند. را کلͬ دسته دو این از خواصͬ ΁ویس΄والاستی مواد اما گردند. مͬ بر
در شده ایجاد حرارت مانند دی·ر بخش و کرده ذخیره را محیط از دریافتͬ نیروی از بخشͬ
ͺپاس بررسͬ منظور به کسری مرتبه مشتق اساس بر مدل ΁ی حال کنند. مͬ پراکنده محیط
مناسبی جای·زین مدل این که داد نشان توان مͬ شود. مͬ ارائه ΁ویس΄والاستی ھای سیستم
΁ی در فشار کردیم، مشاهده قبلا که همانطور باشد. مͬ کسری غیر ساده های مدل برای
با فشار طرفͬ از است. مرتبط کشیدگͬ یا کشیدگͬ صفر مرتبه مشتق با آل، ایده ΁الاستی ماده
که ΁ویس΄والاستی مواد در رود مͬ انتظار باشد. مͬ متناسب ویس΄وزیته ماده ΁ی اول مشتق
متناسب ٠ ≤ α ≤ ١ که α کسری مرتبه مشتق ΁ی با فشار دارند، ماده نوع دو این بین رفتاری

کرد بیان زیر صورت به توان مͬ را فیزی΄ͬ تفسیر این ریاضͬ دیدگاه از باشد.
δ(t) = γαD

αϵ(t). (١ . ١٠)
وابستگͬ بیانگر α اندیس باشد. مͬ ϵ(t) و δ(t) وابستگͬ بیان برای ثابت ضریب γα آن در که
به ضریب این تعیین برای بود. خواهد α به ویس΄والاستیسیته، ماده نوع به توجه با ضریب این
فشار بررسͬ های آزمایش از ناشͬ تجربی نتایج و نیوتن سیالات قوانین ھووک، قوانین ΁کم

شرط دو و کشیدگͬ و
lim
α→٠ γα = E, lim

α→١ γα = η,

داریم
γα = E١−αηα,

است زیر صورت به کشیدگͬ و فشار میان رابطه فوق روابط به توجه با
δ(t) = E١−αηαDαϵ(t). (١ . ١١)

تعیین را γα سپس و α ابتدا ماده، ساختار به توجه با توان مͬ γα ضریب تعیین روش مورد در
.[١٣] آید بدست ثابتͬ ضریب مشخص، ماده ΁ی برای همواره که طوری به نمود

کسری های انتگرال و ها مشتق ١ . ١ . ٣
گرانوالد‐لتنی΄ف کسری انتگرال و مشتق

تعریف زیر به صورت f تابع اول مرتبه  مشتق این صورت در باشد. پیوسته تابعͬ f فرض کنید
ͬ شود م

f ′(t) = lim
h→٠

f(t)− f(t− h)

h
.

ͬ آید م به دست زیر به صورت دوم مرتبه مشتق بالا، تعریف به کارگیری با
f ′′(t) = lim

h→٠
f ′(t)− f ′(t− h)

h
= lim

h→٠
f(t)− ٢f(t− h) + f(t− ٢h)

h٢ .



٧ کسری مرتبه حسابان
داریم را زیر رابطه ،n مثبت و صحیح مرتبه مشتق برای کلͬ حالت در

f (n)(t) = lim
h→٠

١
hn

n∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh), n ∈ N.

داد تعمیم زیر به صورت را αام مرتبه کسری مشتق ͬ توان م بنابراین
G
aD

α
t f(t) = lim

h→٠
١
hα

∞∑
k=٠

(−١)k
(
α

k

)
f(t− kh), α > ٠, (١ . ١٢)

تعریف α با مساوی یا بزرگتر صحیح عدد کوچ΄ترین ، [α] = n و nh = t − a ،a ≤ t ≤ b که
گرانوالد‐لتنی΄ف کسری انتگرال ،(١ . ١٢) رابطه در α و −α جایی به جا با ͬ توان م شود. مͬ

داریم nh = t− a فرض با یعنͬ کرد. تعریف را α مرتبه از
G
a I

α
t f(t) = lim

h→٠h
α

n∑
k=٠

(−١)k
(
−α
k

)
f(t− kh),

= lim
h→٠

hα

Γ(α)

n∑
k=٠

Γ(k + α)

Γ(k + ١) f(t− kh), α > ٠.

عددی روش های در تعریف این از گرانوالد‐لتنی΄ف، کسری مشتق تعریف ماهیت به توجه با
کسری مرتبه  دیفرانسیل معادلات گسسته سازی همچنین و کسری مرتبه  مشتقات محاسبه 
از عددی، روش های در (١ . ١٢) کسری مشتق تقریب برای همچنین ͬ شود. م فراوانͬ استفاده
است. مشاهده قابل [۴٣] در بیشتر جزییات ͬ شود. م استفاده متناهͬ مجموع با تعریف این

ریمن‐لیوویل مشتق و انتگرال
هر در و پیوسته t > a ازای به f(t) تابع و باشد R حقیقͬ محور روی عددی a ∈ R کنید فرض
است برابر کشͬ فرمول طبق f(t) تابع n مرتبه انتگرال باشد. پذیر انتگرال (a, t) متناهͬ بازه

با
aI

n
t f(t) =

∫ t
a dt١

∫ t١
a dt٢ . . .

∫ tn−١
a f(tn)dtn

= ١
(n−١)!

∫ t
a(t− τ)n−١f(τ)dτ , n ∈ N.

(١ . ١٣)

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (١ . ١٣) گاما، تابع تعریف به توجه با طرفͬ از
aI

n
t f(t) =

١
Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−١f(τ)dτ , n ∈ N.

aI
α
t f(t) ،n صحیح عدد جای به α > ٠ حقیقͬ عدد جانشینͬ و کشͬ فرمول از گرفتن الهام با

ͬ شوند م تعریف زیر به صورت tI
α
b f(t) و

aI
α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t
a(t− τ)α−١f(τ)dτ , (t > a),

tI
α
b f(t) =

١
Γ(α)

∫ b
t (τ − t)α−١f(τ)dτ , (t < b).

(١۴ . ١)

.[۴] ͬ شوند م نامیده ریمن‐لیوویل راست و چپ انتگرال های ترتیب به انتگرال ها این



اولیه مفاهیم ٨
Ω بازه ی روی که f مانند توابعͬ تمام مجموعه از است عبارت ACn(Ω) فضای .۴ . ١ . ١ تعریف

است. پیوسته مطلقاً آن ها −n)ام ١) مشتق و دارند پیوسته مشتقات −n) ام، ١) مرتبه تا
قسمت [R(α)] علامت .n = [R(α)] + ١ که f ∈ ACn([a, b]) و n− ١ ≤ α < n کنید فرض
R(α) ≥ ٠ که α مرتبه  از ریمن‐لیوویل راست و چپ مشتقات ͬ شود. م تعریف R(α) صحیح

ͬ شوند م تعریف زیر به صورت
aD

α
t f(t) = (

d

dt
)n(aI

n−α
t f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(
d

dt
)n

∫ t
a(t− τ)n−α−١f(τ)dτ , (t > a),

tD
α
b f(t) = (− d

dt
)n(tI

n−α
b f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(− d

dt
)n

∫ b
t (τ − t)n−α−١f(τ)dτ , (t < b).

(١۵ . ١)

و بوده پیوسته n − ١ مرتبه  تا اول مرتبه  مشتقات دارای f(t) تابع کنید فرض .١ . ١ . ١ قضیه
مشتق این صورت در .n ∈ N ،n− ١ < α < n کنید فرض همچنین باشد. انتگرال پذیر f (n)(t)
برابر تابع این ریمن‐لیوویل α مرتبه  مشتق با f(t) تابع گرانوالد‐لتنی΄ف تعریف با α مرتبه

یعنͬ بود، خواهد
G
aD

α
t f(t) = aD

α
t f(t),

.[۴٣] است
ریمن‐ و گرانوالد‐لتنی΄ف تعاریف ١ . ١ . ١ قضیه در شده مطرح شرایط برقراری فرض با
کسری مرتبه برای ریمن‐لیوویل کسری مرتبه  مشتق خواص بنابراین و بوده معادل لیوویل

است. برقرار نیز گرانوالد‐لتنی΄ف

ریمن‐لیوویل انتگرال هندسͬ تعبیر
تصور قابل هندسͬ تعبیر ΁ی ٢٠٠٢ سال در خود معروف مقاله در پودلیبنͬ بار اولین برای
ریمان، انتگرال مانند انتگرال، ΁کلاسی تعاریف با که داد ارائه ریمن‐لیوویل انتگرال برای
با کنیم. مͬ بازگو را هندسͬ تعبیر این مختصر صورت به قسمت این در است. توصیف قابل

نوشت: زیر ش΄ل به را آن توان مͬ ریمن‐لیوویل انتگرال تعریف به توجه
٠Iαt F (t) =

∫ t

٠ F (τ)dGt(τ), (١۶ . ١)
آن در که

Gt(τ) =
١

Γ(α+ ١)(tα − (t− τ)α).

مͬ ٢٨ استیلس ریمن انتگرال ΁ی انتگرال این کنیم، فرض ثابت را t ، (١۶ . ١) انتگرال در اگر
بازه در τ حسب بر را Gt(τ) تابع ابتدا ، (τ,G(τ), F (τ)) بعدی سه مختصات دستگاه در شود.

٢٨Stieljes



٩ کسری مرتبه حسابان

و F (t) = t + ٠٫۵sin(t) تابع ریمن‐لییویل کسری انتگرال هندسͬ تعبیر :١ . ١ ش΄ل
. ٠ ≤ τ ≤ ١٠ بازه در α = ٠٫٧۵

F (τ) متغیر ارتفاع با دیوار ΁ی آمده بدست منحنͬ طول در سپس کنیم مͬ رسم ٠ ≤ τ ≤ t

برای (τ,G(τ), F (τ)) بعدی سه فضای در منحنͬ ΁ی دیوار بالایی لبه بنابراین سازیم. مͬ
(τ, F ) بعدی دو مختصات صفحه در اولͬ کند. مͬ ایجاد سایه دو دیوار این است. ٠ ≤ τ ≤ t

یعنͬ است. t حسب بر F (t) تابع معمولͬ انتگرال همان شده ایجاد مساحت که

٠I١
t F (t) =

∫ t

٠ F (τ)dτ ,

کسری مرتبه انتگرال با متناظر آن مساحت که باشد مͬ (G,F ) صفحه در دیوار این دوم سایه و
خواهیم α = ١ گرفتن نظر در با باشد. مͬ مشخص t ΁ی برای α مرتبه از ریمن‐لیوویل
تغییر t اگر حال شود. مͬ تبدیل معمولͬ انتگرال به کسری مرتبه انتگرال و Gt(τ) = τ داشت
تغییر ها سایه مساحت نتیجه در و آن های سایه و کرده تغییر دیوار ش΄ل و طول مسلما کند
است مشخص وضوح به است. شده داده نمایش هندسͬ تعبیر این ١.١ ش΄ل در کرد. خواهد
΁ی صورت به ریمن‐لیوویل انتگرال و شد خواهند عوض ها سایه مساحت کند تغییر t اگر
مطالعه را [۴۴] توان مͬ بیشتر مطالعه برای کند. مͬ پیدا دینامی΄ͬ تعبیر ΁ی t متغیر از تابع
است. نشده ارائه هندسͬ تعبیر تاکنون کسری مرتبه مشتق برای که است ذکر به لازم نمود.

ریمن‐لیوویل کسری مرتبه انتگرال و مشتق خواص
f(t) توابع تمام برای یعنͬ هستند. خطͬ عمل·ر ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق و انتگرال

داد نشان ͬ توان م γ و λ حقیقͬ اس΄الرهای تمام و g(t) و
Iα(λf(t) + γg(t)) = λIαf(t) + γIαg(t),

Dα(λf(t) + γg(t)) = λDαf(t) + γDαg(t).



اولیه مفاهیم ١٠
داریم کسری مرتبه انتگرال برای

aI
α
t aI

β
t f(t) = aI

β
t aI

α
t f(t) = aI

α+β
t f(t), α, β ∈ R+ ∪ {٠},

tI
α
b tI

β
b f(t) = tI

β
b tI

α
b f(t) = tI

α+β
b f(t), α, β ∈ R+ ∪ {٠}.

جابجایی و ٢٩ جمͽ پذیری خواص کسری مرتبه انتگرال عمل·ر که معناست بدان تساوی این
جابجایی پذیر کلͬ حالت در ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق عمل·رهای اما داراست. را ٣٠ پذیری

تساوی های یعنͬ نیستند، جمͽ پذیر و
aD

α
t (aD

β
t f(t)) = aD

β
t (aD

α
t ),

aD
α
t (aD

β
t f(t)) = aD

α+β
t f(t),

(١ . ١٧)

اینکه به توجه با طرفͬ از نیستند. برقرار کلͬ حالت در

aD
α
t (aD

β
t f(t)) = aD

β
t (aD

α
t )f(t) +

r−١∑
k=٠

f (k)(a)(t− a)−α−β+k

Γ(−α− β + k + ١) ,

برای که است این (١ . ١٧) تساوی های برقراری برای کافͬ شرط ΁ی که داد نشان ͬ توان م
k = ٠, ١, . . . , r − ١, r = max{[α] + ١, [β] + ١},

.f (k)(a) = ٠ باشیم داشته
انتگرال عمل·ر چپ معکوس α مرتبه از ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر [۴] .١ . ١ . ٢ قضیه

یعنͬ است، α مرتبه همان از کسری
aD

α
t (aI

α
t f(t)) = f(t), tD

α
b (tI

α
b f(t)) = f(t).

ریمن‐ کسری انتگرال عمل·ر راست معکوس ΁ی ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر اما
یعنͬ نیست، لیوویل

aI
α
t (aD

α
t f(t)) = f(t)−

∑n
j=١[aDα−j

t f(t)]t=a
(t− a)α−j

Γ(α− j + ١) ,
tI

α
b (tD

α
b f(t)) = f(t)−

∑n
j=(١−)١n−j [tD

α−j
b f(t)]t=b

(b− t)α−j

Γ(α− j + ١) .
کنیم مͬ بیان را ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق و انتگرال اساسͬ قاعده چندین اکنون

.[۴]
β > ٠ و β ∈ C کنید فرض الف‐

آن گاه
(aI

α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β + α)
(t− a)β+α−١, (R(α) > ٠),

(aD
α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−١, (R(α) ≥ ٠),

٢٩Additivity Property
٣٠Commutative Property



١١ کسری مرتبه حسابان
و

(tI
α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β + α)
(b− t)β+α−١, (R(α) > ٠),

(tD
α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−١, (R(α) ≥ ٠).

صفر ثابت تابع از ریمن‐لیوویل کسری مشتق کلͬ حالت در آن گاه β = ١ اگر خاص حالت در
یعنͬ نیست.

(aD
α
t ١)(t) = (t− a)−α

Γ(١ − α)
, (tD

α
b ١)(t) = (b− t)−α

Γ(١ − α)
.

آن گاه ،c ∈ R کنید فرض ب‐
Iαect = tαE١,α+١(ct), aD

α
t (e

ct) = t−αE١,١−α(ct),

Iα(sin(ct)) = ctα+١E٢,α+٢(−(ct)٢), aD
α
t (sin(ct)) = ct١−αE٢,٢−α((ct)

٢),
Iα(cos(ct)) = tα+١E٢,α+١(−(ct)٢), aD

α
t (cos(ct)) = t−αE٢,١−α(−(ct)٢).

لیوویل مشتق و انتگرال
انتگرال و مشتق ͬ شود. م بررسͬ R+ روی لیوویل کسری انتگرال و مشتق قسمت این در
هستند. R+ بازه به تعمیم قابل که ͬ شوند م تعریف [a, b] متناهͬ بازه روی ریمن‐لیوویل کسری

از است عبارت R+ بازه در (١۴ . ١) با متناظر لیوویل کسری انتگرال های
L٠ Iαt f(t) = ١

Γ(α)

∫ t٠ (t− τ)α−١f(τ)dτ , (t > ٠,R(α) > ٠),
L
t I

α
∞f(t) =

١
Γ(α)

∫∞
t (τ − t)α−١f(τ)dτ , (t > ٠,R(α) > ٠). (١ . ١٨)

به صورت R(α) ≥ ٠ ازای به (١۵ . ١) با متناظر کسری مشتقات
L٠Dα

t f(t) = (
d

dt
)n(L٠ In−α

t f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(
d

dt
)n

∫ t٠ (t− τ)n−α−١f(τ)dτ, (n = [R(α)] + ١; t > ٠),
L
t D

α
∞f(t) = (− d

dt
)n(tI

n−α
∞ f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(− d

dt
)n

∫∞
t (τ − t)n−α−١f(τ)dτ , (n = [R(α)] + ١; t > ٠),

تعریف R حقیقͬ محور روی را لیوویل انتگرال و مشتق ͬ توان م مشابه به طور ͬ شوند. م تعریف
ببینید. را [۴] بیشتر جزئیات برای کرد.

کاپوتو کسری مشتق
ریمن‐لیوویل مشتق تعریف در که است ایده ای همان با مشابه بسیار کاپوتو مشتق تعریف ایده
انتگرال مفهوم اساس بر مشتق ریمن‐لیوویل، تعریف مانند تعریف این در شد. گرفته کار به
مشتق عمل·رهای توالͬ در ͽواق در تعریف دو این تفاوت ͬ کند. م پیدا توسعه کسری مرتبه



اولیه مفاهیم ١٢
مشتق برعکس کاپوتو کسری مشتق در است. کسری مرتبه  انتگرال عمل·ر و صحیح مرتبه
مرتبه  انتگرال گیری سپس و شده گرفته تابع از صحیح مرتبه  مشتق ابتدا ریمن‐لیوویل کسری
n = [α] + ١ و باشد ناصحیحͬ مثبت عدد α ∈ R+ اگر ریاضͬ بیان به ͬ شود. م انجام کسری

ͬ شود م تعریف زیر به صورت α مرتبه  از کاپوتو کسری مشتق
C
aD

α
t f(t) = aI

n−α
t {f (n)(t)}.

از است عبارت ترتیب به کاپوتو راست و چپ کسری مشتق بنابراین
C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t
a(t− τ)n−α−١f (n)(τ)dτ ,

C
t D

α
b f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ b
t (τ − t)n−α−١f (n)(τ)dτ ,

.f ∈ ACn[a, b] که

کاپوتو کسری مشتق خواص
تمام و g(t) و f(t) توابع تمام برای یعنͬ است، خطͬ عمل·ر ΁ی کاپوتو کسری مرتبه مشتق

داد نشان ͬ توان م γ و λ حقیقͬ اس΄الرهای
cDα(λf(t) + γg(t)) = λ cDαf(t) + γ cDαg(t).

برای یعنͬ است، صفر ثابت عدد از کاپوتو کسری مشتق ریمن‐لیوویل کسری مشتق برخلاف
.cDαc = ٠ داریم c ثابت عدد هر

یعنͬ است، جابجایی پذیر کاپوتو کسری مشتق
c
aD

m
t

c
aD

α
t f(t) =

c
aD

α
t

c
aD

m
t = c

aD
m+α
t f(t), n− ١ < α < n < m,

اگر تنها و اگر
f (k)(a) = ٠, (k = n, n+ ١, . . . ,m).

آن گاه ،(١ ≤ p ≤ ∞) ،f(t) ∈ Lp((a, b)) و α > ٠ اگر
c
aD

α
t (aI

α
t f(t)) = f(t), c

tD
α
b (tI

α
b f(t)) = f(t).

کسری انتگرال عمل·ر برای چپ معکوس کاپوتو کسری مشتق عمل·ر ͬ دهد م نشان این
راست معکوس ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر اما است. مرتبه همان از ریمن‐لیوویل

یعنͬ نیست، ریمن‐لیوویل کسری انتگرال عمل·ر

aI
α
t
c
aD

α
t f(t) = f(t)−

∑n−١
k=٠

f (k)(a)

k!
(t− a)k,

tI
α
b
c
tD

α
b f(t) = f(t)−

∑n−١
k=٠

(−١)kf (k)(b)
k!

(b− t)k.



١٣ کسری مرتبه حسابان
ͬ شود م بیان زیر به صورت کاپوتو و ریمن‐لیوویل کسری مشتق های بین رابطه

c
aD

α
t f(t) = aD

α
t f(t)−

∑n−١
k=٠

f (k)(a+)

Γ(k − α+ ١)(t− a)k−α,

c
tD

α
b f(t) = tD

α
b f(t)−

∑n−١
k=٠

(−١)kf (k)(b−)
Γ(k − α+ ١) (b− t)k−α.

(١ . ١٩)

کنیم. مͬ بیان را کاپوتو کسری مرتبه مشتق اساسͬ قاعده چندین اکنون
آن گاه ،R ≥ ٠ و β > ٠ ،β ∈ C کنید فرض الف‐

(caD
α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−١, (R(α) ≥ ٠),

(ctD
α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−١, (R(α) ≥ ٠), (١ . ٢٠)

آن گاه c ∈ R کنید فرض ب‐
c
aD

α
t (e

ct) = cntn−αE١,n−α+١(ct),
c
aD

α
t (sin(ct)) = − ١٢ i(ic)ntn−α[E١,n−α+١(ict)− (−١)nE١,n−α+١(−ict)],

c
aD

α
t (cos(ct)) =

١٢(ic)ntn−α[E١,n−α+١(ict) + (−١)nE١,n−α+١(−ict)].

t > t٠ هر برای آنگاه باشد. مشتقپذیر و پیوسته تابع ΁ی f(t) ∈ R کنید فرض [٢١] .١ . ١ . ١ لم
١داریم

٢ c
t٠D

α
t f

٢(t) ≤ f(t)ct٠D
α
t f(t), ٠ < α < ١.

جوماری یا اصلاح شده ریمن‐لیوویل انتگرال و مشتق
حالت با آن ها بودن منطبق و تعاریف سادگͬ دلیل به کاپوتو و ریمن‐لیوویل کسری مشتقات
کسری مشتقات از تعاریف پرکاربردترین و مهم ترین جمله از ( خاص موارد در جز ) صحیح
این ریمن‐لیوویل مشتق اساسͬ ایراد هستند. نیز ایراداتͬ دارای تعاریف این البته هستند.
،٠ < α < ١ و باشد ثابت تابع f(t) = C اگر ͽواق در نیست. صفر آن در ثابت تابع مشتق که است

داریم
aD

α
t f(t) =

C

Γ(١ − α)
(t− a)−α.

مشتق دارای f تابع که است لازم ،٠ < α < ١ مرتبه از کاپوتو مشتق محاسبه برای همچنین
انتگرال و مشتق از جدیدی تعریف [١۴] ٣١ جوماری منظور این برای باشد. ΁کلاسی اول مرتبه

ͬ شود م تعریف زیر به صورت جوماری انتگرال داد. ارائه کسری
J
aI

α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−١(f(τ)− f(a))dτ , α > ٠.

به صورت جوماری کسری مشتق ٠ < α < ١ ازای به
J
aD

α
t f(t) = D J

aI
١−α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

(
d

dt
)

∫ t

a
(t− τ)−α(f(τ)− f(a))dτ ,

٣١Jumarie



اولیه مفاهیم ١۴
به صورت n ≥ ١ و n− ١ ≤ α < n ازای به و

J
aD

α
t f(t) = Dn J

aI
n−α
t f(t),

و است صفر ثابت عدد از جوماری کسری مشتق شده، ارائه تعریف به توجه با ͬ شود. م محاسبه
نیست. f تابع اول مرتبه مشتق وجود به لزومͬ ٠ < α < ١ ازای به کسری مشتق محاسبه برای
زنجیره ای قاعده و حاصل ضرب قاعده موجود، مشهور کسری مشتقات تعاریف تمامͬ در تقریباً
برای را روابطͬ [١٧ ،١۶ ،١۵] در جوماری البته نیست. برقرار توابع ترکیب مشتق محاسبه در
از پس اما نمود اثبات و بیان زمینه این در تقریبی به صورت شده اصلاح ریمن‐لیوویل مشتق
که تعاریفͬ از ی΄ͬ گردید. بیان وی توسط شده مطرح روابط برقراری نقض در مثال چند آن
همدیس پذیر کسری مشتق است، شده مطرح پرکاربرد و مهم خواص این برقراری راستای در

است. آمده زیر در آن تعریف که است ٣٢

همدیس پذیر کسری مشتق
با سازگاری و سادگͬ دلیل به و ͬ شود م تعریف حدی به صورت کسری مشتق از تعریف این
چپ کسری مشتق است. کرده پیدا فراوانͬ کاربردهای مهندسͬ و ΁فیزی در مدل ها بعضͬ

ͬ شود م تعریف زیر به صورت همدیس پذیر
Tα
a f(t) = lim

ε→٠
f(t+ ε(t− a)١−α)− f(t)

ε
.

همدیس پذیر راست کسری مشتق است. مشتق پذیر چپ از تابع آن گاه باشد، موجود فوق حد اگر
ͬ شود م تعریف زیر به صورت

bT
αf(t) = lim

ε→٠
f(t+ ε(b− t)١−α)− f(t)

ε
.

در مهم نکته بالعکس. و است مشتق پذیر راست از تابع آن گاه باشد، موجود فوق حد اگر
برابر صحیح مشتق ΁کلاسی تعریف با α = ١ ازای به که است آن همدیس پذیر مشتق مورد
خاصیت ͬ شود نم بیان انتگرال به صورت چون مشتق از تعریف این که است ذکر به لازم است.
این باشد مͬ وارد مشتق این به که هایی ایراد از ی΄ͬ همچنین نیست. دارا را بودن حافظه دار
در کراندار اول مرتبه ΁کلاسی مشتق دارای تابع هر ٠ < α < ١ مرتبه کسری مشتق که است

باشد. مͬ صفر ، t = ٠

همدیس پذیر کسری مشتق خواص
α ∈ (٠, ١] مرتبه از مشتق پذیر t٠ > ٠ نقطه در f : [٠,∞) → R کنید فرض [١٨] .١ . ١ . ٢ لم
این صورت در است). همدیس پذیر کسری مشتق همان کسری، مشتق پذیری از (منظور باشد

است. پیوسته t٠ نقطه در f
٣٢Conformable Fractional Derivative



١۵ کسری مرتبه حسابان
این صورت در باشد. مشتق پذیر تابعͬ f : [٠,∞) → R و α ∈ (٠, ١] کنید فرض [١٨] .١ . ١ . ٣ لم

داریم t٠ > ٠ برای
Tαf(t) = t١−αdf

dt
(t).

از برخͬ که دارد نیز دی·ری خواص همدیس پذیر کسری مشتق فوق، خاصیت دو بر علاوه
شده اند. آورده زیر در آن ها

α مرتبه از مشتق پذیر g و f هر برای [١٨] .۴ . ١ . ١ لم
.Tα(af + bg) = aTα(f) + bTα(g) آن گاه a, b ∈ R اگر .١

.Tα(tp) = ptp−α داریم p ∈ R هر برای .٢
.Tα(C) = ٠ ،f(t) = C ثابت تابع برای .٣

داریم g و f کسری مشتق پذیر توابع برای .۴
Tα(fg) = fTα(g) + gTα(f), Tα(

f

g
) =

gTα(f)− fTα(g)

g٢ .

کاپوتو‐فابریسیو انتگرال و مشتق
است زیر به صورت داد ارائه کسری مشتق از کاپوتو که تعریفͬ

c
aD

α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

a
(t− τ)−αf ′(τ)dτ , ٠ < α < ١. (١ . ٢١)

و کاپوتو (١ . ٢١) در نقطه این حذف برای است. t = τ در تکین نقطه ΁ی دارای تعریف این
exp(− α

١ − α
(t−τ)) به (t−τ)−α هسته تغییر با .[١٩] دادند ارائه را جدیدی تعریف ٣٣ فابریسیو

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را کسری مشتق از جدید تعریف M(α)

١ − α
به ١

Γ(١ − α)
و

CF
a Dα

t f(t) =
M(α)

١ − α

∫ t

a
exp(−α(t− τ)

١ − α
)f ′(τ)dτ , ٠ < α < ١,

تعریف این .M(٠) = M(١) = ١ به طوری که است α حسب بر ٣۴ شده نرمال تابع M(α) که
ͬ شود م تعریف زیر به صورت کاپوتو‐فابریسیو راست مشتق است. کاپوتو‐فابریسیو چپ مشتق

CF
t Dα

b f(t) = −M(α)

١ − α

∫ b

t
exp(−α(τ − t)

١ − α
)f ′(τ)dτ , ٠ < α < ١.

.CF
a Dα

t f = ٠ کاپوتو تعریف مشابه باشد، ثابت تابعͬ f اگر که است ͹واض جدید تعریف طبق
دارای t = τ نقطه در جدید مشتق که است این کاپوتو مشتق و جدید مشتق بین اصلͬ تفاوت

نیست. تکین نقطه
٣٣Fabrizio
٣۴Normalization Function



اولیه مفاهیم ١۶
دینامی΄ͬ های سیستم در حافظه

خروجͬ که ھنگامͬ است. حافظه مفهوم کسری مرتبه مشتق از استفاده مهم دلایل از ی΄ͬ
سیستم این به آنگاه باشد، مربوط t٠ لحظه در سیستم ورودی به تنها t لحظه در سیستم ΁ی
بخاطر به مجبور سیستم که شرایطͬ در دی·ر طرف از گویند. مͬ ٣۵ حافظه بدون اصطلاحا
باشد، t لحظه در سیستم فعلͬ وضعیت کردن مشخص برای t لحظه از قبل مقادیر سپردن
رابطه ΁کم به X(t) تابع کنید فرض گویند. مͬ ٣۶ دار حافظه اصطلاحا سیستم این به آنگاه

باشد داشته ارتباط f(t) تابع مقادیر با زیر
X(t) =

∫ t

٠
(t− τ)α−١

Γ(α)
f(τ)dτ . (١ . ٢٢)

این است. [٠, t] بازه در f(t) تابع قبلͬ مقادیر از دار وزن مجموع ΁ی X(t) تابع که است ͹واض
حافظه با دار حافظه سیستم از نمونه ΁ی

w(t) =
(t− τ)α−١

Γ(α)
(١ . ٢٣)

داریم (١ . ٢٢) طرفین از α مرتبه از کاپوتو مشتق اعمال با است.
Dα(X(t)) = f(t). (٢۴ . ١)

به اگر کند. مͬ توصیف را دار حافظه دستگاه ΁ی (٢۴ . ١) کسری دینامی΄ͬ دستگاه اکنون
نوع w(t) وزن تابع ماهیت که است مشخص شود، توجه کسری مرتبه مشتق متفاوت تعاریف
انتخاب برای مشخصͬ قاعده ھیچ تاکنون که شود توجه کند. مͬ تعیین را کسری مرتبه مشتق
ریاضͬ توصیف سازگاری مشتق، انتخاب معیار تنها و است نشده پیدا کسری مرتبه مشتق نوع

.[١٣] است آزمایش·اهͬ نتایج و ها پدیده فیزی΄ͬ ماهیت با

صحیح مرتبه های سیستم پایداری
دینامی΄ͬ های سیستم پایداری انواع و کرده تعریف را دینامی΄ͬ های سیستم ابتدا بخش این در
را زیر دینامی΄ͬ سیستم کنیم. مͬ بیان را حوزه این در اساسͬ قضایای و کنیم مͬ بررسͬ را

ب·یرید نظر در
ẋ = f(x(t)), x(t٠) = x٠ ∈ Rn, (٢۵ . ١)

.f(x∗) = ٠ اگر ͬ شود م نامیده (٢۵ . ١) ٣٧ تعادل نقطه ΁ی x∗ است. Rn به Rn از تابع ΁ی f که
،f (x) ̸= ٠ ،∀x ∈ Ω∗\{x∗} و f(x∗) = ٠ که باشد داشته وجود x∗ از Ω∗ ⊆ Rn همسای·ͬ اگر

ͬ شود. م نامیده ٣٨ تنها تعادل نقطه ΁ی x∗ آن گاه
٣۵Memoryless
٣۶Non-Memoryless
٣٧Equilibrium Point
٣٨Isolated Equilibrium Point



١٧ کسری مرتبه حسابان
x∗ است. (٢۵ . ١) جواب ΁ی x(t) کنید فرض .( لیاپانوف٣٩ مفهوم به (پایداری ۵ . ١ . ١ تعریف
δ > ٠ ΁ی ،ε > ٠ هر و x٠ = x(t٠) هر برای اگر است لیاپانوف مفهوم به تنها پایدار تعادل نقطه

آن گاه ∥x(t٠)− x∗∥ < δ اگر به طوری که باشد داشته وجود
∥x(t)− x∗∥ < ε, ∀t ≥ t٠.

لیاپانف. پایداری :١ . ٢ ش΄ل

(٢۵ . ١) جواب های مجموعه به ۴٠ سراسری هم·رای (٢۵ . ١) دینامی΄ͬ سیستم .۶ . ١ . ١ تعریف
زیر رابطه در x(t) مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر است ͬ شود، م داده نمایش Ω∗ با که

کند صدق
lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ٠,
که

dist(x,Ω∗) = inf
y∈Ω∗

∥x− y∥,

ͬ دهد. م نشان را l٢ نرم ∥.∥ و
۴١ مجانبی پایدار است، x∗ تعادل نقطه دارای که (٢۵ . ١) دینامی΄ͬ سیستم .١ . ١ . ٧ تعریف

کند صدق زیر شرط در و باشد پایدار لیاپانوف مفهوم به x∗ اگر ͬ شود م نامیده
lim
t→∞

x(t) = x∗.

٣٩Stability in the Sense of Lyapunov
۴٠Globally Convergent
۴١Globally Asymptotically Stable



اولیه مفاهیم ١٨

. مجانبی پایداری :١ . ٣ ش΄ل
داشته وجود L ثابت اگر است، ۴٢ لیپ شیتز E روی F : E ⊂ Rn → Rn تابع .١ . ١ . ٨ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ E نقطه دو هر برای به طوری که باشد
∥F (x)− F (y)∥ ≤ L ∥x− y∥ .

ε‐همسای·ͬ ΁ی ،x٠ ∈ E نقطه برای اگر ͬ شود م نامیده E روی ۴٣ محلͬ لیپ شیتز F تابع
x, y ∈ Nε(x٠) نقطه دو هر برای به طوری که باشد داشته وجود L٠ ثابت ΁ی (x٠)Nεو ⊂ E مانند

باشیم داشته
∥F (x)− F (y)∥ ≤ L٠ ∥x− y∥ .

F آن گاه باشد، F ∈ C١(E) اگر ب·یرید. نظر در را F : E ⊂ Rn → Rn تابع [۴١] .١ . ١ . ٣ قضیه
است. محلͬ شیتز لیپ E روی

به طور V (x) باشد. پذیر مشتق پیوسته به طور تابع ΁ی V : Rn → R کنید فرض .١ . ١ . ٩ تعریف
اگر ͬ شود م گفته بی کران شعاعͬ

∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞.

Rn به Rn از پیوسته تابع ΁ی f کنید فرض (٢۵ . ١) دینامی΄ͬ سیستم در [۴١] .۴ . ١ . ١ قضیه
τ > t٠ که t ∈ [t٠, τ) ازای به x(t) محلͬ جواب ΁ی ، x٠ ∈ Rn و t٠ ≥ ٠ هر برای آن گاه باشد،
در f اگر و ی΄تاست جواب آن گاه باشد محلͬ لیپ شیتز x٠ در f اگر این بر علاوه دارد. وجود

شود. داده توسعه +∞ تا ͬ تواند م τ آن گاه باشد لیپ شیتز Rn

۴٢Lipschitz Continuous
۴٣Locally Lipschitz Continuous



١٩ کسری مرتبه حسابان
سیستم تعادل نقطه ΁ی x = ٠ که کنید فرض لیاپانوف)[۴٢] پایداری (قضیه .۵ . ١ . ١ قضیه

به طوری که است مشتق پذیر پیوسته به طور تابع ΁ی V : Rn → R و است (٢۵ . ١)
V (٠) = ٠ .١

V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٢
V̇ (x) ≤ ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٣

است. پایدار x = ٠ در سیستم آن گاه
زیر شرایط در V (·) اگر ۵ . ١ . ١ قضیه شرایط تحت مجانبی)[۴٢] پایداری (قضیه .۶ . ١ . ١ قضیه

کند صدق
V (٠) = ٠ .١

V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٢
V̇ (x) < ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٣

است. مجانبی پایدار x = ٠ در سیستم آن گاه
V (·) اگر ۶ . ١ . ١ قضیه شرایط تحت [۴٢] سراسری) مجانبی پایداری (قضیه .١ . ١ . ٧ قضیه

است. سراسری مجانبی پایدار x = ٠ نقطه آن گاه باشد بی کران شعاعͬ به طور
پیوسته به طور تابع ΁ی V : Rn → R کنید )فرض ۴۴ لاسال تغییرناپذیری (اصل .١ . ١ . ٨ قضیه

کنید فرض همچنین باشد، مشتق پذیر
(٢۵ . ١) سیستم جواب به نسبت ناپذیر) (تغییر پایدار و فشرده مجموعه ΁ی M ⊂ Rn .١

باشد.
.V̇ (x) ≤ ٠ ،x ∈M ازای به .٢

.V̇ (x) = ٠ به طوری که باشد M نقاط همه مجموعه E .٣
باشد. E در پایدار مجموعه بزرگترین N .۴

داریم است t٠ ≥ ٠ که x(t٠) ∈M هر ازای به آن گاه
lim
t→∞

dist(x(t), N) = ٠.
۴۴LaSalle Principle of Invariance



اولیه مفاهیم ٢٠
و مشتق پذیر تابع به است. x̄ از باز همسای·ͬ ΁ی Ω ⊆ Rp کنید فرض [۴٩] .١ . ١ . ١٠ تعریف

اگر ͬ شود، م گفته ẋ = F (x) سیستم برای x̄ در لیاپانوف تابع ΁ی ،ζ : Rp → R پیوسته
ζ(x̄) = ٠, ζ(x) > ٠, ∀x ∈ Ω\{x̄},

dζ(x(t))
dt = [∇ζ(x(t))]TF (x(t)) ≤ ٠, ∀x ∈ Ω.

دارای AX = ٠ هم·ن دستگاه آن گاه باشد نامنفرد n× n ماتریس ΁ی A اگر [۵٠] .۵ . ١ . ١ لم
است. X = ٠ بدیهͬ جواب

ب·یرید نظر در را زیر بهینه سازی مساله [۵٠] .١ . ١ . ٩ قضیه
min f(x),

s. t. x ∈ Rn,

این برای موضعͬ جواببهینه ΁ی x∗ اگر است. مشتق پذیر x∗ ∈ Rn نقطه در f : Rn → R که
.∇f(x∗) = ٠ آن گاه باشد،

کسری مرتبه های سیستم پایداری ۴ . ١ . ١
و مشتقگیری برای است نامͬ اند داده نیز ٢١ قرن حساب لقب آن به که کسری حساب
حسابان است. صحیح مرتبه از انتگرال و مشتق برای تعمیمͬ که دلخواه مرتبه از انتگرال·یری
ͽجوام توجه مورد مهندسͬ مسائل مدلسازی برای قدرتمند ابزار ΁ی عنوان به تاکنون کسری
دستگاه همانند مسائل اینگونه پایداری تحلیل چون است. گرفته قرار کاربردی علوم و مهندسͬ
سالهای در متعددی تحقیقات اینرو از است برخودار ای ویژه اهمیت از معمولͬ مشتقات با هایی
مرتبه های سیستم پذیری کنترل و پایداری بخش این در لذا گردید. ارائه زمینه این در اخیر

کنیم. مͬ مرور اجمالͬ صورت به را کسری
دستگاه که است شده ثابت کلͬ بطور کسری: مرتبه خطͬ های سیستم پایداری

Dα
t x(t) = Ax(t), x(٠) = x٠,

ویژه مقادیر eig(A) و ٠ < α < ١ که |Arg(eig(A))| > απ٢ هرگاه است، پایدار مجانبی بطور
نشان کسری مرتبه های سیستم برای پایداری ناحیه ۴ . ١ ش΄ل در .[۵١ ،٢٠] است A ماتریس

است. شده داده
ب·یرید نظر در (x(٠)١, x(٠)٢) = (١, ١) اولیه شرایط با را زیر خطͬ سیستم .١ . ١ . ١ مثال

c٠D٠٫۵
t x(t) = Ax(t),

آن در که
A =

١ −١
٣ ١

 .



٢١ کسری مرتبه حسابان

. ٠ < α < ١ برای کسری مرتبه های سیستم پایداری ناحیه :۴ . ١ ش΄ل

.α = ٠٫۵ برای مجانبی پایداری :۵ . ١ ش΄ل
داریم باشد. مͬ λ١,٢ = ١ ±

√٣i صورت به A ماتریس برای ویژه مقادیر
|Arg(λ١,٢)| ≈ ١٫٠۴ >

απ

٢ =
π

۴ ≈ ٠٫٧٨
سیستم این در اینکه دلیل به شود توجه باشد. مͬ مجانبی پایدار فوق کسری سیستم لذا
باشد مͬ (٠, ٠) ی΄تا تعادل نقطه دارای سیستم این لذا است پذیر معکوس A ماتریس خطͬ،
این رفتار توان مͬ ۵ . ١ ش΄ل در باشد. مͬ مجانبی پایدار تعادل نقطه این برای سیستم که

نمود. مشاهده را سیستم
ب·یرید. نظر در را زیر کسری مرتبه سیستم کسری: مرتبه های سیستم پایداری

Dα
t x(t) = f(x(t)), x(٠) = x٠,

موضعͬ طور به نقاط این شوند. مͬ حاصل f(x(t)) = ٠ معادله حل از بالا سیستم تعادل نقاط
زیر شرط در تعادل نقاط در J = ∂f

∂x ماتریس ژاکوبین ویژه مقادیر هرگاه هستند مجانبی پایدار



اولیه مفاهیم ٢٢
[٢٠] کنند صدق

|Arg(eig(J))| > απ

٢ . (٢۶ . ١)
است. شده داده نشان کسری مرتبه های سیستم برای پایداری ناحیه ۴ . ١ ش΄ل در

مجانبی پایداری :۶ . ١ ش΄ل
در (x(٠)١, x(٠)٢) = (٠٫١۴, ٠٫١٢۵) اولیه شرایط با را زیر کسری مرتبه سیستم .١ . ١ . ٢ مثال

ب·یرید نظر
c٠D٠٫٩

t x١(t) = x٢(t),
c٠D٠٫٩

t x٢(t) = −x١(t)− (١ + x٢(t))٢x٢(t),

صورت به تعادل نقطه در ژاکوبین ماتریس باشد. مͬ مبدا سیستم تعادل نقطه آن در که

J =

 ٠ ١
−١ −١

 .
اینکه دلیل به باشد. مͬ λ١,٢ ≈ −٠٫۵ ± ٠٫٨۶i صورت به J ماتریس برای ویژه مقادیر

|Arg(λ١,٢)| ≈
۴π
۶ ≈ ٢٫٠٩٣ >

απ

٢ ≈ ١٫۴١٣,
را سیستم این رفتار توان مͬ ۶ . ١ ش΄ل در باشد. مͬ مجانبی پایدار فوق کسری سیستم لذا

نمود. مشاهده
ب·یرید. نظر در را زیر صورت به بعدی سه زمان با نامتغیر سیستم ΁ی .١ . ١ . ٣ مثال

c٠D٠٫٩
t x(t) = a(y(t)− x(t)),

c٠D٠٫٩
t y(t) = (c− a)x(t)− x(t)z(t) + cy(t),

c٠D٠٫٩
t z(t) = x(t)y(t)− bz(t).

(١ . ٢٧)



٢٣ کسری مرتبه حسابان

١ . ٢٧ سیستم رفتار :١ . ٧ ش΄ل
و E١ = (٧٫٩٣٧٣,٧٫٩٣٧٣,٢١) تعادل نقاط سیستم این برای (a, b, c) = (٣۵,٣,٢٨) که زمانͬ
کسری مرتبه سیستم ژاکوبین ماتریس گیریم. مͬ نظر در را E٢ = (−٧٫٩٣٧٣,٢١−,٧٫٩٣٧٣)

باشد. مͬ زیر صورت به E∗ = (x∗, y∗, z∗) تعادل نقطه در

J =


−a a ٠

c− a− z∗ c −x∗

y∗ x∗ −b


اینکه دلیل به باشد، مͬ λ١,٢ = ١٫٣۴١٧ ± ٠٫١٩۴۴i صورت به تعادل نقاط برای ویژه مقادیر
پایدار فوق کسری سیستم برای تعادل نقاط این لذا |Arg(λ١,٢)| ≈ ٠٫١۴٣٩ < απ٢ ≈ ١٫۴١٣

.[٧۴] نمود مشاهده را سیستم این رفتار توان مͬ ١ . ٧ ش΄ل در باشند. نمͬ
کنیم. مͬ بیان را کسری مرتبه های سیستم پایداری برای مهم بسیار ای قضیه ادامه در

باشد. مͬ کسری های سیستم پایداری برای لیاپانوف روش تعمیم قضیه این
باشد. زیر کسری مرتبه سیستم تعادل نقطه ΁ی x = ٠ کنید فرض .١ . ١ . ١٠ قضیه

C
t٠D

α
t x(t) = f(t, x), x(t٠) = x٠, (١ . ٢٨)

، γi اکید صعودی توابع و لیاپانوف تابع V (t, x(t)) کنید فرض همچنین ٠ < α < ١ که
کنند صدق زیر شرایط در که باشند موجود γi(٠) = ٠ که i = ١,٢,٣

γ١(∥x∥) ≤ V (t, x(t)) ≤ γ٢(∥x∥),
C
t٠D

α
t V (x(t)) ≤ −γ٣(∥|x∥|)

.[٢١] است پایدار مجانبی بطور (١ . ٢٨) دستگاه آنگاه



اولیه مفاهیم ٢۴
سیستم برای محدودیتͬ باشد” مبدا تعادل ”نقطه شرط فوق قضیه در که داریم توجه

دهیم. انتقال صفر نقطه به را دی·ر تعادل نقطه هر متغیر تغییر ΁ی با توانیم مͬ زیرا نیست
ب·یرید نظر در را زیر کسری مرتبه سیستم .۴ . ١ . ١ مثال

c٠D٠٫٨
t x١(t) = −x١(t) + x٣٢(t),

c٠D٠٫٨
t x٢(t) = −x١(t)− x٢(t).

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به را لیاپانوف تابع پایداری، بررسͬ برای
V (x١(t), x٢(t)) =

١
٢x٢١ (t) +

١
۴x۴٢(t),

که است ͹واض
١
۴x٢١ (t) +

١
٨x۴٢(t) ≤ V (x١(t), x٢(t)) ≤ x٢١ (t) +

١
٢x۴٢(t).

داریم ، ١ . ١ . ١ لم طبق
c٠D٠٫٨

t V (x١(t), x٢(t)) = ١٢ c٠D٠٫٨
t x٢١ (t) + ١۴ c٠D٠٫٨

t x۴٢(t)
≤ x١(t)c٠D٠٫٨

t x١(t) + ١٢x٢٢c٠D٠٫٨
t x٢٢(t)

≤ x١(t)c٠D٠٫٨
t x١(t) + x٣٢(t)c٠D٠٫٨

t x٢(t) = −x٢١ (t)− x۴٢(t) < ٠
مرتبه سیستم بنابراین است، منفͬ لیاپانوف تابع از کسری مشتق که دهد مͬ نشان فوق رابطه

است. مجانبی پایدار کسری

عصبی شب΄ه ١ . ٢
کنیم مͬ معرفͬ را انسان مغز در موجود عصبی های شب΄ه از کلͬ ساختار ابتدا فصل این در
با سپس است. چ·ونه ΁شماتی صورت به مغز سیستمͬ عمل΄رد که دید خواهیم ͽواق در
برحسب را محاسبات از برخͬ توانیم مͬ که یابیم مͬ در مغز، سیستمͬ رفتار از ال·وبرداری
از ي΄ͬ گویند. مͬ مصنوعͬ هوش یا محاسباتͬ هوش آن به که دهیم انجام مغز عمل΄رد
هر كه است ساده تر زيرمساله های به آن ش΄ستن پيچيده، مسائل حل برای كارا روش های
شب΄ه ΁ي حقيقت در هستند. توصيف و درک قابل ساده تری نحو به زيرمساله ها اين از كدام
توصيف را نهایی پيچيده سيستم ي΄دي·ر كنار در كه است ساده ساختارهای اين از مجموعه ای
نشان آنها كار طرز و شده معرفͭ زيستͭ عصبى هاى شب΄ه نرونهاى ابتدا فصل اين در ͬ کند. م
هاى شب΄ه آنها، رياضͭ مدل آنها، ساختار و نرونها اين مصنوعͭ مدل سپس است شده داده
بيشتر تمركز است. شده داده نشان ها شب΄ه اين ب΄ارگيرى و آموزش نحوه و مصنوعͭ عصبى

باشد. مͭ لايه چند مصنوعͭ عصبى هاى شب΄ه نام به ها شب΄ه اين از نوعͭ بر



٢۵ عصبی شب΄ه

نرون ساختار :١ . ٨ ش΄ل

طبیعͬ عصبی شب΄ه های ١ . ٢ . ١
درصد بیست انرژی، مصرف لحاظ از اما دهد مͬ تش΄یل را بدن وزن از کمͬ درصد انسان مغز
یا ها ۴۵ نرون مغز عصبی شب΄ه ساختاری واحد ترین ساده کند. مͬ مصرف را بدن انرژی
تش΄یل پیوند ١٠١۶ تعداد با مرتبط هم به نرون ١٠١١ تریلیون ١٠٠ از مغز هستند. ها عصب
توسط ها نرون شود. مͬ موجب را اطلاعات موازی پردازش ام΄ان ساختار، این و است شده
اگر ها شب΄ه اين در كنند. مͭ منتقل را اطلاعات ال΄ترومغناطيسͭ) هاى (ارتباط ها سيناپس
آن بازسازى در نيز و كرده جبران آنرا نبود توانند مͭ سلولها ى بقيه ببيند آسيب سلول ΁ی
عصبى سلولهاى به سوزش اعمال با مثلا اند. يادگيرى به قادر ها شب΄ه اين باشند. سهيم
آموزد مͭ سيستم ال·وريتم اين با و نروند داغ جسم طرف به كه گيرند مͭ ياد سلولها لامسه،
گيرد، مͭ صورت تطبيقͭ صورت به ها سيستم اين در يادگيرى كند. اصلاح را خود خطاى كه
دادن صورت در كه كند مͭ تغيير اى گونه به ها سيناپس وزن ها مثال از استفاده با يعنͭ
نظر از زیاد تفاوت های وجود با نرون ها كند. توليد درستͭ ͺپاس سيستم جديد هاى ورودى
داده نشان ١ . ٨ ش΄ل در که همان طور دارند. مشترکͬ مشخصه های ظاهری، ش΄ل و اندازه
دارد. نام دندریت۴۶ که ͬ شود م خارج کوتاه ΁شاخ تعدادی نرون سلولͬ تنه از است شده
لوله ΁ی طریق از و ͬ کنند م دریافت مجاور نرون های از را سی·نال ها سلولͬ، تنه و دندریت ها

کنند. مͬ منتقل دی·ر نرون های به آکسون۴٧ نام به ΁باری
آکسونͬ پایانه  که ͬ شود م تقسیم ΁باری جانبی رشته تعدادی به خود انتهای در آکسون
دندریت و نرون ΁ی آکسون بین ارتباط است. مرتبط نرون ها سایر دندریت های با و دارد نام

۴۵Neuron
۴۶Dendrite
۴٧Axon



اولیه مفاهیم ٢۶
ترکیب نرون تنه در شده جمͽ بندی سی·نال های همه ͬ نامند. م سیناپس۴٨ را دی·ر نرون
شدن۴٩ ΁تحری مرحله برسد، نرون آستانه به شده ترکیب سی·نال های وسعت اگر و ͬ شوند م
یا منفرد پالس ΁ی به صورت سی·نال این ͬ شود. م تولید خروجͬ سی·نال ΁ی و ͬ شود م فعال
ͬ یابد م انتقال سیناپسͬ پایانه های به آکسون موازات به خاص میزان ΁ی در پالس ها از بخشͬ
سیناپسͬ ش΄اف داخل در عصب‐رسانه ͬ شود. م عصب‐رسانه به نام موادی ͹ترش موجب و
به نرون ΁ی از سی·نال ΁ی ترتیب این به و ͬ کند م ΁تحری را بعدی نرون و ͬ شود م پخش
΁ی دندریت های با مختلف نرون های از آکسون زیادی بسیار تعداد ͬ یابد. م انتقال دی·ری
ال΄تری΄ͬ ماهیت عصبی پیام ΁ی شد مͬ تصور ابتدا ͬ کنند. م برقرار ارتباط این صورت به نرون
و اطلاعات حفظ لذا دارند. ال΄تروشیمیایی ماهیت ها پیام این که شد ثابت بعدها اما ذارد
نیست آن پیوندهای و سلول بدنه در شیمیایی های فعالیت جز چیزی مغز در آنها سازی ذخیره

.[٣]

مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ١ . ٢ . ٢
زيستͭ عصبى سيستم از كه اطلاعات پردازش براى است اى ايده مصنوع۵٠ͭ عصبى شب΄ه
از شاخه ای عصبی شب΄ه های پردازد. مͭ اطلاعات پردازش به مغز مانند و شده گرفته الهام
به صورت انسان مغز عصبی نرون های پیاده سازی برای تلاشͬ ͽواق در و است مصنوعͬ هوش
اين است. اطلاعات پردازش سيستم جديد ساختار ، ايده اين كليدى عنصر است. مصنوعͬ
هم با مساله ΁ی حل براى كه شده تش΄يل پيوسته بهم پردازشͭ عناصر زيادى شمار از سيستم
طراحͭ ای داده ساختار نويسͭ، برنامه دانش ΁کم به ها شب΄ه اين در كند، مͭ عمل هماهنگ
مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ویژگͬ مهم ترین كند. عمل نرون همانند تواند مͭ كه شود مͭ
و مشخص قاعده ΁ی مبنای بر شب΄ه این که مفهوم این به است. آن ها در یادگیری قابلیت
یا ͬ کند م تغییر آن وضعیت شب΄ه تکرار هر در یا و زمان گذشت با و نشده برنامه ریزی ثابت
قوه از ال·وبرداری به مربوط مصنوعͬ عصبی شب΄ه های مبحث ͬ بیند. م آموزش اصطلاح به
شب΄ه های بنابراین است. کامپیوتری ال·وریتم های به صورت آن پیاده سازی و انسان در یادگیری
مش΄ل قاعده مبتنͬ بر سیستم های برای که پیچیده ای کارهای که دارند را قابلیت این عصبی
دهه به مصنوعͬ عصبی شب΄ه های زمینه در تحقیقات شروع چند هر گیرند. فرا را هستند
تا ١٩٨٢ سال های .[١] پذیرفت صورت ١٩٨٠ دهه در آن گسترش اما ͬ گردد بر م میلادی ١٩۴٠
زمینه این در مهم اتفاق دو سال ها این در دانست. عصبی شب΄ه دوباره تولد ͬ توان م را ١٩٨۶
که بود هاپفیلد۵١ جان توسط انرژی تابع مفهوم و بازگشتͬ عصبی شب΄ه ارائه اول داد. رخ
توسط (TSP) دوره گرد فروشنده مساله حل اتفاق، دومین .[٢٣] شد منتشر ١٩٨٢ سال در

۴٨Synapse
۴٩Firing
۵٠Artificial Neural Network
۵١John Hopfield



٢٧ عصبی شب΄ه

مصنوعͬ عصبی نرون ریاضͬ مدل :١ . ٩ ش΄ل
مسائل حل برای ͬ توان م بازگشتͬ شب΄ه این از که داد نشان هاپفیلد .[٢۴] بود هاپفیلد شب΄ه

گشود. مصنوعͬ عصبی شب΄ه های در را جدیدی افق و کرد استفاده بهینه سازی

مصنوعͭ عصبى هاى شب΄ه توپولوژى
شب΄ه توپولوژى را آنها) اتصالات نوع و بندى گروه و (تعداد شب΄ه در ها نرون نسبى وضعيت
افزار نرم با توام كه است ي΄دي·ر به ها نرون افزار سخت اتصال سيستم ͽواق در توپولوژى گويند.
ورودى ى لايه ΁ی توپولوژى اين در كند. مͭ تعيين را عصبى ى شب΄ه عمل΄رد نوع مربوطه
را اطلاعات كه دارد وجود مخفͭ ى لايه تعدادى كند، مͭ دريافت را اطلاعات كه دارد وجود
به محاسبات نتيجه كه دارد وجود خروجͭ ى لايه ΁ی نهايت در و گيرند مͭ قبلͭ هاى لايه از

گیرند. مͬ قرار آن در جوابها و رود مͬ آنجا
است. شده تغذيه شب΄ه به كه خامͭ اطلاعات دريافت ورودى: لايه

هاى لايه و آنها بين ارتباط وزن و ها ورودى وسيله به ها لايه اين عمل΄رد پنهان: هاى لايه
چه كه كند مͭ تعيين پنهان و ورودى واحدهاى بين هاى وزن مͭشود. تعيين پنهان

شود. فعال بايد پنهان واحد ΁ی وقت
پنهان واحد بين ارتباط وزن و پنهان واحد فعاليت به بسته خروجͭ واحد عمل΄رد خروجͭ: لايه

مͭباشد. خروجͭ و
ورودی ها اين باشد. (j = ١,٢, . . . , n) ،xj ورودی nشامل بايد نرون ΁ي مدل ساده نگاه ΁ي در
ساختار نقش و هستند ͽواق آکسون ها روی که (j = ١,٢, . . . , n) ،wj سیناپسͬ وزن های در
به را متناظرشان وزن های در ورودی ها حاصل ضرب ͬ شوند. م ضرب ͬ کنند م ایفا را سیناپسͬ
خروجͬ را ͽجم حاصل این شوند. مͬ ͽجم هم با بایاس۵٢ به موسوم b مانند عددی همراه
و کرده اثر z به ۵٣ فعال ساز تابع نام به تابعͬ نهایتا دهیم. مͬ نشان z با و نامیده نرون خطͬ

۵٢Bias
۵٣Activation Function



اولیه مفاهیم ٢٨

سازی فعال تابع انوع :١ . ١٠ ش΄ل
است. زیر صورت به نرونͬ چنین ریاضͬ معادلات گردد. مͬ حاصل نرون خروجͬ ترتیب بدین

f(z) = f(
n∑

j=١
wjxj + b) (١ . ٢٩)

اطلاعات پردازش به واقعͬ نرون شده ساده مدل از استفاده با مصنوعͬ عصبی شب΄ه بنابراين
گره ΁ي) نرون ΁ي توصيف برای ساده ای مدل ͬ توان م توضيحات اين به توجه با ͬ پردازد. م
.[٢] است شده داده نشان ١ . ٩ ش΄ل در مدل اين كرد. پيشنهاد مصنوعͬ) عصبی شب΄ه در
از است عبارت گیرند قرار نظر مد باید آن طراحͬ در که عصبی شب΄ه ΁ی اصلͬ مشخصه های
تش΄یل لایه های تعداد و آن ها تعداد نرون ها، بین اتصالات نحوه عصبی: شب΄ه معماری الف:

گویند. عصبی شب΄ه  معماری را ارتباطͬ نرون های بخش دهنده 
را نرون خروجͬ و گیرد قرار نرون روی تا شود مͬ انتخاب که تابعͬ نوع ساز: فعال تابع  ب:
مورد نکته این باید f تابع ماهیت مورد در گویند. نرون آن ساز فعال تابع کند تولید
شب΄ه داریم انتظار که هایی خروجͬ نوع به بستگͬ تابع این ضابطه که ب·یرد قرار توجه
مͬ مشاهده فعالسازی تابع انواع ١ . ١٠ ش΄ل در شود. مͬ مشخص کند حاصل را آنها

شود.
فعالیت توابع و ها بایاس ها، وزن یافتن از است عبارت یادگیری عصبی: شب΄ه یادگیری ج:

گردد. حاصل مطلوب خروجͬ ورودی، هر از کاری دامنه ΁ی در طوری΄ه به
تابع متناظر، خروجͬ و بوده x ∈ (−١, ١) آن ورودی که کنید طراحͬ شب΄ه ΁ی .١ . ٢ . ١ مثال

باشد. y = x٢ + ٣x− ١٠
نظر در با جواب های حالت از ی΄ͬ که داد انجام دولایه شب΄ه ΁ی با توان مͬ را کار این
. باشد ١ . ١١ ش΄ل مشخصات با ای شب΄ه تواند مͬ دو، درجه و همانͬ ساز فعال توابع گرفتن



٢٩ عصبی شب΄ه

لایه دو شب΄ه :١ . ١١ ش΄ل
΁ی دقیقا هرچند نیست تابع ΁ی مانند همیشه شب΄ه ΁ی کار بدانیم که است ذکر به لازم
ضابطه توابع مانند ها شب΄ه برای باشیم داشته انتظار نباید ͽواق در باشد، تواند مͬ نیز تابع
مͬ صنعت در آن از استفاده برای که است کامپیوتری برنامه شب΄ه، ΁ی ͽواق در بل΄ه بنویسیم
کنیم. استفاده آن از و کرد ذخیره باشد پذیر برنامه که مدار همان یا سͬ آی ΁ی در را آن توان
ثبت کامپیوتر در آن شماره باید ماشین هر ورود هنگام که ب·یرید نظر را پارکینگͬ مثال برای
برنامه عصبی شب΄ه ΁ی اساس بر خواند مͬ را شماره که دستگاهͬ شود. صادر قبض و شده

.[٣] شود مͬ ریزی

مصنوعͬ عصبی شب΄ه يادگيری انواع
۵۴ نظارت تحت یادگیری

ورودی ها، وزن یافتن برای است. معلوم مطلوب خروجͬ ورودی، هر ازای به یادگیری این در
مطلوب خروجͬ با را خروجͬ این سپس آوریم مͬ بدست را خروجͬ و کرده اعمال شب΄ه به را ها
و ها وزن باید و است نشده کامل یادگیری هنوز اختلاف وجود صورت در کنیم. مͬ مقایسه
نظارت تحت یادگیری را شب΄ه، بهین پارامترهای به رسیدن تا عمل این یابند. تغییر ها بایاس

گوییم. مͬ

۵۵ نظارت بدون يادگيری
و باشد نمͬ دست در مطلوب خروجͬ اما داریم دست در را اولیه های پارامتر يادگيری اين در
شاخص ΁ی لذا شوند. مͬ تنظيم و اصلاح سيستم ͺپاس توسط تنها عصبی شب΄ه پارامترهای
نظارت بدون یادگیری را شب΄ه آموزش حالت این در هزینه) تابع (مانند دارد وجود آموزش برای

گوییم. مͬ
۵۴Supervised Learning
۵۵Unsupervised Learning



اولیه مفاهیم ٣٠

پرسپترون شب΄ه :١ . ١٢ ش΄ل

لایه چند پرسپترون شب΄ه
شب΄ه اين باشند. مͬ هایی محدوديت دارای اند شده ساخته نرون ΁ی از كه هایی شب΄ه
دي·ری های شب΄ه مش΄ل اين حل برای ندارند. را خطͬ غير توابع سازی پياده توانایی ها
شب΄ه عمومͬ مدل پردازيم. مͬ دارد را کاربرد بيشترين كه آنان از ی΄ͬ به ما كه شد پيشنهاد
، جلورونده های شب΄ه است. عقب به انتشار تعليم روال با جلورونده شب΄ه ، پرسپترون های
و بوده متصل بعدی های لايه به آن های نرون اول لايه های ورودی كه هستند هایی شب΄ه
معنͬ بدين عقب به انتشار روال برسد. خروجͬ لايه به تا بوده صادق مسئله اين ͹سط هر در
به بعد و شده تصحيح آخر لايه های وزن ابتدا شب΄ه، خروجͬ شدن مشخص از پس كه است
لايه تعداد ، لايه چند پرسپترون های شب΄ه در شوند. مͬ تصحيح قبلͬ های لايه اوزان ترتيب
. كند مͬ كفايت پنهان لايه ΁ی كاربردها بيشتر در البته باشد. تعداد هر تواند مͬ پنهان های

كند. مͬ تر ساده را شب΄ه يادگيری پنهان لايه دو نيز ͽمواق بعضͯ در
، كرد ابداع و ايجاد را پرسپترون ساده طریقͬ به نرونها اين اتصال با ، ۵۶ روزنبلات فرانک
رسمͬ طور به را آنها و شبيهسازی ديجيتال كامپيوترهای در را مدل اين بار نخستين برای و
خروجͬ لایه ΁ی و پنهان لایه تعدادی ورودی، لایه ΁ی از پرسپترون های شب΄ه نمود. تحليل
تعداد با خطͬ غیر نگاشت ΁ی عنوان به عصبی شب΄ه این گفت توان مͬ است. شده تش΄یل
نیستند اینگونه توابع ها شب΄ه تمام در اما است. φ : Rn → Rm مانند دلخواه خروجͬ و ورودی

باشند. داشته توانند مͬ آن از فراتر عمل΄ردی بل΄ه
و کرده دریافت را است تایی R بردار که p های سی·نال نرون، ΁ی ، ١ . ١٢ ش΄ل به توجه با
عددی همراه به را آنها همه سپس کرده، ضرب ها وزن به موسوم اعدادی به را آنها از ΁هری
نمایش n١ با و نامیده نرون خطͬ خروجͬ را ͽجم حاصل کند. مͬ ͽجم هم با بایاس به موسوم
a١ نام به نرون اولین خروجͬ ترتیب بدین و کرده اثر n١ به f١ مانند تابعͬ نهایتا دهیم. مͬ

۵۶Rosenblatt, Frank



٣١ عصبی شب΄ه
است. زیر صورت به نرونͬ چنین ریاضͬ معادلات گردد. مͬ حاصل

a١ = f١(n١) = f١(
R∑

j=١
w١.jpj + b١) (١ . ٣٠)

حالت در دارد. بستگͬ کند حاصل را آن شب΄ه داریم انتظار که خروجͬ نوع به f١ تابع ماهیت
اندیس گیرد. قرار نرونͬ فعالیت تابع عنوان به تواند مͬ ١ . ١٠ ش΄ل در فعالساز توابع از ی΄ͬ کلͬ
این دادن قرار هم کنار با باشد. مͬ شب΄ه نرون اولین ساختار دهنده نشان روابط این در ١
در مصنوعͬ عصبی شب΄ه روش ب΄ارگیری برای شود. مͬ طراحͬ بزرگتری شب΄ه ها، نرون
خواهیم سعͬ و باشند مͬ مجهول ها بایاس و ها وزن های پارامتر عموما مختلف مسائل حل

بیابیم. متناظرشان های خروجͬ و ها ورودی از استفاده با را ها آن کرد

شب΄ه های از استفاده با سازی بهینه مسائل حل از تاریخچه ای ١ . ٢ . ٣
عصبی

خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای را عصبی شب΄ه اولین [٢۵] هاپفیلد و تانک ١٩٨۶ سال در
انرژی تابع که ͬ کند م تغییر به گونه ای تکرار هر در شب΄ه وضعیت که دادند نشان کردند. معرفͬ
این که ͬ رسد م خود کمینه نقطه به جایی که تا ͬ یابد م کاهش ی΄نواخت به طور آن با متناظر
΁ی توسط را عصبی شب΄ه این آن ها است. عصبی شب΄ه تعادل نقطه با متناظر کمینه نقطه
با دوره گرد فروشنده مساله حل برای شب΄ه این از همچنین کردند. سازی پیاده ال΄تری΄ͬ مدار
شب΄ه تعادل نقطه این که به خصوص بود نقص هایی دارای شب΄ه این نمودند. استفاده شهر ٣٠
وجود این با ͬ شد. نم حاصل مساله از مطلوبی جواب لذا و ͬ کرد نم صدق بهینگͬ شرایط در
کنند. فعالیت زمینه این در تا آورد به وجود محققین برای را خوبی بسیار انگیزه هاپفیلد کارهای
و دادند توسعه را آن هاپفیلد شب΄ه به متناهͬ جریمه پارامتر ΁ی افزودن با [٢۶] چا۵٧ و کندی
این جریمه پارامترهای با کردند. استفاده محدب غیرخطͬ برنامه ریزی مساله حل برای آن از
این باشد بزرگ جریمه پارامتر اگر به خصوص است ناتوان دقیق بهینه نقطه یافتن در شب΄ه

ͬ کند. م عمل به سختͬ شب΄ه
توسط سوئیچ‐خازن۵٨ عصبی شب΄ه ΁ی جریمه پارامتر بردن به کار از جلوگیری برای
شب΄ه ΁ی [٢٨] شانبلات۶٠ و ما همچنین شد. معرفͬ [٢٧] هم΄اران و رودری·ز‐وازک˼ز۵٩
مسیر دوم فاز در و بود چا و کندی شب΄ه مشابه شب΄ه اول فاز که کردند ارائه فازی دو عصبی
به نسبت دقیق تری جواب های روش این بنابراین، ͬ شد. م هم·را مساله دقیق جواب به شب΄ه
به بستگͬ شب΄ه دوم فاز پایداری که بود این در شب΄ه این مش΄ل داد. ارائه چا و کندی شب΄ه

۵٧Kennedy and Chua
۵٨Switched-Capacitor
۵٩Rodriguez-Vazquez
۶٠Maa and Shanblatt



اولیه مفاهیم ٣٢
روش این در جریمه پارامتر تاثیر اگرچه لذا و داشت جریمه پارامتر از بزرگ مقدار ΁ی انتخاب

نبود. پارامتر از مستقل هنوز اما بودند دقیق تر حاصل جواب های و بود یافته کاهش
کاملا́ که کردند ارائه عصبی شب΄ه ΁ی لاگرانژ روش برمبنای [٢٩] هم΄ارش و ۶١ ژانگ
در عصبی شب΄ه این تعادل نقطه بود. غیرخطͬ مسائل حل به قادر و جریمه پارامتر از مستقل
سال در بود. هم·را حاصل شب΄ه هم چنین و ͬ کرد م صدق دوم و اول مرتبه بهینگͬ شرایط
پارامتر از مستقل و تصویر روش و گرادیان برمبنای را شب΄ه ای [٣٠] پتیسن۶٢ و بوزردوم ١٩٩٣
روش این بود. کران دار متغیرهای با دوم درجه مسائل حل به قادر تنها که کردند ابداع جریمه
را دوم درجه و خطͬ برنامه ریزی مسائل کلͬ حالت ͬ توانست نم اما بود کارایی روش عمل در
و عفتͬ توسط غیرخطͬ بهینه سازی مسائل حل برای عصبی شب΄ه مدل چندین کند. حل

است. شده ارائه [٣۴ ،٣٣ ،٣٢ ،٣١] هم΄اران

بهینگͬ شرایط و کسری بهینه کنترل مساله ١ . ٣
مسائل حل در که است محاسبات تعمیم نوعͬ ریاضیات از شاخه ای عنوان به تغییرات حساب
خم ها مسیرها، از مجموعه ای یافتن هدف تغییرات حساب در است. مفید بسیار بهینه سازی
پیشنهاد مساله از که هستند اکسترمم دارای مشتق پذیر و پیوسته توابعͬ عنوان به  که است
۶۴ برنولͬ جان سوئیسͬ ͬ دان ریاض وسیله به ١۶٩۶ سال در ۶٣ بارچیستوچرون) (مساله شده

.[٣۵] است شده ناشͬ
کرد تعریف زیر صورت به ͬ توان م را تابعک نمو [٣۶] .١ . ٣ . ١ تعریف
∆J(x, δx) = δJ(x, δx) + g(x, δx)||δx||,

دیفرانسیل را J آن گاه ،lim||δx||→٠ g(x, δx) = ٠ اگر است. δx حسب بر خطͬ قسمت δJ که
ͬ شود. م نامیده J تابعک تغییرات δJ و گویند ۶۵ پذیر

باشد، اکسترمم منحنͬ ΁ی x∗ اگر . [٣۶] تغییرات) حساب اساسͬ (قضیه .١ . ٣ . ١ قضیه
.δJ(x∗, δx) = ٠ قبول قابل δx هر ازای به یعنͬ شود، صفر باید x∗ روی J تغییرات

پیوسته تابع هر برای و بوده پیوسته h تابع اگر . [٣۶] تغییرات) حساب اساسͬ (لم .١ . ٣ . ١ لم
باشیم داشته [t٠, tf ] محدوده در δx ∫مانند tf

t٠
h(t)δx(t)dt = ٠,

باشد. صفر [t٠, tf ] محدوده تمام در باید h آن گاه
۶١Zhang
۶٢Bouzerdoum and Pattison
۶٣Barchistochrone
۶۴John Bernoulli
۶۵Differentiable



٣٣ بهینگͬ شرایط و کسری بهینه کنترل مساله

بهینه کنترل مساله ١ . ٣ . ١
و کنترل زمینه در تحقیقات از وسیعͬ بخش صحیح، مرتبه مشتقات با ۶۶ بهینه کنترل مساله
کنترل مساله همان ͽواق در کسری بهینه کنترل مساله ΁ی شود. مͬ شامل را بهینه کنترل
کنترل مساله است. کسری مرتبه از آن کننده همراه دینامی΄ͬ دستگاههای که است بهینه
شود، مͬ تعریف است موجود کسری مشتقات از که مختلفͬ تعاریف به توجه با کسری بهینه
سالهای در هستند. کاپوتو کسری مشتق و ریمن‐لیوویل کسری مشتقات آنها ترین مهم که
زمینههای در زیادی بسیار مقالات و است کرده بسیاری رشد کسری بهینه کنترل بحث اخیر،
کنترل یافتن وجود، این با است. رسیده چاپ به ها زمینه دی·ر و اقتصاد علوم، مهندسͬ،
فعال تحقیقاتͬ های زمینه از ی΄ͬ هنوز غیرخطͬ، های سیستم برای بهینه زیر‐ حتͬ یا بهینه
است کنترل مسیرهای یافتن بهینه کنترل سیستم هدف است. کنترل نظریه در مش΄ل و
را معینͬ معیار یا هدف تابع همچنین کند صدق فیزی΄ͬ قیود یا محدودیتها در که طوری به

کند. حداقل یا حداکثر

بهینه کنترل مساله
است زیر صورت به صحیح مرتبه مشتق با بهینه کنترل مساله ΁ی کلͬ ش΄ل

min J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠
f(x(t), u(t), t)dt, (١ . ٣١)

s. t.


ẋ = g(x(t), u(t), t),

x(t٠) = x٠, x(tf ) = xf ,

(١ . ٣٢)

کنترل بردار u(t) = (u١(t), . . . , uq(t))T ∈ Rq و حالت بردار x(t) = (x١(t), . . . , xp(t))T ∈ Rp که
مسیر (١ . ٣٢) سیستم شود مͬ باعث u∗(t) قبول قابل کنترل کلͬ حالت در ͬ شود. م نامیده
معادله که کنید توجه کند. حداقل را (١ . ٣١) هدف تابع و نموده تعقیب را x∗ قبول قابل
دیفرانسیل معادله تاخیری، کسری، مانند باشد، داشته مختلفͬ انواع تواند مͬ دیفرانسیل
حداقل موجب u∗ گوییم مͬ وقتͬ مسائل، این در باشد. انتگرالͬ معادله تواند مͬ حتͬ یا جزئͬ

داریم قبول قابل های x و ها u تمام ازای به یعنͬ شود، مͬ هدف تابع شدن

h(x∗(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠
f(x∗(t), u∗(t), t)dt ≤ (x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠
f(x(t), u(t), t)dt. (١ . ٣٣)

هستیم. مطلق ی کمینه ΁ی دنبال به بهینه کنترل ی مساله حل در بنابراین
۶۶Optimal Control



اولیه مفاهیم ٣۴

آن بهینگͬ شرایط و کسری بهینه کنترل مساله ١ . ٣ . ٢
دینامی΄ͬ های سیستم تحت ΁کلاسی بهینه کنترل ازمساله تعمیمͬ کسری، بهینه کنترل مساله
روابط توسط که ای بهینه کنترل مساله در دی·ر عبارت به است. کسری مشتقات شامل
مͬ استفاده کسری مشتق از معمولͬ مشتق جای به است، شده معرفͬ (١ . ٣١) و (١ . ٣٢)
انجام مطالعاتͬ کسری بهینه کنترل مساله با رابطه در پژوهش·ران از بسیاری اخیرا شود.
کسری کنترل نظریه .[٣٧] یابند دست آن ها برای عددی راه حل های به توانسته اند و داده اند
و قدرتمند ابزار ΁ی عنوان به کسری بهینه کنترل نظریه است. ریاضیات در جدید زمینه ΁ی
قرار توجه مورد بسیار کسری کنترل های سیستم برای بازخورد پایدارکننده طراحͬ برای کارآمد
مشتقات مختلف تعاریف به توجه با تواند مͬ کسری بهینه کنترل مساله .[٣٨] است گرفته
لازم شرایط لاگرانژ، ضرایب روش از استفاده با آگراوال ٢٠٠۴ سال در شود. تعریف کسری
راه ΁ی [٧۶] در نویسندگان . [٣٩] آورد دست به کسری بهینه کنترل مساله برای را بهینگͬ
هم روش با را همیلتون‐ژاکوبی‐بلمن معادله برای عددی جواب یافتن بر مبتنͬ کلͬ حل
کنترل مسائل از ای رده حل برای نویسندگان ، [۴٠] در کردند. ارائه لژاندر‐گاوس محلͬ

کردند. استفاده صحیح مرتبه به کسری مرتبه مساله تقریب روش از کسری، بهینه
و f ∈ Lp([t٠, tf ]) اگر . ١

p + ١
q ≤ ١ + α و p, q ≥ ١ ،٠ < α < ١ کنید فرض [۴۶] .١ . ٣ . ٢ قضیه

داریم آنگاه ،g ∈ Lp([t٠, tf ])∫ tf

t٠
g(t)t٠Dα

t f(t) dt =

∫ tf

t٠
f(t)tD

α
tf
g(t) dt+ [(tI

١−α
tf

g(t))f(t)]
tf
t٠ . (٣۴ . ١)

پذیر مشتق پیوسته طور به توابع [a,+∞) بازه در f, g و α ∈ (٠, ١) , a ∈ R کنید فرض
ب·یرید. نظر را زیر مساله باشد. پذیر مشتق تابعͬ ϕ : [a,+∞)× R → R همچنین باشند،

min J(x, u, T ) = ϕ(T, x(T )) +

∫ T

a
f(x(t), u(t), t)dt

s.t. Mẋ(t) +NaD
α
t x(t) = g(x(t), u(t), t), (٣۵ . ١)

x(a) = xa,

گرفتن نظر در با که است این هدف است. ثابت حقیقͬ عدد xa و (M,N) ̸= (٠, ٠) آن در که
لازم شرایط شود، مͬ شامل را کسری و صحیح عدد مشتقات که (٣۵ . ١) کنترل سیستم
مͬ ارائه بعدی ΁ی مساله برای را بهینگͬ شرایط یافتن روال سادگͬ برای بیابیم. را بهینگͬ
چند مسائل به راحتͬ به توان مͬ را نتایج مشابه، های ΁تکنی از استفاده با حال، این با شود.
است. ٠ < T <∞ متغیر مقدار ΁ی T مساله، این در داد. گسترش متعدد های کنترل و حالت
شرایط لذا آید، مͬ بدست ΁کلاسی بهینه کنترل مساله باشد، N = ٠ که زمانͬ شود دقت
T ، (٣۵ . ١) مساله در ایم. ننموده بررسͬ جداگانه به را ΁کلاسی بهینه کنترل مساله بهینگͬ
وضعیت متغیر بر علاوه مساله، این در توجه بنابراین باشند. آزاد یا و ثابت ͬ توانند م x(T ) و



٣۵ بهینگͬ شرایط و کسری بهینه کنترل مساله
را J تابعک بتوان تا است معطوف نیز موردنظر T نهایی زمان روی ،u(·) کنترل متغیر و x(·)
چپ αام مرتبه کسری مشتق همان ٠Dα

t از منظور کرد. بهینه x(T ) و T حالت های به توجه با
است.

کسری بهینه کنترل مساله بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط
به هامیلتونین تابع ایجاد برای λ(.) لاگرانژ بردار از ابتدا بهینگͬ، لازم شرایط نوشتن برای

کنیم مͬ استفاده زیر صورت
H(x, u, λ, t) = f(x, u, t) + λg(x, u, t). (٣۶ . ١)

نوشت زیر صورت به توان مͬ را (٣۵ . ١) مساله بنابراین
J(x, u, T, λ) =

∫ T

a
H(x, u, λ, t)− λ(t)[Mẋ(t) +NaD

α
t x(t)] dt+ ϕ(T, x(T )), (١ . ٣٧)

گیریم مͬ نظر در زیر صورت به را لاگرانژ و T کنترل، حالت، متغیر تغییرات
x+ δx u+ δu T + δT λ+ δλ

برای تغییرات، حساب اساسͬ قضیه طبق .δx(a) = ٠ دانیم مͬ مساله مرزی شرایط به توجه با
باشد. صفر J تغییرات باید بهینه کنترل یافتن

٠ =

∫ T

a

[∂H
∂x

δx+
∂H

∂u
δu+

∂H

∂λ
δλ− δλ(t)(Mẋ(t) +NaD

α
t x(t))

− λ(M ˙δx(t) +NaD
α
t δx(t))

]
dt

+ δT
[
H(x, u, λ, t)− λ(t)(Mẋ(t) +NaD

α
t x(t))

]
t=T

+
∂ϕ

∂t
(T, x(T ))δT +

∂ϕ

∂x
(T, x(T ))(ẋ(T )δT + δx(T )),

جز به جز انتگرال از استفاده ∫با T

a
λ(t) ˙δx(t)dt = δx(T )λ(T )−

∫ T

a
δx(t)λ̇(t)dt

داریم ١ . ٣ . ٢ قضیه ∫و T

a
λ(t)aD

α
t δx(t)dt =

∫ T

a
δx(t)tD

α
Tλ(t)dt+ δx(T )[tI

١−α
T λ(t)]t=T .

نوشت توان مͬ را زیر رابطه لذا
٠ =

∫ T

a

[
δx

[∂H
∂x

+Mλ̇(t)−NtD
α
Tλ(t)

]
+ δu

∂H

∂u
+ δλ

[∂H
∂λ

−Mẋ(t)−NaD
α
t x(t))

]]
dt

− δx(T )
[
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ϕ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

+ δT
[
H(x, u, λ, t)− λ(t)(Mẋ(t) +NaD

α
t x(t)) +

∂ϕ

∂t
(t, x(t)) +

∂ϕ

∂x
(t, x(t))ẋ(t)

]
t=T

.



اولیه مفاهیم ٣۶
کنیم مͬ تعریف را زیر جدید متغیر حال

δxT = (x+ δx)(T + δT )− x(T ).

داریم تیلور قضیه طبق
(x+ δx)(T + δT ) = (x+ δx)(T ) + ẋ(T )δT +O(δT ٢),

نهایت در .δx(T ) = δxT − ẋ(T )δT +O(δT ٢) همچنین است، متناهͬ limγ→٠ O(γ)
γ آن در که

رسیم. مͬ زیر عبارت به

٠ =

∫ T

a

[
δx

[∂H
∂x

+Mλ̇(t)−NtD
α
Tλ(t)

]
+ δu

∂H

∂u
+ δλ

[∂H
∂λ

−Mẋ(t)−NaD
α
t x(t))

]]
dt

− δxT
[
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ϕ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

+ δT
[
H(x, u, λ, t)−Nλ(t)aD

α
t x(t) +NẋtI

١−α
T λ(t) +

∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

+O(δT ٢).

داریم. را زیر قضیه بهینگͬ شرایط یافتن جهت ادامه در ، ١ . ٣ . ١ لم و فوق تغییرات به توجه با
به دارد وجود λ تابع آنگاه باشد، (٣۵ . ١) مساله مینیمم (x, u, T ) اگر [۴۵] .١ . ٣ . ٣ قضیه

کند صدق زیر شرایط در (x, u, λ) تایی سه طوری΄ه
هامیلتونین: سیستم الف)

Mλ̇(t)−N tD
α
Tλ(t) = −∂H

∂x
(x(t), u(t), t, λ(t)),

Mẋ(t) +NaD
α
Tx(t) =

∂H

∂λ
(x(t), u(t), λ(t), t).

.t ∈ [a, T ] تمام برای
ایستایی: شرایط ب)

∂H

∂u
(x(t), u(t), λ(t), t) = ٠, t ∈ [٠, T ].

حدی: ]ج)شرایط
H(x(t), u(t), λ(t), t)−Nλ(t)aD

α
t x(t) +Nẋ(t)tI

١−α
T λ(t) +

∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠,[
Mλ(t) +N tI

١−α
T λ(t)− ∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠.

،δu ، δx ضرایب یعنͬ شود، صفر باید J تغییرات تغییرات، حساب اساسͬ قضیه طبق برهان.
است. برقرار ح΄م لذا باشد، صفر باید δT و δxT ،δλ



٣٧ بهینگͬ شرایط و کسری بهینه کنترل مساله
.[۴۵] نوشت مختلف های حالت برای را بهینگͬ شرایط توان مͬ فوق قضیه به توجه با

داریم. را زیر های حالت لذا باشد. (٣۵ . ١) مساله مینیمم (x, u) کنید فرض
صورت به مرزی شرایط ١ . ٣ . ٣ قضیه در حالت این در باشد، آزاد x(T ) و ثابت T اگر الف)

است. ]زیر
Mλ(t) +N tI

١−α
T λ(t)− ∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠.

زیر صورت به مرزی شرایط ١ . ٣ . ٣ قضیه در حالت این در باشد، ثابت x(T ) و آزاد T اگر ب)
]است.

H(x(t), u(t), λ(t), t)−Nλ(t)aD
α
t x(t) +Nẋ(t)tI

١−α
T λ(t) +

∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠,

و ندارد وجود مرزی شرایط ١ . ٣ . ٣ قضیه در حالت این در باشند، ثابت دو x(Tهر ) و T اگر ج)
گیریم. مͬ نظر در را (٣۵ . ١) مساله در مرزی شرایط فقط

پذیر مشتق سطحͬ γ تابع که x(T ) = γ(T ) یعنͬ باشد، مشخص ͹سط ΁ی روی x(T اگر( د)
است. زیر صورت به مرزی شرایط ١ . ٣ . ٣ قضیه در حالت این در ]است.

H(x(t), u(t), λ(t), t)−Nλ(t)aD
α
t x(t) +Nẋ(t)tI

١−α
T λ(t) +

∂ϕ

∂t
(t, x(t))

−γ̇(t)
(
Mλ(t) +N tI

١−α
T λ(t)− ∂ϕ

∂t
(t, x(t))

)]
t=T

= ٠.

شرایط ١ . ٣ . ٣ قضیه در شرایط این با باشد، ثابت و K ∈ R که x(T ) ≥ K و ثابت T اگر ه)
است. زیر صورت به ]مرزی

Mλ(t) +N tI
١−α
T λ(t)− ∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

≤ ٠,
(x(T )−K)

[
Mλ(t) +N tI

١−α
T λ(t)− ∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠.

شرایط ١ . ٣ . ٣ قضیه در شرایط این با باشد، ثابت و K ∈ R که T ≤ K و ثابت x(T ) اگر و)
است. زیر صورت به ]مرزی

H(x(t), u(t), λ(t), t)−Nλ(t)aD
α
t x(t) +Nẋ(t)tI

١−α
T λ(t) +

∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

≥ ٠,[
H(x(t), u(t), λ(t), t)−Nλ(t)aD

α
t x(t) +Nẋ(t)tI

١−α
T λ(t) +

∂ϕ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

×(T −K) = ٠.
شود. رجوع [۴۵] به فوق موارد اثبات مشاهده جهت



اولیه مفاهیم ٣٨
لازم شرایط ١ . ٣ . ٣ قضیه در لاگرانژ اولر معادلات از آمده بدست های جواب که شود دقت
مͬ بیان را بهینگͬ کافͬ شرایط که کنیم مͬ بیان را ای قضیه ادامه در باشند. مͬ بهینگͬ

کند.
١ . ٣ . ٣ قضیه در λ∗(.) و x∗(.), u∗(.) کنید فرض بهینگͬ) کافͬ (شرایط [۴٨] .۴ . ١ . ٣ قضیه

کنید فرض همچنین کنند. صدق
باشند. محدب x روی ϕ و، u و x روی g و f .١

باشد. ثابت T .٢
باشد. خطͬ u و x روی g یا λ∗ ≥ ٠ t ∈ [a, T ] تمام برای .٣

باشد. مͬ (٣۵ . ١) مساله برای بهینه جواب ΁ی (x∗(.), u∗(.)) آنگاه



٢ فصل
مسائل حل برای عددی های روش
نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل

گرفته قرار محققان از بسیاری توجه مورد اخیر سالهای در نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسائل
مدلهای ،[۵٧] اقتصادی رشد مدلهای ،[۵۶] مهندسͬ علوم در مسائل این .[۵۵]‐[۵٣] است
مواد ترمودینامی΄ͬ تعادل نظریه در ،[۵٨] بلورها در جامد حالت ΁فیزی نامحدود گسسته
نامتناهͬ، افق بهینه کنترل مساله اهمیت به توجه با دارند. بسیاری کاربرد دی·ر علوم و [۵٩]
΁موج بر مبتنͬ روشهای جمله از است، شده ارائه آنها حل برای حوزه این در زیادی روشهای
تعداد به دامنه سازی گسسته مستلزم ها روش این .[۶١] طیفͬ شبه روشهای و [۶٠] هار

شوند. مͬ زده تقریب محلͬ صورت به توابع آن در که است متناهͬ عناصر
آسانͬ به است مم΄ن کسری مسائل برای تحلیلͬ جواب های موارد بیشتر در کلͬ حالت در
روش ها این که است شده ثابت که استفاده کنند عددی روش های از اغلب و نیاید به دست
و T = ∞ اگر ، (٣۵ . ١) کسری مرتبه مشتق با بهینه کنترل مساله در هستند. کارا و معتبر
مͬ ١ کسری مرتبه نامتناهͬ افق بهینه کنترل مساله ΁ی را مساله این ب·یریم، نظر در ϕ = ٠

١Fractional infinite horizon optimal control

٣٩
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نامند.

min J(x, u, T ) =

∫ ∞

a
f(x(t), u(t), t)dt

s.t. Mẋ(t) +NaD
α
t x(t) = g(t, x(t), u(t))

x(a) = xa

است. آمده ۴ . ١ . ٣ و ١ . ٣ . ٣ قضایای در مسائل از دسته این برای بهینگͬ شرایط
و (M,N) = (١, ٠) که زمانͬ نامتناهͬ افق بهینه کنترل مساله بهینگͬ شرایط مثال، برای

گیریم. مͬ نظر در را شده مشخص حالت معادلات با است دوم درجه هدف تابع
min J =

١
٢
∫ ∞

a
[xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)]dt

s.t. ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

x(a) = xa

B(t) ∈ و A(t) ∈ Rn×n کنترل، و حالت بردارهای ترتیب به u(t) ∈ Rm و x(t) ∈ Rn آن در که
R(t) ∈ Rm×m و مثبت معین نیمه ماتریس Q(t) ∈ Rn×n پذیر، مشتق و پیوسته توابع Rn×m

است. زیر صورت به را دوم درجه مساله برای هامیلتونین باشند. مͬ مثبت معین
H(x, u, λ) =

١
٢ [xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)] + λT (t)[A(t)x(t) +B(t)u(t)],

صورت به مساله این برای بهینگͬ لازم شرایط است. لاگرانژ ضریب بردار λ(t) ∈ Rn آن در که
است. زیر

ẋ(t) =
∂H

∂λ
(x, u, λ),

λ̇(t) = −∂H
∂x

(x, u, λ),

٠ =
∂H

∂u
(x, u, λ),

کرد بازنویسͬ زیر صورت به توان مͬ را فوق بهینگͬ شرایط
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

λ̇(t) = −Q(t)x(t)−AT (t)λ(t),

u(t) = −R−١(t)BT (t)λ(t).

مساله این برای مرزی شرایط همچنین
x(a) = xa,

λ(∞) = ٠,



۴١
بدست های جواب گرفت نتیجه توان مͬ ۴ . ١ . ٣ قضیه و مثال این های فرض به توجه با است.
برای باشند. مͬ دارا را بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط مساله این لاگرانژ اولر معادلات از آمده

شود. مراجعه [۴٧] به بیشتر جزییات مشاهده
شده است. ارائه بهینه کنترل مسائل حل برای بسیاری عددی روش های اخیر دهه های در
شوند: مͬ تقسیم بزرگ دسته دو به کسری بهینه کنترل مسائل عددی حل برای روی΄ردها

غیرمستقیم. روش های و مستقیم روش های
پیوسته کاملا́ و غیرخطͬ سیستم های برای را بهینه کنترل مسائل مستقیم، های روش
که معناست بدان این باشند. مͬ زمان به نسبت گسسته سازی ΁ی پایه بر که ͬ کنند م حل
ارزش گذاری با غیرخطͬ برنامه ریزی به بهینه، حالت و کنترل متغیرهای یافتن برای مساله
با ͬ شود. م تبدیل زمانͬ هم محلͬ نقاط از متناهͬ تعداد ΁ی در فقط حالت و کنترل مقادیر
ͬ شود. م بهینه مستقیم به طور هزینه تابع نقاط، این در حالت و کنترل مقادیر دادن تغییر

حل شود. غیرخطͬ برنامه ریزی روش های با ͬ تواند م آمده به دست مساله
معادلات در یا و بهینگͬ لازم شرایط در که هستند جواب هایی پایه بر غیرمستقیم روش های
در هزینه تابع کردن کمینه به جای روش، این در کنند. صدق ٢ همیلتونͬ‐ژاکوبی‐بلمن
به دست بهینگͬ شرایط به مربوط نامعادلات و معادلات حل از بهینه، جواب مستقیم، روش
مساله به دست یابی به منجر بهینگͬ شرایط شده، داده بهینه کنترل مساله به توجه با ͬ آید. م
پیوسته حالت متغیر برای دیفرانسیل معادلات شامل که ͬ شود م دونقطه ای کران مقادیر با
برای کران داری شرایط و پیوسته کنترل برای جبری معادله پیوسته، الحاقͬ متغیرهای و
کامل پیوستگͬ خاص موارد برخͬ در است. زمان و الحاقͬ متغیرهای حالت، متغیرهای
شرایط با مساله برای تحلیلͬ راه حل ΁ی ͬ توان م دوم، درجه هزینه های و خطͬ سیستم های
بهینه کنترل مساله گسسته سازی سپس بهینگͬ پایه بر غیرمستقیم روش های کرد. پیدا مرزی
مساله بهینگͬ سپس و گسسته سازی پایه بر مستقیم روش های که  ͬ حال در هستند اصلͬ
به صورت چه و مستقیم به صورت چه عددی کارهای از برخͬ برای هستند. اصلͬ بهینه کنترل

کرد. رجوع [٧٧] و [٧۶] به ͬ توان م غیرمستقیم
تقریبی جواب های اما ͬ کنند م فراهم جواب برای خوبی تقریب های روش ها این گرچه
طرف از ͬ گذارند. م تاثیر جواب پایداری روی جدی به طور و هستند ناپیوسته آمده به دست
ͬ که حال در ͬ کنند م استفاده حل برای عمل·ر ماتریس های از عددی روش های از برخͬ دی·ر
مرتبه های در عمل·ر ماتریس های این و است سخت معمولا عمل·ر ماتریس های کردن پیدا
این بر غلبه برای کننده امیدوار روی΄رد ΁ی شد. خواهند نیز محاسباتͬ پیچیدگͬ باعث بالاتر
اتصال، ال·وی شب΄ه، توپولوژی ΁ی پایه بر مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از استفاده محدودیت ها
به دست جواب های داده هاست. پردازش توانایی و یادگیری استراتژی عصبی، فعال سازی خواص

هستند[٧٨]. تحلیلͬ جواب های به ΁نزدی و مشتق پذیر عصبی شب΄ه طرح های از آمده
٢Hamilton-Jacobi-Bellman
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نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل ٢ . ١
همراه کنترل سیستم که طوری به ب·یرید نظر را زیر نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله

دارد. بستگͬ کاپوتو کسری مشتق به آن کننده
min J =

∫ ∞

٠ f(t, x(t), u(t)) dt, (٢ . ١)

s. t.


c٠Dα

t (x(t)) = g(t, x(t), u(t)), t ∈ (٠,∞),

x(٠) = x٠,
(٢ . ٢)

همچنین باشند مͬ کنترل و حالت متغیر ترتیب به u : [٠,∞) → Rl و x : [٠,∞) → Rn که
مشتق پیوسته طور به توابعͬ g : [٠,∞) × Rn × Rl → Rn, و f : [٠,∞) × Rn × Rl → R

[٠, ١) به را [٠,∞) بازه متغیر تغییر از استفاده با ابتدا در فوق مساله حل برای باشند. مͬ پذیر
با است. بزرگ عدد ΁ی M کنیم مͬ فرض مساله کلیت دادن دست از بدون کنیم. مͬ تبدیل
کسری بهینه کنترل مساله به را (٢ . ٢) و (٢ . ١) مساله توانیم مͬ زیر متغیر تغییر از استفاده

کنید فرض کنیم. تبدیل θ ∈ [٠, ١) بازه روی متناهͬ افق
t =Mθ =⇒ θ =

t

M
. (٢ . ٣)

داریم .v(θ) = u(Mθ) و y(θ) = x(Mθ) کنید فرض همچنین
dx(t)

dt
=

dx(Mθ)

dt
=

dx(Mθ)

dθ

dθ(t)

dt
=

dx(Mθ)

dθ

١
M

=
١
M

dy(θ)

dθ
=

١
M

dy( t
M )

dθ
. (۴ . ٢)

داریم کاپوتو مشتق تعریف و (۴ . ٢) طبق
c٠Dα

t x(Mθ) =
١

Γ(١ − α)

∫ Mθ

٠
(Mθ − τ)−α ١

M

dy( τ
M )

dθ
dτ. (۵ . ٢)

گیریم مͬ نظر در زیر صورت به را جدید متغیر تغییر
ρ =

τ

M
=⇒ dτ

dρ
=M. (۶ . ٢)

نوشت زیر صورت به توان مͬ را (۵ . ٢) لذا،
c٠Dα

t x(Mθ) =
١

Γ(١ − α)

∫ θ

٠ M−α(θ − ρ)−αdy(ρ)

dθ
dρ. (٢ . ٧)

داریم نتیجه در
c٠Dα

t x(Mθ) =M−αc٠Dα
θ y(θ). (٢ . ٨)

مساله با (٢ . ٢) و (٢ . ١) نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله ،(٢ . ٨) تبدیل از استفاده با
است مفروض و بزرگ کافͬ اندازه به عدد ΁ی M > ٠ آن در که شود مͬ زده تقریب زیر



۴٣ نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل

min J =

∫
[٠,١)Mf(Mθ, y(θ), v(θ)) dθ, (٢ . ٩)

s. t.


c٠Dα

θ y(θ) =Mαg(Mθ, y(θ), v(θ)),

y(٠) = x٠,
limθ→١− y(θ) = xf .

(٢ . ١٠)

متناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل برای عددی روش ΁ی
(٢ . ١٠) و (٢ . ٩) متناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله عددی حل دنبال به قسمت این در
ریمن‐ مشتق کنیم. مͬ استفاده کسری مشتق برای تقریبی از ابتدا منظور این به هستیم.
y اگر شود. مͬ داده بسط است صحیح مرتبه مشتقات شامل که توانͬ سری ΁ی در لیوویل

داریم [۴] از آنگاه باشد تحلیلͬ تابع ΁ی
R
aD

α
t (y(t)) =

∞∑
k=٠

(
α

k

)
(t− a)k−α

Γ(k + ١ − α)
y(k)(t), (٢ . ١١)

آن در )که
α

k

)
=

(−١)k−١αΓ(k − α)

Γ(١ − α)Γ(١ + k)
.

زیادی تعداد از باید کم خطای داشتن برای که است این (٢ . ١١) رابطه از استفاده آش΄ار عیب
مشتقات شامل جملات از باید خوب تقریب ΁ی برای بنابراین کنیم، استفاده سری جملات از
وجود خوبی تقریب [۶٣] در نیستند. مناسب محاسبات برای که کنیم استفاده بالاتر مرتبه
چپ کسری مشتق برای توان مͬ را روش این نیست. نیازی بالا مرتبه مشتقات به که دارد

کنید فرض داد. توضیح زیر صورت به ریمن‐لیوویل
R
aD

α
t (y(t)) = A(α)(t− a)−αy(t) +B(α)(t− a)١−αẏ(t)

−
∑∞

p=٢C(α, p)(t− a)١−p−αyp(t),
(٢ . ١٢)

است زیر سیستم جواب yp(t) ، (٢ . ١٢) در .y ∈ C٢[a, b] و α ∈ (٠, ١) که
ẏp(t) = (١ − p)(t− a)p−٢yp(t),
yp(a) = ٠.

(٢ . ١٣)

هستند زیر صورت به C و B ،A همچنین p = ٢,٣, . . . برای
A(α) =

١
Γ(١ − α)

[
١ +

∞∑
p=٢

Γ(p− ١ + α)

Γ(α)(p− ١)!
]
,
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B(α) =
١

Γ(٢ − α)

[
١ +

∞∑
p=١

Γ(p− ١ + α)

Γ(α− ١)p!
]
,

C(α, p) =
Γ(p− ١ + α)

Γ(٢ − α)Γ(α− ١)(p− ١)! .
از استفاده با

c
aD

α
t (y(t)) =

R
aD

α
t (y(t))−

n−١∑
k=٠

y(k)(a)

Γ(k − α+ ١)(t− a)k−α. (١۴ . ٢)

مشابه ای رابطه توانیم مͬ کند، مͬ بیان را کاپوتو و ریمن‐لیویل کسری مشتق بین ارتباط که
مͬ نظر در متناهͬ را بسط این عددی محاسبات برای بنویسیم. کاپوتو مشتق تقریب برای

داریم لذا گیریم
R
aD

α
t (y(t)) ≈ A(α, k)(t− a)−αy(t) +B(α, k)(t− a)١−αẏ(t)

−
∑k

p=٢C(α, p)(t− a)١−p−αyp(t),
(١۵ . ٢)

و k ≥ ٢ که
A(α, k) =

١
Γ(١ − α)

[
١ +

k∑
p=٢

Γ(p− ١ + α)

Γ(α)(p− ١)!
]
,

B(α, k) =
١

Γ(٢ − α)

[
١ +

k∑
p=١

Γ(p− ١ + α)

Γ(α− ١)p!
]
.

است زیر صورت به فوق تقریب خطای کران همچنین
| Etr(t) |≤ max

τ∈[a,t]
| ÿ(τ) | exp((١ − α)٢ + ١ − α)

Γ(٢ − α)(١ − α)k١−α
(t− a)٢−α. (١۶ . ٢)

کنید. مراجعه [۶٣] به بیشتر جزییات و اثبات مشاهده برای
با را c٠Dα

t (y(t)) تابع (٢ . ١٠) و (٢ . ٩) متناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله در اکنون
،A = A(α, k) کنیم مͬ فرض نوشتار در سادگͬ برای زنیم. مͬ تقریب (١۵ . ٢) رابطه از استفاده

داریم لذا .Cp = C(α, p) و B = B(α, k)

ẏ(θ) =
Mαg(Mθ, y(θ), v(θ))−Aθ−αy(θ) +

∑k
p=٢Cpθ

١−p−αzp(θ) +
y(٠)θ−α

Γ(١−α)

Bθ١−α
.

همچنین
Z(θ) = (z٢(θ), z٣(θ), . . . , zk(θ)),

و

G(Mθ, y(θ), Z(θ), v(θ)) =
Mαg(Mθ, y(θ), v(θ))−Aθ−αy(θ) +

∑k
p=٢Cpθ

١−p−αzp(θ) +
y(٠)θ−α

Γ(١−α)

Bθ١−α
,
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شود مͬ تبدیل زیر مساله به (٢ . ١٠) و (٢ . ٩) بهینه کنترل مساله لذا

min J =

∫
[٠,١)Mf(Mθ, y(θ), v(θ)) dθ, (٢ . ١٧)

s. t.



ẏ(θ) = G(Mθ, y(θ), Z(θ), v(θ)),

żp(θ) = (١ − p)θp−٢y(θ), p = ٢, . . . , k,
y(٠) = x٠,
zp(٠) = ٠ p = ٢, . . . , k.

(٢ . ١٨)

مͬ نظر در زیر صورت به (٢ . ١٨) و (٢ . ١٧) مساله هامیلتونین تابع بهینه، کنترل یافتن برای
گیریم

H =Mf(Mθ, y(θ), v(θ)) + λG(Mθ, y(θ), Z(θ), v(θ)) +

k∑
p=٢

γp(١ − p)θp−٢y(θ),

هستند. لاگرانژ ضرایب p = ٢, . . . , k ،γp و λ ∈ Rn که
H = H(Mθ, y(θ), Z(θ), v(θ),Υ(θ), λ(θ)) و Υ(θ) = (γ٢(θ), γ٣(θ), . . . , γk(θ)) سادگͬ برای

است زیر صورت به (٢ . ١٨) و (٢ . ١٧) مساله برای بهینگͬ لازم شرایط گیریم. مͬ نظر در را

σH
σλ = ẏ(θ),

σH
σΥ = Ż(θ),

σH
σy = −λ̇(θ),

σH
σZ = −Υ̇(θ),

σH
σv = ٠.

(٢ . ١٩)

(٢ . ١٧) مساله بهینه جواب ΁ی (y(θ)T , v(θ)T , Z(θ)T )T اگر پونتریاگین، یابی حداقل اصل طبق
(٢ . ١٩) در (y(θ)T , v(θ)T , Z(θ)T )T طوری΄ه به دارد وجود Υ(θ) و λ(θ) آنگاه باشد، ،(٢ . ١٨) و

کند. مͬ صدق

عصبی شب΄ه ساختار
گیریم. مͬ نظر در زیر صورت به را لایه دو عصبی شب΄ه ساختار
zi = wiθ + bi,

output =
∑I

i=١ viσ(zi),
(٢ . ٢٠)



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۴۶
امین i وزن پارامتر vi ورودی، لایه امین i وزن پارامتر wi شب΄ه، های نرون تعداد I آن در که
σ و پنهان لایه امین i خروجͬ zi پنهان، لایه امین i به مربوط بایاس پارامتر bi خروجͬ، لایه

شود. مͬ گرفته نظر در زیر صورت به که است فعالساز تابع
σ(θ) = tanh(θ) =

٢
١ + e−٢θ − ١. (٢ . ٢١)

تابع هر توان مͬ مناسب، وزنهای با لایه دو عصبی شب΄ه ΁ی از استفاده با که است ͹واض
کنید). مراجعه [۶۵] و [۶۴] به بیشتر جزئیات (برای زد. تقریب مطلوبی طور به را هموار
زیر صورت به را لاگرانژ ضرایب و کنترل حالت، های متغیر برای آزمایشͬ های جواب اکنون

گیریم: مͬ نظر در

ny =
∑I

i=١ νyi σ(zyi ), zyi = wy
i θ + byi ,

nZ =
∑I

i=١ νZi σ(zZi ), zZi = wZ
i θ + bZi ,

nv =
∑I

i=١ νvi σ(zvi ), zvi = wv
i θ + bvi ,

nλ =
∑I

i=١ νλi σ(zλi ), zλi = wλ
i θ + bλi ,

nΥ =
∑I

i=١ νΥi σ(zΥi ), zΥi = wΥ
i θ + bΥi ,

کنترل، توابع تخمین برای که آزمایشͬ های جواب این است. شده تعریف (٢ . ٢١) در σ که
جواب های لذا کنند صدق مرزی شرایط در باید است شده پیشنهاد لاگرانژ ضرایب و حالت

کرد تعریف زیر ساختار با ͬ توان م را آزمایشͬ

Ȳ (θ) = D(θ) + F (θ)ny,

Z̄(θ) = J(θ) +K(θ)nZ ,

V̄ (θ) = L(θ) +N(θ)nv,

λ̄(θ) = O(θ) +Q(θ)nλ,

Ῡ(θ) = S(θ) + T (θ)nΥ,

(٢ . ٢٢)

حقیقͬ متغیره تک توابع T (θ) و S(θ) ،Q(θ) ،O(θ) ،N(θ) ،L(θ) ،K(θ) ،J(θ) ،F (θ) ،D(θ) که
های جواب کنند. صدق نهایی یا اولیه شرایط در Ῡ و λ̄ ، V̄ ،Z̄ ،Ȳ شوند مͬ باعث که هستند

داریم لذا کنند. صدق بهینگͬ لازم شرایط در باید (٢ . ٢٢) آزمایشͬ

σH̄
σλ̄

= ˙̄Y (θ),

σH̄
σῩ

= ˙̄Z(θ),

σH̄
σȲ

= − ˙̄λ(θ),

σH̄
σZ̄

= − ˙̄Υ(θ),

σH̄
σV̄

= ٠,

(٢ . ٢٣)



۴٧ نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل
شده، پیشنهاد مصنوعͬ عصبی شب΄ه در یادگیری نوع .H̄ = H(Mθ, Ȳ , Z̄, V̄ , λ̄, Ῡ) که
نیاز شب΄ه های بایاس و ها وزن یافتن برای کلͬ معیار ΁ی به لذا است ناظر بدون یادگیری
گیریم: مͬ نظر زیر صورت به را (٢ . ٢٣) سیستم با متناظر خطا تابع منظور این برای داریم.

E(Ω) =
١
٢

m∑
l=١

{
E٢١ (θl,Ω) + E٢٢(θl,Ω) + E٢٣(θl,Ω) + E٢۴(θl,Ω) + E٢۵(θl,Ω)

}
, (٢۴ . ٢)

و Ω = (wy, wz, wv, wλ, wΥ, by, bz, bv, bλ, bΥ, νy, νz, νv, νλ, νΥ)
T داریم آن در که

E١(θ,Ω) =
[
σH̄
σλ̄

− ˙̄Y (θ)
]
,

E٢(θ,Ω) =
[
σH̄
σῩ

− ˙̄Z(θ)
]
,

E٣(θ,Ω) =
[
σH̄
σȲ

+ ˙̄λ(θ)
]
,

E۴(θ,Ω) =
[
σH̄
σZ̄

+ ˙̄Υ(θ)
]
,

E۵(θ,Ω) =
[
σH̄
σV̄

]
.

ها گره تعداد m و هستند محل هم نقاط [٠, ١) بازه در θl, l = ١,٢, . . . ,m خطا، تابع این در
مͬ انتخاب زیر صورت به [٠, ١) بازه در ٣ چبیشف‐گاوس‐لباتو نقاط را ها گره این است.

.[۶٢] کنیم
θl =

١
١)٢ − cos(

π(l − ١)
m

)), l = ١,٢, . . . ,m.
زیر دستگاه در Ω∗ = (w∗

y, w
∗
z , w

∗
v, w

∗
λ, w

∗
Υ, b

∗
y, b

∗
z, b

∗
v, b

∗
λ, b

∗
Υ, ν

∗
y , ν

∗
z , ν

∗
v , ν

∗
λ, ν

∗
Υ) اگر .٢ . ١ . ١ لم

کند صدق
η(Ω) =

[
E١(θ١,Ω), . . . , E١(θm,Ω), E٢(θ١,Ω), . . . , E٢(θm,Ω), E٣(θ١,Ω), . . .
, E٣(θm,Ω), E۴(θ١,Ω), . . . , E۴(θm,Ω), E۵(θ١,Ω), . . . , E۵(θm,Ω)

]T
= ٠,(٢۵ . ٢)

است. (٢۴ . ٢) بهینه جواب Ω∗ آنگاه
.Ei(θl,Ω) = ٠ ،k = ١,٢, . . . ,m و i = ١, . . . ,۵ برای آنگاه ،η(Ω∗) = ٠ کنید فرض اثبات.

است. (٢۴ . ٢) مساله بهینه جواب Ω∗ لذا ،E(Ω) ≥ ٠ ،(٢۴ . ٢) در چون
معادل (٢۴ . ٢) سازی کمینه مساله که گرفت نتیجه راحتͬ به ͬ توان م ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با

است زیر مساله با
minΩ E(Ω) =

١
٢∥η(Ω)∥٢٢. (٢۶ . ٢)

شده تبدیل نامقید سازی بهینه مساله ΁ی به نامتناهͬ افق بهینه کنترل مساله ترتیب، این به
نیوتن شبه ، ۴ نیوتن مانند ΁کلاسی ریاضͬ سازی بهینه ال·وریتم هر توسط تواند مͬ که است

٣Chebyshev-Gauss-Lobatto points
۴Newton



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۴٨
ببینید). را [۶٧] و [۶۶] ͽمراج ) شود حل غیره و ٧ مزدوج گرادیان ، ۶ کاهش تندترین ، ۵
ال·وریتم ، ٩ ذرات سازی بهینه ، ٨ ΁ژنتی ال·وریتم مانند ابتکاری، های ال·وریتم از همچنین

. [۶٨] کرد استفاده توان مͬ ١١ تابو ،جستجوی ١٠ ها مورچه کلونͬ جستجوی های

آموزش ال·وریتم ٢ . ١ . ١
wy(.), wz(.), wv(.), wλ(.), wΥ(.), by(.), bz(.), bv(.), bλ(.), bΥ(.), νy(.), νz(.), νv(.), νλ(.) کنید فرض
نقطه به که است دینامی΄ͬ مدل ΁ی طراحͬ هدف هستند. زمان به وابسته متغیرهای νΥ(.) و
برای دینامی΄ͬ مدل ΁ی کند. میل است E(Ω) انرژی تابع از تعادل نقطه ΁ی که خود، تعادل

ͬ  شود م پیشنهاد زیر به صورت (٢۶ . ٢) مساله حل
dΩ(t)
dt = −κ∇E(Ω(t)), κ > ٠,

Ω(٠) = Ω٠,
(٢ . ٢٧)

x = و Rp از L٢ نرم ،∥.∥ مطلب ادامه در است. (٢ . ٢٧) برای هم·رایی نرخ κ آن در که
است. F گرادیان ،∇F ∈ Rp آن گاه باشد، مشتق پذیر تابع ،F : Rp → R اگر .(x١, x٢, · · · , xp)T
∇F = [∇F١(x), · · · ,∇Fq(x)]

T ∈ ،F = (F١, · · · , Fq)
T : Rp → Rq مشتق پذیر نگاشت هر برای

است. x در F ژاکوبین Rp×q

هم·رایی و پایداری ٢ . ١ . ٢
η(Ω) ژاکوبین ماتریس و (٢ . ٢٧) مدل از تعادل نقطه ΁ی Ω∗ کنید فرض [۶٩] .٢ . ١ . ١ قضیه
΁ی Ω∗ اگر و است (٢۶ . ٢) برای بهینه جواب ΁ی Ω∗ آن گاه است. معکوس پذیر (٢۵ . ٢) در

است. (٢ . ٢٧) برای تعادل نقطه ΁ی Ω∗ آن گاه باشد، (٢۶ . ٢) برای بهینه جواب

ژاکوبین ماتریس و است (٢ . ٢٧) برای تنها تعادل نقطه ΁ی Ω∗ کنید فرض [۶٩] .٢ . ١ . ٢ قضیه
است. Ω∗ در مجانبی پایدار (٢ . ٢٧) سیستم آن گاه است. معکوس پذیر (٢۵ . ٢) در η(Ω)

Ω(t,Ω٠) ماکسیمال جواب ΁ی دقیقا ،Ω٠ = Ω(t٠) اولیه حالت هر برای (a) [۶٩] .٢ . ١ . ١ گزاره
دارد. وجود (٢ . ٢٧) مدل برای t ∈ [t٠, β(Ω٠)) با

۵Quasi-Newton
۶Steepest descent
٧Conjugate Gradient
٨Genetic algorithm
٩Particle swarm optimization

١٠Ant colony search algorithms
١١Tabu search



۴٩ نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل
آن گاه باشد کراندار L(Ω٠) = {Ω ∈ R٣(۵I) : E(Ω) ≤ E(Ω٠)} ١٢ تراز مجموعه اگر (b)

β(Ω٠) → +∞.

تراز مجموعه و است (٢ . ٢٧) از مسیر ΁ی Ω = Ω(t,Ω٠) کنید فرض [۶٩] .٢ . ١ . ٣ قضیه
آن گاه باشد. کراندار L(Ω٠) = {Ω ∈ R٣(۵I) : E(Ω) ≤ E(Ω٠)}

است. کراندار γ+(Ω٠) = {Ω(t,Ω٠)|t ≥ ٠} (a)

. lim
t→∞

Ω(t,Ω٠) = Ω̄ به طوری که دارد وجود Ω̄ (b)

هر ازای به آنگاه است. معکوس پذیر (٢۵ . ٢) در η(Ω) از ژاکوبین ماتریس کنید فرض (c)

ͬ شود. م هم·را (٢۶ . ٢) از بهینه جواب ΁ی به (٢ . ٢٧) از مربوطه مسیر Ω٠ ∈ R٣(۵I)

عددی مثال های ٢ . ١ . ٣
کنیم. مͬ بیان را مثال چندین پیشنهادی روش کارایی دادن نشان برای بخش این در

ب·یرید نظر را زیر مساله .٢ . ١ . ١ مثال

min

∫ ∞

٠ (x(t)− exp(−αt) + ٢(١ dt,

s. t.


c٠Dα

t (x(t)) = −u(t),

x(٠) = ٠.
است زیر صورت به α = ١ برای بهینه جواب

x(t) = exp(−t)− ١, u(t) = exp(−t).

رسیم مͬ زیر مساله به (١۵ . ٢) و (٢ . ٣) روابط از استفاده با
min J =

∫
[٠,١)

M
(
y(θ)− exp(−αMθ) + ٢(١

dθ

s. t.



ẏ(θ) =
−Mαv(θ)−A(α)θ−αy(θ)+

∑k
p=٢ C(α,p)θ١−p−αzp(θ)

B(α)θ١−α ,

żp(θ) = (١ − p)θp−٢y(θ), p = ٢, . . . , k,
y(٠) = ٠,
zp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k.

١٢Level Set



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۵٠

٢ . ١ . ١ مثال در α مختلف مقادیر با y(.) مسیر :٢ . ١ ش΄ل

٢ . ١ . ١ مثال در α مختلف مقادیر با v(.) کنترل :٢ . ٢ ش΄ل



۵١ نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل

٢ . ١ . ١ مثال در α = ١ برای y(.) مطلق خطای :٢ . ٣ ش΄ل
٢ . ١ . ١ مثال برای E(Ω) خطای تابع مقدار :٢ . ١ جدول

α ٠٫٣ ٠٫۴٧ ٠٫۶٨ ٠٫٨٣ ٠٫٩٧ ١

E(Ω) ٧٫٠۴ × ٢٠−١٠ ٧٫٩۵ × ١٩−١٠ ٢٫٣۴ × ١−١٠۶ ٣٫٧٣ × ١−١٠۶ ١٫۴٨ × ١−١٠۴ ٧٫٠١ × ١٩−١٠

گیریم مͬ نظر در زیر صورت به را آزمایشͬ های جواب

Ȳ = θny,

Z̄p = θnzp , p = ٢, . . . , k,
λ̄ = (١ − θ)nλ,

Ῡp = (١ − θ)nΥp , p = ٢, . . . , k,
V̄ = nv.

در را پارامتر ١٧ ها بایاس و خروجͬ ورودی، لایه های وزن برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه در
(١۵ . ٢) روابط در است. شده گرفته نظر در M = ١۵ همچنین ،I = ١٧ یعنͬ گیریم، مͬ نظر
های مسیر ٢ . ٢ و ٢ . ١ های ش΄ل در است. شده فرض m = ٢٠ و k = ٣ ترتیب به (٢۴ . ٢) و
به α = ٠٫٣, ٠٫۴٧, ٠٫۶٨, ٠٫٨٣, ٠٫٩٧, ١ برای تقریبی های جواب و α = ١ برای v(.) و y(.) دقیق

است. شده داده نشان ترتیب
این که دهد مͬ نشان جدول این و اند شده آورده ٢ . ١ جدول در E(Ω) خطا تابع مقادیر
به توجه با کنند. مͬ صدق خوب بسیار تقریب با بهینگͬ لازم شرایط در آزمایشͬ های جواب



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۵٢

٢ . ١ . ٢ مثال در α مختلف مقادیر با y(.) مسیر :۴ . ٢ ش΄ل

مثال این در شود مͬ مشاهده شد، ارائه پیشنهادی روش برای که هم·رایی و پایداری بحث
قضیه طبق لذا باشند مͬ خطͬ حالت معادلات و است محدب x(t) متغیر به نسبت هدف تابع

باشد. مͬ دارا را بهینگͬ کافͬ شرط لازم، شرط بر علاوه آمده بدست جواب ۴ . ١ . ٣

ب·یرید نظر در را زیر مساله .٢ . ١ . ٢ مثال

min

∫ ∞

٠ (x(t) +
٠٫۵ exp(−(١ − α)t)

١ + t
− ٠٫۵)٢ dt,

s. t.


c٠Dα

t (x(t)) = u(t) + ٠٫۵ exp(−(١−α)t)

(١+t)٢ − exp(−αt),

x(٠) = ٠.
است. زیر صورت به α = ١ برای مساله این بهینه جواب

x(t) = ٠٫۵ t
t+١ , u(t) = exp(−t).

داریم (١۵ . ٢) و (٢ . ٣) روابط کارگیری به با
min J =

∫
[٠,١)M

(
y(θ) +

٠٫۵ exp(−(١ − α)Mθ)

١ +Mθ
− ٠٫۵)٢

dθ



۵٣ نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل

٢ . ١ . ٢ مثال در α مختلف مقادیر با v(.) کنترل :۵ . ٢ ش΄ل

٢ . ١ . ٢ مثال در α = ١ برای y(.) مطلق خطای :۶ . ٢ ش΄ل



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۵۴

٢ . ١ . ٢ مثال برای E(Ω) خطای تابع مقدار :٢ . ٢ جدول
α ٠٫٣ ٠٫۴٧ ٠٫۶٨ ٠٫٨٣ ٠٫٩٧ ١

E(Ω) ۵٫١٩ × ١٠−۵ ٣٫٧ × ١٠−۵ ٢٫۴٣ × ١٠−۵ ١٫٨ × ١٠−۵ ١٫٣۶ × ١٠−۵ ۵٫٨٢ × ١٠−۶

s. t.



ẏ(θ) =
Mα(v(θ)+

٠٫۵ exp(−(١−α)Mθ)

(١+Mθ)٢ −exp(−αMθ))−A(α)θ−αy(θ)+
∑k

p=٢ C(α,p)θ١−p−αzp(θ)

B(α)θ١−α ,

żp(θ) = (١ − p)θp−٢y(θ), p = ٢, . . . , k,
y(٠) = ٠,
zp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k.

گیریم مͬ نظر در زیر صورت به را آزمایشͬ های جواب


Ȳ = θny,

Z̄p = θnzp , p = ٢, . . . , k,
λ̄ = (١ − θ)nλ,

Ῡp = (١ − θ)nΥp , p = ٢, . . . , k,
V̄ = nv.

در را پارامتر ١٠ ها بایاس و خروجͬ ورودی، لایه های وزن برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه در
(١۵ . ٢) روابط در است. شده گرفته نظر در M = ١٨ همچنین ،I = ١٠ یعنͬ گیریم، مͬ نظر
های مسیر ۵ . ٢ و ۴ . ٢ های ش΄ل در است. شده فرض m = ٢٠ و k = ٣ ترتیب به (٢۴ . ٢) و
α = ٠٫٣, ٠٫۴٧, ٠٫۶٨, ٠٫٨٣, ٠٫٩٧, ١ برای تقریبی های جواب و α = ١ برای v(.) و y(.) دقیق
علاوه اند. شده آورده ٢ . ٢ جدول در E(Ω) خطا تابع مقادیر اند. شده داده نشان ترتیب به
x(t) متغیر به نسبت هدف تابع مثال این در شود مͬ مشاهده هم·رایی، و پایداری بحث بر
۴ . ١ . ٣ قضیه طبق لذا باشند مͬ خطͬ u(t) متغیر به نسبت حالت معادلات و است محدب

باشد. مͬ دارا را بهینگͬ کافͬ شرط لازم، شرط بر علاوه آمده بدست جواب

ب·یرید نظر را زیر مساله .٢ . ١ . ٣ مثال

min
١
٢
∫ ∞

٠ (x٢١ (t) + ۴u٢(t)) dt, (٢ . ٢٨)



۵۵ نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل

s. t.



c٠Dα
t (x١(t)) = x٢(t),

c٠Dα
t (x٢(t)) = −x٢(t) + u(t),

x(٠)١ = x(٠)٢ = ٠٫١,
limt→∞ x١(t) = limt→∞ x٢(t) = ٠.

(٢ . ٢٩)

است. زیر صورت به [٧٠] در α = ١ برای مساله این بهینه جواب
x١(t) = [٠٫١ + (٠٫١ + ٢√٠٫١)t] exp (

−t√٢),
x٢(t) = [٠٫١ − (٠٫١ + ٢√٠٫١)t] exp (

−t√٢).

زنیم مͬ تقریب زیر مساله با را (٢ . ٢٩) و (٢ . ٢٨) مساله ،(١۵ . ٢) تقریب و (٢ . ٣) از استفاده با
min J =

∫
[٠,١)

M

٢
(
y٢١ (θ) + ۴v٢(θ)

)
dθ

s. t.



ẏ١(θ) =
Mαy٢(θ)−A(α)θ−αy١(θ)+

∑k
p=٢ C(α,p)θ١−p−αz١p(θ)+ (٠٫١)θ−α

Γ(١−α)

B(α)θ١−α ,

ẏ٢(θ) =
Mα(−y٢(θ)+v(θ))−A(α)θ−αy٢(θ)+

∑k
p=٢ C(α,p)θ١−p−αz٢p(θ)+ (٠٫١)θ−α

Γ(١−α)

B(α)θ١−α ,

ż١p(θ) = (١ − p)(θ)p−٢y١(θ), p = ٢, . . . , k,
ż٢p(θ) = (١ − p)(θ)p−٢y٢(θ), p = ٢, . . . , k,
y(٠)١ = y(٠)٢ = ٠٫١,
z١p(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
z٢p(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
limθ→١− y١(θ) = limθ→١− y٢(θ) = ٠.

گیریم مͬ نظر در زیر صورت به را آزمایشͬ های جواب

Ȳ١ = ٠٫١ − ٠٫١θ + θ(١ − θ)ny١ ,

Ȳ٢ = ٠٫١ − ٠٫١θ + θ(١ − θ)ny٢ ,

Z̄١p = θnZ١p , p = ٢, . . . , k,
Z̄٢p = θnZ٢p , p = ٢, . . . , k,
λ̄١ = nλ١ ,

λ̄٢ = nλ٢ ,

Ῡ١p = (١ − θ)nΥ١p , p = ٢, . . . , k,
Ῡ٢p = (١ − θ)nΥ٢p , p = ٢, . . . , k,
V̄ = nv.



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۵۶

٢ . ١ . ٣ مثال در α مختلف مقادیر با y١(.) مسیر :٢ . ٧ ش΄ل

٢ . ١ . ٣ مثال در α مختلف مقادیر با y٢(.) مسیر :٢ . ٨ ش΄ل



۵٧ نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل

٢ . ١ . ٣ مثال در α مختلف مقادیر با v(.) کنترل :٢ . ٩ ش΄ل

٢ . ١ . ٣ مثال در α = ١ برای y٢(.) و y١(.) مطلق خطای :٢ . ١٠ ش΄ل



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۵٨
نظر در را پارامتر ١٠ ها بایاس و خروجͬ ورودی، لایه های وزن برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه در
و (١۵ . ٢) روابط در است. شده گرفته نظر در M = ١۵ همچنین ،I = ١٠ یعنͬ گیریم، مͬ
دقیق های مسیر ٢ . ٨ و ٢ . ٧ های ش΄ل در است. شده mفرض = ١٠٠ و k = ٣ ترتیب به (٢۴ . ٢)
α = ٠٫٣, ٠٫۴, ٠٫۵, ٠٫۶۵, ٠٫٧۵, ٠٫٨۵, ٠٫٩۵, ١ برای تقریبی های جواب و α = ١ برای y٢(.) و y١(.)
مختلف مقادیر برای v(.) کنترل تقریبی جواب ،٢ . ٩ ش΄ل در اند. شده داده نشان ترتیب به
جدول این اند. شده آورده ٢ . ٣ جدول در E(Ω) خطا تابع مقادیر است. شده داده نشان α
مͬ صدق تقریبی صورت به بهینگͬ لازم شرایط در آزمایشͬ های جواب این که دهد مͬ نشان
شد، ارائه مفصل طور به پیشنهادی روش برای که هم·رایی و پایداری بحث به توجه با کنند.
لذا باشند مͬ خطͬ حالت معادلات و دوم، درجه هدف تابع مثال این در شود مͬ مشاهده
باشد. مͬ دارا را بهینگͬ کافͬ شرط لازم، شرط بر علاوه آمده بدست جواب ۴ . ١ . ٣ قضیه طبق

٢ . ١ . ٣ مثال برای E(Ω) خطای تابع مقدار :٢ . ٣ جدول
α ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫۵ ٠٫۶۵ ٠٫٧۵ ٠٫٨۵ ٠٫٩۵ ١

E(Ω) ٢٫۵ × ١٠−۶ ١٫۶ × ١٠−۵ ١٫۴ × ١٠−۵ ١ × ١٠−۴ ٢٫٢ × ١٠−۵ ١٫٣ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ٣٫۴ × ١٠−۵

بهینه کنترل مسائل حل برای جدید ΁تکنی ΁ی ٢ . ٢
نامتناهͬ افق

که طوری به نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله حل برای دی·ری روش بخش این در
بیان را باشد، کاپوتو کسری مرتبه و صحیح مرتبه مشتقات شامل آن همراه کنترلͬ سیستم

ب·یرید نظر را زیر مساله منظور این برای کنیم. مͬ
min J =

∫ ∞

٠ f(t, x(t), u(t)) dt, (٢ . ٣٠)

s. t.


Mẋ(t) +N c٠Dα

t (x(t)) = g(t, x(t), u(t)), t ∈ [٠,∞),

x(٠) = x٠,
limt→∞ x(t) = xf ,

(٢ . ٣١)

باشند، مͬ کنترل و حالت های متغیر ترتیب به u : [٠,∞) → Rl, و x : [٠,∞) → Rn که
هستند، پذیر مشتق توابعͬ g : [٠,∞) × Rn × Rl → Rn و f : [٠,∞) × Rn × Rl → R و

.(M,N) ̸= (٠, ٠) همچنین



۵٩ نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسائل حل برای جدید ΁تکنی ΁ی
برای زنیم. مͬ تقریب (١۵ . ٢) ΁کم با را c٠Dα

t (x(t)) کاپوتو کسری مشتق عمل·ر ابتدا در
داریم لذا .Cp = C(α, p) و B = B(α, k) ،A = A(α, k) کنیم مͬ فرض سادگͬ

ẋ(t) =
g(t, x(t), u(t))−NAt−αx(t) +

∑k
p=٢NCpt

١−p−αyp(t) +
Nx(٠)t−α

Γ(١−α)

M +NBt١−α
.

گیریم مͬ نظر در را زیر تعاریف همچنین
Y (t) = (y٢(t), y٣(t), . . . , yk(t)),

و
G(t, x(t), Y (t), u(t)) =

g(t, x(t), u(t))−NAt−αx(t) +
∑k

p=٢NCpt
١−p−αyp(t) +

Nx(٠)t−α

Γ(١−α)

M +NBt١−α
.

شود مͬ تبدیل زیر مساله به (٢ . ٣١) و (٢ . ٣٠) مساله لذا
min J =

∫ ∞

٠ f(t, x(t), u(t)) dt, (٢ . ٣٢)

s. t.



ẋ(t) = G(t, x(t), Y (t), u(t)),

ẏp(t) = (١ − p)tp−٢x(t), p = ٢, . . . , k,
x(٠) = x٠,
limt→∞ x(t) = xf ,

yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k.

(٢ . ٣٣)

متناهͬ افق مساله ΁ی به نامتناهͬ افق مساله تبدیل ٢ . ٢ . ١
تبدیل لذا کنیم، تبدیل [٠, ١) بازه به را [٠,∞) بازه متغیر، تغییر با خواهیم مͬ قسمت این در

گیریم مͬ نظر در را زیر
t =

τ

١ − τ
, (٣۴ . ٢)

تبدیل زیر مساله به (٢ . ٣٣) و (٢ . ٣٢) نامتناهͬ افق بهینه کنترل مساله بنابراین .τ ∈ [٠, ١) لذا
شود مͬ

min J =

∫
[٠,١)

١
(١ − τ)٢ f(

τ

١ − τ
,X(τ), U(τ)) dτ, (٣۵ . ٢)

s. t.



Ẋ(τ) = ١
(١−τ)٢G( τ١−τ

, X(τ),Y(τ), U(τ)),

Ẏp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X(τ), p = ٢, . . . , k,

X(٠) = x٠,
limτ→١− X(τ) = xf ,

Yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,

(٣۶ . ٢)



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۶٠
کنیم مͬ فرض رابطه این در

X(τ) = x(
τ

١ − τ
), U(τ) = u(

τ

١ − τ
), Y(τ) = Y (

τ

١ − τ
). (٢ . ٣٧)

نظر زیر صورت به (٣۶ . ٢) و (٣۵ . ٢) مساله برای را هامیلتونین تابع بهینه، کنترل یافتن برای
گیریم مͬ

H =
١

(١ − τ)٢
[
f(

τ

١ − τ
,X,U) + λG(

τ

١ − τ
,X,Y, U) +

k∑
p=٢

γp((١ − p)(
τ

١ − τ
)p−٢X)

]
,

هستند. لاگرانژ ضرایب p = ٢, . . . , k ،γp و λ رابطه این در
و Y = (Y٢,Y٣, . . . ,Yk) ،Υ(τ) = (γ٢(τ), γ٣(τ), . . . , γk(τ)) کنیم مͬ فرض سادگͬ برای

پرسپترون، مصنوعͬ عصبی شب΄ه از استفاده با گیریم. مͬ نظر Hدر = H(X,Y, U, λ,Υ, τ)

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به را آزمایشͬ های جواب


nx =
∑I

i=١ νxi σ(zxi ), zxi = wx
i τ + bxi ,

ny =
∑I

i=١ νyi σ(zyi ), zyi = wy
i τ + byi ,

nu =
∑I

i=١ νui σ(zui ), zui = wu
i τ + bui ,

nλ =
∑I

i=١ νλi σ(zλi ), zλi = wλ
i τ + bλi ,

nΥ =
∑I

i=١ νΥi σ(zΥi ), zΥi = wΥ
i τ + bΥi ,

است زیر صورت به که است فعالساز تابع σ آن در که

σ(z) = tanh(z) =
ez − e−z

ez + e−z
.

و کنترل وضعیت، توابع برای آزمایشͬ جواب های ͬ توان م مساله مرزی شرایط به توجه با
کرد تعریف زیر به صورت را لاگرانژ ضرایب



X̄ = x٠ + τ(١ − τ)nx + τ(xf − x٠),
Ȳ = τny,

Ū = nu,

λ̄ = nλ,

Ῡ = (١ − τ)nΥ.

(٢ . ٣٨)

لازم شرایط در باید که هستند سراسری های تقریب عصبی شب΄ه از آزمایشͬ های جواب این



۶١ نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسائل حل برای جدید ΁تکنی ΁ی
کنند صدق زیر صورت به (٣۶ . ٢) و (٣۵ . ٢) بهینگͬ

σH̄
σλ̄

= ˙̄X(τ),

σH̄
σῩ

= ˙̄Y(τ),

σH̄
σX̄

= − ˙̄λ(τ),

σH̄
σȲ = − ˙̄Υ(τ),

σH̄
σŪ

= ٠,

(٢ . ٣٩)

با متناظر خطا تابع عصبی شب΄ه آموزش جهت اکنون . H̄ = H(τ, X̄, Ȳ, Ū , λ̄, Ῡ) آن در که
گیریم مͬ نظر در زیر صورت به را (٢ . ٣٩) سیستم

E(Ω) =
١
٢

m∑
j=١

{
E٢١ (τj ,Ω) + E٢٢(τj ,Ω) + E٢٣(τj ,Ω) + E٢۴(τj ,Ω) + E٢۵(τj ,Ω)

}
, (۴٢ . ٠)

و Ω = (wx, wy, wu, wλ, wΥ, bx, by, bu, bλ, bΥ, νx, νy, νu, νλ, νΥ) که

E١(τ,Ω) =
[
σH̄
σλ̄

− ˙̄X(τ)
]
,

E٢(τ,Ω) =
[
σH̄
σῩ

− ˙̄Y(τ)
]
,

E١(τ,Ω) =
[
σH̄
σX̄

+ ˙̄λ(τ)
]
,

E٢(τ,Ω) =
[
σH̄
σȲ + ˙̄Υ(τ)

]
,

E۵(τ,Ω) =
[
σH̄
σŪ

]
.

(۴٢ . ١)

تعداد m و هستند [٠, ١) بازه در محل هم نقاط ، j = ١,٢, . . . ,m ، τj =
j − ١
m

اینجا، در
کنیم مͬ تعریف زیر صورت به را سازی بهینه مساله حال است. ها گره

minΩ E(Ω) =
١
٢ ∥η(Ω)∥٢٢ (۴٢ . ٢)

آن در که
η(Ω) =

[
E١(τ١,Ω), . . . , E١(τm,Ω), E٢(τ١,Ω), . . . , E٢(τm,Ω), E٣(τ١,Ω), . . .
, E٣(τm,Ω), E۴(τ١,Ω), . . . , E۴(τm,Ω), E۵(τ١,Ω), . . . , E۵(τm,Ω)

]T
.

(۴٢ . ٣)
زیر ی رابطه در Ω∗ = (w∗

y, w
∗
z , w

∗
v, w

∗
λ, w

∗
Υ, b

∗
y, b

∗
z, b

∗
v, b

∗
λ, b

∗
Υ, ν

∗
y , ν

∗
z , ν

∗
v , ν

∗
λ, ν

∗
Υ) اگر .٢ . ٢ . ١ لم

کند صدق
η(Ω) =

[
E١(θ١,Ω), . . . , E١(θm,Ω), E٢(θ١,Ω), . . . , E٢(θm,Ω), E٣(θ١,Ω), . . .
, E٣(θm,Ω), E۴(θ١,Ω), . . . , E۴(θm,Ω), E۵(θ١,Ω), . . . , E۵(θm,Ω)

]T
= ٠,(۴۴ . ٢)

است. (۴٢ . ٠) بهینه جواب Ω∗ آنگاه
تبدیل نامقید سازی بهینه مساله ΁ی به نامتناهͬ افق بهینه کنترل مساله ترتیب، این به
های ال·وریتم همچنین و ΁کلاسی سازی بهینه ال·وریتم هر توسط تواند مͬ که است شده

شود. حل ابتکاری



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۶٢

آموزش ال·وریتم ٢ . ٢ . ٢
که طوری به است (٢ . ٣٨) آزمایشͬ های جواب تعیین هدف قسمت این در

E(Ω) =
١
٢ ∥ η(Ω) ∥٢٢,

، ١٣ عقب به رو انتشار ال·وریتم و ناظر بدون یادگیری روش از قسمت، این در شود. کمینه
روش از استفاده با شود. مͬ استفاده ها بایاس و ها وزن کردن هنگام به و یادگیری برای
به زیر صورت به و شده انتخاب تصادفͬ طور به ها بایاس و ها وزن گرادیان، کاهش تندترین

شوند. مͬ هنگام
Ωi(j + ١) = Ωi(j)− κ

∂E(Ω)

∂Ωi
(j),

i = ١,٢, . . . ,۵(٣I) Ωi, است، تکرار گام j دارد، قرار ١ و ٠ بین که است آموزش پارامتر κآن در که
عنوان به هستند. (٢ . ٣٨) آزمایشͬ های جواب در ها) بایاس و ها (وزن شب΄ه پارامترهای همه
بایاس و ها (وزن پارامترها کردن هنگام به برای ،nx شب΄ه عقب روبه انتشار ال·وریتم مثال،

هستند. زیر شرح به خروجͬ به پنهان از و پنهان لایه به ورودی لایه از ها)
wx
i (j + ١) = wx

i (j)− κ
∂E(Ω)

∂wx
i

(j), i = ١,٢, . . . , I, (۴۵ . ٢)
bxi (j + ١) = bxi (j)− κ

∂E(Ω)

∂bxi
(j), i = ١,٢, . . . , I, (۴۶ . ٢)

νxi (j + ١) = νxi (j)− κ
∂E(Ω)

∂νxi
(j), i = ١,٢, . . . , I. (۴٢ . ٧)

مͬ بهینه (۴٢ . ٧) ‐ (۴۵ . ٢) از استفاده با nu و nΥ ،ny ،nλ دی·ر های پارامتر مشابه، طور به
گام در است. شده داده نشان ٢ . ١١ ش΄ل در عصبی شب΄ه آموزش ال·وریتم فلوچارت شوند.

است. شده داده شرح آموزش ال·وریتم زیر، های
به ε > ٠ خطا تحمل پارامتر و i = ١,٢, . . . ,۵(٣I) Ωi, های پارامتر برای اولیه مقادیر ١ گام

شوند. مͬ انتخاب تصادفͬ صورت
شود. مͬ وارد τ = (τ١, τ٢, . . . , τm) ورودی بردار ٢ گام

شوند. مͬ محاسبه nu و nx, nλ, ny, nΥ خروجͬ مقادیر ٣ گام
شود. مͬ محاسبه E(Ω) خطا تابع (۴٢ . ٢) از استفاده با ۴ گام

هنگام به زیر صورت به ناظر بدون عقب به انتشار ال·وریتم در استفاده مورد های پارامتر ۵ گام
شوند مͬ

Ωi(j + ١) = Ωi(j)− κ
∂E(Ω)

∂Ωi
(j).

١٣Back Propagation Algorithm



۶٣ نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسائل حل برای جدید ΁تکنی ΁ی

عصبی شب΄ه آموزش ال·وریتم فلوچارت :٢ . ١١ ش΄ل



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۶۴
به صورت این غیر در و برو ٧ گام به آنگاه شد، ١٠٠٠ از بیشتر ها تکرار یا E(Ω) ≤ ε اگر ۶ گام

برو. ٢ گام
شوند. مͬ ذخیره نهایی پارامترهای ال·وریتم، پایان از پس ٧ گام

روش پایداری و هم·رایی توان مͬ لیاپانوف تابع ΁ی عنوان به E(Ω) تابع انتخاب با طرفͬ از
کرد. اثبات را

عددی های مثال ٢ . ٢ . ٣
است. شده پیشنهاد مثال چند عددی روش کارایی و صحت دادن نشان برای بخش این

ب·یرید نظر را زیر مساله .٢ . ٢ . ١ مثال

min
١
٢
∫ ∞

٠ (x٢١ (t) + ۴u٢(t)) dt,

s. t.



c٠Dα
t (x١(t)) = x٢(t),

c٠Dα
t (x٢(t)) = −x٢(t) + u(t),

x(٠)١ = x(٠)٢ = ٠٫١,
limt→∞ x١(t) = limt→∞ x٢(t) = ٠.
است زیر صورت به [٧١] در α = ١ برای مساله این بهینه جواب

x١(t) = [٠٫١ + (٠٫١ + ٢√٠٫١)t] exp (
−t√٢), x٢(t) = [٠٫١ − (٠٫١ + ٢√٠٫١)t] exp (

−t√٢).

آید مͬ دست به زیر مساله ،(١۵ . ٢) تقریب و (٣۴ . ٢) از استفاده با
min J =

∫
[٠,١)

١
١)٢ − τ)٢

(
X٢١ (τ) + ۴U٢(τ)

)
dτ

s. t.



Ẋ١(τ) = ١
(١−τ)٢

X٢(τ)−A(α)( τ١−τ
)−αX١(τ)+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αYp(τ)+
٠٫١( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẋ٢(τ) = ١
(١−τ)٢

−X٢(τ)+U(τ)−A(α)( τ١−τ
)−αX٢(τ)+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αZp(τ)+
٠٫١( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẏp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X١(τ), p = ٢, . . . , k,

Żp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٢(τ), p = ٢, . . . , k,

X(٠)١ = X(٠)٢ = ٠٫١,
Yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Zp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
limτ→١− X١(τ) = limτ→١− X٢(τ) = ٠.



۶۵ نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسائل حل برای جدید ΁تکنی ΁ی

.٢ . ٢ . ١ مثال در α مختلف مقادیر برای X٢ و X١ مسیر :٢ . ١٢ ش΄ل

گیریم مͬ نظر در زیر صورت به را آزمایشͬ های جواب اکنون


X̄١ = ٠٫١ − ٠٫١τ + τ(١ − τ)nx١ ,

X̄٢ = ٠٫١ − ٠٫١τ + τ(١ − τ)nx٢ ,

Ȳ = τny,

Z̄ = τnz,

λ̄ = nλ,

Ῡ = (١ − τ)nΥ,

Ū = nu.

نظر در را پارامتر ٧ ها بایاس و خروجͬ ورودی، لایه های وزن برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه در
شده فرض m = ١٠٠ و k = ٢ ترتیب به (۴٢ . ٠) و (١۵ . ٢) روابط در .I = ٧ یعنͬ گیریم، مͬ
های جواب و α = ١ برای X٢(.) و X١(.) دقیق های مسیر ٢ . ١٣ و ٢ . ١٢ های ش΄ل در است.
شده داده نشان ترتیب به U کنترل و α = ٠٫٢, ٠٫٣۵, ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٨, ٠٫٩, ٠٫٩۵, ١ برای تقریبی

است.
هستند حقیقت این دهنده نشان که اند شده آورده ۴ . ٢ جدول در E(Ω) خطا تابع مقادیر
هم·رایی و پایداری بحث به توجه با است. شده برقرار خوب تقریب با بهینگͬ لازم شرایط که
خطͬ وضعیت معادلات و دوم، درجه هدف تابع مثال این در شود مͬ مشاهده شد، ارائه که
باشد. مͬ دارا را بهینگͬ کافͬ و لازم شرط آمده بدست جواب ۴ . ١ . ٣ قضیه طبق لذا باشند مͬ

ب·یرید نظر در را زیر مساله .٢ . ٢ . ٢ مثال



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۶۶

.٢ . ٢ . ١ مثال در α مختلف مقادیر برای U کنترل :٢ . ١٣ ش΄ل

.٢ . ٢ . ١ مثال در α = ١ برای X٢(.) و X١(.) مطلق خطای :١۴ . ٢ ش΄ل

٢ . ٢ . ١ مثال برای E(Ω) خطای تابع مقدار :۴ . ٢ جدول
α ٠٫٢ ٠٫٣۵ ٠٫۵ ٠٫٧ ٠٫٨ ٠٫٩ ٠٫٩۵ ١

E(Ω) ٣٫٨ × ٣−١٠ ٢٫٩ × ٢−١٠ ۴٫۵ × ١٠−۴ ٧٫٣ × ٣−١٠ ٢٫٢ × ١٠−۴ ١٫۴ × ٣−١٠ ١٫۶ × ٣−١٠ ٣٫١ × ١٠−۴



۶٧ نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسائل حل برای جدید ΁تکنی ΁ی

.٢ . ٢ . ٢ مثال در α مختلف مقادیر برای U کنترل و X مسیر :١۵ . ٢ ش΄ل

min
١
٢
∫ ∞

٠
(
log٢(x(t)) + u٢(t)

)
dt,

s. t.


c٠Dα

t (x(t)) = x(t) log(x(t)) + x(t)u(t),

x(٠) = e٢,
limt→∞ x(t) = ١.

است زیر صورت به [٧١] در α = ١ برای مساله این بهینه جواب

x(t) = exp(٢ exp(−t
√٢)), u(t) = −١)٢ +

√٢) exp(−t√٢).

شود مͬ نتیجه زیر مساله ،(١۵ . ٢) تقریب و (٣۴ . ٢) از استفاده با

min J =

∫
[٠,١)

١
١)٢ − τ)٢

(
log٢(X(τ)) + U٢(τ)

)
dτ

s. t.



Ẋ(τ) = ١
(١−τ)٢

X(τ) log(X(τ))+X(τ)U(τ)−A(α)( τ١−τ
)−αX(τ)+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αYp(τ)+
e٢( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẏp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X(τ), p = ٢, . . . , k,

X(٠) = e٢,
Yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
limτ→١− X(τ) = ١.

گیریم مͬ نظر را زیر روابط مساله، مرزی شرایط با توجه با



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ۶٨

.٢ . ٢ . ٢ مثال در α = ١ برای X(.) مطلق خطای :١۶ . ٢ ش΄ل
٢ . ٢ . ٢ مثال برای E(Ω) خطای تابع مقدار :۵ . ٢ جدول

α ٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫۵ ٠٫٧ ٠٫٨ ٠٫٩ ٠٫٩۵ ١

E(Ω) ٣٫٨ × ٢−١٠ ٣٫٩ × ٢−١٠ ۵٫۵ × ٣−١٠ ١٫۴ × ٣−١٠ ٨٫٩ × ١٠−۴ ٢٫٧ × ١٠−۴ ٧٫١ × ٢−١٠ ١٫١ × ٣−١٠



X̄ = e٢ + τ(١ − τ)nx + τ(١ − e٢),
Ȳ = τny,

Ū = nu,

λ̄ = nλ,

Ῡ = (١ − τ)nΥ.

و k = ٢ ترتیب به (۴٢ . ٠) و (١۵ . ٢) روابط در .I = ١٩ کنید فرض مصنوعͬ عصبی شب΄ه در
داده نشان مثال این به مربوط نتایج ۵ . ٢ جدول و ١۵ . ٢ ش΄ل در است. شده فرض m = ١٠٠

شوند. مͬ
. [٧٢] ب·یرید نظر را زیر غیرخطͬ کسری کنترل سیستم .٢ . ٢ . ٣ مثال



c٠Dα
t (x١(t)) = x٢(t) + ٢x٢١ (t),

c٠Dα
t (x٢(t)) = x٣(t) + ٢x١(t)x٢(t),

c٠Dα
t (x٣(t)) = u(t),

x(٠)١ = ١,
x(٠)٢ = −٢,
x(٠)٣ = −١.

(۴٢ . ٨)



۶٩ نامتناهͬ افق بهینه کنترل مسائل حل برای جدید ΁تکنی ΁ی

.٢ . ٢ . ٣ مثال در α مختلف مقادیر برای X٣(.) و X٢(.) ،X١(.) مسیر :٢ . ١٧ ش΄ل
΁ی یافتن هدف باشد. (۴٢ . ٨) سیستم تعادل نقطه (q١(t), q٢(t), q٣(t)) = (٠, ٠, ٠) کنید فرض
سیستم توانیم مͬ ،[٧٣] در ١ قضیه طبق است. (۴٢ . ٨) سیستم پایدارسازی برای کنترل

کنیم تبدیل زیر بهینه کنترل مساله به را (۴٢ . ٨)
min

∫ ∞

٠ ∥(x١(t)− q١(t), x٢(t)− q٢(t), x٣(t)− q٣(t))∥٢٢ dt =
∫ ∞

٠ (x٢١ (t) + x٢٢(t) + x٢٣(t)) dt,

s. t.



c٠Dα
t (x١(t)) = x٢(t) + ٢x٢١ (t),

c٠Dα
t (x٢(t)) = x٣(t) + ٢x١(t)x٢(t),

c٠Dα
t (x٣(t)) = u(t),

x(٠)١ = ١,
x(٠)٢ = −٢,
x(٠)٣ = −١.

نظر در I = ٢٠ مصنوعͬ عصبی شب΄ه در کنیم. مͬ حل را مساله این قبل، های مثال مشابه
ش΄ل در است. شده فرض m = ٢٠ و k = ٢ ترتیب به (۴٢ . ٠) و (١۵ . ٢) روابط در گیریم. مͬ
ش΄ل به توجه با اند. مشاهده قابل مثال این به مربوط نتایج ۶ . ٢ جدول و ٢ . ١٨ و ٢ . ١٧ های
شده هم·را xe = ٠ تعادل نقطه به حالت متغیرهای که شود مͬ مشاهده ، ٢ . ١٨ و ٢ . ١٧ های

اند.



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل حل برای عددی های روش ٧٠

.٢ . ٢ . ٣ مثال در α مختلف مقادیر برای U(.) کنترل :٢ . ١٨ ش΄ل

٢ . ٢ . ٣ مثال برای E(Ω) خطای تابع مقدار :۶ . ٢ جدول
α ٠٫١۵ ٠٫٣ ٠٫۴٧ ٠٫۶١ ٠٫٨٢ ٠٫٩٨ ١

E(Ω) ٢٫٠٣ × ٢−١٠ ٨٫٨ × ٣−١٠ ۶٫٣ × ١٠−۴ ١٫١ × ١٠−۴ ١٫٠۵ × ١٠−۴ ۶٫٢ × ١٠−۴ ٢٫٩ × ١٠−۴



٣ فصل
کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای

نامتناهͬ افق

آشوبناک های سیستم کنترل ٣ . ١
شرایط در ΁کوچ تغییرات به مثلا دارد، دینامی΄ͬ پیچیده رفتارهای که است ای پدیده آشوب
مطالعه حين ١ پوانكاره هنری برجسته، منجم و رياضيدان بار اولين غیره. و بودن حساس اولیه
اين درک برای ادامه در شد. اوليه شرايط به حساسيت ويژگͬ متوجه دينامی΄ͬ های سيستم

پردازيم. مͬ آن توضيح به ويژگͬ
حركت به هم به ΁نزدی بسيار ولͬ متفاوت اوليه شرط دو با بار دو را دينامی΄ͬ سيستم ΁ی
برای دانست. گيری اندازه خطای از ناشͬ توان مͬ را ΁كوچ اوليه تفاوت اين كنيم. مͬ وادار
خواهد نهایی حالت بینͬ پيش در خطایی به تنها قطعيت عدم اين آشوبناک غير های سيستم
به خطا آشوبناک های سيستم برای اما يابد. مͬ افزايش زمان با خطͬ طور به كه انجاميد
نيز كوتاه بسيار زمانͬ از پس سيستم حالت طوري΄ه به يابد مͬ افزايش زمان با نمایی طور
مͬ رخ زمانͬ تنها و شود مͬ ناميده اوليه شرايط به حساسيت پديده اين است. نامعلوم اساسا
حالت بینͬ پيش كه اين دليل به باشند. غيرخطͬ سيستم بر حاكم وضعیت معادلات كه دهد
تصادفͬ سيستم ΁ی مانند آشوبناک سيستم است مم΄ن غير عملا آشوبناک سيستم بعدی

١ Henri Poincare

٧١



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای ٧٢
كاملا حالت دو اين در نظمͬ بی عامل اما كند مͬ رفتار خارجͬ) نيروهای از متاثر (سیستمͬ
اثر ΁ی عنوان به مهندسͬ و فيزی΄ͬ های سيستم از بسياری در آشوب پديده است. متفاوت
پيش غيرقابل و نامنظم پيچيده، رفتاری سيستم كه شود مͬ موجب و كند مͬ عمل نامطلوب
مانند: غيرخطͬ دينامی΄ͬ های سيستم از بسياری در پديده اين دهد. نشان خود از بینͬ

است. گرفته قرار مطالعه مورد ... و ٣ چن سيستم ، ٢ لورنتس سيستم

آشوبناک رفتار برای لازم شرایط
توصیف زیر صورت به اول مرتبه دیفرانسیل معادله با که ب·یرید نظر را دینامی΄ͬ سیستم ΁ی

شود. مͬ

dx١(t)
dt = F١(x١, x٢, . . . , xn),

dx٢(t)
dt = F٢(x١, x٢, . . . , xn),

...
dxn(t)

dt = Fn(x١, x٢, . . . , xn),

(٣ . ١)

از: است عبارت سیستم این آشوبناک رفتار برای لازم شرایط
باشد. داشته مستقل دینامی΄ͬ متغیر سه حداقل سیستم .١

سیستم در یعنͬ باشد. خطͬ غیر جمله ΁ی حداقل شامل سیستم وضعیت های معادله .٢
لازم شرایط همچنین و بیشتر جزئیات مشاهده جهت باشد. سه برابر حداقل n مقدار (٣ . ١)

کرد. مراجعه [٧۵] به توان مͬ دینامی΄ͬ های سیستم آشوبناک رفتار
شیمیایی، نوری، سیستم های امن، ارتباطات زمینه در آشوب کنترل به اخیر سال های در
تاکنون .[٨٠ ،٧٩] است شده زیادی بسیار توجه غیره و عصبی شب΄ه های بیولوژی΄ͬ، فیزی΄ͬ،
روش مانند است. شده پیشنهاد روش ها از وسیعͬ طیف آشوبناک، سیستم های کنترل برای
غیره. و [٨٣] ۶ لغزشͬ مد کنترل روش ،[٨٢] ۵ آنتروپی کمینه کنترل ،[٨١] ۴ تطبیقͬ کنترل
معرفͬ را ͬ شود م نامیده کسری مرتبه آشوبناک سیستم های که آشوبناک سیستم های اینجا در

کرد. معرفͬ را جدید کسری مرتبه آشوبناک سیستم ΁ی [٨۴] ٧ در هارتلͬ ͬ کنیم. م
حول را آشوبناک سیستم های از کسری بهینه کنترل مساله ΁ی داریم قصد بخش این در
معادلات توسط شده مدل بندی دینامی΄ͬ سیستم ΁ی دهیم. قرار بررسͬ مورد آن  تعادل نقاط

٢Lorenz system
٣Chen system
۴ Adaptive Control Method
۵ Minimum Entropy Control
۶ Sliding Mode Control Method
٧ Hartley



٧٣ آشوبناک های سیستم کنترل
ب·یرید نظر در را زیر وضعیت

c٠Dα
t (x(t)) = g(t, x(t)), t ≥ ٠,

x(٠) = x٠,
x(t) ∈ Rn,

(٣ . ٢)

تابع g : [٠,∞)×Rn → Rn است. حالت متغیر x : [٠,∞) → Rn و n ≥ ٣ ،x٠ ∈ Rn آن در که
تعادل نقطه p∗ = (x∗١, x∗٢, . . . , x∗n)T کنید فرض است. پذیر مشتق پیوسته طور به و خطͬ غیر

است. (٣ . ٢) سیستم
کنیم. مͬ استفاده L(∞,٠])٢) در γ : [٠,∞) → Rn تابع برای زیر های نرم از .٣ . ١ . ١ ملاحظه

∥γ(t)∥٢ =

 n∑
i=١

|γi(t)|٢
 ١٢

, t ≥ ٠,

∥γ(.)∥L٢ =

(∫ ∞

٠ ∥γ(t)∥٢٢dt
) ١٢

,

.i = ١,٢, . . . , n ،γi(t) : [٠,∞) → R و γ(t) = (γ١(t), γ٢(t), . . . , γn(t))T متناهͬ، n که
در (٣ . ٢) سیستم در متناظر x(.) که طوری به u(.) کنترل یافتن آشوب: کنترل مساله

کند. صدق limt→∞ x(t) = p∗ رابطه
صورت به (٣ . ٢) سیستم برای را نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله منظور این برای

کنیم مͬ معرفͬ زیر
min J(x(.)) =∥x(.)− p∗∥٢

L٢ =

∫ ∞

٠ ∥x(t)− p∗∥٢٢ dt, (٣ . ٣)

s. t.


c٠Dα

t (x(t)) = g(t, x(t)) + u(t),

x(٠) = x٠, t ≥ ٠.
(۴ . ٣)

وضعیت معادلات از ΁ی هر به را u(t) کنترل ، (٣ . ٢) سیستم آشوبناک رفتار کردن کنترل برای
و (٣ . ٣) مساله از آمده بدست بهینه کنترل که دهیم مͬ نشان زیر قضیه در کنیم. مͬ اضافه

کند. حل را آشوبناک کسری مرتبه سیستم تواند مͬ (۴ . ٣)
باشد موجود u(.) = ū(.) جواب ΁ی ،(٣ . ٢) آشوب کنترل مساله برای کنید فرض .٣ . ١ . ١ قضیه
افق کسری بهینه کنترل مساله باشد. L(∞,٠])٢) در x(.) = x̄(.) خروجͬ با متناظر طوری΄ه به
(x∗(.), u∗(.)) اگر ب·یرید. نظر در را است p∗ = ٠ ،t ≥ ٠ تمام برای که (۴ . ٣) و (٣ . ٣) نامتناهͬ
آنگاه باشد، (۴ . ٣) و (٣ . ٣) نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله برای بهینه جواب ΁ی

است. (٣ . ٢) سیستم برای مجانبی پایدارکننده کنترل ΁ی u∗(.)



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای ٧۴
متناظر خروجͬ لذا است، آشوب کنترل مساله برای جواب ΁ی u(.) = ū(.) چون اثبات.

بنابراین کند. مͬ صدق limt→∞ x̄(t) = p∗ شرط در ، x(.) = x̄(.) آن، با
lim
t→∞

∥x̄(t)− p∗∥٢٢ =∥ lim
t→∞

x̄(t)− p∗∥٢٢ = ٠. (۵ . ٣)
،x̄(.) ∈ L(∞,٠])٢) که آنجایی از همچنین

J(x̄(.)) =∥x̄(.)− p∗∥٢
L٢ =

∫ ∞

٠ ∥x̄(t)− p∗∥٢٢dt, (۶ . ٣)
است. (۴ . ٣) و (٣ . ٣) مساله برای بهینه جواب ΁ی (x∗(.), u∗(.)) دی·ر، سوی از است. متناهͬ

لذا
٠ ≤ J(x∗(.)) =∥x∗(.)− p∗∥٢

L٢ =

∫ ∞

٠ ∥x∗(t)− p∗∥٢٢dt ≤ J(x̄(.)). (٣ . ٧)
.p∗ ̸= K ∈ Rn و limt→∞ x∗(t) = K کنیم مͬ فرض اکنون است. متناهͬ J(x∗(.)) رو این از
از باشد. متناهͬ عددی باید ∥K∥٢ ،(٣ . ٧) به توجه با و limt→∞∥x∗(t) − p∗∥٢ =∥K∥٢ پس
.∥x∗(t) − p∗∥٢ ≥∥K∥٢ − ١

n١ ، t > t١ برای که طوری به دارد وجود t١ > ٠ و n١ ∈ N رو این
داریم بنابراین

J(x∗(.)) =
∫∞٠ ∥x∗(t)− p∗∥٢٢dt
=

∫ t١٠ ∥x∗(t)− p∗∥٢٢dt+
∫∞
t١ ∥x∗(t)− p∗∥٢٢dt

≥
∫ t١٠ ∥x∗(t)− p∗∥٢٢dt+ (∥K∥٢ − ١

n١ )
∫∞
t١ dt.

(٣ . ٨)

است. تناقض ΁ی این که باشد متناهͬ تواند نمͬ J(x∗(.)) ،(٣ . ٨) در انتگرال آخرین به توجه با
□.limt→∞ x∗(t) = p∗ بنابراین

افق کسری بهینه کنترل مساله دوم، فصل در شده بیان دوم ΁تکنی از استفاده با حال
تنها ادامه در مطالب تکرار از جلوگیری جهت کنیم. حل توانیم مͬ را (۴ . ٣) و (٣ . ٣) نامتناهͬ

کنیم. مͬ بیان کسری مرتبه آشوبناک های سیستم کنترل برای عددی مثال چندین

عددی های مثال
ب·یرید. نظر در را ٨ چن کسری مرتبه آشوبناک سیستم .٣ . ١ . ١ مثال

c٠Dα١
t (x١(t)) = a(x٢(t)− x١(t)),

c٠Dα٢
t (x٢(t)) = dx١(t)− x١(t)x٣(t) + cx٢(t) + u(t),

c٠Dα٣
t (x٣(t)) = x١(t)x٢(t)− bx٣(t).

(٣ . ٩)

α٢ = α٣ = ٠٫٩۵ α١ = ٠٫٩, صورت به سیستم کسری های مرتبه کسری، سیستم این در
، (a, b, c, d) = (٣۵,٧−,٣,٢٨) های پارامتر با و کننده کنترل بدون (٣ . ٩) سیستم هستند.

٨ Chen system



٧۵ آشوبناک های سیستم کنترل

٣ . ١ . ١ مثال در چن کسری مرتبه سیستم آشوبناک رفتار :٣ . ١ ش΄ل

همچنین .[٧۴] است مشاهده قابل ،٣ . ١ ش΄ل در آشوبناک رفتار این که دارد آشوبناک رفتار
سیستم این تعادل نقطه است. [x١, x٢, x٣]T = [−٩,−۵, ١۴]T صورت به سیستم اولیه شرایط
نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله با متناظر مساله باشد. مͬ p∗ = (٠, ٠, ٠) کسری مرتبه

است زیر صورت به (٣ . ٩) سیستم برای (۴ . ٣) و (٣ . ٣)

min

∫ ∞

٠ (x٢١ (t) + x٢٢(t) + x٢٣(t)) dt, (٣ . ١٠)

s. t.



c٠Dα١
t (x١(t)) = a(x٢(t)− x١(t)),

c٠Dα٢
t (x٢(t)) = dx١(t)− x١(t)x٣(t) + cx٢(t) + u(t),

c٠Dα٣
t (x٣(t)) = x١(t)x٢(t)− bx٣(t),

x(٠)١ = −٩,
x(٠)٢ = −۵,
x(٠)٣ = ١۴.

(٣ . ١١)

مͬ بازنویسͬ زیر صورت به را (٣ . ١١) و (٣ . ١٠) مساله ،(١۵ . ٢) تقریب و (٣۴ . ٢) از استفاده با
کنیم

min J =

∫
[٠,١)

١
(١ − τ)٢ (X

٢١ (τ) +X٢٢ (τ) +X٢٣ (τ))dτ



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای ٧۶

s.t.



Ẋ١(τ) = ١
(١−τ)٢

a(X٢(τ)−X١(τ))−A(α١)( τ١−τ
)−α١X١(τ)+

∑k
p=٢ C(α١,p)( τ١−τ

)١−p−α١Yp(τ)−
٩( τ١−τ

)
−α١

Γ(١−α١)
B(α١)( τ١−τ

)١−α١ ,

Ẋ٢(τ) = ١
(١−τ)٢

dX١(τ)−X١(τ)X٣(τ)+cX٢(τ)+U(τ)−A(α٢)( τ١−τ
)−α٢X٢(τ)+

∑k
p=٢ C(α٢,p)( τ١−τ

)١−p−α٢Zp(τ)−
۵( τ١−τ

)
−α٢

Γ(١−α٢)

B(α٢)( τ١−τ
)١−α٢ ,

Ẋ٣(τ) = ١
(١−τ)٢

X١(τ)X٢(τ)−bX٣(τ)−A(α٢)( τ١−τ
)−α٢X٣(τ)+

∑k
p=٢ C(α٢,p)( τ١−τ

)١−p−α٢Mp(τ)+
١۴( τ١−τ

)
−α٢

Γ(١−α٢)

B(α٢)( τ١−τ
)١−α٢ ,

Ẏp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X١(τ), p = ٢, . . . , k,

Żp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٢(τ), p = ٢, . . . , k,

Ṁp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٣(τ), p = ٢, . . . , k,

X(٠)١ = −٩,
X(٠)٢ = −۵,
X(٠)٣ = ١۴,
Yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Zp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Mp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k.
کرد انتخاب زیر صورت به را آزمایشͬ جواب های ͬ توان م اولیه، شرایط گرفتن نظر در با

X̄١ = −١)٩ − τ) + τnx١ ,

X̄٢ = −۵(١ − τ) + τnx٢ ,

X̄٣ = ١۴(١ − τ) + τnx٣ ,

Ȳ = τny,

Z̄ = τnz,

M̄ = τnM ,

λ̄i = (١ − τ)nλi
, i = ١,٢, . . .۶,

Ū = nu.

در را پارامتر ٣٠ ها بایاس و خروجͬ ورودی، لایه های وزن برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه در
فرض m = ٢٠ و k = ٢ ترتیب به (٢۴ . ٢) و (١۵ . ٢) روابط در .I = ٣٠ یعنͬ گیریم، مͬ نظر
به U(.) کنترل و X٣(.) و X٢(.), X١(.) تقریبی های مسیر ٣ . ٣ و ٣ . ٢ های ش΄ل در است. شده
همچنین است. آمده بدست E(Ω) = ٠٫٠٠٠٣٩۴ خطا تابع مقدار است. شده داده نشان ترتیب
شده هم·را p∗ تعادل نقطه به حالت متغیر که شود مͬ مشاهده ٣ . ٣ و ٣ . ٢ های ش΄ل توجه با

است.



٧٧ آشوبناک های سیستم کنترل

٣ . ١ . ١ مثال برای چن کسری مرتبه سیستم حالت متغیر مسیرهای :٣ . ٢ ش΄ل

٣ . ١ . ١ مثال برای چن کسری مرتبه سیستم کنترل مسیرهای :٣ . ٣ ش΄ل



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای ٧٨

٣ . ١ . ٢ مثال برای چن کسری مرتبه سیستم حالت متغیر مسیرهای :۴ . ٣ ش΄ل
ب·یرید نظر در را چن کسری مرتبه آشوبناک سیستم .٣ . ١ . ٢ مثال

c٠Dα١
t (x١(t)) = a(x٢(t)− x١(t)),

c٠Dα٢
t (x٢(t)) = dx١(t)− x١(t)x٣(t) + cx٢(t),

c٠Dα٣
t (x٣(t)) = x١(t)x٢(t)− bx٣(t).

(٣ . ١٢)

این وضعیت معادلات تمامͬ به u٣(t) و u٢(t) ،u١(t) گرهای کنترل سیستم، این کنترل جهت
های ش΄ل در کنیم. مͬ حل را مساله این ٣ . ١ . ١ مثال شرایط مشابه شوند. مͬ اضافه سیستم
ترتیب به U٣(.) و U٢(.), U١(.) های کنترل و X٣(.) و X٢(.), X١(.) تقریبی های مسیر ۵ . ٣ و ۴ . ٣

است. آمده بدست E(Ω) = ٠٫٠٠١٧ خطا تابع مقدار است. شده داده نشان

ب·یرید نظر را زیر کسری مرتبه ٩ گنسیو‐تسͬ سیستم .٣ . ١ . ٣ مثال
c٠Dα١

t (x١(t)) = x٢(t),
c٠Dα٢

t (x٢(t)) = x٣(t),
c٠Dα٣

t (x٣(t)) = −۶x١(t)− ٢٫٩x٢(t)− ١٫٢x٣(t) + x٢١ (t) + u(t).

(٣ . ١٣)

[x١, x٢, x٣]T = اولیه شرایط و α١ = α٢ = α٣ = α = ٠٫٩٨ سیستم این کسری های مرتبه
در که دارد آشوبناک رفتار کننده کنترل وجود بدون (٣ . ١٣) سیستم است[٧۴]. [−١,٢,٣]T
باشد. مͬ p∗ = (٠, ٠, ٠) کسری مرتبه سیستم این تعادل نقطه است. داده نشان ۶ . ٣ ش΄ل

٩Genesio–Tesi system



٧٩ آشوبناک های سیستم کنترل

٣ . ١ . ٢ مثال برای چن کسری مرتبه سیستم کنترل مسیرهای :۵ . ٣ ش΄ل

٣ . ١ . ٣ مثال در گنسیو‐تسͬ سیستم آشوبناک رفتار :۶ . ٣ ش΄ل



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای ٨٠
(٣ . ١٣) سیستم برای (۴ . ٣) و (٣ . ٣) نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله با متناظر مساله

است زیر صورت به

min

∫ ∞

٠ (x٢١ (t) + x٢٢(t) + x٢٣(t)) dt, (١۴ . ٣)

s. t.



c٠Dα١
t (x١(t)) = x٢(t),

c٠Dα٢
t (x٢(t)) = x٣(t),

c٠Dα٣
t (x٣(t)) = −۶x١(t)− ٢٫٩x٢(t)− ١٫٢x٣(t) + x٢١ (t) + u(t),

x(٠)١ = −١,
x(٠)٢ = ٢,
x(٠)٣ = ٣.

(١۵ . ٣)

شود مͬ نوشته زیر صورت به (١۵ . ٣) و (١۴ . ٣) مساله ،(١۵ . ٢) تقریب و (٣۴ . ٢) از استفاده با
min J =

∫
[٠,١)

١
(١ − τ)٢ (X

٢١ (τ) +X٢٢ (τ) +X٢٣ (τ))dτ

s.t.



Ẋ١(τ) = ١
(١−τ)٢

X٢(τ)−A(α)( τ١−τ
)−αX١(τ)+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αYp(τ)−
( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẋ٢(τ) = ١
(١−τ)٢

X٣(τ)−A(α)( τ١−τ
)−αX٢(τ)+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αZp(τ)+
٢( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẋ٣(τ) = ١
(١−τ)٢

−۶X١(τ)−٢٫٩X٢(τ)−١٫٢X٣(τ)+X٢١ (τ)+U(τ)−A(α)( τ١−τ
)−αX٣(τ)

B(α)( τ١−τ
)١−α

+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αMp(τ)+
٣( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẏp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X١(τ), p = ٢, . . . , k,

Żp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٢(τ), p = ٢, . . . , k,

Ṁp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٣(τ), p = ٢, . . . , k,

X(٠)١ = −١,
X(٠)٢ = ٢,
X(٠)٣ = ٣,
Yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Zp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Mp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k.



٨١ آشوبناک های سیستم کنترل

مثال برای گنسیو‐تسͬ کسری مرتبه سیستم حالت متغیر مسیرهای :٣ . ٧ ش΄ل
٣ . ١ . ٣

کنیم مͬ انتخاب زیر صورت به را آزمایشͬ های جواب مرزی، شرایط توجه با


X̄١ = −١)١ − τ) + τnx١ ,

X̄٢ = ١)٢ − τ) + τnx٢ ,

X̄٣ = ١)٣ − τ) + τnx٣ ,

Ȳ = τny,

Z̄ = τnz,

M̄ = τnM ,

λ̄i = (١ − τ)nλi
, i = ١,٢, . . .۶,

Ū = nu.

فرض m = ٢٠ و k = ٢ ترتیب به (٢۴ . ٢) و (١۵ . ٢) روابط در و I = ٣٠ عصبی شب΄ه در
به U(.) کنترل و X٣(.) و X٢(.), X١(.) تقریبی های مسیر ٣ . ٨ و ٣ . ٧ های ش΄ل در است. شده
ش΄ل توجه با است. E(Ω) = ٠٫٠٠٠٣٧ خطا تابع مقدار همچنین است شده داده نشان ترتیب
شده هم·را p∗ = (٠, ٠, ٠) تعادل نقطه به حالت متغیر که شود مͬ مشاهده ٣ . ٨ و ٣ . ٧ های

است.



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای ٨٢

مثال برای گنسیو‐تسͬ کسری مرتبه سیستم کننده کنترل مسیرهای :٣ . ٨ ش΄ل
٣ . ١ . ٣

ب·یرید نظر را زیر کسری مرتبه ١٠ لو سیستم .۴ . ٣ . ١ مثال


c٠Dα١
t (x١(t)) = a(x٢(t)− x١(t)),

c٠Dα٢
t (x٢(t)) = −x١(t)x٣(t) + cx٢(t) + u(t),

c٠Dα٣
t (x٣(t)) = x١(t)x٢(t)− bx٣(t).

(١۶ . ٣)

شرایط همچنین α٣ = ٠٫٩٨ و α٢ = ٠٫٩٩ ، α١ = ٠٫٩٨۵ سیستم این کسری های مرتبه
(a, b, c) = پارامترهای با (١۶ . ٣) سیستم .[٧۴] است [x١, x٢, x٣]T = [٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٣]T اولیه
قابل ٣ . ٩ ش΄ل در رفتار این که دارد آشوبناک رفتار کننده کنترل وجود بدون ،(٣۶,٣,٢٠)
متناظر مساله باشد. مͬ p∗ = (٠, ٠, ٠) کسری مرتبه سیستم این تعادل نقطه است. مشاهده
زیر صورت به (١۶ . ٣) سیستم برای (۴ . ٣) و (٣ . ٣) نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله با

است

min

∫ ∞

٠ (x٢١ (t) + x٢٢(t) + x٢٣(t)) dt, (٣ . ١٧)

١٠ Lu system



٨٣ آشوبناک های سیستم کنترل

s. t.



c٠Dα١
t (x١(t)) = a(x٢(t)− x١(t)),

c٠Dα٢
t (x٢(t)) = −x١(t)x٣(t) + cx٢(t) + u(t),

c٠Dα٣
t (x٣(t)) = x١(t)x٢(t)− bx٣(t),

x(٠)١ = ٠٫٢,
x(٠)٢ = ٠٫۵,
x(٠)٣ = ٠٫٣.

(٣ . ١٨)

شود مͬ نوشته زیر صورت به (٣ . ١٨) و (٣ . ١٧) مساله ،(١۵ . ٢) تقریب و (٣۴ . ٢) از استفاده با

min J =

∫
[٠,١)

١
(١ − τ)٢

(
X٢١ (τ) +X٢٢ (τ) +X٢٣ (τ)

)
dτ

s.t.



Ẋ١(τ) = ١
(١−τ)٢

a(X٢(τ)−X١(τ))−A(α١)( τ١−τ
)−α١X١(τ)+

∑k
p=٢ C(α١,p)( τ١−τ

)١−p−α١Yp(τ)+
٠٫٢( τ١−τ

)
−α١

Γ(١−α١)
B(α١)( τ١−τ

)١−α١ ,

Ẋ٢(τ) = ١
(١−τ)٢

−X١(τ)X٣(τ)+cX٢(τ)+U(τ)−A(α٢)( τ١−τ
)−α٢X٢(τ)+

∑k
p=٢ C(α٢,p)( τ١−τ

)١−p−α٢Zp(τ)+
٠٫۵( τ١−τ

)
−α٢

Γ(١−α٢)

B(α٢)( τ١−τ
)١−α٢ ,

Ẋ٣(τ) = ١
(١−τ)٢

X١(τ)X٢(τ)−bX٣(τ)−A(α٣)( τ١−τ
)−α٣X٣(τ)+

∑k
p=٢ C(α٣,p)( τ١−τ

)١−p−α٣Mp(τ)+
٠٫٣( τ١−τ

)
−α٣

Γ(١−α٣)

B(α٣)( τ١−τ
)١−α٣ ,

Ẏp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X١(τ), p = ٢, . . . , k,

Żp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٢(τ), p = ٢, . . . , k,

Ṁp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٣(τ), p = ٢, . . . , k,

X(٠)١ = ٠٫٢,
X(٠)٢ = ٠٫۵,
X(٠)٣ = ٠٫٣,
Yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Zp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Mp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k.

کنیم مͬ انتخاب زیر صورت به را آزمایشͬ های جواب اکنون



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای ٨۴

۴ . ٣ . ١ لو سیستم رفتار :٣ . ٩ ش΄ل


X̄١ = ١)٠٫٢ − τ) + τnx١ ,

X̄٢ = ٠٫۵(١ − τ) + τnx٢ ,

X̄٣ = ١)٠٫٣ − τ) + τnx٣ ,

Ȳ = τny,

Z̄ = τnz,

M̄ = τnM ,

λ̄i = (١ − τ)nλi
, i = ١,٢, . . .۶,

Ū = nu.

شده فرض m = ٣٠ و k = ٢ ترتیب به (٢۴ . ٢) و (١۵ . ٢) روابط در و I = ٢٣ عصبی شب΄ه در
به U(.) کنترل و X٣(.) و X٢(.), X١(.) تقریبی های مسیر ٣ . ١١ و ٣ . ١٠ های ش΄ل در است.
های ش΄ل توجه با است. E(Ω) = ۶٫٨ × ١٠−۶ خطا تابع مقدار و است شده داده نشان ترتیب

است. شده هم·را p∗ = (٠, ٠, ٠) تعادل نقطه به حالت متغیر که شود مͬ مشاهده شده ذکر
ب·یرید نظر را زیر کسری مرتبه لورنز سیستم .۵ . ٣ . ١ مثال

c٠Dα١
t (x١(t)) = a(x٢(t)− x١(t)),

c٠Dα٢
t (x٢(t)) = x١(t)(b− x٣(t))− x٢(t) + u(t),

c٠Dα٣
t (x٣(t)) = x١(t)x٢(t)− cx٣(t).

(٣ . ١٩)

[x١, x٢, x٣]T = اولیه شرایط و α١ = α٢ = α٣ = α = ٠٫٩٩٣ سیستم این کسری های مرتبه
،(a, b, c) = (١٠,٢٨,٢٨/٣) های پارامتر گرفتن نظر در با (٣ . ١٩) سیستم .[٧۴] است [٠٫١, ٠٫١, ٠٫١]T



٨۵ آشوبناک های سیستم کنترل

۴ . ٣ . ١ مثال برای لو کسری مرتبه سیستم حالت متغیر مسیرهای :٣ . ١٠ ش΄ل

۴ . ٣ . ١ مثال برای لو کسری مرتبه سیستم کننده کنترل مسیرهای :٣ . ١١ ش΄ل



نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مساله کاربردهای ٨۶
تعادل نقطه است. داده نشان ٣ . ١٢ ش΄ل در که دارد آشوبناک رفتار کننده کنترل وجود بدون
مساله با متناظر مساله است. شده گرفته نظر در p∗ = (٠, ٠, ٠) کسری مرتبه سیستم این

است زیر صورت به (٣ . ١٩) سیستم برای (۴ . ٣) و (٣ . ٣) نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل

min

∫ ∞

٠ (x٢١ (t) + x٢٢(t) + x٢٣(t)) dt, (٣ . ٢٠)

s. t.



c٠Dα
t (x١(t)) = a(x٢(t)− x١(t)),

c٠Dα
t (x٢(t)) = x١(t)(b− x٣(t))− x٢(t) + u(t),

c٠Dα
t (x٣(t)) = x١(t)x٢(t)− cx٣(t),

x(٠)١ = ٠٫١,
x(٠)٢ = ٠٫١,
x(٠)٣ = ٠٫١.

(٣ . ٢١)

شود مͬ نوشته زیر صورت به (٣ . ٢١) و (٣ . ٢٠) مساله ،(١۵ . ٢) تقریب و (٣۴ . ٢) از استفاده با
min J =

∫
[٠,١)

١
(١ − τ)٢ (X

٢١ (τ) +X٢٢ (τ) +X٢٣ (τ))dτ

s.t.



Ẋ١(τ) = ١
(١−τ)٢

a(X٢(τ)−X١(τ))−A(α)( τ١−τ
)−αX١(τ)+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αYp(τ)+
٠٫١( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẋ٢(τ) = ١
(١−τ)٢

X١(τ)(b−X٣(τ))−X٢(τ)+U(τ)−A(α)( τ١−τ
)−αX٢(τ)+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αZp(τ)+
٠٫١( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẋ٣(τ) = ١
(١−τ)٢

X١(τ)X٢(τ)−cX٣(τ)−A(α)( τ١−τ
)−αX٣(τ)+

∑k
p=٢ C(α,p)( τ١−τ

)١−p−αMp(τ)+
٠٫١( τ١−τ

)−α

Γ(١−α)

B(α)( τ١−τ
)١−α ,

Ẏp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X١(τ), p = ٢, . . . , k,

Żp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٢(τ), p = ٢, . . . , k,

Ṁp(τ) =
١

(١−τ)٢ (١ − p)( τ١−τ
)p−٢X٣(τ), p = ٢, . . . , k,

X(٠)١ = ٠٫١,
X(٠)٢ = ٠٫١,
X(٠)٣ = ٠٫١,
Yp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Zp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k,
Mp(٠) = ٠, p = ٢, . . . , k.

گیریم مͬ نظر در زیر صورت را آزمایشͬ های جواب



٨٧ آشوبناک های سیستم کنترل

۵ . ٣ . ١ کسری مرتبه لورنز سیستم آشوبناک رفتار :٣ . ١٢ ش΄ل



X̄١ = ١)٠٫١ − τ) + τnx١ ,

X̄٢ = ١)٠٫١ − τ) + τnx٢ ,

X̄٣ = ١)٠٫١ − τ) + τnx٣ ,

Ȳ = τny,

Z̄ = τnz,

M̄ = τnM ,

λ̄i = (١ − τ)nλi
, i = ١,٢, . . .۶,

Ū = nu.

m = ٣٠ و k = ٢ ترتیب به (٢۴ . ٢) و (١۵ . ٢) روابط در و I = ١٣ استفاده مورد عصبی شب΄ه در
کنترل و X٣(.) و X٢(.), X١(.) تقریبی های مسیر ١۴ . ٣ و ٣ . ١٣ های ش΄ل در است. شده فرض
توجه با است. E(Ω) = ۵٫٨ × ١٠−۴ خطا تابع مقدار و است شده داده نشان ترتیب به U(.)

مͬ هم·را p∗ = (٠, ٠, ٠) تعادل نقطه به حالت متغیر که شود مͬ مشاهده شده ذکر های ش΄ل
شود.
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۵ . ٣ . ١ مثال برای لورنز کسری مرتبه سیستم حالت متغیر مسیرهای :٣ . ١٣ ش΄ل

۵ . ٣ . ١ مثال برای لورنز کسری مرتبه سیستم کننده کنترل مسیرهای :١۴ . ٣ ش΄ل



٨٩ آشوبناک های سیستم کنترل

۶ . ٣ . ١ مثال برای لورنز کسری مرتبه سیستم حالت متغیر مسیرهای :١۵ . ٣ ش΄ل
ب·یرید نظر را زیر کسری مرتبه لورنز سیستم .۶ . ٣ . ١ مثال

c٠Dα
t (x١(t)) = a(x٢(t)− x١(t)),

c٠Dα
t (x٢(t)) = x١(t)(b− x٣(t))− x٢(t),

c٠Dα
t (x٣(t)) = x١(t)x٢(t)− cx٣(t),

(٣ . ٢٢)

سیستم وضعیت معادلات تک تک به u٣(t) و u٢(t) ،u١(t) های کننده کنترل مثال این در
های ش΄ل در کنیم. مͬ حل را مساله ۵ . ٣ . ١ مثال شرایط تحت کنیم. مͬ اضافه (٣ . ٢٢)
برای U٣(.) و U٢(.), U١(.) های کنترل و X٣(.) و X٢(.), X١(.) تقریبی های مسیر ١۶ . ٣ و ١۵ . ٣
E(Ω)است. = ١٠×٢٫٢−۴ خطا تابع مقدار همچنین است شده داده نشان ترتیب به α = ٠٫٩٩٣
p∗ = (٠, ٠, ٠) تعادل نقطه به حالت متغیر که شود مͬ مشاهده شده ذکر های ش΄ل توجه با

شود. مͬ هم·را
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۶ . ٣ . ١ مثال برای لورنز کسری مرتبه سیستم کننده کنترل مسیرهای :١۶ . ٣ ش΄ل



٩١ آشوبناک های سیستم کنترل

پیشنهادات و نتیجه گیری
مورد را عصبی شب΄ه پایه بر نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل مسائل از رده ای رساله این در
با مساله این داریم نیاز نامتناهͬ، افق کسری بهینه کنترل مساله حل برای دادیم. قرار بررسͬ
تغییر ΁ی ٢ فصل در شود. تبدیل متناهͬ افق با مساله ΁ی به مناسب متغیر تغییر از استفاده
تعریف نامتناهͬ افق بازه در که کاپوتو کسری مشتق آن توسط که کردیم ارائه را جدید متغیر
عصبی شب΄ه ساختار و شود مͬ تبدیل [٠, ١) بازه روی کاپوتو کسری مشتق به است شده
مساله حل برای دی·ری جدید ΁تکنی فصل این ادامه در شد. پیاده سازی آن روی پرسپترون
بهینه کنترل مساله های کاربرد ٣ فصل در کردیم. ارائه نامتناهͬ افق کسری بهینه کنترل
آشوبناک رفتار کنترل به توان مͬ کاربردها، این جمله از کردیم. بیان را نامتناهͬ افق کسری

کرد. اشاره دینامی΄ͬ های سیستم برخͬ
این تمام در و هستند غیرمستقیم روش های شد استفاده رساله این در که روش هایی تمام
لیاپانوف تابع ΁ی به عنوان خطا تابع این انتخاب با رسیدیم. خطا تابع ΁ی به نهایت در روش ها

شد. بررسͬ روش ها پایداری و هم·رایی کامل به طور عصبی، شب΄ه ساختار در
با مقایسه در عصبی شب΄ه های از استفاده مزایای ͬ آید. م پیش منطقͬ سوال ΁ی اکنون
بعضͬ سوال این به ͺپاس برای چیست؟ بهینه کنترل مسائل حل برای موجود روش های دی·ر

ͬ شود. م بیان خلاصه به طور پیشنهادی شب΄ه عصبی روش مزیت های از
تحلیلͬ جواب های یا ندارند تحلیلͬ جواب های که مسائلͬ حل برای عصبی شب΄ه های از (١

ͬ شود. م استفاده نیست محاسبه قابل راحتͬ به آن ها
عددی روش های اکثر ͬ که حال در است. پیوسته مساله دامنه تمام حول مساله جواب (٢
از باید نقاط این بین جواب و ͬ آورند م به دست شده گسسته سازی نقاط در تنها را جواب ها

آید. به دست درونیابی طریق
عددی روش های از برخͬ ͬ کنند. نم استفاده عمل·ر ماتریس از عصبی شب΄ه پایه بر روش ها (٣
است سخت معمولا˟ عمل·ر ماتریس کردن پیدا ͬ کنند. م استفاده حل برای عمل·ر ماتریس از

شد. خواهند نیز محاسباتͬ پیچیدگͬ باعث بالاتر مرتبه های در عمل·ر ماتریس های این و
است. تحلیلͬ جواب به ΁نزدی مساله تقریبی جواب (۴

مرتبه های با مسائلͬ یا غیرخطͬ مسائل حل برای عصبی شب΄ه روش از ͬ توان م راحتͬ به (۵
کرد. استفاده بالاتر

واقعͬ کاربردهای در پارامترها از کمͬ تعداد با و سریع طور به ͬ توان م را مساله جواب (۶
زد. تخمین

رو مستقیما یعنͬ متغیر، تغییر بدون را مسائل این که ͬ شود م پیشنهاد آتͬ کارهای برای
مستقیم به صورت عصبی شب΄ه پایه بر را مسائل این توان مͬ همچنین کنیم. حل [٠,∞) بازه
با مسائلͬ آتͬ کارهای برای ͬ توان م کرد. بررسͬ را روش هم·رایی و پایداری و کرد حل نیز
را کاپاتو‐فابریسیو مشتق حتͬ یا و کسری جزیی مشتقات با مسائلͬ تاخیری، سیستم های
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Abstract

Fractional calculus is a subject that deals with the derivatives of integers or complex
order. Fractional optimal control problems are problems that their associated dynamical
systems have derivatives and integrals of fractional order. These derivatives and integrals
provide more accurate models for existing systems in nature. With the development and
complexity of optimal control problems, new methods have to be developed to solve these
issues. Although there are so many definitions in the derivative and integral of the frac-
tional order, the high computational complexity caused the researchers to seek definitions
to be functional, simpler and more compatible with the classical derivative. Since there
is no exact and approximation solution for the infinite horizon fractional optimal con-
trol problem in general, thus for the first time in this thesis we study an infinite horizon
fractional optimal control problem. In order to solve these problems, we use numerical
methods based on the neural networks. On the other hand, in this thesis, we state some
applications of the infinite horizon fractional optimal control problems such as stabilizing
chaos system, stabilizing of fractional systems.
keywords: Infinite horizon fractional optimal control problem, fractional derivative, Ar-
tificial neural network, Optimal condition, Unconstrained optimization.
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