


ریاضͬ علوم دانش΄ده
جبر دکتری رساله

شبه حلقه عناصر خواص برخͬ رویبررسͬ صفر‐متقارن جابه جاییچندجمله ای های حلقه های
ͬ فر ش΄وه فاطمه نگارنده:

راهنما استاد
هاشمͬ ابراهیم دکتر

مشاور استاد
آل هوز عبدالʓه دکتر
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سپاس گزاری...

رساله این انجام به موفق بزرگوار اساتید راهنمایی و یاری و پروردگار یاری به که اکنون
راه این در که عزیزانͬ تمامͬ از را سپاس·زاری نهایت که دانسته خود وظیفه ی شده ام

آورم: به عمل کرده اند ΁کم من به
فروتنͬ و صبر کمال در که هاشمͬ ابراهیم دکتر آقای جناب بزگوار استاد از آغاز در
عهده بر را رساله این راهنمایی و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از

دارم. را تش΄ر کمال داشتند،
در و نمودند مساعدت رساله این مشاوره امر در که آل هوز عبدالʓه دکتر آقای جناب از
را امتنان و تش΄ر کمال فرموده اند مبذول را خود دقت و توجه مراقبت، نهایت امر این

خواهانم. را ابدی سعادت و سلامت خداوند از ایشان برای و دارم
و جعفری حیدر سید دکتر استاجͬ، اکبر علͬ دکتر آقایان گرامͬ، داوران از هم چنین،
داشتند برعهده را رساله این تصحیح و داوری زحمت که خورسندی رضا مهدی دکتر

سپاس·زارم.
من همراه و یار همیشه که عزیزم خانواده به ͬ کنم م تقدیم را رساله این پایان، در

بوده اند.

ͬ فر ش΄وه فاطمه
١٣٩٨ ماه بهمن

ح



نامه تعهد
محض ریاضͬ رشته ، ریاضͬ علوم دانش΄ده دکتری دانشجوی ͬ فر ش΄وه فاطمه اینجانب
شبه حلقه عناصر خواص برخͬ بررسͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه
هاشمͬ ابراهیم راهنمایی تحت جابه جایی، حلقه های روی صفر‐متقارن چندجمله ای های

ͬ شوم: م متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
ͬ فر ش΄وه فاطمه
١٣٩٨ ماه بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
پژوهش·ران توجه مورد گذشته دهه های در شبه حلقه ها نظریه ی حلقه ها، از تعمیمͬ به عنوان
صفر‐ شبه حلقه ی خواص برخͬ مطالعه ی به علاقمند ما رساله، این در است. گرفته قرار
قصد ،ͽواق در هستیم. توانͬ سری های صفر‐متقارن شبه حلقه ی و چندجمله ای ها متقارن
و تمیز π‐منظم، پوچ توان، منظم، خودتوان، ی΄ه، عناصر چون عناصری ساختار داریم
برای را عناصر این ساختار سپس کنیم. بررسͬ را R٠[x] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه
اریب توانͬ سری های صفر‐متقارن شبه حلقه ی و R٠[x;α, δ] اریب صفر‐متقارن شبه حلقه ی

ͬ  کنیم. م مشخص R٠[[x;α]]
به ویژه، هستیم. R٠[x] شبه حلقه ی رادی΄الͬ خواص برخͬ مطالعه ی به علاقمند همچنین ما
چپ ایده آل های همه ی اشتراک و آن بین ارتباط و ͬ کنیم م مطالعه را R٠[x] شبه‐رادی΄ال

ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x] ماکسیمال
مقسوم علیه گراف گرافͬ خواص و شبه حلقه ها جبری خواص بین ارتباط بررسͬ به به علاوه،
صفر مقسوم علیه گراف های مطالعه ی به ،ͽواق در ͬ پردازیم. م آن ها با متناظر (فشرده) صفر
و ΓE(R٠[x]) فشرده صفر مقسوم علیه گراف های و Γ(R٠[[x;α]]) و Γ(R٠[x;α, δ]) ،Γ(R٠[x])

ͬ دهیم. م ارائه گراف ها این قطر از کاملͬ رده بندی و ͬ پردازیم م ΓE(R٠[[x]])

پوچ توان؛ منظم؛عنصر عنصر خودتوان؛ عنصر ی΄ه؛ عنصر شبه حلقه؛ کلیدی: کلمات
شبه‐رادی΄ال؛ متقارن؛ حلقه ی قطر؛ مقسوم علیه صفر؛ گراف تمیز؛ عنصر π‐منظم؛ عنصر

ماکسیمال. چپ اید ه آل

.٠۵C١٢ ،١۶U۶٠ ،١۶U٩٩ ثانویه: ١۶Y؛ ٣٠ اولیه: ریاضیات: موضوعͬ رده بندی

ک



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. A. Alhevaz, E. Hashemi, and F. Shokuhifar, On zero-divisor of near-rings of poly-

nomials, Quaest. Math., (2018), 363-372.

2. E. Hashemi, F. Shokuhifar and A. Alhevaz, On quasi-radical of near-ring of poly-

nomials, Studia Sci. Math. Hungar., 56(2) (2019), 252–259.

3. E. Hashemi and F. Shokuhifar, On some type elements of zero-symmetric near-ring

of polynomials, J. Korean Math. Soc., 56(1) (2019), 183–195

4. E. Hashemi, F. Shokuhifar and A. Alhevaz, On clean and regular elements of near-

ring of skew polynomials, Comm. Algebra, accepted.

5. F. Shokuhifar, and E. Hashemi, On regular elements in near-ring of formal power

series, International Conference on Recent Achievement in Mathematical Science,

Yazd University, January 14–18, 2019.

6. E. Hashemi, F. Shokuhifar and A. Alhevaz, An alternative perspective on zero-

divisors of near rings of polynomials and power series, submitted.

7. E. Hashemi, F. Shokuhifar and A. Alhevaz, Nearring of Ore extesions: Zero-divisor

and regular elements, submitted.

8. E. Hashemi, F. Shokuhifar and A. Alhevaz, On the structure of zero-divisor elements

in near-ring of skew formal power series, submitted.

م



مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
ق پیش·فتار
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پیش·فتار
دی΄سون١ ١٩٠۵ سال در گرفتند. قرار توجه مورد که هستند شبه حلقه هایی اولین شبه میدان ها،
آن در که داد ارائه جدیدی ساختار متناهͬ، میدان ΁ی ضرب در تغییر با ،[٣٢ ،٣١] ͽمراج در
”شبه میدان های را تغییریافته میدان های این بود. برقرار طرف ΁ی از تنها توزیع پذیری قانون
شبه میدان های همه ی ،[٨١] ͽمرج در زاسن هوس٢ ،١٩٣۶ سال در نامیدند. دی΄سون“
p جایی که است، pn مرتبه از متناهͬ شبه میدان هر که داد نشان او کرد. رده بندی را متناهͬ
هر حالت، ٧ از غیر به که کرد ثابت همچنین او ͬ باشد. م طبیعͬ عدد ΁ی n و اول عدد ΁ی

است. دی΄سون شبه میدان ΁ی متناهͬ، شبه میدان
اکنون آنچه بررسͬ و مطالعه به [٨٠] تاس΄ͬ‐تاد۴ و [٧٣] ٣ اُرِ ،١٩٣٩ تا ١٩٣٠ سال های در
نام از زاسن هوس، ١٩٣۶ سال در اولین بار پرداختند. ͬ شناسیم، م شبه حلقه به عنوان ما

کرد. استفاده جدید ساختار این برای ”شبه حلقه“

”مجموعه ی گفت ͬ توان م کلͬ، به طور هستند. حلقه ها از تعمیمͬ شبه حلقه ها ،ͽواق در
(N,+, ·) نماد با و ͬ نامند م چپ شبه حلقه ی ΁ی را “·” و “+” دوتایی عمل دو همراه به N ناتهͬ
باشیم داشته ،a, b, c ∈ N هر ازای به و باشد آبلͬ) لزوماً (نه گروه (N,+) هرگاه ͬ دهند م نشان
سمت از ،ͽجم به نسبت ضرب توزیع پذیری قانون اگر فوق، تعریف در “a · (b+ c) = a · b+ a · c

΁ی G کنیم فرض مثال، به عنوان ͬ نامیم. م راست شبه حلقه ی را N آن گاه باشد، برقرار راست
ͽجم با M(G) این صورت، در باشد. G به G از نگاشت های همه ی مجموعه ی M(G) و گروه
نشان (M(G),+, ◦) با را آن که ͬ دهد م راست شبه حلقه ΁ی تش΄یل توابع ترکیب و معمولͬ
΁ی از تنها M(G) در توزیع پذیری قانون آن گاه باشد، آبلͬ G اگر حتͬ که توجه کنیم ͬ دهیم. م
است برقرار (f + g) ◦h = f ◦h+ g ◦h همیشه ،f + g تعریف بنابه ،ͽواق در است. برقرار سمت

باشد. همریختͬ f که است برقرار زمانͬ f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h اما
همه ی حلقه ی در ͬ توان م را حلقه ای هر که ͬ شود م داده نشان حلقه ها، نظریه ی در
دادند نشان ،[۵٠] ͽمرج در مالون۶ و هیدرل۵ͬ نشاند. ،G مانند آبلͬ گروهͬ ͬ های درون ریخت
نشانده M(G) در N به طوری که دارد وجود G مانند آبلͬ گروهͬ ،N شبه حلقه ی هر برای
و گروهͬ“ نگاشت های خطͬ ”نظریه عنوان به را حلقه نظریه است مم΄ن این رو از ͬ شود. م

1Dickson
2Zassenhaus
3Ore

4Taussky-Todd
5Heatherly
6Malone
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پیش·فتار ر
ͬ توان م را خطͬ“ نتایج از” بسیاری ب·یرند. نظر در غیرخطͬ“ ”نظریه عنوان به را شبه حلقه ها
نظریه در ”اتم ها“ مثال، عنوان به  کرد. منتقل کلͬ حالت به مناسب، تغییرات اعمال با
ویلانت٨، شده اند. توصیف جی΄وبسن٧ معروف چ·الͬ قضیه ی توسط اولیه، حلقه های  حلقه ها،
نتایج متفاوت، کاملا́ برهان های از استفاده با اس΄ات١٢، و کارل١١ͬ راماکوتایا١٠، لاکستون٩،

دادند. ارائه اولیه شبه حلقه های درباره ی را مشابهͬ
نمایان شبه حلقه ها نظریه در تفاوت مقداری با حلقه ها، نظریه ی در مفاهیم از بسیاری
اشتراک با و ͬ دهند م نشان J(R) با را R حلقه ی جی΄وبسن رادی΄ال مثال، عنوان به ͬ شوند. م
همه ی ایده آل های اشتراک با معادل طور به یا است، برابر R ماکسیمال چپ ایده آل های همه ی
داریم ،[۴.٢ نتیجه  ،۶١] بنابه همچنین، است. برابر R ماکسیمال راست
به علاوه، است. ساده چپ R‐مدول های تمام خانواده ی ∆ جایی که J(R) = ∩M∈∆(R : M)

رادی΄ال تعریف (چپ)، شبه حلقه در اما .J(R) = ٠ هرگاه ͬ نامند م J‐نیم ساده را R حلقه ی
وفادار N‐گروه هیچ است مم΄ن N چپ شبه حلقه ی ͬ شود. م شامل را گسترده تری طیف
اگر ͬ شود. م نمایان اینجا در دی·ری مفهوم لذا باشد. نداشته ،υ ∈ {٠, ١,٢} ،υ نوع از
υ‐نیم ساده را N آن گاه است، υ نوع از N‐گروه های تمام خانواده ی Λ که ∩Γ∈Λ(٠ : Γ) = ٠
υ‐نیم ساده از مقدار چه N که است این نشان دهنده  ی که را اشتراک این به علاوه، ͬ نامیم. م
N/Jυ(N) بنابراین ͬ دهیم. م نشان Jυ(N) با و ͬ نامیم م υ‐رادی΄ال را دارد فاصله بودن
J٠(N) ⊆ J١(N) ⊆ J٢(N) داریم ،[۵.٣ گزاره ،٧۵] مطابق است. υ‐نیم ساده شبه حلقه ای
آن گاه باشد، حلقه N اگر به علاوه، .J١(N) = J٢(N) آن گاه باشد، ی΄دار شبه حلقه ای N اگر و
Jυ(N) همچنین، است. N جی΄وبسن رادی΄ال J(N) که J٠(N) = J١(N) = J٢(N) = J(N)

برای ،[۵.٢ قضیه ،٧۵] مطابق کرده اند. توصیف نیز υ‐مدولار راست ایده آل های توسط را
‐υ راست ایده آل های تمام خانواده ی Υ که Jυ(N) = ∩L∈Υ(L : N) داریم ،υ ∈ {٠, ١,٢} هر
همه ی اشتراک با Jυ(N) ،υ ∈ {١,٢} برای که داد نشان [٢١] ͽمرج در بچ١٣ است. N مدولار
چه که شود مطرح سؤال این که است طبیعͬ است. برابر N از υ‐مدولار راست ایده آل های
J١/٢ با را اشتراک این ͬ افتد؟ م N ٠‐مدولار راست ایده آل های همه ی اشتراک برای اتفاقͬ
و است راست ایده آل ΁ی J١/٢ کلͬ حالت در که است این نمادگذاری این علت و ͬ دهند م نشان
.J٠(N) ⊆ J١/٢(N) ⊆ J١(N) ،[۵.٧ گزاره ،٧۵] بنابه ͬ باشد. نم N از دوطرفه ایده آل ΁ی لزوماً
حتͬ J٢(N) و J١(N), J١/٢(N), J٠(N) ͬ دهد م نشان که داد ارائه مثال هایی [٢١] ͽمرج در بچ

ͬ باشند. نم برابر ی΄دی·ر با لزوماً باشد، متناهͬ و صفر‐متقارن شبه حلقه ای N که حالتͬ در
برای کارآمد روش های از ی΄ͬ ریاضیات مختلف شاخه های بین موجود مفاهیم دادن ارتباط
پیشینه ی دارای جبری Ͱش به ترکیبیاتͬ Ͱش دادن نسبت ͬ باشد. م مفاهیم آن کردن بررسͬ
گروه ΁ی به کیلͬ گراف دادن نسبت تناظرها این ͬ ترین قدیم از ی΄ͬ ͬ باشد. م طولانͬ نسبتاً
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ش تاریخچه و مقدمه
اولین آمد. به دست تناظر این از بسیاری نتایج و گرفت انجام کیل١۴ͬ آرتور توسط که ͬ باشد م
،R جابه جایی حلقه ی به ΁ب شد. برقرار [١٨] ١۵΁ب توسط گراف ها و حلقه ها بین ارتباط
گراف، این در داد. نسبت را ͬ شود، م داده نمایش Γ(R) با که ،R صفر مقسوم علیه ١۶گراف
متمایز عنصر دو و بودند شده گرفته نظر در گراف رئوس مجموعه ی به عنوان حلقه عناصر تمام
رنگͬ عدد کردن مشخص ΁ب اصلͬ تمرکز البته . ab = ٠ اگر بودند مجاور ی΄دی·ر با b و a

و کردند اصلاح را گراف این تعریف [١١] لیوینگستون١٨ و اندرسون١٧ ادامه، در بود. گراف این
گرفتند. نظر در هستند، ناصفر که R حلقه ی صفر مقسوم علیه های را گراف رئوس مجموعه ی
همبند همیشه Γ(R) گراف که کردند ثابت [ ٣.٢ قضیه ،١١] ͽمرج در لیوینگستون و اندرسون
حلقه ی ΁ی R اگر دادند نشان همچنین [۴.٢ قضیه ،١١] آن ها .diam(

Γ(R)
)
≤ ٣ و است

برای نتیجه این که زدند حدس و gr
(
Γ(R)

)
≤ ۴ آن گاه باشد، دور شامل و جابه جایی آرتینͬ،

[٢٩] دیمیر٢٠ و [۶٩] مولای١٩ توسط آن ها حدس است. برقرار دلخواه جابه جایی حلقه ی هر
شد. اثبات مستقل به طور

Γ(R) گرافͬ ͬ های ویژگ ،R حلقه ی خواص چ·ونه که بود این زمینه این محققان مهم سؤال
روش های از که چرا بود، جذاب بسیار سؤال این به دادن ͺپاس بالعکس. و ͬ کند م مشخص را
در آمدند. مسائل این حل ΁کم به حلقه ها نظریه  ی در پیشرفته مسایل تا محاسباتͬ ساده
رده  بندی بودند، خاصͬ ویژگͬ دارای آن ها گراف های که حلقه هایی تمام موضوعات، از خیلͬ
زیادی پژوهش·ران حلقه، به گراف این دادن نسبت از بعد ͬ رفت م انتظار که همان طور شدند.
ایده ی که مختلفͬ گراف های مرور به و شدند موضوع این جذب جبر شاخه ی از به خصوص

شد. داده نسبت جبری دی·ر ساختارهای به بود صفر مقسوم علیه گراف آن ها اصلͬ
لزوماً نه و کلͬ حلقه های به ،[٧٨] ͽمرج در ردموند٢١ توسط صفر مقسوم علیه گراف مفهوم
صفر مقسوم علیه های همه ی مجموعه ی بر Z(R) کنیم فرض شد. داده گسترش جابه جایی
ͬ باشند، م ناصفر که صفر مقسوم علیه های (ناتهͬ) مجموعه ی بر Z(R)∗ همچنین و R حلقه ی
R حلقه ناجابه جایی جهت بدون صفر مقسوم علیه گراف ردموند ،[٧٨] ͽمرج در دارد. دلالت
.diam(Γ(R)) ≤ ٣ و است همبند Γ(R) گراف که کرد ثابت و است داده نمایش Γ(R) نماد با را
جدید خواص برخͬ که حلقه است از گرافͬ نمایش ΁ی ͽواق در صفر مقسوم علیه گراف
با مثال، برای کرد. استخراج آن از ͬ توان م را است مانده دور جبردانان دید از که حلقه جبری
حلقه ی هر برای که است شده ثابت [٧٧] ͽمرج در صفر مقسوم علیه گراف مفهوم از استفاده
به ترتیب ℓR(x) و rR(x) آن در که است، زوج عددی ∑

x∈R |rR(x)− ℓR(x)| مجموع ،R متناهͬ
ͬ باشند. م R حلقه ی در x عنصر چپ و راست پوچ ساز

بدانیم که دارد وجود توجهͬ قابل علاقه ی است، شده انجام راستا این در که مطالعاتͬ در
حفظ مختلف، حلقه ای توسیع های تحت مدنظر، حلقه ی برای مفروض گرافͬ خاصیت ΁ی آیا
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پیش·فتار ت
حلقه ای توسیع ͬ شوند، م بررسͬ راستا این در که توسیع هایی ابتدایی ترین خیر. یا ͬ شود م
استی΄لس٢۴ و کوی΄ندال٢٣ آکستل٢٢، ͬ باشد. م توانͬ سری های حلقه ی نیز و چندجمله ای ها
تحت R جابه جایی حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف کمر و قطر ماندن محفوظ ،[١۶] ͽمرج در
کار، این ادامه ی در داده اند. قرار بررسͬ مورد را توانͬ سری های و چندجمله ای توسیع های
این ،[١٢] ͽمرج در مولای و اندرسون همچنین و ،[۶۵] ͽمرج در لوکاس٢۵ چون افرادی
،[۴١] ͽمرج در امیرجان٢٧ و هاشم٢۶ͬ داده اند. قرار بیشتر مطالعه ی و بررسͬ مورد را ویژگͬ
σ‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ی برای آن ها دادند. گسترش ناجابه جایی حالت به را نتایج این
دادند قرار مطالعه مورد را R[[x;σ]] اریب توانͬ سری های حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف ،R
و Γ(R[x;σ, δ]) ،Γ(R) گراف های کمر و قطر برای مم΄ن مقادیر از مقایسه ای هم چنین، و
به و داده ادامه زمینه این در را خود مطالعات [۴٢] ͽمرج در آن ها نمودند. ارائه Γ(R[[x;σ]])

گرافͬ خواص و R[x;σ, δ] اریب چندجمله ای های حلقه ی حلقه ای خواص بین رابطه ی بررسͬ
,σ)‐سازگار δ) و برگشت پذیر حلقه ی ΁ی برای همچنین پرداخته اند. آن صفر مقسوم علیه گراف

کرده اند. ارائه Γ(R[x;σ, δ]) گراف قطر برای مم΄ن مقادیر از کاملͬ دسته بندی ΁ی R
[۶٩] مولای ایده های از گرفتن الهام با ،٢٠١١ سال در [٧٩] ͽمرج در وی΄ام٢٩ و اسپایرف٢٨
نشان ΓE(R) نماد با آن را که ،R حلقه ی صفر مقسوم علیه هم ارزی کلاس های گراف مطالعه به
و ͬ باشند م صفر مقسوم علیه های هم ارزی کلاس های گراف، این رئوس پرداختند. ͬ دهند، م
ΓE(R) گراف که کردند ثابت آن ها .ab = ٠ هرگاه مجاورند ی΄دی·ر با [b]R و [a]R متمایز رأس دو

.diam(
ΓE(R)

)
≤ ٣ و است همبند

مبتنͬ صفر مقسوم علیه گراف و صفر مقسوم علیه  گراف به نسبت مزایایی دارای گراف این
نامتناهͬ Γ(R) اما است متناهͬ ΓE(R) حالات، از بسیاری در ͬ باشد. م ،R ایده آل٣٠ ΁ی بر
گرافͬ Γ(S) این صورت، در .S = Z[x, y]/⟨x٣, xy⟩ کنید فرض مثال، به عنوان ͬ باشد. م
گراف های مهم ͬ های ویژگ دی·ر از ͬ باشد. م رأس چهار دارای تنها ΓE(S) اما است نامتناهͬ
ͬ باشد. م R وابسته٣١ اول ایده آل های با آن ها ارتباط صفر مقسوم علیه هم ارزی کلاس های
به طور ͬ باشد. م R از وابسته اول ایده آل ΁ی x٢ عنصر پوچ ساز ،S حلقه ی در مثال، به عنوان
رأس هر به علاوه، ͬ شوند. م متناظر ΓE(R) متمایز رأس های با R وابسته اول ایده آل های کلͬ،
از وابسته اول ایده آل ΁ی با یا است متناظر R از وابسته اول ایده آل ΁ی با یا گراف، در ΓE(R)

است. مجاور R

نامیده فشرده صفر مقسوم علیه گراف را ΓE(R) گراف [١٠] ͽمرج در لاگرانژ٣٢ و اندرسون
باشند حلقه دو S و R اگر که کردند بررسͬ آن ها دادند. ادامه را گراف ها این روی مطالعه و

ͬ باشد. م برقرار ΓE(R) ∼= Γ(S) ی΄ریختͬ شرایطͬ چه تحت
22Axtel
23Coykendall
24Stickles
25Lucas
26Hashemi
27Amirjan

28Spiroff
29Wickham
30Zero divisor graph determined by an ideal
31Associated prime ideals
32Lagrange



ث تاریخچه و مقدمه
گراف کمر و قطر مطالعه و بررسͬ به ،[٧] ͽمرج در هم΄ارانش و آلن٣٣ ٢٠١٢ سال در
کردند ثابت همچنین و diam

(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
Γ(R)

) دادند نشان آن ها . پرداختند ΓE(R)

ͽمرج در آن ها .gr(ΓE(R)
)

≥ gr
(
Γ(R)

) آن گاه باشد، دور ΁ی شامل R حلقه ی اگر که
آن گاه باشد، دور ΁ی شامل و نوتری جابه جایی حلقه ای R اگر کردند ثابت ،[٣.٣ گزاره ،٧]
گراف قطر از کاملͬ رده  بندی ،[٣٩] ͽمرج در آل هوز٣۵ و عبدی٣۴ هاشمͬ، .gr(ΓE(R)

)
≤ ۴

دادند. ارائه R[[x]] و R[x] ،R حلقه های فشرده صفر مقسوم علیه
شبه حلقه ها صفر مقسوم علیه گراف مطالعه ی به [٢۴] ͽمرج در نویربرگ٣٧ و ردموند کانن٣۶،
نیم گروه صفر مقسوم علیه های همه ی مجموعه ی Z(S) کنیم فرض پرداختند. نیم گروه ها و
صفر مقسوم علیه گراف ،[٢۴] ͽمرج در آن ها .Z(S)∗ = Z(S) \ {٠} و باشد S صفر‐متقارن
کردند تعریف این صورت به و داده نمایش Γ(S) نماد با را ،S صفر‐متقارن نیم گروه بدون جهت
بین یالͬ ،Z(R)∗ از b و a متمایز رئوس برای و بوده گراف رئوس مجموعه ی Z(S)∗ آن در که
که کردند ثابت [٢۴] در آن ها به علاوه، .ba = ٠ یا ab = ٠ اگر تنها و اگر دارد وجود b و a

آن گاه باشد، دور ΁ی شامل Γ(S) اگر و diam
(
Γ(S)

)
≤ ٣ و است همبند همیشه Γ(S) گراف

.gr(Γ(S)) ≤ ۴
حلقه ی شد. ارائه نویمان٣٨ فن جان توسط ١٩٣۶ سال در حلقه ها، در بودن منظم مفهوم
باشد داشته وجود b ∈ R مانند عنصری ،a ∈ R عنصر هر برای هرگاه ͬ نامیم م منظم را R

.a = aba باشیم داشته به طوری که
قرار مطالعه مورد را جابه جایی حلقه های منظم عناصر ،[٨] ͽمرج در بداوی۴٠ و اندرسون٣٩
شبه موضعͬ یا صفر بعد با R اگر تنها و اگر است منظم R عنصر هر که دادند نشان آن ها دادند.
مقسوم علیه های تمام اگر تنها و اگر است (بولͬ) منظم ،R مانند غیردامنه حلقه ΁ی و باشد
حلقه ی منظم عناصر ساختار نویسندگان ،[۴۵] ͽمرج در باشد. (خودتوان) منظم آن صفر

کردند. مشخص است، ,α)‐سازگار δ) و راست۴١ دئو حلقه ای R که حالتͬ در را R[x;α, δ]

هˀنگان۴۴، هیدرلͬ، گویال۴٣، گودهاری۴٢، مانند نویسندگانͬ توسط منظم شبه حلقه های
به آن ها نتایج از اطلاع برای ͬ توان م که شده اند بررسͬ و مطالعه مورت۴٧ͬ و میسون۴۶ لای۴۵،

کرد. مراجعه [٧۵] کتاب
ͬ باشد: م زیر به صورت اصلͬ فصل سه شامل رساله این

گراف گراف، شبه حلقه، حلقه، درباره ی مقدماتͬ مفاهیم برخͬ بیان به اول، فصل در
ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد رساله این در که فشرده، صفر مقسوم علیه گراف و صفر مقسوم علیه

ͬ پردازیم. م
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پیش·فتار خ
تمیز و π‐منظم پوچ توان، منظم، خودتوان، وارون پذیر، عناصر ساختار دوم، فصل در
شبه‐ مطالعه ی به به علاوه، ͬ کنیم. م مشخص را R٠[[x;α]] و R٠[x;α, δ] ،R٠[x] شبه حلقه های
بین ارتباط و ͬ پردازیم م R٠[x] ماکسیمال راست ایده آل های همه ی اشتراک و R٠[x] رادی΄ال
ایده آل بزرگترین ،R٠[x] شبه‐رادی΄ال که ͬ دهیم م نشان همچنین، ͬ کنیم. م مشخص را آن ها

است. آن شبه ‐منظم
حلقه ی روی R٠[x] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر ساختار بررسͬ به سوم، فصل در
سپس کرد. خواهیم مشخص را Γ(R٠[x]) صفر مقسوم علیه گراف قطر و پرداخته R جابه جایی
مقسوم علیه گراف انتها، در ͬ دهیم. م تعمیم R٠[[x;α]] و R٠[x;α, δ] شبه حلقه های به را نتایج این
این قطر از کاملͬ رده بندی و ͬ کنیم م مطالعه را R٠[[x]] و R٠[x] شبه حلقه های فشرده ی صفر

ͬ دهیم. م ارائه گراف ها



١ فصل
مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

به فصل، این در باشد. شرکت پذیر و ی΄دار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض نوشتار این سراسر در
ͬ پردازیم. م ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد رساله این در که اطلاعاتͬ و مفاهیم معرفͬ

حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم ١ . ١
وجود n مثبت صحیح عدد هرگاه ͬ نامیم، م پوچ توان١ را R از حلقه  ی a عنصر .١ . ١ . ١ تعریف
نمایش Nil(R) با را R پوچ توان عناصر همه ی مجموعه ی .an = ٠ به طوری که باشد داشته

ͬ دهیم. م
باشد. نداشته ناصفر پوچ توان عنصر هرگاه ͬ نامیم، م کاهش٢ͬ را R حلقه ی .١ . ١ . ٢ تعریف

است. کاهشͬ R/Nil(R) حلقه ی آن گاه باشد، R از ایده آلͬ Nil(R) اگر مثال، به عنوان
نتیجه ،abc = ٠ از ،a, b, c ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامیم، م متقارن٣ را R حلقه ی .١ . ١ . ٣ تعریف

.bac = ٠ شود
مثبت صحیح عدد ΁ی n و کاهشͬ حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.٣ قضیه ،۵٧] .۴ . ١ . ١ قضیه

است. متقارن حلقه ای R[x]/⟨xn⟩ این صورت، در باشد.
1Nilpotent
2Reduced

3Symmetric



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢
این صورت، در .a١, . . . , an ∈ R و باشد متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۵ . ١ . ١ تذکر
داریم ،aij ∈ {a١, . . . , an} هر برای آن گاه ،a١a٢ · · · an = ٠ اگر که دید ͬ توان م آسانͬ به

.ai١ai٢ · · · ain = ٠
این صورت، در باشد. دومدول RMR و دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ١ . ١ تعریف
ضرب و (r١,m١) + (r٢,m٢) = (r١ + r٢,m١ + m٢) ͽجم با R(+)M = R ⊕ M

بدیه۴ͬ توسیع را آن که ͬ دهد م حلقه تش΄یل ،(r١,m١) · (r٢,m٢) = (r١r٢, r١m٢ + m١r٢)
ͬ نامیم. م M توسط R

نتیجه ab = ٠ از ،a, b ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامیم، م برگشت پذیر۵ را R حلقه ی .١ . ١ . ٧ تعریف
.ba = ٠ شود

توسیع این صورت، در باشد. کاهشͬ حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [١.۶ گزاره ،۶٠] .١ . ١ . ٨ گزاره
است. برگشت پذیر حلقه ای ،R توسط R بدیهͬ

،ab = ٠ از ،a, b ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامیم، م نیم جابه جایی۶ را R حلقه ی .١ . ١ . ٩ تعریف
.aRb = ٠ شود نتیجه

این صورت، در باشد. کاهشͬ حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [١.٢ گزاره ،۶٠] .١ . ١ . ١٠ گزاره

است. نیم جابه جایی حلقه ای S =



a b c

٠ a d

٠ ٠ a

 ∣∣∣a, b, c ∈ R


R نیم جابه جایی حلقه ی روی R[x] چندجمله ای ها حلقه ی پوچ توان عناصر [۶۶] ͽمرج در

است. گردیده مشخص عناصر این ساختار و شده بررسͬ
ͬ شود. م نتیجه [٣.٧ و ٣.١ لم های و ٣.٣ گزاره ،۶۶] از زیر قضیه ی

Nil(R) این صورت، در باشد. نیم جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [۶۶] .١ . ١ . ١١ قضیه
.Nil(R[x]) = Nil(R)[x] و است R از ایده آلͬ

مستقیماً بعد، نتیجه ی این رو از است، نیم جابه جایی حلقه ای جابه جایی، حلقه ی هر چون
ͬ شود. م نتیجه ،١ . ١ . ١١ قضیه از

از ایده آلͬ Nil(R) این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض .١ . ١ . ١٢ نتیجه
.Nil(R[x]) = Nil(R)[x] و است R

این صورت، در باشد. دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.١ قضیه ،٢۶] .١ . ١ . ١٣ قضیه
باشد. برگشت پذیر و اول حلقه ای R اگر تنها و اگر است دامنه R (١)

4Trivial extension
5Reversible

6Semicommutative



٣ حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم
باشد. برگشت پذیر و نیم اول حلقه ای R اگر تنها و اگر است کاهشͬ R (٢)

مجموعه ی به علاوه، .a٢ = a هرگاه ͬ نامیم، م خودتوان٧ را R حلقه ی از a عنصر .١۴ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نشان Idem(R) با را R خودتوان عناصر همه ی

باشند. مرکزی٩ R خودتوان عناصر تمام هرگاه ͬ نامیم، م آبل٨ͬ را R حلقه ی .١۵ . ١ . ١ تعریف

آبلͬ R که ͬ دهیم م نشان .R =

F F

٠ F

 و باشد میدان ΁ی F ͬ کنیم م فرض .١۶ . ١ . ١ مثال
است. آبلͬ حلقه ای R/I آن گاه باشد، R از ناصفر ایده آل ΁ی I اگر اما نیست،

به آسانͬ ͬ گیریم. م نظر در را R از A =

١ ١
٠ ١

 و E =

١ ٠
٠ ٠

 عناصر منظور این برای

،I١ =

F F

٠ ٠
 طرفͬ، از نیست. آبلͬ R بنابراین .AE ̸= EA اما E ∈ Idem(R) که دید ͬ توان م

،R/I١ ∼= F چون هستند. R از ناصفر سره ی ایده آل های تنها I٣ =

٠ F

٠ ٠
 و I٢ =

٠ F

٠ F


است. آبلͬ حلقه ای R/Ii ،i = ١,٢,٣ هر برای پس ،R/I٣ ∼= F ⊕ F و R/I٢ ∼= F

ab = اگر ،a, b ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامیم، م ددکیند‐متناه١٠ͬ را R حلقه ی .١ . ١ . ١٧ تعریف
زیرا ،ba ∈ Idem(R) آن گاه ،ab = ١ اگر که ͬ کنیم م توجه .ba = ١ آن گاه ،١

(ba)٢ = (ba)(ba) = b(ab)a = ba.

حلقه ی هر بنابراین .١ = (ab)٢ = a(ba)b = (ba)(ab) = ba داریم است، آبلͬ R چون طرفͬ، از
است. ددکیند‐متناهͬ آبلͬ،

ͬ باشد: م زیر به صورت شدند، معرفͬ کنون تا که حلقه هایی بین ارتباط

جابه جایی
↓

متقارن −→ برگشت پذیر −→ نیم جابه جایی −→ آبلͬ −→ ددکیند‐متناهͬ
↑

کاهشͬ
تابع ΁ی را δ : R −→ R جمعͬ تابع باشد. R حلقه ی از درون ریختͬ ΁ی α ͬ کنیم م فرض
به علاوه، .δ(ab) = δ(a)b+α(a)δ(b) باشیم داشته ،a, b ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامیم، م α‐مشتق

7Idempotent
8Abelian

9Central
10Dedekind-finite



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۴
R[x;α, δ] عناصر ͬ دهیم. م نشان R[x;α, δ] با را R روی١١ اریب چندجمله ای های حلقه ی
روی ضرب و ͽجم عمل دو .n ≥ ٠ و ai ∈ R که هستند ∑n

i=٠ aixi فرم به چندجمله ای هایی
.xa = α(a)x + δ(a) ،a ∈ R هر برای به طوری که ͬ شوند م تعریف طبیعͬ به صورت R[x;α, δ]

حلقه ی را آن و ͬ دهیم م نشان R[x; δ] با را R[x;α, δ] آن گاه باشد، همانͬ همریختͬ α اگر
استفاده R[x;α] از R[x;α, δ] به جای ،δ = ٠ هرگاه ͬ نامیم. م R روی مشتق١٢ چندجمله ای های

ͬ کنیم. م
j ≥ i ≥ ٠ و R روی α‐مشتق تابعͬ δ دلخواه، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١ . ١ . ١٨ قرارداد
به طوری که δ و α حسب بر عبارت های همه ی مجموعه ی این صورت، در باشند. صحیح اعداد
،f j

j = {αj} مثال، عنوان به  ͬ دهیم. م نشان f j
i با را باشند شده ظاهر δ بار j−i و α بار i آن ها در

.f j
j−١ = {αj−١δ, αj−٢δα, . . . , δαj−١} و f j٠ = {δj}

باشد. R از ایده آلͬ I و R حلقه ی روی α‐مشتق تابع ΁ی δ ͬ کنیم م فرض .١ . ١ . ١٩ تعریف
ͬ نامیم، م δ‐ایده آل را I همچنین، .α(I) ⊆ I هرگاه ͬ نامیم، م α‐ایده آل را I این صورت، در
ͬ نامیم. م ,α)‐ایده آل δ) را I آن گاه باشد، δ‐ایده آل هم و α‐ایده آل هم I اگر .δ(I) ⊆ I هرگاه
از ,α)‐ایده آل δ) ΁ی I اگر باشد. R روی α‐مشتق تابع ΁ی δ ͬ کنیم م فرض .١ . ١ . ٢٠ تذکر
است درون ریختͬ ΁ی α(a+ I) = α(a)+ I ضابطه با α : R/I −→ R/I نگاشت آن گاه باشد، R

است. α‐مشتق تابع ΁ی δ(a+ I) = δ(a) + I ضابطه با δ : R/I −→ R/I و
وجود α : R −→ R درون ریختͬ هرگاه ͬ نامیم، م α‐صلب١٣ را R حلقه ی .١ . ١ . ٢١ تعریف
‐α حلقه ای R اگر .a = ٠ شود نتیجه ،aα(a) = ٠ از ،a ∈ R هر برای به طوری که باشد داشته
(aα(a))α(aα(a)) = ٠ آن گاه ،a٢ = ٠ اگر زیرا است، ΁به ی ΁ی α و کاهشͬ R آن گاه باشد، صلب

.a = ٠ نتیجه در و ،aα(a) = ٠ آن گاه ،α(a) = ٠ اگر همچنین، .a = ٠ لذا و
این صورت، در باشد. R حلقه ی روی α‐مشتق تابع ΁ی δ ͬ کنیم م فرض .١ . ١ . ٢٢ تعریف
.aα(b) = ٠ اگر تنها و اگر ،ab = ٠ آن گاه ،a, b ∈ R هرگاه ͬ نامیم، م α‐سازگار١۴ را R حلقه ی
هم R اگر .aδ(b) = ٠ آن گاه ،ab = ٠ و a, b ∈ R هرگاه ͬ نامیم، م δ‐سازگار را R حلقه ی

ͬ نامیم. م ,α)‐سازگار δ) را R آن گاه باشد، δ‐سازگار هم و α‐سازگار

در .a, b ∈ R و باشد ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.١ لم ،۴۵] .١ . ١ . ٢٣ لم
این صورت،

.aαn(b) = ٠ = αn(a)b داریم ،n نامنفͬ صحیح عدد هر برای آن گاه ،ab = ٠ اگر (١)
.ab = ٠ آن گاه ،αk(a)b = ٠ باشیم داشته ،k نامنفͬ صحیح عدد برای اگر (٢)

11Skew polynomial ring
12Derivation polynomial ring

13Rigid
14Compatible



۵ حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم
αn(a)δm(b) = ٠ = داریم ،n,m نامنفͬ صحیح عدد هر برای آن گاه ،ab = ٠ اگر (٣)

.δm(a)αn(b)

.α(a)α(b) = ٠ = δ(a)δ(b) آن گاه ،ab = ٠ اگر (۴)
.(α(a))n = ٠ = (δ(a))n داریم ،n مثبت صحیح عدد هر برای آن گاه ،an = ٠ اگر (۵)

.axmb = ٠ داریم R[x;α, δ] حلقه ی در ،m مثبت صحیح عدد هر برای آن گاه ،ab = ٠ اگر (۶)
آن گاه ،axmb = ٠ باشیم داشته R[x;α, δ] حلقه ی در ،m مثبت صحیح عدد برای اگر (٧)

.ab = ٠
در باشد. R حلقه ی روی α‐مشتق تابع ΁ی δ ͬ کنیم م فرض [٢.٢ لم ،۴۶] .٢۴ . ١ . ١ گزاره

باشد. α‐صلب اگر تنها و اگر است ,α)‐سازگار δ) و کاهشͬ R این صورت،
نشان بعد مثال اما است، ,α)‐سازگار δ) حلقه  ای α‐صلب، حلقه ی هر ،٢۴ . ١ . ١ گزاره بنابه

ͬ باشد. نم α‐صلب ولͬ است ,α)‐سازگار δ) که دارد وجود حلقه  ای که ͬ دهد م
و باشد R α‐صلب حلقه ی روی α‐مشتق تابع ΁ی δ ͬ کنیم م فرض .٢۵ . ١ . ١ مثال

درون ریختͬ به ͬ توان م را α درون ریختͬ این صورت، در .T٣(R) =



a b c

٠ a d

٠ ٠ a


∣∣∣∣∣a, b, c ∈ R


همچنین، داد. توسیع α((aij)) = (α(aij)) ضابطه با α : T٣(R) −→ T٣(R)

نشان است. T٣(R) بر α‐مشتق تابع ΁ی δ((aij)) = (δ(aij)) ضابطه با δ : T٣(R) −→ T٣(R)

ͬ باشد. نم α‐صلب که است ,α)‐سازگار δ) حلقه ای T٣(R) ͬ دهیم م

آن گاه ،

a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

α



a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢


 = ٠ اگر

a١α(a٢) = ٠ (١)
a١α(b٢) + b١α(a٢) = ٠ (٢)
a١α(c٢) + b١α(d٢) + c١α(a٢) = ٠ (٣)
a١α(d٢) + d١α(a٢) = ٠. (۴)

ضرب (٢) در چپ از را α(a٢) اگر .α(a٢)a١ = ٠ ͬ  گیریم م نتیجه (١) از است، کاهشͬ R چون
از را α(a٢) اگر .a١α(b٢) = α(b٢)a١ = ٠ نتیجه در و ،b١α(a٢) = α(a٢)b١ = ٠ آن گاه کنیم،

به صورت (٣) پس .c١α(a٢) = α(a٢)c١ = ٠ آن گاه کنیم، ضرب (٣) در چپ
a١α(c٢) + b١α(d٢) = ٠ (۵)



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۶
و a١α(d٢) = α(d٢)a١ = ٠ آن گاه کنیم، ضرب (۴) در چپ از را α(a٢) اگر ͬ شود. م تبدیل
b١α(d٢) = α(d٢)b١ = ٠ آن گاه کنیم، ضرب (۵) در راست از را a١ اگر .d١α(a٢) = α(a٢)d١ = ٠

لذا .a١α(c٢) = α(c٢)a١ = ٠ و
a١a٢ = a١b٢ = a١c٢ = a١d٢ = b١a٢ = b١d٢ = c١a٢ = d١a٢ = ٠.

بنابراین

a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١



a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢

 = ٠. (∗)

پاراگراف مشابه استدلالͬ با است α‐صلب حلقه ای R چون باشد. برقرار (∗) ͬ کنیم م فرض حال
که داد نشان ͬ توان م قبل

a١α(a٢) = a١α(b٢) = b١α(a٢) = c١α(a٢) = d١α(a٢) = a١α(d٢) = a١α(c٢) = b١α(d٢) = ٠,

است. α‐سازگار حلقه ای T٣(R) بنابراین .

a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

α



a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢


 = ٠ نتیجه در و

نتیجه در باشد. برقرار (∗) ͬ کنیم م فرض
a١a٢ = a١b٢ = a١c٢ = a١d٢ = b١a٢ = b١d٢ = c١a٢ = d١a٢ = ٠.

لذا است، α‐صلب حلقه ای R چون
a١δ(a٢) = a١δ(b٢) = a١δ(c٢) = a١δ(d٢) = b١δ(a٢) = b١δ(d٢) = c١δ(a٢) = d١δ(a٢) = ٠.

δ‐سازگار حلقه ای T٣(R) ͬ دهد م نشان که ،

a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

 δ



a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢


 = ٠ بنابراین

ͬ باشد. نم α‐صلب پس نیست، کاهشͬ T٣(R) چون طرفͬ، از است.
ͬ کنیم م فرض همچنین، باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [۶ گزاره ،۵۴] .٢۶ . ١ . ١ لم
fg = ٠ این صورت، در باشند. R[x;α, δ] حلقه ی از عناصری g =

∑m
j=٠ bjxj و f =

∑n
i=٠ aixi

.aibj = ٠ باشیم داشته ،٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n هر برای اگر تنها و اگر
فرض همچنین، باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [١.۴ گزاره ،٣۶] .١ . ١ . ٢٧ لم
اگر باشند. R[x;α, δ] شبه حلقه ی از عناصری g =

∑m
j=٠ bjxj و f =

∑n
i=٠ aixi ͬ کنیم م

داریم ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر برای و b٠ + b١a٠ + · · · + bmam٠ = ٠ آن گاه ،f ◦ g = ٠
.bjai = ٠



٧ شبه حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم
باشد. R از ایده آل ΁ی I و R روی α‐مشتق تابع ΁ی δ ͬ کنیم م فرض .١ . ١ . ٢٨ تعریف
باشیم داشته ،a, b ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامیم، م R از α‐سازگار ایده آل را I دراین صورت،
برای هرگاه ͬ نامیم، م R از δ‐سازگار ایده آل را I همچنین، .aα(b) ∈ I اگر تنها و اگر ab ∈ I

δ‐سازگار هم و α‐سازگار هم I اگر به علاوه، .aδ(b) ∈ I شود نتیجه ab ∈ I از ،a, b ∈ R هر
R از ایده آلͬ Nil(R) اگر مثال، به عنوان ͬ نامیم. م ,α)‐سازگار δ) ایده آل را I آن گاه باشد،

است. R از ,α)‐سازگار δ) ایده آل ΁ی Nil(R) آن گاه باشد،
این صورت، در باشد. R حلقه ی از ایده آلͬ I ͬ کنیم م فرض [٢.١ گزاره ،٣۵] .١ . ١ . ٢٩ گزاره

معادلند: زیر شرایط
است. R از ,α)‐سازگار δ) ایده آل ΁ی I (١)

است. ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R/I (٢)
روی اریب١۵ توانͬ سری های حلقه ی باشد. R حلقه ی از درون ریختͬ ΁ی α ͬ کنیم م فرض
هستند. R از ضرایبی با توانͬ سری های همان آن عناصر ͬ دهیم. م نشان R[[x;α]] با را R

،a ∈ R هر برای به طوری که ͬ شود م تعریف طبیعͬ به صورت R[[x;α]] روی ضرب و ͽجم
.xa = α(a)x

این صورت، در باشد. α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.٣ لم ،۴٩] .١ . ١ . ٣٠ لم
.aαn(b) = αn(a)b = ٠ داریم ،n مثبت صحیح عدد هر برای آن گاه ،ab = ٠ اگر (١)
.ab = ٠ آن گاه ،αk(a)b = ٠ باشیم داشته k مثبت صحیح عدد برخͬ برای اگر (٢)

.air = ٠ ،i هر برای اگر تنها و اگر fr = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f =
∑∞

i=٠ aixi ∈ R[[x;α]] اگر (٣)
.rxf = ٠ اگر تنها و اگر rf = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f ∈ R[[x;α]] اگر (۴)

شبه حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم ١ . ٢
دی΄سون ،١٩٠۵ سال در گرفتند. قرار توجه مورد که هستند شبه حلقه هایی اولین شبه میدان ها،
توزیع پذیری قانون آن در که داد ارائه جدیدی ساختار متناهͬ، میدان ΁ی ضرب در تغییر با
نامیدند. دی΄سون“ ”شبه میدان های را یافته تغییر میدان های این بود. برقرار طرف ΁ی از تنها
که داد نشان او کرد. رده بندی را متناهͬ شبه میدان های همه ی زاسن هوس ،١٩٣۶ سال در
او ͬ باشد. م طبیعͬ عدد ΁ی n و اول عدد ΁ی p که است، pn مرتبه از متناهͬ شبه میدان هر
است. دی΄سون شبه میدان ΁ی متناهͬ، شبه میدان هر حالت، ٧ جز به که کرد ثابت همچنین
ͬ شناسیم م شبه حلقه ها نام به اکنون آن چه روی زیادی تحقیقات ١٩٣٩ تا ١٩٣٠ سال های در

15Skew formal power series ring



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٨
جدید ساختار این برای ”شبه حلقه“ نام از هوس، زاسن ١٩٣۶ سال در اولین بار شد. انجام

کرد. استفاده
شبه حلقه ی١۶ ΁ی را “ ·” و “+” دوتایی عمل دو همراه به N ناتهͬ مجموعه ی .١ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه ͬ نامیم، م چپ
باشد. آبلͬ) لزوماً (نه گروه ΁ی (N,+) (١)

باشد. نیم گروه ΁ی (N, ·) (٢)
.a · (b+ c) = a · b+ a · c باشیم داشته ،a, b, c ∈ N هر ازای به (٣)

ͬ نامیم. م راست شبه حلقه ی را N آن گاه باشد، برقرار راست از توزیع پذیری ،(٣) بجای اگر
باشد. آبلͬ (N,+) هرگاه ͬ نامیم، م آبلͬ را N به علاوه،

باشد. ی΄دار و آبلͬ چپ شبه حلقه ی ΁ی N ͬ کنیم م فرض نوشتار این سراسر در .١ . ٢ . ٢ قرارداد
f, g : G −→ G اگر باشد. آبلͬ) لزوماً (نه جمعͬ گروه ΁ی G ͬ کنیم م فرض (١) .١ . ٢ . ٣ مثال
و ͬ دهیم م نشان (x)f با را x روی f اثر آن گاه ،x ∈ G و باشند تابع دو
باشد. G روی توابع تمام مجموعه ی M(G) ͬ کنیم م فرض .(x)(f ◦ g) = ((x)f)g

و x ∈ G هر برای ͬ کنیم: م تعریف چنین M(G) روی را “ ◦ ” و “ + ” دوتایی عمل دو
،f, g ∈ M(G)

(x)(f + g) = (x)f + (x)g و (x)(f ◦ g) = ((x)f)g.

است. چپ شبه حلقه ی ΁ی (M(G),+, ◦) این صورت، در
این صورت، در ب·یرید. نظر در را R حقیقͬ اعداد میدان (٢)

Mdiff (R) =
{
f : R −→ R | است مشتق پذیر تابع ΁ی f}

است. چپ شبه حلقه ی ΁ی
چپ خنثͬ عضو این صورت، در باشد. دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .۴ . ١ . ٢ تذکر
(راست)، چپ صفر مقسوم علیه (راست)، چپ از حذف پذیر (راست)، چپ وارون (راست)،
ͬ شود. م تعریف حلقه ها در فوق مفاهیم مشابه همریختͬ و زیرشبه حلقه پوچ توان، خودتوان،
مجموعه ی ،N پوچ توان عناصر همه ی مجموعه ی ،N خودتوان عناصر همه ی مجموعه ی به علاوه،
با به ترتیب را N صفر مقسوم علیه عناصر همه ی مجموعه ی و N وارون پذیر عناصر همه ی
ͬ نامیم، م توزیع پذیر را d ∈ N عنصر ͬ دهیم. م نمایش Z(N) و U(N) ،Nil(N) ،Idem(N)

Nd با را N توزیع پذیر عناصر همه ی مجموعه ی .(a+ b)d = ad+ bd ،a, b ∈ N هر برای هرگاه
ͬ دهیم. م نشان
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٩ شبه حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم
در .n, n′ ∈ N و باشد شبه حلقه ΁ی N ͬ کنیم م فرض [١.۵ گزاره ،٧۵] .۵ . ١ . ٢ گزاره

است). (N,+) خنثͬ عضو ٠) n(−n
′
) = −nn

′ و n٠ = ٠ این صورت،
مجموعه های این صورت، در باشد. دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
صفر‐ زیرمجموعه ی ترتیب به را Nc = {a ∈ N | ٠a = a} و N٠ = {a ∈ N | ٠a = ٠}
ͬ نامیم، م (ثابت) صفر‐متقارن را N به علاوه، ͬ نامیم. م N ثابت١٨ زیرمجموعه ی و متقارن١٧

هستند. N از زیرشبه  حلقه هایی Nc و N٠ که داریم توجه .(N = Nc) N = N٠ هرگاه
نابدیهͬ صفر مقسوم علیه هیچ هرگاه ͬ نامیم، م دامنه یا صحیح را N شبه حلقه ی .١ . ٢ . ٧ تعریف
a ∈ N اگر زیرا .N = Nc یا N = N٠ آن گاه باشد، صحیح N شبه حلقه ی اگر باشد. نداشته
لذا و ٠a(٠ab − b) = ٠ab − ٠ab = ٠ ،b ∈ N هر برای آن گاه ،٠a ̸= ٠ که باشد داشته وجود

.N = Nc بنابراین .٠b = ٠٠ab = ٠ab = b نتیجه در .٠ab = b

این صورت، در باشد. دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف
I ◁ℓ N نماد با و NI ⊆ I هرگاه ͬ نامیم، م چپ ایده آل ΁ی را (N,+) از I نرمال زیرگروه (١)

ͬ دهیم. م نشان
،c ∈ I و a, b ∈ N هر برای هرگاه ͬ نامیم، م راست ایده آل ΁ی را (N,+) از I نرمال زیرگروه (٢)

ͬ دهیم. م نشان I ◁r N نماد با و (a+ c)b− ab ∈ I

ایده آل هم و راست ایده آل هم هرگاه ͬ نامیم، م ایده آل ΁ی را (N,+) از I نرمال زیرگروه (٣)
ͬ دهیم. م نشان I ◁ N نماد با و باشد چپ

این صورت، در باشد. دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض [١.٣ گزاره ،٧۵] .١ . ٢ . ٩ گزاره
نیست. N ایده آل ΁ی N٠ کلͬ حالت در اما .N٠ ◁r N

از M زیرگروه این صورت، در باشد. دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف
.MN ⊆ M هرگاه ͬ نامیم، م N‐زیرگروه١٩ ΁ی را (N,+)

ایده آل هر اگر تنها و اگر است صفر‐متقارن N شبه حلقه ی [١.٣۴ گزاره ،٧۵] .١ . ٢ . ١١ گزاره
باشد. آن از N‐زیرگروه ΁ی ،N راست

وارون  پذیر N ناصفر عنصر هر هرگاه ͬ نامیم، م شبه میدان٢٠ را N شبه حلقه ی .١ . ٢ . ١٢ تعریف
باشد.

هرگاه ͬ نامیم، م موضع٢١ͬ را N صفر‐متقارن شبه حلقه ی .١ . ٢ . ١٣ تعریف
شبه حلقه ی ΁ی شبه میدان، هر بنابراین باشد. N‐زیرگروه ΁ی L = {k ∈ N | kN ̸= N}

ͬ باشد. م L = {٠} با موضعͬ
17Zero-symmetric subset
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مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٠
وجود b ∈ N هرگاه ͬ نامیم، م منظم٢٢ را N (حلقه ی) شبه حلقه ی  از a عنصر .١۴ . ١ . ٢ تعریف
نشان vnr(N) با را N منظم عناصر همه ی مجموعه ی .a = aba به طوری که باشد داشته

ͬ نامیم. م منظم را N آن گاه ،vnr(N) = N اگر به علاوه، ͬ دهیم. م
کرد ثابت [٢٠] در بیدلمن٢٣ همچنین، است. منظم ثابت، شبه حلقه ی هر مثال، به عنوان

هستند. منظم M٠(G) و M(G) شبه حلقه های آن گاه باشد، گروه ΁ی G اگر که
ab آن گاه ،a = aba اگر .a, b ∈ N و باشد دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .١۵ . ١ . ٢ تذکر
مستقیم، ͽجم همریختͬ، تصویر هر که دید ͬ توان م آسانͬ به همچنین هستند. خودتوان ba و

است. منظم منظم، شبه حلقه های از مستقیم ضرب
باشد. ی΄دار و منظم شبه حلقه ای N ̸= {٠} ͬ کنیم م فرض [٩.١۵٨ قضیه ،٧۵] .١۶ . ١ . ٢ قضیه

معادلند: زیر شرایط این صورت، در
ندارد. ناصفر پوچ توان عنصر N = N٠ (١)

هستند. مرکزی ،N خودتوان عناصر همه ی (٢)
ͬ باشد. م شبه میدان ها از زیرمستقیم ضرب ΁ی N (٣)

و باشد R حلقه ی روی چندجمله ای ها تمام مجموعه ی R[x] ͬ کنیم م فرض
این صورت، در .g ◦ f =

∑n
i=٠ aigi ͬ کنیم م تعریف .f =

∑n
i=٠ aixi, g =

∑m
j=٠ bjxj ∈ R[x]

ͬ نامیم. م چندجمله ای ها شبه حلقه ی را آن  و است آبلͬ چپ شبه حلقه ی ΁ی (R[x],+, ◦)

به علاوه، نیست. حلقه ،(R[x],+, ◦) چپ شبه حلقه ی که دید ͬ توان م آسانͬ به همچنین،
را آن  و ͬ باشد م R[x] شبه حلقه ی صفر‐متقارن زیرمجموعه ی R٠[x] = {f ∈ R[x] | (٠)f = ٠}

ͬ نامیم. م چندجمله ای ها صفر‐متقارن شبه حلقه ی
صفر آن ها ثابت جمله که باشد ͬ ای توان سری های همه ی مجموعه ی R٠[[x]] ͬ کنیم م فرض
΁ی (R[[x]],+, ◦) این صورت، در .g ◦ f = (g)f ͬ کنیم م تعریف ،f, g ∈ R٠[[x]] هر برای است.

ͬ نامیم. م توانͬ سری های شبه حلقه ی را آن و است آبلͬ چپ شبه حلقه ی
حلقه ی روی چندجمله ای ها شبه حلقه ی R[x] ͬ کنیم م فرض [٣.١ گزاره ،٢٢] .١ . ٢ . ١٧ گزاره

معادلند: زیر گزاره های این صورت، در باشد. آن صفر‐متقارن زیرمجموعه ی R٠[x] و R

است. کاهشͬ R (١)
است. کاهشͬ R[x] شبه حلقه ی (٢)

است. کاهشͬ R٠[x] شبه حلقه ی (٣)
22Regular 23Beidleman



١١ شبه حلقه ها نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم
هر برای هرگاه ͬ نامیم، م پوچ توان٢۴ موضعاً را R حلقه ی از I ایده آل .١ . ٢ . ١٨ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود k مثبت صحیح عدد ،{s١, . . . , sn} ⊆ I متناهͬ زیرمجموعه ی
،R از پوچ توان ایده آل هر مثال، به عنوان باشد. صفر {s١, . . . , sn} از عنصر k هر حاصلضرب

است. پوچ توان موضعاً ایده آل ΁ی
ͬ نامیم م R لویتس΄٢۵ͬ رادی΄ال را R حلقه ی پوچ توان موضعاً ایده آل های همه ی مجموع
پوچ توان موضعاً ایده آل بزرگترین L− rad(R) بنابراین ͬ دهیم. م نشان L− rad(R) با را آن و

است. R حلقه ی
برخͬ که پرداخت R[x] شبه حلقه ی پوچ توان عناصر مطالعه ی به ،[٣٧] ͽمرج در هاشمͬ

است. زیر شرح به او نتایج از
باشد، R حلقه ی از پوچ توان موضعاً ایده  آل ΁ی Nil(R) اگر [٣ قضیه ،٣٧] .١ . ٢ . ١٩ قضیه

.Nil(R[x]) = Nil(R)٠[x] آن گاه
آن گاه باشد، نیم جابه جایی حلقه ای R اگر [٢ نتیجه ،٣٧] .١ . ٢ . ٢٠ نتیجه

Nil(R[x]) = Nil(R)٠[x].

آن گاه باشد، R حلقه ی از پوچ توان موضعاً ایده آل ΁ی Nil(R) اگر [٨ گزاره ،٣٧] .١ . ٢ . ٢١ گزاره
است. R[x] شبه حلقه ی از راست ایده آل ΁ی Nil(R[x])

R٠[x] از ایده آلͬ Nil(R٠[x]) = Nil(R)٠[x] آن گاه باشد، جابه جایی حلقه ای R اگر .١ . ٢ . ٢٢ لم
.R٠[x]/

(
Nil(R٠[x])

) ∼= (
R/Nil(R)

)
٠[x] به علاوه، است.

راست ایده آل ΁ی ،Nil(R[x]) = Nil(R)٠[x] ،١ . ٢ . ٢١ گزاره و ١ . ٢ . ٢٠ نتیجه بنابه برهان.
ͬ کنیم م فرض اکنون ͬ باشد. م نیز R٠[x] از راست ایده آل ΁ی نتیجه در و است R[x] از

داریم ،g ∈ R٠[x] هر برای .f =
∑m

i=١ aixi ∈ Nil(R٠[x])

g ◦ f = a١g + · · ·+ amgm ∈ Nil(R)٠[x] = Nil(R٠[x]).

تابع که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به است. R٠[x] از دوطرفه ایده آل ΁ی Nil(R٠[x]) بنابراین
،ai = ai+Nil(R) که ،φ(∑m

i=١ aixi
)
=

∑m
i=١ aixi ضابطه ی با φ : R٠[x] −→

(
R/Nil(R)

)
٠[x]

.R٠[x]/Nil(R٠[x]) ∼=
(
R/Nil(R)

)
٠[x] و است شبه حلقه ای بروریختͬ ΁ی

همه ی مجموعه ی این صورت، در .f ∈ R[x;α, δ] و باشد دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض
.C∗

f = Cf \ {٠} به علاوه، ͬ دهیم. م نشان Cf با را f ضرایب
این صورت، در باشد. کاهشͬ حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض .١ . ٢ . ٢٣ لم
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مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٢
برای اگر تنها و اگر fg = ٠ آن گاه باشند، R[x] حلقه ی از عناصری g و f اگر [١ لم ،١۵] (١)

.aibj = ٠ ،bj ∈ Cg و ai ∈ Cf هر
تنها و اگر f ◦ g = ٠ آن گاه باشند، R٠[x] شبه حلقه ی از عناصری g و f اگر [٣.۴ لم ،٢٢] (٢)

.aibj = ٠ ،bj ∈ Cg و ai ∈ Cf هر برای اگر
قرار بررسͬ مورد R٠[[x]] و R[x] شبه حلقه های خودتوان عناصر ،[۴٣] و [٢٢] ͽمراج در

است. گردیده مشخص عناصر این ساختار و گرفته
R حلقه ی روی چندجمله ای ها شبه حلقه ی R[x] ͬ کنیم م فرض [٣.٢ لم ،٢٢] .٢۴ . ١ . ٢ لم

این صورت، در باشد.
عنصر ΁ی e و c ∈ R که ε = ex + c آن گاه ،ε ∈ Idem(R[x]) و باشد کاهشͬ R اگر (١)

.ec = ٠ و است R از خودتوان
،m ≥ ٢ اگر و است R از خودتوانͬ a١ آن گاه باشد، R٠[x] از خودتوانͬ η =

∑m
i=١ aixi اگر (٢)

.a ∈ Idem(R) که ،η = ax آن گاه باشد، کاهشͬ R اگر به علاوه، .am+١
m = ٠ آن گاه

خودتوانͬ ε =
∑∞

i=١ aixi اگر باشد. آبلͬ حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض [٢.١ لم ،۴٣] .٢۵ . ١ . ٢ لم
.a١ ∈ Idem(R) که ε = a١x آن گاه باشد، R٠[[x]] از

آورد. به دست را زیر نتیجه ی ͬ توان م ،٢۵ . ١ . ٢ لم از است، آبلͬ جابه جایی، حلقه ی هر چون
این صورت، در .f ∈ R٠[x] و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢۶ . ١ . ٢ نتیجه
به ویژه، .f = ex به طوری که باشد داشته وجود e ∈ Idem(R) اگر تنها و اگر f ∈ Idem(R٠[x])

هستند. مرکزی R٠[x] خودتوان عناصر

گراف نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم ١ . ٣
ͬ پردازیم. م گراف نظریه از نیاز مورد مفاهیم برخͬ بیان و معرفͬ به بخش، این در

رأس نام به عناصر، از V (G) ناتهͬ مجموعه ی ΁ی از G = (V (G), E(G)) گراف .١ . ٣ . ١ تعریف
است. شده تش΄یل یال٢۶ به نام V (G) روی نامرتب دوتایی های از E(G) مجموعه ی ΁ی و
و |V (G)| با به ترتیب و ͬ نامیم م G اندازه را E(G) اعضای تعداد و مرتبه را V (G) اعضای تعداد
ͬ کنیم. م مشخص e = yx یا e = xy با را e = {x, y} یال راحتͬ برای ͬ دهیم. م نشان |E(G)|

موجود دو آن بین یالͬ هرگاه ͬ نامیم، م مجاور را y و x رأس دو G گراف در .١ . ٣ . ٢ تعریف
با را آن و ͬ گوییم م x همسای·ͬ را است مجاور x رأس با که رئوسͬ همه ی مجموعه ی باشد.

ͬ دهیم. م نشان N(x)

26Edge



١٣ گراف نظریه ی از نیاز مورد مفاهیم
با و گویند رأس آن درجه را ͬ گذرند م G گراف در x رأس از که یال هایی تعداد .١ . ٣ . ٣ تعریف
رأس را، ΁ی درجه رأس هر و تنها رأس را، صفر درجه رأس هر ͬ دهیم. م نمایش ∆(x) نماد

گویند. پایانͬ
،E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) اگر باشند. گراف دو H و G ͬ کنیم م فرض .۴ . ١ . ٣ تعریف

ͬ نامیم. م G زیرگراف٢٧ را H آن گاه
است x١, . . . , xn رئوس از دنباله ای ،v و u رأس دو بین G گراف در مسیر٢٨ ΁ی .۵ . ١ . ٣ تعریف

هستند. متمایز xiها ،١ ≤ i ≤ n− ١ برای و xn = u و x١ = v که
l(P ) با آن را و ͬ نامیم م P مسیر طول را ،G گراف از P مسير يال های تعداد .۶ . ١ . ٣ تعریف

ͬ دهیم. نشان م
دارای دور٢٩ ΁ی به علاوه، ͬ نامیم. م دور ΁ی را G گراف از بسته مسیر هر .١ . ٣ . ٧ تعریف

است. رأس ٣ حداقل
u بین فاصله ی این صورت، در باشند. G گراف رأس های v و u ͬ کنیم م فرض .١ . ٣ . ٨ تعریف
اگر ͬ دهیم. م نمایش d(u, v) با را آن که ،v و u بین مسیر کوتاه ترین طول از است عبارت ،v و

.d(u, v) = ∞ ͬ دهیم م قرار باشد، نداشته وجود مسیری رأس دو این بین
تعریف زیر به صورت را آن و ͬ دهیم م نشان diam(G) با را G گراف قطر٣٠ .١ . ٣ . ٩ تعریف

ͬ کنیم: م
diam(G) = sup{d(x, y) | x, y ∈ V (G)}.

نشان gr(G) نماد با و گوییم کمر٣١ را G گراف در دور کوتاه ترین طول .١ . ٣ . ١٠ تعریف
.gr(G) = ∞ آن گاه باشد، دور فاقد G گراف اگر ͬ دهیم. م

وجود مسیر ΁ی حداقل آن رأس دو هر بین هرگاه است، همبند٣٢ G گراف .١ . ٣ . ١١ تعریف
ͬ نامیم. م ناهمبند را G گراف این صورت، غیر در باشد. داشته

ͬ نامیم. م طوقه٣٣ ͬ کند، م وصل خودش به را G گراف رأس ΁ی که یالͬ .١ . ٣ . ١٢ تعریف
ͬ نامیم. م ساده٣۴ گراف باشد، نداشته طوقه که را گرافͬ .١ . ٣ . ١٣ تعریف

با و گوییم کامل گراف مجاورند، هم با رأس دو هر آن در كه را رأسͬ n گراف .١۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ دهیم. م نمايش Kn
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مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١۴

K١ K٢ K٣ K۴ K۵کامل گراف :١ . ١ ش΄ل

R حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف ۴ . ١
΁ب اصلͬ تمرکز البته شد. معرفͬ ،[١٨] ͽمرج در ΁ب توسط اولین بار صفر مقسوم علیه گراف
این تعریف ،[١١] لیوینگستون و اندرسون ادامه، در بود. گراف این رنگͬ عدد کردن مشخص
نتایج برخͬ بخش، این در پرداختند. آن ͬ های ویژگ برخͬ مطالعه به و کردند اصلاح را گراف

ͬ کنیم. م ذکر را R حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف برای آمده بدست
مقسوم علیه  های همه ی مجموعه ی Z(R) و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١ . ۴ . ١ تعریف
برابر آن رئوس مجموعه ی که است گرافͬ ،R حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف باشد. R صفر

.ab = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند a, b رأس دو و است Z(R)∗ = Z(R) \ {٠}
این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.٣ قضیه ،١١] .٢ . ۴ . ١ قضیه
آن گاه باشد، دور ΁ی شامل Γ(R) اگر به علاوه، .diam(

Γ(R)
)

≤ ٣ و است همبند Γ(R)

.gr(Γ(R)) ≤ ٧
شامل و جابه جایی آرتین٣۵ͬ، حلقه ی ΁ی R اگر که دادند نشان لیوینگستون و اندرسون
دلخواه جابه جایی حلقه ی هر برای نتیجه این که زدند حدس و gr

(
Γ(R)

)
≤ ۴ آن گاه باشد، دور

شد. اثبات مستقل به طور [٢٩] دیمیر و [۶٩] مولای توسط آن ها حدس است. برقرار
بسیار غیرکاهشͬ حلقه ی و کاهشͬ حلقه ی در صفر مقسوم علیه های رفتار کلͬ حالت در
حلقه ی در نابدیهͬ صفر مقسوم علیه ΁ی که است این در آن ها عمده ی تفاوت است. متفاوت
همه ی در مشمول ͬ تواند نم اما ب·یرد قرار مینیمال٣۶ اول ایده آل ΁ی در حداقل باید کاهشͬ
از اجتماعͬ Z(R) باشد، کاهشͬ حلقه ی R اگر بنابراین باشد. مینیمال اول ایده آل های
با منحصراً را Γ(R[[x]]) و Γ(R[x]) ،Γ(R) قطر [۶۵] در لوکاس است. مینیمال اول ایده آل های
از کاملͬ رده بندی کاهشͬ حلقه های برای او کرد. رده بندی R حلقه ی ͬ های ویژگ از استفاده
رده بندی را Γ(R[x]) و Γ(R) قطر شد موفق غیرکاهشͬ حلقه  ی برای و داد ارائه گراف سه هر

کند.
این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.۶ قضیه ،۶۵] .٣ . ۴ . ١ قضیه
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١۵ R حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف
باشد. ی΄ریخت Z٢[y]/⟨y٢⟩ یا Z۴ با R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= ٠ (١)

xy = ٠ ،x, y مانند متمایز صفر مقسوم علیه دو هر برای اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= ١ (٢)

باشد. داشته نابدیهͬ صفر مقسوم علیه دو حداقل R و
باشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهشͬ R (الف) اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= ٢ (٣)

باشد R از ایده آلͬ Z(R) (ب) یا و باشد داشته نابدیهͬ صفر مقسوم علیه سه حداقل R و
پوچ ساز دارای R متمایز صفر مقسوم علیه های از جفت هر و Z(R)٢ ̸= ٠ به طوری که

باشند. ناصفر
باشند داشته وجود a ̸= b صفر مقسوم علیه عناصر اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= ٣ (۴)

باشد، مینیمال اول ایده آل دو از بیش با کاهشͬ R (الف) و (٠ : (a, b)) = ٠ به طوری که
باشد. غیرکاهشͬ R (ب) یا

چند دو f, g و باشد جابه جایی R حلقه ی اگر که کرد ثابت ١٩۴٢ سال در م΁ کوی٣٧
فوق چندجمله ای های از کدام هر آن گاه ،fg = ٠ که به   طوری باشند R[x] از ناصفر جمله ای
م΁ کوی را R حلقه ی قضیه این براساس ͬ باشند. م R حلقه ی در ناصفر پوچ سازی دارای
ناصفر پوچ ساز دارای است Z(R) در مشمول که شده تولید متناهͬ ایده آل هر هرگاه گویند،
م΁ کوی R حلقه ی داد. تعمیم ناجابه جایی حلقه ی به را مفهوم این [٧٢] نیلسن٣٨ باشد.
به طوری که باشند R[x] از دلخواه ناصفر چندجمله ای دو g و f هرگاه ͬ شود، م نامیده راست
چپ م΁ کوی حلقه  ی .fc = ٠ به طوری که باشد داشته وجود c ∈ R ناصفر عضو آن گاه ،fg = ٠
خاصیت که دادند نشان [٢٣] ͽمرج در نیلسن و کامیلو٣٩ ͬ شود. م تعریف مشابه به طور نیز
خاصیت این که است حالͬ در این و ͬ کند نم پیدا انتقال توانͬ سری های حلقه ی به م΁ کوی

ͬ شود. م منتقل چندجمله ای ها حلقه ی به
این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٣.۴ قضیه ،۶۵] .۴ . ۴ . ١ قضیه

.diam(
Γ(R[x])

)
≥ ١ (١)

.Z(R)٢ = ٠ به طوری که باشد غیرکاهشͬ حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(
Γ(R[x])

)
= ١ (٢)

اول ایده آل دو دقیقاً با کاهشͬ حلقه ای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
Γ(R[x])

)
= ٢ (٣)

.Z(R)٢ ̸= ٠ و باشد R از ایده آلͬ Z(R) و باشد م΁ کوی حلقه ای R (ب) یا باشد، مینیمال
مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهشͬ حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= ٣ (۴)

نباشد. ایده آل Z(R) یا نباشد م΁ کوی حلقه ای R یا و نباشد
.R ̸= Z٢ × Z٢ که باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٣.٢ قضیه ،١۶] .۵ . ۴ . ١ قضیه

معادلند: زیر شرایط این صورت، در
37McCoy
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مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١۶
است. کامل گراف Γ(R) (١)

است. کامل گراف Γ(R[x]) (٢)
است. کامل گراف Γ(R[[x]]) (٣)

در باشد. کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [۴.٨ نتیجه ،۶۵] .۶ . ۴ . ١ قضیه
باشد، داشته مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[[x]])
)
= ٢ این صورت،

ناصفر پوچ ساز دارای I + J و باشد R از ایده آلͬ Z(R) به طوری که باشد م΁ کوی حلقه ای R یا
ͬ باشند. م ناصفر پوچ ساز دارای که هستند R از شده تولید شمارا ایده  آل های J و I که باشد

دو از بیش با کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [۴.۴ قضیه ،۶۵] .٧ . ۴ . ١ قضیه
.diam(

Γ(R[[x]])
)
= ٣ آن گاه نباشد، R از ایده آلͬ Z(R) اگر باشد. مینیمال اول ایده آل

رده بندی ͬ توان م R[[x]] توانͬ سری های حلقه ی برای باشد کاهشͬ R حلقه ی که حالتͬ در
آورد. بدست R ایده آل های از استفاده با را Γ(R[[x]]) قطر از کاملͬ

به طوری که است کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [۴.٩ قضیه ،۶۵] .٨ . ۴ . ١ قضیه
.١ ≤ diam

(
Γ(R)

)
≤ diam

(
Γ(R[x])

)
≤ diam

(
Γ(R[[x]])

)
≤ ٣ این صورت، در نیست. دامنه

ͬ باشد. م زیر به صورت قطرها این برای مم΄ن حالت های همه ی به علاوه،
Z٢ ×Z٢ با R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٢ و diam

(
Γ(R)

)
= ١ (١)

باشد. ی΄ریخت
دو دقیقاً R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R)
)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٢ (٢)

ایده آل دو هر برای یا نباشد، ی΄ریخت Z٢ × Z٢ با و باشد داشته مینیمال اول ایده آل
داشته ناصفر پوچ ساز I + J هستند، ناصفر پوچ ساز دارای که J و I شده تولید شمارا

باشد.
حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[[x]])
)
= ٣ و diam

(
Γ(R)

)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= ٢ (٣)

I شده ی تولید شمارا ایده آل های اما است R از ایده آلͬ Z(R) به طوری که باشد م΁ کوی
ناصفر پوچ ساز I + J ولͬ هستند ناصفر پوچ ساز دارای به طوری که دارند وجود R از J و

ندارد.
ایده آلͬ Z(R) اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٣ و diam

(
Γ(R)

)
= ٢ (۴)

دارای است، Z(R) در مشمول که عنصر دو توسط شده تولید ایده آل هر و باشد R از
نباشد. م΁ کوی حلقه ای R اما باشد ناصفر پوچ ساز

از بیش دارای R اگر تنها و اگر diam(
Γ(R)

)
= diam

(
Γ(R[x])

)
= diam

(
Γ(R[[x]])

)
= ٣ (۵)

داشته وجود a, b مانند صفر مقسوم علیه های از جفت ΁ی و باشد مینیمال اول ایده آل دو
نباشد. ناصفر پوچ ساز دارای ⟨a, b⟩ به طوری که باشند



١٧ R حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه گراف
به و داد تعمیم ناجابه جایی حلقه ی به را صفر مقسوم علیه گراف ،[٧٨] ͽمرج در ردموند

پرداخت. گراف این کمر و قطر بررسͬ
مقسوم علیه های همه ی مجموعه ی Z(R)∗ و دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٩ . ۴ . ١ تعریف
با جهت بدون گرافͬ ،Γ(R) ،R صفر مقسوم علیه گراف این صورت، در باشد. آن نابدیهͬ صفر

.ba = ٠ یا ab = ٠ هرگاه مجاورند، a, b رأس دو به طوری که است Z(R)∗ رئوس مجموعه ی
Γ(R) این صورت، در باشد. دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٣.٢ قضیه ،٧٨] .١٠ . ۴ . ١ قضیه

.diam(
Γ(R)

)
≤ ٣ و است همبند

΁ی شامل Γ(R) اگر باشد. دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٣.٣ قضیه ،٧٨] .١١ . ۴ . ١ قضیه
.gr(Γ(R)

)
≤ ۴ آن گاه باشد، دور

نیم گروه  جهت بدون صفر مقسوم علیه گراف ،[٢۴] ͽمرج در نویربرگ و ردموند و کانن
را ،Γ(N) ،N صفر‐متقارن شبه حلقه  ی صفر مقسوم علیه گراف و ،Γ(S) ،S صفر‐متقارن

دادند. قرار بررسͬ مورد را گراف ها این کمر و قطر و کردند تعریف ،٩ . ۴ . ١ تعریف مشابه
در باشد. صفر‐متقارن نیم گروه ΁ی S ͬ کنیم م فرض [٢.٢ قضیه ،٢۴] .١٢ . ۴ . ١ قضیه

.diam(
Γ(S)

)
≤ ٣ و است همبند Γ(S) این صورت،

Γ(S) اگر باشد. صفر‐متقارن نیم گروه ΁ی S ͬ کنیم م فرض [٢.۴ قضیه ،٢۴] .١٣ . ۴ . ١ قضیه
.gr(Γ(S)) ≤ ۴ آن گاه باشد، دور ΁ی دارای

R حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه گراف ۵ . ١
هم ارزی کلاس های گراف [۶٩] مولای ایده از گرفتن الهام با [٧٩] ͽمرج در اسپایرف و وی΄ام
هم ارزی کلاس های گراف لاگرانژ و اندرسون ،[١٠] ͽمرج در کردند. تعریف را صفر مقسوم علیه
صفر مقسوم علیه  گراف را وی΄ام و اسپایرف توسط شده تعریف R حلقه ی صفر مقسوم علیه
است موجود S مانند حلقه ای آن، تحت که کردند بررسͬ را شرایطͬ آن ها نامیدند. فشرده
ی΄ریخت S صفر مقسوم علیه گراف با R حلقه ی فشرده ی صفر مقسوم علیه گراف به طوری که

است.
به را R روی ∼ رابطه ،a, b ∈ R هر برای باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض
که annR(a) = annR(b) اگر تنها و اگر a ∼ b ͬ شود: م تعریف این صورت
هم ارزی رابطه ΁ی ∼ رابطه که کرد مشاهده ͬ توان م آسانͬ به .annR(a) = {r ∈ R|ar = ٠}
.[١]R = R \ Z(R) و [٠]R = {٠} به وضوح .[a]R = {b ∈ R|a ∼ b} ،a ∈ R هر برای ͬ باشد. م
عمل این که ͬ شود م تعریف [a]R · [b]R = [ab]R به صورت هم ارزی کلاس های روی ضرب عمل

است. خوش تعریف



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٨
ΓE(R) نماد با را آن که ،R جابه جایی حلقه ی فشرده۴٠ صفر مقسوم علیه گراف .١ . ۵ . ١ تعریف
توسط Z(R)∗ عناصر شده القا هم ارزی کلاس های آن رئوس که است گرافͬ ͬ دهند، م نشان
[a]R · [b]R = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند ی΄دی·ر با [b]R و [a]R متمایز رأس دو و ͬ باشند م ∼ رابطه

.ab = ٠ اگر تنها و اگر
این صورت، در باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض [١.۴ گزاره ،٧٩] .٢ . ۵ . ١ گزاره

.diam(
ΓE(R)

)
≤ ٣ و است همبند ΓE(R) گراف

آن گاه باشد، جابه جایی حلقه ای R اگر [٢.١ گزاره ،٧] .٣ . ۵ . ١ گزاره
.diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
Γ(R)

)
آن گاه ،diam(

ΓE(R)
)
= ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R اگر [٢.٢ قضیه ،٧] .۴ . ۵ . ١ گزاره

.diam(
Γ(R)

)
= ٠ یا ١

آن گاه ،diam(
Γ(R)

)
= ٣ و باشد جابه جایی حلقه ای R اگر [٢.٣ قضیه ،٧] .۵ . ۵ . ١ گزاره

.diam(
ΓE(R)

)
= ٣

حداکثر ΓE(R) گراف قطر ،R جابه جایی حلقه ی برای ،۵ . ۵ . ١ و ٣ . ۵ . ١ گزاره های به توجه با
است. ٣

ΓE(R) اگر باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٣.١ قضیه ،٧] .۶ . ۵ . ١ قضیه
.gr(ΓE(R)

)
≤ ۴ آن گاه باشد، دور ΁ی شامل

شامل ΓE(R) اگر باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٣.٣ قضیه ،٧] .٧ . ۵ . ١ قضیه
.gr(ΓE(R)

)
≥ gr

(
Γ(R)

) آن گاه باشد، دور ΁ی
و ΓE(R) فشرده صفر مقسوم علیه گراف های قطر برای کاملͬ رده بندی ،[٣٩] ͽمرج در

است. شده ارائه R جابه جایی حلقه ی روی ΓE(R[x])

این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.٣ قضیه ،٣٩] .٨ . ۵ . ١ قضیه
.|Z(R)| ≥ ٢ و Z(R)٢ = ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٠ (١)

اول ایده آل دو دقیقاً با کاهشͬ حلقه ای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= ١ (٢)

داشته وجود a ∈ Z(R)∗ عنصر و |ΓE(R)| = ٢ (ب) یا ،|Z(R)| ≥ ٣ و باشد مینیمال
.Z(R) = annR(a) به طوری که باشد

مقسوم علیه های از جفت هر و باشد R از ایده آلͬ Z(R) (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= ٢ (٣)

باشیم داشته a ∈ Z(R) هر برای و باشند ناصفر پوچ ساز دارای متمایز، صفر
و Z(R) = annR(a) باشیم داشته a ∈ Z(R)∗ برخͬ برای (ب) یا ،Z(R) ̸= annR(a)

.[x]R ̸= [y]R و xy ̸= ٠ به طوری که باشند داشته وجود x, y ∈ Z(R)∗ عناصر
40Compressed zero-divisor graph



١٩ R حلقه ی فشرده صفر مقسوم علیه گراف
.diam(

Γ(R)
)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ٣ (۴)

متناهیاً ایده آل هر اگر است (A)۴١ خاصیت دارای R جابه جایی حلقه ی ،[۵۶] ͽمرج بنابه
پوچ ساز دارای است، صفر مقسوم علیه های همه ی مجموعه ی در مشمول که R از تولیدشده
به جای او که شد، مطالعه [٧۶] ͽمرج در کانتل۴٢ توسط اولین بار (A) خاصیت باشد. ناصفر
خاصیت با جابه جایی حلقه های کلاس بود. کرده استفاده (C) شرط اصطلاح از (A) خاصیت
΁کلاسی کسرهای حلقه ی که حلقه هایی چندجمله ای ها، حلقه ی است. بزرگ بسیار ،(A)

آن ها، اول ایده آل های که حلقه هایی و [۵٨] نوتری حلقه های ،[۵٢] هستند منظم آن ها،
نشان ،[۵٨] ͽمرج در کاپلانس΄۴٣ͬ ͬ باشند. م (A) خاصیت دارای ،[۵٢] هستند ماکسیمال

ͬ باشند. نم (A) خاصیت دارای به طوری که دارند وجود غیرنوتری حلقه های که داد
این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٣.٣ قضیه ،٣٩] .٩ . ۵ . ١ قضیه

.diam(
ΓE(R)

)
= ٠ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٠ (١)

.diam(
ΓE(R)

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ١ (٢)

ایده آلͬ Z(R) باشد، (A) خاصیت دارای R (الف) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[x])

)
= ٢ (٣)

برخͬ برای (ب) یا ،Z(R) ̸= annR(a) باشیم داشته a ∈ Z(R) هر برای و باشد R از
باشند داشته وجود b, c ∈ Z(R)∗ عنصر دو و Z(R) = annR(a) باشیم داشته a ∈ Z(R)

.[b]R ̸= [c]R و bc ̸= ٠ به طوری که
حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٣ (۴)

Z(R) یا نباشد (A) خاصیت دارای R یا و نباشد مینیمال اول ایده  آل دو دقیقاً با کاهشͬ
نباشد. R از ایده آلͬ

بنابراین .diam(
ΓE(R)

)
≥ ١ آن گاه باشد، کاهشͬ حلقه ای R اگر ،٨ . ۵ . ١ قضیه بنابه

R کاهشͬ و جابه جایی حلقه ی برای را ΓE(R[[x]]) گراف قطر حالت های همه ی زیر قضیه ی
ͬ کند. م بیان

در باشد. کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [۴.٣ قضیه ،٣٩] .١٠ . ۵ . ١ قضیه
این صورت،

.diam(
ΓE(R)

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ١ (١)

ناصفر پوچ ساز دارای I + J و diam
(
ΓE(R)

)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٢ (٢)

ͬ باشند. م ناصفر پوچ ساز با شده  تولید شمارا ایده آل های دو هر J و I که باشد
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مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢٠
باشد داشته مینیمال اول ایده آل دو از بیش R اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٣ (٣)

پوچ ساز دارای به طوری که باشند داشته وجود J و I شده ی تولید شمارا ایده آل های و
باشد. نداشته ناصفر پوچ ساز I + J اما هستند ناصفر

به طوری که باشد کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [۴.۴ قضیه ،٣٩] .١١ . ۵ . ١ قضیه
این صورت، در نیست. صحیح دامنه

١ ≤ diam
(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R[x])

)
≤ diam

(
ΓE(R[[x]])

)
≤ ٣.

است. زیر به صورت قطرها این برای مم΄ن حالت های همه ی به علاوه،
اگر تنها و اگر diam

(
ΓE(R[x])

)
= ١ اگر تنها و اگر diam

(
ΓE(R)

)
= ١ (١)

باشد. داشته مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً R اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ١

دارای I + J اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= diam

(
ΓE(R[[x]])

)
= ٢ (٢)

ناصفر پوچ ساز با شده تولید شمارا ایده آل های دو هر J و I آن در که باشد ناصفر پوچ ساز
ͬ باشند. م

Z(R) اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[x])

)
= diam

(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ و diam

(
ΓE(R)

)
= ٢ (٣)

است Z(R) در مشمول که عنصر دو توسط شده تولید ایده آل هر و باشد R از ایده آلͬ
نباشد. (A) خاصیت دارای R ولͬ باشد ناصفر پوچ ساز دارای

دارای R اگر تنها و اگر diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ و diam

(
ΓE(R)

)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= ٢ (۴)

داشته مینیمال اول ایده آل دو از بیش R و باشد R از ایده آلͬ Z(R) باشد، (A) خاصیت
دارای به طوری که باشند داشته وجود R از J و I شده ی تولید شمارا ایده  آل های و باشد

ندارد. ناصفر پوچ ساز I + J اما هستند ناصفر پوچ ساز
بیش R اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= diam

(
ΓE(R[x])

)
= diam

(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ (۵)

وجود a, b صفر مقسوم علیه های از جفت ΁ی و باشد داشته مینیمال اول ایده آل دو از
.annR

(
{a, b}

)
= ٠ به طوری که باشند داشته



٢ فصل
π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ

و چندجمله ای ها شبه حلقه های
توانͬ سری های

R حلقه ی شد. ارائه نویمان فن جان توسط ١٩٣۶ سال در حلقه ها، در بودن منظم مفهوم
داشته به طوری که باشد داشته وجود b ∈ R ،a ∈ R عنصر هر برای هرگاه ͬ نامیم، م منظم را

ͬ باشد. م منظم حلقه ا ی میدان، هر ساده، مثالͬ به عنوان .a = aba باشیم
قرار مطالعه مورد را جابه جایی حلقه های منظم عناصر ،[٨] ͽمرج در بداوی و اندرسون
شبه موضعͬ یا صفر بعد با R اگر تنها و اگر است منظم R عنصر هر که دادند نشان آن ها دادند.
مقسوم علیه های تمام اگر تنها و اگر است (بولͬ) منظم ،R مانند دامنه غیر حلقه ΁ی و باشد

باشد. (خودتوان) منظم آن صفر
π‐منظم و پوچ توان منظم، تمیز، خودتوان، وارون پذیر، عناصر بررسͬ به فصل این در
ایده آل های اشتراک بین ارتباط آخر در ͬ پردازیم. م R٠[[x;α]] و R٠[x;α, δ] ،R٠[x] شبه حلقه های
شبه که ͬ دهیم نشان م و ͬ کنیم م مطالعه را R٠[x] شبه‐رادی΄ال و R٠[x] ماکسیمال چپ

است. آن شبه‐منظم ایده آل بزرگترین ،R٠[x] رادی΄ال
ͬ باشد. م [۴٨ ،۴٧] ͽمراج از برگرفته فصل این مطالب

٢١



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٢٢

R٠[x] شبه حلقه  ی تمیز و منظم عناصر بررسͬ ٢ . ١
حلقه ی روی R٠[x] شبه حلقه ی منظم و تمیز وارون پذیر، عناصر بررسͬ به بخش، این در

ͬ پردازیم. م R جابه جایی
در هستند. مرکزی آن، خودتوان عناصر باشد که شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ١ قضیه

این صورت،
آن گاه ،a = aba به طوری که باشد داشته وجود b ∈ N اگر .a ∈ N ͬ کنیم م فرض (١)

.ab = ba

است. بسته ضربی vnr(N) مجموعه ی (٢)
.vnr(N) ∩Nil(N) = {٠} (٣)

.U(N) ∪ Idem(N) ⊆ vnr(N) ⊆ U(N) ∪ Z(N) (۴)
یا صحیح N اگر به ویژه، .Idem(N) = {٠, ١} اگر تنها و اگر vnr(N) = U(N) ∪ {٠} (۵)

.vnr(N) = U(N) ∪ {٠} آن گاه باشد، موضعͬ
.Idem(N) ̸= {٠, ١} اگر تنها و اگر است ناصفر و ی΄ه غیر عنصری دارای vnr(N) (۶)

و ab چون .a = aba به طوری که دارد وجود b ∈ N لذا .a ∈ vnr(N) ͬ کنیم م فرض (١) برهان.
.ab = (ab)٢ = abab = a(ba)b = (ba)ab = b(ab)a = (ba)٢ = ba پس هستند، خودتوان ba

به طوری که دارند وجود b, c ∈ N عناصر بنابراین .a, a′ ∈ vnr(N) ͬ کنیم م فرض (٢)
داریم ،(١) بنابه پس هستند، مرکزی N خودتوان عناصر چون .a′

= a
′
ca

′ و a = aba

.aa′
= (aba)(a

′
ca

′
) = aa

′
(cb)aa

′

کرد. اثبات را دی·ر گزاره های ͬ توان م مشابه، استدلالͬ با
اگر هستند. مرکزی آن، خودتوان  عناصر که باشد شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ٢ گزاره
.bab = b و aba = a به طوری که دارد وجود b ∈ N فرد به منحصر عنصر ΁ی آن گاه ،a ∈ vnr(N)

قضیه بنابه .a = aca به طوری که دارد وجود c ∈ N پس .a ∈ vnr(N) ͬ کنیم م فرض برهان.
حال .bab = b و aba = a بنابراین .b = cac ͬ کنیم م فرض .ac = ca ∈ Idem(N) ،٢ . ١ . ١
داریم ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه .b١ab١ = b١ و ab١a = a به طوری که دارد وجود b١ ∈ N ͬ کنیم م فرض

بنابراین .ab١ = b١a ∈ Idem(N)

b١ = b١ab١ = b١(aba)b١ = b١(ab١a)b = b١ab = b١(aba)b = bab١ab = b,

است. فرد به منحصر b نتیجه در و



٢٣ R٠[x] شبه حلقه  ی تمیز و منظم عناصر بررسͬ
و باشد کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ٣ لم
و a١b١ = c آن گاه ،g ◦ f = cx اگر .c ∈ R و f =

∑m
i=١ aixi, g =

∑n
j=١ bjxj ∈ R٠[x]

.aibj = ٠ ،i+ j ̸= ٢ که i, j هر برای
بنابراین .g ◦f = a١(b١x)+ · · ·+am(b١x)m = cx این صورت، در .n = ١ ͬ کنیم م فرض برهان.
حال، است. کاهشͬ R زیرا ،aib١ = ٠ نتیجه در و ،aibi١ = ٠ ،i = ٢, . . . ,m هر برای و a١b١ = c

پس .n > ١ ͬ کنیم م فرض
g ◦ f = a١g + a٢g٢ + · · ·+ amgm = cx. (٢ . ١)

کاهشͬ R چون ͬ باشد. م ٢ . ١ معادله پیشرو ضریب ambmn زیرا ،ambmn = ٠ و a١b١ = c لذا
داریم ،٢ . ١ معادله در bn ضرب با .ambn = ٠ پس است،

bna١g + bna٢g٢ + · · ·+ bnam−١gm−١ = bncx. (٢ . ٢)
پس است، کاهشͬ R چون است. ٢ . ٢ معادله پیشرو ضریب زیرا ،bnam−١bm−١

n = ٠ بنابراین
،i = ١, . . . ,m − ٢ هر برای گرفت نتیجه ͬ توان م استقرایی، به طور .bnam−١ = am−١bn = ٠
روند، این ادامه با .(∑n−١

j=١ bjx
j
)
◦
(∑m

i=١ aixi
)
= cx داریم ،٢ . ١ معادله بنابه لذا .bnai = ٠

.bjai = ٠ ،i+ j ̸= ٢ که i, j هر برای کرد ثابت ͬ توان م
عنصر ΁ی f =

∑m
i=٠ aixi که ͬ کنیم م یادآوری باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض

در .ai ∈ Nil(R) ،i ≥ ١ هر برای و a٠ ∈ U(R) اگر تنها و اگر است R[x] حلقه ی از وارون پذیر
ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x] شبه حلقه  ی وارون پذیر عناصر زیر، قضیه

این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ا  ی R ͬ کنیم م فرض .۴ . ٢ . ١ قضیه
،i ≥ ٢ هر برای و a١ ∈ U(R) اگر تنها و اگر است R٠[x] از وارون پذیر عنصر ΁ی f =

∑m
i=١ aixi

.ai ∈ Nil(R)

به طوری که دارد وجود g =
∑n

j=١ bjxj ∈ R٠[x] بنابراین .f ∈ U(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض برهان.
لذا است. کاهشͬ حلقه ای R/Nil(R) است، R حلقه ی از ایده آلͬ Nil(R) چون .f◦g = g◦f = x

.g =
∑n

j=١(bj+Nil(R))xj و f =
∑m

i=١
(
ai+Nil(R)

)
xi که f◦g = g◦f = ١x =

(١+Nil(R)
)
x

بنابراین . a١b١ = b١a١ = ١ و b١ai = ٠ داریم ،i = ٢, . . . ,m هر برای ،٢ . ١ . ٣ لم بنابه پس
پس ،Nil(R) ⊆ J(R) چون به علاوه، .ai ∈ Nil(R) ،i = ٢, . . . ,m هر برای نتیجه در و ai = ٠

.a١ ∈ U(R)

،i ≥ ١ هر برای و a٠ ∈ U(R) به طوری که ،f =
∑n

i=٠ aixi+١ ͬ کنیم م فرض بالعکس،
است، جابه جایی R چون دارد. چپ و راست وارون f ͬ دهیم م نشان .ai ∈ Nil(R)

وجود g =
∑m

j=٠ bjxj ∈ R[x] لذا است. R[x] حلقه ی از وارون پذیری عنصر f١ =
∑n

i=٠ aixi
.g١ =

∑m
j=١ bjxj ∈ Nil(R)[x] داریم ،١ . ١ . ١٢ نتیجه بنابه .f١g = gf١ = ١ به طوری که دارد



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٢۴
.f ◦h = x که ͬ کنیم م پیدا چنان را h =

∑m+١
t=١ htx

t حال، .Nil(R)٢ = ٠ زیرا ،g٢١ = ٠ بنابراین
که کنید توجه منظور این برای

f ◦ h = x

⇔ h١f + h٢f٢ + · · ·+ hm+١fm+١ = x

⇔
[
h١ + h٢f + · · ·+ hm+١fm

]
f = x

⇔
[
h١ + h٢f + · · ·+ hm+١fm

]
f١ = ١

⇔
[
h١ + h٢f + · · ·+ hm+١fm

]
= g

⇔
[
h٢xf١ + · · ·+ hm+١xmfm١

]
= g − h١

⇔
[
h٢x+ · · ·+ hm+١xmfm−١١

]
f١ = g − h١

⇔
[
h٢x+ · · ·+ hm+١xmfm−١١

]
= (g − h١)g

⇔
[
h٣x٢f١ + · · ·+ hm+١xmfm−١١

]
= g٢ − h١g − h٢x

⇔
[
h٣x٢ + · · ·+ hm+١xmfm−٢١

]
f١ = g٢ − h١g − h٢x

⇔
[
h٣x٢ + · · ·+ hm+١xmfm−٢١

]
= g٣ − h١g٢ − h٢xg...

⇔ gm+١ − h١gm − · · · − hmxm−١g − hm+١xm = ٠
⇔ h١ = b٠, h٢ = b٠b١, h٣ = b٢٠b٢ + b٠b٢١ , . . . ,

hm+١ =
∑

i١+···+im+١=m

bi١ . . . bim+١ − h١
∑

i١+···+im=r

bi١ . . . bim − · · · − hmb١.

پس ،bj ∈ Nil(R) ،j ≥ ٢ هر برای و b٠ ∈ U(R) چون است. f راست وارون h بنابراین
ͬ توان م شد، ذکر آنچه مشابه استدلالͬ با لذا .hj ∈ Nil(R) ،j ≥ ٢ هر برای و h١ ∈ U(R)

لذا و ،h ∈ U(R٠[x]) بنابراین .h ◦ k = x به طوری که دارد وجود k ∈ R[x] که گرفت نتیجه
.f ∈ U(R٠[x])

این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۵ . ٢ . ١ نتیجه
.U(R٠[x]) = U(R)x+Nil(R٠[x]) (١)

.U(R٠[x]) = {ux | u ∈ U(R)} آن گاه باشد، کاهشͬ R اگر (٢)
است. وارون پذیر f آن گاه باشد، داشته چپ یا راست وارون f ∈ R٠[x] اگر (٣)

u ∈ U(N) عناصر هرگاه ͬ نامیم، م N شبه حلقه ی از تمیز١ عنصر ΁ی را a عنصر .۶ . ٢ . ١ تعریف
را N تمیز عناصر همه  مجموعه ی .a = u+ e به طوری که باشند داشته وجود e ∈ Idem(N) و

.cln(N) = N هرگاه ͬ نامیم، م تمیز را N به علاوه، ͬ دهیم. م نشان cln(N) با
کنیم. مشخص را R٠[x] شبه حلقه ی تمیز عناصر ساختار بعد، قضیه در

1Clean



٢۵ R٠[x] شبه حلقه  ی تمیز و منظم عناصر بررسͬ
این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ٧ قضیه

.cln(R٠[x]) =
{∑n

i=١ aixi | a١ ∈ cln(R), ai ∈ Nil(R), i ≥ ٢} (١)
نیست. تمیز R٠[x] شبه حلقه  ی (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه و ۴ . ٢ . ١ قضیه بنابه برهان.
شرایط این صورت، در .f ∈ R٠[x] و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ٨ گزاره

معادلند: زیر
.f ∈ vnr(R٠[x]) (١)

.f = f ◦ u ◦ f به طوری که دارد وجود u ∈ U(R٠[x]) عنصر (٢)
.f = u ◦ h به طوری  که دارند وجود h ∈ Idem(R٠[x]) و u ∈ U(R٠[x]) عناصر (٣)

به طوری که دارد وجود g ∈ R٠[x] پس .f ∈ vnr(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض (١) ⇒ (٢) برهان.
،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه بنابه لذا و ،f ◦ g = g ◦ f ∈ Idem(R٠[x]) ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه .f = f ◦ g ◦ f

ͬ کنیم م فرض .١ − e ∈ Idem(R) به وضوح .ex = f ◦ g به طوری که دارد وجود e ∈ Idem(R)

داریم ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه از استفاده با .u = ex ◦ g + (١ − e)x

u ◦ [f + (١ − e)x] = u ◦ f + u ◦ (١ − e)x

= [ex ◦ g + (١ − e)x] ◦ ex ◦ f + [ex ◦ g + (١ − e)x] ◦ (١ − e)x

= ex ◦ [ex ◦ g + (١ − e)x] ◦ f + [ex ◦ g + (١ − e)x] ◦ (١ − e)x

= ex ◦ g ◦ f + (١ − e)x

= ex+ (١ − e)x

= x

بنابه به علاوه، .u ∈ U(R٠[x]) نتیجه در و [f +(١− e)x] ◦u = x که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به
بنابراین .(١ − e)x ◦ f = f ◦ (١ − e)x = f − f ◦ ex = f − f ◦ g ◦ f = ٠ داریم ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه
f ◦ u ◦ f = f ◦

[
ex ◦ g + (١ − e)x)

]
◦ f =

[
(f ◦ ex) ◦ g + f ◦ (١ − e)x

]
◦ f = f ◦ g ◦ f = f.

چون .u = v−١ و v ∈ U(R٠[x]) که f = f ◦ v ◦ f ͬ کنیم م فرض (٢) ⇒ (٣)
.u ◦ h = v−١ ◦ v ◦ f = f پس ،h = v ◦ f ∈ Idem(R٠[x])

لذا .h ∈ Idem(R٠[x]) و u ∈ U(R٠[x]) به طوری که f = u ◦ h ͬ کنیم م فرض (٣) ⇒ (١)
داریم این رو از .h = ex به طوری که دارد وجود e ∈ Idem(R) ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه بنابه

f ◦ u−١ ◦ f = (ex ◦ u) ◦ u−١ ◦ f = ex ◦ f = ex ◦ u ◦ ex = f,

هستند. مرکزی R٠[x] خودتوان  عناصر زیرا



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٢۶
ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x] شبه حلقه ی منظم عناصر ساختار بعد، قضیه در

این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ٩ قضیه
vnr(R٠[x]) =

{∑m
i=١ aixi ∈ R٠[x] | a١ = ue و ai ∈ e

(
Nil(R)

)
,

i ≥ ٢, e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R)
}
.

ͬ شود. م حاصل نتیجه ۴ . ٢ . ١ قضیه و ٢۶ . ١ . ٢ نتیجه ،٢ . ١ . ٨ گزاره از استفاده با برهان.
.vnr(R٠[x]) =

(
vnr(R)

)
x آن گاه باشد، کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R اگر .٢ . ١ . ١٠ نتیجه

.vnr(R٠[x]) =
(
vnr(R)

)
x آن گاه باشد، R از زیرحلقه ای vnr(R) اگر به ویژه،

فرض حال .vnr(R٠[x]) =
(
vnr(R)

)
x ،٢ . ١ . ٩ قضیه بنابه آن گاه ،Nil(R) = ٠ اگر برهان.

و است کاهشͬ R ،[٢.٩ قضیه ،٨] بنابه دراین صورت، باشد. R از زیرحلقه ای vnr(R) ͬ کنیم م
.vnr(R٠[x]) =

(
vnr(R)

)
x نتیجه در

vnr(R٠[x]) اگر .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ١١ قضیه
.vnr(R٠[x]) =

(
vnr(R)

)
x و است کاهشͬ R آن گاه باشد، R٠[x] از زیرشبه حلقه ای

.x+ f ∈ U(R٠[x]) ⊆ vnr(R٠[x]) ،۵ . ٢ . ١ نتیجه بنابه .f ∈ Nil(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض برهان.
بنابه لذا .f = −x+(x+f) ∈ vnr(R٠[x]) داریم است، R٠[x] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x]) چون
نتیجه در و Nil(R٠[x]) = {٠} بنابراین .f ∈ vnr(R٠[x])∩Nil(R٠[x]) = {٠} داریم ،٢ . ١ . ١ قضیه

.vnr(R٠[x]) =
(
vnr(R)

)
x ،٢ . ١ . ١٠ نتیجه بنابه لذا است. کاهشͬ R ،١ . ٢ . ١٧ گزاره بنابه

حلقه ی منظم عناصر همه ی مجموعه ی که کردند ثابت ،[٢.١ قضیه ،٨] بداوی و اندرسون
آورد. به دست را زیر نتیجه ͬ توان م بنابراین است. بسته ضربی مجموعه ی ΁ی ،R جابه جایی
این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ١٢ نتیجه

باشد. R از زیرحلقه ای vnr(R) اگر تنها و اگر است R٠[x] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x])

داریم ،٢ . ١ . ١١ قضیه بنابه آن گاه باشد، R٠[x] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x]) اگر برهان.
بنابه نتیجه در و است، (R٠[x],+) از زیرگروهͬ (

vnr(R)
)
x بنابراین .vnr(R٠[x]) =

(
vnr(R)

)
x

است. R از زیرحلقه ای vnr(R) ،٢ . ١ . ١ قضیه
داریم ،٢ . ١ . ١٠ نتیجه بنابه باشد. R از زیرحلقه ای vnr(R) ͬ کنیم م فرض بالعکس،
قضیه بنابه لذا و است (R٠[x],+) از زیرگروهͬ vnr(R٠[x]) بنابراین .vnr(R٠[x]) =

(
vnr(R)

)
x

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٢ . ١ . ١
٢ ∈ و Nil(R)٢ = ٠ به طوری که باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ١ . ١٣ قضیه
R٠[x] از ی΄ه عنصر دو مجموع ،f آن گاه باشد، f ∈ vnr(R٠[x]) اگر این صورت، در .U(R)

است.



٢٧ R٠[x] شبه  حلقه ی  π‐منظم عناصر بررسͬ
u ∈ U(R) عناصر ،٢ . ١ . ٩ قضیه بنابه لذا .f =

∑m
i=١ aixi ∈ vnr(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض برهان.

بنابه .ai ∈ e
(
Nil(R)

) ،i ≥ ٢ هر برای و a١ = ue به طوری که دارند وجود e ∈ Idem(R) و
u

′
, v

′ ∈ U(R) ،[٢.١٠ قضیه ،٨] بنابه ،٢ ∈ U(R) چون .a١ ∈ vnr(R) داریم ،[٢.٢ قضیه ،٨]
.h = v′x + a٢x٢ + · · · + amxm و g = u′x دهید قرار .a١ = u′ + v′ به طوری که دارند وجود
ی΄ه عنصر دو مجموع ،f = g + h نتیجه در و ،g, h ∈ U(R٠[x]) داریم ،۴ . ٢ . ١ قضیه بنابه پس

است. R٠[x] از
٢ ∈ و Nil(R)٢ = ٠ به طوری که باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۴ . ٢ . ١ قضیه
هر مجموع اگر تنها و اگر است R٠[x] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x]) این صورت، در .U(R)

باشد. منظم عنصر ΁ی ،R٠[x] از ی΄ه عنصر چهار
،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه چون باشد. R٠[x] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

ͬ شود. م حاصل آسانͬ به نتیجه پس ،U(R٠[x]) ⊆ vnr(R٠[x])
.f, g ∈ vnr(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض است. بسته ضربی vnr(R٠[x]) ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه بالعکس،
.g = v١+v٢ و f = u١+u٢ به طوری که u١, u٢, v١, v٢ ∈ U(R٠[x]) عناصر ،٢ . ١ . ١١ قضیه بنابه پس

.f+g ∈ vnr(R٠[x]) فرض، بنابه لذا است. R٠[x] از ی΄ه عنصر چهار مجموع ،f+g بنابراین
و Nil(R)٢ = ٠ به طوری که باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۵ . ٢ . ١ نتیجه
آن گاه باشد، منظم ،R٠[x] شبه حلقه ی از ی΄ه عنصر چهار هر مجموع اگر .٢ ∈ U(R)

.vnr(R٠[x]) =
(
vnr(R)

)
x

ͬ شود. م حاصل نتیجه آسانͬ به ٢ . ١ . ١٢ و ٢ . ١ . ١٠ نتایج و ١۴ . ٢ . ١ قضیه از استفاده با برهان.

R٠[x] شبه  حلقه ی  π‐منظم عناصر بررسͬ ٢ . ٢
جابه جایی حلقه ی روی R٠[x] شبه حلقه  ی π‐منظم عناصر ساختار بررسͬ به بخش این در ما

ͬ پردازیم. م R

عدد هرگاه ͬ نامیم، م N (حلقه ی) شبه حلقه ی از π‐منظم عنصر ΁ی را a عنصر .٢ . ٢ . ١ تعریف
‐π عناصر همه ی مجموعه ی باشد. منظم an به طوری که باشد داشته وجود n مثبت صحیح
.π−r(N) = N هرگاه ͬ نامیم، م π‐منظم را N به علاوه، ͬ دهیم. م نشان π−r(N) با را N منظم
مرکزی آن خودتوان عناصر به طوری که باشد شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه

این صورت، در هستند.
است. π‐منظم منظم، شبه حلقه ی هر به ویژه، .vnr(N) ⊆ π − r(N) (١)



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٢٨
.vnr(N) ∪Nil(N) ⊆ π − r(N) ⊆ U(N) ∪ Z(N) (٢)

صحیح N اگر به ویژه، .Idem(N) = {٠, ١} اگر تنها و اگر π − r(N) = U(N) ∪Nil(N) (٣)
.π − r(N) = U(N) ∪Nil(N) آن گاه باشد،  موضعͬ یا

.Idem(N) ̸= {٠, ١} اگر تنها و اگر است ی΄ه غیر ناصفر عنصر ΁ی شامل π − r(N) (۴)
ͬ شود. م ثابت ،[۴.١ قضیه ،٨] مشابه استدلالͬ با برهان.

صحیح عدد هر برای این صورت، در .f ∈ R٠[x] و باشد دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض
ͬ کنیم م قرارداد ،n مثبت

f (n) =

n︷ ︸︸ ︷
f ◦ · · · ◦ f .

‐π ،f این صورت، در .f ∈ R٠[x] و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
و باشد منظم g ◦ f به طوری که باشد داشته وجود g ∈ Idem(R٠[x]) اگر تنها و اگر است منظم

.(x− g) ◦ f ∈ Nil(R٠[x])

به طوری که دارد وجود n مثبت صحیح عدد بنابراین .f ∈ π− r(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض برهان.
e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R٠[x]) ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه و ٢ . ١ . ٨ گزاره بنابه نتیجه در و است منظم f (n)

داریم هستند، مرکزی R٠[x] خودتوان عناصر چون .f (n) = u ◦ ex به طوری که دارند وجود
ex ◦ f ◦

[
f (n−١) ◦ u−١] ◦ ex ◦ f =

[
ex ◦ f (n) ◦ u−١] ◦ ex ◦ f

=
[
ex ◦ u ◦ ex ◦ u−١] ◦ ex ◦ f

=
[
ex ◦ u ◦ u−١] ◦ ex ◦ f

= ex ◦ f,

به علاوه، .ex ◦ f ∈ vnr(R٠[x]) نتیجه در )و
(١ − e)x ◦ f

)(n)
= (١ − e)x ◦ f (n) = (١ − e)x ◦ u ◦ ex = ٠,

.(١ − e)x ◦ f ∈ Nil(R٠[x]) بنابراین .(١ − e)x ∈ Idem(R٠[x]) زیرا
و ex ◦ f ∈ vnr(R٠[x]) به طوری که دارد وجود e ∈ Idem(R) ͬ کنیم م فرض بالعکس،

به طوری که دارد وجود n ≥ ١ این رو از .(١ − e)x ◦ f ∈ Nil(R٠[x])

٠ =
(
(١ − e)x ◦ f

)(n)
= (١ − e)x ◦ f (n) = f (n) ◦ (١ − e)x,

٢ . ١ . ٨ گزاره بنابه است، منظم ex◦f چون .f (n) = ex◦f (n) بنابراین است. مرکزی (١−e)x زیرا
.ex◦f = u◦cx به طوری که دارند وجود c ∈ Idem(R) و u ∈ U(R٠[x]) عناصر ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه و
نتیجه در و ،(ex ◦ f)(n) = ex ◦ f (n) = f (n) طرفͬ از .(ex ◦ f)(n) = (u ◦ cx)(n) = cx ◦ u(n) لذا
مرکزی R٠[x] خودتوان عناصر چون .g = cx ◦ (u−١)(n) ͬ کنیم م فرض .f (n) = cx ◦ u(n)



٢٩ R٠[x] شبه  حلقه ی  π‐منظم عناصر بررسͬ
،f بنابراین .f (n) ◦ g ◦ f (n) = f (n) ◦ cx ◦ (u−١)(n) ◦ f (n) = cx ◦ u(n) = f (n) داریم هستند،

است. π‐منظم

R٠[x] از π‐منظم عنصر ΁ی f اگر باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۴ . ٢ . ٢ لم
.g ◦ f = g ◦ u به طوری که دارند وجود g ∈ Idem(R٠[x]) و u ∈ U(R٠[x]) آن گاه باشد،

و ،n ≥ ١ صحیح عدد ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه و ٢ . ١ . ٨ گزاره بنابه پس ،f ∈ π− r(R٠[x]) چون برهان.
برهان به توجه با .f (n) = u ◦ ex به طوری که دارند وجود e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R٠[x]) عناصر
v ∈ U(R٠[x]) ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه و ٢ . ١ . ٨ گزاره بنابه لذا است. منظم ex ◦ f ،٢ . ٢ . ٣ قضیه
چون .e = c ͬ کنیم م ثابت .ex ◦ f = cx ◦ v به طوری که دارند وجود c ∈ Idem(R) و
به علاوه، .ec = c نتیجه در و ،ecx ◦ v = cx ◦ v پس ،ex ◦ f = ex ◦ (ex ◦ f) = ex ◦ (cx ◦ v)

بنابراین هستند. مرکزی cx و ex زیرا ،(ex ◦ f)(n) = ex ◦ f (n) = cx ◦ v(n)

.ex = cx ◦ v(n) ◦ u−١ داریم این  رو از .f (n) = u ◦ ex زیرا ،ex ◦ f (n) = ex ◦ u = cx ◦ v(n)

e = c بنابراین .ec = e نتیجه در و ،ecx = ex ◦ cx = cx ◦ v(n) ◦ u−١ ◦ cx = cx ◦ v(n) ◦ u−١ لذا
.g ◦ f = g ◦ v لذا و

آن از پوچ ایده آل ΁ی I و دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢١.٢٨ قضیه ،۶١] .۵ . ٢ . ٢ لم
.c+ I = e+ I به طوری که دارد وجود e ∈ Idem(R) آن گاه ،c+ I ∈ Idem(R/I) اگر باشد.

این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ٢ . ٢ قضیه
باشد. منظم R٠[x]/

(
Nil(R٠[x])

) در f +Nil(R٠[x]) اگر تنها و اگر است π‐منظم ،f ∈ R٠[x]

صحیح عدد این صورت، در .f = f +Nil(R٠[x]) و باشد π‐منظم ،f ͬ کنیم م فرض برهان.
.f (n) ◦g ∈ Idem(R٠[x]) پس .f (n) = f (n) ◦g ◦f (n) به طوری که دارند وجود g ∈ R٠[x] و n ≥ ١

بنابراین .f (n) ◦ g = ex به طوری که دارد وجود e ∈ Idem(R) ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه بنابه )لذا
(١ − e)x ◦ f

)(n)
= (١ − e)x ◦ f (n) = (١ − e)x ◦ ex ◦ f (n) = ٠,

.[x− f (n) ◦ g
]
◦ f = (١− e)x ◦ f ∈ Nil(R٠[x]) لذا هستند. مرکزی R٠[x] خودتوان عناصر زیرا

داریم است، R٠[x] از خودتوانͬ x− f (n) ◦ g چون
f − f ◦

[
f (n−١) ◦ g] ◦ f = f − f (n) ◦ g ◦ f

= f − f ◦ f (n) ◦ g

= f ◦
[
x− f (n) ◦ g]

=
[
x− f (n) ◦ g] ◦ f ∈ Nil

(
R٠[x]

)
.

است. منظم ،f نتیجه در و ،f +Nil(R٠[x]) = f ◦
[
f (n−١) ◦ g] ◦ f +Nil(R٠[x]) پس

و باشد منظم R٠[x]/Nil(R٠[x]) در f = f + Nil(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض بالعکس،
و u ∈ U

(
R٠[x]/Nil(R٠[x])

) عناصر ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه و ٢ . ١ . ٨ گزاره بنابه .f =
∑m

i=١ aixi



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٣٠
،١ . ٢ . ٢٢ لم بنابه لذا .f = u ◦ c به طوری که دارند وجود c ∈ Idem

(
R٠[x]/Nil(R٠[x])

)
v′ ∈ U(R) ،۵ . ٢ . ١ نتیجه بنابه .c ∈ Idem

(
R/Nil(R)

)
٠[x] و u ∈ U

(
R/Nil(R)

)
٠[x] داریم

و ٢۶ . ١ . ٢ نتیجه بنابه طرفͬ، از .Nil(R) ⊆ J(R) زیرا ،u = v′x به طوری که دارد وجود
بنابراین .c = ex =

(
e + Nil(R)

)
x به طوری که دارد وجود e ∈ Idem(R) ،۵ . ٢ . ٢ لم

،i ≥ ٢ هر برای لذا .f =
∑m

i=١ aixi = v′ex نتیجه در و ،f = v′x ◦ ex = v′ex = v′ex

لذا .a١ = v′e + b به طوری که دارد وجود b ∈ Nil(R) پس .a١ − v′e, ai ∈ Nil(R) داریم
بنابه .f = v′x ◦ ex+ w بنابراین .w = bx+ a٢x٢ + · · ·+ amxm ∈ Nil(R)٠[x] = Nil(R٠[x])

،٢ . ١ . ٨ گزاره بنابه نتیجه در و ،v′x+ w ∈ U(R٠[x]) ،۴ . ٢ . ١ قضیه
ex ◦ f = ex ◦ (ex ◦ v′x+ w) = ex ◦ (v′x+ w),

R٠[x] از ایده آلͬ Nil(R٠[x]) و هستند مرکزی R٠[x] خودتوان عناصر چون ͬ باشد. م منظم
داریم ͬ باشد، م

(١− e)x ◦ f = f − f ◦ ex = (v′x ◦ ex+w)− (v′x ◦ ex+w) ◦ ex = w− ex ◦w ∈ Nil(R٠[x]).

.f ∈ π − r(R٠[x]) ،٢ . ٢ . ٣ قضیه بنابه لذا
π‐منظم ،R٠[x] آن گاه باشد، جابه جایی حلقه ای R اگر که ͬ شود م نتیجه ۶ . ٢ . ٢ قضیه ی از

ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x] π‐منظم عناصر ساختار بعد، قضیه در ما نیست.
در .f ∈ R٠[x] و Nil(R)٢ = ٠ باشد، جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٢ . ٧ قضیه

معادلند: زیر شرایط این صورت،
.f ∈ π − r(R٠[x]) (١)

.f (n) ∈ vnr(R٠[x]) ،n ≥ ١ برخͬ برای (٢)
.h ∈ Idem(R٠[x]) و u ∈ U(R٠[x]) برخͬ برای ،f (n) = u ◦ h (٣)

.w ∈ Nil(R٠[x]) و g ∈ vnr(R٠[x]) برخͬ برای f = g + w (۴)
.w ∈ Nil(R٠[x]) و h ∈ Idem(R٠[x]) ،u ∈ U(R٠[x]) برخͬ برای f = u ◦ h+ w (۵)

.f +Nil(R٠[x]) ∈ vnr
(
R٠[x]/(Nil(R٠[x])

) (۶)
است. ͹واض (١) ⇔ (٢) برهان.

ͬ شود. م حاصل ،٢ . ١ . ٨ گزاره از (۴) ⇔ (۵) و (٢) ⇔ (٣)
ͬ شود. م حاصل ،۶ . ٢ . ٢ قضیه از (١) ⇒ (۵)

است. ͹واض (۴) ⇒ (۶)
ͬ شود. م حاصل ،۶ . ٢ . ٢ قضیه از (۶) ⇒ (١)



٣١ R٠[x] شبه  حلقه ی  π‐منظم عناصر بررسͬ
این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٢ . ٨ نتیجه

برقرارند: زیر گزاره های
.π − r(R٠[x]) = vnr(R٠[x]) +Nil(R٠[x]) (١)

.π − r(R٠[x])/
(
Nil(R٠[x])

)
= vnr

(
R٠[x]/(Nil(R٠[x])

) (٢)
باشد. کاهشͬ R اگر تنها و اگر π − r(R٠[x]) = vnr(R٠[x]) (٣)

است. R٠[x] از ی΄ه عنصر دو مجموع f آن گاه ،f ∈ π − r(R٠[x]) و ٢ ∈ U(R) اگر (۴)
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٢ . ٢ . ٧ قضیه در (۴) و (١) بودن معادل از (١) برهان.

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٢ . ٢ . ٧ قضیه در (۶) و (١) بودن معادل از (٢)
حاصل (١) از نتیجه پس ،Nil(R٠[x]) ∩ vnr(R٠[x]) = {٠} ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه چون (٣)

ͬ شود. م
قضیه بنابه طرفͬ، از .w ∈ Nil(R٠[x]) و g ∈ vnr(R٠[x]) که f = g + w ،(١) بنابه (۴)
داریم ،۴ . ٢ . ١ قضیه بنابه .g = u+ v به طوری که دارند وجود u, v ∈ U(R٠[x]) عناصر ،٢ . ١ . ١٣

است. ی΄ه عنصر دو مجموع ،f = u+ u′ بنابراین .u′ = v + w ∈ U(R٠[x])

این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٢ . ٩ گزاره
است. R٠[x] از بسته٢ ضربی زیرمجموعه ی ΁ی π − r(R٠[x])

،u١, u٢ ∈ U(R) ،٢ . ٢ . ٨ نتیجه بنابه این رو از .f١, f٢ ∈ π − r(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض برهان.
و f١ = u١e١x + h١ به طوری که دارند وجود h١, h٢ ∈ Nil(R٠[x]) و e١, e٢ ∈ Idem(R)

پوچ توان w٢ = f١ ◦ h٢ و w١ = u٢e٢h١ پس است، ایده آل Nil(R٠[x]) چون .f٢ = u٢e٢x+ h٢
داریم لذا هستند.

f١ ◦ f٢ = (u١e١x+ h١) ◦ (u٢e٢x+ h٢)
= (u١e١x+ h١) ◦ u٢e٢x+ (u١e١x+ h١) ◦ h٢
= u٢e٢(u١e١x+ h١) + w٢
= u٢e٢u١e١x+ w١ + w٢.

زیرا ،w١ + w٢ ∈ Nil(R٠[x]) به علاوه، .u٢e٢u١e١ ∈ vnr(R) داریم ،[٢.١ قضیه ،٨] بنابه
.f١ ◦ f٢ ∈ π − r(R٠[x]) داریم ،٢ . ٢ . ٨ نتیجه بنابه این رو  از است. ایده آل Nil(R٠[x])

این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٢ . ١٠ قضیه
.Nil(R) = {٠} یا Idem(R) = {٠, ١} اگر تنها و اگر π − r(R٠[x]) = vnr(R٠[x]) ∪Nil(R٠[x])

2Multiplicatively closed subset



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٣٢
از .e ∈ Idem(R) \ {٠, ١} و π − r(R٠[x]) = vnr(R٠[x]) ∪ Nil(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض برهان.
لذا .f ∈ Nil(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض .Idem(R٠[x]) ̸= {٠, x} داریم ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه بنابه این رو

داریم ،٢ . ٢ . ٨ نتیجه بنابه
ex+ f ∈ vnr(R٠[x]) +Nil(R٠[x]) = π − r(R٠[x]) = vnr(R٠[x]) ∪Nil(R٠[x]).

،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه نتیجه در .ex+ f ∈ vnr(R٠[x]) پس ،e ̸= ٠ چون
f − ex ◦ f = (١ − e)x ◦ f = (١ − e)x ◦ (ex+ f) ∈ vnr(R٠[x]),

،f − ex ◦ f = (١− e)x ◦ f ∈ Nil(R٠[x]) به علاوه، هستند. مرکزی R٠[x] خودتوان عناصر زیرا
جای گذاری با .f − ex ◦ f = ٠ داریم ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه لذا است. ایده آل Nil(R٠[x]) زیرا
لذا .f = ٠ این رو از و ،ex ◦ f = ٠ گرفت نتیجه ͬ توان م مشابه، استدلالͬ و ex به جای (١− e)x

.Nil(R) = ٠ ،١ . ٢ . ١٧ گزاره بنابه
لذا .Idem(R٠[x]) = {٠, x} ،٢۶ . ١ . ٢ نتیجه بنابه آن گاه ،Idem(R) = {٠, ١} اگر بالعکس،
،٢ . ٢ . ٨ و ۵ . ٢ . ١ نتایج بنابه این رو از .vnr(R٠[x]) = U(R٠[x]) ∪ {٠} داریم ،٢ . ١ . ١ قضیه طبق
آن گاه ،Nil(R) = ٠ اگر به علاوه، .π − r(R٠[x]) = U(R٠[x]) +Nil(R٠[x]) = U(R٠[x]) داریم
بنابراین .π−r(R٠[x]) = vnr(R٠[x]) ،۵ . ٢ . ١ نتیجه بنابه لذا .Nil(R٠[x]) = Nil(R)٠[x] = {٠}

.π − r(R٠[x]
)
= vnr(R٠[x]) ∪Nil(R٠[x])

چندجمله ای های شبه حلقه ی پوچ توان عناصر بررسͬ ٢ . ٣
اریب

R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی پوچ توان عناصر ساختار مطالعه ی به بخش، این در
این صورت، در .A ⊆ R و باشد ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض ͬ پردازیم. م

.A٠[x] =
{∑n

i=١ aixi ∈ R٠[x;α, δ] | ai ∈ A
} و A[x] =

{∑n
i=٠ aixi ∈ R[x;α, δ] | ai ∈ A

}
∑m

i=٠ aixi ͬ کنیم م فرض همچنین، باشد. ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٣ . ١ گزاره
از پوچ ,α)‐سازگار δ) ایده آل ΁ی I اگر باشند. R[x;α, δ] شبه حلقه ی از عناصری ∑n

j=٠ bjxj و
معادلند: زیر شرایط آن گاه باشد، R

و i = ١, . . . ,m هر برای آن گاه ،(∑m
i=٠ aixi

)
◦
(∑n

j=٠ bjxj
)

∈ Nil(R)[x] اگر (١)
.aibj ∈ Nil(R) داریم ،j = ٠, ١, . . . , n

و i = ١, . . . ,m هر برای آن گاه ،(∑m
i=٠ aixi

)
◦
(∑n

j=٠ bjxj
)

∈ Nil(R/I)[x] اگر (٢)
.aibj ∈ Nil(R/I) داریم ،j = ٠, ١, . . . , n



٣٣ اریب چندجمله ای های شبه حلقه ی پوچ توان عناصر بررسͬ
لذا .Nil(R) = Nil(R)/I پس است، پوچ I ایده آل چون .R = R/I ͬ دهیم م قرار برهان.
.(∑m

i=٠ aixi)◦(
∑n

j=٠ bjxj) ∈ Nil(R)[x] اگر تنها و اگر (∑m
i=٠ aixi

)
◦
(∑n

j=٠ bjxj
)
∈ Nil(R)[x]

اگر تنها و اگر aibj ∈ Nil(R) داریم ،j = ٠, ١, . . . , n و i = ١, . . . ,m هر برای بنابراین
.aibj ∈ Nil(R/I)

همچنین، باشد. R از ایده آلͬ Nil(R) و ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه
اگر باشند. R[x;α, δ] شبه حلقه ی از عناصری g =

∑n
j=٠ bjxj و f =

∑m
i=٠ aixi ͬ کنیم م فرض

.aibj ∈ Nil(R) داریم ،j = ٠, ١, . . . , n و i = ١, . . . ,m هر برای آن گاه ،f ◦ g ∈ Nil(R)[x]

‐(α, δ) ایده آل ΁ی Nil(R) چون .R = R/Nil(R) و f ◦ g ∈ Nil(R)[x] ͬ کنیم م فرض برهان.
حلقه ای R ،٢۴ . ١ . ١ گزاره بنابه لذا است. کاهشͬ و ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R است، R از سازگار
برای ،١ . ١ . ٢٧ لم بنابه پس ،f ◦ g = ٠ داریم ،R[x;α, δ] شبه حلقه ی در چون است. α‐صلب

حاصل نتیجه ،٢ . ٣ . ١ گزاره بنابه این رو از .aibj = ٠ ،j = ٠, ١, . . . , n و i = ١, . . . ,m هر
ͬ شود. م

.a١, a٢, . . . , an, a, b ∈ R و باشد R حلقه ی از ایده آلͬ Nil(R) کنیم فرض [٢ لم ،٣٧] .٢ . ٣ . ٣ لم
این صورت، در

.arb ∈ Nil(R) ،r ∈ R هر برای آن گاه ،ab ∈ Nil(R) اگر (١)
.ab ∈ Nil(R) آن گاه ،abn ∈ Nil(R) باشیم داشته n ≥ ١ صحیح عدد برخͬ برای اگر (٢)

.a١a٢ · · · an ∈ Nil(R) آن گاه ،bi ∈ {a١, a٢, . . . , an} به طوری که b١b٢ · · · bm ∈ Nil(R) اگر (٣)
آن گاه باشد، f ثابت جمله a٠ اگر باشد. R[x;α, δ] شبه حلقه ی از عنصری f ͬ کنیم م فرض

ͬ دهیم. م نشان C ′
f نماد با را Cf \ {a٠}

f١, f٢, . . . , fn و R از ایده آلͬ Nil(R) ,α)‐سازگار، δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۴ . ٢ . ٣ گزاره
آن گاه ،f١ ◦ f٢ ◦ · · · ◦ fn ∈ Nil(R)[x] اگر باشند. R[x;α, δ] شبه حلقه ی از عناصری

.C ′
f١C

′
f٢ · · ·C

′
fn

⊆ Nil(R)

حاصل نتیجه ،٨ . ۶ . ٢ قضیه از آن گاه ،n = ٢ اگر ͬ کنیم. م اثبات n روی استقرا با برهان.
قضیه بنابه لذا .f١ ◦g ∈ Nil(R)[x] پس .g = f٢ ◦f٣ ◦ · · · ◦fn و n > ٢ ͬ کنیم م فرض ͬ شود. م
،a١ ∈ C

′
f١ هر برای بنابراین .a١ ∈ C

′
f١ و ag ∈ Cg به طوری که ،a١ag ∈ Nil(R) داریم ،٨ . ۶ . ٢

داریم
g ◦ a١x = (f٢ ◦ f٣ ◦ · · · ◦ fn) ◦ a١x = (f٢ ◦ f٣ ◦ · · · ◦ fn−١) ◦ (fn ◦ a١x)

= (f٢ ◦ f٣ ◦ · · · ◦ fn−١) ◦ (a١fn) ∈ Nil(R)[x].

داریم استقرا فرض بنابه این رو از .an ∈ Cf که هستند a١an فرم به a١fn ضرایب
.C ′

f١C
′
f٢ · · ·C

′
fn

⊆ Nil(R) ،٢ . ٣ . ٣ لم بنابه لذا .a٢a٣ · · · an−١a١an ∈ Nil(R)



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٣۴
شبه حلقه ی از پوچ توان عنصری f و ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۵ . ٢ . ٣ قضیه

هستند. پوچ توان f ضرایب آن گاه باشد، R از ایده آلͬ Nil(R) اگر باشد. R[x;α, δ]

پس باشد. R[x;α, δ] شبه حلقه ی از پوچ توان عنصر ΁ی f =
∑n

i=٠ aixi ͬ کنیم م فرض برهان.
برای ،۴ . ٢ . ٣ گزاره بنابه .f (k) = f ◦ f ◦ · · · ◦ f = ٠ داریم ،k ≥ ٢ صحیح اعداد برخͬ برای
برابر fk ثابت جمله اما .a٠ ∈ Nil(R) ͬ دهیم م نشان اکنون .ai ∈ Nil(R) داریم ،i ≥ ١ هر
و t ≥ ٢ به طوری که ͬ باشد م R از bi١b٢ · · · bt فرم به عناصر از جمعͬ β که a٠ + β با است

.a٠ ∈ Nil(R) پس ،a٠ +β ∈ Nil(R) چون .β ∈ Nil(R) بنابراین .bi١ ∈ {a١, a٢, . . . , an}

را R اول ایده آل های همه ی اشتراک باشد. دلخواه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ٢ . ٣ تعریف
ͬ دهیم. م نشان P (R) با را آن و ͬ نامیم م R اول رادی΄ال

g =
∑n

j=٠ bjxj و f =
∑m

i=٠ aixi هرگاه ͬ نامیم، م آرمنداریز٣ را R حلقه ی .٢ . ٣ . ٧ تعریف
.aibj = ٠ ،i, j هر برای آن گاه ،fg = ٠ و باشند R[x] حلقه ی از عناصری

است. آرمنداریز کاهشͬ، حلقه ی هر (١) .٢ . ٣ . ٨ مثال
ͬ باشد. م آرمنداریز حلقه ای Zn ،n مثبت صحیح عدد هر برای (٢)

ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی پوچ توان عناصر ساختار بعد، قضیه ی در
برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ اگر باشد. ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٣ . ٩ قضیه

:Nil
(
R[x;α, δ]

)
= Nil(R)٠[x] داریم ،R[x;α, δ] شبه حلقه ی برای آن گاه باشد،

باشد؛ R حلقه ی از پوچ توان موضعاً ایده آلͬ Nil(R) هرگاه (١)
Nil(R)؛ = P (R) هرگاه (٢)

باشد. R از ایده آلͬ Nil(R) و آرمنداریز حلقه ای R هرگاه (٣)
ͬ کنیم م فرض .Nil(R[x;α, δ]) ⊆ Nil(R)٠[x] ͬ دهیم م نشان ابتدا (١) برهان.
.a٠, a١, . . . , am ∈ Nil(R) داریم ،۵ . ٢ . ٣ قضیه بنابه .f =

∑m
i=٠ aixi ∈ Nil(R[x;α, δ])

داریم ،t ≥ ٢ صحیح عدد برخͬ برای پس است، R از پوچ توان موضعاً ایده آلͬ Nil(R) چون
.s = ٠, ١, . . . ,m و ٠ ≤ i ≤ j به طوری که ،A = ∪f j

i (as) ͬ کنیم م فرض .{a٠, a١, . . . , am}t = ٠
{a٠, a١, . . . , am}t = و است ,α)‐سازگار δ) ،R حلقه ی زیرا ،At = ٠ داریم ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه لذا
بنابراین .f (k) = ٠ داریم ،k ≥ t صحیح عدد برخͬ برای پس ،f ∈ Nil(R[x;α, δ]) چون .٠
به طوری که است bi١bi٢ . . . bil فرم به عناصر از جمعͬ ،fk در xj ضریب ،j ≥ ١ هر برای
است a٠ + a١a٠ + a٢١a٠ + · · · + ak−٢١ a٠ + β ،f (k) ثابت جمله به علاوه، .l ≥ k و bir ∈ A

بنابراین .β = ٠ لذا .l ≥ k و bir ∈ A به طوری که bi١bi٢ · · · bil فرم به عناصر از جمعͬ β و
3Armendariz



٣۵ اریب چندجمله ای های شبه حلقه ی پوچ توان عناصر بررسͬ
با .a٠ + a١a٠ + a٢١a٠ + · · · + ak−٢١ a٠ + β = ٠ زیرا ،a٠ + a١a٠ + a٢١a٠ + · · · + ak−٢١ a٠ = ٠
پس ،ak−١١ a٠ = ٠ چون .a١a٠ + a٢١a٠ + a٣١a٠ + · · ·+ ak−١١ a٠ = ٠ داریم a١ در معادله این ضرب

.f ∈ Nil(R)٠[x] بنابراین .a٠ = ٠ نتیجه در و ،a١a٠ + a٢١a٠ + a٣١a٠ + · · ·+ ak−٢١ a٠ = ٠
پوچ توان موضعاً ایده آلͬ Nil(R) چون .f =

∑m
i=١ aixi ∈ Nil(R)٠[x] ͬ کنیم م فرض اکنون

A = ∪f j
i (as) ͬ کنیم م فرض .{a١, . . . , am}t = ٠ داریم ،t ≥ ٢ برخͬ برای پس است، R از

داریم ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه است، ,α)‐سازگار δ) ،R چون .s = ١, . . . ,m و ٠ ≤ i ≤ j به طوری که
فرم به عناصر از جمعͬ f (t) در xj ضریب ،j ≥ ١ هر برای زیرا ،f (t) = ٠ بنابراین .At = ٠

.f ∈ Nil(R[x;α, δ]) لذا .l ≥ t و bir ∈ A به طوری که است bi١bi٢ · · · bil
پس ،P(R) ⊆ L − rad(R) ⊆ Nil(R) چون .Nil(R) = P(R) ͬ کنیم م فرض (٢)
بنابه لذا است. R از پوچ توان موضعاً ایده آل ΁ی Nil(R) این رو از .Nil(R) = L − rad(R)

ͬ شود. م حاصل نتیجه (١)
بنابه است، آرمنداریز R چون .{a٠, a١, . . . , an} ⊆ Nil(R) ͬ کنیم م فرض (٣)
لذا .∑n

i=٠ aixi ∈ Nil(R[x]) بنابراین .Nil(R[x]) = Nil(R)[x] داریم ،[۵.٢ نتیجه ،٣٧]
و است پوچ توان موضعا ً Nil(R) ایده آل پس .{a٠, a١, . . . , an}n = ٠ داریم ،[١ گزاره ،٩] بنابه

ͬ شود. م حاصل نتیجه (١) طبق لذا
ͬ شود. م حاصل ،٢ . ٣ . ٩ قضیه از مستقیماً بعد، نتیجه

از پوچ توان موضعاً ایده آلͬ Nil(R) و ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٣ . ١٠ نتیجه
معادلند: زیر شرایط این صورت، در باشد. R

است. کاهشͬ R[x;α, δ] (١)
است. کاهشͬ R٠[x;α, δ] (٢)

است. کاهشͬ R (٣)
از پوچ توان موضعاً ایده آلͬ Nil(R) و ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ٣ . ١١ قضیه

است. R٠[x;α, δ] از ایده آلͬ Nil(R٠[x;α, δ]) = Nil(R)٠[x] این صورت، در باشد. R
.g =

∑n
j=١ bjxj ∈ R٠[x;α, δ] و f =

∑m
i=١ aixi ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

بنابه است، R از ایده آلͬ Nil(R) چون .ai ∈ Nil(R) داریم ،i ≥ ١ هر برای ،٢ . ٣ . ٩ قضیه بنابه
بنابراین .g◦f = a١g+a٢g٢+· · ·+amgm ∈ Nil(R)٠[x] = Nil(R[x;α, δ]) داریم ،٢ . ٣ . ٩ قضیه

است. R٠[x;α, δ] از چپ ایده آل ΁ی Nil(R٠[x;α, δ]) نتیجه در و ،g ◦ f ∈ Nil(R٠[x;α, δ])
g =

∑m
i=١ bixi, h =

∑m
j=١ cixi و f =

∑m
i=١ aixi ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض حال

بنابراین باشند. R٠[x;α, δ] از عناصری
(g + f) ◦ h− g ◦ h = c١[(g + f)− g] + c٢[(g + f)٢ − g٢] + · · ·+ cm[(g + f)m − gm].



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٣۶
،٢ . ٣ . ٩ قضیه بنابه پس ،[(g + f)i − gi] ∈ Nil(R)٠[x] داریم ،i ≥ ٢ هر برای چون

(g + f) ◦ h− g ◦ h ∈ Nil(R)٠[x] = Nil(R[x;α, δ]).

ایده آل ΁ی Nil(R٠[x;α, δ]) بنابراین .(g + f) ◦ h − g ◦ h ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) داریم نتیجه در
است. R٠[x;α, δ] از راست

R٠[x;α, δ] شبه حلقه π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۴ . ٢
R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی وارون پذیر و خودتوان عناصر بررسͬ و مطالعه به ابتدا بخش، این در
ساختار سپس است. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R که ͬ پردازیم م
پوچ توان عناصر ساختار به توجه با آخر در ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x;α, δ] منظم و تمیز عناصر

ͬ کنیم. م تعیین را آن π‐منظم عناصر ساختار ،R٠[x;α, δ]

شبه حلقه ی از خودتوان عنصری f و α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [١.۵ لم ،٣۶] .١ . ۴ . ٢ لم
.e٠e١ = ٠ و e١ ∈ Idem(R) که f = e٠ + e١x این صورت، در باشد. R[x;α, δ]

R که حالتͬ در ،R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی برای را خودتوان عناصر ساختار ما بعد، لم در
ͬ کنیم. م تعیین باشد، Nil(R)٢ = ٠ و ,α)‐سازگار δ) حلقه ای

در باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ۴ . ٢ لم
و است مرکزی R٠[x;α, δ] خودتوان عنصر هر این صورت،

Idem(R٠[x;α, δ]) =
{
ex| e ∈ Idem(R)

}
.

ͬ کنیم م فرض .ex ∈ Idem(R٠[x;α, δ]) داریم ،e ∈ Idem(R) هر برای به وضوح، برهان.
,α)‐سازگار δ) ایده آل ΁ی Nil(R) چون باشد. R٠[x;α, δ] از خودتوان عنصر ΁ی f =

∑n
i=١ aixi

ͬ باشد. م ,α)‐سازگار δ) ،R = R/Nil(R) کاهشͬ حلقه ی ،١ . ١ . ٢٩ گزاره بنابه پس است، R از
R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی در به  علاوه، است. α‐صلب حلقه ای R ،٢۴ . ١ . ١ گزاره بنابه این رو از
،۵ . ٢ . ٢ لم بنابه .f = cx داریم ،c ∈ Idem(R) برخͬ برای ،١ . ۴ . ٢ لم بنابه لذا .f = f ◦f داریم
،a١x + a٢x٢ + · · · + anx

n = ex بنابراین .c = e به طوری که دارد وجود e ∈ Idem(R) عنصر
.a١ = e + w داریم ،w ∈ Nil(R) برخͬ برای پس .a١ − e, a٢, . . . , an ∈ Nil(R) نتیجه در و
،i ≥ ٢ هر برای پس ،Nil(R)٢ = ٠ و است ,α)‐سازگار δ) و نیم جابه جایی حلقه ای R چون
و α(e) = e ،w ∈ Nil(R) زیرا ،aif i = aiex

i ،i ≥ ٢ هر برای لذا .aif i = ai
(
(e+ w)x

)i داریم
بنابراین .δ(e) = ٠

f = f ◦ f

= (e+ w)f + a٢f٢ + · · ·+ anf
n



٣٧ R٠[x;α, δ] شبه حلقه π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ
=

[
(e+ w)٢x+ (e+ w)a٢x٢ + · · ·+ (e+ w)anx

n
]
+ a٢ex٢ + · · ·+ anex

n

=
[
(e+ w)٢x+ a٢ex٢ + · · ·+ anex

n
]
+ a٢ex٢ + · · ·+ anex

n

= (e+ w)٢x+ ٢ea٢x٢ + · · ·+ ٢eanxn.
،ai = ٠ داریم ،i ≥ ٢ هر برای پس .ai = ٢eai ،i ≥ ٢ هر برای و e+ w = (e+ w)٢ نتیجه در
زیرا ،e + w = e٢ + ٢ew + w٢ = e + ٢ew به علاوه، .١ − ٢e ∈ U(R) و (١ − ٢e)ai = ٠ زیرا
،a١ = e این رو از .w = ٠ بنابراین .ew = ٠ نتیجه در و ،e+ ew = e+٢ew پس .Nil(R)٢ = ٠
در f پس ،δ(e) = ٠ و α(e) = e و است آبلͬ نیم جابه جایی، حلقه هر چون .f = ex نتیجه در و

است. مرکزی ،R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی
اگر باشند. R٠[x;α, δ] از ناصفر عناصری f, g و α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ۴ . ٢ لم

.a١, b١ ∈ U(R) به طوری که g = b١x و f = a١x آن گاه ،g ◦ f = x

اثبات را ح΄م ،n روی استقرا با .g =
∑n

j=١ bjxj و f =
∑m

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض برهان.
بنابراین .g ◦ f = a١(b١x) = x آن گاه ،m = ١ اگر .n = ١ ͬ کنیم م فرض ابتدا ͬ کنیم. م
فرض لذا است. ددکیند‐متناهͬ حلقه ای R زیرا ،a١, b١ ∈ U(R) نتیجه در و ،a١b١ = ١
ͬ شود م نتیجه ،g ◦ f = a١(b١x) + · · · + am(b١x)m = x از این صورت، در .m > ١ ͬ کنیم م
چون است. g ◦ f = x معادله پیشرو جمله ضریب زیرا ،amb١α(b١)α٢(b١) · · ·αm−١(b١) = ٠ که
و ،am(b١x)m = ٠ این رو از .amb١ = b١am = ٠ پس است، کاهشͬ و α‐سازگار حلقه ای ،R
،am−١b١α(b١)α٢(b١) · · ·αm−٢(b١) = ٠ مشابه، به طور .a١(b١x) + · · ·+ am−١(b١x)m−١ = x لذا
،i ≥ ٢ هر برای روند، این ادامه با .am−١(b١x)m−١ = ٠ لذا .am−١b١ = b١am−١ نتیجه در و
پس ،a١b١ = ١ و است ددکیند‐متناهͬ R چون .a١b١x = x بنابراین .b١ai = aib١ = ٠ داریم

.f = a١x بنابراین .ai = ٠ داریم ،i ≥ ٢ هر برای این رو از .a١, b١ ∈ U(R)

این رو از .g ◦ f = a١g + · · ·+ amgm = x داریم فرض، بنابه .n ≥ ٢ ͬ کنیم م فرض اکنون
و α‐سازگار ،R چون است. g ◦f = x معادله پیشرو ضریب زیرا ،ambnα(bn) · · ·αm−١(bn) = ٠
،bna١g+ bna٢g٢ + · · ·+ bnam−١gm−١ = bnx بنابراین .bnam = ambn = ٠ داریم است، کاهشͬ
از است. معادله این پیشرو ضریب زیرا ،bnam−١bnα(bn) · · ·αm−٢(bn) = ٠ داریم نتیجه در و
استدلالͬ با .bna١g + bna٢g٢ + · · ·+ bnam−٢gm−٢ = bnx لذا .bnam−١ = am−١bn = ٠ این رو
هر برای روند، این ادامه با لذا .bnam−٢ = ٠ = am−٢bn که گرفت نتیجه ͬ توان م بالا، مشابه
پس است، نیم جابه جایی کاهشͬ، حلقه ی هر چون به علاوه، .bnai = ٠ = aibn داریم ،i ≥ ١

بنابراین .a٢bjxjbn = ٠ داریم ،j = ١, . . . , n− ١ هر برای ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه
a٢g٢ = a٢

(
b١x+ b٢x٢ + · · ·+ bn−١xn−١)g

= a٢
(
b١x+ b٢x٢ + · · ·+ bn−١xn−١)(b١x+ b٢x٢ + · · ·+ bn−١xn−١).

بنابه ،a٣bn = ٠ و است نیم جایه جایی R چون .h = b١x+b٢x٢+ · · ·+bn−١xn−١ ب·یرید نظر در



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ٣٨
نتیجه ͬ توان م مشابه، استدلالͬ با لذا .a٣g٣ = a٣g٢g = a٣h٢g = a٣h٣ داریم ،١ . ١ . ٢٣ لم

بنابراین .aigi = aih
i ،i = ١, . . . ,m هر برای گرفت

x = g ◦f = a١g+a٢g٢+ · · ·+amgm = a١h+a٢h٢+ · · ·+amhm = h◦f =
(∑n−١

j=١ bjx
j
)
◦f.

.a١, b١ ∈ U(R) و g = b١x و f = a١x داریم استقرا، فرض بنابه لذا
(چپ) راست ایده آل هر هرگاه ͬ نامند، م (چپ) راست دئو را R حلقه ی ͬ کنیم م یادآوری
,α)‐سازگار δ) و راست دئو حلقه ای R اگر ،[٢.٨ قضیه ،۴۵] مطابق باشد. دوطرفه ایده آلͬ ،R
اگر تنها و اگر است R[x;α, δ] حلقه ی از وارون پذیر عنصر ΁ی f =

∑n
i=٠ aixi آن گاه باشد،

.a١, . . . , an ∈ Nil(R) و a٠ ∈ U(R)

حلقه ای R که حالتͬ در را R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی وارون پذیر عناصر ساختار بعد، قضیه ی در
کنیم. مشخص باشد، ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی،

باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۴ . ۴ . ٢ قضیه
a١ ∈ U(R) اگر تنها و اگر است R٠[x;α, δ] از وارون پذیر عنصری f =

∑n
i=١ amxm این صورت، در

.ai ∈ Nil(R) ،i ≥ ٢ هر برای و
وجود g =

∑n
j=١ bjxj ∈ R٠[x;α, δ] بنابراین .f ∈ U(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

Nil(R) ،١ . ١ . ١١ قضیه بنابه است، نیم جابه جایی R چون .g ◦ f = x = f ◦ g به طوری که دارد
١ . ١ . ٢٩ گزاره های بنابه است. کاهشͬ حلقه ای R = R/Nil(R) نتیجه در و است، R از ایده آلͬ
لذا .g ◦ f = x داریم ،R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی در پس است. α‐صلب حلقه ای R ،٢۴ . ١ . ١ و
.ai ∈ Nil(R) ،i ≥ ٢ هر برای پس .ai = ٠ ،i ≥ ٢ هر برای و a١ ∈ U(R) ،٣ . ۴ . ٢ لم بنابه

.a١ ∈ U(R) داریم ،a١ ∈ U(R) و Nil(R) ⊆ J(R) چون به علاوه،
و a١ ∈ U(R) به طوری که f =

∑n
i=١ aixi ∈ R٠[x;α, δ] ͬ کنیم م فرض بالعکس،

ͬ کنیم م فرض است. برقرار به وضوح نتیجه آن گاه ،f = a١x اگر .a٢, a٣, . . . , an ∈ Nil(R)

به طوری که دارد وجود R٠[x;α, δ] در h = b١x + b٢x٢ + · · · + bnx
n ͬ کنیم م ادعا .n ≥ ٢

مشابه روشͬ با سپس ͬ کنیم. م اثبات n = ٢,٣ حالت های برای را ادعا این .f ◦h = x = h ◦ f

ͬ کنیم م فرض ابتدا کرد. اثبات n ≥ ۴ حالت های برای را ادعا ͬ توان م حالت، دو این برای
با آن گاه ،f ◦ g = x به طوری که باشد داشته وجود g = b١x + b٢x٢ ∈ R٠[x;α, δ] اگر .n = ٢
،R چون .b٢ ∈ Nil(R) و b١ ∈ U(R) داریم شد، ذکر قبل پاراگراف در آنچه مشابه استدلالͬ

نتیجه در و ،b٢f٢ = b٢(a١x)٢ پس ،Nil(R)٢ = ٠ و است ,α)‐سازگار δ)

f ◦ g = x

⇔ b١f + b٢f٢ = x

⇔ b١(a١x+ a٢x٢) + b٢(a١x+ a٢x٢(٢ = x

⇔ b١(a١x+ a٢x٢) + b٢(a١x)٢ = x
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⇔ b١a١x+ b١a٢x٢ + b٢a١α(a١)x٢ + b٢a١δ(a١)x = x

⇔
[
b١a١ + b٢a١δ(a١) = ١ و b١a٢ + b٢a١α(a١) = ٠]

⇔
[
b١ =

(
a١ − a٢α(a−١١ )δ(a١)

)−١ و b٢ = −b١a٢α(a−١١ )a−١١
]

⇔
[
b١ = a−١١ + a−١١ a٢α(a−١١ )δ(a١)a−١١ و

b٢ = −
(
a−١١ + a−١١ a٢α(a−١١ )δ(a١)a−١١

)
a٢α(a−١١ )a−١١

]
⇔

[
b١ = a−١١ + a−١١ a٢α(a−١١ )δ(a١)a−١١ و b٢ = −a−١١ a٢α(a−١١ )a−١١

]
.

بالا، مشابه استدلالͬ با ،b٢ ∈ Nil(R) و b١ ∈ U(R) چون است. f راست وارون ΁ی g بنابراین
نتیجه در و ،g ∈ U(R٠[x;α, δ]) بنابراین .g ◦ g

′
= x به طوری که دارد وجود g

′ ∈ R٠[x;α, δ]
.f ∈ U(R٠[x;α, δ])

راست وارون f دهیم نشان است کافͬ ،n = ٢ حالت مشابه .n = ٣ ͬ کنیم م فرض حال
.b٢, b٣ ∈ Nil(R) و b١ ∈ U(R) این رو از .f ◦g = x و g = b١x+b٢x٢+b٣x٣ ͬ کنیم م فرض دارد.
داریم ،i = ١,٢ هر برای پس ،Nil(R)٢ = ٠ و است ,α)‐سازگار δ) و نیم جابه جایی ،R چون

و b٢f٢ = b٢a١α(a١)x٢ + b٢a١δ(a١)x لذا .bif i = bi
(
a١x

)i
b٣f٣ = b٣a١α(a١)α٢(a١)x٣ + b٣

(
a١δ(a١)α(a١) + a١α(a١)δ(α(a١)) + a١α(a١)α(δ(a١))

)
x٢

+b٣
(
a١δ(a١)٢ + a١α(a١)δ٢(a١)

)
x.

داریم بنابراین
f ◦ g = x

⇔ b١f + b٢f٢ + b٣f٣ = x

⇔ b١(a١x+ a٢x٢ + a٣x٣) + b٢(a١x+ a٢x٢ + a٣x٢(٣ + b٣(a١x+ a٢x٢ + a٣x٣(٣ = x

⇔ b١(a١x+ a٢x٢ + a٣x٣) + b٢(a١x)٢ + b٣(a١x)٣ = x

⇔ b١a١x+ b١a٢x٢ + b١a٣x٣ + b٢a١α(a١)x٢ + b٢a١δ(a١)x+ b٣a١α(a١)α٢(a١)x٣

+ b٣
(
a١δ(a١)α(a١) + a١α(a١)δ(α(a١)) + a١α(a١)α(δ(a١))

)
x٢

+ b٣
(
a١δ(a١)٢ + a١α(a١)δ٢(a١)

)
x = x

⇔
[
b١a١ + b٢a١δ(a١) + b٣

(
a١δ(a١)٢ + a١α(a١)δ٢(a١)

)
= ١,

b١a٢ + b٢a١α(a١) + b٣[(a١δ(a١)α(a١) + a١α(a١)δ(α(a١)) + a١α(a١)α(δ(a١))] = ٠ و
b١a٣ + b٣a١α(a١)α٢(a١) = ٠]
⇔

[
b٣ = −b١a٣α٢(a−١١ )α(a−١١ )a−١١ ,

b١a١ + b٢a١δ(a١)− b١a٣α٢(a−١١ )α(a−١١ )a−١١
(
a١δ(a١)٢ + a١α(a١)δ٢(a١)

)
= ١ و

b١a٢ + b٢a١α(a١)− b١a٣α٢(a−١١ )α(a−١١ )a−١١ [(a١δ(a١)α(a١)
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+ a١α(a١)δ(α(a١)) + a١α(a١)α(δ(a١))] = ٠]
⇔

[
b١ = [a١ − a٣α٢(a−١١ )α(a−١١ )

(
δ(a١)٢ + α(a١)δ٢(a١)

)
]−١

b٢ = −b١a٢α(a−١١ )a−١١ + b١a٣α٢(a−١١ )α(a−١١ )a−١١ [a١δ(a١)α(a١) + a١α(a١)δ(α(a١))
+ a١α(a١)α(δ(a١))]α(a−١١ )a−١١

]
⇔

[
b١ = a−١١ + a−١١ a٣α٢(a−١١ )α(a−١١ )

(
δ(a١)٢ + α(a١)δ٢(a١)

)
a−١١ ,

b٢ = −a−١١ a٢α(a−١١ )a−١١ + a−١١ a٣α٢(a−١١ )α(a−١١ )a−١١ [a١δ(a١)α(a١) + a١α(a١)δ(α(a١))
+ a١α(a١)δ(α(a١)) + a١α(a١)α(δ(a١))]α(a−١١ )a−١١ و

b٣ = −a−١١ a٣α٢(a−١١ )α(a−١١ )a−١١
]
,

.Nil(R)٢ = ٠ و است ,α)‐سازگار δ) و نیم جابه جایی R زیرا
باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۵ . ۴ . ٢ نتیجه
α‐صلب حلقه ای R اگر به ویژه، .U(R٠[x;α, δ]) = U(R)x + Nil(R٠[x;α, δ]) این صورت، در

.U(R٠[x;α, δ]) = {ux| u ∈ U(R)} آن گاه باشد،
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،۴ . ۴ . ٢ قضیه بنابه برهان.

باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ۴ . ٢ نتیجه
داشته R٠[x;α, δ] در راست یا چپ وارون f اگر تنها و اگر f ∈ U(R٠[x;α, δ]) این صورت، در

باشد.
ͬ کنیم. م تعیین را R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی تمیز عناصر ساختار بعد، قضیه در

باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٧ . ۴ . ٢ قضیه
این صورت، در

cln(R٠[x;α, δ]) =
(
cln(R)

)
x+

(
Nil(R٠[x;α, δ])

)
x (١)

=
{∑n

i=١ aixi | a١ ∈ cln(R), ai ∈ Nil(R), i ≥ ٢ هر .{برای
نیست. تمیز شبه حلقه ای R٠[x;α, δ] (٢)

داریم ،٢ . ۴ . ٢ لم و ۴ . ۴ . ٢ قضیه بنابه (١) برهان.
cln(R٠[x;α, δ]) = U(R٠[x;α, δ]) + Idem(R٠[x;α, δ])

=
{ n∑

i=١
aix

i ∈ R٠[x;α, δ] | ai ∈ Nil(R), i ≥ ٢ هر ,برای و a١ = u+ e,

u ∈ U(R) و e ∈ Idem(R) برخͬ {برای
=

{ n∑
i=١

aix
i ∈ R٠[x;α, δ] | a١ ∈ cln(R), ai ∈ Nil(R), i ≥ ٢ هر .{برای

است. حاصل نتیجه لذا و ،x٢ /∈ cln(R٠[x;α, δ]) ،(١) بنابه (٢)
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باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه  ای R ͬ کنیم م فرض .٨ . ۴ . ٢ گزاره
و u ∈ U(R٠[x;α, δ]) برخͬ برای اگر تنها و اگر f ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) این صورت، در

.f = u ◦ h باشیم داشته h ∈ Idem(R٠[x;α, δ])

داریم g ∈ R٠[x;α, δ] برخͬ برای پس .f ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
لم بنابه .f ◦ g = g ◦ f ∈ Idem(R٠[x;α, δ]) ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه این رو از .f = f ◦ g ◦ f

.v = ex ◦ g + (١ − e)x ͬ کنیم م فرض .f ◦ g = ex داریم ،e ∈ Idem(R) برخͬ برای ،٢ . ۴ . ٢
پس ،(١ − e)x ∈ Idem(R٠[x;α, δ]) چون

v ◦ [f + (١ − e)x] = v ◦ f + v ◦ (١ − e)x

= [ex ◦ g + (١ − e)x] ◦ ex ◦ f + [ex ◦ g + (١ − e)x] ◦ (١ − e)x

= ex ◦ [ex ◦ g + (١ − e)x] ◦ f + [ex ◦ g + (١ − e)x] ◦ (١ − e)x

= ex ◦ g ◦ f + (١ − e)x

= ex+ (١ − e)x

= x.

،٢ . ۴ . ٢ لم بنابه به علاوه، است. R٠[x;α, δ] از وارون پذیر عنصر ΁ی v ،۶ . ۴ . ٢ نتیجه طبق لذا
بنابراین .(١ − e)x ◦ f = f ◦ (١ − e)x = f − f ◦ ex = f − f ◦ g ◦ f = ٠ داریم

f ◦ v ◦ f = f ◦ [ex ◦ g + (١ − e)x)] ◦ f = [(f ◦ ex) ◦ g + f ◦ (١ − e)x] ◦ f = f ◦ g ◦ f = f.

.u◦h = v−١◦v◦f = f لذا .h ∈ Idem(R٠[x;α, δ]) این رو از .h = v◦f و u = v−١ ͬ کنیم م فرض
داشته ،h ∈ Idem(R٠[x;α, δ]) و u ∈ U(R٠[x;α, δ]) برخͬ برای ͬ کنیم م فرض بالعکس،
چون .h = ex داریم ،e ∈ Idem(R) برخͬ برای ،٢ . ۴ . ٢ لم بنابه این رو از .f = u ◦ h باشیم
f ◦ u−١ ◦ f = (ex ◦ u) ◦ u−١ ◦ f = ex ◦ f = پس هستند، مرکزی R٠[x;α, δ] خودتوان عناصر

.f ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) بنابراین .ex ◦ u ◦ ex = f

ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی منظم عناصر ساختار بعد، قضیه ی در
باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٩ . ۴ . ٢ قضیه

این صورت، در
vnr(R٠[x;α, δ]) =

{∑n
i=١ aixi ∈ R٠[x;α, δ] | a١ = ue و ai ∈ e

(
Nil(R)

) (١)
i ≥ ٢ هر ,برای n ≥ ١, u ∈ U(R) و e ∈ Idem(R)

}
.

نیست. منظم ،R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی (٢)
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٢ . ۴ . ٢ لم و ۴ . ۴ . ٢ قضیه ،٨ . ۴ . ٢ گزاره بنابه (١) برهان.

منظم R٠[x;α, δ] پس نیست، R٠[x;α, δ] از منظم عنصر ΁ی x٢ ،(١) بنابه چون (٢)
ͬ باشد. نم
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باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٠ . ۴ . ٢ نتیجه

باشد: برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ هرگاه ،vnr(R٠[x;α, δ]) =
{
vx| v ∈ vnr(R)

} این صورت، در
باشد. کاهشͬ حلقه ای R (١)

باشد. R از زیرحلقه ای vnr(R) (٢)
باشد. R٠[x;α, δ] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x;α, δ]) (٣)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٩ . ۴ . ٢ قضیه بنابه آن گاه ،Nil(R) = ٠ اگر (١) برهان.
از و است، کاهشͬ حلقه ای R داد نشان ͬ توان م ،[٢.٩ قضیه ،٨] مشابه استدلالͬ با (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،(١) بنابه این رو
۴ . ۴ . ٢ و ٢ . ٣ . ٩ قضیه های بنابه باشد. R٠[x;α, δ] پوچ توان عنصر ΁ی f ͬ کنیم م فرض (٣)
،f = −x+(x+f) ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) بنابراین .x+f ∈ U(R٠[x;α, δ]) ⊆ vnr(R٠[x;α, δ]) داریم

داریم این رو از است. R٠[x;α, δ] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x;α, δ]) زیرا
f ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) ∩Nil(R٠[x;α, δ]).

،٢ . ٣ . ١٠ نتیجه بنابه لذا .Nil(R٠[x;α, δ]) = {٠} نتیجه در و ،f = ٠ ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه پس
ͬ شود. م حاصل نتیجه (١) از بنابراین است. کاهشͬ حلقه ای R

,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١١ . ۴ . ٢ نتیجه
vnr(R) اگر تنها و اگر است R٠[x;α, δ] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x;α, δ]) این صورت، در باشد.

باشد. R از زیرحلقه ای
نتیجه بنابه باشد. R٠[x;α, δ] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض ابتدا )برهان.
vnr(R)

)
x = {vx| v ∈ vnr(R)} بنابراین .vnr(R٠[x;α, δ]) = {vx| v ∈ vnr(R)} داریم ،١٠ . ۴ . ٢

R از زیرحلقه ای vnr(R) ،[۴.١ قضیه ،۴۵] بنابه این رو از است. (R٠[x;α, δ],+) از زیرگروهͬ
است.

،١٠ . ۴ . ٢ نتیجه بنابه این رو از باشد. R از زیرحلقه ای vnr(R) ͬ کنیم م فرض بالعکس،
(R٠[x;α, δ],+) از زیرگروهͬ vnr(R٠[x;α, δ]) نتیجه در و ،vnr(R٠[x;α, δ]) =

(
vnr(R)

)
x داریم

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه این رو از ͬ باشد. م
به طوری که باشد ,α)‐سازگار δ) و نیم جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٢ . ۴ . ٢ قضیه
دو مجموع f آن گاه باشد، R٠[x;α, δ] از منظم عنصر ΁ی f اگر .٢ ∈ U(R) و Nil(R)٢ = ٠

است. R٠[x;α, δ] از وارون پذیر عنصر
،٩ . ۴ . ٢ قضیه بنابه باشد. R٠[x;α, δ] از منظم عنصر ΁ی f =

∑m
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض برهان.

،i ≥ ٢ هر برای و a١ = ue به طوری که دارند وجود e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) عناصر
مشابه استدلالͬ با .a١ ∈ vnr(R) ،[۴.١ قضیه ،۴۵] بنابه این رو از .ai ∈ e

(
Nil(R)

)
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فرض .a١ = u′ + v′ ،u′, v′ ∈ U(R) برخͬ برای که گرفت نتیجه ͬ توان م ،[٢.١٠ قضیه ،٨]
داریم ،۴ . ۴ . ٢ قضیه طبق لذا .h = v′x + a٢x٢ + · · · + amxm و g = u′x ͬ کنیم م

است. R٠[x;α, δ] از وارون پذیر عنصر دو مجموع f = g+h بنابراین .g, h ∈ U(R٠[x;α, δ])

به طوری که باشد ,α)‐سازگار δ) و نیم جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٣ . ۴ . ٢ قضیه
است R٠[x;α, δ] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x;α, δ]) این صورت، در .٢ ∈ U(R) و Nil(R)٢ = ٠

باشد. منظم عنصر ΁ی ،R٠[x;α, δ] از وارون پذیر عنصر چهار هر مجموع اگر تنها و اگر
بنابه این رو از باشد. R٠[x;α, δ] از زیرشبه حلقه ای vnr(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

.U(R٠[x;α, δ]) ⊆ vnr(R٠[x;α, δ]) داریم ،٢ . ١ . ١ قضیه
است، منظم ،R٠[x;α, δ] از منظم عنصر دو هر مجموع دهیم نشان است کافͬ بالعکس،
ͬ کنیم م فرض است. بسته  ضربی مجموعه ی ΁ی vnr(R٠[x;α, δ]) ،٢ . ١ . ١ بنابه زیرا
داریم ،u١, u٢, v١, v٢ ∈ U(R٠[x;α, δ]) برخͬ برای ،١٢ . ۴ . ٢ قضیه بنابه .f, g ∈ vnr(R٠[x;α, δ])
است. R٠[x;α, δ] از وارون پذیر عنصر چهار مجموع f + g بنابراین .g = v١ + v٢ و f = u١ + u٢

.f + g ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) داریم فرض، بنابه لذا
به طوری که باشد ,α)‐سازگار δ) و نیم جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۴ . ۴ . ٢ نتیجه
عنصر ΁ی ،R٠[x;α, δ] از وارون پذیر عنصر چهار هر مجموع اگر .٢ ∈ U(R) و Nil(R)٢ = ٠

.vnr(R٠[x;α, δ]) = {vx| v ∈ vnr(R)} آن گاه باشد، آن از وارون پذیر
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١١ . ۴ . ٢ و ١٠ . ۴ . ٢ نتیجه های و ١٣ . ۴ . ٢ قضیه بنابه برهان.

ͬ پردازیم. م R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی π‐منظم عناصر بررسͬ به ادامه، در
باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۵ . ۴ . ٢ قضیه
وجود e ∈ Idem(R) اگر تنها و اگر است R٠[x;α, δ] از π‐منظم عنصر ΁ی f این صورت، در

.(x− ex) ◦ f ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) و باشد منظم ex ◦ f به طوری که باشد داشته
منظم f (n) ،n ≥ ١ صحیح عدد برخͬ برای پس باشد. π‐منظم ،f ͬ کنیم م فرض برهان.
،e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R٠[x;α, δ]) برخͬ برای ،٢ . ۴ . ٢ لم و ٨ . ۴ . ٢ گزاره بنابه این رو از است.

بنابراین .f (n) = u ◦ ex داریم
ex ◦ f ◦ [f (n−١) ◦ u−١] ◦ ex ◦ f = [ex ◦ f (n) ◦ u−١] ◦ ex ◦ f

= [ex ◦ u ◦ ex ◦ u−١] ◦ ex ◦ f

= [ex ◦ u ◦ u−١] ◦ ex ◦ f

= ex ◦ f,

داریم به علاوه، .ex ◦ f ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) لذا هستند. مرکزی R٠[x;α, δ] خودتوان های زیرا
.(١− e)x ∈ Idem(R٠[x;α, δ]) زیرا ،((١− e)x ◦ f)(n) = (١− e)x ◦ f (n) = (١− e)x ◦u ◦ ex = ٠

.(١ − e)x ◦ f ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) بنابراین
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ex ◦ f ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) باشیم داشته ،e ∈ Idem(R) برخͬ برای ͬ کنیم م فرض بالعکس،

داریم ،n ≥ ١ صحیح عدد برخͬ برای این رو از .(١ − e)x ◦ f ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) و
٠ = ((١ − e)x ◦ f)(n) = (١ − e)x ◦ f (n) = f (n) ◦ (١ − e)x,

منظم ex ◦ f چون .f (n) = ex ◦ f (n) لذا است. R٠[x;α, δ] از مرکزی خودتوان ΁ی (١− e)x زیرا
دارند وجود c ∈ Idem(R) و u ∈ U(R٠[x;α, δ]) عناصر ،٢ . ۴ . ٢ لم و ٨ . ۴ . ٢ گزاره بنابه است،
داریم این رو از .(ex ◦ f)(n) = (u ◦ cx)(n) = cx ◦ u(n) بنابراین .ex ◦ f = u ◦ cx به طوری که
پس هستند، مرکزی R٠[x;α, δ] خودتوان های چون .(ex ◦ f)(n) = f (n) زیرا ،f (n) = cx ◦ u(n)

است. π‐منظم ،f لذا .f (n) ◦ g ◦ f (n) = f (n) ◦ cx ◦ (u−١)(n) ◦ f (n) = cx ◦ u(n) = f (n)

این صورت، در باشد. ,α)‐سازگار δ) و نیم جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۶ . ۴ . ٢ لم
.R٠[x;α, δ]/Nil(R٠[x;α, δ]) ∼=

(
R/Nil(R)

)
٠[x;α, δ]

چون است. R٠[x;α, δ] از ایده آلͬ Nil(R٠[x;α, δ]) = Nil(R)٠[x] ،٢ . ٣ . ١١ قضیه بنابه برهان.
به طوری که ،φ(∑n

i=١ aixi
)
=

∑n
i=١ aixi ضابطه با φ : R٠[x;α, δ] −→

(
R/Nil(R)

)
٠[x;α, δ]

ͬ شود. م حاصل نتیجه این رو از است، شبه حلقه ای بروریختͬ ΁ی ،ai = ai +Nil(R)

باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٧ . ۴ . ٢ قضیه
باشد. منظم f +Nil(R٠[x;α, δ]) اگر تنها و اگر است π‐منظم ،f این صورت، در

عدد برخͬ برای پس .f = f + Nil(R٠[x;α, δ]) و باشد π‐منظم ،f ͬ کنیم م فرض برهان.
و ٢ . ١ . ١ قضیه بنابه این رو از .f (n) = f (n) ◦ g ◦ f (n) داریم ،g ∈ R٠[x;α, δ] و n ≥ ١ صحیح
R٠[x;α, δ] خودتوان های چون .f (n) ◦ g = ex داریم ،e ∈ Idem(R) برخͬ برای ،٢ . ۴ . ٢ لم
بنابراین .((١ − e)x ◦ f)(n) = (١ − e)x ◦ f (n) = (١ − e)x ◦ ex ◦ f (n) = ٠ پس هستند، مرکزی

داریم لذا .[x− f (n) ◦ g] ◦ f = (١ − e)x ◦ f ∈ Nil(R٠[x;α, δ])

f − f ◦ [f (n−١) ◦ g] ◦ f = f − f (n) ◦ g ◦ f

= f − f ◦ f (n) ◦ g

= f ◦ [x− f (n) ◦ g]

= [x− f (n) ◦ g] ◦ f ∈ Nil(R٠[x;α, δ]),

این رو از است. مرکزی x− f (n) ◦ g زیرا
f +Nil(R٠[x;α, δ]) = f ◦ [f (n−١) ◦ g] ◦ f +Nil(R٠[x;α, δ]),

است. منظم f نتیجه در و
R٠[x;α, δ]/Nil(R٠[x;α, δ]) از منظم عنصر ΁ی f = f+Nil(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض بالعکس،
و u ∈ U

(
R٠[x;α, δ]/Nil(R٠[x;α, δ])

) برخͬ برای ،٨ . ۴ . ٢ گزاره بنابه این رو از باشد.
چون .f = u ◦ c داریم ،c ∈ Idem

(
R٠[x;α, δ]/Nil(R٠[x;α, δ])

)
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R٠[x;α, δ]/Nil

(
R٠[x;α, δ]

) ∼= R٠[x;α, δ],

برخͬ برای ،۵ . ۴ . ٢ نتیجه بنابه این رو از .c ∈ Idem
(
R٠[x;α, δ]

) و u ∈ U
(
R٠[x;α, δ]

) پس
زیرا ،u = v′x به طوری که دارد وجود v′ ∈ U(R) بنابراین .u = vx داریم ،v ∈ U(R)

داریم ،e ∈ Idem(R) برخͬ برای ،٢ . ۴ . ٢ و ۵ . ٢ . ٢ لم های بنابه به علاوه، .Nil(R) ⊆ J(R)

و ،f =
∑m

i=١ aixi = v′ex بنابراین .f = v′x ◦ ex = v′ex = v′ex لذا .c = ex = (e+Nil(R))x

.a١ = v′e+b داریم b ∈ Nil(R) برخͬ برای لذا .a١−v′e, ai ∈ Nil(R) ،i ≥ ٢ هر برای نتیجه در
،۴ . ۴ . ٢ قضیه بنابه .w = bx+ a٢x٢ + · · ·+ amxm ∈ Nil(R)٠[x] = Nil(R٠[x;α, δ]) این رو از
گزاره بنابه لذا هستند. وارون پذیر R٠[x;α, δ] در v′x+w ∈ U(R٠[x;α, δ]) و f = v′x ◦ ex+w

خودتوان های چون به علاوه، است. منظم ex◦f = ex◦(ex◦v′x+w) = ex◦(v′x+w) ،٨ . ۴ . ٢
پس است، R٠[x;α, δ] از ایده آلͬ Nil

(
R٠[x;α, δ]

) و هستند مرکزی R٠[x;α, δ]

(١−e)x◦f = f−f ◦ex = (v′x◦ex+w)−(v′x◦ex+w)◦ex = w−ex◦w ∈ Nil(R٠[x;α, δ]).

است. π‐منظم ،f ،١۵ . ۴ . ٢ قضیه بنابه این رو از

ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی π‐منظم عناصر ساختار بعد، قضیه ی در
باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٨ . ۴ . ٢ قضیه
و g ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) برخͬ برای اگر تنها و اگر f ∈ π − r(R٠[x;α, δ]) این صورت، در

.f = g + w باشیم داشته ،w ∈ Nil(R٠[x;α, δ])

در f + Nil(R٠[x;α, δ]) ،١٧ . ۴ . ٢ قضیه بنابه .f ∈ π − r(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض برهان.
برخͬ برای ،١٧ . ۴ . ٢ قضیه برهان مطابق به علاوه، است. منظم R٠[x;α, δ]/Nil

(
R٠[x;α, δ]

)
گزاره بنابه چون .f = v

′
x ◦ ex + w داریم ،w ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) و e ∈ Idem(R) ،v′ ∈ U(R)

ͬ شود. م حاصل نتیجه پس ،g = v
′
x ◦ ex ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) ،٨ . ۴ . ٢

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١٧ . ۴ . ٢ قضیه بنابه بالعکس،
باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٩ . ۴ . ٢ نتیجه

این صورت، در
.π − r(R٠[x;α, δ]) = vnr(R٠[x;α, δ]) +Nil(R٠[x;α, δ]) (١)

.π − r(R٠[x;α, δ])/Nil(R٠[x;α, δ]) = vnr
(
R٠[x;α, δ]/Nil(R٠[x;α, δ])

) (٢)
باشد. کاهشͬ R اگر تنها و اگر π − r(R٠[x;α, δ]) = vnr

(
R٠[x;α, δ]

) (٣)
از وارون پذیر عنصر چهار مجموع f ∈ π − r(R٠[x;α, δ]) هر آن گاه ،٢ ∈ U(R) اگر (۴)

است. R٠[x;α, δ]



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۴۶
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١٨ . ۴ . ٢ قضیه از (١) برهان.
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١٨ . ۴ . ٢ قضیه بنابه (٢)

بنابه پس ،Nil(R٠[x;α, δ]) ∩ vnr(R٠[x;α, δ]) = {٠} داریم ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه چون (٣)
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،(١)

.w ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) و g ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) به طوری که f = g + w داریم ،(١) بنابه (۴)
بنابه لذا .g = u+ v به طوری که دارند وجود u, v ∈ U(R٠[x;α, δ]) عناصر ،١٢ . ۴ . ٢ قضیه بنابه
عنصر دو مجموع f = u + u′ بنابراین .u′ = v + w ∈ U(R٠[x;α, δ]) داریم ،۴ . ۴ . ٢ قضیه

ͬ باشد. م R٠[x;α, δ] از وارون پذیر
زیرمجموعه ی ΁ی vnr(R) آن گاه باشد، آبلͬ حلقه ای R اگر ،[۴.٢ گزاره و ۴.١ قضیه ،۴۵] مطابق
u ∈ U(R) عناصر برخͬ برای اگر تنها و اگر است منظم a ∈ R عنصر و است R از بسته ضربی

.a = ue باشیم داشته e ∈ Idem(R) و
باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢٠ . ۴ . ٢ گزاره

است. بسته مجموعه ی ضربی ΁ی π − r(R٠[x;α, δ]) این صورت، در
برخͬ برای ،١٩ . ۴ . ٢ نتیجه بنابه این رو از .f١, f٢ ∈ π − r(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض برهان.
بنابراین .f١ = u١e١x+h١ داریم h١, h٢ ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) و e١, e٢ ∈ Idem(R) ،u١, u٢ ∈ U(R)

f١ ◦ f٢ = (u١e١x+ h١) ◦ (u٢e٢x+ h٢)
= (u١e١x+ h١) ◦ u٢e٢x+ (u١e١x+ h١) ◦ h٢
= u٢e٢(u١e١x+ h١) + (u١e١x+ h١) ◦ h٢.

(u١e١x + h١) ◦ h٢ و u٢e٢h١ پس است، R٠[x;α, δ] از ایده آلͬ Nil(R٠[x;α, δ]) چون
داریم ،w ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) برخͬ برای بنابراین هستند. Nil

(
R٠[x;α, δ]) از عناصری

.q = u٢e٢u١e١ ∈ vnr(R) ،[۴.٢ گزاره و ۴.١ قضیه ،۴۵] بنابه به علاوه، .f١◦f٢ = u٢e٢u١e١x+w

است. R٠[x;α, δ] از π‐منظم عنصر ΁ی f١ ◦ f٢ = qx+ w ،١٩ . ۴ . ٢ نتیجه بنابه لذا
باشد. ,α)‐سازگار δ) و Nil(R)٢ = ٠ نیم جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢١ . ۴ . ٢ قضیه
اگر تنها و اگر π − r(R٠[x;α, δ]) = vnr(R٠[x;α, δ]) ∪ Nil(R٠[x;α, δ]) این صورت، در

باشد. کاهشͬ R یا Idem(R) = {٠, ١}
ͬ کنیم م فرض .π−r(R٠[x;α, δ]) = vnr(R٠[x;α, δ])∪Nil(R٠[x;α, δ]) کنیم فرض ابتدا برهان.
.Idem(R٠[x;α, δ]) ̸= {٠, x} ،٢ . ۴ . ٢ لم بنابه این رو از باشد. موجود e ∈ Idem(R) \ {٠, ١}
نتیجه بنابه .f ∈ Nil(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض .Nil(R٠[x;α, δ]) = {٠} ͬ دهیم م نشان
بنابه لذا .ex + f ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) + Nil(R٠[x;α, δ]) = π − r(R٠[x;α, δ]) داریم ،١٩ . ۴ . ٢
.ex+f ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) پس ،e ̸= ٠ چون .ex+f ∈ vnr(R٠[x;α, δ])∪Nil(R٠[x;α, δ]) فرض،



۴٧ اریب توانͬ سری های شبه حلقه ی π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ
،f − ex ◦ f = (١ − e)x ◦ f = (١ − e)x ◦ (ex+ f) ∈ vnr(R٠[x;α, δ]) داریم ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه

پس ،Nil(R٠[x;α, δ]) چون به علاوه، است. مرکزی R٠[x;α, δ] در (١ − e)x زیرا
f − ex ◦ f = (١ − e)x ◦ f ∈ Nil(R٠[x;α, δ]).

به کار و (١ − e)x به جای ex جای·ذاری با .f − ex ◦ f = ٠ داریم ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه این رو از
R ،٢ . ٣ . ١٠ نتیجه طبق بنابراین .f = ٠ نتیجه در و ،ex ◦ f = ٠ داریم مشابه، استدلالͬ بردن

است. کاهشͬ
داریم ،٢ . ۴ . ٢ لم بنابه این صورت، در .Idem(R) = {٠, ١} ͬ کنیم م فرض بالعکس،
.vnr(R٠[x;α, δ]) = U(R٠[x;α, δ]) ∪ {٠} ،٢ . ١ . ١ قضیه بنابه لذا .Idem(R٠[x;α, δ]) = {٠, x}

داریم ،١٩ . ۴ . ٢ و ۵ . ۴ . ٢ نتیجه های طبق لذا
π − r(R٠[x;α, δ]) = U(R٠[x;α, δ]) +Nil(R٠[x;α, δ]) = U(R٠[x;α, δ]).

،١٩ . ۴ . ٢ نتیجه بنابه .Nil(R٠[x;α, δ]) = {٠} ،٢ . ٣ . ١٠ نتیجه بنابه آن گاه باشد، کاهشͬ R اگر
بنابراین .π − r(R٠[x;α, δ]) = vnr(R٠[x;α, δ]) داریم

π − r(R٠[x;α, δ]) = vnr(R٠[x;α, δ]) ∪Nil(R٠[x;α, δ]).

سری های شبه حلقه ی π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۵ . ٢
اریب توانͬ

شبه حلقه ی π‐منظم و پوچ توان منظم، تمیز، وارون پذیر، عناصر مطالعه ی به ابتدا بخش، این در
ͬ پردازیم. م R٠[[x;α]]

کرد. مشخص F میدان برای را F٠[[x]] وارون پذیر عناصر ساختار ،[٢۵] ͽمرج در کارتان۴
در .a١ ̸= ٠ اگر تنها و اگر است F٠[[x]] از وارون پذیر عنصر ΁ی f =

∑∞
i=١ aixi که کرد ثابت او

ͬ کنیم. م مشخص را R٠[[x;α]] شبه حلقه ی وارون پذیر عناصر ساختار ما بعد، قضیه
هر برای این صورت، در باشد. α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١ . ۵ . ٢ قضیه

برقرارند: زیر گزاره های ،f =
∑∞

i=١ aixi ∈ R٠[[x;α]]

.a١ ∈ U(R) اگر تنها و اگر است R٠[[x;α]] از وارون پذیر عنصر ΁ی f (١)
تنها و اگر است R٠[[x;α]] از وارون پذیر عنصر ΁ی f آن گاه باشد، ددکیند‐متناهͬ R اگر (٢)

باشد. داشته راست یا چپ وارون f اگر
4Cartan



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۴٨
g =

∑∞
j=١ bjxj عنصر پس باشد. R٠[[x;α]] از وارون پذیر عنصر ΁ی f ͬ کنیم م فرض (١) برهان.

نتیجه در و ،a١b١ = ١ = b١a١ بنابراین .g ◦ f = x = f ◦ g به طوری که دارد وجود R٠[[x;α]] از
.a١ ∈ U(R)

.b١ = a−١١ به طوری که g =
∑∞

i=١ bixi ∈ R٠[[x;α]] و a١ ∈ U(R) ͬ کنیم م فرض بالعکس،
معادلات دستگاه پس ،αi(a١) ∈ U(R) ،i ≥ ١ هر برای چون

b١a١ = ١,
b١a٢ + b٢a١α(a١) = ٠,

b١a٣ + b٢a١α(a٢) + b٢a٢α٢(a١) + b٣a١α(a١)α٢(a١) = ٠,...
f برای راست وارون ΁ی g که دید ͬ توان م آسانͬ به بنابراین است. حل پذیر b١, b٢, b٣, . . . برای
راست وارون ΁ی g گرفت نتیجه ͬ توان م مشابه، استدلالͬ با ،b١ ∈ U(R) چون به علاوه، است.

.f ∈ U
(
R٠[[x;α]]

) بنابراین دارد. h مانند
دارد وجود g =

∑∞
i=١ bixi ∈ R٠[[x;α]] پس باشد. داشته چپ وارون f ͬ کنیم م فرض (٢)

.a١ ∈ U(R) پس است، ددکیند‐متناهͬ R چون .a١b١ = ١ این رو از .g ◦ f = x به طوری که
ͬ شود. م حاصل نتیجه (١) بنابه لذا

است. ͹واض بالعکس،
شبه حلقه ی از خودتوان عنصری f و α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.۵ لم ،٣٨] .٢ . ۵ . ٢ لم

است. R از خودتوان عنصری e که f = ex این صورت، در باشد. R٠[[x;α]]

را زیر لم ͬ توان م ،٢ . ۴ . ٢ لم برهان مشابه استدلالͬ بردن به کار و ٢ . ۵ . ٢ لم از استفاده با
کرد. ثابت

در باشد. α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ۵ . ٢ لم
.Idem(R٠[[x;α]]) =

{
ex| e ∈ Idem(R)

} و است مرکزی R٠[[x;α]] از خودتوان هر این صورت،
مشخص را R٠[[x;α]] تمیز عناصر ،٣ . ۵ . ٢ لم و ١ . ۵ . ٢ قضیه از استفاده با بعد، قضیه در

ͬ کنیم. م
در باشد. α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۴ . ۵ . ٢ قضیه

این صورت،
.cln(R٠[[x;α]]) =

{∑∞
i=١ aixi | a١ ∈ cln(R) و ai ∈ R, i ≥ ٢ هر {برای (١)
باشد. تمیز R اگر تنها و اگر است تمیز R٠[[x;α]] (٢)

،٨ . ۴ . ٢ گزاره برهان مشابه استدلالͬ بردن به کار و ١ . ۵ . ٢ قضیه ،٣ . ۵ . ٢ لم از استفاده با
کرد. ثا بت را بعد گزاره ی ͬ توان م



۴٩ اریب توانͬ سری های شبه حلقه ی π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ
در باشد. α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۵ . ۵ . ٢ گزاره
u ∈ U(R٠[[x;α]]) عناصر اگر تنها و اگر است R٠[[x;α]] شبه حلقه ی از منظم عنصری f این صورت،

.f = u ◦ e به طوری که باشند داشته وجود e ∈ Idem(R٠[[x;α]]) و
حلقه ی R که حالتͬ در را R٠[[x;α]] شبه حلقه ی منظم عناصر ساختار بعد، قضیه در

ͬ کنیم. م مشخص باشد، α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر،
در باشد. α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ۵ . ٢ قضیه

این صورت،
vnr(R٠[[x;α]]) =

{ ∞∑
i=١

aix
i ∈ R٠[[x;α]] | a١ = ue و ai ∈ eR, i ≥ ٢ هر برای

, u ∈ U(R) و e ∈ Idem(R)
}
.

ͬ شود. م حاصل نتیجه ٣ . ۵ . ٢ لم و ١ . ۵ . ٢ قضیه ،۵ . ۵ . ٢ گزاره از برهان.
این صورت، در باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٧ . ۵ . ٢ )نتیجه

vnr(R)
)
x = vnr(R٠[x;α]) ⊊ vnr(R٠[[x;α]]).

است. حاصل نتیجه این رو از و ،vnr(R٠[x;α]) =
(
vnr(R)

)
x ،١٠ . ۴ . ٢ نتیجه بنابه برهان.

ͬ پردازیم. م R٠[[x;α]] شبه حلقه ی پوچ توان عناصر ساختار مطالعه ی به ادامه، در
f =

∑∞
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض همچنین باشد. α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٨ . ۵ . ٢ لم

R از پوچ α‐ایده آل ΁ی I اگر این صورت، در باشند. R٠[[x;α]] از عناصری g =
∑∞

j=١ bjxj و
معادلند: زیر شرایط آن گاه باشد،

.aibj ∈ Nil(R) ،i, j هر برای آن گاه ،f ◦ g ∈ Nil(R)٠[[x]] اگر (١)
.aibj ∈ Nil(R/I) ،i, j هر برای آ ن گاه ،f ◦ g ∈ Nil(R/I)٠[[x]] اگر (٢)

داریم بنابراین .Nil(R/I) = Nil(R)/I پس است، R از پوچ ایده آل ΁ی I چون برهان.
aibj ∈ Nil(R) داریم ،i, j هر برای لذا .f◦g ∈ Nil(R/I)٠[[x]] اگر تنها و اگر f◦g ∈ Nil(R)٠[[x]]

.aibj ∈ Nil(R/I) اگر تنها و اگر
و f =

∑∞
i=١ aixi و R از ایده آلͬ Nil(R) α‐سازگار، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٩ . ۵ . ٢ قضیه

،i, j هر برای آن گاه ،f ◦ g ∈ Nil(R)٠[[x]] اگر باشند. R٠[[x;α]] از عناصری g =
∑∞

j=١ bjxj
.aibj ∈ Nil(R) داریم

‐α ایده آل ΁ی Nil(R) چون .R = R/Nil(R) و f ◦ g ∈ Nil(R)٠[[x]] ͬ کنیم م فرض برهان.
بنابه این رو از ͬ باشد. م α‐سازگار ،R کاهشͬ حلقه ی ،١ . ١ . ٢٩ گزاره بنابه است، R از سازگار
،i, j هر برای ،١ . ١ . ٢٧ لم بنابه ،f ◦ g = ٠ چون است. α‐صلب حلقه ای R ،٢۴ . ١ . ١ گزاره

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٨ . ۵ . ٢ لم بنابه این رو از .aibj = ٠ داریم



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۵٠
همچنین باشد. R از ایده آلͬ Nil(R) و α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٠ . ۵ . ٢ گزاره
،f١ ◦f٢ ◦ · · · ◦fn ∈ Nil(R)٠[[x]] اگر باشند. R٠[[x;α]] از عناصری f١, f٢, . . . , fn ͬ کنیم م فرض

.Cf١Cf٢ · · ·Cfn ⊆ Nil(R) آن گاه
حاصل نتیجه ،٩ . ۵ . ٢ قضیه بنابه آن گاه ،n = ٢ اگر ͬ کنیم. م اثبات n روی استقرا با برهان.
،f١◦g ∈ Nil(R)٠[[x]] بنابراین .g = f٢◦f٣◦· · ·◦fn دهید قرار .n > ٢ ͬ کنیم م فرض ͬ شود. م
برای لذا .a١ag ∈ Nil(R) داریم ،a١ ∈ Cf١ و ag ∈ Cg هر برای ،٩ . ۵ . ٢ قضیه بنابه این رو از و

داریم ،a١ ∈ Cf١ هر
g ◦ a١x = (f٢ ◦ f٣ ◦ · · · ◦ fn) ◦ a١x = (f٢ ◦ f٣ ◦ · · · ◦ fn−١) ◦ (fn ◦ a١x)

= (f٢ ◦ f٣ ◦ · · · ◦ fn−١) ◦ (a١fn) ∈ Nil(R)٠[[x]].

داریم استقرا فرض از استفاده با لذا .an ∈ Cfn به طوری که هستند a١an فرم به a١fn ضرایب
.Cf١Cf٢ · · ·Cfn ⊆ Nil(R) داریم ،٢ . ٣ . ٣ لم بنابه رو این از .a٢a٣ · · · an−١a١an ∈ Nil(R)

حلقه ای R که حالتͬ در را R٠[[x;α]] شبه حلقه ی پوچ توان عناصر ساختار بعد، قضیه در
ͬ کنیم. م تعیین است، R از پوچ توان ایده آلͬ Nil(R) و α‐سازگار

Nil(R) اگر باشد. R از ایده آلͬ Nil(R) و α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١١ . ۵ . ٢ قضیه
باشد، نوتری R حلقه ی اگر به ویژه، .Nil(R٠[[x;α]]) = Nil(R)٠[[x]] آن گاه باشد، پوچ توان

.Nil(R٠[[x;α]]) = Nil(R)٠[[x]] آن گاه
ͬ کنیم م فرض حال .Nil(R٠[[x;α]]) ⊆ Nil(R)٠[[x]] داریم ،١٠ . ۵ . ٢ گزاره بنابه برهان.
صحیح عدد پس است، پوچ توان ایده آلͬ Nil(R) چون .f =

∑∞
i=١ aixi ∈ Nil(R)٠[[x]]

.A =
{
αj(as) | j ≥ ٠ و as ∈ Cf

} ͬ کنیم م فرض .Ck
f = ٠ به طوری که دارد وجود k ≥ ٢

جمعͬ ،f (k) در xn ضریب ،n ≥ ١ هر برای چون .Ak = ٠ داریم ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه پس
بنابراین .f (k) = ٠ پس ،l ≥ k و cir ∈ A به طوری که است ci١ci٢ . . . cil فرم به عناصر از
R اگر به ویژه، .Nil(R٠[[x;α]]) = Nil(R)٠[[x]] نتیجه در و ،Nil(R)٠[[x]] ⊆ Nil(R٠[[x;α]])

ͬ شود. م حاصل نتیجه لذا و است، پوچ توان Nil(R) ایده آل آن گاه باشد، نوتری حلقه ای
ͬ کند. م صدق ٢ . ٣ . ٩ قضیه شرایط در که ͬ دهیم م ارائه مثالͬ ادامه، در

ͬ کنیم م تعریف ،n ≥ ٢ هر برای باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٢ . ۵ . ٢ مثال
برای همچنین، هستند. ی΄ه ماتریس های Ei,j ،i, j هر برای به طوری که Vn =

∑n−١
i=١ Ei,i+١

ͬ کنیم م تعریف ،n = ٢k ≥ ٢ زوج صحیح اعداد
An(R) = RIn +RVn +RV ٢

n + · · ·+RV k−١
n +Ae

n(R) و Ae
n(R) =

∑k
i=١

∑n
j=k+iREi,j .

ͬ کنیم م تعریف ،n = ٢k + ١ ≥ ٣ فرد صحیح اعداد برای به علاوه،



۵١ اریب توانͬ سری های شبه حلقه ی π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ
An(R) = RIn +RVn +RV ٢

n + · · ·+RV k−١
n +Ao

n(R) و Ao
n(R) =

∑k+١
i=١

∑n
j=k+iREi,j .

نشان ابتدا باشد. α
(
(aij)

)
=

(
α(aij)

) ضابطه با α : An(R) −→ An(R) ͬ کنیم م فرض
اگر .A = (aij), B = (bij) ∈ An(R) ͬ کنیم م فرض است. α‐سازگار حلقه ای An(R) ͬ دهیم م
داریم ،١ ≤ i, j ≤ n و ١ ≤ l ≤ n هر برای ،[۵.١ قضیه ،٧٠] بنابه آن گاه ،Aα(B) = ٠
آسانͬ به لذا است. α‐سازگار ،R زیرا ،ailblj = ٠ ،١ ≤ l ≤ n هر برای این رو از .ailα(blj) = ٠

.AB = ٠ که داد نشان ͬ توان م
.ailblj = ٠ داریم ،١ ≤ l ≤ n هر برای ،[۵.١ قضیه ،٧٠] بنابه .AB = ٠ ͬ کنیم م فرض حال
حلقه ای An(R) بنابراین .Aα(B) = ٠ نتیجه در و ،ailα(blj) = ٠ پس است، α‐سازگار ،R چون

به علاوه، است. α‐سازگار

Nil
(
An(R)

)
=

{
(aij) ∈ An(R) | aii = ٠, ١ ≤ i ≤ n هر ,{برای

داریم ،١١ . ۵ . ٢ قضیه بنابه این رو از است. An(R) از پوچ توان ایده آلͬ
Nil

(
An(R)

)
٠[[x;α]] = Nil

(
An(R)

)
٠[[x]].

در باشد. پوچ توان ایده آلͬ Nil(R) و α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٣ . ۵ . ٢ قضیه
است. R٠[[x;α]] از ایده آلͬ Nil(R٠[[x;α]]) = Nil(R)٠[[x]] این صورت،

ایده آل ΁ی Nil(R٠[[x;α]]) که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به ،١٣ . ۵ . ٢ قضیه از استفاده با برهان.
ͬ کنیم م فرض حال است. R٠[[x;α]] از چپ

f =
∑∞

i=١ aixi ∈ Nil(R٠[[x;α]]) و g =
∑∞

i=١ bixi, h =
∑∞

i=١ cixi ∈ R٠[[x;α]]

این صورت، در
(f + g) ◦ h− g ◦ h = c١

[
(f + g)− g

]
+ c٢

[
(f + g)٢ − g٢]+ c٣

[
(f + g)٣ − g٣]+ · · ·

= c١a١x+
[
c١a٢ + c٢

(
a١α(a١) + a١α(b١) + b١α(a١)

)]
x٢

+
[
c١a٣ + c٢

(
a١α(a٢) + a٢α٢(a١) + a١α(b٢) + a٢α٢(b١) + b١α(a٢)

+b٢α٢(a١)
)
+ c٣

(
a١α(a١)α٢(a١) + a١α(a١)α٢(b١) + b١α(a١)α٢(a١)

+b١α(a١)α٢(b١) + a١α(b١)α٢(a١) + a١α(b١)α٢(b١)
+b١α(b١)α٢(a١)

)]
x٣ + · · · ·

برای ،١١ . ۵ . ٢ قضیه بنابه زیرا ،(f + g) ◦ h − g ◦ h ∈ Nil(R)٠[[x]] = Nil(R٠[[x;α]]) بنابراین
است. R٠[[x;α]] از راست ایده آل ΁ی Nil(R٠[[x;α]]) پس .ai ∈ Nil(R) ،i ≥ ١ هر

حلقه ا ی R که حالتͬ در R٠[[x;α]] شبه حلقه ی π‐منظم عناصر مطالعه ی به ادامه، در
ͬ پردازیم. م است، α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر،



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۵٢
هر برای این صورت، در باشد. α‐سازگار و برگشت پذیر حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۴ . ۵ . ٢ لم

معادلند: زیر شرایط f ∈ R٠[[x;α]]

پوچ توان (x− e) ◦ f و است منظم e ◦ f به طوری که دارد وجود e ∈ Idem(R٠[[x]]) عنصر (١)
ͬ باشد. م

است. R٠[[x;α]] از π‐منظم عنصری f (٢)
حاصل نتیجه ١۵ . ۴ . ٢ قضیه برهان مشابه استدلالͬ بردن به کار و ٣ . ۵ . ٢ لم از استفاده با برهان.

ͬ شود. م
در باشد. R از پوچ توان ایده آلͬ Nil(R) و α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۵ . ۵ . ٢ لم

.R٠[[x;α]]/Nil(R٠[[x;α]]) ∼=
(
R/Nil(R)

)
٠[[x;α]] این صورت،

چون است. R٠[[x;α]] از ایده آلͬ Nil(R٠[[x;α]]) = Nil(R)٠[[x]] ،١٣ . ۵ . ٢ قضیه بنابه برهان.
که ،φ(∑∞

i=١ aixi
)

=
∑∞

i=١ aixi ضابطه با φ : R٠[[x;α]] −→
(
R/Nil(R)

)
٠[[x;α]]

پس است، شبه حلقه ای بروریختͬ ΁ی ،ai = ai +Nil(R)

R٠[[x;α]]/Nil(R٠[[x;α]]) ∼=
(
R/Nil(R)

)
٠[[x;α]].

در باشد. α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۶ . ۵ . ٢ قضیه
منظم f +Nil(R٠[[x;α]]) اگر تنها و اگر است R٠[[x;α]] از π‐منظم عنصر ΁ی f این صورت،

باشد.
شبه حلقه ی در f = f + Nil(R٠[[x;α]]) و f =

∑∞
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

برخͬ برای ،۵ . ۵ . ٢ گزاره بنابه پس باشد. منظم R٠[[x;α]]/Nil(R٠[[x;α]])
فرض .f = u ◦ c ،c ∈ Idem(R٠[[x;α]]/Nil(R٠[[x;α]])) و u ∈ U

(
R٠[[x;α]]/Nil(R٠[[x;α]])

)
و u ∈ U

(
R٠[[x;α]]

) داریم ،١۵ . ۵ . ٢ لم بنابه این رو از .R = R/Nil(R) ͬ کنیم م
v ∈ U(R) به طوری که u = vx +

∑∞
i=٢ bixi ،١ . ۵ . ٢ قضیه بنابه لذا .c ∈ Idem

(
R٠[[x;α]]

)
.v = v′ داریم ،v′ ∈ U(R) برخͬ برای پس ،Nil(R) ⊆ J(R) چون .bi ∈ R ،i ≥ ٢ هر برای و
دهید قرار .c = ex داریم ،e ∈ Idem(R) برخͬ برای ،۵ . ٢ . ٢ و ٣ . ۵ . ٢ لم های بنابه به علاوه،

لذا .h =
∑∞

i=٢ bixi

f = c ◦ u = ex ◦
(
v′x+ h

)
= ex ◦ v′x+ ex ◦ h = v′ex+

∑∞
i=٢ ebixi.

و a١ = v′e + c١ بنابراین .a١ − v′e, ai − ebi ∈ Nil(R) داریم ،i ≥ ٢ هر برای این رو از
΁ی w =

∑∞
i=١ cixi ،١١ . ۵ . ٢ قضیه بنابه .ci ∈ Nil(R) ،i ≥ ١ هر برای به طوری که ai = ebi+ci

،١ . ۵ . ٢ قضیه بنابه چون .f = ex ◦ (v′x+ h) + w بنابراین است. R٠[[x;α]] از پوچ توان عنصر
،۵ . ۵ . ٢ گزاره بنابه پس ،v′x+ h+ w ∈ U(R٠[[x;α]])



۵٣ اریب توانͬ سری های شبه حلقه ی π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ
ex ◦ f = ex ◦

[
ex ◦ (v′x+ h) + w

]
= ex ◦

[
v′x+ h+ w

]
ایده آلͬ Nil(R٠[[x;α]]) و هستند مرکزی R٠[[x;α]] خودتوان عناصر چون به علاوه، است. منظم

پس است، R٠[[x;α]] از
(١ − e)x ◦ f = (١ − e)x ◦

[
ex ◦ (v′x+ h) + w

]
= (١ − e)x ◦ w ∈ Nil(R٠[[x;α]]).

است. π‐منظم ،f ،١۴ . ۵ . ٢ لم بنابه این رو از
عدد بنابراین باشد. R٠[[x;α]] از π‐منظم عنصر ΁ی f ͬ کنیم م فرض حال بالعکس،
،٣ . ۵ . ٢ لم بنابه .f (n) = f (n) ◦ g ◦ f (n) به طوری که دارند وجود g ∈ R٠[[x;α]] و n ≥ ١ صحیح
هستند، مرکزی R٠[[x;α]] خودتوان عناصر چون .f (n)◦g = ex داریم e ∈ Idem(R) برخͬ برای

)پس
(١ − e)x ◦ f

)(n)
= (١ − e)x ◦ f (n) = (١ − e)x ◦ ex ◦ f (n) = ٠.

است، مرکزی x− f (n) ◦ g چون .[x− f (n) ◦ g] ◦ f = (١ − e)x ◦ f ∈ Nil
(
R٠[[x;α]]

) بنابراین
داریم

f − f ◦ [f (n−١) ◦ g] ◦ f = f − f (n) ◦ g ◦ f

= f − f ◦ f (n) ◦ g

= [x− f (n) ◦ g] ◦ f ∈ Nil(R٠[[x;α]]).

است. منظم f نتیجه در و ،f +Nil(R٠[[x;α]]) = f ◦ [f (n−١) ◦g]◦f +Nil(R٠[[x;α]]) لذا
در باشد. α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٧ . ۵ . ٢ نتیجه
و g ∈ vnr(R٠[[x;α]]) برخͬ برای اگر تنها و اگر f ∈ π − r(R٠[[x;α]]) این صورت،

.f = g + w باشیم داشته ،w ∈ Nil(R٠[[x;α]])

΁ی f+Nil(R٠[[x;α]]) ،١۶ . ۵ . ٢ قضیه بنابه .f ∈ π−r(R٠[[x;α]]) ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
عناصر ،١۶ . ۵ . ٢ قضیه برهان به توجه با ͬ باشد. م R٠[[x;α]]/Nil(R٠[[x;α]]) از منظم عنصر
.f = h◦ex+w به طوری که دارند وجود w ∈ Nil(R٠[[x;α]]) و e ∈ Idem(R) ،h ∈ U(R٠[[x;α]])

.f ∈ vnr(R٠[[x;α]]) +Nil(R٠[[x;α]]) داریم ،۵ . ۵ . ٢ گزاره بنابه این رو از
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١۶ . ۵ . ٢ قضیه از بالعکس،

ͬ کنیم. م مشخص را R٠[[x;α]] شبه حلقه ی π‐منظم عناصر ساختار بعد، قضیه در
در باشد. α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٨ . ۵ . ٢ قضیه

با است برابر R٠[[x;α]] π‐منظم عناصر همه ی مجموعه ی این صورت،
{∑∞

i=١ aixi | a١ = eu+ c و ∑∞
i=٢ aixi ∈ (eR)٠[[x;α]] +Nil(R٠[[x;α]]),

که e ∈ Idem(R), u ∈ U(R) و c ∈ Nil(R)
}
.



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۵۴
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ۵ . ٢ لم و ١ . ۵ . ٢ قضیه ،۵ . ۵ . ٢ گزاره ،١٧ . ۵ . ٢ نتیجه از برهان.

در باشد. α‐سازگار و Nil(R)٢ = ٠ برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٩ . ۵ . ٢ گزاره
است. نیم گروه ΁ی π − r(R٠[[x;α]]) این صورت،

برای ،١٧ . ۵ . ٢ نتیجه بنابه باشند. R٠[[x;α]] از π‐منظم عناصری f١, f٢ ͬ کنیم م فرض برهان.
دارند وجود wi ∈ Nil(R٠[[x;α]]) و ei ∈ Idem(R) ،hi ∈ U(R٠[[x;α]]) عناصر ،i = ١,٢ هر
.f١ ◦f٢ = f١ ◦

(
h٢ ◦e٢x+w٢

)
= f١ ◦h٢ ◦e٢x+f١ ◦w٢ بنابراین .fi = hi ◦eix+wi به طوری که

لذا .h٢ =
∑∞

i=١ bixi و h١ =
∑∞

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض .g٢ = f١ ◦ w٢ ∈ Nil(R٠[[x;α]]) پس
داریم

f١ ◦ h٢ ◦ e٢x =
(
e١h١ + w١

)
◦ e٢h٢

= e٢b١
[
e١h١ + w١

]
+ e٢b٢

[
e١h١ + w١

]٢
+ · · ·

= e٢b١e١h١ + e٢b١w١ + e٢b٢
[
e١h٢١ + e١h١w١ + w١e١h١ + w٢١

]
+ · · · ·

داریم ،g١ ∈ Nil(R٠[[x;α]]) برخͬ برای ،١١ . ۵ . ٢ قضیه بنابه
f١ ◦ h٢ ◦ e٢x = e١e٢b١a١x+ e١e٢[b١a٢ + b٢a١α(a١)]x٢ + · · ·+ g١.

،۶ . ۵ . ٢ قضیه بنابه ،b١a١ ∈ U(R) و e١e٢ ∈ Idem(R) چون
k = e١e٢b١a١x+ e١e٢[b١a٢ + b٢a١α(a١)]x٢ + · · ·

بنابه این رو از و ،f١ ◦ f٢ = k + g١ + g٢ داریم بنابراین است. R٠[[x;α]] از منظم عنصر ΁ی
است. R٠[[x;α]] از π‐منظم عنصر ΁ی f١ ◦ f٢ ،١٧ . ۵ . ٢ نتیجه

R٠[x] شبه ‐رادی΄ال بررسͬ ۶ . ٢
شبه حلقه ی ماکسیمال چپ ایده آل های تمام اشتراک و شبه‐رادی΄ال مطالعه ی به بخش، این در
بین ارتباط و ͬ پردازیم م ͬ شوند، م داده نمایش Jℓ(R٠[x]) و Jr(R٠[x]) با ترتیب به که R٠[x]
شبه‐منظم ایده آل بزرگترین Jr(R٠[x]) ͬ دهیم م نشان همچنین، ͬ کنیم. م مشخص را آن ها

است. R٠[x]
تولید راست ایده آل این صورت، در باشد. A ⊆ N و دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض
با به ترتیب را A توسط شده تولید ایده آل و A توسط شده تولید چپ ایده آل ،A توسط شده

ͬ دهیم. م نمایش ⟨A⟩ و ⟨A⟩ℓ ،⟨A⟩r نمادهای
همه ی اشتراک این صورت، در باشد. دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .١ . ۶ . ٢ تعریف
ͬ نامیم. م N شبه‐رادی΄ال۵ آن را و ͬ دهیم م نشان Jr(N) با را ماکسیمال راست ایده آل های

ͬ دهیم. م نشان را Jℓ(N) با را N ماکسیمال چپ ایده آل های همه ی اشتراک همچنین،
5Quasi-radical



۵۵ R٠[x] شبه ‐رادی΄ال بررسͬ
حلقه ی از ایده آل هر این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ۶ . ٢ لم

است. R٠[x] از راست ایده آل ΁ی باشد، R٠[x] در مشمول که R[x]

همچنین، است. R٠[x] در مشمول که باشد R[x] حلقه ی از ایده آلͬ I ͬ کنیم م فرض برهان.
این صورت، در .α, h =

∑n
i=١ hixi ∈ R٠[x] و β ∈ I ͬ کنیم م فرض

(α+ β) ◦ h− α ◦ h = h١(α+ β) + h٢(α+ β)٢ + · · ·+ hn(α+ β)n

−h١α− h٢α٢ − · · · − hnα
n

= h١β + ٢h٢αβ + h٢β٢ + · · ·

+(n− ١)hnαn−١β + · · ·+ (n− ١)hnαβn−١ + hnβ
n

=
[
h١ + ٢h٢α+ · · ·+ (n− ١)hnαβn−٢ + hnβ

n−١]β ∈ I.

است. R٠[x] از راست ایده آل ΁ی I بنابراین
این صورت، در .f ∈ R٠[x] و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ۶ . ٢ لم

⟨f⟩r ⊆
{
gf | g ∈ R[x]

}
.

از لذا است، R٠[x] در مشمول که است R[x] حلقه ی از ایده آلͬ {gf | g ∈ R[x]
} چون برهان.

ͬ شود. م حاصل نتیجه ٢ . ۶ . ٢ لم

عنصری f =
∑n

i=٠ aixi آن گاه باشد، جابه جایی حلقه ای R اگر ͬ دانیم م که همان طور
.ai ∈ Nil(R) ،i ≥ ١ هر برای و a٠ ∈ U(R) اگر تنها و اگر است R[x] حلقه ی از وارون پذیر

در .f ∈ R٠[x] و Nil(R)٢ = ٠ باشد، جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۴ . ۶ . ٢ گزاره
.⟨f⟩r = R٠[x] اگر تنها و اگر است R٠[x] از وارون پذیری عنصر f این صورت،

g =
∑m

j=٠ bjxj ،٣ . ۶ . ٢ لم بنابه .⟨f⟩r = R٠[x] و f =
∑n

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
.f١ = a١ +a٢x+ · · ·+anx

n−١ ͬ کنیم م فرض .x = gf و b٠ ̸= ٠ به طوری که دارد وجود R[x] از
بنابه لذا .a٢, . . . , an ∈ Nil(R) و a١ ∈ U(R) نتیجه در و ،f١ ∈ U(R[x]) بنابراین .١ = gf١ پس

ͬ باشد. م R٠[x] از وارون پذیری عنصر f ،۴ . ٢ . ١ قضیه
است. ͹واض بالعکس،

و Nil(R)٢ = ٠ باشد، جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۵ . ۶ . ٢ قضیه
A =

{
f ∈ R٠[x] | x− fg ∈ U(R٠[x]), g ∈ R[x] هر .{برای

.A = Jr(R٠[x]) = Nil(R٠[x]) = Nil(R)٠[x] این صورت، در



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۵۶
راست ایده آل پس .f /∈ Jr(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض .A ⊆ Jr

(
R٠[x]

) ͬ دهیم نشان م ابتدا برهان.
لم بنابه .M + ⟨f⟩r = R٠[x] بنابراین .f /∈ M به طوری که دارد وجود R٠[x] از M ماکسیمال
و ،m = x− gf /∈ U(R٠[x]) پس .m+ gf = x داریم ،g ∈ R[x] و m ∈ M برخͬ برای ،٣ . ۶ . ٢

.f /∈ A نتیجه در
.f =

∑n
i=١ aixi /∈ Nil

(
R٠[x]

) ͬ کنیم م فرض .Jr(R٠[x]
)
⊆ Nil

(
R٠[x]

) ͬ کنیم م ثابت حال
ͬ کنیم م فرض ابتدا .ai /∈ Nil(R) به طوری که دارد وجود ١ ≤ i ≤ n ،١ . ٢ . ١٩ قضیه بنابه پس

،۴ . ٢ . ١ قضیه بنابه پس .a٢١ /∈ Nil(R) زیرا ،f ◦ x٢ = f٢ /∈ Nil(R٠[x]) لذا .a١ /∈ Nil(R)

x− f ◦ x٢ = x− f٢ = x−
(
a٢١x٢ + · · ·+ a٢

nx
٢n) /∈ U(R٠[x]).

برخͬ برای بنابراین است. R٠[x] از سره ای راست ایده آل ⟨x− f ◦ x٢⟩r ،۴ . ۶ . ٢ گزاره بنابه لذا
برخͬ برای این رو از .⟨x − f ◦ x٢⟩r ⊆ M داریم ،M مانند R٠[x] از ماکسیمال راست ایده آل
تناقض ΁ی که ،x ∈ M پس .f ◦ x٢ ∈ M آن گاه ،f ∈ M اگر .m = x− f ◦ x٢ داریم m ∈ M

.f /∈ Jr(R٠[x]) نتیجه در و ،f /∈ M بنابراین است.
قضیه بنابه این رو از .ai /∈ Nil(R) باشیم داشته ،i ≥ ٢ برخͬ برای ͬ کنیم م فرض اکنون
برای بنابراین .⟨x − f⟩r ̸= R٠[x] داریم ،۴ . ۶ . ٢ گزاره بنابه پس .x − f /∈ U(R٠[x]) ،۴ . ٢ . ١
پس .x−f ∈ M نتیجه در و ،⟨x−f⟩r ⊆ M ،M مانند R٠[x] از ماکسیمال راست ایده آل برخͬ

.Jr(R٠[x]) ⊆ Nil(R٠[x]) بنابراین .f /∈ Jr(R٠[x]) نتیجه در و ،f /∈ M

هر برای ،۴ . ٢ . ١ و ١ . ٢ . ١٩ قضیه های بنابه لذا .f ∈ Nil(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض اکنون
این رو از .Nil(R٠[x]) ⊆ A نتیجه در و ،f ∈ A بنابراین .x− fg ∈ U(R٠[x]) ،g ∈ R[x]

Nil(R٠[x]) ⊆ A ⊆ Jr(R٠[x]) ⊆ Nil(R٠[x]).

.A = Jr(R٠[x]) = Nil(R٠[x]) = Nil(R)٠[x] داریم ،١ . ٢ . ١٩ قضیه بنابه لذا
این صورت، در .f ∈ R٠[x] و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ۶ . ٢ لم

⟨f⟩ℓ =
{
g١ ◦ f + g٢ ◦ f + · · ·+ gk ◦ f | gi ∈ R٠[x] و k ≥ ١}.

است. ͹واض برهان.
وارون پذیری عنصر f اگر به وضوح، .f ∈ R٠[x] و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض
حالت در گزاره این عکس که ͬ دهد م نشان زیر مثال اما .⟨f⟩ℓ = R٠[x] آن گاه باشد، R٠[x] از

نیست. برقرار کلͬ
اما .f = x + x٢ /∈ U(R٠[x]) ،۴ . ٢ . ١ قضیه بنابه .R = Z۵ ͬ کنیم م فرض .٧ . ۶ . ٢ مثال
،⟨x+x٢⟩ℓ = R٠[x] این رو از و ،٢x◦(x+x٢)+x◦(x+x٢) = ٢x+۴x٢+x+x٢ = ٣x ∈ ⟨x+x٢⟩ℓ

.x = ٢x ◦ ٣x ∈ ⟨x+ x٢⟩ℓ زیرا
ͬ پردازیم. م Jℓ(R٠[x]) مطالعه ی به ادامه، در



۵٧ R٠[x] شبه ‐رادی΄ال بررسͬ
f ∈ Jℓ(R٠[x]) این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٨ . ۶ . ٢ قضیه
باشیم داشته ،g١, . . . , gn ∈ R٠[x] و n ≥ ١ صحیح عدد هر برای اگر تنها و اگر

.⟨x− g١ ◦ f − · · · − gn ◦ f⟩ℓ = R٠[x]

ͬ کنیم م فرض برهان.
B =

{
f ∈ R٠[x] | ⟨x− g١ ◦ f − · · · − gn ◦ f⟩ℓ = R٠[x], g١, . . . , gn ∈ R٠[x] و n ≥ ١ هر .{برای

g١, . . . , gn ∈ R٠[x] عناصر پس .f /∈ B ͬ کنیم م فرض .Jℓ(R٠[x]) ⊆ B ͬ دهیم م نشان ابتدا
چپ ایده آل برخͬ برای این رو از .⟨x− g١ ◦ f − · · · − gn ◦ f⟩ℓ ̸= R٠[x] به طوری که دارند وجود
،x ∈ M آن گاه ،f ∈ M اگر .⟨x− g١ ◦ f − · · · − gn ◦ f⟩ℓ ⊆ M داریم ،R٠[x] از M ماکسیمال

.f /∈ Jℓ(R٠[x]) نتیجه در و ،f /∈ M بنابراین است. تناقض ΁ی که
.f /∈ M ،R٠[x] از M ماکسیمال ایده آل برخͬ برای لذا .f /∈ Jℓ(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض حال
،m ∈ M و g١, . . . , gn ∈ R٠[x] برخͬ برای ،۶ . ۶ . ٢ لم بنابه این رو از .⟨f⟩ℓ+M = R٠[x] بنابراین
پس .m = x − g١ ◦ f − · · · − gn ◦ f ∈ M بنابراین .g١ ◦ f + · · · + gn ◦ f + m = x داریم

.B ⊆ Jℓ(R٠[x]) لذا .f /∈ B نتیجه در و ،⟨x− g١ ◦ f − · · · − gn ◦ f⟩ℓ ̸= R٠[x]

رادی΄ال را R جابه جایی حلقه ی ماکسیمال ایده آل های همه ی اشتراک که ͬ کنیم م یادآوری
ͬ دهند. م نمایش J(R) نماد با را آن و ͬ نامند م R جی΄وبسن۶

،f =
∑n

i=١ aixi ∈ Jℓ(R٠[x]) اگر باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٩ . ۶ . ٢ قضیه
.a١ ∈ J(R) آن گاه

داریم ،٨ . ۶ . ٢ قضیه بنابه این رو از .r ∈ R ͬ کنیم م فرض برهان.
R٠[x] = ⟨x− rx ◦ f⟩ℓ

= ⟨x− ra١x− r٢a٢x٢ − · · · − rnanx
n⟩ℓ

= ⟨(١ − ra١)x− r٢a٢x٢ − · · · − rnanx
n⟩ℓ.

برخͬ برای ،۶ . ۶ . ٢ لم بنابه .g = (١ − ra١)x − r٢a٢x٢ − · · · − rnanx
n دهید قرار

از .x = h١ ◦ g + · · · + hk ◦ g داریم ،h١ =
∑m١

j=١ b١jxj , . . . , hk =
∑mk

j=١ bkjxj ∈ R٠[x]
بنابراین .(١−ra١)[b١١+ · · ·+bk١] = ١ نتیجه در و ،(١−ra١)b١١+ · · ·+(١−ra١)bk١ = ١ این رو

.a١ ∈ J(R) داریم ،[۴.١ لم ،۶١] بنابه لذا .١ − ra١ ∈ U(R)

ͬ کنیم. م بررسͬ را Jℓ(R٠[x]) و Jr(R٠[x]) بین ارتباط بعد، گزاره در
این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٠ . ۶ . ٢ گزاره

.Jr(R٠[x]) ⊆ Jℓ(R٠[x])
6Jacobson Radical



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۵٨
.f ∈ Nil(R٠[x]) داریم ،١ . ٢ . ١٩ قضیه بنابه این صورت، در .f ∈ Jr(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض برهان.
g١ ◦ f + · · · + gn ◦ f ∈ Nil(R)٠[x] = ،g١, . . . , gn ∈ R٠[x] هر برای ،١ . ٢ . ٢٢ لم بنابه لذا
R٠[x] از وارون پذیری عنصر x− g١ ◦ f − · · · − gn ◦ f ،۴ . ٢ . ١ قضیه بنابه این رو از .Nil(R٠[x])

.f ∈ Jℓ(R٠[x]) نتیجه در و ،⟨x− g١ ◦ f − · · · − gn ◦ f⟩ℓ = R٠[x] بنابراین است.
باشد. برقرار آن برای Jℓ(R٠[x]) = Jr(R٠[x]) تساوی که ͬ دهیم م ارائه حلقه ای زیر، مثال در
تنها ،n ≥ ٢ هر برای به طوری که باشد صحیح دامنه ای R ͬ کنیم م فرض (١) .١١ . ۶ . ٢ مثال
.Jℓ(R٠[x]) = Jr(R٠[x]) = ٠ ͬ دهیم م نشان باشد. صفر ،c٢١ + c٢٢ + · · ·+ c٢

n = ٠ معادله جواب
ͬ کنیم م ادعا .Jr(R٠[x]

)
= Nil

(
R٠[x]

)
= Nil(R)٠[x] = ٠ داریم ،۵ . ۶ . ٢ قضیه بنابه

به طوری که باشد R٠[x] از ناصفر عنصری f =
∑n

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض .Jℓ(R٠[x]) = ٠
ͬ کنیم م فرض .f ∈ Jℓ(R٠[x]) که ͬ کنیم م خلف فرض .f /∈ Jℓ(R٠[x]) ͬ دهیم م نشان .an ̸= ٠
h١, . . . , hk ∈ R٠[x] عناصر ،۶ . ۶ . ٢ لم بنابه .⟨x−g◦f⟩ℓ = R٠[x] ،٨ . ۶ . ٢ قضیه بنابه .g = x+x٢
نظر در را زیر حالت های .h١ ◦ (x− g ◦ f) + · · ·+ hk ◦ (x− g ◦ f) = x به طوری که دارند وجود

ͬ گیریم: م
،۵ . ٢ . ١ نتیجه بنابه لذا .h١ ◦ (x − g ◦ f) = x پس .k = ١ ͬ کنیم م فرض .١ حالت
R٠[x] از وارون پذیر عنصری x− g ◦ f = x−

[
a١(x+ x٢) + a٢(x+ x٢(٢ + · · ·+ an(x+ x٢)n]

΁ی که ،an ∈ Nil(R) = ٠ ،۴ . ٢ . ١ قضیه بنابه است، x − g ◦ f پیشرو ضریب an چون است.
است. تناقض

شدن کم بدون .h١ =
∑m١

j=١ b١jxj , . . . , hk =
∑mk

j=١ bkjxj و k ≥ ٢ ͬ کنیم م فرض .٢ حالت
داشته ،١ ≤ i ≤ k− ١ هر برای اگر .m١ ≤ m٢ ≤ · · · ≤ mk کرد فرض ͬ توان م مسئله، کلیت از

معادله پیشرو ضریب anb
٢n
kmk

زیرا ،anb٢n
kmk

= ٠ آن گاه ،mk ⪈ mi باشیم
h١ ◦ (x− g ◦ f) + · · ·+ hk ◦ (x− g ◦ f) = x

،hk = ٠ بنابراین .bkmk
= ٠ نتیجه در و ،b٢n

kmk
= ٠ پس ،an ̸= ٠ و است دامنه R چون است.

هر برای و mr = mr+١ = · · · = mk به طوری که دارد وجود r ⪇ k لذا است. تناقض ΁ی که
داریم این رو از .mi ⪇ mk ،i ⪇ r

an
(
b٢n
rmr

+ b٢n
(r+١)mr+١ + · · ·+ b٢n

kmk

)
= ٠,

معادله پیشرو ضریب an
(
b٢n
rmr

+ b٢n
(r+١)mr+١ + · · ·+ b٢n

kmk

) زیرا
h١ ◦ (x− g ◦ f) + · · ·+ hk ◦ (x− g ◦ f) = x

داریم فرض، بنابه لذا .b٢n
rmr

+ b٢n
(r+١)mr+١ + · · · + b٢n

kmk
= ٠ پس ،an ̸= ٠ چون است.

تناقض که ،hr = hr+١ = · · · = hk = ٠ پس .brmr = b(r+١)mr+١ = · · · = bkmk
= ٠

.Jℓ(R٠[x]) = ٠ بنابراین است.



۵٩ R٠[x] شبه ‐رادی΄ال بررسͬ
موضعͬ صحیح دامنه R این صورت، در باشد. pZ بر Z ͬ سازی موضع R ͬ کنیم م فرض (٢)
بنابه لذا است. صفر ،R در c٢١ + c٢٢ + · · ·+ c٢

n = ٠ معادله جواب تنها ،n ≥ ٢ هر برای و است
Jℓ(R٠[x]) = Jr(R٠[x]) = ٠ داریم ،(١)

([x]R٠)Jℓ؟ = Jr(R٠[x]) آیا .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R فرض کنیم سؤال:
توسط شده تولید راست ایده آل La و a ∈ N شبه حلقه، ΁ی N ͬ کنیم م فرض .١٢ . ۶ . ٢ تعریف
،N = N٠ اگر .a ∈ La هرگاه ͬ نامند، م شبه‐منظم٧ را a عنصر باشد. {n − an | n ∈ N}

.La = N اگر تنها و اگر است شبه‐منظم a آن گاه
،[٢٠] مطابق باشد. u همانͬ با صفر‐متقارن شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض .١٣ . ۶ . ٢ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود b ∈ N هرگاه ͬ نامیم، م بیدلمن٨ شبه‐منظم را a ∈ N عنصر

ͬ باشد. م نیز شبه‐منظم بیدلمن، شبه‐منظم عنصر هر به وضوح، .(u− a)b = u

ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x] بیدلمن شبه‐منظم عناصر بعد، گزاره در
این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۴ . ۶ . ٢ گزاره
،i ≥ ٢ هر برای و ١ − a١ ∈ U(R) اگر تنها و اگر است بیدلمن شبه‐منظم ∑m

i=١ aixi ∈ R٠[x]
.ai ∈ Nil(R)

وارون x − f پس باشد. بیدلمن شبه‐منظم f =
∑m

i=١ aixi ∈ R٠[x] ͬ کنیم م فرض برهان.
،۴ . ٢ . ١ قضیه بنابه این رو از است. وارون پذیر x − f ،۵ . ٢ . ١ نتیجه بنابه لذا دارد. راست

.ai ∈ Nil(R) ،i ≥ ٢ هر برای و ١ − a١ ∈ U(R)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،۵ . ٢ . ١ نتیجه از بالعکس،
I این صورت، در باشد. N شبه حلقه ی از راست ایده آل ΁ی I ͬ کنیم م فرض .١۵ . ۶ . ٢ تعریف
.n− an ∈ I ،n ∈ N هر برای به طوری که باشد داشته وجود a ∈ N هرگاه ͬ نامند، م مدولار را
و J١/٢ با را N از ماکسیمال راست مدولار ایده آل های همه ی اشتراک ،[٧۵] مطابق

ͬ دهیم. م نشان J٠(N) با را J١/٢ در مشمول ایده آل بزرگترین
ͬ نامند م N رادی΄ال‐پوچ٩ را N شبه حلقه ی پوچ ایده آل های همه ی مجموع .١۶ . ۶ . ٢ تعریف

ͬ دهند. م نشان N(N) نماد با را آن و
Nil(R٠[x]) ،١ . ٢ . ٢٢ لم بنابه لذا باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٧ . ۶ . ٢ تذکر

.N(R٠[x]) = Nil(R٠[x]) داریم و بوده R٠[x] از ایده آلͬ
این صورت، در باشد. دلخواه شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض [۵.۶٠ نتیجه ،٧۵] .١٨ . ۶ . ٢ لم

.N(N) ⊆ J٠(N) ⊆ J١/٢(N)

7Quasiregular
8Beidleman quasiregular

9Nil-Radical



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های π‐منظم و منظم عناصر بررسͬ ۶٠
در باشد. صفر‐متقارن شبه حلقه ای N ͬ کنیم م فرض [۵.٣٧ قضیه ،٧۵] .١٩ . ۶ . ٢ قضیه

این صورت،
است. N شبه‐منظم راست ایده آل بزرگترین J١/٢(N) (١)

است. پوچ راست ایده آل های همه ی شامل J١/٢(N) (٢)
است. N شبه‐منظم ایده آل بزرگترین J٠(N) (٣)

است. پوچ ایده آل های همه ی شامل J٠(N) (۴)
این صورت، در .Nil(R)٢ = ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢٠ . ۶ . ٢ گزاره

.Nil(R٠[x]) = J٠(R٠[x]) = J١/٢(R٠[x]) (١)
است. R٠[x] شبه‐منظم ایده آل بزرگترین Nil(R٠[x]) (٢)

است. R٠[x] شبه‐منظم راست ایده آل بزرگترین Nil(R٠[x]) (٣)
بنابه به علاوه، .N(R٠[x]) ⊆ J٠(R٠[x]) ⊆ J١/٢(R٠[x]) داریم ،١٨ . ۶ . ٢ لم مطابق (١) برهان.
،۵ . ۶ . ٢ قضیه بنابه لذا است. ی΄دار R٠[x] زیرا ،Jr(R٠[x]) = J١/٢(R٠[x]) ،[۵.۶٧(j) تذکر ،٧۵]

.Nil(R٠[x]) = J٠(R٠[x]) = J١/٢(R٠[x]) بنابراین .Nil(R٠[x]) = J١/٢(R٠[x]) داریم
(١) از لذا است. R٠[x] شبه‐منظم ایده آل بزرگترین J٠(R٠[x]) ،١٩ . ۶ . ٢ قضیه بنابه (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه
لذا است. R٠[x] شبه‐منظم راست ایده آل بزرگترین J١/٢(R٠[x]) ،١٩ . ۶ . ٢ قضیه بنابه (٣)

ͬ شود. م حاصل نتیجه (١) از



٣ فصل
صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ

و چندجمله ای ها شبه حلقه های
توانͬ سری های

Z(R) = Zℓ(R)∪Zr(R) این صورت، در باشد. دلخواه حلقه ای) (یا شبه حلقه ای R ͬ کنیم م فرض
و R چپ صفر مقسوم علیه های همه ی مجموعه ی نمایانگر به ترتیب، ،Zr و Zℓ که
،A ⊆ R برای همچنین، ͬ باشد. م R راست صفر مقسوم علیه های همه ی مجموعه ی
و ℓ.annR(A) = {r ∈ R | rA = ٠} به طوری که annR(A) = ℓ.annR(A) ∪ r.annR(A)

صفر مقسوم علیه عناصر مطالعه  ی به ابتدا فصل، این در .r.annR(A) = {r ∈ R | Ar = ٠}
صفر مقسوم علیه گراف قطر سپس، ͬ پردازیم. م R جابه جایی حلقه ی روی R٠[x] شبه حلقه  ی
مجموعه ی آن ها تحت که ͬ دهیم م ارائه شرایطͬ همچنین، ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را R٠[x]
شبه حلقه ی به را نتایج این ادامه، در باشد. آن از ایده آلͬ ،R٠[x] صفر مقسوم علیه های
تعمیم اریب توانͬ سری های صفر‐متقارن شبه حلقه ی و اریب صفر‐متقارن چندجمله ای های
روی R٠[[x]] و R٠[x] شبه حلقه های فشرده ی مقسوم علیه گراف بررسͬ به آخر در ͬ دهیم. م

ͬ دهیم. م ارائه گراف ها این قطر از کاملͬ رده بندی و ͬ پردازیم م R جابه جایی حلقه ی
ͬ باشد. م [۴] ͽمرج از برگرفته فصل این مطالب

۶١



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ۶٢

صفر‐ شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٣ . ١
چندجمله ای ها متقارن

R جابه جایی حلقه ی روی R٠[x] صفر مقسوم علیه عناصر مطالعه ی به ابتدا بخش، این در
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را R٠[x] صفر مقسوم علیه گراف قطر سپس، ͬ پردازیم. م

صفر مقسوم علیه گراف مشابه N شبه حلقه ی مقسوم علیه گراف شد، ذکر قبلا́ که همان طور
،R٠[x] شبه حلقه  ی صفر مقسوم علیه گراف بنابراین ͬ شود. م تعریف R ناجابه جایی حلقه ی
رأس دو به طوری که Z(R٠[x])∗ = Z(R٠[x]) \ {٠} رئوس مجموعه ی با است گرافͬ ،Γ(R٠[x])

.g ◦ f = ٠ یا f ◦ g = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند هم با g و f

اگر باشد. جابه جایی حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض م΁ کوی) ٢.١](قضیه قضیه ،۶٨] .٣ . ١ . ١ قضیه
به طوری که دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر آن گاه باشد، R[x] حلقه ی از صفر مقسوم علیه ΁ی f

.cf = ٠
g =

∑m
j=١ bjxj و f =

∑n
i=١ aixi و باشد جابه جایی حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض .٣ . ١ . ٢ لم

این صورت، در .f ◦ g = ٠ به طوری که باشند R٠[x] شبه حلقه  ی از عناصری
.a١b١ = ٠ (١)

.rf = ٠ ،r ∈ R ناصفر عنصر برخͬ برای (٢)
.sg = ٠ ،s ∈ R ناصفر عنصر برخͬ برای یا است پوچ توان f (٣)

است. ͹واض (١) برهان.
بنابراین باشد. g ناصفر ضریب اولین bj ͬ کنیم م فرض (٢)

bjf
j + bj+١f j+١ + · · ·+ bmfm = ٠,

مثبت صحیح عدد آن گاه ،f j = ٠ اگر .(bj + bj+١f + · · · + bmfm−j)f j = ٠ نتیجه در و
برای م΁ کوی، قضیه بنابه این رو از .fk+١ = ٠ و fk ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ١ ≤ k ≤ j− ١

چون .f j ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض بنابراین .rf = ٠ داریم ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ
bj + bj+١f + · · ·+ bmfm−j ̸= ٠,

(bj + bj+١f + · · · + bmfm−j)fk ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ≤ k ≤ j − ١ صحیح عدد پس
ͬ شود. م حاصل نتیجه م΁ کوی، قضیه ی بنابه لذا .(bj + bj+١f + · · ·+ bmfm−j)fk+١ = ٠ اما
به طوری که دارد وجود i ≥ ١ ،١ . ١ . ١٢ نتیجه بنابه لذا نباشد. پوچ توان f ͬ کنیم م فرض (٣)
.f ◦g = ٠ داریم ،(R/Nil(R)

)
٠[x] شبه حلقه  ی در پس ،f ◦g = ٠ چون نیست. پوچ توان a = ai

بنابراین .aibj = ٠ داریم ،i, j هر برای ،١ . ٢ . ٢٣ لم بنابه است، کاهشͬ R/Nil(R) چون



۶٣ چندجمله ای ها صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
اعداد ،١ ≤ j ≤ m هر برای این رو از .١ ≤ j ≤ m هر و k مثبت صحیح عدد برخͬ برای akbkj = ٠
صحیح اعداد بنابراین .akbtj+١

j = ٠ اما akbtjj ̸= ٠ به طوری که دارند وجود ٠ ≤ tj ≤ k صحیح
،١ ≤ j ≤ m هر برای اما akbs١١ b

s٢٢ · · · bsmm ̸= ٠ به طوری که دارند وجود ٠ ≤ sj ≤ tj نامنفͬ
.sg = ٠ داریم ،s = akb

s١١ b
s٢٢ · · · bsmm دادن قرار با لذا .(akbs١١ b

s٢٢ · · · bsmm )bj = ٠
ͬ کنیم. م مشخص را R٠[x] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر ساختار بعد، گزاره در

این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض .٣ . ١ . ٣ گزاره
آن گاه باشد، کاهشͬ R اگر (١)

Zℓ(R٠[x]) = Zr(R٠[x]) =
{
f ∈ R٠[x] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ .{برای

آن گاه باشد، غیرکاهشͬ R اگر (٢)
.Zℓ(R٠[x]) =

{
f ∈ R٠[x] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ {برای الف)

ب)
Zr(R٠[x]) = Zℓ(R٠[x]) ∪{ n∑

i=١
aix

i ∈ R٠[x] | annR(a١) ∩Nil(R) ̸= {٠}, n ≥ ١ و ai ∈ R, i ≥ ٢ هر {برای
باشند R٠[x] از ناصفر عناصری f =

∑n
i=١ aixi, g =

∑m
j=١ bjxj ͬ کنیم م فرض (١) برهان.

بنابراین .aibj = ٠ = bjai داریم ،i, j هر برای ،١ . ٢ . ٢٣ لم بنابه لذا .f ◦ g = ٠ به طوری که
.Zℓ(R٠[x]) = Zr(R٠[x]) ⊆

{
f ∈ R٠[x] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ {برای این رو از .g ◦ f = ٠

آن گاه ،rf = ٠ باشیم داشته r ∈ R ناصفر عنصر برخͬ برای اگر .f ∈ R٠[x] ͬ کنیم م فرض
نتیجه در و ،f ◦ rx = ٠

Zℓ(R٠[x]) = Zr(R٠[x]) =
{
f ∈ R٠[x] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ .{برای

ناصفر عنصر برخͬ برای پس .f =
∑n

i=١ aixi ∈ Zℓ(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض الف) (٢)
در و ،b١f + b٢f٢ + · · · + bmfm = ٠ بنابراین .f ◦ g = ٠ داریم ،g =

∑m
j=١ bjxj ∈ R٠[x]

بنابه است، ناصفر b١ + b٢f٢ + · · ·+ bmfm−١ چون .(b١ + b٢f٢ + · · ·+ bmfm−١)f = ٠ نتیجه
برخͬ برای اگر به علاوه، .rf = ٠ به طوری که دارد وجود r ∈ R ناصفر عنصر م΁ کوی، قضیه
.f ∈ Zℓ(R٠[x]) نتیجه در و ،f ◦ rx = ٠ آن گاه ،rf = ٠ باشیم داشته r ∈ R ناصفر عنصر

.Zℓ(R٠[x]) =
{
f ∈ R٠[x] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R ΁ی {برای بنابراین

f =
∑n

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض .Zℓ(R٠[x]) ⊆ Zr(R٠[x]) داریم به وضوح (الف)، بنابه ب)
b ∈ Nil(R) ͬ کنیم م فرض .annR(a١) ∩ Nil(R) ̸= {٠} به طوری که باشد R٠[x] از عنصری
از .bk−١ ̸= ٠ اما bk = ٠ به طوری که دارد وجود k مثبت صحیح عدد لذا .ba١ ̸= ٠ به طوری که

.f ∈ Zr(R٠[x]) نتیجه در و ،bk−١x ◦ f = ٠ این رو



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ۶۴
ناصفر عنصر برخͬ برای لذا .f =

∑n
i=١ aixi ∈ Zr(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض حال

،٣ . ١ . ٢ لم بنابه آن گاه نباشد، پوچ توان g اگر .g ◦ f = ٠ داریم ،R٠[x] از g =
∑m

j=١ bjxj
نتیجه بنابه آن گاه باشد، پوچ توان g اگر .rf = ٠ داریم ،r ∈ R ناصفر عنصر برخͬ برای
در و ،bta١ = ٠ پس باشد. g ناصفر ضریب اولین bt ͬ کنیم م فرض .Cf ⊆ Nil(R) ،١ . ١ . ١٢

بنابراین .annR(a١) ∩Nil(R) ̸= {٠} نتیجه
Zr(R٠[x]) = Zℓ(R٠[x]) ∪{ n∑

i=١
aix

i ∈ R٠[x] | annR(a١) ∩Nil(R) ̸= {٠}, n ≥ و١ ai ∈ R, i ≥ ٢ هر .{برای

این صورت، در باشد. جابه جایی حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض .۴ . ٣ . ١ نتیجه
Z(R٠[x]) =

{
f ∈ R٠[x] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ {برای ∪{ n∑
i=١

aix
i ∈ R٠[x] | annR(a١) ∩Nil(R) ̸= {٠}, n ≥ ١ و ai ∈ R, i ≥ ٢ هر .{برای

ͬ پردازیم. م R٠[x] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف قطر مطالعه ی به ادامه، در
.٢ ≤ diam

(
Γ(R٠[x])

)
≤ ٣ آن گاه باشد، جابه جایی حلقه ا ی R اگر .۵ . ٣ . ١ قضیه

پایین کران است کافͬ لذا .diam(
Γ(R٠[x])

)
≤ ٣ داریم ،١٢ . ۴ . ١ قضیه بنابه برهان.

،٠ ̸= a ∈ Z(R) اگر باشد. کاهشͬ ،R ͬ کنیم م فرض ابتدا کنیم. ثابت را diam
(
Γ(R٠[x])

)
بنابراین .ax ◦ ax٢ ̸= ٠ ̸= ax٢ ◦ ax و هستند Z(R٠[x]) از متمایزی عناصر ax, ax٢ آن گاه

.d(ax, ax٢) ≥ ٢
به طوری که دارد وجود ٠ ̸= c ∈ R این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ R ͬ کنیم م فرض حال
.cx ◦ x٢ = ٠ = cx ◦ x٣ زیرا هستند، Z(R٠[x]) از متمایزی عناصر x٢, x٣ این رو از .c٢ = ٠

.diam(
Γ(R٠[x])

)
≥ ٢ بنابراین .d(x٢, x٣) ≥ ٢ پس ،x٢ ◦ x٣ ̸= ٠ ̸= x٣ ◦ x٢ چون

این صورت، در .diam(
Γ(R٠[x])

)
= ٢ و باشد غیرکاهشͬ حلقه  ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ٣ . ١ گزاره

Z(R٠[x]) =
{∑n

i=١ aixi ∈ R٠[x] | a١ ∈ Z(R), n ≥ ١ و ai ∈ R هر برای }
،a ∈ Z(R) هر برای دهیم نشان است کافͬ ،۴ . ٣ . ١ نتیجه ی بنابه برهان.
،{ax, x٢} ⊆ Z(R٠[x]) لذا .a ∈ Z(R) \ Nil(R) ͬ کنیم م فرض .annR(a) ∩ Nil(R) ̸= {٠}
f ∈ R٠[x] پوچ توان عنصر پس ،a٢ ̸= ٠ و diam

(
Γ(R٠[x])

)
= ٢ چون است. غیرکاهشͬ R زیرا

.ak ̸= ٠ و f =
∑n

i=k aix
i ͬ کنیم م فرض است. مسیر ΁ی ax− f − x٢ به طوری که دارد وجود

ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت های .Cf ⊆ Nil(R) ،١ . ١ . ١٢ نتیجه بنابه
.ak ∈ annR(a) ∩Nil(R) نتیجه در و ،a(∑n

i=k aix
i) = ٠ آن گاه ،f ◦ ax = ٠ اگر .١ حالت



۶۵ چندجمله ای ها صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
،aka = ٠ اگر .akak = ٠ لذا و ،∑n

i=k ai(ax)
i = ٠ پس .ax◦f = ٠ ͬ کنیم م فرض .٢ حالت

aka
t ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ١ ≤ t ≤ k− ١ آن گاه ،aka ̸= ٠ اگر است. حاصل نتیجه آن گاه

.akat ∈ annR(a) ∩Nil(R) بنابراین .(akat)a = ٠ اما
این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه  ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ١ . ٧ قضیه

.annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ̸= {٠} ،a, b ∈ Z(R) هر برای اگر تنها و اگر diam(

Γ(R٠[x]
)
= ٢

داریم ،۶ . ٣ . ١ گزاره بنابه .a, b ∈ Z(R) و diam
(
Γ(R٠[x])

)
= ٢ ͬ کنیم م فرض برهان.

f =
∑m

i=١ cixi ∈ R٠[x] پوچ توان عنصر ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه لذا .{ax + x٢, bx + x٢} ⊆ Z(R٠[x])
داریم ،١ . ١ . ١٢ نتیجه بنابه .f ◦ (ax + x٢) = ٠ = f ◦ (bx + x٢) طوری که به دارد وجود
،ack = ٠ = bck این صورت، در باشد. f ناصفر ضریب اولین ck ͬ کنیم م فرض .Cf ⊆ Nil(R)

.ck ∈ annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) نتیجه در و

.annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ̸= {٠} باشیم داشته ،a, b ∈ Z(R) هر برای ͬ کنیم م فرض بالعکس،

گزاره بنابه پس باشند. Z(R٠[x]) از عناصری g =
∑m

j=١ bjxj و f =
∑n

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض
.c ∈ ann

(
{a١, b١}

) به طوری که دارد وجود c پوچ توان عنصر بنابراین .a١, b١ ∈ Z(R) ،۶ . ٣ . ١
΁ی f−ck−١x−g بنابراین .ck−١ ̸= ٠ اما ck = ٠ به طوری که دارد وجود k مثبت صحیح عدد لذا

.diam(
R٠[x]

)
= ٢ ،۵ . ٣ . ١ قضیه بنابه لذا .diam(

R٠[x]
)
≤ ٢ نتیجه در و است، مسیر

این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ١ . ٨ نتیجه
به طوری که باشند داشته وجود a, b ∈ Z(R) عناصر اگر تنها و اگر diam

(
Γ(R٠[x])

)
= ٣

.annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) = {٠}

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ١ . ٧ و ۵ . ٣ . ١ قضیه های بنابه برهان.
حلقه ای R که حالتͬ در را R٠[x] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف قطر بعد، گزاره در

ͬ کنیم. م مشخص است، کاهشͬ
این صورت، در باشد. کاهشͬ حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض .٣ . ١ . ٩ گزاره

.diam(
Γ(R٠[x])

)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= ٢ (١)

.diam(
Γ(R٠[x])

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x])
)
= ٣ (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١ . ٢ . ٢٣ لم از برهان.
است. الزامͬ ،٣ . ١ . ٩ گزاره در R بودن کاهشͬ شرط که ͬ دهد م نشان زیر مثال

این صورت، در .Z(R)٢ = ٠ و باشد غیرکاهشͬ حلقه  ای R ͬ کنیم م فرض (١) .٣ . ١ . ١٠ مثال
.diam(

Γ(R٠[x])
)
= ٢ اما ،diam(

Γ(R[x])
)
= ١



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ۶۶
مستقل متغیرهای z و w, y که باشد D = K[w, y, z]⟨x,y,z⟩ و میدان K ͬ کنیم م فرض (٢)
با اول ایده آل های مجموعه ی P ͬ کنیم م فرض است. دامنه D به وضوح، هستند. K از
،Pα ∈ P هر برای ͬ کنیم م فرض به علاوه، باشد. D حلقه ی ماکسیمال ایده آل Q و ٢ ارتفاع
و B =

∑
Fα ͬ کنیم م فرض همچنین باشد. D/Pα کسرهای میدان Fα = qf(D/Pα)

لوکاس نیست. کاهشͬ و نوتری R به وضوح، باشد. B توسط D بدیهͬ توسیع R = D(+)B

و diam
(
Γ(R[x])

)
= ٣ کرد ثابت ،[۵.٢ مثال ،۶۵]

است. Z(R) = Q(+)B ماکسیمال ایده آل با موضعͬ حلقه ای R (الف)
پوچ توان پوچ ساز دارای باشد، شده تولید عضو دو توسط که Z(R) در مشمول ایده آل هر (ب)

است. ناصفر
.diam(

Γ(R٠[x])
)
= ٢ داریم ،٣ . ١ . ٧ قضیه بنابه لذا

است. R٠[x] از ایده آلͬ Z(R٠[x]) آن ها، تحت که ͬ دهیم م ارائه شرایطͬ ادامه، در
Z(R٠[x]) این صورت، در باشد. کاهشͬ و جابه جایی حلقه  ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ١ . ١١ گزاره

باشد. R از ایده آلͬ Z(R) و (A) خاصیت دارای R اگر تنها و اگر است R٠[x] از ایده آلͬ
داریم ،٣ . ١ . ٣ گزاره بنابه است، کاهشͬ R چون برهان.

Z(R٠[x]) =
{
f ∈ R٠[x] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ .{برای

در و ،ax, bx ∈ Z(R٠[x]) پس .a, b ∈ Z(R) و باشد R٠[x] از ایده آلͬ Z(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض
.r(a+ b)x = ٠ داریم ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای این رو از .(a+ b)x = ax+ bx ∈ Z(R٠[x]) نتیجه

است. R از ایده آلͬ Z(R) بنابراین .a+ b ∈ Z(R) پس
لذا .a١x, a٢x٢, . . . , anxn ∈ Z(R٠[x]) پس .⟨a١, . . . , an⟩ ⊆ Z(R) ͬ کنیم م فرض حال
برخͬ برای بنابراین است. R٠[x] از ایده آلͬ Z(R٠[x]) زیرا ،a١x + · · · + anx

n ∈ Z(R٠[x])
دارای R لذا و ،r⟨a١, . . . , an⟩ = ٠ این رو از .r(a١x + · · · + anx

n) = ٠ داریم ،٠ ̸= r ∈ R

است. (A) خاصیت
ͬ کنیم م فرض باشد. (A) خاصیت دارای R و R از ایده آلͬ Z(R) ͬ کنیم م فرض بالعکس،
ناصفر عناصر برخͬ برای پس باشند. Z(R٠[x]) از عناصری g =

∑m
j=١ bjxj و f =

∑n
i=١ aixi

لذا .{a١, . . . , an, b١, . . . , bm} ⊆ Z(R) بنابراین .rf = ٠ = sg داریم ،r, s ∈ R

⟨a١ + b١, . . . , an + bn⟩ ⊆ Z(R),

زیرا ،t⟨a١ + b١, . . . , an+ bn⟩ = ٠ ،٠ ̸= t ∈ R برخͬ برای این رو از است. R از ایده آلͬ Z(R) زیرا
.f + g ∈ Z(R٠[x]) نتیجه در و ،t(f + g) = ٠ بنابراین دارد. (A) خاصیت R

.z =
∑t

k=١ zkxk ∈ Z(R٠[x]) و f =
∑n

i=١ aixi, g =
∑n

j=١ bjxj ∈ R٠[x] ͬ کنیم م فرض
چون به علاوه، .f ◦ z =

∑t
k=١ zk(f)k ∈ Z(R٠[x]) پس ،zk ∈ Z(R) ،k هر برای چون



۶٧ اریب چندجمله ای های صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
(z + f) ◦ g − f ◦ g =

∑n
j=١ bj(z + f)j −

∑n
j=١ bj(f)j =

∑n
j=١ bj [(z + f)j − f j ] = hz,

ایده آلͬ Z(R٠[x]) نتیجه در و ،(z + f) ◦ g − f ◦ g ∈ Z(R٠[x]) بنابراین ،h ∈ R٠[x] برخͬ برای
است. R٠[x] از

Z(R٠[x]) این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه  ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ١ . ١٢ گزاره
.annR(a− b) ∩Nil(R) ̸= {٠} ،a, b ∈ Z(R) هر برای اگر تنها و اگر است R٠[x] از ایده آلͬ

بنابراین .a, b ∈ Z(R) و باشد R٠[x] از ایده آلͬ Z(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض برهان.
لذا است. R٠[x] از ایده آلͬ Z(R٠[x]) و {ax, bx, x٢} ⊆ Z(R٠[x]) زیرا ،(a−b)x+x٢ ∈ Z(R٠[x])
.f ◦ [(a− b)x+ x٢] = ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= f ∈ R٠[x] پوچ توان عنصر ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه
f ناصفر ضریب اولین c ͬ کنیم م فرض .Cf ⊆ Nil(R) داریم ،١ . ١ . ١٢ نتیجه بنابه به علاوه،

.annR(a− b) ∩Nil(R) ̸= {٠} نتیجه در و ،(a− b)c = ٠ پس باشد.
.annR(a−b)∩Nil(R) ̸= {٠} باشیم داشته ،a, b ∈ Z(R) هر برای ͬ کنیم م فرض بالعکس،
گزاره و ٣ . ١ . ٧ قضیه بنابه نتیجه در و ،annR(a) ∩ Nil(R) ̸= {٠} ،a ∈ Z(R) هر برای پس

داریم ،۶ . ٣ . ١
Z(R٠[x]) = {

∑n
i=١ aixi ∈ R٠[x] | a١ ∈ Z(R), n ≥ ١ و ai ∈ R, i ≥ ١ هر .{برای

است. R٠[x] از ایده آلͬ Z(R٠[x]) که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به لذا
باشد، دور ΁ی شامل Γ(R٠[x]) اگر باشد. جابه جایی حلقه ا ی R ͬ کنیم م فرض .٣ . ١ . ١٣ گزاره

.gr(Γ(R٠[x])
)
≤ ۴ آن گاه

ͬ شود. م حاصل نتیجه ١٢ . ۴ . ١ قضیه از برهان.

صفر‐ شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٣ . ٢
اریب چندجمله ای های متقارن

حلقه ای R که R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر مطالعه ی به بخش، این در
را R٠[x;α, δ] صفر مقسوم علیه گراف قطر سپس، ͬ پردازیم. م است، ,α)‐سازگار δ) و متقارن

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد
در باشد. ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٢.١ نتیجه ،۴٢] .٣ . ٢ . ١ لم
عناصر اگر تنها و اگر است R[x;α, δ] حلقه ی از چپ یا راست صفر مقسوم علیه ΁ی f این صورت،

.rf = ٠ = fs به طوری که باشند داشته وجود r, s ∈ R ناصفر
مقسوم علیه ΁ی f اگر باشد. ,α)‐سازگار δ) و متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ٢ لم
به طوری که دارند وجود r, s ∈ R ناصفر عناصر آن گاه باشد، R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی از چپ صفر

.rf = ٠ = fs



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ۶٨
g =

∑m
j=١ bjxj ناصفر عنصر برخͬ برای پس است، چپ صفر مقسوم علیه f چون برهان.

نتیجه در و ،b١f + b٢f٢ + · · · + bmfm = ٠ این رو از .f ◦ g = ٠ داریم R٠[x;α, δ] از
لم بنابه است، ناصفر b١ + b٢f + · · · + bmfm−١ چون .(b١ + b٢f + · · · + bmfm−١)f = ٠

.rf = ٠ = fs داریم ،r, s ∈ R ناصفر عناصر برخͬ برای ،٣ . ٢ . ١
‐α حلقه ی برای را R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر ساختار بعد، گزاره در

ͬ کنیم. م مشخص R صلب
این صورت، در باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ٣ گزاره

Zℓ

(
R٠[x;α, δ]

)
= Zr

(
R٠[x;α, δ]

)
=

{
f ∈ R٠[x;α, δ] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ .{برای

برای پس باشد. R٠[x;α, δ] از چپ صفر مقسوم علیه ΁ی f =
∑n

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض برهان.
،١ . ١ . ٢٧ لم بنابه این رو از .f ◦ g = ٠ داریم ،R٠[x;α, δ] از g =

∑m
j=١ bjxj ناصفر عنصر برخͬ

لذا .f ∈ Zr(R٠[x;α, δ]) نتیجه در و ،g ◦ f = ٠ بنابراین .aibj = ٠ = bjai داریم ،i, j هر برای
داریم ،٣ . ٢ . ٢ لم بنابه

Zℓ(R٠[x;α, δ]) = Zr(R٠[x;α, δ]) ⊆
{
f ∈ R٠[x;α, δ] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ .{برای

در و ،f ◦ rx = ٠ پس .rf = ٠ ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای و f ∈ R٠[x;α, δ] ͬ کنیم م فرض حال
داریم نتیجه

Zℓ(R٠[x;α, δ]) = Zr(R٠[x;α, δ]) =
{
f ∈ R٠[x;α, δ] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ .{برای

ͬ شود. م حاصل بعد لم ،[٣.۶ قضیه ،۶] بنابه است، نیم جابه جایی متقارن، حلقه ی هر چون
این صورت، در باشد. ,α)‐سازگار δ) و متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۴ . ٣ . ٢ لم

.Nil(R[x;α, δ]) = Nil(R)[x;α, δ] و است R[x;α, δ] حلقه ی از ایده آلͬ Nil(R[x;α, δ])

و f =
∑n

i=١ aixi و باشد ,α)‐سازگار δ) و متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۵ . ٣ . ٢ گزاره
برای یا است پوچ توان f آن گاه ،f ◦ g = ٠ اگر باشند. R٠[x;α, δ] از عناصری g =

∑m
j=١ bjxj

.sf = ٠ داریم ،٠ ̸= s ∈ R برخͬ
a = ai ،i ≥ ١ برخͬ برای ،۴ . ٣ . ٢ لم بنابه این رو از نباشد. پوچ توان f ͬ کنیم م فرض برهان.
‐α ،R کاهشͬ حلقه  ی ،١ . ١ . ٢٩ گزاره بنابه .R = R/Nil(R) ͬ کنیم م فرض نیست. پوچ توان
پس ،f ◦ g = ٠ چون ͬ باشد. م α‐صلب حلقه ای R ،٢۴ . ١ . ١ گزاره بنابه این رو از است. سازگار
.aibj = ٠ داریم ،i, j هر برای ،١ . ١ . ٢٧ لم بنابه .f ◦ g = ٠ داریم ،R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی در
داریم ،١ ≤ j ≤ m هر برای و k مثبت صحیح عدد برخͬ برای پس است، متقارن R چون
.akbtj+١

j = ٠ اما akbtjj ̸= ٠ به طوری که موجودند ٠ ≤ tj ≤ k صحیح اعداد بنابراین .akbkj = ٠
هر برای اما akbs١١ b

s٢٢ · · · bsmm ̸= ٠ به طوری که دارند وجود ٠ ≤ sj ≤ tj صحیح اعداد این رو از
.sg = ٠ بنابراین .s = akb

s١١ b
s٢٢ · · · bsmm دهید قرار .(akbs١١ b

s٢٢ · · · bsmm
)
bj = ٠ ،١ ≤ j ≤ m



۶٩ اریب چندجمله ای های صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
اگر .f ∈ R٠[x;α, δ] و باشد ,α)‐سازگار δ) و متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ٣ . ٢ نتیجه
چپ و راست صفر مقسوم علیه f آن گاه ،rf = ٠ باشیم داشته ،r ∈ R ناصفر عنصر برخͬ برای

است. R٠[x;α, δ] از
از .rai = ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر برای پس ،rf = ٠ چون .f =

∑n
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض برهان.

f بنابراین .rx ◦ f = a١(rx) + a٢(rx)٢ + · · · + an(rx)
n = ٠ و f ◦ rx = rf = ٠ داریم این رو

است. R٠[x;α, δ] از چپ و راست صفر مقسوم علیه ΁ی
باشد. ,α)‐سازگار δ) و غیرکاهشͬ متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ٧ گزاره

این صورت، در
.Zℓ(R٠[x;α, δ]) =

{
f ∈ R٠[x;α, δ] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ {برای (١)

(٢)
Zr(R٠[x;α, δ]) = Zℓ(R٠[x;α, δ]) ∪{ n∑

i=١
aix

i ∈ R٠[x;α, δ] | annR(a١) ∩Nil(R) ̸= {٠}, n ≥ ١ و
ai ∈ R, i ≥ ٢ هر .{برای

نتیجه بنابه این رو از .rf = ٠ باشیم داشته ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای ͬ کنیم م فرض (١) برهان.
R٠[x;α, δ] از چپ صفر مقسوم علیه ΁ی f اگر به علاوه، .f ∈ Zℓ(R٠[x;α, δ]) داریم ،۶ . ٣ . ٢

.rf = ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R عنصر ،٣ . ٢ . ٢ لم بنابه آن گاه باشد،
پس باشد. R٠[x;α, δ] از راست صفر مقسوم علیه ΁ی f =

∑n
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض (٢)

نباشد، پوچ توان g اگر .g ◦ f = ٠ داریم ،R٠[x;α, δ] از g =
∑m

j=١ bjxj ناصفر عنصر برخͬ برای
حاصل نتیجه این رو از و ،rf = ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ≠ r ∈ R ،۵ . ٣ . ٢ گزاره بنابه آن گاه
بنابه .annR(a١) ∩ Nil(R) ̸= {٠} ͬ کنیم م ادعا باشد. پوچ توان g ͬ کنیم م فرض لذا است.
پوچ توان موضعاً ایده آلͬ Nil(R) به علاوه، .β = {b١, b٢, . . . , bm} ⊆ Nil(R) داریم ،۴ . ٣ . ٢ لم
وجود k مثبت صحیح عدد بنابراین است. نیم جابه جایی متقارن، حلقه ی هر زیرا است، R از
چون باشد. g ناصفر ضریب اولین bs ͬ کنیم م فرض .{b١, b٢, . . . , bm}k = ٠ به طوری که دارد

داریم ،g ◦ f = ٠

a١bs + a٢
m∑
i=s

biδ
i(bs) + a٣

٢m∑
i=s

A٢
i δ

i(bs) + · · ·+ an

(n−١)m∑
i=s

An−١
i δi(bs) = ٠, (٣ . ١)

bh ∈ β که ،C = ∪f q
p (bh) ͬ کنیم م فرض است. gj در xi ضریب Aj

i ،٢ ≤ j ≤ n− ١ هر برای که
فرم به عناصر از جمعͬ با است برابر Aj

i ،٢ ≤ j ≤ n − ١ هر برای بنابراین .٠ ≤ p ≤ q و
a١bs ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض لذا است. حاصل نتیجه آن گاه ،a١bs = ٠ اگر .ctl ∈ C که ct١ct٢ · · · ctj

و



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٧٠
d = a٢

∑m
i=s biδ

i(bs) + a٣
∑٢m

i=sA
٢
i biδ

i(bs) + · · ·+ an
∑(n−١)m

i=s An−١
i biδ

i(bs).

این رو از .d = ٠ داریم ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه آن گاه ،bjbs = ٠ باشیم داشته ،s ≤ j ≤ m هر برای اگر
اگر .bi١bs ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= bi١ ∈ β بنابراین است. تناقض ΁ی که ،a١bs = ٠
معادله در bi١ ضرب با .bi١a١bs ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض است. حاصل نتیجه آن گاه ،bi١a١bs = ٠

داریم ،(٣ . ١)

bi١a١bs + bi١a٢
m∑
i=s

biδ
i(bs) + bi١a٣

٢m∑
i=s

A٢
i δ

i(bs) + · · ·+ bi١an
(n−١)m∑

i=s

An−١
i δi(bs) = ٠. (٣ . ٢)

پس .bi١d = ٠ ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه آن گاه ،bi١bjbs = ٠ باشیم داشته ،s ≤ j ≤ m هر برای اگر
مثبت صحیح عدد گرفت نتیجه ͬ توان م روند، این ادامه با است. تناقض ΁ی که ،bi١a١bs = ٠
.bik′ · · · bi٢bi١bsbj = ٠ ،bj ∈ β هر برای اما bik′ · · · bi٢bi١bs ̸= ٠ به طوری که دارد وجود k′ ⪇ k

.annR(a١) ∩Nil(R) ̸= {٠} نتیجه در و ،bik′ · · · bi٢bi١bsa١ = ٠ بنابراین
فرض حال .Zℓ(R٠[x;α, δ]) ⊆ Zr(R٠[x;α, δ]) داریم ،۶ . ٣ . ٢ نتیجه و (١) بنابه به علاوه،
وجود b ∈ R ناصفر پوچ توان عنصر پس .annR(a١)∩Nil(R) ̸= {٠} و f =

∑n
i=١ aixi ͬ کنیم م

.bt−١ ̸= ٠ اما bt = ٠ به طوری که دارد وجود t مثبت صحیح عدد لذا .ba١ = ٠ به طوری که دارد
.f ∈ Zr(R٠[x;α, δ]) نتیجه در و ،bt−١x ◦ f = ٠ این رو از

این صورت، در باشد. ,α)‐سازگار δ) و متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ٨ قضیه
.diam(

Γ(R٠[x;α, δ])
)
∈ {٢,٣}

آن گاه باشد، غیرکاهشͬ حلقه ای R اگر .diam(
Γ(R٠[x;α, δ])

)
≤ ٣ داریم ،١٢ . ۴ . ١ بنابه برهان.

bx◦x٢ = bα(b)x٢+bδ(b)x = ٠ ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه لذا .b٢ = ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= b ∈ R

و
bx ◦ x٣ = bα(b)α٢(b)x٣ +

[
bα(b)

(
α(δ(b)) + δ(α(b))

)
+ bδ(b)α(b)

]
x٢

+
[
bα(b)δ٢(b) + bδ(b)δ(b)

]
x = ٠.

لذا .d(x٢, x٣) ≥ ٢ پس ،x٢ ◦ x٣ ̸= ٠ ̸= x٣ ◦ x٢ چون .x٢, x٣ ∈ Z(R٠[x;α, δ]) بنابراین
.٢ ≤ diam

(
Γ(R٠[x;α, δ])

)
به علاوه، .ax, ax٢ ∈ Z(R٠[x;α, δ]) پس .٠ ̸= a ∈ Z(R) و کاهشͬ R ͬ کنیم م فرض حال

.d(ax, ax٢) ≥ ٢ بنابراین .ax ◦ ax٢ ̸= ٠ ̸= ax٢ ◦ ax

اگر باشد. ,α)‐سازگار δ) و غیرکاهشͬ متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ٩ گزاره
آن گاه ،diam(

Γ(R٠[x;α, δ])
)
= ٢

Z(R٠[x;α, δ]) = {
∑n

i=١ aixi | a١ ∈ Z(R), n ≥ ١ و ai ∈ R, i ≥ ٢ هر .{برای
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اگر .β =

{∑n
i=١ aixi | a١ ∈ Z(R), n ≥ ١ و ai ∈ R, i ≥ ٢ هر {برای ͬ کنیم م فرض برهان.

نتیجه در و ،a١ ∈ Z(R) داریم ،٣ . ٢ . ٧ گزاره بنابه آن گاه ،f =
∑n

i=١ aixi ∈ Z(R٠[x;α, δ])
این رو از ،annR(a) ∩ Nil(R) ̸= {٠} آن گاه ،a ∈ Z(R) اگر ͬ دهیم م نشان اکنون .f ∈ β

بنابراین .a ∈ Z(R) \ Nil(R) ͬ کنیم م فرض ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ٢ . ٧ گزاره بنابه
پس ،diam(

Γ(R٠[x;α, δ])
)
= ٢ و ax ◦ x٢ ̸= ٠ ̸= x٢ ◦ ax چون .ax, x٢ ∈ Z(R٠[x;α, δ])

است. موجود ax − g − x٢ مسیر ،g =
∑m

j=١ bjxj ∈ R٠[x;α, δ] ناصفر عنصر برخͬ برای
.{b١, b٢, . . . , bm} ⊆ Nil(R) داریم ،۴ . ٣ . ٢ لم بنابه لذا است. پوچ توان g ،۵ . ٣ . ٢ گزاره بنابه
.b١(ax) + b٢(ax)٢ + · · · + bm(ax)m = ٠ آن گاه ،ax ◦ g = ٠ اگر .bm ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض
بنابه ͬ باشد. م ax ◦ g = ٠ معادله پیشرو ضریب زیرا ،bmaα(a)α٢(a) · · ·αm−١(a) = ٠ بنابراین
به طوری که دارد وجود ١ ≤ k ≤ m صحیح عدد این رو از .bmam = ٠ داریم ،١ . ١ . ٢٣ لم
،g ◦ ax = ٠ اگر همچنین، .bmak−١ ∈ annR(a)∩Nil(R) بنابراین .bmak = ٠ اما bmak−١ ̸= ٠

.bm ∈ annR(a) ∩Nil(R) نتیجه در و ،abm = ٠ داریم آن گاه
در باشد. ,α)‐سازگار δ) و غیرکاهشͬ متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ١٠ قضیه

معادلند: زیر شرایط این صورت،
.diam(

Γ(R٠[x;α, δ])
)
= ٢ (١)

.annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ̸= {٠} ،a, b ∈ Z(R) هر برای (٢)

داریم ،٣ . ٢ . ٩ گزاره بنابه .a, b ∈ Z(R) ͬ کنیم م فرض (١) ⇒ (٢) برهان.
ax+ x٢, bx+ x٢ ∈ Z(R٠[x;α, δ]).

g ◦ (ax+ x٢) = ٠ به طوری که دارد وجود g پوچ توان عنصر ،۵ . ٣ . ٢ گزاره و (١) بنابه به علاوه،
.ck ̸= ٠ و g =

∑n
i=k cix

i ͬ کنیم م فرض .ag + g٢ = ٠ = bg + g٢ بنابراین g ◦ (bx+ x٢) = ٠ و
بنابراین .ci ∈ Nil(R) داریم ،k ≤ i ≤ n هر برای ،۴ . ٣ . ٢ لم بنابه

ack +
∑n

i=k ciδ
i(ck) = ٠ = bck +

∑n
i=k ciδ

i(ck),

حاصل نتیجه این رو از و ،ck ∈ annR

(
{a, b}

) آن گاه ،ack = bck = ٠ اگر .ack = bck نتیجه در و
آن گاه ،cick = ٠ باشیم داشته ،k ≤ i ≤ n هر برای اگر .ack ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض لذا است.
پس است. تناقض ΁ی که ،ack = bck = ٠ نتیجه در .∑n

i=k ciδ
i(ck) = ٠ ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه

ci١ack + ci١
∑n

i=k ciδ
i(ck) = ٠ به علاوه، .ci١ck ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ci١ ∈ {ck, . . . , cn}

حال .ci١ck ∈ annR

(
{a, b}

) آن گاه ،ci١cka = ci١ckb = ٠ اگر .ci١bck + ci١
∑n

i=k ciδ
i(ck) = ٠ و

ci٢ ∈ {ck, . . . , cn} گرفت نتیجه ͬ توان م بالا، مشابه استدلالͬ با .ci١cka ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض
ci٢ci١bck+ و ci٢ci١ack+ ci٢ci١

∑n
i=k ciδ

i(ck) = ٠ این رو از .ci١ci٢ck ̸= ٠ به طوری که دارد وجود
موضعاً ایده آلͬ Nil(R) اینکه به توجه با و استدلال این تکرار با .ci٢ci١ ∑n

i=k ciδ
i(ck) = ٠

به طوری که دارد وجود t مثبت صحیح عدد که گرفت نتیجه ͬ توان م است، R از پوچ توان



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٧٢
.citcit−١ · · · ci١ckcj = ٠ ،k ≤ j ≤ n هر برای اما ،cir ∈ {ck, · · · , cn} ،citcit−١ · · · ci١ck ̸= ٠

است. حاصل نتیجه لذا و ،circir−١ · · · ci١cka = ٠ = circir−١ · · · ci١ckb بنابراین
Z(R٠[x;α, δ]) از عناصری g =

∑m
j=١ bjxj و f =

∑n
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض (٢) ⇒ (١)

داریم ،٣ . ٢ . ٧ گزاره بنابه .d(f, g) ≤ ٢ دهیم نشان است کافͬ ،٣ . ٢ . ٨ قضیه بنابه باشند.
به طوری که دارد وجود ٠ ̸= c ∈ R پوچ توان عنصر ،(٢) بنابه این رو از .a١, b١ ∈ Z(R)

بنابراین .ck−١ ̸= ٠ اما ck = ٠ ،k مثبت صحیح عدد برخͬ برای پس .ca١ = ٠ = cb١
.d(f, g) ≤ ٢ نتیجه در و است، مسیر ΁ی f − ck−١x− g

حلقه ای R که حالتͬ در را R٠[x;α, δ] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه گراف قطر بعد، گزاره در
ͬ کنیم. م مشخص است، α‐صلب

این صورت، در باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ١١ گزاره
.diam(

Γ(R٠[x;α, δ])
)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x;α, δ])
)
= ٢ (١)

.diam(
Γ(R٠[x;α, δ])

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[x;α, δ])
)
= ٣ (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١ . ١ . ٢٧ و ٢۶ . ١ . ١ لم های از استفاده با برهان.
است. ضروری ،٣ . ٢ . ١١ گزاره در ”α‐صلب“ شرط که ͬ دهد م نشان بعد، مثال

و R =


 a d

٠ a

 ∣∣∣ a, d ∈ D

 و باشد صحیح دامنه ای D ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ١٢ مثال

α
( a d

٠ a

)
=

 a ud

٠ a

 ضابطه با α : R −→ R ͬ کنیم م فرض همچنین، .u ∈ U(D)

زیرا است، غیرکاهشͬ R به علاوه، است. α‐سازگار و جابه جایی حلقه ای R بنابراین باشد.
نیست. α‐صلب ،R حلقه ی ،٢۴ . ١ . ١ گزاره بنابه این رو از .Nil(R) =


 ٠ a

٠ ٠
 ∣∣∣ a ∈ D


،[٢.٧ قضیه ،۴٢] بنابه لذا .Z(R)٢ = ٠ و Z(R) = Nil(R) که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به

.diam(
Γ(R٠[x;α])

)
= ٢ داریم ،٣ . ٢ . ١٠ قضیه بنابه اما .diam(

Γ(R[x;α])
)
= ١

حلقه ی دادند. توسیع ناجابه جایی حلقه های به را (A) خاصیت ،[۵۵] هم΄ارانش و هنگ١
که R از شده تولید متناهیاً دوطرفه ایده آل هر هرگاه است، (چپ) راست (A) خاصیت دارای R

(چپ) راست پوچ ساز دارای است، (راست) چپ صفر مقسوم علیه های مجموعه ی در مشمول
خاصیت دارای هم هرگاه است، (A) خاصیت دارای R حلقه ی گوییم همچنین، باشد. ناصفر

باشد. چپ (A) خاصیت دارای هم و راست (A)

ͬ دهیم. م نمایش Z ′
(R[x;α, δ]) با را R[x;α, δ] حلقه ی صفر مقسوم علیه های همه ی مجموعه ی

1Hong
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Z

′
(R[x;α, δ]) اگر باشد. ,α)‐سازگار δ) و برگشت پذیر حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ١٣ تذکر

این رو از .Z(R)[x;α, δ] = Z
′
(R[x;α, δ]) که داد نشان ͬ توان م آن گاه باشد، R[x;α, δ] از ایده آلͬ

بنابه آن گاه باشد، راست (A) خاصیت دارای R و باشد R از ایده آلͬ Z(R) اگر
.Z(R)[x;α, δ] = Z

′
(R[x;α, δ]) داریم ،[٢.۶ قضیه ،۴٢]

ایده آلͬ Z(R٠[x;α, δ]) این صورت، در باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۴ . ٣ . ٢ گزاره
باشد. راست (A) خاصیت دارای R و باشد R از ایده آلͬ Z(R) اگر تنها و اگر است R٠[x;α, δ] از
باشد. راست (A) خاصیت دارای R و باشد R از ایده آلͬ Z(R) ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
بنابه باشند. Z(R٠[x;α, δ]) از ناصفر عناصری g =

∑n
i=١ bixi و f =

∑n
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض

هر برای این رو از .rf = ٠ = sg به طوری که دارند وجود r, s ∈ R ناصفر عناصر ،٣ . ٢ . ٣ گزاره
.⟨a١ + b١, . . . , an+ bn⟩ ⊆ Z(R) پس است، R از ایده  آلͬ Z(R) چون .ai, bi ∈ Z(R) ،١ ≤ i ≤ n

خاصیت دارای R زیرا ،⟨a١+b١, . . . , an+bn⟩t = ٠ به طوری که دارد وجود t ∈ R ناصفر عنصر لذا
،(f+g)t = ٠ بنابراین .(ai+bi)x

it = ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،١ . ١ . ٢٣ لم بنابه است. راست (A)

.f + g ∈ Z(R٠[x;α, δ]) داریم ،٣ . ٢ . ٣ گزاره بنابه نتیجه در و
و h =

∑m
k=١ ckxk ∈ Z(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض حال

f =
∑n

i=١ aixi, g =
∑n

i=١ bixi ∈ R٠[x;α, δ].

.h ∈ Z
′
(R[x;α, δ]) ،٣ . ٢ . ١٣ تذکر بنابه این رو از و ،ck ∈ Z(R) ،١ ≤ k ≤ m هر برای پس

داریم بنابراین
(h+ f) ◦ g − f ◦ g = b١

[
(h+ f)− f

]
+ b٢

[
(h+ f)٢ − f٢]+ · · ·+ bn

[
(h+ f)n − fn

]
(∗)
= b١h+ b٢

[
h٢ + hf + fh

]
+ · · ·+ bn

[
hn + hfn−١ + · · ·+ fhn−١].

بنابه ͬ باشد، م (A) خاصیت دارای R و است R از ایده آلͬ Z(R) چون کنید توجه
مقسوم علیه ΁ی (∗) لذا است. R[x;α, δ] حلقه ی از ایده آلͬ Z ′(

R[x;α, δ]
) ،[٢.۶ قضیه ،۴٢]

لم بنابه .(h + f) ◦ g − f ◦ g ∈ Z
′
(R[x;α, δ]) این رو از و ͬ باشد، م R[x;α, δ] حلقه ی از صفر

گزاره بنابه پس .r[(h + f) ◦ g − f ◦ g
]
= ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R عنصر ،٣ . ٢ . ١

راست ایده آل ΁ی Z(R٠[x;α, δ]) بنابراین .(h + f) ◦ g − f ◦ g ∈ Z(R٠[x;α, δ]) داریم ،٣ . ٢ . ٣
است. R٠[x;α, δ] از

و است R از ایده آلͬ Z(R) چون .f ◦ h = c١f + c٢f٢ + · · · + cmfm داریم به علاوه،
٣ . ٢ . ١ لم بنابه این رو از .f ◦h ∈ Z

′
(R[x;α, δ]) ،٣ . ٢ . ١٣ تذکر بنابه پس ،{c١, . . . , cm} ⊆ Z(R)

ایده آل ΁ی Z(R٠[x;α, δ]) لذا است. R٠[x;α, δ] از صفر مقسوم علیه ΁ی f ◦ h ،٣ . ٢ . ٣ گزاره و
است. R٠[x;α, δ] از چپ

ͬ کنیم م فرض باشد. R٠[x;α, δ] از ایده آلͬ Z(R٠[x;α, δ]) ͬ کنیم م فرض بالعکس،
.(a+ b)x = ax+ bx ∈ Z(R٠[x;α, δ]) نتیجه در و ،ax, bx ∈ Z(R٠[x;α, δ]) پس .a, b ∈ Z(R)



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٧۴
بنابراین .r(a + b)x = ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R ،٣ . ٢ . ٣ گزاره بنابه این رو از

است. R از ایده آلͬ Z(R) نتیجه در و ،a+ b ∈ Z(R)

چون .{a١x, . . . , anxn} ⊆ Z(R٠[x;α, δ]) لذا .⟨a١, . . . , an⟩ ⊆ Z(R) ͬ کنیم م فرض حال
گزاره بنابه .f =

∑n
i=١ aixi ∈ Z(R٠[x;α, δ]) پس است، R٠[x;α, δ] از ایده آلͬ Z(R٠[x;α, δ])
.⟨a١ . . . , an⟩r = ٠ بنابراین .rf = ٠ داریم ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای ،٣ . ٢ . ٣

است. ضروری ،١۴ . ٣ . ٢ گزاره در ”α‐صلب“ شرط که ͬ دهد م نشان بعد، مثال
با α : R −→ R این صورت، در .R = F [y] و باشد میدان ΁ی F ͬ کنیم م فرض .١۵ . ٣ . ٢ مثال
درنظر را R[x;α] حلقه ی ͬ باشد. نم α‐سازگار که است  ͬ همریخت ΁ی α(f(y)) = f(٠) ضابطه
Z(R٠[x;α]) ͬ دهیم م نشان ͬ باشد. م (A) خاصیت دارای R و Z(R) = ٠ به وضوح، ب·یرید.
عناصری g =

∑m
j=١ gj(y)xj و f =

∑n
i=١ fi(y)xi ͬ کنیم م فرض نیست. R٠[x;α] از ایده آلͬ

.f١(y)g + · · · + fn(y)g
n = ٠ داریم این صورت، در .g ◦ f = ٠ و باشند R٠[x;α] از ناصفر

ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت های
،٢ ≤ i ≤ n هر برای آن گاه ،y | gj(y) باشیم داشته ،١ ≤ j ≤ m هر برای اگر :١ حالت
است. g پیشرو ضریب gm(y) زیرا ،f١(y)gm(y) = ٠ این  رو از .f١(y)g = ٠ بنابراین .gi = ٠

.fi(y) ∈ R و f = f٢(y)x٢ + · · ·+ fn(y)x
n نتیجه در و ،f١(y) = ٠ بنایراین

.y ∤ gk(y) به طوری که باشد صحیحͬ عدد بزرگترین ١ ≤ k ≤ m ͬ کنیم م فرض :٢ حالت
΁ی که ،g ◦ f ̸= ٠ نتیجه در و ͬ باشد، م g ◦ f پیشرو ضریب ٠ ̸= fn(y)gm(y)[α(gk(y))]

n−١ پس
بنابراین است. تناقض

Z(R٠[x;α]) =
{∑n

i=٢ fi(y)xi | n ≥ ٢ و fi(y) ∈ R
}
∪{∑m

j=١ gj(y)xj | m ≥ ١ و gj(٠) = ٠, j هر .{برای
.f + g /∈ Z(R٠[x;α]) اما f, g ∈ Z(R٠[x;α]) این رو از .g = x٢ و f = yx ͬ کنیم م فرض حال

این این صورت، در باشد. ,α)‐سازگار δ) و غیرکاهشͬ متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض
این ما است؟“ R٠[x;α, δ] از ایده آلͬ Z(R٠[x;α, δ]) شرایطͬ چه ”تحت که است مطرح سؤال

داده ایم. ͺپاس δ = ٠ حالت برای را سؤال
این صورت، در باشد. α‐سازگار و غیرکاهشͬ متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۶ . ٣ . ٢ گزاره

معادلند: زیر شرایط
.annR(a− b) ∩Nil(R) ̸= {٠} ،a, b ∈ Z(R) هر برای (١)

است. R٠[x;α] از ایده آلͬ Z(R٠[x;α]) (٢)
Z(R٠[x;α]) از عناصری z

′
=

∑m
j=١ bjxj و z =

∑n
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض (١) ⇒ (٢) برهان.

.annR(a١ − b١)∩Nil(R) ̸= {٠} ،(١) بنابه این رو از .a١, b١ ∈ Z(R) ،٣ . ٢ . ٧ گزاره بنابه باشند.
.z − z

′ ∈ Z(R٠[x;α]) ،٣ . ٢ . ٧ گزاره بنابه لذا



٧۵ اریب توانͬ سری های صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
ضریب ترتیب، به ،c١a١ و a١c١ این رو از .f, g =

∑r
j=١ cjxj ∈ R٠[x;α] ͬ کنیم م فرض حال

،٣ . ٢ . ٧ گزاره و (١) بنابه پس ،a١c١, c١a١ ∈ Z(R) چون هستند. (z+ f) ◦ g− f ◦ g و g ◦ z در x

R٠[x;α] از ایده آل ΁ی Z(R٠[x;α]) بنابراین .(z + f) ◦ g − f ◦ g, g ◦ z ∈ Z(R٠[x;α]) داریم
است.

Z(R٠[x;α]) و ax, bx, x٢ ∈ Z(R٠[x;α]) چون .a, b ∈ Z(R) ͬ کنیم م فرض (٢) ⇒ (١)
پوچ توان عنصر برخͬ برای این رو از .(a−b)x+x٢ ∈ Z(R٠[x;α]) پس است، R٠[x;α] از ایده آلͬ
.{c١, . . . , cn} ⊆ Nil(R) ،۴ . ٣ . ٢ لم بنابه .g ◦ [(a− b)x+ x٢] = ٠ داریم ،g =

∑n
i=١ cixi ناصفر

وجود ٠ ̸= t ∈ Nil(R) داد نشان ͬ توان م ،٣ . ٢ . ١٠ قضیه برهان مشابه استدلالͬ با این رو از
.t(a− b) = ٠ به طوری که دارد

صفر‐ شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٣ . ٣
اریب توانͬ سری های متقارن

حلقه ی برای را R٠[[x;α]] شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر ساختار ابتدا بخش، این در
صفر مقسوم علیه گراف قطر مطالعه ی به سپس، ͬ کنیم. م مشخص R α‐سازگار و متقارن

ͬ پردازیم. م R٠[[x;α]]

دراین صورت، باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ١ لم
تنها و اگر fg = ٠ آن گاه باشند، R[[x;α]] حلقه ی از عناصری g و f اگر [٢.٣ گزاره ،۴۶] (١)

.aibj = ٠ باشیم داشته ،bj ∈ Cg و ai ∈ Cf هر برای اگر
و اگر f ◦ g = ٠ آن گاه باشند، R٠[[x;α]] شبه حلقه ی از عناصری g و f اگر [٢.۴ لم ،٣٨] (٢)

.aibj = ٠ باشیم داشته ،bj ∈ Cg و ai ∈ Cf هر برای اگر تنها
ͬ شود. م حاصل آسانͬ به زیر نتیجه ،٣ . ٣ . ١ لم از استفاده با

این صورت، در باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٢ لم
Zℓ(R٠[[x;α]]) = Zr(R٠[[x;α]]) = Zr

(
R[[x;α]]

)
x = Zℓ

(
R[[x;α]]

)
x.

نتیجه ،[٢.۶ قضیه ،۴۴] از بعد، لم لذا است، نیم جابه جایی متقارن، حلقه ی هر چون
ͬ شود. م

دارای R این صورت، در باشد. راست نوتری و متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٣ لم
است. چپ (A) خاصیت



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٧۶
هرگاه ͬ نامیم، م توانͬ سری های به نسبت راست α‐م΁ کوی را R حلقه ی .۴ . ٣ . ٣ تعریف
c ∈ R ناصفر عنصر آن گاه کنند، صدق fg = ٠ شرط در f, g ∈ R[[x;α]] \ {٠} توانͬ سری های
به نسبت  چپ α‐م΁ کوی حلقه ی مشابه، به  طور .fc = ٠ به طوری  که باشد داشته وجود
به نسبت چپ و راست α‐م΁ کوی ،R حلقه ی اگر به علاوه، ͬ شود. م تعریف توانͬ سری های
ͬ نامیم. م توان٢ͬ سری های به نسبت α‐م΁ کوی حلقه ی را R آن گاه باشد، توانͬ سری های

باشد، راست نوتری و α‐سازگار برگشت پذیر، حلقه ای R اگر [٢.٧ نتیجه ،۴٩] .۵ . ٣ . ٣ لم
است. توانͬ سری های به نسبت α‐م΁ کوی حلقه ای R آن گاه

Z(R) اگر باشد. راست نوتری و α‐سازگار برگشت پذیر، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ٣ . ٣ لم
.Z(R[[x;α]]) = Z(R)[[x;α]] آن گاه باشد، R از ایده آلͬ

ایده آلͬ Z(R) ͬ کنیم م فرض حال .Z(R[[x;α]]) ⊆ Z(R)[[x;α]] داریم ،۵ . ٣ . ٣ لم بنابه برهان.
ایده آل به عنوان Z(R) پس است، راست نوتری R چون .f ∈ Z(R)[[x;α]] و باشد R از
دارد وجود r ∈ R ناصفر عنصر ،٣ . ٣ . ٣ لم بنابه این رو از است. شده تولید متناهیاً راست،
نتیجه در و ،rf = ٠ لذا .rCf = ٠ پس ،Cf ⊆ Z(R) چون .rZ(R) = ٠ به طوری که

.Z(R[[x;α]]) = Z(R)[[x;α]] بنابراین .Z(R)[[x;α]] ⊆ Z(R[[x;α]])

از ایده آلͬ Z(R) اگر باشد. راست نوتری و α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٧ نتیجه
.Z(R٠[[x;α]]) = Z

(
R[[x;α]]

)
x = Z(R)٠[[x;α]] آن گاه باشد، R

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،۶ . ٣ . ٣ و ٣ . ٣ . ٢ لم های بنابه برهان.
΁ی f =

∑∞
i=١ aixi اگر باشد. α‐سازگار و متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٨ لم

.a١ ∈ Z(R) آن گاه باشد، R٠[[x;α]] از صفر مقسوم علیه
از g =

∑∞
j=١ bjxj ناصفر عنصر پس ،f ∈ Z(R٠[[x;α]]) چون .a١ ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض برهان.

ناصفر ضریب اولین bk ͬ کنیم م فرض .f ◦ g = ٠ یا g ◦ f = ٠ به طوری که دارد وجود R٠[[x;α]]
ͬ کنیم م فرض حال است. حاصل نتیجه این رو از و ،a١bk = ٠ آن گاه ،g ◦ f = ٠ اگر باشد. g
،٣ . ٣ . ١ لم بنابه ͬ باشد. م f ◦ g در xk ضریب زیرا ،bka١α(a١) · · ·αk−١(a١) = ٠ پس .f ◦ g = ٠
از .bka١ ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض لذا است. حاصل نتیجه آن گاه ،bka١ = ٠ اگر .bkak١ = ٠ داریم

.(bkas١)a١ = ٠ اما bkas١ ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ١ ≤ s ≤ k − ١ این رو
g =

∑∞
j=٠ bjxj و f =

∑∞
i=٠ aixi هرگاه ͬ نامیم، م α‐آرمنداریزپوچ٣ را R حلقه ی .٣ . ٣ . ٩ تعریف

باشیم داشته ،i, j هر برای آن گاه ،fg ∈ Nil(R)[[x;α]] به طوری که باشند R[[x;α]] از عناصری
.aiαi(bj) ∈ Nil(R)

این صورت، در باشد. R از ایده آلͬ Nil(R) و α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ١٠ لم
است. α‐آرمنداریزپوچ حلقه ای R

2α-power-serieswise McCoy 3α-Nil-Armendariz



٧٧ اریب توانͬ سری های صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
ͬ شود. م اثبات ،[١ گزاره ،۵٣] مشابه برهان.

باشد. α‐پوچ‐آرمنداریز و α‐سازگار حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [٣.١۴ قضیه ،٧۴] .٣ . ٣ . ١١ لم
.Nil(R[[x;α]]) = Nil(R)[[x;α]] آن گاه باشد، R از پوچ توان ایده آل ΁ی Nil(R) اگر

در باشد. راست نوتری و α‐سازگار متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ١٢ نتیجه
.Nil(R[[x;α]]) = Nil(R)[[x;α]] این صورت،

ͬ باشد. م R از پوچ توان ایده آل ΁ی Nil(R) پس است، راست نوتری و متقارن R چون برهان.
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ٣ . ١١ و ٣ . ٣ . ١٠ لم های بنابه این رو از

ایده  آل های همه ی مجموعه ی هرگاه ͬ نامیم، م راست تک سریال۴ را R حلقه ی .٣ . ٣ . ١٣ تعریف
٢Z بر Z ͬ سازی موضع حلقه ی مثال، به عنوان باشد. مرتب کاملا́ شمول رابطه ی با آن، راست

است. راست تک سریال
صدق ،٣ . ٣ . ١٢ نتیجه و ٣ . ٣ . ١١ لم شرایط در که ͬ دهیم م ارائه مثال هایی ادامه، در

ͬ کنند. م

R =


 a d

٠ a

 ∣∣∣ a, d ∈ D

 و باشد صحیح دامنه ای D ͬ کنیم م فرض (١) .١۴ . ٣ . ٣ مثال

α
( a d

٠ a

)
=

 a ud

٠ a

 ضابطه با را α : R −→ R همچنین، .u ∈ U(D) و
داریم طرفͬ، از است. α‐سازگار و جابه جایی حلقه ای R بنابراین ͬ گیریم. م نظر در
و ٣ . ٣ . ١٠ لم های بنابه لذا .Nil(R) =


 ٠ a

٠ ٠
 ∣∣∣ a ∈ D

 زیرا ،Nil(R)٢ = ٠
.Nil(R٠[[x;α]]) = Nil(R)٠[[x;α]] داریم ،٣ . ٣ . ١١

در .S = R[y] و باشد راست تک سریال و راست آرتینͬ حلقه  ای R ͬ کنیم م فرض (٢)
ͬ باشد. م راست نوتری نیز S نتیجه در و است، راست نوتری حلقه ای R این صورت،
داریم ،٣ . ٣ . ١٢ نتیجه بنابه لذا است. متقارن حلقه ای S ،[٣.۵ گزاره ،۶٧] بنابه به علاوه،

.Nil(R[[x]]) = Nil(R[[x]])

همچنین، باشد. راست نوتری و α‐سازگار متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۵ . ٣ . ٣ گزاره
اگر باشند. R٠[[x;α]] از ناصفر عناصری g =

∑∞
j=١ bjxj و f =

∑∞
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض

آن گاه ،f ◦ g = ٠
.a١b١ = ٠ (١)

.rf = ٠ داریم ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای (٢)
4Uniserial



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٧٨
.sg = ٠ ،٠ ̸= s ∈ R برخͬ برای یا است پوچ توان f (٣)

ͬ باشد. م f ◦ g در x ضریب b١a١ زیرا است، ͹واض (١) برهان.
بنابراین .b١f + b٢f٢ + b٣f٣ + · · · = ٠ پس ،f ◦ g = ٠ چون (٢)

(b١ + b٢f + b٣f٢ + · · · )f = ٠.
.rf = ٠ داریم ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای ،۵ . ٣ . ٣ لم بنابه است، ناصفر b١+b٢f+b٣f٢+ · · · چون
داریم ،n ≥ ١ صحیح عدد برخͬ برای پس است، راست نوتری R چون (٣)
a = ai ،٣ . ٣ . ١٢ نتیجه بنابه لذا نباشد. پوچ توان f ͬ کنیم م فرض .⟨Cg⟩r = ⟨b١, . . . , bn⟩r
در پس ،f ◦ g = ٠ چون .R = R/Nil(R) دهید قرار .a /∈ Nil(R) به طوری که دارد وجود
گزاره های بنابه است، α‐سازگار و کاهشͬ حلقه ای R چون .f ◦ g = ٠ داریم ،R٠[[x;α]]
،i, j هر برای ،٣ . ٣ . ٢ لم بنابه این رو از ͬ باشد. م α‐صلب حلقه ای R ،٢۴ . ١ . ١ و ١ . ١ . ٢٩
داریم ،k مثبت صحیح عدد برخͬ برای پس است، راست نوتری R چون .aibj = ٠ داریم
دارند وجود ٠ ≤ tj ≤ k صحیح اعداد بنابراین .akbkj = ٠ ،j ≥ ١ هر برای لذا .Nil(R)k = ٠
وجود ٠ ≤ sj ≤ tj صحیح اعداد پس .akbtj+١

j = ٠ ،j ≥ ١ هر برای اما akbtjj ̸= ٠ به طوری که
قرار .akbs١١ b

s٢٢ · · · bsnn bj = ٠ ،١ ≤ j ≤ n هر برای اما akbs١١ b
s٢٢ · · · bsnn ̸= ٠ به طوری که دارند

.sg = ٠ پس ،⟨Cg⟩r = ⟨b١, . . . , bn⟩r چون .s = akb
s١١ b

s٢٢ · · · bsnn دهید
این صورت، در باشد. راست نوتری و α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۶ . ٣ . ٣ گزاره

Z(R٠[[x;α]]) =
{
f ∈ R٠[[x;α]] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ .{برای

داریم ،١۵ . ٣ . ٣ گزاره و ٣ . ٣ . ٢ لم بنابه برهان.
Z(R٠[[x;α]]) ⊆

{
f ∈ R٠[[x;α]] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ .{برای

بنابراین .rf = ٠ باشیم داشته ٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای و f ∈ R٠[[x;α]] ͬ کنیم م فرض حال
.f ∈ Z(R٠[[x;α]]) نتیجه در و ،f ◦ rx = ٠

باشد. راست نوتری و α‐سازگار غیرکاهشͬ، متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ١٧ لم
به ویژه، .Zℓ(R٠[[x;α]]) =

{
f ∈ R٠[[x;α]] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ {برای این صورت، در

.Zℓ(R٠[[x;α]]) ⊆ Zr(R٠[[x;α]])

،rf = ٠ باشیم داشته ٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای اگر .٠ ̸= f ∈ R٠[[x;α]] ͬ کنیم م فرض برهان.
نتیجه در و ،f ◦ rx = ٠ }آن گاه

f ∈ R٠[[x;α]] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ {برای ⊆ Zℓ(R٠[[x;α]]).

داریم ،١۵ . ٣ . ٣ گزاره بنابه }لذا
f ∈ R٠[[x;α]] | rf = ٠, ٠ ̸= r ∈ R برخͬ {برای = Zℓ(R٠[[x;α]]).



٧٩ اریب توانͬ سری های صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
به طوری که دارد وجود r ∈ R ناصفر عنصر آن گاه ،f =

∑∞
i=١ aixi ∈ Zℓ(R٠[[x;α]]) اگر به علاوه،

.rx ◦ f = ٠ نتیجه در و ،rai = ٠ داریم ،i هر برای لذا .rf = ٠
باشد. راست نوتری و α‐سازگار غیرکاهشͬ، متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ١٨ قضیه

با است برابر Z(R٠[[x;α]]) مجموعه ی این صورت، در
Zℓ(R٠[[x;α]])∪{∑∞

i=١ aixi | annR(a١) ∩Nil(R) ̸= {٠} و ai ∈ R, i ≥ ٢ هر .{برای
اگر باشد. R٠[[x;α]] از صفر مقسوم علیه ΁ی ٠ ̸= f =

∑∞
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض برهان.

این رو از .ba١ = ٠ داریم ،٠ ̸= b ∈ Nil(R) برخͬ برای آن گاه ،annR(a١) ∩ Nil(R) ̸= {٠}
داریم ،٣ . ٣ . ١ لم بنابه پس .bt−١ ̸= ٠ اما bt = ٠ به طوری که دارد وجود t مثبت صحیح عدد

.f ∈ Z(R٠[[x;α]]) نتیجه در و ،bt−١x ◦ f =
∑∞

i=١ ai(bt−١x)i = ٠
،٠ ̸= g =

∑∞
j=١ bjxj ∈ R٠[[x;α]] برخͬ برای پس .f ∈ Z(R٠[[x;α]]) ͬ کنیم م فرض حال

باشد، پوچ توان g اگر .Z(R٠[[x;α]]) = Zr(R٠[[x;α]]) ،٣ . ٣ . ١٧ بنابه زیرا ،g ◦ f = ٠ داریم
ضریب اولین bs ͬ کنیم م فرض .bi ∈ Nil(R) داریم ،i هر برای ،٣ . ٣ . ١٢ نتیجه بنابه آن گاه
g اگر طرفͬ، از .annR(a١) ∩ Nil(R) ̸= {٠} نتیجه در و ،bsa١ = ٠ بنابراین باشد. g ناصفر
این رو از .rf = ٠ داریم ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای ،١۵ . ٣ . ٣ گزاره بنابه آن گاه نباشد، پوچ توان

.f ∈ Zℓ(R٠[[x;α]]) ،٣ . ٣ . ١٧ لم بنابه
این صورت، در .Z(R) ̸= ٠ و باشد α‐سازگار و متقارن حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ١٩ قضیه

.٢ ≤ diam
(
Γ(R٠[[x;α]])

)
≤ ٣

،٣ . ٢ . ٨ قضیه بنابه به علاوه، .diam(
Γ(R٠[[x;α]])

)
≤ ٣ داریم ،١٢ . ۴ . ١ قضیه بنابه برهان.

.٢ ≤ diam
(
Γ(R٠[[x;α]])

) بنابراین .d(f, g) ≥ ٢ به طوری که دارند وجود f, g ∈ R٠[x;α]

باشد. راست نوتری و α‐سازگار غیرکاهشͬ، متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٢٠ گزاره
.Z(R٠[[x;α]]) = Z(R)x+R٠[[x;α]]x آن گاه ،diam(

Γ(R٠[[x;α]])
)
= ٢ اگر

آن گاه ،f ∈ Z(R٠[[x;α]]) اگر .٠ ̸= f =
∑∞

i=١ aixi ∈ R٠[[x;α]] ͬ کنیم م فرض برهان.
اکنون .Z(R٠[[x;α]]) ⊆ Z(R)x + R٠[[x;α]]x بنابراین .a١ ∈ Z(R) داریم ،٣ . ٣ . ٨ لم بنابه
قضیه بنابه آن گاه ،a١ ∈ Nil(R) اگر .Z(R)x + R٠[[x;α]]x ⊆ Z(R٠[[x;α]]) ͬ دهیم م نشان
غیرکاهشͬ R چون .a١ ∈ Z(R) \ Nil(R) ͬ کنیم م فرض است. حاصل نتیجه ،٣ . ٣ . ١٨
a١x ◦ x٢ ̸= ٠ ̸= به علاوه، هستند. R٠[[x;α]] از صفر مقسوم علیه های a١x, x٢ پس است،
وجود g =

∑∞
j=١ bjxj پوچ توان ناصفر عنصر پس ،diam(

Γ(R٠[[x;α]])
)
= ٢ چون .x٢ ◦ a١x

هر برای ،٣ . ٣ . ١٢ نتیجه بنابه است. Γ(R٠[[x;α]] در مسیر ΁ی a١x− g − x٢ به طوری که دارد
،g ◦ (a١x) = ٠ اگر باشد. g ناصفر ضریب اولین bs ͬ کنیم م فرض .bj ∈ Nil(R) داریم ،j
داریم ،٣ . ٣ . ١٨ قضیه بنابه این رو از و ،annR(a١) ∩ Nil(R) ̸= {٠} لذا .a١bs = ٠ آن گاه
این رو از و ،∑∞

j=s bj(a١x)j = ٠ پس .(a١x) ◦ g = ٠ ͬ کنیم م فرض حال .f ∈ Z(R٠[[x;α]])



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٨٠
لم بنابه لذا است. معادله این در xs ضریب زیرا ،bsa١α(a١)α٢(a١) · · ·αs−١(a١) = ٠ داریم
.bsa١ ̸= ٠ ͬ کنیم م فرض پس است. حاصل نتیجه آن گاه ،bsa١ = ٠ اگر .bsas١ = ٠ داریم ،٣ . ٣ . ١
لذا .(bsak١)a١ = ٠ اما bsak١ ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ١ ≤ k ≤ s − ١ صحیح عدد بنابراین

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ٣ . ١٨ قضیه بنابه این رو از و ،bsak١ ∈ annR(a١) ∩Nil(R)

این صورت، در باشد. α‐سازگار و غیرکاهشͬ متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٢١ قضیه
آن گاه ،annR

(
{a, b}

)
∩ Nil(R) ̸= {٠} باشیم داشته ،a, b ∈ Z(R) هر برای اگر (١)

.diam(
Γ(R٠[[x;α]])

)
= ٢

هر برای آن گاه ،diam(
Γ(R٠[[x;α]])

)
= ٢ و باشد راست نوتری R حلقه ی اگر (٢)

.annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ̸= {٠} داریم ،a, b ∈ Z(R)

Z(R٠[[x;α]]) از ناصفر عناصری g =
∑∞

j=١ bjxj و f =
∑∞

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض (١) برهان.
وجود c ∈ Nil(R) ناصفر عنصر فرض، بنابه لذا .a١, b١ ∈ Z(R) داریم ،٣ . ٣ . ٨ لم بنابه باشند.
اما ck = ٠ به طوری که دارد وجود k ≥ ٢ صحیح عدد پس .ca١ = ٠ = cb١ به طوری که دارد
این رو از و ،d(f, g) ≤ ٢ بنابراین است. مسیر ΁ی f − ck−١x− g ،٣ . ٣ . ١ لم بنابه لذا .ck−١ ̸= ٠

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ٣ . ١٩ قضیه بنابه
{ax + x٢, bx + x٢} ∈ داریم ،٣ . ٣ . ٢٠ گزاره بنابه .a, b ∈ Z(R) ͬ کنیم م فرض (٢)
f ناصفر پوچ توان عنصر ،١۵ . ٣ . ٣ گزاره بنابه ،diam(

Γ(R٠[[x;α]])
)
= ٢ چون .Z(R٠[[x;α]])

دارد وجود
لذا .ck ̸= ٠ و f =

∑∞
i=k cix

i ͬ کنیم م فرض .f ◦ (bx+x٢) = ٠ و f ◦ (ax+x٢) = ٠ به طوری که
بنابراین .ck ∈ Nil(R) داریم ،٣ . ٣ . ١٢ نتیجه بنابه طرفͬ، از .ack = ٠ = bck

.annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ̸= {٠}

این صورت، در باشد. α‐سازگار و غیرکاهشͬ متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٢٢ نتیجه
به طوری که دارند وجود ،a, b ∈ Z(R) عناصر آن گاه ،diam(

Γ(R٠[[x;α]])
)

= ٣ اگر (١)
.annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) = {٠}

به طوری که باشند داشته وجود a, b ∈ Z(R) عناصر و باشد راست نوتری R حلقه ی اگر (٢)
.diam(

Γ(R٠[[x;α]])
)
= ٣ آن گاه ،annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) = {٠}

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ٣ . ٢١ و ٣ . ٣ . ١٩ قضیه های بنابه برهان.
حلقه ی روی Γ(R[[x;α]]) صفر مقسوم علیه گراف قطر برای کاملͬ رده بندی ،[۴٩] ͽمرج در
و٢.٢٣]، ٢.٢١ قضیه های ،۴٩] بنابه است. شده ارائه R α‐سازگار و برگشت پذیر
.Z(R)٢ = ٠ و باشد غیرکاهشͬ حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[[x;α]])
)

= ١ داریم
تنها و اگر diam(

Γ(R[[x;α]])
)
= ٢ (١) آن گاه باشد، راست نوتری R حلقه ی اگر همچنین



٨١ اریب توانͬ سری های صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
ایده آلͬ Z(R) (ب) یا باشد، مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً با کاهشͬ R (الف) و |Z(R)| > ٣ اگر
با کاهشͬ حلقه ای R اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[[x;α]])
)
= ٣ (٢) .Z(R)٢ ̸= ٠ و باشد R از

نباشد. R از ایده آلͬ Z(R) و نباشد مینیمال اول ایده آل دو دقیقاً
این صورت، در باشد. α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٢٣ گزاره

.diam(
Γ(R٠[[x;α]])

)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[[x;α]])
)
= ٢ (١)

.diam(
Γ(R٠[[x;α]])

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R[[x;α]])
)
= ٣ (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ٣ . ٢ لم بنابه برهان.
است. ضروری ،٣ . ٣ . ٢٣ گزاره در ”α‐صلب“ شرط که ͬ دهد م نشان بعد مثال

باشد. Z(p∞) توسط Z بدیهͬ توسیع S = Z(+)Z(p∞) ͬ کنیم م فرض (١) .٢۴ . ٣ . ٣ مثال
α(n,m) = (n,−m) ضابطه با α : S → S همریختͬ است. نوتری غیر و غیرکاهشͬ S به وضوح
فرض است. α‐سازگار حلقه ای S به وضوح، ͬ گیریم. م نظر در را m ∈ Z(p∞) و n ∈ Z هر برای
،fg = ٠ پس .f = (p, ١)+(٠, ٠)x و g = (٠, (١/p))+(٠, (١/p٢))x+(٠, (١/p٣))x٢+· · · ͬ کنیم م
اما h ∈ Z(S[[x;α]]) بنابراین .h = (p, ٠) ͬ کنیم م فرض حال .f ∈ Z(S[[x;α]]) نتیجه در و

به علاوه، fh ̸= ٠ و hf ̸= ٠
annS[[x;α]](h) =

{∑∞
i=٠)٠, ai)xi | ai ∈ {٠, (١/p)}, i ≥ ٠ هر .{برای

.diam(
Γ(S[[x;α]])

)
= ٣ ،١٠ . ۴ . ١ قضیه بنابه نتیجه در و ندارند، مشترک پوچ ساز h و f بنابراین

و (٠, (١/p))Z(S) = ٠ چون .Z(S) = pZ(+)Z(p∞) ،[۵.۶ مثال ،۶۵] بنابه طرفͬ، از
.diam(

Γ(S٠[[x;α]])
)
= ٢ داریم ،٣ . ٣ . ٢١ قضیه بنابه ،(٠, (١/p)) ∈ Nil(S)

بنابه .Z(R)٢ = ٠ و باشد نوتری و غیرکاهشͬ جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض (٢)
.diam(

Γ(R٠[[x]])
)
= ٢ داریم ،٣ . ٣ . ٢١ قضیه بنابه اما .diam(

Γ(R[[x]])
)
= ١ ،۵ . ۴ . ١ قضیه

این صورت، در باشد. راست نوتری و α‐صلب حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢۵ . ٣ . ٣ گزاره
باشد. R از ایده آلͬ Z(R) اگر تنها و اگر است R٠[[x;α]] از ایده آلͬ Z(R٠[[x;α]])

بنابراین .a, b ∈ Z(R) و باشد R٠[[x;α]] از ایده آلͬ Z(R٠[[x;α]]) ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
،١۶ . ٣ . ٣ گزاره طبق .(a + b)x = ax + bx ∈ Z(R٠[[x;α]]) نتیجه در و ax, bx ∈ Z(R٠[[x;α]])
نتیجه در و ،a+ b ∈ Z(R) بنابراین .r(a+ b)x = ٠ به طوری که دارد وجود r ∈ R ناصفر عنصر

است. R از ایده آلͬ Z(R)

باشند. Z(R٠[[x;α]]) از عناصری g =
∑∞

j=١ bjxj و f =
∑∞

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض بالعکس،
برای بنابراین .rf = ٠ = sg به طوری که دارند وجود r, s ∈ R ناصفر عناصر ،١۶ . ٣ . ٣ گزاره بنابه

ͬ کنیم م فرض .ai, bj ∈ Z(R) داریم ،i, j هر



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٨٢
β = {ai + bi | ai ∈ Cf و bi ∈ Cg, i ≥ ١ هر .{برای

دارد وجود n مثبت صحیح عدد پس است، راست نوتری R حلقه ی چون
داریم است، R از ایده آلͬ Z(R) چون .βR = ⟨a١ + b١, . . . , an + bn⟩r به طوری که
در و دارد، چپ (A) خاصیت R حلقه ی ،٣ . ٣ . ٣ لم بنابه .⟨a١ + b١, . . . , an + bn⟩ ⊆ Z(R)

،١ ≤ i ≤ n هر برای پس .t⟨a١ + b١, . . . , an + bn⟩ = ٠ داریم ،٠ ̸= t ∈ R برخͬ برای نتیجه
.f + g ∈ Z(R٠[[x;α]]) داریم ،١۶ . ٣ . ٣ گزاره طبق لذا .t(f + g) = ٠ این رو از و ،t(ai + bi) = ٠
و باشند R٠[[x;α]] از عناصری g =

∑∞
j=١ bjxj و f =

∑∞
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض حال

و f ◦ z =
∑∞

k=١ ckfk بنابراین .z =
∑∞

k=١ ckxk ∈ Z(R٠[[x;α]])

(z + f) ◦ g − f ◦ g =

∞∑
j=١

bj(z + f)j −
∞∑
j=١

bjf
j

= b١c١x+ [b١c٢ + b٢c١α(c١) + b٢c١α(a١) + b٢a١α(c١)]x٢ + · · · ·

داریم ،٣ . ٣ . ٧ نتیجه بنابه است، R از ایده آلͬ Z(R) و ck ∈ Z(R) ،k ≥ ١ هر برای چون
f ◦ z, (z + f) ◦ g − f ◦ g ∈ Z(R٠[[x;α]]).

است. R٠[[x;α]] از ایده آلͬ Z(R٠[[x;α]]) بنابراین
است. ضروری ٣ . ٣ . ٢٣ گزاره در راست“ ”نوتری شرط که ͬ دهد م نشان بعد مثال

و میدان ΁ی F به طوری که باشد D = F [X ](X ) ͬ کنیم م فرض [۵.٣ مثال ،۶۵] .٢۶ . ٣ . ٣ مثال
ͬ کنیم م فرض همچنین است. متغیرها از نامتناهͬ شمارای مجموعه ای X = {xn}

توسط که باشد D اول ایده آل های دهنده ی نشان P و D ماکسیمال ایده آل M = (X )D

که است P٠ = (٠) شامل P مجموعه ی بنابراین شده اند. تولید X از متناهͬ زیرمجموعه ای
ͬ دهیم م قرار ،n ≥ ١ هر برای به علاوه، ͬ باشد. م تهͬ مجموعه ی توسط شده تولید اول ایده آل
دارد وجود n صحیح عدد ،Pα ∈ P اول ایده آل برای ͬ کنیم م توجه .Pn = (x١, x٢, . . . , xn)D
ͬ دهیم م قرار ،Pα ∈ P هر برای .Pα ⊂ Pk داریم ،k ≥ n هر برای به طوری که
R = D + C ͬ کنیم م فرض .C =

∑
Qα و O = {Pn | n ≥ ٠} ͬ کنیم م فرض .Qα = M/Pα

و (r, b) + (s, c) = (r + s, b + c) ͽجم با D × C مستقیم حاصل ضرب از شده تش΄یل حلقه ی
حلقه ای R بنابراین باشد. R روی همانͬ همریختͬ α و (r, b)(s, c) = (rs, rc+ sb+ bc) ضرب
عدد هر برای است. R از ایده آلͬ Z(R) = M+C کرد ثابت لوکاس است. غیرنوتری و α‐صلب

Dn = D/Pn در r تصویر دهنده ی نشان (r)n ͬ کنیم م فرض ،c ∈ C و r ∈ D هر و n ≥ ٠ صحیح
منحصر عنصری با M عنصر هر که ͬ کنیم م توجه باشد. Qn در c مؤلفه ی نمایانگر (c)n و باشد
Pnها، همه ی به متعلق M عنصر هر به علاوه، .M = Q٠ زیرا ͬ شود، م متناظر C از فرد به
هر برای به طوری که باشد C عنصر y(m) ͬ کنیم م فرض ͬ باشد. م آن ها، از متناهͬ تعداد بجز

است. Qm در xm+١ تصویر (xm+١)m که (y(m))m = (xm+١)m و (y(m))n = ٠ ،n ̸= m



٨٣ اریب توانͬ سری های صفر‐متقارن شبه حلقه ی صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ
ب·یرید. نظر در را A = ⟨(٠, y(٠)), (٠, y(١)), (٠, y(٢)), . . .⟩ شده ی تولید شمارا ایده آل اکنون
(r, ٠) فرم به ناصفر عنصر هر حاصل ضرب پس است، ناصفر (y(٠))٠ = x١ و Q٠ = M چون
بنابراین .(−x١, y(٠))(٠, y(i)) = (٠, ٠) داریم ،i ≥ ٠ هر برای اما است. ناصفر ،(٠, y(٠)) در
(٠, s)A ̸= (٠, ٠) ،(٠, s) به فرم ناصفر عنصر هر برای طرفͬ، از است. ناصفر پوچ ساز دارای A

A در (٠, s) فرم به عنصر هر حاصل ضرب طرفͬ، از .r = ٠ آن گاه ،(r, t)(x١, ٠) = (٠, ٠) اگر و
Z(R) در مشمول که است R از شده تولید شمارا ایده آلͬ A + (x١, ٠)R بنابراین است. ناصفر
قرار ͬ باشند. م ناصفر پوچ ساز دارای (x١, ٠)R و A اما نیست ناصفر پوچ ساز دارای و ͬ باشد م
و f = a٠x٢ + a١x٣ + · · · ب·یرید نظر در .ai = (٠, y(i)) ،i ≥ ٠ هر برای و b = (x١, ٠) دهید
دارد وجود h ∈ R٠[[x;α]] آن گاه ،f + g ∈ Z(R٠[[x;α]]) اگر .f, g ∈ Z(R٠[[x;α]]) لذا .g = bx

بنابه .ck ̸= ٠ که باشد صحیحͬ عدد کوچ΄ترین k ͬ کنیم م فرض .h ◦ (f + g) = ٠ به طوری که
تناقض ΁ی که ،ck ∈ annR(A + bR) بنابراین .ckai = ٠ = ckb ،i ≥ ٠ هر برای ،٣ . ٣ . ١ لم

نیست. R٠[[x;α]] از ایده آلͬ Z(R٠[[x;α]]) لذا است.

این صورت، در باشد. α‐سازگار و غیرکاهشͬ متقارن، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ٢٧ گزاره

Z(R٠[[x;α]]) آن گاه ،annR(a−b)∩Nil(R) ̸= {٠} باشیم داشته ،a, b ∈ Z(R) هر برای اگر (١)
است. R٠[[x;α]] از ایده آلͬ

هر برای آن گاه باشد، R٠[[x;α]] از ایده آلͬ Z(R٠[[x;α]]) و راست نوتری R حلقه ی اگر (٢)
.annR(a− b) ∩Nil(R) ̸= {٠} داریم ،a, b ∈ Z(R)

Z(R٠[[x;α]]) از ناصفر عناصری g =
∑∞

j=١ bjxj و f =
∑∞

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض (١) برهان.
وجود ٠ ̸= c ∈ Nil(R) فرض، بنابه طرفͬ، از .a١, b١ ∈ Z(R) داریم ،٣ . ٣ . ٨ لم بنابه باشند.
اما ck = ٠ به طوری که دارد وجود k مثبت صحیح عدد پس .c(a١ − b١) = ٠ به طوری که دارد

.f − g ∈ Z(R٠[[x;α]]) بنابراین .ck−١x ◦ (f − g) = ٠ داریم ،٣ . ٣ . ١ لم بنابه لذا .ck−١ ̸= ٠
از باشند. R٠[[x;α]] از عناصری k =

∑∞
j=١ djxj و h =

∑∞
i=١ cixi ͬ کنیم م فرض حال

آن جایی که از ͬ باشند. م (f + h) ◦ k − h ◦ k و h ◦ f در x ضریب d١a١ و c١a١ به ترتیب، این رو
عناصری (f + h) ◦ k − h ◦ k و h ◦ f بالا، مشابه استدلالͬ با پس ،annR(a١) ∩Nil(R) ̸= {٠}

است. R٠[[x;α]] از ایده آلͬ Z(R٠[[x;α]]) بنابراین هستند. Z(R٠[[x;α]]) از
داریم نتیجه در و ،ax, bx, x٢ ∈ Z(R٠[[x;α]]) پس .a, b ∈ Z(R) ͬ کنیم م فرض (٢)
گزاره بنابه است. R٠[[x;α]] از ایده الͬ Z(R٠[[x;α]]) زیرا ،(a − b)x + x٢ ∈ Z(R٠[[x;α]])
بنابه .f ◦ ((a− b)x+ x٢) = ٠ به طوری که دارد وجود f =

∑∞
i=١ cixi پوچ توان عنصر ،١۵ . ٣ . ٣

f ناصفر ضریب اولین ck ͬ کنیم م فرض .ci ∈ Nil(R) داریم ،i ≥ ١ هر برای ،٣ . ٣ . ١٢ نتیجه
.annR(a− b) ∩Nil(R) ̸= {٠} نتیجه در و ،(a− b)ck = ٠ بنابراین باشد.



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٨۴

R٠[x] فشرده صفر مقسوم علیه گراف های قطر بررسͬ ۴ . ٣
R٠[[x]] و

صفر مقسوم علیه گراف [٧٩] ͽمرج در وی΄ام و اسپایرف اولین بار شد، ذکر قبلا́ که همان طور
مقسوم علیه گراف مفهوم ،[۴٠] ͽمرج در کردند. تعریف R جابه جایی حلقه ی برای را فشرده
فشرده صفر مقسوم علیه گراف است. شده داده توسیع R ناجابه جایی حلقه ی به  فشرده صفر
در .a, b ∈ N ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت ،[۴٠] مشابه را شبه حلقه  ها
دید ͬ توان م آسانͬ به .annN (a) = annN (b) اگر تنها و اگر a ∼ b ͬ کنیم م تعریف این صورت،
رئوس که است گرافͬ ΓE(N) فشرده صفر مقسوم علیه گراف است. ارزی هم رابطه ی ΁ی ∼ که
متمایز رأس دو و باشد [١]N و [٠]N از غیر به ∼ رابطه توسط شده القا ارزی هم کلاس های آن
گراف های مطالعه ی به ما بخش، این در .ba = ٠ یا ab = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند [b]N و [a]N

قطر از کاملͬ رده بندی و ͬ پردازیم م R٠[[x]] و R٠[x] شبه حلقه های فشرده ی صفر مقسوم علیه
ͬ دهیم. م ارائه گراف ها این

طرفͬ از .diam(
ΓE(R٠[x])

)
≤ diam

(
Γ(R٠[x])

) که دید ͬ توان م آسانͬ به تعریف، به توجه با
.٢ ≤ diam

(
Γ(R٠[x])

)
≤ ٣ داریم ،۵ . ٣ . ١ قضیه بنابه

این صورت، در .Z(R) ̸= ٠ و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١ . ۴ . ٣ گزاره
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
≥ ١

ناصفر برخͬ برای پس .٠ ̸= a ∈ Z(R) و باشد کاهشͬ حلقه ای R ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
که ،a٢ = ٠ نتیجه در و ،ax ∈ annR٠[x](ax) آن گاه ،[ax] = [bx] اگر .ab = ٠ داریم ،b ̸= a

از باشد. غیرکاهشͬ R ͬ کنیم م فرض حال .diam(
ΓE(R٠[x])

)
≥ ١ بنابراین است. تناقض ΁ی

داریم به علاوه، .ax, ax+ x٢ ∈ Z(R٠[x]) لذا .a٢ = ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= a ∈ R این رو
داریم نتیجه در و ،[ax] ̸= [ax+ x٢] بنابراین .x٢ /∈ annR٠[x](ax+ x٢) اما x٢ ∈ annR٠[x](ax)

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≥ ١

و جابه جایی حلقه ای R ͬ که زمان را R٠[x] فشرده ی صفر مقسوم علیه گراف قطر ادامه، در
ͬ کنیم. م رده بندی است، کاهشͬ

این صورت، در باشد. کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢ . ۴ . ٣ گزاره
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ١ (١)

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٢ (٢)

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[x])
)
= ٣ (٣)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١ . ٢ . ٢٣ لم بنابه برهان.



٨۵ R٠[[x]] و R٠[x] فشرده صفر مقسوم علیه گراف های قطر بررسͬ
این صورت، در باشد. کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٣ . ۴ . ٣ نتیجه

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R٠[x])
)
= ٣

داریم ،٣ . ١ . ٩ گزاره طبق بنابراین .diam(
Γ(R٠[x])

)
= ٣ ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

بنابه لذا .diam(
Γ(RE [x])

)
= ٣ داریم ،٩ . ۵ . ١ قضیه بنابه این رو از .diam(

Γ(R[x])
)
= ٣

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٣ داریم ،٢ . ۴ . ٣ گزاره

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≤ diam

(
Γ(R٠[x])

)
≤ ٣ زیرا است، ͹واض عکس قسمت

ͬ کنیم م فرض همچنین، باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۴ . ۴ . ٣ لم
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
≤ ٢ این صورت، در .annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ̸= {٠} ،a, b ∈ Z(R) هر برای

ck = ٠ ،k ≥ ٣ صحیح عدد برخͬ برای به طوری که باشد داشته وجود c ∈ Nil(R) اگر به علاوه،
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ٢ آن گاه ،ck−١ ̸= ٠ اما

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≤ diam

(
Γ(R٠[x])

)
= ٢ داریم ،٣ . ١ . ٧ قضیه بنابه برهان.

اما ck = ٠ باشیم داشته ،k ≥ ٣ صحیح عدد و c ∈ Nil(R) برخͬ برای ͬ کنیم م فرض حال
و cx ◦ xk−١ ̸= ٠ داریم همچنین، .xk−١ ∈ Z(R٠[x]) پس ،c٢x ◦ xk−١ = ٠ چون .ck−١ ̸= ٠
بنابراین .[cx] ̸= [xk−١] پس ،xk /∈ annR٠[x](xk−١) و xk ∈ annR٠[x](cx) چون xk−١ ◦ cx ̸= ٠

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٢ داریم نتیجه در و ،d([cx], [xk−١]) ≥ ٢

اگر ،١ . ١ . ١٢ نتیجه و ١ . ٢ . ٢٠ لم بنابه باشد. جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض
.f ∈ Nil(R٠[x]) و Cf ⊆ Nil(R) آن گاه باشد، R[x] حلقه ی از پوچ توان عنصری f =

∑n
i=١ aixi

ͬ دهیم. م نشان deg(f) نماد با را f درجه ی ،f ∈ R[x] هر برای
این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۵ . ۴ . ٣ قضیه
،a ∈ R برخͬ برای ،Nil(R)٢ = ٠ ،|ΓE(R)| ≤ ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ١

.annR(c) = Nil(R) ،c ∈ Z(R) \Nil(R) هر برای و Z(R) = annR(a) باشیم داشته
پس است، غیرکاهشͬ R چون .diam(

ΓE(R٠[x])
)

= ١ ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
،[ax] = [bx] اگر .b ∈ Z(R) ͬ کنیم م فرض .a٢ = ٠ به طوری که دارد وجود ٠ ̸= a ∈ R

.ab = ٠ داریم نتیجه در و ،ax ◦ bx = ٠ بنابراین .a٢ = ٠ زیرا ،ax ∈ annR٠[x](bx) آن گاه
بنابراین .ab = ٠ لذا .ax ◦ bx = ٠ داریم فرض، بنابه آن گاه ،[ax] ̸= [bx] اگر همچنین،
فرض اکنون .b٢ = ٠ داریم ،b ∈ Nil(R) هر برای ،۴ . ۴ . ٣ لم بنابه این رو از .Z(R) = annR(a)

نتیجه در و ،cx ∈ annR٠[x](bx) داریم آن گاه ،[bx] = [cx] اگر .b ̸= c و b, c ∈ Nil(R) ͬ کنیم م
.Nil(R)٢ = ٠ بنابراین .bcx = bx ◦ cx داریم فرض، بنابه آن گاه ،[bx] ̸= [cx] اگر .bc = ٠

و diam
(
ΓE(R٠[x])

)
= ١ چون .d ∈ annR(c) و c ∈ Z(R) \ Nil(R) ͬ کنیم م فرض حال

داریم این رو از .dx ∈ annR٠[x](cx) = annR٠[x](x٢) بنابراین .[x٢] = [cx] پس ،c /∈ Nil(R)

هر برای داد نشان ͬ توان م بالا، مشابه استدلالͬ با .annR(c) ⊆ Nil(R) نتیجه در و ،d٢ = ٠



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٨۶
نتیجه در و ،Nil(R) ⊆ annR(c) بنابراین .b٢ = ٠ زیرا ،Z(R) = annR(b) داریم ،b ∈ Nil(R)

.Nil(R) = annR(c)

اگر و ،annR(c) = Z(R) داریم آن گاه باشد، پوچ توان c اگر .c ∈ Z(R) ͬ کنیم م فرض
در [b]R و [a]R متمایز رأس دو حداکثر بنابراین .annR(c) = Nil(R) داریم آن گاه ،c /∈ Nil(R)

.|ΓE(R)| ≤ ٢ داریم لذا .b /∈ Nil(R) و a ∈ Nil(R) به طوری که دارد وجود ΓE(R)

و annR(c) = Z(R) داریم ،c ∈ Nil(R) هر برای ͬ کنیم م ادعا بالعکس،
.Nil(R) ⊆ annR(c) داریم ،c ∈ Nil(R) و Nil(R)٢ = ٠ چون .annR٠[x](cx) = Z(R٠[x])
.cd = ٠ داریم نتیجه در و ،annR(d) = Nil(R) پس .d ∈ Z(R) \Nil(R) ͬ کنیم م فرض حال
Nil(R)٢ = ٠ چون .g =

∑m
j=١ bjxj ∈ Z(R٠[x]) ͬ کنیم م فرض .annR(c) = Z(R) بنابراین

از .annR٠[x](cx) = Z(R٠[x]) بنابراین .cx ◦ g = ٠ پس ،b١ ∈ Z(R) ،٣ . ١ . ٣ گزاره بنابه و
اما x٢ ∈ annR٠[x](cx) داریم به علاوه، .x٢ ∈ Z(R٠[x]) پس است، غیرکاهشͬ R چون طرفͬ،
به وضوح، دارند. وجود ΓE(R٠[x]) در را [x٢] و [cx] رأس دو حداقل بنابراین .x٢ /∈ annR٠[x](x٢)
.g ∈ Nil(R)٠[x] نتیجه در و ،g٢ = ٠ آن گاه ،g ∈ ℓ.annR٠[x](x٢) اگر .r.annR٠[x](x٢) = ٠ داریم

لذا .Nil(R)٠[x] ⊆ ℓ.annR٠[x](x٢) پس ،Nil(R)٢ = ٠ چون
annR٠[x](x٢) = Nil(R)٠[x] = Nil(R٠[x]).

فرم را f ͬ توان م این رو از باشد. Z(R٠[x]) از ناصفر عنصری f ͬ کنیم م فرض اکنون
.C∗

f٣ ⊆ R\Z(R) و ،C∗
f٢ ⊆ Z(R)\Nil(R) ،C∗

f١ ⊆ Nil(R) به طوری که نوشت f = f١+f٢+f٣
ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت های

،١ ≤ i ≤ n هر برای پس ،C∗
f١ ⊆ Nil(R) چون .f = f١ =

∑n
i=١ aixi کنیم فرض :١ حالت

زیرا ،f ◦ g = ٠ لذا .b١ ∈ Z(R) داریم ،٣ . ١ . ٣ گزاره بنابه به علاوه، .annR(ai) = Z(R) داریم
.[f ] = [f١] = [cx] داریم نتیجه در و ،annR٠[x](f) = Z(R٠[x]) بنابراین .Nil(R)٢ = ٠

داریم ،١ ≤ i ≤ n هر برای این رو از .f = f٢ =
∑n

i=١ aixi ͬ کنیم م فرض :٢ حالت
لذا .g =

∑m
j=١ bjxj ∈ r.annR٠[x](f) ͬ کنیم م فرض .annR(ai) = Nil(R)

f ◦ g = b١f + b٢f٢ + · · ·+ bmfm = ٠.
،an /∈ Nil(R) این که از همچنین، ͬ باشد. م f ◦ g = ٠ پیشرو ضریب زیرا ،bmamn = ٠ پس
در و ،bm ∈ Nil(R) لذا .bm ∈ annR٠[x](amn ) = Nil(R) بنابراین .amn /∈ Nil(R) ͬ شود م نتیجه

بنابراین .annR(ai) = Nil(R) ،i هر برای زیرا ،bmf = ٠ نتیجه
f ◦ g = b١f + b٢f٢ + · · ·+ bm−١fm−١ = ٠.

ͬ کنیم م فرض .bj ∈ Nil(R) داریم ،١ ≤ j ≤ m − ١ هر برای روند، این ادامه با
از .anbnm = ٠ داریم لذا .g ◦ f = a١g + a٢g٢ + · · · + ang

n = ٠ پس .g ∈ ℓ.annR٠[x](f)

بنابراین .bm ∈ Nil(R) نتیجه در و ،bnm ∈ annR(an) = Nil(R) این رو
g ◦ f = a١g١ + a٢g٢١ + · · ·+ ang

n١ = ٠,



٨٧ R٠[[x]] و R٠[x] فشرده صفر مقسوم علیه گراف های قطر بررسͬ
هر برای که گرفت نتیجه ͬ توان م استدلال، این تکرار با .g١ =

∑m−١
j=١ bjx

j به طوری که
برای چون .ℓ.annR٠[x](f) ⊆ Nil(R)٠[x] بنابراین .bj ∈ Nil(R) داریم ،١ ≤ j ≤ m − ١
.g ◦ f = ٠ = f ◦ g داریم ،g ∈ Nil(R)٠[x] هر برای پس ،annR(ai) = Nil(R) ،١ ≤ i ≤ n هر

.[f ] = [f٢] = [x٢] بنابراین .annR٠[x](f) = Nil(R)٠[x] = Nil(R٠[x]) لذا
چون .a١ = ٠ داریم ،٣ . ١ . ٣ گزاره بنابه .f = f٣ =

∑n
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض :٣ حالت

اگر به علاوه، .r.annR٠[x](f) = ٠ داریم ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه پس ،rf ̸= ٠ ،٠ ̸= r ∈ R هر برای
هر برای پس ،Nil(R)٢ = ٠ چون است. پوچ توان g ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه آن گاه ،g ∈ ℓ.annR٠[x](f)

لذا .h ◦ f = a٢h٢ + · · ·+ anh
n = ٠ داریم h ∈ Nil(R)٠[x]

annR٠[x](f) = ℓ.annR٠[x](f) = Nil(R)٠[x] = Nil(R٠[x]).

.[f ] = [f٣] = [x٢] بنابراین
.٠ ̸= f٢ =

∑t
s=١ csxs و ٠ ̸= f١ =

∑n
i=١ aixi به طوری که f = f١ +f٢ کنیم فرض :۴ حالت

داریم ،٠ ̸= r ∈ R برخͬ برای ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه این رو از .g ∈ ℓ.annR٠[x](f) ͬ کنیم م فرض
داریم پس ،annR(ai) = Z(R) ،ai ∈ C∗

f١ هر برای چون .C∗
g ⊆ Z(R) بنابراین .rg = ٠

حالت بنابه لذا .g ∈ ℓ.annR٠[x](f٢) نتیجه در و ،g ◦ f = c١g + c٢g٢ + · · ·+ ctg
t = g ◦ f٢ = ٠

.g =
∑m

j=١ bjxj ∈ r.annR٠[x](f) ͬ کنیم م فرض حال .ℓ.annR٠[x](f) ⊆ Nil(R٠[x]) داریم ،(٢)
داریم بنابراین .C∗

g ⊆ Z(R) ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه نیست، پوچ توان f چون
٠ = f ◦ g = b١f + b٢f٢ + · · ·+ bmfm = b١f٢ + b٢f٢٢ + · · ·+ bmfm٢ = f٢ ◦ g,

هر برای چون .g ∈ Nil(R٠[x]) ،(٢) حالت بنابه لذا .g ∈ r.annR٠[x](f٢) نتیجه در و
پس ،annR(cs) = Nil(R) داریم ،cs ∈ C∗

f٢ هر برای و annR(ai) = Z(R) داریم ،ai ∈ C∗
f١

داریم لذا .annR٠[x](f) = Nil(R٠[x]) بنابراین .ℓ.annR٠[x](f) = r.annR٠[x](f) = Nil(R٠[x])
.[f ] = [f١ + f٢] = [x٢]

و ٠ ̸= f١ =
∑n

i=١ aixi به طوری که f = f١ + f٣ ͬ کنیم م فرض :۵ حالت
نتیجه ͬ توان م ،(٣) حالت مشابه .deg(f٣) ≥ ٢ داریم ،٣ . ١ . ٣ گزاره بنابه .٠ ̸= f٣ =

∑t
s=١ csxs

آن گاه ،g◦f = ٠ باشیم داشته ،g ∈ R٠[x] برخͬ برای اگر طرفͬ، از .r.annR٠[x](f) = ٠ که گرفت
Nil(R)٢ = ٠ چون .ℓ.annR٠[x](f) ⊆ Nil(R٠[x]) بنابراین است. پوچ توان g ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه
لذا .g ◦ f = ٠ داریم ،g ∈ Nil(R٠[x]) هر برای پس ،annR(ai) = Z(R) ،ai ∈ C∗

f١ هر برای و
.[f ] = [f١ + f٣] = [x٢] بنابراین .annR٠[x](f) = ℓ.annR٠[x](f) = Nil(R٠[x])

.fi ̸= ٠ باشیم داشته ،i ∈ {٢,٣} هر برای f که = f٢ + f٣ ͬ کنیم م فرض :۶ حالت
مشابه استدلالͬ با پس ،annR(ai) = Nil(R) ،ai ∈ C∗

f٢ هر برای و deg(f٣) ≥ ٢ چون
داریم بنابراین .annR٠[x](f) = ℓ.annR٠[x](f) = Nil(R٠[x]) که داد نشان ͬ توان م ،۵ حالت

.[f ] = [f٢ + f٣] = [x٢]
چون .fi ̸= ٠ ،i ∈ {١,٢,٣} هر برای به طوری که f = f١ +f٢ +f٣ ͬ کنیم م فرض :٧ حالت



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٨٨
.ℓ.annR٠[x](f) ⊆ Nil(R٠[x]) و r.annR٠[x](f) = ٠ داریم ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه ،C∗

f٣ ⊆ R \ Z(R)

.[f ] = [f١ + f٢ + f٣] = [x٢] نتیجه در و ،annR٠[x](f) = Nil(R٠[x]) بنابراین
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ١ نتیجه در و ،|ΓE(R٠[x])| = ٢ داریم لذا

در .Z(R)٢ = ٠ و باشد غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .۶ . ۴ . ٣ نتیجه
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ١ این صورت،

اگر این صورت، در .a, b ∈ R و باشد جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٧ . ۴ . ٣ لم
،ak ̸= ٠ ̸= bs که k, s مثبت صحیح عدد هر برای آن گاه ،annR({a, b}) ∩ Nil(R) = {٠}

.annR

(
{ak, bs}

)
∩Nil(R) = {٠} داریم

tak = ٠ پس .٠ ̸= t ∈ annR

(
{ak, b}

)
∩ Nil(R) و ak ̸= ٠ ̸= bs ͬ کنیم م فرض برهان.

اما tar ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ١ ≤ r ≤ k − ١ مثبت صحیح عدد بنابراین tb = ٠ و
ͬ دهیم م قرار است. تناقض ΁ی که ،tar ∈ annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) داریم این رو از .tar+١ = ٠

که داد نشان ͬ توان م مشابه، استدلالͬ با لذا .annR

(
{a′, b}

)
∩Nil(R) = {٠} پس .a′ = ak ̸= ٠
.annR

(
{a′, bs}

)
∩Nil(R) = {٠}

این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٨ . ۴ . ٣ قضیه
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R٠[x])
)
= ٣

a, b ∈ Z(R) عناصر ،٣ . ١ . ٨ نتیجه بنابه .diam(
Γ(R٠[x])

)
= ٣ ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

و a یا b ∈ Nil(R) اگر که کنید توجه .annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) = {٠} به طوری که دارند وجود

را زیر حالت های بنابراین است. تناقض ΁ی که ،annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ≠ {٠} آن گاه ،ab = ٠

ͬ گیریم: م نظر در
پس ،annR

(
{a, b}

)
∩ Nil(R) = {٠} چون .a, b /∈ Nil(R) ͬ کنیم م فرض :١ حالت

داریم ،c ∈ Nil(R) هر برای یا ،cb ̸= ٠ اما ca = ٠ به طوری که دارد وجود ،c ∈ Nil(R)

.ca ̸= ٠ ̸= cb

بنابراین .cb ̸= ٠ اما ca = ٠ باشیم داشته ،c ∈ Nil(R) برخͬ برای ͬ کنیم م فرض ابتدا
.ax + xk, bx ∈ Z(R٠[x]) لذا .ck = ٠ به طوری که دارد وجود k ≥ ٢ مثبت صحیح عدد
داریم به علاوه، .[ax + xk] ̸= [bx] پس ،cx /∈ annR٠[x](bx) اما cx ∈ annR٠[x](ax + xk) چون
این رو از ،r(ax + xk) ̸= ٠ ،٠ ̸= r ∈ R هر برای چون .bx ◦ (ax + xk) ̸= ٠ ̸= (ax + xk) ◦ bx

ͬ کنیم م فرض .annR٠[x](ax+xk) = ℓ.annR٠[x](ax+xk) ⊆ Nil(R٠[x]) داریم ،٣ . ١ . ٢ لم بنابه
g ◦ (ax + xk) = ٠ داریم لذا .cs ̸= ٠ و g =

∑n
i=s cix

i ∈ annR٠[x](ax + xk) ∩ annR٠[x](bx)

،g ◦ bx = ٠ اگر .acs = ٠ و ci ∈ Nil(R) ،i هر برای بنابراین .bx ◦ g = ٠ یا g ◦ bx = ٠ و
اگر است. تناقض ΁ی که ،cs ∈ annR

(
{a, b}

)
∩ Nil(R) داریم نتیجه در و ،bcs = ٠ آن گاه

بنابراین .bs ̸= ٠ پس ،b /∈ Nil(R) چون .csbs = ٠ آن گاه ،٠ = bx ◦ g = csb
sxs + · · ·+ cnb

nxn



٨٩ R٠[[x]] و R٠[x] فشرده صفر مقسوم علیه گراف های قطر بررسͬ
پوچ ساز ax+xk و bx این رو از ͬ باشد. م ٧ . ۴ . ٣ لم با متناقض که ،cs ∈ annR

(
{a, bs}

)
∩Nil(R)

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٣ بنابراین .d([ax+ xk], [bx]) ≥ ٣ لذا ندارند. ناصفر مشترک

R حلقه ی چون .c′a ̸= ٠ ̸= c′b باشیم داشته ،c′ ∈ Nil(R) هر برای ͬ کنیم م فرض حال
گزاره بنابه و cb ̸= ٠ داریم این رو از .c٢ = ٠ به طوری که دارد وجود c ∈ R پس است، غیرکاهشͬ
اما cx ∈ annR٠[x](cbx + x٢) زیرا ،[cbx + x٢] ̸= [ax] بنابراین .cbx + x٢ ∈ Z(R٠[x]) ،٣ . ١ . ٣
،٣ . ١ . ٣ گزاره بنابه .(cbx+ x٢) ◦ ax ̸= ٠ ̸= ax ◦ (cbx+ x٢) داریم به علاوه، cx /∈ annR٠[x](ax)

ͬ کنیم م فرض .annR٠[x](cbx+ x٢) = ℓ.annR٠[x](cbx+ x٢) ⊆ Nil(R٠[x])

g =
∑n

i=s cix
i ∈ annR٠[x](cbx+ x٢) ∩ annR٠[x](ax)

اگر .ax ◦ g = ٠ یا g ◦ ax = ٠ بنابراین .ci ∈ Nil(R) ،s ≤ i ≤ n هر برای پس .cs ̸= ٠ و
چون .csas = ٠ آن گاه ،ax ◦ g = ٠ اگر است. تناقض ΁ی که ،acs = ٠ آن گاه ،g ◦ ax = ٠
داریم این رو از .csat+١ = ٠ اما csat ̸= ٠ به طوری که دارد وجود ١ ≤ t ≤ s − ١ پس ،as ̸= ٠
نتیجه در و ،d([cbx+x٢], [ax]) ≥ ٣ بنابراین است. تناقض ΁ی که ،csat ∈ annR(a)∩Nil(R)

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٣

صحیح عدد بنابراین .ab ̸= ٠ و b /∈ Nil(R) ،a ∈ Nil(R) ͬ کنیم م فرض :٢ حالت
.ak−١x + xk, bx ∈ Z(R٠[x]) لذا .ak−١ ̸= ٠ اما ak = ٠ به طوری که دارد وجود k مثبت
داریم به علاوه، .[bx] ̸= [ak−١x + xk] پس ،ax ∈ annR٠[x](ak−١x + xk) \ annR٠[x](bx) چون
.g ∈ annR٠[x](ak−١x+xk)∩annR٠[x](bx) کنیم فرض .bx◦(ak−١x+xk) ̸= ٠ ̸= (ak−١x+xk)◦bx

زیرا است، پوچ توان g =
∑n

i=s cix
i بنابراین

annR٠[x](ak−١x+ xk) = ℓ.annR٠[x](ak−١x+ xk) ⊆ Nil(R٠[x]).

آن گاه ،g ◦ bx = ٠ اگر طرفͬ، از .ak−١cs = ٠ ͬ شود م نتیجه ،g ◦ (ak−١x + xk) = ٠ این که از
٧ . ۴ . ٣ لم با متناقض که ،٠ ̸= cs ∈ annR

(
{ak−١, b}) ∩ Nil(R) داریم این رو از .bcs = ٠

.bs ̸= ٠ پس ،b /∈ Nil(R) چون .csbs = ٠ لذا .bx ◦ g = ٠ ͬ کنیم م فرض حال ͬ باشد. م
از ͬ باشد. م ٧ . ۴ . ٣ لم با متناقض که ،٠ ̸= cs ∈ annR

(
{ak−١, bs}) ∩ Nil(R) داریم بنابراین

ͬ شود. م حاصل نتیجه لذا و ،d([ak−١x+ xk], [bx]
)
≥ ٣ داریم این رو

وجود t, k مثبت صحیح اعداد پس .ab ̸= ٠ و a, b ∈ Nil(R) ͬ کنیم م فرض :٣ حالت
داریم ،٣ . ١ . ٣ گزاره بنابه این رو از .ak−١ ̸= ٠ ̸= bt−١ اما ak = bt = ٠ به طوری که دارند

به علاوه، .ak−١x+ xk, bt−١x+ xt ∈ Z(R٠[x])

(ak−١x+ xk) ◦ (bt−١x+ xt) ̸= ٠ ̸= (bt−١x+ xt) ◦ (ak−١x+ xk).

و annR٠[x](ak−١x + xk) = ℓ.annR٠[x](ak−١x + xk) ⊆ Nil(R٠[x]) داریم همچنین،
آن گاه ،ax ∈ annR٠[x](bt−١x + xt) اگر .annR٠[x](bt−١x + xt) = ℓ.annR٠[x](bt−١x + xt)

٧ . ۴ . ٣ لم با متناقض که ،a ∈ annR

(
{ak−١, bt−١}) ∩ Nil(R) لذا .ax ◦ (bt−١x + xt) = ٠



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٩٠
این رو از .ax /∈ annR٠[x](bt−١x + xt) اما ax ∈ annR٠[x](ak−١x + xk) بنابراین ͬ باشد. م

ͬ کنیم م فرض .[ak−١x+ xk] ̸= [bt−١x+ xt]

g =
∑n

i=s cix
i ∈ annR٠[x](ak−١x+ xk) ∩ annR٠[x](bt−١x+ xt).

لذا .g ◦ (ak−١x+ xk) = ٠ = g ◦ (bt−١x+ xt) داریم این رو از
٠ ̸= cs ∈ annR

(
{ak−١, bt−١}) ∩Nil(R),

.d([ak−١x+ xk], [bt−١x+ xt]
)
≥ ٣ بنابراین است. ٧ . ۴ . ٣ لم با متناقض که

زیرا ،diam(
Γ(R٠[x])

)
= ٣ داریم این رو از .diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ٣ ͬ کنیم م فرض بالعکس،

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≤ diam

(
Γ(R٠[x])

)
≤ ٣

در .Z(R) ̸= ٠ و باشد غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٩ . ۴ . ٣ قضیه
باشیم داشته ،a, b ∈ Z(R) هر برای اگر تنها و اگر diam

(
ΓE(R٠[x])

)
= ٢ این صورت،

باشد: برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ و annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ̸= {٠}

.|ΓE(R)| ≥ ٣ (١)
.Z(R) ̸= annR(c) ،c ∈ R هر برای (٢)

.Nil(R)٢ ̸= ٠ (٣)
.annR(c) ̸= Nil(R) به طوری که باشد داشته وجود ٠ ̸= c ∈ Z(R) \Nil(R) عنصر (۴)

داریم ،٨ . ۴ . ٣ قضیه بنابه این رو از .diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٢ ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

برای ،٣ . ١ . ٧ قضیه بنابه این رو از .diam(
Γ(R٠[x])

)
∈ {٢,٣} زیرا ،diam(

Γ(R٠[x])
)
= ٢

بنابه پس ،diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٢ چون .annR

(
{a, b}

)
∩ Nil(R) ̸= {٠} ،a, b ∈ Z(R) هر

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،۵ . ۴ . ٣ قضیه
قضیه بنابه پس ،annR

(
{a, b}

)
∩Nil(R) ̸= {٠} داریم ،a, b ∈ Z(R) هر برای چون بالعکس،

داریم زیرا ،diam(
ΓE(R٠[x])

)
∈ {١,٢} بنابراین .diam(

Γ(R٠[x])
)

= ٢ ،٣ . ١ . ٧
نباشد، برقرار (١) − (۴) شرایط از ی΄ͬ اگر طرفͬ، از .diam(

ΓE(R٠[x])
)
≤ diam

(
Γ(R٠[x])

)
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ٢ بنابراین .diam(

ΓE(R٠[x])
)
̸= ١ داریم ،۵ . ۴ . ٣ قضیه بنابه آن گاه

حلقه ی روی R٠[[x]] شبه حلقه ی فشرده ی صفر مقسوم علیه گراف قطر بررسͬ به ادامه، در
ͬ پردازیم. م R جابه جایی

این صورت، در باشد. کاهشͬ حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٠ . ۴ . ٣ گزاره
.diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ١ (١)

.diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
= ٢ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٢ (٢)



٩١ R٠[[x]] و R٠[x] فشرده صفر مقسوم علیه گراف های قطر بررسͬ
.diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R[[x]])
)
= ٣ (٣)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ٣ . ١ لم بنابه برهان.

این صورت، در باشد. کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١١ . ۴ . ٣ نتیجه
.diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ٣ اگر تنها و اگر diam(

Γ(R٠[[x]])
)
= ٣

داریم ،٣ . ٣ . ٢٣ گزاره بنابه این رو از .diam(
Γ(R٠[[x]])

)
= ٣ ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

داریم: را زیر حالت های ،٨ . ۴ . ١ قضیه بنابه این رو از .diam(
Γ(R[[x]])

)
= ٣

شمارا ایده آل های اما است R از ایده آلͬ Z(R) و ͬ باشد م (A) خاصیت دارای R :١ حالت
پوچ ساز I + J ولͬ ͬ باشند م ناصفر پوچ ساز دارای به طوری که دارند وجود J و I شده تولید
این رو از دارد. مینیمال اول ایده آل دو از بیشتر R پس است، ایده آل Z(R) چون ندارد. ناصفر

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣ داریم ،١٠ . ۵ . ١ قضیه بنابه

تولید عنصر دو توسط که Z(R) در مشمول ایده آل هر و است R از ایده آلͬ Z(R) :٢ حالت
R بنابراین ͬ باشد. نم (A) خاصیت دارای R ولͬ ͬ باشد م ناصفر پوچ ساز دارای باشد، شده
پس ͬ باشد، نم (A) خاصیت دارای R چون به علاوه، دارد. مینیمال اول ایده آل دو از بیش
لذا .n ≥ ٣ بنابراین .annR(K) = ٠ به طوری که دارد وجود K = ⟨a١, . . . , an⟩ ⊆ Z(R)

به طوری که دارند وجود J و I شده تولید متناهیاً ایده آل های که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به
داریم ،١٠ . ۵ . ١ قضیه بنابه پس ندارد. ناصفر پوچ ساز I + J اما هستند ناصفر پوچ ساز دارای

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣

صفر مقسوم علیه عناصر از جفت ΁ی و دارد مینیمال اول ایده آل دو از بیش R :٣ حالت
،١٠ . ۵ . ١ قضیه بنابه لذا ندارد. ناصفر پوچ ساز ⟨a⟩ + ⟨b⟩ = ⟨a, b⟩ به طوری که دارند وجود a, b

.diam(
ΓE(R[[x]])

)
= ٣

.diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
= ٣ داریم ،١٠ . ۴ . ٣ گزاره بنابه رو این از

است. ͹واض بالعکس،
،diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ٣ اگر باشد. کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R کنیم فرض .١٢ . ۴ . ٣ نتیجه

.diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
= ٣ آن گاه

diam
(
Γ(R٠[x])

)
= داریم ،٣ . ۴ . ٣ نتیجه بنابه پس ،diam(

ΓE(R٠[x])
)

= ٣ چون برهان.
داریم ،٨ . ۴ . ١ قضیه طبق لذا .diam(

Γ(R[x])
)
= ٣ داریم ،٣ . ١ . ٩ گزاره بنابه این رو از .٣

طبق بنابراین .diam(
Γ(R٠[[x]])

)
= ٣ داریم ،٣ . ٣ . ٢٣ گزاره بنابه .diam(

Γ(R[[x]])
)
= ٣

.diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
= ٣ داریم ،١١ . ۴ . ٣ نتیجه

این صورت، در باشد. کاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٣ . ۴ . ٣ گزاره
.diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R٠[x])

)
≤ diam

(
ΓE(R٠[[x]])

)



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٩٢
بنابه .diam(

ΓE(R)
)
≤ diam

(
ΓE(R٠[x])

) آن گاه ،diam(
ΓE(R)

)
= ٠ اگر به  وضوح، برهان.

تنها و اگر diam(
ΓE(R[x])

)
= ١ اگر تنها و اگر diam(

ΓE(R)
)
= ١ ،٢ . ۴ . ٣ گزاره و ٩ . ۵ . ١ قضیه

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≥ ٢ آن گاه ،diam(

ΓE(R)
)
= ٢ اگر بنابراین .diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ١ اگر

این رو از .diam(
ΓE(R[x])

)
= ٣ ،١١ . ۵ . ١ قضیه بنابه آن گاه ،diam(

ΓE(R)
)
= ٣ اگر به علاوه،

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٣ داریم ،٢ . ۴ . ٣ گزاره بنابه

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≤ diam

(
ΓE(R٠[[x]])

) آن گاه ،diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ١ اگر به وضوح،

به طوری که دارند وجود f, g ∈ Z(R٠[x]) بنابراین .diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٢ کنیم فرض حال

f ◦ بنابراین .diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
= ١ کنیم فرض خلف، فرض به .d([f ]R٠[x], [g]R٠[x]) = ٢

[f ]R٠[x] = R٠[x] ∩ [f ]R٠[[x]] = R٠[x] ∩ [g]R٠[[x]] = لذا (و ،[f ]R٠[[x]] = [g]R٠[[x]] یا g = ٠
diam

(
ΓE(R٠[x])

)
≤ داریم ،١٢ . ۴ . ٣ نتیجه طبق بنابراین است. تناقض ΁ی که ،([g]R٠[x]

.diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
این صورت، در باشد. نوتری و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض [١ نتیجه ،٣۴] .١۴ . ۴ . ٣ لم

.Nil(R[[x]]) = Nil(R)[[x]]

این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۵ . ۴ . ٣ قضیه
.diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ١ آن گاه ،diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ١ و باشد نوتری حلقه ای R اگر (١)

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ١ آن گاه ،diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ١ اگر (٢)

،|ΓE(R)| ≤ ٢ ،۵ . ۴ . ٣ قضیه بنابه این رو از .diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ١ ͬ کنیم م فرض (١) برهان.

،c ∈ Z(R) \ Nil(R) هر برای و Z(R) = annR(a) ،a ∈ R برخͬ برای ،Nil(R)٢ = ٠
،c ∈ Nil(R) هر برای ،۵ . ۴ . ٣ قضیه برهان به توجه با طرفͬ، از .annR(c) = Nil(R)

چون .g =
∑∞

j=١ bjxj ∈ Z(R٠[[x]]) و c ∈ Nil(R) ͬ کنیم م فرض .annR(c) = Z(R) داریم
.annR٠[[x]](cx) = Z(R٠[[x]]) بنابراین .cx ◦ g = ٠ داریم ،٣ . ٣ . ٨ لم بنابه پس ،Nil(R)٢ = ٠
داریم ،١۵ . ٣ . ٣ گزاره و ١۴ . ۴ . ٣ لم بنابه طرفͬ، از .r.annR٠[[x]](x٢) = ٠ به وضوح،
،annR٠[[x]](x٢) = ℓ.annR٠[[x]](x٢) = Nil(R٠[[x]]) بنابراین .ℓ.annR٠[[x]](x٢) ⊆ Nil(R)٠[[x]]
زیرا ،[cx] ̸= [x٢] داریم به علاوه، .Nil(R٠[[x]]) = Nil(R)٠[[x]] و Nil(R)٢ = ٠ زیرا
باشد. Z(R٠[[x]]) از ناصفر عنصری f ͬ کنیم م فرض حال .x٢ ∈ annR٠[[x]](cx) \annR٠[[x]](x٢)
،C∗

f١ ⊆ Nil(R) به طوری که نوشت f = f١ + f٢ + f٣ فرم به را f ͬ توان م لذا
و f = f١ =

∑∞
i=١ aixi ͬ کنیم م فرض .C∗

f٣ ⊆ R \ Z(R) و ،C∗
f٢ ⊆ Z(R) \ Nil(R)

.annR(ai) = Z(R) ،ai ∈ C∗
f هر برای پس ،C∗

f ⊆ Nil(R) چون .g =
∑∞

j=١ bjxj ∈ Z(R٠[[x]])
داریم این رو از .b١ ∈ Z(R) ،٣ . ٣ . ٨ لم بنابه و Nil(R)٢ = ٠ زیرا ،f ◦ g = ٠ داریم بنابراین

.[f ] = [cx] نتیجه در و ،annR٠[[x]](f) = Z(R٠[[x]])
پس ،C∗

f ⊆ Z(R) \ Nil(R) چون .aq ̸= ٠ و f = f٢ =
∑∞

i=q aix
i ͬ کنیم م فرض حال

و f ◦ g = ٠ ،g ∈ Nil(R)٠[[x]] هر برای لذا .annR(ai) = Nil(R) داریم ،ai ∈ C∗
f هر برای



٩٣ R٠[[x]] و R٠[x] فشرده صفر مقسوم علیه گراف های قطر بررسͬ
.f ◦ g =

∑∞
j=١ bjf j = ٠ بنابراین .g =

∑∞
j=١ bjxj ∈ r.annR٠[[x]](f) ͬ کنیم م فرض .g ◦ f = ٠

زیرا ،bt ∈ annR(a
t
q) = Nil(R) داریم این رو از باشد. g ناصفر ضریب اولین bt ͬ کنیم م فرض

این تکرار با .f ◦ g =
∑∞

j=t+١ bjf j = ٠ نتیجه در و ،btf = ٠ بنابراین .atq /∈ Nil(R) و bta
t
q = ٠

از و ،g ∈ Nil(R)٠[[x]] لذا .bj ∈ Nil(R) ،bj ∈ C∗
g هر برای که گرفت نتیجه ͬ توان م استدلال،

.r.annR٠[[x]](f) = Nil(R)٠[[x]] داریم این رو
پس .bt ̸= ٠ که g =

∑∞
j=t bjx

j ∈ ℓ.annR٠[[x]](f) ͬ کنیم م فرض
g ◦ f =

∑∞
i=q aig

i = ٠,
لذا .bt ∈ Nil(R) این رو از و bqt ∈ annR(aq) = Nil(R) بنابراین .aqbqt = ٠ نتیجه در و
به طوری که g ◦ f =

∑∞
i=q aig

i١ = ٠ داریم بنابراین .btai = ٠ داریم ،ai ∈ C∗
f هر برای

.bj ∈ Nil(R) ،bj ∈ C∗
g هر برای که داد نشان ͬ توان م روند، این ادامه با .g١ =

∑∞
j=t+١ bjxj

بنابراین .annR٠[[x]](f) = Nil(R)٠[[x]] داریم این رو از .ℓ.annR٠[[x]](f) ⊆ Nil(R)٠[[x]] لذا
.[f ] = [f٢] = [x٢]

یا f = f١ + f٣(f١ ̸= ٠ ̸= f٣) یا f = f١ + f٢(f١ ̸= ٠ ̸= f٢) یا f = f٣ اگر
از استفاده با آن گاه است)، ناصفر fi f(هر = f١ + f٢ + f٣ یا f = f٢ + f٣(f٢ ̸= ٠ ̸= f٣)
که داد نشان ͬ توان م ،۵ . ۴ . ٣ قضیه برهان مشابه استدلالͬ و ،١۵ . ٣ . ٣ گزاره و ١۴ . ۴ . ٣ لم
.diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ١ نتیجه در و ،|ΓE(R٠[[x]])| = ٢ بنابراین .[f ] = [x٢] = Nil(R)٠[[x]]

است. ͹واض (٢)
این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١۶ . ۴ . ٣ لم

.diam(
Γ(R٠[[x]])

)
= ٣ آن گاه ،diam(

Γ(R٠[x])
)
= ٣ و باشد نوتری حلقه ای R اگر (١)

.diam(
Γ(R٠[x])

)
= ٣ آن گاه ،diam(

Γ(R٠[[x]])
)
= ٣ اگر (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٣ . ٣ . ٢٢ و ٣ . ١ . ٨ نتیجه های بنابه برهان.
این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٧ . ۴ . ٣ قضیه

.diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
= ٣ آن گاه ،diam(

Γ(R٠[[x]])
)
= ٣ و باشد نوتری R حلقه ی اگر (١)

.diam(
Γ(R٠[[x]])

)
= ٣ آن گاه ،diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ٣ اگر (٢)

برهان مشابه استدلالͬ و ،٣ . ٣ . ٢٢ نتیجه و ١۵ . ٣ . ٣ گزاره ،١۴ . ۴ . ٣ لم از استفاده با (١) برهان.
ͬ شود. م حاصل نتیجه ،٨ . ۴ . ٣ قضیه

است. ͹واض (٢)
این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٨ . ۴ . ٣ نتیجه

.diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
= ٣ آن گاه ،diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ٣ و باشد نوتری R حلقه ی اگر (١)



توانͬ سری های و چندجمله ای ها شبه حلقه های صفر مقسوم علیه عناصر بررسͬ ٩۴
.diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ٣ آن گاه ،diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ٣ اگر (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١۶ . ۴ . ٣ لم و ١٧ . ۴ . ٣ ،٨ . ۴ . ٣ قضیه های بنابه برهان.
این صورت، در باشد. غیرکاهشͬ و جابه جایی حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .١٩ . ۴ . ٣ گزاره

.diam(
ΓE(R٠[[x]])

)
= ٢ آن گاه ،diam(

ΓE(R٠[x])
)
= ٢ اگر (١)

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٢ آن گاه ،diam(

ΓE(R٠[[x]])
)
= ٢ و باشد نوتری R حلقه ی اگر (٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،١٨ . ۴ . ٣ نتیجه و ١۵ . ۴ . ٣ قضیه بنابه برهان.
هر برای اگر باشد. نوتری و غیرکاهشͬ جابه جایی، حلقه ای R ͬ کنیم م فرض .٢٠ . ۴ . ٣ گزاره

آن گاه ،Z(R) ̸= annR(a) باشیم داشته ،a ∈ R

diam
(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R٠[x])

)
≤ diam

(
ΓE(R٠[[x]])

)
.

.diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R٠[x])

) آن گاه ،diam(
ΓE(R)

)
∈ {٠, ١} اگر به وضوح، برهان.

قضیه طبق نتیجه در و ،| ΓE(R)
)
|≥ ٣ این رو از .diam(

ΓE(R)
)
= ٢ ͬ کنیم م فرض بنابراین

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≥ ٢ داریم ،۵ . ۴ . ٣

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≥ ٢ ،۵ . ۴ . ٣ قضیه بنابه لذا .diam(

ΓE(R)
)
= ٣ ͬ کنیم م فرض حال

آن گاه ،diam(
ΓE(R٠[x])

)
= ٢ اگر خلف، فرض به .diam(

ΓE(R٠[x])
)
̸= ٢ ͬ دهیم م نشان حال

پوچ توان پوچ ساز Z(R) از ناصفر عنصر دو هر و است R از ایده آلͬ Z(R) ،٩ . ۴ . ٣ قضیه طبق
داریم ،٨ . ۵ . ١ قضیه بنابه لذا .Z(R) ̸= annR(a) داریم ،a ∈ Z(R) هر برای و دارند ناصفر

.diam(
ΓE(R)

)
≤ diam

(
ΓE(R٠[x])

) بنابراین است. تناقض ΁ی که ،diam(
ΓE(R)

)
= ٢

.diam(
ΓE(R٠[x])

)
≤ diam

(
ΓE(R٠[[x]])

) ،١٩ . ۴ . ٣ گزاره و ١٨ . ۴ . ٣ نتیجه بنابه به علاوه،

آتͬ کارهای برای پیشنهادات ۵ . ٣
.R٠[[x;α]] و R٠[x;α, δ] شبه حلقه های فشرده صفر مقسوم علیه گراف قطر بررسͬ (١)

.R٠[[x;α]] و R٠[x;α, δ] شبه حلقه های شبه‐رادی΄ال بررسͬ (٢)
.R٠[[x;α]] و R٠[x;α, δ] شبه حلقه های شبه ‐منظم عناصر ساختار بررسͬ (٣)
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نمایه
۴ α‐سازگار،

۴ α‐صلب،

٧۵ توانͬ، سری های به نسبت α‐م΁ کوی

٢٧ π‐منظم،

٣ آبلͬ،
٣۴ آرمنداریز،

٢ برگشت پذیر،
٢ بدیهͬ، توسیع

٧ اریب، توانͬ سری های حلقه ی
٣ اریب، چندجمله ای های حلقه ی
٣ مشتق، چندجمله های حلقه ی

٣ خودتوان،
٣ ددکیند‐متناهͬ،

١٢ دور،
٨ ثابت، زیرمجموعه ی

٨ صفر‐متقارن، زیرمجموعه ی
٣١ بسته، ضربی زیرمجموعه ی

۵۵ شبه‐رادی΄ال،
۵٩ شبه‐منظم،

٧ شبه حلقه،
٩ شبه میدان،

٢۴ تمیز، عنصر
١٣ فاصله،

١٣ قطر،
١ متقارن،

٣ مرکزی،
١٢ مسیر،
٩ منظم،

١٠ پوچ توان، موضعاً
١۵ م΁ کوی،

٢ نیم جابه جایی،
١٣ همبند،
١ پوچ توان،
١ کاهشͬ،

١٣ کمر،
١۴ صفر، مقسوم علیه گراف

١٧ فشرده، صفر مقسوم علیه گراف

١١١



Aabstract

As a generalization of rings, the theory of near-rings has attracted much attention from

researchers in past decades. In this thesis, we are interested to study some properties

of zero-symmetric near-ring of polynomials and zero-symmetric near-ring of power series.

In fact, we want to investigate the structure of some type of elements such as invertible,

idempotent, regular, nilpotent, π-regular, clean and zero-divisor elements of the near-

ring R0[x]. Then we determine the structure of these elements in the skew zero-symmetric

near-ring of polynomials R0[x;α, δ] and the skew zero-symmetric near-ring of formal power

series R0[[x;α]].

We are also interested to study some radical-theoretical properties of the near-ring

R0[x]. In particular, we peruse the quasi-radical of R0[x] and determine the relationship

between it and the intersection of all maximal left ideals of R0[x].

Moreover, we investigate the interplay between the algebraic properties of near-rings

and graph-theoretical properties of the assigned (compressed) zero-divisor graph. In fact,

we study the diameter of the zero-divisor graphs Γ(R0[x]), Γ(R0[x;α, δ]) and Γ(R0[[x;α]]),

and the compressed zero-divisor graphs ΓE(R0[x]) and ΓE(R0[[x]]), and give a complete

characterization for the possible diameters of these graphs.

Keywords: Near-ring; Unit element; Idempotent element; Regular element; Nilpotent

element; π-regular element; Clean element; Zero-divisor graph; Diameter; Symmetric ring;

Quasi-radical; Maximal left ideal.
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