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ی΄هنگ ریشه های هندسͬ بررسͬ
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معتمدنژاد احمد دکتر
مشاور استاد

حجازی رضا دکتر

٩٨ ماه دی



قدردانͬ

داد. آموختن فرصت من به دی·ر بار که شاکرم را پروردگار
در معتمدنژاد دکتر آقای جناب همراهͬ و ارزنده راهنمایی های از ͬ دانم م لازم خود بر

کنم. تش΄ر و تقدیر پایان نامه تدوین

رضوانͬ ملیحه
٩٨ ماه دی

ج



نامه تعهد
علوم دانش΄ده محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی رضوانͬ ملیحه اینجانب
ی΄هنگ ریشه های هندسͬ بررسͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ

ͬ شوم: م متعهد معتمدنژاد احمد راهنمایی تحت ، سه جمله ای
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
رضوانͬ ملیحه
٩٨ ماه دی

د



ه

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چ΄یده

P (z) = zn + zk − ١ مختلط جمله ای سه ی΄هنگ ریشه های تعداد بررسͬ به پایان نامه این
ͬ کند، م بیان را سه جمله ای ها این ی΄هنگ ریشه های وجود برای کافͬ و لازم شرایط و ͬ پردازد م
وود لیتل چپ متقارن چندجمله ای های برای را آن ها تعداد و ی΄هنگ ریشه های وجود ادامه در
تعیین به پایانͬ فصل در ͬ دهد. م قرار بررسͬ مورد وود لیتل معکوس خود چندجمله ای های و
اعداد از دارد. بر در را ثابت غیر مختلط چندجمله ای ریشه های همه که ͬ شود م پرداخته طوقͬ

ͬ شود. م استفاده کران ها تعیین در پل اعداد و فیبوناتچͬ

چندجمله ای معکوس، خود چندجمله ای ی΄هنگ، ریشه مختلط، چندجمله ای های کلیدی: کلمات
فیبوناتچͬ. دنباله کران، چپ، متقارن

و
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١ فصل
مقدماتͬ مفاهیم و پیش نیازها

تعاریف و نماد 1 . 1
حقیقͬ اعداد مجموعه : R

مختلط اعداد مجموعه : C
z مختلط عدد مزدوج :z̄

ی΄ه دایره : S = {z ∈ C : |z| = ١}
صحیح ضرایب با چندجمله ای های حلقه : Z[x]

مختلط ضرایب با چندجمله ای های حلقه : C[x]

٢ پیمانه به صحیح اعداد مجموعه : Z٢

b و a شمارنده بزرگترین :gcd(a, b)
b و a مشترک مضرب کوچ΄ترین :lcm(a, b)

دموآور فرمول : (cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ



مقدماتͬ مفاهیم و پیش نیازها ٢
ͬ باشد. م بعد فصول در نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف شامل بخش این

،ai ∈ C ،i هر برای که p(z) = anz
n + an−١zn−١ + · · ·+ a١z + a٠ چندجمله ای  .1 . 1 . 1 تعریف

ͬ شود. م نامیده مختلط چندجمله ای باشد، ai ̸= ٠ ،i مقادیر بعضͬ برای و
ی΄هنگ١ ریشه ͬ گیرند، م قرار ی΄ه دایره روی که مختلط چندجمله ای ریشه های .2 . 1 . 1 تعریف

ͬ شوند. م نامیده

فرد چندجمله ای را باشد فرد درجه متغیرهای شامل فقط که چندجمله ای ΁ی .3 . 1 . 1 تعریف
گویند.

است. فرد چندجمله ای ،p(z) = ٧z٧ − ۴z٣ + z چندجمله ای مثال.

چندجمله ای را باشد زوج درجه متغیرهای شامل فقط که چندجمله ای ΁ی .4 . 1 . 1 تعریف
گویند. زوج

است. زوج چندجمله ای ،p(z) = ۴z٨ − ٢z۶ + ۴z٢ + ١ چندجمله ای مثال.

را ai = ±١ ،i هر برای که α(z) = an−١zn−١ + · · · + a١z + a٠ چندجمله ای .5 . 1 . 1 تعریف
گویند. وود٢ لیتل چندجمله ای

است. وود لیتل چندجمله ای ،α(z) = z۴ − z٣ + z٢ + z − ١ چندجمله ای مثال.

در گویند معکوس٣ خود را α(z) = an−١zn−١ + · · · + a١z + a٠ چندجمله ای .6 . 1 . 1 تعریف
باشند.) متقارن α(z) ضرایب که صورتͬ در رسمͬ غیر طور (به .α(z) = zn−١α

( ١
z

) که صورتͬ

هستند: خودمعکوس زیر چندجمله ای های مثال عنوان به

α(z) = z۴ + ۵z٣ + ٣z٢ + ۵z + ١ = z۴α
( ١
z

)
α(z) = ٢z٧ − z۵ + z۴ + z٣ − z٢ + ٢ = z٧α

( ١
z

)
١Unimodular
٢Littelwood
٣Self-reciprocal



٣ تعاریف و نماد
در گویند چپ۴ متقارن را α(z) = an−١zn−١ + · · · + a١z + a٠ چندجمله ای .7 . 1 . 1 تعریف

.am+j = (−١)jam−j ،١ ≤ j ≤ m هر برای و n = ٢m+ ١ که صورتͬ

هستند: چپ متقارن زیر چندجمله ای های مثال عنوان به

α(z) = ١ + z − z٢ − z٣ + z۴

α(z) = z٨ − z٧ − z۶ + z۵ − z۴ − z٣ − z٢ + z + ١

در گویند اول نوع چبیشف۵ چندجمله ای را n درجه از Tn(c) چندجمله ای .8 . 1 . 1 تعریف
c = cos θ و باشد حقیقͬ متغیری θ که صورتͬ

Tn(c) = cosnθ

است: شده نوشته زیر در T۴(c) ،· · · ،T٠(c) چندجمله ای های

T٠(c) = ١ T١(c) = c

T٢(c) = ٢c٢ − ١
T٣(c) = ۴c٣ − ٣c
T۴(c) = ٨c۴ − ٨c٢ + ١

صورتͬ در گویند دوم نوع چبیشف چندجمله ای را n درجه از Un(c) چندجمله ای .9 . 1 . 1 تعریف
c = cos θ و باشد حقیقͬ متغیری θ که

Un(c) =
sin
(
(n+ ١)θ)
sin θ

است: شده نوشته زیر در U٣(c) ،· · · ،U٠(c) چندجمله ای های

U٠(c) = ١ U١(c) = ٢c
U٢(c) = ۴c٢ − ١
U٣(c) = ٨c٣ − ۴c

۴Skewsymmetric
۵Chebyshev



مقدماتͬ مفاهیم و پیش نیازها ۴
حلقه ها از همریختͬ ΁ی S به R از f تابع باشند. حلقه دو S و R کنیم فرض .10 . 1 . 1 تعریف

حقیقͬ b و a هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده

f(a+ b) = f(a) + f(b)

f(ab) = f(a)f(b)

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به فیبوناتچ۶ͬ اعداد .11 . 1 . 1 تعریف

F٠ = ١ , F١ = ١ , Fn = Fn−١ + Fn−٢ n ≥ ٢

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به پل٧ اعدد .12 . 1 . 1 تعریف

P٠ = ٠ , P١ = ١ , Pn = ٢Pn−١ + Pn−٢ n ≥ ٢

است: شده داده زیر در پل اعداد دنباله مثال.

٠, ١, ٢, ۵, ١٢, ٢٩, · · ·

زیر صورت به s−فیبوناتچͬ و t دنباله ،s و t مثبت حقیقͬ عدد دو هر برای .13 . 1 . 1 تعریف
ͬ شود: م تعریف

Ft,s,٠ = ٠ , Ft,s,١ = ١ , Ft,s,n+١ = tFt,s,n + sFt,s,n−١ n ≥ ١

میدان، این نقاط همه در اگر گویند تحلیلͬ میدان ΁ی در را تابع ΁ی .14 . 1 . 1 تعریف
باشد. مشتق پذیر

گویند. تام تابع باشد، تحلیلͬ مختلط صفحه نقاط تمام در که را تابعͬ .15 . 1 . 1 تعریف

هستند. تام توابع چندجمله ای ها، مثال عنوان به

متناهͬ زیرپوشش ΁ی شامل آن باز پوشش هر اگر نامند فشرده را S مجموعه .16 . 1 . 1 تعریف
باشد.

۶Fibonacci
٧Pell



۵ پایه قضایای

پایه قضایاي 2 . 1
ͬ شود. م بیان هستند، نیاز مورد بعد فصل های در که قضیه چند بخش این در

[١٢] (لیوویل٨) قضیه .1 . 2 . 1 قضیه
است. ثابت کراندار، تام تابع هر

،an ̸= ٠ که باشد چندجمله ای ΁ی p(z) = anz
n+ · · ·+a١z+a٠ کنید فرض [١٢] .2 . 2 . 1 قضیه
داریم: بزرگ کافͬ اندازه به |z| = r برای آن گاه

|an|
٢ rn ≤ |p(z)| ≤ ٣|an|

٢ rn

چندجمله ای ΁ی an ̸= ٠ که p(z) = anz
n+· · ·+a١z+a٠ اگر جبر) اساسͬ (قضیه .3 . 2 . 1 قضیه

که دارند وجود zn ، · · · ،z٢ ،z١ مختلط اعداد آن گاه باشد، n درجه از

p(z) = an

n∏
j=١

(z − zj)

نیستند. متمایز لزوماً zjها و

به ١
p(z)

،z → ∞ وقتͬ ١ . ٢ . ٢ قضیه طبق است. تام ١
p(z)

نباشد، صفر هرگز p(z) اگر برهان:
.∣∣∣ ١
p(z)

∣∣∣ < ١ ،|z| ≥ R برای بنابراین ͬ کند م میل صفر
١

p(z)
پس است کران دار نتیجه در و است پیوسته |z| ≤ R فشرده مجموعه بر ١

p(z)
ولͬ

نتیجه در است، متناقض که باشد ثابت باید لیوویل قضیه طبق و است کراندار صفحه تمام بر
درجه از چندجمله ای ΁ی p(z) از (z− z١) فاکتورگیری با دارد. وجود z١ مثل ریشه ΁ی حداقل
دست به z٢ مثل ریشه ای جدید، چندجمله ای درباره قضیه بستن کار به با ͬ ماند. م باقͬ n− ١

به فرآیند این تکرار بار n با ͬ آید. م

p(z) = an

n∏
j=١

(z − zj)

ͬ رسیم. م
٨Liouville



مقدماتͬ مفاهیم و پیش نیازها ۶
چندجمله ای ریشه z٠ آن گاه باشد، حقیقͬ ضرایب با چندجمله ای ΁ی p(z) اگر .4 . 2 . 1 قضیه

باشد. چندجمله ای ریشه z̄٠ اگر تنها و اگر است
چندجمله ای ریشه z٠ باشند، حقیقͬ aiها که p(z) = anz

n+ · · · , a١z+a٠ کنیم فرض برهان:
پس است

p(z٠) = anz
n٠ + · · · , a١z٠ + a٠ = ٠

نوشت: ͬ توان م نتیجه در

anzn٠ + · · · , a١z٠ + a٠ = ٠̄
anz̄

n٠ + · · ·+ a١z̄٠ + a٠ = ٠
∴ p(z̄٠) = ٠

ͬ شود. م ثابت قضیه برگشت پذیرند، بالا روابط همه که آنجا از
حقیقͬ ریشه ΁ی حداقل باید حقیقͬ ضرایب با و فرد درجه چندجمله ای هر .5 . 2 . 1 نتیجه

باشد. داشته
ͬ شود. م نتیجه ۴ . ١ . ٢ قضیه از برهان:

چندجمله ای .6 . 2 . 1 قضیه

Q(z) = zn − |an−١|zn−١ − |an−٢|zn−٢ − · · · − |a١|z − |a٠|

دارد. ی΄تا و مثبت ریشه نباشند صفر همزمان هم·ͬ و باشند، مختلط aiها که
کافͬ اندازه به ،ε > ٠ برای همچنین و Q(z) −→ ∞ ،z −→ ∞ وقتͬ است بدیهͬ برهان:

دارد. مثبت ریشه ΁ی حداقل Q(z) بنابراین است منفͬ Q(ε) ΁کوچ
ی΄تایی: اثبات

دهیم قرار اگر باشد. داشته ی΄تا و مثبت ریشه دو Q(z) کنیم فرض

Q∗(z) = znQ
( ١
z

)
= zn

( ١
zn

− |an−١|
١

zn−١ − |an−٢|
١

zn−٢ − · · · − |a١| ·
١
z
− |a٠|

)
= ١ − |an−١|z − |an−٢|z٢ − · · · − |a١|zn−١ − |a٠|zn



٧ پایه قضایای
͹واض ولͬ دارد مثبت بحرانͬ نقطه ΁ی رول قضیه طبق لذا دارد مثبت ریشه دو نیز Q∗(z)

ͬ باشد. م Q′
∗(z) < ٠ ،z > ٠ برای که است

Q′
∗(z) = −n|a٠|zn−١ − (n− ١)|a١|zn−٢ − · · · − |an−١|

دارد. مثبت ریشه ΁ی فقط Q(z) بنابراین است. تناقض ΁ی که

p(z) = zn + an−١zn−١ + · · ·+ a١z + a٠ کنید فرض کوش٩ͬ) قدیمͬ یا ΁کلاسی کران (قضیه .7 . 2 . 1 قضیه
ͬ گیرند. م قرار زیر ΁دیس در p(z) ریشه های همه اینصورت در باشد، مختلط چندجمله ای ΁ی

{z : |z| < η}

نیستند. صفر همزمان ضرایبش که است Q(z) چندجمله ای ی΄تای و مثبت ریشه η که

Q(z) = zn − |an−١|zn−١ − |an−٢|zn−٢ − · · · − |a١|z − |a٠|

داریم: باشد، p(z) ریشه ξ کنیم فرض برهان:

|ξ|n =
∣∣∣ n−١∑
j=٠

ajξ
j
∣∣∣ ≤ n−١∑

j=٠
|aj ||ξ|j

نتیجه در
|ξ|n −

n−١∑
j=٠

|aj ||ξ|j ≤ ٠

بهتر عبارت به
Q
(
|ξ|
)
≤ ٠

است. f ریشه های کوشͬ کران η لذا نیست. بزرگتر η از |ξ| پس

صورت این در باشد، صفر مخالف b یا a و باشند صحیح عدد دو b و a کنیم فرض .8 . 2 . 1 قضیه
a مشترک مقسوم علیه بزرگترین d اگر بعلاوه دارد، وجود b و a مشترک مقسوم علیه بزرگترین

.d = λa+ µb که طوری به ͬ شوند م یافت µ و λ صحیح اعداد آن گاه باشد، b و
٩Cauchy



مقدماتͬ مفاهیم و پیش نیازها ٨
جواب ΁ی ax + by = c صحیح معادله دیوفانتوس١٠ͬ) خطͬ معادلات قضیه ) .9 . 2 . 1 قضیه

.g = gcd(a, b) که g|c اگر فقط و اگر دارد
معادله صحیح جواب های همه باشند، معادله معلوم جواب های y = y٠ و x = x٠ اگر بعلاوه

از عبارتند

x = x٠ +m · b
g

m ∈ Z

y = y٠ +m · a
g

داریم: معادله اند معلوم جواب های (x٠, y٠) اینکه از برهان:
ax٠ + by٠ = c

طرفͬ: از

g|a , g|b

∴ g|ax٠ + by٠ = c

∴ g|c

λ و µ صحیح اعداد ١ . ٢ . ٨ قضیه بنابر پس ،c = gc′ که دارد وجود c′ مثل صحیحͬ عدد پس
تساوی به c′ در تساوی این طرفین ضرب با ،g = λa+ µb که ͬ شوند م یافت

(c′λ)a+ (c′µ)b = c′g = c

ͬ کنند. م صدق ax+ by = c معادله در هم (c′λ, c′µ) ͬ دهد م نتیجه که ͬ رسیم م
΁ی (x′, y′) اگر باشد. نظر مورد معادله جواب ΁ی (x٠, y٠) و g|c کنیم فرض برعکس:

نوشت: ͬ توان م باشد، معادله دلخواه جواب

ax٠ + by٠ = ax′ + by′ = c

a(x′ − x٠) = −b(y′ − y٠)
a

g
(x′ − x٠) = − b

g
(y′ − y٠) g ̸= ٠ (١ . ١)

١٠Diophantine



٩ پایه قضایای
رابطه از هستند صحیح اعداد b

g
و a

g
که آنجا از

b

g

∣∣∣a
g
(x′ − x٠)

.gcd(a
g
,
b

g

)
= ١ که

گرفت: نتیجه ͬ توان م
b

g

∣∣∣x′ − x٠

که دارد وجود k مانند صحیحͬ عدد پس
x′ − x٠ = k · b

g

∴ x′ = x٠ + k · b
g

داریم: (١ . ١) رابطه در بالا رابطه جای·ذاری با
a

g

(
k · b

g

)
= − b

g
(y′ − y٠)

∴ y′ = y٠ − k · b
g

ͬ آیند: م در زیر صورت به معادله دلخواه جواب های پس
xk = x٠ + k · b

g

yk = y٠ − k · b
g

ax+by = c معادله در (xk, yk) زوج ،k صحیح عدد برای که دریافت ͬ توان م سادگͬ به همچنین
ͬ کند. م صدق

و باشد تحلیلͬ C بسته ساده مرز روی بر و درون f(z) تابع کنیم فرض [١٢] .10 . 2 . 1 قضیه
آن گاه: باشد C درون صفرهای تعداد N اگر .f(z) ̸= ٠ ،C بر کنیم فرض

١
٢πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz = N∫

f ′(z)

f(z)
dz = i∆Carg f(z)

١
٢π∆Carg f(z) = N

است. معروف آرگومان) (اصل شناسه اصل به که



مقدماتͬ مفاهیم و پیش نیازها ١٠
C بر f(z) شناسه وردنش به C مرز بر z پیمایش هنگام به arg f(z) در خالص تغییرات که

ͬ شود. م داده نشان −∆Carg f(z) با و است موسوم



٢ فصل
چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های

مقدمه 1 . 2

راحتͬ به قضیه این از دارد ریشه ΁ی حداقل ثابت غیر چندجمله ای هر جبر، اساسͬ قضیه بنابر
متمایز لزوماً (که ریشه n دقیقاً ،n درجه از ثابت غیر چندجمله ای هر که گرفت نتیجه ͬ توان م
م΄ان کردن پیدا برای روشͬ اما ͬ کند م مشخص را ریشه ها تعداد قضیه این دارد. نیستند)
است اساسͬ مساله ای چندجمله ای ها، ریشه های هندسͬ م΄ان مطالعه ͬ دهد. نم ارائه ریشه ها
قبلͬ کارهای [٩] ملمان١ جدید مقاله ͬ گردد. برم بیستم قرن اوایل و نوزدهم قرن اواخر به که
ارائه ریشه ها شامل طوق و زاویه ای قطاع های بر کران هایی و بخشید بهبود را زمینه این در

است. نموده
با چندجمله ای ΁ی ریشه های تعداد شمارش و هندسͬ م΄ان یافتن مساله کلͬ طور به
اهمیت از باشند گرفته قرار ی΄ه دایره روی یا برون درون، که آن ها هندسͬ موقعیت به توجه

١Melman



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ١٢
تعداد که است بازگشتͬ روشͬ شور‐کان٢ ال·وریتم مثال عنوان به است. برخوردار خاصͬ
محاسبه گرفته اند، قرار ی΄ه دایره روی یا برون درون، که را مختلط چندجمله ای ΁ی ریشه های
واضحͬ فرمول که است بعید و است ناکارآمد ریشه ها دقیق م΄ان کردن پیدا برای ولͬ ͬ کند م
آید. دست به ͬ گیرند م قرار ی΄ه دایره روی که ریشه هایی تعداد و چندجمله ای درجه برحسب

p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١ جمله اي سه یکهنگ ریشه هاي 2 . 2
دارای چندجمله ای این دموآور٣ فرمول طبق ͬ گیریم. م نظر در را p(z) = z٧ − ١ چندجمله ای
ی΄ه دایره روی ی΄سان فواصل در است ٠ ≤ k ≤ ۶, , e

i٢kπ٧ کلͬ صورت به ی΄هنگ ریشه ٧
زاویه ای قطاع های در است شده داده نشان (a) ش΄ل در که طور همان و شده اند توزیع
چندجمله ای ریشه های ،z۵ مانند کمتر درجه ای با جمله ΁ی افزودن با گرفته اند. قرار ٢π

٧
مشاهده (b) ش΄ل در که همانطور و ͬ شوند م برخوردار کمتری تقارن از p(z) = z٧ + z۵ − ١

دارد. وجود ی΄هنگ ریشه  دو فقط ͬ شود م

در p(z) = z٧ + z۵ − ١ ریشه های و چپ سمت در p(z) = z٧ − ١ ریشه های :٢ . ١ ش΄ل
شده اند. داده نشان ی΄ه دایره ΁ی روی راست سمت

خانواده اگر کلͬ بطور ندارد. ی΄هنگ ریشه دی·ر چندجمله ای ،z۴ به z۵ جمله تبدیل با
ریشه مورد تنها ب·یریم، نظر در را k = ١, ٢, · · · , ۶ ازای به p(z) = z٧ + zk− ١ چندجمله ای های

٢Schur-cohn
٣De moivre



١٣ p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١ جمله ای سه ی΄هنگ ریشه های
p(z) = z٧ − ١ چندجمله ای به zk پایین تر درجه جمله افزودن ͬ دهد. م رخ k = ۵ در ی΄هنگ

ͬ دهد. م دست به ریشه ها محل برای پیچیده ای ال·وی
p(z) = z٢٠ + zk − ١ چندجمله ای های خانواده ریشه ی ٣٨٠ همه ٢ . ٢ ش΄ل دی·ر مثالͬ عنوان به

ͬ دهد. م نشان k = ١, ٢, · · · , ١٩ ازای به را

.١ ≤ k ≤ ١٩ برای p(z) = z٢٠ + zk − ١ ریشه ی ٣٨٠ و ی΄ه دایره :٢ . ٢ ش΄ل

ادامه در نیستند. ی΄هنگ ریشه ها بیشتر اما باشند ی΄هنگ ریشه ها برخͬ ͬ رسد م نظر به
k ̸= ۴ وقتͬ اما هستند، ی΄هنگ z٢٠ + z۴ − ١ چندجمله ای ریشه ٢٠ از ریشه ٨ که دید خواهیم

ͬ گیرند. نم قرار ی΄ه دایره بر ریشه ها از ΁ی هیچ
،p(z) = z١٧ + zk − ١ متناظر چندجمله ای های خانواده ،n = ١٧ اگر متفاوت مثالͬ عنوان به
وجود ی΄هنگ ریشه مقادیر سایر برای و دارد ی΄هنگ ریشه دو دقیقاً k = ١, ٧, ١٣ که وقتͬ
خانواده ی΄هنگ ریشه های تعداد و وجود بخش این در بالا مثال های به توجه با ندارد.
فرض بخش سراسر در ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد p(z) = zn + zk − ١ چندجمله ای های

.١ ≤ k ≤ n− ١ و هستند طبیعͬ اعداد k و n ͬ کنیم م



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ١۴

باشد داشته یکهنگ ریشه p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١ آنکه براي کافی و لازم شرایط
.(n+ k) ≡ ٠ (۶ (پیمانه آن گاه باشد داشته ی΄هنگ ریشه p(z) = zn + zk − ١ اگر .1 . 2 . 2 لم

جای·ذاری با باشد، eiθ فرم به ی΄هنگͬ ریشه دارای p(z) = zn + zk − ١ کنیم فرض برهان:
داریم: آن بازنویسͬ و p(z) = ٠ معادله در ریشه این

einθ + eikθ = ١ (٢ . ١)
einθ + eikθ = ١
einθ + eikθ = ١ (٢ . ٢)

در مزدوجشان و خود که باشند مختلطͬ اعداد z′ = x′ + iy′ و z = x + iy کنیم فرض
نوشت: ͬ توان م پس کنند صدق (٢ . ٢) و (٢ . ١) روابط

z + z′ = ١
(x+ iy) + (x′ + iy′) = ١

x+ x′ = ١
y + y′ = ٠
x = ١ − x′

y = −y′

(٢ . ٣)

داریم: z′ و z بودن ی΄هنگ از

x٢ + y٢ = ١ و x
′٢ + y

′٢ = ١

ͬ گیریم: م نتیجه (٢ . ٣) رابطه و بالا روابط از

x٢ = ١ − y٢ = ١ − y
′٢ = x

′٢

∴ x = ±x′

.y = −y′ =

√٣
٢ و x = x′ =

١
٢ پس نیست قبول قابل x = −x′ ،(٢ . ٣) رابطه به توجه با



١۵ p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١ جمله ای سه ی΄هنگ ریشه های
صدق (٢ . ٢) و (٢ . ١) روابط در مزدوجشان و خود که مختلطͬ اعداد تنها دی·ر عبارت به

نوشت. قطبی مختصات در e±iπ٣ صورت به ͬ توان م که هستند ١
٢ ± i

√٣
٢ ͬ کنند م

ͬ کنند م صدق معادله دو هر در که β و α مقادیر که ͬ یابیم م در kθ و nθ زاویه های به توجه با
از: عبارتند

nθ = ±π

٣ + ٢πα
kθ = ±π

٣ + ٢πβ

داریم: نتایج دادن قرار مساوی و θ برحسب بالا معادله دو حل با

± π

٣n +
٢πα
n

= ± π

٣k +
٢πβ
k

(n+ k) = ±۶(nβ − kα) (۴ . ٢)
(n+ k) = ٠ (۶ (پیمانه

ریشه p(z) چندجمله ای ،(n+ k) ̸= ٠ (۶ (پیمانه اگر که گرفت نتیجه ͬ توان م ٢ . ٢ . ١ لم از
ندارد. ی΄هنگ

z۴ + z٢ − ١ چندجمله ای های که چرا نیست کافͬ ولͬ ͬ دهد م k و n برای لازم شرط بالا لم
در ندارند. ی΄هنگ ریشه هیچ΄دام اما ͬ کنند م صدق ٢ . ٢ . ١ لم شرط در دو هر z٩ + z٣ − ١ و
به ترتیب به بالا چندجمله ای های u = z٣ و w = z٢ متغیر تغییر با ،gcd(n, k) ̸= ١ بالا مثال دو
ندارند. ی΄هنگ ریشه کدام هیچ که ͬ شوند م تبدیل u٣ + u− ١ و w٢ +w− ١ چندجمله ای های

ͬ سازد: م رهنمون بعدی لم به را ما مشاهده این

چندجمله ای  اگر فقط و اگر دارد ی΄هنگ ریشه p(z) = zn + zk − ١ چندجمله ای  .2 . 2 . 2 لم
.g = gcd(n, k) که باشد داشته ی΄هنگ ریشه q(z) = z

n
g + z

k
g − ١

بود. خواهد q(z) ی΄هنگ ریشه هم λg پس باشد. p(z) ی΄هنگ ریشه λ کنیم فرض برهان:
چون:

q(λg) = (λg)
n
g + (λg)

k
g − ١ = λn + λk − ١ = p(λ) = ٠



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ١۶
پس: wg = γ یعنͬ باشد γ gام ریشه w و باشد q(z) ی΄هنگ ریشه γ کنیم فرض برعکس

p(w) = wn + wk − ١ = (wg)
n
g + (wg)

k
g − ١ = q(γ) = ٠

و n که دهیم قرار بررسͬ مورد را چندجمله ای هایی است کافͬ که ͬ دهد م نشان ٢ . ٢ . ٢ لم
q(z) = z

n
g + z

k
g − ١ چندجمله ای gcd(n, k) = g > ١ که مواردی در باشند، اول هم به نسبت k

gام تا ΁ی ریشه های با ترتیب به ،p ی΄هنگ ریشه های حالت این در که گیرد قرار بررسͬ مورد
بود. خواهند متناظر q ی΄هنگ ریشه های

٢ . ٢ . ١ لم عکس اثبات کرد. اثبات و بیان را ٢ . ٢ . ١ لم عکس ͬ توان م gcd(n, k) = ١ شرط با
است. وابسته دیوفانتوسͬ خطͬ معادلات قضیه نتایج به

p(z) = zn + zk − ١ چندجمله ای در اگر .3 . 2 . 2 لم

gcd(n, k) = ١ , (n+ k) ≡ ٠ (۶ (پیمانه

بود. خواهند p(z) ی΄هنگ ریشه های تنها e±iπ٣ آن گاه

نیز و است ۶ از مضربی k و n مجموع فرض، به توجه با که ͬ کنیم م توجه ابتدا در برهان:
و ۶h + ٣ ،۶h + ٢ ،۶h صورت های به ͬ توان نم را k و n پس هستند اول هم به نسبت k و n

t و s غیرمنفͬ اعداد یعنͬ ،۶ پیمانه به بود خواهند ±١ همنهشت فقط پس نوشت، ۶h+ ۴ یا
.k = ۶t∓ ١ و n = ۶s± ١ که طوری به دارند وجود

است.) مشابه دی·ر حالت در (اثبات k = ۶t− ١ و n = ۶s+ ١ کنیم فرض
نوشت: ͬ توان م لذا

p(z) = z۶s+١ + z۶t−١ − ١
= z۶s · z + z۶t( ١

z

)
− ١

بنابراین
p
(
e±iπ٣

)
=
(
e±iπ٣

)۶s
· e±iπ٣ +

(
e±iπ٣

)۶t
· e∓iπ٣ − ١



١٧ p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١ جمله ای سه ی΄هنگ ریشه های
داریم: (e±iπ٣

)۶s
=
(
e±iπ٣

)۶t
= ١ اینکه به توجه با

p
(
e±iπ٣

)
=
( ١

٢ ± i

√٣
٢
)
+
( ١

٢ ∓ i

√٣
٢
)
− ١

= ٠

.ℓ ∈ Z که θ = ±π

٣ + ٢ℓπ ͬ دهیم م نشان ،p(eiθ) = ٠ ͬ کنیم م فرض برعکس
دست به دارد ی΄هنگ ریشه p که فرض این از (n+ k) = ±۶(nβ − kα) معادله که ͬ دانیم م

است: β و α متغیرهای با زیر دیوفانتوسͬ خطͬ معادله دو بالا معادله ͽواق در ͬ آید. م

−۶kα+ ۶nβ = n+ k (۵ . ٢)
۶kα− ۶nβ = n+ k (۶ . ٢)

،gcd(۶n, ۶k)∣∣n+ k که صورتͬ در هستند جواب دارای دیوفانتوسͬ، خطͬ معادلات قضیه طبق و
ͬ شود. م نتیجه ۶∣∣n+ k و gcd(۶k, ۶n) = ۶ که این و gcd(n, k) = ١ فرض از سادگͬ به که

β = t زوج که ͬ گیریم م نتیجه ،n = ۶s+١ و k = ۶t−١ و است بخشپذیر ۶ بر n+k اینکه از
بود. خواهند (۶ . ٢) معادله جواب α = n− s و β = k − t زوج و (۵ . ٢) معادله جواب α = s و
صورت به (۵ . ٢) معادله صحیح جواب های همه دیوفانتوسͬ خطͬ معادلات قضیه طبق پس

α = s+m.n , β = t+m.k m ∈ Z (٢ . ٧)

صورت به (۶ . ٢) معادله صحیح جواب های همه مشابه طور به و

α = n− s−m.n , β = k − t−m.k m ∈ Z (٢ . ٨)

ͬ آید م دست به eiθ بودن ی΄هنگ ریشه فرض از زیر معادله های اینکه یادآوری با بود. خواهند
داریم:

nθ = ±π

٣ + ٢πα
kθ = ∓π

٣ + ٢πβ
θ(n+ k) = ٢π(α+ β)



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ١٨
ͬ رسیم: م زیر تساوی به ،θ محاسبه و بالا رابطه در n = ۶s+ ١ و k = ۶t− ١ جای·ذاری با

θ =
π

٣ .
(α+ β)

s+ t
(٢ . ٩)

داریم: (٢ . ٩) رابطه در (٢ . ٨) و (٢ . ٧) رابطه های از β و α برای مم΄ن مقادیر جای·زین کردن با

θ =
π

٣ .
s+ t+m.(n+ k)

s+ t
=

π

٣ + ٢mπ

و
θ =

π

٣ .
(
n+ k − (s+ t)−m(n+ k)

)
s+ t

= −π

٣ + (١ −m)٢π

.θ ≡ ±π

٣ ( ٢π (پیمانه دی·ر بیان به
مختلط، چندجمله ای های خانواده کجا و کͬ که کرد مشخص کامل طور به ͬ توان م حال

دارند. ی΄هنگ ریشه های
دقیقاً p آن گاه ۶

∣∣∣∣ng +
k

g
اگر .g = gcd(n, k) و p(z) = zn + zk − ١ کنیم فرض .4 . 2 . 2 قضیه

به ٠ ≤ m ≤ g − ١ که zm = e
i
(

π٣g+ ٢πm
g

)
از zm و zm مزدوج زوج های که دارد ی΄هنگ ریشه ٢g

ͬ آیند. م دست
گرفت نتیجه ͬ توان م قضیه فرض به توجه با .q(z) = z

n
g + z

k
g − ١ ͬ دهیم م قرار برهان:

n

g
+

k

g
≡ ٠ (۶ (پیمانه

و بود. خواهند q(z) ی΄هنگ ریشه های تنها e±iπ٣ ،(٢ . ٢ . ٣) لم طبق پس ،gcd
(
n

g
,
k

g

)
= ١ و

باشد p(z) ی΄هنگ ریشه z = eiθ کنیم فرض دارد. ی΄هنگ ریشه نیز p(z) ،(٢ . ٢ . ٢) لم طبق
نوشت: ͬ توان م لذا

zg = e±iπ٣

(eiθ)g = e±iπ٣

eigθ = e±iπ٣

gθ = ±i
π

٣ + ٢mπ

θ = ±i
π

٣g +
٢πm
g

٠ ≤ m ≤ g − ١



١٩ p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١p(z) = zn + zk − ١ جمله ای سه ی΄هنگ ریشه های
نوشت: زیر فرم به ͬ توان م را p(z) ی΄هنگ ریشه های پس

zm = e
i
(

π٣g+ ٢πm
g

)

و
z̄m = e

−i
(

π٣g+ ٢πm
g

)

.٠ ≤ m ≤ g − ١ که
دارد. ی΄هنگ ریشه ٢g دقیقاً ،p بنابراین

خطا و آزمون با ͬ گیریم. م نظر در را p(z) = z٧٠ + zk − ١ چندجمله ای ،n = ٧٠ کنیم فرض
که دارد وجود k برای مقدار ۶ تنها که ͬ یابیم م در

٧٠
gcd(٧٠, k) +

k

gcd(٧٠, k) = ٠ (۶ (پیمانه

است: شده داده نشان زیر جدول در p(z) ی΄هنگ ریشه های تعداد و k مقادیر

k gcd(n, k) ی΄هنگ ریشه های تعداد
٢ ٢ ۴
١۴ ١۴ ٢٨
٢۶ ٢ ۴
٣٨ ٢ ۴
۵٠ ١٠ ٢٠
۶٢ ٢ ۴

دارند ی΄هنگ ریشه که k مقادیر ،n = ٧٠ برای :٢ . ١ جدول

ی΄هنگ ریشه ۶۴ تنها ،p(z) = z٧٠ + zk − ١ خانواده ریشه (٧٠ × ۶٩ =) ۴٨٣٠ بین از
است. متغیر بسیار ،n درجه چندجمله ای های از خانواده ای ی΄هنگ ریشه های تعداد هستند.

است. شده داده n مختلف مقدار چند برای ی΄هنگ ریشه های تعداد زیر جدول در



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ٢٠

n ۵٠ ۵١ ۵٢ ۵٣ ۵۴ ۵۵ ۶٩ ٧٠ ٧١ ٨٠ ٩٠ ١٠٠
ی΄هنگ ریشه ٣٢ ١٨ ٨ ١٨ ٠ ۵۴ ٢۴ ۶۴ ٢۴ ٣٢ ٣۶ ۶۴

n مختلف مقادیر برای ی΄هنگ ریشه های تعداد :٢ . ٢ جدول
ͬ آیند: م دست به بالا جدول از زیر مشاهدات

.n = ٧٢ یا n = ۵۴ نظیر ندارد وجود ی΄هنگ ریشه ،µ, ν ∈ N که n = ٢µ٣ν که حالتͬ در ‐١
که ب·یریم نظر در مثبتͬ عدد کوچ΄ترین را k٠ است کافͬ باشد، اول n ≥ ۵ که حالتͬ در ‐٢
،k ≤ n−١ که جایی تا m = ٠, ١, · · · که k = k٠+۶m هر برای باشد، ۶ از مضربی ،n+k٠

و k٠ = ١ ͬ دهیم م قرار ،n = ۵٣ مانند دارد. وجود ی΄هنگ مزدوج ریشه جفت ΁ی دقیقاً
دارد. وجود ی΄هنگ ریشه جفت ٩ ،k = ١ + ۶m ،m = ٠, ١, · · · , ٨ که k هر برای

وود لیتل خاص چندجمله اي هاي یکهنگ ریشه هاي 3 . 2
چندجمله ای های و وود لیتل چپ متقارن چندجمله ای های ی΄هنگ ریشه های بررسͬ به بخش این در
چندجمله ای های ͬ های ویژگ از برخͬ که است لازم ابتدا در ͬ پردازیم. م وود لیتل خودمعکوس

کنیم. بیان را دوم و اول نوع چبیشف
n نامنفͬ صحیح عدد هر برای اینکه یادآوری با

Tn(c) = cosnθ c = cos θ

و
Un(c) =

sin
(
(n+ ١)θ)
sin θ

c = cos θ

ͬ نامیم. م دوم نوع و اول نوع چبیشف چندجمله ای های ترتیب به را
داریم: n ≥ ١ برای مثلثاتͬ اتحادهای ΁کم به

Tn+١ = cos(n+ ١)θ = cos(nθ + θ) = cosnθ · cos θ + sin θ · sinnθ

ͬ آید: م در زیر صورت به بالا عبارت cosnθ · cos θ عبارت کردن کم و اضافه با
Tn+١ = ٢ cos θ · cosnθ − cos

(
(n− ١)θ)



٢١ وود لیتل خاص چندجمله ای های ی΄هنگ ریشه های
نتیجه در و

Tn+١ = ٢c · Tn − Tn−١ (٢ . ١٠)

رابطه آوردن دست به برای

Un+١ = ٢cUn − Un−١ (٢ . ١١)

نوشت: ͬ توان م

Un+١ =
sin
(
(n+ ٢)θ)
sin θ

=
sinnθ · cos ٢θ + cosnθ · sin ٢θ

sin θ

=
١

sin θ

[
sinnθ

(٢ cos٢ θ − ١)+ cosnθ ·
(٢ sin θ · cos θ

)]
=

١
sin θ

[
٢ cos θ

(
cos θ · sinnθ + cosnθ · sin θ

)
− sinnθ

]
=

١
sin θ

[
٢ cos θ · sin

(
(n+ ١)θ)− sinnθ)

]
= ٢c · Un − Un−١

ͬ شوند. م ثابت استقراء به چبیشف چندجمله ای های به مربوط ͬ های ویژگ از دی·ر برخͬ
Un و Tn باشد، زوج n اگر و باشد فرد n اگر هستند فرد چندجمله ای های Un و Tn ‐١

هستند. زوج چندجمله ای های

داریم: n = ٢ و n = ١ برای که آنجا از برهان:
T١ = c

T٢ = ٢c٢ − ١

n = k + ١ و n = k برای استقراء ح΄م کنیم فرض است. برقرار n = ١, ٢ برای ح΄م
دو تفاضل صورت به Tn+١ باشد زوج n اگر ،(٢ . ١٠) رابطه از استفاده با باشد. برقرار هم
زوج عددی n+ ١ باشد فرد n اگر همچنین است، فرد لذا و ͬ آید م در فرد چندجمله ای

است. زوج چندجمله ای دو تفاضل Tn+١ و است
آورد. دست به را نتیجه ͬ توان م نیز Un برای ترتیب همین به



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ٢٢
است. ٢ncn ،Un پیشرو جمله n ≥ ٠ برای و است ٢n−١cn ،Tn پیشرو جمله ،n ≥ ١ برای ‐٢

n = k برای ح΄م کنیم فرض است. برقرار n = ١ برای ح΄م که است بدیهͬ برهان:
که آنجا از است. ٢ncn+١ ،Tn+١ پیشرو جمله ͬ دهیم م نشان باشد. برقرار هم

Tn+١ = ٢c · Tn − Tn−١ (٢ . ١٢)
جمله (٢ . ١٢) رابطه طبق پس است ٢n−٢cn−١ و ٢n−١cn ترتیب به Tn−١ و Tn پیشرو جمله

برابر Tn+١ پیشرو
٢c · ٢n−١cn = ٢ncn+١

بود. خواهد
است. ٢ncn ،n ≥ ٠ برای Un پیشرو جمله ͬ شود م ثابت ترتیب همین به

نوشت: Tn ، · · · ،T١ ،T٠ از خطͬ ترکیب صورت به ͬ توان م را Un ‐٣
U٢m = T٠ +

m∑
k=١

٢T٢k

U٢m+١ =
m∑
k=٠

٢T٢k+١

شده اند: نوشته Tnها از خطͬ ترکیب صورت به U٩ و U۴ زیر در
U۴ = T٠ + ٢T٢ + ٢T۴

U٩ = ٢T١ + ٢T٣ + ٢T۵ + ٢T٧ + ٢T٩

مثلثاتͬ اتحاد از استفاده با برهان:
sin
(
(n+ ١)θ)− sin

(
(n− ١)θ) = ٢ sin θ · cosnθ

داریم:
Un − Un−٢ = ٢Tn (٢ . ١٣)

داریم: m = ٠ اگر
U٠ = T٠ = ١



٢٣ وود لیتل خاص چندجمله ای های ی΄هنگ ریشه های
باشیم: داشته n = ٢(m− ١) برای کنیم فرض

U٢(m−١) = T٠ +
m−١∑
k=١

٢T٢k

بنویسیم: ͬ توانیم م n = ٢m برای (٢ . ١٣) رابطه طبق پس

U٢m − U٢(m−١) = ٢T٢m

U٢m = U٢(m−١) + ٢T٢m = T٠ +
m−١∑
k=١

٢T٢k + ٢T٢m

= T٠ +
m∑
k=١

٢T٢k

داریم: باشد، فرد n اگر
U١ = ٢T١ = ٢c

باشیم: داشته n = ٢m− ١ برای کنیم فرض

U٢(m−١)+١ = U٢m−١ =
m−١∑
k=٠

٢T٢k+١

نوشت: ͬ توان م (٢ . ١٣) رابطه از استفاده با

U٢m+١ − U٢m−١ = ٢T٢m+١

U٢m+١ =
m−١∑
k=٠

٢T٢k+١ + ٢T٢m+١ =
m∑
k=٠

٢T٢k+١

چندجمله ای هایی صورت به ͬ توان م را Un و ٢Tn کنیم، تعریف x := ٢c صورت به را x متغیر اگر
· · · ،U١ ،U٠ و · · · ،٢T١ ،T٠ بنابراین دارند. صحیح ضرایب که گرفت نظر در x برحسب

دارند. تعلق Z[x] به
جمله ͬ شود م گرفته نظر در Z[x] در چندجمله ای ΁ی عنوان به Un وقتͬ که ͬ کنیم م توجه
برای بعد به این از است. xn نیز n ≥ ١ وقتͬ ٢Tn پیشرو جمله همچنین است، xn آن پیشرو
ب·یریم نظر در x برحسب چندجمله ای هایی صورت به را ٢Tn و Un هرگاه ابهام، از جلوگیری

ͬ نویسیم. م ٢Tn و Un صورت به را آن ها



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ٢۴
Z٢[x] به Z[x] از همومورفیسمͬ Φ و باشد Z٢ به Z از طبیعͬ همومورفیسم φ کنیم فرض

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که باشد

Φ(a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n) = φ(a٠) + φ(a١)x+ · · ·+ φ(an)x

n

ͬ دهد) م تقلیل ٢ پیمانه به را ضرایب همه Φ که معنͬ این (به
Z[x] در چندجمله ای دو B(x) و A(x) و باشد نامنفͬ صحیح عدد n کنیم فرض .1 . 3 . 2 لم

صدق کنند: زیر شرایط در که باشند

degA(x) = n+ ١
degB(x) = n

Φ
(
A(x)

)
= Φ

(
Un+١

)
Φ
(
B(x)

)
= Φ(Un)

باشد. زوج دی·ری و فرد B(x) و A(x) از ی΄ͬ و
نیست. B(x) و A(x) ریشه همزمان مختلطͬ عدد هیچ صورت این در

است فرد و صفر غیر ثابت چندجمله ای B(x) لم، فرض طبق ،n = ٠ اگر استقرا) (با برهان:
چون:

Φ(B(x)) = Φ(U٠) = Φ(١) = ١
∴ Φ(B(x)) = ١

است. برقرار ح΄م و داشت نخواهند مشترکͬ ریشه B(x) و A(x) نتیجه در است ریشه فاقد پس
ͬ کنند: م صدق زیر شرایط در که باشند Z[x] در چندجمله ای دو B(x) و A(x) کنیم فرض

deg
(
A(x)

)
= n+ ٢

deg
(
B(x)

)
= n+ ١

Φ
(
A(x)

)
= Φ

(
Un+٢

)
Φ
(
B(x)

)
= Φ(Un+١)



٢۵ وود لیتل خاص چندجمله ای های ی΄هنگ ریشه های
استقرا) (فرض باشد. زوج دی·ری و فرد B(x) و A(x) از ی΄ͬ

که ͬ گیریم م نتیجه فرض از ندارند، مشترک ریشه B(x) و A(x) دهیم نشان ͬ خواهیم م
که Φ

(
A(x)

)
= Φ

(
Un

) صورت این غیر (در است فرد a که است axn+٢ ،A(x) پیشرو جمله
صورت این غیر (در است. فرد b که است bxn+١ ،B(x) پیشرو جمله و است.) فرض خلاف

( Φ
(
B(x)

)
̸= Φ(Un+١)

ͬ دهیم: م قرار

r := lcm(a, b)

s :=
r

a

t :=
r

b

ͬ دهیم: م قرار هستند. فرد اعداد t و s ،r پس

C(x) = sA(x)− txB(x)

فرد C(x) طرفͬ از است، رفته بین از xn+٢ جمله که است B(x) و A(x) از خطͬ ترکیبی C(x)

باشد، زوج A(x) اگر (چون باشد. زوج A(x) اگر بود خواهد زوج و باشد فرد A(x) اگر است
ترتیب همین به ͬ آید، م در زوج چندجمله ای دو تفاضل صورت به C(x) و است فرد B(x) پس

است.) فرد هم C(x) باشد، فرد A(x) اگر
نوشت: ͬ توان م لذا

Φ
(
C(x)

)
= Φ

(
sA(x)− t · xB(x)

)
پس: است همومورفیسم Φ که آنجا از

= Φ(s)Φ(A(x)) + Φ(t)Φ(−x)Φ(B(x))

داریم: استقرا فرض و t و s بودن فرد به توجه با

Φ(Un+٢) + Φ(−xUn+١) = Φ(Un+٢ − xUn+١)

رابطه به توجه با که
Un+١ = xUn − Un−١



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ٢۶
ͬ گیریم: م نتیجه

Φ(C(x)) = Φ(Un)

∴ degC(x) = n

مشترکͬ ریشه هیچ لذا ͬ کنند. م صدق استقراء فرض شرایط در C(x) و B(x) که معنͬ این به
ندارند. مشترک ریشه هم B(x) و A(x) پس ندارند

ͬ گیریم: م نظر در را B(x) = ٧x٣ + ٢x و A(x) = ۵x۴ − ٣x٢ + ٧ مثال عنوان به
U۴ = x۴ − ٣x٢ + ١ Φ(A(x)) = x۴ − x٢ + ١
U٣ = x٣ − ٢x Φ(U۴) = x۴ − x٢ + ١

Φ(B(x)) = x٣

Φ(U٣) = x٣

ندارند. مشترکͬ ریشه هیچ بالا، لم طبق و است. فرد B(x) و زوج A(x)

ͬ آید. م دست به بالا نتیجه درستͬ نیز ٧x٣ + ٢x و ۵x۴ − ٣x٢ + ٧ معادله دو حل با
ندارند. ی΄هنگ ریشه وود، لیتل چپ متقارن چندجمله ای های .2 . 3 . 2 قضیه

است زوج α(z) درجه باشد. وود لیتل چپ متقارن چندجمله ای ΁ی α(z) کنیم فرض برهان:
نوشت: ͬ توان م لذا است، زوج n− ١ پس است فرد ،α(z) جملات تعداد چون

α(z) = a٠ + a١z + · · ·+ a٢mz٢m ai = ±١

پس .j = ١, ٢, · · · ,m که ،am+j = (−١)jam−j و
α(z)

zm
= a٠ ·

١
zm

+ · · ·+ am−١
١
z
+ am + am+١z + · · ·+ a٢mzm

= am +

m∑
j=١

(
am+jz

j + am−j
١
zj

)

داریم: am−j = (−١)jam+j اینکه از

= am +
m∑
j=١

(
am+jz

j + (−١)jam+j
١
zj

)



٢٧ وود لیتل خاص چندجمله ای های ی΄هنگ ریشه های

= am +
m∑
j=١

am+j

(
zj + (−١)j ١

zj

)

ͬ دهیم: م قرار
f(z) := am +

m∑
j=١

am+j

(
zj + (−١)j ١

zj

)

f(iz) با هم آن و ندارد ی΄هنگ ریشه f(z) با است معادل ندارد ی΄هنگ ریشه α(z) که آنجا از
لذا: ندارد ی΄هنگ ریشه f(iz) دهیم نشان است کافͬ پس است، معادل ندارد ی΄هنگ ریشه

f(iz) = am +
m∑
j=١

am+j

(
(iz)j + (−١)j ١

(iz)j

)

= am +

m∑
j=١

am+j

(
ijzj +

(−١
i

)j ١
zj

)

= am +
m∑
j=١

am+j i
j

(
zj +

١
zj

)

= am +

m∑
j=١

am+j i
j٢ cos jθ (z = eiθ)

کردیم. استفاده zj + ١
zj

= ٢ cos jθ و −١
i
= i از بالا روابط در

اینکه یادآوری با نیستند. صفر همزمان دو هر Im f(iz) و Re f(iz) ͬ دهیم م نشان ادامه در
.r :=

[m
٢
] ͬ دهیم م قرار ،ai = ±١

Re f(iz) = ±١ ± ٢ cos ٢θ ± ٢ cos ۴θ ± · · · ± ٢ cos ٢rθ
Im f(iz) = ±٢ cos θ ± ٢ cos ٣θ ± ٢ cos ۵θ ± · · · ± ٢ cos

(
(٢r ± ١)θ)

بازنویسͬ زیر صورت به ͬ توان م را بالا تساوی دو چبیشف چندجمله ای های تعریف به توجه با که
کرد:

Re f(iz) = ±١ ± ٢T٢ ± ٢T۴ ± · · · ± ٢T٢r

Im f(iz) = ±٢T١ ± ٢T٣ ± ٢T۵ ± · · · ± ٢T٢r±١

با x برحسب چندجمله ای های B و A پس .B := Im f(iz) و A := Re f(iz) ͬ دهیم م قرار
.x = ٢c = ٢ cos θ که ͬ باشند م صحیح ضرایب



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ٢٨
زیرا: ͬ کنند م صدق ٢ . ٢ . ١ لم فرض در B و A

deg
(
A(x)

)
= ٢r

deg
(
B(x)

)
= ٢r ± ١

داریم: همچنین
Φ(A) = Φ(١ ± ٢T٢ ± ٢T۴ ± · · · ± ٢T٢r)

= Φ(±١) + Φ(±٢T٢) + Φ(±٢T۴) + · · ·+Φ(±٢T٢r)

= Φ(١) + Φ(٢T٢) + Φ(٢T۴) + · · ·+Φ(٢T٢r)

= Φ(١ + ٢T٢ + ٢T۴ + · · ·+ ٢T٢r)

= Φ(U٢r)

نیز و
Φ(B) = Φ(±٢T١ ± ٢T٣ ± ٢T۵ ± · · · ± ٢T٢r±١)

= Φ(±٢T١) + Φ(±٢T٣) + Φ(±٢T۵) + · · ·+Φ(±٢T٢r±١)

= Φ(٢T١) + Φ(٢T٣) + Φ(٢T۵) + · · ·+Φ(٢T٢r±١)

= Φ(٢T١ + ٢T٣ + ٢T۵ + · · ·+ ٢T٢r±١)

= Φ(U٢r±١)

صفر هم با هیچ گاه B(x) = Im f(iz) و A(x) = Re f(iz) لذا است، فرد B(x) و زوج A(x)

ͬ شود. م ثابت قضیه و ندارد ریشه f(iz) نتیجه در ͬ شوند نم
ی΄هنگ ریشه ΁ی حداقل وود، لیتل خودمعکوس چندجمله ای هر کنیم ثابت آنکه برای

ͬ کنیم. م ثابت را زیر قضایای دارد
صورت به ،R به ،[٠, π] از f تابع اگر .3 . 3 . 2 قضیه

f(θ) = cosnθ + an−١ cos
(
(n− ١)θ)+ · · ·+ a١ cos θ

برای و f(θ) = ١ ،[٠, π] عضو θهای برخͬ برای آن گاه باشند، حقیقͬ an−١ ، · · · ،a١ که باشد
.f(θ) = −١ ،[٠, π] عضو θهای برخͬ



٢٩ وود لیتل خاص چندجمله ای های ی΄هنگ ریشه های
z = eiθ برای ͬ گیریم. م نظر در را p(z) = zn+an−١zn−١ + · · ·+a١z± ١ چندجمله ای برهان:

داریم:

p(eiθ) = einθ + an−١ei(n−١)θ + · · ·+ a١eiθ ± ١
= cosnθ + an−١ cos(n− ١)θ + · · ·+ a١ cos θ ± ١
+ i(sinnθ + an−١ sin(n− ١)θ + · · ·+ a١ sin θ)

پس:
Re
(
p(eiθ)

)
= cosnθ + an−١ cos(n− ١)θ + · · ·+ a١ cos θ ± ١

نوشت: ͬ توان م لذا
f(θ)± ١ = Re

(
p(eiθ)

)
درون ریشه ΁ی حداقل p ͬ گیریم م نتیجه است ±١ ،p ریشه های همه حاصل ضرب که آنجا از
فرض ͬ شد.) م ΁ی از بیشتر ریشه ها حاصل ضرب صورت این غیر (در دارد واحد دایره روی یا

.θ ∈ [٠, ٢π] که باشد p(eiθ) بسته منحنͬ نشان دهنده Γ کنیم
Re z = ٠ خط بنابراین ͬ گذرد، م مرکز از Γ قطعاً باشد داشته واحد دایره روی ریشه ΁ی p اگر

ͬ کند. م ͽقط را
دارد. ی΄ه دایره درون ریشه ΁ی حداقل پس باشد نداشته واحد دایره روی ریشه ای p اگر
ͽقط را Re (z) = ٠ خط نتیجه در و ͬ کند م احاطه را مرکز ی΄بار حداقل Γ شناسه اصل طبق

ͬ کند. م
ثابت قضیه و دارد حقیقͬ ریشه ΁ی حداقل f(θ)± ١ = Re

(
p(eiθ)

) معادله مورد دو هر در
ͬ شود. م

صورت به باشد زوج درجه از خودمعکوس چندجمله ای α(z) کنیم فرض .4 . 3 . 2 قضیه

α(z) = a٠ + · · ·+ am−١zm−١ + amzm + am−١zm+١ + · · ·+ a٠z٢m

دارد. ی΄هنگ ریشه ΁ی حداقل α(z) آن گاه |am| ≤ ٢|a٠| اگر ͬ اند. حقیق am ،· · · ،a٠ که

.S = {z ∈ C : |z| = ١} کنیم فرض برهان:



چندجمله ای ی΄هنگ ریشه های ٣٠
داریم: S از عضوی عنوان به z = eiθ برای

α(z)

zm
= a٠

١
zm

+ · · ·+ am−١
١
z
+ am + am−١z + · · ·+ a٠zm

= am + a٠
(
zm +

١
zm

)
+ · · ·+ am−١

(
z +

١
z

)
= am + a٢)٠ cosmθ) + · · ·+ am−٢)١ cos θ)

= am + ٢[a٠ cosmθ + · · ·+ am−١ cos θ
]

= am + ٢a٠
[
cosmθ + · · ·+ am−١

a٠
cos θ

]
θ ∈ [٠, π] از بعضͬ ازای به ،٢ . ٣ . ٣ قضیه طبق

cosmθ + · · ·+ am−١
a٠

cos θ = ١

θ ∈ [٠, π] از بعضͬ ازای به و

cosmθ + · · ·+ am−١
a٠

cos θ = −١

ͬ کند. م اختیار را am − ٢a٠ و am + ٢a٠ مقادیر α(z)

zm
،θ ∈ [٠, π] برای پس

که ͬ کند م ایجاب قضیه فرض ،a٠ ≥ ٠ کنیم فرض

−٢a٠ ≤ am ≤ ٢a٠

α(z)

zm
بودن مقدار حقیقͬ و پیوستگͬ از است. صفر شامل [am − ٢a٠, am + ٢a٠] که معنا بدین

α٠ < ٠ اگر .α(z) = ٠ آن نتیجه در و α(z)

zm
= ٠ که دارد وجود zی ∈ S که ͬ گیریم م نتیجه

است. مشابه اثبات

دارد. ی΄هنگ ریشه ΁ی حداقل وود، لیتل خودمعکوس چندجمله ای هر .5 . 3 . 2 نتیجه

فرد α درجه اگر باشد، وود لیتل خودمعکوس چندجمله ای ΁ی α(z) کنیم فرض برهان:
است. α ریشه −١ که داد نشان ͬ توان م مستقیم محاسبه با باشد،

ی΄هنگ ریشه ΁ی α لذا و است برقرار ۴ . ٢ . ٣ قضیه |am| ≤ ٢|a٠| شرط باشد زوج α درجه اگر
دارد.



٣١ وود لیتل خاص چندجمله ای های ی΄هنگ ریشه های
pn(x) := x٢n + x٢n−١ + · · · + xn+١ − xn + xn−١ + · · · + x + ١ کنیم فرض .6 . 3 . 2 قضیه
و ی΄هنگ ریشه ٢n − ١ حداقل qn(x) چندجمله ای ،qn(x) = x٢n+١ − x٢n − · · · − x + ١ و

دارد. ی΄هنگ ریشه ٢n− ٨
٣ حداقل pn(x) چندجمله ای

پس: ،rn(x) := (x− ١)qn(x) ͬ دهیم م قرار برهان:
rn(x) = x٢n+٢ − ٢x٢n+١ + ٢x− ١

و
sn(x) := (x− ١)pn(x)

= x٢n+١ − ٢xn+١ + ٢xn − ١

داریم: بالا چندجمله ای های در x = eit جای·ذاری با
rn(e

it) =
(
− ٢ sin(n+ ١)t+ ٢i cos(n+ ١)t)( sin(n+ ١)t− ٢ sinnt

)
sn(e

it) =
(
− ٢ sin

٢n+ ١
٢ t+ ٢i cos ٢n+ ١

٢ t
)
×
(
sin

٢n+ ١
٢ t− ٢ sin

t

٢
)

تابع ͬ بینیم م f(t) = sin(n + ١)t − ٢ sinnt تابع علامت های تغییر تعداد شمارش با حال
که
[
kπ + π٢

n
,
(k + ١)π + π٢

n

]
بازه در f(t) تابع چون دارد. [٠, ٢π) در صفر ٢n حداقل rn(e

it)

ریشه ٢n − ١ حداقل qn(x) چندجمله ای بنابراین ͬ دهد. م علامت تغییر k = ٠, · · · , ٢n − ١
دارد. ی΄هنگ

ͬ دهیم: م قرار بپردازیم، دوم قسمت اثبات به مشابه طور به ͬ توانیم م حال
ϕ(t) = sin

٢n+ ١
٢ t− ٢ sin

t

٢
چون است [۵π٣ , ٢π] بازه در صفرها تعداد برابر [٠, π٣ ] بازه در ϕ(t) صفرهای تعداد

ͬ بینیم م (٠, π٣
] بازه در ϕ(t) تابع علامت های تغییر تعداد شمارش با حال .ϕ(٢π − t) = ϕ(t)

بازه در ϕ(t) تابع چون دارد. بازه این در ریشه n− ۴
٣ حداقل ϕ(t) ٢kπ]که + π

٢n+ ١ ,
٢π(k + ١) + π

٢n+ ١
]
⊂
[
٠, π٣

]
k = ٠, ١, · · · ,

[n− ۴
٣
]

بنابراین دارد. (٠, ٢π) بازه در ریشه ٢n− ٨
٣ حداقل ϕ(t) تابع پس ͬ دهد. م علامت تغییر

دارد. ی΄هنگ ریشه ٢n− ٨
٣ حداقل pn(x) چندجمله ای





٣ فصل
ریشه های برای طوقͬ تعیین

چندجمله ای

مقدمه

تعیین با و ͬ پردازیم م مختلط چندجمله ای های ریشه های هندسͬ م΄ان مطالعه به فصل این در
ͬ کنیم م مشخص را مختلطͬ طوق چندجمله ای، ریشه های قدرمطلق برای پایین و بالا کران
عنوان به را چندجمله ای ها کار این برای ͬ گیرد. م بر در را چندجمله ای ریشه های همه که

ͬ گیریم. م نظر در ضرایبشان از تابعͬ
΁کلاسی کران قضیه پرداختند. موضوع این به که بودند کسانͬ اولین از کوشͬ و گوس١
تاکنون زمان آن از ͬ کند. م تعیین چندجمله ای صفرهای برای بالایی کران کوشͬ قدیمͬ یا
توسعه و رشد به و پرداخته اند چندجمله ای صفرهای برای کران ارائه به متعددی ͬ های بررس

١Gauss



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ٣۴
کرده اند. ΁کم آن

اعداد نیز و پل اعداد فیبوناتچͬ، اعداد از استفاده با را ریشه ها شامل طوق فصل این در
k و فیبوناتچͬ دنباله های ͬ های ویژگ برخͬ کار این برای ͬ کنیم. م مشخص s−فیبوناتچͬ و t

ͬ کنیم. م بیان را فیبوناتچͬ

k−فیبوناتچی و فیبوناتچی دنباله ویژگی هاي از برخی 1 . 3

دو مجموع جمله هر که هستند {٠, ١, ١, ٣, ۵, ٨, · · · , } دنباله جملات ،Fn فیبوناتچͬ اعداد
متوالͬ جمله دو بین نسبت طرفͬ از .F١ = ١ و F٠ = ٠ مقادیر از شروع با است، قبلͬ جمله

ͬ شود. م داده نمایش τ =
١ +√۵

٢ با که ͬ کند، م میل طلایی نسبت به فیبوناتچͬ اعداد

صورت به {Fk,n}n∈N k−فیبوناتچͬ دنباله ،k مثبت حقیقͬ عدد هر برای .1 . 1 . 3 تعریف
توسط بازگشتͬ

Fk,n+١ = kFk,n + Fk,n−١ n ≥ ١

ͬ شود. م تعریف ،Fk,١ = ١ و Fk,٠ = ٠ که

که فیبوناتچͬ چندجمله ای های با که Fk,n = Fx,n آن گاه باشد، x حقیقͬ متغیر ΁ی k اگر
دارد. مطابقت ͬ شوند م تعریف زیر صورت به

Fn+١(x) =



١ n = ٠
x n = ١
xFn(x) + Fn−١(x)

از عبارتند k−فیبوناتچͬ دنباله خاص موارد

ͬ آید. م دست به معمولͬ فیبوناتچͬ دنباله ،k = ١ اگر •

F٠ = ٠, F١ = ١, Fn+١ = Fn + Fn−١ n ≥ ١
{Fn}n∈N = {٠, ١, ١, ٢, ٣, ۵, ٨, · · · }



٣۵ k−فیبوناتچͬ و فیبوناتچͬ دنباله ͬ های ویژگ از برخͬ
ͬ شود. م نمایان پل دنباله ،k = ٢ اگر •

P٠ = ٠, P١ = ١, Pn+١ = ٢Pn + Pn−١ n ≥ ١
{Pn}n∈N = {٠, ١, ٢, ۵, ١٢, ٢٩, ٧٠, · · · }

ͬ آید. م دست به زیر دنباله ،k = ٣ اگر •

H٠ = ٠, H١ = ١, Hn+١ = ٣Hn +Hn−١ n ≥ ١
{Hn}n∈N = {٠, ١, ٣, ١٠, ٣٣, ١٠٩, · · · }

ͬ دهد. م ارائه را k−فیبوناتچͬ عدد nامین محاسبه برای فرمولͬ زیر گزاره
ریشه های r٢ و r١ که ͬ آید م دست به Fk,n =

rn١ − rn٢
r١ − r٢

از k−فیبوناتچͬ عدد nامین .2 . 1 . 3 گزاره
.r١ > r٢ که هستند r٢ = kr + ١ مشخصه معادله

از عبارتند r٢ = kr + ١ مشخصه معادله ریشه های برهان:
r١ =

k +
√
k٢ + ۴
٢ , r٢ =

k −
√
k٢ + ۴
٢

داریم: k > ٠ اگر که
r٢ < ٠ < r١ , |r٢| < |r١|

r١ + r٢ = k , r١r٢ = −١
r١ − r٢ =

√
k٢ + ۴

c١ ضرایب ،Fk,n = c١rn١ + c٢rn٢ صورت به k−فیبوناتچͬ دنباله عمومͬ جمله نوشتن برای پس
ͬ آیند. م دست به زیر صورت به ،n = ١ و n = ٠ معلوم مقادیر با c٢ و

c١ =
١

r١ − r٢
= −c٢

ͬ آید: م دست به زیر فرمول Fk,n = c١rn١ + c٢rn٢ در مقادیر این جای·ذاری با که
Fk,n =

rn١ − rn٢
r١ − r٢

(٣ . ١)



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ٣۶
از: عبارتند خاص موارد

دست به r٢ =
١ −√۵

٢ و r١ =
١ +√۵

٢ فیبوناتچͬ، معمولͬ دنباله برای ،k = ١ اگر •

برای ͬ شود. م داده نمایش نیز τ با که است معروف طلایی نسبت به r١ که ͬ آید م
به فیبوناتچͬ دنباله عمومͬ جمله فرمول ͬ کنیم. م استفاده φ از معمولا˟ r٢ نمایش

ͬ شود. م داده نمایش Fn =
τn − φn

τ − φ
صورت

با ترتیب به که ͬ آید م دست به r٢ = ١ −√٢ و r١ = ١ +√٢ پل، دنباله برای ،k = ٢ اگر •

است. موسوم نقره ای نسبت به α ͬ شوند. م داده نمایش β و α

r٢ =
٣ −

√١٣
٢ و r١ =

٣ +
√١٣
٢ به مشخصه معادله حل ،{Hn} دنباله برای ،k = ٣ اگر •

است. معروف برنزی نسبت به r١ ͬ انجامد. م
ͬ آیند: م دست به (٣ . ١) رابطه از زیر اتحاد دو

کاتالان٢: اتحاد •

Fk,n−rFk,n+r − F ٢
k,n = (−١)n+١−rF ٢

k,r (٣ . ٢)

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را (٣ . ٢) رابطه چپ طرف ،(٣ . ١) رابطه از استفاده با برهان:
Fk,n−rFk,n+r − F ٢

k,n

=
rn−r١ − rn−r٢

r١ − r٢
·
rn+r١ − rn+r٢

r١ − r٢
−
(
rn١ − rn٢
r١ − r٢

)٢

=
r٢n١ − rn−r١ rn+r٢ − rn+r١ rn−r٢ + r٢n٢ − r٢n١ + ٢rn١ rn٢ − r٢n٢

(r١ − r٢(٢

=
١

(r١ − r٢(٢ ·
(
− (r١r٢)n

(r٢
r١
)r

− (r١r٢)n
( r١
r٢
)r

+ ٢(r١r٢)n
)

داریم: r١r٢ = −١ اینکه از

= (−١)n+١−r (r
r١ − rr٢(٢

(r١ − r٢(٢

٢Catalan



٣٧ k−فیبوناتچͬ و فیبوناتچͬ دنباله ͬ های ویژگ از برخͬ

= (−١)n+١−r · F ٢
k,r

ͬ آید. م دست به k−فیبوناتچͬ دنباله برای کاسین٣ͬ اتحاد ،r = ١ اگر که کنید توجه

Fk,n−١Fk,n+١ − F ٢
k,n = (−١)n

دوکان۴: اتحاد •

Fk,mFk,n+١ − Fk,m+١Fk,n = (−١)nFk,m−n m > n

ͬ آید: م در زیر صورت به بالا اتحاد چپ طرف (٣ . ١) رابطه از استفاده با برهان:
=

rm١ − rm٢
r١ − r٢

·
rn+١١ − rn+١٢

r١ − r٢
−

rm+١١ − rm+١٢
r١ − r٢

·
rn١ − rn٢
r١ − r٢

=
rn١ rn٢ (r١ − r٢)(rm−n١ − rm−n٢ )

(r١ − r٢(٢

داریم: r١r٢ = −١ به توجه با و

= (−١)nFk,m−n

ͬ آید: م دست به زیر گزاره از k−فیبوناتچͬ دنباله عمومͬ جمله برای دی·ری فرمول

باشد، a حقیقͬ عدد صحیح قسمت نشان دهنده ،[a] اگر .3 . 1 . 3 گزاره

Fk,n =
١

٢n−١
[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n

٢i+ ١
)
kn−٢−١i(k٢ + ۴)i

٣Cassini
۴dˊOcagne



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ٣٨
داریم: باشند r٢ = kr + ١ مشخصه معادله جواب های r٢ و r١ اگر برهان:

Fk,n =
rn١ − rn٢
r١ − r٢

=
١√

k٢ + ۴
((k +

√
k٢ + ۴
٢

)n
−
(k −

√
k٢ + ۴
٢

)n)

رابطه به nام توان  بسط با

Fk,n =
١√

k٢ + ۴ · ١
٢n−١

[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n

٢i+ ١
)
kn−٢−١i(

√
k٢ + ۴)٢i+١

ͬ رسیم. م نظر مورد نتیجه به کردن، ساده از پس که ͬ رسیم م

از: عبارتند خاص موارد

داریم: معمولͬ فیبوناتچͬ دنباله برای k = ١ اگر •

Fn =
١

٢n−١
[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n

٢i+ ١
)

۵i

ͬ آید: م در زیر صورت به پل دنباله عمومͬ جمله ،k = ٢ اگر •

Pn =
١

٢n−١
[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n

٢i+ ١
)

٢n−٢−١i٨i

ͬ شود. م ساده زیر صورت به که

Pn =

[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n

٢i+ ١
)

٢i

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به {Hn} دنباله عمومͬ جمله ،k = ٣ اگر •

Hn =
(٣

٢
)n−١ [

n−١٢ ]∑
i=٠

(
n

٢i+ ١
)(١٣

٩
)i

دنباله متوالی جمله دو خارج قسمت حد
ریشه برابر دنباله متوالͬ جمله دو خارج قسمت حد که است آن دنباله ها این مفید ویژگͬ ΁ی

است. دنباله همان مشخصه معادله مثبت



٣٩ k−فیبوناتچͬ و فیبوناتچͬ دنباله ͬ های ویژگ از برخͬ
داریم: k−فیبوناتچͬ دنباله برای

lim
n→∞

Fk,n

Fk,n−١
= lim

n→∞

rn١ − rn٢
rn−١١ − rn−١٢

= lim
n→∞

١ −
(
r٢
r١

)n
١
r١ −

(
r٢
r١

)n
· ١
r٢

|r٢| < r١ وقتͬ اینکه به توجه با و
lim
n→∞

(r٢
r١
)n

= ٠

پس
lim
n→∞

Fk,n

Fk,n−١
= r١

k−فیبوناتچی دنباله عمومی جمله سوم فرمول
.4 . 1 . 3 گزاره

Fk,n =

[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n− ١ − i

i

)
kn−٢−١i n ≥ ٢

استقراء) (با برهان:
داریم n = ٢ برای

Fk,٢ =

[ ١٢ ]∑
i=٠

(
n− ١ − i

i

)
k٢−١i = k

است. درست Fk,٢ تعریف طبق که
استقراء) (فرض باشد. درست هم Fk,n و Fk,n−١ برای بالا فرمول کنیم فرض

داریم: Fk,n+١ تعریف طبق
Fk,n+١ = kFn + Fk,n−١

Fk,n+١ = k

[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n− ١ − i

i

)
kn−٢−١i +

[n−٢٢ ]∑
i=٠

(
n− ٢ − i

i

)
kn−٢−٢i

= kn + k ·
[n−١٢ ]∑
i=١

(
n− ١ − i

i

)
kn−٢−١i +

[n−٢٢ ]∑
i=٠

(
n− ٢ − i

i

)
kn−٢−٢i

ͬ شود: م نتیجه دهیم، قرار i− ١ ،i جای به آخر جمله در اگر

Fk,n+١ = kn +

[n−١٢ ]∑
i=١

(
n− ١ − i

i

)
kn−٢i +

[n−٢٢ ]∑
i=١

(
n− ١ − i

i− ١
)
kn−٢i



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۴٠
ͬ رسیم: م زیر رابطه به (mi ) · ( m

i−١
)
=
(
m+١
i

) رابطه از استفاده با

Fk,n+١ = kn +

[n٢ ]∑
i=١

(
n− ١
i

)
kn−٢i

Fk,n+١ =
[n٢ ]∑
i=٠

(
n− i

i

)
kn−٢i

: از عبارتند خاص موارد
داریم: معمولͬ فیبوناتچͬ دنباله برای k = ١ اگر •

Fn =

[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n− ١ − i

i− ١
)

n ≥ ٢

ͬ رسیم: م زیر فرمول به پل دنباله برای k = ٢ اگر •

Pn =

[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n− ١ − i

i

)
٢n−٢−١i n ≥ ٢

داریم: {Hn} دنباله برای k = ٣ اگر •

Hn =

[n−١٢ ]∑
i=٠

(
n− ١ − i

i

)
٣n−٢−١i n ≥ ٢

k−فیبوناتچی دنباله ابتدایی جملات مجموع
یعنͬ باشد k−فیبوناتچͬ دنباله ابتدایی جمله (n+ ١) مجموع Sk,n کنیم فرض .5 . 1 . 3 گزاره

Sk,n =

n∑
i=٠

Fk,i

صورت این در
Sk,n =

١
k
(Fk,n+١ + Fk,n)−

١
k

داریم: (٣ . ١) رابطه از استفاده با که ͬ کنیم م توجه ابتدا در برهان:
Sk,n =

١
r١ − r٢

n∑
i=٠

(ri١ − ri٢)



۴١ k−فیبوناتچͬ و فیبوناتچͬ دنباله ͬ های ویژگ از برخͬ
داریم: j = ١, ٢, · · · برای ∑n

i=٠ rij هندسͬ، دنباله جملات مجموع از استفاده با

Sn,k =
١

r١ − r٢
(rn+١١ − ١

r١ − ١ −
rn+١٢ − ١
r٢ − ١

)
روابط از استفاده با لذا هستند r٢ = kr + ١ مشخصه معادله ریشه های r٢ ،r١ اینکه به توجه با

r١r٢ = −١ , r١ + r٢ = k

داریم:

Sk,n =
١
k

(
rn+١١ − rn+١٢

r١ − r٢
+

rn١ − rn٢
r١ − r٢

− r١ − r٢
r١ − r٢

)

=
١
k
(Fk,n+١ + Fk,n)−

١
k

از: عبارتند خاص موارد

داریم: معمولͬ فیبوناتچͬ دنباله برای k = ١ اگر •

S١,n = Fn+٢ − ١

شود: نوشته زیر صورت به است مم΄ن همچنین

S١,n = −١ + ١
٢n+١

[n+١٢ ]∑
i=٠

(
n+ ٢
٢i− ١

)
۵i

داریم: پل دنباله برای k = ٢ اگر •

S٢,n =
١
٢(Pn+١ + Pn)−

١
٢

یا و
S٢,n =

١
٢
[n+١٢ ]∑
i=١

(
n+ ١

٢i
)

٢i



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۴٢

فیبوناتچی اعداد از استفاده با طوق تعیین 2 . 3
در .a =

١√۵ , b = − ١√۵ , α =
١ +√۵

٢ , β =
١ −√۵

٢ که Fn = aαn + bβn اگر .1 . 2 . 3 لم
اینصورت

n∑
k=١

(
n

k

)
٢n−k٣kFk = F۴n

٢−١αβ = ٣ و ١−αβ = ٢ روابط جای·ذاری با αβ = −١ و α+β = ١ که ͬ کنیم م توجه برهان:
داریم: بالا تساوی چپ طرف در

=

n∑
k=١

(
n

k

)
(١ − αβ)n−k(١ − ٢αβ)k · Fk

=

n∑
k=١

(
n

k

)
(α٢ + αβ + β٢)n−k(α٣ + α٢β + αβ٢ + β٣)k · Fk

=
n∑

k=٠

(
n

k

)
(−١)n−k(αβ)n−k

( ٢∑
l=٠

βlα٢−l
)n−k

·
( ٣∑

l=٠
βlα٣−l

)k
(aαk + bβk)

= aαn

{
n∑

k=٠
(−١)n−k

(
n

k

)
βn−k

( ٢∑
l=٠

βlα٢−l
)n−k

·
( ٣∑

l=٠
βlα٣−l

)k}

+ bβn

{
n∑

k=٠
(−١)n−k

(
n

k

)
αn−k

( ٢∑
l=٠

βlα٢−l
)n−k

·
( ٣∑

l=٠
βlα٣−l

)k}

= aαn

{
n∑

k=٠

(
n

k

)
(−١)n−k

( ٣∑
l=٠

βlα٣−l
)k

·
( ٢∑

l=٠
βl+١α٢−l

)n−k
}

+ bβn

{
n∑

k=٠
(−١)n−k

(
n

k

)( ٣∑
l=٠

βlα٣−l
)k

·
( ٢∑

l=٠
βl · α٣−l

)n−k
}

کرده ایم: استفاده زیر تساوی های از بالا روابط در
βn−k

( ٢∑
l=٠

βlα٢−l
)n−k

= βn−k(α٢ + αβ + β٢)n−k =
( ٢∑

l=٠
βl+١α٢−l

)n−k

αn−k
( ٢∑

l=٠
βlα٢−l

)n−k
= αn−k(α٢ + αβ + β٢)n−k =

( ٢∑
l=٠

βlα٣−l
)n−k

داریم: پس

= aαn

{ ٣∑
l=٠

βlα٣−l −
٢∑

l=٠
βl+١α٢−l

}n



۴٣ فیبوناتچͬ اعداد از استفاده با طوق تعیین

+ bβn

{ ٣∑
l=٠

βlα٣−l −
٢∑

l=٠
βlα٣−l

}n

= aαn(α٣)n + bβn(β٣)n

= aα۴n + bβ۴n

= F۴n

باشد، ثابت غیر مختلط چندجمله ای (ak ̸= ٠) A(z) =
∑n

k=٠ akzk کنیم فرض .2 . 2 . 3 قضیه
طوق در چندجمله ای این ریشه های همه اینصورت در

C = {z ∈ C : r١ ≤ |z| ≤ r٢}

که دارند قرار

r١ =
٣
٢ min١≤k≤n


(
n

k

)
٢nFk

F۴n

∣∣∣a٠
ak

∣∣∣


١
k

(٣ . ٣)

r٢ =
٢
٣ max١≤k≤n


F۴n(

n

k

)
٢nFk

∣∣∣an−k

an

∣∣∣


١
k

(۴ . ٣)

ͬ گیریم: م نتیجه (٣ . ٣) رابطه از برهان:

rk١ ≤

(
n

k

)
٢n−k٣kFk

F۴n

∣∣∣a٠
ak

∣∣∣ k = ١, ٢, · · · , n (۵ . ٣)

.r١ ≤ |z| دهیم نشان باید
خلف): (فرض |z| < r١ کنیم فرض

|A(z)| =
∣∣∣∣ n∑
k=٠

akz
k

∣∣∣∣
≥ |a٠| −

n∑
k=١

|ak| |z|k



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۴۴

> |a٠| −
n∑

k=١
|ak| rk١

= |a٠|
(

١ −
n∑

k=١

∣∣∣ak
a٠
∣∣∣rk١) (۶ . ٣)

نوشت: ͬ توان م (۵ . ٣) به توجه با
∣∣∣ak
a٠
∣∣∣rk١ ≤

(
n

k

)
٢n−k٣kFk

F۴n
k = ١, ٢, · · · , n

داریم: (۶ . ٣) در آن جای·ذاری با و
|A(z)| > |a٠|

(
١ −

n∑
k=١

∣∣∣ak
a٠
∣∣∣rk١
)

≥ |a٠|

١ −
n∑

k=١

(
n

k

)
٢n−k٣kFk

F۴n

 = ٠

{z ∈ C : |z| < r١} در A(z) یعنͬ ،A(z) > ٠ آن گاه |z| < r١ اگر که دادیم نشان بهتر عبارت به
.|z| > r١ پس ندارد ریشه ای

ی΄تای و مثبت ریشه های مساوی یا کمتر قدرمطلقͬ A(z) صفرهای همه است بدیهͬ
معادله

G(z) = |an|zn − |an−١|zn−١ − · · · − |a١|z − |a٠| = ٠
دارند.

.G(r٢) ≥ ٠ دهیم نشان است کافͬ قضیه دوم قسمت اثبات برای
داریم: (۴ . ٣) رابطه طبق

∣∣∣an−k

an

∣∣∣ ≤
(
n

k

)
٢n−k٣kFk

F۴n
rk٢ k = ١, ٢, · · · , n

بنابراین:
G(r٢) = |an|

[
rn٢ −

n∑
k=١

∣∣∣an−k

an

∣∣∣rn−k٢

]

≥ |an|

rn٢ −
n∑

k=١


(
n

k

)
٢n−k٣kFk

F۴n
rk٢

 rn−k٢





۴۵ پل اعداد از استفاده با طوق تعیین

= |an|rn٢

١ −
n∑

k=١

(
n

k

)
٢n−k٣kFk

F۴n

 = ٠

طبق ͬ گیریم. م نظر در را A(z) = z٣ + ٠٫١z٢ + ٠٫٣z + ٠٫٧ چندجمله ای مثال عنوان به
طوق در چندجمله ای صفرهای همه کوشͬ قضیه

٠٫۴١ ≤ |z| < ١٫٧

طوق در چندجمله ای صفرهای همه بالا قضیه از استفاده با آن که حال ͬ گیرند م قرار

r١ ≃ ٠٫۵٨ ≤ |z| ≤ ١٫٢٣ ≃ r٢

ͬ گیرند. م قرار

پل اعداد از استفاده با طوق تعیین 3 . 3
و دوجمله ای ضرایب از استفاده با را ش΄ل طوقͬ مختلط ناحیه کران های بعدی قضیه های در

ͬ کنیم. م تعیین پل اعداد
b و a که باشند x٢ − ax − b = ٠ دوم درجه معادله ریشه های s ،r کنید فرض .1 . 3 . 3 قضیه

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به {Bn}n∈N و {An}n∈N دنباله های باشند. مثبت و حقیقͬ

An = crn + dsn , Bn =

n−١∑
k=٠

rksn−١−k

آن گاه j ≥ ٢ اگر هستند. ثابت حقیقͬ اعداد d و c که
n∑

k=٠

(
n

k

)
(bBj−١)n−kBk

jAk = Ajn (٣ . ٧)

.Bn = nsn−١ ،r = s اگر و Bn = (rn − sn)/(r − s) ،r ̸= s اگر قبلͬ جمله در
داریم: x٢ − ax− b = ٠ دوم درجه معادله از برهان:

a = r + s , b = −rs



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۴۶
داریم: (٣ . ٧) در Bn و An ،b ،a جای·ذاری با

n∑
k=٠

(
n

k

)
(−١)n−k(rs)n−k

( j−٢∑
l=٠

slrj−٢−l

)n−k( j−٢∑
l=٠

slrj−١−l

)k

(crk + dsk)

=

n∑
k=٠

(
n

k

)
(−١)n−krn−ksn−k

( j−٢∑
l=٠

slrj−٢−l

)n−k( j−٢∑
l=٠

slrj−١−l

)k

crk

+
n∑

k=٠

(
n

k

)
(−١)n−krn−ksn−k

( j−٢∑
l=٠

slrj−٢−l

)n−k( j−٢∑
l=٠

slrj−١−l

)k

dsk

= crn


n∑

k=٠

(
n

k

)
(−١)n−ksn−k

( j−٢∑
l=٠

slrj−٢−l

)n−k( j−٢∑
l=٠

slrj−١−l

)k


+ dsk


n∑

k=٠

(
n

k

)
(−١)n−krn−k

( j−٢∑
l=٠

slrj−٢−l

)n−k( j−٢∑
l=٠

slrj−١−l

)k


= crn


n∑

k=٠

(
n

k

)
(−١)n−k

( j−٢∑
l=٠

slrj−١−l

)k( j−٢∑
l=٠

sl+١rj−٢−l

)n−k


+ dsn


n∑

k=٠

(
n

k

)
(−١)n−k

( j−١∑
l=٠

slrj−١−l

)k( j−٢∑
l=٠

slrj−١−l

)n−k


= crn


j−١∑
l=٠

slrj−١−l −
j−٢∑
l=٠

sl+١rj−٢−l


n

+ dsn


j−١∑
l=٠

slrj−١−l −
j−٢∑
l=٠

slrj−٢−l


n

= crn(rj−١)n + dsn(sj−١)n

= crjn + dsjn

= Ajn

ͬ آید: م دست به چزارو۵ اتحادهای a = b = ١ بالا رابطه در اگر کنید توجه
:j = ٢ اگر

n∑
k=٠

(
n

k

)
Fk = F٢n

۵Cecaro



۴٧ پل اعداد از استفاده با طوق تعیین
:j = ٣ اگر و

n∑
k=٠

٢k

(
n

k

)
Fk = F٣n

ثابت غیر مختلط چندجمله ای ΁ی ،ak ̸= ٠ که A(z) =
∑n

k=٠ akzk کنید فرض .2 . 3 . 3 قضیه
C = {z ∈ C : r١ ≤ |z| ≤ r٢} طوق در چندجمله ای صفرهای همه j ≥ ٢ هر برای صورت این در باشد.

که ͬ گیرند م قرار

r١ = min١≤k≤n


(
n

k

)
AkB

k
j (bBj−١)n−k

Ajn

∣∣∣a٠
ak

∣∣∣


١
k

(٣ . ٨)

r٢ = max١≤k≤n


Ajn(

n

k

)
AkB

k
j (bBj−١)n−k

∣∣∣an−k

an

∣∣∣


١
k

(٣ . ٩)

.r١ ≤ |z| دهیم نشان است کافͬ اثبات برای برهان:
داریم: خلف). (فرض |z| < r١ کنیم فرض

|A(z)| =
∣∣∣∣ n∑
k=٠

akz
k

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a٠ +
n∑

k=١
akz

k

∣∣∣∣
≥ |a٠| −

n∑
k=١

|ak||z|k

> |a٠| −
n∑

k=١
|ak|rk١

= |a٠|
(

١ −
n∑

k=١

∣∣∣ak
a٠
∣∣∣rk١) (٣ . ١٠)

نوشت: ͬ توان م (٣ . ٨) به توجه با
∣∣∣ak
a٠
∣∣∣rk١ ≤

(
n

k

)
AkB

k
j (bBj−١)n−k

Ajn
k = ١, ٢, · · · , n

ͬ گیریم: م نتیجه (٣ . ١٠) در بالا نامساوی جای·ذاری با و
|A(z)| > |a٠|

(
١ −

n∑
k=١

∣∣∣ak
a٠
∣∣∣rk١)



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۴٨

≥ |a٠|

١ −
n∑

k=١

(
n

k

)
AkB

k
j (bBj−١)n−k

Ajn

 ≥ ٠

A(z) صفرهای همه که است بدیهͬ ندارد. {z ∈ C : |z| < r١} در ریشه ای هیچ A(z) پس
دارند: زیر معادله ی΄تای و مثبت ریشه با مساوی یا کمتر قدرمطلقͬ

B(z) = |an|zn − |an−١|zn−١ − · · · − |a١|z − |a٠| = ٠

.B(r٢) ≥ ٠ دهیم نشان است کافͬ قضیه دوم قسمت اثبات برای
نوشت: ͬ توان م (٣ . ٩) رابطه از

∣∣∣an−k

an

∣∣∣ ≤
(
n

k

)
AkB

k
j (bBj−١)n−k

Ajn
rk٢ k = ١, ٢, · · · , n

لذا:
B(r٢) = |an|

[
rn٢ −

n∑
k=١

∣∣∣an−k

an

∣∣∣rn−k٢

]

≥ |an|

rn٢ −
n∑

k=١

((nk
)
AkB

k
j (bBj−١)n−k

Ajn

)
rn−k٢



= |an|rn٢

١ −
n∑

k=١

(
n

k

)
AkB

k
j (bBj−١)n−k

Ajn


= ٠

ثابت غیر مختلط چندجمله ای ΁ی ak ̸= ٠ که A(z) =
∑n

k=٠ akzk کنیم فرض .3 . 3 . 3 نتیجه
طوق در چندجمله ای ریشه های همه صورت این در باشد

C = {z ∈ C : r١ ≤ |z| ≤ r٢}

که ͬ گیرند م قرار

r١ = min١≤k≤n


(
n

k

)
٢kpk

p٢n

∣∣∣a٠
ak

∣∣∣


١
k



۴٩ پل اعداد از استفاده با طوق تعیین

r٢ = max١≤k≤n


p٢n(

n

k

)
٢kpk

∣∣∣an−k

an

∣∣∣


١
k

،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق که آنجا از برهان:
n∑

k=٠

(
n

k

)
(bBj−١)n−kBk

jAk = Ajn

داریم: پس ͬ نویسیم. م پل اعداد برای را بالا رابطه
n∑

k=٠

(
n

k

)
Bn−k

j−١ Bk
j pk = pjn

ͬ شود. م ثابت نتیجه ،٣ . ٣ . ٢ قضیه از استفاده و بالا رابطه در j = ٢ دادن قرار با
تعیین t−فیبوناتچͬ دنباله از استفاده با را چندجمله ای صفرهای کران های بعدی قضیه

داریم. نیاز زیر لم به قضیه اثبات برای ͬ کند. م
داریم: t مثبت حقیقͬ عدد هر برای t−فیبوناتچͬ، دنباله در .4 . 3 . 3 لم

n∑
k=١

(t٢ + ١)n−k(t٣ + ٢t)kFt,k

(
n

k

)
= Ft,۴n

که Ft,k = aαk + bβk که آنجا از برهان:
a =

١√
t٢ + ۴ , b = − ١√

t٢ + ۴ , α =
t+

√
t٢ + ۴
٢ , β =

t−
√
t٢ + ۴
٢

داریم: پس
n∑

k=١

(
n

k

)
(t٢ + ١)n−k(t٣ + ٢t)kFt,k

=

n∑
k=١

(
n

k

)
(t٢ − αβ)n−k(t٣ − ٢tαβ)kFt,k

=

n∑
k=١

(
n

k

)
(α٢ + αβ + β٢)n−k(α٣ + α٢β + αβ٢ + β٣)kFt,k

=

n∑
k=١

(−١)n−k

(
n

k

)
(αβ)n−k

( ٢∑
l=٠

βlα٢−l
)n−k( ٣∑

l=٠
βlα٣−l

)k
(aαk + bβk)

= aαn

{
n∑

k=٠
(−١)n−k

(
n

k

)
βn−k

( ٢∑
l=٠

βlα٢−l
)n−k( ٣∑

l=٠
βlα٣−l

)k}



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۵٠

+ bβn

{
n∑

k=٠
(−١)n−k

(
n

k

)
αn−k

( ٢∑
l=٠

βlα٢−l
)n−k( ٣∑

l=٠
βlα٣−l

)k}

= aαn

{
n∑

k=٠
(−١)n−k

(
n

k

)( ٣∑
l=٠

βlα٣−l
)k( ٢∑

l=٠
βl+١α٢−l

)n−k
}

+ bβn

{
n∑

k=٠
(−١)n−k

(
n

k

)( ٣∑
l=٠

βlα٣−l
)k( ٢∑

l=٠
βlα٣−l

)n−k
}

= aαn

{ ٣∑
l=٠

βlα٣−l −
٢∑

l=٠
βl+١α٢−l

}
+ bβn

{ ٣∑
l=٠

βlα٣−l −
٢∑

l=٠
βlα٣−l

}n

= aαn(α٣)n + bβn(β٣)n

= aα۴n + bβ۴n

= Ft,۴n

مختلط چندجمله ای ΁ی p(z) = a٠ +a١z+ · · ·+an−١zn−١ +anz
n کنیم فرض .5 . 3 . 3 قضیه

و باشد n درجه از ثابت غیر

λk =

(
n

k

)
(t٣ + ٢t)k(t٢ + ١)nFt,k

(t٢ + ١)kFt,۴n

طوق در p(z) ریشه های همه صورت این در است مثبت و حقیقͬ عددی t که

R = {z ∈ C : s١ ≤ |z| ≤ s٢}

که ͬ گیرند م قرار

s١ = min١≤k≤n

{
λk

∣∣∣a٠
ak

∣∣∣} ١
k

s٢ = max١≤k≤n

{ ١
λk

∣∣∣an−k

an

∣∣∣} ١
k

ͬ آید. م دست به ٣ . ٢ . ٢ قضیه t = ١ اگر که کنید توجه
در p(z) ریشه های همه که ͬ دهیم م نشان ابتدا برهان:

|z| ≤ s٢ = max١≤k≤n

∣∣∣ ١
λk

· an−k

an

∣∣∣ ١
k



۵١ پل اعداد از استفاده با طوق تعیین
یعنͬ دارند، an−k∣∣∣قرار

an

∣∣∣ ≤ |λk|sk٢ k = ١, ٢, ٣, · · · , n

یا
n∑

k=١

∣∣∣an−k

an

∣∣∣ ١
sk٢

≤
n∑

k=١
|λk| (٣ . ١١)

نوشت: ͬ توان م پس خلف) (فرض |z| > s٢ کنیم فرض

|p(z)| =
∣∣anzn + an−١zn−١ + · · ·+ a١z + a٠

∣∣
≥ |an| |z|n

{
١ −

n∑
k=١

∣∣∣an−k

an

∣∣∣ ١
|z|k

}

> |an| |z|n
{

١ −
n∑

k=١

∣∣∣an−k

an

∣∣∣ ١
sk٢

}

ͬ گیریم م نتیجه |z| > s٢ برای (٣ . ١١) و ۴ . ٣ . ٣ لم از استفاده با

|p(z)| > ٠

ͬ شود. م ثابت قضیه دوم قسمت و ͬ گیرند م قرار |z| ≤ s٢ در p(z) صفرهای همه پس
ͬ کنیم. م استفاده دوم قسمت از قضیه، اول قسمت اثبات برای

داریم: صورت این در a٠ = ٠ اگر

s١ = min١≤k≤n

∣∣∣λk
a٠
ak

∣∣∣ ١
k
= ٠

چندجمله ای صورت این در ،a٠ ̸= ٠ اگر

Q(z) = znp
( ١
z

)
= a٠zn + a١zn−١ + · · ·+ an−١z + an

آن گاه Q(z) = ٠ اگر قضیه دوم قسمت طبق

|z| ≤ max١≤k≤n

∣∣∣ ١
λk

ak
a٠
∣∣∣ ١
k

= max١≤k≤n

∣∣∣ ١
λk

a٠
ak

∣∣∣ ١
k

=
١

min١≤k≤n

∣∣∣λk
a٠
ak

∣∣∣ ١
k



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۵٢

=
١
s١

داریم: ١
z

با z کردن عوض با حال
|z| ≥ s١ = min١≤k≤n

∣∣∣λk
a٠
ak

∣∣∣ ١
k

tفیبوناتچی و s ازدنباله استفاده با طوق تعیین 4 . 3
و t دنباله از استفاده با را چندجمله ای ریشه های کران های تعیین فصل این قضیه آخرین

داریم: نیاز زیر لم های به قضیه اثبات برای ͬ بخشد. م بهبود s−فیبوناتچͬ

که طوری به دارد وجود β و α ،b ،a حقیقͬ اعداد ،s و t مثبت حقیقͬ اعداد برای .1 . 4 . 3 لم

Ft,s,n = aαn + bβn

که
a =

١√
t٢ + ۴s, b =

−١√
t٢ + ۴s, α =

t+
√
t٢ + ۴s
٢ , β =

t−
√
t٢ + ۴s
٢

نوشت: ͬ توان م Ft,s,n+١ تعریف طبق ،Ft,s,n = aαn + bβn کنیم فرض برهان:
aαn+١ + bβn+١ = t(aαn + bβn) + s(aαn−١ + bβn−١)

= a(tαn + sαn−١) + b(tβn + sβn−١)

داریم: نتیجه در
αn+١ = tαn + sαn−١, βn+١ = tβn + sβn−١

نوشت: ͬ توان م ،n = ١ برای پس
α٢ − tα− s = ٠, β٢ − tβ − s = ٠

بالا معادله های حل با
α =

t+
√
t٢ + ۴s
٢ , β =

t−
√
t٢ + ۴s
٢ (٣ . ١٢)



۵٣ tفیبوناتچͬ و s ازدنباله استفاده با طوق تعیین
Ft,s,n = aαn + bβn در Ft,s,١ = ١ و Ft,s,٠ = ٠ شرط های از استفاده با دی·ر بیان به ͬ آید. م دست به

به
a+ b = ٠, aα+ bβ = ١

یعنͬ ͬ رسیم م
a = −b, a =

١
α− β

ͬ رسیم. م b =
−١√
t٢ + ۴s و a =

١√
t٢ + ۴s به (٣ . ١٢) رابطه از استفاده با که

داریم: s و t مثبت حقیقͬ اعداد برای .2 . 4 . 3 نتیجه

Ft,s,٢n = (αn + βn)Ft,s,n =
١

٢n

{(
t+

√
t٢ + ۴s)n +

(
t−

√
t٢ + ۴s)n}Ft,s,n

برهان:
ft,s,٢n = a

{
α٢n − β٢n} = a

{
(αn + βn)(αn − βn)

}
= (αn + βn)a

{
(αn − βn)

}
= (αn + βn)Ft,s,n

داریم: s و t مثبت حقیقͬ اعداد برای .3 . 4 . 3 نتیجه

Ft,s,٨n = (α۴n + β۴n)Ft,s,۴n

=
١

١۶n

{(
t+

√
t٢ + ۴s)۴n

+
(
t−

√
t٢ + ۴s)۴n}

Ft,s,۴n

دهیم. قرار ۴n ،n جای به ،٣ . ٣ . ٣ نتیجه در است کافͬ برهان:
داریم: s−فیبوناتچͬ و t دنباله هر برای .4 . 4 . 3 لم

n∑
k=١

(t۶s+ ۵t۴s٢ + ۶t٢s٣ + s۴)n−k × (t٧ + ۶t۵s+ ١٠t٣s٢ + ۴ts٣)k

× Ft,s,k

(
n

k

)
= Ft,s,٨n (٣ . ١٣)



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۵۴
داریم: (١ . ۴ . ٣) لم طبق برهان:

α+ β = t, αβ = −s, Ft,s,k = aαk + bβk

با است برابر بالا رابطه چپ طرف
n∑

k=١

(
n

k

)
sn−k(t۶ + ۵t۴s+ ۶t٢s٢ + s٣)n−k

× (t٧ + ۶t۵s+ ١٠t٣s٢ + ۴ts٣)k(aαk + bβk)

=

n∑
k=١

(
n

k

)
(−١)n−k(αβ)n−k

(
t۶ − ۵t۴(αβ) + ۶t٢(αβ)٢ − (αβ)٣)n−k

×
(
t٧ − ۶t۵(αβ) + ١٠t٣(αβ)٢ − ۴t(αβ)٣)k(aαk + bβk)

=

n∑
k=١

(
n

k

)
(−١)n−k(αβ)n−k

× (α۶ + α۵β + α۴β٢ + α٣β٣ + α٢β۴ + αβ۵ + β۶)n−k

× (α٧ + α۶β + α۵β٢ + α۴β٣ + α٣β۴ + α٢β۵ + αβ۶ + β٧)k

× (aαk + bβk)

= aαn

{
n∑

k=٠

(
n

k

)
(−١)n−kβn−k
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)
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βlα۶−l
)n−k( ٧∑

l=٠
βlα٧−l

)k}

= aαn
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k=٠

(
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k

)
(−١)n−k

( ۶∑
l=٠

βl+١α۶−l
)n−k( ٧∑

l=٠
βlα٧−l

)k}

+ bβn

{
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k=٠

(
n

k

)
(−١)n−k

( ۶∑
l=٠

βlα٧−l
)n−k( ٧∑

l=٠
βlα٧−l

)k}

= aαn

{ ٧∑
l=٠

βlα٧−l −
۶∑

l=٠
βl+١α۶−l

}n

+ bβn

{ ٧∑
l=٠

βlα٧−l −
۶∑

l=٠
βlα٧−l

}n

= aαn(α٧)n + bβn(β٧)n = aα٨n + bβ٨n = Ft,s,٨n



۵۵ tفیبوناتچͬ و s ازدنباله استفاده با طوق تعیین
ثابت غیر مختلط چندجمله ای ΁ی ،p(z) = a٠ + a١z + · · ·+ anz

n کنیم فرض .5 . 4 . 3 قضیه
مثبت: و حقیقͬ s و r هر برای و باشد n درجه از

λk =

(
١۶n
(
t٧ + ۶t۵s+ ١٠t٣s٢ + ۴ts٣)k · (t۶s+ ۵t۴s٢ + ۶t٢s٣ + s۴)n−k

× Ft,s,k ·
(
n

k

))([
(t+

√
t٢ + ۴s)۴n + (t−

√
t٢ + ۴s)۴n]Ft,s,۴n

)−١

طوق در p(z) صفرهای همه صورت این در
R = {z ∈ C : s١ ≤ |z| ≤ s٢}

که ͬ گیرند م قرار
s١ = min١≤k≤n

{
λk

∣∣∣a٠
ak

∣∣∣} ١
k (١۴ . ٣)

s٢ = max١≤k≤n

{ ١
λk

∣∣∣an−k

an

∣∣∣} ١
k (١۵ . ٣)

ͬ گیریم: م نتیجه (١۴ . ٣) رابطه از برهان:
sk١ ≤ λk

∣∣∣a٠
ak

∣∣∣ k = ١, · · · , n (١۶ . ٣)
داریم: |z| < s١ برای

|p(z)| =
∣∣∣ n∑
k=٠

akz
k
∣∣∣

≥ |a٠| −
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sk١
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به (١۶ . ٣) رابطه ak∣∣∣از
a٠
∣∣∣sk١ ≤ λk k = ١, · · · , n

داریم: (٣ . ١٧) رابطه در بالا رابطه جای·ذاری با که ͬ رسیم م
|p(z)| > |a٠|

(
١ −

n∑
k=١

|λk|
)



چندجمله ای ریشه های برای طوقͬ تعیین ۵۶
در p(z) بنابراین ،|z| < s١ برای |p(z)| > ٠ داریم: ، ۴ . ۴ . ٣ لم و ٣ . ۴ . ٣ نتیجه از استفاده با

ندارد. ریشه ای |z| < s١

یا از کمتر قدرمطلقͬ p(z) ریشه های همه که ͬ کنیم م توجه قضیه اول قسمت اثبات برای
چندجمله ای ی΄تای و مثبت ریشه با مساوی

G(z) = |an|zn − |an−١|zn−١ − · · · − |a١|z − |a٠|

.G(s٢) ≥ ٠ کنیم ثابت است کافͬ قضیه دوم قسمت برای بنابراین دارند،
داریم: (١۵ . ٣) رابطه از

∣∣∣an−k

an
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k٢ k = ١, · · · , n
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an
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≥ |an|

(
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)

= |an|sn٢
(

١ −
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)
= ٠

ͬ رسد. م پایان به اثبات و
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Abstract

In this thesis, we studied on number of unimodular roots of complex trinomial P (z) = zn+zk−1

and expressed the necessary and sufficient conditions for the existence of unimodular roots. In
the following we studied the existence of unimodular roots and their number for skewsymmet-
ric Littlewood polynomials and self-reciprocal Littlewood polynomials. The final chapter deals
with determined an annulus contaning all of the roots non-constant complex polynomial by using
Fibonacci numbers and Pell numbers for bounds.

Keywords: complex polynomial, unimodular root, self-reciprocal polynomial, skewsymmet-
ric polynomial, annulus, Fibonacci sequence.
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