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توپولوژی هندسه دکتری رساله

حرارت انتقال معادلات هندسͬ کسریمطالعه و غیرخطͬ
محمدیه صابری الهه نگارنده:

راهنما استاد

حجازی رضا سید دکتر

۱۳۹۸ دی





به تقدیم
عزیزم مادر و پدر

فداکار و دلسوز همواره یاوری زندگͬ دشواری های و ͬ ها سخت در که
عشقشان م΄تب در آموختم هرچه که بود ه اند. برایم مح΄م پشتیبانͬ و
را مهربانیشان بی کران دریای از قطره ای ب΄وشم چه هر و آموخته ام

ب·ویم. نتوانم سپاس
سرمایه های رویشان روشنͬ و کلامشان گرمͬ نگاهشان، فروغ آنانکه
خاک به تا نداشتم ارزان این از سنگ تر گران است. من زندگͬ جاودانگͬ
را خستگیشان غبار نسیم گونه تلاشم حاصل که باشد کنم، نثار پایشان

بزداید...
مهرشان... پر دستان بر بوسه

ز



سپاس گزاری...

نعمت های ش΄ر در ناتوانم قلم. توان اندازه به است، هستͬ خالق سپاس سخن سرآغاز
ش΄ر را تو خداوندا واژه ها. به محدود و است ناقص گویم حمد آنچه هر آفریدگار،
را کسانͬ مسیر این در که شاکرم و نمودی عطا من به ادب و علم از آنچه به ͬ گویم م

بیاموزم. زندگͬ و اخلاق درس ایشان از جانبه همه بتوانم که داد قرار راهم سر
حجازی رضا سید دکتر آقای جناب ͬ قدر عال استاد حضور را خود قدردانͬ عمیق ترین
و تشویق مرا ش΄یبایی و صبر نهایت در راهنما استاد ΁ی از فراتر که ͬ کنم م تقدیم
بنده خود عالمانه و آگاهانه راهنمایی های و همه جانبه مساعدت با و نموده راهنمایی

خواستارم. سعادت و صحت با توأم را ایشان روزافزون توفیقات نمودند. یاری را
ͬ رضا عل دکتر آقای جناب معتمدنژاد، احمد دکتر آقای جناب محترم اساتید از
فرمودند تقبل را اثر این داوری زحمت که اصفهانͬ امین سید دکتر آقای جناب و ناظمͬ

دارم. را امتنان و تش΄ر کمال افزودند، آن غنای بر خود ارزشمند پیشنهادهای با و
و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر ͬ زنم م بوسه پایان در
و خواهرانم از سپاس·ذارم آخر در و را مقدس شان وجود ͬ کنم م ستایش خدا از بعد
سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادر
در مرا که عزیزانͬ تمامͬ از دارم فراوان تش΄ر و بودند من پشتیبان بهترین روزگاران،

بوده اند. یاری گر مسیر این

محمدیه صابری الهه
۱۳۹۸ دی

ح



نامه تعهد
دیفرانسیل هندسه گرایش محض ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی محمدیه صابری الهه اینجانب
حرارت انتقال معادلات هندسͬ مطالعه عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد حجازی رضا سید دکتر آقای جناب راهنمایی تحت ، کسری و غیرخطͬ
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات ●

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در ●

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب ●

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق ●
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق ●

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در ●

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در ●
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
محمدیه صابری الهه
۱۳۹۸ دی

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام ●
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده ●

ط



چ΄یده
مطالعه در لͬ گروه های هندسͬ نظریه فراگیر و جانبه همه بررسͬ رساله این اصلͬ هدف
آن تعمیم همراه به نفوذ) (معادله تعمیم یافته حرارت انتقال معادله پایستگͬ قوانین و جواب ها

است. شده ارائه هم با مرتبط فصل هفت در که ͬ باشد م معادله کسری حالت به
بیان شده دیفرانسیل معادلات برای لͬ تقارن های مفهوم از پیش درآمدی نخست فصل در
تبدیلات تقارن ، محاسبه طریقه برداری، میدان امتداد و جت فضای معرفͬ به آن طͬ در که
تعاریف شامل کسری محاسبات مقدماتͬ مطالب ادامه در پرداخته ایم. معادله ΁ی هم ارز

است. شده بیان آن ها خواص کسری، مشتق های و انتگرال
پتانسیل تقارن های و آن ها محاسبه متفاوت روش های پایستگͬ، قوانین مطالعه به دوم فصل
و تقارن ها هم ارز، تبدیلات با ارتباط در سوم فصل محوری موضوع است. یافته اختصاص
معادلات به لͬ گروه آنالیز تعمیم است. غیرخطͬ موج معادلات از خانواده ΁ی پایستگͬ قوانین
و چهارم فصل های در آن ها نظیر پایستگͬ قوانین محاسبه و کسری مرتبه جزئͬ دیفرانسیل

است. شده گنجانده نوشتار این پنجم
ناهمسانگرد غیرخطͬ حرارت انتقال معادله از کلͬ صورت لͬ آنالیز به ششم، فصل در
فصل های محاسبات پیاده سازی برگیرنده در و بوده رساله این اصلͬ هدف که پرداخته شده
حالت در پایستگͬ قوانین و گردآوری ناوردا جواب های و تقارن ها از بندی طبقه . است قبل
حرارت انتقال معادله هم ارز تبدیلات رساله، از فصل آخرین در است. شده محاسبه آن هم·ن
برای پایستگͬ قوانین و تقارن ها از طبقه بندی ادامه در نموده ایم ارائه را کسری مرتبه غیرخطͬ

کرده ایم. ارائه آن بعدی سه و بعدی ΁ی حالت

جواب های لͬ، تقارن های کسری، مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات کلیدی: کلمات
پایستگͬ. قانون ناوردا،

ک



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. Lashkarian E., Saberi E. and Hejazi S. R. (2016), ”Symmetry reductions and exact

solutions for a class of nonlinear PDEs”. Asian-European Journal of Mathematics,

9(3), pp. 1650061.

Abstract: This paper uses Lie symmetry group method to study a

special kind of PDE. By using the Lie symmetry analysis, all of the ge-

ometric vector fields of the equation are obtained; the symmetry reduc-

tions are also presented. Some new nonlinear wave solutions, involving

differentiable arbitrary functions are obtained.

2. Saberi E. and Hejazi S. R. (2018), ”Lie symmetry analysis, conservation laws and

exact solutions of the time-fractional generalized Hirota-Satsuma coupled KdV sys-

tem”. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 492, pp. 296–307.

Abstract: In the present paper, Lie point symmetries of the time-

fractional generalized Hirota-Satsuma coupled KdV (HS-cKdV) system

based on the Riemann-Liouville derivative are obtained. Using the de-

rived Lie point symmetries, we obtain similarity reductions and conser-

vation laws of the considered system. Finally, some analytic solutions

are furnished by means of the invariant subspace method in the Caputo

sense.

3. Saberi E., Hejazi S. R. and Dastranj E. (2018), ”A new method for option pricing via

time-fractional PDE”. Asian-European Journal of Mathematics, 11(5), pp. 1850074.

Abstract: In this paper, power options pricing is driven via time-

fractional PDE when the dynamic of underlying asset price follows a

regime switching model in which the risky underlying asset depends on

a continuous-time hidden Markov chain process. An exact solution for

power options pricing is driven under our considered model.

4. Saberi, E. and Hejazi S. R. (2019), ”A comparison of conservation laws of the

Boussinesq system”. Kragujevac Journal of Mathematics, 43(2), pp. 173–200.

م



ن
Abstract: In this work we study the Boussinesq system, which is a nat-

ural model for the propagation of long waves on the surface of water with

a small amplitude and is used to compute a complete set of local con-

servation laws of the model through the direct method. In this method,

some local multipliers are found to construct the fluxes of the conserva-

tion law. These multipliers are used to find new conservation laws via

another method such as Noether’s theorem, Boyer’s formulation, Homo-

topy operator method and Ibragimov’s theorem. It is noteworthy that

this paper reviews these methods to compare all obtained fluxes and local

conservation laws.

5. Hejazi S. R., Saberi E. and Lashkarian E. (2019), ”Symmetry group, Hamiltonian

equations and conservation laws of general three-dimensional anisotropic non-linear

sourceless heat transfer equation”. Computational Methods for Differential Equa-

tions, 7(1), pp. 54-68.

Abstract: In this paper Lie point symmetries, Hamiltonian equations

and conservation laws of general three-dimensional anisotropic non-linear

sourceless heat transfer equation are investigated. First of all Lie sym-

metries are obtained by using the general method based on invariance

condition of a system of differential equations under a prolonged vector

field. Then the structure of symmetry operators as a Lie algebra are

clarified and the classification of subalgebras under adjoint transforma-

tion is given. Hamiltonian equations including Hamiltonian symmetry

are obtained. Finally a modified virsion of Noether’s method including

the direct method are applied in order to find local conservation laws of

the equation.

6. Hejazi S. R. and Saberi E. (2019), ”Classification of the anisotropic non-linear time-

fractional diffusion equations with a source term via Lie point symmetries” Submit-

ted to Communications in nonlinear science and numerical simulation.

Conference articles:
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equations”, 12th Seminar on Differential Equations and Dynamical system,Tabriz,

Iran.
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Abstract: An application of differential geometry in ordinary differen-

tial equations (DE) is considered. One of the most appealing applications

of Lie group theory is to the problem of integrating ordinary DE. In this

paper, We introduce a method for finding the general solutions of ODEs

by using the symmetry Lie group of a given system of ODEs.

2. Hejazi S. R., Lashkarian E. and Saberi E. (2016), ”Classification of n-th order ODEs

under a given symmetry group”, the 13th International Seminar on Differential

Equations, Dynamical Systems and Applications, Isfahan.

Abstract: Classification of n-th order ordinary differential equations

(ODE) under a given symmetry group is considered. This classification

is based on the group of transformations called symmetry group, those

are invariant under these transformations.

3. Saberi E. and Hejazi S. R. (2017), ”Invariant subspace method and some exact

solutions of the time-fractional generalized Hirota-Satsuma coupled KdV system”,

the 9th Seminar on Geometry & Topology, Maragheh, Iran.

Abstract In this paper, an analytic solution of the time-fractional

generalized Hirota-Satsuma coupled KdV (HS-cKdV) system based on

the Caputo derivative is furnished by means of the invariant subspace

method.

4. Saberi E. and Hejazi S. R. (2017), ” Classification of the nilpotent Lie algebras over

fields of characteristic not 2 up to dimension 5 including their Lie subalgebras”, the

9th Seminar on Geometry & Topology, Maragheh, Iran.

Abstract: In this paper classiffication of nilpotent Lie algebras over

fields of characteristic not two up to dimension five including their Lie

algebras are given. The process of Lie subalgebras classiffication is by

constructing an inner automorphism on the associated Lie algebra to

find those Lie subalgebras which are equivalent under the defining Lie

bracket.



مطالب فهرست
۵ تصاویر فهرست
۷ جداول فهرست
۱۱ پیش·فتار
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۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱ .۱
۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ گروه تبدیلات ۱ .۱ .۱
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۶ . . . . . . . . . . . . . . تقارن ها و برداری میدان های امتداد ۶ .۱ .۱
۷ . . . . . . . . . . . . تقارن ها برای ΁کوچ بی نهایت روش های ۷ .۱ .۱
۱۵ . . . . . . . . . . بالاتر مرتبه تقارن های و برخوردی تقارن های ۸ .۱ .۱
۱۸ . . . . . . معادلات دستگاه ΁ی دادن کاهش روش و متشابه جواب های ۲ .۱
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مطالب فهرست ۲
۳۹ دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۲
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۹۱ کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۴
۹۱ . . . . . . . . . . کسری انتگرال های و مشتقات برای تبدیلات توسیع ۱ .۴
۹۷ . . . . . . . کسری معمولͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های ۲ .۴
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پیش·فتار
لاگرانژ ۲ آلمبرت، دی  ۱ اويلر، كار با هجدهم قرن در جزيي ديفرانسيل معادلات مطالعه ي
به منشأ كه مدل هايي شد. آغاز فيزي΄ͯ مدل هاي روي تحليلͯ بررسͬ با ۴ لاپلاس و ۳
مدل هاي تحليل و تجزيه شدند. جزيي ديفرانسيل معادلات از گسترده اي طيف آمدن وجود
مفاهيم شده اند. شناخته ديفرانسيل معادلات پيشرفت اصلͯ عامل عنوان به تاكنون فيزي΄ͯ
هدايت سيالات، جريان ال΄ترواستاتيك، جاذبه، نيروي مرتعش، رشته حركت مانند فيزي΄ͯ
متفاوتͯ جزيي ديفرانسيل معادلات پيدايش به منجر هم·ͯ مغناطيس، و ال΄تريسيته گرمايي،
ͯ كنند. م بيان خوبي به رياضͯ نمادهاي قالب در را فيزي΄ͯ رفتارهاي كه معادلاتͯ گرديده اند،
فيزي΄ͯ پديده هاي اين اثرات پاسخ·وي خوبي به معادلات اين جواب هاي كه است طبيعͯ

بود. خواهد
معادلات تحلیلͬ جواب های آوردن بدست برای قدرتمند و مهم بسیار ابزارهای از ی΄ͬ
و شده ارائه ۵ لͬ سوفوس توسط نوزدهم قرن اواخر در که است لͬ گروه آنالیز دیفرانسیل،
به طور باشیم خواسته اگر ͬ باشد. م لͬ ΁کوچ بی نهایت روش یا تقارن ها روش به موسوم
که گفت ͬ توان م کنیم، صحبت دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی تقارن گروه مورد در اجمالͬ
دستگاه وابسته و مستقل متغیرهای شامل فضای روی که هستند تبدیلاتͬ شامل گروه ها این
ͬ کنند. م تبدیل دستگاه دی·ر جواب های به را جواب ها که خاصیت این با همراه ͬ کنند م عمل
متناظر برداری میدان های آوردن بدست لͬ، گروه های شناخت برای بهتر راه ΁ی که دانست لͬ

شد. آن لͬ جبر های و لͬ گروه های بین رابطه ای یافتن به موفق و ͬ باشد م
برخوردی نقطه ای، تقارن های شامل که هستند مو ضعͬ تقارن های تقارن ها، از مهم نوع ΁ی
روی که موضعͬ تقارن های به محدود فقط پیوسته تقارن های ͬ باشند. م بالاتر مراتب و
موضعͬ که تقارن ΁ی ͬ شوند. نم ͬ کنند م عمل مفروض دستگاه وابسته و مستقل متغیرهای
΁کوچ بی نهایت مولد که است تقارنͬ تقارن ها، این خاص نوع ΁ی است. غیرموضعͬ نباشد
مستقیم کارگیری به با تقارن هایی چنین یافتن ͬ باشد. م وابسته متغیرهای انتگرال شامل آن
غیرموضعͬ، تقارن تبدیل ΁ی محاسبات اعمال با وجود این با است. دشوار کاری لͬ ال·وریتم
مفروض دستگاه هم ارز کم΄ͬ دستگاه ΁ی متغیرهای فضای روی که است موضعͬ تبدیل
تقارن های مرتبط، کم΄ͬ دستگاه های با لͬ ال·وریتم کارگیری به با نتیجه در ͬ کند. م عمل
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پیش·فتار ۱۲
ͬ شوند. م حاصل مفروض دستگاه غیرموضعͬ

متغیرهای کردن اضافه با باشد، پایستگͬ قانون فرم به جزیی دیفرانسیل ی معادله ΁ی اگر
را آن که ͬ شود م ساخته جدید دستگاه ΁ی نامید، خواهیم پتانسیل متغیر که وابسته جدید
΁ی پتانسیل، دستگاه تبدیلات لͬ گروه ͬ نامیم. م معادله آن به مرتبط غیرموضعͬ دستگاه
هستند لͬ تقارن نه ها تقارن این که ͬ کند م تولید اصلͬ دیفرانسیل معادله ی برای تقارن گروه
دستگاه تقارن هر ͬ نامند. م پتانسیل تقارن را جدید های تقارن این ب΄لاند. لͬ تقارن نه و
نتیجه در ͬ کند، م تصویر دستگاه همان از دی·ری جواب به را دستگاه این جواب هر پتانسیل،
تقارن های گروه این رو از ͬ کند. م تصویر معادله همان از دی·ری جواب به را معادله  جواب هر
دستگاه تقارن ΁ی است. اصلͬ دیفرانسیل معادله ی برای تقارن گروه ΁ی پتانسیل، دستگاه
به آن ΁کوچ بسیار مولدهای که است دیفرانسیل معادله ی برای جدید تقارن ΁ی پتانسیل
معادله ی برای جدید، تقارن های هستند. وابسته v پتانسیل متغیر و (x, u) متغیرهای همه ی
(x, u, v) فضای در ها تقارن این که حالͬ در هستند؛ غیرموضعͬ های تقارن اولیه ی دیفرانسیل
دهیم ادامه پتانسیل دستگاه برای را روند این اگر ͬ کنند. م عمل موضعͬ پتانسیل دستگاه برای
درخت ΁ی بسازیم، را پتانسیل دستگاه این به مرتبط غیرموضعͬ زیردستگاه های و دستگاه ها و
داشت. خواهیم اولیه دیفرانسیل معادله ی به مرتبط غیرموضعͬ زیردستگاه های و دستگاه ها از
از که دارد بسیاری مزیت های دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی تقارن گروه های داشتن
طبقه  بندی این کرد. اشاره دیفرانسیل معادلات جواب های طبقه  بندی به ͬ توان م جمله آن
مولدهای از برخͬ وسیله به ب·یریم نظر در دسته ΁ی در که را جوابی دو هر که است این گونه
کاهش با که ͬ کند م فراهم را ام΄ان این لͬ تقارن گروه باشند. هم به تبدیل قابل تقارن گروه

آوریم. بدست را مطالعه مورد دستگاه جواب انتگرال گیری ی΁ بار با ΁ی به معادله مرتبه
ͬ توان م را دیفرانسیل معادلات که است آن ͬ شود م گروه ها این از که استفاده هایی دی·ر از
تبدیلات گرفتن نظر در منظور بدین کرد. طبقه بندی دلخواه تابعͬ یا پارامترها اساس بر
طبقه بندی عناصر این به نسبت که پایستگͬ قوانین و تقارن ها آنالیز در دستگاه از هم ارز
به ͬ توان م پارامترها برخͬ کاهش یا حذف با همچنین بود. خواهد کارآمد و مفید شده اند
دیفرانسیلͬ ساختار که تبدیلاتͬ یعنͬ هم ارز تبدیلات یافت. دست  معادله از ساده تری فرم های
(پارامتر دلخواه عناصر فرم ͬ تواند م اینکه ͬ رغم عل ͬ کنند م حفظ را مفروض دستگاه معادلات
اوزیاناکوف توسط بار نخستین هم ارز تبدیلات روی کار نماید. تغییر تش΄یل دهنده) تابع یا و
در هم ارز تبدیلات مفهوم توسعه و چندگانه کاربرد بعدها شد. انجام ۱۹۸۲ سال [۹۸]در ۱
۶ پوپوویچ، و (۱۹۹۲) ۵ لیزل ،(۱۹۹۱ ۴(۱۹۸۷و ابراگیموف و ۳ گزیزوف ۲ آخاتوف، کارهای

.[۱۰۴ ،۷۳ ،۴۸ ،۷] شد دیده (۲۰۰۵)۷ اوانوا
΁ی پایستگͬ قانون است. ΁فیزی در پایستگͬ قوانین تقارن، گروه کاربردهای دی·ر از
۱۹۱۸ سال در نوتر ͬ کند. م بیان را شار توسط کمیت ΁ی تاثیر چ·ونگͬ که است ریاضͬ معادله

1 Lev V. Ovsiannikov
2Iskander S. Akhatov
3Rafail K. Gazizov

4Nail H. Ibragimov
5Ian Lisle

6Roman O. Popovych
7 Nina M. Ivanova



۱۳
ͬ های ویژگ با تغییرات انتگرال ΁ی تقارن گروه های بین ارتباط که داد ارائه را مهم قضیه دو
تقارن گروه های چ·ونه که داد نشان اول قضیه در او ͬ داد. م نشان را اویلر⁃لاگرانژ معادلات
ͬ شود. م اویلر⁃لاگرانژ معادلات برای پایستگͬ قوانین تولید به منجر ی΁⁃پارامتری تغییرات
در است زمان به نسبت انتقال تقارن تحت ناوردایی مسئله ΁ی انرژی پایستگͬ قوانین مثلا
و انتقال تبدیلات تحت ناوردایی مسئله ΁ی زاویه ای و خطͬ حرکت اندازه پایستگͬ که حالͬ
زیادی فواید دارای پایستگͬ قوانین دیفرانسیل معادلات مطالعه در .[۹۷ ،۹۲] است دوران
بار همچنین زاویه ای، تکانه تکانه، انرژی، جرم، قبیل، از فیزی΄ͬ کمیت های آن ها ͬ باشند. م
نگاشت های انتگرال پذیری تحقیق برای آن ها ͬ دهند. م توضیح را حرکت ثابت های و ال΄تری΄ͬ
رفتار و پایداری آنالیز برای همچنین هستند، مهم جواب ها ی΄تایی و وجود اثبات برای و خطͬ

ͬ شوند. م استفاده جواب ها عمومͬ
ضرایب روش نوتر، قضیه قبیل از دارد وجود پایستگͬ قوانین یافتن برای مختلفͬ روش های
،۱۱] ͽمراج به ͬ توانند م علاقه مندان که ... و هموتوپی های فرمول مستقیم، روش تابعͬ،

کنند. رجوع [۹۶ ،۹۲ ،۵۵ ،۴۴ ،۱۹
زمینه های در اساسͬ نقش کسری مرتبه با دیفرانسیل معادلات نظریه اخیر، سالهای طͬ در
زیست و شیمͬ ،΁فیزی در سیستم ها بیشتر ریاضͬ سازی مدل در و ͬ کند م بازی علوم مختلف
΁ی کسری دیفرانسیل معادلات دارد. اساسͬ اهمیت دی·ر علوم و پزش΄ͬ کنترل، شیمͬ،
چون ͬ کند، م تهیه فیزی΄ͬ فرآیندهای از ارثͬ خواص و حافظه توصیف برای ارزشمند ابزار
ͬ کند. م فراهم را سیستم ها از دقیق تری مدل و ضبط را فرآیندها از تاریخچه ای معادلات این
رفتار حفظ با محیط در موج انتشار و حرارت مدل سازی برای معادلاتͬ چنین مثال، برای
است. شده استفاده پخش فرآیند و پخش در آن ها مختلف تاثیرات و ارثͬ یا موضعͬ غیر
رياضͯ نزد ويژه اي اهميت از همواره معادلات نوع اين جواب هاي به يافتن دست بنابراين
عبارتند موجود تحلیلͬ و عددی روش های از برخͬ است. بوده برخوردار دانان فيزيك و دانان
ماتریسͬ، روش های هموتوپی، آنالیز هم م΄انͬ، کسری، دیفرانسیل تبدیل آدومیان، تجزیه از
،۳۹ ،۳۰ ،۱۲] مقالات به ͬ توان م راستا این در ͬ باشد. م و... ناوردا فضا زیر تغییراتͬ، تکرار

کرد. اشاره [۱۱۹ ،۱۰۲ ،۹۳ ،۶۵ ،۴۰
آنالیز روش کسری، دیفرانسیل معادلات برای جواب  ساختن و بررسͬ برای موثر روش ΁ی
آنالیز روش تعمیم کسری، دیفرانسیلͬ عمل·رهای از غیرموضعͬ طبیعت دلیل به است. گروهͬ
آسان کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات به صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات برای لͬ تقارن
معادلات در موجود کسری عمل·رهای برای امتداد فرمول ͬ بایست م منظور بدین نیست.
مشتق عمل·ر برای امتداد فرمول هم΄ارانش و گزیزوف ،۲۰۰۹ سال در آید. بدست دیفرانسیل

.[۳۸ ،۳۷] کردند ارائه کاپوتو و ریمن⁃لیوول کسری
حرارت) (انتقال انتشار دیفرانسیل معادلات دیفرانسیل، معادلات انواع مهمترین از ی΄ͬ
مانند دی·ر علوم در بل΄ه بوده، ریاضیدانان پژوهش موضوع تنها نه معادلات نوع این است.
گرفته قرار بررسͬ و مطالعه مورد نیز هیدرولوژی و زیستͬ علوم شیمͬ، ،΁فیزی مهندسͬ،



پیش·فتار ۱۴
زمینه های در که مسایلͬ بیشتر برای مناسب کاملا مدل ΁ی عنوان به معادلات نوع این است.
برای احتمال تابع توصیف همانند سیستم در مغناطیسͬ شار مانند ͬ شوند م ظاهر مختلف
رسوبات سازی مدل جمعیت، تکامل آب، ΁دینامی متخلخل، زنجیره ΁ی در ذرات موقعیت

ͬ شوند. م برده کار به معلق
صحیح مرتبه انتگرال های و مشتقات کردن جای·ذاری با که انتشاری معادلات همچنین
در مهم فیزی΄ͬ پدیده های توصیف برای ͬ آید م بدست کسری مرتبه انتگرال های و مشتقات با
محیط های متخلخل، و شیشه ای محیط های همانند فضایی نامنظم و تصادفͬ سیستم های
زمین و ژئوفیزی΄ͬ فرآیندهای پلیمر، بیولوژی΄ͬ، محیط های آشفته، مایعات و پلاسما فراکتال،
،۸۵ ،۸۴ ،۷۶ ،۷۷ ،۶۱ ،۶۰] است گرفته قرار استفاده مورد مول΄ولͬ ماکرو تراکم و شناسͬ
است شده مطالعه متنوعͬ تحلیلͬ و عددی روش های توسط کسری انتشار معادلات .[۱۱۵
کارهای معادلات این از تحلیلͬ جواب آوردن بدست برای حال این با ۱۱۳]؛ ،۶۳ ،۶۲ ،۸۲]

است. شده انجام کمͬ
است: شده سازماندهͬ صورت این به رساله مطالب

نحوه ی همچنین و شده بیان دیفرانسیل معادلات دستگاه و جت فضای مفهوم اول فصل در
براین علاوه است. شده آورده مثال همراه به متشابه های جواب و تقارن ها یافتن چ·ونگͬ
به دوم فصل ͬ شود. م ارائه کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب پایه های و مقدماتͬ مفاهیم
΁ی همچنین است. یافته اختصاص آن محاسبه روش های و پایستگͬ قوانین ͽجام بررسͬ
برای مختلف روش چندین ͬ شوند. م ارائه لازم مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف و پیشنیازها سری
قضیه پایستگͬ، قوانین ساختن برای مستقیم روش شد: خواهد معرفͬ پایستگͬ قوانین یافتن
هرمان⁃پل، اگوریتم نوتر، قضیه از بویر فرمول بندی نوتر، قضیه از نوتر فرمول بندی نوتر،
مثالͬ ذکر با را روش ها این کارایی و توانایی ابراگیموف. قضیه و شده بهینه مستقیم روش
و پتانسیل تقارن های پایستگͬ، قوانین از کاربردی عنوان به پایان در .[۱۱۰] ͬ کنیم م بررسͬ

ͬ کنیم. م معرفͬ را مرتبط غیرموضعͬ طور به دستگاه های
΁هایپرالاستی بستر روی بر برشͬ موج انتشار معادله تقارنͬ تحلیل به مفصل طور به سوم فصل
طبقه بندی نخست است. یافته اختصاص شد معرفͬ شویاکوف توسط که استوانه ای مختصات در
فرم های هم ارز تبدیلات محاسبه با سپس ͬ دهیم م ارائه آن مادی پارامترهای حسب بر مدل از
کاهش فرم های از ΁ی هر برای ͬ کنیم. م بیان پارامترها تعداد کاهش با را معادله از ساده تر

است. شده مقایسه و محاسبه پتانسیل دستگاه های و پایستگͬ قوانین تقارن، یافته
پایستگͬ قوانین و تقارن ها ͽجام بررسͬ و مطالعه حاضر، رساله محوری موضوعات از ی΄ͬ
پرداخته آن ها به پنجم و و چهارم فصل های که ͬ باشد م کسری مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادلات
کار به با را ریمن⁃لیوویل کسری مشتق عمل·ر برای امتداد فرمول منظور بدین است. شده
معادله برای ΁کلاسی لͬ تقارن آنالیز بردن کار به با سپس و بیان تیلور کسری بسط بردن
توسط و ͬ یابیم م را معادلات این از ΁کوچ بی نهایت مولدهای کسری، م΄ان⁃زمان آلن⁃کان
متغیرهای تعداد کاهش یا و معادله مرتبه کاهش به نسبت ΁کوچ بی نهایت مولدهای این



۱۵
بی نهایت مولدهای محاسبه همچنین ͬ کنیم. م اقدام اردلͬ⁃کوبر عمل·ر با معادله مستقل
کسری زمان ۲ ۱⁃ساتسوما هیروتا دستگاه با را کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه از ΁کوچ

داده ایم. توضیح [۱۰۷] در
انتقال معادلات پایستگͬ قوانین و تقارن ها فراگیر و ͽجام تحلیل و تجزیه به ششم، فصل
تبدیلات شامل که است بافته اختصاص گرما منبع ΁ی وجود با ناهمسانگرد غیرخطͬ حرارت
۳ درودنیستین، مقاله طبق یافته کاهش معادلات و تقارن ها از کامل بندی طبقه هم ارز،

.[۴۲] ͬ باشد م مستقیم روش با معادله هم·ن فرم پایستگͬ قوانین و غیرخطͬ خودالحاقͬ
ناهمسانگرد غیرخطͬ حرارت انتقال معادله پایستگͬ قوانین و تقارن ها آنالیز هفتم فصل
را مذکور مدل هم ارز تبدیلات سپس و ارائه را معادله کلͬ فرم ابتدا که است کسری زمان
آورده ایم بعدی سه و بعدی ΁ی حالت در را تقارن ها از طبقه بندی ادامه در کرده ایم. محاسبه
مدل نظیر پایستگͬ قوانین نهایت در نموده ایم محاسبه را آن یافته کاهش فرم های برخͬ و

است. رسیده ثبت به [۴۳] مقاله در فصل این نتایج است. شده ارائه آن هم·ن
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۱ فصل
پیشنیازها

ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد بعدی فصل های در که مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف فصل، این در
حساب و دیفرانسیل معادلات دستگاه تقارن های مجزا بخش دو از فصل این ͬ شوند. م بیان

است. شده تش΄یل کسری انتگرال و دیفرانسیل

دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱ .۱
کرد. خواهیم دیفرانسیل معادلات در آن کاربرد و لͬ گروه های به کوتاه نگاهͬ بخش این در
دیفرانسیل معادلات دستگاه برای را لͬ تقارن آنالیز و پارامتری ΁ی لͬ گروه  تبدیلات بدین منظور
هم ارز تبدیلات معرفͬ با و کرده محاسبه را دستگاه ها این از ناوردا جواب های و ͬ کنیم م بیان

ͬ رسانیم. م پایان به را بخش این
مختصرنویسͬ بر بنای ازآنجاکه منیفلد هاست هندسۀ به کامل اشراف مستلزم رساله این مطالعۀ
مماس فضای برداری، میدان های منیفلدها، چون پایه تعاریف با بیشتر آشنایی برای لذا داریم

ͬ دهیم. م ارجاع [۹۷ ،۹۶ ،۶۹] همچون پایه هندسه کتاب های به را خواننده ... و

لͬ گروه تبدیلات ۱ .۱ .۱
صحبت دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی تقارن گروه های مورد در مختصر طور به بخواهیم اگر
این ͬ کنند. م تبدیل هم به را دستگاه جواب های که هستند تبدیلاتͬ شامل ها گروه این کنیم،

۱



پیشنیازها ۲
نحوه ی و تعریف به نهایت در است. امتداددهͬ و جت فضاهای از تعاریفͬ ارائه مستلزم کار
گرفته صورت تحقیق و تعاریف ͬ کنیم. م اشاره دیفرانسیل معادلات دستگاه تقارن های محاسبه

است. [۱۰۱ ،۱۰۰ ،۹۸ ،۹۷ ،۹۶ ،۵۱ ،۱۵ ،۱۴] ͽمراج برمبنای
گروه ΁ی G باشد، گروه جبری ساختاری دارای G r⁃بعدی هموار منیفلد اگر .۱ .۱ .۱ تعریف

زیر نگاشت دو هر هرگاه دارد نام r⁃پارامتری لͬ
m : G×G −→ G, m(g, h) = g · h, ∀g, h ∈ G,

i : G −→ G, i(g) = g−1, ∀g ∈ G,

باشند. هموار
که باشد uν (ν = 1, . . . , q) وابسته متغیرهای از برداری تابعͬ u =

(
u1, . . . , uq

) کنید فرض
تبدیلات از G مجموعه ی ΁ی هستند. x =

(
x1, . . . , xp

) مستقل متغیرهای از توابعͬ به صورت
ͬ کنند: م عمل (x, u) نقاط روی زیر به صورت که ب·یرید نظر در را Tε وارون پذیر

Tε :
x̄j = ϕj (x, u; ε) , ϕj |ε=0 = xj , j = 1, . . . , p;

ūν = ψν (x, u; ε) , ψν |ε=0 = uν , ν = 1, . . . , q,
(۱ .۱)

.ε ∈ V ⊂ R یعنͬ: است ε = 0 حول V باز همسای·ͬ ΁ی به متعلق ε پارامتر آن در که
به هرگاه ͬ دهند م تش΄یل G ی΁⁃پارامتری موضعͬ لͬ گروه ،(۱ .۱) تبدیلات .۲ .۱ .۱ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط ε, δ, ε+ δ ∈ G هر ازای
T0 = I ∈ G, TεTδ = Tε+δ ∈ G, T−1

ε = T−ε ∈ G,

است. تبدیلات همانͬ عنصر I آن در که
نامیم. سرتاسری) (شار سرتاسری ی΁⁃پارامتری گروه آنگاه ،V = R اگر

از همسای·ͬ در ε برحسب ψν (x, u; ε) و ϕj (x, u; ε) توابع تیلور سری نوشتن با .۳ .۱ .۱ تعریف
آورد: دست به را G گروه ΁کوچ بی نهایت تبدیلات ͬ توان م ε = 0

x̄j = xj + εξj (x, u) +O (ε) , j = 1, . . . , p;

ūν = uν + εην (x, u) +O (ε) , ν = 1, . . . ,m,

آن در که
ξj (x, u) =

∂ϕj (x, u, ε)

∂ε
|ε=0, ην (x, u) =

∂ψν (x, u, ε)

∂ε
|ε=0, (۲ .۱)

ͬ خوانیم. Gم گروه نظیر مماس بردای میدان و هستند (x, u) نقطه ي بر مماس بردار مؤلفه های



۳ دیفرانسیل معادلات تقارن های
اول مرتبه دیفرانسیل عمل·ر به صورت گاهͬ را (۲ .۱) مماس برداری میدان همچنین

X = ξj (x, u)
∂

∂xj
+ ην (x, u)

∂

∂uν
, (۳ .۱)

ی΁⁃پارامتری لͬ گروه (΁کوچ بی نهایت (عمل·ر ΁کوچ بی نهایت مولد را آن و ͬ دهیم م نشان
ͬ دهند م نامتناهͬ بعد با برداری فضای ΁ی تش΄یل ΁کوچ بی نهایت مولدهای این ͬ نامیم. م

ͬ شود. م تعبیر لͬ گروه ΁کوچ بی نهایت مولدهای مجموعه یا جبرلͬ به آن از که
فضای یافتن با یعنͬ .g ≃ TeG صورت این در باشد لͬ گروه ΁ی G هرگاه [۶۹] .۱ .۱ .۱ قضیه

یافت. را آن لͬ جبر ͬ توان م گروه همانͬ عضو در لͬ گروه هر مماس

جبرلͬ ۲ .۱ .۱
از (جابجاگر) لͬ کروشه عمل·ر ،X,Y ΁کوچ بی نهایت مولدهای با تبدیلات از لͬ گروه برای

ͬ شود: م تعریف زیر ش΄ل به Y و X
[X,Y ] = XY − Y X.

است [, ] : g× g −→ g خطͬ دو عمل·ر با C یا R روی g برداری فضای لͬ، جبر .۴ .۱ .۱ تعریف
ͬ کند. م صدق زیر خواص در که

: دوخطͬ
∀a, b ∈ R, [aX + bY, Z] = a [X,Z] + b [Y, Z] .

پادمتقارن:
[X,Y ] = − [Y,X] .

ژاکوبی: اتحاد
[X, [Y, Z]] + [Z, [X,Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0.

بی نهایت مولد دو Y Xو براین علاوه است برداری میدان ΁ی برداری، میدان دو لͬ کروشه
گروه از ΁کوچ بی نهایت مولد Y و X لͬ کروشه آن گاه باشند، تبدیل گروه ΁ی نظیر ΁کوچ
بسته لͬ کروشه عمل تحت ΁کوچ بی نهایت مولدهای تمام مجموعه نتیجه در است. تبدیلات
نامیده جبرلͬ اضافͬ، جبری ساختار ΁ی با ΁کوچ بی نهایت مولدهای فضای بنابراین هستند
یافت. دست جدید ΁کوچ بی نهایت مولدهای ͬ توان م لͬ کروشه محاسبه با این رو از ͬ شود. م

است. جابجاگر جدول محاسبه متداول روش ΁ی
معرفͬ زیر به صورت تکراری اندیس روی ͽجم رساله متن تمام در و (۳ .۱) در .۱ .۱ .۱ ملاحظه

ͬ شود: م
ξj

∂

∂xj
=

p∑
j=1

ξj
∂

∂xj
, ην

∂

∂uν
=

q∑
ν=1

ην
∂

∂uν
.



پیشنیازها ۴
است: زیر صورت به (۳ .۱) کانونͬ ΁کوچ بی نهایت مولد

X =W ν ∂

∂uν
, W ν = ην − ξj

∂uν

∂xj
.

بی نهایت تبدیلات با ی΁⁃پارامتری لͬ گروه های که شده اثبات ΁کلاسی لͬ گروه آنالیز در
ͬ شوند. م تعیین ΁کوچ

زیر لͬ معادلات حل با (۳ .۱) مفروض مولد نظیر (۱ .۱) تبدیلات گروه [۶۹] .۲ .۱ .۱ قضیه
ͬ آید: م به دست

∂x̄j

∂ε
= ξj (x̄, ū) , x̄j |ε=0 = xj , j = 1, . . . , p;

∂ūν

∂ε
= ην (x̄, ū) , ūν |ε=0 = uν , ν = 1, . . . , q.

در داد. نمایش نامتناهͬ توانͬ سری های به وسیله را لͬ معادلات جواب ͬ توان م همچنین
نمایی نگاشت با مولد ΁ی برای تبدیل گروه صورت این

x̄ = exp (εX) (x) , ū = exp (εX) (u) ,

آن در که به طوری ͬ شود م داده نمایش
exp (εX) = 1 +

ε

1!X +
ε2

2!X
2 + · · ·+ εs

s!
Xs + · · · .

نمایی نگاشت ۳ .۱ .۱
exp : g −→ Gنگاشت صورت این در ͬ گیریم، م نظر در را g لͬ جبر Gبا لͬ گروه .۵ .۱ .۱ تعریف
آن گاه باشند، e ∈ G همسای·ͬ ΁ی U ،0 ∈ g همسای·ͬ ΁ی V اگر گوییم. نمایی نگاشت را

ͬ کند. م برقرار V ، U بین دیفئومورفیسم ΁ی exp
برای صورت این در باشد. g لͬ جبر با همبند لͬ گروه ΁ی G کنید فرض [۹۷] .۳ .۱ .۱ قضیه
است، نمایی نگاشت های ترکیب به صورت بیان قابل g مانند G عضو هر X1, . . . , Xk ∈ g هر

که: معنا بدین
g = exp(X1) ◦ · · · ◦ exp(Xk).

نگاشت های محاسبه با ͬ توان م لͬ جبر ΁ی اعضای داشتن با که است آن فوق قضیه تعبیر
به دست آورد. را گروه تبدیل ضابطه هم در آن ها ضرب و عضو هر با متناظر نمایی

جت فضای ۴ .۱ .۱
تعداد دارای ،f(x1, · · · , xp) p⁃متغیره مقدار حقیقͬ هموار تابع ΁ی

pk =

(
p+ k − 1

k

)



۵ دیفرانسیل معادلات تقارن های
به صورت مشتقات این است. متغیرهایش به نسبت k⁃ام مرتبه از متمایز جزئͬ مشتق

∂Jf(x) =
∂kf

∂xj1∂xj2 · · · ∂xjk
,

و 1 6 jk 6 p شرایط با J = (j1, · · · , jk) متقارن چندگانه اندیس های با که بود خواهند
(u1, · · · , uq) وابسته متغیر q اگر بنابراین شده اند. گذاری نماد #J ≡ k مرتبه از 0 6 k 6 p

تمامͬ دادن نشان برای (1 6 ν 6 q) ،uνJ متمایز متغیر qk = qpk تعداد به باشیم داشته را
داریم. نیاز u = f (x) تابع ΁ی از uνJ = ∂Jf

ν (x) متمایز k⁃ام مرتبه مشتقات
n⁃ام مرتبه جت فضای ،E = X × U ≃ Rp × Rq کامل فضای برای

J (n) = J (n)E = X × U (n),

بعد از اقلیدسͬ فضای ΁ی
p+ p(n) ≡ p+ q

(
p+ n

n

)
,

uνJ مشتق مختصات و uν وابسته متغیر q ،xj مستقل متغیر p شامل آن مختصات که است
و ͬ شوند م داده نمایش u(n) با U (n) (تار) عمودی فضای در نقاط است. 1 6 J 6 n مرتبه از
n⁃ام مرتبه جت فضای به هستند. n مرتبه تا آن ها مشتقات و وابسته متغیر های همه شامل
مختصات بنابراین ͬ گوییم. م n⁃ام مرتبه تا تابع امتداد مستقلش متغیرهای منهای تابع ΁ی

ͬ شوند. م داده نمایش (x, u(n)) با z ∈ J (n) معمولͬ نقطه
از باز مجموعه زیر ΁ی روی که F : J (n) → R مقدار حقیقͬ هموار تابع ΁ی .۶ .۱ .۱ تعریف
ͬ شود. م نامیده n⁃ام مرتبه دیفرانسیلͬ تابع ΁ی است، شده تعریف n⁃ام مرتبه جت فضای

حاصل n⁃ام مرتبه دیفرانسیلͬ تابع ΁ی قراردادن صفر از n مرتبه دیفرانسیلͬ معادله هر
ͬ شود. م

گروه عمل دهͬ امتداد ۵ .۱ .۱
فضای از O ⊂ X × U باز مجموعۀ زیر ΁ی روی که باشد تبدیلات گروه ΁ی G کنیم فرض
مرتبه جت فضای روی G گروه از شده القا عمل ΁ی ͬ کند. م عمل وابسته و مستقل متغیرهای
را آن و ͬ شود م نامیده O روی G گروه عمل از n⁃ام مرتبه امتداد که دارد وجود O(n) n⁃ام

تابع مشتقات که است شده تعریف چنان امتداددهͬ این ͬ دهیم. م نمایش G(n) یا pr(n)G با
از منظور دی·ر بیان به ͬ کند. م متناظر ū = f̄(x) یافته تبدیل تابع مشتقات به را u = f(x)

u = f(x) تابع n⁃ام مرتبه تا جزئͬ مشتقات روی به آن عمل تعمیم گروه، ΁ی عمل امتداد
تبدیل تابع است همانͬ همسای·ͬ در که باشد G تبدیلات گروه از عنصر ΁ی g اگر پس است.



پیشنیازها ۶
درنظر با آنگاه ͬ شود. م تعریف (x̄0, ū0) = g.(x0, u0) متناظر نقطۀ همسای·ͬ در نیز g.f آن

به صورت: O روی آن امتداد ،g : O → O به صورت تابع ΁ی عنوان به g گرفتن
g(n) : O(n) → O(n),

ͬ شود. م تعریف (x0, u(n)0 ) ∈ O(n) دلخواه نقطۀ هر ازای به g(n).(x0, u(n)0 ) = (x̄0, ū
(n)
0 ) ضابطه با

تقارن ها و برداری میدان های امتداد ۶ .۱ .۱
آن ها از که داد امتداد ͬ توان م نیز را برداری میدان های که ͬ دهیم م نشان بخش، این در
گام نخستین فرآیند این که است ذکر قابل ͬ شود. م یاد ΁کوچ بی نهایت مولدهای به عنوان

ͬ شود. م محسوب دیفرانسیل معادلات تقارن های یافتن راستای در
روی هموار تابعͬ F (x, u(n)) و بوده باز مجموعه ای O ⊂ E که کنید فرض .۷ .۱ .۱ تعریف
نمایش DjF (x, u

(n+1)) با را آن که xj به نسبت F کامل مشتق از منظور باشد. J (n)(O)

که است مهم ویژگͬ این دارای و شده تعریف J (n+1)(O) روی که است هموار تابعͬ ͬ دهیم،  م
آن گاه: باشد، هموار تابعͬ u = f(x) هرگاه

DjF (x, f
(n+1)(x)) =

∂

∂xj
[F (x, u(n))],

فرمول ͬ گردد، م حاصل زنجیری مشتق قاعده از متوسط به طور که زیر لم که است ذکر شایان
.[۹۷] ͬ نماید م ارائه مشتق عمل·ر ΁ی قالب در کامل مشتق محاسبه منظور به صریحͬ

J = (j1, . . . , jk) هرگاه ب·یرید. نظر در J (n)(O) جت فضای روی را F (x, u(n)) تابع .۱ .۱ .۱ لم
آن گاه: باشد. uνJ,j = ∂uνJ

∂xj
و بوده چندگانه اندیس ΁ی

DjF =
∂F

∂xj
+

q∑
ν=1

∑
J

uνJ,j
∂F

∂uνJ
,

J = (j1, . . . , jk) چندگانه اندیس به نسبت ͬ توان م را بالاتر مراتب کامل مشتق ترتیب، همین به
به صورت

DJ = Dj1 ·Dj2 · · ·Djk ,

نمود. بیان
میدان های امتداد محاسبه نحوه ی که بپردازیم قضیه ای ارائه به تا است مهیا شرایط اکنون

ͬ کند. م ارائه را برداری
گروه با O روی میدان برداری ΁ی Xو E = X ×U از باز زیرمجموعه ΁ی O اگر .۸ .۱ .۱ تعریف
میدان ΁ی ͬ دهیم، نشان م X(n) با که را X n⁃ام مرتبه امتداد باشد. exp(εX) ی΁⁃پارامتری



۷ دیفرانسیل معادلات تقارن های
[
exp(εX)

](n) ی΁⁃پارامتری گروه ΁کوچ بی نهایت مولد آن به که بوده J (n) (O) روی برداری
که: معنا بدین ͬ گویند. م

X(n)
∣∣∣
(x,u(n)

=
d

dε

∣∣∣
ε=0

[
exp(εX)

](n)
(x, u(n)), (x, u(n)) ∈ J (n)(O),

ͬ کنیم م فرض [۹۷] .۴ .۱ .۱ قضیه
X =

p∑
j=1

ξj(x, u)
∂

∂xj
+

q∑
ν=1

ην(x, u)
∂

∂uν
,

΁ی X میدان برداری n⁃ام امتدادمرتبه باشد. O ⊂ E باز زیرمجموعه روی میدان برداری ΁ی
ش΄ل به میدان برداری

X(n) = X +

q∑
ν=1

∑
J

ηνJ(x, u
(n))

∂

∂uνJ
(۴ .۱)

فرمول با (۴ .۱) در ηνJ ضرایب که است J (n)(O) روی

ηνJ(x, u
(n)) = DJ

(
ην −

p∑
j=1

ξjuνj
)
+

p∑
j=1

ξjuνJ,j ; (۵ .۱)

عبارت است ذکر شایان ͬ شوند. م ساخته

Qν = ην −
p∑
j=1

ξjuνj ,

ͬ نامیم. م X میدان برداری مشخصه را (۵ .۱) در
صورت این در باشند. O ⊂ E روی برداری میدان دو Y و X کنیم فرض [۹۷] .۵ .۱ .۱ قضیه

برقرارند: زیر ͬ های ویژگ n ∈ N هر برای
1)(aX + bY )(n) = aX(n) + bY (n), a, b ∈ R,

2) [X,Y ](n) =
[
X(n), Y (n)

]
.

تقارن ها برای ΁کوچ بی نهایت روش های ۷ .۱ .۱
΁کوچ بی نهایت ΁مح با PDE دستگاه ΁ی برای تقارن گروه یافتن جهت صریح فرمول
متغیر مشتقات فضای به ΁کوچ بی نهایت مولد امتداد بنابرین است شده پایه گذاری ناوردایی
ͬ توان م مفروض PDE دستگاه ΁ی برای که داد نشان لͬ است. اهمیت حائز دستگاه از وابسته
تحت ΁کوچ بی نهایت ناوردایی هم ارز و خطͬ شرایط با را ناوردایی پیچیده غیرخطͬ شرایط
کننده) (تعیین مشخصه معادلات دستگاه به که نمود جای·زین ΁کوچ بی نهایت مولدهای

ͬ شوند. م تعبیر تقارن گروه



پیشنیازها ۸

΁کوچ بی نهایت ناورداهای
متغیر هر برای اگر گوییم (۱ .۱) تبدیلات از G گروه ناوردای ΁ی را F (x, u) تابع .۹ .۱ .۱ تعریف

یعنͬ: F (x̄, ū) = F (x, u) باشیم داشته ε پارامتر و x, u
F (ϕ (x, u; ε) , ψ (x, u; ε)) = F (x, u) .

دیفرانسیل معادله در اگر تنها و اگر است G گروه ناوردای ΁ی F (x, u) تابع [۹۷] .۶ .۱ .۱ قضیه
اول مرتبه خطͬ جزئͬ

XF ≡ ξj (x, u)
∂F

∂xj
+ ην (x, u)

∂F

∂uν
= 0,

کند. صدق
باید باشد G تحت ناوردا ΁ی I = I (x, u) آن که برای فوق قضیه به بنا

p∑
j=1

ξj (x, u)
∂I

∂xj
+

q∑
ν=1

ην (x, u)
∂I

∂uν
= 0.

ͬ کنیم: م حل را زیر دستگاه I یافتن برای لذا
dx1

ξ1 (x, u)
= · · · = dxp

ξp (x, u)
=

du1

η1 (x, u)
= · · · = duq

ηq (x, u)
. (۶ .۱)

دیفرانسیل معادلات دستگاه
کنید فرض

R (x, u) := ∆σ
(
x, u, u(n)

)
, σ = 1, . . . , N, (۷ .۱)

وابسته متغیر ـ q و x =
(
x1, . . . , xp

) مستقل متغیر ـ p با دیفرانسیل معادله N شامل دستگاهͬ
x مستقل متغیرهای از متش΄ل E = X × U ≃ Rp+q اقلیدسͬ فضای باشد. u =

(
u1, . . . , uq

)
چنین جواب ͬ نامند. م ∆ = 0 دیفرانسیل معادلات دستگاه برای کامل فضای u وابسته ی و

آن در که است u = f(x) صورت به تابعͬ دستگاهͬ
uν = fν(x1, . . . , xp), ν = 1, . . . , q,

است. x = (x1, . . . , xp) مستقل متغیرهای از هموار تابعͬ
: دهند مͬ نمایش زیر نماد با را r مرتبه از u تابع جزئͬ مشتقات

∂ru =
{
uνj1,...,jr |ν = 1, . . . , q; j1, . . . , jr = 1, . . . , p

}
=

{
∂ruν (x)

∂xj1 , . . . , ∂xjr
|ν = 1, . . . , q; j1, . . . , jr = 1, . . . , p

}
.

مانند تبدیلات از موضعͬ گروهͬ ،∆ = 0 دیفرانسیل معادلات دستگاه برای تقارن گروه ΁ی
دستگاه از جواب هر که به طوری کرده عمل O مانند E از باز زیرمجموعه ΁ی روی که است G

ͬ کند. م تبدیل دی·ری جواب به را ∆ = 0



۹ دیفرانسیل معادلات تقارن های
هرگاه است ماکسیمال رتبه ی از ∆ : Jn −→ RN دیفرانسیل معادلات دستگاه .۱۰ .۱ .۱ تعریف

یعنͬ آن ژاکوبین ماتریس
J∆(x, u(n)) =

(∂∆σ

∂xj
,
∂∆σ

∂uνJ

)
N×(p+qp(n))

,

باشد. N رتبه از
دستگاه ΁ی ∆(x, u(n)) و باشد X ×U باز زیرمجموعه ΁ی O که کنید فرض [۹۷] .۷ .۱ .۱ قضیه
΁ی ،G صورت این در است. φ(∆) ⊂ O(n) که به طوری O روی N رتبه از دیفرانسیل معادلات
به است. ناوردا φ(∆) روی آن برداری میدان امتداد که است O روی تبدیلات از موضعͬ گروه
آن گاه باشد، g(n)(x, u(n)) ∈ φ(∆) ، g ∈ G تمام و (x, u(n)) ∈ φ(∆) هر ازای به که معنͬ این

است. فوق معادلات دستگاه تقارن گروه ΁ی G
دیفرانسیل معادلات از دستگاه ΁ی ناوردایی و تقارن گروه های بین ارتباط نحوۀ زیر قضیه

ͬ کند. م بیان را ΁کوچ بی نهایت مولدهای تحت
ماکسیمال رتبه ی از دیفرانسیل معادلات از دستگاه ΁ی ∆ = 0 کنیم فرض [۹۷] .۸ .۱ .۱ قضیه
باشد تبدیلات از موضعͬ گروه G اگر باشد، O مانند E از باز زیرمجموعه ΁ی در تعریف شده
به عنوان را G ،∆ = 0 آن گاه باشد، آن ΁کوچ بی نهایت مولد ΁ی X و کرده عمل O روی که

اگر ͬ پذیرد م تقارن گروه
X(n)(∆) = 0, هرگاه ∆ = 0.

با دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی از نقطه ای تقارن های یافتن جهت روشͬ فوق، قضیه
نیست نقطه ای تقارن های تمام یافتن برای تضمینͬ وجود این با ͬ دهد. م ارائه ماکسیمال رتبه

است. دی·ر شرایط مستلزم و
نام حل پذیر موضعͬ به طور (x0, u(n)0

) نقطه در (۷ .۱) ∆ معادلات دستگاه .۱۱ .۱ .۱ تعریف
شرط در و شده تعریف x0 نقطه در که باشد u = f (x) مانند جوابی داراي ∆ = 0 هرگاه دارد؛
حل پذیر موضعͬ طور به نقطه هر در ∆ = 0 دستگاه اگر همچنین، کند. صدق u

(n)
0 = f (n) (x0)

ͬ نامیم. م حل پذیر را ∆ = 0 باشد
دارد نام ناتباهیده موضعͬ به طور (x0, u(n)0

) نقطه در (۷ .۱) معادلات دستگاه .۱۲ .۱ .۱ تعریف
معادلات دستگاه همچنین باشد. حل پذیر موضعͬ طور به و بوده ماکسیمال رتبه از هرگاه

باشد. ناتباهیده آن دیفرانسیلͬ نتایج تمام و دستگاه هرگاه نامیم سراسری ناتباهیده ∆ = 0

گیرم. مͬ نظر در ناتباهیده را دیفرانسیل معادلات دستگاه های تمام رساله تمام در
΁کوچ بی نهایت تقارن های تمام مجموعه امتدادیافته، برداری میدان های خواص مطابق

ͬ دهند. م جبرلͬ ΁ی تش΄یل ناتباهیده معادلات دستگاه ΁ی



پیشنیازها ۱۰
تعریف شده ناتباهیده دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی ∆ = 0 کنیم فرض [۱۵] .۹ .۱ .۱ قضیه
O روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه G اگر باشد، O مانند E از باز زیرمجموعه ΁ی در

اگر تنها و اگر ͬ پذیرد م تقارن گروه به عنوان را G ،∆ = 0 آن گاه کرده عمل
X(n)(∆) = 0, هرگاه ∆ = 0,

باشد. آن ΁کوچ بی نهایت مولد ΁ی X که
دیفرانسیل معادلات دستگاه نقطه ای). تقارن های یافتن برای لͬ (ال·وریتم ۱ .۱ .۱ ال·وریتم

ب·یرید. نظر در را (۷ .۱) ناتباهیده
ͬ گیریم م نظر در زیر به صورت را (۷ .۱) معادلات دستگاه از ΁کوچ بی  نهایت مولد .۱

X =

p∑
j=1

ξj (x, u)
∂

∂xj
+

q∑
ν=1

ην (x, u)
∂

∂uν
,

و x به وابسته نامشخص توابعͬ ην (x, u) و ξj (x, u) ΁کوچ بی نهایت ضرایب آن در که
هستند. u

دستگاه معادلات از ΁ی هر روی ۴ .۱ .۱ قضیه طبق شده داده X(n) n⁃ام مرتبه امتداد اثر .۲
ͬ شود م زیر ΁کوچ بی نهایت ناوردایی ΁مح به منجر ∆ = 0

X(n)∆σ
(
x, u, u(1), . . . , u(n)

)
|∆µ=0 = 0, σ, µ = 1, 2, . . . , N.

دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی به و ͬ دهیم م قرار صفر با متحد را uνJ مانده باقͬ ضرایب .۳
دستگاه به که ͬ رسیم م ην (x, u) و ξj (x, u) نامعلوم توابع برای جزئͬ مشتقات خطͬ

است. موسوم (تعیین کننده) مشخصه معادلات
ͬ یابیم. م دست ην (x, u) و ξj (x, u) عمومͬ جواب های به مشخصه معادلات دستگاه حل با .۴
۳ .۱ .۱ قضیه از استفاده با را تقارن ها این نظیر سرتاسری تبدیلات گروه درنهایت، .۵

ͬ کنیم. م محاسبه
به دست جدید مستقل متغیر p−1 برحسب را u متغیر (۶ .۱) نظیر لͬ معادلات ساخت با .۶

ͬ آوریم. م
کاهش یافته صورت به تا نموده بازنویسͬ جدید مختصات در (۷ .۱) معادلات دستگاه .۷

یابیم. دست دستگاه
مشهورند لͬ یا هندسͬ نقطه ای، تقارن های به ͬ شوند م محاسبه روش این با که تقارن هایی

هستند. کاربردی بسیار و ͬ شود م شامل را تقارن ها از وسیعͬ دسته که



۱۱ دیفرانسیل معادلات تقارن های
انتشار معادله .۱ .۱ .۱ مثال

ut = uxx + u2x, (۸ .۱)
پتانسیل معادله به و شده تعریف E ≃ R2 × R کامل فضای روی که است غیرخطͬ معادله ای

برداری میدان که است لازم بنابراین است، دو مرتبه معادله چون است. معروف برگر
X = ξ1(x, t, u)

∂

∂x
+ ξ2(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
,

را تقارن ها ۴ .۱ .۱ قضیه از استفاده با و داده امتداد دو مرحله تا ͬ شود م تعریف E روی که را
بیابیم.

با: است برابر X دوم مرتبه امتداد
X(2) = X + ϕx

∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
,

است، Q = ϕ− ξ1ux− ξ2ut ، X برداری میدان مشخصه این که و (۵ .۱) فرمول از استفاده با و
ͬ آوریم. م به دست زیر در را ϕx, ϕt, ϕxx, ϕxt, ϕtt یعنͬ X2 ضرایب

ϕx = DxQ+ ξ1uxx = ϕx + (ϕu − ξ1x)ux − ξ2xut − ξ1uu
2
x − ξ2uu− xut,

ϕt = DtQ+ ξ1uxt + ξ2utt = ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu
2
t ,

ϕxx = D2
xQ+ ξ1uxxx + ξ2uxxt = ϕxx + (2ϕxuξ

1
xx)ux − ξ2xxut + (ϕuu − 2ξ1xu)u

2
x

− 2ξ2xuuxut − ξ1uuu
3
x − ξ2uuu

2
xut + (ϕu − 2ξ1x)uxx − 2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx − 2ξ2uuxuxt,

ϕxt = DxDtQ+ ξ1uxxt + ξ2uxtt = ϕxt + (ϕut − ξ1xt)ux + (ϕxu − ξ2xt)ut

− ξ1utu
2
x − ξ2xuu

2
t + (ϕuu − ξ1xu − ξ1ut)uxut − ξ1uuu

2
xut − ξ2uuuxu

2
t − ξ1t uxx

+ (ϕu − ξ1x − ξ2t )uxt − ξ1uuxxut − 2ξ1uuxuxt − 2ξ2uutuxt − ξ2xutt − ξ2uuxutt,

ϕtt = D2
tQ+ ξ1uttt + ξ2uxtt = ϕtt + (2ϕut − ξ1tt)ut − ξ1ttux + (ϕuu − 2ξ2ut)− 2ξ1utuxut

− ξ2uuu
3
t − ξ1uuuxu

2
t + (ϕu − 2ξ2t )utt − 2ξ1t uxt − 3ξ2uututt − ξ1uuxutt − 2ξ1uutux.

داریم: برگر معادله بر X(2) اثر بر حال
ϕt = ϕxx + 2uxϕ

x,

ͬ رسیم م زیر خطͬ PDE دستگاه به (۸ .۱) در امتداد ضرایب جای·ذاری با
ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu

2
t = ϕxx + (2ϕxu − ξ1xx)ux − ξ2xxut

+(ϕuu − 2ξ1xu)u
2
x − 2ξ2xuuxut

−ξ1uuu3x − ξ2uuu
2
xut + (ϕu − 2x)uxx

−2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx − ξ2uutuxx

−2ξ2uuxuxt + 2ϕxux + 2(ϕu − ξ1x)u
2
x

−2ξ2xutux − 2ξ1uu
3
x − 2ξ2uu

2
xut,



پیشنیازها ۱۲
داریم: فوق دستگاه در ut = u2x + uxx جای·ذاری با

ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu
2
t = ϕxx + (2ϕxu − ξ1xx)ux − ξ2xxut

+(ϕuu − 2ξ1xu)ut − (ϕuu − 2ξ1xu)uxx

−2ξ2xuuxut − ξ1uuu
3
x − ξ2uuu

2
t + ξ2uuutuxx

+(ϕu − 2ξ1x)uxx − 2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx

−ξ2uutuxx − 2ξ2uuxuxt + 2ϕxux

+2(ϕu − ξ1x)ut − 2(ϕu − ξ1x)uxx

−2ξ2xutux − 2ξ1uu
3
x − 2ξ2uu

2
t + 2ξ2uutuxx,

ͬ رسیم: م زیر جدول به بالا تساوی طرف دو در u تابع مشتقات ضرایب دادن قرار مساوی با حال
جمله ای ها تک ضرایب

۱ ϕxx = ϕt (۱)
ux 2ϕxu − ξ1xx + 2ϕx = −ξ1t (۲)
ut ξ2xx + ϕuu − 2ξ1xu + 2ϕu − 2ξ1x = ϕu − ξ2t (۳)
uxut −2ξ2xu − 2ξ2x = ξ1u (۴)
u2t −ξ2uu − 2ξ2u = ξ2u (۵)
uxx 2ξ1xu − ϕuu + ϕu − 2ξ1x − 2ϕu + 2ξ1x = 0 (۶)
u3x ξ1uu − 2ξ1u = 0 (۷)

utuxx ξ2uu − ξ2u − 2ξ2u = 0 (۸)
uxt −2ξ2x = 0 (۹)
uxuxx −3ξ1u = 0 (۱۰)
uxuxt −2ξ2u = 0 (۱۱)

هم چنین است. مستقل u و x به نسبت ξ2 که ͬ شود م مشخص (۱۱) و (۹) معادله ی از
نتیجه (۶) معادله ی از است. مستقل u به نسبت ξ1 که ͬ شود م مشخص (۱۰) معادله ی از
ͬ شود م نتیجه (۳) معادله ی از سپس .ϕ = α(x, t)e−u + β(x, t) بنابراین ϕu = −ϕuu ͬ شود م
معادله ی به توجه با این رو از .ξ1xx = 0 یعنͬ است اول درجه از x به نسبت ξ1 لذا ξ2t = 2ξ1x که

صورت: این در و ξ1t = −2ϕxu − 2ϕx ͬ شود م نتیجه (۲)
ξ1t = −2ϕxu − 2ϕx = −2βx ⇒ β = −1

8ξ
2
ttx

2 − 1
2σtx+ ρ (t) ,

داریم: بنابرایت .ϕt = ϕxx و
ξ1 = c1 + c4x+ 2c5 + 4c6xt,

ξ2 = c2 + 2c4t+ 4c6t
2,

ϕ = α(x, t)e−u + c3 − c5x− 2c6t− c6x
2,



۱۳ دیفرانسیل معادلات تقارن های
αt = αxx حرارت معادله از دلخواهͬ جواب α(x, t) و هستند دلخواه ثابت هایی c1, . . . , c6 که

ͬ شود: م تولید زیر بردارهای توسط تقارن ها لͬ جبر فضای بنابراین است.
X1 = ∂x, X2 = ∂t,

X3 = ∂u, X4 = x∂x + 2t∂t,

X5 = 2t∂x − x∂u, X6 = 4tx∂x + 4t2 − (x2 + 2t)∂u,

Xα = α(x, t)e−u∂u.

داریم: برداری میدان های این نظیر نمایی تابع محاسبه با نهایت در
g1 := exp(εX1)(x, t, u) = (x+ ε, t, u),

g2 := exp(εX2)(x, t, u) = (x, t+ ε, u),

g3 := exp(εX3)(x, t, u) = (x, t, u+ ε),

g4 := exp(εX4)(x, t, u) = (eεx, e2εt, u),

g5 := exp(εX5)(x, t, u) = (x+ 2εt, t,−yε2 − xε+ u),

g6 := exp(εX6)(x, t, u) =

(
x

1 + 4εt
,

t

1 + 4εt
, u

√
1 + 4εt exp

{
−εx2

1 + 4εt

})
,

gα := exp(εXα)(x, t, u) = (x, t, u+ εα(x, t)).

این در دهیم، اثر آن روی را تقارن ها و باشد مذکور معادله ی برای جواب ΁ی u = f(x, t) اگر
ͬ آید: م به دست زیر ش΄ل به معادله برای جدید جواب ΁ی صورت

u1 = f(x− ε, t),

u2 = f(x, t− ε),

u3 = f(x, t− ε),

u4 = f(e−εx, e−2εt),

u5 = f(x− 2εt, t) + εx− ε2t,

u6 =
1√

1 + 4εt
exp

{
−εx2

1 + 4εt

}
f

(
x

1 + 4εt
,

t

1 + 4εt

)
,

uα = f(x, t) + +εα(x, t).

΁ی u6 به توجه با لذا است. (۸ .۱) معادله از جواب ΁ی u = c که است بدیهͬ مثال به عنوان
ͬ آید. م به دست u =

c√
1 + 4εt

exp

{
−εx2

1 + 4εt

}
ش΄ل به جدید جواب

مهندسͬ آلودگͬ، انتقال مسائل در گسترده ای کاربرد که پخش⁃واکنش معادله .۲ .۱ .۱ مثال
است: شده معرفͬ زیر به صورت دارد حرارت انتقال و شیمͬ

ut − uxx = u3. (۹ .۱)
تعریف E ≃ R2 × R کامل فضای روی که است ناتباهیده و غیرخطͬ معادله ای معادله، این

برداری میدان است لازم بنابراین است، دوم مرتبه معادله چون و شده
X = ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂t
+ η(x, t, u)

∂

∂u
,



پیشنیازها ۱۴
تقارن ها (۷ .۱ .۱) ال·وریتم از استفاده با و داده امتداد دوم مرحله تا ͬ شود م تعریف E روی که را

بیابیم. را
با: است برابر X دوم مرتبه امتداد

X(2) = X + ηx
∂

∂ux
+ ηt

∂

∂ut
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxt

∂

∂uxt
+ ηtt

∂

∂utt
,

است، Q = η − ξux − τut ، X برداری میدان مشخصه این که و (۵ .۱) فرمول از استفاده با و
ͬ آوریم. م به دست زیر در را ηx, ηt, ηxx, ηxt, ηtt یعنͬ X2 ضرایب

ηx = DxQ+ ξuxx = ηx + (ηu − ξx)ux − τxut − ξuu
2
x − ξ2uu− xut,

ηt = DtQ+ ξuxt + τutt = ηt − ξtux + (ηu − τt)ut − ξuuxut − τuu
2
t ,

ηxx = D2
xQ+ ξuxxx + τuxxt = ηxx + (2ηxuξxx)ux − τxxut + (ηuu − 2ξxu)u

2
x

− 2τxuuxut − ξuuu
3
x − τuuu

2
xut + (ηu − 2ξx)uxx − 2τxuxt − 3ξuuxuxx − 2τuuxuxt,

ηxt = DxDtQ+ ξuxxt + τuxtt = ηxt + (ηut − ξxt)ux + (ηxu − τxt)ut

− ξutu
2
x − τxuu

2
t + (ηuu − ξxu − ξut)uxut − ξuuu

2
xut − τuuuxu

2
t − ξtuxx

+ (ηu − ξx − τt)uxt − ξuuxxut − 2ξuuxuxt − 2τuutuxt − τxutt − τuuxutt,

ηtt = D2
tQ+ ξuttt + τuxtt = ηtt + (2ηut − ξtt)ut − ξttux + (ηuu − 2τut)− 2ξutuxut − τuuu

3
t

− ξuuuxu
2
t + (ηu − 2τt)utt − 2ξtuxt − 3τuututt − ξuuxutt − 2ξuutux.

داریم: پخش⁃واکنش معادله بر X(2) اثر بر حال
ηt − ηxx = 3u2η,

معادلات دستگاه فوق، ناوردایی ΁مح در ut − uxx = u3 و امتداد ضرایب جای·ذاری با و
ͬ آید: م به دست زیر به صورت مشخصه

u3τuu − ηuu + ξxu = 0,

2ξx − u3τu + τxx − τt = 0,

2u3τxu − ξt − u3ξu + ξxx − 2ηxu = 0,

ηt − ηxx − 3u2ηu + u3ηu − u3τt − u6τu+ u3τxx = 0,

ξuu = 0, ξu + τxu = 0, τx = 0, τu = 0, τuu = 0,

پخش⁃ معادله برای زیر مولدهای با تقارن ها از بعدی سه لͬ جبر ، مشخصه دستگاه حل با
ͬ آید: م به دست (۹ .۱) واکنش

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = x∂x + 2t∂t − u∂u.



۱۵ دیفرانسیل معادلات تقارن های
داریم: برداری میدان های این نظیر نمایی تابع محاسبه با علاوه براین،
g1 := exp (εX1) (x, t, u) = (x+ ε, t, u) ,

g2 := exp (εX2) (x, t, u) = (x, t+ ε, u) ,

g3 := exp (εX3) (x, t, u) =
(
eεx, e2εt, e−εu

)
.

این در دهیم، اثر آن روی را تقارن ها و باشد مذکور معادله ی برای جواب ΁ی u = f (x, t) اگر
ͬ آید: م به دست زیر ش΄ل به معادله برای جدید جواب ΁ی صورت

u1 = f (x− ε, t) ,

u2 = f (x, t− ε) ,

u3 = f
(
e−εx, e−2εt, eεu

)
.

بالاتر مرتبه تقارن های و برخوردی تقارن های ۸ .۱ .۱
هستند. نقطه ای تقارن های از تعمیمͬ که ͬ شوند م معرفͬ تقارن ها از دی·ر نوعͬ ادامه در
متغیرهای از فقط توابعͬ نقطه ای تقارن های از  ΁کوچ بی نهایت ضرایب ͬ دانیم، م که همانطور
 ΁کوچ بی نهایت ضرایب وابستگͬ با نقطه ای تقارن مفهوم از طبیعͬ تعمیم ΁ی هستند. u و x
x, u از هموار تابعͬ به صورت P نمایانگر P [u] مفهوم اینجا، در ͬ شود. م حاصل u مشتقات به

است. u مشتقات و
به صورت تعمیم یافته برداری میدان ΁ی .۱۳ .۱ .۱ تعریف

X =

p∑
j=1

ξj [u]
∂

∂xj
+

q∑
ν=1

ην [u]
∂

∂uν
, (۱۰ .۱)

هستند. هموار توابع ην و ξj توابع که قسمͬ به ͬ شود م بیان
تعمیم یافته برداری میدان ΁ی n⁃ام مرتبه امتداد هموار، برداری میدان ΁ی امتداد همانند

ش΄ل به X
X(n) = X +

q∑
ν=1

∑
1≤|J |≤n

ηνJ [u]
∂

∂uνJ
,

ͬ شوند: م محاسبه زیر فرمول با آن ضرایب به طوری که است
ηνJ = DJ

ην − p∑
j=1

ξjuνj

+

p∑
j=1

ξjuνJ,j . (۱۱ .۱)

زیر بی نهایت مجموع به صورت تعمیم یافته برداری میدان ΁ی بی نهایت مرتبه امتداد به ویژه،
است

v(∞) =

p∑
i=1

ξi
∂

∂xi
+

q∑
ν=0

∑
|J |≥1

ηνJ
∂

∂uαJ
,

ͬ شود. م بیان (۱۱ .۱) فرمول با ηαJ که



پیشنیازها ۱۶
برداری میدان ΁ی q = 1 یعنͬ باشیم، داشته وابسته متغیر ΁ی فقط هرگاه [۱۵] .۱۰ .۱ .۱ قضیه
اول) (مرتبه برخوردی تبدیلات ی΁⁃پارامتری گروه از کوچ΄ͬ بی نهایت مولد X تعمیم یافته
کنند: صدق زیر روابط در η [u] = η (x, u, ∂u) و ξj [u] = ξj (x, u, ∂u) توابع اگر تنها و اگر است

∂η [u]

∂ul
−

p∑
j=1

uj
∂ξj [u]

∂ul
, l = 1, . . . , p.

برای بالاتر مرتبه ΁کوچ بی نهایت تقارن ΁ی X تعمیم یافته برداری میدان .۱۴ .۱ .۱ تعریف
معادلات دستگاه

∆σ [u] = 0, σ = 1, . . . , N,

رابطه اگر تنها و اگر است،
X(∞)(∆σ) [u] = 0, σ = 1, . . . , N,

Xمولد هرگاه ،q = 1 برای به ویژه، باشد. برقرار ∆σ [u] = 0 معادلات دستگاه جواب فضای روی
بی نهایت تقارن را X باشد، برخوردی تبدیلات از ی΁⁃پارامتری گروه ΁ی ΁کوچ بی نهایت

نامند. برخوردی ΁کوچ
معرفͬ به حال است. بالاتر مرتبه یا برخوردی نقطه ای، تقارن ΁ی موضعͬ، تقارن ΁ی

ͬ پردازیم. م ξj [u] = 0 با تعمیم یافته برداری میدان
تعمیم یافته برداری میدان .۱۵ .۱ .۱ تعریف

XQ =

q∑
ν=1

Qν [u]
∂

∂uν
, (۱۲ .۱)

Q [u] = (Q1 [u] , · · · , Qq [u]) دیفرانسیل پذیر هموار توابع و تکاملͬ یافته تعمیم  برداری میدان ΁ی را
ͬ نامند. م آن مشخصۀ را

مشخصه که دارد XQ به صورت تکاملͬ نمایش ΁ی (۱۰ .۱) X تعمیم یافته برداری میدان هر
به صورت Q

Q [u] =
(
Q1 [u] , . . . , Qq [u]

)
=

η1 − p∑
j=1

ξju1j , . . . , η
q −

p∑
j=1

ξjuqj

 ,

ͬ گردد. م بیان
زیر نقطه ای تبدیلات از پارامتری ΁ی گروه

x̄ = exp (εX)x,

ū = exp (εX)u, (۱۳ .۱)



۱۷ دیفرانسیل معادلات تقارن های
΁کوچ بی نهایت مولد با

X =

p∑
j=1

ξj(x, u)
∂

∂xj
+

q∑
ν=1

ην(x, u)
∂

∂uν
,

رویه ای u = f (x) همچنین .u =
(
u1, . . . , uq

) و x =
(
x1, . . . , xp

) آن در که ب·یرید، نظر در
X ×U فضای در u = g (x; ε) رویه های از خانواده ای به u = f (x) رویه باشد. X ×U فضای در
طبق را (۱۳ .۱) روابط ͬ شود. م تصویر exp (εX) نقطه ای تبدیلات از ی΁⁃پارامتری گروه تحت

کرد بازنویسͬ زیر ش΄ل به ͬ توان م تبدیلات ی΁⁃پارامتری گروه خاصیت
x = exp (−εX) x̄ = x̄− εξ(x̄, f(x̄)) +O(ε2),

u = exp (−εX) ū = ū− εη(x̄, f(x̄)) +O(ε2), (۱۴ .۱)
به دست u = f (x) در (۱۴ .۱) قراردادن با اکنون .η =

(
η1, . . . , ηq

) و ξ = (ξ1, . . . , ξp) آن در که
ͬ آوریم م

ū− εη(x̄, f (x̄)) +O(ε2) = f
(
x̄− εξ (x̄, f (x̄)) +O(ε2)

)
= f(x̄)− ε

p∑
j=1

∂f(x̄)

∂x̄j
ξj(x̄, f(x̄)) +O(ε2).

داریم: درنتیجه

ū = f(x̄) +

η(x̄, f(x̄))− p∑
j=1

∂f(x̄)

∂x̄j
ξj(x̄, f(x̄))

 ε+O(ε2). (۱۵ .۱)

حاصل u = g(x; ε) رویه های خانوادۀ تبدیل تصویر (۱۵ .۱) در ū و x̄ جای به u و x جای·ذاری با
مستقل متغیر های تبدیل این تحت که ب·یرید نظر در را رویه هایی از دسته آن حال ͬ شود. م

که معنا این به ͬ مانند م باقͬ ناوردا آن ها
x̄j = xj , j = 1, . . . , p,

ūν = uν + ε
[
ην(x, u)−

p∑
k=1

uνkξ
k(x, u)

]
+O(ε2), ν = 1, . . . , q.

ش΄ل به فوق تبدیل نظیر ΁کوچ بی نهایت مولد این بنابر

X̂ =

q∑
ν=1

[
ην(x, u)−

p∑
j=1

uνj ξ
j(x, u)

] ∂

∂uν
,

روی ی΄سان عمل΄رد دارای X̂ آن تکاملͬ صورت و X ΁کوچ بی نهایت مولد ͬ شود. م نوشته
تقارن آنالیز در آن تکاملͬ صورت و تعمیم یافته برداری میدان کلͬ حالت در هستند. رویه ها

هستند. هم ارز



پیشنیازها ۱۸
رابطه با (۱۲ .۱) برداری میدان بی نهایت مرتبه امتداد
XQ =

∑
ν,J

DJQ
ν ∂

∂uνJ
,

به صورت تعمیم یافته برداری میدان ΁ی مشخصۀ هرگاه ͬ شوند. م بیان
Qν = ην −

p∑
j=1

ξjuνj , ν = 1, . . . , q,

دست به تکاملͬ نمایش ΁ی ͬ توان م تعمیم یافته ای برداری میدان چنین برای آنگاه شود، بیان
است. شده آورده زیر لم در مطلب این آورد.

دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁کوچ بی نهایت تقارن ΁ی تعمیم یافته برداری میدان ΁ی .۲ .۱ .۱ لم
معادلات دستگاه ΁کوچ بی نهایت تقارن X̂ = XQ آن تکاملͬ صورت اگر تنها و اگر است ∆ = 0

باشد.
موضعͬ تقارن های یافتن جهت ال·وریتمͬ به تعمیم قابل نقطه ای، تقارن های لͬ ال·وریتم
امر این زیرا کرد تبدیل آن تکاملͬ حالت به را نظر مورد تقارن باید ابتدا است. معادلات دستگاه
آن ΁کوچ بی نهایت امتداد سپس ͬ کند. م ΁کم q به p+ q از مجهول توابع تعداد کاهش به
 ͬ وابستگ حذف در معادلات دستگاه دیفرانسیلͬ نتایج ͬ دهیم. م اثر معادلات دستگاه روی را

است. لازم u مشتقات بین

دستگاه ΁ی دادن کاهش روش و متشابه جواب های ۲ .۱
معادلات

΁ی نظیر شده شناخته جواب های از جدید جواب های ساختن تقارن روش مهم مزیت اولین
از لͬ گروه ΁ی نظیر ناوردای رویه های حقیقت، در باشد. مͬ دیفرانسیل معادلات از دستگاه
جواب های پیدایش به منجر دیفرانسیل، معادلات از دستگاه ΁ی با متناظر نقطه ای تبدیلات
جستجوی به ͬ بایست م معادلات دستگاه ΁ی کاهش منظور به شد. خواهد گروهͬ ناوردای
دستگاه این ͬ گردد. م معادلات دستگاه کاهش به منجر که بپردازیم خاصͬ مختصات دستگاه
خواهد ساخته تقارنͬ ΁کوچ بی نهایت مولدهای نظیر مستقل ناورداهای یافتن با مختصات،
دستگاه در مطالعه مورد معادله بازنویسͬ و زنجیره ای قاعده کارگیری به با نهایت، در شد.
جواب های یافتن مراحل ادامه در ͬ شود. م نتیجه متناظر کاهش یافته معادله جدید، مختصات

ͬ دهیم. م توضیح مثال با معادلات کاهش و متشابه
صورت به تجانس تقارن دارای برگر معادله که شد مشاهده قبل دربخش .۱ .۲ .۱ مثال

X = x∂x + 2t∂t,



۱۹ هم ارز تبدیلات
از: است عبارت متناظر مشخصه معادلات دستگاه X تقارنͬ مولد ازای به است.

dx

x
=
dt

2t
=
du

0
.

از: عبارتند شده حاصل ناورداهای فوق معادله حل با نتیجه، در
y =

x√
t
, v (y) = u (x, t) .

داریم: ای، زنجیره مشتق قاعده کارگیری به و ناوردا آخرین به توجه با
ux =

vy√
t
, uxx =

vyy
t
, ut = − x

2
√
t3
vy. (۱۶ .۱)

ͬ شود: م نتیجه زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله (۸ .۱) اصلͬ معادله در (۱۶ .۱) جای·ذاری با اکنون
2vyy + yvy + 2v2y = 0,

به صورت جوابی فوق، معادله حل که
v (y) = ln

(
C1

√
πerf

(y
2
+ C2

))
,

برگرداندن با است. x مختلط مقادیر برای خطا تابع erf (x) = 1/
√
π
∫ x
0 e

(−t2)dt آن در که دارد
دقیق جواب اصلͬ، متغیر به

u (x, t) = ln

(
C1

√
πerf

(
x

2
√
t
+ C2

))
,

ͬ آید. م به دست (۸ .۱) معادله برای

هم ارز تبدیلات ۳ .۱
دستاوردهای از که ͬ کنیم م اشاره لͬ گروه های رده بندی در مهم تبدیلات از ی΄ͬ به بخش این در
دستگاه های دسته بندی نیز و بیشتر نقطه ای تقارن های تعیین برای که است تقارن نظریه جدید
عناصر شامل (۷ .۱) دیفرانسیل معادلات دستگاه هرگاه ͬ کند. م عمل موثر بسیار معادلات
بر که دارند وجود دستگاه از خاصͬ تبدیلات باشد، ( دلخواه توابع یا و پارامترها ) دلخواه
بحث مورد اصلͬ دستگاه و آن ها مشتق های توابع، مستقل، متغیرهای از گسترش یافته فضای
معادله هر یعنͬ ͬ کنند م حفظ را دستگاه در معادلات دیفرانسیلͬ ساختار و ͬ گردند م تعریف
دارد، وجود هم ارز تبدیلات محاسبه برای روش دو ͬ نگارند. م فرم همان از معادله ΁ی به را
شده معرفͬ [۱۰۰] اوزیانکوف توسط لͬ ΁کوچ بی نهایت روش و [۷۲] لͬ توسط مستقیم روش

ͬ شود. م یافت [۵۲] ͽمرج در روش دو هر از مثال هایی و جزییات است
ͬ گیریم م نظر در را ∆{x, u;K} دیفرانسیل معادلات دستگاه از FK خانواده

∆σ

(
x, u(n),K

)
= 0, σ = 1, . . . , N, (۱۷ .۱)



پیشنیازها ۲۰
K = (K1, . . . ,Kr) پارامتر) یا و (تابع دلخواه عنصر r ،u وابسته و xمستقل متغیرهای علاوه بر که
مشتقات یا و وابسته یا و مستقل متغیرهای از هموار توابع تش΄یل دهنده، توابع ͬ شود. م شامل

ͬ شوند. م گرفته نظر در آن ها از ترکیبی یا وابسته متغیرهای
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت FK دیفرانسیل معادلات خانواده هم ارز تبدیلات کلͬ حالت در
و متغیرها از تغییری (۱۷ .۱) معادلات خانواده برای هم ارز تبدیل از منظور .۱ .۳ .۱ تعریف
به ∆{x, u;K} ∈ FK به صورت معادله دستگاه هر که (x, u,K) −→

(
x̄, ū, K̄

) دلخواه عناصر
نگارد. مͬ خانواده همان از ∆{x̄, ū; K̄} ∈ FK معادله  دستگاه

را دیفرانسیل معادلات از مفروض خانواده ΁ی هم ارز تبدیلات تمام از تش΄یل شده گروه
نامند. هم ارزی گروه

دستگاه از FK خانواده هم ارز نقطه ای تبدیلات از ی΁⁃پارامتری لͬ گروه ΁ی .۲ .۳ .۱ تعریف
زیر به صورت (x, u,K) فضای بر که است تبدیلات از ی΁⁃پارامتری لͬ گروه ،(۱۷ .۱) معادلات

ͬ کند: م عمل
(x̄)j = f j (x, u; ε) = xj + εξj (x, u) +O

(
ε2
)
, j = 1, . . . , p,

(ū)ν = gν (x, u; ε) = uν + εην (x, u) +O
(
ε2
)
, ν = 1, . . . , q, (۱۸ .۱)(

K̄
)l

= hl (Q; ε) = K l + εκl (Q) +O
(
ε2
)
, l = 1, . . . , r,

∆{x̄, ū; K̄} ∈ معادله  دستگاه به ∆{x, u;K} ∈ FK به صورت معادله دستگاه هر که ͬ که قسم به
نگارد. مͬ خانواده همان از FK

عناصر ماهیت به κl برداری میدان مؤلفه و hl تبدیلات نظیر Ql عوامل (۱۸ .۱) فرمول در
پارامترهای تمام از Qlمجموعه ای باشد، ثابت Kپارامتری l اگر به ویژه است. Kوابسته l دلخواه
متغیرهای ͬ تواند Qlم باشد، دلخواه Kتابع l که صورتͬ در است. (۱۷ .۱) معادلات خانواده ثابت
با تش΄یل دهنده توابع سایر مشابه طور به و باشد وابسته K l دهنده تش΄یل وابسته یا و مستقل
ͬ شود. نم شامل را دلخواهͬ عنصر هیچ u و x از تبدیلات شد. خواهند ظاهر موافق وابستگͬ

ͬ شوند م معرفͬ زیر به صورت هم ارز مولدهای
X = ξj (x, u)

∂

∂xj
+ ην (x, u)

∂

∂uν
+ κl

(
x, u(n),K

) ∂

∂K l
.

(۱۸ .۱) نقطه ای هم ارز تبدیلات ی΁⁃پارامتری لͬ گروه تعمیم برای کلͬ روی΄رد ΁ی
ͬ شود: م فرمول بندی زیر به صورت

(x̄)j = f j [x, u,K] , j = 1, . . . , p,

(ū)ν = gν [x, u,K] , ν = 1, . . . , q, (۱۹ .۱)(
K̄
)l

= hl [x, u,K] , l = 1, . . . , r,



۲۱ کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب
خانواده همان در معادلات دستگاه به FK خانواده از دیفرانسیل معادلات دستگاه هر که
(۱۹ .۱) در براکت مفهوم نباشد؛ موضعͬ یا و نقطه ای (۱۹ .۱) تبدیلات کلͬ حالت در ͬ نگارد. م
وابسته، مستقل، متغیرهای فضای روی تبدیل مؤلفه های بودن غیرموضعͬ یا موضعͬ به
تعمیم یافته هم ارز مولدهای دارد. اشاره وابسته متغیرهای مشتقات همچنین و دلخواه عناصر

ͬ شوند م معرفͬ زیر به صورت
X = ξj (x, u,K)

∂

∂xj
+ ην (x, u,K)

∂

∂uν
+ κl

(
x, u(n),K

) ∂

∂K l
.

لͬ) ال·وریتم از استفاده با (یعنͬ نقطه ای تقارن های روش مشابه هم ارز تقارن های یافتن برای
گروه های رده بندی روش آن از پس ͬ دهیم. م ادامه هم ارز تقارن های همه یافتن تا را مساله
استفاده موردنظر دستگاه معادلات دسته بندی نتیجه در و لͬ زیرگروه های رده بندی برای لͬ

ͬ نماییم. م

کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب ۴ .۱
برای تعمیمͬ که دلخواه مرتبه از انتگرال گیری و مشتق گیری برای است نامͬ کسری حسابان
قرن اواخر به کسری مفاهیم این قدمت آنجاکه از است. صحیح مرتبه از انتگرال و مشتق
جدید موضوع ΁ی عنوان به ریاضیات از شاخه این شمردن بر لذا ͬ گردد م بر میلادی هفدهم
مورد در نامه ای لایب نیتز۲ به ۱هوپیتال ۱۶۹۵ سپتامبر ͬ ام س تاریخ در است. اشتباه مطلقاً
به منجر موضوع این » نوشت: او به ͺپاس در لایبنیتس نوشت. n = 1/2 مرتبه از مشتق گیری
کسری حسابان تولد این و آمد.» خواهد دست به آن از مفیدی نتایج ها بعد اما ͬ شود، م تناقض
داشته کسری نمای با مشتقات با رابطه در والیس۴ و ۳ برنولͬ با هم م΄اتباتͬ لایبنیتز بود.
جمله آن از که پرداخته اند فعالیت به کسری حسابان زمینه ی در زیادی اشخاص کنون تا است.
لیوویل ،(۱۸۴۷) ۷ ریمن ،(۱۸۲۳ ⁃۱۸۲۶) ۶ آبل ،(۱۸۲۲) ۵ فوریه ،(۱۸۱۲) لاپلاس به ͬ توان م
اشاره ... و (۱۹۴۹) ۱۱ ریس ،(۱۹۱۷) ۱۰ ویل ،(۱۸۶۷ ⁃۱۸۷۲)۹ گرونوالد ،(۱۸۳۲ ⁃۱۸۷۳) ۸
انتگرال های و مشتق ها برای هم گوناگونͬ تعاریف به تدریج علم این روزافزون پیشرفت با کرد.
، ۱۲ گرونوالد⁃لتنی΄وف انتگرال و مشتق به ͬ توان م جمله این از که شد ارائه کسری مرتبه

نمود. اشاره ... ۱۵ راس و ۱۴ میلر ریمن⁃لیوویل، ، ۱۳ کاپوتو
آغاز ͬ کنند م ایفا عمده ای نقش کسری محاسبات در که خاصͬ توابع معرفͬ با را بخش این
 ͬ معرف و کاپوتو ریمن⁃لیوویل، کسری مشتقات ͬ های ویژگ و تعاریف بیان به سپس ͬ کنیم. م
جواب های یافتن در ناوردا فضا زیر روش آخر در پرداخت. خواهیم اردلͬ⁃کوبر کسری عمل·ر

1Guillaume L’Hôpital
2Gottfried W. Leibniz
3 Nicolaus Bernoulli
4John Wallis
5Joseph Fourier

6Niels H. Abel
7Bernhard Riemann
8Joseph Liouville
9 Anton K. Grünwald

10Hermann K. H. Weyl

11Marcel Riesz
12 Aleksey V. Letnikov
13Michele Caputo
14Kenneth S. Miller
15Bertram Ross



پیشنیازها ۲۲
این در شده ذکر مطالب ͬ دهیم. م توضیح مثال ذکر با و معرفͬ را معادلات نوع این دقیق

هستند. [۱۰۶ ،۱۰۲ ،۹۵ ،۸۶ ،۱۲] منابع از برگرفته بخش

کسری حسابان در پرکاربرد توابع ۱ .۴ .۱
تعمیمͬ که است گاما تابع کسری مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب در اساسͬ توابع از ی΄ͬ

است. فاکتوریل تابع از

گاما تابع
مختلط صفحه راست نیمه در که ͬ شود م تعریف Γ(z) = ∫∞

0 e−ttz−1dtانتگرال با Γ(z) گاما تابع
از است عبارت گاما تابع خواص از برخͬ است. هم·را (R(z) > 0)

داریم جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده با (۱
Γ(z + 1) =

∫ ∞

0
e−ttzdt = lim

t→∞
[−e−ttz]t=0 + z

∫ ∞

0
e−ttz−1dt = zΓ(z),

.Γ(n+ 1) = n! گرفت نتیجه ͬ توان م n ∈ N هر برای .z ∈ C\{0,−1,−2,−3, . . .} که
داد نشان ͬ توان م راحتͬ به اول خاصیت از استفاده با (۲

Γ(z) =
Γ(z +m)

z(z + 1) · · · (z +m− 1)
, −m < R(z) < −m+ 1,

.z ̸= {0,−1,−2, . . .} و m ∈ Z+ که
است زیر به صورت گاما تابع حدی نمایش (۳

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)
, R(z) > 0.

آنگاه باشد R(z) > 0 و نامنفͬ صحیح عدد n که کنید فرض (۴(
−z
n

)
=

Γ(1− z)

n!Γ(1− z − n)
= (−1)n

Γ(z + n)

n!Γ(z)
.

میتاگ⁃لفلر تابع
صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات نظریه در مهمͬ نقش ez نمایی تابع ͬ دانیم م که گونه همان
میتاگ⁃ نام به سوئدی ͬ دان ریاض توسط بار نخستین تابع این تعمیم یافته ی صورت ͬ کند، م ایفا
دیفرانسیل معادلات جواب در مهمͬ نقش که میتاگ⁃لفلر تابع شد. معرفͬ ۱۹۰۵ سال در ۱ لفلر
ͬ شود م تعریف زیر به صورت پارامتری دو و پارامتری تک تابع نوع دو در دارد، غیرصحیح مرتبه

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ (αk + 1)
, Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ (αk + β)
, α, β > 0, z ∈ C.

1Gösta Mittag-Leffler



۲۳ کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب
است شده بیان زیر در میتاگ⁃لفلر پارامتری دو تابع از خاص حالت  چند

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez,

E1,2(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (k + 1)
=

1

z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)!
(2k)!

ez − 1

z
,

E2,1(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=

∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z),

E2,2(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

z2k

(2k + 1)!
(2k)! =

sinh (z)

z
.

.Eα = Eα,1 که است ذکر قابل

کسری انتگرال و مشتق انواع ۲ .۴ .۱
آن درباره کسری حسابان مبحث در که است مفاهیمͬ اولین از کسری مرتبه انتگرال مفهوم
محاسبه برای ۱ کشͬ فرمول از تعمیمͬ ͽواق در کسری، مرتبه انتگرال تعریف ͬ شود. م صحبت
مرتبه سیستم های در مفاهیم مهم ترین از ی΄ͬ دی·ر طرف از است. صحیح مرتبه انتگرال های
آن از متفاوتͬ تعریف های ͬ توان م کسری مرتبه انتگرال برخلاف که است مشتق تعریف کسری،
لͬ تقارن آنالیز روش با کسری دیفرانسیل معادلات حل روش ما هدف که آن جا از نمود. ارائه
عمل·رهای ͬ تواند م علاقمند خواننده بود. خواهد کافͬ کاپوتو و ریمن⁃لیوویل تعاریف است

نماید. مطالعه [۱۰۲ ،۸۶ ،۵۸] جمله از کسری حسابان کتاب های در را دی·ر کسری مشتق

ریمن⁃لیوویل مشتق و انتگرال
انتگرال باشد انتگرال پذیر (a, t) متناهͬ بازه هر در و پیوسته f (t) تابع و a ∈ R کنید فرض

با است برابر کشͬ فرمول طبق f (t) تابع n مرتبه

f (−n) (t) =

∫ t

a
dt1

∫ t1

a
dt2· · ·

∫ tn−1

a
f (tn) dtn

=
1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1 f (τ) dτ, n ∈ N.

(۲۰ .۱)

گاما، تابع تعریف به توجه با طرفͬ از ͬ دهد. م نشان را انتگرال گیری بار n ،D(−n) یا f (−n)
نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (۲۰ .۱)

f (−n) (t) =
1

Γ (n)

∫ t

a
(t− τ)n−1 f (τ) dτ, n ∈ N.

1Cauchy



پیشنیازها ۲۴

aI
α
t f (t) ،n صحیح عدد جای به α > 0 حقیقͬ عدد جانشینͬ و کشͬ فرمول از گرفتن الهام با

ͬ شوند م تعریف زیر به صورت tIαb f (t) و
aI
α
t f (t) =

1

Γ (α)

∫ t

a
(t− τ)α−1 f (τ) dτ, (t > a) ,

tI
α
b f (t) =

1

Γ (α)

∫ b

t
(τ − t)α−1 f (τ) dτ, (t < b) .

ͬ شوند. م نامیده ریمن⁃لیوویل راست و چپ انتگرال های ترتیب به انتگرال ها این
کسری مشتق ،n = [α] + 1 ͬ شودو م تعریف [a, b] بازه روی که f (t) تابع برای .۱ .۴ .۱ تعریف
ͬ شود: م تعریف این گونه ترتیب به α > 0 مرتبه از زمان به نسبت ریمن⁃لیوویل راست و چپ

aD
α
t f (t) =

(
d

dt

)n (
aI
n−α
t f

)
(t)

=
1

Γ (n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a
(t− τ)n−α−1 f (τ) dτ, (t > a) ,

tD
α
b f (t) =

(
− d

dt

)n (
tI
n−α
b f

)
(t)

=
1

Γ (n− α)

(
− d

dt

)n ∫ b

t
(τ − t)n−α−1 f (τ) dτ, (t < b) .

تعمیم یافته ریمن⁃لیوویل کسری مشتق
ͬ دهیم. م تعمیم Rp فضایp⁃بعدی به را بعدی ΁ی ریمن⁃لیوویل مشتق مفهوم بخش، این در

p⁃متغیره مقدار حقیقͬ تابع ابتدا
f (x) : [a, b] ⊂ Rp → R, x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp, ∀p ∈ N \ {1},

برخͬ معرفͬ به حال ͬ گیریم، م نظر در (αj > 0
) ͬ که به قسم α = (α1, . . . , αp) ∈ Rp+ p⁃تایی و

ͬ پردازیم: م رفته کار به نمادهای
xα := xα1

1 . . . x
αp
p =

p∏
j=1

x
αj
j ,

∂

∂x
:=

∂

∂x1
. . .

∂

∂xp
=

p∏
j=1

∂

∂xj
,

[a, b] = [a1, b1]× . . .× [ap, bp] , a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp, b = (b1, . . . , bp) ∈ Rp,

Γ (α) := Γ (α1) . . .Γ (αp) , x > a (∀j = 1, . . . , p, xj > aj) .

تعریف زیر به صورت آمیخته کسری مشتقات و تعمیم یافته ریمن⁃لیوویل کسری مشتقات
ͬ شوند: م

برای ∂nf (x) /∂xnj جزئͬ مشتق xj ∈ [aj , bj ] و n ∈ N هر ازای به کنید فرض .۲ .۴ .۱ تعریف
ریمن⁃ کسری مشتق باشد. پیوسته و انتگرال پذیر ،f (x) شده تعریف تابع و n 6 [αj ] + 1

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت xj به نسبت αj > 0 مرتبه جزئͬ لیوویل
ajD

αj
xj f (x) =

1

Γ (n− αj)

∂n

∂xnj

∫ xj

aj

f (x1, . . . , xj−1, sj , xj+1, . . . , xp)

(xj − sj)
1−n+αj dsj , (xj > aj) .



۲۵ کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب
به ∂n1,...,npf (x1, . . . , xp) /∂x

n1
1 , . . . , ∂x

np
p آمیخته جزئͬ مشتق کنید فرض .۳ .۴ .۱ تعریف

ریمن⁃لیوویل کسری مشتق باشد. پیوسته و انتگرال پذیر ،nj 6 [αj ] + 1 که nj ∈ N هر ازای
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت αj > 0 برای آمیخته

aD
α
xf (x) = a1,...,apD

α1,...,αp
x1,...,xp f (x1, . . . , xp)

=

p∏
j=1

∂n

∂xnj

1

Γ (n− αj)

∫ x1

a1

. . .

∫ xp

ap

f (s1, . . . , sp)∏p
j=1 (xj − sj)

1−n+αj ds1 . . . dsp, (x > a) .

کاپاتو کسری مشتق
ریمن⁃لیوویل مشتق تعریف در که است ایده ای همان با مشابه بسیار کاپاتو مشتق تعریف ایده
انتگرال مفهوم اساس بر مشتق ریمن⁃لیوویل، تعریف مانند تعریف این در شد. گرفته کار به
مشتق عمل·رهای توالͬ در ͽواق در تعریف دو این تفاوت ͬ کند. م پیدا توسعه کسری مرتبه
مشتق برعکس کاپاتو کسری مشتق در است. کسری مرتبه  انتگرال عمل·ر و صحیح مرتبه
مرتبه  انتگرال گیری سپس و شده گرفته تابع از صحیح مرتبه  مشتق ابتدا ریمن⁃لیوویل کسری

ͬ شود. م انجام کسری
کسری مشتق ،n = [α] + 1 و ͬ شود م تعریف [a, b] بازه روی که f (t) تابع برای .۴ .۴ .۱ تعریف

ͬ شود: م تعریف این گونه ترتیب به α > 0 مرتبه از زمان به نسبت کاپوتو راست و چپ
C
aD

α
t f (t) =a I

n−α
t (Dn

t f (t)) =
1

Γ (n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 f (n) (τ) dτ,

C
t D

α
b f (t) = (−1)n tI

n−α
b (Dn

t f (t)) =
(−1)n

Γ (n− α)

∫ b

t
(τ − t)n−α−1 f (n) (τ) dτ.

کسری مشتقات و انتگرال خواص ۳ .۴ .۱
همچنین و قبل بخش در شده ذکر مشتقات و انتگرال مهم خواص از برخͬ بخش این در

ͬ شود. م بیان رساله این در استفاده مورد قضایای

ریمن⁃لیوویل کسری مرتبه انتگرال و مشتق خواص
f (t) توابع تمام برای یعنͬ هستند. خطͬ عمل·ر ریمن⁃لیوویل کسری مرتبه مشتق و انتگرال

داد نشان ͬ توان م γ و λ حقیقͬ اس΄الرهای تمام و g (t) و
Iα(λf (t) + γg (t)) = λIαf (t) + γIαg (t) ,

Dα(λf (t) + γg (t)) = λDαf (t) + γDαg (t) .

داریم کسری مرتبه انتگرال برای
aI
α
t aI

β
t f (t) = aI

β
t aI

α
t f (t) = aI

α+β
t f (t) , α, β ∈ R+ ∪ {0},

tI
α
b tI

β
b f (t) = tI

β
b tI

α
b f (t) = tI

α+β
b f (t) , α, β ∈ R+ ∪ {0}.



پیشنیازها ۲۶
پذیری جابجایی و جمͽ پذیری خواص کسری مرتبه انتگرال عمل·ر که معناست بدان تساوی این
و جابجایی پذیر کلͬ حالت در ریمن⁃لیوویل کسری مرتبه مشتق عمل·رهای اما داراست. را

تساوی های یعنͬ نیستند. جمͽ پذیر
aD

α
t (aD

β
t f (t)) = aD

β
t (aD

α
t ),

aD
α
t (aD

β
t f (t)) = aD

α+β
t f (t) ,

(۲۱ .۱)

اینکه به توجه با طرفͬ از نیستند. برقرار کلͬ حالت در

aD
α
t (aD

β
t f (t)) = aD

β
t (aD

α
t ) +

r−1∑
k=0

f (k) (a) (t− a)−α−β+k

Γ (−α− β + k + 1)
,

برای که است این (۲۱ .۱) تساوی های برقراری برای کافͬ شرط ΁ی که داد نشان ͬ توان م
k = 0, 1, . . . , r − 1, r = max{[α] + 1, [β] + 1},

.f (k) (a) = 0 باشیم داشته
عمل·ر چپ معکوس α مرتبه از ریمن⁃لیوویل کسری مشتق عمل·ر [۲۶] .۱ .۴ .۱ قضیه

یعنͬ است. α مرتبه همان از کسری انتگرال

aD
α
t (aI

α
t f (t)) = f (t) , tD

α
b (tI

α
b f (t)) = f (t) .

ریمن⁃ کسری انتگرال عمل·ر راست معکوس ΁ی ریمن⁃لیوویل کسری مشتق عمل·ر اما
یعنͬ نیست. لیوویل

aI
α
t (aD

α
t f (t)) = f (t)−

n∑
j=1

[
aD

α−j
t f (t)

]
t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)
,

tI
α
b (tD

α
b f (t)) = f (t)−

n∑
j=1

(−1)n−j
[
tD

α−j
b f (t)

]
t=b

(b− t)α−j

Γ(α− j + 1)
.

ریمن⁃لیوویل کسری مرتبه مشتق و انتگرال اساسͬ قواعد
آن گاه ،R ≥ 0 و β > 0 ،β ∈ C کنید فرض الف⁃

aI
α
t (t− a)β−1 =

Γ (β)

Γ (β + α)
(t− a)β+α−1 , (R (α) > 0) ,

aD
α
t (t− a)β−1 =

Γ (β)

Γ (β − α)
(t− a)β−α−1 , (R (α) ≥ 0),

و
tI
α
b (b− t)β−1 =

Γ (β)

Γ (β + α)
(b− t)β+α−1 , (R (α) > 0) ,

tD
α
b (b− t)β−1 =

Γ (β)

Γ (β − α)
(b− t)β−α−1 , (R (α) ≥ 0).



۲۷ کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب
از ریمن⁃لیوویل کسری مشتق کلͬ حالت در آن گاه ،R (α) ≥ 0 و β = 1 اگر خاص حالت در

یعنͬ نیست. صفر ثابت تابع

aD
α
t 1 =

(t− a)−α

Γ (1− α)
, tD

α
b 1 =

(b− t)−α

Γ (1− α)
.

آن گاه ،c ∈ R کنید فرض ب⁃
Iαect = tαE1,α+1 (ct) , aD

α
t (e

ct) = t−αE1,1−α (ct) ,

Iα(sin (ct)) = ctα+1E2,α+2(− (ct)2), aD
α
t (sin (ct)) = ct1−αE2,2−α((ct)

2),

Iα(cos (ct)) = tα+1E2,α+1(− (ct)2), aD
α
t (cos (ct)) = t−αE2,1−α(− (ct)2).

کاپاتو کسری مشتق خواص
تمام و g (t) و f (t) توابع تمام برای یعنͬ است، خطͬ عمل·ر ΁ی کاپاتو کسری مرتبه مشتق

داد نشان ͬ توان م γ و λ حقیقͬ اس΄الرهای
CDα(λf (t) + γg (t)) = λCDαf (t) + γCDαg (t) .

برای یعنͬ است، صفر ثابت عدد از کاپاتو کسری مشتق ریمن⁃لیوویل کسری مشتق برخلاف
.CDαC = 0 داریم C ثابت عدد هر

یعنͬ است جابجایی پذیر کاپاتو کسری مشتق
C
aD

m
t
C
aD

α
t f (t) =

C
aD

α
t
C
aD

m
t = C

aD
m+α
t

C
aD

α
t f (t) , n− 1 < α < n,

اگر تنها و اگر
f (k) (a) = 0, (k = n, n+ 1, . . . ,m) .

آن گاه ،(1 ≤ p ≤ ∞) ،f (t) ∈ Lp(a, b) و α > 0 اگر
C
aD

α
t (aI

α
t f (t)) = f (t) , C

t D
α
b (tI

α
b f (t)) = f (t) .

کسری انتگرال عمل·ر برای چپ معکوس کاپوتو کسری مشتق عمل·ر ͬ دهد م نشان این
آنگاه f ∈ Cn [0, 1] اگر اما است. مرتبه همان از ریمن⁃لیوویل

aI
α
t
C
aD

α
t f (t) = f (t)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k ,

tI
α
b
C
t D

α
b f (t) = f (t)−

n−1∑
k=0

(−1)k f (k)(b)

k!
(b− t)k .



پیشنیازها ۲۸

کاپاتو کسری مرتبه مشتق اساسͬ قواعد
آن گاه ،R ≥ 0 و β > 0 ،β ∈ C کنید فرض الف⁃

C
aD

α
t (t− a)β−1 =

Γ (β)

Γ (β − α)
(t− a)β−α−1 , (R (α) ≥ 0) ,

C
t D

α
b (b− t)β−1 =

Γ (β)

Γ (β − α)
(b− t)β−α−1 , (R (α) ≥ 0) ,

آن گاه c ∈ R کنید فرض ب⁃
C
aD

α
t (e

ct) = cntn−αE1,n−α+1 (ct) ,

C
aD

α
t (sin (ct)) = −1

2
i (ic)n tn−α [E1,n−α+1 (ict)− (−1)nE1,n−α+1 (−ict)] ,

C
aD

α
t (cos (ct)) =

1

2
(ic)n tn−α [E1,n−α+1 (ict) + (−1)nE1,n−α+1 (−ict)].

کاپاتو و ریمن⁃لیوویل کسری مشتق های بین رابطه
ͬ شود م بیان زیر به صورت کاپاتو و ریمن⁃لیوویل کسری مشتق های بین رابطه

C
aD

α
t f (t) = aD

α
t f (t)−

⌈α⌉−1∑
k=0

f (k) (a+)

k − α+ 1
(t− a)k−α ,

C
t D

α
b f (t) = tD

α
b f (t)−

⌈α⌉−1∑
k=0

(−1)k f (k)(b−)

k − α+ 1
(b− t)k−α.

کسری مشتق برای لایبنیتز قاعده
است: زیر به صورت کسری مشتقات برای لایبنیتز قاعده

aD
α
t [f (t) g (t)] =

∞∑
n=0

(
α

n

)
Dα−n
t f (t)Dn

t g (t).

کسری مشتقات برای زنجیره ای قاعده
تابع از کسری مشتق تابع، دو ضرب از کسری مشتق برای لایبنیتز قاعده مفید نتایج از ی΄ͬ

باشد ترکیب تابع ΁ی f (t) که کنید فرض است. ترکیب
f (t) = f (g (t)) ,

است: زیر صورت به f (t) تابع از α⁃ام مرتبه کسری مشتق

Dα
t (f (g (t))) =

tαf (g (t))

Γ(1− α)
+

∞∑
k=1

(
α

k

)
k!tk−α

Γ(k − α+ 1)

k∑
m=1

(Dm
g f (g (t))g=g(t) ×

×
∑ k∏

r=1

1

ar!

(
(Dr

t g)(t)

r!

)ar
, (۲۲ .۱)



۲۹ کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب
چه چنان است ak, · · · , a2, a1 نامنفͬ متغیر مقادیر ترکیبات تمام روی ∑k مجموع و t > 0 که

داریم. را
k∑
r

ar = m نیز و
k∑
r=1

rar = k

کسری مشتقات از لاپلاس تبدیل ۴ .۴ .۱
تعریف با s مختلط متغیر از F (s) تابع ͬ کنیم. م آغاز لاپلاس تبدیل معرفͬ با را بخش این

F (s) = L{f (t) : s} =

∫ ∞

0
e−stf (t) dt, (۲۳ .۱)

مرتبه از باید f (t) تابع انتگرال این وجود برای ͬ شود. م نامیده f (t) تابع از لاپلاس تبدیل
که دارند وجود چنان M و T مثبت ثابت های یعنͬ باشد؛ α نمایی

e−αt|f (t) | ≤M, ∀t > T.

t→ ∞ که زمانͬ معین نمایی تابع ΁ی به نسبت سریع تری رشد نباید f (t) تابع دی·ر عبارت به
ش΄ل به F (s) از معکوس لاپلاس تبدیل از استفاده با ͬ تواند م f (t) اصلͬ تابع باشد. داشته

f (t) = L−1{F (s) ; t} =

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s) ds, c = Re (s) > c0, (۲۴ .۱)

قرار (۲۳ .۱) لاپلاس انتگرال هم·رای کاملا́ صفحه نیم راست قسمت در c0 که شود بازیابی
ضرب از لاپلاس تبدیل آنکه نخست است. مهم ویژگͬ دو دارای ما دیدگاه از تبدیل این دارد.

یعنͬ: است دوتابع آن از لاپلاس تبدیل ضرب با برابر تابع دو
L{f (t) ∗ g (t) ; s} = F (s)G (s) .

بیان زیر به صورت که است f (t) تابع از n⁃ام صحیح مرتبه مشتق از لاپلاس تبدیل دوم
ͬ شود: م

L{fn (t) ; s} = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0).

ریمن⁃لیوویل کسری مشتق از لاپلاس تبدیل
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت f (t) تابع از α مرتبه ریمن⁃لیوویل کسری مشتق لاپلاس تبدیل

L{0Dα
t f (t) ; s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk
[
0D

α−k−1
t f (t)

]
t=0

, (n− 1 ≤ α < n). (۲۵ .۱)

کاپوتو کسری مشتق از لاپلاس تبدیل
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت کاپوتو کسری مشتق از لاپلاس تبدیل

L{C0 Dα
t f (t) ; s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), (n− 1 ≤ α < n). (۲۶ .۱)



پیشنیازها ۳۰

اردلͬ⁃کوبر کسری عمل·ر ۵ .۴ .۱
توسط که ͬ پردازیم م آن کسری مشتق و اردلͬ⁃کوبر انتگرالͬ عمل·ر معرفͬ به بخش این در
ریمن⁃لیوویل انتگرال از تعمیمͬ عمل·ر این . [۲۹] شد معرفͬ ۱۹۴۰ سال در ۲ کوبر و ۱ اردلͬ

است. ویل و
تعریف زیر به صورت α > 0 مرتبه از P τ,αζ چپ اردلͬ⁃کوبر کسری مشتق .۵ .۴ .۱ تعریف

ͬ شود: م
(
P τ,αζ g

)
(z) :=

n−1∏
j=0

(
τ + j − 1

ζ
z
d

dz

)(Kτ+α,n−α
ζ g

)
(z) ,

n =

 [α] + 1, α /∈ N,

α, α ∈ N,
z > 0, ζ > 0, α > 0,

آن در که

(
Kτ,α
ζ g

)
(z) :=


1

Γ (α)

∫ ∞

1
g(zs

1
ζ )(s− 1)α−1s−(τ+α)ds, α > 0,

g (z) , α = 0

مرتبه از Dτ,β
ζ راست کوبر اردلͬ⁃ کسری مشتق و باشد مͬ چپ کوبر اردلͬ⁃ کسری انتگرال

شود: مͬ تعریف زیر به صورت β > 0

(
Dτ,β
ζ g

)
(z) :=

 n∏
j=1

(
τ + j − 1

ζ
z
d

dz

)(Iτ+β,n−βζ g
)
(z) ,

n =

 [β] + 1, α /∈ N,

β, α ∈ N,
z > 0, ζ > 0, β > 0,

آن در که

(
Iτ,βζ g

)
(z) :=


1

Γ (β)

∫ 1

0
g(zs

1
ζ )(1− s)β−1sτds, β > 0,

g (z) , β = 0

است. راست اردلͬ⁃کوبر کسری انتگرال
معادلات به کسری مرتبه های با جزیی دیفرانسیل معادلات تقلیل نظریه در عمل·رها این

دارند. فراوانͬ کاربرد کسری مرتبه های با معمولͬ دیفرانسیل
1Arthur Erdélyi 2 Hermann Kober



۳۱ کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب
ζ ∈ R و β > 0 مرتبه از P ζ,βδ1,δ2,δ3 تعمیم یافته چپ اردلͬ⁃کوبر کسری مشتق .۶ .۴ .۱ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت
(
P ζ,βδ1,δ2,δ3g

)
(z1, z2, z3) :=

n−1∏
j=0

(
ζ + j −

3∑
i=1

1

δi
zi
∂

∂zi

)(
Kζ+α,n−β
δ1,δ2,δ3

g
)
(z1, z2, z3) ,

n =

 [α] + 1, α /∈ N,

α, α ∈ N,
zi > 0, δi > 0, α > 0, (۲۷ .۱)

آن در که
(
Kζ,β
δ1,δ2,δ3

g
)
(z1, z2, z3) :=


1

Γ (β)

∫ ∞

1
(s− 1)β−1 s−(ζ+β)g

(
z1s

1/δ1 , z2s
1/δ2 , z3s

1/δ3
)
ds, β > 0,

g (z1, z2, z3) , α = 0

اردلͬ⁃ کسری مشتق همچنین است. تعمیم یافته چپ اردلͬ⁃کوبر کسری انتگرال عمل·ر
شود: مͬ تعریف زیر به صورت Dζ,β

δ1,δ2,δ3
تعمیم یافته راست کوبر

(
Dζ,β
δ1,δ2,δ3

g
)
(z1, z2, z3) :=

 n∏
j=1

(
ζ + j +

3∑
i=1

1

δi
zi
d

dzi

)(Iζ+β,n−βδ1,δ2,δ3
g
)
(z1, z2, z3) ,

n =

 [β] + 1, α /∈ N,

β, α ∈ N,
zi > 0, δi > 0, β > 0,

آن در که

(
Iζ,βδ1,δ2,δ3g

)
(z1, z2, z3) :=


1

Γ (β)

∫ 1

0
(1− s)β−1 sζf

(
z1s

1/δ1 , z2s
1/δ2 , z3s

1/δ3
)
ds, β > 0,

g (z1, z2, z3) , β = 0

.[۵۹] است تعمیم یافته راست اردلͬ⁃کوبر کسری انتگرال

کسری مرتبه ی دیفرانسیل معادلات ۶ .۴ .۱
در که دیفرانسیلͬ معادلات از است عبارت کسری دیفرانسیل معادلات شد، اشاره که همانطور
از مشتق با دیفرانسیل معادلات تمامͬ در اگر ͽواق در دارد. وجود کسری مشتق عمل·ر آن ها
کنیم، جای·زین ریس،..) کاپوتو، (ریمن⁃لیوویل، کسری مرتبه ی از مشتق صحیح، ی مرتبه
برای گرفته صورت تقسیم بندی که است طبیعͬ لذا داشت خواهیم کسری دیفرانسیل معادلات
نیز کسری دیفرانسیل معادلات برای مشابه طور به را صحیح مشتق با دیفرانسیل معادلات
΁ی نیز دارد وجود دیفرانسیل معادلات در کسری مشتق عمل·ر که زمانͬ یعنͬ باشیم. داشته

داریم. زیر به صورت کلͬ دسته بندی



پیشنیازها ۳۲
معمولͬ: کسری دیفرانسیل معادلات J

زیر صورت به متفاوت مرتبه های از کسری معمولͬ دیفرانسیل معادله ΁ی کلͬ صورت
است

∆(x, y,Dα1
x y,Dα2

x y, . . . , Dαm
x y) = 0, αi ∈ R.

کاپوتو، ریمن⁃لیوویل، کسری مشتق معرف ،(αi /∈ N) αi > 0 برای Dαi
x y آن در که

مرتبه مشتقات αi ∈ N برای و کسری انتگرال های معرف αi < 0 چنانچه و ریس،...
است. صحیح

جزئͬ: کسری دیفرانسیل معادلات J

است: صورت این به کسری جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه
∆σ (x, u, aD

α
xu, . . .) = 0, σ = 1, . . . , N,

متغیر ـ q و x =
(
x1, . . . , xp

) مستقل متغیر ـ p با با دیفرانسیل معادله N شامل که
به صورت کسری مشتقات تمام مجموعه aD

α
xu که به قسمͬ ،u =

(
u1, . . . , uq

) وابسته
باشد: زیر

a1,...,apD
α1,...,αp
x1,...,xp u

ν , ν = 1, 2, . . . , q,

.j = 1, 2, . . . , p هر برای αj ≥ 0 آن در که
به ریمن⁃لیوویل کسری مشتق با معمولͬ دیفرانسیل معادله مثال عنوان به .۱ .۴ .۱ مثال

صورت
aD

α
xy = cx

−1
2
α +

b

y
, c, b ∈ R− {0}, α ∈ (0, 1),

دوم نوع آبل معادله از خاصͬ حالت فوق پرکاربرد معادله . y = y(x) آن در که ب·یرید نظر در
ͬ شود. م استفاده اقیانوسͬ جریان های مطالعه در که است

کلͬ صورت با گرما هدایت  ΁کلاسی معادله ی .۲ .۴ .۱ مثال
∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k
∂u

∂x

]
, x ∈ (0,∞), t > 0,

t زمان در x نقطه در دما u(x, t) معادله این در است. ΁فیزی و ریاضیات در آشنا نام معادلات از
ناحیه از خصوص به ماده ΁ی در گرما انتقال سرعت همان که گرماست انتشار ثابت ضریب k و
ناحیه ΁ی در را گرما انتشار معادله این زد حدس ͬ توان م که همانطور است. سرد ناحیه به گرم
شد ارائه میناردی۱ توسط بعد ها معادله این تعمیم ͬ دهد. م نشان زمان طول در ماده ΁ی از

ͬ شود: م جای·زین کسری مرتبه از مشتق با زمان به نسبت صحیح مرتبه مشتق آن در که
∂αu

∂tα
=

∂

∂x

[
k
∂u

∂x

]
, x ∈ (0,∞), t > 0.

1Gaspare Mainardi



۳۳ ناوردا زیرفضا روش

است α مرتبه از زمان به نسبت ریمن⁃لیوویل کسری مشتق دهنده ی نشان ∂αu
∂tα

آن در که
است. کسری دیفرانسیل معادله ΁ی از نمونه ای معادله این .[۲۷]

رفته ب΄ار کسری مشتق نوع به توجه با معادلات دسته این از کدام هر که است ذکر به لازم
وجود مورد در بحث یعنͬ ͬ گیرند. م قرار بررسͬ مورد و شده شناخته مجزا طور به آن ها در
کسری مشتق نوع به توجه با عددی) یا (تحلیلͬ دیفرانسیل معادله جواب کردن پیدا جواب،
از خارج موضوعات این به پرداختن که آنجا از ͬ گیرد، م انجام دیفرانسیل معادله در موجود

ͬ دهیم. م ارجاع [۲۶ ،۵۸] به را خواننده فقط لذا است نامه پایان  این اصلͬ بحث
ملاحظه ای قابل توجه کسری، دیفرانسیل معادلات کاربردهای از برخͬ افزایش برای ترغیب
جلب خود به معادلات این دقیق و عددی جواب های یافتن برای روش هایی کردن فراهم به
تقریب انتگرال، اولین کسری، زیرمعادله آدومیان، تجزیه روش به ͬ توان م که است کرده

کرد. اشاره [۱۱۷ ،۱۰۲ ،۸۷ ،۷۱ ،۲۱] غیره و هموتوپی
است گردیده ارائه کسری مشتقات برای متعددی تعاریف تاکنون شد ذکر که همان گونه
بسیار کسری دیفرانسیل معادلات برای تحلیلͬ جواب یافتن تعاریف، این پیچیدگͬ علت به اما

است. غیرمم΄ن ͽمواق اکثر در و دشوار
دقیق جواب های یافتن و دیفرانسیل معادلات مطالعه در اساسͬ نقش ΁ی لͬ تقارن آنالیز
به کسری دیفرانسیل معادلات حل در را لͬ تقارن آنالیز روش ریاضیدانان، برخͬ ͬ کند. م ایفا

. [۳۹ ،۳۸ بردند[۳۷، کار

ناوردا زیرفضا روش ۵ .۱
غیرخطͬ، جزئͬ دیفرانسیل معادلات از دقیق جواب ساخت برای جدید تکنی΁ های از ی΄ͬ
΁تفکی با تا شد مطرح [۳۶] ۱ گالاکتینو توسط بار اولین برای که است؛ ناوردا زیرفضای روش
این به که دارند وجود بی شماری ͽمراج شود. حل دقیق طور به غیرخطͬ معادلات متغیرها،
[۱۱۴ ،۸۱ ،۳۶ ،۳۵] به ͬ تواند م بهتر آشنایی جهت خواننده که پرداخته اند آن ها کاربرد و روش
توسط غیرخطͬ کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات با روش این کاربرد اخیرا، نماید. مراجعه

است. شده داده توضیح [۳۹] در ۲ کساتکین و گزیزوف
تکاملͬ به صورت کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی

∂αu

∂tα
= F [u] =

(
F 1 [u] , F 2 [u] , . . . , F q [u]

)T
, u =

(
u1, u2, . . . , uq

)T
, (۲۸ .۱)

باشد، کاپوتو مفهوم در زمان به نسبت کسری مشتق ∂α/∂tα (.) عمل·ر که ب·یرید نظر در
به صورت mi مرتبه از F i [u] غیرخطͬ دیفرانسیلͬ عمل·رهای همچنین

F i [u] = F i
(
x, u1, . . . , uq, . . . , u1mi , . . . , u

q
mi

)
, 1 ≤ i ≤ q,

1Victor A Galaktionov 2 Alexey A Kasatkin



پیشنیازها ۳۴
هستند. ui مشتقات و ui ،x متغیر های از هموار توابع

خطͬ زیرفضاهای آن در که باشد خطͬ فضای ΁ی Wk1,...,kq =W 1
k1
×· · ·×W q

kq
کنید فرض

یعنͬ: باشد؛ شده تولید {f ij}kij=1 خطͬ مستقل تابع ki توسط ،R روی W i
ki

ki⁃بعدی

W i
ki

= ⟨f i1 (x) , . . . , f iki (x)⟩ ≡


ki∑
j=1

Cijf
i
j (x) |Cij ∈ R, 1 6 j 6 ki

 , ∀i.

برای هرگاه نامیم F [u] برداری دیفرانسیلͬ عمل·رهای تحت ناوردا زیرفضای ΁ی را Wk1,...,kq

یعنͬ F؛ [u] ∈Wk1,...,kq باشیم داشته u ∈Wk1,...,kq هر
F i [u] ∈W i

ki
∀u ∈Wk1,...,kq .

رابطه 1 ≤ i ≤ q هر برای که است موجود چنان (1 ≤ j ≤ ki) F̂
i
j توابع که معناست بدان این

باشد: برقرار زیر

F i

 k1∑
j=1

C1
j f

1
j (x) , . . . ,

kq∑
j=1

Cqj f
q
j (x)

 =

ki∑
j=1

F̂ ij

(
C1
1 , . . . , C

1
k1 , . . . , C

q
1 , . . . , C

q
kq

)
f ij (x) .

معادلات این صورت در شود، پذیرفته F برداری دیفرانسیلͬ عمل·ر با Wk1,...,kq فضای اگر حال
دارد: زیر به صورت دقیق جواب ΁ی (۲۸ .۱) تکاملͬ

ui =

ki∑
j=1

Cijf
i
j (x) , 1 ≤ i ≤ q,

باشند: صادق زیر کسری معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه در Cij (t) ضرایب اگر تنها و اگر
dαCij
dtα

= F̂ ij

(
C1
1 , . . . , C

1
k1 , . . . , C

q
1 , . . . , C

q
kq

)
, 1 ≤ j ≤ ki, 1 ≤ i ≤ q.

کورتوگ⁃دو با هیروتا⁃ساتسومای شده جفت تعمیم یافته کسری معادلات دستگاه .۱ .۵ .۱ مثال
از: عبارتست ( Hs− cKdV اختصار (برای وریس

∂αt u =
1

2
uxxx − 2uux + 3wvx + 3vwx,

∂αt v = −vxxx + 3uvx, (۲۹ .۱)
∂αt w = −wxxx + 3uwx,

امواج دامنه و است 0 < α < 1 مرتبه از زمان به نسبت کسری مشتق نشان دهنده ∂αt که
غیرخطͬ برهم کنش دستگاه این هستند. tزمان و xم΄ان از توابعͬ ،w (x, t) و u (x, t) , v (x, t)
سطحͬ امواج توصیف در ͬ تواند م که ͬ دهد م نشان را مختلف پراکندگͬ روابط با بلند موج سه
پلاسما در صوتͬ یون امواج سیالات، ΁دینامی در لایه ای سه سیال مدل حلقوی ͅ های پاس آب،
دستگاه α = 1 دادن قرار با .[۴۷] گیرد قرار استفاده مورد بلوری شب΄ه ΁ی در صوتͬ امواج و



۳۵ ناوردا زیرفضا روش
معرفͬ ۱ وو توسط بار اولین که ͬ شود م شناخته تعمیم یافته هیروتا⁃ساتسوما دستگاه به فوق

است زیر به صورت α ∈ (0, 1) ازای به F [u] غیرخطͬ عمل·ر (۲۹ .۱) دستگاه برای شد.
F 1 [u, v, w] =

1

2
uxxx − 2uux + 3wvx + 3vwx,

F 2 [u, v, w] = −vxxx + 3uvx,

F 3 [u, v, w] = −wxxx + 3uwx,

بنابراین ͬ پذیرد، م را W2,2,2 = W1 ×W2 ×W3 = ⟨1, x⟩ × ⟨1, x⟩ × ⟨1, x⟩ ناوردا زیرفضای که
ͬ رسیم: م زیر فرم به (۲۹ .۱) دستگاه از دقیقͬ جواب

u (x, t) = A1 (t) + xA2 (t) ,

v (x, t) = B1 (t) + xB2 (t) , (۳۰ .۱)
w (x, t) = C1 (t) + xC2 (t) .

کسری معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه به ،(۲۹ .۱) دستگاه در فوق جواب جای·ذاری با
ͬ رسیم: م زیر

dαA1

dtα
= −2A1A2 + 3B2C1 + 3B1C2,

dαA2

dtα
= −2A2

2 + 6B2C2, (۳۱ .۱)
dαB1

dtα
= 3A1B2,

dαC1

dtα
= 3A1C2, (۳۲ .۱)

dαB2

dtα
= 3A2B2,

dαC2

dtα
= 3A2C2. (۳۳ .۱)

دستگاه معادلات از ΁ی هر است کافͬ w(x, t) و u(x, t), v(x, t) جواب های یافتن به منظور حال
به صورت (۳۳ .۱) از معادله آخرین کنیم. حل را فوق

A2 (t) = atγ , B2 (t) = btβ, C2 (t) = ctδ,

معادلات در مستقیم جای·ذاری با γ, β, δ نماهای و c و a, b حقیقͬ مقادیر آن در که است
روابط از ͬ شوند. م یافت (۳۳ .۱)

dα
(
ctδ
)

dtα
=

cΓ (1 + δ)

Γ (δ + 1− α)
tδ−α = 3actγ+δ,

(۳۱ .۱) معادلات از معادله دومین در A2(t) جای·ذاری با .a = Γ(1+δ)
3Γ(δ+1−α) و γ = −α داریم:

ͬ شود: م حاصل زیر روابط
A2 (t) =

Γ (1− α)

3Γ (1− 2α)
t−α, B2 (t) =

5Γ (1− α)

9Γ (1− 2α)
t−α, C2 (t) =

Γ (1− α)

6Γ (1− 2α)
t−α.

فرض با (۳۲ .۱) معادلات از کسری انتگرال گیری و B2(t) = 10
3 C2(t), رابطه از استفاده با

B1(t) و B2(t), C2(t) جای·ذاری با حال .B1(t) =
10
3 C1(t) ͬ آوریم م به دست B1(0) = C1(0) = 0

داریم: (۳۱ .۱) معادلات در
A1(t) = 6 t−α, B1(t) = 10 t−α, C1(t) = 3 t−α.

1Yongtang Wu



پیشنیازها ۳۶
.t = 5 انتخاب با u(x, t) پروفیل روی α اثر :۱ .۱ ش΄ل
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ͬ شود: م حاصل زیر به صورت ،(۳۰ .۱) نظیر (۲۹ .۱) دستگاه از دقیق جواب ΁ی نتیجه در
u (x, t) =

(
6 +

Γ (1− α)

3 Γ (1− 2α)
x

)
t−α

v (x, t) =

(
10 +

5 Γ (1− α)

9 Γ (1− 2α)
x

)
t−α (۳۴ .۱)

w (x, t) =

(
3 +

Γ (1− α)

6 Γ (1− 2α)
x

)
t−α.

ضرایب بودن نامنفرد دلیل به (۳۴ .۱) در ظاهرشده ضرایب ،α = 1 برای که ͬ کنیم م خاطرنشان
داریم: بنابراین نیستند. تعریف قابل گاما

Γ (1− α)

Γ (1− 2α)
=

 > 0, 0 < α < 1
2 ,

< 0, 1
2 < α < 1.

نتایج شد. خواهند گاما تکین ضرایب به منجر u(x, t) → 10 t−α و A2(t) → 0 آنگاه ، α = 1
2 اگر

برای فوق جواب های از گرافی΄ͬ نمایش ΁ی است. برقرار w(x, t) و v(x, t) توابع برای مشابه
زمانͬ u(x, t) پروفیل ۱ .۱ نمودار است. شده ارائه ۶ .۱⁃۱ .۱ نمودارهای در α متفاوت مقادیر
وجود x از بازه ای ،α ∈ (0, 12) ∪ (12 , 1) هر برای که ͬ شود م مشاهده ͬ دهد. م نشان t = 5 که
بازه در x هر ازای به α = 0.1 که زمانͬ مثال، برای است. منفͬ بازه این در u جواب که دارد

است. منفͬ u(x, t) جواب ،(−∞,−19.6)

ͬ شود. م مشاهده ۶ .۱⁃۳ .۱ نمودارهای در w(x, t) و v(x, t) پروفیل های برای مشابه نتایج
است. رسیده چاپ به [۱۰۷] مقاله در بخش این نتایج که است ذکر به لازم



۳۷ ناوردا زیرفضا روش

.u(x, t) پروفیل روی α اثر :۲ .۱ ش΄ل

α = 0.9 (ج) α = 0.5 (ب) α = 0.1 (آ)

.t = 5 انتخاب با v(x, t) پروفیل روی α اثر :۳ .۱ ش΄ل
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.v(x, t) پروفیل روی α اثر :۴ .۱ ش΄ل

α = 0.9 (ج) α = 0.5 (ب) α = 0.1 (آ)



پیشنیازها ۳۸

.t = 5 انتخاب با w(x, t) پروفیل روی α اثر :۵ .۱ ش΄ل
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.w(x, t) پروفیل روی α اثر :۶ .۱ ش΄ل

α = 0.9 (ج) α = 0.5 (ب) α = 0.1 (آ)



۲ فصل
دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین

بنابراین و ͬ ماند م ثابت که ͬ کند م اشاره فیزی΄ͬ کمیت ΁ی به بقا)، (اصل پایستگͬ قانون
جرم پایستگͬ عبارتنداز: پایستگͬ قانون های مهم ترین داشت. نخواهد نوسان زمان گذر حین
زاویه ای) حرکت (اندازۀ زاویه ای تکانه پایستگͬ خطͬ) حرکت (اندازۀ تکانه پایستگͬ انرژی؛ و

ال΄تری΄ͬ. بار پایستگͬ
ایده است. شده ارائه مختلف دوره های طول در پایستگͬ قوانین یافتن برای روش چندین
سال در لاپلاس توسط بار اولین پایستگͬ قانون تعریف از استفاده با پایستگͬ قوانین محاسبه
روی که است دیورژانس فرم به نمایشͬ ،PDE دستگاه ΁ی پایستگͬ قانون شد. ارائه ۱۷۹۸
غیربدیهͬ دیورژانس نمایش هر کلͬ، حالت در شود. مͬ صفر PDE دستگاه جوابهای تمام
به وابسته موضعͬ ضرایب از ͬ دهد، م نتیجه را PDE دستگاه از موضعͬ پایستگͬ قانون که
به دست وابسته متغیرهای مشتفات متناهͬ تعداد به و وابسته متغیرهای مستقل، متغیرهای
و وابسته و مستقل متغیرهای به وابسته دیورژانس نمایش هر که ͬ شود م ثابت ͬ آیند. م
عمل·رهای اگر برعکس، ͬ شود. م پوچ اویلر عمل·رهای توسط وابسته متغیرهای مشتقات
مشتقات و مستقل متغیرهای شامل نمایشͬ در شده ظاهر وابسته متغیرهای به مربوط اویلر
بود. خواهد دیورژانس نمایش ΁ی نمایش، آن آنگاه سازد پوچ را نمایش وابسته متغیرهای
ضرایب از ای مجموعه اگر تنها و اگر است پایستگͬ قانون دارای PDE دستگاه هر بنابراین
اویلر عمل·رهای توسط دستگاه در PDE هر با آن ها خطͬ ترکیب که باشد موجود موضعͬ

شود. پوچ وابسته متغیر هر به مربوط



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۴۰
ضرایب از مجموعه ای یافتن مساله به PDE دستگاه پایستگͬ قوانین یافتن مساله بنابراین
پوچ اویلر عمل·رهای توسط PDE دستگاه هر با آن ها خطͬ ترکیب که ͬ شود م منتهͬ موضعͬ
پایستگͬ قانون تولید باعث که موضعͬ ضرایب از مجموعه ای هر برای به علاوه، ͬ شود. م
دارد. وجود پایستگͬ قانون ͬ های چ·ال و شار آوردن به دست برای انتگرالͬ فرمول ΁ی ͬ شود م
معمولا که ͬ آیند م به دست موضعͬ ضرایب شدن مشخص از بعد مستقیم محاسبه از آن ها اغلب

.[۱۵ ،۱۰] ͬ کنند م یاد پایستگͬ قوانین محاسبه برای مستقیم روش عنوان به آن از
قوانین بین ارتباط مطالعه و بررسͬ به ۳ کلاین و ۲ ژاکوبی کارهای از تاثیر با ۱ نوتر امͬ
΁ی اگر که داد نشان نوتر ۱۹۱۸ سال در پرداخت. معادلات دستگاه تقارن های و پایستگͬ
΁ی لͬ گروه هر آنگاه بپذیرد، را (لاگرانژی) تغییراتͬ اصل ΁ی دیفرانسیل معادلات دستگاه
خواهد نتیجه را پایستگͬ قانون ΁ی دارد نگه پایا را تابعͬ عمل که نقطه ای تبدیلات از پارامتری
سال در نوتر قضیه نمود. ارائه پایستگͬ قوانین شار برای فرمولͬ نوتر خاص، حالت در داد.
تبدیلات از پارامتری ΁ی لͬ گروه ΁ی تحت تابعͬ عمل ناوردایی به ۴ باسل⁃هاگن توسط ۱۹۲۱
از لͬ گروه های به نتایج این .[۱۳] شد داده توسیع دیورژانسͬ عبارت ΁ی با همراه نقطه ای
نوتر قضیه ۵ بویر ۱۹۶۷ سال در بود. وابسته غیرتکاملͬ) (یعنͬ کانونͬ فرم در نقطه ای تبدیلات
را تابعͬ عمل که بالاتر مرتبه تبدیلات داد. تعمیم بالاتر(لͬ⁃ب΄لاند) مراتب تقارن های به را
ͬ شوند. م نامیده (وردشͬ) تغییراتͬ تقارن های ͬ دارند م نگه پایا دیورژانسͬ عبارت ΁ی حدود
اویلر⁃ معادلات خود (که خودالحاق PDE دستگاه های برای پایستگͬ قوانین نوتر، روش بنابر
حاصل تغییراتͬ تقارن های از هستند.) مشخص لاگرانژي با تغییراتͬ اصل ΁ی نظیر لاگرانژ
از وسیعͬ طیف زیرا است محدود شدیدی طرز به نوتر قضیه کاربرد همه این با ͬ گردند. م
آن ها معادلات تعداد که دستگاه هایی مورد در به ویژه نیستند. خودالحاق PDE دستگاه های
تقریباً فرد مرتبه از دیفرانسیل معادلات یا و ماکسول) معادلات (مثل نیست مجهولاتشان برابر
نظیر تغییراتͬ مساله و لاگرانژي تعریف اساساً معادلات این گونه براي زیرا است، فایده از خالͬ
دستگاه های به نوتر قضیه تعمیم برای زیادی کارهای ارائه به منجر مساله این و نیست مم΄ن
بود لازم تغییراتͬ اصل جای·زین جدید ساختار معرفͬ راستا این در شد. خودالحاق غیر PDE

.[۸۰ ،۲۲ ،۱۱]
به روش هایی ۲۰۱۱ و ۲۰۰۷ سال هاي در سوئدي، روس تبار ریاضیدان ابراگیموف، نیل
مفهوم روی شده پایه گذاری [۵۵] خودالحاقͬ شبه و [۵۳] خودالحاقͬ عناوین تحت ترتیب
دستگاه ΁ی پایستگͬ قوانین محاسبه ام΄ان آن  اساس بر که کرد ابداع قراردادی لاگرانژی
ابراگیموف قضیه خلاصه، به طور دارد. وجود نیز غیراویلر⁃لاگرانژ حتͬ دیفرانسیل معادلات
غیرخطͬ خودالحاق که خاصیت این با دیفرانسیل معادلات از دستگاه هر برای که ͬ کند م بیان
از استفاده با را دستگاه تقارن های نظیر دستگاه از موضعͬ پایستگͬ قوانین ͬ توان م باشد
برخͬ در نیست ایراد از خالͬ روش این وجود این با نمود. محاسبه قراردادی لاگرانژی

1Emmy Noether
2Carl G. J. Jacobi

3Felix C. Klein
4Erich Bessel-Hagen

5Timothy H. Boyer



۴۱ مقدماتͬ تعاریف
پایستگͬ قوانین تمام اوقات گاهͬ و شده بدیهͬ پایستگͬ قوانین به منجر فرمول این مقالات
و مطالعه ΁ی [۲۳] در .[۳۴ ،۳۲ ،۱۲۰] ͬ دهد نم نتیجه را معادلات دستگاه با پذیرفته شده
به فصل این در است. شده ارائه پایستگͬ قوانین محاسبه متفاوت روش های از ͽجام مرور

پرداخت. خواهیم روش ها این تحلیل و معرفͬ
جرم، قبیل از بنیادی فیزی΄ͬ اصول برای ریاضͬ تعابیر عنوان به ͬ توان م را پایستگͬ قوانین
دیفرانسیل معادلات تحلیل و تجزیه در پایستگͬ قوانین نمود. تلقͬ انرژی و بار حرکت، اندازه
ی΄تایی وجود، مطالعه به ͬ توان م جمله آن از که کنند؛ مͬ ایفا عمده ای نقش جزئͬ مشتقات با
قوانین کاربردهای از دی·ر مهم حوزه ΁ی نمود. اشاره غیرخطͬ معادلات جواب های پایداری و
دهه های در که است PDE دستگاه ΁ی مطالعه در عددی روش های چشم·یر توسعه پایستگͬ
دستگاه های یافتن شروع نقطه در مهمͬ نقش و است. بوده همراه افزونͬ روز پیشرفت با اخیر

دارند. برعهده پتانسیلͬ متغیرهای و موضعͬ غیر وابسته

مقدماتͬ تعاریف ۱ .۲
x = مستقل متغیر ـ p با k مرتبه از R (x, u) := ∆σ [u] جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه

ب·یرید: نظر در زیر به صورت u =
(
u1, . . . , uq

) وابسته متغیر ـ q و (x1, . . . , xp)
∆σ [u] = ∆σ

(
x, u, ∂u, . . . , ∂ku

)
= 0, σ = 1, . . . , N. (۱ .۲)

متغیرهای ،x مستقل متغیر چند یا ΁ی از تابعͬ f که معناست این به ′′f [u] ” نمادگذاری
یعنͬ: است، مشخص مرتبه ΁ی تا وابسته متغیرهای مشتقات و u وابسته

f [u] = f
(
x, u, ∂u, . . . , ∂lu

)
, l > 0.

R (x, u) جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای موضعͬ پایستگͬ قانون ΁ی .۱ .۱ .۲ تعریف
صورت به دیورژانسͬ عبارت ΁ی

divΦ [u] = DiΦ
i [u]1Φ

1 [u] + . . .+DpΦ
p [u] = 0, (۲ .۲)

عمل·ر Di ،(۱ .۲) رابطه در است. برقرار (۱ .۲) دستگاه جواب های همه برای که مͬ باشد
شار را Φiها [u] = Φi (x, u, ∂u, . . . , ∂ru) و است xi مستقل متغیرهای به نسبت کامل مشتق
ͬ شود م ظاهر Φi [u] شار در که (r) مشتق مرتبه بیشترین همچنین گویند. پایستگͬ قانون

ͬ شود. م نامیده پایستگͬ قانون مرتبه
قانون این صورت در باشد، t زمان متغیر PDE دستگاه مستقل متغیرهای از ی΄ͬ اگر

صورت به پایستگͬ
DtΨ

t [u] + divΦ [u] ≡ 0, (۳ .۲)



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۴۲
نامند. پایستگͬ بردار (Ψ,Φi) زوج و پایستگͬ قانون چ·الͬ را Ψt [u] آن در که ͬ شود م نوشته

داریم Ω ⊂ Rp مفروض فضای دامنه روی (۳ .۲) موضعͬ پایستگͬ قانون از انتگرال گیری با
d

dt

∫
Ω
Ψdpx = −

∫
∂Ω

ΦidAi (۴ .۲)
کمیت تغییر نرخ ͬ دهد م نشان که

C [u] =

∫
Ω
Ψdpx

نرمال بردار در مساحت المان dAi اینجا در ͬ شود. م متعادل ∂Ω دامنه مرز از خروجͬ شار با
نامند. پایستگͬ قانون فراگیر فرم را (۴ .۲) رابطه است. ∂Ω مرز روی خارجͬ واحد

بدیهͬ پایستگͬ قوانین
ͬ شود: م تعریف بدیهͬ پایستگͬ قانون نوع دو

بدیهͬ، نوع این شوند. پوچ جواب فضای روی همانͬ به طور پایستگͬ قانون شارهای الف)
ͬ شود. م نامیده اول نوع بدیهͬ

نتیجه ΁ی مثال: (برای شود صفر دیفرانسیلͬ تساوی ΁ی به صورت پایستگͬ قانون ب)
ͬ شود. م نامیده دوم نوع بدیهͬ این .( div

(
Φi [u]

)
≡ 0 دیفرانسیلͬ

است R(x, u) دستگاه برای بدیهͬ پایستگͬ قانون ΁ی (۲ .۲) پایستگͬ قانون .۲ .۱ .۲ تعریف
صفر دستگاه جواب های روی M i به طوری که باشند Φi =M i+H i به صورت آن شارهای هرگاه

دوم). نوع (بدیهͬ کند صدق DiH
i [u] ≡ 0 رابطۀ در H i و اول) نوع (بدیهͬ شود

ͬ کنند. نم فراهم دستگاه مورد در اطلاعاتͬ بدیهͬ پایستگͬ قوانین
PDE دستگاه .۱ .۱ .۲ مثال

vx − uy = 0,

vy + ut + uux + uxxx = 0,

به دستگاه این v متغیر حذف با ͬ گیریم. م درنظر v = v (x, y, t) و u = u (x, y, t) آن در که
پایستگͬ قانون ͬ شود. م تبدیل (KP) ۲ ⁃پتویشولͬ ۱ کدامتسو معادله

Dt

(
v2vx − v2uy

)
+Dx (vy + ut + uux + uxxx − 4y)

+Dy (vy + ut + uux + uxxx − 4vx + 4uy) = 0

است. اول نوع از پایستگͬ قانون ΁ی بنابراین و ͬ شود م صفر جواب فضای روی همانͬ به طور
پایستگͬ قانون

Dt (ux)−Dx (ut) = 0,

است. دوم نوع بدیهͬ لذا است دیفرانسیلͬ نتیجه ΁ی
1Boris B. Kadomtsev 2Vladimir I. Petviashvili



۴۳ مقدماتͬ تعاریف

هم ارز پایستگͬ قانون
اگر نامند (معادل) هم ارز را DiΨ

i = 0 و DiΦ
i = 0 پایستگͬ قانون دو .۳ .۱ .۲ تعریف

Di(Φ
i −Ψi) = 0,

پایستگͬ قوانین شامل پایستگͬ قوانین از هم ارزی رده ΁ی باشد. بدیهͬ پایستگͬ قانون ΁ی
است. غیربدیهͬ پایستگͬ قانون ΁ی با معادل

خطͬ موج معادله .۲ .۱ .۲ مثال
utt − uxx = 0,

ͬ پذیرد م زیر صورت به پایستگͬ قانون ΁ی
Dt

(
1

2
u2t +

1

2
u2x

)
−Dx (utux) = 0,

است زیر صورت به آن هم ارز پایستگͬ قانون ΁ی که
Dt

(
1

2
u2t +

1

2
u2x + ux

)
−Dx (utux + ut) = 0.

΁ی هرگاه نامند خطͬ مستقل {div (Φj [u]) = 0}kj=1 پایستگͬ قانون k از مجموعه ΁ی
خطͬ ترکیب که باشد موجود چنان {aj}kj=1 غیرصفر ثابت های از مجموعه

div

 k∑
j=1

ajΦj [u]

 = 0,

پیشرو مشتق (۱ .۲) معادلات دستگاه در u جزئͬ مشتق ΁ی باشد. بدیهͬ پایستگͬ قانون ΁ی
باشد. نداشته وجود دستگاه در آن از دیفرانسیلͬ نتیجه هیچ هرگاه نامند
نوشت: زیر حل شده فرم به بتوان را (۱ .۲) PDE دستگاه کنید فرض

∆σ [u] = ujσiσ,1···iσ,s −Gσ(x, u(n)) = 0, σ = 1, . . . , N, (۵ .۲)
مجموعه ،(۵ .۲) رابطه در .σ = 1, . . . , N هر ازای به 1 ≤ iσ,1 · · · iσ,s ≤ p و 1 ≤ jσ ≤ q که
که خاصیت این با هستند s مرتبه از خطͬ مستقل پیشرو جزئͬ مشتق N شامل {ujσiσ,1···iσ,s}

ͬ شوند. نم ظاهر {Gσ(x, u(n))}Nσ=1 در آن ها از نتیجه شده مشتقات و آن ها از ΁ی هیچ
است، xj مستقل متغیر به نسبت کوشͬ⁃کوالفس΄ͬ فرم به R (x, u) دستگاه .۴ .۱ .۲ تعریف
قابل xj مستقل متغیر به نسبت وابسته متغیر هر مشتق مرتبه بیشترین به نسبت دستگاه اگر

یعنͬ باشد، حل
∂sσ

∂(xj)sσ
uσ = Gσ(x, u(n)), 1 ≤ sσ ≤ n, σ = 1, . . . , q, (۶ .۲)

است شده ظاهر (۶ .۲) از PDE هر راست سمت در که xj به نسبت مشتق ها همه آن در که
است. چپ سمت مشتق های از کمتری مرتبه دارای
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در آن را بتوان اگر است ناتباهیده R (x, u) دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی .۵ .۱ .۲ تعریف
نکته این به باید نوشت. کوشͬ⁃کوالفس΄ͬ فرم به نقطه ای تبدیل ΁ی ΁کم به وجود صورت
برای پیشرو مشتق های به نسبت PDE دستگاه ΁ی از کوشͬ⁃کوالفس΄ͬ فرم که نمود توجه
فرم PDE دستگاه ΁ی بنابراین است. حل شده دستگاه از خاصͬ حالت وابسته متغیرهای تمام
برابر دستگاه، PDEهای تعداد با آن وابسته متغیرهای تعداد اگر ͬ پذیرد، م کوشͬ⁃کوالفس΄ͬ

باشد.

،PDE دستگاه ΁ی پایستگͬ قوانین یافتن برای مختلف روش های انواع بررسͬ به ادامه در
پرداخت. خواهیم

پایستگͬ قانون ضرایب ۲ .۲
غیربدیهͬ پایستگͬ قانون ،(۱ .۲) ناتباهیده دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی برای کلͬ، حالت در
عبارت که (فاکتورها) خاص تابعͬ ضرایب با (۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه خطͬ ترکیب از
متغیرهای عبارت هایی چنین یافتن برای ͬ شود. م ناشͬ ͬ دهد، م نتیجه را غیربدیهͬ دیورژانس
ظاهر تابعͬ ضرایب در یا و (۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه در که آن ها مشتقات و وابسته
نمایش های عملͬ چنین با ͬ شوند. م جای·زین آن ها مشتقات و دلخواه توابعͬ توسط شده اند
ͬ کند م میل صفر به (۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب های همه روی حاصل دیورژانسͬ

باشند. ناتکین ضرایب آن که شرط به
معادلات دستگاه برای ،{Λσ [U ]}Nσ=1 فرم به تابعͬ ضرایب از مجموعه ای خاص، حالت در

اتحاد هرگاه ͬ کنند، م تولید نمایش دیورژانسͬ  (۱ .۲) دیفرانسیل

Λσ [U ]∆σ [U ] ≡ DiΦ
i [U ] ,

(۱ .۲) دستگاه از U (x) = u (x) جواب  روی صورت دراین باشد. برقرار U (x) دلخواه توابع برای
ͬ شود: م نتیجه زیر موضعͬ پایستگͬ قانون

Λσ [u]∆
σ [u] ≡ DiΦ

i [u] = 0,

ͬ شود، م گفته تکین ضریب ΁ی Λσ [U ] ضریب به ) باشد ناتکین ضریب هر اینکه بر مشروط
در باشد.) (۱ .۲) مفروض PDE دستگاه U (x) = u (x) های جواب روی تکین تابع ΁ی هرگاه
تابعͬ ضرایب گرفتن نظر در با زیرا ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد ناتکین تابعͬ ،ضرایب عمل

نیست. دستگاه برای پایستگͬ قانون که رسید دیورژانسͬ نمایش های به ͬ توان م تکین
یافتن به دیفرانسیل معادلات دستگاه برای موضعͬ پایستگͬ قوانین یافتن حالت، این در

ͬ کند. م پیدا کاهش موضعͬ تابعͬ ضرایب از مجموعه ای



۴۵ پایستگͬ قانون ضرایب
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت U j (x) به نسبت اویلر عمل·ر .۱ .۲ .۲ تعریف
EUj =

δ

δU j
=

∂

∂U j
+

∞∑
s=1

(−1)sDi1 . . . Dis

∂

∂U ji1...is
. (۷ .۲)

کلͬ به طور ͬ کند. م پوچ را DiΦ
i [U ] دیورژانسͬ عبارت اویلر عمل·ر که داد نشان ͬ توان م

رابطه
EUj (DiΦ

i(x,U, ∂U, . . . , ∂rU)) ≡ 0, j = 1, . . . , q,

عمل·ر توسط که اس΄الری نمایش تنها خاص حالت در است. برقرار دلخواهͬ U (x) هر برای
است. دیورژانس نمایش ͬ شود م پوچ اویلر

دلخواه تابع برای (j = 1, . . . , q) EUj (F (x,U, . . . , ∂sU)) ≡ 0 معادلات [۱۰] .۱ .۲ .۲ قضیه
اگر تنها و اگر است برقرار U (x)

F (x,U, . . . , ∂sU) ≡ DiΨ
i
(
x,U, . . . , ∂s−1U

)
,

باشد. برقرار i = 1, . . . , p آن در که Ψi
(
x,U, . . . , ∂s−1U

) توابع برای
موضعͬ پایستگͬ قوانین و موضعͬ تابعͬ ضرایب بین ارتباط زیر قضیه ، ۱ .۲ .۲ قضیه به بنا

ͬ کند. م مشخص را
΁ی {Λσ (x,U, . . . , ∂rU)}Nσ=1 ناتکین موضعͬ تابعͬ ضرایب از مجموعه ای [۱۵] .۲ .۲ .۲ قضیه
اگر تنها و اگر ͬ دهد نتیجه م (۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه برای موضعͬ قانون پایستگͬ

باشد: برقرار زیر رابطه U (x) دلخواه توابع ازای به
EUj (Λσ (x,U, . . . , ∂

rU)∆σ (x,U, . . . , ∂nU)) = 0, j = 1, . . . , q. (۸ .۲)
تمام یافتن برای خطͬ مشخصه معادلات از مجموعه ای ، (۸ .۲) معادلات مجموعه از
چون ͬ شود. م نتیجه (۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی پایستگͬ قوانین تابعͬ ضرایب
آن را مشتقات تمام و U j ͬ توان م است، برقرار U (x) دلخواه تابع هر برای (۸ .۲) معادلات
(۸ .۲) خطͬ PDE دستگاه بنابراین گرفت، نظر در xi به نسبت مستقلͬ متغیرهای به عنوان
از مجموعه هایی آن جواب های که ͬ شود م تبدیل مشخصه خطͬ معادلات از خطͬ دستگاه به

بود. خواهند R (x, u) دستگاه برای موضعͬ تابعͬ ضرایب
ضرایب مجموعه ی که گرفت نتیجه ͬ توان م شد آورده بالا در که ای قضیه دو از

Λσ [U ]Nσ=1 = Λσ(x,U, ∂U, . . . , ∂
rU)Nσ=1,

با ͽواق در ͬ کند. م صدق U (x) دلخواه تابع هر برای Λσ [U ]Rσ [U ] ≡ DiΦ
i [U ] رابطه در

دیورژانسͬ عبارت با دیفرانسیل(۲. ۱) معادلات دستگاه و ضرایب خطͬ ترکیب قراردادن برابر
یافت. دست پایستگͬ قوانین به ͬ توان م DiΦ

i [U ]
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مستقیم روش ۳ .۲
به که ͬ دهند م ارائه پایستگͬ قوانین یافتن برای نظام مندی روش ۲ .۲ .۲ و ۱ .۲ .۲ قضیه های

نمود: بیان زیر به صورت آن را ال·وریتم ͬ توان م و ͬ گویند م مستقیم روش آن
به ضرایب جستجوی به ͬ بایست م ابتدا ،(۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه ازای به .۱
محاسبات (در Nپرداخته شود. مشخص مرتبه ازای به {Λσ (x,U, . . . , ∂rU)}Nσ=1 صورت
حل شده فرم به (۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه المقدور  ͬ حت که ͬ شود توصیه م عملͬ
مستقیم، روش اول مرحله در این صورت در نوشته شود. پیشرو مشتق ΁ی به نسبت
مشتقات کردن خارج با قوانین پایستگͬ با متناظر ضرایب تکین از ͬ توان م به راحتͬ

نمود.) اجتناب ضرایب وابستگͬ از آن ها، از حاصل مشتقات و پیشرو
تابعͬ ضرایب تمام یافتن به منظور U (x) دلخواه تابع برای را (۸ .۲) مشخصه معادلات .۲

کنید. حل 
در که نمایید پیدا را Φi [U ] تابعͬ ضرایب با متناظر شارهای تمامͬ باید مرحله این در .۳

ͬ کنند: م صدق زیر رابطه
Λσ (x,U, . . . , ∂

rU)∆σ (x,U, . . . , ∂nU) ≡ DiΦ
i (x,U, . . . , ∂rU) .

به که DiΦ
i (x,U, . . . , ∂rU) = 0 قانون پایستگͬ ΁ی تابعͬ، ضریب و شار هر نهایت، در .۴

ͬ دهد. م نتیجه است، برقرار (۱ .۲) دستگاه های جواب تمام ازای
شارهای و غیربدیهͬ موضعͬ تابعͬ ضرایب مجموعه های بین ΁ی به ΁ی تناظر کلͬ حالت در
ͬ    پذیرند م کوشͬ⁃کوالفس΄ͬ فرم که دیفرانسیل معادلات دستگاه های برای تنها غیربدیهͬ

است. برقرار
ͬ کنیم. م بررسͬ را زیر مثال پایستگͬ قوانین مستقیم روش بهتر درک برای

غیرخطͬ انتشار معادله .۱ .۳ .۲ مثال
ht = −h

3hr
3r

+ h2h2r +
h3hrr
3

= 0. (۹ .۲)
.[۸۸] است ثابت افقͬ صفحه ΁ی روی تراکم ناپذیر سیال از نازک مایع قطره ΁ی کننده توصیف
تمامͬ یافتن هدف است. ht پیشرو مشتق با t به نسبت کوشͬ⁃ کوالسفکͬ فرم به فوق معادله

به صورت اول مرتبه قوانین پایستگͬ موضعͬ ضرایب
Λ = ξ(r, t, h, hr), (۱۰ .۲)

متناظر اویلر عمل·ر برحسب است. (۹ .۲) PDE از
EH =

∂

∂H
−Dr

∂

∂Hr
−Dt

∂

∂Ht
+D2

r

∂

∂Hrr



۴۷ مستقیم روش
بود: خواهد زیر ش΄ل به (۱۰ .۲) ضریب برای مشخصه معادلات

EH

[
ξ(r, t,H,Hr)

(
Ht −

H3Hr

3r
−H2H2

r −
H3Hrr

3

)]
≡ 0, (۱۱ .۲)

Λ = به صورت جوابی (۱۱ .۲) مشخصه معادلات است. دلخواه تابعͬ H(r, t) آن در که
ͬ دهد: م نتیجه را زیر پایستگͬ قانون ضریب دو رو این از دارد؛ r (c2 ln r + c1)

Λ1 = r, Λ2 = r ln r.

غیربدیهͬ قانون پایستگͬ موضعͬ ΁ی تعیین کننده ضریب هر
DrΦ

1(r, t,H,Hr) +DtΨ
1(r, t,H,Hr)

≡ Λ1(r, t,H,Hr)
(
Ht − H3Hr

3r −H2H2
r − H3Hrr

3

)
,

DrΦ
2(r, t,H,Hr) +DtΨ

2(r, t,H,Hr)

≡ Λ2(r, t,H,Hr)
(
Ht − H3Hr

3r −H2H2
r − H3Hrr

3

)
,

(۱۲ .۲)

انتگرال گیری با ،(۱۲ .۲) رابطه از مشابه مشتق جملات دادن قرار مساوی از پس به ویژه است.
ͬ آید: م به دست زیر به صورت خطͬ مستقل موضعͬ پایستگͬ قانون دو شده، نتیجه معادلات از

Dt [rh] +Dr

[
−1

3
rhrh

3

]
= 0,

Dt [rh ln r] +Dr

[
−1

3
rhrh

3 ln r +
h4

r

]
= 0.

ͬ کننده خط عمل·رهای
دلخواه تابع ازای به که کنید فرض درنظرب·یرید. را (۱ .۲) معادلات دستگاه

باشیم: داشته U (x) =
(
U1 (x) , . . . , U q (x)

)
∆σ [U ] = ∆σ

(
x,U, ∂U, . . . , ∂kU

)
= 0, σ = 1, . . . , N,

برحسب (۱ .۲) PDE دستگاه با متناظر L [U ] فرشه) (مشتق ͬ کننده خط صورت،عمل·ر این در
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به V (x) =

(
V 1 (x) , . . . , V q (x)

) دلخواه تابع
Lσν [U ]V ν =

[
∂∆σ [U ]

∂Uν
+
∂∆σ [U ]

∂Uνi
Di + . . .

+
∂∆σ [U ]

∂Uνi1...ik
Di1...ikV

ν , σ = 1, . . . , N,

(۱۴ .۲)
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تابع برحسب (۱ .۲) PDE دستگاه با متناظر L∗ [U ] الحاقͬ عمل·ر جزء، به جزء انتگرال گیری با

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به W (x) =
(
W 1 (x) , . . . ,W q (x)

) دلخواه
L∗σ
ν [U ]Wσ =

∂∆σ [U ]

∂Uν
Wσ −Di

(
∂∆σ [U ]

∂Uνi
Wσ

)
+ . . .

+(−1)kDi1...ik

(
∂∆σ [U ]

∂Uνi1...ik
Wσ

)
, ν = 1, . . . , q. (۱۵ .۲)

خودالحاق (۱ .۲) دستگاه نظیر L [U ] ͬ کننده خط عمل·ر که افتد  ͬ م اتفاق زمانͬ ویژه حالت ΁ی
باشد.

ͬ شوند، م بیان (۱۳ .۲) معادله با که آن نظیر بامؤلفه های  L [U ] کنید فرض .۱ .۳ .۲ تعریف
نماد با را L [U ] با متناظر الحاقͬ عمل·ر باشد. (۱ .۲) دستگاه با متناظر ͬ کننده خط عمل·ر
این صورت، در ͬ شوند. م تعریف (۱۵ .۲) رابطه با آن نظیر مؤلفه های و داده نمایش L∗ [U ]

.L [U ] = L∗ [U ] اگر تنها و اگر است خودالحاق عمل·ر ΁ی L [U ]

متغیرهای تعداد آنگاه باشد، خودالحاق ͬ کننده خط عمل·ر ΁ی دارای PDE دستگاه ΁ی هرگاه
مورد دستگاه در موجود معادلات تعداد با ͬ بایست م ͬ شود م ظاهر دستگاه این در که وابسته
اس΄الر PDE ΁ی بحث مورد PDE دستگاه اگر همچنین، .N = q یعنͬ باشد؛ برابر مطالعه

باشد. زوج ͬ بایست م آن در ظاهرشده جزئͬ مشتق مرتبه بالاترین آنگاه است،
تنها و اگر است تغییراتͬ فرمول بندی ΁ی دارای PDE دستگاه که داد نشان ͬ توان م
لاگرانژی مطالعه به بعدی بخش در است. خودالحاق آن با متناظر ͬ کننده عمل·رخط اگر

ͬ پردازیم. م تغییراتͬ فرمول بندی های و

نوتر قضیه ۴ .۲
از موضعͬ پایستگͬ قوانین یافتن برای روشͬ نوتر) (قضیه [۹۲] خود مشهور مقاله در نوتر
دستگاه که وقتͬ نمود. ارائه ͬ پذیرند، م تغییر اصل که دیفرانسیلͬ معادلات دستگاه های
΁ی تغییر اصل اکسترمم های آنگاه ͬ پذیرد، م کنش) (انتگرال تغییر اصل دیفرانسیل معادلات
این در ͬ نامند. م اویلر⁃لاگرانژ معادلات را آن که ͬ دهد م نتیجه دیفرانسیل معادلات دستگاه
قانون شارهای آنگاه باشد، موجود تغییر اصل از نقطه ای تقارن ΁ی اگر که داد نشان نوتر حالت

ͬ آیند. م به دست صریح فرمولͬ توسط موضعͬ پایستگͬ
ͬ کنیم. م بیان تغییراتͬ تقارن های و تغییراتͬ مساله باب در مقدماتͬ نخست

تابعک ΁ی از اکسترمم ΁ی یافتن شامل تغییراتͬ مساله ΁ی .۱ .۴ .۲ تعریف
J [u] =

∫
Ω
L
(
x, u(n)

)
dx, (۱۶ .۲)

لاگرانژی L
(
x, u(n)

) انتگرالده است. Ω دامنه روی شده تعریف u = f (x) توابع از رده ای در
دارد. بستگͬ u مشتقات و x, u به و است هموار تابعͬ که ͬ شود م نامیده J تغییراتͬ مساله
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تغییراتͬ مشتق صورت این در باشد. دیفرانسیلͬ تابعک ΁ی J [u] کنیم فرض .۲ .۴ .۲ تعریف

فرد به منحصر q⁃تایی ،J
δJ [u] = (δ1J [u] , . . . , δqJ [u]) ,

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت که است
d

dε
|ε=0J [f + εζ] =

∫
Ω
δJ [f (x)] .ζ (x) dx,

تابع ζ (x) = (ζ1 (x) , . . . , ζq (x)) و شده تعریف Ω روی که است هموار تابع u = f (x) آن در که
است. Ω در فشرده محمل با هموار

متناظر اویلر⁃لاگرانژ معادلات هرگاه نامند پوچ لاگرانژي ΁ی را L (x, u(n)) تابع .۳ .۴ .۲ تعریف
.E (L) ≡ 0 باشد: صفر با متحد x, u هر به ازای آن با

دیورژانس ΁ی اگر تنها و اگر است پوچ لاگرانژی ΁ی را L
(
x, u(n)

) تابع [۱۰] .۱ .۴ .۲ قضیه
.P = (P1, . . . , Pp) برای L = divP باشد: کامل

مشتق هایشان Uو = (U1 (x) , . . . , U q (x)) دلخواه تابع ـ q و مستقل متغیر pـ با J [U ] تابعک
ͬ گیریم: م درنظر زیر صورت به اند، شده تعریف Ω دامنه روی که k مرتبه تا
J [U ] =

∫
Ω
L [U ] dx =

∫
Ω
L
(
x,U, ∂U, . . . , ∂kU

)
dx.

( کنش (انتگرال تغییر اصل را J [U ] تابعک و لاگرانژی را L [U ] = L
(
x,U, ∂U, . . . , ∂kU

) تابع
ͬ نامند. م

است، دلخواه تابعͬ v (x) که U (x) → U(x)+ εv (x) به صورت U از ΁کوچ بی نهایت تغییر
متناظر تغییر ͬ شوند. م صفر Ω دامنه از ∂Ω مرز روی k− 1 مرتبه تا مشتق هایش و خودش که

است: زیر به صورت لاگرانژی در
δL = L(x,U + εv, ∂U + ε∂v, . . . , ∂k [U ] + ε∂kv)− L(x,U, ∂U, . . . , ∂k [U ])

= ε

(
∂L [U ]

∂Uσ
vσ +

∂L [U ]

∂Uσj
vσj + . . .+

∂L [U ]

∂Uσj1...jk
vσj1...jk

)
+O(ε2).

که داد نشان ͬ توان م جزء به جزء انتگرال گیری با
δL = ε

(
vσEUσ(L [U ]) +DiW

i[U, v]
)
+O(ε2), (۱۷ .۲)

و است Uσ به نسبت عمل·راویلر EUσ که
W i[U, v] = vσ

(
∂L [U ]

∂Uσi
+ . . .+ (−1)(k−1)Dj1 . . . Dj(k−1)

∂L [U ]

∂Uσij1...jk−1

)

+ vσij1

(
∂L [U ]

∂Uσij1
+ . . .+ (−1)(k−2)Dj2 . . . Dj(k−1)

∂L [U ]

∂Uσij1...jk−1

)
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+ . . .+ vσj1...jk−1

(
∂L [U ]

∂Uσij1...jk−1

)
. (۱۸ .۲)

است: زیر به صورت J [U ] در متناظر تغییر دیورژانس، قضیه و (۱۷ .۲) نمایش به بنا
δJ = J [U + εv]− J [U ] =

∫
Ω
δLdx

= ε

∫
Ω

(
vσEUσ (L [U ]) +DlW

l [U, v]
)
dx+O(ε2)

= ε

(∫
Ω
vσEUσ (L [U ]) dx+

∫
∂Ω
W l [U, v]nlds

)
+O

(
ε2
)
, (۱۹ .۲)

هستند. ی΄ه سوی برون نرمال بردار با Ω دامنه از ∂Ω مرز روی ͹سط انتگرال های بیانگر ∫∂Ω که
لذا شود، صفر باید δJ از O(ε) جمله آنگاه باشد، J [U ] اکسترمم U = u (x) اگر ∫بنابراین،

Ω
vσEuσ(L [u])dx = 0, (۲۰ .۲)

اکسترمم U = u (x) اگر بنابراین، است. برقرار ،Ω دامنه روی شده تعریف دلخواه v (x) هر برای
کند: صدق زیر  PDE دستگاه در باید u (x) آنگاه باشد، J [U ]

Euσ (L [u]) =
∂L [u]

∂uσ
+ . . .+ (−1)(k)Dj1 . . . Dj(k)

∂L [u]

∂uσj1...jk
= 0, σ = 1, . . . , q. (۲۱ .۲)

J [U ] تغییر اصل از U = u (x) اکسترمم که ͬ نامند م اویلر⁃لاگرانژ معادلات را (۲۱ .۲) معادلات
داشت. خواهیم را زیر قضیه لذا ͬ کند. م صدق معادلات دراین

تغییر اصل اکسترمم U = u (x) هموار اگرتابع [۱۵] .۲ .۴ .۲ قضیه
J [U ] =

∫
Ω
L [U ] dx,

(۲۱ .۲) اویلر⁃لاگرانژ معادلات در u (x) آنگاه باشد، L [U ] = L
(
x,U, ∂U, . . . , ∂kU

لاگرانژی( با
ͬ کند. م صدق

نوتر قضیه ی از نوتر ال·وریتم ۱ .۴ .۲
است لازم ال·وریتم دراین پرداخت. خواهیم نوتر قضیه ی از نوتر ال·وریتم بیان به بخش دراین

نقطه ای تبدیلات از پارامتری ΁ی لͬ گروه تحت J [U ] تغییر اصل که
x̃i = xi + εξi (x,U) + O

(
ε2
)
, i = 1, . . . , p,

Ũ j = U j + εηj (x,U) + O
(
ε2
)
, j = 1, . . . , q, (۲۲ .۲)

΁کوچ بی نهایت مولد با
X =

p∑
i=1

ξi (x,U)
∂

∂xi
+

q∑
j=1

ηj (x,U)
∂

∂U j
, (۲۳ .۲)
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اگر تنها و اگر است برقرار ناوردایی باشد. ∫ناوردا

Ω̃
L[Ũ ]dx̃ =

∫
Ω
L [U ]Dx,

از عبارتست تبدیل۲. ۲۲ ژاکوبین است. (۲۲ .۲) نقطه ای تبدیل تحت Ω تصویر Ω̃ که
J = det(Dix̃

i) = 1 + εDiξ
i (x,U) + O

(
ε2
)
,

L
[
Ũ
]
= رابطه و است تبدیلات از لͬ گروه (۲۲ .۲) آنجایی که از . dx̃ = Jdx این صورت در

بنابراین است، (۲۳ .۲) ΁کوچ بی نهایت مولد k⁃ام مرتبه امتداد از جملاتͬ شامل eεX
(k)L [U ]

J [U ] برای نقطه ای تقارن (۲۲ .۲) نقطه ای تبدیلات از پارامتری ΁ی لͬ گروه نوتر ال·وریتم در
رابطه اگر تنها و اگر ∫است

Ω

(
JeεX

(k) − 1
)
L [U ] dx = ε

∫
Ω

(
L [U ]Diξ

i (x,U) +X(k)L [U ]
)
dx+O

(
ε2
)
, (۲۴ .۲)

O
(
ε2
جمله( آنگاه باشد، (۲۲ .۲) نقطه ای تقارن دارای J [U ] اگر باشد. برقرار U (x)هر برای

است: برقرار زیر اتحاد نتیجه در صفرخواهدشد. (۲۴ .۲) رابطه در
L [U ]Diξ

i (x,U) +X(k)L [U ] ≡ 0. (۲۵ .۲)
تبدیلات از خانواده ای با (۲۲ .۲) نقطه ای تبدیلات از پارامتری ΁ی لͬ گروه که ͬ دانیم م

است: معادل زیر صورت به موضعͬ
x̃i = xi, i = 1, . . . , p

Ũ j = U j + ε[ηj (x,U)− U ji ξ
i (x,U)] + O

(
ε2
)
, j = 1, . . . , q, (۲۶ .۲)

صورت به X̃(k) یعنͬ متناظرش ⁃ام k مرتبه یافته امتداد ΁کوچ بی نهایت مولد با که

X̃ =

q∑
j=1

[ηj (x,U)−
p∑
i=1

uji ξ
i (x,U)]

∂

∂uj

ͬ شود. م بیان
΁کوچ بی نهایت تغییر (۲۶ .۲) تبدیل تحت

U (x) → U (x) + εv (x)

مؤلفه های دارای
vj (x) = η̃j [U ] = ηj (x,U)− U ji ξ

i (x,U) ,

که ͬ شود م نتیجه (۲۶ .۲) گروهͬ خواص به بنا به علاوه، هستند. (۲۶ .۲) تبدیل از جملاتͬ با
δL = εX̃(k)L [U ] + O

(
ε2
)
.
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∫بنابراین

Ω
δLdx = ε

∫
Ω
X̃(k)L [U ] dx+O

(
ε2
)
. (۲۷ .۲)

با (۱۹ .۲) و (۲۷ .۲) روابط مقایسه از بعد
vj (x) = η̃j [U ] = ηj (x,U)− U ji ξ

i (x,U)

داریم
X̃(k)L [U ] ≡ η̃j [U ]EUj (L [U ]) +DiW

i
[
U, η̃j [U ]

]
, (۲۸ .۲)

ͬ شود. م بیان (۱۸ .۲) رابطه ی توسط W i
[
U, η̃j [U ]

] آن در که
΁ی لͬ گروه از ΁کوچ بی نهایت مولد ⁃ام k مرتبه امتداد X(k) کنید فرض [۱۵] .۱ .۴ .۲ لم
از ΁کوچ بی نهایت مولد ⁃ام k مرتبه امتداد ˜X(k) و (۲۲ .۲) نقطه ای تبدیلات از پارامتری

اگر باشد. (۲۶ .۲) معادل پارامتری ΁ی تبدیلات خانواده
F (U) =

(
x,U, ∂U, . . . , ∂k (U)

)
برقراراست: زیر اتحاد آنگاه باشد، دلخواهͬ تابع

X̃(k)F [U ] + F [U ]Diξ
i (x,U) ≡ X̃kF [U ] +Di

(
F [U ] ξi (x,U)

)
. (۲۹ .۲)

باشد، شده نتیجه تغییراتͬ اصل از ،PDE دستگاه ΁ی کنید فرض نوتر) (قضیه ی .۳ .۴ .۲ قضیه
جواب های که باشد (۲۱ .۲) اویلر⁃لاگرانژ معادلات از مجموعه ای مفروض PDE دستگاه یعنͬ
گروه کنید فرض باشد. L [U ] لاگرانژی با J [U ] تغییر اصل از U (x) = u (x) اکسترمم u (x)
کنید فرض باشد. J [U ] برای نقطه ای تقارن (۲۲ .۲) نقطه ای تبدیلات از پارامتری ΁ی لͬ
این در باشد. شده تعریف (۱۸ .۲) رابطه توسط v (x) و U (x) دلخواه توابع برای W l[U, u]

صورت
رابطه

η̃j [U ]EUj (L [U ]) ≡ −Di(ξ
i (x,U)L [U ] +W i[U, η̃j [U ]]), (۳۰ .۲)

برای تابعͬ ضرایب از ای مجموعه {η̃j [U ]}qj=1 یعنͬ است. برقرار U (x) دلخواه تابع برای
است. (۲۱ .۲) اویلر⁃لاگرانژ دستگاه

موضعͬ  ͬ پایستگ قانون
Di

(
ξi (x, u)L [u] +W i [u, η̃ [u]]

)
= 0, (۳۱ .۲)

برقراراست. (۲۱ .۲) اویلر⁃لاگرانژ دستگاه از u = Θ(x) جواب هر برای
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رابطه ی از صورت این در .F [U ] = L [U ] دهیم: قرار (۲۹ .۲) رابطه در است کافͬ برهان.

که: ͬ شود م نتیجه U (x) دلخواه توابع به ازای (۲۵ .۲)
X̃(k)L [U ] +Di

(
L [U ] ξi (x,U)

)
≡ 0.

تساوی فوق، رابطه در آن نمودن جای·زین و (۲۸ .۲) رابطه در X̃(k)L [U ] مقدار به توجه با
(۲۰ .۲) اویلر⁃لاگرانژ دستگاه جواب ΁ی U (x) = u (x) هرگاه لذا، ͬ شود. م نتیجه (۳۰ .۲)
(۳۱ .۲) پایستگͬ قانون نتیجه در شد؛ خواهد صفر (۳۰ .۲) رابطه چپ سمت عبارت آنگاه باشد،

شد. خواهد حاصل

نوتر قضیه ی از بویر فرمول ۲ .۴ .۲
مرتبه تبدیلات از حاصل پایستگͬ قوانین یافتن برای را نوتر قضیه ی ۱۹۶۷ سال در [۱۹] بویر
بالاتر مرتبه تبدیلات به نسبت J [U ] تغییراتͬ اصل خاص، حالت این در داد. تعمیم بالاتر
باشد. ناوردا تبدیلاتͬ چنین به نسبت L [U ] یعنͬ آن لاگرانژی هرگاه است ناوردا ی΁⁃پارامتری

کنید فرض .۴ .۴ .۲ تعریف
X̃ =

q∑
j=1

η̃j
(
x,U, U (s)

) ∂

∂uj
, (۳۲ .۲)

که باشد X̃(∞) امتداد با بالاتر مرتبه موضعͬ تبدیلات ΁کوچ بی نهایت مولد
η̃j [U ] ≡ η̃j

[
x,U, U (s)

]
.

اگر تنها و اگر است J [U ] برای موضعͬ تقارن ΁ی تبدیل این
X̃(∞)L [U ] ≡ DiA

i [U ] ,

X̃(∞) آن در که باشد، برقرار Ai [U ] = Ai (x,U, ∂U, . . . , ∂rU) توابع از ای مجموعه برای
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

X̃(∞) = η̃j
∂

∂U j
+ η̃

(1)j
i

∂

∂U ji
+ . . .+ η̃

(p)j
i1...ip

∂

∂U ji1...ip
+ . . . .

موضعͬ تبدیل .۵ .۴ .۲ تعریف
x̃i = xi, i = 1, . . . , p,

Ũ j = U j + εη̃j(x,U (k)) + O
(
ε2
)
, j = 1, . . . , q,

برای تغییراتͬ تقارن را است J [U ] برای موضعͬ تقارن ΁ی که X̃ ΁کوچ بی نهایت مولد با
ͬ نامند. م J [U ]
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تغییراتͬ اصل از R [U ] مانند PDE دستگاه کنید فرض [۱۵] نوتر) قضیه (تعمیم .۴ .۴ .۲ قضیه
(۲۱ .۲) اویلر⁃لاگرانژ معادلات از ای مجموعه مفروض PDE دستگاه یعنͬ باشد؛ شده نتیجه
L [U ] لاگرانژی با J [U ] تغییراتͬ اصل از U (x) = u (x) اکسترمم u (x) جواب های که باشد
(۳۲ .۲) ΁کوچ بی نهایت مولد با موضعͬ تبدیلات از پارامتری ΁ی لͬ گروه کنید فرض باشند.
توسط v (x)و U (x) دلخواه توابع برای W l[U, u] کنید فرض باشد. J [U ] از تغییراتͬ تقارن

این صورت در باشد. شده تعریف (۱۸ .۲) رابطه
رابطه

η̃j [U ]EUj (L [U ]) ≡ Di

(
Ai [U ]−W i

[
U, η̃j [U ]

])
,

برای تابعͬ ضرایب از مجموعه ای {η̃j [U ]}qj=1 یعنͬ است؛ برقرار U (x) دلخواه تابع برای
است. (۲۱ .۲) اویلر⁃لاگرانژ دستگاه

موضعͬ  ͬ پایستگ قانون
Di

(
Ai [u]−W i

[
u, η̃j [u]

])
= 0,

ͬ کند. م صدق (۱۸ .۲) اویلر⁃لاگرانژ دستگاه از u = Θ(x) جواب هر برای
آنگاه باشد، شده حاصل نوتر قضیه از پایستگͬ قانون اگر [۱۵] بویر) (قضیه .۵ .۴ .۲ قضیه

آید.  ͬ م به دست نیز بویر) (ال·وریتم نوتر قضیه تعمیم از مذکور پایستگͬ قانون
است: زیر صورت به ( SNLB) غیرخطͬ ΁بازینس دستگاه .۱ .۴ .۲ مثال ut = vxx,

vt = uxx − u− u2.
(۳۳ .۲)

دامنه با آب از رویه ای روی مدت طولانͬ موج های انتشار برای طبیعͬ مدل دستگاه، این
این .[۱۷] شد معرفͬ ۱۸۷۰ سال در ۱ ΁بازینس جوزف توسط بار اولین که است ΁کوچ

ͬ شود: م بیان زیر کنش تابعک با که است تغییراتͬ اصل دارای معادله
J [U, V ] =

∫
L[U, V ]dtdx.

است: زیر به صورت نیز متناظر لاگرانژی
L =

1

2
(U2

x + V 2
x + V Ut − UVt)−

1

3
U3 − 1

2
U2. (۳۴ .۲)

ͬ پردازیم. م J [U, V ] تابعک با متناظر تغییراتͬ تقارن های محاسبه به ابتدا چیز، هر از قبل
ب·یرید: نظر در را زیر ΁کوچ بی نهایت مولد منظور بدین

X = ξ1 (x, t, u, v)
∂

∂t
+ ξ2 (x, t, u, v)

∂

∂x
+ ϕ1 (x, t, u, v)

∂

∂u
+ ϕ2 (x, t, u, v)

∂

∂v
.

1 Joseph Boussinesq



۵۵ نوتر قضیه
از: عبارتست ΁بازینس دستگاه نقطه ای تقارن های

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 =

∂

∂v
, X4 = x

∂

∂v
,

X5 = t
∂

∂t
+
(x
2

) ∂

∂x
−
(
u+

1

2

)
∂

∂u
+

(
t

2
− v

)
∂

∂v
. (۳۵ .۲)

امتداد با هستند. J [U, V ] تغییر اصل برای تغییراتͬ تقارن های X4 و X1, X2, X3 تقارن چهار
داریم: فوق تقارن های

X̂1 = −ut
∂

∂u
− vt

∂

∂v
, X̂∞

1 = −ut
∂

∂u
− vt

∂

∂v
− utt

∂

∂ut
+ . . . ,

X̂2 = −ux
∂

∂u
− vx

∂

∂v
, X̂∞

2 = −ux
∂

∂u
− vx

∂

∂v
− uxx

∂

∂ux
+ . . . ,

X̂3 =
∂

∂v
, X̂∞

3 =
∂

∂v
,

X̂4 = x
∂

∂v
, X̂∞

4 = x
∂

∂v
+

∂

∂vx
.

(۳۶ .۲)

نتیجه را زیر دیورژانسͬ نمایش (۳۴ .۲) لاگرانژی روی (۳۶ .۲) تقارن های یافته امتداد عمل
ͬ دهد: م

X̂∞
1 L = Dt

(
2U2 + 3U3 + 2UUxx + 2V Vxx − 2V Ut +

1

2
UVt

)
+ Dx

(
−1

2
UxUt −

1

2
VxVt −

1

2
UUtx −

1

2
V Vtx

)
,

X̂∞
2 L = Dx

(
1

2
UVt + 2U2 + 3U3 − 2V 2

x − 2U2
x − 2V Ut

)
,

X̂∞
3 L = Dt

(
1

2
U

)
, X̂∞

4 L = Dt

(
1

2
xU

)
+Dx

(
1

2
V

)
. (۳۷ .۲)

ͬ دهند: م نتیجه را زیر تابعͬ ضرایب ،(۳۷ .۲) تقارن های بویر ال·وریتم به بنا

Λ1
1[U, V ] = η̂11[U, V ] = −Ut, Λ2

1[U, V ] = η̂21[U, V ] = −Vt,

Λ1
2[U, V ] = η̂12[U, V ] = −Ux, Λ2

2[U, V ] = η̂22[U, V ] = −Vx,

Λ1
3[U, V ] = η̂13[U, V ] = 0, Λ2

3[U, V ] = η̂23[U, V ] = 1,

Λ1
4[U, V ] = η̂14[U, V ] = 0, Λ2

4[U, V ] = η̂24[U, V ] = x.

لاگرانژی از استفاده با i = 1, 2 رابرای W i[U, v] مقادیر ابتدا . x1 = t و x2 = x ͬ دهیم م قرار
ͬ کنیم: م محاسبه (۱۸ .۲) رابطه از گرفتن ΁کم و (۳۴ .۲)

W 1[U, v] = −1

2
vUx, W 2[U, v] = −1

2
vUt.



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۵۶
که: ͬ گیریم م نتیجه (۳۷ .۲) روابط به توجه با سپس

(
A1

1, A
2
1

)
= (2U2 + 3U3 + 2UUxx + 2V Vxx − 2V Ut +

1

2
UVt,

−1

2
UxUt −

1

2
VxVt −

1

2
UUtx −

1

2
V Vtx),(

A1
2, A

2
2

)
=

(
0,

1

2
UVt + 2U2 + 3U3 − 2V 2

x − 2U2
x − 2V Ut

)
,

(
A1

3, A
2
3

)
=

(
1

2
U, 0

)
,

(
A1

4, A
2
4

)
=

(
1

2
xU,

1

2
V

)
.

عبارتنداز: که ͬ آیند م به دست (۳۵ .۲) تغییراتͬ تقارن های نظیر پایستگͬ قانون چهار این صورت در
Dt (−u) +Dx (vx) = 0,

Dt (0) +Dx

(
xvx −

1

2
v

)
= 0,

Dt

(
−1

2
vux +

1

2
uvx

)
+

Dx

(
−uxut + v2x −

1

2
uvt − 2u2 − 3u3 + 2u2x + vut

)
= 0,

Dt

(
−1

2
vut +

1

2
uvt − 2u2 − 3u3 − 2uuxx − 2vvxx + 2vut −

1

2
uvt

)
+

Dx

(
−1

2
uxut −

1

2
vxvt +

1

2
uutx +

1

2
vvtx

)
= 0.

ابراگیموف مستقیم، نوتر، قضیه روش به [۱۱۰] در فوق پایستگͬ قوانین که است ذکر شایان
شده است. محاسبه هرمان⁃پل و

ابراگیموف روش ۵ .۲
برقرار پایستگͬ قوانین و دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی تقارن های میان ارتباطͬ نوتر، قضیه
استفاده درنتیجه، بپذیرد. را تغییر اصل دیفرانسیل، معادلات دستگاه که شرط این با ͬ کند م
همه، از اول است. همراه محدودیت چندین با پایستگͬ قوانین یافتن منظور به نوتر قضیه از
فرشه) (مشتق ͬ کننده خط عمل·ر نتیجه، در است. تغییراتͬ دستگاه های به منحصر روش این
لاگرانژی برای صریحͬ فرمول باید همچنین باشد. خودالحاق بایست مͬ R (x, u) با متناظر
مͬ به علاوه ͬ دهد. م نتیجه را تغییراتͬ دستگاه آن اویلر⁃لاگرانژ معادلات که یافت L [U ]

پایا دیورژانس حد تا را L [U ] لاگرانژی دستگاه، تقارن های از ΁ی کدام که نمود بررسͬ بایست
با پایستگͬ قانون دیفرانسیل معادلات دستگاه تقارن هر ازای به ͬ توان نم یعنͬ ͬ دارند، م نگه
برای الحاقͬ معادله از جدید تعریفͬ [۵۳] مقاله اش در ابراگیموف آورد. به دست نوتر قضیه
دیفرانسیل معادله هر برای لاگرانژی ΁ی و [۵۶ ،۵۵] کرد ارائه غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات
تعداد که دیفرانسیل معادلات دستگاه هر برای لذا آورد. به دست غیرخطͬ) یا (خطͬ دلخواه



۵۷ ابراگیموف روش
آنجایی که از کرد. استفاده نوتر قضیه از ͬ توان م باشد برابر وابسته متغیرهای تعداد با معادلاتش
قوانین میان تناظر ΁ی ͬ توان م ͬ برند م ارث به را اصلͬ معادله تقارن های تمام الحاقͬ معادلات
برقرار ب΄لاند) (لͬ بالاتر مرتبه و برخوردی نقطه ای، تقارن های گروه از ΁ی هر با پایستگͬ
در کرد. محاسبه دیفرانسیل معادلات برای ΁کلاسی لاگرانژی بدون را پایستگͬ قوانین و نمود
پایستگͬ قوانین یافتن برای دقیقͬ فرمول ،[۵۶ ،۵۳] ابراگیموف قضیه از استفاده با بخش این

ͬ دهیم. م ارائه
نظر در زیر صورت به  N = q فرض با (۱ .۲) جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه

ب·یرید:
∆σ [u] = ∆σ

(
x, u, ∂u, . . . , ∂ku

)
= 0, σ = 1, . . . , q. (۳۸ .۲)

اگر
L =

q∑
β=1

vβ∆β
(
x, u, ∂u, . . . , ∂ku

)
,

معادلات صورت دراین باشد، (۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه برای قراردادی لاگرانژی
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت (۱ .۲) دستگاه برای الحاقͬ

(∆σ)∗
(
x, u, v, ∂u, . . . , ∂ku, ∂kv

)
=

δL
δuσ

= 0, (۳۹ .۲)
لاگرانژ اویلر⁃ عمل·ر δ/δuσ و هستند جدید وابسته متغیرهای v =

(
v1, . . . , vq

) که قسمͬ به
شد. معرفͬ (۷ .۲) رابطه در که است

دستگاه هرگاه گویند غیرخطͬ خودالحاق را (۳۸ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه .۱ .۵ .۲ تعریف
صدق vσ = φ (x, u) جای·ذاری با (۳۸ .۲) دستگاه از u جواب های همه روی (۳۹ .۲) الحاقͬ

به عبارتͬ یا .φ(x, u) ̸= 0 به طوری که کند
(∆σ)∗

(
x, u, v, ∂u, . . . , ∂ku, ∂kv

) ∣∣∣
v=φ

= λβσ∆
β, σ, β = 1, . . . , q, (۴۰ .۲)

هستند. ضرایب λβσها = λβσ
(
x, u, ∂u, . . . , ∂ku

) که
معادلات دستگاه فوق تعریف در است. رده زیر سه شامل غیرخطͬ خودالحاقͬ مفهوم
با (۳۹ .۲) از آمده به دست الحاقͬ معادله هرگاه گویند خودالحاق اکیداً را (۳۸ .۲) دیفرانسیل
در و v = φ(u) جای·ذاری با شود. λ ضریب ΁ی با معادله خود به تبدیل u = v جای·ذاری
دیفرانسیل معادلات دستگاه باشد برقرار φ′(u) ̸= 0 و φ′(u) = ∥∂φj(u)/∂uβ∥ شرط که صورتͬ
آن باشد u و x شامل v = φ(x, u) جای·ذاری هرگاه ͬ نامند. م خودالحاق شبه را (۳۸ .۲)
با غیرخطͬ خودالحاقͬ را آن v = φ

(
x, u, ∂u, . . . , ∂ku

) اگر و ͬ نامند م ضعیف خودالحاقͬ را
ͬ نامند. م دیفرانسیلͬ جای·ذاری



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۵۸
غیرخطͬ دوم مرتبه تکاملͬ معادله .۱ .۵ .۲ مثال

ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z (۴۱ .۲)
تاثیر تحت حرارت انتشار ضریب که است ناهمسانگرد مواد با حرارت انتقال کننده توصیف
ثابت ΁ی هیچ و هستند خطͬ مستقل h (u)،g (u) ،f (u) دلخواه و مثبت ضرایب است. دما

یعنͬ نیستند،
f ′ (u) ̸= 0 g′ (u) ̸= 0, h′ (u) ̸= 0. (۴۲ .۲)

: q (u) خارجͬ منبع ΁ی به آن تعمیم و معادله از ریاضͬ خواص و فیزی΄ͬ های کاربرد
ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z + q (u) ,

است. شده بیان مبسوط به طور [۵۰ ،۲۸] در
ͬ شود: م نوشته زیر صورت به (۴۱ .۲) الحاقͬ معادله (۳۹ .۲) رابطه از استفاده با

F ∗ ≡ vt + f (u) vxx + g (u) vyy + h (u) vzz = 0.

لازم مشتقات و v = φ(t, x, y, z, u) جای·ذاری با
vα ≡ Dα (φ) = φuuα + φα α = t, x, y, z,

vαα ≡ D2
α (φ) = φuu2α + φuuu

2
α + 2φαuuα + φ2α α = t, x, y, z,

داشت: خواهیم (۴۰ .۲) غیرخطͬ خودالحاقͬ شرط در
λ = 0, φu = 0, vt = φt, vxx = φxx, vyy = φyy, vzz = φzz.

ͬ یابد: م تقلیل زیر معادله به غیرخطͬ خودالحاقͬ شرط درنتیجه
−φt + f (u)φxx + g (u)φyy + h (u)φzz = 0.

داریم: (۴۲ .۲) شرایط و h (u)،g (u) ،f (u) خطͬ استقلال به بنا
φt = 0, φxx = 0, φyy = 0, φzz = 0.

ͬ رسیم: م زیر رابطه به بالا معادلات ازحل
v = a1xyz + a2xy + a3xz + a4yz + a5x+ a6y + a7z + a8.

است. صادق (۴۰ .۲) در v جای·ذاری با غیرخطͬ خودالحاقͬ شرایط در معادله بنابراین



۵۹ بهینه شده مستقیم روش
دیفرانسیل معادلات دستگاه که کنیم فرض [۵۴ ،۵۳] ابراگیموف) (قضیه .۱ .۵ .۲ قضیه
برخوردی نقطه ای، تقارن هر صورت این در . باشد غیرخطͬ خودالحاق معادله ΁ی ،(۳۸ .۲)
که ͬ شود م Di

(
Ci
)
= 0 صورت به پایستگͬ قانون ΁ی به منجر (۳۸ .۲) دستگاه بالاتر مراتب و

ͬ آیند: م به دست زیر رابطه از Ci های مؤلفه
Ci = ξiL+W σ

[
∂L
∂uσi

−Dj

(
∂L
∂uσij

)
+DjDk

(
∂L
∂uσijk

)
− . . .

]
(۴۳ .۲)

+Dj (W
σ)

[
∂L
∂uσij

−Dk

(
∂L
∂uσijk

)
+ . . .

]
+DjDk (W

σ)

[
∂L
∂uσijk

− . . .

]
+ . . .

.L = vβ∆β و W σ = ησ − ξjuσj آن در که
v (ut − uxx) قراردادی اش لاگرانژی با ut − uxx = 0 حرارت انتقال معادله .۲ .۵ .۲ مثال
(۴۳ .۲) معادله داریم دو مرتبه از لاگرانژیی و وابسته متغیر ΁ی آنجایی که از گیریم. درنظرمͬ

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت پایستگͬ قانون بردارهای محاسبه برای
Ci = ξiL+W

[
∂L
∂ui

−Dj

(
∂L
∂uij

)]
+Dj (W )

∂L
∂uij

.

ͬ آوریم. م به دست معادله از بالاتر مرتبه تقارن ΁ی و نقطه ای تقارن ΁ی با را پایستگͬ قوانین
Y = (2tuxxx − xuxx)

∂

∂u
مولد بالاتر مرتبه تقارن برای Xو = 2t

∂

∂t
−xu ∂

∂u
مولد نقطه ای تقارن برای

داریم: X با متناظر صورت این در گیریم. درنظرمͬ
ξ1 = 0, ξ2 = 2t, η = −xu, W = − (xu+ 2tux) .

داشت: خواهیم C =
(
C1, C2

) پایستگͬ بردار در W جای·ذاری با
C1 = −v (xu+ 2tux) , C2 = v (2tut + u+ xux)− (xu+ 2tux) vx.

مرتبه تقارن برای آید. مͬ به دست Dt

(
C1
)
+Dx

(
C2
)
= 0 صورت به پایستگͬ قانون درنتیجه

داریم: Y بالاتر
ξ1 = ξ2 = 0, W = η = xuxx + 2tuxxx.

ͬ شوند: م حاصل زیر به صورت پایستگͬ بردار های مؤلفه بنابراین
C1 = [xuxx + 2tuxxx] v,

C2 = [2t (ut − uxx − uxxx)− uxx − xuxxx] v + [uxx + 2tuxxx] v.

بهینه شده مستقیم روش ۶ .۲
چرا بود، موضعͬ پایستگͬ قانون ͬ های چ·ال و شارها محاسبه در مستقیم روش عمده ضعف
وابسته متغیرهای براساس ای جمله چند دو بدنبال مستقیم به صورت باید یا روش این در که



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۶۰
فرمول های با که این یا باشند صادق دیورژانسͬ نمایش در که پرداختیم مͬ آن ها مشتقات و
رسیدیم،از مͬ خود هدف به هستند متعدد جملات از گیری انتگرال شامل معمولا که خاصͬ
به گیری انتگرال است بالا مراتب مشتقات شامل PDE دستگاه پیچیده، موارد در آن جایی که
پایستگͬ قوانین یافتن برای دی·ری روش معرفͬ به بخش این در نیست. پذیر ام΄ان سادگͬ
و شارها محاسبه در مستقیم روش عمده ضعف ͬ تواند م زیادی حد تا که پرداخت، خواهیم

. کند ͽمرتف را پایستگͬ قانون ͬ های چ·ال
.[۴۵ ،۴۴] کردند ارائه پایستگͬ قوانین یافتن برای را زیر روش ۲ پل و ۱ هرمان ۲۰۱۰ سال در
به خود ال·وریتم بیان برای و نمودند استفاده متمتی΄ا افزار نرم از خود محاسبات انجام برای
(KP) کدامتسو⁃پتویاشویلͬ و (ZK) کازنتسو⁃زاخارف معادله دو پایستگͬ قوانین محاسبه

دادند. تعمیم چندبعدی فضاهای برای را خود روش سپس پرداختند.
باشد. تکاملͬ به صورت باید نظر مورد PDE روش این در .۱

که ب·یرید نظر در جملاتͬ از نامعین) ضرایب (با خطͬ ترکیب به صورت را ͬ ها چ·ال .۲
باشند. ناوردا PDE تجانس تقارن های به نسبت

این از و کرد حذف معادله از را ut جملات ͬ توان م است تکاملͬ فرم به معادله چون .۳
استفاده دارد صفر با برابر حاصلͬ ͬ مانده باق دقیق عبارت بر اویلر عمل·ر اثر که مساله
گرفته نظر در ضرایب دستگاه، این حل با برسیم. ضرایب از خطͬ دستگاه به تا نمود

ͬ شوند. م محاسبه شده
آمده آن تعریف ادامه در (که هوموتوپی عمل·ر از استفاده با ضرایب شدن مشخص از بعد .۴

ͬ آیند. م به دست مفروض ضرایب با متناظر شارهای است)
ͬ شوند. م محاسبه آمده به دست شارهای و چ·الͬ با متناظر پایستگͬ قوانین .۵

بنابراین ͬ پردازیم. م است، شده مطرح [۴۵] در که خاص هوموتوپی عمل·ر ΁ی معرفͬ به ابتدا
برحسب که [۲۳ ،۱۵] در شده مطرح عمل·رهای با ذیل در شده تعریف هوموتوپی عمل·ر

است. متفاوت ͬ شوند، م ساخته بالاتر مرتبه اویلر عمل·رهای
مؤلفه دو با است برداری عمل·ر بعدی، دو هوموتوپی عمل·ر .۱ .۶ .۲ )تعریف

Hx
u(x,t)(f),H

t
u(x,t)(f)

)
آن در که

Hx
u(x,t)(f) =

∫ 1

0

q∑
j=1

Ixuj (f)[λu]
dλ

λ
, Ht

u(x,t)(f) =

∫ 1

0

q∑
j=1

Ituj (f)[λu]
dλ

λ
. (۴۴ .۲)

1Willy Hereman 2Douglas Poole



۶۱ بهینه شده مستقیم روش
صورت به It

uj(x,t)
(f) و Ix

uj(x,t)
(f) انتگرال زیر توابع

Ixu(f) =

Mj
1∑

k1=1

Mj
2∑

k2=0

[
k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

Bxuxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2

]
∂f

∂uxk1 tk2
,

Itu(f) =

Mj
1∑

k1=0

Mj
2∑

k2=1

[
k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

Btuxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1

]
∂f

∂uxk1 tk2
(۴۵ .۲)

ترکیبی ضرایب و هستند t و x به نسبت u fدر مشتقات به ترتیب M j
2 و M j

1 که ͬ شوند م نوشته
عبارتنداز:

Bx = B(i1, i2, k1, k2) =

(
i1+i2
i1

)(
k1+k2−i1−i2−1

k1−i1−1

)(
k1+k2
k1

) ,

Bt = B(i1, i2, k1, k2) =

(
i1+i2
i2

)(
k1+k2−i1−i2−1

k2−i2−1

)(
k1+k2
k1

) .

f = divF یعنͬ باشد، دقیق تابعͬ f = f
(
x, t,u(M) (x, t)

) کنید فرض [۴۵] .۱ .۶ .۲ قضیه
دوبعدی حالت برای این صورت در .F = F

(
x, t,u(M−1) (x, t)

) برای
F = div−1 (f) =

(
Ht

u(x,t) (f) ,H
x
u(x,t) (f)

)
.

باید معادله که است این آن ها بارزترین دارد. را خود خاص محدودیت های نیز روش این
در چ·الͬ طرفͬ از ندارد. وجود ام΄ان این موارد برخͬ در که شود نوشته تکاملͬ صورت به
موجود تقارن هایی چنین است مم΄ن که باشد تجانسͬ تقارن های دارای باید گرفته شده نظر

نباشند.
روش ضعف تا است مستقیم روش با هرمان⁃پل روش ترکیب ما هدف بخش این در
قوانین محاسبه برای بهینه تری روش و شود برطرف شارها و چ·الͬ محاسبه در مستقیم

آوریم. به دست موضعͬ پایستگͬ
ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر به صورت را مستقیم روش ال·وریتم

به ضرایب جستجوی به ͬ بایست م ابتدا (۱ .۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه ازای به .۱
پرداخته شود. N مشخص مرتبه ازای به {Λσ (x,U, . . . , ∂rU)}Nσ=1 صورت

تابعͬ ضرایب تمام یافتن به منظور U (x) دلخواه تابع برای را (۸ .۲) مشخصه معادلات .۲
حل  کنید.

نمایید استفاده را Φi [U ] تابعͬ ضرایب با متناظر شارهای یافتن برای هوموتوپی عمل·ر از .۳
.

نتیجه DiΦ
i (x,U, . . . , ∂rU) = 0 قانون پایستگͬ ΁ی تابعͬ، ضریب و شار هر نهایت در .۴

است. برقرار (۱ .۲) دستگاه های جواب تمام ازای به که ͬ دهد م



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۶۲
برای مثالͬ عنوان به را (۳۳ .۲) ΁بازینس دستگاه پایستگͬ قوانین قسمت این در .۱ .۶ .۲ مثال

صورت به تابعͬ ضرایب کنید فرض منظور این برای ͬ یابیم. م شده بهینه مستقیم روش
Λ1 = ξ (x, t, u, v, ut, vt, ux, vx) , Λ2 = φ (x, t, u, v, ut, vt, ux, vx)

اویلر⁃لاگرانژ عمل·رهای برحسب هستند.
Eu =

∂

∂u
−Dx

∂

∂ux
−Dt

∂

∂ut
+D2

x

∂

∂uxx
, (۴۶ .۲)

Ev =
∂

∂v
−Dx

∂

∂vx
−Dt

∂

∂vt
+D2

x

∂

∂vxx
,

ͬ آیند: م به دست زیر رابطه از دستگاه این برای (۸ .۲) مشخصه معادلات
Eu
[
ξ (x, t, u, . . . , vx) (ut − vxx) + φ (x, t, u, . . . , vx)

(
vt − uxx + u+ u2

)]
≡ 0, (۴۷ .۲)

Ev
[
ξ (x, t, u, . . . , vx) (ut − vxx) + φ (x, t, u, . . . , vx)

(
vt − uxx + u+ u2

)]
≡ 0, (۴۸ .۲)

دارد: زیر صورت به جوابی (۴۷ .۲) رابطه هستند. دلخواه تابع های v (x, t) و u (x, t) که
Λ1 =

1

5
(−7 tvt − 5xvx + 2t− v)C1 − C4 vx + xC2 − vtC3 + C5 ,

Λ2 =
1

5
(7 tut + 5xux + 4u+ 2)C1 + utC3 + C4 ux.

ͬ آید: م به دست زیر ضرایب نتیجه در
(ξ1, φ1) = (−vt, ut) ,

(ξ2, φ2) = (−vx, ux) ,

(ξ3, φ3) = (1, 0) ,

(ξ4, φ4) = (x, 0) ,

(ξ5, φ5) =

(
−7

5
tvt − xvx +

2

5
t− 1

5
v,

7

5
tut + xux +

4

5
u+

2

5

)
.

مشخصه با دوم مرتبه غیربدیهͬ پایستگͬ قانون ΁ی (ξi, φi) هر با متناظر که
DtΨ

i +DxΦ
i ≡ 0,

استفاده هوموتوپی عمل·رهای از Φi و Ψi پایسته مقادیر محاسبه منظور به ͬ شود. م نتیجه
(ξ1, φ1) ضریب با متناظر پایستگͬ قوانین محاسبات، طولانͬ روند دلیل به اینجا در ͬ کنیم. م

ͬ دهیم: م قرار آورده ایم. خلاصه به طور را نتایج بقیه و ͬ آوریم م به دست را
f = −vt (ut − vxx) + ut

(
vt − uxx + u+ u2

)
,



۶۳ بهینه شده مستقیم روش
ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت (۴۵ .۲) متناظر روابط بنابراین

Ixu(x,t) (f) =
1∑

k1=0

2∑
k2=1

(
k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

Bxui1t i2x (−Dt)
k1−i1 (−Dx)

k2−i2−1

)
∂f

∂uk1t k2x

= u (−Dx)
∂f

∂uxx
+ ux

∂f

∂uxx
= uutx − utux,

Ixv(x,t) (f) =

1∑
k1=0

2∑
k2=1

(
k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

Bxvi1t i2x (−Dt)
k1−i1 (−Dx)

k2−i2−1

)
∂f

∂vk1t k2x

= v (−Dx)
∂f

∂vxx
+ vx

∂f

∂vxx
= vxvt − vvtx.

Itu(x,t) (f) =

1∑
k1=1

2∑
k2=0

(
k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

Btui1t i2x (−Dt)
k1−i1−1 (−Dx)

k2−i2

)
∂f

∂uk1t k2x
,

= u
∂f

∂ut
= −uuxx + u2 + u3,

Itv(x,t) (f) =
1∑

k1=1

2∑
k2=0

(
k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

Btvi1t i2x (−Dt)
k1−i1−1 (−Dx)

k2−i2

)
∂f

∂vk1t k2x
,

= v
∂f

∂vt
= vvxx.

λ به نسبت آن ها از انتگرال گیری و (۴۴ .۲) روابط در v و u جای به λv و λu جای·ذاری با حال
داریم: [0, 1] بازه روی

Ht
u(x,t) (f) =

∫ 1

0

(
Itu(x,t) (f) [λu] + Itv(x,t) (f) [λu]

) dλ
λ

= 1
2

(
vvxx − uuxx + u2

)
+ 1

3u
3,

Hx
u(x,t) (f) =

∫ 1

0

(
Ixu(x,t) (f) [λu] + Ixv(x,t) (f) [λu]

) dλ
λ

= 1
2 (uutx − utux − vvtx + vtvx) .

نتیجه زیر موضعͬ پایستگͬ قانون (ξ1, φ1) ضریب با متناظر ΁بازینس معادله برای رو این از
ͬ شود: م

Dt

(
vvxx − uuxx + u2 + 2

3u
3
)
+Dx (uutx − utux − vvtx + vtvx) = 0.

به نتایج کرد. محاسبه را پایستگͬ قوانین نیز ضرایب سایر با متناظر ͬ توان م مشابه طریق به
است. شده آورده ۱ .۲ جدول در خلاصه طور



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۶۴
΁بازینس دستگاه ضرایب نظیر هموتوپی عمل·رهای :۱ .۲ جدول

ضرایب چ·الͬ و شار

(ξ1, φ1) = (−vt, ut)
Ht

u(x,t)
(f) = 1

2

(
vvxx − uuxx + u2

)
+ 1

3
u3,

Hx
u(x,t)

(f) = 1
2
(uutx − utux − vvtx + vtvx)

(ξ2, φ2) = (−vx, ux)

Ht
u(x,t)

(f) = 1
2
(vux − uvx) ,

Hx
u(x,t)

(f) = 1
2

(
uvt − vut + u2 − u2x + v2x + 2

3
u3

)
(ξ3, φ3) = (1, 0)

Ht
u(x,t)

(f) = u,

Hx
u(x,t)

(f) = −vx

(ξ4, φ4) = (x, 0)
Ht

u(x,t)
(f) = xu,

Hx
u(x,t)

(f) = v − xvx

(ξ5, φ5) = (− 7
5
tvt − xvx +

2
5
t− 1

5
v, 7

5
tut + xux + 4

5
u+ 2

5
)

Ht
u(x,t)

(f) = 1
2
vut − 1

2
uvx + 2

5
tu+ 7

10
tu2 + 7

15
tu3 + 3

10
uv + 7

5
vt − 7

5
tvt − 7

10
tuuxx + 2

5
v −

7
10
tvut +

1
2
xvux + 7

10
tvvxx,

Hx
u(x,t)

(f) = 1
2
xu2 + 1

2
xu3 + 1

2
xuvt +

1
2
uux − 2

5
ux − 1

2
xu2x − 7

10
tutux + 7

10
tuutx − 2

5
tvx +

1
2
xv2x − 1

2
vvx − 1

2
xvut − 7

10
tvvtx + 7

10
tvxvt

و مرتبط غیرموضعͬ به طور پتانسیل دستگاه های ۷ .۲
زیردستگاه ها

از استفاده دیفرانسیل، معادله ی ΁ی برای بیشتر تقارن های آوردن دست به روش های از ی΄ͬ
دستگاه ΁ی جواب هر زیرا است. مرتبط غیرموضعͬ پتانسیل دستگاه ΁ی معادلات تقارن های
و ͬ کند م تولید مفروض دیفرانسیل معادله ی برای جواب ΁ی مرتبط غیرموضعͬ پتانسیل
غیرموضعͬ پتانسیل دستگاه برای جواب ΁ی نیز مفروض دیفرانسیل معادله ی جواب هر برعکس

ͬ کند. م تولید مرتبط
غیرموضعͬ به طور دستگاه های یافتن به منظور کلͬ چارچوب ΁ی گسترش به بخش، این در
هستند، مستقل متغیر دو شامل که جزئͬ دیفرانسیل معادلات از دسته آن با متناظر مرتبط

نمایید. مراجعه [۱۶ ،۱۵] به کامل توصیف مشاهده برای ͬ پردازیم. م
متغیر q با U{x, t;u} صورت به k مرتبه از جزئͬ دیفرانسیل معادله N از اس΄الر PDE ΁ی

ب·یرید نظر در زیر صورت به (x, t) مستقل متغیر دو و u =
(
u1, . . . , uq

) وابسته
U{x, t;u} : ∆σ [u] = ∆σ

(
x, t, u, . . . , ∂ku

)
= 0, σ = 1, . . . , N. (۴۹ .۲)

به طور PDE دستگاه های محاسبه جهت اصولͬ روش ΁ی ۳ رد و ۲ کومͬ ،۱ بلومن [۱۶] در
کردیم تعریف پیشتر که همان طور کرده اند. معرفͬ پایستگͬ قوانین پایه بر مرتبط غیرموضعͬ
دیورژانسͬ عبارت ΁ی (۴۹ .۲) جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای موضعͬ پایستگͬ قانون ΁ی

صورت به
DtΨ [u] +DxΦ [u] = 0, (۵۰ .۲)

است. برقرار (۴۹ .۲) دستگاه جواب های همه برای که است
1George W. Bluman 2Sukeyuki Kumei 3Gregory J. Reid



۶۵ زیردستگاه ها و مرتبط غیرموضعͬ به طور پتانسیل دستگاه های
پایستگͬ قانون هر ب·یرید. نظر در (۵۰ .۲) پایستگͬ قانون صورت در U{x, t;u} دستگاه
دلخواه پتانسیل متغیر به ازای UV {x, t;u, v} صورت به پتانسیل معادلات از جفت ΁ی ،(۵۰ .۲)

ͬ دهد: م نتیجه زیر صورت به v = v (x, t)

P :

 vx = Ψ [u] ,

vt = −Φ [u] .
(۵۱ .۲)

به را آن ͬ توان نم اینکه یعنͬ است؛ غیرموضعͬ متغیر ΁ی ،v پتانسیل متغیر (۵۱ .۲) رابطه در
نمود. بیان u جزئͬ مشتقات و (x, t;u) مفروض متغیرهای برحسب موضعͬ تابع ΁ی عنوان

پتانسیل دستگاه و U{x, t;u} مفروض PDE دستگاه که است ذکر شایان .۱ .۷ .۲ ملاحظه
مفروض PDE دستگاه مساله، کلیت دادن دست از بدون هستند. هم ارز UV {x, t;u, v} متناظر
مجموعه دارای لزوماً UV {x, t;u, v} (۵۱ .۲) پتانسیل دستگاه ͬ گیریم. م درنظر اس΄الری را
،u = θ (x, t) هرگاه به خصوص، است. (۴۹ .۲) یعنͬ مطالعه مورد اس΄الر PDE با ی΄سان جوابی
vtx = بر مبنͬ انتگرال پذیری شرط برقراری به توجه با آنگاه باشد U{x, t;u} معادله از جوابی
UV {x, t;u, v} پتانسیل دستگاه از v = Ξ (x, t) فرم به متناظر جواب ΁ی که ͬ شود م نتیجه ،vxt
(u, v) = هرگاه به عبارت دی·ر، است. ی΄تا دلخواه ثابت ΁ی حد در به طوری که دارد وجود
دلخواه ثابت به ازای آنگاه باشد UV {x, t;u, v} پتانسیل دستگاه از جوابی (θ (x, t) ,Ξ (x, t))

بالعکس، بود. خواهد مذکور دستگاه از جوابی نیز (u, v) = (θ (x, t) ,Ξ (x, t) + C) بردار C
تصویر به واسطه آنگاه کند، حل را (۵۱ .۲) پتانسیل دستگاه ،(u, v) = (θ (x, t) ,Ξ (x, t)) هرگاه
دستگاه جواب های بین ارتباط نتیجه در بود. خواهد (۴۹ .۲) دستگاه از جوابی u = θ (x, t)

میان موجود ارتباط این طریق نیست. ΁ی به ΁ی آن پتانسیل دستگاه جواب های و U{x, t;u}

بود. خواهد (۴۹ .۲) با ارز هم غیرموضعͬ به طور (۵۱ .۲) پتانسیل دستگاه جواب ها، مجموعه
دستگاه ΁ی شامل که جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دستگاه ΁ی به .۱ .۷ .۲ تعریف
که ،(۵۱ .۲) P پتانسیل معادلات از جفت ΁ی همراه به U{x, t;u} فرم به داده شده PDE

نماد با را آن و ͬ شود م گفته پتانسیل دستگاه ΁ی هستند، (۵۰ .۲) پایستگͬ قانون از برگرفته
ͬ دهیم. م نمایش UV {x, t;u, v} = U{x, t;u}

⋃
P

پتانسیل متغیر ΁ی فقط شامل که را UV {x, t;u, v} پتانسیل دستگاه که است ذکر شایان
گوییم. ی΄تایی پتانسیل دستگاه ͬ شود م v

u مشتقات و x, t, u از تابعͬ به صورت را v بتوان P پتانسیل دستگاه در اگر .۲ .۷ .۲ ملاحظه
گویند غیرموضعͬ متغیر ΁ی را آن غیراین صورت در است، موضعͬ متغیر ΁ی v آن گاه نوشت
دلخواه دیفرانسیل معادله ی با مرتبط غیرموضعͬ پتانسیل دستگاه ΁ی ،P پتانسیل دستگاه و
این صورت در باشد، U{x, t;u} از متغیرموضعͬ v کنید فرض خلف، برهان به بود. خواهد U

در .v = F [u] داشت خواهیم U{x, t;u} جواب های مجموعه روی F موضعͬ تابع به ازای



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۶۶
نتیجه:

vx = Ψ [u] , vt = −Φ [u] .

بنابراین:
Dx (F [u]) = Ψ [u] , Dt (F [u]) = −Φ [u] ,

بازنویسͬ زیر به صورت (۵۰ .۲) پایستگͬ قانون U{x, t;u} جواب های مجموعه روی بنابراین
ͬ شود: م

DtΨ [u] +DxΦ [u] = Dt (Dx (F [u])) +Dx (Dt (F [u])) = 0,

غیربدیهͬ فرض با تناقض ΁ی این و است بدیهͬ (۵۰ .۲) پایستگͬ قانون ͬ کند م ایجاب که
است. غیرموضعͬ v متغیر لذا است (۵۰ .۲) پایستگͬ قانون بودن

غیرموضعͬ به طور پایستگͬ قوانین از خطͬ مستقل مجموعه از ی΁⁃تایی پتانسیل دستگاه های
پایستگͬ قوانین از که پتانسیلͬ متغیرهای با ارتباط در زیر مهم قضیه ͬ شوند. م ناشͬ مرتبط

ͬ شود. م بیان شده اند، گرفته نشأت هم ارز
اختیار در U{x, t;u} دستگاه برای ارز هم پایستگͬ قانون دو که کنید فرض [۱۵] .۱ .۷ .۲ قضیه
به هستند. مرتبط ی΄دی·ر به موضعͬ به طور v1, v2 پتانسیل متغیرهای این صورت، در باشد.

است: برقرار زیر رابطه f (x, t, u, ∂u, . . . , ∂su) دلخواه تابع ازای به خصوص،
v2 = v1 + f (x, t, u, ∂u, . . . , ∂su) , s > 0.

پایسته معادلات جای·زین را پتانسیل معادلات ͬ توان م مساله، کلیت دادن دست از بدون
پایستگͬ قانون نظر مورد PDE آن که به مشروط نمود مفروض دستگاه های PDE از ی΄ͬ یا و

ایجاد کند. غیرصفر پایستگͬ ضریب با
ͬ شوند. م تش΄یل پتانسیل متغیر ΁ی از بیش با چندتایی پتانسیل دستگاه های مشابه، به طور

باشد: زیر صورت به خطͬ مستقل پایستگͬ قانون q دارای U{x, t;u} دستگاه اگر
DtΨ

i [u] +DxΦ
i [u] = 0, i = 1, . . . , q, (۵۲ .۲)

ͬ شوند م معرفͬ زیر پتانسیل معادلات با vi پتانسیل متغیر q این صورت در
vix = Ψi [u] , vit = −Φi [u] . (۵۳ .۲)

معادلات طریق از ͬ دهیم. م نمایش P i نماد با (۵۳ .۲) پتانسیل معادلات از معادله i⁃امین

ͬ آید. م به دست S(1){x, t;u, vi} = U{x, t;u} ∪ P i پتانسیل دستگاه q فوق، پتانسیل
q با U{x, t;u} PDE دستگاه نظیر (1 ≤ k ≤ q) k⁃تایی پتانسیل دستگاه ΁ی .۲ .۷ .۲ تعریف

است: زیر صورت به خطͬ مستقل پایستگͬ قانون
S(k){x, t;u, vi1 , . . . , vik} = U{x, t;u} ∪ P i1 ∪ . . . ∪ P ik .



۶۷ زیردستگاه ها و مرتبط غیرموضعͬ به طور پتانسیل دستگاه های
زیر صورت به دوتایی پتانسیل دستگاه ΁ی پایستگͬ قانون دو از استفاده با مثال برای

ͬ شود: م حاصل

UV 1V 2{x, t;u, v1, v2} :



∆σ [u] = 0, σ = 1, . . . , N,

v1x = Ψ1

(
x, t, u, . . . , ∂k−1u

)
,

v1t = −Φ1

(
x, t, u, . . . , ∂k−1u

)
,

v2x = Ψ2

(
x, t, u, . . . , ∂k−1u

)
,

v2t = −Φ2

(
x, t, u, . . . , ∂k−1u

)
پتانسیل دستگاه 2q − 1 خطͬ، مستقل پایستگͬ قانون q با U{x, t;u} PDE دستگاه نظیر

ͬ شود: م ساخته زیر به صورت
.S(1){x, t;u, vi} (i = 1, . . . , q) ی΄تایی: qتا ●

.i ̸= j و S(2){x, t;u, vi, vj} (i, j = 1, . . . , q) دوتایی: 1

2
q (q − 1) ●

... ●
.S(q){x, t;u, v1, . . . , vq} q⁃تایی: ΁ی ●

ب·یرید. نظر در خطͬ مستقل پایستگͬ قانون q با U{x, t;u} معادلات دستگاه .۳ .۷ .۲ تعریف
مرکب پتانسیل دستگاه v1, . . . , vq پتانسیل متغیر q نظیر پتانسیل دستگاه 2q−1 تمام مجموعه

ͬ دهند. م نشان Pv1...vq نماد با و نامند
باشد: زیر غیرخطͬ انتشار معادله معرف U{x, t;u} که کنید فرض .۱ .۷ .۲ مثال

ut = (L (u))xx , (۵۴ .۲)
پایستگͬ قانون ΁ی صورت به (۵۴ .۲) معادله ازآنجایی که است. دلخواه تابع ΁ی L (u) آن در که
زیر به صورت را متناظر پتانسیل دستگاه و نموده معرفͬ v مانند پتانسیل متغیر ΁ی است،

ͬ آوریم: م به دست

UV {x, t;u, v} = 0 :

 vx = u,

vt = (L (u))x ,
(۵۵ .۲)

΁ی ͬ توان م رو این از است، پایستگͬ قانون ΁ی نیز (۵۵ .۲) دستگاه از دوم معادله همچنین
به صورت را UVW{x, t;u, v, w} پتانسیل دستگاه و گرفت نظر در wرا مانند دی·ر پتانسیل متغیر

آورد: به دست زیر

UVW =


vx = u,

wx = v,

wt = L (u) .



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۶۸
ی΄دی·ر با غیرموضعͬ به طور UVW{x, t;u, v, w} و UV {x, t;u, v} ،U{x, t;u} PDE دستگاه سه

هستند. مرتبط
دستگاه بر علاوه باشد خطͬ مستقل پایستگͬ قانون بیشتر یا دو شامل مفروض دستگاه هرگاه
پتانسیل دستگاه ΁ی تش΄یل غیرصفر ضرایب با پایستگͬ قوانین خطͬ ترکیب دوتایی، پتانسیل

نوشت: ͬ توان م پایستگͬ قانون دو با نمونه، برای ͬ دهد. م طیفͬ

UVλ{x, t;u, vλ} :


∆σ [u] = 0, σ = 1, . . . , N,

(vλ)x = Ψ1
(
x, t, u, . . . , ∂k−1u

)
+ λΨ2

(
x, t, u, . . . , ∂k−1u

)
,

(vλ)t = −
(
Φ1
(
x, t, u, . . . , ∂k−1u

)
+ λΦ2

(
x, t, u, . . . , ∂k−1u

))
,

غیرموضعͬ به طور UVλ{x, t;u, vλ} دستگاه است. پیوسته پارامتر ΁ی λ ∈ R \ {0} آن در که
دستگاه دو همچنین است؛ مرتبط v1, v2 پتانسیل های با ی΄تایی پتانسیل دستگاه دو هر با
مرتبط غیرموضعͬ به طور λ ̸= κ به مشروط UVκ{x, t;u, vκ} و UVλ{x, t;u, vλ} طیفͬ پتانسیل
کامل تری طیفͬ پتانسیل دستگاه های پایستگͬ، قانون دو از بیش با دستگاه ها برای هستند.

ساخت. ͬ توان م

مرتبط غیرموضعͬ به طور زیردستگاه های ۱ .۷ .۲
U{x, t;u} مفروض دستگاه با مرتبط غیرموضعͬ به طور دستگاه های ساخت جهت دی·ر روش ΁ی
تعدادی یا ی΄ͬ کردن استخراج با که است مرتبط غیرموضعͬ به طور زیردستگاه های تش΄یل
خاصیت دو آنکه بر مشروط ͬ آید؛ م به دست مشتقات جای·ذاری با آن وابسته متغیرهای از بیشتر

باشد: برقرار زیر مهم
دهد؛ نتیجه را U{x, t;u} از جوابی زیردستگاه، این از جواب هر .۱

دهد. نتیجه را U{x, t;u} جواب های تمامͬ حاصل شده، زیردستگاه جواب های .۲
ͬ آید: م دست به زیر روش دو به دیفرانسیل معادله ΁ی به مرتبط غیرموضعͬ زیردستگاه ΁ی

نداریم، غیرموضعͬ زیردستگاه که شده داده دستگاه از وابسته متغیر چند یا ΁ی حذف .۱
مستقیم). (روش

به صورت که نقطه ای تبدیلات از دسته ای عمل از پس وابسته متغیر چند یا ΁ی حذف .۲
غیرمستقیم). (روش ͬ کنند، م عمل وابسته و مستقل متغیر جابه جایی

مانند PDE دستگاه ΁ی با متناظر زیردستگاه های که ͬ شود م استنباط این گونه فوق، مباحث از
کاربردی، مسائل در باشند. مرتبط آن با غیرموضعͬ یا موضعͬ به طور است مم΄ن U{x, t;u}

به ازای که زیرا هستند؛ برخوردار ویژه ای اهمیت از مرتبط غیرموضعͬ به طور زیردستگاه های
منجر که هستند قادر مرتبط غیرموضعͬ به طور زیردستگاه های تنها مفروض PDE دستگاه ΁ی



۶۹ زیردستگاه ها و مرتبط غیرموضعͬ به طور پتانسیل دستگاه های
به طور صورت چه در زیردستگاه که ͬ کند م بیان زیر قضیه گردند. جدید جواب های پیدایش به

ͬ باشد. م PDE دستگاه ΁ی با مرتبط غیرموضعͬ
u = وابسته متغیرهای با U{x, t;u} جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه [۱۵] .۲ .۷ .۲ قضیه
که Ũ{x, t;u1, . . . , uq−1} زیردستگاه ب·یرید. درنظر (x, t) مستقل متغیرهای و (u1, . . . , uq)
غیرموضعͬ است آمده به دست U{x, t;u} دستگاه از uq مانند وابسته متغیر ΁ی حذف با
صورت به U{x, t;u} معادلات از مستقیماً را uq نتوان هرگاه است، دستگاه این به مرتبط
زیردستگاه این صورت غیر در نوشت؛ آن  ها مشتقات و (x, t, u1, . . . , uq−1

متغیرهای( از ترکیبی
است. U{x, t;u} دستگاه با مرتبط موضعͬ زیردستگاه ΁ی Ũ{x, t;u1, . . . , uq−1}

ب·یرید: نظر در زیر صورت به را UV {x, t;u, v} دستگاه .۲ .۷ .۲ مثال

UV {x, t;u, v} = 0 :

 vx = u,

vt = (L (u))x .
(۵۶ .۲)

زیردستگاه این صورت در
U = V {x, t; v} = 0 : vt = (L (vx))x , (۵۷ .۲)

معادله ی برای جوابی v (x, t) اگر حال ͬ آید. م به دست (۵۶ .۲) دستگاه از u متغیر حذف با
خواهد (۵۶ .۲) دستگاه جواب ΁ی (u, v) = (vx, v) آن گاه u = vx ازآنجایی که باشد (۵۷ .۲)
زیردستگاه نتیجه در دانست. vx از تابعͬ صورت به ͬ توان م را u شده ی حذف متغیر یعنͬ بود.
را v متغیر ͬ توان م همچنین است. (۵۶ .۲) پتانسیل دستگاه با مرتبط موضعͬ به طور مذکور

جدید زیردستگاه و نمود حذف (۵۶ .۲) دستگاه از
U{x, t;u} = 0 : ut = (L (u))xx , (۵۸ .۲)

معادلات از u مشتقات و x, t, u از موضعͬ تابع به صورت v متغیر آن جایی که از ساخت، را
پتانسیل دستگاه با مرتبط غیرموضعͬ به طور (۵۸ .۲) زیردستگاه نیست، بیان قابل (۵۶ .۲)

است. (۵۶ .۲)

غیرموضعͬ تقارن های ۲ .۷ .۲
که ͬ کنیم م مطالعه را U{x, t;u} دیفرانسیل معادله ی تقارن های از دسته ای بخش این در
آن در که ͬ کنند م عمل (x, t, u, v) یافته ی گسترش فضای روی آن ها ΁کوچ بسیار مولد های
غیرموضعͬ پتانسیل دستگاه از که یافت خواهیم را تقارن هایی ͽواق در است. پتانسیل متغیر v

آمده اند. دست به مرتبط
پتانسیل دستگاه ΁ی دارای U{x, t;u} جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه که کنید فرض
نقطه ای تقارن های از پارامتری تک لͬ گروه تحت به طوری که باشد UV {x, t;u, v} صورت به



دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۷۰
باشد: ناوردا زیر

x̄ = x+ εξUV (x, t, u, v) + o(ε2),

t̄ = t+ ετUV (x, t, u, v) + o(ε2),

ū = u+ εηUV (x, t, u, v) + o(ε2),

v̄ = v + εζUV (x, t, u, v) + o(ε2),

است: زیر به صورت آن ΁کوچ بی نهایت مولد این رو از
X = ξUV (x, t, u, v)

∂

∂x
+ τUV (x, t, u, v)

∂

∂t
+ ηνUV (x, t, u, v)

∂

∂u
+ ζµUV (x, t, u, v)

∂

∂v
, (۵۹ .۲)

از (ν = 1, . . . , q) uν وابسته متغیرهای نظیر ΁کوچ بی نهایت مولد ضرایب ηνUV آن در که
vµ پتانسیل متغیرهای نظیر ΁کوچ بی نهایت مولد ضرایب معرف ζµUV و U{x, t;u} دستگاه

هستند. UV {x, t;u, v} پتانسیل دستگاه از (µ = 1, . . . , q)
پتانسیل تقارن ΁ی UV {x, t;u, v} پتانسیل دستگاه از (۵۹ .۲) نقطه ای تقارن .۴ .۷ .۲ تعریف

کوچ΁ های بی نهایت اگر تنها و اگر ͬ کند م تعریف U{x, t;u} دستگاه از
(ξUV (x, t, u, v) , τUV (x, t, u, v) , ηUV (x, t, u, v)) ,

هرگاه: دی·ر، عبارت به باشند. داشته بستگͬ v مؤلفه های از بیشتر تعدادی یا ی΄ͬ به صراحتاً
ξ2UV (x, t, u, v) + τ2UV (x, t, u, v) + η2UV (x, t, u, v) > 0.

مباشد. U{x, t;u} از غیرموضعͬ تقارن ΁ی U{x, t;u} از پتانسیل تقارن هر [۱۵] .۳ .۷ .۲ قضیه
از گرفته نشأت ͬ توانند م جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه های غیرموضعͬ تقارن های
تقارن های عنوان به یا و پتانسیل) دستگاه های نقطه ای تقارن های (یعنͬ، پتانسیل تقارن های
U{x, t;u} از موضعͬ تقارن هر راستا، همین در باشند. مرتبط غیرموضعͬ به طور زیردستگاه های
زیردستگاه ΁ی U{x, t;u} که (زیرا دهد نتیجه UVرا {x, t;u, v} از غیرموضعͬ تقارن ΁ی ͬ تواند م

ͬ شود). م محسوب UV {x, t;u, v} برای بدیهͬ مرتبط غیرموضعͬ به طور
دستگاه ΁ی دارای (۵۴ .۲) غیرخطͬ انتشار معادله که دیدیم (۱ .۷ .۲) مثال در .۳ .۷ .۲ مثال

موضعͬ تقارن است. (۵۵ .۲) مرتبط غیرموضعͬ پتانسیل
X = v

∂

∂x
+ λt

∂

∂t
−
(
u2 + 1

) ∂

∂u
− x

∂

∂v
,

از غیرموضعͬ تقارن ΁ی L′ (u) =
(
u2 + 1

)−1
eλ tan

−1 u فرض با (۵۵ .۲) پتانسیل دستگاه از
است. (۵۴ .۲) غیرخطͬ انتشار معادله

ببینید. [۱۵] در را (۵۴ .۲) معادله از غیرموضعͬ تقارن های رده بندی جزییات



۷۱ زیردستگاه ها و مرتبط غیرموضعͬ به طور پتانسیل دستگاه های

نشان را پتانسیل دستگاه ΁ی موضعͬ تقارن از نشأت گرفته غیرموضعͬ تقارن فوق، مثال
مرتبط غیرموضعͬ زیردستگاه از موضعͬ تقارن که غیرموضعͬ تقارن از مثالͬ اکنون ͬ دهد. م

ͬ دهیم. م ارائه است
ب·یرید: درنظر زیر به صورت را گاز دینامی΁ های از لاگرانژ دستگاه .۴ .۷ .۲ مثال

qx − vy = 0,

vx + py = 0, (۶۰ .۲)
px +B (p, q) vy = 0,

غیرموضعͬ به طور زیردستگاه (۶۰ .۲) دستگاه از v حذف با باشد. دلخواه تابع B (p, q) آن در که
ͬ شود: م حاصل زیر مرتبط

qxx − pyy = 0,

px +B (p, q) qx = 0. (۶۱ .۲)
موضعͬ تقارن های

Y1 =
∂

∂p
+

αep

1 + αep
q
∂

∂q
, Y2 = y

∂

∂p
+

αep

1 + αep
yq

∂

∂q
,

دستگاه از غیرموضعͬ تقارن ΁ی B (p, q) = (1 + αep) /q فرض با (۶۱ .۲) پتانسیل زیردستگاه از
است. شده بیان [۱۵] در (۶۰ .۲) دستگاه تقارن های رده بندی جزییات همچنین است. (۶۰ .۲)





۳ فصل
برشͬ موج انتشار معادله

اين عمده ی ͬ باشد. م جهان در مير و مرگ مهم عوامل از ي΄ͬ عروقͬ قلبی بيماری های
به شريان ها در چ·ال کم ليپوپروتئين های و چربی ذرات نشست و ͽتجم اثر بر بيماری ها
از جرم انتقال که اين به توجه با کرد. اشاره آترواس΄لروز به ͬ توان م جمله از که ͬ آيند م وجود
از رفتار اين انجام و چ·ونگͬ بررسͬ رو اين از ͬ باشد م بيماری اين اصلͬ عامل رگ لايه های
تعيين در مهمͯ نقش که همودينامي΄ͯ پارامترهاي از ي΄ͯ ͬ باشد. م برخوردار بالايی اهميت
بوده مطرح دور سال هاي از و داشته عروق و قلب سيستم بيماري هاي پيشرفت نحوه و محل
نزدي΄ͯ در سرعت پروفيل تغيير با پارامتر اين است. شريان ديواره در برشͯ تنش مقدار است،

دارد. رابطه ديواره
انتقال و بافت در خون جريان بيان برای متفاوتͬ رياضͬ مدل های تاکنون گذشته از
΁ی به عنوان را آن ها شریان ها، مدل سازی برای است. شده بيان شريان لايه های در جرم
خواص دارای لایه سه کامپوزیتͬ استوانه ΁ی ش΄ل به معمولا و الیاف با تقویت شده ماده
موج انتشار معادله بخش این در ͬ شود. م گرفته نظر در تراکم ناپذیر تقریبا و ناهمسانگردی
شریان مدل این در ͬ دهيم. م قرار بررسͬ و بحث مورد است، [۲۴] مقاله از برگرفته که برشͬ
در پیچشͬ کلاژن الیاف دسته دو که ͬ شود م گرفته درنظر ضخیم جدار استوانه ΁ی صورت به

دارد. قرار ΁هایپرالاستی بستر روی بر آن زمینه ماده
۷۳



برشͬ موج انتشار معادله ۷۴

΁هایپرالاستی موج معادله ۱ .۳
تنش های بر معادلات این اعمال با هستند. حاکم تعادل معادلات شریان م΄انی΄ͬ مدلسازی در
معادلات خانواده با حاکم معادله ͬ شود. م حاصل موج معادله [۲۴] در آمده به دست کوشͬ

غیرخطͬ موج
∆ : Gtt =N1

(
GRR +

GR
R

)
−N2GR

(
2GRR +

GR
R

)
+N3G

2
R

(
3GRR +

GR
R

)
+
N4

R
, (۱ .۳)

t زمان و R مادی شعاع از تابعͬ G (R, t) عمودی جابجایی های آن در که ͬ شود م توصیف
به صورت Ni ضرایب همچنین هستند.

N1 = α− 2 cos2 β sin2 δ

(
2K3

(
2 cos2 β

(
cos2 δ + 1

)
− 3
) (

2 cos2 β cos2 δ − 1
)2

+K4

(
2 cos2 β cos2 δ − 1

)
+ 8q

(
cos2 β − 1

))
,

N2 = 24 cos3 β sinβ sin3 δ

(
2K3

(
cos2 β cos2 δ − 1

2

)2

+ q

)
,

N3 = 8 cos4 β sin4 δ

(
2K3

(
cos2 β cos2 δ − 1

2

)2

+ q

)
,

N4 = 4 cosβ sinβ sin δ

(
8K3

(
cos2 β cos2 δ − 1

2

)2

+K4

)
,

Niمعادله ثابت های متفاوت مقادیر جای·ذاری با هستند. α و q,K3,K4, β, δ پارامترهای شامل
ͬ شود. م داده کاهش زیر حالت های به (۱ .۳)

(۱ .۳) صورت به معادله که ͬ شود م گرفته نظر در (i = 1, . . . , 4 ) Ni > 0 کلͬ حالت در . اول
است. شده داده

آن نتیجه ی در و شده صفر فیبر اثرات که (i = 2, 3, 4) Ni = 0 داریم: δ = 0 که زمانͬ . دوم
ͬ شود: م حاصل زیر به صورت هم·ن و خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادله ΁ی

Gtt = α

(
GRR +

GR
R

)
. (۲ .۳)

.[۲۴] است شده مطالعه ۱ شویاکوف توسط تحلیلͬ و عددی به صورت معادله این
دایره محیطͬ راستای و تقارنͬ پیچش در کلاژن فیبرهای بین (زاویه ی β که حالتͬ در . سوم
در که باشند صفر N4 و N2 ضرایب باشد) صفر ادونتیا و مدیا لایه های در xy صفحه در

1Alexey Shevyakov



۷۵ ΁هایپرالاستی موج معادله
΁الاستی شریان ΁ی مولفه های از نمایشͬ رگ: دیواره ی ساختار آناتومͬ از کلͬ طرح ΁ی (a) :۱ .۳ ش΄ل

پیچشͬ. فیبر دو بین β زاویه (b) ؛ ادونتیس و مدیا اینتیما، لایه: سه از شده تش΄یل سالم

نتیجه، در است. شده مشخص β زاویه ۱ .۳ ش΄ل در هستند. ͹مسط فیبر ها صورت این
ͬ شود: م بیان زیر به صورت کاهش یافته معادله

Gtt = N1

(
GRR +

GR
R

)
+N3G

2
R

(
3GRR +

GR
R

)
,

آن در که

N1 = α− 2 sin2 δ
(
2K3

(
2
(
cos2 δ + 1

)
− 3
) (

2 cos2 δ − 1
)2

+K4

(
2 cos2 δ − 1

))
,

N3 = 8 sin4 δ

(
2K3

(
cos2 δ − 1

2

)2

+ q

)
.

شده ذخیره انرژی تابع در فیبر به مربوط عبارات شدن صفر با که K3 = q = 0 هرگاه . چهارم
PDE به مدل نتیجه در .N2 = N3 = 0 حالت این در ͬ شود م پدیدار ΁هایپرالاستی

زیر خطͬ هم·ن

Gtt = N1

(
GRR +

GR
R

)
+
N4

R
, (۳ .۳)

ضرایب با

N1 = α− 2K4 cos
2 β sin2 δ

(
2 cos2 β cos2 δ − 1

)
, N4 = 2K4 sin δ sin 2β,

ͬ یابد. م کاهش



برشͬ موج انتشار معادله ۷۶

(۱ .۳) معادله تغییرات اصل و پایستگͬ قوانین تقارن، ۲ .۳
با: است برابر معادله جواب های روی (۱ .۳) ͬ شده خط معادله

L [G]W = Wtt −N1WRR − 2N2GRRWR − 2N2GRWRR − 3N3G
2
RWRR − 6N3GRGRRWR

− 1

R

(
N1WR + 2N2GRWR + 3N3G

2
RWR

)
.

است زیر به صورت آن متناظر الحاقͬ شده خطͬ معادله که حالͬ در
L∗ [G]V = Vtt −N1VRR + 2N2GRRVR + 2N2GRVRR − 3N3G

2
RVRR − 6N3GRGRRVR

+
1

R

(
3N3G

2
RVR − 2N2GRRV + 6N3GRGRRV − 2N2GRVR +N1VR

)
− 1

R2

(
N1V − 2N2GRV + 3N3G

2
RV
)
.

خانواده دارد مغایرت متناظرش الحاقͬ معادله با (۱ .۳) ͬ شده خط معادله اینکه به توجه با
انتگرال عامل ΁ی با مذکور خانواده وجود، این با ͬ پذیرد. نم تغییراتͬ اصل (۱ .۳) معادلات

نظیر لاگرانژی با کنش انتگرال از اکسترممͬ برای اویلر⁃لاگرانژ معادله ΁ی ،R تغییراتͬ
L =

R

12

(
6G2

t − 6N1G
2
R + 4N2G

3
R − 3N3G

4
R +

12

R
N4G

)
, (۴ .۳)

΁ی پایستگͬ قانون ضریب هر تغییراتͬ، PDE دستگاه ΁ی برای .Eu(L) = R∆ یعنͬ است؛
تجاوز موضعͬ تقارن های تعداد از پایستگͬ قوانین تعداد بنابراین و ͬ دهد م نتیجه موضعͬ تقارن
(۱ .۳) خانواده پایستگͬ قانون ضرایب و نقطه ای تقارن های بین مقایسه ΁ی اکنون ͬ کند. نم
تقارن های و پایستگͬ قوانین تعداد ۱ .۳ جدول است. شده حاصل Niها رده بندی برحسب
ببینید. را ۲ .۲ .۳ بخش رده بندی این جزییات برای ͬ دهد. م نشان را شده رده بندی حالت های
تغییراتͬ تجانس، تقارن جز به (۱ .۳) خانواده تقارن های تمام که دید ͬ توان م ،۱ .۳ جدول از
ثابت های حسب (۳. ۱)بر خانواده از نقطه ای تقارن های و پایستگͬ قوانین تعداد رده بندی :۱ .۳ جدول

Ni

حالت ثابت #تقارن پایستگͬ قوانین ضرایب #

اول Ni ̸= 0, i = 1 . . . 4 4 3

دوم N2
2 = 3N1N3, N

3
2 = −27N4N

2
3 5 4

سوم N3 = 0, N2
1 = −4N2N4 5 4

چهارم Ni = 0, i = 2, 3 ∞ ∞

وجود پایستگͬ قانون ضریب ΁ی متناظر اضافͬ تغییراتͬ تقارن ΁ی دوم حالت برای هستند.
علاوه براین، ͬ آید. م به دست سوم حالت برای اضافͬ غیرتغییراتͬ تقارن ΁ی همچنین دارد.
قانون و نقطه ای تقارن بی نهایت N2 = N4 = 0 که خطͬ حالت در (۱ .۳) معادلات خانواده

دارد. پایستگͬ



۷۷ (۱ .۳) معادله تغییرات اصل و پایستگͬ قوانین تقارن،

هم ارز تبدیلات ۱ .۲ .۳
است زیر به صورت (۱ .۳) مدل برای هم ارز تبدیلات

R∗ = R∗ (R, t,G) , t∗ = t∗ (R, t,G) , G∗ = G∗ (R, t,G) ,

N∗
i = N∗

i (N1, N2, N3, N4) , i = 1, . . . , 4.

کارگیری به با .∂ (R∗, t∗, G∗)/∂ (R, t,G) ̸= 0 باشیم داشته ͬ بایست م وارون پذیری، برای
خانواده هم ارز تبدیلات از لͬ گروه های [۹۶ ،۵۲ ،۱۵] ͽمراج در شده استفاده روش های

است محاسبه قابل زیر مولدهای توسط تولیدشده جبرلͬ با (۱ .۳) معادلات
V1 = N1

∂

∂N4
− 2N2

∂

∂N1
− 3N3

∂

∂N2
−R

∂

∂G
,

V2 =
2N1

3

∂

∂N1
+
N2

3

∂

∂N2
+N4

∂

∂N4
− R

3

∂

∂R
− 2t

3

∂

∂t
,

V3 =
N1

3

∂

∂N1
+

2N2

3

∂

∂N2
+N3

∂

∂N3
+
R

3

∂

∂R
+
t

6

∂

∂t
.

ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه انتگرال گیری با
به صورت تبدیلاتͬ (۱ .۳) معادلات خانواده از هم ارزی گروه .۱ .۲ .۳ قضیه

R∗ = B−1
2 B2

3R, t∗ = B−2
2 B3t, G∗ (R∗, t∗) = G (R, t)−B1R,

N∗
1 = B2

2B
2
3

(
N1 − 2B1N2 + 3B2

1N3

)
, N∗

2 = B2B
4
3 (N2 − 3B1N3) , (۵ .۳)

N∗
3 = B6

3N3, N∗
4 = B3

2

(
N4 +B1N1 −B2

1N2 +B3
1N3

)
,

هستند. دلخواه B1, B2, B3 ∈ R, B2 > 0, ثابت های آن در که است
ی΄سان فرم با معادله ای به را (۱ .۳) معادلات خانواده از معادله هر (۵ .۳) تبدیلات به وضوح

ͬ نگارند. م
G∗
t∗t∗ =N∗

1

(
G∗
R∗R∗ +

G∗
R∗

R∗

)
−N∗

2G
∗
R∗

(
2G∗

R∗R∗ +
G∗
R∗

R∗

)
+N∗

3G
∗2
R∗

(
3G∗

R∗R∗ +
G∗
R∗

R∗

)
+
N∗

4

R∗ . (۶ .۳)
کاهش ساده تری فرم به را (۶ .۳) معادله ͬ توان م ،(۵ .۳) هم ارز تبدیلات از استفاده با
ارائه Ni, i = 1, . . . , 4 ثابت های به نسبت فوق معادله ساده تر فرم های از رده بندی اکنون داد.

ͬ دهیم. م

کلͬ اول: حالت



برشͬ موج انتشار معادله ۷۸
اثر حذف با Ni ̸= 0, i = 1, . . . , 4, کلͬ حالت در (۱ .۳) موج معادله از ساده سازی ΁ی .۱
با (۵ .۳) تبدیلات از استفاده با ͬ شود. م حاصل N2 و N3 مقیاس تغییر و N4/R منبع

انتخاب
B3 =

1
6
√
N3

, B2 =
N

2
3
3

N2 − 3N3B1
,

هم ارز صورت بنابراین است. N3B
3
1−N2B

2
1+N1B1+N4 = 0 معادله ریشه B1 آن در که

با: است برابر ۱ .۳) معادلات خانواده از
G∗
t∗t∗ = N∗

1

(
G∗
R∗R∗ +

G∗
R∗

R∗

)
−G∗

R∗

(
2G∗

R∗R∗ +
G∗
R∗

R∗

)
+G∗2

R∗

(
3G∗

R∗R∗ +
G∗
R∗

R∗

)
.

N2حاصل پارامتر حذف Niبا ̸= 0 کلͬ حالت در (۱ .۳) معادلات از دی·ر ساده صورت ΁ی .۲
تبدیلات هدف، این برای نمود. ΁ی را N1 و N3 پارامترهای ͬ توان م همچنین ͬ شود. م

انتخاب با (۵ .۳) متناظر هم ارز
B1 =

N2

3N3
, B3 =

1
6
√
N3

, B2 =

√
3

6
√
N3

√
3N3N1 −N2

2

,

ساده صورت به کلͬ حالت در (۱ .۳) معادلات خانواده صورت این در ͬ گیریم م نظر در
ͬ شود: م نگاشته زیر

G∗
t∗t∗ =

(
G∗
R∗R∗ +

G∗
R∗

R∗

)
+G∗2

R∗

(
3G∗

R∗R∗ +
G∗
R∗

R∗

)
+
N∗

4

R∗ .

ͬ کنیم. م تعیین ۱ .۳ جدول مطابق (۱ .۳) معادله از خاص حالت های برای هم ارز تبدیلات حال
(۱ .۳) معادلات خانواده حالت این در ،N2

2 − 3N1N3 = 0, N3
2 + 27N4N

2
3 = 0 دوم: حالت

است زیر صورت به
Gtt =

N2
2

3N3

(
GRR +

GR
R

)
−N2GR

(
2GRR +

GR
R

)
+N3G

2
R

(
3GRR +

GR
R

)
− N3

2

27N2
3R

, (۷ .۳)
ͬ شوند: م نوشته زیر به صورت متناظر هم ارز تبدیلات که

R∗ =
B2

3

B2
R, t∗ =

B3
3

B2
2

t, G∗ (R∗, t∗) = G (R, t) +B1R,

N∗
2 = B2 (N2 + 3B1N3) , N∗

3 = B2
3N3.

زیر هم ارز ساده صورت به (۷ .۳) معادله صورت این در ،B3 = 1√
N3

و B1 = − N2
3N3

کنید فرض
ͬ شود: م داده کاهش

G∗
t∗t∗ = G∗2

R∗

(
3G∗

R∗R∗ +
G∗
R∗

R∗

)
.



۷۹ (۱ .۳) معادله تغییرات اصل و پایستگͬ قوانین تقارن،
به صورت (۱ .۳) معادلات خانواده حالت این در ،N3 = 0, N2

1 + 4N2N4 = 0 سوم: حالت
Gtt = N1

(
GRR +

GR
R

)
−N2GR

(
2GRR +

GR
R

)
− N2

1

4N2R
, (۸ .۳)

هستند: زیر به صورت متناظر پارامتری دو هم ارز تبدیلات است.
R∗ =

B2

B2
3

R, t∗ =
B2

B3
3

t, G∗ (R∗, t∗) = G (R, t) +B1R,

N∗
1 = B2

3 (N1 + 2B1N2) , N∗
2 = B2N2. (۹ .۳)

صورت به توان مͬ را (۸ .۳) معادله
G∗
t∗t∗ = −G∗

R∗

(
2G∗

R∗R∗ +
G∗
R∗

R∗

)
,

داد. کاهش (۹ .۳) هم ارز تبدیلات در B2 =
1
N2

و B1 = − N1
2N2

انتخاب با

N3 و N2 ثابت های نتیجه در .K3 = q = 0 ͬ کنیم م فرض ،N2 = N3 = 0 چهارم: حالت
هم ارز تبدیلات طریق از (۲ .۳) به (۳ .۳) کاهش یافته صورت شد. خواهند صفر

R∗ =
B2

3

B2
R, t∗ =

B3

B2
t, G∗ (R∗, t∗) = G (R, t)−B1R,

N∗
1 = B2

3N1, N∗
4 = B2 (N4 +B1N1) ,

جای·ذاری با
B1 =

−N4

N1
, B3 =

1√
N1

,

خطͬ معادله با (۳ .۳) خانواده از زیر معادله ͬ شود م ملاحظه که همان طور ͬ شود. م حاصل
α = 1 آن در که است هم ارز (۲ .۳) هم·ن

G∗
t∗t∗ = G∗

R∗R∗ +
G∗
R∗

R∗ . (۱۰ .۳)

لͬ تقارن آنالیز ۲ .۲ .۳
تقارن ها رده بندی

فرض ͬ کنیم. م محاسبه را (۱ .۳) PⅮE خانواده نقطه ای تبدیلات از لͬ گروه های اکنون
ͬ کنیم: م

R = f (R, t,G; ε) = R+ εξ (R, t,G) +O
(
ε2
)
,

t = g (R, t,G; ε) = t+ ετ (R, t,G) +O
(
ε2
)
,

G = h (R, t,G; ε) = G+ εϕ (R, t,G) +O
(
ε2
)
,



برشͬ موج انتشار معادله ۸۰
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت تقارن مولد و گروهͬ پارامتر ε که طوری به

X = ξ
∂

∂R
+ τ

∂

∂t
+ η

∂

∂G
.

ͬ شود م نوشته زیر صورت به مولد این تکاملͬ فرم
X̂ = η̂

∂

∂G
, η̂ = η − ξGR − τGt.

در GeⅯ نرم افزاری بسته از استفاده با (۱ .۳) معادلات خانواده غیربدیهͬ نقطه ای تقارن های
تقارن های ͬ کنیم. م رده بندی (۵ .۳) هم ارز تبدیلات حول Ni پارامترهای به نسبت میپل
پارامترها از خاص حالت های برخͬ برای (۱ .۳) معادله از اضافͬ پایستگͬ قوانین و نقطه ای
تقارن های از رده بندی ۲ .۳ جدول است. شده گرفته درنظر ۱ .۳ جدول در که ͬ شود م حاصل

ͬ دهد. م نشان را Ni پارامترهای برحسب (۱ .۳) معادله نقطه ای
نقطه ای(۳. ۱). تقارن های از رده بندی :۲ .۳ جدول

حالت معادله # تقارن
1 (۶ .۳) 4 X1 =

∂
∂t
, X2 = t ∂

∂G
, X3 =

∂
∂G

, X4 = R ∂
∂R

+ t ∂
∂t
+G ∂

∂G

۲ (۷ .۳) 5 X1, . . . , X4, X5 =
1
N2

(
N2R

∂
∂G

+ 3N3R
∂
∂R

+ 6N3t
∂
∂t

)
سوم (۸ .۳) 5 X1, . . . , X4, X6 =

1
N1

(
N1R

∂
∂G

+ 2N2R
∂
∂R

+ 3N2t
∂
∂t

)
X1, X3, X4, X7 = ln (R) ∂

∂G
, X8 =

1
N4

(
N4R

∂
∂G

−N1R
∂
∂R

−N1t
∂
∂t

)
,

چهارم (۳ .۳) ∞ X9 =
(
tG+ 3N4

N1
tR
)

∂
∂G

−
(
R2

N1
+ t2

)
∂
∂t
− 2tR ∂

∂R
, X∞ = h(R, t) ∂

∂G
,

است. (۲ .۳) هم·ن معادله از دلخواهͬ جواب h (R, t) که طوری به

اویلری، فضا انتقال زمان، انتقال نقطه ای: تقارن چهار (۶ .۳) معادله حالت، ͬ ترین کل در
تجانس، تقارن به وضوح دارد. X4 و X3 ،X2 ،X1 مولدهای با فضا⁃زمان تجانس ΁ی و گالیله
تغییراتͬ تقارن ها سایر ͬ که درحال نیست (۲ .۳) L[G] عمل تابعک نظیر تغییراتͬ تقارن ΁ی
ͬ شوند. م نتیجه سوم و دوم حالت های در ترتیب به X6 و X5 اضافͬ تقارن های هستند.
،X∞ = h∂/∂G΁کوچ بی نهایت مولد با تقارن بی نهایت (۳ .۳) خطͬ هم·ن معادله علاوه براین
همچنین ͬ کند. م صدق (۲ .۳) خطͬ معادله در که دارد h (R, t) دلخواه هموار تابع به وابسته
دارای خطͬ حالت . ͬ شود م نتیجه خاص حالت این در X9 ،X8 و گالیله ای) ) X7 تقارن های

است: زیر مولد با (لͬ⁃ب΄لاند) بالاتر مرتبه تقارن
X̂ =

1

N1R
(N1GR +N4 +N1GRR)

∂

∂G
.



۸۱ (۱ .۳) معادله تغییرات اصل و پایستگͬ قوانین تقارن،

پایستگͬ قوانین ۳ .۲ .۳
روی که است دیورژانسͬ عبارت ΁ی پایستگͬ قانون شد، اشاره قبل فصل در که همان طور
دیورژانسͬ عبارت این (۱ .۳) معادله برای ͬ شود. م صفر دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب فضای

است: زیر صورت به
DtΨ+DRΦ = 0, (۱۱ .۳)

فضای روی موضعͬ دیفرانسیلͬ توابع پایسته، شار و چ·الͬ Φ = Φ[G] و Ψ = Ψ[G] آن در که
قانون ،Ω ⊂ R دامنه روی (۱۱ .۳) معادله از انتگرال گیری با هستند. (۱ .۳) معادله جواب

ͬ شود م حاصل فراگیر پایستگͬ
d

dt

∫
Ω
ΦdR = −Ψ|∂Ω.

قوانین تمام است، (۲ .۳) لاگرانژی با اویلر⁃لاگرانژ معادله ΁ی ،(۱ .۳) معادله که آنجایی از
تغییراتͬ تقارن از مشخصه تابع η̂ که هستند Λ = Rη̂ به صورت پایستگͬ ضرایب نظیر پایستگͬ
ͬ شود م مشاهده ۲ .۳ جدول تقارن های خطͬ ترکیب نظیر تغییراتͬ شرایط اعمال با است. X̂
و سوم حالت در 3X̂6 − X̂4 تقارن ،A حالت در X̂5 کلͬ، حالت در X̂3 و X̂1, X̂2 تقارن های که
ͬ کنند. م تولید را تغییراتͬ تقارن های تمام چهارم حالت در X̂9 و 1/2

(
3X̂8 + 2X̂4

تقارن های(
و (۱ .۳) معادله برای را زیر صورت به اول مرتبه پایستگͬ قوانین ضرایب تمام اکنون

ͬ یابیم م هم ارزی مدل های
Λ = Λ (R, t,G,GR, Gt) , (۱۲ .۳)

ͬ که به قسم
Λ∆ = DtΨ+DRΦ.

متغیر به نسبت اویلر دیفرانسیلͬ عمل·ر توسط اگر تنها و اگر است دیورژانسͬ Λ∆ عبارت
یعنͬ شود؛ پوچ G(R, t)

EG(Λ∆) ≡ 0, (۱۳ .۳)
ͬ که به قسم

EG =
∂

∂G
−DR

∂

∂GR
−Dt

∂

∂Gt
+D2

R

∂

∂GRR
+DRDt

∂

∂GRt
+D2

t

∂

∂Gtt
.

طبق پارامتر حالت های به نسبت (۱۲ .۳) نامعلوم ضرایب از (۱۳ .۳) خطͬ مشخصه معادلات
حالت در است. شده گردآوری ۳ .۳ جدول در رده بندی این نتایج ͬ کنیم. م ΁تفکی ۱ .۳ جدول
در که ͬ آید م به دست Λ∞ = h(R, t) پایستگͬ قانون ضرایب از نامتناهͬ خانواده ΁ی C خطͬ

ͬ کند. م صدق (۳ .۳) htt = N1

(
hRR + hR

R

) خطͬ هم·ن معادله الحاقͬ معادله در h آن



برشͬ موج انتشار معادله ۸۲
است. Λ3 و Λ2 ضرایب شامل Λ∞ ضریب که است اهمیت حائز نکته این .۱ .۲ .۳ ملاحظه

Λ6 ضریب نظیر R (3η̂6 − η̂4) غیرتغییراتͬ تکاملͬ تقارن های از خطͬ ترکیب .۲ .۲ .۳ ملاحظه
ترکیب به صورت 1/2 (3η̂8 + 2η̂4) تغییراتͬ تقارن نظیر Λ8 ضریب است؛ تغییراتͬ تقارن ΁ی

ͬ شود. م ناشͬ ۳ .۳ جدول در η̂4 و η̂8 غیرتغییراتͬ تکاملͬ تقارن های از خطͬ

جدول۳. ۲ معادلات(۳. ۱)طبق خانواده از پایستگͬ ضرایب و تکاملͬ تقارن های :۳ .۳ جدول
حالت معادله # ۲ .۳ جدول طبق η̂ (R, t,G,GR, Gt) تکاملͬ تقارن های # Λ (R, t,G,GR, Gt) ضرایب
1 (۶ .۳) 4 η̂1 = Gt, η̂2 = t, η̂3 = 1, η̂4 = G− tGt −RGR 3 Λ1 = RGt,Λ2 = tR,Λ3 = R

A (۷ .۳)
5 η̂1, η̂2, η̂3, η̂4, 4 Λ1,Λ2,Λ3,

η̂5 = N2R− 6N3tGt − 3N3RGR Λ5 = R (N2R− 6N3tGt − 3N3RGR)

B (۸ .۳)
5 η̂1, η̂2, η̂3, η̂4, 4 Λ1,Λ2,Λ3,

η̂6 = N1
N2
R− 3tGt − 2RGR Λ6 = R

(
3N1
N2

R−G− 8tGt − 5RGR

)
η̂1, η̂2, η̂3, η̂4, η̂7 = ln(R), Λ1,Λ2,Λ3,

چهارم
(۳ .۳)

∞ η̂8 = N4
N1
R+ tGt +RGR, ∞ Λ8 = R

(
3N4
2N1

R+ tGt +RGR + 1
2
G
)
,

η̂9 = R2Gt +N1t2Gt + 2N1RtGR +N1tG+ 3N4Rt, Λ9 = R
(
R2Gt +N1t2Gt + 2N1RtGR +N1tG+ 3N4Rt

)
,

است. (۲ .۳) هم·ن معادله از دلخواهͬ جواب h(R, t) که η̂∞ = h(R, t) است. (۲ .۳) هم·ن معادله از دلخواهͬ جواب h(R, t) که Λ∞ = Rh(R, t)

محاسبه ۳ .۳ جدول در مفروض ضرایب برای را (۱۱ .۳) پایستگͬ قانون از دقیق فرم اکنون
ͬ کنیم. م

به صورت انرژی پایستگͬ قانون .۱
Ψ1 =

R

12

(
6N1G

2
R − 4N2G

3
R + 3N3G

4
R + 12N4GR + 6G2

t

)
,

Φ1 = R
(
−N1GR +N2G

2
R −N3G

3
R −N4

)
Gt,

ͬ شود. م محاسبه Λ1 = RGt ضریب نظیر
(گالیله) زمان وابسته دامنه انتقال تقارن با ،Λ2 = tR ضریب نظیر پایستگͬ قانون .۲

صورت به t ∂/∂G
Ψ2 =

R

2
(RGR + 2tGt) ,

Φ2 = −R
2

(
2N1tGR − 2N2tG

2
R + 2N3tG

3
R + 2N4t+RGt

)
,

است.
اویلری فضای انتقال تقارن و Λ3 = R ضریب نظیر اویلر حرکت اندازه پایستگͬ قانون .۳

. است زیر صورت به ∂/∂G
Ψ3 = RGt, Φ3 = −

(
RGR +RG2

RGRt + 2RG4
RGRt

)
.



۸۳ (۱ .۳) معادله تغییرات اصل و پایستگͬ قوانین تقارن،
که است X5 انتقال و تجانس تقارن از تکاملͬ فرم نظیر Λ5 اضافͬ ضریب دوم حالت در .۴

به صورت پایسته بردارهای با پایستگͬ قانون
Ψ5 = R

(
N3

(
18N2

2 tGR − 36N2N3tG
2
R + 27N2

3 tG
3
R + 54N3RGt

)
GR

−4N3
2 tGR − 18N2N3RGt + 54N2

3 tG
2
t

)
,

Φ5 = − R

6N3

(
2N4

2R+ 81N3
3 (−4N2R+ 3N3RGR + 8N3tGt)G

3
R − 24N3

2N3tGt

+162N2N
2
3 (N2R− 4N3tGt)G

2
R − 36N2

2N3 (N2R− 6N3tGt)GR + 162N3
3RG

2
t

)
,

ͬ دهد. م نتیجه (۸ .۳) معادله برای را
صورت به پایسته بردارهای با Λ6 نظیر اضافͬ پایستگͬ قانون ΁ی سوم حالت در .۵

Ψ6 = R

[(
−2N2

1 t+ 4N1N2tGR − 8

3
N2

2 tG
2
R + 5N2RGt

)
GR

− (3N1R−N2G− 4N2tGt)Gt

]
,

Φ6 =
R

N2

[
−3

8
N3

1R+N2R

(
3N2

1 − 11

2
N1N2GR +

10

3
N2

2G
2
R

)
GR − 5

2
N2

2RG
2
t

+N2

(
1

4
N2

1 −N1N2GR +N2
2G

2
R

)
(G+ 8tGt)

]
,

داریم. (۷ .۳) معادله برای
۳ .۳ جدول در η̂8 تقارن تکاملͬ فرم نظیر Λ8 اضافͬ پایستگͬ ضریب چهارم حالت در .۶
(۱۱ .۳) دیورژانسͬ عبارت فرم به (۳ .۳) معادله متناظر پایستگͬ قانون مؤلفه های است.

عبارتنداز:
Ψ8 = R

(
2N4tGR +N1tG

2
R +GGt + 2RGRGt + tG2

t

)
+

3N4

N1
R2Gt,

Φ8 = −R
[
N4 (G+ 3RGR + 2tGt) +N1 (G+RGR + 2tGt)GR +RG2

t

]
+

3N2
4

2N1
R2.

دیورژانسͬ فرم در Λ9 پایستگͬ ضریب نظیر چهارم حالت از دی·ر اضافͬ پایستگͬ قانون .۷
به صورت (۱۱ .۳)

Ψ9 =
R

4

(
R2G2

R + t2G2
t +RGGR +N1t

2G2
R + 4tRGRGt + 2N4t

2GR + 2tGGt

)
+
R2

3N1

(
3RG2

t + 8N4RGR + 18N4tGt
)
,

Φ9 = − tR
2

(
N1RG

2
R +RG2

t + 3N4RGR +N1tGRGt +N1GGR −N4t
2Gt +N4G

)
− R2

12N1

(
8N4RGt + 9N2

4 t+ 3N1GGt + 6N1RGtGR
)
,



برشͬ موج انتشار معادله ۸۴
ͬ شود. م بیان (۷ .۳) معادله نظیر

برای X∞ تقارنͬ مولد نظیر موضعͬ ضرایب از پایستگͬ قانون نامتناهͬ تعداد نهایت در .۸
است: برقرار زیر رابطه به طوری که ͬ شود م نتیجه (۱۰ .۳) معادله

Pr(1)X∞ (L) = R (Gtht − αGRhR) = Dt (RhtG)−DR (αRhRG) .

است: زیر به صورت متناظر پایستگͬ فانون

Dt (RhGt −RhtG) +DR (RhRG−RhGR) =

h (RGtt −GR −RGRR)−G (Rhtt − hR −RhRR) ,

هستند. (۱۰ .۳) معادله از جوابی دو هر G و h توابع آن در که

خانواده با مرتبط غیرموضعͬ طور به دستگاه های ۳ .۳
(۱ .۳) معادلات

تقارن های یافتن جهت روشͬ [۱۶] در هم΄ارانش و بلومن شد، اشاره قبل فصل در که همان طور
فرم به PDEها اینکه به مشروط نمودند معرفͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از جدید

نامیم. پتانسیل تقارن های را غیرموضعͬ تقارن های این باشند. بیان قابل پایستگͬ قانون
را مذکور معادله ͬ بایست م ،(۱ .۳) معادلات خانواده پتانسیل تقارن های یافتن منظور به
مفروض PDE دستگاه اگر نوشت. ۳ .۳ جدول پایستگͬ بردارهای طبق پایستگͬ قانون فرم به
مرتبط غیرموضعͬ طور به دستگاه 2n−1 مستقیم محاسبه ΁ی با باشد پایستگͬ قانون n شامل
تمام دوتایی ها)،...، n (n− 1) /2) زوج ی΄ͬ)، تا n) تکͬ پتانسیل دستگاه های گرفتن نظر در با
ͬ توانند م دستگاه 2n − 1 این از ΁ی هر نتیجه، در ͬ آید. م به دست n⁃تایی)، ΁ی) دستگاه ها
PDE دستگاه از جدید غیرموضعͬ پایستگͬ قوانین یا و جدید غیرموضعͬ تقارن های به منجر

است. شده صرف نظر چهارم خطͬ حالت که نمایید توجه شوند.

به صورت تکͬ کم΄ͬ دستگاه های لذا دارد موضعͬ پایستگͬ قانون سه (۱ .۳) معادله کلͬ: حالت



۸۵ (۱ .۳) معادلات خانواده با مرتبط غیرموضعͬ طور به دستگاه های
ͬ شوند: م بیان زیر

GX{R, t,G,X} = 0 :


XR = R

12

(
4N2G

3
R − 12N4GR − 6G2

t − 6N1G
2
R − 3N3G

4
R

)
,

Xt = R
(
N2GtG

2
R −N1GtGR −N3GtG

3
R −N4Gt

)
;

(۱۴ .۳)

GY{R, t,G, Y } = 0 :


YR = −R

2 (2tGt +RGR) ,

Yt = −R
2

(
RGt + 2N4t+ 2t

(
N1 −N2GR +N3G

2
R

)
GR
)
;

(۱۵ .۳)

GZ{R, t,G,Z} = 0 :


ZR = −RGt,

Zt = R
(
N2G

2
R −N1GR −N3G

3
R −N4

)
;

(۱۶ .۳)

دستگاه ،(۱۶ .۳) و (۱۵ .۳) ،(۱۴ .۳) پتانسیل دستگاه های بر علاوه حالت، این در : دوم حالت
به صورت GA{R, t,G,A} = 0 پتانسیل

AR = −R

(
−4N3

2 tGR + 54N2
3 tG

2
t − 18N2N3RGt

27N3

(
N2

3 tG
3
R − 36N2N3tG

2
R + 18N2

2 tGR + 54N3Gt
)
GR

)
,

At = − R

6N3

(
2N4

2R+ 81N3
3 (3N3RGR + 8N3tGt − 4N2R)G

3
R

−24N3
2N3tGt + 162N2N

2
3 (N2R− 4N3tGt)G

2
R

+36N2
2N3 (6N3tGt −N2R)GR + 162N3

3RG
2
t

)
.

(۱۷ .۳)

است. برخوردار
پتانسیل دستگاه ،(۱۶ .۳) و (۱۵ .۳) ،(۱۴ .۳) پتانسیل دستگاه های بر علاوه سوم: حالت

: داراست زیر صورت به را GB{R, t,G,B} = 0 اضافͬ

BR = −R

[
N2

(
4N1tGR − 8

3
N2tG

2
R + 5RGt

)
GR − 2N2

1 tGR

+N2 (4tGt +G)Gt − 3N1RGt

]
,

Bt =
R

N2

[
−5

2
N2

2RG
2
t +

1

4
N2

1N2 (12RGR + 8tGt +G)− 3

8
N3

1R

N3
2

(
10

3
RGR + 8tGt +G

)
G2
R −N1N

2
2

(
11

2
RGR + 8tGt +G

)
GR

]
.

(۱۸ .۳)



برشͬ موج انتشار معادله ۸۶
به زیردستگاه های فاقد GB و GX,GY,GZ,GA پتانسیل دستگاه های که است ذکر به لازم
دستگاه های از استفاده با هستند. وابسته متغیر مستقیم حذف با مرتبط غیرموضعͬ طور
به منجر که ͬ کنیم م محاسبه را چهارتایی و سه تایی دوتایی، به صورت ترکیبات تمام پتانسیل،

ͬ شود. م (۱ .۳) معادلات خانواده نظیر مرتبط غیرموضعͬ به طور دستگاه های از درختͬ
(۱ .۳) معادلات خانواده با مرتبط غیرموضعͬ طور به دستگاه های از درخت ساخت جهت
چهارتایی و سه تایی دوتایی، فرم در را تکͬ پتانسیل دستگاه های سوم و دوم حالت های نظیر

دارد. بدنبال را زیر نتیجه بنابرین ͬ کنیم. م ترکیب
موضعͬ پتانسیل دستگاه های از مجموعه ای ،۳ .۳ جدول مطابق ضرایب برحسب .۱ .۳ .۳ نتیجه
نشان زیر PDE دستگاه های توسط دلخواه ثابت های با (۱ .۳) معادلات خانواده نظیر غیرهم ارز

ͬ شود: م داده
ͬ شوند؛ م شامل را ی΄ͬ پتانسیل های GZ و GY ،GX پتانسیل دستگاه سه ∗

ͬ شوند؛ م پتانسیل ها جفت شامل {
GY,GZ

} و {GX,GZ
} ،{GX,GY

دوتایی{ سه ∗

ͬ شود. م پتانسیل دستگاه سه شامل {
GX,GY,GZ

} سه تایی ΁ی ∗

ضرایب طبق غیرهم ارز موضعͬ پتانسیل دستگاه های مجموعه دوم، حالت در .۲ .۳ .۳ نتیجه
ͬ شود: م داده نشان زیر PDE دستگاه های توسط ،۳ .۳ جدول

ͬ شوند؛ م ی΄ͬ پتانسیل دستگاه  های شامل GA و GZ ،GY ،GX پتانسیل دستگاه چهار ∗{
GY,GA

} ،{GX,GA
} ،{GY,GZ

} ،{GX,GZ
} ،{GX,GY

} دوتایی شش ∗

ͬ شوند؛ م پتانسیل  دستگاه دو شامل {
GZ,GA

} }و
GY,GZ,GA

} و {GX,GZ,GA
} ،{GX,GY,GA

} ،{GX,GY,GZ
سه تایی{ چهار ∗

ͬ شوند؛ م پتانسیل دستگاه سه شامل
است. پتانسیل دستگاه چهار شامل {

GX,GY,GZ,GA
} چهارتایی ΁ی ∗

غیرهم ارز موضعͬ پتانسیل دستگاه های مجموعه ،۳ .۳ ضرایب جدول مطابق .۳ .۳ .۳ نتیجه
ͬ شود: م داده نشان زیر PDE دستگاه های توسط ( سوم (حالت (۹ .۳) معادله نظیر

ͬ شود؛ م تکͬ پتانسیل های شامل GB و GZ ،GY ،GX پتانسیل دستگاه چهار ∗

و {GY,GB
} ،{GX,GB

} ،{GY,GZ
} ،{GX,GZ

} ،{GX,GY
} دوتایی شش ∗

پتانسیل هاست؛ از جفتͬ شامل {
GZ,GB

}
{
GY,GZ,GB

} و {GX,GZ,GB
} ،{GX,GY,GB

} ،{GX,GY,GZ
سه تایی{ چهار ∗

است. پتانسیل سه از ترکیبی



۸۷ (۱ .۳) معادلات خانواده با مرتبط غیرموضعͬ طور به دستگاه های
موج معادله نظیر مرتبط غیرموضعͬ طور به پتانسیل زیردستگاه های و دستگاه ها درخت :۲ .۳ ش΄ل

.G

سوم حالت (ب) دوم حالت (آ)

. (۱۶ .۳) ،(۱۵ .۳) ،(۱۴ .۳) پتانسیل دستگاه های و (۱ .۳) معادلات خانواده تقارن های :۴ .۳ جدول
حالت دستگاه تقارن

GXYZ, V1 = ∂
∂G

, V2 = ∂
∂X

, V3 = ∂
∂Y

, V4 = ∂
∂Z
,

کلͬ GXY, GXZ, GYZ, V5 = Z ∂
∂Y

+ ∂
∂t
, V6 = tR2 ∂

∂Y
+ 2t ∂

∂G
+R2 ∂

∂Z
+ 2Z ∂

∂X
,

GX, GY, GZ, G V7 = 1
2

(
R ∂
∂R

+ t ∂
∂t

+G ∂
∂G

+ 2X ∂
∂X

+ 3Y ∂
∂Y

+ 2Z ∂
∂Z

)
V8 = 1

4N1

(
4 ln (R) ∂

∂G
+ 4 (N1G+N4R) ∂

∂X
+

(
2N1t2 +R2

)
∂
∂Y

+ 4t ∂
∂Z

)
,

GXYZ, V9 = 1
8N1

(
4
(
2N1t2 +R2

)
∂
∂G

+ 24
(
6N1Y +N4R3

)
∂
∂X

+R2
(
8N1t2 +R2

)
∂
∂Y

+ 8tR2 ∂
∂Z

)
,

N2, N3 = 0 GXZ, GXY, V10 = −1
3N1

(
3N1R

∂
∂R

+ 3N1t
∂
∂t

+ 3 (2N4R+N1G) ∂
∂G

+ 3
(
2N1X +N4R2

)
∂
∂X

−
(
3N1Y −N4R3

)
∂
∂Y

)
,

GX V11 = −1
2N1

(
2N1R

∂
∂R

+ 2N1t
∂
∂t

− 2 (3N4R+ 2N1G) ∂
∂G

−
(
8N1X + 3N4R2

)
∂
∂X

−N4R3 ∂
∂Y

− 2N1Z
∂
∂Z

)

ͬ شود. م پتانسیل چهار شامل {
GX,GY,GZ,GB

} چهارتایی ΁ی ∗

گردآوری آن پتانسیل دستگاه های و (۱ .۳) معادله تقارن های از رده بندی ،۴ .۳ جدول در
تقارن های فاقد (۱ .۳) معادلات خانواده ͬ شود، م ملاحظه ۴ .۳ جدول از که همان طور است. شده
با پتانسیل دستگاه های خانواده تقارن های تمام که معناست بدان این هستند. غیرموضعͬ
حالت در شده اند. پارامتری (R, t,G) موضعͬ متغیرهای به وابسته ΁کوچ بی نهایت مولد
(یعنͬ GXY و GY دستگاه های از غیرموضعͬ تقارن ΁ی V5 ΁کوچ بی نهایت مولد کلͬ،
دستگاه ها سایر از نقطه ای تقارن و نیستند.) ناوردا زمان انتقال تحت GXY و GY دستگاه های
سایر از نقطه ای تقارن و GXY و GX دستگاه های نظیر غیرموضعͬ تقارن ΁ی V6 مولد است.
تقارن و GXZ و GX دستگاه های نظیر غیرموضعͬ تقارن V9 مولد همچنین است. دستگاه ها
تمام برای نقطه ای تقارن های مولدها، سایر است. GXY ،GXYZ دستگاه ها برای نقطه ای
تمام مستقیم، روش از استفاده با که نمایید توجه هستند. ۴ .۳ جدول در مذکور دستگاه های
مذکور حالت سه برای (۱ .۳) معادلات خانواده ی΄ͬ پتانسیل دستگاه های نظیر پایستگͬ قوانین
دستگاه همچنین هستند. غیرموضعͬ پایستگͬ قوانین فاقد که ͬ شود م ملاحظه و محاسبه
پایستگͬ قانون شامل فقط یعنͬ است محض پایستگͬ قانون فاقد کلͬ، حالت در GX پتانسیل
ضریب نظیر خطͬ مستقل پایستگͬ قانون ΁ی شامل GZ پتانسیل دستگاه است. صفر بدیهͬ
ضریب نظیر موضعͬ پایستگͬ قانون ΁ی فقط شامل نیز GY دستگاه است. (Λ1,Λ2) = (1, 0)



برشͬ موج انتشار معادله ۸۸
ضریب نظیر پایستگͬ قانون ΁ی تنها شامل GYZ پتانسیل دستگاه و (Λ1,Λ2) =

(
1/t2, 0

)

(Λ1,Λ2,Λ3,Λ4) =

(
1

t2

∫
tFt (t) dt, 0, F (t) , 0

)

شامل GXYZ و GYZB ،GYZA ،GYB ،GYA ،GY پتانسیل دستگاه های سایر است.
هستند. مشابه ضرایب مجموعه

دست پتانسیل پایستگͬ قوانین برای ملاحظه قابل نتیجه ای به [۱۶] هم΄ارانش و بلومن
قانون ΁ی دیفرانسیل، معادلات از دلخواه دستگاه هر برای که دادند نشان آن ها یافتند.
توسط است مستقل متغیرهای از تابعͬ تنها که ضرایبی با متناظر پتانسیل دستگاه از پایستگͬ
و ضرایب در ظاهرشده F (t) دلخواه تابع لذا ͬ  شود. م ایجاد اولیه دستگاه پایستگͬ قوانین
بردارهای مثال، برای ͬ کند. نم ایجاد غیرموضعͬ پایستگͬ قوانین متناظر، پایستگͬ قوانین
ͬ آوریم. م به دست [۶۴] در ͬ شده معرف روش از استفاده با GXYZ پتانسیل دستگاه از پایستگͬ

ضرایب با خطͬ مستقل پایستگͬ قانون دو دقیقا GXYZ پتانسیل دستگاه

Λ̂1 = (Λ1, . . . ,Λ8) =

(
0, . . . , 0,

1

t2
, 0, . . . , 0

)
;

Λ̂2 = (Λ1, . . . ,Λ8) =

(
0, . . . , 0,

−
∫
tFt (t) dt

t2
, 0, F (t) , 0

)
,

پایستگͬ بردارهای و

(φ1, ψ1) =

(
−RG
t

,
2Y −GR2

2t2

)
,

(φ2, ψ2) =

(
RG

(∫
tFt (t) dt− tF (t)

)
t

,
(R2G− 2Y )

∫
tFt (t) dt+ 2t2F (t)Z

2t2

)



۸۹ (۱ .۳) معادلات خانواده با مرتبط غیرموضعͬ طور به دستگاه های
است: زیر به صورت Λ̂2 ضریب نظیر موضعͬ پایستگͬ بردار است. برخوردار

ϕ̂2 =

(
F (t)− 1

t

∫
tFt (t) dt

)(
−RG

t
+ YR − R2

2
GR − tRGt

)
− C

(
XR +

R

12

(
4N2G

3
R − 12N4GR − 6G2

t − 6N1G
2
R − 3N3G

4
R

))
−
∫
F (t) dt (ZR −RGt)

=DR

((
1

t

∫
tFt (t) dt+ F (t)

)(
2Y −R2G

2

)
− Z

∫
F (t) dt−X

)
− R

12

(
4N2G

3
R − 12N4GR − 6G2

t − 6N1G
2
R − 3N3G

4
R

)
, (۱۹ .۳)

ψ̂2 =
R2G− 2Y

2t2

∫
tFt (t) dt+ ZF (t) + C

(
Xt −R

(
N1GtGR −N2GtG

2
R +N3GtG

3
R +N4Gt

))
+

(
1

t

∫
tFt (t) dt− F (t)

)(
Yt −

R

2

(
RGt + 2N4t+ 2tN1GR − 2tN2G

2
R + 2tN3G

3
R

))
+

∫
F (t) dt

(
Zt −R

(
N1GR −N2G

2
R +N3G

3
R +N4

))
=Dt

(
X +

(∫
tFt (t) dt− F (t)

)(
2Y −R2G

2

)
+ Z

∫
F (t) dt

)
−R

(
N1GR −N2G

2
R +N3G

3
R +N4

)
Gt,

است. صفر جواب فضای روی آن ها اختلاف این رو از است. برابر (ϕ2, ψ2) پایستگͬ بردار با که
با (۱ .۳) PDE از Λ1 = RGt ضریب نظیر موضعͬ پایستگͬ قوانین توسط پایستگͬ قوانین این

پایستگͬ بردارهای
ϕ̃2 = −R

12

(
4N2G

3
R − 12N4GR − 6G2

t − 6N1G
2
R − 3N3G

4
R

)
,

ψ̃2 = −R
(
N1GR −N2G

2
R +N3G

3
R +N4

)
Gt,

کامل دیورژانس حدود
ϕ̂2 − ϕ̃2 = DR

((
1

t

∫
tFt (t) dt+ F (t)

)(
2Y −R2G

2

)
− Z

∫
F (t) dt−X

)
,

ψ̂2 − ψ̃2 = +Dt

(
X +

(∫
tFt (t) dt− F (t)

)(
2Y −R2G

2

)
+ Z

∫
F (t) dt

)
,

پتانسیل دستگاه های سایر برای موضعͬ پایستگͬ بردارهاری مشابه، طور به ͬ شود. م ایجاد
است. محاسبه قابل





۴ فصل
کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های

لͬ تقارن آنالیز روش تعمیم کسری دیفرانسیلͬ عمل·رهای از غیر موضعͬ طبیعت دلیل به
کسری مرتبه با دیفرانسیل معادلات به صحیح، مرتبه با دیفرانسیل معادلات برای موجود
در موجود کسری عمل·رهای برای توسیع فرمول ͬ بایست م کار این انجام برای نیست. آسان
و ریمن⁃لیوول کسری مشتق عمل·ر برای توسیع فرمول آید. به دست دیفرانسیل معادلات
تعمیمͬ ͬ شود م بیان ادامه در آنچه است. شده محاسبه هم΄ارانش و گزیزوف توسط کاپوتو
خصوص این در بیشتر جزئیات است. کسری دیفرانسیل معادلات به لͬ تقارن گروه نظریه از

دید. ͬ توان م [۳۹ ،۳۸ ،۳۷] منابع در را

کسری انتگرال های و مشتقات برای تبدیلات توسیع ۱ .۴
موضعͬ لͬ گروه های تعمیم کسری، دیفرانسیل معادلات تقارنͬ گروه های ساخت در گام اولین
که همانطور است. معادلات در شده وارد کسری انتگرال های و مشتقات تمام به تبدیلات
امتداد فرمول ͬ شود. م گرفته نظر در ریمن⁃لیوول و کاپوتو نوع از مشتقات شد ذکر پیش تر
و x̄ مستقل متغیر با کسری انتگرال ͬ دهیم. م توضیح چپ کسری انتگرال با را رساله این در

است: زیر به صورت ȳ وابسته

aI
α
x̄ ȳ (x̄) =

1

Γ (α)

∫ x̄

a
ȳ (s̄) (x̄− s̄)α−1 ds̄. (۱ .۴)

۹۱



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۹۲
تبدیلات گروه با (x̄, ȳ) و (x, y) متغیرهای کنید فرض

Tε : (x, y) −→ (x̄, ȳ) : x̄ = ϕ (x, y, ε) , ȳ = ψ (x, y, ε) , ∀ε ∈ O ⊂ R, (۲ .۴)
ȳ (s̄) = داریم دراین صورت باشد. ε = 0 حول باز همسای·ͬ O آن در که شده اند مرتبط
s̄ = ϕ (s, y (s) , ε) معادله بوسیله s با s̄ جدید انتگرال گیری متغیر آن در که ψ (s, y (s) , ε)

با .ϕ (ã, y (ã) , ε) = a ͬ که به قسم است x و ã (ε) انتگرال گیری محدوده ͬ شود. م مرتبط
΁کوچ بی نهایت نمایش از استفاده

x̄ = x+ εξ [x] +O (ε) , s̄ = s+ εξ [s] +O (ε) , ȳ (s̄) = y (s) + εη [s] +O (ε) ,

زیر به صورت (۱ .۴) انتگرال ( f [x] = f (x, y (x)) ͬ دهیم: م قرار اختصار به فصل، این (در
ͬ شود م بازنویسͬ

aI
α
x ȳ (x̄) =

1

Γ (α)

∫ x

ã(ε)
(y (s) + εη [s]) (x− s+ ε (ξ [x]− ξ [s]))α−1

× (1 + εDsξ [s]) ds+O (ε) . (۳ .۴)
نتیجه در نباشد، تعریف شده s ∈ (ã (ε) , a) برای y (s) (۱ .۴) انتگرال به بنا ،ã (ε) < a اگر
بعد انتگرال فرم ͬ بایست م این صورت در نیست. تعریف شده فوق رابطه در انتگرال آخرین

نتیجه در ،ã (ε) = a که معناست بدان این شود. حفظ ( پایینͬ حد (شامل (۲ .۴) تبدیل
ϕ (a, y (a) , ε) = a, ∀ε ∈ O. (۴ .۴)

ͬ شود: م نوشته  زیر به صورت ΁کوچ بی نهایت عمل·ر ضرایب برحسب (۴ .۴) شرط
ξ (x, y (x)) |x→a = 0. (۵ .۴)

صورت به تبدیل گروه هر کلͬ حال در .۱ .۱ .۴ ملاحظه
x̄ = x+ ε, ȳ (x̄) = ψ (x, y (x) , ε) ,

به کار x < a بر y (x) شده گرفته درنظر تابع ͬ بایست م لذا ͬ کند، نم حفظ انتگرال گیری دامنه
برد.

ͬ کند. م بیان را (۳ .۴) کسری انتگرال از تبدیلات ΁کوچ بی نهایت صورت زیر قضیه
وجود aI

α
x (η − ξy′) و aI

α
x y (x) ∈ C1 (a, b) انتگرال های و α > 0 کنید فرض .۱ .۱ .۴ قضیه

کسری انتگرال ΁کوچ نهایت بی تبدیل آنگاه باشد. برقرار (۵ .۴) شرط همچنین باشد، داشته
است: زیر به صورت (۱ .۴)

aI
α
x ȳ (x̄) = aI

α
x y (x) + εη(α) +O (ε) ,

ͬ شود: م محاسبه زیر امتداد فرمول با η(α) ضریب آن در که
η(α) = aI

α
x

(
η − ξy′

)
+ ξDx (aI

α
x y) .



۹۳ کسری انتگرال های و مشتقات برای تبدیلات توسیع
هم ارزی رابطه جای·ذاری با برهان.

(x− s+ ε (ξ [x]− ξ [s]))α = (x− s)α
(
1 + ε

ξ [x]− ξ [s]

x− s

)α
≈ (x− s)α

(
1 + αε

ξ [x]− ξ [s]

x− s

)
, (۶ .۴)

داریم: (۳ .۴) رابطه در

aI
α
x ȳ (x̄) =

1

Γ (α)

∫ x

ã(ε)

(
y (s) (x− s)α−1 + εη [s] (x− s)α−1

+ε (α− 1) y (s) (x− s)α−1 ξ [x]− ξ [s]

x− s

)
× (1 + εDsξ [s]) ds+O (ε) .

به صورت راست کسری انتگرال امتداد فرمول های .۲ .۱ .۴ ملاحظه

xI
α
b ȳ (x̄) = xI

α
b y (x) + εη(α) +O (ε) , η(α) = xI

α
b

(
η − ξy′

)
+ ξDx (xI

α
b y) , (۷ .۴)

است.
،۱ .۴ .۱ ریمن⁃لیوول کسری مشتق تعریف به بنا زیر، قضیه در

aD
α
xy (x) = (

d

dx
)n(aI

n−α
x y) (x) , xD

α
b y (x) = (− d

dx
)n(xI

n−α
b f) (x) ,

محاسبه (۱ .۱ .۴) قضیه و (۷ .۴) روابط از ترکیبی با مشتقات این برای امتداد فرمول های
ͬ شود. م

وجود aD
α
x (η − ξy′) و aD

α
xy (x) ∈ C1 (a, b) مشتقات و α > 0 کنید فرض .۲ .۱ .۴ قضیه

کسری مشتق ΁کوچ بی نهایت تبدیل آنگاه باشد. برقرار (۵ .۴) شرط همچنین باشد، داشته
است: زیر به صورت (۱ .۴) چپ ریمن⁃لیوول

aD
α
x ȳ (x̄) = aD

α
xy (x) + εη(α) +O (ε) ,

ͬ شود: م محاسبه زیر امتداد فرمول با η(α) ضریب آن در که
η(α) = aD

α
x

(
η − ξy′

)
+ ξaD

α+1
x y.

xD
α
b (η − ξy′) و xD

α
b y (x) ∈ C1 (a, b) مشتقات همچنین باشد، برقرار ξ|x→b = 0 شرط هرگاه

است: زیر به صورت راست کسری مشتق برای امتداد آنگاه باشد، داشته وجود
η(α) = xD

α
b

(
η − ξy′

)
+ ξxD

α+1
b y.



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۹۴
از اثبات روند بودن مشابه دلیل به و ͬ کنیم م بیان چپ کسری مشتق برای را اثبات برهان.

داریم: تعریف به بنا ͬ کنیم. م صرف نظر راست کسری مشتق برای آن ذکر
aD

α
x ȳ (x̄) =

1

Γ (1− α)

d

dx̄

∫ x

ã(ε)

ȳ (x̄)

(x− s)α
ds. (۸ .۴)

زیر ΁کوچ بی نهایت بسط های از استفاده با
x̄ = x+ εξ [x] +O (ε) ,

d

dx̄
= (1− εDxξ) dx+O (ε) ,

s̄ = s+ εξ [s] +O (ε) , ds̄ = (1 + εDsξ) ds+O (ε) , (۹ .۴)
داریم: (۸ .۴) فرمول در s = s̄− εξ [s̄] +O (ε) وارون ΁کوچ بی نهایت تبدیل  و

aD
α
x ȳ (x̄)

∼=
1− εDxξ [x]

Γ (1− α)

d

dx

∫ x+εξ[x]

ã(ε)

y (s̄− εξ [s̄]) + εη [s̄− εξ [s̄]]

(x+ εξ [x]− s̄)α
ds̄+O (ε) .

ͬ آوریم: م به دست فوق، رابطه در (۹ .۴) تبدیل دومین جای·ذاری با سپس
aD

α
x ȳ (x̄)

∼=
1− εDxξ [x]

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

ã(ε)

(y (s) + εη [s]) (1 + εDsξ [s])

(x− s+ ε (ξ [x]− ξ [s]))α
ds+O (ε) . (۱۰ .۴)

داریم: (۱۰ .۴) رابطه در (۶ .۴) هم ارزی رابطه جای·ذاری با .
aD

α
x ȳ (x̄)

∼=
1− εDxξ [x]

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

ã(ε)

y (s) + εη [s] + εy (s)Dsξ [s]

(x− s)α

×
(
1− εα

ξ [x]− ξ [s]

x− s

)
ds+O (ε) ≈ 1− εDxξ [x]

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

ã(ε)

y (s)

(x− s)α
ds

+
ε

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

ã(ε)

η [s]

(x− s)α
ds+

ε

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

ã(ε)

y (s)Dsξ [s]

(x− s)α
ds

− εα

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

ã(ε)

y (s) (ξ [x]− ξ [s])

(x− s)1+α
ds+O (ε)

= aD
α
xy − εDxξaD

α
xy + εaD

α
xη + εaD

α
x (yDxξ)

− εα

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

ã(ε)

y (s) (ξ [x]− ξ [s])

(x− s)1+α
ds+O (ε) . (۱۱ .۴)

رابطه از استفاده با
aD

αf (x) =
f (x)

Γ(1− α)xα
+

α

Γ(1− α)

∫ x

a

f (x)− f (s)

(x− s)1+α
ds,

فرمول از انتگرال آخرین است، شده ارائه تابع ΁ی ریمن⁃لیوویل مشتق برای [۱۰۲] در که
ͬ شود: م نوشته زیر ساده تر ش΄ل به (۱۱ .۴)∫ x

ã(ε)

y (s) (ξ [x]− ξ [s])

(x− s)1+α
ds =

∫ x

ã(ε)

y (s) (ξ [x]− ξ [s]) + y (x) ξ [x]− y (x) ξ [x]

(x− s)1+α
ds

= ξ [x]

∫ x

ã(ε)

y (s)− y (x)

(x− s)1+α
ds+

∫ x

ã(ε)

y (x) ξ [x]− y (s) ξ [s]

(x− s)1+α
ds

=
Γ(1− α)

α
(aD

α
x (ξy)− ξaD

α
xy) .



۹۵ کسری انتگرال های و مشتقات برای تبدیلات توسیع
بنابراین و

α

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

ã(ε)

y (s) (ξ [x]− ξ [s])

(x− s)1+α
ds = aD

α+1
x (ξy)−Dx (ξ) aD

α
xy − ξaD

α+1
x y. (۱۲ .۴)

ͬ آید: م دست به زیر نتیجه (۱۱ .۴) رابطه در (۱۲ .۴) جای·ذاری با
aD

α
x ȳ = aD

α
xy + εη(α) +O (ε) ,

آن در که
η(α) = aD

α
xη + aD

α
x (yDxξ)− aD

α+1
x (ξy) + ξaD

α+1
x y, (۱۳ .۴)

رابطه از استفاده با است. نظر مورد ΁کوچ بی نهایت α⁃ام امتداد
aD

α
x

(
ξy′
)
= aD

α+1
x (ξy)− aD

α
x (yDξ) ,

ͬ شود: م کامل قضیه برهان و شده نوشته زیر به صورت (۱۳ .۴) امتداد فرمول
η(α) = aD

α
x

(
η − ξy′

)
+ ξaD

α+1
x y.

امتداد فرمول از دی·ر صورت های .۳ .۱ .۴ ملاحظه
برای آن صحیح مرتبه ΁کلاسی نمونه همان با امتداد فرمول ∀n ∈ N, α = n که زمانͬ .۱

است. برابر OⅮEs
رابطۀ از استفاده همچنین و (۱۳ .۴) رابطۀ در ۳ .۴ .۱ تعمیم یافته لایبنیتز قاعده به کارگیری با .۲(

α+ 1

n+ 1

)
=

(
α

n

)(
α+ 1

n+ 1

)
,

y و ξ هموار کافی به قدر توابع به ازای سری یک به صورت می توان را (۱۲ .۴) امتداد فرمول
نوشت:

η(α) = aD
α
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
aD

α−n
x yDn+1

x ξ +

∞∑
n=1

(
α+ 1

n

)
aD

α+1−n
x yDn

xξ

= aD
α
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
aD

α−n
x yDn+1

x ξ +
∞∑
n=0

(
α+ 1

n+ 1

)
aD

α−n
x yDn+1

x ξ

= aD
α
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)(
n− α

n+ 1

)
aD

α−n
x yDn+1

x ξ. (۱۴ .۴)

aD
α
x (η) عبارت محاسبه به قادر تعمیم یافته، زنجیری قاعده متفاوت صورت های کارگیری به با .۳

کردند: ارائه را زیر فرمول [۳۸] همکارانش و گزیزوف مثال، برای هستیم. (۱۳ .۴) در
aD

α
x (η) = ∂αx (η) + ∂αx (y (x) ηy)− y∂αx (ηy) + µ,



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۹۶
می آید به دست زیر فرمول از µ آن در که

µ =

∞∑
n=2

n∑
m=2

m∑
k=2

k−1∑
r=0

(
α

n

)(
n

m

)(
k

r

)
xn−α

k!Γ(n+ 1− α)
[−y (x)]r

×Dm
x [y (x)]k−r

∂n−m+kη (x, y)

∂xn−m∂yk
.

برابر µ آنگاه باشد خطͬ y وابسته متغیر به نسبت η اگر که است ضروری نکته این به توجه
بی نهایت امتداد محاسبه است. µ رابطه در (k ≥ 2) ∂kη

∂yk
مشتق وجود آن دلیل و است صفر

زیر ساده حالت گرفتن نظر در با مساله این است، پیچیده بسیار فرمولͬ چنین با η(α) ΁کوچ
است حل قابل

ξ = ξ (x) , η (x, y) = p (x) y + q (x) . (۱۵ .۴)
(۱۵ .۴) صورت به ضرایبی با (۲۱ .۴) ΁کوچ بی نهایت مولدهای نظیر تبدیلات .۱ .۱ .۴ تعریف

ͬ شوند. م نامیده خطͬ خودگردان تبدیلات
صادق (۱۵ .۴) ضرایب با خودگردانخطͬ تبدیلات نظیر (۱۳ .۴) امتداد فرمول .۳ .۱ .۴ قضیه

است: زیر صورت به کسری انتگرال و مشتقات از خطͬ ترکیب ،(۵ .۴) شرط در
η(α) = aD

α
x (q (x)) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
aD

α−n
x y

[
p(n) (x) +

n− α

n+ 1
ξ(n+1) (x)

]
. (۱۶ .۴)

داریم: ( b انتهایی نقطه در ξ = 0 تساوی برقراری به (منوط راست مشتق برای همچنین
η(α) = xD

α
b (q (x)) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
(−1)n xD

α−n
b y

[
p(n) (x) +

n− α

n+ 1
ξ(n+1) (x)

]
.

است. برقرار کاپوتو کسری مشتقات برای مشابه طور به ΁کوچ بی نهایت امتداد فرمول
وجود C

aD
α
x (η − ξy′) و C

aD
α
xy (x) ∈ C1 (a, b) مشتقات و α > 0 کنید فرض .۴ .۱ .۴ قضیه

کسری مشتق ΁کوچ بی نهایت تبدیل آنگاه باشد. برقرار (۵ .۴) شرط همچنین باشد، داشته
است: زیر به صورت (۱ .۴) چپ کاپوتو

C
aD

α
x ȳ (x̄) =

C
aD

α
xy (x) + εCη(α) +O (ε) ,

ͬ شود: م محاسبه زیر امتداد فرمول با Cη(α) ضریب آن در که
Cη(α) = C

aD
α
x

(
η − ξy′

)
+ ξDx

(
C
aD

α
xy
)
.

C
xD

α
b (η − ξy′) و C

xD
α
b y (x) ∈ C1 (a, b) مشتقات همچنین باشد، برقرار ξ|x→b = 0 شرط هرگاه

است: زیر به صورت راست کسری مشتق برای امتداد آنگاه باشد، داشته وجود
Cη(α) = C

xD
α
b

(
η − ξy′

)
+ ξDx

(
C
xD

α
b y
)
.

است. ریمن⁃لیوول کسری مشتق مشابه اثبات برهان.



۹۷ کسری معمولͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های

معمولͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های ۲ .۴
کسری

ب·یرید: نظر در متفاوت مرتبه های از را زیر کسری معمولͬ دیفرانسیل معادله
∆(x, y,Dα1

x y,Dα2
x y, . . . , Dαm

x y) = 0, αi ∈ R, (۱۷ .۴)
،(αi > 0, αi /∈ N) کاپوتو یا ریمن⁃لیوول راست یا چپ کسری مشتق Dαi

x y آن در که
باشد. ،(αi ∈ N) صحیح مرتبه مشتقات یا ،(αi < 0) کسری انتگرال های

داریم: (۱۷ .۴) معادله بر G گروه ΁کوچ بی نهایت تبدیل اعمال با
∆(x̄, ȳ, Dα1

x̄ ȳ, Dα2
x̄ ȳ, . . . , Dαm

x̄ ȳ) = ∆ (x, y,Dα1
x y,Dα2

x y, . . . , Dαm
x y) + εX(α)△+O (ε) ,

است. امتداد یافته گروه ΁کوچ بی نهایت مولد X(α) = X +
∑m

i=1 η
αi ∂
∂(Dαix y)

آن در که
از موضعͬ گروهͬ ،(۱۷ .۴) کسری دیفرانسیل معادله برای تقارن گروه ΁ی .۱ .۲ .۴ تعریف
از جواب هر و کرده عمل O مانند E از باز زیرمجموعه ΁ی روی که است G مانند تبدیلات

نماید. حفظ را معادله فرم و تبدیل دی·ری جواب به را (۱۷ .۴) معادله
بی نهایت شرط فوق تعریف ، صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات برای لͬ گروه آنالیز مشابه

ͬ کند: م فراهم را زیر ΁کوچ
X(α)∆|∆=0 = 0. (۱۸ .۴)

معادله برای ناوردایی ΁مح ΁ی به تنهایی فوق شرط که است ضروری نکته این به توجه
متفاوت دیفرانسیلͬ ساختار با معادله ای به (۱۷ .۴) معادله (۱۸ .۴) شرط زیرا نیست (۱۷ .۴)
΁معادله ی دیفرانسیلͬ ساختار حفظ نتیجه در ͬ نماید. م تبدیل ی΄سان) جواب مجموعه (با
بیشتر مطالعه برای است. کسری دیفرانسیل معادله تقارن گروه تعریف تعمیم در لازم شرط

کنید. رجوع [۳۸] به ͬ توانید م زمینه این در
مرتبه دیفرانسیل معادله خطͬ). خودگردان تقارن های یافتن (ال·وریتم ۱ .۲ .۴ ال·وریتم

ب·یرید: نظر در زیر صورت به کسری
∆(x, y,Dα1

x y,Dα2
x y, . . . , Dαm

x y) = 0, 0 < α1 < . . . < αm−1 < αm.

کنند: صدق زیر شرایط در X عمل·ر ضرایب ͬ کنیم م فرض .۱
ξ = ξ (x) , η (x, y) = p (x) y + q (x) , ξ (a) = 0, (ξy) (a) = 0.

ͬ شود. م استفاده (۱۶ .۴) رابطه طبق η(α) برای امتداد فرمول .۲



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۹۸
ͬ آید: م به دست  زیر مشخصه معادلات حل با X عمل·ر ξ, p, q ضرایب .۳(

X(α)∆
)
|∆=0 = 0,

ͬ شود. م جای·ذاری معادله از مشتق مرتبه بالاترین آن در که
متغیرهای به صورت فوق مشخصه معادلات در x, y, aD

αi
x y, aD

αi−n
x y, n ∈ N نمادهای .۴

با نموده ΁تفکی متغیرها این به نسبت را مشخصه معادلات و ͬ گیریم م نظر در مستقل
ͬ یابیم. م دست η و ξ عمومͬ جواب های به نامتناهͬ، فرامعین دستگاه حل

به ریمن⁃لیوویل کسری مشتق با معمولͬ دیفرانسیل معادله مثال عنوان به .۱ .۲ .۴ مثال
صورت

aD
α
xy = cx

−1
2
α +

b

y
, c, b ∈ R− {0}, α ∈ (0, 1),

دوم نوع آبل معادله از خاصͬ حالت فوق پرکاربرد معادله . y = y(x) آن در که ب·یرید نظر در را
ͬ شود. م استفاده اقیانوسͬ جریان های مطالعه در که است

به صورت فوق آبل معادله برای تقارن عمل·ر
X = ξ (x, y)

∂

∂x
+ η (x, y)

∂

∂y
,

است.
 ΁مح در (۱۴ .۴) در شده ارائه η(α) بسط جای·ذاری با

η(α) =
−1

2
cαx

−1
2
α−1ξ − b

y2
η

ͬ رسیم: م زیر رابطۀ به

aD
α
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)(
n− α

n+ 1

)
dn+1ξ

dxn+1 a
Dα−n
x y

=
−1

2
cαx

−1
2
α−1ξ − b

y2
η.

ͬ رسیم: م مشخصه معادلات از زیر فرامعین دستگاه به فوق رابطه در آبل معادله به کارگیری با
ηyy = ξy = 0, (α− 1) ξxx = 2ηxy, ξ (0, y) = 0,

∂αx η − y∂αx ηy +

(
b

y
+ cx−

1
2
α

)
ηy +

b

y
η +

1

2
cαx−

α+2
2 ξ − α

(
b

y
+ cx−

1
2
α

)
ξx = 0,

a− n

1 + n

(
α

n

)
Dn+1
x ξ +

(
α

n

)
∂nxηy = 0, ∀ n = 3, 4, . . . . (۱۹ .۴)

ͬ دهد: م نتیجه ξ(0) = 0 به توجه با (۱۹ .۴) معادله
ξ (x) = 2c3x+ c4x

2, η (x, y) = h (x) + c3 (α− 1) y + c4 (α− 1)xy + c1y,



۹۹ کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های
آخرین در فوق η و ξ ضرایب جای·ذاری با است. دلخواه تابع h (x) و ثابت  ciها طوری΄ه به

داریم: y به نسبت ΁تفکی و (۱۹ .۴) معادله
2bxh (x) = 0, 4bx (c3 + xc4 − c1) = 0,

c4c (α+ 2)x−
1
2
α+2 + 2c (c3 − c1)x

− 1
2
α+1 − 2x∂αxh (x) = 0.

که ͬ کند م ایجاب اول دوشرط ،b ̸= 0 که آنجایی از
h (x) = 0 c4 = 0, c1 = c3,

به صورت تجانس تقارن ΁ی آبل کسری معادله درنتیجه
X = 2x

∂

∂x
+ αy

∂

∂y

ͬ پذیرد. م

جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های ۳ .۴
کسری

کنید فرض
R (x, u) := ∆σ (x, u, aD

α
xu, . . .) = 0, σ = 1, . . . , N, (۲۰ .۴)

متغیر ـ q و x =
(
x1, . . . , xp

) مستقل متغیر ـ p با با دیفرانسیل معادله N شامل دستگاهͬ
به صورت کسری مشتقات تمام مجموعه aD

α
xu که به قسمͬ (q ≥ 2) ،u =

(
u1, . . . , uq

) وابسته
باشد: زیر

a1,...,apD
α1,...,αp
x1,...,xp u

ν , ν = 1, 2, . . . , q,

.j = 1, 2, . . . , p هر برای αj ≥ 0 آن در که
زیر به صورت ε پارامتر با تبدیلات از ی΁⁃پارامتری لͬ گروه تحت (۲۰ .۴) دستگاه ناوردایی

است:
Tε : (x, u) −→ (x̄, ū) : x̄ = ϕ (x, u; ε) , ū = ψ (x, u; ε) , ∀ε ∈ O ⊂ R, (۲۱ .۴)

میدان توسط (۲۱ .۴) گروه به وابسته جبرلͬ باشد. ε = 0 حول باز همسای·ͬ O آن در که
برداری

X =

p∑
j=1

ξj(x, u)
∂

∂xj
+

q∑
ν=1

ην(x, u)
∂

∂uν
,



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱۰۰
روابط از آن های مؤلفه که ͬ شود م تولید

dx̄j
dε

∣∣∣
ε=0

= ξj ,
dūν

dε

∣∣∣
ε=0

= ην ,

را (۲۱ .۴) تبدیلات گروه (۲۰ .۴) معادله ،΁کوچ بی نهایت ΁مح با مطابق ͬ شوند. م محاسبه
مرتبه بالاترین امتداد (مرتبه یافته امتداد مولد اثر اگر تنها و اگر ͬ پذیرد م تقارن گروه عنوان به
شود. صفر آن جوابهای منیفلد روی (۲۰ .۴) معادله روی است.) معادله در شده ظاهر مشتق

دی·ر عبارت به
X(α,x)(∆)

∣∣
∆=0

= 0. (۲۲ .۴)
داده نشان (۲۲ .۴) ΁کوچ بی نهایت مولد ازای به کلͬ آمیخته امتداد فرمول .۱ .۳ .۴ قضیه

به صورت شده
(ην)α,x =

[
d

dε
(aD

α
x ū (x̄))

] ∣∣∣∣
ε=0

=

[
d

dε

(
a1,...,apD

α1,...,αp
x1,...,xp u

ν (x̄)
)] ∣∣∣∣

ε=0

,

ͬ شود: م محاسبه زیر فرمول با
(ην)α,x = aD

α
x (η) +

p∑
j=1

ξj
∂

∂xj
(aD

α
x (u

ν))− aD
α
x

 p∑
j=1

ξjuνxj

 , ∀ν = 1, 2, . . . , q,

.aDα
x = a1,...,apD

α1,...,αp
x1,...,xp و uνxj = ∂uν

∂xj
آن در که

مشتقات تمام برای بعد به اینجا از است. آمده [۷۰] در q = 1 برای فوق قضیه اثبات
را 0D

α
x بنابراین ͬ شود. م گرفته نظر در a = 0 ازای به ریمن⁃لیوول تعریف پایینͬ حد کسری،

ͬ شود. م بیان زیر قضیه در (ην)αj ,xj امتداد یافته گسترش فرمول ͬ دهیم. م نشان Dα
x نماد با

ازای به (ην)αj ,xj =
[
d

dε

(
D
αj
xj ū

ν (x̄)
)] ∣∣∣∣

ε=0

΁کوچ بی نهایت  αjام مرتبه امتداد .۲ .۳ .۴ قضیه
ͬ شود: م نوشته زیر به صورت (۲۲ .۴) مولد نظیر (j = 1, . . . , p, ν = 1, . . . , q) αj > 0

(ην)αj ,xj =
∂αjην

∂x
αj
j

+

∞∑
k=1

[(
αj
k

)
∂kηνuν

∂xkj
−
(

αj
k + 1

)
Dk+1
xj ξj

]
∂
αj−k
xj (uν)

+

q∑
s ̸=ν,s=1

∞∑
k=1

(
αj
k

)
∂kηνus

∂xkj
∂
αj−k
xj (us)−

∑
i ̸=j,i=1

∞∑
k=1

(
αj
k

)
Dk
xjξ

iD
αj−k
xj uνxi

+
(
ηνuν − αjDxjξ

j
)
∂
αj
xj u

ν − uν
∂αjηνuν

∂x
αj
j

+

q∑
s ̸=ν,s=1

(
ηνus

∂αjus

∂x
αj
j

− us
∂αjηνus

∂x
αj
j

)

+

q∑
s=1

µjν,s.

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت µjν,s و کل مشتق نمایانگر Dxj ،ηνus = ∂ην

∂us آن در که
µjν,s =

∞∑
k=2

k∑
m=2

m∑
l=2

l−1∑
i=0

(
αj
k

)(
k

m

)(
l

i

)
x
k−αj
j

l!Γ(k + 1− αj)

× (−us)i ∂
m

∂xmj
(us)l−i

∂k−m+lην

∂xk−mj ∂(us)l
. (۲۳ .۴)



۱۰۱ کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های
است: زیر صورت به (۲۲ .۴) مولد نظیر (ην)αj ,xj ΁کوچ بی نهایت امتداد فرمول برهان.

(ην)αj ,xj = Dα
xj (η

ν) +

p∑
j=1

(
ξjDα

xj

(
uνxj

)
−Dα

xj

(
ξjuνxj

))
. (۲۴ .۴)

داریم: ۳ .۴ .۱ تعمیم یافته لایبنیتز قاعده به کارگیری با

ξjD
αj
xj

(
uνxj

)
−Dα

xj

(
ξjuνxj

)
= −αjDxjξ

j∂
αj
xj u

ν −
k∑
j=1

(
αj
k + 1

)
Dk+1
xj ξjD

αj−k
xj uν ,

ش΄ل به کامل مشتق عمل·رهای Dxj آن در که
Dxj =

∂

∂xj
+ uνxj

∂

∂uν
+ uνxjxj

∂

∂uνxj
+
∑
i ̸=j

uνxixj
∂

∂uνxi
+ . . . ,

داریم: i ̸= j برای معادل، طور به ͬ شوند. م نوشته
ξjD

αj
xj

(
uνxj

)
−Dα

xj

(
ξjuνxj

)
= −

∞∑
k=1

(
αj
k

)
Dk
xjξ

jD
αj−k
xj uνxj .

ͬ شود: م بازنویسͬ زیر به صورت (۲۴ .۴) امتداد فرمول لذا
(ην)αj ,xj = D

αj
xj (η

ν)− αjDxjξ
j∂
αj
xj u

ν −
p∑

i ̸=j,i=1

∞∑
k=1

(
αj
k

)
Dk
xjξ

jD
αj−k
xj uνxj

−
∞∑
k=1

(
αj
k + 1

)(
Dk+1
xj ξj

)
D
αj−k
xj uν . (۲۵ .۴)

به صورت α > 0 برای ۱ اوسلر فرمول تعمیم یافته صورت

Dα
t f (t, g1 (t) , . . . , gp (t)) =

p∑
i=1

∞∑
n=0

n∑
m=0

m∑
k=0

k∑
r=0

(
α

n

)(
n

m

)(
k

r

)
tn−α

k!Γ(n+ 1− α)

(−gi)r
dm

dtm
(gi)

k−r ∂
n−m+kf (t, g1, . . . , gp)

(∂t)n−m (∂(gj))
k

, (۲۶ .۴)

(۲۶ .۴) رابطه کارگیری به با ،ην = ην
(
x1, . . . , xp, u

1, . . . , uq
) که آنجایی از ͬ شود. م بیان

محاسبه زیر فرمول با (۲۵ .۴) در D
αj
xj (η

ν) عبارت تعمیم یافته، چندمتغیره زنجیری قاعده و
ͬ شود: م

D
αj
xj (η

ν) =
∂αjην

∂x
αj
j

+

q∑
s=1

[(
ηνus

∂αjus

∂x
αj
j

− us
∂αjηνus

∂x
αj
j

)
+

∞∑
n=1

(
αj
n

)
∂αjηνus

∂xnj
D
αj−n
xj (us) + µjν,s

]
,

ͬ شود: م داده نمایش زیر صورت به µjν,s و ηνus = ∂ην/∂us آن در که

µjν,s =
∞∑
n=0

n∑
m=2

m∑
k=2

k∑
r=2

(
αj
n

)(
n

m

)(
k

r

)
1

k!

x
n−αj
j

Γ(n+ 1− αj)
(−us)r ∂

m

∂xmj
(us)k−r

∂n−m+kην

∂xn−mj ∂ (us)k
.

1Thomas J Osler



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱۰۲
عبارتست از: (ην)αj ,xj امتداد فرمول لذا

(ην)αj ,xj =
∂αjην

∂x
αj
j

+

∞∑
k=1

[(
αj
k

)
∂kηνuν

∂xkj
−
(

αj
k + 1

)
Dk+1
xj ξj

]
∂
αj−k
xj (uν)

+

q∑
s ̸=ν,s=1

∞∑
k=1

(
αj
k

)
∂kηνus

∂xkj
∂
αj−k
xj (us)−

p∑
i ̸=j,i=1

∞∑
k=1

(
αj
k

)
Dk
xjξ

iD
αj−k
xj uνxi

+
(
ηνuν − αjDxjξ

j
)
∂
αj
xj u

ν − uν
∂αjηνuν

∂x
αj
j

+

q∑
s ̸=ν,s=1

(
ηνus

∂αjus

∂x
αj
j

− us
∂αjηνus

∂x
αj
j

)

+

q∑
s=1

µjν,s. (۲۷ .۴)

مرتبه نمونه برای کسری تعمیم یافته تقارنͬ عمل·ر که است ضروری نکته این به توجه
محاسبه در فوق قضیه به کارگیری از مثال چند ارائه به ادامه در است. اجرا قابل آن صحیح
این قابلیت توضیح منظور به اکنون ͬ پردازیم. م کسری جزئͬ دیفرانسیل معادله تقارن های

ͬ کنیم. م بررسͬ را کسری مرتبه آلن⁃کان معادله از حالت سه روش
از عبارتست ۲ ⁃کان ۱ آلن معادله .۱ .۳ .۴ مثال

ut − kuxx = a
(
u− u3

)
, a,∈ R, (۲۸ .۴)

از تابعͬ u همچنین است. پخش ضریب k > 0 و واکنش ضریب a حقیقͬ ثابت  آن در که
سیال ΁ی فاز جداسازی فرآیند در معادله این است. t ≥ 0 زمانͬ متغیر و x ∈ R م΄انͬ متغیر
اختصاص با .[۱۱۶ ،۹] ͬ شود مطرح م مذاب آلیاژهای قبیل از هم دما و همسانگرد دوتایی،

ͬ شود. م حاصل زیر توجه قابل معادلات a ثابت به مختلف مقادیر دادن
داریم: زیر به صورت را گرما معروف معادله ی باشد صفر مساوی a اگر

ut = kuxx;

ͬ یابد. م کاهش غیرخطͬ منبع ΁ی با انتشار معادله به مثبت a برای
ارسال در که ͬ آيد م دست به ۴ ⁃ناگومو ۳ فیژوگ معادله ی از خاصͬ حالت ،a = −1 برای

.[۹۰ ،۳۳] ͬ رود م کار به عصبی سیستم در ال΄تری΄ͬ ضربه های
صورت به ͬ پردازیم م آن ها مطالعه ی به که کسری مرتبه آلن⁃کان معادلات

∂αt u = k∂β+1
x u+ au− au3, x, t > 0, (۲۹ .۴)

k∂β+1
x u = ut − au+ au3, x > 0, (۳۰ .۴)
∂αt u = kuxx + au− au3, t > 0, (۳۱ .۴)

1Sam Allen
2John W. Cahn

3 Richard FitzHugh 4 Jinichi Nagumo



۱۰۳ کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های
ͬ که حال در ͬ شود، م گرفته درنظر 0 < α ≤ 1 مرتبه از زمان کسری مشتق ∂αt آن در که هستند
فوق، معادلات در α = β = 1 فرض با است. 1 < β+1 ≤ 2 مرتبه از م΄ان کسری مشتق ∂β+1

x

ͬ شود. م داده کاهش ΁کلاسی آلن⁃کان معادله به
: کسری م΄ان⁃زمان آلن⁃کان معادله

ب·یرید: نظر در زیر به صورت را تبدیلات از پارامتری تک لͬ گروه ابتدا

x∗ = x+ εξ(x, t, u) +O(ε2),

t∗ = t+ ετ(x, t, u) +O(ε2), (۳۲ .۴)
u∗ = u+ εη(x, t, u) +O(ε2),

گرفت: نظر در زیر ش΄ل به ͬ توان م را فوق تبدیلات گروه نظیر تقارنͬ مولد این صورت در

X = ξ
∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+ η

∂

∂u
.

ͬ شود: م داده زیر فرمول با مفروض معادلات نظیر فوق برداری میدان امتداد

X(α,β+1,i) = X + ηβ+1,x ∂

∂
(
∂β+1
x u

) + ηα,t
∂

∂ (∂αt u)
+ ηx

∂

∂ux
+ η2x

∂

∂uxx
+ ηt

∂

∂ut
.

آید. مͬ به دست زیر روابط از امتداد ضرایب

ηβ+1,x = Dβ+1
x (η − ξux − τut) + ξDβ+1

x (ux) + τDβ+1
x (ut),

ηα,t = Dα
t (η − ξux − τut) + ξDα

t (ux) + τDα
t (ut),

ηix = Di
x(η − ξux − τut) + ξDi

x(ux) + τDi
x(ut),

ηt = Dt(η − ξux − τut) + ξDt(ux) + τDt(ut).

امتداد ،(۲۷ .۴) رابطه در (∀j = 1, 2) αj = α و q = 1, p = 2, x1 = x, x2 = t جای·ذاری با



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱۰۴
ͬ شود: م بیان زیر به صورت (η)α,t , (η)β+1,x ΁کوچ بی نهایت ضرایب

ηα,t =
∂αη

∂tα
+ (ηu − αDt (τ))

∂αu

∂tα
− u

∂αηu
∂tα

+

+∞∑
k=1

[(
α

k

)
∂kηu
∂tk

−
(

α

k + 1

)
Dk+1
t (τ)

]
Dα−k
t (u)

−
+∞∑
k=1

(
α

k

)
Dk
t (ξ)D

α−k
t (ux)

+
+∞∑
n=2

n∑
m=2

m∑
k=2

k−1∑
r=0

(
α

n

)(
n

m

)(
k

r

)
tn−α (−u)r

k!Γ(n+ 1− α)

∂m

∂tm

[
(u)k−r

] ∂n−m+kη

∂tn−m∂ (u)k

ηβ+1,x =
∂β+1η

∂xβ+1
+ (ηu − (β + 1)Dx (ξ))

∂β+1u

∂xβ+1
− u

∂β+1ηu
∂xβ+1

+
+∞∑
n=1

[(
β + 1

n

)
∂nηu
∂xn

−
(
β + 1

n+ 1

)
Dn+1
x (ξ)

]
Dβ+1−n
x (u)

−
+∞∑
n=1

,

(
β + 1

n

)
Dn
x (τ)D

β+1−n
x (ut)

+

+∞∑
n=2

n∑
m=2

m∑
k=2

k−1∑
r=0

(
α

n

)(
n

m

)(
k

r

)
xn−β−1 (−u)r

k!Γ(n− β)

∂m

∂xm

[
(u)k−r

] ∂n−m+kη

∂xn−m∂ (u)k
.

منظور به (۲۹ .۴) کسری م΄ان⁃زمان معادله نظیر ناوردایی شرط (۲۲ .۴) رابطه به توجه با
به صورت تقارن ها یافتن

X(α,β+1)X
(
∂αt u− ∂β+1

x u− au+ au3
)
|
∂αt u=k∂

β+1
x u+au−au3 = 0, (۳۳ .۴)

ش΄ل به بیان قابل (۱ .۳ .۴) ناوردایی شرط است.

ηα,t − ηβ+1,x − aη + 3au2η = 0, (۳۴ .۴)

معادلات (۳۴ .۴) ناوردایی شرط در ηβ+1,x و ηα,t ضرایب کردن جای·زین با اکنون است.
ͬ شود: م نتیجه زیر تعیین کننده

ξt = ξu = τx = τu = ηuu = 0,

(β + 1)ξx = ατt, ∂
n
t ηu −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ) = 0, ∀ n = 1, 2, . . . ,(

β + 1

n

)
∂nxηu −

(
β + 1

n+ 1

)
Dn+1
x (ξ) = 0, ∀ n = 1, 2, . . . ,

∂αt η − u∂αt ηu − k∂β+1
x η + ku∂β+1

x ηu + auηu − aη − aαuτt

+3au2η − au3ηu + aαu3τt = 0. (۳۵ .۴)

ξ (0, t, u) = τ (x, 0, u) = 0 اولیه شرایط به محدود و فوق معادلات دستگاه نمودن حل با



۱۰۵ کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های
عمل·رهای به وسیله ی تقارن گروه ΁کوچ بی نهایت مولدهای

X1 = 2αx
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
+ u (2αβ + α− β − 1)

∂

∂u
,

X2 = u
∂

∂u
,

دیفرانسیل معادله ΁ی به X1 تجانس مولد به نسبت را (۲۹ .۴) معادله اکنون ͬ شود. م ایجاد
صورت به تقارن این نظیر ناورداهای ͬ دهیم. م کاهش کسری مرتبه معمولͬ

z = xt
−α
β+1 , u(x, t) = g(xt

−α
β+1 )tγ (۳۶ .۴)

.γ = 2αβ+α−β−1
2(β+1) آن در که ͬ شود م حاصل

زیر کسری مرتبه دیفرانسیل معادله به (۳۶ .۴) تبدیلات تحت (۲۹ .۴) معادله .۳ .۳ .۴ قضیه
ͬ شود: م داده کاهش

t−α
(
P 1−α+γ, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z)− ag (z) + at2γg3 (z) = 0, (۳۷ .۴)

اردلͬ⁃ کسری مشتق Dτ,β
ζ و α > 0 مرتبه از چپ اردلͬ⁃کوبر کسری مشتق P τ,αζ آن در که

هستند. β > 0 مرتبه از راست کوبر
ریمن⁃لیوول کسری مشتق این صورت در (n = 1, 2, 3, . . .) n−1 < α < n کنید فرض برهان.

است زیر به صورت t متغیر به نسبت (۳۶ .۴) متشابه تبدیل برای
∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
1

Γ(n− α)

∫ t

0

g(xs
−α
β+1 )sγ

(t− s)α−n+1
ds

]
.

به صورت فوق معادله این رو از .ds = −(t/v2)dv نتیجه در ،v = t/s کنید فرض
∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
tn−α+γ

Γ(n− α)

∫ ∞

1

g(zv
α
β+1 )v−(n−α+1+γ)

(v − 1)α−n+1
dv

]
, (۳۸ .۴)

=
∂n

∂tn

[
tn−α+γ

(
K1+γ,n−α

β+1
α

g

)
(z)

]
,(

z = xt
− α
β+1

ناوردای( و (۳۸ .۴) معادله ی از راست سمت کردن ساده منظور به ͬ شود. م نوشته
داریم:

t
d

dt
f(z) = − α

β + 1
z
d

dz
f(z).

پی در پی تساوی بنابراین
∂αu

∂tα
=

∂n−1

∂tn−1

[
tn−α−1+γ

(
n− α+ γ − α

β + 1
z
d

dz

)(
K1+γ,n−α

β+1
α

g

)
(z)

]
,

... (۳۹ .۴)
= t−α+γ

n−1∏
j=0

(
1− α+ γ + j − α

β + 1
z
d

dz

)(
K1+γ,n−α

β+1
α

g

)
(z) ,

= t−α+γ
(
P 1−α+γ,α
β+1
α

g

)
(z) ,



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱۰۶
رابطه ی از استفاده با مشابه، طور به ͬ شود. م نتیجه

∂β+1u

∂xβ+1
=

∂n+1

∂xn+1

[
1

Γ(n− β)

∫ x

0

g(st
−α
β+1 )tγ

(x− s)β+1−nds

]
,

= tγ
∂n+1

∂xn+1

[
xn−β

(
I0,n−β1 g

)
(z)
]
,

و n− 1 < β < n برای
x
∂

∂x
g (z) = xt

−α
β+1

d

dz
g (z) , z = xt

−α
β+1 ,

داریم:
∂β+1u

∂xβ+1
= tγx−β−1

(
D−β−1,β+1

1 g
)
(z) . (۴۰ .۴)

ͬ شود: م نتیجه زیر تساوی z = xt
− α

2(β+1) برای α = n = 1, 2, 3, . . . , ͬ که حالت در
∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn
(tγg (z)) =

∂n−1

∂tn−1

[
tγ−1

(
γ − n

β + 1
z
d

dz

)
g (z)

]
,

...
= tγ−n

n−1∏
j=0

(
1− n+ γ + j − n

β + 1
z
d

dz

)
g (z) ,

= tγ−n
(
P 1−n+γ,n
β+1
n

g

)
(z) .

داریم: β = n به ازای مشابه طور به
∂β+1u

∂xβ+1
=

∂n+1

∂xn+1
(tγg (z)) =

∂n

∂xn

[
tγx−1z

d

dz
g (z)

]
,

...
= tγx−n−1

n+1∏
j=1

(
−n− 1 + j + z

d

dz

)
g (z) ,

= tγx−n−1
(
D−n−1,n+1

1 g
)
(z) .

هستند. برقرار ترتیب به n− 1 < β ≤ n و n− 1 < α ≤ n ازای به (۴۰ .۴) و (۳۹ .۴) عبارات لذا
به منجر (۲۹ .۴) کسری م΄ان⁃زمان آلن⁃کان معادله در (۴۰ .۴) و (۳۹ .۴) جای·ذاری اکنون

معادله
t−α

(
P 1−α+γ, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z)− ag (z) + at2γg (z) = 0,

ͬ شود. م کامل اثبات بنابراین و شده
است: زیر به صورت متناظر ناورداهای ،X1 − (2αβ + α− β − 1)X2 تقارن برای

z = xt
−α
β+1 , u(x, t) = g(xt

−α
β+1 ).



۱۰۷ کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های
زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله به 0 < α, β ≤ 1 ازای به (۲۹ .۴) معادله فوق، تبدیل تحت

ͬ شود: م داده کاهش
t−α

(
P 1−α, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z)− ag (z) + ag3 (z) = 0.

زمان⁃کسری: آلن⁃کان معادله
معادله این برای

∂αt u = kuxx + au− au3, t > 0, 0 < α < 1,

به صورت ناوردایی شرط
ηα,t − ηxx − aη + 3au2η = 0, (۴۱ .۴)

مشخصه معادلات دستگاه (۴۱ .۴) رابطه در (۴۳ .۴) از ηxx و ηα,t ضرایب جای·ذاری با داریم.
ͬ شود: م حاصل زیر

ξt = ξu = τx = τu = ηuu = 0, 2ξx = ατt,(
α

n

)
∂nt ηu −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ) = 0, ∀n = 1, 2, . . .

∂αt η − u∂αt ηu − kηxx + auηu − aη − aαuτt + 3au2η − au3ηu + aαu3τt = 0.

عبارتنداز: برداری میدان ضرایب τ (x, 0, u) = 0 رابطه و فوق دستگاه حل با
ξ = C + 2C2αx, τ = 4C2t, η = C3u+ C2 (3α− 2) ,

گروه هر نظیر ΁کوچ بی نهایت مولدهای بنابراین هستند. دلخواه ثابت هایی C1, C2, C3 که
عبارتنداز: (۳۱ .۴) معادله پارامتری تک لͬ

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2αx

∂

∂x
+ 4t

∂

∂t
+ u (3α− 2)

∂

∂u
,

X3 = u
∂

∂u
.

داریم: برداری میدان های این نظیر نمایی تابع محاسبه با نهایت در
g1 := exp(εv1)(x, t, u) = (x+ ε, t, u),

g2 := exp(εv2)(x, t, u) = (λ2αx, λ4t, λ3α−2u),

g3 := exp(εv5)(x, t, u) = (x+ εt, t,
1

a
ε+ u).

در دهیم، اثر آن روی را تقارن ها و باشد مذکور معادله ی برای جواب ΁ی u = f(x, t) اگر
ͬ آید: م به دست زیر ش΄ل به معادله برای جدید جواب ΁ی این صورت

u1 = f(x− ε, t),

u2 = f(x, t− ε),

u3 = f(x− εt, t) +
1

a
ε.



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱۰۸
(۳۱ .۴) معادله نظیر کاهش یافته معادلات :۱ .۴ جدول

Xi zi ui FODEi

X1 t g (t) ∂αt g (t)− ag (t) + ag3 (t) = 0

X2 xt−
α
2 t

3α−2
4 g

(
xt−

α
2

)
t−α

(
P

2−α
4
, α

2
α

g

)
(z)− kt−αg

′′
(z)− ag (z) + at

2(3α−2)
4 g3 (z) = 0

X1 + λX3 t eλxg (t) ∂αt g − kλ2g (t)− ag (t) + ae2λxg3 (t) = 0

است. شده ارائه (۳۱ .۴) معادله نظیر کاهش یافته معادلات ،۱ .۴ جدول در
م΄ان⁃کسری: آلن⁃کان معادله

م΄ان کسری مشتقات با آلن⁃کان معادله حالت، این در
k∂β+1

x u = ut − au+ au3, x > 0, 0 < β < 1,

و اگر  است ناوردا (۳۲ .۴) ΁کوچ بی نهایت نقطه ای تبدیلات از پارامتری ΁ی لͬ گروه تحت
اگر تنها 

kηβ+1,x − ηt + aη − 3au2η = 0. (۴۲ .۴)
ͬ شود: م نتیجه زیر تعیین کننده ی معادلات مجموعه (۴۲ .۴) رابطه در ηt و ηβ+1,x جای·ذاری با

ξt = ξu = τx = τu = ηuu = 0, (β + 1) ξx = τt,(
β + 1

n

)
∂nxηu −

(
β + 1

n+ 1

)
Dn+1
x (ξ) = 0, ∀n = 1, 2, . . .

k∂β+1
x η − ku∂β+1

x ηu − ηt + au3ηu + aη − 3au2η − auηu

−(β + 1)au3ξx + (β + 1)auξx = 0.

ضرایب ،ξ (0, t, u) = 0 رابطه ی و فوق کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه حل با اکنون
ͬ شوند: م حاصل برداری میدان

ξ = 2C2x, τ = 2C2 (β + 1) t+ C1, η = C2βu+ u,

عبارتنداز: تقارن گروه متناظر مولدهای بنابراین هستند. دلخواه ثابت هایی C1, C2 که
X1 =

∂

∂t
, X2 = 2x

∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
+ uβ

∂

∂u
,

X3 = u
∂

∂u
.

جدول های در است. شده ارائه (۳۰ .۴) معادله نظیر کاهش یافته معادلات ،۲ .۴ جدول در
مرتبه و a پارامتر به نسبت آلن⁃کان معادله نظیر کاهش یافته معادلات از رده بندی ،۵ .۴⁃۳ .۴

است. شده گردآوری کسری مشتق



۱۰۹ کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های

(۳۰ .۴) معادله نظیر کاهش یافته معادلات :۲ .۴ جدول
Xi zi ui FODEi

X1 x g (x) k∂β+1
x g (x) + ag (x)− ag3 (x) = 0

X2 xt
−1
β+1 t

β
2(β+1) g

(
xt

−1
β+1

)
kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z) + zt−1g

′
(z) + ag (z)− β

2(β+1)
t−1g (z)− at

2β
2(β+1) g3 (z) = 0

زمان⁃کسری. مدل نظیر کاهش یافته معادلات و تقارن ها :۳ .۴ جدول
معادلات پارامتر ها تقارنͬ مولدهای مشابه متغیرهای کاهش یافته معادلات

گرما a = 0

X1 =
∂

∂x
z = t, u = g (t) ∂αt g (t) = 0

X2 = 2αx
∂

∂x
+ 4t

∂

∂t
+ u (3α− 2)

∂

∂u
, z = xt

−α
2 , u = t

− 3α−2
4 g (z)

(
P

2−α
4

, α

2
α

g

)
(z) − kg

′′
(z) = 0

X1 + λX3 =
∂

∂x
+ λu

∂

∂u
z = t, u = eλxg (t) ∂αt g (t) − kλ2g (t) = 0

آلن⁃کان a

X1 =
∂

∂x
z = t, u = g (t) ∂αt g (t) − ag (t) (1 − g2 (t)) = 0

X2 = 2αx
∂

∂x
+ 4t

∂

∂t
+ u (3α− 2)

∂

∂u
, z = xt

−α
2 , u = t

− 3α−2
4 g (z) t−α

(
P

2−α
4

, α

2
α

g

)
(z) − kt−αg

′′
(z) − ag (z) + at

(3α−2)
2 g3 (z) = 0

X1 + λX3 =
∂

∂x
+ λu

∂

∂u
z = t, u = eλxg (t) ∂αt g (t) − kλ2g (t) − ag (t) (1 − e2λxg2 (t)) = 0

فیژوگ⁃ناگومو a = −1

X1 =
∂

∂x
z = t, u = g (t) ∂αt g (t) − ag (t) (1 + g2 (t)) = 0

X2 = 2αx
∂

∂x
+ 4t

∂

∂t
+ u (3α− 2)

∂

∂u
, z = xt

−α
2 , u = t

− 3α−2
4 g (z) t−α

(
P

2−α
4

, α

2
α

g

)
(z) − kt−αg

′′
(z) − ag (z) − at

(3α−2)
2 g3 (z) = 0

X1 + λX3 =
∂

∂x
+ λu

∂

∂u
z = t, u = eλxg (t) ∂αt g (t) − kλ2g (t) − ag (t) (1 + e2λxg2 (t)) = 0

. م΄ان⁃کسری مدل نظیر کاهش یافته معادلات و تقارن ها :۴ .۴ جدول
معادلات پارامتر ها تقارنͬ مولدهای مشابه متغیرهای کاهش یافته معادلات

گرما a = 0

X1 =
∂

∂t
z = x, u = g (x) ∂β+1

x g (x) = 0

X2 = 2x
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
+ uβ

∂

∂u
,

z = xt
−1
β+1 , u = t

β
2(β+1) g (z) ktx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z)− β

2(β+1)
g (z) + zg

′
(z) = 0

آلن⁃کان a

X1 =
∂

∂t
z = x, u = g (x) k∂β+1

x g (x) + ag (x) (1− g2 (x)) = 0

X2 = 2x
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
+ uβ

∂

∂u
z = xt

−1
β+1 , u = t

β
2(β+1) g (z) kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z) + zt−1g

′
(z) + ag (z)− β

2(β+1)
t−1g (z)− at

β
(β+1) g3 (z) = 0

فیژوگ⁃ناگومو a = −1

X1 =
∂

∂t
z = x, u = g (x) k∂β+1

x g (x) + ag (x) (1− g2 (x)) = 0

X2 = 2x
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
+ uβ

∂

∂u
z = xt

−1
β+1 , u = t

β
2(β+1) g (z) kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z) + zt−1g

′
(z) + ag (z)− β

2(β+1)
t−1g (z) + at

β
(β+1) g3 (z) = 0

.(γ = 2αβ+α−β−1
2(β+1) ) م΄ان⁃زمان⁃کسری مدل نظیر کاهش یافته معادلات و تقارن ها :۵ .۴ جدول

معادلات پارامتر ها تقارنͬ مولدهای مشابه متغیرهای کاهش یافته معادلات

گرما a = 0

X1 = 2αx
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
+

u (2αβ + α− β − 1)
∂

∂u
,

z = xt
−α
β+1 , u(x, t) = g (z) tγ t−α

(
P 1−α+γ, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z) = 0

X1 − (2αβ + α− β − 1)X2 = 2αx
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
z = xt

−α
β+1 , u(x, t) = g (z) t−α

(
P 1−α, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z) = 0

آلن⁃کان a

X1 = 2αx
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
+

u (2αβ + α− β − 1)
∂

∂u
,

z = xt
−α
β+1 , u(x, t) = g (z) tγ t−α

(
P 1−α, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z)− ag (z) + at2γg3 (z) = 0

X1 − (2αβ + α− β − 1)X2 = 2αx
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
z = xt

−α
β+1 , u(x, t) = g (z) t−α

(
P 1−α, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z)− ag (z) (1− g2 (z)) = 0

فیژوگ⁃ناگومو a = −1

X1 = 2αx
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
+

u (2αβ + α− β − 1)
∂

∂u
,

z = xt
−α
β+1 , u(x, t) = g (z) tγ t−α

(
P 1−α, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z)− ag (z)− at2γg3 (z) = 0

X1 − (2αβ + α− β − 1)X2 = 2αx
∂

∂x
+ 2 (β + 1) t

∂

∂t
z = xt

−α
β+1 , u(x, t) = g (z) t−α

(
P 1−α, α
β+1
α

g

)
(z)− kx−β−1

(
D−β−1, β+1

1 g
)
(z)− ag (z) (1 + g2 (z)) = 0



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱۱۰
مرتبه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه در لͬ گروه آنالیز روش توسیع اکنون

ͬ دهیم. م توضیح اول فصل در شده ارائه ۱ .۵ .۱ مثال با کسری

بدین ͬ پردازیم. م (۲۹ .۱) دستگاه نظیر لͬ تقارن های یافتن به مثال، این در .۲ .۳ .۴ مثال
ب·یرید: نظر در زیر به صورت را تبدیلات از پارامتری تک لͬ گروه ابتدا منظور،

x∗ = x+ εξ(x, t, u, v, w) +O(ε2),

t∗ = t+ ετ(x, t, u, v, w) +O(ε2),

u∗ = u+ εη1(x, t, u, v, w) +O(ε2),

v∗ = v + εη2(x, t, u, v, w) +O(ε2),

w∗ = w + εη3(x, t, u, v, w) +O(ε2),

گرفت: نظر در زیر ش΄ل به ͬ توان م را فوق تبدیلات گروه نظیر تقارنͬ مولد این صورت، در

X = ξ
∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+ η1

∂

∂u
+ η2

∂

∂v
+ η3

∂

∂w
.

ͬ شود. م داده زیر فرمول با فوق برداری میدان امتداد

V (α,3) = X +
(
η1
)α,t

∂∂αt u + (η2)
α,t ∂∂αt v + (η3)

α,t ∂∂αt w + ηx1∂ux

+ηx2∂vx + ηx3∂wx + ηxxx1 ∂uxxx + ηxxx2 ∂vxxx + ηxxx3 ∂wxxx ,

آوریم. مͬ به دست زیر روابط از استفاده با را امتداد ضرایب

ηα,t1 = Dα
t (η

1 − ξux − τut) + ξDα
t (ux) + τDα

t (ut),

ηx1 = Dx(η
1 − ξux − τut) + ξDx(ux) + τDx(ut),

η3x1 = D3
x(η

1 − ξux − τut) + ξD3
x(ux) + τD3

x(ut), (۴۳ .۴)
ηα,t2 = Dα

t (η
2 − ξvx − τvt) + ξDα

t (vx) + τDα
t (vt),...

ضرایب αام مرتبه امتداد q = 3, p = 2, αj = α, j = 1 برای (۲۷ .۴) رابطه کارگیری به با



۱۱۱ کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های
ͬ شود: م بیان زیر به صورت (ην)α,t , (ν = 1, 2, 3) ΁کوچ بی نهایت

(ην)α,t =
∂αην

∂tα
+

∞∑
k=1

[(
α

k

)
∂kηνuν

∂tk
−
(

α

k + 1

)
Dk+1
t τ

]
∂α−kt (uν)

+
3∑

s ̸=ν,s=1

∞∑
k=1

(
α

k

)
∂kηνus

∂tk
∂α−kt (us)−

∞∑
k=1

(
α

k

)
Dk
t ξD

α−k
t uνx

+(ηνuν − αDtτ) ∂
α
t (uν)− uν

∂αηνuν

∂tα
+

3∑
s ̸=ν,s=1

(
ηνus

∂αus

∂tα
− us

∂αηνus

∂tα

)

+
3∑
s=1

µν,s, ν = 1, 2, 3. (۴۴ .۴)
΁کوچ بی نهایت مولد امتداد اعمال با حال است. شده داده (۲۳ .۴) فرمول با µν,s آن در که

داریم: (۲۹ .۱) معادلات دستگاه بر X(α,3)

(
η1
)α,t − 1

2

(
η1
)3x

+ 2uxη
1 + 2u

(
η1
)x − 3vxη

3 − 3wηx2 − 3wxη
2 − 3v

(
η3
)x

= 0,(
η2
)α,t

+
(
η2
)3x − 3vxη

1 − 3u
(
η2
)x

= 0, (۴۵ .۴)(
η3
)α,t

+
(
η3
)3x − 3wxη

1 − 3u
(
η3
)x

= 0.

دادن قرار صفر برابر و (۴۵ .۴) ناوردایی ΁مح در (۴۴ .۴) و (۴۳ .۴) ضرایب جای·ذاری با
غیرکسری و کسری خطͬ معادلات از فرامعین دستگاه ΁ی به u مشتقات از مختلف توان های

ͬ رسیم: م زیر شرح به
ξt = ξu = ξv = ξw = τx = τu = τv = τw = η2u = η2w = η3u = η3v = 0,

η1uu = η1vv = η1xv = η1xw = η1vw = η1ww = η2vv = η3ww = 0, ατt = 3ξx,

(α− 1)τtt = 2η1ut, (α− 1)τtt = 2η2vt, (α− 1)τtt = 2η3wt,

3uξx − ξ3x − 3ατt = 3η1 − 3η2xxv, 3uξx − ξ3x − 3ατt = 3η1 − 3η3xxw,

3uξx − 3αuτt −
1

2
ξ3x = 3η1 − 3/2η1xxu,

3uη1v + 3η1u − 3wη2v − 3η3 = 3αwτt − 3wξx,

3uη1w + 3η1u − 3vη3w − 3η2 = 3αvτt − 3vξx,(
α

n

)
∂nt η

1
u −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ) = 0 ∀n = 1, 2, . . .(

α

n

)
∂nt η

2
v −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ) = 0 ∀n = 1, 2, . . .(

α

n

)
∂nt η

3
w −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ) = 0 ∀n = 1, 2, . . . .

به صورت X ضرایب فوق، سیستم حل با
ξ = C1 + 2C2αx, τ = 6C2t, η1 = −4C2αu,

η2 = C2 (5α− 3) v + C3v, η3 = −C2 (13α− 3)w − C3w,



کسری دیفرانسیل معادلات تقارن های ۱۱۲
سه⁃ جبرلͬ ΁ی (۲۹ .۱) دستگاه بنابراین ͬ آیند. م به دست Ci(i = 1, 2, 3) دلخواه ثابت های با

ͬ پذیرد: م زیر ΁کوچ بی نهایت مولدهای با تقارن ها از بعدی
X1 =

∂

∂x
, X2 = v

∂

∂v
− w

∂

∂w
,

X3 = 2αx
∂

∂x
+ 6t

∂

∂t
− 4αu

∂

∂u
+ (5α− 3)v

∂

∂v
− (13α− 3)w

∂

∂w
.

گروه های ͬ کند. م اثبات را فوق ΁کوچ بینهایت تقارنͬ مولدهای ساختن جبرلͬ زیر، لͬ جدول
لͬ جدول :۶ .۴ جدول

[ , ] X1 X2 X3

X1 0 0 0

X2 0 0 2αX2

X3 0 −2αX2 0

ͬ شوند: م حاصل زیر به صورت Xi توسط شده تولید Gi پارامتری ΁ی
G1 : (t, ε+ x, u, v, w) ,

G2 :
(
t, x, u, eεv, e−εw

)
,

G3 :
(
e6εt, e2αεx, e−4αεu, e(5α−3)εv, e−(13α−3)εw

)
.

عبارتنداز: X1 مولد با تبدیلات گروه نظیر ناوردا جواب های
u(x, t) = f(t), v(x, t) = g(t), w(x, t) = h(t).

ͬ رسیم: م زیر کاهش یافته دستگاه به (۲۹ .۱) در جواب جای·ذاری با
dαf(t)

dtα
= 0,

dαg(t)

dtα
= 0,

dαh(t)

dtα
= 0.

است: زیر صورت به متشابه جواب  دارای (۲۹ .۱) دستگاه نتیجه، در
u(x, t) =

C1

Γ(α)
tα−1, v(x, t) =

C2

Γ(α)
tα−1, w(x, t) =

C3

Γ(α)
tα−1,

از گرافی΄ͬ نمایش ΁ی ۱ .۴ نمودار در هستند. دلخواه Ci(i = 1, 2, 3) ثابت های آن در که
ناوردای جواب های حال است. شده داده نمایش α متفاوت مقادیر برای فوق جواب های
به تبدیل این نظیر مستقل ناورداهای آوریم. به دست ،X3 مولد با تجانس تبدیل نظیر گروهͬ

صورت
u (x, t) = x−2f

(
tx

−3
α

)
, v (x, t) = x

5α−3
2α g

(
tx

−3
α

)
, w (x, t) = x

−13α+3
2α h

(
tx

−3
α

)
, z = tx

−3
α ,



۱۱۳ کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات لͬ نقطه ای تقارن های
.C1 = 1 برای u(x, t) روی α اثر :۱ .۴ ش΄ل

α = 0.1

α = 0.3

α = 0.5

α = 0.7

α = 0.9

α = 1

t

u(x,t)

-40 -20 0 20 40

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

هستند: زیر FODEهای تبدیل، این تحت کاهش یافته معادلات دستگاه بنابراین هستند،

∂αz f (z) =
−3

2
α−3

[
4α3

(
2h (z) g (z) + 2f (z)− f2 (z)

)
+ 9zf ′ (z) (3α+ 1)

+ 6zα2

(
g (z) .h′ (z) + h (z) .g′ (z)− f (z) f ′ (z) + 13/3f ′ (z)

)
+ 27z2f ′′ (z) (α+ 1) + 9z3f ′′′ (z)

]
,

∂αz g (z) =
3

8
α−3

[
g (z)

(
20α3f (z)− 5α3 − 12α2f (z) + 23α2 − 27α+ 9

)
+ 2zg′ (z)

(
217− 108α+ 23α2 − 12α2f (z)

)
+ 108z2g′′ (z) (3− α) + 72z3g′′′ (z)

]
,

∂αz h (z) =
3

8
α−3

[
h (z)

(
− 52α3f (z) + 1105α3 + 12α2f (z)− 671α2 + 135α− 9

)
+ 2zh′ (z)

(
9 + 671α2 − 12α2f (z)

)
+ 27z2h′′ (z) (3/2− 20α) + 72z3h′′′ (z)

]
.





۵ فصل
دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین

کسری مرتبه
پایستگͬ قوانین باشد، اویلر⁃لاگرانژ معادله ΁ی دیفرانسیل معادله ΁ی اگر که دانستیم پیشتر
معادله این از نقطه ای تغییراتͬ تقارن های ΁کم با نوتر قضیه ی از استفاده با معادله این برای
تغییراتͬ اصل از اویلر⁃لاگرانژ دیفرانسیل معادله ΁ی که ͬ کنیم م آوری یاد ͬ شوند. م ساخته
دست به آن در انتگرالده عنوان به لاگرانژی تابع ΁ی با تغییرات انتگرال سازی مینیمم با
کسری مشتقات به وابسته لاگرانژیی ۱ ریو نام به فردی ۱۹۹۶ سال در بار نخستین ͬ آید. م
اویلر⁃لاگرانژ معادلات از بسیاری تعمیم های گذشته دهه دو طول در نمود[۱۰۵]. معرفͬ را
نتایج این پایه ی بر .[۱۰۵ ،۶۸ ،۴۶ ،۵ ،۴ ،۳] است شده ارائه کسری مشتق های انواع با
نیز مواردی در همچنین .[۹۴ ،۸۳ ،۷۴ ،۳۱ ،۱۸ ،۸] شد ساخته نوتر قضیه ی از کسری تعمیم
آمده دست به هستند لاگرانژی دارای که دستگاه هایی و معادلات برای کسری پایستگͬ قوانین
معادلات کسری، انتشار معادله مانند ΁فیزی در کاربرد پر معادلات بیشتر اوصاف این با است.
مفهوم به لاگرانژی دارای و نبوده اویلر⁃لاگرانژ معادلات کسری، جنبشͬ معادلات و انتقال
نوتر قضیه ی از استفاده با پایستگͬ قوانین معادلات، این برای بنابراین نیستند. آن ΁کلاسی

هستیم. آن ها یافتن برای جدیدی روی΄رد نیازمند و نیست دستیابی قابل
معادلات برای پایستگͬ قوانین یافتن برای جای·زینͬ روش ابراگیموف ͬ دانیم م که همان گونه

1Fred Riewe

۱۱۵



کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۱۱۶
خودالحاقͬ مفهوم برپایه روش این نمود. ارائه هستند لاگرانژی فاقد که صحیح مرتبه دیفرانسیل
پایستگͬ قوانین که نمود ثابت وی است. استوار قراردادی لاگرانژی اساس بر غیرخطͬ
دستگاه هایی یا و هستند خود الحاقͬ غیرخطͬ که دیفرانسیلͬ معادلات تقارن های به ͬ توانند م
که ال·وریتمͬ طبق بر پایستگͬ بردارهای مؤلفه های شوند. وابسته معادلات این از متش΄ل
روی΄رد این ΁کم با ͬ شوند. م حاصل لاگرانژی تابع بر نوتر عمل·رهای اعمال با کرد اثبات او
تنها که آن ها از متش΄ل دستگاه هایی یا و صحیح مرتبه ی معادلات تمامͬ برای پایستگͬ قوانین

.[۵۶ ،۵۵ ،۵۴] ͬ شوند م ساخته آن ها تقارن های ΁کم با هستند قراردادی لاگرانژی دارای
ͬ دهیم م نشان کسری، دیفرانسیل معادلات به نوتر قضیه ی تعمیم از بعد فصل، این در
لاگرانژی دارای که کسری دیفرانسیل معادلات به تعمیم قابل غیرخطͬ خود الحاقͬ مفهوم که
پایستگͬ قوانین ساختن برای ͬ توان م مفهوم این از و بوده نیز نیستند آن ΁کلاسی مفهوم در

جست. بهره معادلاتͬ چنین برای

لاگرانژی با FPDEها برای پایستگͬ قوانین ۱ .۵
کنید فرض

R (x, u) := ∆σ (x, u, aD
α
xu, . . .) = 0, σ = 1, . . . , N, (۱ .۵)

ـ q و x =
(
x1, . . . , xp

) مستقل متغیر ـ p با کسری دیفرانسیل معادله N شامل دستگاهͬ
آمیخته کسری مشتق نشان دهنده ی aD

α
xu آن در که است u =

(
u1, . . . , uq

) وابسته متغیر
کاپوتو) یا (ریمن⁃لیوول

aD
α
x = a1,...,apD

α1,...,αp
x1,...,xp ,

.j = 1, 2, . . . , p هر برای αj ≥ 0 ͬ که به قسم باشد
کسری لاگرانژی ΁ی (۱ .۵) کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه گویند

L = L(x, u, u(1), . . . , u(k), Dα
u ),

نوشت: زیر اویلر⁃لاگرانژ معادلات دستگاه به صورت بتوان را (۱ .۵) دستگاه هرگاه ͬ پذیرد، م
δL
δuν

= 0, ν = 1, . . . , q. (۲ .۵)
عمل·ر

δ

δuν
=

∂

∂uν
+

k∑
s=1

(−1)sDi1 is

∂

∂uνi1···is
+
(
D
αj
i±
)∗ ∂

∂D
αj
i±u

ν
, ν = 1, . . . , q, (۳ .۵)

D
αj
i± از کسری الحاقͬ عمل·رهای (D

αj
i±)

∗ که است اویلر⁃لاگرانژ) ) تغییراتͬ مشتق عمل·ر
زیر فرم به متناظر الحاقͬ عمل·رهای کاپوتو و ریمن⁃لیوویل کسری مشتقات برای هستند.



۱۱۷ نوتر کسری عمل·رهای
ͬ باشند: م

(Dα
i±)

∗ =C D
αj
i∓, (CDα

i±)
∗ = D

αj
i∓. (۴ .۵)

تغییراتͬ انتگرال کسری تعمیم از اکسترمم ΁ی (۲ .۵) اویلر⁃لاگرانژ معادلات
J [u] =

∫
Ω
L
(
x, u, u(1), . . . , u(k), Dαu

)
dx, (۵ .۵)

ͬ کند. م فراهم

نوتر کسری عمل·رهای ۲ .۵
بر نوتر عمل·رهای عمل از پایستگͬ بردار مؤلفه های شد ارائه قبل فصل در که همان طور
ͬ آیند. م دست به نوتر اتحاد همان یا عمل·ری اتحاد از عمل·رها این ͬ شوند. م حاصل لاگرانژی
ͬ شود: م نوشته زیر به صورت اتحاد این وابسته متغیر q و مستقل متغیر p با مفروض حالت برای

X̃L+ LDi

(
ξi
)
=W ν δ

δuν
+Di

(
N iL

)
. (۶ .۵)

گروه مولد از مناسب امتداد X̃ و نوتر عمل·رهای N i اویلر⁃لاگرانژ، عمل·ر δ

δu
فوق اتحاد در

درگیر وابسته متغیر از کسری یا و صحیح مرتبه ی مشتقات تمام برای که است نقطه ای تقارن
عبارتست از: معادله در

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ην(x, u)

∂

∂uν
, (۷ .۵)

عمل نقطه ای تبدیلات گروه امتداد است. W ν = ην − ξi
∂uν

∂xi
به صورت آن مشخصه ی که

داده شرح تفصیل به سوم فصل از (۳ .۴) بخش در کسری متغیرهای با فضایی روی کننده
به صورت کسری N i عمل·ر است. شده

N i = ξi +W ν
( ∂

∂uνi
+

k−1∑
s=1

(−1)sDj1 . . . Djs

∂

∂uνij1...js

) (۸ .۵)

+
k−1∑
r=1

Dl1 . . . Dlr (W
ν)
[ ∂

∂uνil1...lr
+
k−1−r∑
s=1

(−1)sDj1 . . . Djs

∂

∂uνil1...lrj1...js

]

−
∑
j

[αj ]+1∑
r=1

(−1)r
[
D

[αj ]+1−r
i

(
I
1−{αj}
i± W ν

)
Dr−1
i

∂

∂
(
D
αj
i±u

ν
)

+Dr−1
i (W ν)D

[αj ]+1−r
i

(
I
1−{αj}
i∓

∂

∂
(
CD

αj
i±u

ν
))]

+
∑
j

[
(−1)[αj ]+1J

αj
i+

{
W ν , D

[αj ]+1
i

∂

∂
(
D
αj
i+u

ν
)}

+J
αj
i−

{
W ν , D

[αj ]+1
i

∂

∂
(
D
αj
i−u

ν
)}+ J

αj
i+

{
D

[αj ]+1
i (W ν) ,

∂

∂
(
CD

αj
i+u

ν
)}

+(−1)[αj ]+1J
αj
i−

{
D

[αj ]+1
i (W ν) ,

∂

∂
(
CD

αj
i−u

ν
)}], (۹ .۵)



کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۱۱۸
همراه {f (x) , g (x)}(x ∈ Ω) توابع از منظم زوج روی Jαji±{,̇}̇ عمل·ر آن در که ͬ شود م نوشته

زیر قواعد با
J
αj
i+{f, g} = − 1

Γ(αj)

∫ xi

ci

∫ di

xi

f (xi (t)) g (xi (s))

(s− t)1−αj
dsdt,

J
αj
i−{f, g} =

1

Γ(αj)

∫ xi

ci

∫ di

xi

f (xi (s)) g (xi (t))

(s− t)1−αj
dsdt,

نداشته کسری مشتق ͬ که صورت در .xi (s) = (x1, . . . , xi−1, s, xi+1, . . . , xp
) که ͬ شود م تعریف

تعریف صحیح)، (مرتبه ΁کلاسی حالت همانند بود. خواهد آن ΁کلاسی حالت مانند N باشیم
است. برقرار زیر

هرگاه ناورداست (۷ .۵) نقطه ای تبدیلات از G گروه تحت (۵ .۵) انتگرال تابعک .۱ .۲ .۵ ∫تعریف
Ω
L
(
x̄, ū, ū(1), . . . , ū(k), Dαū

)
dx̄ =

∫
Ω
L
(
x, u, u(1), . . . , u(k), Dαu

)
dx. (۱۰ .۵)

:[۹۲] ͬ کند م ایجاب را زیر شرط (۱۰ .۵) تساوی
X̄L+ LDi

(
ξi
)
= 0. (۱۱ .۵)

تغییر زیر دیورژانسͬ شرط به ͬ توان م را (۱۱ .۵) شرط صحیح، مرتبه دیفرانسیل معادلات مشابه
داد:

X̄L+ LDi

(
ξi
)
= Di

(
H i
)
, (۱۲ .۵)

هستند. معلوم توابعͬ H i (i = 1, . . . , p) آن در که
اثبات و بیان (۱۰ .۵) و (۶ .۵) روابط کارگیری به با ͬ توان م را نوتر قضیه ی کسری تعمیم

نمود.
یعنͬ باشد ناوردا G تبدیلات گروه تحت (۵ .۵) J [u] کنش انتگرال کنید فرض .۱ .۲ .۵ قضیه
با (۲ .۵) لاگرانژ اویلر⁃ معادلات نظیر C پایستگͬ بردار آن گاه باشد. برقرار (۱۱ .۵) شرط

است: زیر مؤلفه های
Ci = N iL, i = 1, . . . , p, (۱۳ .۵)

شده اند. تعریف (۸ .۵) رابطه با ها N i به طوری که
عبارتنداز: پایستگͬ مؤلفه های این صورت در بود برقرار (۱۲ .۵) شرط هرگاه .۱ .۲ .۵ ملاحظه

Ci = N iL −H i, i = 1, . . . , p. (۱۴ .۵)
فراهم پایستگͬ قوانین محاسبه جهت ساده ال·وریتمͬ (۱۳ .۵) و (۱۰ .۵) ،(۸ .۵) روابط
دستگاه از مفروض تقارن برای را ( (۱۲ .۵) یا ) (۱۱ .۵) شرایط ͬ بایست م ابتدا ͬ کنند. م
پایستگͬ بردارهای مؤلفه های سپس نمود، بررسͬ فرضیات تحت کسری دیفرانسیل معادلات

کرد. محاسبه را ( (۱۴ .۵) (یا (۱۳ .۵) و (۸ .۵) فرمول های با



۱۱۹ نوتر کسری عمل·رهای
ب·یرید: نظر در را زیر فرم به موج م΄ان⁃کسری معادله ی .۱ .۲ .۵ مثال
utt = −C

xD
α
1 (Dα

xu) , x ∈ (0, 1) , α ∈ (0, 1) . (۱۵ .۵)
تغییراتͬ مسئله ي اویلر⁃لاگرانژ معادله ی فوق، معادله ی

J [u] =

∫ ∫
1

2

[
(Dα

xu)
2 − u2t

]
dxdt,

عبارتنداز: آن تقارن های و است
X1 =

∂

∂t
, X2 = u

∂

∂u
, X3 = xα−1 ∂

∂u
, X4 = xα

∂

∂u
.

است: زیر به صورت (۱۵ .۵) موج معادله نظیر پایستگͬ قانون
DtC

t +DxC
x = 0.

هستند. J تغییراتͬ تقارن های آمده، به دست تقارن های از ΁ی کدام که ͬ کنیم م بررسͬ ابتدا

ͬ بریم. م کار به L = 1/2
[
(Dα

xu)
2 − u2t

] لاگرانژی با (۶ .۵) و (۴ .۵) مح΁ های منظور بدین
(۶ .۵) دیورژانس شرط در X4 عمل·ر و (۴ .۵) شرط در X3 و X1 عمل·رهای که است ͹واض
مذکور شرط های از ΁ی هیچ در صادق X2 عمل·ر ͬ کنند. م صدق Hx = Γ (α+ 1) I1−αx u با
پایستگͬ قانون به منجر و ͬ کند نم تولید L برای تغییراتͬ تقارنͬ گروه ΁ی نتیجه در و ناست
زیر به صورت L (ut, D

α
xu) لاگرانژی نظیر (۱۴ .۵) و (۱۳ .۵) پایستگͬ بردار مؤلفه های ͬ شود. نم

هستند:
Ct = N tL = τL+W

∂L
∂ut

,

Cx = N xL −Hx = ξL+ I1−αx u (W )
∂L
∂Dα

xu
− J1−α

x+

{
W,Dx

∂L
∂Dα

xu

}
−Hx,

.W = η − ξux − τut که
ͬ دهد: م نتیجه را زیر مؤلفه های با پایستگͬ بردار W = ut مشخصه ی با X1 عمل·ر

Ct =
(Dα

x )
2 u

2
+
u2t
2
, Cx = − (Dα

x )
(
I1−αx ut

)
+ J1−α

x+

{
ut, D

α+1
x u

}
.

است. انرژی پایستگͬ قانون متناظر، پایستگͬ قانون
داراست: را زیر مؤلفه های W = xα−1 مشخصه با X3 عمل·ر نظیر پایستگͬ بردار

Ct = −xα−1ut, Cx = Γ (α)Dα
xu− J1−α

x+

{
xα−1, Dα+1

x u
}
.

است. حرکت اندازه پایستگͬ قانون کسری فرم متناظر، پایستگͬ قانون
است: زیر مؤلفه های با پایستگͬ بردار W = xα مشخصه ی با X4 عمل·ر

Ct = −xαut, Cx = Γ (1 + α)
[
xDα

xu− I1−αx u
]
− J1−α

x+

{
xα, Dα+1

x u
}
.

است. حرکت اندازه پایستگͬ قانون نتیجه ی متناظر، پایستگͬ قانون



کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۱۲۰

لاگرانژی فاقد FPDE ها ی برای پایستگͬ قوانین ۳ .۵
در نوتر قضیه ی بنابراین و بوده لاگرانژی فاقد کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات از بسیاری
ͬ دانید م که همانطور نیست. مفید و اجرایی معادلات از دسته این پایستگͬ قوانین ساخت
روش هستند لاگرانژی فاقد که صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات برای جای·زین روش ΁ی
قراردای لاگرانژی ΁ی معرفͬ با وی شد. ارائه ابراگیموف توسط که است غیرخطͬ خودالحاقͬ
خودالحاقͬ که دیفرانسیلͬ معادلات تقارن های به ͬ توانند م پایستگͬ قوانین که نمود ثابت
بردارهای مؤلفه های شوند. وابسته معادلات این از متش΄ل دستگاه هایی یا و هستند غیرخطͬ
حاصل لاگرانژی تابع بر نوتر عمل·رهای اعمال با کرد اثبات او که ال·وریتمͬ طبق بر پایستگͬ
دستگاه هایی یا و صحیح مرتبه معادلات تمامͬ برای پایستگͬ قوانین روی΄رد این ΁کم با ͬ شوند. م
ساخته آن ها تقارن های ΁کم با هستند قراردادی لاگرانژی دارای تنها که آن ها از متش΄ل

.[۵۶ ،۵۵ ،۵۴] ͬ شوند م
معادلات به تعمیم قابل غیرخطͬ خود الحاقͬ مفهوم که ͬ دهیم م نشان بخش، این در
مفهوم این از و بوده نیز نیستند، آن ΁کلاسی مفهوم در لاگرانژی دارای که کسری، دیفرانسیل

جست. بهره معادلاتͬ چنین برای پایستگͬ قوانین ساختن برای ͬ توان م
ͬ شود م تعریف زیر به صورت قراردادی لاگرانژی (۱ .۵) معادلات دستگاه برای

L = vσ∆σ

(
x, u, u(1), . . . , u(k), Dαu

)
, (۱۶ .۵)

معادلات نتیجه در هستند[۵۵]. جدید وابسته متغیرهای v =
(
v1, . . . , vq

) ͬ که قسم به
(∆ν)⋆ (x, u, v, . . .) ≡ δL

δuν
= 0, ν = 1, . . . , q, (۱۷ .۵)

(۳ .۵) طبق δ/δuν اویلر⁃لاگرانژ عمل·ر بود. خواهد (۱ .۵) معادلات نظیر الحاقͬ معادلات
است. شده داده

دستگاه هرگاه گویند غیرخطͬ خودالحاق را (۱ .۵) دیفرانسیل معادلات دستگاه .۱ .۳ .۵ تعریف
جای·ذاری با (۱ .۵) دستگاه از u (x) جواب های همه روی (۱۷ .۵) الحاقͬ

vν = φν (x, u) ν = 1, . . . , q, (۱۸ .۵)
دی·ر عبارت به کند. صدق φ(x, u) ̸= 0 که طوری به

(∆ν)∗ (x, u, φ(x, u), . . .) = λσν∆
σ
(
x, u, u(1), . . . , u(k), Dαu

)
, (۱۹ .۵)

φ = (φ1, · · · , φq) و v = (v1, . . . , vq) بعدی ⁃q بردارهای φ و v و ضرایب ها λσν آن در که
هستند.



۱۲۱ لاگرانژی فاقد FPDE ها ی برای پایستگͬ قوانین
با پایستگͬ بردار مؤلفه های آن گاه باشد، غیرخطͬ خودالحاق FPDEها دستگاه هرگاه
محاسبه (۱۳ .۵) روابط ب΄ارگیری و (۱۸ .۵) جای·ذاری با (۱۶ .۵) قراردادی لاگرانژی درنظرگرفتن

ͬ شوند. م
(۱ .۵) دستگاه جواب های تمام روی همانͬ طور به (۱۶ .۵) قراردادی لاگرانژی .۱ .۳ .۵ ملاحظه
قوانین ͬ توان م رو این از است صادق جواب هایی چنین روی (۱۱ .۵) شرط و ͬ شود م صفر

نمود. محاسبه قراردادی لاگرانژی از استفاده با (۱ .۵) دستگاه تقارن هر برای را پایستگͬ
ͬ شود م تعریف زیر به صورت که را کسری مرتبه ۱ کامپنیتز تعمیم یافته ی معادله .۱ .۳ .۵ مثال

ب·یرید: نظر در
Dα
t ut =

1

x2
∂

∂x

[
x4
(
∂u

∂x
+ u2

)]
, α ∈ (0, 1) , t ∈ (0, T ) . (۲۰ .۵)

است: زیر به صورت معادله این تقارن تنها
X = −x ∂

∂x
+ u

∂

∂u
. (۲۱ .۵)

به صورت (۲۰ .۵) الحاقͬ معادله ی (۱۷ .۵) رابطه ی از استفاده با
tD

α
T vt + x2vxx − 2x2uvx + 4xuv − 2v = 0,

خواهیم ،(۱۹ .۵) غیرخطͬ خود الحاقͬ شرط در v = φ(t, x, u) جای·ذاری با ͬ شود. م نوشته
داشت:

tD
α
Tφt +t D

α
T (φuut) + x2

(
φx + 2φxuux + φuuu

2
x + φuuxx

)
− 2x2u (φx + φuux)

+2 (2xu− 1) = λ
[
Dα
t ut − 4x

(
ux + u2

)
− x2 (uxx + 2uux)

]
. (۲۲ .۵)

معادله راست سمت و راست کسری مشتق فوق، معادله چپ سمت ͬ شود م دیده که همان طور
دادن قرار صفر با .tDα

Tφt +t D
α
T (φuut) = 0 و λ = 0 بنابراین ͬ شود م شامل چپ مشتق فوق

ͬ رسیم: م زیر رابطه به رو این از .φu = 0 داشت: خواهیم uxx ضریب
φ = φ1 (x) + φ2 (x) (T − t)α .

و A1 که ،φ2 (x) = A2x
2 و φ1 (x) = A1x

2 ͬ آوریم: م به دست معادله باقیمانده ی بخش از
با غیرخطͬ خودالحاقͬ شرایط در (۲۰ .۵) معادله ی بنابراین هستند. دلخواه ثابت های A2

قراردادی لاگرانژی سپس ͬ کند. م صدق (۲۲ .۵) در v = x2 (A1 +A2 (T − t)α) جای·ذاری
ͬ شود: م نوشته زیر به صورت

L = x2 (A1 +A2 (T − t)α)
[
Dα
t ut − 4x

(
ux + u2

)
− x2 (uxx + 2uux)

]
, (۲۳ .۵)

1A. S. Kompaneets



کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات پایستگͬ قوانین ۱۲۲
عبارتست از: C =

(
Cx, Ct

) پایستگͬ بردار مؤلفه های (۸ .۵) از و
Ct = I1−αt Dt (W )

∂L
∂ (Dα

t ut)
−WtI

1−α
T Dt

∂L
∂ (Dα

t ut)

+J1−α
t+

{
Dt (W ) , Dt

∂L
∂ (Dα

t ut)

}
,

Cx = W
( ∂L
∂ux

−Dx
∂L
∂uxx

)
+Dx (W )

∂L
∂uxx

.

در (۲۳ .۵) جای·ذاری با و W = u + xux داریم: (۲۱ .۵) تقارن با متناظر صورت این در
داشت: خواهیم متفاوت پایستگͬ قانون دو فوق مؤلفه های

Ct1 = x2CDα
t u, Cx1 = −x4

(
ux + u2

)
;

Ct2 = x2
[
(T − t)α I1−αx ut + Γ (1 + α)u− αJ1−α

t+

{
ut, (T − t)α−1 }],

Cx2 = −x4 (T − t)α
(
ux + u2

)
.

است. A2 ثابت نظیر C2 و A1 ثابت نظیر C1 بردار
معادله ي (۱ .۵ .۱ (مثال HS − cKdV دستگاه از موضعͬ پایستگͬ قانون ΁ی .۲ .۳ .۵ مثال

پیوسته
Dt (Ψ) +Dx (Φ) = 0,

و Ψ چ·الͬ پایستگͬ بردار همچنین کند. صدق (۲۹ .۱) دستگاه جواب فضای روی که است
برای قراردادی لاگرانژی هستند. u, v, w مشتقات و x, t, u, v, w متغیرهای از توابعͬ Φ شار

ͬ شود: م معرفͬ زیر به صورت (۲۹ .۱) دستگاه
L = p (Dα

t u− 1/2uxxx + 2uux − 3wvx − 3vwx)

+q (Dα
t v + vxxx − 3uvx) + r (Dα

t w + wxxx − 3uwx) ,

الحاقͬ معادلات دستگاه اینصورت در هستند. جدید وابسته متغیرهای p, q, r (x, t) آن در که
با: است برابر متناظر

δL
δu

= 0,
δL
δv

= 0,
δL
δw

= 0,

وابسته متغیرهای به نسبت اویلر⁃لاگرانژ عمل·رهای ،δ/δw و δ/δu, δ/δv عمل·ر های آن در که
فرم به HS − cKdv دستگاه برای الحاقͬ معادلات دستگاه بنابراین هستند. u, v, w

(Dα
t )

∗p+ 1/2pxxx − 2upx − 3qvx − 3rwx = 0,

(Dα
t )

∗q − qxxx + 3uqx + 3qux + 3wpx = 0,

(Dα
t )

∗r − rxxx + 3urx + 3rux + 3vpx = 0,

به پایستگͬ قانون به منجر (۲۹ .۱) دستگاه با شده پذیرفته (۷ .۵) تقارن هر ͬ شود. م نوشته
ͬ شود. م Di

(
Ci
)
= 0 فرم



۱۲۳ لاگرانژی فاقد FPDE ها ی برای پایستگͬ قوانین
W3 = −wx و W1 = −ux, W2 = −vx به صورت را مشخصه ها X1 تقارنͬ مولد اولین برای
خواهد محاسبه زیر به صورت بردارپایستگͬ ،(۸ .۵) و (۱۳ .۵) در جای·ذاری با ͬ گیریم. م نظر در

شد:
Cx =

1

2
pxxux −

1

2
pxuxx − qxxvx + qxvxx − rxxwx + rxwxx

+pDα
t u+ qDα

t v + rDα
t w,

Ct = −pDα−1
t (ux) + I (−ux, pt)− qDα−1

t (vx) + I (−vx, qt)

−rDα−1
t (wx) + I (−wx, rt) .

و W1 = 0, W2 = v مشخصه های و X2 تقارن با متناظر پایستگͬ بردار مشابه طریق به
شد: خواهد محاسبه زیر ش΄ل به W3 = −w

Cx = v (qxx − 3uq − 3wp)− qxvx + qvxx − w (rxx − 3ur − 3vp)− rxwx + rwxx,

Ct = Dα−1
t (v) + I (v, qt)−Dα−1

t (w) + I (−w, rt) .

فرم به مشخصه هایی با X3 تقارن برای نهایت در
W1 = −4αu−6tut−2αxux, W2 = 5αv−3v−6tvt−2αxvx, W3 = −13αw+3w−6twt−2αxwx,

عبارتست از: پایستگͬ بردار
Cx = 2αx (p∂αt u+ qDα

t v + rDα
t w) + 2αupxx + 3tutpxx + αxuxpxx − 12αpu2

−18tuutpx − 2αpxux − 3tutxpx − αuxpx − αxpxuxx + 2αpuxx + 3tputxx

+2αpuxx − 2αxqxxvx − 15αpvw − 15αquv + 5αqxxv + 9quv − 3vqxx

−18twvtp+ 18tquvt − 6tvtqxx − 5αqxvx + 3vxqx + 6tqxvtx + 2αqxvx

+2αxqxvxx + 5αqvxx − 3qvxx − 6tqvtxx − 4αqvxx − 2αxwxrxx

+39αpvw + 39αruw − 13αwrxx − 9ruw + 3wrxx − 18tvwtp+ 18truwt

−6twtrxx + 13αrxwx − 3wxrx + 6trxwtx + 2αrxwx + 2αxrxwxx

−13αrwxx + 3rwxx − 6trwtxx − 4αrwxx − 2αxrxw3x,

Ct = 6t

[
p (Dα

t u− 1/2uxxx + 2uux − 3wvx − 3vwx) + q (Dα
t v + vxxx − 3uvx)

+r (Dα
t w + wxxx − 3uwx)

]
+ rDα−1

t (−13αw + 3w − 6twt − 2αxwx)

+I (−4αu− 6tut − 2αxux, pt) + qDα−1
t (5αv − 3v − 6tvt − 2αxvx)

+I (5αv − 3v − 6tvt − 2αxvx, qt) + pDα−1
t (−4αu− 6tut − 2αxux)

+I (−13αw + 3w − 6twt − 2αxwx, rt) .





۶ فصل
غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات

است. لͬ تقارن آنالیز روش به حرارت غیرخطͬ معادله هندسͬ تحلیل فصل این از هدف
لازم تغییرات اعمال و بررسͬ با و ͬ گیریم م نظر در را حرارت انتشار معادله ی کلͬ ش΄ل ابتدا
تقارن ها از رده بندی ͬ کنیم. م معرفͬ را ͬ گیرد م خود به معادله این که مختلفͬ حالت های
قوانین و ناورداها ادامه در ͬ کنیم. م ارائه سه⁃بعدی غیرهمسانگرد حرارت انتقال معادله برای

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ و بحث مورد حالات برخͬ در را پایستگͬ
بار اولین که است دوم مرتبه سهموی جزئͬ دیفرانسیل معادله ΁ی حرارت انتقال معادله
شاخه های در وجود این با شد. ارائه گرما شار توصیف جهت ۱۸۸۲ سال در ۱ فوریه توسط
با حرارت معادله ی احتمالات نظریه ی در مثال عنوان به دارد. بسیار کاربرد علمͬ مختلف
بحث در همین طور است. مرتبط فوکر⁃پلانک معادله طریق از براونͬ حرکت های مطالعه
به معادله این تبدیل از ابتدا بل΁⁃شولز، جزئͬ دیفرانسیل معادله حل برای مالͬ، ریاضیات
ͬ گویند م هم (نفوذ) انتشار معادله حرارت، معادله ی به البته ͬ شود. م استفاده حرارت معادله ی
حرارت بجز دی·ری مقادیر انتشار توصیف برای ͬ تواند م و است حرارت معادله ͬ تر کل حالت که
انتقال عملیات و شیمیایی انتشار پدیده های مطالعه در انتشار معادله ی شود. استفاده (گرما)

ͬ شود. م ظاهر شیمͬ مهندسͬ در جرم

1 Joseph Fourier

۱۲۵



غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۲۶

انتشار معادله ی ۱ .۶
غیرهم·ن توزیع با محیط ΁ی در تراکم تعدیل فرآیند یعنͬ انتشار فرآیند (نفوذ)، انتشار معادله ی

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به انتشار معادله ی ͬ کند. م توصیف را ماده اولیه
∂u (r, t)

∂t
= ∇ · [D (u, r)∇u (r, t)] , (۱ .۶)

زمان و r = (x1, . . . , xp) م΄ان در u (r, t) چ·الͬ برای (پخش) انتشار ضریب D (u, r) آن در که
چ·الͬ به وابسته انتشار ضریب هرگاه است. تابع گرادیان نمایانگر ∇ عمل·ر و ͬ دهد م نشان را t

است. خطͬ این صورت غیر در و غیرخطͬ انتشار معادله باشد u
غیرهم·ن ناهمسانگرد انتشار (۱ .۶) معادله ی باشد متقارن مثبت معین ماتریس ΁یD هرگاه

است: زیر صورت به سه⁃بعدی حالت در که ͬ کند م توصیف را
∂u (r, t)

∂t
=

3∑
i=1

3∑
j=1

∂

∂xi

[
Dij

∂u (r, t)

∂xj

]
. (۲ .۶)

دیفرانسیل معادله به (۱ .۶) معادله ی این صورت در ب·یریم نظر در ثابت را D اگر همچنین
خطͬ

∂u (r, t)

∂t
= D∇2u (r, t) ,

(انتشار) حرارت انتقال معادله ي ͬ شود. م داده کاهش
ut =

p∑
j=1

(
kj (u)uxj

)
xj

+ q (u) , (۳ .۶)

که است هم·ن ناهمسانگرد مواد با حرارت انتقال کننده توصیف q (u) خارجͬ منبع ΁ی با
و گرما چشمه ΁ی q > 0 تابع هستند. u ≥ 0 دما تاثیر تحت ki ≥ 0 حرارت انتشار ضرایب
ثابت kj (u) انتشار ضرایب هرگاه است خطͬ فوق معادله است. (سینک) گرما ΁چاه q < 0

است خطͬ (۳ .۶) حرارت انتقال معادله ی دی·ر، بیان به باشد. خطͬ تابع q (u) منبع و بوده
باشند: برقرار همزمان طور به زیر معادلات هرگاه

∀j = 1, . . . , p, k′j (u) = 0, q′′ (u) = 0.

هرگاه است همسانگرد محیط ΁ی در حرارت انتقال کننده توصیف (۳ .۶) معادله ی همچنین
∀j = 1, . . . , p, kj (u) = k (u) .

حرارت انتقال معادله ی معرفͬ
از و است مهندسͬ و فنͬ و علمͬ های حوزه در کاربردی مسائل از ی΄ͬ حرارت انتقال پدیده
مدل سازی ΁کم به پدیده این جانبه ی همه و علمͬ بررسͬ است. برخوردار بسزایی اهمیت



۱۲۷ انتشار معادله ی
سه⁃ ناحیه ی روی بر داریم قصد بخش این در است. ام΄ان پذیر ریاضͬ معادلات قالب در آن
به دست را حاصل دیفرانسیل معادله و داده قرار بررسͬ مورد را حرارت انتقال پدیده ی بعدی،
سه⁃بعدی حالت مشابه نیز بعدی دو ناحیه روی بر پدیده این مدل سازی ضمن در آوریم.
راستای در که (میله ای ی΁⁃بعدی ناحیه ی روی بر حرارت انتقال پدیده ی بررسͬ اگر است.
ͬ آید. م به دست ی΁⁃بعدی گرمای معادله ی شود، انجام است) شده گرفته نظر در x محور
،x محورهای راستای (در تخت صفحه ΁ی مثل بعدی دو ناحیه ΁ی روی بر فوق بررسͬ اگر
ناحیه ΁ی روی بر فوق بررسͬ اگر و است بعدی دو حرارت انتقال معادله ی شود، انجام (y
سه⁃بعدی حرارت انتقال معادله ی شود، انجام (z،y، x محورهای راستای (در سه⁃بعدی
با تا است لازم بپردازیم، حرارت انتقال پدیده ي مدل سازی فرآیند بررسͬ به آنکه از قبل است.

گردیم. آشنا نمادها برخͬ
است. t زمان و r م΄ان در جسم دمای بیانگر u (r, t) ●

است. گرمایی) انرژی (چ·الͬ t زمان و r موقعیت در گرمایی انرژی e (r, t) ●
و r موقعیت در ͽمقط ͹سط ΁ی از زمان واحد در که است گرمایی انرژی میزان ϕ (r, t) ●

حرارت). جریان (نرخ ͬ یابد م جریان t زمان
احتمالͬ). گرمای (منبع است tزمان و r موقعیت در تولیدشده گرمایی انرژی Qمیزان (r, t) ●
است نیاز مورد گرمایی انرژی میزان c (r) حقیقت در است. r موقعیت در ویژه  گرمای c (r) ●

یابد. افزایش دمایی واحد ΁ی جرم از واحد ΁ی دمای تا
حجم). از واحد هر در جرم (مقدار است r موقعیت در جرم چ·الͬ ρ (r) ●

هستند: ارتباط در هم با زیر به صورت چ·الͬ طریق از e (r, t) و u (r, t) کمیت ها
e (r, t) = c (r) ρ (r)u (r, t) .

ͬ گیریم. م نظر در را زیر فیزی΄ͬ فرضیات نظر، مورد پدیده ی مدل سازی در
جای از گرمایی انرژی آن گاه باشد موجود متفاوتͬ های موقعیت در متفاوتͬ دماهای اگر
ͬ یابد، نم جریان گرمایی انرژی هیچ آنگاه باشد ثابت دما اگر ͬ یابد. م انتقال سرد جای به گرم

است. ϕ = 0 یعنͬ
دما تغییرات نرخ و گرمایی جریان بین است. وابسته جسم خاص جنس به گرمایی جریان

دارد: وجود زیر تناسب
ϕ (r, t) ∝ ∂

∂r
u (r, t) .

حرارت انتقال پدیده ی و دارد جریان آن در حرارت که باشد فضا در ناحیه ای R ͬ کنیم م فرض
به باشد. R در r = (x, y, z) ی نقطه در t زمان در دما u = u (x, y, z, t) و است مدنظر آن در

است. برخوردار ρ چ·الͬ ثابت و c ویژه گرمای ثابت ΁ی از و بوده هم·ن R ناحیه ی علاوه



غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۲۸
΁ی از زمان واحد در که است گرمایی انرژی میزان و بوده حرارت شار ϕ = ϕ (x, y, z, t)

جریان جهت در آن جهت و است برداری فضای ΁ی ϕ ضمناً ͬ یابد. م جریان ͹سط از واحد
نقطه در R بر قائم واحد بردار n̂ (x, y, z) و ͬ شود م نظیر t زمان در (x, y, z) م΄ان در حرارت
تصویر است. n̂ طول در ϕ تصویر که داریم نیاز شار قائم مؤلفه به فقط ما است. ∂R از (x, y, z)
بیان مطلب ادامه از قبل ͬ شود. م تعیین ϕ · n̂ رابطه توسط ∥n̂∥ = 1 اینکه فرض با n̂ بر ϕ
نظر مد همواری شرایط نظرگرفتن در با قضیه این است. ضروری زیر اساسͬ و مهم قضیه ی

ͬ نماید. م مرتبط حجم روی انتگرال به را ͹سط روی انتگرال ،ϕ برداری میدان روی
شرایط با کراندار ناحیه ΁ی R3 کنیم فرض .( استراس΄ͬ گاوس، دیورژانس، ) .۱ .۱ .۶ قضیه
داریم: آن گاه باشد R شامل باز ناحیه ΁ی روی بر f = (f1, f2, f3) ∈ C1 اگر باشد. تکه ای ∫∫مرزی

∂R
f (x, y, z) · n̂ (x, y, z) ds =

∫∫∫
R
∇ · f (x, y, z) dv,

دیورژانس رابطه طبق که
∇ · f =

∂

∂x
f1 +

∂

∂y
f2 +

∂

∂z
f3 = divf

برابر ͬ یابد م جریان اطراف از که گرمایی انرژی نرخ با که است خارجͬ نرمال واحد بردار n̂ و
است.

انتقال پدیده مدل سازی ام΄ان R ناحیه ی روی بر انرژی پایستگͬ اصل براساس اکنون
نرخ با است برابر R در گرمایی انرژی کل تغییر نرخ اصل، این براساس ͬ شود. م فراهم حرارت
΁ی وسیله به که گرمایی انرژی نرخ و ͬ کند م پیدا جریان R داخل به مرز روی از که گرمایی
بیان ریاضͬ زبان به را فوق عبارت های از کدام هر است لازم اکنون ͬ شود. م تولید R در منبع
کل رو این از و است cudv برابر انرژی کل dv = dxdydz حجمͬ ΁کوچ جزء ΁ی در نماییم؛
΁کم به انتگرال این ͬ شود. م داده ∫R cρudv سه⁃بعدی انتگرال با R در گرمایی انرژی مقدار

با است برابر گرمایی انرژی کل بنابراین ͬ شود. م نوشته سه گانه ∫∫∫انتگرال
R
e (x, y, z, t) dv =

∫∫∫
R
c (x, y, z) ρ (x, y, z)u (x, y, z, t) dv.

ͬ شود: م بیان زیر به صورت گرمایی انرژی تغییر نرخ لذا
d

dt

∫∫∫
R
e (x, y, z, t) dv =

d

dt

∫∫∫
R
c (x, y, z) ρ (x, y, z)u (x, y, z, t) dv.

از: است عبارت R داخل در شده تولید گرمایی انرژی نرخ مشابه طور ∫∫∫به
R
Q (x, y, z, t) dv.

ͬ یابد م جریان مرز ͹سط میان از که را گرمایی انرژی نرخ حرارت، شار قائم مؤلفه از استفاده با
ͬ آوریم م به دست زیر به صورت

−
∫∫

∂R
ϕ (x, y, z, t) · n̂ (x, y, z) ds.



۱۲۹ انتشار معادله ی
جهت که حالͬ در ͬ شود م گرمایی انرژی به تبدیل ϕ شار که است این بخاطر منفͬ علامت

است. بیرون به رو مثبت
است: زیر به صورت قبل رابطه سه ترکیب با انرژی موازنه ی قانون با پایستگͬ قانون رو این از

(۴ .۶)
d

dt

∫∫∫
R
c (x, y, z) ρ (x, y, z)u (x, y, z, t) dv =

∫∫∫
R
Qdv −

∫∫
∂R
ϕ (x, y, z, t) · n̂ (x, y, z) ds,

قضیه از استفاده با است لازم حرارت انتقال معادله نهایی صورت آوردن به دست منظور به
نماییم. تبدیل حجم روی انتگرال به زیر ش΄ل به را ͹سط روی انتگرال ∫∫دیورژانس،

∂R
ϕ · n̂ds =

∫∫∫
R
∇ · ϕdv,

است: زیر به صورت (۴ .۶) معادله بنابراین
d

dt

∫∫∫
R
cρudv = −

∫∫∫
R
∇ · ϕdv +

∫∫∫
R
Qdv,

ͬ شود: م نوشته زیر نهایی صورت به ∫∫∫که
R
cρ
∂

∂t
udv = −

∫∫∫
R
∇ · ϕdv +

∫∫∫
R
Qdv,

به صورت حجم انتگرال ΁ی تحت را جملات همه ∫∫∫درنهایت
R

[
cρ
∂

∂t
u+∇ · ϕ−Q

]
dv = 0, (۵ .۶)

باید انتگرالده لذا است برقرار دلخواهͬ R هر برای (۵ .۶) رابطه که ازآنجا ͬ کنیم. م بازنویسͬ
ͬ شود م منجر زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله ی به (x, y, z) ∈ R و t هر برای که باشد صفر

cρ
∂

∂t
u+∇ · ϕ−Q = 0.

داریم: درنهایت
c (x, y, z) ρ (x, y, z)

∂

∂t
u (x, y, z, t) = −∇ · ϕ (x, y, z, t) +Q (x, y, z, t) = 0.

ͬ کند. م صدق R دلخواه مقدار هر برای معادله این که
است برقرار زیر به صورت حرارت هدایت کننده های برای فوریه قانون همسانگرد، محیط در

ϕ (x, y, z, t) = −k0 (x, y, z)∇u (x, y, z, t) .

مقادیر را ρ و c ͬ که درصورت بنابراین است. متناسب دما تغییرات نرخ با حرارت جریان یعنͬ
ͬ آید م به دست زیر رابطه ب·یریم نظر در ثابتͬ

cρ
∂

∂t
u = ∇ · (k0∇u) +Q, (۶ .۶)



غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۳۰
آن در که

∇u =

(
∂

∂x
u,

∂

∂y
u,

∂

∂z
u

)
.

k = گرفتن درنظر با باشد Q = 0 یعنͬ باشد، نداشته وجود احتمالͬ گرمای منبع که زمانͬ
ͬ شود م ساده زیر به صورت حرارت معادله ی k0/(cρ)

∂

∂t
u = k∇2u = k∆u,

خلاصه طور به درنهایت لاپلاسͬ است. عمل·ر ∆u = ∂2/∂x2u + ∂2/∂y2u + ∂2/∂z2u که
به صورت را (۶ .۶) معادله ͬ توان م

ut − k∆u =
1

cρ
Q,

باشد. مͬ پخش ثابت k = k0/(cρ) آن در که نوشت

حرارت انتقال معادله ی لͬ آنالیز تاریخچه ي ۲ .۶
مزیت های داری دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی تقارن گروه داشتن شد بحث قبلا که همان طور
اشاره دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب های رده بندی به ͬ توان م جمله آن از که است فراوانͬ
پارامترها اساس بر دیفرانسیل معادلات رده بندی ام΄ان گروه ها، این استفاده های دی·ر از کرد.
معادله پیرامون شده انجام مطالعات از برخͬ به بخش این در است. درگیر دلخواه توابع یا

ͬ پردازیم. م لͬ گروه آنالیز با حرارت انتقال
توسط که بود ی΁⁃بعدی و خطͬ حالت در حرارت انتقال معادله ی از لͬ گروه آنالیز اولین
روش از استفاده با حرارت غیرخطͬ معادلات بررسͬ این وجود، با شد. انجام ۱۸۸۸ سال در لͬ

بود زیر معادله ی روی و اوزیانی΄وف توسط ۱۹۵۹ سال در بار اولین تقارن ها
ut = (f(u)ux)x .

رده بندی تقارن هایش حسب بر را زیر معادله ی آخاتوف و گزیزوف ، ابراگیموف ،۱۹۸۷ سال در
کردند:

ut = G (ux)uxx.

کرد. رده بندی را زیر معادله ی گروه ۱۹۸۲ درسال درودنیستین
ut = (G (u)ux)x + g (u) .

کامل ترین و بزرگ ترین خودشان زمان در ۱۹۹۴ در ۳ ادواردز و ۱۹۸۶ در ۲ رزوناو و ۱ اورون
معادله ی تقارن های از لیست

ut = (G (u)ux)x + f (u)ux,

1Alexander Oron 2Philip Rosenau 3Maureen P. Edwards



۱۳۱ رده بندی و هم ارز تبدیلات
معادله ی عنوان تحت ۲ سروو و ۱ چرنیها توسط بعدها آمده به دست نتایج آوردند. به دست را

شد: داده نشان زیر به صورت حرارت انتقال شرط با حرارت غیرخطͬ
ut = (G (u)ux)x + f (u)ux + g (u) .

است شده کاربرده به 2)⁃بعدی + 1) غیرخطͬ حرارت انتقال معادله برای مشابه روش های
انتقال معادله ی های جواب از کاملͬ رده بندی ΁ی درودنیستین همچنین .[۸۹ ،۲۵ ،۶]
را رده بندی این ابراگیموف کرد. گردآوری [۲۸] در (۳ .۶) ⁃بعدی (3 + 1) غیرخطͬ حرارت

است. کرده  ارائه [۵۶ ،۵۳] در پایستگͬ قوانین با همراه
مدل سازی برای فوق ش΄ل به معادلاتͬ معادله، بررسͬ برای ما تئوری نظر نقطه از جدای

ͬ روند. م کار به شناسͬ زیست و شیمͬ مهندسͬ، ،΁فیزی در زیادی مفاهیم

رده بندی و هم ارز تبدیلات ۳ .۶
به صورت تبدیلاتͬ ،(۳ .۶) معادلات خانواده ی از هم ارزی گروه

x∗j = ajbxj + dj , t∗ = b2t+ s, u∗ = cu+ v,

k∗j (u
∗) =

a2j
a
kj (u) , q∗ (u∗) =

c

b2
q (u) , j = 1, . . . , p, (۷ .۶)

.ajbc ̸= 0 و هستند دلخواه (j = 1, . . . , p) aj , b, c, dj , s, v ∈ R ثابت های آن در که هستند

سه⁃بعدی حرارت انتقال معادله ی ۴ .۶
جای·ذاری با ( p = 3 ) سه ⁃بعدی حالت در (۳ .۶) ناهمسانگرد غیرخطͬ حرارت انتقال معادله

(x1, x2, x3) = (x, y, z) , (k1, k2, k3) = (f, g, h) , q = 0

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به
ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z . (۸ .۶)

نیستند ثابت ΁ی هیج و هستند خطͬ مستقل h (u) و g (u) ،f (u) دلخواه و مثبت ضرایب
یعنͬ

f ′ (u) ̸= 0 g′ (u) ̸= 0, h′ (u) ̸= 0.

: q (u) خارجͬ منبع ΁ی به آن تعمیم و معادله از ریاضͬ خواص و فیزی΄ͬ کاربردهای
ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z + q (u) (۹ .۶)

1Roman Cherniha 2Mykola Serov



غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۳۲
به صورت (۹ .۶) معادله شده ی داده بسط صورت است. شده بیان مفصل طور به [۵۳ ،۳۶] در
∆ ≡ −ut+f (u)uxx+ g (u)uyy+h (u)uzz+f ′ (u)u2x+ g′ (u)u2y+h′ (u)u2z+ q (u) (۱۰ .۶)

است.
صورت به معادله ای به (۹ .۶) معادلات خانواده از معادله هر (۷ .۶) تبدیلات به وضوح،

ͬ نگارد: م ی΄سان
u∗t∗ = (f∗ (u∗)u∗x∗)x∗ +

(
g∗ (u∗)u∗y∗

)
y∗

+ (h∗ (u∗)u∗z∗)z∗ + q∗ (u∗) . (۱۱ .۶)
مطالعه (۸ .۶) معادله به جای را (۱۱ .۶) معادله ͬ توان م مسئله کلیت دادن دست از بدون
صورت به را (۱۱ .۶) حرارت انتقال معادله ی ͬ توان م (۷ .۶) هم ارز تبدیلات از استفاده با نمود.

کرد. تبدیل درگیر دلخواه توابع کاهش با ساده تری
نسبت های یعنͬ باشند نامتناسب انتشار ضرایب تمام اول: حالت ͬ گیریم: م نظر در حالت سه
دوم: حالت باشد؛ صفر مخالف u به نسبت مشتق و نباشند ثابت مقادیر k1/k3 و k1/k2, k2/k3
(1, 2, 3) دلخواه جای·ذاری با (i, j, l) که ki ∼ kj , ki � kl یعنͬ باشند متناسب تابع دو تنها
داد). کاهش ki = kj � kl حالت به دوم حالت هم ارز، تبدیلات کارگیری به (با ͬ آید م به دست
دوم حالت در یعنͬ i = 1, j = 3, l = 2 ͬ گیریم م نظر در مسئله کلیت دادن دست از بدون
ͬ گیریم م نظر در را باشند متناسب k1, k2, k3 تابع سه هر که حالتͬ نهایت، در .k1 = k3 � k2

کاهش k1 = k2 = k3 = k (u) ساده تر حالت به هم ارز تبدیلات از استفاده با که k1 ∼ k2 ∼ k3

ͬ دهیم. م
نباشد. ثابت مقدار k1/k3 و k1/k2, k2/k3 نسبت های از کدام هیچ ͬ کنیم م فرض اول. حالت
داریم: زیر مولدهای با چهار⁃بعدی جبرلͬ q (u) و kj (u) توابع بودن دلخواه فرض با

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
, X4 =

∂

∂t
.

ͬ شوند: م محاسبه زیر حالات برای بیشتر مولدهای
زیر صورت به اضافͬ تقارن این صورت در باشد. q = 0 منبع و دلخواه kj ضرایب .۱

داریم:
X = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
.

به دست زیر حالات بنابراین .αi ̸= αj داریم: i ̸= j برای که kj = exp(αju), .۲
ͬ آیند: م

،q = ±eαu ●
X =

3∑
j=1

(α− αj)xj
∂

∂xj
+ 2αt

∂

∂t
− 2

∂

∂u
.



۱۳۳ سه⁃بعدی حرارت انتقال معادله ی
،q = 0 ●

X =

3∑
j=1

xj
∂

∂xj
+ 2t

∂

∂t
, X =

3∑
j=1

αjxj
∂

∂xj
− 2

∂

∂u
.

داریم: را زیر حالات این صورت در .νi ̸= νj داریم: i ̸= j برای که kj = uνj .۳
،q = ±um,m ̸= 1 ●

X =
3∑
j=1

(m− νj − 1)xj
∂

∂xj
+ 2 (m− 1) t

∂

∂t
− 2u

∂

∂u
.

،q = 0 ●
X =

3∑
j=1

xj
∂

∂xj
+ 2t

∂

∂t
, X =

3∑
j=1

νjxj
∂

∂xj
+ 2u

∂

∂u
.

است. شده ارائه ۱ .۶ جدول در فوق رده بندی نتایج
( δ, β = ±1, γ ∈ R, ω = 2

√
δ/3 ) f � h � g اول: حالت ،(۱۰ .۶) معادله گروه رده بندی :۱ .۶ جدول

f (u) , g (u) , h (u) , q (u) X

کلͬ حالت 1. q دلخواه X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
, X4 =

∂

∂t

2. q = 0 X1, . . . , X4, X5 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t

I. 1. q = 0 X1, . . . , X4, X5, X8 = σ1x
∂

∂x
+ σ2y

∂

∂y
+ σ3z

∂

∂z
− 2

∂

∂u
kj = eσju

2. q = ±eσu X1, . . . , X4,

(σj ̸= σ1 ̸= σ2 ̸= σ3) X = (σ − σ1)x
∂

∂x
+ (σ − σ2) y

∂

∂y
+ (σ − σ3) z

∂

∂z
+ 2σt

∂

∂t
− 2

∂

∂u

II. 1. q = 0 X1, . . . , X4, X5, X6 = ax
∂

∂x
+ by

∂

∂y
+ cz

∂

∂z
+ 2u

∂

∂u
f = ua, g = ub, h = uc

2. q = ±uγ X1, . . . , X4,

(a ̸= b ̸= c) (γ ̸= a ̸= b ̸= c) X7 = (γ − a− 1)x
∂

∂x
+ (γ − b− 1) y

∂

∂y
+ (γ − c− 1) z

∂

∂z
+ 2 (γ − 1) t

∂

∂t
− 2u

∂

∂u

q (u) منبع و k1 (u) , k2 (u) توابع بودن دلخواه فرض با ،k1 (u) = k3 (u) ̸= k2 (u) دوم. حالت
داریم: زیر مولدهای با بعدی ͷپن جبرلͬ

X1, X2, X3, X4, X5 = z
∂

∂x
− x

∂

∂z
.

لیست {f, g, q} دلخواه عناصر از خاص حالت های برای ۲ .۶ جدول در بیشتر مولدهای
است. شده

باشند، دلخواه k (u) , q (u) توابع که حالت ͬ ترین کل در ،k1 = k2 = k3 = k (u) سوم. حالت
صورت به عمل·رهای با دوران گروه و t و x1, x2, x3 امتداد در انتقالات گروه (۸ .۶) معادله

ͬ پذیرد م زیر
X1 =

∂

∂x1
, X2 =

∂

∂x2
, X3 =

∂

∂x3
, X4 =

∂

∂t
,

X5 = x1
∂

∂x2
+ x2

∂

∂x1
, X2 = x1

∂

∂x3
+ x3

∂

∂x1
, X3 = x2

∂

∂x3
+ x3

∂

∂x2
.

نظر در k (u) , q (u) دوتایی از خاص انتخاب های بیشتر، مولدهای یافتن منظور به
است. شده ارائه ۳ .۶ جدول در رده بندی این نظیر نتایج ͬ گیریم. م



غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۳۴

( δ, β = ±1, γ ∈ R, ω = 2
√
δ/3 ) f = h ̸= g دوم: حالت ،(۱۰ .۶) معادله گروه رده بندی :۲ .۶ جدول

f (u) , g (u) , q (u) X

کلͬ حالت 1. q دلخواه X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
, X4 =

∂

∂t
, X5 = z

∂

∂x
− x

∂

∂z

2. q = 0 X1, . . . , X5, X6 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t

II. 1. q = 0 X1, . . . , X6, X7 = σ1x
∂

∂x
+ σ2y

∂

∂y
+ σ1z

∂

∂z
− 2

∂

∂u
f = eσ1u, g = eσ2u

2. q = ±eσu X1, . . . , X5,

(σ1 ̸= σ2) σ1 ̸= σ ̸= σ2 X8 = (σ − σ1)x
∂

∂x
+ (σ − σ2) y

∂

∂y
+ (σ − σ1) z

∂

∂z
+ 2σt

∂

∂t
− 2

∂

∂u

III. 1. q = 0 X1, . . . , X6, X9 = ax
∂

∂x
+ by

∂

∂y
+ az

∂

∂z
+ 2u

∂

∂u
f = h = ua, g = ub

2. q = δuγ X1, . . . , X5,

(a ̸= b)

(
γ ̸=

−1

3

)
X10 = (a+ 1− γ)x

∂

∂x
+ (b+ 1− γ) y

∂

∂y
+ (a+ 1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2u

∂

∂u

3. q = δu−
1
3 X1, . . . , X5, X11 =

(
a+ 4

3

)
x
∂

∂x
+

(
b+ 4

3

)
y
∂

∂y
+

(
a+ 4

3

)
z
∂

∂z
+ 8

3
t
∂

∂t
+ 2u

∂

∂u

1. q = 0 X1, . . . , X5, X12 = x
∂

∂x
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+ 3

2
σu

∂

∂u

X13 = y
∂

∂y
−

3

2
u
∂

∂u
, X14 = y2

∂

∂y
− 3yu

∂

∂u

IV. 2. q = δ X1, . . . , X5, X15 = x
∂

∂x
−

1

3
y
∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+ 2u

∂

∂u

3. q = δu X1, . . . , X4, X13, X14

f = h = 1, g = u−
4
3

4. q = δuγ X1, . . . , X5,(
γ ̸= − 1

3
, 1

)
X16 = (1− γ)x

∂

∂x
−

(
γ + 1

3

)
y
∂

∂y
+ (1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2u

∂

∂u

5. q = δu−
1
3 X1, . . . , X5, X12, X17 = 2eωy

∂

∂y
− 3ωeωyu

∂

∂u
, X18 = 2e−ωy

∂

∂y
+ 3ωe−ωyu

∂

∂u

6. q = u−
1
3 + βu X1, . . . , X5, , X17 , X18

1. q = 0 X1, X5, X19 = y
∂

∂y
+ 2t

∂

∂t
+ 2u

∂

∂u
, X20 = A (x, z)

∂

∂x
+B (x, z)

∂

∂z
− 2Axu

∂

∂u

Axx −Azz = 0, Ax −Bz = 0, Az +Bx = 0. به طوری که دلخواه توابع B (x, z) و A (x, z)

2. q = δuγ X1, . . . , X5, X21 = γx
∂

∂x
+ (γ − 1) y

∂

∂y
+ γz

∂

∂z
+ 2 (γ − 1) t

∂

∂t
− 2u

∂

∂u

V. 3. q = δu X1, . . . , X5, X20, Axx −Azz = 0, Ax −Bz = 0, Az +Bx = 0 به طوری که دلخواه توابع B (x, z) و A (x, z)

f = h = u−1, g = 1
4. q = δ X1, , . . . , X5, X19

5. q = ±u
−1
3 X1, . . . , X5 X22 = x

∂

∂x
+ 4y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 8t

∂

∂t
+ 6u

∂

∂u



۱۳۵ سه⁃بعدی حرارت انتقال معادله ی

( δ = ±1, γ ∈ R ) f = g = hهمسانگرد سوم: حالت معادله(۶. ۱۰)، گروه رده بندی :۳ .۶ جدول
f (u) q (u) X

کلͬ حالت 1. q = دلخواه X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
, X4 =

∂

∂t
, X5 = x

∂

∂y
− y

∂

∂x
, X6 = x

∂

∂z
− z

∂

∂x
, X7 = y

∂

∂z
− z

∂

∂y

2. q = 0 X1, . . . , X7, X8 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t

1. q = 0 X1, . . . , X8, X9 = u
∂

∂u
, X10 = 2t

∂

∂x
− xu

∂

∂u
, X11 = 2t

∂

∂y
− yu

∂

∂u
, X12 = 2t

∂

∂z
− zu

∂

∂u
,

X13 = 4tx
∂

∂x
+ 4ty

∂

∂y
+ 4tz

∂

∂z
+ 4t2

∂

∂t
−

(
6t+ x2 + y2 + z2

)
u
∂

∂u
,

X∞ = g (x, y, z, t)
∂

∂u
باشد gt = ∆g خطی معادله از جوابی g دلخواه تابع

II. 2. q = δ X1, . . . , X7, X∞, X14 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+ 2u

∂

∂u
, X15 = (u− t)

∂

∂u
,

X16 = 2t
∂

∂x
− x (u− t)

∂

∂u
, X17 = 2t

∂

∂y
− y (u− t)

∂

∂u
, X18 = 2t

∂

∂z
− z (u− t)

∂

∂u
,

X19 = 4tx
∂

∂x
+ 4ty

∂

∂y
+ 4tz

∂

∂z
+ 4t2

∂

∂t
+

[
4t2 −

(
6t+ x2 + y2 + z2

)
(u− t)

] ∂

∂u
f = 1

3. q = δu X1, . . . , X7, X9, . . . X12, X20 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+ 2δtu

∂

∂u
,

X21 = 4tx
∂

∂x
+ 4ty

∂

∂y
+ 4tz

∂

∂z
+ 4t2

∂

∂t
+

(
4δt2 −

(
6t+ x2 + y2 + z2

))
u
∂

∂u
,

X∞ = g (x, y, z, t)
∂

∂u
, باشد. gt = ∆g + δg خطی معادله از جوابی g دلخواه تابع

4. q = δu lnu X1, . . . , X7,

X22 = eδtu
∂

∂u
, X23 = 2eδt

∂

∂x
− δeδtxu

∂

∂u
, X24 = 2eδt

∂

∂y
− δeδtyu

∂

∂u
, X25 = 2eδt

∂

∂z
− δeδtzu

∂

∂u

4. q = δuγ X1, . . . , X7,

(γ ̸= 0, 1) X26 = (1− γ)x
∂

∂x
+ (1− γ) y

∂

∂y
+ (1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2u

∂

∂u

5. q = eu X1, . . . , X7, X27 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
− 2

∂

∂u

1. q = 0 X1, . . . , X8, X28 = t
∂

∂t
−

∂

∂u

III 2. q = δ X1, . . . , X7, X29 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 2

∂

∂u
, X30 = e−δt

∂

∂t
+ δe−δt

∂

∂u
f = eu

q = βeσu X1, . . . , X7, X31 = (σ − 1)x
∂

∂x
+ (σ − 1) y

∂

∂y
+ (σ − 1) z

∂

∂z
+ 2σt

∂

∂t
− 2

∂

∂u

3. q = βeσu + δ X1, . . . , X7, X30

IV. 1. q = 0 X1, . . . , X8, X32 = ax
∂

∂x
+ ay

∂

∂y
+ az

∂

∂z
+ 2u

∂

∂u

2. q = δu X1, . . . , X7, X32, X33 = e−δat
∂

∂t
+ δe−δatu

∂

∂u
f = ua

2. q = δuγ X1, . . . , X7,(
a ̸= 0,

−4

5

)
(γ ̸= 0, 1, a+ 1) X34 = (a+ 1− γ)x

∂

∂x
+ (a+ 1− γ) y

∂

∂y
+ (a+ 1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2u

∂

∂u

3. q = δua+1 + βu X1, . . . , X7, X33

1. q = 0 X1, . . . , X8, X35 = 2x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
+ 2z

∂

∂z
− 5u

∂

∂u
, X36 =

(
x2 − y2 − z2

) ∂

∂x
+ 2xy

∂

∂y
+ 2xz

∂

∂z
− 5xu

∂

∂u

X37 = 2xy
∂

∂x
+

(
y2 − x2 − z2

) ∂

∂y
+ 2yz

∂

∂z
− 5yu

∂

∂u
, X38 = 2xz

∂

∂x
+ 2yz

∂

∂y
+

(
z2 − x2 − y2

) ∂

∂z
− 5zu

∂

∂u

2. q = δu X1, . . . , X7, X35, . . . , X38, X39 = e4/5δt
∂

∂t
+ δe4/5δtu

∂

∂u

V. 3. q = δuγ X1, . . . , X7,

f = u−
4
5 (

γ ̸= 0,− 1
5
, 1

)
X40 = (1− γ)x ∂

∂x
+ (1− γ) y ∂

∂y
+ (1− γ) z ∂

∂z
+ 10 (1− γ) t ∂

∂t
+ 10u ∂

∂u

4. q = ±u
1
5 + βu X1, . . . X7, X39



غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۳۶

(۱۰ .۶) معادله نظیر کاهش یافته صورت های
به صورت (۱۰ .۶) معادله .۱ .۴ .۶ مثال

Dα
t u =

(ux
u

)
x
+ (uy)y +

(uz
u

)
z

(۱۲ .۶)
معادله این صورت در ب·یرید. درنظر q (u) = 0 و f (u) = h (u) = u−1, g (u) = 1 انتخاب با

به صورت تقارنͬ دارای (۲ .۶ جدول در V.1 حالت (طبق (۱۲ .۶)
X = y

∂

∂y
+ 2t

∂

∂t
+ 2u

∂

∂u
,

صورت به مشخصه معادلات حل با آن نظیر متشابه متغیرهای است.
ξ = x, ϕ =

y√
t
, ψ = z, V (ξ, ϕ, ψ) =

u (x, y, z, t)

t
,

است: زیر معادله از جوابی V تابع که ͬ شود م نتیجه
V Vξξ + V Vψψ + V 2Vϕϕ − V 2

ξ − V 2
ψ + 1

2V
2Vϕ − V 3 = 0.

q (u) = و f (u) = eu انتخاب با همسانگرد حالت در (۱۰ .۶) حرارت انتقال معادله .۲ .۴ .۶ مثال
ͬ شود م نوشته زیر صورت به βeu + δ

ut = eu
(
uxx + uyy + uzz + u2x + u2y + u2zuyy + β

)
+ δ, (۱۳ .۶)

تقارن و
X = e−δt

∂

∂t
+ δe−δtu

∂

∂u
,

هستند زیر صورت به متناظر ناورداهای نتیجه در ͬ پذیرد. م ۳ .۶ جدول در (III.3 حالت طبق )
ξ = x, ϕ = y, ψ = z, V (ξ, ϕ, ψ) = u (x, y, z, t) + δt.

ͬ باید م کاهش زیر PDE به (۱۳ .۶) غیرخطͬ انتشار معادله فوق، ناورداهای جای·ذاری با
Vξξ + Vϕϕ + Vψψ + V 2

ξ + V 2
ϕ + V 2

ψ + β = 0.

پایستگͬ قوانین ۵ .۶
میان ارتباط نیز و پایستگͬ قوانین مفهوم نمودیم، بحث تفصیل به دوم فصل در که همان طور
توجه مورد اخیر سال های در پژوهشͬ مقالات از وسیعͬ طیف در پایستگͬ قوانین و تقارن ها
قضیه این ͬ شود. م آش΄ار نوتر مشهور قضیه از نوتر تقارن های اساسͬ اهمیت است. گرفته قرار

است. استوار کنش انتگرال با متناظر نوتر تقارن های و لاگرانژی ΁ی وجود پایه بر
نوشت، پایستگͬ قانون فرم در ͬ توان م q = 0 فرض با را (۳ .۶) حرارت انتقال معادله
پایستگͬ قوانین وجود ، بخش این در ندارد. وجود (۳ .۶) معادله برای فرمͬ چنین کلͬ درحالت

ͬ کنیم. م بررسͬ q (u) ̸= 0 خاص انتخاب های برای (۳ .۶) معادله از غیرخطͬ خودالحاقͬ و



۱۳۷ پایستگͬ قوانین

غیرخطͬ خودالحاقͬ
غیربدیهͬ پایستگͬ قانون ΁ی دارای که دیفرانسیل معادله هر شد اشاره قبلا که همانطور
است. غیرخطͬ خودالحاق q = 0 فرض با (۳ .۶) معادله لذا است. غیرخطͬ الحاق خود است،
سه⁃بعدی فضای در (۳ .۶) حرارت انتقال معادله نمودیم مشاهده دوم فصل ۱ .۵ .۲ مثال در

جای·ذاری با (۸ .۶)
v = a1xyz + a2xy + a3xz + a4yz + a5x+ a6y + a7z + a8,

است. صادق (۴۰ .۲) غیرخطͬ خودالحاقͬ شرط در
دو⁃بعدی (۳ .۶) حرارت انتقال معادله محاسبات، در اختصار و سادگͬ جهت بخش این در

ͬ گیریم: م درنظر خطͬ منبع ΁ی با (p = 3) سه⁃بعدی و (p = 2)
.۱ .۵ .۶ مثال

ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + q (u) . (۱۴ .۶)
ͬ شود: م نوشته زیر به صورت فوق معادله قراردادی لاگرانژی

L = v
[
ut − f (u)uxx − f ′ (u)u2x − g (u)uyy − g′ (u)u2y − q (u)

]
.

به دست زیر به صورت الحاقͬ معادله فوق قراردادی لاگرانژی روی اویلر⁃لاگرانژ عمل·ر اثر با
ͬ آید: م

∆∗ ≡ vt + f (u) vxx + g (u) vyy + q′ (u) v = 0.

لازم مشتقات و v = φ(x, y, t, u) ̸= 0 جای·ذاری با
vt ≡ Dt (φ) = φuut + φt,

vxx ≡ D2
x (φ) = φuuxx + φuuu

2
x + 2φxuux + φxx,

vyy ≡ D2
y (φ) = φuuyy + φuuu

2
y + 2φyuuy + φyy

غیرخطͬ خودالحاقͬ شرط در
vt + f (u) vxx + g (u) vyy + q′ (u) v

= λ
[
ut − f (u)uxx − f ′ (u)u2x − g (u)uyy − g′ (u)u2y − q (u)

]
, (۱۵ .۶)

مقایسه با مشابه طور به .λ = φu داریم: (۱۵ .۶) رابطه طرف دو هر در ut ضرایب مقایسه و
ͬ رسیم: م زیر روابط به uyy و uxx ضرایب

f (u)φu = −f (u)φu, g (u)φu = −g (u)φu.



غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۳۸
و φ = φ(x, y, t) نتیجه در .φu = 0 رو این از هستند غیرصفر f (u) , g (u) توابع فرض، به بنا

ͬ آیند: م به دست زیر روابط
λ = 0, vt = φt, vxx = φxx, vyy = φyy.

ͬ شود: م داده کاهش زیر صورت به غیرخطͬ خودالحاقͬ شرط درنتیجه
φt + f (u)φxx + g (u)φyy + q′ (u)φ = 0. (۱۶ .۶)

داریم: فوق معادله در q (u)،g (u) ،f (u) توابع بودن دلخواه و خطͬ استقلال به بنا
φt = 0, φxx = 0, φyy = 0, φ = 0. (۱۷ .۶)

به وضوح، ندارد. وجود v = φ (x, y, t, u) فرم از جای·ذاری که ͬ کنند م ایجاب معادلات این
دلخواه فرض با (۱۴ .۶) معادله نتیجه در است. φ ̸= 0 شرط با تناقضͬ (۱۷ .۶) معادله آخرین

نیست. غیرخطͬ الحاق خود q (u) منبع بودن
برای است. غیرخطͬ خودالحاق q (u) خاص انتخاب های برای (۱۴ .۶) معادله وجود، این با

کنید فرض مثال،
q′ (u) = rf (u) , (۱۸ .۶)

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت (۱۶ .۶) معادله این صورت، در باشد. دلخواه ثابت r آن در که
φt + f (u) [φxx + rφ] + g (u)φyy = 0

:( (۱۷ .۶) معادلات با مقایسه (در ͬ شود م نتیجه زیر روابط و

φt = 0, φyy = 0, φxx + rφ = 0.

ͬ رسیم: م زیر رابطه به بالا معادلات ازحل
φ = a (x) y + b (x) , (۱۹ .۶)

هستند زیر خطͬ دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله از دلخواه جواب های b (x) و a (x) که
w′′ + rw = 0. (۲۰ .۶)

هرگاه q′ (u) > 0 یعنͬ ͬ یابد م افزایش دما، افزایش با حرارت منبع قدرت (۱۸ .۶) معادله به بنا
به (۱۴ .۶) معادله بنابراین .q′ (u) > 0 هرگاه r = −δ2 < 0 یعنͬ ͬ یابد م کاهش و r = ω2 > 0

ͬ گیریم: م درنظر زیر صورت دو
ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + ω2F (u) , (۲۱ .۶)



۱۳۹ پایستگͬ قوانین
و

ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y − δ2F (u) , (۲۲ .۶)
هستند. ثابت مقادیر δ ،ω پارامترهای و F (u) =

∫
f (u) du فوق معادلات در که

ͬ شود م بازنویسͬ زیر به صورت (۲۰ .۶) معادله (۲۱ .۶) حالت در
w′′ + ωw = 0,

صورت به جوابی و
w = C1 cos (ωx) + C2 sin (ωx)

لذا دارد.
a (x) = A1 cos (ωx) +A2 sin (ωx) , b (x) = B1 cos (ωx) +B2 sin (ωx)

زیر گزاره به (۱۹ .۶) در فوق روابط جای·ذاری با بنابراین .A1, A2, B1, B2 دلخواه ثابت های با
ͬ رسیم. م

جای·ذاری با (۲۱ .۶) معادله .۱ .۵ .۶ گزاره
v = (A1y +B1) cos (ωx) + (A2y +B2) sin (ωx) ,

است. غیرخطͬ الحاق خود (۱۵ .۶) شرط در
ش΄ل به (۲۲ .۶) حالت برای (۲۰ .۶) معادله اکنون
w′′ − δ2ω = 0

داریم نتیجه در و ͬ نویسیم م
w = C1e

δx + C2e
−δx.

ͬ شود. م نتیجه زیر گزاره فوق روند تکرار با
جای·ذاری با (۲۲ .۶) معادله .۲ .۵ .۶ گزاره

v = (A1y +B1) e
δx + (A2y +B2) e

−δx,

است. غیرخطͬ الحاق خود (۱۵ .۶) شرط در
ͬ گیریم نظرم در زیر صورت به خطͬ منبع ΁ی با سه⁃بعدی حرارت انتقال معادله ی .۲ .۵ .۶ مثال
∆ ≡ −ut+f (u)uxx+g (u)uyy+h (u)uzz+f ′ (u)u2x+g′ (u)u2y+h′ (u)u2z+su+q0, (۲۳ .۶)



غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۴۰
است غیرخطͬ خودالحاق فوق معادله ی هستند. دلخواه ثابت های q0 و s پارامترهای آن در که

آن الحاقͬ معادله ی یعنͬ
vt + f (u) vxx + g (u) vyy + h (u) vzz + sv = 0

جای·ذاری با
v = (a1xyz + a2xy + a3xz + a4yz + a5x+ a6y + a7z + a8) e

−st,

بردار X = ∂/∂x تقارن از استفاده یا است. صادق (۴۰ .۲) غیرخطͬ خودالحاقͬ شرط در
ͬ آید: م به دست زیر پایستگͬ

C1 = −uvx, C2 = f (u)uxvx + q0v,

C3 = g (u)uyvx −G (u) vxy, C4 = h (u)uzvx −H (u) vxz.

مستقیم روش به (۸ .۶) معادله پایستگͬ قوانین محاسبه
مͬ مستقیم روش طریق از (۸ .۶) معادله نظیر پایستگͬ قوانین محاسبه به بخش، این در
روش به دیفرانسیل معادلات از دستگاه ΁ی نظیر پایستگͬ قوانین محاسبه کلͬ روند پردازیم.

گردید. اشاره مفصل به طور دوم فصل در مستقیم
΁ی بنابراین است. ut پیشرو مشتق با t به نسبت کوشͬ⁃ کوالس΄ͬ صورت به (۸ .۶) معادله
معادله غیربدیهͬ شارهای و غیربدیهͬ موضعͬ تابعͬ ضرایب مجموعه بین ΁ی به ΁ی تناظر
به صورت صفر مرتبه قوانین پایستگͬ موضعͬ ضرایب تمامͬ یافتن هدف است. برقرار (۸ .۶)

Λ = φ(x, y, z, t, u),

زیر متناظر اویلر عمل·ر حسب بر است. (۸ .۶) از
δ

δu
=

∂

∂u
−Dr

∂

∂ur
−Dt

∂

∂ut
+D2

r

∂

∂urr
, r = x, y, z.

است: زیر به صورت مشخصه معادلات
δ

δu

[
φ(x, y, z, t, u)

(
−ut + (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z

)]
≡ 0. (۲۴ .۶)

به صورت جوابی (۲۴ .۶) مشخصه معادلات
Λ = (C1xyz + C2xy + C3xz + C4x+ C5yz + C6y + C7z + C8,

ͬ شوند: م نتیجه زیر پایستگͬ قانون ضریب هشت رو این از دارد؛
Λ1 = 1, Λ2 = x, Λ3 = y, Λ4 = z, Λ5 = xy, Λ6 = xz, Λ7 = yz, Λ8 = xyz.



۱۴۱ پایستگͬ قوانین
مشخصه با صفر مرتبه از غیربدیهͬ قانون پایستگͬ موضعͬ ΁ی کننده تعیین ضریب هر
DtΨ

j + DxΦ
jx +DyΦ

jy +DzΦ
jz ≡

Λj
(
−ut + (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z

)
, j = 1, . . . , 8,

انتگرال گیری با فوق، رابطه از مشابه مشتق جملات دادن قرار مساوی از پس به ویژه است.
به دست زیر به صورت خطͬ مستقل موضعͬ پایستگͬ قانون هشت شده، نتیجه معادلات از

ͬ آید: م
Dt [u] +Dx [−fux] +Dy [−guy] +Dz [−huz] = 0,

Dt [xu] +Dx [F − xfux] +Dy [−xguy] +Dz [−xhuz] = 0,

Dt [yu] +Dx [−yfux] +Dy [G − yguy] +Dz [−yhuz] = 0,

Dt [zu] +Dx [−zfux] +Dy [−zguy] +Dz [H− zhuz] = 0,

Dt [xyu] +Dx [yF − xyfux] +Dy [xG − xyguy] +Dz [−xyhuz] = 0,

Dt [xzu] +Dx [zF − xzfux] +Dy [xyhuz − xzguy] +Dz [−xyhuz − xzhuz] = 0,

Dt [yzu] +Dx [−yzfux] +Dy

[
z

∫
gdu+

1

2
y2huz − yzguy

]
+Dz

[
−1

2
y2huz − yzhuz

]
= 0,

Dt [xyzu] +Dx [zyF − xyzfux] +Dy

[
xzG − xyzguy −

1

2
xy2huz

]
+Dz

[
−xyzhuz −

1

2
xy2huy

]
= 0,

.F =
∫
fdu, G =

∫
gdu,H =

∫
hdu آن در که





۷ فصل
مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات

کسری
صورت به کلͬ صورت در را کسری مرتبه غیرخطͬ انتشار معادله

Dα
t u =

p∑
j=1

D
βj
xj

(
kj (u)D

γj
xju
)
+ q (u) , 0 < α 6 2, 0 < β, γ 6 1 (۱ .۷)

متغیرهای از تابعͬ u دیفرانسیل پذیر، دلخواه توابع q (u) و kj (u) آن در که ͬ گیریم. م درنظر
ریمن⁃ نوع از اینجا در که کسری مرتبه مشتقات D

γj
xj ،Dβj

xj ،Dα
t و (x1, . . . , xp, t) مستقل

مدل های از بسیاری در کسری فضا⁃زمان انتشار معادلات است. شده گرفته نظر در لیوویل
از بسیاری در فرآیندهایی چنین ͬ شود. م استفاده مواد ΁دینامی فرآیند توصیف برای ریاضͬ
پلاسما، ΁فیزی ،΁هیدرودینامی مواد، جرم و حرارت انتقال قبیل: از ͬ شوند م مشاهده علوم
شناسͬ، زیست پلیمرها، شیمͬ کوانتومͬ، نورشناسͬ سطحͬ، آب های بررسͬ شناسͬ، کیهان

دی·ر. بسیاری و رایانه ای شب΄ه های
در α ∈ (0, 1) برای ͬ شود. م تبدیل متفاوتͬ کسری معادلات به α بازه تغییر با معادله این
را موج انتشار پدیده α ∈ (1, 2) برای که حالͬ در برد، کار به انتشار زیر فرآیند های مدل سازی
(حرارت) انتشار معادله همان (۱ .۷) معادله ،α, β, γ = 1 محدود حالت در ͬ کند. م توصیف
بیان از لذا شد ارائه قبل فصل در معادله این تقارنͬ گروه از کاملͬ رده بندی است. ΁کلاسی

است. شده صرف نظر خاص حالت این
۱۴۳



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۴۴
حرارت انتقال معادله به (۱ .۷) معادله در p = 3 و 0 < α < 1 ،γ, δ = 1 جای·زینͬ با

ͬ رسیم م زیر بعدی سه کسری زمان غیرخطͬ
Dα
t u = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z + q (u) . (۲ .۷)

صورتول و کسری دیفرانسیل معادلات تقارنͬ تحلیل برای لͬ گروه های روش ،۲۰۰۷ سال در
تعمیمͬ سوم، فصل در شد. ارائه هم΄ارانش و گزیزوف توسط کسری مشتقات برای توسیع
این در شد. داده شرح مفصل طور به کسری دیفرانسیل معادلات به لͬ تقارن گروه نظریه از

بپردازیم. (۲ .۷) معادلات خانواده لͬ آنالیز به تا کوشیدیم فصل

کسری انتشار معادله لͬ آنالیز تاریخچه ۱ .۷
۱۹۹۸ سال در بار نخستین لͬ گروه روش به کسری مرتبه مشتقات با انتشار معادله مطالعه

معادله تجانس تبدیلات نظیر تقارن  گروه محاسبه با [۲۰] ۲ باکوار و ۱ لوچ΄و توسط
Dα
t u = kuxx, α ∈ [1, 2] ,

معادله نظیر کاهش یافته صورت علاوه براین، شد. انجام ریمن⁃لیوویل کسری مشتق مبنای بر
رایت تابع حسب بر کاهش یافته معادله جواب و ارائه اردلͬ⁃کوبر کسری عمل·ر برحسب فوق
انتشار معادله روی ۳ گرنفلو و لوچ΄و توسط سال همان در مشابه مطالعه بودند. آورده به دست

کسری فضا⁃زمان
Dα
t u = kDβ

xu, 0 < α ≤ β ≤ 2,

شد. انجام
انتشار معادله تقارن های از رده بندی لوکشچوک، و کاساتکین گزیزوف، ،۲۰۰۷ سال در

نامنظم غیرخطͬ
Dα
t u = (f (u)ux)x , α ∈ (0, 2] ,

.[۳۸ ،۳۷] کردند ارائه کاپوتو و ریمن⁃لیوویل کسری مشتقات مفهوم دو هر با
انتشار معادله متشابه جواب های برخͬ

Dα
t u = k (f (x, t))xx , α, x > 0,

است. شده محاسبه ۵ ΁آتانکوی و ۴ جوردجویس توسط [۲۷] در
کسری فضا⁃زمان انتشار معادله جواب های از رده بندی ۶ وو

Dα
t u = D2β

x u, α, β ∈ (0, 1] , x, t > 0,
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۱۴۵ هم ارز تبدیلات
کرد. ارائه کسری مشخصه روش به اصلاح شده ریمن⁃لیوویل کسری مشتق مفهوم در

(΁چاه) منبع با نامنظم انتشار معادله تقارن های گروه طبقه بندی
Dα
t u = (f (u)ux)x + q (u) , f (u) > 0, α ∈ (0, 2) , (۳ .۷)

فوق معادله ناوردا جواب های و ( [۷۸] ،۲۰۱۵ سال (در محاسبه ۱ م΄وین و لوکشچوک توسط
آورده اند. به دست ( [۷۹] ،۲۰۱۶ سال (در طبقه بندی حالت هر نظیر

([۷۹ ،۷۸] کار از اقتباس (با (۳ .۷) تقارن ها فراگیر و ͽجام تحلیل و تجزیه به فصل این در
سپس و محاسبه را معادله نظیر هم ارز تبدیلات ابتدا منظور این برای ͬ پردازیم. م (۲ .۷) و

ͬ کنیم. م ارائه معادله تقارن های از رده بندی
برقرار مشابه طور به دوبعدی حالت برای به دست آمده نتایج که است اهمیت حائز نکته این

است. رسیده ثبت به [۴۳] مقاله در (۲ .۷) بعدی سه حالت در محاسبات نتایج است.

هم ارز تبدیلات ۲ .۷
ͬ پردازیم. م آن ها هم ارز تبدیلات محاسبه به (۲ .۷) و (۳ .۷) معادله گروه رده بندی از گام اولین در
حفظ را معادلات دیفرانسیلͬ ساختار هم ارز، تبدیلات شد، اشاره اول فصل در که همانطور
از مشابه های گروه ͬ شوند م مرتبط تبدیلات این با که معادلاتͬ دی·ر عبارت به ͬ کنند. م
برای هم ارز تبدیلات ،΁کوچ بی نهایت روی΄رد از استفاده با ͬ پذیرند. م لͬ ای نقطه تبدیلات

است. شده محاسبه [۷۹ ،۷۸] ۲ لوکشچوک توسط (۳ .۷) معادله
صورت به تبدیلاتͬ (۳ .۷) معادلات خانواده از هم ارزی گروه .۱ .۲ .۷ قضیه

x∗ = B1x+B2, t∗ = B2
3t, u∗ = B4u, f∗ = B2

1B
−2α
3 f, q∗ = B4B

−2α
7 q,

هستند. B4 > 0 و دلخواه B1, B2, B3, ثابت های آن در که است
روند ͬ کنیم. م محاسبه را (۲ .۷) معادله نظیر هم ارز تبدیلات بار اولین برای و اینجا در
طور به ( ۲ .۷ (قضیه بعدی ΁ی و بعدی دو حرارت انتقال معادله برای هم ارز تبدیلات محاسبه
تعریف زیر صورت به (۲ .۷) معادله نظیر هم ارز تبدیلات از پیوسته گروه مولد است. مشابه

ͬ شود: م
V = ξ

∂

∂x
+ ϕ

∂

∂y
+ ψ

∂

∂z
+ τ

∂

∂t
+ η

∂

∂u
+ µ

∂

∂f
+ ν

∂

∂g
+ κ

∂

∂h
+ χ

∂

∂q
,

تعمیم یافته فضای در f, g, h, q و (x, y, z, t) فضای در u دیفرانسیلͬ متغیرهای آن در که
(x, y, z, t, u,Dα

t u, ux, uy, uz)

1A. V. Makunin 2Stanislav Yu. Lukashchuk



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۴۶
درحالͬ ͬ یابیم uم و x, y, z, t از توابعͬ صورت به η و ξ, ϕ, ψ, τ مختصات ͬ شوند. م گرفته نظر در
دستگاه بنابراین ͬ گیریم. درنظرم q و x, t, u,Dα

t u, ux, f, g, h از توابعͬ χ و µ, ν, κ مختصات که
ͬ شود م نوشته زیر صورت به متناظر معادلات

Dα
t u = fuu

2
x + fuxx + guu

2
y + guyy + huu

2
z + huzz + q,

fi = 0, gi = 0, hi = 0, qi = 0, ∀i = x, y, z, t. (۴ .۷)
است زیر صورت به (۴ .۷) دستگاه ΁بی نهایت کوچ ناوردایی ΁مح سپس

(
ηα,t − 2fuuxη

x − fηxx − 2guuyη
y − gηyy − 2huuzη

z − hηzz

−µuxx − µuu2x − νuyy − νuu2y − κuzz − κuu2z − χ
)
|(۴ .۷) = 0, (۵ .۷)

µi|(۴ .۷) = 0, νi|(۴ .۷) = 0, κi|(۴ .۷) = 0, χi|(۴ .۷) = 0, i = x, y, z, t, (۶ .۷)
یافته امتداد مولد مختصات ηα,t, ηj , ηjj , µs, νs, κs, χs (j = x, y, z, s = j, t, u) ضرایب آن در که
V̄ = V + ηα,t

∂

∂Dα
t u

+ ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηy

∂

∂uy
+ ηyy

∂

∂uyy
+ ηz

∂

∂uz
+ ηzz

∂

∂uzz

+µx
∂

∂fx
+ µy

∂

∂fy
+ µz

∂

∂fz
+ µt

∂

∂ft
+ µu

∂

∂fu
+ νx

∂

∂gx
+ . . .+ χt

∂

∂qt
+ χu

∂

∂qu
,

ͬ شوند: م محاسبه زیر روابط با و هستند
ηx = Dx (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuxx + ϕuxy + ψuxz + τuxt,

ηy = Dy (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuyx + ϕuyy + ψuyz + τuyt,

ηz = Dz (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuzx + ϕuzy + ψuzz + τuzt,

ηxx = D2
x (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuxxx + ϕuxxy + ψuxxz + τuxxt,

ηyy = D2
y (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuyyx + ϕuyyy + ψuyyz + τuyyt,

ηzz = D2
z (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuzzx + ϕuzzy + ψuzzz + τuzzt,

ηα,t = Dα
t (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξDα

t (ux) + ϕDα
t (uy) + ψDα

t (uz) +
α+1
t (u),

µs = D̃sµ− ξsfx − ϕsfy − ψsfz − τsft − ηsfu, (۷ .۷)
νs = D̃sν − ξsgx − ϕsgy − ψsgz − τsgt − ηsgu,

κs = D̃sκ− ξshx − ϕshy − ψshz − τsht − ηshu,

χs = D̃sχ− ξsqx − ϕsqy − ψsqz − τsqt − ηsqu, (s = x, y, z, t, u) ,

آن در که
D̃s =

∂

∂s
+ fs

∂

∂f
+ gs

∂

∂g
+ hs

∂

∂h
+ qs

∂

∂q
, (s = x, y, z, t, u) .



۱۴۷ هم ارز تبدیلات
ͬ رسیم م زیر دستگاه به (۶ .۷) معادلات در χi (i = x, y, z, t) و µi, νi, κi ضرایب جای·ذاری با

µx − fuηx = 0, µy − fuηy = 0, µz − fuηz = 0, µt − fuηt = 0,

νx − guηx = 0, νy − guηy = 0, νz − guηz = 0, νt − guηt = 0,

κx − huηx = 0, κy − huηy = 0, κz − huηz = 0, κt − huηt = 0,

χx − quηx = 0, χy − quηy = 0, χz − quηz = 0, χt − quηt = 0.

داریم qu و fu, gu, hu متغیرهای به نسبت فوق معادلات ΁تفکی با
η = η (u) , µ = µ (u, f, g, h, q) , ν = ν (u, f, g, h, q) , κ = κ (u, f, g, h, q) , χ = χ (u, f, g, h, q) .

معادله با uxx جای·زینͬ با سپس ͬ دهیم. م قرار (۵ .۷) ناوردایی ΁مح در را (۷ .۷) ضرایب
به دست معادلات ΁تفکی و uxx =

(
Dα
t u− fuu

2
x − guu

2
y − guyy − huu

2
z − huzz − q

)
/f اصلͬ

به Dα−n
t u, n = 1, 2, . . . , کسری مشتقات و u, f, g, h, q مشتق های توان های به نسبت آمده

ͬ رسیم م زیر معادلات دستگاه
ξt = ξy = ξz = ξu = ξxx = 0, ϕt = ϕx = ϕz = ϕu = ϕyy = 0,

ψt = ψx = ψy = ψu = ψzz = 0, τx = τy = τz = τu = 0, ηuu = 0,

µu = µg = µh = µq = 0, νu = νf = νh = νq = 0, κu = κf = κg = κq = 0,

fµf − µ = 0, f (νg + 2ξx − 2ϕy)− µ = 0, f (κh + 2ξx − 2ψz)− µ = 0,

µ = f (2ξx − ατt) , ν = g

(
µ

f
− 2ξx + 2ϕy

)
, κ = h

(
µ

f
− 2ξx + 2ψz

)
,

χ = q

(
µ

f
− 2ξx + ηu

)
+ ∂αt η − u∂αt ηu, (n+ 1)Dn

t ηu + (n− α)Dn+1
t τ = 0, n = 1, 2, . . . .

دارد: زیر صورت به جوابی فوق، مشخصه معادلات دستگاه
ξ = C1x+ C2, ϕ = C3y + C4, ψ = C5z + C6, τ = C7t+ C8, η = C9u+ C10,

µ = (2C1 − C7α) f, ν = (2C3 − C7α) g, κ = (2C5 − C7α)h,

در t = 0 پایینͬ حد که ͬ کنیم م نشان هستند.خاطر دلخواه ثابت های Ci (i = 1, . . . , 10) که
به که باشد. ناوردا (۲ .۷) معادله نظیر هم ارز تبدیلات تحت ͬ بایست م کسری دیفرانسیل

داریم نهایت در .τ (0) = 0, C8 = 0 آن موجب
χ = (C9 − C7α) q +

C10t
−α

Γ (1− α)
.

خانواده هم ارز تبدیلات مولدهای درنتیجه، .C10 = 0 لذا qt = 0 و χt = 0 که آنجایی از



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۴۸
ͬ شوند. م فرمول بندی زیر صورت به (۳ .۷) کسری انتشار معادلات

V1 =
∂

∂x
, V2 =

∂

∂y
, V3 =

∂

∂z
,

V4 = x
∂

∂x
+ 2f

∂

∂f
, V5 = y

∂

∂y
+ 2g

∂

∂g
, V6 = z

∂

∂z
+ 2h

∂

∂h
,

V7 = t
∂

∂t
− αf

∂

∂f
− αg

∂

∂g
− αh

∂

∂h
− αq

∂

∂q
, V8 = u

∂

∂u
+ q

∂

∂q
.

ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه انتگرال گیری با
صورت به تبدیلاتͬ (۲ .۷) معادلات خانواده از هم ارزی گروه .۲ .۲ .۷ قضیه

x∗ = B1x+B2, y∗ = B3y +B4, z∗ = B5z +B6, t∗ = B2
7t, u∗ = B8u,

f∗ = B2
1B

−2α
7 f, g∗ = B2

3B
−2α
7 g, h∗ = B2

5B
−22α
7 h, q∗ = B8B

−2α
7 q, (۸ .۷)

هستند. B8 > 0 و دلخواه B1, . . . , B7, ثابت های آن در که است

بعدی ΁ی حرارت انتقال معادله ۳ .۷
گروه رده بندی

کار به را سوم فصل در شده داده شرح روی΄رد (۳ .۷) معادله تقارن گروه رده بندی برای
ب·یرید: نظر در زیر صورت به را تبدیلات از پارامتری تک لͬ گروه ابتدا منظور، بدین ͬ گیریم. م

x∗ = x+ εξ(x, t, u) +O(ε2),

t∗ = t+ ετ(x, t, u) +O(ε2), (۹ .۷)
u∗ = u+ εη(x, t, u) +O(ε2).

نوشت: زیر ش΄ل به توان مͬ را فوق تبدیلات گروه نظیر تقارنͬ مولد اینصورت، در
X = ξ

∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+ η

∂

∂u
.

با: است برابر مفروض معادلات نظیر فوق برداری میدان امتداد
X(α,t) = X + ηα,t

∂

∂ (Dα
t u)

+ ηx
∂

∂ux
+ η2x

∂

∂uxx
.

ͬ آوریم: م به دست زیر روابط از امتداد ضرایب
ηα,t = Dα

t (η − ξux − τut) + ξDα
t (ux) +

α
t (ut),

ηx = Dx(η − ξux − τut) + ξuxx + τuxt, (۱۰ .۷)
ηxx = D2

x(η − ξux − τut) + ξuxxx + τuxxt.



۱۴۹ بعدی ΁ی حرارت انتقال معادله
به تقارن ها یافتن منظور به (۳ .۷) کسری زمان حرارت انتقال معادله نظیر ناوردایی شرط

است: زیر صورت
(۱۱ .۷)

Xα,t
(
Dα
t u− fuu

2
x − fuxx − q

)
|(۳ .۷) = ηα,t−η

(
fuuu

2
x + fuuxx + qu

)
−2ηxfuux−ηxxf = 0.

متغیر ،(۳ .۷) معادله خاصیت به بنا و جای·زین (۱۱ .۷) ناوردایی شرط در (۱۰ .۷) ضرایب اکنون
΁تفکی از پس زیر کننده تعیین معادلات ͬ کنیم. م تعویض uxx =

(
Dα
t u− fuu

2
x − q

)
/f با uxx

خواهد نتیجه ،Dα−n
t u, n = 0, 1, . . کسری. انتگرال های و مشتقات ،ux حسب بر حاصل معادله

شد:
ξt = ξu = τx = τu = ηuu = 0, (۱۲ .۷)
(F (u) η)u = 0, 2F (u) ηx + 2ηxu − ξxx = 0, F (u) η − 2ξx + ατt = 0, (۱۳ .۷)
Dα
t (η − uηu)− η (qu − F (u) q)− fηxx + ηuq − 2ξxq = 0, (۱۴ .۷)

(n+ 1)Dn
t ηu + (n− α)Dn+1

t τ = 0, n = 1, 2, . . . . (۱۵ .۷)
.F (u) = fu/f دادیم قرار و نموده استفاده f (u) ̸= 0 شرط فوق، معادلات دستگاه در

ͬ شود م نتیجه زیر روابط ،(۱۲ .۷) دستگاه اول معادله ͷپن از
τ = τ (t) , ξ = ξ (x) , η = η0 (x, t) + η1 (x, t)u.

داریم: (۱۵ .۷) معادلات از نامتناهͬ زنجیره از استفاده با
τ (t) = C0 + C1t+ C2t

2, η1 (x, t) = (α− 1)C2t+ a (x) ,

حد که ͬ شود م نشان خاطر هستند. دلخواه تابع a (x) و دلخواه ثابت های C0, C1, C2 آن در که
ناوردا (۳ .۷) معادله نظیر نقطه ای تبدیلات تحت ͬ بایست م کسری دیفرانسیل در t = 0 پایینͬ

.C0 = 0 نتیجه در و τ (0) = 0 ͬ شود م موجب که باشد.
بودن دلخواه فرض و η و ξ, τ ضرایب برای آمده به دست صورت های به کارگیری با نهایت در
این از ͬ آید. م به دست مشخصه معادلات برای τ = 0, ξ = C, η = 0 جواب  ،q (u) و f (u) توابع

مولد با x م΄ان در انتقال حالت، این در رو
X1 =

∂

∂x
,

است. (۳ .۷) معادله لͬ نقطه ای تقارن تنها
به جوابی دارای (۱۵ .۷)⁃(۱۲ .۷) دستگاه ،q (u) = 0 و دلخواه f (u) تابع که حالتͬ در

صورت
τ = 2C1t, ξ == αC1x+ C3, η = 0,



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۵۰
ͬ پذیرد م زیر مولد با تجانس نوع از اضافͬ تبدیل گروه ΁ی ،(۳ .۷) هم·ن معادله بنابرین است.

X2 = 2t
∂

∂t
+ αx

∂

∂x
.

یا F (u) = 0 هرگاه (۱۳ .۷) معادلات از استفاده )با
1

F (u)

)′′
= 0, (۱۶ .۷)

،(۹ .۷) هم ارز تبدیلات به توجه با یافت. دست (۳ .۷) معادله از بیشتری تقارن های به ͬ توان م
با مرتبط تقارن ها گروه از اولیه رده بندی ΁ی ،(۱۳ .۷) معادلات دستگاه و (۱۶ .۷) رابطه از
و A جدول این در است. شده داده نمایش ۱ .۷ جدول در (f (u)) F (u) از خاص انتخاب های
کامل تر رده بندی ΁ی برای است. دلخواه تابع ΁ی h (u) و دلخواه ثابت های Ci (i = 1, 2, 3, 4)

اولیه گروه رده بندی :۱ .۷ جدول
f (u) τ ξ η0 η1

1 C1t
α

2
C1x+ C3 g (x, t) C4

eu C1t C4x+ C3 2C4 − αC1 C4

(u+A)
σ

C1t C4x+ C3 0
1

σ
(2C4 − αC1)(

σ ̸= 0,− 4
3 ,−

2α
α−1

)
(u+A)

−2α
α−1 C1t+ C2t

2 C4x+ C3 0
α− 1

2α
(2αC2t− 2C4 + αC1)

(u+A)
−4
3 C1t h (x) 0 −3

2 h
′ (x) + 3

4αC1

انتخاب هر برای معادله، این ͬ گیریم. درنظرم را q (u) تابع شامل (۱۴ .۷) معادله تقارن ها، از
ͬ کند: م فراهم زیر صورت به را q (u) برای رده بندی روابط ۱ .۷ جدول در f (u) از

یا quu = 0 معادلات از ی΄ͬ در q (u) تابع ،f (u) = 1 برای ●(
qu
quu

)
= 0,

است؛ صادق
q (u) = 0 یا ،C1 = C4 = 0 نتیجه در و دلخواه مقدار ͬ تواند م q (u) تابع ،f (u) = eu برای ●

2C4؛ = αC1 بنابراین و
مقدار ͬ تواند م q (u) تابع ،f (u) = (u+A)σ (σ ̸= 0,−4/3,−(2α)/(α− 1)) که حالتͬ در ●

است صادق زیر معادله در یا 2C4 = α (1 + σ)C1 نتیجه در بوده )ثابت
q

qu

)
uu

= 0;



۱۵۱ بعدی ΁ی حرارت انتقال معادله
q (u) = 0 دارد: وجود q (u) تابع از انتخاب دو ،f (u) = (u+A)−(2α)/(α−1) که حالتͬ در ●

)؛ است دلخواه ثابت ΁ی q0 ) q (u) = q0u
(α+2)/(α) و

دارد: وجود متمایز انتخاب سه ،f (u) = (u+A)−4/3 ازای به نهایت در ●
u
1
3 q (u) = 0,

(
u
1
3 q (u)

)
uu

= 0,

(
qu
quu

)
uu

= 0.

به دست جواب های سپس و نموده محاسبه q (u) تابع از شده لیست رده بندی روابط جواب های
تعمیم جهت {f (u) , q (u)} توابع جفت های تمام و ͬ کنیم م جای·زین (۱۲ .۷) دستگاه در را آمده

است. شده ارائه ۲ .۷ جدول در اختصار به نتایج ͬ یابیم. م نقطه، تقارن های جبرلͬ
( δ = ±1, γ ∈ R, ω = 2/

√
3 ) (۳ .۷) معادله گروه رده بندی :۲ .۷ جدول

f (u) q (u) X

1. q = 0 X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+

2

α
t
∂

∂t
, X3 = u

∂

∂u
, X∞ = g (x, t)

∂

∂u

I. 2. q = δ X1, X∞, X3 = x
∂

∂x
+

2

α
t
∂

∂t
+

2δ

Γ (1 + α)
tα

∂

∂u
, X5 =

(
u−

2δ

Γ (1 + α)
tα

)
∂

∂u
f = 1

3. q = δu+ χ X1, X∞, X6 = [u− χtαEα,α+1 (δtα)]
∂

∂u

4. q = δuγ X1,

(γ ̸= 0, 1) X7 = x
∂

∂x
+

2

α
t
∂

∂t
+

2

1− γ
u
∂

∂u

II. 1. q = 0 X1, X2, X8 =
σ

α
t
∂

∂t
− u

∂

∂u
f = uσ

2. q = δuγ X1,(
σ ̸= 0,

−4

3
,

2α

1− α

)
(γ ̸= σ + 1) X9 = x

∂

∂x
+

2 (1− γ)

α (σ + 1− γ)
t
∂

∂t
+

2

σ + 1− γ
u
∂

∂u

3. q = δuσ+1 X1, X8

1. q = 0 X1, X10 = t
∂

∂t
+
α− 1

2
u
∂

∂u
, X11 = x

∂

∂x
+
α− 1

α
u
∂

∂u
, X12 = t2

∂

∂t
+ (α− 1) tu

∂

∂u

III. 2. q = δuγ X1,

f = u
2α
1−α (

γ ̸=
1 + α

1− α

)
X13 = x

∂

∂x
+

2 (1− γ) (1− α)

α [1− γ + α (1 + γ)]
t
∂

∂t
+

2 (1− α)

1− γ + α (1 + γ)
u
∂

∂u

3. q = δu
1+α
1−α X1, X14 = t

∂

∂t
+

(α− 1)

2
u
∂

∂u
, X15 = t2

∂

∂t
+ (α− 1) tu

∂

∂u

1. q = 0 X1, X16 =
2

α
t
∂

∂t
+

3

2
u
∂

∂u
, X17 = x

∂

∂x
−

3

2
u
∂

∂u
, X18 = x2

∂

∂x
− 3xu

∂

∂u

2. q = δu X1, X17, X18

IV. 3. q = δuγ X1,

f = u−
4
3 (

γ ̸= − 1
3
, 1

)
X19 = x

∂

∂x
−

6 (1− γ)

α (1 + 3γ)
t
∂

∂t
−

6

1 + 3γ
u
∂

∂u

4. q = u−
1
3 X1, X20 = 4t

∂

∂t
+ 3αu

∂

∂u
, X21 = eωx

∂

∂x
−

√
3eωxu

∂

∂u
,

X22 = e−ωx
∂

∂x
+

√
3e−ωxu

∂

∂u

5. q = −u−
1
3 X1, X20, X23 = cos (ωx)

∂

∂x
+

√
3 sin (ωx)u

∂

∂u
, X24 = sin (ωx)

∂

∂x
−

√
3 cos (ωx)u

∂

∂u

6. q = u−
1
3 + χu X1, X21, X22

7. q = −u−
1
3 + χu X1, X23, X24

(۳ .۷) معادله کاهش یافته صورت های
صورت های و یافته را ۲ .۷ جدول در بعدی ΁ی زیرجبرهای از حالت هر متناظر ناوردا جواب
گردآوری ۳ .۷ جدول در نتایج ͬ آوریم. به دست م را تقارن هر تحت (۳ .۷) معادله کاهش یافته

است. شده



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۵۲
(
ε, δ = ±1, γ, β ∈ R, ρ, λ ≥ 0, ω = 2/

√
3
) ۱۲ .۷ جدول مولدهای مطابق (۳ .۷) معادله کاهش یافته صورت های :۳ .۷ جدول

کاهش یافته معادله ناوردا NX Nq Nf

Dαt φ = 0 u = φ (t) 1

Dαt φ = φ u = exφ (t) 2
1

Dαt φ = 4
α2 z

2φ′′ + 2
α

(
2
α

+ 1 + 2β
)
zφ′ + β (β + 1)φ u = x−βφ (z) , z = tx

− 2
α 3

− − −− − − −− 4

Dαt φ = δ u = φ (t) 1

Dαt φ = φ u = exφ (t) + δt
Γ(1+α)

2 2
I

Dαt φ = 4
α2 z

2φ′′ + 2
α

(
2
α

+ 1 + 2β
)
zφ′ + β (β + 1)φ u = x−βφ (z) + δt

Γ(1+α)
, z = tx

− 2
α 3

− − −− u = δt
Γ(1+α)

4

Dαt φ = δφ + χ u = φ (t) 1

Dαt φ =
(
β2 + δ

)
φ u = e−βxφ (t) + χtαEα,α+1 (δtα) (β ̸= 0)

3

− − −− u = χtαEα,α+1 (δtα) (β = 0)
2

Dαt φ = δφγ (γ ̸= 0, 1) u = φ (t) 1

Dαt φ = 4
α2 z

2φ′′ + 2
α

(
2
α

+ 1 + 2β
)
zφ′ + β (β + 1)φ + δφγ u = x−βφ (z) , z = tx

− 2
α , β =

2
1−γ (γ ̸= 0, 1)

2
4

Dαt φ = 0 u = φ (t) 1

Dαt φ = σ2

α2 z
2φσφ′′ + σ3

α2 z
2φσ−1 (φ′)2 u = e−xφ (z) , z = tx

− σ
α
x

2
1

+ σ
α

[
σ
α

+ 2 (σ + 1)
]
zφσφ′ + (σ + 1)φσ+1

Dαt φ = ν2z2φσφ′′ + σν2z2φσ−1 (φ′)2 u = x−βφ (z) , z = txν , ν = −
βσ + 2

α
3

+ν [ν − 1 − 2β (σ + 1)] zφσφ′ + β [1 + β (σ + 1)]φσ+1

φφ′′ + σ
(
φ′)2 −

Γ (1 − α/σ)

Γ (1 − α− α/σ)
φ2−σ = 0 u = t

−α
σ φ (x) 4

Dαt φ = δφγ u = φ (t) 1

Dαt φ = ν2z2φσφ′′ + σν2z2φσ−1 (φ′)2 u = x−βφ (z) , z = txν , 2
2 II

+ν [ν − 1 − 2β (σ + 1)] zφσφ′ + β [1 + β (σ + 1)]φσ+1 + δφγ ν = −
βσ + 2

α
, β = −

2

σ + 1 − γ

Dαt φ = δφσ+1 u = φ (t) 1

Dαt φ = ν2z2φσφ′′ + σν2z2φσ−1 (φ′)2 u = e
− x
β φ (z) , z = txν ,

3

+ν

[
ν −

2 (σ + 1)

β

]
zφσφ′ +

(
(σ + 1)

β2
+ δ

)
φσ+1 ν = −

σ

αβ
(β ̸= 0)

2

φφ′′ + σ
(
φ′)2 − δφ2 −

Γ (1 − α/σ)

Γ (1 − α− α/σ)
φ2−σ = 0 u = t

−α
σ φ (x) , (β = 0)

Dαt φ = 0 u = φ (t) 1

Dαz φ = z2φσφ′′ +σz2φσ−1 (φ′)2 +(α + 2) zφσφ′ +
1 − α2

4
φσ+1 u = e

α−1
2

x
φ (z) , z = te−x, σ =

2α

1 − α
2

Dαz φ = z4φσφ′′ + σz4φσ−1 (φ′)2 u = (1 + tx)α−1 φ (z) , z =
t

1 + tx
, σ =

2α

1 − α

3

+2 (α + 2) z3φσφ′ + (1 − α) (2 + α) z2φσ+1

φφ′′ +
2α

1 − α

(
φ′)2 −

Γ (1/2 + α/2)

Γ (1/2 − α/2)
φ

4α−2
α−1 = 0 u = t

α−1
2 φ (x) 4

1

Dαz φ = β2z2φσφ′′ + σβ2z2φσ−1 (φ′)2 u = xνφ (z) , z = tx−β , 5

+β [β + 1 − 2γ (σ + 1)] zφσφ′ + ν [ν (σ + 1) − 1]φσ+1 ν =
2 − αβ

σ
, σ =

2α

1 − α

… دارد ادامه



۱۵۳ بعدی ΁ی حرارت انتقال معادله
جدول ادامه ۳ .۷

کاهش یافته معادله ناوردا NX Nq Nf

Dαz φ = z4φσφ′′ + σz4φσ−1 (φ′)2 +
α + 2

α
(2αz − ε) z2φσφ′ u = x

2
α φ (z) (1 − εz ln (x))1−α , 6

+
1 − α

α2

[
1 − α (α + 2) εz + α2 (α + 2) z2

]
φσ+1 z =

t

1 + εt ln (x)
, σ =

2α

1 − α

φφ′′ +
2α

1 − α

(
φ′)2 = 0 u = tα−1φ (x) 7

Dαt φ = δφγ u = φ (t) 1
III

Dαz φ = ν2z2φσφ′′ + σν2z2
(
φ′)2 + ν [ν − 1 − 2β (σ + 1)] zφσφ′ u = x−βφ (z) , z = txν , ν = −

βσ + 2

α
2

2

+β [1 + β (σ + 1)]φσ+1 + δφγ σ =
2α

1 − α

(
γ ̸=

1 + α

1 − α

)
Dαt φ = δφ

1+α
1−α u = φ (t) 1

Dαz φ = ν2z2φσφ′′ + σν2z2φσ−1 (φ′)2 u = e
1−α
2

νx
φ (z) , z = teνx, ν = −

1

β
,

+(α + 2) ν2zφσφ′ +

(
δ +

1 − α2

4
ν2

)
φσ+1 σ =

2α

1 − α
(β ̸= 0)

2

φφ′′ +
2α

1 − α

(
φ′)2 + δφ2 −

Γ (1/2 + α/2)

Γ (1/2 − α/2)
φ

4α−2
α−1 = 0 u = t

α−1
2 φ (x) , (β = 0)

3

Dαz φ = z4φσφ′′ + σz3φσ−1 (φ′)2 + 2 (α + 2) z3φσφ′+ u = (1 + tx)α−1 φ (z) , z =
t

1 + tx
,

+
[
δ + (1 − α) (2 + α) z2

]
φσ+1 σ =

2α

1 − α

3

φφ′′ +
2α

1 − α

(
φ′)2 + δφ2 = 0 u = tα−1φ (x) 4

Dαt φ = 0 u = φ (t) 1

Dαz φ =
4

α2
z2φ

− 4
3 φ′′−

16

3α2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2+

2

α2
(α + 2) zφ

− 4
3 φ′− u = e

3
2
x
φ (z) , z = te

− 2
α
x

2

−
3

4
φ
− 1

3

Dαz φ =
4β2

α2
z2φ

− 4
3 φ′′ −

16β2

3α2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2 + u =

(1 + x)
3
4
β− 3

2

(1 − x)
3
4
β+3

2

φ (z) , z = t

(
1 − x

1 + x

) β
α

3
1

+
2β2

α2
(α + 2) zφ

− 4
3 φ′ −

(
3 −

β2

4

)
φ
− 1

3

φφ′′ −
3

4

(
φ′)2 −

Γ (1 + 3α/4)

Γ (1 − α/4)
φ

10
3 = 0 u = t

3
4
α
φ (x) 4

Dαz φ =
4ρ2

α2
z2φ

− 4
3 φ′′ −

16ρ2

3α2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2 + u = x

3
2
(ρ−1)

φ (z) , z = tx
−2

ρ
α , 5

+
ρ

α2
(4ρ + 2α− ρα) zφ

− 4
3 φ′ −

3

4
(1 + ρ)φ

− 1
3

Dαt φ = δφ u = φ (t) 1

Dαt φ =
3

4
φ
− 1

3 + δφ u = x
− 3

2 φ (t) 2
2

Dαt φ = 3φ
− 1

3 + δφ u =
(
1 − x2

)− 3
2 φ (t) 3

IV

Dαt φ = δφγ u = φ (t) 1

Dαz φ = ν2z2φ
− 4

3 φ′′ −
4

3
ν2z2φ

− 7
3
(
φ′)2 +

ν

(
ν − 1 +

2

3
β

)
zφ

− 4
3 φ′

u = x−βφ (z) , z = txν , ν =
6 (1 − γ)

α (1 + 3γ)
2

3

+

(
β −

β2

3

)
φ
− 1

3 + δφγ β =
6

1 + 3γ

Dαt φ = φ
− 1

3 u = φ (t) 1

φφ′′ −
4

3

(
φ′)2 + φ2 −

Γ (1 + 3α/4)

Γ (1 − α/4)
φ

10
3 = 0 u = t

3
4
α
φ (x) , (ρ = 0)

Dαz φ =
16

ρ2
z2φ

− 4
3 φ′′ −

64

3ρ2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2 +

8

ρ2
(α + 2) zφ

− 4
3 φ′− u = e

− 3α
ρ
x
φ (z) , z = te

4
ρ
x
, (ρ > 0) 2

… دارد ادامه



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۵۴
جدول ادامه ۳ .۷

کاهش یافته معادله ناوردا NX Nq Nf

−
(
1 −

3α2

ρ

)
φ
− 1

3

Dαz φ = z2φ
− 4

3 φ′′ −
4

3α2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2 + (2α + 1) zφ

− 4
3 φ′− u = e

− 3
2
ωx−3αψ(x)

φ (z) , 3
4

−3α2φ
− 1

3 z = te4ψ(x), ψ (x) =
ε

ω
e−ωx

Dαz φ = 16β2z2φ
− 4

3 φ′′ −
64

3α2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2 + u = ψ

− 3
4
α

sinh
− 3

2 (ωx)φ (z) , 4

+8β2 (α + 2) zφ
− 4

3 φ′ +
(
1 − 3αβ2

)
φ
− 1

3 z = tψ (x) , ψ =

[
tanh

(
ωx

2

)]− 4β
ω

Dαt φ = 0 u = e
− 3

2
ωx
φ (t) 5

Dαt φ = −φ− 1
3 u = φ (t) 1

φφ′′ −
4

3

(
φ′)2 − φ2 −

Γ (1 + 3α/4)

Γ (1 − α/4)
φ

10
3 = 0 u = t

3
4
α
φ (x) , (ρ = 0)

Dαz φ =
16

ρ2
z2φ

− 4
3 φ′′ −

64

3ρ2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2 +

8

ρ2
(α + 2) zφ

− 4
3 φ′− u = e

3α
ρ
x
φ (z) , z = te

− 4
ρ
x
, (ρ > 0)

−
(
1 −

3α2

ρ

)
φ
− 1

3 2

Dαz φ = 4z2φ
− 4

3 φ′′ −
16

3α2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2 + 2 (α + 2) zφ

− 4
3 φ′− u = ψ

− 3
4
α

cos
− 3

2 (ωx)φ (z) , 3
5

−
3

4
α2φ

− 1
3 z = tψ (x) , ψ = e

− 4
ω

tan(ωx/2)

Dαt φ = 0 u = sin−3
(
ωx

2
+
π

4

)
φ (t) 4

Dαz φ = 16z2φ
− 4

3 φ′′ −
64

3α2
z2φ

− 7
3
(
φ′)2 + 8λ2 (α + 2) zφ

− 4
3 φ′ u = ψ

− 3
4
α

(x) cos
− 3

2 (ωx)φ (z) , 5

+
(
1 − 3α2λ2

)
φ
− 1

3 z = tψ (x) , ψ (x) = tan
− 4λ
ω

(
ωx

2
+
π

4

)
Dαt φ = φ

− 1
3 + χφ u = φ (t) 1

Dαt φ = χφ u = e
− 3

2
ωx
φ (t) 2

6

Dαt φ = φ
− 1

3 + χφ u = sinh
− 3

2 (ωx)φ (t) 3

Dαt φ = −φ− 1
3 + χφ u = φ (t) 1

Dαt φ = χφ u = sin−3 φ

(
ωx

2
+
π

4

)
φ (t) 2

7

Dαt φ = φ
− 1

3 + χφ u = cos
− 3

2 (ωx)φ (t) 3

ناوردا جواب های برخͬ
مساله به (۳ .۷) معادله نظیر ناوردا جواب یافتن مساله تقارنͬ، کاهش های از نتیجه ای عنوان به
ͬ یابد. م تقلیل ۳ .۷ جدول در شده ارائه کسری معمولͬ دیفرانسیل معادلات ناوردا جواب یافتن
صورت های از استفاده با (۳ .۷) غیرهم·ن معادله ناوردا جواب های برخͬ بخش، این در

است. شده ارائه کاهش یافته

درنظر q (u) = uσ+1
(
σ ̸= −4

3 ,−
2α
α−1

) و f (u) = uσ با را (۳ .۷) معادله ابتدا .۱ .۳ .۷ مثال
عمل·ر شد ملاحظه قبل بخش در که همانطور ͬ گیریم. م
X = −σt ∂

∂t
+ αu

∂

∂u
,

φ (x) آن در که است u (x, t) = t−
α
σφ (x) صورت به نظیر ناوردا است. مذکور معادله تقارن ΁ی

است زیر دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله جواب
φ′′ + σφ−1

(
φ′)2 + φ− aφ1−σ = 0, a =

Γ (1− α/σ)

Γ (1− α− α/σ)
.



۱۵۵ بعدی سه حرارت انتقال معادله
صورت به فوق معادله ∫جواب

dφ√
ψ (φ,C1)

= C2 ± x,

است برابر σ روی ψ (φ,C1) تابع و هستند انتگرال گیری ثابت های C2 و C1 که ͬ شود م نوشته
با:

ψ (φ,C1) =


C1φ

−2σ +
2a

σ + 2
φ2−σ − 1

σ + 1
φ2, σ ̸= −1, 2;

C1φ
2 + 2aφ3 − 2φ2 ln (φ) , σ = −1;

C1φ
4 + 2aφ4 ln (φ) + φ2, σ = 2.

به تقارنͬ q (u) = u−(α+1)/(α−1) و f (u) = u−2α/(α−1) انتخاب با (۳ .۷) معادله .۲ .۳ .۷ مثال
صورت

X = t2
∂

∂t
+ (α− 1) tu

∂

∂u
,

جواب φ (x) آن در که است u (x, t) = tα−1φ (x) صورت به تقارن این متناظر ناوردا ͬ پذیرد. م
است: زیر دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله

φ′′ − 2α

α− 1
φ−1

(
φ′)2 + φ = 0.

صورت به فوق معادله جواب
φ (x) = [C1ω sin (ωx) + C2ω cos (ωx)]ω

−2

, ω =
1 + α

1− α
,

ͬ شود. م نوشته

بعدی سه حرارت انتقال معادله ۴ .۷
گروه رده بندی

کار به را سوم فصل در شده داده شرح روی΄رد (۲ .۷) معادله تقارن گروه رده بندی برای
ب·یرید: نظر در زیر صورت به را تبدیلات از پارامتری تک لͬ گروه ابتدا منظور، بدین ͬ گیریم. م

x∗ = x+ εξ(x, t, u) +O(ε2),

y∗ = y + εϕ(x, t, u) +O(ε2),

z∗ = z + εψ(x, t, u) +O(ε2),

t∗ = t+ ετ(x, t, u) +O(ε2),

u∗ = u+ εη(x, t, u) +O(ε2),
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گرفت: نظر در زیر ش΄ل به توان مͬ را فوق تبدیلات گروه نظیر تقارنͬ مولد اینصورت، در

X = ξ
∂

∂x
+ ϕ

∂

∂y
+ ψ

∂

∂z
+ τ

∂

∂t
+ η

∂

∂u
.

ͬ شود. م داده زیر فرمول با مفروض معادلات نظیر فوق برداری میدان امتداد

X(α,t) = X + ηα,t
∂

∂ (Dα
t u)

+ ηx
∂

∂ux
+ η2x

∂

∂uxx

+ηy
∂

∂uy
+ η2y

∂

∂uyy
+ ηz

∂

∂uz
+ η2z

∂

∂uzz
.

ͬ آوریم. م به دست زیر روابط از امتداد ضرایب

ηx = Dx (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuxx + ϕuxy + ψuxz + τuxt,

ηy = Dy (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuyx + ϕuyy + ψuyz + τuyt,

ηz = Dz (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuzx + ϕuzy + ψuzz + τuzt,

ηxx = D2
x (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuxxx + ϕuxxy + ψuxxz + τuxxt,

ηyy = D2
y (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuyyx + ϕuyyy + ψuyyz + τuyyt, (۱۷ .۷)

ηzz = D2
z (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξuzzx + ϕuzzy + ψuzzz + τuzzt,

ηα,t = Dα
t (η − ξux − ϕuy − ψuz − τut) + ξDα

t (ux) + ϕDα
t (uy) + ψDα

t (uz) +
α+1
t (u).

به تقارن ها یافتن منظور به (۲ .۷) کسری زمان حرارت انتقال معادله نظیر ناوردایی شرط
است: زیر صورت

Xα,t
(
Dα
t u− fuu

2
x − fuxx − guu

2
y − guyy − huu

2
z − huzz − q

)
|(۲ .۷) =

ηα,t − η
(
fuuu

2
x + fuuxx + guuu

2
y + guuyy + huuu

2
z + huuzz + qu

) (۱۸ .۷)
−2ηxfuux − ηxxf − 2ηyguuy − ηyyg − 2ηzhuuz − ηzzh = 0.

،(۲ .۷) معادله خاصیت به بنا و جای·زین (۱۸ .۷) ناوردایی شرط در (۱۷ .۷) ضرایب اکنون
با را uxx )متغیر

Dα
t u− fuu

2
x − guu

2
y − guyy − huu

2
z − huzz − q

)
f

متغیرهای به نسبت uصحیح مشتقات حسب بر حاصل معادله ΁تفکی از پس ͬ کنیم. م تعویض
زیر کننده تعیین معادلات ،Dα−n

t u, n = 0, 1, . . . کسری انتگرال های و مشتقات ، x, y, z, t
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شد: خواهد نتیجه

ξt = ϕt = ψt = ξu = ϕu = ψu = τx = τy = τz = τu = ηuu = 0, (۱۹ .۷)
gψy + hϕz = 0, fψx + hξz = 0, gξx + fϕy = 0, (۲۰ .۷)
guψy + huϕz = 0, fuψx + huξz = 0, guξx + fuϕy = 0,

2fuξx − αfuτt − fuηu − ηfuu = 0,

2guϕy − αguτt − guηu − ηguu = 0, (۲۱ .۷)
2huψz − αhuτt − huηu − ηhuu = 0,

ξxx − 2
fu
f
ηx − 2ηxu = 0, ϕyy − 2

gu
g
ηy − 2ηyu = 0, ψzz − 2

hu
h
ηz − 2ηzu = 0, (۲۲ .۷)

2ξx − ατt − η
fu
f

= 0, 2ϕy − ατt − η
gu
g

= 0, 2ψz − ατt − η
hu
h

= 0, (۲۳ .۷)
Dα
t (η − uηu)− η

(
qu −

fu
f
q

)
− fηxx − gηyy − hηzz + ηuq − 2ξxq = 0, (۲۴ .۷)

(n+ 1)Dn
t ηu + (n− α)Dn+1

t τ = 0, n = 1, 2, . . . . (۲۵ .۷)
ͬ شود: م حاصل زیر روابط (۱۹ .۷) معادلات از

τ = τ (t) , ξ = ξ (x, y, z) , ϕ = ϕ (x, y, z) , ψ = ψ (x, y, z) , η = η0 (x, y, z, t)+η1 (x, y, z, t)u.

ͬ آوریم: م به دست (۲۵ .۷) معادلات از نامتناهͬ زنجیره از استفاده با
τ (t) = C0 + C1t+ C2t

2, η1 (x, t) = (α− 1)C2t+ a (x, y, z) ,

که است ذکر به لازم هستند. دلخواه تابع a (x, y, z) و دلخواه ثابت های C0, C1, C2 آن در که
(۲ .۷) معادله نظیر نقطه ای تبدیلات تحت ͬ بایست م کسری دیفرانسیل در t = 0 پایینͬ حد

.C0 = 0 نتیجه در و τ (0) = 0 ͬ شود م موجب که باشد. ناوردا
دلخواه فرض و η و ξ, ϕ, ψ, τ ضرایب برای آمده به دست صورت های کارگیری به با نهایت در

جواب  ،q (u) و f (u) , g (u) , h (u) توابع بودن
ξ = C3, ϕ = C4, ψ = C5, τ = 0, η = 0

ͬ آید. م به دست مشخصه معادلات برای
(۲ .۷) معادله تقارن های از کامل رده بندی ΁ی یافتن و تبدیلات گروه تعمیم منظور به
نسبت های یعنͬ باشند، نامتناسب نفوذ ضرایب تمام اول، حالت ͬ گیریم: م نظر در حالت دو
تنها دوم: حالت باشد؛ صفر مخالف u به نسبت مشتق و نباشند ثابت مقادیر f/h و f/g, g/h
(f, g, h) دلخواه جای·ذاری با (k1, k2, k3) که k1 ∼ k2, k1 � k3 یعنͬ باشند، متناسب تابع دو
k1 = k2 � k3 حالت به را دوم حالت ،(۸ .۷) هم ارز تبدیلات کارگیری به با ͬ آید. م به دست
نهایت، در .f = h � g ͬ گیریم م نظر در مسئله کلیت دادن دست از بدون ͬ دهیم. م کاهش
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استفاده با که ͬ گیریم م نظر در f ∼ g ∼ h یعنͬ باشند، متناسب f, g, h تابع سه هر که حالتͬ

ͬ دهیم. م کاهش f = g = h همسانگرد ساده تر حالت به هم ارز تبدیلات از
فرض با نباشد. ثابت مقدار f/h و f/g, g/h نسبت های از کدام هیچ ͬ کنیم م فرض .۱
داریم: زیر مولدهای با بعدی سه جبرلͬ q (u) و f (u) , g (u) , h (u) توابع بودن دلخواه

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
.

به اضافͬ تقارن ΁ی باشد، q = 0 منبع و دلخواه f, g, h ضرایب که هم·ن حالت در
داریم: زیر صورت

X4 = αx
∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
. (۲۶ .۷)

طبقه بندی ۴ .۷ جدول در q منبع و f, g, hضرایب از خاصͬ انتخاب های با بیشتر مولدهای
است. شده

.f ≡ h � g حالت .۲
زیر مولدهای با بعدی چهار جبرلͬ ،q (u) و f (u) , g (u) توابع بودن دلخواه فرض با

داریم:
X1 =

∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
, X4 = x

∂

∂z
− z

∂

∂x
.

(۲۶ .۷) صورت به تجانس تقارن ΁ی باشند، دلخواه g و f ضرایب که هم·ن حالت در
۵ .۷ جدول در q منبع و f, g ضرایب از خاصͬ انتخاب های با بیشتر مولدهای داریم.

است. شده طبقه بندی
فرض با حالت این در تقارن ها گروه هستند. ی΄سان ضرایب همه که همسانگرد حالت .۳

ͬ شود م تعیین زیر عمل·رهای با q (u) و f (u) توابع بودن دلخواه
X1 =

∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
,

X4 = x
∂

∂z
− z

∂

∂x
, X5 = x

∂

∂y
− y

∂

∂x
, X6 = y

∂

∂z
− z

∂

∂y
.

با بیشتر مولدهای داریم. (۲۶ .۷) تجانس تقارن هم·ن حالت در قبل، حالت دو مشابه
است. شده طبقه بندی ۶ .۷ جدول در q منبع و f خاص انتخاب های

معادله(۷. ۲) نظیر کاهش یافته صورت های
و ناورداها از نمونه چند ۶ .۷⁃۴ .۷ جدول های در شده گردآوری تقارن های از استفاده با
به دست را (۲ .۷) معادله نظیر تقلیل یافته صورت های و نموده محاسبه را متشابه متغیرهای

ͬ آوریم. م
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( δ, β = ±1, γ ∈ R, ω = 2
√
δ/3 ) f � h � g اول: حالت ،(۲ .۷) معادله گروه رده بندی :۴ .۷ جدول

f (u) q (u) X

I. 1. q = 0 X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
, X4 = αx

∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
, X5 = ax

∂

∂x
+ by

∂

∂y
+ cz

∂

∂z
+ 2u

∂

∂u
f = ua, g = ub, h = uc

2. q = δuγ X1, . . . , X4,(
a ̸= 0,±1,

−4

3
,

2α

1− α
, b, c; b ̸= c

) (
γ ̸= a+ 1, ,

−1

3

)
X6 = α (a+ 1− γ)x

∂

∂x
+ α (b+ 1− γ) y

∂

∂y
+ α (c+ 1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u

3. q = δ X1, . . . , X4, X7 = α (a+ 1)x
∂

∂x
+ α (b+ 1) y

∂

∂y
+ α (c+ 1) z

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u

( δ, β = ±1, γ ∈ R, ω = 2
√
δ/3 ) f = h ̸= g دوم: حالت ،(۲ .۷) معادله گروه رده بندی :۵ .۷ جدول

f (u) q (u) X

1. q = 0 X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
, X4 = x

∂

∂z
− z

∂

∂x
, X5 = αx

∂

∂x
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+ 3

2
αu

∂

∂u

X6 = y
∂

∂y
−

3

2
u
∂

∂u
, X7 = y2

∂

∂y
− 3yu

∂

∂u

I. 2. q = δ X1, . . . , X4, X8 = αx
∂

∂x
−
α

3
y
∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u

3. q = δu X1, . . . , X4, X6, X7

f = h = 1, g = u−
4
3

4. q = δuγ X1, . . . , X4,(
γ ̸= − 1

3
, 1

)
X9 = α (1− γ)x

∂

∂x
− α

(
γ + 1

3

)
y
∂

∂y
+ α (1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u

5. q = u−
1
3 X1, . . . , X5, X10 = 2eωy

∂

∂y
− 3ωeωyu

∂

∂u
, X11 = 2e−ωy

∂

∂y
+ 3ωe−ωyu

∂

∂u

6. q = u−
1
3 + βu X1, . . . , X4, , X10 , X11

7. q = −u−
1
3 X1, . . . , X5, X12 = cos (ωy)

∂

∂y
− 3ω sin (ωy)u

∂

∂u
, X13 = 2 sin (ωy)

∂

∂y
− cos (ωy)u

∂

∂u

8. q = −u−
1
3 + βu X1, . . . , X4, , X12 , X13

1. q = 0 X1, . . . , X4, X14 = αx
∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
, X15 = αy

∂

∂y
− (α− 1)u

∂

∂u

II. 2. q = δuγ X1, . . . , X4,

f = h = 1, g = u
−2α
1−α (

γ ̸=
1 + α

1− α

)
X16 = αx

∂

∂x
+

[1− γ + α (1 + γ)]

(1− γ) (1− α)
αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+

2α

1− γ
u
∂

∂u

3. q = δu
− 1+α

1−α X1, . . . , X4, X17 = αx
∂

∂x
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+ (α− 1)u

∂

∂u

III. 1. q = 0 X1, . . . , X4, X14, X18 = ax
∂

∂x
+ by

∂

∂y
+ az

∂

∂z
+ 2u

∂

∂u
f = h = ua, g = ub

2. q = δuγ X1, . . . , X4,(
a ̸= 0,±1,

−4

3
,

2α

1− α
, b

) (
γ ̸= a+ 1, ,

−1

3

)
X19 = α (a+ 1− γ)x

∂

∂x
+ α (b+ 1− γ) y

∂

∂y
+ α (a+ 1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u

3. q = δua+1 X1, . . . , X4, X20 = α (a− b) y
∂

∂y
+ 2at

∂

∂t
− 2αu

∂

∂u

4. q = δub+1 X1, . . . , X4, X′
20 = α (b− a)x

∂

∂x
+ α (b− a) z

∂

∂z
+ 2at

∂

∂t
− 2αu

∂

∂u

5. q = δu−
1
3 X1, . . . , X4, X21 = α

(
a+ 4

3

)
x
∂

∂x
+ α

(
b+ 4

3

)
y
∂

∂y
+ α

(
a+ 4

3

)
z
∂

∂z
+ 8

3
t
∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u

1. q = 0 X1, . . . , X4, X14, X22 = αx
∂

∂x
+ αz

∂

∂z
+ (1− α)u

∂

∂u

IV. 2. q = δuγ X1, . . . , X4,

f = h = u
−2α
1−α , g = 1

(
γ ̸=

1 + α

1− α

)
X23 =

[1− γ + α (1 + γ)]

(1− γ) (1− α)
αx

∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+

[1− γ + α (1 + γ)]

(1− γ) (1− α)
αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+

2α

1− γ
u
∂

∂u

3. q = δu
− 1+α

1−α X1, . . . , X4, X24 = αy
∂

∂y
+ 2t

∂

∂t
+ (α− 1)u

∂

∂u

1. q = 0 X2, X25 = αy
∂

∂y
+ 2t

∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u
, X26 = A (x, z)

∂

∂x
+B (x, z)

∂

∂z
− 2Axu

∂

∂u

Axx −Azz = 0, Ax −Bz = 0, Az +Bx = 0. به طوری که دلخواه توابع B (x, z) و A (x, z)

2. q = δuγ X1, . . . , X4 ;X27 = αγx
∂

∂x
+ α (γ − 1) y

∂

∂y
+ αγz

∂

∂z
+ 2 (γ − 1) t

∂

∂t
− 2αu

∂

∂u

V. 3. q = δu X2, X26, Axx −Azz = 0, Ax −Bz = 0, Az +Bx = 0 به طوری که دلخواه توابع B (x, z) و A (x, z)

f = h = u−1, g = 1
3. q = δ X2, X25, X26, Axx +Azz − δAx = 0, Ax −Bz = 0, Az +Bx = 0 به طوری که دلخواه توابع B (x, z) و A (x, z)

4. q = ±u
−1
3 X1, . . . , X4 X28 = αx

∂

∂x
+ 4αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+ 8t

∂

∂t
+ 6αu

∂

∂u



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۶۰

( δ = ±1, γ ∈ R ) f = g = h همسانگرد سوم: حالت ،(۲ .۷) معادله گروه رده بندی :۶ .۷ جدول
f (u) q (u) X

1. q = 0 X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
, X4 = x

∂

∂y
− y

∂

∂x
, X5 = x

∂

∂z
− z

∂

∂x
, X6 = y

∂

∂z
− z

∂

∂y
,

X7 = αx
∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
, X8 = u

∂

∂u
, X∞ = g (x, y, z, t)

∂

∂u

I. 2. q = δ X1, . . . , X6, X∞,

X9 = αx
∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+ 2t

∂

∂t
+

2δ

Γ (1 + α)
tα

∂

∂u
, X10 =

(
u−

2δ

Γ (1 + α)
tα

)
∂

∂u
f = 1

3. q = δu+ χ X1, . . . , X6, X∞,

χ = ±1 X11 = [u− χtαEα,α+1 (δtα)]
∂

∂u

4. q = δuγ X1, . . . , X6,

(γ ̸= 0, 1) X12 = α (1− γ)x
∂

∂x
+ α (1− γ) y

∂

∂y
+ α (1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u

II. 1. q = 0 X1, . . . , X6, X13 = σx
∂

∂x
+ σy

∂

∂y
+ σz

∂

∂z
+ 2u

∂

∂u
, X14 = σt

∂

∂t
− αu

∂

∂u
f = uσ

2. q = δuγ X1, . . . , X6,(
σ ̸= 0,

−4

5
,

2α

1− α

)
(γ ̸= σ + 1) X15 = α (σ + 1− γ)x

∂

∂x
+ α (σ + 1− γ) y

∂

∂y
+ α (σ + 1− γ) z

∂

∂z
+ 2 (1− γ) t

∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u

3. q = δuσ+1 X1, . . . , X6, X14

1. q = 0 X1, . . . , X7, X16 = αx
∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
− (α− 1)u

∂

∂u
, X17 = t2

∂

∂t
+ (α− 1) tu

∂

∂u

III. 2. q = δuγ X1, . . . , X6,

f = u
2α
1−α (

γ ̸=
1 + α

1− α

)
X18 = αx

∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+ αz

∂

∂z
+

2 (1− γ) (1− α)

[1− γ + α (1 + γ)]
t
∂

∂t
+

2α (1− α)

1− γ + α (1 + γ)
u
∂

∂u

3. q = δu
1+α
1−α X1, . . . , X6, X17, X19 = 2t

∂

∂t
+ (α− 1)u

∂

∂u

X1, . . . , X6, X20 = 4t
∂

∂t
+ 5αu

∂

∂u
, X21 = 2x

∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
+ 2z

∂

∂z
− 5u

∂

∂u
,

1. q = 0 X22 =
(
x2 − y2 − z2

) ∂

∂x
+ 2xy

∂

∂y
+ 2xz

∂

∂z
− 5xu

∂

∂u

X23 = 2xy
∂

∂x
+

(
y2 − x2 − z2

) ∂

∂y
+ 2yz

∂

∂z
− 5yu

∂

∂u
, X24 = 2xz

∂

∂x
+ 2yz

∂

∂y
+

(
z2 − x2 − y2

) ∂

∂z
− 5zu

∂

∂u

2. q = δu X1, . . . , X6, X22, X23, X24

IV. 3. q = δuγ X1, . . . , X6,

f = u−
4
5 (

γ ̸= − 1
3
, 1

)
X25 = αx ∂

∂x
+ αy ∂

∂y
+ αz ∂

∂z
−

10 (1− γ)

(1− 5γ)
t ∂
∂t

−
10α

1− 5γ
u ∂
∂u

4. q = ±u
1
5 + χu X1, . . . X6



۱۶۱ بعدی سه حرارت انتقال معادله
q (u) = δuγ و f (u) = ua, g (u) = ub, h (u) = uc توانͬ ضرایب با (۲ .۷) معادله .۱ .۴ .۷ مثال
فرضیات تحت (۲ .۷) معادله که ͬ شود م مشاهد ۶ .۷ جدول در (I.۲ ) بخش از ب·یرید. نظر در

صورت به تجانس تقارن فوق،
X = α (a+ 1− γ)x

∂

∂x
+ α (b+ 1− γ) y

∂

∂y
+ α (c+ 1− γ) z

∂

∂z

+2 (1− γ) t
∂

∂t
+ 2αu

∂

∂u
,

صورت به X نظیر مشخصه معادلات ͬ پذیرد. م
dx

(a+ 1− γ)x
=

dy

(b+ 1− γ) y
=

dz

(c+ 1− γ) z
=

αdt

2 (1− γ) t
=
du

2u
,

ͬ شود م حاصل زیر ناوردای جواب های مذکور، معادلات از انتگرال گیری با ͬ باشند.  م
ξ = xt

−α(a+1−γ)
2(1−γ) , ϕ = yt

−α(b+1−γ)
2(1−γ) , ψ = zt

−α(c+1−γ)
2(1−γ) ,

V (ξ, ϕ, ψ) = u (x, y, z) t
− α
1−γ . (۲۷ .۷)

فراهم را ۱)⁃بعدی + ۲) کسری مرتبه حرارت انتقال معادله کاهش یافته صورت زیر قضیه
ͬ کند. م

کسری مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادله به (۲ .۷) معادله (۲۷ .۷) متشابه تبدیلات .۱ .۴ .۷ قضیه
ͬ دهد: م کاهش زیر ۱)⁃بعدی + ۲)(

P
1+αγ/1−γ,α
− 1
σ1
,− 1
σ2
,− 1
σ3

V

)
(ξ, ϕ, ψ)− aV a−1V 2

ξ − bV b−1V 2
ϕ − cV c−1V 2

ψ − V aVξξ

−V bVϕϕ − V cVψψ − δV γ = 0, (۲۸ .۷)
(۶ .۴ .۱) تعمیم یافته چپ اردلͬ⁃کوبر کسری مشتق عمل·ر (P 1+αγ/1−γ,α

−1/σ1,−1/σ2,−1/σ3
V
) آن در که

پارامترهای با
σ1 =

α (a+ 1− γ)

2 (1− γ)
, σ2 =

α (b+ 1− γ)

2 (1− γ)
, σ3 =

α (c+ 1− γ)

2 (1− γ)
.

است.
ریمن⁃ کسری مشتق این صورت، در ،n − 1 < α < n, (n = 1, 2, 3, ...) ب·یرید فرض برهان.

است زیر به صورت t متغیر به نسبت (۲۷ .۷) متشابه تبدیل برای لیوویل
Dα
t u =

∂n

∂tn

[
1

Γ(n− α)

∫ t

0

τα/(1−γ)V (xτσ1 , yτσ2 , zτσ3)

(t− τ)−α
dτ

]
.

قابل نیز زیر به صورت فوق معادله رو این از .dτ = −(t/s2)ds نتیجه در ،s = t/τ ب·یرید فرض
است بیان

Dα
t u =

∂n

∂tn

[
t1−α+α/(1−γ)

Γ(n− α)

∫ ∞

1
sα−2−α/(1−γ)V (ξs−σ1 , ϕs−σ2 , ψs−σ3)

(s− 1)α
ds

]
,

=
∂n

∂tn

[
tαγ/(1−γ)

(
K

1+α/(1−γ),n−α
−1/σ1,−1/σ2,−1/σ3

V
)
(ξ, ϕ, ψ)

]
. (۲۹ .۷)



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۶۲
(ξ = xt−σ1 , ϕ = yt−σ2 , ψ = zt−σ3) ناوردا از ،(۲۹ .۷) معادله ی از راست سمت کردن ساده به منظور

داریم
t
∂

∂t
V (ξ, ϕ, ψ) = σ1ξVξ + σ2ϕVϕ + σ3ψVψ.

ͬ شود م نتیجه زیر تساوی بنابراین
Dα
t u = t

αγ
(1−γ)

(
1− αγ

(1− γ)
+ σ1ξ

∂

∂ξ
+ σ2ϕ

∂

∂ϕ
+ σ3ψ

∂

∂ψ

)
×

(
K

1+
α

(1−γ) ,n−α

− 1
σ1
,− 1
σ2
,− 1
σ3

V

)
(ξ, ϕ, ψ) ,

... (۳۰ .۷)
= t

αγ
(1−γ)

(
P

1+
αγ
1−γ ,α

− 1
σ1
,− 1
σ2
,− 1
σ3

V

)
(ξ, ϕ, ψ) .

معادله در (۳۰ .۷) جای·ذاری اکنون است. برقرار n − 1 < α ≤ n ازای به (۳۰ .۷) عبارت لذا
ͬ کند. م کامل را اثبات مذکور، فرضیات با (۲ .۷) غیرخطͬ ناهمسانگرد انتشار

q (u) = و f (u) = uσ (σ ̸= 0,−4/5, 2α/(1− α)) انتخاب با (۲ .۷) انتشار معادله .۲ .۴ .۷ مثال
تقارن داری δuσ+1

X = σt
∂

∂t
+ (α− 1)u

∂

∂u
,

،u = t−α/σV (x, y, z) صورت به تقارن این نظیر ناورداهای .( ۶ .۷ جدول در III.4 (بخش است
ͬ دهند م کاهش زیر غیرکسری PDE به را (۲ .۷) معادله

(Vxx + Vyy + Vzz)V
σ + σ

(
V 2
x + V 2

y + V 2
z

)
V σ−1 + δV σ+1 − λV = 0,

آن در که
λ =

Γ
(
1− α

σ

)
Γ
(
1 +

α

σ
− α

) .
شود، اختیار q (u) = 0 و f (u) = u2α/(1−α) که حالتͬ در (۲ .۷) انتشار معادله .۳ .۴ .۷ مثال

تقارن
X = t2

∂

∂t
+ (α− 1) tu

∂

∂u
,

به فوق مولد با تبدیلات گروه تحت ناوردا جواب .( ۶ .۷ جدول در III.4 بخش ) ͬ پذیرد م
است زیر صورت

u = tα−1V (x, y, z) ,

PDE در V (x, y, z) تابع که
(Vxx + Vyy + Vzz)V +

2α

1− α

(
V 2
x + V 2

y + V 2
z

)
= 0,

ͬ کند. م صدق



۱۶۳ بعدی سه حرارت انتقال معادله
ͬ پذیرد. م صورت نامتناهͬ گروه توسط (۲ .۷) معادله کاهش یافته صورت ΁ی .۴ .۴ .۷ مثال

به صورت (۲ .۷) معادله منظور، بدین
Dα
t u =

(ux
u

)
x
+ (uy)y +

(uz
u

)
z
+ δu (۳۱ .۷)

معادله این صورت در ب·یرید. درنظر q (u) = δu و f (u) = h (u) = u−1, g (u) = 1 انتخاب با
به صورت تقارنͬ دارای (۵ .۷ جدول در V.3 حالت (طبق (۳۱ .۷)

X∞ = A (x, z)
∂

∂x
+B (x, z)

∂

∂z
− 2Axu

∂

∂u

کوشͬ⁃ریمن دستگاه از جواب هایی B (x, z) و A (x, z) دلخواه توابع که است
Axx +Azz = 0, Ax −Bz = 0, Az +Bx = 0,

است: زیر صورت به دستگاه این جواب ΁ی هستند.
A (x, z) = ex cos z, B (x, z) = ex sin z.

مشخصه معادلات حل با X∞ نامتناهͬ ΁کوچ بی نهایت مولد نظیر متشابه متغیرهای بنابراین
dx

ex cos z
=
dy

0
=

dz

ex sin z
=
αdt

0
=

du

−2uex cos z
,

صورت به
ξ = e−x sin z, φ = y, τ = t, V (φ, ξ, τ) = e2xu (x, y, z, t) ,

است: زیر معادله از جوابی V تابع که ͬ شود م نتیجه
Dα
τ V =

Vξξ
V

−
V 2
ξ

V 2
+ Vφφ + δV.

q (u) = و f (u) = h (u) = 1, g (u) = u−4/3 انتخاب با (۲ .۷) انتشار معادله .۵ .۴ .۷ مثال
ͬ شود م نوشته زیر صورت به δu−1/3

Dα
t u = uxx −

−4

3
u−

7
3u2y + u−

4
3uyy + uzz + δu−

1
3 , (۳۲ .۷)

تقارن و
X = 2eωy

∂

∂y
− 3ωeωyu

∂

∂u
,

.ω = 2/
√
3 نتیجه در و δ = 1 ͬ کنیم م فرض ͬ پذیرد م ۵ .۷ جدول در (I.5 حالت طبق )

هستند زیر صورت به متناظر ناورداهای
u = e−

3
2ωyV (x, z, t) .

کسری PDE به δ = 1 برای (۳۲ .۷) غیرخطͬ انتشار معادله فوق، ناورداهای جای·ذاری با
ͬ باید م کاهش زیر خطͬ

Dα
t V = Vxx + Vzz.



کسری مرتبه غیرخطͬ حرارت انتقال معادلات ۱۶۴

پایستگͬ قوانین ۵ .۷
جزئͬ دیفرانسیل معادلات انواع نظیر پایستگͬ قوانین ساختن برای مؤثر روشͬ ͷپن فصل در
کافیست تقارن ها از استفاده با پایستگͬ مؤلفه های یافتن برای دادیم. ارائه کسری مرتبه
اعمال لاگرانژی روی بر را شد محاسبه آن صریح فرمول فصل این در که نوتری عمل·رهای
در کسری حرارت انتقال معادله محاسبات، در اختصار و سادگͬ جهت بخش این در ͬ کنیم م
حالت در (۳ .۷) زمان⁃کسری انتشار معادله ͬ گیریم. م درنظر هم·ن و ی΁⁃بعدی حالت

صورت به q = 0 هم·ن
Dα
t u = (f(u)ux)x, α ∈ (0, 2), t ∈ (0, T ]. (۳۳ .۷)

قانون صورت به ͬ تواند م ریمن⁃لیوویل کسری مشتق گرفتن نظر در با معادله این است.
صورت: به (۹ .۴) پایستگͬ

Ct = Dn−1
t (In−αt u), Cx = −f(u)ux, n = 1, 2, (۳۴ .۷)

نوشته زیر پایستگͬ فرم به ͬ تواند م است کاپوتو نوع از معادله مشتق ͬ که حالت در شود. نوشته
شود:

Ct = In+1−α(Dn
t u), Cx = −f(u)ux, n = 1, 2.

اویلر⁃ معادله ΁ی ΁کلاسی انتشار معادله همانند درست (۳۳ .۷) کسری زمان انتشار معادله
مینیمم با تغییراتͬ اصل از ͬ تواند نم (۳۳ .۷) معادله که معناست بدان این نیست. لاگرانژ
کسری یا و صحیح مرتبه انتگرال و مشتق هر و u ، t ، x متغیرهای به وابسته لاگرانژی سازی
نیست. آن ΁کلاسی مفهوم به لاگرانژی دارای (۳۳ .۷) معادله پس شود. نتیجه ،u به وابسته

زیراست: صورت به (۳۳ .۷) معادله برای قراردادی لاگرانژی
L = v(x, t)[Dα

t u− f ′(u)u2x − f(u)uxx],

است: زیر صورت به δ

δu
اویلر⁃لاگرانژ عمل·ر است. جدید متغیر ΁ی v آن در که

δ

δu
=

∂

∂u
+ (Dα

t )
∗ ∂

∂(Dα
t u)

−Dx
∂

∂ux
+D2

x

∂

∂uxx
.

عمل·رهای از ΁هری برای الحاقͬ عمل·ر است. (Dα
t u) از الحاقͬ عمل·ر (Dα

t )
∗ فوق رابطه در

الحاقͬ عمل·ر مقدمات، این با ͬ شود. م تعریف مجزا طور به کاپوتو و ریمن⁃لیوویل مشتق
هستند: زیر صورت به معادله این در مشتق مختلف حالت های برای

(Dα
t )

∗ = (−1)ntI
n−α
T (Dn

t ) ≡ C
t D

α
T , (Ct D

α)∗ = (−1)nDn
t

(
tI
n−α
T

)
≡ tD

α
T ,

C
t D

α
T عمل·رهای ،n− α مرتبه از راست کسری انتگرال عمل·ر tI

n−α
T و n = [α] + 1 آن در که

معادله برای الحاقͬ معادله هستند. ریمن⁃لیوویل و کاپوتو راست کسری مشتق های tD
α
T و



۱۶۵ پایستگͬ قوانین
است: زیر صورت به زمان⁃کسری انتشار

(Dα
t )

∗v − f(u)vxx = 0, n = [α] + 1, α ∈ (0, 2). (۳۵ .۷)
شمار به غیرخطͬ خودالحاق (۳۳ .۷) کسری معادله شد، اشاره قبل فصل های در که همانطور
کسری معادله با هم ارز v = φ(x, t, u) ̸= 0 جای·ذاری با آن نظیر الحاقͬ معادله هرگاه ͬ رود م
نظیر پایستگͬ بردار مؤلفه های باشد، داشته وجود جای·ذاری چنین اگر شود. (۳۳ .۷) اولیه

تقارن
X = ξ (x, t, u)

∂

∂x
+ τ (x, t, u)

∂

∂t
+ η (x, t, u)

∂

∂u
,

ͬ شوند م داده زیر صریح فرمول با
Ct = N t (L) , Cx = N x (L) ,

صورت به ریمن⁃لیوویل کسری مشتق برای N t و N x نوتر عمل·رهای که
N x = ξI +W

(
∂

∂ux
−Dx

∂

∂uxx

)
+Dx (W )

∂

∂uxx
, (۳۶ .۷)

N t = τI +
n−1∑
k=0

(−1)kDα−1−k
t (W )Dk

t

∂

∂ (Dα
t u)

− (−1)n J

{
W,Dn

t

∂

∂ (Dα
t u)

}
; (۳۷ .۷)

صورت به N t عمل·ر کاپوتو، کسری مشتق برای

N t = τI +
n−1∑
k=0

Dk
t (W )tD

α−1−k
T

∂

∂ (CDα
t u)

− J

{
Dn
t (W ) ,

∂

∂ (CDα
t u)

}
(۳۸ .۷)

انتگرال با
J {f, g} =

1

Γ (n− α)

∫ t

0

∫ T

t

f (s, x) g (r, x)

(r − s)α+1−n drds,

است صادق زیر رابطه در و ͬ شود م تعریف
DtJ {f, g} = f tI

n−α
T g − gIn−αt f.

کسری مشتق با f (u) دلخواه تابع برای (۳۳ .۷) معادله حالت ͬ ترین کل با را محاسبات اکنون
از دوبعدی جبرلͬ ΁ی (۳۳ .۷) معادله α ∈ (0, 2) برای ͬ کنیم. م آغاز کاپوتو و ریمن⁃لیوویل

ͬ پذیرد: م زیر تقارن های
X1 =

∂

∂x
, X2 = αx

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
. (۳۹ .۷)

ͬ شود. م پدیدار زیر حالات در جبر از تعمیمͬ
ͬ شود م حاصل زیر اضافͬ تقارن α ∈ (0, 2) و f (u) = uβ (β ̸= 0) هرگاه

X
(1)
3 = βx

∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
.
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داشت خواهد وجود زیر افزوده تقارن β = −4/3

(
f (u) = u−4/3

) که حالتͬ در
X

(1)
4 = x2

∂

∂x
− 3xu

∂

∂u
. (۴۰ .۷)

α ∈ (0, 2) و β = −2α/ (α− 1) انتخاب با ریمن⁃لیوویل کسری مشتق برای همچنین،
ͬ پذیرد م را زیر عمل·ر (۳۳ .۷) معادله

X
(2)
4 = t2

∂

∂t
+ (α− 1) tu

∂

∂u
. (۴۱ .۷)

را زیر تقارن (۳۳ .۷) معادله f (u) = eu, α ∈ (0, 2) و کاپوتو کسری مشتق برای نهایت در
داشت خواهد

X
(2)
3 = x

∂

∂x
+ 2

∂

∂u
. (۴۲ .۷)

معادله این اگرچه، است. u متغیر به وابسته (۳۵ .۷) الحاقͬ معادله ،f = f (u) که حالتͬ در
(۳۳ .۷) معادله از غیرخطͬ خودالحاقͬ شرط دی·ر عبارت به داشت خواهد u از مستقل جوابی
الحاقͬ معادله ͬ بریم، م کار به را ریمن⁃لیوویل کسری مشتق که صورتͬ در است. برقرار
از مستقل الحاقͬ معادله جواب و است راست کاپوتو کسری مشتق شامل (۳۵ .۷) متناظر

است: زیر صورت دارای u متغیر

v (x, t) =

 c1 + c2x, α ∈ (0, 1) ;

c1 + c2x+ (c3 + c4x) t, α ∈ (1, 2)
(۴۳ .۷)

هستند. دلخواه ci (i = 1, 2, 3, 4) ثابت های که
ریمن⁃لیوویل کسری مشتق شامل (۳۵ .۷) الحاقͬ معادله کاپوتو، کسری مشتق برای

است: زیر صورت دارای u متغیر از مستقل الحاقͬ معادله جواب این صورت در است. راست

v (x, t) =

 (T − t)α−1 (c1 + c2x) , α ∈ (0, 1) ;

(T − t)α−1 [c1 + c2x+ (c3 + c4x) t] , α ∈ (1, 2)
(۴۴ .۷)

هستند. دلخواه ci (i = 1, 2, 3, 4) ثابت های
خودالحاق (۳۳ .۷) انتشار معادله که است معنͬ این به (۴۴ .۷) و (۴۳ .۷) جواب های وجود
پایستگͬ قوانین قراردادی، لاگرانژی در جواب ها این جای·ذاری با اکنون است. غیرخطͬ
⁃لیوویل ریمن کسری مشتق با را (۳۳ .۷) معادله منظور، بدین ͬ کنیم. م محاسبه را مربوطه
نوتری عمل·رهای کارگیری به با را جدید غیربدیهͬ پایستگͬ مؤلفه های ͬ گیریم. م نظر در
α ∈) زیرانتشار حالت برای (۴۱ .۷)⁃(۳۹ .۷) تقارن های و (۴۳ .۷) از v (x, t) تابع با (۳۶ .۷)
زیر مؤلفه های دارای (۳۳ .۷) معادله نظیر جدید غیربدیهͬ پایستگͬ بردار تنها ͬ یابیم، م ((0, 1)

است
Ct = xI1−αt u, Cx = F (u)− xf (u)ux, (۴۵ .۷)



۱۶۷ پایستگͬ قوانین
c1 نظیر بدیهͬ پایستگͬ بردار X1 عمل·ر که است ذکر به لازم .F ′ (u) = f (u) ͬ که قسم به
ثابت برای و (۳۴ .۷) صورت به پایستگͬ بردار c1 ثابت نظیر X3 و X2 عمل·رهای ͬ کند. م ایجاد
و (۴۵ .۷) پایستگͬ بردار c1 ثابت برای X(1)

4 عمل·ر ͬ دهند. م نتیجه را (۴۵ .۷) صورت به c2
ͬ سازد. م بدیهͬ بردارپایستگͬ c2 نظیر

ثابت های برای (۴۰ .۷) تقارن نظیر جدید پایستگͬ بردار دو f (u) = u2α/1−α که حالتͬ در
ͬ شود م یافت (۴۷ .۷) c2 و (۴۶ .۷) c1

Ct = tI1−αt u− I2−αt u, Cx = −tu
2α
1−αux, (۴۶ .۷)

Ct = x
(
tI1−αt u− I2−αt u

)
, Cx = −tu

2α
1−α

(
1− α

1 + α
u− xux

)
. (۴۷ .۷)

جدول در ریمن⁃لیوویل کسری مشتق با موج انتشار معادله برای پایستگͬ بردار مؤلفه های
بردار همان ۷ .۷ جدول در پایستگͬ بردار اولین که ͬ کنیم م نشان خاطر است. شده حاضر ۷ .۷
به ͬ گیریم. م نظر در کاپوتو کسری مشتق با را (۳۳ .۷) معادله اکنون است. (۳۴ .۷) پایستگͬ

ریمن⁃لیوویل کسری مشتق با موج انتشار معادله نظیر پایستگͬ بردارهای :۷ .۷ جدول
شماره شار چ·الͬ
1. Cx = −k (u)ux Ct = Dα−1

t u

2. Cx = −tk (u)ux Ct = tDα−1
t u− I2−α

t u

3. Cx = K (u)− xk (u)ux Ct = xDα−1
t u

4. Cx = −tK (u)− txk (u)ux Ct = txDα−1
t u− xI2−α

t u

5. Cx = −t2k (u)ux Ct = t2Dα−1
t u− 2tI2−α

t u+ 2xI3−α
t u

6. Cx = t2K (u)− t2xk (u)ux Ct = t2xDα−1
t u− 2txI2−α

t u+ 2xI2−α
t u

(۳۸ .۷) نوتری عمل·رهای کارگیری به با را جدید غیربدیهͬ پایستگͬ مؤلفه های مشابه، طور
جدید پایستگͬ قانون چهار ͬ یابیم. م (۴۲ .۷)⁃(۳۹ .۷) تقارن های و (۴۴ .۷) از v (x, t) تابع با
است. شده آورده ۸ .۷ جدول در که ͬ شود م یافت کاپوتو کسری مشتق با انتشار زیر معادله برای

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Φ(t) تابع
Φ(t) =

1

αΓ (1− α)

(
1− t

T

)α
2

F1

(
α, α;α+ 1; 1− t

T

)
,

توانͬ سری های برحسب و است گاوس هندسͬ فوق تابع 2F1 (, ; ; ) آن در که

2F1 (a, b; c; z) =

∞∑
n=0

(a)n (b)n
(c)n

zn

n!
, |z| < 1,

بدین و است صعودی فاکتوریل یا پاچه  مر نماد (q)n از منظور فوق فرمول در ͬ شود. م نوشته
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ͬ شود: م تعریف صورت

(q)n =


1 n = 0,

Γ (q + n)

Γ (n)
n > 0.

یافت کاپوتو کسری مشتق با غیرخطͬ موج انتشار معادله برای جدید پایستگͬ قانون شش
کاپوتو کسری مشتق با انتشار زیر معادله نظیر پایستگͬ بردارهای :۸ .۷ جدول

شماره شار چ·الͬ
1. Cx = − (T − t)

α−1
k (u)ux Ct = u (0, x)Φ (t) + (T − t)

α
I1−α
t

(
u

T − t

)
2. Cx = − (T − t)

α−2
k (u)ux Ct = (T − t)

α−1
I2−α
t

(
ut

T − t

)
3. Cx = (T − t)

α−1
[K (u)− xk (u)ux] Ct = xu (0, x)Φ (t) + x (T − t)

α
I1−α
t

(
u

T − t

)
4. Cx = (T − t)

α−2
[K (u)− xk (u)ux] Ct = x (T − t)

α−1
I2−α
t

(
ut

T − t

)

شده استفاده ۹ .۷ جدول در زیر مفاهیم همچنین است. شده ارائه ۹ .۷ جدول در که شده
است.

Φ(t) =
1

(α− 1) Γ (2− α)

(
1− t

T

)α−1

2

F1

(
α− 1, α− 1;α; 1− t

T

)
,

Ψ(t) =
1

αΓ (2− α)

(
1− t

T

)α
2

F1

(
α− 1, α;α+ 1; 1− t

T

)
,

(
F I2−αt f

)
(t) =

1

Γ (2− α)

∫ t

0

f (t)

(t− s)α−1
2

F1

(
1, 1; 2− α;

t− s

T − s

)
ds,

کاپوتو کسری مشتق با موج انتشار معادله نظیر پایستگͬ بردارهای :۹ .۷ جدول
شماره شار چ·الͬ
1. Cx = − (T − t)

α−3
k (u)ux Ct = (T − t)

α−2
I3−α
t

(
utt
T − t

)
2. Cx = − (T − t)

α−2
k (u)ux Ct = Φ(t)ut (0, x) + (T − t)

α−1
I2−α
t

(
ut

T − t

)
3. Cx = − (T − t)

α−1
k (u)ux Ct = Ψ(t)ut (0, x) + (T − t)

α F I2−α
t

(
ut

T − t

)
4. Cx = (T − t)

α−3
[K (u)− xk (u)ux] Ct = x (T − t)

α−2
I3−α
t

(
utt
T − t

)
5. Cx = (T − t)

α−2
[K (u)− xk (u)ux] Ct = Φ(t)ut (0, x) + x (T − t)

α−1
I2−α
t

(
ut

T − t

)
6. Cx = (T − t)

α−1
[K (u)− xk (u)ux] Ct = xΨ(t)ut (0, x) + x (T − t)

α F I2−α
t

(
ut

T − t

)
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Aabstract

The scope of this thesis is to analysis geometric aspects of Lie theory of differential

equations in order to study solutions and conservation laws of general non-linear heat

transfer equation including its extension to fractional form. The thesis is written in seven

chapters.

The first chapter contains the basic notations and definitions of geometric concepts,

such as jet space, prolongation, Lie symmetries, equivalence transformations, etc. Also,

some basic concepts of fractional calculus are given in this chapter.

The second chapter is devoted to studying the conservation laws, their methods of

calculations and potential symmetries. In Chapter 3 a thorough analysis of the equivalence

transformations, symmetries and conservations laws of the nonlinear wave equations are

presented.The generalization of the Lie group analysis to fractional partial differential

equations and the computation of the conservation laws is included in Chapters 4 and 5.

In Chapter 6, all discussed methods and concepts are implemented for the anisotropic

nonlinear heat transfer equation. The complete classification of admitted point symmetries

is presented. In the last part of the thesis, we present the equivalence transformations of

the time-fractional anisotropic nonlinear heat transfer equation. Then, a classification of

symmetries and conservation laws for one and three-dimensional cases is presented.

Keywords:

Nonlinear heat transfer equations of fractional order, Lie symmetries, Invariant solu-

tions, Conservation law.
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