




ریاضͬ علوم دانش΄ده

مالͬ ریاضͬ ارشد کارشناسͬ پایان نامه

انتخاب برای چندهدفه احتمالͬ معاملاتͬمدل هزینه با پورتفوی
ساکͬ معصومه نگارنده:

راهنما استادان

ناظمͬ علیرضا دکتر
آبادی عطا عبدالباقͬ عبدالمجید دکتر

١٣٩٨ دی ١٧







به: تقدیم

پدرم پاک روح
و

عشق و فداکاری بی کران دریای مادرم

و



راستای در را ΁کوچ چند هر کاری انجام توفیق که ͬ گویم م سپاس را منان خداوند
فرمود. عطا من به علم

« الخالق یش΄ر لم المخلوق یش΄ر لم من »

من مشوق همیشه که عزیزم خانواده ی زحمات از ͬ دانم م لازم خود بر چیز هر از قبل
سربلندی و عزت با عمر طول برایشان و نمایم سپاس گزاری بوده اند دانش تحصیل در

نمایم. آرزو سلامتͬ و
علیرضا دکتر آقای جناب ارجمند استاد همیش·ͬ راهنمایی های و هدایت درایت، بدون
راهنمایی های و تجربیات هم و بوده ام بهره مند ایشان درس کلاس از هم که ناظمͬ
داده اند، قرار جانب این اختیار در صادقانه پایان نامه این هدایت در را خویش ارزنده
ایشان روزافزون موفقیت و سعادت سلامت، منان، ایزد از نبود. کار این اتمام ام΄ان

خواستارم. را
کلاس از که آبادی، عطا عبدالباقͬ عبدالمجید دکتر آقای محترم استاد از همچنین
مفید بسیار راهنمایی همواره تحصیل دوران طول در و بودم بهره مند ایشان عالͬ درس

خواستارم. را ایشان توفیق و سلامتͬ خداوند، از و دارم را تش΄ر نهایت بودند دانا و

ساکͬ معصومه
١٣٩٨ دی ١٧

ز



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی ساکͬ معصومه اینجانب
پورتفوی انتخاب برای چندهدفه احتمالͬ مدل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه
آبادی عطا عبدالباقͬ عبدالمجید و ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ، معاملاتͬ هزینه با

ͬ شوم: م متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
ساکͬ معصومه
١٣٩٨ دی ١٧

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح





چ΄یده
مدل سازی دنبال به ام΄انͬ نظریه از استفاده و فازی اعداد انواع بردن کار به با پژوهش این در
شب΄ه ی متدلوژی مبنای بر سرمایه گذاری بهینه ال·وی تعیین کار، این هدف که هستیم ام΄انͬ
اوراق بورس در بهینه پرتفوی تش΄یل در مثلثͬ و ذوزنقه ای ،L − R فازی اعداد برای عصبی
تا ͬ پردازد م «΁ریس» کردن کم و «بازده» رساندن حداکثر به کلͬ هدف به که است. بهادار
برنامه ریزی چندهدفه مسأله حل به هدف، این تحقق برای بنابراین کند. پیدا را بهینه پرتفوی
بقیه گرفتن نادیده و زمان ΁ی در هدف توابع کردن کمینه با زیمرمن روش به غیرخطͬ
و میانگین‐واریانس مدل های کردن جای·زین با این بر علاوه ͬ شود. م پرداخته هدف توابع
در بهینه پرتفوی انتخاب مارکوویتز میانگین‐واریانس مدل جای به معیار میانگین‐انحراف

ͬ شود. م بررسͬ ام΄انͬ، فضای

کلیدی: کلمات
هدف توابع ام΄انͬ، فضای بهینه، پرتفوی میانگین‐واریانس، مدل غیرخطͬ، برنامه ریزی

ی







مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
١ مقدماتͬ مطالب و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرتفوی بر مقدمه ای ١. ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتظار مورد بازده محاسبه ١. ١. ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁ریس محاسبه ١. ١. ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه های نظریه ١. ٢
۴ . . . . . . . . . . فازی های مجموعه نظریه مفاهیم بر مروری ١. ٢. ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد ١. ٢. ٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال نظریه مفاهیم بر مروری ١. ٣
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ام΄انͬ برنامه ریزی ۴ .١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . ام΄ان نظریه مفاهیم بر مروری ١ .۴ .١

٢١ فازی اعداد ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢. ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد از ام΄انͬ میانگین ارزش ٢. ٢
٢۵ . . . . . . . . بالا و پایین احتمالͬ و ام΄انͬ میانگین مقادیر بین ارتباط ٢. ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد واریانس ۴ .٢

٣١ معامله هزینه با پورتفوی انتخاب برای چندهدفه ام΄انͬ مدل ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣. ١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پورتفوی انتخاب مسأله ٣. ٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی عدد ٣. ٢. ١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . ام΄انͬ میانگین مقدار و واریانس ٣. ٢. ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندهدفه ام΄انͬ مدل ٣. ٣

م



مطالب فهرست ن
٣۶ (MONLP خطͬ( غیر برنامه ریزی چندهدفه مسأله ریاضͬ: تحلیل و تجزیه ۴ .٣
٣۶ . . . . . . . (MONLP خطͬ( غیر برنامه ریزی چندهدفه مسأله ١ .۴ .٣
٣٧ چندهدفه غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله حل برای فازی برنامه ریزی روش ٢ .۴ .٣
٣٩ . هدفه سه پرتفوی انتخابی مدل حل برای فازی برنامه ریزی روش ٣ .۴ .٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ۵ .٣

۴۵ ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ .۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢ .۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . پرتفوی انتخاب برای میانگین‐واریانس مدل ٣ .۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . L−R فازی اعداد از خاصͬ حالت های ۴ .۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ فازی عدد ١ .۴ .۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . ام΄انͬ بهینه پرتفوی مدل ١. ١ .۴ .۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه ای فازی عدد ٢ .۴ .۴
۵٣ . . . . . . . بالا و پایین ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢. ١ .۴ .۴
۵۴ . پرتفوی انتخاب ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل های ٢. ٢ .۴ .۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل ۵ .۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۶ .۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L−R فازی عدد ١ .۶ .۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ فازی عدد ٢ .۶ .۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه ای فازی عدد ٣ .۶ .۴
٧١ تهران بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت های از عددی مثال های ٧ .۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L−R فازی عدد ٧. ١ .۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ فازی عدد ٧. ٢ .۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه ای فازی عدد ٧. ٣ .۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری ٨ .۴

٨٧ ͽمراج



تصاویر فهرست
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه تابع و عضویت تابع ١. ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ã ⊆ B̃ مجموعه زیر ١. ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه دو اشتراک و اجتماع ١. ٣
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه متمم ۴ .١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B̃ نرمال غیر و Ã نرمال مجموعه ۵ .١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ فازی عدد عضویت تابع ۶ .١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه ای فازی عدد عضویت تابع ١. ٧
١٩ . . . . . . . . . . . . سریع  تایپیست های مجموعه عضویت تابع نمودار ١. ٨
٢٠ . . . . . . . تایپیست  به عنوان فرد ΁ی استخدام ام΄ان توزیع تابع نمودار ١. ٩

مجموعه عضویت تابع نمودار و فرد ΁ی استخدام ام΄ان توزیع تابع نمودار ١. ١٠
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی 
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه ای فازی عدد ٣. ١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هدف تابع ٣. ٢
۶٣ . . . . . . . . پرتفوی ام΄انͬ معیار انحراف میانگین و ام΄انͬ بازده های ١ .۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L−R فازی عدد ٢ .۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ فازی عدد ٣ .۴
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٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه ای فازی عدد ٨ .۴
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ف





١ فصل
مقدماتͬ مطالب و تعاریف

پرتفوی بر مقدمه ای ١. ١
سرمایه گذاری اقتصادی، توسعه در مشارکت برای سرمایه گذاران دغدغه ͬ ترین اصل امروز، دنیای در
سرمایه گذاران اصلͬ هدف است. پرتفوی١ ایجاد طریق از بهادار اوراق بورس و سرمایه بازار در
سود طوری که به است، سهم چند بین سرمایه گذاری ΁ریس نمودن تقسیم پرتفوی، ایجاد از
سود کسب دنبال به کار این با ͽواق در ͬ کند. م جبران را دی·ر سهم از حاصل زیان سهم، ΁ی

هستند. ΁ریس رساندن حداقل به حال عین در و بیشتر بازده یا
سرمایه گذاران ͬ آیند. م حساب به سهام در سرمایه گذاری اساسͬ عنصر دو ΁ریس و بازده
دارایی های و ... طلا، زمین، نقد، پول مانند خود واقعͬ دارایی های و منابع با متناسب
سرمایه گذاری و پرتفوی ایجاد به اقدام اطمینان عدم شرایط در بهادار، اوراق انواع چون مالͬ
جهت مناسبی ابزار که است کاربردی مدل های ͬ ترین قدیم از ی΄ͬ مارکوویتز٢ مدل ͬ کنند. م
مدل، این در اصلͬ پارامترهای ͬ رود. م شمار به پرتفوی تش΄یل منظور به سرمایه گذاران یاری

ͬ کنند. م پیروی نرمال توزیع از که هستند ΁ریس و انتظار مورد بازده
͹سط قبول با و است گریز ΁ریس سرمایه گذار که است استوار فرض ها این بر مارکوویتز مدل
برای که است پذیر ΁ریس برعکس یا و ͬ برد م بالا را انتظار مورد بازده ،΁ریس از مشخصͬ
عقلایی رفتاری سرمایه گذار همچنین، است. ΁ریس کم ترین خواهان بازده، از معینͬ ͹سط

1Portfolio
2Markowitz

١



مقدماتͬ مطالب و تعاریف ٢
ایراداتͬ نیز مارکوویتز روش اما کند. سرمایه گذاری سهام چندین در ͬ کند م سعͬ یعنͬ دارد،

دارد.
مارکوویتز: مدل ایرادات

در سرمایه گذاری نسبت پایین و بالا کران به مربوط محدودیت و سهم ها تعداد مدل این ١‐در
است. نشده گرفته نظر در سهم، هر

تنها معیار انحراف یا واریانس چون ندارد، نرمال غیر توزیع های برای پاسخͬ هیچ مدل ٢‐این
است. قبول قابل کارا بازار در و نرمال توزیع با سهم ΁ی برای

اهداف بودن معیاره چند ویژگͬ و است بازده و ΁ریس معیار دو پایه بر تنها مدل ٣‐این
ͬ دهد. نم قرار مدنظر را تصمیم گیران

ͬ شود. م دشوار و زیاد محاسبات حجم سهم ها، تعداد افزایش ۴‐با

برای که سهم چند یا ΁ی به مالͬ وجوه تبدیل از است عبارت (سرمایه گذاری) .١. ١. ١ تعریف
شد. خواهد نگهداری آینده زمان در مدتͬ

سرمایه گذار ΁ی که است، دارایی ها سایر یا سهام از مناسب ترکیبی (پرتفوی) .١. ١. ٢ تعریف
است. کرده خریداری را آن ها

پیوسته وقوع به یا شده کسب گذشته در که است سودی میزان واقعͬ) (بازده .١. ١. ٣ تعریف
است.

΁ی طͬ دارد انتظار سرمایه گذار که است تخمینͬ سود انتظار) مورد (بازده .۴ .١. ١ تعریف
آورد. به دست آینده در دوره

موردانتظار، بازده از سرمایه گذاری ΁ی واقعͬ بازده اختلاف میزان (΁ریس) .۵ .١. ١ تعریف
ͬ شود. م نامیده ΁ریس

طور به هستند. بیشتر بازده و سود کسب به دنبال سرمایه گذاری در همواره سرمایه گذاران
و سهم هر خرید قیمت تغییر از ناشͬ بازده است: شده تش΄یل جزء دو از پرتفوی بازده کلͬ
کل بازده جزء، دو این مجموع دوره. هر در سود دریافت از ناشͬ بازده همچنین و آن فروش

[٢] است: زیر صورت به سهم هر برای که ͬ دهد م تش΄یل را سهام
سهم هر کل بازده = دریافتͬ سود ± قیمت کاهش یا قیمت افزایش

انتظار مورد بازده محاسبه ١. ١. ١
برای سهم هاست. از ΁ی هر موردانتظار بازده از وزنͬ میانگین پرتفوی، موردانتظار بازده

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را دوره ΁ی طول در بازده نرخ مقدار، این محاسبه
r =

P٢ − P١ +Dir

P١
(١. ١)



٣ فازی مجموعه های نظریه
آن: در که

دوره، ابتدای قیمت :P١
دوره، انتهای قیمت :P٢

ͬ باشد. م جاری دوره طͬ سهام سود :Dir

΁ریس محاسبه ١. ١. ٢
ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به سهم هر ΁ریس

σp =
√∑

(ri − r̄)٢/n− ١
آن: در که
بازده، :ri

بازده، میانگین :r̄
است. مطالعه مورد دوره های تعداد n و

از جفت هر بازده های میان ارتباط میزان مطلق معیار کوواریانس (کوواریانس) .۶ .١. ١ تعریف
کوواریانس مورد در ͬ دهد. م نشان را زمان طول در سهم دو تغییرات میزان و است بهادار اوراق

دهد: رخ است مم΄ن حالت سه
حرکت جهت ΁ی در هم زمان بهادار اوراق دو بازده های حالت این در که مثبت، حالت ‐١

ͬ کنند. م
ͬ کنند. م عمل معکوس صورت به بهادار اوراق دو بازده های حالت این در که منفͬ، ٢‐حالت
ͬ کنند. م عمل هم از مستقل کاملا́ بهادار اوراق دو بازده های حالت این در که صفر، ٣‐حالت
انتخاب ͬ گذارد، م تأثیر سرمایه گذار رفتار بر که نامطمئنͬ عوامل و بازار نوسانات به دلیل

ͬ شود. م بررسͬ فازی نظریه از استفاده با پرتفوی

فازی مجموعه های نظریه ١. ٢
شد. ابداع ٣ زاده عس·ر لطفͬ دکتر توسط (١٩۶۵) سال در بار اولین فازی مجموعه های نظریه
در گوناگونͬ کاربردهای و یافته زیادی تعمیق و گسترش تاکنون آن ارائه زمان از نظریه این
اطمینان عدم شرایط در کار نظریه نظریه، این ͽواق در .[١] است کرده پیدا مختلف زمینه های
که دستگاه هایی و متغیرها مفاهیم، از بسیاری است قادر نظریه این ͬ باشد. م مبهم شرایط و
تصمیم گیری و کنترل استدلال، برای را زمینه و بخشیده ریاضͬ صورت بندی را هستند نادقیق

آورد. فراهم مبهم یا نادقیق اطمینان، عدم شرایط در
3Zade



مقدماتͬ مطالب و تعاریف ۴

فازی های مجموعه نظریه مفاهیم بر مروری ١. ٢. ١
تابع این صورت در باشد. R از زیرمجموعه ΁ی A کنید فرض مشخصه) (تابع .١. ٢. ١ تعریف

.[ ١] ͬ کنند. م تعریف زیر به صورت و ͬ دهند م نشان χA(x) با را A به مربوط مشخصه

χA(x) =


١ x ∈ A,

٠ x /∈ A.

زوج های مرتب از مجموعه ای به صورت Ã فازی مجموعه ی فازی) (مجموعه .١. ٢. ٢ تعریف
Ã = {(x, µÃ(x))|x ∈ X}

نامیده Ã در x عضویت درجه µÃ(x) و عضویت تابع µÃ : X −→ [٠, ١] آن در که ͬ شود، م تعریف
ͬ شود. م

تابع برد اگر باشد. دلخواه ͽمرج مجموعه ΁ی X کنید فرض عضویت) (تابع .١. ٢. ٣ تعریف
خواهد به وجود تابعͬ شود داده گسترش [٠،١] بازه به {٠،١} عضوی دو مجموعه از مشخصه
Ã عضویت تابع تابع، این ͬ دهد. م نسبت [٠،١] بازه در را عددی X از x عضو هر به که آمد

نمود. تعریف زیر به صورت ͬ توان م را عضویت توابع بنابراین ͬ شود. م نامیده

µÃ : X −→ [٠, ١].
ͬ شود. م تعریف خاص عضویت تابع ΁ی به وسیله منحصراً فازی مجموعه هر

مشخصه تابع و عضویت تابع :١. ١ ش΄ل



۵ فازی مجموعه های نظریه
هستند معادل B̃ و Ã فازی مجموعه دو فازی) های مجموعه بودن (معادل .۴ .١. ٢ تعریف

اگر: تنها و اگر
µÃ(x) = µB̃(x), ∀x ∈ X.

اگر: تنها و اگر Ã ⊆ B̃ فازی) مجموعه های بودن (زیرمجموعه .۵ .١. ٢ تعریف

µÃ(x) ≤ µB̃(x), ∀x ∈ X.

Ã ⊆ B̃ مجموعه زیر :١. ٢ ش΄ل
΁ی B̃ و Ã فازی مجموعه دو استاندارد اجتماع فازی) مجموعه (اجتماع .۶ .١. ٢ تعریف

به صورت آن عضویت تابع که است C̃ فازی مجموعه
µC̃(x) = max(µÃ(x), µB̃(x)),

. ( ١. ٣ (ش΄ل ͬ دهند م نمایش C̃ = Ã ∪ B̃ با را آن و است

΁ی B̃ و Ã فازی مجموعه دو استاندارد اشتراک فازی) مجموعه (اشتراک .١. ٢. ٧ تعریف
به صورت آن عضویت تابع که است D̃ فازی مجموعه

µD̃(x) = min(µÃ(x), µB̃(x))

. (١. ٣ (ش΄ل ͬ دهند م نمایش D̃ = Ã ∩ B̃ با را آن و است
است X در Ãc فازی مجموعه ،Ã فازی مجموعه متمم فازی) مجموعه (متمم .١. ٢. ٨ تعریف

.(۴ .١ ͬ شود:(ش΄ل م تعریف زیر به صورت آن عضویت تابع که

µÃc(x) = ١ − µÃ(x) ∀x ∈ X.



مقدماتͬ مطالب و تعاریف ۶

فازی مجموعه دو اشتراک و اجتماع :١. ٣ ش΄ل

فازی مجموعه متمم :۴ .١ ش΄ل

است. شده آورده [١] از که ͬ پردازیم م فازی مجموعه های در اساسͬ مفاهیم بیان به زیر در
از مجموعه ای ،X روی Ã فازی مجموعه ΁ی مرز فازی) مجموعه ΁ی (مرز .١. ٢. ٩ تعریف

به  طوری΄ه: است X در نقاط
Bd(Ã) = {x : ٠ < µÃ(x) < ١, x ∈ X}.

را Supp(Ã) = {x ∈ X | µÃ(x) > ٠} مجموعه فازی)  مجموعه ΁ی (تکیه گاه .١. ٢. ١٠ تعریف
ͬ نامیم. م Ã فازی مجموعه تکیه گاه

درجه حداکثر برابر فازی مجموعه ΁ی ارتفاع فازی) مجموعه ΁ی (ارتفاع .١. ٢. ١١ تعریف
یعنͬ است، مجموعه آن عناصر عضویت

h(Ã) = sup
x∈X

{µÃ(x)}.



٧ فازی مجموعه های نظریه
برابر آن ارتفاع اگر است، نرمال Ã فازی مجموعه ( نرمال فازی مجموعه ) .١. ٢. ١٢ تعریف

.h(Ã) = ١ یعنͬ باشد، ΁ی

B̃ نرمال غیر و Ã نرمال مجموعه :۵ .١ ش΄ل

مجموعه ΁ی ،Ã فازی مجموعه ΁ی ‐برش α فازی) مجموعه ΁ی ‐برش α ) .١. ٢. ١٣ تعریف
مساوی یا تر بزرگ عضویتͬ مقادیر که ͬ باشد م X از عضوهایی تمام شامل که است Aα غیرفازی

یعنͬ: دارند، α

Aα = {x ∈ X | µAα(x) ≥ α}, α ∈ [٠, ١],

ͬ دهند. م ارائه قطعͬ مجموعه های از استفاده با فازی مجموعه های از توصیفͬ ‐برش ها α

تعمیم برای ͬ تواند م که است گسترش اصل فازی مجموعه های نظریه اساسͬ مفاهیم از ی΄ͬ
تعمیم در ویژه به اصل این شود. گرفته کار به فازی مجموعه های به قطعͬ ریاضͬ مفاهیم

است. مفید فازی اعداد برای عمل·رها این تعریف و جبری عمل·رهای
را y ∈ Y مانند عددی x ∈ X هر به تابع این ب·یرید. نظر در را f : X −→ Y معمولͬ تابع ΁ی
΁ی بر که این جای به که دهیم گسترش گونه ای به را f تابع ͬ خواهیم م حال ͬ دهد. م نسبت
مقدار تعریف است مهم چه آن کند. عمل آن فازی زیرمجموعه ΁ی بر کند، عمل X از نقطه
f(Ã) که داریم انتظار طبیعتاً است. Ã مانند X از فازی زیرمجموعه ΁ی بر f عمل از حاصل
روش گسترش اصل باشد. B̃ مانند Y از فازی زیرمجموعه ΁ی بل΄ه نباشد Y از نقطه ΁ی دی·ر

ͬ کند. م بیان را تعمیم این

فازی مجموعه ای زیر Ã و تابع ΁ی f : X −→ Y کنید فرض ( گسترش اصل ) .١۴ .١. ٢ تعریف
که: طوری به بود خواهد Y از فازی زیرمجموعه ΁ی f(Ã) = B̃ صورت این در باشد، X از



مقدماتͬ مطالب و تعاریف ٨

µB̃(y) =


sup

x, y=f(x)
{µÃ(x)}, f−١(y) ̸= ∅,

٠, f−١(y) = ∅.

f(X) = X٢ ضابطه ی با تابع f = X → N و X = {−١−,٢, ٠, ١,٢} کنید فرض .١. ٢. ١ مثال
آورید؟ دست به را f(Ã) باشد X روی فازی مجموعه Ã اگر باشد.

Ã =
٠٫۵
−٢ +

٠٫٧
−١ +

١
٠ +

٠٫٨
١ +

٠٫۶
٢

کرد. محاسبه را f(A)(y) یعنͬ آن ها عضویت میزان سپس آورد، دست به را y مقادیر باید ابتدا حل:

X −٢ −١ ٠ ١ ٢
y ۴ ١ ٠ ١ ۴

f(Ã) =
−٢
٠ +

٠٫٨
١ +

٠٫۶
۴ , y = f(X) = {٠, ١,۴}

ͬ آید. م دست به گسترش اصل طبق f(A)(١) ،y = ١ برای
f(A)(١) = max{(A)(X) : f(X) = ١} = max{(A)(−١), (A)(١)} = max{٠٫٧, ٠٫٨} = ٠٫٨

X = f−(١)١

فازی اعداد ١. ٢. ٢
تابع برخوردارند. بالایی اهمیت از ͬ شوند م تعریف حقیقͬ اعداد روی که فازی مجموعه های

ͬ باشد: م زیر به صورت فازی مجموعه های نوع این عضویت
µ : R −→ [٠, ١].

هر برای اگر است محدب Ã فازی مجموعه محدب) فازی (مجموعه ی .١۵ .١. ٢ تعریف
باشیم: داشته λ ∈ [٠, ١] و x١, x٢ ∈ X

µÃ

(
λx١ + (١ − λ)x٢

)
≥ min{µÃ(x١), µÃ(x٢)}

آن ‐برش  α مجموعه های کلیه اگر است محدب فازی مجموعه ΁ی دی·ر به عبارت است،
باشد. محدب



٩ فازی مجموعه های نظریه
فازی عدد ΁ی Ã باشد. R در فازی مجموعه ΁ی Ã کنید فرض فازی) (عدد .١۶ .١. ٢ تعریف

باشد: زیر شرایط دارای اگر ͬ شود م نامیده
باشد. نرمال (١

باشد. محدب (٢
باشد. پیوسته خطوط تکه آن عضویت تابع ش΄ل (٣

هرگاه: گویند L−R فازی عدد ΁ی را ،Ã فازی عدد (L−R فازی (عدد .١. ٢. ١٧ تعریف

µÃ(x) =


L
(
m−x
α

)
, x ≤ m,

R
(
x−m
β

)
, x ≥ m,

L(٠) = R(٠) = ١ شرط در و هستند [٠, ١] به R+ از غیرصعودی پیوسته توابع R و L آن در که
میانه مقدار را m حالت این در مثبت اند. حقیقͬ اعداد نیز β و α پارامترهای ͬ کنند. م صدق
ش΄ل به Ã صورت این در ͬ نامند. م فازی عدد راست و چپ پهنای ترتیب به را β و α و

ͬ شود. م داده نمایش Ã = (m,α, β)L−R

ͬ کنند: م اختیار را زیر حالات از ی΄ͬ معمولا˟ و ͬ شوند م نامیده ͽمرج توابع R و L بالا تعریف در
L(x) = max(٠, ١ − x), خطͬ: (١
L(x) = e−px, p ≥ ١ نمایی: (٢
L(x) = max(٠, ١ − xp), p ≥ ١ توان دار: (٣
L(x) = ١١+xp , p ≥ ١ کسری: (۴
L(x) = e−xp

, p ≥ ١ توان دار: نمایی (۵
داریم: نیز R برای

R(x) = max(٠, ١ − x), خطͬ: (١
R(x) = e−px, p ≥ ١ نمایی: (٢
R(x) = max(٠, ١ − xp), p ≥ ١ توان دار: (٣
R(x) = ١١+xp , p ≥ ١ کسری: (۴
R(x) = e−xp

, p ≥ ١ توان دار: نمایی (۵
مجموعه ΁ی نیز L−R فازی بازه ،L−R فازی عدد مانند (L−R فازی (بازه .١. ٢. ١٨ تعریف

ͬ باشد: م زیر فرم به عضویتͬ تابع با فازی



مقدماتͬ مطالب و تعاریف ١٠

µÃ(x) =


L
(
AL−x

α

)
, x ≤ AL,

R
(
x−AU

β

)
, x ≥ AU ,

١, AL ≤ x ≤ AU ,

و AL علاوه به ͬ باشند. م L − R فازی عدد تعریف در شده ارائه توابع همان R و L آن در که
Ã فازی بازه حالت این در ͬ کنند. م صدق AL ≤ AU رابطه در که هستند حقیقͬ عدد دو AU

ͬ دهند. م نشان Ã = (AL, AU , α, β)L−R صورت به را

خطͬ توابع R و L توابع ،L−R فازی عدد تعریف در اگر ( مثلثͬ فازی عدد ) .١. ٢. ١٩ تعریف
نمایش Ã = (a, α, β) به صورت را آن و ͬ نامند م مثلثͬ فازی عدد را حاصل فازی عدد باشند،

است: زیر ش΄ل به آن عضویت تابع که ͬ دهند م

µÃ(x) =


١ −

(
a−x
α

)
, a− α ≤ x ≤ a,

١ −
(
x−a
β

)
, a ≤ x ≤ β + a.

ͬ دهد. م نمایش را مثلثͬ فازی عدد (۶ .١) ش΄ل

R و L توابع کلͬ، L − R فازی بازه تعریف در اگر ( ذوزنقه ای فازی عدد ) .١. ٢. ٢٠ تعریف
ذوزنقه ای فازی عدد را حاصل فازی بازه باشد، ناچیز AR و AL اختلاف و باشند خطͬ توابعͬ
عضویتͬ تابع دارای و دهند مͬ نشان Ã = (a, b, c, d) ش΄ل به را ذوزنقه ای فازی عدد ͬ نامند. م

است: زیر به صورت

µÃ(x) =



(
x−a
b−a

)
, a ≤ x ≤ b,

١, b ≤ x ≤ c,(
d−x
d−c

)
, c ≤ x ≤ d.

ͬ دهد. م نمایش را ذوزنقه ای فازی عدد (١. ٧) ش΄ل



١١ احتمال نظریه مفاهیم بر مروری

مثلثͬ فازی عدد عضویت تابع :۶ .١ ش΄ل

ذوزنقه ای فازی عدد عضویت تابع :١. ٧ ش΄ل

احتمال نظریه مفاهیم بر مروری ١. ٣
.[٣٢] داریم زیر اولیه تعاریف به نیاز احتمال فضای معرفͬ برای

X در جبر ‐ σ ΁ی را X مجموعه زیرمجموعه های از m گردایه جبر) ‐ σ) .١. ٣. ١ تعریف
باشد: زیر شرایط دارای m اگر ͬ نامیم، م

، X ∈ m (١
،Ac ∈ m آن گاه A ∈ m هرگاه (٢

.A ∈ m آن گاه An ∈ m اگر n هر ازای به ،A = ∪∞
n=١An هرگاه (٣

:[١٠] داریم نیاز زیر اساسͬ ولͬ ساده تعاریف به بحث ادامه برای
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را س΄ه پرتاب مثل تصادفͬ آزمایش ΁ی از مم΄ن نتیجه هر نمونه) (فضای .١. ٣. ٢ تعریف
مم΄ن) های (نتیجه نمونه ای نقاط تمام مجموعه ͬ دهند. م نشان ω با و ͬ نامند م نمونه نقطه

ͬ دهند. م نمایش Ω با و ͬ نامند م نمونه فضای را تصادفͬ آزمایش ΁ی از
ͬ شود. م نامیده پیشامد Ω نمونه فضای از زیرمجموعه هر (پیشامد) .١. ٣. ٣ تعریف

جبر ‐ σ ΁ی ،F و نمونه ای فضای ΁ی Ω کنیم فرض احتمال) اندازه (تابع .۴ .١. ٣ تعریف
ͬ کند م صدق زیر شرایط در که F جبر ‐ σ روی شده تعریف P مقدار حقیقͬ تابع باشد. Ω روی

ͬ نامند: م احتمال اندازه تابع را
. ٠ ≤ P (A) ، A ∈ Ω هر برای (١

.P (Ω) = ١ (٢
صورت: این در باشند F در هم از جدا دو به دو مجموعه های از دنباله ای {An, }∞n=١ اگر (٣
P (∪∞

n=١An) =

∞∑
n=١

P (An).

ام΄انͬ برنامه ریزی ۴ .١
دارند تصادف از ناشͬ ماهیتͬ معمولا˟ فرآیندها و سیستم ها پیشامدها، در موجود اطمینان عدم
تنها دیرباز از به علاوه داد. قرار بررسͬ مورد را آن ها احتمالͬ روش های با ͬ توان م نتیجه در و
که است بوده احتمال نظریه اطمینان، عدم شرایط در اقدام برای یافته تکامل ریاضͬ رهیافت
اما است بوده موفق و مفید موارد از بسیاری در نظریه این گرچه شد. گفته قبلͬ بخش در
به آن محدودیت های و دارد کارایی اطمینان عدم از خاص خیلͬ نوع ΁ی در تنها حقیقت در
ما کامل اطلاع عدم وضعیت ها، از بسیاری در آن که توضیح است. شده شناخته روزافزون طور
است مم΄ن بل΄ه نیست، آن ها بر حاکم تصادفͬ وجوه خاطر به صرفاً سیستم یا فرآیند ΁ی از
... و متناقض نادقیق، مبهم، ناکافͬ، اطلاعاتͬ با که نباشد کامل دلیل این به ما اطلاعات
عدم گوناگون انواع به منجر ناقص، اطلاعات گوناگون انواع وجود باشیم. داشته کار و سر
عدم آن و است شدنͬ بیان احتمال نظریه قالب در آن انواع از ی΄ͬ فقط که ͬ شود م اطمینان

باشد. تصادفͬ جنبه های وجود از ناشͬ که است اطمینانͬ
عدم متضمن سیستم های و فرآیندها از بسیاری توصیف و بندی ال·و برای مناسب نظریه ΁ی
با مختلف زمینه های در که اطمینانͬ عدم انواع از بسیاری زیرا است. ام΄ان نظریه اطمینان،
نظریه اساس بر ام΄ان نظریه ریاضͬ ساختار دارد. ام΄انͬ جنبه اصطلاحاً هستیم، مواجه آن
ام΄ان، نظریه برای فازی مجموعه های نظریه نقش دی·ر عبارت به است، فازی مجموعه های

است. احتمال نظریه برای اندازه نظریه نقش مانند
توسط پیشامد) هر از ما اطلاع معادل: به طور (یا پیشامد ΁ی اطمینان عدم ام΄ان، نظریه در
متناقض پیشامد ام΄ان درجه ی΄ͬ و پیشامد خود ام΄ان درجه ی΄ͬ ͬ شود. م مشخص عدد دو
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تعریف پیشامد خود لزوم درجه متناقض، پیشامد ام΄ان (΁ی به (نسبت متمم پیشامد. آن با
نسبت آگاهͬ) درجه کلا́ (و اطمینان عدم و اطمینان تبیین و توصیف عدد دو این ͬ شود. م
وقوع قرائن و زمینه ها هم پیشامد، ΁ی وقوع ام΄ان بررسͬ در ͬ کنند. م بیان را پیشامد هر به
بررسͬ را آن با متناقض پیشامد وقوع قرائن و زمینه ها هم و ͬ گیریم م نظر در را پیشامد آن

.[١] ͬ کنیم م

ام΄ان نظریه مفاهیم بر مروری ١ .۴ .١
توانͬ مجموعه P(X) و باشد ͽمرج مجموعه ΁ی X کنیم فرض ام΄ان) (اندازه .١ .۴ .١ تعریف

تابع: باشد. X

Π : P(X) −→ [٠, ١]
هرگاه: ͬ گویند م ام΄ان اندازه ΁ی را

،Π(X) = ١ و Π(ϕ) = ٠ (١
،A ⊆ B ⇒ Π(A) ≤ Π(B) ،P(X) از B و A هر برای (٢

A١ ⊆ A٢ ⊆ ..., که P(X) عناصر از {Ai} دنباله هر برای (٣
، lim
i→∞

Π(Ai) = Π( lim
i→∞

Ai)

.Π(A ∪B) = max[Π(A),Π(B)] ،P(X) از B و A هر برای (۴
΁ی به عنوان را آن از A زیرمجموعه هر و پیشامدها فضای را X معمولا˟ فوق تعریف در
A پیشامد دادن رخ ام΄ان (درجه) به عنوان Π(A) صورت این در ͬ گیریم. م نظر در پیشامد

ͬ شود[١]. م تعبیر
که: ͬ شود م نتیجه چهارم و اول شرایط از آن گاه باشند متمم پیشامد دو A

′ و A اگر

max[Π(A),Π(A
′
)] = ١,

است. مم΄ن کاملا́ ی΄ͬ حداقل متمم، پیشامد دو از یعنͬ
با را A الزام اندازه ͬ شود. م استفاده نیز الزام اندازه نام به دی·ری اندازه از ام΄ان نظریه در

ͬ آید: م به دست A ام΄ان اندازه از زیر صورت به که ͬ دهیم م نمایش N(A)

N(A) = ١ −Π(A
′
).

است. A پیشامد دادن رخ ضرورت و حتمیت میزان معنͬ به N(A)

دهد رخ باید لزوماً A یعنͬ است، ΁ی A دادن رخ لزوم که است معنͬ این به N(A) = ١ عبارت



مقدماتͬ مطالب و تعاریف ١۴
ندارد. وجود A دادن رخ برای لزومͬ هیچ که است معنͬ این به N(A) = ٠ عبارت و

:P(X) از B و A هر برای که ͬ شود م داده نشان راحتͬ به

N(A ∩B) = min[N(A), N(B)].

که: ͬ شود م نتیجه همچنین ͬ شود. م نامیده لزوم اندازه ممیزه اصل فوق رابطه

Π(A) = ١ −N(A
′
),

آن متمم پیشامد وقوع برای حتمیتͬ و لزوم هیچ که است مم΄ن کاملا́ وقتͬ A پیشامد یعنͬ
نباشد.

داریم: علاوه به
min[N(A), N(A

′
)] = ٠,

P(X) از A هر برای همچنین است. مثبت لزوم دارای ی΄ͬ، حداکثر متمم پیشامد دو از یعنͬ
برقرارند: زیر روابط

Π(A) + Π(A
′
) ≥ ١,

N(A) +N(A
′
) ≤ ١,

Π(A) < ١ ⇒ N(A) = ٠,
N(A) > ٠ ⇒ Π(A) = ١,
Π(A) ≥ N(A).

مم΄ن باید باشد، حتمͬ و لازم که آن از قبل پیشامد ΁ی که است معنͬ این به آخر رابطه
باشد.

آخرین اساس بر جاری، سال آبان دوازدهم روز در هواشناسͬ متخصص ΁ی .١‐ ١ مثال
روز برای را ایران شهر سه حرارت درجه متوسط مقدار هواشناسͬ، اطلاعات و گزارشات
استنباط ͬ کند. م پیش بینͬ (١‐ ١) جدول در مندرج ام΄ان اندازه های صورت به آبان سیزدهم
بر که ͬ کند م ملاحظه وی که است صورت این به زیر ام΄ان اندازه های تعیین در متخصص این
در حرارت درجه متوسط که داشت انتظار کاملا́ ͬ توان م موجود، گزارشات و اطلاعات اساس
توان مͬ حال عین در و باشد. درجه ١٨ تا ١۶ بین تهران شهر در مثال طور به آبان، سیزدهم
توان مͬ ٠٫٧ میزان به نیز و باشد درجه ٢٠ تا ١٨ بین حرارت درجه این که داشت انتظار کاملا́
درجه هر بینͬ پیش زیرا ، ... و باشد درجه ١۶ تا ١۴ بین حرارت درجه این که داشت انتظار
کاملا́ موجود اطلاعات با تهران در آبان سیزدهم روز برای حرارت درجه ٢٠ تا ١۶ بین حرارت
اطلاعات با ٠٫٧ میزان به تنها باشد درجه ١۶ تا ١۴ بین حرارت درجه که این اما است. سازگار
از حاکͬ هواشناسͬ نشانه های از ٠٫٧ دی·ر عبارت به دارد. توافق و سازگاری موجود شواهد و
استنباط استنباط، نوع این باشد. درجه ١۶ تا ١۴ بین ͬ تواند م حرارت درجه که هستند آن
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.[١] دارد نام ام΄انͬ

استنباط هایی آبان ١٣ روز حرارت درجه متوسط مورد در ͬ توان م شده ارائه جدول به توجه با
داد. ͺپاس زیر سؤالات مانند سؤال هایی به و کرد

الزام اندازه است؟ چقدر باشد، ٢٠ تا ١۶ بین مشهد شهر در حرارت درجه که این ام΄ان الف)
چیست؟ پیشامد این حتمیت و

تا ١٨ بین یا و ١٨ تا ١۶ بین یعنͬ باشد، ٢٠ تا ١۶ بین مشهد در حرارت درجه که این :ͺپاس
است: چنین آن ام΄ان که دهد رخ D ∪ E پیشامد که است این با معادل این و باشد. ٢٠

Π٢(D ∪ E) = max[Π٢(D),Π٢(E)] = max[٠٫٧, ٠٫۴] = ٠٫٧
آن ام΄ان زیرا است. صفر باشد، ٢٠ تا ١۶ بین مشهد در حرارت درجه که این الزام اندازه و

است. ΁ی از کوچ΄تر

سیزدهم در ایران شهر سه برای حرارت درجه متوسط برای ام΄ان اندازه های : ١‐ ١ جدول
آبان

A B C D E

ͬ گراد سانت به حرارت درجه ١٠ − ١٢ ١٢ − ١۴ ١۴ − ١۶ ١۶ − ١٨ ١٨ − ٢٠
شهر ام΄ان اندازه
تهران Π١ ٠ ٠٫٣ ٠٫٧ ١ ١
مشهد Π٢ ٠٫٣ ٠٫٧۵ ١ ٠٫٧ ٠٫۴
اصفهان Π٣ ٠ ٠٫٣ ٠٫۶ ١ ١

و الزام اندازه است؟ چقدر باشد، ١٨ تا ١٢ بین مشهد شهر در حرارت درجه که این ام΄ان ب)
چیست؟ پیشامد این حتمیت

B∪C∪D دادن رخ ام΄ان یعنͬ باشد، ١٨ تا ١٢ بین مشهد در حرارت درجه که این ام΄ان :ͺپاس
داریم: ام΄ان اندازه برای و

Π٢(B ∪ C ∪D) = max[Π٢(B),Π٢(C),Π٢(D)] = max[٠٫٧۵, ١, ٠٫٧] = ١
با: است برابر فوق پیشامد الزام اندازه و

N٢(B ∪ C ∪D) = ١ −Π٢[(B ∪ C ∪D)
′
] = ١ −Π٢[(A ∪ E)] = ١ − ٠٫۴ = ٠٫۶

است؟ چقدر باشد، ١۶ تا ١٢ بین مشهد یا اصفهان شهر در حرارت درجه این که ام΄ان ج)
به را مشهد و اصفهان شهر دو هر حرارت درجه به مربوط ام΄ان درجه های این جا در :ͺپاس
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،F چنان چه ͬ کنیم. م فرض ام΄ان اندازه ΁ی پیشامد های به مربوط ام΄ان درجه های صورت
ام΄ان اندازه برای باشد. درجه ١۶ تا ١٢ بین مشهد یا اصفهان در حرارت درجه که این پیشامد

داریم:
Π(F ) = max[٠٫٣, ٠٫۶, ٠٫٧۵, ١] = ١

تابع ΁ی جز نیست چیزی ،X بر شده تعریف ام΄ان اندازه مفهوم که شده ایم متوجه تاکنون
همین است. شده  صورت بندی دی·ر نوعͬ به که ،X از فازی زیرمجموعه ΁ی برای عضویت
دقیق تر بررسͬ با را نکته این است. ام΄ان نظریه و فازی مجموعه های نظریه پیوند حلقه نکته،

ͬ دهیم. م شرح فوق مثال
شهر برای ،X از E و D ،C ،B ،A پیشامد های مجموعه برای هواشناسͬ متخصص کنیم فرض
زیرمجموعه ΁ی یعنͬ ریاضͬ بیان به دهد. مͬ ارائه را جدول در مندرج ام΄ان درجه اصفهان،
از حرارت درجه هر تطابق و سازگاری اندازه فازی، مجموعه این که ͬ گیرد م نظر در X از فازی
اندازه یعنͬ ͬ دهد. م نشان موجود اطلاعات با اصفهان در آبان سیزدهم برای را X = [١٠,٢٠]
را فازی زیرمجموعه این عضویت تابع صورت، این در است. X از فازی زیرمجموعه ΁ی ام΄ان

ͬ نامیم. م ام΄ان توزیع تابع
ام΄ان اندازه ΁ی Π و ͽمرج مجموعه ΁ی X کنید فرض ام΄ان) توزیع (تابع .٢ .۴ .١ تعریف
X از فازی زیرمجموعه ΁ی با متناظر که را π(x) عضویت تابع صورت این در باشد. p(X) بر

ͬ کنیم: م تعریف و ͬ نامیم، م Π ام΄ان اندازه با متناظر ام΄ان توزیع تابع است،

Π(A) = sup{ π(x) | x ∈ A}, ∀A ∈ p(X) (١. ٢)
ͬ نامیم. م ام΄ان توزیع ΁ی را فازی مجموعه خود همچنین

صورت به ͬ توانیم م را اصفهان شهر به مربوط ام΄ان اندازه (١‐ ١) مثال در .٢‐ ١ مثال
کنیم. بیان زیر ام΄ان توزیع تابع

π(x) =



٠ ١٠ ≤ x < ١٢,
٠٫٣ ١٢ ≤ x < ١۴,
٠٫۶ ١۴ ≤ x < ١۶,
١ ١۶ ≤ x < ١٨,
١ ١٨ ≤ x < ٢٠.

١١٫۵ برابر اصفهان برای آبان سیزدهم در حرارت درجه متوسط که این ام΄ان مثلا́ این جا در
١٩ تا ١٧ بین حرارت درجه که این ام΄ان طور همین و است π(١١٫۵) = ٠ با برابر باشد، درجه

از: است عبارت باشد،
sup{π(x) | ١٧ ≤ x ≤ ١٩} = ١.
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ͬ کند، م اختیار Ω در را مقادیرش که باشد متغیری X و ͽمرج مجموعه Ω اگر .١‐ ١ تذکر
فازی تحدید نوع ΁ی گویی ͬ گیریم، م نظر در X متغیر برای ام΄ان توزیع تابع ΁ی که هنگامͬ
توجه با هواشناس وقتͬ مثلا́ شده ایم. قائل کند اختیار ͬ تواند م X که مقادیری مجموعه بر
درجه برای ام΄ان) توزیع تابع ΁ی معادل، طور به یا (و ام΄ان اندازه ΁ی موجود، اطلاعات به
مجموعه بر فازی تحدید نوع ΁ی گویی ͬ گیرد، م نظر در اصفهان برای آبان سیزدهم در حرارت
کند اختیار اصفهان در آبان سیزدهم در ͬ تواند م حرارت درجه متغیر که ͬ شود م قائل مقادیری
در که ͬ کند م بیان ام΄ان توزیع ΁ی یا و ام΄ان اندازه ΁ی قالب در را تحدید نوع این آن گاه و

بود. خواهد ام΄ان توزیع تابع همان تحدید این با متناظر عضویت تابع صورت این
اختیار Ω در را مقادیرش که باشد متغیری X و Ω = N = {١,٢,٣, ...} کنید فرض .٣‐ ١ مثال
باشد: زیر صورت به « ده به ΁نزدی صحیح عدد » X با متناظر ام΄ان توزیع همچنین و ͬ کند م

πX(x) = {٠٫٢
۶ ,

٠٫۴
٧ ,

٠٫۶
٨ ,

٠٫٨
٩ ,

١
١٠ ,

٠٫٨
١١ ,

٠٫۶
١٢ ,

٠٫۴
١٣ ,

٠٫٢
١۴ }

باشند، Ω از پیشامد دو به عنوان N از زیرمجموعه دو B = {۶,٧, ١٣} و A = {٧,٨,٩} اگر حال
داریم: تعریف به بنا آن گاه

Π(A) = sup
X∈A

πX(x) = sup[٠٫۴, ٠٫۶, ٠٫٨] = ٠٫٨
Π(B) = sup

X∈B
πX(x) = sup[٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۴] = ٠٫۴

برابر باشد ٩ یا ٨ یا ٧ ارقام از ی΄ͬ یعنͬ باشد، A مجموعه عضو X که این ام΄ان دی·ر عبارت به
٠٫۴ باشد ١٣ یا ٧ یا ۶ ارقام از ی΄ͬ یعنͬ باشد، B مجموعه عضو X که این ام΄ان و است ٠٫٨ با

ͬ شود: م استفاده زیر نمادهای از حالات این در است.
Pos(X ∈ A) = Π(A) = ٠٫٨
Pos(X ∈ B) = Π(B) = ٠٫۴.
زیرمجموعه های بل΄ه نباشند، Ω از معمولͬ زیرمجموعه های B و A فوق مثال در کنید فرض اکنون
آن از (١. ٢) رابطه در که B در یا A در Ω از مقدار ΁ی عضویت صورت این در باشند، Ω از فازی

است. بی معنͬ شده، استفاده
(١. ٢) رابطه که الزام و ام΄ان اندازه های برای ͬ تر کل تعریف ΁ی سپس و زیر اولیه تعریف اکنون

ͬ کنیم. م بیان ͬ دهند م تعمیم را
بر شده تعریف ام΄ان توزیع ΁ی πX و Ω از فازی زیرمجموعه ΁ی A کنید فرض .٣ .۴ .١ تعریف
تعریف صورت این به A پیشامد ام΄ان اندازه و الزام اندازه آن گاه باشد. ( X متغیر با (مرتبط Ω

ͬ شود: م

N(A) = inf
w∈ω

max{١ − µA(ω), πX(ω)} (١. ٣)



مقدماتͬ مطالب و تعاریف ١٨
Π(A) = sup

w∈ω
min{µA(ω), πX(ω)} (۴ .١)

نوشت: زیر صورت به فازی مجموعه ΁ی ارتفاع مفهوم برحسب ͬ توان م را (۴ .١) رابطه

Π(A) = h(A ∩X)

اعداد » فازی مجموعه C کنید فرض ب·یرید. نظر در را (٣‐ ١) مثال ام΄ان توزیع .١ ‐۴ مثال
باشد: زیر صورت به « ΁کوچ نسبتاً مثبت صحیح

C = {٠٫۶
١ ,

٠٫٨
٢ ,

١
٣ ,

٠٫٨
۴ ,

٠٫۶
۵ ,

٠٫۴
۶ ,

٠٫٢
٧ },

آن گاه:

Π(X) = Pos(باشد ΁کوچ نسبتاً X) = h{٠٫٢
۶ ,

٠٫٢
٧ } = ٠٫٢.

را تعریف این است. شرطͬ ام΄ان ΁ی بیانگر (۴ .١) رابطه (٣ .۴ .١) تعریف در .٢‐ ١ تذکر
که باشد متغیری X و Ω از فازی زیرمجموعه دو B و A اگر کرد: بیان نیز این گونه ͬ توان م
این ͬ شود، م داده نشان ΠB|A با که ،A شرط به B پیشامد ام΄ان آن گاه ͬ گیرد، م مقدار Ω در

ͬ شود: م تعریف گونه

Pos(باشد B ،X | است A ،X) = sup
w∈ω

min{µA(ω), µB(ω)}

µA(u) = µB(u) = ١ که باشد داشته وجود u ∈ Ω اگر و .ΠA(B) = ΠA|B = ΠB|A همچنین
.ΠA|B = ΠB|A = ١ آن گاه

ͬ کند[١]. م روشن تر را بالا تعریف و تذکر زیر مثال دو
عضویت تابع با فازی مجموعه ΁ی توسط تایپ در سرعت میزان که کنید فرض .١ ‐۵ مثال

شود: ارزیابی زیر

A(x) =


٠, x < ٧٠,
x−٧٠٩٠ , ٧٠ ≤ x < ١۶٠,
١, ١۶٠ ≤ x.

حرف ١۵٠ دقیقه هر در کسͬ اگر مثلا́ است. دقیقه در شده تایپ حروف تعداد x آن در که
٠٫٨٨ میزان به دی·ر عبارت به یا و است A(١۵٠) = ٠٫٨٨ وی تایپ سرعت میزان کند، تایپ
تایپ سریع هادی » گزاره که این فرض با اکنون دارد. قرار سریع تایپیست های مجموعه در
١۵٠ دقیقه هر در هادی که این ام΄ان که ب·یریم نتیجه ͬ توانیم م باشد شده داده « ͬ کند م



١٩ ام΄انͬ برنامه ریزی
است. ٠٫٨٨ کند تایپ حرف

سریع  تایپیست های مجموعه عضویت تابع نمودار :١. ٨ ش΄ل

مطلوبیت میزان کند. استخدام تایپیست ΁ی ͬ خواهد م بازرگانͬ شرکت ΁ی .١ ‐۶ مثال
با و متقاضͬ کار ساعت حسب بر مدیریت، دیدگاه از وی) استخدام ام΄ان (یعنͬ متقاضͬ ΁ی

ͬ شود. م ارزیابی زیر ام΄ان توزیع تابع

B(x) =



٠, x < ۴٠,
١۵٠(x− ۴٠), ۴٠ ≤ x < ٩٠,

١, ٩٠ ≤ x < ١٢٠,
١۶١٨٠)٠ − x), ١٢٠ ≤ x < ١٨٠,

٠, ١٨٠ ≤ x.

دستمزد خواهان طبیعتاً بالا، تایپ سرعت با متقاضͬ ΁ی که ͬ شود م توجیه گونه این فوق معیار
بسیار تایپ سرعت با متقاضͬ دی·ر طرف از و نیست مطلوب شرکت برای این و است بالایی
در استخدام متقاضͬ هادی قبل، مثال به توجه با اگر اکنون نیست. مناسب کار برای کم،

ͬ آید: م به دست زیر صورت به وی استخدام ام΄ان باشد فوق شرکت

Pos(شود استخدام هادی | ͬ کند م تایپ سریع (هادی، = Pos(B|A) = ΠB|A = height(B ∩A)

= sup
x∈X

min{B(x), A(x)} = ٠٫٧٣.



مقدماتͬ مطالب و تعاریف ٢٠

تایپیست  به عنوان فرد ΁ی استخدام ام΄ان توزیع تابع نمودار :١. ٩ ش΄ل

فازی  مجموعه عضویت تابع نمودار و فرد ΁ی استخدام ام΄ان توزیع تابع نمودار :١. ١٠ ش΄ل



٢ فصل
فازی اعداد ام΄انͬ واریانس و میانگین

مقدمه ٢. ١
فازی اعداد از مقدار بازه ای انتظار) مورد (مقدار امید ΁ی [٨] پراد و دوبوئیس ١٩٨٧ سال در
فصل این در گرفتند. نظر در ١ ثابت تصادفͬ مجموعه های عنوان به را آن ها و کردند معرفͬ را
مقدار و مقدار بازه ای ام΄انͬ میانگین بالا، و پایین ام΄انͬ میانگین مقادیر علائم، معرفͬ ضمن
ͬ کنند، م معرفͬ نیز را پیوسته ام΄انͬ توابع (ام΄انͬ) قطعͬ واریانس و قطعͬ ام΄انͬ میانگین
ام΄ان نظریه در واریانس، و موردانتظار بازده شده شناخته تعاریف با و گسترش اصل با که
شده بیان اصول از شده برگرفته کامل طور به فصل این در یافته توسعه نظریه است. سازگار

است. [٣٣] و [٨] در
و Bα = [b١(α), b٢(α)] و Aα = [a١(α), a٢(α)] صورت به فازی اعداد Ã, B̃ ∈ F کنید فرض
به را فازی اعداد رتبه بندی برای روش ΁ی وکسمن٢ و گتشل ،١٩٨۶ سال در باشد. α ∈ [٠, ١]

.[٣٣] کردند معرفͬ زیر صورت

Ã ≤ B̃ ⇔
∫ ١

٠ α(a١(α) + a٢(α))dα ≤
∫ ١

٠ α(b١(α) + b٢(α))dα. (٢. ١)

1 Consonant Random Sets
2 Goetschel and Voxman

٢١



فازی اعداد ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢٢

فازی اعداد از ام΄انͬ میانگین ارزش ٢. ٢
ب·یرید: نظر در را زیر تساوی

M̄(Ã) :=

∫ ١
٠ α(a١(α) + a٢(α))dα =

∫ ١٠ α(a١(α) + a٢(α))/٢dα∫ ١٠ αdα
. (٢. ٢)

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به را M̄(Ã) ͬ توان م

M̄(Ã) =

∫ ١
٠ α(a١(α) + a٢(α))dα =

٢ ∫ ١٠ αa١(α)dα+ ٢ ∫ ١٠ αa٢(α)dα
٢

=
١
٢
 ∫ ١٠ αa١(α)dα

١٢
+

∫ ١٠ αa٢(α)dα
١٢

 =
١
٢
 ∫ ١٠ αa١(α)dα∫ ١٠ αdα

+

∫ ١٠ αa٢(α)dα∫ ١٠ αdα

 .

توسط که اولͬ مقدار بیندازیم، M̄(Ã) معادله ی راست سمت به دقیق تری نگاه دهید اجازه
کرد. فرمول بندی زیر صورت به ͬ توان م را ͬ شود م مشخص M∗(Ã)

M∗(Ã) =٢
∫ ١

٠ αa١(α)dα =

∫ ١٠ αa١(α)dα∫ ١٠ αdα

=

∫ ١٠ Pos[Ã ≤ a١(α)]a١(α)dα∫ ١٠ Pos[Ã ≤ a١(α)]dα
=

∫ ١٠ Pos[Ã ≤ a١(α)]×minAαdα∫ ١٠ Pos[Ã ≤ a١(α)]dα
,

یعنͬ: است ام΄ان نشان دهنده Pos آن در که
Pos[Ã ≤ a١(α)] =

∏
((−∞, a١(α)]) = sup

u≤a١(α)
Ã(u) = α.

ͬ نامند. م Ã پایین مطلوب میانگین را M∗(Ã) بنابراین است) پیوسته Ã (چون
ͬ کنند: م تعریف زیر صورت به را بالا ام΄انͬ میانگین مقدار ، M∗(Ã) مشابه، روش به

M∗(Ã) =٢
∫ ١

٠ αa٢(α)dα =

∫ ١٠ αa٢(α)dα∫ ١٠ αdα

=

∫ ١٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)]a٢(α)dα∫ ١٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)]dα
=

∫ ١٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)]×maxAαdα∫ ١٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)]dα
,

کرده اند استفاده زیر تساوی از آن در که
Pos[Ã ≥ a٢(α)] =

∏
([a٢(α),∞)) = sup

u≥a٢(α)
Ã(u) = α.

کنیم: معرفͬ را زیر نماد دهید اجازه
M(Ã) = [M∗(Ã),M∗(Ã)]



٢٣ فازی اعداد از ام΄انͬ میانگین ارزش
محدود Ã بالای و پایین ام΄انͬ میانگین مقادیر توسط که است بسته بازه ΁ی M(Ã) یعنͬ

ͬ شود. م
ͬ نامند. م Ã مقدار بازه ای ام΄انͬ میانگین را M(Ã) .٢. ٢. ١ تعریف

نشان اکنون است. M((a, b, ٠, ٠)) = [a, b] آنگاه باشد [a, b] قطعͬ بازه از مشخصͬ تابع Ã اگر
ͬ کند. م عمل خطͬ صورت به F از خطͬ تابع ΁ی عنوان به M که ͬ دهیم م

باشد. λ ∈ R کنید فرض و باشند ٣ غیرتعاملͬ فازی عدد دو B̃ و Ã کنید فرض [٢٨] .٢. ٢. ١ قضیه
آنگاه:

M(Ã+ B̃) = M(Ã) +M(B̃), M(λÃ) = λM(Ã),

یعنͬ:
M∗(Ã+ B̃) = M∗(Ã) +M∗(B̃), M∗(Ã+ B̃) = M∗(Ã) +M∗(B̃),

و

[M∗(λÃ),M∗(λÃ)] =


[λM∗(Ã), λM∗(Ã)] λ ≥ ٠,
[λM∗(Ã), λM∗(Ã)] λ < ٠,

انجام sup-min گسترش اصل توسط فازی اعداد از اس΄الر ΁ی وسیله ی به ضرب و ͽجم آن در که
ͬ شود. م

معادله از برهان.
[A+B]α = [a١(α) + b١(α), a٢(α) + b٢(α)],

داریم:

M∗(Ã+ B̃) = ٢
∫ ١

٠ α(a١(α) + b١(α))dα

= ٢
∫ ١

٠ αa١(α)dα+ ٢
∫ ١

٠ αb١(α)dα

= M∗(Ã) +M∗(B̃),

و
M∗(Ã+ B̃) = ٢

∫ ١
٠ α(a٢(α) + b٢(α))dα

= ٢
∫ ١

٠ αa٢(α)dα+ ٢
∫ ١

٠ αb٢(α)dα

= M∗(Ã) +M∗(B̃),

3Non-interactive



فازی اعداد ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢۴
از این، بر علاوه

[λA]α = λ[A]α = λ[a١(α), a٢(α)] =


[λa١(α), λa٢(α)], λ ≥ ٠,
[λa٢(α), λa١(α)], λ < ٠,

داریم λ ≥ ٠ برای

M∗(λÃ) = ٢
∫ ١

٠ α(λa١(α))dα = ٢λ
∫ ١

٠ αa١(α)dα = λM∗(Ã),

M∗(λÃ) = ٢
∫ ١

٠ α(λa٢(α))dα = ٢λ
∫ ١

٠ αa٢(α)dα = λM∗(Ã),

λ < ٠ برای و

M∗(λÃ) = ٢
∫ ١

٠ α(λa٢(α))dα = ٢λ
∫ ١

٠ αa٢(α)dα = λM∗(Ã),

M∗(λÃ) = ٢
∫ ١

٠ α(λa١(α))dα = ٢λ
∫ ١

٠ αa١(α)dα = λM∗(Ã).

ͬ رساند. م پایان به را اثبات که

ام΄انͬ میانگین مقادیر عنوان به که (٢. ٢) وسیله ی به را Ã از قطعͬ ام΄انͬ میانگین مقدار
یعنͬ: ͬ آوریم م به دست را است شده محاسبه بالا و پایین

M̄(Ã) =
M∗(Ã) +M∗(Ã)

٢ .

ͬ دهد. م نشان M̄ : F → R از را مهم بسیار ویژگͬ دو زیر قضیه
΁ی λ ∈ R و فازی اعداد Bα = [b١(α), b٢(α)] و Aα = [a١(α), a٢(α)] کنید فرض .٢. ٢. ٢ قضیه

آنگاه: باشد. حقیقͬ عدد
M̄(Ã+ B̃) = M̄(Ã) + M̄(B̃),

و
M̄(λÃ) = λM̄(Ã).

ابتدا برهان.

M̄(Ã+ B̃) =

∫ ١
٠ α(a١(α) + b١(α) + a٢(α) + b٢(α))dα

=

∫ ١
٠ α(a١(α) + a٢(α))dα+

∫ ١
٠ α(b١(α) + b٢(α))dα = M̄(Ã) + M̄(B̃),



٢۵ بالا و پایین احتمالͬ و ام΄انͬ میانگین مقادیر بین ارتباط
داریم: λ ≥ ٠ برای و

M̄(λÃ) =

∫ ١
٠ α(λa١(α) + λa٢(α))dα = λ

∫ ١
٠ α(a١(α) + a٢(α))dα = λM̄(Ã),

داریم: λ < ٠ برای نهایت، در و

M̄(λÃ) =

∫ ١
٠ α(λa٢(α) + λa١(α))dα = λ

∫ ١
٠ α(a١(α) + a٢(α))dα = λM̄(Ã).

ͬ رساند. م پایان به را اثبات که
γ > ٠ چپ سمت عرض ،a مرکز با مثلثͬ فازی عدد ΁ی Ã = (a, γ, β) کنید فرض .٢. ٢. ١ مثال

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به Ã از ‐برش α آنگاه باشد. β > ٠ راست سمت عرض و
Aα = [a− (١ − α)γ, a+ (١ − α)β], ∀α ∈ [٠, ١],

که
M∗(Ã) = ٢

∫ ١
٠ α[a− (١ − α)γ]dα = a− γ

٣ ,

M∗(Ã) = ٢
∫ ١

٠ α[a+ (١ − α)β]dα = a+
β

٣ ,

این رو، از و
M(Ã) =

[
a− γ

٣ , a+
β

٣
]
,

نهایت در و

M̄(Ã) =

∫ ١
٠ α[a− (١ − α)γ + a+ (١ − α)β]dα = a+

β − γ

۶ .

اگر داریم. را M̄(Ã) = a مقدار است متقارن مثلثͬ فازی عدد ΁ی Ã = (a, γ) وقتͬ خاص، طور به
آنگاه: باشد [q−, q+] اوج با متقارن فازی عدد Ã

M̄(Ã) =
q− + q+

٢ .

پایین احتمالͬ و ام΄انͬ میانگین مقادیر بین ارتباط ٢. ٣
بالا و

و [٩] در شده معرفͬ E(Ã) = [E∗(Ã), E∗(Ã)] بازه ای انتظار مورد مقدار بین مهم رابطه ΁ی
توابع به صورت را L − R فازی اعداد برای M(Ã) = [M∗(Ã),M∗(Ã)] بازه ای ام΄انͬ میانگین



فازی اعداد ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢۶
ͬ دهیم. م نشان نزولͬ اکیداً

: [٧] کرد توصیف زیر عضویت تابع با ͬ توان م را Ã ∈ F ،L−R فازی عدد ΁ی

Ã(u) =



L

q− − u

γ

 , q− − γ ≤ u ≤ q−,

١, u ∈ [q−, q+],

R

u− q+

β

 , q+ ≤ u ≤ q+ + β,

٠, این صورت غیر ,در
هستند، بالا و پایین کیفͬ مقادیر q+ و q− و Ã اوج [q−, q+] آن در که

غیر پیوسته نگاشت های L(١) = R(١) = ٠ و L(٠) = R(٠) = ١ با L,R : [٠, ١] → [٠, ١]
همان دقیقاً Ã تکیه گاه بستار ͬ کنیم. م استفاده Ã = (q−, q+, γ, β)LR از هستند. صعودی

است. [q− − γ, q+ + β]

راحتͬ به را Ã از ‐برش α مجموعه های ͬ توانیم م آنگاه باشند، نزولͬ اکیداً توابع R و L اگر
یعنͬ: کنیم. محاسبه

Aα = [q− − γL−١(α), q+ + βR−١(α)], α ∈ [٠, ١].
ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به Ã ∈ F بالا و پایین احتمالͬ میانگین مقادیر [٨] از

E∗(Ã) = q− − γ

∫ ١
٠ L(u)du,

E∗(Ã) = q+ + β

∫ ١
٠ R(u)du,

ͬ آیند: م دست به زیر صورت به بالا و پایین ام΄انͬ میانگین مقادیر و

M∗(Ã) = ٢
∫ ١

٠ α(q− − γL−١(α))dα = q− − γ

∫ ١
٠ αL−١(α)dα,

M∗(Ã) = ٢
∫ ١

٠ α(q+ + βR−١(α))dα = q+ + β

∫ ١
٠ αR−١(α)dα.

کنیم. بیان را زیر لم ͬ توانیم م بنابراین،
آنگاه باشد، پیوسته و نزولͬ اکیداً توابع با L − R نوع از فازی عدد ΁ی Ã ∈ F اگر .٢. ٣. ١ لم
است آن مقدار بازه ای ام΄انͬ میانگین از صریح زیرمجموعه ΁ی آن مقدار بازه ای ام΄انͬ میانگین

یعنͬ:
M(Ã) ⊂ E(Ã)



٢٧ فازی اعداد واریانس
روابط از ∫برهان. ١

٠ L(u)du =

∫ ١
٠ L−١(α)dα ,

∫ ١
٠ R(u)du =

∫ ١
٠ R−١(α)dα,

∫داریم: ١
٠ αL−١(α)dα <

∫ ١
٠ L(u)du ,

∫ ١
٠ αR−١(α)dα <

∫ ١
٠ R(u)du.

ͬ رسد. م پایان به اثبات که
برابر آن ها احتمالͬ و ام΄انͬ میانگین مقادیر Ã = (q−, q+, ٠, ٠) که زمانͬ حدی، حالت در

است: زیر به صورت برابری این و است
E(Ã) = M(Ã) = [q−, q+].

و γ > ٠ عرض‐چپ ،a مرکز با مثلثͬ فازی عدد ΁ی Ã = (a, γ, β) کنید فرض .٢. ٣. ١ مثال
آنگاه: باشد، β > ٠ عرض‐راست

M(Ã) =

[
a− γ

٣ , a+
β

٣
]
⊂ E(Ã) =

[
a− γ

٢ , a+
β

٢
]
,

و
M̄(Ã) = a+

β − γ

۶ ̸= Ē(Ã) =
E∗(Ã) + E∗(Ã)

٢ = a+
β − γ

۴ .

است. برقرار همیشه M̄(Ã) = Ē(Ã) معادله است، متقارن فازی عدد ΁ی Ã وقتͬ حال این با

فازی اعداد واریانس ۴ .٢
[۵] ͬ شود: م معرفͬ زیر صورت به Ã ∈ F از ام΄انͬ واریانس

V ar(Ã) =

∫ ١
٠ Pos[Ã ≤ a١(α)]

([
a١(α) + a٢(α)٢ − a١(α)

]٢)
dα

+

∫ ١
٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)]

([
a١(α) + a٢(α)٢ − a٢(α)

]٢)
dα

=

∫ ١
٠ α

([
a١(α) + a٢(α)٢ − a١(α)

]٢
+

[
a١(α) + a٢(α)٢ − a٢(α)

]٢)
dα

=
١
٢
∫ ١

٠ α(a٢(α)− a١(α))٢dα.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به Ã از معیار انحراف همچنین
σÃ =

√
V ar(Ã).



فازی اعداد ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢٨
آنگاه: باشد مثلثͬ فازی عدد Ã = (a, γ, β) اگر مثال، برای

V ar(Ã) =
١
٢
∫ ١

٠ α(a+ β(١ − α)− (a− γ(١ − α)))٢dα =
(γ + β)٢

٢۴ ,

آنگاه: باشد متقارن مثلثͬ فازی عدد Ã = (a, γ) اگر به خصوص
V ar(Ã) =

γ٢
۶ .

ازای به a١(α) = a٢(α) = a یعنͬ باشد، فازی نقطه ΁ی Ã = (a, ٠) وقتͬ حدی، حالت در
[a, b] قطعͬ فاصله از مشخصه تابع Ã اگر ͬ رسیم. م V ar(Ã) = ٠ به باشد، ثابت مقدار ،α هر

داریم: باشد،
V ar(Ã) =

١
٢
∫ ١

٠ α(b− a)٢dα =

b− a

٢


٢
,

یعنͬ:
σÃ =

b− a

٢ , M̄(Ã) =
a+ b

٢ .

[۵] ͬ شود: م تعریف زیر صورت به B̃ و Ã فازی اعداد بین کوواریانس
Cov(Ã, B̃) =

١
٢
∫ ١

٠ α(a٢(α)− a١(α))(b٢(α)− b١(α))dα.

که ͬ شویم م متوجه supp(B̃) = [b(٠)١, b(٠)٢] و supp(Ã) = [a(٠)١, a(٠)٢] گرفتن نظر در با
΁نزدی B̃ و Ã فازی عدد دو از ‐برش α مجموعه های حاصلضرب از کوواریانس مقدار چه
supp(B̃) و supp(Ã) در فازی جهانͬ ازمجموعه های ‐برش α مجموعه های حاصلضرب به

از هستند.
(a(٠)٢− a(٠)١)(b(٠)٢− b(٠)١) > (a٢(α)− a١(α))(b٢(α)− b١(α)) > ٠,

که ͬ شود م نتیجه α ∈ (٠, ١) هر برای
(a(٠)٢− a(٠)١)(b(٠)٢− b(٠)١)

۴ > Cov(Ã, B̃) > ٠,
حالت در است. برقرار supp(B̃) و supp(Ã) در B̃ و Ã فازی(پیوسته) اعداد جفت هر برای که

داریم: a١(α) = a٢(α) = a یعنͬ باشد، ثابت α هر ازای به Ã ͬ که زمان حدی،
Cov(Ã, B̃) = ٠.

آنگاه: باشند، متقارن مثلثͬ فازی اعداد B̃ = (b, β) و Ã = (a, γ) کنید فرض
Cov(Ã, B̃) =

γβ

۶ .

شود. محاسبه ͬ تواند م راحتͬ به فازی اعداد خطͬ ترکیب واریانس که ͬ دهد م نشان زیر قضیه



٢٩ فازی اعداد واریانس
آنگاه: باشند. فازی اعداد B̃ و Ã کنید فرض و λ, µ ∈ R کنید فرض .١ .۴ .٢ قضیه
V ar(λÃ+ µB̃) = λ٢V ar(Ã) + µ٢V ar(B̃) + ٢|λµ|Cov(Ã, B̃),

ͬ شود. م ایجاد sup−min گسترش اصل توسط فازی اعداد از اس΄الر ΁ی با ضرب و ͽجم آن در که
داریم: آنگاه ،µ < ٠ و λ < ٠ کنید فرض برهان.

V ar(λÃ+ µB̃) =
١
٢
∫ ١

٠ α(λa١(α) + µb١(α)− λa٢(α)− µb٢(α))٢dα

=
١
٢
∫ ١

٠ α(λ(a١(α)− a٢(α)) + µ(b١(α)− b٢(α)))٢dα

= λ٢ × ١
٢
∫ ١

٠ α(a١(α)− a٢(α))٢dα+ µ٢ × ١
٢
∫ ١

٠ α(b١(α)− b٢(α))٢dα

+ ٢λµ× ١
٢
∫ ١

٠ α(a١(α)− a٢(α))(b١(α)− b٢(α))dα

= λ٢V ar(Ã) + µ٢V ar(B̃) + ٢λµ× ١
٢
∫ ١

٠ α(a٢(α)− a١(α))(b٢(α)− b١(α))dα

= λ٢V ar(Ã) + µ٢V ar(B̃) + ٢λµCov(Ã, B̃)

= λ٢V ar(Ã) + µ٢V ar(B̃) + ٢|λµ|Cov(Ã, B̃).

داریم: آنگاه µ < ٠ و λ > ٠ که کنید فرض دارد. وجود µ > ٠ و λ > ٠ برای مشابهͬ استدلال
V ar(λÃ+ µB̃) =

١
٢
∫ ١

٠ α(λa١(α) + µb٢(α)− λa٢(α)− µb١(α))٢dα

=
١
٢
∫ ١

٠ α(λ(a١(α)− a٢(α)) + µ(b٢(α)− b١(α)))٢dα

= λ٢ × ١
٢
∫ ١

٠ α(a١(α)− a٢(α))٢dα+ µ٢ × ١
٢
∫ ١

٠ α(b٢(α)− b١(α))٢dα

+ ٢λµ× ١
٢
∫ ١

٠ α(a١(α)− a٢(α))(b٢(α)− b١(α))dα

= λ٢V ar(Ã) + µ٢V ar(B̃)− ٢λµ× ١
٢
∫ ١

٠ α(a٢(α)− a١(α))(b٢(α)− b١(α))dα

= λ٢V ar(Ã) + µ٢V ar(B̃) + ٢|λµ|Cov(Ã, B̃).

ͬ رسد. م پایان به اثبات که
λ ∈ R هر برای V ar(λÃ) = λ٢V ar(Ã) داریم (١ .۴ .٢) قضیه از خاص حالت ΁ی عنوان به

و
V ar(Ã+ B̃) = V ar(Ã) + V ar(B̃) + ٢Cov(Ã, B̃),

باشند. حقیقͬ اعداد µ و λ متقارن، مثلثͬ فازی اعداد B̃ = (b, β) و Ã = (a, γ) کنید فرض
آنگاه:

V ar(λÃ+ µB̃) = λ٢γ٢
۶ + µ٢β٢

۶ + ٢|λµ|γβ۶ =
(|λ|γ + |µ|β)٢

۶ .



فازی اعداد ام΄انͬ واریانس و میانگین ٣٠
.V ar(Ã) ≤ V ar(B̃) آنگاه باشد، Ã ⊂ B̃ و فازی اعداد Ã, B̃ ∈ F کنید فرض .٢ .۴ .٢ قضیه

داریم: Ã ⊂ B̃ از برهان.
b١(α) ≤ a١(α) ≤ a٢(α) ≤ b٢(α),

یعنͬ: ،α ∈ [٠, ١] همه برای
a٢(α)− a١(α) ≤ b٢(α)− b١(α),

این رو از و α ∈ [٠, ١] همه برای
V ar(Ã) =

١
٢
∫ ١

٠ α(a٢(α)− a١(α))٢dα ≤ ١
٢
∫ ١

٠ α(b٢(α)− b١(α))٢dα = V ar(B̃).

ͬ رسد. م پایان به اثبات



٣ فصل
انتخاب برای چندهدفه ام΄انͬ مدل

معامله هزینه با پورتفوی

مقدمه ٣. ١
آن ها در که است. شده بیان [١٠،١١] در میانگین‐واریانس کارای پورتفوی انتخاب نظریه
آن اساس و پایه که را خود کار مارکوویتز١، ͬ شود. م ارائه پورتفوی ها یافتن برای خطͬ روش
برای را بهینه سازی و احتمال نظریه نظریه؛ این کرد. منتشر را است مدرن پورتفوی تحلیل
میانگین‐واریانس روی΄رد ͬ کند. م ترکیب اطمینان عدم تحت اقتصادی فرآیندهای مدل سازی
پیچیدگͬ آن، دلایل مهم ترین از ی΄ͬ است. گرفته قرار پژوهش·ران از بسیاری انتقاد مورد نیز
کونو ͬ آید. م پیش بزرگ مقیاس در دوم درجه برنامه ریزی مسأله حل در که است محاسباتͬ
استفاده مارکوویتز مدل در موجود ΁ریس تابع جای به معیار انحراف  تابع از [١٢] یامازاک٢ͬ و

کردند.
΁ریس و آینده بازده دقیق بینͬ پیش مالͬ، بازار ΁ی پیچیدگͬ و اطلاعات بودن ناقص علت به
[٢٨] زاده روزمره، زندگͬ در ابهام دادن نشان منظور به است. غیرمم΄ن پورتفوی واقعͬ
این براساس [٣۴] زاده٣ و بلمن کرد. ١٩۶۵معرفͬ سال در را فازی مجموعه های مفهوم

1 Markowitz
2 Konno and Yamazaki
3 Bellman and Zadeh

٣١



معامله هزینه با پورتفوی انتخاب برای چندهدفه ام΄انͬ مدل ٣٢
این که کردند معرفͬ تصمیم مجموعه ΁ی با فازی محیط ΁ی در را تصمیم گیری مفهوم،
مدل از دی·ری نوع [٢٢] واتادا۴ ͬ کند. م ی΄پارچه را فازی محدودیت و فازی هدف موضوع،
سرمایه گذاری ΁ی سنتͬ پرتفوی نظریه در کرد. ارائه فازی اصل اساس بر را پورتفوی انتخاب
بنابراین است. گرفته قرار توجه مورد ΁ریس کاهش برای خوب سیاست ΁ی عنوان به توزیعͬ،
در داشت. انتظار ͬ توان م پورتفوی ها انتخاب برای را ام΄انͬ برنامه ریزی برای کاربرد ΁ی
به بل΄ه تصادفͬ متغیرهای عنوان به نه انتظار مورد بازده نرخ ام΄انͬ برنامه ریزی روی΄ردهای
اصلͬ ͬ های نگران از ی΄ͬ معاملاتͬ هزینه های ͬ شوند. م گرفته نظر در ام΄انͬ متغیرهای عنوان
عمل΄رد بر مستقیمͬ تأثیر معاملاتͬ هزینه های که است بدیهͬ است. پورتفوی ها مدیریت برای
΁ی به منجر معاملاتͬ هزینه های گرفتن نادیده که دریافتند [ ٣۵] واگنر۵ و آرنوت دارد. آن ها
باشد، داشته انتظار است مم΄ن سرمایه گذار ΁ی که بازده ای ͹سط ͬ شود. م ناکارآمد پورتفوی
اینجا در ما بنابراین هستند. مبهم معمولا˟ مالͬ محیط ΁ی در پرتفوی نقدشوندگͬ و ΁ریس
با را معامله هزینه با پورتفوی بازپرداخت برای را چندهدفه غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله ΁ی

ͬ کنیم. م پیشنهاد نقدشوندگͬ به توجه

پورتفوی انتخاب مسأله ٣. ٢
و قرضه اوراق در مختلف دارایی n در سرمایه گذاری فرصت دارای موفق افراد که کنید فرض

هستند: ذیل شرح به علائم هستند. پورتفوی
،i = ١,٢, . . . , n برای دارد اختصاص iام سهم به که پولͬ مبل; کل نسبت xi

iام، سهم برای ترتیب به شده سرمایه گذاری بیشینه و کمینه نسبت ui, li

iام، ریس΄ͬ دارایی بازدهͬ از تصادفͬ نرخ Ri

،i, j = ١,٢, . . . , n ؛ Ri, Rj بین کوواریانس Cov(Ri, Rj) σij

،i = ١,٢, . . . , n ریس΄ͬ دارایی از معاملاتͬ هزینه های نرخ ci

n∑
i=١

xi = ١ xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

گروه دو به عموماً که است، اقتصادی مبادله ی ΁ی از ناشͬ هزینه های معاملاتͬ هزینه های
ͬ شود: م تقسیم

قرارداد. نوشتن و مذاکرات انجام و قبول قابل تجاری طرف کردن پیدا به مربوط هزینه های .١
4 Watada
5 Arnott and Wagner



٣٣ پورتفوی انتخاب مسأله
شده. توافق قراردادهای مفاد اجرا و بررسͬ به مربوط هزینه های .٢

بین تفاوت از تابعͬ ΁ی معامله هزینه ͬ شود م فرض ͬ شود، م ملاحظه [٣] در که همانطور
ͬ آید. م به دست x٠ = (x٠١, x٠٢, . . . , x٠

n) موجود پورتفوی و x = (x١, x٢, . . . , n) جدید پورتفوی
ͬ توانیم م جدید، سرمایه گذاران برای n∑است.

i=١ ci|xi−x٠
i | پورتفوی معامله هزینه کل بنابراین

ب·یریم. نظر در را i = ١,٢, . . . , n ،x٠
i = ٠

بیان زیر صورت به ͬ تواند م معاملاتͬ هزینه های با هدفه دو میانگین‐واریانس مدل ١ مدل
شود:

maximize M(x) = E(R)−
∑n

i=١ ci|xi − x٠
i |, R =

∑n
i=١ Rixi,

minimize V (x) =
∑n

i=١
∑n

j=١ Cov(Ri, Rj)xixj ,

subject to
∑n

i=١ xi = ١,
li ≤ xi ≤ ui, xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(٣. ١)

باید همیشه سرمایه گذار ΁ی که معناست این به مارکوویتز (MV ) میانگین‐واریانس۶
این بهینه میانگین‐واریانس پورتفوی در اصلͬ مش΄ل کند. انتخاب را کارا پورتفوی
΁ی که ͬ شوند م متمرکز دارایی ها از کمͬ تعداد روی شدت به اغلب پورتفوی ها که است
دی·ر معیار ΁ی معرفͬ برای دی·ری چشم انداز بنابراین است. داده ها تنوع برای تناقض
نیست آور تعجب دارد. وجود انتخاب بهترین عنوان به و تنوع برای مختصر صورت به
ͬ شود، م استفاده مالͬ ادبیات در پورتفوی ها پراکندگͬ اندازه گیری عنوان به آنتروپی که
بررسͬ را آنتروپی معیار ΁ی بنابراین ͬ دهد. م نشان را دارایی ها تنوع اطمینان عدم زیرا
تابع فصل، این در .[٢٣،٣٧] دارد تنوع چقدر پورتفوی که ب·یرند نتیجه تا ͬ کنند م

ͬ کنیم. م حداکثر را زیر آنتروپی
S(x) = −

n∑
i=١

xilnxi.

تنوع با ͬ تواند م پورتفوی انتخاب مسأله (٣. ١) مسأله با قیاس در واقعͬ مسائل در ٢ مدل
شود: نوشته زیر هدفه سه مدل صورت به بیشتری

maximize S(x) = −
∑n

i=١ xiln(xi),
maximize M(x) = E(R)−

∑n
i=١ ci|xi − x٠

i |, R =
∑n

i=١ Rixi,

minimize V (x) =
∑n

i=١
∑n

j=١ Cov(Ri, Rj)xixj ,

subject to
∑n

i=١ xi = ١,
li ≤ xi ≤ ui, xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(٣. ٢)

6Mean-Variance



معامله هزینه با پورتفوی انتخاب برای چندهدفه ام΄انͬ مدل ٣۴

فازی عدد ٣. ٢. ١
کامل به صورت ͬ تواند م TrFN ذوزنقه ای فازی عدد ΁ی : ٧(TrFN) ذوزنقه ای فازی عدد

است: زیر به صورت آن عضویت تابع که شود بیان Ã = (al, a١, a٢, ar) چهارتایی به وسیله ی

µÃ(x) =



µl
Ã
(x) = x−al

a١−al
, al ≤ x ≤ a١,

١, a١ ≤ x ≤ a٢,
µr
Ã
(x) = ar−x

ar−a٢ , a٢ ≤ x ≤ ar,

٠, این صورت غیر در

(٣. ٣)

از راست و چپ عضویت تابع ترتیب به µr
Ã

و µl
Ã

و هستند حقیقͬ اعداد al ≤ a ≤ ar آن در که
است. آمده (٣. ١) ش΄ل در µÃ(x) عضویت تابع از تصویری نمایش هستند. Ã فازی عدد

ذوزنقه ای فازی عدد :٣. ١ ش΄ل

TrFNذوزنقه ای فازی عدد از خاص نوع ΁ی ٨(TFN) مثلثͬ فازی عدد ΁ی که باشید داشته توجه
است. a١ = a٢ با

دو مجموع ب·یرید نظر در را B̃ = (bl, b١, b٢, br) و Ã = (al, a١, a٢, ar) ذوزنقه ای فازی عدد دو
عدد ΁ی نیز k اس΄الر در حاصلضرب و است ذوزنقه ای فازی عدد ΁ی نیز ذوزنقه ای فازی عدد

داریم: یعنͬ است. ذوزنقه ای فازی
Ã+ B̃ = (al + bl, a١ + b١, a٢ + b٢, ar + br),

k ∗ Ã = (kal, ka١, ka٢, kar), k ≥ ٠,
= (kar, ka٢, ka١, kal), k < ٠,

Ã− B̃ = (al − br, a١ − b٢, a٢ − b١, ar − bl).

7 Triangular Fuzzy Number
8 Triangle Fuzzy Number



٣۵ چندهدفه ام΄انͬ مدل

ام΄انͬ میانگین مقدار و واریانس ٣. ٢. ٢
Ã = (al, a١, a٢, ar) از قطعͬ ام΄انͬ میانگین ارزش آنگاه باشد. Aα = [u١(α), u٢(α)] کنید فرض

[۴،٨] ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

E(Ã) =

∫ ١
٠ α[u١(α) + u٢(α)]dα

=

∫ ١
٠ α[al + α(a١ − al) + ar − α(ar − a٢)]dα

=
a١ + a٢٣ +

al + ar۶ .

(۴ .٣)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت Ã ام΄انͬ واریانس

V ar(Ã) =
١
٢
∫ ١

٠ α[u٢(α)− u١(α)]٢dα

=
١
٢
∫ ١

٠ α[ar − α(ar − a٢)− al − α(a١ − al)]
٢dα

=
(a١ + ar − al − a٢٨(٢ +

(ar − al)
٢

۴ − (a١ + ar − al − a٢)(ar − al)٣ .

(۵ .٣)

بین ام΄انͬ کوواریانس آنگاه باشند. Bα = [v١(α), v٢(α)] و Aα = [u١(α), u٢(α)] کنید فرض
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به B̃ = (bl, b١, b٢, br) و Ã = (al, a١, a٢, ar) فازی اعداد

Cov(Ã, B̃) =
١
٢
∫ ١

٠ α[[u٢(α)− u١(α)][v٢(α)− v١(α)]]dα

=
(a١ + ar − al − a٢)(b١ + br − bl − b٨(٢ +

(ar − al)(br − bl)۴
− (a١ + ar − al − a٢)(br − bl) + (b١ + br − bl − b٢)(ar − al)۶ .

(۶ .٣)

چندهدفه ام΄انͬ مدل ٣. ٣
.΁ریس و انتظار مورد بازده شد؛ آغاز اساسͬ عامل دو با چندهدفه سهام سبدهای بهینه سازی
نقدشوندگͬ مانند ب·یرند، نظر در نیز را دی·ر عوامل است مم΄ن سرمایه گذاران موارد، بعضͬ در

ͬ شود. م ارزیابی سهام گردش نرخ از استفاده با که
به هزینه حداقل با آن در بهادار ورقه ی ΁ی که است سرعتͬ و سهولت معنای به نقدشوندگͬ
بیشتر را بازار بالای نقدشوندگͬ با سهام های سرمایه گذاران معمولا˟ ͬ شود، م تبدیل نقد وجه
مم΄ن غیر بهادار اوراق فروش نرخ پیش بینͬ نامطمئن، مالͬ بازار به توجه با ͬ دهند. م ترجیح
اوراق بهره نرخ ام΄انͬ توزیع که شود ساده تر بینͬ پیش است مم΄ن موارد از بسیاری در است.
را i بهادار اوراق سهام گردش نرخ ما اینجا در شود. زده تخمین احتمال توزیع جای به بهادار
قطعͬ ام΄انͬ میانگین ارزش و i = ١,٢, . . . , n ،T̃i = (Til, Ti١, Ti٢, Tir) ذوزنقه ای فازی عدد با



معامله هزینه با پورتفوی انتخاب برای چندهدفه ام΄انͬ مدل ٣۶
ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را پرتفوی ها نرخ در معاملات

E(T̃ ) =

n∑
i=١

(
Ti١ + Ti٢٣ +

Til + Tir۶
)
xi, xi ≥ ٠ (٣. ٧)

است. λ ثابت مقدار ΁ی با مساوی یا بزرگ تر معمولا˟ پرتفوی، نقدشوندگͬ آن در که
R̃i = (Ril, Ri١, Ri٢, Rir) ای ذوزنقه فازی عدد توسط (i = ١,٢, . . . , n) ام، i سهام با بازده نرخ

ͬ گردد: م فرمول بندی زیر به صورت ام΄انͬ پرتفوی مدل ΁ی و ͬ شود، م تعریف
maximize S(x) = −

∑n
i=١ xiln(xi),

maximize M(x) = E
(∑n

i=١ R̃ixi

)
−
∑n

i=١ ci|xi − x٠
i |,

minimize V (x) =
∑n

i=١
∑n

j=١ Cov(R̃i, R̃j)xixj ,

subject to E
(∑n

i=١ T̃ixi

)
≥ λ,∑n

i=١ xi = ١ li ≤ xi ≤ ui, li, ui > ٠, i = ١,٢, . . . , n
آن در که

E
(∑n

i=١ R̃ixi

)
=
∑n

i=١

Ri١ +Ri٢
٣ +

Ril +Rir

۶
xi,

Cov(R̃i, R̃j) =
(Ri١ +Rir −Ril −Ri٢)(Rj١ +Rjr −Rjl −Rj٢)

٨ +
(Rir −Ril)(Rjr −Rjl)

۴
−
(Ri١ +Rir −Ril −Ri٢)(Rjr −Rjl) + (Rj١ +Rjr −Rjl −Rj٢)(Rir −Ril)

۶ .

برنامه ریزی چندهدفه مسأله ریاضͬ: تحلیل و تجزیه ۴ .٣
(MONLP خطͬ( غیر

مسأله نوع این حل برای روشͬ و ٩ چندهدفه غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله ΁ی درمورد اینجا در
ͬ کنیم. م بحث

(MONLP خطͬ( غیر برنامه ریزی چندهدفه مسأله ١ .۴ .٣
کمینه سازی مسأله صورت به است مم΄ن چندهدفه غیرخطͬ برنامه ریزی کلͬ مسأله ΁ی

شود: مطرح زیر برداری
minimize Z(x) = [Z١(x), Z٢(x), . . . , Zk(x)] (٣. ٨)

9 Multi-objective Non-linear Programming



٣٧ (MONLP خطͬ( غیر برنامه ریزی چندهدفه مسأله ریاضͬ: تحلیل و تجزیه
زیر محدودیت های تحت

subject to x ∈ X = {x : gj(x) ≤ bj , (j = ١,٢, . . . ,m), li ≤ xi ≤ ui(i = ١,٢, . . . , n)}.

غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله حل برای فازی برنامه ریزی روش ٢ .۴ .٣
چندهدفه

مسأله حل برای سادگͬ به ͬ تواند م فازی برنامه ریزی روش ΁ی که داد نشان [١۴] ١٠ زیمرمن
ͬ شوند: م استفاده زیر مراحل ،(٣. ٨) مسأله حل برای شود. استفاده چندهدفه برنامه ریزی

در هدف ΁ی از استفاده با غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله ی ΁ی تنها عنوان به را (٣. ٨) ١ مرحله
هدف توابع تمام برای را روند این کنید. حل هدف، توابع بقیه گرفتن نادیده و زمان ΁ی

شده اند. شناخته ایده آل جواب  های عنوان به آمده به دست جواب های دهید، انجام
جدول و کنید تعیین را جواب هر در هدف هر برای متناظر مقادیر ،١ مرحله نتایج از ٢ مرحله

دهید: تش΄یل زیر به صورت را (توازن) پرداخت

Z١(x) Z٢(x) … Zk(x)

x١ Z∗١ (x١) Z٢(x١) … Zk(x
١)

x٢ Z١(x٢) Z∗٢(x٢) … Zk(x
٢)

… … … …
xk Z١(xk) Z٢(xk) … Z∗

k(x
k)

کنید: تعریف و هستند هدف تابع k ایده آل جواب های x١, x٢, . . . , xk آن در که

Ur = max{Zr(x
١), Zr(x

٢), . . . , Zr(x
k)},

Lr = min{Zr(x
١), Zr(x

٢), . . . , Zr(x
k)}.

ب·یرید: نظر در را زیر مسأله (٣. ٨) از هدف توابع موردانتظار سطوح از استفاده با ٣ مرحله
طوری΄ه: به را x کنید پیدا

Zr(x)≤̃Lr, (r = ١,٢, . . . , k) x ∈ X. (٣. ٩)
10 Zimmermann



معامله هزینه با پورتفوی انتخاب برای چندهدفه ام΄انͬ مدل ٣٨

هدف تابع :٣. ٢ ش΄ل

که ͬ شوند م محسوب فازی محدودیت های به عنوان (٣. ٨) در هدف توابع اینجا در
ͬ شود: م محاسبه زیر عضویت تابع توسط

µr(Zr(x)) =


٠, Zr(x) ≥ Ur(x),

dr(x), Lr(x) ≤ Zr(x) ≤ Ur(x),

١, Zr(x) ≤ Lr(x).

(٣. ١٠)

(٣. ٢) ش΄ل است. Zr(x) گرفتن نظر در با ی΄نواخت نزولͬ اکیداً تابع ΁ی dr(x) اینجا در
ͬ دهد. م نشان را µr(Zr(x)) گراف

(٣. ١٠) به توجه با r = ١,٢, . . . , k هر برای Zr(x) عضویت توابع کردن استخراج از پس
ب·یرید: نظر در زیر ش΄ل به را عمومͬ تجمعͬ تابع ΁ی

µD̃(x) = G(µ١(Z١(x)), µ٢(Z٢(x)), . . . , µk(Zk(x))).

شود: تعریف زیر به صورت ͬ تواند م فازی چندهدفه تصمیم گیری مسأله ΁ی بنابراین
maximize µD̃(x), (٣. ١١)

subject to x ∈ X.

ͬ شود: م تبدیل زیر مسأله ی به (٣. ١١) مسأله [٣۵] فازی تصمیم گیری فرآیند در و
maximize µD̃(x) =

∑k
r=١ wrµr(Zr(x)),

subject to ٠ ≤ µ(Zr(x)) ≤ ١, r = ١,٢, . . . , k,
x ∈ X و wr ≥ ٠,∑k

r=١ wr = ١.
(٣. ١٢)



٣٩ (MONLP خطͬ( غیر برنامه ریزی چندهدفه مسأله ریاضͬ: تحلیل و تجزیه
پایه تعاریف از برخͬ کنید. حل را (٣. ١٢) مسأله پارتو بهینه ی جواب یافتن برای ۴ مرحله

ͬ شوند. م معرفͬ زیر در پارتو١١ بهینه جواب های برای

برای هرگاه است (٣. ٨) مسأله برای بهینه جواب ΁ی x∗ ∈ X ( کامل بهینه (جواب تعریف١
، x ∈ X هر

Zr(x
∗) ≤ Zr(x), r = ١,٢, . . . , k,

کامل بهینه جواب لذا دارد وجود تناقضͬ (٣. ٨) مسأله هدف توابع بین ͽمواق اغلب در
زیر شرح به و ͬ آید م وجود به پارتو بهینه جواب مفهوم رو این از ندارد. وجود همیشه

ͬ شود. م تعریف

اگر تنها و اگر است (٣. ٨) برای پارتو بهینه جواب ΁ی x∗ پارتو) بهینه (جواب ٢ تعریف
طوری΄ه به باشد، نداشته وجود دی·ری x ∈ X

Zr(x) ≤ Zr(x
∗), r = ١,٢, . . . , k,

، j ΁ی حداقل برای و
Zj(x) ̸= Zj(x

∗),

باشد. j ∈ {١,٢, . . . , k} که

پرتفوی انتخابی مدل حل برای فازی برنامه ریزی روش ٣ .۴ .٣
هدفه سه

فرمول بندی زیر به صورت برداری کمینه سازی مسأله ΁ی عنوان به ͬ تواند م هدفه سه مدل
شود:

minimize [−S(x)] =
∑n

i=١ xiln(xi),
minimize [−M(x)] = −E

(∑n
i=١ R̃ixi

)
+
∑n

i=١ ci|xi − x٠
i |,

minimize V (x) =
∑n

i=١
∑n

j=١ Cov(R̃i, R̃j)xixj ,

subject to
∑n

i=١

Ti١ + Ti٢
٣ +

Til + Tir

۶
xi ≥ λ,

∑n
i=١ xi = ١ li ≤ xi ≤ ui, xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n

(٣. ١٣)

11Pareto



معامله هزینه با پورتفوی انتخاب برای چندهدفه ام΄انͬ مدل ۴٠
آن در که

E
(∑n

i=١ R̃ixi

)
=
∑n

i=١

Ri١ +Ri٢
٣ +

Ril +Rir

۶
xi,

Cov(R̃i, R̃j) =
(Ri١ +Rir −Ril −Ri٢)(Rj١ +Rjr −Rjl −Rj٢)

٨ +
(Rir −Ril)(Rjr −Rjl)

۴
−
(Ri١ +Rir −Ril −Ri٢)(Rjr −Rjl) + (Rj١ +Rjr −Rjl −Rj٢)(Rir −Ril)

۶ .

از پس ͬ شود. م استفاده (٢ .۴ .٣) از ١ مرحله ی ،(٣. ١٣) بهینه سازی مسأله حل برای
ͬ شود: م ساخته زیر شرح به (توازن) پرداخت جدول آن

S(x) M(x) V (x)

x١ S(x١) M(x١) V (x١)
x٢ S(x٢) M(x٢) V (x٢)
x٣ S(x٣) M(x٣) V (x٣)

که: ͬ کنیم م پیدا را LV و LM , LS پایینͬ مرزهای و UV و UM , US بالایی مرزهای اکنون
US = max{S(x١), S(x٢), S(x٣)}, LS = min{S(x١), S(x٢), S(x٣)},
UM = max{M(x١),M(x٢),M(x٣)}, LM = min{M(x١),M(x٢),M(x٣)},
UV = max{V (x١), V (x٢), V (x٣)}, LV = min{V (x١), V (x٢), V (x٣)}.

هدف توابع برای µV (V (x)) و µ−M (−M(x)), µ−S(−S(x)) عضویت توابع سادگͬ، برای
ͬ شود: م تعریف زیر شرح به V (x) و M(x), S(x)

µ−S(−S(x)) =



٠, − S(x) ≥ −LS ,S(x)− LS

US − LS

 , − US < −S(x) < −LS ,

١, − S(x) ≤ −US .

µ−M (−M(x)) =



٠, −M(x) ≥ −LM ,M(x)− LM

UM − LM

 , − UM < −M(x) < −LM ,

١, −M(x) ≤ −UM .



۴١ (MONLP خطͬ( غیر برنامه ریزی چندهدفه مسأله ریاضͬ: تحلیل و تجزیه

µV (V (x)) =



٠, V (x) ≥ UV ,UV − V (x)

UV − LV

 , LV < V (x) < UV ,

١, V (x) ≤ LV .

به (٣. ١٣) غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله فوق قطعͬ عضویت توابع ٣ مرحله به توجه با
ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت

maximize F = w١µ−S(−S(x)) + w٢µ−M (−M(x)) + w٣µV (V (x)),

subject to
∑n

i=١
(
Ti١+Ti٢٣ + Til+Tir۶

)
xi ≥ λ,∑n

i=١ xi = ١ li ≤ xi ≤ ui, xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n,
٠ ≤ µ−S(−S(x)), µ−M (−M(x)), µV (V (x)) ≤ ١, ∑٣

i=١ wi = ١.
(١۴ .٣)

شود: نوشته زیر به صورت به ͬ تواند م نیز (١۴ .٣) مسأله

maximize F = w١

S(x)− LS

US − LS

+ w٢

M(x)− LM

UM − LM

+ w٣

UV − V (x)

UV − LV

 ,

subject to
∑n

i=١

Ti١ + Ti٢
٣ +

Til + Tir

۶
xi ≥ λ,

∑n
i=١ xi = ١ li ≤ xi ≤ ui, xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

٠ ≤

S(x)− LS

US − LS

 ,

M(x)− LM

UM − LM

 ,

UV − V (x)

UV − LV

 ≤ ١, ∑٣
i=١ wi = ١.

(١۵ .٣)
است: زیر مسأله ی با معادل مسأله این

maximize F١ = −K١
∑n

i=١ xiln(xi) +K٢
[
E
(∑n

i=١ R̃ixi

)
−
∑n

i=١ ci|xi − x٠
i |
]

−K٣
∑n

i=١
∑n

j=١ Cov(R̃i, R̃j)xixj ,

subject to
∑n

i=١

Ti١ + Ti٢
٣ +

Til + Tir

۶
xi ≥ λ,

∑n
i=١ xi = ١ li ≤ xi ≤ ui, xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

K١ =
w١

US − LS
, K٢ =

w٢
UM − LM

, K٣ =
w٣

UV − LV
,

F (x) = F١(x)−
w١LS

US − LS
−

w٢LM

UM − LM
+

w٣UV

UV − LV
,∑٣

i=١ wi = ١.
(١۶ .٣)



معامله هزینه با پورتفوی انتخاب برای چندهدفه ام΄انͬ مدل ۴٢
آن در که

E
(∑n

i=١ R̃ixi

)
=
∑n

i=١

Ri١ +Ri٢
٣ +

Ril +Rir

۶
xi,

Cov(R̃i, R̃j) =
(Ri١ +Rir −Ril −Ri٢)(Rj١ +Rjr −Rjl −Rj٢)

٨ +
(Rir −Ril)(Rjr −Rjl)

۴
−
(Ri١ +Rir −Ril −Ri٢)(Rjr −Rjl) + (Rj١ +Rjr −Rjl −Rj٢)(Rir −Ril)

۶ .

عددی مثال ۵ .٣
ارائه ام΄انͬ چندهدفه پیشنهادی مدل دادن نشان برای عددی مثال ΁ی بخش، این در

کنید. بررسͬ را زیر احتمال توزیع به توجه با بهادار ورقه شش ͬ دهیم. م
٠ ≤ xi ≤ ٠٫۵

i (Ril, Ri١, Ri٢, Rir) ci x٠
i (Til, λTi١, λTi٢, Tir), λ = ٠٫٣

١ (٠٫٠۴۶, ٠٫٠۶٩, ٠٫٠٧۴, ٠٫٠٨١) ٠٫٠٠٣ ١. ٠۵ (٠٫٠٠٢, ٠٫٠١٢, ٠٫٠٢۴, ٠٫٠۴٢)
٢ (٠٫٠۴٨, ٠٫٠٧٠, ٠٫٠٧۶, ٠٫٠٨۴) ٠٫٠٠١ ٢٠. ٠ (٠٫٠٠٣, ٠٫٠١۵, ٠٫٠٢٧, ٠٫٠۴۵)
٣ (٠٫٠۴٨, ٠٫٠٧٢, ٠٫٠٧٨, ٠٫٠٨٨) ٠٫٠٠۵ ١. ٠۵ (٠٫٠٠١, ٠٫٠١٢, ٠٫٠١۵, ٠٫٠٢٨)
۴ (٠٫٠۵٠, ٠٫٠٧۶, ٠٫٠٨٢, ٠٫٠٩٠) ٠٫٠٠۴ ١. ٠۵ (٠٫٠٠٢, ٠٫٠١٢, ٠٫٠۴٢, ٠٫٠٧٢)
۵ (٠٫٠۶٠, ٠٫٠٧٨, ٠٫٠٨۶, ٠٫٠٩۵) ٠٫٠٠٣ ٢٠. ٠ (٠٫٠٠١, ٠٫٠٠٩, ٠٫٠٢۴, ٠٫٠٣٩)
۶ (٠٫٠۶٢, ٠٫٠٨٨, ٠٫٠٩٨, ٠٫١٠٠) ٠٫٠٠١ ١. ٠۵ (٠٫٠٠١۵, ٠٫٠٠۶, ٠٫٠٣٠, ٠٫٠۴۵)

نوع در است. شده ارائه اهداف مختلف مقادیر برای آمده دست به نتایج (٣. ١) جدول در
ͬ یابد. م افزایش نیز ΁ریس اما است، I نوع از بالاتر انتظار مورد بازده III
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۴ فصل
اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش

ام΄انͬ واریانس و میانگین

مقدمه ١ .۴
شد پیشنهاد مارکوویتز توسط ابتدا که پرتفوی انتخاب مسأله برای میانگین‐واریانس روش
با را احتمال این است. داشته مدرن پرتفوی انتخاب نظریه توسعه در مهمͬ نقش ،[١۴،١۵،١۶]
بررسͬ نامطمئن عوامل تأثیر تحت را سرمایه گذار رفتار تا ͬ کند م ترکیب بهینه سازی روش های
عنوان به پرتفوی، انتظار مورد بازده از که است این در میانگین‐واریانس مدل اصل کند.
سرمایه گذاری ΁ریس عنوان به پرتفوی، انتظار مورد بازده واریانس از و سرمایه گذاری بازده
تحقیقات از برخͬ است. احتمال نظریه اساس بر موجود پرتفوی مدل های اکثر کند. استفاده
وروس۴ ،[٣] پرلد٣ ،[٣۶] مرتون٢ ،[۴۴] از:شارپ١ عبارتند پرتفوی میانگین انتخاب مورد در

.[٣٠] بست۵ و [٢۵]
طوری که به ͬ گذارند، م تأثیر مالͬ بازارهای بر که دارند وجود احتمالͬ غیر عوامل از بسیاری
انتخاب مسأله محققان از تعدادی اخیراً، است. فازی قطعیت عدم دارای ریس΄ͬ دارایی بازده

1Sharpe
2Merton
3Perold
4Voros
5Best

۴۵



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۴۶
هم΄اران٧ و لئون و [٣٨] وام۶ͬ راماس ،[٢۶] واتادا دادند. قرار بررسͬ مورد را فازی پرتفوی
[١٧،١٨] گو٨ و تاناکا کردند. بررسͬ را فازی تصمیم نظریه از استفاده با پرتفوی انتخاب [۴١]
اینوگوچͬ دادند. ارائه احتمالͬ توزیع و فازی احتمالات اساس بر را پرتفوی انتخاب مدل نوع دو
بیشینه ـ کمینه معیار اساس بر پرتفوی انتخاب مسأله برای را ام΄انͬ برنامه ریزی [١٩] تانینو٩ و
مدل های [۴٢] هم΄اران١٢ و گو و [٢٧] هم΄اران١١ و لͬ ،[٣٩] چنگ١٠ و وانگ کردند. معرفͬ
و ژانگ و [۴۵] ن١٣ͬ و ژانگ کردند. معرفͬ را پرتفوی انتخاب از مقدار بازه ای برنامه ریزی
را ریس΄ͬ دارایی بهینه پرتفوی استقراضͬ، فروش بودن مجاز عدم فرض با [۴۶] هم΄اران١۴

ͬ کنند. م بیان میانگین‐واریانس اساس بر
و L−R ام΄انͬ توزیع مطابق دارایی ها بازده که زمانͬ پرتفوی، انتخاب مسأله به ابتدا

نیز را آن از خاصͬ حالت های سپس و ͬ پردازیم م است، دارایی ها در موجود محدودیت های
و ام΄انͬ بازده اساس بر جدید پرتفوی انتخاب ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل ͬ دهیم. م ارائه
کمتری ابهام با را نامطمئن تصمیم گیری محیط ΁ی ͬ تواند م که شده تعریف ام΄انͬ ΁ریس
΁ی هستند. کاربردی تر دارند، کمتری مجهول ام΄انͬ، روی΄ردهای این که آن جا از کند. روبرو
پیشنهادی مؤثر روی΄ردهای و ابزار دادن نشان برای فازی پرتفوی انتخاب مسأله از عددی مثال

است. شده ارائه

ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢ .۴
باشد. α ∈ [٠, ١] ،Aα = [a١(α), a٢(α)] ‐برش α با فازی عدد ΁ی Ã کنید فرض

کردند: معرفͬ زیر صورت به را Ã ام΄انͬ میانگین مقدار [۵] فولر١۵ و کارسون

M(Ã) =

∫ ١
٠ α[a١(α) + a٢(α)]dα, (١ .۴)

فازی اعداد α ∈ [٠, ١] ،Bα = [b١(α), b٢(α)] با B̃ و Aα = [a١(α), a٢(α)] با Ã کنید فرض
هستند.

دادند: نشان زیر صورت به را فازی اعداد کوواریانس و ام΄انͬ واریانس همچنین فولر و کارسون

V ar(Ã) =
١
٢
∫ ١

٠ α[a٢(α)− a١(α)]٢dα, (٢ .۴)
و

Cov(Ã, B̃) =
١
٢
∫ ١

٠ α[(a٢(α)− a١(α))(b٢(α)− b١(α))]dα. (٣ .۴)
6Ramaswamy
7Leon et al
8Tanaka and Guo
9Inuiguchi and Tanino
10Wang and Zhu

11Lai et al
12Giove et al
13Zhang and Nie
14Zhang et al
15Carlsson and Fuller



۴٧ پرتفوی انتخاب برای میانگین‐واریانس مدل

پرتفوی انتخاب برای میانگین‐واریانس مدل ٣ .۴
کنید فرض دهیم. ارائه مارکوویتز میانگین‐واریانس مدل از مختصر توضیح ΁ی دهید اجازه
با تصادفͬ متغیر ΁ی jام دارایی عنوان به rj بازده نرخ که دارد وجود ریس΄ͬ دارایی n که
این به یافته اختصاص وجوه سرمایه گذاری کل نسبت و باشد r̄j = E(rj) انتظار مورد بازده
مجموعه ی راحت تر، توصیف منظور به مشخص شود. j = ١, . . . , n ،xj صورت به دارایی
آنگاه ب·یرید. نظر در را F = (١, ١, . . . , ١)T و r = (r١, r٢, . . . , rn)T ،X = (x١, x٢, . . . , xn)T

است. r = rTX صورت به X = (x١, x٢, . . . , xn)T پرتفوی بازده
ͬ شوند: م بیان زیر صورت به ترتیب به r واریانس و انتظار مورد بازده

E(r) = r̄TX, D(r) = XTV X,

انتظار مورد بازده بردار ترتیب به V = (σij)n×n و E(r) = r̄ = (r̄١, r̄٢, . . . , r̄n)T آن در که
زیر صورت به پرتفوی انتخاب میانگین‐واریانس مدل هستند. بازده کوواریانس ماتریس و

ͬ شود: م فرمول بندی
minimize XTV X,

subject to


r̄TX ≥ µ,

F TX = ١,
X ≥ ٠.

(۴ .۴)

ماتریس و انتظار مورد بازده بردار برآورد (۴ .۴) میانگین‐واریانس مدل از استفاده برای
کوواریانس واریانس، انتظار، مورد بازده های همه که معناست بدان این است. لازم کوواریانس
میانگین‐ مدل در شود. برآورد سرمایه گذار ΁ی توسط دقیق طور به باید ریس΄ͬ دارایی های
قابل تصادفͬ رویداد دو هر ،ͽواق در که است تصادف با معادل اطمینان عدم (۴ .۴) واریانس
ͬ کنند. م ترکیب احتمالͬ ارزیابی با را سرمایه گذار ذهنͬ قضاوت های با آزمون، قابل و مشاهده
بر مشاهده، قابل تصادفͬ پیشامدهای با مقابله برای احتمال نظریه از استفاده با نظریه پرداز
از بسیاری تأثیر تحت که این به مالͬ، بازار ام΄ان ها. تا ͬ شود م متمرکز ذهنͬ قضاوت های
محیط ΁ی در ͬ کند. م تغییر لحظه به لحظه و است معروف است پیش بینͬ قابل غیر عوامل
پیش دقیق طور به ͬ تواند نم دارایی ها ΁ریس و بازده آینده وضعیت فازی، نامعین اقتصادی
ͬ شود. م شناخته احتمالͬ توزیع برای جای·زین ΁ی عنوان به ام΄انͬ توزیع بنابراین شود. بینͬ
توزیع از راحت تر ͬ توان م را ریس΄ͬ دارایی های بازده نرخ ام΄انͬ توزیع موارد، از بسیاری در
ام΄انͬ پرتفوی انتخاب مورد در بحث است مم΄ن بنابراین، آورد. به دست مربوطه احتمالͬ

باشد. ارزشمند
کیف١٧ͬ، بهینه سازی رهیافت کسری١۶، رهیافت مانند گذشته، در ام΄انͬ برنامه ریزی روش های

16Fractile
17Modality



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۴٨
مسأله ΁ی برای ١٩min − max مسئولیت پذیری رهیافت و گسترش١٨ͬ بهینه سازی رهیافت
و اینوگوچͬ ،[٢٠] هم΄اران٢٠ و اینوگوچͬ ،[١٩] تانینو و اینوگوچͬ توسط ام΄انͬ برنامه ریزی

شده است: پیشنهاد زیر صورت به ،[٢١] هم΄اران
minimize rTX,

subject to

F TX = ١,
X ≥ ٠. (۵ .۴)

چندمتغیره ام΄انͬ توزیع ΁ی توسط که است فازی بردار ΁ی r = (r١, r٢, . . . , rn)T آن در که
تاناکا کرد. تبدیل خطͬ برنامه ریزی مسأله ΁ی به ͬ توان م را (۵ .۴) مسأله است. شده محدود
بازده نرخ که پرتفوی انتخاب مسأله [۴٢] گو و تاناکا ،[۴٠] هم΄اران و گو ،[۴٣] هم΄اران٢١ و
و کارسون گرفتند. نظر در را است f(u) = exp{−(u−a)٢

D } تابع اساس بر را آن ام΄انͬ توزیع
این مطابق را پرتفوی انتخاب برای ام΄انͬ روی΄ردهای [۶] ٢٣ ژانگ و کارسون ،[۵] ٢٢ هم΄اران
مسأله ،[۴۶] ٢۴ وانگ و ژانگ باشد. ذوزنقه ای فازی عدد دارایی بازده که گرفتند نظر در فرض
است. متقارن مثلثͬ فازی عدد آن دارایی های بازده که دادند قرار بحث مورد را پرتفوی انتخاب
که ͬ شود م پیشنهاد پرتفوی انتخاب برای ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل ΁ی حاضر، بخش در
روش های توسعه عنوان به ͬ تواند م که است L−R نوع ام΄انͬ توزیع مطابق بازده نرخ آن در

شود. گرفته نظر در [۴٣] تاناکا مدل ،(۴ .۴) مارکوویتز مدل مانند قبلͬ
را rj هستند. L − R فازی عدد نوع n ، j = ١,٢, . . . , n ،rj = (aj , bj , αj , βj)LR کنید فرض

کرد: بیان زیر عضویت تابع با ͬ توان م

rj(u) =



L(
aj−u
αj

), aj − αj ≤ u ≤ aj ,

١, u ∈ [aj , bj ],

R(
u−bj
βj

), bj ≤ u ≤ bj + βj ,

٠, این صورت غیر در
پیوسته توابع L(١) = R(١) = ٠ و L(٠) = R(٠) = ١ با L,R : [٠, ١] → [٠, ١] آن در که

هستند. غیرصعودی
اگر

L(
aj − u

αj
) = R(

u− bj
βj

) = exp{−(u− aj)
٢

Wj
}, aj = bj , αj = βj ,

است. [۴٢] گو و تاناکا ،[۴٣] هم΄اران و تاناکا در عضویت تابع همان fj(u) آنگاه
اگر

L(
aj − u

αj
) =

aj − u

αj
و R(

u− bj
βj

) =
u− bj
βj

,
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۴٩ پرتفوی انتخاب برای میانگین‐واریانس مدل
است. [۵،۶] هم΄اران و کارسون در عضویت تابع همان fj(u) آنگاه

اگر
L(

aj − u

αj
) =

aj − u

αj
و R(

u− bj
βj

) =
u− aj
βj

.

است. [۵] هم΄اران و کارسون ،[۴۶] ژانگ عضویت تابع همان fj(u) آنگاه
گو و تاناکا ،[۴٣] هم΄اران و تاناکا یافته گسترش مدل ΁ی فصل این در عضویت تابع بنابراین

است. [۵] هم΄اران و کارسون ژانگ[۴٧]، هم΄اران، و ژانگ ،[۴٢]
ͬ شود: م بیان زیر صورت به ri از α−برش مجموعه های آنگاه باشند نزولͬ اکیداً توابع R و L اگر

[ri]α = [ai − αiL
−١(α), bi + βiR

−١(α)], ∀α ∈ [٠, ١], i = ١, . . . , n,
توجه با ͬ شود. م تفسیر پرتفوی انتخاب مسأله در iام دارایی ام΄ان درجه عنوان به α آن در که

آوریم: به دست را زیر مقادیر ͬ توانیم م راحتͬ به (٣ .۴) و (٢ .۴) ، (١ .۴) به
M(ri) =

∫ ١
٠ α[ai − αiL

−١(α) + bi + βiR
−١(α)]dα

=
ai + bi٢ − αiEL + βiER,

V ar(ri) =
١
٢
∫ ١

٠ α[βiR
−١(α) + αiL

−١(α) + bi − ai]
٢dα

=
١
٢(β٢

i FRR + ٢αiβiFRL + α٢
i FLL)

+ (bi − ai)(βiER + αiEL) +
١
۴(bi − ai)

٢,

و
Cov(ri, rj) =

١
٢
∫ ١

٠ α[βiR
−١(α) + αiL

−١(α) + bi − ai][βjR
−١(α) + αjL

−١(α) + bj − aj ]dα

=
١
٢ [βiβjFRR + (αiβj + αjβi)FRL + αiαjFLL

+ (bj − aj)(βiER + αiEL) + (bi − ai)× (βjER + αjEL)] +
١
۴(bi − ai)(bj − aj),

آن در که
ER =

∫ ١
٠ αR−١(α)dα, EL =

∫ ١
٠ αL−١(α)dα,

FRR =

∫ ١
٠ α(R−١(α))٢dα, FLL =

∫ ١
٠ α(L−١(α))٢dα,

FRL =

∫ ١
٠ αR−١(α)L−١(α)dα.

است: زیر صورت به X پرتفوی با مرتبط بازده از ام΄انͬ میانگین مقدار آنگاه
M(r) =

n∑
i=١

M(ri)xi =

n∑
i=١
[ ١
٢(ai + bi) + βiER − αiEL

]
xi.



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۵٠
است: زیر صورت به X پرتفوی با دارایی ها بازده از ام΄انͬ واریانس

V ar(r) =
١
٢FLL

[ n∑
i=١

αixi
]٢

+
١
٢FRR

[ n∑
i=١

βixi
]٢

+ FRL

[ n∑
i=١

αixi
][ n∑

i=١
βixi

]
+
[ n∑
i=١

(bi − ai)xi
][ n∑

i=١
(βiER + αiEL)xi

]
+

١
۴
[ n∑
i=١

(bi − ai)xi
]٢
.

ام΄انͬ، میانگین مقدار پرتفوی، انتخاب مسأله برای مارکوویتز میانگین‐واریانس روش مشابه
ͬ شود. م نامیده سرمایه گذاری ΁ریس ام΄انͬ، واریانس و سرمایه گذاری بازده

و ژانگ توسط ام΄انͬ واریانس و میانگین با ͬ تواند م (۴ .۴) مدل ام΄انͬ واریانس و میانگین
ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل بنابراین شود. جای·زین [۵] هم΄اران و کارسون هم΄اران،

شود: بیان زیر صورت به ͬ تواند م پرتفوی انتخاب مسأله

minimize V ar(r) =
١
٢FLL

[ n∑
i=١

αixi
]٢

+
١
٢FRR

[ n∑
i=١

βixi
]٢

+ FRL

[ n∑
i=١

αixi
][ n∑

i=١
βixi

]
+
[ n∑
i=١

(bi − ai)xi
][ n∑

i=١
(βiER + αiEL)xi

]
+

١
۴
[ n∑
i=١

(bi − ai)xi
]٢
,

subject to


∑n

i=١
[ ١٢(ai + bi) + βiER − αiEL

]
xi ≥ µ,

µi ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n,∑n
i=١ xi = ١.

(۶ .۴)

L−١ = R−١ و ai = bi مرکز با متقارن L − R نوع فازی اعداد i = ١, . . . , n ،ri اگر به خصوص،
میانگین‐واریانس مدل صورت این در است. FRR = FLL = FRL ،ER = EL آنگاه باشند

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به (۶ .۴) ام΄انͬ

minimize V ar(r) =
١
٢FRR

[ n∑
i=١

(αi + βi)xi
]٢
,

subject to


∑n

i=١
[
ai + ER(βi − αi)

]
xi ≥ µ,

µi ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n,∑n
i=١ xi = ١.

(٧ .۴)



۵١ L−R فازی اعداد از خاصͬ حالت های
است: زیر خطͬ برنامه ریزی معادل (٧ .۴) ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل این، بر علاوه

minimize

√٢
٢
√

FRR

n∑
i=١

(αi + βi)xi,

subject to


∑n

i=١
[
ai + ER(βi − αi)

]
xi ≥ µ,

µi ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n,∑n
i=١ xi = ١.

(٨ .۴)

توصیف مختلف روش های به را دارایی ها بازده (٧ .۴) و (۴ .۴) مدل های که است ذکر به لازم
در است، احتمالͬ توزیع های اساس بر (۴ .۴) مارکوویتز میانگین‐واریانس مدل ͬ کنند. م
عدم کامل طور به ͬ تواند نم که ͬ شود، م مشخص تصادفͬ صورت به اطمینان عدم که حالͬ
موجود تصادفͬ موارد با که دارد وجود دی·ر نامشخص عوامل برخͬ زیرا کند تشریح را اطمینان
مانند مبهم توصیف های با که اطلاعاتͬ معمولا˟ سرمایه گذاران است. متفاوت مالͬ بازارهای در
آوردن به دست موارد، این در ͬ دهند. م ارائه را هستند بالا بهره نرخ و پایین سود بالا، ΁ریس
(٧ .۴) مدل مجهولات تعداد براین، علاوه است. غیرمم΄ن داریم، نیاز که دقیق احتمالͬ توزیع

است. کمتر (۴ .۴) مدل مجهولات تعداد از
ویژه به  است. (٧ .۴) دوم درجه ی برنامه ریزی مدل از ساده تر (٨ .۴) هدف تابع که است ͹واض
راحتͬ به ͬ توانیم م که است ساده خطͬ برنامه ریزی ΁ی (٨ .۴) ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل
برنامه ریزی مسأله حل برای مرتبط ال·وریتم های برخͬ از استفاده با را ام΄انͬ بهینه پرتفوی

کرد. حل Matlab نرم افزار مثال، عنوان به خطͬ

L−R فازی اعداد از خاصͬ حالت های ۴ .۴
مثلثͬ فازی عدد ١ .۴ .۴

ام΄انͬ بهینه پرتفوی مدل ١. ١ .۴ .۴
همچنین ͬ کند. م تغییر لحظه به لحظه مالͬ بازار وضعیت فازی نامعین اقتصادی محیط ΁ی در
استفاده ابهام با نامطمئن محیط ΁ی توصیف برای قدرتمند ابزار ΁ی عنوان به فازی عدد از
دارایی ها بازده که ͬ گیریم م نظر در را پرتفوی انتخاب مسأله ما وقایع این اساس بر ͬ شود. م

ͬ کنیم: م استفاده زیر علائم از راحت تر، توصیف برای هستند. فازی اعداد
ͬ دهد، م نشان را iام ریس΄ͬ دارایی بازده نرخ ri

دارد، اختصاص iام سهم به که پولͬ مبل; کل نسبت xi

هستند. xi بالای و پایین کران های ترتیب، به (ui ≥ li ≥ ٠) ui , li



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۵٢
γi > ٠ عرض و ai مرکز با متقارن مثلثͬ فازی اعداد i = ١, . . . , n ،ri = (ai, γi) کنید فرض

با ͬ تواند م ri از ‐برش α مجموعه ΁ی هستند.
[ri]α = [ai − (١ − α)γi, ai + (١ − α)γi] ∀α ∈ [٠, ١], i = ١, . . . , n.

داریم: سادگͬ به (٣ .۴) و (٢ .۴) ، (١ .۴) از شود. داده نشان
M̄(ri) = ai, i = ١, . . . , n,

V ar(ri) = ٢
∫ ١

٠ α(γi − αγi)
٢dα =

γ٢
i۶ , i = ١, . . . , n,

Cov(ri, rj) = ٢
∫ ١

٠ α(γi − αγi)(γj − αγj)dα =
γiγj۶ , i, j = ١, . . . , n.

دست به زیر صورت به (x١, x٢, . . . , xn) پرتفوی با مرتبط بازده از ام΄انͬ میانگین مقدار  پس
ͬ آید: م

M̄(r) = M̄(
n∑

i=١
rixi) =

n∑
i=١

M̄(ri)xi =
n∑

i=١
aixi.

دست به زیر صورت به (x١, x٢, . . . , xn) پرتفوی با مرتبط بازده از ام΄انͬ واریانس این، بر علاوه
ͬ آید: م

V ar(r) =
(
∑n

i=١ γixi)٢۶ .

ام΄انͬ میانگین مقدار پرتفوی، انتخاب مسأله برای مارکوویتز میانگین‐واریانس روش مشابه
ͬ شود. م نامیده ΁ریس معیار بازده، ام΄انͬ واریانس و بازده معیار بازده،

ͬ شود: م بیان زیر صورت به پرتفوی انتخاب مسأله از ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل بنابراین
minimize V ar(r) =

(
∑n

i=١ γixi)٢۶ ,

subject to


∑n

i=١ aixi ≥ µ,

µi ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n,∑n
i=١ xi = ١.

(٩ .۴)

است: زیر خطͬ برنامه ریزی معادل (٩ .۴) ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل این، بر علاوه
minimize

n∑
i=١

γixi,

subject to


∑n

i=١ aixi ≥ µ

µi ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n,∑n
i=١ xi = ١.

(١٠ .۴)

ال·وریتم های از استفاده با که است خطͬ ساده برنامه ΁ی (١٠ .۴) میانگین‐واریانس مدل
آورد. دست به را بهینه پرتفوی ͬ توان م راحتͬ به مرتبط



۵٣ L−R فازی اعداد از خاصͬ حالت های

ذوزنقه ای فازی عدد ٢ .۴ .۴
بالا و پایین ام΄انͬ واریانس و میانگین ٢. ١ .۴ .۴

به وسیله ‐برش α با را Ã فازی اعداد بالا و پایین ام΄انͬ میانگین مقدار [۵] فولر و کارسون

Aα = [a١(α), a٢(α)], α ∈ [٠, ١]
کردند: معرفͬ زیر به صورت را

M∗(Ã) =

∫ ١٠ Pos[Ã ≤ a١(α)]a١(α)dα∫ ١٠ Pos[Ã ≤ a١(α)]dα
= ٢

∫ ١
٠ αa١(α)dα,

و
M∗(Ã) =

∫ ١٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)]a٢(α)dα∫ ١٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)]dα
= ٢

∫ ١
٠ αa٢(α)dα,

یعنͬ: است ام΄ان نشان دهنده ی Pos آن در که
Pos[Ã ≤ a١(α)] =

∏
((−∞, a١(α)]) = α,

Pos[Ã ≥ a٢(α)] =
∏

([a٢(α),∞)) = α.

ام΄انͬ کوواریانس و ام΄انͬ واریانس [۴۵] ن٢۵ͬ و ژانگ بالا، و پایین ام΄انͬ مفاهیم با مطابق
با Ã فازی عدد بالا و پایین ام΄انͬ واریانس کردند. معرفͬ را فازی اعداد بالا و پایین

Aα = [a١(α), a٢(α)]

ͬ شوند: م معرفͬ زیر ترتیب به

V ar∗(Ã) =

∫ ١٠ Pos[Ã ≤ a١(α)](M∗(Ã)− a١(α))٢dα∫ ١٠ Pos[Ã ≤ a١(α)]dα
= ٢

∫ ١
٠ α(M∗(Ã)− a١(α))٢dα

و

V ar∗(Ã) =

∫ ١٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)](M∗(Ã)− a٢(α))٢dα∫ ١٠ Pos[Ã ≥ a٢(α)]dα
= ٢

∫ ١
٠ α(M∗(Ã)− a٢(α))٢dα

با Ã فازی عدد بین بالا و پایین ام΄انͬ کوواریانس
Aα = [a١(α), a٢(α)]

با B̃ فازی عدد و
Bα = [b١(α), b٢(α)]

25Zhang and Nie



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۵۴
ͬ شود: م معرفͬ زیر صورت به ترتیب به α ∈ [٠, ١] برای

cov∗(Ã, B̃) = ٢
∫ ١

٠ α(M∗(Ã)− a١(α))(M∗(B̃)− b١(α))dα,

cov∗(Ã, B̃) = ٢
∫ ١

٠ α(M∗(Ã)− a٢(α))(M∗(B̃)− b٢(α))dα.

پرتفوی انتخاب ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل های ٢. ٢ .۴ .۴
پرتفوی ΁ی با بازار این در سرمایه گذار موقعیت ب·یرید. نظر در را ریس΄ͬ دارایی های با بازار ΁ی
نسبت نشان دهنده ی xi از iام مولفه ی آن در که ͬ شود، م توصیف X = (x١, x٢, . . . , xn)T
r = (r١, r٢, . . . , rn)T توسط X پرتفوی در بازده بردار است. iام دارایی در شده سرمایه گذاری
میانگین‐واریانس روش در است. iام دارایی بازده نرخ نشان دهنده ی r آن در که ͬ شود، م بیان
کنید فرض است، i = ١,٢, . . . , n برای تصادفͬ متغیر ΁ی عنوان به ri پرتفوی، انتخاب برای
کوواریانس ماتریس و انتظار مورد بازده ی بردار ترتیب به V = (σij)n×n و r̄ = (r̄١, r̄٢, . . . , r̄n)T

وسیله ی به X پرتفوی در r بازده باشند.
r̄ = rTX ∼ N(E[r], V ar[r])

انتظار مورد مقدار ترتیب به V ar[r] = XTV X و E[r] = r̄TX آن در که ͬ شود، م مشخص
وسیله ی به پرتفوی انتخاب ریاضͬ مدل ͬ دهند. م نشان را X پرتفوی واریانس مقدار و بازده
کنید فرض هستند. معلوم V ar[r] و E[r] آن در که [١۴،١۵،١۶] ͬ شود م معرفͬ مارکوویتز
xi بالا و پایین کران های ui و li آن در که U = (u١, u٢, . . . , un)T و L = (l١, l٢, . . . , ln)T
با پرتفوی ΁ی انتخاب سرمایه گذار هدف .F = (١, ١, . . . , ١)T کنید فرض همچنین هستند.
میانگین‐واریانس مدل ΁ی است. «΁ریس» کردن محدود و «بازده» رساندن حداکثر به

شود: بیان زیر صورت به پرتفوی
maximize r̄TX,

subject to


√
XTV X ≤ σ,

F TX = ١,
U ≥ X ≥ L,

(١١ .۴)

است. ΁ریس تحمل میزان نشان دهنده ی σ آن در که
فازی، نامعین اقتصادی محیط ΁ی در است. لازم V و r̄ برآورد (١١ .۴) مدل از استفاده برای
این اساس بر شود. بینͬ پیش دقیق طور به ͬ تواند نم دارایی ها ΁ریس و بازده آینده وضعیت
برای فازی عدد n بازده عنوان به j = ١, . . . , n ، rj فرض با پرتفوی انتخاب مسأله واقعیت،
سوی از است. شده گرفته نظر در ( ابهام (با نامشخص سرمایه گذاری محیط ΁ی توضیح
کارسون است. دشوار معمولا˟ (١١ .۴) مدل برای بهینه جواب دقیق صورت کردن پیدا دی·ر،



۵۵ L−R فازی اعداد از خاصͬ حالت های
دارایی های بازده که سود احتمال بالاترین با را پرتفوی انتخاب ام΄انͬ روی΄رد [۵] هم΄اران و

کردند. معرفͬ را است ذوزنقه ای فازی اعداد
زیر عضویت تابع با β راست عرض و γ چپ عرض ،[a, b] بازه روی Ã ذوزنقه ای فازی عدد ΁ی

ͬ شود: م گرفته نظر در

Ã(t) =



١ − a−t
γ , a− γ ≤ t ≤ a,

١, a ≤ t ≤ b,

١ − t−b
β , b ≤ t ≤ b+ β,

٠, این صورت غیر در
داریم: و ͬ کنیم م استفاده Ã = (a, b, γ, β) از اینجا در

Aα = [a− (١ − α)γ, b+ (١ − α)β] ∀α ∈ [٠, ١].
برش −α ΁ی باشند. ذوزنقه ای فازی عدد n ، j = ١,٢, . . . , n ،rj = (aj , bj , γj , βj) کنید فرض

ͬ شود: م بیان زیر صورت به rj از
[rj ]α = [aj − (١ − α)γj , bj + (١ − α)βj ] ∀α ∈ [٠, ١].

نشان ͬ توان م راحتͬ به فازی اعداد واریانس و بالا و پایین ام΄انͬ میانگین تعاریف از استفاده با
داد:

M∗(rj) = aj −
γj٣ , M∗(rj) = bj +

βj

٣ ,

V ar∗(rj) =
١

١٨γ٢
j , V ar∗(rj) =

١
١٨β٢

j ,

و
Cov∗(ri, rj) = ٢

∫ ١
٠ α

[
(١ − α)γi −

γi٣
][
(١ − α)γj −

γj٣
]
dα =

١
١٨γiγj ,

Cov∗(ri, rj) = ٢
∫ ١

٠ α
[
(١ − α)βi −

βi٣
][
(١ − α)βj −

βj٣
]
dα =

١
١٨βiβj .

صورت به را (x١, x٢, . . . , xn) پرتفوی با دارایی بازده از بالا و پایین ام΄انͬ میانگین ترتیب به
داریم: زیر

M∗(r) =

n∑
i=١

M∗(xiri) =

n∑
i=١
(
ai −

γi٣
)
xi

و
M∗(r) =

n∑
i=١

M∗(xiri) =
n∑

i=١
(
bi +

βi٣
)
xi

.i = ١,٢, . . . , n ،xi ≥ ٠ همه ی برای
است: زیر صورت به r بالا و پایین ام΄انͬ واریانس ترتیب به
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V ar∗(r) =
n∑

i=١
x٢
i

١
١٨γ٢

i =
١

١٨
( n∑
i=١

γixi
)٢

و

V ar∗(r) =
n∑

i=١
x٢
i

١
١٨β٢

i =
١

١٨
( n∑
i=١

βixi
)٢

.i = ١,٢, . . . , n ،xi ≥ ٠ همه ی برای
فرمول بندی زیر صورت به ͬ توان م را پرتفوی انتخاب از پایین ام΄انͬ معیار انحراف میانگین مدل

کرد:

maximize
n∑

i=١
(
ai −

γi٣
)
xi,

subject to



√٢۶
( n∑
i=١

γixi
)
≤ σ,

n∑
i=١

xi = ١,
ui ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n,

(١٢ .۴)

فرمول بندی زیر صورت به ͬ توان م را پرتفوی انتخاب از بالا ام΄انͬ معیار انحراف میانگین مقدار و
کرد:

maximize
n∑

i=١
(
bi −

βi٣
)
xi,

subject to



√٢۶
( n∑
i=١

βixi
)
≤ σ,

n∑
i=١

xi = ١,
ui ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n,
١ ≥ ui ≥ li ≥ ٠,

n∑
i=١

li < ١, i = ١, . . . , n.

(١٣ .۴)

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به بالا و پایین ام΄انͬ بهینه پرتفوی مفاهیم کارآمد، پرتفوی تعریف از

ͬ شود. م نامیده پایین٢۶ ام΄انͬ بهینه ی پرتفوی ΁ی (١٢ .۴) بهینه جواب .١ .۴ .۴ تعریف
ͬ شود. م نامیده بالا٢٧ ام΄انͬ بهینه ی پرتفوی ΁ی (١٣ .۴) بهینه جواب .٢ .۴ .۴ تعریف

26Lower Possibilistic Efficient Portfolio
27Upper Possibilistic Efficient Portfolio



۵٧ L−R فازی اعداد از خاصͬ حالت های
که ͬ شود م (١٣ .۴) و (١٢ .۴) خطͬ برنامه ریزی به تبدیل ام΄انͬ، فضای در (١١ .۴) مدل
خطͬ برنامه ریزی ساده مدل دو (١٣ .۴) و (١٢ .۴) مدل های است. (١١ .۴) مدل از بهتر خیلͬ
ͬ توان م راحتͬ به خطͬ برنامه ریزی مسأله حل به مربوط ال·وریتم های از استفاده با که هستند
اعداد i = ١, . . . , n ،ri = (ai, bi, γi) اگر به خصوص، آورد. دست به را ام΄انͬ بهینه پرتفوی
معیار انحراف میانگین مدل محدودیت های آنگاه ،γi = βi که باشند، متقارن ذوزنقه ای فازی
برابر (١٣ .۴) بالا ام΄انͬ معیار انحراف میانگین مدل محدودیت های با (١٢ .۴) پایین ام΄انͬ
،γi = βi = ٠ سپس باشند، فازی اعداد بازه ی n ،i = ١, . . . , n ،ri = [ai, bi] اگر است.

است: زیر صورت به پایین ام΄انͬ معیار انحراف میانگین (١٢ .۴) مدل آنگاه ،i = ١, . . . , n
maximize

n∑
i=١

aixi,

subject to


n∑

i=١
xi = ١,

ui ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n
(١۴ .۴)

است: زیر صورت به بالا ام΄انͬ معیار انحراف میانگین (١٣ .۴) مدل و
maximize

n∑
i=١

bixi,

subject to


n∑

i=١
xi = ١,

ui ≥ xi ≥ li, i = ١,٢, . . . , n
(١۵ .۴)

جواب است. بازده حداکثر با پایین ام΄انͬ بهینه پرتفوی تنها (١۴ .۴) مدل برای بهینه  جواب
(١٢ .۴) مدل است. بازده حداکثر با بالا ام΄انͬ بهینه پرتفوی تنها (١۵ .۴) مدل برای بهینه
در برش −α حداقل از ام΄انͬ وزن اساس بر متوسط طور به پایین ام΄انͬ معیار انحراف میانگین
بدبینانه را پرتفوی هایش که سرمایه گذاری با (١٢ .۴) بنابراین است، شده ساخته دارایی بازده
طور به بالا ام΄انͬ معیار انحراف میانگین مدل مشابه، طور به است. سازگار ͬ کند م انتخاب
بنابراین است، شده ساخته دارایی بازده در برش −α حداکثر از ام΄انͬ وزن اساس بر متوسط

است. سازگار ͬ کند م انتخاب خوش بینانه را پرتفوی هایش که سرمایه گذاری با (١٣ .۴)
΁ی قسمت این در بوده اند. خطͬ برنامه ریزی صورت به آمده به دست مسائل تمام حال به  تا

ͬ شود. م ارائه LP مسائل حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل
خطͬ، برنامه ریزی چون مواردی عصبی شب΄ه کاربرد درمورد شده انجام پژوهش های نتایج
ایده ی ͬ گیرد. برم در را غیرخطͬ برنامه ریزی و هندسͬ برنامه ریزی دوم، درجه برنامه ریزی
انرژی تابع ΁ی از استفاده بهینه سازی مسائل برای مصنوعͬ شب΄ه های از استفاده در اصلͬ
عصبی شب΄ه های مدل های بیان کننده ی دو این که است دینامی΄ͬ سیستم ΁ی و (نامنفͬ)
΁ی معمولا˟ شده بیان دینامی΄ͬ سیستم هستند. بهینه سازی مسائل با متناظر مصنوعͬ
نقطه ی ΁ی برای که ͬ رود م انتظار است. اول مرتبه ی غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه
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بهینه ی جواب آمده، به دست غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه پایداری نقطه ی آغازین
اصل بهینه سازی، مسائل با متناظر مدل ΁ی برای بنابراین باشد. اصلͬ بهینه سازی مسأله ی

ͬ شود: م بیان زیر به صورت مسائل این گونه در عصبی شب΄ه های از استفاده اساسͬ

پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل ۵ .۴
ب·یرید: نظر در کلͬ به صورت را زیر خطͬ برنامه ریزی مسأله ی

minimize cTx,

subject to

Ax = b,

Bx ≤ d,
(١۶ .۴)

،rank(A) = m (٠ < m < n) ، A ∈ Rm×n، c ∈ Rn ، x = (x١, x٢, . . . , xn)T ∈ Rn آن در که
است. d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n

به صورت (١۶ .۴) مسأله ی بهینه ی جواب آوردن به دست برای را زیر عصبی شب΄ه مدل ͬ توان  م
برد[۴٩]: کار به زیر


dx
dt = −(I − P )[c+BT (y +Bx− d)+]−Q(Ax− b),

dy
dt = − ١٢y + ١٢(y +Bx− d)+,

(١٧ .۴)

آن در که
P = AT (AAT )−١A, Q = AT (AAT )−١,

(y +Bx− d)+ = ([y +Bx− d]+١ , [y +Bx− d]+٢ , . . . , [y +Bx− d]+m),

[y +Bx− d]+k = max{(y +Bx− d)k, ٠}, k = ١,٢, . . . ,m.

که به طوری باشد موجود y∗ ≥ ٠ اگر تنها و اگر است (١۶ .۴) بهینه ی جواب x∗ [۴٩] .١ .۵ .۴ لم
کند: صدق زیر شرایط در (x∗, y∗)T

(I − P )[c+BT y∗] +Q(Ax∗ − b) = ٠, (١٨ .۴)

(y∗ +Bx∗ − d)+ − y∗ = ٠, (١٩ .۴)
است (١۶ .۴) مسأله ی بهینه ی جواب x∗ که ͬ بینیم م آسانͬ به ،(١ .۵ .۴) لم از استفاده با
عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی (x∗, y∗)T که به طوری y∗ ≥ ٠ باشد داشته وجود اگر تنها و اگر



۵٩ عددی مثال های
است، هم·را تعادل نقطه ی به عصبی شب΄ه ی که زمانͬ بنابراین، باشد. (١۶ .۴) در شده ارائه

ͬ باشد. م هم·را (١۶ .۴) مسأله ی بهینه ی جواب به x(t) حرکت مسیر
کردن پیدا هدف با را تعادل نقطه ی تا ͬ کنیم م استفاده عصبی شب΄ه ی از مثال ها این در

آوریم. به دست مم΄ن پرتفوی بهینه ترین

عددی مثال های ۶ .۴
L−R فازی عدد ١ .۶ .۴

تنها نه مقایسه، برای ͬ شود. م بررسͬ [١٩] تانینو و اینوگوچͬ از عددی مثال ΁ی بخش این در
نرخ که قرضه ورقه ͷپن مثال، این در ͬ شود. م گرفته نظر در نیز احتمال بل΄ه ام΄انͬ، روی΄رد
مطرح زیر صورت به است، wi گسترش ΁ی و ci مرکز با زیر احتمالͬ توزیع نوع از آن ها بازده

ͬ شود: م
πci(q) = exp

(
− (q − ci)

٢
wi

)
. (٢٠ .۴)

گرفته نظر در زیر صورت به N(ci,
√

wi٢ ) نرمال توزیع ،pci متناظر احتمال توزیع عنوان به
ͬ شود: م

pci(q) =
١

√
πwi

exp
(
− (q − ci)

٢
wi

)
. (٢١ .۴)
صورت به wi و ci پارامترهای

c١ = ٠٫٢۵, c٢ = ٠٫٢٢, c٣ = ٠٫٢, c۴ = ٠٫١۵, c۵ = ٠٫٠۵,
w١ = ٠٫٠٢٢۵, w٢ = ٠٫٠١۵, w٣ = ٠٫٠١۵, w۴ = ٠٫٠١, w۵ = ٠٫٠٠۵,

کسری، مدل مارکوویتز، مدل توسط آمده دست به بهینه جواب های (١ .۴) جدول هستند.
مدل از مثال این در ͬ دهد. م نشان را کمینه‐بیشینه مدل کیفͬ، مدل گسترشͬ، مدل

گرفتن نظر در با (٨ .۴) ام΄انͬ میانگین‐واریانس
سپس و (٢٠ .۴) ام΄انͬ توزیع اساس بر L = R و i = ١, . . . ,۵ ،ai = bi = ci, αi = βi =

√
wi

شرح به ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل ترتیب این به ͬ شود. م استفاده FLL = FRR = ١۴ از
ͬ آید: م به دست زیر

minimize

√٢
٢ (٠٫١۵x١ +

√٠٫٠١۵x٢ +
√٠٫٠١۵x٣

+ ٠٫١x۴ +
√٠٫٠٠۵x۵)

subject to


٠٫٢۵x١ + ٠٫٢٢x٢ + ٠٫٢x٣ + ٠٫١۵x۴ + ٠٫٠۵x۵ ≥ µ,

x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١,
ui ≥ xi ≥ li, i = ١,٢,٣,۴,۵.

(٢٢ .۴)
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ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل بهینه جواب ،µ = ٠٫١٨ و (i = ١,٢,٣,۴,۵) ui = ١ ،li = ٠ با

است. شده داده نشان (١ .۴) جدول در (٢٢ .۴)
برای بهینه جواب دارند. نیز بیشتری ΁ریس بیشتر، ام΄انͬ بازده با پرتفوی، (١ .۴) جدول در
رساندن حداقل به با را روی΄ردها از ی΄ͬ که است همان ام΄انͬ میانگین‐واریانس روی΄ردهای
آن در ΁ریس چون است بهتر مارکوویتز (۴ .۴) مدل از ͬ رسد م نظر به و دهند گسترش ΁ریس

است. کمتر مارکوویتز مدل جواب از
،xi در پایین کران های محدودیت های با (٢٢ .۴) بهینه مسأله جواب های ادامه در

کران کنید فرض اینجا در ͬ گیریم. م نظر در را µ مم΄ن مقادیر تمام برای (i = ١,٢,٣,۴,۵)
است. شده داده i = ١,٢,٣,۴,۵ ،li = ٠٫١ توسط xi پایین

و حداکثر مقادیر باید سرمایه گذاران ابتدا ͬ کنند؟ م انتخاب را µ ارزش چ·ونه سرمایه گذاران
یعنͬ: کنند، تعیین را µ انتظار مورد بازده مقدار حداقل

µmax = max{٠٫٢۵x١ + ٠٫٢٢x٢ + ٠٫٢x٣ + ٠٫١۵x۴ + ٠٫٠۵x۵}

و

µmin = min{٠٫٢۵x١ + ٠٫٢٢x٢ + ٠٫٢x٣ + ٠٫١۵x۴ + ٠٫٠۵x۵}

سرمایه گذاران سپس ،x١+x٢+x٣+x۴+x۵ = ١ و i = ١,٢,٣,۴,۵ ،xi ≥ ٠٫١ محدودیت های با
µ > ٠٫٢١٢ که زمانͬ تا ͬ کنند. م انتخاب µmax = ٠٫٢١٢ تا µmin = ٠٫١١٢ از را مناسب µ مقدار
ندارد. وجود (٢٢ .۴) مسأله بهینه جواب بنابراین نیست. ام΄ان پذیر (٢٢ .۴) مسأله جواب

برای Matlab نرم افزار با بالا خطͬ برنامه ریزی مسأله

µ = ٠٫١١٢, ٠٫١٢, ٠٫١۴, ٠٫١۶, ٠٫١٨, ٠٫٢٠, ٠٫٢١٢

است. شده ذکر (٢ .۴) جدول در مربوطه محاسباتͬ نتایج است. شده حل

برای سرمایه گذار که آن جایی از است، این نشان دهنده ی موجود بهینه پرتفوی :(٢ .۴) جدول
سهام ͷپن در سرمایه کل سرمایه گذاری به نیاز دارایی هاست، محدودیت دارای µ = ٠٫١٨ بازده
و ͬ شود م بازده حداکثر µ ام΄انͬ بازده باشد، بیشتر ١ سهام سرمایه گذاری نسبت هرچه دارد. را
ͬ شود. م شامل را بازده حداقل µ ام΄انͬ بازده باشد، بیشتر ۵ سهام سرمایه گذاری نسبت هرچه

است. شده داده نشان (١ .۴) ش΄ل در ام΄انͬ بهینه پرتفوی (٧ .۴) ام΄انͬ واریانس و بازده



۶١ عددی مثال های
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ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۶٢

جدول۴. ٢:برخͬازپرتفویبهینهام΄انͬ
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۶٣ عددی مثال های

پرتفوی ام΄انͬ معیار انحراف میانگین و ام΄انͬ بازده های :١ .۴ ش΄ل

L−R فازی عدد :٢ .۴ ش΄ل

صورت به (٢٢ .۴) مدل برای بهینه جواب
x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠٫۶٢, ٠٫٣٨)T

است.



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۶۴

مثلثͬ فازی عدد ٢ .۶ .۴
واقعͬ نمونه ای فصل، این در بهادار اوراق کارآمدی از مؤثر روی΄ردهای دادن نشان منظور به
شانگهای بورس سهام از سهم ͷپن مثال، این در ͬ شود. م گرفته نظر در پرتفوی انتخاب از
در متقارن مثلثͬ فازی اعداد عنوان به i = ١,٢, . . . , n ،ri آن ها بازده ی است. شده انتخاب
از ‐برش α مجموعه ΁ی آینده، اطلاعات و گذشته اطلاعات اساس بر ͬ شوند. م گرفته نظر

است: شده داده زیر صورت به i = ١,٢, . . . , n ،ri

[r١]α = (٠٫٠۴ + ٠٫٠٢١α, ٠٫١٠ − ٠٫٠٢١α),

[r٢]α = (٠٫٠٧ + ٠٫٠٣α, ٠٫١۶ − ٠٫٠٣α),

[r٣]α = (٠٫٠٨ + ٠٫٠۴٢α, ٠٫٢١ − ٠٫٠۴٢α),

[r۴]α = (٠٫١٠ + ٠٫٠۶α, ٠٫٢٨ − ٠٫٠۶α),

[r۵]α = (٠٫١١ + ٠٫٠٨١α, ٠٫٣۶ − ٠٫٠٨١α).

iام، دارایی به یافته اختصاص سرمایه گذاری بودجه کل از بالا و پایین کران های ترتیب، به
هستند: زیر صورت به  i = ١, . . . ,۵

i = ١,٢,٣,۴,۵, li = ٠٫١, u١ = ٠٫۴, u٢ = ٠٫۴, u٣ = ٠٫۵, u۴ = ٠٫۶, u۵ = ٠٫٧.

ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت به ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل ترتیب، این به

minimize ٠٫٠٢١x١ + ٠٫٠٣x٢ + ٠٫٠۴٢x٣ + ٠٫٠۶x۴ + ٠٫٠٨١x۵

subject to



٠٫٠٧x١ + ٠٫١١۵x٢ + ٠٫١۴۵x٣ + ٠٫١٩x۴ + ٠٫٢٣۵x۵ ≥ µ,

٠٫١ ≤ x١ ≤ ٠٫۴,
٠٫١ ≤ x٢ ≤ ٠٫۴,
٠٫١ ≤ x٣ ≤ ٠٫۵,
٠٫١ ≤ x۴ ≤ ٠٫۶,
٠٫١ ≤ x۵ ≤ ٠٫٧,
x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١.

(٢٣ .۴)

است. شده محاسبه (٣ .۴) جدول در µ = ٠٫١٠, ٠٫١۵, ٠٫١٧, ٠٫١٩ با ام΄انͬ بهینه پرتفوی



۶۵ عددی مثال های

ام΄انͬ بهینه پرتفوی از برخͬ :٣ .۴ جدول
µ ٠٫١٠ ٠٫١۵ ٠٫١٧ ٠٫١٩
x١ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١
x٢ ٠٫٣١٣٠۴٣ ٠٫٣٧٣٣٣٣ ٠٫١٠۶۶۶٧ ٠٫١
x٣ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١
x۴ ٠٫١ ٠٫٣٢۶۶۶٧ ٠٫۵٩٣٣٣٣ ٠٫١۶۶۶۶٧
x۵ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫۵٣٣٣٣٣

مثلثͬ فازی عدد :٣ .۴ ش΄ل

صورت به (٢٣ .۴) مدل برای بهینه جواب
x∗ = (٠٫١٨, ٠٫٢۵, ٠٫١٨, ٠٫١٩, ٠٫٢)T

است.



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۶۶

ذوزنقه ای فازی عدد ٣ .۶ .۴
از نمونه ای بهینه، پرتفوی روی΄ردهای و شده پیشنهاد مؤثر روی΄ردهای دادن نشان برای
شانگهای بورس سهام از سهم ۵ مثال این در ͬ شود. م گرفته نظر در واقعͬ پرتفوی انتخاب
است. ٢٠٠۴ ژانویه تا ٢٠٠٢ آوریل از ماهانه قیمت قیمت، اصلͬ داده های است. شده انتخاب
با را آن ها ͬ توان م آینده، اطلاعات و شرکت ها مالͬ گزارش های و تاریخͬ داده های اساس بر

زد: تخمین زیر ام΄انͬ توزیع

r١ = (٠٫٠٧٣, ٠٫٠٧٣, ٠٫٠۵۴, ٠٫٠٨٧), r٢ = (٠٫١٠۵, ٠٫١٠۵, ٠٫٠٧۵, ٠٫١٠٢),

r٣ = (٠٫١٣٨, ٠٫١٣٨, ٠٫٠٩۶, ٠٫١٢٣), r۴ = (٠٫١۶٨, ٠٫١۶٨, ٠٫١٢۶, ٠٫١۶٢),
r۵ = (٠٫٢٠٨, ٠٫٢٠٨, ٠٫١۶٨, ٠٫٢١٣)

ͬ شود: م داده زیر به صورت i = ١, . . . ,۵ ،ri از α−برش مجموعه ΁ی بنابراین، و

(r١)α = [٠٫+٠٫٠١٩۵۴α, ٠٫١۶٠٫٠٨٧−٠α], (r٢)α = [٠٫٠٧+٠٫٠٣٠۵α, ٠٫١٠٢−٠٫٢٠٧α],

(r٣)α = [٠٫٠۴٠٫٠٩+٢۶α, ٠٫٢۶٠٫١٢٣−١α], (r۴)α = [٠٫٠۴٠٫١٢+٢۶α, ٠٫١−٠٫٣٣٠۶٢α],
(r۵)α = [٠٫٠۴٠ + ٠٫١۶٨α, ٠٫۴٢١ − ٠٫٢١٣α].

داریم: را xi از بالا و پایین ترتیب،  کران های به

(l١, l٢, l٣, l۴, l۵) = (٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١),

(u١, u٢, u٣, u۴, u۵) = (٠٫۴, ٠٫۴, ٠٫۴, ٠٫۵, ٠٫۶)
ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت به پایین ام΄انͬ بهینه پرتفوی مدل ترتیب، این به

maximize ٠٫۵۵٩x١ + ٠٫١٠۵x٢ + ٠٫١٣٨x٣ + ٠٫١۶٨x۴ + ٠٫٢٠٨x۵

subject to



٠٫۴ ≥ x١ ≥ ٠٫١,
٠٫۴ ≥ x٢ ≥ ٠٫١,
٠٫۴ ≥ x٣ ≥ ٠٫١,
٠٫۵ ≥ x۴ ≥ ٠٫١,
٠٫۶ ≥ x۵ ≥ ٠٫١,
i = ١,٢, . . . , n,
x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١.

(٢۴ .۴)



۶٧ عددی مثال های
ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت به بالا ام΄انͬ بهینه پرتفوی مدل و

maximize ٠٫٠٧٣x١ + ٠٫٣٠٩x٢ + ٠٫٣٨۴x٣ + ٠٫۴٩٢x۴ + ٠٫۶٣۴x۵

subject to



٠٫۴ ≥ x١ ≥ ٠٫١,
٠٫۴ ≥ x٢ ≥ ٠٫١,
٠٫۴ ≥ x٣ ≥ ٠٫١,
٠٫۵ ≥ x۴ ≥ ٠٫١,
٠٫۶ ≥ x۵ ≥ ٠٫١,
i = ١,٢, . . . , n,
x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١.

(٢۵ .۴)

برخͬ تحت بالا و پایین ام΄انͬ بهینه پرتفوی ،(١۵ .۴) و (١۴ .۴) مدل های از استفاده با
است. شده داده نشان (۵ .۴) و (۴ .۴) جدول های در ترتیب به پذیر  ΁ریس مختلف سطوح
ارزش ͬ توان م باشد، نداشته رضایت آمده دست به پرتفوی های از ΁ی هر از سرمایه گذار اگر

آورد. دست به σ ΁ریس ارزش تغییر با را معاملات
سرمایه گذاری به نیازی سرمایه گذار که ͬ دهد، م نشان را پایین ام΄انͬ بهینه پرتفوی :(۴ .۴) جدول

.σ ≤ ٢٫٢٪ آن چنان که ندارد را ریس΄ͬ دارایی ͷپن در سرمایه کل
سرمایه گذاری به نیازی سرمایه گذار که ͬ دهد م نشان را بالا ام΄انͬ بهینه پرتفوی :(۵ .۴) جدول

.σ ≤ ٣٪ آن چنان که ندارد را ریس΄ͬ دارایی ͷپن در سرمایه کل

بازده حداکثر و است ۵٫١٩٪ ام΄انͬ بازده ی حداقل پایین ام΄انͬ بهینه پرتفوی همه، برای
و ٩٫٢١٪ ام΄انͬ بازده حداقل بالا، ام΄انͬ بهینه پرتفوی همه برای است. ١٢٫٧٩٪ ام΄انͬ
X = (٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١)T ام΄انͬ بازده حداقل با پرتفوی .٢٣٫١۶٪ ام΄انͬ بازده حداکثر
بالا، ام΄انͬ بهینه مرز است. X = (٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫۶)T ام΄انͬ بازده حداکثر با پرتفوی و

است. پایین ام΄انͬ بهینه مرز از بالاتر



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ۶٨

جدول۴. ۴:برخͬازپرتفویبهینهام΄انͬپایین
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۶٩ عددی مثال های
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ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ٧٠

ذوزنقه ای فازی عدد :۴ .۴ ش΄ل

صورت به (٢۴ .۴) مدل برای بهینه جواب
x∗ = (٠٫۴, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫٣)T

است.

ذوزنقه ای فازی عدد :۵ .۴ ش΄ل



٧١ تهران بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت های از عددی مثال های
صورت به (٢۵ .۴) مدل برای بهینه جواب

x∗ = (٠٫١, ٠٫١, ٠٫١۵, ٠٫١۵, ٠٫۵)T

است.

بورس در شده پذیرفته شرکت های از عددی مثال های ٧ .۴
تهران بهادار اوراق

L−R فازی عدد ٧. ١ .۴
برای را بهینه پرتفوی که ͬ گیریم م نظر در را ایران کشور بورس از عددی مثال دو بخش این در
سهم ͷپن شامل اول مثال ͬ کنیم. م بررسͬ ذوزنقه ای و مثلثͬ ،L − R فازی عدد مدل های
پیاذر صنعت و کشت و چادرملو صنعتͬ و معدنͬ نو، فارس سیمان شازند، پتروشیمͬ فولاد،

است. ایران بورس سهام از

سهام فولاد شازند نو فارس چادرملو پیاذر

ماهانه بازده ٠٫٠١۶ ٠٫٠۴ ٠٫٠٧ ٠٫٠۶ ٠٫٠٣
ماهانه ΁ریس ٠٫٢١ ٠٫١۵ ٠٫١٧ ٠٫١۶ ٠٫٢

شرق، خودرو ΁ال΄تری مس΄ن، سرمایه گذاری لقمان، دارویی سهم ͷپن شامل دوم مثال
است. تهران نفت پالایش و آذرآب صنایع

سهام لقمان مس΄ن خودرو آذرآب نفت

ماهانه بازده ٠٫٠١۵ ٠٫٠٢١ ٠٫٠٧ ٠٫٠٣ ٠٫٠٣١
ماهانه ΁ریس ٠٫١٧ ٠٫١٣ ٠٫١٧ ٠٫٢٢ ٠٫٢٢

به دست زیر شرح به را اول گروه برای (٨ .۴) ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل ترتیب این به



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ٧٢
ͬ آوریم: م

minimize

√٢
٢ (٠٫٢١x١ + ٠٫١۵x٢ + ٠٫١٧x٣ + ٠٫١۶x۴ + ٠٫٢x۵)

subject to


٠٫٠١۶x١ + ٠٫٠۴x٢ + ٠٫٠٧x٣ + ٠٫٠۶x۴ + ٠٫٠٣x۵ ≥ µ,

x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١,
ui ≥ xi ≥ li, i = ١,٢,٣,۴,۵.

(٢۶ .۴)

است: زیر صورت به دوم گروه برای (٨ .۴) ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل همچنین
minimize

√٢
٢ (٠٫١٧x١ + ٠٫١٣x٢ + ٠٫١٧x٣ + ٠٫٢٢x۴ + ٠٫٢٢x۵)

subject to


٠٫٠١۵x١ + ٠٫٠٢١x٢ + ٠٫٠٧x٣ + ٠٫٠٣x۴ + ٠٫٠٣١x۵ ≥ µ,

x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١,
ui ≥ xi ≥ li, i = ١,٢,٣,۴,۵.

(٢٧ .۴)

انتظار مورد بازده مقادیر با
µ = ٠٫١١٢, ٠٫١٢, ٠٫١۴, ٠٫١۶, ٠٫١٨, ٠٫٢٠, ٠٫٢١٢

است. شده ذکر (٧ .۴) و (۶ .۴) جدول های در مربوطه محاسباتͬ نتایج ͬ شود، م محاسبه



٧٣ تهران بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت های از عددی مثال های
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ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ٧۴

جدول۴. ٧:برخͬازپرتفویبهینهام΄انͬگروهدوم
µ

٠٫١١٢
٠٫١٢

٠٫١۴
٠٫١۶

٠٫١٨
٠٫٢٠

٠٫٢١٢
m
in
im

ize ∑
5i=

1 √
F
R
R
(α

i +
β
i )x

i ٠٫٠٩١٩
٠٫٠٩۴٢

٠٫١٠٠١
٠٫١٠۵٩

٠٫١١٢٣
٠٫١٢٠۶

٠٫١٣١۶
x١

٠٫٢
٠٫٢٣

٠٫٢٢
٠٫٢١

٠٫٢١
٠٫١٢

٠٫١
x٢

٠٫۵٢
٠٫٣١

٠٫٣٣
٠٫٢٣

٠٫٢٣
٠٫۴٩

٠٫۴٩
x٣

٠
٠٫٠۵

٠
٠٫١۵

٠٫١۵
٠

٠
x۴

٠٫١۴
٠٫١٨

٠٫٢۵
٠٫١٨

٠٫١٩
٠٫٢۴

٠٫٢۶
x۵

٠٫١۴
٠٫٢٣

٠٫٢
٠٫٢٣

٠٫٢٢
٠٫١۴

٠٫١۵
پرتفوی

١
٢

٣
۴

۵
۶

٧



٧۵ تهران بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت های از عددی مثال های

L−R فازی عدد :۶ .۴ ش΄ل

صورت به (٢۶ .۴) اول گروه بهینه جواب
x∗ = (٠٫١, ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫٣, ٠٫١)T

صورت به (٢٧ .۴) دوم گروه بهینه جواب و
x∗ = (٠٫١, ٠٫٢, ٠٫١, ٠٫۴, ٠٫٢)T

هر سهمͬ ۵ مثال اول گروه در که ͬ شود م مشاهده (٧ .۴) و (۶ .۴) جدول های به توجه با است.
بیشتری بازده ی سرمایه گذاری باشد، بیشتر نو فارس سیمان سهام در سرمایه گذاری میزان چه
کمترین باشد بیشتر پیاذر صنعت و کشت سهام در سرمایه گذاری میزان چه هر و داشت. خواهد
در سرمایه گذاری میزان چه هر دوم گروه برای همچنین داشت. خواهیم را مم΄ن بازده ی
میزان چه هر و داشت. خواهد بیشتری بازده ی سرمایه گذاری باشد، بیشتر آذرآب صنایع سهام
خواهیم را مم΄ن بازده ی کمترین باشد بیشتر مس΄ن سرمایه گذاری سهام در سرمایه گذاری

داشت.



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ٧۶

مثلثͬ فازی عدد ٧. ٢ .۴
بودجه کل از بالا و پایین کران های سهام، گروه دو هر قبلͬ مفروضات گرفتن نظر در بر علاوه

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را  i = ١, . . . ,۵ iام، دارایی به یافته اختصاص سرمایه گذاری

i = ١,٢,٣,۴,۵, li = ٠٫١, u١ = ٠٫۴, u٢ = ٠٫۴, u٣ = ٠٫۵, u۴ = ٠٫۶, u۵ = ٠٫٧.

فرمول بندی زیر صورت به اول گروه برای (١٠ .۴) ام΄انͬ میانگین‐واریانس مدل ترتیب، این به
ͬ شود: م

minimize ٠٫٠٢١x١ + ٠٫١۵x٢ + ٠٫١٧٢x٣ + ٠٫١۶x۴ + ٠٫٢x۵

subject to



٠٫٠١۶x١ + ٠٫٠۴x٢ + ٠٫٠٧x٣ + ٠٫٠۶x۴ + ٠٫٠٣x۵ ≥ µ,

٠٫١ ≤ x١ ≤ ٠٫۴,
٠٫١ ≤ x٢ ≤ ٠٫۴,
٠٫١ ≤ x٣ ≤ ٠٫۵,
٠٫١ ≤ x۴ ≤ ٠٫۶,
٠٫١ ≤ x۵ ≤ ٠٫٧,
x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١.

(٢٨ .۴)

ͬ آوریم. م دست به (٨ .۴) جدول در µ = ٠٫١٠, ٠٫١۵, ٠٫١٧, ٠٫١٩ برای را ام΄انͬ بهینه پرتفوی

ام΄انͬ بهینه پرتفوی از برخͬ :٨ .۴ جدول
µ ٠٫١٠ ٠٫١۵ ٠٫١٧ ٠٫١٩
x١ ٠٫١٩ ٠٫٢ ٠٫٢٨ ٠٫٣۴
x٢ ٠٫٢٩ ٠٫٢٩ ٠٫٢٣ ٠٫١٩
x٣ ٠٫١٩ ٠٫١٩ ٠٫١٧ ٠٫١٧
x۴ ٠٫١۴ ٠٫١٨ ٠٫١٨ ٠٫١
x۵ ٠٫١٩ ٠٫١۴ ٠٫١۴ ٠٫٢



٧٧ تهران بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت های از عددی مثال های
داریم: قبل مفروضات همان با نیز دی·ر سهم ͷپن برای

minimize ٠٫٠١٧x١ + ٠٫١٣x٢ + ٠٫١٧x٣ + ٠٫٢٢x۴ + ٠٫٢٢x۵

subject to



٠٫٠١۵x١ + ٠٫٠٢١x٢ + ٠٫٠٧x٣ + ٠٫٠٣x۴ + ٠٫٠٣١x۵ ≥ µ,

٠٫١ ≤ x١ ≤ ٠٫۴,
٠٫١ ≤ x٢ ≤ ٠٫۴,
٠٫١ ≤ x٣ ≤ ٠٫۵,
٠٫١ ≤ x۴ ≤ ٠٫۶,
٠٫١ ≤ x۵ ≤ ٠٫٧,
x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١.

(٢٩ .۴)

ͬ آید. م دست به (٩ .۴) جدول در µ = ٠٫١٠, ٠٫١۵, ٠٫١٧, ٠٫١٩ برای ام΄انͬ بهینه پرتفوی

ام΄انͬ بهینه پرتفوی از برخͬ :٩ .۴ جدول
µ ٠٫١٠ ٠٫١۵ ٠٫١٧ ٠٫١٩
x١ ٠٫٢٨ ٠٫٢۵ ٠٫٢۴ ٠٫٢٣
x٢ ٠٫١۴ ٠٫١٧ ٠٫١۴ ٠٫١۵
x٣ ٠ ٠ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣
x۴ ٠٫٢۶ ٠٫٢۵ ٠٫٢۶ ٠٫٢٣
x۵ ٠٫٣٢ ٠٫٣٣ ٠٫٣۴ ٠٫٣۶



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ٧٨

مثلثͬ فازی عدد :٧ .۴ ش΄ل

صورت به (٢٨ .۴) بهینه جواب
x∗ = (٠٫٢١, ٠٫١٨, ٠٫١٣, ٠٫١٨, ٠٫٣)T

صورت به (٢٩ .۴) بهینه جواب و
x∗ = (٠٫٢, ٠٫٠۵, ٠٫١۵, ٠٫٢٢, ٠٫٣٨)T

است.
میزان چه هر سهمͬ ۵ مثال اول گروه در که ͬ شود م مشاهده (٩ .۴) و (٨ .۴) جداول به توجه با
و داشت. خواهد بیشتری بازده ی سرمایه گذاری باشد، بیشتر فولاد سهام در سرمایه گذاری
را مم΄ن بازده ی کمترین باشد بیشتر شازند پتروشیمͬ سهام در سرمایه گذاری میزان چه هر
نفت پالایش سهام در سرمایه گذاری میزان چه هر دوم گروه برای همچنین داشت. خواهیم
سرمایه گذاری میزان چه هر و داشت. خواهد بیشتری بازده ی سرمایه گذاری باشد، بیشتر تهران

داشت. خواهیم را مم΄ن بازده ی کمترین باشد بیشتر مس΄ن سرمایه گذاری سهام در



٧٩ تهران بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت های از عددی مثال های

ذوزنقه ای فازی عدد ٧. ٣ .۴
است: زیر صورت به که xi از بالا و پایین و  کران های قبلͬ مفروضات گرفتن نظر در با

(l١, l٢, l٣, l۴, l۵) = (٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١),
(u١, u٢, u٣, u۴, u۵) = (٠٫۴, ٠٫۴, ٠٫۴, ٠٫۵, ٠٫۶),

در ترتیب به بالا و پایین ام΄انͬ بهینه پرتفوی ،(١۵ .۴) و (١۴ .۴) مدل های از استفاده با
است. شده داده نشان (١٣ .۴) ،(١٢ .۴) ،(١١ .۴) ،(١٠ .۴) جدول های

ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت به اول گروه ام΄انͬ بهینه پرتفوی مدل ترتیب، این به
maximize ٠٫٠١۶x١ + ٠٫٠۴x٢ + ٠٫٠٧x٣ + ٠٫٠۶x۴ + ٠٫٠٣x۵

subject to



٠٫۴ ≥ x١ ≥ ٠٫١,
٠٫۴ ≥ x٢ ≥ ٠٫١,
٠٫۴ ≥ x٣ ≥ ٠٫١,
٠٫۵ ≥ x۴ ≥ ٠٫١,
٠٫۶ ≥ x۵ ≥ ٠٫١,
i = ١,٢, . . . , n,
x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١.

(٣٠ .۴)

ͬ آید: م دست به زیر صورت به نیز دوم گروه ام΄انͬ بهینه پرتفوی مدل و
maximize ٠٫٠١۵x١ + ٠٫٠٢١x٢ + ٠٫٠٧x٣ + ٠٫٠٣x۴ + ٠٫٠٣١x۵

subject to



٠٫۴ ≥ x١ ≥ ٠٫١,
٠٫۴ ≥ x٢ ≥ ٠٫١,
٠٫۴ ≥ x٣ ≥ ٠٫١,
٠٫۵ ≥ x۴ ≥ ٠٫١,
٠٫۶ ≥ x۵ ≥ ٠٫١,
i = ١,٢, . . . , n,
x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١.

(٣١ .۴)
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جدول۴. ١٠:برخͬازپرتفویبهینهام΄انͬپایینگروهاول
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جدول۴. ١٢:برخͬازپرتفویبهینهام΄انͬپایینگروهدوم
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ذوزنقه ای فازی عدد :٨ .۴ ش΄ل

صورت به (٣٠ .۴) پایین ام΄انͬ بهینه جواب
x∗ = (٠٫٢٨, ٠٫١۶, ٠٫٠٢, ٠٫٢٢, ٠٫٣٢)T

صورت به (٣٠ .۴) بالا ام΄انͬ بهینه جواب و
x∗ = (٠٫١, ٠٫۴, ٠٫٠٢, ٠٫١٨, ٠٫٣)T

است.
اول گروه برای پایین ام΄انͬ پرتفوی که ͬ شود م مشاهده (١١ .۴) و (١٠ .۴) جداول به توجه با
میزان چه هر و بیشتر پیاذر صنعت و کشت سهام در سرمایه گذاری میزان چه هر سهمͬ، ۵ مثال
داشت. خواهیم را مم΄ن بازده ی بیشترین باشد، کمتر نو فارس سیمان سهام در سرمایه گذاری
پتروشیمͬ سهام در سرمایه گذاری میزان چه هر اول گروه بالا ام΄انͬ پرتفوی برای همچنین
مم΄ن بازده ی بیشترین باشد، کمتر نو فارس سیمان سهام در سرمایه گذاری و بیشتر شازند

داشت. خواهیم را
صورت به (٣١ .۴) پایین ام΄انͬ بهینه جواب

x∗ = (٠٫٠۴, ٠٫٢۶, ٠٫١٢, ٠٫١٨, ٠٫۴)T

صورت به (٣١ .۴) بالا ام΄انͬ بهینه جواب و
x∗ = (٠٫٢۴, ٠٫١٧, ٠٫٠١, ٠٫٢, ٠٫٣٨)T



٨۵ تهران بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت های از عددی مثال های
است.

دوم گروه برای پایین ام΄انͬ پرتفوی که ͬ شود م مشاهده (١٣ .۴) و (١٢ .۴) جداول به توجه با
سرمایه گذاری میزان چه هر و کمتر لقمان سهام در سرمایه گذاری میزان چه هر سهمͬ، ۵ مثال
همچنین داشت. خواهیم را مم΄ن بازده ی بیشترین باشد، بیشتر مس΄ن سرمایه گذاری سهام در
شرق خودرو ΁ال΄تری سهام در سرمایه گذاری میزان چه هر دوم گروه بالا ام΄انͬ پرتفوی برای
بازده ی بیشترین باشد بیشتر آذرآب صنایع سهام در سرمایه گذاری و تهران نفت پالایش و کمتر

داشت. خواهیم را مم΄ن



ام΄انͬ واریانس و میانگین اساس بر فازی پرتفوی انتخاب روش ٨۶

نتیجه گیری ٨ .۴
برای بهینه پرتفوی ΁ی پژوهش این در است. معمولͬ چندهدفه مسأله ΁ی پرتفوی انتخاب
به آنتروپی کردن اضافه و نقدشوندگͬ ،΁ریس بازده، معیار: چند به توجه با سرمایه گذار ΁ی
طور به اهداف، این ͬ شود. م گرفته نظر در متنوع دارایی های تولید برای هدف تابع عنوان
شد. خواهد برخورد آن ها با فازی شرایط با بنابراین نیستند، ͹واض سرمایه گذار دیدگاه از کلͬ،
حل برای و شده، پیشنهاد معامله هزینه با چندهدفه برنامه ریزی مدل ΁ی مطالعه، این در

ͬ شود. م استفاده فازی خطͬ غیر برنامه ریزی روش از مسأله
ͬ شود، م استفاده نامعین فضای ابهام توصیف برای قدرتمندی ابزار به عنوان فازی، اعداد از
اساس بر پرتفوی ها انتخاب برای ام΄انͬ واریانس و میانگین ال·وهای مدل پایان نامه، این در
ام΄انͬ بهینه پرتفوی مفاهیم و شده ارائه فازی اعداد بالا و پایین ام΄انͬ واریانس و میانگین
پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی ساده مدل های همچنین شده اند. معرفͬ بالا و پایین
فازی اعداد و مثلثͬ فازی اعداد ذوزنقه ای، فازی اعداد دارایی های بازده این که فرض با بهینه
ام΄انͬ کوواریانس و واریانس میانگین، ترتیب به که ͬ آیند. م به دست باشند L − R نوع از
میانگین‐واریانس مدل ΁ی که ͬ شود م مارکوویتز کوواریانس و واریانس میانگین، جای·زین
کمتری مجهولات دارای نه تنها که ͬ آید، م به دست بهینه پرتفوی انتخاب برای جدید ام΄انͬ
میانگین‐واریانس روش با مقایسه در را کارشناسان نظر ͬ تواند م آن پارامترهای بل΄ه است
پرتفوی انتخاب مسأله ΁ریس و بازده میزان ͬ تواند م این علاوه بر کند. بررسͬ بهتر مارکوویتز
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Aabstract

In this research, we apply the feasibility modeling by applying a variety of fuzzy numbers and

using the possibility theory to determine the optimal investment model based on neural network

methodology for fuzzy L−R, trapezoidal and triangular numbers in optimal portfolio formation.

Securities. The overall goal is to maximize ”return” and reduce ”risk” to find the optimal portfolio.

So, to achieve this goal, solve the multi-objective nonlinear programming problem using the Zim-

merman method by minimizing the objective functions. Furthermore, by replacing the mean-

variance and standard deviation models by the Markovits mean-variance model, consider the op-

timal portfolio selection in the Possibilistic space.

Keywords: Nonlinear Programming,Mean-varianceModel, Optimal Portfolio, Possibilistic Space,

Objective Functions.
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