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می کنم. تقدیم عزیزم حسین محمد و مهربانم مادر و صبور پدر به را رساله این

و



تشکر و تقدیر

گرانقدرم مشاور استاد و حجازي رضا سید دکتر آقاي جناب ارزشمندم راهنماي استاد از را سپاس و تشکر کمال
دارم. دسترنج الهام دکتر خانم سرکار
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نامه تعهد
پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی علوم محض ریاضی رشته دکتري دانشجوي نادري فرد آزاده اینجانب
راهنمایی تحت ، مالی ریاضیات معادلات برخی حل در آن کاربرد و کسري دیفرانسیل معادلات تحلیل عنوان با

می شوم: متعهد حجازي رضا سید

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات �

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش هاي نتایج از استفاده در �

ارایه هیچ جا در امتیازي یا مدرك نوع هیچ دریافت براي دیگري فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب �
است. نشده

شاهرود صنعتی دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوي حقوق �
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “

از مستخرج مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادي تمام معنوي حقوق �
می گردد. رعایت پایان نامه

ضوابط است، شده استفاده آنها) بافت هاي (یا زنده موجود از که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت اخلاقی اصول و

استفاده (یا یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداري اصل است)، شده

نادري فرد آزاده
1398 ماه آبان

نشر حق و نتایج مالکیت
و نرم افزارها رایانه اي، برنامه هاي کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوي حقوق تمام �
در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده �





چکیده

تبیین و مطالعه در لی گروه هاي کاربرد فراگیر و جانبه همه بررسی حاضر، دکتري رساله بنیادي و محوري موضوع
می باشد. آنها از شده نتیجه پایستگی قوانین و آنها حل شامل کسري، دیفرانسیل معادلات

نمی کنند. پیروي معمولی مشتقات قوانین از دیگر حرکت و جنبش حافطه داراي یافته توسعه دینامیکی سیستم هاي
و مشتقات به نسبت مهندسی سیستم هاي براي را دقیق تري مدل هاي آنکه دلیل به کسري انتگرال هاي و مشتقات

گرفته اند. قرار مختلف رشته هاي محققان توجه مورد بیشتر می کنند، فراهم صحیح مرتبه انتگرال هاي
لذا است، برخوردار بالایی اهمیت از کاربردهایشان دلیل به کسري مشتق با معادلات و سیستم ها براي جواب یافتن
کسري مرتبه معادلات مطالعه به پایان نامه این در است. زیادي بسیار ارزش داراي کسري ساختار با متناسب روش انتخاب
از برخی همچنین می دهیم. ارائه را صحیح مرتبه با معادلات تقارن هاي از تعمیمی پایه بر لی تقارنی روش و می پردازیم
اهمیت دلیل به انتها در می گیرند. قرار مقایسه و بحث مورد معادلات زیر و ناوردا زیرفضاهاي مانند تحلیلی روش هاي
تحلیلی و هندسی روش یک عنوان به را کسري دیفرانسیل معادلات تقارنی روش مالی، ریاضیات در دیفرانسیل معادلات

می گیریم. بکار ... و فوکر-پلانک معادلات مانند مالی ریاضی در موجود دیفرانسیل معادلات برخی در

کسري، مشتقات ابراگیموف، قضیه نوتر، قضیه پایستگی، قوانین لی، تقارنهاي اویلر-لاگرانژ، معادلات کلیدي: کلمات
بلک-شولز. معادلات بروانی، حرکت کاپاتو، کسري مشتق لیوویل، ریمان کسري مشتق

ي
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ଓقدग़
به طبیعت در موجود دینامیکی و پویا مسایل بررسی هفدهم، قرن در 2 لایبنیتز و 1 نیوتن توسط مشتق مفهوم معرفی با
یا یک به آنها جواب و داشت ایستا حالت آن از قبل تا که نیز ریاضی در موجود معادلات گردید. ممکن ریاضیات کمک
را توابع از خانواد ه اي آن جواب هاي که درآمد دیفرانسیلی معادلات صورت به می شد، محدود مختلط یا حقیقی عدد چند
ریاضیدان توسط نوزدهم قرن در لی گروه هاي مفهوم معرفی زمان تا دیفرانسیل معادلات مطالعۀ و بررسی می شد. شامل
یافتن و · · · و خطی همگن، تفکیک پذیر، مانند صورت هایی به معادلات طبقه بندي به 3 لی سوفس ماریوس نوروژي
4 آبل جبري معادلات موضوع با که سخنرانی هایی در دانشجویی دوره در لی می شد. محدود دسته هر با متناظر جوابی
آشنا 7 کلاین با برلین به سفرش در 1869 سال در می کرد. پیدا حضور می شدند، ارائه 6 سیلو لودویگ توسط 5 گالوا و

رسید. چاپ به همکاري از بعد مقاله چندین و کرد همکاري او با بعدها و شد
معادلات روي بر مطالعات در ایده اش بکارگیري با 1874 سال در و کرد کشف را برخوردي تبدیلات لی 1870 سال در
براي گالوا نظریه مشابه نظریه اي بیان رویاي واقع در لی داد. ارائه را پیوسته تبدیل گروه هاي نظریه جزئی، دیفرانسیل
نظریاتش امروزه و درگذشت 1899 سال در او بالاخره کند، محقق را رویا این نتوانست ولی داشت را دیفرانسیل معادلات

.[82] می باشد مهندسی و علمی زمینه هاي تمام در مسائل حل و فهم براي ابزارهایی
تقارن گروه داشتن دادند. تعمیم سراسري نظریه یک به را لی گروه هاي نظریه 9 وایل و 8 کارتان 1930 سال در
معادلات دستگاه جواب هاي طبقه بندي به می توان آن جملۀ از که دارد بسیاري مزیتهاي دیفرانسیل معادلات دستگاه یک
کمک ما به تقارنی گروه باشیم، داشته سروکار معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با اگر کرد. اشاره دیفرانسیل
مرتبه بررسی مورد معادلۀ حالتیکه در و آوریم دست به انتگرال گیري بار یک با را جواب معادله، مرتبه کاهش با تا می کند
یعنی نیست، برقرار جزئی دیفرانسیل معادلات مورد در چیزي چنین اما آمد. خواهد بدست نیز عمومی جواب باشد، اول
تبدیل قابل دستگاه که حالتی در (مگر آورد دست به تقارن ها داشتن با لزوما نمی توان را معادلاتی چنین عمومی جواب
ناوردا تقارن گروه زیرگروه هاي تحت که می آیند دست به جواب ها از برخی تنها شرایط این در باشد). خطی دستگاه به
می باشند. اصلی دستگاه به نسبت کمتري مستقل متغیر تعداد شامل و مشهورند گروهی ناورداي جواب هاي به و هستند
کردن فرمول  بندي در آنها بوده اند. توجه مورد علوم در ملاحظه اي قابل طور به همواره تقارن ها و پایستگی قوانین
کمیت هاي توضیح توان پایستگی قوانین دیفرانسیل معادلات مطالعه در می باشند. مهم بسیار ریاضی مدل هاي ارائه و
هستند. مهم جواب ها یکتایی و وجود اثبات براي و انتگرال پذیري تحقیق براي آنها دارند. را انرژي و جرم قبیل از فیزیکی
زیادي دلایل می کند. بیان را شارها توسط کمیت یک تاثیر چگونگی که است ریاضی معادله اي پایستگی قانون یک
کمیتهاي از کدامیک مثال، عنوان به دارد. وجود دیفرانسیل معادلات دستگاه یک شارهاي و چگالی محاسبه براي
مطالعه در همچنین پایستگی قوانین می ماند. ثابت است، شده بیان دیفرانسیل معادلات کمک به دستگاه یک در فیزیکی
دستگاه کامل انتگرال پذیري بیانگر پایستگی قوانین توجهی قابل تعداد وجود .[14] هستند مفید همیلتونی ساختارهاي
آیا کرد، بررسی می توان پایستگی قوانین کمک به نیز دیفرانسیل معادلات حل عددي روش هاي برخی در .[63] می باشد

.[44] خیر یا هستند ثابت شده حفاظت مقادیر
مستقیم، روش تابعی، ضرایب روش نوتر، قضیه جمله از دارد وجود مختلفی روش هاي پایستگی قوانین یافتن براي

1Isaac Newton
2Gottfried Wilhelm Leibniz
3Marius Lie Sophus
4Niels Henrik Abel

5Évariste Galois
6Peter Ludwig Sylow
7Felix Christian Klein

8Élie Joseph Cartan
9Hermann Klaus HugoWeyl
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کنند. رجوع [83 ،80 ،68 ،65 ،40 ،31 ،26 ،10 ،9 ،8] مراجع به می توانند علاقمندان که · · · و ابراگیموف روش
کسري حسابان موضوعات با بیش و کم مختلف، علوم زمینه ي در اخیر دهه هاي در یافته انتشار مطالب در جستجو با
است نکته این گویاي مطالب این می کنیم. برخورد نوع این از مفاهیمی و کسري مشتقات با دیفرانسیل معادلات یا و
داده  اختصاص خود به تحقیقات از را توجهی قابل سهم کاربردي زمینه در هم و نظري زمینۀ در هم کسري حسابان که
گرفته قرار پژوهشگرن توجه مورد همواره فیزیکی پدیده هاي بهتر توصیف دلیل به کسري سیستم هاي حقیقت در است.
شرح در شده باعث که است کسري مشتق بودن حافظه دار خاصیت سیستم هایی چنین از استفاده دلایل از یکی است.
پیچیدگی دلیل به وجود این با گیرند. قرار استفاده مورد فراگیر صورت به وراثت، خاصیت داراي فیزیکی پدیده هاي
روش هاي بیشتر دلیل همین به است، همراه دشورایهایی با جواب یافتن خطی، حالت در حتی کسري، مشتقات تعاریف
بیان دنبال به پژوهشگران شرایطی چنین در می باشد. تقریبی و عددي روش هاي آن ها، در جواب یافتن براي شده ذکر

می باشند. سیستم ها این تحلیلی حل براي راهکارهایی
یک هر شده ذکر روش هاي پرداخته ایم. کسري دیفرانسیل معادلات براي حل روش سه بیان به پایان نامه این در
معمولی دیفرانسیل معادلات از ایده اي از استفاده با اول روش می گیرند. قرار استفاده مورد مشتقات از طیف یک براي
در و دارد را بررسی مورد معادله مرتبه کاهش بر سعی ، (PDE) جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات و (ODE)

متغیرهاي تعریف با دوم روش در می پردازد. معادله حل به مشخصه چندجمله هاي کمک به شود محقق امر این که صورتی
مشتقات با معمولی دیفرانسیل معادله به را بررسی مورد (FPDE) کسري مشتقات با جزئی دیفرانسیل معادله جدید
توابع از مجموعه اي پایه بر سوم روش می نماید. معرفی را آن جواب هاي دسته اي و می نماید تبدیل (FODE) کسري

نمود. تعیین را معادله جواب فرمت می توان مناسب مجموعه یافتن با و دارد قرار خطی مستقل
این کردیم سعی است، بوده رساله این در ما اهداف از یکی مالی ریاضیات معادلات از برخی تحلیل که آنجایی از

دهیم. مرتبه کاهش یا و حل شده ذکر روش هاي با را معادلات از دسته
شده پرداخته  است نیاز مورد ها PDE تقارن روش در که اولیه قضایاي و مفاهیم و تعاریف بیان به اول، فصل در
فصل در است. گرفته قرار بررسی مورد را ها PDE پایستگی قوانین در نیاز مورد مقدمات و تعاریف دوم فصل در است.
معادلات مسایل براي را پایستگی قوانین و تقارن ها چهارم فصل در پرداخته ایم. کسري حسابان از مقدماتی بیان به سوم
را فوکر-پلانک معادله چهارم فصل روش هاي کمک به پنجم فصل در بالاخره و کردیم بیان (FDE) کسري دیفرانسیل

نمودیم. حل را می گیرد قرار تحلیل مورد مالی ریاضیات در که
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١ فصل

لی گروههاي هندسی مفاهیم بر گذري

مقدماتی مفاهیم 1 . 1
ریاضی دان کار روش از الهام با لی سوفس نوروژي، ریاضی دان توسط نوزدهم قرن اواخر در لی گروه هاي روي بر مطالعه
جمله اي چند معادلات تحلیل براي آن از و داشت گروه ها نظریه زمینه در مقالاتی و مطالعات که 1 گالوا اواریست فرانسوي،

شد. انجام بود، کرده استفاده
را دیفرانسیل معادلات نظریه او ادامه در بود. دیفرانسیل معادلات از انتگرال گیري بر مبتنی ابتدا در لی عملکرد
در ریاضیات بر علاوه گروه ها این داد. گسترش می شود، شناخته لی گروه هاي از بخشی به امروزه که مفهومی براساس
نسبیت کوانتوم، مکانیک کنترل، نظریه خاص، توابع آنالیز چون شاخه هایی می شوند، گرفته کار به علوم مختلف شاخه هاي
نمی شوند، برده کار به ریاضیات در خود محض دیدگاه با مواقع بیشتر در لی گروه هاي که است ذکر شایان البته غیره. و
طور به و می شوند ظاهر دیفرانسیل معادلات از دینامیکی معادلات دستگاه یک تقارنی گروه عنوان تحت اوقات گاهی بلکه

میکنند. تحلیل را دستگاه رفتار مستقیم غیر یا مستقیم
موضعی لی گروه هاي عنوان به امروزه که برد کار به را لی گروه هاي از موضعی نسخه یک اساساً مطالعاتش در لی
در اغلب لی گروه هاي روش می پردازیم. لی گروه هاي نظریه کاربردهاي معرفی به فصل این در می شود. اطلاق آن به
در فراوانی کاربردهاي بقا قوانین و ناوردا جواب هاي به رسیدن دیفرانسیل، معادلات حل دیفرانسیل، معادلات دسته بندي

دارد. ریاضیات و فیزیک
یافت هندسه پایه کتاب هاي بیشتر در که است منیفلدها هندسۀ به داشتن اشراف مستلزم نوشتار این مطالعه ي

1Évariste Galois
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نماید. مراجعه [99 ،98 ،77] منابع از یکی به می تواند لزوم صورت در محترم خواننده می شود.

گروه جبري ساختار داراي طوریکه به است G چون بعدي -r هموار منیفلدي پارامتري، -r لی گروه یک .1 . 1 . 1 تعریف
باشند. هموار می شوند، تعریف زیر ضابطه هاي با که وارون ساز و ضرب نگاشت دو و بوده

m : G×G→ G, i : G→ G

m(g.h) = g.h i(g) = g−1 (1 . 1)

اولاً هرگاه است لی زیرگروه یک H باشد. آن زیرمجموعۀ یک H ⊆ G و لی گروه یک G کنید فرض .2 . 1 . 1 تعریف
نگاشت دو که است لازم همچنین باشد. G منیفلد زیر یک خود H ثانیاً و بوده G عمل به نسبت G زیرگروه یک H

باشند. هموار نیز H براي شده تعریف i,m

می نماییم. بیان [120] از را زیر قضیه زیرگروهی مفهوم تعمیم منظور به ادامه در

است. لی زیرگروه یک لی گروه یک بسته زیرگروه هر .1 . 1 . 1 قضیه

می شوند: محسوب لی گروه یک زیر منیفلدهاي از یک هر .1 . 1 . 1 مثال
می باشد. لی گروه یک x 7→ −x وارون نگاشت و (x, y) 7→ x+ y برداري جمع عمل تحت Rn اقلیدسی فضاي ◀

می دهد: لی گروه تشکیل زیر هموار نگاشت هاي با که است، گروه یک جمع عمل تحت S1 دایره ◀

m : S1 × S1 → S1, i : S1 → S1,

m(θ1, θ2) = θ1 + θ2 mod 2π, i(θ) = −θ mod 2π,

ماتریس ها معمولی ضرب نگاشت هاي با ،n مرتبه از وارون پذیر حقیقی ماتریس هاي کلیه از متشکل GL(n,R) گروه ◀
می دهد. را لی گروه یک تشکیل می باشند؛ هموار دو هر که ماتریس، هر وارون و

G آنکه اول دارد: اساسی شرط دو می کند، عمل M مانند منیفلد یک روي که G مثل تبدیل گروه یک .3 . 1 . 1 تعریف
نگاشت آنکه دوم و باشد لی گروه

ϕ : G×M −→M

(g, x) 7−→ g.x, (2 . 1)

کنند: صدق زیر ویژگی دو در

(g.h).x = g.(h.x), e.x = x,

کرد. تعریف نیز را راست از عمل می توان ترتیب همین به و می کند عمل M روي چپ سمت از G گوییم صورت این در

به صورت این در Mباشد، روي تبدیل گروه Gیک اگر می شود، گفته تبدیل یک g ∈ G عضو هر ازاي به .4 . 1 . 1 تعریف
دیفئومورفیسم یک ϕg آن در که داد نمایش ϕg :M →M صورت به اختصار به می توان را ϕنگاشت g تبدیل هر ازاي

.ϕg = g نوشت می توان اختصار به و است
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یعنی G تبدیلات گروه تحت x تبدیلات تمام مجموعه آنگاه باشد x ∈M اگر

G.x = {g.x g ∈ G}, (3 . 1)

می نامیم. G تبدیل تحت x مدار را

می نامند. متعدي را عمل کند، تولید مدار یک تنها M روي G تبدیلات گروه هرگاه .5 . 1 . 1 تعریف

F :M → R تابع صورت این در می کند، Mعمل منیفلد روي که باشد تبدیلات گروه Gیک کنیم فرض .6 . 1 . 1 تعریف
تبدیل هر و x ∈ U هر براي U ⊂ M باز مجموعه زیر یک روي که قسمی به نامند حقیقی ناورداي -G تابع یک را

باشیم: داشته g ∈ G

F (g.x) = F (x).

باشد زیر صورت به گروهی G1 و باشد M = R2 کنیم فرض مثال عنوان به

G1 : (x, y) 7→ (λx, λy), λ > 0,

می نامند. تجانس گروه را آن اصطلاحا که
و x ∈ U هر براي اگر کلی حالت در می باشد. R2 \ (0, 0) روي ناوردا تابعی ζ(x, y) = x

y تابع صورت این در
می نامیم. فراگیر ناورداي را F آنگاه F (g.x) = F (x) باشیم، داشته g ∈ G

ناوردا گروه عمل تحت که دارند وجود آن روي خاصی برداري میدان هاي صورت این در باشد لی گروه یک G اگر
بینهایت مولدهاي مجموعه یا G جبرلی آن به که می سازند برداري فضاي یک برداري میدان هاي از نوع این هستند.
می شود دیده نیز آن جبرلی در دارد وجود مفروض لی گروه در که ویژگی هر که خاصیت این می گویند. G گروه کوچک

استفاده شود. مربوطه لی جبر از لی گروه جاي به موارد از بسیاري در تا می شود سبب

را M روي v برداري میدان صورت این در باشد، M منیفلد روي تبدیلات گروه یک G کنید فرض .7 . 1 . 1 تعریف
باشیم داشته شود، تعریف g.p که p ∈ M و g ∈ G هر ازاي به هرگاه گوییم، چپ -ناورداي G برداري میدان یک

.g⋆(vp) = vg.p

مجموعه به صورت این در می کند  عمل (راست) چپ از خودش روي که باشد لی گروه G کنید فرض .8 . 1 . 1 تعریف
می شود. داده نمایش G نماد با و می شود نامیده G (راست) چپ جبرلی ، (راست) چپ ناورداي برداري میدان هاي تمام

است. برقرار راست جبرلی و چپ جبرلی بین ایزومورف نگاشتی که است شده ثابت [77] در

در می باشد. Rn همان آن جبرلی که کرد اشاره Rn لی گروه به می توان لی جبرهاي براي مثال عنوان به .2 . 1 . 1 مثال
شده اشاره متفاوت لی گروههاي با متناظر لی جبرهاي از متعددي مثال هاي منیفلدها هندسه از اطلاعاتی کمک به [99]

است.

exp : G → G نمایی نگاشت توسط صورت این در باشد؛ آن با متناظر جبرلی G و لی گروه یک G اگر .9 . 1 . 1 تعریف
باشد 0 ∈ G همسایگی یک U چنانچه می شود. متناظر لی گروه در exp(εv) منحنی یک به v ∈ G برداري میدان هر

می کند. برقرار V و U بین دیفئومورفیسم یک exp آنگاه ،e ∈ G همسایگی یک V و
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عمل زیر صورت به (x, y) صفحه در که باشد ε پارامتر به وابسته معکوس پذیر تبدیل Tε کنیم فرض .10 . 1 . 1 تعریف
می کند:

Tε : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (x̄, ȳ), (4 . 1)

می کنند: صدق زیر شرایط در g و f توابع و ȳ = g(x, y, ε) و x̄ = f(x, y, ε) طوریکه به

f
∣∣∣
ε=0

= x, g
∣∣∣
ε=0

= y, (5 . 1)

G مجموعه صورت این در پیوسته اند. بررسی مورد دامنه روي که هستند توابعی g و f که است شده فرض همچنین و
باشد همانی تبدیل T0 تبدیل اولاً که شرطی به می دهند پارامتري یک تبدیلات گروه تشکیل ȳ و x̄ فرم به تبدیلات از

همچنین و TεTδ ∈ G و باشد. موجود T−1
ε وارون تبدیل همچنین و

TεTδ = Tε+δ, (6 . 1)

که صورت این به

f(f(x, y, ε), g(x, y, ε), δ) = f(x, y, ε+ δ),

g(f(x, y, ε), g(x, y, ε), δ) = g(x, y, ε+ δ). (7 . 1)

می نامند. نیز محلی گروه را G لذا است، برقرار δ و ε کوچک کافی اندازه به مقادیر ازاي به (7 . 1) رابطه عملی شرایط در

صورت به که دوران گروه .3 . 1 . 1 مثال

x1 = x cos(ε)− y sin(ε), y1 = x sin(ε) + y cos(ε), (8 . 1)

بررسی را زیر موارد است کافی موضوع این دادن نشان براي می باشد. پارامتري یک تبدیل گروه یک می شود، تعریف
کنیم.

.y1 = y و x1 = x آنگاه ε = 0 اگر ◀
می شود. مشخص نیز تبدیل وارون ε پارامتر جاي به −ε دادن قرار با ◀

داریم: آنگاه y2 = x1 sin(δ) + y1 cos(δ) و x2 = x1 cos(δ)− y1 sin(δ) اگر ◀

x2 = (x cos(ε)− y sin(ε)) cos(δ)− (x sin(ε) + y cos(ε)) sin(δ)

= x cos(ε+ δ)− y sin(ε+ δ),

y2 = (x cos(ε)− y sin(ε)) sin(δ)− (x sin(ε) + y cos(ε)) cos(δ)

= x sin(ε+ δ)− y cos(ε+ δ),

است. برقرار نیز آخر خاصیت بنابراین
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هر v1,v2, · · · ,vk ∈ G هر براي صورت این در باشد. G جبرلی با همبند لی گروه یک G کنید فرض .2 . 1 . 1 قضیه
که معنا این به می باشد، نمایی نگاشت هاي ترکیب صورت به بیان قابل g مانند G عضو

g = exp(v1) ◦ · · · ◦ exp(vk).

ترکیب و عضو هر با متناظر نمایی نگاشت هاي محاسبه با می توان جبرلی یک اعضاي داشتن با که است آن قضیه تعبیر
است. آمده [68] در قضیه این برهان آورد. بدست موضعی طور به را تبدیل گروه ضابطه هم، در آن ها

صورت به را مربوطه تبدیل گروه می توان exp تابع تیلور سري کمک به باشیم داشته را تبدیل گروه مولد چنانچه
کنیم: فرض زیر

x̄ = eεX(x), ȳ = eεX(y), (9 . 1)

طوریکه به
eεX = exp(εX) = 1 +

ε

1!
X +

ε2

2!
X2 + · · ·+ εs

s!
Xs + · · · .

مولد براي .4 . 1 . 1 مثال
X = x2

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
,

می باشند: برقرار زیر روابط (9 . 1) عبارت به توجه با بنویسیم. را آن تبدیل گروه نمایی، نگاشت کمک به می خواهیم

X(x) = x2, X(y) = xy,

X2(x) = X(X(x)) = X(x2) = 2!x3, X2(y) = X(xy) = yX(x) + xX(y) = 2!yx2,

X3(x) = X(2!x3) = 3!x4, X3(y) = 2!(yX(x2) + x2X(y) = 3!yx3,

... ...

گفت: می توان بالا موارد گیري نظر در با

Xs(x) = s!xs+1, (10 . 1)

Xs(y) = s!yxs, (11 . 1)

داد: نشان می توان استقرا کمک به لذا

Xs+1(x) = (s+ 1)!xs+2,

Xs(y) = (s+ 1)!yxs+1. (12 . 1)

رسید: خواهیم زیر عبارات به eεX(y) و eεX(x) هاي بسط در فوق عبارات جایگذاري با

eεX(x) = x+ εx2 + · · ·+ εsxs+1 + · · · .

eεX(y) = y + εyx+ · · ·+ εsyxs + · · · .
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صورت: به ترتیب به را فوق عبارات راست سمت تیلور بسط کمک به مجدد هم بار این

x

1− εx
, |εx| < 1,

و

y

1− εy
, |εy| < 1,

رسید: خواهیم زیر نظر مورد تبدیلات گروه به (9 . 1) رابطه طبق لذا و می نویسیم

x̄ =
x

1− εx
, ȳ =

y

1− εy
. (13 . 1)

کوچک بینهایت گروه عمل 1 . 1 . 1
به x طوریکه به می دهد اختصاص x ∈ M نقطه هر ازاي به را vx مماس بردار یک ،M منیفلد روي v برداري میدان
فرم داراي برداري میدان یک (x1, · · · , xm) موضعی مختصات در می کند. تغییر دیگر نقطه به نقطه اي از هموار طور

v
∣∣∣
x

= ξ1(x)
∂

∂x1
+ ξ2(x)

∂

∂x2
+ · · ·+ ξm(x)

∂

∂xm
, (14 . 1)

یک در سرعت میدان می توان را برداري میدان از مناسب مثال یک می باشد. x روي هموار تابعی ξi(x) هر که است
نشان v

∣∣∣
(x,y,z)

بردار ،(x, y, z) ∈ M نقطه هر در که گرفت، نظر در M ⊆ R3 باز مجموعه زیر در یکنواخت سیاله
می باشد. می کنند، عبور (x, y, z) نقطه از که سیال ذرات سرعت دهنده

نقطه هر در آن مماس بردار که است x = Φ(ε) پارامتري خم یک v برداري میدان از انتگرال خم .11 . 1 . 1 تعریف
باشیم: داشته ε هر ازاي به یعنی است، نقطه همان در v مقدار با منطبق

Φ̇(ε) = v|
Φ(ε)

.

مستقل دستگاه از جواب یک باید Φ(ε) گفت می توان x = Φ(ε) = (Φ1(ε), · · · ,Φm(ε)) که موضعی مختصات در
دیفرانسیل معادلات از

dxi

dε
= ξi(x), i = 1, · · · ,m, (15 . 1)

از دستگاهی براي وجود و یکتایی قضیه هموار، هاي ξi(x) براي هستند. x در v از مضاربی ها ξi(x) آن در که باشد
مطلب این باشد. موجود (15 . 1) براي یکتا جواب که می کند تضمین Φ(0) = x0 اولیه شرط ازاي به دیفرانسیل معادلات
ذکر شایان است. Φ(0) = x0 ∈ M نقطه میان از گذرنده Φ : I → M واحد ماکسیمال انتگرال خم دهنده نشان
Φ̄ : Ī → M اگر یعنی نیست، بزرگتري انتگرال خم هیچ در مشمول خم این که معناست این به ماکسیمال که است

باشیم: داشته ε ∈ Ī ⊂ I هر ازاي به آنگاه باشد، Φ̄(0) = x0 اولیه شرط با دیگري انتگرال خم

Φ̄(ε) = Φ(ε).
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را ψ و می دهیم نشان ψ(ε, x) با را x ∈M طول در شده پارامتري انتگرال خم باشد، برداري میدان یک v کنیم فرض
ψ(ε, x) باشد؛ 0 شامل و بدیهی غیر Ix طوریکه به ε ∈ Ix و x ∈M هر براي بنابراین می نامیم. v کننده تولید شار

بود. خواهد M روي x از کننده عبور انتگرال خم روي نقطه یک
دارد: را زیر پایه اي خواص برداري میدان یک شار

ψ(δ, ψ(ε, x)) = ψ(δ + ε, x), (16 . 1)

ψ(0, x) = x, (17 . 1)
d

dε
ψ(ε, x) = v|ψ(ε,x). (18 . 1)

(17 . 1) و است؛ x ثابت نقطه در ψ(ε, x) خم بر مماس v برداري میدان که می کند بیان ساده طور به (18 . 1) رابطه
بدست معمولی دیفرانسیل معادلات سیستم هاي براي جواب یکتایی نیز (16 . 1) از و می باشد انتگرال خم روي اولیه شرط
میدان توسط شده تولید شار که می کنیم مشاهده تبدیلات گروه خاصیتهاي با (16 . 1) و (17 . 1) خواص مقایسه با می آید.
بینهایت مولد را v برداري میدان صورت این در گویند، پارامتري یک گروه عمل آن به که می کند عمل گروه مشابه برداري

داریم: موضعی حالت در تیلور قضیه بنابر و گفته گروه عمل از کوچک

ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε2), (19 . 1)

می باشند. v ضرایب ξ = (ξ1, · · · , ξm) که
محدود وسیله به آن کوچک بینهایت مولد آنگاه Mباشد، روي پارامتري یک گروه تبدیل عمل ψ(ε, x) اگر طرفی از

می آید: بدست زیر صورت به ε = 0 لحظه در (18 . 1) کردن

v
∣∣∣
x

=
d

dε

∣∣∣
ε=0

ψ(ε, x). (20 . 1)

دارد: وجود آن کوچک بینهایت مولدهاي و پارامتري یک گروه انتقالات بین یک به یک تناظري بنابراین

exp(εv)x ≡ ψ(ε, x). (21 . 1)

کرد: بیان نیز زیر صورت به می توان را (18 . 1) و (17 . 1) ،(16 . 1) روابط لذا

exp[(δ + ε)v]x = exp(δv) exp(εv)x, (22 . 1)

exp(0v)x = x, (23 . 1)
d

dε
[exp(εv)x] = v|exp(εv)x, (24 . 1)

است: برقرار زیر صورت به نیز (20 . 1) رابطه و

v
∣∣∣
x

=
d

dε

∣∣∣
ε=0

ψ(ε, x) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

exp(εv)x, v ∈ G, (25 . 1)

می شود. نامیده G گروه عمل از کوچک بینهایت مولد v برداري میدان
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نگاشت با SO(2) دوران گروه براي .5 . 1 . 1 مثال

SO(2)× R2 −→ R2

(cos(ε) −sin(ε)

sin(ε) cos(ε)

)
.
(x
y

)
→
(x̄
ȳ

)
=
(x cos(ε)−y sin(ε)
x sin(ε)+y cos(ε)

)
, (26 . 1)

طوریکه: به است، v = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y فرم به کلی حالت در کوچک بینهایت مولد

ξ(x, y) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

(x cos(ε)− y sin(ε)) = −y,

η(x, y) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

(x sin(ε) + y cos(ε)) = x,

می باشد. v = −y∂x + x∂y صورت به دوران گروه کوچک بینهایت مولد لذا

جابجاگر جدول 2 . 1 . 1
-بعدي r جبرلی یک G اگر می باشد. جدولی شکل به آن نوشتن جبرلی، ساختار نمایش براي ساده روش هاي از یکی
درایه که است تایی r× r جدول یک G براي جابجاگر جدول آنگاه دهند، تشکیل آن براي پایه اي v1, · · · ,vr و باشد
صورت به که v2 و v1 دلخواه برداري میدان هاي براي که شود توجه می باشد. [vi,vj ] لی براکت بیانگر آن ام (i, j)

می باشند: زیر

v1 =
m∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
, v2 =

m∑
i=1

ηi(x)
∂

∂xi
,

صورت این در
[v1,v2] : C∞(M) → C∞(M),

صورت به و می باشد v2 و v1 برداري میدان دو لی براکت عملگر

[v1,v2] =

m∑
i=1

m∑
j=1

{ξj ∂η
i

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj
} ∂

∂xi
,

می کند: بیان را f تابع بر لی براکت عمل نحوه زیر رابطه می شود. تعریف

[v1,v2]f = v1v2f − v2v1f,

[fv1, gv2] = fg[v1,v2] + (fv1g)v2 − (gv2f)v1, (27 . 1)

می باشد: زیر شرح به لی براکت خواص از برخی .3 . 1 . 1 قضیه
بودن: دو-خطی ◀

[av1 + bv2,v3] = a[v1,v3] + b[v2,v3] ∀a, b ∈ R,

[v3, av1 + bv2] = a[v3,v1] + b[v3,v1] ∀a, b ∈ R.

بودن: پادمتقارن ◀

[v1,v2] = −[v2,v1].
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ژاکوبی: اتحاد ◀

[v1, [v2,v3]] + [v2, [v3,v1]] + [v3, [v1,v2]] = 0.

کوچک بینهایت ناوردایی 3 . 1 . 1
معادلات دستگاههاي تقارن گروه هاي تشخیص براي مهمی کمک می شود شناخته ناوردایی محک به که زیر قضیه

می دهد. قرار اختیارمان در دیفرانسیل

I :M → R تابع می کند. Mعمل منیفلد روي که باشد تبدیلات از همبند گروه Gیک کنید فرض [98] .4 . 1 . 1 قضیه
باشیم: داشته v ∈ G کوچک بینهایت مولد هر و x ∈M هر ازاي به اگر تنها و اگر ناورداست، G تحت

v(I) = 0. (28 . 1)

کوچک بینهایت مولد با پارامتري یک گروه از u = I(x) ناورداي ،(4 . 1 . 1) قضیه اساس بر بنابراین

v =
m∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
,

می کند: صدق زیر خطی اول مرتبه همگن جزئی دیفرانسیل معادلات در
m∑
i=1

ξi(x)
∂u

∂x
= 0. (29 . 1)

از مشخصه دستگاه با را جزئی دیفرانسیل معادله می  گردد. تعیین مشخصه ها روش وسیله به (29 . 1) معادله جواب هاي
می کنیم: عوض زیر معمولی دیفرانسیل معادلات

dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
. (30 . 1)

که نوشت I1(x) = c1, · · · , Im−1(x) = cm−1 شکل به موضعی طور به می توان را (30 . 1) معادله عمومی جواب
گروه از تابعی مستقل ناورداهاي از کامل مجموعه یک I1, · · · , Im−1 توابع هستند. انتگرال گیري ثابت هاي ci آن در

می باشند. v وسیله به شده تولید پارامتري یک

برداري میدان وسیله به شده تولید پارامتري یک گروه .6 . 1 . 1 مثال

v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (1 + z2)

∂

∂z
, (31 . 1)

می شود: نوشته زیر صورت به آن (شار) یک-پارامتري گروه بگیرید. نظر در را

(x, y, z) 7−→
(
x cos(ε)− y sin(ε), x sin(ε) + y cos(ε),

sin(ε) + z cos(ε)

cos(ε)− z sin(ε)

)
, (32 . 1)

پارامتري را نقطه این از گذرنده انتگرال خم (32 . 1) آنگاه بگیریم، نظر در ثابت را (x, y, z) نقطه اگر که کنید توجه
از: است عبارت برداري میدان این براي (30 . 1) مشخصه دستگاه می کند.

dx

−y
=
dy

x
=

dz

1 + z2
. (33 . 1)
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عمومی جواب که می یابد، کاهش dy
dx = −x

y ساده تفکیک پذیر معمولی دیفرانسیل معادله یک به ، dx−y = dy
x اول معادله

اول ناورداي r =
√
x2 + y2 دایره شعاع بنابراین است. انتگرال ثابت c1 که است x2 + y2 = c1 صورت به آن

می باشد.
یک همچون r با و کنیم جایگزین

√
r2 − y2 با را x است کافی ،dyx = dz

1+z2
دوم مشخصه معادله حل براي

با است برابر جواب صورت این در نماییم. عمل ثابت

tan−1(z)− sin−1
(y
r

)
= tan−1(z)− tan−1

(y
x

)
= c2,

می باشد. دوم ناورداي w = xz−y
yz+x مثلثاتی محاسبات با لذا و

جبري معادلات دستگاه از تقارنی گروه یک G همبند لی گروه [99] .5 . 1 . 1 قضیه

F1(x) = · · · = Fk(x) = 0,

باشیم: داشته v ∈ G کوچک بینهایت مولد هر براي اگر تنها و اگر می باشد

v[Fν ] = 0, ν = 1, · · · , k.

دیفرانسیل معادلات تقارنی گروه هاي یافتن براي برداري میدان هاي از می توان چگونه که می دهیم نشان ادامه در
می کنیم. تعریف را دیفرانسیل معادلات دستگاه یک کل فضاي ابتدا منظور این براي کرد. استفاده

وابسته متغیر q و x = (x1, · · · , xp) مستقل متغیر p با دیفرانسیل معادلات دستگاه یک کل فضاي .12 . 1 . 1 تعریف
به می باشد. u و x چارتهاي با ترتیب به E = X × U صورت به حاصلضربی منیفلد یک u = (u1, · · · , uq) ∈ U

گوییم. کل فضاي را آن که E = X × U ≃ Rp × Rq داریم موضعی طور

دهی امتداد و جت فضاي 2 . 1
چگونگی دانستن به تنها نه دارد، وجود دیفرانسیل معادلات تقارن هاي مطالعه براي فراوانی علاقه همواره که آنجایی از
توسط که کار این داریم. احتیاج نیز وابسته و مستقل متغیرهاي بر آنها عمل چگونگی به بلکه داریم، نیاز گروه عمل
مختصات شد. خواهد انجام می شود، تشکیل وابسته و مستقل متغیرهاي از کل فضاي با مرتبط جت فضاي عمومی تعریف
ارائه را فضاها این از مستقیمی فرمول بندي ادامه در می گردد. ظاهر وابسته متغیرهاي مشتق هاي عنوان به جت فضاي

می دهیم.
نظر در را f(x) = f(x1, x2, · · · , xp) ضابطه با f : X −→ R مانند مقدار حقیقی تابعی می توان شروع براي
که می باشد، متغیرهایش به نسبت k مرتبه از متمایز جزئی مشتق pk =

(
p+k−1
k

)
داراي f داد نشان می توان گرفت.

صورت به مشتقات این

∂Jf(x) =
∂kf

∂xj1∂xj2 · · · ∂xjk
,
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نماد k ̸= J مرتبه از 1 ⩽ jk ⩽ p J = (j1, · · · , jk) متقارن چندگانه اندیس هاي با که می شوند داده نمایش
بگیریم نظر در f : X −→ U صورت به را کردیم مطرح بالا در که حقیقی تابع کلی حالت اگر حال است. شده گذاري

باشد: زیر ضابطه داراي و باشد مقداري q متغیره p تابعی f که طوري به

u = f(x) = (f1(x), · · · , f q(x)),

با است برابر تابع این براي k مرتبه تا جزئی مشتقات تعداد که گرفت نتیجه می توان استقرا کمک به صورت این در

qk = qpk = q

(
p+ k − 1

k

)
.

uαJ = ∂Jf
α(x) واقع در فوق نمایش در که داریم مشتقات از 1 ⩽ α ⩽ q ،uαJ متمایز مختصات qk = qpk تعداد به لذا

ام i مرتبه مشتقات فضاي ترتیب همین به و U1 با را اول مرتبه جزئی مشتقات شامل فضاي اگر .u = f(x) آن در که
با می توان را ام n مرتبه تا مشتقات تمام فضاي صورت این در دهیم نمایش Ui با را

U (n) := U × U1 × · · · × Un,

با است برابر ام n مرتبه تا مشتقات فضاي بعد که کرد مشاهده می توان داد. نمایش

q + qp1 + qp2 + · · ·+ pqn = q

(
p+ n

n

)
:= qp(n).

کنیم. تعریف را جت فضاي مقدمه این از بعد که است این نوبت اکنون
متغیر p داراي که p + q

(
p+n
n

)
بعد با Jn = JnE = X × U (n) اقلیدسی فضاي از است عبارت جت فضاي

است. 1 ≤ α ≤ q و 1 ≤ J ≤ n آن در که uαJ مشتقات و uα وابسته متغیر q و xi صورت به مستقل

به بگیرید. نظر در را می باشد وابسته متغیر یک و مستقل متغیر سه شامل که را u = f(x, y, z) تابع .1 . 2 . 1 مثال
داریم: صورت این در بنویسیم، دوم مرتبه تا را فوق تابع جزئی مشتقات که است کافی J(2) یافت منظور

J(2) = {(x, y, z;u;ux, uy, uz;uxx, uyy, uzz, uxy, uyz, uxz)} ≃ R8.

J(n)(O) روي هموار تابعی F (x, u(n)) و باشد، E کامل فضاي در باز مجموعه اي زیر O که کنید فرض .1 . 2 . 1 تعریف
روي هموار، است تابعی نمایش می دهیم؛ DiF (x, u

(n+1)) با را آن که xi به نسبت F کامل مشتق از منظور باشد.
آن گاه: باشد، هموار تابعی u = f(x) هرگاه که باشد ویژگی این داراي که J(n+1)(O)

DiF (x, f
(n+1)(x)) =

∂

∂xi
[F (x, f (n)(x))].

کامل مشتق محاسبه منظور به صریحی فرمول می گردد، حاصل زنجیري مشتق قاعده از که زیر لم که است ذکر شایان
.[98] می نماید ارائه مشتق عملگر یک قالب در

اندیس یک J = (j1, . . . , jk) هرگاه بگیرید. نظر در J(n)(O) جت فضاي روي را F (x, u(n)) تابع .1 . 2 . 1 لم
آنگاه: باشد، uαJ,i =

∂uαJ
∂xi

و بوده چندگانه

DiF =
∂F

∂xi
+

q∑
α=1

∑
J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
, (34 . 1)
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آن گاه: باشد، (x, y, u) مختصات با E ≃ R2 × R هرگاه مثال، به عنوان

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ . . . ,

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ . . . ,

اندیس به نسبت می توان را بالاتر مراتب کامل مشتق ترتیب، همین به می باشند. x, y به نسبت F کامل مشتق ترتیب به
نمود: بیان زیر به صورت J = (j1, . . . , jk) چندگانه

DJ = Dj1 ·Dj2 · · ·Djk .

می کنیم. ارایه را دیفرانسیل معادلات دستگاه یک از دقیق تري تعریف ادامه در

صورت به تابعی E کامل فضاي با ∆ مانند -ام n مرتبه دیفرانسیل معادله m دستگاه یک .2 . 2 . 1 تعریف

∆ : Jn(E) → Rm

∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, · · · ,m. (35 . 1)

کرد: بازنویسی را آن می توان زیر صورت به که می باشد

∆ν(x, u
(n)) = (∆1(x, u

(n)), · · · ,∆m(x, u
(n))).

ازاي به که است، وابسته متغیر q و مستقل -متغیر p با PDE معادله m شامل دستگاه یک (35 . 1) دستگاه واقع در
می باشد. ODE معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه p = 1

تابع از ام n مرتبه امتداد واقع در کنیم. تعریف را تابع یک امتداد که است آن نوبت اکنون جت فضاي تعریف از بعد
می دهیم. نشان u(n) = f (n)(x) نماد با را آن که مستقلش، متغیرهاي منهاي ام n مرتبه جت فضاي از است عبارت f

است. f تابع همان واقع در که می باشد f تابع از صفرم مرتبه امتداد f (0) ترتیب این به

از: است عبارت تابع این دوم مرتبه امتداد شد، مطرح نیز (1 . 2 . 1) مثال در که u = f(x, y, z) تابع براي .2 . 2 . 1 مثال

f (2)(x, y, z) =
(
f ; fx, fy, fz; fxx, fyy, fzz, fxy, fxz, fyz

)
.

ناوردا توابع 1 . 2 . 1
مجموعه اي زیر (Γf ) آن گراف هرگاه می نامیم ناوردا ،G تبدیلات گروه تبدیل تحت را u = f(x) تابع .3 . 2 . 1 تعریف

باشد. -ناوردا G

تجانسی پارامتري یک گروه می توان مثال عنوان به .3 . 2 . 1 مثال

(x, y, u) −→ (λx, λαy, λβu),

شکل به تجانس-ناوردا تابع هر لذا و هستند آن ناورداي توابع t = xyα و w = x−βu نسبت هاي بگیرید. نظر در را
می شود. بیان u = xβh(xyα) شکل به صراحتا یا و w = h(y)
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گراف که آنجایی از می باشد. کوچک بینهایت شرایط روي آن بررسی ناوردا، توابع خصوصیات بررسی راه مناسب ترین
بینهایت ناوردایی شرایط (5 . 1 . 1) قضیه مطابق می شود، تعریف uα − fα(x) مولفه هاي شدن صفر با u = f(x) تابع

صورت به زیر کوچک

0 = v(uα − fα(x)) = ϕα(x, u)−
p∑
i=1

ξi(x, u)
∂fα

∂xi
, α = 1, · · · , q,

می دهد. نتیجه ،v ∈ G کوچک بینهایت مولد هر براي را

برداري میدان هر مشخصه .4 . 2 . 1 تعریف

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
j=1

ϕα(x, u)
∂

∂uα
,

فرم به که می باشد، وابسته u اول مرتبه مشتقات و u ،x به که است، Qα(x, u(1)) توابع از -تایی q یک

Qα = ϕα(x, u)−
p∑
i=1

ξi(x, u)
∂uα

∂xi
, α = 1, · · · , q, (36 . 1)

می شود. تعریف

دستگاه از جوابی اگر تنها و اگر است ناوردا نقطه اي تبدیلات از همبند گروه تحت u = f(x) تابع [99] .1 . 2 . 1 قضیه
دیفرانسیلی معادلات از اول مرتبه

Qα(x, u(1)) = 0, α = 1, · · · , q,

می شوند. مشخص v ∈ G بینهایت مولدهاي با متناظر Qα(x, u(1)) مشخصه هاي همه توسط که باشد،

گروه عمل دهی امتداد 2 . 2 . 1
را عمل این می کند. عمل O مانند E کامل فضاي از باز مجموعۀ زیر یک روي که باشد تبدیلاتی گروه G کنیم فرض
و نامیده O روي G گروه عمل -ام n مرتبه امتداد آن به که داد، ترفیع JnO یعنی O ام n مرتبه جت فضاي به می توان
تبدیل تابع مشتقات به را u = f(x) تابع مشتقات که است شده تعریف چنان دهی امتداد این می دهیم. نشان G(n) با
جزئی مشتقات روي به آن عمل تعمیم گروه، یک عمل امتداد از منظور دیگر بیان به می کند. متناظر ū = f̄(x) یافته
است همانی همسایگی در که باشد G تبدیلات گروه از عنصر یک g اگر پس می باشد. u = f(x) تابع -ام n مرتبه تا
به g گرفتن درنظر با آنگاه می شود. تعریف (x̄0, ū0) = g.(x0, u0) متناظر نقطۀ همسایگی در نیز g.f آن تبدیل تابع

صورت به تابع یک عنوان

g : O → O,

(x, u) → (x̄, ū),

صورت: به (x0, u(n)0 ) ∈ O(n) دلخواه نقطۀ هر ازاي به O روي آن امتداد

g(n) : O(n) → O(n),



لی گروههاي هندسی مفاهیم بر گذري 14

g(n).(x0, u
(n)
0 ) → (x̄0, ū

(n)
0 ), (37 . 1)

می شود. تعریف
تبدیلات از موضعی گروهی ،∆ = 0 دیفرانسیل معادلات دستگاه براي تقارن گروه یک گفت، می توان کلی حالت در
جواب به را ∆ = 0 دستگاه از جواب هر طوریکه به کرده عمل O مانند E از باز مجموعه زیر یک روي که است G مانند

می کند. تبدیل دیگري
و وابسته متغیرهاي بر که است تبدیلات شناخت نیازمندیم، آن به تقارن ها مفهوم بررسی از قبل که مطالبی از یکی
نقطه اي، تبدیلات به می توان آنها میان از که دارند وجود تبدیلات از متفاوتی انواع کلی طور به می شود. اعمال مستقل

کرد. اشاره را دیگر نوع چند و برخوردي تبدیلات عمودي، تبدیلات افقی، تبدیلات

نقطه اي تبدیلات 3 . 2 . 1
تعریف زیر صورت به که است وابسته و مستقل متغیرهاي فضاي روي دیفئومورفیسم یک g مانند نقطه اي تبدیل یک

می شود:
(x̄, ū) = (f(x, u), g(x, u)),

می شوند: بیان زیر صورت به و می باشند وابسته متغیرهاي u و مستقل متغیرهاي x آن در که

x = (x1, · · · , xn) u(x) = (u1(x), · · · , um(x)).

داد: نمایش زیر صورت به می توان را u از اول مرتبه جزئی مشتقات

∂u(x) ≡ ∂1u(x) =
(
u11(x), · · · , u1n(x), · · · , um1 (x), · · · , umn (x)

)
.

از: است عبارت آن از بالاتر مراتب مشتقات ترتیب همین به

∂pu = {uµi1···ip |µ = 1, · · · ,m, i1, · · · , ip = 1, · · · , n}. (38 . 1)

تاثیر E کلی فضاي نقاط تمام بر که است این می شود گفته نقطه اي تبدیلات این به اینکه علت است، ذکر به لازم
به نقطه اي تبدیلات از پارامتري یک لی گروه می کند. عمل وابسته و مستقل متغیر n + m تمام بر یعنی می گذارد،

صورت

(x̄)i = f i(x, u, ε) = xi + εξi(x, u) +O(ε2), i = 1, · · ·n,

(ū)µ = gµ(x, u, ε) = uµ + εηµ(x, u) +O(ε2), µ = 1, · · ·m. (39 . 1)

صورت به آن کوچک بینهایت عملگر لذا می باشد،

X =
n∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

m∑
µ=1

ηµ(x, u)
∂

∂uµ
, (40 . 1)

متغیر و جدید مستقل متغیر که تبدیلاتند از دسته اي نقطه اي تبدیلات گفت، می توان خلاصه طور به می شود. نوشته
هستند. قدیمی وابسته و مستقل متغیرهاي از تابعی دو هر جدید وابسته
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افقی تبدیلات 4 . 2 . 1
متغیر از تابعی جدید مستقل متغیر هرگاه مثال عنوان به کرد، تعریف نیز را نقطه اي تبدیلات خاصتر حالت هاي می توان

صورت به آن ریاضی فرم که می گویند افقی تبدیل داده، رخ تبدیل به بماند ثابت وابسته متغیر و بوده قدیم مستقل

(x̄, ū) = (f(x), u),

فرم به آن کوچک بینهایت مولد لذا و است

X =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
,

بود. خواهد

عمودي تبدیلات 5 . 2 . 1
روي بر تنها تبدیل عمل تبدیلات از نوع این در که می باشند عمودي تبدیلات نقطه اي، تبدیلات از دیگر خاص حالت یک

که: معنا این به می کند، عمل وابسته متغیرهاي

(x̄, ū) = (x, g(u)),

بود: خواهد زیر صورت به آن کوچک بینهایت عملگر لذا و

X =

q∑
µ=1

ηµ(x, u)
∂

∂uµ
.

تصویري تبدیلات 6 . 2 . 1
صورت به و دارد، نام تار حافظ تبدیلات یا تصویري تبدیلات کرد، بیان پایه اي تبدیلات از می توان که دیگري خاص نوع

می شوند: بیان زیر
(x̄, ū) = (f(x), g(x, u)).

از تابعی جدید وابسته متغیرهاي و می باشند قدیم مستقل متغیرهاي از تابعی تنها جدید، مستقل متغیرهاي واقع در
صورت به را تبدیلات این کوچک بینهایت عملگر می توان امر این به توجه با می باشند. قدیم وابسته و مستقل متغیرهاي

داد: نشان زیر

X =

p∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+

q∑
µ=1

ηµ(x, u)
∂

∂uµ
.

برخوردي تبدیلات 7 . 2 . 1
مقدمه اي ابتدا مناسبت همین به هستند. برخوردي تبدیلات می پردازیم آن به این جا در که تبدیلات از دیگري دسته

می نماییم. بیان را برخوردي فرم هاي زمینه در
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توسط اگر می شود نامیده برخوردي فرم یک ام -n مرتبه جت فضاي روي θ دیفرانسیل یک-فرم .5 . 2 . 1 تعریف
-ام n مرتبه (پرولانگ) امتداد با همواري تابع u = f(x) اگر دیگر عبارت به شود. صفر یافته امتداد توابع تمام

لذا: شود، صفر برخوردي فرم پیمانه به θ روي f (n) کشنده پس نگاشت آنگاه باشد، f (n) : X → J(n)

(f (n))∗θ ≡ 0.

می گیریم: نظر در را زیر مثال برخوردي فرم هاي زمینه در کلی دیدي یافتن جهت به

با J(1) اول مرتبه جت فضاي روي بگیرید. درنظر وابسته متغیر یک و مستقل متغیر یک با را حالتی .4 . 2 . 1 مثال
صورت به دیفرانسیلی یک-فرم یک p = ux و x, u مختصات

θ = a(x, u, p)dx+ b(x, u, p)du+ c(x, u, p)dp,

یعنی: f(x) تابع اول مرتبه امتداد بالا فرض با می شود. نوشته

f (1) : X → J(1).

با است برابر (f (1))∗θ کشنده پس نگاشت می شود نوشته f (1) = (x, f, f ′) که ضابطه این با

(f (1))∗θ = (a ◦ f (1))d(xf (1)) + (b ◦ f (1))d(uf (1)) + (c ◦ f (1))d(pf (1)),

= a(x, f, f ′)dx+ b(x, f, f ′)f ′dx+ c(x, f, f ′)f ′′dx,

=
(
a(x, f, f ′) + b(x, f, f ′)f ′ + c(x, f, f ′)f ′′

)
dx,

= 0.

درنتیجه .a + bf ′ = a + bp = 0 و c = 0 باید لذا نیست موجود دوم مشتق اول، مرتبه جت در که آنجایی از
بنابراین و a = −bp

θ = −bpdx+ bdu = b(du− pdx) = bθ0.

می باشد. وابسته متغیر یک و مستقل متغیر یک با اول مرتبه جت براي که می گوییم پایه اي برخوردي فرم du− pdx به
یک-فرم که می دهد نشان مشابه محاسبات q = uxx اضافه مختصات با J(2) دوم مرتبه جت در ترتیب همین به

اگر فقط و اگر است برخوردي فرم یک θ = adx+ bdu+ cdp+ edq

θ = bθ0 + cθ1,

است. بعدي پایۀ برخوردي فرم θ1 = dp− qdx = dux − uxxdx که

به ضرایبی با θ =
∑

J,α P
α
J θ

α
J خطی ترکیب صورت به می تواند J(n) روي برخوردي فرم هر [99] .2 . 2 . 1 قضیه

پایۀ برخوردي فرم هاي از PαJ (x, u(n)) هموار توابع صورت

θαJ = duαJ −
p∑
i=1

uαJ,idx
i, α = 1, · · · , q, 0 ≤ J < n, (41 . 1)

داراي J(n) روي برخوردي فرم هاي که است ذکر قابل دارد. نام θαJ برخوردي فرم مرتبۀ #J فوق رابطۀ در شود. نوشته
می باشند. n− 1 حداکثر مرتبۀ
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دسته برخوردي تبدیلات می باشند، پایه اي تبدیلات از خاصی حالت که تصویري و عمودي افقی، تبدیل سه برخلاف
متغیر اول مرتبه مشتق به وابسته و مستقل متغیرهاي بر علاوه تبدیل توابع که می شوند محسوب تبدیلات از جدیدي

می باشد: زیر فرم به و دارد بستگی نیز وابسته

(x̄)i = f i(x, u, ∂u),

(ū)µ = g(x, u, ∂u), (42 . 1)

(ū)µi = hi(x, u, ∂u),

g و f i که شود توجه می شود. شناخته برخوردي شرط به که dū = ūidx̄
i شرط همچنین و i = 1, · · · , n آن در که

خواهد تبدیل نقطه اي تبدیل به برخوردي تبدیل اینصورت غیر در باشند، وابسته نیز u اول مرتبه مشتقات به باید حتما
می باشد: زیر صورت به برخوردي تبدیلات از یک-پارامتري لی گروه شد.

(x̄)i = xi + εξi(x, u, ∂u) +O(ε2),

ū = u+ εη(x, u, ∂u) +O(ε2),

ūi = ui + εη
(1)
i (x, u, ∂u) +O(ε2), (43 . 1)

است: زیر صورت به آن کوچک بی نهایت مولد لذا و i = 1, · · · , p آن در که

v =

p∑
i=1

ξi(x, u, ∂u)
∂

∂xi
+ η(x, u, ∂u)

∂

∂u
+

p∑
i=1

η
(1)
i (x, u, ∂u)

∂

∂ui
. (44 . 1)

می کنیم: اشاره برخوردي تبدیلات زمینه در مهمی قضایاي به ادامه در

f i, g توابع که، است این کنند تعریف برخوردي تبدیلی (42 . 1) روابط آنکه براي کافی و لازم شرط [25] .3 . 2 . 1 قضیه
کنند: صدق زیر روابط در hi و

∂g

∂ui
= hj

∂f j

∂ui
, (45 . 1)

∂g

∂xi
+ ui

∂g

∂u
= hj

(∂f j
∂xi

+ ui
∂f j

∂u

)
.

تعریف برخوردي تبدیلات از یک-پارامتري لی گروه یک (43 . 1) روابط آنکه براي کافی و لازم شرط [25] .4 . 2 . 1 قضیه
کنند: صدق زیر روابط در η و ξi توابع که است این کنند

∂η

∂ui
− uj

∂ξj

∂ui
= 0, i = 1, · · · , n. (46 . 1)

ناچیزي تعداد عمل در اما می باشند، مناسب بسیار تقارنی تبدیلات توسیع براي برخوردي تبدیلات اینکه وجود با
می کند: بیان زمینه این در را زیر مهم قضیه 2 بکلاند لذا نیستند نقطه اي تبدیلات امتداد که دارد وجود برخوردي تبدیلات

تبدیل یک امتداد برخوردي تبدیل هر صورت این در باشد یک از بیشتر وابسته متغیرهاي تعداد اگر [17] .5 . 2 . 1 قضیه
امتداد که دارد وجود اولی مرتبه برخوردي تبدیلات آنگاه باشد یک وابسته متغیرهاي تعداد اگر همچنین می باشد. نقطه اي

است. اول مرتبه برخوردي تبدیل یک از امتدادي ام −n مرتبه برخوردي تبدیل هر اما نیستند، نقطه اي تبدیل هیچ
2Bäcklund
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بالاتر مراتب تبدیلات 8 . 2 . 1
مستقل متغیرهاي منظور این براي می کند، عمل متغیر بیشتري تعداد بر که می گیریم نظر در را تبدیلاتی اکنون

صورت به را u(x) = (u1(x), · · · , um(x)) و x = (x1, · · · , xn)

(x̄)i = f i(x, u, ∂u, · · · , ∂su),

(ū)α = gα(x, u, ∂u, · · · , ∂su),

تحلیل براي تنها برخوردي تبدیلات که مطلب این باشد. برقرار برخوردي تبدیل شرایط بطوریکه می گیریم نظر در
دیفرانسیلی فرم هاي می توانند تبدیلاتی چه که کند مطرح اینگونه را پرسشی لی شد سبب می باشد، اول مرتبه معادلات

شکل به

du = uidx
i, dui = uijdx

j , (47 . 1)

ضابطه با تبدیلاتی بکلاند 1876 سال در دارند؟ نگه ناوردا را

x̄i = ξi(x, u(k)), ūα = ψα(x, u(k)),

-ام k مرتبه جت فضاي به u = (u1, · · · , uq) وابسته و x = (x1, · · · , xp) مستقل متغیرهاي با E کامل فضاي از
u(k) آن در که تبدیلات اینگونه به می دارند. نگه ناوردا را (47 . 1) فرم هاي تبدیلاتی چنین داد نشان و کرد معرفی E
به Jk(E) توي به یک به یک تبدیلیست که می گوییم بالاتر مرتبه تبدیلات می باشند، u جزئی مشتقات نشاندهنده

بگیرید نظر در را زیر نقطه اي تبدیلات از پارامتري یک لی گروه برخوردي. نه و باشد نقطه اي نه آنکه شرط

x̄i = f i(x, u, ε) = exp(εv)xi, i = 1, · · · p,

ūα = gα(x, u, ε) = exp(εv)uα, α = 1, · · · , q, (48 . 1)

صورت به آن کوچک بینهایت مولد که

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα
, (49 . 1)

نیستند. ناوردا (48 . 1) تبدیلات تحت که می گیریم نظر در را {uα = θα(x)} رویه هاي از خانواده اي حال می باشد.
معادلات با (x̄, ū) نقطه به را θ روي (x, u) نقطه تبدیلات، این ε مقادیر از برخی براي
x̄i = f i(x, θ(x), ε), i = 1, · · · , p,

ūα = gµ(x, θ(x), ε), α = 1, · · · , q,
(50 . 1)

آنگاه کرد. حذف x = f(x̄, ū,−ε) جایگذاري با (50 . 1) روابط از می توان را x و ε این براي می کنند. تبدیل

ū = g
(
f(x̄, ū,−ε), θ(f(x̄, ū,−ε)), ε

)
= g
(
e−εvx̄, θ(e−εv), ε

)
, (51 . 1)
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آن در که

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
µ=1

ηα(x, u)
∂

∂uα

=

p∑
i=1

ξi(x̄, ū)
∂

∂x̄i
+

q∑
α=1

ηα(x̄, ū)
∂

∂ūα
. (52 . 1)

داریم: (51 . 1) در (x̄, ū,−ε) جاي به (x, u, ε) جایگذاري با

u = g
(
eεvx, θ(eεvx),−ε

)
= g
(
f(x, u, ε), θ(f(x, u, ε)),−ε). (53 . 1)

تبدیل صورت این در باشند، ناوردا (48 . 1) تبدیلات تحت {uα = θα(x)} رویه هاي خانواده کنید فرض .6 . 2 . 1 قضیه
می کند. تصویر {uα = θα(x, ε)} پارمتري یک رویه هاي خانواده به را رویه ها از خانواده این (53 . 1)

رویه ها تصویر نحوه است لازم بالاتر مراتب پارامتري یک تبدیلات به برخوردي یا پارامتري یک گروههاي تعمیم براي
کنیم. بررسی اول مرتبه جت فضاي یا کامل فضاي روي عمل جاي به u = u(x) توابع فضاي روي گروه عمل دیدگاه از را
{uα = θα(x, ε)} پارامتري یک رویه هاي خانواده به {uα = θα(x)} رویه هاي خانواده تبدیل باید کاري چنین براي

تبدیلات تحت

x̄ = x, ū = η(x, ε) =
(
eεṽu

)∣∣∣
u=θ(x)

, (54 . 1)

شکل به می توان را (50 . 1) و (39 . 1) تبدیلات آنگاه باشد، فوق تبدیل نظیر کوچک بینهایت مولد ṽ اگر کرد. توصیف را
کرد. بازنویسی زیر

x̄i = xi + εξi(x, θ(x)) +O(ε2), i = 1, · · · , p,

ūα = uα + εηα(x, θ(x)) +O(ε2), α = 1, · · · , q. (55 . 1)

داریم: (55 . 1) اول معادله از کرد. حذف (55 . 1) دوم معادله از را x باید ηα(x, ε) یافتن براي

xi = x̄i − εξi(x̄, θ(x̄)) +O(ε2), i = 1, · · · , p, (56 . 1)

می شود. محاسبه ηα تابع ε = 0 حول آن بسط و (55 . 1) در (56 . 1) جایگذاري با حال

ηα(x̄, ε) = θα(x̄) + ε
[
ηα(x̄, θ(x̄))− ∂θα(x̄)

∂x̄i
ξi(x̄, θ(x̄))

]
+O(ε2). (57 . 1)

یک تبدیلات تحت را {uα = θα(x)} رویه هاي خانواده تبدیل تصویر (57 . 1) در x̄ جاي به x جایگذاري با حال
می آوریم. بدست (55 . 1) پارامتري

تبدیل تحت {uα = θα(x, ε)} رویه هاي خانواده دیگر بیان به

ūα = η(x, ε)

= θα(x) + ε[ηα(x, θ(x))− ∂θα(x)

∂xi
ξi(x, θ(x))] +O(ε2), (58 . 1)
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باقی ناوردا آن ها مستقل متغیرهاي تبدیل این تحت که بگیرید نظر در را رویه هایی از آندسته حال می شوند. تصویر
که معنا این به می مانند

x̄i = xi, i = 1, · · · , p,

ūα = uα + ε[ηα(x, u)− uαi ξ
i(x, u)] +O(ε2). (59 . 1)

شکل به فوق تبدیل نظیر کوچک بینهایت مولد بنابراین

ṽ =

q∑
α=1

[
ηα(x, u)−

p∑
i=1

uαi ξ
i(x, u)

] ∂

∂uα
, (60 . 1)

می نامند. v کوچک بینهایت مولد (تکاملی) مشخصه شکل را کوچک بینهایت مولد این می شود. نوشته

صورت به آن پارامتري یک تبدیل گروه و E = R2 اگر .5 . 2 . 1 مثال

x̄ = x+ ε, ū = u,

داریم حالت این در لذا
v =

∂

∂x
, ṽ = −ux

∂

∂u
,

باشیم داشته یعنی باشد، تجانس صورت به تبدیل گروه اگر دیگر مثالی عنوان به

x̄ = exp(ε)x, ū = exp(2ε)u.

داریم بنابراین
v = x

∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, ṽ =

(
2u− xux

) ∂
∂u
,

کردیم، بیان فصل ابتداي در که همانطور می گردیم. باز تقارن مفهوم بیان به اکنون تبدیلات از برخی بررسی از پس
از دیگري جواب به را ϕ دستگاه جواب هر که می باشد G تبدیلات از موضعی گروه یک ϕ دستگاه از تقارن گروه یک

می کند. منتقل دستگاه
موضوعی اولین است، u = f(x) صورت به هموار تابعی دیفرانسیل، معادلات دستگاه از جواب یک که آنجایی از
می دهد؟ انتقال را u = f(x) جواب تابع G لی گروه از g شده مطرح تبدیل چگونه که، است این می شود مطرح که

می شود: تعریف زیر صورت به u = f(x) تابع گراف

Γf =
{
(x, f(x)) : x ∈ Ω

}
⊂ E,

صورت به گرافش که می کنیم تعریف f̄ = g.f با را g تحت f تابع یافته تبدیل

g.Γf =
{
(x̄, ū)

∣∣∣ (x, u) ∈ Γf

}
,

می کنیم: اشاره آن به اجمالی طور به زیر در که است شده بیان [98] منبع در f تابع یافته تبدیل گراف یافتن روش باشد.

(x̄, ū) = g.(x.u) = (φg(x, u), ψg(x, u)), (61 . 1)
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صورت به دارند، قرار Ω دامنه در که هایی x براي f̄ تابع گراف مختصات آنگاه هستند. هموار توابعی ψg و φg آن در که

x̄ = φg(x, f(x)) = φgo(Id× f)(x), (62 . 1)

ū = ψg(x, f(x)) = ψgo(Id× f)(x),

ازاي به نمود. حذف (62 . 1) رابطه از را x باید f̄ یافتن براي است. X روي همانی تابع Id آن در که می شود تعریف
است: برقرار زیر رابطه g = e

φeo(Id× f) = Id.

ضمنی تابع قضیه از استفاده با بنابراین و است غیرتکین φo(Id × f) ژاکوبین e همانی عنصر نزدیک g یک ازاي به
داریم

x = [φgo(Id× f)]−1 (x̄). (63 . 1)

داریم: f̄ در (63 . 1) جایگذاري با حال

f̄ = g.f = [ψgo(Id× f)] o [φgo(Id× f)]−1 ,

می شود: ساخته زیر شکل به f̄ ضابطه φg کردن وارون و x حذف با لذا

ū = f̄(x̄) = f(φ−1
g (x̄)) = f(φg−1(x̄)). (64 . 1)

بگیرید، نظر در را دوران ها از پارامتري یک گروه .6 . 2 . 1 مثال

(x̄, ū) = (x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t),

دورانی چنین می کند. عمل می باشد، u وابسته متغیر یک و x مستقل متغیر یک شامل که ،E ∼= R2 فضاي روي که
نمودار صورتی در فقط gtΓf یافته ي تبدیل نمودار بنابراین، می کند. تبدیل نمودارش، دوران توسط را u = f(x) تابع
شکل به f̄ = g.f یافته تبدیل تابع معادله ي نباشد. بزرگ خیلی t چرخش زاویه که می باشد، تعریف خوش تابع یک

است: شده داده زیر در ضمنی

x̄ = x cos t− f(x) sin t, ū = x sin t+ f(x) cos t,

باشد، آفین u = ax+ b اگر مثال، عنوان به می آید. دست به معادله دو این از x حذف با ū = f̄(x̄) تابع که به طوري
از است عبارت صریح طور به f̄ و می باشد، آفین نیز یافته تبدیل تابع آنگاه

ū =
sin t+ a cos t

cos t− a sin t
x+

b

cos t− a sin t
, (65 . 1)

t زاویه تحت f(x) = ax + b مختصات با خط هر دوران دیگر بیان به می شود. تعریف ،cot t ̸= a که شرطی به
می باشد. f̃(x̄) = Ax̃+B صورت به خط یک دوباره
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دیفرانسیل معادلات تقارن هاي 3 . 1
می کنیم: ارائه را برداري میدان یک امتداد محاسبه براي صریح فرمولی ادامه در

کنیم فرض [98] .1 . 3 . 1 قضیه

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=1

ϕα(x, u)
∂

∂uα
,

J(n)(O) روي v میدان برداري -ام n مرتبه امتداد باشد. E کامل فضاي از O باز زیرمجموعه روي میدان برداري یک
شکل به میدان برداري یک

v(n) = v +

q∑
α=1

∑
J

ϕJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
, (66 . 1)

فرمول با (66 . 1) در ϕJα ضرایب بطوریکه می باشد،

ϕJα(x, u
(n)) = DJ

(
ϕα −

p∑
i=1

ξiuαi
)
+

p∑
i=1

ξiuαJ,i , (67 . 1)

عبارت است ذکر شایان می شوند. ساخته

Qα = ϕα −
p∑
i=1

ξiuαi ,

می باشد. v برداري میدان مشخصه همان (67 . 1) در

می کنیم. بیان  را معادلات دستگاه یک رتبه بودن ماکسیمال تعریف ادامه در

آن ژاکوبین ماتریس هرگاه است ماکسیمال رتبه ي از ∆ : J(n) −→ Rm دیفرانسیل معادلات دستگاه .1 . 3 . 1 تعریف
یعنی

J∆(x, u
(n)) =

(∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
m×(p+qp(n))

,

باشد. m رتبه از

زیر یک در شده تعریف ماکسیمال رتبه از دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک ∆ = 0 کنیم فرض [99] .2 . 3 . 1 قضیه
بینهایت مولد یک v و کرده عمل O روي که باشد تبدیلات از موضعی گروه G اگر باشد، O مانند E از باز مجموعه

اگر باشد، آن کوچک

v(n)(∆) = 0, (68 . 1)

می پذیرد. تقارن گروه عنوان به را ،∆ = 0 معادله G گروه آنگاه



23 دیفرانسیل معادلات تقارن هاي

به حرارت بعدي -(2+1) معادله کلی فرم کنیم. محاسبه را حرارت معادله تقار ن هاي داریم، بنا مثال این در .1 . 3 . 1 مثال
می باشد. زیر صورت

ut = F (x, y, u, ux, uy)(uxx + uyy), (69 . 1)

اکنون است. شده محاسبه آن تقارن هاي تمام [93] در که است x, y, u, ux, uy حسب بر هموار تابعی F تابع آن در که
می پردازیم: است زیر صورت به که حرارت بعدي -(1+1) معادله تقارن هاي تعیین به ساده مثالی عنوان به

ut = uxx, (70 . 1)

براي می باشد، دوم مرتبه (70 . 1) معادله چون می کنیم. بررسی را می شود تعریف E ≃ R2 ×R فضاي روي معادله این
صورت به را برداري میدان دوم مرتبه امتداد که است لازم آن تقارن هاي یافتن

v = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
,

با: است برابر v دوم مرتبه امتداد بیابیم. را تقارن ها (1 . 3 . 1) قضیه از استفاده با و یافته را می شود تعریف E روي که

v(2) = v + ϕx
∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
,

v(2) ضرایب است، Q = ϕ− ξux − τut صورت به ،v برداري میدان مشخصه این که و (67 . 1) فرمول از استفاده با و
می آوریم: بدست زیر شکل به را ϕx, ϕt, ϕxx یعنی

ϕx = DxQ+ ξuxx + τuxt = ϕx + (ϕu − ξx)ux − τxut − ξuu
2
x − τuuxut,

ϕt = DtQ+ ξuxt + τutt = ϕt − ξtux + (ϕu − τt)ut − ξuuxut − τuu
2
t ,

ϕxx = D2
xQ+ ξuxxx + τuxxt = ϕxx + (2ϕxu − ξxx)ux − τxxut + (ϕuu − 2ξxu)u

2
x

−2τxuuxut − ξuuu
3
x − τuuu

2
xut + (ϕu − 2ξx)uxx − 2τxuxt − 3ξuuxuxx

−τuutuxx − 2τuuxuxt.

داریم: (70 . 1) معادله بر v(2) دادن اثر با حال

ϕt = ϕxx. (71 . 1)

می رسیم: زیر PDE دستگاه به (71 . 1) در امتداد ضرایب جایگذاري با

ϕt − ξtux + (ϕu − τt)ut − ξuuxut − τuu
2
t = ϕxx + (2ϕxu − ξxx)ux − τxxut

+(ϕuu − 2ξxu)u
2
x − 2τxuuxut − ξuuu

3
x

−τuuu2xut + (ϕu − 2ξx)uxx − 2τxuxt

−3ξuuxuxx − τuutuxx − 2τuuxuxt.
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داریم: بالا رابطه در ut = uxx دادن قرار با حال

ϕt − ξtux + (ϕu − τt)uxx − ξuuxuxx − τuu
2
xx = ϕxx + (2ϕxu − ξxx)ux − τxxuxx

+(ϕuu − 2ξxu)u
2
x − 2τxuuxuxx

−ξuuu3x − τuuu
2
xuxx + (ϕu − 2ξx)uxx

−2τxuxt − 3ξuuxuxx − τuu
2
xx

−2τuuxuxt.

(2) و (1) معادله از می رسیم. (1 . 1) جدول به بالا تساوي طرفین در u تابع مشتقات ضرایب دادن قرار مساوي با حال

جمله اي ها تک ضرایب

uxuxt −2τu = 0

uxt −2τx = 0

u2xx −2τu = −τu
u2xuxx −τuu = 0

uxuxx −ξu = −2τxu − 3ξu

uxx ϕu − τt = τxx + ϕu − 2ξx

u3x −ξuu = 0

u2x −ϕuu − 2ξxu = 0

ux −2ξt = 2ϕxu − 2ξxx

1 ϕxx = ϕt

جمله اي ها تک و ضرایب جدول :1 . 1 جدول

مشخص (5) معادله از همچنین می باشد، t مستقل متغیر حسب بر تنها که است تابعی τ که می شود مشخص جدول در
نمی باشد. u به وابسته ξ که می شود

t به تنها است تابعی σ(t) که شکلی به ξ(x, t) = 1
2τtx+ σ(t) بنابراین τt = 2ξx می شود نتیجه (6) رابطه از

صورت به که است خطی تابعی ϕ که می شود نتیجه (8) رابطه از و است وابسته

ϕ(x, t, u) = β(x, t)u+ α(x, t),

داشت: خواهیم (10) و (9) رابطه به توجه با می شود. تعریف
β = −1

8τttx
2 − 1

2σtx+ p(t),

αt = αxx,

βt = βxx.
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می شود: نتیجه فوق روابط از

τttt = 0, σtt = 0, pt = −1

4
τtt.

شکل به حرارت معادله از کوچک بینهایت تقارن ضرایب لذا است، t حسب بر خطی تابعی σ و t از دوم درجه تابعی τ لذا
است: زیر

ξ = c1 + c4x+ 2c5t+ 4c6xt,

τ = c2 + 2c4t+ 4c6t
2,

ϕ = (c3 − c5x− 2c6t− c6x
2)u+ α(x, t),

جبر فضاي بنابراین (αt = αxx) می باشد حرارت معادله از دلخواهی جواب α(x, t) و هستند دلخواه ثوابت ها ci که
می شوند: تولید زیر بردارهاي توسط تقارن ها لی

v1 =
∂

∂x
,

v2 =
∂

∂t
,

v3 = u
∂

∂u
,

v4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
, (72 . 1)

v5 = 2t
∂

∂x
− xu

∂

∂u
,

v6 = 4tx
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (x2 + 2t)u

∂

∂u
,

vα = α(x, t)
∂

∂u
.

مشخص [vi,vj ] با ام j ستون و ام i سطر درایه است، شده داده زیر جدول در برداري میدان هاي جابجاگر بین روابط
می شود.

[ ] v1 v2 v3 v4 v5 v6 vα

v1 0 0 0 v1 −v3 2v5 vαx

v2 0 0 0 2v2 2v1 4v4 − 2v3 vαt

v3 0 0 0 0 0 0 −vα

−v4 −v1 −2v2 0 0 v5 2v6 vα′

v5 v3 −2v1 0 −v5 0 0 vα′′

v6 −2v5 2v3 − 4v4 0 −2v6 0 0 vα′′′

vα −vαx −vαt vα −vα′ −vα′′ −vα′′′ 0

لی براکت :2 . 1 جدول
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گروهی ناورداي جواب هاي ساختن 4 . 1
،E ≃ Rp+q دستگاه، کامل فضاي Oاز مانند باز مجموعۀ زیر یک روي ∆که = 0 مانند دیفرانسیل معادلات دستگاه یک
طور به می کند. عمل O روي که باشد موضعی تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض می گیریم. نظر در را می شود تعریف
به بماند. باقی ناوردا گروه تبدیلات تحت اگر می گوییم ناوردا -G جواب یک را دستگاه این از u = f(x) جواب کلی
آن گراف که است u = f(x) مانند جوابی جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک از -ناوردا G جواب یک دیگر تعبیر

است. O از -ناوردا G مجموعۀ زیر یک موضعاً Γf = {(x, f(x))} ⊂ O

معادلات دستگاه نظیر G-ناورداي جواب هاي از یک هر باشد، ∆ = 0 جزئی معادلات دستگاه از تقارن گروه یک G
مستقل متغیرهاي داراي و شده مشخص ∆

G با که جزئی دیفرانسیل معادلات از یافته کاهش دستگاه یک حل با می توان را
می گیریم: کمک [98] و [1] منابع از مطلب این بهتر درك براي آورد. بدست را است اصلی دستگاه به نسبت کمتري

آنگاه باشد، (x, u) ∈ E و تبدیل یک g اگر که معنا این به باشد تصویري تبدیلات از گروه یک G می کنیم فرض

(x̄, ū) := g.(x, u) = (Φg(x), ψ(x, u)).

متغیرهاي از باز مجموعۀ زیر یک روي که می دهیم نشان x̄ = g.x = Φg(x) صورت به را عمل این سادگی براي
اصل p = sحالت (در است. کوچکتر p از که باشد عمل این مدارات بعد s می کنیم فرض می کند. عمل Ω مانند مستقل
مستقل ناورداي s− p می توان فرض این تحت نیست.) موجود -ناوردایی G تابع باشد s > p اگر و است بدیهی مطلب
تعریف ناورداي خود که یافت Ω روي تصویري تبدیلات گروه براي y1 = η1(x), · · · , yp−s = ηp−s(x) مانند تابعی
موجود G عمل از v1 = ζ1(x, u), · · · , vq = ζq(x, u) مانند دیگر ناورداي q آن بر علاوه می باشند. O روي شده
روي G عمل براي خطی مستقل ناورداهاي از تایی -(p+ q − s) کامل مجموعه یک ηi ناورداهاي همراه به که است

با را مجموعه این می سازند. O
{y = η(x), v = ζ(x, u)},

و جدید مستقل متغیرهاي عنوان به را ها y نظر مورد یافتۀ کاهش دستگاه ساختن براي بعد به این از می دهیم. نشان
کاهش p− s به مستقل متغیرهاي تعداد حالت این در لذا می گیریم. نظر در جدید وابستۀ متغیرهاي عنوان به را ها v
توابع و O روي u = f(x) ناورداي -G جواب هاي بین یکی به یک تناظر هیچ که است آن مهم نکته اما می یابد.
p − s با y = η(x) دستگاه براي را ضمنی تابع قضیۀ تابع، دو بین تناظري یافتن براي نیست. موجود v = h(y)

باقیمانده متغیر s و x̃ = (xi1 , · · · , xip−s) با y1, · · · , yp−s جاي به را جدید متغیرهاي این می بریم. کار به متغیر
با می توان را دستگاه جواب پس این از لذا می دهیم. نمایش x̂ = (xj1 , · · · , xjs) با را

x̃ = γ(x̂, y), (73 . 1)

این می گیریم. نظر در پارامتري متغیرهاي عنوان به را x̂ و اصلی متغیرهاي عنوان به را x̃ متغیرهاي حال داد. نشان
موجود

(
∂ηj

∂x̃i

)
ij

مانند دستگاه ژاکوبین از بعدي (p− s)× (p− s) وارون پذیر ماتریس زیر یک می کند ایجاب مسئله
متغیرهاي توسط v = ζ(x, u) ناورداهاي دستگاه حل براي که برد کار به اینگونه میتوان را ضمنی تابع قضیۀ پس باشد.

داریم: x̂ پارامترهاي و (x, u) متغیرهاي جاي به (y, v)

u = δ̃(x, v) = δ̃(x̂, γ(x̂, y), v) ≡ δ̃(x̂, y, v). (74 . 1)
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ناوردا -G توابع {y = η(x), v = ζ(x, u)} مجموعۀ همراه به (74 . 1) آنگاه باشد هموار جواب یک v = h(y) اگر
صورت به را O روي

u = f(x) = δ(x̂, η(x), h(η(x))), (75 . 1)

و f طوریکه به دارد وجود v = h(y) مانند تابعی باشد، O روي ناوردا -G تابع یک u = f(x) اگر برعکس می سازند.
معادلند. موضعاً (75 . 1) در آن نظیر توابع

دیفرانسیل معادلات دستگاه یک مرتبۀ می توانند ناوردا -G توابع چگونه که است آن فوق توضیحات اساسی مفهوم
داد. تعمیم هم نقطه اي تبدیلات به را آن می توان اما داشت اختصاص تصویري تبدیلات به روش این دهند. کاهش را

شیوة بررسی به می توان بنابراین بود، معادله مرتبۀ کاهش روش با آشنایی گروهی ناورداي جواب هاي یافتن لازمه
جزئی دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک پرداخت. گروهی ناورداي جواب هاي یافتن

∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, · · · ,m (76 . 1)

این است؟ (76 . 1) دستگاه براي جواب یک (75 . 1) شکل به تابعی هنگام چه ببینیم که است آن مقصود است. مفروض
جایگزینی و x به نسبت (75 . 1) از مشتقگیري ساختن مستلزم ساختن این و است v = h(y) تابع ساخت مستلزم مسئله
آن بودن متناظر به توجه با v = h(y) تابع از مشتق گیري صحیح روش باید ابتدا بنابراین است. معادلات دستگاه در آن

داریم: y = η(x) دادن قرار فرض و x به نسبت (75 . 1) از مشتقگیري با شد. آشنا u = f(x) تابع با

∂u

∂x
=

∂

∂x
[δ(x̂, y, v)] =

∂δ

∂x
+
∂δ

∂y

∂η

∂x
+
∂δ

∂v

∂v

∂y

∂η

∂x
. (77 . 1)

معادله اي لذا کرد. بیان x̂ پارامتري متغیرهاي و y حسب بر می توان را ∂η
∂x عبارت x̃ = γ(x̂, y) از استفاده با همچنین

شکل به

∂u

∂x
= δ1(x̂, y, v,

∂v

∂y
), (78 . 1)

همراه y به نسبت v اول مرتبه مشتقات ،v و y برحسب x به نسبت u مانند ناوردا -G تابع هر اول مرتبۀ مشتقات حسب بر
به x̃ = γ(x̂, y) به توجه و زنجیره اي قاعدة از استفاده و مشتقگیري ادامۀ با آمد. خواهد بدست x̂ پارامتري متغیرهاي

کلی فرمول
u(n) = δ(n)(x̂, y, v(n)),

-n مرتبۀ تا y حسب بر v مشتقات ، v و y حسب بر x به نسبت ام -n مرتبۀ تا u مشتقات تمام حسب بر که می رسیم
می باشد. x̂ پارامترهاي و ام

بیان زیر شرح به گام هفت در می توان را دیفرانسیل معادلات دستگاه یک براي گروهی ناورداي جوابهاي یافتن شیوه
.[1] کرد

می آوریم. دست به را تقارن گروه جبرلی کوچک بینهایت مولدهاي ابتدا (1)
جوابهاي یافتن براي یافته کاهش دستگاه حالت این در باشد. تقارنی گروه مدارات بعد 1 ≤ s ≤ p کنیم فرض (2)
یک به جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه مرتبه کاهش براي می باشد. وابسته مستقل، متغیر p− s به گروهی ناورداي

شود. انتخاب s = p− 1 بعد با مدارات باید معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه
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یک هر می آوریم. بدست تقارنها جبرلی بعدي -s زیرجبرهاي کمک به را G تقارنی گروه بعدي -s زیرگروه هاي کلیۀ (3)
می شود. تولید G توسط که گروهیست ناورداي جواب هاي از دسته یک با متناظر جبرها زیر یا زیرگروه ها این از

مانند تابعی مستقل ناورداهاي از کامل مجموعه یک (4)

y1 = η1(x, u), · · · , yp−s = ηp−s(x, u),

v1 = ζ1(x, u), · · · , vq = ζq(x, u), (79 . 1)

می یابیم. G گروه براي
می کنیم. حل x̂ پارامترهاي و v و y متغیرهاي حسب بر u و x̃ = (xi1 , · · · , xip−s) به نسبت را (79 . 1) دستگاه (5)

x̃ = γ(x̂, y, v), u = δ(x̂, y, v). (80 . 1)

مشتق u از می توان زنجیره اي قاعدة و (80 . 1) و (79 . 1) روابط دادن قرار مدنظر و y از تابعی عنوان به v فرض با حال
گرفت.

u(n) = δ(n)(x̂, y, v(n)). (81 . 1)

آمده بدست معادلات می دهیم. قرار ∆(x, u(n)) = 0 دیفرانسیل معادلات دستگاه در را (81 . 1) و (80 . 1) معادلات (6)
دیفرانسیل معادلات دستگاه ارز هم

∆/G(y, v(n)) = 0, (82 . 1)

است. گروهی ناورداي جواب هاي یافتن براي یافته کاهش دستگاه همان که است
از -ناوردا G جواب یک با متناظر v = h(y) دستگاه، این جوابهاي از یک هر می کنیم. حل را (82 . 1) دستگاه (7)

می گردد. بیان زیر فرمول با که اصلیست دستگاه

ζ(x, u) = h[η(x, u)]. (83 . 1)

می دهیم. شرح را مطلب این اینجا در که کردیم، مطالعه را زومرون معادله تقارن هاي [59] مقاله در ما .1 . 4 . 1 مثال
است شده بیان معادله این مورد در مقاله چندین تاکنون و شد معرفی 4 دگاسپریس و 3 کالوگر توسط ابتداً معادله این

است: زیر صورت به بعدي دو زومرون معادله .[29 ،7 ،4](uxt
u

)
tt
−
(uxt
u

)
xx

+ 2(u2)xt = 0. (84 . 1)

از پارامتري یک گروه می شود. تعریف E ≃ R2 × R کامل فضاي روي که است خطی غیر معادله اي (84 . 1) معادله
صورت به می شوند پذیرفته معادله این توسط که پیوسته اي تبدیلات

t̄ = t̄(t, x, u), x̄ = x̄(t, x, u), ū = ū(t, x, u),

3Calogero 4Degasperis



29 گروهی ناورداي جواب هاي ساختن

گروه به وابسته برداري میدان می کنند. نگاشت معادله این از دیگر جوابی به را زومرون معادله از جوابی هر که هستند
صورت به فوق تبدیلات

v = τ(x, t, u)
∂

∂t
+ ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂u
, (85 . 1)

بدهیم. امتداد چهارم مرتبه تا را فوق برداري میدان لذا است چهارم مرتبه معادله یک زومرون اینکه به توجه با است.
با: است برابر (66 . 1) فرمول کمک با را (85 . 1) برداري میدان چهارم مرتبۀ امتداد

v(4) = v + ηt
∂

∂ut
+ ηx

∂

∂ux
+ ηtx

∂

∂utx
+ · · ·+ ηxxxx

∂

∂uxxxx
,

صورت به را زومرون معادله شده باز فرم

uxtttu
2 − uuttuxt − 2uutuxtt + 2u2tuxt − u2uxxxt + uuxxuxt + 2uuxuxxt

−2u2xuxt + 4utuxu
3 + 4uxtu

4 = 0. (86 . 1)

شرط در ،(2 . 3 . 1) قضیه طبق باید باشد (84 . 1) معادله تقارن (85 . 1) برداري میدان آنکه براي حال می کنیم. بازنویسی
ناوردایی

v(4)
[(uxt

u

)
tt
−
(uxt
u

)
xx

+ 2(u2)xt

]
= 0, (87 . 1)

مشخصه تعریف در که همانطور می پذیرد. تقارن گروه مولد عنوان به را (85 . 1) مولد زومرون معادله لذا و کند. صدق
(86 . 1) بر v(4) مولد دادن اثر با است. Q = η− τut− ξux صورت به برداري میدان مشخصه شد بیان برداري میدان

رسید: خواهیم زیر مشخصه معادله به

−uttuxtη + 2uuxtttη + u2ηxttt − uuxtη
tt − uuttη

xt − 2utuxttη − 2uuxttη
t

−2uutη
xtt + 2u2t η

xt − 2uuxxxtη − u2ηxxxt + uxxuxtη + uuxtη
xx + uuxxη

xt

−4uxuxtη
x + 2uuxxtη

x + 2uuxη
xxt + 4u3uxη

t + 16u3uxt + 4u3utη
x

−2u2xη
xt + 4u4ηxtη + 4utuxtη

t + 2uxuxxtη + 12u2uxutη = 0 (88 . 1)

می آوریم: دست به (88 . 1) در را ضرایب (67 . 1) فرمول کمک به

ηx = ηx + (ηu − ξx)ux − τxut − ξuu
2
x − τuuxut,

ηt = DtQ+ ξuxt + τutt = ηt − ξtux + (ηu − τt)ut − ξuuxut − τuu
2
t ,

ηxx = D2
xQ+ ξuxxx + τuxxt = ηxx + (2ηxuξxx)ux − τxxut + (ηuu − 2ξxu)u

2
x

−ξuuu3x − 2τxuuxut − τuuu
2
xut + (ηu − 2ξx)uxx − 2τxuxt − 3ξuuxuxx

−2τuuxuxt.

خطی PDE دستگاه به (88 . 1) معادله در فوق ضرایب جایگذاري با

ξx = τt = −ηu, ηx = ξxx = τtt = 0, (89 . 1)
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می آیند: دست به زیر صورت به η و ξ, τ مقادیر دستگاه این حل با که می رسیم

ξ = c1x+ c2, τ = c1t+ c3, η = −uc1, (90 . 1)

بردارهاي توسط تقارن ها جبرلی فضاي بنابراین و هستند دلخواه ثوابتی ها ci آن در که

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = x

∂

∂x
+ t

∂

∂t
− u

∂

∂u
. (91 . 1)

هستند: زیر صورت به ها vi توسط شده تولید پارامتري یک گروه

G1 : (t+ ε, x, u), G2 : (t, x+ ε, u), G3 : (te
ε, xeε, ue−ε). (92 . 1)

معادله از جوابی u = f(t, x) اگر که داد نشان می توان نمایی نگاشت از استفاده با است، تقارن گروه یک Gi هر چون
توابع آنگاه باشند، زورمون

u(1) = f(t− ε, x), u(2) = f(t, x− ε), u(3) = e−εf(e−εt, e−εx), (93 . 1)

از یک هر انتخاب با اینک هستند. معادله این براي دیگري جواب هاي نیز است حقیقی عدد یک ε پارامتر آنها در که
مرتبه کاهش مناسب متغیرهاي تغییر با را معادله می توان تقارن ها از یک هر خطی ترکیب یا و v1,v2,v3 تقارن هاي
در را v1 + v2 تقارن اگر مثال عنوان به کرد. تبدیل می باشد حل قابل راحت تر که دیگري معادله به را معادله یا و داد،

می گیریم: نظر در را زیر مشخصه دستگاه ناورداها روش به حل براي بگیریم، نظر

dt

1
=
dx

1
=
du

0
. (94 . 1)

می توان لذا می باشند، v1 + v2 نظیر ناورداهاي همان v = u و r که t − x = r داریم: فوق دستگاه حل کمک به
v حسب بر را معادله در موجود مشتقات زنجیره اي، قاعده از استفاده با و گرفت نظر در را u(t, x) = v(r) متغیر تغییر

می نویسیم: r و

u = v(r), ut = vrrt = vr, ux = vrrx = −vr,

utx = vrrrx = −vrr, uxx = −vrrrx = vrr,

uxxt = vrrr, uxxx = −vrrr,

uxxxt = vrrrr, (95 . 1)

دوم مرتبه معادله به تبدیل زومرون، معادله لذا و

−4v(r)3

((
d

dr
v(r)

)2

+

(
d2

dr2
v(r)

)
v(r)

)
= 0, (96 . 1)

شکل به عمومی جواب یک یافتن به منجر معادله این حل می شود.

v(r) = ±
√
2ar + 2b,
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داریم: r جاي به t− x جایگذاري با لذا و می شود

u(x, t) = ±
√

2a(t− x) + 2b, (97 . 1)

می باشند. دلخواه ثابت هاي b و a آن در و می باشد زومرون معادله از جوابی که
به توجه با حال دارد. (93 . 1) فرم به جواب هایی زومرون معادله شد، بیان (92 . 1) صورت به که تبدیلات گروه از

می آید: دست به دیگري جواب هاي می توان مشابه طور به (97 . 1)
داریم: v1 ازاي به ◀

G1 : (t+ ε, x, u) نمایی⇒= نگاشت
exp(ϵv1)(x, t, u) = (x, t+ ϵ, u) ⇒

u(x, t) = ±
√

2a(t− x+ ε) + 2b.

داریم: v2 ازاي به ◀

G2 = (t, x+ ε, u) نمایی⇒= نگاشت
exp(ϵv2)(x, t, u) = (x+ ϵ, t, u) ⇒

u(x, t) = ±
√

2a(t− x− ε) + 2b.

داریم: v3 ازاي به ◀

G3 = (teε, xeε, ue−ε) نمایی⇒= نگاشت
exp(ϵv3)(x, t, u) = (eϵx, eϵt, e−ϵu) ⇒

u(x, t) = ±e−ε
√

2a(e−εt− xe−ε) + 2b.

آورد. دست به

تقریبی تقارن هاي 5 . 1
می کند: صدق زیر شرط در که بگیریم نظر در گونه اي به را f(x, ε) تابع اگر

lim
f(x, ε)

εp
= 0, (98 . 1)

کرد: بیان را زیر تساوي می توان صورت این در

f(x, ε) = O(εp),

می شود. گفته εp از کمتر اي مرتبه از تابعی f و

شرط در g و f توابع اگر .1 . 5 . 1 تعریف

f(x, ε)− g(x, ε) = O(εp). (99 . 1)

می باشند، ارز هم ( O(εp) خطاي (تا O(εp) مرتبه تا تقریبی طور به تابع دو این می شود گفته صورت این در کنند صدق
یک تقریبی تساوي این کرد. استفاده می توان g و f تابع دو ارزي هم دادن نشان براي f ≈ g نماد از خلاصه طور به
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هستند یکسان کلاس از اعضایی g(x, ε) و f(x, ε) توابع که صورت این به می کند، تعریف را توابع از ارزي هم رابطه
اگر تنها و اگر

f(x, ε) ≈ g(x, ε).

در f(x, ε) تابع تیلور بسط از و می باشد p درجه از جمله اي چند که f پیوسته توابع کلاس از متعارف نمایش
می شود: تعریف زیر صورت به ε = 0 اطراف

f0(x) + εf1(x) + · · ·+ εpfp(x).

است: برقرار زیر تساوي (99 . 1) رابطه به توجه با

g(x, ε) = f0(x) + εf1(x) + · · ·+ εpfp(x) +O(εp).

p(x)�· · · ،f1(x) ،f0(x) تابع p+ 1 مجموعه کردن مرتب با f(x, ε) ≈ g(x, ε) توابع از ارزي هم کلاس این بنابر
تابع p+ 1 مجموعه می توان تقریبی گروه هاي نظریه در می آید. دست به

f0(x, a), f1(x, a), · · · , fp(x, a),

تبدیلات این در مختصات می باشند. a گروهی پارامتر و x به وابسته و هموار برداري توابع واقع در که گرفت، نظر در را
از: عبارتند

f i0(x, a), f
i
1(x, a), · · · , f ip(x, a), i = 1, · · · , n,

صورت به پارامتري یک تقریبی تبدیلات از G خانواده کنید فرض

x̄i ≈ f i0(x, a) + εf i1(x, a) + · · ·+ εpf ip(x, a), i = 1, · · · , n, (100 . 1)

مانند می نگارد. x̄ = (x̄1, · · · , x̄n) ∈ Rn نقاط به را x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn نقاط که می کنیم، تعریف
پذیر معکوس تبدیلات از کلاسی

x̄ = f(x, a, ε), (101 . 1)

طوریکه به f = f(f1, · · · , fn) برداري توابع با

f i(x, a, ε) ≈ f i0(x, a) + εf i1(x, a) + · · ·+ εpf ip(x, a), i = 1, · · · , n,

که شرط این با بعلاوه است، حقیقی پارامتر یک a و

f(x, 0, ε) ≈ x.

تبدیلات تمام ازاي به اگر است پارامتري یک تقریبی تبدیل گروه ،(100 . 1) فرم به تبدیلات از مجموعه اي .2 . 5 . 1 تعریف
است: برقرار زیر رابطه (101 . 1) فرم به

f(f(x, a, ε), b, ε) ≈ f(x, a+ b, ε).



33 تقریبی تقارن هاي

توابع و n = 1 کنید فرض .1 . 5 . 1 مثال

f(x, a, ε) = x+ a

(
1 + εx+

1

2
εa

)
,

g(x, a, ε) = x+ a

(
(1 + εx)

(
1 +

1

2
εa

))
.

صورت به می توان لذا هستند، مساوي هم با اول مرتبه دقت تا تابع دو این بگیرید. نظر در را

g(x, a, ε) = f(x, a, ε) + ε2φ(x, a), φ(x, a) =
1

2
a2x,

می کند: صدق زیر تقریبی گروه خاصیت در که داد، نمایش را دو آن

f(g(x, a, ϵ), b, ϵ) = g(x, a, ϵ) + b

(
1 + ϵg(x, a, ϵ) +

1

2
ϵb

)
= x+ a(1 + ϵx)

(
1 +

1

2
ϵa

)
+ b

[
1 + ϵx+ ϵa(1 + ϵx)

(
1 +

1

2
ϵa

)
+

1

2
ϵb

]
= x+ (a+ b)

[
1 + ϵx+

1

2
(a+ b)

]
+ ϵ2φ(x, a, b, ϵ)

= f(x, a+ b, ϵ) + ϵ2φ(x, a, b, ϵ), (102 . 1)

است. φ(x, a, b, ϵ) = 1
2a(ax+ ab+ 2bx+ ϵabx) طوریکه به

صورت به اول مرتبه دیفرانسیلی خطی عملگرهاي کلاس می شود، داده (101 . 1) با که G تقریبی گروه مولد

v = ξi(x, ε)
∂

∂xi
, (103 . 1)

ارزي هم طوریکه به می باشد

ξi(x, ε) ≈ ξi0(x) + εξi1(x) + · · ·+ εpξip(x),

،i = 1, · · · , n و ν = 0, · · · , p ازاي به

ξiν(x) =
∂f iν(x, a)

∂a

∣∣∣∣∣
a=0

,

می باشد. زیر صورت به تقریبی گروه مولد بنابراین شوند، محاسبه

v ≈ (ξi0(x) + εξi1(x) + · · ·+ εpξip(x))
∂

∂xi
. (104 . 1)

می گیرند. نظر در p = 1 ازاي به را خطا سادگی براي عملی بحث هاي در اغلب که می باشد O(εp) خطاي با فوق تقریب

لی تقریبی معادلات 1 . 5 . 1
می باشد: زیر فرم به (104 . 1) رابطه در p = 1 گرفتن نظر در با ،G پارامتري یک تقریبی تبدیل گروه هاي

x̄i ≈ f i0(x, a) + εf i1(x, a), i = 1, · · · , n. (105 . 1)
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کنید فرض

v = v0 + εv1, (106 . 1)

داریم: آن در که باشد، G تبدیلات گروه براي تقریبی مولد یک

v0 = ξi0(x)
∂

∂xi
, v1 = ξi1(x)

∂

∂xi
.

صورت به x̄ = x̄0 + εx̄1 به x از متناظر مختصاتی تبدیل (105 . 1) رابطه به توجه با

x̄i = x̄i0 + εx̄i1, (107 . 1)

می شود: تعیین زیر معادلات حل با x̄i1 = f i1(x, a), و x̄i0 = f i0(x, a) آن در که

dx̄i0
da

= ξi0(x̄0), x̄i0
∣∣
a=0

= xi, i = 1, · · · , n, (108 . 1)

dx̄i1
da

=

n∑
k=1

∂ξi0(x)

∂xk

∣∣∣
x=x̄0

x̄k1 + ξi1(x̄0), x̄i1
∣∣
a=0

= 0. (109 . 1)

می توان معادلات این کمک با مولد داشتن صورت در و می شوند نامیده لی تقریبی معادلات (109 . 1) و (108 . 1) معادلات
کرد. تعیین را تبدیلات

می آوریم: دست به را آن ها به مربوط تقریبی مولدهاي روي از تقریبی تبدیلات گروه تعیین براي مثال هایی ادامه در

همچنین و باشد n = 1 کنید فرض .2 . 5 . 1 مثال

v = (1 + εx)
∂

∂x
,

می شوند: نوشته زیر صورت به (109 . 1) و (108 . 1) معادلات و ξ1(x) = x و ξ0(x) = 1 نوشت: می توان لذا
dx̄0
da

= 1, شرط با x̄0
∣∣
a=0

= x,

dx̄1
da

= x̄0, شرط با x̄1
∣∣
a=0

= 0.

(110 . 1)

داریم: (110 . 1) روابط از انتگرال گیري با

x̄0 = a+ x, x̄1 = ax+
a2

2
.

نوشت: زیر صورت به را تقریبی تبدیل گروه می توان لذا

x̄ ≈ x+ a+ ε

(
ax+

a2

2

)
.

n = 2 کنید فرض .3 . 5 . 1 مثال
v = (1 + εx2)

∂

∂x
+ εxy

∂

∂y
,

نوشت: می توان مولد روي از می باشد. تبدیلاتی گروه مولد

ξ0(x, y) = (1, 0), ξ1(x, y) = (x2, xy).
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صورت به (109 . 1) و (108 . 1) معادلات لذا

dx̄0
da

= 1, شرط با x̄0
∣∣
a=0

= x,

dȳ0
da

= 0, شرط با ȳ0
∣∣
a=0

= y,

dx̄1
da

= (x̄0)
2, شرط با x̄1

∣∣
a=0

= 0,

dȳ1
da

= x̄0ȳ0, شرط با ȳ1
∣∣
a=0

= 0,

داریم: فوق معادلات از انتگرال گیري با می باشند.

x̄0 = x+ a,

ȳ0 = y,

x̄1 =

∫
(x+ a)2da = ax2 + a2x+

a3

3
,

ȳ1 =

∫
(xy + ay)da = xya+

a2

2
y.

صورت به تقریبی گروه نتیجه در

x̄ ≈ x+ a+ ε

(
ax2 + a2x+

a3

3

)
,

ȳ ≈ y + ε

(
axy +

a2

2
y

)
,

بود. خواهد

بیابیم: را زیر مولد تقریبی تبدیل داریم قصد مثال آخرین عنوان به .4 . 5 . 1 مثال

v =
(
t+

ε

6
t2
) ∂

∂t
−
(
u+

ε

3
tu
) ∂

∂u
, (111 . 1)

به (109 . 1) و (108 . 1) معادلات لذا ξ1(t, u) =
(
t2

6 ,
−tu
3

)
و ξ0(t, u) = (t,−u) نوشت: می توان v به توجه با

می شوند: بیان زیر صورت

dt̄0
da

= t̄0, شرط با t̄0
∣∣
a=0

= t,

dū0
da

= −ū0, شرط با ū0
∣∣
a=0

= u,

dt̄1
da

=
t̄20
6
, شرط با t̄1

∣∣
a=0

= 0,

dū1
da

=
−t̄0ū0

3
, شرط با ū1

∣∣
a=0

= 0,

داشت: خواهیم فوق معادلات از گیري انتگرال با که

ln t̄0 = a+ C ⇒ t̄0 = ea+t,

ln ū0 = C − a⇒ ū0 = eu−a,

dt̄1
da

=
1

6
(ea+t) ⇒ t̄1 =

∫ (
1

6
ea+t

)
da⇒ t̄1 =

1

6
ea+t,

dū1
da

=
1

3
(ea+t)(eu−a) =⇒ ū1 =

1

3
et+ua.
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از: است عبارت نظر مورد تقریبی تبدیلات گروه پس

t̄ ≈ ea+t + ε
1

6
ea+t,

ū ≈ eu−a + ε
1

3
et+ua.

تقریبی نمایی نگاشت 2 . 5 . 1
می باشیم. نمایی نگاشت کمک به تقریبی تبدیلات گروه آوردن دست به براي دیگر روشی دنبال به بخش این در

می گیریم: نظر در ε پارامتر با را زیر تقریبی مولد .1 . 5 . 1 قضیه

v = v0 + εv1, (112 . 1)

آن در که

v0 = ξi0(x)
∂

∂xi
, v1 = ξi1(x)

∂

∂xi
. (113 . 1)

از: است عبارت آن با متناظر تقریبی گروه

x̄i = x̄i0 + εx̄i1, i = 1, · · · , n, (114 . 1)

می آیند: دست به زیر معادلات توسط روابط این

x̄i0 = eav0(xi), x̄i1 =≪ av0, av1 ≫ (x̄i0), i = 1, · · · , n, (115 . 1)

روابط آن در که

eav0 = 1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · · , (116 . 1)

و

≪ av0, av1 ≫= av1 +
a2

2!
[v0,v1] +

a3

3!
[v0, [v0,v1]] + · · · , (117 . 1)

نگاشت با که می باشد پارامتري یک تقریبی تبدیل گروه v = v0+ εv1 تقریبی عملگر دیگر عبارت به می باشند. برقرار
می آید: بدست زیر نمایی

x̄i = (1 + ε≪ av0, av1 ≫)eav0(xi), i = 1, · · · , n. (118 . 1)

اپراتور جایگذاري با برهان.

v = v0 + εv1, (119 . 1)

داریم: نمایی بسط در

e(v0+εv1) = 1 + a(v0 + εv1) +
a2

2!
(v0 + εv1)

2 +
a3

3!
(v0 + εv1)

3 + · · · .
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: زیر صورت به را فوق عبارت و می کنیم جدا جملات سایر از را ε ضریب داراي جملات حال

ea(v0+εv1) = 1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·+ ε

{
av1 +

a2

2!
(v0v1 + v1v0)

+
a3

3!
(v2

0v1 + v0v1v0 + v1v
2
0) +

a4

4!
(v3

0v1 + v2
0v1v

2
0 + v1v

3
0) + · · ·

}
+O(ε2),

یا و

ea(v0+εv1) ≈ 1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·+ ε

{
av1 +

a2

2!
(v0v1 + v1v0) (120 . 1)

+
a3

3!
(v2

0v1 + v0v1v0 + v1v
2
0) +

a4

4!
(v3

0v1 + v2
0v1v

2
0 + v1v

3
0) + · · ·

}
,

اتحاد از استفاده با می کنیم. بیان

v0v1 = v1v0 + [v0,v1],

می کنیم: بازنویسی زیر فرم به را (120 . 1) معادله مشابه، اتحادهاي و

ea(v0+εv1) ≈ 1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

+ϵ
{
av1

(
1 + av0 +

a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)
+
a2

2!
[v0,v1]

(
1 + av0 +

a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)
+
a3

3!
[v0, [v0,v1]]

(
1 + av0 +

a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)
+ · · ·

}
,

آورد: دست به را زیر رابطه می توان نمایی نگاشت کمک با لذا

ea(v0+εv1) ≈ (1 + ε≪ av0, av1 ≫)eav0 . (121 . 1)

ε به نسبت دقت اول مرتبه در که داریم، x̄i = eav(xi) صورت به را (115 . 1) رابطه در نمایی نگاشت دیگر بیان به
اتمام به قضیه برهان و می رسیم (115 . 1) معادله به (114 . 1) تبدیلات گروه محاسبه با نهایت در است. شده محاسبه

می رسد.

کنیم. حل (1 . 5 . 1) قضیه از استفاده با را کردیم مطرح قبل بخش در که مثال هایی داریم قصد ادامه در

می کنیم سعی اکنون می گیریم. نظر در را شد مطرح (2 . 5 . 1) مثال در که v = (1+εx) ∂∂x تقریبی مولد .5 . 5 . 1 مثال
فرم به را v

v = v0 + εv1 = (1 + εx)
∂

∂x
,

داریم اساس این بر آوریم. دست به را آن تقریبی تبدیل گروه (1 . 5 . 1) قضیه کمک با بتوانیم تا بنویسیم،

v0 =
∂

∂x
, v1 = x

∂

∂x
.
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بنابراین:
v0(x) = 1, v2

0(x) = v3
0(x) = · · · = 0,

از: عبارتند نظر مورد لی کروشه هاي لذا

[v0,v1] =
∂

∂x
= v0,

[v0, [v0,v1]] = [v0,v0] = 0, · · · ,

نتیجه در

x̄0 = eav0(x) = x+ a,

≪ av0, av1 ≫=

(
av +

a2

2!

)
∂

∂x
,

رو این از و

x̄1 =≪ av0, av1 ≫ (x̄0) =

(
ax+

a2

2!

)
∂

∂x
(x+ a) = ax+

a2

2!
.

صورت به تقریبی تبدیل بنابراین و

x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(
ax+

a2

2!

)
,

می باشد.

مانند می گیریم. نظر در را شد مطرح (3 . 5 . 1) مثال در که v = (1 + εx2) ∂∂x + εxy ∂
∂y تقریبی مولد .6 . 5 . 1 مثال

کرد: بیان زیر صورت به جداگانه را v1 و v0 می توان نیز مورد این در قبل مثال

v0 =
∂

∂x
, v1 = x2

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
.

می آیند: دست به زیر روابط بنابراین

x̄0 = eav0(x) = x+ a,

[v0,v1] = 2x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

[v0, [v0,v1]] = 2
∂

∂x
,

[v0, [v0[v0,v1]]] = 0, · · · .

نتیجه در

≪ av0, av1 ≫ = av1 +
a2

2!

(
2x

∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
+ 2

a3

3!

∂

∂x
(122 . 1)

=

(
ax2 + a2x+

a3

3

)
∂

∂x
+

(
axy +

a2

2
y

)
∂

∂y
. (123 . 1)
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رو این از

x̄1 =≪ av0, av1 ≫ (x̄0) =

(
ax2 + a2x+

a3

3

)
∂

∂x
(x+ a),

ȳ1 =≪ av0, av1 ≫ (ȳ0) =

(
axy +

a2y

2

)
∂

∂y
(y),

بنابراین

x̄1 = ax2 + a2x+
a3

3
, ȳ1 = axy +

a2y

2
,

می باشد: زیر صورت به تقریبی تبدیل نتیجه در و

x̄ ≈ x+ a+ ε

(
ax2 + a2x+

a3

3

)
,

ȳ ≈ y + ε

(
axy +

a2y

2

)
,

می گیریم: نظر در زیر صورت به را G تقریبی پارامتري یک گروه .3 . 5 . 1 تعریف

z̄i = f(z.a.ε) ≡ f i0(z, a) + εf i1(z, a), i = 1, · · · , N. (124 . 1)

تقریبی معادله صورت این در

F (z, ε) ≡ F0(z) + εF1(z) ≈ 0, (125 . 1)

هرگاه می شود، نامیده تقریبی ناورداي G به نسبت

F (z̄, ε) ≈ F (f(z, a, ε), ε) = O(ε),

در z = (x, u, u(1), · · · , u(k)) باشیم داشته اگر که می شود بیان ادامه در .z = (z1, z2, · · · , zN ) که طوري به
تقارنی گروه یک G و می شود نامیده k مرتبه از تقریبی معادله یک F (z, ε) ≡ F0(z) + εF1(z) معادله صورت این

می باشد. (125 . 1) معادله از

تقریبی دیفرانسیل معادله .2 . 5 . 1 قضیه

F (z, ε) ≡ F0(z) + εF1(z),

تقریبی تبدیلات گروه تحت

z̄i = f(z.a.ε) ≡ f i0(z, a) + εf i1(z, a), i = 1, · · · , N,

مولد با

v = v0 + εv1 ≡ ξi0(z)
∂

∂zi
+ εξi1(z)

∂

∂zi
, (126 . 1)
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اگر فقط و اگر است ناوردا
vF (z, ε)

∣∣
F≈0

= O(ε),

اتحاد دیگر عبارت به یا و

[v0F0(z) + ε(v1F0(z) + v0F1(z))](125 . 1) = O(ε). (127 . 1)

باشد. برقرار

ε به نسبت دقت اول مرتبه در مشخصه معادله در (126 . 1) و F (z, ε) ≡ F0(z) + εF1(z) جایگذاري با برهان.
یا کوچک بینهایت تقریبی می کند،تقارن صدق (127 . 1) در که (126 . 1) عملگر به می آیند. دست به (127 . 1) معادله
براي مشخصه معادله (127 . 1) معادله نتیجه در و می شود نامیده (125 . 1) معادله توسط شده پذیرفته تقریبی عملگر

می شود. نامیده تقریبی تقارن هاي

صورت به می توان را (127 . 1) مشخصه معادله .1 . 5 . 1 ملاحظه

v0F0(z) = λ(z)F0(z), (128 . 1)

v1F0(z) + v0F1(z) = λ(z)F1(z), (129 . 1)

معادله می کند. صدق (129 . 1) معادله در سپس و تعیین (128 . 1) معادله وسیله به λ(z) ضریب نوشت.

v1F0(z) + v0F1(z) = λ(z)F1(z),

دقیق تقارن هاي مشخصه معادلات و (128 . 1) معادله مقایسه با می باشد. برقرار F0(z) = 0 جواب هاي تمام ازاي به
می آید. دست به زیر قضیه

باشد v = v0 + εv1 مولد با تقریبی تبدیلات گروه F (z, ε) ≡ F0(z) + εF1(z) معادله اگر [50] .3 . 5 . 1 قضیه
مولد صورت این در ،v0 ̸= 0 طوري که به

v0 = ξi0(z)
∂

∂zi
, (130 . 1)

می باشد: زیر معادله براي تقارن یک

F0(z) = 0. (131 . 1)

F0(z) = 0 معادله از دقیق تقارن v0 اگر که است واضح (129 . 1) و (128 . 1) معادلات به توجه با .2 . 5 . 1 ملاحظه
است. (125 . 1) معادله از تقریبی تقارن یک v = εv0 صورت این در باشد،

معادله و اختلال غیر معادله یک ترتیب به F (z, ε) ≡ F0(z)+εF1(z) ≈ 0 و F0(z) = 0 معادلات .4 . 5 . 1 تعریف
F0(z) = 0 اختلال غیر ازمعادله پایدار تقارن یک v0 عملگر (3 . 5 . 1) قضیه شرایط تحت شوند. می نامیده اختلال
در (F0(z) + εF1(z) ≈ 0) اختلال معادله براي v = v0 + εv1 تقریبی تقارن مولد آن با متناظر شود. می نامیده
اختلال توسط که F0(z) = 0 معادله از v0 کوچک نهایت بی تقارن از شکل تغییر یک واقع در v0 = ξi0(z)

∂
∂zi
, واقع

معادله گوییم صورت این در باشد، پایدار F0(z) = 0 معادله از جبرلی اگر ویژه به می شود. نامیده شده، ایجاد εF1(z)

می برد. ارث به را پایدار غیر معادله تقارن هاي (125 . 1) اختلال
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تقریبی  هاي تقارن محاسبه 3 . 5 . 1
پارامتر با دیفرانسیل معادلات براي (126 . 1) تقریبی تقارن هاي محاسبه براي روش یک (3 . 5 . 1) قضیه و (1 . 5 . 1) ملاحظه

دارد. نیاز را زیر (گام) مرحله سه روش این سازي پیاده می کنند. فراهم را ε
مشخصه معادله حل با را F0(z) = 0 اختلال غیر معادله از v0 تقارن هاي ابتداً اول: گام

v0F0(z)
∣∣
F0(z)=0

= 0, (132 . 1)

می آوریم. دست به
صورت به H کمکی تابع تعیین دوم: گام

H =
1

ε

[
v0(F0(z) + εF1(z))

∣∣
F0(z)+εF1(z)=0

]
. (133 . 1)

می آوریم دست به زیر مشخصه معادله حل با را v1 عملگر سوم: گام

v1F0(z)
∣∣
F0(z)=0

+H = 0. (134 . 1)

(132 . 1) مشخصه معادله خلاف بر که داد نمایش v1F0(z)
∣∣
F0(z)=0

= −H صورت به را فوق رابطه می توان وضوح به
می باشد. همگن غیر عملگر یک

تقریبی تقارن هاي از مثال هاي 4 . 5 . 1
صورت به که موج اختلال با غیرخطی معادله تقارن هاي داریم قصد مثال این در .7 . 5 . 1 مثال

utt − (u2ux)x + εut = 0, (135 . 1)

فرم به تقریبی تبدیلات گروه مولد کامل فرم می کنیم. محاسبه را می شود بیان

v = v0 + εv1 ≡ (τ0 + ετ1)
∂

∂t
+ (ξ0 + εξ1)

∂

∂x
+ (η0 + εη1)

∂

∂u
, (136 . 1)

داریم قصد قبل بخش گام هاي انجام با می باشند. x, t, u حسب بر توابعی همگی τ0, τ1, ξ0, ξ1, η0, η1 توابع آن در که
صورت به که (135 . 1) معادله اختلال غیر بخش اول گام در کنیم. محاسبه را توابع این تا

utt − (u2ux)x = 0, (137 . 1)

مشخصه معادله حل با اکنون می کنیم. تحلیل را می باشد

v0(utt − (u2ux)x)
∣∣∣
{utt−(u2ux)x=0}

= 0,

می شوند: حاصل زیر عبارات v0 دقیق تقارن هاي براي

τ0 = C1 + C3t, ξ0 = C2 + (C3 + C4)x, η0 = C4u, (138 . 1)
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نتیجه در

v0 = (C1 + C3t)
∂

∂t
+ (C2 + C3x+ C4x)

∂

∂x
+ C4u

∂

∂u
. (139 . 1)

می پذیرد: را زیر پایه هاي با بعدي 4 لی جبر موج، معادله دقیق بخش لذا

v0
1 =

∂

∂t
, v0

2 =
∂

∂x
, v0

3 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
, v0

4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
, (140 . 1)

صورت به را H کمکی تابع (133 . 1) معادله در (139 . 1) جایگذاري با دوم گام در

H = C3ut,

می آوریم. دست به
داریم: (134 . 1) مشخصه معادله حل با سوم گام در

v1(utt − u2uxx − 2uu2x)

∣∣∣∣
(137 . 1)

+ C3ut = 0, (141 . 1)

می باشد. u مشتقات شامل که می  باشد، (135 . 1) معادله از v1 = τ1
∂
∂t + ξ1

∂
∂x + η1

∂
∂u , عملگر امتداد همان v1 که

با سپس می باشد، ux, ut, uxx, uxt, utt حسب بر چندجمله اي یک که می پردازیم (141 . 1) معادله حل به اکنون
به ضرایب دادن قرار صفر با ادامه در می شود، ux, ut, uxx, uxt حسب بر چندجمله اي utt = (u2ux)x جایگذاري

می رسیم: زیر نتیجه

τ1 = τ1(t), ξ1 = ξ1(x), 3τ ′′1 = C3, ξ′′1 = 0, η1 = [ξ′1(x)− τ ′1(t)]u.

لذا و

τ1 = A1 +A3t+
1

6
C3t

2,

ξ1 = A2 + (A3 +A4)x, (142 . 1)

η1 =

(
A4 −

1

3
C3t

)
u.

می آوریم: دست به (135 . 1) معادله براي را زیر تقریبی تقارن هاي (136 . 1) در (142 . 1) و (138 . 1) جایگذاري با

v1 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+
ϵ

6

(
t2
∂

∂t
− 2tu

∂

∂u

)
, v2 = x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

v3 =
∂

∂t
, v4 =

∂

∂x
,

v5 = ϵv1, v6 = ϵv2,

v7 = ϵv4, v8 = ϵv3. (143 . 1)

صورت به مولدي (142 . 1) معادلات که کنید توجه .3 . 5 . 1 ملاحظه

v8 = ϵ

(
t
∂

∂t
+ x

∂

∂x

)
,
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که چرا می شود، نوشته (143 . 1) در شده داده نشان فرم به می توان اول مرتبه دقت با که می دهند. نتیجه را

v8 = εv3 = ε
(
t
∂

∂t
+ x

∂

∂x

)
+
ε2

6

(
t2
∂

∂t
− 2tu

∂

∂u

)
= ε
(
t
∂

∂t
+ x

∂

∂x

)
+O2

≈ ε
(
t
∂

∂t
+ x

∂

∂x

)
.

8 تقریبی جبرلی (143 . 1) عملگرهاي که می دهد نشان است؛ شده محاسبه اول مرتبه دقت با که (3 . 1) جدول
که دهد می نشان (3 . 1) جدول می کند. تولید را پارامتري 8 تقریبی تبدیلات مولد بنابراین و می کند تولید را بعدي

[ , ] v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

v1 0 0 v1 +
1
3
(v8 − v7) 0 0 0 0 v5

v2 0 0 v2 v2 0 0 v6 v6

v3 −v1 − 1
3
(v8 − v7) −v2 0 0 −v5 −v6 0 0

v4 0 −v2 0 0 0 −v6 0 0

v5 0 0 v5 0 0 0 0 0

v6 0 0 v6 v6 0 0 0 0

v7 0 −v6 0 0 0 0 0 0

v8 −v5 −v6 0 0 0 0 0 0

تقریبی کروشه هاي :3 . 1 جدول

دست به ،v4 و ،v3 ،v2 ،v1 تقارن ها در ضریبی یک ضرب از (چون هستند بدیهی ،v8 و ،v7 ،v6 ،v5 تقارن هاي اگرچه
جبرلی ساختن براي ،v8 و ،v7 ،v6 ،v5 تقارن هاي همین (2 . 5 . 1) ملاحظه در شده بیان مطلب به توجه با ولی می آیند.)

لازمند. پارامتري چند تبدیل گروه هاي ساختن براي نیز و

معادله از (140 . 1) تقارن هاي همه که می دهد نشان (143 . 1) معادلات .4 . 5 . 1 ملاحظه

utt − (u2ux)x = 0,

اختلال معادله نتیجه در هستند پایدار

utt − (u2ux)x + εut = 0,

می برد. ارث به را اختلال غیر معادله تقارن هاي



لی گروههاي هندسی مفاهیم بر گذري 44

معادله که است شده داده نشان [50] منبع در نمی افتد اتفاق همواره مطلب این البته

utt − (u−4ux)x + εut = 0. (144 . 1)

بخش تقارن هاي (144 . 1) معادله نتیجه در نیستند، پایدار utt − (u−4ux)x = 0 اختلال غیر بخش تقارن هاي همه
نمی برد. ارث به را اختلال غیر

.[94] کنیم محاسبه را است زیر فرم به که دایم هري- معادله تقریبی تقارن هاي داریم قصد اکنون .8 . 5 . 1 مثال

ut +
1

2
u3uxxx + εux = 0. (145 . 1)

نظر در زیر صورت به را فوق معادله تقریبی تبدیلات گروه مولد اول گام در که است این می دهیم انجام که کاري اولین
می گیریم:

v = v0 + εv1 ≡ (τ0 + ετ1)
∂

∂t
+ (ξ0 + εξ1)

∂

∂x
+ (η0 + εη1)

∂

∂u
, (146 . 1)

بخش روي v0 تقارن از سوم مرتبه امتداد اثر با می باشند. هموار u و x ،t حسب بر ϕ1 و ξ0, ξ1, τ0, τ1, ϕ0 توابع که
داریم: ut + 1

2u
3uxxx = 0 اختلال غیر

v
(3)
0

(
ut −

1

2
u3uxxx

)∣∣∣
ut− 1

2u3uxxx=0

= 0, (147 . 1)

داشت: خواهیم (147 . 1) دستگاه حل با حال

τ0 = A4 +A5t,

ξ0 = A1 +A2x+
A3

2
x2, (148 . 1)

ϕ0 =
(
A2 −

1

3A5
+ xA3

)
u,

بنابراین هستند. دلخواه ثوابت A1, · · · , A5 که

v0 =
(
Ax +A2x+

A3

2
x2
) ∂
∂x

+
(
A4 +A5

) ∂
∂t
,

+
(
A2 −

1

3A5
+ xA3

)
u
∂

∂u
.

می باشند: زیر تقارن هاي داراي ut − 1
2u

3uxxx = 0 اختلال غیر بخش لذا

v1
0 =

∂

∂x
, v2

0 =
∂

∂t
,

v3
0 = x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
, v4

0 = 3t
∂

∂t
− u

∂

∂u
, (149 . 1)

v5
0 = x2

∂

∂x
+ 2xu

∂

∂u
.

می آوریم. دست به را H کمکی تابع (133 . 1) رابطه و فوق تقارن هاي از دوم گام در

H = ux

(
A5 −A2

)
+A3

(
u− xux

)
. (150 . 1)
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می آید: دست به زیر رابطه از که می رسد v1 محاسبه به نوبت سوم گام در

ux(A5 −A2) +A3(u− uux) + v
(3)
1

(
ut +

1

2
u3uxxx

)∣∣∣
ut+

1
2u3uxxx=0

= 0, (151 . 1)

داریم: فوق رابطه حل با حال

ξ1 = (A5 −A2)t−A3xt+ C4x− C5 +
C3

2
x2,

τ1 = C1t+ C2, (152 . 1)

ϕ1 = (−A3t+ C4 + C3x+
C1

3
)u,

از: عبارتند اختلال غیر معادله تقریبی تقارن هاي مولدهاي بنابراین هستند. دلخواه ثوابت ها Ci که

v1 =
∂

∂x
, v2 =

∂

∂t
, v3 = x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

v4 = 3t
∂

∂t
− u

∂

∂u
, v5 = x2

∂

∂x
+ 2xu

∂

∂u
, v6 = ε

(
3t
∂

∂t
− u

∂

∂u

)
,

v7 = ε
∂

∂t
, v8 = ε

(
x
∂

∂x
+ u

∂

∂u

)
, v9 = ε

∂

∂x
,

v10 = ε
(
x2

∂

∂x
+ 2xu

∂

∂u

)
. (153 . 1)

اختلال معادله لذا و هستند پایدار (149 . 1) تقارن هاي تمام که می دهند نشان (153 . 1) معادلات

ut +
1

2
u3uxxx + εux = 0,

اختلال غیر معادله تقارن هاي تمام
ut +

1

2
u3uxxx = 0,

می برند. ارث به را

نرم افزار 6 . 1
حل و محاسبات در قدرتمند و هوشمند افزارهاي نرم ارائه اخیر، سال هاي در رایانه علوم مهم دستاوردهاي از یکی
را آن تحلیل و پردازش قدرت رایانه ها که یافت می توان را مسئله اي کمتر که گونه اي به است، پیچیده مسایل محاسبات
نرم مانند می گیرند، قرار استفاده مورد خاصی زمینه هاي در فقط و تخصصی کاملاً برخی افزارها نرم اصولا باشند. نداشته
بیشتري موضوعات و بوده عام تر صورت به افزارها نرم از دیگر برخی غیره. و حسابداري اقتصادي، علوم آماري، افزارهاي
طیف افزار نرم این است. Maple افزار نرم مهندسی، و ریاضیات زمینه در افزارها نرم این از یکی می گیرند، بر در را

می دهد. پوشش را پیشرفته سطح تا ابتدایی مفاهیم از گسترده اي
دستورات از سري یک از هستید قادر تنها می کنید اجرا را Maple شما وقتی گفت می توان ساده خیلی طور به
اعداد نظریه یا دیفرانسیل هندسه مانند پیشرفته تر دستورات از باشید داشته نیاز اگر آنکه حال کنید، استفاده آن ساده
دستور کمک به کار این که دهید انتقال حافظه به و کرده باز را دستورات این حاوي بسته باید حتماً کند، استفاده
: نماد از اگر رساند. آخر به : یا ; نماد با باید دستور هر Maple افزار نرم در می شود. انجام with(package)
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می شود. چاپ نیز خروجی ; از استفاده هنگام در اما نمی شود، چاپ خروجی ولی می شود اجرا دستور کنیم، استفاده
محاسبه سه و دو نتیجه براي %%% و %% مشابه صورت به و می شود استفاده قبلی نتیجه به ارجاع براي % نماد
دستوراتی diff و Diff لذا است، حساس کوچک و بزرگ حروف به نسبت Maple کنید دقت می شود. استفاده قبل

کنیم: بیان را گرفته ایم کار به فصل این در که محاسباتی کدهاي داریم قصد اکنون متفاوتند.

(67 . 1) رابطه در شده ارائه ضرایب 1 . 6 . 1
می باشد: (67 . 1) ضرایب محاسبه دیفرانسیل، معادلات دستگاه یک تقارن هاي به رسیدن در گام ها مهم ترین از یکی

with(PDEtools, declare, Etak, InfinitesimalGenerator, ToJet) :

DepVars := [u](t, x);

declare((tau, xi, eta)(t, x, u)); SS := [tau(t, x, u), xi(t, x, u), eta(t, x, u)];

S := [seq(xi[j](t, x, u), j = [t, x]), seq(phi[j](t, x, u), j = [u])];

G := InfinitesimalGenerator(SS, DepVars);

Eta := Etak(G, DepVars);

pol1 := Eta[u, [x]];

pol2 := Eta[u, [x, x]];

pol3 := Eta[u, [x, x, x]];

می باشد: زیر صورت به خروجی آخرین

pol1 := −τuutux − ξuu
2
x + uxηu − τxut − ξxux + ηx

pol2 := −τuuutu2x − ξuuu
3
x − τuutuxx − 2τuuxuxt − 3ξuuxuxx − 2ξuxu

2
x + ηxx

−2τuxutux + ηuuu
2
x + ηuuxx − 2τxutx − 2ξxuxx + 2ηuxux − τxxut − ξxxux

pol3 := −ξuuuu4x − 3τuuutuxuxx + 3ηxuuxx − 3τxxuxt − ξxxxux − τxxxut + 3ηxxuux

−3ξxxuu
2
x + 3ηuuxu

2
x − 3ξuuxu

3
x − 3ξxxuxx − 3ξxuxxx + ηuuxxx − 3τxutxx

−3ξuu
2
xx − 3τuuxutu

2
x − 9ξxuuxuxx − 3τxuxutux − 3τxuutuxx − 6τxuuxutx

−3τuuxxutx + 3ηuuuxuxx − 3τuuxutxx − τuutuxxx − 4ξuuxuxxx − 6ξuuu
2
xuxx

−τuuuuxu3x − 3τuuu
2
xutx + ηxxx + ηuuuu

3
x

تقارن 2 . 6 . 1
زومرون معادله تقارن هاي زیر در که می باشد، محاسبه قابل Malpe افزار نرم کمک با نیز دیفرانسیل معادلات تقارن هاي

آورده ایم: دست به را

with(PDEtools);
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declare((u)(x, t), (xi, eta)(x, t, u));

DepVars := [u](x, t);

U := difftable(u(x, t));

pde[1] := U[ ]2 ∗ U[t, t, t, x]− U[ ] ∗ U[t, t] ∗ U[t, x]− 2 ∗ U[ ] ∗ U[t] ∗ U[t, t, x]

+2 ∗ U[t]2 ∗ U[t, x]− U[ ]2 ∗ U[t, x, x, x] + U[ ] ∗ U[x, x] ∗ U[t, x]

+2 ∗ U[ ] ∗ U[x] ∗ U[t, x, x]− 2 ∗ U[x]2 ∗ U[t, x] + 4 ∗ U[x] ∗ U[t] ∗ U[ ]3

+4 ∗ U[t, x] ∗ U[ ]4

DetSys := DeterminingPDE(pde[1]);

pdsolve(%);

G := Infinitesimals(pde[1], DepVars);

می باشد: زیر صورت به خروجی دستور آخرین

G := [ξ[x](x, t, u) = 1, ξ[t](x, t, u) = 0, η[u](x, t, u) = 0],

[ξ[x](x, t, u) = 0, ξ[t](x, t, u) = 1, η[u](x, t, u) = 0],

[ξ[x](x, t, u) = x, ξ[t](x, t, u) = t, η[u](x, t, u) = −u].

می شود: محاسبه فوق حالت مشابه نیز معادلات دستگاه یک تقارن هاي محاسبه براي لازم دستور

with(PDEtools);

declare((u, v, w)(x, t), (xi, eta, phi)(x, t, u, v, w));

DepVars := ([u, v, w])(x, t)

U, V, W := difftable(u(x, t)), difftable(v(x, t)), difftable(w(x, t));

eq1 := V[t] + V[ ] ∗ V[x] + U[x]

W[ ]
= 0;

eq2 := V[ ] ∗ W[x] + V[x] ∗ W[ ] + W[t] = 0;

eq3 := a ∗ U[ ] ∗ V[x] + U[x] ∗ V[ ] + U[t];

PDESYS := [eq1, eq2, eq3];

DetSys := DeterminingPDE(PDESYS);

pdsolve(DetSys);

G := Infinitesimals(PDESYS, DepVars);
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تقریبی تقارن 3 . 6 . 1

اول: گام در منظور بهمین می کند، محاسبه را تقریبی حالت در هري-دایم معادله تقارن زیر دستور

with(DifferentialGeometry) :

with(Tools) :

with(JetCalculus);

DGsetup([t, x], [u], M, 3);

eq := u[1] + 1/2 ∗ u[ ]3 ∗ u[2, 2, 2];

v := evalDG(xi0(t, x, u[ ]) ∗ Dx + phi0(t, x, u[ ]) ∗ Dt + eta0(t, x, u[ ]) ∗ Du[ ]);

v2 := Prolong(v, 3);

EQ := LieDerivative(v2, eq);

solve(eq, u[1]);

subs(u[1] = %, EQ) :

EQ := expand(%);

coeffs(%, [u[1, 2], u[1, 1], u[2, 2, 2], u[2, 2], u[2]]) : sys := map(coeffs,%, U[1]);

sol := pdsolve(sys);

دوم: گام در

w := evalDG((1/2 ∗A 3 ∗ x2 +A 4 ∗ x+A 5) ∗ Dx + (A1 ∗ t+A 2) ∗ Dt

+(−1/3 ∗ u[ ] ∗ (−3 ∗A 3 ∗ x+A 1− 3 ∗A 4)) ∗ Du[ ]);

w2 := Prolong(w, 3);

eq := u[1] + 1/2 ∗ u[ ]3 ∗ u[2, 2, 2] + r ∗ u[2];

H := 1/r ∗ (LieDerivative(w2, eq));

solve(eq, u[1]);

subs(u[1] = %, H) :

H := expand(%);
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سوم: گام در

v := evalDG(xi1(t, x, u[ ]) ∗ Dx + phi1(t, x, u[ ]) ∗ Dt + eta1(t, x, u[ ]) ∗ Du[ ]);

v2 := Prolong(v, 3);

eq := u[1] + 1/2 ∗ u[ ]3 ∗ u[2, 2, 2];

EQ := LieDerivative(v2, eq);

solve(eq, u[2, 2, 2]);

subs(u[2, 2, 2] = %, EQ) :

EQ := expand(%) + H;

simplify(%);

coeffs(EQ, u[1, 1]); map(coeffs,%, u[1, 2]) :

map(coeffs,%, u[2]) :

sys := map(coeffs,%, u[1]);

sol := pdsolve(sys);

یادداشت
آشنا آن ها انواع و دیفرانسیل معادلات تقارن هاي مفهوم با بنیادي طور به تا شد سعی گذشت رو پیش از که فصلی در
روش شد بیان که همانگونه شد. ارائه خاص هاي PDE از برخی تقارن هاي گروه هاي از برخی فصل ادامه در شویم.
گروه محاسبۀ می باشد. دیفرانسیل معادلات جواب هاي آوردن دست به براي قدرتمند و مؤثر روش یک لی تقارنی گروه
کرد. ارائه تقارن ها محاسبۀ براي را صریح فرمول اولور و شد بنا لی توسط بار نخستین امتداد فرمول وسیلۀ به تقارن
محترم خواننده که پرداخته اند آنها هندسی تحلیل و دیفرانسیل معادلات تقارن هاي به که دارند وجود بی شماري مراجع

نماید. مراجعه [25 ،10 ،9 ،8] به می تواند بیشتر آشنایی جهت





٢ فصل

پایستگی قوانین

می شوند. تعریف معمولی دیفرانسیل معادلات براي هم و جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه هاي براي هم پایستگی قوانین
در می گردد. ظاهر مختلف علمی زمینه هاي و کاربردها از وسیعی طیف در موضوع این که گفت می توان اهمیت نظر از
ماده، پایستگی انرژي، پایستگی مانند بنیادي، فیزیکی اصول براي ریاضی تعابیر عنوان به می توان را پایستگی قوانین واقع
به نه و می رود بین از نه انرژي که می گوید انرژي پایستگی قانون گفت می توان نمونه عنوان به کرد. تلقی حرکت اندازه
جرم و انرژي خاص نسبیت نظریه در که آن جا از البته که می شوند؛ تبدیل دیگري شکل به شکلی از تنها و می آید وجود
خواهد پایسته سیستم یک جرم و انرژي مجموع که می شود بیان اینطور کلی حالت در انرژي پایستگی وابسته اند؛ هم به

بود.
می توان مثال عنوان به گویند. تقریبی پایستگی قوانین آنها به که دارد وجود پایستگی قوانین از نمونه هایی فیزیک در
معادلات که آنجا از کرد. اشاره غیره و باریون ها تعداد لپتون ها، تعداد زوج ها، تقارن جرم، مانند مقادیري پایستگی به
معادلات دستگاه هاي با پایستگی قوانین ارتباط می توان می پردازند، عمومی قوانین از بسیاري توصیف به دیفرانسیل
جواب هاي روي که هستند دیورژانسی عبارت هاي ها PDE براي پایستگی قوانین که کرد بیان چنین این را دیفرانسیل

می دهد. نتیجه را اول انتگرال هاي ODE دیفرانسیل معادلات براي و می باشند ثابت PDE دستگاه

مقدماتی مفاهیم و تعاریف 1 . 2
وابسته متغیر m و x = (x1, · · · , xn) مستقل متغیر n با k مرتبه از جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه

u(x) = (u1(x), · · · , um(x)),

51



پایستگی قوانین 52

بگیرید: نظر در زیر صورت به را

R(x, u) = ∆ν(x, u, u
(1), · · · , u(k)) = 0, ν = 1, · · · , l, (1 . 2)

می باشد. uµi = ∂uµ

∂xi
صورت به جزئی مشتقات اینجا در

شکل به دیورژانسی عبارت یک (1 . 2) PDE معادلات دستگاه براي موضعی، پایستگی قانون یک .1 . 1 . 2 تعریف

DiΦ
i[u] = D1Φ

1[u] + · · ·+DnΦ
n[u] = 0, (2 . 2)

اینجا در کند. صدق (1 . 2) دستگاه جواب هاي همه روي باید (2 . 2) دیورژانسی عبارت که می باشد

Φi[u] = Φi(x, u, ∂u · · · , ∂ru),

نامیده پایستگی قانون مرتبه می شود، دیده Φi[u] شار در که مشتق مرتبه بیشترین و دارد نام پایستگی قانون شار
می شود.

به (2 . 2) پایستگی قانون صورت این در باشد، t زمان متغیر (1 . 2) دستگاه مستقل متغیرهاي از یکی اگر .1 . 1 . 2 ملاحظه
می شود: نوشته زیر فرم

DtΨ[u] + divΦ[u] = 0. (3 . 2)

متغیر و می شود تعریف DiΦ
i[u] = D1Φ

1[u] + · · ·+Dn−1Φ
n−1[u] صورت به و بوده دیورژانس div آن در که

قانون شارهاي Φi[u] به و چگالی، Ψ[u] به فوق حالت در می باشند. فضا متغیر n− 1 معرف x = (x1, · · · , xn−1)

می شود. گفته (3 . 2) پایستگی

صورت به را Φi[u] شار هر بتوان هرگاه می شود نامیده بدیهی پایستگی قانون یک ،(2 . 2) پایستگی قانون .2 . 1 . 2 تعریف
برقرار Di(H

i[u]) = 0 و کرده صدق (1 . 2) معادله در جواب عنوان به M i[u] که نوشت Φi[u] =M i[u] +H i[u]

باشد.

Dt

(
x
)
+Dx

(
2(ut−u3uxxx)

)
= 0 صورت به بدیهی بقا قانون داراي ut = u3uxxx معادله مثال عنوان به

تابعی f(x) آن در که گرفت نظر در را div(curl)f = 0 می توان پایستگی قانون از مهم مثال یک عنوان به می باشد.
است. R3 در برداري

باشند. بدیهی پایستگی قانون یک دو آن تفاضل هرگاه گوییم ارز هم را (2 . 2) موضعی پایستگی قانون دو .3 . 1 . 2 تعریف

خطی وابسته می باشند، {DiΦ
i
(j)[u] = 0}Lj=1 فرم به که پایستگی قوانین از تایی L مجموعه یک .4 . 1 . 2 تعریف

خطی ترکیب که طوري به باشند موجود {a(j)}Lj=0 ناصفر ثابت ضرایب اگر است

Di

(
a(j)Φi(j)[u]

)
= 0,

باشد. بدیهی پایستگی قانون
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را بازینیسک معادلات دستگاه پایستگی قوانین از برخی پایستگی قوانین محاسبه روش هاي بیان از پیش ادامه در
جریان یکنواخت و فشرده غیر طبقه بندي بررسی براي ژئوفیزیک در سیالات دینامیک در دستگاه این می کنیم. بیان

از: عبارتست دستگاه این صورت می رود، کار به اقیانوس در سیال

∆ψt − gρx − fυz = ψx∆ψz − ψz∆ψx,

υt + fψz = ψxυz − ψzυx, (4 . 2)

ρt +
N2

g
ψx = ψxρz − ψzρx,

صورت به بعدي 2 لاپلاسین ∆ فوق دستگاه در

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
, (5 . 2)

که طوري به می باشند z و x, t متغیرهاي به وابسته که می باشند سیال توابع w و ψ, u و شده تعریف

u = ψz, w = −ψx, (6 . 2)

عبارتند فوق سیستم پایستگی قوانین می باشد. گرانشی شتاب g مثال عنوان به هستند. فیزیکی ثابت هاي N و g, f و
از:

Dt(∆ψ) +Dx(−gρ+ ψz∆ψ) +Dz(−fυ − ψx∆ψ) = 0,

Dt(υ) +Dx(υψz) +Dz(fψ − υψx) = 0, (7 . 2)

Dt(ρ) +Dx

(N2

g
ψ + ρψz

)
+Dz(−ρψx) = 0.

پرداخت. خواهیم PDE دستگاه هاي پایستگی قوانین یافتن براي ابراگیموف و نوتر مستقیم، روش هاي بیان به ادامه در

پایستگی قوانین یافتن براي مستقیم روش 2 . 2
معادله اي جزئی؛ مشتقات با R(x, u) دیفرانسیل معادلات دستگاه پایستگی قوانین که شد بیان نیز (1 . 1 . 2) تعریف در

می شود. ثابت R(x, u) معادله دستگاه جواب هاي تمام روي که است دیورژانسی فرم به
براي می باشد. می شویم، آشنا ادامه در که ضرایبی با R(x, u) معادله خطی ترکیب همان دیورژانسی نمایش این
و وابسته متغیرهاي هم و R(x, u) دستگاه در آن ها مشتقات و وابسته متغیرهاي هم دیورژانسی نمایش هاي یافتن
این می شود سبب کار این و می کنیم جایگزین دلخواهی توابع با را شده اند ظاهر تابعی ضرایب در که مشتقاتشان

می شوند. صفر R(x, u) دستگاه جواب هاي تمام روي دیورژانسی نمایش هاي
فرم به ضرایب از مجموعه اي

{Λσ[U ]}Nσ=1 = {Λσ(x, U, · · · , ∂LU)}Nσ=1,

تولید را دیورژانسی عبارت یک می شوند، محسوب دیفرانسیل معادلات دستگاه از خطی ترکیب در ضرایب عنوان به که
باشد: برقرار زیر اتحاد آنکه شرط به می کنند

Λσ[U ]Rσ[U ] ≡ DiΦ
i[U ], (8 . 2)
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ضرایب جستجوي منظور به می باشد. (1 . 2) معادله که u(x) تابع براي جمله از می باشد؛ دلخواه توابع U(x) آن در که
می پردازیم. اویلر عملگرهاي معرفی به می گردند، (1 . 2) دستگاه (2 . 2) پایستگی قوانین به منجر که {Λσ[U ]}Nσ=1

فرم به عملگري ، U j به نسبت اویلر-لاگرانژ عملگر .1 . 2 . 2 تعریف

EUj =
∂

∂U j
−Di

∂

∂U ji
+ · · ·+ (−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂U ji1···is
+ · · · , j = 1, · · · ,m. (9 . 2)

رابطه کلی طور به می کند. صفر را DiΦ
i[U ] دیورژانسی عبارتی که می باشد

EUj

(
DiΦ

i(x, u, ∂u, · · · , ∂ru)
)
≡ 0, j = 1, · · · ,m. (10 . 2)

می باشد. برقرار دلخواهی U(x) هر براي

دیورژانس نمایش می شود، پوچ اویلر عملگر توسط که اسکالري نمایش تنها یعنی است صادق نیز فوق مطلب عکس
کرد. بیان کامل شکل به زیر قضیه در می توان را موضوع این است.

عبارت می گیریم. نظر در را U(x) = (U1(x), · · · , Um(x)) و x = (x1, · · · , xn) متغیرهاي [25] .1 . 2 . 2 قضیه
زیر رابطه یعنی می شود، پوچ EUj اویلر عملگرهاي تمامی توسط ، s ≥ 0 ، F [U ] = F (x,U, ∂U, · · · , ∂sU)

است: برقرار

EUjF (x,U, ∂U, · · · , ∂sU) ≡ 0, j = 1, · · · ,m, (11 . 2)

یک F [U ] عبارت ، {Φi[U ]}ni=1 = {Φi(x,U, ∂U, · · · , ∂sU)}ni=1 شارهاي از مجموعه هر ازاي به اگر وتنها اگر
می باشد: زیر فرم به دیورژانسی رابطه

F (x,U, ∂U, · · · , ∂sU) ≡ DiΦ
i(x,U, ∂U, · · · , ∂sU). (12 . 2)

می کند. مشخص را موضعی پایستگی قوانین و موضعی تابعی ضرایب این بین ارتباط زیر قضیه ، (1 . 2 . 2) قضیه بنابر

s دلخواه مرتبه با Λσ[U ]Nσ=1 = Λσ(x, U, ∂U, · · · , ∂sU)Nσ=1 موضعی ضرایب از مجموعه اي [25] .2 . 2 . 2 قضیه
رابطه اگر می دهد، نتیجه (1 . 2) دیفرانسیل معادلات دستگاه براي پایستگی قانون یک ،

EUj [Λσ(x, U, ∂U, · · · , ∂sU)Rσ(x,U, ∂U, · · · , ∂sU)] ≡ 0, j = 1, · · · ,m. (13 . 2)

باشد. برقرار ،U(x) دلخواه تابع هر براي

ضرایب یافتن براي خطی مشخصه معادلات همان معادلات این که، است این در (13 . 2) معادلات مجموعه اهمیت
آن مشتقات تمام و U j می توان است، برقرار U(x) دلخواه تابع هر براي (13 . 2) معادلات چون می دهد. نتیجه را Λσ
از خطی دستگاه به (13 . 2) خطی PDE دستگاه بنابراین گرفت، نظر در xi به نسبت مستقلی متغیر هاي عنوان به را
خواهند R(x, u) دستگاه براي موضعی تابعی ضرایب از مجموعه هایی آن جواب هاي که می شود تبدیل مشخصه معادلات
قضیه عکس صورت این در باشد، حل قابل پیشرو مشتقات اساس بر PDE دستگاه اگر داد نشان 1 بلومن البته بود.

است. برقرار نیز (2 . 2 . 2)
1Bluman
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شده حل فرم به بتوان را ،r مرتبه دستگاه از PDE هر کنید فرض خاص، حالت در

Rυ[u] = ujυiυ,1···iυ,s −Gυ(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) = 0, υ = 1, · · · , l, (14 . 2)

مجموعه اي {ujυiυ,1···iυ,s} ،(14 . 2) در همچنین .1 ⩽ iυ,1 · · · iυ,s ⩽ p ،1 ⩽ jυ ⩽ q ،s ⩽ k طوریکه به نوشت
آن ها به مربوط مشتقات و آن ها از کدام هیچ که ویژگی این با است، s مرتبه از خطی مستقل پیشرو مشتق l تعداد شامل
را آنها به مربوط مشتقات و پیشرو مشتقات تمام مسأله کلیت از کاستن بدون بنابراین نشده اند. ظاهر {Gυ[u]}lυ=1 در

می شود. نتیجه مطلب این از زیر قضیه کرد. حذف پایستگی قوانین از Φi[U ] شارهاي در می توان

(14 . 2) شده حل فرم به که R(x, u) دستگاه از DiΦ
i[U ] = 0 موضعی پایستگی قانون هر براي [25] .3 . 2 . 2 قضیه

مشخصه فرم به را آن ها می توان که دارد وجود معادلی موضعی پایستگی قوانین شده، بیان

DiΦ̃
i[U ] = Λ̃υ(U

jυ
iυ,1···iυ,s −Gυ), (15 . 2)

نوشت. نیستند، U jυiυ,1···iυ,s جملات شامل که شارهایی و {Λ̃υ}lυ=1 موضعی ضرایب مجموعۀ از جملاتی با

مستقیم الگوریتم 1 . 2 . 2
کلی فرم به ضرایب جست وجوي به می بایست ابتدا ،(1 . 2) شده داده PDE دستگاه ازاي به اول، مرحله در (1)

شود. پرداخته l مشخص مرتبه ازاي به {Λσ(x, U, ∂U, · · · , ∂lU)}Nσ=1

این ضرایب یافتن منظور به دلخواه U(x) ازاي به (13 . 2) کننده تعیین معادلات مجموعه می بایست بعدي، گام در (2)
شود. حل چنینی

می کنند، صدق زیر رابطه در که Φi[U ] = Φi(x,U, ∂U, · · · , ∂rU) متناظر شارهاي تمامی باید مرحله، این در (3)
شوند. پیدا

Λυ(x,U, ∂U, · · · , ∂rU)∆υ(x, u
(n)) ≡ DiΦ

i(x,U, ∂U, · · · , ∂rU). (16 . 2)

زیر کلی فرم به موضعی پایستگی قانون یک ضرایب و شارها از مجموعه هر نهایت، در (4)

DiΦ
i(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) = 0, (17 . 2)

می دهند. نتیجه می باشند، برقرار (1 . 2) PDE دستگاه جواب هاي تمامی ازاي به که
مشتقهاي به نسبت شده حل حالت در را R(x, u) دستگاه است بهتر (13 . 2) مشخصه معادلات حل براي عمل در
می کند تضمین (3 . 2 . 2) قضیه می شود، نوشته شده حل صورت به R(x, u) دستگاه وقتی خاص، حالت در نوشت. پیشرو
قانون که ) تکین تابعی ضرایب شده، حل دستگاه حالت در بعلاوه، آیند. بدست موضعی پایستگی قوانین تمام که،
شارها نتیجه، در و شد خواهند حذف ( می دهند نتیجه را بدیهی پایستگی قوانین که ) بدیهی و نمی کنند) تولید پایستگی
PDE دستگاه یا تابعی ضرایب از پیچیده حالتهاي در یا ، (16 . 2) معادله طرفین مقایسه با مستقیم صورت به می توان را
از مشکل این رفع براي ما که شد خواهد پیچیده بسیار موارد برخی در نیز انتگرال گیري البته کرد. پیدا انتگرال گیري با
قوانین مستقیم روش بهتر درك براي شد. خواهد اشاره آن به فصل ادامه در که کرد خواهیم استفاده هوموتوپی عملگر

می کنیم. بررسی را زیر مثال پایستگی
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بگیرید: نظر در را می شود تعریف زیر صورت به که هري-دایم خطی غیر معادله .1 . 2 . 2 مثال

R[u] = ut − u3uxxx, (18 . 2)

به صفر مرتبه موضعی پایستگی قوانین ضرایب تمامی یافتن هدف می باشد. ut پیشرو مشتق با سوم مرتبه از فوق معادله
فرم

Λ1 = ξ(x, t, U), (19 . 2)

زیر متناظر اویلر عملگرهاي حسب بر می باشد. (18 . 2) از

EU =
∂

∂U
−Dx

∂

∂Ux
−Dt

∂

∂Ut
, (20 . 2)

بود: خواهند زیر صورت به (19 . 2) ضرایب براي (13 . 2) کننده تعیین معادلات

EU
[
ξ(x, t, U)(Ut − U3Uxxx)

]
≡ 0,

کمک به Ut, Uxxx مشتقات به نسبت (21 . 2) معادلات نمودن تفکیک از پس می باشد. دلخواه تابعی U(x, t) آن در که
می باشند: زیر صورت به ξi(x, t, U) جواب هاي میپل، افزار نرم

ξ1(x, t, u) =
1

u3
, ξ2(x, t, u) =

1

u2
, ξ3(x, t, u) =

x

u3
, ξ4(x, t, u) =

x2

2u3
. (21 . 2)

کنیم: حل را زیر مشخصه فرم باید مستقیم، روش دستورالعمل طبق

DtΨ(x, t, U) +DxΦ(x, t, U) ≡ ξ(x, t, U)R1[U ],

آورده ایم. دست به (1.2) جدول مطابق را پایستگی قوانین میپل افزار نرم کمک به فوق رابطه حل با

چگالی شار

−xux − u+ 1 xut

−tux − 2tx tut + u+ x2

t2 + x2 −2xt

−ux − t ut + x

−uux uut + t

xuxx + ux + tuxx −xutx − tutx − ux

−uux − 2xt− t2

2
uut + x2 + xt+ t2 + t3

دایم هري- معادله پایستگی قوانین :1 . 2 جدول
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نوتر قضیه کمک به پایستگی قوانین محاسبه 3 . 2
دستگاه هاي براي موضعی پایستگی قوانین یافتن براي نوتر) (قضیه خود مشهور الگوریتم 2 نوتر امی آمالی 1918 سال در
تغییراتی اصل دیفرانسیل معادلات دستگاه که زمانی .[95] نمود ارائه می پذیرند، را تغییراتی اصل که دیفرانسیلی معادلات
اویلر- معادلات را آنها که می دهد نتیجه را دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تغییراتی، اصل اکسترم هاي آنگاه می پذیرد، را
شارهاي آنگاه باشد، موجود تغییراتی اصل از نقطه اي تقارن یک اگر که داد نشان نوتر حالت این در می نامند. لاگرانژ
لاگرانژي) (چگالی لاگرانژي و نقطه اي تقارن از کوچک هایی بی نهایت شامل صریح فرمولی توسط موضعی پایستگی قانون

می آیند. دست به تغییراتی اصل از

-لاگرانژ اویلر معادلات 1 . 3 . 2
مشتق هاي و U = (U1(x), · · · , Um(x)) دلخواه تابع m و x = (x1, · · · , xn) مستقل متغیر n با J [u] تابعک

بگیرید: نظر در زیر صورت به را اند شده تعریف Ω دامنه روي که k مرتبۀ تا آنها

J [U ] =

∫
Ω
L[U ]dx =

∫
Ω
L(x,U, ∂U, · · · , ∂kU)dx, (22 . 2)

می نامند. کنش انتگرال یا تغییراتی اصل را J [U ] تابعک و لاگرانژي را L[U ] = L(x,U, ∂U, · · · , ∂kU) تابع
و خودش که است تابعی v(x) آن در که است U(x) → U(x) + εv(x) صورت به U از کوچک بینهایت تغییر
زیر صورت به L[U ] لاگرانژي در متناظر تغییر می شوند. صفر Ω دامنه از ∂Ω مرز روي بر k − 1 مرتبه از آن مشتقات

شد: خواهد

δL = L(x,U + εv, ∂U + ε∂v, · · · , ∂kU + ε∂kv)− L(x,U, ∂U, · · · , ∂kU)

= ε

(
∂L[U ]

∂Uσ
vσ +

∂L[U ]

∂Uσj
vσj + · · ·+ ∂L[U ]

∂Uσj1···jk
vσj1···jk

)
+O(ε2), (23 . 2)

که داد نشان می توان گیري انتگرال بار چندین با

δL = ε(vσEUσ(L[U ]) +DiW
i[U, v]) +O(ε2), (24 . 2)

می شود: ارائه زیر رابطه با W i[U, v] و است Uσ به نسبت اویلر-لاگرانژ عملگر EUσ که

W i[U, v] = vσ

(
∂L[U ]

∂Uσi
+ · · ·+ (−1)k−1Dj1 · · ·Djk−1

∂L[U ]

∂Uσij1···jk−1

)

+vσj1

(
∂L[U ]

∂Uσij1
+ · · ·+ (−1)k−2Dj2 · · ·Djk−1

∂L[U ]

∂Uσij1j2···jk−1

)

+ · · ·+ vσj1···jk−1

∂L[U ]

∂Uσij1j2···jk−1

. (25 . 2)

2Amalie Emmy Noether
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است: زیر صورت به J [U ] در متناظر تغییر دیورژانس، قضیه و (24 . 2) نمایش به بنا

δJ = J [U + εv]− J [U ] =

∫
Ω
δLdx

= ε

∫
Ω

(
vσEUσ(L[U ]) +DiW

i[U, v]
)
dx+O(ε2)

= ε

(∫
Ω
vσEUσ(L[U ])dx+

∫
∂Ω
W l[U, v]nldS

)
+O(ε2), (26 . 2)

یکه سوي برون نرمال بردار عنوان به n = (n1, · · · , nn) با Ω دامنه از ∂Ω مرز روي سطح انتگرال بیانگر
∫
∂Ω که

گفته قبلا طرفی از شود، صفر باید δJ از O(ε) جمله آنگاه باشد، J [U ] اکسترمم U = u(x) اگر بنابراین، است.
می شود صفر

∫
∂ΩW

l[U, v]nldS عبارت حتما پس می شوند صفر ∂Ω مرز روي مشتقاتش و خودش v تابع که شده
بنابراین: ∫و

Ω
vσEUσ(L[U ])dx = 0, (27 . 2)

باید u(x) آنگاه باشد، J [U ] اکسترمم U = u(x) اگر بنابراین، است. Ω دامنه روي شده تعریف دلخواه تابع v(x) که
کند: صدق زیر PDE دستگاه در

Euσ(L[U ]) =
∂L[U ]

∂uσ
+ · · ·+ (−1)kDj1 · · ·Djk

∂L[U ]

∂Uσj1···jk
= 0, σ = 1, · · · ,m, (28 . 2)

معادلات این در J [u] تغییراتی اصل از U = u(x) اکسترمم که می نامند اویلر-لاگرانژ معادلات را (28 . 2) معادلات
می شود. اثبات زیر قضیه بنابراین است. صادق

تغییراتی اصل اکسترمم U(x) = u(x) هموار تابع اگر .1 . 3 . 2 قضیه

J [U ] =

∫
Ω
L[U ]dx,

می کند. صدق (28 . 2) اویلر-لاگرانژ معادلات در u(x) آنگاه باشد، L[U ] = L(x,U, ∂U, · · · , ∂kU) با

نوتر قضیه از نوتر الگوریتم 2 . 3 . 2
این داد قرار الگوریتم این در نوتر که ضروري شرط پرداخت. خواهیم نوتر قضیه از نوتر الگوریتم بیان به بخش این در

نقطه اي تبدیلات از یک-پارامتري لی گروه تحت ،J [U ] تغییراتی اصل که است

(x∗)i = xi + εξi(x,U) +O(ε2), i = 1, · · · , n,

(U∗)µ = Uµ + εηα(x,U) +O(ε2), µ = 1, · · · ,m, (29 . 2)

کوچک بی نهایت مولد با

v =

n∑
i=1

ξi(x,U)
∂

∂xi
+

m∑
µ=1

ηµ(x,U)
∂

∂Uµ
, (30 . 2)
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اگر تنها و اگر است برقرار ناوردایی این و باشد ∫ناوردا
Ω∗
L[U∗]dx∗ =

∫
Ω
L[U ]dx,

از: عبارتست (29 . 2) تبدیل ژاکوبین است. (29 . 2) نقطه اي تبدیل تحت Ω تصویر Ω∗ از منظور آن در که

J = det(Di(x
∗)i) = 1 + εDiξ

i(x,U) +O(ε2), (31 . 2)

L[U∗] = eεv
(k)
L[U ] عبارت بنابراین است، تبدیلات از لی گروه (29 . 2) چون علاوه، به .dx∗ = Jdx صورت این در

از پارامتري یک لی گروه نوتر، الگوریتم در نتیجه در است. (30 . 2) کوچک بی نهایت -ام k مرتبه توسیع از جملاتی با
باشد: برقرار U(x) دلخواه تابع ازاي به زیر رابطه اگر تنها و اگر است J [U ] براي نقطه اي تقارن (29 . 2) نقطه اي ∫تبدیلات

Ω
(Jeεv

(k) − 1)L[U ]dx = ε

∫
Ω

(
L[U ](Diξ

i(x,U)) + v(k)L[U ]
)
dx+O(ε2). (32 . 2)

تقارن داراي J [U ] اگر بنابراین، می باشد. متناظر کوچک بینهایت مولد ام k مرتبه امتداد v(k) منظور فوق رابطه در
است: برقرار زیر اتحاد نتیجه در و شد خواهد صفر (32 . 2) در O(ε) جمله آنگاه باشد، (29 . 2) نقطه اي

L[U ]Diξ
i(x,U) + v(k)L[U ] ≡ 0. (33 . 2)

است: معادل زیر فرم به موضعی تبدیلات از خانواده اي با (29 . 2) نقطه اي تبدیلات از پارامتري یک لی گروه که می دانیم

(x∗)i = xi, i = 1, · · · , n,

(U∗)µ = Uµ + ε[ηµ(x,U)− Uµi ξ
i(x,U)] +O(ε2), µ = 1, · · · ,m, (34 . 2)

بیان زیر روابط u جاي به U جایگذاري با که v̂(k) یعنی متناظرش ام k مرتبه یافته امتداد کوچک بی نهایت مولد با
می شوند:

x̄i = xi, i = 1, · · · , p,

ūα = uα + ε
[
ηα(x, u)− uαi ξ

i(x, u)
]
+O(ε2), α = 1, · · · , q. (35 . 2)

و

ṽ =

q∑
α=1

[
ηα(x, u)−

p∑
i=1

uαi ξ
i(x, u)

] ∂

∂uα
. (36 . 2)

مؤلفه هاي داراي U(x) → U(x) + εv(x) کوچک بی نهایت تغییر ،(34 . 2) تبدیل تحت

vµ(x) = η̂µ[U ] = ηµ(x, U)− Uµi ξ
i(x,U),

که می شود نتیجه (34 . 2) از گروهی خواص بنابر بعلاوه، می باشند. (34 . 2) تبدیل از جملاتی با

δL = εv̂(k)L[U ] +O(ε2). (37 . 2)
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است: برقرار زیر رابطه ∫بنابراین
Ω
δLdx = ε

∫
Ω
v̂(k)L[U ]dx+O(ε2). (38 . 2)

داریم ، vµ(x) = η̂µ[U ] = ηµ(x,U)− Uµi ξ
i(x,U) با (24 . 2) و (37 . 2) روابط مقایسه از بعد

v̂(k)L[U ] ≡ η̂µEUµ(L[U ]) +DiW
i[U, η̂µ[U ]], (39 . 2)

می شود. بیان (25 . 2) رابطه توسط W i[U, η̂µ[U ]] آن در که

نقطه اي تبدیلات از پارامتري یک گروه از کوچک بی نهایت مولد -ام k امتدادمرتبه v(k) کنید فرض [25] .1 . 3 . 2 لم
اگر باشد. (34 . 2) آن معادل پارامتري یک تبدیلات از کوچک بی نهایت مولد -ام k مرتبه امتداد v̂(k) و (29 . 2)

F (U) = F (x,U, ∂U, · · · , ∂kU),

است برقرار زیر اتحاد آنگاه باشد، دلخواهی تابع

v(k)F [U ] + F [U ]Diξ
i(x, U) ≡ v̂(k)F [U ] +Di(F [U ]ξi(x,U)). (40 . 2)

می شود. نتیجه زیر قضیه آمد، بالا در آنچه بنابر

دستگاه یعنی باشد، شده نتیجه تغییراتی اصل از (1 . 2) ،R(x, u) دستگاه کنید فرض نوتر). (قضیه .2 . 3 . 2 قضیه
اکسترمم u(x) یعنی آن جواب هاي که باشد (27 . 2) اویلر-لاگرانژ معادلات از مجموعه اي مفروض، PDE

U(x) = u(x),

(29 . 2) نقطه اي تبدیلات از پارامتري یک لی گروه کنید فرض و باشد L[U ] لاگرانژي با (22 . 2) J [U ] تغییراتی اصل
شده تعریف (25 . 2) رابطۀ توسط v(x) و U(x) دلخواه توابع براي W i[U, u] همچنین و باشد J [U ] از نقطه اي تقارن

اینصورت در باشد.
می باشد: برقرار زیر رابطه U(x) دلخواه توابع ازاي به (1)

η̂µ[U ]EUµ(L[U ]) ≡ −Di

(
ξi(x,U)L[U ] +W i[U, η̂µ[U ]]

)
, (41 . 2)

است. (27 . 2) اویلر-لاگرانژ دستگاه از تابعی ضرایب از مجموعه اي {η̂µ[U ]}mµ=1 یعنی
است: برقرار زیر پایستگی قانون ،(25 . 2) اویلر-لاگرانژ معادلات دستگاه از u = θ(x) دلخواه جواب هر ازاي به (2)

Di

(
ξi(x, u)L[u] +W i[u, η̂[u]]

)
= 0. (42 . 2)

رابطه می شود، نتیجه (33 . 2) اتحاد از صورت این در ،F [U ] = L[U ] دهیم قرار (40 . 2) اتحاد در است کافی برهان.

v̂(k)L[U ] +Di(L[U ]ξ(x,U)) ≡ 0, (43 . 2)

آنگاه دهید، قرار را مساویش (40 . 2) رابطۀ از v̂(k)L[U ] جاي به (43 . 2) رابطۀ در است. برقرار U(x) دلخواه تابع براي
(41 . 2) رابطۀ چپ سمت آنگاه باشد، (27 . 2) اویلر-لاگرانژ دستگاه جواب U(x) = u(x) اگر می شود. حاصل (41 . 2)

می آید. دست به (42 . 2) پایستگی قانون و می شود صفر
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نوتر قضیه تعمیم 3 . 3 . 2
قضیه .[21] داد تعمیم بالاتر، مرتبه تبدیلات از حاصل پایستگی قوانین یافتن براي را نوتر قضیه ي 3 بویر ،1967 سال در
قوانین از دسته آن سهولت به بتوان که می آورد فراهم را امکان این نوتر، قضیه در شده ذکر ناوردایی تعمیم شرط با بویر

کرد. محاسبه می شوند، ایجاد بالاتر مراتب تبدیلات تحت ناوردایی از که را پایستگی

کنید فرض .1 . 3 . 2 تعریف

v̂ =

m∑
µ=1

η̂µ(x,U, ∂U, · · · , ∂sU)
∂

∂Uµ
, (44 . 2)

می شود: تعریف زیر صورت به که باشد، v̂(∞) امتداد با بالاتر مرتبه موضعی تبدیلات کوچک بی نهایت مولد

v̂(∞) = η̂µ
∂

∂uµ
+ η̂

(1)µ
i

∂

∂uµi
+ · · ·+ η̂(p)µ

∂

∂uµi1,··· ,ip
+ · · · , (45 . 2)

آن در که

η̂
(1)µ
i = Diη̂

µ, η̂
(p)µ
i1,··· ,ip = Dip η̂

(p−1)µ
i1,··· ,ip−1

,

µ = 1, · · · ,m, i, ij = 1, · · · , n, p = 2, 3, · · · (46 . 2)

می باشد، J [U ] از موضعی تقارن یک فوق تبدیل صورت این در .η̂µ[U ] = η̂µ(x,U, ∂U, · · · , ∂sU) که کنید فرض
فرم به توابع از دلخواه مجموعه یک ازاي به اگر تنها و اگر

Ai[U ] = Ai(x,U, ∂U, · · · , ∂rU), i = 1, · · · , n.

باشد: برقرار زیر رابطه

v̂(∞)L[U ] ≡ DiA
i[U ]. (47 . 2)

می شود. گفته J [U ] تغییراتی تقارن یک باشد، J [U ] موضعی تقارن یک که موضعی تبدیل هر به .2 . 3 . 2 تعریف

.[25] می گردد نتیجه دیورژانس ها ساختن پوچ بر مبنی اویلر عملگرهاي خاصیت یک از زیر قضیه

بینهایت مولد با موضعی تقارن یک ،(44 . 2) کوچک بینهایت مولد با J [U ] نظیر تغییراتی تقارن یک .3 . 3 . 2 قضیه
می دهد. نتیجه را (27 . 2) متناظر اویلر-لاگرانژ دستگاه از X̂ = η̂µ(x, u, ∂u, · · · , ∂su) ∂

∂uµ
کوچک

تغییراتی اصل یک از زیر صورت به ،PDE دستگاه که کنید فرض [25] نوتر). قضیه از بویر (تعمیم .4 . 3 . 2 قضیه
باشد: گرفته نشات

Rσ[u] = Rσ(x, u, ∂u, · · · , ∂ku) = 0 σ = 1, · · · , N. (48 . 2)

یعنی u(x) توابع بطوریکه باشد، (28 . 2) اویلر-لاگرانژ معادلات از مجموعه اي فوق دستگاه که کنید فرض دیگر، عبارت به
که کنید فرض می باشند. L [U ] متناظر لاگرانژین با ، J [U ] تغییراتی اصل از U(x) = u(x) اکسترمم آن، جواب هاي

3T. H. Boyer
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W l[U, u] که کنید فرض همچنین باشد. J [U ] از نقطه اي تقارن یک (29 . 2) نقطه اي تبدیلات از پارامتري یک لی گروه
داریم: اینصورت، در شود. تعریف (25 . 2) رابطه توسط v(x) و U(x) دلخواه توابع ازاي به

می باشد: برقرار زیر رابطه ،U(x) دلخواه توابع ازاي به (1)

η̂µ[U ]EUµ(L [U ]) ≡ Di

(
Ai[U ]−W i[U, η̂µ[U ]]

)
, (49 . 2)

می باشد. (27 . 2) اویلر-لاگرانژ دستگاه براي تابعی ضرایب از مجموعه  یک {η̂µ[U ]}mµ=1 دیگر، عبارتی به
می باشد: برقرار زیر پایستگی قانون ،(27 . 2) لاگرانژ اویلر دستگاه از u = θ(x) دلخواه جواب هر ازاي به (2)

Di

(
W i[U, η̂µ[u]]−Ai[u]

)
= 0, (50 . 2)

می توان را پایستگی قانون همان آنگاه آید، بدست نوتر فرمول بندي طریق از پایستگی قانون یک اگر [25] .5 . 3 . 2 قضیه
گرفت. نتیجه نیز بویر فرمول بندي طریق از

می گیریم: نظر در را می شوند بیان زیر صورت به که 4 ماکسول معادلات .1 . 3 . 2 مثال

Bt + Ez = 0,

Dt +Bz = 0, (51 . 2)

D = E +
E2σ+1

2σ + 1
+ P,

Ptt + P − αE = 0.

میدان P و جریان D مغناطیسی، میدان B الکتریکی، میدان E که می باشند وابسته متغیرهاي E,B,D, P آن در که
α, σ و می باشند مکان متغیر و زمان متغیر ترتیب به که می باشند وابسته متغیرهاي z و t و می باشد (قطبش) قطبی

می باشند. ثابت اعداد
طوریکه به مغناطیسی پتانسیل و الکتریکی پتانسیل عنوان به F و ϕ معرفی با

E = ϕz, B = Fz, (52 . 2)

بنابراین و می شود تبدیل (E + Ft)z = 0 صورت به (51 . 2) اول معادله صورت این در

B = Fz, E = −Ft, (53 . 2)

به می توان را (51 . 2) دستگاه لذا و می باشند F حسب بر E الکتریکی میدان و B مغناطیسی میدان براي نمایش هایی
نوشت: زیر صورت به معادله دو با دستگاهی صورت

∂

∂t

(
− Ft −

F 2σ+1
t

2σ + 1
+ P

)
+ Fzz = 0,

Ptt + P + αFt = 0.

(54 . 2)

4Maxwell
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می باشد: زیر صورت به لاگرانژي، و تغییراتی اصل داراي معادله این

J [U ] =

∫ ∞

−∞
dz

∫ ∞

−∞
dtL, (55 . 2)

L[U ] =
1

2
F 2
t +

F 2σ+2
t

(2σ + 1)(2σ + 2)
− 1

2
F 2
z +

P 2
t − P 2

2α
− FtP. (56 . 2)

مولدهاي با فوق دستگاه تقارن هاي

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂z
,

v3 = z
∂

∂F
, v4 =

∂

∂F
, (57 . 2)

می آوریم: دست به زیر صورت به را نوتر روش از آمده دست به پایستگی قانون v1 تقارن براي اکنون می شوند. تولید

▶ v1 =
∂

∂t
=⇒


η̂F = ηF − ξsuαs = 0− 1× Ft − 0× Fz = −Ft,

η̂P = ηP − ξsuαs = 0− 1× Pt − 0× Pz = −Pt.

می باشند. ηP و ηF همان ها vα که شود توجه می پردازیم. W z و W t محاسبه به حال

W t = (−Ft)
(
∂L

∂Ft

)
+ (−Pt)

( ∂L
∂Pt

)
= −Ft

(
Ft +

F 2σ+1(2σ + 2)

(2σ + 2)(2σ + 1)
− P

)
− Pt

Pt
α

= −Ft
(
Ft +

F 2σ+1

2σ + 1
− P

)
− P 2

t

α
,

W z = (−Ft)
(
∂L

∂Fz

)
+ (−Pt)

(
∂L

∂Pz

)
= FtFz.

می پردازیم: مربوطه برداري میدان به مربوط فلاکس و شار یافتن به بویر قضیه کمک با اکنون

Dt

(
W t[U, η̂] + ξtL

)
+Dz

(
W z[U, η̂] + ξzL

)
= 0, (58 . 2)

داریم v1 =
∂
∂t برداري میدان به توجه با

▶ v1 =
∂

∂t
=⇒ ξt = 1, ξz = 0 =⇒


W t + ξtL = E2

2 − B2

2 + E2σ+2

2σ+2 − P 2
t −P 2

2α ,

W z + ξzL = −FtFz = EB.

می شود: بیان زیر صورت به حالت این براي پایستگی قانون نتیجه در

Dt

(E2

2
− B2

2
+
E2σ+2

2σ + 2
− P 2

t − P 2

2α

)
+Dz

(
EB

)
= 0. (59 . 2)

می باشد. 5 پوآنتینگ) (قضیه الکترومغناطیس انرژي پایستگی قانون همان (59 . 2) پایستگی قانون
می گیریم: نظر در را v2 برداري میدان اکنون

▶ v2 =
∂

∂z
=⇒


η̂F = −Fz η̂P = −Pz,

W t = B
(
E + E2σ+1

2σ+1 + P
)
− PzPt

α ,

W z = B2.

5Poynting
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می باشد. 6 تکانه پایستگی قانون همان که می آید، دست به زیر صورت به حالت این در پایستگی قانون بنابراین

Dz

(
E2 +B2

2
+

E2σ+2

(2σ + 1)(2σ + 2)
+
P 2
t − P 2

2α
+ EP

)
+

Dt

(
BE +

BE2σ+1

2σ + 1
+BP − PzPt

α

)
= 0. (60 . 2)

می گیریم: نظر در را v3 برداري میدان ادامه در

▶ v3 = z
∂

∂F
=⇒


η̂F = z η̂P = 0,

Dt

(
zE + zE2σ+1

2σ+1 + zP
)
+Dz

(
zB − F

)
= 0.

نمایش زیر صورت به خلاصه طور به را آن پایستگی قوانین می توان که می گیریم نظر در را v4 برداري میدان پایان در
داد.

▶ v4 =
∂

∂F
=⇒


η̂F = 1 η̂P = 0,

Dt

(
E + E2σ+1

2σ+1 + P
)
+Dz

(
B
)
= 0.

هرمان-پل روش الگوریتم 4 . 2
اواخر در که هستیم روشی بیان پی در اکنون شد، بیان پایستگی قوانین محاسبه براي تاکنون که روش هایی دنبال به
یافتن براي هرمان-پل الگوریتم .[65 ،64] کردند ارائه پایستگی قوانین یافتن 8 پل داگلاس و 7 هرمان ویلی 2009 سال

است: زیر شرح به موضعی پایستگی قوانین

نمی توان نباشد، فراهم امکان این اگر و بنویسیم تکاملی صورت به را نظر مورد PDE باید ابتدا روش این در .1
متغیر عنوان به را t که معناست این به تکاملی فرم به نمایش که است ذکر به لازم کرد. استفاده روش این از
قرار بتواند تنها شکل به معادله از سمت یک در باید t به نسبت u وابسته متغیر مشتق و بگیریم نظر در تکاملی

گیرد.

اویلر عملگر اثر که مساله این از و کرد حذف معادله از را ut جملات توان می است تکاملی فرم به معادله چون .2
برسیم. نامعین ضرایب از خطی دستگاه به تا نمود استفاده دارد صفر با برابر حاصلی مانده، باقی دقیق عبارت بر

شوند. می محاسبه شده گرفته نظر در ضرایب دستگاه، این حل با

می کنیم. محاسبه را متناظر شارهاي ضرایب آن با و می آوریم دست به را ضرایبی هموتوپی عملگر از استفاده با .3

شوند. می محاسبه آمده بدست شارهاي و چگالی با متناظر پایستگی قوانین .4

مؤلفه دو با است، برداري عملگر بعدي، دو هوموتوپی عملگر .1 . 4 . 2 )تعریف
Hx
u(x,t)(f),H

t
u(x,t)(f)

)
, (61 . 2)

6momentum
7Willy Hereman

8Douglas Poole
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می شوند: بیان زیر روابط با آن مولفه هاي که

Hx
u(x,t)(f) =

∫ 1

0

q∑
j=1

Ixuj (f)[λu]
dλ

λ
,

Ht
u(x,t)(f) =

∫ 1

0

q∑
j=1

Ituj (f)[λu]
dλ

λ
, (62 . 2)

از عبارتند It
uj(x,t)

(f) و Ix
uj(x,t)

(f) انتگرال زیر توابع و

Ixuj (f) =

Mj
1∑

k1=1

Mj
2∑

k2=0

[
k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

Bxuj
xi1 ti2

(−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2

]
∂f

∂uj
xk1 tk2

,

Ituj (f) =

Mj
1∑

k1=0

Mj
2∑

k2=1

[
k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

Btuj
xi1 ti2

(−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1

]
∂f

∂uj
xk1 tk2

, (63 . 2)

از عبارتند ترکیبیاتی ضرایب باشند. می t و x به، نسبت u در f مشتقات ترتیب به M j
2 و M j

1 که

Bx = B(i1, i2, k1, k2) =

(
i1+i2
i1

)(
k1+k2−i1−i2−1

k1−i1−1

)(
k1+k2
k1

) , (64 . 2)

Bt = B(i1, i2, k1, k2) =

(
i1+i2
i2

)(
k1+k2−i1−i2−1

k2−i2−1

)(
k1+k2
k2

) . (65 . 2)

مولفه اي سه برداري میدان که نمود تعریف را بعدي، سه هوموتوپی عملگر می توان ترتیب همین به .2 . 4 . 2 تعریف
)می باشد:

Ht
u(t,x,z)f,H

x
u(t,x,x)f,H

z
u(t,x,x)f

)
, (66 . 2)

است زیر فرم به x مؤلفه آن در که

Hx
u(t,x,z)(f) =

∫ 1

0

 q∑
j=1

Ixuj (f)

 [λu]
dλ

λ
, (67 . 2)

از است عبارت Ix
uj(t,x,z)

(f) انتگرال زیر تابع می شوند. تعریف مشابه طور به نیز z و t مؤلفه هاي و

Ixuj (f) =

Mj
1∑

k1=1

Mj
2∑

k2=0

Mj
3∑

k3=0

[
k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

k3∑
i3=0

Bxuj
xi1 ti2zi3

(−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2(−Dz)
k3−i3

]
∂f

∂uj
xk1 tk2zk3

. (68 . 2)

صورت به فوق رابطه در ترکیبیاتی ضریب

Bx =

(
i1+i2+i3

i1

)(
i2+i3
i2

)(
k1+k2+k3−i1−i2−i3−1

k1−i1−1

)(
k2+k3−i2−i3

k2−i2

)(
k1+k2+k3

k1

)(
k2+k3
k2

) , (69 . 2)

هستند. تعریف قابل Bz و Bt ، Iz
uj
f ، It

uj
f مشابه طور به می شود. تعریف
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را مستقیم روش الگوریتم، این کمک به که هستیم این دنبال به اکنون شد. بیان هرمان-پل روش الگوریتم اینجا به تا
به که داریم تابعی ضرایب یافتن به نیاز مستقیم؛ روش بخش در نماییم. سازي بهینه را کردیم بیان فصل ابتداي در که
فاکتورهاي این ویژگی کرد. استفاده منظور این براي نیز میپل افزار نرم از می توان که می آید، بدست (16 . 2) رابطه کمک
تابعی ضرایب در که مشتقاتی مرتبه با می شوند ظاهر انتگرال فاکتورهاي در که مشتقاتی مرتبه که است این انتگرال
مرتبه تا را نظر مورد مشتقات مرتبه کافیست تابعی، ضرایب گرفتن نظر در هنگام بنابراین است. یکسان می شوند ظاهر
محاسبه به انتگرال گیري کمک به که مستقیم روش از سوم مرحله در سپس بگیریم. نظر در انتگرال فاکتورهاي مشتقات
از استفاده با می توان است دشوار معادلات از بعضی در (16 . 2) رابطه حل و انتگرال گیري که آنجایی از می پرداختیم، شارها
نویسی باز زیر صورت به را مستقیم روش الگوریتم شد، بیان که تغییراتی با بیابیم. را چگالی ها و شارها هوموتوپی عملگر

می کنیم:

فرم به آن در ضرایبی جستجوي به می بایست R(x, u) دیفرانسیل معادلات دستگاه براي .1

{Λσ (x,U, . . . , ∂rU)}lσ=1,

بپردازید.

نرم کمک به نظر مورد مرتبه کردن مشخص با را دستگاه انتگرال فاکتورهاي است کافی  ها Λσ یافتن منظور به .2
نماییم. محاسبه میپل افزار

نماییم. استفاده Φi[u] تابعی ضرایب با متناظر شارهاي یافتن براي هوموتوپی عملگر از .3

هاي جواب تمام براي DiΦ
i (x, u, . . . , ∂ru) = 0 قانون پایستگی یک تابعی، ضریب و شار هر نهایت، در .4

می دهد. نتیجه را u(x)

روش در که طور همان بگیرید. نظر در را F [x, u] = ut − u3uxxx = 0 فرم به دایم هري معادله .1 . 4 . 2 مثال
می باشند: زیر صورت به دایم هري معادله براي ضرایب است، آمده مستقیم

Λ1 =
1

u3
,

Λ2 =
1

u2
,

Λ3 =
x

u3
,

Λ4 =
x2

2u3
,

جلوگیري جهت به ادامه در آورد. بدست هرمان-پل روش از استفاده با را پایستگی قوانین می توان Λi هر با متناظر که
ضریب با متناظر پایستگی قوانین محاسبات، شدن طولانی از

Λ1 =
1

u3
, (70 . 2)

ضریب از حاصلضربی صورت به را f ابتدا می شود. اجتناب می باشند، مشابه که موارد سایر آوردن از و می آوریم دست به را
صورت به F معادله در Λ1

f = Λ1.F [x, u] = (
1

u3
)(ut − u3uxxx), (71 . 2)
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است عبارت معادله این براي (63 . 2) رابطه باشد. می و1 3 ترتیب به t و x به نسبت مشتق مرتبه بیشترین می نویسیم.
از:

Itu(f) =

3∑
k1=0

1∑
k2=1

[
k1∑
i1=0

k2−1∑
i2=0

Btuxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1

]
∂f

∂uxk1 tk2
.

داشت: خواهیم بگیریم، نظر در k2 = 1 و k1 = 0 رابطه این در اگر

Itu(f) =

[
0∑

i1=0

0∑
i2=0

Btu(−Dx)
0−i1(−Dt)

0−i2

]
∂f

∂ut
=

1

u2
,

از نیز را Ixu(f) تابع می توان ادامه در شد. خواهند صفر (k1 = و3 k1 = و2 k1 = 1) با k2 = 1 حالت هاي سایر
می آید. بدست زیر رابطه

Ixu(f) =

3∑
k1=1

1∑
k2=0

[
k1−1∑
i1=0

k2∑
i2=0

Bxuxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2

]
∂f

∂uxk1 tk2
, (72 . 2)

است: زیر صورت به دارد وجود ها ki براي که حالت هایی کلیه

k1 = 1, k2 = 0 ⇒ Ix1 =

[
0∑

i1=0

0∑
i2=0

Bxu(−Dx)
0(−Dt)

0

]
∂f

∂ux
= 0,

k1 = 1, k2 = 1 ⇒ Ix2 =

[
0∑

i1=0

1∑
i2=0

Bxuu
xi1 ti2

(−Dx)
i1(−Dt)

i2

]
∂f

∂uxt
= 0,

k1 = 2, k2 = 0 ⇒ Ix3 =

[
1∑

i1=0

0∑
i2=0

Bxuu
xi1 ti2

(−Dx)
1−i1(−Dt)

−i2

]
∂f

∂uxx
= 0,

k1 = 2, k2 = 1 ⇒ Ix4 =

[
1∑

i1=0

1∑
i2=0

Bxuu
xi1 ti2

(−Dx)
1−i1(−Dt)

1−i2

]
∂f

∂uxxt
= 0,

k1 = 3, k2 = 0 ⇒ Ix5 =

[
2∑

i1=0

0∑
i2=0

Bxuu
xi1 ti2

(−Dx)
2−i1(−Dt)

−i2

]
∂f

∂uxxx
= −uxx,

: است آمده زیر در تفصیل به k1 = 3, k2 = 0 ازاي به شده انجام محاسبات نمونه براي که

Bx = و1 ∂f
∂uxxx

= −1


i1 = 0, i2 = 0 ⇒ Ix = 1u(−Dx)

2(−Dt)
0(−1) = 0,

i1 = 1, i2 = 0 ⇒ Ix = 1uxx(−Dx)
1(−Dt)

0(−1) = 0,

i1 = 2, i2 = 0 ⇒ Ix = 1uxx(−Dx)
0(−Dt)

0(−1) = −uxx,

صورت به انتگرال تحت تابع از x مؤلفه بنابراین

Ix(f) = −uxx,

می آید: دست به زیر صورت به ،Λ1 ضریب با متناظر شده تولید شار لذا بود. خواهد

ϕxu(x,t)(f) =

∫ 1

0
(Ix(f))[λu]

dλ

λ
= −λuxx

∣∣∣1
0
= −uxx,

ψtu(x,t)(f) =

∫ 1

0
(It(f))[λu]

dλ

λ
=

−1

2λ2u2

∣∣∣1
0
=

−1

2u2
,
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است: زیر شرح به Λ1 ازاي به پایستگی قوانین لذا

Dt

(−1

2u2

)
+Dx

(
− uxx

)
= Λ1F ≡ 0. (73 . 2)

خلاصه (2 . 2) جدول در را آن نتایج که کرد محاسبه را نیز Λ4 و Λ3 و Λ2 ضرایب با متناظر می توان مشابه طریق به
کرده ایم.

Λi Ix I t ψti ϕxi

Λ1 =
1
u3

−uxx 1
u2

ψt1 =
−1
2u2

ϕx1 = −uxx
Λ2 =

1
u2

−2uuxx + u2x
1
u

ψt2 =
−1
u

ϕx2 = 1
2
u2x − uuxx

Λ3 =
x
u3

ux − xuxx
x
u2

ψt3 =
−x
2u2

ϕx3 = ux − xuxx

Λ4 =
x2

2u3
−u+ xux − x2

2
uxx

x2

2u2
ψt4 =

−x2
4u2

ϕx4 = −u+ xux − x2

2
uxx

هرمان-پل روش از استفاده با Λi ضرایب با متناظر شارهاي و چگالی :2 . 2 جدول

ابراگیموف روش 5 . 2
لاگرانژي سپس و داد ارائه خطی غیر دیفرانسیل معادلات براي الحاقی معادله از را جدیدي تعریف [49] مقاله در ابراگیموف
دیفرانسیل معادلات پایستگی قوانین توانست طریق این از و آورد دست به را غیرخطی) یا (خطی معادله هر براي فرمال
شبه خودالحاق، اکیداً همچون مفاهیمی معرفی به نیاز ادامه در منظور این به کند. محاسبه کلاسیک لاگرانژي بدون را

هستیم. غیرخطی خودالحاق نهایت در و خودالحاق
و u = (u1, · · · , um) وابسته متغیر m و x = (x1, · · · , xn) مستقل متغیر n با دیفرانسیل معادلات دستگاه

بگیرید: نظر در زیر فرم به را u(1), · · · , u(k) صورت به ام، k مرتبه تا وابسته متغیرهاي مشتقات

Rα[U ] = Rα
(
x, u, ∂u, · · · , ∂ku

)
= 0, α = 1, · · · ,m. (74 . 2)

v = (v1, · · · , vm) آن در که می کنیم تعریف زیر صورت به را (74 . 2) دستگاه براي قراردادي لاگرانژي .1 . 5 . 2 تعریف
هستند. جدید وابسته متغیرهاي

L =
m∑
β=1

vβRβ
(
x, u, ∂u, . . . , ∂ku

)
, (75 . 2)

کرد. بیان را الحاقی معادلات می توان قراردادي لاگرانژین تعریف با

صورت به (74 . 2) دستگاه براي الحاقی معادلات .2 . 5 . 2 تعریف

(Rα)∗
(
x, u, v, ∂u, . . . , ∂ku, ∂kv

)
=

δL

δuα
= 0, (76 . 2)



69 ابراگیموف روش

رابطه از که است لاگرانژ اویلر عملگر همان δ
δuα که شرط این با می شود تعریف

δ

δuα
=

∂

∂uα
+

∞∑
s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂uαi1···is
, α = 1, · · ·m, (77 . 2)

دادیم. نمایش EUj نماد با را لاگرانژ اویلر عملگر مستقیم روش الگوریتم در البته می آید، دست به

می باشند: کامل مشتق هاي همان ها Di که داد نمایش زیر صورت به می توان را (76 . 2) رابطه شده باز فرم

δ(vβRβ)

δuα
=
∂(vβRβ)

∂uα
−Di

(∂(vβRβ)
∂uαi

)
+DiDk

(∂(vβRβ)
∂uαik

)
+ · · · .

روي (76 . 2) الحاقی دستگاه هرگاه گویند غیرخطی خودالحاق را (74 . 2) دیفرانسیل معادلات دستگاه .3 . 5 . 2 تعریف
زیر رابطه یعنی کند. صدق α = 1, · · · ,m ازاي به vα = ϕα(x, u) جایگذاري با (74 . 2) دستگاه جواب هاي همه

باشد: برقرار

(Rα)∗
(
x, u, v, . . . , u(s), v(s)

)
= λβαR

β, (78 . 2)

مشتقات نیز v(1), v(2), · · · , v(s) و می باشند λβα = λβα(x, u, · · · , ∂su) فرم به توابعی λβα ضرایب فوق رابطه در
می باشند. v به نسبت کامل

از آمده دست به الحاقی معادله هرگاه (2 . 74)؛ دیفرانسیل معادلات دستگاه براي خودالحاقی تعریف در .4 . 5 . 2 تعریف
خودالحاق اکیداً را (74 . 2) دستگاه صورت این در شود، λضریب یک با معادله خود به تبدیل u = v جایگذاري با (76 . 2)

می نامیم.

جایگذاري با هرگاه گویند خودالحاق شبه را (74 . 2) دیفرانسیل معادلات دستگاه فوق تعریف در .5 . 5 . 2 تعریف

v = φ(u),

باشد: برقرار زیر رابطه φ′(u) ̸= 0 شرط با

R∗
α

(
x, u, φ(u), . . . , u(s), φ(s)(u)

)
= λβαR

β. (79 . 2)

می باشد؛ φ در خودالحاق شبه و خودالحاقی اصلی تفاوت که می شود نتیجه چنین این (79 . 2) و (78 . 2) مقایسه با
به u وابسته متغیر بر علاوه φ غیرخطی خودالحاقی در ولی است وابسته u به تنها φ خودالحاقی شبه در طوریکه به

می باشد. وابسته نیز x مستقل متغیر

بگیرید: نظر در را زیر PDE معادله .1 . 5 . 2 مثال

F = µ(u)
(
ut − f(u)

∂nu

∂xn

)
. (80 . 2)

لاگرانژي ابتدا که است صورت این به کار روال .[51] نماییم مشخص را معادله این خودالحاقی نوع داریم قصد اکنون
می کنیم: تعیین را معادله این براي قراردادي

L = vµ(u)
(
ut − f(u)

∂nu

∂xn

)
.
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صورت به معادله این براي نیز اویلر-لاگرانژ عملگر

δ

δu
=

∂

∂u
−Dt

∂

∂ut
+ (−1)nDn

x

∂

∂u
(n)
x

,

بود: خواهد زیر صورت به الحاق معادله بنابراین می شود. تعریف

δL

δu
= −Dt[µ(u)v]−Dn

x [µ(u)f(u)v] + vµ′(u)ut − v[µ(u)f(u)]′un,

= −µ(u)ut − uu(n)(f(u)µ(u))
′ + (−1)nDn

x(uµ(u)f(u)),

معادله u به v تبدیل با وضوح به اکنون باشد، µ(u) = 1
f(u) صورت به u حسب بر است تابعی که µ(u) اگر حال

(78 . 2) رابطه در و است الحاق خود اکیداً معادله یک (80 . 2) معادله پس شد. خواهد تبدیل اولیه معادله همان به الحاقی
می باشد. −1 با برابر λ

می گیریم: نظر در را زیر خطی غیر معادله .2 . 5 . 2 مثال

ut = ∇
(
k(u)∇u

)
. (81 . 2)

داریم: پایه ریاضیات در اینکه به توجه با

∇u =
(
ux1 , ux2 , · · · , uxn

)
,

∇u.∇u =
(
u2x1 + · · ·+ u2xn

)
,

∆u =
(
ux1x1 + · · ·+ uxnxn

)
,

می باشد: زیر صورت به معادله این شده باز فرم بنابراین

ut = ∇k(u).∇u+ k(u)∆u = k′(u)
(
u2x1 + · · ·+ u2xn

)
+ k(u)

(
ux1x1 + · · ·+ uxnxn

)
.

از: است عبارت معادله این براي قراردادي لاگرانژي

L = vF = vk′(u)
(
u2x1 + · · ·+ u2xn

)
+ vk(u)

(
ux1x1 + · · ·+ uxnxn

)
− vut.

:[51] است زیر صورت به معادله براي الحاقی معادله که دید خواهیم لاگرانژي این بر اویلر-لاگرانژ عملگر اعمال با

F ∗ =
δL

δu
= k′′vu2x1 + · · ·+ k′′vu2xn + vk′ux1x1 + · · ·+ vk′uxnxn −Dx1(2vk

′ux1)

− · · · −Dxn(2vk
′uxn) +Dx1x1(vk) + · · ·+Dxnxn(vk)

= vt + k(∆v),

در با اکنون نیست. الحاق خود اکیداً معادله این پس شد نخواهد تبدیل (81 . 2) معادله به u به v تبدیل با وضوح به که
داریم: v = φ(t, x1, · · · , xn, u) گرفتن نظر

F ∗ = φt + φuut + kφx1x1 + 2kφux1ux1 + kφuuu
2
x1 + kφuux1x1 + · · ·

+kφxnxn + 2φuxnuxn + φuuu
2
xn + φuuxnxn
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= λut − λkux1x1 − · · · − λkuxnxn − λk′u2x1 − · · · − λk′u2xn . (82 . 2)

داشت: خواهیم · · · و ux1x1 و ut یعنی u به نسبت مشتقات ضرایب گرفتن نظر در با ادامه در

φu = 0, φt = 0, ∆φ = 0. (83 . 2)

الحاقی خود شبه (81 . 2) معادله لذا و φ = φ(x1, · · · , xn) یعنی x1, · · · , xn حسب بر است تابعی φ نتیجه در
می باشد.

خطی غیر دوم مرتبه معادله .3 . 5 . 2 مثال

C(ψ)ψt = [K(ψ)ψx]x + [K(ψ)(ψz − 1)]z − S(ψ), (84 . 2)

خاك، سطح رطوبت نشان دهنده ترتیب به S(ψ) و C(ψ) ، ψ بگیرید. نظر در را می شود شناخته آبیاري معادله به که
معادله به توجه با گویند. هیدرولیکی هدایت اصطلاحا K(ψ) به و می باشند آب منبع و آب ظرفیت

S′(ψ) = aC(ψ), (85 . 2)

می باشد: زیر صورت به (84 . 2) معادله شده داده بسط فرم می باشد، دلخواه ثابت a آن در که

F ≡ K ′ψ2
x +Kψxx +K ′ψ2

z +Kψzz −K ′ψz − S − Cψt = 0,

از: است عبارت آن الحاقی معادله و

F ∗ ≡ C(vt − av) +K(vxx + vzz) +K ′vz. (86 . 2)

لازم مشتقات و v = φ(t, x, ψ) جایگذاري با

vt = φt + φψψt,

vx = φx + φψψx,

vxx = φxx + 2φxψψx + φψψψ
2
x + φψψxx,

vzz = φzz + 2φzψψz + φψψ + ψ2
z + φψψzz,

طبق می باشند، ناصفر S(ψ) و K(ψ), C(ψ) توابع و F = 0 که آنجایی از و F ∗ = λF که شرط این به توجه با
داشت: خواهیم (86 . 2) رابطه

vz = 0,

vxx = 0, (87 . 2)

vt − av = 0.

می گیریم نتیجه (87 . 2) ابتدایی معادله دو از

v = p(t)x+ q(t), (88 . 2)
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داشت: خواهیم (87 . 2) معادله سومین در (88 . 2) جایگذاري با

[p′(t)− ap(t)]x+ q′(t)− aq(t) = 0.

می رسیم: زیر معادلات به فوق دستگاه حل از

p′(t)− ap(t) = 0, q′(t)− aq(t) = 0,

نتیجه در

p(t) = bat, q(t) = lat,

جایگذاري با و (85 . 2) شرط با آبیاري معادله لذا و می باشند دلخواه ثوابت b, l آنکه شرط به

v = (bx+ l)eat,

است. صادق خطی غیر الحاق خود شرط در

خطی غیر الحاق خود معادله یک ،(74 . 2) دیفرانسیل معادلات دستگاه که کنیم فرض ابراگیموف) (قضیه .1 . 5 . 2 قضیه
زیر فرم به پایستگی قانون می توان دستگاه بالاتر مراتب و برخوردي نقطه اي، تقارن هاي از یک هر با صورت این در باشد.

i = 1, · · · , n مستقل متغیرهاي تعداد به

Di

(
Ci
)
= 0,

می آیند: بدست زیر رابطه از Ci مؤلفه هاي که کرد تولید را

Ci = ξiL+W σ

[
∂L

∂uσi
−Dj

(
∂L

∂uσij

)
+DjDk

(
∂L

∂uσijk

)
− . . .

]
(89 . 2)

+Dj (W
σ)

[
∂L

∂uσij
−Dk

(
∂L

∂uσijk

)
+ . . .

]
+DjDk (W

σ)

[
∂L

∂uσijk
− . . .

]
+ . . . ,

.L = vβ∆β و W σ = ησ − ξjuσj آن در که طوریکه به

تغییرات اصول از که دیفرانسیل معادلات تقارن هاي با پایستگی قوانین به وابسته نوتر، قضیه که می شویم یادآور برهان.
اتحاد دارد. وجود آن اثبات براي نیز دیگر روش اما است. شده اثبات تغییرات حساب کمک با ابتداً می شود، نتیجه
در را است شده استفاده نوتر قضیه اثبات ساده سازي جهت [66] در و است شده ثابت [110] در که زیر نوتر عملگري

بگیرید: نظر

v +Di(ξ
i) =Wα δ

δuα
+DiN

i. (90 . 2)

صورت به کوچک بی نهایت مولد v اتحاد این در

v = ξi
∂

∂xi
+ ηα

∂

∂uα
+ ζαi

∂

∂uαi
+ ζαi1i2

∂

∂uαi1i2
+ · · · , (91 . 2)
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می شوند: محاسبه زیر صورت به امتداد فرمول با آن ضرایب که است

ζαi = Di(W
α) + ξjuαij , ζαi1i2 = Di1Di2(W

α) + ξjuαji1i2 . (92 . 2)

می شود: داده زیر رابطۀ با Ni عملگر همچنین و بوده اویلر-لاگرانژ عملگر δ

δuα
،(90 . 2) رابطه در

Ni = ξi +Wα δ

δuαi
+

∞∑
s=1

Di1 · · ·Djs(W
α)

δ

δuαii1···is
, i = 1, · · · , n. (93 . 2)

داریم: اویلر-لاگرانژ عملگر خاصیت طبق
δL

δuα
= 0, α = 1, · · · ,m. (94 . 2)

تغییرات انتگرال نیز و می شود پذیرفته تقارن عنوان به (94 . 2) معادله توسط (91 . 2) مولد کنیم فرض نیز ∫و
L(x, u, u(1), · · · )dx,

است: شده اثبات زیر تساوي [66] در اساس این بر می ماند، باقی ناوردا v مولد با تبدیلات گروه تحت

v(L) +Di(ξ
i)L = 0. (95 . 2)

که: صورت این به کنیم، اعمال L روي را (90 . 2) رابطۀ سوي دو اگر بنابراین،

v(L) +Di(ξ
i)L =Wα δL

δuα
+Di[N

i(L)],

مؤلفه هاي با بردار که دید خواهیم ،(95 . 2) و (94 . 2) گرفتن درنظر با

Ci = Ni(L), 1 = 1, · · · , n, (96 . 2)

پایستگی قانون معادلۀ در

Di(C
i)
∣∣
(94 . 2) = 0, (97 . 2)

خواهیم لاگرانژي در درگیر مشتق هاي به محدود فقط را (93 . 2) عملگر پایستگی، قوانین محاسبۀ هنگام در می کند. صدق
می کند. کامل را برهان این و شد خواهند محاسبه (90 . 2) رابطۀ از ها Ci و کرد

معادلات دستگاه براي که آن جایی از .1 . 5 . 2 ملاحظه

Rα[U ] = Rα
(
x, u, ∂u, · · · , ∂ku

)
= 0, α = 1, · · · ,m,

قانون یک جز چیزي ξiL لذا می شود، تعریف L = vβRβ
(
x, u, ∂u, . . . , ∂ku

)
, صورت به قراردادي لاگرانژي

کرد. بازنویسی می توان زیر صورت به را (89 . 2) رابطه بنابراین و نمی باشد بدیهی پایستگی

Ci =W σ

[
∂L

∂uσi
−Dj

(
∂L

∂uσij

)
+DjDk

(
∂L

∂uσijk

)
− . . .

]
(98 . 2)

+Dj (W
σ)

[
∂L

∂uσij
−Dk

(
∂L

∂uσijk

)
+ . . .

]
+DjDk (W

σ)

[
∂L

∂uσijk
− . . .

]
+ . . . .
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می گیریم نظر در را می شود تعریف زیر صورت به که را آبیاري معادله دیگر بار .4 . 5 . 2 مثال

C(ψ)ψt = [K(ψ)ψx]x + [K(ψ)(ψz − 1)]z − S(ψ), (99 . 2)

صورت به معادله این براي قراردادي لاگرانژي

L = v (C(ψ)ψt − [K(ψ)ψx]x − [K(ψ)(ψz − 1)]z + S(ψ)) , (100 . 2)

از: است عبارت آن براي الحاقی معادله و است

F ∗ ≡ C(ψ)(vt − av) +K(ψ)(vxx + vzz) +K ′(ψ)vz. (101 . 2)

v = (bx+ l)eat ضریب با الحاق خود خطی غیر معادله یک معادله این دریافتیم قبل فصل در محاسبات انجام با که
منظور این براي کنیم. محاسبه معادله این براي را پایستگی قوانین می خواهیم اکنون می باشند. ثابت اعداد b, l که است
از مشتقاتی شامل (100 . 2) قراردادي لاگرانژین می گیریم. نظر در را z = x3 و x = x2, t = x1 متغیر تغییر ابتدا

می گیریم: نظر در زیر صورت به را (98 . 2) شدة ساده حالت بنابراین نمی باشند، دو از بیشتر مرتبه

Ci =W

[
∂L

∂ψi
−Dj

(
∂L

∂ψij

)]
+Dj (W )

[
∂L

∂ψij

]
. (102 . 2)

از: عبارتند v متغیر مقدار همچنین و لاگرانژین مختلف مشتقات جایگذاري با معادله بقاي قوانین نتیجه در

C1 = −WC(ψ)eat,

C2 = [WK ′(ψ)ψx +Dx(W )K(ψ)]eat, (103 . 2)

C3 = [WK ′(ψ)(ψz − 1) +Dz(W )K(ψ)]eat,

تقارن هاي از برخی لذا نمی باشد، z و t, x مستقل متغیرهاي شامل صحیح عبارت طور به آبیاري معادله که آنجایی از
می باشند: زیر صورت به معادله

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 =

∂

∂z
. (104 . 2)

از است عبارت مولد این مشخصه می گیریم. نظر در را v1 =
∂
∂t مولد اختصار منظور به ادامه در

W = −ψt, (105 . 2)

داشت خواهیم (103 . 2) در (105 . 2) جایگذاري با

C1 = C(ψ)ψte
at,

C2 = −[K ′(ψ)ψtψx +K(ψ)ψtx]e
at, (106 . 2)

C3 = −[K ′(ψ)ψt(ψz − 1) +K(ψ)ψtz]e
at,

کرد. محاسبه را پایستگی قوانین نیز مولدها سایر براي می توان ترتیب همین به
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پایستگی قوانین محاسبه در شده بیان روش هاي بین مقایسه 6 . 2
دستگاه هاي PDE تعداد اولاً که است این نوتر روش محدودیت هاي از می کنیم. آغاز نوتر روش با را روش ها بین مقایسه
تقارن ها کل بین از ثالثاً باشیم، داشته لاگرانژي براي صریحی فرمول ثانیاً باشد، یکسان وابسته متغیرهاي تعداد با باید

کرد. مشخص را تغییراتی تقارن هاي باید
محاسبه براي روش این در که است این مستقیم روش مزایاي از می باشد. مسائل این تمام از فارغ مستقیم روش اما
R(x,U) دستگاه است بهتر عمل در البته و می باشد استفاده قابل PDE دستگاه هاي از وسیعی طیف پایستگی قوانین
هر مشتق مرتبه بیشترین به نسبت دستگاه یعنی این و باشد کوالسکی کوشی- فرم به xj مانند مستقلی متغیر به نسبت

یعنی: باشد، حل قابل xj به نسبت وابسته متغیر
∂sνuν

∂(xj)sν
= Gν(x, u, ∂u, · · · , ∂ru), 1 ≤ sν ≤ r, ν = 1, · · · , q. (107 . 2)

داراي می شوند، ظاهر فوق دستگاه هاي PDE از یک هر راست سمت در که xj به نسبت مشتق هاي همه آن در که
است این بپذیرد را کوشی-کوالسکی فرم دستگاهی که این فایده باشند. چپ سمت مشتق هاي به نسبت کمتري مرتبه
مراحل طی از بعد لذا و می باشند بدیهی غیر دهد، می نتیجه مستقیم روش از که موضعی پایستگی قوانین تمام که
زیر صورت به که تلگراف معادله مطلب این بهتر درك براي .[9] رسید نخواهیم بدیهی پایستگی قوانین به حل، طولانی

می گیریم: نظر در را می شود بیان

R1[u, v] = vt − (u2 + 1)ux − u = 0,

R2[u, v] = ut − vx = 0, (108 . 2)

است. شده بیان آن پایستگی قوانین [25] در مشروح طور به که است کوشی-کوالسکی فرم به فوق دستگاه
جدیدي مفهوم تعریف با ابراگیموف نیست. موجود نوتر روش محدودیت هاي از بسیاري هم ابراگیموف روش در
معادلات دستگاه هر براي روش این کرد. برطرف را دیفرانسیل معادلات براي لاگرانژي یافتن دشوارتري لاگرانژي، براي

می شود. گرفته کار به باشد برابر اش وابسته متغیرهاي تعداد با معادلاتش تعداد که دیفرانسیل
نیز آن محاسبه طرفی از و باشد ناصفر مقداري داراي باید v متغیر که دارد وجود محدودیت این ابراگیموف روش در
خطی غیر خودالحاقی دیفرانسیل معادله صورت این در شود، صفر برابر آمده دست به v اگر و باشد دشواري کار می تواند

کرد. استفاده روش این از نمی توان و نمی باشد

افزار نرم کمک با مستقیم روش به پایستگی قوانین محاسبه 7 . 2
براي را آن محاسباتی کد اکنون شد، بیان مستقیم روش به پایستگی قوانین محاسبه دستی روش دوم بخش ابتداي در

می کنیم. بیان را ut = uxx حرارت معادله

with(DifferentialGeometry) :

with(Tools) :

with(JetCalculus) :
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DGsetup([x, t], [u], M, 3) : PDE := u[2]− u[1, 1];

DE := DifferentialEquationData([PDE], [u[2]]) :

DE1 := Prolong(DE, 2) :

iota := Transformation(DE1) :

alias(M = M(x, t, u[])) :

EulerLagrange(M ∗ PDE) :

op(%) : Pullback(iota,%) : expand(%) :

sys :={coeffs(%, [u[1], u[1, 1], u[1, 1, 1]])};

pdsolve(sys);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− 1 ∗ PDE :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])};

pdsolve(%);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− u[] ∗ PDE : expand(%) :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])};

pdsolve(%);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− (t ∗ u[]− x) ∗ PDE :

expand(%) :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])};

pdsolve(%);
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انتگرال عامل 1 . 7 . 2
براي هم و مستقیم روش پایستگی قوانین محاسبه براي می تواند هم که را انتگرال عامل آوردن دست به مراحل ادامه در

می کنیم: بیان را باشد مفید هرمان-پل روش محاسبه

with(PDEtools) :

U := difftable(u(t, x)) :

declare(U[]) :

pde[1] := U[t]− U[]3 ∗ U[x, x, x] = 0 :

mu[alpha] := IntegratingFactors(pde[1]) :

IntegratingFactors(pde[1], order = 0) :

IntegratingFactors(pde[1], order = 1) :

IntegratingFactors(pde[1], order = 2) :

J[polynomial] := ConservedCurrents(pde[1], type = polynomial, split = false,

order = 0) :

J[polynomial] := ConservedCurrents(pde[1], type = polynomial, split = false,

order = 1) :

J[polynomial] := ConservedCurrents(pde[1], type = polynomial, split = false,

order = 2) :

یادداشت
یافتن براي می باشد. PDE معادلات براي پایستگی قوانین ساختن براي موثر روشی فصل این در شده بیان نتایج
اعمال لاگرانژي روي بر را شد ارائه فصل این در که نوتر عملگرهاي کافیست تقارن ها از استفاده با پایستگی مولفه هاي
پایستگی قوانین محاسبه براي ابراگیموف و پل هرمان مستقیم، روش هاي بررسی به فصل ادامه در همچنین کنیم.

نماید. مراجعه [44 ،42 ،31 ،26] منابع به بیشتر مطالعه براي می تواند محترم خواننده پرداختیم.





٣ فصل

و کسري محاسبات تاریخچه ي بر مروري
اولیه مقدمات و تعاریف

مقدمه 1 . 3
هفدهم قرن پایان به کسري حسابان ایده گفت می توان دارد. قدمت سال 300 از بیش که است موضوعی کسري حسابان
آن در که آنجا از بود. شده ابداع 2 نیوتون و 1 لایبنیتس توسط کلاسیک حسابان تازه که زمانی در یعنی برمی گردد،
هوپیتال فرانسوي ریاضیدان (1695) سپتامبر 30 در بود نامه عمدتاً دانشمندان بین اطلاعات تبادل متداول روش زمان
منجر موضوع این ” نوشت: او به پاسخ در لایبنیتس می شود. جویا لایبنیتس از یادداشتی در را 1

2 مرتبه مشتق معناي 3

.[108] آمد” خواهد دست به مفیدي نتایج بعدها اما می شود، تناقض به
کسري حسابان به بعدها که کرد معرفی ریاضیات از بخشی پیدایش براي شروعی می توان را نامه این حال هر در

شد. معرفی 21 قرن حساب عنوان به اخیر سال هاي در و شناخته
غیر و مستقیم طور به را موضوع این زیادي ریاضیدانان بعد به آن از شد باعث لایبنیتس توسط شده طرح سوال
دیفرانسیلی، عملگر مطالعه با (1772) سال در او کرد. اشاره 4 لاگرانژ به می توان آن ها از جمله از که کنند، دنبال مستقیم
در 6 لارنت (1814) سال در و 5 لاپلاس (1812) سال در است. پرداخته کسري حسابان به مستقیم غیر طور به
دلخواه مرتبه از مشتق مفهوم اولین 7 لاکوریکس (1819) سال در اینکه تا پرداختند کسري حسابان به خود بررسی هاي

1Gottfried Wilhelm Leibniz
2Sir Isaac Newton
3Guillaume Antoine Hopital

4Joseph-Louis Lagrange
5Pierre-Simon Laplace
6Paul Matthieu Hermann

Laurent
7Sylvestre François Lacroix
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معمولی مشتق فرمول تعمیم با و y = xm,m ∈ N تابع از شروع با را
dny

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n.

نوشت: زیر صورت به را فوق رابطه تعمیم گاما تابع کمک با همچنین او داد، قرار توجه مورد
dny

dxn
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n.

رابطه او ادامه در

d
1
2 y

dx
1
2

=
2
√
x√
π
.

عملگرهاي (1822) سال در عمرش پایانی سال هاي در 8 فوریه .[57] برد کار به y = x تابع از 1
2 مرتبه مشتق براي را

کرد: معرفی زیر صورت به f(x) انتگرالی تابع نمایش با را کسري

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(u)du

∫ +∞

−∞
cos(t(x− u))dt,

dn

dxn
f(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
f(u)du

∫ +∞

−∞
tncos(t(x− u) +

1

2
nπ)dt.

صورت به انتگرالی معادله از 9 آبل (1823) سال در

k(x) =

∫ x

0
(x− t)αf(t)dt, (1 . 3)

مسئله بود. داده رخ است برخوردار زیادي اهمیت از فیزیک در که همزمانی مسئله در انتگرال این که کرد استفاده
به لغزش حال در ذره رسیدن براي لازم زمان طوریکه به می باشد (x, y) صفحه در منحنی یک تعیین شامل همزمانی

باشد. منحنی روي بر (x0, y0) شروع نقطه از مستقل زمین، گرانشی جاذبه تحت نقطه پایین ترین
توسعه راستاي در مهمی نقش ولی نپرداخت کسري مشتق تعریف به مستقیم صورت به تحقیقاتش در آبل چند هر
بعدها که کرد حل را معادله اي ناآگاهانه طور به (1 . 3) معادله حل با آبل واقع در است. داشته کسري دیفرانسیل حساب
توسط مقالاتی (1837) تا (1832) سال هاي طول در می باشد. 1 − α مرتبه از کسري انتگرال همان گردید مشخص
نام کسري انتگرال و مشتق تئوري خالق اصلی ترین عنوان به او شد سبب مقالات این انتشار که گردید منتشر 10 لیوویل
است: زیر صورت به حاصل می دانیم که همانطور کرد. شروع eax تابع ام m مرتبه صحیح مشتق مفهوم با لیوویل گیرد.

Dmeax = ameax.

را تعمیم همین و کرد استفاده دلخواه مرتبه مشتق به صحیح مشتق تعمیم عنوان به Dαeax = aαeax از ابتداً لیوویل
صورت به دلخواه حالت در را آن مشتق و برد کار به f(x) =∑∞

n=0 cne
anx سري براي

Dαf(x) =

∞∑
n=0

cna
α
ne
anx,

تعریف این ضعف نقاط از ولی داد ارائه لیوویل که بود کسري مشتق عملگر از تعریف نخستین تعریف این کرد. تعریف
شد. مطرح آن در نیز سري ها همگرایی بحث بلکه نبود جامع تنها نه تعریف این که کرد اشاره مطلب این به می توان
8Joseph Fourier
9Niels Henrik Abel

10Joseph Liouville
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انتگرال کمک به گرفت. کار به را x−a, a > 0 فرم از توابعی او که بود این گرفت پیش در لیوویل که روشی دومین
داد: نشان xu = t متغیر تغییر و I =

∫∞
0 ua−1e−xudu

x−a =
1

Γ(a)
I,

برد: کار به x−a تابع مشتق براي را زیر تعریف لیوویل

Dαx−a =
(−1)αΓ(a+ α)

Γ(a)
x−a−α.

مشتق تا می شود سبب Γ(0) = ∞ تعریف دلیل به بود. لیوویل کسري مشتق از تعریف دومین واقع در که تعریف این
تعریف این کمک به بود، α از خاصی مقادیر به مربوط فقط که اول تعریف برخلاف همچنین باشد صفر برابر ثابت توابع از
کلاسی هر براي نیز را تعریف این نمی توان اول تعریف همچون ولی کرد بیان را ،مشتق α مختلف مقادیر براي می توان

گرفت. کار به مسائل از پاره اي براي را تعاریف این لیوویل وجود این با گرفت. کار به معادلات از
گفته به شد. منتشر مرگش از پس سال ها که نوشت را مقاله اي بود دانشجو حالیکه در 1847 سال در 11 ریمن
از کسري انتگرال تعریف او است. کرده بیان لیوویل دوم تعریف تاثیر تحت را کسري اش تعریف ریمن محققان از برخی

کرد: پیشنهاد زیر صورت به را f(x) مفروض تابع از α مرتبه

D−αf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−1f(t)dt+ ψ(x). (2 . 3)

ψ(x) نامعلوم تابع وجود دلیل به نیز ریمن کسري مشتق است نبوده ایراد و سختی بدون ریاضیات توسعه که آنجایی از
را لیوویل و ریمن توسط آمده دست به نتایج 13 لتنیکوف و 12 گرونوالد بگیرد. قرار استفاده مورد می توانست سخت
نام همین با همچنان امروزه که کردند معرفی ریمن-لیوویل نام به را مشتقی و انتگرال نهایت در و کرده یکسان سازي
انتگرال و مشتق از متعددي تعاریف کسري حسابان از مختلفی کاربردهاي پیدایش و زمان گذشت با می رود. کار به
تلاش هاي (1970) تا (1900) بین سال هاي در بیستم قرن در شد. بیان بودند فیزیکی مدل هاي با متناسب که کسري
فرمول بازنویسی با کرد سعی معاصر ریاضیدان 14 کاپوتو زمان گذشت با گرفت. صورت مختلف دانشمندان توسط زیادي

می شود. شناخته نام همین با نیز امروزه که نماید معرفی را جدیدي مشتق ریمن-لیوویل
زمینه در را تلاش هایی ریاضیدانان سایر و 20 پادلبنی و 19 کیلباس، 18 اولدهام، 17 اسپانیر، 16 لتنیکوف ، 15 مارچاد

.[111 ،109] دادند انجام کسري حسابان تعمیم و تعریف

کسري حسابان از کاربردي 2 . 3
نظري جنبه ابتداً ، کلاسیک مفاهیم برخلاف کسري انتگرال و مشتق است، شده بیان تاریخچه بخش در که همان طور
مماس خط شیب از کلاسیک مشتق مفهوم دیگر، عبارت به شد. یافته آنها براي کاربردهایی سپس و شد پایه گذاري آنها
به ابتدا کسري مشتق اما شد. منجر ریاضی تعریف یک به نهایت در و شروع فیزیک در سرعت مفهوم یا و هندسه در

11Bernhard Riemann
12Anton Karl Grünwald
13Aleksey Vasilievich

Letnikov

14Michele Caputo
15André Marchaud
16Aleksey Letnikov
17Jerome Spanier

18Keith Oldham
19Anatoly A. Kilbas
20Igor Podlubny
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هوك قانون براساس فنر شدن کشیده پیشبینی :1 . 3 شکل

بیستم قرن نیمه تا و یافت گسترش ریاضی محض تعریف یک عنوان به و شد مطرح معمولی مشتق از تعمیم یک صورت
کرد. پیدا رشد حدي تا کسري حسابان

1920 سال در اینکه تا بود. ناشناخته سالها تا کسري عملگرهاي مفهوم براي ملموس  کاربرد تلاش ها این وجود با
تاثیر با مواد رفتار به توجه مساله حل کلید .[36] داد نشان مواد از زیادي دسته در را کسري عملگر کاربرد 21 ناتینگ
براي سنتی روش است. بوده نیوتن جمله از دانشمندان توجه مورد همواره که است مساله اي این البته بود، آنها بر فشار
بررسی اینجا در می خواهیم ما که رفتاري می باشد. نیوتن قانون و هوك قانون از گرفتن کمک سوال این به پاسخگویی
مایع کنیم، بررسی می خواهیم که ماده اي اگر می باشند. زمان از تابعی دو هر که است تنش و کشش بین رابطه کنیم

می شود: بیان زیر صورت به مواد این در تنش و کشش بین ارتباط درباره نیوتن قانون باشد

σ(t) = ηD1ϵ(t), (3 . 3)

و کشش میزان دهنده نشان ترتیب به ϵ(t) و σ(t) و می باشد آزمایش مورد مایع چسبندگی میزان η ثابت آن در که
که است ذکر به لازم است. اول مرتبه مشتق عملگر همان D1 و می باشند زمان حسب بر جسم بر شده اعمال فشار
را آب می توان نمونه براي که می نامند نیوتنی سیالات می کنند تبعیت فشار و تنش هنگام در نیوتن قانون از که مایعاتی

کرد. ذکر
با و شود ایجاد ماده در تسلیم نقطه از قبل تا تنش اگر یعنی باشد ارتجاع قابل جامد بررسی مورد ماده اگر ادامه در
است، مشهور تسلیم تنش به که بیشینه و نهایی مقداري از تنش اگر ولی گردد باز خود اولیه حالت به ماده آن، برداشتن
صورت این در نمی گردد. باز خود اولیه حالت به ماده دیگر تنش، برداشتن با و شده دائم شکل تغییر دچار ماده رود، فراتر

از: است عبارت که می کند تبعیت هوك قانون از تنش و کشش بین رابطه

σ(t) = ED0ϵ(t), (4 . 3)

رابطه دادن نشان جهت به صرفا که می باشد همانی عملگر D0 و می باشد ماده ارتجاع قابلیت ضریب E ثابت آن در که
است. شده داده نمایش هوك قانون از تصویري (2 . 3) شکل در است. شده جایگذاري نیوتن قانون و هوك قانون بین

خطی رابطه آن بر وارد بار با ماده یک طول تغییر می دهد نشان که است تقریبی هوك قانون گفت می توان واقع در
می کنند. پیروي قانون این از خوبی تقریب با باشد کمتر آن ها کشسانی حد از نیرو که زمانی تا مواد از بسیاري دارد.
قانون شده ساده دارند. نام هوکی» «مواد یا خطی کشسان مواد باشد، مناسبی تقریب آن ها براي هوك قانون که موادي
زیاد هوك قانون از انحراف شکل، تغییر میزان افزایش با ولی دارد. مستقیم رابطه تنش با کرنش که می دارد بیان هوك

21Perley Nutting
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کاربرد کامل طور به قانون این خطی، کشسان دامنه از ماده شدن خارج با زیاد شکل هاي تغییر در طوري که به  می شود
میله طول گرفت، نظر در خطی فنر یک مانند می توان را کشسان ماده یک جنس از میله یک می دهد. دست از را خود
خطی نسبت آن بر وارد σ کششی تنش با خطی صورت به آن (کرنش) میله طول افزایش است. A آن مقطع سطح و L

می نامند. (E (الاستیسیته ماده ارتجاع قابلیت ضریب را خطی نسبت این وارون و دارد. ثابت

صورت به خلاصه حالت در t ∈ [0, T ] براي ϵ(t) = t میزان به خطی تنشی براي را نیوتن و هوك قانون می توان
داد: نمایش زیر

ψk =
σ(t)

ϵ(t)
tk, (5 . 3)

قانون با k = 1 حالت و ارتجاع قابل جامد مواد براي هوك قانون با k = 0 حالت لذا و ψ1 = η و ψ0 = E آن در که
می کند. مطابقت چسبنده مایعات براي نیوتن

مواد از دسته اي با مشاهداتشان در فلزات و شیشه ها بازیابی براي طرح هایی راستاي در پژوهشگران بیستم قرن در
اصطلاحاً را مواد این دارند، را جامد و خالص مایع بین رفتاري تنش و کشش با رابطه در آن ها عملکرد که شدند آشنا
در ویسکوالاستیک مواد هم باز آن  کاربردهاي و پلیمري شده سنتز مواد ظهور با آن از بعد می نامند. ویسکوالاستیک مواد
مواد این رفتارهاي به توجه حساس، تجهیزات و وسایل طراحی در جهت همین به و گرفت قرار توجه مورد بشر زندگی
همراه مولکول ها بازآرایش با و مولکولی بعد در که است خاصیتی ویسکوالاستیسیته مشخص، به طور دارد. خاصی جایگاه
زیادي آزمایش هاي و اندازه گیري ها نیازمند مواد ویسکوالاستیک رفتارهاي بر کامل احاطه و تسلط کلی، به طور است.

می کند: تبعیت زیر معادله از فشار و تنش بین رابطه که داد نشان مشاهداتش در ناتینگ است.

σ(t) = νDkϵ(t), (6 . 3)

که است ذکر به لازم دارد. شهرت ناتینگ قانون به رابطه این .k ∈ (0, 1) و است ویسکوالاستیک مواد ثابت ν آن در که
است شده پرداخته آنها به اخیر دهه هاي در که کسري حسابان کاربردهاي دیگر از دارد. بستگی ماده خواص به k و ν
اشاره [12] گفتار سیگنال هاي مدل سازي و [35] تصویر پردازش ،[103] مالاریا بیماري انتقال مدل طراحی به می توان
کسري مرتبه از جزئی مشتقات از استفاده با جمعیت، زیستی مدل  یک همکارانش و محی الدین (2016) سال در کرد.
در را ارزشمندي پیش بینی هاي توانستند جمعیت، تغییرات دینامیک روش هاي درك با واقع در و دادند قرار مطالعه مورد

.[84] دهند انجام جمعیتی مدل

براي محترم خواننده می پردازد، کسري حسابان کاربرد به که است مقالاتی از کمی بسیار تعداد تنها فوق موارد
نماید. مراجعه [117 ،107 ،52 ،11] منابع به می تواند بیشتر اطلاعات

کسري حسابان در پرکاربرد توابع 3 . 3
مشاهده براي می پردازیم. دارند، را کسري حسابان در مهمی نقش که نیاز مورد اولیه توابع از برخی بیان به فصل این در

کرد. مراجعه [105] مرجع به می توان زمینه این در بیشتر اطلاعات
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گاما تابع
(حتی n دلخواه عدد هر براي n! مفهوم بسط تابع این گفت می توان Γ(z) گاما تابع تعریف در بیان ساده ترین عنوان به

است: زیر انتگرال صورت به تابع این تعریف فرم رایج ترین می کند. بیان را باشد) مختلط n اگر

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt, (7 . 3)

می باشد. همگرا Re(z) مختلط صفحه راست نیمه در که
کرد: بیان زیر صورت به گاما تابع براي را زیر حدي نمایش اویلر

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n)
, Re(z) > 0.

است: زیر شرح به گاما تابع خواص از برخی

Γ(z + 1) =

∫ ∞

0
e−ttzdt = zΓ(z), z ∈ C\{0,−1,−2, · · · }, (1)

Γ(n) = (n− 1)! n ∈ N, (2)

Γ(z) =
Γ(z +m)

z(z + 1)(z + 2) · · · (z +m− 1)
, z ̸= 0,−1,−2, · · · , (3)

Γ(z)Γ(z − 1) =
π

sin(πz)
, z ̸= 0,±1,±2, · · · , (4)

Γ(−z) = −π csc(πz)
Γ(z + 1)

. (5)

است. شده داده  نشان گاما تابع از تصویري (3 . 3) شکل در

بتا تابع
زیر صورت به و است مناسب تر گاما تابع از خاصی ترکیب جاي به که است انتگرالی تابع یک گاما تابع همانند نیز بتا تابع

می شود: تعریف

β(z, w) =

∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1dt, Re(z) > 0, Re(w) > 0. (8 . 3)

:[105] است زیر صورت به گاما تابع و بتا تابع بین رابطه .1 . 3 . 3 لم

β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, z, w ∈ C.

است: چنین بتا تابع خواص از برخی

β(x, y) = β(y, x), (1)
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گاما تابع :2 . 3 شکل

β(x, y + 1) =
y

x
β(x+ 1, y) =

y

x+ y
β(x, y), (2)

β(x, y)β(x+ y, z) = β(y, z)β(y + z, x) = β(z, x)β(z + x, y) =
Γ(x)Γ(y)Γ(z)

Γ(x+ y + z)
, (3)

β(
x

z
, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− tz)y−1dt, z > 0. (4)

از چهارم خاصیت در است کافی مثال عنوان به آورد. بدست گاما تابع براي مهمی روابط می توان بتا تابع تعریف کمک به
برسیم: زیر رابطه به تا دهیم قرار را z = 1

2 گاما، تابع

Γ(
1

2
) =

√
π, (9 . 3)

میتاگ-لفلر تابع
حالت دو در تابع این شد. نام گذاري او نام به و تعریف سوئدي دان ریاضی 22 میتاگ-لفلر مگنس توسط میتاگ-لفلر تابع
معرفی 23 آگاروال توسط بار اولین پارامتري دو حالت البته (که می شود تعریف زیر صورت به پارامتري دو و پارامتري تک

شد.):

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(1 + kα)
, Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α, β > 0, z ∈ C, (10 . 3)

دیفرانسیل معادلات تئوري در ez نمایی تابع می گیرند. قرار استفاده مورد کسري دیفرانسیل معادلات تحلیلی حل در که
تابع از تعمیمی لفلر میتاگ- تابع که داد نشان می توان α = β = 1 گرفتن نظر در با که می کند، ایفا را مهمی نقش

22Magnus Mittag - Leffler 23Deepak Aggarwal
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بود: خواهد cosh(
√
z) با برابر میتاگ-لفلر تابع باشد α = 2 که حالتی در و می باشد نمایی

E1(z) = ez, E2(z) = cosh(
√
z). (11 . 3)

دو تابع می کنید. ملاحظه z ∈ R و α = 1, 1/5, 2, 5 مقادیر ازاي به را متغیره یک لفلر میتاگ- تابع (3 . 3) نمودار در
شود، گرفته نظر در β = 1 که زمانی و می باشد میتاگ-لفلر پارامتري تک تابع از تعمیمی واقع در میتاگ-لفلر پارامتري

داشت: خواهیم را زیر رابطه

Eα,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (z ∈ C, Re(α) > 0). (12 . 3)

برقرارند: زیر عبارت هاي خاص حالت در میتاگ-لفلر تابع تعریف به توجه با

E1,1(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez,

E2,2(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

sinh(z)

z
,

E1,2(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2)
=

∞∑
k=0

zk

(k + 1)!
=

1

z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)!
=
ez − 1

z
,

E2,2(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(2k + 2)
=

∞∑
k=0

zk

(2k + 1)!
= sinh(

√
z),

E2,1(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=

∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z),

می باشد: زیر صورت به میتاگ-لفلر تابع معمولی ∫انتگرال z

0
Eα,β(λt

α)tβ−1dt = zβEα,β+1(λz
α), (β > 0). (13 . 3)

مختلف: توابع از انتگرال گیري در میتاگ-لفلر تابع کاربردهاي از مثال هایی

1

Γ(α)

∫ z

0
(z − t)α−1eλtdt = zαE1,α+1(λz), (α > 0).

1

Γ(α)

∫ z

0
(z − t)α−1 cosh(

√
λt)dt = zαE2,α+1(λz

2), (α > 0).

1

Γ(α)

∫ z

0
(z − t)α−1 sinh(

√
λt)√

λt
dt = zα+1E2,α+2(λz

2), (α > 0).

می شود: تعریف زیر صورت به میتاگ-لفلر تابع از مشتق

Dγ [tβ−1Eα,β(at
α)] = tβ−γ−1Eα,β−γ(at

α), (14 . 3)

Dα[Eα(at
α)] = aEα(at

α). (15 . 3)

از: است عبارت α > 0 مرتبه از میتاگ-لفلر تابع از لاپلاس تبدیل

L {Eα(atα)} =
sα−1

sα − a
, s > |a|1/α. (16 . 3)
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z ∈ R و α = 1, 1/5, 2, 5 براي لفلر میتاگ- تابع نمودار :3 . 3 شکل

داریم نمایی تابع بسط سري از استفاده با s > a براي حقیقت در
1

s− α
=

∫ ∞

0
e−steatdt =

∞∑
k=0

ak

k!

∫ ∞

0
e−sttkdt =

∞∑
k=0

ak

k!

k!

sk+1
=

∞∑
k=0

ak

sk+1
.

داریم: نیز میتاگ-لفلر تابع براي مشابه طور به

L {Eα(atα)} =

∞∑
k=0

ak

Γ(αk + 1)

∫ ∞

0
e−sttαkdt =

∞∑
k=0

ak

Γ(αk + 1)

Γ(αk + 1)

sαk+1

=

∞∑
k=0

ak

sαk+1
= sα−1

∞∑
k=0

ak

(sα)k+1
=

sα−1

sα − a
.

بود: خواهد زیر شکل به tαk+β−1E
(k)
α,β(±at

α) تابع از لاپلاس تبدیل شد، بیان آنچه به توجه با

L{tαk+β−1E
(k)
α,β(±at

α)} =

∫ ∞

0
tαk+β−1e−stE

(k)
α,β(±at

α)dt

=
k!sα−β

(sα ∓ a)k+1
, s > |a|1/α, (17 . 3)

است. -ام k مرتبه مشتق E(k)
α,β(z) =

dk

dzk
Eα,β(z) از منظور که

کوشی انتگرال 4 . 3
اما است، بوده مختلط صفحه در واقع مراتب به مشتق توسعه جهت در کسري حسابان پیدایش علل ابتدایی ترین از یکی
کسري حسابان در مفاهیم مهمترین از یکی و است کسري حساب تاریخ از دیگر دوره اي آغازگر 24 کوشی گفت می توان

است. کوشی انتگرال فرمول از تعمیمی واقع در می باشد، کسري انتگرال مفهوم که
فرمول به که زیر انتگرالی فرمول صورت این در باشد، انتگرال پذیر (a, b) متناهی بازه هر در f(τ) تابع کنیم فرض

:[116] می شود بیان زیر صورت به است معروف کوشی انتگرال

f (−n)(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ, n ∈ N, t ∈ (a, b). (18 . 3)

24Augustin-Louis Cauchy
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کرد: بازنویسی زیر صورت به را کوشی انتگرال می توان گاما تابع کمک به

f (−n)(t) =
1

Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ, n ∈ N, t ∈ (a, b). (19 . 3)

راست و چپ کسري انتگرال هاي ترتیب به Re(α) > 0 که α مختلط عدد هر جانشینی با تا شد ایده اي کوشی انتگرال
:[74] شوند تعریف زیر صورت به می شوند، شناخته ریمن-لیوویل انتگرال هاي به که

aI
α
t f(t) :=

1

Γ(α)

∫ t

a
f(τ)(t− τ)α−1dτ, t > a,

tI
α
b f(t) :=

1

Γ(α)

∫ b

t
f(τ)(t− τ)α−1dτ, t < b.

و لیوویل توسط آمده دست به نتایج یکسان سازي با لتنیکوف و گرونوالد شد بیان مقدمه در که همانطور ترتیب همین به
کردند: بیان زیر صورت به Re(α) > 0 که α > 0 ازاي به را راست و چپ ریمن-لیوویل کسري مشتقات ریمن

(aD
α
t f)(t) =

d

dt

n

(aI
n−α
t f)(t)

=
1

Γ(n− α)

d

dt

n ∫ t

a
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ, t > a, n = [R] + 1,

(tD
α
b f)(t) = − d

dt

n

(tI
n−α
b f)(t)

=
1

Γ(n− α)
− d

dt

n ∫ b

t
(τ − t)n−α−1f(τ)dτ, t < b, n = [R] + 1, (20 . 3)

لیوویل ریمن- کسري مشتق و انتگرال خواص 1 . 4 . 3
می باشند. خطی صحیح مرتبه مشتق و انتگرال عملگرهاي همانند لیوویل ریمن- کسري مشتق و انتگرال -1

aI
α
t (λf(t) + γg(t)) = λ aI

α
t f(t) + γ aI

α
t g(t),

aD
α
t (λf(t) + γg(t)) = λ aD

α
t f(t) + γ aD

α
t g(t),

tI
α
b (λf(t) + γg(t)) = λ tI

α
b f(t) + γ tI

α
b g(t),

tD
α
b (λf(t) + γg(t)) = λ tD

α
b f(t) + γ tD

α
b g(t).

داریم: Re(β) > 0 بطوریکه β ∈ C ازاي به -2

(tI
α
b (b− t)β−1)(x) =

Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)β+α−1, (Re(α) > 0),

(tD
α
b (b− t)β−1)(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−1, (Re(α) ⩾ 0),

(aI
α
t (t− a)β−1)(x) =

Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)β+α−1, (Re(α) > 0),

(aD
α
t (t− a)β−1)(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1, (Re(α) ⩾ 0),

آنگاه ،Re(α) ≥ 0 و β = 1 اگر خاص حالت در و

(tD
α
b 1)(x) =

(b− x)−α

Γ(1− α)
,
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(aD
α
t 1)(x) =

(x− a)−α

Γ(1− α)
. (21 . 3)

مشتق که چرا می دهد، نشان را صحیح مرتبه مشتقات به نسبت لیوویل ریمن- مشتق تفاوت مهمترین خاصیت این
است. صفر مخالف ثابت تابع از لیوویل ریمن-

داریم: j = 1, 2, 3, · · · , [Re(α)] + 1 ازاي به دیگر طرف از

(tD
α
b (b− t)α−j)(x) = 0,

(aD
α
t (t− a)α−j)(x) = 0. (22 . 3)

آنگاه: باشند، Re(β) > 0 و Re(α) > 0 اگر -3

(tI
α
b tI

β
b f)(t) = (tI

β
b tI

α
b f)(t) = (tI

α+β
b f)(t),

(aI
α
t aI

β
t f)(t) = (aI

β
t aI

α
t f)(t) = (aI

α+β
t f)(t).

پذیري جابه جایی خاصیت داراي کلی حالت در لیوویل ریمن- کسري مشتق لیوویل، ریمن- کسري انتگرال خلاف بر -4
نیست:

(tD
α
b tD

β
b )f(x) = (tD

α+β
b f)(x)−

m∑
j=1

(tD
β−j
b f)(a)

(x− a)−j−α

Γ(1− j − α)
. (23 . 3)

است، جابجایی خاصیت داراي ریمن-لیوویل کسري مشتق داد نشان می توان کسري مشتقات به مربوط محاسبات انجام با
اگر تنها و اگر

f (k)(a) = 0 k = 0, 1, 2, · · · r − 1, r = max{[Re(α), Re(β)]}. (24 . 3)

معکوس لیوویل ریمن- کسري مشتق عملگر آنگاه باشد، 1 ≤ p ≤ ∞ طوریکه به f(t) ∈ Lp(a, b) و α > 0 اگر -5
می باشد. مرتبه همان از لیوویل ریمن- کسري انتگرال عملگر براي چپ

aD
α
t (aI

α
t f(t)) = f(t), tD

α
b (tI

α
b f(t)) = f(t).

که باشد چنان Φ(t) ∈ L1(a, b) و α > 0 اگر داد، نشان می توان فوق خاصیت از نتیجه یک عنوان به -6

f = aI
α
t Φ(t),

. aIαt aDα
t f(t) = f(t) صورت این در

براي زیر رابطه لذا نیست. ریمن-لیوویل کسري انتگرال عملگر راست معکوس لیوویل ریمن- کسري مشتق عملگر -7
است: برقرار ریمن-لیوویل راست انتگرال و مشتق

(tI
α
b tD

α
b f)(x) = f(x)−

n∑
j=1

(−1)n−j
f
(n−j)
n−α (b)

Γ(α− j + 1)
(b− x)α−j , (25 . 3)

زیر صورت به نیز چپ انتگرال و مشتق براي می توان را روابط همین مشابه .fn−α(x) = (tI
n−α
b f)(x) آن در که

کرد: بیان

(aI
α
t aD

α
t f)(x) = f(x)−

n∑
j=1

f
(n−j)
n−α (a)

Γ(α− j + 1)
(x− a)α−j , (26 . 3)
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.fn−α(x) = (aI
n−α
t f)(x) آن در که

داریم: صورت این در باشد، [a, b] روي پیوسته توابع از همگرا یکنواخت صورت به دنباله اي {fk}∞k=1 کنیم فرض -8

aI
α
t ( lim
k→∞

fk)(t) = lim
k→∞

aI
α
t fk(t).

آنگاه ،α > 0 و h > 0 طوریکه به باشد، (a− h, a+ h) بازه روي تحلیلی تابع f(x) کنید فرض -9

Dα
xf(x) =

∞∑
k=0

(
n

k

)
(x− a)k−α

Γ(k + 1− α)
(Dk

xf)(x). (27 . 3)

قاعده صورت این در باشد h > 0 که شرطی با (a− h, a+ h) بازه روي تحلیلی توابع g(x) و f(x) کنید فرض -10
از: است عبارت می باشد، لیوویل ریمن- کسري مشتقات براي 25 لایبنیتز فرمول که زیر

Dα[fg](x) =

[n]∑
k=0

(
n

k

)
(Dk

xf)(x)(D
n−k
x g)(x) +

∞∑
k=[n]+1

(
n

k

)
(Dk

xf)(x)(I
k−n
x g)(x). (28 . 3)

کرد. اشاره [36 ،74] به می توان نمونه براي می باشد، موجود کسري حسابان منابع اغلب در فوق روابط اثبات نحوه
می کنیم: بیان زیر شرح به را پرکاربرد توابع از تعدادي ریمان-لیوویل مشتق انتها در

f(t) 0D
α
t f(t)

1 t−α

Γ(1−α)

tγ Γ(1+γ)
Γ(γ+1−α) t

γ−α

expλt t−αE1,1−α(λt)

پرکاربرد توابع از تعدادي ریمان-لیوویل مشتق :1 . 3 جدول

لیوویل کسري انتگرال و مشتق 2 . 4 . 3
R+ به محدود بازه تعمیم با داد نشان لیوویل می شود. تعریف [a, b] متناهی بازه روي ریمن-لیوویل انتگرال و مشتق

داد: توسعه زیر صورت به را ریمن-لیوویل کسري انتگرال و مشتق تعاریف می توان

L
0 I

α
t f(t) :=

1

Γ(α)

∫ t

0
f(τ)(t− τ)α−1dτ, t > 0, Re(α) > 0,

L
t I

α
∞f(t) :=

1

Γ(α)

∫ ∞

t
f(τ)(t− τ)α−1dτ, t > 0, Re(α) > 0.

بیان زیر صورت به Re(α) ≥ 0 که α > 0 ازاي به را لیوویل راست و چپ کسري مشتقات می توان ترتیب همین به
کرد:

(L0D
α
t f)(t) = (

d

dt
)n(L0 I

n−α
t f)(t)

=
1

Γ(n− α)
(
d

dt
)n
∫ t

0
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ, t > 0, n = [R] + 1,

25Leibniz
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(Lt D
α
∞f)(t) = (− d

dt
)n(Lt I

n−α
∞ f)(t)

=
1

Γ(n− α)
(− d

dt
)n
∫ ∞

t
(τ − t)n−α−1f(τ)dτ, t < b, n = [R] + 1.

مشاهده [74] در را بیشتر جزئیات کنیم، تعریف R حقیقی محور روي را لیوویل انتگرال و مشتق می توان مشابه طور به
نمایید.

کاپوتو کسري مشتق
از مشتقات اپراتور از جدیدي تعریف آن در که کرد منتشر را مقاله اي کاپوتو نام به ایتالیایی ریاضیدان 1967 سال در
است این بود -لیوویل ریمن کسري مشتق از بعد مفهومی تعریف سبب نیازي چه اینکه اما بود. شده مطرح کسري مرتبه
معادلات حل در روش این اما دارد، کسري حسابان نظریه توسعه در اساسی نقش لیوویل ریمن- کسري مشتق اگرچه که

صورت به تنها را اولیه شرایط که کسري دیفرانسیل

lim
t→a

Dα−k
t f(t) = bk, k = 1, 2, 3, · · ·n, n− 1 ≤ α < n, (29 . 3)

لیوویل، ریمن- کسري مشتق خلاف بر که است حالی در این می شود. اعمال می باشند، ثابت مقادیر ها bk و می باشد
در صحیح مرتبه مشتق شامل یعنی دارد، را صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات فرم همان کاپوتو، مشتق براي اولیه شرایط

است: شده بیان مشتق این تعریف زیر در بود. خواهند t = a بازه پایین

C
aD

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ =a I

n−α
t (Dnf(t)), (30 . 3)

C
t D

α
b f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ b

t
(τ − t)n−α−1f (n)(τ)dτ = (−1)ntI

n−α
b Dn(f(t)). (31 . 3)

کاپوتو کسري مشتق خواص 3 . 4 . 3
می باشد: خطی خاصیت داراي لیوویل ریمن- مشتق همانند نیز کاپوتو مشتق -1

C
aD

α
t (λf(t) + γg(t)) = λ CaD

α
t f(t) + γ CaD

α
t g(t),

C
t D

α
b (λf(t) + γg(t)) = λ Ct D

α
b f(t) + γ Ct D

α
b g(t).

آنگاه Re(β) > 0 که β ∈ C و Re(α) > 0 اگر -2

(CaD
α
t (t− a)β−1)(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−1,

(Ct D
α
b (b− t)β−1)(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−1. (32 . 3)

یعنی است، پذیر جابه جایی کاپوتو کسري مشتق -3

C
aD

m
t
C
aD

α
t f(t) =

C
aD

α
t
C
aD

m
t f(t) =

C
aD

m+α
t f(t), n− 1 < α < n, (33 . 3)
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اگر تنها و اگر

fk(a) = 0, (k = n, n+ 1, · · · ,m).

فرمول صورت این در باشند h > 0 شرط با (a − h, a + h) بازه روي تحلیلی توابع g(x) و f(x) کنید فرض -4
از: است عبارت لیوویل، ریمن- کسري مشتقات براي لایبنیتز

Dα[fg](x) =

[n]∑
k=0

(n
k

)
(Dk

xf)(x)(D
n−k
x g)(x) +

∞∑
k=[n]+1

(n
k

)
(Dk

xf)(x)(I
k−n
x g)(x). (34 . 3)

است. صفر برابر ثابت تابع یک از کاپوتو مشتق که داد نشان می توان سادگی به -5

کاپوتو و ریمن-لیوویل مشتقات بین زیر رابطه آنگاه n − 1 < α < n و f(t) ∈ Cn اگر [36 ،74] .1 . 4 . 3 قضیه
است: برقرار

(Ct D
α
b f(t))(x) = (tD

α
b f(t))−

n−1∑
k=0

fk(a)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α, (n = [R(α)] + 1),

(CaD
α
t f(t))(x) = (aD

α
t f(t))−

n−1∑
k=0

fk(a)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α, (n = [R(α)] + 1),

f(t) C
aD

α
t f(t)

ثابت 0

t 1
Γ(2−α) t

1−α

tp


C
aD

α
t f(t) =

Γ(p+1)
Γ(p+1−α) t

p−α p > n− 1 p ∈ N

0 p ≤ n− 1 p ∈ N

expλt λntn−αE1,n−α+1(λt)

پرکاربرد توابع از تعدادي کاپوتو مشتق :2 . 3 جدول

انجام زیر شرح به را کاپوتو و ریمان-لیوویل کسري مشتق بین مقایسه اي خلاصه طور به زیر جدول در ادامه در
می دهیم:

شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق 4 . 4 . 3
این مطلب این علت که می آیند حساب به کسري مشتقات مهمترین جمله از کاپوتو و ریمن-لیوویل کسري مشتقات
خواص از برخی حال این با می شود. استفاده مشتق از نوع دو این از اغلب فیزیکی پدیده هاي سازي مدل در که است
مشتق اینکه، مثلا باشد همراه سختی هایی با موارد بعضی در مشتقات این از بهره گیري که می شود سبب مشتقات این
باید تابع یک بر کاپوتو کسري مشتق اوپراتور اعمال براي که مطلب این یا و است ناصفر ثابت مقدار یک از لیوویل ریمن-
مشتق آن به که شد، ارائه کسري مشتق از جدیدي تعریف (2005) سال در باشند. موجود تابع آن از صحیح مشتقات
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ویژگی ها ریمان-لیوویل مشتق کاپوتو مشتق
نمایش aD

α
t f(t) = DnJn−αf(t) C

aD
α
t f(t) = Jn−αDnf(t)

limα→n aD
α
t f(t) = f (n)(t) limα→n

C
aD

α
t f(t) = f (n)(t)

حد با رابطه limα→n aD
α
t f(t) = f (n−1)(t) limα→n−1

C
aD

α
t f(t) =

f (n−1)(t)− f (n−1)(0)

خطی aD
α
t (λf(t) + g(t)) = C

aD
α
t (λf(t) + g(t)) =

λaD
α
t f(t) + aD

α
t g(t) λCaD

α
t f(t) +

C
aD

α
t g(t)

غیرجابجایی Dm
t aD

α
t f(t) = aD

α+m
t f(t) C

aD
α
t D

m
t f(t) =

C
aD

α+m
t f(t)

̸= aD
α
t D

m
t f(t) ̸= DmC

aD
α
t f(t)

لاپلاس L{aDα
t f(t); s} = L{CaDα

t f(t); s} =

sαF (s)−
∑n−1

k=0 s
k
[
aD

α−k−1
t f(t)

]
t=0

sαF (s)−
∑n−1

k=0 s
α−k−1f (k)(0)

ثابت عدد مشتق aD
α
t C = Ct−α

Γ(1−α)
C
aD

α
t C = 0

ریمان-لیوویل و کاپوتو مشتق مقایسه ي :3 . 3 جدول

مشتق وجود به لزومی و می شود صفر ثابت عدد از کسري مشتق آن در و می گویند شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري
می شود تعریف زیر صورت به نیز مشتق این کسري انتگرال ندارد. کسري مشتق براي صحیح مرتبه

J
aI

α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− ξ)α−1(f(ξ)− f(a))dξ, α > 0. (35 . 3)

می شود: تعریف زیر صورت به شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق 0 < α < 1 ازاي به ترتیب همین به

J
aD

α
t f(t) = DJ

aI
α−1
t f(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a
(t− ξ)α−1(f(ξ)− f(a))dξ. (36 . 3)

می شود: محاسبه زیر صورت به شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق n ≥ 1 و n− 1 ≤ α ≤ n براي

J
aD

α
t f(t) = DnJ

aI
α−n
t f(t). (37 . 3)

شده اصلاح ریمن-لیوویل کسري مشتق خواص
پذیر مشتق 0 < α < 1 و مثبت صحیح k هر براي kα مرتبه تا که f : R → R پیوسته تابع براي تیلور بسط -1

می شود: بیان زیر صورت به باشد،

f(x+ h) =

∞∑
k=0

hαk

Γ(1 + αk)
f (αk)(x), 0 < α < 1. (38 . 3)

داد: نمایش لفلر میتاژ- تابع کمک به زیر صورت به را آن می توان که

f(x+ h) = Eα(h
αDα

x )f(x). (39 . 3)
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می باشد. صفر برابر ثابت عدد یک شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق -2
می آیند. دست به زیر صورت به نمایی توابع شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق -3

Dαxγ = Γ(γ + 1)Γ−1(γ + 1− α)xγ−α, γ > 0,

Dn+θxγ = Γ(γ + 1)Γ−1(γ + 1− n− θ)xγ−n−θ, 0 < θ < 1.

می شود نوشته بدست زیر صورت به توابع حاصلضرب شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق -4

(x(t)y(t))(α) = x(α)(t)y(t) + x(t)y(α)(t).

می شود: بیان زیر صورت به توابع ترکیب شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق -5

(f [x(t)])(α) = f ′x(x)x
(α)(t) = f (α)x (x)(x′t)

α.

اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق از لاپلاس تبدیل که، است این می کنیم بیان بخش این در که خاصیتی آخرین -6
از: است عبارت شده

L[JaD
α
t f(t)](s) := sαL[f(t)](s)− sα−1f(0), 0 < α < 1. (40 . 3)

.[54 ،53] می شوند بیان شده اصلاح لیوویل ریمن- کسري مشتق تعریف کمک به فوق روابط تمامی برهان

یادداشت
درست آنهاست. گسترده انواع و ساختار شناخت مستلزم دیفرانسیل معادلات کمک با طبیعی پدیده هاي مدل سازي
حساب گرفت. شکل نیز کسري دیفرانسیل حساب هجدهم قرن در کلاسیک دیفرانسیل حساب گیري شکل با همزمان
کاربردهاي داراي آن کلاسیک نمونه همچون نیز است، کسري مرتبه از انتگرال و مشتقات دربرگیرنده که کسري دیفرانسیل
کار مقدمات و تعاریف و تاریخچه گذشت رو پیش از که فصلی در می نماید. جذاب را آن با کار و آشنایی که است فراوانی
کسري دیفرانسیل معادلات گروه حل هاي روش به تفصیل به آتی هاي فصل در شد بیان کسري دیفرانسیل حساب با

پرداخت. خواهیم



۴ فصل

کسري معادلات تقارن هاي

به فرآیند آن بر حاکم اساسی علمی اصول وسیله به آن ها تغییرات میزان و مربوطه متغیرهاي طبیعی، فرآیند هر در
دیفرانسیل معادله یک صورت به نتیجه شود بیان ریاضی علائم با ارتباط این که هنگامی می شوند. مربوط یکدیگر

دارند. گوناگون انواع دیفرانسیل معادلات می باشد.
رابطه از جسم بر وارد نیروي کند. سقوط آزادانه زمین جاذبه تحت m جرم به جسمی کنید فرض مثال عنوان به

است. زمین ثقل شتاب g آن در که می آید دست به زیر

F = m.g, (1 . 4)

برآیند نیوتن دوم قانون طبق .d2y
dt2

با است برابر جسم شتاب صورت این در باشد، ثابتی ارتفاع از جسم فاصله y اگر حال
رابطه از جسم بر وارد نیروهاي

F = ma = m
d2y

dt2
, (2 . 4)

یک که می رسیم g = d2y
dt2

رابطه به کردن ساده با m.g = md2y
dt2

داریم (2 . 4) و (1 . 4) روابط طبق می آید. دست به
می باشد. دیفرانسیل معادله

عمل بازه یک در و دارند که ماهیتی دلیل به کسري مشتقات که است این امر واقعیت کسري، حسابان در اما و
صحیح مرتبه مشتقات به نسبت مهندسی سیستم هاي از بسیاري براي را دقیق تري مدل هاي می دهند، انجام را مشتقگیري
لذا و است آمده وجود به کسري حسابان حوزه در توجهی قابل رشد اخیر سال هاي در دلیل همین به می کنند، فراهم

دارد. وجود کسري دیفرانسیل معادلات از مختلفی انواع

95



کسري معادلات تقارن هاي 96

می گیریم. نظر در را است خطی غیر دوم مرتبه جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک که برگر معادله نمونه عنوان به
همچنین و اجسام جابجایی و حرکت ضربه اي، امواج و مرزي لایه هاي بررسی و سیالات حرکت تشریح براي معادله این
زیر شکل به بعدي یک حالت در می رود، کار به تلاطم و آشفتگی نمایش براي ساده مدلی عنوان به مهندسی علوم در

است:

ut + uux = νuxx, (3 . 4)

می نامند. رینولد عدد را 1
ν عدد همچنین و دارد نام چسبندگی ضریب فوق معادله در ν ثابت پارامتر

به می شود جایگزین کسري مشتق با زمان به نسبت صحیح مرتبه مشتق آن در که معادله اي به معادله این تعمیم
است: زیر صورت

∂αu

∂tα
+ uux = νuxx. (4 . 4)

آید. حساب به کسري دیفرانسیل معادله یک از نمونه اي می تواند فوق معادله
است، معروف فوتون ها انتشار معادله به که معادله این می گیریم. نظر در 1را کامپانیتس معادله دیگر مثال عنوان به
که شد برداشت [121] 4 ویمن و [72] 3 کامپانیتس توسط همزمان طور به مشخصی شرایط تحت 2 بولتزمن معادله از

می شود: بیان زیر صورت به

ft =
1

x2
Dx

[
x4(fx + f + f2)

]
, (5 . 4)

کامل پلاسماي در 5 کامپوننت ها پراکندگی از حاصل فوتون ها انرژي از f چگالی تابع از تکاملی کننده توصیف معادله این
مشتقات با مدل چندین اخیر دهه دو در است. شده بیان [124] مقاله در معادله این جواب هاي است. همگن یونیزه
کسري-زمانی تعمیم شامل مدل ها این نمونه عنوان به است. شده گرفته کار به جنبشی فرایندهاي توصیف براي کسري

می باشند. 6 فوکر-پلانک و بولتزمن معادلات از
است: پرداخته کسري مشتقات با کامپانیتس معادله به [40] مقاله در

Dα
t ut =

1

x2

[
x4(ux + u+ u2)

]
,

cDα
t u =

1

x2

[
x4(ux + u+ u2)

]
,

D1+α
t u =

1

x2

[
x4(ux + u+ u2)

]
,

Dα
t u =

1

x2

[
x4(ux + u+ u2)

]
.

شده گرفته نظر در معادله این در را زمان به نسبت کسري مشتقات مختلف انواع است، آمده فوق روابط در که همانطور
کسري مشتق از جانبه همه تعمیمی که نظر این از ولی نداده توضیحی مسئله این علت درباره نویسنده اگرچه است.

می شود. محسوب باارزشی کار است داده زمان به نسبت
و می پردازیم می باشند، ریمن-لیوویل مشتق با که کسري مسایل براي لی تقارن هاي روش معرفی به فصل این در ما
قوانین نیز فصل پایان در و می کنیم استفاده آن ها براي جواب یافتن و معادلات مرتبه کاهش در تقارن ها کاربرد از سپس

می کنیم. حساب را کسري مرتبه دیفرانسیل معادلات پایستگی
1Kompaneets
2Boltzmann
3Kompaneets

4Weymann
5Compton

6Foker-plank



97 (FODE) کسري معمولی دیفرانسیل معادلات لی تقارن هاي

(FODE) کسري معمولی دیفرانسیل معادلات لی تقارن هاي 1 . 4
زیر صورت به می باشند وابسته متغیر یک و مستقل متغیر یک با که معمولی کسري دیفرانسیل معادلات کلی صورت

است:

F (x, y, aD
α
xy, aD

α+1
x y, · · · ) = 0, α ∈ R+. (6 . 4)

می باشد: زیر صورت به ناورداست آن تحت (6 . 4) معادله که پارامتري یک لی گروه

x̄ = x+ εξ(x, y) +O(ε2),

ȳ = y + εη(x, y) +O(ε2),

ȳ(n)(x̄) = y(n)(x) + εη(n) +O(ε2), n ∈ N (7 . 4)

aD
α
x̄ ȳ = aD

α
xy + εη(α) +O(ε2),

...

از می باشد. η(x, y) تابع از α-ام و n-ام مرتبه امتداد ترتیب به η(α) و η(n) و دارند نام کوچک بینهایت توابع η و ξ
می آیند: بدست زیر روابط از یکی از η ام n مرتبه امتداد می دانیم اول فصل

η(n) = D(η(n−1))− y(n)D(ξ),

یا

η(n) = Dn(η − ξy(1)) + ξy(n+1). (8 . 4)

باشد، ناوردا (8 . 4) تبدیلات تحت باید نیز آن این بنابر است، ثابت ریمن-لیوویل مشتق تعریف در انتگرال پایین حد چون
دارد: پی در را زیر نتیجه ناوردایی شرط چنین

ξ(x, y)|x=a = 0. (9 . 4)

است: زیر صورت به ریمن-لیوویل کسري مشتق به وابسته (α ∈ R+) -ام α مرتبه امتداد .1 . 1 . 4 قضیه

η(α) = aD
α
x (η)− aD

α
x

(
ξy(1)

)
+ ξaD

α+1
x y. (10 . 4)

است: زیر صورت به یافته تعمیم حالت در لایبنیتز قاعده که می کنیم یادآوري برهان.

aD
α
x

(
f(x)g(x)

)
=

∞∑
n=0

(
α

n

)
aD

α−n
x f(x)g(n)(x), α > 0, (11 . 4)

داریم آن در )که
α

n

)
=

Γ(1 + α)

Γ(α− n+ 1)Γ(n+ 1)
.
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داریم: g = y و f = 1 ازاي به لایبنیتز قاعده از استفاده با

aD
α
x̄ ȳ(x̄) =

∞∑
n=0

(
α

n

)
(x̄− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
ȳ(n)(x̄). (12 . 4)

عمل چون اینکه به توجه با و (7 . 4) از چهارم رابطه به توجه با بگیریم، مشتق ε به نسبت فوق رابطه طرفین از اگر
داشت خواهیم تابع دو حاصلضرب مشتق قانون طبق پس می شود، انجام ε به نسبت و صحیح مرتبه از مشتقگیري

η(α) =
d

dε

[
aD

α
x̄ ȳ(x̄)

]
ε=0

=
[ ∞∑
n=0

(
α

n

)
(n− α)(x− a)n−α−1

Γ(n− α+ 1)
ȳ(n)(x)ξ +

∞∑
n=0

(
α

n

)
(x− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
η(n)

]
ε=0

=
[ ∞∑
n=0

(
α

n

)
(n− α)(x− a)n−α−1

Γ(n− α+ 1)
y(n)(x)ξ +

∞∑
n=0

(
α

n

)
(x− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
η(n)

+

∞∑
n=0

(
α

n

)
(n− α)(x− a)n−α−1

Γ(n− α+ 1)
ξη(n)ε

]
ε=0

=
∞∑
n=0

(
α

n

)
(n− α)(x− a)n−α−1

Γ(n− α+ 1)
y(n)(x)ξ +

∞∑
n=0

(
α

n

)
(x− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
η(n). (13 . 4)

داشت: خواهیم (13 . 4) عبارت در (10 . 4) جایگذاري با

η(α) =

∞∑
n=0

(
α

n

)
(x− a)n−αDn

x(η − ξy(1))

Γ(n− α+ 1)
+

∞∑
n=0

(
α

n

)
(x− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
ξy(n+1)

+

∞∑
n=0

(
α

n

)
(n− α)(x− a)n−α−1

Γ(n− α+ 1)
y(n)ξ. (14 . 4)

جداسازي و جمله دومین در n جاي به n−1 جایگزینی همچنین و جمله نخستین در (12 . 4) رابطه بردن کار به با اکنون
می شود: حاصل زیر عبارت جمله، سومین از n = 0 جمله

η(α) = Dα
x (η − ξy(1)) +

∞∑
n=1

(
α

n− 1

)
(x− a)n−α−1

Γ(n− α)
ξy(n)

+
∞∑
n=1

(
α

n

)
(x− a)n−α−1

Γ(n− α)
ξy(n) +

(−α)(x− a)−1−α

Γ(−α+ 1)
ξy

= Dα
x (η − ξy(1)) +

∞∑
n=1

(x− a)n−α−1

Γ(n− α)
ξy(n)

[(
α

n− 1

)
+

(
α

n

)]
−α(x− a)−α−1

Γ(−α+ 1)
ξy. (15 . 4)

داریم:
(
α
n−1

)
+
(
α
n

)
=
(
α+1
n

)
همچنین و −α

Γ(−α+1) =
1

Γ(−α) اینکه و (12 . 4) به توجه با طرفی از

η(α) = Dα
x (η − ξy(1)) +

∞∑
n=0

(
α+ 1

n

)
(x− a)n−α−1

Γ(n− α)
ξy(n)

= Dα
x (η)−Dα

x (ξy
(1)) + ξDα+1

x y. (16 . 4)

کسري عددي که را α بالا رابطه در اگر لذا ،limα→nD
α
t f = f (n) کسري حسابان در که شد بیان نیز قبل فصل در

رسید. خواهیم (8 . 4) رابطه به عیناً کنیم، جایگذاري است صحیح عددي که n مقدار با است
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داریم: لذا می باشد، حاصلضرب مشتق همان است آمده (16 . 4) رابطه در که جمله اي دومین اینکه به توجه با

Dα
x (ξy

(1)) = Dα
x (D(ξy)− yD(ξ)) = Dα+1

x (ξy)−Dα
x (yD(ξ)), (17 . 4)

داشت: خواهیم η(α) براي را زیر رابطه لذا و

η(α) = Dα
x (η) +Dα

x (yD(ξ))−Dα+1
x (ξy) + ξDα+1

x y. (18 . 4)

داریم: توابع حاصلضرب در لایبنیتز خاصیت از اکنون

Dα
x (yDξ) =

∞∑
n=0

(
α

n

)
Dα−n
x yDn+1

x ξ, Dα+1
x (yξ) =

∞∑
n=0

(
α+ 1

n

)
Dα−n+1
x yDn

xξ,

داریم: نتیجه در و

η(α) = Dα
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
Dα−n
x yDn+1

x ξ −
∞∑
n=0

(
α+ 1

n

)
Dα−n+1
x yDn

xξ

+ξDα+1
x y

= Dα
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
Dα−n
x yDn+1

x ξ − ξDα+1
x y + ξDα+1

x y

−
∞∑
n=1

(
α+ 1

n

)
Dα−n+1
x yDn

xξ

= Dα
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
Dα−n
x yDn+1

x ξ −
∞∑
n=0

(
α+ 1

n+ 1

)
Dα−n
x yDn+1

x ξ. (19 . 4)

کرد: بازنویسی زیر صورت به را فوق عبارت می توان
(
α+1
n+1

)
=
(
α
n

)
α+1
n+1 رابطه از استفاده با

η(α) = Dα
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
n− α

n+ 1
Dα−n
x yDn+1

x ξ. (20 . 4)

مشتق با کسري حالت در که را ریکاتی معادله می کنیم. بیان FODE معادلات تقارن محاسبه براي مثالی ادامه در
می گیریم: نظر در را می شود بیان زیر صورت به ریمان-لیوویل

∆ : Dα
xy + ay2 =

b

x2α
, α ∈ (0, 1), (21 . 4)

به که نقطه اي تبدیلات از پارامتري یک گروه تحت (21 . 4) معادله کنید فرض هستند. دلخواه ثوابت b و a طوریکه به
باشد: ناوردا می شود، بیان زیر صورت

x̄ = x+ εξ(x, y) +O(ε2),

ȳ = y + εη(x, y) +O(ε2),

ȳ(n)(x̄) = y(n)(x) + εη(n) +O(ε2),

aD
α
x̄ ȳ = aD

α
xy + εη(α) +O(ε2).

از: است عبارت می شود، مشاهده بالا رابطه از چهارم معادله در که η(α) متغیر (20 . 4) رابطه طبق

η(α) = Dα
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
n− α

n+ 1
Dα−n
x yDn+1

x ξ.
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می باشد: زیر صورت به کوچک بینهایت مولد وابسته، و مستقل متغیرهاي تعداد به توجه با

v = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
.

از: است عبارت کوچک بینهایت مولد از ام α مرتبه امتداد لذا می باشد کسري مرتبه از شده داده معادله اینکه به توجه با

v(α) = v + η(α)
∂

∂yαx
. (22 . 4)

:[47 ،40] از است عبارت ناوردایی محک ها، PDE همانند نیز کسري مشتق با معادلات در

v(α)(∆)
∣∣∣
∆=0

= 0.

نوشت: می توان لذا

ηα + 2αyη + 2bαξx−2α−1 = 0. (23 . 4)

داریم: ηα جاي به جایگذاري با

Dα
x (η) +

∞∑
n=0

(
α

n

)
n− α

n+ 1
Dα−n
x yDn+1

x ξ + 2αyη + 2bαξx−2α−1 = 0.

می آید. دست به زیر صورت به کوچک بینهایت مولد طولانی محاسبات انجام و کردن ساده از پس

v = x
∂

∂x
− αy

∂

∂y
. (24 . 4)

انتهاي در که داد انجام Maple افزار نرم کمک به می توان را کوچک بینهایت مولدهاي یافتن مراحل .1 . 1 . 4 ملاحظه
پرداخت. خواهیم آن بیان به فصل این

(FPDE) کسري  جزئی دیفرانسیل معادلات نقطه اي تقارن هاي 2 . 4
از: است عبارت u وابسته متغیر و x و t مستقل متغیر دو با کسري معادلات کلی صورت

∂αt u(t, x) = θ(x, t, u, ux, uxx, · · · ). (25 . 4)

شکل به را فوق معادله براي نقطه اي تبدلات از پارامتري یک لی گروه اگر

t̄ = t+ ετ(x, t, u) +O(ε2),

t̄ = t+ εξ(x, t, u) +O(ε2),

ū = u+ εη(x, t, u) +O(ε2),

∂αū

∂t̄α
=
∂αu

∂tα
+ εζ0α +O(ε2),

∂ū

∂x̄
=
∂u

∂x
+ εζ11 +O(ε2),

∂2ū

∂x̄2
=
∂2u

∂x2
+ εζ12 +O(ε2),

∂3ū

∂x̄3
=
∂3u

∂x3
+ εζ13 +O(ε2),
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از: است عبارت فوق تبدیل نظیر کوچک بینهایت مولد آنگاه می گیریم، نظر در

v = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. (26 . 4)

کوچک بینهایت مولد یافته امتداد ناوردایی محک اجراي براي FODE معادلات و صحیح مشتقات با معادلات مشابه
حسابان در البته که معادله در شده ظاهر مشتق مرتبه بالاترین با است برابر امتداد میزان می دهیم. اثر معادله روي را

داریم: زیر رابطه صورت به و کسري مشتق هم و می گیریم نظر در را صحیح مشتق هم کسري

v(α,n)(F )
∣∣∣
F=0

= 0, F = θ − ∂αt u, (27 . 4)

آن در که

v(α,n) = v + ηαt
∂

∂uαt
+ ηx

∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxxx

∂

∂uxxx
+ · · · . (28 . 4)

می آید: دست به زیر طریق به ηxxx و ηxx و ηx و ηαt ضرایب و

ηx = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ),

ηxx = Dx(η
x)− utxDx(τ)− uxxDx(ξ),

ηxxx = Dx(η
xx)− utxxDx(τ)− uxxxDx(ξ),

ηxxxx = Dx(η
xxx)− utxxxDx(τ)− uxxxxDx(ξ), (29 . 4)

یا
ηx = Dx(η − τut − ξux) + τutx + ξuxx,

ηxx = Dxx(η − τut − ξux) + τutxx + ξuxxx.

ηxxx = Dxxx(η − τut − ξux) + τutxxx + ξuxxxx.

...

آورد: دست به زیر شیوه به می توان نیز را ηαt ضریب

ηαt = Dα
t η + ξDα

t ux −Dα
t (ξux) +Dα

t (uDtτ) + τDα+1
t u−Dα+1

t (τu).

یا
ηαt = Dα

t (η − τut − ξux) + τDα
t (ut) + ξDα

t (ux),

داریم: لایبنیتز خاصیت کمک به

Dα
t (ξux) =

∞∑
n=0

(
α

n

)
Dn
t (ξ)D

α−n
t ux

= ξDα
t ux +

∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn
t (ξ)D

α−n
t ux, (30 . 4)
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نوشت: می توان لذا و

ξDα
t (ux)−Dα

t (ξux) = −
∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn
t (ξ)D

α−n
t ux. (31 . 4)

می آوریم: دست به را زیر تساوي هاي لایبنیتز، خاصیت کمک به هم بار این

−Dα+1
t (τu) +Dα

t (uDtτ) + τDα+1
t u =

∞∑
n=0

(
α

n

)
Dn+1
t τDα−n

t u (32 . 4)

−
∞∑
n=1

(
α+ 1

n

)
Dn
t τD

α+1−n
t u

=
∞∑
n=1

(
α

n− 1

)
Dn
t (τ)D

α−n+1
t u

−
∞∑
n=1

(
α+ 1

n

)
Dn
t (τ)D

α+1−n
t u

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn
t (τ)D

α−n+1
t u

= −αDtτD
α
t u−

∞∑
n=2

(
α

n

)
Dn
t (τ)D

α−n+1
t u

= −αDtτD
α
t u−

∞∑
n=1

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ)Dα−n

t u.

می کنیم: جایگذاري ηαt در را فوق موارد سپس

ηαt = Dα
t η −

∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn
t ξD

α−n
t ux − αDtτD

α
t u−

∞∑
n=1

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ)Dα−n

t u.

است: زیر فرم به ترکیب تابع براي یافته تعمیم حالت در زنجیري قاعده

dαf(g(t))

dtα
=

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k

n!

(
n

k

)
gk(t)∂αt (g

n−k(t))
dnf(z)

dzn

∣∣∣
z=g(t)

. (33 . 4)

یا

dαf(g(t))

dtα
=

∞∑
n=0

Un
n!

dnf(z)

dzn
|z=g(t), (34 . 4)

عبارت با Un آن در که

Un =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
gk(t)∂αt (g

n−k(t)),

می شود: نوشته زیر صورت به Dα
t η لایبنیتز، خاصیت نیز و (34 . 4) رابطه کارگیري به با می شود. ارائه

Dα
t (η) =

∂αη

∂tα
+ ηu

∂αu

∂tα
− u

∂αηu
∂tα

+

∞∑
n=1

∂nηu
∂tn

Dα−n
t (u) + µ, (35 . 4)

آن در که

µ =

∞∑
n=2

n∑
m=2

m∑
k=2

k−1∑
l=0

(
α

n

)(
n

m

)(
k

l

)
tn−α

k!Γ(n+ 1− α)
(−u)l ∂

m

∂tm
(uk−l)

∂n−m+kη

∂tn−m∂uk
.
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با برابر µ مقدار باشد، u به نسبت خطی عبارتی η وقتی k ≥ 2 ازاي به ،µ عبارت در ∂kη
∂uk

وجود علت به فوق عبارت در
رسید. خواهیم ηαt براي زیر صریح فرمول به شده آورده استدلال هاي کردن خلاصه با نهایت در بود. خواهد صفر

ηαt =

∞∑
n=1

[(α
n

)
∂nt ηu −

( α

n+1

)
Dn+1
t (τ)

]
∂α−nt u+ ∂αt η − u∂αt ηu

−
∞∑
n=1

(α
n

)
Dn
t (ξ)∂

α−n
t (ux) +

(
ηu − αDt(τ)

)
∂αt u+ µ, (36 . 4)

آبیاري و زاخاروف هري-دایم، معادلات در تقارنی گروه محاسبه 1 . 2 . 4
:[47] می گیریم نظر در زیر صورت به کسري حالت در را هري-دایم معادله

∂αt u = u3uxxx. (37 . 4)

ناوردایی محک ابتدا معادله، تقارن هاي محاسبه براي می رسیم. صحیح حالت در هري-دایم معادله به α = 1 دادن قرار با
می گیریم: نظر در زیر صورت به را آن به مربوط

v(α,3)
(
∂αt u− 3uxxx

)∣∣∣
∂αt u−u3uxxx=0

= 0, (38 . 4)

می باشد: v براي (α, 3) مرتبه امتداد همان v(α,3) آن در که

v(α,3) = v + ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxxx

∂

∂uxxx
+ ηαt

∂

∂uαt
, (39 . 4)

از: است عبارت ناوردایی شرط لذا )و
ηα,t − 3u2uxxxη − u3ηxxx

)∣∣∣
∂αt u−u3uxxx=0

= 0, (40 . 4)

صفر با سپس می کنیم جایگذاري (40 . 4) در (35 . 4) و (29 . 4) عبارات از را ηα,t و ηxxx ،ηx به مربوط مقادیر ادامه در
معادلات این که رسید خواهیم زیر مشخصه عبارت هاي به ∂α−nt u و ut, ux, · · · , ∂α−nt ux مشتقات ضرایب دادن قرار

از: )عبارتند
α

n

)
∂nt ηu −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ) = 0, n = 1, 2, · · · ,

τx = τu = ξt = ξu = ηuu = 0,

3uξx − ατtu− 3η = 0,

∂αt − u∂αt − u3ηxxx = 0. (41 . 4)

رسید: خواهیم زیر جواب به فوق دستگاه حل با

τ = c3t+ c5, ξ = c4x
2 + c2x+ c1, η =

(
2c4x+ c2 −

αc3
3

)
u, (42 . 4)

از: عبارتند هري-دایم معادله براي کوچک بینهایت مولدهاي بنابراین هستند. دلخواه ثوابت ها ci طوریکه به

v1 =
∂

∂x
, v2 = x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
, v3 = t

∂

∂t
− α

3
u
∂

∂u
, v4 = x2

∂

∂x
+ 2xu

∂

∂u
.

می گیریم: نظر در را پرداخته ایم آن بررسی به [91] در ما که زاخاروف معادله دیگري مثال عنوان به
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می گیریم: نظر در زیر صورت به را می باشد سوم مرتبه FPDE یک که را زاخاروف کسري معادله .1 . 2 . 4 مثال

∂αt u+ auux + buxxx + cuxyy − duxx − euyy = 0, (43 . 4)

صورت به معادله این کسري غیر حالت در می پردازیم. مختلف حالت چهار در را فوق معادله ادامه در

ut + auux + buxxx + cuxyy − duxx − euyy = 0, (44 . 4)

یون هاي شامل پلاسما مغناطیس در آکوستیک یون  امواج به مربوط و شد بیان 8 کوزنسوو 7 زاخاروف توسط که می باشد،
جرم، همچون فیزیکی مقادیر شامل که می باشند ثابت هایی e و a, b, c, d مقادیر و می باشد گرم الکترون هاي و سرد

می باشند. جنبشی ویسکوسیته و پلاسما فرکانس مغناطیسی، میدان چگالی،
کنیم: بیان زیر صورت به را زمان به نسبت زاخاروف معادله کسري تعمیم هاي کلیه داریم قصد مثال این در

Dα
t ut = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy, (45 . 4)

CDα
t u = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy, (46 . 4)

Dα+1
t u = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy, (47 . 4)

Dα
t u = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy. (48 . 4)

اصلی معادله به صحیح مرتبه مشتق به کسري مشتق تبدیل با (48 . 4)-(45 . 4) معادله 4 هر که باشید داشته خاطر به
می باشند: زیر صورت به بازنویسی قابل فوق معادلات شد. خواهند تبدیل زاخارروف

F (t, x, y, u,Dµ(α)
t u, ux, · · · , uxyy) = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy. (49 . 4)

داد. نمایش Dµ(α)
t u با می توان را مشتقات انواع که

است: ناوردا زیر پارامتري یک گروه تحت (49 . 4) معادله کنیم فرض

t̄ = t+ ετ(t, x, y, u) +O(ε2),

x̄ = x+ εξ(t, x, y, u) +O(ε2),

ȳ = y + ερ(t, x, y, u) +O(ε2),

ū = u+ εη(t, x, y, u) +O(ε2),

ūαt̄ = uαt + εηαt (t, x, y, u) +O(ε2), (50 . 4)

ūx̄ = ux + εηx(t, x, y, u) +O(ε2),

ūx̄x̄ = uxx + εηxx(t, x, y, u) +O(ε2),

ūx̄x̄x̄ = uxxx + εηxxx(t, x, y, u) +O(ε2),

ūȳȳ = uyy + εηyy(t, x, y, u) +O(ε2),

ūȳȳx̄ = uyyx + εηyyx(t, x, y, u) +O(ε2),

می باشند. کوچک بینهایت ضرایب ηαt و ξ, τ, η, ηx, ηxx, ηxxx, ηyy, ηyyx ضرایب که طوري به
7Zakharov 8Kuznetsov
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است: زیر فرم به برداري میدان تقارن ها این با وابسته لی جبر

v = τ(t, x, y, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, y, u)

∂

∂x
+ ρ(t, x, y, u)

∂

∂y
+ η(t, x, y, u)

∂

∂u
, (51 . 4)

از: است عبارت زاخاروف معادله براي ناوردایی شرط که

v(α,3)
(
F (t, x, y, u,Dµ(α)

t u, ux, · · · , uxyy)
)
|(F=0)= 0, (52 . 4)

می باشد: v براي (α, 3) مرتبه امتداد همان v(α,3) آن در که

v(α,3) = v + ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxxx

∂

∂uxxx
+ ηyy

∂

∂uyy
+ ηyyx

∂

∂uyyx

+ηαt
∂

∂uαt
. (53 . 4)

از: است عبارت زاخاروف معادله براي ناوردایی محک بنابراین

ηαt + aηux + auηx + bηxxx + cηyyx − dηxx − eηyy = 0. (54 . 4)

ضرایب دادن قرار صفر با سپس و می کنیم جایگذاري را ηαt و ηx, ηxx, ηxyy مقادیر ابتدا قبل مثال همانند مرحله این در
از: عبارتند جواب هاي که رسید خواهیم گوییم، مشخصه دستگاه آن به معادلات از دستگاهی به u مشتقات توان هاي

ξ = C1, ρ = C2, τ = C3. (55 . 4)

شد: خواهند حاصل زیر کوچک بینهایت مولد دو بنابراین

v1 =
∂

∂x
, v2 =

∂

∂y
. (56 . 4)

[87] در را معادله این ما می گیریم، نظر در را آبیاري معادله باشد دلخواه تابع آن در که مثالی عنوان به ادامه در
آوردیم: دست به را معادله تقارن هاي آن ابتدایی بخش در و دادیم قرار بررسی مورد

دیفرانسیل معادله آن به که کسري PDE یک براي را شد اشاره بالا در که تقارنی روش بار این پس .2 . 2 . 4 مثال
فرم به معادله این می بریم. کار به می گوییم آبیاري کسري

C(u)Dα
t u =

(
K(u)ux

)
x
+
(
L(u)(uy − 1)

)
y
− S(u), (57 . 4)

منبع S(u) نیز و می باشد آب ظرفیت C(u) تابع و می باشد زمین سطح رطوبت میزان نمایانگر u آن در که می شود بیان
زیر صورت به آبیاري معادله شده داده بسط فرم می باشند. منبع هیدرولیکی هدایت L(u) و K(u) همچنین است. آب

است:

∆ = −C(u)Dα
t uS(u) +K ′(u)u2x +K(u)uxx + L′(u)uy

(
uy − 1

)
+ L(u)uyy. (58 . 4)

دوم مرتبه امتداد اثر با

v(α,2) = v + ηx
∂

∂ux
+ ηy

∂

∂uy
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηyy

∂

∂uyy
+ ηαt

∂

∂uαt
, (59 . 4)
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داشت: خواهیم (57 . 4) معادله بر

v(α,2)(∆) = −C(u)ηαt − C ′(u)ηutα +K ′′(u)ηu2x + 2K ′(u)ηxux +K(u)ηxx

+K ′(u)ηuxx + L′′(u)ηu2y + 2L′(u)ηyuy − L′′ηuy − L′ηy

+L(u)ηyy + L′(u)ηuyy − S′(u)η = 0(mod(4.57)), (60 . 4)

و

v(α,2)
(
∆
)∣∣∣

(∆=0)
= 0. (61 . 4)

مشخصه معادلات می توان {ut, ux, · · · , ∂α−nt (u)} ضرایب دادن قرار صفر با و فوق مشخصه معادلات دستگاه حل با
می آید: دست به (57 . 4) معادله براي زیر شرح به مولد دو مشخصه، معادلات حل با آورد. دست به را

v1 =
∂

∂x
, v2 =

∂

∂y
. (62 . 4)

4 ادامه در آمد. خواهد بدست بیشتري تقارن هاي معادله، در موجود دلخواه توابع ازاي به مختلف مقادیر جایگذاري با
می کنیم: بررسی را آبیاري معادله از متفاوت حالت

همچنین و S(u) = −u3 − mu و C(u) = u و K(u) = L(u) = n(constant) اگر اول: حالت ◀

گرفت: نظر در معادله جدید تقارن هاي عنوان به می توان را زیر تقارن هاي آنگاه ،α ∈ (0, 1]

v1 =
∂

∂x
,

v2 =
∂

∂y
,

v3 = u
∂

∂u
, (63 . 4)

v4 = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
,

v5 = 2αx
∂

∂x
+ 2αy

∂

∂y
+ 4t

∂

∂t
+ 3αu

∂

∂u
− 2u

∂

∂u
.

صورت این در ،α ∈ (0, 1] همچنین و S(u) = au و C(u) = 1 و K(u) = L(u) = u اگر دوم: حالت ◀

داشت: خواهیم را زیر تقارن هاي

v1 =
∂

∂x
,

v2 =
∂

∂y
, (64 . 4)

v3 = αx
∂

∂x
+ αy

∂

∂y
+ t

∂

∂t
+ αu

∂

∂u
.

در ،α ∈ (0, 2] همچنین و باشند، دوم حالت همانند S(u) و C(u) و K(u) = L(u) = eu اگر سوم: حالت ◀

داشت: خواهیم را زیر تقارن هاي صورت این

v1 =
∂

∂x
,

v2 =
∂

∂y
,
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v3 = −t ∂
∂t

+ α
∂

∂u
, (65 . 4)

v4 = −2e
y
4 cos

(x
4

) ∂

∂x
+ 2e

y
4 sin

(x
4

) ∂

∂y
+ e

y
4 sin

(x
4

) ∂

∂u
,

v5 = 2e
y
4 sin

(x
4

) ∂

∂x
+ 2e

y
4 cos

(x
4

) ∂

∂y
+ e

y
4 cos

(x
4

) ∂

∂u
.

a و β و α ∈ (0, 2] همچنین و S(u) = aeu و C(u) = eu و K(u) = L(u) = uβ اگر چهارم: حالت ◀

از: عبارتند معادله تقارن هاي صورت این در باشند، ثابت مقادیر

v1 =
∂

∂x
,

v2 =
∂

∂y
, (66 . 4)

v3 = −αx ∂
∂x

− αy
∂

∂y
+ (β − 2)t

∂

∂t
− αu

∂

∂u
.

کسري دیفرانسیل معادلات حل در گوناگون روش هاي 3 . 4
و مهندسی زمینه هاي در زیادي بسیار مقالات و دارد وجود متفاوتی روش هاي کسري دیفرانسیل معادله یک حل براي
روش از [71] مرجع در مثال براي است. رسیده چاپ به معادلات این حل منظور به زمینه ها دیگر و اقتصاد و علوم
براي زیر-معادله روش از 2012 سال در همکارانش و 9 گیو است. شده استفاده بهینه کسري مسائل حل براي چبیشف
دسته اي حل به GG′ روش کمک به نیز [126] در 10 ژنگ .[45] است پرداخته کاپوتو مشتقات با معادلات از دسته اي حل
معادلات براي 11 گالکتونوف توسط [43] مقاله در بار اولین نیز ناوردا فضاي زیر روش همچنین، است. پرداخته  معادلات از

شد. گرفته کار به FDE معادلات براي زود خیلی و شد بیان PDE

دیفرانسیل معادلات حل جهت در ناوردا فضاهاي زیر و معادله زیر ناورداها، روش سه ارائه دنبال به فصل این ادامه در
پرداخت. خواهیم شده بیان روش هاي مقایسه به فصل انتهاي در و می باشیم کسري

تقارن ها کمک به جواب  یافتن 4 . 4
مفهوم کمک به ابتدا داریم قصد فصل این در شد، بیان دیفرانسیل معادلات ناورداهاي آوردن دست به نحوه اول فصل در
گروهی ناورداي مفهوم دهیم. کاهش را معادله ناورداها کمک به سپس و بیابیم را بررسی مورد معادله ناورداهاي تقارن ها،
دست شکل به را مفهوم این لی اما بود، شده ارائه پراکنده صورت هاي به نیز لی سوفس از قبل دیفرانسیل معادله یک
12 اوزیاناکوف همه از بیش ولی پرداختند او کارهاي تعمیم به زیادي ریاضیدانان لی از پس .[76] کرد بیان شده بندي
جمله از پرداخت. جزئی مشتقات با معادلات دستگاه یک گروهی ناورداي جواب هاي یافتن در کاوش به روسی ریاضیدان

است. پرداخته بخش این به [15] مقاله در 13 بارنبلت که می باشد هذلولوي معادلات در جواب ها این کاربردهاي
آن ها ایده که دادند ارائه KdV معادله جواب هاي مورد در را جامعی تحلیل هاي 15 کوداما و 14 ابلوویتز [6] مقاله در
معادلات دستگاه یک تقارن هاي که شد بیان نیز اول فصل در می آید. کار به نیز خطی غیر تکاملی معادلات سایر براي

9Guo
10Zhang
11Galaktionov

12Ovsiannikov
13Barenblatt
14Ablowitz

15Kodama
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خودشان به که دارند وجود هم جواب هایی بین این در می نگارد، جواب ها از دیگر خانواده به را جواب ها از خانواده اي
ناوردا جواب هاي را جواب هایی چنین هستند، ناوردا PDE دستگاه تقارن هاي عمل به نسبت یعنی می شوند، نگاشته

می نامند.

ناوردا جواب هاي روش 1 . 4 . 4
بیان نیز ها FDE براي می توان را تعریف این شد، بیان اول فصل در ها PDF براي که ناوردا جواب هاي مشابه
اولاً آنکه شرط به می باشد، v تقارن به مربوط FDE معادله از ناوردا جواب یک u = θ(t, x) گفت می توان کرد.

زیر نقطه اي تقارن به نسبت u = θ(t, x) ثانیاً و کند صدق معادله در u = θ(t, x)

v = τ∂t + ξ∂x + η∂u,

نوشت: بتوان را زیر شرط و باشد ناوردا

τ(x, t, θ)θt + ξ(x, t, θ)θx = −η(x, t, θ).

مورد در را آن سپس و می دهیم انجام حرارت، PDE معادله  براي را مفهوم این ابتدا ناوردا، جواب هاي یافتن جهت به
می نماییم. اعمال کسري فوکر-پلانک معادلۀ

یک شامل که آمد دست به (1 . 3 . 1) مثال در گرما معادله تقارنی گروه شد، بیان اول فصل در که همانطور .1 . 4 . 4 مثال
نتیجه معادله بودن خطی از که البعد نامتناهی زیرگروه یک بعلاوه معادله خود مخصوص تقارن هاي از پارامتري شش گروه
خواهد وجود ناوردا گروه جواب هاي از کلاسی کل، تقارنی گروه از پارامتري یک گروه زیر با متناظر می باشد. می شود،
مورد خاص زیرگروه به کلی طور به آن شکل که می آید بدست شده اي خلاصه معمولی دیفرانسیل معادله از که داشت

.[98] دارد بستگی بررسی
جواب هاي از جزئی، دیفرانسیل معادله یک براي سیار موج جواب هاي کلی، طور به سیار: موج جواب هاي اول. حالت ◀

می باشد. مستقل متغیرهاي فضاي بر انتقالی گروه یک مطالعه، مورد گروه آن در که می شوند ناشی خاصی گروه-ناورداي
انتقالی گروه مثال، این در

(x, t, u) 7−→ (x+ cε, t+ ε, u), ε ∈ R, (67 . 4)

نظر در را است شده تولید می باشد، ثابت مقدار یک c آن در که ،∂t + c∂x توسط و است امواج سرعت کنند تعیین که
از: است عبارت می آید دست به زیر انتقال گروه از که مشخصه معادله می گیریم.

dx

c
=
dt

1
=
du

0
⇒


dx = cdt ⇒ x = ct+ y ⇒ y = x− ct,

du = 0 ⇒ u = v.

از: عبارتند (67 . 4) گروه ناورداهاي لذا

y = x− ct, u = v,
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u مشتقات براي معادله حل با بود. خواهد u = h(x − ct) شکل به v = h(y) ناورداي گروه- جواب یک بنابراین
داشت: خواهیم y به نسبت v مشتقات برحسب و ،t و x به نسبت

ut = −cvy, ux = vy, uxx = vyy, (68 . 4)

زیر شکل به سیار موج جواب هاي براي شده خلاصه معمولی دیفرانسیل معادله گرما، معادله در عبارات این جایگذاري با
آمد، خواهد دست به

−cvy = vyy. (69 . 4)

عمومی جواب پس dv = e−cymdy نتیجه در و p = e−cym لذا و −cp = py داشت خواهیم p = vy دادن قرار با
از: است عبارت ثابت ضرایب با (69 . 4) معادله

v(y) = ke−cy + l. (70 . 4)

تولید v5 = 2t∂x − xu∂u توسط که گالیله اي پارامتري یک گروه گالیله اي-ناوردا: جواب هاي دوم. حالت ◀

ناورداهاي داراي می شود،

y = t, v = ue
x2

4t , (71 . 4)

داشت: خواهیم بنابراین می باشد.
{
t > 0

}
بالایی فضاي نیم در

ut =
(
vy +

x2

4t2
v
)
e−

x2

4t ,

uxx =
(x2
4t

− 1

2t
v
)
ve−

x2

4t .

شکل به اولی مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله ناوردا، گالیله اي جواب هاي براي شده خلاصه معادله بنابراین

2yvy + v = 0,

v(y) =
√
y برابر فوق معادله جواب می باشد.) دوم مرتبه جزئی دیفرانسیل معادله یک گرما معادلۀ خود چند (هر است

شکل به منبع جواب از اسکالري مضرب ناوردا، گالیله- جواب عمومی ترین اینجا از می باشد.

u(x, t) =
k√
t
e−

x2

4t ,

ترکیب هاي از که بیشتري، پارامتري یک زیرگروه هاي گرفتن نظر در با می توان را گروه-پایا جواب هاي از فوق فهرست است.
داد. تعمیم می آید، دست به کل تقارنی گروه کوچک بینهایت مولدهاي از کلی تري خطی

آورد: دست به ناورداها روش کمک به را معادله از جوابی تا می گیریم نظر در را کسري معادله اي ادامه در

توسط 2004 سال در ابتدا در که می باشد، زیر صورت به PDE حالت در فوکر-پلانک معادله از مدلی .2 . 4 . 4 مثال
صورت به 16 اکسندال

∂u

∂t
= − ∂

∂x

[
f(x)u

]
+

1

2

∂2

∂x2

[
g(x)u

]
, (72 . 4)

16Oksendal
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می باشد. تصادفی فرایندي در احتمالی چگالی تابع شرح دهنده u(x, t) معادله این در گرفت. قرار مطالعه مورد و شد بیان
تقارن ها مفهوم کمک به تا دادیم قرار مطالعه مورد کسري حالت در را فوکر-پلانک معادله از مدلی [90] مقاله در ما

می  باشد: زیر صورت به باشد، کسري آن زمان به نسبت مشتق که حالتی  در را معادله بیابیم. آن براي را جوابی بتوانیم

Dα
t u = − ∂

∂x

[
f(x)u

]
+

1

2

∂2

∂x2

[
g(x)u

]
, (73 . 4)

از: عبارتند g(x) و f(x) دلخواه توابع ازاي به معادله این تقارن هاي α ∈ (0, 1) ازاي به

v1 = 16t
∂

∂t
−
(
8
√
g(x)α

∫
dx√
g(x)

) ∂
∂x

−
(
8uα− 8uf(x)α√

g(x)

∫
dx√
g(x)

+6u ln(g(x))α+
[
3u

∫ (2g′′(x)α√
g(x)

∫
dx√
g(x)

− g′′(x)α√
g3(x)

∫
dx√
g(x)

)
dx

+8u
] ∂
∂u
, (74 . 4)

v2 = −16
(√

g(x)
) ∂
∂x

+
[
− 16uf(x)√

g(x)
+ 3u

∫ ( 2g′′(x)√
g3(x)

+
4g′′(x)√
g(x)

)
dx
] ∂
∂u
,

v3 = u
∂

∂u
.

می گیریم: نظر در متفاوت حالت دو در را معادله ادامه در
از: عبارتند معادله تقارن هاي g(x) = x و f(x) = x ازاي به اول: حالت ◀

v1 = 2αx
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+
(
uα+ 2uαx− u

) ∂
∂u
, (75 . 4)

v2 = 4
√
x
∂

∂x
+
(
4u

√
x− 3u√

x

) ∂
∂u
, v3 = u

∂

∂u
.

می باشد: زیر صورت به g(x) = x2 و f(x) = x2 ازاي به تقارن ها دوم: حالت ◀

v1 = 2xα ln(x)
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+
(
2uα+ 2ux ln(x)α− 3uα ln(x)

) ∂
∂u
, (76 . 4)

v2 = x
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
, v3 = u

∂

∂u
.

مطرح بالا در که اول حالت از را v1 تقارن منظور این به دهیم. مرتبه کاهش را معادله ناورداها کمک به می خواهیم اکنون
اینکه به توجه با می گیریم. نظر در شد،

v1 = 2αx
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+
(
uα+ 2uαx− u

) ∂
∂u
,

می شود: نوشته زیر صورت به آن مشخصه معادله لذا

dx

2αx
=
dt

2t
=

du

u
(
α+ 2αx− 1

) .
از: است عبارت معادله ناورداي جواب  لذا .u 2α√x√

xex
و tx−1

α از عبارتند معادله ناورداهاي نتیجه در

u(x, t) = x
α−1
2α exg(z), (77 . 4)
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صورت به (73 . 4) معادله چپ سمت کسري مشتق ناوردا، جواب به توجه با .z = tx
−1
α طوریکه به

∂αu(x, t)

∂tα
=

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

u(x, τ)

(t− τ)α
dτ

=
1

Γ(1− α)
x

−1
α
d

dz

∫ z

0

√
xexg(y)

2α
√
xx(z − y)α

x
1
αdy

= x
−α−1
2α ex

1

Γ(1− α)

d

dz

∫ z

0

g(y)

(z − y)α
dy

= x
−α−1
2α ex∂αz g(z), (78 . 4)

رسید: خواهیم زیر رابطه به u به نسبت مشتقات ازاي به جایگذاري و (73 . 4) در (78 . 4) جایگذاري با می باشد.

∂αz g(z) = x
1+α
2α

{
− x

α−1
2α g(z)− 1

2
x

α−1
2α g(z)− x

3α−1
2α g(z)− 1

2α
x

α−1
2α g(z)

+
1

α
x

α−1
2α zg′(z) +

1

2
x

−α−1
2α g(z)− 1

2α
x

−α−1
2α g(z)− α+ 1

8α
x

−α−1
2α g(z)

+
1

4
x

α−1
2α g(z)− 1

4α
x

−α−1
2α zg′(z)− 1

α
x

−α−1
2α zg′(z) +

α− 1

4α
x

α−1
2α g(z) (79 . 4)

+
1

2
x

3α−1
2α g(z)− 1

2α
x

α−1
2α zg′(z) +

α+ 1

8α2
x

−α−1
2α g(z)− 1

4α
x

α−1
2α g(z)

+
1

4α2
x

−α−1
2α zg′(z) +

α+ 3

4α2
x

−α−1
2α zg′(z)− 1

2α
x

α−1
2α zg′(z) + x

α−1
2α g(z)

+
1

2α2
x

−α−1
2α z2g′′(z)

}
.

هر که بیابیم (73 . 4) براي معادلی توانستیم ولی نشد تبدیل FODE یک به معادله داده صورت مرتبه کاهش با اگرچه
برعکس. و می باشد نیز (73 . 4) از جوابی (79 . 4) از جواب

آب عمق کم سطوح در امواج از ریاضی مدلی Korteweg de Vries(KdV) معادله ریاضیات در .3 . 4 . 4 مثال
KdV معادله مختلف صورت هاي کنون تا شد. بیان 17 بازینیسک توسط (1877) سال در بار اولین معادله این است.

شده اند. ذکر (1 . 4) جدول در آن ها از برخی که است شده ذکر
جزئی مشتقات با KdV− برگر معادله از اقتباس با ام n مرتبه KdV− برگر معادله کسري حسابان در

می شود: تعریف زیر صورت به

Dα
t (u) = a

∂nu

∂xn
+ f(u)

∂u

∂x
. (80 . 4)

است. گرفته قرار بررسی مورد معادله این متفاوت روش هاي با گوناگون هاي f(u) و مختلف هاي n ازاي به که
گرفته قرار بررسی مورد [119 ،115 ،38] مقالات در معادله از فرم این تقارن ها روش کمک به مثال عنوان به
کرد: بیان زیر صورت به را کسري مشتق با ام 4 مرتبه KdV− برگر معادله می توان (80 . 4) به توجه با است.

Dα
t (u) = a

∂4u

∂x4
+ f(u)

∂u

∂x
. (81 . 4)

کرد: بازنویسی زیر صورت به را آن می توان که

F = auxxxx + f(u)ux −Dα
t (u). (82 . 4)

17Boussinesq
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مراجع معادله نام
[18] ∂tu+ ∂3xu+ 6u∂xu = 0 KdV

[30] ∂tu+ ∂3xu− 6u∂xu+ u
2t = 0 استوانه اي KdV

[34] ∂tu+ ∂x

(
∂2
xu−2ηu3−3u(∂xu)

2

2(η+u2)

)
= 0 داشته فرم تغییر KdV

[33] ∂tu+ ∂3xu+ ∂xf(u) = 0 کلی حالت در KdV

[81] ∂tu+ ∂3xu± 6u2∂xu = 0 شده اصلاح KdV

[106] ∂tu+ ∂3x − 1
8 (∂xu)

3 + (∂xu)(Ae
au +B + Ce−au) = 0 شده اصلاح شدة اصلاح KdV

[113] ∂tu+ ∂3xu− 6u∂x + u
t = 0 کروي KdV

[48]

∂tu = 6u∂xu− ∂3xu+ 3w∂2xw

∂tw = 3(∂xu)w + 6u∂xw − 4∂3xw

العاده فوق KdV

[97] ∂tu+ ∂3xu− 6f(t)u∂xu = 0 انتقالی KdV

[96] ∂tu+ βtn∂3xu+ αtnu∂xu = 0 متغیر ضرایب با KdV

[55] ∂tu+ µ∂3xu+ 2u∂xu− ν∂2xu = 0 KdV برگر
[46] ∂tu− ∂Nu

∂xN −Aupux = 0 n مرتبه KdV برگر
[89] ∂tu− uxxxx − f(u)ux = 0 4 مرتبه یافته تعمیم KdV برگر

Korteweg − deVries(KdV) معادله مختلف حالات :1 . 4 جدول

از: است عبارت (81 . 4) معادله تقارن کلی حالت در شد، بیان فصل این ابتداي در که مطالبی به توجه با

v1 =
∂

∂x
.

صورت به می توان را معادله f(u) = ub(x, t) و 0 < α < 2 ، α ̸= 1 که حالتی در

Dα
t (u) = a

∂4u

∂x4
+ ub(x, t)

∂u

∂x
, (83 . 4)

از: عبارتند آن تقارن هاي و نوشت

v1 =
∂

∂x
, v2 = tb

∂

∂t
+
αbx

4

∂

∂x
− 3αu

4

∂

∂u
. (84 . 4)

از: است عبارت معادله f(u) = u(x, t) و 0 < α < 2 ، α ̸= 1 که حالتی در

Dα
t (u) = a

∂4u

∂x4
+ u(x, t)

∂u

∂x
. (85 . 4)

با: است برابر آن تقارن و

v1 =
∂

∂x
. (86 . 4)

کرد. بیان (2 . 4) جدول صورت به را فوق مطالب می توان خلاصه طور به
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v2 v1 α f(u)

0 < α < 2

- ∂
∂x دلخواه تابع f(u) 0 حالت

α ̸= 1

0 < α < 2

tb ∂
∂t +

αbx
4

∂
∂x − 3αu

4
∂
∂u

∂
∂x f(u) = ub(x, t) 1 حالت

α ̸= 1

0 < α < 2

t ∂
∂t +

αx
4

∂
∂x − 3αu

4
∂
∂u

∂
∂x f(u) = u(x, t) 2 حالت

α ̸= 1

f(u) متفاوت حالت 3 ازاي به (81 . 4) معادله مختلف تقارن هاي :2 . 4 جدول

داریم: v1 =
∂
∂x

تقارن ازاي به 1 حالت در ◀

dx

1
=
dt

0
=
du

0
. (87 . 4)

آن جایگذاري با که بود خواهد u = g(t) صورت به معادله جواب نتیجه در و می رسیم u و t ناورداهاي به لذا
رسید: خواهیم زیر معادله به (83 . 4) معادله در

Dα
t u = 0, 0 < α < 2, α ̸= 1.

می باشد: زیر صورت به ناوردا جواب داریم فوق رابطه حل با

u(t) = c1t
α−1 + c2t

α−2.

داریم: بیابیم: را آن به مربوط ناورداي جواب تا می گیریم نظر در را v1+v2 خطی ترکیب ،1 حالت ادامه در ◀

dt

bt
=

dx

1 + αbx
4

=
du

−3αu
4

.

عبارت ناوردا جواب بنابراین می آیند، دست به u 4b
√
t3α و α√4+αbx

4√t ناورداهاي فوق، دستگاه از انتگرال گیري با
از: است

u(x, z) =
g(z)
4b
√
t3α

, z =
α
√
4 + αbx

4
√
t

. (88 . 4)

دنبال به زیر قضیه کمک به اکنون است. شده بیان KdV− برگر معادله ناورداهاي از لیستی (3 . 4) جدول در
می باشیم: (83 . 4) معادله مرتبه کاهش
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ناوردا جواب هاي مشخصه معادلات vi حالات انواع
u = c1t

α−1 + c2t
α−2 dt

0 = dx
1 = du

0 v1

u = g(z)t
−3α
4b z =

α√4+αbx
4√t

dt
tb = dx

1+αbx
4

= du
−3αu

4

v1 + v2

اول حالت
u = f(z)t

−3α
4b z =

α√−4+αbx
4√t

dt
tb = dx

−1+αbx
4

= du
−3αu

4

v2 − v1

u = h(z)t
−3α
4b z = xt−

α
4

dt
tb = dx

αbx
4

= du
− 3αu

4

v2

u = c3t
α−1 + c4t

α−2 dt
0 = dx

1 = du
0 v1

u = g(z)t
−3α
4 z =

α
√
4+αx
4√t

dt
t = dx

1+αx
4

= du
−3αu

4

v1 + v2

دوم حالت
u = g(z)t

−3α
4 z =

α
√
−4+αx

4√t
dt
t = dx

−1+αx
4

= du
−3αu

4

v2 − v1

u = g(z)t
−3α
4 z = xt−

α
4

dt
t = dx

αx
4

= du
− 3αu

4

v2

ناوردا جواب هاي و مشخصه معادلات :3 . 4 جدول

می شود: تبدیل زیر معادله به (83 . 4) معادله (88 . 4) تبدیلات به توجه با .1 . 4 . 4 )قضیه
P1−α− 3α

4b
,α

4 g
)
(z) := atα

(
g′′′′(z)z′4 + 6g′′′(z)z′2z′′ + 4g′′(z)z′z′′′

+3g′′(z)z′′2 + g′(z)z′′′′
)
+ t

−α
4 g′(z)gb(z)z′. (89 . 4)

می شود تعریف زیر صورت به که می باشد، کوبر کسري دیفرانسیل عملگر همان
(
P1−α− 3α

4b
,α

4 g
)
(z) آن در که

: [56](
Pτ,α
β g

)
(z) :=

n−1∏
j=0

(
τ + j − 1

β
z
d

dz

)
(Kτ+α,n−α

β g)(z), (90 . 4)

و

(
Kτ,α
β g
)
(z)=


1

Γ(α)

∫ ∞

1

(u− 1)α−1u−(τ+α)g(zu
1
β )du, α > 0,

g(z) α = 0,

n=

[n] + 1, α ̸∈ N,

α, α ∈ N,

می گیریم: نظر در را ،(83 . 4) معادله چپ سمت ابتدا شروع براي برهان.

Dα
t u(t, x) =

1

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ t

0

u(s, x)(
t− s

)α+1−mds

=
1

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ t

0

s
−3α
4b g
( α
√
4 + αbx

4
√
s

)(
t− s

)n−α−1

ds. (91 . 4)
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نوشت: زیر صورت به را (91 . 4) رابطه می توان لذا ν = t
s
,
(
ds = −t

ν2
dν
)

کنید فرض

Dα
t u(t, x) =

1

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ ∞

1

sn−α−
3α
4b g
(
zν

1
4

)(
ν − 1

)n−α−1dν

ν

=
1

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ ∞

1

tn−α−
3α
4b
ν−(n−α− 3α

4b
+1)(

ν − 1
)n−α−1 g

(
zν

1
4

)
dν. (92 . 4)

داریم: کوبر عملگر به توجه با

Dα
t u(t, x) =

∂n

∂tn

[
tn−α−

3α
4b

(
K1− 3α

4b
,n−α

4 g
)
(z)
]
. (93 . 4)

داریم: ریاضی محاسبات با (93 . 4) رابطه در z = α√4+αbx
4√t جایگذاري با

t
d

dt
g(z) =

−1

4
z
d

dz
g(z).

نوشت: زیر صورت به Dα
t u(t, x) مشتق می توان انتها در

Dα
t u(t, x) =

∂n−1

∂tn−1

{ ∂
∂t

[
tn−α−

3α
4b

(
K1− 3α

4b
,n−α

4 g
)
(z)
]}

=
∂n−1

∂tn−1

{(n− α− 3α
4b

− 1
4
z d
dz

)(
K1− 3α

4b
,n−α

4 g
)
(z)

t−(n−α− 3α
4b

−1)

}
...
= t−α−

3α
4b

n−1∏
j=0

(
1− 3α

4b
+ j − 1

4
z
d

dz

)(
K1− 3α

4b
,n−α

4 g
)
(z)

= t−α−
3α
4b

(
P1− 3α

4b
−α,α

4

)
(z). (94 . 4)

از: عبارتند که ux و uxx, uxxx, uxxxx مشتقات به توجه با (83 . 4) رابطه راست سمت

ux =
g′(z)z′

t
3α
4b

, uxx =
g′′(z)z′2 + g′(z)z′′

t
3α
4b

,

uxxx =
g′′′(z)z′3 + 3g′′(z)z′z′′ + g′(z)z′′′

t
3α
4b

,

uxxxx =
g′′′′(z)z′4 + 6g′′′(z)z′2z′′ + 4g′′(z)z′z′′′ + 3g′′(z)z′′2 + g′(z)z′′′′

t
3α
4b

.

می باشد: زیر صورت به

a
∂4u

∂x4
+ ub(x, t)

∂u

∂x
= at

−3α
4b

(
g′′′′(z)z′4 + 6g′′′(z)z′2z′′ + 4g′′(z)z′z′′′ + 3g′′(z)z′′2

+g′(z)z′′′′
)
+ t−

3α
4b

− 3α
4 gb(z)g′(z)z′. (95 . 4)

می آید: دست به زیر فرم به (83 . 4) رابطه از دیگري شکل ،(95 . 4) و (94 . 4) روابط به توجه )با
P1−α− 3α

4b
,α

4 g
)
(z) := atα

(
g′′′′(z)z′4 + 6g′′′(z)z′2z′′ + 4g′′(z)z′z′′′
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+3g′′(z)z′′2 + g′(z)z′′′′
)
+ t

−α
4 g′(z)gb(z)z′. (96 . 4)

می آید. دست به

صورت به می توان را KdV− برگر معادله از یافته مرتبه کاهش مختلف فرمهاي تمام فوق قضیه مطابق
آورد. دست به (4 . 4) جدول

یافته کاهش معادله vi حالت ها  انواع
u = c1t

α−1 + c2t
α−2 v1 1-1(

P1−α− 3α
4b ,α

4 g1

)
(z) = atα

(
g′′′′1 (z)z′4 + 6g′′′1 (z)z′2z′′ + 4g′′1 (z)z

′z′′′ v1 + v2 1-2
+3g′′1 (z)z

′′2 + g′1(z)z
′′′′
)
+ t

α
4 g′1(z)g

b
1(z)z

′ z =
α√4+αbx

4√t(
P1−α− 3α

4b ,α
4 g2

)
(z) = atα

(
g′′′′2 (z)z′4 + 6g′′′2 (z)z′2z′′ + 4g′′2 (z)z

′z′′′ v2 − v1 1-3
+3g′′2 (z)z

′′2 + g′2(z)z
′′′′
)
+ t

α
4 g′2(z)g

b
2(z)z

′ z =
α√−4+αbx

4√t(
P1−α− 3α

4b ,α
4 g3

)
(z) = atα

(
g′′′′3 (z)z′4 + 6g′′′3 (z)z′2z′′ + 4g′′3 (z)z

′z′′′ v2 1-4
+3g′′3 (z)z

′′2 + g′3(z)z
′′′′
)
+ t

α
4 g′3(z)g

b
3(z)z

′ z = x
4√tα

u = c3t
α−1 + c4t

α−2 v1 2-1(
P1− 7α

4 ,α
4 h1

)
(z) = atα

(
h′′′′1 (z)z′4 + 6h′′′1 (z)z′2z′′ + 4h′′1(z)z

′z′′′ v1 + v2 2-2
+3h′′1(z)z

′′2 + h′1(z)z
′′′′
)
+ t

α
4 h′1(z)h1(z)z

′ z =
α
√
4+αx
4√t(

P1− 7α
4 ,α

4 h2

)
(z) = atα

(
h′′′′2 (z)z′4 + 6h′′′2 (z)z′2z′′ + 4h′′2(z)z

′z′′′ v2 − v1 2-3
+3h′′2(z)z

′′2 + h′2(z)z
′′′′
)
+ t

α
4 h′2(z)h2(z)z

′ z =
α
√
−4+αx

4√t(
P1− 7α

4 ,α
4 h3

)
(z) = atα

(
h′′′′3 (z)z′4 + 6h′′′3 (z)z′2z′′ + 4h′′3(z)z

′z′′′ v2 2-4
+3h′′3(z)z

′′2 + h′3(z)z
′′′′
)
+ t

α
4 h′3(z)h3(z)z

′ z = x
4√tα

(81 . 4) معادله از یافته مرتبه کاهش حالت هاي انواع :4 . 4 جدول

معادله زیر روش 2 . 4 . 4
همانطور می گیرد. قرار استفاده مورد است ژومقی مشتق آن ها، زمان به نسبت کسري مشتق که معادلاتی براي روش این

از: است عبارت ژومقی مشتق شد، بیان نیز سوم فصل در که

Dα
t f(x) =



1

Γ(1− α)

∫ x

0
(x− ξ)−α−1[f(ξ)− f(0)]dξ, α < 0,

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

0
(x− ξ)−α[f(ξ)− f(0)]dξ, 0 < α < 1,

[f (α−n)(x)](n), 1 ⩽ n ⩽ α < n+ 1.

(97 . 4)
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معادله شروع براي

F (u, ux, uy, D
α
t u, · · · ) = 0, 0 < α < 1. (98 . 4)

می کنیم: بیان گام 4 در را معادله زیر روش انجام مراحل ادامه در می گیریم. نظر در کلی حالت در را
آن در که می کنیم استفاده متغیر تغییر براي u(x, y, t) = u(ξ) متغیر از ابتدا اول) (گام

ξ = hx+ ly + ct+ ξ0,

می شود: تبدیل زیر FODE معادله به (98 . 4) معادله متغیر تغییر این با می باشند. ثابت c و l ، k که شود توجه

F (u(ξ), hu′(ξ), lu′(ξ), cαDα
ξ u(ξ), · · · ) = 0, (99 . 4)

باشد: زیر صورت به جوابی داراي (99 . 4) معادله می کنیم فرض دوم) (گام

u(ξ) =

n∑
i=0

aiΦ
i(ξ), (100 . 4)

رابطه در مشتق بالاترین کردن متعادل از و است مثبت صحیح عددي n و می باشد ثابت ai(i = 1, · · · , n) آن در که
صورت به که ژومقی مشتق با کسري ریکاتی معادله در Φi(ξ)(i = 1, 2, · · · , n) این بر علاوه می آید، دست به (99 . 4)

می کند: صدق می باشد، زیر

Dα
ξ Φ(ξ) = σ +Φ2(ξ), 0 < α ≤ 1. (101 . 4)

است: آورده دست به را می باشند زیر صورت به که را (101 . 4) معادله جواب هاي از بعضی [125] مقاله در 18 ژنگ

Φ(ξ) =



−
√
−σ tanh(

√
−σξ), σ < 0,

−
√
−σ coth(

√
−σξ), σ < 0,

√
σ tan(

√
σξ), σ > 0,

−
√
σ cot(

√
σξ), σ > 0,

−Γ(1+α)
ξα+ω , ω = const, σ = 0.

(102 . 4)

یک به ها Φi ضرایب دادن قرار صفر با و می کنیم جایگذاري (99 . 4) رابطه در را (100 . 4) مرحله این در سوم) (گام
رسید. خواهیم معادلات از دستگاه

آید، دست به ξ و (i = 1, · · · , n) ها ai مقادیر تا می کنیم حل را سوم گام در آمده دست به معادلات چهارم) (گام
رسید. خواهیم (98 . 4) FDE معادله براي جوابی (102 . 4) کمک به و می دهیم قرار (100 . 4) در را مقادیر این سپس

دستگاه حل براي روش این از [87] در ما .4 . 4 . 4 مثال
c(u)Dα

t (u) = (K(u)ux)x + (L(u)(uy − 1))y − S(u),

C(u) = u(x, y, t), K(u) = L(u) = n, S(u) = −u3 −mu, n,m ∈ R.
(103 . 4)

18S. Zhang
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α = 0/5, 0.15, 0/05 و t = 2 ازاي به جواب از نموادري :1 . 4 شکل
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آوردیم: دست به معادله براي را زیر جواب هاي و می باشد. ژومقی مشتق Dα
t (u) آن در که کردیم استفاده

u =



−cα
√

− m
c2α

tanh
(√

− m
c2α

(hx+ ly + ct+ ξ0)
)
, m < 0, c2α > 0,

−cα
√

− m
c2α

coth
(√

− m
c2α

(hx+ ly + ct+ ξ0)
)
, m < 0, c2α > 0,

cα
√

m
c2α

tan
(√

m
c2α

(hx+ ly + ct+ ξ0)
)
, m > 0, c2α > 0,

−cα
√

m
c2α

cot
(√

m
c2α

(hx+ ly + ct+ ξ0)
)
, m > 0, c2α > 0,

cα
Γ

(
1+α

)
(
hx+ct+ly+ξ0

)α

+ω

, ω = const, σ = 0.

(104 . 4)

نموده ایم. رسم (4 . 4 . 4) شکل در α = 0.5, 0.15, 0.05 و t = 2 ازاي به به را معادله از جواب پنجمین نمونه براي

ناوردا فضاي زیر 3 . 4 . 4
کسري مشتقات با معادلاتی براي آن شرح به سپس و می دهیم شرح PDE معادلات براي را روش این ابتدا بخش این در
استفاده مورد هستند، زیر فرم به تکاملی صورت به که صحیح مشتقات با معادلات براي ناوردا فضاي زیر روش می پردازیم.

می گیرد: قرار

ut = F
(
u, ux, · · · , ∂kxu

)
, (105 . 4)

آن: در که
ut =

∂u

∂t
, ux =

∂u

∂x
, uxx =

∂u

∂xx
, · · · , ∂kxu =

∂ku

∂xk
.

می شود: بیان زیر فرم به (105 . 4) معادله لذا دهیم، نمایش F̂ [u] با را فوق معادله راست سمت می توان

ut = F̂ [u]. (106 . 4)

زیر صورت به f1(x), · · · , fn(x) خطی مستقل توابع توسط شده تولید Wn خطی فضاي زیر یک .1 . 4 . 4 تعریف
می شود: تعریف

Wn = ⟨f1(x), · · · , fn(x)⟩ =
{
c1f1(x) + · · ·+ cnfn(x), | ∀ci ∈ R

}
.

باشد: برقرار زیر شرط y(x) ∈Wn تابع براي اگر می شود، نامیده F̂ عملگر ناورداي فضاي زیر Wn

F̂ [y] ∈Wn. (107 . 4)

برقرار زیر رابطه صورت این در y(x) = c1f1(x) + · · · + cnfn(x) یعنی y(x) ∈ Wn اگر دیگر عبارت به
باشد:

F̂ [y] = F1(c1, · · · , cn)f1(x) + · · ·+ Fn(c1, · · · , cn)fn(x), (108 . 4)
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ناورداي فضاي زیر توسط F̂ [y] عملگر ازاي به که هستند توابعی F̂ [y] در {Fi(c1, · · · , cn)}ni=1 ضرایب طوریکه به

⟨f1(x), · · · , fn(x)⟩,

است. شده داده

می گیریم نظر در را زیر معادله .5 . 4 . 4 مثال

ut = uuxx +
1

σ
u2x − σ, (109 . 4)

داد: نمایش زیر فرم به را معادله این می توان صورت این در می باشد. ثابت مقداري σ آن در که

F̂ [u] = uuxx +
1

σ
u2x − σ, (110 . 4)

زیرا هست، W2 = ⟨1, x2⟩ ناورداي زیرفضاي- داراي (110 . 4) معادله

F̂ [c1 + c2x
2] = 2c1c2 − σ + 2

(
1 +

2

σ

)
c22x

2 ∈W2, (111 . 4)

از: عبارتند F2 و F1 ضرایب آن در که

F1(c1, c2) = 2c1c2 − σ, F2(c1, c2) = 2
(
1 +

2

σ

)
c22x

2. (112 . 4)

کرد. استفاده است، شده آورده برهان همراه به [43] کتاب در که زیر گذاره از می توان ناوردا فضاي زیر یافتن براي

ام −n مرتبه خطی معادله جواب هاي مجموعه از f1(x), · · · , fn(x) توابع کنید فرض .2 . 4 . 4 قضیه

L̂[y] = y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0, (113 . 4)

عملگر به نسبت Wn = ⟨f1(x), · · · , fn(x)⟩ صورت این در باشد، هموار نیز F تابع و

F̂ [y] = F [x, y, · · · , y(k)],

براي ضمناً باشد. برقرار L̂[F̂ [y]] = 0 رابطه (113 . 4) معادله از y(x) جواب هاي تمام ازاي به اگر وتنها اگر است ناوردا
دیگر عبارت (به ،2k + 1 از است عبارت Wn بعد حداکثر که k مرتبه از F̂ [y] = F [x, y, y′, · · · , y(k)] عملگر

.( n ≤ 2k + 1

تابع صورت این در باشد، F̂ [u] از ناوردا فضاي زیر Wn = ⟨f1(x), · · · , fn(x)⟩ کنید فرض .3 . 4 . 4 قضیه

u(x, t) =

m∑
i=1

ui(t)fi(x),

کنند صدق زیر دستگاه در ها ui(t) ضرایب اگر تنها اگرو می باشد (106 . 4) معادله از جواب یک
u′1(t) = F1(u1, · · · , un),

u′n(t) = Fn(u1, · · · , un),
(114 . 4)

می شود. تعریف (108 . 4) رابطه توسط F1, · · · , Fn که
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معادله جواب هاي از دسته یک فقط (114 . 4) عمومی جواب که شود توجه است. غیرخطی معمولا (114 . 4) دستگاه
کار به غیرخطی سیستم هاي و ها PDE از وسیعی کلاس هاي در می تواند روش این حال این با اما می باشد. (106 . 4)

دهد. ارائه گوناگون معادلات براي را جواب ها از بسیاري و شود گرفته

ناورداي فضاي زیر شد بیان که همانطور می گیریم. نظر در (5 . 4 . 4) مثال از را (109 . 4) معادله دیگر بار .6 . 4 . 4 مثال
فرم به معادله جواب بنابراین ،W2 = ⟨1, x2⟩ از است عبارت معادله این

u(x, t) = u1(t) + u2(t)x
2, (115 . 4)

می توان (112 . 4) رابطه به توجه با کردیم. استفاده c2(t) و c1(t) از u2(t) و u1(t) جاي به (5 . 4 . 4) مثال در می باشد.
نوشت

u′1(t) = 2u1u2 − σ,

u′2(t) = 2
(
1 + 2

σ

)
u22.

(116 . 4)

است). شده بیان [41] در حل کامل (روش می آید بدست زیر صورت به (109 . 4) معادله جواب فوق، دستگاه حل با

u(x, t) = A0t
− σ

σ+2 − σ(σ + 2)

2(σ + 1)
t− σ

2(σ + 2)t
x2. (117 . 4)

نویسندگان اینکه تا شد، مطرح PDE معادلات براي شد، داده شرح بالا در که همانطور ناورداها روش ابتدا در
استفاده کسري مشتق با معادلات جواب یافتن براي را روش این [41] منبع در 20 کاساخین و 19 گازیزو همچون بزرگی
زیر صورت به کسري معادلات نمایش کلی حالت در می کنیم. بیان زیر قضیه در را روش الگوریتم اجراي نحوه کردند.

می باشد:

∂αt u(t, x) = θ(x, t, u, ux, uxx, · · · ). (118 . 4)

تکاملی صورت به را معادله است لازم ناوردا زیرفضاهاي روش با کسري مشتق شامل که معادله اي حل براي هرچیز از قبل
بنویسیم: زیر رابطه مانند

Dα
t u = F̂ [u]. (119 . 4)

موجود مشتق البته که می رود کار به کسري معادلات براي است، کرده مطرح 2013 سال در را آن گازیزو که زیر قضیه
باشد. ریمان-لیوویل نوع از معادله در

زیر صورت به را F̂ [u] عملگر به نسبت Wn ناورداي فضاي زیر {fi(x)} خطی مستقل توابع کنید فرض .4 . 4 . 4 قضیه
کند: تولید

Wn = ⟨f1(x), · · · , fn(x)⟩,

باشد زیر فرم به u ∈Wn ازاي به F̂ [u] بسط و باشد موجود i = 1, · · · , n هر ازاي به Dα
t fi(t) همچنین و

F̂ [c1f1(x) + · · ·+ cnfn(x)] = F1(c1, · · · , cn)f1(x) + · · ·+ Fn(c1, · · · , cn)fn(x). (120 . 4)
19Gazizov 20Kasatkhin
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رابطه در که ui(t) ضرایب اگر صورت این در

u(x, t) = u1(t)f1(x) + · · ·+ un(t)fn(x), (121 . 4)

کند، صدق زیر FODE معادلات دستگاه در باید و دارند قرار
Dα
t u1(t) = F1(u1, · · · , un),

· · ·

Dα
t un(t) = Fn(u1, · · · , un),

(122 . 4)

می باشد: (119 . 4) معادله براي جواب یک (121 . 4) صورت این در

توجه با و داد اثر (121 . 4) معادله بر را آن می توان لذا می باشد، ریمان-لیوویل نوع از مشتق عملگر که آنجایی از برهان.
داریم: و نمی کند اثر آن بر t به نسبت مشتق لذا می باشند، x حسب بر fi توابع اینکه به

Dα
t u = (Dα

t u1)f1(x) + · · ·+ (Dα
t un)fn(x). (123 . 4)

آورد: بدست را زیر تساوي می توان (120 . 4) رابطه به توجه با

F̂ [u(x, t)] = F1(u1(t), · · · , un(t))f1(x) + · · ·+ Fn(u1(t), · · · , un(t))fn(x). (124 . 4)

می شود: تبدیل زیر معادله به (119 . 4) معادله بنابراین
n∑
i=1

(Dα
t ui − Fi(u1(t), · · · , un(t)))fi(x) = 0. (125 . 4)

ایجاب معادله حل روند در چشمگیري سرعت امر همین و می یابد کاهش معادله مستقل متغیرهاي تعداد تبدیل، این در
می کند.

قرار صفر برابر را ضرایب است کافی فوق رابطه برقراري براي می باشند، خطی مستقل توابع ها fi اینکه به توجه با
می شود. تمام برهان و رساند خواهد (122 . 4) دستگاه به را ما امر این که دهیم

اینکه و نیست پذیر امکان سادگی به ریمان-لیوویل مشتقات با معادلات براي (122 . 4) دستگاه حل که آنجایی از
نیست، صفر آن ها در ثابت عدد مشتق که است این می شود، مطرح معادلات از دست این براي که مسایلی اولین از یکی
کاپاتو کسري مشتق با معادلات براي [16] در را (4 . 4 . 4) قضیه مشابه قضیه اي هندوستان از 22 ساهادون و 21 باکیاراج لذا

کردند. بیان
معادلات حل براي روش این از [89] و [88] در ناوردا زیرفضاهاي روش مورد در آمده دست به نتایج براساس نیز ما

کردیم. استفاده کسري مشتق با دیفرانسیل
گرفته ایم: نظر در زیر صورت به را KdV− برگر معادله [89] مقاله در شد مطرح تقارن ها مبحث در که همانطور

CDα
t (u) = a

∂4u

∂x4
+ f(u)

∂u

∂x
, 0 < α < 2, f(u) = u, (126 . 4)

21T.Bakkyaraj 22R.Sahadevan
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نتیجه در

F̂ = a
∂4u

∂x4
+ u

∂u

∂x
.

اینکه به توجه با

F̂ [c1 + c2x] = c1c2 + c22x ∈W,

که چرا گرفت، نظر در را معادله ناورداي زیرفضاي صورت به را W = ⟨1, x⟩ می توان لذا

F̂ [c1 + c2x] ∈W.

دارد: زیر فرم به جوابی (126 . 4) معادله گفت می توان ،W به توجه با بنابراین

u(t, x) = c1(t) + c2(t)x, (127 . 4)

جایگذاري (126 . 4) در را (127 . 4) است کافی آن ها تعیین براي که هستند نامشخص توابعی c2(t) و c1(t) آن در که
آید: بدست زیر دستگاه تا کنیم

∂αt c1(t) = c1(t)c2(t),

∂αt c2(t) = c22(t).

(128 . 4)

داریم: فوق دستگاه از دوم معادله حل از

c2(t) =
Γ(1− α)

Γ(1− 2α)
t−α.

می رسیم: زیر معادله به c1(t) آوردن بدست منظور به اول معادله در c2(t) دادن قرار با

∂αt c1(t) =
Γ(1− α)

Γ(1− 2α)
t−αc1(t),

لذا

c1(t) = t−α.

می آوریم: دست به زیر صورت به را معادله جواب ، u(x, t) در c2(t) و c1(t) جایگذاري با نتیجه در

u(t, x) = t−α
(
1 + x

Γ(1− α)

Γ(1− 2α)

)
. (129 . 4)

درآورده ایم. تصویر به (5 . 4) شکل در مختلف هاي α ازاي به را معادله از تصویري

نظر در 1
2 مخالف را α فوق مثال در است لازم لذا می باشد، نشده تعیین مقداري Γ(0) اینکه به توجه با .1 . 4 . 4 ملاحظه

.(α ̸= 1
2) بگیریم
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به راست سمت شکل و t = ازاي2 به چپ سمت شکل که (128 . 4) معادله براي u(x, t) جواب :2 . 4 شکل
می باشد. t = 0.5 ازاي

کسري معادلات حل براي شده ارائه روش هاي بررسی 5 . 4
این است. شده بیان تقارن ها پایه بر ناوردا جواب هاي روش دادیم. ارائه معادلات حل براي را روش 3 فصل این در
تاکنون FDE معادلات در ولی دارد، شدن مطرح قابلیت نیز مرزي شرایط با مسائلی براي PDE معادلات در روش
در توانسته امروز به تا دارد، که محدودیتی این وجود با اما است. نگرفته قرار استفاده مورد مرزي شرایط با مسائل براي
می توان هم باز باشد، نشده نوشته هم تکاملی صورت به معادله اگر حتی اولاً که چرا آید، کار به مسایل از بسیاري حل
را معادله مرتبه می تواند موارد اغلب در حداقل شود، منجر معادله حل به نتواند اگر ثانیاً و کرد استفاده روش این از
که کند تولید را دیگري معادله شرطی پیش هیچ بدون می تواند نشود، هم عمل این به موفق اگر حتی و دهد کاهش
برگر معادلات حل براي روش این از ؟] ،91 ؟، ،89 ،88 ،87] مقالات در ما می باشد. اولیه معادله جواب همان جوابش
فرایند در فوکر-پلانک معادله زاخاروف، معادله آبیاري، معادله فوکر-پلانک-کولموگرو، معادله کسري، حالت در KdV−

نموده ایم. استفاده پواسون معادله و اورنشتاین-اولنبک
ژومقی مشتق روش این در استفاده مورد مشتق پرداختیم. آن انجام نحوه و معادله زیر روش به فصل این ادامه در
همچنین و می باشد آسان روابطی داراي توابع ترکیب و توابع حاصلضرب مورد در ژومقی مشتق که آنجایی از می باشد.
بیان حال به تا هستند مشتق این داراي که معادلاتی براي بسیاري روش هاي لذا است، صفر برابر آن در ثابت عدد مشتق

.[126 ،125 ،45] کرد اشاره زیر-معادله روش همچنین و ( GG′ ) بسط روش به می توان مثال عنوان به که است شده
یک با را بررسی مورد FPDE معادله که دارد را امر این پتانسیل که، است این معادله زیر روش مزایاي جمله از
آید حساب به روش براي ضعف نقطه یک می تواند همزمان مزیت این ولی نماید تبدیل FODE معادله به متغیر تغییر
که فرض این از است عبارت که آن دوم گام به پرداختن سپس و معادله حل اول گام در متغیر تبدیل این با که چرا
جواب هایی به بیشتر را ما می باشد،

(
u(ξ) =

∑n
i=0 aiΦ

i(ξ)
)

(100 . 4) صورت به جوابی داراي FODE معادله
از بسیاري براي دوم گام در مشتق درجه کردن متعادل همچنین و می باشند مثلثاتی شکل به که می رساند معادله از

کردیم. استفاده آبیاري معادله حل براي روش این از [87] مقاله در ما نمی باشد. امکان پذیر معادلات
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محدودیت روش این است. گرفته قرار مطالعه مورد فصل این در که است روشی سومین ناوردا فضاي زیر روش
بر روش این می باشد. استفاده قابل آن براي کاپوتو و ریمان-لیوویل مشتق دو هر و ندارد وسیعی طور به را مشتق نوع
یافتن آن قسمت سختترین و دارد قرار Wn = ⟨f1(x), · · · , fn(x)⟩ نام به خطی مستقل توابع از مجموعه اي پایه

صورت به را معادله جواب می توان Wn براساس که چرا می باشد، Wn

u(x, t) = u1(t)f1(x) + · · ·+ un(t)fn(x), (130 . 4)

این محدودیت هاي از اما می آورد بدست را معادله جواب هاي تمام که کند ادعا نمی تواند روشی هیچ اگرچه نمود. تعیین
به باشد، h(x, t) پذیر تفکیک غیر توابع صورت به که جواب هایی آن در که کرد اشاره موضوع این به می توان هم روش

ندارد. وجود Wn تشخیص براي الگوریتمی هنوز FDE معادلات براي همچنین و نمی آیند دست
می هیم: قرار بررسی مورد را رساله این در رفته کار به روش هاي ویژگی هاي خلاصه شکل به (5 . 4) جدول در

ناوردا فضاي زیر معادله زیر ناورداها روش

♣ ♣ ریمان-لیوویل مشتق
♣ کاپوتو مشتق

♣ ژومقی مشتق
♣ تکاملی نمایش به مشروط
♣ ♣ ♣ مرزي شرایط بدون

صورت به مثلثاتی سبک به اغلب جوابی هرنوع جواب نوع
u(x, t) =

∑n
i=1 fi(x)ci(t) است ممکن

ناوردا زیرفضاي و زیرمعادله و ناوردها روش، سه هر ویژگی :5 . 4 جدول

کسري دیفرانسیل معادلات براي بقا قوانین 6 . 4
اصل که دیفرانسیلی معادلات دستگاه هاي براي موضعی پایستگی قوانین یافتن براي نوتر قضیه که شد بیان دوم فصل در
از تغییراتی، دیفرانسیل معادلات دستگاه براي پایستگی قوانین نوتر قضیه بنابر می آید. کار به می پذیرند، را تغییراتی

می شود. حاصل می کنند) حفظ را کنش انتگرال که هستند تقارن هایی از دسته (آن تغییراتی تقارن هاي
که می دهد نتیجه را تغییرات اصل اکسترمم هاي آنگاه بپذیرد، را تغییراتی اصل دیفرانسیل معادلات دستگاه یک اگر
پس ،[112] داد ارائه را کسري مشتقات به وابسته لاگرانژي 1996 سال در 23 ریو می نامند. اویلر-لاگرانژ معادلات را آن
همانطور اما شد. انجام [101 ،85 ،75 ،39 ،19 ،13] جمله از متعدد مقالات در کسري حالت در نوتر قضیه تعمیم آن از
FDE در کرد، استفاده نوتر قضیه از معادلات تمام براي نمی توان که دارد وجود محدودیت این هم PDE حالت در که
نام به مفهومی از که روش این شود. ایجاد بقا قوانین یافتن براي جایگزین روشی تا شد سبب محدودیت همین نیز ها

آورد. دست به را پایستگی قوانین می تواند تقارن ها کمک با و می کند استفاده قراردادي لاگرانژین
23Riewe
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کسري معادلات براي نوتر قضیه 7 . 4
مستقل متغیر p شامل فضا این بگیرید. نظر در کامل فضاي عنوان به را M = T × U ≃ Rp × Rq منیفلد
تا u مشتقات دهنده نشان u(n) اینجا در است. u = (u1, u2, · · · , uq) وابسته متغیر q و t = (t1, t2, · · · , tp)

به برداري میدان که کنید فرض هستند. کسري مشتقات مرتبه دهنده نشان m ≤ α, β < m + 1 و است n مرتبه
صورت

v =

p∑
i=1

ξi
∂

∂ti
+

q∑
j=1

ηj
∂

∂uj
,

صورت به برداري میدان این Q = (Q1, · · · , Qq) مؤلفه اي q مشخصه و

Qσ(t, u
(1)) = ησ −

p∑
i=1

ξi
∂uσ

∂ti
, σ = 1, 2, · · · , q,

صورت به برداري میدان این -ام n مرتبه امتداد باشد.

v(n) = v
(n)
Q +

p∑
i=1

ξiDi, (131 . 4)

روابط با v(n)
Q و vQ آن در که است

vQ =

q∑
σ=1

Qσ(t, u
(1))

∂

∂uσ
, v

(n)
Q =

q∑
σ=1

∑
J

DJQσ
∂

∂uσJ
, (132 . 4)

است. k ≥ 0 و 1 ≤ jk ≤ p با J = (j1, · · · , jk) چندگانه اندیس روي فوق روابط در جمع می شوند. داده

می کنیم: تعریف صورت این در و باشند، [a, b] بازه روي C1 کلاس از توابعی g و f کنید فرض .1 . 7 . 4 تعریف

Dν
t (f, g) = −g tDν

b f + f aD
ν
t g. (133 . 4)

.ν ∈ R+
0 و است t ∈ [a, b] فوق رابطه در که

گفت می توان حالت این در لذا و می کنیم تعریف d
dt(fg) با برابر را Dν

t (f, g) عملگر ،ν = 1 اگر .1 . 7 . 4 ملاحظه
داریم: (133 . 4) مطابق ν ̸= 1 که حالتی در ولی D1

t (f, g) = D1
t (g, f)

Dν
t (f, g) ̸= Dν

t (g, f)

زیر فرم به اگر فقط و اگر می شود گفته کسري پایستگی کمیت P (t, u, aDα
t u, tD

β
b u) عبارت .2 . 7 . 4 تعریف

باشد

P (t, u, aD
α
t u, tD

β
b u) =

m∑
i=1

P 1
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)P

2
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u),

رابطه در که P 2
i و P 1

i فرم به توابعی و m ∈ N براي

Dγi
t

(
P
j1i
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)P

j2i
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)
)
= 0,

اویلر-لاگرانژ معادلات جواب هاي تمامی روي بر j2i = 1 و j1i = 2 یا j2i = 2 و j1i = 1 ، γi ∈ {α, β, 1} براي
هستند. صادق کسري
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صورت به تابعکی L(u) کنید فرض [39] .1 . 7 . 4 قضیه

L(u) =

∫ b

a
L(t, u(n), aD

α
t u, tD

β
b u)dt, (134 . 4)

ریمان-لیوویل کسري مشتق و α مرتبه از چپ ریمان-لیوویل کسري مشتق داراي ،u(t) توابع مجموعه روي که باشد
صادق u(b) = ub و u(a) = ua شرایط در توابع این همچنین و می باشند ،[a, b] بازه روي β مرتبه از راست
ازاي به زیر معادله در u(t) که است آن باشد u(t) تابع در اکسترمم داراي L(u) اینکه براي لازم شرط آنگاه هستند.

باشد: صادق k = 1, · · · , q

Ek(L) =
∂L

∂u
−Dx

∂L

∂ux
+ · · ·+ (−1)nDn

x

∂L

∂un
− tD

α
b

∂L

∂aDα
t u

− aD
β
t

∂L

∂tD
β
b u

= 0, (135 . 4)

از است عبارت دارند، کسري مشتق که معادلاتی براي -ام k مرتبه اویلر عملگر 1 ≤ k ≤ q براي .3 . 7 . 4 تعریف

Ek =
∂

∂u
−Dx

∂

∂ux
+ · · ·+ (−1)nDn

x

∂

∂un
− tD

α
b

∂

∂aDα
t u

− aD
β
t

∂

∂tD
β
b u
, (136 . 4)

استاندارد اویلر-لاگرانژ معادله به را (136 . 4) معادله tDβ
b = − d

dt
و aDα

t =
d

dt
همچنین ،α, β ∈ N آن در که

می کند. تبدیل

گروه یک G می کند. عمل M ⊂ T × U منیفلد روي که G تبدیلات از موضعی گروه کنید فرض .4 . 7 . 4 تعریف
قرار M در آن گراف و باشد شده تعریف Ω ⊆ T روي که u = f(t) ازاي به اگر است (134 . 4) از تغییراتی تقارن

آنگاه ،ū = f̄(t̄) = g.f(t̄) که باشد قسمی به g ∈ G و ∫می گیرد
Ω
L(t, f (n)(t), aD

α
t u, tD

β
b u)dt =

∫
Ω̄
L(t̄, f̄ (n)(t̄), aD

α
t̄ ū, t̄D

β
b ū)dt̄. (137 . 4)

تبدیلات گروه g ∈ G هر براي است ذکر به لازم

(t̄, ū) = g.(t, u) = (Ψ(t, u, ε),Π(t, u, ε)),

کرد: بازنویسی زیر فرم به را (137 . 4) می توان پس گرفت، نظر در متغیر تغییر عنوان به می توان ∫را
Ω̄
L(t̄, f̄ (n)(t̄), aD

α
t̄ ū, t̄D

β
b ū)detJg(t, u

1)dt, (138 . 4)

است: زیر درایه هاي داراي ژاکوبین ماتریس که

J ijg (t, u, ε) = DiΨ
j(t, u, ε).

تابعک از تغییراتی تقارن گروه یک می کند، عمل M منیفلد روي که G تبدیلات از همبند گروه [58] .2 . 7 . 4 قضیه
اگر فقط و اگر است (134 . 4)

v(α,β)(L) + LDivξ = 0, (139 . 4)

کوچک بی نهایت مولد هر براي

v =

p∑
i=1

ξi
∂

∂ti
+

q∑
j=1

ηj
∂

∂uj
,

می باشد. ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξp) -تایی p از کلی دیورژانس نماد Divξ همچنین باشد. برقرار ،G گروه از
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همچنین و باشد (137 . 4) از تغییراتی تقارن گروه یک G کنید فرض .3 . 7 . 4 قضیه

v =

p∑
i=1

ξi
∂

∂ti
+

q∑
j=1

ηj
∂

∂uj
,

اویلر-لاگرانژ معادلات براي پایستگی قانون مشخصه Q = (Q1, · · · , Qq) آنگاه باشد. G از کوچک بی نهایت مولد
است موجود P (x, u(α,β)) = (P1, P2, · · · , Pp) صورت به توابع از -تایی p یک دیگر عبارت به است. E(L) = 0

که: قسمی به

DivP = Q.E(L) =

q∑
ν=1

QνEν(L).

داریم: (139 . 4) در (131 . 4) امتداد فرمول جایگذاري با برهان.

0 = v(α,β)(L) + LDivξ

= v
(α,β)
Q (L) +

p∑
i=1

ξiDiL+ L

p∑
i=1

Diξ
i

= v
(α,β)
Q (L) + Div(Lξ).

داریم: (132 . 4) رابطه به توجه با

0 = v
(α,β)
Q (L) + Div(Lξ)

=
∑
α,J

DJQα
∂L

∂uαJ
+Div(Lξ).

داریم: لذا و دهیم، قرار را Div
(
Qα

∂L
∂uαJ

)
−
∑

α,J Qα(D)J
∂L
∂uαJ

عبارت ∑α,J DJQα
∂L
∂uαJ

جاي به است کافی

0 =
∑
α,J

DJQα
∂L

∂uαJ
+Div(Lξ)

=
∑
α,J

Qα(−D)J
∂L

∂uαJ
+Div

(
Qα

∂L

∂uαJ
+ Lξ

)

=

q∑
α=1

QαEα(L) + DivP.

است. اویلر-لاگرانژ معادله براي پایستگی قانون P = Qα
∂L
∂uαJ

+ Lξ کردیم ثابت پس

است: شده پرداخته آن به [58] منبع در که می کنیم بررسی را زیر مثال فوق قضیه بهتر درك براي

تابعک براي تغییراتی تقارن یک v = η∂u اگر .1 . 7 . 4 مثال

L(u) =

∫ b

a
L(t, u, u1, aD

α
t u)dt,
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در (3 . 7 . 4) قضیه در P تابع دیورژانس بنابراین است، Q = η مشخصه و ξ = 0 تقارن این براي آنکه به توجه با باشد،
:(α = 1 مثال این (در می شود محاسبه زیر روش به مثال این

v(α)(L) + LDivξ −Q.E(L) =

(
η
∂

∂u
+ ηt

∂

∂ut
+ aD

α
t η

∂

∂aDα
t u

)
(L) + 0− η

( ∂
∂u
L

−Dt
∂

∂uαt
L+ tD

α
b

∂

∂aDα
t u
L
)

=
∂η

∂t

∂

∂ut
L+ ηDt

∂

∂uαt
L+ aD

α
t η

∂

∂aDα
t u
L− η tD

α
b

∂

∂aDα
t u
L

= Dt

(
η
∂L

∂uαt

)
+ aD

α
t (∂aDα

t
L, η).

حضور بدون کسري معادلات براي پایستگی قوانین محاسبه 8 . 4
لاگرانژي

حالت در حتی ما و نیست امکان پذیر همیشه باشد، موجود لاگرانژي که روشی با پایستگی قوانین محاسبه آنکه به توجه با
عملگري و قراردادي لاگرانژي تقارن ها، پایه بر می کنیم معرفی اکنون که روشی بودیم. روبه رو مساله این با نیز PDE

می باشد. نوتر اتحاد نام به
می گیریم: نظر در کلی حالت در را زیر کسري دیفرانسیل معادله

F (t, x, y, u,D(α)
t u, u(1), · · · , u(n)) = 0. (140 . 4)

می باشد زیر صورت به (140 . 4) معادله براي فرمال لاگرانژي

L = vF (t, x, y, u,D(α)
t u, u(1), · · · , u(n)), (141 . 4)

می باشد. جدید وابسته متغیر یک v آن در که
مانند برداري واقع در پایستگی قوانین صحیح مشتقات با معادلات در پایستگی قوانین مفهوم همانند

C = (Ct, Cx, Cy),

صورت به رابطه اي و Cy = Cy(t, x, u, · · · ) ، Cx = Cx(t, x, u, · · · ) ،Ct = Ct(t, x, u, · · · ) آن در که است
است: برقرار زیر

DtC
t +DxC

x +DyC
y = 0. (142 . 4)

صورت به اویلر-لاگرانژ عملگر تعریف با و

δ

δu
=

∂

∂u
+ (D

µ(α)
t )∗

∂

∂(D
µ(α)
t u)

+
∞∑
s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂ui1,···is
. (143 . 4)

می آید: دست به زیر رابطه با کسري، الحاقی معادله

F ∗(t, x, y, u,Dµ(α)
t u,Dµ(α)

t v, u(1), v(1), · · · , u(n), v(n)) :=
δL
δu

= 0. (144 . 4)
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و ریمان-لیوویل کسري مشتقات براي که می باشد (Dµ(α)
t ) براي الحاقی عملگر (Dµ(α)

t )∗ واقع در (143 . 4) رابطه در
داشت: خواهند زیر فرم به کاپوتو

(0Dα
t )

∗ = (−1)ntI
n−α
T (Dn

t ) ≡ C
t Dα

T ,

(C0 Dα
t )

∗ = (−1)nDn
t (tI

n−α
T ) ≡ tDα

T , (145 . 4)

می باشد. n− α مرتبه از کسري انتگرال راست عملگر tIn−αT آن در که

از: است عبارت (140 . 4) نظیر الحاقی معادله .1 . 8 . 4 تعریف

F ∗
∣∣∣
v=ϕ

= λ(t, x, y, u, u(1), · · · )F. (146 . 4)

آنکه شرط به v = ϕ(t, x, y) جواب هاي تمام ازاي به فوق رابطه اگر است، غیرخطی خودالحاق (140 . 4) معادله
باشد. صادق باشد، صفر مخالف ϕ

نوتر کسري عملگر 1 . 8 . 4
اتحاد ،u(x, y, t) وابسته متغیر یک و t و y ،x مستقل متغیر 3 با (140 . 4) کسري دیفرانسیل معادله گرفتن نظر در با

داشت: خواهیم را می باشد نوتر اتحاد همان که زیر

v̄L+Dµ(α)
t (ξ0)L+Dµ(α)

t (ξ1)L+Dµ(α)
y (ξ2)L =W

δL
δu

+Dt(N tL) +Dx(N xL)

+Dy(N yL).

به برداري میدان مشخصه W و معادله مرتبه تا v عملگر امتداد v̄ نوتر، عملگرهاي N y و N x ، N t فوق اتحاد در
است برابر فوق معادله چپ سمت که می شود داده نشان [110] در است. W = η − ξ0ut − ξ1ux − ξ2uy صورت

داریم: لذا δLδu = 0 (144 . 4) طبق طرفی از و صفر با

Dt(N tL) +Dx(N xL) +Dy(N yL) = 0. (147 . 4)

از: عبارتند (140 . 4) معادله براي پایستگی قوانین مولفه هاي (147 . 4) و (142 . 4) مقایسه با

Ct = N tL, Cx = N xL, Cy = N yL. (148 . 4)

به باشد ریمان-لیوویل نوع از زمان به نسبت کسري مشتق که حالتی در N t عملگر همکارانش، و گازیزو [40] مقاله در
صورت

N t = ξ0I +

n−1∑
k=0

(−1)k0Dα−1−k
t (W )Dk

t

∂

∂(0Dα
t u)

− (−1)nJ

(
W,Dn

t

∂

∂(0Dα
t u)

)
, (149 . 4)

صورت به N t عملگر باشد کاپوتو صورت به معادله در موجود زمان به نسبت کسري مشتق که حالتی در و

N t = ξ0I +

n−1∑
k=0

Dk
t (W )Dα−1−k

T

∂

∂(C0 Dα
t u)

− J

(
Dn
t (W ),

∂

∂(C0 Dα
t u)

)
, (150 . 4)
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رابطه با که است انتگرالی است، شده داده نشان J با آنچه فوق روابط در آوردند. دست به

J(f, g) =
1

Γ(n− α)

∫ t

0

∫ T

t

f(τ, x)g(µ, x)

(µ− τ)α+1−n dµdτ, (151 . 4)

است: زیر ویژگی داراي و می شود تعریف

DtJ(f, g) = f tI
n−α
T g − g 0I

n−α
t f. (152 . 4)

N y و N x عملگر باشد کاپوتو نوع از یا باشد ریمان-لیوویل نوع از زمان به نسبت معادله مشتق که صورتی دو هر در
می باشند: زیر صورت به ها PDE همانند

N x =Wα
[ ∂

∂uαx
−Dj(∂u

α
xj) +DjDk(∂u

α
xjk)− · · ·

]
,

N y =Wα
[ ∂

∂uαy
−Dj(∂u

α
yj) +DjDk(∂u

α
yjk)− · · ·

]
. (153 . 4)

از هریک دهنده نشان Dµ(α)
t بگیرید. درنظر مجدداً را شد معرفی (1 . 2 . 4) مثال در که زاخاروف معادله .1 . 8 . 4 مثال

است: زیر صورت به شده باز حالت در که زمان، به نسبت کسري مشتقات عملگرهاي انواع

Dα
t ut = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy, (154 . 4)

CDα
t u = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy, (155 . 4)

Dα+1
t u = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy, (156 . 4)

Dα
t u = −auux − buxxx − cuxyy + duxx + euyy. (157 . 4)

می شود: معرفی زیر صورت به زاخاروف معادله براي قراردادي لاگرانژي

L = vDµ(α)
t + avuux + bvuxxx + cvuxyy − dvuxx − evuyy, v = v(t, x, y). (158 . 4)

:[91] از است عبارت F خطی غیر عملگر به نسبت F ∗ الحاقی عملگر و

F ∗ =
δL
δu

= (Dµ(α)
t )∗v − avxu− bvxxx − cvxyy − dvxx − evyy. (159 . 4)

عملگر کاپوتو و ریمان-لیوویل مشتق با معادلاتی براي (143 . 4) رابطه در باشد، داشته تعلق [0, T ] بازه به t کنیم فرض
کردیم: معرفی زیر صورت به را اویلر-لاگرانژ

δ

δu
=

∂

∂u
+ (D

µ(α)
t )∗

∂

∂(D
µ(α)
t u)

+

∞∑
s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂ui1,···is
.

تعریف (145 . 4) صورت به را عملگر این کلی حالت در است. (Dµ(α)
t u) از الحاقی عملگر (D

µ(α)
t )∗ فوق رابطه در

هستند: زیر صورت به مشتق مختلف حالت هاي براي الحاقی عملگر مجزا طور به مثال این در که کردیم،

(154 . 4) معادله براي : (Dµ(α)
t )∗ ≡ (Dα

t Dt)
∗ = tDα

TDt, (160 . 4)

(155 . 4) معادله براي : (Dµ(α)
t )∗ ≡ (CDα

t )
∗ = tDα

T , (161 . 4)

(156 . 4) معادله براي : (Dµ(α)
t )∗ ≡ (Dα+1

t )∗ = C
t Dα+1

T , (162 . 4)

(157 . 4) معادله براي : (Dµ(α)
t )∗ ≡ (Dα

t )
∗ = C

t Dα
T . (163 . 4)
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جایگذاري با (158 . 4) رابطه در منظور این به می کنند، صدق (146 . 4) شرط در که هستیم هایی v محاسبه دنبال به حال
صورت به v

v = ϕ(t)ψ(x)η(y),

داریم: (159 . 4) معادله در
ψ

′
(x)η(y)u+ dψ

′′
(x)η(y) + bψ

′′′
(x)η(y) + eψ(x)η

′′
(y) + cψ

′
(x)η

′′
(y) = 0,

(D
µ(α)
t )∗(ϕ(t)) = 0.

(164 . 4)

صورت به جوابی که می باشد دو مرتبه PDE یک فوق دستگاه از معادله اولین

ψ(x)η(y) = ψ, (165 . 4)

وابسته است، Dµ(α)
t کسري خطی عملگر به وابسته که معادله دومین و می باشد ثابت مقداري ψ ̸= 0 که طوري به دارد،

می کنیم: حل زیر صورت به ( (157 . 4)-(154 . 4) روابط (طبق است آن در که کسري مشتق عملگر نوع به
داریم: (160 . 4) معادله به توجه با بنابراین ،(Dα

t Dt(Φ(t)))
∗ = 0 داریم (154 . 4) معادله ازاي به

Φ(t) = ϕ1(T − t)α + ϕ2.

داریم: (161 . 4) معادله به توجه با بنابراین ،(CDα
t (Φ(t)))

∗ = 0 داریم (155 . 4) معادله ازاي به

Φ(t) = ϕ1(T − t)α.

داریم: (162 . 4) معادله به توجه با بنابراین (Dα+1
t (Φ(t)))∗ = 0 داریم (156 . 4) معادله ازاي به

Φ(t) = ϕ1t
2 + ϕ2t+ ϕ3,

داریم: (163 . 4) معادله به توجه با بنابراین (Dα
t (Φ(t)))

∗ = 0 داریم (157 . 4) معادله ازاي به

Φ(t) = ϕ1t+ ϕ2.

-(154 . 4) معادلات براي را پایستگی قوانین فوق روابط گرفتن نظر در با حال می باشند. دلخواه ثوابت ϕ2 و ϕ1 آن در که
می آوریم. دست به (157 . 4)

از: است عبارت لاگرانژین آوردیم، دست به v براي که مقداري به توجه با (154 . 4) معادله براي

L =
(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)(
Dµ(α)
t + auux + buxxx + cuxyy − duxx − euyy

)
. (166 . 4)

از: عبارتند پایستگی قوانین مولفه هاي (154 . 4) زاخاروف معادله ظاهر به توجه با لذا

N x = ξI +W
( ∂

∂ux
−Di

∂

∂uxi
+DiDk

∂

∂uxik
− · · ·

)
+Di(W )

( ∂

∂uxi
−Dk

∂

∂uxik
− · · ·

)
(167 . 4)

+DiDk(W )
( ∂

∂uxik
− · · ·

)
,
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و

N y = ρI +W
( ∂

∂uy
−Di

∂

∂uyi
+DiDk

∂

∂uyik
− · · ·

)
+Di(W )

( ∂

∂uyi
−Dk

∂

∂uyik
− · · ·

)
(168 . 4)

+DiDk(W )
( ∂

∂uyik
− · · ·

)
,

از: است عبارت N t همچنین و می باشد. y یا x با برابر k و i که

N t = τI +

n−1∑
k=0

Dk
t (W )Dα−1−k

T

∂

∂(Dα
t u)

− J
(
Dn
t (W ),

∂

∂(Dα
t u)

)
. (169 . 4)

داریم: لذا

Cx = a
(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
uW − d

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
Wx

+b
(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
Wxx + c

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
Wyy,

Cy = e
(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
Wy + c

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
Wyy,

Ct = J 1−α
t Wtψϕ1(T − t)α + J 1−α

t Wtψϕ2 + J 1−α
T

(
αψϕ1(T − t)α−1

)
W

+J
(
Wt, αψϕ1(T − t)α−1

)
. (170 . 4)

W = −ux داریم X1 براي که آنجایی از می باشد. تقارن ها از یک هر مشخصه همان W شد، ذکر قبلاً که همانطور که
داریم: فوق روابط مطابق

Cx = −aux
(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
u+ duxx

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
−buxx

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
− cuxyy

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
,

Cy = −euxy
(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
− cuxyy

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
,

Ct = −J 1−α
t uxtψϕ1(T − t)α − J 1−α

t uxtψϕ2 − uxΓ(α+ 1)ψϕ1

+αψϕ1J
(
uxt, (T − t)α−1

)
. (171 . 4)

داریم: X2 براي ترتیب همین به

Cx = −auy
(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
u+ duxy

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
−buxxy

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
− cuyyy

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
,

Cy = −euyy
(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
− cuyyy

(
ψϕ1(T − t)α + ψϕ2

)
,

Ct = −uytJ 1−α
t ψϕ1(T − t)α − J 1−α

t uytψϕ2 − J 1−α
T

(
αψϕ1(T − t)α−1

)
uy

−J
(
uty, αψϕ1(T − t)α−1

)
. (172 . 4)

جدول هاي در که کرد حساب را پایستگی قوانین نیز (157 . 4)-(155 . 4) معادلات براي می توان (154 . 4) معادله مشابه
آورده ایم: را مطلب این خلاصه طور به (1 . 8 . 4) و (1 . 8 . 4) ، (1 . 8 . 4)
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Xi Wi Cx,y,t مولفه    هاي قوانین پایستگی براي معادله (155 . 4)

Cx −a
(
ψϕ1(T − t)α

)
uxu+ duxx

(
ψϕ1(T − t)α

)
−buxxx

(
ψϕ1(T − t)α

)
− cuxyy

(
ψϕ1(T − t)α

)

X1 −ux Cy −euxy
(
ψϕ1(T − t)α

)
− cuxyy

(
ψϕ1(T − t)α

)

Ct −ϕ1ψuxΓ(α)− ϕ1ψuxtΓ(α)(T − t)

+ϕ1ψJ
(
uxtt, (T − t)α−1

)
Cx −a

(
ψϕ1(T − t)α

)
uyu+ duxy

(
ψϕ1(T − t)α

)
−buxxy

(
ψϕ1(T − t)α

)
− cuyyy

(
ψϕ1(T − t)α

)

X2 −uy Cy −euyy
(
ψϕ1(T − t)α

)
− cuyyy

(
ψϕ1(T − t)α

)

Ct −ϕ1ψuyΓ(α)− ϕ1ψuytΓ(α)(T − t)

+ϕ1ψJ
(
uytt, (T − t)α−1

)
(155 . 4) معادله براي پایستگی قوانین مولفه    هاي :6 . 4 جدول
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Xi Wi Cx,y,t مولفه    هاي قوانین پایستگی براي معادله (156 . 4)

Cx −a
(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
uxu+ duxx

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
−buxxx

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
− cuxyy

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)

X1 −ux Cy −euxy
(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
− cuxyy

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)

Ct Dα
t (−ux)

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
+Dα−1

t (ux)
(
2ψϕ1t+ ψϕ2

)
+J
(
ux, 2ψϕ1

)
Cx −a

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
uyu+ duxy

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
−buxxy

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
− cuyyy

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)

X2 −uy Cy −euyy
(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
− cuyyy

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)

Ct Dα
t (−uy)

(
ψϕ1t

2 + ψϕ2t+ ψϕ3

)
+Dα−1

t (uy)
(
2ψϕ1t+ ψϕ2

)
+J
(
uy, 2ψϕ1

)
(156 . 4) معادله براي پایستگی قوانین مولفه    هاي :7 . 4 جدول
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Xi Wi Cx,y,t مولفه    هاي قوانین پایستگی براي معادله (157 . 4)
Cx −a

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
uxu+ duxx

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
−buxxx

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
− cuxyy

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)

X1 −ux Cy −euxy
(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
− cuxyy

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)

Ct Dα
t (−ux)

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
+Dα−2

t (ux)ϕ1ψ

Cx −a
(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
uyu+ duxy

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
−buxxy

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
− cuyyy

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)

X2 −uy Cy −euyy
(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
− cuyyy

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)

Ct Dα
t (−uy)

(
ψϕ1t+ ψϕ2

)
+Dα−2

t (uy)ϕ1ψ

(157 . 4) معادله براي پایستگی قوانین مولفه    هاي :8 . 4 جدول

فرم به آبیاري کسري دیفرانسیل معادله شد، بیان (2 . 2 . 4) مثال در که همانطور .2 . 8 . 4 مثال

C(u)Dα
t u =

(
K(u)ux

)
x
+
(
L(u)(uy − 1)

)
y
− S(u), (173 . 4)

قرار بررسی مورد (2 . 8 . 4) جدول صورت به مختلف حالت 4 در را معادله این ابتدا [87] مقاله در می شود. بیان
معادله براي قراردادي لاگرانژي دهیم. قرار بررسی مورد مختلف حالت هاي در را پایستگی قوانین سپس دادیم،

کرد: بیان زیر صورت به می توان را (173 . 4)

L = v(t, x, y)
(
C(u)Dα

t u−
(
K(u)ux

)
x
−
(
L(u)(uy − 1)

)
y
+ S(u)

)
, (174 . 4)

اویلر-لاگرانژ اوپراتور شد، بیان این از پیش که همانطور می باشد. جدید وابسته متغیر v(t, x, y) به طوریکه
صورت به کسري معادلات براي

δ

δu
=

∂

∂u
+ (Dα

t )
∗ ∂

∂Dα
t u

−Dx
∂

∂ux
−Dy

∂

∂uy
+Dxx

∂

∂uxx
+Dyy

∂

∂uyy
− . . . .(175 . 4)

از: است عبارت F ∗ الحاقی عملگر می شود. تعریف

F ∗ =
δL
δu

(176 . 4)

اینکه به توجه با و آورد بدست را N y و N x ،N t می توان (153 . 4) و (149 . 4) معادلات به توجه با

Ct = N tL, Cx = NxL, Cy = NyL. (177 . 4)

شده بیان زیر جداول در خلاصه طور به که آورد، دست به می توان را (173 . 4) معادله براي پایستگی قوانین
است:
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حالت ها انواع توابع مختلف حالت هاي تقارن ها

S(u) = −u3 −mu X1 = ∂
∂x , X2 = ∂

∂y X3 = u ∂
∂u

اول حالت K(u) = L(u) = nثابت مقدار X4 = y ∂
∂x − x ∂

∂y

C(u) = u X5 = 2αx ∂
∂x + 2αy ∂

∂y + 4t ∂
∂t + 3αu ∂

∂u − 2u ∂
∂u

S(u) = au X1 = ∂
∂x

دوم حالت K(u) = L(u) = u X2 = ∂
∂y

C(u) = 1 X3 = αx ∂
∂x + αy ∂

∂y + t ∂
∂t + αu ∂

∂u

S(u) = au X1 = ∂
∂x , X2 = ∂

∂y , X3 = −t ∂
∂t + α ∂

∂u

سوم حالت K(u) = L(u) = eu X4 = −2e
y
4 cos

(
x
4

)
∂
∂x + 2e

y
4 sin

(
x
4

)
∂
∂y + e

y
4 sin

(
x
4

)
∂
∂u

C(u) = 1 X5 = 2e
y
4 sin

(
x
4

)
∂
∂x + 2e

y
4 cos

(
x
4

)
∂
∂y + e

y
4 cos

(
x
4

)
∂
∂u

S(u) = aeu X1 = ∂
∂x

چهارم حالت K(u) = L(u) = uβ X2 = ∂
∂y ,

C(u) = eu X3 = −αx ∂
∂x − αy ∂

∂y + (β − 2)t ∂
∂t − αu ∂

∂u

آبیاري معادله مختلف صورت هاي :9 . 4 جدول

افزار نرم 9 . 4

انجام براي می کنیم. بیان مثال یک قالب در را کسري دیفرانسیل معادلات تقارن هاي محاسبه نحوه ادامه در
اضافه Maple به 24 چویاکوف الکسی توسط بار اولین که داریم FracSym پکیج به احتیاج محاسبات این
می شود. فراخوانی read دستور با نیز پکیج این می شوند اضافه افزار نرم به که پکیج هایی سایر همانند شد.

24Alexei Cheviakov
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می گیریم: نظر در را شد بیان فصل همین در که را آبیاري معادله

restart;

read(”D : /foldersoft/mypaper/fracsym/ASPv4.6.3.mpl”) :

/ASPv4.6.3.mpl”) :

with(ASP) :

with(desolv) :

read(”D : /foldersoft/myandpaper/fracsym/FracSym.v1.16.txt”) :

with(FracSym) :

Rfracdiff(u(x, y, t), t, alpha);

Rfracdiff(u(x, y, t) ∗ v(x, y, t), t, alpha);

Rfracdiff(v(x, y, t) ∗ u(x, y, t), t, alpha);

Rfracdiff(u(x, y, t) ∗ v(x, y, t), t, 2);

TotalD(xi[x](x, y), x, 2);

evalTotalD([%], [y], [x]);

fde1 := C(u(x, y, t)) ∗ Rfracdiff(u(x, y, t), t, alpha) = diff(K(u(x, y, t))

∗(diff(u(x, y, t), x)), x) + diff(K(u(x, y, t)) ∗ (diff(u(x, y, t), y)− 1), y)

−S(u(x, y, t));

deteqs := fracDet([fde1], [u], [x, y, t], 2, alpha = 0.1..1);

sol1 := pdesolv(expand(deteqs[1][1]), deteqs[1][3], deteqs[1][4]);

subs(sol1[3], deteqs[1][2]);

می باشد: زیر صورت به خروجی آخرین

pol1 := ξ[x](x, y, t, u) = C3, ξ[y](x, y, t, u) = C5, ξ[t](x, y, t, u) = C1,

η[u](x, y, t, u) = 0

کمک به زیر حالت 4 در [87] مقاله در می باشند، دلخواه S(u) و C(u), L(u), K(u) توابع اینکه به توجه با
آوردیم: دست به را تقارن ها FracSym پکیج

K(u) = L(u) = n

Dα
t u =

nuxx+

(
n(uy−1)

)
y

+u3+mu

u
⇐ C(u) = u اول: حالت ◀

S(u) = −u3 −mu



139 افزار نرم

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

K(u) = L(u) = u

Dα
t u =

(
uux

)
x
+
(
u(uy−1)

)
y
−au, ⇐ C(u) = 1 دوم: حالت ◀

S(u) = au

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

K(u) = L(u) = eu

Dα
t u =

(
euux

)
x
+
(
eu(uy−1)

)
y
−au, ⇐ C(u) = 1 سوم: ◀حالت

S(u) = au

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

K(u) = L(u) = uβ

Dα
t u =

(
uβux

)
x

+

(
uβ(uy−1)

)
y

−aeu

eu
⇐ C(u) = eu چهارم: حالت ◀

S(u) = aeu

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

تقارن تا داد قرار fde1 := مقابل در پکیج در را حالت آن به مربوط رابطه است، کافی حالت ها از یک هر براي
آید. دست به آن به مربوط

یادداشت
کمک به سپس و کردیم بررسی را کسري مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه هاي براي تقارن فصل این در
و تقارن ها آن  ها براي که مشتقاتی است ذکر به لازم پرداختیم. معادلات این پایستگی قوانین یافتن به روش دو
تقارن ها بتوان است امید می بودند. کاپوتو و ریمان-لیوویل مشتق نوع از تنها کردیم رامحاسبه پایستگی قوانین
هر با متناظر پیستگی قوانین به بتوان طریق این از و داد قرار محاسبه مورد نیز مشتقگیري انواع سایر براي را

کرد. بیان را شده اصلاح لیویل ریمان و گرانوالد همچون مشتقاتی با معادلات سایر براي تقارن
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Xi Wi Cx,y,t قوانین مولفه هاي
(1) حالت معادله براي پایستگی

Cx −uxvxn+ uxxvn

X1 −ux Cy −uxvyn+ uxyvn

Ct −vuDα−1
t

(
ux

)
+ J

(
− ux, vut + uvt

)
Cx −uyvxn+ uxyvn

X2 −uy Cy −uyvyn+ uyyvn

Ct −vuDα−1
t

(
uy

)
+ J

(
− uy, vut + uvt

)
Cx −nuvx + nvux

X3 u Cy +nuvy − nvuy

Ct −vuDα−1
t

(
u
)
+ J

(
u, vut + uvt

)
Cx −nuxvxy − nuyvxx+ nvxuxy

+nvuxxy + nvuy

X4 −yux − xuy Cy −uxvyny − uyvynx+ uxvn

+vuyynx+ vuxyny

Ct −vuDα−1
t

(
yux + xuy

)
+J
(
− yux − xuy, vut + uvt

)
Cx +nvx

[
u
(
3α− 2

)
− 4tut − 2αxux

−2αyuy

]
+
[
− 2αux + ux

(
3α− 2

)
−2αxuxx − 2αyuxy − 4tutx

]
(−nv)

X5

(
u(3α− 2)− 4tut Cy +nvy

[
u(3α− 2)− 4tut − 2αxux

−2αxux − 2αyuy

)
−2αyuy

]
+
[
− 2αuy + uy

(
3α− 2

)
−2αyuyy − 2αxuxy − 4tuty

]
(−nv)

Ct +vuDα−1
t

(
u(3α− 2)− 4tut − 2αxux

−2αyuy

)
+ J

(
u(3α− 2)− 4tut

−2αxux − 2αyuy, vut + uvt

)
(1) حالت معادله براي پایستگی قوانین مولفه هاي :10 . 4 جدول
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Xi Wi Cx,y,t قوانین مولفه هاي
(2) حالت معادله براي پایستگی

Cx −ux
(
− vux + uvx

)
+ uxxuv

X1 −ux Cy −ux
(
− vuy + v + uvy

)
+ uxyuv

Ct −vDα−1
t

(
ux

)
+ J

(
− ux, vt

)
Cx −uy

(
− vux + uvx

)
+ uxyuv

X2 −uy Cy −uy
(
− vuy + v + uvy

)
+ uyyuv

Ct −vDα−1
t

(
uy

)
+ J

(
− uy, vt

)
Cx

(
αu− tut − αyuy − αxux

)(
− vux

+vxu
)
+ uv

(
αxuxx + tuxt

+αyuxy

)
X3 +αu− tut − αyuy Cy

(
αu− tut − αyuy − αxux

)(
− vuy

−αxux +v + uvy

)
+ uv

(
αyuyy + tuyt

+αxuxy

)
Ct +vDα−1

t

(
αu− tut − αyuy − αxux

)
+J
(
αu− tut − αyuy − αxux, vt

)
(2) حالت معادله براي پایستگی قوانین مولفه هاي :11 . 4 جدول
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Xi Wi Cx,y,t قوانین مولفه هاي
(3) حالت معادله براي پایستگی

X1 −ux Cy −ux
(
vuye

u + euv + euvy

)
+ uxye

uv

Ct −vDα−1
t

(
ux

)
+Dα−2

t (ux)vt − J
(
− ux, vtt

)
Cx −uy

(
− vuxe

u + euvx

)
+ uxy

(
euvx + euvux

)
X2 −uy Cy −uy

(
− vuye

u + euv + euvy

)
+ uyye

uv

Ct −vDα−1
t

(
uy

)
+Dα−2

t (uy)vt − J
(
− uy, vtt

)
Cx −tuxtveu +

(
α+ tut

)(
− vuxe

u + euvx

)
X3 α+ tut Cy −tuytveu +

(
− vuye

u + veu + vye
u
)

Ct +vDα−1
t

(
α+ tut

)
− vtD

α−2
t

(
α+ tut

)
−J
(
α+ tut, vtt

)
Cx

(
− vuxe

u + euvx

)(
e

y
4 sin(x4 )− 2e

y
4 sin(x4 )uy

+2e
y
4 cos(x4 )ux

)
− veu

(
e
y
4

4 cos(x4 )−
e
y
4

2 cos(x4 )uy

− e
y
4

2 sin(x4 )ux + 2e
y
4 cos(x4 )uxx − 2e

y
4 sin(x4 )uxy

)
X4 +e

y
4 sin(x4 )− 2e

y
4 sin(x4 )uy Cy

(
e

y
4 sin(x4 )− 2e

y
4 sin(x4 )uy + 2e

y
4 cos(x4 )ux

)
+2e

y
4 cos(x4 )ux ×

(
− vuye

u + euv + euvy

)
− veu

(
e
y
4

4 sin(x4 )

− e
y
4

2 sin(x4 )uy +
e
y
4

2 cos(x4 )ux − 2e
y
4 sin(x4 )uyy

+2e
y
4 cos(x4 )uxy

)
Ct +Dα−1

t

(
e

y
4 sin(x4 )− 2e

y
4 sin(x4 )uy + 2e

y
4

× cos(x4 )ux

)
v −Dα−2

t

(
e

y
4 sin(x4 )− 2e

y
4

× sin(x4 )uy + 2e
y
4 cos(x4 )ux

)
vt − J(e

y
4 sin(x4 )

−2e
y
4 sin(x4 )uy + 2e

y
4 cos(x4 )ux, vtt

)
Cx

(
− vuxe

u + euvx

)(
e

y
4 cos(x4 )− 2e

y
4

× sin(x4 )ux − 2e
y
4 cos(x4 )uy

)
− veu

(
− e

y
4

4

× sin(x4 )−
e
y
4

2 cos(x4 )ux + e
y
4

2 sin(x4 )uy

−2e
y
4 sin(x4 )uxx − 2e

y
4 cos(x4 )uxy

)
X5 +e

y
4 cos(x4 )− 2e

y
4 sin(x4 )ux Cy

(
− vuye

u + euv + euvy

)(
e

y
4 cos(x4 )

−2e
y
4 cos(x4 )uy −2e

y
4 sin(x4 )ux − 2e

y
4 cos(x4 )uy

)
+
(

e
y
4

4 cos(x4 )

− e
y
4

2 sin(x4 )ux − e
y
4

2 cos(x4 )uy − 2e
y
4 sin(x4 )uxy

−2e
y
4 cos(x4 )uyy

)
(−veu)

Ct +Dα−1
t

(
e

y
4 cos(x4 )− 2e

y
4 sin(x4 )ux

−2e
y
4 cos(x4 )uy

)
v −Dα−2

t

(
e

y
4 cos(x4 )

−2e
y
4 sin(x4 )ux − 2e

y
4 cos(x4 )uy

)
vt

−J(e
y
4 cos(x4 )− 2e

y
4 sin(x4 )ux − 2e

y
4

× cos(x4 )uy, vtt

)
(3) حالت معادله براي پایستگی قوانین مولفه هاي :12 . 4 جدول



143 افزار نرم

Xi Wi Cx,y,t قوانین مولفه هاي
(4) حالت معادله براي پایستگی

Cx −ux
(
− βuβ−1vux + uβvx

)
+uxxu

βv

X1 −ux Cy −ux
(
− βuβ−1vuy + βuβ−1v

+vyu
β
)
+ vuxyu

β

Ct −veuDα−1
t

(
ux

)
+Dα−2

t

(
ux

)(
vte

u

+veuut

)
− J

(
− ux, vtte

u + 2vte
uut

+veuu2t + veuutt

)
Cx −uy

(
− βuβ−1vux + uβvx

)
+uxyu

βv

X2 −uy Cy −uy
(
− βuβ−1vuy + βuβ−1v

+vyu
β
)
+ vuyyu

β

Ct −veuDα−1
t

(
uy

)
+Dα−2

t

(
uy

)(
vte

u

+veuut

)
− J

(
− uy, vtte

u + 2vte
uut

+veuu2t + veuutt

)
Cx

(
αu− αxux − αyuy + βtut − 2tut

)
×
(
− βuβ−1uxv + vxu

β
)
− uβv

×
(
− αxuxx − αyuxy + βtuxt − 2tuxt

)

X3 αu− αxux − αyuy Cy
(
αu− αxux − αyuy + βtut − 2tut

)
×
(
− βuβ−1uyv + βvuβ−1 + vyu

)
− uβv

×
(
− αxuxy − αyuyy + βtuyt − 2tuyt

)

Ct +veuDα−1
t

(
αu− αxux − αyuy

+βtut − 2tut

)
+Dα−2

t

(
uy

)(
vte

u

+veuut

)
− J

(
− uy, vtte

u + 2vte
uut

+veuu2t + veuutt

)
(4) حالت معادله براي پایستگی قوانین مولفه هاي :13 . 4 جدول





۵ فصل

مالی ریاضیات و تقارن

ریاضی مدل هاي مالی، بازارهاي در سرمایه و پول جریان هاي براي که است ریاضیات از شاخه اي مالی ریاضیات
مختلف رفتارهاي مدل سازي و توصیف به ریاضی ابزارهاي کمک با دیگر عبارت به می نماید. مطالعه و طراحی
فروش و خرید بر علاوه و هستند دارایی ها فروش و خرید محل مالی بازارهاي می پردازد. مالی بازارهاي
می گیرند. قرار توجه مورد نیز مالی مشتقات عنوان تحت قراردادهایی قرضه، اوراق و سهام نظیر پایه دارایی هاي
[20]،[2] مراجع به می توان بیشتر مطالعه براي می کنیم. نیاز مورد مفاهیم و تعاربف بر مروري فصل این در

کرد. مراجعه

سهام سبد 1 . 5
آنها سرمایه گذار یک که است، دارایی ها سایر یا سهام  از مناسب ترکیبی پرتفوي یا سهام سبد .1 . 1 . 5 تعریف
است؛ سهم چند بین سرمایه گذاري ریسک تقسیم کردن سهام، سبد تشکیل از هدف است. کرده خریداري را

کند. جبران را دیگر سهام ضرر می تواند سهم یک سود ترتیب بدین

همه بازده کاهش احتمال عادي شرایط در تا می شود انتخاب صورتی به و ریسک کاهش منظور به پرتفوي
باشد. صفر به نزدیک شده) خریداري سهام هاي (شامل دارایی ها

می شود. تعریف زیر صورت به h پرتفوي ارزش فرآیند بگیرید. نظر در را h = (x, y) پرتفوي .2 . 1 . 5 تعریف

V h
t = xBt + ySt, t = 0, 1,

145
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قطعی) (فرآیند قرضه ورق یک قیمت فرآیند Bt ،t زمان در تصادفی) فرآیند ) سهم هر قیمت فرآیند St که
است. t زمان در

اختیارمعامله قردادهاي 1 . 1 . 5
اوایل در گرفت. صورت 18 قرن اوایل در آمریکا و اروپا در فروش، اختیار و خرید اختیار معاملات اولین
فروش اختیار و خرید اختیار معامله گران و کارگزاران انجمن را خود که شرکت ها از گروهی ، 1990 دهه
خریداران آوردن گردهم انجمن این هدف نمودند. اقدام معامله اختیار بازار یک ایجاد براي می کردند، معرفی
یکی با بایستی داشت، را معامله اختیار یک خرید قصد سرمایه گذاري اگر بود. یکدیگر کنار در فروشندگان و
پیدا دارد، را مذکور معامله اختیار فروش قصد که را، فروشنده یک او تا می گرفت، تماس انجمن اعضاي از
اقدام مذکور معامله اختیار فروش براي شرکت خود کند، پیدا فروشنده یک نمی توانست مذکور عضو اگر کند.
داد. تشکیل سهام روي بر معاملات اختیار براي انحصاري بورس یک شیکاگو بورس ، 1973 آوریل در می کرد.
نمودند. اقدام معامله اختیار مبادله به آتی، معاملات بورس هاي تمام تقریباً و سهام بورس چندین آن، از پس

از اطمینان عدم و نوسانات بازارها، بر حاکم شرایط دلیل به سرمایه گذاري و اقتصادي بازارهاي فعالان
به دهد. قرار زیان معرض در را آن ها است ممکن که هستند مواجه ریسک هایی با همواره بازار؛ آتی وضعیت
به و شود اتخاذ ریسک ها این پوشش براي مناسبی راهکارهاي که است بوده این بر تلاش همواره منظور این

شوند. مدیریت سرمایه بازار فعالان روي پیش ریسک هاي عبارتی

استاندارد اختیارمعامله

پایه دارایی یک تا می دهد را اجبار نه و اختیار این آن دارنده به که است اختیاري استاندارد، معامله اختیار یک
در است. الزام بدون حق اختیارها اساس بفروشد. یا بخرد شده توافق قیمت با آینده در مشخص زمان در را
باید اختیار دارنده تعهد، بدون قراردادهاي چنین در دارد. همراه به اختیار دارنده براي را ضرر بدون سود واقع
به را معامله اختیار حق می توان می شود. گفته اختیار قیمت آن به که کند پرداخت پیشاپیش را پول مقداري
دارنده به را الزام) نه (و حق این واقع در خرید اختیار یک فروش. اختیار و خرید اختیار کرد؛ تقسیم دسته دو
همین به بخرد. آن، از قبل یا مشخص تاریخ در و معین قیمت با را قرارداد موضوع دارایی که می دهد، آن
در و معین قیمت با را قرارداد موضوع دارایی که می دهد، را حق این آن دارنده به فروش اختیار یک ترتیب،
و اعمال قیمت یا توافقی قیمت می شود، ذکر قرارداد در که را قیمتی بفروشد. آن از قبل یا و مشخصی تاریخ
فروش، یا خرید اختیار می گویند. معامله اختیار سررسید یا انقضا تاریخ اصطلاحاً را، قرارداد در شده ذکر تاریخ
قابلیت سررسید تاریخ در فقط اروپایی اختیار قرارداد می شود. تقسیم آمریکایی و اروپایی حالت دو به کدام هر
قابل سررسید تاریخ در یا سررسید تاریخ از قبل زمانی هر در آمریکایی، اختیار قرارداد که حالی در دارد. اعمال

است. اعمال
است سرمایه گذاري کننده، معامله طرف یک دارد. وجود معامله گر طرف دو معامله، اختیار قرارداد هر در
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موقعیت سرمایه گذار قرارداد، دوم طرف در است. خریده را معامله اختیار و است کرده اتخاذ خرید موقعیت که
معامله، اختیار دارنده یا خریدار است. فروخته یا کرده صادر را معامله اختیار یعنی است؛ کرده اتخاذ فروش
است. تعهدآور فروشنده براي معامله اختیار صدور یا فروش حالی که در ندارد، قرارداد قبال در تعهدي گونه هیچ
اعمال صورت در که می شود متعهد مقابل در و می کند دریافت را اختیار قیمت مبلغ فروشنده، که معنی بدین

کند. عمل قرارداد مفاد به خریدار، توسط معامله اختیار
آن باشید داشته قصد و بخرید S0 قیمت به را سهامی ،t = 0 لحظه در کنید فرض بیشتر توضیح براي
در است، تصادفی سهام قیمت نوسانات که آنجایی از بفروشید. ST قیمت به سپس و دارید نگه T زمان تا را
شوید. متضرر سهام قیمت کاهش علت به که دارد وجود امکان این پس نیست. معلوم ST مقدار ،t = 0 لحظه
T لحظه در بپردازید، را π0 مبلغ ،t = 0 لحظه در اگر بگیرید: نظر در صورت بدین مالی قرارداد یک
چنین انعقاد صورت در بفروشید. K شده تعیین پیش از قیمت به را خود سهام تمایل) صورت (در می توانید

است: ممکن حالت دو ،T لحظه در قراردادي،

بازار از را سهام ST مبلغ پرداخت با و می فروشید قرارداد طرف به K قیمت به را سهام ،ST < K اگر (1
بود. خواهد شما عایدي K − ST سود و می کنید خریداري

بود. خواهد صفر برابر شما عایدي و کرد نخواهید اعمال را قرارداد ،ST ≥ K چنانچه (2

در را max{K − ST , 0} تصادفی مبلغ ،t = 0 زمان در π0 تعیینی مبلغ پرداخت با دیگر عبارت به
وجود نیز غیراستاندارد اختیارمعامله هاي استاندارد، اختیارمعامله هاي بر علاوه کرد. خواهید دریافت T زمان
قواعد، سري یک از استفاده با که هستند اختیاراتی نامتعارف، یا استاندارد غیر اختیارمعامله قراردادهاي دارد.
از نیست. آسان و ساده استاندارد اختیارمعامله همچون بازده ها این محاسبه که می دهند دست به را بازده هایی
نام توان معاملات اختیار و مانع گذشته، به متکی اختیار آسیایی، اختیار می توان استاندارد غیر اختیارات جمله

برد.

با معلوم زمان در پایه دارایی آن موجب به که است قراردادي استاندارد، مالی مشتق یک .3 . 1 . 5 تعریف
است. مالی مشتقات انواع از یکی معامله اختیار قرارداد گیرد. قرار معامله مورد مشخص شده توافق قیمت

و زیان به منجر مشخص کاري انجام عدم یا انجام که است احتمالی ریسک کلی به طور .4 . 1 . 5 تعریف
تعریف منتظره اي غیر رویدادهاي عنوان به را ریسک مالی ادبیات در گردد. ناخواسته و ناخوشایند پیامدهاي

می شود. بدهی ها یا دارایی ها ارزش در تغییر باعث معمولا که می کنند

سهام مانند نباشد مشخص قبل از قطع به طور سررسید در آن ها سود میزان که را دارایی هایی .5 . 1 . 5 تعریف
می نامند. ریسکی دارایی هاي اختیارمعامله و

به طور سررسید در آن سود میزان سرمایه گذاري هنگام که است دارایی ریسک، بدون دارایی .6 . 1 . 5 تعریف
قرضه. اوراق و بانک ها در اشخاص سرمایه گذاري سپرده هاي مانند می شود مشخص قطع
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آن، دلیل مهم ترین است. بوده موفقیت آمیز توجهی قابل طور به معاملات، اختیار قراردادهاي عملکرد
مبادلات انجام براي فراوان نقدینگی قابلیت ایجاد و معامله گران انواع از کثیري تعداد جذب براي آنها توانایی
در مشکلی معمولاً کند، اتخاذ را معاملاتی موقعیت یک بخواهد سرمایه گذاري چنانچه که طوري به است،
و سفته بازان ریسک، پوشش دهندگان می توان را معامله گران عمده گروه سه ندارد. قرارداد دوم طرف یافتن
ریسکی کاهش دنبال به معاملات اختیار از استفاده با ریسک پوشش دهندگان گرفت. نظر در آربیتراژگران
قیمت، آتی حرکت جهت پیش بینی، از سفته بازان می شود. ناشی متغیر یک در آتی بالقوه حرکت از که هستند،
مختلف، بازار چند یا دو در متناسب موقعیت هاي اتخاذ با آربیتراژگران می کنند. استفاده بازار متغیر یک در
بررسی را گروه ها این از یک هر اقدامات و فعالیت ها قسمت این در هستند. ریسک بدون سود کسب دنبال به

می کنیم.

معاملات اختیار از استفاده با ریسک پوشش 2 . 1 . 5
در ریسک پوشش دهندگان که صورت این به پرداخت. ریسک پوشش به می توان معاملات، اختیار از استفاده با
یا کاهش براي فوق قراردادهاي از آن ها دارایی اند. قیمت تغییر با مرتبط ریسک معرض در که هستند موقعیتی
اختیار در را مایکروسافت سهام هزار مه، ماه در سرمایه گذاري کنید فرض می کنند. استفاده ریسک این حذف
قیمت، شدید افت باعث شرکت، علیه دعوي اقامه که می رود انتظار و است دلار 73 سهم هر فعلی قیمت دارد.
قیمت با شیکاگو بورس از را ژوئیه 10 سررسید با فروش اختیار می تواند، سرمایه گذار این شود. آینده ماه دو در
صورت این در باشد. دلار 2.5 فروش اختیار حق هر قیمت کنید فرض بخرد. سهم هر براي دلار 65 توافقی
دلار 2500 استراتژي این انتخاب این که با بود. خواهد دلار 2500 معادل استراتژي، این انتخاب کل هزینه
سررسید زمان تا سهم هر براي سهام فروش قیمت حداقل که می کند، تضمین عوض در ولی بردارد، در هزینه
65000 و کند اعمال را فروش اختیار می تواند شخص یابد، کاهش سهام بازار قیمت اگر باشد. دلار 65 اختیار،
وي، خالص درآمد معامله اختیار خرید براي دلار 2500 هزینه کسر با که کند، دریافت سهام فروش بابت دلار
منقضی و نمی شود اعمال فروش اختیار شود، دلار 65 از بیش بازار قیمت اگر می شود. دلار 62500 مبلغ
اوراق هزینه گرفتن نظر در با (یا می شود دلار 65000 از بیش دارایی کل ارزش حالت، این در اما می گردد.

می شود). دلار 62500 فروش اختیار

سفته بازان

درحالی که می کنند. اجتناب دارایی ها قیمت نامطلوب تغییرات با شدن مواجه از ریسک پوشش دهندگان
درباره خود پیش بینی نوع با متناسب را موقعیت هایی و می روند ریسک استقبال به سفته بازان آن ها برخلاف
ارزش که می کند، پیش بینی سفته باز یک و است اکتبر ماه الان کنید فرض می کنند. کسب قیمت ها، تغییر
یک و است دلار 40 حاضر، حال در فوق سهام قیمت یافت. خواهد افزایش آینده ماه دو در آمازون شرکت
سفته باز یک براي را راهکار دو می شود. فروخته دلار 2 قیمت به دلار، 45 اعمال قیمت با ماهه دو خرید اختیار
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2000 خرید شامل دوم گزینه بخرد. سهم 100 که است این اول گزینه می کنیم. تشریح دلار 4000 سرمایه با
سهم قیمت و باشد درست سفته باز پیش بینی کنید فرض است. خرید) اختیار قرارداد 20 (یا خرید اختیار
اما می کند. ایجاد را دلار 3000 سود بود، سهام خرید که اول گزینه برسد. دلار 70 به دسامبر ماه در آمازون
درآمدي دلار، 45 توافقی قیمت با آمازون سهام روي بر خرید اختیار یک است. سودآورتر بسیار دوم گزینه
با را دلاري 70 سهام که می سازد، قادر را او خرید، اختیار ورقه که چرا می کند، سفته باز نصیب دلار 25 معادل
با که دلار 50000 از است عبارت می شود، سفته باز نصیب دوم روش در که سودي کل بخرد. دلار 45 قیمت
انتخاب از حاصل سود بنابراین دلار. 46000 از است عبارت خالص سود خرید، اختیار (قیمت) هزینه کردن کم
توجه ضمن، در است. سهام خرید استراتژي انتخاب از حاصل سود برابر 15 از بیش خرید، اختیار استراتژي
دسامبر ماه در سهام قیمت کنید فرض می دهد. افزایش نیز را بالقوه زیان میزان خرید، اختیار اوراق که کنید
بر دلار، 1000 معادل زیانی سهام) خرید (یعنی اول روش از استفاده صورت این در یابد. کاهش دلار 30 به
روش لذا می شوند، منقضی شوند، اعمال اینکه بدون خرید اختیار اوراق که آنجا از ولی می کند. وارد سفته باز
پرداخته خرید اختیار اوراق بابت ابتدا در که -مبلغی دلار 4000 معادل زیانی فقط اختیار) اوراق (یعنی دوم
ایجاد اهرم نوعی معامله، اختیار اوراق می دهد نشان استراتژي این نتایج می کند. تحمیل سفته باز بر می شود-
افزایش اهرمی، معامله اختیار اوراق از استفاده با گذاري سرمایه از حاصل مالی پیامدهاي میزان یعنی می کنند؛
بیشتري زیان هاي صورت، این غیر در و بیشتر سودهاي باشند، درست پیش بینی ها اگر دیگر، عبارت به می یابد؛

می کند. سرمایه گذار نصیب را

آربیتراژگران

فرصت از است عبارت آربیتراژ هستند. آربیتراژگران معاملات، اختیار بازارهاي در معامله گران مهم و سوم گروه
در هم زمان سهامی کنید فرض بازار. چند یا دو در هم زمان ورود طریق از ریسک، بدون سود به دستیابی
بورس در سهام این قیمت کنید فرض همچنین می شود. معامله لندن سهام بورس در و نیویورك سهام بورس
پوند هر براي دلار 1.75 برابر دلار، و پوند مبادله نرخ اگر است. پوند 100 لندن بورس در و دلار 172 نیویورك
به لندن بازار در سهام آن فروش و نیویورك بورس از سهام 100 مثلاً خرید با می تواند آربیتراژگر آنگاه باشد،
معاملات هزینه گرفتن نظر در بدون دلار 300 معادل سودي یعنی کند. پیدا دست 300 ریسک بدون سود
سود کوچک گذاران سرمایه براي معاملات هزینه هاي  که دارد احتمال البته می شود. تضمین آربیتراژگر براي
براي ارز، تبدیلات بازار و سهام بازار در معاملات به هزینه هاي مربوط حال، این با ببرد. بین از را آربیتراژي
و باشد جذاب بسیار آربیتراژ فرصت که می شود سبب موضوع همین و نیست چندانی رقم بزرگ معاملات
فرصت هاي که داشت توجه باید همچنین کنند. کسب را منفعت بیشترین فرصت ها این از تا بکوشند، همگان
سهام خرید با باشد. داشته استمرار طولانی مدت براي نمی تواند شد، ذکر بالا در آن از نمونه یک که آربیتراژي
بازار در آن فروش همچنین و می شوند سهام قیمت افزایش باعث تقاضا و عرضه نیروهاي نیویورك، بازار در
یکسان بازار دو در فعلی مبادله نرخ با فوق قیمت دو زودي به و می آورد فراهم را قیمت کاهش زمینه لندن،
امکان هستند، آربیتراژي سود کسب دنبال به که آربیتراژگرانی وجود که است، این جالب تر نکته شد. خواهند
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می توان کلی طور به می سازد. غیرممکن ابتدا همان از را، پوند قیمت و دلار قیمت بین ملاحظه قابل تفاوتی
در کمی بسیار آربیتراژي فرصت عمل، در که معناست این به بازار، در آربیتراژگر زیادي تعداد وجود گفت،
مشتقات و دارایی ها قیمت گذاري خصوص در که مسائلی بیشتر دلیل، همین به می شود. مشاهده مالی بازارهاي

ندارد. وجود آربیتراژ فرصت که هستند، مبتنی فرض پیش این بر می شوند، مطرح مالی

می شود. نامیده تصادفی فرآیند یک تصادفی، متغیرهاي از ناشمارا) یا (شمارا خانواده هر .7 . 1 . 5 تعریف

برقرار زیر رابطه ي صورت این در باشد X قیمت تصادفی فرایند احتمال چگالی تابع f اگر .8 . 1 . 5 تعریف
است:

P
(
X ∈ (a, b)

)
=

∫ b

a

f(X)dm,

می باشند. حقیقی اعداد b ، a و می باشد لبگ اندازه m آن در که

سهمی براي می توانیم آن چگالی تابع داشتن با می باشد تصادفی متغیر یک قیمت فرایند که آنجایی از
میزان چه سهم این آینده دلخواه زمانی بازه ي در که کنیم بینی پیش است دلار 50 حاضر حال در که w مانند

کرد. خواهد رشد

براونی حرکت 2 . 5
معادلات و تصادفی آنالیز مدرن، احتمال نظریۀ بناي سنگ و تصادفی فرآیندهاي اساسی ترین از براونی حرکت
،گیاه شناس 1 براون روبرت افتخار به را هستند معلق آب در که گیاهان گرده نامنظم حرکت است. دیفرانسیل
مشاهده را آب در معلق گیاهان گرده نامنظم حرکت میلادي 1827 تابستان در بار نخستین براي که اسکاتلندي
گرده دانه هاي بمباران را حرکت این علت 2 انیشتن آلبرت میلادي 1905 سال در نامیدند. بروانی حرکت کرد،
داراي مایعات یا و گازها در موجود مولکول هاي و ذرات دیگر، عبارت به کرد. معرفی مایع ملکول هاي سوي از
دهند جهت تغییر یکدیگر با برخورد با و کنند حرکت می توانند راستایی هر در یعنی هستند، نامنظمی حرکت
وارد حتی و رفته فراتر بسیار براونی حرکت کاربرد دامنه آن از پس می گویند. براونی حرکت حرکت، این به
3 وینر نوربرت میلادي 1918 سال در است. شده نیز سهام قیمت مدل سازي مانند مالی ریاضیات مباحث
بررسی کامل به طور را براونی حرکت الگوي آمریکایی، نابغه و برجسته ریاضی دان میلادي) 1964 - 1894)
به را می شود گفته نیز وینر فرآیند امروز که را براونی حرکت مطلوب فرآیند میلادي 1923 سال در وي کرد.

.[3] است بیان قابل زیر صورت به که ساخت ریاضی فرم

هرگاه گوییم استاندارد براونی حرکت یک را {Bt}t≥0 تصادفی فرآیند .1 . 2 . 5 تعریف
،B0(w) = 0 .1

باشد، s− t واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع داراي Bs −Bt ،0 ≤ t ≤ s براي .2
1Robert Brown
2Albert Einstein

3Norbert Wiener
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هم توزیع و Btnمستقل −Btn−1 , . . . , Bt1 −Bt0 تصادفی متغیرهاي ،0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn براي .3
باشند.

می گوییم. نیز وینر فرآیند را استاندارد براونی حرکت

تصادفی فرآیند صورت این در باشد. استاندارد براونی حرکت یک {Wt}t≥0 کنید فرض .2 . 2 . 5 تعریف
می کند صدق زیر معمولی دیفرانسیل معادله در که {St}t≥0

dSt = αStdt+ σStdWt, (1 . 5)

گویند. هندسی براونی حرکت را ثابت اند، مقادیر σ و α آن در که

شولز بلک مدل 3 . 5
قیمت گذاري در بزرگی گام 6 مرتون” ”رابرت و 5 شولز” ”میرن ، 4 بلک” ”فیشر آقایان 1970 دهه ي اوایل در
معروف 7 شولز” - بلک ”مدل عنوان تحت که بود مدلی ارائه آن ها کار نتیجه ي برداشتند. معامله اختیار اوراق
مدل این همچنین است. داشته معامله اختیار خطر پوشش و قیمت گذاري نحوه در زیادي تأثیر مدل این گشت.
ارزش گذاري .[2] است داشته 1990 و 1980 دهه هاي در مالی مهندسی موفقیت در محوري و اساسی نقش
در انقلابی شولز - بلک مدل بی شک و است. مالی اقتصادهاي در موضوعات مهم ترین از یکی معامله اختیار
مفهوم یک واقع در (GBM) هندسی براونی حرکت است. آورده وجود به معامله اختیار قیمت گذاري شیوه ي
گران معامله توسط که بلک-شولز مدل با مدل این قیمتهاست، سهم مدل در مالی ریاضیات در مهم بسیار
نظر در را هست زیر دینامیک داراي و می باشد {St} ریسکی دارایی هایی شامل که بازاري با می شود، شناخته

می گیریم:

dSt = βStdt+ σStdWt.

Wt و می باشند ثابت) (مقادیر دارایی انتظار مورد بازده نرخ و دارایی قیمت تلاطم ترتیب به µ و σ آن در که
است. براونی فرآیند یک

باشد: زیر دیفرانسیل معادله جواب {Xt}t کنید فرض [20] .1 . 3 . 5 قضیه

dXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt,

است: شده داده زیر رابطه توسط که A نامتناهی مولد با

(Af)(s, y) = µ(s, y)
∂f

∂y
+

1

2
σ2∂

2f

∂x2
(s, y).

4Fischer Black
5Myron Scholes

6Robert Merton
7Black - Sholes model
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صدق زیر فوکر-پلانک معادله در p آنگاه باشد، p(s, y; t, x), انتقال چگالی داراي {Xu}u∈[t,s] جواب اگر
می کند:

∂

∂t
p(s, y; t, x) = A∗p(s, y; t, x), (t, x) ∈ (0, T )× R,

طوریکه به
(A∗p)(t, x) = − ∂

∂x
[µ(t, x)p(t, x)] +

1

2
σ2 ∂

2p

∂x2
(t, x).

شناخته (GBM) براي 8 فوکر-پلانک-کولموگرو معادله به که فوکر-پلانک معادله از خاص نوعی بنابراین
واقع در پلانک فوکر معادله جواب که است این در مالی ریاضیات مبحث در معادله این بررسی اهمیت می شود.
قیمت تصادفی فرایند چگالی تابع یک شد اشاره فصل ابتداي در که همانطور و می باشد احتمال چگالی تابع
آدرین نام هاي از که فوکر-پلانک معادله می دهد. قرار سرمایگذاران اختیار در سهم آن درباره ي وسیعی دید

از: است عبارت است، شده گرفته 10 پلانک مکس و 9 فوکر
∂p

∂t
=

1

2
σ2x2

∂2p

∂x2
+ (2σ2 − β)x

∂p

∂x
+ (σ2 − β)p. (2 . 5)

چگالی تابع p زمان، t قیمت، فرایند x بازار، تلاطم σ بهره، نرخ و کسري مشتق پارامتر α ∈ (0, 1) که
از: است عبارت کسري حالت در می باشد. ثابت مقداري β و قیمت احتمال

Dα
t p =

1

2
σ2x2

∂2p

∂x2
+
(
2σ2 − β

)
x
∂p

∂x
+
(
σ2 − β

)
p, (3 . 5)

Dα−1
t p(t) = 1 شرط منابع اغلب در و دادیم، قرار بررسی مورد را معادله این α = β حالت در [88] در ما که

است. برقرار آن بر نیز
وابسته ي متغیر همچنین و t و xمستقل متغیرهاي داراي فوکر-پلانک-کولموگرو معادله  ي اینکه به توجه با

داد: نمایش زیر صورت به را معادله این تبدیل گروه براي تقارنی گروه مولد می توان لذا می باشد، p

v = τ(t, x, p)
∂

∂t
+ ξ(t, x, p)

∂

∂x
+ η(t, x, p)

∂

∂p
. (4 . 5)

با معادله این تقارن هاي جبرلی شد، بیان قبل فصل در که آبیاري مثال براي شده انجام محاسبات همانند
می شود: تولید زیر مولدهاي

v1 = x
∂

∂x
,

v2 = p
∂

∂p
, (5 . 5)

v3 = 2σ2xα ln(x)
∂

∂x
+ 4σ2t

∂

∂t
+
(
2σ2αp− 3σ2α ln(x)p+ 2α2 ln(x)p− 2σ2p

) ∂
∂p
.

و آوریم بدست را معادله از جواب هایی تقارن با اینکه اول شیوه می کنیم استفاده تقارن ها از شیوه دو به اکنون
می دهیم. مرتبه کاهش فقط را معادله دوم شیوه در

8Fokker-Planck-
Kolmogorov

9Adrin Fokker
10Max Planck
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p = v و t = y از عبارتند تقارن این تحت معادله این ناورداهاي می گیریم. نظر در را v1 تقارن اول) روش
می یابد: مرتبه کاهش زیر صورت به معادله نتیجه در که px = pxx = 0 از عبارتند معادله مشتقات لذا

Dα
t p =

(
σ2 − α

)
p. (6 . 5)

می شود: نوشته زیر صورت به ریمان-لیوویل مشتق براي لاپلاس تبدیل شد، بیان سوم فصل در که همان طور

L{0Dα
xf(x); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

skDα−k−1f(0+), (7 . 5)

می نویسیم: زیر صورت به را معادله و داده اثر (6 . 5) معادله  بر را لاپلاس تبدیل اینک

L{Dα
t p} = (σ2 − α)L{p}. (8 . 5)

به (8 . 5) معادله ي از چپ سمت و n = 1 داشت خواهیم لذا است، شده فرض 0 < α < 1 اینکه به توجه با
داشت: خواهیم ساده اي محاسبات انجام با می شود. نوشته L{Dα

t p} = sαL{p} − sα−1 فرم

L{p} =
1

sα +
(
− σ2 + α

) . (9 . 5)

است: برقرار زیر معکوس لاپلاس رابطه ي که آن جا از

G(s) =
1

a+ sα
, | a

sα
| < 1 ⇒ L(−1){G(s)} = tα−1Eα,α(−atα), (10 . 5)

از: عبارتست فوکر-پلانک-کولموگرو معادله جواب نتیجه در

p = tα−1Eα,α

(
(σ2 − α)tα

)
. (11 . 5)

است. تقارن یک نیز v1 + βv2 لذا می باشد تقارن یک همچنان تقارن دو جمع اینکه به توجه با دوم) روش
می توان لذا .v = xp

−1
β و y = t از عبارتند معادله ناورداهاي لذا است صفر تقارن ها بر ناورداها اثر که آنجا از

داریم: صورت این در کرد. بازنویسی p = xβvβ(t) قراردادن با را فوکر-پلانک-کولموگرو معادله ي

px = βxβ−1vβ,

pxx = β(β − 1)xβ−2vβ, (12 . 5)

∂αt p =
1

2
σ2β(β − 1)xβvβ + (2σ2 − α)βxβvβ + (σ2 − α)xβvβ.

می آید: بدست زیر FODE معادله فوکر-پلانک-کولموگرو، معادله ي در مشتقات این جایگذاري با

∂αt (v
β(t)) =

1

2
σ2β(β − 1)vβ + (2σ2 − α)βvβ + (σ2 − α)vβ.

کرد. استفاده عددي روش هاي یا و لی گروهاي روش از یا مجددا می توان فوق معادله ي حل براي
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فوکر-پلانک-کولموگرو معادله حل براي کردیم مطرح قبل فصل در که ناوردا زیر-فضاهاي روش از ادامه در
صورت به را آن ها بتوان که اجراست قابل معادلاتی براي که است این روش این اصول از می کنیم. استفاده

∂αp

∂tα
= F̂ [p]. (13 . 5)

می کنیم: بیان را روش این به مربوط قضیه دیگر بار باشد. کاپوتو نوع از موجود کسري مشتق البته و نوشت

توابع از خطی مستقل مجموعه ي توسط شده تولید خطی فضاي {Wn} کنید فرض .2 . 3 . 5 قضیه

{fi(x); i = 1, · · · , n},

در بطوریکه دارند وجود چنان ψ1, · · · , ψn توابع صورت این در باشد. ناوردا F̂ [p] عملگر تحت Wn و باشد
می کنند صدق زیر رابطه ي

F̂
[ n∑
i=1

c1f1(x)
]
=

n∑
i=1

Ψi

(
c1, c2, · · · , cn

)
fi, (14 . 5)

فرم به جوابی داراي (13 . 5) تکاملی معادله ي نتیجه در

p(x, t) =
n∑
i=1

ci(t)fi(x), (15 . 5)

می آید: بدست زیر رابطه  ثانیا و می باشد کاپوتو مشتق ∂α

∂tα
اولا آن در که می باشد،

dαci(t)

dtα
= Ψi

(
c1(t), · · · , cn(t)

)
. (16 . 5)

به توجه و W = ⟨1, x⟩ کنیم فرض می کنیم. استفاده فوکر-پلانک مسئله ي حل براي فوق قضیه از حال
نوشت می توان (3 . 5) معادله ي فرم

F̂ =
1

2
σ2x2

∂2p

∂x2
+
(
2σ2 − α

)
x
∂p

∂x
+
(
σ2 − α

)
p. (17 . 5)

بود: خواهد زیر صورت به فوکر معادله ي جواب فوق قضیه به توجه با

p(x, t) = c1(t) + c2(t)x. (18 . 5)

می باشد: برقرار زیر دستگاه ،(3 . 5) عبارت در (18 . 5) رابطه ي جایگذاري با
CDα

t c1(t) = (σ2 − α)c1(t),

CDα
t c2(t) = (3σ2 − 2α)c2(t).

(19 . 5)

زیر صورت به لاپلاس تبدیل کاپوتو مشتق براي می کنیم، استفاده لاپلاس تبدیل از فوق سیستم حل براي
می آید: بدست

L{CDα
t f(x); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), n− 1 < α ≤ n. (20 . 5)
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بهره گیري با L{c1(t)} = sα−1

sα−σ2+α
داریم (19 . 5) دستگاه اول معادله در (20 . 5) لاپلاس تبدیل به توجه با

صورت به که کاپوتو مشتق در معکوس لاپلاس رابطه ي از

L−1
{ sα−β

sα − b

}
= xβ−1Eα,β(bx

α), (21 . 5)

c1(t) = Eα,−1

(
(σ2 − α)tα

)
صورت به را (19 . 5) دستگاه از اول معادله جواب می توان می شود بیان

آوریم: بدست زیر فرم به نیز را c2(t) میتوان شد بیان c1(t) براي آنچه مشابه نوشت.

c2(t) = Eα,−1

(
(3σ2 − 2α)tα

)
.

می باشد زیر صورت ،به (19 . 5) دستگاه جواب بنابراین

u(x, t) = Eα,−1

(
(σ2 − α)tα

)
+ Eα,−1

(
(3σ2 − 2α)tα

)
x. (22 . 5)

معادله  ي جوابهاي سایر کرده ایم. رسم α مختلف مقادیر ازاي به را فوق معادله ي جواب هاي (3 . 5) شکل در
آورد. دست به نیز دیگر ناورداي فضاهاي ازاي به توان می را فوکر



مالی ریاضیات و تقارن 156

آورده ایم دست به α = 0.2, 0.4, 0.6, 0.7 ازاي به σ = 0.5 دادن قرار با (5 . 22)را معادله ي جواب :1 . 5 شکل

صورت به دیگر حالتی در را پلانک - فوکر معادله .1 . 3 . 5 مثال

Dβ
t p−

1

2
σ2 ∂

2p

∂x2
− αp− αx

∂p

∂x
= 0, (23 . 5)

در که است، شده اقتباس [37] از معادله این اصلی ایده می باشد. کسري پارامتر β آن در که می گیریم نظر در
صورت به (23 . 5) براي ناوردایی محک است. گرفته قرار بررسی و تحلیل مورد β = 1 ازاي به فوق معادله آن

ηβt −
1

2
σ2ηxx − αη − αξpx − αxηx = 0, (24 . 5)

می آوریم: دست به زیر صورت به را کوچک بینهایت مولدهاي ηx, ηxx, ηβt کردن جایگزین با بود. خواهد

v1 = βσ2x
∂

∂x
+ 2σ2t

∂

∂t
+
(
βpσ2 − pβαx2 − σ2p

) ∂
∂p
,

v2 = −σ2 ∂

∂x
+ pαx

∂

∂p
, v3 = p

∂

∂p
. (25 . 5)
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مثال براي آورد. دست به مشخصه معادله حل با می توان را تقارن ها از یک هر با متناظر متشابه متغیرهاي
مشخصه دستگاه v1 تقارن با متناظر

dx

βσ2x
=

dt

2tσ2
=

dp

βσ2p− pβαx2 − σ2p
. (26 . 5)

صورت به معادله ناورداهاي نتیجه در و می شود یافت

t
β
√
x2
,

x1−
1
β e−

αx2

2σ2

p(x, z)
, (27 . 5)

فرم به جواب یک با (23 . 5) معادله دادن کاهش دنبال به حال می آیند. دست به

p(x, z) =
x1−

1
β e−

αx2

2σ2

g(z)
, (28 . 5)

می شود: بازنویسی زیر صورت به (23 . 5) معادله راست سمت پس هستیم.

−1

2
σ2 ∂

2p

∂x2
− αp− αx

∂p

∂x
=

σ2x−1− 1
β

2g(z)e
αx2

2σ2

(
1

β

)(
1− 1

β

)
− α2x3−

1
β

2σ2g(z)e
αx2

2σ2

+
αx1−

1
β

2g(z)e
αx2

2σ2

+
σ2g′′(z)x1−

1
β

2g2(z)e
αx2

2σ2

z′
2
+
σ2g′(z)x1−

1
β

2g2(z)e
αx2

2σ2

z′′ − σ2g′2(z)x1−
1
β

g3(z)e
αx2

2σ2

z′
2

+
σ2g′(z)x−

1
β

g2(z)e
αx2

2σ2

z′(1− 1

β
)− αx1−

1
β

g(z)e
αx2

2σ2

+
α2x3−

1
β

σ2g(z)e
αx2

2σ2

, (29 . 5)

صورت به معادله چپ سمت و g(z) = x
1− 1

β e
−αx2

2σ2

p(x,z)
آن در که

Dβ
t p(t, x) =

1

Γ(1− β)

∂

∂t

∫ t

0

p(τ, x)dτ

(t− τ)β
=

1

Γ(1− β)

∂

∂t

∫ t

0

x1−
1
β e−

αx2

2σ2 dτ

g
(

τ
β√
x2

)
(t− τ)β

, (30 . 5)

t = z
β
√
x2,
(
∂
∂t

= 1
β√
x2

∂
∂z

)
می دانیم اینکه و y = τ

β√
x2
,
(
dτ =

β
√
x2dy

)
دادن قرار با می باشد.

صورت به را (30 . 5) می توان

Dβ
t p(t, x) =

x−1− 1
β e−

αx2

2σ2

Γ(1− β)

∂

∂z

∫ z

0

dy

g(z)(z − y)β
= x−1− 1

β e−
αx2

2σ2 Dβ
z

(
1

g(z)

)
. (31 . 5)

فرم به جدید متغیرهاي با (23 . 5) معادله نتیجه در کرد، بازنویسی

x−1− 1
βDβ

z

(
1

g(z)

)
=

α

2g(z)
x1−

1
β − σ2g′′(z)

2g2(z)
z′

2
x1−

1
β − σ2g′(z)

g2(z)
z′(1− 1

β
)x−

1
β

− σ2

2g(z)

(
1

β

)(
1− 1

β

)
x−1− 1

β +
σ2g′2(z)

g3(z)
z′

2
x1−

1
β (32 . 5)

−σ
2g′(z)

g2(z)
z′′x1−

1
β − α2

2σ2g(z)
x3−

1
β ,
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می آید: دست به زیر روابط h(z) = 1
g(z)

بردن کار به با می باشد.

h′(z)z′ = −g
′(z)z′

g2(z)
,

h′′(z)z′2 + h′(z)z′′ =
−g′′(z)z′2g2(z)− g′(z)z′′g2(z) + 2g(z)g′2(z)z′2

2g4(z)
.

می آید: دست به زیر صورت به آن شده ساده صورت (33 . 5) معادله در فوق روابط جایگذاري با حال

Dβ
z (h(z)) = h(z)

[
−(β − 1)σ2

2β2
− α2x4

2σ2
+
αx2

2

]
+ h′′(z)

(
z′σ2x2

2

)
+h′(z)

[
z′′σ2x2

2
+
z′(β − 1)σ2x

α

]
. (33 . 5)

به کنیم. می اعمال (23 . 5) معادله از جوابی یافتن براي را ناورداها روش دیگر بار فوق معادله گرفتن نظر در با
می کنیم: محاسبه زیر صورت به را (33 . 5) معادله کوچک بینهایت مولدهاي منظور همین

y1 =
∂

∂x
, y2 = h

∂

∂h
. (34 . 5)

صورت به y1 + y2 با متناظر معادله ناورداي جواب دادیم، انجام (23 . 5) معادله براي آنچه همانند

p(x, z) =
x1−

1
β e−

αx2

2σ2

g(z)
,

دادن قرار با می باشد، (23 . 5) معادله براي ناوردا جوابی یافتن ما اصلی هدف که آنجایی از می آید. دست به
دست به (23 . 5) معادله براي p(x, z) = x

1− 1
β e

x−αx2

2σ2

k(z)
جواب g(z) = k(z)

ex
نتیجه در و h(z) = 1

g(z)

می آید.

یادداشت
قبل فصل در که را کسري مشتقات با دیفرانسیل معادلات براي شده بیان مطالب تا شد سعی فصل این در
قرار بررسی مورد مالی ریاضیات حوزه در که کسري دیفرانسیل معادلات از اي رده براي پرداختیم آن به
پکیج کمک به را معادله این براي تقارن محاسبه است ذکر به لازم گیریم. کار به فوکر-پلانک) (معادله می گیرد

آوردیم. دست به شد، بیان قبل فصل در که FracSym

پیشنهادات و نتیجه گیري
آن ها به مالی ریاضیات در که کسري معادلات از دسته اي حل براي کارا روشی دنبال به نامه پایان  این در
چگالی تابع یافتن منظور به می شوند مطرح مالی ریاضیات در که مسایلی اغلب بودیم. می شود، پرداخته
در می توان است تصادفی متغیري که سهام یک قیمت احتمالی چگالی تابع داشتن با که چرا می باشد، احتمال
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شرطی پیش هیچ آنکه دلیل به لی تقارن هاي روش کرد. عمل راحتتر سهم آن آینده براي گیري تصمیم زمینه
فوکر-پلانک نظیر معادلاتی حل براي مفید روشی می تواند نمی دهد، قرار نظر مد چگالی تابع یافتن براي را

باشد.
انتخاب پیوسته تبدیلات از همگی داشتیم، سروکار آن با رساله این در که لی تقارن هاي اینکه به توجه با
حل براي تقارن هاي λ یا و گسسته تبدیلات از می توان آتی کارهاي براي پیشنهاد یک عنوان به بودند، شده
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Abstract

The main purpose of the present thesis is a comprehensive and general analysis of the
application of Lie groups in fractional differential equation including their solving method
and conservation laws.

The extended dynamical systems with movement and motion’s memory don’t follow
from the ordinary derivatives rules. Because of the more exactness of the models for
engineering systems than integer orders fractional derivatives and integrals and more in-
teresting for researchers.

Obtaining solutions for a system of fractional differential equations has great impor-
tance, thus choosing the suitable methods with respect to fractional structures is so valu-
able. In this thesis, the Lie symmetry method is studied based on the extension of the
symmetry of the equations with integer order derivatives. Also, some analytic method
such as invariant subspace and sub-equation are studied and comparison too.

Finally, for the importance of the differential equations in financial mathematics, the
symmetry method for fractional differential equations as a geometric method, are applied
in order to study some equation in financial mathematics such as Fokker-Plank and etc.

Keywods: Euler-lagrange equation, Lie symmetries, Conservation laws, Noether’s
theorem, Ibragimov’s theorem, Fractional derivative, Riemann-Liouville fractional
derivative, Caputo fractional derivative, Black-Sholes equation, Brownian motion.
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