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ণپاس ච໋اری

೸৑࢟ت. ඣ໑ید ا৯درش ඟشࢁ  ଘ و ا॥ت ঻඼້ࢌ ड़وࣿب طاࢼࢾش ଒ ऋل و ସ را ی ೯دا ज़ࢸت
الخالق، یش΄ر لم المخلوق، یش΄ر لم مصداق به

من تا شد سپید مویشان شوم، توانا من تا شدند ناتوان که مادرم، و پدر نثار بی  کران سپاس
و پدرم اگر باشند. راهم روشنگر و وجودم گرمابخش تا سوختند عاشقانه و شوم روسفید

ͬ شد. نم نگاشته هیچ گاه سطرها این نبود، بی دریغش حمایت های
خانم سرکار و آرشͬ محمد دکتر آقای جناب اساتیدم نثار خالصانه ام قدردانͬ و سپاس·زاری
با و نگذاشته اند تنهایم هیچ گاه تاکنون بی دریغشان حمایت های با که نوروزی راد مینا دکتر

نمایم. گردآوری را ارشد کارشناسͬ پایان نامه توانستم ایشان فراوان تلاش و صبر
دکتر باغیشنͬ، حسین دکتر شاهسونͬ، داود دکتر نزاکتͬ، احمد دکتر محترم، اساتید از
نقالͬ برایم تا نمودند تلاش عاشقانه و صادقانه ͬ ام تحصیل دوران در که ربیعͬ محمدرضا

ͬ کنم. م قدردانͬ کنند، تبدیل اندیشه ها نقادی به را دانسته ها
حسین دکتر آقای جناب شاهرود، صنعتͬ دانش·اه آمار گروه پرتلاش و دلسوز گروه مدیر از

سپاس·زارم. زحماتشان و راهنمایی ها خدمات، دلیل به باغیشنͬ
حضور با که باغیشنͬ حسین دکتر و شاهسونͬ داود دکتر آقای جناب محترم، داور اساتید از
بارها و بارها دوباره و سپاس·زارم گرفته اند عهده بر را پایان نامه این داوری و تصحیح دل·رمشان
معرفت و عشق از آکنده قلبی با همواره که مهربانم خانواده هم·امͬ و همراهͬ و همدلͬ از
به رسیدن در مرا و آورده اند فراهم برایم آسایش و آرامش امنیت، سلامت، از سرشار محیطͬ

سپاس گزارم. بی نهایت رسانده اند، یاری اهدافم

میرسالاری فائزه سیده
١٣٩٨ شهریور

ط



نامه تعهد
ریاضͬ علوم دانش΄ده آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی میرسالاری فائزه سیده اینجانب
در متغیر انتخاب روش های بر مروری عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد آرشͬ محمد دکتر راهنمایی تحت ، بالا بعد با رگرسیون مدل های
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology ” یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه ”

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
میرسالاری فائزه سیده
١٣٩٨ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ک



چ΄یده
ام΄ان پذیر زیاد متغیرهای تعداد با داده ها تحلیل و ذخیره تکنولوژی، توسعه دلیل به امروزه
نبوده ͬ دار معن شده ثبت متغیرهای چنان چه که داشت توجه نکته این به باید اما است. شده
حذف و شناسایی بر علاوه و نبوده کارا ΁کلاسی برآورد تکنی΁ های باشد، زیاد آن ها تعداد یا
در کرد. استفاده مدل پارامترهای برآورد برای ΁غیرکلاسی روش هایی از باید زائد متغیرهای
متغیرهای هم قادریم ببریم به کار را جریمه شده برآوردگرهای چنان چه رگرسیونͬ مدل بندی
طوری متغیرها چنان چه راستا، این در کنیم. برآورد را پارامترها هم و کرده انتخاب را ͬ دار معن
بمانند، باقͬ مدل در هم·ͬ باید یا شوند حذف آن ها تمامͬ باید که باشند شده گروه بندی
مختصر مروری با پایان نامه، این در کرد. استفاده گروهͬ جریمه شده برآوردگرهای از ͬ توان م
جریمه شده برآوردگرهای مدرن، متغیر انتخاب پرکاربرد و مرسوم روش های برخͬ پیرامون
و شده شبیه سازی عددی، مطالعات سری ΁ی از استفاده با و داده قرار بررسͬ مورد را گروهͬ

ͬ کنیم. م تحقیق ΁لجستی رگرسیون مدل در را آن ها کاربرد ژنومͬ واقعͬ داده تحلیل
گروهͬ. لاسوی ژنومͬ، داد ه های بالا، بعد متغیر، انتخاب اس΄د، کلیدی: کلمات

م



مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
ق جداول فهرست
١ مسئله بیان و معرفͬ ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل انتخاب ١ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش رو مسیر ١ . ١ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ مدل ١ . ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β̂ توزیع ١ . ٢ . ١
١۶ . . . . . . . . . معمولͬ دوم توان های کمترین هندسͬ تفسیر ١ . ٢ . ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . عمل در مورد انتظار خوش بینͬ ١ . ٢ . ٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد طرح ۴ . ١ . ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ مدل در متقابل اعتبارسنجͬ ۵ . ١ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالا بعد مسئله ۶ . ١ . ٢

٣١ ΁کلاسی متغیر انتخاب روش های ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرمجموعه ها همه رگرسیون روش ٢ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشرو انتخاب روش ٢ . ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسرو حذف روش ٢ . ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گام به گام روش ۴ . ٢

٣٧ مدرن متغیر انتخاب روش های ٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده جریمه دوم توان های کمترین ٣ . ١
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ ملاحظات ٣ . ١ . ١
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بریج رگرسیون ٣ . ١ . ٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SCAD ٣ . ١ . ٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . λ تنظیم کننده پارامتر انتخاب ۴ . ٣ . ١

س



مطالب فهرست ع
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشرفت ها ٣ . ٢
۶٠ . . . . . . . . نت ΁الاستی ‐ همبسته متغیرهای با رویارویی ٣ . ٢ . ١
۶۶ . مطمئن مستقل غربال گری ‐ بالا بسیار بعد مسائل با رویارویی ٣ . ٢ . ٢

٧٣ گروهͬ متغیر انتخاب روش های ۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروهͬ لاسو ١ . ۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروهͬ جریمه شده روش های ساختار ٢ . ۴
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لجستی رگرسیون برای گروهͬ لاسو ٣ . ۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی ۴ . ۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعͬ مثال ۵ . ۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . SNP داده های آنالیز برای کاربردی ١ . ۵ . ۴
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده و نتیجه گیری ۶ . ۴

١٠١ ͽمراج



تصاویر فهرست
مدل ساز خطای مدل.رفتار پیچدگͬ تغییرات به نسبت موردانتظار کلͬ خطای و مدل ساز خطای رفتار ١ . ١
به حساب را مدل واریانس مدل ساز خطای مدل. پیچدگͬ تغییرات به نسبت موردانتظار کلͬ خطای و
برآورد کمتر پیچیده، بسیار مدل های برای به ویژه را موردانتظار کلͬ خطای همیشه رو این از و ͬ آورد نم

۶ . . . . . . . . . . . . است. شده اقتباس (٢٠٠٩) هم΄اران و هیستͬ از ش΄ل این ͬ کند. م
برای ی΄ͬ ‐ ستون دو شامل X ماتریس اصلͬ مولفه های ستون دو شامل X ماتریس اصلͬ مولفه های ١ . ٢
صفحه روی داده ها نقاط تصویرهای نقطه ها و دارد قرار صفحه از بیرون در Y محور .X٢ برای ی΄ͬ و X١
اصلͬ مولفه اولین ‐ هستند ماتریس اصلͬ مولفه های نشان دهنده پررنگ خط های هستند. X١ −X٢
بردار معمولͬ، دوم توان های کمترین است. عمود اولͬ بر دومͬ، و است تکین مقدار بزرگترین دارای

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ کند. م تصویر مولفه ها این بر را Y

است شده محاسبه معمولͬ دوم توان های کمترین برآوردهای .BIC و AIC ،Cp مانند مدل هایی رفتار ١ . ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده منقبض صفر سمت به آن ΁کوچ مولفه هر و

چین، خط منحنͬ و است sgn(β){∆|β| + p′λ(|β|)} تابع پررنگ منحنͬ تُنُکͬ. شرط از مثال ΁ی ٣ . ١
که است ͹واض ب·یرد، قرار بالا خاکستری زده هاشور منطقه در β̂

OLS اگر است. ∆|β|+ p′λ(|β|) تابع
بود. خواهد منفͬ منفͬ، β برای و بود خواهد مثبت مثبت، β برای q′(β) = پررنگ −منحنͬ |β̂OLS|

برقرار (۴ . ٣) شرط دی·ر، (به  عبارت نباشد مثبت چین) (خط ∆|β| + p′λ(|β|) کمینه اگر حال این با
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . بیافتد. اتفاق تا ندارد وجود خاکستری منطقه نباشد)،

∆|β|+ پررنگ، خط نباشد. برقرار ((۶ . ٣) (رابطه پیوستگͬ شرط وقتͬ ͬ افتد م اتفاق آن چه از نمایشͬ ٣ . ٢
در q′(β) علامت .q′(β) = پررنگ خط − معمولͬ خط بنابراین است. β̂OLS معمولͬ خط و p′λ(|β|)

سپس افزایش، ابتدا q(β) که ͬ دهد م نشان به وضوح و است شده مشخص منحنͬ در مختلف نقاط
مشخص نقاط از ی΄ͬ در باید q کمینه که معناست بدان این ͬ یابد. م افزایش دوباره سپس و کاهش
به بیفتند، اتفاق باید نقطه دو آن از ΁ی کدام در حال، این با بیافتد. اتفاق مش΄ͬ توپر نقطه با شده
نقطه ΁ی از ناپیوسته به طور ͺپاس آن در که نقطه ای رو، این از و کجاست β̂

OLS که دارد بستگͬ این
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارد. بستگͬ ͬ کند م پرش دی·ری به

از ی΄ͬ ترسیم شده منحنͬ .β = (β١, β٢) بردار که حالتͬ در ،γ مختلف مقادیر برای بریج جریمه های ٣ . ٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. |β١|γ + |β٢|γ تراز ͬ های منحن

ف



تصاویر فهرست ص
γ مختلف مقادیر برای بریج، رگرسیون در β روی π(β) پیشین بریج رگرسیون در β روی π(β) پیشین ۴ . ٣
در ‐ آمده اند به دست λ ی΄سان مقدار ΁ی با همه نمودارها این که کنید توجه است. شده داده نشان

۴٨ . . ͬ کند م استفاده برازش بهینه سازی برای λ از متفاوتͬ مقدار از γ هر به ازای بریج رگرسیون واقعیت
برآوردگرهای و بریج γ.جریمه های = ٠٫۵, ١, ١٫۵ برای آمده به دست برآوردگرهای و بریج جریمه های ۵ . ٣

۴٩ . است. شده رسم ͽمرج به عنوان نقطه چین خط نمودار، هر در .γ = ٠٫۵, ١, ١٫۵ برای آمده به دست
برآوردگرهای و بریج جریمه های .γ = ٢,٢٫۵ برای آمده به دست برآوردگرهای و بریج جریمه های ۶ . ٣

۵٠ . . . . . است. شده رسم به عنوان نقطه چین خط نمودار، هر در .γ = ٢,٢٫۵ برای آمده به دست
از که β روی پیشین وسط: .SCAD برای pλ جریمه بالا: SCAD برآوردگر و پیشین جریمه، نمودار ٣ . ٧
β̂
SCAD

= β̂
OLS نقطه چین خط .β̂SCAD ،SCAD برآوردگر پایین: است. شده نتیجه SCAD جریمه

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده رسم ͽمرج به عنوان است،
دوم توان های کمترین شده. محدود بهینه سازی مسئله ΁ی به عنوان شده جریمه دوم توان های کمترین ٣ . ٨
||Y − Xβ||٢ ترازهای نقطه چین خطوط شده. محدود بهینه سازی مسئله ΁ی به عنوان شده جریمه
توابع ترازهای ممتد، خطوط و شده اند) مرکزی معمولͬ، دوم توان های کمترین برآورد (در هستند

۶٢ . . . . . ͬ افتد. م اتفاق ترازها ͽتقاط در ͅ ها پاس هستند. t معین ثابت ΁ی در ریج و لاسو جریمه
متغیر دو برای ریج و لاسو بالا همبستگͬ با متغیر دو برای ریج و لاسو نمودار ٣ . ٩
||Y − Xβ||٢ ترازهای نقطه چین خطوط .(ρ = −٠٫٩٩) بالا همبستگͬ با
را متغیر دو هر شامل جوابی و ͬ شود م متورم بیرون به سمت ریج هستند.
انتخاب را متغیر دو از ی΄ͬ فقط و ͬ شود نم متورم لاسو، ͬ کند. م انتخاب

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( β١ مورد این (در ͬ کند م
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١ فصل
مسئله بیان و معرفͬ

زیست شناسͬ آزمایش های برای بالا بعد روش های از بزرگͬ پیشرفت های اخیر، سال های در
اندازه گیری به را دانشمندان ،١ می΄روآرایه تکنولوژی های ظهور آمده اند. به وجود مول΄ولͬ
اجازه این محققان به ،DNA می΄روآرایه تکنولوژی است. ساخته قادر ژن ها هزار ده ها همزمان
مجزا، آزمایشͬ کشت محیط ΁ی روی زنده موجود ΁ی در ژنͬ پرونده هزاران میان که ͬ دهد م را
با آزمایشات انجام به محدود محققان تکنولوژی، این از پیش کنند. بررسͬ را متقابل اثرات
متقابل اثرات بودند قادر و بودند آزمایش هر در ژنتی΄ͬ واحدهای از کوچ΁ تری بسیار تعداد

کنند. تعیین کوچ΁ تری بسیار مقیاس روی در شرایط، تغییر تحت را ژن ها میان
های SPN شناسایی به ارتباط٣ͬ مطالعات بر مبتنͬ (SNP) منفرد٢ نوکلئوتید چندریختͬ
با است مم΄ن SNPها ͬ کند. م ΁کم پیچیده، بیماری های مثال برای فنوتیپ ها، با ارتباط در
عوامل، سایر کنار در یا باشند داشته ارتباط اصلͬ تأثیرات به عنوان به تنهایی خودشان بیماری،

کنند. رفتار شناختͬ تعامل های به عنوان
SPNها مثال برای متغیرها، تعداد که است این اصلͬ مش΄ل بالا، بعد با داده ها تحلیل برای
نمونه ها تعداد از بیش تر به مراتب می΄روآرایه ای آزمایش های بالای هزینه به سبب ژن ها، یا
مش΄ل این باشد، محقق نظر مورد اهداف جز نیز متقابل اثرات کردن شناسایی اگر است.
متغیرها از زیرمجموعه ΁ی و شوند حذف بی اهمیت متغیرهای باید رو، این از ͬ شود. م تشدید

1Microarray
2Single Nucleotide Polymorphism (SNP)
3Association

١



مسئله بیان و معرفͬ ٢
در ،(٢٠٠١) هم΄اران و وست بمانند. باقͬ مدل در ͬ دهند، م توضیح را اثرها موثرترین که
نمونه های تعداد ͬ که هنگام ͬ نامند. م «΁کوچ n و بزرگ p» مسئله را مسئله این مقاله شان،
هزار ده ها یا هزارها حدود در معمولا p متغیرهای تعداد اما صدها یا ده  ها درحدود معمولا ،n

ͬ آید. م به وجود مسئله این رگرسیونͬ، مدل های برازش در باشد،
خواهد معادله ها از بیش تر مجهول ها تعداد آن گاه ،p > n اگر نامتناهͬ: ͅ های پاس تعداد . ١

باشند. داشته وجود بی شماری جواب های است مم΄ن و بود
مورد در اما ͬ دهد م برازش خوبی به را ۴ مدل ساز داده های مدل، مدل: برازشͬ بیش . ٢

ͬ کند. نم رفتار به خوبی آزمون، داده  های
نشان نمونه ها میان در را مشابهͬ تقریبا ال·وهای زیادی ژن های چندگانه: همخطͬ . ٣
بعضͬ خصوصیات ͬ کنند؛ نم عرضه را جدیدی اطلاعات آن ها بنابراین داد، خواهند

باشد. دی·ر ژن های خصوصیات از خطͬ ترکیب ͬ تواند م ژن ها
ͬ توانید م زمینه، این در شده اند. بررسͬ مطالعات در گسترده ای به طور متغیر انتخاب روش های
فن (٢٠٠٠)؛ فاستر و جورج (١٩٩۶)؛ تیبشیرانͬ (١٩٩۵)؛ برایمن (١٩٩٣)؛ کولا ΁م و جورج
و وو و (٢٠٠۵) هیستͬ و ژو (٢٠٠۴)؛ هم΄اران و افرون (٢٠٠٢)؛ یی و شن (٢٠٠١)؛ لͬ و
توجهات اخیر سال چند در (١٩٩۶ (تیبشیرانͬ، لاسو به ویژه، ببینید. را (٢٠٠٧) هم΄اران
΁ی کردن اضافه با ͬ توان م را «΁کوچ n و بزرگ p» مسئله است. کرده جلب به خود را زیادی
را ͬ مانده ها باق دوم توان های مجموع لاسو، کرد. حل ،΁کلاسی رگرسیونͬ مدل به جریمه
ͬ کند. م کمینه شود، ثابت مقدار ΁ی از کمتر ضرایب قدرمطلق مقدار مجموع اینکه شرط به
رو، این از و صفر دقیقا اجبار، به ضرایب از تعدادی (شرط)، محدودیت این ماهیت به دلیل
ͬ تواند م همچنین لاسو L١ نوع جریمه شد. خواهند حذف مدل در نامرتبط SNPهای یا ژن ها
شواده ٢٠٠۴؛ روث، ١٩٩٩؛ (لوخارست، ΁لجستی رگرسیون مثال، به عنوان مدل ها، دی·ر به
ل·اریتم تابع منفͬ با ͬ مانده باق دوم توان های مجموع کردن جای·زین با (٢٠٠٣ کیتهͬ، و
مواجه آن با کاربردی دنیای در محققان که دی·ری مسئله شود. اعمال متناظر درستنمایی
«گروه بندی رو این از و هستند وابسته  ی΄دی·ر به متغیرها اوقات، گاهͬ که است این هستند،
داشته ͹سط چندین است مم΄ن عامل ΁ی واریانس تحلیل مدل در مثال برای هستند. شده»
تش΄یل را گروه ΁ی عامل، ΁ی از موهومͬ متغیرهای شود. بیان موهوم۵ͬ متغیر چند با و باشد
در یا ͬ شوند م سهیم را مشترک زیستͬ تابع ΁ی که ژن هایی زیستͬ، کاربردهای در ͬ دهند. م
بنابراین دارند. ی΄دی·ر با بالایی ۶ جفتͬ همبستگͬ ͬ کنند، م شرکت ی΄سانͬ ΁متابولی مسیر

ͬ شوند. م گروه ΁ی ژن ها نوع این
4Training data
5Dummy
6Pairwise correlation



٣
نادیده گروه ساختار که نیست قطعͬ خیلͬ معمولا هستند، شده گروه بندی ژن ها وقتͬ
kام گروه تاثیر کنید فرض مثال، برای شود. گرفته به کار جریمه شده رگرسیون و شود گرفته
برابر گروه کل اینکه به جای لاسو، روش از استفاده با بنابراین باشد. بی اهمیت ͺپاس متغیر بر
برای گروه، به جای لاسو بنابراین، ͬ شود. م صفر kام، گروه از ضریب ΁ی فقط ب·یرد، قرار صفر
انتخاب به منجر اغلب که ͬ کند م اجرا متغیر ΁ی روی بر را متغیر انتخاب مجزا متغیرهای

ͬ شود. م بیشتری بی اهمیت متغیرهای
(٢٠٠۶ لین، و یوان ٢٠٠١؛ فن، و آنتونیادیس ٢٠٠١؛ کای، ١٩٩٩؛ (باکین، گروهͬ لاسوی
گروهͬ لاسوی (٢٠٠۶) لین و یوان است. کرده حل را مسئله این مناسب بسط ΁ی معرفͬ با
پیش (از گروه های روی متغیر انتخاب انجام برای لاسو از تعمیمͬ که کردند پیشنهاد را
گروه ها L٢ نرم های از جریمه تابع است. خطͬ رگرسیون مدل های در متغیرها تعریف شده)
جریمه ͬ که حال در شود ایجاد گروهͬ ͹سط در تُنُکͬ اثر ͬ شود م باعث که است شده تش΄یل
دارد. را خود نقطه ضعف های نیز گروهͬ لاسو ͬ شود. م برده به کار گروه، درون ریج مشابه
هم چنین و نیست تکͬ متغیرهای سط͹ های در متغیر انتخاب انجام به قادر گروهͬ، لاسو
به رگرسیون را ایده این (٢٠٠٨) هم΄اران و مایر ͬ کند. م منقبض به شدت را بزرگ ضرایب

دادند. تعمیم ΁لجستی
گروهͬ متغیر انتخاب و شده اند معرفͬ تحقیقات، و مقاله  ها در که دی·ری روش های از
و (٢٠٠١ لͬ،  و (فن SCAD ،(١٩٩٣ فریدمن، و (فرانک بریج به ͬ توان م ͬ دهند، م بهبود را
انجام گروه ها برای هم چنان را متغیر انتخاب رهیافت ها، این کرد. اشاره (٢٠١٠ (ژانگ، MCP

کنند. انتخاب گروه از خارج جداگانه را متغیرها نیستند قادر و ͬ دهند م
رهیافت (٢٠٠٩) هم΄اران و هوانگ مسئله، این برای راه حل ΁ی کردن پیدا راستای در
گروه ͹سط دو در تنک ͅ های پاس ایحاد با را متغیر انتخاب که کردند پیشنهاد را گروهͬ بریج
گروه های انتخاب برای را روشͬ (٢٠٠٩) هوانگ و بریهنͬ ͬ کند. م اجرا متغیرها، تک تک و
ͬ کند. م رفتار گروه ها این درون بااهمیت متغیرهای شناسایی به خوبی که کردند تعریف مهم
گروهͬ MCP به نام جدیدی برآوردگر آن ها ͬ دهد. م انجام دو‐سطح٧ͬ انتخاب ΁ی ،ͽواق در
همجنین ͬ دهد. م انجام متغیرها تک تک و گروه ͹سط دو در را متغیر انتخاب که کردند معرفͬ
چارچوب ΁ی و کردند بررسͬ را گروهͬ MCP و گروهͬ بریج گروهͬ، لاسو برآوردگرهای آن ها
مفاهیم از برخͬ اول، فصل در پایان نامه، این در کردند. معرفͬ گروهͬ جریمه های برای جدید
برای بالا در که روش هایی آورده ایم. را شده ارائه روش های برخͬ از کلͬ تعاریف نیز و اولیه
مدرن متغیر انتخاب روش های خانواده در شد، مطرح بالا بعد رگرسیون در متغیر انتخاب
متغیر انتخاب روش های ٢ فصل در ،٣ فصل در آن ها تفصیلͬ بررسͬ از قبل که ͬ گیرند م قرار
اختصاص گروهͬ متغیر انتخاب به روش های پایان نامه، این ۴ فصل ͬ شود. م بیان ΁کلاسی

دارد.
7Bi-level selection



مسئله بیان و معرفͬ ۴

مدل انتخاب ١ . ١
عدد ΁ی و ͬ شود) م نامیده نیز پیش·وها (بردار X ∈ Rp حقیقͬ‐مقدار ورودی بردار ΁ی
به اصلͬ توجه  ب·یرید. درنظر را ͬ شود) م نامیده نیز ͺپاس) Y ∈ R حقیقͬ‐مقدار خروجͬ

به صورت Y که است شده محدود آماری مدل های

Y = f(X) + ϵ

رابطه از انحراف ها همه که است این به معنای پذیره این .E(ϵ) = ٠ که دارد ارتباط X به
شوند. گرفته نظر در ϵ افزودنͬ خطای ΁ی با ͬ توانند م Y = f(X) مشخص

(XN , YN ) ،. . . ،(X١, Y١) مرتب Nزوج از T مدل ساز٨ مجموعه ΁ی آماری یادگیری مسئله در
،T = (X,Y) ی΄دی·ر، کنار در بردار ΁ی و ماتریس ΁ی به صورت اغلب که است دسترس در
که است f̂(X) تابع یافتن برای مدل ساز مجموعه این از استفاده هدف، ͬ شوند. م گروه بندی
به عبارت ͬ شود. م استفاده آن نمایش برای Ŷ نماد از که ͬ دهد م ارا˚ئه را f(X) برآورد بهترین

دی·ر،
Ŷ = f̂(X).

مدل های است. ͬ اش پیچیدگ شود، انتخاب است مم΄ن که مدلͬ هر از کلیدی ویژگͬ ΁ی
آن ها بنابراین، ‐ ͬ کنند م استفاده Y برآورد برای X در متغیرها از زیادی تعداد از پیچیده تر
تعداد تنها کمتر، پیچیدگͬ با مدل هایی در دارند. نیاز زیادی پارامترهای به و هستند بالا بعد
پارامترهای و هستند پایین بعد آن ها ‐ ͬ شوند م استفاده Y برآورد برای X متغیرهای از کمͬ
با مدل های معمولا باشد، شده تش΄یل زیادی متغیرهای تعداد از X اگر دارند. نیاز کمتری

ͬ شوند. م بهتری مدل های به منجر پایین بعد
برآوردگر ΁ی خوبی میزان برای معیار ΁ی به کارگیری مستلزم برآورد بهترین یافتن مطئنا،
΁ی کنید فرض ͬ شود. م داده نشان L(Y, Ŷ ) با و ͬ شود م گفته زیان٩ تابع معیار، این است.
ͬ کند م بیان زیان تابع است. دسترس در Y واقع١٠ͬ و درست خروجͬ ΁ی و X ورودی بردار
توان های زیان زیان، تابع مناسب  ترین و رایج ترین است. خوب چه قدر Ŷ = f̂(X)  ͬ پیش بین

است. ١١ خطا دوم

خطا). دوم توان های (زیان ١ . ١ . ١ تعریف
L(Y, Ŷ ) = (Y − Ŷ )٢.

8Training set
9Loss function

10True
11Squared error loss



۵ مدل انتخاب
کمینه را ١٢ انتظار مورد کلͬ خطای که است f̂(X) یافتن هدف زیان، تابع این دیدگاه از

ͬ کند. م

انتظار). مورد کلͬ (خطای ١ . ١ . ٢ تعریف
Err = E(x,y){L(Y, Ŷ )}.

تعریف احتمال فضای به توجه با E ریاضͬ امیدهای از مختلفͬ انواع پایان نامه، این در
ͬ شوند. م

این در که ریاضͬ امیدهای از مختلفͬ انواع انتظار). مورد مقدار یا ریاضͬ (امید ١ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت های شده، استفاده پایان نامه

گرفته ͬ ها خروج و ورودی ها از زوج مرتب هر روی میانگین که ͬ دهد م نشان E(x,y) •
ͬ شود. م

مجموعه در فقط که (X,Y ) زوج مرتب های همه روی میانگین که ͬ کند م بیان E(X,Y )∈T •
ͬ شود. م محاسبه T مدل ساز

ͬ شود. م گرفته مدل ساز مجموعه های تمام روی میانگین که ͬ دهد م نشان ET •
ͬ شود م بیان ادامه در که ͬ شود، م استفاده درون نمونه ای١٣ خطای تعریف برای EY NEW •
امید این ͬ دهد. م نشان X داده شده ورودی به ازای Y جدید مشاهده ΁ی Y NEW اینجا،

است. شده گرفته جدید مشاهده های این تمام روی میانگین که ͬ کند م بیان ریاضͬ

T در که (آن هایی مشاهده N تنها است. مطرح مش΄ل ΁ی ،١ . ١ . ٢ تعریف از استفاده در
اساس بر انتظار مورد کلͬ خطای باید اما دارد، وجود پیشنهادی مدل آزمون برای هستند)

شود. کمینه مم΄ن مشاهده های همه
است. مدل ساز مجموعه داده های دادن قرار توجه مورد تنها مسئله، این به ͺپاس معمولا
شود. کمینه مدل ساز١۴ خطای انتظار، مورد کلͬ خطای کردن کمینه به جای دی·ر، به عبارت

مدل ساز). (خطای ۴ . ١ . ١ تعریف
err = E(X,Y )∈T {L(Y, Ŷ )}

=
١
N

∑
(X,Y )∈T

L(y, ŷ)

12Expected generalization error
13In-sample error
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مسئله بیان و معرفͬ ۶
مسئله

برآورد ΁ی مدل ساز خطای است)، ΁کوچ بردار ΁ی X آن در (که پایین بعد مسائل برای
درنظر بزرگ تری مدل های هرچه اگرچه، است. انتظار مورد کلͬ خطای برای خوب نسبتا

ͬ دهد. م نشان را شده حل مسئله  دو ١ . ١ ش΄ل ͬ شود. م بدتر به سرعت شرایط شود، گرفته

خطای و مدل ساز خطای مدل.رفتار پیچدگͬ تغییرات به نسبت موردانتظار کلͬ خطای و مدل ساز خطای رفتار :١ . ١ ش΄ل
خطای همیشه رو این از و ͬ آورد نم به حساب را مدل واریانس مدل ساز خطای مدل. پیچدگͬ تغییرات به نسبت موردانتظار کلͬ
اقتباس (٢٠٠٩) هم΄اران و هیستͬ از ش΄ل این ͬ کند. م برآورد کمتر پیچیده، بسیار مدل های برای به ویژه را موردانتظار کلͬ

است. شده

ͬ کند. م کم تر برآورد را موردانتظار کلͬ خطای همیشه مدل سازی خطای •
هستند؛ متفاوت پیچیده تر مدل های برای کمیت دو رفتارهای ای، نگران کننده به طور •
موردانتظار کلͬ خطای ͬ که درحال ͬ یابد، م کاهش پیچیدگͬ، افزایش با مدل ساز خطای
از متوسطͬ ͹سط در مدل بهترین که معنͬ بدین ͬ رسد. م خود مقدار کمترین به
پیچیده ترین انتخاب به منجر مدل ساز خطای ساده کمینه سازی ΁ی ͬ گیرد، م قرار پیچیدگͬ

ͬ شود. م مم΄ن مدل
کمͬ مقدار ΁ی به صورت موردانتظار١۵ خوش بینͬ تعریف با ͬ توان م را شده بیان مورد دو هر

ͬ کند. م برآورد کمتر را موردانتظار کلͬ خطای مدل ساز، خطای ͬ کند م بیان که کرد بیان
موردانتظار). خوش بینͬ ) ۵ . ١ . ١ تعریف

ω = ET {Err− err}

گرفته T مم΄ن مدل ساز مجموعه های همه روی امیدریاضͬ شد، اشاره که همان طور که
ͬ شود. م

15Expected optimism



٧ مدل انتخاب
ͬ گیرند. م قرار توجه مورد بیشتر جزئیات با شده مطرح مورد دو ادامه، در

برای T مدل ساز مجموعه اینکه به توجه با است. درک قابل شهودی به طور مسئله اولین
است. متناسب مدل ساز مجموعه داده های برای مدل است، شده استفاده f̂(X) مدل برازش
از که ͬ است هنگام از بهتر بسیار پایین) err) T مجموعه در مشاهدات برای مدل رو، این از
داده های از مدل ساز خطای ͬ کند. م عمل بالا) Err) نیستند T مجموعه درون که مشاهداتͬ
موردانتظار کلͬ خطای ͬ کند. م بیان را برازش نی΄ویی که ͬ کند م استفاده مدل برازش برای T

ͬ کند. م بیان را برازش که ͬ کند م استفاده جدید داده ΁ی از
بررسͬ بیشتری جزئیات با موردانتظار کلͬ خطای ماهیت باید مسئله، دومین درک برای

شود.
ͬ تواند م خطا دوم توان  زیان تابع گرفتن نظر در با موردانتظار کلͬ خطای .١ . ١ . ١ قضیه

شود نوشته (١ . ١) رابطه به صورت
E(x,y)

{
L(y, f̂(x))

}
= V(ϵ) + V(f̂(x)) +

[
E
(
f̂(x)

)
− f(x)

]٢ (١ . ١)
نوشت ͬ توان م ،١ . ١ . ١ تعریف اساس بر برهان.

E(x,y)

[
L(y, f̂(x))

]
= E

[(
y − f̂(x)

)٢]
= E

[(
f(x) + ε− f̂(x)

)٢]
= E

[
ϵ٢ +

(
f(x)− f̂(x)

)٢
+ ٢ϵ(f(x)− f̂(x))]

هم چنین، .E [ϵ(f(x)− f̂(x))] = ٠ است، X از مستقل ϵ و E [ϵ] = ٠ اینکه به توجه با
بنابراین، .E [ϵ٢] = V(ϵ)

E
[
L(y, f̂(x))

]
= V(ϵ) + E

[(
f(x)− f̂(x)

)٢]
= V(ϵ) + V(f̂(x)) +

[
E
[
f̂(x)

]
− f(x)

]٢
است. کامل اثبات و

ب·یرید. درنظر را (١ . ١) رابطه عبارت سه
f نظر مورد و واقعͬ مدل از که ‐ ͬ شود م نامیده Y در ساده نشدن١۶ͬ خطای V(ϵ) •
این هم چنان دهد، نشان را واقعͬ موردنظر مدل دقیقا f̂ آماری مدل اگر حتͬ ͬ آید. م

دارد. بر در را خطا
ͬ باشد. م مدل این در خطا تصادف١٧ͬ منبع ΁ی که است f̂ مدل واریانس V(f̂(x)) •

16Irreducible error
17Random



مسئله بیان و معرفͬ ٨
در خطا از ١٩ ΁سیستماتی منبع ΁ی این است. f̂ مدل اریبی١٨ [E [f̂(x)]− f(x)]٢ •

است. مدل
ͬ کنند؟ م تغییر ،f̂ مدل پیچیدگͬ تغییر با واریانس و اریبی چ·ونه

این ͬ شود. م کم اریبی با مدل ΁ی به منجر زیاد متغیرهای تعداد با مدل ΁ی برازش •
خواهند برازش بهتر را داده ها پیچیده تر، مدل های که ͬ افتد م اتفاق این دلیل به موضوع،
برای ی΄سان داده های تعداد با بیشتری پارامترهای که است معنͬ بدین همچنین داد.

بود. خواهد بزرگ بسیار پارامتر هر واریانس دی·ر، به عبارت و دارند وجود برآورد
زیرا ͬ شود، م کم واریانس با مدلͬ به منجر کم متغیرهای تعداد با ساده مدل ΁ی برازش •
از حال، این با بود. خواهند دسترس در پارامتر هر برآورد برای مشاهدات زیادی تعداد

ͬ شود. م نتیجه بزرگتری اریبی بود، خواهد کمتر مدل پیچیدگͬ آن جایی که
مدل ساز خطای ͬ شود. م نامیده اریبی‐واریانس٢٠ موازنه موردانتظار، کلͬ خطای رفتار این
واریانس به و ͬ دهد م قرار توجه مورد را اریبی تنها ͬ دهد. نم نشان را جزئیات این از ΁ی هیچ
مجموعه در داده ها اندازه همان به شود، انتخاب پیچیده تری مدل هرچه ندارد. توجهͬ
رفتار های تفاوت ͬ شود. م کمتری مدل ساز خطای به منجر و ͬ شوند م برازش بهتر مدل ساز

است. شده داده توضیح به خوبی ١ . ١ ش΄ل در Err و err

تغییر با ابتدا، داشت. مطرح شده موارد به دقیق تری نگاه ١ . ١ . ٢ قضیه از استفاده با ͬ توان م
تعریف ۶ . ١ . ١ تعریف به صورت درون‐نمونه ای خطای موردانتظار، کلͬ خطای تعریف در اندکͬ

ͬ شود. م
درون‐نمونه ای). (خطای ۶ . ١ . ١ تعریف

Errin = EY NewE(X,Y )∈T

[
L(Y NEW, f̂(X))

]
=

١
N

N∑
i=١

L(Ȳi, Ŷi)

همه میانگین Ȳi = E [f(Xi)] ͬ کند، م بیان را Xi نقطه در جدید مشاهده ΁ی Y NEW که
.Ŷi = f̂(Xi) و است مشاهدات

روی خطا دو هر است. بدیهͬ (١ . ١ . ٢ (تعریف موردانتظار کلͬ خطای با خطا این شباهت
خطای که است این تفاوت تنها ͬ شوند. م تعریف مدل ساز مجموعه از بیرون جدید داده نقاط
مختصات در جدید داده نقاط باید به طوری که ͬ کند م محدود را جدید داده این درون‐نمونه ای

باشند. مدل ساز مجموعه در نقطه آن با ی΄سان X
ͬ شود. م ارائه زیر به صورت موردانتظار خوش بینͬ از جدیدی تعریف بنابراین

18Bias
19Systematic
20Bias-Variance tradeoff



٩ مدل انتخاب
ͬ شده)). (بازنویس موردانتظار (خوش بینͬ ١ . ١ . ٧ تعریف
ω = ET [Errin − err]

ͬ کنیم: م بیان را زیر لم ١ . ١ . ٢ قضیه اثبات برای ادامه در
به صورت زیان توابع از خانواده ای و باشد مقعر تابع ΁ی ℓ کنید فرض .١ . ١ . ١ لم

L(yi, ŷi) = ℓ(ŷi) + ℓ̇(ŷi)(yi − ŷi)− ℓ(y) (١ . ٢)
خانواده، این در زیان توابع برای باشند. دسترس در است، ℓ تابع مشتق مفهوم به ℓ̇ آن در که

ω =
١
N

N∑
i=١

ET

[
ψ̂i(yi − ȳi)

]
است. ψ̂i ≡ −ℓ̇(ŷi) آن مولفه iامین که است برداری ψ آن در که

iامین ،yi ،T مدل  ساز مجموعه اعضای تعداد N ،(١ . ١ . ٧ (تعریف موردانتظار خوش بینͬ ω

هم چنین و Xi ورودی برای Yi ͬ های خروج همه میانگین ȳi مدل ساز، مجموعه در خروجͬ
باشد. باید Yi آن چه از مدل پیش بینͬ ،Ŷi = f̂(Xi)

نوشت: ͬ توان م ͬ کنند م صدق (١ . ٢) رابطه در که زیانͬ توابع برای برهان.
L(yNEW

i , ŷi)− L(yi, ŷi) = −ℓ̇(ŷ)
(
yi − yNEW

i

)
+ ℓ(yi)− ℓ(yNEW

i )

= ψ̂i(yi − yNEW
i ) + ℓ(yi)− ℓ(yNEW

i ).

بنابراین
Errin − err =

١
N

N∑
i=١

ψ̂i(yi − ȳi) + ℓ(yi)− ℓ(yNEW
i ). (١ . ٣)

مجموعه های همه به نسبت ریاضͬ امید ͬ که هنگام ،ω = ET [Errin − err] آن جایی که از نهایت، در
و E

[
yNEW
i

]
= yi زیرا است صفر برابر (١ . ٣) رابطه در آخر عبارت دو ͬ شود، م گرفته مدل ساز

امید جای ͬ توان م ریاضͬ، امید بودن خطͬ ویژگͬ به توجه با .E [ℓ(yNEW
i )

]
= ℓ(yi) بنابراین،

نتیجه در و کرد جا به  جا را ∑ نماد و ریاضͬ
ω =

١
N

N∑
i=١

ET

[
ψ̂i(yi − ȳi)

]
ͬ شود. م کامل اثبات که

:(١ . ١ . ١ (تعریف خطا دوم توان زیان تابع برای .١ . ١ . ٢ قضیه
ω =

٢
N

N∑
i=١

Cov(Ŷi, Yi)

i ،Yi ،T مدل ساز مجموعه اعضای تعداد N ،(١ . ١ . ٧ (تعریف موردانتظار خوش بینͬ ،ω که
است. باشد، باید Yi آن چه از مدل پیش بینͬ ،Ŷi = f̂(Xi) و مدل ساز مجموعه در خروجͬ امین



مسئله بیان و معرفͬ ١٠
،(١ . ٢) رابطه در کنید فرض برهان.

ℓ(x) = x(١− x)
است. خانواده آن به متعلق خطا دوم توان زیان تابع ͬ کند م تایید که باشد

نوشت ͬ توان م ،١ . ١ . ١ لم اساس بر
ω =

١
N

N∑
i=١

ET

[
ψ̂i(Yi − Ȳi)

]
.

هم چنین خطا، دوم توان زیان تابع برای
ψ̂i ≡ ٢Ŷi − ١

بنابراین و
ω =

١
N

N∑
i=١

ET

[
(٢Ŷi − ١)(Yi − Ȳi)

]
=

١
N

N∑
i=١

ET

[
(٢Ŷi − ٢ ¯̂

Yi + ٢ ¯̂
Yi − ١)(Yi − Ȳi)

]
=

١
N

N∑
i=١

ET

[
(٢Ŷi − ٢ ¯̂

Yi)(Yi − Ȳi)
]
+

١
N

N∑
i=١

ET

[
(٢ ¯̂
Yi − ١)(Yi − Ȳi)

]
حضور آخر مرحله در ریاضͬ امید محاسبات در بنابراین (و است ثابت ΁ی ¯̂

Yi = E
[
f̂(Xi)

] که
است. صفر برابر عبارت آخرین بنابراین و ET [Yi] = Ȳi که کنید دقت سرانجام، نداشت).

بنابراین
ω =

١
N

N∑
i=١

ET

[
(٢Ŷi − ٢ ¯̂

Yi)(Yi − Ȳi)
]

=
٢
N

N∑
i=١

Cov(Ŷi, Yi)

است. کامل اثبات که
΁ی مدل که است زمانͬ از بیشتر مدل ساز خطای خوش بینͬ که ͬ کند م بیان ١ . ١ . ٢ قضیه
کمتر مدل اریبی چه «هر نتیجه گیری با که ͬ دهد م انجام y متوسط پیش بینͬ در خوب کار

است. سازگار کاملا ͬ شود» م کمتر مدل ساز، خطای دقت و بیشتر مدل واریانس باشد،
کردن کمینه اگرچه حتͬ که ͬ سازند م آش΄ار را ش·فت انگیزی حقیقت شده بیان مطالب
برازش است مم΄ن اوقات گاهͬ ͬ شود، م اریبی کمترین با مدلͬ به منجر مدل ساز خطای
باشد. داشته مزیت  هایی کمتر، واریانس با مدلͬ به دست یابی به نسبت اریب مدل ΁ی عمدی
ͬ دهد، م کاهش آن را پیچیدگͬ مدل، در اریبی ایجاد روش هر که ͬ رسد م به نظر این بر علاوه

دارد. ارتباط مدل پیچیدگͬ به واریانس ͬ رسد م به نظر زیرا
از برخͬ که دارد وجود پیشین٢١ دلیل بالا، بسیار بعد با مدل های بعضͬ در ͬ اوقات گاه

21Prior reason



١١ مدل انتخاب
شامل متعددی زیستͬ می΄روآرایه ای آزمایش های مثال، برای باشند. مدل در نباید متغیرها
بر ژن ها این  از کمͬ تعداد تنها ͬ رود م انتظار که هستند اولیه پیش·وهای به عنوان ژن هزاران
دارد. وجود مدل پیچیدگͬ کاهش برای دی·ری انگیزه موقعیت ها، این در باشند. موثر نتایج

یا داد؟» کاهش را مدل پیچیدگͬ باید «چ·ونه که ͬ ماند م باقͬ سوال این وجود، این  با
ادامه، در شوند؟». حذف مدل از باید آن ها از تعدادی چه و متغیرها «کدام دی·ر، به عبارت

ͬ شود. م مطرح سوال این به ͺپاس برای روش هایی

پیش رو مسیر ١ . ١ . ١
مدل هر برای که شود پیدا عبارتͬ باید ‐ است شفاف و ساده محقق، ΁ی روی پیش مسیر
که گردد انتخاب مدلͬ که ͬ شود م داده اجازه این سپس کند. برآورد را Err به  دقت دلخواه،

کنیم اختیار ͬ توانیم م که دارند وجود رهیافت دو گسترده به طور کند. کمینه را عبارت این
مستقیم برآورد در بوت استرپی٢٣ تلاش های و متقابل٢٢ اعتبارسنجͬ مثل روش هایی •

.T مدل ساز مجموعه اساس بر Err

توان های کمترین و بیزی اطلاع معیار ،΁آکائی اطلاع معیار مالو، Cp مثل روش هایی •
(که err به و ͬ شود م برآورد ω موردانتظار خوش بینͬ روش ها، این در شده. جریمه دوم
Err تا ͬ شود م اضافه است) محاسبه قابل T مجموعه درون داده های اساس بر به سادگͬ

شود. برآورد

متقابل اعتبارسنجͬ
هدف دو هر به منظور ی΄سانͬ داده های از که است این err توسط Err شدن کم برآورد دلیل
(الن، ،(١٩٧۴ (استون، متقابل اعتبار سنجͬ است. شده استفاده برازش نی΄ویی و مدل برازش
قسمت K به داده ها تقسیم با را مسئله این است) شده استفاده PRESS نام از آن در که ،١٩٧١
نی΄ویی و ͬ دهد م برازش قسمت  ها این از K)تا − ١) از استفاده با را مدل ͬ کند. م حل مجزا
متقابل٢۴ اعتبارسنجͬ امتیاز ͬ تر، رسم به طور ͬ کند. م بیان قسمت آخرین ΁کم به را برازش

ͬ شود. م تعریف موردانتظار کلͬ خطای برای برآوردی عنوان به 
مساوی دسته یا Kقسمت به T مدل ساز مجموعه متقابل] اعتبارسنجͬ [امتیاز .١ . ١ . ٨ تعریف
قسمت داده های بدون T به شده برازش مدل دادن نشان برای f̂−κ(i) نماد ͬ شود. م تقسیم

از است عبارت اعتبارسنجͬ‐متقابل امتیاز بنابراین، ͬ شود. م نوشته ،i
CV(f̂) =

١
N

N∑
i=١

L
(
Yi, f̂

−κ(i)(Xi)
)

22Cross Validation (CV)
23Bootstraping attempt
24Cross-validation score



مسئله بیان و معرفͬ ١٢
آن به داده ها باید که است دسته هایی تعداد ،K انتخاب چ·ونگͬ ͬ ماند، م باقͬ آن چه
به منجر K بزرگ مقدار ΁ی ͬ شود. م مطرح اریبی‐واریانس موازنه دوباره شوند. تقسیم
واریانس اما ͬ شود) م شامل را داده ها از زیادی تعداد مجموعه هر که دلیل این (به کم اریبی
مدل ،K = N حالت در شد. خواهد هستند) مشابه بسیار مجموعه ها اینکه دلیل (به بزرگ
متقابل اعتبارسنجͬ حالت این ‐ ͬ شود م حذف داده ΁ی تنها بار هر ͬ دهد، م برازش بار N را
کم واریانس اما زیاد اریبی به منجر K ΁کوچ مقدار مقابل، در ͬ شود. م نامیده حذف٢۵ͬ تک

شد. خواهد
است شده پیشنهاد K = ١٠ یا K = ۵ مقدار اریبی‐واریانس،اغلب موازنه راستای در
موارد بعضͬ در که دادند نشان ،(١٩٩٢) اسپی΄تور و بریمان هم چنین، (١٩٩۵ (کوهاوی،

دارد. حدفͬ تک متقابل اعتبارسنجͬ از بهتری عمل΄رد تایی ۵ متقابل اعتبارسنجͬ
اعتبارسنجͬ امتیاز کمترین با مدلͬ باید متقابل، اعتبارسنجͬ از استفاده با مدل برازش برای
است برخوردار بسزایی اهمیت از متقابل اعتبارسنجͬ محاسباتͬ هزینه شود. انتخاب متقابل

شود. برازش زیادی دفعات تعداد به باید مدل و است بزرگ K ͬ که زمان به خصوص

بوت استرپ روش
نمونه گیری روش، این اصلͬ ایده است. شده تعریف (١٩٧٩) افرون توسط بوت استرپ روش
مجموعه مانند ی΄سانͬ اندازه نمونه هر که است مدل ساز مجموعه از داده  ها باجای گذاری
انجام بار B کار، این باشد). نیز تکراری داده های شامل (احتمالا باشد داشته اصلͬ مدل ساز

ͬ شود. م تولید بوت استرپ داده مجموعه B و ͬ شود م
استفاده پیش بینͬ خطای برآورد برای بوت استرپ داده های مجموعه از ͬ توان م چ·ونه
خوب چ·ونگͬ و باشد بوت استرپ داده مجموعه هر به مدل برازش ͬ تواند م رهیافت ΁ی کرد؟
از آمده به دست مدل f̂∗b کنید فرض شود. بررسͬ اصلͬ مدل ساز مجموعه کردن پیش بینͬ

به صورت Err برآورد بنابراین باشد. بوت استرپ داده مجموعه امین b در داده ها برازش
١
B

١
N

B∑
b=١

N∑
i=١

L
(
Yi, f̂

∗b(Xi)
)

از نمونه هایی و بوت استرپ مجموعه های بین هم پوشانͬ این جا در مسئله ͬ شود. م محاسبه
دلیلͬ همان دقیقا این و است شده آزمون مدل آن ها روی بر که هستند مدل ساز مجموعه

ͬ داد. م ارائه را Err از ضعیفͬ برآورد err یعنͬ شد بیان مطلب اولین در که است
بر تنها مدل آزمون با ͬ تواند م بهتری بوت استرپ برآورد متقابل، اعتبارسنجͬ روش مشابه

آید. به دست ندارند، قرار بوت استرپ متناظر مجموعه در که داده هایی روی
تولید جای گذاری با نمونه B ،T مدل ساز مجموعه از [ Err بوت استرپ [برآورد .١ . ١ . ٩ تعریف
کنید فرض باشد. بوت استرپ داده مجموعه امین b به شده برازش مدل f̂∗b کنید فرض کنید.

25Leave-one out



١٣ مدل انتخاب
اندازه |C−i| و نشود شامل را i مشاهده که باشد بوت استرپ نمونه  b اندیس های مجموعه C−i

به صورت Err بوت استرپ برآورد باشد. مجموعه آن

Êrrb =
١
N

N∑
i=١

١
|Ċi|

∑
b∈C−i

L(Yi, f̂
∗b(Xi))

ͬ شود. م تعریف
است. متقابل اعتبارسنجͬ روش با شده ایجاد بیش برازشͬ مسئله برای پاسخͬ راه حل، این
١ . ١ . ٣ قضیه ابتدا آن، بیشتر درک برای و است مانده باقͬ دی·ری مسئله همچنان وجود، این با

ͬ  شود. م اثبات
بوت استرپ نمونه هر در مشخص مشاهده ΁ی اینکه احتمال .(١٩٧٩ ، (افرون ١ . ١ . ٣ قضیه
بوت استرپ نمونه هر در متمایز مشاهدات تعداد بنابراین، است. ٠٫۶٣٢ تقریبا شود، ظاهر

است. مدل ساز مجموعه اعضای تعداد ،N که است، ٠٫۶٣٢N تقریبا
انتخاب احتمال رو، این از است. ١

N مدل ساز، مجموعه از عضو هر انتخاب احتمال برهان.
برای است، Nعضو شامل بوت استرپ، نمونه هر که آن جایی از است. (١− ١

N ) عضو، ΁ی نشدن
بنابراین نشود. انتخاب بار N باید نشود، ظاهر بوت استرپ نمونه در خاص نمونه  ΁ی اینکه

P (i مشاهده /∈ b (نمونه =
(

١− ١
N

)N

.

رو این از و
P (i مشاهده ∈ bنمونه) = ١−

(
١− ١

N

)N

.

بزرگ N برای
P (i مشاهده ∈ b (نمونه ≈ ١− exp{−١} = ٠٫۶٣٢.

است. ٠٫۶٣٢N تقریبا بوت استرپ نمونه هر در متمایز مشاهدات تعداد میانگین ترتیب، بدین

متقابل اعتبارسنجͬ شبیه تقریبا Err بوت استرپ برآورد که است آن نتیجه ١ . ١ . ٣ قضیه
ͬ شود. م داده ها از نیمͬ شامل تقریبا بوت استرپ نمونه هر زیرا ͬ کند، م رفتار (K = ٢) دوتایی
نمونه های بنابراین، است. بهینه K = ١٠ یا K = ۵ شد، اشاره که همان طور حال، این با
مدل های رو، این از هستند. باشد، ایده آل است مم΄ن که چه آن از کوچ΁ تر بوت استرپ
داشت. خواهد افزایش به رو اریبی  پیش بینͬ، خطای و دارند کمتری پیچیدگͬ آمده به دست

برآوردگر (١٩٨٣) افرون مش΄ل، این ͽرف برای
Êrr(٠٫۶٣٢)

= ٠٫٣۶٨ · err + ٠٫۶٣٢ · Êrrb (۴ . ١)



مسئله بیان و معرفͬ ١۴
هستند مدل ساز مجموعه به ΁نزدی خیلͬ که مشاهداتͬ از ترکیبی مدل، این داد. پیشنهاد را
هستند مدل ساز مجموعه از دور بسیار که نقاطͬ و شده اند) گرفته به کار err محاسبه (برای

دهد. نتیجه را متعادلͬ میانگین تا است شده اند) استفاده Êrrb محاسبه (برای
آماری یادگیری در که متعددی مدل های از است. بوده کلͬ بسیار تاکنون شده مطرح بحث

است. خطͬ مدل آن ها، پرکاربردترین و ͬ ترین اساس ͬ شوند م استفاده

خطͬ مدل ١ . ٢
به صورت توابعͬ خطͬ، مدل در

f̂(X) = Xβ (۵ . ١)
به خود را f̂(X) = β٠ + Xβ صورت خطͬ مدل آن، ش΄ل ͬ ترین کل در هستند. مطالعه مورد
تا شوند نرمال سازی ͬ توانند م داده ها حال، این با باشد). صفر است مم΄ن β٠ (که ͬ گیرد م
هم چنین ͬ کند. م ساده را نمادگذاری توجهͬ قابل به طور که نباشد نیاز β٠ ثابت عبارت به
مفید ،΁ی واریانس و صفر میانگین با متغیرهایی داشتن به منظور X بردارهای نرمال سازی

ͬ کند. م بیان را نرمال سازی شرایط ١ . ٢ . ١ تعریف است.
ͬ های خروج و X ورودی های که ͬ شود م فرض همیشه نرمال سازی). (شرایط ١ . ٢ . ١ تعریف

شده اند. زیر نرمال سازی به صورت Y
N∑
i=١

Yi = ٠
N∑
i=١

Xij = ٠, ∀j
N∑
i=١

X٢
ij = ١,∀j

خطͬ، مدل های در
Y برآورد برای X ماتریس متغیرهای از ΁ی هیچ از که است مدلͬ ساده، مدل ΁ی •
خواهند صفر β بردار مولفه های تعداد ساده، مدل ΁ی در بنابراین ͬ کند. نم استفاده

بود.
این که بود خواهند غیرصفر β پارامتر بردار مولفه های بیشتر پیچیده، مدل ΁ی در •

است. شده  استفاده متغیرها بیشتر از که ͬ کند م بیان را حقیقت
کمینه را (١ . ١ . ٢ (تعریف موردانتظار کلͬ خطای که است ای β بردار یافتن آماردان، ΁ی هدف

ͬ کند. م
روش، این ͬ شود. م مطرح (۴ . ١ . ١ (تعریف مدل ساز خطای کمینه سازی ساده رهیافت ابتدا

نوشت: توان مͬ خطͬ، مدل در ͬ شود. م نامیده (OLS) معمول٢۶ͬ دوم توان های کمترین
err(β) =

١
N

N∑
i=١

(
Yi − f̂(Xi)

)٢

26Ordinary Least Squares (OLS)



١۵ خطͬ مدل

=
١
N

N∑
i=١

(Yi −Xiβ)
٢

=
١
N
||Y −Xβ||٢ (۶ . ١)

نوشت ͬ توان م صفر، با آن دادن قرار برابر و (۶ . ١) رابطه از گرفتن مشتق با نرم ||.|| آن در که
β̂
OLS

= (X⊤X)−١X⊤Y. (١ . ٧)
از است عبارت y متناظر برآورد مشخص، x ورودی بردار ازای به

ŷOLS = f̂(x) = x⊤β̂
OLS

= x⊤(X⊤X)−١X⊤y (١ . ٨)
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت هʿت٢٧ ماتریس

هʿت). (ماتریس ١ . ٢ . ٢ تعریف
HOLS = X(X⊤X)−١X⊤.

به صورت f̂(X) مدل ͬ های خروج و Y مدل ساز مجموعه ͬ های خروج ͬ دهد م اجازه رابطه، این
ŶOLS =HOLSY

باشند. داشته ارتباط ی΄دی·ر با

β̂ توزیع ١ . ٢ . ١
آن گاه کنند، پیروی نرمال توزیع از ϵ خطاهای اگر

Y ∼ Nn(Xβ, σ
٢
ϵ I)

Σ کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار با بعدی d متغیره چند نرمال ،Nd(µ,Σ) آن در که
است.

نرمال توزیع در زیرا است. Y از خطͬ تبدیل ΁ی .β̂OLS
= (X⊤X)−١X⊤Y همچنین

بنابراین، .X ∼ Nn(Aµ,AΣA⊤) آن گاه ،X = AY و Y ∼ Nn(µ,Σ) اگر چندمتغیره
β̂
OLS ∼ Np

(
(X⊤X)−١X⊤Xβ, (X⊤X)−١X⊤IX(X⊤X)−١σ٢

ϵ

)
∼ Np

(
β, (X⊤X)−١σ٢

ϵ

)
. (١ . ٩)

که کنید توجه
27Hat matrix



مسئله بیان و معرفͬ ١۶
واریانس‐کوواریانس ماتریس ، ١ . ٢ . ١ تعریف در نرمال سازی شرایط برقراری فرض با •

به صورت ،X ورودی، داده های
S =

X⊤X

N

S معکوس با متناسب β̂OLS برآوردگر واریانس‐کوواریانس ماتریس رو، این از است.
است.

بسیار خاص جهت آن طول در T مجموعه در داده ها که معناست بدین بالا، واریانس
است شده تعریف به خوبی جهت آن راستای در مدل ماهیت نتیجه، در شده اند. پراکنده
نمایش برای را ١ . ٢ (ش΄ل بود. خواهد کم بسیار خط آن شیب برآورد واریانس بنابراین و

ببینید). پدیده این
است. نااریب خطͬ، مدل دی·ر، به عبارت .E(Ŷ ) = Y بنابراین، و E(β̂) = β •

کمترین برآوردگر ،(٢٠٠۴ ، کوراتا و (کاریا گوس‐مارکوف٢٨ قضیه اساس بر حقیقت، در
دارند، خطͬ نااریب برآوردگرهای همه بین در را واریانس کمترین معمولͬ دوم توان های
مقداری افزایش با ͬ تواند م واریانس شد، اشاره قبلا که همچنان وجود، این با دارد.

کند. پیدا کاهش اریبی،

معمولͬ دوم توان های کمترین هندسͬ تفسیر ١ . ٢ . ٢
ب·یرید: درنظر را Y دوم توان های کمترین برآورد

ŶOLS = Xβ̂
OLS

.

به عبارت است. X ستون های از خطͬ ترکیب ΁ی معادله این راست سمت طرف به وضوح،
کمترین پس، ͬ گیرد. م قرار X ستون های با شده تولید برداری فضای در Ŷ برآورد دی·ر،
برداری فضای آن در که است Y به بردار نزدی΁ ترین یافتن به سادگͬ، معمولͬ دوم توان های
غیرمربعͬ ماتریس های برای ٢٩ ویژه مقدار تجزیه از تعمیمͬ به عنوان ͬ توان م که ͬ گیرد م قرار

کرد. تصور
p) β فضای از بردار ΁ی تبدیل به عنوان ͬ تواند م که است N × p ماتریس ΁ی X ماتریس
تبدیل درست Ŷ به را آن و ͬ گیرد م را β ΁ی شود، گرفته درنظر بˀعدی) N) Ŷ فضای به بˀعدی)
ماتریس ویژه مقدار تجزیه ،(٢٠٠٩) هم΄اران و هیستͬ در شده مطرح تعریف اساس بر ͬ کند. م

از است عبارت X

X = UDV ⊤

که
28Gauss-Markov theorem
29Eigenvalue decomposition



١٧ خطͬ مدل
ͬ کند. م تولید را X سطری فضای و متعامد ستون هایش که است p× p ماتریس ΁ی V •
ویژه فضای درون به β فضای از X بردار هرآنچه که تبدیلͬ به عنوان ͬ تواند م همچنین

شود. گرفته درنظر ͬ شود، م تبدیل X
.V ⊤V = V V ⊤ = I که کنید توجه

تکین٣٠ مقادیر ماتریس که است dp, . . . , d١ مولفه های شامل p×pقطری ماتریس ΁یD •
هستند. X ویژه مقادیر مشابه که ͬ شود م نامیده X

و ͬ کند م تولید را X ستونͬ فضای و متعامد ستون هایش که است N ×p ماتریس ΁ی U •
درنظر ͬ گرداند، برم Ŷ فضای به X ویژه فضای از را برداری که تبدیلͬ به عنوان ͬ تواند م

شود. گرفته
.UU⊤ ̸= I نیست، مربعͬ ماتریس آن جایی که از اما ،U⊤U = I که کنید توجه

اینکه به توجه با
ŶOLS =HOLSY

،X ستون های با شده تولید فضای درون به را Y باید H ماتریس شد، مطرح آن چه طبق
ب·یرید. درنظر را H ماتریس مقدار‐تکین صورت بیشتر، درک برای کند. تصویر

HOLS = X(X⊤X)−١X⊤

= UDV ⊤(V DU⊤UDV ⊤)−١V DU⊤

= UDV ⊤(V DDV ⊤)−١V DU⊤

= UU⊤ (١ . ١٠)
ماتریس است. تصویر ماتریس ΁ی ،ͽواق در ĤOLS که ͬ شود م ملاحظه به راحتͬ حالت، این در
بیان Y مختصات های U⊤Y که کنید (توجه ͬ کند م تصویر X ویژه فضای درون را Y ابتدا U⊤

(بااستفاده Y فضای درون به را شده نتیجه بردار دوباره سپس و است) U پایه اساس بر شده
است. U ستون های از استفاده با تنها Y از تقریب ΁ی نتیجه، ͬ گرداند. برم (U از

مقدار‐ ش΄ل به X واریانس‐کوواریانس ماتریس تکین، مقادیر از بهتری درک راستای در
به صورت تکین

S =
X⊤X

N

=
V DU⊤UDV ⊤

N

=
V D٢V ⊤

N
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مسئله بیان و معرفͬ ١٨
مقادیر (جذر) dj تکین مقادیر بنابراین، ͬ باشد. م X⊤X ماتریس تجزیه‐ویژه همان که است
هستند. S ویژه بردارهای ͬ سازند، م را V ماتریس ستون های که vj بردارهای و هستند S ویژه
ستون های خطͬ ترکیب v١ که معناست بدین این باشد. تکین مقدار بزرگترین d١ کنید فرض
عمود ویژگͬ بنابر آن گاه، دارد. ویژه بردارهای سایر از بزرگتری نمونه ای واریانس که است X
و است) متعامد ماتریس ΁ی ،V (ماتریس است بزرگ تکین مقدار دومین v٢ ،v١ بر بودن
ͬ شوند. م نامیده X ماتریس ٣١ اصلͬ مولفه های جهت ها، این ͬ یابد. م ادامه صورت همین به
در مفهوم ͬ کند.این م تصویر مولفه ها این روی بر را Y بردار معمولͬ، دوم توان های کمترین

است. شده داده نشان ١ . ٢ ش΄ل

و X١ برای ی΄ͬ ‐ ستون دو شامل X ماتریس اصلͬ مولفه های ستون دو شامل X ماتریس اصلͬ مولفه های :١ . ٢ ش΄ل
خط های هستند. X١ −X٢ صفحه روی داده ها نقاط تصویرهای نقطه ها و دارد قرار صفحه از بیرون در Y محور .X٢ برای ی΄ͬ
اولͬ بر دومͬ، و است تکین مقدار بزرگترین دارای اصلͬ مولفه اولین ‐ هستند ماتریس اصلͬ مولفه های نشان دهنده پررنگ

ͬ کند. م تصویر مولفه ها این بر را Y بردار معمولͬ، دوم توان های کمترین است. عمود

عمل در مورد انتظار خوش بینͬ ١ . ٢ . ٣
ͬ کنیم: م رائه ارا خطͬ مدل های خاص حالت در خوش بینͬ حالت بخش، این در

خوش بینͬ ͬ کند، م صدق Ŷ = HY رابطه در که پیش بینͬ روش ΁ی برای .١ . ٢ . ١ قضیه
به صورت موردانتظار

ω =
٢
N

tr(H)σ٢
ϵ

است.
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١٩ خطͬ مدل
هم چنین، است. (١ . ٢ . ٢ (تعریف هت ماتریس H که Ŷ = HY خطͬ، مدل  های در برهان.

آن گاه دهد. نشان را H ماتریس از سطر iامین ،H i کنید فرض

Ŷi =H iY =
N∑
k=١

HikYk

بنابراین،

ω =
٢
N

N∑
i=١

Cov(Ŷi, Yi)

=
٢
N

N∑
i=١

Cov(

N∑
k=١

HikYk, Yi)

دی·ر، به عبارت ͬ ماند، م باقͬ کوواریانس ΁ی فقط هستند، مستقل Yiها که آن جایی از

ω =
٢
N

N∑
i=١

Cov(H iiYi, Yi)

=
٢
N

N∑
i=١

HiiV(Yi)

=
٢
N

tr(H)σ٢
ϵ (١ . ١١)

ͬ شود. م کامل اثبات و

ماتریس دارد. ارتباط مدل پیچیدگͬ با Hمستقیما ماتریس اثر که ͬ کند م بیان ١ . ٢ . ١ قضیه
ماتریس ΁ی به منجر قطری صورت به Y بیان است. کوچ΁ تری فضای به Y از تصویر ΁ی ،H
تعریف انگیزه موضوع، این ͬ کند. م Hتصویر ماتریس که است فضایی بعد با آن اثر که ͬ شود م

است. مؤثر٣٢ پارامترهای تعداد

مؤثر) پارامترهای (تعداد .١ . ٢ . ٣ تعریف
deff = tr(H).

دی·ر، (به عبارت دوم توان های کمترین برآوردگر از استفاده با خطͬ مدل ΁ی اگر .١ . ٢ . ٢ قضیه
آن گاه شود، برازش (f̂(X) = Xβ̂

OLS

ω =
٢p
N
σ٢
ϵ (١ . ١٢)

است. موردنظر مدل در ساده نشدنͬ خطای ،σ٢
ϵ = V(Yi) و X در متغیرها تعداد p که
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مسئله بیان و معرفͬ ٢٠
H = X(X⊤X)−١X⊤ آن جایی که از .tr(H) = p خاص، حالت این در که ͬ شود م ثابت ابتدا برهان.

نوشت: ͬ توان م بنابراین ،tr(AB) = tr(AB) و
tr(H) = tr(X(X⊤X)−١X⊤)

= tr(X⊤X(X⊤X)−١)
= tr( I) = P. (١ . ١٣)

گرفت نتیجه ͬ توان م ،(١ . ١٣) و (١ . ١١) رابطه های ترکیب از
ω =

٢p
N
σ٢
ϵ

ͬ شود. م کامل اثبات و

متعامد طرح ۴ . ١ . ٢
منجر و ͬ نامند م متعامد٣٣ طرح را آن که X⊤X = I که ͬ شود م گرفته نظر در حالتͬ ادامه، در

ͬ شود. م (۶ . ١) رابطه شدن ساده تر به
به صورت ͬ تواند م (۶ . ١) رابطه ،X⊤X = I که متعامد طرح حالت در .١ . ٢ . ٣ قضیه

Q(β) =
١
N

∥∥∥Y − ŶOLS
∥∥∥٢

+
١
N

∥∥∥β̂OLS − β
∥∥∥٢ (١۴ . ١)

برآورد ŶOLS و β برای معمولͬ دوم توان های کمترین برآورد β̂OLS آن در که شود نوشته
است. Y برای معمولͬ دوم توان های کمترین

برهان.
∥Y −Xβ∥٢ = Y⊤Y − ٢β⊤X⊤Y + β⊤X⊤Xβ

= Y⊤Y − ٢Y⊤XX⊤Y +Y⊤XX⊤Y +Y⊤XX⊤Y − ٢β⊤X⊤Y

+β⊤X⊤Xβ

= Y⊤Y − ٢Y⊤XX⊤Y +Y⊤XX⊤XX⊤Y +Y⊤XX⊤Y − ٢β⊤X⊤Y

+β⊤X⊤Xβ

= Y⊤(I −XX⊤)⊤(I −XX⊤)Y + (X⊤Y − β)⊤(X⊤Y − β)

=
∥∥∥Y − ŶOLS

∥∥∥+ ∥∥∥β̂OLS − β
∥∥∥

است. کامل اثبات و
معمولͬ دوم توان های کمترین حالت در ،ͽواق در و ‐ ͬ رسد م به نظر بدیهͬ تقریبا قضیه این
آرگومان ،β به (١۴ . ١) رابطه در عبارت اولین که است این ١ . ٢ . ٣ قضیه اهمیت است. برقرار
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٢١ خطͬ مدل
دارد. بستگͬ ورودی داده های به فقط که دارد بستگͬ β̂OLS به تابع این ندارد. بستگͬ ،Q تابع
که است نیاز دوم عبارت به فقط ،β به نسبت Q(β) کردن کمینه که است معنͬ بدین این
هر است کافͬ که است بدیهͬ فرم، این در شود. نوشته ∑p

j=١(β̂OLS
j − βj)٢ به صورت ͬ تواند م

شود. کمینه جداگانه به طور β مولفه
کردن کمینه با هم ارز β به نسبت Q(β) کردن کمینه دی·ر، به عبارت

q(βj) =
(
β̂OLS
j − βj

)٢

است. βj هر برای
پیچیده تر، مدل های برخͬ در است. β = β̂

OLS ͺپاس که است بدیهͬ خاص، حالت این در
بود. نخواهد چنین

خطͬ مدل در متقابل اعتبارسنجͬ ۵ . ١ . ٢
برای شود. انجام به سرعت ͬ تواند م خاص مسائل بعضͬ در متقابل، اعتبارسنجͬ محاسبات
تیبشیرانͬ و هیستͬ ͬ شود،  م برآورد Ŷ = HY صورت به خطͬ مدل ΁ی ͬ که هنگام مثال،

به صورت متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز که دارند نشان (١٩٩٠)
CV
(
f̂
)
=

١
N

N∑
i=١

(
Yi − f̂(Xi)١−Hii

)٢

iام قطری عنصر محاسبه از H ماتریس اثر محاسبه موارد، بعضͬ در شود. مͬ محاسبه
امتیاز که ͬ شود م متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز از برآوردی به منجر این و است آسان تر آن

به صورت و ͬ شود م نامیده تعمیم یافته٣۴ متقابل اعتبارسنجͬ

GCV
(
f̂
)
=

١
N

N∑
i=١

(
yi − f̂(Xi)١− tr(H)/N

)٢
(١۵ . ١)

موردانتظار خوش بینͬ با Err برآورد
برآورد ω موردانتظار خوش بینͬ با Err آن ها در که شده گرفته نظر در روش هایی ادامه در

ͬ شود. م
AIC و مالو Cp

خوش بینͬ معمولͬ، دوم توان های کمترین برآوردگر برای که شد مطرح ،١ . ٢ . ٢ قضیه در
به صورت موردانتظار

ω =
٢p
N
σ٢
ϵ

برآورد ΁ی تا ͬ کند م اضافه مدل ساز خطای به را ω این به سادگͬ (١٩٧٣ (مالو، Cp آماره است.
آورد. به دست موردانتظار کلͬ خطای برای
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مسئله بیان و معرفͬ ٢٢
مالوز). Cp) ۴ . ١ . ٢ تعریف

Cp =
١
N

∥∥∥Y −Xβ̂
∥∥∥٢

+ ٢ p

N
σ٢
ϵ

است. مدل در متغیرها تعداد p و مدل ساز مجموعه در مشاهدات تعداد N آن، در که
برای معمولͬ) دوم توان های کمترین (مانند کم اریبی روش ΁ی از استفاده با σ٢

ϵ واریانس
مدل و ͬ شود م محاسبه Cp پیشنهادی، مدل هر برای سپس، ͬ شود. م برآورد داده ها برازش

ͬ شود. م انتخاب مقدار کمترین با
زیان تابع از اما ͬ کند م عمل مشابهͬ روش به (١٩٧۴ ،΁آکائی) (AIC) ΁آکائی اطلاع معیار
ͬ سازد. م کاربردی تر مدل ها، از ͬ تری کل خانواده برای را آن که ͬ کند م استفاده متفاوت تاحدی

هستند. هم ارز Cp و AIC معیارهای نرمال، خطاهای با خطͬ مدل حالت در
ͬ شود. م اثبات مفید نتیجه ΁ی ادامه، در

اعتبارسنجͬ امتیاز کمینه کردن و AIC معیار کردن کمینه خطͬ مدل های در .١ . ٢ . ١ نتیجه
هستند. معادل مجانبی به طور ،(GCV) تعیم یافته متقابل

تقریب از استفاده با ب·یرید. نظر در (١۵ . ١) رابطه در GCV امتیاز اثبات، برای برهان.
، ١
(١−x)٢ ≈ ١ + ٢x

GCV
(
f̂
)
≈ ١
N

N∑
i=١

(
yi − f̂(xi)

)١)٢ + ٢tr(H)

N

)
.

بنابراین، و tr(H) = p که شد ملاحظه خطͬ، مدل در
GCV

(
f̂
)
=

١
N
||y −Xβ̂||٢ +

٢P
N

{
||y −Xβ||٢

N

}
. (١۶ . ١)

همان (١۶ . ١) رابطه بنابراین، و است σ٢
ϵ واریانس از برآورد ΁ی به سادگͬ آکولاد داخل عبارت

است! AIC

کردن برآورد یعنͬ کار، ΁ی انجام برای متفاوتͬ روش های که ͬ کند م تایید ١ . ٢ . ١ نتیجه
این دارند. وجود مدل ساز، مجموعه در داده ها از استفاده با فقط انتظار مورد کلͬ خطای
کار به ͬ تواند م تعمیم یافته) متقابل اعتبارسنجͬ (به جای نیز متقابل اعتبارسنجͬ برای نتیجه

.(١٩٧٧ (استون، رود
BIC

است. AIC و Cp معیارهای به شبیه بسیار (١٩٧٨ (شوارتز، (BIC) بیزی اطلاع معیار
نرمال، خطاهای با خطͬ مدل برای بیزی). اطلاع (معیار ۵ . ١ . ٢ تعریف

BIC =
N

σ٢
ϵ

[ ١
N
||Y −Xβ||٢ + (logN)

p

N
σ٢
ϵ

]
است. مدل در متغیرها تعداد p و مدل ساز مجموعه در مشاهدات تعداد N آن، در که



٢٣ خطͬ مدل
٢ عدد به جای logN عبارت ۵ . ١ . ٢ و ۴ . ١ . ٢ تعریف های بین تفاوت تنها که کنید توجه
AIC از بیشتری شدت با را مدل پیچیدگͬ BIC و logN > ٢ ،N > e٢ ≈ ٧٫۴ برای است.

ͬ کند. م جریمه
BIC کمترین با مدل و ͬ شود م محاسبه پیشنهادی مدل هر برای BIC معیار ،AIC همانند
بیزی، روش های متفاوت، کاملا اصول از BIC معیار ،AIC با شباهت برخلاف ͬ شود. م انتخاب
معیار آوردن به دست چ·ونگͬ برای کوتاه ابتکاری روش ΁ی به ادامه، در است. آمده به دست
و کاس (هم چنین، ببینید. را (١٩٧٨) شوارتز بیشتر، جزئیات برای است. شده پرداخته BIC

روش نیز ٢٠٠٩ کاواناگ، کردهاند. ارائه را معیار این آوردن به دست چ·ونگͬ ١٩٩۵ رافتری،
است). کرده بیان کمتری جزئیات با را معیار این به دست یابی

باشد داشته Mوجود = {M١, · · · ,Mm}پیشنهادی مدل های از مجموعه ΁ی کنید فرض
انتخاب هدف، است. پارامتر pm تعداد با θm پارامترهای با مدل هایی با متناظر کدام هر که
برای بیزی رهیافت است. T مدل ساز مجموعه در داده ها اساس بر آن ها بین در مدل بهترین

که Mاست مدل یافتن مسئله، این
P (Mn|T )

به صورت ͬ تواند م آن بیز، قضیه از استفاده با کند. ماکسیمم را
P (Mn|T ) = P (Mn) · P (T |Mn)

= P (Mn)

∫
P (T |θn,Mn)P (θn|Mn)dθn. (١ . ١٧)

را انتگرال اکنون Mmاست، مم΄ن مدل های همه روی پیشین توزیع ΁ی P (Mn) اینجا، در
ب·یرید. نظر در

مدل ساز مجموعه در داده ها آوردن به دست احتمال درستنمایی، انتگرال، در عبارت اولین •
است. مرتبط، پارامتر و مشخص مدل ΁ی شرط به

است. معین مدل ΁ی شرط به خاص پارامتر ΁ی آوردن به دست احتمال دوم، عبارت •
است. معین مدل ΁ی پارامترهای برای پیشین احتمال نوع ΁ی این به نوعͬ،

است θ پارامتر برای MLE ΁ی θ̂n ،(MLE) درستنمایی٣۵ ماکسیمم برآوردگر تعریف به بنا
پارامتری تنها که شود فرض اگر اکنون، ͬ کند. م ماکسیمم را P (T |θn,Mn) درستنمایی که
و P (θn|Mn) = 1θn=θ̂n

آن گاه ͬ شود، م جای·زین θ̂n با ͬ ماند م باقͬ معین مدل هر برای که
ͬ شود. م P (τ |θ̂n,Mn) یعنͬ ،θ̂n نقطه در درستنمایی با برابر به سادگͬ بالا انتگرال

کامل اطمینان با ͬ توان نم بنابراین و دارد صفر غیر واریانس درستنمایی ماکسیمم برآوردگر
به منجر که دارند را مدل در نگهداری قابلیت نیز ΁نزدی پارامترهای دی·ر .θ = θ̂ که کرد بیان

است). شده داده کوچ΄تر درستنمایی های به وزنͬ (زیرا ͬ شود م انتگرال کردن کوچ΄تر
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مسئله بیان و معرفͬ ٢۴
برای تعاریفͬ ابتدا اما، شود. فرمول بندی ͬ تواند م لاپلاس بسط از استفاده با موضوع این

ͬ شود. م ارائه آن بهتر درک
صورت این در ب·یرید. نظر در را {Xn} دنباله ی .(limsup) ۶ . ١ . ٢ تعریف
limsup

n→∞
Xn = lim

n→∞

(
sup
m≥n

Xm

)
= inf

n≥٠ sup
m≥n

Xm

= inf {sup {Xm : m ≥ n} : n ≥ ٠} .
باشد: شده تعریف زیر به صورت Jn دنباله ی کرد فرض ͬ توان م معادل، به طور یا

Jn = sup
{
Xm : m ∈

{
n, n+ ١, n+ ٢, . . .}}

= ∪∞m=nXm = Xn ∪Xn+١ ∪Xn+٢ ∪ · · ·

کوچ΄تر مجموعه های اجتماع Jn+١ زیرا است، (Jn ⊇ Jn+١) ناصعودی دنباله ی ΁ی Jn دنباله ی
با است برابر Xnها اجتماع  از دنباله این روی پایین کران بزرگترین است. Jn از

limsup
n→∞

Xn = inf
{
sup

{
Xm : m ∈

{
n, n+ ١, n+ ٢, . . .}} : n ∈

{١,٢, . . .}}
= ∩∞n=١ (∪∞m=nXm)

باشند. تصادفͬ متغیرهای از دنباله دو Yn و Xn کنید فرض Oبزرگ٣۶). (نماد ١ . ٢ . ٧ تعریف
اگر

lim sup
n−→∞

|Xn

Yn
| <∞

Xn = Op(Yn) ͬ نویسیم م باشد، دار کران |Xn
Yn
| عبارت ،n −→∞ اگر دی·ر عبارت به یا

باشند. تصادفͬ متغیرهای از دنباله دو Yn و Xn کنید فرض .(٣٧΁کوچ o (نماد ١ . ٢ . ٨ تعریف
اگر

lim
n−→∞

∣∣∣∣Xn

Yn

∣∣∣∣ = ٠
Xn = op(Yn) ͬ نویسیم م

خاص عدد ΁ی به آن های آرگومان وقتͬ تابع، ΁ی حدی رفتار بزرگ O علامت ریاضیات در
تا کند ساده  را تابع که ͬ دهد م اجازه کاربر به بزرگ O علامت ͬ کند، م بیان را ͬ کند م میل
΁ی دارای ͬ توانند م ی΄سان رشد نرخ با مختلف توابع بنابراین شود؛ متمرکز رشد نرخ روی بر

ب·یرید نظر در را n حسب بر زیر تابع باشند. مشابه O علامت
T (n) = ۴n٢ − ۵n+ ٧.

36Big o notation
37Small o notation



٢۵ خطͬ مدل
دی·ر از نزدی΁ تر بسیار n٢ جمله اندازه کند میل بی نهایت به مساله این ورودی تعداد اگر

.T (n) ∈ O(n٢) ͬ شود م گفته صورت این در بود. خواهد جمله ها
تابع به اندازه چه تا متناهͬ هندسͬ سری ΁ی اینکه دادن نشان برای معمولا ریاضیات در

ͬ شود. م استفاده علامت این از ناقص تیلور سری در خصوصاً است ΁نزدی نظر مورد
به صورت ͬ تواند م (١ . ١٧) رابطه انتگرال مقدمه، این با

logP (T |Mn) = logP
(
T |θ̂n,Mn

)
− pn٢ logN +O(١)
،(١ . ١٧) رابطه اساس بر شود. نوشته

logP (Mn|T ) = log(P (Mn)) + logP
(
T |θ̂n,Mn

)
− pn٢ logN.

شود حذف ͬ تواند م عبارت اولین ͬ شود، م فرض مدل ها همه روی ی΄نواخت پیشین ΁ی اکنون
عبارت فقط و

logP
(
T |θ̂n,Mn

)
− pn٢ logN.

به صورت شوارتز معیار کردن کمینه  با مسئله این که شود ماکسیمم باید
− logP

(
T |θ̂n,Mn

)
+
dn٢ logN

(تعریف ͬ یابد م کاهش BIC معیار به این نرمال، خطاهای با خطͬ مدل  در است. معادل
.(۵ . ١ . ٢

دشوار موارد، اغلب در AIC یا BIC معیارهای از ΁ی کدام از استفاده مورد در تصمیم گیری
درست مدل BIC ،N → ∞ چه هر ‐ بودن سازگار به طورمجانبی مزیت از ،BIC معیار است.
به بنا BIC معیار متناهͬ، نمونه های در وجود، این با است. برخوردار ‐ ͬ کند م انتخاب را
انتخاب را هستند ΁کوچ بسیار که مدل هایی ͬ کند، م پیچیده مدل های بر که سنگینͬ جریمه

ͬ کند. م
کلͬ تحلیل

کلͬ خطای از برآورد ΁ی آن، تصحیح و مدل ساز خطای گرفتن نظر در با BIC و AIC معیارهای
هستند نوع این از برآوردگرهایی زیادی تعداد از تا دو فقط این ها ͬ دهند. م ارائه موردانتظار
کردن کمینه برآوردگرها، این بیشتر مشترک هدف ببینید). را ١٩٧۶ هوکینگ، مثال، (برای
دو هر BIC و AIC معیارهای مثال، به عنوان است. صعودی اکیدا err به نسبت که است کمیتͬ

عبارت
Q(β) = err + λ||β||٠ (١ . ١٨)

=
١
N
||Y −Xβ||٢ + λ||β||٠ (١ . ١٩)

تعداد دی·ر، به عبارت است؛ β بردار L٠ نرم مفهوم به p = ||β||٠ آن در (که ͬ کنند م کمینه را
،BIC برای و λ = ٢σ٢

ϵ /N ،AIC و Cp درباره ͬ کند). م بیان را β بردار در غیرصفر مولفه های
.λ = σ٢

ϵ logN/N



مسئله بیان و معرفͬ ٢۶
و ١ . ٢ . ٣ قضیه اساس بر ͬ شود. م بررسͬ متعامد حالت در هدف این بهتر، درک برای
کمینه با هم ارز (١ . ١٩) رابطه کردن کمینه مسئله ،X⊤X = I وقتͬ آن، از پس بحث  های

مسئله کردن
q(βj) =

١
N

(
β̂OLS
j − βj

)٢
+ λ1βj ̸=٠

به وضوح βj هر برای کمینه سازی مسئله این برای ͺپاس ΁ی است. جداگانه به طور βj هر برای
از است عبارت

β̂j = β̂OLS
j 1|β̂OLS

j |>
√
Nλ.

مولفه هر و ͬ کند م پیدا را β معمولͬ دوم توان های کمترین برآورد روش این دی·ر، به عبارت
بقیه ͬ شود. نم منقبض √Nλ از بیشتر مقدار مطلق قدر با مولفه هر ͬ گیرد. م درنظر را برآورد
درنظر است. شده داده نشان ١ . ٣ ش΄ل در رفتار این ͬ شوند. م منقبض صفر به سمت مولفه ها
منقبض با است. مفیدی اطلاعات حاوی اریبی‐واریانس، مبادله حسب بر روش این گرفتن
توان های کمترین نااریب برآورد زیرا ‐ ͬ شود م ایجاد اریبی مقداری ،β مولفه های برخͬ کردن
این دادن قرار صفر با وجود، این با نیستند. صفر مولفه ها این که ͬ دهد م نشان به وضوح دوم
افزایش روش آن در پیش·ویی دقت رو، این از و ‐ ͬ کند م پیدا کاهش آن ها واریانس مولفه ها،

ͬ یابد. م



٢٧ خطͬ مدل

هر و است شده محاسبه معمولͬ دوم توان های کمترین برآوردهای .BIC و AIC ،Cp مانند مدل هایی رفتار :١ . ٣ ش΄ل
است. شده منقبض صفر سمت به آن ΁کوچ مولفه

اریبی در زیادی خیلͬ افزایش به منجر صفر سمت به آن انقباض باشد، بزرگ خیلͬ βj اگر
این جبران برای احتمالا ͬ آید، م به وجود اریبی ایجاد نتیجه در که واریانسͬ کاهش ‐ ͬ شود م
در افزایش احتمالا واریانس در کاهش باشد، ΁کوچ βj دی·ر، طرف از اگر نیست. کافͬ مسئله
ͬ دهند. م قرار βj = √Nλ در را «برش٣٨» نقطه شده مطرح روش های ͬ کند. م جبران را اریبی

است. βj = σ٢
ϵ logN ،BIC معیار در و βj = ٢σ٢

ϵ برش، نقطه ،AIC و Cp معیارهای در
را روش هایی از ͬ تری کل خانواده  ،(١ . ١٨) رابطه صورت شده جریمه دوم توان های کمترین

کمیت که ͬ دهد م پیشنهاد

Q(β) = err +
p∑

j=١
pλ(|βj |)

=
١
N
||Y −Xβ||٢ +

p∑
j=١

pλ(|βj |) (١ . ٢٠)

پارامتر به جریمه تابع وابستگͬ ͬ شود. م نامیده جریمه تابع Pλ(.) آن در که ͬ کند م کمینه را
نشان را پارامترها پیچاندن یا نیش·ون۴٠ برای جریمه شدت برای روشͬ ،λ تنظیم کننده٣٩

ͬ دهد. م
رهیافت ΁ی جریمه شده دوم توان های کمترین ͬ رسد نم نظر به کنونͬ، نقطه این در
انگیزه هیچ ͬ رسد م نظر به شده، بحث تاکنون که دی·ری رهیافت های برخلاف باشد. مطلوب
دوم توان های کمترین روش عیب، این ͬ رغم عل ندارد. وجود آن از استفاده برای خوبی تئوری

است. بالا بعد مدل انتخاب برای روش ها موفق ترین از ی΄ͬ جریمه شده،
38Cut-off
39Regularization parameter
40tweak



مسئله بیان و معرفͬ ٢٨

بالا بعد مسئله ۶ . ١ . ٢
به کارگیری مسیر باید جریمه شده، دوم توان های کمترین روش از استفاده لزوم درک برای
که هستند Err از برآورد ΁ی معیارها، این از ΁ی هر شود. پیموده . BIC و Cp مانند روش هایی

ش΄ل به  همه و شود کمینه ͬ شود م تلاش
err + λPλ

شود استفاده مدل در متغیرها کدام از ͬ شود م مشخص وقتͬ که معناست بدین این هستند.
جواب کردن پیدا با باید فقط و ͬ شود م ثابت p بعد باشند)، غیرصفر β در دی·ر، (به عبارت
را زیر روش های موضوع این کمینه شود. err ،(١ . ٧) معادله از معمولͬ دوم توان های کمترین

ͬ دهد: م پیشنهاد
بسازید. را β در متغیرها از مم΄ن ترکیب هر •

و err کنید، پیدا را معمولͬ دوم توان های کمترین برآورد ترکیب ها، این از ΁ی هر برای •
آورید. به دست را Err مناسب برآورد

کنید. انتخاب را Err برآورد کمترین با ترکیبی •
محاسباتͬ هزینه ΁ی گام اولین است بالا بعد مدل، وقتͬ که است این روش این مش΄ل البته
ترکیب ٢p−١ باشد، داشته مولفه p ،X اصلͬ ورودی بردارهای (اگر ͬ کند م تحمیل را سنگینͬ
غیرکاربردی به شدت روش ها، این که ͬ شود م باعث موضوع این دارد!). وجود متغیرها از مم΄ن
شده اند. انجام زیر دسته دو در محاسباتͬ هزینه این کاهش برای توجهͬ قابل مطالعات شوند.
به روزرسانͬ با مدل هر برای معمولͬ دوم توان های کمترین برآورد محاسبه زمان کاهش •
اضافͬ داده های مرتب حذف با و مدل هر برای آن دوباره محاسبه Hبه جای هʿت ماتریس

ببینید. را (١٩٧١) فورنیوال بیشتر جزئیات برای ماتریس ها. این از
آزمون بدون نشدنͬ به عنوان ترکیبات برخͬ حذف برای هوشمندانه روش های یافتن •
حذف با err کاهش که هستند متکͬ حقیقت این بر روش ها این بیشتر آن ها. کردن
با err که ͬ دهد م نشان به وضوح ١ . ١ ش΄ل ،ͽدرواق) است غیرمم΄ن مدل از متغیرها

است). نزولͬ اکیدا p افزایش
کمینه آماردان، ΁ی هدف کنید، تصور ͬ شود. م داده نشان بهتر مثال ΁ی با مفهوم این

کمیت کردن
Q = err + p

دارد. وجود QA = ٢ با A متغیره ΁ی ترکیب ΁ی کنید تصور هم باز هم چنین است.
را اجازه این روش، این ͬ شود. م پیدا QB = ۵ با B متغیره سه ترکیب ΁ی با اکنون



٢٩ خطͬ مدل
گرفتن نظر در با اگر حتͬ زیرا شود گرفته نادیده B زیرمجموعه های ٧ همه ͬ دهد م
برابر آورد، به دست ͬ توان م که چیزی بهترین نکند، پیدا افزایش err زیرمجموعه ها، این
٧ به جستجو فضای رو، این از ندارد. برتری QA = ٢ بر که است Q = QB − ٢ = ٣
البته هستند. کران۴١ و شاخه روش های از مثالͬ روش هایی چنین ͬ کند. م پیدا کاهش
را (١٩٧٠) هوکینگ و لاموته دقیق تر، بحث برای است. ساده گرایانه بسیار مثال این

ببینید.
شده اند. ترکیب (١٩٧۴ ویلسون، و (فورنیوال کران ها۴٢» و «پرش ها رهیافت در روش دو این
بالای بعد مسائل الزامات با مقایسه در اما شود روبرو متغیر ۴٠ تا ٣٠ با است قادر رهیافت،  این

است. بی اهمیت ͬ شوند، م متغیر هزاران شامل اغلب که جدید
مثال، برای دارند. وجود روند این به ΁کم برای نیز ابتکاری ال·وریتم های برخͬ

ͬ کند م شروع خالͬ مدل ΁ی از که است پرخور و حریص ال·وریتم ΁ی پیشرو۴٣ انتخاب •
ͬ شود. م اضافه آن به دارد، را ͺپاس با همبستگͬ بیشترین که متغیری پی در پی به طور و
ͬ داری معن کمترین با متغیر از و ͬ کند م شروع متغیرها همه از مدل ΁ی با پسرو۴۴ حذف •
Nاست، از بیشتر متغیرها تعداد ͬ که حالت در مدل این ͬ کند. م حذف دی·ری از پس ی΄ͬ

نیست. اجرا قابل ندارد، وجود معمولͬ دوم توان های کمترین  برآورد هیچ آن در که
΁سب ‐ متغیر تک حذف ام΄ان اما است، پیشرو انتخاب اساسا گام۴۵ به گام انتخاب •
شده فرمول بندی اخیرا ابتکاری رویه این دارد. وجود پیشرو گام هر در ‐ پسرو انتخاب
رقیبی و است شده تحلیل FOBA عنوان تحت (٢٠٠٨) ژانگ توسط کامل به طور و است

است. شده مطرح روش های سایر برای
دارند. نیاز توقف۴۶ قاعده ΁ی به همه روش ها، این البته

دیدگاه از سخت خیلͬ مسئله ΁ی ΁کلاسی مدل انتخاب روش ها، این گرفتن نظر در با
ͬ گیرند. م قرار بالاتر بعدهای در که مدل هایی برای به خصوص، ͬ گذارد م ͺپاس بدون را محاسباتͬ
Pλ(.) وقتͬ که است این ͺپاس کند؟ ΁کم ͬ تواند م جریمه شده دوم توان های کمترین چ·ونه
محدب بهینه سازی مسئله ΁ی ،(١ . ٢٠) رابطه کردن کمینه مسئله است، محدب تابع ΁ی
٢٠٠۴ واندنبرگ، و بوید مثال، (برای است حل قابل چندجمله ای مرتبه در دقیقا که ͬ شود م
جذابیت به نظری لحاظ از عبارت ها این ببینید). محدب بهینه سازی تئوری با آشنایی برای را
به منجر ͬ توانند م اغلب و هستند اندازه گیری قابل حداقل اما نیستند، AIC مانند معیارهایی

شوند. توجهͬ قابل خوب جواب های
41Branch and bound
42Leaps and bounds
43Forward selection
44Backwards elimination
45Stepwise selection
46Stopping rule





٢ فصل
΁کلاسی متغیر انتخاب روش های

رگرسیونͬ، مدل های برازش در که است این ͬ شود م مطرح محققان برخͬ برای که سوالͬ
مدل، انتخاب برای برآوردگر این چرا اما ͬ کند م رفتار خوب دوم توان های کمترین برآوردگر
همیشه زیاد، متغیرهای تعداد با مدل ΁ی گفت ͬ توان م سوال، این به ͺپاس در نیست؟ مناسب
بزرگتر، مجموعه روی کمینه کردن پیدا زیرا دارد کوچ΄تری ͬ مانده های باق دوم توان مجموع
برای شرط ΁ی به عنوان دوم» توان های «کمترین اگر بنابراین، بود. خواهد کوچ΄تر همیشه
کن». انتخاب را بزرگتر مدل «همیشه ͬ گوید م آن  گاه شود، گرفته درنظر مدل انتخاب هدف
که هستند مدل هایی به علاقه مند محققان معمولا شد، اشاره قبل فصل در که همان طور
چنین باشد. کمتر آن ها متغیرهای تعداد دی·ر، به عبارت باشند. داشته کمتری پیچیدگͬ
بحث نظر، این از هستند. بهتر معلولͬ و علت روابط بررسͬ و پذیری تفسیر نظر از مدل هایی
است. مدل سازی اصلͬ اهداف جزو بودن تُنُک٢ اصل دی·ر به عبارت یا امساک١ و متغیر انتخاب
ͬ شود. م نیز پیش بینͬ دقت رفتن بالا باعث معمولا متغیر انتخاب که داشت توجه باید به علاوه
تعداد وجود و بیش برازش٣ͬ باعث مدل در زیاد خیلͬ متغیرهای تعداد وجود دی·ر، به عبارت

ͬ شود. م کم برازش۴ͬ باعث مدل در کم خیلͬ متغیرهای

1Parsimony principle
2Sparsity
3Overfitting
4Underfitting

٣١



΁کلاسی متغیر انتخاب روش های ٣٢
شوند: پرسیده باید مهم سوال دو چندگانه۵ رگرسیون در کلͬ، به طور

زیرمجموعه ΁ی فقط یا شود داده توضیح Y متغیر که ͬ کنند م ΁کم متغیرها همه آیا •
هستند؟ اثرگذار متغیرها، از

را زیرمجموعه آن ͬ توان م چ·ونه باشند، موثر متغیرها، از زیرمجموعه ΁ی فقط اگر •
کرد؟ انتخاب را بااهمیت متغیرهای ͬ توان م چ·ونه دی·ر، به عبارت کرد؟ انتخاب

کاربرد کم بعد با مسائل در بیشتر که ΁کلاسی متغیر انتخاب روش های فصل، این در
ͬ شود. م مطرح دارند،

زیرمجموعه ها همه رگرسیون روش ٢ . ١
یا زیرمجموعه ۶ها همه رگرسیون روش متغیرها، از زیرمجموعه ای انتخاب روش های از ی΄ͬ
زیرمجموعه های همه است، مشخص نامش از که همان طور روش این است. زیرمجموعه٧ بهترین
توان های کمترین برآوردگر مم΄ن، زیرمجموعه هر برای و ͬ گیرد م درنظر را متغیرها از مم΄ن
.BIC ،AIC مانند معیار ΁ی اساس بر را زیرمجموعه بهترین سپس و ͬ کند م محاسبه را دوم
مش΄ل ͬ کند. م انتخاب شد)، اشاره آن ها به قبل فصل در (که متقابل اعتبارسنجͬ معیار یا
از pتایی مجموعه ΁ی زیرمجموعه های کل تعداد است. آن محاسباتͬ هزینه روش این اصلͬ
برابر دو متغیر هر شدن اضافه با شود انجام باید که محاسباتͬ بنابراین است. ٢p متغیرها،
روش ،ͽدرواق دارد. وجود مدل بیلیون ΁ی از بیشتر ،p = ۴٠ برای مثال، به عنوان و ͬ شود م
هزینه اما ͬ شود م پیدا متغیرها از زیرمجموعه بهترین که ͬ کند م تضمین زیرمجموعه ها، همه

دارد. بالایی فوق العاده محاسباتͬ
مستقل متغیر متوسطͬ تعداد شامل که مواردی برای حتͬ روش این از استفاده عمل، در
این از استفاده سهولت برای ال·وریتم هایی باشد. نشدنͬ شاید یا خسته کننده بسیار هستند

ͬ شود. م یافت (٢٠٠٢) میلر در آن ها از بعضͬ که شده اند ارائه روش
معرفͬ خودکار رهیافت ΁ی زیرمجموعه ها، همه روش محاسباتͬ بالای هزینه بر غلبه برای
در ͬ کند. م انتخاب را بهترین و ͬ کند م جست وجو زیرمجموعه ها همه بین در که است شده

ͬ شود. م داده توضیح خودکار، رهیافت این از مورد سه ادامه،
5Multiple regression
6All Subset Regression
7Best subset



٣٣ پیشرو انتخاب روش

پیشرو انتخاب روش ٢ . ٢
مستقل، متغیرهای از زیرمجموعه ای انتخاب روش های پرکاربردترین و معروف ترین از ی΄ͬ
به را متغیر ΁ی هرگام در و بوده گام به گام به صورت روش این است. پیشرو٨ انتخاب روش
روش در باشد. وابسته متغیر y و مستقل متغیرهای xp ،. . . ،x١ کنید فرض ͬ کند، م وارد مدل
مدل وارد متغیری سپس ͬ شود. م گرفته درنظر متغیری هیچ بدون مدل ابتدا پیشرو، انتخاب

به صورت که مانده ها دوم توان مجموعه در را کاهش بیشترین که ͬ شود م
Sj =

n∑
i=١

(yi − βjxij)٢

اینکه به باتوجه و شود کمینه ،Sj آن ازای به که است متغیری متغیر، اولین کند. ایجاد است،
β̂j =

∑n
i=١ xijyi∑n
i=١ x٢

ij

,

بنابراین
Sj =

∑n
i=١ y٢

i − (
∑n

i=١ xijyi)٢∑n
i=١ x٢

ij

.

آن ازاء به که ͬ شود م مدل وارد متغیری اول گام در که گفت ͬ توان م جهت این از
(
∑n

i=١ xijyi)٢∑n
i=١ x٢

ij

. (٢ . ١)

رابطه باشد، شده مرکزی وابسته متغیر و شده استاندارد تبینͬ متغیرهای اگر شود. ماکسیمم
شده انتخاب متغیر اولین اگر ͬ شود. م xj و y متغیر بین همبستگͬ دوم توان با متناسب (٢ . ١)
βj.(١) آن در که xj.(١) = xj−βj.(١)x(١) رابطه بعدی متغیر انتخاب برای شود، داده نشان x(١) با
بعدی، متغیر ͬ شود. م داده تش΄یل است، x١ روی xj دوم توان های کمترین رگرسیونͬ ضریب
y جای·زین y − x(١)b(١) ͬ که هنگام شود، ماکسیمم (٢ . ١) رابطه آن ازای به که است متغیری
متغیرها همه که جایی تا ͬ یابد م ادامه فرآیند این شود. (٢ . ١) رابطه در xj جای·زین xj.(١) و
ساده ال·وریتم ΁ی از ͬ توان م شود. نتیجه شده، تعیین قبل از معیار ΁ی یا شوند مدل وارد
به طور کرد. استفاده پیش رو انتخاب روش نمایش برای نیز جزئͬ ͬ های همبستگ اساس بر
ͬ توان م را پیشرو انتخاب روش آن گاه کنند، صدق نرمال سازی شرایط در متغیرها اگر خلاصه

کرد: بیان زیر به صورت
.r = y − ŷ شود، داده نشان r با مانده ها اگر آن گاه β̂١ = · · · = β̂p = ٠ دهید قرار . ١

.x(١) مثال، به عنوان ͬ  شود، م انتخاب دارد r با را همبستگͬ بیشترین که متغیری . ٢
ͬ  شود. م محاسبه r = y − ŷ و کرده رگرسیون x(١) روی را y . ٣

8Forward



΁کلاسی متغیر انتخاب روش های ٣۴
تعیین پیش از معیار یا شوند مدل وارد متغیرها همه تا ͬ شود م تکرار بعد به دوم گام از . ۴

افتد. اتفاق شده
نرم افزارهای اکثر در ͬ شود. م استفاده متغیرها ورود توقف برای معیار ΁ی از روش این در معمولا
این عمل΄رد ͬ شود. م استفاده متغیرها ورود توقف برای معیاری به عنوان F آزمون از آماری
مجموع در ͬ داری معن کاهش مدل به شده وارد متغیر که وقتͬ تا که است صورت این به آزمون

ͬ شود. م داده مدل به ورود اجازه آن به بدهد، خطا دوم توان های
یافته افزایش R افزار نرم به ویژه رایانه ای برنامه های از استفاده تکنولوژی، پیشرفت با اخیرا
پیش رو انتخاب روش توقف معیار به عنوان BIC و AIC معیارهای از نرم افزار، این در که است
از خالͬ معیارها، این اساس بر پیش رو انتخاب ال·وریتم بیان رو، این از است. شده استفاده

است: زیر به صورت ال·وریتم این نیست. فایده
متغیرهای از ΁ی هیچ و است مبدا از عرض شامل فقط که مدلͬ یعنͬ خالͬ مدل با •

کنید. شروع ندارند، حضور آن در پیش گو
که کنید اضافه را متغیری خالͬ، مدل به و دهید برازش را ساده خطͬ رگرسیون p •

دارد. را BIC یا AIC کمترین
مدل هایی همه بین در BIC یا AIC کمترین دارای که کنید اضافه را متغیری مدل، آن به •

است. متغیر دو با
شود، کمترین BIC یا AIC اینکه مانند توقف قاعده در که زمانͬ تا دهید ادامه قدر آن •

کند. صدق
مهاجم٩ ترین ،BIC معیار از استفاده که گفت ͬ توان م ،BIC و AIC معیارهای تفاوت درباره
ͬ کنند. م رفتار مشابهͬ به طور مالو، Cp و AIC معیارهای ͬ کند. م انتخاب را کمتر مدل و مدل
بزرگتری مدل های بنابراین، و ͬ برند م هجوم متغیرها به کمتر BIC معیار با مقایسه در آن ها
مدل ΁ی انتخاب محقق، ΁ی هدف اگر رو، این از ͬ شوند. م انتخاب BIC معیار با مقایسه در
استفاده مدل انتخاب برای AIC معیار از که هنگامͬ کنید. استفاده BIC از است، صرفه جو تر
علامت با ضرایب علامت های از برخͬ کنید. ΁چ را نهایی شده تولید مدل است بهتر ͬ شود، م

هستند. متفاوت BIC معیار اساس بر آمده به دست نهایی مدل در مشابه ضرایب
تودرتو دنباله های از مدل هایی و است، حریص١٠ ال·وریتم ΁ی پیشرو، گام به گام انتخاب
بهترین انتخاب روش با مقایسه در است مم΄ن روش این منظر، این در ͬ کند. م تولید
تعداد از پارامترها تعداد اگر حتͬ همیشه حال این با برسد. به نظر نامطلوب زیرمجموعه،
جستجوی پیشرو گام به گام روش کرد. اجرا را آن ͬ توان م (p > n) باشد بیش تر مشاهدات

9Aggressive
10Greedy



٣۵ پسرو حذف روش
بهترین انتخاب روش به نسبت اندازه ای هر برای زیرمجموعه بهترین انتخاب نظر از محدودتری

دهد. افزایش را اریبی شاید اما داشت خواهد هم کمتری واریانس است. زیرمجموعه

پسرو حذف روش ٢ . ٣
که متغیرهایی به ترتیب و ͬ شود م شروع کامل مدل ΁ی با پسرو١١ گام به گام انتخاب روش
که است متغیری شدن، حذف نامزد ͬ کند. م حذف دارند، را اهمیت کمترین ͺپاس به نسبت
تا ͬ یابد م ادامه روند این دهد. رخ مانده ها دوم توان مجموع در افزایش کمترین آن حذف با
معیاری به عنوان F آزمون از معمولا بیفتد. اتفاق است، شده مشخص قبل از که معیاری اینکه
از متغیرها خروج صورت، این در ͬ شود. م استفاده مدل از متغیرها خروج اثر بررسͬ برای
ͬ یابد. م ادامه نباشد، ͬ دار معن مانده ها دوم توان مجموع افزایش در آن ها اثر که زمانͬ تا مدل
پیشرو گام به گام روش که درحالͬ ،n > p که شود استفاده زمانͬ ͬ تواند م تنها پسرو انتخاب

است. استفاده قابل همیشه
ͬ شود: م ارائه زیر ال·وریتم پیش رو، انتخاب روش مشابه

است. آن در متغیرها همه که کنید شروع مدلͬ با •
کنید. مقایسه را نتیجه شده BIC یا AIC و کنید حذف مدل از جداگانه به طور را متغیر هر •
در کاهش کمترین به منجر که متغیری و دهید برازش را جدید p)‐متغیره − ١) مدل •

کنید. حذف مدل از را ͬ شود م کامل مدل به نسبت BIC یا AIC

به ͬ تواند م مثال، برای توقف، قاعده باشد. برقرار توقف قاعده تا دهید ادامه قدر آن •
کمترین ͬ مانده، باق متغیرهای همه که ͬ شود م متوقف زمانͬ که شود تعریف صورت این

کنند. تولید را BIC یا AIC

گام به گام روش ۴ . ٢
روش دو هر از ترکیبی گام به گام روش است. ͬ تر منطق قبلͬ روش های از حدودی تا روش این
متغیرهای مدل، به متغیر هر ورود از بعد روش، این در است. پسرو حذف و پیشرو انتخاب
مدل، به متغیر ΁ی ورود با است مم΄ن و ͬ شوند م ارزیابی مدل از خروج برای مدل داخل
ͬ تواند م متغیرها بین همبستگͬ زیرا است منطقͬ امری این شود. خارج مدل از دی·ر متغیری
سوم مرحله در که ب·یرید نظر در را متغیری مثال، به عنوان دهد. قرار تحت تاثیر را آن ها اثر
در دی·ر متغیرهای حضور بعدی مراحل در است. شده مدل وارد و بوده ͬ دار معن اثر دارای

11Backward



΁کلاسی متغیر انتخاب روش های ٣۶
و داده کاهش متغیرها سایر حضور در را متغیر این اثر ͬ تواند م آن ها بین همبستگͬ و مدل

است زیر به صورت ال·وریتم این روند شود. مدل از آن خروج باعث
در ثابت ΁ی و متغیر p حضور با مانده ها دوم توان مجموع نشان دهنده SSEp کنید فرض
SSEp+١ ͬ آید، م به دست مدل داخل دی·ر متغیر ΁ی حضور با که SSE کمترین و باشد مدل

نسبت باشد.
SSEp − SSEp+١

SSEp+١/(n− p− ٢) (٢ . ٢)

باشد بیشتر Fin از نسبت این اگر ͬ رود. م به کار Fin شده تعیین پیش از مقدار با مقایسه برای
در ثابت ΁ی و متغیر p+ ١ جدید متغیر این ورود با کنید فرض حال ͬ شود. م مدل وارد متغیر
متغیر هر حذف با که باشد SSE کمترین SSEp و دارند قرار شده انتخاب متغیرهای مجموعه

نسبت ͬ آید. م به دست مدل از
SSEp − SSEp+١

SSEp+١/(n− p− ٢) (٢ . ٣)

مورد متغیر باشد، کمتر آن از ͬ که صورت در و شده مقایسه Fout شده تعیین پیش از مقدار با
داد. نشان ͬ توان م نیز را ال·وریتم این هم·رایی ͬ شود. م خارج مدل از نظر

است، برقرار متغیر ΁ی ورود شرط وقتͬ که گرفت نتیجه ͬ توان م (٢ . ٢) رابطه از
SSEp+١ ≤

SSE
{١ + Fin/(n− p− ٢)}

اگر ͬ شود م خارج متغیر که گرفت نتیجه ͬ توان م (٢ . ٣) رابطه از و
SSEp ≤

SSEp+١
{١ + Fout/(n− p− ٢)} .

رابطه در ،SSE∗ مثلا جدید، SSE ͬ دهد، م رخ مدل در ورود ΁ی از بعد خروج ΁ی وقتͬ بنابراین
ͬ کند م صدق زیر

SSE∗ ≤ SSEp+١
١ + Fout/(n− p− ٢)
١ + Fin/(n− p− ٢) . (۴ . ٢)

هر چون نکند. صدق شرط این در خروجͬ یا ورود هیچ که ͬ شود م متوقف زمانͬ ال·وریتم
از اطمینان با است، متغیر p از زیرمجموعه هر برای SSE کمترین با برابر پایین حد دارای SSEp

هم·رایی ͬ یابد م کاهش SSE ͬ شود م حاصل متغیر p از جدید زیرمجموعه ΁ی که هربار اینکه
است آن هم·رایی برای کافͬ شرط ΁ی که دریافت ͬ توان م (۴ . ٢) رابطه از ͬ شود. م تضمین

باشد. Fout < Fin که



٣ فصل
مدرن متغیر انتخاب روش های

شده ایم: ١ مه داده ها یا بزرگ داده های عصر وارد ما
شوند. ذخیره اندکͬ هزینه با و شوند تولید پیوسته ای طور به ͬ توانند م داده ها •

نباشد. مشخص آنها ساختار یا باشند بالایی ابعاد از توانند مͬ داده ها •
دارد. بخشیدن سرعت حتͬ یا حفظ به تمایلͬ بزرگ داده های روند •

تحلیل گران برای را جدیدی شانس های و چالش ها بالا بعد با داده های از انبوهͬ حجم •
کند. مͬ فراهم داده

اند. شده بیشتر و بیشتر داده ها از استخراج زمینه در علوم پیشرفت های •
است. یافته اهمیت سرعت به بزرگ داده های برای آماری معتبر تحلیل های و تجزیه •

رابطه با را آن اوقات، گاهͬ است. بزرگ ،خیلͬ p متغیرها تعداد بالا، بعد با داده های در
آن به کلͬ، حالت در باشد، بزرگ خیلͬ هم n اگر ͬ دهند. م نشان ،٠ < α < ١ ،p = exp(nα)

بالایی همبستگͬ پیش گوها، برخͬ بین در بالا، بعد داده های در ͬ گویند. م مه داده ها داده ها،
دارد. وجود

هستند: برقرار مدل ΁ی در بالا بعد با داده های تحلیل زیربرای پذیره های معمولا
1Big data
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مدرن متغیر انتخاب روش های ٣٨
و هستند مزاحم متغیرهای پیش·و، متغیرهای برخͬ که معنͬ این به است، تنک مدل •

ندارند. اثر ،ͺپاس متغیر بر

دارد. خاصͬ ساختار تنکͬ، •

ساختار با رابااهمیت متغیرهای ͬ توان م چ·ونه که است این بالا بعد داده های در اصلͬ مسئله
بعد داده های تحلیل اصلͬ اهداف از ی΄ͬ که کرد بیان ͬ توان م بنابراین کرد. پیدا خاصͬ تنکͬ
با داده ها تحلیل در ،(٢٠٠٨) لونیا و بی΄ل اساس بر است. متغیرها انتخاب مه داده ها، و بالا

بالا: بعد

همان در مشاهدات و آینده مشاهدات به طوری که ببخشید بهبود را موثر روش های باید •
کنند. پیش بینͬ مناسبی بادقت را زمان

دست علمͬ اهداف برای ͺپاس و پیش گو متغیرهای بین ارتباط درباره بینشͬ به باید •
یافت.

جریمه روش های کرد، اشاره بالا بعد با داده های تحلیل در آن ها به ͬ توان م که روش هایی از
هستند. مطمئن٢ مستقل غربال گری و شده

شده جریمه دوم توان های کمترین ٣ . ١
جزئیات با شد، اشاره آن به ١ فصل در که جریمه شده دوم توان های کمترین بخش،روش این در

عبارت که شود  ͬ م انتخاب βای روش، دراین ͬ گیرد. م قرار مدنظر بیشتری
١
N
||Y −Xβ||٢ +

d∑
j=١

pλ(|βj |) (٣ . ١)

تحلیل در ͬ شود. م گرفته نظر در pλ جریمه های از وسیعͬ طیف بخش، این در کمینه کند. را
از متعامد، طرح مورد در بود. خواهد مفید متعامد طرح حالت دادن قرار توجه مورد آن ها،

عبارت کردن کمینه با هم ارز (٣ . ١) رابطه کردن ΁کوچ که داد نشان ١ . ٢ . ٣ قضیه

q(βj) =
١
N

(
β̂OLS
j − βj

)٢
+ pλ(|βj |) (٣ . ٢)

در pλ از آماردان و محقق ΁ی انتظارات ابتدا بحث، آغاز از قبل حال، این با است. βj هر برای
ͬ شود. م گرفته نظر

2Sure Independent Screening (SIS)



٣٩ شده جریمه دوم توان های کمترین

کلͬ ملاحظات ٣ . ١ . ١
که شود β برآوردگر ΁ی به منجر باید pλ جریمه تابع هر که کردند پیشنهاد (٢٠٠١) لͬ و فن

بخشد: تحقق را زیر ͬ های ویژگ
معتقد که دارند وجود مشخصͬ قبل از دلایل بالا، خیلͬ بعد مدل های برخͬ در ‐ تُنُکͬ
که pλ هر که ͬ  رود م انتظار رو، این از باشند. صفر β مولفه های از برخͬ باید هستند

برآوردکند. برابرصفر را β مولفه های برخͬ که شود روشͬ به منجر ͬ شود م انتخاب
خوش بینͬ کاهش و (١ . ٢ . ٣ (تعریف مدل در پارامترها موثر عدد کردن ΁کوچ در نیز تُنُکͬ
صفر دقیقا به پارامترها اگر حتͬ ،ͽدرواق دارد. نقش کمتر، اهمیت با اما سودمند، ω

ͬ افتد. م اتفاق پارامترها موثر عدد در کاهشͬ هم باز نشوند، منقبض
امید به β به اریبی مقداری مشابه، روش های و شده جریمه دوم توان های کمترین ‐ نااریبی
΁کوچ βj که ͬ دهد م رخ زمانͬ اکثرا پدیده، این هرچند ͬ کند. م اضافه واریانس کاهش
ͬ رود م انتظار رو، این از ͬ کند. م منقبض صفر سمت به را آن پیشنهادی، روش و است
بزرگ مولفه های برای تقریبا شودکه برآوردگری به منجر ͬ شود م انتخاب که pλی هر که

است. نااریب β
در پیشنهادی روش پیش·ویی باید پیش بینͬ، در ناپایداری از پیش گیری برای ‐ پیوستگͬ

مدل ساز). مجموعه داده های در دی·ر، (به عبارت باشد پیوسته β̂OLS

حالت در هدف ͬ کنیم. م را مطرح جزئیات با متعامد طرح در ͬ ها ویژگ این از ΁هری ادامه، در
و ∆ = ٢/N کنید فرض اکنون است. βj مولفه هر برای (٣ . ٢) رابطه کردن کمینه متعامد،

به صورت βj به نسبت (٣ . ٢) معادله مشتق بنابراین، باشد. x علامت تابع sgn(x)
q′(βj) = −∆β̂OLS

j +∆βj + sgn(βj)p
′
λ(|βj |)

= sgn(βj){∆|βj |+ p′λ(|βj |)} −∆β̂OLS
j

است.
مشتق پذیر نقاط همه در pλ جریمه تابع که دارد وجود زمانͬ فقط مشتق که کنید دقت

کرد. استفاده زیرمشتق ها٣ روش های بایداز صورت، این غیر در باشد.
این در .q′(βj) = ٠ آن، به ازای که است نقطه ای کردن پیدا با هم ارز q(βj) کردن کمینه

تابع که باشد ای β مقدار یافتن محقق ΁ی هدف کنید فرض راستا،
q(β) =

١
N

∣∣|β̂OLS − β
∣∣|٢ + p′λ(|β|)

زیرمشتق ها به مفهوم منظور، کند.بدین نباشد،کمینه مشتق پذیر صفر، در pλ تابع ͬ که هنگام را
است. نیاز

3Subgradients



مدرن متغیر انتخاب روش های ۴٠
نقطه باشد. محدب تابع ΁ی f : Rp → (−∞,+∞) کنید فرض (زیرمشتق ها). ٣ . ١ . ١ تعریف

،اگر است x در f از زیرمشتق ΁ی x∗ ∈ Rp

f(y) ≥ f(x)+ < x∗,y − x > ∀y ∈ Rp

نقاط سایر و ͬ کند م برخورد f تابع با y نقطه در که است صفحه ای مشتق x که مفهوم این به
ͬ گیرند. م قرار آن زیر

است. برابر آن مشتق با که دارد وجود تکͬ زیرمشتق ΁ی است، پیوسته f که نقطه ای در
نماد با را آن ها که دارند وجود زیرمشتق ها از مجموعه ای دی·ر، نقطه در

∂f(x)

که کنید دقت ͬ دهند. م نشان
o ∈ ∂f(x)⇐⇒ f(y) ≥ f(x) ∀y ∈ R

نقطه آن در آن زیرمشتق های مجموعه در ٠ اگر فقط و اگر است f تابع کمینه x دی·ر، به عبارت
باشد. داشته وجود

ͬ شود. م کمینه به آسانͬ q(β) تعریف، این از استفاده با اکنون

تُنُکͬ
داشته برابرصفر هارا βj از بعضͬ دادن قرار توانایی حداقل باید پیشنهادی روش تُنُکͬ، برای
اکنون .q′(٠) = ٠ که است حالت هایی بعضͬ وجود مستلزم تنکͬ دی·ر، به عبارت باشد.

که ب·یرید درنظر را موقعیتͬ
∆|β̂OLS| < inf

β∈R
{∆|β|+ p′λ(|β|)}. (٣ . ٣)

.q′(٠) = ٠ رو، این از و است منفͬ ،β < ٠ برای و مثبت ،β > ٠ برای q′(β) حالت، این در
بنابراین، باشد. مثبت راست، سمت اینفیمم باید باشد، اجرا قابل (٣ . ٣) شرط اینکه برای

از است عبارت تُنُکͬ شرط
inf
β∈R
{∆|β|+ p′λ(|β|)} > ٠. (۴ . ٣)

است. شده داده نمایش ٣ . ١ ش΄ل در مفهوم این

نااریبی
برآوردگر باید به سادگͬ بنابراین، است. نااریب β̂OLS معمولͬ دوم توان های کمترین برآوردگر
q′(β) = β− β̂OLS آن گاه ،p′λ(|β|) = ٠ اگر باشد. β̂OLS با برابر β بزرگ مقادیر برای پیشنهادی



۴١ شده جریمه دوم توان های کمترین

تابع چین، خط منحنͬ و است sgn(β){∆|β| + p′λ(|β|)} تابع پررنگ منحنͬ تُنُکͬ. شرط از مثال ΁ی :٣ . ١ ش΄ل
q′(β) = پررنگ |β̂OLS|−منحنͬ که است ͹واض ب·یرد، قرار بالا خاکستری زده هاشور منطقه در β̂

OLS اگر است. ∆|β|+p′λ(|β|)

مثبت چین) (خط ∆|β| + p′λ(|β|) کمینه اگر حال این با بود. خواهد منفͬ منفͬ، β برای و بود خواهد مثبت مثبت، β برای
بیافتد. اتفاق تا ندارد وجود خاکستری منطقه نباشد)، برقرار (۴ . ٣) شرط دی·ر، (به  عبارت نباشد

برای که است این نااریبی شرط بنابراین، دارد. ریشه ΁ی β = β̂
OLS در به وضوح رو، این از و

شرط گفت ͬ توان م خلاصه به طور لذا آید. به دست OLS برآوردهای همان ،β بزرگ مقادیر
باشیم داشته |β| → ∞ دقیق تر به طور یا شود بزرگ β اگر که است این نااریبی

p′λ(|β|)→ ٠ (۵ . ٣)

پیوستگͬ
مقدار به مقدار ΁ی از ورودی، داده تغییر با نباید هیچ وقت باشد، پیوسته β برآوردگر اینکه برای

کند. پرش ناپیوسته به طور دی·ر
حالت رو، این از ͬ شود. م منقبض صفر سمت به β باشد، شده محقق (٣ . ٣) شرط اگر

به صورت را دی·ری
∆|β̂OLS| > inf

β∈R
{∆|β|+ p′λ(|β|)}

کمینه که است این پیوستگͬ برای کافͬ و ضروری شرط ΁ی موقعیت این در ب·یرید. نظر در
دی·ر، به عبارت باشد. صفر عدد ،∆|β|+ p′λ(|β|)

arg inf
β∈R
{∆|β|+ p′λ(|β|)} = ٠ (۶ . ٣)

تک مدی۴ ،β ∈ R هر برای ∆|β| + p′λ(|β|) تابع اینکه برای زیرا است، کافͬ تقریبا شرط این
صعودی ،t > t∗ هر برای و نزولͬ ،t < t∗ هر به ازای تابع که باشد داشته وجود ∗tای باید باشد

است.
4unimodal



مدرن متغیر انتخاب روش های ۴٢
ش΄ل و ندارد وجود پیوستگͬ نیست، برقرار حالت این وقتͬ چرا که ͬ دهد م نشان ٣ . ٢ ش΄ل
ͬ های ویژگ جمͽ بندی برای ͬ کند. م درست را چیز همه شرط این چ·ونه ͬ دهد م توضیح ؟؟

∆|β|+ p′λ(|β|) پررنگ، خط نباشد. برقرار ((۶ . ٣) (رابطه پیوستگͬ شرط وقتͬ ͬ افتد م اتفاق آن چه از نمایشͬ :٣ . ٢ ش΄ل
مشخص منحنͬ در مختلف نقاط در q′(β) علامت .q′(β) = پررنگ خط − معمولͬ خط بنابراین است. β̂OLS معمولͬ خط و
که معناست بدان این ͬ یابد. م افزایش دوباره سپس و کاهش سپس افزایش، ابتدا q(β) که ͬ دهد م نشان به وضوح و است شده
اتفاق باید نقطه دو آن از ΁ی کدام در حال، این با بیافتد. اتفاق مش΄ͬ توپر نقطه با شده مشخص نقاط از ی΄ͬ در باید q کمینه
پرش دی·ری به نقطه ΁ی از ناپیوسته به طور ͺپاس آن در که نقطه ای رو، این از و کجاست β̂

OLS که دارد بستگͬ این به بیفتند،
دارد. بستگͬ ͬ کند م

΁کلاسی مدل انتخاب رهیافت های برای ͬ  ها ویژگ این آیا اینکه پرسیدن ،pλ جریمه تابع کلͬ
حالت، این در است. آموزنده هستند، برقرار ( BIC و AIC (مثل

pλ(|βj |) = λ1(|βj |̸=٠).

به صورت دیراک۵ دلتا تابع ،pλ مشتق که کنید دقت
p′λ(|βj |) = λδ(|βj |)

ͬ شود: م گرفته نظر در ویژگͬ، سه اکنون است.
از است عبارت حالت این در تُنُکͬ شرط تُنُکͬ

inf
β∈R
{∆|β|+ p′λ(|β|)} > ٠

علاوه هستند. مثبت مولفه هردو زیرا باشد، منفͬ ͬ تواند نم اینفیمم این که است بدیهͬ
قله ΁ی نقطه این در دیراک دلتا تابع زیرا نیست صفر به وضوح تابع β = ٠ در این، بر

است. یافته تحقق شرط و است صفر از بزرگتر اینفیمم بنابراین دارد.
تحقق نااریبی شرط بنابراین ͬ شود. م صفر دیراک دلتا تابع بزرگ، |β|برای به وضوح، نااریبی

است. یافته
5Delta dirac function



۴٣ شده جریمه دوم توان های کمترین
از است عبارت پیوستگͬ، شرط پیوستگͬ

arg inf
β∈R
{∆|β|+ p′λ(|β|)} = ٠

که کرد ادعا ͬ توان م به سختͬ ‐ نیست برقرار پیوستگͬ شرط که است ͹واض متاسفانه
ͬ شود. م ثابت دیراک دلتا تابع که ͬ دهد م رخ β = ٠ در کمینه کننده ΁ی

هستند نااریب و تُنُک که ͬ شود م جواب هایی به منجر ΁کلاسی مدل انتخاب رو، این از
(١٩٩۶) برایمن در را موضوع این گسترده بحث هستند. ناپایدار ورودی شرایط به باتوجه اما
انتخاب بر جریمه شده دوم توان های کمترین دی·ری از مزیت این به وضوح بنابراین، ببینید.
برآوردگرهای (١٣٩۶) نوروزی راد در دارند. بسیاری کاریردهای مدل ها، این است. ΁کلاسی مدل

اند. شده بررسͬ رگرسیونͬ مدل های از برخͬ در جریمه شده
ͬ شوند. م بررسͬ pλ از مختلفͬ صورت های ادامه در

بریج رگرسیون ٣ . ١ . ٢
لاسو، جریمه و ریج جریمه ͬ گیرند، م قرار توجه مورد که جریمه توابع مهم ترین از تا دو

به صورت (١٩٩٣ فریدمن، و (فرانک بریج رگرسیون جریمه از خاصͬ حالت های
pλ(βj) = λ|βj |γ γ ̸= ٠ (٣ . ٧)

،٠٠ = ١ معمولا که آن جایی از است. ΁کلاسی مدل انتخاب با متناظر γ = ٠ حالت هستند.
بریج، رگرسیون درباره بیشتر مطالعه برای ͬ شود. نم خاص مورد این شامل (٣ . ٧) رابطه

ͬ شود. م داده ارجاع (١٣٩٧) گودرزی و (١٣٩۵) آرست به علاقه مند خواننده
سپس ͬ شود. م گرفته نظر در بریج رگرسیون کلͬ ͬ های ویژگ از تعدادی بخش، این در

ͬ شوند. م بررسͬ بیشتری جزئیات با لاسو و ریج برآوردگرهای

pλ برای شرط ها
همه در ͬ کند. م صدق جریمه تابع ویژگͬ از ΁کدام ی در بریج رگرسیون که ͬ شود م بررسͬ ابتدا

داریم ،γ ̸= ٠ برای حالت ها،
p′λ(βj) = λγ|βj |γ−١

است). ΁کلاسی مدل انتخاب با متناظر γ = ٠ (مورد
از است عبارت حالت این در تُنُکͬ شرط تُنُکͬ

inf
β∈R
{∆|β|+ p′λ(|βj |)} > ٠.

بنابراین



مدرن متغیر انتخاب روش های ۴۴
،β = ٠ در اینفیمم بنابراین و ͬ شود م تعریف به خوبی β = ٠ در تابع γ > ١ برای •

است. نشده محقق تُنُکͬ پس ͬ پذیرد. م صفر مقدار
اینفیمم رو، این از و ͬ شود م بزرگ بسیار تابع ،β → ٠ ͬ که هنگام ،γ ≤ ١ برای •

است. شده محقق تُنُکͬ بنابراین، است. صفر از بزرگتر
تنها بریج جریمه بنابراین، ͬ شود. م صفر ،γ < ١ به ازای p′λ ،|β| بزرگ مقادیر برای نااریبی

است. نااریب ،γ < ١ به ازای
از است عبارت حالت این در پیوستگͬ شرط پیوستگͬ

arg inf
β∈R
{∆|β|+ p′λ(|βj |) = ٠ (٣ . ٨)

پس
است. اینفیمم به وضوح، که ͬ گیرد م β = ٠ نقطه در صفر مقدار تابع γ > ١ برای •

است. شده محقق پیوستگͬ بنابراین،
شود. استفاده زیرمشتق ها روش از باید و نیست مشتق پذیر pλ تابع ،γ = ١ برای •

از هستند عبارت β زیرمشتق های

∂|β| =


−١ β < ٠
{θ : θ ∈ [−١, ١]} β = ٠
١ β > ٠

به دست آید. β = ٠ نقطه در ͬ تواند م (−١) زیرمشتق مقدار کمترین به وضوح،
ͬ افتد. م اتفاق β = ٠ در حقیقت، در اینفیمم بنابراین،

زیرمشتق ها مفهوم حتͬ بنابراین، است، محدب نه و مشتق پذیر نه pλ ،γ < ١ برای •
γ < ١ با روش های که است شده مشخص عمل، در حال، این با ͬ کند. نم کم΄ͬ
رابطه در دقیق نگاه ΁ی ‐ است درک قابل شهودی به طور این نیستند. پیوسته
ͬ کند. م میل بی نهایت به جریمه مشتق ،β → ٠ وقتͬ که ͬ کند م مشخص (٣ . ٨)

شود. کمینه بتواند β = ٠ در (٣ . ٨) رابطه که ͬ رسد م به نظر بعید رو، این از
که مسئله ای است. جریمه تابع بودن محدب شود، گرفته نظر در باید که دی·ری مهم جنبه
بسیار مسائل، سایر حل شود. بهینه ͬ تواند م به آسانͬ شود، محدب جریمه تابع ΁ی شامل

هستند. محدب γ ≥ ١ با جریمه توابع تنها حالت، این در هستند. سخت تر
در تنهایی به جریمه ای تابع هیچ به وضوح شده اند. خلاصه ٣ . ١ جدول در اطلاعات این

دارد. را بودن تُنُک و پیوسته محدب، مزیت لاسو برآوردگر ͬ کند. نم صدق ͬ ها ویژگ همه
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جریمه توابع ͬ های ویژگ :٣ . ١ جدول
بریج رگرسیون

(ریج) (لاسو) مدل انتخاب
SCAD الاستی΁ نت γ > ١ γ = ١ γ < ١ ΁کلاسی
✓ ✓ ✓ ✓ ✓ تنکͬ
✓ ✓ ✓ نااریبی
✓ ✓ ✓ ✓ پیوستگͬ

✓ ✓ ✓ بودن محدب

جریمه نمودارهای
جریمه توابع ش΄ل شود، بریج رگرسیون ریاضیات دنیای وارد اینکه از قبل محقق ΁ی بهتراست
رفتار دادن توضیح در ش΄ل ها این کند. بررسͬ را γ مختلف مقادیر برای (٣ . ٣ (ش΄ل بریج

هستند. مفید بسیار بریج جریمه های
از بیشتر مختصات محورهای راستای در جهتͬ به جریمه ها که است بدیهͬ ،γ ≤ ١ برای •
مختصات از ی΄ͬ که جهت هایی به جریمه ها دی·ر، به عبارت ‐ دارند کشش جهت ها سایر
β تُنُک بردارهای به منجر جریمه ها بنابراین، ͬ شوند. م کشیده است، ΁کوچ آن ها

ͬ شوند. م
مختصات محورهای راستای در جهتͬ هم  به تمایل هنوز جریمه ها ١ < γ < ٢ برای •
بنابراین و نیستند گوشه دارای مختصات محورهای در توزیع ها به علاوه دارند. را

ͬ دهند. نم نتیجه را تُنُک جواب های
ͬ افتد، م اتفاق هنوز انقباض البته ندارد. کشش خاصͬ جهت هیچ به جریمه ،γ = ٢ برای •

نیست. مشخصͬ جهت در اما است شده ΁کوچ β بردار نرم زیرا
دی·ر، به عبارت دارد؛ کشش مختصات محورهای از دور جهت های به جریمه γ > ٢ برای •
مطلوب انقباضͬ زمینه در جریمه این به وضوح، است! بزرگ پارامترهای به علاقه اش

نیست.
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ͬ های منحن از ی΄ͬ ترسیم شده منحنͬ .β = (β١, β٢) بردار که حالتͬ در ،γ مختلف مقادیر برای بریج جریمه های :٣ . ٣ ش΄ل
هستند. |β١|γ + |β٢|γ تراز



۴٧ شده جریمه دوم توان های کمترین
بیزی رهیافت

است. ͬ بخش آگاه بسیار نیز شود، نگاه بیزی چشم انداز ΁ی از بریج رگرسیون به که این
پسین توزیع ل·اریتم ماکسیمم سازی به عنوان ͬ تواند م همچنین بریج جریمه کمینه سازی

به صورت که شود گرفته درنظر (β|Y)

(β|Y) ∼ C exp
(
− ١
N
||Y −Xβ||٢ − λ′

∑
|βj |γ

)
به صورت اگر بود خواهد مناسب تر بسیار است.

(β|Y) ∼ C exp
(
− ١

٢ ||Y −Xβ||٢ − λ
∑
|βj |γ

)
شود. نوشته

پسین٧ مد به نسبت پسین۶ میانگین از که است متداول بیزی، مطالعات در که کنید دقت
کم را چیزی کلیات از (تغییر) تعدیل این ببرند. بهره است)، شده استفاده اینجا در (که

ب·یرند. قرار λ و C دلخواه ثابت های درون ͬ توانند م تغییرات زیرا ͬ کند، نم
به صورت را پسین و پیشین توزیع های بیز، قضیه

f(β|Y) ∝ f(Y|β)π(β)

ϵ خطای اگر این، بر علاوه است. β پیشین توزیع π(β) = f(β) آن در که ͬ سازد م مرتبط
آن گاه باشد، شده توزیع نرمال به طور

f(Y|β) ∝ exp
(
− ١

٢ ||Y −Xβ||٢
)
.

به صورت β مولفه هر روی پیشین ها که ͬ شود م نتیجه ساده، جبر با
π(β) ∝ exp(−βγ)

شناخت و است شده رسم ۴ . ٣ ش΄ل در γ مقادیر از اندکͬ تعداد برای پیشین این هستند.
ͬ دهد. م نشان بریج رگرسیون کار روش درمورد ارزشمندی

است. ی΄نواخت پیشین دارای معمولͬ دوم توان های کمترین •
به نسبت β ΁کوچ مقادیر به بیشتری وزن  که ͬ شود م شامل را پیشینͬ بریج رگرسیون •

ͬ شود. م انقباض باعث موضوع، این که ͬ دهد م آن بزرگ مقادیر
تمایل متغیرها که معناست بدین و است صاف٨ تقریبا ماکسیمم در توزیع γ > ١ برای •

شوند. منقبض β = ٠ به است مم΄ن که آنجا تا ندارند
6Posterior mean
7Posterior mode
8Flat
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،β بزرگ مقادیر برای و ͬ شوند م منقبض پیشین، دم های ͬ یابد، م افزایش γ ͬ که هنگام •
کم مقادیر ،γ بزرگ خیلͬ مقادیر برای که حدی تا ͬ کند. م اضافه مدل درون را اریبی

ͬ شوند. م بزرگ مقادیر اما ͬ شوند نم منقبض اصلا β

نشان γ مختلف مقادیر برای بریج، رگرسیون در β روی π(β) پیشین بریج رگرسیون در β روی π(β) پیشین :۴ . ٣ ش΄ل
هر به ازای بریج رگرسیون واقعیت در ‐ آمده اند به دست λ ی΄سان مقدار ΁ی با همه نمودارها این که کنید توجه است. شده داده

ͬ کند م استفاده برازش بهینه سازی برای λ از متفاوتͬ مقدار از γ

متعامد طرح
طرح خاص حالت در را آن ها جریمه ها، این رفتار درباره بیشتر شناخت آوردن به دست برای

ͬ گیرند. م را (٣ . ٢) رابطه به صورت جریمه ها حالت، این در می΄نیم. بررسͬ متعامد
q(βj) =

١
N

(
β̂OLS
j − βj

)٢
+ λ|βj |γ

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد زیر موارد در تابع این رفتار ادامه، در
٠ < γ < ١ •

γ = ١ •
١ < γ < ٢ •

γ = ٠ •
γ > ٢ •
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عمل چنین نیز دی·ر خاص موارد برخͬ ͬ پذیرند. م را تحلیلͬ جواب های γ = ٢ و γ = ١ موارد
از آن ها برای راه حل ΁ی به عنوان که دارند ناخوشایند و گیر پا و دست جزئیات اما ͬ کنند م
۶ . ٣ و ۵ . ٣ ش΄ل های در بریج رگرسیون جریمه های برای یافته ها ͬ شود. م استفاده شبیه سازی

است. شده داده نمایش

به دست برآوردگرهای و بریج γ.جریمه های = ٠٫۵, ١, ١٫۵ برای آمده به دست برآوردگرهای و بریج جریمه های :۵ . ٣ ش΄ل
است. شده رسم ͽمرج به عنوان نقطه چین خط نمودار، هر در .γ = ٠٫۵, ١, ١٫۵ برای آمده

آن ها نتایج و ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد نمودارها از ΁ی هر ،۶ . ٣ و ۵ . ٣ ش΄ل های اساس بر
.λ̃ = λ/∆ نمادگذاری، ساده سازی برای و ∆ = ٢/N کنید فرض ͬ شود. م بیان

٠ < γ < ١
برای نیست. مم΄ن q(β) برای تحلیلͬ ͺپاس یافتن بازه، این در γ مقدار هر برای متاسفانه،
مشتق پذیر صفر، نقطه در اینکه به توجه با است. شده استفاده شبیه سازی از q رفتار بررسͬ
دارای همچنین q بزرگ، کافͬ به حد λ برای است. مبدا در کمینه دارای همیشه q نیست،
برای ۵ . ٣ ش΄ل در که ͬ شود م غیرخطͬ آستانه رفتار به منجر که است دی·ر کمینه نقطه ΁ی
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آمده به دست برآوردگرهای و بریج جریمه های .γ = ٢,٢٫۵ برای آمده به دست برآوردگرهای و بریج جریمه های :۶ . ٣ ش΄ل
است. شده رسم به عنوان نقطه چین خط نمودار، هر در .γ = ٢,٢٫۵ برای

با را متغیر انتخاب و است نااریب بزرگ β برای برآوردگر است. شده داده نمایش γ = ٠٫۵
ͬ کند. م اجرا موفقیت

γ = ١
حالت این در است. لاسو این،

q(βj) =
١
N

(
β̂OLS
j − βj

)٢
+ λ|βj |.

عبارت ͺپاس است. زیرمشتق ها از استفاده مستلزم مشتق ناپذیری تابع چنین کمینه سازی
از است

β̂
LASSO

= sgn(β̂
OLS

)
(
|β̂OLS| − λ̃

)
+

.x+ = max(x, ٠) آن در که
است بدیهͬ خیلͬ ۵ . ٣ ش΄ل از ͬ گویند. م نرم٩ آستانه آماری ادبیات در را تابع نوع این

ͬ کند. م اریب را بزرگتر β مقادیر برآورد لاسو چ·ونه

١ < γ < ٢
این در که ͬ دهد م نشان به وضوح، ۵ . ٣ ش΄ل دارد. تحلیلͬ ͺپاس اینجا در γ = ١٫۵ حالت
اندازه با β بزرگ مولفه های و ͬ  شوند م منقبض بزرگͬ اندازه با β ΁کوچ مولفه های ،γ از بازه

9Soft thresholding
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ͬ شوند. م منقبض کوچ΄تر

γ = ٢
حالت، این در است. ریج رگرسیون، این

q(βj) =
١
N

(
β̂OLS
j − βj

)٢
+ λ|βj |٢

از است عبارت به سادگͬ حالت، این در تحلیلͬ جواب
β̂ =

١
٢λ̃+ ١ β̂

OLS
.

هرچه متغیر جالت، این در ͬ کند؛ م اجرا را متناسب انقباض ریج، رگرسیون دی·ر، به عبارت
می شود. منقبض بیشتر باشد، بزرگتر

γ > ٢
ͬ شود. م رسم ͺپاس از نموداری و شده متوسل شبیه سازی به دی·ر ی΄بار حالت، این در

۶ . ٣ نمودار از که همان طور و ͬ شوند م حفظ β ΁کوچ مولفه های به وضوح حالت، این در
ͬ شوند. م منقبض β بزرگتر مولفه های ͬ آید، برم γ = ٢٫۵ به ازای

خلاصه
بر در را بزرگ هم و ΁کوچ مولفه های به لحاظ هم رفتارها از وسیعͬ بازه بریج، رگرسیون
ͬ افتد م اتفاق این آیا اینکه خیر. یا هستند آستانه حد از کوچ΄تر یا ΁کوچ مولفه های ͬ گیرد. م

.(γ > ١) نیست یا (γ ≤ ١) است تیز مبدا در جریمه آیا که دارد این به بستگͬ
به منجر کمتر تقعر دارد. بستگͬ تابع تقعر به آستانه حد از بیشتر مولفه های انقباض
مولفه های بیشتر انقباض به منجر بزرگ تقعر و ͬ شود م ΁کوچ مولفه های بیشتر انقباض

ͬ شود. م بزرگ

ریج رگرسیون درباره بیشتر نکات
(١٩٧٠) کنارد و هورل توسط بار اولین که است γ = ٢ با بریج رگرسیون ͽواق در ریج، رگرسیون
اگر کنند. حل را X ستون های در هم خطͬ مسئله کردند تلاش آن ها است. شده پیشنهاد
΁کوچ بسیار احتمالا X⊤X ماتریس دترمینان آن گاه باشند، داشته هم خطͬ X ستون های
X ماتریس ستون های آن لبه های که است متوازی السطوحͬ حجم دوم توان آن (زیرا، است
باشد. بزرگ ویژه مقدار تعدادی دارای احتمالا (X⊤X)−١ که است معنͬ بدین این هستند).
مولفه های دیدگاه از هستند β مولفه های واریانس های ویژه، مقادیر این زیرا است مش΄ل ساز این
مولفه های برخͬ راستای در واریانس که دارد این بر اشاره X⊤X ΁کوچ ویژه مقادیر اصلͬ،
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مسائل در مخصوصا مش΄ل این است. دشوار آنجا در مدل تعیین یعنͬ است، ΁کوچ اصلͬ
دهد. مͬ رخ بالا احتمال با است، سطر کمͬ تعداد و ستون زیادی تعداد دارای X که بالا، بعد

عبارت کردن کمینه با را مسئله این دارد قصد ریج رگرسیون
Q٢(β) =

١
٢ ||Y −Xβ||٢ + λ̃||β||٢

کند. حل
ی΄تاست. جریمه شده دوم توان های کمترین مسائل جواب های بین در معادله این برای ͺپاس
دادن قرار صفر برابر و گرفتن مشتق شود. نوشته بسته صورت به ͬ تواند م ͺپاس حالت، این در

ͺپاس به منجر
β̂
R
= (X⊤X+ λI)−١X⊤Y

از است عبارت شده نتیجه هʿت ماتریس ͬ شود. م
HR = X(X⊤X+ λI)−١X⊤ (٣ . ٩)

ͬ دهد. م افزایش را X⊤X ویژه مقادیر به آسانͬ، ریج رگرسیون شهودی، به طور
اتفاق آن چه از عمیق تری بسیار درک ŶR ویژه مقدار تجزیه گرفتن نظر در با ͬ توان م
است، X = UDV ⊤ برابر ،X ویژه مقدار تجزیه اینکه، به توجه با آورد. به دست ͬ افتد، م

نوشت ͬ توان م
ŶR = UDV ⊤(V DU⊤UDV ⊤ + λI)−١V DU⊤Y

= UDV ⊤(V D٢V ⊤ + λI)−١V DU⊤Y

= UD(D٢ + λI)−١DU⊤Y

=

p∑
j=١

uj

d٢
j

d٢
j + λ

u⊤
j y.

ͬ دهد م رابطه(١ . ١٠)،نتیجه معمولͬ دوم توان های کمترین در مشابه عبارت با این مقایسه
مولفه های حسب بر را Ŷ ابتدا ریج، رگرسیون معمولͬ، دوم توان های کمترین مانند دقیقا که
از ͬ کند. م ضرب d٢

j

(d٢
j+λ)

در را مولفه ها ،Ŷ فضای به بازگشت از پیش اما ͬ کند. م بیان Y اصلͬ
مقادیر با اصلͬ مولفه های همان راستای در را تصویر ریج، رگرسیون که ͬ رسد م به نظر رو، این
نیافته اند، انتشار مشاهدات که راستایی در مولفه های دقیقا این ها ͬ کند. م منقبض dj ΁کوچ
دی·ر، به عبارت ‐ است) کمتری واریانس دارای X که درامتدادی دی·ر، (به عبارت هستند
و است مش΄ل آن ها از استفاده با مستقیم خط ΁ی برازش که هستند مولفه هایی همان این ها

بود. خواهند بالایی واریانس دارای بنابراین،
غیر در که ͬ کند م منقبض محورها آن امتداد در دقیقا را تصویر ریج رگرسیون نتیجه، در

بود. خواهد بالا بسیار پیش·و متغیرهای واریانس صورت، این
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موثر پارامترهای تعداد آوردن به دست برای را ویژه مقدار تجزیه این ͬ توان م همچنین

به صورت ریج رگرسیون در (١ . ٢ . ٣ (تعریف
deffR = tr(H)

= tr

( p∑
j=١

uj

d٢
j

(d٢
j + λ)

u⊤
j

)

=

p∑
j=١

d٢
j

(d٢
j + λ)

دوم توان های کمترین برای پارامترها موثر عدد که است p از کوچ΄تر نتیجه این نوشت.
این وجود با حالت، این در مدل ساز خطای خوش بینͬ کاهش در رو، این از بود. معمولͬ

است. کرده عمل موفقیت با است، نشده کاسته غیرصفر پارامترهای تعداد از که واقعیت
دوم توان های میانگین دیدگاه (از بهتری برآورد به منجر رگرسیون که داد نشان ͬ توان م
(هورل ͬ شود م منتهͬ ΁کوچ کافͬ به اندازه λ به ازای معمولͬ دوم توان های کمترین از خطا)
را مدل کیفیت ͬ داری، معن به طور ͬ تواند م بزرگ خیلͬ λ انتخاب متاسفانه .(١٩٧٠ کنارد، و

دهد. کاهش

لاسو رگرسیون درباره بیشتری نکات
این با ندارد. بسته ش΄ل لاسو، برآوردگر و ندارد تحلیلͬ جواب های لاسو ریج، برخلاف •

داد. انجام لاسو متغیرهای مورد در استنباط هایی ͬ توان م هنوز وجود،
در پارامترها تعداد با dLASSO

eff که ب·وید به سادگͬ و  شود فریفته محققͬ است مم΄ن
برای جستجو نتوانسته آن زیرا است، ساده لوحانه بسیار این اگرچه، است. برابر مدل
تعداد که دادند نشان (٢٠٠٧) هم΄اران و ژو آورد. به حساب را صحیح متغیرهای

است. dLASSO
eff واقعͬ مقدار از نااریب برآوردگر ΁ی شده انتخاب متغیرهای

این، بر علاوه شود. محاسبه نسبی سهولت با ͬ تواند م رو، این از و است محدب لاسو، •
کمترین رگرسیون که کردند معرفͬ سریع تر حتͬ ال·وریتم ΁ی ،(٢٠٠۴) هم΄اران و افرون
΁ی با همچنین و است مفید خود به خودی ΁تکنی این ͬ شود. م نامیده (LARS) زاویه١٠

کند. پیدا را لاسو ͅ های پاس ͬ تواند م جزئͬ، تغییر
شروع خالͬ ͺپاس ΁ی با آن در که است پیشرو انتخاب به شبیه بسیار LARS روش
به بحث، آسان شدن برای ‐ ͬ کند م اضافه را Y ͺپاس با متغیر همبسته ترین و ͬ شود م
خلاف بر متغیر، این برای ضریب انتخاب روش در حال، این با ب·ویید. X١ متغیر آن

است پیشرو انتخاب روش
10Least Angle Regression (LARS)



مدرن متغیر انتخاب روش های ۵۴
توان های کمترین از استفاده با روش، ͬ ترین بدیه از را ضریب پیشرو، متغیر انتخاب ‐
این با شد خواهد Ŷ برآورد ΁ی به منجر راه این کرد. خواهد انتخاب معمولͬ دوم

هستند. ناهمبسته X١ متغیر با کلͬ به طور Y − Ŷ ͬ مانده های باق که ویژگͬ
Y بردار کردن تصویر با معمولͬ توان های کمترین که است آن رفتار، این دلیل
شده نتیجه ͬ مانده  باق رو، این از ‐ ͬ کند م کار X١ توسط شده تولید فضای روی

است. X١ بر عمود لزوما Y − Ŷ

رگرسیون، ͬ گیرد.این م دموکراتی΁ تر رهیافتͬ زاویه کمترین رگرسیون دی·ر، طرف از ‐
تولید باشد، نیاز که X١ متغیر مقدار از اندازه هر کردن اضافه با را ŶLA برآورد
کاراترین با ͬ اش همبستگ با برابر X١ با ŶLA همبستگͬ کند تضمین تا ͬ کند م
را فرآیند و ͬ شود م متوقف آن در که نقطه ای است. (X٢ (ب·ویید بعدی متغیر

ͬ کند. م تکرار (X٣ (ب·ویید بعدی متغیر همبسته ترین برای
(هنگامͬ است سازگار متغیر انتخاب خاص شرایط تحت که دادند نشان (٢٠٠۶) یو و ژائو •
برخͬ ͬ  کند). م پیدا ΁ی احتمال با را درست مدل ͬ کند، م میل بی نهایت به سمت n که
است. شده ابداع نباشد، برقرار شرط این آن ها، در که موقعیتͬ با مقابله برای روش ها

ͬ شود. م اشاره آن به ادامه در که است ͬ شده١١ تصادف لاسو روش ها، این از ی΄ͬ

خود واقعͬ ماهیت با بریج رگرسیون
برآوردگرهای سایر با رقابت در جریمه شده برآوردگر ΁ی به عنوان خودش ͬ تواند م بریج رگرسیون
اعتبارسنجͬ مانند روش هایی از استفاده با که است این منظور شود. استفاده جریمه شده
انتخاب را γ > ١ و λ پارامتر دو هر ͬ توان م دی·ر، معیارهای یا آن تعمیم یافته نوع یا متقابل
(١٩٩٨) فو کردند. معرفͬ را روش این بار اولین برای (١٩٩٣) فریدمن و فرانک ،ͽواق در کرد.
توجه با (که ͬ کند م عمل لاسو از بهتر اوقات گاهͬ که کرد بیان و کرد تحلیل را بریج عمل΄رد
سختͬ از مملو روش، این اما ͬ رسد). م به نظر منطقͬ است، بریج از زیرمجموعه لاسو آن که به
ابزار ΁ی به را یافته تعمیم متقابل اعتبارسنجͬ بریج، برآوردگرهای بودن غیرخطͬ زیرا است،

ͬ کند. م تبدیل λ و γ انتخاب برای نامناسب

SCAD ٣ . ١ . ٣
سه هر در هیچ΄دام بریج، جریمه های و ΁کلاسی مدل شد،روش های مطرح که همانطور
انحراف جریمه (٢٠٠١) لͬ و فن نتیجه، ΁ی به عنوان ͬ کنند. نم صدق جریمه تابع ویژگͬ
برآورده را شرط سه هر که دادند، پیشنهاد را (SCAD) شده١٢ کوتاه هموار به طور قدرمطلق

11Randomized LASSO
12Smoothly Clipped Absolute Deviation Penalty (SCAD)



۵۵ شده جریمه دوم توان های کمترین
SCAD به صورت جریمه تابع مشتق ͬ کند. م

p′λ(|β|) = λ

{
1|β|<λ̃ +

(aλ̃− |β|)+
(a− ١)λ̃ 1|β|>λ̃

}
(٣ . ١٠)

براوردگر است. سخت جواب یافتن به نحوی متعامد، طرح مورد در حتͬ ͬ شود. م تعریف
از است عبارت SCAD

β̂
SCAD

=


sgn(β̂

OLS
)
(
|β̂OLS| − λ̃

)
+
|β̂OLS| ≤ ٢λ̃

(a−١)β̂OLS−sgn(β̂
OLS

)aλ̃
(a−٢) ٢λ̃ < |β̂OLS| ≤ aλ̃

β̂
OLS |β̂OLS| > aλ̃

SCAD جریمه اساس بر که β روی بیزی پیشین و ٣ . ٧ ش΄ل در نتیجه این و SCAD جریمه
شده اند. رسم آمده اند، به دست

SCAD جریمه از که β روی پیشین وسط: .SCAD برای pλ جریمه بالا: SCAD برآوردگر و پیشین جریمه، نمودار :٣ . ٧ ش΄ل
است. شده رسم ͽمرج به عنوان است، β̂SCAD

= β̂
OLS نقطه چین خط .β̂SCAD ،SCAD برآوردگر پایین: است. شده نتیجه



مدرن متغیر انتخاب روش های ۵۶
΁کوچ مقادیر برای ͬ کند. م حل را لاسو اریبی ،SCAD چ·ونه که ͬ دهد م نشان ،٣ . ٧ ش΄ل
معمولͬ دوم توان های کمترین برآورد به اما ͬ کند، م منقبض میانگین به سمت را β برآوردگر ،β
ͬ کند، م حفظ را لاسو در شده مشاهده ماکسیمم تیزی SCAD بیزی، چارچوب در ͬ گردد. برم

ͬ یابد. م کاهش β بزرگ مقادیر برای اریبی، رو این از و ͬ دارد م نگه ثابت را دم ها اما
مش΄ل بسیار آن بهینه سازی رو، این از و نیست محدب که است این SCAD مش΄ل تنها

به صورت را زیر β٠ نقطه ΁نزدی موضعͬ خطͬ تقریب (٢٠٠٨) لͬ و ژو است.
pλ(|β|) = pλ(|β٠|) + p′λ(|β٠|)(|β| − |β٠|)

= p′λ(|β٠|)|β|+ ثابت
به صورت آن تکرار و β٠ منطقͬ شروع نقطه انتخاب با را (SCAD) ͬ توان م پس کردند. پیشنهاد

β̂
k+١

= argmin
β

( ١
N
||Y −Xβ||+

p∑
j=١

p′λ(|β̂kj |)|βj |
)

(برای است خوب معقولانه ای به طور شده فراهم اولیه برآوردگر توجهͬ، قابل به طور کرد. حل
کل به خوبی ال·وریتم، از گام ΁ی که است معلوم است)، آمده به دست لاسو از استفاده با مثال،
این در که داد نشان ͬ توان م معین، نظم شرایط تحت این، بر علاوه است. تکراری ال·وریتم
پیش گویی خاصیت دارای متغیر انتخاب رویه  ΁ی ͬ کند. م صدق پیش گویی خاصیت برآوردی
نیز (٢٠٠١) لͬ و فن کند. شناسایی را متغیرها واقعͬ و درست زیرمجموعه  بتواند اگر است

دادند. پیشنهاد SCAD برای موضعͬ دوم توان تقریب ΁ی
دو ،SCAD جریمه تابع ساختار در که ͬ شود م ناشͬ حقیقت این از اضافͬ پیچیدگͬ ΁ی
اعتبارسنجͬ روش های از استفاده با ͬ توانند م دو هر دارند. وجود a و λ نامشخص ثابت
(٢٠٠١) لͬ و فن عوض، در است. پیچیده بسیار محاسباتͬ، نظر از اما شوند برآورد متقابل

دادند: پیشنهاد a کردن ثابت برای را زیر بیزی استدلال
و دونوهو توسط که ͬ گویند م ١٣ کلͬ آستانه مقدار این به .λ =

√٢ log(p) دهید قرار •
بود. شده پیشنهاد (١٩٩۴) جانستون

باشد. aλ واریانس و صفر میانگین با نرمال پیشین دارای β کنید فرض •
به سادگͬ، کنید. محاسبه عددی گیری انتگرال با a مقدار هر برای را بیزی مخاطره •

از است عبارت بیزی مخاطره
E
{
L(β, β̂)

}
دهید. انجام p مقادیر از تعدادی برای را شبیه سازی •

شبیه مقدار این شبیه سازی، در و ͬ افتد م اتفاق a ≈ ٣٫٧ در مخاطره کمترین حالت ها، همه در
ͬ کند. م عمل متفابل اعتبارسنجͬ از آمده به دست a مقادیر به

13Universal thresholding



۵٧ شده جریمه دوم توان های کمترین

λ تنظیم کننده پارامتر انتخاب ۴ . ٣ . ١
شدت که دارند. λ تنطیم کننده پارامتر ΁ی است، شده مطرح تاکنون که روش هایی همه
اریبی‐واریانس طیف از نقطه ای چه در ͬ کند م مشخص نیز λ ͬ کند. م تنظیم را pλ جریمه
مجاز را پیچیده تر مدل های رو، این از و ͬ دهد م کاهش را جریمه ،λ ΁کوچ مقادیر دارد. قرار

ͬ دهد. م افزایش را واریانس اما میدهد کاهش را اریبی این ‐ ͬ داند م
تنظیم کننده پارامتر با مشخص روش ΁ی از آمده به دست مدل دهنده نشان M̂λ کنید فرض
محقق، ΁ی وظیفه باشد. Λ برای مم΄ن پارامترهای همه مجموعه Λ کنید فرض و باشد λ

مم΄ن مدل های همه مجموعه بین از (بهترین) مدل ΁ی }انتخاب
M̂λ;λ ∈ Λ

}
ͬ شود. م مطرح آن، انجام برای روش هایی بخش، این در است.

تعمیم یافته متقابل اعتبارسنجͬ و متقابل اعتبارسنجͬ
است. تعمیم یافته متقابل اعتبارسنجͬ و متقابل اعتبارسنجͬ ،λانتخاب برای رهیافت رایج ترین
است. شده پر λ برای شده تعیین قبل از گسسته مقادیر از تعدادی با Λ مجموعه موثری به طور
زیر به صورت که است شده گرفته به کار متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز مقادیر، این از ΁ی هر برای

است. شده تعریف
مساوی دسته یا Kقسمت به T مدل ساز مجموعه متقابل] اعتبارسنجͬ [امتیاز .٣ . ١ . ٢ تعریف
T به ،λ تنظیم کننده پارامتر با مدل وقتͬ y شده برازش مقدار نمایش برای ͬ شود. م تقسیم
امتیاز سپس، ͬ شود. م استفاده Ŷ −k(i),λ نماد از شده، برازش iام داده شامل قسمت منهای

از است عبارت متقابل اعتبارسنجͬ
CV(f̂) =

١
N

N∑
i=١

L
(
Yi, Ŷ

−k(i),λ
)

انتخاب کند، تولید را متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز کمترین که λ ∈ Λ مقدار سرانجام،
ͬ شود. م

که است، مم΄ن تعمیم یافته متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز کردن محاسبه موارد، برخͬ در
و گلوب ریج، رگرسیون خاص حالت برای مثال، برای دارد. نیاز کمتری محاسبه به معمولا
دقیقا تعمیم یافته متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز کردن کمینه که دادند نشان (١٩٧٩) هم΄ارن

ͬ کند. م کار متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز کردن کمینه به خوبی
GCV(f̂) = N

||Y −HRY||٢
(١− tr(HR))٢

معبار این است. (٣ . ٩) معادله در شده تعریف ریج برآورد برای هʿت ماتریس HR آن در که
ͬ شود. م محاسبه متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز از آسان تر بسیار



مدرن متغیر انتخاب روش های ۵٨
پایدار انتخاب

مجموعه اعضای بین از را مدل ΁ی متقابل، }اعتبارسنجͬ
M̂λ;λ ∈ Λ

}
که است مم΄ن زیرا نباشد، رهیافت بهترین است مم΄ن راه این حال، این با ͬ کند، م انتخاب

نباشد. مجموعه این در حتͬ مدل، بهترین
آشفته را داده م΄ررا روش این است. بوت استرپ روش یادآور تاحدودی پایدار، انتخاب
ͬ کند. م جستجو را دارند حضور شده نتیجه مدل های از بزرگͬ سهم در که متغیرهایی و ͬ کند م
شده اند. انتخاب M̂stable نهایی، مدل از بخشͬ دادن ش΄ل برای که هستند متغیرهایی این ها
اندازه به داده ها از تصادفͬ نمونه ΁ی I کنید فرض انتخاب). (احتمال های ٣ . ١ . ٣ تعریف
جای·زینͬ بدون که است) x با مساوی یا کوچ΄تر صحیح عدد بزرگترین ⌊x⌋ (که باشد ⌊n/٢⌋
روی λ تنظیم کننده پارامتر با روش ΁ی از استفاده نتیجه M̂λ(I) کنید فرض شده اند. انتخاب

باشد. I داده های
شود، انتخاب متغیر این اینکه احتمال دهید. قرار مدنظر را مسئله در k متغیر هر اکنون

λ̂∏به صورت

k
= P

(
k ⊆ M̂λ(I)

)
است. شده گرفته I مم΄ن زیرنمونه های همه روی P احتمال ͬ شود. م داده  نشان

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت پایدار مدل اکنون،
به صورت M̂stable پایدار مدل پایدار). (مدل ۴ . ٣ . ١ تعریف

M̂stable =
{
k : max

λ∈Λ

∏̂λ

k
≥ π

}
است. برش مقدار ΁ی (٠ < π < ١) π آن در که ͬ شود م انتخاب

احتمال با که آن هایی و ͬ شود م حفظ انتخاب بالای احتمال با متغیرهای دی·ر، به عبارت
ͬ شوند. م حذف مدل از ͬ شوند، م انتخاب پایین،

ذکر شایان دادن، انجام از قبل حال، این با ͬ ماند. م باقͬ Λ و π انتخاب چ·ونگͬ بحث
انتخاب های برای نتایج که دادند نشان تجربی به طور (٢٠١٠) بولمن و مینشاوسن که است

است. متفاوت کمͬ ،π ∈ (٠٫۶, ٠٫٩) برش بازه در معقول
یابد. کاهش V ١۴ خانواده هر خطای نرخ تا ͬ شود م تلاش ،π انتخاب در

مزاحم متغیرهای تعداد به عنوان ،V خانواده، خطای نرخ خانواده). خطای (نرخ ۵ . ٣ . ١ تعریف
مدل در که است متغیرهایی تعداد دی·ر، به عبارت است. شده تعریف M̂stable در شده انتخاب

ͬ گذارند. نم تاثیر Y روی بر ولͬ شده اند انتخاب موردنظر
14Per-family error rate



۵٩ پیشرفت ها
روش که است متغیرهایی کل تعداد ،qΛ ،Λ انتخاب بازه .(Λ انتخاب (بازه ۶ . ٣ . ١ تعریف
را Λ مجموعه در مقدار هر مدل، که به طوری است زیرنمونه هایی از انتخاب به قادر پیشنهادی

کند. اختیار
qΛ = E

(∣∣∣ ∪λ∈Λ M̂λ(I)
∣∣∣)

.
باشد. ساده نسبتا باید Λ به qΛ دادن نسبت مدل، برازش برای شده استفاده روش به بنا
کوچ΄ترین ،λmin اگر بنابراین است، کمتر متغیرهای به معنͬ کوچ΄تر λ لاسو، برای مثال، برای

است. M̂λ
min مدل در متغیرها تعداد ،ͽواق در ،qΛ باشد، Λ عضو

خانواده هر در خطا نرخ ،(٢٠١٠ بولمن، و (مینشاوسن مشخص پذیره های تحت .٣ . ١ . ١ قضیه
به صورت

E(V ) ≤ ١
٢π − ١

q٢
Λ

p
(٣ . ١١)

است. مدل در حاضر متغیرهای کل تعداد p آن، در که است کران دار
متغیرها کل تعداد کاهش و π آستانه افزایش با که ͬ کند م پیش بینͬ قضیه تعجب، کمال با
مزاحم متغیر ΁ی انتخاب احتمال کند، انتخاب را متغیر qΛ است مم΄ن که مدل هایی در

ͬ کند. م پیدا کاهش
برای (٣ . ١١) رابطه از سپس و شود تعیین π و qΛ از ی΄ͬ که است این این جا در ΁تاکتی
استفاده خانواده، هر در خطا نرخ انتظار مورد مقدار آوردن به دست به منظور دی·ری تعیین
(و qΛ آن، با متناظر سپس و شود داده قرار π = ٠٫٩ که است این متداول، رهیافت ΁ی شود.

شود. تعیین (Λ بنابراین،
هزینه برازش، برای شده استفاده خاص روش موارد، بعضͬ در که کنید دقت همچنین
مقادیر زیاد تعداد برای پایدار انتخاب روش از استفاده جهت، این از و دارد بالایی محاسباتͬ
ام΄ان  پذیر Λ = λ دادن قرار و λ مقدار ΁ی انتخاب حالتͬ، چنین در ͬ شود. م غیرعملͬ λ

ͬ باشد م موفق بسیار روش این دادند نشان تجربی به طور (٢٠١٠) بولمن و مینشاوسن است.
(یعنͬ افتد اتفاق برازشͬ بیش مقداری که باشد شده انتخاب λ طوری مقدار ΁ی که شرطͬ به

باشد). بزرگ خیلͬ M̂λ مدل که به طوری

پیشرفت ها ٣ . ٢
مطرح تاکنون که روش هایی در بسیاری پیشرفت های شده اند، انجام تاکنون که مطالعاتͬ در
ͬ شود: م مطرح روش دو ادامه، در ͬ شود. م دیده غیراستاندارد، حالت با رویارویی برای شدند،
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.(٢٠٠٨ ال وی، و (فن (SIS) مطمئن١۵ مستقل غربال گری ،(٢٠٠۵ هیستͬ، و (ژو الاستی΁ نت
(کاندس دنزینگ انتخاب گر و (٢٠٠۶ (ژو، سازوار لاسو موضوع، این با ارتباط در دی·ر، برخͬ

هستند. (٢٠٠٧ تائو، و

نت ΁الاستی ‐ همبسته متغیرهای با رویارویی ٣ . ٢ . ١
پیشنهاد زیر مسئله دو برای راه حلͬ به عنوان را الاستی΁ نت برآوردگر (٢٠٠۵) هیستͬ و ژو

کردند.

تعداد ،n که به طوری نیست متغیر n از بیش با مدل ΁ی ساخت به قادر هیچ گاه لاسو، . ١
بزرگتر بسیار ،p مسئله، بعد اگر .(٢٠٠۴ هم΄اران، و (افرون است دسترس در داده های
ده از کمتر اساس بر ژن هزاران آن در که ΁ژنتی تحلیل های در مثال، (برای باشد n از

باشد. ساز مش΄ل ͬ تواند م این آمده اند)، به دست می΄روآرایه، آزمایش
(یعنͬ ͬ دهد نم انجام را متغیر انتخاب اما است بزرگتر مدل های انتخاب به قادر ریج

نیست). تُنُک

ی΄ͬ بالایی، احتمال با لاسو باشد، همبسته متغیرهای از تعدای شامل مدل، ΁ی اگر . ٢
این کاربردی، مسئله های از بسیاری در ͬ گ زینند. برم را همبسته متغیرهای این از
متغیر هر که دارد احتمال بالا، بسیار بعد با مدل های در مثال، به عنوان است. مطلوب
که است بهتر حالت، آن در باشد. داشته همبستگͬ مزاحم، متغیر تعدادی با دار معنͬ

شود. انتخاب متغیر ͬ دارترین معن فقط
این به که باشد مش΄ل ساز کاربردی مسئله های در ͬ تواند م موضوع این وجود، این با
مطالعات در مثال، به عنوان هستند. گروه ΁ی از همبسته متغیرهای که است دلیل
همبسته به شدت ͬ کنند، م تنظیم را خاصͬ ΁متابولی مسیر ΁ی که ژن هایی ΁ژنتی
مدل در آن ها همه باید دهد، قرار تاثیر تحت را ͺپاس ،΁متابولی مسیر اگر و هستند
به تمایل درحقیقت، ͬ دهند. نم نشان خود از را رفتار این ریج، باشند. داشته وجود
را متغیر انتخاب ریج چند هر دارند. مدل ΁ی در ی΄دی·ر با همبسته متغیرهای انتخاب

ͬ دهد. نم انجام

در را ی΄دی·ر با همبسته متغیرهای بتواند هم و است تُنُک هم که است جریمه ای یافتن هدف،
دهد. قرار گروه ΁ی

همبسته متغیرهای به نسبت جریمه شده دوم توان های کمترین رفتار به اختصار ادامه، در
ͬ شود. م بررسͬ

15Sure Independence Screening (SIS)
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همبسته متغیرهای

رفتار نحوه بررسͬ برای تحلیلͬ جواب های از (١٩٩۶) تیبشیرانͬ و (٢٠٠۵) هیستͬ و ژو
تحلیل های کردند. استفاده همبسته متغیرهای با رویارویی در ریج و لاسو جواب  مسیرهای
LASR ال·وریتم معرفͬ با (٢٠٠۴ هم΄اران، و (افرون ͬ شود. م متغیره دو حالت به محدود آن ها
همبسته متغیرهای از گروه ΁ی بین از را متغیر ΁ی فقط لاسو چرا که کردند ارائه بینش این
همبسته ͬ شود، م اضافه LARS مسیر به گروه در متغیر بهترین وقتͬ ،ͽواق در ͬ کند. م انتخاب

است. بعید همبسته گروه در ͬ مانده باق متغیرهای با ͬ مانده ها باق بودن
ͺپاس ͬ شود. م ارائه لاسو جریمه تابع حسب بر رفتار این از هندسͬ توضیح ΁ی ادامه، در

به صورت را جریمه شده دوم توان های کمترین مسئله

β̂ = argmin
β
||Y −Xβ||٢ +

p∑
i=١

λp(|βi|)

برای مسئله این (٢٠٠۴ ون دن برگ، و (بوید محدب بهینه سازی نظریه ب·یرید.براساس درنظر
است ی΄سان زیر بهینه سازی مسئله با t مقادیر برخͬ

β̂ = argmin
β
||Y −Xβ||٢ such that

p∑
i=١

p(|βi|) ≤ t.

شود. گرفته درنظر لاگرانژ ضریب ΁ی به عنوان ͬ تواند م λ فرمول بندی، اولین در
معمولͬ دوم توان های کمترین برآورد به ام΄ان حد تا ͬ کند م تلاش بهینه سازی مسئله این
اشتراک در ͺپاس بنابراین، ͬ ماند. م باقͬ محدودیت درون که درحالͬ شود ΁نزدی β̂OLS

تراز ها این صورت گرفت. خواهد قرار ∑p
i=١ p(|βi|) = t با متناظر تراز و ||Y −Xβ||٢ ترازهای

ب·یرید. نظر در را
بیضͬ) مرکز (یعنͬ، کمینه و هستند بیضͬ ||Y −Xβ||٢ ثابت ترازهای که است بدیهͬ •

است. β از معمولͬ توان های کمترین برآورد به وضوح،
جریمه برای دارد. بستگͬ شده، استفاده جریمه نوع به ∑p

i=١ p(|βi|) ≤ t ثابت ترازهای •
مختصات محور مبدا آن ها، مرکز که هستند دایره هایی ترازها ،(p(|β|) = |β|٢) ریج
آن ها مرکز که هستند الماس١۶هایی ترازها (p(|β|) = |β|) لاسو، جریمه برای و است

هستند. مختصات محور مرکز
شده است. داده نمایش ٣ . ٨ ش΄ل در مفاهیم این

کنید توجه ابتدا ͬ شود. م مطرح بیشتری جزئیات با ||Y−Xβ||٢ ترازهای هندسه اکنون،
||Y −Xβ||٢ = Y⊤Y − ٢Y⊤Xβ + β⊤X⊤Xβ.

16Diamond
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جریمه دوم توان های کمترین شده. محدود بهینه سازی مسئله ΁ی به عنوان شده جریمه دوم توان های کمترین :٣ . ٨ ش΄ل
توان های کمترین برآورد (در هستند ||Y−Xβ||٢ ترازهای نقطه چین خطوط شده. محدود بهینه سازی مسئله ΁ی به عنوان شده
ͽتقاط در ͅ ها پاس هستند. t معین ثابت ΁ی در ریج و لاسو جریمه توابع ترازهای ممتد، خطوط و شده اند) مرکزی معمولͬ، دوم

ͬ افتد. م اتفاق ترازها

ͬ دهد م نتیجه ͬ ها بیض هندسه است. X واریانس‐کوواریانس ماتریس ،X⊤X که کنید دقت
ماتریس این ویژه مقادیر با معکوس به طور بیضوی ترازهای بزرگ) (قطر بلند شبه‐محور که

دارند. ارتباط
بیضͬ، ΁ی کلͬ ش΄ل ͬ شود. م کوتاهͬ اشاره ͬ ها بیض هندسه به بهتر، درک راستای در

به صورت
AX٢ + ٢BXY + CY ٢ + ٢DX + ٢FY +M = ٠

به صورت شود)، داده تعمیم بالاتر بعدهای به ͬ تواند م (که ماتریسͬ ش΄ل به که شوند نوشته
X⊤AX+ ٢J⊤X+M = ٠

که به طوری شوند نوشته

A =

A B

B C

 J =

D
F

 .

به صورت و شود قطری سازی باید A ماتریس گام، اولین در
A = PD٢P⊤

.P⊤P = PP⊤ = I و است قطری ماتریس ΁ی D که شود نوشته
دوران با معادل (که X̃ = P⊤X که ͬ شود م تعریف X̃ جدید مختصات سیستم ΁ی سپس،
ویژه مقادیر با یعنͬ، ب·یرید، قرار بیضͬ مختصات راستای در تا است مختصات محورهای
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به صورت را بیضͬ ͬ توان م .(A ماتریس

X̃⊤D٢X̃+ ٢J⊤P X̃+M = ٠
که ͬ شود م نتیجه مربع، کردن کامل برای کرد. )بازنویسͬ

DX̃+D−١J⊤P
)٢
− P⊤JD−٢J⊤P +M = ٠.

آن گاه، .X̃ = X̂ −D−٢J⊤P که ͬ شود م تعریف X̂ جدید مختصات سیستم ΁ی سرانجام،
به صورت )بیضͬ

DX̂
)٢

= ثابت
روی مقادیر معکوس با برابر ،ͽواق در بیضͬ، شبه‐محورهای که ͬ دهد م نتیجه به سادگͬ که

ͬ باشد. م A ماتریس ویژه مقادیر که است D ماتریس قطر
تعریف در نرمال سازی شرایط کنید فرض ͬ شود. م گرفته نظر در متغیره دو حالت اکنون،

به صورت واریانس‐کوواریانس ماتریس هستند، برقرار (١ . ٢ . ١)

X⊤X =

١ ρ

ρ ١


از عبارتند ماتریس این ویژه مقادیر است.
١ + ρ و ١− ρ

با بیضͬ، (قطرهای) محورهای نیمه و
١

١ + ρ
و ١

١− ρ
هستند. متناسب

بیشتر بیضͬ اگر ،(ρ→ (یعنͬ، ͬ شوند م همبسته بیشتر متغیرها که است معنͬ بدین این
کشیده تر شود. بیشتر و

ͬ  های بیض نتیجه در و همبسته متغیرهای با رویارویی در ریج و لاسو رفتار درک اکنون،
است. آسان تر کشیده، خیلͬ

‐ ͬ شود م متورم بیضͬ با برخورد برای محدب) به  شدت تابع هر ،ͽواق در (یا ریج •
ͬ شود. م شامل را متغیر دو هر و ͬ افتد م اتفاق محورها از دورتر ͺپاس بنابراین،

ͬ شود. نم متورم بیضͬ با برخورد برای دی·ر) مقعر جریمه هر (یا لاسو •
خواهد متورم بیضͬ خود زیرا ͬ کند، نم ایجاد تفاوتͬ این ناهمبسته، متغیرهای حالت در
.(٣ . ٨ ش΄ل در مثال، (برای ͬ کند م انتخاب را متغیر هردو زیاد به احتمال لاسو، و شد
بستگͬ و بود خواهد کشیده خیلͬ نیز بیضͬ باشند، همبسته متغیرها اگر حال، این با

کرد. خواهد انتخاب را همبسته متغیرهای از ی΄ͬ لاسو بیضͬ، شیب به
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برای ریج و لاسو بالا همبستگͬ با متغیر دو برای ریج و لاسو نمودار :٣ . ٩ ش΄ل
||Y − Xβ||٢ ترازهای نقطه چین خطوط .(ρ = −٠٫٩٩) بالا همبستگͬ با متغیر دو
انتخاب را متغیر دو هر شامل جوابی و ͬ شود م متورم بیرون به سمت ریج هستند.
مورد این (در ͬ کند م انتخاب را متغیر دو از ی΄ͬ فقط و ͬ شود نم متورم لاسو، ͬ کند. م

.( β١

است. شده داده نمایش ٣ . ٩ ش΄ل در بالا همبستگͬ حالت در پدیده، این
برای شده استفاده X طرح ماتریس زیرا است گمراه کننده کمͬ ٣ . ٩ ش΄ل که کنید توجه

ͬ کند. نم صدق ١ . ٢ . ١ تعریف نرمال سازی شرط های در آن تولید
یادآوری کند، صدق نرمال سازی شرط در X ماتریس که است ضروری چرا اینکه درک برای

که است آن مستلزم متغیره دو حالت در نرمال سازی شرایط که ͬ شود م

X⊤X =

١ ρ

ρ ١
 .

ویژه بردارهای ͬ گیرد. م قرار بیضͬ محور راستای در ماتریس آن ویژه بردار های هم چنین،
محورها با درجه ۴۵ زاویه در بیضͬ بنابراین و هستند (١−,١)⊤ و (١, ١)⊤ خاص، ماتریس این
شود. موازی لاسو، جریمه تابع با دقیقا ͬ تواند م بیضͬ، که است بدین معنͬ این ͬ گیرد. م قرار

ببینید. را شود نتیجه ͬ تواند م که نموداری برای را ٣ . ١٠ ش΄ل
است مم΄ن لاسو برای ͺپاس تعدادی که ͬ  سازد م بدیهͬ حالت این در را آن ،٣ . ١٠ ش΄ل
خاص حالت این ͬ شوند. م شامل را β٢ و β١ پارامتر دو هر آن ها، بیشتر و باشد داشته وجود
ͬ دارد. برم همبسته متغیرهای گروه از ی΄ͬ لاسو، که دانست استثنا ΁ی ͬ توان م را بعد دو در

شود. استفاده X نرمال‐نشده ماتریس از است بهتر ،ͽتقاط نقطه دادن نشان برای
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در X ماتریس که ͬ دهد م نشان موقعیتͬ در را ٣ . ٩ ش΄ل X ماتریس شده نرما ل سازی حالت در ٣ . ٩ ش΄ل :٣ . ١٠ ش΄ل
شامل آن ها بیشتر که دارد وجود لاسو برای مم΄ن  ͅ پاس چندین است، بدیهͬ ͬ کند. م صدق ١ . ٢ . ١ تعریف در نرمال سازی شرایط

هستند. متغیر دو هر

جریمه تابع که است این همبسته متغیرهای گروه انتخاب برای لازم شرط ΁ی بنابراین،
باشد. محدب١٧ اکیدا باید

ͺپاس
مقدار به ازای بریج رگرسیون از استفاده با ͬ تواند م مسئله این که ͬ رسد م به نظر اول، نگاه در
جدول در که همان طور حال، این با هستند. محدب اکیدا توابع این ‐ شود حل ١ < γ < ٢

است. تُنُک γ ≤ ١ برای فقط بریج، رگرسیون شد، مشاهده ٣ . ١
به صورت ریج و لاسو از خطͬ ترکیب ΁ی از استفاده (٢٠٠۵) هیستͬ و ژو

pλ(|β|) = λ١|β|+ λ٢|β|٢ (٣ . ١٢)
نامیدند. الاستی΁ نت را آن که کردند پیشنهاد را

الاستی΁ نت برآوردگر و جریمه تابع ش΄ل ͬ شود. م محاسبه ریج و لاسو نتایج از به راحتͬ ͺپاس
مبدا در گوشه ها دارای هنوز جریمه تابع که کنید توجه است. شده داده نشان ٣ . ١١ ش΄ل در
نتیجه را نظر مورد ویژگͬ دو هر که است چیزی همان این است. محدب اکیدا اما است،

ͬ دهد. م
آستانه به دنبال ریج انقباض انجام با معادل الاستی΁ نت که ͬ کند م مشخص ٣ . ١١ ش΄ل

17Strict convexity



مدرن متغیر انتخاب روش های ۶۶

اثر پایین: متغیره). دو حالت (در ساده الاستی΁ نت جریمه ترازهای بالا: الاستی΁ نت برآوردگر ترازهای :٣ . ١١ ش΄ل
متعامد. طرح حالت در ساده الاستی΁ نت

به را محقق زیرا ͬ کند، م تولید زیر‐بهینه نتایج مضاعف١٨ انقباض این متاسفانه است. لاسو
ͬ دهد. م سوق واریانس اریبی، موازنه از دورتر خیلͬ

نامیدند ساده١٩ الاستی΁ نت را شده مطرح روش (٢٠٠۵) هیستͬ و ژو نتیجه، ΁ی به عنوان
به صورت تصحیح شده برآوردگر ΁ی و

β̂
Elastic

= (١ + λ٢)β̂
Naiveelastic

برخͬ در و است انقباض ها از برخͬ ندادن انجام اثر دارای ،١ + λ٢ عامل کردند. پیشنهاد
.(٢٠٠۵ هیستͬ، و (ژو است کاربردی به شدت راه حل ها

مطمئن مستقل غربال گری ‐ بالا بسیار بعد مسائل با رویارویی ٣ . ٢ . ٢
به حدی X ورودی بردارهای آن در که مسائلͬ یعنͬ بالا، بسیار بعد مسائل بخش، این در
مطرح نیستند، مدل برازش به قادر شده اند بحث تاکنون که روش هایی حتͬ که هستند بزرگ

18Double-shrinkage
19Naive elastic net



۶٧ پیشرفت ها
از عبارتند دلایل ͬ ترین بدیه از مورد دو بیافتد. اتفاق دلیل چند به ͬ تواند م این ͬ شود. م

ͬ انجامند. م به طول بالا بسیار بعد فضاهای در معمولا محدب بهینه سازی ال·وریتم های •

از تعدادی که ͬ شود م محتمل بسیار ͬ یابد، م افزایش زیاد بسیار متغیرها تعداد وقتͬ •
΁ی کدام اینکه دانستن .(٢٠٠٨ ال وی، و (فن بود خواهند همبسته ی΄دی·ر با متغیرها
همبسته Y با فریبنده به طور فقط متغیرها کدام و ͬ گذارند م اثر Y بر واقعا متغیرها از

ͬ سازد. م کمتر تشخیص پذیری٢٠ با مدل موضوع، این است. سخت بسیار هستند،

ببینید. را (٢٠٠۶) لͬ و فن و (٢٠٠٠) ال وی و فن بالا، ابعاد مسائل از کامل تر بحث ΁ی برای
هʿرس٢١ برای سریع و ساده رهیافت ΁ی (٢٠٠٨ ال وی، و (فن مطمئن مستقل غربال گری
΁کوچ به  حدی شده، نتیجه مدل سپس است. بالا بسیار بعد مسائل در متغیرهای از برخͬ

دهد. اجازه را مطرح شده روش های کاربرد که است

پایه ای SIS
به سادگͬ، است. ساده فریبنده ای به طور مطمئن مستقل غربال·ری در استفاده شده روش
کنید فرض ͬ تر، رسم به طور ͬ کند. م انتخاب را همبسته اند Y ͺپاس با به شدت که متغیرهایی

ω = X⊤Y

شده اند، استاندارد باشد صفر میانگین شان اینکه تضمین برای Y و X ستون های که آن جایی از
متغیر درحقیقت، SIS پس ͬ شود. م دی·ر متغیر با متغیر هر همبستگͬ شامل موثری به طور ω

باشد. ω مولفه های بالاترین بین ωi اگر ͬ کند م انتخاب را i
΁ی دارد. بستگͬ محقق ΁ی اهداف به ͬ شود، م انتخاب مدل در که متغیرهایی تعداد
قلمرو داخل را پیشنهادی مدل تا بماند باقͬ متغیر n − ١ تا که است این معقول پیشنهاد

ͬ کند. م وارد کلاسی΁ تر روش های
را مطمئن غربال گری ͬ های ویژگ SIS که است شده داده نشان ساده اش، ظاهر برخلاف
توسط شده انتخاب Mγمدل کنید فرض و باشد مدنظر واقعͬ ⋇Mمدل کنید فرض داراست.

ͬ شود م اثبات است. SIS

P (M⋇ ⊂Mλ)→ ١ as n→∞ (٣ . ١٣)

ببینید. را (٢٠٠٨) ال وی و فن (٣ . ١٣) نتیجه اثبات مشاهده برای
20Identifiablity
21Pruning



مدرن متغیر انتخاب روش های ۶٨
(ISIS) م΄رر SIS

اگر بخورد ش΄ست است مم΄ن SIS

گرفته درنظر متغیرها دی·ر با ترکیب در وقتͬ (یعنͬ است همبسته٢٢ تواما Y با متغیر ΁ی •
خیلͬ خودش، (یعنͬ است ناهمبسته حاشیه ای به طور اما ͬ گذارد) م اثر ͺپاس روی شود،
و ͬ دهد نم رتبه کافͬ به اندازه متغیر به SIS حالت، آن در گذاشت). نخواهد اثر ͺپاس بر

ͬ گذرد. م آن از به سادگͬ
ب·یرید درنظر را XJ+١ ،. . . ،X١ متغیر J + ١ شامل واقعͬ مدل ΁ی مثال، ΁ی به عنوان

از است عبارت واقعͬ مدل کنید تصور .Cov(Xi, Xj) = ρ که به طوری
Y = X١ + · · ·+XJ − JρXJ+١.

حال، این با ͬ گذارد. م اثر Y بر به شدت Xj+١ باشد، بزرگ J اگر است بدیهͬ

Cov(XJ+١, y) =
J∑

i=١
Cov(XJ+١, Xi)− Cov(XJ+١, JρXJ+١) = ٠

خواهد قرار آخر رتبه در ذخیره متغیرهای فهرست در را مهم متغیر این SIS رو، این از
داد!

Y با واقعا که متغیرهایی دی·ر با ͬ اش همبستگ به توجه با تنها ساختگ٢٣ͬ متغیر ΁ی •
دی·ر از بالاتر است مم΄ن فریبنده، متغیرهای این است. همبسته Y با همبسته اند،

ب·یرند. رتبه واقعͬ متغیرهای
به طوری ب·یرید درنظر را X٢ و X١ ،X٠ متغیر سه شامل واقعͬ مدل مثال، ΁ی به عنوان

از است عبارت واقعͬ مدل کنید تصور است. ناهمبسته دی·ر متغیر دو با X٠ که
Y = ρX٠ +X١ +X٢

که به طوری است همبسته X٢ و X١ با که کنید تصور را ،X٣ چهارم، متغیر اکنون
پس، است. ناهمبسته X٠ با اما Cov(X٣, X١) = Cov(X٣, X٢) = ρ

Cov(X٠, Y ) = ρ

Cov(X٣, Y ) = Cov(X٣, X١ +X٢) = ٢ρ
X٣ ،SIS بنابراین است. همبسته Y با X٠ از بیشتری شدت با ساختگͬ، همبسته ،X٣

داد. خواهد رتبه X٠ از بالاتر را
22Jointly correlated
23Spurious variable



۶٩ پیشرفت ها
روش است.این شده طرح مش΄لات این بر غلبه به دنبال که است روشͬ (ISIS) م΄رر SIS

پیشنهاد (٢٠٠٩) هم΄اران و فن در بهبود یافته نسخه ΁ی و (٢٠٠٨) ال وی و فن در بار اولین
ͬ شود. م بیان دومͬ ادامه، در است. شده

کنید. شروع متغیر p شامل بالا بسیار بعد مسئله ΁ی با . ١
مجموعه A١ < P کنید فرض کنید. انتخاب را متغیرها این از تا k١ ،SIS از استفاده با . ٢

باشد. متغیرها این
استفاده متغیرها این از زیرمجموعه ΁ی انتخاب برای دی·ر) مشابه روش هر (یا لاسو از . ٣

کنید فرض کنید.
M١باشد. متغیرها، از شده نتیجه مجموعه •

باشد. β̂M١ شده، برازش ضرایب بردار •
دهید. نشان xi,M١ نماد با را M١هستند عضو که xi زیر‐بردار مولفه های •

کمیت و کنید نگاه است، نشده M١انتخاب مجموعه در که j متغیر هر به . ۴

L٢
j = min

βM١ ,βj

١
n

n∑
i=١

L(Yi, x
⊤
i,M١βM١ +Xijβj)

است ساده بسیار حقیقت، در اما ͬ رسد، م ترسناک به نظر کمیت، این کنید. محاسبه را
ͬ دهد: م انجام را زیر کارهای و

ͬ گیرد. م درنظر j متغیر M١و در متغیرها همه شامل مدل ΁ی •
ͬ کند. م پیدا مدل آن برای را err کمینه •

مدل به L٢
j کمیت M١ در متغیرها آن به همراه j متغیر «اگر ͬ پرسد م موثری، به  طور

شود؟» کم err است توانسته چه قدر باشد، شده اضافه
دهید. قرار A٢ مجموعه در را آن ها و کنید انتخاب را L٢

j مقدار کمترین با j متغیرهای . ۵
دی·ر) مشابه روش هر (یا لاسو از استفاده با و ب·یرید درنظر A٢∪M١را مجموعه اکنون . ۶
M٢ را متغیرها از شده انتخاب مجموعه کنید. انتخاب متغیرها این از زیرمجموعه ΁ی

بنامید.
کنید. M٢استفاده M١از به جای و بازگردید ۴ گام به . ٧

قبل از تعداد شامل مجموعه ΁ی به Mlیا =Ml−١ تا شود تکرار آن قدر ͬ تواند م ال·وریتم این
را k١ = ⌊٢d/٣⌋ (٢٠٠٩) هم΄اران، و فن کند. پیدا دست d متغیرهای از مشخص شده  ای



مدرن متغیر انتخاب روش های ٧٠
تکرار بار دو حداقل ISIS که کند تضمین تا kr = d − ||Mr−١|| آن از پس و کردند انتخاب

ͬ شود. م
ͬ کند؟ م مقابله SIS ͬ های کاست با ISIS چ·ونه

محتمل بسیار باشد، نداشته بالایی خیلͬ رتبه ISIS اول مرحله در متغیر ΁ی اگر حتͬ •
باشد. همبسته تواما Y با ͬ  که در صورت شود، انتخاب بعدی مرحله در است

م·ر شد نخواهد انتخاب متغیر آن باشد، همبسته Y با به شدت متغیر ΁ی اگر حتͬ •
که مثالͬ در بنابراین دهد. بهبود را مدل پیش·ویی دقت توجهͬ قابل به طور اینکه
زیرا شود انتخاب که است بعید نیز X٣ شده اند، انتخاب X٢ و X١ وقتͬ شد، مطرح
انتخاب X٠ تا ͬ دهد م اجازه موضوع این داد. نخواهد بهبود را مدل توجهͬ قابل به طور

شود.

ISIS مختلف انواع
از مورد دو خلاصه خیلͬ به طور شده اند. انجام ISIS عمل΄رد بهبود برای متعددی تلاش های

ͬ شوند: م بیان ادامه در آن ها،
با رویارویی برای راهͬ به عنوان متغیرها تبدیل که کردند پیشنهاد (٢٠٠٨) ال وی و فن •
ساله ها ١٨ و ٩ ،٢ به مربوط w٣ و w٢ ،w١ وزن های مثال، برای شود. استفاده همبستگͬ
متغیرهای گرفتن نظر در با دارد. وجود مثبت همبستگͬ آن ها بین است بدیهͬ باشند.

کرد. تضعیف ملاحظه ای قابل به طور را همبستگͬ ͬ توان م w٣ − w٢ و w٢ − w١ ،w١

کردند: پیشنهاد را زیر روش (٢٠٠٩) هم΄اران و فن •
کنید. تقسیم قسمت دو به تصادفͬ به طور را داده n ‐

از مجموعه دو که کنید اجرا قسمت هر در داده ها برای را ISIS یا SIS جداگانه به طور ‐
داد. خواهد نتیجه را A٢ و A١ متغیرهای

ͬ کنند م صدق ((٣ . ١٣) (رابطه مطمئن غربال گری ویژگͬ در مجموعه ها این دو هر ‐
با هستند. مدل در به درستͬ که بود خواهند زیادی متغیرهای شامل رو، این از و
نیستند، موردنظر مدل در که زیادی متغیرهای شامل همچنین آن ها حال، این
مجموعه ها این برای (FDR) ٢۴ اشتباه کشف نرخ دی·ر، (به عبارت بود خواهند نیز

بود). خواهد بالا
مجموعه ‐

A = A١ ∪ A٢
24False Discovery Rate (FDR)



٧١ پیشرفت ها
هچنان اما ͬ کند م صدق مطمئن غربال گری ویژگͬ در نیز مجموعه این بسازید. را

بود. خواهد ٢۵ اشتباه مثبت های شامل کمتر خیلͬ
ͬ شود. م داده ارجاع (١٣٩٧) کاظمͬ به علاقه مند خواننده ،SIS روش درباره

شده تصادفͬ لاسو ‐ نظم شرایط در ͬ ها ناتوان با رویارویی
ͬ کند م انتخاب را متغیرها سازگار به طور صورتͬ در  فقط لاسو، که دادند نشان (٢٠٠۶) یو و ژو
در مسئله این برای حل راه ΁ی (٢٠٠۶) ژو کند. صدق نمایش ناپذیری شرط در مدل که
و مینشاوسن به بنا اینجا، در کرد. یشنهاد پاست، مرحله ای دو فرآیند ΁ی که سازوار، لاسو
این ͬ شود. م گرفته نظر در ͬ شده، تصادف لاسو نام به جای·زین ال·وریتم ΁ی (٢٠١٠) بولمن
متغیر، انتخاب برای باشد، شده نقض نمایش ناپذیری شرط اگر حتͬ ͬ اش، سادگ برخلاف روش

است. سازگار
β مولفه هر برای λ تنظیم کننده پارامتر تغییر درحقیقت، ͬ شده، تصادف لاسو اصلͬ ایده

است.
و کنید انتخاب ال·وریتم) (ضعف α ∈ (٠, ١] مقدار ΁ی شده). تصادفͬ (لاسو ٣ . ٢ . ١ تعریف
برآوردگر باشند. k = ١, . . . , p برای ،[α, ١] در هم توزیع و مستقل متغیرهای Wk کنید فرض

از است عبارت شده تصادفͬ لاسو

β̂
LASSO,λ,W

= arg min
β∈Rp

||Y −Xβ||٢٢ + λ

p∑
k=١
|βk|
Wk

منطقͬ شد، خواهد منجر بهبود ΁ی به ی΄نواخت به طور تصادفͬ انحراف این اینکه به امید البته،
این با نیست. مفید خیلͬ ͬ شده تصادف لاسو شود، گرفته به کار بار ΁ی اگر ،ͽواق در و ‐ نیست
انتخاب اغلب که متغیرهایی برای جستجو و ͬ شده تصادف لاسو باره چندین به کارگیری حال،

است. پرقدرت بسیار فرآیند ΁ی ͬ رسد م به نظر شده اند،

25False positive





۴ فصل
گروهͬ متغیر انتخاب روش های

اساس بر ΁کلاسی متغیر انتخاب روش های شد، اشاره پیشین فصل های در که همان طور
از (١٩٧٨ (شوارتز، BIC و (١٩٧۴ ،΁آکائي) AIC ،(١٩٧٣ (مالو، Cp‐مالو مانند معیارهایی
لاسو ،(١٩٩۶ فریدمن، و (فرانک بریج به ͬ توان م منظم سازی، اساس بر اخیر روش های
هیستͬ، و (ژو الاستی΁ نت و (٢٠٠۴ پنگ، و فن ٢٠٠١؛ لͬ، و (فن SCAD ،(١٩٩۶ (تیبشیرانͬ،
گروه) از (خارج جداگانه به صورت متغیرها انتخاب به منظور روش ها این کرد. اشاره (٢٠٠۵

شده اند. طراحͬ
انتخاب جای به متغیرها از گروهͬ انتخاب لزوم ANOVA مانند مطالعات از برخͬ در
΁ی در β بالا بعد پارامتر بردار ΁ی کاربردی، مسائل این در دارد. وجود تکͬ به صورت متغیرها
{١,٢, . . . , p}اندیس های مجموعه از افزار ΁ی که Gq و . . . ،G٢ ،G١ گروه های از رگرسیون، مدل

دی·ر، به عبارت است. شده ساخته هستند،
∪q
j=١ Gj = {١,٢, . . . , p} و Gj ∩ Gk = ϕ j ̸= k.

به صورت ،β پارامتر بردار بنابراین،
βG = (βG١ , . . . ,βGq

)⊤ βGr
= {βr; r ∈ Gr} (١ . ۴)

هستند. موهومͬ متغیرهای گروهͬ، ساختار چنین برای مثالͬ از مهم خانواده ΁ی است.
نظر در Xp و . . . ،X٢ ،X١ پیش گوی متغیر p و Y حقیقͬ‐مقدار ͺپاس متغیر مثال، به عنوان
ی΄ͬ با که هستند ۴ ‐سطحͬ Xjها و (Xj ∈ X) دارد تعلق X مجموعه به Xj هر که ب·یرید

٧٣



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٧۴
نیاز پارامتر ٣ به اصلͬ، اثر مدل بندی برای بنابراین، شده اند. کدگذاری  {١,٢,٣,۴} اعضای از
و است تا ٩ پارامترها، تعداد باشد، داشته وجود مدل در اول مرتبه متقابل اثر اگر است.
به صورت گروهͬ ساختار ،β بردار برای شده بیان نمادگذاری گرفتن درنظر با ترتیب. به همین
اصلͬ اثر ترتیب، همین به و است |βG١ | = ٣ با βG١ با متناظر X١ متغیر اصلͬ اثر است: زیر
΁ی این، بر علاوه است. j = ١, . . . , p به ازای ،|βGj

| = ٣ با βGj
با متناظر Xj متغیرهای سایر

است. |βGp+١ | = ٩ با βGp+١ با متناظر X٢ و X١ از اثرمتقابل
ͬ دار معن علمͬ، نظر از که قبلͬ اطلاعات و دانش اساس بر مدل به ͬ تواند م گروه بندی
مسیر به متعلق ژن های ژن ها، تحلیل در مثال، به عنوان شود. اضافه هستند، منطقͬ و
نشان گرهای ،΁ژنتی مطالعات در شوند. نظر در گروه ΁ی به عنوان ͬ توانند م مشابه، بیولوژی΄ͬ
ساختارهای گرفتن نظر در گرفت. نظر در گروه ΁ی به عنوان ͬ توانند م مشابه، ژن های از ژنتی΄١ͬ

است. مطلوب داده هایی، چنین تحلیل در گروهͬ
یا باشند ͬ دار معن علمͬ، دیدگاه از است مم΄ن گروه هر درون متغیرهای موقعیت، به بنا
وجود تکͬ متغیر انتخاب به علاقه مندی معمولا نباشند، ͬ دار معن به تنهایی، آن ها، اگر نباشند.
به تنهایی متغیرها اگر اما ͬ شود. م گروهͬ انتخاب به معطوف کاملا، محقق، هدف و ندارد
تک به  طور بااهمیت متغیرهای متغیرها، گروهͬ انتخاب کنار در باید آن گاه باشند، ͬ دار معن
متغیر ΁ی اگر مثال، برای ͬ شود. م تعبیر دو‐سطحͬ انتخاب به آن از که انتخاب نیز تک به 
در متغیرها شود، داده نمایش گسسته مجموعه ΁ی یا پایه ها از مجموعه ΁ی اساس بر پیوسته
تکͬ اعضای انتخاب حالت، این در و ͬ کنند م پیروی مصنوعͬ ساختار ΁ی از گروه، از خارج
نشان گرهای و ژن ها به مربوط مثال های در اما، نیست. محقق علاقه مورد معمولا، گروه ها،
برای دارد. اهمیت متغیرها، گروهͬ انتخاب اندازه به درست متغیرها تکͬ انتخاب ژنتی΄ͬ،
شده گروه بندی ژن های برای را بیولوژی΄ͬ متفاوت نقش های Gq و . . . ،G١ کنید فرض مثال،
گروه بندی ژن های و ژن ها بین ارتباط یافتن باشد. خاص بیماری ΁ی ،y ͺپاس و ͬ دهند م نشان
نشان گر٢ تابع های از گروه ΁ی مانند مثال ها، سایر در است. موردنظر هدف بیماری، با شده
عمل، در دارد. بستگͬ بررسͬ مورد مسئله به متغیرها، تکͬ انتخاب گروهͬ، متغیر ΁ی برای
علوم مطالعات در آماری روش های و مهندسͬ زیستͬ، علوم در معمولا گروهͬ ساختارهای

ͬ شوند. م مشاهده اقتصادی
است. «΁کوچ n بزرگ، p» مسئله برای کارآمد رهیافت ΁ی (١٩٩۶ (تیبشیرانͬ، لاسو
بیان گذاری نماد اساس بر دی·ر، به عبارت کرد. استفاده «گروهͬ» حالت در را لاسو ͬ توان م

تابع حالت، این در لاسو شده،
∥∥y −XGβG

∥∥٢
٢ + λ

q∑
i=١
|βGi
|

اساس بر که است ماتریسͬ XG و βG = (βG١ , . . . ,βGq
)⊤ گروه ها، تعداد q که ͬ کند م کمینه را

1Genetic markers
2Indicator function



٧۵ گروهͬ لاسو
XGβG =

∑q
k=١

∑pi
j=١ βkjXi(kj) iام، مشاهده به ازای است بدیهͬ است. شده نویسͬ دوباره گروه ها،

هم چنین .|βGi
| =

∑pi
j=١ |βj | آن گاه ،βGi

= {βr, r ∈ Gi} = (β١, . . . , βpi)⊤ کنید فرض اگر و
است. منظم سازی پارامتر ΁ی λ ≥ ٠

وقتͬ کند. عمل به خوبی ͬ تواند م ͬ کنند، م رفتار تنهایی به که متغیرهایی برای لاسو
k کنید فرض مثال، به عنوان کند. کار خوب ͬ تواند نم لاسو باشند، شده گروه بندی متغیرها،
آن جایی از و ͬ کند م صفر را ام k گروه با متناظر ضریب فقط لاسو، باشد، بی اهمیت گروه امین
با ͽواق در لاسو، باشند. صفر باید گروه این ضرایب تمام است، بی اهمیت گروه، امین k که
انجام تکͬ متغیرهای قدرت اساس بر را انتخاب و ͬ کند م برخورد تکͬ متغیرهای مشابه گروه ها
گروه، اعضای است بهتر گروهͬ، حالت های برای بنابراین، گروه ها. قدرت اساس بر تا ͬ دهد م

شوند. انتخاب و منقبض ی΄دی·ر با
گرفته اند. انجام متغیرها از مهم گروه های انتخاب به منظور بسیاری مطالعات راستا، این در
گروهͬ، لاسو کردند. معرفͬ را گروهͬ LARS و گروهͬ لاسوی روش های (٢٠٠۶) لین و یوآن
دارند ارتباط متغیرها از گروهͬ با ضرایب از L٢ نرم ΁ی آن در که است لاسو از ساده تعمیم ΁ی
گروهͬ متغیر انتخاب همزمان به طور تا نیست قادر روش، این است. جریمه تابع مولفه  که
رو، این از نیست. مطلوب مسائل، از بسیاری در موضوع، این حتͬ دهد. انجام را مجزا و
گروهͬ بریج روش و گرفتند نظر در را دوسطحͬ انتخاب مسئله ،(٢٠٠٩) هم΄اران و هوانگ

کردند. پیشنهاد را

گروهͬ لاسو ١ . ۴
در تنکͬ ایجاد مطلوب، هدف اغلب پارامترها، بردار برای گروهͬ ساختار با مدل ها برآورد در
غیرصفر باید مولفه ها همه یا صفر باید β̂Gj

مولفه های همه حالت، این در است. گروه ها ͹سط
به صورت (٢٠٠۶ لین، و (یوان گروهͬ لاسو جریمه از استفاده با هدف این باشند.

λ

q∑
j=١

mj

∥∥∥βGj

∥∥∥٢ (٢ . ۴)

در را تعادل ،mj ضریب است. (L٢) اقلیدسͬ استاندارد نرم ∥·∥٢ آن در که است دست یافتنͬ
به صورت معمولا و دارند متفاوتͬ خیلͬ اندازه های گروه ها که ͬ کند م ایجاد حالت هایی

mj =
√
Tj

واسط حد جریمه، تابع این ͬ دهد. م نشان را |βGj
| اندازه Tj آن در که ͬ شود م گرفته نظر در

اقلیدسͬ نرم  که آنجا از است. ریج رگرسیون در L٢ جریمه و لاسو رگرسیون در L١ جریمه میان
در را تُنُکͬ رویه، این باشند، صفر آن مؤلفه های همه که است صفر زمانͬ تنها βG بردار ΁ی
مقادیر بعضͬ برای که معنͬ این به ͬ کند. م تقویت متغیرها تک تک و گروهͬ ͹سط دو هر



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٧۶
قرار صفر برابر را βGj

بردار ضریب مثال، به عنوان ͬ تواند م λ مشخص تنظیم کننده پارامتر ،λ
١ با برابر گروه ها همه اندازه اگر ͬ شود. م حذف شده برازش مدل از jام گروه بنابراین دهد.

ͬ شود. م تبدیل لاسو به روش این باشد،
تابع گروهͬ، لاسوی

||y −XGβG ||٢٢ + λ

q∑
j=١

mj

∥∥∥βGj

∥∥∥٢

کمینه ΁ی موضعͬ، کمینه هر است، محدب تابع، این اینکه، به توجه با ͬ کند. م کمینه را
دادند. ارائه آن ͺپاس یافتن برای راه  حلͬ (٢٠٠۶) لین و یوآن که است نیز مطلق

مرکزی ͺپاس و پیش گو متغیرهای است بهتر مسئله، کلیت دادن دست از بدون البته،
برآورد زمان در و ͬ کنند م رفتار واحد، ΁ی مثل متغیرها، از گروه هر صورت، این در شوند.
مشخص مدل ها این در گروهͬ ساختار مزیت اهمیت، با متغیرهای انتخاب و رگرسیونͬ ضرایب

ͬ شود. م
انتخاب برای لاسو از تعمیمͬ به عنوان (١٩٩٩) باکین توسط ابتدا گروهͬ، لاسو رهیافت
و یوان کرد. ارائه نیز محاسباتͬ ال·وریتم ΁ی آن برای که شد پیشنهاد متغیرها گروه های
و (ژائو پیش·وها گروه های هم پوشانͬ ام΄ان اخیرا دادند. توسعه را باکین کار (٢٠٠۶) لین
(لین دارد وجود تُنُک افزودنͬ مدل های برازش برای روش هایی با ارتباط و (٢٠٠٩ هم΄اران،
این مجانبی ͬ های ویژگ (٢٠٠٨) هوانگ و ژانگ .(٢٠٠٨ هم΄اران، و راوی΄ومار ٢٠٠۶؛ ژانگ، و

کرده اند. بررسͬ را برآوردگر
لاسو برآوردگر از بهتر شرایطͬ، چه تحت که است این گروهͬ لاسو درباره ساده سوال ΁ی
تنکͬ مفهوم که است شده داده ͺپاس (٢٠١٠) ژآنگ و هوانگ توسط سوال این ͬ کند. م عمل
و شدید گروهͬ تنکͬ تحت گروهͬ لاسو که دادند نشان آن ها کرد. معرفͬ را گروهͬ شدید

دارد. برتری لاسو بر گروهͬ، تنکͬ ویژه مقدار شرط مانند دی·ری، خاص شرایط

گروهͬ بریج
ͬ توانند م کم΄ͬ متغیرهای که گرفتند نظر در را رگرسیونͬ مسئله های (٢٠٠٩) هوانگ و بریهینͬ
تشخیص به خوبی را مهم گروه های انتخاب که بودند علاقه مند آن ها باشند. شده گروه بندی
آن ها کردند. تعریف دوسطحͬ انتخاب به عنوان را آن و دهند انجام گروه ها، این مهم اعضای
شده ساخته گروه ها L٢ نرم های از (٢٠٠۶ لین، و (یوآن گروهͬ لاسو جریمه تابع کردند ذکر
ͬ کند م اعمال گروه ها درون به ریج رگرسیون مانند انقباضͬ ͬ شوند م باعث نرم ها این که است
͹سط در را متغیر انتخاب گروهͬ، لاسو است. تُنُکͬ اثر دارای گروه ها، بین در که درحالͬ

کند. انتخاب تک، به تک به طور را داده ها ͬ تواند نم اما ͬ دهد م انجام گروهͬ
ͬ گیرد م به کار گروه ها درون را L١ نرم بریج جریمه (٢٠٠٩ هم΄اران، و (هوانگ گروهͬ بریج



٧٧ گروهͬ جریمه شده روش های ساختار
تابع گروهͬ، بریج ͬ کند. م اجرا را متغیر انتخاب گروهͬ و تکͬ ͹سط دو هر در تنکͬ ایجاد با و

||y −XGβG ||٢٢ + λ

q∑
j=١

cj

∥∥∥βGj

∥∥∥γ١ (٣ . ۴)

متفاوت بعد های که هستند ثابت هایی ها mj و جریمه پارامتر ،λ > ٠ که ͬ کند م کمینه را
جا، این در باشد. cj ∝ |Gj |١−γ ͬ تواند م ساده انتخاب ΁ی ͬ کند. م تعدیل را βGj

بردارهای
زیرمجموعه ΁ی که دارد اجازه آن ها اجتماع و باشند داشته هم پوشانͬ ͬ توانند م Gj گروه های
در که متغیرهایی بنابراین، باشد. برابر ∪q

i=١Gi با نباید لزوما و باشد مجموعه ها همه از مناسب
ساختار آن جایی که از ͬ شوند. نم جریمه نیست، مناسب مجموعه زیر آن در اما هستند، ∪q

i=١Gi
ام΄ان  پذیر تابع این جریمه قسمت در فقط  ͬ هم پوشان دارد، نمود جریمه تابع در فقط گروهͬ،
این با متناظر ضریب آن گاه باشد، داشته تعلق گروه دو به متغیر ΁ی اگر مثال، برای است.

است. شده ظاهر بار دو جریمه در متغیر،
ͬ شود. م تبدیل معمولͬ بریج به گروهͬ بریج آن گاه |Gi|؛ = ١  ،١ ≤ q ≤ به ازای که هنگامͬ
͹سط در را متغیر انتخاب ͬ تواند م که یود خواهد لاسو جریمه همان بریج جریمه ،γ = ١ وقتͬ
همزمان، به طور ͬ تواند م (٣ . ۴) گروهͬ بریج معیار ،٠ < γ < ١ به ازای دهد. انجام تکͬ

کند. انتخاب گروهͬ، و تکͬ ͹سط دو در را متغیرها

گروهͬ جریمه شده روش های ساختار ٢ . ۴
دارند. λβγ مانند صورتͬ جریمه ها هستند. جریمه مشتق به وابسته ضرایب، بر جریمه اثر
ریج، جریمه ͬ یابد. م افزایش β افزایش با آن جریمه میزان بنابراین ،γ = ٢ ریج رگرسیون در
ضرایبی به اما ͬ کند م جریمه را صفر به ΁نزدی ضرایب صفر) ΁نزدی (تقریبا کمͬ خیلͬ مقدار
ثابت جریمه میزان γ؛ = ١ لاسو در ͬ کند. م اعمال بزرگͬ جریمه های دارند، بزرگͬ مقدار که
،β شدن بزرگتر با اما است صفر به ΁نزدی زیادی میزان به جریمه میزان γ = ١٢ اگر است.

ͬ یابد. م کاهش
را (۴ . ۴) هدف تابع گروهͬ، لاسو صدق کنند، نرمال سازی شرابط در داده ها که حالتͬ در

ͬ کند م کمینه
١

٢n ||y −Xβ||٢ + λ

q∑
j=١
√
pj ||βj ||, (۴ . ۴)

تابع کردن کمینه با گروهͬ، بریج برآورد است. آن کمینه β و
١

٢n ||y −Xβ||٢ + λ

q∑
j=١

pγj ||βj ||
γ١ , (۵ . ۴)

است. γ = ١/٢ دارای گروهͬ بریج ͬ شود م فرض ادامه، در ͬ شود. م نتیجه



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٧٨

و گروهͬ لاسو روش های با متغیره دو گروه ΁ی بر شده اعمال جریمه های :١ . ۴ ش΄ل
گروهͬ بریج

بریج و گروهͬ لاسو روش های با متغیره دو گروه ΁ی بر شده اعمال جریمه های ١ . ۴ ش΄ل
احتمال ͬ رسد، م لبه یا نقطه ΁ی به جریمه جایی که که کنید توجه ͬ دهد. م نشان را گروهͬ
تُنُکͬ ͬ رسند، م صفر نقطه به که جریمه هایی همه باشد؛ تُنُک مقداری ͺپاس که دارد وجود این
ͬ دهد. م اجازه را سطحͬ دو انتخاب و گروهͬ بریج فقط اما ͬ کنند، م ایجاد را گروهͬ ͹سط در

گروهͬ بریج و گروهͬ لاسو برای موضعͬ مختصات کاهش ال·وریتم
از بار هر در تکͬ پارامتر ΁ی به نسبت را هدف تابع ΁ی مختصات٣، کاهش ال·وریتم های
قدرت اخیرا، برسد. هم·رایی به تا ͬ کند م بهینه پارامترها همه درمیان تکراری چرخه ΁ی
بسیاری توجه مورد جریمه شده رگرسیون مسائل بهینه سازی برای مختصات کاهش ال·وریتم های

است. گرفته قرار محققان از
است: زیر به صورت گروهͬ (LCD) موضع۴ͬ مختصات کاهش ال·وریتم روند

کنید. انتخاب β̃ = β(٠) اولیه، برآورد ΁ی . ١
کنید. به روزرسانͬ زیر صورت به را پیش گو متغیرهای . ٢

کنید. به روزرسانͬ را b̃٠ (a)
کنید. به روزرسانͬ را β̃j ، j ∈ ١, . . . , J برای (b)

کنید. تکرار هم·رایی به رسیدن تا را ٢ مرحله . ٣
کردند. به روزرسانͬ را ٢a مرحله در مبدأ از عرض ،(٢٠٠٩) هوانگ و بریهینͬ ابتدا در
X ماتریس ،X−٠ آن در که است ỹ = y−X−٠β̃−٠ ،β̃٠ به روزرسانͬ برای جزئ۵ͬ ͬ مانده های باق
کنند، صدق نرمال سازی شرایط در ͬ داده ها وقت کنید، (دقت است مبدا از عرض ستون بدون

3Coordinate descent algorithm
4Local Coordinate Descent (LCD)
5Partial residuals



٧٩ گروهͬ جریمه شده روش های ساختار
خطͬ رگرسیون جواب β̃٠ شده به روز مقدار رو، این از ندارد). وچود مدل در مبدا از عرض

بنابراین، است، ساده
β̃٠ ←−

X⊤٠ ỹ
X⊤٠ X٠ =

١
n
X⊤٠ ỹ.

کارایی که کردند استفاده β̃٠ به روزرسانͬ برای ͬ مانده ها باق با هم ارز رهیافت ΁ی همچنین آن ها
به روزرسانͬ r̃ = y −Xβ̃ متداول ͬ مانده های باق از گرفتن بهره با را β̃٠ آن ها دارد. بیشتری

به صورت به روزرسانͬ ،ỹ = r̃ +X٠β̃٠ که آن جایی از کردند.
β̃٠ ←−

١
n
X⊤٠ r̃ + β̃٠ (۶ . ۴)

n و X⊤٠ r̃ محاسبه برای کار n دارد: نیاز کار ٢n تنها به روش این در β̃٠ به روزرسانͬ ͬ شود. م
ضمن، در دارد. نیاز کار n × (p − ١) به ỹ آوردن به دست مقابل، در .r̃ به روزرسانͬ برای کار

از است عبارت به روزرسانͬ مرحله وزن۶ͬ، تکراری بهینه سازی روش در
β̃٠X⊤٠ Wr̃

X⊤٠ WX٠ + β̃٠ (٧ . ۴)
ادامه، در دارد. بستگͬ جریمه ها نوع به ٢b گام در β̃j به روزرسانͬ دارد. کار ٣n به نیاز که
بحث مورد گروهͬ، بریج و گروهͬ لاسو گروهͬ، مختلف جریمه های برای به روزرسانͬ مراحل

ͬ گیرد. م قرار

گروهͬ بریج
است: زیر به صورت گروهͬ بریج برای موضعͬ مختصات کاهش ال·وریتم

عبارت (١٩٩۶ (تیبشیرانͬ، لاسو ͺپاس ،λ|β| شود، اعمال پارامتر ΁ی به λ|β| جریمه وقتͬ
از است

β =
S( ١

nX⊤y, λ)

١
nX⊤X

= S(
١

nX⊤y, λ),

به صورت مثبت c برای (١٩٩۴ جانستون، و (دونهو نَرم٧ آستانه عمل·ر S(z, c) آن در که

S(z, c) =


z − c, z > c,

٠, |z| ≤ c,

z + c, z < −c .

به عنوان جریمه ،β̃j پیرامون اول مرتبه تیلور سری تقریب گرفتن نظر در با ͬ شود. م تعریف
آن در که  است، متناسب λ̃jk|βjk| با تقریبا βjk از تابعͬ

λ̃jk = λγK
γ
j ||β̃j ||

γ−١. (٨ . ۴)
6Iteratively reweighted optimization
7Soft threshold



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٨٠
شده زده تقریب به خوبی خطͬ تابع ΁ی توسط جریمه آن در که موضعͬ ناحیه در رو این از
k ∈ ١, . . . , pj برای λ̃jk نَرم آستانه برش بر مبتنͬ ساده به روزرسانͬ گام های از ٢b گام است،

دی·ر، به عبارت ͬ شود. م تش΄یل
β̃jk ←− S(

١
nx⊤

jkr̃
+ β̃jk, λ̃jk) (٩ . ۴)

وزن ها، اساس بر یا

β̃jk ←−
S( ١

nx⊤
jkWr̃

+ ١
nx⊤

jkWxjkβ̃jk,λ̃jk)

١
nx⊤

jkWxjk

. (١٠ . ۴)

β̃j = ٠ در λ̃jk و نیست مشتق پذیر همه جا بریج جریمه که است این گروهͬ بریج در مش΄ل
ͬ کند. م درست جریمه با اساسͬ مش΄ل خودش هم، صفر است. نشده تعریف y < ١ برای
این رو، از و است گروهͬ بریج جریمه برای موضعͬ کمینه ΁ی صفر ،λ مثبت مقدار هر برای

ͬ کند. م پیچیده را بهینه سازی
صفر از دور بسیار اولیه مقداری با که کردند انتخاب آن ها مش΄ل، این بر آمدن فائق برای
نگاه صفر در را β̃j آن، از بعد برسد، صفر به تکرار حین در نقطه ای هر در β̃j اگر کنند. شروع
قتͬ هستند،و غیرصفر ͽواق در که گروه هایی که است این ͬ آید م وجود به که اش΄الͬ ͬ دارند. م
مش΄ل این با مقابله برای دی·ری رهیافت های ͬ شوند. م حذف مدل از ͬ شود، م هم·را جواب
بهره جستن از این اگرچه، ،(٨ . ۴) در β̃j به ΁کوچ ثابت ΁ی کردن اضافه مانند دارند، وجود
کاهش بزرگ تُنُک مسائل برای را محاسباتͬ کارایی به شدت و ͬ کند م ممانعت تُنُکͬ از ال·وریتم

ͬ دهد. م

گروهͬ لاسو
باهم همه یا گروهͬ متغیرهای که ͬ هایش ویژگ اینکه به توجه با گروهͬ لاسو در به روزرسانͬ
انتخاب (٢٠٠٩) هوانگ و بریهینͬ است. پیچیده تر بسیار ͬ شوند، نم صفر اصلا یا ͬ شوند م صفر
اگر (٢) ،β̃j = ٠ آیا که شود ΁چ (١) کنند: به روزرسانͬ گام دو در را ٢b گام β̃j که کردند
اجرا شرط این تحت (١) گام کنند. به روزرسانͬ را β̃jk ،k ∈ ١, . . . , pj برای آن گاه β̃j ̸= ٠

اگر تنها و اگر β̃j ̸= ٠ که ͬ شود م
١
n
||X⊤

j r̃ +X⊤
j Xjβ̃j || >

√
pjλ (١١ . ۴)

بار اولین و هستند مسئله این برای (KKT) کاروش‐کوهن‐تاکر٨ شرط های بالا شرط های
که حرکتͬ از بیش تر جریمه افزایش بدون نتواند βj اگر شدند. ذکر (٢٠٠۶) لین و یوان توسط
از است. موضعͬ کمینه صفر پس کند، حرکت صفر از به دور هرجهتͬ در دهد بهبود را برازش

است. سراسری ی΄تای کمینه کننده هم صفر است، محدب گروهͬ لاسو جریمه که آن جا
8Karush-Kuhn-Tacker



٨١ ΁لجستی رگرسیون برای گروهͬ لاسو
این غیر در ͬ گذرند. م و ͬ دهند م قرار را β̃j = ٠ آن ها پس نباشد، برقرار شرط این اگر
ͬ کنند. م به روزرسانͬ را j گروه اعضای و ͬ گیرند م جریمه برای موضعͬ تقریب ΁ی آن ها صورت،
جریمه گرفتن درنظر با ͬ توانند م ،|β̃jk| از تابعͬ به عنوان جریمه زدن تقریب به جای حال، این با
ͬ تواند م βjk بر شده اعمال جریمه بنابراین آورند. به دست بهتری تقریب β̃٢

jk از تابعͬ به عنوان
آن در که شود، زده تقریب λ̃jkβ̃٢

jk/٢ با
λ̃jk =

λ
√
pj

||β̃j ||
(١٢ . ۴)

ͬ دهد م به دست آستانه‐نَرم گام به جای را انقباضͬ به روزرسانͬ گام ΁ی رهیافت این

β̃jk ←−
١

nx⊤
jkr̃

+ β̃jk

١ + λ̃jk
(١٣ . ۴)

وزنͬ بهینه سازی برای یا

β̃jk ←−
١

nX⊤
jkWr̃

+ ١
nx⊤

jkWxjkβ̃jk

١
nx⊤

jkWxjk
+ λ̃jk

(١۴ . ۴)

تنها این حال، این با است. نشده تعریف صفر در نیز (١٢ . ۴) ،(٨ . ۴) همانند که کنید توجه
مشتقات با اما است مشتق پذیر جریمه است. گروهͬ لاسو در نامناسب جزئͬ ال·وریتم ΁ی
مقدار ΁ی افزودن با مش΄ل این از ͬ توان م هستند. صفر در متفاوتͬ صورت دارای که جزئͬ

کرد. ممانعت (١٠ . ۴) در مخرج به δ کمͬ مثبت

΁لجستی رگرسیون برای گروهͬ لاسو ٣ . ۴
xi بعدی p بردار که هستند دسترس در {(xi, yi); i = ١, . . . , n} داده های مجموعه کنید فرض
و پیوسته ͬ توانند م هم  پیش گو ها است. تایی دو ͺپاس ΁ی yi ∈ {٠, ١} هستند. پیش گو q از
مثال، برای باشد. پیش گو pامین آزادی درجه dfp کنید فرض باشند. رسته ای ͬ توانند م هم
دارد. df = ١ فقط پیوسته پیش گوی ΁ی و است df = ٣ دارای ،͹سط ۴ با عامل ΁ی اصلͬ اثر

به صورت را pi = P (Y = ١|xi) احتمال خطͬ، ΁لجستی رگرسیون
η(xi) = log(

pi١− pi ) = β٠ + x⊤
i β (١۵ . ۴)

امین g با متناظر پارامتر بردار βg که β = (β١, . . . ,βq)
⊤ و مبدا از عرض ،β٠ که ͬ کند م مدل

است. پیش گو
مدل های برازش برای مختصات کاهش ال·وریتم ΁ی همچنین (٢٠٠٨) هم΄اران و مایر
متعامد که گروه هایی در خاص حالت تنها آن ها حال، این با دادند. پیشنهاد گروهͬ لاسو

محدب تابع کننده کمینه β̂λ ΁لجستی گروهͬ لاسو برآوردگر دادند. قرار نظر مد را هستند
Sλ(β) = −ℓ(β) + λ

q∑
j=١

s(dfj)
∥∥βg

∥∥٢ (١۶ . ۴)



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٨٢
به صورت درستمایی ل·اریتم تابع ،ℓ(·) که است

ℓ(β) =
n∑

i=١
yiη(xi)− log(١ + exp{η(xi)}) (١٧ . ۴)

جریمه مبدا، از عرض ͬ کند. م کنترل را جریمه اندازه λ ≥ ٠ منظم سازی پارامتر است.
مقیاس تا است شده استفاده s(·) تایع ͬ آید. م به دست (١۶ . ۴) رابطه در کمینه ͬ شود. نم
تضمین که کردند پیشنهاد s(dfg) = df

١٢
g آن ها دهد. βg بردار پارامتر بعد به نسبت را جریمه

برای ال·وریتمͬ (٢٠٠۶) لین و یوآن است. dfg پارامترهای تعداد مرتبه از جریمه عبارت ͬ کند م
کرده اند. ارائه ͺپاس به دست یابی

کرده اند. بررسͬ ΁لجستی مدل های برای را گروهͬ لاسو (٢٠٠٨) هم΄اران و مایر

شبیه سازی ۴ . ۴
لاسو الاستی΁ نت، لاسو، متغیر انتخاب روش های مقایسه شبیه سازی این مطالعه از هدف
شده بررسͬ دودویی خروجͬ با ΁لجستی رگرسیون در روش ها این است. گروهͬ بریج و گروهͬ
که متغیر هایی یا بااهمیت متغیرهای تعداد و پیش گویی دقت حسب بر روش هر عمل΄رد است.
شبیه سازی داده های ͬ شود. م اندازه گیری ͬ شوند، م داده تشخیص به درستͬ و نیستند ͬ دار معن

΁لجستی رگرسیون مدل از شده
logit(pi) = log(

pi١− pi ) = β٠ +Xβ

میانگین با استاندارد نرمال توزیع از شده تولید پیش گوهای ها Xi آن در که شده اند تولید
،i = ١, · · · , n برای که هستند شده توزیع دودویی به صورت داده های ها Yi هستند، صفر
شبیه سازی مثال های است. pi و ni پارامترهای با دوجمله ای توزیع ΁ی ،Yi ∼ Bin(ni, pi)

شده اند. ساخته ١ . ۴ جدول معیارهای بر مبتنͬ
فرض مثال، برای است. شده گرفته نظر در بخت نسبت اثر، متفاوت اندازه های معیار برای
است. مرد ،Xi = ٠ از منظور و زن ،Xi = ١ از منظور که باشد دودویی متغیر ΁ی Xi کنید

نوشت ͬ توان م
log(oddsF ) = log(

piF١− piF ) = β٠ + β١ ∗ ١
log(oddsM ) = log(

piM١− piM ) = β٠ + β١ ∗ ٠
بنابراین

log(
oddsF
oddsM

) = β١
odds ratio =

oddsF
oddsM

= exp{β١}



٨٣ شبیه سازی

مختلف مثال های برای شبیه سازی معیارهای :١ . ۴ جدول
عددی مقادیر سطوح شبیه سازی معیار

log(١٫٨) بزرگ اثر
log(١٫۶) متوسط
log(١٫٢) ΁کوچ

همه‐داخل‐همه‐خارج گروهͬ ساختار
ن‐همه‐داخل‐همه‐خارج

p = ۴٠ n = ٢٠ n از بزرگ تر p ΁کوچ n pبزرگ،
p = ۴٠ n = ١٠٠ n از کوچ΁ تر p

٠٫٨ بالا همبستگͬ
٠٫۶ متوسط
٠٫٢ پایین

β١ = log(odds ratio)

ͬ شود. م تعبیر ΁کوچ اثر به عنوان ١٫۵ تا ١٫١ بین بخت نسبت مقدار از ،΁لجستی رگرسیون در

ͬ شود. م گرفته نظر در بزرگ اثر به عنوان ٢ تا ١٫٨ مقدار و متوسط اثر به عنوان ١٫٧ تا ١٫۶ مقدار
استفاده log(١٫٨) و log(١٫۶) ،log(١٫٢) از به ترتیب بزرگ و متوسط ،΁کوچ اثر برای بنابراین،

است. شده
برای (١٩٩۶ (تیبشیرانͬ، لاسو مقاله در مثال، اولین است: شده ارائه اینجا در مثال چهار
چهارم و دوم مثال های است. شده استفاده ریج و لاسو رگرسیون پیش گویی عمل΄رد مقایسه
است. شده اقتباس (٢٠١٠ ژنگ، و (ژی گروهͬ متغیر انتخاب روش های درباره مقاله ΁ی از
سه است. شده گرفته (٢٠٠۵ هستͬ، و (ژو الاستی΁ نت مورد در مقاله ΁ی از مثال سومین
است. گروهͬ روش های با لاسو مقایسه هدف، و ͬ کند م ایجاد را گروهͬ متغیر ΁ی آخر، مثال
΁ی از داده، مجموعه هر ͬ شوند. م شبیه سازی ١٠٠تایی داده مجموعه های مثال، هر برای
انتخاب برای مدل ساز مجموعه شده است. ساخته آزمون مجموعه ΁ی و مدل ساز مجموعه
ͬ شود م داده برازش آزمون مجموعه به را مدل ها سپس است. شده ایجاد تنظیم کننده پارامتر
فراوانͬ تعداد همچنین ͬ شود. م محاسبه آزمون مجموعه روی خطا٩ دوم توان های میانه و
جداول در نتایج شده است. ثبت بی اهمیت متغیرهای حذف فراوانͬ و مهم متغیرهای انتخاب

شده اند. خلاصه زیر
برای مختلف اندازه سه است. پیش گویی مختلف، روش های آزمون برای معیار اولین

9Median squared error



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٨۴
شده است: استفاده پیش گویی خطای سنجیدن

به صورت که (MSE) خطا دوم توان های میانگین میانه مقدار . ١
MSE = (β̂ − β(٠))⊤(β̂ − β(٠))

ͬ شود. م تعریف
مدل، خطاهای . ٢

ME = E(E(Y |x)− µ̂)٢,

.µ̂(x) = p̂(x) = exp(xβ̂)

١+exp(xβ̂)
و E(Y |x) = p(x) = exp(xβ)١+exp(xβ)

که است
شمارش: خطای یا دسته بندی خطای . ٣

CE = ١ اگر Ynew = p̂و١ < ١٢ Ynewیا = p̂و٠ > ١٢
CE = ١٢ اگر p̂ = ١٢
CE = ٠ صورت این غیر

درستͬ درصد و بی اهمیت متغیرهای حذف درستͬ درصد روش، ΁ی آزمون دوم معیار
است. مهم متغیرهای تشخیص

شده اند: داده زیر به صورت مثال چهار
مدل ساز مجموعه های در به ترتیب مشاهده ٢٠٠ و ١٠٠ شامل داده مجموعه ١٠٠ . ١ مثال •

واقعͬ، پارامتر بردار است. شده شبیه سازی پیش·و ٨ با و آزمون و
β = (log(١٫٨), log(١٫٢), ٠, ٠, log(١٫۶), ٠, ٠, ٠)⊤

فرض cor(i, j) = ٠٫۵(i−j) به صورت ،xj و xi میان زوجͬ همبستگͬ است. شده داده قرار
هستند. اول مرتبه اتورگرسیو همبستگͬ دارای پیش گو، متغیرهای بنابراین است؛ شده
مدل ساز مجموعه های در به ترتیب مشاهده ۴٠٠ و ١٠٠ شامل داده مجموعه ١٠٠ . ٢ مثال •

ͬ شود م فرض ͬ شود. م شبیه سازی پیش·و ۴٠ با و آزمون و
β = (log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

١۵
, log(١٫٢), . . . , log(١٫٢)︸ ︷︷ ︸

۵
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

٢٠
)⊤

گروهͬ، درون همبستگͬ ͬ کند. م ایجاد بالا همبستگͬ با متغیره ١۵ گروه ΁ی مثال این
متغیر ۵ است. صفر متغیرها گروهͬ میان همبستگͬ ͬ شود. م داده قرار ٠٫٨ بالای مقدار
متغیر ٢٠ هستند. ͺپاس روی کوچ΄ͬ اثر دارای و مستقل بقیه به نسبت ١٫۵ ضرایب با

ندارند. ͺپاس روی اثری هیچ و هستند مستقل متغیرها دی·ر به نسبت ͬ مانده باق



٨۵ شبیه سازی
مدل ساز مجموعه های در به ترتیب مشاهده ۴٠٠ و ١٠٠ شامل داده مجموعه ١٠٠ . ٣ مثال •

واقعͬ پارامتر بردار است. شده شبیه سازی پیش گو ۴٠ با آزمون و
β = (log(١٫٢), . . . , log(١٫٢)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫٢), . . . , log(١٫٢)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫٢), . . . , log(١٫٢)︸ ︷︷ ︸

۵
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

٢۵
)⊤

ایجاد گروه هر در بالا همبستگͬ با متغیر ۵ با گروه سه مثال، این است. شده انتخاب
همبستگͬ شده است. داده قرار ΁کوچ گروه هر در گروهͬ متغیرهای اثرهای ͬ کند. م
صفر متغیرها گروهͬ بین همبستگͬ است. شده فرض ٠٫٨ بالای مقدار گروهͬ، درون
٢۵ همچنین ͬ باشند. م بااهمیت ͺپاس برای اندازه ΁به ی گروه هر در متغیرهای است.

دارند. وجود نیز ͺپاس بر اثری هیچ بدون متغیر
متوسطͬ اثر گروهͬ، متغیرهای که تفاوت این با است ٣ . ١ مثال همانند . ٣ . ٢ مثال •

به صورت پارامتر واقعͬ بردار دارند.
β = (log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

٢۵
)⊤

است. شده انتخاب
اثرهای دارای گروهͬ متغیرهای که تفاوت این با است ٣ . ١ مثال همانند . ٣ . ٣ مثال •

به صورت پارامترها واقعͬ بردار هستند. بزرگͬ
β = (log(١٫٨), . . . , log(١٫٨)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫٨), . . . , log(١٫٨)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫٨), . . . , log(١٫٨)︸ ︷︷ ︸

۵
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

٢۵
)⊤

شده اند. انتخاب
کم مقدار ΁ی گروهͬ، همبستگͬ که تفاوت این با است ٣ . ٢ مثال همانند . ۴ . ٣ مثال •

به صورت پارامترها واقعͬ بردار ͬ شود. م فرض ٠٫٢
β = (log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

٢۵
)⊤

ͬ شود. م انتخاب
متوسط مقدار گروهͬ، همبستگͬ که تفاوت این با است ٣ . ٢ مثال همانند . ۵ . ٣ مثال •

به صورت پارامترها واقعͬ بردار ͬ شود. م گرفته نظر در ٠٫۴
β = (log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸

۵
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

٢۵
)⊤

ͬ شود. م فرض



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٨۶
حالت ایجاد برای مشاهدات تعداد که تفاوت این با است ٣ . ٢ مثال همانند . ۶ . ٣ مثال •

به صورت پارامترها واقعͬ بردار ͬ شود. م داده قرار n = ٢٠ ،p > n

β = (log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸
۵

, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸
۵

, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)︸ ︷︷ ︸
۵

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
٢۵

)⊤

ͬ شود. م گرفته نظر در
و مدل ساز مجموعه های در مشاهده ٢٠٠ و ١٠٠ شامل داده مجموعه ١٠٠ . ١ . ۴ مثال •

کنید فرض ͬ شود. م شبیه سازی پیش·و ۴٠ با آزمون
β =(log(١٫٢), . . . , log(١٫٢), ٠, ٠︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫٢), . . . , log(١٫٢), ٠, ٠︸ ︷︷ ︸

۵
,

log(١٫٢), . . . , log(١٫٢)٠, ٠︸ ︷︷ ︸
۵

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
٢۵

)⊤

متغیرهای اثرهای ͬ کند. م ایجاد بالا همبستگͬ با متغیرهای گروه سه نیز، مثال این
مقدار ΁ی گروهͬ، درون همبستگͬ ͬ شود. م گرفته نظر در ΁کوچ گروه، هر در گروهͬ
با متغیر دو و بااهمیت متغیر سه گروه، هر در حال این با ͬ شود. م داده قرار (٠٫٨) بالا

هستند. صفر اثر با مستقل متغیرهای ͬ مانده، باق متغیر ٢۵ دارد. وجود صفر اثر
دارای گروهͬ، متغیرهای که تفاوت این با به جز است ١ . ۴ مثال همانند . ٢ . ۴ مثال •

کنید فرض هستند. متوسط اثرهای
β =(log(١٫۶), . . . , log(١٫۶), ٠, ٠︸ ︷︷ ︸

۵
, log(١٫۶), . . . , log(١٫۶), ٠, ٠︸ ︷︷ ︸

۵
,

log(١٫۶), . . . , log(١٫۶)٠, ٠︸ ︷︷ ︸
۵

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
٢۵

)⊤

اثرهای دارای گروهͬ، متغیرهای که تفاوت این با است ١ . ۴ مثال همانند . ٣ . ۴ مثال •
کنید فرض هستند. بزرگ

β =(log(١٫٨), . . . , log(١٫٨), ٠, ٠︸ ︷︷ ︸
۵

, log(١٫٨), . . . , log(١٫٨), ٠, ٠︸ ︷︷ ︸
۵

,

log(١٫٨), . . . , log(١٫٨)٠, ٠︸ ︷︷ ︸
۵

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
٢۵

)⊤

بزرگ اثر دارای متغیر دو فقط که تفاوت این با است ١ . ۴ مثال همانند . ۴ . ۴ مثال •
کنید فرض دارند. صفر اثر متغیرها بقیه و هستند

β =(log(١٫٨), log(١٫٨), ٠, ٠, ٠︸ ︷︷ ︸
۵

, log(١٫٨), log(١٫٨), ٠, ٠, ٠︸ ︷︷ ︸
۵

,

log(١٫٨), log(١٫٨)٠, ٠, ٠︸ ︷︷ ︸
۵

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
٢۵

)⊤



٨٧ شبیه سازی
ͬ دهد. م نشان را شبیه سازی ١٠٠ برای خطا دوم توان  (میانگین) میانه ٣ . ۴ و ٢ . ۴ جدول های
بنابراین دارد. لاسو به نسبت کمتری MSE مثال ها، همه در الاستی΁ نت که ͬ شود م ملاحظه
انتخاب روش های است. دقیق تر لاسو از هم خطͬ، وجود با ضرایب برآورد در الاستی΁ نت
عمل الاستی΁ نت و لاسو از بهتر ملاحظه ای قابل به طور مثال ها همه در گروهͬ لاسو متغیر
دارد، بزرگͬ خیلͬ MSE (١ . ۴ و ٣ . ١ و ٢ . ١ (مثال مثال ها بعضͬ در گروهͬ بریج ͬ کند. م
گروهͬ متغیر انتخاب برای ضرایب برآورد در گروهͬ، لاسو نیست. خوبی خیلͬ روش بنابراین
مثال های در است. پایدار بسیار مثال ها همه درطول آن عمل΄رد است. روش دقیق ترین
،۵٨٫٣٢٪ ،۶٢٫٨٢٪ لاسو با MSE مقایسه در گروهͬ لاسو کاهش مقدار ١ . ۴ و ،٣ . ١ ،٢ . ١ ،١ . ١
را شبیه سازی ١٠٠ برای (ME) مدل خطای ،۵ . ۴ و ۴ . ۴ جدول های است. ٢۴٫١٢٪ و ۶٧٫٧٨٪
دارد. را ME کمترین مثال ها بیشتر در و ͬ کند م عمل بهتر هنوز گروهͬ لاسو ͬ دهد. م نشان
لاسو برآوردگر ͬ  دهد. م نشان را (MCE) ١٠ اشتباه طبقه بندی  خطای ،٧ . ۴ و ۶ . ۴ جدول های

دارد. روش ها سایر با مقایسه در را MCE کمترین گروهͬ،
متغیرهای تعداد و شده داده تشخیص به درستͬ مهم متغیرهای تعداد ،٩ . ۴ و ٨ . ۴ جدول های
اما ͬ کند م تولید تُنُکͬ خیلͬ مدل های لاسو ͬ دهد. م نشان را شده حذف به درستͬ بی اهمیت
بهبود هستند، همبسته پیش·وها وقتͬ را لاسو الاستی΁ نت، ͬ کند. نم کار همخطͬ برای
را ١ . ٢ مثال در log(١٫٢) ΁کوچ ضرایب با مهم اثرهای از تا ͷپن الاستی΁ نت، اما ͬ دهد. م
تشخیص به درستͬ متغیرهای تعداد به لحاظ گروهͬ لاسو ١ . ٢ مثال در است. داده دست از
در متغیرهای همه آن در که است موردی ١ . ٣ مثال ͬ دهد. م بهبود را الاستی΁ نت شده، داده
به طور ͬ دهد، م نشان را خارج» همه داخل، «همه طرح ΁ی این که هستند. مهم گروه ΁ی
گروه همان در دی·ر متغیرهای همه باشد، شده انتخاب گروه ΁ی در متغیر ΁ی وقتͬ مثال
که درحالͬ است، کرده انتخاب را مهم متغیرهای همه گروهͬ لاسو شوند. انتخاب باید هم
مشاهده ͬ توان م بنابراین داده اند. دست از را گروه در متغیرهای از بعضͬ گروهͬ، بریج و لاسو
اثرهای گذاری اثر چ·ونگͬ ،٣ مثال در ͬ کند. م تحمیل را کامل گروه گروهͬ، لاسو که کرد
͸پن که ٣ . ٣ مثال در است. شده مقایسه گروهͬ متغیر انتخاب بر را بزرگ و متوسط ،΁کوچ
انتخاب را ΁کوچ اثرهای همه موفقیت با گروهͬ لاسو دارند، وجود گروه ΁ی درون ΁کوچ اثر
تا سه  گروهͬ، بریج و الاستی΁ نت و ͬ کند، م انتخاب را تا دو فقط لاسو که درحالͬ ͬ کند م
برای است. کامل گروه بندی برای روش بهترین گروهͬ لاسو رو، این از ͬ کنند. م انتخاب

ͬ کند. م کار به خوبی بزرگ، اثر ΁ی با مشترک گروه ΁ی درون ΁کوچ اثرهای
٣تای و دارند وجود گروه ΁ی در متغیر ۵ آن در که ͬ کند م ایجاد تُنُک موقعیت ΁ی ۴ مثال
لاسو است. «نه‐همه‐داخل‐همه‐خارج» طرح ΁ی نشان دهنده این دارند. مهم اثر آن ها
دارند. صفر اثرهای آن ها از بعضͬ حتͬ ͬ کند م انتخاب را گروه هر از متغیرها همه گروهͬ
در متغیر ۵ چه اگر ،۴ . ۴ مثال در همچنین ͬ کند. م انتخاب گروه هر از متغیر ۴ گروهͬ بریج
متغیر ۵ همه گروهͬ لاسو هستند، log(٢) با بزرگ اثر آن ها از تا ٢ و دارند وجود گروه ΁ی

10Misclassification error (MCE)



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٨٨
گروهͬ ͹سط براساس بل΄ه مجزا ͹سط اساس بر نه را متغیرها روش، این ͬ کند. م انتخاب را

ͬ کند. م انتخاب
گرفته نظر در باید داده ساختار ͬ شود، م گرفته به کار گروه برای جریمه شده روش وقتͬ
گروهͬ لاسو باشد، ٠٫۵ از بزرگتر گروه غیرصفر اعضای تناسب که دارد انتظار محقق اگر شود.
است مم΄ن باشد، ٠٫۵ به ΁نزدی تناسب این که دارد انتظار محقق، اگر ͬ شود. م استفاده

کند. استفاده گروهͬ بریج از بخواهد
و ۴ . ٣ مثال از ͬ شوند. م آزمون مختلف، نمونه اندازه و گروهͬ همبستگͬ با روش ها، این
روش های برای بزرگͬ تفاوت ͬ شود، م داده قرار ΁کوچ و متوسط ͬ ها همبستگ آن ها در که ۵ . ٣
پیدا ندارد، وجود شده انتخاب به درستͬ متغیرهای تعداد و پیش·ویی دقت نظر از مختلف
پیش گویی دقت شود، داده قرار ۶ . ٣ مثال همانند ΁کوچ نمونه اندازه اگر حال این با ͬ شود. م
انتخاب به درستͬ متغیرهای تعداد به لحاظ ͬ یابد. م کاهش روش هر برای توجهͬ قابل به طور
΁ی تنها گروهͬ لاسو است. واض͹ تر لاسو برای همخطͬ موضوع که ͬ شود م مشاهده شده،
بنابراین، ͬ کند. م انتخاب تا ۵ گروهͬ لاسو که درحالͬ ͬ کند م انتخاب گروه از مهم متغیر
΁کوچ n و بزرگ p خارج»، همه داخل، «همه طرح در مدل های بقیه از هنوز گروهͬ لاسو

ͬ کند. م عمل بهتر



٨٩ شبیه سازی

خطا دوم توان میانگین سوم و اول چارک های میانگین، میانه، :MSE :٢ . ۴ جدول
شبیه سازی ١٠٠ برای

Q٣(٧۵٪) Q١(٢۵٪) میانگین میانه روش ها مثال ها
٠٫۵۴ ٠٫٣٢ ٠٫۴١ ٠٫٣٩ لاسو ١ . ١
٠٫۵٢ ٠٫٣٠ ٠٫۴٠ ٠٫٣٨ الاستی΁ نت
٠٫٢٧ ٠٫٠٧ ٠٫١٩ ٠٫١٢ گروهͬ بریج
٠٫٢۵ ٠٫٠٩ ٠٫١٧ ٠٫١۵ گروهͬ لاسو
٢٠٫٩ ١٫٧۵ ١٫٩۴ ١٫٩۶ لاسو ٢ . ١
١٫۶٨ ١٫٢۶ ١٫۴٩ ١٫۴٨ الاستی΁ نت

٢۵٫٣٢ ٨٫١٨ ٢٨٫٨۵ ١٢٫٨٢ گروهͬ بریج
١٫٠۶ ٠٫۶٩ ١٫١۴ ٠٫٨٢ گروهͬ لاسو
٠٫۴٢ ٠٫٣٣ ٠٫٣٧ ٠٫٣٨ لاسو ٣ . ١
٠٫٣۵ ٠٫٢٧ ٠٫٣٢ ٠٫٣١ الاستی΁ نت
٠٫٧٢ ٠٫٣٢ ٠٫۶٩ ٠٫۴٠ گروهͬ بریج
٠٫١۴ ٠٫٠٩ ٠٫١٣ ٠٫١١ گروهͬ لاسو
١٫٩٩ ١٫۵۴ ١٫٧۵ ١٫٧٣ لاسو ٣ . ٢
١٫۶۴ ١٫٢٠ ١٫۴۵ ١٫۴۴ الاستی΁ نت
۵٫٣٧ ٢٫۶۶ ۴٫٣٨ ٣٫٩٩ گروهͬ بریج
٠٫٨۵ ٠٫۵۶ ٠٫٨۵ ٠٫۶٧ گروهͬ لاسو
٢٫٩۶ ٢٫٢٩ ٢٫۶۴ ٢٫۶۵ لاسو ٣ . ٣
٢٫۶١ ١٫٩٧ ٢٫٢۶ ٢٫٣۵ الاستی΁ نت
٧٫۴۴ ٣٫٩٠ ۶٫۵٩ ۵٫٩٩ گروهͬ بریج
١٫۵٨ ٠٫٩٣ ١٫٣٧ ١٫٢٣ گروهͬ لاسو
٢٫۵٨ ١٫٩۵ ٢٫٢۵ ٢٫٢٢ لاسو ۴ . ٣
٢٫٣٣ ١٫٧۵ ٢٫٠۶ ٢٫١٠ الاستی΁ نت
١٫٧٢ ١٫٠٨ ١٫۴۴ ١٫٣٣ گروهͬ بریج
٠٫٩٩ ٠٫۵٩ ٠٫٨٢ ٠٫٨٣ گروهͬ لاسو



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٩٠

خطا دوم توان میانگین سوم و اول چارک های میانگین، میانه، :MSE :٣ . ۴ جدول
(ادامه...) شبیه سازی ١٠٠ برای

Q٣(٧۵٪) Q١(٢۵٪) میانگین میانه روش ها مثال ها
٢٫٢١ ١٫۶٨ ١٫٩٢ ١٫٨٩ لاسو ۵ . ٣
١٫٩٨ ١٫۴۵ ١٫٧٣ ١٫٧١ الاستی΁ نت
٢٫٢۴ ١٫٢٧ ١٫٨٣ ١٫۶۴ گروهͬ بریج
٠٫٨٩ ٠٫۵٨ ٠٫٧٨ ٠٫٧٢ گروهͬ لاسو
٣٫٣١ ٣٫٠۵ ٣٫٩٠ ٣٫١٨ لاسو ۶ . ٣
٣٫٢۶ ٢٫٧۶ ٣٫١٠ ٣٫٠۴ الاستی΁ نت
١١٫۵٨ ۵٫٣٨ ٩٫٨۵ ٧٫۴٨ گروهͬ بریج
۶٫٢٣ ٢٫۵٢ ۴٫٧٢ ٣٫۵۵ گروهͬ لاسو
٠٫٣٠ ٠٫٢٧ ٠٫٢٨ ٠٫٢٩ لاسو ١ . ۴
٠٫٣٠ ٠٫٢٧ ٠٫٢٧ ٠٫٢٨ الاستی΁ نت
٠٫٣٧ ٠٫٣٠ ٠٫۴٠ ٠٫٣١ گروهͬ بریج
٠٫٢۵ ٠٫١٨ ٠٫٢٣ ٠٫٢٢ گروهͬ لاسو
١٫۴۴ ١٫١٢ ١٫٢٧ ١٫٢۵ لاسو ٢ . ۴
١٫٣١ ١٫٠٢ ١٫١۵ ١٫١٣ الاستی΁ نت
١٠٫٨١ ١٫۴۵ ٨٫٧٠ ۶٫٣٨ گروهͬ بریج
١٫٠٩ ٠٫٨۴ ١٫۴٨ ٠٫٩۵ گروهͬ لاسو
٢٫١٠ ١٫۵٩ ١٫٨۵ ١٫٧٨ لاسو ٣ . ۴
١٫٩۴ ١٫۵۴ ١٫٧٣ ١٫٧٢ الاستی΁ نت
١٩٫١١ ٧٫٣۴ ١٧٫۵٣ ١٣٫٠٠ گروهͬ بریج
١٫۵٠ ١٫٢۶ ١٫٧۵ ١٫٣٧ گروهͬ لاسو
١٫۵٧ ١٫١٩ ١٫٣٧ ١٫٣٣ لاسو ۴ . ۴
١٫۴٨ ١٫١٨ ١٫٣٣ ١٫٣٣ الاستی΁ نت
٧٫۴٩ ١٫٠٣ ۶٫١٨ ١٫٧٣ گروهͬ بریج
١٫٣٧ ١٫١۶ ١٫٣٢ ١٫٢۵ گروهͬ لاسو



٩١ شبیه سازی

١٠٠ برای مدل خطا سوم و اول چارک های میانگین، میانه، :ME :۴ . ۴ جدول
شبیه سازی

Q٣(٧۵٪) Q١(٢۵٪) میانگین میانه روش ها مثال ها
۶٫٠٠ ٣٫١٧ ۴٫۴۴ ۴٫١٧ لاسو ١ . ١
۵٫٨٣ ٢٫٨٣ ۴٫٢١ ۴٫٠١ الاستی΁ نت
٢٫٢٨ ٠٫۵۵ ١٫۵١ ١٫٠٣ گروهͬ بریج
١٫٨٨ ٠٫۶۶ ١٫٣۴ ١٫١١ گروهͬ لاسو
١٠٫٣٢ ۵٫٠٧ ٧٫٨٢ ٧٫٨٠ لاسو ٢ . ١
٨٫٢٩ ۴٫٢۶ ۶٫۵۵ ۶٫٢۶ الاستی΁ نت
٨٫٨٢ ۶٫۶۵ ٧٫٨۵ ٧٫۶۴ گروهͬ بریج
٣٫۴٢ ١٫٩٠ ٢٫٧۴ ٢٫۴٧ گروهͬ لاسو
١٩٫۴۴ ١٠٫۵٩ ١۵٫٢٠ ١٣٫۴۵ لاسو ٣ . ١
١۵٫٧٨ ١٠٫٠٧ ١٣٫۵٧ ١٢٫٧۵ الاستی΁ نت
١١٫٩٢ ۵٫٢۵ ٩٫۴٠ ٧٫٢٩ گروهͬ بریج
۴٫۵٠ ٢٫٢۶ ٣٫٧۴ ٣٫٣٩ گروهͬ لاسو
١۵٫٨٨ ٩٫٠٨ ١٢٫۴٨ ١١٫٨٢ لاسو ٣ . ٢
١٣٫١٩ ٧٫١۶ ١٠٫۶٧ ١٠٫٠٣ الاستی΁ نت
٨٫۴٧ ۶٫٠٩ ٧٫٣٧ ٧٫٢١ گروهͬ بریج
۴٫۶٠ ٢٫۴۶ ٣٫٧١ ٣٫۴٢ گروهͬ لاسو
١۴٫٣٧ ٨٫۶۵ ١١٫۶٩ ١٠٫٨٩ لاسو ٣ . ٣
١٢٫۴٢ ٧٫٣١ ٩٫٩٣ ١٠٫٠۴ الاستی΁ نت
٨٫۴٢ ۶٫٠٠ ٧٫٣٢ ٧٫١١ گروهͬ بریج
۵٫٢١ ٢٫۶٨ ۴٫٠٩ ٣٫٧۵ گروهͬ لاسو

٢٩٫٠٨ ١٨٫٧٢ ٢۴٫١٩ ٢٣٫١۶ لاسو ۴ . ٣
٢۴٫۶۵ ١۵٫٧٢ ٢٠٫٩٢ ٢٠٫۵٧ الاستی΁ نت
٩٫٩۴ ۶٫۵٨ ٩٫۵١ ٨٫١٧ گروهͬ بریج
٧٫٠٩ ۴٫٠٣ ۵٫٩٣ ۵٫۶٨ گروهͬ لاسو



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٩٢

١٠٠ برای مدل خطا سوم و اول چارک های میانگین، میانه، :ME :۵ . ۴ جدول
(ادامه...) شبیه سازی

Q٣(٧۵٪) Q١(٢۵٪) میانگین میانه روش ها مثال ها
٢٢٫٧۵ ١۴٫٢٨ ١٨٫٧۵ ١٧٫٩٢ لاسو ۵ . ٣
١٨٫٨٣ ١١٫٣۵ ١۵٫٨٨ ١۴٫۶۴ الاستی΁ نت
٨٫٨٧ ۶٫۵٢ ٨٫۴۴ ٧٫۶١ گروهͬ بریج
۵٫٧٧ ٣٫۴٧ ۴٫٨١ ۴٫٣٢ گروهͬ لاسو
٢٫٧٠ ١٫٣٢ ٢٫٠۶ ٢٫١١ لاسو ۶ . ٣
٢٫۵٩ ١٫٣۵ ١٫٩۶ ١٫٩٩ الاستی΁ نت
١٫٩١ ٠٫٩٨ ١٫۵٠ ١٫٣۴ گروهͬ بریج
١٫۵٨ ٠٫٧٩ ١٫٢۴ ١٫٩٢ گروهͬ لاسو
۶٫٨٩ ۵٫٠۶ ۵٫٨٣ ۶٫٢٣ لاسو ١ . ۴
۶٫٨٩ ۴٫٩١ ۵٫٧٣ ۵٫٩٩ الاستی΁ نت
۶٫۶٩ ۴٫١٩ ۵٫۶١ ۵٫٧۵ گروهͬ بریج
٣٫٨۶ ١٫٩٢ ٢٫٨٧ ٢٫۶١ گروهͬ لاسو
٨٫۶٧ ۴٫٩۵ ۶٫٧٩ ۶٫٧۵ لاسو ٢ . ۴
٧٫٧٨ ۴٫۴٧ ۶٫١٠ ۵٫٩٩ الاستی΁ نت
٨٫١١ ۴٫٢٨ ۶٫۴۴ ۶٫٨٧ گروهͬ بریج
٣٫۵٨ ٢٫٠۶ ٣٫٠٨ ٢٫٧١ گروهͬ لاسو
٨٫٢٣ ۵٫٠۶ ۶٫٧٠ ۶٫۴٠ لاسو ٣ . ۴
٧٫٢۴ ۴٫۵۶ ۶٫٠٩ ۵٫٧٩ الاستی΁ نت
٨٫٨٩ ۶٫٠٢ ٧٫٢٩ ٧٫٢٨ گروهͬ بریج
٣٫٢٢ ٢٫٠٢ ٢٫٨٧ ٢٫۵٨ گروهͬ لاسو
٨٫٨٢ ۴٫٩۶ ٧٫٢۴ ٧٫٠١ لاسو ۴ . ۴
٧٫٨١ ۵٫٠٩ ۶٫۶٧ ۶٫٣٩ الاستی΁ نت
٨٫۴٩ ٢٫٧٧ ۵٫٩۵ ۶٫٧٠ گروهͬ بریج
٣٫٩۶ ٢٫۶۶ ٣٫٣٨ ٣٫١١ گروهͬ لاسو



٩٣ شبیه سازی

اشتباه طبقه بندی خطای سوم و اول چارک های میانگین، میانه، :MCE :۶ . ۴ جدول
شبیه سازی ١٠٠ برای

Q٣(٧۵٪) Q١(٢۵٪) میانگین میانه روش ها مثال ها
٠٫٢٢١٢۵ ٠٫١۵٠٠ ٠٫١٨۵۶ ٠٫١٩٠٠ لاسو ١ . ١
٠٫٢١٢۵ ٠٫١۵٠٠ ٠٫١٧٨٧ ٠٫١٨٠٠ الاستی΁ نت
٠٫٢١٠٠ ٠٫١۴٧۵ ٠٫١٧۵۶ ٠٫١٧٠٠ گروهͬ بریج
٠٫٢٠٠٠ ٠٫١۴٠٠ ٠٫١۶٨۶ ٠٫١٧٠٠ گروهͬ لاسو
٠٫٠۴٧۵ ٠٫٠٣۵٠ ٠٫٠۴٠٣ ٠٫٠۴٠٠ لاسو ٢ . ١
٠٫٠۴٧۵ ٠٫٠٣٢۵ ٠٫٠٣٩٧ ٠٫٠۴٠٠ الاستی΁ نت
٠٫٠٣٧۵ ٠٫٠٢٠٠ ٠٫٠٢٨۵ ٠٫٠٣٠٠ گروهͬ بریج
٠٫٠۴۵٠ ٠٫٠٣٠٠ ٠٫٠٣٧۴ ٠٫٠٣٧۵ گروهͬ لاسو
٠٫١۵٧۵ ٠٫١٢۶٩ ٠٫١۴٣٠ ٠٫١٣٧۵ لاسو ٣ . ١
٠٫١۴٧۵ ٠٫١٢٢۵ ٠٫١٣٧۴ ٠٫١٣٢۵ الاستی΁ نت
٠٫١۵٢۵ ٠٫١٢٠٠ ٠٫١۴٠١ ٠٫١٣٢۵ گروهͬ بریج
٠٫١۴٢۵ ٠٫١١۶٩ ٠٫١٣٠٠ ٠٫١٣١٣ گروهͬ لاسو
٠٫٠٧٢۵ ٠٫٠۵٧۵ ٠٫٠۶٧٠ ٠٫٠۶۵٠ لاسو ٣ . ٢
٠٫٠٧٢۵ ٠٫٠۵٢۵ ٠٫٠۶۶٠ ٠٫٠۶۵٠ الاستی΁ نت
٠٫٠۶۵۶ ٠٫٠۴۵٠ ٠٫٠۵۶١ ٠٫٠۵۵٠ گروهͬ بریج
٠٫٠٧٢۵ ٠٫٠۵٢۵ ٠٫۶٣٣٣ ٠٫٠۶٣٨ گروهͬ لاسو
٠٫٠۶٢۵ ٠٫٠۴۶٩ ٠٫٠۵۴١ ٠٫٠۵۵٠ لاسو ٣ . ٣
٠٫٠۶٠٠ ٠٫٠۴۶٩ ٠٫٠۵٣٢ ٠٫٠۵۵٠ الاستی΁ نت
٠٫٠۵۵٠ ٠٫٠٣۵٠ ٠٫٠۴۴٢ ٠٫٠۴٣٨ گروهͬ بریج
٠٫٠۵٧۵ ٠٫٠۴۵٠ ٠٫٠۵٠٧ ٠٫٠۵٠٠ گروهͬ لاسو
٠٫١٢٧۵ ٠٫٠٩۵٠ ٠٫١١۴۴ ٠٫١١٢۵ لاسو ۴ . ٣
٠٫١١۵٠ ٠٫٠٩٠٠ ٠٫١٠٣١ ٠٫١٠٢۵ الاستی΁ نت
٠٫١٠٢۵ ٠٫٠٧۵٠ ٠٫٠٨٩١ ٠٫٠٨٧۵ گروهͬ بریج
٠٫١٠٠٠ ٠٫٠٧٩۴ ٠٫٠٨٩٠ ٠٫٠٩٠٠ گروهͬ لاسو



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٩۴

اشتباه طبقه بندی خطای سوم و اول چارک های میانگین، میانه، :MCE :٧ . ۴ جدول
(ادامه...) شبیه سازی ١٠٠ برای

Q٣(٧۵٪) Q١(٢۵٪) میانگین میانه روش ها مثال ها
٠٫١٠٠٠ ٠٫٠٧۶٩ ٠٫٨٨٩٨ ٠٫٠٨٧۵ لاسو ۵ . ٣
٠٫٠٩۵٠ ٠٫٠٧٢۵ ٠٫٠٨٣٢ ٠٫٠٨٣٨ الاستی΁ نت
٠٫٠٨٧۵ ٠٫٠۶٠٠ ٠٫٠٧۵١ ٠٫٠٧۵٠ گروهͬ بریج
٠٫٠٨٨١ ٠٫٠۶۵٠ ٠٫٠٧٧١ ٠٫٠٧٧۵ گروهͬ لاسو
٠٫١۵٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٧٧٠ ٠٫٠۵٠٠ لاسو ۶ . ٣
٠٫١٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠۵٩۵ ٠٫٠۵٠٠ الاستی΁ نت
٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٢٠ ٠٫٠٠٠٠ گروهͬ بریج
٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠٠٠ گروهͬ لاسو
٠٫٢٣٢۵ ٠٫١۶۵٠ ٠٫١٩٧٣ ٠٫١٩۵٠ لاسو ١ . ۴
٠٫٢٢۶٣ ٠٫١۶۵٠ ٠٫١٩۴٣ ٠٫١٨٠٠ الاستی΁ نت
٠٫٢۴٠٠ ٠٫١۶۵٠ ٠٫١٩٨٨ ٠٫١٩۵٠ گروهͬ بریج
٠٫١٨۵٠ ٠٫١۴٠٠ ٠٫١۶٢٣ ٠٫١۶٠٠ گروهͬ لاسو
٠٫١١١٣ ٠٫٠٨٠٠ ٠٫٠٩٧۶ ٠٫٠٩۵٠ لاسو ٢ . ۴
٠٫١١٠٠ ٠٫٠٨٠٠ ٠٫٠٩۵٠ ٠٫٠٩۵٠ الاستی΁ نت
٠٫٠٩۵٠ ٠٫٠۵۵٠ ٠٫٠٧٧٢ ٠٫٠٨٠٠ گروهͬ بریج
٠٫١٠١٣ ٠٫٠٧۵٠ ٠٫٠٨٩۴ ٠٫٠٨٧۵ گروهͬ لاسو
٠٫٠٩٠٠ ٠٫٠۶۵٠ ٠٫٠٧٩٣ ٠٫٠٨٠٠ لاسو ٣ . ۴
٠٫٠٩٠٠ ٠٫٠۶۵٠ ٠٫٠٧٩٢ ٠٫٠٨٠٠ الاستی΁ نت
٠٫٠٧۵٠ ٠٫٠۴٠٠ ٠٫٠۵٩٣ ٠٫٠۶٠٠ گروهͬ بریج
٠٫٠٨۵٠ ٠٫٠۶٠٠ ٠٫٠٧٣۶ ٠٫٠٧٠٠ گروهͬ لاسو
٠٫١٣١٣ ٠٫٠٩۵٠ ٠٫١١١۶ ٠٫١١٠٠ لاسو ۴ . ۴
٠٫١٢۶٣ ٠٫٠٩٠٠ ٠٫١٠٨۶ ٠٫٠١٠۴ الاستی΁ نت
٠٫١١۶٣ ٠٫٠٧۵٠ ٠٫٠٩٣۵ ٠٫٠٨۵٠ گروهͬ بریج
٠٫١١۶٣ ٠٫٠٨۵٠ ٠٫١٠٢٣ ٠٫١٠۵٠ گروهͬ لاسو



٩۵ شبیه سازی

شدن حذف به درستͬ و مهم متغیرهای دادن تشخیص به درستͬ درصد :٨ . ۴ جدول
بی اهمیت متغیرهای

صفر متغیرهای درصد غیرصفر متغیرهای درصد روش ها مثال ها
۵(١٠٠٪) ٢(۶۶٫٧٪) لاسو ١ . ١
۵(١٠٠٪) ٢(۶۶٫٧٪) الاستی΁ نت
۵(١٠٠٪) ٢(۶۶٫٧٪) گروهͬ بریج
۴(٨٠٪) ٢(۶۶٫٧٪) گروهͬ لاسو

(٪١٠٠)٢٠ ١١, ٠(۵۵٪) لاسو ٢ . ١
(٪١٠٠)٢٠ ١۵, ٠(٧۵٪) الاستی΁ نت
۴(٢٠٪) ١۵,۴(٩۵٪) گروهͬ بریج
١۶(٨٠٪) ١۵,٢(٨۵٪) گروهͬ لاسو
٢۵(١٠٠٪) ٢,٢,٢(۴٠٪) لاسو ٣ . ١
٢۵(١٠٠٪) ۴,۴,۴(٨٠٪) الاستی΁ نت
٢۵(١٠٠٪) ٣,٣,٣(۶٠٪) گروهͬ بریج
٢۴(٩۶٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ لاسو
٢۵(١٠٠٪) ۴,۴,۴(٨٠٪) لاسو ٣ . ٢
٢۵(١٠٠٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) الاستی΁ نت
۶(٢۴٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ بریج

(٪٨٨)٢٢ ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ لاسو
٢۵(١٠٠٪) ۴,۴,۴(٨٠٪) لاسو ٣ . ٣
٢۵(١٠٠٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) الاستی΁ نت
(٪٢٨)٧ ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ بریج

(٪٨٨)٢٢ ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ لاسو
٢۵(١٠٠٪) ۴,۴,۴(٨٠٪) لاسو ۴ . ٣
٢۵(١٠٠٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) الاستی΁ نت
۵(٢٠٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ بریج

(٪٨٨)٢٢ ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ لاسو



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٩۶

شدن حذف به درستͬ و مهم متغیرهای دادن تشخیص به درستͬ درصد :٩ . ۴ جدول
(ادامه...) بی اهمیت متغیرهای

صفر متغیرهای درصد غیرصفر متغیرهای درصد روش ها مثال ها
٢۵(١٠٠٪) ۴,۵,۴(٨٧٪) لاسو ۵ . ٣
٢۵(١٠٠٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) الاستی΁ نت
۴(١٠٠٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ بریج
٢١(٨۴٪) ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ لاسو
٢۵(١٠٠٪) ١, ١, (٪٢٠)١ لاسو ۶ . ٣
٢۴(٩۶٪) ١,٢, (٪٢٧)١ الاستی΁ نت
١٩(٧۶٪) ٣,٣,٣(۶٠٪) گروهͬ بریج
(٪٧٢)١٨ ۵,۵,۵(١٠٠٪) گروهͬ لاسو

٢,٢,٢ + ٢۵ = (٪١٠٠)٣١ ٠, ٠, (٪٠)٠ لاسو ١ . ۴
٢,٢,٢ + ٢۵ = (٪١٠٠)٣١ ١, ٠, (٪٠)٠ الاستی΁ نت
٢,٢,٢ + ٢۵ = (٪١٠٠)٣١ ٠, ٠, (٪٠)٠ گروهͬ بریج
٠, ٠, ٠ + ٢١ = ٢١(۶٨٪) (٪١٠٠)٣,٣,٣ گروهͬ لاسو
٢, ١,٢ + ٢۵ = (٪٩٧)٣٠ ٢,٢,٢(۶٧٪) لاسو ٢ . ۴
١, ١, ١ + ٢۵ = (٪٩٠)٢٨ (٪١٠٠)٣,٣,٣ الاستی΁ نت
٠, ٠, ٠ + ۶ = ۶(٢٠٪) (٪١٠٠)٣,٣,٣ گروهͬ بریج

٠, ٠, ٠ + ١٩ = ١٩(۶١٪) (٪١٠٠)٣,٣,٣ گروهͬ لاسو
٢, ١,٢ + ٢۵ = (٪٩٨)٣٠ ٢,٢,٢(۶٨٪) لاسو ٣ . ۴
١, ١, ١ + ٢۵ = (٪٩٠)٢٨ (٪١٠٠)٣,٣,٣ الاستی΁ نت
٠, ٠, ٠ + ۶ = ۶(٢٠٪) (٪١٠٠)٣,٣,٣ گروهͬ بریج

٠, ٠, ٠ + ١٩ = ١٩(۶١٪) (٪١٠٠)٣,٣,٣ گروهͬ لاسو
٣,٢,٣ + ٢۵ = (٪٩٧)٣٣ ٢, (٪٨٣٫٣٣)١,٢ لاسو ۴ . ۴
١,٢,٢ + ٢۵ = (٪٨٨)٣٠ (٪١٠٠)٢,٢,٢ الاستی΁ نت
١, ١, ١ + ٢۴ = (٪٧٩)٢٧ (٪١٠٠)٢,٢,٢ گروهͬ بریج
٠, ٠, ٠ + ٢١ = ٢١(۶٢٪) (٪١٠٠)٢,٢,٢ گروهͬ لاسو



٩٧ واقعͬ مثال

مختلف مثال های در گروه هر در شده انتخاب متغیرهای تعداد :١٠ . ۴ جدول
گروه هر شده انتخاب متغیرهای تعداد روش ها مثال ها

٠, ٠, ٠ لاسو ١ . ۴
٠, ٠, ١ الاستی΁ نت
٠, ٠, ٠ گروهͬ بریج
۵, ۵, ۵ گروهͬ لاسو
٢, ٣, ٢ لاسو ٢ . ۴
۴, ۴, ۴ الاستی΁ نت
۵, ۵, ۵ گروهͬ بریج
۵, ۵, ۵ گروهͬ لاسو
٢, ٣, ٢ لاسو ٣ . ۴
۴, ۴, ۴ الاستی΁ نت
۵, ۵, ۵ گروهͬ بریج
۵, ۵, ۵ گروهͬ لاسو
٢, ٢, ٢ لاسو ۴ . ۴
٣, ٣, ۴ الاستی΁ نت
۴, ۴, ۴ گروهͬ بریج
۵, ۵, ۵ گروهͬ لاسو

واقعͬ مثال ۵ . ۴
SNP داده های آنالیز برای کاربردی ١ . ۵ . ۴

مطالعات مثال، برای بالا، بعد داده  برای عمل در است، شده معرفͬ تاکنون که روش هایی
انسانͬ بیماری های در ژن ها تشخیص برای روشͬ ژنومͬ، مطالعات هستند. کاربردی ژنومͬ،
نوکلئوتید ͬ های چندریخت که ͬ کند م جستجو ΁کوچ تغییرات برای را ژنوم روش، این هستند.
بیماری بدون افراد از بیشتر خاص بیماری با افراد در غالبا که ͬ شوند، م نامیده SNPها یا منفرد١١
از محققان کند. نگاه SNP هزاران یا صدها به زمان ΁ی در ͬ تواند م مطالعه هر ͬ افتد. م اتفاق
توسعه فردی خطر است مم΄ن که ژن هایی دقیق تعیین برای مطالعه، نوع این از داده هایی

ͬ کنند. م استفاده کنند، شرکت حتمͬ بیماری ΁ی
11Single nucleotide polymorphisms



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ٩٨
ͬ دهد، م قرار بررسͬ مورد ژنوم سراسر در را SNPها ژنوم، با مرتبط مطالعات که آن جایی از
آن در که ͬ دهند م ارائه را پیچیده و رایج بیماری های مطالعه برای کننده امیدوار روش ΁ی
با مرتبط SNPهای ، هم اکنون روش، این دارند. شرکت فردی خطر برای زیادی ژنتی΄ͬ تغییرات
کرده مشخص را پارکینسون بیماری و قلبی نابهنجاری های دیابت ها، مانند بیماری ها بعضͬ
مزمن، بیماری با مرتبط بیشتری SNPهای ژنومͬ، مطالعات که امیدوارند محققان است.
و فعل بر و ͬ گذارد م اثر حتمͬ داروهای به دهنده ͺپاس شخص بر که تغییراتͬ همچنین

شناسایی کنند. ͬ گذارد، م اثر محیط و شخص ژن های بین انفعال
ژنتی΄ͬ تغییر داده های شامل است، شده استفاده روش ها ارزیابی برای اینجا که مثالͬ
کنترل ٢۶٢ و مورد١٢ ١٧٧ با غربی نیل ویروسͬ بیماری از موردی کنترل مطالعه ΁ی از SNPs

هدف غربی، نیل ویروسͬ بیماری و قطعͬ SNPهای بین مم΄ن ارتباط های همه یافتن است.
جمͽ آوری قفقازی پوست سفید اشخاص همه با نابراس΄ا مرکز در داده ها است. بررسͬ مورد
برای ژنوتیپ علامت گذار SNP ۵٠٠ و مطالعه در مشارکت کننده شخص ۴٣٩ آن جا شده اند.

دارند. وجود اشخاص
هتروزی·وت ،(AA) هموزی·وت ژنوتیپ های برای به ترتیب ٢ و ١ صفر، به صورت SNP هر
داده ها ابتدا ͬ شود. م کدگذاری ژنوتیپ فراوانͬ با مطابق (aa) هموزی·وت (نادر) جهش و (Aa)

بیشتر رفتگͬ ازدست (نرخ هستند ٩۵٪ از کمتر تماس نرخ دارای که SNPها کردن حذف برای
علامت گذار SNP تعداد ͬ شوند. م داده قرار بررسͬ مورد ، ۵٪ از کمتر جزئͬ آلل فراوانͬ یا (۵٪ از
موردی کنترل دودویی خروجͬ ͺپاس متغیر است. یافته کاهش ۴٠٧ تا بررسͬ از بعد ͬ مانده باق
آزمون ابتدا هستند. علامت گذار SNP ۴٠٧ پیش·وها است. غربی نیل ویروس عفونͬ وضعیت
اجرا ی΄دی·ر، بین علامت گذار SNPهای ساختاری وابستگͬ بررسͬ برای پیوند عدم همبستگͬ
نسبی به طور م΄ان ها بین همبستگͬ که ͬ دهد م نشان آزمون نتایج که آن جایی از ͬ شود. م
به جای مستقل نسبی به طور علامت گذار SNPهای برای لاسو روش است، (٠٫١−٠٫٠١ ) پایین
با مدل ͬ شود. م انتخاب گروهͬ، متغیر انتخاب روش های اعمال و آن ها کردن گروه بندی

ͬ شود. م برازش دودویی خروجͬ با لاسو ΁لجستی رگرسیون
SNPها ۴٠٧ بین از تا ١٨ است. آمده به دست ΁لجستی لاسو رگرسیون اعمال نتایج
SNP ضرایب بقیه لاسو شده اند. مشخص غربی نیل ویروس بیماری با کننده مشارکت به عنوان
جدول در علامت گذار SNPهای به مربوط ضرایب ͬ دهد. م قرار صفر را بی ربط علامت گذار

شده اند. داده ١١ . ۴
،٠٫١ مقیاس در هستند، ΁کوچ بسیار علامت گذار SNPهای همه ضرایب برآوردگرهای
بر که rs1044240 ͬ باشد. م غربی نیل ویروسͬ بیماری بر SNPها ΁کوچ اثرهای از حاکͬ که
٠٫٠٩١ ضریب دارای ͬ گیرد م قرار فعال) سفید گلبول سلول الحاقͬ (مول΄ول ALCAM ژن
احتمالات در افزایش درنتیجه a جزئͬ آلل ΁ی داشتن ،exp(٠٫٠٩١) = ١٫٠٩۵ گرفتن با است،
است. آن به ابتلا عدم از بیشتر بار exp(٠٫٠٩١) = ١٫٠٩۵ به غربی نیل ویروسͬ بیماری ابتلای

12Case



٩٩ تحقیق آینده و نتیجه گیری

لاسو ΁لجستی توسط پیش·و برآوردهای :١١ . ۴ جدول
برآورد کروموزوم موقعیت کروموزوم م΄ان ID ژن سمبل SNP

−٠٫١٣٩۴٩٧١ ١۴١٣٠٧٨٣٣ ۵ ٩٨١٢ KIAA0141 rs10036567

٠٫٠١٣۴٨۵٧٢ ۴۴٣٩۵۴۵١ ٢٢ ٢٩٧٨٠ PARVB rs1007863

−٠٫١٩۵١٧١٧ ١٠٢۵٠٨٠۵۶ ١۴ ١٧٧٨ DYNC1H1 rs10129889

−٠٫٠۵۶٩۴٧٠٨ ٢٣٧۴۵۵٣٣ ١۴ ۵٧۵٩۴ HOMES rs10131813

٠٫٠٠٨۴۶٩٠۵٩ ١۴۴۶٨١٧٧٧ ٨ ١٩٣۶ EEF1D rs10282929

٠٫٠٨۵٧١١۴۶ ١٢٧٩۴۵۵٩۴ ۶ ٩٨۴٢ LOC100420743 rs1031257

٠٫٠٩٨٠٨۵٧۶ ١٠١۶۶٣٧۵ ١٩ ٣٨٨۵٠٣ C3PI rs10403787

−٠٫٠٩٨۵١۴٩ ۵٧۶۴٩٩۶٢ ١٩ ١١۴٠٢۶ ZIM3 rs10407445

٠٫٠٢٢۴۶۶٣٣ ٨٨٠٨٩٠٠ ١٩ ٢٨۴٣٨٢ ACTL9 rs10410943

−٠٫٢۴٢٢٢٧۶ ٣١٧٨٣٧۵۵ ۶ ٣٣٠۵ HSPA1L rs1043620

٠٫٠٩١٣٠۶٨۶ ١٠۵٢۵٨٨۶١ ٣ ٢١۴ ALCAM rs1044240

−٠٫٠١۶٠٧۴۵۴ ١٣۵٨٩٣٣٧٢ ٢ ٢٢٩٣٠ RAB3GAP1 rs10445686

٠٫٠٧٢٢٢١۴ ٢١١٨۵٣٨۴ ١۶ ۵٧١۴۶ TMEM159 rs1046480

٠٫٠۴١۴٩۶۵ ٧٣۵۵٠٩۶٩ ١٠ ۶۴٠٧٢ CDH23 rs10466026

٠٫٠۵٩۵٣٣٠٢ ۶۶۴٢٨٢٨٢ ٣ ١١۵٢٨۶ SLC25A26 rs1046844

−٠٫٠٢٢٣٧٢٣٧ ١٣٢۴٣٧٣٣٧ X ٢٢٣٩ GPC4 rs1048369

−٠٫٠۵۵٣٨١۴٣ ١١٢۴٩٣٨٧٢ ۶ ٣٩١٠ LAMA4 rs1050348

دارای ͬ گیرد م قرار ١ ‐شبیه) پروتئین 70kDa حرارتͬ (شوک HSPA1L ژن در که rs1043620

در کاهش نتیجه در ”a” جزئͬ آلل ΁ی داشتن ،exp(−٠٫٢۴) گرفتن با است، −٠٫٢۴ ضریب
آن ابتلا عدم از بیشتر با exp(−٠٫٢۴) = ٠٫٧٩ به غربی نیل ویروسͬ بیماری ابتلا احتمالات

ͬ باشد. م

تحقیق آینده و نتیجه گیری ۶ . ۴
بالا بسیار بعد در که آماری یادگیری مسائل با برخورد برای روش ها از تعدادی پایان نامه، این در
ͬ شوند: م فهرست زیر به صورت شان برجسته نکات و روش ها این شد. مطرح ͬ گیرند، م قرار

داده  های وقتͬ به ویژه هستند، پرقدرتͬ بسیار روش های متقابل اعتبارسنجͬ و بوت استرپ
هستند. دردسترس زیادی

متغیر ٣٠ از بیشتر برای متاسفانه اما است روش دقیق ترین مطمئنا ΁کلاسی مدل انتخاب
است. کند بسیار



گروهͬ متغیر انتخاب روش های ١٠٠
ͬ شود. نم صفر متغیری هیچ اما ͬ کند م منقبض معینͬ حد تا را متغیرها همه ریج رگرسیون
مناسب دارد، اثر کمͬ ͺپاس بر متغیر هر دارد اعتقاد محقق که مدل هایی برای مدل این

است.
به سمت متغیرها از بعضͬ ضرایب کردن منقبض با را مدل انتخاب و برازش همزمان لاسو
برای مدل این ͬ کند. م وارد نیز اریبی بزرگتر ضرایب به متاسفانه، ͬ دهد. م انجام صفر،

است. مناسب ندارند، ͺپاس بر اثری متغیرها بیشتر دارد باور محقق که مدل هایی
مسئله ΁ی حال، این با است. کرده حل را لاسو اریبی مسئله اما ͬ کند م کار لاسو شبیه SCAD

آن اجرای برای سختͬ مقداری مستلزم رو، این از و است محدب غیر خطͬ برنامه ریزی
است.

متغیرها از بسیاری دارد باور محقق که است مفید موقعیت هایی در نت ΁الاستی رگرسیون
همبسته متغیرهای گروه از عضوی هستند، اثرگذار که آن هایی و ͬ گذارند نم اثر ͺپاس بر

هستند.
در متغیر انتخاب به قادر گروهͬ لاسو دارند: ͬ هایی کاست گروهͬ بریج و گروهͬ لاسو
مش΄لات نیز گروهͬ بریج ͬ کند. م منقبض به شدت را بزرگ ضرایب و نیست مجزا ͹سط
روش، دو هر این، بر علاوه نیست. مشتق پذیر همه جا زیرا ͬ شود م متحمل را کاربردی
وقتͬ که شوند روش هایی ایجاد باعث ͬ توانند م که ͬ سازند م را انعطاف نا پذیری پذیره های
نتایج شوند. مش΄ل دچار باشند، شده داده  نشان تُنُک به صورت یا باشند نامشخص گروه ها
تعمیم است، شده مطرح تحقیق ادبیات در که جریمه هایی سایر به ͬ توان م پایان نامه، این
برای پاسخͬ ال·وریتم ها، یافتن با و کرد تعریف را جریمه ها سایر گروهͬ نسخه ͬ توان م داد.

یافت. بهینه سازی مسئله آن
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Abstract

Nowadays, due to the development of technology, it has been possible to store and analyze

data with a large number of variables: but it should be noted that if the recorded variables are

not significant or the number of them is high, classical estimation techniques are ineffective and

in addition to identifying and removing redundant variables, non-classical methods for estimat-

ing model parameters should be used. In the regression modeling, by using penalized estimators,

we are able to select both significant variables and estimate parameters. In this regard, penalized

group estimators can be used if the variables are grouped in such a way that all of them have to

be eliminated or they should all remain in the model. In this dissertation, we briefly review some

of the most common and applicable modern variable selection methods and investigate penalized

group estimators via a series of numerical studies, simulations, and analysis of genomic real data

and their use in logistic regression models.

Key words: Genomics data, Group LASSO, High dimensional, SCAD, Variable selection.
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