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چکیده
سخت انواع روی بر سازی پیاده بالای قابلیت دلیل به کم⁃چگال شبه⁃دوری کدهای
و پرکاربرد کدهای جمله از اطلاعات دریافت و ارسال در بالا سرعت نتیجه ی در و افزارها
از کم⁃چگال شبه⁃دوری کدهای می    شوند. محسوب کدگذاری و مخابرات زمینه در محبوب
گراف بودن کوچک کدها، از نوع این اهمیت واقع در و می    شوند ساخته اولیه گراف یک روی
جمله از است. کد تر دقیق هرچه طراحی یا و آن بیشتر هرچه بررسی امکان نتیجه در و کد اولیه
و بالا کمر بودن دارا دارد بسزایی تاثیر آن کارکرد در که شبه⁃دوری کد یک مهم پارامترهای
کمر بودن ثابت فرض (با شبه⁃دوری کد یک طول اندازه هر است. آن کوچک نسبت به طول
موارد دیگر از دارد. کمتری کدگشایی نیز و کدگذاری هزینه باشد، کوتاهتر کد) نظیر تنر گراف
تنر گراف در اولیه کوچک تله ای مجموعه های وجود عدم یا وجود کد یک کارایی بر تاثیرگذار
این وجود از اندازه هر می دهد نشان کدها کارایی از کامپیوتری سازی شبیه است. کد آن نظیر
و گاوسی کانال های (در کد کارایی شود، اجتناب کد تنر گراف در تله ای مجموعه های از گونه
شناخت می یابد. بهبود مراتب به خطا، کف ناحیه در ویژه به تکراری)، کدگشایی الگوریتم های
کدگذاری زمینه در روز به مسائل از آن ها از اجتناب نحوه ی و اولیه تله ای مجموعه های این

است.
یک روی از شده ساخته منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن ماتریس با شبه⁃دوری کدهای
روی از شده ساخته کدهای می دهیم. قرار بررسی مورد را ساده دوبخشی کامل اولیه گراف
منظور به می شوند. نامیده یال⁃یگانه کم⁃چگال شبه⁃دوری کدهای ساده اولیه گراف
بررسی باید را نمایه ماتریس های برای کافی و لازم شرایط مشخص، کمر با کدها این ساختن
بسط، درجه کمترین با یکریخت غیر نمایه ی ماتریس های تمام کردن پیدا ما هدف کنیم.
ماتریس های هدف این به رسیدن راستای در می باشد. مشخص درجه ی توزیع و ۱۲ تا ۶ کمرهای
ماتریس های ساخت برای محاسباتی پیچیدگی کاهش در شایانی کمک که می کنیم معرفی را تفاضل
توزیع کمر، (با شده جستجو یکریخت غیر کدهای از زیادی شمار نهایت، در می کنند. نمایه

است. شده آورده جدول چندین در یکسان) کمینه طول و درجه
می دهیم قرار بررسی مورد را ۶ کمر با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال کدهای سپس،
برای کافی و لازم شرایط می آیند. وجود به یال⁃چندگانه اولیه گراف های گسترش از که
ماتریس یک در را ۴ طول با دورهای بررسی که می آوریم دست به کدها نمایه ماتریس های
معرفی ساختار این در را تفاضل ماتریس های یال⁃یگانه، کدهای همانند می کند. ساده نمایه
برای که می آید دست به بسط درجه روی پایین کران یک بررسی، این نتیجه ی در می کنیم.
به گیرد. قرار استفاده مورد می تواند ۶ کمر با نامنظم و منظم شبه⁃دوری کم⁃چگال کدهای
آمده دست به پایین کران برابر آن ها بسط درجه که می دهیم ارائه نمایه ای ماتریس های علاوه،
شبه⁃ کم⁃چگال کدهای یال⁃یگانه، شبه⁃دوری کم⁃چگال کدهای با مقایسه در و است

ی



ک
ساخت برای روشی این، بر علاوه دارند. کوتاهتر طول آمده دست به یال⁃چندگانه ی دوری
دهد. کاهش را نمایه ماتریس آوردن دست به برای جستجو فضای اندازه که می کنیم ارائه کدها
متغیر⁃منظم کم⁃چگال کدهای با متناظر تنر گراف در اولیه تله ای مجموعه های پایان، در
مجموعه ها این پارامترهای گراف، نظریه در اساسی مفاهیم از استفاده با می کنیم. بررسی را
و کرده بررسی را می باشند یک درجه با بررسی رئوس تعداد و اولیه تله ای مجموعه اندازه ی که

می بخشیم. بهبود را زمینه این در آمده دست به نتایج

شبه⁃ کم⁃چگال کدهای یال⁃چندگانه، شبه⁃دوری کم⁃چگال کدهای کلیدی: کلمات
دوبخشی، گراف تنر، گراف کد، فاصله ی کمینه بررسی⁃توازن، ماتریس یال⁃یگانه، دوری

اولیه. تله ای مجموعه های تله ای، مجموعه های کمر،
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۱ فصل
تاریخچه

تبادل در ریاضی نظریه یک ” عنوان با مقاله ای در ۱۹۴۸ سال در شانون معروف نظریه
دارای اطلاعات۱ ارسال منابع ”تمامی اولا˟: که کرد ثابت او .[۴۵] رسید چاپ به اطلاعات“
کرد“. گیری اندازه ثانیه۲ بر بیت واحد با می توان را نرخ این و هستند اطلاعات ارسال نرخ یک
ظرفیت این که هستند ظرفیت۳ حداکثر یک دارای دیجیتال ارتباط کانال های ”تمامی ثانیا:
منابع که داد نشان ادامه در او نمود“. گیری اندازه ثانیه بر بیت واحد همان با می توان نیز را
احتمال این و کنند ارسال خطا احتمال یک با را ارسالی اطلاعات می توانند اطلاعات ارسال

نرود. بالاتر کانال ظرفیت از ارسالی اطلاعات حجم که آورد پائین جائی تا می توان را خطا
کرد تعیین کانال در را اطلاعات ارسال حداکثری محدوده ی تئوری بطور شانون اگرچه
پیدا برای ها تلاش گفت می توان نیست. سازی پیاده قابل دقیق بطور نظریه این عمل در اما
همان از نمود معرفی شانون که کانالی ظرفیت به نزدیک کارایی۴ و عملکرد با کدهایی کردن
است. شده ارائه زمینه این در بسیاری مستندات و کتب مقالات، کنون تا و شد شروع ابتدا
خود قوت به هنوز اصلی مسأله ی اما است شده حاصل زمینه این در زیادی پیشرفت های اگرچه

است. باقی
کننده ی تصحیح کدهای طراحی به می توان زمینه این در گرفته صورت تلاش های جمله از

1Information Sources
2Bit Per Second
3Capacity
4Performance

۱



تاریخچه ۲
کرد. تقسیم عمده دسته سه به می توان را کدها از نوع این طراحی تکنیک کرد. اشاره ۵ خطا
بطور آن ها کدگشای۶ بخش خطا، بروز صورت در که است کدهایی از دسته آن شامل اول دسته
شامل دوم دسته می کند. اطلاعات۷ ارسال تکرار درخواست اطلاعات، ارسال منبع از متناوب
اضافه با کدگذاری۹ بخش در و ابتدا همان از دارد سعی کدگذار۸ که شود می کدهایی از دسته آن
استفاده با کدگشا بخش که کند کد را اطلاعات طوری اضافه۱۰ های بیت هوشمندانه کردن
درخواست به نیازی و کند بازیابی را اصلی اطلاعات خطا) بروز صورت (در اطلاعات این از
ندارد، مجدد درخواست به نیازی که آنجائی از را کدگذاری روش این باشد. نداشته مجدد
باشد۱۲. می دو این از ترکیبی سوم دسته می نامند. پیشرو۱۱ خطای تصحیح روش اصطلاحأ
و بالا سرعت دلیل به پیشرو خطای تصحیح با کدهای طراحی عمده، قسمت سه این بین از
۱۹۴۹ سال در گولی۱۳ است. شده رو روبه بیشتری استقبال با کمتر اطلاعات ارسال هزینه
۱۹۵۴ سال در مولر۱۶ و ،[۴۲] ۱۹۵۴ سال در سولومون۱۵ ،[۱۸] ۱۹۵۰ سال در همینگ۱۴ ،[۱۶]
همچنین بودند. پیشرو خطای تصحیح با کدهای طراحی عرصه در پیشگام افراد جمله از [۳۷]

بودند. دودویی۱۷ خطی بلوکی کدهای نوع از آن ها توسط شده طراحی اولیه ی کدهای
بررسی⁃ ماتریس با دودویی خطی بلوکی کدهای ،[۱۴] ۱۹۶۲ سال در گالاگر۱۸ بار اولین
الگوریتم نوعی هوشمندانه طراحی گالاگر کار واقع، در نمود. معرفی را کم⁃چگال۱۹ توازن
میزان بود قادر کم⁃چگال، بررسی⁃توازن ماتریس با کدهایی گرفتن نظر در با که بود کدگشا
بسیار را کدگشایی عمل خطای احتمال و کرده برطرف معقول زمان یک در را خطاها از زیادی
بسیار اطلاعات، ارسال نرخ مناسب، کد یک انتخاب با و الگوریتم این با واقع، در بیاورد. پائین
میزان رغم علی می شد. نزدیک بود) کرده تعیین شانون که ای بیشینه (حد کانال ظرفیت به
آن ها به توجه و کدها از نوع این روی بر کار آن ها، الگوریتم و چگال کم کدهای بالای کارایی
وجود به ،[۴۷] در تنر۲۰ ، ۱۹۸۱ سال در تنها ماند. ثمر بی میلادی ۱۹۹۰ ی دهه اواخر تا
دوبخشی۲۱ گراف و کم⁃چگال کد یک بررسی⁃توازن ماتریس بین تنگاتنگ ی رابطه یک
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۳
ماتریس به گرافی نگاه شد. معروف تنر۲۲ گراف به دوبخشی گراف این نمود. اشاره آن نظیر
پژوهش قصد که شد افردی دیگر و تنر برای بزرگ راهنمای یک خطی، کدهای بررسی⁃توازن
می توان بیشتر مطالعه برای داشتند. را کم⁃چگال بررسی⁃توازن ماتریس با کدهای روی بر

کرد. مراجعه [۳۲ ،۳۵] به
مک و [۳۴] نیل۲۴ ، [۵۳ ،۵۴] وایبرگ۲۳ مانند افرادی میلادی، ۱۹۹۰ ی دهه اواخر در
کردند. معطوف تنر مقاله ی همچنین و گالاگر کار به را خود ی دوباره توجه [۳۳ ،۳۴] کی۲۵
کردند. پیدا دوباره حیات نوعی، به کم⁃چگال، بررسی⁃توازن ماتریس با کدهای بار این
و برده پی پیش از بیش ⅬⅮPⅭ ی شده خلاصه نام با آن ها اهمیت به محققین و دانشمندان

نمودند. کدها از نوع این عملکرد دادن بهبود در سعی
را چگال کم کدهای کارایی بردن بالا راستای در ۱۹۹۰ ی دهه از بعد اقدامات و تلاش
کردن کد روش بهبود به مربوط نخست بخش نمود. تفکیک کلی بخش چهار به می توان
می باشد. ۲۷G مولد ماتریس در ۲۶u پیام بردار ضرب پیام، کردن کد برای معمول راه و است.
روی از می توان نیز را کم⁃چگال بررسی⁃توازن ماتریس با کدهای در پیام کردن کد عمل
ماتریس یک طراحی به می توان را دوم بخش . [۲۳] داد انجام آن ها بررسی⁃توازن ماتریس
زیادی تعداد راستا این در داد. اختصاص گالاگر کدگشای الگوریتم برای خوب بررسی⁃توازن
روش بهبود و تغییر به می شود مربوط سوم بخش است. رسیده چاپ به تاکنون کتاب و مقاله
نیل شده ی بهینه ضرب۲۸ مجموع⁃حاصل الگوریتم به می توان جمله این از گالاگر. کدگشای
نیز چهارم بخش می باشد. ها تلاش این جمله از تجمع۲۹ کمترین الگوریتم یا و نمود. اشاره
کم⁃ بررسی⁃توازن کدهای بیشتر هرچه کاربرد دادن نشان برای دیگری عطف نقطه ی که
برمی گردد. کم⁃چگال۳۰ بررسی⁃توازن ماتریس با شبه⁃دوری کدهای طراحی به بود، چگال
آن ها سازی پیاده امکان آن ها، بودن چگال کم بر علاوه کدها، از دسته این زیاد بسیار اهمیت
آن ها منظم ساختار دلیل به شبه⁃دوری، کدهای می باشد. افزاری۳۱ سخت بردهای روی بر
بررسی⁃ کدهای دیگر با مقایسه در لحاظ این از و دارند را افزاری سخت سازی پیاده امکان
از دارند. بیشتری دقت با و تر سریع بسیار کدگشایی و کدگذاری عمل کم⁃چگال، توازن
شبه⁃دوری کدهای به می توان پرکاربرد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای جمله
نوع این کرد. اشاره اولیه۳۲ گراف روی از شده ساخته کم⁃چگال بررسی⁃توازن ماتریس با
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تاریخچه ۴
گراف اصطلاحا را گراف (این کوچک گراف یک روی از شد معرفی تروپ۳۳ توسط که کد از
کد، از نوع این بودن پرکاربرد دلیل شود. می داده بسط و ساخته نامند) می اولیه یا پایه۳۴
دلیل به تر، دقیق عبارت به است. اولیه گراف بودن کوچک آن، بودن شبه⁃دوری بر علاوه
وجود آن روی بر کد تاثیرگذار پارامترهای اکثر طراحی و بررسی امکان اولیه، گراف بودن کوچک
کد) تنر (گراف حاصل گراف که شود می داده بسط ای گونه به اولیه گراف نهایت در دارد.
الگوریتم شانون، نظریه های مانند نیز نظریه این باشد. داشته را نظر مورد پارامترهای تمامی
نظر آن از بعد که چرا بود کدگذاری رشته ی در عطفی نقطه ی تنر، گراف و گالاگر کدگشایی
کرد. معطوف خود به کد طراحی زمینه ی در را پردازان نظریه و دانشمندان از وسیعی طیف
قابل دقیق بطور عملا و می کند صدق بالا بسیار طول با کدهای برای نظریه این که آنجائی از
توزیع و مناسب طول با کم⁃چگال کدهای طراحی اصلی، مسأله ی لذا، نیست سازی پیاده

شود. نزدیک شانون حد به بیشتر هرچه آن کارایی که طوری به است مناسب درجه ی
توان نرخ x محور روی شود؛ می رسم xy دستگاه یک در کد، یک کارایی نمودار همچنین،
( بلوک۳۷ خطای (یا بیت۳۶ خطای نرخ ، y محور روی بر و ، SNR ، نویز۳۵ توان به سیگنال
آبشاری۳۸ قسمت در بهبود سبب کمتر بعد با کدهای سازی پیاده عمل، در کنند. می رسم را
SNR در نمی رسند شانون حد به دقیقأ کدها این که آنجا از اما شود می کد کارایی نمودار
بهترین به که آن از بعد یعنی، می شوند. خطا۳۹ کف پدیده ی دچار پائین خطاهای و بالا های
وارد شیب، تغییر یک با و ناگهانی بطور رسند، می کارایی نمودار آبشاری قسمت در خود حد
دهیم افزایش نیز را گشا کد الگوریتم تکرارهای هرچه آن از بعد و شوند می خطا کف قسمت

شود. نمی مشاهده کدگشایی روند بهبود در ملاحظه ای قابل تغییر کنیم، زیاد را SNR یا و
در ساختارها برخی وجود دلیل به می تواند خطا کف پدیده ی که است شده داده نشان
این که آنجائی از . [۴۲] باشد کد) تنر گراف در ها گراف زیر (برخی کد بررسی⁃توازن ماتریس
بوجود باعث ضربی) مجموع⁃حاصل الگوریتم جمله (از تکراری های الگوریتم در ساختارها
(ساختارهای) الگوهای درگیر کدگشا الگوریتم یعنی می شوند، مانند تله ای حالت یک آمدن
می روند، بین از نه و می شوند بزرگتر نه الگوها این تکرارها، شدن زیاد با که می شود خطایی
شامل را مختلفی انواع تله ای مجموعه های گویند. گذار تله یا تله ای۴۰ مجموعه های آن ها به
خطا کف پدیده ی دلیل می توانند کدام هر کدگشایی نوع یا و کانال نوع به بسته که می شوند
از تله ای مجموعه های که شد داده نشان تحلیلی بطور و خوبی به [۹] در مثال عنوان به باشند.
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۵
شونده۴۲ پاک دودویی کانال های کدگشایی نرخ بودن پائین در اصلی عامل کننده۴۱ متوقف نوع
بررسی به ای جداگانه بطور [۲۴] کریمی و [۳۸] نویان ، ۲۰۱۳ و ۲۰۱۲ های سال در می باشند.
الگوریتم با و متقارن۴۴ دودویی کانال و گاوسی کانال در اولیه۴۳ گذار تله های مجموعه نقش
اما است، نشده اثبات دقیق بطور هنوز اگرچه پرداخته اند. ضربی و جمع و بیت تغییر های
این ضرب مجموع⁃حاصل کدگشای الگوریتم با و گاوسی کانال های در قوی بسیار حدس یک
شده انجام مطالعات دیگر از هستند. خطا کف اصلی عامل اولیه تله ای مجموعه های که است

نمود. اشاره [۸ ،۳۶ ،۵۱ ،۴ ،۲۵ ،۱۰ ،۱۱] به می توان زمینه این در
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۲ فصل
مقدمات و تعاریف

می دهیم. ارائه را کد نظریه و گراف نظریه از نیاز مورد مقدمات فصل، این در

گراف نظریه ی از نیاز مورد تعاریف ۱ .۲
و رئوس مجموعه V آن در که می دهیم نشان G = (V,E) با را ساده گراف۱ یک .۱ .۱ .۲ تعریف
به را V بتوان هرگاه گوییم دوبخشی۲ گراف یک را G گراف هستند. گراف یال های مجموعه E

کند. وصل W از رأسی به را U از رأس یک G از یال هر که کرد افراز چنان W و U مجموعه دو
به E′ و V ′ هرگاه می نامیم G گراف از زیرگراف۳ یک را G′ = (V ′, E′) گراف .۲ .۱ .۲ تعریف
V ′ در vj و vi اگر است E′ در (vi, vj) یال که طوری به باشند E و V از زیرمجموعه هایی ترتیب

باشند.
E′ و V ′ هرگاه می نامیم G گراف از القایی۴ زیرگراف یک را G′ = (V ′, E′) گراف .۳ .۱ .۲ تعریف
اگر تنها و اگر است E′ در (vi, vj) یال که طوری به باشند E و V از زیرمجموعه هایی ترتیب به

باشند. V ′ در vj و vi

1Graph
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مقدمات و تعاریف ۸

متصل یکدیگر به رأس یک توسط آنها اگر گوییم مجاور۵ را ei, ej ∈ E یال دو .۴ .۱ .۲ تعریف
درجه۶ باشند. متصل یکدیگر به یال یک توسط اگر گوییم مجاور را vi, vj ∈ V رأس دو باشند.
وصلند. هم به v در که یال هایی تعداد با است برابر که می دهیم نمایش d(v) با را v رأس
می دهیم. نمایش ∆(G) و δ(G) با ترتیب، به را، گراف رئوس درجه۸ بیشترین و درجه۷ کمترین
: با است برابر گراف رئوس درجات مجموع بگیرید. نظر در را G = (V,E) گراف .۱ .۱ .۲ قضیه

∑
v∈V d(v) = ۲|E|.

هم به یال یک توسط مجزا رأس دو هر آن در که است گرافی کامل۹ گراف .۵ .۱ .۲ تعریف
می شود. داده نمایش Kn با رأس n روی کامل گراف یک باشند. وصل

مجزای مجموعه دو به رئوس مجموعه آن در که است گرافی دوبخشی۱۰ گراف .۶ .۱ .۲ تعریف
مجموعه بین یالی هیچ و نباشد U رئوس مجموعه بین یالی هیچ که طوری به شود افراز W و U

نباشد W رئوس
W و U رئوس مجموعه با دوبخشی گراف یک دوبخشی۱۱ کامل گراف یک .۷ .۱ .۲ تعریف
با دوبخشی کامل گراف یک باشد. وصل W از رأس هر به U از رأس هر که طوری به می باشد،

می شود. داده نمایش Km,n با |W | = n و |U | = m

هر برای هرگاه گوییم ⁃منتظم۱۲ r را W و U رئوس مجموعه با دوبخشی گراف .۸ .۱ .۲ تعریف
،|U | = |W | ≥ r داریم: ⁃منتظم r دوبخشی گراف یک برای .d(v) = r باشیم داشته v رأس

.[۶[
و k ≤ n کنید فرض بگیرید. نظر در را n رئوس تعداد با G = (V,E) گراف .۹ .۱ .۲ تعریف
(۰ ≤ i ≤ n) ei = یال های و (۰ ≤ i ≤ n) vi ∈ V رئوس از دنباله یک v۰e۱v۱ . . . vk−۱ekvk دنباله
دنباله گوییم. G گراف از vk و v۰ رأس دو بین مسیر۱۳ یک را دنباله این باشد. (vi−۱, vi)
مجزا همگی دنباله میانی رئوس و v۰ = vk اگر است k طول با دور۱۴ یک v۰e۱v۱ . . . vk−۱ekvk

می دهیم. نمایش g با را آن و گوییم گراف کمر۱۵ را گراف در دور کوتاهترین طول باشند.
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۹ کد ی نظریه از نیاز مورد تعاریف
۳ طول با دور یک رأسی سه هیچ آن در که است گرافی مثلث۱۶ بدون گراف .۱۰ .۱ .۲ تعریف

نیست. K۳ شامل مثلث بدون گراف دیگر، عبارت به ندهند. تشکیل را

کد ی نظریه از نیاز مورد تعاریف ۲ .۲
می دهیم. نمایش ،GF (q) با را عضو q با متناهی میدان

نامیده C بلوکی کد GF (q) روی بعدی n برداری فضای از زیرمجموعه هر .۱ .۲ .۲ تعریف
می شود. گفته کدکلمه۱۷ یک C عضو هر به می شود.

فاصله ی را دارند تفاوت هم با c۱, c۲ ∈ GF (q)n عنصر دو که مکانهایی تعداد .۲ .۲ .۲ تعریف
C کد ی کمینه فاصله ی می دهند. نشان d(c۱, c۲) با را آن و گویند همینگ) وزن (یا همینگ

از: است عبارت
min{d(c۱, c۲); c۱, c۲ ∈ C, c۱ ̸= c۲}

می دهند. نمایش dmin با را آن و
به باشد، dmin = d کمینه فاصله دارای C و باشد C درون عناصر تعداد M اگر .۳ .۲ .۲ تعریف

می شود. گفته کد (n,M, d)q یک آن
بعدی k زیرفضای یک k بعد و dmin = d کمینه فاصله ، n طول به C خطی کد .۴ .۲ .۲ تعریف

می شود. داده نشان [n, k, d]q با و می باشد GF (q)n از
فاصله با کد است. کد خطای تصحیح و سازی آشکار توانایی در مهمی معیار کمینه، فاصله

می باشد. دارا را بیشتری خطای تصحیح و سازی آشکار توانایی بیشتر، کمینه
نامیم. کد وزن را کد یک صفر غیر عناصر تعداد .۵ .۲ .۲ تعریف

کمتر وزن با خطاهای تصحیح توانایی dmin کمینه فاصله با C خطی بلوکی کد .۶ .۲ .۲ تعریف
نامند. می کد خطای تصحیح قابلیت را t پارامتر دارد. را t = dmin−۱۲ مساوی یا و

خطی مستقل کلمه ی k وسیله به بعدی k زیرفضای یک عنوان به C خطی کد .۷ .۲ .۲ تعریف
ماتریس سطرهای عنوان به را (۱ ≤ i ≤ k) ها ci اگر می شود. تولید GF (q)n در {c۱, . . . , ck}
کنیم فرض می نامند. C کد مولد ماتریس را آن و بود خواهد k× n بعد از G بگیریم، نظر در G

صورت این در باشد. تایی k پیام بردار m
C = {c : c = mG ∈ GF (q)n}.
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مقدمات و تعاریف ۱۰
می شود؛ تعریف زیر صورت به C∗ آن متعامد زیرفضای ، C خطی کد با متناظر .۸ .۲ .۲ تعریف

C∗ = {c∗ ∈ GF (q)n : < c, c∗ >= ۰, ∀c ∈ C}.

C کد دوگان را C∗ زیرفضای است. GF (q) در معمول داخلی ضرب < c, c∗ > که طوری به
می نامند.

داریم: صورت این در . cHT = ۰ که می دهند نمایش H با را C∗ زیرفضای مولد ماتریس
C = {c ∈ GF (q)n : HcT = ۰}.

در که مثال هایی و تعاریف می باشد، دودویی کدهای مطالعه ی ما اصلی هدف که آنجائی از
بود. خواهد q = ۲ فرض با همگی آمد خواهد مطالب ادامه ی

H = ماتریس صورت این در باشد، C∗ کد برای پایه یک {c∗۱, . . . , c∗k} اگر .۹ .۲ .۲ تعریف
می نامند. C کد بررسی⁃توازن ماتریس را [c∗۱ . . . c∗n−k]

T

ماتریس خطی وابسته ستون های تعداد کمترین ، C کد کمینه فاصله که می شود داده نشان
می باشد. H

C[n, k, d]q کد مولد ماتریس G = [Ik|A] و k بعد از همانی۱۸ ماتریس Ik اگر .۱۰ .۲ .۲ تعریف
ماتریس صورت این در می شود. نامیده استاندارد۱۹ حالت در C کد صورت این در باشد،
(n−k)× اندازه از همانی ماتریس In−k جائیکه، می باشد، [−AT |In−k] فرم به C بررسی⁃توازن
توسط ارسالی، تایی n بردار به پیام تایی k بردار تبدیل نرخ را C کد نرخ می باشد. (n − k)

و بررسی⁃توازن ماتریس که آنجائی از . r = k
n با است برابر که گوئیم کد، مولد ماتریس

و باشد m بعد از کد بررسی⁃توازن ماتریس اگر لذا هستند، یکدیگر دوگان کد مولد ماتریس
r = n−m

n داریم باشد، n نیز آن طول
گراف یک تنر، گراف باشد. کد یک بررسی⁃توازن ماتریس Hm×n کنیم فرض .۱۱ .۲ .۲ تعریف
این به می رود. کار به کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک هندسی نمایش برای که است دوبخشی
(رئوس گراف رئوس از دسته یک کد، بررسی⁃توازن ماتریس ستون های با معادل که صورت
بررسی۲۱ (رئوس رئوس از دیگری دسته ی آن، سطرهای با معادل و بیتی) رئوس یا متغیر۲۰
دسته هر رئوس اما نیستند وصل یکدیگر به دسته هر درون رئوس می دهیم. اختصاص را (
می کنیم. وصل دیگر دسته ی رئوس به بررسی⁃توازن ماتریس یک و صفر عناصر به توجه با را
H(i, j) = ۱ اگر فقط و اگر است متصل دوم دسته ی از ⁃ام i رأس به اول دسته ی از ⁃ام j رأس
تنر گراف می شود. محسوب نیز تنر دوبخشی گراف مجاورت۲۲ ماتریس H ماتریس واقع در
های رأس تمامی نیز و یکسان درجه ی دارای متغیر های رأس تمامی اگر گوئیم منتظم۲۳ را

18Identity Matrix
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۱۱ کد ی نظریه از نیاز مورد تعاریف
متفاوت بررسی راس یک درجه ی که است ذکر قابل باشند. یکسانی درجه ی دارای نیز بررسی

است. بیتی راس یک درجه ی از
ماتریس اگر .۱ .۲ .۲ مثال

H =


۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱

 .

صورت به آن با متناظر تنر گراف آن گاه باشد. C[۷,۴,۳]۲ همینگ کد بررسی⁃توازن ماتریس
است. زیر

می شود. نامیده کد کمر کد، یک تنر گراف در موجود دور کوچکترین طول .۱۲ .۲ .۲ تعریف
متصل یال های است. ۴ با برابر C[۷,۴,۳]۲ همینگ کد به مربوط تنر گراف کمر .۲ .۲ .۲ مثال
به دور تشکیل کد، این تنر گراف در ۷ و ۶ متغیر رأس دو به ۲ و ۱ بررسی رأس دو کننده ی

است. ممکن دور ترین کوچک دوبخشی گراف های در ۴ طول به دور می دهند. ۴ طول

گراف روی از شده ساخته کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای ۱ .۲ .۲
دوبخشی پایه

(این دوبخشی پایه گراف روی از شده ساخته کم⁃چگال بررسی⁃توازن ماتریس با کدهای
این به کار روش شد. معرفی [۵۰] تروپ۲۴ توسط بار اولین نامند) می نیز اولیه گراف را گراف
برای می دهیم. بسط۲۵ را آن و می گیریم نظر در را کوچک تنر گراف یک ابتدا که است صورت
به یعنی می کنیم، کپی بار N تعداد به را اولیه تنر گراف یال های و رئوس تمام دادن، بسط
هر با متناظر سپس، می سازیم. جدید یال N یال، هر ازای به و جدید رأس N رأس، هر ازای
کرده کپی اولیه یال جای به که یال هایی تمامی روی دلخواه تایی N جایگشت یک اولیه یال

کنیم. دنبال را زیر مراحل کافیست جایگشت اعمال برای می کنیم. اعمال ایم
می کنیم. گذاری شماره N تا ۱ از را متغیر رأس N و بررسی رأس N .۱

24Thrope
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مقدمات و تعاریف ۱۲

در را می کند وصل i بررسی رأس به را ⁃ام i متغیر رأس که یالی i ∈ {۱,۲, . . . , N} هر برای .۲
جایگشتی با توجه با را یال این متغیر رأس بررسی، رأس گرفتن ثابت با و می گیریم نظر

می دهیم. تغییر بودیم گرفته نظر در که
می کنیم. تکرار شده کپی رئوس و یالها دیگر برای را کار این .۳

می دهیم. نمایش W با و می نامیم پایه ماتریس را پایه گراف مجاورت ماتریس .۱۳ .۲ .۲ تعریف
است کد بررسی⁃توازن ماتریس یافته گسترش دوبخشی گراف مجاورت ماتریس و

در رأس دو شامل گراف این است. آمده رأس ۵ با پایه گراف یک ، ۱ .۲ شکل در .۳ .۲ .۲ مثال
ماتریس همان گراف این با متناظر پایه ی ماتریس و است. دیگر بخش در رأس سه و بخش یک

صورت به که است پایه گراف مجاورت

W =

 ۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۱

 , (۱ .۲)

می باشد.

متناظرش یافته گسترش گراف و پایه گراف :۱ .۲ شکل

۱ و ۰ اعداد ساده گراف با متناظر پایه ی ماتریس عناصر می کنیم ملاحظه که همانطور
که ۱ .۲ شکل در شده رسم یافته گسترش گراف درنتیجه، . N = ۳ کنید فرض حال هستند.

می شود. ساخته زیر صورت به است بررسی رأس نه و متغیر رأس شش دارای
یالها اتصال چگونگی پایه گراف اول بخش از اول رأس با متناظر متغیر رأس سه برای ابتدا
بخش از اول رأس با متناظر بررسی رأس سه و متغیر رأس سه این در می دهیم. توضیح را



۱۳ کد ی نظریه از نیاز مورد تعاریف

بررسی رأس به اول بیتی رأس که معنا این به دارد وجود ۱(۲۳) جایگشت یک پایه گراف از دوم
به سوم متغیر رأس و می شود وصل سوم بررسی رأس به دوم متغیر رأس می شود. وصل اول
دوم رأس با متناظر بررسی رأس سه برای ، ترتیب همین به می شود. وصل دوم بررسی رأس
از سوم رأس با متناظر بررسی رأس سه برای و (۱۲)۳ جایگشت یک پایه گراف از دوم بخش از
با متناظر متغیر رأس سه برای حال دارد. وجود (۱۲۳) جایگشت یک پایه گراف از دوم بخش
می گیریم. درنظر را (۱)(۲)(۳), (۱۲۳), (۱۳)۲ جایگشت های پایه گراف اول بخش از دوم رأس

می باشد. زیر صورت به بررسی⁃توازن ماتریس نتیجه در

H =



۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰



. (۲ .۲)

و یال⁃یگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای ۲ .۲ .۲
یال⁃چندگانه

صورت، این در باشد. GF (q)n از عضوی c = (c۱, c۲, . . . , cn−۱, cn) کنیم فرض .۱۴ .۲ .۲ تعریف
خطی کد می نامند. c بردار از راست۲۶ به دوری انتقال یک را c′ = (cn, c۱, c۲ . . . , cn−۱) بردار
آن در کدکلمه ای نیز آن از کدکلمه یک از دوری انتقال هر اگر گویند دوری کد یک را C بلوکی

باشد.
ماتریس دو هر بنابراین، است. دوری کد یک خود دوری، کد یک دوگان که است شده ثابت
نوشت گونه ای به می توان استاندارد حالت در را دوری کد یک بررسی⁃توازن ماتریس و مولد
یک نیز ماتریس اول سطر و باشد آن ماقبل سطر از راست به انتقال یک ماتریس از سطر هر که

باشد. آخر سطر از راست به انتقال
دو از داد. انجام روش چندین به می توان را دوری کد یک بررسی⁃توازن ماتریس ساخت
ماتریس های یا لاتین۲۸ مربعات (مانند ترکیبیاتی۲۷ های روش به می توان آن پرکاربرد نمونه ی
صفحات روی از شده ساخته ماتریس های (مانند متناهی۳۰ هندسه های روش و ( جایگشتی۲۹
[۴۳] از ۱۲ ،۱۰ ،۶ ،۳ های فصل به توان می بیشتر مطالعه ی برای نمود. اشاره ( تصویری۳۱
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مقدمات و تعاریف ۱۴
نمود. مراجعه

صورت به می توان کلی بطور را شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک .۱۵ .۲ .۲ تعریف


H۱۱ H۱۲ . . . H۱n
H۲۱ H۲۲ . . . H۲n... ... ... ...
Hm۱ Hm۲ . . . Hmn


. (۳ .۲(

ماتریس یک خود ماتریس، این در Hij عناصر از یک هر و m,n ∈ N که طوری به گرفت، نظر در
⁃ام k سطر که است این Hij ماتریس بودن دوری از منظور باشد. N مرتبه ی از دوری مربعی
آید. دست به واحد k; (۱ ≤ k ≤ N − ۱) اندازه ی به اول۳۲ سطر راست به انتقال از ماتریس این
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک توازن بررسی ماتریس را Hij عناصر از هریک می توان واقع در
می باشد. nN طول با شبه⁃دوری کد بررسی⁃توازن ماتریس H ماتریس نمود. فرض دوری

به ۰ ≤ k ≤ N − ۱ دور اندازه و N ∈ N بعد از دوری۳۳ جایگشت ماتریس یک .۱۶ .۲ .۲ تعریف
ماتریس اول سطر راست به انتقال تا k از آن اول سطر که می شود گفته N ×N مربعی ماتریس
خود ماقبل سطر راست به انتقال یک از آن سطرهای مابقی و باشد آمده دست به IN همانی
ماتریس با برابر I۰ که است واضح می دهیم. نشان Ip با را ماتریس این باشد. آمده بدست

است. همانی
پایه دوبخشی گراف از شده ساخته شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد نوع دو
و ۰ عناصر تنها پایه ماتریس آن گاه باشد، نداشته چندگانه یال پایه گراف اگر دارد. وجود
یال⁃یگانه۳۴ شبه⁃دوری شده ساخته کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد و می شود. شامل را ۱
بیش عناصر شامل پایه ماتریس آن گاه باشد، داشته چندگانه یال پایه گراف اگر می شود. نامیده
یال⁃چندگانه۳۵ شبه⁃دوری شده ساخته کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد و می باشد نیز ۱ از
می کنیم. عمل زیر روش به کدها نوع این بررسی⁃توازن ماتریس ساخت برای می شود. نامیده
عناصر تمام اگر باشند. ۱ و ۰ آن عناصر و بوده m × n بعد از کد پایه ماتریس کنیم فرض
یک با را صفر غیر عنصر هر و کنیم جایگزین N ×N بعد با صفر تمام مربعی ماتریس با را صفر
جایگزین (۰ ≤ i ≤ m − ۱, ۰ ≤ j ≤ n − ۱, ۰ ≤ bij ≤ N − ۱); Ibij دوری جایگشت ماتریس
شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد بررسی⁃توازن ماتریس یک حاصل ماتریس کنیم
B با و میگیریم نظر در نمایه۳۶ ماتریس یک بررسی⁃توازن ماتریس با متناظر است. یال⁃یگانه

32First Line Shifted to the Right
33Circulant Permutation Matrix (CPM)
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۱۵ کد ی نظریه از نیاز مورد تعاریف
عنصر ⁃امین ij آن گاه شود، جایگزین Ibij با پایه ماتریس عنصر ⁃امین ij اگر می دهیم. نمایش
ماتریس و باشد ۱ تمام پایه ماتریس اگر مثال، برای می گیریم. نظر در bij را نمایه ماتریس

باشد زیر صورت به آن بررسی⁃توازن

H =


Ib۰۰ Ib۰۱ . . . Ib۰(n−۱)

Ib۱۰ Ib۱۱ . . . Ib۱(n−۱)
... ... ... ...
Ib(m−۱)۰ Ib(m−۱)۱ . . . Ib(m−۱)(n−۱)

 . (۴ .۲(

گیریم. می نظر در زیر صورت به را نمایه ماتریس آن گاه

B =


b۰۰ b۰۱ . . . b۰(n−۱)
b۱۰ b۱۱ . . . b۱(n−۱)... ... ... ...
b(m−۱)۰ b(m−۱)۱ . . . b(m−۱)(n−۱)

 . (۵ .۲(

داریم. را معادلش نمایه ماتریس و بررسی⁃توازن ماتریس یک زیر مثال در
باشد: زیر صورت به بررسی⁃توازن ماتریس کنید فرض .۴ .۲ .۲ مثال

H =



۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰



. (۶ .۲)

است. B =

 ۰ ۱
۱ ۲

 برابر نمایه ماتریس آن گاه باشد، N = ۳ با برابر بسط درجه و

توان می را شده داده نشان بررسی⁃توازن ماتریس با شده ساخته کد مشخصات از بسیاری
ساده توان، ماتریس معرفی اصلی دلیل کرد. تعیین و بررسی آن توان ماتریس مطالعه ی با تنها

می باشد. مطالعه این شدن تر
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک تنر گراف در ۲k طول با دور وجود برای کافی و لازم شرط
نتایج آوردن دست به در اصلی ابزار نتیجه این است. شده داده [۱۲] در یال⁃یگانه شبه⁃دوری

می آوریم. زیر لم در که است ما
،m×n درجه توزیع با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک C کنیم فرض .۱ .۲ .۲ لم
گراف در ۲k طول با دور وجود برای کافی و لازم شرط باشد. B نمایه ماتریس و N بسط درجه



مقدمات و تعاریف ۱۶
که طوری به باشد موجود B از درایه هایی که است این تنر

k−۱∑
i=۰

(bmini
− bmini+۱) = ۰ mod N, (۷ .۲)

باشد B از درایه ⁃امین (mi, ni) همان bmini و nk = n۰, mi ̸= mi+۱, ni ̸= ni+۱ آن در که
،m×n درجه توزیع با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای بسط درجه ی کمترین
در است. آمده  دست به [۱۲] در n ≤ ۱۲ سطری وزن های و ۵ ،۴ ،۳ ستونی وزن های و ۶ کمر
ستونی وزن های با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای بسط درجه های با ارتباط
شرایط بررسی با کرد. اشاره نیز [۵۵] و [۴۱[ ،[۱۷] مقالات به می توان ۸ ،۶ کمرهای و ۴ ،۳
شبه⁃ کدهای ساخت برای روش هایی می شوند، تنر گراف در کوتاه دورهای به منجر که جبری
جستجوی روش های از استفاده با همچنین، است. شده مطرح [۳۹] در بزرگ کمر با دوری
،۸ ،۶ کمرهای با کم⁃چگال بررسی⁃توازن شبه⁃دوری کدهای بسط درجه مینیمم کارا،
[۴۸] و [۲۸] ]۷]و ،[۵۲] مقاله های به می توان [۳۹] بر علاوه است. آمده دست به ۱۲ و ۱۰
[۴۹] در کرد. اشاره بزرگ کمر با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای با ارتباط در
درجه توزیع با یال⁃یگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای یافتن جهت در روشی
بسیاری تعداد مقاله این در واقع، در است. شده مطرح بسط درجه مینیمم و یکسان کمر و
یک به متعلق توان ماتریس یک اگر می آید. دست به توان ماتریس یکریخت کلاس های از
جستجو رده از کلاس آن به متعلق توان ماتریس های تمام آن گاه ندهد، نتیجه را g کمر کلاس
را توان ماتریس آوردن دست به برای جامع جستجوی روش، این وضوح به می شوند. حذف
ماتریس های تمام روش، این مزیت دادن نشان برای می کند. تبدیل کارا جستجوی یک به
وزن ،۳ ستونی وزن با یال⁃یگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای غیریکریخت
آنالیز پایین کران های آمده اند. دست به بسط درجه مینیمم و g ≤ ۱۲ کمر ، n ≤ ۱۲ سطری
و m× n درجه توزیع با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای بسط درجه روی شده
در می باشند. n(n− ۱)(m− ۱) + ۱ و (m− ۱)(n− ۱) + ۱ ،n ترتیب، به ،۱۰ و ۸ ،۶ کمرهای
ساخت برای جبری روش های علاوه، به اند. آمده دست به ها کران این [۲۶] و [۱۲] مراجع
[۳۰] مقالات در متفاوت کمرهای با یال⁃یگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای

شده اند. ارئه [۴۶] و [۳۱،[
ماتریس آن گاه باشد چندگانه یال داری پایه گراف اگر شد، مطرح بالا در که همانطور
نتیجه چندگانه یال شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک آن متناظر بررسی⁃توازن
یال شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک نمایه ماتریس زیر تعریف در می دهد.

می دهیم. شرح را نمایه ماتریس روی از بررسی⁃توازن ماتریس ساختن طرز و چندگانه
یک نمایه ماتریس B = [B⃗ij ] ماتریس باشد. صحیح عددی N کنید فرض .۱۷ .۲ .۲ تعریف
B⃗ij = ،|B⃗ij | = Wij آن در که است، چندگانه یال شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد

که طوری به brij ̸= br
′

ij داریم l ∈ N هر ازای به و brij ∈ {۰, ۱, · · · , N − ۱} ،(b۱
ij , b

۲
ij , . . . , b

l
ij)



۱۷ کد ی نظریه از نیاز مورد تعاریف
.۱ ≤ r < r′ ≤ l

B =


B⃗۰۰ B⃗۰۱ · · · B⃗۰(n−۱)
B⃗۱۰ B⃗۱۱ · · · B⃗۱(n−۱)... ... ... ...

B⃗(m−۱)۰ B⃗(m−۱)۱ · · · B⃗(m−۱)(n−۱)

 . (۸ .۲(

جایگزین N×N بعد با Hij ماتریس توسط آن گاه باشد، بردار یک B ماتریس درایه ⁃امین ij اگر
می آید. دست به زیر صورت به Ibrij جایگشتی ماتریس های جمع از که می شود

Hij = Ib
۱
ij + Ib

۲
ij + · · ·+ Ib

l
ij .

شبه⁃ کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک برای بررسی⁃توازن ماتریس یک زیر در مثال برای
می سازیم. چندگانه یال دوری

شده داده ۲ .۲ شکل در W =

 ۰ ۱
۳ ۲

 پایه ی ماتریس با متناظر پایه گراف .۵ .۲ .۲ مثال
است:

پایه ماتریس با متناظر پایه گراف :۲ .۲ شکل

کنیم، مشخص B =

 (۰) (۱)
(۲,۳,۴) (۰, ۱)

 صورت به را توان ماتریس و N = ۶ دهیم قرار اگر



مقدمات و تعاریف ۱۸
می آید. دست به زیر صورت به بررسی⁃توازن ماتریس آن گاه

H =



۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱



. (۹ .۲)

صورت به چندگانه یال شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای برای (۷ .۲) معادله
است: زیر

k′−۱∑
i=۰

(
brimini

− br
′
i
mini+۱

)
= ۰ mod N, (۱۰ .۲)

b
ri
mini .r′i ̸= r

i+۱ آن گاه mi = mi+۱ اگر و ri ̸= r′i آن گاه ،ni = ni+۱ اگر و nk′ = n۰ آن، در که
.B از درایه ⁃امین (mini) با است برابر B⃗mini و B⃗mini از درایه ⁃امین ri با است برابر

با دور تنر گراف آن گاه باشد، l ≥ ۳ عنصر شامل W ماتریس اگر ،[۵] و [۳۹[ ،[۴۰] برطبق
با دورهایی وجود ترتیب، به ،

 ۲ ۱
۱ ۱

 و [۲ ۲] نظیر W از زیرماتریس هایی وجود دارد. ۶ طول
وجود که می شوند نامیده ناپذیر اجتناب دورهای دورها، این می کنند. تضمین را ۱۰ و ۸ طول
با ناپذیر اجتناب دورهای که پایه ماتریس زیرماتریس های است. بسط درجه از مستقل آن ها

اند. شده بررسی [۲۸] در کنند می تولید را ۲۰ مساوی یا کمتر طول

تنر گراف در اولیه تله ای مجموعه های ۳ .۲
کدهای اجرای روی عمیقی تاثیر که می پردازیم تله ای مجموعه های معرفی به بخش، این در
القایی زیرگراف یک a اندازه ی از ای تله مجموعه ی (a, b) یک دارند. کم⁃چگال بررسی⁃توازن
مجموعه های تمام درمیان می باشد. فرد درجه از بررسی رأس b و متغیر رأس a با تنر گراف از
زیرگراف ها این دارند. ۲ یا ۱ درجه ی از بررسی رأس های که هستند آن هایی موثرترین تله ای



۱۹ تنر گراف در اولیه تله ای مجموعه های
که مقدماتی تله ای مجموعه های علاوه، به نامیم. ETS یا مقدماتی۳۷ تله ای مجموعه های را
صدق b

a < ۱ نامساوی در که هستند آن هایی می شوند موجب را بالایی کدگشایی خطای نرخ
می کنند.

و ۱ درجه ی از بررسی رئوس حذف با مقدماتی تله ای مجموعه ی (a, b) یک در .۱ .۳ .۲ تعریف
گراف که می آید دست به رأس a با گراف یک یال، یک با ۲ درجه ی از بررسی رأس هر جایگزینی

می شود. نامیده رأس⁃متغیر۳۸
اجرای حاصل بررسی⁃توازن ماتریس تنر گراف از آن ها حذف و زیرگراف ها این تشخیص با
زیرگراف ها این تشخیص برای بسیاری الگوریتم های تاکنون داشت. خواهد کدگشایی در بهتری
شکل در کرد. اشاره [۲۲, ۲۷, ۱۹, ۲۰, ۲۱, ۲۹] مقاله های به می توان میان آن از شده اند. داده

است. شده داده مقدماتی تله ای مجموعه های با متناظر رأس⁃متغیر گراف دو زیر

متناظرش مقدماتی  تله ای مجموعه و رأس⁃متغیر گراف  :۳ .۲ شکل
رأس پنج با مقدماتی تله ای مجموعه ی یک شامل شکل این می کنیم مشاهده که همانطور
رأس⁃ گراف که است ۱ درجه ی از بررسی رأس سه و ۲ درجه ی از بررسی رأس شش و متغیر

است. ۲ درجه ی از رأس سه و ۳ درجه ی از رأس دو شامل متناظرش متغیر
γ × λ درجه توزیع با منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک که است شده ثابت [۲۲] در
که شود می a, b پارامترهای با تله ای مجموعه شامل است ۴ طول با دور فاقد آن تنر گراف که

و a ≤ γ آن در
بررسی⁃ کدهای برای تنر گراف کوتاه دورهای اساس بر ها ETS از کلاسی [۲۷] در . b

a < ۱
۸ ،۶ کمر و ۵ ،۴ ،۳ ستونی وزن های برای است. شده ارائه متغیر⁃منظم کم⁃چگال توازن
توسیعی تکنیک های آمده اند. دست به a, b ≤ ۱۰ پارامترهای با ها ETS کلاس های همه ی
در زیادی مزیت های که [۲۰] شده اند مطرح ها ETS تمام آوردن دست به برای زمینه این در

37Elementary Trapping Sets (ETS)
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مقدمات و تعاریف ۲۰
بر تله ای مجموعه ی کوچکترین روی پایین کران های ،[۲۱] در دارند. روش ها بقیه با مقایسه
ستونی وزن های برای پایین کران های این هرچند، آمده  اند. دست به تنر گراف کمر مبنای
بسیاری در کران ها این علاوه  به نمی روند. کار به می کنند صدق b ≥ ۲γ − ۲ رابطه در که γ

مقاله در نیستند. سخت کران ها این واقع، در کوچکترند. خیلی اصلی مقدار مینیمم از موارد
بررسی⁃توازن کدهای برای b

a < ۱ و a ≤ ۸ فرض با تله ای مجموعه های مشخصه های [۲۹]
مطرح می آیند دست  به اشتاینری سه تایی سیستم از که ۳ ستونی وزن با منظم کم⁃چگال

شده اند.



۳ فصل
بسط درجه روی پایین کران های
یال⁃یگانه QⅭ−ⅬⅮPⅭ کدهای

منظور به و می پردازیم نمایه ماتریس با متناظر تفاضل ماتریس دو معرفی به فصل، این در
ماتریس های این برای کافی و لازم شرایط مشخص کمر با کم⁃چگال شبه⁃دوری کدهای ساختن
با یکریخت غیر نمایه ی ماتریس های تمام کردن پیدا ما هدف می کنیم. تعیین را تفاضل
رسیدن راستای در می باشد. مشخص درجه ی توزیع و ۱۲ تا ۶ کمرهای بسط، درجه کمترین
کاهش به شایانی کمک ماتریس ها این می بریم. کار به را تفاضل ماتریس های هدف این به
می کنند، نمایه ماتریس های آوردن دست به برای جستجو الگوریتم در محاسباتی پیچیدگی

.[۲]

(۰ ≤ i ≤ m − ۱, ۰ ≤ j ≤ عناصر با m × n ازمرتبه ی نمایه ماتریس یک B اگر .۱ .۰ .۳ تعریف
ماتریس سطر دو هر تفاضل توسط (m۲)× n ازاندازه ی D تفاضل ماتریس یک باشد. n− ۱) bij
، i, i′ سطرهای در واقع B ماتریس از عنصر دو Bi′j و Bij اگر می آید. دست به زیر صورت به B
Bij−Bi′j آن گاه کنیم، کم B سطر ⁃امین i از را B سطر ⁃امین i′ اگر باشند. j ستون و ، i < i′

۲۱



یال⁃یگانه QⅭ−ⅬⅮPⅭ کدهای بسط درجه روی پایین کران های ۲۲
.۰ ≤ l ≤

(
m۲
)
−۱ که طوری می باشد، ستون ⁃امین j و سطر ⁃امین l در واقع D از عنصر یک

D =



b۰۰ − b۱۰ . . . b۰(n−۱) − b۱(n−۱)... ... ...
b۰۰ − b(m−۱)۰ . . . b۰(n−۱) − b(m−۱)(n−۱)
b۱۰ − b۲۰ . . . b۱(n−۱)−b۲(n−۱)... ... ...
b۱۰ − b(m−۱)۰ . . . b۱(n−۱) − b(m−۱)(n−۱)... ... ...
b(m−۲)۰ − b(m−۱)۰ . . . b(m−۲)(n−۱) − b(m−۱)(n−۱)



. (۱ .۳(

bij − bi′j = (∞). می دهیم قرار آن گاه bi′j = (∞) یا bij = (∞) اگر
می شود. داده نمایش DD با که می آید دست به D ماتریس از دیگر تفاضل ماتریس

نمایه ماتریس از که باشد (m۲)×n ازاندازه ی تفاضل ماتریس یک D کنید فرض .۲ .۰ .۳ تعریف
توسط (

m۲
)
×

(
n۲
) ازاندازه ی DD تفاضل ماتریس یک باشد. آمده دست به m × n ازاندازه ی

عنصر دو Dij′ و Dij کنید فرض می آید. دست به زیر صورت به D ماتریس ستون دو هر تفاضل
ستون ⁃امین j′ اگر باشند. ، j < j′ ، j, j′ متمایز ستون های و i سطر در واقع D ماتریس از
DD از عنصر یک (Dij −Dij′ , Dij′ −Dij) mod N آن گاه کنیم، کم D ستون ⁃امین j از را D

.۰ ≤ l ≤
(
n۲
)
− ۱ که طوری می باشد، ستون ⁃امین l و سطر ⁃امین i در واقع

باشد. N = ۳۷ بسط درجه با ۳ × ۴ ازاندازه ی نمایه ماتریس یک B کنید فرض .۱ .۰ .۳ مثال

B =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۳ ۲۴
۰ ۲۷ ۷ ۱۹

 . (۲ .۳)

می سازیم. زیر صورت به را DD و D تفاضل ماتریس دو تعاریف، با مطابق

D =


۰ −۱ −۳ −۲۴
۰ −۲۷ −۷ −۱۹
۰ −۲۶ −۴ ۵

 , (۳ .۳)

DD =


(۱,۳۶) (۳,۳۴) (۲۴, ۱۳) (۲,۳۵) (۲۳, ۱۴) (۲۱, ۱۶)
(۲۷, ۱۰) (۷,۳۰) (۱۹, ۱۸) (۱۷,۲۰) (۲۹,۸) (۱۲,۲۵)
(۲۶, ۱۱) (۴,۳۳) (۳۲,۵) (۱۵,۲۲) (۶,۳۱) (۲۸,۹)

 . (۴ .۳)



۲۳

تفاضل ماتریس های از استفاده با ۴ طول با دور بررسی ۱ .۰ .۳
ماتریس از ۲ × ۲ بعد با زیرماتریس هر برای (۷ .۲) معادله ی ،۴ طول با دور بررسی منظور به
ستون های و i۲ و i۱ سطرهای در ۲×۲ بعد با زیرماتریس یک گیرد. قرار بررسی مورد باید نمایه
گراف در ۴ طول با دور به منجر زیرماتریس این اگر بگیرید. درنظر را نمایه ماتریس از j۲ و j۱

بود. خواهد زیر صورت به معادله ی آن گاه شود، تنر
(bi۱j۱ − bi۱j۲) + (bi۲j۲ − bi۲j۱) ≡ ۰ mod N.

را بالا معادله ی چپ سمت D تفاضل ماتریس از استفاده با ۴ طول با دور بررسی منظور به اما
می کنیم. بازنویسی زیر صورت به

(bi۱j۱ − bi۲j۱)− (bi۱j۲ − bi۲j۲) ≡ ۰ mod N.

D تفاضل ماتریس سطر هر اگر فقط و اگر است ۴ طول با دور فاقد تنر گراف .۱ .۰ .۳ گزاره
باشد. تکراری عنصر فاقد

D ماتریس از عنصری (bi۱j۱ − bi۲j۱) عبارت .۰ ≤ i۱, i۲ ≤ m− ۱ (i۱ < i۲) کنید فرض برهان.
(bi۱j۲−bi۲j۲) عبارت و i =

(
m۲
)
−
(m−i۱۲

)
+i۲−i۱ که طوری به ⁃ام j۱ ستون و ⁃ام i سطر در واقع

اگر که می گیریم نتیجه بنابراین باشند. ⁃ام j۲ ستون و ⁃ام i سطر در واقع D از دیگری عنصر
است. ۴ طول با دور شامل تنر گراف آن گاه bi۱j۱ − bi۲j۱ ≡ bi۱j۲ − bi۲j۲ mod N

شامل DD تفاضل ماتریس اگر فقط و اگر است ۴ طول با دور فاقد تنر گراف .۱ .۰ .۳ نتیجه
نباشد. صفر عنصر

آن ها با متناظر تنر گراف هرگاه نامیم غیریکریخت را کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد دو
شبه⁃ کم⁃چگال بررسی⁃توازن یکریخت غیر کدهای تمام [۴۹] در باشند. غیریکریخت
شده داده آن ها کمینه ی فاصله همراه به ۴ ≤ n ≤ ۱۲ ،۶ کمر با ۳ × n درجه ی توزیع با دوری
یکریخت غیر کدهای تعداد ارائه ی برای را تفاضل ماتریس های نتایج، توسیع منظور به است.
مورد ۵ ≤ n ≤ ۱۱ ،۶ کمر با ۴ × n درجه ی توزیع با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن
کمینه ی فاصله ی هر برای می دهیم. نمایش NI با را کدها این تعداد می دهیم. قرار استفاده
ستون و اول سطر است. شده داده نمایش ۲ .۵ و ۱ .۵ جدول های در نمایه ماتریس یک ممکن

هستند. صفر تمام ماتریس ها این اول

تفاضل ماتریس های از استفاده با ۶ طول با دور بررسی ۲ .۰ .۳
۶ و ۵ ،۴ ستونی وزن های با نمایه ماتریس سه برای را ۶ طول با دورهای ابتدا ما بخش این در
که می آوریم دست به (۷ .۲) معادله ی چپ سمت برای جایگزینی می دهیم. قرار بررسی مورد
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کم⁃ بررسی⁃توازن غیریکریخت کدهای نمایه ی ماتریس های از یکی :۱ .۳ جدول
فاصله ی برای n = ۵,۶,۷,۸ سطری وزن با ۴× n درجه ی توزیع با شبه⁃دوری چگال

بسط درجه کمترین و ۶ کمر با ممکن کمینه ی
n = ۸ n = ۷ n = ۶ n = ۵ سطری وزن
N = ۱۰ N = ۷ N = ۷ N = ۵ بسط درجه

۲۹۹۶ ۲ ۲ ۱ NI
۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷

۲ ۱ ۵ ۷ ۹ ۴ ۳

۵ ۷ ۲ ۶ ۱ ۹ ۴

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶

۲ ۴ ۶ ۱ ۳ ۵

۳ ۶ ۲ ۵ ۱ ۴

۱ ۳ ۴ ۵ ۶

۵ ۱ ۶ ۴ ۲

۲ ۶ ۱ ۳ ۵

− dmin = ۱۰

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷

۲ ۱ ۵ ۷ ۹ ۴ ۳

۳ ۶ ۲ ۱ ۸ ۷ ۵

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶

۲ ۴ ۶ ۱ ۳ ۵

۴ ۱ ۵ ۲ ۶ ۳

۱ ۳ ۴ ۵ ۶

۵ ۱ ۶ ۴ ۲

۳ ۲ ۵ ۱ ۴

۱ ۲ ۳ ۴

۳ ۱ ۴ ۲

۲ ۴ ۱ ۳

dmin = ۸

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷

۲ ۱ ۵ ۸ ۳ ۹ ۴

۷ ۳ ۶ ۱ ۹ ۸ ۲

− − − dmin = ۶

ماتریس های به را آمده دست به نتایج سپس باشند. D تفاضل ماتریس به متعلق جملاتش
می دهیم. بسط m× n درجه ی توزیع هر با نمایه

۱ .۰ .۳ تعریف با مطابق باشد. نمایه ماتریس از ۳×۳ بعد با ماتریس زیر یک B′ کنید فرض
می آوریم. دست به باشد D تفاضل ماتریس از زیرماتریسی که D′ ماتریس یک

B′ =


bi۰j۰ bi۰j۱ bi۰j۲
bi۱j۰ bi۱j۱ bi۱j۲
bi۲j۰ bi۲j۱ bi۲j۲

 ,

ُ

D′ =


bi۰j۰ − bi۱j۰ bi۰j۱ − bi۱j۱ bi۰j۲ − bi۱j۲
bi۰j۰ − bi۲j۰ bi۰j۱ − bi۲j۱ bi۰j۲ − bi۲j۲
bi۱j۰ − bi۲j۰ bi۱j۱ − bi۲j۱ bi۱j۲ − bi۲j۲



سمت در که ،۶ دور بررسی برای (۷ .۲) معادله ی چپ سمت جملات ترتیب دهی تغییر با
ماتریس به متعلق جملاتشان که می آوریم دست به عباراتی دارند، قرار زیر تساوی های چپ



۲۵

کم⁃ بررسی⁃توازن غیریکریخت کدهای نمایه ی ماتریس های از یکی :۲ .۳ جدول
فاصله ی برای n = ۹, ۱۰, ۱۱ سطری وزن با ۴ × n درجه ی توزیع با شبه⁃دوری چگال

بسط درجه کمترین و ۶ کمر با ممکن کمینه ی
n = ۱۱ n = ۱۰ n = ۹ سطری وزن
N = ۱۱ N = ۱۱ N = ۱۰ بسط درجه ی

۷ ۲۴ ۲۹ NI
۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰

۷ ۳ ۱۰ ۶ ۲ ۹ ۵ ۱ ۸ ۴

۲ ۴ ۶ ۸ ۱۰ ۱ ۳ ۵ ۷ ۹

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۹ ۱۰

۱۰ ۹ ۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۲ ۱

۲ ۴ ۶ ۸ ۱۰ ۱ ۳ ۷ ۹

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸

۲ ۵ ۷ ۹ ۴ ۸ ۳ ۶

۵ ۳ ۹ ۶ ۸ ۴ ۲ ۷

dmin = ۱۰

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰

۲ ۶ ۹ ۷ ۴ ۳ ۱ ۱۰ ۵ ۸

۳ ۱ ۷ ۹ ۸ ۲ ۴ ۶ ۱۰ ۵

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۹ ۱۰

۵ ۱۰ ۴ ۲ ۷ ۹ ۱ ۸ ۶

۴ ۸ ۱ ۵ ۹ ۲ ۶ ۳ ۷

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸

۲ ۱ ۶ ۸ ۷ ۳ ۵ ۴

۳ ۶ ۸ ۵ ۱ ۹ ۴ ۷

dmin = ۸

− −
۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸

۲ ۵ ۱ ۹ ۷ ۳ ۶ ۴

۵ ۱ ۹ ۶ ۲ ۴ ۸ ۳

dmin = ۶

می کنیم. مشاهده زیر تساوی های راست سمت در را عبارات این باشد. ۱ .۰ .۳ تفاضل
bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۰ = (bi۰j۰ − bi۲j۰ )− (bi۰j۱ − bi۱j۱ )− (bi۱j۲ − bi۲j۲ )

bi۰j۱ − bi۰j۰ + bi۱j۰ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۱ = −(bi۰j۰ − bi۱j۰ ) + (bi۰j۱ − bi۲j۱ )− (bi۱j۲ − bi۲j۲ )

bi۰j۰ − bi۰j۲ + bi۱j۲ − bi۱j۱ + bi۲j۱ − bi۲j۰ = (bi۰j۰ − bi۲j۰ )− (bi۱j۱ − bi۲j۱ )− (bi۰j۲ − bi۱j۲ )

bi۰j۲ − bi۰j۰ + bi۱j۰ − bi۱j۱ + bi۲j۱ − bi۲j۲ = −(bi۰j۰ − bi۱j۰ )− (bi۱j۱ − bi۲j۱ ) + (bi۰j۲ − bi۲j۲ )

bi۰j۱ − bi۰j۲ + bi۱j۲ − bi۱j۰ + bi۲j۰ − bi۲j۱ = −(bi۱j۰ − bi۲j۰ ) + (bi۰j۱ − bi۲j۱ )− (bi۰j۲ − bi۱j۲ )

bi۰j۲ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۰ + bi۲j۰ − bi۲j۲ = −(bi۱j۰ − bi۲j۰ )− (bi۰j۱ − bi۱j۱ ) + (bi۰j۲ − bi۲j۲ ).

(۵ .۳(

روی عنصر سه شامل بالا تساوی های راست سمت در عبارت هر می بینیم، که همانطور
یک در سوم و اول سطرهای در عناصر عبارات این در هستند. D′ ماتریس پراکنده ی قطر یک

کردیم. ثابت را زیر لم بنابراین می شوند. ضرب −۱
گراف باشد. ۳ × n ازاندازه ی B نمایه ماتریس یک تفاضل ماتریس D کنید فرض .۱ .۰ .۳ لم
(j۰, j۱, j۲ ∈ {۰, ۱, . . . , (n − ۱)}) j۰ ̸= j۱, j۰ ̸= هر برای اگر فقط و اگر است ۶ دور فاقد تنر

باشیم: داشته j۲, j۱ ̸= j۲
−D۰j۰ +D۱j۱ −D۲j۲ ̸≡ ۰ mod N.

یک زیر در می کنیم. بررسی ۴ × n بعد با نمایه ماتریس یک در را ۶ طول با دورهای حال
می باشد D از زیرماتریسی که تفاضلش ماتریس همراه به B ماتریس از ۴×۳ بعد با زیرماتریس
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است. شده ارائه می شود داده نمایش D′ با و

B′ =


bi۰j۰ bi۰j۱ bi۰j۲
bi۱j۰ bi۱j۱ bi۱j۲
bi۲j۰ bi۲j۱ bi۲j۲
bi۳j۰ bi۳j۱ bi۳j۲

 ,

D′ =



bi۰j۰ − bi۱j۰ bi۰j۱ − bi۱j۱ bi۰j۲ − bi۱j۲
bi۰j۰ − bi۲j۰ bi۰j۱ − bi۲j۱ bi۰j۲ − bi۲j۲
bi۰j۰ − bi۳j۰ bi۰j۱ − bi۳j۱ bi۰j۲ − bi۳j۲
bi۱j۰ − bi۲j۰ bi۱j۱ − bi۲j۱ bi۱j۲ − bi۲j۲
bi۱j۰ − bi۳j۰ bi۱j۱ − bi۳j۱ bi۱j۲ − bi۳j۲
bi۲j۰ − bi۳j۰ bi۲j۱ − bi۳j۱ bi۲j۲ − bi۳j۲


.

معادله بررسی برای D′ اول سطر سه اگر می باشد. ۳ × ۳ زیرماتریس چهار شامل B′ ماتریس
جمله های ترتیبدهی تغییر با آن گاه شوند، انتخاب ۶ طول به دورهای حذف منظور به (۷ .۲)
راست سمت هستند. بالا تساوی شش همان آمده دست به تساوی های (۷ .۲) معادله ی

می دهد. نتیجه را زیر تساوی D′ ماتریس و اول تساوی

−(bi۰j۱ − bi۱j۱) + (bi۰j۰ − bi۲j۰)− (bi۱j۲ − bi۲j۲) = −D′۰j۱ +D′۱j۰ −D′۳j۲ .

می دهد. نتیجه را زیر لم B′ ماتریس از ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس چهار بررسی

گراف باشد. ۴ × n ازاندازه ی B نمایه ماتریس یک تفاضل ماتریس D کنید فرض .۲ .۰ .۳ لم
(j۰, j۱, j۲ ∈ {۰, ۱, . . . , (n − ۱)}) j۰ ̸= j۱, j۰ ̸= هر برای اگر فقط و اگر است ۶ دور فاقد تنر

باشیم: داشته j۲, j۱ ̸= j۲

۱)−D۰j۰ +D۱j۱ −D۳j۲ ̸≡ ۰ ۲)−D۰j۰ +D۲j۱ −D۴j۲ ̸≡ ۰
۳)−D۱j۰ +D۲j۱ −D۵j۲ ̸≡ ۰ ۴)−D۳j۰ +D۴j۱ −D۵j۲ ̸≡ ۰.

می باشند. N پیمانه به محاسبات تمام

ماتریس یک با متناظر تفاضل ماتریس از ۳×۳ بعد با زیرماتریس های تمام مشابه، طور به
است. آمده زیر لم در بررسی این نتایج می کنیم. بررسی را ۵ × n بعد با نمایه

گراف باشد. ۵ × n ازاندازه ی B نمایه ماتریس یک تفاضل ماتریس D کنید فرض .۳ .۰ .۳ لم
(j۰, j۱, j۲ ∈ {۰, ۱, . . . , (n − ۱)}) j۰ ̸= j۱, j۰ ̸= هر برای اگر فقط و اگر است ۶ دور فاقد تنر



۲۷
باشیم: داشته j۲, j۱ ̸= j۲

۱)−D۰j۰ +D۱j۱ −D۴j۲ ̸≡ ۰ ۲)−D۰j۰ +D۲j۱ −D۵j۲ ̸≡ ۰
۳)−D۰j۰ +D۳j۱ −D۶j۲ ̸≡ ۰ ۴)−D۱j۰ +D۲j۱ −D۷j۲ ̸≡ ۰
۵)−D۱j۰ +D۳j۱ −D۸j۲ ̸≡ ۰ ۶)−D۲j۰ +D۳j۱ −D۹j۲ ̸≡ ۰
۷)−D۴j۰ +D۵j۱ −D۷j۲ ̸≡ ۰ ۸)−D۴j۰ +D۶j۱ −D۸j۲ ̸≡ ۰
۹)−D۵j۰ +D۶j۱ −D۹j۲ ̸≡ ۰ ۱۰)−D۷j۰ +D۸j۱ −D۹j۲ ̸≡ ۰.

می باشند. N پیمانه به محاسبات تمام
۵×n و ۴×n بعدهای با نمایه ها ماتریس در می بینیم، ۲ .۰ .۳ و ۱ .۰ .۳ لم های در که همانطور
با دورها از اجتناب برای D تفاضل ماتریس از ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس ها سطری اندیس های
زیرماتریسی (i, j, k ∈ {۰, ۱, . . . , (m۲ )−۱}) (i, j, k) تایی سه کنید فرض متفاوتند. کاملا̂ ۶ طول
از اجتناب برای باید که کنند مشخص را i, j, k سطری اندیس های با D تفاضل ماتریس از
ذکر ۲ .۰ .۳ و ۱ .۰ .۳ های لم در که همانطور مثال برای گیرند. قرار بررسی مورد ۶ طول به دور
هستند (۰, ۱,۳), (۰,۲,۴), (۱,۲,۵), (۳,۴,۵) سطر چهار با نمایه ماتریس برای سه تایی ها شد،

هستند: زیر صورت به سطر پنج با نمایه ماتریس برای سه تایی ها و
(۰, ۱,۴), (۰,۲,۵), (۰,۳,۶), (۱,۲,۷), (۱,۳,۸), (۲,۳,۹), (۴,۵,۷), (۴,۶,۸), (۵,۶,۹), (۷,۸,۹).
توزیع با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک آوردن دست به برای کلی، طور به
تعیین باید (i, j, k) سه تایی های تمام D تفاضل ماتریس از استفاده با ۸ کمر و m× n درجه ی
اندیس های با D تفاضل ماتریس از ۳×۳ بعد با زیرماتریس ها آن ها از یک هر ازای به که شوند
به سه تایی ها این گیرند. قرار بررسی مورد باید ۶ طول به دور از اجتناب برای i, j, k سطری

می شوند. مشخص زیر صورت
به با باشد. m × n بعد با B نمایه ماتریس یک با متناظر تفاضل ماتریس D کنید فرض
دور از اجتناب برای B ماتریس از ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس یک در (۷ .۲) معادله ی کارگیری
در زیرماتریس از ستون هر از عنصر دو و سطر هر از عنصر دو که می گیریم نتیجه ۶ طول با
با عنصر دو ، i سطری اندیس با عنصر دو بنابراین، می شوند. ظاهر (۷ .۲) معادله چپ سمت
دو از یکی کنید فرض دارند. وجود معادله در i′′ سطری اندیس با عنصر دو و i′ سطری اندیس
معادله ی در −(bij′ −bi′′j′) و (bij′ −bi′′j′) جمله ی دو از یکی و −(bij−bi′j) و (bij−bi′j) جمله ی
تفاضل ماتریس از سطر ⁃امین i۲ و سطر ⁃امین i۱ در ترتیب، به آن ها، اگر شوند. ظاهر (۷ .۲)
این اگر می شوند. −(bi′j′′ − bi′′j′′) یا (bi′j′′ − bi′′j′′) عبارت شامل سوم سطر آن گاه باشند، D
می شود. (i۱, i۲, i۳) متناظر سه تایی آن گاه باشد، D تفاضل ماتریس سطر ⁃امین i۳ در عبارت
، [۴۹] در هست. نامعادله شش صورت به ۶ طول با دور از اجتناب برای (۷ .۲) معادله
صفر تمام اولش ستون و اول سطر که ۳× n بعد با نمایه ماتریس یک در (۷ .۲) معادله کاربرد
ثابت زیر لم در است. شده مطرح نامعادله نوع سه ،۶ طول با دور از اجتناب برای هستند
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نوع این است. کافی نامعادله یک تنها بررسی DD تفاضل ماتریس از استفاده با که می کنیم
به هستند صفر تمام اولش ستون و اول سطر که m× n بعد با نمایه ماتریس هر برای نامعادله

می رود. کار
باشد. m×n بعد با B نمایه ماتریس یک با متناظر تفاضل ماتریس DD کنید فرض .۴ .۰ .۳ لم
N − DDij و DDij ترتیب به را DD تفاضل ماتریس عنصر ⁃امین ij دوم و اول مؤلفه های
با متناظر DD از زیرماتریسی آن گاه باشد، ۶ طول با دور فاقد تنر گراف اگر بگیرید. نظر در
می کند. صدق زیر نامعادله های در است صفر تمام آن اول سطر که B از ۳×۳ بعد با زیرماتریس

۱) DDij۰ ̸= DDi′j۱ ۲) DDij۰ ̸= N −DDi′j۲
۳) DDij۱ ̸= DDi′j۲ ۴) DDij۱ ̸= DDi′j۰
۵) DDij۲ ̸= N −DDi′j۰ ۶) DDij۲ ̸= DDi′j۱ ,

DD از j۲ و j۰, j۱ مجزای ستونی اندیس های . (i, i′ ∈ {۰, . . . ,m − ۲}) i ̸= i′ آن ها در که
هستند. B از ستون سه با متناظر

هر در ۴ .۰ .۳ لم باشند. صفر تمام نمایه ماتریس اول ستون و اول سطر کنید فرض
{۰, . . . ,m− به متعلق سطری اندیس دو آن در که DD تفاضل ماتریس از ۳×۳ بعد با زیرماتریس
به متعلق i, j که (i, j, k) سه تایی هر برای لم این دیگر، عبارت به می رود. کار به باشند ۲}
اول سطر که ۳×n بعد با نمایه ماتریس یک برای بنابراین، می رود. کار به باشند {۰, . . . ,m−۲}
۱ .۰ .۳ لم در نامعادله بررسی یا (۷ .۲) معادله ی بررسی جای به باشند، صفر تمام آن اول ستون و
بالا در که همانطور می کنیم. بررسی ۶ طول با دور از اجتناب برای را ۴ .۰ .۳ لم نامعادله های
۴×n بعد با نمایه ماتریس یک در ۶ طول به دور از اجتناب برای (i, j, k) سه تایی های شد، ذکر
۱,۲,۳,۴ نامعادله های توسط ترتیب به که (۰, ۱,۳), (۰,۲,۴), (۱,۲,۵), (۳,۴,۵) از عبارت اند
مجموعه ی از عضو دو شامل اول سه تایی سه گیرند. قرار بررسی مورد باید ۲ .۰ .۳ لم در
۴ × n بعد با نمایه ماتریس یک در ۶ طول با دورها بررسی برای بنابراین، هستند. {۰, ۱,۲}
۲ .۰ .۳ لم از ۱,۲,۳ نامعادله های به را ۴ .۰ .۳ لم باشند صفر تمام آن اول ستون و اول سطر که
شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک ساخت منظور به درنتیجه، می دهیم. ترجیح
برای که دارند وجود نامعادله نوع دو باشد ۶ طول با دور فاقد که ۴ × n درجه ی توزیع با
سه تایی های در ۴ .۰ .۳ لم کاربرد اول، نوع می گیرند. قرار بررسی مورد ۶ طول با دور از اجتناب
به است. −D۴j۱ +D۵j۲ −D۶j۳ ̸≡ ۰ نامعادله ی دوم، نوع هستند. (۰, ۱,۳), (۰,۲,۴), (۱,۲,۵)
ماتریس توسط ۳ .۰ .۳ لم در ۶ تا ۱ نامعادله های ، ۵× n بعد با نمایه ماتریس یک برای علاوه،
ماتریس توسط ۳ .۰ .۳ لم در آخر نامعادله ی چهار تنها بنابراین، می شوند. بررسی DD تفاضل
لم جستجو، الگوریتم در محاسباتی پیچیدگی کاهش بر علاوه می شوند. بررسی D تفاضل
مطرح بعد بخش در مزیت این دارد. ۱۰ کمر با نمایه ماتریس یافتن در مهمی کاربرد ۴ .۰ .۳

می شود.
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تفاضل ماتریس های از استفاده با ۸ طول با دور بررسی ۳ .۰ .۳
نوع نه ،۸ طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک آوردن دست به برای
زیر اندازه های از زیرماتریس ها این شوند. بررسی باید نمایه ماتریس زیرماتریس های از متفاوت

هستند.
۲ × ۲, ۲ × ۳, ۲ × ۴, ۳ × ۲, ۳ × ۳, ۳ × ۴, ۴ × ۲, ۴ × ۳,۴ × ۴.

۱۰ کمر با نمایه ماتریس آوردن دست به برای روشی DD و D تفاضل ماتریس دو از استفاده با
برای که دلیل این به می دهد کاهش را جستجو الگوریتم پیچیدگی روش این می دهیم. ارائه
شده ذکر زیرماتریس های برای (۷ .۲) معادله روش این از استفاده با ۸ طول با دور از اجتناب
استفاده نمایه ماتریس ساخت برای را روش این اگر می دهیم نشان علاوه به نمی شوند. بررسی
فاقد تنر گراف باشند صفر تمام نمایه ماتریس اول ستون و اول سطر که درصورتی آن گاه کنیم،
کدهای بسط درجه روی پایین کران همچنین، نیست. نیز ۶ طول با دور شامل ۸ طول با دور
.۲(n۲)(m۲)+ ۱ با است برابر که می دهیم ارائه ۱۰ کمر با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن
استفاده با واقع، در است. شده مطرح ۵ .۰ .۳ لم در ۸ طول با دور بررسی برای ما اصلی ابزار
از مربعی زیرماتریس یک صورت به DD تفاضل ماتریس از درایه هر دهیم می نشان لم این از
حاصل (۷ .۲) معادله چپ سمت عبارت و شود. می گرفته نظر در B نمایه ماتریس از ۲ اندازه

است. DD تفاضل ماتریس از درایه دو تفاضل
عنصر دو از بیش شامل ۸ طول با دور بررسی برای (۷ .۲) معادله چپ سمت اگر .۵ .۰ .۳ لم
با ماتریس زیر دو به می توانند معادله این در جمله ها آن گاه باشد، نمایه ماتریس ستون یک از

شوند. گرفته نظر در نمایه ماتریس از ۲ × ۲ بعد
مشابه بقیه اثبات می کنیم بررسی می کنند صدق شرط در که را زیرماتریس ها از نوع یک برهان.
باشد. زیر صورت به ۴× ۳ بعد با زیرماتریس برای (۷ .۲) معادله چپ سمت کنید فرض است.

bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۱ + bi۳j۱ − bi۳j۰

می گیریم نظر در زیر صورت به B ماتریس از زیرماتریسی در را عبارت این جملات

.


bi۰j۰ bi۰j۱ ∗

∗ bi۱j۱ bi۱j۲
∗ bi۲j۱ bi۲j۲

bi۳j۰ bi۳j۱ ∗


گرفت. نظر در B′′ و B′ با که ۲ × ۲ اندازه از ماتریس دو در توان می را زیرماتریس این عناصر

.B′′ =

 bi۱j۱ bi۱j۲
bi۲j۱ bi۲j۲

 ،B′ =

 bi۰j۰ bi۰j۱
bi۳j۰ bi۳j۱





یال⁃یگانه QⅭ−ⅬⅮPⅭ کدهای بسط درجه روی پایین کران های ۳۰

آن جمله های که می آوریم دست به (۷ .۲) معادله ی برای معادلی ۵ .۰ .۳ لم از استفاده با
باشند. D تفاضل ماتریس از سطر دو به متعلق

بررسی⁃توازن کدهای آوردن دست به برای را تفاضل ماتریس از استفاده مزیت زیر قضیه در
می دهیم. توضیح را ۸ طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال

اگر نیست ۸ طول با دور شامل شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک .۱ .۰ .۳ قضیه
)شامل ۲DD ماتریس همان (یا ۲ در DD تفاضل ماتریس ضرب از حاصل ماتریس (i) ●

نباشد. صفر عنصر
باشد. نداشته تکراری عنصر DD تفاضل ماتریس (ii) ●

باشد. ناصفر نمایه ماتریس از ۴ × ۴ زیرماتریس هر ازای به (۷ .۲) معادله (iii) ●
می شود. ثابت مرحله سه در قضیه این برهان.

بررسی هستند سطر دو شامل که نمایه ماتریس از زیرماتریس ها اول مرحله در اول: مرحله
شامل را i۱ و i۰ سطری اندیس های با نمایه ماتریس از سطر دو زیرماتریس کنید فرض می شود.

شود.
باشد. j۱ و j۰ ستونی اندیس های و باشد ۲ × ۲ بعد با زیرماتریس کنید فرض اول: حالت

بود. خواهد زیر صورت به (۷ .۲) معادله چپ سمت صورت این در
bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۰ + bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۰ = ۲(bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۰).

داریم: معادله جملات ترتیب تغییر با
۲((bi۰j۰ − bi۱j۰)− (bi۰j۱ − i۱j۱)) = ۲(Dij۰ −Dij۱); (i ∈ {۰, ۱, . . . ,

(
m

۲
)
− ۱})

در ۸ طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای تفاضل ماتریس بنابراین،
درایه ی یک از مؤلفه ای (Dij۰ −Dij۱) که آنجایی از می کنند. صدق ۲(Dij۰ −Dij۱) ̸= ۰ عبارت
این در شد. ثابت قضیه اول شرط بنابراین .۲DD ̸= ۰ می گیریم: نتیجه می باشد DD ماتریس
از اجتناب برای باید نامعادله (m۲)(n۲) آن گاه گیرد، قرار استفاده مورد (۷ .۲) معادله اگر حالت

شود. بررسی ۸ طول با دور
باشد. j۰, j۱, j۲ ستونی اندیس های و باشد ۲×۳ بعد با زیرماتریس کنید فرض دوم: حالت
صورت به D تفاضل ماتریس در متناظرش عبارت و (۷ .۲) معادله چپ سمت صورت این در

است زیر
bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۲ + bi۰j۲ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۰ = (bi۰j۰ − bi۱j۰)− (bi۰j۱ − bi۱j۱)

+(bi۰j۲ − bi۱j۲)− (bi۰j۱ − bi۱j۱) = Dij۰ −Dij۱ +Dij۲ −Dij۱ .
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طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای تفاضل ماتریس بنابراین،
برای می کنند. صدق Dij۰ −Dij۱ ̸= Dij۱ −Dij۲ یا Dij۰ −Dij۱ +Dij۲ −Dij۱ ̸= ۰ عبارت در ۸
اگر می شود. شروع نمایه ماتریس از bi۰j۰ درایه ی با ۸ طول با دور نامعادله این آوردن دست به
یا Dij۰ − Dij۱ ̸= −(Dij۰ − Dij۲) نامعادله های از یکی آن گاه شود، شروع bi۰j۱ درایه ی با دور
نامعادله ها طرف دو بینیم می که همانطور آید. می دست به Dij۰ − Dij۲ ̸= −(Dij۱ − Dij۲)

(۷ .۲) معادله اگر حالت، این در هستند. DD تفاضل ماتریس عنصر ⁃امین i از مؤلفه هایی
بررسی ۸ طول با دور از اجتناب برای باید نامعادله (۳۱

)(
m۲
)(

n۳
) آن گاه گیرد، قرار استفاده مورد

شود.
j۰, j۱, j۲, j۳ ستونی اندیس های و باشد ۲ × ۴ بعد با زیرماتریس کنید فرض سوم: حالت
می کنیم بررسی را تفاضل ماتریس در معادلش عبارت و (۷ .۲) معادله قبل حالت همانند باشد.
با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای تفاضل ماتریس می دهد نتیجه که
طرف دو نیز حالت این در می کنند. صدق ±(Dij۰ −Dij۱) ̸= ±(Dij۲ −Dij۳) عبارت در ۸ طول
معادله اگر حالت، این در هستند. DD تفاضل ماتریس عنصر ⁃امین i از مؤلفه هایی نامعادله ها
۸ طول با دور از اجتناب برای باید نامعادله (۴۲

)(
m۲
)(

n۴
) آن گاه گیرد، قرار استفاده مورد (۷ .۲)

شود. بررسی
۲(m۲) شامل DD تفاضل ماتریس از سطر هر که گیریم می نتیجه سوم و دوم حالت های از
از درایه دو (Dij −Dij′′ , Dij′′ −Dij) و (Dij −Dij′ , Dij′ −Dij) کنید فرض است. مجزا عنصر
یکی آن گاه باشند، داشته مشترک مؤلفه ی آن ها اگر باشد. DD تفاضل ماتریس سطر ⁃امین i

قضیه فرض با که می شود نتیجه (Dij −Dij′) +Dij −Dij′′ = ۰ یا Dij′ = Dij′′ تساوی های از
است. متناقض است ۸ دور فاقد تنر گراف که

بررسی هستند سطر سه شامل که نمایه ماتریس از زیرماتریس ها مرحله این در دوم: مرحله
را i۰, i۱, i۲ سطری اندیس های با نمایه ماتریس از سطر سه زیرماتریس کنید فرض می شود.

شود. شامل
۳×۲ بعد با زیرماتریس در نمایه ماتریس ستونی اندیس دو j۱ و j۰ کنید فرض اول: حالت
هستند: زیر صورت به D تفاضل ماتریس از معادلش عبارات و (۷ .۲) معادله چپ سمت باشد.

I) bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۰ + bi۲j۰ − bi۲j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۰ = (bi۰j۰ − bi۱j۰)

−(bi۰j۱ − bi۱j۱)− (bi۱j۰ − bi۲j۰) + (bi۱j۱ − bi۲j۱) = Dij۰ −Dij۱ −Di′j۰ +Di′j۱
II) bi۱j۰ − bi۱j۱ + bi۰j۱ − bi۰j۰ + bi۲j۰ − bi۲j۱ + bi۰j۱ − bi۰j۰ = −(bi۰j۰ − bi۱j۰)

+(bi۰j۱ − bi۱j۱)− (bi۰j۰ − bi۲j۰) + (bi۰j۱ − bi۲j۱) = −Dij۰ +Dij۱ −Di′j۰ +Di′j۱
III) bi۱j۰ − bi۱j۱ + bi۲j۱ − bi۲j۰ + bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۲j۱ − bi۲j۰ = (bi۰j۰ − bi۲j۰)

−(bi۰j۱ − bi۲j۱) + (bi۱j۰ − bi۲j۰)− (bi۱j۱ − bi۲j۱) = Dij۰ −Dij۱ +Di′j۰ −Di′j۱

کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای که می گیریم نتیجه بالا شرایط تمام بررسی با بنابراین،
نامعادله در ۸ طول با دور فاقد شبه⁃دوری
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±(Dij۰ −Dij۱) ̸= ±(Di′j۰ −Di′j۱); (i ̸= i′; i, i′ ∈ {۰, ۱, . . . , (m۲)− ۱})

معادله اگر ندارد. تکراری عنصر DD تفاضل ماتریس از ستون هر بنابراین، می کنند. صدق
۸ طول با دور از اجتناب برای باید نامعادله (۳۱

)(
m۳
)(

n۲
) آن گاه گیرد، قرار استفاده مورد (۷ .۲)

شود. بررسی
باشد. j۰, j۱, j۲ ستونی اندیس های و ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس کنید فرض دوم: حالت
معادل عبارات می کنیم. بررسی است مورد نه شامل که را (۷ .۲) معادله قبل حالت مشابه
معادله اگر می باشد. ±(Dij۰ − Dij۱) ̸= ±(Di′j۱ − Di′j۲) صورت به تفاضل ماتریس در آن ها
طول با دور از اجتناب برای باید نامعادله ۲(۳۱

)(۳۱
)(

m۳
)(

n۳
) آن گاه گیرد، قرار استفاده مورد (۷ .۲)

شود. بررسی ۸
نمایه ماتریس از j۰, j۱, j۲, j۳ ستونی اندیس های و ۳× ۴ بعد با ماتریس زیر سوم: حالت

صورت به (۷ .۲) معادله چپ سمت بگیرید. درنظر را
bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۳ + bi۱j۳ − bi۱j۰

آید: می دست به تفاضل ماتریس از زیر عبارت جمله ها ترتیب تغییر با می باشد.
(bi۰j۰ − bi۱j۰)− (bi۰j۱ − bi۱j۱)− (bi۱j۲ − bi۲j۲)+ (bi۱j۳ − bi۲j۳) = (Dij۰ −Dij۱)− (Di′j۲ −Di′j۳).

مؤلفه ای (Di′j۲ −Di′j۳) عبارت و سطر ⁃امین i در مؤلفه ای (Dij۰ −Dij۱) عبارت مورد، این در
دو هر برای آن گاه باشد، ۸ طول با دور فاقد تنر گراف اگر درنتیجه، است. D سطر ⁃امین i′ در
معادله اگر حالت، این در . ±(Dij۰ −Dij۱) ̸= ±(Di′j۲ −Di′j۳) داریم: D از ستون چهار و سطر
۸ طول با دور از اجتناب برای باید نامعادله (۴۲

)(
m۳
)(

n۴
) آن گاه گیرد، قرار بررسی مورد (۷ .۲)

شود. بررسی
هستند سطر چهار شامل که نمایه ماتریس از زیرماتریس ها مرحله این در سوم: مرحله
سطری اندیس های با نمایه ماتریس از سطر چهار زیرماتریس کنید فرض می شود. بررسی

شود. شامل را i۰, i۱, i۲, i۳
۴×۲ بعد با زیرماتریس در نمایه ماتریس ستونی اندیس دو j۱ و j۰ کنید فرض اول: حالت
هستند: زیر صورت به D تفاضل ماتریس از معادلش عبارات و (۷ .۲) معادله چپ سمت باشد.

bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۰ + bi۲j۰ − bi۲j۱ + bi۳j۱ − bi۳j۰ = Dij۰ −Dij۱ +Di′j۰ −Di′j۱ .

مشابه نتیجه ای آن ها بررسی با می باشد. ۳ × ۲ بعد با زیرماتریس ها بررسی با مشابه مورد این
۸ طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای بنابراین، می شود. حاصل

می کنند: صدق زیر نامعادله در
.±(Dij۰ −Dij۱) ̸= ±(Di′j۰ −Di′j۱); (i ̸= i′; i, i′ ∈ {۰, ۱, . . . , (m۲)− ۱})
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با دور از اجتناب برای باید نامعادله ۶(m۴)(n۲) آن گاه گیرد، قرار بررسی مورد (۷ .۲) معادله اگر
آنجایی از آن گاه کنیم، استفاده را تفاضل ماتریس های اگر صورتی که در شود. بررسی ۸ طول
حالت این دوباره بررسی به نیازی است، ۳×۲ بعد با ماتریس های بررسی با مشابه حالت این که

نیست.
با باشد. j۰, j۱, j۲ ستونی اندیس های و ۴ × ۳ بعد با زیرماتریس کنید فرض دوم: حالت
فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای که می گیریم نتیجه (۷ .۲) معادله بررسی
آنجایی از .±(Dij۰ −Dij۱) ̸= ±(Di′j۱ −Di′j۲) می کنند: صدق زیر نامعادله در ۸ طول با دور
دوباره بررسی به نیازی است، ۳ × ۳ بعد با ماتریس های بررسی با مشابه حالت این نتیجه ۴۱)که
)(۳۱

)(
m۴
)(

n۳
) آن گاه گیرد، قرار بررسی مورد (۷ .۲) معادله اگر که صورتی در نیست. حالت این

شود. بررسی ۸ طول با دور از اجتناب برای باید نامعادله
ماتریس از سطر دو هر که می دهند نتیجه اول مرحله در اول حالت بجز حالت ها تمام
عنصر شامل ۸ طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد در DD تفاضل

شد. اثبات قضیه دوم شرط درنتیجه، نیستند. تکراری
است. واضح سوم: حالت

بررسی به نیازی آن گاه کنیم، استفاده را DD تفاضل ماتریس یک اگر ۱ .۰ .۳ قضیه با مطابق
نیست. ۲ × ۳, ۲ × ۴, ۳ × ۲, ۳ × ۳, ۳ × ۴, ۴ × ۲, ۴ × ۳ بعدهای با زیرماتریس ها تمام
بررسی را ۲DD در صفر عنصر و DD تفاضل ماتریس در تکراری عناصر وجود عدم عوض، در

می کنیم.
درجه که آنجایی از باشد. ۱ .۰ .۳ مثال در شده داده نمایه ماتریس B کنید فرض .۲ .۰ .۳ مثال
.۲DDij ̸= ۰ mod N داریم: ۲DD عنصر ⁃امین ij برای است، فرد عددی N = ۳۷ بسط
هیچ مورد این در می بینیم که همانطور می کند. صدق ۱ .۰ .۳ قضیه اول شرط در B بنابراین،
می گیریم نتیجه DD تفاضل ماتریس از درایه دو هر مقایسه با نیست. نیاز مورد محاسبه ای
می کند. صدق ۱ .۰ .۳ قضیه دوم شرط در B درنتیجه، ندارد. وجود DD در تکراری عنصر که
قضیه از نمی شود. بررسی سطر سه با نمایه ماتریس های مورد در قضیه سوم شرط علاوه به
زیر تمام اگر ندارد. ۸ طول با دور شده داده نمایه ماتریس تنر گراف که می گیریم نتیجه ۱ .۰ .۳
۱۶۸ آن گاه کنیم، بررسی را ۲ × ۲, ۲ × ۳, ۲ × ۴, ۳ × ۲, ۳ × ۳, ۳ × ۴ بعدهای با ماتریس ها

شود. بررسی باید ۸ طول با دور از اجتناب برای نامعادله
با دور از اجتناب برای که (۷ .۲) معادله به مربوط نامعادله های تعداد ۱ .۰ .۳ قضیه اثبات در
معادله در عملگرها تعداد ۳ .۵ جدول در علاوه، به کردیم. محاسبه را شود بررسی باید ۸ طول
کم⁃ بررسی⁃توازن کد یک برای می کنیم بررسی را ۱ .۰ .۳ قضیه وقتی عملگرها تعداد و (۷ .۲)
این زیر نتیجه ی در است. شده ارائه m×n; (m = ۳,۴,۵,۶) درجه توزیع با شبه⁃دوری چگال

است. شده داده n و m مقادیر تمام برای مقایسه
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تعداد و ۸ طول با دور از اجتناب برای (۷ .۲) معادله عملگرهای تعداد :۳ .۳ جدول
کم⁃ بررسی⁃توازن کدهای در ۸ طول با دور بررسی برای ۱ .۰ .۳ قضیه عملگرهای

m = ۳,۴,۵,۶ ستونی وزن و m× n درجه توزیع با شبه⁃دوری چگال
زوج بسط درجه با ۱ .۰ .۳ فردقضیه بسط درجه با ۱ .۰ .۳ (۲. ۷(قضیه معادله m

۳n + ۱۵(n۲)
+

(۳(n۲)
۲

) ۳n + ۹(n۲)
+

(۳(n۲)
۲

) ۹(۶(n۲)
+ ۲۷(n۳)

+ ۲۴(n۴)
) ۳

۶n + ۱۸(n۲)
+

(۳n(n−۱)۲
)

+ ۵(n۴) ۶n + ۱۸(n۲)
+

(۳n(n−۱)۲
)

+ ۵(n۴) ۹(۲۴(n۲)
+ ۱۰۲(n۳)

+ ۶۸(n۴)
) ۴

۱۰n + ۵۰(n۲)
+

(۵n(n−۱)۲
)

+ ۲۵(n۴) ۱۰n + ۳۰(n۲)
+

(۵n(n−۱)۲
)

+ ۲۵(n۴) ۹(۷۰(n۲)
+ ۲۷۰(n۳)

+ ۱۶۰(n۴)
) ۵

۱۵n + ۴۵(n۲)
+

(۷۵(n۲)
۲

)
+ ۷۵(n۴) ۱۵n + ۴۵(n۲)

+
(۱۵(n۲)

۲
)

+ ۷۵(n۴) ۹(۱۶۵(n۲)
+ ۵۸۵(n۳)

+ ۳۳۰(n۴)
)۶

شامل را ۴ طول با دور آن تنر گراف که باشد نمایه ای ماتریس B کنید فرض .۲ .۰ .۳ نتیجه
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک آوردن دست به برای نیاز مورد عملگرهای تعداد نمی شود.

از است عبارت می کنیم بررسی را (۷ .۲) معادله وفتی ۸ طول با دور فاقد شبه⁃دوری
۹(n۲)(m۲)((n−۲۲

)
(۲۹

(
m−۲۲

)
+ ۳m− ۴) + (

n−۲۱
)
(۲۳

(
m−۲۲

)
+ ۲m− ۳) +m).

فرد عددی N بسط درجه وقتی عملگرها تعداد آن گاه کنیم، بررسی را DD تفاضل ماتریس اگر
با: است برابر است

n

(
m

۲
)
+ ۳

(
n

۲
)(

m

۲
)
+

((n۲)(m۲)۲
)
+ ۵

(
n

۴
)(

m

۴
)

با: است برابر باشد زوج عددی بسط درجه اگر و
n

(
m

۲
)
+ ۵

(
n

۲
)(

m

۲
)
+

((n۲)(m۲)۲
)
+ ۵

(
n

۴
)(

m

۴
)
.

و D تفاضل ماتریس های ساخت برای عملگرها تعداد ۲ .۰ .۳ نتیجه ی در که کنید توجه
برای علاوه، به باشند. می ۳(n۲)(m۲) و n

(
m۲
) ترتیب به که اند شده گرفته نظر در نیز DD

هر کوچکتر مؤلفه ی است کافی DD تفاضل ماتریس در تکراری عناصر وجود عدم از اطمینان
را (

n۲
)(

m۲
) اندازه با {۱,۲, . . . , [N۲ ]} از زیرمجموعه ای آن ها اگر بگیریم. نظر در را DD در درایه

در عملگرها تعداد می کند. صدق ۱ .۰ .۳ قضیه دوم شرط در نمایه ماتریس آن گاه کنند، ایجاد
کدهای ساخت در را تفاضل ماتریس های مهم های مزیت از یکی می باشد. ((n۲)(m۲ )۲

) مورد این
می کنیم. مطرح زیر نتیجه ی در را شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن

اول ستون و اول سطر اگر باشد. ۳ × n بعد با نمایه ماتریس B کنید فرض .۳ .۰ .۳ نتیجه
گراف آن گاه کند، صدق .۱ .۰ .۳ قضیه در DD تفاضل ماتریس و باشند صفر تمام B ماتریس

ندارد. ۶ دور تنر
تمام بنابراین، ندارد. تکراری عنصر DD تفاضل ماتریس ،۳٫۰٫۱ قضیه با مطایق برهان.

ندارد. ۶ دور تنر گراف و می افتد اتفاق . ۳٫۰٫۴ لم در نامساوی ها



۳۵
کمر با ۳ × n بعد با نمایه ماتریس های ساخت برای برای روشی بالا، مطالب از استفاده با
این در هستند. صفر تمام نمایه ماتریس اول ستون و اول سطر آن ها در که می دهیم ارائه ۱۰
کمتر طول با دورها از اجتناب برای نمایه ماتریس از زیرماتریسی هیچ بررسی به نیازی روش
ماتریس که هستیم N بسط درجه و کمر با نمایه ماتریس های دنبال به واقع، در نیست. ۱۰ از
صدق .۲DD ̸= ۰ mod N نامساوی در و باشد ناصفر مجزای عناصر شامل آن DD تفاضل
قضیه مطایق آن گاه ،۲DD ̸= ۰ mod N و باشد نداشته تکراری عنصر DD ماتریس اگر کند.
ندارد ۶ طول با دور تنر گراف ۴ .۰ .۳ نتیجه از استفاده با ندارد. ۸ طول با دور تنر گراف ،۱ .۰ .۳
تنر گراف که کند می ثابت ۱ .۰ .۳ نتیجه ندارد، صفر عنصر DD تفاضل ماتریس که ازآنجایی و
و اول سطر آن ها در که m × n بعد با نمایه ماتریس هر برای را نتیجه ندارد.ما ۴ طول با دور

می دهیم. تعمیم هستند صفر تمام نمایه ماتریس اول ستون
ستون و اول سطر اگر باشد. m × n بعد با نمایه ماتریس یک B کنید فرض .۴ .۰ .۳ نتیجه
برای آن گاه کند، صدق ۱ .۰ .۳ قضیه شرایط در DD تفاضل ماتریس و باشد صفر تمام B اول
از ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس هر برای (۷ .۲) معادله بررسی به نیازی ۶ طول با دور از اجتناب

نیست. دارد صفر تمام اول سطر که نمایه ماتریس
m×n; (m = بعد با نمایه ماتریس یک آوردن دست به برای عملگرها تعداد ،۴ .۵ جدول در
مورد برای و (۷ .۲) معادله اول، مورد در کردیم. مقایسه مورد دو بین ۱۰ کمر و ۳,۴, n ≤ ۱۲)

کردیم. استفاده DD و D تفاضل ماتریس های دوم

تفاضل ماتریس های و (۷ .۲) معادله بین عملگرها تعداد مقایسه :۴ .۳ جدول
n = ۱۲n = ۱۱n = ۱۰ n = ۹n = ۸n = ۷n = ۶n = ۵n = ۴

۱۷۴۱۷۴ ۱۲۲۱۰۰ ۸۲۶۶۵ ۵۳۶۴۰ ۳۳۰۱۲ ۱۸۹۸۴ ۹۹۷۵ ۴۶۲۰ ۱۷۷۰)۷ .۲) معادله ،m = ۳

۲۰۷۲۷ ۱۴۲۲۳ ۹۸۸۵ ۶۲۳۷ ۴۰۱۴ ۲۲۲۶ ۱۲۷۸ ۵۷۰ تفاضل۲۷۳ ماتریس های ،m = ۳

۵۵۸۰۹۶ ۳۹۴۶۸۰ ۲۶۹۹۱۰۱۷۷۱۹۲۱۱۰۵۴۴ ۶۴۵۹۶ ۳۴۵۹۰ ۱۶۳۸۰ −)۷ .۲) معادله ،m = ۴

۸۸۰۱۷ ۶۰۹۵۱ ۴۱۶۵۵ ۲۶۵۶۸ ۱۶۶۱۰ ۹۳۱۰ ۵۰۴۶ ۲۲۴۵ تفاضل− ماتریس های ،m = ۴

خیلی می کنیم استفاده را تفاضل ماتریس های وقتی عملگرها تعداد بینیم، می که همانطور
و دقیقتر ما روش علاوه، به می کنیم. بررسی را (۷ .۲) معادله وقتی عملگرها تعداد از کمتر
شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن غیریکریخت کدهای تعداد زیرا می رسد. نظر به جامعتر
کدها این تعداد می دهیم نشان ما که صورتی در است ۳ [۴۹] در ۳×۵ درجه توزیع و ۱۰ کمر با
با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن غیریکریخت کدهای تعداد برای مطلب این است. ۴
یک تفاضل، ماتریس های از استفاده علاوه، به است. برقرار نیز ۱۰ کمر و ۳ × ۶ درجه توزیع
به بسط های درجه با ۱۰ کمر و ۳ × ۸ بعد با نمایه ماتریس یک و ۳ × ۷ بعد با نمایه ماتریس
مقاله ها در که N روی پایین کران که حالی در می دهد. نتیجه را ،N = ۲۱۱ و N = ۱۴۵ ترتیب

می باشند. ۲۱۹ و ۱۵۹ ترتیب به کدها این برای شده اند گزارش
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توزیع با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن غیریکریخت کدهای تمام :۵ .۳ جدول
(کدهای .n = ۷,۸ برای ۱۰ کمر با نمایه ماتریس یک و ۳ × n;n = ۴,۵,۶ درجه

شده اند.) داده نمایش ماتریس صورت به [۴۹] در کدها با غیریکریخت
با[۴۹] یکریخت با[۴۹] یکریخت ]۴۹] با یکریخت جدید نمایه ماتریس n, N

۱ ۳ ۲۴

۱۱ ۳۳ ۵
n = ۴, N = ۳۷

۱ ۴ ۲۸ ۴۴

۱۴ ۵۶ ۲۶ ۶

۱ ۳ ۲۱ ۵۵

۱۴ ۴۲ ۵۰ ۳۸

۱ ۳ ۲۱ ۵۵

۵ ۱۵ ۴۴ ۳۱


۱ ۴ ۱۱ ۲۷

۱۴ ۵۶ ۳۲ ۱۲


n = ۵, N = ۶۱

۱ ۳ ۷ ۲۵ ۳۸

۱۷ ۵۱ ۲۸ ۶۱ ۹


۱ ۶ ۲۸ ۴۰ ۴۸

۱۰ ۶۰ ۷ ۳۶ ۲۵


n = ۶, N = ۹۱

۱ ۶ ۴۴ ۷۱ ۹۲ ۱۲۲

۴ ۲۰ ۱۰۸ ۸۳ ۱۲۳ ۷۶
n = ۷, N = ۱۴۵

۱ ۵ ۱۲ ۳۹ ۵۶ ۱۸۳ ۱۹۲

۳ ۱۳ ۹۲ ۱۸۸ ۱۰۶ ۷۴ ۱۵۱
n = ۸, N = ۲۱۱

کدهای بسط درجه روی پایین کران یک ۱ .۰ .۳ قضیه جستجو، فضای بعد کاهش بر علاوه
بررسی⁃ کد بسط درجه می دهد. نتیجه را ۱۰ کمر با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن
می باشد. ۲(n۲)(m۲)+۱ کم دست m×n درجه توزیع و ۱۰ کمر با شبه⁃دوری کم⁃چگال توازن

توزیع و ۱۰ کمر با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد تنر گراف که آنجایی از برهان.
ماتریس که می گیریم نتیجه ۱ .۰ .۳ قضیه دوم شرط از ندارد، ۸ طول با دور m × n درجه
مجزاست. عنصر (

m۲
)
n(n−۱) شامل DD ماتریس بنابراین، ندارد. تکراری عنصر ،DD تفاضل

.N ≥ ۲(n۲)(m۲)+ ۱ داریم: درنتیجه،
درجه توزیع و ۱۰ کمر با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد بسط درجه کمترین
N = ترتیب به بسط ها درجه این است. برابر شده داده پایین کران با ۳ × n; (n = ۴,۵,۶)

می باشند. ۳۷,۶۱,۹۱
آیا که می کند تعیین DD تفاضل ماتریس در تکراری عناصر وجود عدم و وجود علاوه، به
مثال در نه. یا می دهد ۱۰ کمر با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک ساختار یک
روش از آمده دست به کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای تنر گراف که می دهیم نشان زیر،

دارد. ۸ طول با دور [۴۸] در متقارن
نمایه ماتریس آن گاه باشد، زوج عددی n اگر که است شده داده نشان [۴۸] در .۳ .۰ .۳ مثال
کمر و m × n بعد با B = [M − M ] نمایه ماتریس یک ۸ کم دست کمر با m × n۲ بعد با M
آن گاه باشند، B از درایه دو −bij و bij اگر است. صفر تمام B اول سطر می دهد. ۸ کم دست



۳۷
و دارد تکراری عنصر DD ماتریس بنابراین، هستند. DD از درایه دو (bij ,−bij) و (−bij , bij)

دارد. ۸ طول با دور B نمایه ماتریس تنر گراف ۳٫۰٫۱ قضیه با مطابق

تفاضل ماتریس های از استفاده با ۱۰ طول با دور بررسی ۴ .۰ .۳
کدهای آوردن دست به برای باید که دارد وجود نمایه ماتریس زیرماتریس های از مختلف نوع نه
زیرماتریس ها این شود. بررسی ۱۰ طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن

از اند عبارت زیرماتریس ها این بعدهای هستند. ستون سه و سطر سه کم دست شامل
۳ × ۳, ۳ × ۴, ۳ × ۵, ۴ × ۳, ۴ × ۴, ۴ × ۵, ۵ × ۳, ۵ × ۴,۵ × ۵.

ابزار می کنیم. استفاده (۷ .۲) معادله جای به را DD و D تفاضل ماتریس های مورد، این در
می کنیم. فراهم زیر لم در را ۱۰ طول با کد بررسی برای اصلی

دو از بیش شامل ۱۰ طول با دور بررسی برای (۷ .۲) معادله چپ سمت عبارت اگر .۶ .۰ .۳ لم
تفاضل ماتریس از معادلش عبارت آن گاه باشد، نمایه ماتریس از سطر یک یا ستون یک از درایه

می باشد. D از ستون سه و سطر سه در در واقع جمله سه شامل D

صورت به موارد بقیه می کنیم ثابت نمایه ماتریس زیرماتریس های از نوع یک برای را لم برهان.
طول با دور از اجتناب برای را ۳ × ۵ بعد با ماتریس زیر یک کنید فرض می شوند. ثابت مشابه

باشد: زیر صورت به معادله چپ سمت کنید فرض مثال، برای کنیم. بررسی ۱۰
bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۳ + bi۱j۳ − bi۱j۴ + bi۲j۴ − bi۲j۰

می گیرند: قرار زیر ماتریس در هایش جمله که

B′ =


bi۰j۰ bi۰j۱ ∗ ∗ ∗

∗ bi۱j۱ bi۱j۲ bi۱j۳ bi۱j۴
bi۲j۰ ∗ bi۲j۲ bi۲j۳ bi۲j۴

 .

D از درایه سه به عبارت جمله ۶ که می گیریم نتیجه عبارت این های جمله ترتیب تغییر با
از عبارت اند جمله ها این هستند. D از ستون سه و سطر سه در واقع که می شوند مربوط

(bi۰j۰ − bi۲j۰) = Dij۰ , (bi۰j۱ − bi۱j۱) = Di′j۱ , (bi۱j۲ − bi۲j۲) = Di′′j۲ .

ترتیب به D ماتریس در آن ها معادل که هستند −(bi۱j۴ − bi۲j۴) و (bi۱j۳ − bi۲j۳) دیگر جمله های
می شوند. ظاهر ۲ × ۲ بعد با B از زیرماتریس یک در که هستند Di′′j۴ و Di′′j۳

ماتریس از جمله هایش که (۷ .۲) معادله با معادل عبارت در که است این ۶ .۰ .۳ لم مزیت
ظاهر D تفاضل ماتریس از مجزایی ستون های و سطر در که جمله ای سه هستند، D تفاضل
شده انجام محاسبات بنابراین، شده اند. بررسی ۶ طول با دورهای بررسی در یکبار می شوند
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قضیه در می گیرند. قرار استفاده مورد ۱۰ طول با دور بررسی برای ۶ طول با دورهای برای
تنر گراف که شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک برای کافی و لازم شرایط ۲ .۰ .۳

می شوند. ارائه باشد نداشته ۱۰ طول با دور آن
فقط و اگر ندارد ۱۰ طول با دور شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک .۲ .۰ .۳ قضیه

اگر:
هیچ DD ماتریس در آن معادل سطرهای نمایه، ماتریس از سطر سه هر انتخاب با (i) ●
در ۶ طول با دور بررسی از آمده دست به مقادیر از متشکل مجموعه با مشترکی عنصر

باشد. نداشته (۷ .۲) معادله
مجموعه D تفاضل ماتریس از j, j′, j′′ ستون سه و i, i′, i′′ سطر سه هر انتخاب با (ii) ●
از متشکل مجموعه با مشترکی عنصر هیچ −Dij +Di′j′ −Di′′j′′ عبارات از متشکل X

نداشته هستند، i, i′, i′′ سطرهای از متمایز که ،DD ماتریس سطرهای در واقع عناصر
کم و اضافه از آمده دست به مقادیر و X مجموعه بین اشتراکی هیچ علاوه، به باشد.
وجود D ماتریس از ۲ × ۲ بعد با زیرماتریس های پراکنده قطرهای روی عنصر دو کردن
هر آن گاه کنیم، استفاده ۱۰ طول با دور برای را D تفاضل ماتریس (اگر باشد. نداشته
می شود. شامل را جمله پنج می شود بررسی ۱۰ طول با دور از اجتناب برای که عبارتی
قطر با متعلق جمله دو و D تفاضل ماتریس از ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس در جمله سه

و هستند.) D از ۲ × ۲ بعد با زیرماتریس ها پراکنده
صفر مخالف (۷ .۲) معادله B نمایه ماتریس از ۵ × ۵ بعد با زیرماتریس هر برای (iii) ●

باشد.
می شود. ثابت مرحله سه در قضیه این برهان.

بررسی هستند سطر سه شامل که نمایه ماتریس از زیرماتریس ها اول مرحله در اول: مرحله
را i۰, i۱, i۲ سطری اندیس های با نمایه ماتریس از سطر سه زیرماتریس کنید فرض می شود.

شود. شامل
این در باشد. j۰, j۱, j۲ ستونی اندیس های و ۳×۳ بعد با زیرماتریس کنید فرض اول: حالت
j۰, j۱, j۲ ستون سه و i, i′, i′′ سطر سه از متشکل DD تفاضل ماتریس از D′ زیرماتریس صورت
ماتریس از جمله هایش که عبارتی (۷ .۲) معادله چپ سمت های جمله ترتیب تغییر با می باشد.

مثال، برای می آید. دست به باشند DD و D

bi۱j۰ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۱ + bi۰j۱ − bi۰j۲ + bi۱j۲ − bi۱j۱ + bi۰j۱ − bi۰j۰ =

−(bi۰j۰ − bi۱j۰) + (bi۰j۱ − bi۲j۱)− (bi۱j۲ − bi۲j۲) + (bi۰j۱ − bi۱j۱)− (bi۰j۲ + bi۱j۲) =

−Dij۰ +Di′j۱ −Di′′j۲ +Dij۱ −Dij۲ = −Dij۰ +Di′j۱ −Di′′j۲ +DDij

که نمایه ماتریس درایه های می بینیم، که همانطور می باشد. DD ماتریس از ستونی j که
در اول جمله سه که هستند D′ از پراکنده قطر یک روی می شوند بررسی ۶ طول با دور برای



۳۹
با زیرماتریس نه D′ پراکنده قطر روی عنصر سه هر برای هستند. بالا معادله راست سمت
است. DD تفاضل ماتریس در عنصر یک با معادل که دارد وجود نمایه ماتریس از ۲ × ۲ بعد
در معادله ۵۴ که شکسته، قطر هر برای (۷ .۲) معادله از معادله نه بررسی جای به بنابراین،
حالت این در می کنیم. استفاده را ۶ طول با دور بررسی از آمده دست به نتایج است، کلی حالت
دور از اجتناب برای باید نامعادله ۵۴(n۳)(m۳) آن گاه گیرد، قرار استفاده مورد (۷ .۲) معادله اگر

شود. بررسی ۱۰ طول با
j۰, j۱, j۲, j۳ ستونی اندیس های و باشد ۳ × ۴ بعد با زیرماتریس کنید فرض دوم: حالت
طول با دور از اجتناب برای ۳×۴ بعد با زیرماتریس ۶× (۴۳)×۹ = ۲۱۶ حالت این برای باشد.
دارد وجود ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس های آوردن دست به برای انتخاب (۴۳) زیرا، دارد. وجود ۱۰
زیرماتریس های تعداد دارد. وجود ۶ طول با دور بررسی برای مورد ۶ ها آن از کدام هر برای و
متناظرش عبارت و (۷ .۲) معادله چپ سمت می باشد. (۳۲)× (۳۱ ) با برابر ۲×۲ بعد با شده ذکر

است زیر صورت به D تفاضل ماتریس در
bi۱j۰ − bi۱j۲ + bi۰j۲ − bi۰j۳ + bi۱j۳ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۱ + bi۰j۱ − bi۰j۰ =

−(bi۰j۰ − bi۱j۰) + (bi۰j۱ − bi۲j۱)− (bi۱j۲ − bi۲j۲) + (bi۰j۲ − bi۱j۲)− (bi۰j۳ − bi۱j۳) =

−Dij۰ +Di′j۱ −Di′′j۲ +Dij۲ −Dij۳ .

در دارد. ۱۰ طول با دور تنر گراف آن گاه ،−Dij۰ +Di′j۱ −Di′′j۲ +DDij = ۰ اگر کلی طور به
برای باید نامعادله ۴۳۲(m۳ )(n۴) آن گاه گیرد، قرار استفاده مورد (۷ .۲) معادله اگر حالت، این

شود. بررسی ۱۰ طول با دور از اجتناب
j۰, j۱, j۲, j۳, j۴ ستونی اندیس های و باشد ۳×۵ بعد با زیرماتریس کنید فرض سوم: حالت
به برای انتخاب (۴۳) زیرا دارد. وجود بررسی برای زیرماتریس ۴۳۲(m۳ )(n۴) حالت این در باشد.
برای مورد ۶ آن ها از کدام هر برای و دارد وجود ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس های آوردن دست

دارد. وجود ۶ طول با دور بررسی
می دهد نتیجه که می کنیم بررسی را تفاضل ماتریس در معادلش عبارت و (۷ .۲) معادله
عبارت در ۸ طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای تفاضل ماتریس
نامعادله ها طرف دو نیز حالت این در می کنند. صدق ±(Dij۰ − Dij۱) ≠ ±(Dij۲ − Dij۳)

(۷ .۲) معادله اگر حالت، این در هستند. DD تفاضل ماتریس عنصر ⁃امین i از مؤلفه هایی
بررسی ۸ طول با دور از اجتناب برای باید نامعادله ۶(m۲)(n۴) آن گاه گیرد، قرار استفاده مورد

شود.
۲(m۲) شامل DD تفاضل ماتریس از سطر هر که می گیریم نتیجه سوم و دوم حالت های از
از درایه دو (Dij −Dij′′ , Dij′′ −Dij) و (Dij −Dij′ , Dij′ −Dij) کنید فرض است. مجزا عنصر
یکی آن گاه باشند، داشته مشترک مؤلفه ی آن ها اگر باشد. DD تفاضل ماتریس سطر ⁃امین i

قضیه فرض با که می شود نتیجه (Dij −Dij′) +Dij −Dij′′ = ۰ یا Dij′ = Dij′′ تساوی های از
است. متناقض است ۸ دور فاقد تنر گراف که
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هستند سطر چهار شامل که نمایه ماتریس از زیرماتریس ها مرحله این در دوم: مرحله
سطری اندیس های با نمایه ماتریس از سطر چهار زیرماتریس کنید فرض می شود. بررسی

شود. شامل را i۰, i۱, i۲, i۳
بعد با زیرماتریس در نمایه ماتریس ستونی اندیس سه j۱ j۰, j۱, j۲ کنید فرض اول: حالت
به DD و D تفاضل ماتریس های از معادلش عبارات و (۷ .۲) معادله چپ سمت باشد. ۴ × ۳

هستند: زیر صورت

bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۱ + bi۳j۱ − bi۳j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۰ =

(bi۰j۰ − bi۲j۰)− (bi۰j۱ − bi۱j۱)− (bi۱j۲ − bi۲j۲)− (bi۲j۱ − bi۳j۱) + (bi۲j۲ − bi۳j۲) =

Di′j۰ −Dij۱ −Di′′j۲ −Di′′′j۱ +Di′′′j۲ .

با زیرماتریس یک از پراکنده قطر یک روی که D′ ماتریس از عنصر سه می بینیم، که همانطور
(۴۳) می باشند. بالا تساوی راست سمت از اول جمله سه دارند، قرار D′ ماتریس از ۳ × ۳ بعد
راست سمت در جمله دو دارد. وجود D′ ماتریس از ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس برای انتخاب
ظاهر DD از ستون ⁃امین j در درایه این اگر است. معادل DD ماتریس از درایه یک با تساوی
تعداد کند. می ایجاد ۱۰ طول با دور −Dij۱ +Di′j۰ −Di′′j۲ −DDi′′′j = ۰ معادله آن گاه شود،
ماتریس یک برای بنابراین، می باشد. ۶ × ۴ × ۳ = ۷۲ حالت این در بررسی برای نامعادله ها

می باشد. ۷۲ ×
(
m۴
)(

n۳
) ۱۰ طول با دور از اجتناب برای نامعادله ها تعداد m× n بعد با نمایه

ستونی اندیس های و ۴ × ۴ بعد با نمایه ماتریس از B′ زیرماتریس کنید فرض دوم: حالت
ماتریس از ۶ × ۴ بعد با D′ زیرماتریس یک با است معادل زیرماتریس این باشد. j۰, j۱, j۲, j۳
متناظر که می کنیم انتخاب D′ تفاضل ماتریس از ۳×۳ بعد با ماتریس زیر یک ابتدا .D تفاضل
شامل را ستونی و سطر D′ زیرماتریس .B′ زیرماتریس از ۳ × ۳ بعد با زیرماتریس یک با است
سطر این تقاطع نقطه است. ۳×۳ بعد با زیرماتریس ستون های و سطرها از متمایز که می شود
که عبارتی است. D′ تفاضل ماتریس به متعلق آن عناصر که می شوند ظاهر عبارتی در ستون و
D′ از ستونی به متعلق که می شود شامل را جمله ای است، D′ تفاضل ماتریس از آن جمله های
وجود ممکن حالت ۹ درایه این برای می باشد. تقاطع نقطه به مربوط ستون از متمایز که است
۹ × ۶(۴۳)(۴۳) = ۸۶۴ D تفاضل ماتریس از ۴ × ۴ بعد با زیرماتریس هر برای بنابراین، دارد.
طول با دور از اجتناب برای نامعادله ها تعداد کلی، طور به و دارد. وجود بررسی برای معادله

می باشد. ۸۶۴ ×
(
m۴
)(

n۴
) حالت این در ۱۰

زیر صورت به مورد دو برای D ماتریس از متناظرش عبارات و (۷ .۲) معادله چپ سمت
است:



۴۱

I) bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۳ + bi۳j۳ − bi۳j۲ + bi۱j۲ − bi۱j۰ =

−(bi۰j۱ − bi۱j۱) + (bi۱j۲ − bi۳j۲)− (bi۲j۳ − bi۳j۳) + (bi۰j۰ − bi۱j۰)− (bi۱j۲ − bi۲j۲) =

−Dij۱ +Di′′j۲ −Di′′′j۳ +Dij۰ −Di′j۲ .

II) bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۳ + bi۳j۳ − bi۳j۲ + bi۱j۲ − bi۱j۳ + bi۲j۳ − bi۲j۰ =

−(bi۰j۱ − bi۱j۱) + (bi۰j۰ − bi۲j۰)− (bi۱j۳ − bi۳j۳)− (bi۱j۳ − bi۲j۳) + (bi۱j۲ − bi۳j۲) =

−Di′j۱ +Dij۰ −Di′′j۳ −Di′′′j۳ +Di′′′j۲ .

مورد در ولی نمی شوند ظاهر سطر یک در آخر جمله دو اولی مورد در می بینیم، که همانطور
تفاضل ماتریس از جمله یک توسط جمله دو این دومی مورد در بنابراین، می شوند. ظاهر دومی

می شود. جایگزین DD

ستونی اندیس های و ۴ × ۵ بعد با نمایه ماتریس از B′ زیرماتریس کنید فرض سوم: حالت
ماتریس از ۶×۵ بعد با D′ زیرماتریس یک با است معادل زیرماتریس این باشد. j۰, j۱, j۲, j۳, j۴
متناظر که می کنیم انتخاب D′ تفاضل ماتریس از ۳×۳ بعد با ماتریس زیر یک ابتدا .D تفاضل
را ستونی دو و سطر یک D′ زیرماتریس .B′ زیرماتریس از ۳× ۳ بعد با زیرماتریس یک با است
است. ۳ × ۳ بعد با شده انتخاب زیرماتریس ستون های و سطرها از متمایز که می شود شامل
عناصر که می شوند ظاهر عبارتی در که دارد وجود ستون دو و سطر این تقاطع در نقطه دو
دارد. وجود ممکن حالت ۴ تقاطع نقطه دو این برای است. D′ تفاضل ماتریس به متعلق آن
نامعادله ۴ × ۶(۴۳)(۵۳) = ۹۶۰ D تفاضل ماتریس از ۴ × ۵ بعد با زیرماتریس هر برای بنابراین،
این در ۱۰ طول با دور بررسی برای نامعادله ها تعداد کلی، طور به دارد. وجود بررسی برای
معادلش عبارت و (۷ .۲) معادله در معادله ها از یکی چپ سمت می باشد. .۹۶۰×(

m۴
)(

n۴
) حالت

است: زیر صورت به D ماتریس از
bi۱j۰ − bi۱j۲ + bi۳j۲ − bi۳j۳ + bi۲j۳ − bi۲j۴ + bi۳j۴ − bi۳j۱ + bi۰j۱ − bi۰j۰ =

−(bi۰j۰ − bi۱j۰) + (bi۰j۱ − bi۳j۱)− (bi۱j۲ − bi۳j۲) + (bi۲j۳ − bi۳j۳)− (bi۲j۴ − bi۳j۴) =

−Dij۰ +Di′j۱ −Di′′j۲ +Di′′′j۳ −Di′′′j۴ .

اگر بنابراین، می سازد. را DD تفاضل ماتریس از درایه ای آخر جمله دو می بینیم، که همانطور
تساوی آن گاه شود، ظاهر DD تفاضل ماتریس از ستون ⁃امین j و سطر ⁃امین i′′′ در درایه این

می کند. ایجاد ۱۰ طول با دور −Dij۰ +Di′j۱ −Di′′j۲ +DDi′′′j = ۰
بررسی هستند سطر پنج شامل که نمایه ماتریس از زیرماتریس ها مرحله این در سوم: مرحله
i۰, i۱, i۲, i۳, i۴ سطری اندیس های با نمایه ماتریس از سطر پنج زیرماتریس کنید فرض می شود.

شود. شامل را
۵×۳ بعد با زیرماتریس در نمایه ماتریس ستونی اندیس سه j۰, j۱, j۲ کنید فرض اول: حالت
چپ سمت است دوم مرحله از دوم حالت با مشابه حالت این دهیم نشان اینکه برای باشد.
بررسی زیر صورت به مورد دو برای را D تفاضل ماتریس از معادلش عبارات و (۷ .۲) معادله

می کنیم،



یال⁃یگانه QⅭ−ⅬⅮPⅭ کدهای بسط درجه روی پایین کران های ۴۲

I) bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۱j۱ − bi۱j۲ + bi۲j۲ − bi۲j۱ + bi۳j۱ − bi۳j۲ + bi۴j۲ − bi۴j۰ =

(bi۰j۰ − bi۴j۰)− (bi۰j۱ − bi۳j۱)− (bi۳j۲ − bi۴j۲) + (bi۱j۱ − bi۲j۱)− (bi۱j۲ − bi۲j۲) =

Dij۰ −Di′j۱ −Di′′j۲ −Di′′′j۱ −Di′′′j۲ .

II) bi۰j۰ − bi۰j۱ + bi۲j۱ − bi۲j۲ + bi۳j۲ − bi۳j۱ + bi۴j۱ − bi۴j۲ + bi۱j۲ − bi۱j۰ =

(bi۰j۰ − bi۱j۰)− (bi۰j۱ − bi۲j۱)− (bi۲j۲ − bi۳j۲) + (bi۱j۲ − bi۴j۲)− (bi۳j۱ − bi۴j۱) =

Dij۰ −Di′j۱ −Di′′j۲ +Di′′′j۱ −Di′′′′j۲ .

نیست. ۱۰ طول با دور از اجتناب برای حالت این بررسی به نیازی بنابراین،
باشد. j۰, j۱, j۲, j۳ ستونی اندیس های و ۵ × ۴ بعد با زیرماتریس کنید فرض دوم: حالت
از اجتناب برای حالت این بررسی به نیازی و است دوم مرحله از دوم حالت با مشابه حالت این

نیست. ۱۰ طول با دور
درنظر باید را سوم مورد از دوم حالت تا دوم مورد از اول حالت قضیه دوم شرط اثبات برای

بگیریم.
است. واضح سوم: حالت

با دور از اجتناب برای (۷ .۲) معادله به مربوط نامعادله های تعداد ۲ .۰ .۳ قضیه اثبات در
می بینیم، که همانطور نامعادله هاست. تعداد برابر ۱۱ عملگرها تعداد است. شده داده ۱۰ طول
و ۵ × ۳ ابعاد با زیرماتریس ها بررسی به نیازی می کنیم استفاده را DD و D ماتریس های وقتی

نیست. ۵ × ۴

کم⁃ بررسی⁃توازن کد یک نمایه  ماتریس B =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۳ ۱۳
۰ ۹ ۲۷ ۴۴

 کنید فرض .۴ .۰ .۳ مثال

D تفاضل ماتریس های باشد. N = ۷۳ بسط درجه و ۳ × ۴ درجه توزیع با شبه⁃دوری چگال
هستند: زیر صورت به DD و

D =


۰ −۱ −۳ −۱۳
۰ −۹ −۲۷ −۴۴
۰ −۸ −۲۴ −۳۱

 ,

DD =


(۱,۷۲) (۳,۷۰) (۱۳,۶۰) (۲,۷۱) (۱۲,۶۱) (۱۰,۶۳)
(۹,۶۴) (۲۷,۴۶) (۴۴,۲۹) (۱۸,۵۵) (۳۵,۳۸) (۱۷,۵۶)
(۸,۶۵) (۲۴,۴۹) (۳۱,۴۲) (۱۶,۵۷) (۲۳,۵۰) (۷,۶۶)

 . (۶ .۳)

می کنیم بررسی را ۶ طول با دور وقتی (۷ .۲) معادله چپ سمت مقادیر از متشکل A مجموعه
است زیر صورت به

A = {۴,۵, ۱۱, ۱۵,۲۱,۲۲,۲۵,۲۸,۳۰,۳۲,۳۴,۳۷,۴۰,۴۷,۵۳,۵۴,۵۹,۶۷}.



۴۳
گیریم. می نظر در زیر صورت به B مجموعه در را DD ماتریس عناصر همه ی

B = {۱,۲,۳,۷,۸,۹, ۱۰, ۱۲, ۱۳, ۱۶, ۱۷, ۱۸,۲۳,۲۴,۲۷,۲۹,۳۱,۳۵,۳۸,۴۲,۴۴,۴۶,۴۹,۵۰,۵۵,۵۶,
۵۷,۶۰,۶۱,۶۳,۶۴,۶۵,۶۶,۷۰,۷۱,۷۲}.

است. برقرار شده داده ماتریس برای ۲ .۰ .۳ قضیه اول شرط ،A ∩ B = ∅ که آنجایی از
با زیرماتریس های در ۱۰ طول با دور از اجتناب برای (۷ .۲) معادله بررسی جای به بنابراین،
دو در مشترک عضو وجود عدم هستند، بررسی برای نامعادله ۶۴۸ که ۳ × ۴ و ۳ × ۳ ابعاد
با زیرماتریس مورد در ۲ .۰ .۳ قضیه (iii) و (ii) شرط دو می کنیم. بررسی را B و A مجموعه
سطر سه با نمایه ماتریس برای بنابراین، می شود. بررسی سطر پنج با زیرماتریس و سطر چهار
۱۰ طول با دور تنر گراف که می کند ثابت A∩B = ∅ نتیجه، در می شود. بررسی (i) شرط فقط

ندارد.
بررسی در (۷ .۲) معادله چپ سمت مقادیر از متشکل مجموعه A کنید فرض .۳ .۰ .۳ قضیه
گراف اگر باشد. DD تفاضل ماتریس عناصر تمام از متشکل مجموعه B و باشد ۶ طول با دور
داریم: آن گاه باشد، ۱۰ طول با دور فاقد شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک تنر

.A ∩ B = ∅

سه با متناظر DD ماتریس سطر سه i, i′, i′′ اگر بینیم، می ۲ .۰ .۳ قضیه در که همانطور برهان.
مجموعه آن گاه می شوند، بررسی ۶ طول با دور از اجتناب برای که باشند نمایه ماتریس سطر
اشتراکی هیچ می کنیم بررسی را ۶ طول با دور وقتی (۷ .۲) معادله چپ سمت مقادیر از متشکل
می دهد نشان ۲ .۰ .۳ قضیه دوم شرط علاوه، به ندارد. DD ماتریس از i, i′, i′′ سطر سه عناصر با
عضو هیچ نتیجه در ندارند. DD تفاضل ماتریس دیگر سطرهای با اشتراکی هیچ مقادیر این که

نیست. مجموعه دو این بین مشترکی
توزیع با شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک بسط درجه پایین کران .۵ .۰ .۳ نتیجه
متشکل مجموعه A آن در که است، |A|+

(
m۲
)
n(n− ۱) + ۱ کم دست ۱۰ کمر و m× n درجه

است. ۶ طول با دور بررسی در (۷ .۲) معادله چپ سمت مقادیر از
.N ≥ ۵۵ بنابراین، . (m۲)n(n− ۱) + ۱ = ۳۷ و |A| = ۱۸ داریم ۴ .۰ .۳ مثال در مثال، برای
شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد آوردن دست به برای که می کند ثابت ۵ .۰ .۳ نتیجه

شود. زده حدس می تواند A مجموعه از بسط درجه روی پایین کران ۱۰ کمر با





۴ فصل
بسط درجه روی پایین کران های

یال⁃چندگانه QⅭ−ⅬⅮPⅭ کدهای

کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای نمایه ی ماتریس های برای کافی و لازم شرایط بخش، این در
در را ۴ طول با دورهای بررسی که می آوریم دست به را ۶ کمر با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری
می آید دست به بسط درجه روی پایین کران یک نتیجه، در می کند. ساده نمایه ماتریس یک
می تواند ۶ کمر با نامنظم و منظم شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای برای که
آن ها بسط درجه که می دهیم ارائه نمایه ای ماتریس های علاوه، به گیرد. قرار استفاده مورد
شبه⁃ کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای با مقایسه در و است آمده دست به پایین کران برابر
دست به یال⁃چندگانه ی شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای یال⁃یگانه، دوری
اندازه که می کنیم ارائه کدها ساخت برای روشی این، بر علاوه دارند. کوتاهتر طول آمده

.[۴۴] دهد، کاهش را نمایه ماتریس آوردن دست به برای جستجو فضای
، (۲k′ < g) ، ۲k′ طول با دور از اجتناب برای باید که (۱۰ .۲) معادله در نامعادله ها تعداد
بیشتر شوند بررسی g کمر با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در
است. ، (۲k < g) ، ۲k طول با دور از اجتناب برای ۷ .۲ معادله به مربوط نامعادله های تعداد از
شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در ۴ طول با دور بررسی برای مثال، برای
که، درصورتی شوند. بررسی باید نمایه ماتریس از ۲ × ۲ بعد با زیرماتریس ها تمام یال⁃یگانه
یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در ۴ طول با دور از اجتناب برای

۴۵



یال⁃چندگانه QⅭ−ⅬⅮPⅭ کدهای بسط درجه روی پایین کران های ۴۶
نمایه ماتریس از ۲×۲ و ۲× ۱ ،۱×۲ ،۱× ۱ بعدهای با زیرماتریس ها برای باید (۱۰ .۲) معادله
حداقل که هایی آن فقط نمایه، ماتریس از ۱ × ۱ بعد با زیرماتریس ها مورد در شود. بررسی
برای (۱۰ .۲) معادله کردن ساده منظور به گیرند. می قرار بررسی مورد هستند عضو ۲ شامل
معرفی را می شوند داده نمایش ∆۲ و ∆۱ با که تفاضل ماتریس های ۲k′ طول با دور بررسی

می کنیم.
∆⃗۱ij بردار B⃗ij نظیر B از عنصر هر برای باشد. نمایه ماتریس یک B کنید فرض .۱ .۰ .۴ تعریف
درایه های می گیریم. نظر در ∆۱ تفاضل ماتریس از درایه ⁃امین ij عنوان به را ۲(|B⃗ij |۲

) بعد با
اگر و ∆⃗۱ij = (−) آن گاه ،|B⃗ij | = ۱ اگر می آیند. دست به B⃗ij از درایه دو هر تفاضل از ∆⃗۱ij

.∆⃗۱ij = (∞) آن گاه ،B⃗ij = (∞)

کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک برای زیر نمایه ماتریس .N = ۱۳ کنید فرض .۱ .۰ .۴ مثال
بگیرید. نظر در را یال⁃چندگانه شبه⁃دوری

B =


(۰, ۱,۸) (∞) (۰) (∞)

(∞) (۸, ۱۲) (۰,۴) (∞)

(∞) (۵) (∞) (۹, ۱۰)

 .

∆⃗۱۱۱ = (۸ − ۱۲, ۱۲ − ۸) داریم ۱ .۰ .۴ تعریف از و B⃗۱۱ = (۸, ۱۲) می بینیم، که همانطور
محاسبه ها تمام می آوریم. دست به را ∆۱ تفاضل ماتریس روند این ادامه با .mod ۱۳ = (۹,۴)

می باشد. ۱۳ پیمانه به

∆۱ =


(۱, ۱۲,۵,۸,۶,۷) (∞) (−) (∞)

(∞) (۹,۴) (۹,۴) (∞)

(∞) (−) (∞) (۱۲, ۱)

 .

بعد با ∆۲ تفاضل ماتریس باشد. m×n بعد با نمایه ماتریس یک B کنید فرض .۲ .۰ .۴ تعریف
که ،B از i′ و i سطری اندیس های با سطر دو هر برای می آید. دست به زیر صورت به (m۲)× n

B⃗ij کنید فرض می گیریم. نظر در (ii′) سطری اندیس با ∆۲ ماتریس در سطری ،i < i′ آن در
که ،|B⃗ij | × |B⃗i′j | اندازه از ∆⃗۲(ii′)j بردار آن گاه، باشند. B ستون ⁃امین j از درایه دو B⃗i′j و
در درایه ای عنوان به می آیند، دست به B⃗ij از درایه یک و B⃗i′j از درایه یک تفاضل از عناصرش
B⃗i′j یا B⃗ij اگر می شود. گرفته نظر در ∆۲ تفاضل ماتریس ستون ⁃امین j و سطر ⁃امین (ii′)

.∆⃗۲(ii′)j = (∞) آن گاه باشند، (∞) با برابر
B⃗۱۱ = (۸, ۱۲) داریم باشد. ۱ .۰ .۴ مثال در شده داده نمایه ماتریس B کنید فرض .۲ .۰ .۴ مثال
مشابه، صورت به .∆⃗۲(۱۲)۱ = (۸ − ۵, ۱۲ − ۵) mod ۱۳ = (۳,۷) بنابراین، ،B⃗۲۱ = (۵) و
عناصر .∆⃗۲(۰۱)۲ = (۰− ۰, ۰−۴) mod ۱۳ = (۰,۹) می دهند نتیجه B⃗۱۲ = (۰,۴) و B⃗۰۲ = (۰)
هستند. (∞) برابر B⃗i′j یا B⃗ij از یکی ∆⃗۲(ii′)j محاسبه برای زیرا هستند (∞) برابر ∆۲ دیگر

است: زیر صورت به (۰۱), (۰۲), (۱۲) سطری اندیس های با ∆۲ ماتریس



۴۷

∆۲ =


(∞) (∞) (۰,۹) (∞)

(∞) (∞) (∞) (∞)

(∞) (۳,۷) (∞) (∞)

 .

با معادل عبارت بخش، این در می رود. کار به نمایه ماتریس هر برای (۱۰ .۲) معادله
ساختن برای رود. کار به ∆۲ و ∆۱ تفاضل ماتریس دو هر برای که می آوریم دست به را (۱۰ .۲)
زیرماتریس نوع چهار ،۶ کمر با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای
به مربوط نامعادله های شود. بررسی باید ۴ طول با دور از اجتناب برای B نمایه ماتریس از

هستند. زیر صورت به ۴ طول با دور از اجتناب برای زیرماتریس ها از هریک درمورد (۱۰ .۲)
زیرماتریس های نظیر ،|B⃗ij | ≥ ۲ آن در که ،B⃗ij ماتریس زیر در (۱۰ .۲) معادله کارگیری به I.
±(Bx

ij−By
ij) که می دهد نشان ۴ طول با دور از اجتناب برای ، [Bx

ij , B
y
ij , B

z
ij ] یا [Bx

ij , B
y
ij ]

هستند. مجزا دو به دو ±(By
ij −Bz

ij) و ±(Bx
ij −Bz

ij) ،
باشد، B نمایه ماتریس از ۱× ۲ بعد با زیرماتریس یک [(Bz

ij B
l
ij) (B

z′
ik Bl′

ik)] کنید فرض II.
از اجتناب برای (۱۰ .۲) معادله گیری کار به .Bz′

ik, B
l′
ik ∈ B⃗ik و Bz

ij , B
l
ij ∈ B⃗ij آن در که

می دهد. نتیجه را ±(Bz
ij −Bl

ij)± (Bz′
ik −Bl′

ik) ̸= ۰ mod N نامعادله ۴ طول با دور

که باشد، B نمایه ماتریس از ۲ × ۱ بعد با زیرماتریس یک
 (Bz

ij B
l
ij)

(Bz′
kj B

l′
kj)

 کنید فرض III.
دور از اجتناب برای (۱۰ .۲) معادله کارگیری به .Bz′

kj , B
l′
kj ∈ B⃗kj و Bz

ij , B
l
ij ∈ B⃗ij آن در

می دهد. را ±(Bz
ij −Bl

ij)± (Bz′
kj −Bl′

kj) ̸= ۰ mod N نامعادله ۴ طول با

زیرماتریس این باشد. B ماتریس از ۲×۲ بعد با زیرماتریس یک
 B⃗ij B⃗ik

B⃗i′j B⃗i′k

 کنید فرض IV.
معادله که شود می ۲ × ۲ بعد با ماتریس زیر (|B⃗ij | × |B⃗ik| × |B⃗i′j | × |B⃗i′k|) شامل

شود. بررسی آن ها مورد در ۴ طول با دور از اجتناب برای باید (۱۰ .۲)
لازم شرایط آوردن دست به برای را بالا مورد چهار ،۲ .۰ .۴ و ۱ .۰ .۴ تعاریف از استفاده با
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای که می کنیم ساده چنان تفاضل ماتریس های برای کافی و

شوند. ساخته سادگی به ۶ کمر با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری
باشند. B نمایه ماتریس یک با متناظر ∆۲ و ∆۱ تفاضل ماتریس های کنید فرض .۱ .۰ .۴ قضیه
فقط و اگر ندارد ۴ طول با دور یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک

اگر:
و باشند نداشته تکراری عنصر ∆۱ تفاضل ماتریس از ستون هر و سطر هر (i) ●

باشد. تکراری عنصر بدون ∆۲ تفاضل ماتریس سطر هر (ii) ●



یال⁃چندگانه QⅭ−ⅬⅮPⅭ کدهای بسط درجه روی پایین کران های ۴۸
±(Bz

ij −Bl
ij) ∈ داریم ۱ .۰ .۴ تعریف از .Bz′

ik, B
l′
ik ∈ B⃗ik و Bz

ij , B
l
ij ∈ B⃗ij کنید فرض (i) برهان.

از اجتناب برای که مشود ثابت II و I های قسمت از استفاده با .±(Bz′
ik −Bl′

ik) ∈ ∆⃗۱ik و ∆⃗۱ij
.∆⃗۱ij∩∆⃗۱ik = ∅ و ندارد تکراری عنصر ∆⃗۱ij نظیر ∆۱ تفاضل ماتریس از عنصر هر ،۴ طول با دور
تکراری درایه بدون ∆۱ تفاضل ماتریس سطر هر آن گاه باشد، ۶ تنر گراف کمر اگر کلی، طور به
هر آن گاه باشد، ۶ تنر گراف کمر اگر که می گیریم نتیجه III قسمت از مشابه، طور به است.

است. تکراری عنصر بدون ∆۱ تفاضل ماتریس ستون B⃗ij B⃗ik

B⃗i′j B⃗i′k

 نظیر B نمایه ماتریس یک برای شد، ذکر IV قسمت در که همانطور (ii)

با است برابر شوند بررسی باید ۴ طول با دور از اجتناب برای که ۲×۲ بعد با زیرماتریس ها تعداد
Bz′

i′k ∈ B⃗i′k و Bz
i′j ∈ B⃗i′j ، Bl′

ik ∈ B⃗ik ، Bl
ij ∈ B⃗ij کنید فرض . (|B⃗ij |× |B⃗ik|× |B⃗i′j |× |B⃗i′k|)

Bl
ij −Bl′

ik+Bz′
i′k−Bz

i′j = ۰ mod N نظیر تساوی هایی باشند. ۲×۲ بعد با زیرماتریس عناصر
که آنجایی از می کنند. ایجاد ۴ طول با دور Bl

ij − Bz
i′j = Bl′

ik − Bz′
i′k mod N آن معادل یا

که می گیریم نتیجه می شوند ظاهر ∆۲ تفاضل ماتریس از سطر یک در Bl′
ik −Bz′

i′k و Bl
ij −Bz

i′j

کنند. می تولید ۴ طول با دور ∆۲ تفاضل ماتریس از سطر یک در تکراری عناصر
بررسی⁃ کدهای بسط درجه روی پایین کران ∆۲ و ∆۱ تفاضل ماتریس دو مزیت های از یکی

است. ۶ کمر با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال توازن
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک از m×n بعد با پایه ماتریس یک W کنید فرض .۲ .۰ .۴ قضیه

می کنیم. تعریف را زیر پارامتر سه باشد. یال⁃چندگانه شبه⁃دوری
،X = max{۲∑n−۱

j=۰
(Wij۲

)
; i ∈ {۰, . . . ,m− ۱}}

و Y = max{۲∑m−۱
i=۰

(Wij۲
)
; j ∈ {۰, . . . , n− ۱}}

.Z = max{
∑n−۱

j=۰ Wij ×Wi′j ; i ̸= i′; i, i′ ∈ {۰, . . . ,m− ۱}}
یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای بسط درجه روی پایین کران

با است برابر ۶ کمر با
N = max{X ,Y,Z}.

با است برابر ∆⃗۱ij در درایه ها تعداد باشد. W عنصر ⁃امین ij برابر Wij کنید فرض برهان.
سطر هر آن گاه باشد، ۶ برابر تنر گراف کمر اگر ،۱ .۰ .۴ قضیه از (i) قسمت با مطابق .۲(Wij۲

)
∆۱ سطر ⁃امین i در مجزا عناصر تعداد بنابراین، ندارند. تکراری عناصر ∆۱ تفاضل ماتریس
ماتریس از سطر یک در مجزا عناصر تعداد ماکسیمم X کنید فرض .۲∑n−۱

j=۰
(Wij۲

) با است برابر
عناصر تعداد بنابراین، ندارد. تکراری عنصر ∆۱ از ستون هر مشابه، طور به باشد. ∆۱ تفاضل
عناصر تعداد ماکسیمم .۲∑m−۱

i=۰
(Wij۲

) با است برابر ∆۱ تفاضل ماتریس ستون ⁃امین j در مجزا
بگیرید. نظر در Y را ∆۱ از ستون یک در مجزا

|∆⃗۲(ii′)j | = که می کند ثابت ۲ .۰ .۴ تعریف آن گاه باشند، B از درایه دو B⃗i′j و B⃗ij اگر
۶ تنر گراف کمر اگر که می کند ثایت ۱ .۰ .۴ قضیه از (ii) قسمت .|B⃗ij | × |B⃗i′j | = Wij ×Wi′j
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عناصر تعداد درنتیجه، است. تکراری عنصر بدون ∆۲ تفاضل ماتریس سطر هر آن گاه باشد،
تعداد ماکسیمم کنید فرض .∑n−۱

j=۰ Wij × Wi′j با است برابر ∆۲ سطر ⁃امین (ii′) در مجزا
همه که آنجایی از شود. داده نمایش Z با ∆۲ تفاضل ماتریس از سطر یک در مجزا عناصر
یا ∆۱ تفاضل ماتریس های در مجزا درایه max{X ,Y,Z} وجود است، N پیمانه به محاسبات

می باشد. max{X ,Y,Z} برابر کم دست N بسط درجه که می دهد نشان ∆۲

ماتریس بگیرید. نظر در را باشند ۲ درایه هایش که ۲×n بعد با پایه ماتریس یک .۳ .۰ .۴ مثال
درجه توزیع با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک متناظرش نمایه
می باشد. ۲ اندازه از بردار یک ∆۱ از درایه هر ،۱ .۰ .۴ تعریف با مطابق می دهد. نتیجه را ۴×۲n
دارد. وجود ∆۱ تفاضل ماتریس از سطر هر در عنصر ۲n آن گاه باشد، داشته ۶ کمر تنر گراف اگر
است. ۴ برابر ∆۱ تفاضل ماتریس از ستون هر در عناصر تعداد همچنین، .X = ۲n درنتیجه،
است ۱ × n بعد با ماتریس یک ∆۲ تفاضل ماتریس ،۲ .۰ .۴ تعریف با مطابق .Y = ۴ بنابراین،
.N ≥ max{۲n,۴,۴n} = ۴n داریم و .Z = ۴n درنتیجه، می باشد. ۴ اندازه از بردار n شامل که

بررسی⁃توازن کدهای در برانگیز چالش مسئله یک بسط درجه کمینه آوردن دست به
۲ .۰ .۴ قضیه در بسط درجه روی پایین کران و است یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال
مثال، برای کند. می بسط درجه کمینه یافتن برای کارا جستجوی یک ایجاد به شایانی کمک
شبه⁃ کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک برای جامع و کلی جستجوی یک برای نیاز مورد زمان
ساعت دو از بیشتر N = ۱۵ بسط درجه و ۵ .۰ نرخ با ۴×۸ درجه توزیع با یال⁃چندگانه دوری
بررسی⁃ کد یک بخواهیم اگر مشابه، طور به است. طولانی زمانی که می باشد دقیقه بیست و
۳ .۰ .۴ مثال به بنا بسازیم را ۴×۲۰ درجه توزیع با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال توازن
زیادی زمان مدت که N = ۳۹ بسط درجه با جامع و کامل جستجوی بنابراین، .N ≥ ۴۰ داریم
توجهی قابل کمک ۲ .۰ .۴ قضیه درنتیجه، نمی دهد. نتیجه ای نمایه ماتریس هیچ دارد نیاز را
۲ .۰ .۴ قضیه که است ذکر شایان کند. می بسط درجه کمینه با نمایه ماتریس های ساخت در
داده آن ها پایه ماتریس که یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در
کدهای بسط درجه روی پایین کران آوردن دست به ما هدف اگر می آید. کار به باشند شده
باشد، مشخص ستونی و سطری وزن با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن
عناصر جمع آن ها در که ببریم کار به پایه ای های ماترس تمام در را ۲ .۰ .۴ قضیه می توانیم آن گاه
برای باشند. شده داده ستونی و سطری های وزن با برابر ستون هر عناصر جمع و سطر هر
یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای برای پایه ماتریس نوع دو مثال،
که ،

 ۲ ۱ ۳
۲ ۳ ۱

 و
 ۲ ۲ ۲

۲ ۲ ۲
 از: عبات اند که دارد وجود ۶ کمر با ۴ × ۶ درجه توزیع با

قضیه اگر .N ≥ ۱۲ داریم ۳ .۰ .۴ مثال با مطابق اول، نوع برای است. مشابه مورد پنج شامل
.N ≥ ۱۰ بنابراین، و ،Z = ۱۰ و Y = ۴ ،X = ۵ آن گاه کارگیریم، به دوم نوع در را ۲ .۰ .۴

داد. کاهش امکان حد تا را جستجو فضای اندازه می توان چگونه که می دهیم توضیح حال
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N−۱ می شود ظاهر نمایه ماتریس در که عددی بیشترین آن گاه باشد، N با برابر بسط درجه اگر
و مشخص کمر با B نمایه ماتریس یافتن منظور به جستجو فضای اندازه کاهش برای است.
که کنید فرض می کنیم. مینیمم را می شود ظاهر B در که عددی بیشترین ،N بسط درجه
ماتریس یافتن برای که است این روش این فایده شود. داده نمایش t با B در مقدار بیشترین
وجود B از عنصر هر جستجوی برای مورد N جای به مورد t+۱ حداکثر N بسط درجه با نمایه

دارد.
کم⁃ بررسی⁃توازن کد یک از m × n بعد با نمایه ماتریس یک B کنید فرض .۱ .۰ .۴ گزاره
تعریف پارامترهای همان Z و Y ، X اگر باشد. ۶ کمر با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری چگال
ظاهر نمایه ماتریس در که عددی بیشترین روی پایین کران آن گاه باشند، ۲ .۰ .۴ قضیه در شده

با است برابر می شود
t = max{⌈X۲ ⌉, ⌈Y۲ ⌉, ⌈Z − ۱

۲ ⌉}.

ماتریس های با معادل ماتریس های عنوان به ترتیب، به را، ∆۲′ و ∆۱′ ماتریس دو برهان.
آنجایی از نباشند. N پیمانه به عناصر از یک هیچ آن ها در که بگیرید نظر در ∆۲ و ∆۱ تفاضل
∆۱′ ماتریس در بردار هر که می گیریم نتیجه ندارد، تکراری عنصر نمایه ماتریس در بردار هر که
همه آن گاه باشد، B نمایه ماتریس در عدد بیشترین t اگر بنابراین، نیست. صفر عنصر شامل
بیشترین درنتیجه، است. عضو ۲t شامل که دارند قرار [−t, t] − {۰} مجموعه در ∆۱′ عناصر
[−t, t] به متعلق ∆۲′ در عناصر همه علاوه، به می باشد. ۲t حداکثر ∆۱′ در مجزا عناصر تعداد
حداکثر ∆۲′ در مجزا عناصر تعداد بیشترین بنابراین، است عنصر ۲t + ۱ شامل که می باشند

است. ۲t+ ۱
ندارد. تکراری عنصر ∆۱ تفاضل ماتریس از سطر هر ،۱ .۰ .۴ قضیه از (i) قسمت با مطابق
،۲ .۰ .۴ قضیه با مطابق مجزاست. ناصفر صحیح عناصر شامل ∆۱′ از سطر هر بنابراین،
مطلب این است. X با برابر ∆۱ تفاضل ماتریس از سطر هر در مجزا درایه های تعداد بیشترین
مبحث همین .t ≥ ⌈X۲ ⌉ یا ۲t ≥ X داریم بنابراین، می کند. صدق نیز ∆۱′ ماتریس مورد در
مطابق .t ≥ ⌈Y۲ ⌉ می دهد، نتیجه که است برقرار ∆۱′ ماتریس از ستون یک در مجزا عناصر برای
بنابراین، است. تکراری عنصر بدون ∆۲ تفاضل ماتریس سطر هر ،۱ .۰ .۴ قضیه از (ii) قسمت با
هر در مجزا عناصر تعداد بیشترین که آنجایی از دارد. مجزا عناصر سطر هر در ∆۲′ ماتریس
به .t ≥ ⌈Z−۱۲ ⌉ داریم بنابراین، .۲t+ ۱ ≥ Z که می گیریم نتیجه است، Z با برابر ∆۲′ از سطر
باشد، داشته ۶ کمر یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد اگر کلی، طور
max{⌈X۲ ⌉, ⌈Y۲ ⌉, ⌈Z−۱۲ ⌉} کم دست می شود ظاهر نمایه ماتریس در که عددی بیشترین آن گاه

است.
t پایین کران از را جستجو می شود ظاهر نمایه ماتریس در که عددی بیشترین یافتن برای
یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک برای مثال، برای می کنیم. آغاز
t = ۸,۹ را می شود ظاهر نمایه ماتریس در که عددی بیشترین ،۶ کمر و ۴ × ۸ درجه توزیع با
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نمی شود. یافت ای نمایه ماتریس هیچ دقیقه ۲ از کمتر اجرای زمان مدت با و می گیریم نظر در
یافتن برای اجرا زمان مدت وضوح به است. شده داده ۱ .۵ جدول در t = ۱۰ با نمایه ماتریس

می یابد. افزایش ستونی وزن افزایش با t مقدار بیشترین
کدهای نمایه ماتریس یافتن برای را ۱ .۰ .۴ گزاره علاوه به ۲ .۰ .۴ و ۱ .۰ .۴ قضیه های
۴ × ۲n و ۳ × ۳n۲ درجه های توزیع با یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن
بگیریم، نظر در را باشند ۲ و ۱ آن درایه های که سطر دو با پایه ماتریس های اگر کردیم. استفاده
در شده داده پایین کران با برابر که می باشند N = ۴n و N = ۲n ترتیب، به بسط، درجه آن گاه
کدهای بین را کد طول و بسط درجه کمینه همچنین، ما، ۱ .۵ جدول در هستند. ۲ .۰ .۴ قضیه
یکسان درجه های توزیع با یال⁃چندگانه و یال⁃یگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن
شبه⁃ کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای طول که می دهد نشان مقایسه این کرده ایم. مقایسه
کدهای گروه در رقیبشان از کمتر خیلی ۴ × ۲n درجه توزیع و ۶ کمر با یال⁃چندگانه دوری
بررسی⁃توازن کدهای بسط درجه ترتیب،کمینه به ،Ns و Nm پارامتر دو است. یال⁃یگانه
،Ls و Lm پارامترهای علاوه به هستند. یال⁃یگانه و یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال
یال⁃یگانه و یال⁃چندگانه شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای طول ترتیب، به

هستند.

یال⁃ شبه⁃دوری کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای نمایه ماتریس :۱ .۴ جدول
است شده مینیمم ،t آن ها، درایه بیشترین که ۶ کمر ،۳ ستونی وزن با چندگانه

t N B نمایه، ماتریس n
۷ ۸


(۰, ۱) (۲) (۰, ۵) (۶)

(۰) (۴, ۷) (۶) (۱, ۲)


۴

۱۰ ۱۲


(۰, ۱) (۲) (۰, ۳) (۴) (۰, ۵) (۶)

(۰) (۳, ۱۰) (۶) (۸, ۹) (۲) (۱, ۴)


۶

۱۲ ۱۶


(۰, ۱) (۲) (۰, ۳) (۴) (۰, ۶) (۷) (۰, ۱۱) (۱۲)

(۰) (۵, ۱۱) (۴) (۶, ۹) (۱۲) (۱, ۲) (۸) (۳, ۱۰)


۸



یال⁃چندگانه QⅭ−ⅬⅮPⅭ کدهای بسط درجه روی پایین کران های ۵۲

کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای بین کد طول و بسط درجه مقایسه :۲ .۴ جدول
در که عدد بیشترین یکسان. درجه توزیع با یال⁃چندگانه و یال⁃یگانه شبه⁃دوری

است. شده مینیمم می شود ظاهر نمایه ماتریس
Ls Ns Lm Nm t نمایه ماتریس n

− − ۱۶ ۸ ۷


(۰, ۱) (۰, ۲)

(۱, ۳) (۶, ۷)


۲

۴۲ ۷ ۳۶ ۱۲ ۷


(۰, ۱) (۰, ۳) (۰, ۷)

(۰, ۷) (۱, ۵) (۳, ۴)


۳

۸۰ ۱۰ ۶۴ ۱۶ ۱۰


(۰, ۱) (۰, ۳) (۰, ۵) (۰, ۹)

(۰, ۱۰) (۶, ۸) (۱, ۲) (۴, ۷)


۴

۱۱۰ ۱۱ ۱۰۰ ۲۰ ۱۲


(۰, ۱) (۰, ۳) (۰, ۵) (۰, ۱۱) (۰, ۱۲)

(۰, ۱۱) (۵, ۱۲) (۱, ۳) (۴, ۸) (۶, ۷))


۵



۵ فصل
تله ای مجموعه روی پایین کران

ⅬⅮPⅭ کدهای مقدماتی

کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای های (a, b) ETS اندازه روی پایین کران بخش، این در
کمر از مستقل بخش این در نتایج از بعضی می دهیم. ارائه γ ستونی وزن با متغیر⁃منظم
کران های آوردن دست به برای هستند. وابسته γ و b ،a متغیرهای به و هستند تنر گراف
در مشخص کمر با گراف یک در یال ها تعداد روی بالا کران های گراف، کمر به وابسته پایین

می کنیم. استفاده را [۱۳] و [۱۵]
g = کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک تنر گراف که می دهیم نشان
b ≤ نامساوی های در ترتیب، به که، (a, b) ETS هیچ شامل g = ۲(۲k + ۲) و ۲(۲k + ۱)
تنر، گراف کمر از مقداری هر برای نمی شود. کنند صدق b ≤ a(γ−a

۱
k −۱) و a(γ− ( a۲)

۱
k −۱)

اکید دادن نشان برای همچنین، می دهیم. تعمیم b
a < ۱ خاصیت با ها (a, b) ETS به را نتایج

موجود نتایج با را آن ها و می کنیم فراهم بسیاری عددی نتایج آمده دست به پایین کران بودن
مجموعه اندازه روی پایین کران که می کنند ثابت مقایسه ها این می کنیم. مقایسه [۲۱] در
نظیر b و g مقادیر از بسیاری برای و نیست استفاده قابل b ≥ ۲γ − ۲ برای [۲۱] در تله ای
می دهیم ارائه ما که کران هایی که صورتی در نیست. اکیدی کران فرد، b و g = ۲(۲k + ۲)

هستند. اکید موارد اغلب در و استفاده قابل γ و b از مقداری هر برای
کمک گراف یک در یال ها تعداد ماکسیمم که می دهند نشان شده آنالیز و عددی نتایج

۵۳



ⅬⅮPⅭ کدهای مقدماتی تله ای مجموعه روی پایین کران ۵۴
کمر از دلخواهی مقدار هر برای b و a پارامتر دو هر روی پایین کران آوردن دست به در شایانی

می کند. تنر گراف
ماکسیمم با گراف ها از ۱۰ و ۸ کمر با تنر گراف در ETS اندازه روی پایین کران یافتن برای
تعداد روی بالا کران های که آنجایی از می کنیم. استفاده ۵ و ۴ ترتیب، به کمر، و یال تعداد
اکید پایین کران های که دارد وجود امکان این هستند، اکید ۵ و ۴ کمر با گراف ها در یال ها
در که می شود ارائه زیربخش دو در نتایج این آوریم. دست به ۱۰ و ۸ کمر با ETS اندازه روی

می کنیم. خلاصه را آن ها زیر
تنر گراف که می دهیم نشان ،۸ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد برای
ثابت b

a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS برای نمی شود. ،b < aγ − a۲
۲ که ،(a, b) ETS هیچ شامل

داشته را a = ۲γ − ۱ اندازه مینیمم ۸ کمر با تنر گراف در ETS یک اگر .a ≥ ۲γ − ۱ می کنیم
برای ساختاری همچنین، ما، .b ≥ γ با است برابر ۱ درجه با بررسی رئوس تعداد آن گاه باشد،
ارائه ۸ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در b

a < ۱ خاصیت با ها ETS
اکید γ از مقداری هر برای b و a برای آمده دست به پایین کران های می دهد نشان که می دهیم
یک آوردن دست به برای روشی که می دهند را امکان این اکید پایین کران های این هستند.
دهیم. ارائه نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در ها ETS اندازه روی اکید پایین کران
وزن های که می کنیم اعمال نامنظمی کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در را روش این ما

باشند. {۲,۳,۴,۵,۶} از زیرمجموعه ای آن ها ستونی
وجود ،b ≤ aγ−a

۳۲ که ،(a, b) ETS هیچ که می دهیم نشان ،۱۰ کمر با تنر گراف های برای
ETS هیچ شامل ۱۰ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای علاوه، به ندارد.
ارائه بسیاری عددی نتایج همچنین، ما، نمی شوند. a ≤ (γ − ۱)۲ اندازه و b

a < ۱ خاصیت با
آن هایی از بهتر خیلی بخش این در آمده دست به پایین کران های می دهند نشان که می دهیم

اند. شده داده دیگر های مقاله در که است

مقدماتی تله ای مجموعه های مشترک خاصیت چند ۱ .۰ .۵
بر آمده دست به عددی نتایج با و هستند ریاضی اثبات دارای نتایج تمام زیربخش، این در
خاصیت هایی (ii) بند بجز بندها تمامی زیر لم در می شوند. مقایسه جامع جستجوی مبنای
روی پایین کران (ii) بند هستند. تنر گراف کمر از مستقل که می کنند ارائه را (a, b) ETS از
بندهای می دهد. ۶ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در ها ETS اندازه

شده اند. ثابت نیز [۲۱] در (v) و (iv)

کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک از متناظرش رأس⁃متغیر گراف و (a, b) ETS یک .۱ .۰ .۵ لم
می کنند. صدق زیر شرایط در متغیر⁃منظم

دارد. γ درجه از رأس یک کم دست رأس⁃متغیر گراف آن گاه ، b
a < ۱ اگر (i)



۵۵
خاصیت با (a, b) ETS هیچ شامل ۴ طول با دور بدون تنر گراف آن گاه ، b

a < ۱ اگر (ii)
نمی شود. a ≤ γ

.b = aγ − ۲|E| آنگاه، باشد داشته یال |E| رأس⁃متغیر گراف اگر (iii)
است. زوج عددی نیز b آن گاه باشد، زوج عددی a اگر (iv)

هستند. فرد هردو یا زوج هردو b و γ پارامترهای آن گاه باشد، فرد عددی a اگر (v)

داریم v رأس هر برای آن گاه باشد، نداشته γ درجه از رأس رأس⁃متغیر، گراف اگر (i) برهان.
اگر است، γ درجه از تنر گراف در متغیر رأس هر که آنجایی از .γ − d(v) ≥ ۱ یا d(v) < γ

بررسی رئوس تعداد آن گاه، باشد، داشته γ از کمتر درجه رأس⁃متغیر گراف در v مانند رأسی
نتیجه b = ∑a

i=۱(γ−d(vi)) ≥ a بنابراین، . d(v)−γ با است برابر متناظر ETS در فرد درجه از
است. تناقض در فرض با که b

a ≥ ۱ می دهد
است. n − ۱ حداکثر رأس هر درجه آن گاه باشد، رأس n شامل ساده گراف یک اگر (ii)
گرافی (a, b) ETS یک با متناظر رأس⁃متغیر گراف ندارد، ۴ طول با دور تنر گراف که ازآنجایی
که می کند ثابت (i) بند علاوه، به است. a − ۱ حداکثر درجه از رأس a شامل که است ساده

.γ ≤ a− ۱ بنابراین، دارد. γ درجه از رأسی رأس⁃متغیر گراف
داریم: گراف درجات مجموع فرمول برطبق (iii)

b =

a∑
i=۱

(γ − d(vi)) = aγ −
a∑

i=۱
d(vi) = aγ − ۲|E|.

بنابراین، است. زوج aγ = ۲|E|+ b تساوی چپ سمت آن گاه باشد، زوج عددی a اگر (iv)
است. زوج عددی نیز b

این در است. فرد یا زوج b که می کند تعیین γ پارامتر آن گاه باشد، فرد عددی a اگر (v)
سمت نتیجه، در است. فرد aγ = ۲|E| + b تساوی چپ سمت آن گاه باشد، فرد γ اگر مورد،
مشابه طور به آن گاه باشد، زوج γ اگر است. فرد b می کند ثابت که باشد فرد عددی باید راست

است. زوج b که می شود ثابت

نشان که است شده داده γ = ۳,۴,۵,۶ برای ۱ .۵ جدول در ۱ .۰ .۵ لم مستقیم نتیجه
متغیر⁃ کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در b

a < ۱ خاصیت با ها (a, b) ETS کدام می دهد
بعضی وجود عدم بررسی منظور به اینکه بر می کند دلالت ۱ .۵ جدول نیستند. موجود منظم
مقاله ها در جامع جستجوی الگوریتم های از استفاده به نیازی b

a < ۱ خاصیت با ها (a, b) ETS
کمر از مستقل ها (a, b) ETS بعضی وجود عدم که می کند بیان جدول این علاوه، به نیست.
برای جامع جستجوی الگوریتم های از استفاده با نتایج این [۲۷] در که حالی در است. گراف
(a, b) ETS وجود عدم ۱ .۵ جدول در “− ” علامت آمده اند. دست به ۶ کمر با تنر گراف های

می شود. نتیجه ۱ .۰ .۵ لم (ii) بند از که می دهد نشان را b
a < ۱ خاصیت با ها



ⅬⅮPⅭ کدهای مقدماتی تله ای مجموعه روی پایین کران ۵۶

کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در که b
a
< ۱ خاصیت با ها (a, b) ETS :۱ .۵ جدول

نیستند. موجود متغیر⁃منظم
γ = ۶ γ = ۵ γ = ۴ γ = ۳

− − − b = ۱,۳ a = ۴
− − b = ۱,۳ b = ۰,۲,۴ a = ۵
− b = ۱,۳,۵ b = ۱,۳,۵ b = ۱,۳,۵ a = ۶

b = ۱,۳,۵ b = ۰,۲,۴,۶ b = ۱,۳,۵ b = ۰,۲,۴,۶ a = ۷
b = ۱,۳,۵,۷ b = ۱,۳,۵,۷ b = ۱,۳,۵,۷ b = ۱,۳,۵,۷ a = ۸
b = ۱,۳,۵,۷ b = ۰,۲,۴,۶,۸ b = ۱,۳,۵,۷ b = ۰,۲,۴,۶,۸a = ۹

بررسی⁃توازن کدهای های ETS اندازه روی پایین کران های ۲ .۰ .۵
g ≥ ۸ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال

گراف کمر به وابسته که است هایی ETS اندازه روی پایین کران روی ما تمرکز بعد، به اینجا از
اندازه روی پایین کران زیربخش این در اگرچه هستند. فرد درجه با بررسی رئوس تعداد و تنر
در ها ETS اندازه روی پایین کران می کنیم، بررسی را g ≥ ۸ کمر با تنر گراف در ها ETS
بررسی ۴ .۰ .۵ و ۳ .۰ .۵ ترتیب، به زیربخش های، در مجزا صورت به ۱۰ و ۸ کمر با تنر گراف
روی پایین کران می آوریم. دست به مورد دو این برای اکیدی کران های واقع، در می شوند.
در g ≥ ۸ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای تنر گراف در ها ETS اندازه

می شوند. ارائه زیر تعاریف کمک با مرحله دو
داشته g کمر ساده گراف اگر دهیم. نمایش Ci با را i طول با دور کنید فرض .۱ .۰ .۵ تعریف
گراف یک یال های تعداد بیشترین ندارد. ،۳ ≤ i ≤ g− ۱ که ،i طول با دور گراف آن گاه باشد،

می شود. داده نمایش ex(n,C۳, C۴, . . . , Cg−۱) با g کمر و رأس n با
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای تنر گراف در ETS اندازه روی پایین کران اول، مرحله در
رأس⁃متغیر گراف بنابراین، می شود. بررسی ،k ≥ ۱ که ،g = ۲(۲k+۲) کمر با متغیر⁃منظم
ازای به i طول با دور شامل رأس⁃متغیر گراف ۱ .۰ .۵ تعریف به بنا و دارد g = ۲k + ۲ کمر

۳ ≤ i ≤ ۲k + ۱
است. نتایج آوردن دست به برای ما اصلی ابزار زیر قضیه مورد، این در نیست.

است برابر g = ۲k + ۲ کمر و رأس n با گراف یک یال های تعداد ماکسیمم [۱۳] .۱ .۰ .۵ قضیه
با:

ex(n,C۳, C۴, . . . , C۲k+۱) < ۱
۲۱+ ۱

k

n۱+ ۱
k + ۱۲n.



۵۷
داریم: g = ۲(۲k+۲) کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در .۲ .۰ .۵ قضیه

می کنند. صدق b > a(γ − ( a۲)
۱
k − ۱) نامساوی در b و a پارامترهای (i) ●

ندارد. وجود ۲(γ − ۲)k مساوی یا کمتر اندازه از b
a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS هیچ (ii) ●

گراف در یال ها تعداد |E| آن در که ،b = aγ − ۲|E| داریم (iii) بند ۱ .۰ .۵ لم با مطابق برهان.
ماکسیمم مورد این در که می کند ثابت ۱ .۰ .۵ قضیه است. (a, b) ETS با متناظر رأس⁃متغیر
b = aγ − ۲|E| > نتیجه، در است. ۱

۲۱+ ۱
k

a۱+ ۱
k + a۲ از کمتر رأس⁃متغیر گراف یال های تعداد

.b > a(γ − ( a۲)
۱
k − ۱) که می گیریم نتیجه ساده محاسباتی با .aγ − ۲( ۱

۲۱+ ۱
k

a۱+ ۱
k + a۲)

b
a < ۱ و b > a(γ − ( a۲)

۱
k − ۱) نامساوی های از b

a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS بررسی برای
γ − a۲

۱
k < ۲ نامساوی ۱ > b

a > γ − ( a۲)
۱
k − ۱ نامساوی آن ها ازای به که می کنیم استفاده

با مساوی یا کمتر اندازه از b
a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS دیگر، عبارت به می دهد. نتیجه را

ندارد. وجود ۲(γ − ۲)k
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای تنر گراف در ETS اندازه روی پایین کران دوم، مرحله در
رأس⁃متغیر گراف بنابراین، می شود. بررسی ،k ≥ ۲ که ،g = ۲(۲k+ ۱) کمر با متغیر⁃منظم
ازای به i طول با دور شامل رأس⁃متغیر گراف ۱ .۰ .۵ تعریف به بنا و دارد g = ۲k + ۱ کمر

۳ ≤ i ≤ ۲k
است. مفید بسیار نتایج آوردن دست به برای زیر قضیه مورد، این در نیست.

است برابر g = ۲k + ۱ کمر و رأس n با گراف یک یال های تعداد ماکسیمم [۱۳] .۳ .۰ .۵ قضیه
با:

ex(n,C۳, C۴, . . . , C۲k) < ۱۲n۱+ ۱
k + ۱۲n.

داریم: g = ۲(۲k+۱) کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در .۴ .۰ .۵ قضیه
می کنند. صدق b > a(γ − a

۱
k − ۱) نامساوی در b و a پارامترهای (i) ●

ندارد. وجود (γ − ۲)k مساوی یا کمتر اندازه از b
a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS هیچ (ii) ●

بیشترین ،۳ .۰ .۵ قضیه با مطابق است. یال |E| و رأس a دارای رأس⁃متغیر گراف برهان.
.b = aγ − ۲|E| > aγ − ۲( ۱۲a۱+ ۱

k + a۲) مورد، این در . ۱۲a۱+ ۱
k + a۲ از است کمتر یال ها تعداد

.b > a(γ − a
۱
k − ۱) که می گیریم نتیجه ساده محاسباتی با

نتیجه، در .a ۱
k > γ − ۲ می کند ثابت که ،۱ > b

a > γ − a
۱
k − ۱ داریم آن گاه ، b

a < ۱ اگر
ندارد. وجود (γ − ۲)k مساوی یا کمتر اندازه از b

a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS
مطرح مقالات در که ETS اندازه روی پایین کران های مورد در نتایج مقایسه منظور به
زیر در را [۲۱] از ۵ .۰ .۵ قضیه در پایین کران کردیم، مطرح بخش این در که آنچه و اند شده
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۴ .۰ .۵ و ۳ .۰ .۵ ،۲ .۰ .۵ ،۱ .۰ .۵ گزاره های در را کران این خاصیت های همچنین، می آوریم.

می کنیم. بررسی
متغیر رئوس درجه با می دهیم، نمایش G با که متغیر⁃منظم، تنر گراف یک .۵ .۰ .۵ قضیه
زیرگراف که ،G در تله ای ⁃مجموعه (a, b) اندازه روی پایین کران بگیرید. نظر در را g کمر و γ

می باشد: زیر صورت به است، l (≥ ۲) درجه از بررسی رأس یک شامل آن القایی
a ≥ l + β

∑⌊ g۴−۲⌋
i=۰ (γ − ۱)i آنگاه باشد، زوج g۲ اگر ●

آن گاه باشد، فرد g۲ اگر ●

a ≥ l + β

⌊ g۴−۲⌋∑
i=۰

(γ − ۱)i +max{⌈β(γ − ۱)⌊ g۴−۱⌋
γ

⌉, (γ − ۱ − ⌊b
′

l
⌋)(γ − ۱)⌊ g۴−۱⌋},

صدق b < l(γ − ۱) + (l mod ۲) نامساوی در b و ،β = l(γ − ۱)− b′ ،b′ = b− (l mod ۲) که
می کند

l = ۲ فرض با همچنین، ما، می دهد. را ETS اندازه روی پایین کران l = ۲ با ۵ .۰ .۵ قضیه
رأس a روی ،T درخت، یک می کنیم. اشاره ۵ .۰ .۵ قضیه اثبات در نکاتی و ساختارها بعضی به
درجه با c۱ بررسی رأس یک با درخت کنید فرض بگیرید. نظر در را است لایه g۲ شامل که متغیر
دوم لایه در γ درجه از v۲ و v۱ متغیر رأس دو به بررسی رأس این شود. شروع اول لایه در زوج
این باشند. داشته قرار سوم لایه در فرد درجه از بررسی رأس b که می کنیم فرض است. متصل
v۱ با T۱ کنید فرض می دهیم. نمایش T۲ و T۱ با را آن ها ما که است زیردرخت دو شامل درخت
را X۲ و X۱ مجموعه های ترتیب، به ،T۲ و T۱ زیردرخت دو شود. شروع v۲ با T۲ و شود شروع

می شوند. شامل ⁃ام g۲ لایه در
(a, b) ETS یک شامل g کمر با تنر گراف باشد، زوج عددی g۲ و b = ۰ اگر .۱ .۰ .۵ گزاره

.a = ۲ + (۲γ − ۲)∑⌊ g۴−۲⌋
i=۰ (γ − ۱)i که می شود

زوج درجه با بررسی رئوس تعداد ندارد، وجود فرد درجه با بررسی رئوس که ازآنجایی برهان.
دارد. وجود چهارم لایه در متغیر رأس ۲(γ − ۱) بنابراین، است. ۲(γ − ۱) برابر سوم لایه در
هر بنابراین، .۲(γ − ۱)⌊ g۴−۱⌋ با است برابر ⁃ام g۲ لایه در متغیر رئوس تعداد روند، این ادامه با
(a, ۰) ETS یک T درخت است. متغیر رأس (γ− ۱)⌊ g۴−۱⌋ شامل X۲ و X۱ مجموعه های از یک
بررسی رأس یک توسط را آخر لایه در متغیر رأس هردو ،T از (a, ۰) ETS ساخت برای نیست.
وصل زوج درجه از بررسی رأس یک با X۱ در متغیر رأس دو اگر می کنیم. وصل زوج درجه با
رأس یک بنابراین، است. تناقض در فرض با و k < g که دارد k طول از دور یک T۱ آن گاه شوند،
شوند. وصل زوج درجه با بررسی رأس یک توسط X۲ در متغیر رأس یک به باید X۱ متغیردر
می ⁃منتظم (γ−۱) دوبخشی گراف یک رأس⁃متغیر گراف در X۲ و X۱ مجموعه دو بنابراین،

یافت. گسترش (a, ۰) ETS یک به T درخت درنتیجه، سازند.
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روی پایین کران آن گاه باشد، زوج عددی g۲ اگر ،l = ۲ ،b = ۰ برای ،۱ .۰ .۵ گزاره با مطابق

است. اکید ۵ .۰ .۵ قضیه در ها ETS اندازه
ETS هیچ شامل g کمر با تنر گراف آن گاه باشد، زوج g۲ و باشد فرد عددی b اگر .۲ .۰ .۵ گزاره

نیست. a = ۲ + (۲γ − ۲ − b)
∑⌊ g۴−۲⌋

i=۰ (γ − ۱)i که (a, b)

اگر می شوند. ثابت مشابه طور به موارد بقیه می کنیم. ثابت b = ۱ برای را گزاره ما برهان.
متغیر رأس (γ − ۲)⌊ g۴−۱⌋ دارای X۲ و است متغیر رأس (γ − ۱)⌊ g۴−۱⌋ دارای X۱ آن گاه ،b = ۱
دوبخشی گراف یک مجموعه دو این که می کند ثابت |X۱| ̸= |X۲| نامساوی ،[۶] برطبق است.
ETS هیچ بنابراین، باشد. رأس⁃متغیر گراف از زیرگرافی که نمی سازند ⁃منتظم (γ − ۱)

ندارد. وجود ای (۲ + (۲γ − ۳)∑⌊ g۴−۲⌋
i=۰ (γ − ۱)i, ۱)

روی پایین کران آن گاه باشد، زوج عددی g۲ و باشد فرد عددی b ، l = ۲ اگر کلی، بطور
نیست. اکید ۵ .۰ .۵ قضیه در ها ETS اندازه

بررسی رأس b۲ کنید فرض مسئله، کلیت از شدن کم بدون باشد. زوج عددی b کنید فرض
فرض، این با شوند. وصل v۲ به ۱ درجه با دیگر بررسی رئوس و شوند وصل v۱ به ۱ درجه از

می دهد. نتیجه را زیر گزاره که داریم را |X۱| = |X۲| تساوی
(a, b) ETS یک به متغیر رأس a با T درخت آن گاه ،|X۱| = |X۲| < γ − ۱ اگر .۳ .۰ .۵ گزاره

نمی شود. تبدیل
(γ − ۱) دوبخشی گراف یک X۲ و X۱ مجموعه دو آن گاه ،|X۱| = |X۲| < γ − ۱ اگر برهان.
نیاز مورد ETS یک ایجاد برای بیشتری متغیر رئوس می کند ثابت که سازند نمی ⁃منتظم

نمی شود. تبدیل (a, b) ETS یک به متغیر رأس a با T درخت درنتیجه، است.
ازآنجایی .|X۱| = |X۲| = ۲ < ۳ آن گاه، ،b = ۲ و g = ۸ ،γ = ۴ کنید فرض مثال، برای
ستونی وزن و ۸ کمر با (۶,۲) ETS یک نمی سازند، ۳⁃منتظم دوبخشی گراف یک X۲ و X۱ که

ندارد. وجود ۴
که ،γ و b از مقادیری برای ۵ .۰ .۵ قضیه در ها ETS اندازه روی پایین کران .۴ .۰ .۵ گزاره

نیستند. اکید b = ۲γ − ۳ برای کران ها علاوه، به رود. نمی کار به ،b ≥ ۲γ − ۲
l = ۲ می دهیم قرار ETS برای .b < l(γ−۱)+(l mod ۲) داریم ۵ .۰ .۵ قضیه با مطابق برهان.
۵ .۰ .۵ قضیه در ها ETS اندازه روی پایین کران بنابراین، .b < ۲(γ − ۱) می دهد نتیجه که

رود. نمی کار به ،b ≥ ۲γ − ۲ که ،γ و b از مقادیری برای
T۱ زیردرخت دو T درخت که ازآنجایی دارد. سوم لایه در بررسی رأس ۲(γ − ۱) ،T درخت
درجه با بررسی رأس دو کم دست وجود می شوند، شروع v۲ و v۱ با ترتیب، به که، دارد T۲ و
تعداد بنابراین، است. الزامی T درخت از ETS یک آوردن دست به برای سوم لایه در زوج
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از آن گاه ،b = ۲γ − ۳ اگر بنابراین، است. ۲(γ − ۱) − ۲ حداکثر فرد درجه با بررسی رئوس

نمی شود. نتیجه ETS یک T درخت
کار به b ≥ ۴ و γ = ۳ برای ۵ .۰ .۵ قضیه در ها ETS اندازه روی پایین کران مثال، برای

نیست. اکید b = ۳ و γ = ۳ برای و رود نمی

بررسی⁃توازن کدهای در ها ETS اندازه روی پایین کران ۳ .۰ .۵
کمر۸ با نامنظم و متغیر⁃منظم کم⁃چگال

را ۱ درجه با بررسی رئوس تعداد و اندازه اول، قسمت در است. قسمت دو شامل زیربخش این
در می کنیم. بررسی ۸ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای های ETS در
پایین کران تعیین برای روشی اول قسمت در آمده دست به نتایج از استفاده با دوم، قسمت
می دهیم. ارائه ۸ کمر با نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در ها ETS اندازه روی
نامنظمی کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای به مربوط روش این از آمده دست به عددی نتایج

می باشد. {۲,۳,۴,۵,۶} از زیرمجموعه ای آن ها متغیر رئوس درجه که است
۸ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای

این دارد. وجود γ = ۳,۴,۵ و ۸ کمر با تنر گراف در ها ETS درمورد نتایجی [۲۷] در
ها ETS اندازه روی پایین کران یافتن برای هستند. جامع جستجوی مبنای بر عددی نتایج
درمورد را توران معروف قضیه γ از مقداری هر و ۸ کمر با کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در
آنالیز آمده دست به ،نتایج قضیه این کمک با می کنیم. مطرح زیر در Kr+۱ فاقد گراف های

هستند. ریاضی اثبات دارای و شده
کامل گراف فاقد G که طوری به باشد، رأس n روی گرافی G کنید فرض [۱] .۶ .۰ .۵ قضیه

است. r−۱
r × n۲

۲ = (۱ − ۱
r )×

n۲
۲ حداکثر G یال های تعداد آن گاه باشد. Kr+۱

است، K۳ بدون گراف یگ ۸ کمر با تنر گراف در ETS یک با متناظر رأس⁃متغیر گراف
دو روی پایین کران بهترین یافتن برای ما اصلی ابزار مثلث بدون گراف های درمورد زیر گزاره
قضیه ی نتیجه گزاره این است. ۸ کمر با کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در b و a پارامتر

می باشد. ۶ .۰ .۵
n۲
۴ حداکثر G در یال ها تعداد آن گاه باشد، رأس n روی مثلث بدون گرافی G اگر .۵ .۰ .۵ گزاره

است.
داریم: ۸ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در .۷ .۰ .۵ قضیه

می کنند. صدق b ≥ aγ − a۲
۲ نامساوی در b و a ●

ندارد. وجود ۲γ − ۱ از کمتر اندازه از b
a < ۱ خاصیت با ای (a, b) ETS هیچ ●



۶۱
گراف درنتیجه، است. ۶ طول با دور فاقد ETS هر دارد، ۸ دور تنر گراف که ازآنجایی برهان.
برابر آن یال های تعداد بیشترین ۵ .۰ .۵ گزاره طبق و است مثلث بدون آن متناظر رأس⁃متغیر
درجه با بررسی رئوس تعداد بنابراین، .b = aγ − ۲|E| ≥ aγ − ۲(a۲

۴ ) نتیجه، در می باشد. a۲
۴

ETS که می شود داده نشان ۴ .۰ .۵ و ۲ .۰ .۵ های قضیه با مشابه است. aγ − a۲
۲ کم دست ۱

ندارد. وجود ۲γ − ۲ مساوی یا کمتر اندازه از b
a < ۱ خاصیت با ای (a, b)

باشد، داشته را a = ۲γ − ۱ اندازه بیشترین ETS یک اگر که می شود نتیجه آسانی به
ETS یک چگونه که می دهیم نشان حال .b ≥ γ که می کند ثابت ۷ .۰ .۵ قضیه از (i) بند آن گاه
این می شود. ساخته ۸ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد در (۲γ − ۱, γ)

هستند. اکید b و a روی آمده دست به پایین کران های می کند ثابت ساختار
برابر رأس a = ۲γ − ۱ با رأس⁃متغیر گراف در یال ها تعداد بیشترین ،۵ .۰ .۵ گزاره برطبق
یک (۲γ−۱, γ) ETS با متناظر رأس⁃متغیر گراف بنابراین، .|E| = [ (۲γ−۱)۲

۴ ] = γ۲−γ با است
با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد درنتیجه، است. Kγ−۱,γ کامل دوبخشی گراف
گراف های که می شود هایی ETS شامل γ = ۶ و γ = ۵ ، γ = ۴ ، γ = ۳ ستونی وزن و ۸ کمر
در ها ETS این باشند. می K۵,۶ و K۴,۵ ، K۳,۴ ، K۲,۳ ترتیب، به متناظرشان، رأس⁃متغیر
رأس یک با است متناظر متغیر رأس دو بین یال هر آن ها در که اند شده داده نمایش ۱ .۵ شکل

.۲ درجه با بررسی

کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد در ها (۲γ−۱, γ) ETS :۱ .۵ شکل
.γ = ۶ و γ = ۵ ، γ = ۴ ، γ = ۳ ستونی وزن و ۸
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درمورد را مفیدی اطلاعات ۱ .۰ .۵ لم و ۷ .۰ .۵ قضیه در b و a برای آمده دست به کران های
کسب برای می دهند. ما به ۸ کمر با کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در ها ETS تمام وجود
برای مثال، عنوان به نیست. جامع جستجوی های الگوریتم از استفاده به نیازی اطلاعات این
اگر و b ≥ ۶a − a۲

۲ داریم g = ۸ و γ = ۶ با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک
۱ درجه با بررسی رئوس تعداد کمترین آن گاه ،a = ۱۱ اگر بنابراین، .a ≥ ۱۱ آن گاه ، b

a < ۱
این در b

a < ۱ خاصیت با ها ETS که می گیریم نتیجه ۱ .۰ .۵ لم از استفاده با است. ۶ برابر
.(۱۱, ۱۰) ETS و (۱۱,۸) ETS ، (۱۱,۶) ETS از عبارت اند مورد

متغیر⁃ کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد در ها (a, b) ETS اندازه روی پایین کران ،[۲۱] در
کران میان نتایج مقایسه منظور به .b < ۲γ − ۲ آن در که است ۲γ − b برابر ۸ کمر با منظم
دو این شده اند، مطرح [۲۱] در که آن هایی و آورده ایم دست به ما که ها ETS اندازه روی پایین
جمع ۳ .۵ و ۲ .۵ جدول های در γ = ۳,۴,۵,۶ برای ها ETS اندازه مینیمم همراه به را کران
است. شده گرفته درنظر γ و b از مقداری هر برای عدد سه جدول ها، این در کرده ایم. آوری
است. [۲۱] در شده گزارش ETS اندازه روی پایین کران به مربوط سوم) سطر (در اول عدد
به اندازه ها مینیمم . آورده ایم دست به ما که است پایینی کران چهارم) سطر (در دوم عدد

دارند. قرار آخر) سطر (در سوم اطلاعات عنوان

آمده دست به پایین کران ،[۲۱] در آمده دست به پایین کران مقایسه :۲ .۵ جدول
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد های ETS اندازه مینیمم و ۱ .۰ .۵ لم و ۷ .۰ .۵ قضیه از

.۴ و ۳ ستونی وزن های و ۸ کمر با متغیر⁃منظم
۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴۳۳۳۳۳۳۳۳۳ dc = γ

۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۰ ۸۷۶۵۴۳۲ ۱ ۰ b

− None − None۴None۷None۸ − − − − − ۳۴۵۶ [۲۱] در
۴None۶None۷None۸None۸ − − ۴۳۴۵۶۷۶ جدید
۴None۶None۷None۸None۸۴۳۴۳۴۵۶۷۶مینیمم

از آمده دست به پایین کران ،[۲۱] در آمده دست به پایین کران مقایسه :۳ .۵ جدول
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد های ETS اندازه نیمم می و ۱ .۰ .۵ لم و ۷ .۰ .۵ قضیه

.۶ و ۵ ستونی وزن های و ۸ کمر با متغیر⁃منظم
۶ ۶ ۶ ۶ ۶ ۶ ۶ ۶ ۶ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ dc = γ

۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۰ ۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۰ b

۴ None ۶ None ۸ None ۱۰ None۱۲ − − ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰ [۲۱] در
۱۲None۱۱None۱۲None۱۲None۱۲۱۰۹۱۰۹۱۰۱۱۱۰ ۱۱ ۱۰ جدید
۱۲None۱۱None۱۲None۱۲None۱۲۱۰۹۱۰۹۱۰۱۱۱۰۱۳۱۰مینیمم
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γ از مقداری هر برای [۲۱] در ها ETS اندازه روی پایین کران های می بینیم، که همانطور
قضیه از آمده دست به پایین کران که، درصورتی هستند. اندازه مینیمم از کمتر b = ۰ بجز b و

می شوند. استفاده b و γ از مقداری هر برای و هستند اندازه مینیمم برابر ۱ .۰ .۵ لم و ۷ .۰ .۵
۸ کمر با نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای

متغیر رئوس درجه با نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای از زیادی بسیار تعداد
کم⁃ بررسی⁃توازن کدهای در ها ETS انواع همه بررسی درنتیجه، دارند. وجود متفاوت
های ETS یافتن برای [۲۵] در جستجو الگوریتم یک اگرچه نیست. آسانی کار نامنظم چگال
طور به نیست. جامع الگوریتم این اما دارد، وجود نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک
با است. نشده کدها از نوع این در ها ETS انواع تعیین با رابطه در زیادی تحقیق کلی،
کران آن از استفاده با که می دهیم ارائه روشی قبل، قسمت در شده مطرح نتایج از استفاده
این ما آوریم. دست به نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد در ها ETS اندازه روی پایینی
زیرمجموعه آن ها متغیر رئوس درجه که نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در را روش

می بریم. کار به است {۲,۳,۴,۵,۶} از ای
کم⁃ بررسی⁃توازن کدهای در ها ETS انواع همه بررسی شد، ذکر بالا در که همانطور
در که می کنیم بررسی را هایی (a, b) ETS تنها ما بنابراین، است. سختی کار نامنظم چگال
خاصیت با ها (a, b) ETS اندازه روی پایین کران آوردن دست به برای باشد. b

a < ۱ آن ها
به متعلق آن متغیر رئوس درجه که نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در b

a < ۱
بریم. می پیش را زیر روند باشد {d۱, . . . , dl} مجموعه

فرض مسئله، کلیت از شدن کم بدون و، باشد متغیر رئوس درجه مینیمم δ کنید فرض
قضیه می کنیم، بررسی را b

a < ۱ خاصیت با ها ETS و g = ۸ که آنجایی از .d۱ = δ که کنید
بررسی⁃توازن کد یک در (۲δ − ۱, δ) ETS یک که می کنند ثابت آن بعدی نتایج و ۷ .۰ .۵
ETS چنین یک که است این فرآیند این در اول گام دارد. وجود متغیر⁃منظم کم⁃چگال
شوند اضافه باید ETS این به که ۱ درجه با بررسی رئوس تعداد بگیریم. درنظر را ای (۲δ−۱, δ)
x متغیر است. x =

∑l
i=۲(di − δ) برابر دهد نتیجه را d(v) ∈ {d۱, . . . , dl} با (a, b) ETS یک تا

اتفاق زیر حالت دو از یکی می کند. کمک b
a < ۱ خاصیت با ها ETS اندازه مینیمم تعیین به

افتد. می
یک (۲δ − ۱, δ) ETS به ۱ درجه با بررسی رأس x کردن اضافه با آن گاه ،x < δ − ۱ اگر (۱)
ها ETS اندازه مینیمم مورد، این در می آوریم. دست به b

a = δ+x۲δ−۱ < ۲δ−۱۲δ−۱ = ۱ با (a, b) ETS
است. a = ۲δ − ۱ برابر d(v) ∈ {d۱, . . . , dl} با

یک (۲δ− ۱, δ) ETS به ۱ درجه با بررسی رأس x کردن اضافه با آن گاه ،x ≥ δ− ۱ اگر (۲)
تناقض در فرض با و است b

a ≥ ۱ آن در که می آید دست به d(v) ∈ {d۱, . . . , dl} با (a, b) ETS
است. a = ۲δ برابر کم دست b

a < ۱ خاصیت با ETS یک اندازه مینیمم مورد، این در است.
کمر با نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای های ETS اندازه مینیمم ۴ .۵ جدول در
روشن برای است. شده داده دارند قرار {۲,۳,۴,۵,۶} مجموعه در آن ها ستونی وزن های که ۸
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می کنیم. فراهم را زیر مثال های شده داده فرآیند در مطلب شدن

را ها ETS اندازه روی پایین کران های چگونه که می دهیم توضیح مثال این در .۱ .۰ .۵ مثال
یکی به متعلق آن ها ستونی وزن های که ۸ کمر با نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در
داریم مورد سه هر برای آوریم. می دست به است {۴,۷} یا {۴,۶} ،{۴,۵} مجموعه های از
کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در ها ETS اندازه مینیمم ،۷ .۰ .۵ قضیه برطبق .δ = ۴
نظر در را γ = ۴ با (۷,۴) ETS یک ابتدا ما است. ۷ با برابر ۴ ستونی درجه با متغیر⁃منظم
۱ ترتیب، به با، برابر x متغیر آن گاه باشد، d(v) ∈ {۴,۶} یا d(v) ∈ {۴,۵} اگر گیریم. می
دو این برای شد، داده توضیح (۱) در که همانطور است. کمتر δ − ۱ = ۳ از که است ۲ یا
رأس دو بین یال هر شکل ها این در اند. شده داده نمایش ۲ .۵ شکل در که a = ۷ داریم مورد
داریم (۲) برطبق آن گاه ،d(v) ∈ {۴,۷} اگر .۲ درجه با بررسی رأس یک با است متناظر متغیر

است. ۸ کم دست ها ETS اندازه و x = δ − ۱

ETS یک از آمده دست به (۷,۶) ETS یک و (۷,۵) ETS یک (f) و (e) :۲ .۵ شکل
است. (b) ۱ .۵ شکل در شده داده نمایش (۷,۴)

قضیه و δ = ۲ داریم d(v) ∈ {۲,۳} با کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای برای .۲ .۰ .۵ مثال
متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در ETS اندازه مینیمم که می کند ثابت ۷ .۰ .۵
اضافه با زیرا، .a ≥ ۴ که می دهد نتیجه (۲) ،x = δ − ۱ که ازآنجایی است. ۳ با برابر γ = ۲ با
آن در که آوریم می دست به (۳,۳) ETS یک ، (۳,۲) ETS یک به بررسی رأس یک کردن
بررسی⁃توازن کدهای از نوع چهار برای را ۴ اندازه مینیمم با ها ETS ، ۳ .۵ شکل در . b

a = ۱
،d(v) ∈ {۲,۳} با (۴, ۱) ETS از عبارت اند ها ETS این داده ایم. نمایش نامنظم کم⁃چگال
این در .d(v) ∈ {۲,۳,۴} و d(v) ∈ {۲,۵} با (۴,۳) ETS دو ،d(v) ∈ {۲,۴} با (۴,۲) ETS

.۲ درجه با بررسی رأس یک با است متناظر متغیر رأس دو بین یال هر شکل ها
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d(v) ∈ با (۴,۲) ETS یک (h) است، d(v) ∈ {۲,۳} با (۴, ۱) ETS یک (g) :۳ .۵ شکل
با (۴,۳) ETS یک (j) و است d(v) ∈ {۲,۵} با (۴,۳) ETS یک (i) است، {۲,۴}

است. d(v) ∈ {۲,۳,۴}

کم⁃ بررسی⁃توازن کد در ها ETS اندازه روی پایین کران ۴ .۰ .۵
۱۰ کمر با متغیر⁃منظم چگال

فاقد ۱۰ کمر با کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در ETS یک با متناظر رأس⁃متغیر گراف
زیر قضیه در ۵ کمر با گراف یک یال های تعداد بیشترین ندارد. ۴ طول با دور و است مثلث

است. آمده
و رأس n با گراف یک یال های تعداد بیشترین ببینید.) را [۱۵] در ۲ .۲ (قضیه .۸ .۰ .۵ قضیه

.ex(n,C۳, C۴) < ۱۲n
۳۲ با است برابر g = ۵ کمر

را زیر قضیه ،۵ کمر با رأس⁃متغیر گراف یک در یال ها تعداد بیشترین از استفاده با حال
می کنیم. مطرح ۱۰ کمر با تنر گراف برای

داریم: ۱۰ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کد یک در .۹ .۰ .۵ قضیه
می کنند. صدق b > aγ − a

۳۲ نامساوی در b و a پارامترهای ●
عبارت به ندارد. وجود (γ − ۱)۲ + ۱ از کمتر اندازه با b

a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS هیچ ●
.a ≥ (γ − ۱)۲ + ۱ دیگر،

(a, b) ETS با متناظر رأس⁃متغیر گراف بنابراین، دارد. ۱۰ کم دست کمر تنر گراف برهان.
با مشابه است. a

۳۲۲ حداکثر آن یال های تعداد درنتیجه، ندارد. ۴ طول با دور و است مثلث فاقد
b > aγ − a

۳۲ که می گیریم نتیجه b = aγ − ۲|E| تساوی از ،۷ .۰ .۵ و ۴ .۰ .۵ ،۲ .۰ .۵ های قضیه
.a ≥ (γ − ۱)۲ + ۱ داریم b

a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS برای و
روی اکیدی پایین کران گراف یک یال های تعداد روی اکید بالای کران که، است واضح
دورها فاقد گراف یک در یال ها تعداد ماکسیمم دقیق مقدار [۱۵] در می دهد. نتیجه ETS اندازه
این شده اند. داده ۵ .۵ جدول در که اند شده مشخص ۱ ≤ n ≤ ۳۰ برای رأس n با ۴ و ۳ طول با



ⅬⅮPⅭ کدهای مقدماتی تله ای مجموعه روی پایین کران ۶۶

۸ کمر با نامنظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای ETS اندازه مینیمم :۴ .۵ جدول
باشند. {۲,۳,۴,۵,۶} از زیرمجموعه ای آن ها ستونی وزن های که

d(v) ∈ {۲,۴} با (۴,۲) ETS ،d(v) ∈ {۲,۳} با (۴, ۱) ETSa = ۴
d(v) ∈ {۲,۳,۴} با (۴,۳) ETS ،d(v) ∈ {۲,۵} با (۴,۳) ETS

d(v) ∈ {۳,۴} با (۵,۴) ETS ،d(v) ∈ {۲,۶} با (۵,۴) ETSa = ۵
d(v) ∈ {۲,۳,۶} با (۵,۳) ETS ،d(v) ∈ {۲,۳,۵} با (۵,۲) ETS
d(v) ∈ {۲,۴,۶} با (۵,۴) ETS ،d(v) ∈ {۲,۴,۵} با (۵,۳) ETS

d(v) ∈ {۲,۳,۴,۵} با (۵,۴) ETS
d(v) ∈ {۳,۶} با (۶,۳) ETS ،d(v) ∈ {۳,۵} با (۶,۲) ETSa = ۶

d(v) ∈ {۳,۴,۵} با (۶,۳) ETS ،d(v) ∈ {۲,۵,۶} با (۶,۳) ETS
d(v) ∈ {۳,۵,۶} با (۶,۵) ETS ،d(v) ∈ {۳,۴,۶} با (۶,۴) ETS

d(v) ∈ {۲,۳,۵,۶} با (۶,۴) ETS ،d(v) ∈ {۲,۴,۵,۶} با (۶,۵) ETS
d(v) ∈ {۴,۶} با (۷,۶) ETS ،d(v) ∈ {۴,۵} با (۷,۵) ETSa = ۷

d(v) ∈ {۲,۳,۴,۵,۶} با (۷,۴) ETS ،d(v) ∈ {۳,۴,۵,۶} با (۷,۳) ETS
d(v) ∈ {۴,۵,۶} با (۸,۳) ETSa = ۸

d(v) ∈ {۵,۶} با (۹,۶) ETSa = ۹
رأس n با ۴ و ۳ طول با دورها فاقد گراف یک در یال ها تعداد ماکسیمم :۵ .۵ جدول

۱۵ ۱۴ ۱۳ ۱۲ ۱۱ ۱۰ ۹ ۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ n

۲۶۲۳ ۲۱ ۱۸ ۱۶ ۱۵ ۱۲ ۱۰ ۸ ۶ ۵ ۳ ۲ ۱ ۰ |E|

۳۰ ۲۹۲۸۲۷۲۶۲۵۲۴۲۳۲۲ ۲۱ ۲۰ ۱۹ ۱۸ ۱۷ ۱۶ n

۷۶۷۲۶۸۶۵ ۶۱ ۵۷۵۴ ۵۰ ۴۷۴۴ ۴۱ ۳۸۳۴۳۱۲۸ |E|

می دهند. نتیجه را γ و b از مقداری هر برای ETS اندازه روی پایین کران های بهترین داده ها
شده اند. داده ۷ .۵ و ۶ .۵ جدول های در اکید پایین کران های این از بعضی

الگوریتم با که ،۱۰ کمر با تنر گراف در ها ETS اندازه مینیمم بین مقایسه هایی ،[۲۱] در
در شده اند. ارائه ها ETS اندازه روی شده آنالیز پایین کران های و آمده اند، دست به جستجو
برای آورده ایم دست به ها ETS روی که پایینی کران های با را آن ها ۷ .۵ و ۶ .۵ جدول های
دست به ما که پایینی کران مقایسه، این برطبق کرده ایم. مقایسه γ = ۳,۴,۵,۶ و ۰ ≤ b ≤ ۵
های ETS اندازه روی [۲۱] در شده آنالیز پایین کران های که، درصورتی است. اکید آورده ایم
γ = ۳ آن در که ،b = ۰, ۱ مورد دو برای فقط ۱۰ کمر با کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای

است. اکید می باشد
γ = ۳ با [۲۱] در شده گزارش ETS اندازه مینیمم می بینیم، ۶ .۵ جدول در که همانطور



۶۷
۱۰ کمر با ای (۹, ۱) ETS هیچ γ = ۳ برای که می کنیم ثابت هرچند، است. ۹ با برابر b = ۱ و

ندارد. وجود
می کنیم. استفاده را ۵ .۵ جدول γ = ۳ و ۱۰ کمر با ETS اندازه مینیمم آوردن دست به برای
با برابر ۵ کمر و رأس ۹ با رأس⁃متغیر گراف یک در یال ها تعداد بیشترین آن گاه ،a = ۹ اگر
درنتیجه، می دهد. نتیجه را b ≥ ۳ × ۹ − ۲ × ۱۲ = ۳ نامساوی |E| ≤ ۱۲ بنابراین، است. ۱۲
است ۴ طول با دور یک یا مثلث یک شامل رأس ۹ با رأس⁃متغیر گراف یک آن گاه ،b = ۱ اگر
اندازه (v) بند ۱ .۰ .۵ لم برطبق هستند، فرد γ و b که ازآنجایی است. تناقض در فرض با که
۱۱ برابر آورده ایم دست به که اندازه ای مینیمم .a ̸= ۱۰ بنابراین، باشد. فرد عددی باید ETS
پایین کران با اندازه مینیمم مورد، این در است. شده داده نمایش (b) ۴ .۵ شکل در که است

است. برابر

دست به پایین کران های ،[۲۱] در آمده دست به پایین کران های مقایسه :۶ .۵ جدول
ها ETS اندازه برای که مقادیری مینیمم و ۱ .۰ .۵ لم و ۹ .۰ .۵ قضیه از استفاده با آمده
با ۴ و ۳ ستونی درجه و ۱۰ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در

آمده اند. دست به جستجو الگوریتم های از استفاده
۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۳۳۳ ۳ ۳ ۳ dc = γ

۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۰ ۵۴۳ ۲ ۱ ۰ b

None ۷ None۱۲None۱۷ − − ۵ ۶ ۹ ۱۰ [۲۱] در
None۱۸None۱۹None۱۹۵۸۹۱۰ ۱۱ ۱۰ جدید
None۱۸None۱۹None۱۹۵۸۹۱۰۱۱ ،

[۲۱]
مینیمم۹۱۰

دست به پایین کران های ،[۲۱] در آمده دست به پایین کران های مقایسه :۷ .۵ جدول
ها ETS اندازه برای که مقادیری مینیمم و ۱ .۰ .۵ لم و ۹ .۰ .۵ قضیه از استفاده با آمده
با ۶ و ۵ ستونی درجه و ۱۰ کمر با متغیر⁃منظم کم⁃چگال بررسی⁃توازن کدهای در

آمده اند. دست به جستجو الگوریتم های از استفاده
۶ ۶ ۶ ۶ ۶ ۶ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ dc = γ

۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۰ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۰ b

None ۲۳ None ۳۰ None ۳۷ ۱۳ ۱۴ ۱۹ ۲۰ ۲۵ ۲۶ [۲۱] در
None ۳۵ None ۳۶ None ۳۷ ۲۷ ۲۸ ۲۹ ۳۰ ۲۹ ۳۰ جدید
None(؟)None(؟)None(؟) (؟) (؟) (؟) (؟) (؟) ۳۰ مینیمم

در b
a < ۱ با (a, b) ETS یک با متناظر رأس⁃متغیر گراف به مربوط خاصیت چند به حال

می پردازیم. ۱۰ کم دست کمر با تنر گراف



ⅬⅮPⅭ کدهای مقدماتی تله ای مجموعه روی پایین کران ۶۸

رأس⁃ گراف b
a < ۱ با (a, b) ETS یک در شد، ذکر (i) بند ۱ .۰ .۵ لم در که همانطور .I

از رأس دو بین یالی اگر .d(v) = γ کنیم فرض دارد. γ درجه از رأس یک کم دست متغیر
هیچ بنابراین، دارد. مثلث یک رأس⁃متغیر گراف آن گاه باشد، داشته وجود v همسایه های

نیست. v همسایه های بین یالی
w اگر هستند. وصل v رأس به z′ و z دیگر، عبارت به ،z, z′ ∈ N(v) کنیم فرض .II
اگر و z, z′ ∈ N(w) صورت، این غیر در زیرا نیست. وصل z′ به w آن گاه باشد، z از همسایه ای
گراف که این فرض با که دارد. ۴ طول با دور رأس⁃متغیر گراف آن گاه ،|N(v) ∩N(w)| ≥ ۲
فقط v ∪ N(v) مجموعه خارج رأس هر درنتیجه، است. تناقض در دارد ۵ کمر رأس⁃متغیر

دارد. v ∪N(v) مجموعه در همسایه یک
خاصیت با (a, b) ETS یک اندازه مینیمم یافتن برای را بالا مورد دو و ۹ .۰ .۵ قضیه حال،

می کنیم. استفاده γ = ۳,۴ و b
a < ۱

γ = ۳ و ۱۰ کمر با تنر گراف در b
a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS اندازه ،۹ .۰ .۵ قضیه برطیق

گراف یک .a ≥ ۷ که می گیریم نتیجه II و I موارد از استفاده با است. ۵ با برابر کم دست
است. شده ترسیم (a) ۴ .۵ شکل در ۵ کمر و رأس ۷ با رأس⁃متغیر

با برابر b
a < ۱ خاصیت با (a, b) ETS یک اندازه مینیمم g = ۱۰ و γ = ۴ برای می کنیم ثابت

یال های تعداد بیشترین ،۵ .۵ جدول برطبق .a ≥ ۱۰ داریم ۹ .۰ .۵ قضیه از استفاده با است. ۱۳
،۲ .۰ .۵ قضیه های اثبات با مشابه است. ۱۵ با برابر ۵ کمر و رأس ۱۰ با رأس⁃متغیر گراف یک
قرار . b

a ≥ ۱ آن برای که b ≥ ۱۰×۴−۲× ۱۵ = ۱۰ داریم مورد این در ،۹ .۰ .۵ و ۷ .۰ .۵ ،۴ .۰ .۵
کمر و رأس ۱۱ با رأس⁃متغیر گراف یک یال های تعداد بیشترین که آنجایی از ،a = ۱۱ دهیم
آن برای که b ≥ ۱۱ × ۴ − ۲ × ۱۶ = ۱۲ که می گیریم نتیجه است، ۱۶ با برابر ۵ .۵ جدول در ۵
b ≥ ۱۲ × ۴ − ۲ × ۱۸ = ۱۲ داریم ۱۰ کمر با (۱۲, b) ETS یک برای همچنین، . b

a > ۱ داریم
رأس⁃متغیر گراف برای که ازآنجایی .a = ۱۳ می دهیم، قرار نهایتاً، . b

a ≥ ۱ می دهد نتیجه که
است. ۱۰ با برابر ۱ درجه با بررسی رئوس تعداد مینیمم ،|E| ≤ ۲۱ داریم ۵ کمر و رأس ۱۳ با

می دهد. نمایش را b
a < ۱ خاصیت با (۱۳, ۱۰) ETS یک (c) ۴ .۵ شکل



۶۹

است، γ = ۳ با (۷,۵) ETS یک با متناظر رأس⁃متغیر گراف یک (a) :۴ .۵ شکل
گراف یک (c) و است γ = ۳ با (۱۱, ۱) ETS یک با متناظر رأس⁃متغیر گراف یک (b)

. است γ = ۴ با (۱۳, ۱۰) ETS یک با متناظر رأس⁃متغیر
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Abstract

As quasi cyclic low density parity check (QCLDPC) codes are implementable on hardwares,

also because of their capability of high speed encoding/decoding, they are of most desired codes in

coding theory and telecommunications. Among the variety of methods in constructing QCLDPC

codes, those constructed based on protographs have great importance. In fact, due to small size

of their base graphs, one would be able to do further investigations on them to design codes with

better parameters and performances. Parameters of QCLDPC codes that hugely impact on the

performance curevs are their high girths as well as their low lengths. Indeed, given a fixed girth,

the smaller length of a QCLDPC code, the less complexity of its encoding/decoding is. The other

drastic parameter that effects the performance of a QCLDPC code is existence of small elementary

trapping sets (ETSs) in Tanner graph of the code. Simulations reveal that in Gaussian channels and

under an iterative decoding algorithm, by avoiding these tapping sets, we encounter with a better

performance of the code in the sense of error floor region. Recognizing the most harmful ETS’s

and preventing them from occurance in the Tanner graph of QCLDPC codes are two interesting

open problems in the field of coding theory.

In the first part of this thesis, we investigate regular QCLDPC codes whose base graph are

simple. QCLDPC codes constructed from these simple graphs are singleedge QCLDPC codes.

In order to construct them with a specific girth, we consider the necessary and sufficient conditions

for the their exponent matrices. Our goal is to obtain all nonisomorphic QCLDPC codes with

a certain degree distribution, girths 6 to 12 and minimum lifting degree. To reach our goal, we

introduce difference matrices which have a remarkable contribution to reduce the size of the search

space to obtain the exponent matrices. Finally, all nonisomorphic QCLDPC codes (with the same

girth, degree distribution and minimum distance) are provided in Tables.

In the second part of this thesis, we investigate multipleedge QCLDPC codes with girth 6

whose base graph are multiple. We obtain the necessary and sufficient conditions for exponent ma

trices of codes which simplify considering 4cycles in an exponent matrix. Similar to singleedge

QCLDPC codes, we introduce difference matrices. As a result of this study, an analytical lower

bound on the lifting degree is derived which is applicable to both regular and irregular multiple

edge QCLDPC codes with girth 6. We also provide QCLDPC codes whose lifting degrees meet

our proposed lower bound and in comparison with singleedge QCLDPC codes, the presented

codes with minimum lifting degrees have shorter lengths. In addition, we propose a method to

reduce the size of the search space to obtain exponent matrices.



۸۳ فارسی به انگلیسی واژه نامه
In the third part of this thesis, we consider elementary trapping sets in the Tanner graph of

variableregular LDPC codes. Using substantial concepts in the graph theory, we study the param

eters of these sets which are the size of ETSs and the number of odd degree check check nodes to

improve the results existing in the literature.

Keywords: Multiple edge Quasi LDPC codes, Singleedge Quasi LDPC codes, paritycheck ma

trix, minimum distance of the code, Tanner graph, bipartite graph, girth, trapping sets, elementary

trapping sets.
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