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سپاس گزاری...

و تحقیق سوی و سمت به را مخلوقات اشرف این انسان جهان در نهفته رازهای
در برانگیزانه سوال دیدگاهی با نیز انسان و می کشاند بی منتها جهان این در پژوهش
سپاسگزارم را بزرگ خدای می کند. تلاش آن شناخت و دست یابی برای نکته ای، هر
پدر زندگی ام، آموزگاران سایه زیر منان، ایزد به توکل با که بزرگ نعمت این خاطر به
خود وظیفه جا این در یافتم. دست بدان گرانقدر اساتیدی راهنمایی تحت و مادرم و
بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه هاشمی، دکتر آقای جناب از می دانم

نمی رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده ی راهنمایی های

محمودی مریم
١٣٩٨ آبان

و



نامه تعهد
ریاضی علوم محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی محمودی مریم اینجانب
حلقه یک های یکه گراف قطر بررسی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه

می شوم: متعهد هاشمی ابراهیم دکتر راهنمایی تحت ،
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
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١٣٩٨ آبان

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چکیده
رئوس که می دهیم نمایش G(R) علامت با را R یکه های گراف باشد. حلقه یک R کنیم فرض
عنصر یک آن ها مجموع هرگاه هستند، متصل یکدیگر به رأس دو و R حلقه ی عناصر تمام آن

باشد. R حلقه ی از یکه
مسیر طولانی ترین طول که می دهیم نمایش diam(G) علامت با را G ساده ی گراف قطر
عدد هر برای که می دهیم نشان ابتدا پایان نامه این در می باشد. G گراف دلخواه رأس دو بین
می دهیم نشان همچنین .n ≤ diam(G(R)) ≤ ٢n که دارد Rوجود مانند حلقه ا  ی ،n طبیعی

دارد. تعلق {١,٢,٣,∞} مجموعه ی به هستند، s = R
J(R) فرم به که حلقه هایی قطر

معادل اند: زیر گزاره های R حلقه های برای می دهیم نشان ادامه در
،diam(G(R̄)) < diam(G(R)) (الف)

.٢ ∈ J(R) و J(R) ̸= ٠ و است موضعی حلقه ی یک R (ب)
.diam(G(R̄)) = ١ و diam(G(R)) = ٢ (ج)

معادل اند: زیر گزاره های منظم راست خود انژکتیو حلقه ی هر برای همچنین
نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را R از عضوی هر (الف)

نوشت. می توان یکه عنصر دو مجموع به صورت را R همانی (ب)
نیست. یکریخت Z٢ با R از خارج قسمتی هیچ (ج)

usn
(
M٢(R)

)
=٢،R مانند ناصفر منظم راست خود انژکتیو حلقه ی هر برای می دهیم نشان پایان در

.usn(R) = ٢ باشد، محض نامتناهی که منظم راست خود انژکتیو حلقه ی هر برای به ویژه
R = S × T به صورت تجزیه قابل R مانند ناصفر منظم راست خود انژکتیو حلقه ی هر
است. آبلی منظم راست خود انژکتیو حلقه ی یک T و usn(S) = ٢ یا usn(S) = ١ که می باشد

گراف جابه جایی، حلقه ی منظم، خود انژکتیو حلقه ی یکه، گراف ساده، گراف کلیدی: کلمات
گراف قطر همبند،

ط
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پیشگفتار
حلقه یک به گراف یک نمودن وابسته با گراف ها نظریه ی و حلقه ها نظریه زمینه ی در تحقیق
مقسوم گراف ،١٩٨٨ سال در است. کرده جذب خود به قبل دهه ی دو در را زیادی توجه
قرار مطالعه مورد و معرفی بک١ توسط بار اولین برای جابجایی حلقه یک از صفر علیه های
علیه های مقسوم گراف های از مختلفی شکل های نویسندگان از بسیاری آن، از بعد .[٩] گرفت

دادند. قرار بررسی مورد را جبری ساختارهای دیگر و حلقه ها صفر
صفر مقسوم علیه های ویژگی های می توان حلقه یک صفر مقسوم علیه های گراف طریق از
حلقه یک ساختار نمودن مشخص در کلیدی عناصر حلقه یک یکه های نمود. بررسی را آن
بنابراین دارند. حلقه یکه ی عناصر با نزدیکی رابطه ی حلقه ویژگی های از بسیاری و می باشند
حلقه یکه های با رابطه ای آن یال های که کنیم متناظر گرافی به را حلقه یک که است طبیعی

باشند. داشته
ویژگی های از یکی می دهیم. قرار بررسی مورد را حلقه یک یکه های گراف پایان نامه، این در
به وابسته گراف های قطر زیادی افراد دلیل این به می باشد. آن قطر بررسی گراف هر مهم
اندرسون ،[۴] لیوینگستون٣ و اندرسون٢ مثال، به عنوان داده اند. قرار بررسی مورد را حلقه ها
بررسی را جابجایی حلقه ی یک از صفر علیه های مقسوم گراف قطر ترتیب به مولای۴[۵]، و
جابجایی حلقه ی یک به وابسته صفر علیه های مقسوم گراف که کردند ثابت آنها کرده اند.

است. ٣ حداکثر آن قطر و بوده همبند
دیمیر۵، توسط جابجایی نیم گروه به وابسته صفر علیه های مقسوم گراف برای مشابهی نتایج

است[١١]. شده داده نشان اشنایدر٧ و مکنزی۶
R حلقه  یک ، n ≥ ١ صحیح عدد هر برای که کردند اثبات بداوی٨ و اندرسون همچنین
در که کردند ثابت نیک مهر و حیدری است. n قطر دارای آن گراف که طوری به دارد وجود

.[٣] است {١,٢,٣,∞} مجموعه ی به متعلق حلقه یک یکه های گراف قطر آرتینی حلقه های
1Beck
2Anderson
3Livingston
4Mulay
5Demeyer
6Makenzie
7Schneider
8Badawi
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گراف که داده نمایش ،G(R) با را R یکه های گراف باشد. یکدار حلقه ی یک R کنیم فرض
هرگاه هستند مجاور y و x متمایز رأس دو و بوده حلقه عناصر تمام آن رئوس که است ساده ای
توسط بار اولین برای یکه ها گراف ، ١٩٩٠ سال در باشد. R حلقه ی وارون پذیر عنصر یک x+y

یک درجه ی واقع در کرده اند[١٣]. توجه بدان نویسندگان که شد بررسی Zn برای گریمالدی١
را G (Zn) گراف از رنگی جمله ای چند و استقلال عدد پوششی، عدد بودن، هامیلتونی راس،

دادند. قرار بررسی مورد
دلخواه حلقه  هر برای G (R) به را G (Zn) یکه گراف همکارانش، و ،اشرفی ٢٠١٠ سال در
رنگی، شاخص همبندی، به توجه با متناهی حلقه های برای مختلفی نتایج و دادند تعمیم R

گراف برای را کافی و لازم شرایط همکارانش و میمنی٢ آوردند[٧]. دست به G (R) کمر قطر،
بررسی را چپ آرتینی حلقه  یکه گراف مهر نیک و حیدری کردند[٢٠]. بیان هامیلتون یکه  های
توانی های سری و جمله ای ها چند حلقه  یکه های گراف آهنگ خوش و افخمی کردند[١۵].
حلقه ی هر برای G (R) کمر که کردند اثبات ژو٣ و ،سو ٢٠١۴ سال در کردند[١]. مطالعه را
موضوع این در دیگری مقالات همچنین است. {٣,۴,۶,∞} مجموعه ی به متعلق R دلخواه

.[٢٣ ،٢١ شده اند[٢، چاپ
مطالعه مورد حلقه ها ساختار با را آنها ارتباط و حلقه یکه های گراف  قطر ما پایان نامه، این در
diam (G (R)) مساوی diam (G (R/J (R))) زمانی چه می کنیم تعیین ابتدا در داده ایم. قرار
،R چپ آرتینی یا متناهی حلقه  برای که می دهیم نشان همچنین است،

است. diam (G (R)) ∈
{١,٢,٣,∞}

که طوری به دارند وجود R مانند حلقه هایی می دهیم نشان ادامه در

٣ < diam (G (R)) < ∞.

باشد. ساده گراف یک G کنیم فرض می کنیم. معرفی را گراف نظریه ی نیاز مورد مفاهیم ابتدا
راس دو کردن مشخص برای x−y از ما بنابراین یال هاست. و رأس ها از مجموعه  ای مسیر یک

می کنیم. استفاده هستند مجاور G گراف در که y و x

هستند. صفر غیر همانی دارای و شرکت پذیر حلقه  ها پایان نامه، تمام در
می دهیم. نشان char (R) با را R مشخصه باشد، حلقه یک R کنید فرض

می کنیم. Rاستفاده جیکبسون رادیکال دادن نشان برای J (R) از
و Zn از همچنین .a= a + J(R)∈R داریم a∈R هر برای و R=R/J (R) می دهیم قرار
جمله ای چند حلقه ی ،n همنهشتی به صحیح اعداد حلقه تعیین برای ترتیب، به R [[x]] و R [x]

نامشخص t در R حلقه  روی توانی های سری حلقه  فرم و نامشخص t در R حلقه  ی روی ها
می کنیم. استفاده

1Grimaldi
2Maimani
3Su and Zhou
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١ فصل
به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف

گراف ها و حلقه ها

مقدمه ١. ١
فصل های در که مربوطه قضایای و جابجایی حلقه های به مربوط تعاریف ابتدا فصل این در
گراف نظریه ی نیاز مورد مفاهیم همچنین می کنیم. بیان را می گیرند قرار استفاده مورد بعدی

می کنیم. یادآوری را
است. شده گرفته [١٨] از بخش این تعاریف

حلقه ها به مربوط مفاهیم ١. ٢
یا یکه را a ∈ R عنصر باشد، یکدار و جابجایی حلقه ی یک R کنیم فرض .١. ٢. ١ تعریف

.ab = ١ که به طوری باشد داشته وجود b ∈ R هرگاه می نامیم وارون پذیر
می باشد. Z حلقه ی یکه ی عناصر تمام مجموعه {−١, ١} .١. ٢. ١ مثال

علیه مقسوم یک را a ∈ R عنصر باشد. جابجایی حلقه ی یک R کنیم فرض .١. ٢. ٢ تعریف
.ab = ٠ که باشد داشته وجود b ∈ R ناصفر عنصر هرگاه می نامیم صفر

می گوییم. بدیهی صفر مقسوم علیه آن به که است صفر مقسوم علیه ٠ همیشه حلقه ای هر در



گراف ها و حلقه ها به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
نیست. صفر مقسوم علیه باشد، یکه عنصری اگر

می نامیم صحیح) (دامنه ی صحیح حوزه ی را R یکدار و جابجایی حلقه ی .١. ٢. ٣ تعریف
باشد. نداشته دیگری صفر مقسوم علیه ٠ جز به هرگاه

است. صحیح حوزه ی Zمثال به عنوان
یکه آن ناصفر عناصر همه ی هرگاه گوییم میدان را R یکدار و جابجایی حلقه ی .۴ .١. ٢ تعریف

باشند.
صحیح اند. حوزه ی میدان ها همه ی بنابراین

هرگاه است، n عدد R مشخصه ی گوییم باشد حلقه یک R کنیم فرض .۵ .١. ٢ تعریف
.nx = ٠ ،x ∈ R هر برای .١

می کند. صدق (١) شرط در که باشد طبیعی عدد کوچک ترین n .٢
را R مشخصه ی است. صفر R مشخصه ی گوییم باشد، نداشته وجود عددی چنین اگر

می دهیم. نمایش char(R) نماد با
.char(Zn) = n و char(Z۴) = ۴ ،char(Z) = ٠ .١. ٢. ٢ مثال

اول عدد یک char(R) یا char(R) = ٠ آن گاه باشد، صحیح حوزه ی یک R اگر .١. ٢. ١ گزاره
است.

کوچک ترین n اگر تنها و اگر char(R) = n آ ن گاه باشد، یکدار حلقه ی یک R اگر .١. ٢. ٢ گزاره
کند. صدق n · ١ = ٠ شرط در که باشد طبیعی عدد

‐R یک را f : M −→ N تابع باشند، R‐مدول دو N و M کنیم فرض .۶ .١. ٢ تعریف
هرگاه گوییم، همریختی

١) ∀m١,m٢ ∈ M, f(m١ +m٢) = f(m١) + f(m٢)
٢) ∀r ∈ R, ∀m ∈ M f(rm) = rf(m).

یک را (I,⩽) باشد، I بر رابطه یک ⩽ و ناتهی مجموعه ی یک I کنیم فرض .١. ٢. ٧ تعریف
هرگاه گوییم، مرتب جزئی مجموعه ی

.(a ⩽ a ،a ∈ I هر (برای باشد انعکاسی رابطه ی یک ⩽ .١
.(a ⩽ b & b ⩽ a =⇒ a = b) باشد پادتقارنی رابطه ی یک ⩽ .٢

(a ⩽ b & b ⩽ c =⇒ a ⩽ c) باشد متعدی رابطه ی یک ⩽ .٣



٣ حلقه ها به مربوط مفاهیم
a, b ∈ I هر برای هرگاه گوییم، مرتب کاملا را (I,⩽) مرتب جزئی مجموعه ی .١. ٢. ٨ تعریف

.b ⩽ a یا a ⩽ b باشیم داشته
به طوری ،(I ̸= ∅) باشد مرتب جزئی مجموعه ی یک (I,⩽) کنیم فرض زرن). (لم .١. ٢. ١ لم
I صورت این در باشد. داشته I در بالا کران یک حداقل I از مرتب کاملا زیرمجموعه ی هر که

دارد. ماکزیمال عنصر یک حداقل
که به طوری باشد، آن از زیرمدولی N و R‐مدول یک M کنیم فرض .١. ٢. ٩ تعریف

N & M (الف)
(N & N ′ & M که نباشد Nای ′ (یعنی نباشد موجود M و N بین زیرمدولی هیچ (ب)

است. M ماکزیمال زیرمدول یک N گوییم صورت این در
فقط هرگاه است، ساده M گوییم باشد، ناصفر R‐مدول یک M کنیم فرض .١. ٢. ١٠ تعریف

باشد. داشته را M و {٠} زیرمدول دو
زیرمجموعه ی هر هرگاه گوییم، آرتینی RMرا باشد، R‐مدول یک M کنیم فرض .١. ٢. ١١ تعریف
باشد. داشته مینیمال عضو یک حداقل (⊆) شمول رابطه ی به نسبت M زیرمدول های از ناتهی
است اول P گوییم ،P ⊴ R و باشد یکدار جابجایی حلقه ی یک R کنیم فرض .١. ٢. ١٢ تعریف

هرگاه
P ̸= R (الف)

.b ∈ P یا a ∈ P دهد نتیجه ab ∈ P (ب)
اول P صورت این در .P ◁̸

=
R و باشد یکدار جابجایی حلقه ی یک R کنیم فرض .١. ٢. ٣ گزاره

باشد. صحیح دامنه ی یک R
P اگر تنها و اگر است

ایده آل را m .m ⊴ R و باشد یکدار جابجایی حلقه ی یک R کنیم فرض .١. ٢. ١٣ تعریف
هرگاه گوییم، ماکزیمال

m ̸= R .١
باشد. نداشته وجود R و m بین سره ای ایده آل هیچ .٢

است. Z ماکزیمال ایده آل یک pZ ،p اول عدد هر برای .١. ٢. ٣ مثال
حلقه ی باشد، داشته ماکزیمال ایده آل یک فقط که جابجایی حلقه ی به .١۴ .١. ٢ تعریف

می گوییم. موضعی



گراف ها و حلقه ها به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
باشند، یکه صفر جز به عناصر همه ی R یکدار حلقه ی در اگر تقسیم١). (حلقه ی ١۵ .١. ٢ تعریف

می گوییم. تقسیم حلقه ی یک را R آن گاه
این در باشد، R یکدار و جابجایی حلقه ی از سره ایده آل یک m کنیم فرض .۴ .١. ٢ گزاره

باشد. میدان R
m اگر تنها و اگر است ماکزیمال m صورت

می دهیم. نمایش Spec(R) علامت با را R حلقه ی اول ایده آل های تمام مجموعه .١. ٢. ١ قرارداد
نمایش Max(R) علامت با را R حلقه ی ماکزیمال ایده آل های تمام مجموعه .١. ٢. ٢ قرارداد

می دهیم.
نمایش J(R) علامت با را R حلقه ی ماکزیمال ایده آل های تمام اشتراک .١۶ .١. ٢ تعریف

می گوییم. جیکبسون رادیکال آن به و می دهیم
صورت: این در باشد، یکدار و جابجایی حلقه ای R کنید فرض .١. ٢. ١ قضیه

.x ∈ J(R) اگر تنها و اگر است، وارون پذیر ١ − xy ،y ∈ R هر برای
شود. مراجعه [١٨] به برهان.

که است صحیح حوزه ی یک اصلی، ایده آل حوزه ی اصلی). ایده آل (حوزه ی ١. ٢. ١٧ تعریف
می شود. تولید عنصر یک توسط آن ایده آل های همه ی

است. ماکزیمال غیرصفر اول ایده آل هر اصلی ایده آل حوزه ی در .١. ٢. ٢ لم
هم ماکزیمال را J و I صورت این در .I, J ⊴ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .١. ٢. ١٨ تعریف

.I + J = R هرگاه گوییم
n و m آن گاه باشند، R حلقه ی از ماکزیمال و متمایز ایده آل دو ،n و m اگر .۴ .١. ٢ مثال

هستند. هم ماکزیمال
علامت با را φ هسته ی باشد. گروه ها از همریختی یک φ : G → H کنید فرض .١. ٢. ١٩ تعریف

می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نمایش kerφ

kerφ = {x ∈ G|φ(x) = eH}.

In, . . . , I١ و جابجایی حلقه یک R کنیم فرض چینی). باقیمانده ی (قضیه ی ١. ٢. ٢ قضیه
می کنیم: تعریف باشند. R از ایده آل هایی

φ : R −→ R

I١
× · · · × R

In

φ(r) = (r + I١, . . . , r + In)

1Division ring



۵ حلقه ها به مربوط مفاهیم
داریم: صورت این در

آن گاه باشند، هم ماکزیمال Ij و Ii ،i ̸= j هر برای اگر (الف)
n∏

i=١
Ii = I١I٢ . . . In =

n⋂
i=١

Ii.

. n⋂
i=١

Ii = {٠} اگر تنها و اگر است یک به یک φ (ب)

شرایط این تحت باشند. هم ماکزیمال Ij و Ii ،i ̸= j هر برای اگر تنها و اگر پوشاست φ (ج)
R

I١ . . . In
∼=

R

I١
× R

I٢
× · · · × R

In
.

،n = ٢ کنیم فرض است. واضح n = ١ برای می کنیم. اثبات n روی استقرا با (الف) برهان.
.IJ = I ∩ J می کنیم ثابت

I +J = R فرض طبق .I ∩J ⊆ IJ دهیم نشان کافیست ،IJ ⊆ I ∩J این که به توجه با
بنابراین

١ ∈ R = I + J =⇒ ∃a ∈ I, b ∈ J : ١ = a+ b, (١. ١)

داریم: x در (١. ١) رابطه ی طرفین ضرب با ،x ∈ I ∩ J کنیم فرض حال

x = ax+ xb ∈ IJ =⇒ I ∩ J ⊆ IJ =⇒ I ∩ J = IJ.

n برای می کنیم ثابت باشد، برقرار n از کمتر اعداد برای حکم و n > ٢ کنیم فرض حال
،١ ≤ i ≤ n−١ هر برای هستند. هم ماکزیمال In−١ . . . I١ و In می کنیم ادعا است. درست
(١ ≤ i ≤ n−١) xi ∈ Ii پس ،١ ∈ R چون .Ii+In = R یعنی هستند، هم ماکزیمال Ii و In

.١ = xi + yi که دارند وجود yi ∈ In و
داریم: ،x = x١ . . . xn−١ =

n−١∏
i=١

xi ∈
n−١∏
i=١

Ii کنیم فرض

x+ In = x١ . . . xn−١ + In = (x١ + In) . . . (xn−١ + In)

= (١ − y١ + In) . . . (١ − yn−١ + In) = (١ + In) . . . (١ + In) = ١ + In =⇒

− x+ ١ ∈ In =⇒ ∃y ∈ In, x+ y = ١ =⇒ ١ ∈ In +

n−١∏
i=١

Ii =⇒ In +

n−١∏
i=١

Ii = R.



گراف ها و حلقه ها به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
داریم استقرا فرض طبق طرفی از هستند. هم ماکزیمال In−١ . . . I٢I١ و In بنابراین

I١ . . . In−١ = I ∩ . . . ∩ In−١

پس
n∏

i=١
Ii = (I١ . . . In−١)In = (I١ . . . In−١) ∩ In = (I١ ∩ I٢ ∩ . . . ∩ In−١) ∩ In =

n⋂
i=١

Ii.

داریم ،kerφ = {٠} اگر تنها و اگر است یک به یک φ می دانیم (ب)

kerφ = {r ∈ R|φ(r) = ٠} = (I١, I٢ . . . , In)
= {r ∈ R|(r + I١, r + I٢, . . . r + In) = (I١, I٢, . . . , In)}

= {r ∈ R|r ∈ I١, . . . , r ∈ In} =

n⋂
i=١

Ii.

هستند. هم ماکزیمال (i ≥ ٢) I٢ و I١ می کنیم ادعا باشد، پوشا φ کنیم فرض ابتدا (پ)
به طوری دارد وجود x ∈ R بنابراین پوشاست، φ و (١ + I١, I٢, . . . , In) ∈ R

I١ × · · · × R
In

که

φ(x) = (١ + I١, I٢, . . . , In) =⇒ (x+ I١, x+ I٢, . . . , x+ In) = (١ + I١, I٢, . . . , In)

=⇒



١ − x ∈ I١
x ∈ I٢
...
x ∈ In

∃a ∈ I١, ١ − x = a =⇒ ١ = a+ x =⇒ I١ + Ii = R,

ماکزیمال اند. I٢ و I١ پس
x١ ∈ R می دهیم نشان ابتدا ،(r١ + I١, . . . , rn+ In) ∈ R

I١ ×· · ·× R
In

کنیم فرض برعکس:
که دارد وجود

φ(x١) = (١ + I١, I٢, . . . , In) = (١̄, ٠̄, . . . , ٠̄),

پس هستند، هم ماکزیمال (i ≥ ٢) Ii و I١ می دانیم

I١ + Ii = R =⇒ ١ ∈ I١ + Ii =⇒ ∃ai ∈ I١, bi ∈ Ii s.t. ١ = ai + bi.



٧ حلقه ها به مربوط مفاهیم
نتیجه در x١ = b٢ . . . bn دهید قرار حال

φ(x١) = (x١ + I١, x١ + I٢, . . . , x١ + In)

= (b٢ . . . bn + I١, b٢ . . . bn + I٢︸ ︷︷ ︸
=I٢

, . . . , b٢ . . . bn + In︸ ︷︷ ︸
=In

)

=
(
(b٢ + I١)(b٣ + I١) . . . (bn + I١), ٠̄, . . . , ٠̄)

=
(
(١ − a١ + I١)(١ − a٢) + I١) . . . (١ − an + I١), ٠̄, . . . , ٠̄)

=
(
(١ + I١) . . . (١ + I١), ٠̄, ٠̄, . . . , ٠̄)

= (١̄, ٠̄, . . . , ٠̄),

مولفه ی ١̄ آن در که ،φ(xi) = (٠̄, . . . , ١̄, . . . , ٠̄) که دارد وجود xi ∈ R مشابه طریق به
است. iام

حال ،x =: r١x١ + · · ·+ rnxn تعریف با

φ(x) = φ(r١x١ + · · ·+ rnxn) = φ(r١)φ(x١) + · · ·+ φ(rn)φ(xn)

= (r١ + I١, r١ + I٢, . . . , r١ + In)(١̄, ٠̄, . . . , ٠̄)︸ ︷︷ ︸
(r١+I٠̄,...,١,٠̄)

+ · · ·+ (rn + I١, rn + I٢, . . . , rn + In)(٠̄, ٠̄, . . . , ١̄)︸ ︷︷ ︸
(٠̄,...,٠̄,٠̄,rn+In)

= (r١ + I١, r٢ + I٢, . . . , rn + In).

پوشاست. φ بنابراین

می نامیم B از اساسی زیرمدول یک را A باشند. مدول دو B و A کنیم فرض .١. ٢. ٢٠ تعریف
می دهیم. نمایش A ⩽

e
B نماد با و باشد نابدیهی B زیرمدول هر با A اشتراک هرگاه

را R در X پوچ ساز .X ⊆ A و باشد راست R‐مدول یک A کنیم فرض .١. ٢. ٢١ تعریف
اگر .rR(X) = {r ∈ R|Xr = ٠} می کنیم تعریف چنین و می دهیم نشان rR(X) علامت با

می کنیم. استفاده rR(x) از rR(X) به جای آن گاه باشد، X = {x}

این در .Z(A) = {x ∈ A|rR(x) ⩽
e
RR} و باشد راست R‐مدول یک A کنیم فرض .١. ٢. ٣ لم

است. A از زیرمدولی Z(A) صورت
می نامیم. A منفرد زیرمدول را شد تعریف قبل لم در که Z(A) زیرمدول .١. ٢. ٢٢ تعریف

.Z(A) = ٠ هرگاه می نامیم نامنفرد و Z(A) = A هرگاه می نامیم منفرد را A مدول
است. شده گرفته [١٠] از بخش این تعاریف



گراف ها و حلقه ها به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف ٨

گراف ها اولیه تعاریف ١. ٣
تمام آن راس های که می دهیم نمایش G(R) با را R حلقه ی یکه های گراف .١. ٣. ١ تعریف
عضوی آن ها مجموع که دارد وجود آن ها بین یالی زمانی گراف راس دو و می باشند R اعضای

شود. R حلقه ی از یکه
Ḡ(R) با را گراف آن گاه کنیم، حذف را راس ها بودن متمایز شرط G(R) تعریف در اگر

.Ḡ(R) = G(R) آن گاه ،٢ /∈ U(R) که صورتی در می دهیم. نمایش
باشد. موجود یالی y و x بین هرگاه گوییم مجاور را G در y و x راس دو .١. ٣. ٢ تعریف

در مسیری G از b و a دلخواه راس دو هر بین هرگاه گوییم همبند را G گراف .١. ٣. ٣ تعریف
گوییم. ناهمبند را G این صورت غیر در باشد، G

d(a, b) با و نامیده b و a فاصله ی را b و a راس دو بین مسیر کوتاهترین طول .۴ .١. ٣ تعریف
.d(a, b) = ∞ می نویسیم نباشد، موجود b و a بین مسیری اگر همچنین می دهیم. نمایش

نمایش diam (
G(R)

) با و می نامیم G قطر را G راس های بین فاصله ی بیشترین .۵ .١. ٣ تعریف
دیگر عبارت به می دهیم.

diam
(
G(R)

)
= sup{d(x, y)| باشند. گراف از متمایز راس دو y, x}.

کامل گراف را باشند مجاور آن متمایز رأس دو هر که گرافی کامل). (گراف ۶ .١. ٣ تعریف
می دهیم. نمایش Kn با را رأس n با کامل گراف گوییم.

می توان را رأس هایش که است گرافی دوبخشی گراف دوبخشی). گراف (تعریف ١. ٣. ٧ تعریف
از رأس یک گراف آن از یال هر که طوری به کرد تقسیم V و U مثل مجزا مجموعه ی دو به
نشان G = (U ,V, E) به صورت معمولا˟ را دوبخشی گراف کند. متصل V از رأس یک به را U

است. گراف یال های مجموعه E و گراف بخش دو V و U که می دهیم
در که رأس دو هر هرگاه می گوییم کامل دوبخشی گراف یک را G دوبخشی گراف همچنین
m اندازه های با بخش هایی با کامل دوبخشی گراف باشند. مجاور یکدیگر با نباشند بخش یک

می دهیم. نشان Km,n با را n و
آن درجه ی می شود خارج راس هر از که یال هایی تعداد به راس). یک (درجه ی ١. ٣. ٨ تعریف

می گوییم. راس
که می شود گفته گرافی به منتظم گراف گراف، نظریه ی در منتظم). (گراف ١. ٣. ٩ تعریف
مساوی یال های تعداد آن رئوس تمامی از دیگر به عبارت باشد، یکسان آن رئوس تمام درجه ی

شود. خارج



٩ گراف ها اولیه تعاریف
گراف می شود. خوانده l‐منتظم گراف باشد، l آن راس هر درجه ˼ی که منتظمی گراف

است. l‐منتظم گراف از نمونه ای کامل
است. شده رسم l‐منتظم گراف  های از نمونه هایی زیر در

.G(R) ∼= G(S) آن گاه R ∼= S که به طوری باشند حلقه دو S و R اگر داریم توجه
.Z٣ × Z٢ ∼= Z۶ مثال: به عنوان

G(Z٣ × Z٢) G(Z۶)





٢ فصل
n قطر با یکه های گراف

حلقه یک یکه های گراف ٢. ١
k‐عنصر مجموع به صورت را r بتوان هرگاه گوییم k‐خوب١ را r ∈ R عنصر .٢. ١. ١ تعریف

یعنی: نوشت، R از وارون پذیر
.ui ∈ U(R) ،i هر برای که r = u١ + u٢ + · · ·+ uk

‐k آن عناصر همه ی هرگاه گوییم k‐خوب را R حلقه ی k‐خوب). (حلقه ی ٢. ١. ٢ تعریف
باشند. خوب

u(R) نماد با را حلقه یک یکالی مجموع عدد .(R حلقه ی یکالی مجموع (عدد ٢. ١. ٣ تعریف
می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نشان
آن گاه باشد، k‐خوب حلقه ی یک R اگر (الف)

u(R) = min{k ∈ N| باشد k‐خوب حلقه ی یک R}.

xi ∈ R عنصر هر برای اما نباشد k‐خوب ،R حلقه ی ،k ≥ ١ هر برای اگر u(R) = w (ب)
باشد. mi‐خوب ،xi عنصر که به طوری باشد داشته وجود mi طبیعی عدد

1k-Good

١١



n قطر با یکه های گراف ١٢
نباشند. k‐خوب ،R حلقه ی عناصر از برخی ،k ≥ ١ هر برای هرگاه u(R) = ∞ (ج)

Z٣ از یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را Z٣ عنصر هر زیرا u(Z٣) = ٢ .٢. ١. ١ مثال
نوشت.

Z٣ = {٠̄, ١̄, ٢̄}
٠̄ = ١̄ + ٢̄ ٢̄ = ١̄ + ١̄ ١̄ = ٢̄ + ٢̄

هستند. ٢‐خوب حداقل عناصر همه ی عبارتی به
عنصر چند مجموع به صورت می توان را Z عناصر همه ی این که با زیرا u(Z) = w .٢. ١. ٢ مثال

کرد. پیدا نمی توان آن برای مقداری min ولی نوشت Z از یکه
می باشند. Z از ضرایب ،t اساس بر چندجمله ای ها حلقه ی Z[t] که U

(
Z[t]

)
= ∞ .٢. ١. ٣ مثال

نوشت. U(
Z[t]

)
= {−١, ١} از عناصری برحسب نمی توان را t٢ ∈ Z[t] مثلا́ زیرا

می باشند. F∗ یکه ی عناصر همان F[x] یکه عناصر باشد، میدان F که صورتی در .٢. ١. ١ یادآوری
یک r ،l ≥ k هر برای آن  گاه باشد، k‐خوب عنصر یک r ∈ R و ٢ ∈ U(R) اگر .٢. ١. ١ تذکر

می باشد. هم l‐خوب عنصر
R اگر تنها و اگر است کامل١ G(R) صورت این در باشد، حلقه یک R کنیم فرض .٢. ١. ١ لم

باشد. ٢ مشخصه ی با تقسیم حلقه ی یک
کامل گراف در چون و diam

(
G(R)

)
= ١ پس باشد کامل G(R) کنیم فرض :⇐ برهان.

ارتباطند در باهم نیز ٠ و r راس دو رو این از می باشند، ارتباط در هم با رئوس همه ی
بنابراین

٠ + r = r ∈ U(R)

است. تقسیم حلقه ی یک R نتیجه در
این پس .١ + (−١) = ٠ /∈ U(R) زیرا نمی باشند، ارتباط در −١ و ١ راس دو طرفی از
٢ مشخصه ی از R حلقه ی یعنی ٢ = ٠ یا و −١ = ١ یعنی باشند برابر باهم باید راس دو

است.
را R از y و x دلخواه عضو دو باشد. ٢ مشخصه ی از تقسیم حلقه ی یک R کنیم فرض :⇒
حلقه ی R چون حالت این در که است صفر مخالف یا آن ها مجموع می گیریم نظر در

1Complete



١٣ حلقه یک یکه های گراف
حلقه مشخصه ی چون که است صفر برابر آن ها مجموع یا و x+ y ∈ U(R) است تقسیم

بنابراین می باشد، ٢

x+ y = ٠ ⇒ x = −y ⇒ x = y,

کامل گراف یک G(R) گراف پس ارتباط اند، در هم با G(R) دلخواه راس دو هر نتیجه در
.diam (

G(R)
)
= ١ یعنی است

داریم: صورت این در .r ∈ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢. ١. ٢ لم
.d(r, ٠) ≤ k آن گاه باشد، k‐خوب عنصر یک ،r اگر (الف)

عنصر یک r ،l < k برای اما است k‐خوب عنصر یک r آن گاه ،d(r, ٠) = k و r ̸= ٠ اگر (ب)
نمی باشد. l‐خوب

که به طوری r = u١ + u٢ + · · · + uk داریم است، k‐خوب عنصر یک ،r چون (الف) برهان.
نتیجه در باشد، فرد ،k کنیم فرض .ui ∈ U(R) ،i هر برای

٠ −−u١ −−(−u١ − u٢)−− · · · −−(−u١ − u٢ − · · · − uk−١)−−(u١ + u٢ + · · ·+ uk) = r.

دارد. وجود k به طول مسیری r تا ٠ از یعنی
نتیجه در باشد، زوج k کنیم فرض حال

٠ −−(−u١)−−(u١ + u٢)−− · · · −−(−u١ − u٢ − · · · − uk−١)−−(u١ + u٢ + · · ·+ uk) = r.

.d(r, ٠) ≤ k بنابراین دارد. وجود k به طول مسیری r تا ٠ از یعنی
٠ به r از مسیری یک r = x٠ −−x١ −−x٢ −− · · · −−xk = ٠ و d(r, ٠) = k کنیم فرض (ب)

می دهیم: قرار باشد،

ui := xi−١ + xi ∈ U(R) (∀١ ≤ i ≤ k),

(الف) قسمت از استفاده با و است k‐خوب عنصر یک r =
k∑

i=١
(−١)i+١ui بنابراین

باشد، l‐خوب اگر زیرا نیست، l‐خوب عنصر یک ،r ،l < k هر برای که می دانیم
است. تناقض یک که d(r, ٠) ≤ l آن گاه

.diam (
G(R)

)
= k آن گاه ،u(R) = k و نباشد تقسیم حلقه ی R اگر .٢. ١. ١ قضیه



n قطر با یکه های گراف ١۴
می دهیم: قرار باشد، فرد k اگر .x, y ∈ R کنیم فرض برهان.

x+ y = u١ + u٢ + · · ·+ uk, (ui ∈ U(R)),

دارد: وجود زیر به صورت y به x از مسیری پس

x−−(−x+ u١)−−(x− u١ − u٢)−− · · · (x− u١ − · · · − uk−١)−−(−x+ u١ + · · ·+ uk) = y.

.d(x, y) ≤ k بنابراین
می دهیم: قرار باشد، زوج k اگر حال

y − x = u١ + u٢ + · · ·+ uk ui ∈ U(R).

دارد: وجود زیر به صورت y به x از مسیری پس

x−−(−x− u١)−−(x+ u١ + u٢)−− · · · (x− u١ − · · · − uk−١)−−(−x+ u١ + · · ·+ uk) = y.

.diam (
G(R)

)
≤ k پس d(x, y) ≤ k بنابراین

k‐خوب عنصر یک که دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R عنصر رو این از u(R) = k چون دیگر طرف از
d(r, ٠) = k داریم (ب) قسمت ٢. ١. ٢ لم طبق بنابراین نیست l‐خوب ،l < k برای اما است،

.diam (
G(R)

)
= k نتیجه در

عنوان به نیست. حذف قابل نباشد“ تقسیم حلقه ی R” شرط قبل قضیه ی در .٢. ١. ٢ تذکر
.diam (

G(R)
)
= ١ اما U(Z٢) = w و است تقسیم حلقه ی یک Z٢ = {٠̄, ١̄} مثال

حلقه ی Z۴ این که با مثلا́ نمی باشد. درست کلی حالت در ٢. ١. ١ قضیه ی عکس .٢. ١. ٣ تذکر
.u(Z۴) = w اما diam (

G(Z۴)
)
= ٣ و نمی باشد تقسیم

آن گاه ،٢ ∈ U(R) اگر .diam (
G(R)

)
= k ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢. ١. ٢ قضیه

.u(R) = k

مشخصه ی با تقسیم حلقه ی یک R پس diam (
G(R)

)
̸= ١ چون ٢. ١. ١ لم از استفاده با برهان.

توجه .diam (
G(R)

)
= ٢ پس .char(R) ̸= ٢ آن گاه باشد، تقسیم حلقه ی یک R اگر نیست. ٢

.u(R) = ٢ حالت این در که داریم
اگر می گیریم. نظر در را ٠ ̸= r ∈ R عنصر نباشد. تقسیم حلقه ی R کنیم فرض حال

چون و می باشد l‐خوب عنصر یک r (ب)، قسمت ٢. ١. ٢ لم از استفاده با آن گاه ،d(r, ٠)= l ≤k

k‐خوب حلقه ی یک R بنابراین بود دلخواه r چون است، k‐خوب عنصر یک r,٢ ∈ U(R)



١۵ حلقه یک یکه های گراف
l‐خوب اگر (زیرا نمی باشد l‐خوب ،l < k هر برای R ،٢. ١. ١ قضیه ی از استفاده با و است

.u(R) = k نتیجه در است) تناقض یک که diam
(
G(R)

)
= l باشد،

صورت این در ،٢ ∈ U(R) و باشد صحیح عدد k ≥ ٢ و حلقه یک R کنید فرض .٢. ١. ٣ قضیه
.u(R) = k اگر تنها و اگر diam(G(R)

)
= k

است. قبل قضیه ی برهان همان (⇐ برهان.
می شود. حاصل نتیجه ٢. ١. ٢ و ٢. ١. ١ قضایای از استفاده با (⇒

را حلقه عناصر همه ی که است طبیعی عدد کوچک ترین usn(R) .(usn(R)) ۴ .٢. ١ تعریف
عددی کوچک ترین که صورتی در نوشت. یکه عنصر تعداد آن مجموع حداکثر فرم به بتوان

می دهیم: قرار باشد، نداشته وجود

usn(R) = ∞.

مثال:

usn(Z٣) = ٢, usn(Z٢) = ٢, usn(Z) = ∞.

b و a دلخواه راس دو هر بین هرگاه گوییم همبند را G گراف همبند١). (گراف ۵ .٢. ١ تعریف
نامیم. ناهمبند را G این صورت غیر در باشد. موجود G در مسیری ،G از

صورت این در .R̄ = R
J(R) و باشد دلخواه حلقه ی یک R کنیم فرض .۴ .٢. ١ قضیه

.x̄ ∈ U(R̄) اگر تنها و اگر x ∈ U(R) (الف)
باشند. همبند G(R̄) اگر تنها و اگر است همبند G(R) (ب)

.diam (
G(R̄)

)
≤ diam

(
G(R)

) همچنین
است. بدیهی :⇐ (الف) برهان.

به طوری دارد وجود ȳ ∈ R̄ بنابراین باشد، چپ وارون پذیر x̄ ∈ R̄ کنیم فرض حال :⇒
داریم: بنابراین .ȳx̄ = ١̄ ∈ R̄ که

(
y + J(R)

)(
x+ J(R)

)
= ١ + J(R),

نتیجه در

yx+ J(R) = ١ + J(R) ⇒ ١ − yx ∈ J(R) ⇒ ١ − (١ − yx) ∈ U(R),

1Connected graph



n قطر با یکه های گراف ١۶
دارد. راست وارون x که داد نشان می توان مشابه به طور دارد. چپ وارون x یعنی

در s̄ به r̄ از مسیر هر آن گاه ،r̄ = s̄ و r, s ∈ R اگر که است واضح (الف) از استفاده با (ب)
به r از مسیر هر برعکس می دهد. G(R) در l طول به  s به r از مسیر یک l طول به G(R̄)

و r ̸= s اگر می دهد. l حداکثر طول به G(R̄) در s̄ به r̄ از مسیر یک G(R) در l طول به s
می باشد R̄ از عنصر یک r̄+ ā(= s̄+ ā) و ā ̸= r̄(= s̄) که دارد وجود a ∈ R آن گاه ،r̄ = s̄

بنابراین می باشند، a مجاور s و r دوی هر این رو از ندارد) وجود تنهایی راس G(R̄) (در
اگر r, s ∈ R هر برای همچنین باشد. همبند G(R̄) اگر تنها و اگر است همبند G(R)

کلی حالت در پس .d(r̄, s̄) = ٠ آن گاه ،r̄ = s̄ اگر و d(r, s) = d(r̄, s̄) آن گاه r̄ ̸= s̄

.diam (
G(R̄)

)
≤ diam

(
G(R)

) بنابراین d(r̄, s̄) ≤ d(r, s)

به صورت می توان را R از عنصر هر باشد. چپ آرتینی حلقه ی یک R کنید فرض .۵ .٢. ١ قضیه
Z٢ با یکریخت مستقیم جمع وند یک شامل R̄ اگر تنها و اگر نوشت یکه عنصر دو مجموع

نباشد.
شود. رجوع [١٩] از ١ قضیه ی به برهان.

زیر گزاره های صورت این در باشد، چپ آرتینی حلقه ی یک R کنیم فرض .۶ .٢. ١ قضیه
معادل اند:

است. یکه عنصر دو مجموع حداقل R از عنصر هر (الف)
است. همبند G(R) گراف (ب)

دارد. Z٢ با یکریخت مستقیم جمع وند یک حداکثر R̄ حلقه ی (ج)
که r = u١ + u٢ اگر باشد، R از غیریکه عنصر یک r ̸= ٠ کنیم فرض (الف)⇐(ب): برهان.
که r = u١ + u٢ + u٣ اگر داریم. r و ٠ بین را ٠ −−(−u١) −−r مسیر ما آن گاه u١, u٢ ∈ U(R)

هر برای این رو از داریم، r و ٠ بین را ٠ −−(−u١ − u٢)−−r مسیر ما آن گاه u١, u٢, u٣ ∈ U(R)

است. همبند G(R) پس دارد وجود مسیری r, s ∈ R متمایز عنصر دو
می باشد. R̄ زیرحلقه ی T که R̄ ∼= Z٢ × Z٢ × T کنیم فرض خلف: برهان (ب)⇐(ج):
است. ناهمبند G(R̄) رو این از ندارد. وجود G(R̄) در (٠, ٠, ٠) و (٠, ١, ٠) بین مسیری بنابراین
است. تناقض در فرض با که است ناهمبند G(R) ،۴ .٢. ١ قضیه ی (ب) قسمت به توجه با پس
فرض بنابراین می رسیم. تناقض به مشابه طریق به آن گاه بگیریم نظر در را R̄ ∼= Z٢ × Z٢ اگر

است. ثابت حکم و باطل خلف
طبق آن گاه باشد، نداشته Z٢ با یکریخت مستقیم جمع وند هیچ R̄ اگر (ج)⇐(الف):
یکریخت مستقیم جمع وند یک دقیقاً R̄ که کنیم فرض حال است. برقرار حکم ۵ .٢. ١ قضیه ی



١٧ حلقه یک یکه های گراف
صحیح عدد یک k که r̄ = ū١ + ū٢ + · · ·+ ūk و r ∈ R اگر که داریم توجه باشد. داشته Z٢ با
.r = u١ + u٢ + · · · + uk + j که دارد وجود j ∈ J(R) آن گاه ،ū١, ū٢, . . . , ūk ∈ U(R̄) و مثبت
حالت دو حال است. یکه عنصر k مجموع r (الف)، قسمت ۴ .٢. ١ قضیه ی از استفاده با پس

.١ = ١ + ١ + ١ و ٠ = ١ + ١ زیرا است، حاصل نتیجه آن گاه R̄ ∼= Z٢ اگر می افتد: اتفاق
مستقیم جمع وند هیچ شامل و می باشد R̄ از زیرحلقه یک T که R̄ ∼= Z٢×T کنیم فرض حال
وجود u١, v١ ∈ U(T ) عناصر ،t ∈ T هر برای ۵ .٢. ١ قضیه ی از استفاده با نباشد. Z٢ با یکریخت
که به طوری دارند وجود u٢, u٣ ∈ U(T ) عناصر همچنین .t = u١ + v١ که به طوری دارند
،(١, t) = (١, u١) + (١, u٢) + (١, u٣) و (٠, t) = (١, u١) + (١, v١) داریم بنابراین .v١ = u٢ + u٣

می شود. ثابت حکم
آن گاه باشد، چپ آرتینی حلقه ی یک R اگر .٢. ١. ٧ قضیه

diam
(
G(R)

)
∈ {١,٢,٣,∞},

از استفاده با باشد، نداشته Z٢ با یکریخت مستقیم جمع وند هیچ R̄ که کنیم فرض برهان.
برای بنابراین نوشت. یکه عنصر ٢ مجموع به صورت می توان را R از عنصر هر ۵ .٢. ١ قضیه ی
.r − s = u + v که به طوری دارند وجود u, v ∈ U(R) عناصر r, s ∈ R متمایز عنصر دو هر
در می باشد. s و r بین مسیر یک r −−(u − r) −−s آن گاه نباشد s مجاور r اگر این رو از
Z٢ با یکریخت مستقیم جمع وند یک دقیقاً R̄ کنیم فرض حال .diam (

G(R)
)
≤ ٢ نتیجه

بنابراین است، دوبخشی کامل گراف G(R) که است واضح آن گاه R̄ ∼= Z٢ اگر باشد. داشته
که به طوری است R̄ از زیرحلقه یک T که R̄ ∼= Z٢ × T این صورت غیر در .diam (

G(R)
)
≤ ٢

از متمایز عنصر دو s و r کنیم فرض نمی باشد. Z٢ با یکریخت مستقیم جمع وند هیچ شامل
یکه عنصر یک r̄ + ā(= s̄ + ā) و ā ̸= r̄(= s̄) که دارد وجود a ∈ R آن گاه r̄ = s̄ اگر باشند. R
a با مجاور s و r دوی هر این رو از ندارد.) وجود G(R̄) در جدایی راس هیچ (یعنی است R̄ در

.d(r, s) ≤ ٢ بنابراین هستند.
می گیریم: نظر در را زیر حالت سه .r̄ ̸= s̄ کنیم فرض حال

به طوری ،r̄ = (٠, t١) و s̄ = (١, t٢) یا r̄ = (٠, t١) و s̄ = (٠, t٢) یا r̄ = (١, t١) و s̄ = (١, t٢)
که به طوری دارند وجود u, v ∈ U(T ) عناصر ،۵ .٢. ١ قضیه ی از استفاده با .t١, t٢ ∈ T که

.t١ − t٢ = u+ v

نتیجه در و هستند (٠, u − t١) با مجاور s̄ و r̄ دوی هر r̄ = (١, t١) و s̄ = (١, t٢) اگر حال
.d(r, s) = d(r̄, s̄) = ٢

r̄ = (٠, t١) و s̄ = (١, t٢) اگر ،d(r, s) = ٢ این که به توجه با r̄ = (٠, t١) و s̄ = (٠, t٢) اگر
.t١ + t٣ ∈ U(T ) که دارد وجود t٣ ∈ T لذا نمی باشد، جدایی راس هیچ شامل G(T ) آن گاه
داریم اول حالت مشابه روندی از استفاده با بنابراین می باشد، (١, t٣) با مجاور r̄ نتیجه در

.diam (
G(R)

)
≤ ٣ نتیجه در و d(r, s) = d(r̄, s̄) ≤ ٣



n قطر با یکه های گراف ١٨
استفاده با باشد. داشته Z٢ با یکریخت مستقیم جمع وند ٢ حداقل R̄ کنیم فرض پایان در

.diam (
G(R)

)
= ∞ و بوده ناهمبند G(R) ،۶ .٢. ١ قضیه ی از

و diam
(
G(Z۶)

)
= ٣ و diam

(
G(Z٣)

)
= ٢ و diam

(
G(Z٢)

)
= ١ که داریم توجه

.diam (
G(Z٢ × Z٢)

)
= ∞

،usn(R) = n که به طوری نباشد تقسیم حلقه ی یک R اگر اساسی). (قضیه ی ٢. ١. ٨ قضیه
آن گاه

n ≤ diam
(
G(R)

)
≤ ٢n.

عنصر n مجموع r که دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R نتیجه در .usn(R) = n ≥ ٢ کنیم فرض برهان.
.d(r, ٠) ≥ n می کنیم ادعا نمی باشد. یکه عنصر m مجموع ،m < n هر برای اما است یکه

k‐خوب عنصر یک r ،٢. ١. ٢ لم (ب) قسمت از استفاده با آن گاه ،d(r, ٠) = k < n اگر
.diam (

G(R)
)
≥ n پس d(r, ٠) ≥ n بنابراین است. تناقض یک که است

با باشد، l‐خوب عنصر یک y و k‐خوب عنصر یک x کنیم فرض x, y ∈ R هر برای حال
l+k‐خوب عنصر یک x+y چون و d(y, ٠) ≤ l و d(x, ٠) ≤ k (الف) قسمت ٢. ١. ٢ لم از استفاده
.diam (

G(R)
)
≤ ٢n بنابراین .d(x, y) ≤ ٢n نتیجه در و d(x+y, ٠) ≤ l+k ≤ ٢n لذا می باشد،

.n ≤ diam
(
G(R)

)
≤ ٢n نتیجه در

است. ضروری نباشد تقسیم حلقه ی R این که شرط ٢. ١. ٨ قضیه ی در .۴ .٢. ١ تذکر
مثال: به عنوان

usn(F۴) = ٢, diam
(
G(F۴)

)
= ١.

چندجمله ای اگر .٠ ̸= a ∈ R و باشد صحیح دامنه ی یک R کنید فرض .٢. ١. ٣ لم
آن گاه باشد، بخش پذیر x١ +x٢ + · · ·+xn−a چندجمله ای بر و باشد ناصفر f ∈ R[x١, . . . , xn]

است. تک جمله ای n از بیش شامل
هر برای باشد. m ،g کلی درجه ی کنیم فرض .f = g · (x١ + · · ·+ xn − a) می نویسیم برهان.
دارد. را ممکن توان بزرگ ترین xi و دارد را m کلی درجه ی که است g از تک جمله ای یک µi ،i
است m+١ آن ها درجه ی و می گیرند قرار f در همگی µnxn،. . .،µ١x١ تک جمله ای های بنابراین
داخل که است g در موجود تک جمله ای های تمام برابر a طرفی نیستند.از برابر هم با µixiها و

است. تک جمله ای n+ ١ شامل حداقل می دهد، نتیجه این می گیرند. قرار f

طبیعی عدد یک ،n ≥ ٢ و ٠ ̸= a ∈ R باشد، صحیح دامنه ی یک R کنیم فرض .٢. ١. ٩ قضیه
دارد. وجود زیر خاصیت های با R شامل R′ دامنه ی صورت این در باشد،

است. R′ از یکه عنصر n مجموع a (الف)



١٩ حلقه یک یکه های گراف
مجموع r آن گاه ،k < n که باشد R′ از یکه عنصر k مجموع r ∈ R مانند عنصر یک اگر (ب)

است. R از یکه عنصر k

تکوار S کنیم فرض می گیریم. نظر در را P = R[x١, . . . , xn−١] چندجمله ای های حلقه ی برهان.
باشد. w = −x١−x٢−· · ·−xn−١+a و xn−١،. . .،x٢،x١ توسط تولید شده یکدار) (نیم گروه ضربی
S به متعلق همگی w و (xiها بود خواهد PS = {a

s |a ∈ P, s ∈ S} کسرهای حلقه ی همان R′

a = x١+x٢+ · · ·+xn−١+w زیرا است R′ در یکه عنصر n مجموع a که است واضح می باشند).
وارون پذیرند. R′ = PS در w و xiها که

نشان .k < n که به طوری باشد R′ از یکه عنصر k مجموع r ∈ R عنصر کنیم فرض حال
که می باشند ust−١ فرم به R′ = PS یکه های است. R در یکه عنصر k مجموع r می دهیم

.S = x
t١١ . . . x

tn−١
n−١wk زیرا ،s, t ∈ S و u ∈ U(R)

.U(R′)=U(R) آن گاه ،t = s =١ حالتی که در پس ١∈S است ضربی تکوار S چون (می دانیم
ایم.) کرده ضرب u در را R′ یکه های علت همین به

می کنیم: تعریف زیر به صورت را f چندجمله ای حال

f(x١, . . . , xn−١, xn) = rµ٠xm٠
n − u١µ١xm١

n − · · · − ukµkx
mk
n ∈ R[x٠, x١, . . . , xn−١, xn],

از مضربی f که می شود نتیجه و است f ریشه ی w یعنی f(x١, . . . , xn−١, w) = ٠ داریم پس
با پس است. تک جمله ای n حاوی حداکثر f طرفی از است. xn − w = x١ + · · · + xn − a

مجموع r بنابراین f(١, . . . , ١) = r− u١ − u٢ − . . .− uk = ٠ لذا و f = ٠ ،٢. ١. ٣ لم از استفاده
است. R در یکه عنصر k

n‐اُمین یک را می کند صدق قضیه ی٢. ١. ٩ (ب) خاصیت در که R′ دامنه ی .۶ .٢. ١ تعریف
می گوییم. R از توسیع١

به طوری دارد وجود R′ مانند توسیع n‐اُمین یک R صحیح دامنه ی هر برای .٢. ١. ١٠ قضیه
.u(R′) ≤ n که

Rα دامنه های از صعودی زنجیر یک و می گیریم نظر در را R عناصر از {aα} دنباله ی برهان.
Rα از توسیع n‐اُمین یک ٢. ١. ٩ قضیه ی طبق Rα+١ می گیریم. نظر در را R٠ = R می سازیم.

نوشت. یکه عنصر n مجموع به صورت می توان را aα که هست
یک زنجیر این اجتماع می گیریم. نظر در قبلی Rαهای اجتماع را Rλ ترتیبی عددهای حد
به را روند این اگر است. یکه عنصر n مجموع R از عنصر هر که است R از توسیع n‐اُمین

R از توسیع n‐اُمین یک که کرده ایم پیدا دلخواه R′ یک آن گاه کنیم تکرار بار شمارا تعداد
.u(R′) ≤ n و است

1n-extension



n قطر با یکه های گراف ٢٠
که به طوری دارد وجود R دامنه ی باشد n ≥ ٢ که n طبیعی عدد هر برای .٢. ١. ١١ قضیه

.u(R) = n

.u(R) ≤ n که به طوری دارد وجود R برای توسیع n‐اُمین یک ٢. ١. ١٠ قضیه ی به توجه با برهان.
.u(R) = n نتیجه در نیست، یکه عنصر n از کمتر مجموع n طبیعی عدد طرفی از

.٣ < diam
(
G(R)

)
< ∞ که دارند وجود R مانند حلقه هایی .٢. ١. ١٢ قضیه

می شود. حاصل نتیجه و٢. ١. ١١ ٢. ١. ٨ قضایا ی از استفاده با برهان.

اگر تنها و اگر diam(G(R)
)
= ٢ صورت این در باشد، حلقه یک R کنیم فرض .٢. ١. ١٣ قضیه

نباشد. ٢ مشخصه ی با تقسیم حلقه ی یک R و usn(R) = ٢

با تقسیم حلقه ی یک R ،٢. ١. ١ لم طبق بنابراین .diam (
G(R)

)
= ٢ کنیم فرض :(⇐ برهان.

،diam (
G(R)

)
=٢ چون r ∈ R مانند ناصفر غیریکه ی عنصر هر برای نمی باشد. ٢ مشخصه ی

است ٢‐خوب عنصر یک r (ب) قسمت ٢. ١. ٢ لم طبق بنابراین .d(r, ٠) = ٢ داریم نتیجه در
.usn(R) = ٢ رو این از

نمی باشد. ٢ مشخصه ی با تقسیم حلقه ی R زیرا .diam (
G(R)

)
≥ ٢ که است واضح :(⇒

x + y /∈ U(R) اگر و d(x, y) = ١ آن گاه باشد، x + y ∈ U(R) اگر x, y ∈ R عنصر دو هر برای
d(x−y, ٠) = ٢ (الف) قسمت ٢. ١. ٢ لم طبق نتیجه در است، ٢‐خوب عنصر یک x+y آن گاه

.diam (
G(R)

)
= ٢ بنابراین .d(x, y) = ٢ یا و

را گراف یک یال های مجموعه ی و V (G) با را گراف یک رأس های مجموعه ی .٢. ١. ٧ تعریف
می دهیم. نمایش E(G) نماد با

G١
·
× G٢ نماد با را G٢ و G١ حاصل ضرب باشند. دلخواه گراف دو G٢ و G١ کنیم فرض

.V (G١
·
×G٢) = V (G١)× V (G٢) داریم که می دهیم نشان

y و باشد مجاور G١ در x′ با x اگر تنها و اگر هستند مجاور (x′, y′) و (x, y) متمایز رأس دو
.G٢ در y′ با

(x, y), (x′, y′) ∈ V
(
Ḡ(R١)

·
× Ḡ(R٢)

متمایز( رأس دو R٢ و R١ حلقه های برای همچنین
بنابراین باشند. مجاور Ḡ(R٢) در y′ با y و Ḡ(R١) در x′ با x اگر تنها و اگر هستند مجاور

.Ḡ(R١)
·
× Ḡ(R٢) ∼= G(R١ ×R٢)

مثال:



٢١ حلقه یک یکه های گراف

Ḡ(Z٣) Ḡ(Z٢) G(Z٣ × Z٢) G(Z۶)

نمایش NG(x) با را هستند همسایه x با که راس هایی ،x ∈ V (G) رأس برای .٢. ١. ٨ تعریف
می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم

NG(x) := {v ∈ V (G)| است مجاور x با v}

رأس بسته ی همسایه ی و x ∈ NG(x) آن گاه باشد، داشته طوق x رأس در G اگر این بر علاوه
می کنیم. تعریف NG[x] = NG(x) ∪ {x} به صورت را x

این در باشد، آن یکه های گراف G(R) و متناهی حلقه ی یک R کنید فرض .١۴ .٢. ١ قضیه
است: برقرار زیر گزاره های صورت

است. |U(R)|‐منتظم گراف یک G(R) آن گاه ،٢ /∈ U(R) اگر (الف)
صورتی در و deg(x) = |U(R)| − ١ داریم x ∈ U(R) رأس هر برای آن گاه ،٢ ∈ U(R) اگر (ب)

.deg(x) = |U(R)| باشد، x ∈ R \ U(R) رأس که
باشد. دلخواه x ∈ R رأس می کنیم فرض قسمت دو هر اثبات برای برهان.

به طوری دارد وجود xu ∈ R عنصر یک u ∈ U(R) هر برای بنابراین R+ x = R می دانیم (الف)
می شود. مشخص u توسط و است فرد به منحصر xu که است واضح .xu + x = u که

یکه ٢x باشد xu = x اگر زیرا ،xu ̸= x حالت این در .٢ /∈ U(R) می کنیم فرض ابتدا
هستند. مجاور G(R) در x و xu رو این از است. تناقض یک که ٢ ∈ U(R) و می شود

می کنیم: تعریف زیر به صورت را f تابع حال

f :U(R) −→ NG(R)(x)

f(u) = xu



n قطر با یکه های گراف ٢٢
بنابراین است. دوسویی و خوش تعریف تابع این

deg(x) = |NG(R)(x)| = |U(R)|

است. |U(R)|‐منتظم گراف یک G(R) لذا بود، دلخواه x رأس چون و

(الف) قسمت مانند هم حالت این در .x ∈ R \ U(R) رأس و ٢ ∈ U(R) کنیم فرض (ب)
(الف) قسمت در که آنچه طبق بنابراین مجاورند. G(R) در x با xu رو این از .xu ̸= x

.deg(x) = |U(R)| شد، اثبات
اگر .٢x ∈ U(R) حالت این در باشد. x ∈ U(R) رأس و ٢ ∈ U(R) کنیم فرض پایان در
مجاور G(R) در x با xu حال .x٢x = x آن گاه ،u = ٢x اگر و xu ̸= x آن گاه ،u ̸= ٢x

بنابراین ،u ̸= ٢x پس است،

f : u(R) −→ NG(R)[x]

f(u) = xu

نتیجه در می باشد. هم دوسویی و است خوش تعریف تابع یک

deg(x) = |NG(R)(x)| = |NG(R)[x]| − ١ = |U(R)| − ١.

اگر باشد. m ماکزیمال ایدهآل با متناهی موضعی حلقه ی یک R کنید فرض .٢. ١. ١ نکته
.|U(R)| ≥ ٢|R|٣ آن گاه ،(|Rm | ≥ ٣) |Rm | > ٢

داریم: برهان.
|R|
|m|

≥ ٣ =⇒ |R| ≥ ٣|m|,

رو این از .|U(R)|+ |m| = |R| می دانیم طرفی از

٣|U(R)|+ ٣|m| =٣|R| ≤ ٣|U(R)|+ |R|

٢|R| ≤ ٣|U(R)| =⇒ |U(R)| ≥ ٢
٣ |R|.



٢٣ حلقه یک یکه های گراف

نوشت: می توان x, y ∈ R رأس دو هر برای ١۴ .٢. ١ قضیه ی از استفاده با بنابراین

|NḠ(R)(x) ∩NḠ(R)(y)| =|NḠ(R)(x)|+ |NḠ(R)(y)| − |NḠ(R)(x) ∪NḠ(R)(y)|

≥|U(R)|+ |U(R)| − |R| ≥ |R|
٣ ≥ ٠

باشد R از ماکزیمال ایده آل یک m و باشد جابجایی حلقه ی یک R کنید فرض .١۵ .٢. ١ قضیه
است. دوبخشی گراف یک G(R) صورت این در .|Rm | = ٢ که به طوری

موضعی حلقه ی یک R اگر تنها و اگر است کامل دوبخشی گراف یک G(R) این بر علاوه
باشد.

بنابراین .v١∩v٢ = ∅ و V(G(R)) = v١∪v٢ می دانیم ،v٢ = R\m و v١ = m کنیم فرض برهان.
عناصر از زوج هیچ که است واضح می باشد. زیرمجموعه دو با V(G(R)) برای افرازی v٢ و v١
یک هیچ که دهیم نشان کافیست اول قسمت اثبات برای بنابراین نیستند. مجاور v١ متمایز

نمی باشند. مجاور v٢ متمایز عضوهای از
می گیریم. نظر در v٢ = R \m در a مانند ثابت عنصر یک اثبات برای حال

داریم: فرض این با

R = m ∪ (m+ a) = m ∪ (m+ (−a)).

نوشت: می توان R \m در y و x متمایز عناصر برای

x = m+ a, y = m′ − a, m,m′ ∈ m,

یک که دارد یکه عنصر یک m نتیجه در .m + m′ ∈ U(R) آن گاه باشد، x + y ∈ U(R) اگر
v٢ از عنصر دو هیچ یعنی نیستند. مجاور y و x بنابراین .x + y /∈ U(R) پس است. تناقض

است. دوبخشی گراف یک G(R) گراف رو این از نمی باشند. مجاور
همچنین و باشد m ماکزیمال ایده آل تنها با موضعی حلقه ی یک R کنیم فرض این بر علاوه
y ∈ v١ نتیجه در و x+ y ∈ v١ آن گاه x+ y /∈ U(R) اگر باشند، دلخواه y ∈ v٢ و x ∈ v١ عناصر
پس هستند. مجاور y و x می دهد نشان این که x+ y ∈ U(R) بنابراین است. تناقض یک که
دوبخشی گراف یک G(R) گراف رو این از دارد. وجود یالی v٢ از رأس هر با v١ از رأس هر بین

است. کامل
حلقه ی یک R می دهیم نشان باشد. کامل دوبخشی گراف یک G(R) می کنیم فرض پایان در
.v٢ = U(R) داریم پس ،٠ ∈ v١ و باشند G(R) از افراز دو v٢ و v١ می کنیم فرض است. موضعی

.v١ = J(R) = ∩m که می کنیم ادعا
این از نیست. یکه x بنابراین .x ∈ v١ عنصر کنیم فرض .J(R) ⊆ v١ که است واضح



n قطر با یکه های گراف ٢۴
عنصر هر برای بنابراین .−ax ∈ v١ پس نیست، یکه −ax ،a ∈ R دلخواه عنصر هر برای رو
رو این از v١ ⊆ J(R) پس .x ∈ J(R) می گیریم نتیجه لذا .١ − ax ∈ U(R) ،a ∈ R دلخواه

است. موضعی حلقه ی یک R بنابراین .v١ = J(R) = R \ U(R)

خوشه١ یک را باشد کامل که G از زیرگرافی باشد، گراف یک G کنید فرض .٢. ١. ٩ تعریف
می باشد. غیرمجاور رأس های از مجموعه ای G گراف در هم خوشه٢ یک و می گویند

.V (H) = V (G) اگر می شود نامیده فراگیر٣ زیرگراف ،G گراف از H زیرگراف .٢. ١. ١٠ تعریف
می شود. گفته کامل۴ تطبیق باشد، l‐منتظم که فراگیری زیرگراف

نمایش G١ ∨ G٢ با را G٢ و G١ الحاق باشند. گراف دو G٢ و G١ کنید فرض .٢. ١. ١١ تعریف
در آن یال های و دارد قرار V (G١) ∪ V (G٢) در آن رأس که است گرافی الحاق این می دهیم.

E(G١) ∪ E(G٢) ∪ {xy|x ∈ V (G١), y ∈ V (G٢)}.

حاصل گراف آن گاه کنیم، حذف را (K٢n) کامل گراف یک از کامل تطبیق اگر .٢. ١. ١٢ تعریف
می دهیم. نشان cp(٢n) با را

فرد اول عدد یک p و باشد مثبت صحیح عدد یک n و حلقه یک R کنیم فرض .١۶ .٢. ١ قضیه
باشد. عنصر pn با میدان یک R اگر تنها و اگر G(R) ∼= K١ ∨ cp(pn − ١) آن گاه باشد،

هر ازای به و است pn کاردینال شان متناهی میدان های همه ی که داریم توجه (یادآوری:
دارد.) وجود میدان یک pn

با مجاور که دارد وجود r ∈ R عنصر یک رو این از G(R) ∼= K١ ∨ cp(pn−١) کنیم فرض برهان.
معکوس پذیر r به جز R از عنصر هر نیست، منتظم گراف G(R) که آن جا از است. R از عنصر هر
است. عنصر pn با میدان یک R بنابراین .r = ٠ و ٢ ∈ U(R) ،١۴ .٢. ١ قضیه ی طبق پس است.
کامل گراف یک باقی مانده گراف آن گاه برداریم، را ٠ ،G(R) یکه های گراف از اگر برعکس
است. cp(pn − ١) یک گراف این رو این از می باشد. r ̸= ٠ هر برای {−r, r} یال های بدون
از ناصفر عنصر هر مجاور ٠ ∈ R که آن جا از دارد. وجود cp(pn − ١) به ایزومورفیسمی بنابراین

می گیریم: نتیجه می باشد، R

G(R) ∼= K١ ∨ cp(pn − ١).

1Clique
2Coclique
3Spanning subgraph
4Perfect matching



٢۵ حلقه یک یکه های گراف
باشد. S ⊂ V و دلخواه گرافی G = (V,E) کنیم فرض القایی). (زیرگراف ٢. ١. ١٣ تعریف
و S مجموعه ی در موجود رئوس از متشکل آن رأس های که است گرافی S با القاشده زیرگراف
در مذکور یال سر دو هر رئوس شرط که این با است E در موجود یال های تمامی آن، یال های

می دهیم. نمایش G[S] = ⟨S⟩ نماد با و باشد موجود S

تنها و اگر است همبند R یکه های گراف آن گاه باشد، حلقه یک R کنیم فرض .٢. ١. ١٧ قضیه
.u(R) ≤ w اگر

می گیریم: نظر در زیر به صورت را R از S زیرحلقه ی برهان.

S = {a ∈ R| است. k‐خوب عنصر ،k تعدادی برای a}

القایی زیرگراف می کنیم ادعا .٠ ∈ S بنابراین است، R از ٢‐خوب عنصر یک ،٠ که داریم توجه
است. G(R) از همبند قطعه ی یک G(R) از ⟨S⟩

یک x ،k تعدادی برای بنابراین باشد. شده داده x ∈ S کنیم فرض ادعا این اثبات برای
نوشت: زیر به صورت را x می توان پس است. k‐خوب عنصر

x = u١ + u٢ + · · ·+ uk s.t u١, u٢, . . . , uk ∈ U(R).

مسیر باشد، زوج k که زمانی حال

٠ e١
−−− (−u١)

e٢
−−− u١ + u٢

e٣
−−− (−u١ − u٢ − u٣)

e۴
−−− u١ + u٢ + u٣ + u۴ −−− · · ·

ek
−−− u١ + u٢ + · · ·+ uk = x,

داریم. ⟨S⟩ در x و ٠ بین را
داریم: ⟨S⟩ در x و ٠ بین را زیر مسیر باشد، فرد k که زمانی و

٠ e١
−−− u١

e٢
−−−−u١ − u٢

e٣
−−− u١ + u٢ + u٣

e۴
−−−−u١ − u٢ − u٣ − u۴ −−− · · ·

ek
−−− u١ + u٢ + · · ·+ uk = x,

و ٠ بین w٢ مسیر همچنین و ⟨S⟩ در ٠ و x بین w١ مسیر ،x, y ∈ S عنصر دو هر برای بنابراین
می باشد. ⟨S⟩ در y و x بین W مسیر به صورت باهم w٢ و w١ مسیرهای دارد. وجود ⟨S⟩ در y

⟨S⟩ رو این از دارد، وجود P مانند مسیری ⟨S⟩ در y و x عنصر دو هر بین می گیریم نتیجه پس
است. G(R) از همبند زیرگراف

است. همبند نیز G(R) از ⟨S ∪ {x}⟩ تولیدشده زیرگراف باشد، x ∈ R \ S کنیم فرض حال



n قطر با یکه های گراف ٢۶
به صورت مسیر یک پس

٠ = x٠
e١

−−− x١
e٢

−−− x٢ −−− · · ·
ek
−−− xk

ek+١
−−− xk+١ = x.

دارد. وجود ⟨S ∪ {x}⟩ در x و ٠ بین
می دهیم: قرار

xi + xi−١ := ui, ui ∈ U(R), ∀ ١ ≤ i ≤ k + ١,

x =


k∑

i=(١−)٠iui+١ باشد. زوج k اگر
k∑

i=(١−)٠i+١ui+١ باشد. فرد k اگر

به اکنون است. G(R) از همبند قطعه ی یک ⟨S⟩ لذا است. تناقض یک که x ∈ S بنابراین
تنها و اگر است S = R دیگر عبارت به .S = R اگر تنها و اگر u(R) ≤ w که می بینیم سادگی
است همبند G(R) می گیریم نتیجه کردیم که ادعایی از استفاده با رو این از .⟨S⟩ = G(R) اگر

.u(R) ≤ w اگر تنها و اگر
مشخصه اش میدانی اگر بنابراین می باشد. ٢ مشخصه شان عضوی ٢n میدان های .٢. ١. ٢ نکته

نیست. عضوی ٢n نباشد ٢
٢ مشخصه ی با میدان و باشد متناهی یکدار جابجایی حلقه ی یک R کنیم فرض .۴ .٢. ١ لم

است. برقرار زیر گزاره های آن گاه نباشد،
نداشته وجود I مانند R از ایده آلی (یعنی نباشد Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی هیچ اگر (الف)
|Rm | = ٢ که به طوری m ماکزیمال ایده آل با موضعی حلقه ی یک R یا (R

I
∼= Z٢ که باشد

.diam (
G(R)

)
= ٢ آن گاه باشد،

Z٢ ×Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی هیچ و باشد Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی اگر (ب)
آن گاه نباشد، |Rm | = ٢ که به طوری m ماکزیمال ایده آل با موضعی حلقه ی R و نباشد

.diam (
G(R)

)
= ٣

.diam (
G(R)

)
= ∞ آن گاه باشد، Z٢ × Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی اگر (ج)

باقی مانده ی قضیه ی طبق ناصفر، متناهی یکدار جابجایی حلقه ی هر که آن جا از (الف) برهان.
پس می باشد، متناهی موضعی حلقه های از دکارتی حاصل ضرب با ایزومورفیسم چینی

داریم:
R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rk,

است. mi ماکزیمال ایده آل با موضعی حلقه ی یک Ri هر که



٢٧ حلقه یک یکه های گراف
.|Ri

mi
| > ٢ ،i هر برای و نباشد Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی هیچ کنیم فرض ابتدا

R١ × · · · ×Rk از دلخواه متمایز عنصر دو y = (y١, . . . , yk) و x = (x١, . . . , xk) همچنین
،٢. ١. ١ نکته ی از استفاده با .|Ri

mi
| > ٢ داریم ،١ ≤ i ≤ k هر برای که آن جا از باشند.

که می گیریم نتیجه

NḠ(Ri)
(xi) ∩NḠ(Ri)

(yi) ̸= ∅,

Ḡ(R١ × · · · × Rk) در که به طوری دارد وجود zi ∈ NḠ(Ri)
(xi) ∩ NḠ(Ri)

(yi) عنصر لذا
داریم: را زیر مسیر

(x١, . . . , xk)
e١

−−− (z١, . . . , zk)
e٢

−−− (y١, . . . , yk),

.diam (
G(R)

)
= diam

(
G(R١ × · · · ×Rk)

)
≤ ٢ رو این از و d(x, y) ≤ ٢ بنابراین

،٢. ١. ١ لم از استفاده با پس است. کامل گراف یک G(R) آن گاه ،diam(
G(R)

)
= ١ اگر

.diam (
G(R)

)
= ٢ بنابراین است، تناقض یک که است ٢ مشخصه ی با میدان یک R

باشیم داشته و باشد m ماکزیمال ایده آل با متناهی حلقه ی یک R کنیم فرض حال
دوبخشی کامل گراف یک G(R) می گیریم نتیجه ١۵ .٢. ١ قضیه ی از استفاده با .|Ri

mi
| = ٢

.diam (
G(R)

)
= ٢ بنابراین ،|R| ≥ ۴ و است

R از خارج قسمتی ولی نیست Z٢ × Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی هیچ که آن جا از (ب)
آن ها از یکی به جز i هر برای |Ri

mi
| > ٢ کنیم فرض است، یکریخت Z٢ با که دارد وجود

باشد. برقرار
است m١ ماکزیمال ایده آل با متناهی موضعی حلقه ی یک R ∼= R١ آن گاه ،k = ١ اگر

است. تناقض یک که |R١
m١ | = ٢ که به طوری

.|Ri
mi

| > ٢ ،٢ ≤ i ≤ k که i هر برای و |R١
m١ | = ٢ می کنیم فرض صورت این در ،k ≥ ٢ اگر

از متمایز عنصر دو y = (y١, y٢, . . . , yk) و x = (x١, x٢, . . . , xk) کنیم فرض همچنین
.x١, y١ /∈ m١ یا x١, y١ ∈ m١ می گیریم، نظر در حالت دو ابتدا باشند. R١ × · · · ×Rk

می آید، به دست ٢ حداکثر طول با y و x بین مسیری (الف)، قسمت مشابه برهانی با پس
.d(x, y) ≤ ٢ بنابراین

را wi باشد، ٢ ≤ i ≤ k که i هر برای .y١ /∈ m١ و x١ ∈ m١ کنیم فرض سوم حالت
می کنیم: تعریف زیر به صورت

wi =


١, xi ∈ mi

٠, xi /∈ mi.



n قطر با یکه های گراف ٢٨
.|Ri

mi
| > ٢ داریم ٢ ≤ i ≤ k ،i هر برای که آن جا از دیگر به عبارت

می گیریم: نتیجه ،٢. ١. ١ نکته ی از استفاده با

NḠ(Ri)
(xi) ∩NḠ(Ri)

(yi) ̸= ∅.

در که به طوری دارد وجود zi ∈ NḠ(Ri)
(xi) ∩NḠ(Ri)

(yi) عنصر بنابراین
داریم: را زیر مسیر Ḡ(R١ ×R٢ × · · · ×Rk)

(x١, x٢, . . . , xk)
e١−→ (y١, w١, . . . , wk)

e٢−→ (x١, z٢, . . . , zk)
e٣−→ (y١, y٢, . . . , yk),

x, y ∈ R١×· · ·×R٢ متمایز عنصر دو هر برای بنابراین .d(x, y) ≤ ٣ می دهد نشان این و
.diam (

G(R١ × · · · ×Rk)
)
≤ ٣ پس .d(x, y) ≤ ٣ داریم

G(R١×· · ·×Rk) در b = (١, ٠, . . . , ٠) و a = (٠, ٠, . . . , ٠) عنصر دو گرفتن نظر در با حال
.d(a, b) ≥ ٢ که می گیریم نتیجه نیستند، مجاور b و a که آن جا از
باشد: داشته وجود زیر به صورت مسیری باید پس d(a, b) = ٢ اگر

(٠, ٠, . . . , ٠) e١
−−− (x١, x٢, . . . , xk)

e٢
−−− (١, ٠, . . . , ٠), .

در است، یکه عنصر یک x١ که می دهد نشان (x١, x٢, . . . , xk) و (٠, ٠, . . . , ٠) مجاورت
یکه عنصر x١ می گیریم نتیجه (١, ٠, . . . , ٠) و (x١, x٢, . . . , xk) مجاورت از که صورتی

که آن جا از و d(a, b) ≥ ٣ بنابراین است. تناقض یک که نیست

diam
(
G(R١ × · · · ×Rk)

)
≤ ٣.

بنابراین

diam
(
G(R)

)
= diam

(
G(R١ × · · · ×Rk)

)
= ٣.

.k ≥ ٢ پس می باشد، Z٢ × Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی چون (ج)
در G(R١ × R٢ × · · · × Rk) در را b = (١, ٠, . . . , ٠) و a = (١, ١, ٠, . . . , ٠) عنصر دو حال

باشد: داشته وجود زیر به صورت مسیری b و a بین اگر می گیریم. نظر

(١, ١, ٠, . . . , ٠) e١
−−− (x١, x٢, . . . , xk)−−− · · ·

en−١
−−− (y١, y٢, . . . , yk)

en
−−− (١, ٠, . . . , ٠),



٢٩ حلقه یک یکه های گراف
داریم: زیر به صورت G(R٢) و G(R١) در مسیر هایی آن گاه

١ e′١
−−− x١ −−− · · ·

e′
n−١
−−− y١

e′n
−−− ١

١ e′′١
−−− x٢ −−− · · ·

e′′
n−١
−−− y٢

e′′n
−−− ٠

فرد n که می دهد نشان دوم مسیر که حالی در است، زوج n که می دهد نشان او̰ل مسیر
نتیجه در ندارد. وجود b و a بین مسیری بنابراین است، تناقض یک که است

diam
(
G(R)

)
= diam

(
G(R١ × · · · ×Rk)

)
= ∞.

آن گاه باشد، متناهی جابجایی حلقه ی یک R کنید فرض .٢. ١. ١ نتیجه

diam
(
G(R)

)
∈ {١,٢,٣,∞},

گراف یک G(R) ،٢. ١. ١ لم از استفاده با پس باشد، ٢ مشخصه ی با میدان یک R اگر برهان.
از استفاده با نباشد، ٢ مشخصه ی با میدان R اگر .diam (

G(R)
)
= ١ بنابراین است. کامل

.diam (
G(R)

)
= ٢ داریم ١۶ .٢. ١ قضیه ی

آن گاه باشد، Z٢ × Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی اگر نباشد، میدان R کنیم فرض حال
داریم: (ج) قسمت ۴ .٢. ١ لم طبق

diam
(
G(R)

)
= ∞.

می افتد. اتفاق حالت دو آن گاه نباشد، Z٢ × Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی هیچ اگر
R از خارج قسمتی هیچ دوم: حالت است، Z٢ با یکریخت R از خارج قسمتی اول: حالت

نیست. Z٢ با یکریخت
می گیریم: نتیجه (الف) قسمت ۴ .٢. ١ لم از استفاده با اول حالت در

diam
(
G(R)

)
= ٢.

این از .|Rm | = ٢ آن گاه باشد، m ماکزیمال ایده آل با موضعی حلقه ی یک R اگر دوم حالت در
داریم: (ج) قسمت ۴ .٢. ١ لم از استفاده با رو

diam
(
G(R)

)
= ٣.





٣ فصل
خودانژکتیو حلقه های

مقدمه ٣. ١
تعاریفی همچنین و می دهیم ارائه را خودانژکتیو حلقه های به مربوط تعاریف ابتدا فصل این در
خودانژکتیو حلقه های به مربوط قضایای و محض نامتناهی حلقه های خودتوان، عناصر قبیل از

می کنیم. بیان را

خودانژکتیو حلقه های یکالی مجموع عدد ٣. ٢
همریختی های از نمودار هر ازای به هرگاه گوییم انژکتیو را R حلقه ی روی J مدول .٣. ٢. ١ تعریف

سطر با R‐مدول ها

٠ // A

fهمریختی
��

//gتکریختی B

J

وجود h : B −→ J مانند R‐مدول ها از همریختی یک تکریختی) یک g (یعنی کامل بالای



خودانژکتیو حلقه های ٣٢
نمودار که به طوری باشد داشته

٠ // A

f
��

g // B

h� �~~
~~
~~
~~

J

یعنی: باشد، جابجایی

h ◦ g = f.

مدول به آن گاه دهیم، قرار را R حلقه ی J مدول به جای ٣. ٢. ١ تعریف در اگر .٣. ٢. ١ نکته
می گوییم. خودانژکتیو حلقه ی خودانژکتیو،

هرگاه گوییم راست خودانژکتیو را R حلقه ی راست). خودانژکتیو (حلقه های ٣. ٢. ٢ تعریف
داد. گسترش R از درون ریختی یک به بتوان را R راست ایده آل های از همریختی هر

عنصر یک x ∈ R هر برای هرگاه گوییم منظم را R حلقه ی منظم). (حلقه ی ٣. ٢. ٣ تعریف
.x = xax که به طوری باشد، داشته وجود a ∈ R

گفته یکه منظم حلقه ی R به باشد a ∈ U(R) عنصر ،٣. ٢. ٣ تعریف در اگر .٣. ٢. ٢ نکته
می شود.

معادلند: زیر شرایط R حلقه ی هر برای .٣. ٢. ١ قضیه
است. منظم R (الف)

می شود. تولید خودتوان عنصر یک توسط اصلی چپ ایده آل هر (ب)
است. RR از مستقیم جمع وند اصلی چپ ایده آل هر (ج)

می شود. تولید خودتوان عنصر یک توسط متناهی تولید با چپ ایده آل هر (د)
است. RR از جمع وندمستقیم یک متناهی تولید با چپ ایده آل هر (ه)

شود. رجوع [١٨] از ٢٣ .۴ قضیه ی به برهان.
منظم خودانژکتیو حلقه ی باشد خودانژکتیو هم و منظم هم که حلقه ای به .۴ .٣. ٢ تعریف

می شود. گفته
آن گاه ،diam (

G(R)
)
≥ ٣ اگر باشد حلقه یک R کنید فرض .٣. ٢. ١ لم

diam
(
G(R̄)

)
= diam

(
G(R)

)
.



٣٣ خودانژکتیو حلقه های یکالی مجموع عدد
.diam (

G(R̄)
)
= ∞ می دهیم نشان باشد، diam (

G(R)
)
= ∞ کنیم فرض برهان.

،x̄ = ȳ اگر x, y ∈ R عنصر دو هر برای diam(G(R)
)
= m < ∞. کنیم فرض خلف: فرض

y به x از مسیری رو این از .١ + x− y ∈ U(R) ،١. ٢. ١ قضیه ی طبق لذا .x− y ∈ J(R) آن گاه
.d(x, y) ≤ ٢ بنابراین داریم، x−−− (١ − y)−−− y به صورت

و دارد وجود هم y به x از مسیری آن گاه باشیم، داشته ȳ به x̄ از مسیری یک و x̄ ̸= ȳ اگر
می دهد: نشان این

d(x, y) ≤ d(x̄, ȳ) ≤ m.

نتیجه در است باطل خلف فرض پس است. تناقض یک که diam
(
G(R)

)
< ∞ بنابراین

.diam (
G(R̄)

)
=∞

استفاده با باشد. diam (
G(R)

)
= k ≥ ٣ با برابر و متناهی diam

(
G(R)

) می کنیم فرض حال
داریم: ۴ .٢. ١ قضیه ی از

diam
(
G(R̄)

)
≤ diam

(
G(R)

)
.

.diam (
G(R̄)

)
≥ k دهیم نشان کافیست بنابراین

.d(x, y) = k که دارد وجود x, y ∈ R بنابراین ،diam (
G(R)

)
= k چون

،١ + x− y ∈ U(R) رو این از و x− y ∈ J(R) آن گاه ،x̄ = ȳ اگر .x̄ ̸= ȳ می کنیم ادعا ابتدا
یک که d(x, y) ≤ ٢ پس دارد، وجود x−−− (١− y)−−− (y) به صورت y به x از مسیری بنابراین

می شود). (
diam(G(R)

)
≤ ٢ این صورت در (زیرا است تناقض

به x̄ از l طول به مسیری صورت این در .d(x̄, ȳ) = l < k خلف) (برهان کنیم فرض حال
داریم: زیر صورت به ȳ

x̄−−− x̄١ −−− x̄٢ −−− · · · −−− x̄l−١ −−− ȳ

نتیجه در می باشد، y به x از l طول به مسیری x−−−x١ −−−x٢ −−−· · ·−−−xl−١ −−−y مسیر لذا
.diam (

G(R̄)
)
≥ k رو این از و d(x̄, ȳ) ≥ k بنابراین است، تناقض یک که d(x, y) ≤ l < k

.diam (
G(R̄)

)
≤ diam

(
G(R)

) زمانی چه می دهیم نشان حال
زیر گزاره های صورت این در باشد، حلقه یک R کنید فرض اساسی). (قضیه ی ٣. ٢. ٢ قضیه

معادل اند.
.diam (

G(R̄)
)
< diam

(
G(R)

) (الف)
.٢ ∈ J(R) و J(R) ̸= ٠ است، موضعی حلقه ی یک R (ب)

.diam (
G(R̄)

)
= ١ و diam

(
G(R)

)
= ٢ (ج)



خودانژکتیو حلقه های ٣۴
است. واضح (الف)⇒(ج) برهان.

داریم ٣. ٢. ١ لم از استفاده با diam
(
G(R̄)

)
< diam

(
G(R)

) کنیم فرض (ب)⇒(الف):
.diam (

G(R)
)
≤ ٢

اتفاق حالت این که diam
(
G(R̄)

)
= ١ می دهد نتیجه diam

(
G(R)

)
= ١ که داریم توجه

نتیجه فرض طبق پس .diam (
G(R)

)
= ٢ رو این از است، تناقض در فرض با زیرا نمی افتد،

حلقه ی یک R ،٢. ١. ١ لم از استفاده با و J(R) ̸= ٠ بنابراین .diam (
G(R̄)

)
= ١ می گیریم

.٢ ∈ J(R) و J(R) ̸= ٠ است، موضعی حلقه ی یک R رو این از است. ٢ مشخصه ی با تقسیم
R̄ = R

J(R) بنابراین ٢ ∈ J(R) و J(R) ̸= ٠ موضعی، حلقه ی یک R کنیم فرض (ج)⇒(ب):
G(R̄) می گیریم نتیجه ٢. ١. ١ لم از استفاده با پس می باشد، ٢ مشخصه ی با تقسیم حلقه ی یک

.diam (
G(R̄)

)
= ١ یعنی است، کامل گراف یک

عنصر دو هر برای .r ∈ U(R) یا r ∈ J(R) داریم حالت دو r ∈ R هر برای دیگر به عبارت
،a ∈ J(R) اگر .a+b ∈ J(R) کنیم فرض .d(a, b) = ١ آن گاه ،a+b ∈ U(R) اگر a, b ∈ R متمایز

.d(a, b) = ٢ بنابراین داریم، a−−− ١ −−− b به صورت مسیری رو این از b ∈ J(R) آن گاه
آن گاه ،a ∈ U(R) اگر دارد). وجود bای و a چنین باشد، J(R) ̸= ٠ که داریم (توجه
رو این از .d(a, b) = ٢ بنابراین داریم، a −−− (a + b) −−− b به صورت مسیر یک و b ∈ U(R)

.diam (
G(R)

)
= ٢

یکی اگر وفقط اگر diam (
G(R̄)

)
= diam

(
G(R)

) باشد، حلقه یک R کنیم فرض .٣. ٢. ١ نتیجه
باشد: برقرار زیر موارد از
نباشد. موضعی R (الف)

.٢ /∈ J(R) یعنی ،٢ ∈ U(R) و باشد موضعی حلقه ی یک R (ب)
.(J(R) = ٠) باشد تقسیم حلقه ی یک R (ج)

می شود. حاصل نتیجه ٣. ٢. ٢ قضیه ی از استفاده با برهان.
.e٢ = e هرگاه گوییم خودتوان را e عنصر R حلقه ی در خودتوان١). (عنصر ۵ .٣. ٢ تعریف

باشد. خودش و صفر فقط آن ایده آل های هرگاه نامیم ساده را R ناصفر حلقه ی .۶ .٣. ٢ تعریف
متعامد خودتوان های را f و e عنصر دو R حلقه ی در متعامد). (خودتوان های ٣. ٢. ٧ تعریف

.ef = fe = ٠ هرگاه نامیم،
.(e+ f)R = eR⊕ fR و است خودتوان عنصر یک e+ f حالت این در

e, f ∈R عنصر دو و باشد حلقه یک R کنیم فرض معادل٢). یا هم ارز عنصر (دو ٣. ٢. ٨ تعریف
و x ∈ eRf عنصر هرگاه می دهیم نشان e ∼ f نماد با و گوییم معادل را f و e باشند، خودتوان

.yx = f و xy = e که به طوری باشد، داشته وجود y ∈ fRe

1Idepotent
2Equivalent



٣۵ خودانژکتیو حلقه های یکالی مجموع عدد
خودتوان های هرگاه گوییم نامتناهی١ را R حلقه ی در e مانند خودتوان عنصر یک .٣. ٢. ٩ تعریف

.g ̸= ٠ و e ∼ f و e = f + g که به طوری باشند، داشته وجود f, g ∈ R متعامد
گفته محض نامتناهی R ساده ی حلقه ی به محض٢). نامتناهی (حلقه ی ٣. ٢. ١٠ تعریف

باشد. نامتناهی خودتوان عنصر یک حداقل شامل R از ناصفر راست ایده آل هر اگر می شود
عنصر دو هر برای اگر گوییم متناهی ددکیند را R حلقه ی متناهی٣). (ددکیند ٣. ٢. ١١ تعریف

.yx = ١ گرفت نتیجه بتوان آن گاه باشد، xy = ١ اگر ،x, y ∈ R

y ∈ R عنصر هر برای هرگاه گوییم مرکزی را x ∈ R عنصر مرکزی). (عنصر ٣. ٢. ١٢ تعریف
.xy = yx باشیم داشته

مرکزی آن خودتوان های همه ی هرگاه گوییم آبلی را R حلقه ی آبلی۴). (حلقه ی ٣. ٢. ١٣ تعریف
باشد.

خودتوان e ∈ R و باشد منظم حلقه ی یک R کنیم فرض آبلی۵). (خودتوان ١۴ .٣. ٢ تعریف
باشد. آبلی eRe حلقه ی هرگاه گوییم آبلی خودتوان را e باشد،

ندارد لزومی و باشند مرکزی eRe حلقه ی در eRe خودتوان های است لازم که داریم توجه
باشند. مرکزی R حلقه ی در

خودتوان یک را R حلقه ی از e خودتوان متناهی). ددکیند (خودتوان های ١۵ .٣. ٢ تعریف
باشد. متناهی ددکیند ،eRe حلقه ی هرگاه می نامیم متناهی ددکیند

حلقه های همه ی بنابراین باشد. متناهی ددکیند ،eR راست ایده آل هرگاه معادل به طور یا
هستند. متناهی ددکیند آبلی منظم

خودتوان e ∈ R و باشد منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R کنیم فرض .١۶ .٣. ٢ تعریف
باشد. ٠ ،e بر عمود مرکزی خودتوان تنها اگر می نامیم، وفادار۶ را e عنصر باشد،

.f = ٠ آن گاه ef = ٠ و باشد مرکزی خودتوان یک f اگر یعنی
آن گاه باشد، اول R حلقه ی اگر مثال به عنوان

مرکزی. متعامد خودتوان های = {٠, ١}
است. وفادار حالت این در R حلقه ی از غیرصفر خودتوان هر بنابراین

شامل هرگاه می شود گفته I نوع منظم، راست خودانژکتیو حلقه ی یک به .٣. ٢. ١٧ تعریف
باشد. وفادار آبلی خودتوان عنصر یک حداقل

است. I نوع از آبلی منظم راست خودانژکتیو حلقه ی هر مثال به عنوان
1Infinite
2Purely infinite
3Directly finite
4Abelian
5Abelian idempotent
6Faithful



خودانژکتیو حلقه های ٣۶
این که به شرط می شود گفته II نوع منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک به .٣. ٢. ١٨ تعریف

نباشد. ناصفر آبلی خودتوان های شامل امˁا باشد، وفادار ددکیند خودتوان یک حداقل شامل
و باشد متناهی ددکیند و منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R کنیم فرض .٣. ٢. ٣ قضیه
P اگر تنها و اگر است راست خودانژکتیو حلقه ی یک R

P آن گاه باشد، R از اول ایده آل یک P

باشد. R از دوطرفه ماکزیمال ایده آل یک
شود. رجوع [١٢] از ٩. ٣٢ قضیه ی به برهان.

متناهی ددکیند و اول منظم، راست خودانژکتیو حلقه ی یک R کنیم فرض .۴ .٣. ٢ قضیه
باشد. آرتینی حلقه ی یک R اگر تنها و اگر است I نوع از R صورت این در باشد.

شود. رجوع [١٢] از ٣. ١٠ قضیه ی به برهان.
یکه منظم K آن گاه باشند، R حلقه ی از دوطرفه ایده آل های J ≤ K کنید فرض .۵ .٣. ٢ قضیه

باشد. یکه منظم K
J و J اگر تنها و اگر است

شود. رجوع [١٢] از ٣. ١ لم به برهان.
معادل اند. زیر شرایط آن گاه باشد، ساده حلقه ی یک R کنید فرض .۶ .٣. ٢ قضیه

است. چپ آرتینی R (الف)
دارد. چپ مینیمال ایده آل یک R (ب)

است. تقسیم حلقه ی D که به طوری R ∼= Mn(D) ،n طبیعی عدد تعدادی برای (ج)
شود. رجوع [١٨] از ٣. ١٠ قضیه ی به برهان.

II نوع از و بوده یکه منظم خودانژکتیو که دارند وجود ساده ای حلقه های .٣. ٢. ١ مثال
می باشند.

می دهیم: قرار ،n طبیعی عدد هر برای باشند، میدان . . . ،F٢ ،F١ کنیم فرض برهان.

R =
∏

Rn, Rn = Mn!(Fn).

M کنیم فرض است. R روی دوطرفه یکه ی منظم خودانژکتیو حلقه ی یک Rn هر این رو از
قضیه ی به توجه با باشد. ⊕Rn شامل که به طوری باشد، R روی دوطرفه ماکزیمال ایده آل یک
خودانژکتیو R

M ،٣. ٢. ٣ قضیه ی به توجه با بنابراین است. ساده یکه منظم ایده آل یک R
M ،۵ .٣. ٢

می باشد. هم
e١n, e٢n, . . . ekn∈Rnمتعامد ,n=kخودتوان های k+١, . . . هر برای و هرkمثبت برای دیگر طرف از

.einRn
∼= ejnRn و e١n + e٢n + · · ·+ ekn = ١ که به طوری دارند، وجود



٣٧ خودانژکتیو حلقه های یکالی مجموع عدد
خودتوان های پس می گیریم. نظر در را ein = ٠ ،n = ١, . . . , k−١ هر و i = ١, . . . , k هر برای
از همانی عنصر یک ١ − (e١ + · · · + ek) که به طوری می آیند به دست e١, . . . , ek ∈ R متعامد
ē١, . . . , ēk∈ R

M متعامد خودتوان های پس ⊕Rn≤M چون و eiR ∼= ejR همه ی و R١×· · ·×Rk−١
همه ی و ē١ + · · ·+ ēk = ١ که به طوری داریم را

ēi(
R

M
) ∼= ēj(

R

M
).

این چون است. یکریخت و مجزا دو دوبه راست ایده آل kتا از مستقیم مجموع یک R
M بنابراین

رو این از باشد. آرتینی نمی تواند R
M ،۶ .٣. ٢ قضیه ی طبق پس است، درست k هر برای رابطه

آبلی خودتوان هیچ شامل R
M تعریف طبق بنابراین نمی باشد، I نوع از R

M ،۴ .٣. ٢ قضیه ی طبق
نیست. وفادار

یعنی هستند. وفادار R
M در ناصفر خودتوان های همه ی است، ساده R

M این که به توجه با
خودتوان هیچ شامل R

M پس است. صفر ناصفر، خودتوان های آن بر عمود مرکزی خودتوان تنها
است، وفادار متناهی ددکیند خودتوان عنصر یک R

M در ١ که آن جا از نمی باشد. ناصفر آبلی
است. II نوع از R

M که می گیریم نتیجه
هیچ شامل اگر می شود گفته III نوع منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک به .٣. ٢. ١٩ تعریف

نباشد. ناصفر متناهی ددکیند خودتوان
حاصل ضرب به می توان فرد به منحصر به طور را منظم راست خودانژکتیو حلقه ی هر .٣. ٢. ٧ قضیه

کرد. تجزیه III و II و I نوع از حلقه هایی دکارتی
شود. رجوع [١٢] از ١٣. ١٠ قضیه ی به برهان.

شامل اگر می شود گفته محض نامتناهی منظم، راست خودانژکتیو حلقه ی به .٣. ٢. ٢٠ تعریف
نباشد. ناصفری متناهی ددکیند مرکزی خودتوان هیچ

می باشد. محض نامتناهی III نوع از منظم راست خودانژکتیو حلقه ی هر مثال، به عنوان
صورت به فرد به منحصر به صورت می توان را منظم راست خودانژکتیو حلقه ی هر .٣. ٢. ٨ قضیه

نوشت. محض نامتناهی حلقه ی یک و متناهی ددکیند حلقه ی یک از دکارتی حاصل ضرب
شود. رجوع [١٢] از ٢١. ١٠ قضیه ی به برهان.

باشد I نوع از R هرگاه گوییم If نوع از را R منظم راست خودانژکتیو حلقه ی .٣. ٢. ٢١ تعریف
محض نامتناهی و باشد I نوع از R هرگاه گوییم I∞ نوع از را R و باشد هم متناهی ددکیند و
و باشد متناهی ددکیند و II نوع از هرگاه گوییم IIf نوع از را R ترتیب همین به باشد. هم

باشد. محض نامتناهی و II نوع از هرگاه گوییم II∞ نوع از همچنین
حاصل ضرب به فرد به منحصر به طور می توان را منظم راست خودانژکتیو حلقه ی هر .٣. ٢. ٩ قضیه

نوشت. II∞ و IIf ،I∞ ،If نوع حلقه ها ی از دکارتی
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شود. رجوع [١٢] از ٢٢. ١٠ قضیه ی به برهان.

صحیح عدد یک n و باشد منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R کنیم فرض .٣. ٢. ٢٢ تعریف
باشد داشته وجود S مانند آبلی منظم حلقه ی هرگاه می نامیم In نوع از را R باشد. مثبت

.R ∼= Mn(S) که به طوری
حلقه های اگر تنها و اگر است If نوع از R منظم راست خودانژکتیو حلقه ی .٣. ٢. ١٠ قضیه
از Rn هر و R ∼=

∏
Rn که به طوری باشند داشته وجود . . . ،R٢ ،R١ منظم راست خودانژکتیو

باشد. In نوع
شود. رجوع [١٢] از ٢. ١٠۴ قضیه ی به برهان.

شامل که به طوری باشد منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R کنیم فرض .٣. ٢. ١١ قضیه
دارند وجود e١, e٢, e٣, . . . ∈ R خودتوان های صورت این در نباشد. ناصفر آبلی خودتوان هیچ

،n هر برای که به طوری

RR
∼= n(enR)

RR
∼= e١R, RR

∼= e٢R× e٢R = e٢R⊕ e٢R.

شود. رجوع [١٢] از ٢٨. ١٠ قضیه ی به برهان.
یکریختی B به A از و بوده B زیرمدول A که است مفهوم این به A ≾ B عبارت .٣. ٢. ١ تذکر

دارد. وجود
و باشند R حلقه ی روی نامنفرد انژکتیو راست مدول های B و A کنید فرض .٣. ٢. ١٢ قضیه

آن گاه باشد، مثبت صحیح عدد یک n
.A ≾ B آن گاه ،nA ≾ nB اگر (الف)
.A ∼= B آن گاه ،nA ∼= nB اگر (ب)

شود. رجوع [١٢] از ٣. ١٠۴ قضیه ی به برهان.
R‐مدول های تمام خانواده ی FP (R) از منظور باشد. حلقه یک R کنیم فرض .٣. ٢. ٢٣ تعریف
A,B ∈ FP (R) هر برای هرگاه گوییم، جداپذیر٢ را R حلقه ی است. تصویری١ متناهی تولید با

باشیم: داشته

A⊕A ∼= A⊕B ∼= B ⊕B =⇒ A ∼= B.

1Projective
2Separative
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معادل اند. زیر گزاره های صورت این در باشد، حلقه یک R کنید فرض .٣. ٢. ١٣ قضیه

است. جداپذیر حلقه ی یک R (الف)
.A ∼= B آن گاه ،٣A ∼= ٣B و ٢A ∼= ٢B اگر A,B ∈ FP (R) هر برای (ب)

و nA ∼= nB که به طوری باشد، داشته وجود n ∈ N اگر A,B ∈ FP (R) هر برای (ج)
.A ∼= B آن گاه ،(n+ ١)A ∼= (n+ ١)B

شود. رجوع [۶] از ٢. ١ قضیه ی به برهان.
درایه هایش که مربعی ماتریس هر آن گاه باشد، جداپذیر منظم حلقه ی یک R اگر .١۴ .٣. ٢ قضیه

است. قطری شدنی ماتریس یک باشد، R از
شود. رجوع [۶] از ٢ .۵ قضیه ی به برهان.

قطری شدنی راست خودانژکتیو منظم حلقه های از درایه هایی با مربعی ماتریس های .٣. ٢. ٢ نتیجه
هستند.

از .A ∼= B گرفت نتیجه می توان آن گاه باشد، ٢A ∼= ٢B اگر ٣. ٢. ١٢ قضیه ی به توجه با برهان.
نتیجه ١۴ .٣. ٢ قضیه ی بنابر و است جداپذیر حلقه ی یک R ،٣. ٢. ١٣ به قضیه ی توجه با رو این

است. قطری شدنی ماتریس یک R می گیریم
معادل اند. زیر گزاره های منظم راست خودانژکتیو حلقه ی هر برای .١۵ .٣. ٢ قضیه

است. محض نامتناهی R (الف)
.nRR ≾ RR که به ط وری دارد وجود n ≥ ٢ مثبت صحیح عدد (ب)

.nRR
∼= RR ،n مثبت صحیح عدد هر برای (ج)

.E(N٠RR) ∼= RR (د)
شود. رجوع [۶] از ١. ١٠۶ قضیه ی به برهان.

.usn(Mn(R)) = ٢ ،R مانند ناصفر منظم راست خودانژکتیو حلقه ی هر برای .٣. ٢. ٢ لم
.usn(R) = ٢ باشد محض نامتناهی که منظم راست خودانژکتیو حلقه  ی هر برای به ویژه

پس می باشد. قطری شدنی ماتریس یک A ∈ M٢(R) هر ،٣. ٢. ٢ نتیجه ی از استفاده با برهان.
قطری ماتریس یک PAQ که به طوری دارد وجود M٢(R) در Q و P معکوس پذیر ماتریس های
نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را A همچنین و PAQ که است واضح است.

قضیه ی طبق پس باشد، محض نامتناهی و منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R اگر
بنابراین R ∼= M٢(R) حلقه های که می گیریم نتیجه رو این از و RR

∼= (R+R)R داریم ١۵ .٣. ٢
.usn(R) = ٢
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به صورت تجزیه قابل R مانند ناصفر منظم راست خودانژکتیور حلقه ی یک .٣. ٢. ٣ لم

منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک T و usn(S) = ٢ یا usn(S) = ١ که می باشد R = S × T

است. آبلی
و محض نامتناهی یا است ناصفر یا R١ که به طوری R ∼= R١×R٢ ،٣. ٢. ٨ قضیه ی به بنا برهان.
usn(R١) = ٢ یا usn(R١) = ١ داریم ٣. ٢. ٢ لم به توجه با بنابراین است، متناهی ددکیند هم R٢
است. IIf نوع از R۴ و If نوع از R٣ که به طوری R٢ = R٣ ×R۴ ،٣. ٢. ٩ قضیه ی از استفاده با و
خودانژکتیو حلقه ی یک Si هر که به طوری R٣ ∼=

∏
Mn(Si) ،٣. ٢. ١٠ قضیه ی بنابر طرفی از

ندارد ناصفر آبلی خودتوان پس می باشد، IIf نوع از R۴ چون همچنین است. آبلی منظم راست
که به طوری دارد وجود e ∈ R۴ خودتوان یک ٣. ٢. ١١ قضیه ی طبق نتیجه در و

(R۴)R۴ ∼= (eR۴ ⊕ eR۴)R۴ .

می گیریم: نتیجه پس

R۴ ∼= M٢(eR۴e),

.R ∼= R١ ×
(∏

Mn(Si)
)
×M٢(eR۴e) بنابراین
کنیم: فرض حال

S = R١ ×
( ∏
n>١

Mn(Si)
)
×M٢(eR۴e)

.usn(S) = ٢ یا usn(S) = ١ داریم ٣. ٢. ٢ لم به توجه با بنابراین .T =
∏

Si و
معادل اند: زیر گزاره های ناصفر منظم راست خودانژکتیو حلقه ی هر برای .١۶ .٣. ٢ قضیه

نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را R از عضوی هر (الف)
نوشت. می توان یکه عنصر دو مجموع به صورت را R همانی (ب)

نیست. یکریخت Z٢ با R از خارج قسمتی هیچ (ج)
(الف) به (ج) برهان است کافی است. بدیهی (ج) به (ب) و (ب) به (الف) برهان های برهان.

دهیم. نشان را
از عنصر هر که آن جا از است. منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R/J(R) که می دانیم
با است، منظم R کنیم فرض می توانیم نوشت، یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را R

متناهی ددکیند T و محض نامتناهی S که به طوری R ∼= S × T ،٣. ٢. ٨ قضیه ی از استفاده
نوشت می توان ١۵ .٣. ٢ قضیه ی بر بنا می باشد، محض نامتناهی یک S که آن جا از است.

.S ∼= M٢(S) بنابراین و SS
∼= (S ⊕ S)S
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است منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک S که M٢(S) از عنصری هر می دهیم نشان حال
A ∈ M٢(S) هر ،٣. ٢. ٢ نتیجه اساس بر نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را
دارند وجود M٢(S) در Q و P وارون پذیر ماتریس های رو این از است. قطری شدنی ماتریس
بنابراین می گیریم. نظر در

(
a ٠
٠ b

)
به صورت را آن و است قطری ماتریس PAQ که به طوری

PAQ =

(
a ٠
٠ b

)
=

(
a ١
١ ٠

)
+

( ٠ −١
−١ b

)

نوشته یکه عنصر دو مجموع به صورت A پس شد. نوشته یکه عنصر دو مجموع به صورت یعنی
مجموع به صورت می توان را S از عنصری هر همچنین و M٢(S) از عنصر هر رو این از می شود.

نوشت. یکه عنصر دو
قضیه ی بنابر است، متناهی ددکیند و منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک T که آن جا از
می باشد. IIf نوع از R٢ و If نوع از R١ که به طوری T ∼= R١ × R٢ نوشت می توان ٣. ٢. ٩
نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را R١ از عنصر هر که می دهیم نشان ابتدا
آبلی منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک Si هر که R١ ∼=

∏
Mn(Si) ،٣. ٢. ١٠ قضیه ی طبق

عنصر دو مجموع به صورت می توان را Mn(Si) عنصر هر که دهیم نشان کافیست لذا می باشد،
نوشت. یکه

نشان کافیست است. حاصل نتیجه شد، بحث بالا در که همان طور باشد، n > ١ اگر
یکریخت Z٢ با آن از خارج قسمتی هیچ و است آبلی منظم حلقه ی Si) Si در عنصر هر که دهیم
می گیریم. نظر در را a ∈ Si حال نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را نیست.)

نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت نتوان را a می کنیم فرض
می کنیم. تعریف زیر به صورت را Ω مجموعه ی

Ω = {I : است Si از ایده آل یک I و نوشت Si

I
از یکه عنصر دو مجموع به صورت نتوان را a+ I}.

زرن لم از استفاده با پس می باشد، بالا کران دارای آن از مرتب کاملا́ زیرمجموعه ی هر و Ω ̸= ∅

رو این از و است تجزیه ناپذیر حلقه ی یک Si
I بنابراین است، I مانند ماکزیمال عضو دارای Ω

R = eR⊕(١−e)R به صورت باشد، داشته مرکزی خودتوان حلقه ای (اگر ندارد مرکزی خودتوان
این که علت به طرفی از باشد. تقسیم حلقه ی باید Si

I است، آبلی منظم چون اما می شود.) تجزیه
تناقض یک که Si

I
∼= Z٢ پس نوشت، Si

I در یکه عنصر دو مجموع به صورت نمی توان را a + I

نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را R١ از عنصر هر بنابراین است.
یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را R٢ در عنصر هر که می دهیم نشان پایان در
طبق بنابراین ندارد. غیرصفر آبلی خودتوان پس است، IIf نوع از R٢ که آن جا از نوشت.
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که به طوری دارد وجود e ∈ R٢ خودتوان یک ٣. ٢. ١١ قضیه ی

(R٢)R٢ ∼= (eR٢ ⊕ eR٢)R٢ ,

عنصر دو مجموع فرم به می توان را M٢(eR٢e) از عنصر هر که آن جا از و R٢ ∼= M٢(eR٢e) پس
بنابراین نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان هم را R٢ از عنصر هر پس نوشت، یکه
را R از عنصر هر رو این از نوشت. یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان را T از عنصر هر

نوشت. R از یکه عنصر دو مجموع به صورت می توان
x مانند آن عضو هر ازای به هرگاه گوییم بولی را R حلقه ی بولی). (حلقه ی ٢۴ .٣. ٢ تعریف

.x٢ = x باشیم داشته
می باشند. نیز جابجایی بولی حلقه های که داریم توجه

حلقه ی یک End(E) صورت این در باشد. نامنفرد انژکتیو مدول یک E کنید فرض .۴ .٣. ٢ لم
همانی تابع بگیریم، نظر در را N مانند E از مستقیمی جمع وند هر اگر تنها و اگر است، بولی

نباشد. یکه دوتا مجموع N روی
شود. رجوع [٢۴] از ١٩ قضیه ی به برهان.

T = T١ × T٢ آن گاه باشد، آبلی منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک T کنید فرض .۵ .٣. ٢ لم
است. بولی حلقه ی یک یا است صفر T٢ و usn(T٢) = ٢ یا usn(T١) = ١ که به طوری

شود. مراجعه [١۶] از ۵ لم به برهان.
صورت این در باشد. ناصفر راست منظم خودانژکتیو حلقه ی یک R کنید فرض .٣. ٢. ١٧ قضیه

به علاوه .u(R) = ∞ یا u(R) = w یا u(R) = ٢
نداشته مستقیم جمع وند به عنوان ناصفر بولی حلقه ی هیچ R اگر تنها و اگر usn(R) = ٢ (الف)

باشد.
دو از بیش با بولی حلقه ی هیچ اما باشد، داشته را Z٢ ،R اگر تنها و اگر usn(R) = w (ب)
عنصر هر حالت این در این بر علاوه باشد. نداشته مستقیم جمع وند به عنوان عنصر

نوشت. یکه عنصر ٣ یا ٢ مجموع به صورت می توان را R از غیریکه
جمع وند به عنوان عنصر دو از بیش با بولی حلقه ی یک R اگر تنها و اگر usn(R) = ∞ (ج)

باشد. داشته مستقیم
usn(R١) = ٢ یا usn(R١) = ١ که R = R١ ×B ،۵ .٣. ٢ لم  و ٣. ٢. ٣ قضیه ی به توجه با برهان.
است، ∞ ناصفر بولی حلقه های یکالی مجموع عدد که است واضح است. بولی حلقه ی یک B و
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مستقیماً (الف) بنابراین .u(R) = w هم حالت این در که باشند یکریخت Z٢ با این که مگر
شد. اثبات

و B ∼= Z٢ اگر تنها و اگر usn(R) = w که است واضح .B ̸= ٠ آن گاه usn(R) ̸= ٢ اگر
آن گاه usn(R) = w اگر همچنین باشد. داشته عنصر دو از بیش B اگر تنها و اگر usn(R) = ∞

عنصر سه یا دو مجموع به صورت را R از غیریکه عنصر هر که است واضح لذا R = R١ × Z٢
نوشت. می توان یکه

یا usn(R) = ٢ آن گاه باشد، منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R کنید فرض .۶ .٣. ٢ لم
علاوه براین و usn(R) = ∞ یا usn(R) = ٣

مستقیم جمع وند به عنوان غیرصفر بولی حلقه ی هیچ ،R اگر تنها و اگر usn(R) = ٢ (الف)
.R ∼= Z٢ یا باشد نداشته

بیش با بولی حلقه ی هیچ و باشد داشته را Z٢ ،R و R � Z اگر تنها و اگر usn(R) = ٣ (ب)
باشد. نداشته R مستقیم جمع وند به عنوان عنصر دو از

جمع وند به عنوان عنصر دو از بیش با بولی حلقه ی یک R اگر تنها و اگر usn(R) = ∞ (ج)
باشد. داشته مستقیم

می شود. حاصل اثبات ٣. ٢. ١٧ قضیه ی از استفاده با برهان.

صورت این در باشد. منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R کنید فرض .٣. ٢. ٧ لم

diam
(
G(R)

)
∈ {١,٢,٣,∞}.

می کنیم فرض می باشد. u(R) = ∞ یا u(R) = w یا u(R) = ٢ ،٣. ٢. ١٧ قضیه ی بنابر برهان.
.diam (

G(R)
)
=٢ داریم ٣. ٢. ٢ قضیه ی از استفاده با آن گاه نباشد، تقسیم حلقه ی R اگر .u(R)=٢

.diam (
G(R)

)
≤ ٢ که است واضح آن گاه باشد، تقسیم حلقه ی R اگر

می توانیم (ب)، قسمت ٣. ٢. ١٧ قضیه ی از استفاده با بنابراین .u(R) = w کنیم فرض
.u(R١) = ١ یا ٢ که ،R = R١ × Z٢ کنیم فرض

.diam (
G(R)

)
= ١ بنابراین ،R = Z٢ لذا و است بدیهی حلقه ی یک R١ آن گاه ،u(R١) = ١ اگر

z١ ∈ R١ آن گاه ،y = (y١, ١) و x = (x١, ٠) اگر .x, y ∈ G(R) و u(R١) = ٢ کنیم فرض حال
به (x١, ٠) از مسیری بنابراین هستند. R از یکه هایی z١ + y١ و x١ + z١ که به طوری دارد وجود

داریم: زیر به صورت (y١, ١)

(x١, ٠)−−− (z١, ١)−−− (y١, ١),



خودانژکتیو حلقه های ۴۴
می دهد: نتیجه این که

d(x, y) ≤ ٢. (٣. ١)

که می گیریم نتیجه قبل حالت مشابه برهانی با آن گاه y = (y١, ١) و x = (x١, ١) اگر

d(x, y) ≤ ٢. (٣. ٢)

در یکه عنصر یک x+ z١ که به طوری دارد وجود z١ ∈ R١ آن گاه ،y = (y١, ١) و x = (x١, ٠) اگر
داریم: زیر به صورت مسیری مشابه برهانی با بنابراین است. R١

(x١, ٠)−−− (z١, ١)−−− (w١, ٠)−−− (y١, ١).

بنابراین

d
(
G(R)

)
≤ ٣. (٣. ٣)

.diam (
G(R)

)
≤ ٣ می گیریم نتیجه (٣. ٣) و (٣. ٢) ،(٣. ١) به توجه با پس

ناهمبند G(R) ،٢. ١. ١٧ قضیه ی به توجه با حالت این در .u(R) = ∞ کنیم فرض حال
.diam (

G(R)
)
= ∞ بنابراین است،

R خاص حالت (در راست خودانژکتیو R/J(R) و حلقه یک R کنید فرض .٣. ٢. ١٨ قضیه
.diam (

G(R)
)
∈ {١,٢,٣,∞} آن گاه است) راست خودانژکتیو

پس است، منظم راست خودانژکتیو حلقه ی یک R̄ = R
J(R) حالت این در که می دانیم برهان.

می گیریم نتیجه ٣. ٢. ١ لم از استفاده با و diamG(R̄) ∈ {١,٢,٣,∞} ،٣. ٢. ٧ لم به توجه با
.diam (

G(R)
)
∈ {١,٢,٣,∞}

R خاص حالت (در راست خودانژکتیو R/J(R) و حلقه یک R کنید فرض .٣. ٢. ١٩ قضیه
است: برقرار زیر گزاره های صورت این در است) راست خودانژکتیو

باشد. ٢ مشخصه ی با تقسیم حلقه ی یک R اگر تنها و اگر diam (
G(R)

)
= ١ (الف)

از یکی و نباشد ٢ مشخصه ی با تقسیم حلقه ی یک R اگر تنها و اگر diam (
G(R)

)
= ١ (ب)

باشد. برقرار زیر شرایط
ندارد. مستقیم جمع وند یا بولی حلقه ی R̄ (١)

.R̄ ∼= Z٢ (٢)



۴۵ خودانژکتیو حلقه های یکالی مجموع عدد
اما باشد یکریخت Z٢ با R̄ از خارج قسمتی و R̄ � Z٢ اگر تنها و اگر diam (

G(R)
)
= ٣ (ج)

باشد. نداشته مستقیم جمع وند به عنوان عنصر دو از بیشتر با بولی حلقه ی هیچ
به عنوان عنصر دو از بیش با بولی حلقه ی یک R̄ اگر تنها و اگر diam (

G(R)
)
= ∞ (د)

باشد. داشته مستقیم جمع وند
تقسیم حلقه ی R کنیم فرض حال می شود. نتیجه ٢. ١. ١ لم از استفاده با (الف) قسمت برهان.
یک R̄ که داریم توجه می کنیم. اثبات هم با را (د) و (ج) (ب)، قسمت نباشد. ٢ مشخصه ی با
می گیریم نتیجه ٣. ٢. ١٧ قضیه ی از استفاده با بنابراین است، منظم راست خودانژکتیو حلقه ی

می کنیم. تعیین را قطر مورد هر در اثبات تکمیل برای حال .u(R̄) = ٢, w یا ∞
جمع وند به عنوان بولی حلقه ی هیچ R̄ ،۶ .٣. ٢ لم طبق حالت این در u(R̄) = ٢ اول حالت

.diam (
G(R̄)

)
∈ {١,٢} که داریم توجه .R̄ ∼= Z٢ یا ندارد مستقیم

.diam (
G(R)

)
= ٢ ،٣. ٢. ١ لم از استفاده با بنابراین

است، دوبخشی کامل گراف یک G(R) آن گاه ،R̄ ∼= Z٢ اگر .u(R̄) = w دوم حالت
،٣. ٢. ٧ لم طبق پس .usn(R̄) = ٣ حالت این در R̄ � Z٢ اگر .diam (

G(R)
)
= ٢ بنابراین

.diam (
G(R̄)

)
= ٣

.diam (
G(R)

)
= ٣ ،٣. ٢. ١ لم طبق بنابراین

بنابراین است، ناهمبند G(R̄) ،٢. ١. ١٧ قضیه ی از استفاده با .u(R̄) = ∞ سوم حالت در
.diam (

G(R)
)
= ∞ داریم ٣. ٢. ١ لم از استفاده با پس .diam (

G(R̄)
)
= ∞
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Abstract

Let R be a ring. The unit graph of R, denoted by G(R), is the simple graph defined

on all elements of R, and two distinct vertices x and y are adjacent if and only if x + y

is a unit of R. The diameter of a simple graph G, denoted by diam(G), is the longest

distance between all pairs of vertices of the graph G. In this thesis, we prove that for each

integer n ≥ 1, there exists a ring R such that n ≤ diam(G(R)) ≤ 2n. We also show that

diam(G(R)) ∈ {1, 2, 3,∞} for a ring R with R/J(R) self-injective and classify all those

rings with diam(G(R)) = 1, 2, 3 and ∞ respectively.

Furthermore, if R is a ring, then the following are equivalent:

(i) diam(G(R̄)) < diam(G(R)).

(ii) R is a local ring with J(R) ̸= 0 and 2 ∈ J(R)

(iii) diam(G(R)) = 2 and diam(G(R̄)) = 1.

Also for a right self-injective ring R, the following conditions are equivalent:

(i) Every element of R is a sum of two units.

(ii) Identity of R is a sum of two units.

(iii) R has no factor ring isomorphic to Z2.

For any nonzero regular right self-injective ring R, where usn(M2(R)) = 2. In particular,

usn(R) = 2 for any purely infinitive regular right self-injective ring R.

Finally we show a nonzero regular right self-injective ring R has a ring decomposition

R = S × T where usn(S) = 1 or 2 and T is an abelian regular right self-injective ring.

Keywords: simple graph, unit graph, regular self-injective ring, commutative ring, con-

nected graph, diam graph
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