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است من

راه این در که مهربانم همسر به تقدیم و
بود. من پشتیبان و حامͬ

ز



سپاس گزاری...

خود وظیفه زندگیست. لحظه لحظه در یاورم و امید بزرگترین که را خدا سپاس و ش΄ر
نزاکتͬ احمد دکتر آقای جناب خود راهنمای استاد دریغ بی زحمات از که ͬ دانم م
به پایان نامه این ایشان، ارزنده های راهنمایی بدون قطعاً که قدردانͬ کنم و تش΄ر
ربیعͬ محمدرضا دکتر آقای و آرشͬ محمد دکتر گرامͬ، اساتید از ͬ رسید. نم سرانجام

ͬ نمایم. م تش΄ر فرمودند، تقبل را پایان نامه این داوری و مطالعه زحمت که

یوسف حیدریان رقیه
١٣٩٨ شهریور

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم آمارریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی یوسف حیدریان رقیه اینجانب
کاربردهای و نرمال آلفا‐چوله توزیع جدید تعمیم عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد رضازاده نزاکتͬ احمد راهنمایی تحت ، آن
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
یوسف حیدریان رقیه
١٣٩٨ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
مشخص GASN(α, λ) نماد با که نرمال آلفا‐چوله توزیع از جدیدی تعمیم پایان نامه، این در
به و کرده اشاره نامه پایان در نیاز مورد مفاهیم به اول فصل در ͬ کنیم. م بررسͬ را ͬ شود م
معرفͬ را نرمال آلفا‐چوله توزیع دوم، فصل در ͬ پردازیم. م نرمال چوله و نرمال توزیع معرفͬ
معرفͬ را GASN(α, λ) توزیع سوم، فصل در ͬ کنیم. م مطرح را آن به مربوط قضایای و کرده
قرار مطالعه مورد را آن پارامترهای درست نمایی ماکزیمم برآورد و گشتاورها ها،  ͬ ویژگ و کرده
توزیع سازی شبیه مثال با همراه قبل فصل های برای مثال هایی چهارم، فصل در ͬ دهیم. م
بهترین جدید توزیع که ͬ دهیم م نشان و شد خواهد ارائه R افزار نرم وسیله به GASN(α, λ)

و نرمال آلفا‐چوله و نرمال چوله نرمال، های توزیع بین در شده استفاده داده برای توزیع
است. مدی دو نرمال

توزیع تعمیم نرمال، آلفا‐چوله توزیع نرمال، چوله توزیع کشیدگͬ، و چول·ͬ کلیدی: کلمات
نمایی. درست ماکزیمم برآوردگر گشتاور، مولد تابع بودن، مدی دو نرمال، آلفا‐چوله

ک





پیش·فتار
ͬ رود. م به کار طبیعͬ های پدیده از گسترده ای طیف مدل بندی و توصیف برای نرمال توزیع
توزیع عنوان با آن از جدیدی تعمیم های توزیع، این بیشتر پذیری انعطاف کردن فراهم برای
متقارن توزیع به چول·ͬ پارامتر کردن اضافه با توزیع ها این که شده ارائه نرمال چوله های
[٧] ١ آزالینͬ توسط ١٩٨۵ سال در بار اولین برای نرمال چوله توزیع ͬ آیند. م دست به نرمال،
معرفͬ ها توزیع این از مختلفͬ های خانواده آن از بعد شد. ارائه چوله داده های توصیف برای

شده اند.
جدیدی کلاس ی قبلͬ توزیع های به نسبت بیشتری انعطاف ایجاد برای [١۵] ٢ الیورو الال
برای که است کرده معرفͬ ٢٠١٠ سال در را نرمال آلفا‐چوله نام به نرمال چوله های توزیع از
بررسͬ به خود ی مقاله  در الیورو الال دارد. انطباق قابلیت مدی دو و مدی ی های داده
آن گشتاورهای و گشتاور مولد تابع کشیدگͬ، و چول·ͬ ضرایب از اعم توزیع این ͬ های ویژگ

است. پرداخته
را نرمال آلفا‐چوله توزیع از جدیدی تعمیم ٢٠١۶ سال در [٢٧] هم΄اران و شرفͬ اخیراً
دو دارای حداکثر و دارد بیشتری انعطاف نرمال آلفا‐چوله توزیع به نسبت که کرده اند معرفͬ

ͬ دهیم. م قرار بیشتر بررسͬ مورد را آن ما که است مد
پایان نامه این در که لازم پیش نیازهای و مفاهیم از برخͬ اول فصل در پایان نامه این در
نرمال چوله توزیع معرفͬ به و است شده ارائه خلاصه طور به ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد
دوم فصل در ͬ آوریم. م بدست را آن نمایی درست ماکزیمم برآورد و گشتاورها و ͬ پردازیم م
توزیع از جدیدی تعمیم سوم فصل در و داده توضیح کامل طور به را نرمال آلفا‐چوله توزیع
چوله و نرمال نرمال، آلفا‐چوله توزیع خاص حالت در که ͬ کنیم م معرفͬ را نرمال آلفا‐چوله

ͬ شود. م شامل را نرمال

١Azzalini
٢Elal-olivero

م
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١ فصل
اولیه تعاریف و مفاهیم

مقدمه ١ . ١
قرار استفاده مورد نامه پایان این در که لازم های مفاهیم و تعاریف از برخͬ بخش این در

است. شده ارائه خلاصه طور به ͬ گیرند، م
، XXX = (X١, · · · , Xn) کنید فرض .((MLE) ١ نمایی درست ماکزیمم (برآورد ١ . ١ . ١ تعریف

باشد. θ ∈ Θ ⊂ IRk ، fθ(x) توأم احتمال چ·الͬ تابع با متغیر n بردار
یعنͬ X توأم احتمال چ·الͬ تابع را X نمایی درست تابع X = x شده مشاهده مقدار هر برای
L(θ) نماد با را آن و شود مͬ گرفته نظر در θ از تابعͬ صورت به که ͬ کنیم م تعریف fθ(x)

ͬ دهیم: م نمایش
L(θ) = fθ(x)

در برآوردیابی روش های متداول ترین از ی΄ͬ (MLE) نمایی درست ماکزیمم برآورد روش
آن از بعد و شد گرفته کار به ١٨٢١ ٢ گاوس توسط بار اولین روش این است. آماردانان بین
مورد گشتاوری برآورد از انتقاد در فیشر توسط میلادی ١٩٢۵ سال در گسترده تری صورت به

گرفت. قرار استفاده
است. نمایی درست تابع نام به مهم آماری تابع ی بر مبتنͬ روش این

١Maximun Likelihood Estimation
٢Cusse



اولیه تعاریف و مفاهیم ٢
احتمال چ·الͬ تابع ی و نیست مشتق پذیر θ به نسبت لزوما L(θ) نمایی درست تابع

به طوری΄ه: باشد، θ برای برآوردگری δ(X) اگر بنابراین ͬ باشد. نم
pθ(δ(X) ∈ Θ) = ١ , L(δ(X)) ≥ L(θ) , ∀θ ∈ Θ

ͬ شود. م تعریف θ برای نمایی درست ماکزیمم برآوردگر ی عنوان به δ(X) آنگاه
دی·ر عبارت به ͬ دهند. م نمایش θ̂ با را θ پارامتر MLE برآوردگر معمولا

L(θ̂) = sup
θ∈Θ

L(θ)

است. توزیع تابع تقارن عدم یا وجود از معیاری حقیقت در چول·ͬ (چول·ͬ). ١ . ١ . ٢ تعریف
سمت به کشیدگͬ با نامتقارن توزیع ی برای و صفر چول·ͬ متقارن، کاملا́ توزیع ی برای
مقدار کوچ΄تر مقادیر سمت به کشیدگͬ با نامتقارن توزیع برای و مثبت چول·ͬ بالاتر، مقادیر
اگر دی·ر عبارت به است. شده استاندارد سوم گشتاور چول·ͬ حقیقت در است. منفͬ چول·ͬ

صورت: این در باشد چول·ͬ کننده معرفͬ γ١

γ١ =
E(Y − E(Y ))٣

σ٣
y

قله مندی دهنده نشان کشیدگͬ برجستگͬ، احتمالات، نظریه و آمار در (کشیدگͬ). ١ . ١ . ٣ تعریف
ماکزیمم نقطه در منحنͬ تیزی از معیاری کشیدگͬ دی·ر عبارت به است. احتمالͬ توزیع ی
چهارم گشتاور کشیدگͬ حقیقت در است. ٣ برابر نرمال توزیع برای کشیدگͬ مقدار است.

است. شده استاندارد
صورت: این در باشد کشیدگͬ کننده معرفͬ γ٢ اگر دی·ر عبارت به

γ٢ =
E(Y − E(Y ))۴

σ۴
y

{f(x; θ) : θ ∈ Θ} های چ·الͬ خانواده از توزیعͬ با تصادفͬ متغیر ی X اگر نظم). (شرایط
باشیم: داشته و باشد

Θ ⊆ R یعنͬ: است، حقیقͬ اعداد از باز فاصله زیر ی Θ (١
دارد. وجود ∂

∂θf(x; θ) یعنͬ ، θ به نسبت چ·الͬ تابع مشتق (٢
یعنͬ: است، مجاز انتگرال و مشتق عمل·رهای جابجایی (٣

∂

∂θ

∫
f(x; θ)dx =

∫
∂

∂θ
f(x; θ)dx

f(X;θ) و تصادفͬ بردار ، X = (X١, · · · , Xn) کنید فرض فیشر). اطلاع (ماتریس ۴ . ١ . ١ تعریف
معمول، نظم شرایط تحت آنگاه باشد. θ = (θ١, · · · , θn) پارامتر بردار با توأم احتمال چ·الͬ تابع



٣ مقدمه
‐امین i, j که k×k متقارن ماتریس وسیله به n حجم به نمونه ای از In(θ) فیشر اطلاع ماتریس

ͬ شود. م تعریف است، زیر صورت به آن عنصر

In(θ)ij = −E

[
∂٢ ln f(X;θ)

∂θi∂θj

]

نشان زیر صورت به نظم شرایط تحت را آن ͬ توان م آنگاه باشد، فیشر اطلاع ماتریس I(θ) اگر
داد.

√
n(θ̂ − θ)

D−→ N(٠, I−١(θ))

روش توزیع ها، شبیه سازی برای متداول روش های از ی΄ͬ پذیرش). و رد روش ) ۵ . ١ . ١ تعریف
شبیه سازی مقادیر همه ی پیداست، عنوانش از که چنان آن روش این در که است پذیرش و رد
ͬ ریزیم. م دور و ͬ کنیم م رد را شده تولید اعداد از برخͬ دی·ر، عبارتͬ به ͬ پذیریم؛ نم را شده

کنید. مراجعه [٢] ͽمرج به بیشتر جزئیات مشاهده برای
و fX(x) ͬ های چ·ال تابع دارای ترتیب به Y و X تصادفͬ متغیرهای کنید فرض .١ . ١ . ١ قضیه

که گونه ای به دارد وجود c > ٠ ثابت مقدار کنید فرض همچنین باشند. fY (y)
fX(x) ≤ cfY (y) , ∀x ∈ IR (١ . ١)

تولید X تصادفͬ متغیر از x تصادفͬ مقدار ، U(٠, ١) از u تصادفͬ مقدار با اگر صورت این در
باشیم: داشته و شود

u
cfX(x)

fY (x)
< ١ (١ . ٢)

ͬ شود. م پذیرفته Y تصادفͬ متغیر از شده شبیه سازی مقدار ی عنوان به x آنگاه
شبیه سازی قابل تصادفͬ متغیر وجود شرط به Y تصادفͬ متغیر شبیه سازی برای بنابراین
رد روش ال·وریتم ͬ توان م کنند، صدق (١ . ١) نابرابری در که گونه ای به c > ٠ ثابت مقدار و X

گرفت: نظر در زیر صورت به را پذیرش و
ͬ کنیم؛ م تولید U(٠, ١) از u تصادفͬ مقدار ی .١

تولید g چ·الͬ با X تصادفͬ متغیر از را x تصادفͬ مقدار مستقل طور به ، u مقدار با .٢
ͬ کنیم؛ م

تصادفͬ متغیر از شده شبیه سازی مقدار ی عنوان به را x مقدار آنگاه ، u cfX(x)
fY (x) < ١ اگر .٣

ͬ پذیریم؛ م
تصادفͬ متغیر از شده شبیه سازی مقدار ی عنوان به را x مقدار آنگاه ، u cfX(x)

fY (x) ≥ ١ اگر .۴
ͬ پذیریم؛ نم



اولیه تعاریف و مفاهیم ۴
( . ٣ AIC ) آکائی اطلاع معیار .۶ . ١ . ١ تعریف

برای آکائی توسط معیار این است. برازش نی΄ویی آزمون برای معیاری ،آکائی اطلاع معیار
معیار ، AIC معیار رقیب، مدل چند مقایسه ی برای شد. پیشنهاد آماری مدل بهترین انتخاب

با است برابر AIC کلͬ، حالت در است. بهترین AIC کمترین دارای مدل و است مناسبی
AIC = −٢ logL+ ٢k

مدل برای نمایی درست تابع ماکزیمم مقدار L و است آماری مدل پارامترهای تعداد k که
[۴] است. شده برآورد

)۴ BIC ) بیزی اطلاع معیار .١ . ١ . ٧ تعریف
مدل ها از متناهͬ مجموعه ی ی میان در مدل انتخاب برای معیار ی بیزی اطلاع آمار، در

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به و است
BIC = −٢ logL+ k(log(n)− log(٢π))

نمایی درست تابع ماکزیمم مقدار L شده، برآورد آزاد پارامترهای تعداد k نمونه، اندازه ی n که
با است برابر بالا عبارت بزرگ های n برای است. شده برآورد پارامترهای ازای به مدل برای

BIC = −٢ logL+ k log(n)

.[١] است بهترین BIC مقدار کمترین دارای مدل نیز بیزی اطلاع معیار برای
)۵ KS) کولموگروف‐اسمیرنف آماره ی .١ . ١ . ٨ تعریف

و F (x) توزیع تابع با پیوسته ای توزیع از تصادفͬ نمونه ی ی X١, · · · , Xn کنید فرض
Fn(x) با نمونه این تجربی توزیع تابع باشد. نمونه این برای ترتیبی آماره های X١:n, · · · , Xn:n

نوشت: زیر صورت به را آن ͬ توان م x ∈ IR هر ازای به که ͬ شود م داده نمایش

Fn(x) =


٠ x < x١:n
k
n xk:n ≤ x < xk+١:n , k = ١,٢, · · · , n− ١
١ x ≥ xn:n

کولموگروف‐اسمیرنف آماره ی صورت این در ͬ باشد. م F (x) توزیع تابع برآورد Fn(x) آن در که
ͬ شود: م معرفͬ زیر صورت به

Dn = sup
x∈IR

|Fn(x)− F (x)|

٣Akaike Information Criterion
۴Bayesian Information Criterion
۵Kolmogorov-Smirnov



۵ نرمال توزیع

نرمال توزیع ١ . ٢
در نرمال توزیع است. گاوس) توزیع (یا نرمال توزیع احتمال، و آمار در توزیع مهمترین
تقریب برای را توزیع این وی شد. معرفͬ فرانسوی ریاضیدان دموار آبراهام توسط ١٧٣٣ سال
صورت به اما نامید، ش΄ل زنگͬ منحنͬ را آن و برد ب΄ار س΄ه پرتاب به مربوط احتمال های

شد. برده ب΄ار ١٨٠٩ سال در گاوس نام به آلمانͬ ریاضیدان توسط گسترده
باشد، زیر احتمال چ·الͬ تابع دارای ، X تصادفͬ متغیر اگر .١ . ٢ . ١ تعریف

f(x) =
٢√١πσ٢ e

− ١
٢σ٢ (x−µ)٢

, −∞ < x < ∞ ; µ ∈ IR , σ2 > 0 (١ . ٣)

نشان X ∼ N(µ, σ٢) نماد با را آن و است σ٢ و µ پارامترهای با نرمال توزیع دارای X گوییم
ͬ دهیم. م

مهم مورد ی است. فراوان کاربرد دارای عملͬ نظر از هم و تئوری نظر از هم توزیع این
مقدار که کنید فرض است. زیر حالت در تصادفͬ های پدیده ی مطالعه در توزیع این کاربرد از
عوامل این از ی هر تأثیر که طوری به دارد، بستگͬ متعددی عوامل به مطالعه تحت متغیر
تعیین را X مقدار ها آن مجموع که گرفت نظر در تصادفͬ کمیت ی صورت به ͬ توان م را

اگر حال ͬ کند. م
باشد. زیاد عوامل این تعداد الف‐

باشد. جزئͬ بسیار تنهایی به عوامل این از ی هر تأثیر ب‐
باشد. عوامل دی·ر از مستقل عوامل از ی هر اثر ج‐

است. نرمال تقریباً X توزیع که داد نشان ͬ توان م صورت آن در
به است. صادق تقریبی طور به پیوسته تصادفͬ های کمیت از بسیاری مورد در فوق شرایط
بهداشت، تغذیه، قبیل از دی·ری عوامل و ژنتی عوامل به شخص ی قد طول مثال عنوان
یا است؛ جزئͬ نسبتاً تنهایی به عوامل این از ی هر تأثیر که دارد بستگͬ · · · و محیط شرایط

ͬ باشند. م موثر زیادی عوامل دانشجو ی هوش ی نمره در

نرمال توزیع های ویژگͬ ١ . ٢ . ١
باشد: N(µ, σ٢) چ·الͬ تابع f اگر

یعنͬ است، متقارن x = µ حول f چ·الͬ تابع .١
f(x+ µ) = f(x− µ)



اولیه تعاریف و مفاهیم ۶
است. f نمودار افقͬ مجانب y = ٠ یعنͬ lim

x→−∞
f(x) = ٠ و lim

x→∞
f(x) = ٠ .٢

ͬ باشد. م ٢√١πσ٢ ماکزیمم مقدار و بوده ماکزیمم x = µ ی نقطه در f چ·الͬ تابع .٣
استاندارد گوییم ۶ نرمال نیم را |X| آنگاه باشد، استاندارد نرمال توزیع دارای X اگر .۴

باشد. زیر صورت به آن چ·الͬ هرگاه
f|x|(x) = ٢f(x) , x > ٠

که کنید توجه همچنین است. X مرکزی مقدار نمایانگر µ که ͬ دهد م نشان µ حول f تقارن
است ثابت f نمودار زیر سط چون و بوده بیشتر f مقدار ماکزیمم باشد، کوچ΄تر σ چقدر هر
بود. خواهد هموارتر f نمودار و بوده کمتر f ماکزیمم مقدار باشد، بزرگتر σ چه هر بالعکس و

است. µ مرکزی مقدار حول X توزیع تمرکز نمایانگر σ بنابراین

نرمال چوله توزیع ١ . ٣
موضوع آنها جزئیات مطالعه ی و پارامتری خانواده های آماری مباحث در دور، گذشته های از
همراه چشم·یری موفقیت با مبحث این اخیر، سال چند در و بوده نظران صاحب بحث مورد
ͬ باشد. م ٧ نرمال چوله توزیع خانواده مطالعات، این از توجهͬ قابل قسمت ی است. بوده
موارد که ͬ باشد، م نرمال چوله توزیع معرفͬ انگیزه ی شود مطرح است مم΄ن که سوالͬ اولین

باشند. سوال این به ͺپاس در کننده ای ͽقان جواب ͬ توانند م زیر
نرمال توزیع دارای که شویم مواجه جوامعͬ با دارد ام΄ان علمͬ مسائل از بسیاری در •

ͬ باشند. م نزدی بسیار نرمال توزیع به ولͬ نیستند
یا استقلال مانند استانداردی شرایط در ما داده های که داریم انتظار اوقات بیشتر در •

باشند. شرایط این فاقد ما داده های است مم΄ن گاهͬ که کنند صدق بودن نرمال
محدودی تنها ولͬ دارند حدی گرایش نرمال توزیع به آماری توزیع های این از بسیاری •

خاص حالت ی عنوان به را نرمال توزیع که دارند وجود پارامتری توزیع های خانواده
حدی. حالت در نه و ͬ گیرند م بر در

مفید نیز تئوری نظر از بل΄ه دارد فراوانͬ کاربردهای علمͬ مسائل در نرمال چوله توزیع تنها نه
که ͬ باشد م نرمال چوله های توزیع از آمیخته ای ترتیبی آماره های توزیع مثال برای ͬ باشد، م

است. آمده عمل به مورد این در زیادی تحقیقات
پارامتری توزیع های از کلاس ی منظور ͬ بریم م کار به را نرمال چوله اصطلاح که هنگامͬ

۶Half Normal
٧skew normal



٧ نرمال چوله توزیع
کننده ی بیان که ٨ ش΄ل پارامتر نام به پارامتری کردن اضافه با را نرمال توزیع که است احتمال
ͬ باشد م آن از خاص حالت ی نرمال توزیع که توزیع ها از دی·ری کلاس به است، چول·ͬ
تعمیمͬ عنوان به نرمال چوله توزیع علمͬ لحاظ از ͬ سازد. م خارج بودن نرمال از و تعمیم
باشند کجͬ یا چول·ͬ مقداری دارای داده ها که دارد کاربرد موقعیت هایی در نرمال توزیع از
علاوه نرمال چوله توزیع تئوری لحاظ از نشود. برازش داده ها روی خوبی به نرمال توزیع و
توجه جالب و مهم خصوصیاتͬ دارای خود نرمال، توزیع ͬ های ویژگ از بسیاری کردن حفظ بر
توسط ابتدا نرمال چوله توزیع است. کرده تبدیل کاربرد پر توزیع ی به را توزیع این که است
این متغیره چند حالت [٩] ١٩٩۶ ٩ واله دالا و آزالینͬ ادامه در شد. معرفͬ [٧] ١٩٨۵ آزالینͬ
را توزیع این احتمالͬ و مهم خواص [٨] ١٩٩٩ ١٠ کاپیتانو و دالا همچنین کردند. ارایه را توزیع
مورد آن خواص از برخͬ و پرداخته نرمال چوله توزیع معرفͬ به بخش این در آوردند. دست به
ͬ آوریم. م دست به را آن نمایی درست ماکزیمم برآوردگرهای و گشتاورها و داده قرار بررسͬ
مورد زیر قضیه های در را چوله متقارن توزیع های خانواده نرمال، چوله توزیع معرفͬ از قبل
خانواده این جزئیات کامل بررسͬ به [٣٠] ٢٠٠۴ ١١ جنتون و بویر وانگ، ͬ دهیم. م قرار بررسͬ

پرداختند. توزیع ها از
حقیقͬ تابع ی G و باشد صفر حول متقارن احتمال چ·الͬ تابع ی f کنید فرض .١ . ٣ . ١ لم

باشد. زیر خواص با مقدار
G : IRn → [0, 1] .١

G(−x) = ١ −G(x) .٢
است. احتمال چ·الͬ تابع ی ͬ شود م تعریف زیر صورت به که fg(·) : IRn → IR تابع آنگاه

fg(x) = ٢f(x)G(x) (۴ . ١)
لذا: باشد X ∼ f کنید فرض برهان.

(١
f(x) ≥ ٠ , G(x) ≥ ٠ ⇒ fg(x) ≥ ٠

هم نیز G(Y ) و G(X) پیوسته، G هر برای آنگاه باشند، هم توزیع Y و X اگر ͬ دانیم م (٢
داریم نتیجه در هستند. توزیع

X
d
= −X ⇒ G(x)

d
= G(−x) = ١ −G(x)

⇒ E[٢G(x)] = ١ ⇒
∫ +∞

−∞
٢G(x)f(x)dx︸ ︷︷ ︸

fg(x)

= ١

٨shap parameter
٩Dalla Valla

١٠Capitianio
١١Wang, Boyer and Genton



اولیه تعاریف و مفاهیم ٨
است. احتمال چ·الͬ تابع ی fg(x) پس

ͬ گوییم. م متقارن چوله توزیع (۴ . ١) رابطه در شده معرفͬ توزیع به .١ . ٣ . ١ ملاحظه
h(Xg)

d
= h(X) آنگاه باشد، زوج تابع ی h و X ∼ f همچنین و Xg ∼ fg اگر .١ . ٣ . ٢ لم
آنگاه: باشند، Xg و X تصادفͬ متغیرهای توزیع تابع ترتیب به Fg و F اگر برهان.

F|Xg |(x) = P [|Xg| ≤ x] = P [−x ≤ Xg ≤ x] = Fg(x)− Fg(−x)

⇒ f|Xg |(x) = fg(x) + fg(−x) = ٢f(x)G(x) + ٢f(x)G(−x)

= ٢f(x)G(x) + ٢f(x)(١ −G(x)) = ٢f(x)
داریم: h زوج تابع هر برای بنابراین . |Xg|

d
= |X| پس f|X|g(x) = ٢f(x) چون و

h(Xg)
d
= h(|Xg|)

d
= h(|X|) d

= h(X)

تعریف زیر ش΄ل به را g(x) متقارن چوله چ·الͬ تابع ٢٠٠٣ کاپیتانو و آزالینͬ کار، ادامه در
کردند:

g(x) = ٢f(x)G(W (x)) (۵ . ١)
ی توزیع تابع G : IRn → [0, 1] و است صفر حول متقارن چ·الͬ تابع ی f(x) طوری΄ه به
جای·ذاری با ͬ باشد. م فرد تابع ی W : IRn → IR و صفر حول متقارن پیوسته تصادفͬ متغیر
توزیع تابع و چ·الͬ تابع ترتیب به Φ و ϕ که (۵ . ١) رابطه در W (x) = λx و G = Φ و f = ϕ

ͬ گیریم: م نتیجه را زیر تعریف ͬ باشند، م استاندارد نرمال
تابع فرم اگر ͬ باشد، م استاندارد نرمال چوله توزیع دارای Zλ تصادفͬ متغیر .١ . ٣ . ١ تعریف

باشد: زیر صورت به ͬ دهیم م نشان ϕ(z;λ) با که را آن چ·الͬ
ϕ(z;λ) = ٢ϕ(z)Φ(λz) , Z, λ ∈ IR (۶ . ١)

اختصار به را آن باشد λ چول·ͬ یا ش΄ل پارامتر با نرمال چوله توزیع دارای Zλ تصادفͬ متغیر اگر
١٩٨۵ آزالینͬ توسط بار اولین برای چ·الͬ تابع فرم این ͬ دهیم. م نشان Zλ ∼ SN(λ) نماد با

شد. معرفͬ
چپ به چوله λ منفͬ مقادیر ازای به راست، به چوله λ مثبت مقادیر ازای به فوق چ·الͬ تابع

ͬ شود. م تبدیل استاندارد نرمال چ·الͬ به و متقارن λ = ٠ ازای به و



٩ نرمال چوله توزیع

λ مختلف مقادیر برای نرمال چوله توزیع چ·الͬ تابع :١ . ١ ش΄ل

چ·الͬ ١ · ١ ش΄ل شد. معرفͬ ١٩٨۵ آزالینͬ توسط بار اولین برای چ·الͬ تابع ش΄ل این
ͬ دهد. م نشان λ منفͬ) و مثبت ) مختلف مقادیر برای را نرمال چوله تصادفͬ متغیر

Y چ·الͬ تابع آنگاه ، σ ∈ IR+ و µ ∈ IR ، Y = µ+ σZλ ، Zλ ∼ SN(λ) اگر .١ . ٣ . ٢ ملاحظه
است: زیر صورت به

ϕ(y;µ, σ, λ) =
٢
σ
ϕ(

y − µ

σ
)Φ(

y − µ

σ
) (١ . ٧)

.Y ∼ SN(µ, σ, λ) ͬ نویسیم م باشد، (١ . ٧) صورت به Y چ·الͬ تابع اگر

استاندارد نرمال چوله توزیع تابع Φ(z;λ) و استاندارد نرمال توزیع تابع Φ(z) اگر .١ . ٣ . ٣ لم
Φ(z;λ) = رابطه استاندارد نرمال توزیع تابع و استاندارد نرمال چوله توزیع تابع بین آنگاه باشد،

است. T (z;λ) = ∫∞
z

∫ λt٠ ϕ(u)ϕ(t)dudt آن در که است، برقرار Φ(z)− ٢T (z;λ)

که ͬ شود م نتیجه توزیع تابع تعریف به توجه با برهان.

Φ(z;λ) = ٢
∫ z

−∞
ϕ(t)Φ(λt)dt = ١ − ٢

∫ ∞

z
ϕ(t)Φ(λt)dt

=

∫ +∞

−∞
٢ϕ(t)Φ(λt)dt−

∫ +∞

z
٢ϕ(t)Φ(λt)dt

= ١ − ٢
(∫ +∞

z
ϕ(t)

(∫ ٠
−∞

ϕ(u)du+

∫ λt

٠ ϕ(u)du

)
dt

)



اولیه تعاریف و مفاهیم ١٠
داشت خواهیم نتیجه در ، ∫ ٠

−∞ ϕ(u)du = ١٢ که آنجایی از

Φ(z;λ) = ١ − ٢
( ١

١)٢ − Φ(z)) +

∫ +∞

z

∫ λt

٠ ϕ(t)ϕ(u)dudt

)

= Φ(z)− ٢
∫ +∞

z

∫ λt

٠ ϕ(u)ϕ(t)dudt = Φ(z)− ٢T (z;λ) , λ > ٠

نرمال چوله توزیع های  ͬ ویژگ ۴ . ١
داریم: آنگاه X ∼ N(٠, ١) و Zλ ∼ SN(λ) اگر .١ . ۴ . ١ قضیه

SN(٠) = N(٠, ١) .١
−Zλ

d
= SN(−λ) .٢
|Zλ|

d
= |X| .٣

X٢ d
= Z٢

λ ∼ χ٢١ .۴
Zλ

d
= |X| آنگاه λ → +∞ که هنگامͬ .۵

Zλ
d
= −|X| آنگاه λ → −∞ که هنگامͬ .۶

آنگاه ، λ = ٠ اگر ، (۶ . ١) نرمال چوله چ·الͬ تابع تعریف از استفاده با .١ برهان.
بنابراین ، Φ(٠) = ١٢ که آنجایی از و ϕ(z; ٠) = ٢ϕ(z)Φ(٠)

ϕ(z; ٠) = ϕ(z) ⇒ SN(٠) = N(٠, ١)

چوله چ·الͬ تابع تعریف از استفاده با و استاندارد نرمال چ·الͬ بودن متقارن به توجه با .٢
، (ϕ(−z) = ϕ(z)) ، ϕ(z) تابع بودن زوج و نرمال

ϕ(−z;λ) = ٢ϕ(−z)Φ(−λz) = ٢ϕ(z)Φ(−λz) = SN(−λ) ⇒ −Zλ
d
= SN(−λ)

داریم ، x > ٠ هر ازای به Zλ تصادفͬ متغیر برای .٣

F|Zλ|(x) = P (|Zλ| ≤ x) = P (Zλ ≤ x)− P (−Zλ ≥ x)

=

∫ x

−∞
٢ϕ(z)Φ(λz)dz −

∫ +∞

x
٢ϕ(z)Φ(−λz)dz



١١ نرمال چوله توزیع های  ͬ ویژگ
داریم ، Φ(−λz) = ١ − Φ(λz) که ͬ دانیم م

=

∫ x

−∞
٢ϕ(z)Φ(λz)dz −

∫ +∞

x
٢ϕ(z)(١ − Φ(λz))dz

=

∫ x

−∞
٢ϕ(z)Φ(λz)dz −

∫ +∞

x
٢ϕ(z)dz +

∫ +∞

x
٢ϕ(z)Φ(λz)dz

=

∫ +∞

−∞
٢ϕ(z)Φ(λz)dz −

∫ +∞

x
٢ϕ(z)dz

= ١ − ١)٢ − Φ(x)) = ٢Φ(x)− ١

f|x|(x) = ٢ϕ(x), x > ٠ نتیجه در
چ·الͬ دارای |Zλ| پس است، استاندارد نرمال چ·الͬ دارای X فرض، طبق که آنجایی از

ͬ شود. م کامل اثبات ترتیب بدین و است نرمال نیم چ·الͬ تابع همان که ، ٢ϕ(x)

داریم |Zλ|
d
= |X| که ٣ قسمت بنابر .۴

Z٢
λ

d
= |Zλ|٢ d

= |X|٢ d
= X٢

.Z٢
λ ∼ χ٢١ پس ، X٢ ∼ χ٢١ چون

بنابراین ، Φ(λz) → ١ و λz → +∞ نتیجه در z > ٠ و λ → +∞ اگر .۵

lim
λ→+∞

ϕ(z;λ) = lim
λ→∞

٢ϕ(z)Φ(λz) =


٢ϕ(z) z > ٠
٠ z < ٠

Zλ
d
= |X| نتیجه در ͬ باشد، م نرمال نیم چ·الͬ تابع همان فوق چ·الͬ تابع

داشت خواهیم ، z < ٠ و λ → −∞ اگر که داد نشان ͬ توان م مشابه طور به .۶

٢ϕ(z)Φ(λz) −→ ٢ϕ(z)

ͬ شود. م کامل اثبات و

باشد. مقعر آن ل·اریتم اگر تنها و اگر است مدی تک قویاً نرمال چوله چ·الͬ تابع .٢ . ۴ . ١ قضیه

مشتق کنیم ثابت کافیست است، z از مقعر تابعͬ ، log ϕ(z;λ) دهیم نشان اینکه برای برهان.
است. منفͬ ،z مقادیر تمام برای log ϕ(z;λ) دوم



اولیه تعاریف و مفاهیم ١٢
ͬ  دانیم م

ϕ(z) =
٢√١πe

− z٢
٢ ϕ′(z) =

∂

∂z
ϕ(z) =

٢√١π (−z)e−
z٢
٢ = −zϕ(z)

Φ(λz) =

∫ λz

−∞

٢√١πe
−x٢

٢ dx

∂

∂z

(∫ λz

−∞

٢√١πe
−x٢

٢ dx

)
=

٢√١πe
− z٢

٢

∂

∂z
Φ(λz) = λϕ(λz)

داریم
∂٢
∂z٢ log ϕ(z;λ) =

∂٢
∂z٢ (log٢ + log ϕ(z) + log Φ(λz))

=
∂

∂z
(
−zϕ(z)

ϕ(z)
+

∂

∂z
(
λϕ(λz)

Φ(λz)
)) = −١ + λ(

−zλ٢ϕ(λz)Φ(λz)− λϕ٢(λz)
Φ٢(λz) )

= −١ − λ٢ϕ(λz)
Φ(z)

(λz +
ϕ(λz)

Φ(λz)
)

که ͬ دهیم م نشان اثبات برای هستند، مثبت Z مقادیر تمام برای Φ(z) و ϕ(z) که آنجایی از
λz = t گرفتن نظر در با دی·ر عبارت به است، مثبت λz مقادیر تمام برای نیز λz + ϕ(λz)

Φ(λz)

داشت: خواهیم
ϕ(t)

Φ(t)
+ t > ٠ =

ϕ(t)

Φ(t)
> −t ⇒ ϕ(t) > −tΦ(t) = ϕ(t) + tΦ(t) > ٠ , ∀t ∈ IR

داریم: نامساوی این دادن نشان برای حال
ϕ(t) + tΦ(t) = ϕ(t) +

∫ t

−∞
tϕ(x)dx

xϕ(x) < tϕ(x) نتیجه در ، x < t که ازآنجایی
لذا

ϕ(t) +

∫ t

−∞
tϕ(x)dx > ϕ(t) +

∫ t

−∞
xϕ(x)dx

نتیجه در ، xϕ(x) = −ϕ′(x) طرفͬ از
ϕ(t) + tϕ(t) > ϕ(t) +

∫ t

−∞
−ϕ′(x)dx

در . ϕ(t)
Φ(t) + t > ٠ بنابراین .ϕ(t)− ϕ(t) = ٠ نتیجه در است تابع خود تابع مشتق انتگرال چون

است. z از مقعر تابعͬ ، log ϕ(z;λ) نتیجه

تصادفͬ نمایش ۵ . ١
متغیر دو از تابعͬ صورت به ͬ توان م را نرمال چوله تصادفͬ متغیر که ͬ کند م بیان زیر قضیه

ͬ گویند. م تصادفͬ نمایش آن به که نوشت استاندارد نرمال مستقل تصادفͬ



١٣ تصادفͬ نمایش
و باشند استاندارد نرمال مستقل تصادفͬ متغیرهای U و V اگر .١ . ۵ . ١ قضیه

V =
z − a|u|

b
و Zλ =

λ√١ + λ٢ |U |+ ١√١ + λ٢V , λ ∈ IR

است. λ پارامتر با نرمال چوله توزیع دارای Zλ تصادفͬ متغیر آنگاه
داریم: نتیجه در b = ١√١+λ٢ و a = λ√١+λ٢ کنید فرض ابتدا برهان.

P (Zλ ≤ z) = P (a|U |+ bV ≤ z) = P (V ≤ (z − a|U |)
b

)

=

∫ +∞

٠ P

(
V ≤ (z − a|u|)

b

∣∣∣∣∣|U | = u

)
· f|u|(u)du

=

∫ +∞

٠ P (V ≤ (z − au)

b
) · ٢f(u)du

f|u|(u) = ٢ϕ(u) است، استاندارد نرمال u چون
نتیجه در

P (Zλ ≤ z) =

∫ +∞

٠ P (V ≤ (z − au)

b
) · ٢ϕ(u)du

= ٢
∫ +∞

٠ Φ(
(z − au)

b
)ϕ(u)du

و a٢ + b٢ = ١ رابطه کم به ،z به نسبت بالا رابطه از گیری مشتق با حال
داشت: خواهیم [(u−az

b )٢ + u٢] = [( z−au
b )٢ + z٢]

∂

∂z
P (Zλ ≤ z) = ٢

∫ +∞

٠
١
b
ϕ(

(u− az)٢
b

)ϕ(u)du

= ٢
∫ +∞

٠
١

٢πbexp{−
١
٢ [(

u− az

b
)٢ + z٢]}du

= ٢ϕ(z)
∫ +∞

٠ (٢πb٢)− ١٢ exp(−(u− az)٢
٢b٢ )du

داریم: [١ − Φ(−x)] = Φ(x) و a
b = λ اینکه و t = u−az

b فرض با
٢ϕ(z)

∫ +∞

−a
b
z

٢√١πe
− t٢٢ dt = ٢ϕ(z){١ − Φ(−a

b
z)}

= ٢ϕ(z)Φ(λz)
است. نرمال چوله چ·الͬ تابع این که

باشند، آنگاه استاندارد نرمال توزیع از مستقل تصادفͬ متغیرهای Y و X اگر .٢ . ۵ . ١ قضیه
داریم:

X|(Y < λX) ∼ SN(λ) (١ . ٨)



اولیه تعاریف و مفاهیم ١۴
برهان.

P (Y < λx) =

∫ +∞

−∞
P (Y < λx) · f(x)dx =

∫ +∞

−∞

∫ λx

−∞
f(y)f(x)dydx

=
١
٢
∫ +∞

−∞
٢Φ(λx)ϕ(x)dx =

١
٢

f(X|Y <λX)(x) =
f(X,Y < λx)

P (Y < λx)
=

fX(x) · P (Y < λx|X = x)
١٢

=
ϕ(x) · Φ(λx)

١٢
= ٢ϕ(x) · Φ(λx)

X|(Y < λx) ∼ SN(λ) نتیجه در

و X(١) = min(X١, X٢) همچنین و (X١, X٢) d
= N٠)٢, ٠, ١, ١, ρ) کنید فرض .٣ . ۵ . ١ قضیه

داریم: آنگاه X(٢) = max(X١, X٢)

X(٢) ∼ SN(
√١−ρ١+ρ

) و X(١) ∼ SN(−
√١−ρ١+ρ

) آنگاه: |ρ| ̸= ١ اگر .١
X(١) d

= X(٢) d
= X١ d

= X٢ آنگاه: ρ = ١ اگر .٢
X(٢) d

= |X١| و X(١) d
= −|X١| آنگاه: ρ = −١ اگر .٣

|X(١)| d
= |X(٢)| d

= |X١| d
= |X٢| .۴

و هم توزیع X١−X٢ و X١+X٢ که کنیم ثابت باید نرمال توزیع خواص به توجه با .١ برهان.
است، نرمال حاشیه ای توزیع متغیره دو نرمال در که ͬ دانیم م چون نتیجه در مستقلند.

داریم: صورت دراین ͬ باشند. م نرمال نیز X١ −X٢ و X١ +X٢ توزیع بنابراین

E(X١ +X٢) = EX١ + EX٢ = ٠
V ar(X١ +X٢) = V ar(X١) + V ar(X٢) + ٢Cov(X١, X٢)
= ١ + ١ + ٢ρ = ١)٢ + ρ)

X١ +X٢ ∼ N(١)٠,٢ + ρ)) ⇒ V =
X١ +X١)٢√٢ + ρ)

∼ N(٠, ١)
E(X١ −X٢) = EX١ − EX٢ = ٠
V ar(X١ −X٢) = V ar(X١) + V ar(X٢)− ٢Cov(X١, X٢)
= ١ + ١ − ٢ρ = ١)٢ − ρ)

X١ −X٢ ∼ N(١)٠,٢ − ρ)) ⇒ U =
X١ −X١)٢√٢ − ρ)

∼ N(٠, ١)

Cov(aX, bY ) = ͬ دانیم م Cov(U, V ) = ٠ دهیم نشان کافیست بودن مستقل برای



١۵ تصادفͬ نمایش
داریم: نتیجه در abCov(X,Y )

Cov(U, V ) = Cov(
X١)٢√١ + ρ)

+
X١)٢√٢ + ρ)

,
X١)٢√١ − ρ)

− X١)٢√٢ − ρ)
)

= Cov(
X١)٢√١ + ρ)

,
X١)٢√١ − ρ)

) + Cov(
X١)٢√٢ + ρ)

,
X١)٢√١ − ρ)

)

− Cov(
X١)٢√١ + ρ)

,
X١)٢√٢ − ρ)

)− Cov(
X١)٢√٢ + ρ)

,
X١)٢√٢ − ρ)

)

=
١)٢√١ + ρ)
√١)٢ − ρ)

Cov(X١, X١)︸ ︷︷ ︸
=١

+
١)٢√١ + ρ)
√١)٢ − ρ)

Cov(X٢, X١)

− ١)٢√١ + ρ)
√١)٢ − ρ)

Cov(X١, X٢)−
١)٢√١ + ρ)
√١)٢ − ρ)

Cov(X٢, X٢)︸ ︷︷ ︸
=١

= ٠

نوشت: ͬ توان م ماکزیمم تابع تعریف طبق طرفͬ از
X(٢) = max(X١, X٢) =

X١ +X٢٢ +
|X١ −X٢|٢

داشت خواهیم λ =
√١−ρ١+ρ

اگر ، ١ . ۵ . ١ قضیه و بالا V و U تعریف به توجه با حال

X(٢) =
١√١ + ١−ρ١+ρ

X١ +X١)٢√٢ + ρ)
+

√١−ρ١+ρ√١ + ١−ρ١+ρ

|X١ −X١)٢√|٢ − ρ)

⇒ X(٢) =
١√١ + λ٢V +

λ√١ + λ٢ |U |

ͬ آید. م به دست مشابه طریق به نیز X(١) = min(X١, X٢) توزیع ͬ شود. م کامل اثبات و
X(١) d

= X(٢) d
= X١ d

= X٢ بنابراین .X١ a.s
= X٢ آنگاه، ρ = ١ اگر .٢

X(٢) d
= |X١| و X(١) d

= −|X١| بنابراین . X١ a.s
= −X٢ آنگاه، ρ = −١ اگر .٣

ͬ شود. م نتیجه قضیه ٣ خاصیت از اثبات .۴

.X ∼ SN(λ) آنگاه ، X =


Y١ Y٢ < λY١
−Y١ Y٢ ≥ λY١

و Y١, Y٢ ∼ N(٠, ١) اگر .۴ . ۵ . ١ قضیه

برهان.
fX(x) = fY١|(Y٢<λY١)(x)P (Y٢ < λY١) + f−Y١|(Y٢≥λY١)(x)P (Y٢ ≥ λY١)

داریم: ١ . ۵ . ١ قضیه مشابه
ϕ(x)Φ(λx) + ϕ(−x)[١ − Φ(−λx)]

X ∼ SN(λ) نتیجه در است) زوج ϕ تابع (چون ϕ(x) = ϕ(−x) و [١−Φ(−λx)] = Φ(λx) چون
fX(x) = ٢ϕ(x)Φ(λx) و



اولیه تعاریف و مفاهیم ١۶
و آورده بدست را آن واریانس و ریاضͬ امید نرمال، چوله توزیع گشتاور مولد تابع اینجا در
مولد تابع آوردن بدست برای ͬ کنیم. م بیان توزیع این گشتاورهای درباره ی قضیه چند سپس

ͬ کنیم. م استفاده زیر لم از نرمال چوله توزیع گشتاور

داریم: σ و µ حقیقͬ و دلخواه مقادیر برای آنگاه ، U ∼ N(٠, ١) اگر .١ . ۵ . ١ لم
E{Φ(µ+ σU)} = Φ(

µ√١ + σ٢ )

ͬ دانیم م باشد، مستقل Y ∼ N(٠, ١) و X = µ + σU تصادفͬ متغیرهای کنیم فرض برهان.
بنابراین Y −X ∼ N(−µ, ١ + σ٢)

E

{
Φ(µ+ σU)

}
= E

{
Φ(X)

}
= E(P (Y ≤ X))

=

∫
R
P (Y ≤ x|X = x)fX(x)dx

Y چونXو
=مستقلند.→− P (Y ≤ x) = P (Y − x ≤ ٠)

= P (
Y − x− (−µ)√١ + σ٢ ≤ µ√١ + σ٢ ) = Φ(

µ√١ + σ٢ )

زیر صورت به Zλ تصادفͬ متغیر گشتاور مولد تابع آنگاه ، Zλ ∼ SN(λ) اگر .۵ . ۵ . ١ قضیه
است.

MZλ
(t) = ٢exp( t٢٢ )Φ(

λt√١ + λ٢ )

برهان.

MZλ
(t) = E(etZλ) = ٢

∫ +∞

−∞
etuϕ(u)Φ(λu)du

= ٢
∫ +∞

−∞
etu

٢√١πe
− ١٢u٢

Φ(λu)du

= ٢
∫ +∞

−∞

٢√١πe
− ١٢ (u٢−٢tu+t٢−t٢)Φ(λu)du

= ٢e t٢٢
∫ +∞

−∞

٢√١πe
− ١٢ (u−t)٢

Φ(λu)du

داریم: قبل لم بنابر و w = u− t متغیر تغییر بردن کار به با
MZλ

(t) = ٢e t٢٢ E(Φ(λW + λt)) = ٢e t٢٢ Φ( λt√١ + λ٢ )

کرد. محاسبه زیر صورت به را واریانس و امید سادگͬ به ͬ توان م بالا رابطه از مشتق گیری با



١٧ تصادفͬ نمایش
ͬ دانیم م

ϕ =
٢√١πe

− t٢٢ t=٠−→ ٢√١π
ϕ′(t) =

−t√٢πe
− t٢٢

∂

∂t
MZλ

(t) = ٢te− t٢٢ Φ( λt√١ + λ٢ ) + ٢ λ√١ + λ٢ e
− t٢٢ ϕ( λt√١ + λ٢ )

∂٢
∂t٢MZλ

(t) = ٢e− t٢٢ Φ( λt√١ + λ٢ ) + ٢t٢e− t٢٢ ϕ( λt√١ + λ٢ )

+ ۴( λt√١ + λ٢ )ϕ(
λt√١ + λ٢ ) + ٢( λt√١ + λ٢ )ϕ

′(
λt√١ + λ٢ )

داریم: نتیجه در

µZλ
= E(Zλ) =

∂

∂t
MZλ

(t)

∣∣∣∣∣
t=٠

=

√٢
π

λ√١ + λ٢

E(Z٢
λ ) =

∂٢
∂t٢MZλ

(t)

∣∣∣∣∣
t=٠

= ١

σ٢
Zλ

= V ar(Zλ) = ١ − ٢
π

λ٢
١ + λ٢

تابعͬ E(Zλ) نتیجه در است. V ar(Zλ) = ١ − ٢
π δ

٢ و E(Zλ) =
√٢

π δ باشد، δ = λ√١+λ٢ اگر
است. |δ| از نزولͬ تابعͬ V ar(Zλ) و است δ از صعودی

ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به مرکزی گشتاورهای همچنین
Ki = E((Z − E(Zλ))

i)

K١ = E(Zλ) = µZλ
=

√٢
π
δ

K٢ = V ar(Zλ) = σ٢
Zλ

= ١ − ٢
π
δ٢

K٣ =

√٢
π

۴ − π

π
δ٣

K۴ = ٣ − ١٢
π
δ٢ +

٨π − ١٢
π٢ δ۴ = ١)٣ − ٢

π
δ٢(٢ +

٨π − ٢۴
π٢ δ۴

متغیر کشیدگͬ ضریب و چول·ͬ ضریب دهنده ی نشان ترتیب به γ٢ و γ١ ،١٩٨۵ آزالینͬ ادامه در
آورد. دست به زیر صورت به را است نرمال چوله تصادفͬ

γ١ =
K٣
K

٣٢٢
=

۴ − π

٢
µ٣
Zλ

σ٣
Zλ

γ٢ =
K۴
K٢٢

= ٢(π − ٣)µ۴
Zλ

σ۴
Zλ



اولیه تعاریف و مفاهیم ١٨
مقدار و (−٠٫٩٩۵, ٠٫٩٩۵) بازه ی در چول·ͬ ضریب مقدار که داد نشان ١٩٨۵ سال در آزالینͬ
توزیع برای محدودیت ی این ͬ کند. م تغییر (−٠٫٨۶٩, ٠٫٨۶٩) ی بازه در کشیدگͬ ضریب

است. محدود آن کشیدگͬ و چول·ͬ تغییرات زیرا ͬ شود، م نرمال چوله
E(Z٢k

λ ) = ١ × ٣ × · · · × (٢k − ١) آنگاه باشد Zλ ∼ SN(λ) کنید فرض .٢ . ۵ . ١ لم
، ١ . ٣ . ٢ لم به توجه با بنابراین ͬ باشد. م زوج تابع ی h صورت دراین h(x) = x٢k اگر برهان.
نتیجه در است. برابر استاندارد نرمال زوج گشتاورهای با نرمال چوله زوج گشتاورهای تمام

E(Z٢k) = E(Z٢k
λ ) = ١ × ٣ × · · · × (٢k − ١)

ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به نرمال چوله توزیع فرد مرتبه گشتاورهای
آنگاه: Zλ ∼ SN(λ) تصادفͬ متغیر اگر .٣ . ۵ . ١ لم

E(Z٢k+١
λ ) =

٢
π
λ(١ + λ٢)−(k+ ١٢ )٢−k(٢k + ١)!

k∑
r=٠

r!(٢λ)٢r
(٢r + ١)!(k − ١)!

باشند، حقیقͬ اعداد b و a و بوده استاندارد نرمال مستقل تصادفͬ متغیر دو V و U اگر برهان.
داریم: جمله ای دو بسط از استفاده با آنگاه

E(a|U |+ bV )٢k+١ = E

[ ٢k+١∑
j=٠

 ٢k + ١
j

 (a|U |)j(bV )٢k+١−j

]

که ͬ دانیم م ١ . ۵ . ١ قضیه به توجه با صورت این در a = λ√١+λ٢ و b = ١√١+λ٢ اگر حال
بنابراین: Z d

= (a|U |+ bV )

E(a|U |+ bV )٢k+١ =

٢k+١∑
j=٠

 ٢k + ١
j

 ajb٢k+١−jE(|U |j)E(V ٢k+١−j)

=
٢k+١∑
j=٠

 ٢k + ١
j

 (
λ√١ + λ٢ )

j(
١√١ + λ٢ )

٢k+١E(|U |j)E(V ٢k+١−j)

= (
١√١ + λ٢ )

٢k+١ ٢k+١∑
j=٠

 ٢k + ١
j

λjE(|U |j)E(V ٢k+١−j)

= (١ + λ٢)− ٢k+١٢ (٢k + ١)!
٢k+١∑
j=٠

λj

j!(٢k + ١ − j)!
E(|U |j)E(V ٢k+١−j)

درنظرگرفتن با است، صفر برابر استاندارد نرمال توزیع فرد گشتاورهای که آنجایی از و
با: است برابر فوق رابطه J = ٢r + ١

E(Zλ)
٢k+١ = (١ + λ٢)−(k+ ١٢ )(٢k + ١)!

k∑
r=٠

λ٢r+١
(٢r + ٢)!(١k + ١ − ٢r − ١)!E(|U |٢r+١)E(V ٢(k−r))

(١ . ٩)



١٩ تصادفͬ نمایش
دهیم: نشان کافیست اثبات اتمام برای

E(|U |٢r+١) =
√٢

π
r!٢r E(V ٢r) = (٢r)!

٢rr!

م بسط از E(V ٢r) محاسبه برای ͬ باشد. م e
t٢٢ استاندارد نرمال گشتاور مولد تابع ͬ دانیم م

ͬ کنیم. م استفاده است زیر صورت به که e
t٢٢ لورن

e
t٢٢ =

∞∑
n=٠

t٢n
٢nn!

داشت: خواهیم ب·یریم، مشتق مرتبه ٢r فوق رابطه از اگر حال
d

d٢r e
t٢٢ =

∞∑
n=r

١
٢nn!

[
٢n(٢n− ١) · · · (٢n− (٢r − ١))t٢n−٢r

]

=
∞∑
n=r

(٢n)!
٢nn!(٢n− ٢r)! t٢n−٢r

=
(٢r)!
٢rr!٠! t٠ +

∞∑
n=r+١

(٢n)!
٢nn!(٢n− ٢r)! t٢n−٢r

نتیجه: در ͬ شود، م محاسبه E(V ٢r) صفر مساوی t دادن قرار با حال

E(V ٢r) = (٢r)!
٢rr!

ͬ دانیم، م طرفͬ از
f|U |(u) =

√٢
π
e−

u٢
٢ , u > ٠

داشت خواهیم کنیم، اختیار Y مساوی را |U | اگر حال

E(|U |٢r+١) = E(Y ٢r+١) =
∫ ∞

٠ y٢r+١
√٢

π
e−

y٢
٢ dy

داریم: y٢
٢ = u متغیر تغییر با لذا

E(Y ٢r+١) =
√٢

π

∫ ∞

٠ (٢u) ٢r+١٢ e−u

√٢udu
=

√٢
π

٢r

∫ ∞

٠ ure−udu

=

√٢
π

٢rΓ(r + ١) =
√٢

π
٢rr! , r = ٠, ١,٢, · · · (١ . ١٠)



اولیه تعاریف و مفاهیم ٢٠
داشت: خواهیم بالا روابط به توجه با نتیجه در و

E(a|U |+ bV )٢k+١ = (١ + λ٢)−(k+ ١٢ )(٢k + ١)!×
k∑

r=٠
λ٢r+١

(٢r + ٢)!(١k + ١ − ٢r − ١)!
× E(|U |٢r+١)E(V ٢(k−r))

= (١ + λ٢)−(k+ ١٢ )(٢k + ١)!×
k∑

r=٠
λ٢r+١

(٢r + ٢)!(١k + ١ − ٢r − ١)!
×
√٢

π
r!٢r [٢(k − r)]!

٢k−r(k − r)!

= (١ + λ٢)−(k+ ١٢ )(٢k + ١)!×
√٢

π
λ٢−k

k∑
r=٠

λ٢r
(٢r + ١)!r!

٢٢r
(k − r)!

= (١ + λ٢)−(k+ ١٢ )(٢k + ١)!×
√٢

π
λ٢−k

k∑
r=٠

(٢λ)٢rr!
(٢r + ١)!(k − r)!

نمایی درست ماکزیمم برآورد ۶ . ١
با (١ . ٧) نرمال چوله م΄انͬ‐مقیاسͬ، خانواده از تصادفͬ نمونه ی X١, · · · , Xn کنیم فرض

پارامترهای برای نمایی درست تابع ل·اریتم باشد. x١, · · · , xn شده مشاهده مقادیر
است: زیر صورت به θ = (µ, σ, λ)

ℓ(θ) = n ln٢ − n lnσ +

n∑
i=١

lnϕ(
xi − µ

σ
) +

n∑
i=١

lnΦ(λ
xi − µ

σ
)

ͬ آید. م بدست زیر صورت به σ و µ پارامتر برای نمایی درست معادلات
∂

∂µ
ℓ(θ) =

١
σ٢

n∑
i=١

(Xi − µ) +
λ٢
σ٢

n∑
i=١

(Xi − µ) = ٠
∂

∂σ
ℓ(θ) =

−n

σ
+

١
σ٣

n∑
i=١

(Xi − µ)٢ +
λ٢
σ٣

n∑
i=١

(Xi − µ)٢ = ٠

نرمال چوله توزیع زیرا دارند، ی΄تا جواب σ و µ برای نمایی درست معادلات λ هر برای
درست ماکزیمم برآورد میان که ͬ رسیم م نتیجه این به محاسبات کمͬ با است. مدی تک قویاً

است: برقرار زیر رابطه σ و µ پارامترهای برای نمایی
σ̂٢ =

∑n
i=١(Xi − µ̂)٢

n
(١ . ١١)

این به نمایی درست ماکزیمم برآوردهای آوردن بدست برای دادی قرار روش ی پس
تا ͬ کنیم م حل σ و µ برای را نمایی درست معادلات ، λ ثابت مقدار ی برای که است صورت



٢١ نمایی درست ماکزیمم برآورد
برسیم. (١ . ١١) معادله به

تابع از استفاده با سپس ͬ کنیم. م تکرار λ مقادیر از قبول قابل دامنه ی برای را مراحل این
ͬ کنیم. م برآورد را λ زیر، نمایی درست

ℓP (λ) = ℓ(µ̂, σ̂٢(µ), λ) = n ln٢ − n ln σ̂(µ) +

n∑
i=١

lnϕ(
Xi − µ̂

σ̂(µ)
)

+
n∑

i=١
lnΦ(λ

Xi − µ̂

σ̂(µ)
)

ͬ باشد. م زیر صورت به (µ, σ, λ) پارامترهای برای فیشر اطلاع ماتریس های درایه

I١١ =
١ + λ٢a٠

σ٢ I١٢ =
E(Z)٢+١λ٢

١+λ٢ + λ٢a١
σ٢ I١٣ =

√
π٢ ١
(١+λ٢) ٣٢

− λa١
σ

I٢٢ =
٢ + λ٢a٢

σ٢ I٢٣ = −λa٢
σ

I٣٣ = a٢

ak = ESN

{
Zk( ϕ(λZ)

Φ(λZ))
٢
}

،k = ٠, ١,٢ و Z = X−µ
σ آن در که

ͬ کنیم. م محاسبه زیر صورت به را I٢٢ و I١١ مثال برای

I١١ = −E

(
∂٢
∂µ٢ ℓ(θ)

)
∂٢
∂µ٢ ℓ(θ) =

−n

σ٢ − nλ٢
σ٢

I١١ = −E

(
−n(١ + λ٢)

σ٢
)

=
n(١ + λ٢)

σ٢ =
١ + λ٢a٠

σ٢

ͬ باشد. م زیر صورت به I٢٢ همچنین

I٢٢ = −E

(
∂٢
∂σ٢ ℓ(θ)

)
=

١ + λ٢a٠
σ٢

∂٢
∂σ٢ ℓ(θ) =

n

σ٢ − ٣
σ۴

n∑
i=١

(xi − µ)٢ − ٣λ٢
σ۴

n∑
i=١

(xi − µ)٢

=
nσ٢ − ١)٣ + λ٢)∑n

i=١(xi − µ)٢
σ۴

I٢٢ = −E

(
nσ٢ − ١)٣ + λ٢)∑n

i=١(xi − µ)٢
σ۴

)

=
−nσ٢ + ١)٣ + λ٢)nσ٢

σ۴ =
٢ + λ٢a٢

σ٢

ͬ شوند. م اثبات مشابه صورت به نیز بعدی درایه های و





٢ فصل
نرمال آلفا‐چوله توزیع

مقدمه ٢ . ١
و ی آن چ·الͬ ش΄ل که ͬ کنیم م معرفͬ را نرمال توزیع از نامتقارن صورت ی فصل این در
توزیع این فیشر اطلاع ماتریس و نمایی درست ماکزیمم برآوردگرهای همچنین است. دومدی

ͬ کنیم. م بیان را
است. مدی دو و ی که است چوله های توزیع از جدید خانواده ی معرفͬ فصل این هدف
{(ASN(α) : α ∈ صورت به و ͬ شود م نامیده (ASN) ١ نرمال آلفا‐چوله جدید خانواده این
نرمال توزیع همان ASN(٠) بنابراین است. چول·ͬ پارامتر آلفا، که ͬ شود م داده نمایش IR)}
نمایش ٢ . ٣ بخش در و ͬ کنیم م معرفͬ را جدید خانواده این ٢ . ٢ بخش در است. استاندارد
ماتریس و نمایی درست ماکزیمم برآورد ۴ . ٢ بخش ͬ کنیم. م معرفͬ را خانواده این از تصادفͬ

ͬ کنیم. م بررسͬ را اطلاع

نرمال آلفا‐چوله توزیع ٢ . ٢
ͬ شود م داده نمایش {(ASN(α) : α ∈ IR)} صورت به که نرمال آلفا‐چوله توزیع بخش این در
تمامͬ ͬ پردازیم م تعریف چند ذکر به ابتدا ͬ کنیم. م معرفͬ را است نامتقارن پارامتر آلفا، و

١Alpha - Skew Normal



نرمال آلفا‐چوله توزیع ٢۴
است. شده آورده [٣] و [١۵] منبع از فصل این مطالب

متغیر آنگاه باشند، مستقل V و T و باشند P (V = ±١) = ١٢ و T = χ٢
(٣) اگر .٢ . ٢ . ١ تعریف

باشد: زیر چ·الͬ تابع دارای هرگاه است متقارن دومدی نرمال توزیع دارای Y =
√
TV تصادفͬ

f(y) = y٢ϕ(y) , y ∈ IR

ͬ باشد. م استاندارد نرمال چ·الͬ تابع ϕ(y) آن در که ͬ دهیم م نشان Y ∼ BN نماد با که
چ·الͬ تابع دارای هرگاه است نرمال آلفا‐چوله توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٢ . ٢ . ٢ تعریف

باشد: زیر
f(x;α) =

(١ − αx)٢ + ١
٢ + α٢ ϕ(x) , x ∈ IR , α ∈ IR

ͬ شود. م نوشته X ∼ ASN(α) صورت به که
است. شده رسم زیر ش΄ل در α مختلف مقادیر ازای به توزیع این

α مختلف مقدار سه ازای به نرمال آلفا‐چوله چ·الͬ :٢ . ١ ش΄ل

نرمال آلفا‐چوله توزیع ͬ های ویژگ
است: زیر خواص دارای نرمال آلفا‐چوله توزیع .٢ . ٢ . ١ قضیه

.X ∼ N(٠, ١) آنگاه باشد α = ٠ اگر (١



٢۵ نرمال آلفا‐چوله توزیع
.X d→ BN آنگاه α → ±∞ و باشد X ∼ ASN(α) اگر (٢

.−X ∼ ASN(−α) آنگاه باشد، X ∼ ASN(α) اگر (٣
است. بدیهͬ (١ برهان.

(٢
lim

α→±∞
f(x) = lim

α→±∞

٢ − ٢αx+ α٢x٢
٢ + α٢ ϕ(x)

= lim
α→±∞

α٢x٢
α٢ ϕ(x)

= x٢ϕ(x) ∼ BN

آنگاه: باشد Y = −X اگر (٣
FY (y) = p(Y ≤ y) = p(−X ≤ y)

= p(X ≥ −y)

= ١ − p(X ≤ −y)

= ١ − FX(−y)

=⇒ fy(y) = fx(−y)

=
(١ + αy)٢ + ١

٢ + α٢ ϕ(−y)

=
(١ − (−α)y)٢ + ١

٢ + (−α)٢ ϕ(y) ∼ ASN(−α)

است. مدی دو حداکثر نرمال آلفا‐چوله توزیع چ·الͬ تابع .٢ . ٢ . ٢ قضیه
ͬ گیریم: م مشتق چ·الͬ تابع این از ابتدا برهان.

f ′(x) =
[(−٢α(١ − αx))ϕ(x) + ((١ − αx)٢ + ١)(−xϕ(x))](٢ + α٢)

(٢ + α٢(٢

=
−٢αϕ(x) + ٢α٢xϕ(x)− ٢xϕ(x) + ٢x٢ϕ(x)α− α٢x٣ϕ(x)

٢ + α٢
=

ϕ(x)

٢ + α٢ [−α٢x٣ + ٢αx٢ − (٢ − ٢α٢)x− ٢α]
نقطه سه حداکثر دارای f(x) بنابراین ͬ باشد، م ٣ درجه معادله ی f ′(x) اینکه به توجه با
ی و max ی نقطه دو یا و max نقطه ی و min نقطه دو دارای یا یعنͬ ͬ باشد. م اکسترمم
دارای پس است، ی با برابر f(x) منحنͬ زیر سط اینکه به توجه با ͬ باشد. م min نقطه

بود. خواهد min نقطه ی و max نقطه دو حداکثر
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آوردن دست به برای f ′(x) عبارت در سوم درجه جمله ای چند وجود دلیل به .٢ . ٢ . ١ ملاحظه
برنامه از استفاده با داریم. عددی های روش به نیاز f(x) مدهای نتیجه در و f ′(x) های ریشه
مدی ی به مدی دو حالت از انتقال که ͬ گیریم م نتیجه (١. (آ پیوست در R شبیه سازی های

ͬ دهد. م رخ α = ±١٫٣۴ حول

صورت: این در باشد X ∼ ASN(α) اگر .٢ . ٢ . ٣ قضیه

E(X٢k) = ٢ + α٢)٢k + ١)
٢ + α٢

k∏
j=١

(٢j − ١), k = ١,٢,٣, · · ·

E(X٢k−١) = −٢α
٢ + α٢

k∏
j=١

(٢j − ١), k = ١,٢,٣, · · ·

صورت این در باشد Z ∼ N(٠, ١) اگر که ͬ دانیم م برهان.

E(Z٢k) =
k∏

j=١
(٢j − ١), E(Z٢k−١) = ٠ , k = ١,٢,٣, · · ·

همچنین

f(x) =
٢ − ٢αx+ α٢x٢

٢ + α٢ ϕ(x)

E(X٢k) =
∫ +∞

−∞
x٢kf(x)dx =

١
٢ + α٢

(∫ +∞

−∞
x٢k(٢ − ٢αx+ α٢x٢)dx

)

=
١

٢ + α٢
(∫ +∞

−∞
٢x٢kϕ(x)dx− α

∫ +∞

−∞
٢x٢k+١ϕ(x)dx

+α٢
∫ +∞

−∞
x٢k+٢ϕ(x)dx

)

=
١

٢ + α٢
(

٢E(Z٢k)− ٢αE(Z٢k+١) + α٢E(Z٢k+٢)
)

=
١

٢ + α٢
(

٢
k∏

j=١
(٢j − ١) + α٢ k+١∏

j=١
(٢j − ١)

)

=
١

٢ + α٢
(

٢
k∏

j=١
(٢j − ١) + α٢)٢(k + ١)− ١)

k∏
j=١

(٢j − ١)
)

=
٢ + α٢)٢k + ١)

٢ + α٢
k∏

j=١
(٢j − ١)
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داریم: مشابه طور به X فرد های توان برای دی·ر طرف از

E(X٢k−١) = ١
٢ + α٢

(
٢E(X٢k−١)− ٢αE(X٢k) + α٢E(X٢k+١)

)

=
١

٢ + α٢
(

− ٢αE(Z٢k)
)

=
١

٢ + α٢
(

− ٢α
k∏

j=١
(٢j − ١)

)

=
−٢α

٢ + α٢
k∏

j=١
(٢j − ١)

ͬ شود. م کامل اثبات بنابراین

نرمال آلفا‐چوله توزیع برای کشیدگͬ و چول·ͬ ضرایب ترتیب به γ٢ و γ١ اگر .۴ . ٢ . ٢ قضیه
صورت: این در باشند،

− ٠٫٨١١ < γ١ < ٠٫٨١١ و − ١٫٣ < γ٢ < ٠٫٧۴٨٩. (٢ . ١)

که ͬ دانیم م ٢ . ٢ . ٣ قضیه به بنا برهان.

E(X) =
−٢α

٢ + α٢ = µ١

E(X٢) = ٢ + α٢)٢ + ١)
٢ + α٢ =

٢ + ٣α٢
٢ + α٢ = µ٢

E(X٣) = −٢α
٢ + α٢ ٣ =

−۶α
٢ + α٢ = µ٣

E(X۴) = ٢ + α٢(۴ + ١)
٢ + α٢ =

۶ + ١۵α٢
٢ + α٢ = µ۴

نتیجه در

γ١ =
E(X − µx)

٣
σ٣
x

=
E(X − µ٣(١

(σ٢) ٣٢

=
E(X٣ − ٣X٢µ١ + ٣Xµ٢١ − µ٣١ )

(E(X٢)− E٢(X))
٣٢

=
E(X٣)− ٣µ١E(X٢) + ٣µ٢١E(X)− µ٣١

(E(X٢)− E٢(X))
٣٢
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=
µ٣ − ٣µ١µ٢ + ٣µ٢١µ١ − µ٣١

(µ٢ − µ٢١ )
٣٢

=

−۶α٢+α٢ + (٣(٢α)
٢+α٢ )(٣+٢α٢

٢+α٢ ) + ٢( −٢α٢+α٢ )٣

(٣+٢α٢
٢+α٢ − ( ٢α٢+α٢ )٢)

٣٢

=
١٢α۵ + ٨α٣

(۴α٢ + ٣α۴ + ۴) ٣٢

ͬ باشد. م زیر صورت به γ٢ همچنین
γ٢ =

E(X − µ(x))۴
σ۴x − ٣

=
E(X − µ١)۴

(σ٢)٢ − ٣

=
E(X۴ − ۴X٣µ١ + ۶X٢µ٢١ − ۴Xµ٣١ + µ۴١ )

(E(X٢)−E٢(X))٢ − ٣

=
E(X۴)− ۴µ١E(X٣) + ۶µ١E(X٢)− ۴µ٣١E(X) + µ۴١

(µ٢ − µ٢١ )٢
− ٣

=
µ۴ − ۴µ١µ٣ + ۶µ٢١µ٢ − ۴µ٣١µ١ + µ۴١

(µ٢ − µ٢١ )٢
− ٣

=
(۶+١۵α٢

٢+α٢ ) + (۴(٢α)
٢+α٢ )( −۶α٢+α٢ ) + ۶( −٢α٢+α٢ )٣+٢)٢α٢

٢+α٢ )− ٣( −٢α٢+α٢ )۴
(۴α٣+٢α۴+۴)٢

(٢+α٢)٢
− ٣

=
١۵α٨ + ١٢٠α۶ + ١۶٨α۴ + ٩۶α٢ + ۴٨

(۴α٢ + ٣α۴ + ۴)٢ − ٣
و γ١ حدود عددی های روش و ( ٢ · ٢ (ش΄ل مختلف های α ازای به γ٢ و γ١ مقادیر رسم با

ͬ آید. م بدست (٢ . ١) مقادیر γ٢
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توزیع چپ) (سمت کشیدگͬ و راست) (سمت چول·ͬ ضرایب نمودارهای :٢ . ٢ ش΄ل
α پارامتر مختلف مقادیر براساس نرمال آلفا‐چوله

صورت: این در باشد نرمال آلفا‐چوله توزیع تجمعͬ توزیع تابع F (t) اگر .٢ . ٢ . ١ لم
F (t) = Φ(t) + α(

٢ − αt

٢ + α٢ )ϕ(t)

برهان.
F (t) = p(X ≤ t) =

∫ t

−∞

(١ − αx)٢ + ١
٢ + α٢ ϕ(x)dx

=

∫ t

−∞

١ + α٢x٢ − ٢αx+ ١
٢ + α٢ ϕ(x)dx

=

∫ t

−∞

٢ϕ(x)− ٢αϕ(x) + α٢x٢ϕ(x)
٢ + α٢ dx

=
١

٢ + α٢
[∫ t

−∞
٢ϕ(x)dx−

∫ t

−∞
٢αxϕ(x)dx+

∫ t

−∞
α٢x٢ϕ(x)dx

]

F (t) =
١

٢ + α٢
[
٢
∫ t

−∞
ϕ(x)dx︸ ︷︷ ︸
I

−٢α
∫ t

−∞
xϕ(x)dx︸ ︷︷ ︸

II

+ α٢
∫ t

−∞
x٢ϕ(x)dx︸ ︷︷ ︸
III

]

=
١

٢ + α٢
[
I + II + III

]
(٢ . ٢)

I = ٢
∫ t

−∞
ϕ(x)dx = ٢Φ(t)

همچنین
II = ٢α

∫ t

−∞
xϕ(x)dx = ٢α

∫ t

−∞

٢√١πxe
−x٢

٢ dx =
٢α√٢πxe

−x٢
٢
∣∣∣∣∣
t

−∞

= ٢α(−ϕ(t))
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و

III = α٢
∫ t

−∞
x٢ϕ(x)dx = α٢

∫ t

−∞
xxϕ(x)dx

داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با
u = x

dv = xϕ(x)

=⇒


du = dx

v =
∫
xϕ(x)dx = −ϕ(x)

III = α٢
(

− xϕ(x)

∣∣∣∣∣
t

−∞

+

∫ t

−∞
ϕ(x)dx

)
= −α٢tϕ(t) + α٢Φ(t)

داریم: (٢ . ٢) رابطه در جای·ذاری با حال

F (t) =
١

٢ + α٢
[
٢Φ(t) + ٢α(−ϕ(t)) + α٢(−tϕ(t) + Φ(t))

]

=
١

٢ + α٢
[
Φ(t)(٢ + α٢) + ϕ(t)(٢α− α٢t)

]

=
٢ + α٢
٢ + α٢Φ(t) + α(

٢ − αt

٢ + α٢ )ϕ(t) = Φ(t) + α(
٢ − αt

٢ + α٢ )ϕ(t)

ͬ شود. م کامل اثبات ترتیب بدین
صورت به نرمال آلفا‐چوله توزیع گشتاور مولد تابع آنگاه باشد، X ∼ ASN(α) اگر .٢ . ٢ . ٢ لم

ͬ باشد: م زیر
MX(t) =

[
١ − αt(

٢ − αt

٢ + α٢ )
]
exp(

t٢
٢ )

برهان.
MX(t) = E(etX)

=

∫ +∞

−∞
etx

(١ − αx)٢ + ١
٢ + α٢ ϕ(x)dx

=

∫ +∞

−∞
etx(

٢ − ٢αx+ α٢x٢
٢ + α٢ )ϕ(x)dx

=
١

٢ + α٢
∫ +∞

−∞
etx(٢ − ٢αx+ α٢x٢)ϕ(x)dx

=
١

٢ + α٢
[∫ +∞

−∞
٢etxϕ(x)dx−

∫ +∞

−∞
etx(٢αx)ϕ(x)dx+

∫ +∞

−∞
etxα٢x٢ϕ(x)dx

]

MX(t) =
١

٢ + α٢
[
٢
∫ +∞

−∞
etxϕ(x)dx︸ ︷︷ ︸
I

−٢α
∫ +∞

−∞
etxxϕ(x)dx︸ ︷︷ ︸

II

+ α٢
∫ +∞

−∞
etxx٢ϕ(x)dx︸ ︷︷ ︸
III

]

=
١

٢ + α٢
[
I + II + III

]
(٢ . ٣)
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داریم

I = ٢
∫ +∞

−∞
etxϕ(x)dx = ٢

∫ +∞

−∞
etx

٢√١πe
−x٢

٢ dx

= ٢
∫ +∞

−∞

٢√١πe
− ١٢ (x٢−٢tx)dx

= ٢
∫ +∞

−∞

٢√١πe
− ١٢ (x٢−٢tx+t٢)e

t٢٢ dx

= ٢
∫ +∞

−∞

٢√١πe
− ١٢ (x−t)٢

e
t٢٢ dx

= ٢e t٢٢
∫ +∞

−∞

٢√١πe
− ١٢ (x−t)٢

dx

= ٢e t٢٢

همچنین و
II = −٢α

∫ +∞

−∞
etxxϕ(x)dx = −٢α

∫ +∞

−∞
etxx

٢√١πe
−x٢

٢ dx

= −٢α
∫ +∞

−∞

٢√١πxe
− ١٢ (x٢−٢tx)dx

= −٢α
∫ +∞

−∞

٢√١πxe
− ١٢ (x٢−٢tx+t٢)e

t٢٢ dx

= −٢α
∫ +∞

−∞

٢√١πe
− ١٢ (x−t)٢

xe
t٢٢ dx

= −٢αe t٢٢
∫ +∞

−∞
x

٢√١πe
− ١٢ (x−t)٢

dx

∫چون +∞

−∞
x

٢√١πe
− ١٢ (x−t)٢

dx = EX = t

و −٢αte t٢٢ با است برابر II نتیجه در
III = α٢

∫ +∞

−∞
etxx٢ϕ(x)dx = α٢

∫ +∞

−∞
etxxxϕ(x)dx

داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با
u = xetx

dv = xϕ(x)dx

=⇒


du = (etx + tetxx)dx

v = −ϕ(x)

= α٢
(
[xetx(−ϕ(x))]+∞

−∞ +

∫ +∞

−∞
ϕ(x)(etx + tetxx)dx

)

= α٢
(
[xetx(−ϕ(x))]+∞

−∞ +

∫ +∞

−∞
ϕ(x)etxdx+ t

∫ +∞

−∞
etxxϕ(x)dx

= α٢
(
e

t٢٢ + t٢e t٢٢
)
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داریم: (٢ . ٣) رابطه در جای·ذاری با

=
١

٢ + α٢
[
٢e t٢٢ − ٢αte t٢٢ + α٢(e t٢٢ + t٢e t٢٢ )

]

=
(٢ + α٢)e t٢٢
(٢ + α٢) − ٢αt− α٢t٢

٢ + α٢ e
t٢٢

MX(t) =

[
١ − αt(

٢ − αt

٢ + α٢ )
]
e

t٢٢ = MX(t)

تصادفͬ نمایش ٢ . ٣
متغیر ی توزیع آن، از استفاده با که توزیع چند بین رابطه از نمایشͬ یعنͬ تصادفͬ نمایش

ͬ کنیم. م مشخص را دی·ر تصادفͬ
ͬ رود م کار به دومدی نرمال توزیع تصادفͬ نمایش برای که ͬ شود م بیان قضایایی بخش این در

ͬ دهیم. م نشان را دی·ر های توزیع و توزیع این بین روابط و

باشد T ∼ χ٢
(٣) طوری که به باشند مستقل تصادفͬ متغیر دو V و T کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه

مدی دو نرمال توزیع دارای Y تصادفͬ متغیر آنگاه باشد Y =
√
TV اگر P (V = ±١) = ١٢ و

یعنͬ: است
Y ∼ BN

که ͬ دهیم م نشان صورت این در باشد G =
√
T احتمال چ·الͬ تابع h(g) اگر برهان.

h(g) = ٢g٢ϕ(g), g ≥ ٠

توزیع صورت این در fG(g) = ٢√١πg
١٢ e−

g٢ , g ≥ ٠ لذا T ∼ χ٢
(٣) ≡ Γ(٣٢ , ١٢) که ͬ دانیم م

با است برابر G =
√
T

FG(g) = p(G ≤ g) = p(
√
T ≤ g)

= p(T ≤ g٢) = FT (g
٢)

بنابراین

FG(g) =


٠ g ≤ ٠
FT (g

٢) g > ٠



٣٣ تصادفͬ نمایش
با است برابر آن چ·الͬ تابع و

fG(g) =
∂

∂g
FT (g

٢)

= ٢gfT (g٢) = ٢g ٢√١π (g
٢) ١٢ e−

g٢
٢

= ٢g٢ϕ(g), g ≥ ٠
y٢ϕ(y) با برابر Y چ·الͬ تابع که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به باشد Y = HV اگر دی·ر طرف از

زیرا است،
FY (y) = P (Y ≤ y) = P (HV ≤ y) , y ∈ IR

= P (H ≤ y

V
)

= P (H ≤ y

V
|V = −١)× P (V = −١) + P (H ≤ y

V
|V = ١)× P (V = ١)

= P (H ≤ −y|V = −١)× P (V = −١) + P (H ≤ y|V = ١)× P (V = ١)

=⇒ FY (y) =


١٢FH(−y) y < ٠
١٢FH(y) y > ٠

=⇒ fY (y) =


١٢h(−y) y < ٠
١٢h(y) y > ٠

=⇒ fY (y) =


y٢ϕ(−y) y < ٠
y٢ϕ(y) y > ٠

داریم: ϕ(y) بودن زوج به توجه با
fY (y) = y٢ϕ(y) , y ∈ IR

است. متقارن دومدی نرمال چ·الͬ تابع y٢ϕ(y) که
آنگاه باشد، دومدی نرمال توزیع دارای Y اگر .٢ . ٣ . ٢ قضیه

MY (t) = E(etY ) = (١ + t٢)e t٢٢

ͬ آید. م بدست نتیجه ٢ . ٢ . ٢ لم III اثبات به توجه با برهان.
و ϕ(x) چ·الͬ دو از ترکیبی صورت به f(x) = (١−αx)١+٢

٢+α٢ ϕ(x) چ·الͬ تابع .٢ . ٣ . ١ ملاحظه
ͬ شود: م نوشته زیر صورت به xϕ(x)

f(x) = (
٢ + α٢x٢
٢ + α٢ )ϕ(x) + (

−٢α
٢ + α٢ )xϕ(x)

است. استاندارد نرمال چ·الͬ تابع ϕ(x) آن در که
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برهان.

f(x) =
(١ − αx)٢ + ١

٢ + α٢ ϕ(x)

= (
٢ − ٢αx+ α٢x٢

٢ + α٢ )ϕ(x)

= (
٢ + α٢x٢
٢ + α٢ +

−٢αx
٢ + α٢ )ϕ(x)

= (
٢ + α٢x٢
٢ + α٢ )ϕ(x) + (

−٢α
٢ + α٢ )xϕ(x)

باشد: زیر چ·الͬ تابع دارای S تصادفͬ متغیر اگر .٢ . ٣ . ١ تعریف

f١(x) = (
٢ + α٢x٢
٢ + α٢ )ϕ(x), x ∈ IR, α ∈ IR (۴ . ٢)

را آن که است نرمال آلفا‐چوله مدل از ٢ مؤلفه‐متقارن تصادفͬ متغیر ی S ͬ گوییم م آنگاه
ͬ دهیم. م نشان S ∼ SCASN(α) با

است: زیر خواص دارای مؤلفه‐متقارن نرمال آلفا‐چوله توزیع

S ∼ N(٠, ١) آنگاه باشد، α = ٠ اگر (١

S
d−→ BN آنگاه باشد، α → ±∞ اگر (٢

است. بدیهͬ ٢ و ١ برهان

نرمال چ·الͬ تابع از خطͬ ترکیب ی f١(x) = (٢+α٢x٢
٢+α٢ )ϕ(x) چ·الͬ تابع .٢ . ٣ . ٢ ملاحظه

است. مدی دو نرمال چ·الͬ تابع و استاندارد

f١(x) = (
٢ + α٢x٢
٢ + α٢ )ϕ(x) = (

٢
٢ + α٢ )ϕ(x) + (

α٢
٢ + α٢ )x٢ϕ(x)

صورت: این در باشد S ∼ SCASN(α) اگر .٢ . ٣ . ٣ قضیه

MS(t) = (١ +
α٢t٢

٢ + α٢ )e
t٢٢

Y ∼ BN و Z ∼ N(٠, ١) گشتاور مولد تابع ترتیب به MY (t) و MZ(t) که کنید فرض برهان.
٢Symmetric-component



٣۵ تصادفͬ نمایش
داریم: قبل ملاحظه از استفاده با باشند

MS(t) = E(etS) =

∫
etxf١(x)dx

=

∫ +∞

−∞
etx

(
(

٢
٢ + α٢ )ϕ(x) + (

α٢
٢ + α٢ )x٢ϕ(x)

)
dx

= (
٢

٢ + α٢ )
∫ +∞

−∞
etxϕ(x)dx+ (

α٢
٢ + α٢ )

∫ +∞

−∞
etxx٢ϕ(x)dx

MS(t) = (
٢

٢ + α٢ )MZ(t) + (
α٢

٢ + α٢ )MY (t)

= (
٢

٢ + α٢ )E(etZ) + (
α٢

٢ + α٢ )E(etY )

= (
٢

٢ + α٢ )e
t٢٢ + (

α٢
٢ + α٢ )(١ + t٢)e t٢٢

= (
٢

٢ + α٢ +
α٢

٢ + α٢ +
t٢α٢

٢ + α٢ e
t٢٢ )

= (
٢ + α٢
٢ + α٢ +

t٢α٢
٢ + α٢ e

t٢٢ )

= (١ +
t٢α٢

٢ + α٢ e
t٢٢ )

ͬ کند. م معرفͬ را SCASN(α) مدل برای تصادفͬ نمایش ی بعدی قضیه
اگر باشند هم از مستقل تصادفͬ متغیر دو Z ∼ N(٠, ١) و Y ∼ BN کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ قضیه

آنگاه: باشد S =
√

α٢
٢+α٢Y +

√ ٢٢+α٢Z

S ∼ SCASN(α)

آنگاه: باشد b =√ ٢٢+α٢ و a =
√

α٢
٢+α٢ کنید فرض برهان.

MS(t) = E(etS) = E[et(aY+bZ)] = E[eatY+btZ ] = E[eatY ebtZ ]

= E[eatz]E[ebtY ] = MY (at)MZ(bt) = (١ + α٢t٢)ea٢t٢٢ e
b٢t٢٢

= (١ + α٢t٢)ea٢t٢+b٢t٢٢

= (١ + α٢t٢)e(a٢+b٢) t٢٢

داریم: بنابراین ، a٢ + b٢ = α٢
٢+α٢ + ٢٢+α٢ = ٢+α٢

٢+α٢ = ١ چون
MS(t) = (١ + α٢t٢)e t٢٢

= (١ +
α٢t٢

٢ + α٢ )e
t٢٢

Y ∼ BN که وقتͬ است. مؤلفه‐متقارن نرمال آلفا‐چوله توزیع گشتاور مولد تابع با برابر که
است. S ∼ SCASN(α) آنگاه S = aY + bZ کنیم تعریف و باشد Z ∼ N(٠, ١) و



نرمال آلفا‐چوله توزیع ٣۶
ارائه ۴ . ٢ . ٣ و ٢ . ٣ . ١ های قضیه در SCASN(α) و BN های توزیع از تصادفͬ های نمایش
توزیع از تصادفͬ اعداد تولید برای پذیرش و رد روش از استفاده ام΄ان قضایا این که گردید

ͬ کند. م فراهم را ASN(α)

ͬ شود. م داده توضیح ادامه در ASN(α) از تصادفͬ نمونه ی تولید برای پذیرش و رد روش
S ∼ SCASN(α) چ·الͬ تابع f١(x) و X ∼ ASN(α) چ·الͬ تابع f(x) که کنید فرض .٢ . ٣ . ١ لم

صورت دراین باشد،

sup
x∈R

f(x)

f١(x)
=

٢ +
√٢

٢ (۵ . ٢)

(٢. (آ پیوست در کامل اثبات برهان.

f(x)

f١(x)
=

٢ + α٢x٢ − ٢αx
٢ + α٢x٢ = ١ +

−٢αx
٢ + α٢x٢ (۶ . ٢)

کنیم. محاسبه را −٢αx٢+α٢x٢ عبارت مقدار کمترین کافیست بالا عبارت sup آوردن دست به برای
داریم: x به نسبت عبارت این از گرفتن مشتق با

∂

∂x
(

−٢αx
٢ + α٢x٢ ) =

−٢α(٢ + α٢x٢)− ٢α٢x(−٢αx)
(٢ + α٢x٢(٢ =

−۴α+ ٢α٣x٢
(٢ + α٢x٢(٢

ͬ آید. م بدست زیر صورت به تابع اکسترمم نقاط بالا عبارت دادن قرار صفر مساوی با که

x٢ =
۴α
٢α٣ =⇒ x = ±

√٢
α

نظر مورد نتیجه x = −
√٢
α ازای به که ͬ شویم م متوجه (۶ . ٢) عبارت در x مقادیر دادن قرار با

ͬ  گردد. م حاصل
کرد: تولید زیر گام های با ͬ توان م را نرمال آلفا‐چوله توزیع از تصادفͬ نمونه ی

ͬ گیرد. م انجام زیر صورت به دومدی، نرمال چ·الͬ تابع از Y تولید ١)
Y =

√
TV دادن قرار و χ٢

(٣) توزیع از T تولید و P (v = ±١) = ١٢ توزیع از V تولید
Y از مستقل ، N(٠, ١) توزیع از Z تولید ٢)

ͬ آید. م بدست زیر رابطه از استفاده با که SCASN(α) توزیع از S تولید ٣)

S =

√
α٢

٢ + α٢Y +

√ ٢
٢ + α٢Z

U(٠, ١) توزیع از U تولید ۴)



٣٧ تصادفͬ نمایش
صورت به ASN(α) توزیع از X تصادفͬ نمونه تولید برای پذیرش و رد روش از استفاده با ۵)

زیر:
مراحل صورت این غیر در و X = S ͬ دهیم م قرار ، U < ١

M
f(x)
f١(x) =

٢[(١−αS)١+٢]
(٢√+٢)(٢+α٢S٢) اگر

آن در که ͬ شود. م تکرار قبل
M = sup

x

f(x)

f١(x)
=

٢ +
√٢

٢
صورت به σ > ٠ و µ ∈ IR برای نرمال آلفا‐چوله توزیع مقیاس ‐ م΄ان حالت .٢ . ٣ . ٢ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر
f(x; θ) = (

١ − α(x−µ
σ )٢ + ١

σ(٢ + α٢) )ϕ(
x− µ

σ
) (٢ . ٧)

صورت: این در W
d
= µ+ σX کنیم تعریف و باشد X ∼ ASN(α) اگر . θ = (µ, σ, α) آن در که
FW (w) = p(W ≤ w) = p(µ+ σX ≤ w)

= p(X ≤ w − µ

σ
) = FX(

w − µ

σ
)

⇒ fW (w) =
١
σ
fX(

w − µ

σ
)

بنابراین:
fW (x; θ) =

١
σ
fX(

w − µ

σ
)

= (
١ − α(w−µ

σ )٢ + ١
σ(٢ + α٢) )ϕ(

x− µ

σ
)

. θ = (µ, σ, α) آن در که ͬ دهیم م نمایش W ∼ ASN(θ) نماد با را آن
ͬ آید: م دست به زیر صورت به ASN(θ) تجمعͬ توزیع تابع

FW (t) = Φ(
t− µ

σ
) + α(

٢σ − α(x− µ)

σ(٢ + α٢) )ϕ(
x− µ

σ
)

باشد، X ∼ ASN(α) اگر دادیم. نشان (٢ . ٢ . ١) لم در زیرا
FX(t) = Φ(t) + α(

٢ − αt

٢ + α٢ )ϕ(t)

بنابراین
FW (t) = FX(

t− µ

σ
)

صورت به جمله ای دو بسط از استفاده با W ∼ ASN(θ) توزیع ام n مرتبه گشتاور .٢ . ٣ . ٢ لم
است: زیر

E(Wn) = E(σX + µ)n =

n∑
j=٠

n

j

µn−jσjE(Xj) (٢ . ٨)

ͬ باشد. م X ∼ ASN(α) آن در که



نرمال آلفا‐چوله توزیع ٣٨

نمایی درست ماکزیمم برآورد ۴ . ٢
خانواده از θ = (µ, σ, α) پارامترهای (MLE) نمایی درست ماکزیمم برآورد بخش این در
فیشر اطلاع ماتریس همچنین ͬ آوریم. م دست به را (٢ . ٧) در شده تعریف مقیاسͬ ‐ م΄ان

ͬ آوردیم. م دست به نیز را پارامترها این نمایی درست حداکثر برآوردگرهای
نمایی درست تابع بنابراین باشد ASN(θ) از تصادفͬ نمونه ی X١, X٢, · · · , Xn کنید فرض

ͬ باشد: م زیر صورت به

L(θ;x) =

n∏
i=١

f(xi; θ) (٢ . ٩)

است. شده آورده (٢ . ٧) رابطه در f(xi; θ) آن در که

L(θ;x) =

n∏
i=١

f(xi; θ)

=
n∏

i=١

(
(١ − α(xi−µ

σ )٢ + ١)
σ(٢ + α٢)

)
ϕ(

xi − µ

σ
)

= σ−n(٢ + α٢)−n(٢π)−n٢ e−
∑n

i=١ (xi−µ)٢
٢σ٢

n∏
i=١

(
١ − α(

xi − µ

σ
)٢ + ١

)

ℓ(θ) = −n lnσ − n ln(٢ + α٢)− n

٢ ln(٢π)−
n∑

i=١
(xi − µ)٢

٢σ٢

+
n∑

i=١
ln

(
١ − α(

xi − µ

σ
)٢ + ١

)
∂ℓ(θ)

∂µ
=

n∑
i=١

١
σ − α(xi − µ)

+
١
σ٢

n∑
i=١

(xi − µ) = ٠
∂ℓ(θ)

∂σ
= −n

σ
+

١
σ٣

n∑
i=١

(xi − µ)٢ +
١
σ

n∑
i=١

٢α(xi − µ)

σ − α(xi − µ)
= ٠

∂ℓ(θ)

∂α
=

٢nα
٢ + α٢ +

n∑
i=١

xi − µ

σ − α(xi − µ)
= ٠

ͬ آید. م بدست نمایی درست ماکزیمم برآوردگرهای عددی روش به بالا دستگاه محاسبه با



٣٩ نمایی درست ماکزیمم برآورد
ͬ باشد. م زیر صورت به ASN(θ) توزیع های پارامتر برای فیشر اطلاع ماتریس درایه های

I١١ = −E

[
∂٢
∂µ٢ ln f(x; θ)

]
=

۴α٢b٠ − α٢ + ٢
σ٢)٢ + α٢)

I١٢ = I٢١ = −E

[
∂٢

∂µ∂σ
ln f(x; θ)

]
=

۴α٢b١ − ٢α
σ٢)٢ + α٢)

I١٣ = I٣١ = −E

[
∂٢

∂µ∂α
ln f(x; θ)

]
=

٢ + ۴αb١
σ(٢ + α٢)

I٢٢ = −E

[
∂٢
∂σ٢ ln f(x; θ)

]
=

۴α٢b٢ + ٢α٢ + ۴
σ٢)٢ + α٢)

I٢٣ = I٣٢ = −E

[
∂٢

∂σ∂α
ln f(x; θ)

]
=

۴α(b٢ − ١)
σ(٢ + α٢)

I٣٣ = −E

[
∂٢
∂α٢ ln f(x; θ)

]
=

۴(α٢b٢ + ٢b٢α٢)
٢ + α٢

Z ∼ N(٠, ١) و bk = b(k) = E[Zk (١−αZ)٢
(١−αZ)١+٢ ] , k = ٠, ١,٢, · · · آن در که

ͬ شوند. م محاسبه زیر صورت به I٢٢ و I١١ مثال طور به
I١١ = −E

[
∂٢
∂µ٢ ln f(x; θ)

]
=

∂٢
∂µ٢ ℓ(θ) =

−n

σ٢ +
٢α
σ

n∑
i=١

α
σ ((١ − α(xi−µ

σ ))٢ + ١)− (٢α
σ (١ − α(xi−µ

σ )))

((١ − α(xi−µ
σ ))٢ + ٢(١

=
−n

σ٢ +
٢α٢
σ٢

n∑
i=١

−(١ − α(xi−µ
σ ))٢ + ١

((١ − α(xi−µ
σ ))٢ + ٢(١

I١١ =
n

σ٢ +
٢α٢
σ٢

n∑
i=١

E

(
(١ − α(xi−µ

σ ))٢ + ١
(١ − α(xi−µ

σ ))٢ + ١
)

=
۴α٢b٠ − α٢ + ٢
σ٢)٢ + α٢)

با است برابر I٢٢ همچنین
I٢٢ = −E

[
∂٢
∂σ٢ ln f(x; θ)

]
=

∂٢
∂σ٢ ℓ(θ) =

n

σ٢ −
٣∑n

i=١(xi − µ)٢
σ۴ +

۴α
σ٣

n∑
i=١

(xi − µ)(١ − α(xi−µ
σ ))

(١ − α(xi−µ
σ ))٢ + ١ +

٢α
σ٢

×
n∑

i=١

α
σ٢ (xi − µ)١))٢ − α(xi−µ

σ ))٢ + ١)− (٢α
σ٢ (xi − µ)(١ − α(xi−µ

σ )× (xi − µ)(١ − α(xi−µ
σ ))

((١ − α(xi−µ
σ ))٢ + ٢(١

I٢٢ =
٣ + n

σ٢ − ۴α
σ٣

n∑
i=١

E

(
((xi − µ)(١ − α(xi−µ

σ ))

(١ − α(xi−µ
σ ))٢ + ١

)
+

٢α٢
σ٢

×
n∑

i=١
E

(
((xi − µ)١)٢ − α(xi−µ

σ ))٢ + ١
((١ − α(xi−µ

σ ))٢ + ٢(١
)

=
۴α٢b٢ + ٢α٢ + ۴

σ٢)٢ + α٢)



نرمال آلفا‐چوله توزیع ۴٠
. ͬ شوند م اثبات مشابه صورت به درایه ها دی·ر

صورت به که ͬ آید م دست به N(µ, σ) فیشر اطلاع ماتریس شود درنظرگرفته α = ٠ اگر حال
بود. خواهد زیر

F =


١
σ٢ ٠ ١

σ

٠ ٢
σ٢ ٠

١
σ ٠ ١


ͬ آید. م دست به زیر صورت به آن درایه های و

I١١ =
٢

٢σ٢ =
١
σ٢

I٢٢ =
۴

٢σ٢ =
٢
σ٢

I٣٣ =
٨b٢۴ = ٢b٢ = ٢ ١

٢ = ١

.b٢ = E

[
Z٢ (١−αZ)٢

(١−αz)١+٢
]
= · · · = ١٢ آن در که

سوم ستون و اول ستون (یعنͬ α و µ پارامترهای با متناظر ستون های که این به توجه با
که بوده منفرد ماتریس ی ماتریس این بنابراین هستند، خطͬ وابسته ماتریس این ( ماتریس
مورد نرمال چوله مدل در ١٩٨۵ آزالینͬ توسط قاعدگͬ بی این ندارد. وجود آن معکوس دی·ر

گرفت. قرار بیشتری مطالعه مورد ٢٠٠۵ سال در [١٢] ٣ چیوگنا توسط و گرفت قرار بحث

گیری نتیجه ۵ . ٢
ͬ باشد، م مدی دو حداکثر نرمال آلفا‐چوله توزیع نمودیم مشاهده فصل این در که همانطور
دارای که داده هایی از دسته آن برای بنابراین ͬ باشد. م مدی تک نرمال چوله توزیع حالی΄ه در
داشته ͬ تواند نم مناسبی برازش نرمال چوله توزیع باشند مͬ نیز مدی دو طرفͬ از و چول·ͬ
نرمال چوله توزیع به نسبت بهتری برازش نرمال آلفا‐چوله توزیع داده ها قبیل این برای باشد،

دارد.
در کشیدگͬ و چول·ͬ ضرایب نرمال آلفا‐چوله و نرمال چوله توزیع در ͬ دانیم م که همانطور
در کشیدگͬ و چول·ͬ دامنه ی اما ͬ باشند. م چول·ͬ پارامتر به وابسته کاملا́ و هم با رابطه
توزیع های خانواده ی که ͬ دهد م نشان این و ͬ باشد نم وسیع کافͬ اندازه به نرمال چوله توزیع
کشیدگͬ یا چول·ͬ دارای که داده هایی از دسته آن برای مناسبی تصادفͬ مدل نرمال چوله
مناسب تر برازش برای ͽمواق این در که چوله ای خانواده های از ی΄ͬ ͬ باشند. نم هستند، بالا
، α برآورد از معین مقدار ی در زیرا ͬ باشد؛ م نرمال آلفا‐چوله توزیع های خانواده ͬ باشد، م
ͬ باشد؛ م بیشتر نرمال چوله توزیع از نرمال آلفا‐چوله توزیع چول·ͬ میزان ، α = ١ مثال بطور

٣Chiogna



۴١ گیری نتیجه
چول·ͬ ضریب و ١٫٧ تقریباً نرمال چوله توزیع چول·ͬ ضریب ، α از مشخص مقدار این برای

ͬ باشد. م ٢٫٢ تقریباً نرمال آلفا‐چوله توزیع
آلفا‐ توزیع هستند، مدی دو یا و ͬ باشند م بیشتری چول·ͬ دارای که داده های برای بنابراین

دارد. نرمال چوله توزیع به نسبت بهتری برازش نرمال چوله





٣ فصل
نرمال آلفا‐چوله توزیع از جدید تعمیم

مقدمه ٣ . ١
ͬ باشد م مد دو حداکثر دارای که ͬ کنیم م معرفͬ ASN(α) توزیع از جدیدی تعمیم فصل این در
چول·ͬ پارامترهای λ و α که ͬ شود م داده نمایش (GASN(α, λ) : α, λ ∈ IR) صورت به که

از: است عبارت GASN(α, λ) چ·الͬ تابع معرفͬ انگیزه هستند.
آلفا‐ و نرمال چوله نرمال، جمله از مهم توزیع خانواده سه شامل GASN(α, λ) توزیع .١

است. نرمال چوله
−١٫٣۴ < α < ١٫٣۴ و است مدی تک که وقتͬ توزیع این کشیدگͬ و چول·ͬ مطلق مقادیر .٢
γ٢ و γ١ مقادیر برای ASN(α) و SN(λ) توزیع از تر بیش است مم΄ن است، λ ∈ IR و

باشد.
است. ها توزیع سایر از بهتر GASN(α, λ) توزیع واقعͬ، های داده از برخͬ برای .٣

از برخͬ ٣ . ٣ بخش در و ͬ کنیم م معرفͬ را ASN(α) توزیع از جدید تعمیم این ، ٣ . ٢ بخش در
GASN(α, λ) به مربوط مهم قضایای از برخͬ به و ͬ دهیم م قرار بحث مورد را آن های ویژگͬ

ͬ کنیم. م معرفͬ را خانواده این از تصادفͬ نمایش ۴ . ٣ بخش در ͬ شود م پرداخته
بررسͬ را فیشر اطلاع ماتریس و م΄ان‐مقیاسͬ حالت نمایی درست ماکزیمم برآورد ۵ . ٣ بخش

ͬ کنیم. م
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GASN(α, λ) توزیع ٣ . ٢
(GASN(α, λ) : α, λ ∈ IR) صورت به که نرمال آلفا‐چوله توزیع از جدیدی تعمیم بخش این در
است. شده آورده [٢٧] منبع از فصل این مطالب تمامͬ ͬ کنیم. م معرفͬ را ͬ شود م داده نمایش
زیر چ·الͬ تابع دارای هرگاه است GASN(α, λ) توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٣ . ٢ . ١ تعریف

باشد:
f(x;α, λ) =

(١ − αx)٢ + ١
C(α, λ)

ϕ(x)Φ(λx) , x ∈ IR (٣ . ١)
ͬ شود. م نوشته X ∼ GASN(α, λ) صورت به که

ͬ باشند. م چول·ͬ پارامترهای λ و α حقیقͬ اعداد آن در که
ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به C(α, λ) ضریب

C(α, λ) =

∫ +∞

−∞
((١ − αx)٢ + ١)ϕ(x)Φ(λx)dx

=

∫ +∞

−∞
(٢ − ٢αx+ α٢x٢)ϕ(x)Φ(λx)dx

=

∫ +∞

−∞
٢ϕ(x)Φ(λx)dx− α

∫ +∞

−∞
x٢ϕ(x)Φ(λx)dx

+ α٢
∫ +∞

−∞
x٢ϕ(x)Φ(λx)dx

=

∫ +∞

−∞
ϕ(x, λ)dx− αE(Zλ) +

α٢
٢
∫ +∞

−∞
x٢٢ϕ(x)Φ(λx)dx

= ١ − αE(Zλ) +
α٢
٢ E(Z٢

λ )

= ١ − αbδ +
α٢
٢

SN(λ) گشتاورهای است. Zλ ∼ SN(λ) چ·الͬ تابع ϕ(x;λ) و δ = λ√١+λ٢ و b =
√٢

π آن در که
است. شده محاسبه ی فصل در

α مقادیر برخͬ برای مد دو است مم΄ن GASN(α, λ) چ·الͬ که ͬ دهد م نشان ٣ . ١ ش΄ل
λ > ٠ و α > ١٫٣۴ برای که ͬ گیریم م نتیجه عددی روش های از استفاده با باشند. داشته λ و

است. مدی تک صورت این غیر در و مدی دو توزیع λ < ٠ و α < −١٫٣۴ یا



۴۵ GASN(α, λ) توزیع های ویژگͬ

λ و α مختلف مقادیر ازای به GASN(α, λ) چ·الͬ :٣ . ١ ش΄ل

GASN(α, λ) توزیع های ویژگͬ ٣ . ٣
ͬ باشد: م زیر خواص دارای ،GASN(α, λ) توزیع .٣ . ٣ . ١ قضیه

X ∼ SN(λ) آنگاه باشد، α = ٠ اگر .١
X ∼ ASN(α) آنگاه باشد، λ = ٠ اگر .٢

X ∼ N(٠, ١) آنگاه باشد، λ = ٠ و α = ٠ اگر .٣
−X ∼ GASN(−α,−λ) آنگاه باشد، X ∼ GASN(α, λ) اگر .۴

آنگاه ، α → ±∞ که هنگامͬ .۵
f(x;α, λ) = ٢x٢ϕ(x)Φ(λx) , λ > ٠

آنگاه ، λ → +∞ که هنگامͬ مشخص، α > ٠ برای .۶
f(x;α, λ) =

(١ − αx)٢ + ١
١ − bα+ α٢

٢
ϕ(x)I(X > ٠)
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آنگاه ، λ → −∞ که هنگامͬ و

f(x;α, λ) → (١ − αx)٢ + ١
١ + bα+ α٢

٢
ϕ(x)I(X < ٠) , b =

√٢
π

GASN(α, λ) چ·الͬ تابع تعریف از استفاده با .١ برهان.
٢ − ٢αx+ α٢x٢

١ − αb λ√١+λ٢ + α٢
٢
ϕ(x)Φ(λx)

α=٠−→ ٢ϕ(x)Φ(λx) ∼ SN(λ)

داریم باشد، λ = ٠ اگر چ·الͬ تابع تعریف از استفاده با .٢
(١ − αx)٢ + ١

١ + α٢
٢

ϕ(x)Φ(٠) Φ(٠)= ١٢−→ X ∼ ASN(α)

داریم: نتیجه در باشد، α = ٠ و λ = ٠ اگر .٣
٢ϕ(x)Φ(٠) = ٢ϕ(x)× ١

٢ = ϕ(x) ∼ N(٠, ١)

.۴
Y = −X → FY (y) = P (Y ≤ y) = P (−X ≤ y) = P (X ≥ −y)

= ١ − P (X ≤ −y) = ١ − FX(−y) ⇒ fY (y) = fX(−y)

=
(١ + αy)٢ + ١

١ − αb λ√١+λ٢ + α٢
٢
ϕ(−y)Φ(λ(−y)) =

(١ − (−α)y)٢ + ١
١ − (−α)b (−λ)√١−(−λ)٢ + (−α)٢

٢
ϕ(y)Φ(−λy)

⇒ −X ∼ GASN(−α,−λ)

.۵
lim

α→±∞
f(x;α, λ) = lim

α→±∞

٢ − ٢αx+ α٢x٢
١ − αbσ + α٢

٢
ϕ(x)Φ(λx)

≈ lim
α→±∞

α٢x٢
α٢
٢

ϕ(x)Φ(λx) = ٢x٢ϕ(x)Φ(λx) , λ > ٠

داریم آنگاه باشد، lim
λ→+∞

Φ(λx) = ١ اینکه به توجه با .۶

f(x;α, λ) =
(١ − αx)٢ + ١
١ − bδ + α٢

٢
ϕ(x)I(x > ٠)

ͬ شود. م اثبات مشابه به طور λ → −∞ برای و



۴٧ GASN(α, λ) توزیع های ویژگͬ
صورت به X ∼ GASN(α, λ) توزیع تابع .٣ . ٣ . ١ گزاره

FX(t) =
١

C(α, λ)

{
(١ +

α٢
٢ )Φ(x;λ) + (α+

α٢
٢ x)ϕ(x;λ)

− αbδΦ(x
√١ + λ١)(٢ +

α

١√٢ + λ٢W (x
√١ + λ٢))

}

Φ(x) و ͬ باشند م Zλ ∼ SN(λ) توزیع تابع و چ·الͬ تابع ترتیب به Φ(x;λ) و ϕ(x;λ) آن در که
است. b =√٢

π و δ = λ√١+λ٢ ، W (·) = ϕ(·)
Φ(·) و است استاندارد نرمال توزیع

برهان.

FX(t) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞

(١ − αt)٢ + ١
C(α, λ)

ϕ(t)Φ(λt)dt

=
١

C(α, λ)

∫ x

−∞
(٢ − ٢αt+ α٢t٢)ϕ(t)Φ(λt)dt

=
١

C(α, λ)

[∫ x

−∞
٢ϕ(t)Φ(λt)dt︸ ︷︷ ︸

I

− ٢α
∫ x

−∞
tϕ(t)Φ(λt)dt︸ ︷︷ ︸
II

+ α٢
∫ x

−∞
t٢ϕ(t)Φ(λt)dt︸ ︷︷ ︸
III

]
=

١
C(α, λ)

[
I − II + III

]
(٣ . ٢)

I =

∫ x

−∞
٢ϕ(t)Φ(λt)dt = Φ(x;λ)

II = −٢α
∫ x

−∞
tϕ(t)Φ(λt)dt

داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با

=


u = Φ(λt)

dv = tϕ(t)dt

=⇒


du = λϕ(t)dt

v = −ϕ(t)

V =

∫
R
tϕ(t)dt =

∫
R

٢√١π te
−t٢٢ dt = − ٢√١πe

−t٢٢ = −ϕ(t)

II = −٢α
[
− ϕ(t)Φ(λt)

∣∣∣∣∣
x

−∞

+

∫ x

−∞
λϕ(t)ϕ(λt)dt

]

= −٢α
[
− ϕ(x)Φ(λx) +

∫ x

−∞
λ

١
(
√٢π)٢ e

− t٢٢ e−
(λt)٢٢ dt

]

= −٢α
[
− ϕ(x)Φ(λx) +

δ√٢πΦ(x
√١ + λ٢)

]

III = α٢
∫ x

−∞
t٢ϕ(t)Φ(λt)dt = α٢

∫ x

−∞
ttϕ(t)Φ(λt)dt
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داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با

u = tΦ(λt)

dv = tϕ(t)dt

=⇒


du = Φ(λt) + λtϕ(λt)dt

v = −ϕ(t)

III = α٢
[
− tϕ(t)Φ(λt)

∣∣∣∣∣
x

−∞

+
١
٢
∫ x

−∞
٢ϕ(t)Φ(λt)dt

+

∫ x

−∞
λtϕ(t)Φ(λt)dt

]

= α٢
[
− xϕ(x)Φ(λx) +

١
٢Φ(x;λ) +

١
٢π
∫ x

−∞
λte

−t٢٢ · e
−λ٢t٢٢ dt

]

= α٢
[
− xϕ(x)Φ(λx) +

١
٢Φ(x;λ) +

λ

٢π
∫ x

−∞
te

−(١+λ٢)t٢٢ dt

]

= α٢
[
− xϕ(x)Φ(λx) +

١
٢Φ(x;λ) +

λ

٢π(١ + λ٢)
∫ x

−∞
(١ + λ٢)te−(١+λ٢)t٢٢ dt

]

= α٢
[
− xϕ(x)Φ(λx) +

١
٢Φ(x;λ)− λ

٢π(١ + λ٢)e
−(١+λ٢)t٢٢

∣∣∣∣∣
x

−∞

]

= α٢
[
− xϕ(x)Φ(λx) +

١
٢Φ(x;λ)− λ√٢π(١ + λ٢)

٢√١πe
−(١+λ٢)x٢

٢
]

III = α٢
[
− xϕ(x)Φ(λx) +

Φ(x;λ)

٢ − bδ

١√)٢ + λ٢)
ϕ(x
√١ + λ٢)

]

داریم: (٣ . ٢) رابطه در جای·ذاری با

FX(t) =
١

C(α, λ)

[
Φ(x;λ)− ٢α(−ϕ(x)Φ(λx) +

bδ

١√٢ + λ٢ϕ(x
√١ + λ٢)

+ α٢(−xϕ(x)Φ(λx) +
١
٢Φ(x;λ)− bδ

١√٢ + λ٢ϕ(x
√١ + λ٢))

]

=
١

C(α, λ)

{
(١ +

α٢
٢ )Φ(x;λ) + (α− α٢

٢ x)ϕ(x;λ)

− αbδΦ(x
√١ + λ١)(٢ +

α

١√٢ + λ٢W (x
√١ + λ٢))

}

صورت به X ام k گشتاور باشد، X ∼ GASN(α, λ) اگر .٣ . ٣ . ٢ گزاره
E(Xk) =

١
C(α, λ)

[E(Zk
λ)− αE(Zk+١

λ ) +
α٢
٢ E(Zk+٢

λ )] (٣ . ٣)

است. Zλ ∼ SN(λ) ام k گشتاور ، E(Zk
λ) آن در که ͬ باشد م
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برهان.

E(Xk) =

∫ +∞

−∞
xk

(١ − αx)٢ + ١
C(α, λ)

Φ(x)Φ(λx)dx

=
١

C(α, λ)

∫ +∞

−∞
xk(٢ − ٢αx+ α٢x٢)Φ(x)Φ(λx)dx

=
١

C(α, λ)

(∫ +∞

−∞
٢xkϕ(x)Φ(λx)dx−

∫ +∞

−∞
٢αxxkϕ(x)Φ(λx)dx

+

∫ +∞

−∞
α٢x٢xkϕ(x)Φ(λx)dx

)

=
١

C(α, λ)

(∫ +∞

−∞
٢xkϕ(x)Φ(λx)dx− α

∫ +∞

−∞
٢xk+١ϕ(x)Φ(λx)dx

+
١
٢α٢

∫ +∞

−∞
xk+٢ϕ(x)Φ(λx)dx

)

=
١

C(α, λ)

(
E(Zk

λ)− αE(Zk+١
λ ) +

α٢
٢ E(Zk+٢

λ )

)

برای ͬ باشد. م محاسبه قابل GASN(α, λ) گشتاورهای ، SN(λ) گشتاورهای از استفاده با
آمد. خواهد بدست زیر صورت به k = ١,٢,٣,۴ برای زیر های معادله  مثال

E(X) =
١

C(α, λ)
[
bδ − α+ bδ(٣ + ٢λ٢)

١)٢ + λ٢) α٢]

E(X٢) = ١
C(α, λ)

[
١ − bδ(٣ + ٢λ٢)

(١ + λ٢) α+
٣
٢α٢]

E(X٣) = ١
C(α, λ)

[
bδ(٣ + ٢λ٢)
(١ + λ٢) − ٣α+ bδ

(١۵ + ٢٠λ٢ + ٨λ۴)
١)٢ + λ٢(٢ α٢]

E(X۴) = ١
C(α, λ)

[٣ − bδ(١۵ + ٢٠λ٢ + ٨λ۴)
(١ + λ٢(٢ α+

١۵
٢ α٢]

GASN(α, λ) توزیع از (γ٢) کشیدگͬ و (γ١) چول·ͬ ضرایب بالا، رابطه های از استفاده با همچنین
ͬ شود. م محاسبه λ ∈ R و −١٫٣۴ < α < ١٫٣۴ برای است، مدی تک وقتͬ ،

در λ و −١ < α < ١ مقادیر برخͬ برای را γ٢ و γ١ پس هستند، پیچیده γ٢ و γ١ ساختار چون
و ٢ · ٣ ش΄ل در همچنین ͬ کنیم. م محاسبه R افزار نرم از استفاده با ٢ · ٣ و ١ · ٣ های جدول
رسم (α = ٠٫٧) برای λ از تابعͬ و (λ = ۵) برای α از تابعͬ عنوان به ترتیب به γ٢ و γ١ ، ٣ · ٣

شده اند.
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λ و α مختلف مقادیر برای γ١ مقادیر :٣ . ١ جدول
α −١ −٠٫۵ −٠٫٣ ٠٫٠ ٠٫٧ ١

λ

−٢ −٠٫٧٠٩ −٠٫۵٩٩ −٠٫۴٨١ −٠٫۴۵٣ −٠٫۴٢٨ −٠٫٣٩٠ −٠٫٣۵٩
−١ −٠٫۵١٩ −٠٫٢۶۵ −٠٫١۵٧ −٠٫١٣۶ −٠٫١٢۶ −٠٫٠٨۵ ٠٫٠٢۶
−١ −٠٫۵۴٨ −٠٫١١۶ −٠٫٠٢٧ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠۶٢ ٠٫٢٧۵ ٠٫۵۴٨

١ ٠٫٠٢۶ ٠٫١١۵ ٠٫١٣۴ ٠٫١٣۶ ٠٫١٩٩ ٠٫۴٢۶ ٠٫۵١٩
٢ ٠٫٣۵٩ ٠٫۴١۶ ٠٫۴٣٩ ٠٫۴۵٣ ٠٫۵٢٨ ٠٫٧۴۵ ٠٫٧٠٩
۵ ٠٫۵٨١ ٠٫٧٠٧ ٠٫٧۶٨ ٠٫٨۵٠ ١٫٠١٠∗ ١٫٢٠٩∗ ١٫٠٢۵∗

١٠ ٠٫۶٢۶ ٠٫٧٧٣ ٠٫٨۴٨ ٠٫٩۵۵ ١٫١۵٠∗ ١٫٣۴٠∗ ١٫١١٠∗

λ و α مختلف مقادیر برای γ٢ مقادیر :٣ . ٢ جدول
α −١ −٠٫۵ −٠٫٣ ٠٫٠ ٠٫٧ ١

λ

−٢ ٠٫٢٣۶ ٠٫٧٠٨ ٠٫۴٢٧ ٠٫٣٠۵ ٠٫١٩٩ ٠٫١٣۴ ٠٫١١٠
−١ ٠٫٠١١ ٠٫٢۴٢ ٠٫١٠١ ٠٫٠۶١ ٠٫٠۵٨ ٠٫١٠٩ ٠٫٢۴١
−١ ٠٫۶٩۴ ٠٫١٣٨ ٠٫٠٢٢ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠۶۴ ٠٫٣۶٩ ٠٫۶٩۴

١ ٠٫٢۴١ ٠٫٠۶۶ ٠٫٠۵۵ ٠٫٠۶١ ٠٫١۵٩ ٠٫٣۴٧ ٠٫٠١١
٢ ٠٫١١٠ ٠٫١٧٣ ٠٫٢٢٧ ٠٫٣٠۵ ٠٫۵۵٠ ٠٫٨۵٢ ٠٫٢٣۶
۵ ٠٫١٠٧ ٠٫٣٢١ ٠٫۴۶۵ ٠٫٧٠۵ ١٫٢٧٩∗ ١٫٧١۶∗ ٠٫۶۵۶

١٠ ٠٫١٠۶ ٠٫٣۵٧ ٠٫۵٢٨ ٠٫٨٢٣ ١٫۵١۶∗ ١٫٩٧٩∗ ٠٫٧٧۴

.α = ٠٫٧ برای λ از تابعͬ و λ = ۵ برای α از تابعͬ عنوان به γ١ نمودار :٣ . ٢ ش΄ل
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.α = ٠٫٧ برای λ از تابعͬ و λ = ۵ برای α از تابعͬ عنوان به γ٢ نمودار :٣ . ٣ ش΄ل

ͬ باشد. م زیر صورت به X ∼ GASN(α, λ) گشتاور مولد تابع .٣ . ٣ . ٣ گزاره

MX(t) =
e

t٢٢ Φ(δt)
C(α, λ)

{
(١ − αt)٢)− αδW (δt)(٢ − αt− αt

١ + λ٢ ) + ١ + α٢
}

(۴ . ٣)

δ = λ√١+λ٢ و W (·) = ϕ(·)
Φ(·) آن در که

برهان.

MX(t) = E(etx) =

∫ +∞

−∞
etx

(١ − αx)٢ + ١
C(α, λ)

ϕ(x)Φ(λx)dx

=
١

C(α, λ)

∫ +∞

−∞
etx(٢ − ٢αx+ α٢x٢)ϕ(x)Φ(λx)dx

=
١

C(α, λ)

{∫ +∞

−∞
etx٢ϕ(x)Φ(λx)dx︸ ︷︷ ︸

I

−٢α
∫ +∞

−∞
etxxϕ(x)Φ(λx)dx︸ ︷︷ ︸

II

+ α٢
∫ +∞

−∞
etxx٢ϕ(x)Φ(λx)dx︸ ︷︷ ︸

III

}
=

١
C(α, λ)

{
I + II + III

}
(۵ . ٣)

I =

∫ +∞

−∞
etx٢ϕ(x)Φ(λx)dx = MZλ

(t) = ٢e t٢٢ Φ(δt)

گردید. محاسبه ۵ . ۵ . ١ قضیه در که

II = −٢α
∫ +∞

−∞
etxxϕ(x)Φ(λx)dx
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داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با


u = etxΦ(λx)

dv = xϕ(x)dx

=⇒


du = tetxΦ(λx) + λetxϕ(λx)

v = −ϕ(x)

II = −٢α
[
− etxϕ(x)Φ(λx)

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

+ t

∫ +∞

−∞
etxϕ(x)Φ(λx)dx+ λ

∫ +∞

−∞
etxϕ(x)Φ(λx)dx

]

= −٢α
[
٠ +

t

٢MZλ
(t) +

λ

٢π
∫ +∞

−∞
e−

١٢ [x٢+λ٢x٢−٢tx]dx
]

= −٢α
[
t

٢MZλ
(t) +

λ

٢π
∫ +∞

−∞
e
− ١٢ [((

√١+λ٢)x− t√
١+λ٢ )

٢− t٢
١+λ٢ ]

dx

]

= −٢α
[
t

٢MZλ
(t) +

λ√٢πe
t٢

٢(١+λ٢)

∫ +∞

−∞

٢√١πe
−(١+λ٢)٢ (x− t

١+λ٢ )٢

︸ ︷︷ ︸ dx
=١ N( t

١+λ٢ , ١
١+λ٢ )

]

⇒ II =
t

٢MZλ
(t) +

λ
√٢π√١ + λ٢ e

t٢
٢(١+λ٢)

ͬ آید. م دست به زیر صورت به III همچنین

III = α٢
∫ +∞

−∞
etxx٢ϕ(x)Φ(λx)dx = α٢

∫ +∞

−∞
etxxxϕ(x)Φ(λx)dx

داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با


u = xetxΦ(λx)

dv = xϕ(x)

=⇒


du = etxΦ(λx) + txetxΦ(λt) + λxetxϕ(λx)

v = −ϕ(x)

III = α٢
[
− xetxϕ(x)Φ(λx)

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

+

∫ +∞

−∞
etxϕ(x)Φ(λx)dx

+

∫ +∞

−∞
txetxϕ(x)Φ(λx)dx+

∫ +∞

−∞
λxetxϕ(x)ϕ(λx)dx

]

= α٢
[
٠ +MZλ

(t) + t

(
t

٢MZλ
(t) +

λ
√٢π√١ + λ٢ e

t٢
٢(١+λ٢)

)

+
λ

٢π
∫ +∞

−∞
x · e−

١٢ [x٢+λ٢x٢−٢tx]dx
]



۵٣ تصادفͬ نمایش

= α٢
[ ١

٢MZλ
(t) +

t٢
٢ MZλ

(t) +
λt√٢π(١ + λ٢)

e
t٢

٢(١+λ٢)

+
λ

٢πe
t٢

٢(١+λ٢)

∫ +∞

−∞
x

٢√١πe
−−(١+λ٢)٢ (x− t

١+λ٢ )٢
dx

]

⇒ III = α٢
[ ١

٢MZλ
(t) +

t٢
٢ MZλ

(t) +
λt√٢π(١ + λ٢)

e
t٢

٢(١+λ٢)

+
t√١ + λ٢

λ√٢π(١ + λ٢)
e

t٢
٢(١+λ٢)

]

داریم (۵ . ٣) رابطه در جای·ذاری با

⇒ MX(t) =
١

C(α, λ)

{
MZλ

(t)− ٢α
(
t٢
٢ MZλ

(t) +
λ√٢π(١ + λ٢)

e
t٢

٢(١+λ٢)

)

+ α٢
( ١

٢MZλ
(t) +

t٢
٢ MZλ

(t) + (١ +
١

١ + λ٢
λt√٢π(١ + λ٢)

e
t٢

٢(١+λ٢)

)}

=
e

t٢٢ Φ(δt)
C(α, λ)

{
(١ − αt)٢ − αδW (δt)(٢ − αt− αt

١ + λ٢ ) + ١ + α٢
}

تصادفͬ نمایش ۴ . ٣
داریم: آنگاه باشند، هم از مستقل Zλ ∼ N(٠, ١) و W ∼ ASN(α) اگر .١ . ۴ . ٣ قضیه

W |{λW > Zλ} ∼ GASN(α, λ)

صورت: این در باشد، X = W |{λW > Zλ} اگر برهان.
P (X ≤ x) = P (W ≤ x|λW > Zλ) =

P (W ≤ x, λW > Zλ)

P (λW > Zλ)

داریم: نرمال آلفا‐چوله چ·الͬ تابع از استفاده با بنابراین

P (W ≤ x,Zλ < λW ) =

∫ x

−∞

(١ − αu)٢ + ١
٢ + α٢ ϕ(u)Φ(λu)du

P (Zλ < λW ) = P (W ≤ ∞, Zλ < λW ) =

∫ +∞

−∞

(١ − αu)٢ + ١
٢ + α٢ ϕ(u)Φ(λu)du

(٣ . ٢ . ١) تعریف به توجه با
=

١
٢ + α٢C(α, λ)
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بنابراین

P (X ≤ x) =

∫ x
−∞

(١−αu)١+٢
٢+α٢ ϕ(u)Φ(λu)du

١٢+α٢C(α, λ)

=

∫ x

−∞

(١ − αu)٢ + ١
C(α, λ)

ϕ(u)Φ(λu)du

با است برابر آن چ·الͬ و
fX(x) =

(١ − αx)٢ + ١
C(α, λ)

ϕ(x)Φ(λx)

W |{λW > Zλ} ∼ GASN(α, λ) نتیجه در
استفاده با ͬ توان م GASN(α, λ) توزیع برای بالا، تصادفͬ نمایش از استفاده با .١ . ۴ . ٣ نکته

کرد: تولید داده زیر مراحل با پذیرش، و رد روش از
از داده (تولید مستقل. صورت به W ∼ ASN(α) و Zλ ∼ N(٠, ١) از نمونه تولید .١

است) شده گفته قبل فصل در ASN(α)

قبل مرحله به صورت این غیر در ، X = W ͬ دهیم م قرار باشد، λW > Zλ اگر .٢
ͬ گردیم. برم

از توزیعͬ صورت به نرمال آلفا‐چوله تعمیم توزیع م΄ان‐مقیاسͬ حالت .١ . ۴ . ٣ تعریف
ͬ باشد: م زیر صورت به آن چ·الͬ و X ∼ GASN(α, λ) آن در که ͬ شود م تعریف Y = σX + µ

f(y; θ) =
(١ − α(y−µ

σ ))٢ + ١
σC(α, λ)

ϕ(
y − µ

σ
)Φ(λ

y − µ

σ
), µ ∈ IRσ > 0 (۶ . ٣)

ͬ  شود. م داده نمایش Y ∼ GASN(µ, σ, α, λ) صورت به و θ = (µ, σ, α, λ) آن در که
ͬ باشد. م زیر صورت به (٣ . ٣ . ١) گزاره به توجه با Y ∼ GASN(θ) توزیع تابع همچنین
FY (y; θ) =

١
C(α, λ)

{
(١ +

α٢
٢ )Φ(

y − µ

σ
;λ) + (α− α٢

٢ (
y − µ

σ
))

× ϕ(
y − µ

σ
;λ)− αbδΦ(

y − µ

σ

√١ + λ١)(٢ +
α

١√٢ + λ٢W (
y − µ

σ

√١ + λ٢))
}

(٣ . ٧)

به جمله ای دو بسط از استفاده با X ∼ GASN(α, λ) توزیع از ام k مرتبه گشتاور .١ . ۴ . ٣ لم
ͬ باشد. م زیر صورت

E(Y k) = E(σX + µ)n =
k∑

i=٠

n

i

µk−iσiE(Xi) (٣ . ٨)

داده نشان دو کای توزیع و نرمال نیم و GASN(α, λ) توزیع های بین رابطه زیر قضایای در
است. شده



۵۵ تصادفͬ نمایش
آنگاه باشد، X ∼ GASN(α, λ) اگر .٢ . ۴ . ٣ قضیه

است. زیر چ·الͬ تابع دارای U = |X| تصادفͬ متغیر ١)
fU (u;α, λ) = fHN (u) · ١ + (١ + αu)٢ − ۴αuΦ(λu)

٢C(α, λ)
, u > ٠ (٣ . ٩)

ͬ باشد. م استاندارد نرمال نیم توزیع چ·الͬ تابع fHN (·) که
است. زیر صورت به T = X٢ چ·الͬ تابع ٢)

fT (t;α, λ) = fχ٢
(١)
(t) · ١ + (١ + α

√
t)٢ − ۴α√tΦ(λ

√
t)

٢C(α, λ)
, t > ٠ (٣ . ١٠)

ͬ باشد. م ی آزادی درجه با دو کای توزیع چ·الͬ تابع fχ٢
(١)
(·) که

استاندارد نرمال توزیع در ͬ دانیم م اینکه به توجه با باشد، u > ٠ اگر ١) برهان.
داریم Φ(−λu) = ١ − Φ(λu) و ϕ(u) = ϕ(−u)

fU (u) = fX(u) + fX(−u) = ϕ(u)

(
[١ + (١ − αu)٢]Φ(λu) + ١ + (١ + αu)٢Φ(−λu)

C(α, λ)

)

= ϕ(u)

(٢ − ٢αuΦ(λu) + α٢u٢Φ(λu) + ٢ + ٢αu+ α٢u٢ − ٢ − ٢αuΦ(λu)− α٢u٢Φ(λu)
C(α, λ)

)

= ϕ(u) · ٢ + ٢αu+ α٢u٢ − ۴αuΦ(λu)
C(α, λ)

= ٢ϕ(u)︸ ︷︷ ︸
fHN (u)

· ١ + (١ + αu)٢ − ۴αuΦ(λu)
٢C(α, λ)

ͬ آید. م بدست زیر صورت به t > ٠ برای T = X٢ چ·الͬ تابع ٢)
fT (t) =

١
٢√t

[
fX(

√
t) + fX(−

√
t)
]

=
١

٢√t
ϕ(
√
t) · ١ + (١ + α

√
t)٢ − ۴α√tΦ(λ

√
t)

C(α, λ)

= fχ٢
(١)
(t) · ١ + (١ + α

√
t)٢ − ۴α√tΦ(λ

√
t)

٢C(α, λ)

تعمیم دو کای و یافته تعمیم نرمال نیم را (٣ . ١٠) و (٣ . ٩) های رابطه چ·الͬ توابع
GCH(α, λ) و GHN(α, λ) نماد با ترتیب به را ها آن و ͬ نامند م ی آزادی درجه با یافته

ͬ کنند. م مشخص

باشند، مستقل تصادفͬ متغیرهای H ∼ HN(٠, ١) و X ∼ GASN(α, λ) اگر .٣ . ۴ . ٣ قضیه
است: زیر چ·الͬ تابع دارای ، V = X

H آنگاه
fV (v) = fcauchy(v) ·

√٢π
C(α, λ)

A(α′, λ′) (٣ . ١١)
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است. استاندارد کوشͬ توزیع چ·الͬ تابع fcauchy(·) که

A(α′, λ′) =
b

١)٢ + α′٢ + α′٢σ′)− α′(
١
٢ +

tan−١(λ′)

π
)

+
bσ′(٢ + α⋆٢

)

۴ − b٢α⋆σ′

٢ (٣ . ١٢)
آن در که

λ′ =
λv√١ + v٢ , σ′ =

λ′√١ + λ′٢ , α′ =
αv√١ + v٢ , α⋆ =

α′√١ + λ′٢

ͬ آید. م بدست زیر صورت به v چ·الͬ تابع تبدیل، روش از استفاده با برهان.
fX,H(x, h) =

١ + (١ − αx)٢
C(α, λ)

ϕ(x)Φ(λx) · ٢ϕ(h)
v = X

H

w = H

=⇒


X = vw

H = w

, |J | =

∣∣∣∣∣∣w v

٠ ١
∣∣∣∣∣∣ = w

f(v, w) =
١ + (١ − αvw)٢

C(α, λ)
٢wϕ(w)ϕ(vw)Φ(λvw)

fV (v) =

∫ ∞

٠
f(v, w)dw =

∫ ∞

٠
٢w١ + (١ − αvw)٢

C(α, λ)
ϕ(w)ϕ(vw)Φ(λvw)dw

=
٢

C(α, λ)

∫ ∞

٠ w(١ + (١ − αvw)٢) · ٢√١πe
−w٢

٢ · e
−(vw)٢٢ Φ(λvw)dw

=
٢

C(α, λ)

∫ ∞

٠ w(١ + (١ − αvw)٢) · ١
٢πe

−١٢ (w٢+(vw)٢
Φ(λvw)dw

=
٢

C(α, λ)

∫ ∞

٠ w(١ + (١ − αvw)٢) · ١
٢πe

−١٢ (١+v٢)w٢
Φ(λvw)dw

=
١

π(١ + v٢)

√٢π
C(α, λ)

∫ ∞

٠ t[١ + (١ − αv√١ + v٢ t)
٢]ϕ(t)Φ( αv√١ + v٢ t)dt

= fcauchy(u) ·
√٢π

C(α, λ)

∫ ∞

٠ t[١ + (١ − α′t)٢]ϕ(t)Φ(λ′t)dt

بالا معادله در قبل انتگرال که داد نشان ͬ توان م جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با
.A(α′, λ′) با است برابر

I =

∫ ∞

٠ t[١ + (١ − α′t)٢]ϕ(t)Φ(λ′t)dt

=

∫ ∞

٠ t[٢ − ٢α′t+ α′٢t٢]ϕ(t)Φ(λ′t)dt

= ٢
∫ ∞

٠ tϕ(t)Φ(λ′t)dt︸ ︷︷ ︸
I١

− ٢α′
∫ ∞

٠ t٢ϕ(t)Φ(λ′t)dt︸ ︷︷ ︸
I٢

+ α′٢
∫ ∞

٠
t٣ϕ(t)Φ(λ′t)dt︸ ︷︷ ︸

I٣

= [٢I١ − ٢α′I٢ + α′٢I٣] (٣ . ١٣)
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I١ =

∫ ∞

٠
tϕ(t)Φ(λ′t)dt

داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با
u = Φ(λ′t)

dv = tϕ(t)dt

=⇒


du = λ′ϕ(t)dt

v = −ϕ(t)

I١ = −ϕ(t)Φ(λ′t)

∣∣∣∣∣
∞

٠
+ λ′

∫ ∞

٠ ϕ(t)Φ(λ′t)dt

= − ١
٢π +

λ′

٢π
[∫ ∞

٠ e−
١٢ (t٢+λ′٢t٢)dt

]

= − ١
٢π +

λ′

٢π
[∫ ∞

٠ e−
١٢ (١+λ′٢)t٢dt

]

= − ١
٢π +

λ′

٢π
√٢π√١ + λ′٢ × ١

٢ ×
∫ +∞

−∞

√١ + λ′٢
√٢π e

−١+λ′٢٢ t٢dt︸ ︷︷ ︸
=١

I١ = − ١
٢π +

λ′
√٢π · ١√١ + λ′٢ × ١

٢
ͬ آید. م بدست زیر صورت به I٢ همچنین

I٢ =

∫ ∞

٠ t٢ϕ(t)Φ(λ′t)dt

داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با
u = tΦ(λ′t)

dv = tϕ(t)dt

=⇒


du = Φ(λ′t) + λ′tϕ(λ′t)

v = −ϕ(t)

I٢ = −tϕ(t)Φ(λ′t)

∣∣∣∣∣
∞

٠
+

∫ ∞

٠ ϕ(t)Φ(λ′t)dt︸ ︷︷ ︸
I٢١

+ λ′
∫ ∞

٠ tϕ(t)Φ(λ′t)dt︸ ︷︷ ︸
I٢٢

I٢١ =

∫ ∞

٠ ϕ(t)Φ(λ′t)dt =

∫ ∞

٠
١

٢πe−
١٢ t٢e−

λ′٢٢ t٢dt

I٢ =
١

٢π
∫ ∞

٠
e−

١٢ t٢(١+λ′٢)dt = ١
٢π · ١√١ + λ′٢ ×

√٢π
٢
∫ +∞

−∞

٢√١π√١ + λ′٢ e
−١+λ′٢ dt

︸ ︷︷ ︸
=١

=
١

٢√٢π · ١√١ + λ′٢

I٢ = ٠ +
١

٢√٢π · ١√١ + λ′٢ + λ′(− ٢√١π
λ′

√٢π · ١√١ + λ′٢ · ١
٢)
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داریم و

I٣ =

∫ ∞

٠
t٣ϕ(t)Φ(λ′t)dt

داریم: جزء به جز انتگرال گیری روش از استفاده با


u = t٢Φ(λ′x)

dv = tϕ(t)dt

=⇒


du = ٢tΦ(λ′t) + t٢Φ(λ′t)

v = −ϕ(t)

I٣ = −t٢ϕ(t)Φ(λ′t)

∣∣∣∣∣
∞

٠
+ ٢

∫ ∞

٠ tϕ(t)Φ(λ′t)dt︸ ︷︷ ︸
I١

+

∫ ∞

٠ t٢ϕ(t)Φ(λ′t)dt︸ ︷︷ ︸
I٢

I٣ = ٠ − ١
π
+

λ′
√٢π√١ + λ′٢ +

١
√٢π√١ + λ′٢ + λ′(− ٢√١π +

λ′

٢√٢π√١ + λ′٢ )

داریم (٣ . ١٣) رابطه در جای·ذاری با

⇒ I = − ١
π
+

λ′√٢π(١ + λ′٢)
− α′√٢π(١ + λ′٢)

+
λ′α′

π
− λ′٢α′√٢π(١ + λ′٢)

− α′٢
π

+
λ′α′٢√٢π(١ + λ′٢)

+
α′٢

٢√٢π(١ + λ′٢)
− α′٢λ′

٢π +
λ′٢α′٢

٢√٢π(١ + λ′٢)

=
b

١)٢ + α′٢ + α′٢δ′)− α′(
١
٢ +

tan−١(λ′)

π
+

bδ′(٢ + α∗٢
)

۴ − b٢α∗δ′

٢
⇒ fv(v) = fcouchy(v) ·

√٢π
C(α, λ)

A(α′, λ′)

نمایی درست ماکزیمم برآورد ۵ . ٣
از θ = (µ, σ, α, λ)T پارامترهای (MLE) نمایی درست ماکزیمم برآورد ابتدا بخش این در

ͬ آوریم. م دست به را (۶ . ٣) رابطه در شده تعریف مقیاسͬ ‐ م΄ان خانواده
دست به را پارامترها این نمایی درست حداکثر برآوردگرهای فیشر اطلاع ماتریس همچنین

ͬ آوریم. م
نمایی درست تابع بنابراین باشد GASN(θ) از تصادفͬ نمونه ی X١, · · · , Xn کنید فرض



۵٩ نمایی درست ماکزیمم برآورد
ͬ باشد: م زیر صورت به

L(θ; y) =

n∏
i=١

f(yi; θ)

L(θ; y) = σ−n(C(α, λ))−n
n∏

i=١
(١ + (١ − α

yi − µ

σ
)٢) ٢√١πexp(

١
٢σ٢

n∑
i=١

(yi − µ)٢)

×
n∑

i=١
Φ(λ

yi − µ

σ
)

ℓ(θ) = −n lnσ − n lnC(α, λ) +
n∑

i=١
ln(١ + (١ − α

yi − µ

σ
)٢)

− ١
٢

n∑
i=١

(
yi − µ

σ
)٢) +

n∑
i=١

lnΦ(λ(
yi − µ

σ
)) (١۴ . ٣)

بدست زیر صورت به نرمال های معادله از نسبت پارامترهای با بالا ی رابطه از جزئͬ مشتقات
ͬ آید: م

∂ℓ(θ)

∂µ
=

٢α
σ

n∑
i=١

١ − αyi−µ
σ١ + (١ − αyi−µ
σ )٢ +

n∑
i=١

(
yi − µ

σ
) +

λ٢
σ٢

n∑
i=١

(yi − µ) = ٠
∂ℓ(θ)

∂σ
=

−n

σ
+

٢α
σ٢

n∑
i=١

(yi − µ)(١ − αyi−µ
σ )

١ + (١ − αyi−µ
σ )٢ + ١ +

n∑
i=١

(yi − µ)٢
σ٢ +

λ٢
σ٣

n∑
i=١

(yi − µ)٢ = ٠
∂ℓ(θ)

∂α
=

nσ(α− bσ)

C(α, λ)
+ ٢

n∑
i=١

(yi − µ)(١ − αyi−µ
σ )

١ + (١ − αyi−µ
σ )٢ = ٠

∂ℓ(θ)

∂λ
=

nαbσ

(١ + λ٢) ٣٢C(α, λ)
+

λ

σ٢
n∑

i=١
(yi − µ)٢ = ٠

استفاده با ͬ توان م که ͬ دهد م ما به را نمایی درست ماکزیمم برآوردهای بالا، معادلات حل
θ = پارامتر برای فیشر، اطلاع ماتریس های درایه کرد. محاسبه را ها آن عددی روش از



نرمال آلفا‐چوله توزیع از جدید تعمیم ۶٠
ͬ باشد. م زیر صورت به (µ, σ, α, λ)

I١١ =
n

σ٢C(α, λ)

[
C(α, λ)− α٢ + ٢α٢a٠(α, λ)− bασ٣ +

b٢σ٢
۴√١ − σ۴d٠(α, λ)

]

I١٢ =
n

σ٢C(α, λ)
[bσ +

٣
٢α٢bσ − α− ٣

٢α٢bσ٣ + ٢α٢a١(α, λ)− αbσ
√١ − σ٢

+ αbσ١√٣ − σ٢ +
b١)٢ − σ٢)
۴(١ + σ٢) d١(α, λ)]

I١٣ =
n

σC(α, λ)
[٢bασ − ٢α٢a١(α, λ)− ١]

I١۴ =
nb
√١ − σ٢

٢σC(α, λ)
[(١ − σ٢)(٢ + α٢ − ٣α٢σ٢)− bσ

١)٢ + σ٢)d١(α, λ)]

I٢٢ =
n

σ٢C(α, λ)

[
٣ +

٣
٢α٢ − ۵bασ + ٢α٢a٢(α, λ)− C(α, λ)− ٢αbσ٣

+ ٣αbσ۵ +
b٢σ١√٢ − σ٢
۴(١ − σ٢) ٣٢

d٢(α, λ)
]

I٢٣ =
n

σC(α, λ)
[٢α− bσ − α− ٢αa٢(α, λ)]

I٢۴ =
nb(١ − σ٢) ٣٢
٢σC(α, λ)

[۶ασ٢ − ٢α− bσ

١√٢ − σ١)٢ − σ٢) ٣٢
d٢(α, λ)]

I٣٣ =
n

C(α, λ)
[٢a٢(α, λ)−

(α− bσ)٢
C(α, λ)

]

I٣۴ =
nb(١ − σ٢) ٣۴
٢C٢(α, λ) [α٢ − ٢]

I۴۴ =
nb١)٢ − σ٢) ٣٢

C(α, λ)
[

١
۴(١ + σ٢) ٣٢

d٢(α, λ)−
α١)٢ − σ٢) ٣٢

C(α, λ)
]

و dk(α, λ) = E

(
Zk

١)+١−α

√
١−σ٢
١+σ٢ Z٢

Φ( σ√
١+σ٢ Z)

)
و ak(α, λ) = E(Zk

λ
(١−αZ٢

λ١)+١−αZ٢
λ

), k = ٠, ١,٢ آن در که
ͬ شوند. م محاسبه زیر صورت به I٢٢ و I١١ مثال طور به ͬ باشد. م Z ∼ N(٠, ١) و Zλ ∼ SN(λ)

I١١ = −E

[
∂٢
∂µ٢ ℓ(θ)

]
=

∂٢
∂µ٢ ℓ(θ) =

٢α٢
σ٢

n∑
i=١

−(١ − α(yi−µ
σ ))٢ + ١

((١ − α(yi−µ
σ ))٢ + ٢(١ − n

σ٢ − nλ٢
σ٢

I١١ =
٢α٢
σ٢

n∑
i=١

E

(
(١ − α(yi−µ

σ ))٢ − ١
((١ − α(yi−µ

σ ))٢ + ٢(١
)

+
n

σ٢ +
nλ٢
σ٢

=
n

σ٢C(α, λ)

[
C(α, λ)− α٢ + ٢α٢a٠(α, λ)− bασ٣ +

b٢σ٢
۴√١ − σ۴d٠(α, λ)

]



۶١ نمایی درست ماکزیمم برآورد
همچنین و

I٢٢ = −E

[
∂٢
∂σ٢ ℓ(θ)

]
=

∂٢
∂σ٢ ℓ(θ) =

n

σ٢ +
۴α
σ٣

n∑
i=١

(yi − µ)(١ − α(yi−µ
σ ))

(١ − α(yi−µ
σ ))٢ + ١

+
٢α٢
σ٢

n∑
i=١

(−(yi − µ)١)٢ − α(yi−µ
σ ))٢ + ١)

((١ − α(xi−µ
σ ))٢ + ٢(١ −

٣∑n
i=١(yi − µ)٢

σ۴ − ٣λ٢
σ۴

n∑
i=١

(yi − µ)٢

I٢٢ = − n

σ٢ − ۴α
σ٣

n∑
i=١

E

(
(yi − µ)(١ − α(yi−µ

σ ))

(١ − α(yi−µ
σ ))٢ + ١

)

+
٢α٢
σ٢

n∑
i=١

E

(
(yi − µ)١)٢ − α(yi−µ

σ ))٢ + ١)
((١ − α(xi−µ

σ ))٢ + ٢(١
)

+
٣n
σ٢ +

٣nλ٢
σ٢

=
n

σ٢C(α, λ)

[
٣ +

٣
٢α٢ − ۵bασ + ٢α٢a٢(α, λ)− C(α, λ)− ٢αbσ٣

+ ٣αbσ۵ +
b٢σ١√٢ − σ٢
۴(١ − σ٢) ٣٢

d٢(α, λ)
]

ͬ آیند. م دست به مشابه صورت به ها درایه دی·ر و





۴ فصل
عددی مثال های

ارایه را قبل فصول شده تعریف توزیع های از مختلف عددی مثال های داریم، قصد فصل این در
کنیم. مقایسه هم با را مدل ها این واقعͬ مثال در و داده

اول عددی مثال ١ . ۴
کبدی مش΄لات دلیل به بیمارستان در که است بیمارانͬ عمر طول میانگین بررسͬ مورد متغیر
تحت نمونه ی ͬ کنند. م فوت بیماری همین خاطر به و هستند مراقبت تحت لوزوالمعده و
اطلاعات برای است. شده جمͽ آوری متحده ایالت استان ١٠ از بیمارستان ١٠٨٢ از مطالعه

کنید: مشاهده را زیر سایت وب در چهارم ستون ͬ توانید م بیشتر
http : //lip.state.cmu.edu/data− expo/١٩٩٧/ascii/po٧.data

ͬ کند. م بیان داده ها از مجموعه این برای را توصیفͬ آماره های زیر جدول

۶٣



عددی مثال های ۶۴

(γ١, γ٢) کشیدگͬ و چول·ͬ ضریب توصیفͬ، آماره های :١ . ۴ جدول
n x̄ s γ١ γ٢

١٠٨٢ ۵٫٧۵٩٣ ١٫۶١۴ ٠٫۶٧٢٣ ١٫۴٢٠۵

درست ماکزیمم روش از استفاده با داده ها این روی بر GASN و ASN و SN ،N توزیع های
است. شده داده برازش  نمایی

چوله نرمال، منحنͬ سه مقایسه ١ . ۴ ش΄ل است. شده ارائه برآوردگرها ٢ . ۴ جدول در

شده ماکزیمم و نمایی درست ل·اریتم تابع و شده برآورد پارامترهای :٢ . ۴ جدول
.GASN و ASN  ، SN ، N توزیع های برای

Distribution N SN ASN SBN GASN

µ̂ ۶٫٧۵٩٣ ۴٫١١٩٢ ۶٫٧۵٧٨ ۴٫١١٩٢ ٧٫٣٠٠٨
σ̂ ٢٫۶٠٢٨ ٢٫٣٠٠۶ ١٫۴٨٧٣ ٢٫٣٠٠۵ ١٫۵٧۴
α̂ · · · · · · ٠٫٩۵۵٩ ۶٫۴٢۶٨ ١٫٢٢٢
λ̂ · · · ٢٫٠۶٠٨ · · · ٢٫۶٠٨ −٠٫٣٢۴

log − likelihood −٢٠۵٢٫٨٢۴ −٢٠٢٣٫۶۵٣ −٢٠١٨٫۴١ −٢٠٢٣٫۶۵٣ −٢٠١۶٫٠١٧
AIC ۴١٠٩٫۶۴٨ ۴٠۵٣٫٣٠۶ ۴٠۴٢٫٨٢ ۴٠۵۵٫٣٠۶ ۴٠۴٠٫٠٢٣
BIC ۴٠٩١٫۶٧۵ ۴٠٢۶٫٣۴۶ ۴٠١۵٫٨۶١ ۴٠١٩٫٣۶ ۴٠٠۴٫٠٨٧

ͬ دهد. م نشان شده برآورد پارامترهای با را نرمال آلفا‐چوله و نرمال



۶۵ دوم عددی مثال

نرمال و نرمال چوله نرمال، آلفا‐چوله توزیع چ·الͬ تابع :١ . ۴ ش΄ل
زیر جدول در ها آن نتایج و اسمیرنف کولموگروف برازش نی΄ویی آزمون همچنین

است. آمده
کولموگروف برازش نی΄ویی آزمون :٣ . ۴ جدول

Distribution SN ASN SBN GASN

Statistics ٠٫١٣٨۵ ٠٫١٣٨۵۶ ٠٫١٣٨۵ ٠٫٠٢٩٨
P − value ٠٫٧۵٣۵ ٠٫٨٢٨۴ ٠٫٧۵٣٨ ٠٫٩٣٠٠

GASN های توزیع برای P − value و (BIC) و (AIC) شاخص مقدار به توجه با
و (AIC) مقدار کمترین دارای GASN توزیع ͬ کنیم م مشاهده ،N و SN و ASN و
داده ها این روی قبل توزیع سه به نسبت و ͬ باشد م P −value مقدار بیشترین و (BIC)

ͬ شود. م برازش بهتر

دوم عددی مثال ٢ . ۴
استرالیایی ورزش΄ار ٢٠٢ ، (WCC) سفید گلبول های تعداد به مربوط ١ . ۴ جدول داده های

است. شده ارائه ١٩٩۴ ویزبرگ و کوک توسط که ͬ باشد، م



عددی مثال های ۶۶

استرالیایی ورزش΄اران سفید گلبول های به مربوط داده های :۴ . ۴ جدول
٧٫٣٠ ۵٫٣٠ ۴٫۴٠ ٨٫٩٠ ۵٫٧٠ ۵٫٣٠ ۴٫۴٠ ۶٫٨٠ ۵٫٣٠ ۵٫٠٠ ٨٫٣٠ ٧٫۵٠
۶٫۴٠ ٩٫۵٠ ٣٫٣٠ ۵٫٧٠ ۶٫٩٠ ٨٫١٠ ٨٫٣٠ ٧٫٣٠ ۵٫٨٠ ۶٫٠٠ ۶٫٢٠ ٧٫٨٠
١٣٫٣٠ ٧٫٣٠ ۵٫٩٠ ۶٫۶٠ ١٠٫١٠ ۶٫۴٠ ۶٫۶٠ ٧٫۵٠ ٧٫۶٠ ۵٫٨٠ ۵٫۶٠ ۵٫٨٠
٩٫١٠ ۶٫٣٠ ١٠٫۶٠ ٩٫٧٠ ۵٫۵٠ ۶٫۶٠ ۵٫٠٠ ۶٫١٠ ۵٫٨٠ ۶٫۴٠ ٧٫۶٠ ۶٫٠٠
۵٫٩٠ ۵٫۵٠ ٨٫۵٠ ۶٫۶٠ ٨٫۴٠ ۶٫٩٠ ٨٫۴٠ ٩٫٣٠ ١٠٫٩٠ ١٠٫٧٠ ۵٫١٠ ٩٫۶٠
٩٫٠٠ ۶٫٨٠ ۵٫٨٠ ٩٫۵٠ ٩٫۵٠ ٧٫٠٠ ۵٫١٠ ۵٫٣٠ ۵٫٨٠ ٨٫٣٠ ٨٫١٠ ۴٫٩٠
۶٫٠٠ ۶٫۶٠ ۶٫۴٠ ۶٫٩٠ ۶٫۵٠ ۶٫١٠ ۶٫٩٠ ٧٫۶٠ ٧٫٣٠ ٧٫۵٠ ٩٫٣٠ ٧٫١٠
۶٫۴٠ ٧٫٢٠ ۶٫۴٠ ۶٫۶٠ ٧٫٩٠ ۴٫٠٠ ۴٫٢٠ ٧٫٨٠ ٨٫٢٠ ٧٫٢٠ ۶٫٨٠ ٧٫۶٠
٨٫۶٠ ۶٫٠٠ ٧٫١٠ ۶٫٧٠ ۴٫١٠ ۴٫٧٠ ٧٫۶٠ ٧٫١٠ ۶٫۴٠ ۴٫٩٠ ۵٫٠٠ ٩٫٠٠
٨٫۴٠ ۶٫٨٠ ٩٫٣٠ ۵٫٩٠ ۵٫٣٠ ٧٫١٠ ٨٫٢٠ ۴٫٣٠ ۶٫٢٠ ۵٫٢٠ ۴٫٨٠ ۶٫۶٠
۶٫٧٠ ۵٫٨٠ ۵٫٩٠ ٧٫٢٠ ٨٫٠٠ ۶٫٠٠ ۵٫٠٠ ١٠٫١٠ ٧٫۵٠ ۵٫۴٠ ۶٫٨٠ ۶٫۵٠
٧٫۵٠ ٧٫٣٠ ٧٫٢٠ ۵٫۵۵ ۶٫٧ ۶٫۴٠ ٧٫۴٠ ٨٫٩٠ ٨٫٣٠ ٩٫٢٠ ٧٫۵٠ ٨٫٠٠
۵٫٨٠ ۶٫١٠ ۶٫١٠ ۴٫۵٠ ٧٫٣٠ ٩٫٠٠ ٣٫٩٠ ۴٫۵٠ ۶٫٣٠ ۶٫٣٠ ٩٫۶٠ ٨٫٩٠
٧٫۶٠ ۶٫۶٠ ٧٫١٠ ٩٫٠٠ ٨٫۴٠ ۶٫٢٠ ٨٫٩٠ ۶٫۴٠ ۴٫۶٠ ٨٫٢٠ ۴٫٣٠ ۴٫٠٠
٨٫٧٠ ٨٫٩٠ ٨٫٣٠ ٩٫٣٠ ۶٫۴٠ ۶٫۶٠ ٧٫٩٠ ۵٫٩٠ ٧٫٢٠ ۵٫٢٠ ۴٫٨٠ ۴٫۶٠
٨٫۵٠ ٧٫۴٠ ٧٫۵٠ ٩٫٨٠ ۶٫١٠ ١٢٫٧٠ ١٢٫٩٠ ١٠٫٠٠ ٧٫۵٠ ١٠٫٢٠ ٩٫١٠ ١٠٫٨٠
۶٫٣٠ ٨٫٨٠ ۶٫۴٠ ٨٫٣٠ ٧٫۶٠ ٨٫٩٠ ۶٫٢٠ ٧٫٠٠ ١۴٫٣٠ ۶٫٠٠

ͬ کند. م بیان (WCC) داده ها از مجموعه این برای را توصیفͬ آماره های زیر جدول

WCC داده های توصیفͬ آماره های :۵ . ۴ جدول
n x̄ s γ١ γ٢

٢٠٢ ٧٫١٠٨ ١٫٨٠ ٠٫٨٢٨ ١٫۴٠۴

شده مطرح Rocha et.al.(2013) توسط که GASN و SBN و ASN و SN توزیع های
شده داده برازش درست نمایی ماکزیمم روش از استفاده با داده ها این روی بر را است
نمودار و است شده ارائه توزیع ها از کدام هر برای پارامترها برآورد ۶ . ۴ جدول در است.

است. شده رسم ٢ . ۴ ش΄ل در داده ها هیستوگرام روی توزیع ها



۶٧ دوم عددی مثال

WCC داده های برای پارامترها درست نمایی ماکزیمم برآورد :۶ . ۴ جدول

Distribution N SN ASN SBN GASN

µ̂ ٧٫١٠٨۶ ٧٫١٠٢٨ ٧٫١٠٧۶ ٧٫١٠٢۵ ۵٫۵٫۶٣
σ̂ ٣٫٢٢۵٩ ١٫٧٩۶١ ١٫٧٩۶٠ ١٫٧٩۶٠ ٢٫۶٨٩٢
α̂ · · · · · · −٠٫٠٠٢٣ −١٫٣٣۶۵ ٠٫۵١١۵
λ̂ · · · ٠٫٠٠٣٣ · · · ٣٫٣٣٧٢ ٢٫٢۴٢٠

log − likelihood −۴٠۴٫٩١٨٩ −۴٠۴٫٩١٨٩ −۴٠۴٫٩١٨٩ −۴٠۴٫٩١٨٩ −٣٩۵٫۵۴۴۵
AIC ٨١٣٫٨٣٧٧ ٨١۵٫٨٣٧٧ ٨١۵٫٨٣٧٧ ٨١٧٫٨٣٧٧ ٧٩٩٫٠٨٨٩
BIC ٧٩٩٫٢٢١٢ ٧٩٣٫٩١٢٩ ٧٩٣٫٩١٢٩ ٧٨٨٫۶٠۴۶ ٧۶٩٫٨۵۵٨

WCC داده های روی شده داده برازش های چ·الͬ :٢ . ۴ ش΄ل
زیر جدول در ها آن نتایج و اسمیرنف کولموگروف برازش نی΄ویی آزمون همچنین

. است. آمده



عددی مثال های ۶٨

WCC داده های روی کولموگروف برازش نی΄ویی آزمون :٧ . ۴ جدول
Distribution SN ASN SBN GASN

Statistics ٠٫٠٨۵٢٨ ٠٫٠٨۵٢٨١ ٠٫٠٨۵٢٨١ ٠٫٠۴٣١١٩
P − value ٠٫١٠۵٩ ٠٫١٠۵٩ ٠٫١٠۵٩ ٠٫٨۴۶٨

توزیع سه به نسبت GASN توزیع که ͬ شود م مشاهده جدول ها این نتایج به توجه با
دارای توزیع این زیرا ͬ شود. م برازش بهتر داده ها این روی SBN و ASN و SN و N

ͬ باشد. م P − value مقدار بیشترین و (BIC) و (AIC) شاخص مقدار کمترین

واقعͬ مثال ٣ . ۴
قرار بررسͬ مورد را GASN توزیع کارایی واقعͬ های داده از استفاده با بخش این در
استرالیایی ورزش΄ار ٢٠٢ ، (Bfat) بدن چربی درصد بررسͬ، مورد متغیر داد. خواهیم
است. گرفته قرار بررسͬ مورد ١٩٩۴ سال در [١٣] ویزبرگ و کوک توسط که ͬ باشد، م

ͬ کند. م بیان داده ها از مجموعه برای را توصیفͬ آماره های زیر جدول

(Bfat) داده های توصیفͬ آماره های :٨ . ۴ جدول
n x̄ S γ١ γ٢

٢٠٢ ١٣٫۵٠٧ ۶٫١٨٩ ٠٫٧۵٣ −٠٫٢٠١

است. شده ارائه توزیع ها از ی هر برای پارامترها برآورد زیر جدول در



۶٩ گیری نتیجه

(Bfat) داده های برای پارامترها نمایی درست ماکزیمم برآورد :٩ . ۴ جدول
Distribution N SN ASN GASN

µ̂ ١٣٫۵٠٧۴ ١٫٣۵٠۵ ١٫٣۵٠٩ ۵٫٨٠٧۴
δ̂ ٣٨٫١٢۴٢ ۶٫١٧۴۴ ۶٫١٧۴۴ ٧٫۵١٧۴
α̂ · · · ۴٫٠١٧ ٢٫۶۵ ١٫٢۵١٩
λ̂ · · · · · · · · · ۴٩٫۵٧٧

log − likelihood −۶۵۴٫٣۵ −۶۵۴٫٣۵ −۶۵۴٫٣۵ −۶٠٧٫٢٣
AIC ١٣١۴٫٧٠٣ ١٣١۴٫٧٠٣ ١٣١۴٫٧٠٣ ١٢٢٢٫۴٧٨
BIC ١٢٩٨٫٠٨٧ ١٢٩٢٫٧٧٨ ١٢٩٢٫٧٧٨ ١١٩٣٫٢۴۵

زیر جدول در ها آن نتایج و اسمیرنف کولموگروف برازش نی΄ویی آزمون همچنین
است. آمده

Bfat داده های روی کولموگروف برازش نی΄ویی آزمون :١٠ . ۴ جدول
Distribution SN ASN SBN GASN

Statistics ٠٫٠٧۵٣٨ ٠٫٠٧۵٣٨١ ٠٫٠٧۵٣٨ ٠٫٠٣٣١١۵
P − value ٠٫١٠٣۴ ٠٫١٠٣۴ ٠٫١٠٣۴ ٠٫٧۴۶٨

شده، داده برازش توزیع های P −value مقدار و (BLC) و (ALC) مقادیر به توجه با
بیشترین (BLC) و (ALC) مقدار کمترین دارای GASN توزیع که گرفت نتیجه ͬ توان م
انعطاف از و ͬ دهد م برازش بهتری صورت به را ها داده بنابراین است. P−value مقدار

است. برخوردار بیشتری پذیری

گیری نتیجه ۴ . ۴
توزیع این که شد. معرفͬ نرمال آلفا‐چوله توزیع از جدیدی تعمیم نامه پایان  این در
حالت در توزیع این و باشد مناسب مد دو حداکثر با داده هایی برازش برای ͬ تواند م

ͬ گیرد. م بر در را نرمال چوله و نرمال آلفا‐چوله توزیع خاص،
برخͬ نرمال آلفا‐چوله تعمیم و نرمال آلفا‐چوله و نرمال چوله توزیع سه برای
مولد تابع و کشیدگͬ و چول·ͬ ضرایب تصادفͬ، نمایش همچنین شد. بررسͬ ͬ ها ویژگ
ماکزیمم برآوردهای به مربوط استنباطͬ جنبه های از برخͬ شد. استخراج گشتاور



عددی مثال های ٧٠
به با توزیع سه این انعطاف پذیری پایان، در و گرفت قرار بحث مورد نمایی درست
به توجه با شد. مطالعه واقعͬ های داده مجموعه به دادن برازش در ها آن گرفتن کار
آلفا‐چوله توزیع تعمیم که گرفت نتیجه ͬ توان م توزیع، سه این مقایسه از حاصل نتایج

ͬ باشد. م نرمال و نرمال چوله و نرمال آلفا‐چوله توزیع از توانمندتر نرمال



آ  پیوست

پیوست

R نرم  افزار کدهای آ  . ١

از استفاده با که ͬ دهیم م ارائه را قبل فصل های به مربوط عددی کارهای جا این در
شده اند. انجام R برنامه

.ی فصل به مربوط نویسͬ برنامه دستورات



پیوست ٧٢

###Figure(١ · ١)###

lambda = ١
f = function(x){

(٢ ∗ dnorm(x) ∗ pnorm(lambda ∗ x)

}

curve(f, xlim = c(−۴,۴), ylim = c(٠, ١), lwd = ١, lty = ١, col = ١)
lambda = ٢
curve(f, xlim = c(−۴,۴), lwd = ١, lty = ٢, col = ١, add = TRUE)

lambda = ۵
curve(f, xlim = c(−۴,۴), lwd = ١, lty = ۴, col = ١, add = TRUE)

legend(“topright′′, “(x, y)′′, legend = c(“lambda = ١′′, “lambda = ٢′′,

“lambda = ۵′′), lty = c(١,٢,۴), col = ١)

دو فصل به مربوط نویسͬ برنامه دستورات



٧٣ R نرم  افزار کدهای

###Figure(١ · ٢)###

alpha = ١
f = function (x){

((١ − alpha ∗ x)٢ + ٢)/(١ + alpha٢) ∗ dnorm(x)

∗ dnorm((x−mu)/sigma)

}

curve(f, xlim = c(−۴,۴), ylim = c(٠, ٠٫٧), lwd = ١, lty = ١, col = ١)
alpha = ۵
curve(f, xlim = c(−۴,۴), lwd = ١, lty = ٢, col = ١, add = TRUE)

alpha = ١٠
curve(f, xlim = c(−۴,۴), lwd = ١, lty = ۴, col = ١, add = TRUE)

legend(“topright′′, “(x, y)′′, legend = c(“alpha = ١′′,

“alpha = ۵′′, “alpha = ١٠′′), lty = c(١,٢,۴), col = ١)
١ · ٢ · ٢ ی ملاحظه به مربوط عددی کار

نرمال) چوله ‐ آلفا توزیع چ·الͬ (تابع f(x) مدهای و f ′(x) ریشه های آوردن دست به
library(rootSolve)

mu = ٠; sigma = ١; alpha = ١٠
f = function(x){

(((١ − alpha ∗ ((x−mu)/sigma))٢ + ١)/(sigma ∗ (٢ + alpha٢)))
∗ dnorm((x−mu)/sigma)

}

g = function(x){

(−alpha٢ ∗ x٣ + ٢ ∗ alpha ∗ x٢ − ٢ ∗ x+ ٢ ∗ alpha٢ ∗ x− ٢ ∗ alpha)

}

uniroot, all(g, c(−١٠, ١٠))
curve(f, lty = ١, xlim = c(−۴,۴), ylim = c(٠, ٠٫۵), col = ١)



پیوست ٧۴
:٣ · ٢ · ٢ قضیه به مربوط عددی کار

آلفاهای ازای به کشیدگͬ و چول·ͬ ضرایب برای پایین و بالا کران آوردن دست به
متفاوت:

gamma١ = function(alpha){

(١٢ ∗ alpha۵ + ٨ ∗ alpha٣)/(sqrt(٣ ∗ alpha۴ + ۴ ∗ alpha٢ + ۴))٣

}

gamma١ = optimize(gamma١, c(−١٠٠٠٠, ١٠٠٠٠), tol = ٠٫٠٠٠٠٠٠١)$objective
gamma٢ = optimize(gamma١, c(−١٠٠٠٠, ١٠٠٠٠), tol = ٠٫٠٠٠٠٠٠١,
maximum = TRUE)$objective

c(gamma١, gamma٢)
gamma٢ = function(alpha){

(١۵ ∗ alpha٨ + ١٢٠ ∗ alpha۶ + ١۶٨ ∗ alpha۴ + ٩۶alpha٢ + ۴٨)
/(٣ ∗ alpha۴ + ۴ ∗ alpha٢ + ۴)٢ − ٣
}

gamma١ = optimize(gamma٢, c(−١٠٠٠٠, ١٠٠٠٠), tol = ٠٫٠٠٠٠٠٠١)$objective
gamma٢ = optimize(gamma٢, c(−١٠٠٠٠, ١٠٠٠٠), tol = ٠٫٠٠٠٠٠٠١,
maximum = TRUE)$objective

c(gamma١, gamma٢)



٧۵ R نرم  افزار کدهای
###Figure(٢ · ٢)###

−−−−−− distribution ASN of kurtosis of Plot −−−−−−

a < seq(−٢٠,٢٠, ٫٠١)
f < −function(a)(١٢ ∗ a ∧ ۵ + ٨ ∗ a ∧ ٣)/(٣ ∗ a ∧ ۴ + ۴ ∗ a ∧ ٢ + ۴) ∧ (٣/٢)
Plot(a, f(a), type =′′ ١′′, ylime = C(−٠٫٨١١, ٠٫٨١١), xlab =′′ alpha′′

, ylab =′′ skewness′′,main =′′ ASNskewess′′, lty = ١, co١ = ١)
−−−−− distribution ASN of skewness of Plot −−−−−

a < seq(−١۵, ١۵, ٫٠١)
f < −function(a) (١۵ ∗ a ∧ ٨ + ١٢٠ ∗ a ∧ ۶ + ١۶٨ ∗ a ∧ ۴
+ ٩۶ ∗ a ∧ ٢ + ۴٣)/(٨ ∗ a ∧ ۴ + ۴ ∗ a ∧ ٢ + ۴) ∧ ٢ − ٣
Plot(a, f(a), type =′′ ١′′, ylime = C(−١٫٣۴, ٠٫٧۴٨٩), xlab =′′ alpha′′, ylab =′′ kurtosis′′,

main =′′ ASNkurtosis′′, lty = ١, co١ = ١)

پذیرش: و رد روش به مربوط عددی کار



پیوست ٧۶
ASN(α) تصادفͬ متغیر تولید برای ۵ و ۴ و ٣ گام انجام

alpha = ١; j = ٠;n = ٢٠;X = numeric(n)

M = (٢ + sqrt(٢))/٢
x = c(−١, ١)
p = c(٠٫۵, ٠٫۵)
while(j < n+ ١){
u = runif(١); z = rnorm(١); t = rchisq(١, df = ٣, ncp = ٠);
v = sample(x, ١, replace = TRUE, prob = p); y = sqrt(t) ∗ v

s = sqrt(alpha٢)/٢ + alpha٢)) ∗ y + sqrt(٢)/٢ + alpha٢)) ∗ z
if(u < ((١ + (١ + alpha ∗ s)٢)/(٢ + alpha٢ ∗ s٢))/M){

X[j] = s

j = j + ١}
if(u >= ((١ + (١ + alpha ∗ s)٢)/(٢ + alpha٢ ∗ s٢))/M{

j = j}

}

X

سه فصل به مربوط نویسͬ برنامه دستورات



٧٧ R نرم  افزار کدهای
: ٢ · ٣ و ١ · ٣ جدول آوردن دست به

library(functional)

#fx < −D(expression(((((١
− alpha ∗ x)٢) + ٢)/(١ + alpha٢)) ∗ dnorm(x)), ”x”)

f = function(x, alpha){

f = ((((١ − alpha ∗ x)٢) + ٢)/(١ + alpha٢)) ∗ dnorm(x)

return(f)

}

fprime = function(x, alpha){

fprime = −(((((١ − alpha ∗ x)٢) + ٢)/(١ + alpha٢)) ∗ (x ∗ dnorm(x))+

٢ ∗ (alpha ∗ (١ − alpha ∗ x))/(٢ + alpha٢) ∗ dnorm(x))

return(fprime)

}

b = sqrt(٢/pi)
C = function(alpha, lambda){

delta = lambda/(sqrt(١ + lambda٢))
c = ١ − alpha ∗ b ∗ delta+ ((alpha٢)/٢)
return(c)

}

F١ = function(x){

F١ = ((٢ + alpha٢)/(C(alpha, lambda))) ∗ fprime(x, alpha) ∗ pnorm(lambda ∗ x)

}

F٢ = function(x){

F٢ = (−(٢ + alpha٢)/(C(alpha, lambda))) ∗ lambda ∗ f(x, alpha) ∗ dnorm(lambda ∗ x)

}

f −GASN = function(x, alpha, lambda){

ff = ((١ + (١ − alpha ∗ x)٢)/C(alpha, lambda)) ∗ dnorm(x) ∗ pnorm(lambda ∗ x)



پیوست ٧٨
return(ff)

}

Ex = function(alpha, lambda){

delta = lambda/(sqrt(١ + lambda٢))
Ex = (١/C(alpha, lambda)) ∗ (b ∗ delta− alpha+ (((b ∗ delta ∗ (٣ + ٢ ∗ lambda٢))
/(٢ ∗ (١ + lambda٢))) ∗ alpha٢))
return(Ex)

}

Ex٢ = function(alpha, lambda){

delta = lambda/(sqrt(١ + lambda٢))
Ex٢ = (١/C(alpha, lambda)) ∗ (١ − ((b ∗ delta ∗ (٣ + ٢ ∗ lambda٢))/
(١ + lambda٢)) ∗ alpha+ (٣/٢) ∗ alpha٢)
return(Ex٢)
}

Ex٣ = function(alpha, lambda){

delta = lambda/(sqrt(١ + lambda٢))
Ex٣ = (١/C(alpha, lambda)) ∗ (((b ∗ delta ∗ (٣ + ٢ ∗ lambda١)/((٢ + lambda٢))−
٣ ∗ alpha+ ((b ∗ delta ∗ (١۵ + (٢٠ ∗ lambda٢) + ٨ ∗ lambda۴))/(٢ ∗ (١ + lambda٢(٢)) ∗ alpha٢)
return(Ex٣)}
Ex۴ = function(alpha, lambda){

delta = lambda/(sqrt(١ + lambda٢))
Ex۴ = (١/C(alpha, lambda)) ∗ (٣ − ((b ∗ delta ∗ (١۵ + (٢٠ ∗ lambda٢)
+ ٨ ∗ lambda۴))/(١ + lambda٢(٢) ∗ alpha+ (١۵/٢) ∗ alpha٢)
return(Ex۴)
}

gamma١ = function(alpha, lambda){

V arx = Ex٢(alpha, lambda)− (Ex(alpha, lambda))٢

gamma١ = (Ex٣(alpha, lambda)− ٣ ∗ Ex(alpha, lambda) ∗ Ex٢(alpha, lambda)

+ ٢ ∗ (Ex(alpha, lambda))٣)/(V arx(٣/٢))
return(gamma١)}



٧٩ R نرم  افزار کدهای
gamma٢ = function(alpha, lambda){

V arx = Ex٢(alpha, lambda)− (Ex(alpha, lambda))٢

gamma٢ = ((Ex۴(alpha, lambda)− ۴ ∗ Ex(alpha, lambda) ∗ Ex٣(alpha, lambda)

+ ۶ ∗ (Ex(alpha, lambda)٢) ∗ Ex٢(alpha, lambda)− ٣ ∗ Ex(alpha, lambda)۴)/(V arx٢))− ٣
return(gamma٢)}
gamma١(−٠٫۵,−١)
gamma٢(−٠٫۵,−١)

GASN(α, λ) توزیع چ·الͬ تابع ش΄ل رسم دستور

###Figure ٢###

f −GASN − set١ < −Curry(f −GASN, alpha = ٠, lambda = ٠)
f −GASN − set٢ < −Curry(f −GASN, alpha = ٢, lambda = ٠٫٠١)
f −GASN − set٣ < −Curry(f −GASN, alpha = ١, lambda = −١)
curve(f −GASN − set١,−۴,۴, ylim = c(٠, ٠٫۶), ylab = ””)

curve(f −GASN − set٢,−۴,۴, lty = ٢, add = TRUE)

curve(f −GASN − set٣,−۴,۴, lty = ٣, add = TRUE)

٢ · ٣ ش΄ل رسم دستور

###Figure ٣###

gamma١ − given− lambda < −Curry(gamma١, lambda = ۵)
curve(gamma١ − given− lambda,−١٠, ٠)
gamma١ − given− alpha < −Curry(gamma١, alpha = ٠٫٧)
curve(gamma١ − given− alpha,−١٠, ١٠)



پیوست ٨٠
٣ · ٣ ش΄ل رسم دستور

###Figure ۴###

gamma٢ − given− lambda < −Curry(gamma٢, lambda = ۵)
curve(gamma٢ − given− lambda,−١٠, ٠)
gamma٢ − given− alpha < −Curry(gamma٢, alpha = ٠٫٧)
curve(gamma٢ − given− alpha,−١٠, ١٠)



٨١ R نرم  افزار کدهای
چهار فصل به مربوط نویسͬ برنامه دستورات

(٢ · ۴) ش΄ل رسم دستور

x = scan(”http : //lib.stat.cmu.edu/data− expo/١٩٩٧/ascii/p٠٧.dat”)
n = length(x)

mu = ۵٫٧۵٩٣
sigma = ١٫۶١۴
f١ = function(x){

dnorm(x,mu, sigma)

}

curve(f١, lwd = ١, lty = ١, col = ١, xlim = c(٢, ١٠), ylim = c(٠, ٠٫٣))
mu = ۴٫١١٩٢
sigma = ٢٫٣٠٠۶
lambda = ٢٫٠۶٠٨
f٢ < −function(x){

٢ ∗ sigma−١ ∗ dnorm((x−mu)/sigma) ∗ pnorm(lambda ∗ ((x−mu)/sigma))

}

curve(f٢, lwd = ١, lty = ٢, col = ١, add = TRUE)

mu = ۶٫٧۵٧٨
sigma = ١٫۴٨٧٣
alpha = ٫٩۵۵٩
f٣ = function(x){

(((١ − alpha ∗ ((x−mu)/sigma))٢ + ١)/(sigma ∗ (٢ + alpha٢))) ∗ dnorm((x−mu)/sigma)

}

curve(f٣, xlim = c(٢, ١٠), lwd = ١, lty = ٣, col = ١, add = TRUE)

legend(”topright”, ”(x, y)”, legend = c(”N”, ”SN”, ”ASN”), lty = c(١,٢,٣), col = ١)

٣· آ بخش به مربوط (٣ · ۴) ش΄ل رسم دستور



پیوست ٨٢

###Figure ١###

alpha = ١٫٨۵; lambda = ٠٫٨
alpha = −٠٫٩; lambda = ١
curve(F − ١,−۴,۴, ylim = c(−٠٫۴, ٠٫۴))
curve(F − ٢,−۴,۴, add = TRUE, lty = ٢)

٣ · ۴ جدول آوردن به دست
n = length(y − ۴)
c(n,mean(y − ۴), sd(y − ۴), skewness(y − ۴), kurtosis(y − ۴))

٢ · ۴ بخش از ۴ · ۴ جدول آوردن دست به
require(graphics)

require(stats۴)
require(sn)

B = ۵٠٠٠٠٠
y = scan(”http : //lib.stat.cmu.edu/data− expo/١٩٩٧/ascii/p٠٧.dat”,
what = list(”x١”, ”x٢”, ”x٣”, ”x۴”, ”x۵”, ”x۶”), sep = ””, nlines = ١٠٨٢)
y١ = as.numeric((y[[١]]))
y٢ = as.numeric((y[[٢]]))
y٣ = as.numeric((y[[٣]]))
y۴ = as.numeric((y[[۴]]))
y۵ = as.numeric((y[[۵]]))
y۶ = as.numeric((y[[۶]]))
n = length(y۴)
c(n,mean(y۴), sd(y۴))
Mu = mean(y۴);Sd = sd(y۴)
Mu

Sd
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xx = (y۴ −mu)/var

gamma١ = mean((xx−mean(xx))٣)/(var(xx)(٣/٢))
gamma١
gamma٢ = (mean(xx−mean(xx)۴)/(var(xx)٢))− ٣
gamma٢
###ASN random number generator###

SCASN = function(I, alpha){

V = sample(c(−١, ١), I, replace = TRUE)

T = rchisq(I,٣)
Y = sqrt(T ) ∗ V

Z = rnorm(I)

rr = sqrt((alpha٢)/(٢ + alpha٢)) ∗ Y + sqrt(٢)/٢ + alpha٢)) ∗ Z
return(rr)

}

ASN = function(B, alpha){

r − ASN = numeric(B)

for(iin١ : B){

u = runif(١)
s = SCASN(١, alpha)
if

(u < ((٢ ∗ ((١ + alpha ∗ s)٢ + ٢))/((١ + sqrt(٢)) ∗ (٢ + (alpha٢) ∗ s٢)))){r − ASN [i] = s}

}

id = which(r − ASN == ٠)
r − asn = r − ASN [−id]

return(r − asn)

}



پیوست ٨۴
###GASN random number generator###

GASN = function(B, alpha, lambda){

w = ASN(B, alpha); lenw = length(w)

r −GASN = numeric(lenw)

for(iin١ : lenw){

z = rnorm(١)
#w = ASN(۵٠, alpha)[١]
if(z < lambda ∗ w[i]){r −GASN [i] = w[i]}

}

id = which(r −GASN == ٠)
return(r −GASN [−id])}

#####################

b = sqrt(٢/pi)
C = function(alpha, lambda){

delta = lambda/(sqrt(١ + lambda٢))
c = ١ − alpha ∗ b ∗ delta+ ((alpha٢)/٢)
return(c)

}

GASN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = theta[۴]
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y۴ −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y۴ −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y۴ −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)

}

SN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = ٠; lambda = theta[٣]
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y۴ −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y۴ −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y۴ −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)

}
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ASN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = ٠
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y۴ −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y۴ −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y۴ −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)

}

SBN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = theta[۴]
logl < −n ∗ log(٢)− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(١ + alpha) + sum(log(١ + alpha ∗ ((y۴ −mu)/sigma)٢))
+ sum(dnorm((y۴ −mu)/sigma, log = TRUE))

+ sum(pnorm((lambda ∗ (y۴ −mu))/sigma, log.p = TRUE))

return(−logl)

}

N − logLike = function(mu, sigma٢){
logl = (−n/٢) ∗ log(٢ ∗ pi)− (n/٢) ∗ log(sigma٢)− (٢)/١ ∗ sigma٢)) ∗ sum((y۴ −mu)٢)
return(−logl)}

###########################

MLE −GASN = nlminb(c(Mu,Sd, ٠٫٠١, ٠٫٠١), GASN − theta)

Mle−GASN = MLE −GASN$par;Mle−GASN

AIC −GASN = −٢ ∗ (−MLE −GASN$objective) + ٢ ∗ ۴;AIC −GASN

LogLikeGASN = −MLE −GASN$objective;LogLikeGASN

BIC −GASN = ۴ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeGASN);BIC −GASN

Mle−mu−N = mean(y۴);Mle−mu−N

Mle− sigma٢ −N = (١/n) ∗ sum((y۴ −Mle−mu−N)٢);Mle− sigma٢ −N

NormalLikelihood = N − logLike(Mle−mu−N,Mle− sigma٢ −N);−NormalLikelihood

AIC −N = −٢ ∗ (−NormalLikelihood) + ٢ ∗ ٢;AIC −N

BIC −N = ٢ ∗ log(n)− ٢ ∗N − logLike(Mle−mu−N,Mle− sigma٢ −N);BIC −N

MLE − SN = nlminb(c(Mu,Sd, ٠٫٠١), SN − theta)

Mle− SN = MLE − SN$par;Mle− SN
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AIC − SN = −٢ ∗ (−MLE − SN$objective) + ٢ ∗ ٣;AIC − SN

LogLikeSN = −MLE − SN$objective;LogLikeSN

BIC − SN = ٣ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeSN);BIC − SN

MLE − ASN = nlminb(c(Mu,Sd, ٠٫٠١), ASN − theta)

Mle− ASN = MLE − ASN$par;Mle− ASN

AIC − ASN = −٢ ∗ (−MLE − ASN$objective) + ٢ ∗ ٣;AIC − ASN

LogLikeASN = −MLE − ASN$objective;LogLikeASN

BIC − ASN = ٣ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeASN);BIC − ASN

MLE − SBN = nlminb(c(Mu,Sd, ٠٫٠١, ٠٫٠١), SBN − theta)

Mle− SBN = MLE − SBN$par;Mle− SBN

AIC − SBN = −٢ ∗ (−MLE − SBN$objective) + ٢ ∗ ۴;AIC − SBN

LogLikeSBN = −MLE − SBN$objective;LogLikeSBN

BIC − SBN = ۴ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeSBN);BIC − SBN

٣ · ۴ بخش از ۶ · ۴ جدول آوردن دست به

###Table ٣###

y = read.table(”C : /WCC.txt”)[, ١]
mu = mean(y); varr = sd(y)

xx′ = (y −mu)/varr

gamma١ = mean((xx−mean(xx))٣)/(var(xx)(٣/٢))
gamma٢ = (mean((xx−mean(xx))۴)/(var(xx)٢))− ٣

٧ · ۴ جدول آوردن به دست

###mle.R###

n = ٢٠٢
y = read · table(”C : /WCC.txt”)[, ١]
b = sqrt(٢/pi)
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C = function(alpha, lambda){

delta = lambda/(sqrt(١ + lambda٢))
c = ١ − alpha ∗ b ∗ delta+ ((alpha٢)/٢)
return(c)

}

GASN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = theta[۴]
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)

}

SN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = ٠; lambda = theta[٣]
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)

}

ASN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = ٠
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)

}
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SBN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = theta[۴]
logl < −n ∗ log(٢)− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(١ + alpha)

+ sum(log(١ + alpha ∗ ((y −mu)/sigma)٢)) + sum(dnorm((y −mu)/sigma, log = TRUE))

+ sum(pnorm((lambda ∗ (y −mu))/sigma, log · p = TRUE))

return(−logl)

}

MLE −GASN = nlminb(c(٧٫١٠٨, ١٫٨,٢,٣), GASN − theta)

Mle−GASN = MLE −GASN$par

AIC −GASN = −٢ ∗ (−MLE −GASN$objective) + ٢ ∗ ۴
MLE − SN = nlminb(c(٧٫١٠٨, ١٫٨, ٠٫٠١), SN − theta)

Mle− SN = MLE − SN$par

AIC − SN = −٢ ∗ (−MLE − SN$objective) + ٢ ∗ ٣
MLE − ASN = nlminb(c(٧٫١٠٨, ١٫٨, ٠), ASN − theta)

Mle− ASN = MLE − ASN$par

AIC − ASN = −٢ ∗ (−MLE − ASNobjective) + ٢ ∗ ٣
MLE − SBN = nlminb(c(٧٫١٠٨, ١٫٨, ٠, ٠), SBN − theta)

Mle− SBN = MLE − SBN$par

AIC − SBN = −٢ ∗ (−MLE − SBN$objective) + ٢ ∗ ۴
############################

random generator.R

require(graphics)

require(stats۴)
require(sn)



٨٩ R نرم  افزار کدهای
y = read.table(”C : /WCC.txt”)[, ١]
B = ١٠٠٠٠٠
alpha = ٠٫۵١١۵
lambda = ٢٫٢۴٠
###ASN random number generator###

SCASN = function(I, alpha){

V = sample(c(−١, ١), I, replace = TRUE)

T = rchisq(I,٣)
Y = sqrt(T ) ∗ V

Z = rnorm(I)

rr = sqrt((alpha٢)/(٢ + alpha٢)) ∗ Y + sqrt(٢)/٢ + alpha٢)) ∗ Z
return(rr)

}

ASN = function(B, alpha){

r − ASN = numeric(B)

for(iin١ : B){

u = runif(١)
s = SCASN(١, alpha)
if

(u < ((٢ ∗ ((١ + alpha ∗ s)٢ + ٢))/((١ + sqrt(٢)) ∗ (٢ + (alpha٢) ∗ s٢)))){r − ASN [i] = s}

}

id = which(r − ASN == ٠)
r − asn = r − ASN [−id]

return(r − asn)

}

###GASN random number generator###

GASN = function(B, alpha, lambda){

w = ASN(B, alpha); lenw = length(w)

r −GASN = numeric(lenw)



پیوست ٩٠
for(i$in$١ : lenw){

z = rnorm(١)
#w = ASN(۵٠, alpha)[١]
if(z < lambda ∗ w[i]){r −GASN [i] = w[i]}

}

id = which(r −GASN == ٠)
return(r −GASN [−id])

}

alpha = ٠٫۵١١۵; s = ٢٫۶٨٩٢
lambda = ٢٫٢۴٠; barx = ۵٫۵۶٩٣
r −GASN = GASN(B, alpha, lambda)

r − ASN = ASN(B,−٠٫٠٠٠۵)
r − SN < −rsn(B, x− i = ٠, omega = ١, alpha = ٠٫٠٠۴١)
yy = (y −mean(y))/sd(y)

r −GASN = r −GASN ∗ ٢٫٣ + ۴٫٩
r − ASN = r − ASN ∗ ١٫٧٩۶٠ + ٧٫١٠٧۶
r − SN = r − SN ∗ ١٫٧٩۶١ + ٧٫١٠٢٨
ks.test(y, r −GASN)#, alternative = ”l”)

ks.test(y, r − ASN)

ks.test(y, r − SN)

plot(density(r −GASN), xlim = c(٠, ١۵), ylim = c(٠, ٠٫٣),main = ””, xlab = ””, lty = ٢)
#plot(density(r −GASN ∗ s+ barx), xlim = c(٠, ١۵), ylim = c(٠, ٠٫٣),
main = ””, xlab = ””, lty = ٢)
hist(y, prob = TRUE, add = TRUE)

par(new = TRUE)

plot(density(rASN), xlim = c(٠, ١۵), ylim = c(٠, ٠٫٣),main = ””, xlab = ””)

par(new = TRUE)

plot(density(r − SN), xlim = c(٠, ١۵), ylim = c(٠, ٠٫٣),main = ””, xlab = ””)



٩١ R نرم  افزار کدهای
٨ · ۴ جدول آوردن دست به

ks.test(y, r −GASN)

Two− sample$kolmogorov − smirnov$test

data : $y$and$r −GASN

D = ٠٫۵٣٧٠١, p− value = ٠٫۶٠٨٢
alternative$hypothesis : two− sided

ks.test(y, r − ASN)

Two− sample$kolmogorov − smirnov$test

data : $y$and$r − ASN

D = ٠٫٠٨۶٠٩۴, p− value = ٠٫١٠١١
alternative$hypothesis : two− sided

ks.test(y, r − SN)

Two− sample$kolmogorov − smirnov$test

data : $y$and$r − SN

D = ٠٫٠٨۵٨٣٩, p− value = ٠٫١٠٢۵
alternative$hypothesis : two− sided

: ۴ · ۴ بخش به مربوط نویسͬ برنامه دستورات
###New data٢.R###

require(graphics)

require(stats۴)
require(sn)

B = ۵٠٠٠٠٠
deta(ais)

attach(ais)

y = log(Bfat)

n = length(y)

mu = mean(y);Sd = sd(y)



پیوست ٩٢
###ASN random number generator###

SCASN = function(I, alpha){

V = sample(c(−١, ١), I, replace = TRUE)

T = rchisq(I,٣)
Y = sqrt(T ) ∗ V

Z = rnorm(I)

rr = sqrt((alpha٢)/(٢ + alpha٢)) ∗ Y + sqrt(٢)/٢ + alpha٢)) ∗ Z
return(rr)

}

ASN = function(B, alpha){

r − ASN = numeric(B)

for(i$in$١ : B){

u = runif(١)
s = SCASN(١, alpha)
if(u < ((٢ ∗ ((١ + alpha ∗ s)٢ + ٢))/((١ + sqrt(٢))
∗ (٢ + (alpha٢) ∗ s٢)))){r − ASN [i] = s}

}

id = which(r − ASN == ٠)
r − asn = r − asn[−id]

return(r − asn)

}

###GASN random number generator###

GASN = function(B, alpha, lambda){

w = ASN(B, alpha); lenw = length(w)

r −GASN = numeric(lenw)

for(i$in$١ : lenw){

z = rnorm(١)
#w = ASN(۵٠, alpha)[١]
if(z < lambda ∗ w[i]){r −GASN [i] = w[i]}

}
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id = which(r −GASN == ٠)
return(r −GASN [−id])

}

b = sqrt(٢/pi)
C = function(alpha, lambda){

delta = lambda/(sqrt(١ + lambda٢))
c = ١ − alpha ∗ b ∗ delta+ ((alpha٢)/٢)
return(c)

}

GASN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = theta[۴]
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)}

SN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = ٠; lambda = theta[٣]
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)

}

ASN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = ٠
logl = sum(log(١ + (١ − alpha ∗ ((y −mu)/sigma))٢)) + sum(log(dnorm((y −mu)/sigma)))

+ sum(log(pnorm((lambda ∗ (y −mu))/sigma)))− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(C(alpha, lambda))

return(−logl)

}

SBN − theta = function(theta){

mu = theta[١]; sigma = theta[٢]; alpha = theta[٣]; lambda = theta[۴]
logl < −n ∗ log(٢)− n ∗ log(sigma)− n ∗ log(١ + alpha)
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+ sum(log(١ + alpha ∗ ((y −mu)/sigma)٢))
+ sum(dnorm((y −mu)/sigma, log = TRUE))

+ sum(pnorm((lambda ∗ (y −mu))/sigma, log.p = TRUE))

return(−logl)

}

N − logLike = function(mu, sigma٢){
logl = (−n/٢) ∗ log(٢ ∗ pi)− (n/٢) ∗ log(sigma٢)− (٢)/١ ∗ sigma٢)) ∗ sum((y −mu)٢)
return(−logl)

}

MLE −GASN = nlminb(c(mu, Sd, ٠٫٠١, ٠٫٠١), GASN − theta)

Mle−GASN = MLE −GASN$par;Mle−GASN

AIC −GASN = −٢ ∗ (−MLE −GASN$objective) + ٢ ∗ ۴;AIC −GASN

LogLikeGASN = −MLE −GASN$objective;LogLikeGASN

BIC −GASN = ۴ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeGASN);BIC −GASN

Mle−mu−N = mean(y);Mle−mu−N

Mle− Sigma٢ −N = (١/n) ∗ sum((y −Mle−mu−N)٢);Mle− Sigma٢ −N

NormalLikelihood = N − logLike(Mle−mu−N,Mle− Sigma٢ −N);−NormalLikelihood

AIC −N = −٢ ∗ (−NormalLikelihood) + ٢ ∗ ٢;AIC −N

BIC −N = ٢ ∗ log(n)− ٢ ∗N − logLike(Mle−mu−N,Mle− Sigma٢ −N);BIC −N

MLE − SN = nlminb(c(mu, Sd, ٠٫٠١), SN − theta)

Mle− SN = MLE − SN$par;Mle− SN

AIC − SN = −٢ ∗ (−MLE − SN$objective) + ٢ ∗ ٣;AIC − SN

LogLikeSN = −MLE − SN$objective;LogLikeSN

BIC − SN = ٣ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeSN);BIC − SN

MLE − asn = nlminb(c(mu, Sd, ٠٫٠١), ASN − theta)

Mle− asn = MLE − asn$par;Mle− asn

AIC − asn = −٢ ∗ (−MLE − asn$objective) + ٢ ∗ ٣;AIC − asn

LogLikeASN = −MLE − asn$objective;LogLikeASN

BIC − asn = ٣ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeASN);BIC − asn

MLE − SBN = nlminb(c(mu, Sd, ٠٫٠١, ٠٫٠١), SBN − theta)



٩۵ R نرم  افزار کدهای
Mle− SBN = MLE − SBN$par;Mle− SBN

AIC − SBN = −٢ ∗ (−MLE − SBN$objective) + ٢ ∗ ۴;AIC − SBN

LogLikeSBN = −MLE − SBN$objective;LogLikeSBN

BIC − SBN = ۴ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeSBN);BIC − SBN

###Simulation Results ·R###

###GASN Results###

Mle−GASN = MLE −GASN$par;Mle−GASN

AIC −GASN = −٢ ∗ (−MLE −GASN$objective) + ٢ ∗ ۴;AIC −GASN

LogLikeGASN = −MLE −GASN$objective;LogLikeGASN

BIC −GASN = ۴ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeGASN);BIC −GASN

###Normal Reults###

Mle−mu−N = mean(y);Mle−mu−N

Mle− Sigma٢ −N = (١/n) ∗ sum((y −Mle−mu−N)٢);Mle− Sigma٢ −N

NormalLikelihood = N − logLike(Mle−mu−N,Mle− Sigma٢ −N);−NormalLikelihood

AIC −N = −٢ ∗ (−NormalLikelihood) + ٢ ∗ ٢;AIC −N

BIC −N = ٢ ∗ log(n)− ٢ ∗N − logLike(Mle−mu−N,Mle− Sigma٢ −N);BIC −N

###Skew Normal Results###

Mle− SN = MLE − SN$par;Mle− SN

AIC − SN = −٢ ∗ (−MLE − SN$objective) + ٢ ∗ ٣;AIC − SN

LogLikeSN = −MLE − SN$objective;LogLikeSN

BIC − SN = ٣ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeSN);BIC − SN

####alpha Skew Normal###

Mle− asn = MLE − asn$par;Mle− asn

AIC − asn = −٢ ∗ (−MLE − asn$objective) + ٢ ∗ ٣;AIC − asn

LogLikeASN = −MLE − asn$objective;LogLikeASN

BIC − asn = ٣ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeASN);BIC − asn

###Skew Bivariate Normal###

Mle− SBN = MLE − SBN$par;Mle− SBN

AIC − SBN = −٢ ∗ (−MLE − SBN$objective) + ٢ ∗ ۴;AIC − SBN

LogLikeSBN = −MLE − SBN$objective;LogLikeSBN

BIC − SBN = ۴ ∗ log(n)− ٢ ∗ (−LogLikeSBN);BIC − SBN



پیوست ٩۶

دوم فصل به مربوط پذیرش و رد روش آ  . ٢
که کنید فرض

f(x) =
(١ − αx)٢ + ١

٢ + α٢ ϕ(x)

f١(x) = (
٢ + α٢x٢
٢ + α٢ )ϕ(x)

که: داد نشان ͬ توان م آسانͬ به

M = sup
x

f(x)

f١(x)
=

٢ +
√٢

٢
بنابراین و

١
M

f(S)

f١(S)
=

٢ + [(١ + αS)٢ + ١]
(٢ +

√٢)(٢ + α٢S٢)

داریم: دی·ر طرف از

p[U <
١
M

f(S)

f١(S)
] =

١
M

=
٢

٢ +
√٢

:M = sup
x

f(x)

f١(x)
=

٢ +
√٢

٢ برهان.

g(x) =
f(x)

f١(x)
=

(١−αx)١+٢
٢+α٢

٢+α٢x٢
٢+α٢

=
٢ + α٢x٢ − ٢αx

٢ + α٢x٢ ≤ ١
=

٢ + α٢x٢
٢ + α٢x٢ − ٢αx

٢ + α٢x٢

= ١ − ٢αx
٢ + α٢x٢ ≤ ١

ماکزیمم g(x) =
f(x)

f١(x)
،x از مقادیری چه ازای به کنیم بررسͬ ͬ خواهیم م حال



٩٧ دوم فصل به مربوط پذیرش و رد روش
ͬ شود. م

g′(x) = −٢α(٢ + α٢x٢)− (٢α٢x)(٢αx)
(٢ + α٢x٢(٢

= −۴α + ٢α٣x٢ − ۴α٣x٢
(٢ + α٢x٢(٢ = ٠

= −(۴α− ٢α٣x٢) = ٠
= −٢α(٢ − α٢x٢) = ٠
= ٢ − α٢x٢ = ٠
= α٢x٢ = ٢
⇒ x٢ =

٢
α٢ ⇒ x = ±

√٢
α

داریم: صورت این در باشد، x =

√٢
α

اگر

sup
x

g(x) = sup
x

f(x)

f١(x)
= ١ −

٢α(√٢
α
)

٢ + α٢ ٢
α٢

= ١ − ٢√٢
۴ = ١ −

√٢
٢

مساوی کمتر همواره g(x) = ١ − ٢αx
٢ + α٢x٢ ≤ ١ چون است قبول غیرقابل جواب این

١−
√٢
٢ < ١ چون و شود f(x)

f١(x)
= ١ یعنͬ شود ١ با برابر g(x) است مم΄ن یعنͬ است ی

مقداری هیچ که باشد عددی باید سوپریمم زیرا باشد، سوپریمم تواند نمͬ بنابراین است
شود. بیشتر آن از که نشود پیدا f(x)

f١(x)
از

ͬ کنیم: م پیدا را سوپریمم مقدار x = −
√٢
α

برای پس
داریم: صورت این در باشد، x = −

√٢
α

اگر

sup
x

f(x)

f١(x)
= ١ −

٢α(−√٢
α
)

٢α٢( ٢
α٢ )

= ١ − −٢√٢
۴

= ١ +

√٢
٢

یعنͬ: باشد سوپریمم ͬ تواند م بنابراین است ١ +

√٢
٢ > ١ چون و

M = sup
x

f(x)

f١(x)
= ١ +

√٢
٢ =

٢ +
√٢

٢



پیوست ٩٨
که: دهیم نشان ͬ خواهیم م حال

١
M

f(S)

f١(S)
=

١)]٢ − αS)٢ + ١]
(٢ +

√٢)(٢ + α٢S٢)

=
٢]٢ + α٢S٢ − ٢αS]
(٢ +

√٢)(٢ + α٢S٢)

که ͬ دانیم م
M =

٢ +
√٢

٢ ⇒ ١
M

=
٢

٢ +
√٢

لذا
f(S)

f١(S)
=

٢ + α٢S٢ − ٢αS
٢ + α٢S٢

١
M

f(S)

f١(S)
=

٢)٢ + α٢S٢ − ٢αS)
(٢ +

√٢)(٢ + α٢S٢)

=
١)]٢ − αS)٢ + ١]

(٢ +
√٢)(٢ + α٢S٢)

که: دهیم نشان ͬ خواهیم م حال

p[U <
١
M

f(S)

f١(S)
] =

١
M

=
٢

٢ +
√٢

است. S ∼ SCASN(٠, ١) و U ∼ U(٠, ١) که طوری به
بنابراین

p[U <
١
M

f(S)

f١(S)
] = p[U <

١)]٢ − αS)٢ + ١]
(٢ +

√٢)(٢ + α٢S٢)
]

= p[U <
٢)٢ + α٢S٢ − ٢αS)
(٢ +

√٢)(٢ + α٢S٢)
]

= E[FU(
٢)٢ + α٢S٢ − ٢αS)
(٢ +

√٢)(٢ + α٢S٢)
)]

= E[
٢)٢ + α٢S٢ − ٢αS)
(٢ +

√٢)(٢ + α٢S٢)
]

=
٢

٢ +
√٢ × ٢ + α٢E(S٢)− ٢αE(S)

٢ + α٢E(S٢)



٩٩ سوم فصل به مربوط اثبات
داریم طرفͬ از

MS(t) = (١ +
α٢t٢

٢ + α٢ )e
t٢٢

⇒ E(S) =
∂

∂t
MS(t)|t=٠

⇒ ∂

∂t
Ms(t) = (

٢α٢t
٢ + α٢ )e

t٢٢ + te
t٢٢ (١ +

α٢t٢
٢ + α٢ )|t=٠

= ٠ + ٠ = ٠ ⇒ E(S) = ٠
p[U <

١
M

f(S)

f١(S)
] =

١
M

=
٢

٢ +
√٢

٢ + α٢E(S٢)− ٢αE(S)

٢ + α٢E(S٢)

=
٢

٢ +
√٢

٢ + α٢E(S٢)
٢ + α٢E(S٢)

=
٢

٢ +
√٢ =

١
M

پارامتر با هندسͬ تصادفͬ متغیر دارای لازم آزمایش های انجام دفعات تعداد بنابراین
بنابراین است ١

p
= M با برابر هندسͬ تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید چون و است p =

١
M

است. آزمایش انجام دفعات تعداد انتظار مورد مقدار M =
٢ +

√٢
٢ = ١٫٧٠٧

سوم فصل به مربوط اثبات آ  . ٣
حداکثر GASN چ·الͬ که ͬ کنیم م ثابت گرافی΄ͬ روش ی از استفاده با بخش این در

.١٩٧٠ بهبودیان براساس دارد. مد دو
از استفاده با آنگاه باشد. X ∼ GASN(α, λ) توزیع دارای X متغیر کنید فرض برهان.

داریم GASN(α, λ) توزیع و آلفا توزیع تعاریف
f(X;α, λ) =

٢ + α٢
C(α, λ)

f(X;α)Φ(λx) (آ  . ١)
: نتیجه در

f ′(X;α, λ) =
٢ + α٢
C(α, λ)

[f ′(X;α)Φ(λx) + λf(X;α)ϕ(λx)] (آ  . ٢)

که شود ثابت باید که دارد مد دو حداکثر (آ  . ١) رابطه که ͬ دهیم م نشان همچنین
داریم: گرافی΄ͬ روش ی از استفاده با دارد. جواب سه یا ی (آ  . ٢) رابطه

f ′(X;α, λ) = F١(X)− F٢(X) (آ  . ٣)



پیوست ١٠٠
آن در که

F١(X) =
٢ + α٢
C(α, λ)

f ′(X;α)Φ(λx) (آ  . ۴)
و

F٢(X) = − ٢ + α٢
C(α, λ)

f ′(X;α)ϕ(λx) (آ  . ۵)
بنابراین f ′(X;α, λ) = ٠ لذا

F١(X) = F٢(X) (آ  . ۶)
ͬ های منحن است، (−۴,۴) بازه ی از بیرون جا همه (٢ · ٢ · ٢) تعریف که آنجایی از

و λ = ٠٫٨ و α = ١٫٨۵ ازای به x ∈ (−۴,۴) برای را c٢ : y = F٢(x) و c١ : y = F١(x)
ͬ کنیم. م رسم λ = ١ و α = −٠٫٩

. مختلف های λ و α برای C٢ و C١ نمودار آ  . ١: ش΄ل
سه حداکثر و ی حداقل منحنͬ دو این که دید ͬ توان م (٢ · ۴) ش΄ل در بنابراین

هستند. (آ  . ۶) رابطه ریشه های نقاط، این از x مقادیر و دارند مشترک نقطه
آن باشد، داشته ͺپاس ی (آ  . ۶) رابطه اگر آنگاه ، lim

x→±∞
f(x;α, λ) = ٠ که آنجایی از

(آ  . ١) رابطه آنگاه باشد، داشته ͺپاس سه (آ  . ۶) رابطه ی اگر و باشد (آ  . ١) رابطه مد باید
مد دو حداکثر و ی حداقل GASN چ·الͬ بنابراین پس باشد. داشته مد دو باید

دارد.
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Aabstract

In this thesis, we have studied a new generalization of Alpha-Skew Normal distri-
bution, which is denoted by GASN(α, λ). in the chapter one, we have introduced the
conceptes required in this thesis and then we illustrated normal and skew normal distribu-
tions.

In the chapter two, we have introuced Alpha-Skew Normal distribution and som the-
orem about it.

In the chapter tree,GASN(α, λ) distribution have been introduced and we have stud-
ied its properties, moments and maximun likelihood estimation of parameters. finally in
chapter four by using R statistical software some features of previous theoretical problems
will be explored. we show that our new distribution is the best fitted distribution for the
used data among Normal, SkewNormal, Alpha -SkewNormal and SkewBimodal Normal
distributions.

keywords: Skewness and kurtosis, Skew Normal distribution, Alpha-Skew Normal
distribution, Generalization of Alpha-Skew Normal distribution, Bimodality, Moment
generating function, Maximum likelihood estimation.
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