


ریاضͬ علوم دانش΄ده
کنترل و عددی آنالیز ‐ عددی آنالیز دکتری رساله
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ଘ ৎقد৤م
േ॑ید... باॻندਛی ام ୀای ଒ ৮درم،

ජ໑୑د... شࢆوਪ༙ی ام ୀای ଒ ماభم،
رو৤م ห ঝࡤت ඄උید ड़وীشان و ३ୀم ৔واਪฬی ଘ ห رभࢌ ৔واিشان ଒ آฬن

৲ما৯د. ඄උید
دا८ت ࣼ࡫م ਟی راঘ࣒ماਪی ୓ی و ୓ یاری دॻࣱل ଘ ୁرদوارم، ज़شاور اণتاد

اীشان...
৩ࢯم. ਗی ز಻ඖن ୀ ادب زاৗوی ୀاୀشان భ

د



وदدردا਩ی ඟ়شࢁ
ঙࢤواره ଓฬ پایان اଌن ൏ख़ت࢕ف ජ໑اउل భ راঘ࣒ما اণتاد ࣔࣨوان ଘ ଒ ඼ෙ੖ا਩ی دන඿ر اਣീࣹی آ༚ی পناب ଡزا඼່ اণتاد از ণپاس و ඟ়شࢁ
পناب ૛ീࣻه ام. ඼ෙ঳ه اীشان عਖ࢙ی و اخلا਎ی راঘ࣒ماਪی ୓ی از ূࡗજࣱل ॠدت ੌول భ و রود৯د ૼن ঍نار భ روਪی ঝشاده و صدر ૐॣه با
୓ یਪ࣒ماঘرا ،୓ ࢌশماॐ ঴دون ආൕ഍ॡنا و ड़඼່ود৯د زॐ࢟ت ਲ਼ࣤول را ণنਣඇൡی ੆ज़ࣩوॼࢹت ज़شاور اণتاد ࣔࣨوان ଘ اسൊندری ৗوری دන඿ر آ༚ی
ख़࡛ࢴت ী୓شان پا।خࢉوی େدیک آশنده భ ದࣥواৣم اঃیدوارم ਖ৶ی ॰د. ඖࣂඥر ଔرسا اଌن از य़ࢯਖی মࡑش ا৅جام اীشان، মࡑ਌ی رو૟নه و
ඟ়شࢁ اীشان ৒భغ ਟی ॐماশࢌ و س࢖وک ૮ࣹن ୁرদواری، از وণی૤ه ঴دଌن ৶ما৤م. ඼່اকم را ऒود شاඟ໋د ଘ اীشان اभࣇخار ड़وপبات و রوده

آرزوঃندم. را ໆربൎندی با ৔وام ඼෻ࠫ ੌول اীشان ୀای و ඟ໊ده
ਠൌ࣡ીی دا஺ه از लو৳േند دන඿ر آ༚ی و ਖઃฬی دන඿ر آ༚ی चज़ھد، ඼່دوਉی دا஺ه از ਠൈࠟی دන඿ر آ༚ی পناب ඟ໋ا৑قدر اسا঺ید از
اীشان ଡ १ودঃندا ෘ੣োات از و آورده ࠫمل ଘ را ری ণپاسఴذا ৩ھاশࢌ ௅ඟ໋ ࠱ھده ୀ را ଔرسا اଌن داوری زॐ࢟ت ଒ شاଽود

دارم. را ඟ়شࢁ ෼ل
ণپاسࢂචارم. ඟ໊ده ا৤م، ඳසری কم ঍نار భ را ऒو਍ی او༚ت و রوده ا৯د ૼن ൕঙࣂشਜی ඼෻ঙا୓ن ଒ ସ୍م دوণتان ୌسا و ൏ख़تاری ଡماॶ از

ਗی ৶ما৤م. اୀاز را दدردا਩ی و ඟ়شࢁ ৩ھاশࢌ ඟ໊ده ا৯د یاری ජ໑ا دوره اଌن భ ଒ ସ୍ا਩ی ৳ماਗی از پایان భ و

سوروئͬ زاده محمدی فاطمه
١٣٩٨ ماه تیر



ଓฬ ৎ࠻ھد
کاربردی ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی سوروئͬ زاده محمدی فاطمه اینجانب
تقریب عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ علوم دانش΄ده
، چبیشف طیفͬ شبه روش به برگر معادله تحت بهینه کنترل مساله جواب های

ͬ شوم: م متعهد طهرانͬ احسنͬ حجت راهنمایی تحت
اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. برخوردار
استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است. شده استناد
نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا مدرک
مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
“ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “ نام با

رسید. خواهد چاپ به
تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در بوده اند،
بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده آنها)
شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته دسترسͬ افراد

است. شده رعایت
سوروئͬ زاده محمدی فاطمه
١٣٩٨ ماه تیر

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این ͬ باشد. م شاهرود دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
غیرخطͬ ماهیت و مهندسͬ و ΁فیزی در آن کاربرد و برگر معادله اهمیت به توجه با
روش براساس کارا عددی روش ΁ی ابتدا رساله این در جزئͬ، مشتقات با معادله این
تحت بهینه کنترل مساله سپس، ͬ دهیم، م ارائه معادله این برای چبیشف طیفͬ شبه
در ͬ کنیم. م بیان را مساله این متناظر بهینگͬ شرایط و گرفته نظر در را معادله این
بهینه جواب ΁ی آمده دست به بهینگͬ شرایط و چبیشف طیفͬ شبه روش با ادامه،
شبه روش هم·رایی رساله، این در همچنین ͬ آوریم. م دست به مساله برای تقریبی
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد نیز را آن بهینه کنترل و برگر معادله برای چبیشف طیفͬ
چبیشف طیفͬ شبه روش با کسری برگر معادله برای تقریبی جواب های به علاوه،
وجود و ی΄تایی آنالیز و مطالعه به به ترتیب نهایت، در ͬ آوریم. م دست به کسری
و ͬ پردازیم م معادله این تحت بهینه کنترل مساله و کسری برگر معادله جواب های

ͬ کنیم. م ثابت را آن با مرتبط قضایای
برگر، معادله بهینه کنترل برگر، معادله چبیشف، طیفͬ شبه روش کلیدی: کلمات

کسری. برگر معادله بهینگͬ، شرایط هم·رایی،
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١ فصل
معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها

کسری مرتبه چندجمله ای های
غیرصحیح مرتبه به صحیح مرتبه انتگرال های و مشتق ها از تعمیمͬ پایه بر کسری حساب
برای صحیح مرتبه مدل های از مناسب تر اغلب کسری مرتبه مدل های چون است.
اخیر دهه های طͬ حوزه این در توجهͬ قابل رشد هستند، فیزی΄ͬ سیستم های توصیف

.[٣]‐[١] است شده ایجاد

کسری حسابان از تاریخچه ای ١ . ١
برای لایپنیتز١ یادداشت به کسری یا و غیرصحیح مرتبه از مشتقات نظریه تاریخچه
مرتبه مشتق معنای یادداشت، این در ͬ گردد. م باز ١٩۶۵ سپتامبر ٣٠ در هوپیتال٢
عمل·ر برای را زیر قاعده ی لاگرانژ٣ ١٧٧٢ سال در است. گرفته قرار بحث مورد ١٢

داد توسعه صحیح مرتبه از دیفرانسیلͬ
dm

dxm
dn

dxn
=

dm+n

dxm+n
.

1Leibniz
2Hopital
3Lagrange

١



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ٢
عنوان به را گاما تابع بار اولین برای و کرد کار اعداد تصاعد روی ١٧٨٣ سال در اویلر۴
با را کسری مشتق مفهوم لاپلاس۵ ،١٨١٢ سال در کرد. معرفͬ فاکتوریل تعمیم
دلخواه مرتبه از مشتق نماد اولین ١٨١٩ سال در و کرد تعریف انتگرال از استفاده
m ∈ N ،y = xm تابع از شروع با لاکروی΄س۶ نام به ریاضیدانͬ سال این در شد. معرفͬ
قرار توجه مورد زیر معمولͬ مشتق فرمول تعمیم با را دلخواه مرتبه با کسری مشتقات

داد
dnxm

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n, m, n ∈ N,

است زیر به صورت ν و m هر برای آن تعمیم که
dνxm

dxν
=

Γ(m+ ١)
Γ(m− ν + ١)xm−ν .

زیر به صورت f(x) تابع انتگرالͬ تابع نمایش با را کسری عمل·رهای ١٨٢٢ در فوریه٧
کرد معرفͬ

f(x) =
١

٢π
∫∞
−∞ f(u)du

∫∞
−∞ cos(t(x− u))dt,

dn

dxn
f(x) =

١
٢π
∫∞
−∞ f(u)du

∫∞
−∞ tn cos(t(x− u) +

١
٢nπ)dt,

کسری مشتق از مناسب تعریف اولین این باشد. منفͬ هم و مثبت هم ͬ تواند م n که
کسری انتگرال یا و مشتق از کاربردی زمان، این تا بود. تعریف خوش تابع هر برای
به دست انتگرالͬ معادله حل به جدید ابزار این از استفاده با آبل٨ اما نبود، شده شناخته
حسابان کاربرد های بیان جهت در اساسͬ گامͬ و پرداخت خم همزمانͬ مساله از آمده
تعیین شامل بود کرده پیدا ΁فیزی در زیادی اهمیت که مساله این برداشت. کسری
حال در ذره رسیدن برای لازم زمان به طوری که است (x, y) صفحه در منحنͬ ΁ی
(x٠, y٠) شروع نقطه از مستقل زمین، گرانشͬ جاذبه تحت نقطه پایین ترین به لغزش
انجام کسری حسابان در لیوویل٩ را وسیعͬ مطالعات آبل، از بعد باشد. منحنͬ روی بر
تعریف او داد. انجام تیلور سری تعمیم روی را تحقیقاتͬ ریمن١٠ ١٨۴٧ درسال داد.

کرد پیشنهاد زیر به صورت را f(x) مفروض تابع از α ازمرتبه کسری انتگرال
D−αf(x) =

١
Γ(α)

∫ x

c

(x− t)α−١f(t)dt+ ψ(x). (١ . ١)
4Euler
5Laplace
6�Lacroix
7Fourier
8Abel
9Liouville

10Riemann



٣ کسری حسابان در پرکاربرد توابع
بدون (١ . ١) رابطه امروزه است. انتگرال پایین حد در ابهام علت به ψ(x) تابع وجود
ریمن‐ کسری انتگرال که است کسری انتگرال گیری از تعریف رایج ترین ψ(x) تابع
زمینه ریس١٣در و واتانابه١٢ مارچاد١١، بیستم قرن اوایل در است. گرفته نام لیوویل
پیدایش و زمان گذشت با دادند. انجام پژوهش هایی کسری حسابان تعمیم و تعریف
کسری انتگرال و مشتق از متعددی تعاریف کسری حسابان از مختلفͬ کاربردهای
کسری حسابان بیستم قرن نیمه تا شد. بیان بودند فیزی΄ͬ مدل های با متناسب که
و نظریات به مربوط فقط ١٩٧۴ سال در کنفرانس اولین که کرد پیدا رشد حدی تا

شد. برگزار کسری حسابان کاربردهای

کسری حسابان در پرکاربرد توابع ١ . ٢
که میتاگ‐لفلر١۴ تابع و بتا گاما، تابع جمله از خاص توابع معرفͬ به بخش این در

.[۴] ͬ پردازیم م دارند، کسری حسابان در مهمͬ بسیار نقش

گاما تابع
راست نیمه در که ͬ شود م تعریف Γ(z) =

∫∞
٠ e−ttz−١dt انتگرال با ،Γ(z) گاما، تابع

از عبارتند گاما تابع خواص از برخͬ است. هم·را (R(z) > ٠) مختلط صفحه
داریم جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده با (١

Γ(z + ١) =
∫ ∞

٠
e−ttzdt = lim

t→∞
[−e−ttz]t=٠ + z

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt = zΓ(z),

Γ(n+١) = گرفت نتیجه ͬ توان م n ∈ N هر برای .z ∈ C\{٣−,٢−,١−,٠, . . .} که
گرفت. نظر در فاکتوریل مفهوم تعمیم را گاما تابع ͬ توان م اینجا از .n!

داد نشان ͬ توان م راحتͬ به اول خاصیت از استفاده با (٢
Γ(z) =

Γ(z +m)

z(z + ١) · · · (z +m− ١) , −m < R(z) < −m+ ١, (١ . ٢)
.z ̸= {٢−,١−,٠, . . .} و m ∈ Z+ که

است زیر حدی نمایش دارای گاما تابع (٣
Γ(z) = lim

n→∞

n!nz

z(z + ١) · · · (z + n)
, R(z) > ٠.

11Marchaud
12Watanabe
13Riesz
14Mittag-Leffler



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ۴

بتا تابع
تابع مقادیر از خاصͬ ترکیب جای به بتا، تابع نام به تابعͬ از استفاده موارد، بسیاری در

ͬ شود م تعریف زیر به صورت بتا تابع است. مناسب تر گاما
B(z, w) =

∫ ١
٠
tz−١)١ − t)w−١dt , (R(z) > ٠,R(w) > ٠).

است زیر به صورت گاما تابع و بتا تابع بین رابطه [۴] .١ . ٢ . ١ لم
B(z, w) =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, z, w ∈ C.

میتاگ‐لفلر تابع
شده نامیده [۶ ،۵] میتاگ‐لفلر تابع سوئدی ریاضیدان افتخار به میتاگ‐لفلر تابع
این ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد کسری حساب زمینه در که است مهمͬ تابع و است
معادلات حل در مهمͬ نقش نمایی تابع که همان طور است. نمایی تابع تعمیم تابع
جواب در مهمͬ نقش نیز میتاگ‐لفلر تابع ͬ کند، م ایفا غیرصحیح مرتبه دیفرانسیل
تک تابع نوع دو در میتاگ‐لفلر تابع دارد. غیرصحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات

ͬ شود م تعریف زیر به صورت پارامتری دو و پارامتری
Eα(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) , Eα,β(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, α, β > ٠, z ∈ C.

است شده بیان زیر در پارامتری دو و پارامتری تک توابع از خاص حالت  چند
E١(z) =

∑∞
k=٠ zk

Γ(k+١) =
∑∞

k=٠ zk

k!
= ez,

E٢,١(−z٢) = cos(z),

E١,٢(z) = ez−١
z
,

E٢,١(z٢) =∑∞
k=٠ z٢k

Γ(٢k+١) =
∑∞

k=٠ z٢k
(٢k)! = cosh(z).

کسری انتگرال و مشتق انواع ١ . ٣
کسری حسابان مبحث در که است مفاهیمͬ اولین از کسری مرتبه انتگرال مفهوم
فرمول از تعمیمͬ ͽواق در کسری، مرتبه انتگرال تعریف ͬ شود. م صحبت آن درباره
مهم ترین از ی΄ͬ دی·ر طرف از است. صحیح مرتبه انتگرال های محاسبه برای ١۵ کشͬ
مرتبه انتگرال برخلاف که است مشتق تعریف کسری، مرتبه سیستم های در مفاهیم

.[۴] نمود ارائه آن از متفاوتͬ تعریف های ͬ توان م کسری
15Cauchy



۵ کسری انتگرال و مشتق انواع

ریمن‐لیوویل مشتق و انتگرال ١ . ٣ . ١
t > a ازای به که f(t) تابع باشد. R حقیقͬ محور روی بر عددی a ∈ R کنید فرض
برابر کشͬ فرمول طبق f(t) تابع n مرتبه انتگرال ب·یرید. نظر در را است شده تعریف

با است
R
a I

n
t f(t) =

∫ x

a
dt١
∫ t١
a
dt٢· · ·

∫ tn−١
a

f(tn)dtn

= ١
(n−١)!

∫ t

a
(t− τ)n−١f(τ)dτ, n ∈ N.

(١ . ٣)

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (١ . ٣) گاما، تابع تعریف به توجه با طرفͬ از
R
a I

n
t f(t) =

١
Γ(n)

∫ t

a

(t− τ)n−١f(τ)dτ, n ∈ N.

،n صحیح عدد جای به α > ٠ حقیقͬ عدد جانشینͬ و کشͬ فرمول از گرفتن الهام با
ͬ شوند م تعریف زیر به صورت R

a I
α
b f(t) و R

a I
α
t f(t)

R
a I

α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−١f(τ)dτ, (t > a),

R
a I

α
b f(t) =

١
Γ(α)

∫ b

t
(τ − t)α−١f(τ)dτ, (t < b).

(۴ . ١)

.[٧] ͬ شوند م نامیده ریمن‐لیوویل راست و چپ انتگرال های ترتیب به انتگرال ها این
همه تقریبا R

a I
α
t f(t) این صورت در .α > ٠ و f ∈ L١[a, b] کنید فرض [٨] .١ . ٣ . ١ قضیه

است. L١[a, b] به متعلق و دارد وجود t ∈ [a, b] روی جا
روی که f مانند توابعͬ تمام مجموعه از است عبارت ACn(Ω) فضای .١ . ٣ . ١ تعریف
مطلقاً آنها n)ام − ١) مشتق و دارند پیوسته مشتقات n) ام، − ١) مرتبه تا Ω بازه ی

به طوری که است موجود g ∈ L٠]١, ١] تابع دی·ر عبارت به است. پیوسته
f (n−١)(t) = f (n−١)(٠) +

∫ t

٠
g(τ)dτ.

و چپ مشتقات .n = [R(α)] + ١ که f ∈ ACn([a, b]) و n− ١ ≤ α < n کنید فرض
ͬ شوند م تعریف زیر به صورت R(α) ≥ ٠ که α مرتبه  از ریمن‐لیوویل راست

R
aD

α
t f(t) = (

d

dt
)n(Ra I

n−α
t f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(
d

dt
)n
∫ t

a
(t− τ)n−α−١f(τ)dτ, (t > a),

R
aD

α
b f(t) = (− d

dt
)n(Ra I

n−α
b f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(− d

dt
)n
∫ b

t
(τ − t)n−α−١f(τ)dτ, (t < b).

(۵ . ١)



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ۶

لیوویل مشتق و انتگرال ١ . ٣ . ٢
و مشتق ͬ شود. م بررسͬ R+ روی لیوویل کسری انتگرال و مشتق قسمت این در
تعمیم قابل که ͬ شوند م تعریف [a, b] متناهͬ بازه روی ریمن‐لیوویل کسری انتگرال
عبارت R+ بازه در (۴ . ١) با متناظر لیوویل کسری انتگرال های هستند. R+ بازه به

از است
L٠ Iαt f(t) = ١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١f(τ)dτ, (t > ٠,R(α) > ٠),
L
t I

α
∞f(t) =

١
Γ(α)

∫∞
t
(τ − t)α−١f(τ)dτ, (t > ٠,R(α) > ٠). (۶ . ١)

به صورت R(α) ≥ ٠ ازای به (۵ . ١) با متناظر کسری مشتقات
L٠Dα

t f(t) = (
d

dt
)n(L٠ In−α

t f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(
d

dt
)n
∫ t

٠ (t− τ)n−α−١f(τ)dτ, (n = [R(α)] + ١; t > ٠),
L
t D

α
∞f(t) = (− d

dt
)n(tI

n−α
∞ f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(− d

dt
)n
∫∞
t
(τ − t)n−α−١f(τ)dτ, (n = [R(α)] + ١; t > ٠),

حقیقͬ محور روی را لیوویل انتگرال و مشتق ͬ توان م مشابه به طور ͬ شوند. م تعریف
ببینید. را [٧] بیشتر جزئیات برای کرد. تعریف R

کاپاتو کسری مشتق ١ . ٣ . ٣
ریمن‐ مشتق تعریف در که است ایده ای همان با مشابه بسیار کاپاتو مشتق تعریف ایده
اساس بر مشتق ریمن‐لیوویل، تعریف مانند تعریف این در شد. گرفته کار به لیوویل
توالͬ در ͽواق در تعریف دو این تفاوت ͬ کند. م پیدا توسعه کسری مرتبه انتگرال مفهوم
کسری مشتق در است. کسری مرتبه  انتگرال عمل·ر و صحیح مرتبه مشتق عمل·رهای
گرفته تابع از صحیح مرتبه  مشتق ابتدا ریمن‐لیوویل کسری مشتق برعکس کاپاتو
α ∈ R+ اگر ریاضͬ بیان به ͬ شود. م انجام کسری مرتبه  انتگرال گیری سپس و شده
زیر به صورت α مرتبه  از کاپاتو کسری مشتق n = [α] و باشد ناصحیحͬ مثبت عدد

ͬ شود م تعریف
C
aD

α
t f(t) = aI

n−α
t {f (n)(t)}.

از است عبارت ترتیب به کاپاتو راست و چپ کسری مشتق بنابراین
C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−١f (n)(τ)dτ,

C
t D

α
b f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ b

t
(τ − t)n−α−١f (n)(τ)dτ,

.n = [R(α)] + ١ و f ∈ ACn[a, b] که



٧ کسری انتگرال و مشتق انواع

جوماری یا اصلاح شده ریمن‐لیوویل انتگرال و مشتق ۴ . ١ . ٣
آنها بودن منطبق و تعاریف سادگͬ دلیل به کاپاتو و ریمن‐لیوویل کسری مشتقات
از تعاریف پرکاربردترین و مهم ترین جمله از ( خاص موارد در جز ) صحیح حالت با
اساسͬ ایراد هستند. نیز ایراداتͬ دارای تعاریف این البته هستند. کسری مشتقات
اگر ͽواق در نیست. صفر آن در ثابت تابع مشتق که است این ریمن‐لیوویل مشتق

داریم ،٠ < α < ١ و باشد ثابت تابع f(t) = C

R
aD

α
t f(t) =

C

Γ(١ − α)
(t− a)−α.

f تابع که است لازم ،٠ < α < ١ مرتبه از کاپاتو مشتق محاسبه برای همچنین
انتگرال و مشتق از جدیدی تعریف [٩] ١۶ جوماری منظور این برای باشد. مشتق پذیر

ͬ شود م تعریف زیر به صورت جوماری انتگرال داد. ارائه کسری
J
aI

α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−١(f(τ)− f(a))dτ, α > ٠.
به صورت جوماری کسری مشتق ٠ < α < ١ ازای به

J
aD

α
t f(t) = DJ

aI
α−١
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

(
d

dt
)

∫ t

a

(t− τ)α−١(f(τ)− f(a))dτ,

به صورت n ≥ ١ و n− ١ ≤ α < n ازای به و
J
aD

α
t f(t) = DnJ

aI
α−n
t f(t),

ثابت عدد از جوماری کسری مشتق شده، ارائه تعریف به توجه با ͬ شود. م محاسبه
مشتق وجود به لزومͬ ٠ < α < ١ ازای به کسری مشتق محاسبه برای و است صفر

است زیر به صورت جوماری مشتق از لاپلاس تبدیل نیست. f تابع اول مرتبه
L[JaDα

t f(t)](s) = sαL[f(t)](s)− sα−١f(٠), ٠ < α < ١.
زیر لم با را خود جدید کسری مشتق حسب بر تابع ΁ی تیلور بسط همچنین جوماری

کرد. بیان
kα مرتبه از کسری مشتقات دارای f : R+ → R پیوسته تابع کنید فرض .١ . ٣ . ١ لم
برقرار زیر رابطه این صورت در باشد، ٠ < α < ١ ، α دلخواه مقدار و k مثبت مقدار برای

است
f(x+ h) =

∞∑
k=٠

hkα

Γ(١ + αk)
JDkαf(x).

16Jumarie



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ٨

گرانوالد‐لتنی΄وف انتگرال و مشتق ۵ . ١ . ٣
زیر به صورت f تابع اول مرتبه  مشتق این صورت در باشد. پیوسته تابعͬ f فرض کنید

ͬ شود م تعریف
f ′(t) = lim

h→٠
f(t)− f(t− h)

h
.

ͬ آید م به دست زیر به صورت دوم مرتبه مشتق بالا، تعریف به کارگیری با
f ′′(t) = lim

h→٠
f ′(t)− f ′(t− h)

h
= lim

h→٠
f(t)− ٢f(t− h) + f(t− ٢h)

h٢ .

داریم را زیر رابطه ،n مثبت و صحیح مرتبه مشتق برای کلͬ حالت در
f (n)(t) = lim

h→٠
١
hn

n∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh), n ∈ N.

داد تعمیم زیر به صورت را αام مرتبه کسری مشتق ͬ توان م بنابراین
G
aD

α
t f(t) = lim

h→٠
١
hα

∞∑
k=٠

(−١)k
(
α

k

)
f(t− kh), α > ٠, (١ . ٧)

،(١ . ٧) رابطه در α و −α جابجایی با ͬ توان م .[α] = n و nh = t − a ،a ≤ t ≤ b که
nh = t−a فرض با یعنͬ کرد. تعریف را α مرتبه از گرانوالد‐لتنی΄وف١٧ کسری انتگرال

داریم
G
a I

α
t f(t) = lim

h→٠h
α

n∑
k=٠

(−١)k
(
−α
k

)
f(t− kh),

= lim
h→٠

hα

Γ(α)

n∑
k=٠

Γ(k + α)

Γ(k + ١) f(t− kh), α > ٠.

n − ١ مرتبه  تا اول مرتبه  مشتقات دارای f(t) تابع کنید فرض [١٠] .١ . ٣ . ٢ قضیه
.n ∈ N ،n−١ < α < n کنید فرض همچنین باشد. انتگرال پذیر f (n)(t) و بوده پیوسته
α مرتبه  مشتق با f(t) تابع گرانوالد‐لتنی΄وف تعریف با α مرتبه مشتق این صورت در

یعنͬ بود، خواهد برابر تابع این ریمن‐لیوویل
G
aD

α
t f(t) = aD

α
t f(t).

و گرانوالد‐لتنی΄وف تعاریف ١ . ٣ . ٢ قضیه در شده مطرح شرایط برقراری فرض با
برای ریمن‐لیوویل کسری مرتبه  مشتق خواص بنابراین و بوده معادل ریمن‐لیوویل
مشتق تعریف ماهیت به توجه با است. برقرار نیز گرانوالد‐لتنی΄وف کسری مرتبه

17Grunwald–Letnikov



٩ کسری انتگرال و مشتق انواع
مرتبه  مشتقات محاسبه  عددی روش های در تعریف این از گرانوالد‐لتنی΄وف، کسری
فراوانͬ استفاده کسری مرتبه  دیفرانسیل معادلات گسسته سازی همچنین و کسری
تعریف این از عددی، روش های در (١ . ٧) کسری مشتق تقریب برای همچنین ͬ شود. م

ͬ شود. م استفاده متناهͬ مجموع با
قاعده و حاصل ضرب قاعده موجود، مشهور کسری مشتقات تعاریف تمامͬ در تقریبا
[١٣ ،١٢ ،١١] در جوماری البته نیست. برقرار توابع ترکیب مشتق محاسبه در زنجیره ای
بیان زمینه این در تقریبی به صورت شده اصلاح ریمن‐لیوویل مشتق برای را روابطͬ
وی توسط شده مطرح روابط برقراری نقض در مثال چند آن از پس اما نمود اثبات و

گردید. بیان

کاپاتو‐فابریسیو انتگرال و مشتق ۶ . ١ . ٣
است زیر به صورت داد ارائه کسری مشتق از کاپاتو که تعریفͬ

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

a

(t− τ)−αf ′(τ)dτ, ٠ < α < ١. (١ . ٨)
کاپاتو (١ . ٨) در مش΄ل این ͽرف برای است. t = τ در تکین نقطه ΁ی دارای تعریف این
تابع به (t − τ)−α هسته تغییر با .[١۴] دادند ارائه را جدیدی تعریف ١٨ فابریسیو و
ͬ توان م را کسری مشتق از جدید تعریف M(α)

١ − α
به ١

Γ(١ − α)
و exp(− α

١ − α
(t − τ))

نوشت زیر به صورت
CF
a Dα

t f(t) =
M(α)

١ − α

∫ t

a

exp(−α(t− τ)

١ − α
)f ′(τ)dτ, ٠ < α < ١,

این .M(٠) = M(١) = ١ به طوری که است α حسب بر ١٩ شده نرمال تابع M(α) که
به صورت کاپاتو‐فابریسیو راست مشتق است. کاپاتو‐فابریسیو چپ مشتق تعریف

ͬ شود م تعریف زیر
CF
t Dα

b f(t) = −M(α)

١ − α

∫ b

t

exp(−α(τ − t)

١ − α
)f ′(τ)dτ, ٠ < α < ١.

CF
a Dα

t f = کاپاتو تعریف مشابه باشد، ثابت تابعͬ f اگر که است ͹واض جدید تعریف طبق
نقطه در جدید مشتق که است این کاپاتو مشتق و جدید مشتق بین اصلͬ تفاوت .٠
مهمͬ نقش لاپلاس تبدیلات که ͬ دانید م طرفͬ از نیست. تکین نقطه دارای t = τ

جدید تعریف مورد در لاپلاس تبدیل ͬ کنند. م ایفا دیفرانسیل معادلات مطالعه در را
است زیر به صورت

L[CF
a Dα

t f(t)](s) =
(٢ − α)M(α)

٢(s+ α(١ − s))
(sL[f(t)](s)− f(٠)), s > ٠.

18Fabrizio
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کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١٠

کسری مشتقات و انتگرال خواص ۴ . ١
همچنین و قبل بخش در شده ذکر مشتقات و انتگرال مهم خواص از برخͬ بخش این در

ͬ شود. م بیان رساله این در استفاده مورد قضایای

ریمن‐لیوویل کسری مرتبه انتگرال و مشتق خواص ١ . ۴ . ١
تمام برای یعنͬ هستند. خطͬ عمل·ر ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق و انتگرال

داد نشان ͬ توان م γ و λ حقیقͬ اس΄الرهای تمام و g(t) و f(t) توابع
RIα(λf(t) + γg(t)) = λRIαf(t) + γRIαg(t),

RDα(λf(t) + γg(t)) = λRDαf(t) + γRDαg(t).

داریم کسری مرتبه انتگرال برای
R
a I

α
t
R
a I

β
t f(t) =

R
a I

β
t
R
a I

α
t f(t) =

R
a I

α+β
t f(t), α, β ∈ R+ ∪ {٠},

R
t I

α
b
R
t I

β
b f(t) =

R
t I

β
b
R
t I

α
b f(t) =

R
t I

α+β
b f(t), α, β ∈ R+ ∪ {٠}.

و ٢٠ جمͽ پذیری خواص کسری مرتبه انتگرال عمل·ر که معناست بدان تساوی این
در ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق عمل·رهای اما داراست. را ٢١ پذیری جابجایی

تساوی های یعنͬ نیستند. جمͽ پذیر و جابجایی پذیر کلͬ حالت
R
aD

α
t (

R
aD

β
t f(t)) =

R
a D

β
t (

R
aD

α
t ),

R
aD

α
t (

R
aD

β
t f(t)) =

R
a D

α+β
t f(t),

(١ . ٩)

اینکه به توجه با طرفͬ از نیستند. برقرار کلͬ حالت در
R
aD

α
t (

R
aD

β
t f(t)) =

R
a D

β
t (

R
aD

α
t ) +

β−١∑
k=٠

f (k)(a)(t− a)−α−β+k

Γ(−α− β + k + ١) ,
که است این (١ . ٩) تساوی های برقراری برای کافͬ شرط ΁ی که داد نشان ͬ توان م

برای
k = ٠, ١, . . . , r − ١, r = max{[α], [β]},

.f (k)(a) = ٠ باشیم داشته
عمل·ر چپ معکوس α مرتبه از ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر [٧] .١ . ۴ . ١ قضیه

یعنͬ است. α مرتبه همان از کسری انتگرال
R
aD

α
t (

R
a I

β
t f(t)) = f(t), R

t D
α
b (

R
t I

β
b f(t)) = f(t).

20Additivity Property
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١١ کسری مشتقات و انتگرال خواص
کسری انتگرال عمل·ر راست معکوس ΁ی ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر اما

یعنͬ نیست. ریمن‐لیوویل
R
a I

α
t (

R
aD

α
t f(t)) = f(t)−

∑n
j=١[RaDα−j

t f(t)]t=a
(t− a)α−j

Γ(α− j + ١) ,
R
t I

α
b (

R
t D

α
b f(t)) = f(t)−

∑n
j=(١−)١n−j[Rt D

α−j
b f(t)]t=b

(b− t)α−j

Γ(α− j + ١) ,

ریمن‐لیوویل کسری مرتبه مشتق و انتگرال اساسͬ قواعد
آنگاه ،R(α) ≥ ٠ و β > ٠ ،β ∈ C کنید فرض الف‐

(Ra I
α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β + α)
(t− a)β+α−١, (R(α) > ٠),

(RaD
α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β+α−١, (R(α) ≥ ٠),

و
(Rt I

α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β + α)
(b− t)β+α−١, (R(α) > ٠),

(Rt D
α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β+α−١, (R(α) ≥ ٠).

ریمن‐ کسری مشتق کلͬ حالت در آنگاه ،R(α) ≥ ٠ و β = ١ اگر خاص حالت در
یعنͬ نیست. صفر ثابت، تابع از لیوویل

(RaD
α
t ١)(t) = (t− a)−α

Γ(١ − α)
, (Rt D

α
b ١)(t) = (b− t)−α

Γ(١ − α)
.

این صورت در ،c ∈ R کنید فرض ب‐
R
a I

αect = tαE١,α+١(ct), R
aD

α
t (e

ct) = t−αE١,١−α(ct),

R
a I

α(sin(ct)) = ctα+١E٢,α+٢(−(ct)٢), R
aD

α
t (sin(ct)) = ct١−αE٢,٢−α((ct)

٢),
R
a I

α(cos(ct)) = tα+١E٢,α+١(−(ct)٢), R
aD

α
t (cos(ct)) = t−αE٢,١−α(−(ct)٢).

کاپاتو کسری مشتق خواص ٢ . ۴ . ١
و g(t) و f(t) توابع تمام برای یعنͬ است، خطͬ عمل·ر ΁ی کاپاتو کسری مرتبه مشتق

داد نشان ͬ توان م γ و λ حقیقͬ اس΄الرهای تمام
CDα(λf(t) + γg(t)) = λCDαf(t) + γCDαg(t).

است، صفر ثابت تابع از کاپاتو کسری مشتق ریمن‐لیوویل کسری مشتق برخلاف
.CDαC = ٠ داریم C ثابت تابع هر برای یعنͬ



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١٢
یعنͬ است، جابجایی پذیر کاپاتو کسری مشتق

C
aD

m
t

C
aD

α
t f(t) =

C
aD

α
t

C
aD

m
t f(t) =

C
aD

m+α
t

C
aD

α
t f(t), n− ١ < α < n,

اگر تنها و اگر
f (k)(a) = ٠, (k = n, n+ ١, . . . ,m).

آنگاه ،(١ ≤ p ≤ ∞) که f(t) ∈ Lp(a, b) و α > ٠ اگر
C
aD

α
t (aI

α
t f(t)) = f(t), C

t D
α
b (tI

α
b f(t)) = f(t).

عمل·ر برای چپ معکوس ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر ͬ دهد م نشان این
ریمن‐ کسری مشتق عمل·ر اما است. مرتبه همان از ریمن‐لیوویل کسری انتگرال

یعنͬ نیست، ریمن‐لیوویل کسری انتگرال عمل·ر راست معکوس لیوویل
R
a I

α
t
C
aD

α
t f(t) = f(t)−

∑n−١
k=٠

f (k)(a)

k!
(t− a)k,

R
t I

α
b
C
t D

α
b f(t) = f(t)−

∑n−١
k=٠

(−١)kf (k)(b)

k!
(b− t)k.

ͬ شود م بیان زیر به صورت کاپاتو و ریمن‐لیوویل کسری مشتق های بین رابطه
C
aD

α
t f(t) =

R
a D

α
t f(t)−

∑[α]−١
k=٠

f (k)(a+)

k − α + ١(t− a)k−α,

C
t D

α
b f(t) =

R
a D

α
b f(t)−

∑[α]−١
k=٠

(−١)kf (k)(b−)

k − α + ١ (b− t)k−α.

(١ . ١٠)

کاپاتو کسری مرتبه مشتق اساسͬ قواعد
این صورت در ،R(α) ≥ ٠ و β > ٠ ،β ∈ C کنید فرض الف‐

(CaD
α
t (t− a)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−١, (R(α) ≥ ٠),

(Ct D
α
b (b− t)β−١)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−١, (R(α) ≥ ٠), (١ . ١١)

این صورت در .c ∈ R کنید فرض ب‐
C
aD

α
t (e

ct) = cntn−αE١,n−α+١(ct),
C
aD

α
t (sin(ct)) = − ١٢i(ic)ntn−α[E١,n−α+١(ict)− (−١)nE١,n−α+١(−ict)],

C
aD

α
t (cos(ct)) =

١٢(ic)ntn−α[E١,n−α+١(ict) + (−١)nE١,n−α+١(−ict)].



١٣ کسری مرتبه لاگرانژ چندجمله ای های

کسری مرتبه لاگرانژ چندجمله ای های ۵ . ١
لاگرانژ چندجمله ای jامین این صورت در باشند. درونیابی نقاط {tj}N−١

j=٠ کنید فرض
[١۵] ͬ شود م تعریف زیر به صورت N − ١ مرتبه از Lj(t)

Lj(t) =
N∏

i=٠,i ̸=j

t− ti
tj − ti

, j = ٠, ١, . . . , N. (١ . ١٢)

شود تعریف زیر به صورت ͬ تواند م کسری لاگرانژ چندجمله ای jامین

hαj (t) =
N+١∏
i=٠
i ̸=j

tα − tαi
tαj − tαi

, j = ٠, ١, . . . , N − ١, (١ . ١٣)

کسری لاگرانژ چندجمله ای برای کرونکر دلتای خاصیت لاگرانژ چندجمله ای های مشابه
است برقرار

hαj (t) =

١, t = tj,

٠, t ̸= tj.

داریم ͬ آید. م دست به زیر صورت به hαj (t) معمولͬ مشتق

hαj (t) =
N+١∏
i=٠
i ̸=j

tα − tαi
tαj − tαi

=
(tα − tα٠
tαj − tα٠

)(tα − tα١
tαj − tα١

)
. . .
(tα − tα

j−١
tαj − tα

j−١
)(tα − tα

j+١
tαj − tα

j+١
)
. . .
(tα − tα

N+١
tαj − tα

N+١
)
,

داریم بنابراین

hαj
′(t) =

αtα−١
tαj − tα٠

(
tα − tα١
tαj − tα١

)
(
tα − tα٢
tαj − tα٢

)
. . .
(tα − tα

j−١
tαj − tα

j−١
)(tα − tα

j+١
tαj − tα

j+١
)
. . .
(tα − tα

N+١
tαj − tα

N+١
)(١۴ . ١)

+
αtα−١
tαj − tα١

(
tα − tα٠
tαj − tα٠

)
(
tα − tα٢
tαj − tα٢

)
. . .
(tα − tα

j−١
tαj − tα

j−١
)(tα − tα

j+١
tαj − tα

j+١
)
. . .
(tα − tα

N+١
tαj − tα

N+١
)

+ · · ·+

+
αtα−١

tαj − tα
N+١

(
tα − tα٠
tαj − tα٠

)
(
tα − tα١
tαj − tα١

)
. . .
(tα − tα

j−١
tαj − tα

j−١
)(tα − tα

j+١
tαj − tα

j+١
)
. . .
(tα − tαN−١
tαj − tα

N−١
)

=
N+١∑
r=٠
r ̸=j

αtα−١
tαj − tαr

N+١∏
i=٠
i ̸=j
i ̸=r

tα − tαi
tαj − tαi

.



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١۴

چبیشف چندجمله ای های ۶ . ١
که هستند متعامد چندجمله ای های سری از [١٧ ،١۶] چبیشف٢٢ چندجمله ای های

ͬ شوند م بیان زیر به صورت و ͬ کنند م ایفا تقریب نظریه در مهمͬ نقش
T٠(x) = ١, T١(x) = x, T٢(x) = ٢x٢ − ١, T٣(x) = ۴x٣ − ٣x, . . .

آورد دست به زیر بازگشتͬ رابطه از را آنها ͬ توان م که
Tj+١(x) = ٢xTj(x)− Tj−١(x), j ≥ ١

ͬ شوند م بیان زیر به صورت ͬ آوریم م دست به بازگشتͬ رابطه از که مفیدی نتایج
٢Tn(x) = ١

n+ ١T ′
n+١(x)−

١
n− ١T ′

n−١(x); n ≥ ٢
Tn(−x) = (−١)nTn(x); Tn(±١) = (±١)n
|Tn(x)| ≤ ١, |T ′

n(x)| ≤ n٢

(١ − x٢)T ′
n(x) =

n

٢Tn−١(x)−
n

٢Tn+١(x)

٢Tm(x)Tn(x) = Tm+n(x) + Tm−n(x); m ≥ n ≥ ٠
T ′
n(±١) = (±١)n−١n٢

T ′′
n (±١) = ١

(١±)٣nn٢(n٢ − ١)
است زیر به صورت چبیشف چندجمله ای های صریح ش΄ل
Tj(x) = cos{j arccos x}.

دارد قرار [−١, ١] بازه درون Tn(x) ریشه n که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به
Tn(x) = cos {n arccos x} = ٠ → n arccos x = (٢k − ١)π٢

هستند زیر به صورت Tn(x) چبیشف چندجمله ای های ریشه های رو این از و
x̄k = cos

(٢k − ١)π
٢N ; k = ١,٢, . . . , N (١۵ . ١)

زیر به صورت که را چبیشف چندجمله ای اکسترمم های ͬ توان م آسانͬ به همچنین
آورد دست به هستند،

x̂k = cos
kπ

n
, k = ٠, ١,٢, . . . , n.

22Chebyshev



١۵ چبیشف چندجمله ای های

چبیشف چندجمله ای های تعامد ١ . ۶ . ١
متعامد w(x) = ١√١−x٢ وزن تابع به نسبت و [−١, ١] بازه روی چبیشف چندجمله ای های

یعنͬ هستند،
∫ ١
−١
Ti(x)Tj(x)√١ − x٢ dx =


٠ i ̸= j

π٢ i = j ̸= ٠
π i = j = ٠

گسسته حالت در چبیشف چندجمله ای های برای شده بیان تعامد ویژگͬ این، بر علاوه
ͬ باشد م زیر به صورت

n∑
k=١

Ti(x̄k)Tj(x̄k) =


٠ i ̸= j

n٢ i = j ̸= ٠
n i = j = ٠

محاسبه (١۵ . ١) رابطه در که هستند Tn(x) چبیشف چندجمله ای ریشه های ها x̄k که
است. شده

درونیابی و هم محلͬ نقاط انواع ٢ . ۶ . ١
وزن های و درونیابی) و هم محلͬ (نقاط ها گره مجموعه از چبیشف طیفͬ شبه روش در

[١٨] ͬ شوند م دسته بندی زیر به صورت که ͬ شود م استفاده {xj, wj}Nj=٠
٢٣(CG) چبیشف‐گاوس ‐ ١

xj = − cos
(٢j + ١)π
٢N + ٢ , wj =

π

N + ١ , j = ٠, ١, . . . , N,
٢۴(CGR) چبیشف‐گاوس‐رادو ‐ ٢

xj = − cos
٢πj

٢N + ١ , j = ٠, ١, . . . , N, (١۶ . ١)
w٠ = π

٢N + ١ , wj =
٢π

٢N + ١ , ١ ≤ j ≤ N,

٢۵(CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو ‐ ٣
xj = − cos

πj

N
, wj = − π

c̄jN
, j = ٠, ١, . . . , N,

23Chebyshev-Gauss
24Chebyshev-Gauss-Radau
25Chebyshev-Gauss-Lobatto



کسری مرتبه چندجمله ای های معرفͬ و کسری حسابان از پیش نیازها ١۶

c̄j =

٢ , j = ٠, N,
١ , j = ١, . . . , N − ١.

را چبیشف طیفͬ شبه روش سپس و نموده بیان را برگر معادله انواع بعد، فصل در
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد نیز را روش این هم·رایی ͬ بریم. م کار به معادله این برای



٢ فصل
به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع

چبیشف طیفͬ شبه روش

مقدمه ٢ . ١
دنیای کاربردهای مدل بندی برای مقاومͬ ابزارهای (PDE) جزئ١ͬ مشتقات معادلات
جواب دلیل، همین به هستند. مهندسͬ و علوم شاخه های از بسیاری در واقعͬ
مختلف مدل های در وابسته متغیرهای و نامعلوم توابع رفتار مشاهده برای PDEها
غیرخطͬ PDEهای تحلیلͬ جواب آوردن دست به که آنجا از هستند. مهم بسیار
روش های مانند ΁کلاسی عددی روش های برخͬ نیست، پذیر ام΄ان کلͬ حالت در
ذکر قابل .[١٩] شده اند پیشنهاد (FEM) متناه٣ͬ وعناصر (FDM) متناه٢ͬ تفاضل
برخͬ دارای PDE سیستم های برخͬ برای شده، ذکر ΁کلاسی روش های که است
مسایل برای طیف۴ͬ شبه روش های با مقایسه در FDMها جمله از ͬ باشند. م مش΄لات
محاسبات اما دارند، خوبی دقت FEMها اگرچه علاوه، به دارند. کمتری دقت هموار،
روش های به بخشیدن بهبود برای فراوانͬ تلاش های دارند. پیچیده ای افزاری نرم

1Partial Differential Equations
2Finite Difference Methods
3Finite Element Methods
4Pseudo-Spectral Methods

١٧



چبیشف طیفͬ شبه روش به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع ١٨
دقیق ترین از ی΄ͬ است. شده انجام ͬ روند، م کار به PDE حل برای که تقریبی عددی
طیفͬ شبه روش های مرزی، و اولیه شرایط با PDEهای حل برای محاسباتͬ روش های
همچنین و ͬ باشد م ساده افزاری نرم اجرای و بالا دقت آنها ͬ های ویژگ از که ͬ باشد م
کار به پیچیده جزئͬ و معمولͬ دیفرانسیل معادلات مانند مختلف مسائل تقریب برای

ͬ رود. م

برگر معادله ٢ . ٢
معرفͬ ۶ برگر توسط بعدها و ۵ بتمن توسط بار اولین زیر، جزئͬ مشتقات با معادله

[٢٠ ،٢١] گردید
Vt(t, x) + αV (t, x)Vx(t, x) = νVxx(t, x) ; x ∈ [a, b] , t ∈ [T٠, T١] (٢ . ١)

اغلب و باشد مͬ رینولدز٧ عدد R که ν = ١
R
> ٠ و است مثبت ثابت عدد ΁ی α که

استفاده ͬ ها آشفتگ شامل سیالات ΁دینامی مسائل حل برای ریاضͬ مدل بندی در
R از محدودی مقادیر برای فقط را تحلیلͬ جواب آن، کند هم·رایی دلیل به ͬ شود. م
نظر در را عددی تکنی΁ های که است لازم موارد، این در که کرد. محاسبه ͬ توان م

.[٢٢] ب·یریم
ͬ گردند. م معرفͬ ادامه در برگر٨ معادله انواع مهمترین

است زیر به صورت برگر‐ویس΄وز٩ معادله کلͬ فرم ،ν نفوذ ضریب و V (., .) برای •
Vt(t, x) + V (t, x)Vx(t, x)− νVxx(t, x) = ٠ ; x ∈ [a, b] , t > ٠ (٢ . ٢)

است زیر صورت به دوم مرتبه غیرخطͬ PDE ΁ی برگر‐فیشر١٠ معادله •
(٢ . ٣)

Vt(t, x)+α(t)V (t, x)Vx(t, x)−Vxx(t, x) = β(t)V (t, x)(١−V (t, x)) ; x ∈ [a, b] , t ≥ ٠
در مهمͬ نقش معادله این هستند. شده داده دلخواه توابع β(.) و α(.) که

دارد. مالͬ و کاربردی ریاضیات گاز، ΁دینامی مانند متعددی زمینه های
5Bateman
6Burger
7Reynolds Number
8Burgers Equation
9Viscous

10Fisher



١٩ برگر معادله
١٩٨۶پیشنهاد سال در ١٢ ستسوما توسط بار اولین که برگر‐هاکسل١١ͬ معادله •

[٢٣] ͬ شود م بیان زیر به صورت و شد
Vt(t, x) + αV δ(t, x)Vx(t, x)− βVxx(t, x) = γV (t, x)(١ − V δ(t, x))(۴ . ٢)
(V δ(t, x)− η) ; x ∈ [٠, ١] , t ≥ ٠

PDE ΁ی برگر‐هاکسلͬ معادله هستند. شده داده ثابت های η و γ ،δ ،β ،α که
کار به ... و واکنش م΄انیزم های بین متقابل توصیف برای که است غیرخطͬ

ͬ رود. م

ͬ گیریم م نظر در زیر به صورت را برگر معادله کلͬ حالت اینجا در

Vt = ϕ(t, x, V, Vx, Vxx). (۵ . ٢)

مرزی و اولیه شرایط با
V (٠, x) = f(x) , a ≤ x ≤ b,

V (t, a) = g١(t) , t ∈ [T٠, T١],

V (t, b) = g٢(t) , t ∈ [T٠, T١].

(۶ . ٢)

برگر معادله برای چبیشف طیفͬ شبه روش ٢ . ٢ . ١
مسائل حل برای عددی روش های موثرترین از ی΄ͬ (CPS) چبیشف١٣ طیفͬ شبه روش
پیشرفت غیرخطͬ و خطͬ مسائل حل در ملاحظه ای قابل طور به که است پیوسته
همچنین، است. بهتر موجود روش های از CPS روش که ͬ رسد م نظر به است. داشته
ساخته چبیشف متعامد چندجمله ای های توسط روش، اصلͬ چندجمله ای های فضای
بنابراین ͬ شود، م استفاده [−١, ١] بازه روی CGL نقاط از روش این در ͬ شود. م
ͬ دهیم م انتقال [−١, ١] بازه به زیر خطͬ انتقال های با را (۵ . ٢) برگر معادله متغیرهای

t =
T١−T٠٢ t̄+ T١+T٠٢ , t ∈ [T٠, T١] , t̄ ∈ [−١, ١],

x = b−a٢ x̄+ b+a٢ , x ∈ [a, b] , x̄ ∈ [−١, ١].
(٢ . ٧)

11Huxley
12Satsuma
13Chebyshev Pseudo-Spectral Method



چبیشف طیفͬ شبه روش به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع ٢٠
ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (۶ . ٢) و (۵ . ٢) برگر معادله لذا،

Ut̄ = ψ (t̄, U(t̄, x̄), Ux̄(t̄, x̄), Ux̄x̄(t̄, x̄)) ,

U(−١, x̄) = F (x̄),

U(t̄,−١) = G١(t̄),

U(t̄, ١) = G٢(t̄),

(٢ . ٨)

آن در که
ψ (t̄, U, Ux̄, Ux̄x̄) =

T١ − T٠٢ ϕ

(
T١ − T٠٢ t̄+

T١ + T٠٢ , V,
٢

b− a
Vx, (

٢
b− a

)٢Vxx
)

U(t̄, x̄) = V (
T١ − T٠٢ t̄+

T١ + T٠٢ ,
b− a

٢ x̄+
b+ a

٢ ),

F (x̄) = f(
b− a

٢ x̄+
b+ a

٢ ),

G١(t̄) = g١(
T١ − T٠٢ t̄+

T١ + T٠٢ ),

G٢(t̄) = g٢(
T١ − T٠٢ t̄+

T١ + T٠٢ ).

(١ − t̄ ٢)dTN
dt̄

ریشه های همان که CGL نقاط از ،(٢ . ٨) سیستم گسسته سازی برای
از ،(٢ . ٨) برگر معادله جواب تقریب برای ،CPS روش در ͬ کنیم. م استفاده است،

ͬ کنیم م استفاده زیر درونیاب چندجمله ای های

UN(t̄, x̄) =
N∑
i=٠

N∑
j=٠

āNijLi(t̄)Lj(x̄). (٢ . ٩)

داریم (١ . ١٢) در شده تعریف لاگرانژ چندجمله ای های کرونکر خاصیت از استفاده با
UN(t̄i, x̄j) = āNij . (٢ . ١٠)

ماتریس از ͬ توانیم م ،t̄k نقاط در UN
x̄x̄(·, ·) و UN

x̄ (·, ·) ،UN
t̄ (·, ·) مشتقات محاسبه برای

داریم بنابراین کنیم. استفاده D = (Dkj) ضرایب
UN
t̄ (t̄p, x̄k) =

∑N
i=٠ āNikDpi,

UN
x̄ (t̄p, x̄k) =

∑N
j=٠ āNpjDkj,

UN
x̄x̄(t̄p, x̄k) =

∑N
j=٠ āNpjD̂kj,

(٢ . ١١)



٢١ روش هم·رایی
که

Dkj = L′
j(t̄k) =



µk

µj

(−١)k+j ١
t̄k − t̄j

, j ̸= k,

− t̄k

٢ − ٢t̄٢k , ٠ ≤ j = k ≤ N − ١,
−٢N٢ + ١

۶ , j = k = ٠,
٢N٢ + ١

۶ , j = k = N.

(٢ . ١٢)

که

µj =

٢, if j = ٠, N,
١, if ١ ≤ j ≤ N − ١,

است. D̂kj =
∑N

l=٠DklDlj, k, j = ٠, ١, · · · , N که D̂ = D ·D = (D̂kj) و
سیستم به ͬ تواند م (٢ . ٨) سیستم ،(٢ . ١١) و (٢ . ١٠) روابط از استفاده با حال

شود تبدیل زیر جبری معادلات
∑N

i=٠āNikDpi − ψ
(
t̄p, ā

N
pk,
∑N

j=٠ āNpjDkj,
∑N

j=٠ āNpjD̂kj

)
= ٠,

āN٠k = F (x̄k), ā
N
p٠ = G١(t̄p), āNpN = G٢(t̄p); k, p = ٠, ١, . . . , N.

(٢ . ١٣)

جواب های ترتیب به ͬ توانیم م (p, k = ٠, ١, . . . , N) āNpk متغیر به نسبت بالا سیستم حل با
آوریم. دست به را (٢ . ١٠) و (٢ . ٩) نقطه ای و پیوسته تقریبی

روش هم·رایی ٢ . ٣
تحلیل شده ارائه روش هم·رایی سپس و ͬ شود م بیان پیوستگ١۴ͬ پیمانه تعریف ابتدا

ͬ گردد. م
r مرتبه از پیوسته مشتقات با توابع فضای باشد. Ω̄ = [−١, ١]× [−١, ١] کنید فرض

ͬ دهیم. م نشان Cr(Ω̄) با را
گفته پیوستگͬ پیمانه ΁ی زیر خواص با W : R+ → R+ تابع [٢۴] .٢ . ٣ . ١ تعریف

ͬ شود م
است، صعودی W (١
،limz→٠W (z) = ٠ (٢

14Modulus of Continuity
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،W (z١ + z٢) ≤ W (z١) +W (z٢) باشیم داشته z١, z٢ ∈ R+ هر برای (٣

.c W (z) ≥ z باشیم داشته ٠ < z ≤ ٢ همه برای که باشد موجود c ثابت ΁ی (۴
شود تعریف زیر به صورت ͬ تواند م پیوستگͬ پیمانه های مهمترین از ی΄ͬ

W (z) = zα, ٠ < α ≤ ١. (١۴ . ٢)
f(·, ·) پیوسته تابع ͬ گوییم م باشد. R٢ در واحد دایرۀ ΁ی B٢ که کنید فرض حال
باشد متناهͬ زیر مقدار اگر ͬ پذیرد، م پیوستگͬ پیمانه عنوان به را W (.) تابع ،Ω̄ روی

(١۵ . ٢)
|f(·, ·)|W = sup

{
|f(t̄, x̄)− f(t̃, x̃)|

W
(
∥(t̄, x̄)− (t̃, x̃)∥∞

) : (t̄, x̄), (t̃, x̃) ∈ Ω̄, (t̄, x̄) ̸= (t̃, x̃)

}
·

مشتق مرتبه اولین با B٢ روی f(·, ·) توابع همه شامل C١
W (B٢) فضای کنید فرض

باشد مجهز زیر نرم به و باشد پیوسته
∥f(·, ·)∥١,W = ∥f(·, ·)∥∞ + ∥ft̄(·, ·)∥∞ + ∥fx̄(·, ·)∥∞ + |ft̄(·, ·)|W + |fx̄(·, ·)|W · (١۶ . ٢)

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را C١
W (Ω̄) فضای همچنین،

C١
W (Ω̄) =

{
f(·, ·) ∈ C١(Ω̄) : ∀(t̃, x̃) ∈ Ω̄, ∃ map ϕ : B٢ → Ω̄, s.t.

(t̃, x̃) ∈ int(ϕ(B٢)) and f ◦ ϕ(·, ·) ∈ C١
W (B٢)

}
. (٢ . ١٧)

f(·, ·) ∈ داریم Ω̄ =
∪l

i=١ int(ϕi(B
٢)) فرض با ϕl ،· · · ،ϕ١ توابع برای کرد ثابت ͬ توان م

C١
W (Ω̄) به علاوه، .f ◦ ϕi(·, ·) ∈ C١

W (B٢) ،i = ١, · · · , l هر برای اگر تنها و اگر C١
W (Ω̄)

نرم با
∥f(·, ·)∥١,W =

l∑
i=١

∥f ◦ ϕi(·, ·)∥١,W , (٢ . ١٨)

ͬ کنیم م فرض ادامه در ببینید). را [٢۴] بیشتر جزئیات (برای است باناخ فضای ΁ی
یعنͬ است، Ω̄ روی ٢N حداکثر درجه از چندجمله ای های همه فضای Pol(N,N, Ω̄)

Pol(N,N, Ω̄) = {η(t̃, x̃) =
N∑
i=٠

N∑
j=٠

γij t̃
ix̃j : (t̃, x̃) ∈ Ω̄, γij ∈ R}.

وجود η(·, ·) ∈ Pol(N,N, Ω̄) چندجمله ای ΁ی f(·, ·) ∈ C١
W (Ω̄) هر برای .٢ . ٣ . ١ قضیه

که طوری به دارد
∥f(·, ·)− η(·, ·)∥∞ ≤ c٠c١٢N W (

١
٢N ), (٢ . ١٩)

است. N از مستقل و W (·) به وابسته ثابت ΁ی c٠ و c١ = ∥f(·, ·)∥١,W که



٢٣ روش هم·رایی
است. [٢۴] در ٢ . ١ قضیه از نتیجه ای قضیه، این اثبات برهان.

به صورت را آن (٢ . ١٣) جبری معادلات سیستم جواب وجود تضمین برای حال،
ͬ کنیم م تبدیل زیر

|
∑N

i=٠ āNikDpi − ψ
(
t̄p, ā

N
pk,
∑N

j=٠ āNpjDkj,
∑N

j=٠ āNpjD̂kj

)
|

≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١), p, k = ١,٢, · · · , N − ١,

|āNp٠ −G١(t̄p) | ≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١),

|āNpN −G٢(t̄p)| ≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١), p = ٠, ١, · · · , N,

|āN٠k − F (x̄k)| ≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١), k = ٠, ١, · · · , N,

(٢ . ٢٠)

که آنجایی از است. شده داده پیوستگͬ پیمانه ΁ی W (·) و بزرگ کافͬ اندازه به N که

lim
N→∞

√
N

٢N − ١W (
١

٢N − ١) = ٠,
āN = (āNpk; p, k = ٠, ١, · · · , N) جواب هر کند، میل بی نهایت سمت به N که هنگامͬ
(٢ . ١٣) جبری معادلات سیستم برای جواب ΁ی (٢ . ٢٠) جبری نامعادلات سیستم برای

است.
باشد متغیرهایش به نسبت پیوسته و کراندار مشتقات دارای ψ که ͬ کنیم م فرض

که طوری باشد داشته وجود M ثابت و
|ψ (t̄, U, Ux̄, Ux̄x̄)− ψ

(
t̄, Ũ , Ũx̄, Ũx̄x̄

)
| ≤M |U − Ũ |. (٢ . ٢١)

دارد. āN جواب ΁ی حداقل و است شدنͬ (٢ . ٢٠) سیستم که ͬ دهیم م نشان ادامه در
C١

W (Ω̄) در که باشد (٢ . ٨) سیستم برای جواب ΁ی U(·, ·) کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه
،N ≥ K هر برای که دارد وجود K مثبت صحیح عدد ΁ی این صورت، در دارد. قرار

است زیر ش΄ل به جواب ΁ی دارای (٢ . ٢٠) سیستم
āN = (āpk; p, k = ٠, ١, · · · , N), (٢ . ٢٢)

ͬ کند م صدق زیر رابطه در که

|U(t̄p, x̄k)− āNpk| ≤
L

٢N − ١W (
١

٢N − ١) , p, k = ٠, ١, · · · , N, (٢ . ٢٣)
است. N از مستقل مثبت ثابت ΁ی L و
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باشد. Ut̄(·, ·) چندجمله ای تقریب بهترین Pol(N−١, N, Ω̄) در η(·, ·) کنید فرض برهان.

داریم ٢ . ٣ . ١ قضیه از استفاده با

∥Ut̄(t̄, x̄)− η(t̄, x̄)∥∞ ≤ γ

٢N − ١W (
١

٢N − ١) , (t̄, x̄) ∈ Ω̄, (٢۴ . ٢)

ͬ کنیم م تعریف است. N از مستقل ثابت ΁ی γ که

Ũ(t̄, x̄) = U(−١, x̄) +
∫ t̄

−١
η(τ, x̄)dτ, (t̄, x̄) ∈ Ω̄ (٢۵ . ٢)

و

āNpk = Ũ(t̄p, x̄k); p, k = ٠, ١, · · · , N. (٢۶ . ٢)

ͬ کند. م صدق (٢ . ٢٠) سیستم در āN = (āNpk; p, k = ٠, ١, · · · , N) که ͬ دهیم م نشان
داریم ،(t̄, x̄) ∈ Ω̄ برای ،(٢۶ . ٢) و (٢۵ . ٢) ،(٢۴ . ٢) معادلات از استفاده با

|U(t̄, x̄)− Ũ(t̄, x̄)| = |
∫ τ

−١
(Ut̄(τ, x̄)− η(τ, x̄))dτ | (٢ . ٢٧)

≤
∫ τ

−١
|Ut̄(τ, x̄)− η(τ, x̄)| dτ

≤ γ

٢N − ١W (
١

٢N − ١)
∫ τ

−١
dτ

≤ ٢γ
٢N − ١W (

١
٢N − ١).

چندجمله ای ΁ی Ũ(·, x̄) تابع x̄ ∈ [−١, ١] هر ازای به ،(٢۵ . ٢) رابطه از استفاده با حال،
مقادیر با دقیق طور به t̄٠, t̄١, · · · , t̄N نقاط در مشتقات لذا، است. N حداکثر درجه از
تعریف (٢ . ١٢) رابطه در که ،D مشتق ماتریس توسط شده ضرب نقاط در چندجمله ای

داریم بنابراین، است. برابر شده،

N∑
i=٠

āNikDpi = Ũt̄(t̄p, x̄k); p, k = ٠, ١, · · · , N. (٢ . ٢٨)



٢۵ روش هم·رایی
داریم (٢ . ٢٧) و (٢ . ٢١) روابط از استفاده با ∣∣∣∣∣حال

N∑
i=٠

aNikDpi − ψ

(
t̄p, ā

N
pk,

N∑
j=٠

āNpjDkj,
N∑
j=٠

āNpjD̂kj

)∣∣∣∣∣ (٢ . ٢٩)
≤
∣∣∣Ũt̄(t̄p, x̄k)− Ut̄(t̄p, x̄k)

∣∣∣+∣∣∣∣∣Ut̄(t̄p, x̄k)− ψ

(
t̄p, ā

N
pk,

N∑
j=٠

āNpjDkj,

N∑
j=٠

āNpjD̂kj

)∣∣∣∣∣
= |η(t̄p, x̄k)− Ut̄(t̄p, x̄k)|+∣∣∣∣∣ψ
(
t̄p, U(t̄p, x̄k), Ux̄(t̄p, x̄k), Ux̄x̄(t̄p, x̄k)

)
− ψ

(
t̄p, ā

N
pk,

N∑
j=٠

āNpjDkj,
N∑
j=٠

āNpjD̂kj

)∣∣∣∣∣
≤ |η(t̄p, x̄k)− Ut̄(t̄p, x̄k)|+M

∣∣U(t̄p, x̄k)− āNpk
∣∣

≤ γ

٢N − ١W (
١

٢N − ١) +M
٢γ

٢N − ١W (
١

٢N − ١)
=
γ(٢M + ١)

٢N − ١ W (
١

٢N − ١), p, k = ١, · · · , N − ١,
داریم مرزی، شرایط برای به علاوه، ͬ کند. م صدق (٢ . ٢١) در که است ثابتͬ M ,١−)Ũ∣∣∣که x̄k)− F (x̄k)

∣∣∣ ≤
∣∣∣Ũ(−١, x̄k)− U(−١, x̄k)

∣∣∣+ |U(−١, x̄k)− F (x̄k)|(٢ . ٣٠)
≤ ٢γ

٢N − ١W (
١

٢N − ١), k = ٠, ١, · · · , N.
داریم p = ٠, ١, · · · , N برای همچنین،

∣∣∣Ũ(t̄p,−١)−G١(t̄p)
∣∣∣ = ∣∣∣Ũ(t̄p,−١)− U(t̄p,−١)∣∣∣ ≤ ٢γ

٢N − ١W (
١

٢N − (٢ . ٣١),(١∣∣∣Ũ(t̄p, ١)−G٢(t̄p)
∣∣∣ = ∣∣∣Ũ(t̄p, ١)− U(t̄p, ١)

∣∣∣ ≤ ٢γ
٢N − ١W (

١
٢N − ١). (٢ . ٣٢)

که کنیم انتخاب به گونه ای را K اگر رو، این از
max{γ(٢M + ٢,(١γ} ≤

√
N,

صدق (٢ . ٢٠) سیستم در āN ،(٢ . ٣٢)‐(٢ . ٢٩) از استفاده با ،N ≥ K هر برای آنگاه
ͬ کند. م

چندجمله ای های دنباله و (٢ . ٢٠) سیستم جواب های دنباله که ͬ دهیم م نشان اکنون،
ͬ شود. م هم·را (٢ . ٨) سیستم جواب به آنها درونیاب
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جواب های از دنباله ΁ی {āN = āNpk; p, k = ٠, ١, · · · , N}∞N=K اگر .٢ . ٣ . ٣ قضیه
باشد آنها درونیاب چندجمله ای های دنباله {UN(·, ·)}∞N=K و باشد (٢ . ٢٠) سیستم
در x̄ هر برای که ͬ کنیم م فرض همچنین، است. شده تعریف (٢ . ٩) رابطه توسط که
{(UNi(−١, x̄), UNi

t̄ (·, ·))}∞i=٠ زیردنباله ΁ی دارای {(UN(−١, x̄), UN
t̄ (·, ·))}∞N=K دنباله ،[−١, ١]

،λ(·, ·) ∈ C٢(Ω̄) آن در که است هم·را (ϕ∞(x̄), λ(·, ·)) به ی΄نواخت طور به که باشد
این صورت در .limi→∞Ni = ∞ و ϕ∞(·) ∈ C١−])٢, ١])
Ũ(t̄, x̄) = lim

i→∞
UNi(t̄, x̄), (٢ . ٣٣)

است. (٢ . ٨) سیستم جواب ΁ی (t̄, x̄) ∈ Ω̄ برای
داریم فرضیات، به توجه با برهان.

Ũ(t̄, x̄) = ϕ∞(x̄) +

∫ t̄

−١
λ(τ, x̄)dτ. (٣۴ . ٢)

(k = ٠, ١, · · · , N) x̄ = xk هر برای و t̄ ∈ [−١, ١] هر برای Ũ(t̄, x̄) که ͬ دهیم م نشان ابتدا
k = مقادیر از برخͬ برای Ũ(·, x̄k) که کنیم فرض ͬ کند. م صدق (٢ . ٨) سیستم در
(−١, ١) در τ ΁ی این صورت در نکند. صدق (٢ . ٨) معادله اولین در ١, · · · , N − ١

که دارد وجود
Ũt̄(τ, x̄k)− ψ

(
t̄p, Ũ(τ, x̄k), Ũx̄(τ, x̄k), Ũx̄x̄(τ, x̄k)

)
̸= ٠.

دنباله ΁ی هستند، چ·ال [−١, ١] در N → ∞ وقتͬ {t̄p}Np=٠ ،CGL نقاط که آنجا از
بنابراین .limi→∞ t̄lNi

= τ و ٠ < lNi
< Ni طوری که دارد وجود {t̄lNi

}∞i=١

lim
i→∞

(
Ũt̄(t̄lNi

, x̄k)− ψ
(
t̄p, Ũ(t̄lNi

, x̄k), Ũx̄(t̄lNi
, x̄k), Ũx̄x̄(t̄lNi

, x̄k)
)) (٣۵ . ٢)

= Ũt̄(τ, x̄k)− ψ
(
t̄p, Ũ(τ, x̄k), Ũx̄(τ, x̄k), Ũx̄x̄(τ, x̄k)

)
̸= ٠.

داریم (٢ . ٢٠) از استفاده با ،limi→∞
√
Ni٢Ni−١W ( ١٢Ni−١) = ٠ که آنجا از دی·ر، سوی از

lim
i→∞

(
Ũt̄(t̄lNi

, x̄k)− ψ
(
t̄p, Ũ(t̄lNi

, x̄k), Ũx̄(t̄lNi
, x̄k), Ũx̄x̄(t̄lNi

, x̄k)
))

= ٠,
(k = هر برای و t̄ ∈ [−١, ١] هر برای Ũ(t̄, x̄) بنابراین دارد. تناقض (٣۵ . ٢) با که

٠, ١, · · · , N)

کرد ثابت ͬ توان م سادگͬ به همچنین، ͬ کند. م صدق (٢ . ٨) معادله اولین در x̄ = x̄k

نشان مثال برای ͬ کند. م صدق مرزی شرایط در k = ٠, ١, · · · , N برای Ũ(·, x̄k) که
داریم است. Ũ(−١, x̄k) = F (x̄k) ،k = ٠, ١, · · · , N برای که ͬ دهیم م

٠ ≤ |Ũ(−١, x̄k)− F (x̄k)| = | lim
i→∞

UNi(−١, x̄k)− F (x̄k)| = (٣۶ . ٢)
lim
i→∞

|UNi(−١, x̄k)− F (x̄k)| = lim
i→∞

|āNi٠k − F (x̄k)| ≤ lim
i→∞

√
Ni٢Ni − ١W (

١
٢Ni − ١) = ٠.



٢٧ عددی مثال های
ͬ دانیم م که آنجا از است. Ũ(−١, x̄k) = F (x̄k) ،k = ٠, ١, · · · , N هر برای رو این از
در شده تعریف Ũ(·, ·) بنابراین هستند، چ·ال [−١, ١] در ،N → ∞ وقتͬ {x̄k}Nk=٠ نقاط

است. Ω̄ = [−١, ١]× [−١, ١] روی (٢ . ٨) سیستم جواب ΁ی (٢ . ٣٣) رابطه

عددی مثال های ۴ . ٢
دستور در شبه‐نیوتن١۶) روش ΁ی) لونبرگ‐مارکوادت١۵ روش از زیر، مثال های در
خطاهای کرده ایم. استفاده (٢ . ١٣) جبری سیستم حل برای متلب افزار نرم FSOLVE

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را E∞(t̄) و E٢(t̄)

E٢(t̄) =∥ U(t̄, ·)− UN(t̄, ·) ∥٢= (
N∑
j=٠

| U(t̄, xj)− UN(t̄, xj) |٢)
١٢ ,

E∞(t̄) =∥ U(t̄, ·)− UN(t̄, ·) ∥∞= max٠≤j≤N
| U(t̄, xj)− UN(t̄, xj) |, (٢ . ٣٧)

ترتیب به UN(·, ·) و U(·, ·) و t̄ ∈ [−١, ١] هم محلͬ، نقاط xj, j = ٠, ١, ..., N که
دست به زیر به صورت مطلق خطای همچنین هستند. دقیق و تحلیلͬ جواب های

ͬ آید م
E١(t̄, x̄) =| U(t̄, x̄)− UN(t̄, x̄) | , (t̄, x̄) ∈ [−١, ١]× [−١, ١].

،T١ = ٠ ،T٠ = −٠٫٢ که ب·یرید، نظر در را (٢ . ٣) برگر‐فیشر معادله .١ . ۴ . ٢ مثال
با همچنین، است. β(t) = −۴٨ ،t ∈ [T٠, T١] برای و α(t) = ٢۴ ،b = ٠ ،a = −١

مرزی شرایط
U(t,−١) = ١

٢ − ١
٢tanh[۶(−١ − ٨t)],

U(t, ٠) = ١
٢ − ١

٢tanh[۶(−٨t)],
اولیه شرط و

U(−٠٫٢, x) = ١
٢ − ١

٢tanh[۶(x+ ١٫۶)],
است زیر به صورت دقیق جواب

U(t, x) =
١
٢ − ١

٢tanh[۶(x− ٨t)].
15Levenberg-Marquardt
16Quasi-Newton



چبیشف طیفͬ شبه روش به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع ٢٨
t = −٠٫١, −٠٫٠۵, −٠٫٠۴, −٠٫٠٣۵, −٠٫٠٣ نقاط CPSدر روش از استفاده با عددی نتایج
به عددی نتایج که ͬ شود م مشاهده است. آمده ٢ . ١ جدول در N = ٣٠ × ٣٠ برای
∆t = ١٠−۶ برای که ،[٢۵] MMPDE روش های نتایج از رساله، این در آمده دست
جدول، این در هستند. بهتر شده، محاسبه ( N = ٢٠٠٠٠٠ × ۶٠ (یا ∆x = ١۶٠ و
و تقریبی جواب ترتیب به ،٢ . ٢ و ٢ . ١ ش΄ل های در است. شده بیان نیز E٢(t̄) خطای
برای تقریبی و دقیق جواب های ،٢ . ٣ ش΄ل در است. شده داده نشان مطلق خطای
ش΄ل در E٢(t̄) خطاهای همچنین، است. شده داده نمایش t = −٠٫١, −٠٫٠۵, −٠٫٠٣

شده اند. داده نمایش ٢ . ١

١ . ۴ . ٢ مثال برای E٢(t̄) خطای مقایسه :٢ . ١ جدول
T = −٠٫٠٣ T = −٠٫٠٣۵ T = −٠٫٠۴ T = −٠٫٠۵ T = −٠٫١ N روش

١٫۴١٨٧ × ١٠−۴ ١٫۴٠۵٣ × ١٠−۴ ١٫٢۶٩١ × ١٠−۴ ١٫١٩٢٠ × ١٠−۴ ١٫٨٢٩٣ × ١٠−۴ ٣٠ × ٣٠ CPS روش
۴٫٢ × ٣−١٠ ٣٫٧ × ٣−١٠ ٣٫۴ × ٣−١٠ ٢٫٩ × ٣−١٠ ٢٫١ × ٣−١٠ ۶٠ × ٢٠٠٠٠٠ [٢۵] (١) ال·وریتم
٧٫١ × ٣−١٠ ٧٫۶ × ٣−١٠ ٧٫٩ × ٣−١٠ ٨ × ٣−١٠ ٢٫٧ × ٣−١٠ ۶٠ × ٢٠٠٠٠٠ [٢۵](٢) ال·وریتم
٢٫۵ × ٣−١٠ ٢٫۴ × ٣−١٠ ٢٫۴ × ٣−١٠ ٢٫۴ × ٣−١٠ ٢٫١ × ٣−١٠ ۶٠ × ٢٠٠٠٠٠ [٢۵] (٣) ال·وریتم
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١ . ۴ . ٢ مثال تقریبی جواب :٢ . ١ ش΄ل

،T١ = ٠٫٠۵ ،T٠ = −٠٫٠۵ که ب·یرید نظر در را (٢ . ٣) برگر‐فیشر معادله .٢ . ۴ . ٢ مثال
مرزی شرایط با .β(t) = −١ + ٣sint و α(t) = ٢٠ ،b = ٠ ،a = −١

U(t,−١) = cosh[−١ − ٣cost] + sinh[−١ − ٣cost]−√۵
−۴cosh[−١ − ٣cost] + ۶sinh[−١ − ٣cost] ,

U(t, ٠) = cosh[−٣cost] + sinh[−٣cost]−√۵
−۴cosh[−٣cost] + ۶sinh[−٣cost] ,



٢٩ عددی مثال های
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١ . ۴ . ٢ مثال E(., .) مطلق خطای :٢ . ٢ ش΄ل
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Approximate solution for t= −0.1
Approximate solution for t= −0.05
Approximate solution for t= −0.03
Exact solution for t= −0.1
Exact solution for t= −0.05
Exact solution for t= −0.03

١ . ۴ . ٢ مثال t = −٠٫١, −٠٫٠۵, −٠٫٠٣ برای تقریبی و دقیق جواب های :٢ . ٣ ش΄ل
اولیه شرط و

U(−٠٫٠۵, x) = cosh[x− ٣cos(−٠٫٠۵)] + sinh[x− ٣cos(−٠٫٠۵)]−√۵
−۴cosh[x− ٣cos(−٠٫٠۵)] + ۶sinh[x− ٣cos(−٠٫٠۵)] ,

است زیر به صورت دقیق جواب و
U(t, x) =

cosh[x− ٣cost] + sinh[x− ٣cost]−√۵
−۴cosh[x− ٣cost] + ۶sinh[x− ٣cost] .

نقاط در E٢(t̄) خطاهای ͬ کنیم. م حل مثال این شرایط با را (٢ . ١٣) سیستم
t = −٠٫٠۵, −٠٫٠٢۵, ٠,
آورده ایم. ٢ . ٢ جدول در را [٢۵]MMPDE روش های و CPS روش برای ٠٫٠٢۵, ٠٫٠۵



چبیشف طیفͬ شبه روش به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع ٣٠
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Presented method
Mesh for optimal M
Mesh for arc−length M
Mesh for curvature M

١ . ۴ . ٢ مثال E٢(t̄) خطاهای :۴ . ٢ ش΄ل
نتایج و ( ∆t = ٠٫٠١ و ∆x = ٠٫١ همان (یا N = ١٠×١٠ برای CPS روش عددی نتایج
(N = ۴٠× ١٠٠٠ معادل طور به (یا ∆t = ١٠−۴ و ∆x = ١۴٠ برای MMPDE روش های
مطلق خطای تقریبی، جواب ترتیب به ٢ . ٧ و ۶ . ٢ ،۵ . ٢ ش΄ل های در آمده اند. دست به

است. شده رسم E٢(t̄) خطای و

٢ . ۴ . ٢ مثال برای E٢(t̄) خطای مقایسه :٢ . ٢ جدول
T = ٠٫٠۵ T = ٠٫٠٢۵ T = ٠ T = −٠٫٠٢۵ T = −٠٫٠۵ N روش

۶٫٢٩۵١ × ١٠−۴ ۵٫٣۴٢٢ × ١٠−۴ ۴٫١٠٧٩ × ١٠−۴ ٢٫۴۶٠٢ × ١٠−۴ ۴٫٨٠۴۴ × ١٠−۶ ١٠ × ١٠ CPS روش
١٫٢ × ٣−١٠ ٣٫۵ × ٣−١٠ ۵٫٣ × ٣−١٠ ۴ × ٣−١٠ ٢٫٢ × ٣−١٠ ۴٠ × ١٠٠٠ [٢۵] (١) ال·وریتم
٢٫٣ × ٣−١٠ ۶٫٨ × ٣−١٠ ۶٫۶ × ٣−١٠ ۴٫١ × ٣−١٠ ١٫٨ × ٣−١٠ ۴٠ × ١٠٠٠ [٢۵] (٢) ال·وریتم
٩٫۶ × ١٠−۴ ٣٫۶ × ٣−١٠ ۵٫٢ × ٣−١٠ ۴ × ٣−١٠ ٢٫٢ × ٣−١٠ ۴٠ × ١٠٠٠ [٢۵] (٣) ال·وریتم
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٢ . ۴ . ٢ مثال تقریبی جواب :۵ . ٢ ش΄ل



٣١ عددی مثال های
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٢ . ۴ . ٢ مثال E(., .) مطلق خطای :۶ . ٢ ش΄ل
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Presented method
Mesh for optimal M
Mesh for arc−length M
Mesh for curvature M

٢ . ۴ . ٢ مثال E٢(t̄) خطاهای :٢ . ٧ ش΄ل

به صورت γ = ٠ و δ = ٢ ،α = ١ مقادیر با را (۴ . ٢) برگر‐هاکسلͬ معادله .٣ . ۴ . ٢ مثال
ب·یرید نظر در زیر

Ut + U٢Ux − βUxx = ٠, (٢ . ٣٨)
مرزی شرایط با ،b = ١ و a = ٠ ،T١ = ١٠ ،T٠ = ١ که

U(t, ٠) = ٠ ,
U(t, ١) = ١

t+ t
√
t

c٠ exp(
١۴βt)

, (٢ . ٣٩)



چبیشف طیفͬ شبه روش به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع ٣٢
اولیه شرط و

U(١, x) = x

١ + ١
c٠ exp(

x٢
۴β )

, (۴٢ . ٠)
است زیر به صورت دقیق جواب و ٠ < c٠ < ١ که

U(t, x) =
x
t

١ +
√
t

c٠ exp(
x٢
۴βt)

.

شده محاسبه E∞(t̄) خطاهای ͬ نماییم. م حل β = ٠٫٠١ و c٠ = ٠٫۵ برای را مثال
t = ٢, ۴, ۶ نقاط برای [٢۶ ،٢٧ ،٢٨ ،٢٩] در شده بیان روش های و CPS روش با
ترتیب به ٢ . ٩ و ٢ . ٨ ش΄ل های شده اند. داده نشان ٢ . ٣ جدول در N = ٩ × ٩ با
برای تقریبی و دقیق جواب های ͬ دهند. م نشان را مطلق خطای و تقریبی جواب های
در E∞(t̄) خطای این بر علاوه است. شده داده نشان ٢ . ١٠ ش΄ل در t = ٢, ۶, ١٠

است. شده داده نشان ٢ . ١١ ش΄ل
٣ . ۴ . ٢ مثال E∞(t̄) خطای مقایسه :٢ . ٣ جدول

T = ١٠ T = ۶ T = ٢ N روش
٣٫٠٠٣۴ × ١٠−۴ ۴٫۴۴۶۶ × ١٠−۴ ۵٫۵۶٧٣ × ١٠−۴ ٩ × ٩ CPS روش
١٫١۶۴٨٠ × ٣−١٠ ۴٫۶٣٣۵ × ١٠−۴ ٧٫۵٩٧٨ × ١٠−۴ ١۶ × ٩٠٠ [٢۶] گرما معادله روش
١٫٢٨١٢۴ × ٣−١٠ ٧٫٢٢۴٩ × ١٠−۴ ١٫٢١۶٩٨ × ٣−١٠ ٢٠٠ × ٩٠٠ [٣٠] QBC روش
١٫٨٠٢٣٩ × ٣−١٠ ٧٫۶١٠۵ × ١٠−۴ ١٫٧٠٣٠٩ × ٣−١٠ ۵٠ × ٩٠٠ [٢٧] SBC روش
١٫٢٨١٢۵ × ٣−١٠ ۵٫٢۵٧٩ × ١٠−۴ ٨٫١۶٨٠ × ١٠−۴ ٢٠٠ × ٩٠٠ [٢٨] QBCA١ روش
١٫٢٨١٢۵ × ٣−١٠ ۵٫٢۵٧٩ × ١٠−۴ ٨٫٢٢١٢ × ١٠−۴ ٢٠٠ × ٩٠٠ [٢٨] QBCA٢ روش
١٫٢٨١٢٧ × ٣−١٠ . . . ٨٫٢٩٣۴ × ١٠−۴ ٢٠٠ × ٩٠٠ [٢٩] SBC١ روش
١٫٢٨١٢٧ × ٣−١٠ . . . ٨٫٢٧٣۴ × ١٠−۴ ٢٠٠ × ٩٠٠ [٢٩] SBC٢ روش

شرایط و x ∈ [٠, ١٫٣] برای را (٢ . ٣٨) برگر معادله .۴ . ۴ . ٢ مثال

U(t, ٠) = ٠ ,
U(t, ١) = ١٫٣

t+ t
√
t

c٠ exp(
١٫۶٩۴βt )

,

U(١, x) = x

١ + ١
c٠ exp(

x٢
۴β )

,

ب·یرید. نظر در
مقادیر برای [٢۶ ،٢٩] روش ها سایر با آن E∞(t̄) خطای مقایسه و عددی نتایج
ترتیب به ٢ . ١٣ و ٢ . ١٢ ش΄ل های در است. شده داده نشان ۴ . ٢ جدول در t متفاوت
تقریبی و دقیق جواب های همچنین، شده اند. رسم مطلق خطای و تقریبی جواب

است. شده داده نشان ١۴ . ٢ ش΄ل در t = ٢, ۶, ١٠ برای



٣٣ عددی مثال های
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٣ . ۴ . ٢ مثال تقریبی جواب :٢ . ٨ ش΄ل
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٣ . ۴ . ٢ مثال E(., .) مطلق خطای :٢ . ٩ ش΄ل
نظر در ε = ٠٫۵ و b = ٨ ،a = ٠ ،T١ = ۵ ،T٠ = ١ با را (٢ . ٢) برگر معادله .۵ . ۴ . ٢ مثال

اولیه شرط ب·یرید.
U(١, x) = x

١ + exp( ١۴ε(x٢ − ١۴))
, (۴٢ . ١)

مرزی شرایط و
U(t, ٠) = ٠ ,
U(t,٨) = ٨

t+ t( t

exp( ١٨ε )
)

١٢ exp(١۶
εt
)
. (۴٢ . ٢)



چبیشف طیفͬ شبه روش به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع ٣۴
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Approximate solution for t= 2
Approximate solution for t= 6
Approximate solution for t=10
Exact solution for t= 2
Exact solution for t= 6
Exact solution for t= 10

٣ . ۴ . ٢ مثال t = ٢, ۶, ١٠ برای تقریبی و دقیق جواب های :٢ . ١٠ ش΄ل
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Presented method
Haar wavelet
QBC
SBC
QBCA1
QBCA2

٣ . ۴ . ٢ مثال E∞(t̄) خطاهای :٢ . ١١ ش΄ل
است زیر به صورت مساله تحلیلͬ جواب برقرارند. مساله این برای

U(t, x) =
x
t

١ + ( t

exp( ١٨ε )
)

١٢ exp( x٢
۴εt)

.

شده اند. داده نشان مطلق خطای و تقریبی جواب ،١۶ . ٢ و ١۵ . ٢ ش΄ل های در
این در شده بیان روش از آمده دست به عددی جواب و دقیق جواب بین مقایسه
CPS روش با شده محاسبه E٢(t̄) و E∞(t̄) خطاهای است. آمده ٢ . ١٧ ش΄ل در رساله،
روش نتایج که ͬ شود م مشاهده و است شده مقایسه ۵ . ٢ جدول در [٣١] روش ها سایر و
N = ٣٢٠ × ۴٠٠٠٠ برای [٣١] در شده ارائه روش نتایج از N = ٣٠ × ٣٠ برای CPS

است. بهتر



٣۵ عددی مثال های

۴ . ۴ . ٢ مثال E∞(t̄) خطای مقایسه :۴ . ٢ جدول
T = ١٠ T = ۶ T = ٢ N روش

٣٫١۶۶ × ١٠−۴ ۴٫٢٩۴ × ١٠−۴ ۵٫٣٠۶ × ١٠−۴ ١٠ × ١٠ CPS روش
٣٫٢٣٧۴ × ١٠−۴ ۴٫۵۶٠۶ × ١٠−۴ ٧٫٢٨٩٠ × ١٠−۴ ١۶ × ٩٠٠ [٢۶] گرما معادله روش
٣٫٢٧٢٣ × ١٠−۴ . . . ٨٫٢٩٣۴ × ١٠−۴ ٢۶٠ × ٩٠٠ [٢٩] SBC١ روش
٣٫٢٣٣٧ × ١٠−۴ . . . ٨٫٢٧٣۴ × ١٠−۴ ٢۶٠ × ٩٠٠ [٢٩] SBC٢ روش
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۴ . ۴ . ٢ مثال تقریبی جواب :٢ . ١٢ ش΄ل
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۴ . ۴ . ٢ مثال برای E(., .) مطلق خطای :٢ . ١٣ ش΄ل

بهینگͬ شرایط ͬ گیریم، م نظر در را معادله این تحت بهینه کنترل مساله ادامه، در
بهینگͬ شرایط و چبیشف طیفͬ شبه روش با سپس و ͬ کنیم م بیان را مساله متناظر
دست به مساله این برای بهینه کنترل و حالت متغیرهای از تقریبی آمده دست به



چبیشف طیفͬ شبه روش به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع ٣۶
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Approximate solution for t= 2
Approximate solution for t= 6
Approximate solution for t= 10
Exat solution for t= 2
Exat solution for t= 6
Exat solution for t= 10

۴ . ۴ . ٢ مثال t = ٢, ۶, ١٠ برای تقریبی و دقیق جواب های :١۴ . ٢ ش΄ل
۵ . ۴ . ٢ مثال E٢(t̄) و E∞(t̄) خطاهای مقایسه :۵ . ٢ جدول

E∞(t̄) E٢(t̄) N T روش
١٫٢۶١١ × ٧−١٠ ٣٫٢٠٢۵ × ٨−١٠ ٣٠ × ٣٠ T = ١٫۵ CPS روش

١٫٨ × ١٠−۵ ٢٫١ × ١٠−۵ ٣٢٠ × ۴٠٠٠٠ T = ١٫۵ [٣١] I − EFD روش
١٫٩ × ١٠−۵ ٢٫٢ × ١٠−۵ ٣٢٠ × ۴٠٠٠٠ T = ١٫۵ [٣١] FI − EFD روش

۶٫٩۵۴۶ × ٩−١٠ ٣٫٢٠٢۶ × ٨−١٠ ٣٠ × ٣٠ T = ٣ CPS روش
٣٫٨ × ١٠−۵ ٢٫٢ × ١٠−۵ ٣٢٠ × ۴٠٠٠٠ T = ٣ [٣١] I − EFD روش
١٫٨ × ١٠−۵ ٢٫٣ × ١٠−۵ ٣٢٠ × ۴٠٠٠٠ T = ٣ [٣١] FI − EFD روش

١٫۶٠٢٢ × ٩−١٠ ٣٫٢٠٢٨ × ٨−١٠ ٣٠ × ٣٠ T = ۴٫۵ CPS روش
٧٫۴٣ × ١٠−۴ ۴٫٠٨ × ١٠−۴ ٣٢٠ × ۴٠٠٠٠ T = ۴٫۵ [٣١] I − EFD روش
٧٫۴٣ × ١٠−۴ ۴٫٠٨ × ١٠−۴ ٣٢٠ × ۴٠٠٠٠ T = ۴٫۵ [٣١] FI − EFD روش

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد نیز را روش هم·رایی همچنین، ͬ آوریم. م



٣٧ عددی مثال های
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۵ . ۴ . ٢ مثال تقریبی جواب :١۵ . ٢ ش΄ل
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۵ . ۴ . ٢ مثال E(., .) مطلق خطای :١۶ . ٢ ش΄ل



چبیشف طیفͬ شبه روش به آنها حل و برگر معادله مختلف انواع ٣٨
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Approximate solution for t= 1.5
Approximate solution for t= 3
Approximate solution for t= 4.5
Exact solution for t= 1.5
Exact solution for t= 3
Exact solution for t= 4.5

۵ . ۴ . ٢ مثال تقریبی و دقیق جواب های :٢ . ١٧ ش΄ل



٣ فصل
برگر معادله بهینه کنترل مساله

مقدمه ٣ . ١
΁دینامی جمله از مختلف زمینه های در مهمͬ نقش زمان، به وابسته PDE معادلات
شامل دیفرانسیل معادلات این اغلب دارند. گرما انتقال یا ال΄ترومغناطیس سیالات،
در این، بر علاوه نیستند. حل قابل تحلیلͬ به صورت که هستند غیرخطͬ جملات
شده گرفته نظر در PDE مساله بهینه جواب که مشتاقیم اغلب مهندسͬ، کاربردهای
سوق ریاضیات از بخشͬ به را ما موضوع این بیابیم. معین هدف تابع ΁ی به نسبت را
و شود مینیمم هدف تابع که طوری به داریم سازی بهینه قید و PDE که ͬ دهد م

.[٣٢ ،٣٣ ،٣۴] ͬ شود م گرفته نظر در محدودیت ΁ی عنوان به PDE
با و ͬ پردازد م کاربردی مسائل به که است ریاضیات از شاخه ای بهینه کنترل
بسیاری در بهینه کنترل دارد. سروکار کنترل سیستم های طراحͬ و تحلیل اصول
دارد. زیادی کاربردهای زیستͬ علوم و اقتصاد مهندسͬ، قبیل از مختلف رشته های از
تاثیر سیستم عمل΄رد نحوه روی عاملͬ که است این کنترل از منظور بهینه کنترل در
خود توسط ͬ تواند م کنترل و اثرگذاری این شود. حاصل مطلوبی عمل΄رد تا ب·ذارد
سیستم های در کنترل نظریه شود. انجام سیستم از مستقل و خارج یا و سیستم
ورودی کردن پیدا هدف بهینه، کنترل مساله ΁ی در دارد. کاربرد غیرخطͬ و خطͬ
و کند صدق دستگاه فیزی΄ͬ شرایط در که است کنترل کننده عنوان به سیستم ΁ی

٣٩



برگر معادله بهینه کنترل مساله ۴٠
معادله بهینه کنترل مساله ابتدا فصل این در کند. بیشینه یا کمینه را هدف تابع
ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد آن هم·رایی و مساله بهینگͬ شرایط و ͬ شود م معرفͬ برگر

ͬ نماییم. م حل چبیشف طیفͬ شبه روش با را بهینه کنترل مساله سپس

برگر معادله تحت بهینه کنترل مساله ٣ . ٢
کرد بیان زیر به صورت ͬ توان م را برگر معادله برای بهینه کنترل مساله

Minimize J [y, u] =
١
٢
∫ T

٠

∫ b

a

(y(t, x)− z(t, x))٢dxdt (٣ . ١)
+
α

٢
∫ T

٠

∫ b

a

u٢(t, x)dxdt

subject to

yt(t, x) + y(t, x)yx(t, x)− νyxx(t, x) = Φ(u), (t, x) ∈ Q = [٠, T ]× [a, b],(٣ . ٢)
y(t, a) = y(t, b) = ٠, t ∈ Σ = [٠, T ], (٣ . ٣)
y(٠, x) = y٠(x), x ∈ Ω = [a, b], (۴ . ٣)

پارامتر ν > ٠ سازی، منظم پارامتر α > ٠ کنترل، متغیر u(·, ·) حالت، متغیر y(·, ·) که
است زیر به صورت Φ تابع رایج انتخاب ΁ی است. شده داده تابع ΁ی Φ و ویس΄وزیتͬ

Φ(u) =

u, in Ω,

٠, in Ω∖ Ω,

(۵ . ٣)

مساله برای بهینگͬ شرایط ابتدا .[٢۶ ،٢٧ ،٣۵] است فعال١ کنترل های مجموعه Ω که
΁ی به رسیدن برای غیرمستقیم طور به را روش سپس و ͬ شود م بیان (۴ . ٣)‐(٣ . ١)

ͬ کنیم. م استفاده تقریبی بهینه جواب

بهینگͬ شرایط ٣ . ٣
فرض .Σ = [٠, T ] × ∂Ω و Q = [٠, T ] × [٠, ١] ،T > ٠ ،Ω = [٠, ١] ͬ کنیم م تعریف

ͬ کنیم م تعریف حال، باشند. هیلبرت فضاهای V = H١٠(Ω) و H = L٢(Ω) ͬ کنیم م
W (٠, T ) = {φ ∈ L٠)٢, T ;V );φt ∈ L٠)٢, T ;V ⋆)},

1Active Controls



۴١ بهینگͬ شرایط
طبیعͬ داخلͬ ضرب با V هیلبرت فضای در داخلͬ ضرب است. V دوگان فضای V ⋆ که

است زیر به صورت H در
(φ, ψ)V = (φ′, ψ′)H , φ, ψ ∈ V.

به صورت را برگر معادله
yt + yyx − νyxx = Φ(u) (t, x) ∈ Q

هم·ن دیری΄له مرزی باشرایط
y(t, ٠) = y(t, ١) = ٠,

اولیه شرط و
y(٠, x) = y٠, x ∈ Ω

.[٢۶ ،٣٢ ،٣٣ ،٣۵] ͬ شود م بیان (۵ . ٣) توسط که ͬ گیریم م نظر در
y ∈ W (٠, T ) ضعیف جواب ΁ی متناظر، اولیه و مرزی شرایط با برگر معادله برای

ͬ کند م صدق زیر رابطه در که دارد وجود
< yt(t), φ >V ⋆,V +ν(yt(t), φ)V + (y(t)yx(t), φ)H = (Φ(u)(t), φ)H ,

است. (y(٠), χ)H = (y٠, χ) ، χ ∈ H هر برای و t ∈ [٠, T ] ، φ ∈ V که
ͬ گردد م بیان زیر به صورت برگر بهینه کنترل مساله حال

Minimize J [y, u] =
١
٢ ∥ y(., .)− z(., .) ∥٢ +

α

٢ ∥ u(., .) ∥٢ (۶ . ٣)

subject to


yt(t, x) + y(t, x)yx(t, x)− νyxx(t, x) = Φ(u), (t, x) ∈ Q

y(t, ٠) = y(t, ١) = ٠, t ∈ Σ

y(٠, x) = y٠, x ∈ Ω

پارامترهای β > ٠ و α > ٠ مطلوب، تابع z(·, ·) کنترل، تابع u(·, ·) حالت، تابع y(·, ·) که
داریم Ω روی η(., .) هر برای همچنین هستند. سازی منظم
∥η(., .)∥٢ =

∫ T

٠

∫ ١
٠
η٢(t, x)dxdt

زیر به صورت e : X → Y نگاشت دهیم، نشان را بهینه جواب های وجود آنکه برای
[٣٣ ،٣۴] ͬ شود م تعریف

e(y, u) = (e١(y, u), e٢(y, u)) = (yt + yyx − νyxx − Φ(u), y(٠)− y٠),



برگر معادله بهینه کنترل مساله ۴٢
است. Y دوگان Y ⋆ = L٢(V ⋆) × H و Y = L٢(V ) × H ،X = W (V ) × L٢(Ω̄) که
را بالا بهینه ی کنترل سیستم ͬ توان م حال ͬ دهیم. م نشان L٢(V ) با را L٠)٢, T ;V )

[٣٣ ،٣۵] کرد تعبیر زیر تساوی قیود با سازی مینیمم مساله ΁ی به صورت
Minimize J(y, u), subject to e(y, u) = ٠.

بهینگͬ شرایط در λ و p لاگرانژ ضرایب باشد، (٣ . ٧) و (۶ . ٣) بهینه جواب (y, u) اگر
[٣٣ ،٣۴ ،٣۵ ،٣٧] ͬ کنند م صدق زیر اول مرتبه لازم

L′(y, u, p, λ) = ٠, e(y, u) = ٠,
آن در که

L(y, u, p, λ) = J(y, u)− (e١(y, u).p)L٢(V ⋆),L٢(V ) − (e٢(y, u), λ)H

خلاصه طور به (۴ . ٣)‐(٣ . ١) بهینه کنترل مساله برای بهینگͬ شرایط روند اینجا، در
ͬ شود. م بیان

Ω فشرده زیرمجموعه هر روی که باشد توابعͬ همه مجموعه L١
loc(Ω) کنید فرض

مشتقات با w ∈ L٢(Ω) توابع همه خطͬ فضای W k,٢(Ω) و باشد ΃لب انتگرال پذیر
کنید فرض باشد. | α |≤ k طول با اندیسه چند α هر برای L٢(Ω) در Dαw ضعیف
C∞٠ (Ω) بستار باشد. Ω روی دلخواه مرتبه هر از مشتق پذیر توابع فضای C∞٠ (Ω)

Hk٠ (Ω) = ͬ کنیم م تعریف به علاوه، ͬ شود. م داده نمایش W k,p٠ (Ω) با W k,p(Ω) در
.W k,٢٠ (Ω)

تابع و باشند شده داده اندیسه چند های α برخͬ و y ∈ L١
loc(Ω) اگر .٣ . ٣ . ١ تعریف

رابطه در ω ∈ L١
loc(Ω)∫

Ω

y(x)Dαv(x)dx = (−١)|α|
∫
Ω

ω(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞٠ (Ω),

ͬ شود. م نامیده (α به (نسبت y ضعیف مشتق ω آنگاه کند، صدق
ضعیف جواب ΁ی کند، صدق زیر رابطه در که y ∈ W (٠, T ) تابع هر .٣ . ٣ . ٢ تعریف

ͬ شود م نامیده (۴ . ٣) و (٣ . ٣) شرایط و (٣ . ٢) برگر معادله >برای yt(t), ϕ >V ⋆,V +ν(yt(t), ϕ)V + (y(t)yx(t), ϕ)H = ((Φ(u))(t), ϕ)H ,

ϕ ∈ V, t ∈ [٠, T ], (y(٠), χ)H = (y٠, χ), χ ∈ H,

که
< yt(t), ϕ >V ⋆,V=

∫
Ω

η.ϕdx+

∫
Ω

η′.ϕ′dx, η ∈ V.



۴٣ بهینگͬ شرایط
صورت، این در باشد. (۴ . ٣)‐(٣ . ١) بهینه جواب (y⋆, u⋆) کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
مرتبه لازم بهینگͬ شرایط در که دارند وجود λ⋆ و p⋆ : [٠, T ]×Ω −→ ℜ لاگرانژ ضرایب

ͬ کنند م صدق زیر اول
L′(y⋆, u⋆, p⋆, λ⋆) = ٠, e(y⋆, u⋆) = ٠,

ͬ شود م بیان زیر به صورت لاگرانژ تابع که
L(y, u, p, λ) = J(y, u)− (e١(y, u), p)L٢(V ⋆),L٢(V ) − (e٢(y, u), λ)H .

،٣۵ ،٣۶ ،٣٧]) ͬ شود م منجر زیر سیستم به اول مرتبه بهینگͬ شرایط رو، این از
ببینید) را [٣٣ ،٣۴

yt − νyxx + yyx = Φ(u), (t, x) ∈ Q,

pt + νpxx + ypx = z − y, (t, x) ∈ Q,

y(t, a) = y(t, b) = ٠, t ∈ Σ,

y(٠, x) = y٠, x ∈ Ω,

p(t, a) = p(t, b) = ٠, t ∈ Σ,

p(T, x) = ٠, x ∈ Ω,

αu+ p = ٠, (t, x) ∈ Q.

(٣ . ٧)

داریم (٣ . ٧) سیستم معادله آخرین از
u = − ١

α
p. (٣ . ٨)

نمود بیان زیر به صورت را (٣ . ٧) سیستم ͬ توان م (٣ . ٨) از استفاده با که

yt − νyxx + yyx = Φ(− ١
α
p), (t, x) ∈ Q,

pt + νpxx + ypx = z − y, (t, x) ∈ Q,

y(t, a) = y(t, b) = ٠, t ∈ Σ,

p(t, a) = p(t, b) = ٠, t ∈ Σ,

y(٠, x) = y٠(x), x ∈ Ω,

p(T, x) = ٠, x ∈ Ω.

(٣ . ٩)

بهینه جواب و برد کار به (٣ . ٩) بهینگͬ شرایط حل برای را CPS روش ͬ توان م اکنون،
آورد. دست به را (۴ . ٣)‐(٣ . ١) بهینه کنترل مساله برای تقریبی



برگر معادله بهینه کنترل مساله ۴۴

جواب های تقریب برای چبیشف طیفͬ شبه روش ۴ . ٣
بهینه کنترل مساله بهینه

ابتدا برگر، معادله تحت بهینه کنترل مساله حل برای CPS روش از استفاده برای
بهینگͬ شرایط نتیجه در و داده انتقال [−١, ١] بازه به را (٣ . ٩) سیستم متغیرهای

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (٣ . ٩)

Yt̄ = ψ١ (Y (t̄, x̄), P (t̄, x̄), Yx̄(t̄, x̄), Yx̄x̄(t̄, x̄)) , (t̄, x̄) ∈ [−١, ١]× [−١, ١],
Pt̄ = ψ٢ (Y (t̄, x̄), P (t̄, x̄), Px̄(t̄, x̄), Px̄x̄(t̄, x̄)) , (t̄, x̄) ∈ [−١, ١]× [−١, ١],
Y (t̄,−١) = Y (t̄, ١) = ٠, t̄ ∈ [−١, ١],
P (t̄,−١) = P (t̄, ١) = ٠, t̄ ∈ [−١, ١],
Y (−١, x̄) = Y٠(x̄), x̄ ∈ [−١, ١],
P (١, x̄) = ٠, x̄ ∈ [−١, ١].

(٣ . ١٠)
که

Y (t̄, x̄) = y(
T

٢ t̄+
T

٢ ,
b− a

٢ x̄+
b+ a

٢ ),

P (t̄, x̄) = p(
T

٢ t̄+
T

٢ ,
b− a

٢ x̄+
b+ a

٢ ),

Yd(t̄, x̄) = yd(
T

٢ t̄+
T

٢ ,
b− a

٢ x̄+
b+ a

٢ ),

Y٠(x̄) = y٠(b− a

٢ x̄+
b+ a

٢ ),

ψ١ (Y, P, Yx̄, Yx̄x̄) =
T

٢
(
(

٢
b− a

)٢νYx̄x̄ − ٢
b− a

Y Yx̄ − Φ(− ١
α
P )

)
,

ψ٢ (Y, P, Px̄, Px̄x̄) =
T

٢
(
−(

٢
b− a

)٢νPx̄x̄ −
٢

b− a
Y Px̄ + Yd − Y

)
.

باشند متغیرهایشان به نسبت پیوسته و کراندار مشتقات دارای ψ٢ و ψ١ ͬ کنیم م فرض
که طوری  باشند داشته وجود M٢ و M١ ثابت های و

|ψ١ (Y, P, Yx̄, Yx̄x̄)− ψ١
(
Ỹ , P̃ , Ỹx̄, Ỹx̄x̄

)
| ≤M١

(
|Y − Ỹ |+ |P − P̃ |

)
, (٣ . ١١)

|ψ٢ (Y, P, Px̄, Px̄x̄)− ψ٢
(
Ỹ , P̃ , P̃x̄, P̃x̄x̄

)
| ≤M٢

(
|Y − Ỹ |+ |P − P̃ |

)
.



۴۵ بهینه کنترل مساله بهینه جواب های تقریب برای چبیشف طیفͬ شبه روش
ͬ کنیم م استفاده را زیر درونیاب چندجمله ای های بهینه، جواب تقریب برای Yاکنون،

N(t̄, x̄) =
∑N

i=٠
∑N

j=٠ āNijLi(t̄)Lj(x̄),

PN(t̄, x̄) =
∑N

i=٠
∑N

j=٠ b̄NijLi(t̄)Lj(x̄),

(٣ . ١٢)

داریم (١ . ١٢) بنابر هستند. مجهول ضرایب i, j = ٠, ١, . . . , N ،b̄Nij و āNij Yکه
N(t̄i, x̄j) = āNij ,

PN(t̄i, x̄j) = b̄Nij ,

(٣ . ١٣)

که
t̄i = −cos(πi

N
), x̄j = −cos(πj

N
).

،Y N
x̄x̄(., .) ،Y N

x̄ (., .) ،Y N
t̄ (., .) مشتقات (٢ . ١٢) D = (Dkj) مشتق ماتریس از استفاده با

ͬ شوند م محاسبه زیر به صورت PN
x̄x̄(., .) و PN

x̄ (., .) ،PN
t̄ (., .)

Y N
t̄ (t̄p, x̄k) =

∑N
i=٠ āNikDpi,

Y N
x̄ (t̄p, x̄k) =

∑N
j=٠ āNpjDkj,

Y N
x̄x̄(t̄p, x̄k) =

∑N
j=٠ āNpjD̂kj,

PN
t̄ (t̄p, x̄k) =

∑N
i=٠ b̄NikDpi,

PN
x̄ (t̄p, x̄k) =

∑N
j=٠ b̄NpjDkj,

PN
x̄x̄(t̄p, x̄k) =

∑N
j=٠ b̄NpjD̂kj.

(١۴ . ٣)

گسسته صورت به را (٣ . ٩) شرایط ،(١۴ . ٣) و (٣ . ١٣) ،(٣ . ١٢) روابط از استفاده با حال
ͬ نویسیم م زیر

∑N
i=٠ āNikDpi − ψ١

(
āNpk, b̄

N
pk,
∑N

j=٠ āNpjDkj,
∑N

j=٠ āNpjD̂kj

)
= ٠,∑N

i=٠ b̄NikDpi − ψ٢
(
āNpk, b̄

N
pk,
∑N

j=٠ b̄NpjDkj,
∑N

j=٠ b̄NpjD̂kj

)
= ٠,

āNp٠ = āNpN = ٠, b̄Np٠ = b̄NpN = ٠,
āN٠k = Y٠(x̄k), b̄NNk = ٠, k, p = ٠, ١, . . . , N.

(١۵ . ٣)

و پیوسته تقریبی بهینه جواب های ͬ توان م ،(١۵ . ٣) جبری معادلات سیستم حل با
از استفاده با همچنین، آورد. دست به (٣ . ١٣) و (٣ . ١٢) فرم به ترتیب به را نقطه ای

نوشت ͬ توان م زیر ش΄ل به را تقریبی بهینه کنترل ،(٣ . ٨) رابطه
UN(t̄, x̄) =

−١
α

N∑
i=٠

N∑
j=٠

b̄NijLi(t̄)Lj(x̄), (t̄, x̄) ∈ [−١, ١]× [−١, ١].



برگر معادله بهینه کنترل مساله ۴۶
تقریب ͬ توان م کلنشاو‐کورتیس٢ فرمول به توجه با را (٣ . ١) هدف تابع بهینه مقدار و

[٣٨ زد[٣٩،
JN =

T

٨
N∑
k=٠

N∑
p=٠

wkwp[ā
N
pk − z

(
T

٢ (t̄p + ١), b− a

٢ x̄k +
b+ a

٢
)
+ αc̄N٢

pk ] (١۶ . ٣)

(١۶ . ٣) عددی تقریب دوم درجه وزن های ws (s = ٠, ١, ..., N) و c̄Npk = − ١
α
b̄Npk که

به صورت وزن ها زوج، N برای w٠هستند. = wN = ١
N١−٢

ws = wN−s =
۴
N

∑N٢
′′

j=٠ ١١−۴j٢ cos(
٢πjs
N

), s = ١,٢, ..., N٢ ,
(٣ . ١٧)

ͬ شوند م بیان زیر به صورت فرد N برای w٠و = wN = ١
N٢

ws = wN−s =
۴
N

∑N−١٢
′′

j=٠ ١١−۴j٢ cos(
٢πjs
N

), s = ١,٢, ..., N−١٢ .

(٣ . ١٨)

گردند. نصف باید سی·ما آخر و اول جملات که معناست این به سی·ما در ′′

روش هم·رایی ۵ . ٣
معادلات جواب وجود تضمین برای ٢ . ٣ بخش در شده بیان مقدمات از استفاده با

ͬ نویسیم م زیر فرم به را آن ،(١۵ . ٣) جبری

|
∑N

i=٠ āNikDpi − ψ١
(
āNpk, b̄

N
pk,
∑N

i=٠ āNikDpi,
∑N

j=٠ āNpjDkj,
∑N

j=٠ āNpjD̂kj

)
|

≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١), p, k = ١,٢, · · · , N − ١

|
∑N

i=٠ b̄NikDpi − ψ٢
(
āNpk, b̄

N
pk,
∑N

i=٠ b̄NikDpi,
∑N

j=٠ b̄NpjDkj,
∑N

j=٠ b̄NpjD̂kj

)
|

≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١), p, k = ١,٢, · · · , N − ١

|āNp٠| ≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١), |āNpN | ≤

√
N٢N−١W ( ١٢N−١), p = ٠, ١, · · · , N,

|b̄Np٠| ≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١), |b̄NpN | ≤

√
N٢N−١W ( ١٢N−١), p = ٠, ١, · · · , N,

|āN٠k − Y٠(x̄k)| ≤
√
N٢N−١W ( ١٢N−١), |b̄NNk| ≤

√
N٢N−١W ( ١٢N−١), k = ٠, ١, · · · , N,

(٣ . ١٩)

که آنجایی از است. شده داده پیوستگͬ پیمانه ΁ی W (·) و بزرگ کافͬ اندازه به N که
lim

N→∞

√
N

٢N − ١W (
١

٢N − ١) = ٠
2Clenshaw–Curtis



۴٧ روش هم·رایی
(ā, b̄)N = ((āNpk, b̄

N
pk); p, k = جواب هر کند، میل بی نهایت سمت به N که هنگامͬ

معادلات سیستم برای جواب ΁ی (٣ . ١٩) جبری نامعادلات سیستم برای ٠, ١, · · · , N)

حداقل و است شدنͬ (٣ . ١٩) سیستم که ͬ دهیم م نشان ادامه، در است. (١۵ . ٣) جبری
دارد. (ā, b̄)N جواب ΁ی

که باشد (٣ . ١٠) سیستم برای جواب ΁ی (Y (·, ·), P (·, ·)) کنید فرض .١ . ۵ . ٣ قضیه
دارد وجود K مثبت صحیح عدد ΁ی صورت، این در است. C١

W (Ω̄) در P (·, ·) و Y (·, ·)
است زیر ش΄ل به جواب ΁ی دارای (٣ . ١٩) نامعادلات سیستم ،N ≥ K هر برای که

(ā, b̄)N = ((āpk, b̄pk); p, k = ٠, ١, · · · , N). (٣ . ٢٠)
ͬ کند م صدق زیر شرایط در |Yکه (t̄p, x̄k)− āNpk| ≤ L٢N−١W ( ١٢N−١) , p, k = ٠, ١, · · · , N,

|P (t̄p, x̄k)− b̄Npk| ≤ L٢N−١W ( ١٢N−١) , p, k = ٠, ١, · · · , N,
(٣ . ٢١)

ͬ باشد. م N از مستقل مثبت ثابت ΁ی L که
تقریب های بهترین ترتیب به Pol(N − ١, N, Ω̄) در η٢(·, ·) و η١(·, ·) کنید فرض برهان.

داریم ٢ . ٣ . ١ قضیه از استفاده با باشند. Pt̄(·, ·) و Yt̄(·, ·) ,∥Yt̄(t̄چندجمله ای های x̄)− η١(t̄, x̄)∥∞ ≤ γ١٢N−١W ( ١٢N−١) , (t̄, x̄) ∈ Ω̄,

∥Pt̄(t̄, x̄)− η٢(t̄, x̄)∥∞ ≤ γ٢٢N−١W ( ١٢N−١) , (t̄, x̄) ∈ Ω̄,

(٣ . ٢٢)

ͬ کنیم م تعریف هستند. N از مستقل ثابت های γ٢ و γ١ Ỹکه (t̄, x̄) = Y (−١, x̄) + ∫ t̄

−١ η١(τ, x̄)dτ, (t̄, x̄) ∈ Ω̄

P̃ (t̄, x̄) = P (−١, x̄) + ∫ t̄

−١ η٢(τ, x̄)dτ, (t̄, x̄) ∈ Ω̄,

(٣ . ٢٣)
و

āNpk = Ỹ (t̄p, x̄k), b̄Npk = P̃ (t̄p, x̄k); p, k = ٠, ١, · · · , N. (٢۴ . ٣)
نامعادلات سیستم در (ā, b̄)N = ((āNpk, b̄

N
pk); p, k = ٠, ١, · · · , N) که ͬ دهیم م نشان

داریم (t̄, x̄) ∈ Ω̄ برای (٢۴ . ٣) و (٣ . ٢٣) ،(٣ . ٢٢) از استفاده با ͬ کند. م صدق (٣ . ١٩)
|Y (t̄, x̄)− Ỹ (t̄, x̄)| = |

∫ τ

−١
(Yt̄(τ, x̄)− η١(τ, x̄))dτ | (٢۵ . ٣)

≤
∫ τ

−١
|Yt̄(τ, x̄)− η١(τ, x̄)| dτ (٢۶ . ٣)

≤ γ١٢N − ١W (
١

٢N − ١)
∫ τ

−١
dτ

≤ ٢γ١٢N − ١W (
١

٢N − ١).



برگر معادله بهینه کنترل مساله ۴٨
داریم (t̄, x̄) ∈ Ω̄ برای مشابه طور به

|P (t̄, x̄)− P̃ (t̄, x̄)| ≤ ٢γ٢٢N − ١W (
١

٢N − ١). (٣ . ٢٧)

چندجمله ای های ،x̄ ∈ [−١, ١] هر برای P̃ (·, x̄) و Ỹ (·, x̄) توابع ،(٣ . ٢٣) رابطه بنابر حال،
مقادیر با t̄٠, t̄١, · · · , t̄N نقاط در مشتقات رو، این از هستند. ٢N حداکثر درجه از
تعریف (٢ . ١٢) رابطه در که ،D مشتق ماتریس توسط شده ضرب نقاط در چندجمله ای

داریم بنابراین، است. برابر شده،
N∑
i=٠

āNikDpi = Ỹt̄(t̄p, x̄k),
N∑
i=٠

b̄NikDpi = P̃t̄(t̄p, x̄k); p, k = ٠, ١, · · · , N. (٣ . ٢٨)

داریم (٢۵ . ٣) و (٣ . ١١) روابط از استفاده با بنابراین،
∣∣∣∣∣

N∑
i=٠

aNikDpi − ψ١
(
āNpk, b̄

N
pk,

N∑
j=٠

āNpjDkj,
N∑
j=٠

āNpjD̂kj

)∣∣∣∣∣ (٣ . ٢٩)
≤
∣∣∣Ỹt̄(t̄p, x̄k)− Yt̄(t̄p, x̄k)

∣∣∣+∣∣∣∣∣Yt̄(t̄p, x̄k)− ψ١
(
āNpk, b̄

N
pk,

N∑
j=٠

āNpjDkj,
N∑
j=٠

āNpjD̂kj

)∣∣∣∣∣
= |η١(t̄p, x̄k)− Yt̄(t̄p, x̄k)|+∣∣∣∣∣ψ١ (Y (t̄p, x̄k), P (t̄p, x̄k), Yx̄(t̄p, x̄k), Yx̄x̄(t̄p, x̄k))− ψ١

(
āNpk, b̄

N
pk,

N∑
j=٠

āNpjDkj,
N∑
j=٠

āNpjD̂kj

)∣∣∣∣∣
≤ |η١(t̄p, x̄k)− Yt̄(t̄p, x̄k)|+M١

(∣∣Y (t̄p, x̄k)− āNpk
∣∣+ ∣∣P (t̄p, x̄k)− b̄Npk

∣∣)
≤ γ١٢N − ١W (

١
٢N − ١) +M١

( ٢γ١٢N − ١W (
١

٢N − ١) +
٢γ٢٢N − ١W (

١
٢N − ١)

)
=
γ٢)١M١ + ١) + ٢M١γ٢٢N − ١ W (

١
٢N − ١), p, k = ١, · · · , N − ١,

طور به ͬ کنند. م صدق (٣ . ١١) روابط در که هستند ثابت هایی ترتیب به M٢ و M١ که
داریم مشابه

∣∣∣∣∣
N∑
i=٠

bNikDpi − ψ٢
(
āNpk, b̄

N
pk,

N∑
j=٠

b̄NpjDkj,

N∑
j=٠

b̄NpjD̂kj

)∣∣∣∣∣ (٣ . ٣٠)

≤ γ٢)٢M٢ + ١) + ٢M٢γ١٢N − ١ W (
١

٢N − ١), p, k = ١, · · · , N − ١.



۴٩ روش هم·رایی
داریم مرزی، شرایط Ỹ∣∣∣برای (−١, x̄k)− Y٠(x̄k)

∣∣∣ ≤
∣∣∣Ỹ (−١, x̄k)− Y (−١, x̄k)

∣∣∣+ |Y (−١, x̄k)− Y٠(x̄k)|(٣ . ٣١)
≤ ٢γ١٢N − ١W (

١
٢N − ١), k = ٠, ١, · · · , N.

(٣ . ٣٢)
داریم p, k = ٠, ١, · · · , N برای P̃∣∣∣همچنین، (١, x̄k)∣∣∣ = ∣∣∣P̃ (١, x̄k)− P (١, x̄k)
∣∣∣ ≤ ٢γ٢٢N − ١W (

١
٢N − ١), (٣ . ٣٣)∣∣∣Ỹ (t̄p,−١)∣∣∣ = ∣∣∣Ỹ (t̄p,−١)− Y (t̄p,−١)∣∣∣ ≤ ٢γ١٢N − ١W (

١
٢N − ١), (٣۴ . ٣)∣∣∣Ỹ (t̄p, ١)

∣∣∣ = ∣∣∣Ỹ (t̄p, ١)− Y (t̄p, ١)
∣∣∣ ≤ ٢γ١٢N − ١W (

١
٢N − ١), (٣۵ . ٣)∣∣∣P̃ (t̄p,−١)∣∣∣ = ∣∣∣P̃ (t̄p,−١)− P (t̄p,−١)∣∣∣ ≤ ٢γ٢٢N − ١W (

١
٢N − ١), (٣۶ . ٣)∣∣∣P̃ (t̄p, ١)∣∣∣ = ∣∣∣P̃ (t̄p, ١)− P (t̄p, ١)

∣∣∣ ≤ ٢γ٢٢N − ١W (
١

٢N − ١). (٣ . ٣٧)
N ≥ K برای که کنیم انتخاب گونه ای به را K اگر رو این از

max{γ٢)١M١ + ١) + ٢M١γ٢, γ٢)٢M٢ + ١) + ٢M٢γ١,٢γ١,٢γ٢} ≤
√
N,

ͬ کند. م صدق (٣ . ١٩) سیستم در (ā, b̄)N زوج (٣ . ٣٧)‐(٣ . ٢٩) روابط بنابر آنگاه
چندجمله ای های دنباله و (٣ . ١٩) مساله جواب های دنباله که ͬ دهیم م نشان حال

ͬ شود. م هم·را (٣ . ١٠) مساله جواب به آنها درونیاب
جواب های از دنباله ΁ی {(ā, b̄)N = ((āNpk, b̄

N
pk); p, k = ٠, ١, · · · , N}∞N=K اگر .٢ . ۵ . ٣ قضیه

آنها درونیاب چندجمله ای های دنباله {(Y N(·, ·), PN(·, ·))}∞N=K و باشد (٣ . ١٩) سیستم
دنباله ،[−١, ١] در x̄ هر برای و است شده تعریف (٣ . ١٢) رابطه در که باشد

{(Y N(−١, x̄), PN(−١, x̄), Y N
t̄ (·, ·), PN

t̄ (·, ·))}∞N=K

زیردنباله ΁ی دارای
{(Y Ni(−١, x̄), PNi(−١, x̄), Y Ni

t̄ (·, ·), PNi

t̄ (·, ·))}∞i=٠

λ١(·, ·), λ٢(·, ·) ∈ که است هم·را (ϕ∞١ (x̄), ϕ∞٢ (x̄), λ١(·, ·), λ٢(·, ·)) به ی΄نواخت طور به که باشد
زوج آنگاه است. limi→∞Ni = ∞ و ϕ∞٢ (·) ∈ C١−])٢, ١]) ،ϕ∞١ (·) و C٢(Ω̄)

(Ỹ (t̄, x̄), P̃ (t̄, x̄)) =
(
lim
i→∞

Y Ni(t̄, x̄), lim
i→∞

PNi(t̄, x̄)
)
, (٣ . ٣٨)

است. (٣ . ١٠) سیستم جواب (t̄, x̄) ∈ Ω̄ برای



برگر معادله بهینه کنترل مساله ۵٠
داریم فرضیات به توجه با Ỹبرهان. (t̄, x̄) = ϕ∞١ (x̄) +

∫ t̄

−١ λ١(τ, x̄)dτ,

P̃ (t̄, x̄) = ϕ∞٢ (x̄) +
∫ t̄

−١ λ٢(τ, x̄)dτ.
(٣ . ٣٩)

(k = ٠, ١, · · · , N) x̄ = xk و t̄ ∈ [−١, ١] برای (Ỹ (t̄, x̄), P̃ (t̄, x̄)) که ͬ دهیم م نشان ابتدا
،k = ١, · · · , N − ١ مقادیر برخͬ برای کنیم فرض ͬ کند. م صدق (٣ . ١٠) سیستم در
وجود (−١, ١) در τ ΁ی آنگاه نکند. صدق (٣ . ١٠) معادله اولین در (Ỹ (·, x̄k), P̃ (·, x̄k))

که دارد
Ỹt̄(τ, x̄k)− ψ١

(
Ỹ (τ, x̄k), P̃ (τ, x̄k), Ỹx̄(τ, x̄k), Ỹx̄x̄(τ, x̄k)

)
̸= ٠.

وجود {t̄lNi
}∞
i=١ دنباله زیر ΁ی و هستند چ·ال [−١, ١] در {t̄p}Np=٠ نقاط ،N → ∞ وقتͬ

بنابراین است. برقرار limi→∞ t̄lNi
= τ و ٠ < lNi

< Ni که دارد
lim
i→∞

(
Ỹt̄(t̄lNi

, x̄k)− ψ١
(
Ỹ (t̄lNi

, x̄k), P̃ (t̄lNi
, x̄k), Ỹx̄(t̄lNi

, x̄k), Ỹx̄x̄(t̄lNi
, x̄k)

))(۴٣ . ٠)

= Ỹt̄(τ, x̄k)− ψ١
(
Ỹ (τ, x̄k), P̃ (τ, x̄k), Ỹx̄(τ, x̄k), Ỹx̄x̄(τ, x̄k)

)
̸= ٠.

که آنجایی از دی·ر، عبارت به
داریم (٣ . ١٩) از استفاده با ،limi→∞

√
Ni٢Ni−١W ( ١٢Ni−١) = ٠

lim
i→∞

(
Ỹt̄(t̄lNi

, x̄k)− ψ١
(
Ỹ (t̄lNi

, x̄k), P̃ (t̄lNi
, x̄k), Ỹx̄(t̄lNi

, x̄k), Ỹx̄x̄(t̄lNi
, x̄k)

))
= ٠,

(k = ١, · · · , N−١) ،x̄ = x̄k برای (Ỹ (t̄, x̄), P̃ (t̄, x̄)) بنابراین دارد. تناقض (۴٣ . ٠) با که
نشان ͬ توان م روند، همین با ͬ کند. م صدق (٣ . ١٠) معادله اولین در t̄ ∈ [−١, ١] و
که کرد ثابت ͬ توان م سادگͬ به همچنین، ͬ کند. م صدق نیز دوم معادله در که داد
عنوان به ͬ کند. م صدق مرزی شرایط در k = ٠, ١, · · · , N برای (Ỹ (·, x̄k), P̃ (·, x̄k))

داریم است. Ỹ (−١, x̄k) = ٠ ،k = ٠, ١, · · · , N برای که ͬ دهیم م نشان مثال،
٠ ≤ |Ỹ (−١, x̄k)| = | lim

i→∞
Y Ni(−١, x̄k)| = lim

i→∞
|Y Ni(−١, x̄k)| (۴٣ . ١)

= lim
i→∞

|āNi٠k | ≤ lim
i→∞

√
Ni٢Ni − ١W (

١
٢Ni − ١) = ٠.

نقاط ͬ دانیم م حال، است. Ỹ (−١, x̄k) = ٠ ،k = ٠, ١, · · · , N همه برای بنابراین،
که (Ỹ (·, ·), P̃ (·, ·)) زوج بنابراین است. چ·ال [−١, ١] در ،N → ∞ وقتͬ {x̄k}Nk=٠
Ω̄ = [−١, ١] × [−١, ١] روی (٣ . ١٠) برای جواب ΁ی شده، تعریف (٣ . ٣٨) رابطه در

است.



۵١ عددی های مثال

عددی های مثال ۶ . ٣
y٠ = ،ν = ٠٫٠١, ٠٫٠۵ ،α = ١ ،T = ١ با را (۴ . ٣)‐(٣ . ١) مسائل .١ . ۶ . ٣ مثال
روش به هدف تابع تقریبی مقدار ب·یرید. نظر در z(t, x) = ٠ و Φ(u) = u ،sin(۴πx)
، ٠٫٠۵ ازای به [۴٠] (LPS) لژاندر طیفͬ شبه روش مقادیر با و شده محاسبه CPS

ͬ شود م مشاهده است. آمده ٣ . ١ جدول در N = ١٠, ٢٠, ٣٠,۴٠ برای و ν = ٠٫٠١
،٣ . ٢ و ٣ . ١ ش΄ل های هستند. LPS روش نتایج از بهتر CPS روش عددی نتایج که
و N مختلف مقادیر برای آمده دست به بهینه کنترل و حالت متغیرهای از تقریبی
به تقریبی جواب های N افزایش با که ͬ شود م ملاحظه ͬ دهند. م نشان را ν = ٠٫٠۵

دارد. پایداری وضعیت روش و هستند هم·را تابع ΁ی سمت

١ . ۶ . ٣ مثال هدف تابع مقادیر مقایسه :٣ . ١ جدول
ν = ٠٫٠۵ ν = ٠٫٠۵ ν = ٠٫٠١ ν = ٠٫٠١

[۴٠]LPS روش CPS روش [۴٠]LPS روش CPS روش N

٠٫٠١۵٩٠٠٠۶٩۵٢٨٧۶ ٠٫٠١۶٩١١٠٨۵٧۶١۵٩٨ ٠٫٠٨٢٨۶٣٨١٠٠٢٧٧ ٠٫٠٣٣٠١۴٨٨١١٧۴٨۶٢ ١٠
٠٫٠١۵١٩٣٠٩٣٠٨٠٧۶ ٠٫٠١٣٧٣٠۴۴۶۵١٧۶٩٣ ٠٫٠۶٢٠٨۶٧١٠٨٩٠٩ ٠٫٠۴٠۴۴٠٣۵۶٨۵١٨٣٢ ٢٠
٠٫٠١۵١٩٢٢٧٨۴۶۶٨٩ ٠٫٠١۵٠٨٢۵٠۵٣٨٨۵٠١ ٠٫٠۴۶۶٢٨٢۴٢١٢۵٣ ٠٫٠٢٩٧٢٨٢٣٢۵۵٩٧٢۵ ٣٠
٠٫٠١۵١٩١٧۶۶٣٠۶٩۵ ٠٫٠١۵٠٧٣٩۴٠٩٨١۴۵٣ ٠٫٠۴۶٣١٢۴۴۵۵۵١١ ٠٫٠٢٩٠٠۵٠٩١۵٩۶٠١٣ ۴٠

،T = ١ کنید فرض ب·یرید. نظر در را (۴ . ٣)‐(٣ . ١) بهینه کنترل مساله .٢ . ۶ . ٣ مثال
که z(t, x) = y٠(x) و ν = ٠٫٠١ ،α = ٠٫٠۵

y٠(x) =

١, x ∈ (٠, ١٢ ],

٠, اینصورت غیر در
و اولیه شرط

Φ(u) =

u, (٠, T )× ( ١۴ , ٣۴),

٠, اینصورت غیر .در
نشان N مختلف مقادیر برای CPS روش به هدف تابع تقریبی مقدار ٣ . ٢ جدول در
و حالت متغیرهای از تقریبی ترتیب، به ،۴ . ٣ و ٣ . ٣ ش΄ل های در است. شده داده

شده اند. داده نمایش بهینه کنترل

که کنید فرض ب·یرید. نظر در را (۴ . ٣)‐(٣ . ١) بهینه کنترل مساله .٣ . ۶ . ٣ مثال
شده تعریف اولیه شرط همان y٠(x) که z(t, x) = y٠(x) و Φ(u) = u ،α = ١ ،T = ١٠



برگر معادله بهینه کنترل مساله ۵٢
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۵٣ عددی های مثال
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برگر معادله بهینه کنترل مساله ۵۴
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۵۵ عددی های مثال
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برگر معادله بهینه کنترل مساله ۵۶

.٢ . ۶ . ٣ مثال هدف تابع تقریبی مقادیر :٣ . ٢ جدول
JN N

٠٫١٠۶۴١۶۵٨٨٩۶۵٢۵٩ ٢٠
٠٫٠٨۵٧٣٩٣۶۵٩٧١٨٩۵ ٢۵
٠٫٠٨٣١٢٩۶٣١۶٣۴٧١۵ ٣٠

جدول در ͬ بریم. م کار به مساله این حل برای را CPSروش است. ٢ . ۶ . ٣ مثال در
شده محاسبه N مختلف مقادیر برای مذکور روش از استفاده با هزینه تابع مقادیر ،٣ . ٣
آمده دست به بهینه کنترل و حالت متغیرهای از تقریبی ،۶ . ٣ و ۵ . ٣ ش΄ل های است.

ͬ دهند. م نشان را

٣ . ۶ . ٣ مثال هدف تابع تقریبی مقادیر :٣ . ٣ جدول
JN N

٠٫٧٩۵۵٠٢٢٣١٧٠۵٧۵٧ ١٠
٠٫٧٣٢۶۴٩٣٧٣٢٩١٩٠٨ ٢٠
٠٫۶٠۵٠٠٣١٩۴٧٨٣٧۴٣ ٣٠

شده داده مقادیر برای (۴ . ٣)‐(٣ . ١) برگر معادله بهینه کنترل مساله .۴ . ۶ . ٣ مثال
که z(t, x) = y٠(x) مطلوب حالت با Φ(u) = u ،ν = ٠٫٠١ ،α = ٠٫١ ،T = ١٠
y٠(x) = exp(−x)sin(٢πx)
N مختلف مقادیر برای ۴ . ٣ جدول در عددی نتایج ب·یرید. نظر در را است x ∈ [٠, ١]
بهینه کنترل و حالت متغیرهای از تقریبی ،٣ . ٨ و ٣ . ٧ ش΄ل های در است. شده بیان

است. شده داده نمایش

مثال٣ . ۶ . ۴ هدف تابع تقریبی مقادیر :۴ . ٣ جدول
JN N

٠٫١٢١٠٨١٨۵١٠٣٧١٩٩ ٢٠
٠٫١١۶٩٨٠٧٢١٠۶٧٩۵٨ ٣٠
٠٫١١۵٨۵٢٠٠۵٢١٧٢٣٨ ۴٠

جواب وجود و کسری برگر معادله جواب ی΄تایی به مربوط قضایای چهارم، فصل در
ͬ کنیم. م ثابت را معادله این تحت بهینه کنترل مساله



۵٧ عددی های مثال
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برگر معادله بهینه کنترل مساله ۵٨
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۵٩ عددی های مثال
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برگر معادله بهینه کنترل مساله ۶٠
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۴ فصل
کنترل مساله ی΄تایی و جواب وجود

کسری برگر بهینه

مقدمه ١ . ۴
رشد مختلف، زمینه های در کسری جزیی مشتقات معادلات کاربردهای و تحلیل
ͬ توان م کسری، حسابان متنوع ابزارهای از استفاده با است[۴١]. داشته وسیعͬ
مدل بندی بالا دقت با را ... و ΁فیزی شیمͬ،  سیالات، ΁م΄انی شامل زیادی پدیده های
از مختلفͬ روش های با را کسری برگر معادله محققان از بسیاری تاکنون، نمود.
از خان١ آلام .[۴١] نموده اند حل ... و عملیاتͬ ماتریس روش هموتوپی، روش قبیل
برگر معادله حل براي يافته٣ تعميم ديفرانسيلͯ تبديل روش و هموتوپی٢ آشفتگͬ روش
وردش۵ͬ تکرار روش از استفاده با الشریف۴ و سعد .[۴٢] است كرده  استفاده كسری

داده اند[۴٣]. قرار بررسͬ مورد را کسری برگر معادله تقریبی جواب  های
جواب دارای ویژه شرایط تحت کسری برگر معادلات که ͬ دهیم م نشان فصل این در

1Alam Khan
2Homotopy Perturbation Method
3Generalized Differential Transform Method
4 Saad and Al-Sharif
5Variational Iteration Method

۶١



کسری برگر بهینه کنترل مساله ی΄تایی و جواب وجود ۶٢
حداقل کسری برگر معادله تحت بهینه کنترل مساله ͬ کنیم م ثابت به علاوه، است. ی΄تا

ͬ باشد. م بهینه جواب ΁ی دارای

تعاریف و مقدمات ٢ . ۴
X روی T خطͬ تابعک باشد. دار نرم خطͬ فضای X کنید فرض [۴۴] .٢ . ١ . ۴ تعریف
f ∈ X هر ازای به که طوری باشد داشته وجود M ≥ ٠ ΁ی اگر ͬ شود م گفته کراندار

باشیم داشته
|T(f)| ≤M∥f∥.

نشان ∥T∥⋆ با و ͬ شود م گفته T نرم ͬ کنند، م صدق بالا معادله در که هایی M کمینه
فضای که ͬ شود م داده نشان X⋆ با X روی کراندار خطͬ توابع مجموعه ͬ شود.  م داده

است. خطͬ فضای ΁ی و ͬ شود م نامیده X دوگان
ͬ شود م تعریف زیر به صورت که J : X → (X⋆)⋆ خطͬ عمل·ر [۴۴] .٢ . ٢ . ۴ تعریف

J(x)[ψ] = ψ(x), x ∈ X, ψ ∈ X⋆,

نامیده بازتابی٧ X فضای همچنین، ͬ شود. م گفته (X⋆)⋆ توی به X طبیع۶ͬ نشاندن
باشد. J(X) = (X⋆)⋆ اگر ͬ شود م

ͬ شود. م گفته X دوم دوگان X⋆⋆ و ͬ دهند م نشان X⋆⋆ با را (X⋆)⋆ معمولا˟
΁ی X اگر ͬ شود م گفته پذیر٨ ΁تفکی X دار نرم خطͬ فضای [۴۴] .٢ . ٣ . ۴ تعریف

است. چ·ال X در که باشد داشته شمارا زیرمجموعه
که Lp(E) دار نرم خطͬ فضای باشد، پذیر اندازه E مجموعه اگر [۴۴] .٢ . ١ . ۴ قضیه

است. پذیر ΁تفکی ،١ ≤ p <∞

΁متری به نسبت که است دار نرم خطͬ فضای ΁ی باناخ فضای [۴۴] .۴ . ٢ . ۴ تعریف
است. کامل ΁متری فضای ΁ی نرمش، از آمده دست به

باشد. آن دوگان فضای Y ⋆ و حقیقͬ باناخ فضای ΁ی Y کنید فرض
مجموعه های اگر ͬ شود م نامیده کراندار B : Y −→ Y ⋆ عمل·ر [۴۵] .۵ . ٢ . ۴ تعریف

نماید. تصویر Y ⋆ کراندار زیرمجموعه های به را Y کراندار
6Natural Embedding
7Reflexive
8Seperable



۶٣ تعاریف و مقدمات
هر برای اگر ͬ شود م نامیده نیم‐پیوسته٩ B : Y −→ Y ⋆ عمل·ر [۴۵] .۶ . ٢ . ۴ تعریف

تابع ،z١, z٢, w ∈ Y

f(λ) =< B(z١ + λz٢), w >, λ ∈ R,

باشد. پیوسته
z١, z٢ ∈ هر برای اگر ͬ شود م نامیده ی΄نوا١٠ B : Y −→ Y ⋆ عمل·ر [۴۵] .٢ . ٧ . ۴ تعریف

باشیم داشته Y
< B(z١)−B(z٢), z١ − z٢ >⩾ ٠.

باشیم داشته z١ ̸= z٢ برای اگر همچنین،
< B(z١)−B(z٢), z١ − z٢ >> ٠

ͬ شود. م گفته ی΄نوا اکیداً B
ͬ شود م گفته قوی١١ هم·رای X دار نرم فضای در {xn} دنباله [۴۶] .٢ . ٨ . ۴ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود x ∈ X هرگاه
lim
n→∞

∥xn − x∥ = ٠.
ͬ شود م گفته ضعیف١٢ هم·رای X دار نرم فضای در {xn} دنباله [۴۶] .٢ . ٩ . ۴ تعریف
X⋆ در T پیوسته خطͬ تابعک هر برای که طوری به باشد داشته وجود x ∈ X هرگاه

باشیم داشته
lim
n→∞

T (xn) = T (x).

هرگاه ͬ شود م گفته شبه‐ی΄نوا١٣ B : Y −→ Y ⋆ کراندار عمل·ر [۴۵] .٢ . ١٠ . ۴ تعریف
باشد، Y در ضعیف هم·رای uj −→ u آنگاه ،j → ∞ اگر . ١

limj→∞ < B(uj), uj − u >= که دهد نتیجه lim supj→∞ < B(uj), uj − u >⩽ ٠ . ٢
،٠

باشد. Y ⋆ در ضعیف هم·رای B(uj) −→ B(u) آنگاه ،j → ∞ اگر . ٣
کراندار، B : Y −→ Y ⋆ و بازتابی باناخ فضای Y کنید فرض [۴۵] .٢ . ٢ . ۴ قضیه

است. شبه‐ی΄نوا B صورت این در باشد، ی΄نوا و نیم‐پیوسته
9Hemi-Continuous

10Monotone
11Strongly Convergent
12Weekly Convergent
13Pseudo-Monotone



کسری برگر بهینه کنترل مساله ی΄تایی و جواب وجود ۶۴
اگر ͬ شود م گفته اجباری١۴ B : Y −→ Y ⋆ عمل·ر [۴۵] .٢ . ١١ . ۴ تعریف

lim
∥z∥→∞

< B(z), z >

∥z∥
= ∞.

که ب·یرید نظر در گونه ای به را B : Y −→ Y ⋆ عمل·ر اکنون،
B(z) = F, (١ . ۴)

است. دلخواه و F ∈ Y ⋆ که
p مزدوج q و ١ < p, q < ∞ کنید فرض هولدر١۵) (نامساوی [۴۴] .٢ . ١٢ . ۴ تعریف

و f.g ∈ L١ آن گاه g ∈ Lq و f ∈ Lp اگر ∫باشد.
|f.g| ≤ ∥f∥p∥g∥q

B : Y −→ Y ⋆ و بازتابی پذیر ΁تفکی باناخ فضای Y کنید فرض [۴۵] .٢ . ٣ . ۴ قضیه
(١ . ۴) معادله دلخواه، F ∈ Y ⋆ هر برای صورت این در باشد، اجباری و شبه‐ی΄نوا

است. ی΄تا جواب آنگاه باشد، ی΄نوا اکیداً B اگر به علاوه، دارد. z ∈ Y جواب ΁ی
u٠ ∈ Y به که باشد Y در دنباله ΁ی {un}n∈N کنید فرض ( [۴٧] مازور١۶ (لم .٢ . ١ . ۴ لم
که گونه ای به دارد وجود N : N → N تابع ΁ی صورت این در باشد. ضعیف هم·رای

ͬ شود م تعریف زیر ش΄ل به که Y در {ūn}n∈N دنباله

ūn =

N(n)∑
k=n

λkuk,

هم·رای ͬ باشد، م λk ≥ ٠ ،k = n, · · · , N(n) برای و است ∑N(n)
k=n λk = ١ آن در که

است. u٠ به قوی
اندازه توابع دنباله {fn} کنید فرض (١٧΃لب مغلوب هم·رایی (قضیه .۴ . ٢ . ۴ قضیه
نقطه ای طور به جا همه تقریباً ،n → ∞ وقتͬ باشد، Λ پذیر اندازه مجموعه روی پذیر
این در است. Λ روی انتگرال پذیر تابع ΁ی g که است، |fn| ⩽ g ،n هر برای و ،fn → f

و است انتگرال پذیر Λ روی f ∫صورت
Λ

fdµ = lim
n→∞

∫
Λ

fndµ.

14Coercive
15Holder Inequality
16Mazur’s Lemma
17Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem



۶۵ اصلͬ نتایج
و m ∈ N ،α ∈ (m− ١,m) ،u ∈ Cm([٠, T ]) ،T > ٠ کنید فرض [٧ ،۴] .۵ . ٢ . ۴ قضیه

داریم t ∈ [٠, T ] برای صورت این در باشد. v ∈ C٠])١, T ])
١. R٠ Dα

t v(t) =
d

dt
R٠ I١−α

t v(t), m = ١,
٢. R٠ Dα

t
R٠ Iαt v(t) = v(t),

٣. R٠ Iαt R٠ Dα
t u(t) = u(t)−

m−١∑
k=٠

tk

k!
uk(٠),

۴. lim
t→٠+

R٠ Dα
t u(t) = lim

t→٠+
R٠ Iαt u(t) = ٠.

فضای باشد. k ∈ N و ١ ≤ p ≤ ∞ ،n ∈ N ،Ω ⊆ Rn کنید فرض [۴٨] .٢ . ١٣ . ۴ تعریف
چند α هر برای که گونه ای به است Ω روی f توابع همه مجموعه ،W k,p(Ω) سوبولف١٨

ترکیبی جزیی مشتقات ،|α| ≤ k با اندیسه
f (α) =

∂|α|f

∂x
α١١ . . . ∂xαn

n

(٢ . ۴)
به علاوه و باشد موجود ضعیف مفهوم f∥∥در (α)

∥∥
Lp(Ω)

<∞. (٣ . ۴)
W k,p(Ω) فضای نرم و گوییم W k,p(Ω) سوبولف فضای مرتبه را k طبیعͬ عدد اینجا در

ͬ شود م تعریف زیر به صورت

∥f∥Wk,p(Ω) =


(∑

|α|≤k

∥∥f (α)
∥∥p
Lp(Ω)

) ١
p
, ١ ≤ p <∞,

max|α|≤k

∥∥f (α)
∥∥
L∞(Ω)

, p = ∞.

(۴ . ۴)

اصلͬ نتایج ٣ . ۴
مساله بیان ٣ . ١ . ۴

،β ⩾ ٠ ،ν ⩾ ٠ ،p > ١ ،T > ٠ ،Ω = [٠, ١] ،Σ = [٠, T ] ،Q = [٠, T ]× [٠, ١] کنید فرض
به باشد y٠ ∈ L∞(Ω) و f ∈ L∞(Q) که کنید فرض همچنین، .b > ٠ و a > ٠ ،γ ⩾ ٠
مساله .y(٠)٠ = y(١)٠ = ٠ و |y٠| ⩽ a باشیم داشته Ω در جا همه تقریباً که گونه ای

ͬ گیریم م نظر در را زیر کسری برگر معادله تحت بهینه کنترل
Minimize(y,u)∈X J(y, u) = β ∥y − yd∥pLp(Q) + γ ∥u∥pLp(Q) , (۵ . ۴)

18Sobolev Space



کسری برگر بهینه کنترل مساله ی΄تایی و جواب وجود ۶۶
است شده تعیین قبل از مطلوب مقدار ΁ی yd ∈ W ١,p(Q) که

R٠ Dα
t y(t, x) + y(t, x) ∂y

∂x
(t, x)− ν ∂٢y

∂x٢ (t, x) = f(t, x) + u(t, x) (t, x) ∈ Q,

y(t, ٠) = y(t, ١) = ٠, t ∈ Σ,

y(٠, x) = y٠(x), x ∈ Ω,

(۶ . ۴)

و
X = {(y, u) ∈ (L∞(Q))٢ : |y| ≤ a, |u| ≤ b a.e. (t, x) ∈ Q}. (٧ . ۴)

مساله جواب ٣ . ٢ . ۴
برای (۶ . ۴) مساله ،a و ν برای مناسب شرایط تحت که ͬ دهیم م نشان ابتدا ادامه، در
است، |u| ≤ b جا همه تقریباً Q در که گونه ای به است ی΄تا جواب دارای u ∈ L∞(Q) هر
بهینه جواب ΁ی دارای حداقل (۵ . ۴) بهینه کنترل مساله که ͬ کنیم م ثابت سپس و

است.
گردند انتخاب دلخواه به b > ٠ و α ∈ (٠, ١) ،p > ١ ،T > ٠ کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه

در که باشند مثبت ثابت های K و a ،ν به علاوه و
νK − T ٢−α+ p−٢

p

(p(١ − α) + ١) ١
p Γ(٢ − α)

− ٢aT p−٢
p > ٠ (٨ . ۴)

،Ω در جا همه تقریباً ،y(٠)٠ = y(١)٠ = ٠ ،y٠ ∈ L∞(Ω) که کنید فرض ͬ کنند. م صدق
هر برای صورت، این در باشد. داشته وجود Ω در جا همه تقریباً y′′٠ و y′٠ و باشد |y٠| ≤ a

y ∈ W ١,p(Q) در ی΄تا جواب دارای (۶ . ۴) مساله صدق کند، |u| ⩽ b در که u ∈ L∞(Q)

است.
مساله کلیت از که آن بدون باشد. ١

p
+ ١

q
= ١ که گونه ای به q > ١ کنید فرض برهان.

z = y− y٠ متغیر تغییر از صورت این غیر در باشد، y٠ = ٠ ͬ کنیم م فرض شود، کاسته
سوبولف فضای از بسته خطͬ دار نرم فضای زیر V کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده

باشیم داشته y١, y٢ ∈ V هر برای و است ٠ ∈ V که طوری باشد، W ١,p(Q)∫ T

٠

∫ ١
٠

(
∂y١
∂x

− ∂y٢
∂x

)٢
(s, z)dzds ≥ K

(∫ T

٠

∫ ١
٠
|y١ − y٢|p(s, z)dzds

+

∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣ ∂∂t(y١ − y٢)
∣∣∣∣p (s, z)dzds+ ∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣ ∂∂x(y١ − y٢)
∣∣∣∣p (s, z)dzds) ٢

p
,

باشیم داشته y ∈ V هر برای و
y(٠, x) = y(T, x) = y(t, ٠) = y(t, ١) = ٠, |y| ≤ a a.e. (t, x) ∈ Q



۶٧ اصلͬ نتایج
داریم y ∈ V هر برای است، ٠ ∈ V چون ویژه به

y(٠, x) = y(T, x) = ٠, x ∈ Ω,∫ T

٠

∫ ١
٠

(
∂y

∂x

)٢
(s, z)dzds ⩾ K

(∫ T

٠

∫ ١
٠
|y|p(s, z)dzds

+

∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂y∂t
∣∣∣∣p (s, z)dzds+ ∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂y∂x
∣∣∣∣p (s, z)dzds) ٣

p
.

و باشد a = ٢٠ و p > ١ ،T = ١ کنید فرض ادعا اثبات برای .V ̸= {٠} صورت این در
ͬ کنیم م تعریف شود. انتخاب دلخواه به α ∈ (٠, ١)

f(t, x) =


١۶

(t+١)٢(x+١)٢ , (t, x) ∈
[ ١۴ , ٣۴

]
×
[ ١۴ , ٣۴

]
,

٠, (t, x) ∈ Q\
([ ١۴ , ٣۴

]
×
[ ١۴ , ٣۴

])
,

L = ∥f∥٢
W ١,p(Q)

, (٩ . ۴)
M = ١٠٢۴

∫ ٣۴
١۴

∫ ٣۴
١۴

١
(s+ ١)۴(z + ١)۶dzds.

ͬ گیریم م نظر در طوری را ν > ٠ اکنون هستند. مثبت M و L که باشید داشته توجه
که

١
ν

(
۴٠ +

١
(p(١ − α) + ١) ١

pΓ(٢ − α)

)
<
M

٢L
ͬ کنیم م تعریف و

K =
M

٢L.
داریم به علاوه ͬ کنند. م صدق (٨ . ۴) در K و a ،ν رو، این از

∫ ١
٠

∫ ١
٠

(
∂f

∂x

)٢
(s, z)dzds = ١٠٢۴

∫ ٣۴
١۴

∫ ٣۴
١۴

١
(s+ ١)۴(z + ١)۶dzds =M,

و

K
(∫ ١

٠

∫ ١
٠
|f |p(s, z)dzds+

∫ ١
٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣ ∂∂tf
∣∣∣∣p (s, z)dzds+ ∫ ١

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣ ∂∂xf
∣∣∣∣p (s, z)dzds) ٢

p

= KL

=
M

٢
<

∫ ١
٠

∫ ١
٠

(
∂f

∂x

)٢
(s, z)dzds,



کسری برگر بهینه کنترل مساله ی΄تایی و جواب وجود ۶٨
.V ̸= {٠} یعنͬ ͬ باشد م ٠ ̸= f ∈ V نتیجه در است، |f | ≤ a ،Q در جا همه تقریباً
را زیر مساله حال است. g ∈ V آنگاه ،|l| < ١ ،g(t, x) = lf(t, x) ،Q در اگر همچنین

ب·یرید نظر در
R٠ Dα

t y + y
∂y

∂x
− ν

∂٢y
∂x٢ = f + u, (t, x) ∈ Q, (١٠ . ۴)

y(t, ٠) = y(t, ١) = ٠, t ∈ Σ, (١١ . ۴)
y(٠, x) = ٠, x ∈ Ω. (١٢ . ۴)
روی و کنیم ضرب v در را (١٠ . ۴) رابطه طرفین اگر ͬ گیریم، م نظر در را v ∈ V تابع

داریم ب·یریم، انتگرال Q∫
Q

(R٠ Dα
t y)v dxdt+

∫
Q

y
∂y

∂x
v dxdt− ν

∫
Q

∂٢y
∂x٢v dxdt =

∫
Q

(f + u)v dxdt.

داریم (۵ . ٢ . ۴) قضیه و (١١ . ۴) شرط جزء، به جزء انتگرال·یری از استفاده ∫با
Q

∂

∂t

(
R٠ I١−α

t y
)
v dxdt−

∫
Q

y

(
∂y

∂x
v + y

∂v

∂x

)
dxdt+ ν

∫
Q

∂y

∂x

∂v

∂x
dxdt

=

∫
Q

(f + u)v dxdt,

یا
−
∫
Q

(R٠ I١−α
t y)

∂v

∂t
dxdt−

∫
Q

y

(
∂y

∂x
v + y

∂v

∂x

)
dxdt+ ν

∫
Q

∂y

∂x

∂v

∂x
dxdt (١٣ . ۴)

=

∫
Q

(f + u)v dxdt.

ͬ آوریم م دست به (١٢ . ۴) از استفاده با
R٠ I١−α

t y =
١

Γ(١ − α)

∫ t

٠
(t− s)−αy(s, x)ds

= − ١
(١ − α)Γ(١ − α)

∫ t

٠
∂

∂s
(t− s)١−αy(s, x)ds

= − ١
Γ(٢ − α)

(t− s)١−αy(s, x)|s=t
s=٠ +

١
Γ(٢ − α)

∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

=
١

Γ(٢ − α)

∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds.

داریم (١٣ . ۴) معادله و اینجا از
− ١

Γ(٢ − α)

∫
Q

(∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

)
∂v

∂t
dxdt (١۴ . ۴)

−
∫
Q

y

(
∂y

∂x
v + y

∂v

∂x

)
dxdt+ ν

∫
Q

∂y

∂x

∂v

∂x
dxdt

=

∫
Q

(f + u)v dxdt.



۶٩ اصلͬ نتایج
که طوری باشند تابعͬ دو A : V → V ⋆ و F : V → V ⋆ که کنید فرض حال

< F (u), v > =

∫ T

٠

∫ ١
٠
(f + u)vdxdt, u, v ∈ V,

< A(y), v > = − ١
Γ(٢ − α)

∫ T

٠

∫ ١
٠

∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

∂v

∂t
dxdt

−
∫ T

٠

∫ ١
٠
y

(
∂y

∂x
v + y

∂v

∂x

)
dxdt+ ν

∫ T

٠

∫ ١
٠
∂y

∂x

∂v

∂x
dxdt, y ∈ V,

،(١٢ . ۴)‐(١٠ . ۴) مساله و (١۴ . ۴) از استفاده با که است کافͬ اثبات کردن کامل برای
و p > ٢ حالت دو است. y ∈ W ١,p(Q) ی΄تای جواب دارای A(y) = F که دهیم نشان

ͬ گیریم. م نظر در ترتیب به را ١ < p ⩽ ٢

نیم‐پیوسته، کراندار، خطͬ عمل·ر ΁ی A که ͬ دهیم م نشان ابتدا .p > ٢ I: حالت
است. اجباری و ی΄نوا

کنید فرض ادعا اثبات برای است. کراندار خطͬ عمل·ر ΁ی A : V → V ⋆ . ١
داریم هولدر نامساوی از استفاده با باشد. y ∈ V

١
Γ(٢ − α)

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

∣∣∣∣q dxdt
) ١

q

⩽ ١
Γ(٢ − α)

(∫ T

٠

∫ ١
٠

(∫ t

٠
(t− s)p(١−α)ds

) q
p
(∫ t

٠

∣∣∣∣ ∂∂sy(s, x)
∣∣∣∣q ds) dxdt

) ١
q

⩽ T ١−α+ ١
p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∫ t

٠

∣∣∣∣ ∂∂sy(s, x)
∣∣∣∣q dsdxdt

) ١
q

⩽ T ١−α+ ١
p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∫ T

٠

∣∣∣∣ ∂∂sy(s, x)
∣∣∣∣q dsdxdt

) ١
q

⩽ T ٢−α

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣ ∂∂sy(s, x)
∣∣∣∣q dsdx

) ١
q

⩽ T ٢−α

(p(١ − α) + ١) ١
p Γ(٢ − α)

(∫ T

٠

∫ ١
٠
dsdx

) p−٢
(p−١)q (∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣ ∂∂sy(s, x)
∣∣∣∣(p−١)q) ١

(p−١)q

⩽ T ٢−α+ p−٢
p

(p(١ − α) + ١) ١
p Γ(٢ − α)

∥y∥V .



کسری برگر بهینه کنترل مساله ی΄تایی و جواب وجود ٧٠
همچنین

١
Γ(٢ − α)

∣∣∣∣∣
∫ T

٠

∫ ١
٠

(∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

)
∂v

∂t
(t, x)dxdt

∣∣∣∣∣ (١۵ . ۴)

⩽ ١
Γ(٢ − α)

∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v∂t (t, x)
∣∣∣∣ dxdt

⩽ ١
Γ(٢ − α)

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

∣∣∣∣q dxdt
) ١

q

×

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂v∂t (t, x)
∣∣∣∣p dxdt

) ١
p

⩽ T ٢−α+ p−٢
p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

∥y∥V ∥v∥V .

∣∣∣∣∣به علاوه
∫ T

٠

∫ ١
٠
y(t, x)

∂y

∂x
(t, x)v(t, x)dxdt

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ T

٠

∫ ١
٠
|y(t, x)|

∣∣∣∣∂y∂x(t, x)
∣∣∣∣ |v(t, x)| dxdt

⩽ a

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂y∂x(t, x)
∣∣∣∣q dxdt

) ١
q
(∫ T

٠

∫ ١
٠
|v(t, x)|p dxdt

) ١
p

⩽ a

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂y∂x(t, x)
∣∣∣∣q dxdt

) ١
q

∥v∥V

⩽ a∥v∥V

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂y∂x(t, x)
∣∣∣∣q(p−١)

dxdt

) ١
(p−١)q (∫ T

٠

∫ ١
٠
dxdt

) p−٢
(p−١)q

⩽ aT
p−٢
p ∥y∥V ∥v∥V .

(١۶ . ۴)
∣∣∣∣∣داریم

∫ T

٠

∫ ١
٠
(y(t, x))٢ ∂v

∂x
(t, x)dxdt

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ T

٠

∫ ١
٠
|y(t, x)| |y(t, x)|

∣∣∣∣∂v∂x(t, x)
∣∣∣∣ dxdt

(١٧ . ۴)
⩽ a

(∫ T

٠

∫ ١
٠
|y(t, x)|q dxdt

) ١
q
(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂v∂x(t, x)
∣∣∣∣p dxdt

) ١
p

⩽ a∥v∥V

(∫ T

٠

∫ ١
٠
|y(t, x)|(p−١)q dxdt

) ١
(p−١)q (∫ T

٠

∫ ١
٠
dxdt

) p−٢
(p−١)q

⩽ aT
p−٢
p ∥y∥V ∥v∥V .



٧١ اصلͬ نتایج
بنابراین

ν

∣∣∣∣∣
∫ T

٠

∫ ١
٠
∂y

∂x
(t, x)

∂v

∂x
(t, x)dxdt

∣∣∣∣∣ ⩽ ν

∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂y∂x(t, x)
∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v∂x(t, x)

∣∣∣∣ dxdt
⩽ ν

(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂y∂x(t, x)
∣∣∣∣q dxdt

) ١
q
(∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂v∂x(t, x)
∣∣∣∣p dxdt

) ١
p

⩽ ν

(∫ T

٠

∫ ١
٠
dxdt

) p−٢
(p−١)q (∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣∂y∂x(t, x)
∣∣∣∣q(p−١)

dxdt

) ١
q(p−١)

∥v∥V

⩽ νT
p−٢
p ∥y∥V ∥v∥V .

داریم (١٨ . ۴)‐(١۵ . ۴) از استفاده با
|< A(y), v >|

=
∣∣∣ ١
Γ(٢ − α)

∫ T

٠

∫ ١
٠

(∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

)
∂v

∂t
(t, x)dxdt

+

∫ T

٠

∫ ١
٠
y(t, x)

∂y

∂x
(t, x)v(t, x)dxdt+

∫ T

٠

∫ ١
٠
(y(t, x))٢ ∂v

∂x
(t, x)dxdt

− ν

∫ T

٠

∫ ١
٠
∂y

∂x
(t, x)

∂v

∂x
(t, x)dxdt

∣∣∣
⩽ ١

Γ(٢ − α)

∣∣∣∣∣
∫ T

٠

∫ ١
٠

(∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y(s, x)ds

)
∂v

∂t
(t, x)dxdt

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ T

٠

∫ ١
٠
y(t, x)

∂y

∂x
(t, x)v(t, x)dxdt

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ T

٠

∫ ١
٠
(y(t, x))٢ ∂v

∂x
(t, x)dxdt

∣∣∣∣∣
+ ν

∣∣∣∣∣
∫ T

٠

∫ ١
٠
∂y

∂x
(t, x)

∂v

∂x
(t, x)dxdt

∣∣∣∣∣
⩽ T ٢−α+ p−٢

p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

∥y∥V ∥v∥V + aT
p−٢
p ∥y∥V ∥v∥V

+ aT
p−٢
p ∥y∥V ∥v∥V + νT

p−٢
p ∥y∥V ∥v∥V

=

(
T ٢−α+ p−٢

p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

∥y∥V + ٢aT p−٢
p ∥y∥V + νT

p−٢
p ∥y∥V

)
∥v∥V .

نتیجه در

∥A(y)∥V ⋆ ⩽ T ٢−α+ p−٢
p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

∥y∥V + ٢aT p−٢
p ∥y∥V + νT

p−٢
p ∥y∥V .

است. کراندار A : V → V ⋆ بنابراین



کسری برگر بهینه کنترل مساله ی΄تایی و جواب وجود ٧٢
زیر تابع باشند، y١, y٢, v ∈ V کنید فرض است. نیم‐پیوسته A : V → V ⋆ . ٢

کنید تعریف را
ϕ(λ) =< A(y١ + λy٢), v >, λ ∈ R.

داشته k → ∞ وقتͬ که باشد R در دنباله ΁ی {λk}k∈N کنید فرض به علاوه
داریم .λk → λ باشیم

< A(y١ + λky٢), v >=

− ١
Γ(٢ − α)

∫ T

٠

∫ ١
٠

(∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
(y١(s, x) + λky٢(s, x)) ds

)
∂v

∂t
(t, x)dxdt

−
∫ T

٠

∫ ١
٠
(y١(t, x) + λky٢(t, x))

∂

∂x
(y١(t, x) + λky٢(t, x)) v(t, x)dxdt

−
∫ T

٠

∫ ١
٠
(y١(t, x) + λky٢(t, x))٢ ∂v

∂x
(t, x)dxdt

+ ν

∫ T

٠

∫ ١
٠

(
∂y١
∂x

(t, x) + λk
∂y٢
∂x

(t, x)

)
∂v

∂x
(t, x)dxdt.

∫چون t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
(y١(s, x) + λky٢(s, x)) ds −→∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
(y١(s, x) + λy٢(s, x)) ds, (t, x) ∈ Q,

y١ + λky٢ −→ y١ + λy٢,
∂y١
∂x

+ λk
∂y٢
∂x

−→ ∂y١
∂x

+ λ
∂y٢
∂x

, as k → ∞, (t, x) ∈ Q.

داریم است، کراندار دنباله ΁ی R در {λk}k∈N که آنجا ∫∣∣∣∣از t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
(y١(s, x) + λky٢(s, x)) ds

∣∣∣∣q
⩽ c

(∣∣∣∣∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y١(s, x)ds

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
y٢(s, x)ds

∣∣∣∣q) , (t, x) ∈ Q,

|y١ + λky٢|q
∣∣∣∣∂ (y١ + λky٢)

∂x

∣∣∣∣q ⩽ c (|y١|q + |y٢|q)
(∣∣∣∣∂y١

∂x

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣∂y٢
∂x

∣∣∣∣q) ,
|y١ + λky٢|٢q ⩽ c

(
|y٢|١q + |y٢|٢q

)
,∣∣∣∣∂y١

∂x
+ λk

∂y٢
∂x

∣∣∣∣q ⩽ c

(∣∣∣∣∂y١
∂x

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣∂y٢
∂x

∣∣∣∣q) in Q.

(١٨ . ۴)

که ͬ گیریم م نتیجه ،(۴ . ٢ . ۴) ΃لب مغلوب هم·رایی قضیه از استفاده با لذا
lim
k→∞

< A(y١ + λky٢), v >=< A(y١ + λy٢), v > .



٧٣ اصلͬ نتایج
برای آنگاه باشد، y١ ̸= y٢ و y١, y٢ ∈ V اگر است ی΄نوا A : V → V ⋆ . ٣

داریم y = v = y١ − y٢

< A(y١ − y٢), y١ − y٢ >=

− ١
Γ(٢ − α)

∫ T

٠

∫ ١
٠

∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
(y١(s, x)− y٢(s, x))ds

×
(
∂y١
∂t

(t, x)− ∂y٢
∂t

(t, x)

)
dxdt

−
∫ T

٠

∫ ١
٠
(y١(t, x)− y٢(t, x))٢ ∂

∂x
(y١(t, x)− y٢(t, x)) dxdt

−
∫ T

٠

∫ ١
٠
(y١(t, x)− y٢(t, x))٢

(
∂y١
∂x

(t, x)− ∂y٢
∂x

(t, x)

)
dxdt

+ν

∫ T

٠

∫ ١
٠

(
∂y١
∂x

(t, x)− ∂y٢
∂x

(t, x)

)٢
dxdt

⩾ − ١
Γ(٢ − α)

∣∣∣∫ T

٠

∫ ١
٠

∫ t

٠
(t− s)١−α ∂

∂s
(y١(s, x)− y٢(s, x))ds

×
(
∂y١
∂t

(t, x)− ∂y٢
∂t

(t, x)

)
dxdt

∣∣∣
−

∣∣∣∣∣
∫ T

٠

∫ ١
٠
(y١(t, x)− y٢(t, x))٢ ∂

∂x
(y١(t, x)− y٢(t, x)) dxdt

∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣
∫ T

٠

∫ ١
٠
(y١(t, x)− y٢(t, x))٢

(
∂y١
∂x

(t, x)− ∂y٢
∂x

(t, x)

)
dxdt

∣∣∣∣∣
+ν

∫ T

٠

∫ ١
٠

(
∂y١
∂x

(t, x)− ∂y٢
∂x

(t, x)

)٢
dxdt

⩾ − T ٢−α+ p−٢
p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

∥y١ − y٢∥٢
V − ٢aT p−٢

p ∥y١ − y٢∥٢
V

+νK
(∫ T

٠

∫ ١
٠
|y١(t, x)− y٢(t, x)|pdxdt

+

∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣ ∂∂t (y١(t, x)− y٢(t, x))
∣∣∣∣p dxdt

+

∫ T

٠

∫ ١
٠

∣∣∣∣ ∂∂x (y١(t, x)− y٢(t, x))
∣∣∣∣p dxdt) ٢

p

⩾ − T ٢−α+ p−٢
p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

∥y١ − y٢∥٢
V − ٢aT p−٢

p ∥y١ − y٢∥٢
V

+νK∥y١ − y٢∥٢
V

=

(
νK − T ٢−α+ p−٢

p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

− ٢aT p−٢
p

)
∥y١ − y٢∥٢

V .



کسری برگر بهینه کنترل مساله ی΄تایی و جواب وجود ٧۴
ی΄نوا اکیداً A : V → V ⋆ که ͬ گیریم م نتیجه ،(٨ . ۴) شرط از و اینجا از

است.
داریم y ∈ V برای است. اجباری تابعک ΁ی A : V → V ⋆ . ۴

< A(y), y >⩾
(
νK − T ٢−α+ p−٢

p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

− ٢aT p−٢
p

)
∥y∥٢

V .

بنابراین،
< A(y), y >

∥y∥V
⩾
(
νK − T ٢−α+ p−٢

p

(p(١ − α) + ١) ١
pΓ(٢ − α)

− ٢aT p−٢
p

)
∥y∥V ,

و
lim

∥y∥V →∞

< A(y), y >

∥y∥V
= ∞.

،٢ . ٢ . ۴ قضیه بنابر است، ی΄نوا و نیم‐پیوسته کراندار، A : V → V ⋆ که آنجا از
ی΄نوا، اکیداً A : V → V ⋆ ترتیب، بدین است. ی΄نوا شبه A که ͬ گیریم م نتیجه
جواب دارای A(y) = F معادله ٢ . ٣ . ۴ قضیه بر بنا و است اجباری و ی΄نوا شبه

است. y ∈ W ١,p(Q) و است V در ی΄تا
داریم r٢ ∈ (١,٢] و r١ ⩾ ٢ برای و است کراندار Q .١ < p ≤ ٢ II: حالت

W ١,r١(Q) ↪→ W ١,r٢(Q)

اثبات و است y ∈ W ١,p(Q) داریم ،p > ١ هر برای که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین
ͬ شود. م کامل

انتخاب دلخواه به α ∈ (٠, ١) و باشند b > ٠ و p > ١ ،T > ٠ کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ قضیه
همچنین، ͬ کنند. م صدق (٨ . ۴) در که باشند مثبتͬ ثابت های K و a ،ν و باشد، شده
y(٠)٠ = y(١)٠ = ٠ باشد، |y٠| ≤ a ،Ω در جا همه تقریباً ،y٠ ∈ L∞(Q) که کنید فرض
حداقل (۶ . ۴)‐(۵ . ۴) مساله آنگاه باشند. داشته وجود Ω در جا همه تقریباً y′′٠ و y′٠ و

است. بهینه جواب ΁ی دارای
از J(y, u) پس است، J(y, u) ⩾ ٠ ،(٧ . ۴) در شده تعریف X روی که آنجا از برهان.
نقطه در inf(J) که ͬ کنیم م ثابت است. موجود inf(J) بنابراین، است. کراندار پایین

ͬ افتد. م اتفاق (ȳ, ū) ∈ X



٧۵ اصلͬ نتایج
وقتͬ که طوری به باشد (۵ . ۴) کننده مینیمم دنباله {(yk, uk)}k∈N کنید فرض

باشیم داشته k → ∞
J(yk, uk) −→ inf(J).

هم·رای که ͬ گیریم م نظر در (L∞(Q))٢ در صورت همین به دنباله ای زیر به علاوه
ترتیب، به ydl و yd کنید فرض همچنین است. (ȳ, ū) ∈ X عضو ΁ی به ضعیف
داریم Lp(Q) در که طوری باشند، u = ul و u = u برای (۵ . ۴) ی΄تای جواب های
به دارند وجود {vk}Nn

k=١ و {zk}Nn

k=١ دنباله های ،٢ . ١ . ۴ مازور لم از استفاده با .ydl → yd

که گونه ای
zk =

Nk∑
l=k

λlyl, vk =

Nk∑
l=k

µlul,

وقتͬ و k ∈ N ،l ∈ {k, ..., Nk} ،µl ⩾ ٠ ،λl ⩾ ٠ ،∑Nk

l=k µl = ١ ،∑Nk

l=k λl = ١ که
بنابراین .vk → ū و zk → ȳ داریم قوی طور به Lp(Q) در ،k → ∞

inf(J) ⩽ J(ȳ, ū) = β ∥ȳ − ȳd∥pLp(Q) + γ ∥ū∥pLp(Q)

= β lim sup
k→∞

∥zk − ȳd∥pLp(Q) + γ lim sup
k→∞

∥vk∥pLp(Q)

= β lim sup
k→∞

∥∥∥∥∥
Nk∑
l=k

λlyl − ȳd

∥∥∥∥∥
p

Lp(Q)

+ γ lim sup
k→∞

∥∥∥∥∥
Nk∑
l=k

µlul

∥∥∥∥∥
p

Lp(Q)

⩽ β lim sup
k→∞

∥∥∥∥∥
Nk∑
l=k

λl(yl − ȳd)

∥∥∥∥∥
p

Lp(Q)

+ γ lim sup
k→∞

Nk∑
l=k

µl ∥ul∥pLp(Q)

⩽ β lim sup
k→∞

Nk∑
l=k

λl ∥yl − ȳd∥pLp(Q) + γ lim sup
k→∞

Nk∑
l=k

µl ∥ul∥pLp(Q)

= β lim sup
k→∞

Nk∑
l=k

λl ∥yl − ydl + ydl − ȳd∥pLp(Q) + γ lim sup
k→∞

Nk∑
l=k

µl ∥ul∥pLp(Q)

⩽ β lim sup
k→∞

Nk∑
l=k

λl

(
∥yl − ydl∥Lp(Q) + ∥ydl − ȳd∥Lp(Q)

)p
+γ lim sup

k→∞

Nk∑
l=k

µl ∥ul∥pLp(Q)

= inf(J).

است. تمام اثبات و inf(y,u)∈X(J(y, u)) = J(ȳ, ū) رو، این از
شبه روش از استفاده با را کسری برگر معادله تقریبی جواب های آخر، فصل در

ͬ آوریم. م دست به کسری چبیشف طیفͬ





۵ فصل
شبه روش به کسری برگر معادله حل

کسری چبیشف طیفͬ

مقدمه ١ . ۵
سیستم های حرارت، انتقال موج، انتشار دینامی΄ͬ، سیستم های در مهمͬ پدیده های اخیراً،
دیفرانسیل معادلات از استفاده با مهندسͬ و علوم موضوعات سایر و کنترل نظریه سلولͬ،
روش های پژوهش·ران راستا، این در .[۴] است شده مدل بندی کسری مرتبه با
معادلات این از ی΄ͬ کرده اند. ارائه معادلات این تقریبی جواب های یافتن برای مختلفͬ
و تحلیلͬ روش های با محققان از بسیاری توسط که است کسری برگر معادله مهم
برای خاص تحلیلͬ جواب ΁ی صریح صورت میس΄ینیس١ است. شده حل تقریبی
جواب های گارا٣ و هریس٢ کرد[۴٩]. ارائه را بعدی ΁ی برگر معادله کسری تعمیم
پیشنهاد پایا زیرفضای روش از استفاده با را غیرخطͬ کسری برگر معادلات تحلیلͬ
و مرزی شرایط با کسری برگر معادله عددی مثال های تسبوزن۵ و ایسن۴ .[۵٠] کردند

1Miskinis
2Harris
3Garra
4Esen
5Tasbozan

٧٧



کسری چبیشف طیفͬ شبه روش به کسری برگر معادله حل ٧٨
نمودند[۵٢، حل م΄عبی B‐اسپلاین پایه ای توابع از استفاده با هم محلͬ روش با را اولیه
را کسری برگر معادله تقریبی جواب های CPS روش از استفاده با فصل، این در .[۵١

نموده ایم. محاسبه

کسری برگر معادلات ٢ . ۵
را مرزی شرایط و اولیه شرط با کسری برگر معادلات کلͬ فرم ابتدا بخش، این در

ͬ کنیم م معرفͬ زیر به صورت

C٠ Dα
t U(t, x) +K١(t, x)∂٢U

∂x٢ (t, x) +K٢(t, x)U(t, x) +K٣(t, x)∂U∂x (t, x)+

K۴(t, x)U(t, x)∂U∂x (t, x) = f(t, x) t, x ∈ [٠, ١]× [٠, ١],
U(t, ٠) = g٠(t) t ∈ [٠, ١],
U(t, ١) = g١(t) t ∈ [٠, ١],
U(٠, x) = u٠(x), x ∈ [٠, ١],

(١ . ۵)

٠ < α < ١ و هستند پیوسته توابع f(t, x) و K١(t, x), K٢(t, x), K٣(t, x), K۴(t, x) که
بخش در بیابیم. را معادله این تقریبی جواب های ͬ خواهیم، م فصل این در است.

ͬ کنیم. م پیاده سازی  (١ . ۵) معادله برای را کسری چبیشف طیفͬ شبه روش بعد،

کسری چبیشف طیفͬ شبه روش ٣ . ۵
معادله تقریبی جواب یافتن برای را کسری چبیشف طیفͬ شبه روش بخش، این در
[۵٣ ،۵۴ ،٣٨] کسری چبیشف طیفͬ شبه روش ͬ کنیم. م پیاده سازی و معرفͬ (١ . ۵)
روش، این در است. زمان‐پیوسته معادلات حل برای عددی روش های بهترین از ی΄ͬ
برگر معادله جواب کسری، و معمولͬ لاگرانژ درونیاب چندجمله ای های از استفاده با

ͬ زنیم م تقریب زیر درونیاب چندجمله ای با را (١ . ۵) کسری
UN(t, x) =

N∑
i=٠

N∑
j=٠

aNijh
α
i (t)hj(x). (٢ . ۵)

آن در که
hj(x) =

N∏
i=٠,i ̸=j

x− xi
xj − xi

, j = ٠, ١, . . . , N, (٣ . ۵)

hαj (t) =
N+١∏
i=٠
i ̸=j

tα − tαi
tαj − tαi

, j = ٠, ١, . . . , N − ١,



٧٩ کسری چبیشف طیفͬ شبه روش
خاصیت به توجه با هستند. [٠, ١] بازه به یافته انتقال CGL نقاط {xj}Nj=٠ و {ti}Ni=٠ و

داریم کرونکر دلتای
UN(ti, xj) = aNij (۴ . ۵)

داریم UN
xx(·, ·) و UN

x (·, ·) ،C٠ Dα
t U

N(·, ·) مشتقات محاسبه برای
C٠ Dα

t U
N(t, x) =

∑N
i=٠
∑N

j=٠ aNij C٠ Dα
t h

α
i (t)hj(x),

UN
x (t, x) =

∑N
i=٠
∑N

j=٠ aNijhαi (t)h′j(x),

UN
xx(t, x) =

∑N
i=٠
∑N

j=٠ aNijhαi (t)h′′j (x),

(۵ . ۵)

که
C٠ Dα

t h
α
i (t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

٠
hαi

′(τ)dτ

(t− τ)α
, ٠ < t ≤ ١, (۶ . ۵)

C
t D

α
Th

α
i (t) =

−١
Γ(١ − α)

∫ T

t

hαi
′(τ)dτ

(τ − t)α
, ٠ ≤ t < ١. (٧ . ۵)

شد بیان اول فصل در که گونه همان

hαj
′(t) =

N∑
r=٠
r ̸=j

αtα−١
tαj − tαr

N∏
i=٠
i ̸=r
i ̸=j

tα − tαi
tαj − tαi

, ٠ < t ≤ ١. (٨ . ۵)

زیر به صورت (tp, xk) نقاط در (۵ . ۵) معادلات کرونکر، دلتای خاصیت به توجه با حال
ͬ شوند م بیان

C٠ Dα
t U

N(tp, xk) =
∑N

i=٠ aNikDα
pi,

UN
x (tp, xk) =

∑N
j=٠ aNpjDkj,

UN
xx(tp, xk) =

∑N
j=٠ aNpjD̂kj,

(٩ . ۵)

و D̂ = D · D = (D̂kj) =
∑N

l=٠DklDlj ، (٢ . ١٢) در شده بیان ماتریس همان D که
استفاده زیر رابطه از باید آن محاسبه برای که است کسری مشتق ماتریس Dα ماتریس

نمود

hαj
′(tk) =

N∑
r=٠
r ̸=j

αtα−١
k

tαj − tαr

N∏
i=٠
i ̸=r
i ̸=j

tαk − tαi
tαj − tαi

,

k = ١,٢, . . . , N,
j = ٠, ١, . . . , N,

(١٠ . ۵)



کسری چبیشف طیفͬ شبه روش به کسری برگر معادله حل ٨٠
داریم Dα ماتریس محاسبه برای

Dα
k,j+١ =

١
Γ(١ − α)

∫ tk

٠
hα

′
j (τ)dτ

(tk − τ)α
,

k = ١,٢, . . . , N,
j = ٠, ١, . . . , N,

(١١ . ۵)

انتقال از ابتدا تقریب، این برای که ͬ زنیم م تقریب را  (١١ . ۵) منفرد حال، انتگرال
داریم و کرده استفاده τ = tk٢ (s+ ١)

Dα
k,j+١ =

١
Γ(١ − α)

(tk٢ )١−α
∫ ١
−١
(١ − s)−αhα

′

j

(tk٢ (s+ ١))ds. (١٢ . ۵)
ͬ شود م محاسبه زیر به صورت [١٨] در ٢۵ . ٣ قضیه از استفاده با (١١ . ۵) انتگرال سپس

Dα
k,j+١ ≈

١
Γ(١ − α)

(tk٢ )(١−α)
N∑
p=١

w(−α,٠)
p hα

′

j

(tk٢ (s(−α,٠)
p + ١)), (١٣ . ۵)

برای J (γ١,γ٢)
N (·) ژاکوبی چندجمله ای گره های و وزن ها ترتیب به s(γ١,γ٢)

p و w(γ١,γ٢)
p که

هستند[١٨]. p = ١,٢, . . . , N
به صورت ͬ توان م را (١ . ۵) سیستم ،(٩ . ۵) و (۴ . ۵) روابط از استفاده با حال،

نوشت زیر جبری معادلات سیستم

∑N
i=٠ aNikDα

pi +K١(tp, xk)
∑N

j=٠ aNpjD̂kj +K٢(tp, xk)aNpk +K٣(tp, xk)∑N
j=٠ aNpjDkj +K۴(tp, xk)aNpk

∑N
j=٠ aNpjDkj = f(tp, xk),

aNp٠ = g٠(tp) , aNpN = g١(tp) , aN٠k = u٠(xk), k, p = ٠, ١, . . . , N.
(١۴ . ۵)

جواب های ͬ توان م (aNpk; p, k = ٠, ١, . . . , N) متغیرهای به نسبت سیستم این حل با که
آورد. دست به را (۴ . ۵) و (٢ . ۵) نقطه ای و پیوسته تقریبی

عددی مثال های ۴ . ۵
مرزی شرایط با (١ . ۵) کسری برگر معادله .١ . ۴ . ۵ مثال
U(t, ٠) = t٢,

U(t, ١) = et٢, ٠ ⩽ t ≤ ١,
اولیه شرط و

U(٠, x) = ٠,



٨١ عددی مثال های
که ب·یرید نظر در را

f(t, x) =
٢t٢−αex

Γ(٣ − α)
+ t۴e٢x − t٢ex,

K١(t, x) = −١, K٢(t, x) = K٣(t, x) = ٠, K۴(t, x) = ١.
است زیر به صورت دقیق جواب

U(t, x) = t٢ex.

ͬ کنیم. م حل CPS روش با α = ٠٫٢۵, ٠٫۵, ٠٧۵, ٠٫٩ برای را (١۴ . ۵) سیستم
داده نشان ١ . ۵ ش΄ل در α = ٠٫۵ و N = ٨ برای آمده دست به تقریبی جواب
برای را آمده دست به تقریبی جواب مطلق خطای ٢ . ۵ ش΄ل همچنین، است. شده
با آن مقایسه و E∞(t) خطای ͬ دهد. م نمایش N = ٨, ١٠ و α = ٠٫٢۵, ٠٫۵, ٠٧۵, ٠٫٩

است. آمده ١ . ۵ جدول در [۵١ ،۵٢] در شده بیان روش
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١ . ۴ . ۵ مثال N = ٨ و α = ٠٫۵ برای تقریبی جواب :١ . ۵ ش΄ل

١ . ۴ . ۵ مثال برای E∞(t) خطای مقایسه :١ . ۵ جدول
α = ٠٫٩ α = ٠٫٧۵ α = ٠٫۵ α = ٠٫٢۵ روش
١٠ × ١٠ ٨ × ٨ ٨ × ٨ ٨ × ٨ شده ارائه روش در N

۴٠ × ۴٠٠٠ ۴٠ × ۴٠٠٠ ٨٠ × ۴٠٠٠ ۴٠ × ۴٠٠٠ [۵١ ،۵٢] روش Nدر
۴٫٧۵٢١ × ١٠−۵ ۴٫١۵٧۵ × ١٠−۵ ٩٫٨٧۶٨ × ٩−١٠ ۴٫٠۵۶١ × ١٠−۶ شده ارائه روش خطای

٢٫٣٢۵۶۵ × ١٠−۴ ٢٫٢۴۵٢٣ × ١٠−۴ ١٫٣٣١٢۵ × ١٠−۴ ٢٫٣٢۶۴۵ × ١٠−۴ [۵١ ،۵٢] در روش خطای



کسری چبیشف طیفͬ شبه روش به کسری برگر معادله حل ٨٢
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α = ٠٫۵, N = ٨ برای مطلق خطای N = ٨ و α = ٠٫٢۵ برای مطلق خطای
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α = ٠٫٩, N = ١٠ برای مطلق خطای N = ٨ و α = ٠٫٧۵ برای مطلق خطای

١ . ۴ . ۵ مثال آمده به دست تقریبی جواب مطلق خطای :٢ . ۵ ش΄ل

ب·یرید نظر در زیر اولیه و مرزی شرایط با را (١ . ۵) کسری برگر معادله .٢ . ۴ . ۵ مثال
U(t, ٠) = t٢, (١۵ . ۵)
U(t, ١) = −t٢, ٠ ⩽ t < ١, (١۶ . ۵)
U(٠, x) = ٠, ٠ ⩽ x ⩽ ١

هستند زیر به صورت مساله دقیق جواب و (١ . ۵) معادله ضرایب f(t, x) عبارت که

f(t, x) =
٢t٢−α cos(πx)

Γ(٣ − α)
− πt۴ cos(πx) sin(πx) + π٢t٢ cos(πx), (١٧ . ۵)

K١(t, x) = −١, K٢(t, x) = K٣(t, x) = ٠, K۴(t, x) = ١,

U(t, x) = t٢ cos(πx). (١٨ . ۵)
α = و i, j = ٠, ١, · · · , N برای aNij به نسبت را (١۴ . ۵) سیستم CPS روش با
α = ٠٫۵ برای آمده دست به تقریبی جواب ٣ . ۵ ش΄ل نموده ایم. حل ٠٫۵, ٠٫٧۵, ٠٫٩
نمایش ۶ . ۵ و ۵ . ۵ ،۴ . ۵ ش΄ل های در مطلق خطاهای ͬ دهد. م نمایش را N = ١٠ و
جدول [۵١ ،۵٢] در شده ارائه روش با مثال این E∞(t) خطای مقایسه و شده اند داده

است. شده آورده ٢ . ۵



٨٣ عددی مثال های

٢ . ۴ . ۵ مثال برای E∞(t) خطای مقایسه :٢ . ۵ جدول
α = ٠٫٩ α = ٠٫٧۵ α = ٠٫۵ روش
٢۵ × ٢۵ ١۵ × ١۵ ١٠ × ١٠ شده ارائه روش N

٨٠ × ۴٠٠٠ ٨٠ × ۴٠٠٠ ٨٠ × ۴٠٠٠ [۵١ ،۵٢] روش N
۵٫١۵٧۴ × ٧−١٠ ۶٫٧۶١٠ × ٧−١٠ ٩٫٢٩٠۵ × ٧−١٠ شده ارائه روش خطای
۴٫٠۶۵ × ١٠−۶ ٣٫۴۴٣ × ١٠−۶ ۴٫١٩٢ × ١٠−۶ [۵١ ،۵٢] در روش خطای
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٢ . ۴ . ۵ مثال N = ١٠ و α = ٠٫۵ برای تقریبی جواب :٣ . ۵ ش΄ل
ب·یرید نظر در زیر اولیه و مرزی شرایط با را (١ . ۵) معادله .٣ . ۴ . ۵ مثال

U(t, ٠) = U(t, ١) = ٠, t ⩾ ٠ (١٩ . ۵)
U(٠, x) = ٠, ٠ ⩽ x ⩽ ١.

شده اند داده زیر به صورت U(t, x) دقیق جواب و ضرایب ،f(t, x) جمله که
f(t, x) =

٢t٢−α sin(٢πx)
Γ(٣ − α)

+ ٢πt۴ sin(٢πx) cos(٢πx) + ۴νπ٢t٢ sin(٢πx),(٢٠ . ۵)
K١(t, x) = −١, K٢(t, x) = K٣(t, x) = ٠, K۴(t, x) = ١, (٢١ . ۵)
U(t, x) = t٢ sin(٢πx).

و α = ٠٫٧۵, ٠٫٩ مختلف مقادیر برای CPS روش با را (١ . ۵) کسری برگر معادله
و ٧ . ۵ ش΄ل در α = ٠٫٧۵ و N = ١۵ برای تقریبی  جواب که ͬ کنیم، م حل N = ١۵



کسری چبیشف طیفͬ شبه روش به کسری برگر معادله حل ٨۴
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٢ . ۴ . ۵ Nمثال = ١٠ و α = ٠٫۵ برای مطلق خطای :۴ . ۵ ش΄ل

مقایسه و E∞(t) خطای همچنین، شده اند. داده نمایش ٨ . ۵ ش΄ل در مطلق خطاهای
است. شده داده نشان ٣ . ۵ جدول در آن

٣ . ۴ . ۵ مثال برای E∞(t) خطای مقایسه :٣ . ۵ جدول
α = ٠٫٩ α = ٠٫٧۵ روش
١۵ × ١۵ ١۵ × ١۵ شده ارائه روش N

٨٠ × ۴٠٠٠ ٨٠ × ۴٠٠٠ [۵١ ،۵٢] روش N
٢٫٩٨٧۵ × ١٠−۶ ٨٫١٩۶۶ × ٧−١٠ شده ارائه روش خطای
٣٫٧٣۵ × ١٠−۵ ٣٫٣٢٩١ × ١٠−۵ [۵١ ،۵٢] روش خطای

[۵۵] ب·یرید نظر در را زیر کسری برگر معادله .۴ . ۴ . ۵ مثال



C٠ Dα
t U(t, x) + (١ + xt)∂

٢U
∂x٢ (t, x) + x٢U(t, x) + (١ + x)∂U

∂x
(t, x)−

t sinxU(t, x)∂U
∂x
(t, x) = f(t, x),

U(t, ٠) = U(t, ١) = ٠, x ∈ [٠, ١],
U(٠, x) = ٠, x ∈ [٠, ١],

(٢٢ . ۵)



٨۵ عددی مثال های
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٢ . ۴ . ۵ مثال N = ١۵ و α = ٠٫٧۵ برای مطلق خطای :۵ . ۵ ش΄ل
که

f(t, x) =
(x٢ − x)tπ

sin(πα)Γ(−١ − α)
+ ٢(tx+ ١)t١+α + (x۴ − x٣)t١+α (٢٣ . ۵)

+(١ + x)(٢x− ١)t١+α − t sinx(x٢ − x)t٢+٢α(٢x− ١).
است زیر به صورت مساله دقیق جواب

U(t, x) = (x٢ − x)t١+α. (٢۴ . ۵)
٩ . ۵ ش΄ل کردیم. حل α = ٠٫٧, ٠٫٨, ٠٫٩ برای CPS روش با را (١۴ . ۵) سیستم
در مطلق خطاهای است. α = ٠٫٨ و N = ١٠ برای آمده دست به تقریبی جواب
N = ۴, ۶, ٨ برای E∞(t) خطای و شده اند داده نمایش ١٢ . ۵ و ١١ . ۵ ،١٠ . ۵ ش΄ل های

است. شده آورده ۴ . ۵ جدول در

۴ . ۴ . ۵ مثال E∞(t) خطای :۴ . ۵ جدول
N = ٨ N = ۶ N = ۴ CPSروش E∞(t) خطای

۵٫٩٣۶٢ × ١٠−۶ ١٫۵٧٣١ × ١٠−۵ ۵٫٨۶٩۵ × ١٠−۵ α = ٠٫٧
٨٫٠٣٣۴ × ١٠−۶ ٢٫٠١٧٠ × ١٠−۵ ۵٫٩١٨۵ × ١٠−۵ α = ٠٫٨
۴٫۵٨۶۵ × ١٠−۵ ٣٫٣٠٧٩ × ١٠−۵ ۴٫٨۵١۵ × ١٠−۵ α = ٠٫٩



کسری چبیشف طیفͬ شبه روش به کسری برگر معادله حل ٨۶
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٢ . ۴ . ۵ مثال N = ٢۵ و α = ٠٫٩ برای مطلق خطای :۶ . ۵ ش΄ل
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٣ . ۴ . ۵ مثال N = ١۵ و α = ٠٫٧۵ برای تقریبی جواب :٧ . ۵ ش΄ل
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N = ١۵ و α = ٠٫٩ برای مطلق خطای N = ١۵ و α = ٠٫٧۵ برای مطلق خطای

٣ . ۴ . ۵ مثال مطلق خطای :٨ . ۵ ش΄ل



٨٧ عددی مثال های
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۴ . ۴ . ۵ مثال N = ١٠ و α = ٠٫٨ برای تقریبی جواب :٩ . ۵ ش΄ل
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۴ . ۴ . ۵ Nمثال = ١٢ و α = ٠٫٧ برای مطلق خطای :١٠ . ۵ ش΄ل



کسری چبیشف طیفͬ شبه روش به کسری برگر معادله حل ٨٨
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۴ . ۴ . ۵ مثال N = ١٠ و α = ٠٫٨ برای مطلق خطای :١١ . ۵ ش΄ل
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۴ . ۴ . ۵ مثال N = ٧ و α = ٠٫٩ برای مطلق خطای :١٢ . ۵ ش΄ل



٨٩ عددی مثال های

پیشنهادات و نتیجه گیری
کنترل مسئله عددی حل در خوبی کارایی CPS روش که دادیم نشان تحقیق، این در
طیفͬ شبه روش جمله از دی·ر معروف عددی روش های سایر با مقایسه در برگر بهینه
پیچیدگͬ نتیجه در و کمتر محلͬ هم نقاط تعداد با که شد مشاهده دارد، لژاندر
به دست مذکور روش های به نسبت بهتری تقریبی جواب های توانستیم کمتر محاسباتͬ
کنترل مسئله برای بهینگͬ شرایط کارگیری به با که دادیم نشان همچنین، آوریم.
جواب های CPS روش با آمده به دست معادلات عددی حل و برگر معادله تحت بهینه
کسری، لاگرانژ توابع کارگیری به با براین، علاوه ͬ شود. م حاصل قبولͬ قابل تقریبی
قبولͬ قابل تقریبی جواب های و دادیم تعمیم کسری برگر معادله برای را CPS روش
تحت کسری برگر معادله که کردیم اثبات ادامه، در گردید. حاصل نیز معادله این برای
که نمودیم ثابت نهایت، در ͬ باشد. م منحصربفرد جواب ΁ی دارای خاص شرایطͬ
ͬ باشد. م بهینه جواب ΁ی حداقل دارای کسری برگر معادله تحت بهینه کنترل مسئله
برای رساله، این در شده گرفته کار به روش که ͬ شود م پیشنهاد آتͬ، کارهای در
جمله از خاص PDE معادلات تحت بهینه کنترل مسائل سایر تقریبی و عددی حل
شود. گرفته کار به معادلات این کسری نوع و ... و حرارت معادله موج، انتشار معادله
کنترل و تاخیری کسری و ΁کلاسی PDE معادلات حل برای را مذکور روش ͬ توان م
معادله پایداری توان مͬ همچنین،  کرد. پیاده سازی معادلات از نوع این تحت بهینه

داد. قرار مطالعه مورد آتͬ کارهای در را کسری برگر کنترلͬ معادله و برگر کنترلͬ
مرتبه کسری نوع از PDE معادلات اهمیت به توجه با فوق، پیشنهادات بر علاوه
برای CPS روش ͬ شود م پیشنهاد مهندسͬ، و ΁فیزی در آنها اخیر کاربردهای و متغیر

شود. گرفته کار به آنها با مرتبط بهینه کنترل مسائل و معادلات این عددی حل
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Aabstract

The Burgers equation is a non-linear partial differential equation of great importance

marked by, among others, its applications to physics and engineering. In this thesis, we

first solve the equation numerically using the Chebyshev Pseudo-Spectral (CPS) method.

Then, we consider its optimal control problem and express the optimality conditions. We

apply the CPS method in order to obtain an approximate optimal solution. At this point,

we also prove the convergence of the method. Subsequently, we approximate the solution

to the fractional Burgers equation with the fractional CPS method. We also show the

uniqueness of this solution and the existence of the solution to the optimal control prob-

lem over the fractional Burgers equation.

Keywords: Chebyshev Pseudo-Spectral method, Burgers equation, Optimal control of

Burgers equation, Convergence, Optimality conditions, Fractional Burgers equation.
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