


ریاضی علوم دانشکده
ترکیبیات و گراف ارشد کارشناسی پایان�نامه

بر آن وابستگی و گراف انرژی شبکهمفهوم ساختار
شکوهی�نیک علی�اصغر نگارنده:

راهنما استادان

آل�هوز عبدالʓه علیشاهیدکتر میثم دکتر
مشاور استاد

هاشمی ابراهیم دکتر

١٣٩٨ مهرماه



همسر به می�کنم تقدیم را پایان�نامه�یخود
اگر شک بدون که دلبندم فرزندان و عزیز
راه این در نبود آنان همراهی و تشویق

نمی�شدم. موفق

و



سپاس�گزاری

اول راهنمای استاد عنوان به آل�هوز دکتر آقای جناب ارجمندم اساتید از می�کنم تشکر
هاشمی دکتر آقای جناب و دوم راهنمای استاد عنوان به علیشاهی دکتر آقای جناب و

شدند. متحمل زمینه این در را توجهی قابل زحمات که مشاور عنوان به

شکوهی�نیک علی�اصغر
١٣٩٨ مهرماه

ز



نامه تعهد
دانشگاه کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی شکوهی�نیک علی�اصغر اینجانب
ساختار بر آن وابستگی و گراف انرژی مفهوم عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی

می�شوم: متعهد علیشاهی میثم دکتر و آل�هوز عبدالʓه دکتر راهنمایی تحت شبکه
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
شکوهی�نیک علی�اصغر
١٣٩٨ مهرماه

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می�باشد.
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح



چکیده
و بوده شیمی علم در مزدوج هیدروکربن�های مطالعه با ابتدا گراف یک انرژی مفهوم پیدایش
گراف یک انرژی گرفت. قرار استفاده مورد مولکول�ها الکترون −π انرژی تخمین برای سپس
می�شود. تعریف G گراف با متناظر مجاورت ماتریس ویژه مقادیر مطلق قدر مجموع به�صورت
ماتریسی توابع از استفاده با گراف انرژی مفهوم از ساختاری تفسیر یک ابتدا پایان�نامه، این در
توان�های اثر(رد) مجموع با برابر گراف انرژی که می�کنیم ثابت به�خصوص، می�دهیم. ارائه
این از استفاده با شده�اند. وزن�دار خاص روشی به که می�باشد گراف مجاورت ماتریس زوج
می�کنیم بررسی هم�چنین، می�آوریم. به�دست گراف انرژی برای جدید کران�هایی نمایشجدید،
به چگونه گراف انرژی آزاد، اندازه با (کم�چگال) تُنُک شبکه�های و منظم شبکه�های برای که
از رده�هایی برخی انرژی و طیف به�علاوه، می�باشد. وابسته آن زمینه�ی توپولوژیکی ساختار
و فراانرژی هم�انرژی، گراف�های کلاس�های از برخی هم�چنین می�کنیم. محاسبه را گراف�ها

می�دهیم. قرار مطالعه مورد را فروانرژی

توپولوژیکی، ساختار ماتریسی، توابع مزدوج، مولکول�های طیف، انرژی، کلیدی: کلمات
فروانرژی. گراف فراانرژی، گراف هم�انرژی، گراف آزاد، اندازه با (کم�چگال) تُنُک شبکه�های

ی



مطالب فهرست
یه� تصاویر لیست

١ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف نظریه از لازم مفاهیم و تعاریف ٢.١
٣ . . . . . . . . . . ماتریس�ها نظریه و خطی جبر از لازم مفاهیم و تعاریف ٣.١
۶ . . . . . . . . گراف انرژی و گراف طیفی ازنظریه لازم مفاهیم و تعاریف ۴.١

٩ گراف�ها انرژی(مجاورت) مفهوم به جدید نگرشی ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چیست؟ گراف انرژی معنای ٢.٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیشتر تعمیم�های ٣.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری و عددی نتایج ۴.٢

١٩ شبکه ساختار بر گراف انرژی وابستگی ٣
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . منتظم گراف�های برخی برای گراف طیف ٢.٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . آزاد مقیاس با پراکنده شبکه�های در نتایج برخی ٣.٣
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴.٣

٢٩ فرو�انرژی و فراانرژی هم�انرژی، گراف�های از برخی بررسی ۴
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فروانرژی و فراانرژی گراف�های ١.۴

٣٧ مراجع

۴١ انگلیسی به فارسی واژه�نامه
یج



مطالب فهرست ید
۴٣ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



تصاویر لیست
یک در گرفته قرار رئوس تمامی توسط که منتظم گراف�های از برخی توپولوژیک ساختار ١.٣

٢١ . . است. شده ایجاد اتصالات نزدیکترین توسط شده تشکیل یال�های تمامی و حلقه
(b) می�دهد. نشان را N مختلف مقادیر برای k درجه به E گراف انرژی وابستگی (a) ٢.٣

٢۴ می�باشد. است، کوچک k که هنگامی k و E بین کم�توان هم�بستگی یک دهنده نشان
γ = ٢٫۵ موارد برای ⟨k⟩ درجه�ی میانگین از تابعی عنوان به شده نرمال گراف انرژی ٣.٣
خط یک ثابت خط می�دهد. نشان را N = ١٠٠٠ با (دایره�ها) γ = ۶٫ ٠ و (مربع�ها)

٢۵ . . . . . . . . . . می�باشد. ٢٫ ۵ با برابر γ که موردی برای است کم�توان مناسب
.N از مشخص مقدار چند برای γ به وابسته شده نرمال گراف انرژی توزیع نشان�دهنده ۴.٣

٢۵ . . . . . . . است. آن شدن نرمال از قبل گراف انرژی توزیع بیانگر الحاقی تصویر
درجه میانگین و متفاوت اندازه با سیستم�های Dبرای از تابعی عنوان به δE نسبی تغییر ۵.٣

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .⟨k⟩
.⟨k⟩ درجه میانگین برای N تغییر با (٩.٣) معادله در β توان توزیع دهنده نشان .(a) ۶.٣
که همان�طور است. N به (٩.٣) معادله در γ پارامتر دیگر وابستگی دهنده نشان .(b)

٢۶ . دارد. وجود N و γ پارامتر میان ارتباطی سختی به است، مشاهده قابل شکل روی
می�دهد. نشان را ⟨k⟩ = ۴ درجه میانگین Nبا سیستم اندازه تغییر در گراف انرژی توزیع ٧.٣
γ = ٨٫ ٠ و γ = ۶٫ ٠ با ترتیب به مثلث�ها و دایره�ها هم�چنین ،γ = ٢٫ ۵ با مربع�ها

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارند. مطابقت
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . D٣(C۴) و Spl٢(C۴) گراف�های نمودار ١.۴
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S′(K۶) و K۶ گراف�های نمودار ٢.۴
٣۵ . . . مختلف رئوس تعداد برای S′(Kn) و K٢n گراف�های انرژی مقایسه�ی ٣.۴
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . D٢(K١,۴) و K١,۴ گراف�های نمودار ۴.۴
٣۶ . . . . . گراف. مرتبه�ی حسب بر D٢(K١,n) گراف انرژی تغییرات نمودار ۵.۴

یه�



١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١
می�کنیم. بیان اختصار به است لازم آتی فصل�های در که لازم مفاهیم و تعاریف فصل این در

می�باشد. [٢] و [١] مراجع از برگرفته فصل این مطالب

گراف نظریه از لازم مفاهیم و تعاریف ٢.١
یک از شده تشکیل که است (V (G), E(G), ϕ(G)

) مرتب سه�تایی یک ،G گراف .١.٢.١ تعریف
که ϕ(G) وقوع تابع یک و یال�ها شامل E(G) مجموعه یک و رأس�ها از V (G) ناتهی مجموعه
رأس دو v و u و یال یک e اگر می�دهد. نسبت را G رأس�های از نامرتب زوج یک G یال هر به
به را v و u رأس�های e که می�شود گفته این�صورت در ،ϕ(G)(e) = uv طوری�که به باشند،
مجموعه را V (G) می�شوند. نامیده e یال سر دو v و u رأس�های و است کرده وصل یکدیگر

می�نامند. G گراف یال�های مجموعه را E(G) و رأس�ها
هم�چنین و باشد داشته وجود آن�ها بین یالی اگر گویند مجاور را v و uرأس دو .٢.٢.١ تعریف

باشند. داشته مشترک رأس یک حداقل اگر مجاورند G از متمایز یال دو
G گراف اندازه�ی را آن یال�های تعداد و گراف مرتبه�ی� را G گراف رئوس تعداد .٣.٢.١ تعریف

١



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
می�نامند.

را رئوس درجه�ی�� مینیمم و △ یا △(G) با را گراف یک رئوس درجه�ی ماکزیمم .۴.٢.١ تعریف
می�دهند. نمایش δ یا δ(G) با

به یال یک وسیله�ی به متمایز رأس�های از جفت هر آن در که ساده�ای گراف .۵.٢.١ تعریف
می�شود. داده نمایش Kn نماد با و می�شود نامیده کامل گراف باشند، متصل هم

Xبه�طوری و Y مجموعه�ی زیر دو به بتوان را آن رأس�های مجموعه�ی که گرافی تعریف٢.١.۶.
می�نامند. دو�بخشی گراف باشد، Y در انتها یک و X در انتها یک دارای یال هر که کرد افراز

آن در که است (X,Y ) افراز با ساده دوبخشی گراف یک کامل، دوبخشی گراف .٧.٢.١ تعریف
می�دهند. نشان Km,n با را آن و است متصل Y رأس هر به X رأس هر

می�نامند. منتظم −r گراف باشد، r آن رئوس همه�ی درجه�ی که را G گراف .٨.٢.١ تعریف
داریم: d(v) رأسی درجه و E(G)یال�های و V (G)رئوس مجموعه با گراف هر در تعریف٩.٢.١.

n∑
i=١

d(vi) = ٢|E(G)|. (١.١)

می�نامند. گذر را آن باشند متمایز گشت، یک یال�های اگر .١٠.٢.١ تعریف
گراف می�شود. نامیده یکمسیر١ باشند متمایز آن رأس�های همه�ی که گذری تعریف١١.٢.١.

می�دهیم. نمایش Pn نماد با را n مرتبه�ی از مسیر
انتهایی و ابتدایی رأس آن در که یکاست طول به حداقل بسته�ای مسیر دور٢، تعریف١٢.٢.١.
نمایش Cn نماد با را nمرتبه�ی از گرافدور ندارد. رأسدیگری هیچ و منطبقهستند یکدیگر بر

دهیم. می
را رأس این که یال�هایی و جدید رأس یک افزودن با دور، یک از که گرافی .١٣.٢.١ تعریف
از چرخ گراف می�نامند. چرخ٣ گراف را می�شود تشکیل می�کند متصل دور رأس�های تمام به

می�دهیم. نمایش Wn نماد با را n مرتبه�ی
گراف باشد، داشته وجود مسیر یک حداقل آن رأس دو هر بین که گرافی .١۴.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده همبند۴
یک�به�یک تابع هرگاه گوییم یکریخت۵ را G′ = (V ′, E′) و G = (V,E)گراف دو تعریف٢.١.١۵.
باشیم داشته آن�گاه uv ∈ E(G) اگر که باشد موجود f : V (G) → V (G′) مانند پوشایی و

می�دهیم. نشان G ∼= G′ نماد با را G′ و G یکریخت گراف دو f(u)f(v) ∈ E(G′).

١Path
٢Cycle

٣Wheel graph
۴Connected graph

۵Isomorphic



٣ ماتریس�ها نظریه و خطی جبر از لازم مفاهیم و تعاریف
نشان Ḡ با را Gگراف (متمم) مکمل باشد. nمرتبه�ی از گرافی G فرضکنید تعریف٢.١.١۶.
در v و u مانند رأس دو هر ثانیا و V (G) = V (Ḡ) اولا می�کنیم: تعریف این�صورت به و می�دهیم
گراف کامل، گراف مکمل که کنید توجه نباشند. مجاور G در اگر تنها و اگر هستند مجاور Ḡ

است. کامل گراف دو اجتماع دو�بخشی، کامل گراف مکمل و است تهی
باشد داشته n− ١ درجه از رأس یک که قسمی به n مرتبه�ی از Gگراف هر به .١٧.٢.١ تعریف
n مرتبه�ی از ستاره گراف می�گویند. ستاره۶ گراف باشند، یک درجه از آن دیگر رأس n − ١ و

می�دهیم. نمایش Sn نماد با را

ماتریس�ها نظریه ازجبرخطیو مفاهیملازم تعاریفو ٣.١
قطر روی مولفه هر که است n × n ماتریس یک ، n مرتبه از قطری ماتریس .١.٣.١ تعریف

به�صورت و باشند صفر آن مولفه�های دیگر و بوده غیر�صفر آن اصلی
A = diag(a١١, a٢٢, . . . , ann) (٢.١)

می�شود. داده نمایش
اصلی قطر درایه�های جمع حاصل با است برابر n × n مربعی ماتریس یک اثر٧ .٢.٣.١ تعریف

دیگر: عبارت به یا آن،
tr(A) = a١١ + a٢٢ + · · ·+ ann =

n∑
i=١

aii (٣.١)
می�باشد. Aماتریس iام ستون و سطر بر واقع درایه aii و

به�صورت رئوسآن مجموعه که باشد nمرتبه�ی از Gیکگرافساده فرضکنید تعریف٣.٣.١.
vi رئوس اگر است، n × nماتریس یک A(G) مجاورت ماتریس باشد. V (G) = v١, v٢, . . . , vn
این�صورت غیر در و بوده یک Aماتریس ij درایه آن�گاه باشند متصل هم به G گراف در vj و

داریم: عبارتی به است، صفر
A(G) = (aij), aij =

١ vi ∼ vj

٠ o.w.

است: زیر به�صورت n مرتبه از چرخ گراف مجاورت ماتریس .١.٣.١ مثال

A(Wn) =



٠ ١ ٠ ٠ ٠ . . . ١ ١
١ ٠ ١ ٠ ٠ . . . ٠ ١
٠ ١ ٠ ١ ٠ . . . ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠ ١ . . . ٠ ١
... ... ... ... ... . . .

... ...
١ ١ . . . . . . ١ . . . ١ ٠


.

۶Star graph ٧Trace



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
λ حقیقی) لزوما (نه عدد باشد، n مرتبه از مربعی ماتریس یک A کنید فرض .۴.٣.١ تعریف
،Av = λv به�طوری�که باشد موجود v ̸= ٠ بردار یک اگر می�شود نامیده A از ویژه٨ مقدار یک
مشخصه جمله�ای چند می�نامند. λ ویژه�ی مقدار به وابسته A از ویژه٩ بردار یک را v بردار

می�شود: تعریف زیر به�صورت A مجاورت ماتریس
ϕ(G,λ) = det(λI −A(G)). (۴.١)

باشند. امی Aماتریس ویژه�ی مقادیر همان ϕ(G,λ) مشخصه جمله�ای چند ریشه�های
می�شود نامیده متقارن حقیقی، اعداد روی n مرتبه از A مربعی ماتریس یک .۵.٣.١ تعریف

.AT = A یعنی باشد، برابر A خود با Aماتریس ترانهاده�ی هرگاه
مقدار n دارای A آن�گاه باشد، n مرتبه از حقیقی متقارن ماتریس A اگر [٢۴] .١.٣.١ قضیه
می�دهد نشان قضیه این است. ویژه بردارهای از متشکل متعامد مجموعه�ی یک و حقیقی ویژه
احتساب (با حقیقی ویژه مقدار n دارای است n مرتبه از که A(G) مربعی مجاورت ماتریس که

است. تکرار)
λ١, λ٢, λ٣, . . . , λnویژه�ی مقادیر با nمرتبه�ی از Aیکماتریسمربعی فرضکنید [٢۴] لم١.٣.١.

داریم: این�صورت در باشد،

tr(A) =
n∑

i=١
λi, (۵.١)

det(A) =
n∏

i=١
λi. (۶.١)

G گراف مجاورت ماتریس A(G) و باشد m اندازه و n مرتبه از گراف یک G کنید فرض
داریم: لذا می�باشد، tr(A(G)) = ٠ چون این�صورت در باشد.

n∑
i=١

λi = ٠ (٧.١)
و

n∑
i=١

λ٢i = ٢m. (٨.١)

دو (b١, b٢, . . . , bp) و (a١, a٢, . . . , ap) کنید فرض کوشی-شوارتز: نامساوی [٢۴] .٢.٣.١ لم
داریم: این�صورت در باشند، p مرتبه از بردار

 p∑
i=١

aibi

٢ ⩽

 p∑
i=١

a٢i
 p∑

i=١
b٢i
 . (٩.١)

٨Eigenvalue ٩Eigenvector



۵ ماتریس�ها نظریه و خطی جبر از لازم مفاهیم و تعاریف
در است. ١ ⩽ i ⩽ n که باشند مثبت حقیقی اعداد bi و ai کنید فرض [٣٠] .٢.٣.١ قضیه

داریم: این�صورت
n∑

i=١
a٢i

n∑
i=١

b٢i ⩽ ١
۴
(√

M١M٢
m١m٢

+

√
m١m٢
M١M٢

)٢ n∑
i=١

aibi

٢ , (١٠.١)

داریم: هم�چنین و m١ = min١⩽i⩽n(ai),M٢ = max١⩽i⩽n(bi),M١ = max١⩽i⩽n(ai) آن در که
m٢ = min١⩽i⩽n(bi)

در است. ١ ⩽ i ⩽ n که باشند نامنفی حقیقی اعداد bi و ai کنید فرض [١٩] .٣.٣.١ قضیه
داریم: این�صورت

n∑
i=١

a٢i
n∑

i=١
b٢i −

 n∑
i=١

aibi

٢ ⩽ n٢
۴ (M١M٢ −m١m٢(٢, (١١.١)

هستند. قبل قضیه�ی در شده تعریف مقادیر همان mi و Mi جایی�که
در است. ١ ⩽ i ⩽ n که هستند مثبت حقیقی اعداد bi و ai کنید فرض [١٩] .۴.٣.١ قضیه

داریم: این�صورت
∣∣∣∣∣∣n

n∑
i=١

aibi −
n∑

i=١
ai

n∑
i=١

bi

∣∣∣∣∣∣ ⩽ α(n)(A− a)(B − b) (١٢.١)

داریم: است ١ ⩽ i ⩽ n که i هر ازای به و هستند ثابتی مقادیر B و A و b و a جایی�که
.α(n) = n[n٢ ]

(١− ١
n [

n٢ ]
) به�علاوه، b ⩽ bi ⩽ B, , a ⩽ ai ⩽ A,

در .١ ⩽ i ⩽ n جایی�که هستند، نامنفی حقیقی اعداد bi و ai کنید فرض [١٩] .۵.٣.١ قضیه
داریم: این�صورت

n∑
i=١

bi + rR

n∑
i=١

a٢i ⩽ (r +R)

n∑
i=١

aibi, (١٣.١)
.rai ⩽ bi ⩽ Rai داریم: ١ ⩽ i ⩽ n هر برای و هستند ثابت اعداد R و r جایی�که

از k× kماتریس زیر یک Bk و باشد p× p متقارن ماتریس یک B کنید فرض [٢۴] .٣.٣.١ لم
داریم: دراین�صورت است. آمده بهدست B ستون و سطر (p− k) حذف با که باشد آن

λp−i+١(B) ⩽ λk−i+١(Bk) ⩽ λk−i+١(B), (١۴.١)
نزولی به�صورت ویژه (مقادیر B از ام iویژه�ی مقدار λi(B)هم�چنین و i = ١,٢,٣, . . . , n جایی�که

می�باشد. باشند) شده مرتب



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
میانگین ترتیب به β و α و باشند نامنفی اعداد x١, x٢, . . . , xN کنید فرض [٢۴] .۴.٣.١ لم

شوند: تعریف زیر به�صورت و باشند اعداد این هندسی میانگین و حسابی

α =
١
N

N∑
i=١

xi (١۵.١)
و

β =

 N∏
i=١

xi

 ١
N

, (١۶.١)

داریم: آن�گاه
١

N(N − ١
∑
i<j

(
√
xi −

√
xj)

٢ ⩽ α− β ⩽ ١
N

∑
i<j

(
√
xi −

√
xj)

٢. (١٧.١)
.x١ = x٢ = · · · = xN باشیم داشته هرگاه است برقرار تساوی

اگر باشند. نامنفی حقیقی اعداد b١, b٢, . . . , bn و a١, a٢, . . . , an کنید فرض [٣٠] .۶.٣.١ قضیه
داریم: آن�گاه باشد p > ١

 n∑
i=١

(ai + bi)
p

 ١
p

⩽

 n∑
i=١

api

 ١
p

+

 n∑
i=١

bpi

 ١
p

. (١٨.١)

داریم: این�صورت در باشند، نامنفی حقیقی اعداد a١, a٢, . . . , an فرضکنید [٣٠] .٧.٣.١ قضیه

n

١
n

n∑
i=١

ai −

 n∏
i=١

ai

 ١
n

 ⩽ n

n∑
i=١

ai−

 n∑
i=١

√
ai

٢ ⩽ n(n−١)
١
n

n∑
i=١

ai −

 n∏
i=١

ai

 ١
n

 .
(١٩.١)

انرژی و گراف طیفی ازنظریه لازم مفاهیم تعاریفو ۴.١
گراف

احتساب با Gگراف ماتریسمجاورت ویژه�ی مقادیر مجموعه ،Gگراف طیف١٠ تعریف١.۴.١.
مقدار بزرگ�ترین می�شود. داده نشان Spec(G) نماد با Gگراف طیف می�باشد. آن�ها چندگانگی

شود. می داده نمایش S(G) نماد با و می�شود نامیده گراف طیفی١١ شعاع گراف، ویژه�ی
E(G) با که G گراف انرژی باشد. n مرتبه از ساده گرافی G کنید فرض [١٩] .٢.۴.١ تعریف
داریم: یعنی می�شود، تعریف آن ویژه�ی مقادیر قدرمطلق مجموع به�صورت می�شود داده نشان
١٠Spectrum ١١Spectral radius



E(G) =
n∑

i=١
|λi|. (٢٠.١)

تحویل�ناپذیر نامنفی n×n Bماتریس�هایی Aو فرضکنید (پرون-فروبنیوس) [٧] .١.۴.١ قضیه
داریم: آن�گاه باشند، حقیقی درایه�های با متقارن

ρ(A) برای ویژه بردار یک X اگر می�باشد. A از ساده ویژه مقدار یک ρ(A) طیفی شعاع الف)
یکسان علامت دارای آن مولفه�های همه�ی و نبوده Xصفر از مولفه�ای هیچ دراین�صورت باشد،

می�باشند.
و اگر است برقرار تساوی و ρ(B) ⩽ ρ(A) آن�گاه باشد، نامنفی A − B ماتریس اگر ب)به�علاوه

.A = B اگر تنها
و G١ گراف�های این�صورت در باشد n مرتبهی از گراف دو G٢ و G١ کنید فرض .٣.۴.١ تعریف

باشد. E(G١) = E(G٢) هرگاه می�شوند، نامیده هم�انرژی١٢ G٢
فراانرژی١٣ گراف باشد، بیشتر کامل گراف انرژی از آن انرژی که گرافی [٢١] .۴.۴.١ تعریف

می�شود. نامیده
گراف آن�گاه باشد، E(G) < n اگر باشد. n مرتبه از گرافی G کنید فرض [٢١] .۵.۴.١ تعریف

می�شود. نامیده فروانرژی١۴ گراف G

١٢Equienergetic
١٣Hyperenergtic

١۴Hypoenergtic





٢ فصل
مفهوم به جدید نگرشی
گراف�ها انرژی(مجاورت)

مقدمه ١.٢
گشت�های تآثیر و پرداخته گراف�ها انرژی مفهوم ساختاری تفسیر به داریم قصد فصل، این در
گراف هر انرژی(مجاورت) که ثابتکنیم و کرده بررسی را زیرگراف�ها تآثیر هم�چنین و فرد و زوج
مجاورت ماتریس زوج توان�های ترانهاده وزن�دار مجموع دو�بخشی) غیر یا دو�بخشی از (اعم
تأثیر و می�آوریم دست به گراف انرژی برای کران�هایی موضوع این از استفاده با می�باشد.
خاص ساده�ی گراف�های برخی برای می�کنیم. بررسی را انرژی مقدار در گراف آن زیرگراف�های
موجود کران�های و می�آوریم به�دست آن�ها انرژی برای جدید کران�های فولرن�ها، و دورها مانند

می�بخشیم. بهبود را قبلی

گرافچیست؟ انرژی معنای ٢.٢
پیوند اتصال روش از استفاده با شده مزدوج هیدروکربن�های مطالعات از گراف�ها انرژی مفهوم
(برای است. تعریفشده و ایجاد است، مولکولیHMOمعروف روشاوربیتال به شیمی در که
زیر به�صورت M شده مزدوج گراف کل انرژی زمینه این در ببینید). را [٨ ،۵] مراجع مثال

٩



گراف�ها انرژی(مجاورت) مفهوم به جدید نگرشی ١٠
می�شود، تعریف

E(M) = ٢ ∑
j:λj>٠

λj =

n∑
j=١

|λj |,

گراف�های با می�توانند شده مزدوج مولکول�های که است واقعیت این نتیجه�ی آخر تساوی که
این�جا در است. متقارن مجاورت ماتریس ویژه مقادیر واقع در و شوند داده نشان دوبخشی
گراف دیگر عبارتی به یا (مولکولی)، گراف از ماتریسمجاورت ویژه مقادیر λ١ ≥ λ٢ ≥ . . . ≥ λn

نه گرافی، هر برای ١ گاتمن ایوان توسط مفهوم این هستند. دار غیرجهت و همبند ساده،
ساده گراف هر برای بنابراین نامید. گراف انرژی را آن که یافت تعمیم دوبخشی، گراف لزوما

می�شود، تعریف زیر �صورت به گراف انرژی G = (V,E) دار جهت غیر و
E(G) =

n∑
j=١

|λj |.

بررسی را طوقه بدون و چندگانه یال بدون همبند، جهت��دار، غیر ساده، گراف�های فصل این در
تجزیه�ی با و متقارن مربعی، ماتریسی G گراف از A مجاورت ماتریس کرد. خواهیم

A = V AV T

با متناظر ψj متعامد ویژه�ی بردارهای ماتریس V = (ψ١, ψ٢, . . . , ψn) طوری�که به می�باشد،
(اسکالر) عددی تابعی f اگر است. Λ = (λ١, λ٢, . . . , λn) هم�چنین و می�باشد λj ویژه��ی مقادیر
زیر به�صورت A ماتریس روی را f(A) تابع می�توانیم این�صورت در باشد، A ویژه مقادیر روی

کنیم: تعریف
f(A) = V f(Λ)V T (١.٢)

می�توانیم A مثبت متقارن ماتریس هر برای مثال، برای .f(Λ) = (f(λ١), ..., f(λn)) جایی�که
ماتریس�های برای تنها خاصیت این کنیم. تعریف S =

√
A = V

√
AΛt به�صورت را آن دوم ریشه

بسط به�صورت f اگر که داریم توجه است. برقرار A = S٢ ویژگی با مثبت نیمه�معین متقارن
فرم به توانی سری

f(x) =

∞∑
k=٠

akx
k

این�صورت در شود، هم�گرا λj شامل باز صفحه�ی روی سری به�طوری�که باشد، شده تعریف
با: است معادل بالا معادله�ی

f(A) =
∞∑
k=٠

akA
k. (٢.٢)

نتیجه کند. مراجعه [١٨] منبع به خواننده ماتریس�ها، توابع مورد در بیشتر اطلاعات برای
توسط تواند می مجاورت) ماتریس با (مرتبط گراف انرژی که است این نامه پایان این اصلی

که: داریم توجه ابتدا، در آید. به�دست مجاورت ماتریس از زوج توان�های مجموع

E(G) = tr|A| (٣.٢)
١I.Gutman



١١ چیست؟ گراف انرژی معنای
را زیر نتایج بنابراین می�کند. دلالت Aماتریس تابع مطلق قدر بر |A| = V |Λ|V T طوری�که به

داریم.
می�شود، حاصل زیر معادله�ی توسط گراف یک انرژی [١٠] .١.٢.٢ قضیه
E(G) = λ١tr

∞∑
i=٠

( ١٢
k

) k∑
t=٠

(−١)k−t

(
k

l

)(
A

λ١

)٢l
. (۴.٢)

دوم ریشه یک دارای مثبت ماتریسمتقارن هر که می�کنیم آغاز نکته این مجدد بیان با برهان.
داریم: بنابراین است. یکتایی مثبت

|A| =
√
A٢ (۵.٢)

مقدار بیشترین λ١ > ٠ می�دهیم.فرضکنیم بسط A٢ از توانی یکسری در را دوم ریشه اکنون
شعاع دارای A

λ١ پس است. ساده λ١ است. همبند G چون که می�کنیم توجه باشد. A ویژه�ی
یک B بنابراین است. بازه�ی[١−,٠] در ویژه مقادیر دارای B = (λ−١١ A)٢− Iماتریس و ١ طیفی

داریم، پس است. ١ از بیشتر آن طیفی شعاع و منفی نیم�معین ماتریس

|A| =
√
A٢ = λ١

√(
A

λ١

)٢
= λ١

√√√√I +

((
A

λ١

)٢
− I

)
= λ١(I +B)

١٢ . (۶.٢)
می�کنیم: بیان را زیر جمله�ای دو قضیه�ی از خاصی مورد اکنون
√١+ x = (١+ x)

١٢ =
∞∑
k=٠

( ١٢
k

)
xk (٧.٢)

هم�چنین و می�شود هم�گرا سری x ∈ (−١, ١) همه�ی برای که
(
a

k

)
:=

a(a− ١)...(a− k + ١)
k!

(٨.٢)
نوشت، می�توان بنابراین می�باشد. α = ١٢ اینجا در که α هر برای

|A| = λ١
∞∑
k=٠

( ١٢
k

)
Bk = λ١

∞∑
k=٠

( ١٢
k

)((
A

λ١

)٢
− I

)k

(٩.٢)
می�شود. حاصل را مطلوب نتیجه سادگی به که

داریم: بگیریم نظر در E(G) برای را بسط اول مورد چند اگر
E(G) = tr|A| = λ١tr

I + ١
٢
(
A٢
λ٢١

− I

)
− ١
٢× ۴

(
A٢
λ٢١

− I

)٢
+

١× ٣
٢× ۴× ۶

(
A٢
λ٢١

− I

)٣
. . .


(١٠.٢)

مجاورت ماتریس زوج توان�های روی تنها گراف یک انرژی که دارد این بر اشاره وضوح به که
دیگر، عبارتی به دارد. بستگی آن با متناظر گراف از

E(G) = tr|A| = λ١
 ∞∑
k=٠

(٢k
k

)
(−١)k+١

٢٢k(٢k − ١) tr
(
A٢
λ٢١

− I

)k
 . (١١.٢)



گراف�ها انرژی(مجاورت) مفهوم به جدید نگرشی ١٢
طیفی شعاع دارای B ماتریس است، A ویژه�ی مقدار صفر که جایی هر که کرد توجه باید
مقادیر دارای A اگر برعکس، می�کند. کند را دوجمله�ای سری بسط هم�گرایی که است ١
مثال، برای داشت. انتظار را سریع�تری هم�گرایی می�توان نباشد یک از تر کوچک یا صفر ویژه�ی
سرعت با C۵ و C٣ برای اما و بود) ویژه مقدار یک صفر آن برای (که C۴ برای را کند هم�گرایی
مقدار عنوان به صفر دارای سیستم�های هم�گرایی در تفاوت این که نمودیم مشاهده بیشتری
پوچی دارای که گراف�هایی با است صفر از بزرگتر η(G) گراف پوچی که زمانی یعنی A ویژه�ای
صفر، با مخالف پوچی دارای مولکول یک در است. شیمیایی مهم تفاوت�های در هستند، صفر
تکی الکترون�های مولکول ساختار در و ترکیبشوند مزدوج روشی به نمی�توانند الکترو�ن�ها تمام
انرژی بیان برای که بردیم پی اکنون می�دهند. مولکول به مغناطیسی ویژگی�های که دارد وجود
تعداد به صفر پوچی با مولکولی سیستم�های نسبت به توانی سری�های برحسب سیستم�ها این
از عبارت هر که شد خواهد درک گونه این فیزیکی نظر از تفاوت این داریم. نیاز دوره بیشتری
مولکول در الکترون�ها چرخش کننده بیان ، B از طیفی لحظه�ی یک بگیرید، نظر در را بسط
واقع های جفت بین الکترون�ها حرکت جهشو B قطری غیر درایه�های مثال، عنوان به است.
بین الکترون�ها جهش B٢ در مشابه طور به می�کند، بیان را اتم همسایه�های ترین نزدیک در
دهنده نشان B بالاتر انرژی�های برای و می�دهد نشان را اتصال دو توسط شده جدا اتم�های
از قطری عبارت�های درباره است. مولکول یک در اتم�ها میان الکترون�ها بلند جهش�های
بین جهش درحال الکترون�ها که شود، بیان می�تواند موضوع همین نیز B ماتریس توان�های
نیاز بماند پایدار مولکول که این برای می�گردند. باز خود اولیه مکان به سپس هستند اتم�ها
تا الکترون�ها که است لازم سپس شوند. مستقر غیر حداکثری طور به الکترون�ها که است
باعث که باشند حرکت در مجاور اتم�های . . . و سومین دومین، ترین، نزدیک به امکان حد
شوند. بررسی انرژی از تیلور سری�های بسط در ... و B٣، B٢ مانند بالاتر مرتبه�های می�شود
گرفتن نظر در با ،C۶ مانند شده مزدوج پایدار مولکول یک در شده، حاصل نتایج طبق بر
الکترون�ها کم نسبتا سازی مستقر غیر با مولکول که است این بیانگر بسط از عبارت چند تنها
مولکول کل طریق از که است نیاز است، ناپایدار مولکول یک نمونه که C۴ برای است. پایدار
از زیادی تعداد بررسی نیازمند که برسد قطعی پایداری به الکترون�ها از بزرگ چرخش�های با
زیر صورت به دوری گراف پوچی کلی، طور به می�باشد. انرژی از تیلور سری بسط عبارت�های

ببینید) را [۴] مرجع ) است،

η(cn)


٢, if n ≡ ٠(mod ۴)
٠, otherwise.

(١٢.٢)

تعداد ... و C٨ ، C۴ مانند اتم ۴n دارای شده مزدوج دور تک مولکول�های برای بنابراین،
با شده شناخته پایدار مولکول�های از بیشتر انرژی محاسبه برای تیلور سری بسط عبارت�های

می�باشد. ... و C١٠ ،C۶ مانند ۴n+ ٢ اتم تعداد



١٣ بیشتر تعمیم�های

بیشتر تعمیم�های ٣.٢
ارائه گراف یک انرژی برای پایین و بالا کران تعدادی شده، ذکر مفاهیم از استفاده با اکنون
آن مولکولی و ساختاری مفهوم از استفاده با گراف انرژی بررسی ما هدف واقع در می�دهیم.

می�کنیم، یادآوری است.
B =

(
A٢
λ٢١

− I

)
(١٣.٢)

هم�چنین است. ([−١, ٠] بازه�ی به متعلق ویژه مقادیر (با منفی نیم�معین ماتریس یک B که
Bii =

(
A٢
λ٢١

− I

)
ii

=
ki

λ٢١
− ١ (١۴.٢)

مثبت غیر همگی قطری درایه�های وضوح به می�باشد. متناظر رأس�های درجه ki طوری�که به
می�کنیم. اثبات را زیر نتیجه اکنون هستند.

داریم، همواره این�صورت در باشد. یال m و رأس n با گراف یک G فرضکنید [١٠] .١.٣.٢ لم
E(G) ≤

(
λ١٢
)
n+

( ١
λ١

)
m. (١۵.٢)
که می�شود دیده آسانی به برهان.

E(G) ≤ λ١trI = λ١n. (١۶.٢)
داریم، هم�چنین

E(G) = λ١
trI + ١

٢ tr
(
A٢
λ٢١

− I

)
−

 ١٨ tr
(
A٢
λ٢١

− I

)٢
− ١
١۶ tr

(
A٢
λ٢١

− I

)٣
+ . . .


(١٧.٢)

می�دهد، نتیجه که
E(G) ≤ λ١

[
trI +

١
٢ tr

(
A٢
λ٢١

− I

)]
= λ١n+

( ١
٢λ١

) n∑
i=١

Ki −
(
λ١٢
)
n. (١٨.٢)

می�شود. حاصل مطلوب نتیجه که دهیم می نشان (١۴.٢) از استفاده با اکنون
می�شود، اثبات زیر نتیجه آسانی به که داریم توجه

E(G) ≤
√٢mn ≤

(
λ١٢
)
n+

( ١
λ١

)
m (١٩.٢)

Mc- کران ببینید.) را [٢۶] (مرجع است. معروف McClelland کران به آن اول کران که
به�صورت است معروف KMGکران به که گاتمن و ٣ مولتون ،٢ کولن توسط بعدها Celland

[٢٠] یافت بهبود زیر
E(G) ≤ ٢m

n
+

√
(n− ١)

(
٢m− ۴m٢

n٢
)
. (٢٠.٢)

٢J.H.Koolen ٣V.Moulton



گراف�ها انرژی(مجاورت) مفهوم به جدید نگرشی ١۴
نتیجه را بهتری کران�های فوق گزاره�ی اثبات در مناسب تقریب�های با می�توانیم ما اکنون

بگیریم.
C۴ دور و P٣ راسی سه مسیر یال، mرأس n با گراف یک G که کنید فرض [١٠] .٢.٣.٢ لم

داریم، همواره آن�گاه باشد.
E(G) ≤

(٣λ١٨
)
n+

(۶λ٢١ − ١
۴λ٣١

)
m−

( ١
٢λ٣١

)
P٣ −

( ١
λ٣١

)
C۴. (٢١.٢)

می�شود دیده� آسانی به برهان.
tr(B٢) = tr

(
A٢
λ٢١

− I

)٢
=
١
λ۴١
trA۴ − ٢

λ٢١
trA٢ + trI. (٢٢.٢)

واضح آوریم. دست به آن�ها به مربوط زیرگراف�های از استفاده با را A٢ و A۴ اثر می�توانیم اکنون
که: است

trA۴ = ٢m+ ۴P٣ + ٨C۴ (٢٣.٢)
هم�چنین و

trA٢ = ٢m. (٢۴.٢)
می�گیریم، نتیجه ،λ٢٨ tr(B٢) در آن�ها جای�گذاری و رابطه دو این از استفاده با بنابراین
λ١٨ tr(B٢) =

(
λ١٨
)
n+

(١− ٢λ٢١
۴λ٣١

)
m+

( ١
٢λ٣١

)
P٣ +

( ١
λ٣١

)
C۴. (٢۵.٢)

رابطه�ی در جای�گذاری با نهایت در
E(G) ≤

(
λ١٢
)
n+

( ١
λ١

)
m− λ١٨ tr(B٢) (٢۶.٢)

می�شود. حاصل مطلوب نتیجه
برای دارد. مطابقت شیمیایی شهود با وضوح به که است این حد این مهم ویژگی یک
افزایش به منجر مولکول یک در ناپایدار شده مزدوج C۴ دورهای که است مشخص مثال،
یک کل انرژی افزایش باعث C۴ و P٣ عبارت�های دو هر بنابراین می�شوند. مولکول انرژی

می�شوند. مولکول
بهبود مشابه�ای و مناسب تقریب با را قبل گزاره�های در شده حاصل کران�های اکنون

می�دهیم.
داریم، همواره صورت این در باشد. گراف یک G کنید فرض [١٠] .١.٣.٢ قضیه

E(G) ≤

(۵λ٢١١۶
)
n+

١۵λ۴١ − ۵λ١٢ + ١٨λ۵١

m−

(۵λ٢١ − ٣
۴λ۵١

)
P٣
(۵λ٢١ − ۶

٢λ۵١
)
C۴

+

( ٣
٢λ۵١

)
C٣ +

( ٣
٨λ۵١

)
P۴ +

( ٣
۴λ۵١

)
S١,٣ +

( ٩
۴λ۵١

)
D۴ +

( ٣
۴λ۵١

)
F

+

( ٣
٢λ۵١

)
H +

( ٣
۴λ۵١

)
C۶.

(٢٧.٢)



١۵ بیشتر تعمیم�های
که، می�شود دیده آسانی به برهان.

tr(B٣) = tr

(
A٢
λ٢١

− ١
)٣

=
١
λ۶١
trA۶ − ٣

λ۴١
trA۴ + ٣

λ٢١
trA٢ − trl. (٢٨.٢)

ببینید) را [٩] (مرجع است، شده بیان زیر به�صورت زیرگراف�هایش حسب بر trA۶ عبارت
trA۶ = ٢m+١٢P٢+٣۴C٣+۴٨C۴+١٢S١,٣+۶P۴+٣۶D۴+١٢F +٢۴H+١٢C۶ (٢٩.٢)

می�گیریم، نتیجه λ١١۶ tr(B٣) عبارت در فرمول دو این جایگذاری با بنابراین
λ١١۶ tr(B٣) =

(١− ٣λ٢١ + ٣λ۴١
٨λ۵١

)
m+

(٣− ٣λ٢١
۴λ۵١

)
P٣ +

(۶− ٣λ٢١
٢λ۵١

)
C۴( ٣

٢λ۵١
)
C٣ +

( ٣
٨λ۵١

)
P۴ +

( ٣
۴λ۵١

)
S١,٣ +

( ٩
۴λ۵١

)
D۴

+

( ٣
۴λ۵١

)
F +

( ٣
٢λ۵١

)
H +

( ٣
۴λ۵١

)
C۶ − λ١١۶n.

(٣٠.٢)

می�شود، حاصل مطلوب نتیجه زیر معادله�ی از استفاده با نهایت در
E(G) ≤

(٣λ١٨
)
n+

(۶λ٢١ − ١
۴λ٣١

)
m−

( ١
٢λ٣١

)
P٣ −

( ١
λ٣١

)
C۴ +

λ١١۶ tr(B٣). (٣١.٢)

کاهشانرژییک و تقلیل در C۶ مانند زیرگرافهایی که وضوحمشخصمی�کند به نتایج این
هستند پایدار بنزنی مولکول�های که حقیقت این از مولکولی سیستم�های در سهیم�اند. گراف
سیستم�های پایداری در که قطعه�هایی از دیگری نتایج چه اگر می�شود. حاصل معروفی نتایج
روش به شده بررسی مورد سیستم مانند می�شود، حاصل کمکمی�کنند، شده مزدوج مولکولی
عنوان به می�باشد، بوتادین قطعه با متناظر که P۴ قطعه که می�دهد را نتیجه این که HMO
پیش قابل غیر روش به این�جا در اجزا دیگر است. تشخیص قابل راحتی به پایدار قطعه یک

.H و F ،D۴ ،C٣ مانند می�شوند ظاهر بینی
رابطه�ی برای کران�هایی می�توانیم، که است این نامه پایان این یافته�های مهم نتایج از یکی
کنیم فرض مثال، برای آوریم. به�دست گراف کل انرژی و گراف گراف�های زیر از یک هر بین
پس است. مرتبط E(G) به C٨ زیرگراف چگونه که بدانیم تا هستیم این به علاقه�مند ما که
C٨ آن در که B ماتریس طیفی (زمان) لحظه اولین ابتدا در داد. انجام این�صورت به می�توان
B۴ از trA٨

λ٨١
عبارت در زمان اولین در C٨ دیگر عبارتی به می�کنیم. مشخص را می�شود مرتبط

η٨(C٨) و Gگراف کل انرژی به رأسی هشت دور ارتباط ηG(C٨) گیریم بنابراین، می�شود. ظاهر
دیگر عبارتی به باشد، A = A(C٨) طیفی لحظه�ای هشتمین به C٨ ارتباط

η٨(C٨) = trA٨ − trA٢ − trA۴ − trA۶ = ٢۵۶− ١۶− ۴٨− ١۶٠ = ٣٢.
بنابراین

ηG(C٨) ≤ λ١
(٢ · ۴
۴
)

(−١)۴+١
٢٢·۴(٢ · ۴− ١)

(
η٨(C٨)
λ٨١

)
= −

( ۵
۴λ٧١

)
. (٣٢.٢)



گراف�ها انرژی(مجاورت) مفهوم به جدید نگرشی ١۶
مورد در می�دهد. افزایش را گراف انرژی رأسی، هشت دور یک که می�دهد نشان منفی علامت
را مولکول اتم، ۴n تعداد با دورهای که شده مشخص HMO طرح تحت مولکول�های رفتار
زیر با trA٨

λ٨١
ارتباط تنها ما این�جا در است. آمده به�دست نتیجه با منطبق که می�کند ناپایدار

نیز trA١٠
λ١٠١

, trA
١٢

∧١٢١
, . . . بالاتر لحظه�های به گراف زیر این این�حال، با کرده�ایم. بررسی را C٨ گراف

اصلاح و بهبود C٨ بالاتر لحظه�های از استفاده با می�تواند کران این بنابراین، می�شود. مرتبط
می�کنیم. نظر صرف آن�ها ذکر از اینجا در ما که شود

نیز و KMG کران ،(√٢mn) McClelland کران� از استفاده با آن�ها تخمین و E(G) انرژی مقادیر
مختلف. رأس��های تعداد با Cn دورهای برای ما آورده به�دست کران�های

n E(G)
√٢mn KMG Eq. (١۵.٢) Eq. (٢١.٢) Eq. (٢٧.٢)

٣ ۴٫ ٠٠٠ ۴٫ ٢۴٣ ۴٫ ٠٠٠ ۴٫ ۵ ۴٫ ٢١٩ ۴٫ ١١٣
۴ ۴٫ ٠٠٠ ۵٫ ۶۵٧ ۵٫ ۴۶۴ ۶ ۵٫ ۵٠٠ ۵٫ ٢۵٠
۴ ۶٫ ۴٧٢ ٧٫ ٠٧١ ۶٫ ٨٩٩ ٧٫ ۵ ٧٫ ٠٣١ ۶٫ ٨٣۶
۶ ٨٫ ٠٠٠ ٨٫ ۴٨۵ ٨٫ ٣٢۵ ٩ ٨٫ ۴٣٨ ٨٫ ٢٢٧
٧ ٨٫ ٩٨٨ ٩٫ ٨٩٩ ٩٫ ٧۴۶ ١٠٫ ۵ ٩٫ ٨۴۴ ٩٫ ۵٧٠
٨ ٩٫ ۶۵٧ ١١٫ ٣١۴ ١١٫ ١۶۵ ١٢ ١١٫ ٢۵٠ ١٠٫ ٩٣٨
٩ ١١٫ ۵١٧ ١٢٫ ٧٢٨ ١٢٫ ۵٨٣ ١٣٫ ۵ ١٢٫ ۶۵۶ ١٢٫ ٣٠۵
١٠ ١٢٫ ٩۴۴ ١۴٫ ١۴٢ ١۴٫ ٠٠٠ ١۵ ١۴٫ ٠۶٢ ١٣٫ ۶٧٢

نتیجه�گیری و عددی نتایج ۴.٢
گراف�های برای آمده به�دست مختلف کران�های روی را عددی نتایج تعدادی ما بخش، این در
مناسب تخمین�های به دستیابی کران�ها این از هدف می�دهیم. ارائه شیمیایی پراهمیت و ساده
از راحت�تر گراف�ها این برای انرژی مستقیم محاسبه�ی واقع، در نمی�باشد. گراف انرژی برای
خاص زیرگراف�های ارتباط چگونه که دهیم نشان تا است این ما هدف کران�هاست. محاسبه
برای گراف انرژی از ساختاری تفسیری هم�چنین و می�دهد بهبود و اصلاح را آن�ها کران�ها، با
McClelland حدود از یکی با را حدود ما موارد تمامی در می�کند. عرضه گراف�هایی چنین
ابتدا می�باشد. گراف انرژی به نزدیک توجه قابل ای گونه به و است ساده که می�کنیم مقایسه
انرژی مقادیر ١ جدول در می�کنیم. مطالعه را ٣ ≤ n ≤ ١٠ برای Cn دورهای از مجموعه�ای
دیده که همان�طور است. شده ارائه KMG و McClelland کران با را آن به مرتبط نتایج و
از تا دارد trA۶ عبارت به نیاز مناسب تقریب ساده�ای، گراف�های چنین برای حتی می�شود
با مرتبط زیرگراف چند گراف�ها، نوع این در شود. بهتر KMG و McClelland کران�های
تنها C۶ و C۴ ،C٣ مانند آنان از برخی و نشده ظاهر H و F ،D۴ ،S١,٣ مانند (٢٧.٢) معادله
دیگر کران دو به نسبت کران بهبود جهت ترتیب، بدین می�شوند. پدیدار خاص گراف�های در



١٧ نتیجه�گیری و عددی نتایج
معادله� که شود نشان خاطر باید می�شود. استفاده P۴ جدید ارتباط و P٣ و m ،n با ارتباط از
نوع این برای KMG از آمده به�دست کران به نسبت بهتر کران یک دهنده�ی نشان (٢٧.٢)

می�باشد. گراف�ها
۵۴٠ تا ٢٠ از رئوس تعداد دارای که را ۴ فولرن گراف�های از مجموعه�ای دوم مثال عنوان به
برای اینجا، در مجددا است. آمده ٢ جدول در نتایج که شده داده قرار مطالعه مورد را است
رویم. فراتر trA۴ عبارت از تا است McClellandلازم کران به نسبت شده حاصل کران بهبود
است. شده ایجاد C۶ و S١,٣ ،P۴ ،P٣ ،m ،nتوسط کران بهبود برای اصلی عبارت�های اینجا در
نشده مطالعه این�جا در که شده اتخاذ trA١٠ بررسی از پس تنها C۵ ارتباطات که کنید توجه
آن در که شده مشخص بعدی معادله�ی توسط فولرن انرژی که است ذکر شایان سپس است.

: λ١ = ٣ دیگر عبارتی به مکعبی�اند، گراف�های فولرن�ها که می�کنیم استفاده حقیقت این از

E(G) ≤
(١۵
١۶
)
n+

( ١١٧١
١٩۴۴

)
m−

( ٧
١۶٢

)
P٣ +

( ١
۶۴٨

)
P۴ +

( ١
٣٢۴

)
S١,٣

+

( ١
٣٢۴

)
C۶. (٣٣.٢)

شرایط KMG برای اما فولرن�هاست، برای McClelland کران از مناسب�تر (٢٧.٢) کران
برآوردهای KMG کران ،n = ٧۶ تقریبا تعداد تا کوچک فولرن�های برای است. پیچیده�تر
فولرن�های برای این�حال، با می�دهد. (٢٧.٢) در کران�ها نسبت به گراف انرژی از را بهتری
روش اصلی مزیت که است ذکر شایان است. E(G) از بهتری برآورد کران�ها بزرگتر و متوسط
عبارت�های توانی سری در مداوم به�طور کران�هایمتناظر برایبهبود استکه این شده پیشنهاد

می�کنیم. اضافه را بیشتری
اثرهای مجموع از است عبارت گراف انرژی که است این پایان�نامه این اصلی نتیجه�ی
که می�باشد این پایان�نامه این اصلی مزیت�های از گراف. یک ماتریسمجاورت از زوج توان�های
خاص ارتباط آن�ها در که به�طوری است طراحی قابل گراف�ها انرژی برای جدیدی روش�های
به که جایی در است. اهمیت حائز بسیار شیمی در مسئله این باشد. دست�یابی قابل زیرگراف�ها
دارد. طلایی و مهم نقشی ساختاری، عبارت�های خاصیت� مولکولی، خاصیت�های درک منظور
ویژگی�های و خواص تا شود باعث این�جا در شده بیان جدید نتایج که امیدواریم نهایت، در

شود. درک درستی به گراف�ها از ویژه�ای انواع در گراف انرژی

نیز و KMG کران ،(√٢mn) McClelland کران� از استفاده با آن�ها تخمین و E(G) انرژی مقادیر
مختلف. رأس��های تعداد با فولرن�ها برای ما آورده به�دست کران�های

۴Fullerene



گراف�ها انرژی(مجاورت) مفهوم به جدید نگرشی ١٨
n E(G)

√٢mn KMG Eq. (١۵.٢) Eq. (٢١.٢) Eq. (٢٧.٢)
٢٠ ٢٩.۴١۶ ٣۴.۶۴١ ٣۴.١٢٩ ۴٠ ٣۶.١١١ ٣۴.۴٧۵٣
٢۴ ٣۶.٠٢٢ ۵۶٩.۴١ ۴١.٠۶۶ ۴٨ ۴٣.٣٣٠. ۴١.۴١۶
٢۶ ٧۴٢.٣٩ ٠٣٣٣.۴۵ ۵٣٣.۴۴ ۵٢ ٩۴۴.۴۶ ٨٢٧.۴۴
٢٨ ١٠٧.۴٣ ۴٩٧.۴٨ ٠٠٠.۴٨ ۵۶ ۵۵۵.۵٠ ٢٧٨.۴٨
٣٠ ٧٠۴.۴۵ ٩۶٢.۵١ ۴۶۶.۵١ ۶٠ ١۶٧.۵۴ ٧٢٨.۵١
٣٢ ١۵٠.۴٩ ۴٢۵.۵۵ ٩٣٣.۵۴ ۶۴ ٧٧٨.۵٧ ١٧٩.۵۵
۵٠ ۵٧٩.٧٧ ۶٠٢.٨۶ ١٢٠.٨۶ ١٠٠ ٠٠٠.۶۵ ٠٨٠.۶٢
۶٠ ١۶٢.٩٣ ٩٢٣.١٠٣ ۴۴۴.١٠٣ ١٢٠ ٣٣٣.١٠٨ ۴٨٨.١٠٣
٧۶ ٣٢۶.١١٨ ۶٣۶.١٣١ ١۶٠.١٣١ ١٢۵ ٢٢٢.١٣٧ ٠٩٣.١٣١
٨٠ ۶١٧.١٢١ ١.١٣۵ ٠٨٩.١٣٨ ١۵۶ ٨٣٣.١۴٠ ۵۴٣.١٣۴
١٨٠ ٠۶۶.٢٨٢ ٧۶٩.٣١١ ٣٠٠.٣١١ ٣۶٠ ٠٠٠.٣٢۵ ۵٢۵.٣١٠
٢۴٠ ۵٣۵.٣٧۶ ۶٩٢.۴١۵ ٢٢۴.۴١۵ ۴٨٠ ٣٣٣.۴٣٣ ٠۴٣.۴١۴
٣٢٠ ٨٣١.۵٠٢ ٢۵۶.۵۵۴ ٧٨٩.۵۵٣ ۶۴٠ ٧٧٨.۵٧٧ ٠۶٧.۵۵٢
۵۴٠ ٩٢۴.٨۴٨ ٣٠٧.٩٣۵ ٨۴٢.٩٣۴ ١٠٨٠ ٠٠٠.٩٧۵ ۶٣۶.٩٣١



٣ فصل
شبکه ساختار بر گراف انرژی وابستگی

مقدمه ١.٣
مقیاس با شبکه�های برای گراف یک انرژی چگونه که است این بررسی ما هدف فصل این در
چند انرژی�های و طیف ابتدا، در می�باشد. خود توپولوژیک ساختار به وابسته منتظم، و آزاد
گراف�های مجاورت ماتریس ویژه�ی مقادیر برای و شده محاسبه دقت به منتظم ساده�ی گراف
هم�چنین است. شده بیان دقیق مقادیری k = ٢a(a = ١,٢,٣, . . . ) که k درجه�ی با منتظم
منتظم گراف�های در انرژی بیشترین دارای ٠٫ ٨N حدودی k مقدار با گرافی که شده دریافت
پراکنده شبکه�های انرژی این�ها، بر علاوه می�باشد. یکسان محاسبه روش و یکسان اندازه�ی با
بررسی را χ درجه�ای توزیعی توان و ⟨k⟩ متفاوت متوسط درجه دارای آزاد اندازه�ی و مقیاس با
می�باشد. ٠٫ ۵ عددی باتوان ⟨k⟩ از تابع یک انرژی است، مشخصشده γ که هنگامی می�کنیم.
انرژی که درمی�یابیم این�صورت، غیر در است متناسب γ با انرژی باشد، ثابت ⟨k⟩ که هنگامی
شبکه اندازه�ی به بستگی حدی تا که است نمایی درجات از دنباله�ای واریانس از کم�توان تابعی
به مربوط خطی ارتباط یک شده�اند، مشخص γ و ⟨k⟩ دوی هر که هنگامی است، جالب دارد.
مرجع از برگرفته فصل این مطالب داشت. خواهد وجود سیستم اندازه و انرژی میان ارتباط

است. [۴٠]
ماتریس ویژه�ی مقادیر مطلق قدر مجموع عنوان به که گراف، انرژی که می�کنیم یادآوری
الکترون πانرژی برای برایتخمینی آن از که می�شود ناشی شیمی از است، مجاورتتعریفشده

١٩



شبکه ساختار بر گراف انرژی وابستگی ٢٠
بعدا و [١١] شد ظاهر ١٩٧٠ های سال در ابتدا تعریف این .[١٣] می�شود استفاده مولکول�ها از
می�گردد بر ١٩٣٠ سال�های به گراف انرژی به مربوط تحقیقات شد. پیشنهاد [١٢] کتاب در
معادله� تقریبی طور به تا داد پیشنهاد را روشی ، ١ هاچل اریچ آلمانی دانشمند که زمانی یعنی
انرژی برای رابطه یک به وی .[۵ ،٣٧ ،٣١] شود حل آلی مولکول�های طبقه�ی از ٢ شرودینگر
انرژی که کرد برآورد ٣ گاتمن ایوان بیانیه این طبق بر یافت. دست الکترون�ها π تمامی کلی
گراف، هر ویژه�ی مقادیر تقارن بررسی با او مثبت. ویژه�ی مقادیر مجموع برابر دو با است برابر
صوری تعریفی تنها که داد تغییر ویژه مقادیر تمام مطلق قدر مجموع به را گراف انرژی بیان

نبود. روشنی فیزیکی معنای دارای و بود
یک رأس N با G دار غیرجهت و متناهی گراف یک انرژی، طبق بر گراف�ها رده�بندی برای
یک انرژی با که [١۴] باشد بزرگ�تر ٢(N − ١) از آن انرژی هرگاه می�شود نامیده پرانرژی گراف
مربوط (که باشد N از کمتر G همبند گراف انرژی اگر است. متناظر Nرئوس روی کامل گراف
را گراف آن�گاه جدا)، مربع�های N۴ یا شده جدا یال�های N٢ توسط شده ایجاد گراف به می�شود
گراف می�شود، عنوان کم�انرژی گراف به که گرافی دیگر .[١۵] می�نامند کم�انرژی گراف یک
توجه جالب .[٣٢] است کمتر (N − ١) از آن انرژی به�طوری�که می�شود معرفی کم�انرژی قویا
رأس n با ستاره گراف یکسان، رئوس با همبند گراف�های تمامی با مقایسه در که است این

است. ٢√N − ١ انرژی کمترین دارای
برخی برای انرژی از کران�هایی تعیین در هم�چنین و گراف انرژی مورد در تحقیقات تاکنون
گراف انرژی که کردند ثابت مولتون۵ و کولن۴ مثال برای است. داشته ادامه خاص گراف�های
m یال�های و N دوی هر که هنگامی .[٢١] است نبوده N٢ (١+

√
N) از بیش N رئوس روی G

دیگر .[٢۶] بود خواهد √٢mN با مساوی یا کمتر گراف انرژی باشند، شده مشخص گرافی از
این�حال، با .[٢۵ ،١٧ ،٣٩ ،٣٨ ،٢٨ ،٢٢ ،١۶] است آمده ارجاعات در گراف انرژی کران�های
ارتباط به توجه با اما یافته�اند، توسعه خوبی به گراف�هایی برای انرژی کران�های از برخی چه اگر

شده�اند. شناخته کمی نسبتا تعداد گراف�ها، ساختار و انرژی میان
در است. گراف اصلی ساختار روی گراف انرژی وابستگی کشف ما هدف فصل این در
بررسی را k-منتظم و ساده گراف�های از برخی انرژی�های و طیف دقیق طور به بعدی، بخش
این در نیز منتظم گراف�های برای k درجه�ی و انرژی میان رابطه�ی و می�کنیم محاسبه و
به توجه با گراف انرژی برای توضیحات از برخی هم�چنین می�گیرد. قرار مطالعه مورد فصل

است. آمده آزاد مقیاس با پراکنده شبکه�های توپولوژیکی پارامترهای

١Erich Huckel
٢Schrodinger

٣I.Gutman
۴Koolen

۵Moulton



٢١ منتظم گراف�های برخی برای گراف طیف

منتظم گراف�های برخی برای گراف طیف ٢.٣
در گرفته قرار رأس�های تمامی با که می�پردازیم منتظم و ساده گراف چند بررسی به ابتدا در
در است. شده ایجاد مجاور اتصالات نزدیکترین توسط گرفته شکل یال�های تمامی و حلقه یک
با منتظم گراف�های برخی برای را مجاورت ماتریس ویژه�ی مقدار طیف به�سختی فصل، این
را (a) ١.٣ شکل ) k = ٢ با منتظم گراف�های برای ابتدا، در کردیم. محاسبه k رأس درجه�ی

است، شده بیان زیر معادله توسط مجاورت ماتریس ویژه�ی مقادیر کنید) مشاهده
{λi}N−١٠ = ٢ cos

[٢πi
N

]
(١.٣)

به�دست را E انرژی می�توانیم گراف انرژی تعریف برطبق بنابراین، رأس�هاست تعداد N که
آوریم:

E =

N−١∑
i=٠

٢
∣∣∣∣cos [٢πiN

]∣∣∣∣ = ۴N
π
. (٢.٣)

با: است برابر ویژه مقادیر کنید) مشاهده را (b) ١.٣ شکل ) k = ۴ با منتظم گراف برای
{λi}N−١٠ = ۴ cos

[
πi

N

]
cos

[٣πi
N

]
, (٣.٣)

در آن�ها توپولوژیک ساختار که k = ٨ و k = ۶ موردهای برای می�باشد. ٣√٣N
π گراف انرژی و

با: برابر ویژه مقادیر شده�اند، داده نشان (d) ١.٣ شکل و (c) ١.٣ شکل
{λi}N−١٠ = ٢ cos

[۶πi
N

]
+ ۴ cos

[
πi

N

]
cos

[٣πi
N

]
, (۴.٣)

و
{λi}N−١٠ = ٨ cos

[
πi

N

]
cos

[٢πi
N

]
cos

[۵πi
N

]
. (۵.٣)

می�باشند. (۵ sin[π۵ ]+٢۵ sin
[ ٢π۵ ]

−٨)N
٣π و ٢√٣٢−۶√٣۶π به�ترتیب متناظر گراف انرژی�های هم�چنین

دقیق معادله�ی یک به است، صحیح عدد یک a که ،k = ٢a با منتظم گراف�های برای بنابراین
یعنی: می�رسیم مجاورت ماتریس ویژه�ی مقادیر برای

{λi}N−١٠ = k cos

[
πi

N

]
cos

[٢πi
N

]
cos

[۴πi
N

]
cos

[٨πi
N

]
. . . cos

[
(K٢ + ١)πi

N

]
, (۶.٣)

است. a با برابر cos[. . . ] تابع تعداد آن در که

حلقه یک در گرفته قرار رئوس تمامی توسط که منتظم گراف�های از برخی توپولوژیک ساختار :١.٣ شکل
است. شده ایجاد اتصالات نزدیکترین توسط شده تشکیل یال�های تمامی و



شبکه ساختار بر گراف انرژی وابستگی ٢٢
که کند تشریح را مسئله این بتواند تا کرد مطرح را حدسی گاتمن۶، ایوان ١٩٧٨ سال در
توسط اینحدسو زود خیلی حال، این با .[١١] می�باشد انرژی ماکزیمم دارای کامل یکگراف
با منتظم گراف�های دسته آن برای می�کنیم بررسی فصل، این در .[۶] شد رد نقض، مثال�های
٢.٣ شکل می�گیرند. قرار بندی طبقه اول در گراف�ها از یک کدام انرژی یکسان، تولیدی روش
که می�کنیم توجه می�دهد. نشان N مختلف مقادیر برای k تغییر در را E گراف انرژی توزیع (a)
پراکنده بسیار شبکه که زمانی دارد. وجود پیک٧ یک N هر برای گراف انرژی تغییر منحنی در
E انرژی شدت، افزایشکمی با رود. می بالا یکنواخت به�طور kافزایش با E گراف انرژی است،
شدیدا شبکه که هنگامی این�حال، با است. همراه نوسان کمی با اما شد خواهد متناسب k با
گراف انرژی بیشترین با متناظر که k مقدار و می�کند افت شدت به انرژی می�شود، متراکم
نمایش را چپ سمت گراف برای شده نرمال نتایج (b) ٢.٣ شکل می�شود. ٠٫ ٨N حدود است،
انرژی است، پراکنده بسیار منتظم شبکه�ی حالی�که در که می�دهد نشان شکل این می�دهد.
بیان E/E(k = ٢) = ٠٫ ٩٧٧k٠٫٢١۴ توسط که می�کند پیروی k کم�توان تابع از شده نرمال گراف
شایان ویژه به�طور هستند. سیستم اندازه از مستقل تقریبا تابع این در پارامتر دو و می�شود
(k = N − ٢) کامل گراف زیر یا (k = N − ١) کامل گراف با متناظر گراف انرژی که است ذکر

است. ٢k با معادل

آزاد مقیاس با پراکنده شبکه�های در نتایج برخی ٣.٣
در و تشریح بخش این اول در شده، بیان ⟨k⟩ توسط درجه، میانگین و انرژی میان هم�بستگی
برای ⟨k⟩ از تابعی عنوان به را شده نرمال انرژی که است، شده گذاشته نمایش به ٣.٣ شکل
می�دهد. نمایش است) نظر مورد شبکه�ی توزیع درجه�ی توان γ) ۶٫ ٠ و ٢٫ ۵ با γ موقعیت دو
شود، بیان زیر به�صورت می�تواند که می�کند بیان ⟨k⟩ و E میان را کم�توان تابع یک رابط خط

E/E(⟨k⟩ = ٣) = ٠٫ ۵٧٠⟨k⟩٠٫۵٠٢, (٧.٣)
⟨k⟩ مقدار که زمانی تا این و است γ مقدار از مستقل تقریبا پارامتر سه معادله، این در که
قرار بررسی و مطالعه مورد نیز گراف انرژی روی γ درجه توان تاثیر این�، بر علاوه باشد. پایین
شبکه مختلف اندازه�های برای شده نرمال گراف انرژی توزیع بیان�گر طرح�های است. گرفته
و γ میان نسبی روابط درک برای را شهودی دیدگاهی که است شده داده نشان ۴.٣ شکل در
برسد، ٧ به γ مقدار که زمانی نباشد. بزرگ خیلی γ که است زمانی تا این و می�کند بیان E
وضوح به انرژی توزیع در مقدار) ترین (پایین انرژی کف کوچکتر، سیستم�های به�خصوصبرای
برای بدیهی به�طور است. تطابق در منتظم ساختار یک با شبکه�هایی با کف می�شود. پدیدار
کلی، به�طور بود. خواهد بزرگ�تر منتظم ساختار با شبکه یک در γ مقدار بزرگ، سیستم�های

شد. خواهد بیشتر N مقدار افزایش با γ توان بر گراف انرژی وابستگی
۶Ivan Gutman ٧peak



٢٣ آزاد مقیاس با پراکنده شبکه�های در نتایج برخی
و آن میان ارتباط با می�تواند درجات توزیع و گراف انرژی میان همبستگی دیگر، بیان به

است: شده تعریف به�صورت و D نماد با واریانس شود. تفسیر درجات دنباله واریانس

D =
١
N

N∑
i=١

(ki− < k >)٢, (٨.٣)

است. عامل �iام درجه معنی به ki که جایی
انرژی نسبی تغییر گراف، انرژی تغییرپذیری بر درجات دنباله واریانس تاثیر تحلیل برای
(E − Emax)/Emax به�صورت δE می�شود. داده نشان δE نماد با که می�کنیم پیشنهاد را گراف
است باشد، صفر به نزدیک D که شرایطی با گراف انرژی دهنده نشان Emax که شده، تعریف
نسبی تغییر چگونه که می�دهد نشان ۵.٣ شکل دارد. مطابقت درجه یکنواخت توزیع یک با و
انرژی توزیع از تصویر این است. وابسته N مختلف مقادیر برای واریانسدرجات به گراف انرژی

می�باشد: نمایش قابل زیر تابع توسط که است D و δE بین کم�توان همبستگی یک بیانگر
Eδ = −yDβ. (٩.٣)

نشان N سیستم اندازه بر (٩.٣) معادله�ی در را β و γ پارامترهای وابستگی ۶.٣ شکل
بستگی N و β پارامترهای میان ارتباط به ضعیف، انرژی اتصالی خط جا این در می�دهد.
که است توجه قابل (b) ۶.٣ شکل با مطابق است. بیان قابل β=١٫ ٢۵١N−٠٫٠٧۵ توسط که دارد
است. ٠٫ نزدیک٠١٣ ثابت یکمقدار دارای و نمی�کند تغییری هیچ تقریبا N افزایش با γ پارامتر
واریانسدنباله انرژیگرافروی پذیری تغییر وابستگی که بگیریم نتیجه راحتی به پسمی�توانیم

شد. خواهد کم N افزایش با درجات
(تمامی منتظم گراف�های برای سیستم اندازه�ی و گراف انرژی میان خطی ارتباط درباره�ی
شده�اتد) ایجاد اتصالات نزدیکترین توسط یال�ها تمامی و گرفته�اند جای حلقه یک در رأس�ها
گراف انرژی توزیع مشابه، به�طور کرده�ایم. پیدا اطلاعاتی تئوری دیدگاه از kمشخص درجه با
.((٧.٣ شکل می�کنیم. مطالعه γ درجه توان و ⟨k⟩ شده مشخص درجه میانگین با N روی را
افزایش γ مقدار هر برای N با خطی به�طور نیز انرژی که می�کند بیان تصویر این ببینید. را

یعنی: می�یابد.
E ∝ αN, (١٠.٣)

هم�پوشی یک این است. کوچک γ شکل٧.٣، طبق بر که هنگامی می�یابد افزایش γ با α و
(یعنی است درجه یکنواخت توزیع برحسب γ = ٨٫ ٠ و γ = ۶٫ ٠ شرایط تحت نتایج (اشتراک)
۶ از γ مقدار افزایش با برسد. ۶٫ ٠ به γ که می�دهد رخ زمانی و است) منتظم متناظر، شبکه�ی

می�کند. تغییر سختی به شبکه ساختار بالا، به



شبکه ساختار بر گراف انرژی وابستگی ٢۴

گیری نتیجه ۴.٣
و کردیم محاسبه را کم k درجه با رأس�های برای منتظم گراف�های انرژی دقیق به�طور ابتدا
گرفته نتیجه k = ٢a(a = ١,٢,٣...) با منتظم گراف�های ویژه�ی مقادیر برای دقیق فرمول یک
گراف�های برای انرژی بیشترین دارای ٠٫ ٨N حدود k مقدار با گراف که دریافتیم هم�چنین شد.
یک روی رأس�ها تمامی که شده�اند ایجاد طوری (گراف�ها است مشخص N مقدار با منتظم
انرژی وابستگی نتیجه، در شده�اند). واقع مجاور اتصالات نزدیکترین روی یال�ها تمامی و حلقه
پراکنده�ی شبکه برای واریانسدرجه و درجه توان درجه، میانگین مانند گراف، ساختار روی را
میانگین از کم�توان تابعی گراف، انرژی که آن�ست از حاکی نتایج کردیم. بررسی آزاد مقیاس
واریانس از کم�توان تابعی گراف انرژی نیز و است ثابت γ درجه توان که هنگامی است ⟨k⟩ درجه
توان به گراف انرژی وابستگی هم�چنین است. مشخص مقداری ⟨k⟩ که هنگامی است D درجه
درجه واریانس بر وابستگی که حالی در شد خواهد شدیدتر و بیشتر N مقدار افزایش با درجه
با خطی به�صورت همواره انرژی که است اهمیت حائز نکته این بیان است. عکس بر کاملا

می�یابد. افزایش آزاد مقیاس با منتظم گراف�های در سیستم اندازه

نشان (b) می�دهد. نشان را N مختلف مقادیر برای k درجه به E گراف انرژی وابستگی (a) :٢.٣ شکل
می�باشد. است، کوچک k که هنگامی k و E بین کم�توان هم�بستگی یک دهنده



٢۵ گیری نتیجه

(مربع�ها) γ = ٢٫ ۵ موارد برای ⟨k⟩درجه�ی میانگین از تابعی عنوان به شده نرمال گراف انرژی :٣.٣ شکل
موردی برای است کم�توان مناسب خط یک ثابت خط می�دهد. نشان را N = ١٠٠٠ با (دایره�ها) γ = ۶٫ ٠ و

می�باشد. ٢٫ ۵ با برابر γ که

تصویر .N از مشخص مقدار چند برای γ به وابسته شده نرمال گراف انرژی توزیع نشان�دهنده :۴.٣ شکل
است. آن شدن نرمال از قبل گراف انرژی توزیع بیانگر الحاقی



شبکه ساختار بر گراف انرژی وابستگی ٢۶

.⟨k⟩ درجه میانگین و متفاوت اندازه با سیستم�های برای D از تابعی عنوان به δE نسبی تغییر :۵.٣ شکل

.(b) .⟨k⟩ درجه میانگین برای N تغییر با (٩.٣) معادله در β توان توزیع دهنده نشان .(a) :۶.٣ شکل
مشاهده قابل شکل روی که همان�طور است. N به (٩.٣) معادله در γ پارامتر دیگر وابستگی دهنده نشان

دارد. وجود N و γ پارامتر میان ارتباطی سختی به است،



٢٧ گیری نتیجه

می�دهد. نشان را ⟨k⟩ = ۴ درجه میانگین با N سیستم اندازه تغییر در گراف انرژی توزیع :٧.٣ شکل
دارند. مطابقت γ = ٨٫ ٠ و γ = ۶٫ ٠ با ترتیب به مثلث�ها و دایره�ها هم�چنین ،γ = ٢٫ ۵ با مربع�ها





۴ فصل
هم�انرژی، گراف�های از برخی بررسی

فرو�انرژی و فراانرژی
ابتدا در می�پردازیم. فروانرژی و فراانرژی هم�انرژی، گراف�های از برخی بررسی به فصل این در
یکسانی ویژه مقادیر دارای هرگاه می�نامند هم�طیف را غیر�یکریخت گراف دو که می�کنیم یادآوری
به�طوری�که E(G١) = E(G٢), هرگاه می�نامند هم�انرژی را G٢ و Gیکریخت١ غیر گراف دو باشند.
اگر که دادند نشان [٢٩] در هم�کارانش و رامانه١ می�باشد. G گراف انرژی نشان�دهنده E(G)
و Lk(G١) گراف�های , k ≥ ٢ برای آن�گاه باشند، یکسان مرتبه از منتظم گراف�هایی G٢ و G١
گراف نشان�دهنده L(G) که هستند، هم�انرژی Lk(G٢) و Lk(G١)گراف�های هم�چنین , Lk(G٢)
گراف ،n مرتبه از گراف�های میان از که [١١] حدسزد گاتمن٢ ١٩٧٨ سال در Gمی�باشد. خطی
را فرا�انرژی گراف�های نام به جدیدی مفهوم والیکار٣ بعدها دارد. را انرژی ماکزیمم Kn کامل
کرد ثابت [١۴] در گاتمن است. کامل گراف انرژی از بزرگتر آن�ها انرژی که [٣۶] کرد تعریف
از کمتر فراانرژی گراف هیچ و دارد وجود رأس n روی فراانرژی گراف�های n ≥ ٨ هر برای که

ندارد. وجود رأس ٨
غیر در باشد، مرتبه�اش از کمتر آن E(G) هرگاه می�نامند فروانرژی را رأس nروی گراف یک
گراف اگر که کرد ثابت [١٧] در گاتمن ٢٠٠٧ سال در گویند. غیر�فروانرژی را آن این�صورت
خانواده از تعدادی فصل این در است. فروانرژی غیر G گراف آن�گاه باشد، غیرتهی منتظم G

١Ramane
٢Gutman

٣Walikar

٢٩



فرو�انرژی و فراانرژی هم�انرژی، گراف�های از برخی بررسی ٣٠
می�کنیم. معرفی را فروانرژی و فراانرژی گراف�های

مجاور v′ به�طوری�که v با متناظر v′ رأس کردن اضافه از G گراف از S′(G) قطعه�ای۴ گراف
G همبند گراف از D٢(G) سایه�ای۵ گراف می�شود. حاصل است، v مجاور که رأسی هر با است
می�دهیم نشان G′′ و G′ با که را G گراف از کپی دو ابتدا در که می�شود ساخته این�صورت به
متصل G′′ در u′′ آن منتاظر رأس همسایه�های به را G′ در u′ رأس هر سپس بگیرید، نظر در
E(S′(G)) =

√۵E(G) رابطه�های همواره G گراف هر برای که است شده ثابت [٣۴] در کنید.
است. برقرار E(D٢(G)) = ٢E(G) و

G گراف از به�این�صورت می�شود، داده نمایش Splm(G) نماد با که ام، m قطعه�ای گراف
هر برای vi به�طوری�که شود اضافه v رأس هر برای v١, v٢, . . . , vm رأس� m که می�شود ساخته
نمایش Dm(G) نماد با که ام، m سایه�ای گراف باشد. مجاور مجاور رأس هر با v , ١ ≤ i ≤ m

از G١, G٢, . . . , Gm کپی m که می�شود ساخته G همبند گراف از به�این�صورت می�شود، داده
برای Gi در آن متناظر رأس همسایه�های به را Gi در u رأس هر سپس گرفته، نظر در را G

کنید. متصل ١ ≤ i, j ≤ m

D٣(C۴) و Spl٢(C۴) گراف�های نمودار :١.۴ شکل

فروانرژی و فراانرژی گراف�های ١.۴
است، برقرار همواره زیر رابطه [٣٣] .١.١.۴ قضیه

E(Splm(G)) =
√١+ ۴mE(G).

است، برقرار همواره زیر رابطه [٣٣] .٢.١.۴ قضیه
E(Dm(G)) = mE(G).

هستند. هم�انرژی D٣(G) و Spl٢(G) گراف�های [٣۵] .٣.١.۴ قضیه
۴Splitting graph ۵Shadow graph



٣١ فروانرژی و فراانرژی گراف�های

مرتبه از D٣(G) و Spl٢(G) گراف�های این�صورت در باشد. n مرتبه از گرافی G گیریم برهان.
داریم، ٢.١.۴ و ١.١.۴ قضیه�های بنابر هستند. ٣n

E(Spl٢(G)) =
√
١+ ۴(٢)E(G) = ٣E(G) = E(D٣(G)).

بگیرید. نظر در را D٣(C۴) و Spl٢(C۴) گراف�های [٣۵] .١.١.۴ مثال
داریم ٢.١.۴ و ١.١.۴ قضیه�های بنابر .E(C۴) = ۴ که می�دانیم
E(Spl٢(C۴)) = ۴

√١+ ٨ = ١٢.
هم�چنین

E(D٣(C۴)) = ٣× ۴ = ١٢,
هستند. هم�انرژی D٣(C۴) و Spl٢(C۴) گراف�های بنابراین

.n ≥ ۶ اگر تنها و اگر است فراانرژی S′(Kn) گراف� [٣۵] .۴.١.۴ قضیه
رأس ٢n روی گرافی S′(Kn) بنابراین بگیرید. نظر در را رأس n روی Kn کامل گراف برهان.
S′(Kn) اگر اکنون است. ٢)٢n− ١) برابر رأس ٢n روی کامل گراف انرژی که می�دانیم است.

داریم، آن�گاه است، فراانرژی
E(S′(Kn)) > ٢)٢n− ١) ⇐⇒

√۵(E(Kn)) > ٢)٢n− ١)
⇐⇒

√۵(٢(n− ١)) > ٢)٢n− ١)
⇐⇒ n >

√۵− ١√۵− ٢
⇐⇒ n ≥ ۶.



فرو�انرژی و فراانرژی هم�انرژی، گراف�های از برخی بررسی ٣٢

بگیرید. نظر در را S′(K۶) و K۶ گراف�های [٣۵] .٢.١.۴ مثال
بنابراین

spec(S′(K۶)) =
−١+√۵٢ −١−√۵٢ ۵+۵√۵٢ ۵−۵√۵٢

۵ ۵ ١ ١


این�رو از و

E(S′(K۶)) = ١٠
√۵ ⇒ E(S′(K۶)) > ٢٢

⇒ E(S′(K۶)) > E(K١٢),

هم�چنین است. فراانرژی E(S′(K۶)) گراف درنتیجه
spec(D٣(C۴)) =

۶ −۶ ٠
١ ١ ١٠


هستند. انرژی هم D٣(C۴) و Spl٢(C۴) گراف�های بنابراین . E(D٣(C۴)) = ١٢ ازاین�رو و

هم�فراانرژی گراف�هایی n ≥ برای٩ Spl٢(S′(Kn)) گراف�های(S′(Kn))D٣و [٣۵] .١.١.۴ نتیجه
دارند). برابری (فراانرژی هستند

۶n مرتبه از D٣(S′(Kn)) بنابراین است. ٢n مرتبه از S′(Kn) گراف ،۴.١.۴ قضیه بنابر برهان.
.n ≥ ٩ اگر تنها و اگر است فراانرژی D٣(S′(Kn)) گراف که می�دهد نشان فوق اثبات است.



٣٣ فروانرژی و فراانرژی گراف�های

S ′(K۶) و K۶ گراف�های نمودار :٢.۴ شکل

آن�گاه باشد، فراانرژی گرافی D٣(S′(Kn)) اگر

E(D٣(S′(Kn))) > ٢(۶n− ١) ⇐⇒ ٣E(S′(Kn)) > ٢(۶n− ١)
⇐⇒ ٣√۵(E(Kn)) > ٢(۶n− ١)
⇐⇒ ٣√۵(٢(n− ١)) > ٢(۶n− ١)
⇐⇒ n >

٣√۵− ١
٣√۵− ۶

⇐⇒ n ≥ ٩.

گراف�های ٣.١.۴ قضیه بنابر درنتیجه است. فراانرژی D٣(S′(Kn)) گراف n ≥ ٩ برای بنابراین
دارند. برابری فراانرژی n ≥ ٩ برای Spl٢(S′(Kn)) و D٣(S′(Kn))

است. فروانرژی Dm(K١,n) گراف� [٣۵] .۵.١.۴ قضیه

گراف E(K١,n) = ٢√n. درنتیجه بگیرید. نظر در را رأس n روی K١,n ستاره گراف برهان.



فرو�انرژی و فراانرژی هم�انرژی، گراف�های از برخی بررسی ٣۴

داریم هم�چنین است. m(n+ ١) مرتبه از Dm(K١,n)

n > ١ ⇒ (n− ٢(١ > ٠
⇒ n٢ − ٢n+ ١ > ٠
⇒ n٢ + ٢n+ ١ > ۴n
⇒ ۴n < (n+ ٢(١
⇒ ٢√n < (n+ ١)
⇒ m(٢√n) < m(n+ ١).

گراف ازاین�رو . E(Dm(K١,n)) = mE(K١,n) = m(٢√n) < m(n + ١) داریم ٢.١.۴ قضیه بنابر
است. فروانرژی Dm(K١,n)

بنابراین بگیرید. نظر در را D٢(K١,۴) و K١,۴ گراف�های [٣۵] .٣.١.۴ مثال
spec(D٢(K١,۴)) =

۴ −۴ ٠
١ ١ ٨


این�رو از و

است. فروانرژی D٢(K١,n) که می�دهد نشان آن نمودار که E(G)

برابری (فروانرژی هستند هم�فروانرژی Spl٢(K١,n) و D٣(K١,n)گراف�های [٣۵] .٢.١.۴ نتیجه
دارند).

D٣(K١,n)گراف�های ٣.١.۴ قضیه بنابر گراف(n,K١)D٣فروانرژیاستو ۵.١.۴ قضیه بنابر برهان.
هم�فروانرژیمی�باشند. Spl٢(K١,n) گراف�های(n,K١)D٣و هم�انرژیهستند.بنابراین Spl٢(K١,n) و



٣۵ فروانرژی و فراانرژی گراف�های

مختلف رئوس تعداد برای S ′(Kn) و K٢n گراف�های انرژی مقایسه�ی :٣.۴ شکل

D٢(K١,۴) و K١,۴ گراف�های نمودار :۴.۴ شکل



فرو�انرژی و فراانرژی هم�انرژی، گراف�های از برخی بررسی ٣۶

گراف. مرتبه�ی حسب بر D٢(K١,n) گراف انرژی تغییرات نمودار :۵.۴ شکل
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Abstract

The concept of graph energy arose in the context of the study of conjugated hydrocarbons in chem-
istry, and it used to approximate the total π-electron energy of molecules. It is defined as the sum
of the absolute values of eigenvalues of adjacency matrix assigned to a graph G.

In this thesis, first we provide a structural interpretation of the graph energy using the concept
of matrix functions. In particular, we prove that the graph energy is given by the sum of the traces of
the even powers of the adjacency matrix weighted in a specific way. Using this new representation,
we find new bounds for the energy as sums of contributions of subgraphs.

Second, we investigate how the energy of a graph depends upon its underlying topological
structure for regular and sparse scale free networks. Moreover, spectra and energies of some classes
of graphs are calculated. Moreorer, we study some classes of equienergetic, hyper energetic and
hypoenergetic graph.

Keywords: Energy; Spectra; Conjugated molecules; matrix functions, topological structure,
sparse scale free network; Hyperenergetic; Hypoenergetic; Equienergetic.
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