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گزاری سپاس

از ͬ دانم م خود وظیفه رسیده، سرانجام به پروژه این خداوند فضل به که اینک
دکتر آقای جناب و آل هوز عبدالʓه دکتر آقای جناب گرامͬ استاد دریغ بی زحمات
را قدردانͬ و تش΄ر کمال فرموده اند، یاري مرا پروژه این دراجراي که هاشمͬ ابراهیم
که پورعیدی دکتر و علیشاهͬ دکتر آقایان گرامͬ داوران از همچنین باشم. داشته
را قدردانͬ و تش΄ر کمال شده اند، متقبل را نامه پایان این داوری و مطالعه زحمت

دارم.
. خواهانم را شما افزون روز توفیق و سلامتͬ متعال خداوند از همواره
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فاصله ماکسیمم کدهای خواص برخͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد آل هوز عبدالʓه دکتر راهنمایی تحت ، کوانتومͬ مجزای
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
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نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
کدهای از رده ای آن ها براساس بتوان که ساخت خواهیم جبری سیستم های پایان نامه این در
خودتوان ها از استفاده براساس عمدتاً کار روش آورد. به دست را (MDS) مجزا فاصله ماکسیمم
کدهای از اهمیت با و مهم کلاس ΁ی کوانتومͬ MDS کدهای ͬ باشد. م حلقه ی΄ه عناصر و
کار باشد، بزرگͬ عدد آن ها فاصله ی که کوانتومͬ MDS کدهای ساختن ͬ باشد. م کوانتومͬ
کلاس دو ΁کلاسی دوری‐ثابت کدهای از استفاده با ما پایان نامه این در ͬ باشد. م دشواری
٢ ≤ جایی که [[

λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]]
q

پارامترهای با کوانتومͬ MDS کدهای از
جایی که [[

λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]]
q

و زوج r با q + ١ = λr و d ≤ (q−١)٢ + λ − ١
MDS کدهای از کلاس دو این ͬ کنیم. م معرفͬ را فرد r با q+١ = λr و ٢ ≤ d ≤ (q−١)٢ + λ٢ −١
ͬ باشند. م دارا داشته اند، قبلͬ شده ی شناخته کدهای که آنچه از بهتر پارامترهایی کوانتومͬ،

خودتوان. ی΄ه ها، ،MDS کدهای کوانتومͬ، کدهای کد های‐دوری‐ثابت، کدواژه ها:

ک
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١ فصل
مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١. ١
برای را جبر از لازم مفاهیم همچنین و کد نظریه ی از لازم مفاهیم و تعاریف فصل این در

ͬ باشد. م [١۵] و [١٣] ͽمراج از برگرفته هم·ͬ فصل این تعاریف کنیم. بیان آتͬ فصل های

تاریخچه ١. ٢
حوزه این در نوآوری سرعت است. ارتباطͬ و اطلاعاتͬ نوین فناوری های عصر جدید، عصر
که حوزه این در فراوان داده های حجم ͬ کند، م طلب را خاصͬ عملͬ و علمͬ نیازمندی های
نیازمند که حجیم اطلاعات سریع ارسال و پردازش به نیاز و هستند محرمانگͬ و امنیت نیازمند
دانش بر مسلط و خبره کارشناسان و متخصصین تربیت هستند، ارتباطͬ نوین فناوری های
مهندسͬ رشته های بین رشته ای، بین رشته ی ΁ی رمز و کد شاخه ی ͬ کند. م طلب را رمز و کد
است. شده بنا ریاضͬ دانش بنیاد بر آن اعظم بخش که است ریاضͬ و ΁فیزی کامپیوتر، برق،
در آمده به وجود خطاهای کنترل روش های که است ریاضیات از شاخه ای کدگذاری، نظریه ی

ͬ کند. م بررسͬ را اطلاعات انتقال
اعتماد قابل ارسال برای خطا، تصحیح کننده ی و تشخیص دهنده کدهای طراحͬ با نظریه این
انجام آن بدون مدرن ارتباطات و دارد سروکار پارازیت دار کانال های بین در اطلاعات و پیام ها

١



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢
دارد. ادامه همچنان کدها این روی تحقیق و ͬ گیرد نم

ͬ کند م تضمین را کدهایی وجود که ͬ گردد برم شانون١ از معروفͬ قضیه ی به نظریه این ابداع
احتمال با و ارتباطͬ کانال ظرفیت حداکثر به ΁نزدی میزانͬ به را اطلاعات ͬ توانند م که
همینگ٢ و شانون تحقیقات توسط کدگذاری نظریه ی دهند. انتقال ΁کوچ به اندازه ی خطایی
مفهوم بار نخستین او نهاد. بنا را نظریه این نظری چهارچوب شانون است. شده پایه گذاری
در ریاضیات به کارگیری زمینه ی در که تحقیقاتͬ با وی کرد. تعریف را ارتباطات نظریه ی
ͬ تواند م فرستنده ΁ی چ·ونه که بود سوال این جواب پی در بود داده انجام ارتباطات نظریه ی

کند. ارسال گیرنده به ارتباطͬ کانال ΁ی طریق از را اطلاعات بهینه طور به
هم΄ار که نیز همینگ شد. منتشر ارتباطات ریاضͬ نظریه تحت مقاله چند ١٩۴٨ سال در
خود در را اطلاعات ͬ توانستند م که بود پرداخته دستگاه هایی مورد در مطالعه به بود شانون
ͬ شدند م مواجه خطایی با اگر دستگاه ها این از برخͬ کنند. مخابره دی·ر جای به یا کرده ذخیره
به همینگ زمان آن در نبودند. کار ادامه ی به قادر دی·ر و شده متوقف آنها اجرایی عملیات
باشد، داشته وجود هستند خطا تشخیص به قادر که دستگاه هایی اگر که پی برد موضوع این

باشند. نیز خطا تصحیح به قادر که یافت را دستگاه هایی ͬ توان م
نام به کدگذاری نظریه ی در هم اکنون که شد فاصله ای مفهوم تعریف به منجر همینگ تحقیقات
تشخیص دهنده کدهای عنوان تحت همینگ مشهور مقاله ی است. مشهور همینگ فاصله ی
اولین اسلپین٣ همینگ، و شانون از پس شد. منتشر ١٩۵٠ سال در خطا تصحیح کننده ی و
ابداع را خطا تصحیح کننده ی خطͬ کدهای و کرده نظریه این وارد را جبرخطͬ که بود کسͬ
فاصله ی ماکسیمم کدهای است گرفته قرار بررسͬ مورد پایان نامه این در که کدهایی نمود.
حالت آن ها برای که ͬ باشند م خطͬ کدهای MDS کدهای ͬ شوند. م نامیده (MDS) مجزا۴
از زیرا ͬ باشند، م کد انواع مهمترین از ΁ی MDS کدهای ͬ دهد. م رخ سینگلتون کران مرزی
پایان نامه این در ͬ باشند. م نیز جالبی ترکیبیاتͬ ساختار دارای و بوده بهینه بعد و طول نظر
خودتوان ها و کامل متعامد مجموعه های از MDS کدهای ساختن برای روش هایی ابتدا در

ͬ شوند. م ساخته و معرفͬ کوانتومͬ MDS کدهای از کلاس دو ادامه در و شده بررسͬ

1Shannon
2Hamming
3Slepian
4Maximum distance separable codes



٣ کدگذاری نظریه ی از لازم تعاریف و مفاهیم

کدگذاری نظریه ی از لازم تعاریف و مفاهیم ١. ٣
مخابراتͬ کانال از عبور اثر در که است خطاهایی تصحیح جهت ابزاری خطا تصحیح کدگذاری
داده مبنای بر صرفاً خطا تصحیح روش این در ͬ شود. م ایجاد دیجیتال داده های روی بر
ایجاد خطاهای تشخیص جهت ابزاری نیز خطا تشخیص کدگذاری ͬ گیرد. م صورت دریافتͬ
ی΄دی·ر کنار در خطا تصحیح کدگذاری و خطا تشخیص کدگذاری حقیقت در است. شده
شناخته نیز خطا کنترل کدگذاری نام به دلیل همین به که ͬ باشند م خطا کنترل جهت ابزاری
مخابراتͬ سامانه ΁ی اصلͬ تفاوت ͬ توانیم م را خطا کنترل کدگذاری حقیقت در ͬ شوند. م
بسیار توانمند ساز روش ΁ی ابزار این نمائیم. تلقͬ ناکارآمد مخابراتͬ سامانه ΁ی و کارآمد
است. بوده فضایی اکتشاف های و دیجیتال ضبط اینترنت، دور، راه مخابرات انقلاب در مهم
΁دیس هر دارد. حضور اطلاعات، بر مبتنͬ مدرن جامعه تمامͬ در تقریباً خطا کنترل کدگذاری
روی شده ذخیره داده از محافظت برای کدهایی چنین ،از DVD و CD-ROM از اعم فشرده ای
استفاده خطا تصحیح کدگذاری از سخت دیس΁ های تمامͬ ͬ کند. م استفاده پلاستی΄ͬ ΁دیس
هر ͬ کند. م استفاده آن از ͬ شود م برقرار سلولͬ شب΄ه ΁ی در که تلفنͬ تماس هر ͬ کنند. م
دریافت تشخیص جهت محافظتͬ بسته بندی ΁ی دارای ͬ شود م منتقل اینترنت در که بسته ای
کنترل کدگذاری از ، داریم سروکار آن با که معمولͬ و روزانه تجارت حتͬ است. بسته سالم

ͬ برد. م بهره خطا
رایانه ای، فایل ΁ی ͬ تواند م داده این مثال به عنوان شود. مخابره باید که است داده ای منبع

باشد. تلفنͬ م΄المه ی ΁ی یا و ویدئو ΁ی

پیام منبع کدگذاری ١. ٣. ١
تا داده پیام منبع در تغییراتͬ که ͬ پذیرد م انجام صورت این به ͽواق در کدگذاری نوع این

داریم: را زیر فرآیند ͽواق در شود. فراهم پیام انتقال جهت مناسب کدهای

مانند مختلف میوه ی چند کنیم فرض اطلاعاتͬ: منبع کدگذاری از ساده مثال .١. ٣. ١ مثال
١. ١ جدول به صورت را منبع کدگذاری آنها برای و باشیم داشته گیلاس و انگور سیب، موز،

دهیم. انجام



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۴
شده، اعمال تحریف با پارازیت دار کانال در و شود ارسال (١١) انگور کلمه ی کنیم فرض حال
دریافت گیلاس پیام خطا به ͽواق در گیرنده لذا شود، دریافت (١٠) به صورت دریافتͬ پیام

ͬ دهد. م رخ ناموفق ارتباط ΁ی لذا و ͬ کند م

١. ١ جدول

سیب ٠٠
موز ٠١
انگور ١١

گیلاس ١٠

ارتباطͬ کانال کدگذاری ١. ٣. ٢
کانال به ورود از قبل منبع کدگذاری فرآیند در شده کد کلمات مجدد کردن کد ͽواق در
اعمال خطای تصحیح و تشخیص قابلیت بردن بالا جهت به کار این ͬ باشد. م پارازیت دار

داریم: را زیر فرآیند ͽواق در و ͬ پذیرد م صورت پارازیت دار کانال در شده
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جدول به صورت را کانال کدگذاری دی·ر بار ΁ی منبع کدگذاری از پس قبلͬ مثال فرضیات با

ͬ دهیم. م انجام ١. ٢

١. ٢ جدول

سیب ٠٠ ٠٠٠
موز ٠١ ٠١١
انگور ١١ ١١٠

گیلاس ١٠ ١٠١

١١ به منبع کدگذاری مرحله ی در شود. ارسال اطلاعاتͬ منبع از انگور کلمه کنیم فرض حال
کدواژه این اگر حال ͬ شود. م تبدیل ١١٠ به کانال کدگذاری مرحله ی در سپس و شده تبدیل
دراین صورت ͬ شود، م اعمال آن روی خطا ΁ی که بدانیم و شود ارسال پارازیت دار کانال ΁ی در
سه از هیچ کدام چون حال شود. دریافت ١١١ یا ١٠٠ ،٠١٠ حالات از ی΄ͬ بایستͬ خروج از پس
سه از کدام هر دریافت محض به پیام گیرنده ی لذا ͬ باشند نم ما کدواژه های جزء فوق حالت

ͬ باشد. م کانال خطای تشخیص به قادر سریعاً فوق حالت
شدیم. بیت ٣ ارسال به مجبور اطلاعات بیت ٢ ارسال برای فوق مثال کدگذاری فرآیند در
با فرآیند این که کردیم فراهم گیرنده برای را خطا تشخیص قابلیت هزینه، افزایش با ͽواق در
ایجاد ضمن که هستیم کدهایی طراحͬ درصدد لذا بود. همراه نیز داده انتقال سرعت کاهش
سرعت از و باشد صرفه به مقرون نیز هزینه لحاظ از بالاتر خطای تصحیح و تشخیص قابلیت

باشد. برخوردار نیز مناسبی انتقال
باشد. A = {a١, a٢, . . . , aq} بصورت q‐عنصری مجموعه ی ΁ی A کنیم فرض .١. ٣. ١ تعریف

ͬ نامیم. م کد سمبل را، A عناصر از ΁ی هر و نامیم کد الفبای را A مجموعه ی دراین صورت
ͬ باشد، م w = w١w٢...wn به صورت دنباله ای ͽواق A،در الفبای روی n طول با q‐تایی کلمه ی
w = برداری به صورت را کلمه هر ͬ توان م همچنین ، ١ ≤ i ≤ n هر برای wi ∈ A جایی که

گرفت. نظر در نیز (w١, w٢, . . . , wn)

،C مانند ناتهͬ مجموعه ای ،A مجموعه ی روی n طول با q‐تایی بلوکͬ کد .١. ٣. ٢ تعریف
ͬ باشند. م n ی΄سان طول از آن کلمات تمام که ͬ باشد م q‐تایی کلمات از متش΄ل

ͬ دهیم. م نمایش |C| نماد با و نامیده C کد اندازه ی را کد کدواژه های تعداد .١. ٣. ٣ تعریف
΁ی گوییم اگر مثلا́ ͬ شود. م نامیده ‐کد [n,m] ΁ی m اندازه ی و n طول از بلوکͬ کد هر
کدام هر که داریم سروکار کدواژه ٣ تعداد با کد ΁ی با آنگاه ͬ باشد م ‐کد [٢,٣] به صورت کد
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ͬ باشند. م ٢ طول از کدواژه ها از

C =
{
w١ = a١a٢, w٢ = a٣a۴, w٣ = a۵a۶ | ai ∈ A , ١ ≤ i ≤ ۶} (١. ١)

بیت های تعداد k جایی که ͬ باشد. م r = k
n به صورت C کد اطلاعات ارسال نرخ .۴ .١. ٣ تعریف

و اطلاعات کدکردن صرف کننده کد که است بیت هایی تعداد n و ͬ باشد م مفید اطلاعات
شده اعمال کدگذاری فرآیند در اضافͬ بیت تا n − k تعداد به و n > k یعنͬ ͬ کند. م داده ها
بیت های تعداد به ارسالͬ پیام بیت های تعداد نسبت به صورت C کد هر نرخ ͽواق در است.

ͬ باشد. م شده کد پیام
از بالا نرخ با کدهای و ͬ باشد م C کد کارایی اندازه گیری برای ،کمیتͬ C کد نرخ ͽواق در
فاکتور از غیر به عمل در چند هر ͬ باشند. م برخوردار کدگذاری نظریه ی در ویژه ای اهمیت

ͬ باشد. م برخوردار ویژه ای اهمیت از نیز کد خطای تصحیح و تشخیص قابلیت کد، نرخ
A = F٢ اگر و ͬ گیرند م نظر در متناهͬ میدان ΁ی را کد الفبای اوقات اکثر در .۵ .١. ٣ تعریف
را کد A = F۴ اگر و سه تایی کد ΁ی را کد A = F٣ اگر و دودویی کد ΁ی را کد دراین صورت

نامیم. چهارتایی کد ΁ی
دودویی ‐کد [٣,۵] ΁ی c = {٠٠٠, ٠١٠, ١٠٠, ١١٠, ١٠١} کد دراین صورت A = F٢ اگر مثلا́

ͬ باشد. م
و a = (a١, a٢, . . . , an) کدواژه ی دو بین همینگ فاصله ی همینگ: فاصله ی .۶ .١. ٣ تعریف
b و a متمایز (بیت های) جای·اه های تعداد به صورت بلوکͬ، کد ΁ی در b = (b١, b٢, . . . , bn)

داریم: لذا دارند. تفاوت هم با b و a که بیت هایی تعداد یعنͬ ͬ شود. م تعریف
dH(a, b) = |{i|ai ̸= bi , i = ١,٢, ..., n}|

معادل: طور به یا و
dH(a, b) =

n∑
i=١

dH(ai, bi)

جایی که
dH(ai, bi) =


١ ai ̸= bi

٠ ai = bi.

باشد. داشته کدواژه دو حداقل و باشد بلوکͬ کد ΁ی C کنید فرض کد: فاصله ی .١. ٣. ٧ تعریف
کدواژه های تمام بین همینگ فاصله ی مینیمم به صورت C کد همینگ فاصله ی دراین صورت

داریم: یعنͬ ͬ شود، م تعریف C
d(C) = min {dH(a, b)| a, b ∈ c , a ̸= b} .

‐کد [n,m, d] ΁ی را باشد d آن همینگ فاصله ی و m آن اندازه ی ،n آن طول که بلوکͬ کد هر
ͬ نامیم. م C کد پارامترهای را d و m و n اعداد حالت این در ͬ نامیم. م
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روی کد ΁ی C = {٠١٢٠١, ١٢٢٠٠,٢١٠١١} و A = F٣ = {٠, ١,٢} کنید فرض .١. ٣. ٢ مثال

داریم: c = ٢١٠١١ و b = ١٢٢٠٠ و a = ١٢٠١ اگر دراین صورت باشد A الفبای
dH(a, b) = ٣ , dH(a, c) = ٣ , dH(b, c) = ۵

ͬ باشد. م تایی سه ‐کد [۵,٣,٣] ΁ی C کد و d(C) = min
{٣,٣,۵} = ٣ لذا

کدگشایی قواعد ١. ٣. ٣
روی بر کانال کدگذاری و منبع کدگذاری انجام از پس یعنͬ داده ها، کدگذاری فرآیند طͬ در
دو ͬ توانیم م حالت این در و ͬ شود م ارسال ارتباطͬ کانال طریق از ما کدواژه های ما مدنظر پیام
باشند معتبر دریافتͬ واژه های که اینکه اول باشیم: متصور پیام گیرنده ی برای مختلف حالت
تشخیص به قادر باشد داده رخ خطایی اگر حتͬ پیام، گیرنده ی است مم΄ن حالت این در که
نباشد)، موجود ما کد کدواژه های بین (در نباشد معتبر دریافتͬ کلمه ی اینکه دوم نباشد. خطا
حال ͬ باشد. م خطا تعداد حتͬ و شده اعمال خطای تشخیص به قادر گیرنده دراین صورت
آن به شده، دریافت کلمه ی کردن کدگشایی برای ارسالͬ کدواژه ی محتمل ترین دنبال گیرنده

داریم: کدگشایی عام روش دو امر این برای که ͬ باشد م کدواژه
MDD فاصله مینیمم کدگشایی قاعده ی .(١)

MLD احتمال ماکزیمم کدگشایی قاعده ی .(٢)
:MDD فاصله مینیمم کدگشایی قاعده ی .(١)

کلمه ی ما و شود ارسال پارازیت دار ارتباطͬ کانال ΁ی در C کد کدواژه های کنید فرض
x کلمه ی فاصله، مینیمم کدگشایی قاعده ی دراین صورت باشیم. کرده دریافت را x

تمام بین در cx و x بین (همینگ) فاصله ی هرگاه ͬ کند م کدگشایی cx کدواژه ی به را
باشیم: داشته یعنͬ باشد، مم΄ن مقدار مینیمم ،C کد کدواژه های

dH(x, cx) = min {dH(x, c) | c ∈ C} .

داریم: فاصله مینیمم کدگشایی قاعده ی نوع دو
کلمه ی اگر روش این در :(CMDD) کامل فاصله ی مینیمم کدگشایی قاعده ی آ.
باشند فاصله مینیمم دارای x کلمه ی با که کدواژه هایی تعداد و شود xدریافت
کلمه ی و کرده انتخاب دلخواه به را کدواژه ها از ی΄ͬ آنگاه باشند، مورد ΁ی از بیش

ͬ کند. م کدگشایی کدواژه، آن به را x

x کلمه ی اگر روش این در :(IMDD) غیرکامل فاصله ی مینیمم کدگشایی قاعده ی ب.
ͬ باشند م مینیمم فاصله ی دارای x کلمه ی با که کدواژه هایی تعداد و شود دریافت
ارسال درخواست صرفاً تصمیم گیری هیچ بدون آنگاه باشد، مورد ΁ی از بیش

ͬ دهد. م انجام را کد مجدد
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:(IMLD) احتمال ماکزیمم کدگشایی قاعده ی .(٢)

کلمه ی ما و باشد شده ارسال پارازیت دار کانال ΁ی طریق از C کد کدواژه های کنیم فرض
را x کلمه ی احتمال، ماکزیمم کدگشایی قاعده ی دراین صورت باشیم. کرده دریافت را x
یعنͬ: باشد ماکزیمم cx برای ارسال کانال احتمال هرگاه ͬ کند م کدگشایی cx کدواژه ی به

p
(
xدریافت|cxارسال) = max

{
p
(
xدریافت|cارسال) | c ∈ C

}
.

داریم: احتمال ماکزیمم کدگشایی قاعده ی نوع دو
x کلمه ی اگر روش این در :(CMLD) کامل احتمال ماکزیمم کدگشایی قاعده ی آ.
کانال احتمال ماکزیمم دارای x کلمه ی با که کدواژه هایی تعداد و شود دریافت
انتخاب دلخواه به را کدواژه ها از ی΄ͬ آنگاه باشند، مورد ΁ی از بیش هستند، ارسال

ͬ کند. م کدگشایی کدواژه، آن به را x کلمه ی و کرده
کلمه ی اگر روش این در :(IMLD) غیرکامل احتمال ماکزیمم کدگشایی قاعده ی ب.
کانال احتمال ماکزیمم دارای x کلمه ی با که کدواژه هایی تعداد و شود دریافت x

صرفاً تصمیم گیری هیچ بدون آنگاه باشد، مورد ΁ی از بیش ͬ باشند م ارسال
ͬ دهد. م انجام را کد مجدد ارسال درخواست

ͬ باشد م خطا u‐تشخیص گر کد ΁ی C کد گوییم ،u مثبت صحیح عدد هر برای .١. ٣. ٨ تعریف
دراین صورت دهد، رخ u‐خطا حداکثر و خطا ΁ی حداقل ،C کد کدواژه های در اگر هرگاه

نباشد. C کد از کدواژه ای حاصل کلمه ی
خطا u‐تشخیص گر کد، این هرگاه نامیم خطا u‐تشخیص گر دقیقاً کد ΁ی را C کد همچنین

نباشد. خطا ‐تشخیص گر (u+ ١) ولͬ باشد
خطا u‐تصحیح کننده ی کد ΁ی C کد گوییم ،u مثبت صحیح عدد برای .١. ٣. ٩ تعریف
u حداکثر تصحیح به قادر IMDD غیرکامل فاصله ی مینیمم کدگشایی روش هرگاه ͬ باشد م
هرگاه ͬ باشد، م خطا u‐تصحیح کننده ی دقیقاً کد ΁ی C کد گوییم همچنین باشد. خطا

نباشد. خطا ‐تصحیح کننده ی (u+ ١) ولͬ باشد خطا u‐تصحیح کننده ی

΁ی دراین صورت، ب·یرید. نظر در را C = {٠٠٠٠٠, ٠١١١٠, ١٠٠١١} دودویی کد .١. ٣. ٣ مثال
فاصله مینیمم کدگشایی روش که دید ͬ توان م (d(C) = ٣) ͬ باشد. م دودویی ‐کد [۵,٣,٣]
و داده تشخیص را خطا ΁ی) دارد. را خطا ΁ی تصحیح و تشخیص قابلیت IMDD غیرکامل

کند). تصحیح ͬ تواند نم ولͬ داده، تشخیص را خطا دو ͬ کند. م تصحیح
کرده دریافت را ١٠٠٠٠ کلمه خطا ΁ی با و باشد شده ارسال ٠٠٠٠٠ کنید فرض مثال به عنوان
داده تشخیص خطا ͬ باشد نم کدواژه ها بین در دریافتͬ کلمه ی چون دراین صورت باشیم،

.dH(١٠٠٠٠, ٠٠٠٠٠) = ١ چون و ͬ شود م
را ١٠٠٠٠ ، IMDD بنابراین dH(١٠٠٠٠, ١٠٠١١) = ٢ و dH(١٠٠٠٠, ٠١١١٠) = ۴ ͬ که حال در



٩ جبر نظریه ی از لازم تعاریف و مفاهیم
‐٢ کد این ͬ باشد. م خطا کننده ی ١‐تصحیح کد این لذا ͬ کند. م کدگشایی ٠٠٠٠٠ به
دو با دریافتͬ x کلمه ی و کنیم ارسال را ٠٠٠٠٠ اگر زیرا ͬ باشد. نم خطا کننده ی تصحیح
و dH(x, ٠١١١٠) = ٣ و dH(x, ٠٠٠٠٠) = ٢ چون صورت در این باشد x = ٠٠٠١١ به صورت خطا
ͬ کند. م کدگشایی ١٠٠١١ کدواژه ی به اشتباه به را x، کدواژه ی IMDD لذا dH(x, ١٠٠١١) = ١

ͬ باشد. م خطا کننده ی ١‐تصحیح دقیقاً کد این بنابراین
.d(C) ≥ u+ ١ اگر تنها و اگر ͬ باشد م خطا u‐تشخیص گر کد ΁ی C کد .١. ٣. ١ قضیه

.d(C) ≥ ٢u+١ اگر تنها و اگر ͬ باشد م خطا کننده ی u‐تصحیح کد ΁ی C کد .١. ٣. ٢ قضیه

جبر نظریه ی از لازم تعاریف و مفاهیم ۴ .١
لذا ͬ باشد، م Fn

q برداری فضای از برداری زیرفضای ΁ی ،n طول از خطͬ کد هر که آنجایی از
دهیم: قرار مطالعه مورد را میدان ΁ی روی برداری فضای ابتدا بایستͬ

مجموعه دراین صورت باشد ناتهͬ مجموعه ΁ی V کنیم فرض برداری: فضای .١ .۴ .١ تعریف
هرگاه نامیم Fq میدان روی برداری فضای ΁ی را اس΄الر ضرب عمل و + ͽجم عمل همراه به V

باشد: داشته را زیر خواص
باشیم: داشته یعنͬ باشد، آبلͬ گروه ΁ی (V,+) آ.

∀ v١, v٢ ∈ V : v١ +v٢ ∈ V باشد بسته (V,+) .١
باشد شرکت پذیر (V,+) .٢

∀ v١, v٢, v٣ ∈ V : v١+(v٢+v٣) = (v١+v٢)+v٣
ͽجم عمل به نسبت خنثͬ عنصر وجود .٣

∀ v ∈ V : ∃ ٠ ∈ V s.t v+ ٠ = ٠+ v = v

ͽجم عمل به نسبت وارون عنصر وجود .۴
∀ v ∈ V : ∃ w = −v s.t v+w = ٠

باشد داشته جابجایی خاصیت (V,+) .۵
∀ v, w ∈ V v+w = w+ v

λ.v ∈ V باشیم: داشته λ ∈ Fq و v ∈ V هر برای ب.
λ.(v + w) = λv + λw باشیم: داشته v, w ∈ V و λ ∈ Fq هر برای پ.
(λµ).v = λ.(µv) باشیم: داشته v ∈ V و λ, µ ∈ Fq هر برای ت.

∀ v ∈ V : ١F .v = v آنگاه: باشیم داشته را ضربی همانͬ ١F عنصر اگر ث.



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٠
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت Fq متناهͬ میدان روی n‐تایی های تمام مجموعه .١ .۴ .١ مثال

Fn
q = {(a١, a٢, . . . , an) | ai ∈ Fq ١ ≤ i ≤ n} .

ͬ کنیم: م تعریف زیر مؤلفه ای به صورت را Fn
q روی ͽجم عمل

∀ v = (a١, a٢, . . . , an) ∈ Fn
q , w = (b١, b٢, . . . , bn) ∈ Fn

q

v + w = (a١ + b١, a٢ + b٢, . . . , an + bn) ∈ Fn
q

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را اس΄الر ضرب عمل همچنین و
· : Fq × v −→ V

∀ λ ∈ Fq ∀ v = (v١, . . . , vn) ∈ V

λ · v = (λv١, λv٢, ..., λvn)

روی برداری فضای ΁ی فوق اس΄الر ضرب عمل و ͽجم عمل همراه به Fn
q مجموعه ی حال
ͬ باشد. م Fq میدان

معمولͬ ͽجم عمل با Fq متناهͬ میدان روی m×n ماتریس های تمام مجموعه .٢ .۴ .١ مثال
ͬ باشد. م Fq میدان روی برداری فضای ΁ی اس΄الر ضرب و ماتریس ها

V = {Mm×n(Fq) | m,n ∈ N}

∀ λ ∈ Fq , ∀Mm×n ∈ V : Mm×n(aij)m×n =⇒ λ ·Mm×n = (λaij)m×n

.∅ ̸= W ⊆ V و باشد Fq متناهͬ میدان روی برداری فضای ΁ی V کنیم فرض .٢ .۴ .١ تعریف
ͽجم عمل همراه به W خود هرگاه ͬ باشد م V از برداری زیرفضای ΁ی W گوییم دراین صورت

باشد. برداری فضای ΁ی ،V روی بر شده تعریف اس΄الر ضرب و

زیرفضا ΁ی V برداری فضای از W ناتهͬ مجموعه ی زیر بودن: فضا زیر ΁مح .٣ .۴ .١ تعریف
باشیم: داشته اگر تنها و اگر ͬ باشد م V از

∀ w١, w٢ ∈ W , ∀ λ, µ ∈ Fq =⇒ λw١ + µw٢ ∈ W

.W ≤ V ͬ نویسیم م آنگاه باشد V برداری فضای زیرفضای، ΁ی W اگر

بایستͬ ولͬ باشد، داشته مختلف پایه ی چندین ͬ تواند م Fq میدان روی برداری فضای ΁ی
با و ͬ شود م نامیده برداری فضای بعد عدد این باشند. (کاردینال) هم عدد آن پایه های تمام

ͬ شود. م داده نمایش dimF (v) نماد



١١ جبر نظریه ی از لازم تعاریف و مفاهیم
دراین صورت ∅ ̸= S ⊆ V و باشد Fq میدان روی برداری فضای ΁ی V کنیم فرض .۴ .۴ .١ تعریف

باشیم: داشته هرگاه ͬ باشد م خطͬ مستقل مجموعه ی ΁ی S گوییم
λ١v١ + λ٢v٢ + · · ·+ λnvn = ٠ =⇒ λ١ = λ٢ = · · · = λn = ٠
v١, . . . , vn ∈ V , λ١, . . . , λn ∈ Fq

نامیم. خطͬ وابسته ی را v١, v٢, . . . , vn بردارهای این صورت غیر در
دراین صورت باشد Fq میدان روی برداری فضای ΁ی V کنیم فرض .۵ .۴ .١ تعریف

هرگاه: نامیم V برای پایه ΁ی را S = {v١, . . . , vn}

باشد. خطͬ مستقل S .١
باشد. V مولد S .٢

م΄مل باشد، Fn
q برداری فضای از ناتهͬ زیرمجموعه ی ΁ی S کنیم فرض .۶ .۴ .١ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت ͬ شود م داده نمایش S⊥ نماد با که را S مجموعه ی متعامد
S⊥ =

{
v ∈ Fn

q | v.s = ٠ ∀ s ∈ S
}
.

.S⊥ = Fn
q داریم: آنگاه ،S = ∅ اگر

فضای از زیرفضایی ΁ی ،Fq میدان روی n طول از خطͬ کد ΁ی خطͬ: کد .٧ .۴ .١ تعریف
ͬ باشد. م Fn

q برداری
کد ΁ی C فوق، تعریف طبق دراین صورت ،C = {(λ, λ, . . . , λ)︸ ︷︷ ︸

تا n

| λ ∈ Fq} اگر .٣ .۴ .١ مثال
Fn
q از زیرفضایی C مجموعه ی بودن زیرفضا ΁مح طبق زیرا ͬ باشد. م Fq روی n طول از

ͬ شود. م نامیده تکراری کد ΁ی کد این ͬ باشد. م
باشد: Fn

q در خطͬ کد ΁ی C کنیم فرض .٨ .۴ .١ تعریف
Fn
q در C متعامد م΄مل با برابر ͬ شود، م داده نمایش C⊥ نماد با که C کد دوگان کد آ.

ͬ باشد: م
C⊥ =

{
v ∈ Fn

q | v.c = ٠ ∀ c ∈ C
}
.

΁ی (به عنوان ͬ باشد. م برداری فضای ΁ی به عنوان C بعد با برابر C خطͬ کد ΁ی بعد ب.
ͬ باشد. م n مساوی یا کوچ΄تر همواره خطͬ کد ΁ی بعد لذا ( Fn

q از برداری زیرفضای
در این صورت: باشد، خطͬ کد ΁ی C کنیم فرض .٩ .۴ .١ تعریف

به وضوح دراین صورت . C ⊆ C⊥ باشیم داشته هرگاه گوییم خود متعامد کد ΁ی را C کد آ.
.dim(C) ≤ dim(C⊥) داریم



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٢
به وضوح دراین صورت . C = C⊥ باشیم داشته هرگاه نامیم خود دوگان کد ΁ی را C کد ب.

.dim(C) = dim(C⊥) = n٢ داریم
برای پایه ای آن سطرهای که است Cماتریسͬ خطͬ کد مولد ماتریس آ. .١٠ .۴ .١ تعریف

ͬ باشد. م C خطͬ کد
کد دوگان برای پایه ای آن سطرهای که است ماتریسͬ C خطͬ کد زوج آزمایی ماتریس ب.

ͬ سازند. م C⊥ یعنͬ ،C
ماتریس دراین صورت (C کد kبعد و کدواژه ها طول n) باشد ‐کد [n, k] ΁ی C خطͬ کد اگر
ͬ باشد. م (n−k)×n ماتریس ΁ی C کد زوج آزمایی ماتریس و ͬ باشد م k×n ماتریسͬ C کد مولد
ماتریس های تعداد ͬ باشد، نم منحصربه فرد لزوماً برداری فضای ΁ی پایه های تعداد که همان طور
ماتریس سطرهای و مولد ماتریس سطرهای باشد. ی΄ͬ از بیش ͬ تواند م نیز خطͬ کد ΁ی مولد

باشند. خطͬ مستقل باید دو هر زوج آزمایی
از C خطͬ کد مولد ماتریس ،G شده داده k × n ماتریس ΁ی که دهیم نشان این که برای
و ͬ باشند م C کد از کدواژه هایی ،G ماتریس سطرهای دهیم نشان است کافͬ ͬ باشد م k بعد
C کد دهیم نشان است کافͬ معادل بیان به ͬ باشند. م خطͬ مستقل G سطرهای همچنین

ͬ باشد. م G ماتریس سطری فضای در مشمول
هرگاه: نامیم دوری کد ΁ی را C کد .١١ .۴ .١ تعریف

باشد. خطͬ آ.
دی·ر عبارت به باشد C خود در کدواژه ای هم باز ،C کدواژه ی ΁ی از دوری انتقال هر ب.

.C ′ = (an, a١, a٢, . . . , an−١) ∈ C آنگاه C = (a١, a٢, . . . , an) ∈ C اگر
ͬ باشد. م دوری دودویی کد ΁ی {٠٠٠, ١٠١, ٠١١, ١١٠} کد .۴ .۴ .١ مثال

n مقادیر و |A| = q > ١ که باشد مفروض A الفبای مجموعه ی کنیم فرض .١٢ .۴ .١ تعریف
m برای مم΄ن اندازه ی ماکسیمم بصورت را Aq(n, d) عدد صورت دراین باشد. مشخص d و

داریم: و ͬ کنیم م تعریف باشد موجود ‐کد [n,m, d] ΁ی که به گونه ای
Aq(n, d) = max

{
m | باشد موجود ‐کد [n,m, d] ΁ی } .

ͬ نامیم. م بهینه کد را باشد، Aq(n, d) با برابر آن اندازه ی که C مانند کدی .١٣ .۴ .١ تعریف
تأثیرگذاری و جالب مسئله ی ولͬ نبوده، راحتͬ کار Aq(n, d) مقدار محاسبه ی که آنجایی از
چون ͬ شود. م یاد کدگذاری نظریه ی مسئله ی مهمترین به عنوان آن از ͬ باشد م کد نظریه در
و بالا کران های آن برای ͬ توان م ولͬ ͬ باشد، نم ساده ای کار Aq(n, d) دقیق مقدار محاسبه ی

ͬ کند. م راحت را ما کار عمل در که کرد مشخص پایین



١٣ جبر نظریه ی از لازم تعاریف و مفاهیم
و n مثبت صحیح عدد هر و q > ١ صحیح عدد هر برای سینگلتون۵: کران .١۴ .۴ .١ تعریف

داریم: همواره ١ ≤ d ≤ n که به گونه ای d صحیح عدد همچنین
Aq(n, d) ≤ qn−d+١

Fq میدان روی خطͬ کد هر [n, k, d] پارامترهای باشد، اول عدد از توانͬ q که خاص حالت در
ͬ کند. م صدق k + d ≤ n+ ١ نامساوی در

سینگلتون کران مرزی حالت آن برای که به گونه ای C خطͬ ‐کد [n, k, d] هر .١۵ .۴ .١ تعریف
فاصله) ماکسیمم تفکی΁ پذیر (کد MDS کد ΁ی k + d = n+ ١ باشیم داشته یعنͬ دهد، رخ

ͬ شود. م نامیده
با و نامیم حلقه ΁ی را ضرب و ͽجم عمل دو همراه به R مجموعه ی حلقه: .١۶ .۴ .١ تعریف

باشد: زیر خواص دارای هرگاه ͬ دهیم، م نمایش (R,+, .) نماد
باشد: آبلͬ گروه ΁ی ͽجم عمل به نسبت R آ.

ͽجم عمل به نسبت بودن بسته .١
ͽجم عمل به نسبت شرکت پذیری .٢

ͽجم عمل به نسبت خنثͬ عنصر وجود .٣
ͽجم عمل به نسبت وارون عنصر وجود .۴

باشد. جابجایی خاصیت دارای ͽجم عمل به نسبت .۵
باشد: گروه نیم ΁ی ضرب عمل به نسبت R ب.

باشد. بسته ضرب عمل به نسبت R .١
باشد. شرکت پذیر ضرب عمل به نسبت R .٢

ͽجم به نسبت ضرب (توزیع پذیری) پخشͬ خاصیت پ.
∀ a, b, c ∈ R a.(b+ c) = a.b+ a.c

جابجایی خاصیت دارای ضرب عمل به نسبت R حلقه ی اگر جابجایی: حلقه ی .١٧ .۴ .١ تعریف
ناجابجایی حلقه ی را R حلقه ی غیراین صورت در و ͬ نامیم م جابجایی حلقه ی ΁ی را R آنگاه باشد

گوییم.
در و نامیم ی΄دار حلقه ی ΁ی را باشد ١ همانͬ عنصر دارای که حلقه ای .١٨ .۴ .١ تعریف

ͬ شود. م نامیده ی΄دار غیر حلقه ی غیراین صورت
5Singelton bound



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١۴
وارون دارای آن ناصفر عنصر هر که ی΄دار و جابجایی حلقه ی ΁ی میدان: .١٩ .۴ .١ تعریف

نامیم: میدان ΁ی را باشد ضربی
∀ a ̸= ٠ ∈ F ∃ a−١ ∈ F s.t a.a−١ = ١F

مختلط اعداد مجموعه ی و Q گویا اعداد مجموعه ی R حقیقͬ اعداد مجموعه ی .۵ .۴ .١ مثال
ͬ باشند. م نامتناهͬ میدان های هم·ͬ C

R از I مجموعه ی زیر دراین صورت باشد جابجایی حلقه ی ΁ی R کنیم فرض .٢٠ .۴ .١ تعریف
باشد: زیر شرایط دارای هرگاه نامیم R از ایده آل ΁ی را

.a+ b ∈ I و a− b ∈ I باشیم داشته I از b و a دلخواه، عنصر دو هر برای آ.
است) جابجایی R) ar ∈ I و ra ∈ I باشیم داشته a ∈ I هر و r ∈ R عنصر هر برای ب.

.I ⊴R ͬ نویسیم م حالت این در
روی چندجمله ای ها حلقه ی دراین صورت باشد. میدان ΁ی F کنیم فرض .٢١ .۴ .١ تعریف
چندجمله ای فرم به آن عنصر هر که است حلقه ای ͬ شود، م داده نمایش F [x] نماد با که ،F میدان

f(x) = a٠ + a١x١ + · · ·+ anx
n

نامیم. f(x) چندجمله ای درجه ی را n و ai ∈ F داریم ٠ ≤ i ≤ n هر برای جایی که ͬ باشد، م
چندجمله ای باشد، an = ١ که خاص حالت در است) ناصفر ͬ شود م نامیده پیشرو ضریب که an )

نامیم. تکین۶ را f(x)

تولید ایده آل دراین صورت باشد. F [x] از چندجمله ای ΁ی f(x) کنیم فرض .٢٢ .۴ .١ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت و داده نمایش I = ⟨f(x)⟩ نماد با را f(x) توسط شده

I = ⟨f(x)⟩ = {f(x)g(x) | g(x) ∈ F [x]}.

ͬ نامند. م f(x) توسط شده تولید اصلͬ ایده آل را فوق ایده آل
کنیم فرض .١ .۴ .١ قضیه

Π : Fn
q −→ Fq[x]

⟨xn − ١⟩
(a٠, a١, . . . , an−١) −→ a٠ + a١x+ · · ·+ an−١xn−١

کد ΁ی Fn
q از C ناتهͬ مجموعه ی زیر دراین صورت باشد. Fq [x]

⟨xn−١⟩ و Fn
q بین دوسویی تناظر

باشد. Fq [x]
⟨xn−١⟩ حلقه ی از ایده آلͬ Π(C) اگر تنها و اگر است دوری

6Monic



١۵ جبر نظریه ی از لازم تعاریف و مفاهیم
همچنین باشد. Fq [x]

⟨xn−١⟩ خارج قسمتͬ حلقه ی از ناصفر ایده آلͬ I کنیم فرض .٢ .۴ .١ قضیه
g(x) در این صورت باشد. I در مینیمم درجه ی از ناصفر تکین چندجمله ای g(x) کنیم فرض

.g(x)|xn − ١ و بوده I ایده آل مولد
F [x] در چندجمله ای دو b(x) ̸= ٠ و a(x) کنیم فرض تقسیم: ال·وریتم .٢٣ .۴ .١ تعریف

داریم: که به گونه ای موجودند r(x) و q(x) ی΄تای چندجمله ای های دراین صورت باشند.
a(x) := b(x)q(x) + r(x)

.deg(r(x)) < deg(b(x)) که
a که ͬ گوییم م کند، عاد را a− b تفاضل m صحیح عدد ΁ی اگر هم نهشتͬ: .٢۴ .۴ .١ تعریف
m(x) چندجمله ای ΁ی اگر .a ≡ b(mod m) ͬ نویسیم م و هستند هم نهشت m به پیمانه ی b و
و هستند هم نهشت m(x) به پیمانه ی b(x) و a(x) که ͬ گوییم م کند، عاد را a(x)− b(x) تفاضل

.a(x) ≡ b(x)(mod m(x)) ͬ نویسیم م
که است n از کمتر مثبت صحیح اعداد تعداد برابر φ(n) ͬ اویلر ف تابع :φ تابع .٢۵ .۴ .١ تعریف

است. اول n به نسبت
هستند) اول ۵ به نسبت ۴ و ٣ و ٢ و ١ (اعداد φ(۵) = ۴ .۶ .۴ .١ مثال

هستند) اول ۴ به نسبت ٣ و ١ (اعداد φ(۴) = ٢
،n ≥ ٢ هر برای که داد نشان ͬ توان م

φ(n) = nΠ
p|n

(١ − ١
p
) = n Π

p|n

p− ١
p

ͬ شود. م انجام n شمارنده ی اول اعداد تمام روی ضرب آن در که
(m,n) = ١ شرایط با و n و m مثبت صحیح اعداد برای همچنین و φ(p) = p−١ باشد اول p اگر

داریم:
φ(mn) = φ(m)φ(n)

(منحصربه فرد) چندجمله ای ΁ی ، Fq [x]
⟨xn−١⟩ خارج قسمتͬ حلقه ی از I ناصفر ایده آل هر در .٣ .۴ .١ قضیه

ͬ باشد. I م ایده آل مولد چندجمله ای این که دارد وجود مینیمم درجه از تکین
Fn
q در دوری کد ΁ی برای مولدی چندجمله ای xn − ١ از تکین مقسوم علیه هر .۴ .۴ .١ قضیه

ͬ باشد. م
Fq [x]

⟨xn−١⟩ خارج قسمتͬ حلقه ی از ایده آل ΁ی مولد چندجمله ای g(x) کنیم فرض .۵ .۴ .١ قضیه
g(x) درجه ی هرگاه ͬ باشد م k بعد دارای فوق ایده آل با متناظر دوری کد دراین صورت باشد.

باشد. n− k با برابر



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١۶
را Fq بتوان هرگاه نامیم (مولد) اولیه عنصر را Fq متناهͬ میدان در α عنصر .٢۶ .۴ .١ تعریف

نوشت: زیر فرم به
Fq =

{٠, α, α٢, . . . , αq−١} .

برابر و ͬ شود م داده نمایش ord(α) نماد با α ∈ Fq ناصفر عنصر ΁ی مرتبه ی .٢٧ .۴ .١ تعریف
.αk = ١ که به گونه ای ͬ باشد م k مثبت صحیح عدد کوچ΄ترین با

برابر α مرتبه ی اگر تنها و اگر است اولیه Fq متناهͬ میدان در α ناصفر عنصر .۶ .۴ .١ قضیه
.(ord(α) = q − ١) باشد q − ١

هم دسته ی .((n, q) = ١) باشد اول q به نسبت که باشد عددی n کنیم فرض .٢٨ .۴ .١ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ͬ باشد م i شامل که n q‐پیمانه ی دایره بر٧

Ci =
{
i.qj(mod n) | j = ٠, ١,٢, ...} .

را Zn دایره بر هم دسته های لذا ͬ باشند، م مجزا یا و ͬ باشند م مساوی یا دایره بر هم دسته ی دو
ͬ کنند. م افراز

کنید. مشخص را ١۵ پیمانه ی به ٢ بر دایره هم دسته های .٧ .۴ .١ مثال
Ci =

{
i.qj(mod n) | j = ٠, ١,٢, ...} q = ٢ n = ١۵

C٠ = {٠}
C١ =

{١ · ٢j(mod ١۵) | j = ٠, ١,٢, ...} = {١,٢,۴,٨} =⇒ C١ = C٢ = C۴ = C٨

C٣ =
{٣ · ٢j(mod ١۵) | j = ٠, ١,٢, ...} = {٣,۶,٩, ١٢} =⇒ C٣ = C۶ = C٩ = C١٢

C۵ =
{۵ · ٢j(mod ١۵) | j = ٠, ١,٢, ...} = {۵, ١٠} =⇒ C۵ = C١٠

C٧ =
{٧ · ٢j(mod ١۵) | j = ٠, ١,٢, ...} = {٧, ١۴, ١١, ١٣} =⇒ C٧ = C١١ = C١٣ = C١۴

١۴∪
i=٠

Ci = Z١۵.

چندجمله ای دراین صورت باشد. Fm
q متناهͬ میدان از اولیه عنصر ΁ی α کنیم فرض .٧ .۴ .١ قضیه

به صورت Fq میدان به نسبت αi مینیمال
M (i)(x) = Π

j∈Ci

(x− αj)

ͬ باشد. م qn − ١ پیمانه ی به i شامل q منحصربه فرد دایره بر هم دسته ی Ci جایی که ͬ باشد. م
7Cyclotomic



١٧ جبر نظریه ی از لازم تعاریف و مفاهیم

RS و BCH کدهای ١ .۴ .١
کدهای ͬ گیرند م قرار استفاده مورد امروزه که خطایی تصحیح دوری کدهای متداول ترین

هستند. RS و BCH

معرفͬ را آن ١٩۶٠ و ١٩۵٩ سال های در که نفری٨ سه نام اول حرف از را خود نام BCH کد
که بود GF (٢) روی کدهایی معرفͬ حقیقت در کدها این معرفͬ است. شده گرفته کردند،
حرف از آن نام که نیز ٩RS کد ͬ کنند. م فراهم را مشخص کمینه فاصله ی با طراحͬ ام΄ان

شد. منتشر ١٩۶٠ سال در است، شده گرفته آن مخترعان نام اول

BCH کدهای طراحͬ ٢ .۴ .١
سازنده، چندجمله ای از استفاده با را آنها ͬ توان م لذا و هستند دوری کدهای BCH کدهای
خطا t دست کم تصحیح قابلیت با و GF (q) روی بر n طول به BCH کد ΁ی کرد. مشخص

ͬ شود: م ساخته زیر به صورت
nام ریشه ی دارای GF (qm) میدان آن ازای به که ͬ کنیم م انتخاب را n مقدار کوچ΄ترین ‐١

ͬ نامیم. م α را ریشه این باشد. ی΄ه اولیه ی و
ͬ کنیم. م انتخاب را b = ١ معمولا˟ ͬ کنیم. م انتخاب را b غیرمنفͬ صحیح عدد ΁ی ‐٢

ͬ نویسیم: م را α متوالͬ توان ٢t فهرست ‐٣
αb, αb+١, . . . , αb+٢t−١

مزدوج دلیل به ͬ یابیم. م GF (q) روی بر را α توان های این از ΁ی هر کمین چندجمله ای
نیستند. متمایز چندجمله ای ها این همه ی معمولا˟ عناصر، برخͬ بودن

چندجمله ای های این مشترک مضرب کوچ΄ترین برابر g(x) سازنده ی جمله ای چند ‐۴
است. (n, n− deg(g(x))) دوری کد ΁ی حاصل، کد است. کمین

تشخیص کد کد، این ،b = ١ باشیم داشته BCH کد ساخت فرآیند در اگر .٢٩ .۴ .١ تعریف
ͬ شود. م گفته اولیه BCH کد به باشد برقرار n = qm−١ رابطه ی اگر ͬ شود. م نامیده محدود١٠

BCH کران ٣ .۴ .١
باشد. g(x) مولد چندجمله ای دارای و q‐تایی الفبای با دوری ‐کد [n, k] ΁ی C کنید فرض
که باشد GF (q) میدان از توسعه یافته میدان کوچ΄ترین GF (qm) که کنید فرض همچنین

8Base, Ray- Chaudhari, and Hocquenghem
9Reed- Soloman

10Narrow sense



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٨
درجه ی با چندجمله ای ΁ی g(x) کنید فرض است. α نام به ی΄ه اولیه و nام ریشه ی ΁ی شامل

یعنͬ: دارد ریشه به عنوان را α متوالͬ توان ٢ تا که است GF (q)[x] در کمینه

g(αq) = g(αb+١) = g(αb+٢) = · · · = g(αb+٢t−١).
عبارت به ͬ کند. م صدق dmin > δ = ٢t + ١ رابطه ی در کد کمینه ی فاصله ی دراین صورت

دارد. را خطا t دست کم تصحیح قابلیت کدی چنین دی·ر

RS کدهای ۴ .۴ .١
توسط شده تولید و qm − ١ طول از ‐تایی qm BCH کد ‐تایی، qm RS کد ΁ی

g(x) = (x− αb)(x− αb+١) . . . (x− αb+δ−٢)

ریشه ی هیچ g(x) در است. Fq از اولیه عنصری α و ٢ ≤ δ ≤ q − ١ و b ≥ ٠ جایی که ͬ باشد، م
.n − k = ٢t داریم RS کد ΁ی برای بنابراین است. ٢t برابر آن درجه ی لذا و نداریم اضافه ای
ͬ گیریم، نم نظر در دودویی حالت در را RS کد معمولا˟ ͬ باشد. م δ = n−k+١ برابر کد فاصله ی

داریم. را ١ طول یعنͬ ،q − ١ = ١ حالت این در زیرا
است. dmin = n− k + ١ برابر RS ‐کد [n, k] ΁ی کمینه ی فاصله ی .١ .۴ .١ لم

مولد جمله ای چند با ۶ طول از RS،٧‐تایی کد .٨ .۴ .١ مثال
g(x) = (x− ٣)(x− ٢(٣ = ۶ + x+ ٣x٢ + x٣

فرم به کد این مولد ماتریس ͬ باشد. م آرایه ای ٧ دوری ‐کد [۶,٣] ΁ی کد این ب·یرید. نظر در را

G =


۶ ١ ٣ ١ ٠ ٠
٠ ۶ ١ ٣ ١ ٠
٠ ٠ ۶ ١ ٣ ١


٣×۶

فرم به آن توازن کنترل ماتریس و ͬ باشد م

H =


١ ۴ ١ ١ ٠ ٠
٠ ١ ۴ ١ ١ ٠
٠ ٠ ١ ۴ ١ ١


است. آمده بدست زیر معادله از که ͬ باشد م

h(x) =
x۶ − ١
g(x)

, h(x) = ١ + x+ ۴x٢ + x٣

تنها و اگر است d مساوی یا بزرگتر فاصله ی دارای C (کد زیرا ͬ باشد، م ۴ برابر کد فاصله ی
٧‐تایی دوری ‐کد [۶,٣,۴] ΁ی فوق کد لذا باشد). خطͬ مستقل H از ستون d− ١ هر اگر

ͬ باشد. م MDS کد ΁ی بوضوح که ͬ باشد م



٢ فصل
از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای

ی΄ه ها و خودتوان ها

مقدمه ٢. ١
کران از استفاده با ͬ باشد. م d فاصله ی و r بعد ،n طول از کد ΁ی خطͬ، ‐کد [n, r, d] ΁ی
به صورت MDS کد ΁ی همچنین ͬ باشد. م (n − r + ١) برابر d مقدار ماکسیمم سینگلتون،
در ͬ باشد. م [n, n− r, r + ١] فرم به کدی معادل که ͬ شود م تعریف ‐کد [n, r, n− r + ١] ΁ی
روش و چبوتارو نتایج از استفاده با ͬ شوند. م بررسͬ MDS کدهای از مجموعه ای فصل این
ماتریس از استفاده با C روی را MDS کدهای از مجموعه ΁ی که قادریم ما ی΄تا کدگذاری

بسازیم. فوریه
به دست اول n و k گوناگون میدان های روی Kn در S = {e١, . . . , en−١} بردارهای مجموعه
شده داده r برای ͬ کند. م تولید ‐کد [n, r, n− r + ١] ΁ی S از عضو r هر به طوری که ͬ آیند م

ͬ باشند. م متفاوت کدام هر ،S کد تعریف طبق که دارد وجود انتخاب
n

r


K میدان روی Kn×n در T = {E٠, E١, . . . , Es−١} خودمتعامد ماتریس های از مجموعه هایی

جایی که ͬ باشند م ‐کد [n, r] ΁ی مولدهای {Ej | j ∈ J} به طوری که شده اند تعریف
.r =

∑
j∈J rankEj و J ⊆ I = {٠, ١, . . . , s− ١}

١٩



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ٢٠
ͬ باشد. م MDS کد، که ͬ شود م داده نشان باشند، اول نیز n و s = n ͬ که زمان خاص موارد در
است آمده به دست دوری گروه های حلقه ی روی بودن خودمتعامد از استفاده با MDS کدهای
لزومͬ که مشخص موقعیت K در صفرهایی شوند. مقایسه فوریه تبدیل با است مم΄ن که

باشند. سرهم پشت ندارد
΁ی p که Fp متناهͬ میدان های روی کدها این که است این MDS کدهای ͬ های ویژگ از ی΄ͬ

ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد پیمانه ای محاسبات در و ͬ آیند م به دست است اول عدد
پیدا و ͬ شود م مشخص راحت تر S زیرمجموعه ی ΁ی به وسیله ی اصلͬ فضای فاصله ی و بعد
ماکزیمم t برای ‐کدها [n, r, n− r+ ١] از بسیاری در خطا t‐تصحیح کننده ی زوج های کردن

ͬ شود. م مم΄ن (t = n−r٢ )

ی΄ه ها از حاصل کدهای ٢. ٢
Rn×n در UV = I و R روی n× n ماتریس های تمام حلقه ی Rn×n و حلقه ΁ی R کنید فرض
΁ی A به طوری΄ه کنید تقسیم U =

A

B

 به صورت B و A بلوکͬ ماتریس دو به را U باشد.
و C قسمت دو به را V مشابه به صورت باشند. (n − r) × n ماتریس ΁ی B و r × n ماتریس
(n, n − r) ماتریس ΁ی D و n × r ماتریس ΁ی C جایی که کنید تقسیم V =

(
C D

) که D

ͬ باشد. م
‐کد [n, r] ΁ی مولد A که ͬ شود م داده نشان به آسانͬ . AD = ٠ داریم لذا UV = I چون حال

ͬ باشد. م کد این برای توازن کنترل ماتریس ΁ی DT و ͬ باشد م
{ui١, . . . , uir} سطر باشد. V ستون های {v١, . . . , vn} و U سطرهای {u١, . . . , un} که کنید فرض
رتبه ی و ͬ باشد م r× n اندازه ی از که باشد A ماتریس مولد که ͬ کنیم م انتخاب طوری را U از

.J = (K − L) و L = {i١, i٢, . . . , ir} و K = {١,٢, . . . , n} کنید فرض است. r آن
n − r برابر ،D رتبه ی بنابراین ͬ کنیم. م انتخاب S = {vj | j ∈ J} ستون های را D ماتریس
‐کد [n, r] برای توازن کنترل ماتریس ΁ی DT و ͬ باشد م n × (n − r) آن اندازه ی و ͬ باشد م
گرفته ترتیب به معمولا˟ ͬ شود م استفاده A ساختن برای که U از ردیفͬ r) ͬ باشد. م A اصلͬ
ساخته ترتیبی هر با S بردارهای ستون های از D ماتریس نیست. ضروری این اما ͬ شود م
ͬ باشند م خطͬ کدها این ͬ شود) م استفاده S عضوهای از نرمال ترتیب ΁ی معمولا˟ اما ͬ شود م

ͬ باشند. نم ایده آل حقیقت در ولͬ
قرار استفاده مورد است مم΄ن کد ΁ی مولد ماتریس ساختن برای U از ردیفͬ هر بنابراین
مطابقت مورد توازن کنترل ماتریس آوردن به دست برای V از ستون هایی با سپس و گیرد
وجود ‐کد [n, r] ΁ی برای انتخاب

n

r

 ͬ باشد م n× n اندازه چون نتیجه در ͬ گیرند. م قرار
نشان ٢. ٢. ١ لم در آنچه به نسبت کدها این حقیقت در ͬ باشد. م متفاوت نیز کد هر که دارد



٢١ ی΄ه ها از حاصل کدهای
که است مولد فضای از زیرفضایی X برداری فضای ΁ی) ͬ باشند. م متفاوت است شده داده

ͬ شود). م تعریف X به وسیله ی
.W ⊆ T و S ⊆ T و باشد خطͬ مستقل بردارهای از مجموعه ΁ی T کنید فرض .٢. ٢. ١ لم

دراین صورت
⟨S⟩ ∩ ⟨W ⟩ = ⟨S ∩W ⟩.

ͬ آید. م به دست W و S بودن خطͬ مستقل از مستقیماً اثبات.
را Ur مولد ماتریس و ب·یرید نظر در را U از ردیف r هر Rn×n در UV = ١ کنید فرض
Vn−r توازن کنترل ماتریس و ب·یرید نظر در را V از ستون (n− r) تعریف طبق سپس بسازید.

کنید. مشخص Cr نماد با را کد این کنید. تعریف ‐کد [n, r] ΁ی و بسازید را
باشد، غیرصفر V از مربعͬ ماتریس زیر هر دترمینان که باشد خاصیت این دارای V ماتریس اگر

ͬ باشد. م MDS ‐کد [n, r, n− r + ١] ΁ی کدی چنین دراین صورت
تنها و اگر است کمتر یا W همینگ وزن با غیرصفر واژه ی کد ΁ی شامل C کد .٢. ٢. ١ قضیه

باشد. خطͬ وابسته ی H ماتریس از ستون Wتا از متش΄ل مجموعه ΁ی اگر
مینیمم دراین صورت باشد، C خطͬ کد برای توازن کنترل ماتریس ΁ی H اگر .٢. ٢. ١ نتیجه

باشد. خطͬ وابسته ی که H ستون های از تعداد کمترین با است برابر C کد فاصله ی
هر دراین صورت باشد غیرصفر V از مربعͬ زیرماتریس هر دترمینان کنید فرض .٢. ٢. ٢ قضیه

ͬ باشد. م MDS ‐کد [n, r, n− r + ١] ΁ی بنابراین و دارد را (n− r + ١) فاصله ی Cr کد
زیرماتریس هر که ͬ شود م اثبات ٢. ٢. ١ نتیجه ی و ٢. ٢. ١ قضیه ی به وسیله ی اثبات.

دارد. غیرصفر دترمینان V از (n− r)× (n− r)

که بسازیم زیادی متفاوت ‐کدهای [n, r] که ͬ دهد م اجازه ما به U از ردیف r هر انتخاب
MDS کد هر کند صدق ٢. ٢. ٢ قضیه شرایط در V که زمانͬ و UV = I(n×n) واحد سیستم در

ͬ باشد. م نیز
باشد K میدان روی اولیه n‐ام ریشه ی ΁ی α کنید فرض فوریه١: ماتریس .٢. ٢. ١ تعریف
زیر به صورت K روی n × n فوریه ماتریس باشد. داشته وجود n روی آن معکوس به طوری که

ͬ شود: م تعریف

Fn =



١ ١ ١ · · · ١
١ α α٢ · · · α(n−١)
١ α٢ α۴ · · · α٢(n−١)
... ... ... · · ·

...
١ α(n−١) α٢(n−١) · · · α(n−١)(n−١)


1Fourier



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ٢٢
است: صورت این به نیز Fn معکوس و

F ∗
n =

١
n



١ ١ ١ · · · ١
١ α−١ α−٢ · · · α−(n−١)
١ α−٢ α−۴ · · · α−٢(n−١)
... ... ... · · ·

...
١ α−(n−١) α−٢(n−١) · · · α−(n−١)(n−١)


K روی فوریه ماتریس ΁ی با nF ∗

n ماتریس و ͬ باشد م واحد اولیه ی n‐ام ریشه ی ΁ی α−١ )
دارد). مطابقت

باشد واحد اولیه ی p‐ام ی ریشه ΁ی w ∈ C کنید فرض چبوتارو٢: قضیه ی .٢. ٢. ٣ قضیه
آن ‐ام (i, j) درایه ی که باشد فوریه ای ماتریس V کنید فرض و است اول عددی p جایی که
V از مربعͬ زیرماتریس های همه ی دراین صورت و .٠ ≤ i, j ≤ p − ١ که باشد wij با برابر

دارند. غیرصفر دترمینان
ترانهاده ی nF ∗

n این جا در .FnF
∗
n = In و باشد C روی فوریه n× n ماتریس Fn که کنید فرض

نماییم. تعریف ی΄تا Fn از استفاده با ی΄تایی کدهای ͬ توانیم م ما ͬ باشد. م Fn از مختلط توأم
ی΄تا) nF ∗

n (با
از ردیف r هر از استفاده با Cr جایی که باشد ی΄تا آمده به دست ‐کد [n, r] ΁ی Cr کنید فرض
توضیح آن مورد در که باشد آمده به دست F ∗

n از مستقیماً توازن ماتریس و باشد شده تعریف Fn

راحت تر غالباً این که باشد آمده به دست nF ∗
n از مستقیماً است مم΄ن توازن ماتریس دادیم.

ͬ باشد. م
ساخته فوریه ماتریس از ردیف r با که باشد کدی Cr و باشد، اول n کنید فرض .۴ .٢. ٢ قضیه

شود.
ͬ باشد. م (n− r + ١) برابر ،Cr کد فاصله ی دراین صورت

با و ͬ باشد م غیرصفر V از مربعͬ زیرماتریس هر دترمینان ٢. ٢. ٢ قضیه ی از استفاده با اثبات.
ͬ شود. م ثابت ح΄م چبوتارو قضیه ی از استفاده

n ͬ که زمان ͬ باشد م موجود MDS ‐کد [n, r, n − r + ١] ΁ی Cr هر با متناظر بنابراین
΁ی ساختن برای گیرد. قرار استفاده مورد است مم΄ن Fn ردیف r از مجموعه هر باشد اول
از که دارد وجود متفاوت MDS ‐کد [n, r, n − r + ١] تا

n

r

 ،MDS ‐کد [n, r, n − r + ١]
ͬ آیند. م به دست ی΄تا Fn

به دست فوریه ماتریس به مستقل و کامل متعامد مجموعه های از استفاده با دوری کدهای
2Chebotarev



٢٣ ی΄ه ها از حاصل کدهای
MDS کدهای مجموعه ساختن که ͬ شود م باعث این و ͬ شوند م مربوط ٣‐ ٣ بخش در آمده
میدان های روی MDS کدهای از مجموعه ای ساخت به ٣‐ ٢ بخش در شود. آسانتر R روی

شده اند. ساخته دوری کدهای از مجموعه ای ٣‐ ٣ بخش در و ͬ پردازیم م متناهͬ
باشد. C در واحد اولیه ی ٧‐ام ی ریشه ΁ی w کنید فرض .٢. ٢. ١ مثال

F٧ =



١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ w w٢ w٣ w۴ w۵ w۶
١ w٢ w۴ w۶ w w٣ w۵
١ w٣ w۶ w٢ w۵ w w۴
١ w۴ w w۵ w٢ w۶ w٣
١ w۵ w٣ w w۶ w۴ w٢
١ w۶ w۵ w۴ w٣ w٢ w


باشد: آمده به دست A ماتریس به وسیله ی که باشد مولدی کد C۴ کنید فرض

A =


١ w w٢ w٣ w۴ w۵ w۶
١ w٢ w۴ w۶ w w٣ w۵
١ w۵ w٣ w w۶ w۴ w٢
١ w۶ w۵ w۴ w٣ w٢ w


٣ رتبه ی دارای که است زیر به صورت C۴ برای توازن ماتریس ͬ باشد. م ۴ رتبه ی دارای A

ͬ باشد. م
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ w۴ w w۵ w٢ w۶ w٣
١ w٣ w۶ w٢ w۵ w w۴


استخراج F٧ از است مم΄ن متفاوت کد

٧
۴
 = ٣۵ ͽواق در ͬ باشد. م ‐کد [٧,۴,۴] ΁ی C۴ کد

شود.



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ٢۴

متناهͬ میدان های ٢. ٣
ماتریس باشد اول n مواردی که تمام در که ͬ کند نم صدق این متناهͬ میدان های مورد در
هدف باشد. داشته غیرصفر دترمینان آن مربعͬ زیرماتریس هر و باشد داشته وجود Fn فوریه
زیرماتریس هر و Fp فوریه ماتریس که کنیم پیدا را اولͬ p و K متناهͬ میدان های در تا است آن

باشد. داشته غیرصفر دترمینان آن مربعͬ
p|(q − ١) و K ∤ p که لازم است باشد داشته وجود K روی p × p فوریه ماتریس اینکه برای

است. K میدان از مرتبه ای q جایی که
زیرماتریس هر دترمینان اگر است چبوتارو ویژگͬ دارای K میدان روی M مربعͬ ماتریس گوییم

باشد. غیرصفر آن از مربعͬ
چبوتارو ویژگͬ دارای اول n ΁ی برای K روی Fn فوریه ی ماتریس باشد، صفر K مشخصه اگر

ͬ باشد. م
مولد ΁ی z کنید فرض ͬ باشد. م F میدان روی G گروه گروهͬ، حلقه ی نشان دهنده ی F [G]

f(z) منحصربه فرد فرم ΁ی v ∈ F [G] بردار هر باشد. p اول مرتبه ی از G دوری گروه برای
ضرایب دقیقاً که ͬ باشد م |supp(v)| برابر t = t(v) مقدار .degf < p و f ∈ F [X] جایی که دارد.

ͬ شود. م نوشته t(f) به صورت عدد این و ͬ باشند م f چندجمله ای غیرصفر
ͬ دهد. م نشان را V توسط شده ایجاد فضای بعد d(v) دراین صورت

قضیه ی نتیجه ی دراین صورت باشد، واحد اولیه p‐ام ریشه ی ΁ی حاوی میدان ΁ی K اگر
v ∈ غیرصفر بردارهای همه ی برای t(v) + d(v) > p که است این با معادل K روی چبوتارو

.K[G]

v ∈ K[G] کنید فرض و باشد p اول مرتبه ی از گروه ΁ی G = ⟨Z⟩ کنید فرض .٢. ٣. ١ قضیه
و f ∈ K[X] جایی که v = f(z) است. دلخواه میدان ΁ی K جایی که باشد غیرصفر

.degf < p

جایی که ، t(f) ≤ degh اگر تنها و اگر t(v) + d(v) ≤ p دراین صورت
h(x) = gcd(xp − ١, f(x)).

از استفاده با (۴٠٣۵ ‐۴٠٣۴) صفحات [٧] مقاله در شده داده نمونه های که است ذکر قابل
ش΄ست با باشد ϕ(p) = p − ١ از کمتر p پیمانه ی به q که اول q و p مقدار با چبوتارو قضیه ی
اولͬ pهای و K متناهͬ میدان های به ما شود. مقایسه ١ .۴ .٢ لم با باید این ͬ شود. م مواجه
در نماید. صدق چبوتارو شرایط در و باشد داشته وجود K روی فوریه ماتریس که علاقه مندیم
متناهͬ کاراکترهای اول، p هر برای که شود داده نشان تا است شده زیادی بحث [٨] مقاله ی

بخورد. ش΄ست ͬ تواند م چبوتارو که دارد وجود زیادی
شده اند. بررسͬ [δij ] ͽجام ماتریس از مربعͬ زیرماتریس های همه ی دترمینان ٢. ٢. ٣ قضیه ی در
اصل همچنین و ͬ باشند م غیرصفر چبوتارو قضیه ی از استفاده با و ͬ باشند م صحیح عددها این



٢۵ متناهͬ میدان های روی فوریه ماتریس
است. آن ها بودن غیرصفر بر

ͬ کند م مواجه ش΄ست با را چبوتارو نتیجه ی که کاراکترهایی که شود مشخص به وضوح باید
است ͹واض و کرده تقسیم را صحیح اعداد این از ی΄ͬ حداقل که هستند اول هایی همان دقیقاً

دارد. وجود اول ها این از کمͬ مقدار فقط که

متناهͬ میدان های روی فوریه ماتریس ۴ .٢
.n|(q − ١) که است لازم GF (q) روی Fn فوریه ماتریس ساختن برای

.p|(tϕ(p) − ١) فرمتس٣ قضیه ی به وسیله ی غیرمساوی، و اول t و p مقادیر برای
هستیم r توان کمترین با هایی p− ١ دنبال به ما .ϕ(p) = p− ١ بنابراین ͬ باشد م اول p چون

.p|(tr − ١) که
و p|(tr − ١) که دارد وجود GF (tr) میدان ΁ی شده، داده نامساوی و اول p و t داده های برای

دارد. وجود Fp فوریه ماتریس میدان این روی
دراین صورت K = GF (qϕ(p)) و باشند (p ̸= q) نامساوی و اول q و p که کنید فرض

p|(qϕ(p) − ١)
دارد. وجود K روی Fp فوریه ماتریس و

به q رتبه ی که کنید فرض همچنین باشند. نامساوی و اول q و p که کنید فرض .١ .۴ .٢ لم
(xp−١ + xp−٢ + · · ·+ x+ ١) چندجمله ای دراین صورت ͬ باشد. م ϕ(p) = p− ١ برابر p پیمانه ی

ͬ باشد. م تفکی΁ پذیر GF (q) روی
چندجمله ای ΁ی GF (q) متناهͬ میدان روی ϕn(x) چندجمله ای فاکتورهای که است ͹واض اثبات.

این جا در است. n پیمانه ی به q از r مرتبه ی جایی که ͬ باشد. م r درجه ی از تفکی΁ ناپذیر
ϕp(x) = xp−١ + xp−٢ + · · ·+ x+ ١

است. تفکی΁ ناپذیر ϕp(x) بنابراین . r = ϕ(p) = p− ١ = deg(ϕp(x)) و
که کنید فرض .K = GF (qϕ(p)) و باشند نامساوی و اول q و p که کنید فرض .١ .۴ .٢ قضیه

چندجمله ای این جا در باشد. ϕ(p) برابر ،p پیمانه ی به q مرتبه ی
f(x) = (xp−١ + xp−٢ + · · ·+ x+ ١)

و دارد وجود K روی Fp فوریه ی ماتریس دراین صورت است. تفکی΁ ناپذیر GF (q) = Zq روی
ͬ کند. م صدق چبوتارو شرایط در

3Fermat’s litlle



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ٢۶
حال دارد. وجود Fp که شد اشاره قبلا́ که کنید توجه اثبات.

GF (qϕ(p)) ∼= GF (q)[α] ∼= Zq[α] ∼=
Zq[x]

(f(x))

C درون واحد اولیه ی p‐ام ریشه ی ΁ی که w برای است. cofactor x + (f(x)) ،α جایی که
داریم: است

z[w] ∼=
z[y]

(f(y))

که است بدیهͬ روش این با
z[w] ∼=

z[y]

(f(y))
−→ zq[x]

(f(x))
= GF(q)[α]

ضرایب همه ی و ͬ باشد م y در p از پایین تر درجه ای از چندجمله ای ها هسته ی روش این در
است مم΄ن روش این است) تقسیم قابل q به وسیله مشترک ضریب (هر بخش پذیرند. q بر

شود: بیان زیر به صورت
z[y]

(f(y))
[z] −→ zq[x]

(f(x))
[z]

، h(z) = gcd(g(z), zp−١) کنید فرض . deg g < p آن در که ٠ ̸= g(z) ∈ zq [x]
(f(x)) کنید فرض حال

ͬ شود. م برده کار به ٢. ٣. ١ قضیه دراین صورت و t(g(z)) > deg h که ͬ دهیم م نشان ما
g(z) از پایه ای t(g(z)) که باشید داشته یاد به است. بدیهͬ این دراین صورت h(z) = ١ اگر

که: ͬ فرمایید م ملاحظه ͬ باشد. م
ĝ(z) ∈ z[y]

(f(y))
[z] ⊂ Q[y]

(f(y))
[z]

کنید فرض حال است. ĝ(z) ضرایب g(z) ضرایب فرض پیش با
ĥ = gcd(ĝ(z), zp − ١).

. t(ĝ) > degĥ داریم: ٢. ٣. ١ قضیه ی به وسیله ی دراین صورت . z[y]
(f(y)) [z] در

، zq [x]
(f(x)) = zq[α] و ͬ باشد م C درون واحد اولیه ی p‐ام ریشه ی ΁ی w جایی که z[y]

(f(y)) = z[w] حال
داریم: لذا ͬ باشد. م zq در واحد اولیه ی p‐ام ریشه ی ΁ی α جایی که

zp − ١ =

p−١∏
i=٠

(z − wi) in z[w] , zp − ١ =

p−١∏
i=٠

(z − αi) in GF (qp−١) = zq[α]

zq[α] در بنابراین
gcd(g(z), zp − ١) = ∏

j∈J
(z − αj) = h(z)

داریم: z[w] در ͬ باشد. م I = {٠, ١, . . . , p− ١} از مناسب زیرمجموعه هایی J جایی که
gcd(ĝ(z), zp − ١) = ∏

j∈J
(z − wj) = ĥ(z)



٢٧ متناهͬ میدان های روی فوریه ماتریس
داریم: دراین صورت و degĥ(z) = deg h(z) این جا در

t(ĝ(z)) = t(g(z)) , deg ĥ(z) = deg h(z)

.t(g(z)) > deg h(z) دراین صورت که t(ĝ) > deg ĥ و
صدق چبوتارو شرایط در GF (qϕ(p)) روی Fp فوریه ماتریس ٢. ٣. ١ قضیه ی به وسیله ی حال

ͬ کند. م
به q مرتبه ی جایی که p ̸= q غیرمساوی و اول q و p با GF (qϕ(p)) میدان های بنابراین
تفکی΁ ناپذیر GF (q) روی xp−١ + xp−٢ + · · ·+ ١ جایی که و ͬ باشد م ϕ(p) = p− ١ ،p پیمانه ی
تصدیق را چبوتارو (خاصیت) شرایط که ͬ باشد م GF (qϕ(p)) روی Fp فوریه ماتریس همان باشد،

ͬ نماید. م
اول عددی نیز ٢p + ١ اگر این صورت در باشد. اول عدد ΁ی p کنیم فرض .١ .۴ .٢ تعریف
ایمن اول عدد را آن با متناظر ٢p + ١ اول عدد و نامیده ژرمین۴ اول را p عدد آنگاه باشد،

ͬ نامیم. م
روی Fp فوریه ماتریس دراین صورت باشد. اول q = ٢p + ١ و p کنید فرض .١ .۴ .٢ گزاره

ͬ نماید. م صدق چبوتارو شرایط در و دارد وجود GF (q)

٢p = q−١ مرتبه ی از عضوی α کنید فرض ͬ باشد. م p ،١ پیمانه ی به q مرتبه ی و p|q−١ اثبات.
و دارد وجود GF (q) روی Fp فوریه ماتریس و دارد p (رتبه) مرتبه α٢ بنابراین باشد. GF (q) در
درجه ی از چندجمله ای ΁ی f(x) که کنید فرض شود. ساخته α٢ از توانͬ به وسیله ی ͬ تواند م

که است ͹واض باشد. p از کمتر
gcd((xp − ١), f(x)) = h(x)

داریم: GF (q) در حال ͬ باشد. م GF (q) در

xp − ١ =

p−١∏
i=٠

(x− α٢i)

بنابراین: ͬ باشد. م xp − ١ از ریشه ΁ی ٠ ⩽ i ⩽ (p− ١) ،α٢i هر که
h(x) = gcd((xp − ١), f(x)) = ∏

j∈J
(x− α٢j)

باشد. واحد اولیه ی p‐ام ریشه ی ΁ی w که کنید فرض حال . J ⊆ {٠, ١, . . . , p− ١} جایی که

ب·یرید. نظر در را GF (q) در t(f) هم اکنون ͬ باشند. م Z[x] در چندجمله ای f(x) و (xp − ١)
بنابراین ͬ باشد. م Z[x] در t(f) ضرایب

gcd((xp − ١), f(x)) = h(x)

4Germaine Prime



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ٢٨
برای h(x) =

∏
j∈J(x − wj) حال .Z[x] درون عضو هر برای t(f) > deg h(x) یعنͬ این و

درجه همانند باید C[x] در deg(h(x)) بنابراین و Ĵ = J دراین صورت .Ĵ ⊆ {٠, ١, . . . , (p− ١)}
صدق چبوتارو شرایط در GF (q) روی Fp فوریه ماتریس بنابراین باشد. GF (q)[x] در deg h(x)

ͬ نماید. م
پیمانه ی به صحیح اعداد شامل آنها و ͬ باشند م خوب نسبتاً زیر موارد فوریه ماتریس های

ͬ باشند. م اول q ΁ی
محاسبات برای MATLAB یا MAPLE ،GAP [٧] نظیر کامپیوتر جبری نرم افزار ΁ی .١ .۴ .٢ مثال

فرم به دوری ماتریس ΁ی ͬ باشد. م مناسب
a٠ a١ · · · an−١

an−١ a٠ · · · an−٢... ... ... ...
a١ a٢ · · · a٠


شیفت با دوری ماتریس (a٠, a١, . . . , an−١) ردیف اولین بودن مشخص با بنابراین ͬ باشد. م

ͬ شود. م مشخص (a٠, a١, . . . , an−١)

GF (٢r) ١ .۴ .٢
:GF (٢٢) ‐١

Gf(٢) روی (x٢ + x + ١) چندجمله ای و باشد مͬ ٢ برابر ٣ پیمانه ی به ٢ رتبه ی
بنابراین ͬ باشد. م تفکی΁ ناپذیر

F٣ =


١ ١ ١
١ w w٢
١ w٢ w


ͬ باشد. م Gf(۴) در واحد اولیه ی سوم ریشه ی ΁ی w جایی که دارد را چبوتارو خاصیت

داریم. [٣,٢,٢] نوع از کد ٣ پس
٣

٢
 = ٣ چون

:GF (٢۴) ‐٢
روی (x۴ + x٣ + x٢ + x + ١) چندجمله ای و ͬ باشد م ۴ برابر ۵ پیمانه ی به ٢ رتبه ی
روی F۵ فوریه ماتریس ١ .۴ .٢ قضیه ی به وسیله ی بنابراین ͬ باشد. م تفکی΁ ناپذیر Gf(٢)
دترمینان زیرماتریس، هر که ͬ سازد م برآورده را چبوتارو شرایط و دارد وجود Gf(٢۴)
w = α٣ و باشد اولیه عنصر ΁ی α کنید فرض ب·یرید. نظر در را F۵ دارد. غیرصفر
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ازاین رو ب·یرید.

F۵ =



١ ١ ١ ١ ١
١ w w٢ w٣ w۴
١ w٢ w۴ w w٣
١ w٣ w w۴ w٢
١ w۴ w٣ w٢ w


کدهایی تعریف برای F۵ از ͬ توانیم م ما دارد. غیرصفر دترمینان F۵ زیرماتریس هر
٣ ما مثال برای نماییم. استفاده GF (١۶) روی MDS جداکننده فاصله ی بیشترین با
دی·ر ردیف ٢ از استفاده با سپس و ͬ کنیم م انتخاب را (اصلͬ) مولد ماتریس از ردیف
،
۵

٣
 = ١٠ مجموع در ͬ آوریم. م به دست است، ‐کد [۵,٣,٣] که را توازن ماتریس F ∗

ͬ آوریم. م به دست متفاوت ‐کد [۵,٣,٣]
:GF (٢۶) ‐٣

(x٣ + x + ١) اما دارد وجود GF (٢۶) روی F٧ فوریه ماتریس بنابراین و ٢|٧۶ − ١ حال
صدق چبوتارو شرایط در F٧ بنابراین و ͬ باشد م (x٧ − ١) تجزیه ی فاکتورهای از ی΄ͬ
(x٣ + x + ١) چندجمله ای و ͬ باشد م ٣ برابر ٧ پیمانه ی به ٢ رتبه این جا در ͬ نماید. نم

است. تفکی΁ ناپذیر GF (٢) روی
:GF (٢١٠) ‐۴

روی (x١٠ + x٩ + · · · + x + ١) و ͬ باشد م ϕ(١١) = ١٠ برابر ١١ پیمانه ی به ٢ رتبه ی
روی F١١ فوریه ماتریس ١ .۴ .٢ قضیه ی به وسیله ی بنابراین است. تفکی΁ ناپذیر GF (٢)
برای ͬ شوند. م ساخته آن از MDS کدهای و ͬ باشد م چبوتارو خاصیت دارای GF (٢١٠)

ͬ تواند م GF (٢١٠) روی ( ٧١١ ریشه ی (از MDS ‐کد [١١,٧,۵] ،
١١

٧
 = ٣٣٠ مثال

ͬ باشند. م خطا ٢‐تصحیح کننده ی آنها همه ی و شود ساخته
:GF (٢١٢) ‐۵

،٢. ٢. ٣ قضیه به وسیله ی بنابراین ͬ باشد. م ϕ(١٣) = ١٢ برابر ١٣ پیمانه ی به ٢ رتبه ی
(x١٢ + x١١ + · · ·+ x+ ١)

GF (٢١٢) روی F١٣ ،١ .۴ .٢ قضیه ی به وسیله ی بنابراین ͬ باشد. م تفکی΁ ناپذیر GF (٢) روی
قادریم ما مثال به عنوان بنابراین ͬ سازد. م برآورده را چبوتارو شرایط و دارد وجود
‐٣ آنها از کدام هر که بسازیم GF (٢١٢) در [١٣,٧,٧] متفاوت کد

١٣
٧
 = ١٧١۶

ͬ باشند. م خطا تصحیح کننده ی
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GF (٣r) ٢ .۴ .٢
:GF (٣۴) ‐١

چندجمله ای بنابراین و ͬ باشد م ϕ(۵) = ۴ برابر ۵ پیمانه ی به ٣ رتبه ی
(x۴ + x٣ + x٢ + x+ ١)

خاصیت و دارد وجود GF (٣۴) روی F۵ فوریه ماتریس است. تفکی΁ ناپذیر GF (٣) روی
ساخته ͬ توانند م MDS کدهای ١ .۴ .٢ قضیه ی به وسیله ی ͬ باشد. م دارا را چبوتارو

شوند.
:GF (٣۶) ‐٢

روی (x۶ + x۵ + · · · + x + ١) چندجمله ای و ͬ باشد م ۶ برابر ٧ پیمانه ی به ٣ رتبه ی
و داشته وجود F٧ ،١ .۴ .٢ قضیه ی به وسیله ی این جا در ͬ باشد. م تفکی΁ ناپذیر Gf(٣)
بسازیم. F٧ فرم به MDS کدهای قادریم ما یعنͬ ͬ سازد. م برآورده را چبوتارو شرایط

بسازیم. ͬ توانیم م GF (٣۶) در MDS ‐کد [٧,٣,۵] تا
٧

٣
 = ٣۵ مثال برای

:GF (٣١۶) ‐٣
روی (x١۶ + x١۵ + · · ·+ x+ ١) چندجمله ای و ͬ باشد م ١۶ برابر ١٧ پیمانه ی به ٣ رتبه ی
را چبوتارو شرایط F١٧ ،١ .۴ .٢ قضیه ی از استفاده با پس ͬ باشد. م تفکی΁ ناپذیر Gf(٣)

بسازیم. را F١٧ فرم به MDS کدهای قادریم ما و ͬ سازد م برآورده
(١٧, ١٣,۵) تا

١٧
١٣

 = ٢٣٨٠ و MDS ‐کد [١٧,٩,٩] تا
١٧

٩
 = ٢۴٣١٠ مثال برای

بسازیم. ͬ توانیم م GF (٣١۶) در F١٧ فرم به MDS ‐کد

GF (۵r) ٣ .۴ .٢
:GF (۵٢) ‐١

تفکی΁ ناپذیر GF (۵) در (x٢+x+١) چندجمله ای و ͬ باشد م ٢ برابر ٣ پیمانه ی به ۵ رتبه ی
ͬ باشد. م چبوتارو خاصیت دارای و دارد وجود F٣ فوریه ماتریس بنابراین ͬ باشد. م

:GF (۵۶) ‐٢
در (x۶ + x۵ + · · · + x + ١) چندجمله ای و ͬ باشد م ۶ برابر ٧ پیمانه ی به ۵ رتبه ی
در و دارد وجود GF (۵۶) روی F٧ فوریه ماتریس بنابراین ͬ باشد. م تفکی΁ ناپذیر GF (۵)
[٧,۴,۴] تا

٧
۴
 = ٣۵ ͬ توانیم م مثال برای این جا در ͬ نماید. م صدق چبوتارو شرایط
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روی متفاوت ‐کد [٧,۵,٣] ،
٧

۵
 = ٢١ همچنین و GF (۵۶) روی متفاوت MDS ‐کد

بسازیم. ͬ توانیم م GF (۵۶)

GF (٧r) ۴ .۴ .٢
:GF (٧۴) ‐١

GF (٧) روی (x۴+x٣+x٢+x+١) چندجمله ای و ͬ باشد م ۴ برابر ۵ پیمانه ی به ٧ رتبه ی
و داشته وجود GF (٧۴) روی F۵ ،١ .۴ .٢ قضیه ی طبق بنابراین ͬ باشد. م تفکی΁ ناپذیر
ͬ شوند. م ساخته F۵ برای MDS کدهای بنابراین ͬ سازد. م برآورده را چبوتارو شرایط

:GF (٧١٠) ‐٢
روی (x١٠ + x٩ + · · ·+ x+ ١) چندجمله ای و ͬ باشد م ١٠ برابر ١١ پیمانه ی به ٧ رتبه ی
روی F١١ فوریه ماتریس ١ .۴ .٢ قضیه ی طبق بنابراین ͬ باشد. م تفکی΁ ناپذیر GF (٧)

ͬ نماید. م تصدیق را چبوتارو شرایط و داشته وجود GF (٧١٠)

GF (١١r) ۵ .۴ .٢
:GF (١١) ‐١

دارد. وجود GF (١١) روی F۵ فوریه ماتریس بنابراین و است ژرمین اول عدد ۵ اینجا در
،GF (١١) در x۵ − ١ تفکی΁ ناپذیر فاکتورهای زیرا شود به کاربرده ͬ تواند نم ١ .۴ .٢ قضیه

}به صورت
x− ١, x− α٢, x− α۴, x− α۶, x− α٨}

شود انتخاب ٢ ͬ تواند م α (این ͬ باشد م GF (١١) در اولیه عنصر ΁ی α جایی که ͬ باشند م
ͬ باشد م ژرمین اول عدد ۵ اینجا در ͬ باشد). م ١٠ برابر ١١ پیمانه ی به ٢ رتبه ی که

برد. به کار ͬ توان م را ١ .۴ .٢ گزاره ی بنابراین ͬ باشد). م اول ١١ = ۵ × ٢ + ١ )
MDS کدهای و ͬ باشد م چبوتارو خاصیت دارای GF (١١) روی F۵ فوریه ماتریس بنابراین
۵ رتبه ی ٢٢ = ۴ و ͬ باشد م اولیه ریشه ی ΁ی ٢ این جا در ͬ شوند. م ساخته فرم این از

بنابراین: دارد.

F۵ =



١ ١ ١ ١ ١
١ ۴ ۴٢ ۴٣ ۴۴
١ ۴٢ ۴۴ ۴ ۴٣
١ ۴٣ ۴ ۴۴ ۴٢
١ ۴۴ ۴٣ ۴٢ ۴


=



١ ١ ١ ١ ١
١ ۴ ۵ ٩ ٣
١ ۵ ٣ ۴ ٩
١ ٩ ۴ ٣ ۵
١ ٣ ٩ ۵ ۴


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مثال برای دارد. را چبوتارو خاصیت که ͬ باشد م GF (١١) روی فوریه ماتریس ΁ی

١‐تصحیح کننده ی که ͬ آوریم م به دست Z١١ روی MDS ‐کد [۵,٣,٣] ،
۵

٣
 = ١٠

ͬ باشد. م خطا
:GF (٢٣) ‐٢

ماتریس .q = ٢p + ١ = ٢٣ داریم زیرا باشد مͬ ژرمین اول عدد ΁ی p = ١١ این جا در
تصدیق را چبوتارو شرایط ١ .۴ .٢ گزاره به وسیله ی و داشته وجود GF (٢٣) روی F١١ فوریه
١١ مرتبه ی از عنصر ΁ی ۵٢ = ٢۵ و ͬ باشد م ۵ اول عنصر ΁ی GF (٢٣) در ͬ نماید م

داریم: لذا شود، ساخته ͬ تواند م GF (٢٣) روی F١١ فوریه ماتریس بنابراین ͬ باشد. م

F١١ =



١ ١ ١ · · · ١
١ ٢ ٢٢ · · · ٢١٠
١ ٢٢ ٢۴ · · · ٢٢٠
... ... ... ... ...
١ ٢١٠ ٢٢٠ · · · ٢١٠٠


=



١ ١ ١ · · · ١
١ ٢ ٢ · · · ١٢
١ ۴ ١۴ · · · ۶
... ... ... ... ...
١ ١٢ ۶ · · · ٢


:GF (١١٣) ‐٣

و (x٣ + α۴x٢ + α٢x − ١) و (x − ١) تجزیه ناپذیر فاکتورهای (x٧ − ١) و ١١٣|٧ − ١
GF (١١٣) روی F٧ ͬ باشد. م اولیه α جایی که دارد را GF (١١) روی (x٣+α٧x٢+α٩x−١)

باشد. چبوتارو خاصیت دارای ͬ تواند نم
گسترده: مثال ΁ی ‐۴

استفاده با و دارد وجود GF (٢٢٧) روی F١١٣ فوریه ماتریس ب·یرید. نظر در را GF (٢٢٧)
اول عدد ΁ی ١١٣ که چون ͬ نماید. م تصدیق را چبوتارو خاصیت ١ .۴ .٢ گزاره ی ١١٣از

۵٧
 قادریم ما مثال این برای دارد. مطابقت ͬ باشد م اول که ٢٢٧ با که است ژرمین

با ١٠٣٢ تراز هم
١١٣

۵٧
 عدد بسازیم. Z٢٢٧ روی متفاوت MDS ‐کد [١١٣,۵٧,۵٧] تا

بزرگ نسبتاً MDS ‐کد [١١٣,٩٩, ١۵] ،
١١٣

٩٩
 مثال برای همچنین ͬ باشد. م ٢١٠٩

١١٣
٩٩

 عدد ͬ باشند. م خطا ٧‐تصحیح کننده ی که شود ساخته Z٢٢٧ روی ͬ تواند م
باشد. مͬ ٢۵٧ یا ١٠١٧ بزرگͬ به
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کامل متعامد خودتوان مجموعه های از حاصل کدهای ۵ .٢
نماد از کلͬ حالت در .(١R = ١) باشد ١ همانͬ عنصر با حلقه ΁ی R کنید فرض .١ .۵ .٢ نکته
از خانواده  ΁ی ͬ کنیم. م استفاده خود مطالعه ی مورد سیستم همانͬ عنصر نمایش برای ١

که: ͬ باشد م R در {e١, e٢, . . . , ek} مجموعه ی کامل متعامد خودتوان های
١ ≤ i ≤ k ei ̸= ٠ و e٢

i = ei (i
eiej = ٠ دراین صورت باشد i ̸= j اگر (ii

.e١ + e٢ + · · ·+ ek = ١ (iii
e′′i و e′i جایی که نوشت ei = e′i + e′′i به صورت را آن نتوان اگر ͬ نامیم م اولیه را ei خودتوان
نامیم اولیه را خودتوان عناصر از مجموعه ΁ی .e′ie′′i = ٠ و e′i, e

′′
i ̸= ٠ و هستند خودتوان

کامل ساختن برای روش هایی باشد. اولیه عنصر ΁ی مجموعه این در خودتوان هر هرگاه
خودتوان مجموعه های چنین شده اند. بررسͬ [١١] در خودتوان ها از متعامد مجموعه های
مجموعه های .char F ∤ |G| زمانی΄ه ،F میدان ΁ی روی گروهͬ دارند.حلقه ی وجود FG در همیشه

ͬ باشند. م ارتباط در FG گروهͬ حلقه های نمایش نظریه ی با کامل متعامد خودتوان

رتبه ١ .۵ .٢
با برابر A ماتریس رتبه ی دراین صورت باشد. خودتوان ماتریس ΁ی A کنید فرض .١ .۵ .٢ لم

.rank A = trA یعنͬ ͬ باشد م A ماتریس اثر
رتبه۵، تجزیه قاعده ی بنابر دراین صورت باشد. خودتوان ماتریس ΁ی An×n کنیم فرض اثبات.
رتبه ی با ماتریسͬ C و کامل۶ ستونͬ رتبه ی با ماتریسͬ B جایی که ، An×n = Bn×rCr×n داریم
ͬ باشد. م راست وارون دارای C و چپ وارون دارای B دراین صورت ͬ باشد. م کامل٧ سطری
لذا ͬ باشد م چپ وارون دارای B چون .BCBC = BC داریم دراین صورت ،A٢ = A چون و

داریم: بنابراین ،CB = Ir×r لذا ͬ باشد م راست وارون دارای C چون حال .CBC = C

trace(A) = trace(BC) = trace(CB) = trace(Ir×r) = r = rank(A).

ͬ شود. م ثابت ح΄م لذا
روی متعامد خودتوان ماتریس های از مجموعه ΁ی {E١, E٢, . . . , Es} کنید فرض .٢ .۵ .٢ لم

دراین صورت باشد. C مختلط اعداد میدان
rank(E١ + E٢ + · · ·+ Es) = tr(E١ + E٢ + · · ·+ Es) = trE١ + trE٢ + · · ·+ trEs

5Rank factorization
6Full column rank matrix
7Full row rank matrix



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ٣۴
= rank E١ + rank E٢ + · · ·+ rank Es.

هر برای بنابراین .rank A = trA خودتوان ماتریس ΁ی برای ͬ دانیم م ١ .۵ .٢ لم بنابر اثبات.
،i

rank Ei = trEi.

{E + F,G} دراین صورت باشد، خودتوان متعامد ماتریس های از مجموعه ΁ی {E,F,G} اگر
ͬ آوریم: م به دست استقراء از استفاده با لذا است. خودتوان متعامد نیز

rank(E١ + E٢ + · · ·+ Es) = tr(E١ + E٢ + · · ·+ Es) = trE١ + trE٢ + · · ·+ trEs

= rank E١ + rank E٢ + · · ·+ rank Es.

دراین صورت باشند. خودتوان متعامد ماتریس های Ei١+Ei٢+· · ·+Eik کنیم فرض .١ .۵ .٢ نتیجه
داریم:

rank(Ei١ + Ei٢ + · · ·+ Eik) = rank Ei١ + rank Ei٢ + · · ·+ rank Eik

. i, j ∈ {١,٢, . . . , s} , ij ̸= il برای

کدها ٢ .۵ .٢
جایی که باشد Fn×n در خودتوان ها از کامل متعامد مجموعه ΁ی {E١, E٢, . . . , Ek} کنید فرض
لم بنابر دراین صورت ،J ⊆ I و I = {١,٢, . . . , k} کنید فرض .∑k

i=١ ri = n و rank Ei = ri

،٢ .۵ .٢
rank

∑
j∈J

Ej

 =
∑
j∈J

rank(Ej).

و s < k که G = (E١ + E٢ + · · ·+ Es) کنید فرض حال
H = (Es+١ + · · ·+ Ek), r = rank G = (r١ + r٢ + · · ·+ rs)

سپس و
(n− r) = rank H = (rs+١ + rs+٢ + · · ·+ rk).

HT توازن کنترل ماتریس و G مولد ماتریس با کدی Cs دراین صورت ،GH = ٠ که کنید توجه
ͬ باشد. م ‐کد [n, r] ΁ی Cs و ͬ کند م مشخص

برای AEi = ٠ اگر تنها و اگر AH = ٠ دراین صورت ،A ∈ Fn×n کنید فرض .٣ .۵ .٢ لم
.i = s+ ١, s+ ٢, . . . , k



٣۵ کامل متعامد خودتوان مجموعه های از حاصل کدهای
،s+١ ≤ i ≤ k برای ͬ کنیم م ضرب آن در را Ei راست سمت از .AH = ٠ ͬ کنیم م فرض اثبات.
برای AEi = ٠ اگر برعکس .i ̸= j برای EiEj = ٠ و EiEi = Ei و AEi = ٠ دراین صورت

.AH = ٠ که است ͹واض دراین صورت ،i = s+ ١, s+ ٢, . . . , k

(k− s) سپس و شود استفاده مولد ماتریس برای ͬ تواند م {E١, E٢, . . . , Ek} از عنصر s هر
انتخاب عنصرهای رتبه ی به وسیله ی رتبه مسلماً ͬ دهد. م ما به را توازن ماتریس دی·ر عنصر
استفاده مورد است مم΄ن خودتوان ها از کامل متعامد مجموعه ی هر ͬ شوند. م مشخص شده
دوری گروه های حلقه ی در خودتوان ها با ارتباط در مواردی بررسͬ به هم اکنون گیرد. قرار

ͬ پردازیم. م
باشد Kn×n در خودتوان ها از کامل متعامد مجموعه ΁ی S = {E١, E٢, . . . , En} کنید فرض
[n, r] ΁ی عنصر r انتخاب که ببینید ͬ توانید م دراین صورت دارد. ١ رتبه ی Ei هر جایی که
توازن ماتریس و ͬ آید م به دست عنصر r این ͽجم از که مولدی ماتریس با ͬ دهد م ما به ‐کد
ما به عنصر r از انتخاب هر ͬ آید. م به دست دی·ر عنصر (n − r) ͽجم ترانهاده به وسیله ی که

داریم. متفاوت ‐کد [n, r] تا
n

r

 بنابراین ͬ دهد. م متفاوت ‐کد [n, r] ΁ی

فاصله آوردن به دست ٣ .۵ .٢
روی Fn×n در کامل متعامد خودتوان های از مجموعه ΁ی S = {E١, E٢, . . . , En} که کنید فرض
{E١, E٢, . . . , En} هر از ستون اولین شامل که n×n ماتریس ΁ی Fn کنید فرض باشد. F میدان
به دست ماتریس نیز H و باشد s از عنصر r ͽجم از آمده به دست ماتریس G کنید فرض باشد.
در شده ارائه توضیحات از استفاده با دراین صورت باشد، s دی·ر عنصر (n − r) ͽجم از آمده

ͬ شود. م تعریف HT توازن ماتریس و G مولد ماتریس با ‐کد [n, r] ΁ی Cr ،۴ .٣ بخش
دراین صورت باشد، غیرصفر Fn از مربعͬ زیرماتریس هر دترمینان که کنید فرض .١ .۵ .٢ قضیه

ͬ باشد. م MDS ‐کد [n, r, n− r + ١] ΁ی بنابراین و دارد را (n− r + ١) فاصله ی Cr کد هر
کنید فرض دارد. ٠ مقدار م΄ان، r در u بنابراین .u = (u١, u٢, . . . , un) ∈ Cr کنید فرض اثبات.
.û = (uk١ , uk٢ , . . . , ukn−r) کنید تعریف دارد. صفر مقدار {uk١ , uk٢ , . . . , ukn−r} م΄ان های در u

داریم: ٣ .۵ .٢ لم به وسیله ی بنابراین و uH = ٠ حال .H = Ej١ +Ej٢ + · · ·+Ejn−r کنید فرض
uEij = ٠ ∀ i = ١,٢, . . . , (n− r).

بنابراین ͬ شود. م مشخص Ejtl توسط که باشد Ejt از ستونͬ ورودی kthl کنید فرض
n−r∑
i=١

uklEjil = ٠ ∀ i = ١,٢, . . . , (n− r).



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ٣۶
ûTi = ٠ داریم دراین صورت باشد، (Eji١ , Eji٢ , . . . , Ejin−r)

T ستون Ti که کنید فرض حال
ماتریس ΁ی A کنید فرض . û(T١, T٢, . . . , Tn−r) = ٠ این جا در i = ١,٢, . . . , (n − r) برای
بنابراین و ͬ باشد م Fn از مربعͬ زیرماتریس ΁ی (T١, T٢, . . . , Tn−r) باشد (n − r) × (n − r)

.u = ٠ بنابراین و û = ٠ این جا در است. غیرصفر آن دترمینان

دوری نوع از MDS کدهای ۴ .۵ .٢
کامل، متعامد اولیه ی خودتوان های از مجموعه ای N = {E٠, E١, . . . , En−١} کنید فرض
نظر در را Ei = circ(wi, w٢i, . . . , w(n−r)i) باشد. C در n مرتبه ی از Cn دوری گروه از حاصل

ͬ باشد. م واحد اولیه ی n‐ام ریشه ی ΁ی w جایی که ب·یرید
توازن کنترل ماتریس و G = (E٠ + E١ + · · ·+ Er−١) مولد ماتریس با کد ΁ی Cr کنید فرض
r برابر ،G ماتریس رتبه ی ٢ .۵ .٢ لم بر بنا دراین صورت باشد، H = (Er +Er+١ + · · ·+Er−١)
G اول ردیف r ͬ باشد. م ‐کد [n, r] ΁ی Cr لذا و ͬ باشد م (n − r) برابر ،H ماتریس رتبه ی و
ردیف r این رو از ͬ باشند. م خطͬ مستقل نیز H از اول ردیف (n− r) و هستند خطͬ مستقل
از اول ردیف (n − r) مشابه، به طور و گرفت نظر در مولد ماتریس به عنوان ͬ توان م را G اول

گرفت. نظر در Cr کد توازن کنترل ماتریس به عنوان ͬ توان م HT

برای ͬ تواند م S = {E٠, E١, . . . , En−١} مجموعه ی از دلخواه عنصر r هر مجموع کلͬ حالت در
مشابه به صورت همچنین و شده، استفاده Cr ‐کد [n, r] ΁ی برای Gr مولد ماتریس ساختن
جایی که ͬ شود، م گرفته به کار Hn−r ماتریس ساختن برای دی·ر باقیمانده ی عنصر (n − r)

اول ردیف r دادیم، توضیح که همان طور ͬ باشد. م Cr کد توازن کنترل ماتریس ΁ی HT
n−r

و شود گرفته نظر در دوری کد مولد ماتریس به عنوان ͬ تواند م و هستند خطͬ مستقل Gr از
شود. گرفته نظر در توازن کنترل ماتریس به عنوان ͬ تواند م HT

n−r از اول ردیف (n− r)

(n− r + ١) برابر Gr کد فاصله ی دراین صورت باشد، اول عددی n کنید فرض .٢ .۵ .٢ قضیه
ͬ باشد. م

با و ͬ باشد م غیرصفر Fn از مربعͬ زیرماتریس هر دترمینان ١ .۵ .٢ قضیه ی از استفاده با اثبات.
ͬ شود. م ثابت ح΄م چبوتارو قضیه ی از استفاده

حلقه ی از ایده آل هایی لذا و ͬ باشند م دوری کدهای بخش این در شده ساخته کدهای
خودتوان ها از متعامد مجموعه های کاربرد که کنید توجه ͬ باشند. م دوری گروه ΁ی گروهͬ
آوردن به دست برای خودتوان ها توأم ترکیب از استفاده با R روی MDS کدهای ساختن در
مجموعه های از استفاده با است. مشهود زیر مثال های در موضوع این ͬ باشد. م مولد ماتریس

ͬ آیند. م به دست Q روی کدهایی Qn×n در خودتوان ها از کامل متعامد



٣٧ کامل متعامد خودتوان مجموعه های از حاصل کدهای
خودتوان کدهای از مثال چند

C۵ = {E٠, E١, E٢, E٣, E۴} ب·یرید. نظر در را C۵ خودتوان کامل متعامد مجموعه
E٠ =

١
۵circ(١, ١, ١, ١, ١)

E١ =
١
۵circ(١, w, w٢, w٣, w۴)

E٢ =
١
۵circ(١, w٢, w۴, w, w٣)

E٣ =
١
۵circ(١, w٣, w, w۴, w٢)

E۴ =
١
۵circ(١, w۴, w٣, w٢, w)

دراین صورت کنیم، انتخاب C کد مولد ماتریس به عنوان را u = (E٠ + E١ + E٢) ما اگر
این ٢ .۵ .٢ قضیه ی از استفاده با ͬ باشد. م C از V T توازن کنترل ماتریس V = (E٣ + E۴)
را ما مولد ماتریس و هستند خطͬ مستقل u از اول ردیف سه ͬ باشد. م ‐کد [۵,٣,٣] ΁ی
(det ̸= ٠) آن ٢ × ٢ زیرماتریس هر و هستند خطͬ مستقل نیز V از اول ستون دو ͬ سازند. م

ͬ آوریم. م به دست را ٣ فاصله ی که دارد صفر مخالف دترمینان
ͬ باشد: م زیر به صورت u مولد ماتریس

u = (E٠ + E١ + E٢) =
١
۵circ(٣, ١ + w,w٢, ١ + w٢ + w۴, ١ + w٣ + w, ١ + w٢ + w٣)

آوریم. به دست {E٠, E١, E٢, E٣, E۴} از حقیقͬ ‐کد [۵,٣,٣] ΁ی تا داریم قصد کنید فرض
E٠ و ͬ باشد م حقیقͬ آن ها ͽجم که هستند جفت هایی {E٢, E٣} و {E١, E۴} که کنید توجه
ماتریس به عنوان را H = (E٢, E٣) و مولد ماتریس را G = (E٠, E١, E۴) ͬ باشد. م حقیقͬ نیز
[۵,٣,٣] ΁ی بنابراین و هستند حقیقͬ H و G ماتریس دو هر ب·یرید. نظر در توازن کنترل

داریم. حقیقͬ ‐کد

متناهͬ میدان های روی MDS کدهای ۵ .۵ .٢
٢. ٢. ٣ گزاره ی و ٢. ٣. ١ قضیه ی تحلیل و ١ .۵ .٢ قضیه ی کاربرد از استفاده با هم اکنون ما
که کنید دقت ͬ کنیم. م معرفͬ را متناهͬ میدان های روی دوری MDS کدهای از مجموعه ای

و باشند دوری متعامد خودتوان ماتریس های {F١, F٢, . . . , Fk} اگر
rank F١ + rank F٢ + · · ·+ rank Fk = r

خطͬ مستقل G از اول ردیف r و ͬ باشد م دوری نیز G = (F١ + F٢ + · · · + Fk) دراین صورت
ما ‐کد [n, r] مولد و توازن ماتریس های از بنابراین ͬ باشد. م این گونه [٩] مثال ͬ باشند. م
اول ردیف (n − r) و مولد ماتریس اول ردیف r از استفاده با را n × n ماتریس های ͬ توانیم م



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ٣٨
آوریم. به دست توازن ماتریس

جایی که ب·یرید، نظر در را GF (qϕ(p)) و q و p غیرمساوی اول عدد دو که را ۴ .٢ بخش حال
GF (q) روی xp−١ +xp−٢ + ...+x+ ١ چندجمله ای و ͬ باشد م ϕ(p) برابر p پیمانه ی به q رتبه ی
GF (qϕ(p)) روی Fp فوریه ماتریس ٣ .۵ .٢ قضیه ی از استفاده با دراین صورت باشد، تفکی΁ ناپذیر

ͬ کند. م تصدیق را چبوتارو شرایط و دارد وجود
کنید فرض و باشد K = GF (qϕ(p)) و غیرمساوی اول عدد دو q و p کنید فرض .٣ .۵ .٢ قضیه
GF (q) روی (xp−١ + xp−٢ + ...+ x+ ١) چندجمله ای و باشد ϕ(p) برابر p پیمانه ی به q رتبه ی
کنید تعریف باشد. K در واحد اولیه ی p‐ام ریشه  ی ΁ی w کنید فرض باشد. تفکی΁ ناپذیر

( Kp×p (در
Ei =

١
p
circ(١, wi, w٢i, . . . , w(p−١)i) ∀ i = ٠, ١, . . . , (p− ١)

ͬ باشد. م کامل متعامد خودتوان های از مجموعه ΁ی S = {E٠, E١, . . . , Ep−١} این صورت در
دوری MDS کدهای S زیرمجموعه هر از استفاده با شده تولید کدهای و دارد) ١ رتبه Ei (هر

ͬ باشند. م
GF (qϕ(p)) در کامل متعامد خودتوان های از مجموعه ΁ی S که است مشخص به وضوح اثبات.
را Fp فوریه ماتریس ردیف های از ردیف ΁ی S از اول ردیف های عنصرهای بنابراین ͬ باشد. م

ͬ شود. م ثابت ح΄م ١ .۵ .٢ قضیه از استفاده با نتیجه در ͬ دهند. م تش΄یل
در واحد اولیه ی p‐ام ریشه ی ΁ی w و باشند اول q = ٢p + ١ و p کنید فرض .١ .۵ .٢ گزاره

K در کنید تعریف باشد. K = GF (q)

Ei =
١
p
circ(١, wi, w٢i, . . . , w(p−١)i) ∀ i = ٠, ١, . . . , (p− ١)

ͬ باشد. م کامل متعامد خودتوان ها ی از مجموعه ΁ی S = {E٠, E١, . . . , Ep−١} این صورت در
ͬ باشند. م دوری MDS کدهای ،S مجموعه های زیر به وسیله ی شده تولید کدهای بنابراین

آنچه مشابه مثال هایی ͬ شوند. م ساخته راحت مثال ها و هستند عمومͬ نسبتاً ساختارها
انتخاب ΁ی ͬ شوند. م مرور دیدیم خودتوان ها از متعامد مجموعه های مورد در ۵ ‐٣ بخش در

است. آمده زیر در جزییات حذف با ۵ ‐٣ بخش در متشابه مثال های از

متناهͬ میدان های در مثال هایی
:GF (٢٢) ‐١

از مجموعه ا ی S باشد. GF (٢٢) در واحد اولیه ی سوم ریشه ی ΁ی w کنید فرض
ͬ باشد. م کامل متعامد خودتوان های

S =
{
E٠ = circ(١, ١, ١), E١ = circ(١, w, w٢), E٢ = circ(١, w٢, w)

}



٣٩ کامل متعامد خودتوان مجموعه های از حاصل کدهای
که ͬ آید م به دست مضاعف غیرصفر F٣ فوریه ماتریس ΁ی مجموعه این اول ردیف های از
برای مولد ماتریس ΁ی S از مجموعه زیر هر انتخاب بنابراین دارد. را چبوتارو شرایط
،
٣

٢
 = ٣ مثال برای ͬ باشند. م دوری کدها از کدام هر و ͬ کند م تعیین MDS کد

ͬ آوریم. م به دست [٣,٢,٢] نوع از دوری کد ٣ بنابراین
:GF (٢۴) ‐٢

خودتوان های مجموعه ی باشد. GF (٢۴) در واحد اولیه ی ۵‐ام ریشه ی ΁ی w کنید فرض
ب·یرید. نظر در را کامل متعامد

S = {E٠ = circ(١, ١, ١, ١, ١), E١ = circ(١, w, w٢, w٣, w۴), E٢ = circ(١, w٢, w۴, w, w٣)
E٣ = circ(١, w٣, w, w۴, w٢), E۴ = circ(١, w۴, w٣, w٢, w)}.

روی (مضاعف) غیرصفر F۵ فوریه ماتریس ΁ی {E٠, E١, E٢, E٣, E۴} اول ردیف های
‐ [۵,٣,٣] ΁ی S از عضو ٣ مجموع انتخاب با مثال برای ͬ کنند. م تعیین GF (٢۴)

داریم. متفاوت دوری ‐کد [۵,٣,٣] ،
۵

٣
 = ١٠ و ͬ آوریم م به دست کد

:GF (٢١٠) ‐٣
اولیه ١١‐ام ریشه ی ΁ی w جایی که Ei = circ(١, wi, w٢i, . . . , w(١٠)i) کنید فرض
اول ردیف های از استفاده با . S = {E٠, E١, . . . , E١٠} و ͬ باشد م GF (٢١٠) در واحد
از استفاده با حال دهید. تش΄یل را GF (٢١٠) روی F١١ فوریه ماتریس E٠, E١, . . . , E١٠
مجموع از استفاده با که کدهایی و دارد را چبوتارو ویژگͬ فوق F١١ ماتریس ۴ .٢ بخش

ͬ باشند. م دوری همچنین و MDS کدهای ͬ شود م ساخته S عناصر
:GF (٢١٢) ‐۴

واحد اولیه ١٣‐ام ریشه ی ΁ی w جایی که Ei = circ(١, wi, w٢i, . . . , w(١٢)i) کنید فرض
E٠, E١, ..., E١٢ اول ردیف های از استفاده با S = {E٠, E١, ..., E١٢} و ͬ باشد م GF (٢١٢) در
با حال دهید. تش΄یل را GF (٢١٢) روی چندگانه) (مضاعف‐ F١٣ فوریه ماتریس ΁ی
که کدهایی و دارد را چبوتارو ویژگͬ فوق F١٣ فوریه ماتریس ۴ .٢ بخش از استفاده
دوری همچنین و MDS کدهای ͬ شوند، م ساخته S عناصر مجموع از استفاده با

ͬ باشند. م
:GF (٣۴) ‐۵

واحد اولیه ۵‐ام ریشه ی ΁ی w جایی که Ei = circ(١, wi, w٢i, ..., w(۴)i) کنید فرض
اول ردیف های دراین صورت .S = {E٠, E١, E٢, E٣, E۴} کنید فرض و باشد GF (٣۴) در
توجه با که ͬ دهد م تش΄یل GF (٣۴) روی چندگانه) (مضاعف‐ F۵ فوریه ماتریس ΁ی



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ۴٠
از استفاده با شده ساخته کدهای بنابراین ͬ باشد. م دارا را چبوتارو ویژگͬ ۴ .٢ بخش به

ͬ باشند. م دوری MDS کدهای ،S مجموعه های زیر
:GF (٣۶) ‐۶

بسازید: زیر به صورت را ها Ei

Ei = circ(١, wi, w٢i, . . . , w(۶)i)

.S = {E٠, E١, E٢, . . . , E۶} کنید فرض و باشد GF (٣۶) در واحد اولیه ٧‐ام ریشه ی ΁ی w جایی که
روی چندگانه) (مضاعف‐ F٧ فوریه ماتریس ΁ی {E٠, E١, E٢, . . . , E۶} اول سطرهای
بنابراین دارد. را چبوتارو شرایط ۴ .٢ بخش به توجه با که ͬ دهد م تش΄یل GF (٣۶)

ͬ باشند. م MDS کدهای ،S مجموعه های زیر به وسیله ی شده ساخته کدهای
:GF (٣١۶) ‐٧

بیان را جزییات که ͬ شوند م آورده به دست دوری MDS کدهای {E٠, E١, . . . , E١۶} از
داریم. دوری MDS ‐کد [١٧,٩,٩] ،

١٧
٩
 = ٢۴٣١٠ ما مثال برای نکردیم.

GF (١١r) و GF (٧r) و GF (۵r) به کاربردن و ۵ ‐٣ بخش از استفاده با بیشتری دوری مثال های
آوریم. به دست ͬ توانیم م

تساوی ۶ .۵ .٢
گروهͬ حلقه ی در خودتوان ها از آمده به دست کدهای آیا که ͬ شود م مطرح سؤال ΁ی این جا در
ردیف های از استفاده با ٢ بخش در ی΄ه عناصر از حاصل متناظر کدهای مشابه دوری، گروه از

نه؟ یا ͬ باشند م فوریه ماتریس
مطلب این اما هستند. مساوی بنابراین دارند، ی΄سانͬ زوج آزمایی ماتریس که است شده ثابت
دی·ری مولد ماتریس به ی΄ͬ مولد ماتریس از رسیدن و نیست ͹واض آن ها ساختن نحوه ی از

دارد. را خود خاص مزیت نمایشͬ هر نیست. راحتͬ کار

کدگشایی ۶ .٢
ͬ کنیم: م تعریف V = (v٠, v١, . . . , vn−١) و U = (u٠, u١, . . . , un−١) بردارهای برای

U ∗ V = (u٠v٠, u١v١, . . . , un−١vn−١).

ͬ کنیم: م تعریف V و U زیرفضاهای برای حال
U ∗ V = {u ∗ v | u ∈ U , v ∈ V }.



۴١ کدگشایی
مشخص را C فاصله ی مینیمم d(C) و C بعد k(C) باشد. C متعامد م΄مل C⊥ کنید فرض
΁ی (U, V ) دراین صورت باشند، K میدان روی خطͬ کدهای C و V و U کنید فرض ͬ کنند. م

اگر: ͬ باشد م C برای خطا t‐تصحیح کننده ی زوج
U ∗ V ⊆ C⊥ (i

k(U) > t (ii
d(V ⊥) > t (iii

d(C) + d(U) > n (iv
C برای خطا t‐تصحیح کننده ی زوج ΁ی (U, V ) و ͬ کند م مشخص را کد طول n جایی که

ͬ باشد. م
با و ͬ گیرد م صورت ‐کدها [n, r, n− r + ١] از t‐خطا تصحیح چطور که ͬ دهیم م نشان حال

ͬ پردازیم. م موضوع شرح به ٢t = n− r با ٢ بخش در آمده به دست ی΄تای روش
K در n معکوس به طوری که باشد w ی΄ه اولیه n‐ام ریشه ی شامل میدان ΁ی K کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف باشد. داشته وجود
e٠ = (١, ١, . . . , ١), e١ = (١, w, w٢, . . . , w(n−١)), . . . ,

en−١ = (١, wn−١, w٢(n−١), . . . , w(n−١)(n−١))

ماتریس ردیف های از متش΄ل و ͬ باشد م Kn برای پایه ΁ی S = {e٠, e١, . . . , en−١} مجموعه ی
ͬ باشد. م Kn در خطͬ مستقل بردار n از مجموعه ΁ی S و ͬ باشد م فوریه

ͬ شود. م داده نمایش U.V به صورت (U, V ∈ Kn) که V و U بردارهای اس΄الر ضرب
ͬ شود. م محاسبه n پیمانه ی به i+ j جایی که ei ∗ ej = ei+j .١ .۶ .٢ لم

اثبات.
ei ∗ ej = (١, wi, w٢i, . . . , w(n−١)i) ∗ (١, wj , w٢j , . . . , w(n−١)j)

= (١, wi+j , w٢(i+j), . . . , w(n−١)(i+j)) = ei+j

ui و vj بردارهای برای V = ⟨v١, v٢, . . . , vs⟩ و U = ⟨u١, u٢, . . . , uk⟩ کنید فرض .٢ .۶ .٢ لم
داریم:

U ∗ V ⊆ ⟨ui ∗ vj | ١ ≤ i ≤ k , ١ ≤ j ≤ s⟩.

کنید تعریف .C = ⟨ej | j ∈ J⟩ ،J ⊆ I و I = {٠, ١,٢, . . . , n − ١} کنید فرض .٣ .۶ .٢ لم
.C⊥ = ⟨ek | k ∈ K⟩ دراین صورت ،K = (I − Ĵ) و Ĵ = {n− j mod n|j ∈ J}



ی΄ه ها و خودتوان ها از حاصل MDS کدهای از مجموعه ای ۴٢
.n پیمانه ی به j = n− i اگر تنها و اگر eiej = ٠ چون اثبات.

چبوتارو خاصیت S = {ei | ٠ ≤ i ≤ (n− ١)} ردیف های با فوریه ماتریس کنید فرض حال
کد، مولد دراین صورت باشد، غیرصفر آن از زیرماتریس هر دترمینان یعنͬ باشد داشته را

ͬ آید. م به دست ͬ باشد، م ‐کد [n, r, n− r + ١] ΁ی که S بردار r هر به وسیله ی
به دست را کدها این از زیادی تعداد برای t‐خطا تصحیح برای ،t ماکزیمم ما هم اکنون

ͬ آوریم. م
نظر مورد کد تا شوند انتخاب متوالͬ به صورت S از {ei, ei+١, . . . , ei+r−١} بردار r کنید فرض
دهیم نشان باید ما ͬ شوند. م محاسبه n پیمانه ی به پیشوند ها جایی که دهند تش΄یل را
این در که ͬ دانیم م ما .٢t = n − r جایی که ͬ سازیم م را t‐خطا تصحیح زوج چطور که
٣ .۶ .٢ لم بنابر هم دی·ر موارد در ͬ شود. م تولید {e٠, e١, . . . , er−١} به وسیله C کد مورد
ͬ باشد م K(U) = t+ ١ > t برابر U بعد .U = ⟨e٠, . . . , et⟩ مجموعه و ⟨e١, e٢, . . . , en−r⟩ ⊆ C⊥

دراین صورت V = ⟨e١, . . . , et⟩ مجموعه ͬ باشد. م خطͬ مستقل مجموعه ی ΁ی که ({e٠, e١, . . . , et})
.V ⊥ = ⟨e٠, e١, . . . , en−t−١⟩

١ .۶ .٢ لم از استفاده با حال .d(V ⊥) > t همچنین و ͬ باشد م ‐کد [n, n− t, t+١] ΁ی V ⊥ حال
داریم: ٢ .۶ .٢ لم و

U ∗ V ⊆ ⟨e١, e٢, . . . , e٢t⟩ = ⟨e١, e٢, . . . , en−r⟩ ⊆ C⊥

ͬ باشد م ‐کد [n, t+ ١, n− t] ΁ی U حال ͬ کنند. م صدق (iii)− (i) شرایط در (U, V ) بنابراین
داریم: این جا در .d(U) = n− t بنابراین و

d(C) + d(U) = (n− r + ١) + (n− t) = ٢n− r − t+ ١ = n+ (n− r)− t+ ١
= n+ ٢t− t+ ١ = n+ t+ ١ > n

t‐تصحیح کننده ی زوج ΁ی (U, V ) بنابراین و ͬ کند م صدق نیز iv شرط در (U, V ) زوج بنابراین
ͬ باشند. م خطا

.{ei١ , ei٢ , . . . , eir} ͬ که زمان بسازیم را خطا t‐تصحیح کننده ی زوج هر تا قادریم ما مشابه به طور
بررسͬ را ۵ .۴ .٢ بخش در شده ساخته K = GF (٢٣) روی F١١ فوریه ماتریس مثال برای

ͬ کنیم. م
F١١ سطرهای کنید فرض ͬ باشد. م K در واحد اولیه ی ١١‐ام ریشه ی ΁ی که w = ۵٢ = ٢۵
شده ساخته ‐کد [١١,٧,۵] ΁ی C٧ که کنید فرض و شود مشخص ⟨e٠, e١, . . . , e١٠⟩ به وسیله
تعریف زیر به صورت را خطا ٢‐تصحیح کننده ی زوج ΁ی حال باشد. F١١ از اول سطر ٧ توسط

ͬ کنیم. م
این صورت: در V = ⟨e١, e٢⟩ و U = ⟨e٠, e١, e٢⟩

U ∗ V ⊆ ⟨e١, e٢, e٣, e۴⟩ ⊆ C⊥٧ (i



۴٣ کدگشایی
ͬ باشد. م ٣ برابر ، U بعد (ii

ͬ باشد. م ٣ برابر V ⊥ فاصله ی (iii
d(C٧) + d(U) = ۵ + ٩ > ١١ (iv

U از M(V ) و M(U) ماتریس های ͬ باشد. م خطا ٢‐تصحیح کننده ی زوج ΁ی (U, V ) بنابراین
ͬ باشند. م زیر به صورت V و

M(U) =


١ ١ ١ · · · ١
١ w w٢ · · · w١٠
١ w٢ w۴ · · · w٢٠

 =


١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ٢ ۴ ٨ ١۶ ٩ ١٨ ١٣ ٣ ۶ ١٢
١ ۴ ١۶ ١٨ ٣ ١٢ ٢ ٨ ٩ ١٣ ۶



M(V ) =

١ w w٢ · · · w١٠
١ w٢ w۴ · · · w٢٠

 =

١ ٢ ۴ ٨ ١۶ ٩ ١٨ ١٣ ٣ ۶ ١٢
١ ۴ ١۶ ١٨ ٣ ١٢ ٢ ٨ ٩ ١٣ ۶


توسط شده تولید کد هر برای را خطا ٢‐تصحیح کننده ی زوج ͬ توانیم م مشابه طور به

{ei, ei+١, ei+٢, . . . , ei+۶}

باشند) ١١ پیمانه ی به باید (پیشوندها آوریم. به دست را
متوالͬ پیشوندهای در ٢ فاصله دارای (که {e٠, e٢, e۴, e۶, e١٠, e١} توسط شده تولید کد برای
خطا ٢‐تصحیح کننده ی زوج ΁ی V = ⟨e٢, e۴⟩ و U = ⟨e٠, e٢, e۴⟩ با (U, V ) زوج است)
شده تولید ‐کد [١١,۵,٧] برای خطا ٣‐تصحیح کننده ی زوج مشابهͬ روش با ͬ باشد. م

هر به وسیله ی
{ei, ei+١, ei+٢, ei+٣, ei+۴}

به دست ١ ≤ j ≤ ١٠ با {ei, ei+j , ei+٢j , ei+٣j , ei+۴j} هر به وسیله ی شده تولید کلͬ طور به و
ͬ آید. م

V = ⟨e٢, e۴, e۶⟩ و U = ⟨e٠, e٢, e۴, e۶⟩ این صورت در C = ⟨e٠, e٢, e۴, e۶, e٨⟩ اگر مثال برای
ͬ دهد. م تش΄یل خطا ٣‐تصحیح کننده ی ΁ی (U, V ) زوج





٣ فصل
از حاصل جدید کوانتومͬ MDS کدهای

دوری‐ثابت کدهای

مقدمه ٣. ١
کدهای از پر اهمیت کلاس ΁ی (MDS) کننده جدا فاصله ی ماکسیمم با کوانتومͬ کدهای
کار باشد، بزرگ عددی آن فاصله ی که کوانتومͬ MDS کدهای ساختن ͬ باشد. م کوانتومͬ
را زیر پارامترهای با کوانتومͬ MDS کدهای از کلاس دو ما فصل این در ͬ باشد. م دشواری

ͬ کنیم: م معرفͬ
با q + ١ = λr و ٢ ≤ d ≤ (q−١)٢ + λ− ١ جایی که [[

λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]]
q

‐١
زوج r

با q+ ١ = λr و ٢ ≤ d ≤ (q−١)٢ + λ٢ − ١ جایی که [[
λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]]

q
‐٢

فرد r

شده ی شناخته کدهای که آنچه از بهتر پارامترهایی کوانتومͬ، MDS کدهای از کلاس دو این
ͬ باشند. م دارا داشته اند، قبلͬ

ایفا کوانتومͬ محاسبات و ارتباطات در مهمͬ نقش کوانتومͬ خطای تصحیح کننده ی کدهای
و داشته خوبی بسیار پیشرفت ΁کلاسی کدهای و کوانتومͬ کدهای بین ارتباط ͬ کنند. م

۴۵



دوری‐ثابت کدهای از حاصل جدید کوانتومͬ MDS کدهای ۴۶
خطای تصحیح کننده ی کدهای ساختن به کوانتومͬ کدهای ساختن که است شده داده نشان

است. کاهش قابل خودمتعامد بودن، خاصیت با ،΁کلاسی خطͬ
k اندازه ی و n طول از Q q‐تایی کوانتومͬ کد ΁ی باشد. اول عدد ΁ی از توانͬ q کنید فرض

ͬ باشد: م هیلبرت١ بعدی qn زیرفضای از k‐بعدی زیرمجموعه ی ΁ی
H = Cqn = Cq ⊗ · · · ⊗ Cq.

کد اگر ͬ باشد. م مهم خطا تصحیح و تشخیص قابلیت کوانتومͬ تصحیح کننده ی کد ΁ی در
خطا ⌊d−١٢ ⌋ هر و شناسایی را خطا d− ١ هر ͬ تواند م باشد، d فاصله ی مینیمم دارای کوانتومͬ
کوانتومͬ کد ΁ی دادن نشان برای [[n, k, d]]q از ما .k = logqK کنید فرض کند. تصحیح را

ͬ کنیم. م استفاده d فاصله ی و qk اندازه ی و n طول از q‐تایی

صدق کوانتومͬ سینگلتون کران شرایط در باید [[n, k, d]]q پارامترهای با کوانتومͬ کدهای
ͬ آورد م به دست را کران این مرزی حالت که کوانتومͬ کد .k ≤ n − ٢d + ٢ یعنͬ نمایند،
در که همان گونه ͬ شود. م نامیده (MDS) کننده جدا فاصله ی ماکسیمم با کوانتومͬ کد ΁ی
مساوی یا کمتر فاصله ای q‐تایی کوانتومͬ MDS کدهای تمام تقریباً است شده ذکر [١٧]
بر که ساخته اند کوانتومͬ MDS کدهای از جدید کلاس دو ژو٣ و کای٢ اخیراً دارند. q٢ + ١
MDS کدهای از جدید کلاس ۶ همچنین شده اند. طراحͬ ΁کلاسی غیردوری کدهای اساس
کدها این کلͬ به طور شده اند. طراحͬ دوری‐ثابت کدهای اساس بر که ساخته اند کوانتومͬ
زیر به صورت [١٨] در شده ساخته MDS کدهای از کلاس دو دارند. q٢ + ١ از بزرگتر فاصله ای

ͬ باشند: م
.٢ ≤ d ≤ q و λ = (q+١)٢ جایی که [[

λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]] ‐١
و زوج r با λ = (q+١)

r و ٢ ≤ d ≤ (q+١)٢ جایی که [[
λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]] ‐٢

.r ̸= ٢
کوانتومͬ MDS کدهای از کلاس اولین و داده گسترش را کوانتومͬ کدهای از کلاس دو این ما

پارامترهای ]]با
λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]]

q

زوج. r با q + ١ = λr و ٢ ≤ d ≤ (q+١)٢ + λ− ١ جایی که ͬ آوریم، م به دست را
ما این بر علاوه  دارند. q٢ + ١ از بزرگتر فاصله ای آمده به دست کوانتومͬ کدهای کلͬ به طور
MDS کدهای از کلاس دومین باشد، q + ١ از فرد مقسوم علیه ΁ی r وقتͬ ͬ کنیم م بررسͬ

ͬ آوریم: م به دست را زیر پارامترهای با کوانتومͬ
.q + ١ = λr و ٢ ≤ d ≤ (q+١)٢ + λ٢ − ١ جایی که [[

λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]]
q

1Hilbert
2Kai
3Zhu



۴٧ دوری‐ثابت کدهای از خلاصه ای

دوری‐ثابت کدهای از خلاصه ای ٣. ٢
΁ی C ͬ باشد. م اول عدد ΁ی q جایی که باشد، عضو q٢ با گالوا۴ میدان ΁ی Fq٢ کنید فرض

ͬ باشد. م Fn
q٢ از غیرتهͬ زیرفضایی و n طول از ‐تایی q٢ خطͬ کد

انتقال با اگر ͬ شود م نامیده ‐دوری‐ثابت η کد ΁ی ،n طول از C ‐تایی q٢ خطͬ کد ΁ی
شود: تعریف زیر به صورت Fn

q٢ روی )دوری
c٠, c١, . . . , cn−١

)
−→

(
ηcn−١, c٠, . . . , cn−r

)
,

ͬ باشد. م Fq٢ از غیرصفر عنصر ΁ی η که جایی
چندجمله ای ΁ی با معمولا˟ c =

(
c٠, c١, . . . , cn−١

) کدواژه ی هر

c(x) = c٠ + c١x+ · · ·+ cn−١xn−١

از حاضر چندجمله ای های همه ی مجموعه با دوری ارتباط ΁ی C کد و ͬ شود م معرفͬ
ͬ باشد. م c(x) از ‐دوری‐ثابت η انتقال ΁ی xc(x) ، F

q٢ [x]
(xn−η) حلقه ی در بنابراین دارد. کدواژه ها

C اگر تنها و اگر ͬ باشد م ‐دوری‐ثابت η ΁ی Fq٢ روی n طول از C خطͬ کد ΁ی که ͬ دانیم م
ͬ باشد م اصلͬ ایده آل ΁ی F

q٢ [x]
xn−η این، بر علاوه باشد. F

q٢ [x]
xn−η قسمتͬ خارج حلقه ی از ایده آل ΁ی

.f(x)|(xn − η) و C = ⟨f(x)⟩ و ͬ شوند م تولید xn − η از فاکتورهایی به وسیله ی ایده آل ها که
ضرب ب·یرید. نظر در را Fn

q٢ به متعلق y = (y٠, y١, . . . , yn−١) و x = (x٠, x١, . . . , xn−١) بردار دو
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت هرمیت۵ͬ داخلͬ

⟨x.y⟩ = x٠y٠ + x١y١ + · · ·+ xn−١yn−١ ∈ Fq٢

.yi = yqi جایی که
.⟨x.y⟩ = ٠ یعنͬ باشد صفر آنها هرمیتͬ داخلͬ ضرب اگر متعامدند y و x بردارهای

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت C از هرمیتͬ دوگان کد ،n طول از C ‐تایی q٢ خطͬ کد ΁ی برای
C⊥H =

{
x ∈ Fn

q٢ | ⟨x.y⟩ = ٠ y ∈ C همه {برای .

و C ⊆ C⊥H اگر ͬ شود م نامیده هرمیتͬ خودمتعامد Fq٢ روی n طول از C خطͬ کد ΁ی
.C = C⊥H اگر ͬ شود م نامیده هرمیتͬ خود دوگان

گسترش و باشد ی΄ه ها از اولیه rn‐ام ریشه ی ΁ی δ کنیم فرض  .gcd(q, n) = ١ کنیم فرض
n‐ام ریشه ی ΁ی ε بنابراین .ε = δr کنیم فرض ب·یرید. نظر در δn = η که وقتͬ را Fq٢ میدان

داریم: بنابراین ͬ باشد، م ی΄ه ها از اولیه
xn − η =

n−١∏
i=٠

(x− δεi) =
n−١∏
i=٠

(x− δ١+ir).

4Galois
5Hermitian



دوری‐ثابت کدهای از حاصل جدید کوانتومͬ MDS کدهای ۴٨
‐عضوی q٢ چرخه ی ΁ی cj ،j ∈ Ω هر برای باشد. Ω = {١ + ir | ٠ ≤ i ≤ n− ١} کنید فرض
Fq٢ روی n طول از ‐دوری‐ثابت η کد ΁ی C کنید فرض حال باشد. rn پیمانه ی به j شامل
تعریف Z = {j ∈ Ω | g(δj) = ٠} مجموعه ی بنابراین باشد. g(x) مشخصه ی چندجمله ای با
هم دسته های از تعدادی اجتماع C مجموعه ی که دید ͬ توان م به راحتͬ ͬ باشد. م C از دی·ری
که ببینید ͬ توانید م به سادگͬ و ͬ باشد م dim(C) = n− |Z| بعد و rn پیمانه ی به ‐دایره بر q٢

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت C⊥

Z⊥H = {z ∈ Ω | − qz mod rn /∈ z} .

دارد. وجود BCH کران ΁ی نیز دوری‐ثابت کدهای دوری، برای کدهای مشابه
C = و gcd(q, n) = ١ کنید فرض .( دوری‐ثابت کدهای برای BCH (کران ٣. ٢. ١ قضیه

ریشه های با Fq٢ روی n طول از ‐دوری‐ثابت η کد ΁ی ⟨g(x)⟩{
δ١+ir|٠ ≤ i ≤ d− ٢}

کد فاصله ی مینیمم دراین صورت باشد. ی΄ه ها از اولیه rn‐ام ریشه ی ΁ی δ جایی که باشد،
ͬ باشد. م d حداقل ،C

کد شامل شده داده ‐دوری‐ثابت η ‐تایی q٢ کد این که تعیین برای مح΄ͬ زیر نتیجه ی
ͬ دهد. م ارایه نه یا ͬ باشد م خود دوگان

باشد. r رتبه ی دارای η ∈ Fq٢ و باشد q+ ١ از مثبت علیه مقسوم ΁ی r کنید فرض .٣. ٢. ١ لم
شامل C و Z ⊆ Ω تعریف طبق باشد، Fq٢ روی n طول از ‐دوری‐ثابت η کد ΁ی C کنید فرض

.Z−q = {−qz mod rn|n ∈ z} جایی که Z ∩ Z−q = ∅ اگر تنها و اگر است هرمیتͬ دوگان کد

کدها ساختن ٣. ٣
زوج یا فرد r به این که توجه با ادامه در باشد. فرد اول توان ΁ی q و r = (q+١)

gcd(v,q+١) کنید فرض
ساختن ابتدا در ͬ سازیم. م را کوانتومͬ MDS کدهای هرمیتͬ ساختار از استفاده با ما باشد

ͬ نماییم. م یادآوری را هرمیتͬ کوانتومͬ کدهای
.C⊥H ⊆ C به طوری که باشد [n, k, d] پارامترهای با ‐تایی q٢ خطͬ کد ΁ی C اگر .٣. ٣. ١ لم

دارد. وجود [[n,٢k − n,≥ d]]q کوانتومͬ کد ΁ی دراین صورت

ͬ باشد. م زوج r و است q + ١ از مقسوم علیه ΁ی λ و n = λ(q − ١) اول: حالت



۴٩ کدها ساختن
کنید فرض و r ∈ {١,٢, . . . , q} هر باشد. برای زوج r = (q+١)

gcd(v,q+١) کنید فرض
.λ = (q+١)

r و ε = wv(q−١)
را λ(q − ١) طول از q‐تایی کوانتومͬ MDS کدهای ‐دوری‐ثابت، ε کدهای از استفاده با
rn پیمانه ی به ١ + jr + r−٢٢ (q + ١) شامل ‐دایره بر q٢ مجموعه ی که است ͹واض ͬ سازیم. م

جایی که دارد را ١ + jr + r−٢٢ (q + ١) عضو ΁ی تنها

C١+jr+ r−٢٢ (q+١) =
{

١ + jr +
r − ٢

٢ (q + ١)
}
,

.٠ ≤ j ≤ r−٢٢ (q + ١)
باشد. v ∈ {١,٢, . . . , q} هر برای r ̸= q + ١ و باشد زوج r = (q+١)

gcd(v,q+١) کنید فرض .٣. ٣. ٢ لم
.λ = (q+١)

r و n = λ(q − ١) کنید فرض
تعریف زیر به صورت که باشد Fq٢ روی n طول از ‐دوری‐ثابت ε کد ΁ی C که کنید فرض

ͬ شود: م
Z =

δ∪
j=١

C١+r(j−١)+ r−٢٢ (q+١),

.C⊥H ⊆ C دراین صورت .١ ≤ δ < r+٢٢r (q + ١)− ٢ جایی که
داریم: ،٣. ٢. ١ لم بنابر و نباشد هرمیتͬ دوگان کد شامل C کد که کنید فرض اثبات.

دارند وجود k, l ∈
{١ + ٢ + · · ·+ r+٢٢r (q + ١)− ٢} صحیح عدد دو دراین صورت Z ∩Z−q ̸= ∅

به طوری که:
١ + r(k − ١) + r − ٢

٢ (q + ١) rn≡ −
[
١ + r(l − ١) + r − ٢

٢ (q + ١)
]
q

با است معادل این و
k + ql − λ ≡ ٠ mod λ(q − ١).

فرم به را l ما .١ ≤ l < λ(s + ١) − ٢ بنابراین .s ≥ ١ و صحیح مقادیر با r = ٢s کنید فرض
u = v = ٠ مورد برای جز (به ٠ ≤ v ≤ λ− ٢ و ٠ ≤ u ≤ s جایی که ͬ کنیم، م بیان l = uλ+ v

ͬ دهیم: م قرار بررسͬ مورد که داریم را زیر حالت دو دراین صورت .(
 .١ ≤ v ≤ λ− ٢ و ٠ ≤ u ≤ s ‐١

و l ≤ k پس λ(q − ١) پیمانه ی به k + l + (q − ١)v − λ ≡ ٠ دراین صورت
یعنͬ این و l ≤ r+٢٢r (q + ١)− ٢ ≤ q − ١

k + l + (q − ١)v − λ < (q − ١) + (q − ١) + (λ− ٢)(q − ١)− λ = λ(q − ٢)
است. تناقض ΁ی این و



دوری‐ثابت کدهای از حاصل جدید کوانتومͬ MDS کدهای ۵٠
و λ > ١ اما k + l − λ ≡ ٠ mod λ(q − ١) ،(١) رابطه ی به بنا  .v = ٠ و ١ ≤ u ≤ s ‐٢
کامل اثبات و ͬ شود م منجر تناقض به نیز این و k + l − λ < ٢(q − ١)− λ < ٢(q − ١)

است.

کنید فرض و r ̸= q + ١ و باشد q + ١ از زوج مقسوم علیه ΁ی r کنید فرض .٣. ٣. ١ قضیه
وجود MDS کوانتومͬ ‐کد [[n, n− ٢d+ ٢, d]]q ΁ی دراین صورت λ = q+١

r که n = λ(q − ١)
جایی که دارد

٢ ≤ d ≤ r + ٢
٢r (q + ١)− ١.

΁ی C کنید فرض ͬ باشد. م Fq٢ از اولیه عنصر ΁ی w جایی که ε = wλ(q−١) کنید فرض اثبات.
شود مشخص Z مجموعه با و باشد Fq٢ روی n طول از ‐دوری‐ثابت ε کد

Z =

δ∪
j=١

C١+r(j−١)+ r−٢٢ (q+١)

.١ ≤ δ ≤ r+٢٢r (q + ١)− ٢ جایی که
BCH کران .dim(C) = n− δ و است هرمیتͬ دوگان کد شامل C کد ،٣. ٣. ٢ لم از استفاده با
این جا در ͬ باشد. م δ + ١ حداقل C کد فاصله ی که ͬ دهد م نشان دوری‐ثابت، کدهای برای
ساختار از استفاده با حال است. [n, n − δ,≥ δ + ١]q٢ پارامترهای با دوری‐ثابت کد ΁ی C

استفاده با ͬ آوریم. م به دست [[n, n−٢δ,≥ δ+ ١]]q پارامترهای با کوانتومͬ کد ΁ی ما هرمیتͬ
ͬ آوریم م به دست ‐کد [[n, n − ٢δ, δ + ١]]q ΁ی ما کوانتومͬ کدهای برای سینگلتون کران از

ͬ باشد. م کوانتومͬ MDS کد ΁ی که
[[ (q

٢(١−٢ , (q١−٢)٢−٢d+٢ , d]]q پارامترهای با کوانتومͬ MDS کد ΁ی ٣. ٣. ١ قضیه ی در r = ٢ گرفتن نظر در با
r ̸= ٢ و باشد q+١ از زوج مقسوم علیه ΁ی r ͬ که زمان اما ،٢ ≤ d ≤ q جایی که ͬ آوریم م به دست
جایی که دارد وجود [[λ(q − ١), λ(q − ١) − ٢d + ٢, d]]q پارامترهای با کوانتومͬ کد ΁ی باشد
[١٨] دارند. بزرگͬ نسبتاً فاصله ی مینیمم مجموع در کدها این (q+١)٢ +١ ≤ d ≤ (q+١)٢ +λ−١

ببینید. را
ساختار این با بیشتری MDS کدهای و داده ارتباط هم به را r ̸= ٢ و r = ٢ ͬ توانیم م ما

آوریم. به دست
MDS کوانتومͬ کد ۴ ͬ توانیم م ٣. ٣. ١ قضیه ی از استفاده با .q = ١٩ کنید فرض .٣. ٣. ١ مثال

بسازیم: زیر پارامترهای با
[[٩٠,٧٠, ١٩[[١١ , [[٩٠,۶٨, ١٩[[١٢ , [[٩٠,۶۶, ١٩[[١٣ , [[٩٠,۶۴, ١۴]]١٩

در MDS کوانتومͬ کد چند ٣. ٣. ١ قضیه ی از استفاده با .q = ٢٣ کنید فرض .٣. ٣. ٢ مثال
شده اند: مشخص زیر جدول



۵١ کدها ساختن
جدید کوانتومͬ MDS کدهای :٣. ١ جدول

λ r n [[n, k, d]]q

2 12 44 [[44, 20, 13]]23

3 8 66 [[66, 42, 13]]23

3 8 66 [[66, 40, 14]]23

4 6 88 [[88, 64, 13]]23

4 6 88 [[88, 62, 14]]23

4 6 88 [[88, 60, 15]]23

6 4 132 [[132, 108, 13]]23

6 4 132 [[132, 106, 14]]23

6 4 132 [[132, 104, 15]]23

6 4 132 [[132, 102, 16]]23

6 4 132 [[132, 100, 17]]23

ͬ باشد. م فرد r و است q + ١ از مقسوم علیه ΁ی λ که n = λ(q − ١) دوم: حالت
اکنون اما ͬ نماید م بررسͬ را ͬ باشد م q+١ از زوج مقسوم علیه ΁ی r که را حالتͬ مؤلف [١٨] در
΁ی و کرده بررسͬ را مسئله این ما قسمت این در ͬ باشد. م q + ١ از فرد مقسوم علیه ΁ی r

ͬ نماییم. م معرفͬ را کوانتومͬ MDS کدهای از جدید کلاس
.λ = (q+١)

r و ε = ωv(q−١) و v ∈ {١,٢, . . . , q} هر برای باشد فرد r = (q+١)
gcd(v,q+١) کنید فرض

را λ(q− ١) طول از q‐تایی کوانتومͬ MDS کدهای ما ‐دوری‐ثابت ε کدهای از استفاده با
به پیمانه ی ١ + jr + r−١٢ (q + ١) شامل q٢ دایره بر مجموعه ی که است ͹واض ͬ کنیم. م طراحͬ

و دارد را ١ + jr + r−١٢ (q + ١) عنصر ΁ی تنها rn
C١+jr+ r−١٢ (q+١) =

{
١ + jr +

r − ١
٢ (q + ١)

}
,

.٠ ≤ j ≤ r+١٢r (q + ١) که
کنید فرض باشد. فرد v ∈ {١,٢, . . . , q} هر برای r = (q+١)

gcd(v,q+١) کنید فرض .٣. ٣. ٣ لم
Fq٢ روی n طول از ‐دوری‐ثابت ε کد ΁ی C کنید فرض حال .λ = (q+١)

r و n = λ(q − ١)
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت که باشد

Z =
δ∪

j=١
C١+r(j−١)+ r−١٢ (q+١),

.C⊥H ⊆ C این صورت در . ١ ≤ δ ≤ r+١٢r (q + ١)− ٢ جایی که



دوری‐ثابت کدهای از حاصل جدید کوانتومͬ MDS کدهای ۵٢
این رو از  .Z ∩Z−q ̸= ∅ دراین صورت نباشد، هرمیتͬ دوگان کد شامل C که کنید فرض اثبات.

به طوری که k, l ∈ {١,٢, . . . , r+١٢r (q + ١)− ٢} که دارند وجود l و k صحیح عدد دو
١ + r(k − ١) + r − ١

٢ (q + ١) ≡ −
[
١ + r(l − ١) + r − ١

٢ (q + ١)
]
q

mod rn

این که با است معادل که
k + ql ≡ ٠ mod λ(q − ١). (٣. ١)

.١ ≤ l ≤ λ(s+ ٢−(١ صورت در این ͬ باشد، م صحیح عدد s مقدار و s ≥ ١ که r = ٢s+ ١ حال
حالت برای جز (به ٠ ≤ v ≤ λ − ٢ و ٠ ≤ u ≤ s جایی که ͬ نویسیم م l = uλ + v فرم به را l ما

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد که داریم را زیر حالت دو ( u = v = ٠
.٠ ≤ v ≤ λ− ٢ و ٠ ≤ u ≤ s ‐١

داریم: (٣. ١) رابطه ی از استفاده با
k + l + (q − ١)v ≡ ٠ mod λ(q − ١)

داریم: نتیجه در .l ≤ k و l ≤ r+١٢r (q + ١)− ٢ ≤ q − ١ به این که توجه با حال
k + l + (q − ١)v < (q − ١) + (q − ١) + (λ− ٢)(q − ١) = λ(q − ١)

است. تناقض ΁ی این و
.v = ٠ و ١ ≤ u ≤ s ‐٢

داریم: (٣. ١) رابطه از استفاده با
k + l ≡ ٠ mod λ(q − ١)

ͬ شود. م کامل اثبات و است تناقض ΁ی این و λ > ١ و k + l < ٢(q − ١) اما

.λ = (q+١)
r و n = λ(q − ١) و باشد q + ١ از فرد علیه مقسوم ΁ی r کنید فرض .٣. ٣. ٢ قضیه

جایی که دارد وجود [[n, n − ٢d + ٢, d]]q پارامترهای با کوانتومͬ MDS کد ΁ی دراین صورت
.٢ ≤ d ≤ r+١٢r (q + ١)− ١

ε کد ΁ی C کنید فرض ͬ باشد. م Fq٢ از اولیه عنصر ΁ی w جایی که ε = wλ(q−١) اثبات.
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت که باشد Fq٢ روی n طول از ‐دوری‐ثابت

Z =

δ∪
j=١

C١+r(j−١)+ r−١٢ (q+١)



۵٣ کدها ساختن
.١ ≤ δ ≤ r+١٢r (q + ١)− ٢ جایی که

d(C) ≥ و dim(C) = n − δ و ͬ باشد م هرمیتͬ دوگان کد شامل C ،٣. ٣. ٣ لم از استفاده با
حال ͬ باشد. م [n, n − δ,≥ δ + ١]q پارامترهای با ‐دوری‐ثابت ε کد ΁ی C بنابراین .δ + ١
به دست ‐کد [[n, n − ٢δ, δ + ١]]q ΁ی کوانتومͬ کدهای برای سینگلتون کران از استفاده با

ͬ باشد. م کوانتومͬ MDS کد ΁ی که ͬ آوریم م
پارامترهای با کوانتومͬ MDS کدهای ͬ توانیم م ما ٣. ٣. ٢ قضیه ی از استفاده با

[[λ(q − ١), λ(q − ١)− ٢d+ ٢, d]]q
. (q+١)٢ ≤ d ≤ (q+١)٢ + λ٢ − ١ جایی که بسازیم را

دارند. بزرگͬ نسبتاً فاصله ی مینیمم کوانتومͬ MDS کدهای از کلاس این
جدید MDS کد ۴ ͬ توانیم م ،٣. ٣. ٢ قضیه ی از استفاده با .q = ١٧ کنید فرض .٣. ٣. ٣ مثال

شده اند. مشخص ٣‐ ٢ جدول در که بسازیم

جدید کوانتومͬ MDS کدهای :٣. ٢ جدول

λ r n [[n, k, d]]q

2 9 32 [[32, 16, 9]]17

6 3 96 [[96, 80, 9]]17

6 3 96 [[96, 78, 10]]17

6 3 96 [[96, 76, 11]]17

جدید کوانتومͬ MDS کد چند ٣. ٣. ٢ قضیه ی از استفاده با .q = ٢٩ کنید فرض .۴ .٣. ٣ مثال
ͬ باشند. م مشخص ٣‐ ٣ جدول در که ساخته ایم



دوری‐ثابت کدهای از حاصل جدید کوانتومͬ MDS کدهای ۵۴

جدید کوانتومͬ MDS کدهای :٣. ٣ جدول

λ r n [[n, k, d]]q

2 15 56 [[56, 28, 15]]29

6 5 168 [[168, 140, 15]]29

6 5 168 [[168, 138, 16]]29

6 5 168 [[168, 136, 17]]29

10 3 280 [[280, 252, 15]]29

10 3 280 [[280, 250, 16]]29

10 3 280 [[280, 248, 17]]29

10 3 280 [[280, 246, 18]]29

10 3 280 [[280, 244, 19]]29
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Abstract

In this thesis, some algebraic systems are considered which enables us to construct some new classe

of maximum distance separable (MDS) codes. The methods use unit and idempotent schemes.

Quantum maximum-distance-separable (MDS) codes form an important class of quantum codes.

It is very hard to construct quantum MDS codes with relatively large minimum distance. In this

thesis, based on classical constacyclic codes, we construct two classes of quantum MDS codes with

parameters  [ [λ(q − 1), λ(q − 1)− 2d+ 2, d] ] q  where  2 ≤ d ≤ (q−1)
2 + λ− 1  and  q + 1 = λr 

with r even, and

  [ [λ(q − 1), λ(q − 1)− 2d+ 2, d] ] q  where 2 ≤ d ≤ (q−1)
2 + λ

2 − 1  and  q + 1 = λr with r

odd. The quantum MDS codes exhibited here have parameters better than the ones available in the

literature.

Keywords: Constacyclic codes; Quantum codes; MDS codes; Unit; Idempotent.
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