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نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که سپاسخدایرا
پاک خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند او
بر پیوسته نفرین و است وجودشان وام�دار وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او،
است آن از اجˁل معلم، منزلت و جایگاه شک بدون رستاخیز… روز تا ایشان دشمنان
چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، شائبه�ی بی زحمات از قدردانی مقام در که
غایت و هدف که است انسانی از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما بنگاریم.
بر تضمین؛ سپرده�اند، دستش به که را امانت�هایی سلامت و می�کند تامین را آفرینش
،ˁجل و ˁعز الʓˊه یشکر لم المخلوقین من المنعم یشکر لم من باب، از و وظیفه حسب
قلم من، درشتی و کوتاهی بر همواره بزرگوارم…که معلم دو عزیزم...این مادر و ازپدر
و یار زندگی عرصه�های تمام در و گذشته�اند غفلت�هایم کنار از کریمانه و کشیده عفو
دکتر آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از بوده�اند؛ من برای بی�چشم�داشت یاوری
کمکی هیچ از فروتنی، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که طهرانی احسنی حجت
و گرفتند عهده بر را رساله این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در
و ناظمی علیرضا دکتر ی، جعفر حسین دکتر آقایان جناب دلسوز؛ و فرزانه استادان از
کمال شدند؛ متقبل را رساله این داوری زحمت که اسکندری نوری محمدهادی دکتر
سپاسگوید. را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد دارم. را قدردانی و تشکر
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نامه تعهد
علوم کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی میراسدی بیگم سکینه اینجانب
و توسیع�یافته سیستم�های پایداری عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می�شوم: متعهد طهرانی احسنی حجت راهنمایی تحت ، توسیع�یافته کسری
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
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نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می�باشد.
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چکیده
ویژه مقدار مسئله تشابهی، تبدیلات برپایه�ی ویژه تخصیصمقادیر روش�های رساله، این در
پایدار- برای ویژه بردارهای از استفاده با جزئی ویژه مقادیر تخصیص روش و ماتریسی معکوس
کسری و پیوسته-زمان و گسسته-زمان توسیع�یافته سیستم�های در جواب یافتن و سازی
کسری سیستم�های برای تشابهی تبدیلات با تخصیص روش و گسسته-زمان توسیع�یافته
این ابتدا توسیع�یافته کسری سیستم�های پایدارسازی برای می�شود. استفاده راسر دوبعدی
سیستم�ها این کنترل که می�شوند تبدیل نامحدود افزایشی تأخیر با سیستم�های به سیستم�ها
کاهشی تأخیرها ضرایب به�این�که توجه با تأخیرها کردن محدود با می�باشد. مشکل بسیار
بعد با ولی استاندارد معادل سیستم�های به نهایت در ماتریس�ها از جدیدی تعاریف و هستند

یافت. خواهیم دست بزرگتر
در به�ترتیب، ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله و تشابهی تبدیلات با تخصیص روش در
پس�خورد یا پیشرو خروجی و حالت پس�خورد ماتریس محاسبه با گسسته-زمان سیستم�های
خروجی و حالت پس�خورد محاسبه با پیوسته-زمان در و گزاره�ای و پیشرو خروجی و حالت
می�یابیم به�گونه�ای را ماتریسحلقه�بسته گزاره�ای، و مشتق خروجی و حالت پس�خورد یا مشتق
حلقه�بسته ماتریس تشابهی تبدیلات با تخصیص در باشد. مطلوب ویژه مقادیر دارای که
ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله با تخصیص در و حالت پس�خورد ماتریس از استفاده با
روش می�آیند. به�دست محاسبه�شده ماتریسحلقه�بسته از استفاده با خروجی ماتریسپس�خورد

باشد. داشته بیشتری اهمیت سیستم خروجی که است کاربردی�تر مواردی برای دوم
ویژه�ی تخصیصمقادیر و ناپایدار پایدارسازیسیستم�های هدف دو با ویژه تخصیصمقادیر
به محدود تخصیص این جزئی، ویژه مقادیر تخصیص روش در می�شود. انجام خواسته�شده
درحالی�که می�شود استاندارد سیستم باز حلقه ماتریس در نامطلوب ویژه مقادیر تخصیص
داشت. خواهیم کوچکتر اندازه با سیستمی نتیجه در نمی�کند تغییری مطلوب ویژه مقادیر
دارای متعامد روابط با معرفی�شده روش به نسبت ویژه بردارهای با جزئی تخصیص روش

پرداخته�ایم. به�آن رساله این در که می�باشد برتری�هایی
روشکاکزورک وایراشتراوسو تجزیه شوفل، الگوریتم درزین، وارون روش�هایدیگریمانند
مقایسه ویژه مقادیر تخصیص روش�های با و معرفی توسیع�یافته کسری سیستم�های برای

می�شوند.

توسیع�یافته، کسری پایدارسازی، پیوسته-زمان، گسسته-زمان، سیستم�های کلیدی: کلمات
راسر دوبعدی
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١ فصل
مقدمات

قضایا و تعاریف ١.١
چند�جمله�ای ریشه�های مجموعه باشد. n× n ماتریس یک A کنیم فرض .١.١.١ تعریف

p(λ) = det (A− λI), (١.١)
می�شود نامیده A ماتریس طیف٢ است، موسوم A ماتریس مشخصه�ی١ چند�جمله�ای به که
گفته A ماتریس ویژه٣ مقدار Ω(A) از عضو هر به می�شود. داده نشان Ω(A) نماد با اغلب و

می�شود.
در خطی مستقل ستون�های یا سطرها تعداد ماکزیمم با برابر Aماتریس رتبه۴ .٢.١.١ تعریف

می�شود. داده نشان rank (A) با که است ماتریس آن
هم�ارزند. زیر شرایط آن�گاه باشد. n× n ماتریس یک A که کنیم فرض .١.١.١ قضیه

det (A) ̸= ٠ .١
١Characteristic polynomial
٢Spectrum
٣Eigenvalue
۴Rank



مقدمات ٢
rank (A) = n .٢

است. A ماتریس ویژه�ی مقدار یک λi که ،λi ̸= ٠, i = ١, · · · , n .٣
یا null(A) با که A ماتریس پوچ فضای باشد. n × n ماتریسی A کنید فرض .٣.١.١ تعریف
صدق Ax = ٠ معادله در که هایی x تمام مجموعه با است برابر می�شود، داده نمایش ker(A)

داریم: و کند
rank(A) + null(A) = n.

یکچند�جمله�ای det (λI−A) = ٠ مشخصه An×nمعادله برایماتریسحقیقی .١.١.١ ملاحظه
مختلط مزدوج به�صورت یا حقیقی به�صورت ویژه مقادیر کلیه بنابراین است. حقیقی ضرایب با

است. α± iβ

درنظر λn, . . . , λ١ ویژه مقادیر و rank(M) = n با را M ∈ Rn×n ماتریس [۶۴ ،۶٣] .١.١.١ لم
بود. خواهد λ−١

n , . . . , λ−١١ به�صورت M−١ ویژه مقادیر آن�گاه بگیرید.
آن�گاه باشد، کامل رتبه Mبا ماتریس از ویژه�ای مقدار λ = a+ bi کنید فرض .٢.١.١ ملاحظه

،١.١.١ لم بنابر
λ−١ = (a+ bi)−١ = a

a٢ + b٢ − b

a٢ + b٢ i,

بود. خواهد M−١ ویژه مقدار
بردار و ویژه مقدار یک ،λ اسکالر باشد. n × n ماتریسی A کنید فرض [٨٨] .۴.١.١ تعریف

اگر می�شود نامیده λ با متناظر راست ویژه بردار x ناصفر ستونی
Ax = λx. (٢.١)

A∗
n×m به�صورت مختلط درایه�های با Am×n ماتریس هرمیتی یا مزدوج ترانهاده .۵.١.١ تعریف

،aij = m+ ni اگر می�شود. محاسبه a∗ij = āji به�صورت آن درایه�های و می�شود تعریف AH یا
.AH = (Ā)t داریم، دیگر به�عبارت .āij = m− ni آن�گاه

بردار و ویژه مقدار یک ،λ اسکالر باشد. n × n ماتریسی A کنید فرض [٨٨] .۶.١.١ تعریف
در که y ناصفر ستونی

yHA = λyH , (٣.١)
است. y بردار مزدوج ترانهاده yH که می�شود نامیده λ با متناظر چپ ویژه بردار کند، صدق

زوج�های به�ترتیب ،۶.١.١ و ۴.١.١ تعریف�های در (λ, y) و (λ, x) زوج�های [٨٨] .٧.١.١ تعریف
می�شوند. نامیده A چپ و راست مرتب



٣ قضایا و تعاریف
ویژه مقادیر λn, . . . , λ١ کنید فرض ( Aماتریس ویژه بردارهای (تعامد [٩١ ،١٣] .٢.١.١ قضیه
{λ١, . . . , λm}∩{λm+١, . . . , λn} = ∅ چپ، و راست ویژه بردارهای به�ترتیب Y و X ،Aماتریس
،X٢ = (xm+١, . . . , xn) ،X١ = (x١, . . . , xm) که باشند Y Xو از افرازهایی (Y١, Y٢) و (X١, X٢) و

آن�گاه .Y٢ = (ym+١, . . . , yn) و Y١ = (y١, . . . , ym)

Y H١ X٢ = ٠, Y H١ AX٢ = ٠. (۴.١)
آن�گاه باشد حقیقی متقارن ماتریس A اگر آن بر علاوه

Xt١X٢ = ٠, Xt١AX٢ = ٠. (۵.١)
با ام j ستون و ام i سطر درایه�ی کهاد آنگاه باشد، مربعی ماتریس یک A اگر .٨.١.١ تعریف
می�آید. به�دست ام j ستون و ام i سطر حذف از که است ماتریسی که می�شود داده Mi,jنمایش

ماتریس را (−١)i+jMi,j ماتریس ترانهاده آنگاه باشد، مربعی ماتریسی A اگر .٩.١.١ تعریف
می�دهند. نشان adj(A) با و می�نامند A ماتریس ۵ الحاقی

و An = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود n طبیعی توان که مربعی ماتریس .١٠.١.١ تعریف
می�نامند. پوچ�توان ماتریس را An−١ ̸= ٠

اگر می�شود نامیده ۶ متزلر ماتریس یک A = [aij ] ∈ Rn×n ماتریس [٣٠] .١١.١.١ تعریف
یعنی: باشند. نامنفی اصلی قطر خارج درایه�های همه�ی

∀ i ̸= j, i, j = ١,٢, · · · , n : aij ⩾ ٠.
وجود T نامنفرد ماتریس اگر می�شوند نامیده متشابه را B و A ماتریس دو .١٢.١.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته
B = T−١AT.

است. یکسان ویژه مقادیر داشتن متشابه ماتریس�های از مهم خاصیت یک
In و حقیقی درایه�های با ماتریسی A کنید فرض ( ٧ کیلی-همیلتون قضیه ) [١] .٣.١.١ قضیه
باشد، A ماتریس مشخصه معادله p(λ) = det(λIn − A) اگر باشند. n بعد با همانی ماتریس

.p(A) = ٠ آن�گاه
اگر است A ٨ مور-پنروز شبه�وارون A† آن�گاه ،A ∈ Rm×n کنید فرض [٨٧] .١٣.١.١ تعریف

باشیم: داشته
AA†A = A, A†AA† = A†, (AA†)t = AA†, (A†A)t = A†A. (۶.١)

یکتاست. و دارد وجود همیشه A† آن بر علاوه
۵Adjugate matrix
۶Metzler matrix
٧Cayley-Hamilton
٨Moore-Penrose Pseudoinverse



مقدمات ۴

مور- شبه�وارون ،A† =
[ ١۵ ٢۵

] شبه�وارون بگیرید. نظر در را A =

١
٢
 ماتریس .١.١.١ مثال

نیست مور-پنروز [٣ −١] شبه�وارون اما می�کند. صدق (۶.١) شرایط تمام در چون است پنروز
نیست. برقرار (۶.١) از سوم شرط در چون

در که q نامنفی صحیح عدد کوچکترین [٣٠] .١۴.١.١ تعریف
rank(Aq) = rank(Aq+١), (٧.١)

می�نامند. A ماتریس شاخص را کند صدق
اگر می�شود نامیده A ∈ Cn×n ماتریس درزین وارون AD ماتریس [٣٠ ،٨] .١۵.١.١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط
AAD = ADA, ADAAD = AD, ADAq+١ = Aq, (٨.١)

است. A شاخص q که
یکتاست. و دارد وجود همیشه A مربعی ماتریس از AD درزین وارون [٣٠ ،٨] .٢.١.١ لم

.AD = A−١ آن�گاه det(A) ̸= ٠ اگر به�علاوه
آن�گاه ،EA = AE که باشند طوری A و E ماتریس�های اگر [٣٠] .٣.١.١ لم
EDA = AED, EAD = ADE, EDAD = ADED. (٩.١)

درزین وارون محاسبه برای درزین) وارون ماتریس�های محاسبه (فرآیند [۶١] .٣.١.١ ملاحظه
می�شود. پیشنهاد زیر فرآیند A ∈ Rn×n ماتریس از AD

که بیابید چنان را W ∈ Rr×n و V ∈ Rn×r ماتریس�های زوج یک). (مرحله •
A = VW, rank(V ) = rank(W ) = rank(A) = r,

خطی مستقل (سطر) ستون r می�توان (W ) V ماتریس از (سطر) ستون r با مشابه که
نمود. اختیار A ماتریس از

نمایید. محاسبه را WAV ∈ Rr×r نامنفرد ماتریس دو). (مرحله •
به�دست AD = V [WAV ]−١W به�صورت مطلوب درزین وارون ماتریس سه). (مرحله •

می�آید.
فصل�های در زیر به�صورت نظیر) مقدماتی (ستونی مقدماتی سطری اعمال .۴.١.١ ملاحظه

شد: خواهند استفاده بعدی
نشان (R[i/c]) L[i × c] نماد با که ام i (ستون) سطر در c حقیقی عدد (تقسیم) ضرب •

می�شود. داده



۵ کیرشهف قوانین و الکتریکی مدارهای
از c مضرب (تفاضل است، شده ضرب c حقیقی عدد در که ام j سطر با ام i سطر جمع •

می�شود. داده نشان (R[j − i× c]) L[i+ j × c] نماد با که ام) j ستون از ام i ستون
می�شود. داده نشان (R[i, j]) L[i, j] نماد با که ام j و ام i (ستون) سطر جابجایی •

به�صورت می�شود، داده نمایش f ∗g نماد با که g و f تابع دو ٩ همگشت [٩٣] تعریف١.١.١۶.
می�شود: تعریف زیر

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(t− τ)dτ =

∫ ∞

−∞
f(t− τ)g(τ)dτ.

F{f} و f ∗ g همگشت با تابع دو g و f کنید فرض ( ١٠ همگشت قضیه ) [٩۴] .۴.١.١ قضیه
آنگاه: باشند، g و f تابع دو فوریه تبدیلات به�ترتیب F{g} و

F{f.g} = F{f} ∗ F{g}, F{f ∗ g} = F{f}.F{g},

است. نقطه�ای ضرب نشان�دهنده�ی . که

آن�گاه ،٠ < α < ١ اگر [٣٨] .۴.١.١ لم
(−١)j

 α

j + ١
 > ٠, j = ١,٢, . . . , (١٠.١)

αکه

j

 =

 ١ j = ٠
α(α−١)...(α−j+١)

j! j = ١,٢, . . . . (١١.١)

و [a, b] بازه بر f = f(t) تابع ١١ لتنیکوف گرانوالد- کسری مرتبه مشتق [٨۶] .١٧.١.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت α کسری مرتبه با

a∆
α
t f(t) = lim

h→٠h
−α

[ t−a
h

]∑
j=٠

(−١)j
α

j

 f(t− jh), a ≤ t ≤ b,

است. x عدد صحیح جزء [.] که

کیرشهف قوانین و الکتریکی مدارهای ٢.١
می�شوند. بیان و تعریف آن�ها در کیرشهف قوانین و الکتریکی مدارهای بخش، این در

٩Convolution
١٠Convolution Theorem
١١Grunwald-Letnikov



مقدمات ۶

الکتریکی مدارهای در رایج اصطلاحات ١.٢.١
برقرار آن در الکتریکی جریان که است بسته�ای حلقه هادی مسیر مدار، یک : ١٢ مدار •

می�شود.

است. هم به متصل منابع یا عناصر از خط یک : ١٣ مسیر •

مدار عنصر دو از بیشتر یا دو آن، در که است مدار از پیوند یا اتصال یک گره، : ١۴ گره •
می�کنیم. مشخص نقطه یک با را گره هستند. متصل هم به

دو بین که است منبع یا مقاومت مانند مدار اجزای از گروهی یا یک شاخه، : ١۵ شاخه •
شده�اند. وصل گره

به و کنیم شروع نقطه یک از اگر که است مدار در بسته مسیر یک حلقه، : ١۶ حلقه •
باشیم. نکرده عبور عنصر هر از بار یک از بیش برگردیم، جا همان

نیست. آن در شاخه�ای که است مدار حلقه ساده�ترین مش، : ١٧ مش •

الکتریکی مدار یک از نمونه�ای :١.١ شکل

١٢Circuit
١٣Path
١۴Node
١۵Branch
١۶Loop
١٧Mesh



٧ کیرشهف قوانین و الکتریکی مدارهای

کیرشهف قوانین ٢.٢.١
است. دشوار پیچیده، مدارهای جریان و ولتاژ آوردن دست به برای اهم قانون از استفاده گاهی
اساس بر بتوانیم که داریم نیاز قوانینی به مدارها این به مربوط محاسبات انجام برای نتیجه، در
برای مناسب راه�حل�های از یکی کیرشهف، مداری قانون آوریم. دست به را مدار معادلات آن،

است. کار این
به مربوط که کرد بیان قانون دو ، ١٨ کیرشهف گوستاو آلمانی، فیزیکدان ،١٨٧۵ سال در
در جریان به مربوط که ١٩ کیرشهف جریان قانون بود. الکتریکی مدارهای در انرژی و جریان

می�پردازد. بسته مدار یک ولتاژهای به که ٢٠ کیرشهف ولتاژ قانون و است بسته مدار یک

جریان قانون کیرشهف، اول قانون
گره یک به شده وارد الکتریکی بار یا جریان می�کند: بیان KCL یا کیرشهف جریان قانون
تمام جبری مجموع دیگر، عبارت به می�شود. خارج آن از که است جریانی یا بار با برابر دقیقاً
یا پایستگی نام با کیرشهف، ایده این باشد. صفر برابر باید گره یک به شده وارد جریان�های
از می�توانیم داریم، کار و سر موازی مدارهای تحلیل با وقتی می�شود. شناخته نیز بار بقای

کنیم. استفاده کیرشهف جریان قانون

کیرشهف اول قانون :٢.١ شکل

ولتاژ قانون کیرشهف، دوم قانون
با برابر حلقه ولتاژ کل بسته، حلقه شبکه هر در می�کند: بیان KV L یا کیرشهف ولتاژ قانون
حلقه ولتاژهای تمام مجموع دیگر، عبارت به است. آن در موجود ولتاژهای افت تمام مجموع
می�شود. شناخته نیز انرژی پایستگی یا بقا عنوان به کیرشهف، ایده این باشد. صفر با برابر باید

١٨Gustav Kirchhof
١٩Kirchhoffs Current Law
٢٠Kirchhoffs Voltage Law



مقدمات ٨

کیرشهف دوم قانون :٣.١ شکل

یکسان جهت یک در کنیم، شروع آن نقطه یک از باید حلقه، ولتاژ بر معادله نوشتن برای
وقتی که است مهم نکته این گردیم. باز اول نقطه همان به و بنویسیم را ولتاژها افت همه
صفر ولتاژها مجموع دیگر جهت، تغییر با زیرا ندهیم، جهت تغییر می�نویسیم را ولتاژها افت

کرد. استفاده سری مدارهای در می�توان کیرشهف ولتاژ قانون از بود. نخواهد
آورید. دست به را R٣ مقاومت از گذرنده جریان زیر، شکل مدار در .١.٢.١ مثال

مقاومتی مدار :۴.١ شکل

از استفاده با دارد. مستقل حلقه ٢ و B و A گره ٢ شاخه، ٣ مثال این در الکتریکی مدار
داریم: را زیر معادلات B و A گره در کیرشهف، جریان قانون

I١ + I٢ = I٣, (١٢.١آ)
I٣ = I١ + I٢. (١٢.١ب)

می�شود: زیر معادلات به منجر ٣ و ٢ ،١ حلقه�های برای نیز کیرشهف ولتاژ قانون
R١I١ +R٣I٣ = ١٠I١ + ۴٠I٣ = ١٠, (١٣.١آ)
R٢I٢ +R٣I٣ = ٢٠I٢ + ۴٠I٣ = ٢٠, (١٣.١ب)
١٠I١ − ٢٠I٢ = ١٠− ٢٠ = −١٠. (١٣.١ج)



٩ آن�ها پایداری و استاندارد سیستم�های
به�صورت را (١٣.١) معادلات می�توان (١٢.١ب)، یا (١٢.١آ) معادله بنابر

١٠I١ + ۴٠(I١ + I٢) = ۵٠I١ + ۴٠I٢ = ١٠, (١۴.١آ)
٢٠I٢ + ۴٠(I١ + I٢) = ۴٠I١ + ۶٠I٢ = ٢٠, (١۴.١ب)

آوریم. به�دست را I٢ و I١ آن�ها از استفاده با می�توانیم که داریم معادله دو اکنون کرد. بازنویسی
می�آیند دست به آمپر I٢ = +٠٫ ۴٢٩ و I١ = ٠٫ ١۴٣ مقدار دهیم، انجام را لازم محاسبات اگر
برابر نیز R٣ مقاومت سر دو ولتاژ و می�آید به�دست I٣ = ٠٫ ٢٨۶ (١٢.١ب) یا (١٢.١آ) بنابر و
جریان اولیه جهت که است معنی این به � I١ جریان منفی علامت است. ٠٫ ٢٨۶×۴٠ = ١١٫ ۴۴
شارژ را ولتی ١٠ باتری ولتی، ٢٠ باتری حقیقت، در بود. شده انتخاب اشتباه حلقه این برای

می�کند.

کیرشهف مداری قوانین کاربرد ٣.٢.١
اصلی روند کرد. پیدا را مدار جریان و ولتاژ مقادیر می�توان کیرشهف مداری قانون دو کمک با

است: زیر صورت به قوانین این از استفاده
را آن�ها باشند، نشده داده (اگر شده�اند داده مقاومت�ها و ولتاژها همه کنید فرض •

.( . . . , R٢, R١ و . . . , V٢, V١ مثال به�طور کنید، نامگذاری
( . . . , I٢, I١ ) کنید. نامگذاری و بگیرید نظر در جریان شاخه عنوان به را مدار شاخه هر •

بنویسید. گره هر برای را کیرشهف اول قانون معادلات •
بنویسید. مدار مستقل حلقه�های برای را کیرشهف دوم قانون معادلات •

بیابید. را نامعلوم جریان�های و کرده استفاده آمده دست به خطی معادلات از •

آن�ها پایداری و استاندارد سیستم�های ٣.١
و پیوسته-زمانی استاندارد سیستم�های پایداری به مربوط قضیه�های و تعریف�ها بخش، این در

می�شود. ارائه گسسته-زمانی

پیوسته-زمانی استاندارد سیستم�های ١.٣.١
[٣٢ ،١٩] پیوسته-زمانی استاندارد خطی سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠, (١۵.١آ)
y(t) = Cx(t) +Du(t), (١۵.١ب)



مقدمات ١٠
خروجی و ورودی حالت، بردارهای y(t) ∈ Rr و u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn که بگیرید نظر در را

.D ∈ Rr×m و C ∈ Rr×n ،B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n و هستند
ابتدایی شرط هر برای اگر می�شود نامیده مثبت (١۵.١) سیستم [٣٢ ،١٩] .١.٣.١ تعریف
و x(t) ∈ Rn

+, t ≥ ٠ باشیم داشته u(t) ∈ Rm
+ , t ≥ ٠ ورودی�های تمام و x(٠) = x٠ ∈ Rn

+

.y(t) ∈ Rr
+

اگر تنها و اگر است مثبت (١۵.١) سیستم [٣٢ ،١٩] .١.٣.١ قضیه
A ∈ Mn, B ∈ Rn×m

+ C ∈ Rr×n
+ , D ∈ Rr×m

+ . (١۶.١)
است. n× n متزلر ماتریس�های مجموعه Mn که

و اگر است مجانبی پایدار ( u = ٠ فرض با ) (١۵.١آ) مثبت سیستم [٣٢ ،١٩] .٢.٣.١ قضیه
چندجمله�ای ضرایب اگرتمام تنها

det(Ins−A) = sn + an−١sn−١ + · · ·+ a١s+ a٠, (١٧.١)
.ai > ٠ باشیم داشته i = ٠, ١, . . . , n− ١ برای یعنی باشند، مثبت

اگر می�شود نامیده مجانبی پایدار ( u = فرض٠ با ) (١۵.١آ) سیستم [٣٢ ،١٩] .٢.٣.١ تعریف
معادله از x(t) = eAtx٠ جواب x٠ ∈ Rn برای

ẋ(t) = Ax(t), t ≥ ٠, (١٨.١)
کند: صدق زیر شرط در

lim
t→∞

x(t) = ٠. (١٩.١)

گسسته-زمانی استاندارد سیستم�های ٢.٣.١
گسسته-زمانی استاندارد خطی سیستم

xi+١ = Axi +Bui, i ∈ Z+, (٢٠.١آ)
yi = Cxi +Dui, (٢٠.١ب)

هستند خروجی و ورودی حالت، بردارهای yi ∈ Rr و ui ∈ Rm ،xi ∈ Rn که بگیرید نظر در را
.D ∈ Rr×m و C ∈ Rr×n ،B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n و

ابتدایی شرط هر برای اگر می�شود نامیده مثبت (٢٠.١) سیستم [٣٢ ،١٩] .٣.٣.١ تعریف
باشیم داشته ui ∈ Rm

+ , i ∈ Z+ ورودی�های تمام و x٠ ∈ Rn
+ ثابت نامنفی

xi ∈ Rn
+, yi ∈ Rr

+, i ∈ Z+.

اگر تنها و اگر است مثبت (٢٠.١) سیستم [٣٢ ،١٩] .٣.٣.١ قضیه
A ∈ Rn×n

+ , B ∈ Rn×m
+ , C ∈ Rr×n

+ , D ∈ Rr×m
+ . (٢١.١)



١١ آن�ها پایداری و استاندارد سیستم�های
معادل زیر عبارات ( u = ٠ فرض با ) (٢٠.١) مثبت سیستم برای [٣۶ ،١٩] .۴.٣.١ قضیه

هستند: یکدیگر
است. مجانبی پایدار سیستم .١

i = برای یعنی، است یک از کمتر A ماتریس از zn, . . . , z٢, z١ ویژه مقادیر مطلق قدر .٢
.|zi| < ١ ،١, . . . , n

.det[In − zA] ̸= ٠ داریم: |z| ≥ ١ برای .٣
داریم می�شود، تعریف ρ(A) = max١≤i≤n |zi|به�صورت که Aماتریس طیفی شعاع برای .۴

.ρ(A) < ١
که Â = A − In ماتریس مشخصه چندجمله�ای از âi, i = ٠, ١, . . . , n − ١ ضرایب تمام .۵

هستند. مثبت می�شوند زیرتعریف به�صورت
pÂ(z) = det[Inz − Â] =

zn + ân−١zn−١ + · · ·+ â١z + â٠.
(٢٢.١)

ماتریس اصلی کهادهای تمام .۶

Ā = In −A =


ā١١ ā١٢ . . . ā١n
ā٢١ ā٢٢ . . . ā٢n... ... ... ...
ān١ ān٢ . . . ānn

 , (٢٣.١)

یعنی هستند، مثبت
|ā١١| > ٠,

∣∣∣∣∣∣ā١١ ā١٢
ā٢١ ā٢٢

∣∣∣∣∣∣ > ٠, . . . , det(Ā) > ٠. (٢۴.١)
به�طوری�که دارد وجود x̄ > ٠ مثبت اکید به�طور بردار .٧

[A− In]x̄ < ٠. (٢۵.١)
است مجانبی پایدار ( ui = ٠, i ∈ Z+ فرض با ) (٢٠.١آ) مثبت سیستم [٣٢ ،١٩] .۵.٣.١ قضیه

چندجمله�ای ضرایب تمام اگر تنها و اگر
det[In(z + ١)−A] = zn + ān−١zn−١ + · · ·+ ā١z + ā٠, (٢۶.١)

.āi > ٠ باشیم داشته i = ٠, ١, . . . , n− ١ برای یعنی باشند، مثبت
نامیده مجانبی پایدار ( ui = ٠, i ∈ Z+ فرض با ) (٢٠.١) سیستم [٣٢ ،١٩] .۴.٣.١ تعریف

معادله از xi = Aix٠ جواب x٠ ∈ Rn هر برای اگر می�شود
xi+١ = Axi, i ∈ Z+, (٢٧.١)

کند: صدق زیر شرط در
lim
i→∞

xi = ٠. (٢٨.١)
مثبت سیستم آن�گاه باشد، یک از بزرگتر Aماتریس قطری درایه یک حداقل اگر .۶.٣.١ قضیه

. است ناپایدار (٢٧.١)



مقدمات ١٢

کنترل�پذیری ٣.٣.١
با اگر می�شوند، نامیده کنترل�پذیر٢١ (٢٠.١) و (١۵.١) معادلات با شده توصیف دستگاه�های
t١ متناهی زمان در ،٠ ≤ t ≤ t١ ،u(t) مناسب ورودی انتخاب با ،x(٠) اولیه حالت از شروع
اساسی اهمیت کنترل�پذیرییکسیستم کرد. هدایت x١ = x١(t) نهایی گام به را سیستم بتوان
�باشد تعادل حالت به دلخواهی اولیه�ی حالت از سیستم انتقال هدف که مسائلی در زیرا دارد

است. جواب وجود برای لازم شرط سیستم کنترل�پذیری
زوج کنترل�پذیری به اغلب (٢٠.١آ)، و (١۵.١آ) سیستم�های کنترل�پذیری .١.٣.١ ملاحظه

دارد. اشاره (B,A)

ماتریسکنترل- (٢٠.١آ) و معادلات(١۵.١آ) با برایسیستم�هایتوصیفشده .٢.٣.١ ملاحظه
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را �پذیری

Q =
[
B AB A٢B · · · An−١B

]
. (٢٩.١)

کنترل�پذیری) (معیار [١۵] .٧.٣.١ قضیه
هستند: معادل زیر عبارت�های آن�گاه ،(m ≤ n) و B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n کنید فرض

هستند. کنترل�پذیر (٢٠.١آ) و (١۵.١آ) دستگاه�های .١
یعنی است، کامل رتبه Qn×nm کنترل�پذیری ماتریس .٢
rank (Q) = n.

آن�گاه: ،xtA = λxt که معنی به�این باشد، At ماتریس راست مرتب زوج (λ, x) اگر .٣
xtB ̸= ٠.

،A ماتریس از λ ویژه مقدار هر برای .۴
rank (A− λI,B) = n.

دلخواه مقادیر به می�توان را A+BK ماتریس ویژه مقادیر ،K ماتریس مناسب انتخاب با .۵
داد. تخصیص

زوج معادل به�طور یا (١۵.١آ) سیستم ( کنترل�پذیری برای ویژه بردار شرط ) .٨.٣.١ قضیه
باشیم داشته y ̸= ٠ تمام برای اگر است کنترل�پذیر A از λ ویژه مقدار به نسبت (B,A)ماتریس

.yHA = λyH به�طوری�که yHB ̸= ٠
از {λ١, . . . , λp}زیرمجموعه�ی به نسبت (B,A)ماتریس زوج یا (١۵.١آ) سیستم تعریف٣.١.۵.
λj , j = ١, . . . , p ویژه مقدار هر به نسبت اگر است کنترل�پذیر جزئی Aبه�طور ویژه مقدار مجموعه

باشد. کنترل�پذیر
٢١Controlable



١٣ آن�ها پایداری و استاندارد سیستم�های
نسبت اگر است کنترل�پذیر کامل به�طور (B,A)ماتریس زوج یا (١۵.١آ) سیستم تعریف٣.١.۶.

باشد. کنترل�پذیر A ویژه مقدار هر به
برقرار نیز (٢٠.١آ) سیستم برای ۶.٣.١ و ۵.٣.١ تعریف�های و ٨.٣.١ قضیه .٣.٣.١ ملاحظه

هستند.
اگرماتریس می�نامند مشاهده�پذیر کامل به�طور را (C,A) ماتریس زوج [٧۴] .٧.٣.١ تعریف

مشاهده�پذیری
C

CA

...
CAn−١

 ,

.l ≤ n و است کامل رتبه و l×n ماتریسی C ،n×n ماتریسی A آن در که باشد کامل رتبه دارای
ماتریس اگر گفت می�توان معادل −Aبه�طور sIn

C

 , (٣٠.١)

کامل به�طور (C,A) ماتریس زوج آن�گاه باشد، کامل رتبه دارای A از s ویژه مقدار هر برای
می�شود. نامیده مشاهده�پذیری ماتریس نیز (٣٠.١) ماتریس است. مشاهده�پذیر

کنترل�پذیر کامل به�طور را است کامل رتبه دارای و n×mماتریسیB که (B,A)ماتریس زوج
باشد. مشاهده�پذیر کامل به�طور (Bt, At) ماتریس زوج اگر تنها و اگر نامند

کامل به�طور (B,A) ماتریس� زوج اگر داده�شده، L مجموعه هر برای [٧۴] .٩.٣.١ قضیه
ماتریسحقیقی آن�گاه دهد، نشان را Aماتریس ویژه مقادیر مجموعه Ω(A) و باشند کنترل�پذیر

به�طوری�که دارد وجود K ∈ Rm×n

Ω(A+BK) = L.

حقیقی ماتریس آن�گاه باشند، مشاهده�پذیر کامل به�طور (B,A) ماتریس� زوج اگر همچنین
به�طوری�که دارد وجود Ko ∈ Rn×r

Ω(A+KoC) = L.

کرونکر ناورداهای ۴.٣.١
�ترتیب به bm و . . . ،b٢ ،b١ می�کنیم فرض بگیرید. نظر در را (٢٩.١) کنترل�پذیری ماتریس

نوشت: می�توان بنابراین باشند، B ماتریس mام تا اول ستون�های
Q =

[
b١ · · · bm Ab١ · · · Abm · · · An−١b١ · · · An−١bm

]
. (٣١.١)



مقدمات ١۴
طوری را Qماتریس ستون�های اولین از ستون n می�توان پس است، کنترل�پذیر دستگاه چون
بلوک یک در را Q ستون�های آسان�تر، نمایش برای باشند. خطی مستقل که آورد به�دست

می�دهیم: نمایش زیر به�صورت دارد ستون m و سطر n که مستطیلی

b١ · · · bm

Ab١ · · · Abm

A٢b١ · · · A٢bm... ... ...
An−١b١ · · · An−١bm


. (٣٢.١)

قبلی بردار با که بردارهایی پایین، و راست به�طرف بلوک بالای چپ سمت گوشه از شروع با
آن زیر در واقع بردارهای همه�ی شد حذف بردار اگر و می�کنیم حذف بلوک از خطی�اند، وابسته
n خطی مستقل بردارهای تعداد که می�دهیم ادامه جایی تا را عمل این و می�شوند حذف بلوک
بلوک از را آمده به�دست بردار n از غیر باقی�مانده بردارهای همه�ی حالت این در باشد. بردار
دهیم قرار T ماتریس ستون�های به�ترتیب را خطی مستقل بردار n این اگر می�کنیم. حذف

می�آید: به�دست زیر به�صورت نظر مورد تبدیل و بود خواهد معکوس�پذیر T آن�گاه
T =

[
b١ · · · bm Ab١ · · · Abm · · · Ap١−١b١ · · · Apm−١bm

]
. (٣٣.١)

عددی B ماتریس از ستونی با متناظر بلوک از ستون هر به (٣٣.١) رابطه در .٨.٣.١ تعریف
می�کند: صدق زیر رابطه در که می�شود مربوط pi مانند صحیح
١ ≤ pi ≤ n i = ١,٢, · · · ,m. (٣۴.١)

iام ستون در باقی�مانده بردارهای تعداد pi طرفی از می�نامیم. کرونکر ناورداهای را piها این
با: است برابر بلوک ستون�های در واقع بردارهای تعداد پس است، بلوک

n = p١ + p٢ + · · ·+ pm. (٣۵.١)
حداکثر و حداقل بین اختلاف هرگاه گوییم منظم را (B,A) کرونکر ناورداهای .٩.٣.١ تعریف

گویند. نامنظم را کرونکر ناورداهای این�صورت غیر در باشد. یک حداکثر آن�ها

پایداری ۵.٣.١
شده�اند. انتخاب [١۵] و [١] مراجع از بخش این قضایای و تعاریف

تعادل نقطه را xe نقطه بگیرید. نظر در را ẋ(t) = f(t, x(t)) دیفرانسیل معادله تعریف١٠.٣.١.
.f(t, xe) = ٠ هرگاه می�نامند،

بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی سیستم .١١.٣.١ تعریف
ẋ(t) = f(t, x(t)),

x(t٠) ∈ Rn,

(٣۶.١)



١۵ آن�ها پایداری و استاندارد سیستم�های
ϵ > ٠ و t٠ هر به�ازای اگر گوییم، پایدار لیاپانوف٢٢ مفهوم به را xe تعادل نقطه
∃ δ > ٠; ∥ x(t٠)− xe ∥< δ −→∥ x(t)− xe ∥≤ ϵ, t ≥ t٠.

اگر است مجانبی پایدار (٣۶.١) دیفرانسیل معادله .١٢.٣.١ تعریف
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

t٠ مقادیر کلیه برای ب)
∃ρ(t٠) > ٠; ∥ x(t٠)− xe ∥< ρ(t٠) −→ lim

t−→∞
∥ x(t)− xe ∥= ٠.

گویند فراگیر مجانبی یا سراسری پایدار را (٣۶.١) دیفرانسیل معادله تعادل نقطه تعریف١٣.٣.١.
اگر:

باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)
باشیم: داشته t٠ هر و x(t٠) هر برای ب)

lim
t−→∞

∥ x(t)− xe ∥= ٠.
نیست. پایدار آن�گاه نباشد لیاپانوف یا مجانبی پایدار سیستم، اگر .۴.٣.١ ملاحظه

٢٢Lyapunov





٢ فصل
سیستم�های در ویژه تخصیصمقادیر

استاندارد

مقدمه ١.٢
که است کنترلی سیستم�های طراحی در اصلی مسائل از یکی ویژه، مقادیر تخصیص مسئله
این است. شده انجام آن روی بر گسترده�ای تحقیقات محاسباتی و تئوری دیدگاه دو هر از
دومین، و ناپایدار سیستم�های پایدارسازی هدف، اولین می�شود. انجام هدف دو با مسئله
مسائل تمامی در باشد. ناپایدار یا پایدار شاید که سیستمی به دلخواه مورد ویژه تخصیصمقادیر
سیستم از بسته حلقه ماتریس که می�شود انجام به�گونه�ای محاسبات ویژه، مقادیر تخصیص
انجام خروجی یا حالت پس�خورد با تخصیصمی�تواند باشد. مطلوب ویژه مقادیر دارای مربوطه
بسته حلقه ماتریس تشابهی، تبدیلات و حالت پس�خورد از استفاده با ما ٢.٢ بخش در شود.
مقدار روش از استفاده با را، خروجی پس�خورد ٣.٢ بخش در در�حالی�که می�کنیم محاسبه را

می�آوریم. به�دست بسته حلقه ماتریس و ماتریسی معکوس ویژه
عصبی، شبکه�های بزرگ، و اسپارس سازه�های طراحی مانند بسیاری عملی کاربردهای در
بعد که داریم سروکار سیستم�هایی با موارد، سایر و کامپیوتری شبکه�های قدرتی، سیستم�های
آن�ها برای ویژه روشتخصیصمقادیر است ممکن و است اسپارس و بزرگ آن�ها در ماتریس�ها
باعث که ویژه مقادیر از کمی تعداد تنها کاربردها این اغلب در آن بر علاوه نباشد. کارآمد



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ١٨
ویژه مقادیر تخصیص روش دارند. دوباره تخصیص به نیاز می�شوند، سیستم�ها این ناپایداری
داشته نگه ثابت ویژه مقادیر بقیه حالی�که در داد خواهد انجام را دوباره تخصیص این جزئی
انجام بکمتری محاسبات و یافته کاهش ماتریس�ها بعد روش، این با که است واضح شوند.

شد. خواهد
شرایط و است گرفته قرار بحث مورد [٩٠ ،١١] مراجع در جزئی ویژه تخصیصمقادیر مسئله
.[٩٠] می�شود ارائه زیربخش٢.۴.١ در چندورودی و تک�ورودی مسئله در جواب یکتایی و وجود
در متعامد روابط و ویژه بردارهای از استفاده با به�ترتیب جزئی ویژه مقادیر تخصیص روش دو
تمام در آن�ها برقراری که هستیم فرضیاتی وجود به نیاز دوم، روش در می�شود. ارائه فصل این
برطرف جزئی تخصیص اول روش از استفاده با مشکل این که نیست امکان�پذیر سیستم�ها

هستند. حقیقی پس�خورد، بردارهای یا و ماتریس�ها می�دهیم نشان همچنین می�شود.
سیستم�های فصل، این در خروجی و حالت پس�خوردهای با بیان�شده روش�های تمامی در
تمامی و می�گیرند قرار استفاده مورد (٢٠.١) گسسته-زمانی و (١۵.١) پیوسته-زمانی استاندارد
پیوسته-زمانی و گسسته-زمانی نوع دو هر با استاندارد سیستم�های برای می�توان را روش�ها

برد. به�کار

تبدیلاتتشابهی از استفاده با ویژه تخصیصمقادیر ٢.٢
استاندارد سیستم�های در

می�پردازیم. (B,A) زوج ٢ برداری همدم و ١ اشلون استاندارد فرم به�بيان ابتدا بخش، این در
تخصیص و صفر ویژه تخصیصمقادیر برای را حالت ماتریسپس�خورد محاسبه سپسچگونگی
تخصيص با اولیه مسئله حل انتها، در می�کنیم. بیان بسته ماتريسحلقه در دلخواه ویژه مقادیر

می�شود. مطرح بيان�شده تشابهی تبديلات از استفاده با و ويژه مقادیر

اشلون استاندارد فرم ١.٢.٢
سیستم حالت معادله است. شده تعريف Rn فضای بر که باشد تشابهی تبديل T که فرضکنيد

می�گیریم. نظر در (١۵.١آ) به�صورت را پیوسته-زمانی استاندارد
تبدیل جدید فضای به T−١ تبديل ماتريس توسط دستگاه حالت بردار می�کنيم فرض حال

یعنی: شود،
x̂(t) = T−١x(t) یا x(t) = T x̂(t). (١.٢)

١Echelon
٢vector companion



١٩ استاندارد سیستم�های در تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
داریم: (١۵.١آ) حالت معادله در (١.٢) رابطه جایگذاری با

T ˙̂x(t) = ATx̂(t) +Bu(t) → ˙̂x(t) = T−١ATx̂(t) + T−١Bu(t). (٢.٢)
داریم: (٢.٢) معادله در B̂ = T−١B و Â = T−١AT گرفتن نظر در با حال

˙̂x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t). (٣.٢)
کنترل�پذیری ماتریس از استفاده با منحصر�به�فردی به�صورت می�توان را T تبديل ماتريس
ماتریس ستون�های را Qماتریس خطی مستقل ستون n اولین که این�ترتیب به کرد. مشخص

می�دهیم. قرار T تبدیل
T =

[
b١ · · · bm Ab١ · · ·Abm · · ·Aq−١b١ · · ·Aq−١br Aq−١br+١ · · ·Aq−١bm Aqb١ · · ·Aqbr

]
.

استاندارد فرم و می�دهیم تشکیل را است ستون n+m و سطر nدارای که [B,A] ماتریسافزوده
می�کنیم: تعریف [T−١B, T−١AT ] به�صورت را اشلون

T−١[B,AT ] = T−١[B,A(B,AB, · · · , Aq−١B,Aqb١, · · · , Aqbr)]

= T−١ [
B,AB, · · ·Aqb١ · · ·Aqbr Aqbr+١ · · ·Aqbm Aq+١b١ · · ·Aq+١br

]
= T−١ [

T Aqbr+١ · · · Aqbm Aq+١b١ · · · Aq+١br
]

=
[
I T−١Aq(br+١ · · · bm Ab١ · · · Abr)

]
=

[
In×n Vn×m

]
.

(۴.٢)
می�گیریم. نظر در ۴.١.١ ملاحظه به�صورت را نظیر ستونی و سطری تشابهی تبدیلات اکنون
ابتدا نماییم، تبدیل [In, Vn×m] اشلون استاندارد به�فرم را (B,A) زوج بخواهیم صورتی�که در
سطری عمليات از استفاده با سپس می�دهیم. تشکیل را Q̄ = [B,A, In] افزوده ماتريس
n مرحله، هر در حاصل A ماتریس روی نظیر مقدماتی ستونی و Q̄ ماتريس روی مقدماتی
زير به�صورت Q̂ افزوده ماتریس این�صورت در می�کنیم، تبدیل In به را Q̄ ماتريس اول ستون

می�شود: تبديل
Q̂ = [B̂, Â, T−١] = [In, Vn×m, T−١], (۵.٢)

هستند: زیر به�صورت B̂ و Â ماتریس�های که

Â =



om×m o · · · om×r ν
(١)
m×m

Im o · · · o ν
(٢)
m×m

om×m Im · · · o ν
(٣)
m×m... ... ... ... ...

o o · · · o ν
(q)
m×m

or×m or×m · · · Ir ν
(q+١)
r×m


, B̂ =



Im

om×m

om×m

om×m

or×m


. (۶.٢)



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٢٠
ماتریس�های با (١۵.١آ) دستگاه در را (B,A) زوج اشلون استاندارد فرم .١.٢.٢ مثال

A =


٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣

 , B =


١ ٢
١ ٠
٠ ٠

 ,

آورید. به�دست
. حل

Q̄ =


١ ٢ ... ٠ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠
١ ٠ ... −٢ ٣ ٢ ... ٠ ١ ٠
٠ ٠ ... −٢ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(٢)−r(١)→r(٢) on (Q̄)−−−−−−−−−−−−−−→
c(١)+c(٢)→c(١) on (A)


١ ٢ ... ١ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠
٠ −٢ ... ٠ ٢ ٢ ... −١ ١ ٠
٠ ٠ ... −٣ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١


− ١٢ r(٢)→r(٢) on (Q̄)
−−−−−−−−−−−−−→
−٢c(٢)→c(٢) on (A)


١ ٢ ... ١ −٢ ٠ ... ١ ٠ ٠
٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... −٣ ٢ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(١)−٢r(٢)→r(١) on (Q̄)−−−−−−−−−−−−−−−→
c(٢)+٢c(١)→c(٢) on (A)


١ ٠ ... ١ −۴ ٢ ... ٠ ١ ٠
٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... −٣ −۴ ٣ ... ٠ ٠ ١


− ١٣ r(٣)→r(٣) on (Q̄)
−−−−−−−−−−−−−→
−٣c(٣)→c(٣) on (A)


١ ٠ ... ١ −۴ −۶ ... ٠ ١ ٠
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ۴٣ ٣ ... ٠ ٠ − ١٣



r(١)−r(٣)→r(١) on (Q̄)−−−−−−−−−−−−−−→
c(٣)+c(١)→c(٣) on (A)


١ ٠ ... ٠ −١۶٣ −٩ ... ٠ ١ ١٣
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ۴٣ ۴ ... ٠ ٠ − ١٣

 = Q̂ = [I, V, T−١].

برداری همدم فرم ٢.٢.٢
شده تعریف Rn فضای بر که می�گیریم نظر در را S مانند تشابهی خطی تبديل ماتريس يک
آورديم در اشلون استاندارد به�فرم را آن ١.٢.٢ بخش در که سیستم حالت بردار اکنون است.

می�کنیم: تبدیل جدید فضای به S−١ تبديل ماتريس توسط را
x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t) یا x̂(t) = Sx̃(t). (٧.٢)



٢١ استاندارد سیستم�های در تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
داريم: (٣.٢) معادله در فوق معادله جايگذاری با

S ˙̃x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t) → ˙̃x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t). (٨.٢)

(٨.٢) معادله در B̃ = S−١B̂ = S−١T−١B و Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS گرفتن نظر در با
داریم:

˙̃x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t). (٩.٢)

(٩.٢) و (١۵.١آ) معادلات آن�جایی�که از .[٢٠] است (B,A)زوج برداری همدم فرم ،(B̃, Ã)زوج
است. یکسان نیز آن�ها جواب هستند، یکدیگر هم�ارز

ماتريس نماییم، تبدیل (B̃, Ã) برداری همدم به�فرم را (B̂, Â) زوج بخواهیم صورتی�که در
روی مقدماتی ستونی عمليات از استفاده با سپس می�گیریم. نظر در را Q̂ = [B̂, Â, T−١] افزوده
Q̃ =

[
B̃, Ã, S−١T−١] به�فرم را Q̂ماتریس ،Q̂ماتریس روی نظیر مقدماتی سطری و Âماتريس

هستند: زیر به�صورت B̃ و Ãماتریس�های باشند، منظم کرونکر ناورداهای اگر می�کنیم. تبدیل

Ã =


G٠

· · · · · · · · ·

In−m O(n−m)×m

 , B̃ =


B٠

· · · · · ·

O(n−m)×m

 , (١٠.٢)

کرونکر ناورداهای اگر حال است. مثلثی یکماتریسm×mبالا B٠ یکماتریسm×nو G٠ که
می�شوند. پخش اصلی قطر پایین در ،Ã ماتریس از In−m ستون�های از برخی باشند، نامنظم

آورید. به�دست را برداری همدم فرم ،١.٢.٢ مثال برای .٢.٢.٢ مثال
. حل

Q̂ =


١ ٠ ... ٠ −١۶٣ −٩ ... ٠ ١ ١٣
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ۴٣ ۴ ... ٠ ٠ − ١٣





استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٢٢

c(٣)−۴c(١)→c(٣)−−−−−−−−−−→
on (A)


١ ٠ ... ٠ −١۶٣ −٩ ... ٠ ١ ١٣
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ۴٣ ٠ ... ٠ ٠ − ١٣



r(١)+۴r(٣)→r(١)−−−−−−−−−−−→
on (Q̂)


١ ٠ ... ۴ ٠ −٩ ... ٠ ١ −١
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ۴٣ ٠ ... ٠ ٠ − ١٣


c(٢)− ۴٣ c(١)→c(٢)
−−−−−−−−−−−→

on (A)


١ ٠ ... ۴ −١۶٣ −٩ ... ٠ ١ −١
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ − ١٣


r(١)+ ۴٣ r(٢)→r(١)
−−−−−−−−−−−→

on (Q̂)


١ ۴٣

... ۴ −٨٣ −۵ ... ٢٣ ١٣ −١
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ − ١٣

 .

بنابراین

Ã =


۴ −٨٣ −۵
٠ ٢ ٣
١ ٠ ٠

 , B̃ =


١ ۴٣
٠ ١
٠ ٠

 , S−١T−١ =


٢٣ ١٣ −١
١٢ − ١٢ ٠
٠ ٠ − ١٣

 .

حالت ماتریسپس�خورد به�وسیله�ی ویژه تخصیصمقادیر ٣.٢.٢
u(t) = K̃x̃(t) و u(t) = Kx(t)به�صورت به�ترتیب را کنترل قانون (٣.٢) و برايمعادلات(١۵.١آ)
است. برداری همدم به�فرم شده تبدیل معادله حالت پس�خورد ماتریس K̃ که می�کنیم تعریف

داشت: خواهیم x̃(t) به�جای S−١T−١x(t) جایگذاری با
u(t) = K̃S−١T−١x(t). (١١.٢)
حالت پس�خورد ماتریس یافتن زیربخش، این در ما هدف
K = K̃S−١T−١, (١٢.٢)

تعیین�شده پیش از مجموعه ،A + BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر به�طوری�که است
به�صورت یا و هستند حقیقی یا λi, i = ١, . . . , n که خاصیت این با باشند. {λ١, λ٢, . . . , λn}

می�نامند. ویژه مقادیر تخصیص را مسئله این می�شوند. ظاهر مختلط مزدوج زوج�های
تعاریف صورتی�که در

F̃ = −B−١٠ G٠, Fp = −B−١٠ G٠S−١T−١, Γp = A+BFp,



٢٣ استاندارد سیستم�های در تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
چون: هستند. صفر Γ̃٠ = Ã+ B̃F̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر آن�گاه باشیم، داشته را

Γ̃٠ =


G٠

· · · · · · · · ·

In−m O(n−m)×m


n×n

+


B٠

· · · · · ·

O(n−m)×m


n×m

(−B−١٠ G٠)

=


Om×n

· · · · · · · · ·

In−m O(n−m)×m


n×n

. (١٣.٢)

نیز Γp بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تمامی ،Γ̃٠ با Γp بودن مشابه �دليل به .١.٢.٢ نتیجه
چون: هستند. صفر

Γ̃٠ = S−١T−١ATS + S−١T−١B(−B−١٠ G٠) = S−١T−١ATS + S−١T−١B(FpTS)

= S−١T−١(A+BFp)TS = (TS)−١(A+BFp)TS = (TS)−١ΓpTS.

به�صورت قطری ماتریس یک D کنید فرض .١.٢.٢ قضیه

D =


D١ ٠ · · · ٠
٠ D٢ · · · ٠
... ... · · ·

...
٠ ٠ · · · Dk

 , (١۴.٢)

به�صورت αj ± iβj مختلط مزدوج ویژه مقادیر به�ازای Dj , j = ١,٢, · · · , kهر که باشد

Dj =

 αj βj

−βj αj

 , (١۵.٢)

مقادیر با D قطری ماتریس چنین اگر باشد. Dj = [dj ] به�صورت حقیقی ویژه مقادیر به�ازای و
مقادیر حاصل، ویژه مقادیر آنگاه شود، اضافه Γ̃٠ بسته حلقه ماتریس به مختلط مزدوج ویژه

است. مطلوب و تعیین�شده پیش از ویژه



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٢۴
داریم: است کرونکر ناورداهای مورد در اولیه جردن فرم که (١٣.٢) رابطه طبق برهان.

H̃ = Γ̃٠ +D =

 Om×n

In−m O(n−m)×m

+


D١ ٠ · · · ٠
٠ D٢ · · · ٠
... ... · · ·

...
٠ ٠ · · · Dk



=



D١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
٠ D٢ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ · · · Dl ٠ · · · ٠
I١ ٠ · · · ٠ Dl+١ · · · ٠
... ... · · · ٠ ٠ ... ...
٠ · · · Ir ٠ ٠ · · · Dk


, (١۶.٢)

در و باشد زوج (n − m) درصورتی�که است ٢ اندازه از واحد ماتریس Is, s = ١,٢, · · · , r که
گسترش با دارد. ١ اندازه از واحد ماتریس فرم یک تنها Is باشد فرد (n − m) صورتی�که
D ماتریس ویژه مقادیر همان H̃ ویژه مقادیر که است واضح اول سطر امتداد در det(H̃ −λIn)

کردیم اشاره قبلأ که همان�طور [۶۴] باشند نامنظم کرونکر ناورداهای که حالتی برای است.
به��روش هم حالت این اثبات پخشمی�شوند. اصلی قطر پایین در In−m ستون�های از برخی تنها

مقدماتی تشابهی عملیات از استفاده با H̃ از می�تواند H̃λ بنابراین است. مشابه
c(j)− λjc(i) −→ c(j), j = n, n− ١, · · · ,m+ ١,
r(i) + λjr(j) −→ r(i), i = j −m, (١٧.٢)

به�صورت برداری همدم به�فرم
H̃λ =

 Gλ

In−m On−m,m

 , (١٨.٢)

از ویژه مقادیر تشابهی، عملیات طبق همچنین است. m× n ماتریس یک Gλ که �آید به�دست
است. H̃ ماتریس ویژه مقادیر همان H̃λ ماتریس

λi, i = مطلوب ویژه مقادیر تخصیص برای را حالت پس�خورد ماتریس اگر .٢.٢.٢ قضیه
به�صورت (B̃, Ã) زوج برای ١, . . . , n

K̃ = F̃ +B−١٠ Gλ = B−١٠ (−G٠ +Gλ), (١٩.٢)
تعیین�شده ازپیش مجموعه Ã + B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر آن�گاه کنیم، تعریف

است. λi, i = ١, . . . , n



٢۵ استاندارد سیستم�های در تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
برهان.

Γ̃ = Ã+ B̃K̃ =

 G٠
In−m O(n−m)×m

+

 B٠
O(n−m)×m

 [B−١
o (−G٠ +Gλ)]

=

 G٠ −B٠B−١٠ G٠ +B٠B−١٠ Gλ

In−m O(n−m)×m


=

 Gλ

In−m O(n−m)×m

 . (٢٠.٢)

مقادیر تشابهی عملیات و است متشابه H̃ ماتریس با H̃λ ماتریس چون حال .Γ̃ = H̃λ به�وضوح
است. برابر H̃ ماتریس ویژه مقادیر با H̃λ ماتریس ویژه مقادیر پس نمی�دهد، تغییر را ویژه
ازپیش مجموعه ،Γ = A + BK یا Γ̃ = Ã + B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر بنابراین

.K = K̃S−١T−١ که است λi, i = ١, . . . , n تعیین�شده

تشابهی تبدیلات روش الگوریتم ۴.٢.٢
فرم و (B̂, Â) اشلون فرم به (B,A) زوج تبدیل با که می�کنیم ارائه الگوریتمی بخش این در
مقادیر K̃ پس�خورد ماتریس تعریف با سپس و صفر ویژه مقادیر ابتدا ،(B̃, Ã) برداری همدم
یا Γ̃ = Ã + B̃K̃ بسته حلقه سیستم به را λi, i = ١, . . . , n تعیین�شده پیش از و مطلوب ویژه

دهد. اختصاص Γ = A+BK بسته حلقه سیستم معادل به�طور

λi, i = ١, . . . , n مطلوب ویژه مقادیر و (B,A) کنترل�پذیر زوج داده�ها: ورودی •
K حالت پس�خورد ماتریس خروجی: •

به تبدیل و Q̄ =
[
B,A, In

] افزوده ماتریس )تشکیل اشلون استاندارد فرم ) اول: گام •
روی بر به�ترتیب آن نظیر مقدماتی ستونی و سطری عملیات با Q̂ =

[
In, Vn,m, T−١]

.A و Q ماتریس�های
Q̂ = از Q̃ =

[
B̃, Ã, S−١T−١] افزوده ماتریس محاسبه ( برداری همدم فرم ) دوم: گام •

روی بر به�ترتیب آن نظیر مقدماتی سطری و ستونی عملیات با اول گام در [
B̂, Â, T−١]

.(١٠.٢) از استفاده با B٠ و G٠ محاسبه و Q̂ و Â ماتریس�های
λi, i = ١, . . . , n ویژه مقادیر ماتریسقطریDاز تشکیل با H̃ماتریس محاسبه گامسوم: •

.Γ̃٠ = Ã+ B̃(−B−١٠ G٠) که (١۶.٢) به�فرم Γ̃٠ ماتریس به آن افزودن و
محاسبه و H̃ ماتریس روی (١٧.٢) مقدماتی ستونی عملیاتسطریو انجام گامچهارم: •

.(١٨.٢) به�فرم Gλ



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٢۶
. (١٢.٢) و (١٩.٢) از استفاده با K و K̃ حالت پس�خورد ماتریس محاسبه پنجم: گام •

ویژه مقادیر تخصیص با ٢.٢.٢ مثال در حالت پس�خورد ماتریس محاسبه برای .٣.٢.٢ مثال
می�آید: به�دست زیر نتایج {λ١, λ٢, λ٣} = {−١± i,−٢}

F̃ =

−۴ ١۶٣ ٩
٠ −٢ −٣

 , Fp =

 ٠ −۴ ١
−١ ١ ١

 , Γ̃٠ =


٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠

 ,

H̃ =


−١− i ٠ ٠
٠ −٢ ٠
١ ٠ −١+ i

 , H̃λ =


−٢ ٠ −٢
٠ −٢ ٠
١ ٠ ٠

 , Gλ =

−٢ ٠ −٢
٠ −٢ ٠

 ,

با: است برابر حالت پس�خورد ماتریس و
K =

 ٠ −۶ ١١٣
−٢ ٢ ١

 .

مقدار مسئله از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص ٣.٢
استاندارد سیستم�های در معکوسماتریسی ویژه

است. شده استفاده [٧۶ ،٧۴] منابع از ٣.٢ مطالب تمام برای
به�طوری�که ماتریسKoاست یافتن مسئله خروجی، پس�خورد با ویژه تخصیصمقادیر مسئله
داشته را مطلوب ویژه مقادیر A+BKoC ماتریس ،C و B ،Aماتریس سه از مجموعه�ای برای

.[۶٧ ،١٧] باشد
تبدیل یکدیگر به می�توان را ویژه مقادیر تخصیص و ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسائل
ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله به ویژه مقادیر تخصیص مسئله ،[٧۵] مرجع در کرد.
این در می�شود. حل نیوتن روش با به�دست�آمده غیرخطی معادلات سپس و می�شود تبدیل
تکراری روش این از استفاده با می�رود. به�کار نیوتن روش به�جای مؤثرتری تکراری بخشروش
ژاکوبین ماتریس ذخیره و محاسبه به نیازی و شده معادلاتخطی به تبدیل غیرخطی معادلات

نیست. نیوتن روش در
به ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله تبدیل یعنی مسائل این عکس تبدیل همچنین
و می�گیرد قرار بحث مورد بخش این در خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسئله
در ماتریس�ها وارون برای که است ذکر به لازم می�شود. ارائه نظر مورد ماتریس وجودی قضیه

می�شود. استفاده مور-پنروز وارون از بخش این
عصبی شبکه�های طراحی در می�توان را ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله ابتدایی نوع



سیستم�های در ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
٢٧ استاندارد

.[٧٣] یافت. ٣ هپفیلد

مسئله و ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله بین ارتباط ١.٣.٢
ویژه تخصیصمقادیر

از خطی مستقل مجموعه دو ماتریسی) معکوس ویژه مقدار (مسئله�ی [٧۴] .١.٣.٢ تعریف
مجموعه�ی و p ≤ n آن در که {y١, y٢, . . . , yp} و {x١, x٢, . . . , xp} حقیقی بعدی n بردارهای
ویژه مقدار مسئله از هدف بگیرید. نظر در را L = {λ١, λ٢, . . . , λn} مختلط اعداد از دلخواه

به�طوری�که: است Γn×n حقیقی ماتریس یافتن ماتریسی، معکوس
Γxi = yi, i = ١,٢, . . . , p, (٢١.٢)

یعنی: باشد، L داده�شده�ی مجموعه�ی با برابر Γ ماتریس ویژه�ی مقادیر طیف و
Ω(Γ) = L. (٢٢.٢)

مختلط اعداد تحت L و مستقلخطی {x١, x٢, . . . , xp} مجموعه که فرضمی�شود مسئله این در
یعنی: است، بسته

λ ∈ L ⇐⇒ λ̄ ∈ L. (٢٣.٢)
مقادیر تخصیص مسئله یک به ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله یک زیر قضیه به�وسیله�

می�شود. تبدیل ویژه
و Y =

[
y١ y٢ . . . yp

] ،X =
[
x١ x٢ . . . xp

] کنید فرض ( وجود (قضیه .١.٣.٢ قضیه
حل قابل L هر برای ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله آن�گاه باشد، کامل رتبه ماتریس X

است. X مور-پنروز وارون X† که باشد کامل رتبه s ∈ Ω(Y X†)برای Y −sX ماتریس اگر است
داریم: (٢١.٢) معادله و مسئله فرضیات از استفاده با برهان.

ΓX = Y. (٢۴.٢)
نوشت می�توان بنابراین

Γ = Y X† +W, (٢۵.٢)
به�صورت X برای را QR تجزیه ابتدا W ساخت برای .WX = ٠ و n×n دلخواه ماتریس W که

بگیرید: نظر در زیر
X =

[
Q١ Q٢

]R′

٠
 , (٢۶.٢)

W = ZQT٢ کنیم تعریف اگر است. وارون�پذیر ماتریسی R′
p×p و متعامد ماتریسی

[
Q١ Q٢

] که
به�صورت را (٢۵.٢) می�توان بود، خواهد n× (n− p) ماتریسی Z که

Γ = Y X† + ZQT٢ , (٢٧.٢)
٣Hopfield



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٢٨
هستند، مشاهده�پذیر کامل به�طور Y X† و QT٢ ماتریس�های زوج کنیم ثابت اگر حال نوشت.

به�طوری�که است موجود K = Z ماتریس ،٩.٣.١ قضیه بنابه
Ω(Y X† + ZQT٢ ) = Ω(Γ) = L, (٢٨.٢)

می�شود. حل ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله و شده پیدا Γ ماتریس نتیجه در و
مشاهده�پذیری ماتریس رتبه که کنید Yتوجه X† − sIn

QT٢

 , (٢٩.٢)

ماتریس رتبه Yهمان − sX ∗

٠ In−p

 =

Y X† − sIn

QT٢

[
X Q٢

]
, (٣٠.٢)

کامل رتبه Y − sX اگر پس است، کامل رتبه قضیه فرضیات طبق [
X Q٢

] چون حال است.
مسئله نتیجه در و هستند مشاهده�پذیر کامل به�طور Y X† و QT٢ ماتریس�های زوج آن�گاه باشد

است. حل قابل ماتریسی معکوس ویژه مقدار

مسئله ،۶ دارن فن و ۵ نیکلز ،۴ کاوسکی دارد. وجود Z محاسبه برای متعددی روش�های
بایرز آن از بعد کردند. ارائه Z محاسبه برای پایدار وروشی [۶۵] معرفی را ویژه تخصیصمقادیر
٨ لی بخشیدند. ارتقا اقتصادی�تر و دقیق�تر الگوریتمی ارائه با را روش این [٧] همکارانش و ٧
ارائه خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسئله برای ارتقایافته الگوریتمی نیز ٩ چو و

.[٧٢] دادند
ویژه تخصیصمقادیر یکمسئله به معکوسماتریسی ویژه مقدار مسئله ابتدا قبلی، قضیه در
قابل کردیم. معکوسبیان ویژه مقدار مسئله بودن برایحل�پذیر سپسیکشرط و شده تبدیل
ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله به می�تواند نیز ویژه تخصیصمقادیر مسئله که است توجه

شود. تبدیل
رتبه B و کنترل�پذیر کامل به�طور A ∈ Rn×n و B ∈ Rn×m ماتریس�های زوج کنید فرض

به�صورت B ماتریس برای QR تجزیه با باشد. کامل
B =

[
U٠ U١

]R
٠
 , (٣١.٢)

۴Kaustsky
۵Nichols
۶Van Dooren
٧Byers
٨Li
٩Chu



سیستم�های در ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
٢٩ استاندارد
فضای پایه بردار UT١ و نامنفرد و بالامثلثی ماتریسی R متعامد، ماتریس�هایی [

U٠ U١
آن[ در که

است. BT ماتریس پوچ
از پس است، کامل رتبه [B U١

] و شده فرض کنترل�پذیر کامل به�طور (B,A) چون ∗ ATU١ − sU١
Im ٠

 =

AT − sIn

BT

[
B U١

]
, (٣٢.٢)

ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله ١.٣.٢ قضیه بنابر است. کامل رتبه نیز ATU١− sU١ داریم
حل قابل s ∈ Ω(ATU١UT١ ) = Ω(AT ) ویژه مقدار و U١ کامل رتبه ماتریس ،ATU١ ماتریس برای

به�طوری�که است موجود Γ ماتریس یعنی است.
ΓU١ = ATU١, Ω(Γ) = L. (٣٣.٢)

ماتریس هستند، کنترل�پذیر کامل به�طور B و A آن در که Γ = A+BK دادن قرار با نتیجه در
به�صورت بسته حلقه سیستم برای حالت پس�خورد

K = B†(Γ−A), (٣۴.٢)
نشان زیر مستقیم محاسبات است. B ماتریس مور-پنروز معکوس B† آن در که می�آید به�دست

است. نیاز مورد ماتریس همان K که می�دهد
A+BK = A+BB†(Γ−A)

= A+ U٠UT٠ (Γ−A)

= A+ Γ−A

= Γ,

(٣۵.٢)

است. برقرار U٠UT٠ = I رابطه و B = U٠R ،B† = R−١UT٠ آن در که
مشاهده�پذیر کامل به�طور A ∈ Rn×n و C ∈ Rr×n ماتریس�های زوج کنید فرض همچنین،

به�صورت C ماتریس برای QR تجزیه با باشد. کامل رتبه C و
C =

[
S ٠]

V T٠
V T١

 , (٣۶.٢)

C سطرهای با داده�شده بسط زیرفضای بر متعامد مؤلفه آن، ستون�های که می�شود نتیجه V١
و شده فرض مشاهده�پذیر کامل به�طور (C,A) زوج چون .C† = V٠S−١ داریم همچنین است.

ماتریس پس است، کامل رتبه [C† V١
]

 ∗ AV١ − sV١
I١ ٠

 =

A− sIn

C

[
C† V١

]
, (٣٧.٢)

قضیه از استفاده با است. کامل رتبه نیز AV١ − sV١ ماتریس بنابراین است. کامل رتبه نیز
که دارد وجود Γ ماتریس ،١.٣.٢

ΓV١ = AV١, Ω(Γ) = L. (٣٨.٢)



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٣٠
معادله با K ماتریس نتیجه در

K = (Γ−A)C†, (٣٩.٢)
است. نیاز مورد ماتریس همان K که می�دهد نشان زیر مستقیم محاسبات می�آید. به�دست

A+KC = A+ (Γ−A)C†C

= A+ (Γ−A)V٠V T٠
= A+ (Γ−A)(In − V١V T١ )

= Γ− (Γ−A)V١V T١
= Γ.

(۴٠.٢)

مقدار مسئله�ی و خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسئله ابتدا بعدی، بخش در
بیان به سپس می�کنیم تعریف را خطی مستقل مجموعه چهار برای ماتریسی معکوس ویژه

می�پردازیم. بخش این در ارائه�شده روش

استفاده با پس�خوردخروجی با ویژه حلمسئلهتخصیصمقادیر ٢.٣.٢
معکوسماتریسی ویژه مقدار مسئله از

مستقل کنترل�پذیر سیستم خروجی) پس�خورد با ویژه تخصیصمقادیر (مسئله� تعریف٢.٣.٢.
به�صورت (پیوسته-زمانی) گسسته-زمانی خروجی پس�خورد با زمان از

xi+١ = Axi +Bui, (ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), ) (۴١.٢)
yi = Cxi, (y(t) = Cx(t), ) (۴٢.٢)

A ∈ خروجی، بردار yi(y(t)) ورودی، بردار ui(u(t)) حالت، بردار xi(x(t)) که بگیرید نظر در را
پس�خورد ماتریس یافتن مسئله، این در هدف .١ ≤ m ≤ n و C ∈ Rr×n ،B ∈ Rn×m ،Rn×n

بسته حلقه سیستم به�طوری�که است K خروجی
xi+١ = (A+BKC)xi, (ẋ(t) = (A+BKC)x(t), ) (۴٣.٢)

باشد. L = {λ١, λ٢, . . . , λn} تعیین�شده پیش از ویژه مقادیر دارای
چهار بردارها) از مجموعه چهار برای ماتریسی معکوس ویژه مقدار (مسئله .٣.٣.٢ تعریف

به�صورت حقیقی بعدی n بردارهای از خطی مستقل مجموعه
{x١, x٢, . . . , xp}, {y١, y٢, . . . , yp}, {xp+١, xp+٢, . . . , xp+q}, {yp+١, yp+٢, . . . , yp+q},

مسئله بگیرید. نظر در را L = {λ١, λ٢, . . . , λn} مختلط اعداد از مجموعه�ای و p + q ≤ n با
به�طوری�که است Γn×n حقیقی ماتریس یافتن ماتریسی، معکوس ویژه مقدار

Γxi = yi, i = ١,٢, . . . , p, (۴۴.٢)



سیستم�های در ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
٣١ استاندارد

ΓTxj = yj , j = p+ ١, . . . , p+ q, (۴۵.٢)
مختلط اعداد تحت L مجموعه و باشد L داده�شده مجموعه� با برابر Γماتریس ویژه مقادیر طیف

باشد. بسته
کنید فرض

Xr = [x١, x٢, . . . , xp], Xl = [xp+١, xp+٢, . . . , xp+q],

Yr = [y١, y٢, . . . , yp], Yl = [yp+١, yp+٢, . . . , yp+q].

سازگاری شرط آن�گاه باشد، داشته وجود Γ ماتریس اگر که است بدیهی
XT

l Yr = Y T
l Xr, (۴۶.٢)

باشد. برقرار باید
.[٧۵] می�دهد ارائه را Γ ماتریس وجود برای کافی و لازم شرط زیر قضیه

کافی و لازم شرط آن�گاه باشد، برقرار ،(۴۶.٢) معادله یعنی سازگاری، شرط اگر .٢.٣.٢ قضیه
باشند موجود vi ∈ Siv و ui ∈ Siu, i = ١,٢, . . . , n بردارهای که است این Γ ماتریس وجود برای

به�طوری�که
uTi vj = δij , i, j = ١, . . . , n, (۴٧.٢)

موجود ui چنین اگر هستند. (λiX
T
r −Y T

r ) و (λiX
T
l −Y T

l ) پوچ فضاهای به�ترتیب Siv و Siu که
معادله از استفاده با را Γ می�توان ان�گاه باشد،

Γ = Tdiag{λ١, λ٢, . . . , λn}T−١, (۴٨.٢)
.T = [u١, u٢, . . . , un] که آورد به�دست

ui بردارهای می�توان آن�گاه دهیم، نشان Si
v و Si

u با به�ترتیب را Siv و Siu پایه بردارهای اگر
به�شکل را vi و

ui = Si
uxi, vi = Si

vyi, (۴٩.٢)
با می�باشند. Siv و Siu فضاهای ابعاد همان با ستونی بردارهای به�ترتیب yi و xi که آورد به�دست

داریم: (۴٧.٢) در (۴٩.٢) جایگذاری
xTi (S

i
u)

TSj
vyj = δi,j , i, j = ١,٢, . . . , n. (۵٠.٢)

است. شده خطی معادله n٢ با سیستمی به تبدیل ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله حال
معادله در مجهولات پستعداد هستند، n−q و n−pمساوی بزرگتر به�ترتیب Si

v و Si
u ابعاد چون

پس ،p+ q ≤ n داریم چون و n(n− p) + n(n− q) = ٢n٢ − n(p+ q) مساوی بزرگتر (۵٠.٢)
خواهد جواب دارای (۵٠.٢) معادله بنابراین بود. خواهد n٢ مساوی بزرگتر مجهولات تعداد

.[٢۴] بود



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٣٢
مسئله به می�تواند خروجی پس�خورد با ویژه تخصیصمقادیر مسئله که می�دهیم نشان حال

شود. تبدیل ماتریسی معکوس ویژه مقدار
BT پوچ فضای پایه�ی بردارهای از آمده به�دست ماتریس�های به�ترتیب V١ و U١ کنید فرض

داریم: آن�گاه باشند، C و
ΓoV١ = (A+BKoC)V١ = AV١, (۵١.٢)

UT١ Γo = UT١ (A+BKoC) = UT١ A. (۵٢.٢)
مسئله ،L مجموعه داشتن و Yr = AV١ ،Yl = ATU١ ،Xr = V١ ،Xl = U١ گرفتن نظر در با
خواهد معکوسماتریسی ویژه مقدار مسئله به تبدیل خروجی پس�خورد با ویژه تخصیصمقادیر
L = {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه مقادیر دارای به�طوری�که است Γo ماتریس یافتن آن در هدف که شد

و باشد
ΓoV١ = AV١, ΓT

o U١ = ATU١. (۵٣.٢)
می�کند: صدق سازگاری شرط در مسئله که است واضح

XT
l Yr = UT١ ΓoV١ = Y T

l Xr.

به�شکل C و B ماتریس�های از QR تجزیه�های با می�توان را V١ و U١ ماتریس�های
B =

[
U٠ U١

]R
٠
 , C =

[
S ٠]

V T٠
V T١

 , (۵۴.٢)

ای Γo ماتریس چنین اگر هستند. متعامد ماتریس�هایی [
V٠ V١

] و [U٠ U١
] که آورد به�دست

معادله با می�توان را Ko ماتریس آن�گاه باشد داشته وجود
Ko = B†(Γo −A)C†, (۵۵.٢)

گرفتن نظر در با هستند. C و B مور-پنروز وارون�های به�ترتیب C† و B† که آورد به�دست
.[٢۵] است نظر مورد ماتریس همان K که داد نشان می�توان C† = V٠S−١ و B† = R−١UT٠

یعنی،
A+BKoC = A+BB†(Γo −A)C†C

= A+ U٠UT٠ (Γo −A)V٠V T٠
= A+ (I − U١UT١ )(Γo −A)(I − V١V T١ )

= Γo.

روشتکراری ٣.٣.٢
یا ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله جواب�های شد، بحث ٢.٣.٢ بخش در که همان�طور

خطی معادلات سیستم جواب�های به وابسته خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص
xTi (S

i
u)

TSj
vyj = δi,j , i, j = ١,٢, . . . , n, (۵۶.٢)



سیستم�های در ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
٣٣ استاندارد

یا
xTi Si,jyj = δi,j , i, j = ١,٢, . . . , n, (۵٧.٢)

در است. زیر به�صورت فوق سیستم حل برای تکراری روش .Si,j = (Si
u)

TSj
v که بود خواهد

تبدیل فوق سیستم سپس، می�گیریم. نظر در ها yj تمام برای را تصادفی ابتدایی مقادیر ابتدا،
خطی معادلات با سیستم n به

xTi [Si,١y١, Si,٢y٢, . . . , Si,nyn] = eTi یا xTi Mi = eTi ,

استجواب معادلاتممکن این هرچند است. n×n ماتریسهمانی از ام i ستون ei که می�شود
آورد به�دست مور-پنروز وارون از استفاده با را تقریب� بهترین می�توان همیشه ولی باشند نداشته

پس: .[٢۵]
xTi = eiM

†
i .

غیر در می�کنیم. متوقف را فرآیند باشد، (۵٧.٢) معادله از جوابی فرض�شده yj با xi اگر
n آن�گاه می�دهیم. قرار (۵٧.٢) در را تقریبی مقادیر به�وسیله�ی �آمده به�دست xi این�صورت

به�صورت مجهول های yj با خطی معادلات با سیستم
[xT١ S١,j , xT٢S٢,j , . . . , xTnSn,j ]yj = ej یا Njyj = ej ,

معادله با را ها yj برای تقریب بهترین می�توان مشابه به�طور می�شود. نتیجه
yj = N †

j ej ,

آورد. به�دست
خطای که می�دهیم ادامه جایی تا را فرآیند این

(
∑
i,j

(xTi Si,jyj − δi,j)
٢) ١٢ ,

باشد. نظر مورد و مطلوب خطای از کمتر
معکوس ویژه مقدار مسئله به خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسئله تبدیل در
مقدار که است این اول دلیل داشت. خواهند مهمی نقش C و BT پوچ فضاهای ماتریسی،
دلیل می�شود. حذف ΓT

o U١ = ATU١ و ΓoV١ = AV١ معادلات در زیرا نیست مهم Ko ماتریس
با متناظر ویژه مقدار آن�گاه باشد، فضاها این از یکی در A از ویژه بردار یک اگر که است این دیگر
v ∈ null(C) و Av = µv اگر مثال برای کند. تغییر پس�خورد کنترل با نمی�تواند ویژه بردار این

آن�گاه
Γov = Av +BKoCv = Av = µv.

زیر نتیجه به بود. نخواهد برقرار حالت این باشد مثبت حقیقی قسمت دارای µ اگر بنابراین
کنید. توجه

بردار هیچ اگر تنها و اگر است کنترل�پذیر کامل به�طور (۴٢.٢) و (۴١.٢) سیستم .٣.٣.٢ قضیه
مشابه، به�طور باشد. BT پوچ فضای در که باشد نداشته وجود A از ناصفری چپ سمت ویژه



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٣۴
از ناصفری راست سمت ویژه بردار هیچ اگر تنها و اگر است مشاهده�پذیر کامل به�طور سیستم

باشد. C پوچ فضای در که باشد نداشته وجود A
آن�گاه ،UTB = ٠ و UTA = λUT به�طوری�که باشد داشته وجود U ناصفر بردار اگر برهان.

UT [B,AB, . . . , An−١B] =

[UTB, λUTB, . . . , λn−١UTB] = ٠. (۵٨.٢)

کامل به�طور سیستم و بود خواهد n از کمتر [B,AB, . . . , An−١B] ماتریس رتبه بنابراین،
بود. نخواهد کنترل�پذیر

را ناصفری بردار می�توان آن�گاه نباشد، کنترل�پذیر کامل به�طور سیستم اگر عکس به�طور
به�طوری�که یافت

UT [B,AB, . . . , An−١B] = [UTB,UTAB, . . . , UTAn−١B] = ٠.
پس:

(ATU)T [B,AB, . . . , An−١B] = [UTAB,UTA٢B, . . . , UTAnB] = ٠.
:[٢٩] داریم همیلتون کیلی قضیه به توجه با

An = a١An−١ + · · ·+ anI,

ناصفر ویژه بردار باید بنابراین دارد. قرار زیرفضا این در نیز ATU پس .UTAnB = ٠ بنابراین
باشد. داشته وجود UTB = ٠ با زیرفضایی در A از چپی ویژه بردار یا AT از U

بود. خواهد اول قسمت با مشابه قضیه دوم قسمت اثبات

معکوس ویژه روشمقدار پس�خوردخروجیبا الگوریتممحاسبه ۴.٣.٢
ماتریسی

تبدیل خطی معادلات با مسئله�ای به دوم مرتبه معادلات با مسئله�ای الگوریتم این انجام با
الگوریتم این انجام با درحالی�که است تا n٢ با برابر تقریبی به�طور مجهولات تعداد می�شود.
محاسبات کلی مقدار بنابراین شود. حل مرحله هر در n × n خطی سیستم n است نیاز تنها
مورد کمتری حافظه فضای و یافت کاهشخواهد توجهی قابل به�صورت نیوتن روش به نسبت
سیستم و n٢ × n٢ ژاکوبین ماتریس یک تکرار از مرحله هر در نیوتن، روش در زیرا است نیاز

نمود. حل و محاسبه باید را معادلات از n٢ × n٢ خطی
.λi, i = ١, . . . , n ویژه مقادیر و C ،B ،A ماتریس�های داده�ها): (ورودی •

به�دست C و BT ماتریس�های برای به�ترتیب را Xr و Xl پوچ فضاهای (آماده�سازی): •
و (λiXl − Yl) برای را پوچ فضاهای کنید. محاسبه را Yr = AXr و Yl = ATXl آورید.

بیابید. (λiXr − Yr)



٣۵ استاندارد سیستم�های در ویژه بردارهای از استفاده با جزئی ویژه مقادیر تخصیص
روش در موجود فرآیند و بگیرید نظر در yj برای را تصادفی مقادیر تکرار): (فرآیند •

دهید. ادامه برسید قبول مورد خطای به وقتی تا را فرآیند کنید. شروع را تکراری
ماتریس�های ،T = [u١, u٢, . . . , un] ماتریس تشکیل با خروجی): (ماتریسپس�خورد •

Γo = Tdiag{λ١, . . . , λn}T−١, Ko = B†(Γo −A)C†,

آورید. به�دست را
به�صورت را C ماتریس ،١.٢.٢ مثال همانند را B و A ماتریس�های .١.٣.٢ مثال

C =

 ٢ ۴ −١
−١ ۵ ٣

 ,

محاسبه برای زیر نتایج بگیرید. نظر در {λ١, λ٢, λ٣} = {−١± i,−به�صورت{٢ را ویژه مقادیر و
می�آیند: به�دست خروجی پس�خورد ماتریس

Xl =


٠
٠
١

 , Xr =


٠٫ ٧۵
−٠٫ ٢٢
٠٫ ۶١

 , Yl =


−٢
−١
٣

 , Yr =


−٠٫ ٢٢
−٠٫ ٩٢
٠٫ ۵٧

 ,

T = ١−١٠۵ ×

٠٫ ٠١− ٠٫ ١i −٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠۶− ٠٫ ٨i
٠٫ ١٣i ٠٫ ١١ −٠٫ ٠٩+ ٠٫ ٠٩i
−٠٫ ٠١i ٠ −٠٫ ٠١i

 , Ko =

−٨٫ ٢٧ ۴٫ ۶۶
۶٫ ٩٩ −۴٫ ٣۵

 ,

Ω(Γo) = {−١± i,−٢}.

بردارهای از استفاده با جزئی ویژه تخصیصمقادیر ۴.٢
استاندارد سیستم�های در ویژه

مجموعه
{λ١, · · · , λn}, (۵٩.٢)

تخصیصمقادیر مسئله مفروضاست. هستند، بسته مختلط مزدوج تحت که مختلط اعداد از
حالت، پس�خورد ماتریس ،K حقیقی ماتریس یافتن (١۵.١) خطی کنترل سیستم برای ویژه

باشد. (۵٩.٢) برابر A+BK ماتریس ویژه مقادیر مجموعه به�طوری�که است
و {λ١, . . . , λp} ،Ω(A) = {λ١, . . . , λp;λp+١, . . . , λn} که بگیرید نظر در را (B,A) زوج
مجموعه و باشند A ماتریس برای مطلوب و نامطلوب ویژه مقادیر به�ترتیب {λp+١, . . . , λn}

است عبارت جزئی ویژه مقادیر تخصیص مسئله باشد. بسته مختلط زوج تحت {µ١, . . . , µp}

.Ω(A+BKpar) = {µ١, . . . , µp;λp+١, . . . , λn} به�طوری�که Kpar پس�خورد ماتریس یافتن از
تخصیص مسئله جواب یکتایی و وجود برای جدیدی کافی و لازم شرایط زیربخش٢.۴.١ در
و وجود اصلی قضیه اثبات برپایه روشی همچنین است. شده اثبات و بیان جزئی ویژه مقادیر



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٣۶
می�شود. ارائه ٢.۴.٢ بخش در جزئی ویژه مقادیر تخصیص روش برای جزئی تخصیص یکتایی

است. شده استفاده [١۶] از ٢.۴.٢ و ١.۴.٢ بخش�های در آورده�شده مطالب تمام برای

ویژه تخصیصمقادیر مسئله برای جواب یکتایی و وجود ١.۴.٢
بیان ویژه تخصیصمقادیر مسئله جواب یکتایی و وجود برای معروف نتیجه یک بخش، این در

می�شود.
تخصیصمقادیر مسئله ویژه) تخصیصمقادیر برایمسئله یکتایی و (وجود [١۵] .١.۴.٢ قضیه
به�طور (B,A) اگر تنها و اگر است حل�پذیر (B,A) زوج برای (۵٩.٢) دلخواه مجموعه هر با ویژه
یک B یعنی باشد، تک�ورودی سیستم اگر تنها و اگر یکتاست جواب باشد. کنترل�پذیر کامل
داشته وجود یکجواب اگر دارد وجود جواب نامتناهی تعداد چندورودی، مورد در باشد. بردار

باشد.
ویژه مقادیر تخصیص مسئله یکتایی و وجود برای را ١.۴.٢ قضیه با مشابه نتیجه�ای حال

می�شود. اثبات جزئی
Λ = کنید فرض جزئی) ویژه مقادیر تخصیص مسئله برای یکتایی و (وجود .٢.۴.٢ قضیه
A ∈ Cn×n از λ١, . . . , λn ویژه مقادیر شامل قطری ماتریسی ،diag{λ١, . . . , λp;λp+١, . . . , λn}

به {λ١, . . . , λp} ویژه مقادیر باشند، مجزا {λp+١, . . . , λn} و {λ١, . . . , λp} مجموعه�های باشد،
تخصیص مسئله آن�گاه بمانند. باقی تغییر بدون ویژه مقادیر بقیه و کند تغییر {µ١, . . . , µp}

حل�پذیر (B,A)برایزوج {µ١, . . . , µp} بسته حلقه ویژه مقادیر از انتخاب هر با جزئی ویژه مقادیر
باشد. کنترل�پذیر جزئی به�طور {λ١, . . . , λp} مجموعه به نسبت (B,A) زوج اگر تنها و اگر است
مورد در باشد. کنترل�پذیر کامل به�طور و تک�ورودی سیستم اگر تنها و اگر یکتاست جواب
تعداد نیستند، کنترل�پذیر کامل به�طور که تک�ورودی سیستم�های و چندورودی سیستم�های

باشد. موجود جواب یک اگر دارد وجود جواب نامتناهی
λj , ١ ≤ تعدادی به نسبت (B,A) زوج کنید فرض می�کنیم. اثبات را لزوم قسمت ابتدا برهان.
و yH(A − λjI) = ٠ به�طوری�که دارد وجود y ̸= ٠ بردار پس نباشد. کنترل�پذیر ،j ≤ p

هر برای λj می�دهد نتیجه که yH(A+BKpar − λjI) = ٠ ،Kpar هر برای یعنی این .yHB = ٠
شود. داده تخصیص دوباره نمی�تواند λj بنابراین و است A+BKpar ویژه مقدار یک Kpar

Λ٢ = diag{λp+١, . . . , λn} و Λ١ = diag{λ١, . . . , λp} می�کنیم. اثبات را کفایت قسمت حال
مقادیر به�طوری�که دارد وجود Kpar پس�خورد ماتریس که شود ثابت باید بگیرید. نظر در را
X = کنید فرض بماند. ثابت ویژه مقادیر بقیه و دهد تخصیص Λ١ در دلخواه به�طور را ویژه
و باشند A چپ و راست ویژه بردار ماتریس�های به�ترتیب ،Y = (y١, . . . , yn) و (x١, . . . , xn)
زوج جزئی کنترل�پذیری پس ،Y HAX = diag{Λ١,Λ٢} و Y HX = I چون .Y١ = (y١, . . . , yp)
(Y HB, diag{Λ١,Λ٢}) زوج جزئی کنترل�پذیری ،Λ١ در ویژه مقادیر به نسبت (B,A) ماتریس



٣٧ استاندارد سیستم�های در ویژه بردارهای از استفاده با جزئی ویژه مقادیر تخصیص
کنترل�پذیر کامل به�طور (Y H١ B,Λزوج(١ بنابراین، ایجابمی�کند. را ویژه مقادیر همان نسبتبه

.{λ١, . . . , λp}
∩
{λp+١, . . . , λn} = ∅ زیرا است

Λ١ + بسته حلقه ماتریس به�طوری�که دارد وجود K پس�خورد ماتریس ،١.۴.٢ قضیه به بنا
باشد. µ١, . . . , µp مطلوب ویژه مقادیر دارای Y H١ BK

Kpar = KY H١ , (۶٠.٢)
مورد ویژه مقادیر همان دقیق به�طور بسته ماتریسحلقه ویژه مقادیر آن�گاه می�کنیم. تعریف را

است: مشاهده قابل زیر طریق به که است نیاز
{µ١, . . . , µp;λp+١, . . . , λn} = Ω(diag{Λ١,Λ٢}+ Y HB(K, ٠)) =

Ω(Y H(A+B((K, ٠)Y H))X = Ω(A+B(KY H١ , ٠)). (۶١.٢)

تعداد وجود و باشند کنترل�پذیر کامل به�طور که تک�ورودی سیستم�های جوابدر یکتابودن
می�شود. نتیجه ١.۴.٢ قضیه از مستقیم به�طور چندورودی�ها مورد در جواب نامتناهی

تعداد تک�ورودی)، (مورد باشد بردار یک B وقتی دهیم نشان باید اثبات شدن کامل برای
کنترل�پذیر ویژه مقدار یک و است ممکن ویژه مقادیر تخصیص مسئله برای جواب نامتناهی
yHk A− λky

H
k به�طوری�که است yk راست ویژه بردار امین k با متناظر (که دارد وجود λk, k > p

.( yHk B = ٠ و
راست و چپ ویژه بردارهای باشد. ویژه مقادیر تخصیص مسئله جواب Kpar کنید فرض
yHk Ac = که است واضح می�دهیم. نمایش Yc و Xc با را Ac = A+BKpar بسته حلقه ماتریس
که Kβ = βyHk کنید فرض است. Yc ستون امین k ،yk بنابراین و yHk (A + BKpar) = λkyk

کرد اثبات می�توان شد داده نشان (۶١.٢) در آن�چه با مشابه است. دلخواه اسکالری β آن در
پس�خورد بردن بکار با Ac ماتریس از λn, . . . , λk+١, λk−١, . . . , λp+١, µp, . . . , µ١ ویژه مقادیر که
پس�خورد بکارگیری با نیز Ac از λk ویژه مقادیر آن، بر علاوه می�مانند. باقی تغییر بدون Kβ

λk ویژه مقدار به نسبت (B,A) زوج قضیه این لزوم قسمت طبق چون نمی�کند تغییری Kβ

بنابراین نیست. کنترل�پذیر
Ω(A+BKpar) = Ω(Ac) = Ω(Ac +BKβ) = Ω(A+B(Kpar + βyHk )),

است. جواب β دلخواه مقدار هر برای نیز Kpar+βyHk آن�گاه باشد جواب یک Kpar اگر که

ویژه بردار از استفاده با جزئی ویژه روشتخصیصمقادیر ٢.۴.٢
کنید فرض می�شود. داده توضیح ٢.۴.٢ قضیه برهان از استفاده با روش این

Ω(A) = {λ١, . . . , λp;λp+١, . . . , λn}, (۶٢.٢)
تحتمزدوج {µ١, . . . , µp} مجموعه ،(B,A)زوج برای Ω(A) از نامطلوب ویژه مقادیر تعداد p که

که است Kpar حالت پس�خورد ماتریس یافتن هدف .rank(B) = m ≤ p و بسته مختلط
Ω(A+BKpar) = {µ١, . . . , µp;λp+١, . . . , λn}, (۶٣.٢)



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ٣٨
را حالت پس�خورد ماتریس یعنی، باشند. مجزا {λp+١, . . . , λn} و {λ١, . . . , λp} مجموعه�های و
مجموعه درحالی�که کند پیدا تغییر مناسب مقادیر به {λ١, . . . , λp} ویژه مقادیر که بیابیم طوری

بماند. باقی تغییر بدون {λp+١, . . . , λn}

سپس، می�آوریم. به�دست Y = (y١, . . . , yn) به�صورت را A ماتریس چپ ویژه بردار ابتدا
می�دهیم. قرار Y١ در را هستند λp, . . . , λ١ ویژه مقادیر با متناظر که را Y از yp, . . . , y١ ستون�های

بنابراین

Y١ = (y١, . . . , yp) =


y١١ y١٢ . . . y١p
y٢١ y٢٢ . . . y٢p... ... ... ...
yn١ yn٢ . . . ynp


n×p

. (۶۴.٢)

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را (Y H١ B,Λ١) زوج حال

Y H١ B =


y١١ y٢١ . . . yn١
y١٢ y٢٢ . . . yn٢... ... ... ...
y١p y٢p . . . ynp


p×n

×


b١١ b١٢ . . . b١m
b٢١ b٢٢ . . . b٢m... ... ... ...
bn١ bn٢ . . . bnm


n×m

,

Λ١ = diag{λ١, . . . , λp} =


λ١ ٠ . . . ٠
٠ λ٢ . . . ٠
... ... ... ...
٠ ٠ . . . λp


p×p

.

(۶۵.٢)

روش�های از استفاده با (Y H١ B,Λ١) زوج برای را K حالت پس�خورد ماتریس مرحله، این در
برابر Λ١ + Y H١ BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که می�یابیم چنان ، ویژه مقادیر تخصیص
را (B,A) زوج برای Kpar حالت پس�خورد ماتریس است کافی آن�گاه باشد، {µ١, . . . , µp} با

به�صورت

Kpar = KY H١ , (۶۶.٢)

.Ω(A+BKpar) = {µ١, . . . , µp;λp+١, . . . , λn} داریم بنابراین، کنیم. تعریف



٣٩ استاندارد سیستم�های در متعامد روابط از استفاده با جزئی ویژه مقادیر تخصیص
مفروض ماتریس�های با را (١۵.١آ) سیستم .١.۴.٢ مثال

A =



٠ ١ ١٠ ٣ ٧ ٠ ١ ٠
٧ ۵ ٠ −١ ٧ ٩ ٢ −١
٩ −٣ ٧ ٣ ١ ٢ ۴ −٢
٨ ٠ −١ ٠ ٣ ٠ ١ ٢
٧ −٣ ١ ٣ ٢ ۶ ٠ ١
١ ١٧ ٠ ٣ ٩ ٠ ۴ −١
١ ٣ ٠ ٢ ٠ ١ ١ −٢
٢ −٣ ۴ −١ ٠ −١۵ ٣ ٠



, B =



٠ ١
٩ ٧
−٢ ۵
١٣ ٧
٠ ٧
٣ ١
٨ ۵

−١١ ١



,

دهید. انجام سیستم نبودن پایدار صورت در را جزئی ویژه مقادیر تخصیص بگیرید. نظر در
داریم:

Ω(A) = {−١۴٫ ٢٫−,٣ ٨٧± ٢٫ ۴۴i,−١٫ ۵۵± ١٫ ۴۴i,۴٫٣۶, ١٢٫ ٧٣,٢١٫ ٠۶}.
محاسبه و {۴٫ ٣۶, ١٢٫ ٧٣,٢١٫ ٠۶} ویژه مقادیر به�جای {−١−,١−,١} ویژه مقادیر تخصیص با

به�صورت (Y H١ B,Λ١) زوج

Λ١ =


٢١٫ ٠۶ ٠ ٠
٠ ١٢٫ ٧٣ ٠
٠ ٠ ۴٫ ٣۶

 , Y H١ B =


−٧٫ ٩٣ −١١٫ ٠۴
٠٫ ١٨ −٣٫ ۶۴
−٣٫ ۶٨ ١٫ ١۴

 ,

می�شوند. محاسبه زیر به�شکل Kpar و K حالت پس�خورد ماتریس�های
K =

٣٫ ۴٨ −۶٫ ٩٨ −٠٫ ۵
٠٫ ٠۶ ٣٫ ۶٧ ٠٫ ٠٣

 , Ω(Λ١ + Y H١ BK) = {−١−,١−,١},

Kpar =

 ١٫ ١٧ −۴٫ ١٧ ٣٫ ٧١ ١٫ ٢٩ −١٫ ٩١ −٢٫ ١۵ ٠٫ ۵٣ −٠٫ ٢٩
−١٫ ۶۴ ١٫ ۶٣ −٢٫ ۵۶ −١٫ ١٢ −٠٫ ١ ٠٫ ۴٩ −٠٫ ۶٢ ٠٫ ١۵

 ,

Ω(A+BKpar) = {−١۴٫ ٢٫−,٣ ٨٧± ٢٫ ۴۴i,−١٫ ۵۵± ١٫ ۴۴i,−١−,١−,١}.

روابطمتعامد از استفاده با جزئی ویژه تخصیصمقادیر ۵.٢
استاندارد سیستم�های در

است. شده استفاده [٨٨] از ۵.٢ بخش در آورده�شده مطالب تمام برای
برای را جزئی ویژه مقادیر تخصیص مسئله بخش، این در

ẋ = Ax+ bu, (۶٧.٢)
می�کنیم. حل (۴.١) متعامد روابط از استفاده با



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ۴٠
Axi = λixi, i = ویژه مقدار مسئله� باشد، نامتقارن ماتریس یک A ∈ Rn×n کنید فرض

نوشت: زیر ماتریسی به�شکل می�توان را ١,٢, . . . , n
AX −XΛ = ٠, (۶٨.٢)

همچنین، هستند. متمایز ها λi Λو = diag{λ١, λ٢, . . . , λn} ∈ Cn×n ،X = (x١, x٢, . . . , xn) که
b ∈ Rn بردار و p ≤ n هستند، بسته مختلط مزدوج تحت که {µ١, µ٢, . . . , µp} مختلط عدد p

مجموعه دارای (A + bfT
par) ماتریس که بیابیم به�گونه�ای را fpar ∈ Rn باید هستند، مفروض

باشد. {µ١, µ٢, . . . , µp;λp+١, . . . , λn} ویژه مقادیر
همچنین و n × n چپ و راست ویژه بردارهای ماتریس�های به�ترتیب که Y و X افرازهای

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را است n× n ویژه بردار ماتریس که Λ

X =
[
X١ X٢

]
, Y =

Y H١
Y H٢

 , Λ = diag{Λ١,Λ٢},

Λ١ = ،Y٢ = (yp+١, . . . , yn) ،Y١ = (y١, . . . , yp) ،X٢ = (xp+١, . . . , xn) ،X١ = (x١, . . . , xp) که
.Λ٢ = diag{λp+١, . . . , λn} و diag{λ١, . . . , λp}

به�صورت fpar پس�خورد بردار و {λ١, . . . , λp} ∩ {λp+١, . . . , λn} = ∅ اگر [٨٨] .١.۵.٢ قضیه
fT
par = −βY H١ A, (۶٩.٢)

ماتریس از λn, . . . , λp+٢, λp+١ یعنی آخر ویژه مقدار n−p ،βانتخاب هر برای آن�گاه تعریفشود،
هستند. A ماتریس ویژه مقادیر همان (A+ bfT

par)

β انتخاب ١.۵.٢
داریم β انتخاب به نیاز جزئی، ویژه تخصیصمقادیر مسئله حل برای ١.۵.٢ قضیه از استفاده با
حرکت (A+ bfT

par) در {µ١, µ٢, . . . , µp} به را Aماتریس از {λ١, λ٢, . . . , λp} امکان صورت در که
به�صورت Z ∈ Cn×p ویژه بردار ماتریس آن�گاه باشد، داشته وجود β چنین اگر دهد.

Z = (z١, z٢, . . . , zp), zj ̸= ٠, j = ١,٢, . . . , p,
به�طوری�که دارند وجود D = diag{µ١, µ٢, . . . , µp} ماتریس و
(A+ bfT

par)Z − ZD = ٠. (٧٠.٢)
داریم: (٧٠.٢) در (۶٩.٢) جایگذاری با

AZ − bβY H١ AZ − ZD = ٠.
پس

AZ − ZD = bβY H١ AZ = bβWH = bcH , (٧١.٢)
وابسته Z در ویژه بردار برای مقیاس انتخاب به که است برداری c = WβH WHو = Y H١ AZ که
برای آن�گاه می�کنیم. انتخاب c = (١, ١, . . . , ١)T به�صورت را c بردار ،Z محاسبه برای است.



۴١ استاندارد سیستم�های در متعامد روابط از استفاده با جزئی ویژه مقادیر تخصیص
داریم (٧١.٢) معادله

AZ − ZD = b(١, ١, . . . , ١).
معادلات با را zj ویژه بردار هر می�توان

(A− µjI)zj = b, j = ١,٢, . . . , p, (٧٢.٢)
کنیم. حل

محاسبه WH = Y H١ AZ از را W ماتریس و می�آوریم به�دست را Z ویژه بردارهای بنابراین
،p× p دوم مرتبه خطی سیستم می�کنیم.

WβH = (١, ١, . . . , ١)T ,
نمود. تعیین را fpar بردار می�توان پس می�کنیم، حل βH برای را

β محاسبه ٢.۵.٢
بردارهای و {λ١, λ٢, . . . , λp} ویژه مقادیر از جزئی اطلاعات تنها از استفاده با بعدی قضیه در
β محاسبه برای واضحی عبارت ،{y١, . . . , yp} یعنی ،A ماتریس از آن�ها با متناظر چپ ویژه

می�آوریم. به�دست
که همان�طور fpar و (۶٨.٢) به�شکل Axi = λixi, ١ ≤ i ≤ n کنید فرض [٨٨] .٢.۵.٢ قضیه

به�صورت β از βj مؤلفه�های با آمده (۶٩.٢) در
βj =

١
bT ȳj

λj − µj

λj

p∏
i=١,i̸=j

λj − µi

λj − λi
, j = ١,٢, . . . , p, (٧٣.٢)

{µ١, µ٢, . . . , µp; ویژه مقادیر مجموعه دارای (A+ bfT
par) ماتریس آن�گاه باشند، شده انتخاب

(A− µjI)zj = در که شوند انتخاب به�گونه�ای می�تواند آن بردار p اولین و است λp+١, . . . , λn}

باشند. برقرار b, j = ١,٢, . . . , p
است. حقیقی برداری fpar پس�خورد بردار می�دهیم نشان بعدی قضیه در

تحت که باشد مختلط اعداد از مجموعه�ای {λ١, λ٢, . . . , λp} کنید فرض [٨٨] .٣.۵.٢ قضیه
نظر در را {y١, y٢, . . . , yp} و {β١, β٢, . . . , βp}بردارهای همچنین هستند. بسته مختلط مزدوج

آن�گاه .λ̄j = λk هرگاه βk = β̄j و ȳk = yj ،j = ١,٢, . . . , p, j ̸= k برای به�طوری�که بگیرید
به�طوری�که دارد وجود T ∈ Cp×p نامنفرد ماتریس .١

T−١ = TH , βR = βTH , Y H١R = TY H١ , (٧۴.٢)
ماتریس�های Y H١R و βR و Y١ = {y١, y٢, . . . , yp} ∈ Cn×p ،β = {β١, β٢, . . . , βp} ∈ Cr×p که

هستند. حقیقی
داردبه�طوری�که وجود fpar حقیقی پس�خورد بردار .٢

fT
par = −βRY

H١RA. (٧۵.٢)



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ۴٢

تک�ورودی جزئی ویژه تخصیصمقادیر الگوریتم ٣.۵.٢
D = قطری ماتریس و b بردار n ،A حقیقی نامتقارن ثابت ماتریس داده�ها): (ورودی •
بسته مختلط مزدوج تحت آن در {µ١, µ٢, . . . , µp} ویژه مقادیر که diag{µ١, µ٢, . . . , µp}

باشد.

و بسته مختلط مزدوج تحت و هم از متمایز λn, . . . , λ١, µp, . . . , µ١ اعداد (فرضیات): •
هستند. A ماتریس ویژه مقادیر λn, . . . , λ١

،(A+ bfT
par)ماتریس ویژه مقادیر مجموعه به�طوری�که fpar پس�خورد بردار (خروجی): •

هستند. A آخر ویژه مقدار n− p ،λn, . . . , λp+١ که باشد {µ١, . . . , µp, λp+١, . . . , λn}

دوباره تخصیص به نیاز که A ماتریس از λp, . . . , λ١ اول ویژه مقدار p اول): (مرحله •
آورید. به�دست را ،yp, . . . , y١ یعنی آن�ها، با متناظر چپ ویژه بردارهای و دارند

محاسبه را باشند زیر به�صورت آن مؤلفه�های که β برای واضح مقدار دوم): (مرحله •
کنید.

βj =
١

bT ȳj

λj − µj

λj

p∏
i=١,i ̸=j

λj − µi

λj − λi
, j = ١,٢, . . . , p.

آورید. به�دست fT
par = −βY H١ A به�صورت را fpar پس�خورد سوم): (مرحله •

را شده�اند انتخاب تصادفی به�طور آن درایه�های که b بردار و A٨×٨ ماتریس .١.۵.٢ مثال
بگیرید: نظر در زیر به�صورت

A =



٠٫ ٨٢١۴ ٠٫ ٩٣۵۵ ٠٫ ١٣٨٩ ٠٫ ۴۴۵١ ٠٫ ٨٣٨١ ٠٫ ٣٠۴۶ ٠٫ ٣٧٨۴ ٠٫ ٨١٨٠
٠٫ ۴۴۴٧ ٠٫ ٩١۶٩ ٠٫ ٢٠٢٨ ٠٫ ٩٣١٨ ٠٫ ٠١٩۶ ٠٫ ١٨٩٧ ٠٫ ٨۶٠٠ ٠٫ ۶۶٠٢
٠٫ ۶١۵۴ ٠٫ ۴١٠٣ ٠٫ ١٩٨٧ ٠٫ ۴۶۶٠ ٠٫ ۶٨١٣ ٠٫ ١٩٣۴ ٠٫ ٨۵٣٧ ٠٫ ٣۴٢٠
٠٫ ٧٩١٩ ٠٫ ٨٩٣۶ ٠٫ ۶٠٣٨ ٠٫ ۴١٨۶ ٠٫ ٣٧٩۵ ٠٫ ۶٨٢٢ ٠٫ ۵٩٣۶ ٠٫ ٢٨٩٧
٠٫ ٩٢١٨ ٠٫ ٠۵٧٩ ٠٫ ٢٧٢٢ ٠٫ ٨۴۶٢ ٠٫ ٨٣١٣ ٠٫ ٣٠٢٨ ٠٫ ۴٩۶۶ ٠٫ ٣۴١٢
٠٫ ٧٣٨٢ ٠٫ ٣۵٢٩ ٠٫ ١٩٨٨ ٠٫ ۵٢۵٢ ٠٫ ۵٠٢٨ ٠٫ ۵۴١٧ ٠٫ ٨٩٩٨ ٠٫ ۵٣۴١
٠٫ ١٧۶٣ ٠٫ ٨١٣٢ ٠٫ ٠١۵٣ ٠٫ ٢٠٢۶ ٠٫ ٧٠٩۵ ٠٫ ١۵٠٩ ٠٫ ٨٢١۶ ٠٫ ٧٢٧١
٠٫ ۴٠۵٧ ٠٫ ٠٠٩٩ ٠٫ ٧۴۶٨ ٠٫ ۶٧٢١ ٠٫ ۴٢٨٩ ٠٫ ۶٩٧٩ ٠٫ ۶۴۴٩ ٠٫ ٣٠٩٣



,



۴٣ استاندارد سیستم�های در متعامد روابط از استفاده با جزئی ویژه مقادیر تخصیص

b =



٠٫ ٩۵٠١
٠٫ ٢٣١١
٠٫ ۶٠۶٨
٠٫ ۴٨۶٠
٠٫ ٨٩١٣
٠٫ ٧۶٢١
٠٫ ۴۵۶۵
٠٫ ٠١٨۵



.

است. شده داده نشان زیر جدول در A ماتریس ویژه مقادیر
A ویژه مقادیر

-٠.٢٠٣۵+٠.۶١٩٢i
-٠.٢٠٣۵-٠.۶١٩٢i
٠.۶٠.٢٢٢+٨٢٣۵i
٠.۶٠.٢٢٢-٨٢٣۵i

۴.١۶٣٣
٠.٣٣٢٣
٠.٠٨۶٢
-٠.۶٧٩٣

با می�دهیم. تخصیص را −٣ ± i مختلط زوج ،λ٢, λ١ یعنی اول، ویژه مقدار p = ٢ به�جای
داریم: (٧٣.٢) آشنای فرمول از استفاده

β =
[
−۴٠٫ ٠١١٠− ۶٫ ١٣۶٠i −۴٠٫ ٠١١٠+ ۶٫ ١٣۶٠i] .

به�صورت (۶٩.٢) از استفاده با fpar پس�خورد بردار همچنین

fpar =



١١٫ ٢٧٨٩
٨٫ ٨١١٨

−١٢٫ ۵۶١٧
−٢٠٫ ٧۶٢١
٨٫ ٣٧۴٩
−٢٫ ۴٠٣٣
١٢٫ ٧١١٧
−۴٫ ١٣١١



,

مقادیر است. حقیقی برداری fpar شد، ثابت ٣.۵.٢ قضیه در که همان�طور می�آید. به�دست
است. شده داده نشان زیر جدول در (A+ bfT

par) و A ماتریس�های ویژه



استاندارد سیستم�های در ویژه مقادیر تخصیص ۴۴
(A+ bfT

par) ویژه مقادیر A ویژه مقادیر
-١.٠٠٠٠+٣.٠٠٠٠i -٠.٢٠٣۵+٠.۶١٩٢i
-١.٠٠٠٠-٣.٠٠٠٠i -٠.٢٠٣۵-٠.۶١٩٢i
٠.۶٠.٠٢٢+٨٢٣۵i ٠.۶٠.٠٢٢+٨٢٣۵i
٠.۶٠.٠٢٢-٨٢٣۵i ٠.۶٠.٠٢٢-٨٢٣۵i

۴.١۶٣٣ ۴.١۶٣٣
٠.٣٣٢٣ ٠.٣٣٢٣
٠.٠٨۶٢ ٠.٠٨۶٢
-٠.۶٧٩٣ -٠.۶٧٩٣



٣ فصل
توسیع�یافته سیستم�های

مقدمه ١.٣
نسبت مناسب�تری و عمومی�تر سیستم�های ،٢ منفرد سیستم�های یا ١ توسیع�یافته سیستم�های
مصنوعی، شبکه�هایعصبی مانند برایمدل�سازیزمینه�هایمختلفی سیستم�هایاستاندارد به
و مکانیکی چندبدنه سیستم�های زیست�شناسی، شیمیایی، فرآیندهای الکتریکی، مدارهای
در کتاب�ها و مقالات از نمونه�ای .[٩٩ ،٩٢ ،٧١ ،٢٨ ،٢١ ،١٠] است دیگر موارد از بسیاری
،٣٣ ،٣٠ ،٢٣ ،١٩ ،١٨ ،١٠ ،٨ ،۴ ،٣ ،٢] مراجع در می�توانید را توسیع�یافته سیستم�های مورد

بیابید. [٩٧ ،٩۶ ،۵٢ ،۵١ ،٣٩
،[١٨] ۴ اریل و ٣ فهمی به�وسیله�ی خروجی و حالت پس�خوردهای با ویژه مقادیر تخصیص
سیستم�های مسئله و [۶٩] ٧ زاگالاک و کاکزورک و [٣٣] ۶ کاکزورک ،[٢٣] ۵ گانتماشر

١descriptor
٢singular
٣Fahmy
۴O’reill
۵Gantmacher
۶Kaczorek
٧Zagalak



توسیع�یافته سیستم�های ۴۶
محاسبات شد. گرفته به�کار [٣٩] در کاکزورک توسط تأخیر با پیوسته-زمانی مثبت توسیع�یافته
شد بررسی [٩۶] ١٩٧٩ سال در ٩ دارن فن به�وسیله ٨ منظم مدادی زوج از کاکزورک متعارف
می�کند تغییر بازه در که تأخیر با توسیع�یافته سیستم�های رده برای تأخیری وابسته شرط و
وارون از استفاده با مثبت توسیع�یافته خطی سیستم�های .[٩٨] شد ارائه ١٠ وانگ توسط
کاکزورک همچنین و همکارانش[٩]، و ١٣ کمپبل همکارانش[٣٣]، و ١٢ برو به�وسیله ١١ درزین
مثبت ،١۴ شوفل الگوریتم از استفاده با کاکزورک است. شده بررسی و معرفی [۵٣ ،۵٢ ،٣٠]
توسط سیستم�ها این پایداری داد. قرار مطالعه مورد [۵١] در را توسیع�یافته سیستم�های بودن
سیستم�های انرژیدر سازی می�نیمم و کنترل مورد کاکزورکدر شد. بررسی [٩٧] در ورینک١۵
پیوسته-زمانی توسیع�یافته غیرخطی سیستم�های .[٩۶ ،۶٩] است کرده بحث نیز توسیع�یافته
سیستم�های خطی�سازی و بودن مثبت و [۵۶] در حالت پس�خوردهای با گسسته-زمانی و
سیستم�های کنترل�پذیری شده�اند. بررسی [۶٠] در حالت پس�خورد با غیرخطی گسسته-زمانی

است. گرفته قرار بحث مورد [۶٨] در دینامیکی
سیستم�های معرفی ،٢.٣ بخش در توسیع�یافته سیستم�های کاربرد رساله، از فصل این در
همگن دوحالت در سیستم�ها این بودن مثبت شرایط و ٣.٣ بخش در مثبت توسیع�یافته خطی
توسیع�یافته سیستم�های مجانبی پایداری بخش٣.۵ در می�شود. بیان بخش٣.۴ در ناهمگن و
در جواب یافتن و پایدارسازی در را خود تحقیقات نتایج همچنین می�دهیم. قرار بحث مورد را
تشابهی، تبدیلات روش از استفاده با گسسته-زمانی و پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های
پس�خورد با ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله و ویژه بردار با جزئی ویژه مقادیر تخصیص
روشتبدیلات پایدارسازیدر می�دهیم. توضیح ٨.٣ و ٧.٣ بخش�های٣.۶، به�ترتیبدر خروجی
با و گسسته-زمانی حالت در گزاره�ای و پیشرو پس�خورد و پیشرو حالت پس�خورد با تشابهی
مقایسه مورد پیوسته-زمانی حالت در گزاره�ای و مشتق پس�خورد و مشتق حالت پس�خورد
می�بخشیم. بهبود جزئی ویژه مقادیر تخصیص روش با را پایدارسازی�ها این و می�گیرند قرار
و مشتق خروجی پس�خورد با توسیع�یافته سیستم�های جواب یافتن و پایدارسازی همچنین
و پیشرو خروجی پس�خورد و پیوسته-زمانی حالت در گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد
تفاوت می�دهیم. قرار بحث مورد را حالتگسسته-زمانی در گزاره�ای و پیشرو خروجی پس�خورد

است. شده داده توضیح ٢ فصل در حالت و خروجی پس�خوردهای
٨Regular pencil
٩Van Dooren
١٠Wang
١١Drazin
١٢Bru
١٣Campbell
١۴Shuffle
١۵Virink



۴٧ کاربردها
این در که گسسته-زمانی و پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم نوع دو کلی تعریف ادامه در

می�کنیم. بیان را می�گیرند قرار استفاده مورد فصل
به�صورت پیوسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم [۵١] .١.١.٣ تعریف

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠, (١.٣آ)
y(t) = Cx(t), (١.٣ب)

خروجی، و ورودی حالت، بردارهای y(t) ∈ Rr و u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn که می�شود تعریف
.rank(E) < n و C ∈ Rr×n ،B ∈ Rn×m ،E,A ∈ Rn×n

به�صورت گسسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم [۵١] .٢.١.٣ تعریف
Exi+١ = Axi +Bui, i ∈ Z+, (٢.٣آ)

yi = Cxi, (٢.٣ب)
E,A ∈ خروجی، و ورودی حالت، بردارهای yi ∈ Rr و ui ∈ Rm ،xi ∈ Rn که می�شود تعریف

.rank(E) < n و C ∈ Rr×n ،B ∈ Rn×m ،Rn×n

هرگاه است منظم (٢.٣) و (١.٣) سیستم�های در (E,A) مدادی زوج [۵١] .٣.١.٣ تعریف
باشیم داشته z ∈ C یک حداقل برای

det(Ez −A) ̸= ٠. (٣.٣)
می�نامند. نامنظم را مدادی زوج این�صورت غیر در

.rank(E) < n و است منظم (E,A) مدادی زوج می�شود فرض رساله فصل این در

کاربردها ٢.٣
و C٢ ،C١ مخازن ،R مقاومت با را ١.٣ شکل در نشان�داده�شده الکتریکی مدار .١.٢.٣ مثال

بگیرید. نظر در مفروض e٢ و e١ ولتاژهای منابع و C٣
نوشت. را زیر معادلات می�توان الکتریکی مدارهای برای کیرشهف قانون از استفاده با

e١ = RC١
du١
dt

+ u١ + u٣,

C١
du١
dt

+ C٢
du٢
dt

− C٣
du٣
dt

= ٠,
e٢ = u٢ + u٣.

(۴.٣)

شوند نوشته زیر به�شکل می�توانند (۴.٣) معادلات
RC١ ٠ ٠
C١ C٢ −C٣
٠ ٠ ٠

 d

dt


u١
u٢
u٣

 =


−١ ٠ −١
٠ ٠ ٠
٠ −١ −١



u١
u٢
u٣

+


١ ٠
٠ ٠
٠ ١


e١
e٢

 . (۵.٣)



توسیع�یافته سیستم�های ۴٨

١.٢.٣ مثال الکتریکی مدار :١.٣ شکل

داریم مثال این در

E =


RC١ ٠ ٠
C١ C٢ −C٣
٠ ٠ ٠

 , A =


−١ ٠ −١
٠ ٠ ٠
٠ −١ −١

 , B =


١ ٠
٠ ٠
٠ ١

 . (۶.٣)

منظم (E,A) مدادی زوج اما .det(E) = ٠ چون است منفرد E ماتریس که کنید توجه
معادله چون است

det(Es−A) =


RC١s+ ١ ٠ ١

C١s C٢s −C٣s
٠ ١ ١

 = (RC١s+ ١)(C٢ + C٣)s+ C١s, (٧.٣)

سیستم یک مثال، این در الکتریکی مدار بنابراین، است. s به نسبت جواب یک حداقل دارای
است. منظم مدادی زوج با توسیع�یافته خطی

،R٣ و R٢ ،R١ مقاومت�های با را ٢.٣ شکل در نشان�داده�شده الکتریکی مدار .٢.٢.٣ مثال
بگیرید. نظر در مفروض e٢ و e١ ولتاژ منابع و L٣ و L٢ ،L١ سیم�پیچ�های

٢.٢.٣ مثال الکتریکی مدار :٢.٣ شکل

نوشت. را زیر معادلات می�توان الکتریکی مدارهای برای کیرشهف قانون از استفاده با
e١ = R١i١ + L١

di١
dt

+R٣i٣ + L٣
di٣
dt

,

e٢ = R٢i٢ + L٢
di٢
dt

+R٣i٣ + L٣
di٣
dt

,

i١ + i٢ − i٣ = ٠.
(٨.٣)



۴٩ مثبت توسیع�یافته خطی سیستم�های
شوند نوشته زیر به�شکل می�توانند (٨.٣) معادلات

L١ ٠ L٣
٠ L٢ L٣
٠ ٠ ٠

 d

dt


i١
i٢
i٣

 =


−R١ ٠ −R٣
٠ −R٢ −R٣
١ ١ −١



i١
i٢
i٣

+


١ ٠
٠ ١
٠ ٠


e١
e٢

 . (٩.٣)

داریم مثال این در

E =


L١ ٠ L٣
٠ L٢ L٣
٠ ٠ ٠

 , A =


−R١ ٠ −R٣
٠ −R٢ −R٣
١ ١ −١

 , B =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠

 . (١٠.٣)

است منظم (E,A) مدادی زوج اما .det(E) = ٠ چون است منفرد E ماتریس که کنید توجه
معادله چون

det(Es−A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L١s+R١ ٠ L٣s+R٣

٠ L٢s+R٢ L٣s+R٣
−١ −١ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = [L١(L٢ + L٣) + L٢L٣]s٢

+[(L٢ + L٣)R١ + (L١ + L٣)R٢ + (L١ + L٢)R٣]s+R١(R٢ +R٣) +R٢R٣,

(١١.٣)

یک مثال، این در ارائه�شده الکتریکی مدار بنابراین، است. s به نسبت جواب یک حداقل دارای
است. منظم مدادی زوج با توسیع�یافته خطی سیستم

مثبت توسیع�یافته خطی سیستم�های ٣.٣
است. شده استفاده [۵١] از ٣.٣ بخش در آورده�شده مطالب تمام برای

مثبت پیوسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم�های ١.٣.٣
بگیرید. نظر در را (١.٣) پیوسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم

ثابت نامنفی ابتدایی شرط هر برای اگر می�شود نامیده مثبت (١.٣) سیستم .١.٣.٣ تعریف
uk(t) = باشیم داشته t > ٠ و k = ١, ..., q − ١ برای u(t) ∈ Rm

+ نامنفی ورودی هر ،x٠ ∈ Rn
+

است. (E,A) مدادی زوج شاخص q که y(t) ∈ Rr
+ و x(t) ∈ Rn

+ ،dku(t)dtk
∈ Rm

+

معادلات به�صورت معادل به�طور می�تواند (١.٣) سیستم
ẋ(t) = Āx(t) + B̄٠u(t) + B̄١u(١)(t) + ...+ B̄q−١u(q−١)(t), (١٢.٣آ)
y(t) = Cx(t), (١٢.٣ب)

.[۵١] k = ٠, ١, ..., q − ١ و B̄k ∈ Rn×m ،Ā ∈ Rn×n که شود نوشته



توسیع�یافته سیستم�های ۵٠
اگر تنها و اگر است مثبت (١٢.٣) پیوسته-زمانی خطی سیستم [۵١] .١.٣.٣ قضیه

Ā ∈ Mn, B̄k ∈ Rn×m
+ , k = ٠, ١, ..., q − ١, C ∈ Rr×n

+ , (١٣.٣)
است. n× n متزلر ماتریس�های مجموعه Mn که

مثبت گسسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم�های ٢.٣.٣
بگیرید. نظر در را (٢.٣) گسسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم

ثابت نامنفی ابتدایی شرط هر برای اگر می�شود نامیده مثبت (٢.٣) سیستم .٢.٣.٣ تعریف
.i ∈ Z+ که yi ∈ Rr

+ و xi ∈ Rn
+ باشیم داشته i ∈ Z+ ،ui ∈ Rm

+ نامنفی ورودی هر و x٠ ∈ Rn
+

معادلات به�صورت معادل به�طور می�تواند (٢.٣) سیستم
xi+١ = Āxi + B̄٠ui + B̄١ui+١ + ...+ B̄q−١ui+q−١, (١۴.٣آ)

yi = Cxi, i ∈ Z+, (١۴.٣ب)
(E,A) مدادی زوج شاخص q که k = ٠, ١, ..., q − ١ و B̄k ∈ Rn×m ،Ā ∈ Rn×n که شود نوشته

.[۵١] است
اگر تنها و اگر است مثبت (١۴.٣) گسسته-زمانی خطی سیستم [۵١] .٢.٣.٣ قضیه

Ā ∈ Rn×n
+ , B̄k ∈ Rn×m

+ , k = ٠, ١, ..., q − ١, C ∈ Rr×n
+ . (١۵.٣)

زوجمدادی با مثبتبودنسیستم�هایتوسیع�یافته ۴.٣
منظم

است. شده استفاده [۵٩] از ۴.٣ بخش در آورده�شده مطالب تمام برای

همگن پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های ١.۴.٣
همگن پیوسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم

Eẋ(t) = Ax(t), x(٠) = x٠, (١۶.٣)
.E,A ∈ Rn×n و است حالت بردار x(t) ∈ Rn که بگیرید نظر در را

[Ec−A]−١ ماتریس در چپ سمت از ضرب و det(Ec−A) ̸= ٠ به�طوری�که s = cانتخاب با
می�آوریم به�دست (١۶.٣) در

Êẋ(t) = Âx(t), (١٧.٣)



۵١ منظم مدادی زوج با توسیع�یافته سیستم�های بودن مثبت
که

Ê = [Ec−A]−١E, Â = [Ec−A]−١A. (١٨.٣)
که [٣٠] نمود بررسی می�توان راحتی به

ÊÂ = ÂÊ, (١٩.٣)
.Â = Êc− In و Êc− Â = [Ec−A]−١[Ec−A] = In چون

به�شکل (١٧.٣) معادله جواب [٣٠ ،٨] .١.۴.٣ قضیه
x(t) = eÊ

DÂtÊDÊv, (٢٠.٣)
است. Ê ماتریس درزین وارون ÊD و دلخواه v ∈ Rn که است

دیفرانسیلی معادله جواب (٢٠.٣) که کنید توجه
ẋ(t) = Āx(t), x(٠) ∈ im(F̄ ), (٢١.٣)

آن در که است
Ā = ÊDÂ, F̄ = ÊDÊ, x(t) = eĀtF̄ v, (٢٢.٣)

سیستم با معادل (١٧.٣) توسیع�یافته سیستم بنابراین می�دهد. نشان را F̄ تصویر im(F̄ ) و
است. (٢١.٣) استاندارد

است. برقرار زیر موارد (٢١.٣) استاندارد سیستم برای .٢.۴.٣ قضیه
ĀF̄ = F̄ Ā,

x(t) = F̄ x(t), t ≥ ٠. (٢٣.٣)

می�آوریم به�دست ٣.١.١ لم و ١۵.١.١ تعریف ،(٢٢.٣) از استفاده با برهان.
ĀF̄ = ÊDÂÊDÊ = ÊDÊÂÊD = ÊDÊÊDÂ = F̄ Ā, (٢۴.٣)

و
F̄ x(t) = ÊDÊeÊ

DÂtÊDÊv = eÊ
DÂtÊDÊÊDÊv = eÊ

DÂtÊDÊv = x(t), (٢۵.٣)
.ÊDÊÊD = ÊD و ÊDÊeÊ

DÂt = eÊ
DÂtÊDÊ چون

و x(٠) ∈ Rn
+ همه برای اگر می�شود نامیده مثبت (١۶.٣) توسیع�یافته سیستم .١.۴.٣ تعریف

.x(t) ∈ Rn
+, t ≥ ٠ باشیم داشته x(٠) ∈ im(F̄ )

اگر تنها و اگر است مثبت (١۶.٣) پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم .٣.۴.٣ قضیه
ÊDÂ ∈ Mn, im(ÊDÊ) ∈ Rn

+. (٢۶.٣)
است مثبت (٢١.٣) استاندارد پیوسته-زمانی خطی سیستم ١.٣.١ قضیه از استفاده با برهان.
تنها و اگر است مثبت (١۶.٣) همچنین و (١٧.٣) توسیع�یافته سیستم .Ā ∈ Mn اگر تنها و اگر

باشد. برقرار (٢۶.٣) یعنی باشد مثبت (٢١.٣) آن، معادل استاندارد سیستم اگر



توسیع�یافته سیستم�های ۵٢
ماتریس�های با را (١۶.٣) توسیع�یافته سیستم .١.۴.٣ مثال

E =


١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , A =


−١ ١ ٠
٠ −٢ ٠
٠ ٠ −١

 , (٢٧.٣)

می�آوریم به�دست c = ١ برای و است منظم (٢٧.٣) در (E,A) مدادی زوج بگیرید. نظر در

[Ec−A]−١ =


٢ −١ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ١


−١

=


٠٫ ۵ ٠٫ ٢۵ ٠
٠ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١

 , (٢٨.٣)

و

Ê = [Ec−A]−١E =


٠٫ ۵ ٠٫ ٢۵ ٠
٠ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١



١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 =


٠٫ ۵ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ,

Â = [Ec−A]−١A =


٠٫ ۵ ٠٫ ٢۵ ٠
٠ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١



−١ ١ ٠
٠ −٢ ٠
٠ ٠ −١

 =


−٠٫ ۵ ٠ ٠
٠ −١ ٠
٠ ٠ −١

 .

(٢٩.٣)

می�شود: محاسبه زیر به�صورت Ê درزین وارون ٣.١.١ ملاحظه در ارائه�شده روش از استفاده با

ÊD =


٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , (٣٠.٣)

و

Ā = ÊDÂ =


−١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , F̄ = ÊDÊ =


١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 . (٣١.٣)

(١۶.٣) سیستم همچنین و (٢٩.٣) با (١٧.٣) توسیع�یافته سیستم ٣.۴.٣ قضیه از استفاده با
هستند. مثبت (٢٧.٣) با

همگن گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های ٢.۴.٣
همگن گسسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم

E′xi+١ = A′xi, i ∈ Z+, (٣٢.٣)
.E′, A′ ∈ Rn×n و هستند حالت های بردار xi ∈ Rn که بگیرید نظر در را

[E′c−A′]−ماتریس١ در سمتچپ از ضرب و det(E′c−A′) ̸= ٠ به�طوری�که s = cانتخاب با
می�آوریم به�دست (٣٢.٣) در

Ê′xi+١ = Â′xi, (٣٣.٣)



۵٣ منظم مدادی زوج با توسیع�یافته سیستم�های بودن مثبت
که

Ê′ = [E′c−A′]−١E′, Â′ = [E′c−A′]−١A′. (٣۴.٣)
که داد نشان می�توان (١٧.٣) با مشابه به�روشی

Ê′Â′ = Â′Ê′. (٣۵.٣)
به�شکل (٣٣.٣) معادله جواب [٣٠ ،٨] .۴.۴.٣ قضیه

xi = (Ê′DÂ′)iÊ′DÊ′v, (٣۶.٣)
است. دلخواه v ∈ Rn که

دیفرانسیلی معادله جواب (٣۶.٣) که کنید توجه
xi+١ = Ā′xi, (٣٧.٣)

که
Ā′ = Ê′DÂ′, F̄ ′ = Ê′DÊ′, xi = (Ā′)iF̄ ′v. (٣٨.٣)

است. (٣٧.٣) استاندارد سیستم با معادل (٣٣.٣) توسیع�یافته سیستم بنابراین،
است. برقرار زیر موارد (٣٧.٣) استاندارد سیستم برای .۵.۴.٣ قضیه

Ā′F̄ ′ = F̄ ′Ā′,

xi = F̄ ′xi, i ∈ Z+.
(٣٩.٣)

است. ٢.۴.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.
و x٠ ∈ Rn

+ همه برای اگر می�شود نامیده مثبت (٣٢.٣) توسیع�یافته سیستم .٢.۴.٣ تعریف
.xi ∈ Rn

+, i ∈ Z+ باشیم داشته x٠ ∈ im(F̄ ′)

اگر تنها و اگر است مثبت (٣٢.٣) گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم .۶.۴.٣ قضیه
Ê′DÂ′ ∈ Rn×n

+ , im(Ê′DÊ′) ∈ Rn
+. (۴٠.٣)

است. ٣.۴.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.
ماتریس�های با را (٣٢.٣) توسیع�یافته سیستم .٢.۴.٣ مثال

E′ =


١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
−٢ −٢ ٠

 , A′ =


٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١
−١ −١ −٢

 , (۴١.٣)

می�آوریم به�دست c = ١ برای و است منظم (۴١.٣) در (E′, A′) مدادی زوج بگیرید. نظر در

[E′c−A′]−١ =


٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠
٠ ٢ −١
−١ −١ ٢


−١

=


٣ ١ ٠٫ ۵
١ ١ ٠٫ ۵
٢ ١ ١

 , (۴٢.٣)



توسیع�یافته سیستم�های ۵۴
و

Ê′ = [E′c−A′]−١E′ =


٣ ١ ٠٫ ۵
١ ١ ٠٫ ۵
٢ ١ ١



١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
−٢ −٢ ٠

 =


٢ ١ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 ,

Â′ = [E′c−A′]−١A′ =


٣ ١ ٠٫ ۵
١ ١ ٠٫ ۵
٢ ١ ١



٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١
−١ −١ −٢

 =


١ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١

 .

(۴٣.٣)

می�شود: محاسبه زیر به�صورت Ê′ درزین وارون ٣.١.١ ملاحظه در ارائه�شده روش از استفاده با

Ê′D =


٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 , (۴۴.٣)

و

Ā′ = Ê′DÂ′ =


٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠



١ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١

 =


٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ,

F̄ ′ =


٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠



٢ ١ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 .

(۴۵.٣)

(٣٢.٣) سیستم همچنین و (۴٣.٣) با (٣٣.٣) توسیع�یافته سیستم ۶.۴.٣ قضیه از استفاده با
هستند. مثبت (۴١.٣) با

ناهمگن پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های ٣.۴.٣
بگیرید. نظر در را (١.٣آ) ناهمگن پیوسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم

به�شکل (١.٣آ) معادله جواب [٣٠ ،٨] .٧.۴.٣ قضیه
x(t) = eÊ

DÂtÊDÊv +

∫ t

٠
eÊ

DÂ(t−τ)ÊDB̂u(τ)dτ +

q−١∑
k=٠

(ÊDÊ − In)(Ê
DÂD)kÂDB̂u(k)(t),

(۴۶.٣)
،uk(t) = dku(t)

dtk
می�شوند، تعریف (١٨.٣) به�وسیله�ی Ê, Â که است

B̂ = [Ec−A]−١B, (۴٧.٣)
است. دلخواه v ∈ Rn و

،x(٠) ∈ Rn
+ هر برای اگر می�شود نامیده مثبت (١.٣آ) توسیع�یافته سیستم .٣.۴.٣ تعریف

باشیم داشته k = ٠, ١, · · · , q − ١ و t ≥ ٠ که u(k)(t) ∈ Rm
+ ورودی�های و x(٠) ∈ im(F̄ )

.x(t) ∈ Rn
+



۵۵ منظم مدادی زوج با توسیع�یافته سیستم�های بودن مثبت
k = برای اگر تنها و اگر است مثبت (١.٣آ) پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم .٨.۴.٣ قضیه

باشیم: داشته ٠, ١, . . . , q − ١
ÊDÂ ∈ Mn, ÊDB̂ ∈ Rn×m

+ , (ÊDÊ − In)(Ê
DÂD)kÂDB̂ ∈ Rn×m

+ , (۴٨.٣)
im[H٠,H١, · · · , Hq] ∈ Rn

+, (۴٩.٣)
که

Hk =

 (ÊDÊ − In)(Ê
DÂD)kÂDB̂, k = ٠, ١, · · · , q − ١,

ÊDÊ, k = q.
(۵٠.٣)

است مثبت (١.٣آ) پیوسته-زمانی استاندارد خطی سیستم ،E = In اگر که است واضح برهان.
داریم t ≥ ٠ و u(t) ∈ Rm

+ هر برای که کنید توجه .[٣٢] B ∈ Rn×m
+ و A ∈ Mn اگر تنها و ∫اگر t

٠ eÊ
DÂ(t−τ)ÊDB̂u(τ)dτ ∈ Rn

+, (۵١.٣)
است مثبت (١.٣آ) توسیع�یافته سیستم بنابراین .ÊDB̂ ∈ Rn×m

+ و ÊDÂ ∈ Mn اگر تنها و اگر
باشند. برقرار (۴٩.٣) و (۴٨.٣) شرایط اگر تنها و اگر

ناهمگن گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های ۴.۴.٣
ناهمگن گسسته-زمانی توسیع�یافته خطی سیستم

E′xi+١ = A′xi +B′ui, i ∈ Z+, (۵٢.٣)
و E′, A′ ∈ Rn×n و هستند ورودی و حالت بردارهای ui ∈ Rm و xi ∈ Rn که بگیرید نظر در را

.B′ ∈ Rn×m

به�شکل (۵٢.٣) معادله جواب [٣٠ ،٨] .٩.۴.٣ قضیه
xi = Ê′DÂ′iÊ′DÊ′v+

i−١∑
k=٠

(Ê′DÂ′)i−k−١Ê′DB̂′uk

+

q−١∑
k=٠

(Ê′DÊ′ − In)(Ê
′DÂ′D)kÂ′B̂′ui+k,

(۵٣.٣)

می�شوند تعریف (٣۴.٣) به�وسیله�ی Ê′, Â′ که است
B̂′ = [E′c−A′]−١B′, (۵۴.٣)

است. v ∈ Rn
+, i ∈ Z+ و

،x٠ ∈ Rn
+ تمام برای اگر می�شود نامیده مثبت (۵٢.٣) توسیع�یافته سیستم .۴.۴.٣ تعریف

.xi ∈ Rn
+, i ∈ Z+ باشیم داشته ui ∈ Rm

+ , i ∈ Z+ ورودی�های تمام و x٠ ∈ im(F̄ ′)

برای اگر تنها و اگر است مثبت (۵٢.٣) گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم .١٠.۴.٣ قضیه
باشیم داشته k = ٠, ١, . . . , q − ١

Ê′DÂ′ ∈ Rn×n
+ , Ê′DB̂′ ∈ Rn×m

+ , (Ê′DÊ′ − In)(Ê
′Â′D)kÂ′B̂′ ∈ Rn×m

+ , (۵۵.٣)



توسیع�یافته سیستم�های ۵۶
im[H ′٠,H ′١, · · · ,H ′

q] ∈ Rn
+, (۵۶.٣)

که
H ′

k =

 (Ê′DÊ′ − In)(Ê
′Â′D)kÂ′B̂′, k = ٠, ١, · · · , q − ١,

Ê′DÊ′, k = q.
(۵٧.٣)

مثبت (۵٢.٣) گسسته-زمانی استاندارد خطی سیستم ،E′ = In اگر که است واضح برهان.
و ui ∈ Rm

+ تمام برای که کنید توجه .[٣٢] B′ ∈ Rn×m
+ و A′ ∈ Rn×n

+ اگر تنها و اگر است
داریم i ∈ Z+

i−١∑
k=٠

(Ê′DÂ′)i−k−١Ê′B̂′uk ∈ Rn
+, (۵٨.٣)

مثبت (۵٢.٣) توسیع�یافته سیستم بنابراین، .Ê′DB̂′ ∈ Rn×m
+ و Ê′DÂ′ ∈ Rn×n

+ اگر تنها و اگر
باشند. برقرار (۵۶.٣) و (۵۵.٣) شرایط اگر تنها و اگر است

پایداریمجانبیسیستم�هایتوسیع�یافتههمگنمثبت ۵.٣
است. شده استفاده [۵٩] از ۵.٣ بخش در آورده�شده مطالب تمام برای

همگن پیوسته-زمانی سیستم�های ١.۵.٣
نامیده مجانبی پایدار ( (١۶.٣) همچنین (و (١٧.٣) مثبت توسیع�یافته سیستم تعریف٣.۵.١.

باشیم داشته x(٠) ∈ Rn
+ و x(٠) ∈ im(ÊDÊ) هر برای اگر می�شود

lim
t→∞

x(t) = ٠. (۵٩.٣)

ضرایب تمام اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار مثبت(٣.١۶) توسیع�یافته سیستم .١.۵.٣ قضیه
چندجمله�ای

det(Ins− ÊDÂ) = sp(sn−p + an−p−١sn−p−١ + · · ·+ a١s+ a٠), (۶٠.٣)
که ak > ٠ باشیم داشته k = ٠, ١, . . . , n− p− ١ برای یعنی باشند، مثبت

p = n− rank(ÊDÂ). (۶١.٣)

مجانبی پایدار مثبت(١.١۵) پیوسته-زمانی استاندارد سیستم ١٣.١.١ قضیه از استفاده با برهان.
حقیقت این از استفاده با باشند. مثبت (١٧.١) چندجمله�ای ضرایب تمام اگر تنها و اگر است
و اگر است مجانبی پایدار (١۶.٣) مثبت توسیع�یافته سیستم که می�شود نتیجه ١.۵.٣ تعریف و

باشند. مثبت (۶٠.٣) چندجمله�ای ضرایب تمام اگر تنها



۵٧ مثبت همگن توسیع�یافته سیستم�های مجانبی پایداری
به�شکل ÊDÂ ماتریس ( ١.۴.٣ مثال (ادامه .١.۵.٣ مثال

ÊDÂ =


−١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , (۶٢.٣)

به�صورت (۶٠.٣) با متناظر آن مشخصه چندجمله�ای و

det[I٣s− ÊDÂ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s+ ١ ٠ ٠
٠ s ٠
٠ ٠ s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = s٢(s+ ١), (۶٣.٣)

(٢٧.٣) ماتریس�های با مثبت توسیع�یافته سیستم و هستند برقرار ١.۵.٣ قضیه شرایط است.
است. مجانبی پایدار

همگن گسسته-زمانی سیستم�های ٢.۵.٣
تمام برای اگر می�شود نامیده مجانبی پایدار (٣٢.٣) مثبت توسیع�یافته سیستم تعریف٣.۵.٢.

باشیم داشته x٠ ∈ Rn
+ و x٠ ∈ im(Ê′DÊ′)

lim
i→∞

xi = ٠. (۶۴.٣)
تمام اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (٣٢.٣) مثبت توسیع�یافته سیستم .٢.۵.٣ قضیه

چندجمله�ای ضرایب
det[In(z + ١)− Ê′DÂ′] = (z + ١)p̄(zn−p̄ + ān−p̄−١sn−p̄−١ + · · ·+ ā١z + ā٠), (۶۵.٣)

که āk > ٠ باشیم داشته k = ٠, ١, . . . , n− p̄− ١ برای یعنی باشند، مثبت
p̄ = n− rank(Ê′DÂ′). (۶۶.٣)

مجانبی پایدار مثبت(٢٠.١آ) گسسته-زمانی استاندارد سیستم ۵.٣.١ قضیه از استفاده با برهان.
حقیقت این از استفاده با باشند. مثبت (٢۶.١) چندجمله�ای ضرایب تمام اگر تنها و اگر است
اگر است مجانبی پایدار (٣٢.٣) مثبت توسیع�یافته سیستم که می�شود نتیجه ٢.۵.٣ تعریف و

باشند. مثبت (۶۵.٣) چندجمله�ای ضرایب تمام اگر تنها و
به�شکل Ê′DÂ′ ماتریس ( ٢.۴.٣ مثال (ادامه .٢.۵.٣ مثال

Ê′DÂ′ =


٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , (۶٧.٣)

به�صورت (۶۵.٣) با متناظر آن مشخصه چندجمله�ای و

det[I٣(z + ١)− Ê′DÂ′] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z + ٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠

٠ z + ١ ٠
٠ ٠ z + ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (z + ٢(١(z + ٠٫ ۵), (۶٨.٣)



توسیع�یافته سیستم�های ۵٨
(۴١.٣) ماتریس�های با مثبت توسیع�یافته سیستم و هستند برقرار ٢.۵.٣ قضیه شرایط است.

است. مجانبی پایدار

از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی ۶.٣
تشابهی تبدیلات

بگیرید. نظر در را (٢.٣آ) و (١.٣آ) گسسته-زمانی و پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های
پس�خورد ماتریس و گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست به�ترتیب، هدف
تخصیصمقادیر با به�طوری�که است تشابهی روشتبدیلات از استفاده با گزاره�ای و پیشرو حالت
پایدارسازی یا و مطلوب ویژه مقادیر تخصیص به بسته، حلقه سیستم در {λ١, . . . , λn} ویژه
پایدارسازی برای .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C آن در که بپردازیم ناپایدار سیستم
که آوریم به�دست طوری را پس�خوردها است کافی پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های
پایدارسازی برای و بگیرند قرار مختلط صفحه چپ سمت در بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر
که آوریم به�دست طوری را پس�خوردها است کافی گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های
از استفاده برتری همچنین، بگیرند. قرار واحد دایره داخل در بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر
پیشرو حالت پس�خورد همچنین و مشتق حالت پس�خورد بر گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد

می�شود. داده توضیح پیشرو حالت پس�خورد بر گزاره�ای و

استفاده با پیوسته-زمانی پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافته ١.۶.٣
حالتمشتق پس�خورد از

است. رسیده چاپ به [٧٨] مرجع در زیربخش این نتایج
مشتق حالت پس�خورد قانون با را (١.٣آ) سیستم

u(t) = K ′
deẋ(t), (۶٩.٣)

می�گیریم: نظر در را زیر فرضیات مطلوب، نتایج به رسیدن برای بگیرید. نظر در
I)rank(E|B) = n, II)rank(A) = n, III)rank(B) = m. (٧٠.٣)

[۵] به�طوری�که دارد وجود K ′
de باشند، برقرار (٧٠.٣) فرضیات اگر

rank(E −BK ′
de) = n. (٧١.٣)

می�توان (١.٣آ)، در (۶٩.٣) عبارت دادن قرار با و K ′
de برای (٧١.٣) شرط برقراری شرط با

نوشت:
Eẋ(t) = Ax(t) +BK ′

deẋ(t) ⇒ (E −BK ′
de)ẋ(t) = Ax(t).



۵٩ تشابهی تبدیلات از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
داشت: خواهیم زیر به�صورت معادل استانداردی سیستم بنابراین

ẋ(t) = (E −BK ′
de)

−١Ax(t), (٧٢.٣)
است. تعریف قابل (٧١.٣) رابطه داشتن با که

به�صورت را M ′ و N ′ ماتریس�های .١.۶.٣ قضیه
N ′ = A−١E, M ′ = −A−١B, (٧٣.٣)

(M ′, N ′) زوج که می�کنیم تعریف به�گونه�ای را L = {λ١, . . . , λn} ویژه مقادیر مجموعه و
مقادیر که باشد مشتقی حالت پس�خورد ماتریس K ′

de کنید فرض همچنین، باشد. کنترل�پذیر
بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١

n } ویژه ż(t) = N ′z(t) +M ′w(t),

w(t) = K ′
dez(t),

(٧۴.٣)
ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} این�صورت در .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C دهد، تخصیص
است. برقرار (٧١.٣) شرط و است K ′

de مشتق حالت پس�خورد با (١.٣آ) کنترل�شده سیستم
حالت پس�خورد ماتریس می�توان آن�گاه باشد، کنترل�شده (M ′, N ′) زوج کنید فرض برهان.

به�صورت (٧۴.٣) کنترل قانون با کنترل�شده سیستم که یافت به�گونه�ای را K ′
de

ż(t) = (N ′ +M ′K ′
de)z(t), (٧۵.٣)

داشت: خواهیم (٧۵.٣) در (٧٣.٣) جایگذاری باشد.با {λ−١١ , . . . , λ−١
n } ویژه مقادیر دارای

(N ′ +M ′K ′
de)

−١ = (A−١(E −BK ′
de))

−١.

بنابراین،
(N ′ +M ′K ′

de)
−١ = (E −BK ′

de)
−١A,

مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} ویژه مقادیر مجموعه که می�شود نتیجه ١.١.١ لم و (٧۵.٣) از و
سیستم بسته حلقه ماتریس ،(٧٢.٣) بنابر که است (E −BK ′

de)
−١A بسته حلقه ماتریس ویژه

سیستم ویژه مقادیر و است برقرار (٧١.٣) پس، است. نیز (۶٩.٣) پس�خورد قانون با (١.٣آ)
است. L = {λ١, . . . , λn} با برابر (۶٩.٣) پس�خورد قانون با (١.٣آ) بسته حلقه

توسیع�یافته سیستم .١.۶.٣ مثال
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠



ẋ١(t)
ẋ٢(t)
ẋ٣(t)

 =


٠ ١ ٠
٠ ١ ١
١ −١ ٠



x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

+


٠ ٠
٠ ١
١ ٠

u(t),

روش از استفاده با بگیرید. نظر در λ٢,٣ = −٠٫ ۵±٠٫ ۵i و λ١ = −٠٫ ۵ مطلوب ویژه مقادیر با را
به�صورت نتایج ،٢.٢ بخش در تشابهی تبدیلات

N ′ =


١ ٠ ٠
١ ٠ ٠
−١ ١ ٠

 , M ′ =


−١ ٠
٠ ٠
٠ −١

 , K ′
de =

١ ٣ ٠
٠ −٢ ٢

 ,



توسیع�یافته سیستم�های ۶٠
داریم: و می�آید به�دست

Ω((E −BK ′
de)

−١A) = {−٠٫ ۵± ٠٫ ۵i,−٠٫ ۵}.
می�دهند. نشان را به�دست�آمده نتایج ١.۶.٣ شکل�های

١.۶.٣ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :٣.٣ شکل

ماتریس اگر و است برقرار خاصی سیستم�های در تنها (٧٠.٣) در دوم شرط که است واضح
نمود. استفاده سیستم پایدارسازی برای مشتق حالت پس�خورد از نمی�توان باشد، منفرد A

می�شود. برطرف گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد از استفاده با مشکل این

استفاده با پیوسته-زمانی پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافته ٢.۶.٣
گزاره�ای و حالتمشتق پس�خورد از
گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد قانون با را (١.٣آ) سیستم
u(t) = Kdeẋ(t) +Kprx(t), (٧۶.٣)

می�گیریم: نظر در را زیر فرضیات مطلوب، نتایج به رسیدن برای بگیرید. نظر در
I)rank(E|B) = n, II)rank(B) = m. (٧٧.٣)
[۵] به�طوری�که دارد وجود Kde باشند، برقرار (٧٧.٣) فرضیات اگر

rank(E −BKde) = n. (٧٨.٣)
می�توان (١.٣آ)، در (٧۶.٣) عبارت دادن قرار با و Kde برای (٧٨.٣) شرط برقراری شرط با

نوشت:
Eẋ(t) = Ax(t) +BKdeẋ(t) +BKprx(t) ⇒ (E −BKde)ẋ(t) = (A+BKpr)x(t).

داشت: خواهیم زیر به�صورت معادل استانداردی سیستم بنابراین
ẋ(t) = (E −BKde)

−١(A+BKpr)x(t), (٧٩.٣)
است. تعریف قابل (٧٨.٣) رابطه داشتن با که



۶١ تشابهی تبدیلات از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
استفاده مشتق حالت پس�خورد به�جای گزاره�ای و مشتق پس�خورد از وقتی .١.۶.٣ ملاحظه
(١.٣آ) توسیع�یافته سیستم در A ماتریس بودن کامل رتبه شرط برقراری به نیازی می�کنیم
به نسبت گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد بودن برتر نشان�دهنده�ی مطلب این و نداریم

است. مشتق حالت پس�خورد
از استفاده با را Kpr گزاره�ای حالت پس�خورد ابتدا ،(٧۶.٣) در Kde و Kpr محاسبه برای

سیستم روی تشابهی تبدیلات روش ġ(t) = Ag(t) +Bv(t),

v(t) = Kprg(t),
(٨٠.٣)

سیستم این به را Ω = {µ١, . . . , µn} مطلوب ناصفر ویژه مقادیر به�طوری�که می�آوریم به�دست
دهد. اختصاص

روی تشابهی تبدیلات روش همان از استفاده با را Kde مشتق حالت پس�خورد سپس،
{λ−١١ , یعنی، (١.٣آ) سیستم برای مطلوب ویژه مقادیر وارون اختصاص با (٨٢.٣) سیستم

ببینید. را ٢.۶.٣ قضیه مطلب این بهتر درک برای می�آوریم. به�دست ،. . . , λ−١
n }

به�صورت را M و N ماتریس�های .٢.۶.٣ قضیه
N = (A+BKpr)

−١E, M = −(A+BKpr)
−١B, (٨١.٣)

به�گونه�ای Kpr گزاره�ای حالت پس�خورد ماتریس محاسبه برای را Ω ویژه مقادیر مجموعه و
Kdeماتریسپس�خورد فرضکنید همچنین، باشد. کنترل�پذیر (M,N)زوج که تعریفمی�کنیم

بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١
n } ویژه مقادیر که باشد مشتقی حالت ż(t) = Nz(t) +Mw(t),

w(t) = Kdez(t),
(٨٢.٣)

سیستم ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} آن�گاه .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C دهد، تخصیص
برقرار (٧٨.٣) شرط و است (٧۶.٣) گزاره�ای و مشتق پس�خورد قانون با (١.٣آ) کنترل�شده

است.
Kde حالت ماتریسپس�خورد می�توان آن�گاه باشد، کنترل�شده (M,N) زوج فرضکنید برهان.

به�صورت (٨٢.٣) کنترل قانون با کنترل�شده سیستم که یافت به�گونه�ای را
ż(t) = (N +MKde)z(t), (٨٣.٣)

داشت: خواهیم (٨٣.٣) در (٨١.٣) جایگذاری با باشد. {λ−١١ , . . . , λ−١
n } ویژه مقادیر دارای

(N +MKde)
−١ = ((A+BKpr)

−١(E −BKde))
−١.

بنابراین،
(N +MKde)

−١ = (E −BKde)
−١(A+BKpr),



توسیع�یافته سیستم�های ۶٢
ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} ویژه مقادیر مجموعه که می�شود نتیجه ١.١.١ لم و (٨٣.٣) از و
بسته حلقه ماتریس ،(٧٢.٣) بنابر که است (E − BKde)

−١(A + BKpr) بسته حلقه ماتریس
ویژه مقادیر و است برقرار (٧٨.٣) پس، است. نیز (٧۶.٣) پس�خورد قانون با (١.٣آ) سیستم

است. L = {λ١, . . . , λn} با برابر (٧۶.٣) پس�خورد قانون با (١.٣آ) بسته حلقه سیستم
(٨٢.٣) سیستم و گزاره�ای(٣.٧۶) و حالتمشتق پس�خورد با (١.٣آ) سیستم .٢.۶.٣ ملاحظه
،(٧٩.٣) بنابر و شد داده توضیح ٢.۶.٣ قضیه برهان در که همان�طور بگیرید. نظر در را
(A+ و (E −BKde)

−١(A+BKpr)به�صورت به�ترتیب سیستم دو این بسته حلقه ماتریس�های
هستند. یکدیگر وارون بسته حلقه ماتریس�های که است واضح و هستند BKpr)

−١(E−BKde)

،(٨٢.٣) سیستم روی {λ−١١ , . . . , λ−١
n } یعنی، مطلوب ویژه مقادیر وارون تخصیص با بنابراین

L = {λ١, . . . , λn}به�صورت (٧۶.٣) پس�خورد قانون با (١.٣آ) توسیع�یافته سیستم ویژه مقادیر
بود. خواهد

منفرد ماتریسی که بگیرید نظر در A =


−١ ١ ٠
٠ ١ ١
١ −١ ٠

ماتریس با را ١.۶.٣ مثال .٢.۶.٣ مثال

گزاره�ای حالت پس�خورد ماتریس ،٢.٢ بخش در تشابهی تبدیلات روش از استفاده با است.
به�شکل {−١−,١−,١} ویژه مقادیر تخصیص با Kpr

Kpr =

−١ ٠ −١
٠ −٢ −١

 ,

L = {−٠٫ ۵± ٠٫ ۵i,−٠٫ ۵} ویژه مقادیر تخصیص با ،(٨٢.٣) سیستم برای محاسبات نتایج و
است: زیر به�صورت

N =


−١ −١ ٠
٠ −١ ٠
٠ ١ ٠

 , M =


٠ ١
٠ ١
١ −١

 , Kde =

٠ −٢ −٢
١ −١ ٠

 .

می�دهند. نشان را به�دست�آمده نتایج ٢.۶.٣ شکل�های

استفاده با پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافتهگسسته-زمانی ٣.۶.٣
پیشرو حالت پس�خورد از

پیشرو حالت پس�خورد قانون با را (٢.٣آ) سیستم
ui = K ′

fxi+١, (٨۴.٣)
اگر می�گیریم. نظر در را (٧٠.٣) فرضیات مطلوب، نتایج به رسیدن برای بگیرید. نظر در

[۵] به�طوری�که دارد وجود K ′
f باشند، برقرار (٧٠.٣) فرضیات

rank(E −BK ′
f ) = n. (٨۵.٣)



۶٣ تشابهی تبدیلات از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی

٢.۶.٣ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :۴.٣ شکل

نوشت: می�توان (٢.٣آ)، در (٨۴.٣) عبارت دادن قرار با و K ′
f برای (٨۵.٣) برقراری شرط با

Exi+١ = Axi +BK ′
fxi+١ ⇒ (E −BK ′

f )xi+١ = Axi.

داشت: خواهیم زیر به�صورت معادل استانداردی سیستم بنابراین
xi+١ = (E −BK ′

f )
−١Axi, (٨۶.٣)

است. تعریف قابل (٨۵.٣) رابطه داشتن با که
به�گونه�ای را L ویژه مقادیر مجموعه و (٧٣.٣) به�صورت Mرا ′ و N ′ ماتریس�های .٣.۶.٣ قضیه
Kماتریسپس�خورد ′

f فرضکنید همچنین، باشد. کنترل�پذیر (M ′, N زوج(′ که تعریفمی�کنیم
بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١

n } ویژه مقادیر که باشد پیشرو ١+ziحالت = N ′zi +M ′wi,

wi = K ′
fzi,

(٨٧.٣)

سیستم ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} آن�گاه .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C دهد، تخصیص
است. برقرار (٨۵.٣) شرط و است K ′

f پیشرو حالت پس�خورد با (٢.٣آ) کنترل�شده
است. ١.۶.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.

توسیع�یافته سیستم .٣.۶.٣ مثال
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠



x١i
x٢i
x٣i

 =


١ −٢ ٠
٢ −٣ ١
٠ ١ ٣



x١i
x٢i
x٣i

+


١ ٢
−١ −۶
۵ ۴

ui,

روش از استفاده با بگیرید. نظر در λ٢,٣ = ٠٫ ١ ± ٠٫ ١i و λ١ = ٠٫ ١ مطلوب ویژه مقادیر با را
به�صورت نتایج ،٢.٢ بخش در تشابهی تبدیلات

N ′ =


−۵ ٣ ٠
−٣ ١٫ ۵ ٠
١ −٠٫ ۵ ٠

 , M ′ =


١٣ ٣٢
٧ ١٧
−۴ −٧

 , K ′
f =

−١٠٫ ٢٩ ١۶٫ ٨٧ −٧٫ ٢٩
٢٫ ۵٩ −٢٫ ٩٣ ٣٫ ٢٨

 ,



توسیع�یافته سیستم�های ۶۴
داریم: و می�آید به�دست

Ω((E −BK ′
f )

−١A) = {٠٫ ١± ٠٫ ١i, ٠٫ ١}.
می�دهند. نشان را به�دست�آمده نتایج ٣.۶.٣ شکل�های

٣.۶.٣ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :۵.٣ شکل

ماتریس اگر و است برقرار خاصی سیستم�های در تنها (٧٠.٣) در دوم شرط که است واضح
نمود. استفاده سیستم پایدارسازی برای پیشرو حالت پس�خورد از نمی�توان باشد، منفرد A

می�شود. برطرف گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد از استفاده با مشکل این

استفاده با پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافتهگسسته-زمانی ۴.۶.٣
گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد از
گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد قانون با را (٢.٣آ) سیستم
ui = Kfxi+١ +Kpxi, (٨٨.٣)

اگر می�گیریم. نظر در را (٧٧.٣) فرضیات مطلوب، نتایج به رسیدن برای بگیرید. نظر در
[۵] به�طوری�که دارد وجود Kf باشند، برقرار (٧٧.٣) فرضیات

rank(E −BKf ) = n. (٨٩.٣)
می�توان (٢.٣آ)، در (٨٨.٣) عبارت دادن قرار با و Kf برای (٨٩.٣) شرط برقراری شرط با

نوشت:
Exi+١ = Axi +BKfxi+١ +BKpxi ⇒ (E −BKf )xi+١ = (A+BKp)xi.



۶۵ تشابهی تبدیلات از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
داشت: خواهیم زیر به�صورت معادل استانداردی سیستم بنابراین
xi+١ = (E −BKf )

−١(A+BKp)xi, (٩٠.٣)
است. تعریف قابل (٨٩.٣) رابطه داشتن با که

استفاده پیشرو حالت پس�خورد به�جای گزاره�ای و پیشرو پس�خورد از وقتی .٣.۶.٣ ملاحظه
(٢.٣آ) توسیع�یافته سیستم در A ماتریس بودن کامل رتبه شرط برقراری به نیازی می�کنیم
به نسبت گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد بودن برتر نشان�دهنده�ی مطلب این و نداریم

است. پیشرو حالت پس�خورد
روش از استفاده با را Kp گزاره�ای حالت پس�خورد ابتدا ،(٨٨.٣) در Kf و Kp محاسبه برای

سیستم روی تشابهی ١+giتبدیلات = Agi +Bvi,

vi = Kpgi,
(٩١.٣)

سیستم این به را Ω = {µ١, . . . , µn} مطلوب ناصفر ویژه مقادیر به�طوری�که می�آوریم به�دست
دهد. اختصاص

روی تشابهی تبدیلات روش همان از استفاده با را Kf پیشرو حالت پس�خورد سپس،
{λ−١١ , . . . یعنی (٢.٣آ)، سیستم برای مطلوب ویژه مقادیر وارون اختصاص با (٩٣.٣) سیستم

ببینید. را ۴.۶.٣ قضیه مطلب این بهتر درک برای می�آوریم. به�دست ،, λ−١
n }

به�صورت را M و N ماتریس�های .۴.۶.٣ قضیه
N = (A+BKp)

−١E, M = −(A+BKp)
−١B, (٩٢.٣)

تعریف حالتگزاره�ایKpبه�گونه�ای ماتریسپس�خورد برایمحاسبه Ωرا ویژه مقادیر مجموعه و
حالت ماتریسپس�خورد Kf فرضکنید همچنین، باشد. کنترل�پذیر (M,N) زوج که می�کنیم

بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١
n } ویژه مقادیر که باشد ١+ziپیشرویی = Nzi +Mwi,

wi = Kfzi,
(٩٣.٣)

سیستم ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} آن�گاه .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C دهد، تخصیص
برقرار (٨٩.٣) شرط و است (٨٨.٣) گزاره�ای و پیشرو پس�خورد قانون با (٢.٣آ) کنترل�شده

است.
است. ٢.۶.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.

منفرد ماتریسی که بگیرید نظر در A =


١ −٢ ٠
٢ −٣ ١
٠ ٠ ١

 ماتریس با را ٣.۶.٣ مثال .۴.۶.٣ مثال

گزاره�ای حالت پس�خورد ماتریس ،٢.٢ بخش در تشابهی تبدیلات روش از استفاده با است.



توسیع�یافته سیستم�های ۶۶
به�شکل {١٠± ١٠i, ١٠} ویژه مقادیر تخصیص با Kp

Kp =

−۵٣٫ ۵١ −٢٢٫ ٣٩ ١١٫ ٢٣
۴٫ ١۶ −٠٫ ١٨ −٠٫ ٨۶

 ,

L = {−١٠ ± ١٠i,−١٠} ویژه مقادیر تخصیص با ،(٩٣.٣) سیستم برای محاسبات نتایج و
هستند: زیر به�صورت

N =


٠٫ ٢۶ ٠٫ ١٣ ٠
−٠٫ ١٨ ٠ ٠
٠٫ ٨۶ ٠٫ ۶٣ ٠

 , M =


٠٫ ٠۴ ٠٫ ۴
٠٫ ٠٢ ٠٫ ٢٧
٠٫ ١۴ ٢٫ ٣٩

 ,

Kf = ١٠۴ ×
٠٫ ٧١٩۴ ١٫ ٢٢۶١ −٠٫ ٠٢٢
٠٫ ٠٠٣٩ ٠ −٠٫ ٠٠١١

 .

می�دهند. نشان را به�دست�آمده نتایج ۴.۶.٣ شکل�های

۴.۶.٣ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :۶.٣ شکل

از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی ٧.٣
حالت پس�خورد و جزئی ویژه تخصیصمقادیر

پایدارسازی به ، زیربخش٢.۴.٢ در جزئی ویژه روشتخصیصمقادیر از استفاده با اینبخش، در
و مشتق حالت پس�خورد و مشتق حالت پس�خورد با پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های
حالت پس�خورد با گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی به همچنین و گزاره�ای



و جزئی ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
۶٧ حالت پس�خورد
روش از ۶.٣ بخش مانند بخش این در می�پردازیم. گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد و پیشرو
مقادیر تخصیصتمام به نیازی ولی می�شود استفاده پس�خوردها برایمحاسبه تبدیلاتتشابهی
ناپایداری باعث که ویژه�ای مقادیر به�جای را مطلوبی ویژه مقادیر تنها یعنی، نداریم. ویژه
می�داریم. نگه ثابت را ویژه مقادیر بقیه و می�دهیم تخصیص می�شوند موردنظر سیستم�های
این در زیرا بود خواهد سودمند بسیار بزرگ ابعاد با سیستم�هایی برای به�خصوص روش این
این بعد که می�شوند تبدیل نامطلوب ویژه مقادیر تعداد بعد با سیستم�هایی به سیستم�ها روش
با ویژه مقادیر تخصیص روش بود. خواهد کوچکتر اولیه سیستم�های از جدید سیستم�های

می�شود. استفاده ۴.٧.٣ تا ١.٧.٣ زیربخش�های در ٢.۴.٢ زیربخش در ویژه بردار

تخصیص پیوسته-زمانیبا پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافته ١.٧.٣
حالتمشتق پس�خورد و جزئی ویژه مقادیر

حالت پس�خورد از پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی برای بخش، این در
است. رسیده به�چاپ [٧٩] در زیربخش این در نوشته�شده مطالب می�کنیم. استفاده مشتق

پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم روی L = {λ١, . . . , λn} ویژه مقادیر تخصیص برای
{λ−١١ , . . . , λ−١

n یعنی{ ویژه، مقادیر این استوارون کافی توضیحاتزیربخش٣.۶.١، بنابر (١.٣آ)،
روش طبق را پایدارسازی و حل فرآیند ادامه دهیم. تخصیص (٧۴.٣) استاندارد سیستم به را

داد. خواهیم انجام ٢.۴.٢ زیربخش
سیستم، این باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر کنید فرض بگیرید. نظر در را (٧۴.٣) سیستم
مجموعه نامطلوب، ویژه مقدار p با Ω(N ′) = {λ١, . . . , λp, λp+١, . . . , λn} به�صورت ،N ′ یعنی
مجموعه�های و rank(M ′) = rank(B) = m ≤ p بسته، مختلط مزدوج تحت {µ١, . . . , µp}

مشتق حالت پس�خورد ماتریس محاسبه هدف باشند. مجزا {λp+١, . . . , λn} و {λ١, . . . , λp}

باشیم: داشته طوری�که است K ′
de

Ω(N ′ +M ′K ′
de) = {µ١, . . . , µp;λp+١, . . . , λn}.

به�طور را {λ١, . . . , λp} ویژه مقادیر که کنیم محاسبه به�گونه�ای را K ′
de پس�خورد ماتریس یعنی،

کار این برای بمانند. باقی ثابت {λp+١, . . . , λn} ویژه مقادیر و دهد تخصیص دوباره دلخواه
چپ سمت در آن�ها وارون که را N ′ ماتریس از ویژه�ای مقادیر است کافی ١.۶.٣ قضیه بنابر
روش از استفاده با می�تواند تخصیص این دهیم. تخصیص دوباره را نیستند مختلط صفحه
اگر شود. انجام ٣.٢ بخش در معکوس ویژه مقادیر روش یا ٢.٢ بخش در تشابهی تبدیلات
نشان K و (Y H١ M ′,Λ١) با را {µ١, . . . , µp} ویژه مقادیر تخصیص برای نظر مورد ماتریس و زوج
به�صورت مشتق حالت پس�خورد ماتریس آن�گاه است، آمده (۶۵.٢) در آن�ها تعاریف که دهیم

K ′
de = KY H١ , (٩۴.٣)

ماتریس چپ ویژه بردار از λp, . . . , λ١ ویژه مقادیر با متناظر ستون p شامل Y١ که می�شود تعریف



توسیع�یافته سیستم�های ۶٨
است. N ′

ماتریس�های با را (١.٣آ) پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم .١.٧.٣ مثال

E =



٠ −٧ ۴ ۶ ٣ ٣ ١۶ ٢ ۶ ٧
٣ ٧ ۶ ٠ −٧ ٣ ٠ ٠ ١ ۴
۶ ۶ ٢ ٣ ١ ٣ −٧ ٣ ٠ ٣
۶ ١ ٠ ٠ ٠ ٢ ٧ ٠ ٢ ٠
−٣ −٧ −١٧ ۴ ٣ ١ ٢ −٧ ٠ ٣
۴ ٣ ٢ −٧ ٢ ٣ ۴ ٢ ٣ −٧
١٢ ٠ ٣ ۶ −٧ ٣ −٧ ٧ ۶ ٠
−٧ ١ ٣ ٧ ٣ ١ ٠ ٢ ٧ ٧
٧ ١ ٣ ۶ ١ ١۴ ۴ ٣ ٢ −٧
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


١٠×١٠

,

A =



٠ ۵ −۴ ۶ ٣ ٣ −۶ ١٢ ۶ ٨
٣ ٧ ۶ ٨ ۵ ٩ ١٠ −٨ ١ ۴
۶ ۶ ٢ ٩ ١ ٣ ۵ ٩ ٠ ٩
۶ ١ ٠ ٠ ٠ ٢ ٧ ٨ ٢ ٠
٣ ۵ ۵ ۴ ٩ ١ ٢ ۵ ٨ ٣
۴ ٣ ٢ ١۵ ٢ ٣ ۴ ٢ ٩ ۵
٢ ٨ ٩ ۶ −۵ ٣ ۵ ٧ −١۶ ٠
۵ ١ ٩ ١٧ ٩ ١ ٠ ٢ ٧ ٧
٧ ١ ٣ ۶ ١ ۴ ۴ ٩ ٢ ۵
٧ ۶ ٠ ٧ ١ ٨ ۶ ۶ ۵ ۵


١٠×١٠

, B =



٨ ۵ ٣
٩ ٢ ٢
١١ ٣ −۵
٩ ۶ ۴
۶ −۴ ٢
٠ ٣ ٠
٢ −٩ −١١
۵ ٢ ۵
٩ −١ −٢
٩ ٢ ۶


٣×١٠

,

(M ′, N زوج(′ می�کنیم. استفاده حالتمشتق ماتریسپس�خورد از مثال این در بگیرید. نظر در



و جزئی ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
۶٩ حالت پس�خورد

به�صورت (٧٣.٣) تعاریف با (٧۴.٣) سیستم در

N ′١ =



−٣٫ ٨٨ ٠٫ ٠٩ −١٫ ٣٨ ٠٫ ٢۵ ٠٫ ٧٧
−١٫ ۴۶ −٠٫ ۶۴ −٢٫ ٨٢ −٠٫ ۶۶ ٠٫ ٣۴
١٫ ٩٢ −٠٫ ٨٢ −٢٫ ٩۴ ٠٫ ٢٣ ٠٫ ٢۴
−٠٫ ۴٨ ٠٫ ٣٩ ٢٫ ٠٣ −٠٫ ٢۴ −٠٫ ٢٢
−١٫ ٨۴ ٠٫ ٢٢ ٢٫ ۴٧ ١٫ ١٧ −٠٫ ۴۵
٠٫ ٧٨ −٠٫ ۵ ١٫ ٧٨ ٠٫ ٨ −٠٫ ۶٧
٢٫ ٣١ ١ ١٫ ١۵ −٠٫ ۵٨ −٠٫ ۵۴
١٫ ٣٧ −٠٫ ۴۵ ٠٫ ۵۵ ٠٫ ۴١ −٠٫ ١٢
٠٫ ٩٨ −٠٫ ۶٧ −٢٫ ۵ −٠٫ ٨۵ ٠٫ ۵۵
١٫ ۵٧ ٠٫ ٨۵ −٠٫ ۴١ ٠٫ ٣ ٠٫ ٢٣



,

N ′٢ =



−۴٫ ۴١ −۴٫ ٩٢ −٠٫ ۶١ −١٫ ٠٣ ٢٫ ۵٧
−٢٫ ۶٢ −٣٫ ١٨ −٠٫ ٩۵ −١٫ ٠۵ ٠٫ ٧۴
۴٫ ٣۵ −١٫ ١٢ −٠٫ ۵١ −١٫ ٢١ −۴٫ ٩
−١٫ ۶۵ ١٫ ٢ ٠٫ ٧ ١٫ ٢٨ ١٫ ٨۶
−٣٫ ٠۴ ٢٫ ٢٨ ٠٫ ٢٣ ١٫ ٧٧ ۵٫ ٣
٢٫ ١٢ ٢٫ ٨٧ ٠٫ ۵٢ ٠٫ ٨٢ −٠٫ ٧٣
١٫ ۵٢ ٢٫ ١۵ ٠٫ ٣٣ ٠٫ ۴۶ −٠٫ ۵۶
١٫ ۴٧ ٢٫ ۴۵ ٠٫ ٣۴ ٠٫ ٨٢ −٠٫ ۴۶
٢٫ ٢۴ −٠٫ ٣٧ −٠٫ ٧٣ −١٫ ١٢ −٣٫ ۵٣
٣٫ ٠٣ −١٫ ١٩ ٠٫ ٠۵ −١٫ ١٧ −٢٫ ٢٢



,

M ′ =



−٠٫ ٠٩ −٠٫ ١٢ −٢٫ ۴۵
٠٫ ۶٧ ١٫ ١١ −٠٫ ٠٧
١٫ ٣٣ ٣٫ ٨٩ ٣٫ ٣
−٠٫ ١٩ −١٫ ٧۶ −١٫ ٣۵
−٢٫ ٠٣ −٣٫ ٣٢ −٣٫ ٢۴
−٠٫ ۶۴ ٠٫ ٠٣ −٠٫ ۴۶
−٠٫ ٨٢ −١٫ ١۶ ٠٫ ٨
−٠٫ ۵۴ −٠٫ ٢٩ ٠٫ ٣۴
١٫ ١۴ ٢٫ ٠۶ ١٫ ۶۴
−٠٫ ٢٧ ١٫ ٢ ٢٫ ۵٨



,

داریم: .N ′ =
[
N ′١ N ′٢

] که می�آیند به�دست
Ω(N ′) = {−۶٫ ۴٢٫−,٩ ٨۴,−٠٫ ٨۶,−٠٫ ١٨± ٠٫ ٩٨i,−٠٫ ٠١± ٠٫ ٣۶i, ٠, ١٫ ٨۵± ٠٫ ٧۴i}.



توسیع�یافته سیستم�های ٧٠
،p = ٣ بنابراین

Λ١ =


١٫ ٨۵+ ٠٫ ٧۴i ٠ ٠

٠ ١٫ ٨۵− ٠٫ ٧۴i ٠
٠ ٠ ٠

 ,

Y H١ M ′ =


٠٫ ٠٩+ ٠٫ ٠۵i −٠٫ ٠١− ٠٫ ٠٩i ٠٫ ۴۴− ٠٫ ٠٩i
٠٫ ٠٩− ٠٫ ٠۵i −٠٫ ٠١+ ٠٫ ٠٩i ٠٫ ۴۴+ ٠٫ ٠٩i

٠٫ ۵ ٠٫ ١١ ٠٫ ٣٣

 .

ماتریس {٠, ١٫ ٨۵ − ٠٫ ٧۴i, ١٫ ٨۵ + ٠٫ ٧۴i} به�جای {−١−,١−,١} ویژه مقادیر تخصیص با
می�آیند: به�دست زیر به�صورت K ′

de و K پس�خورد

K =


٠٫ ۴٣− ٣٫ ۶٨i ٠٫ ۴٣+ ٣٫ ۶٨i −١٫ ٩
٧٫ ۴۶− ١٠٫ ٨٧i ٧٫۴۶+ ١٠٫ ٨٧i −١٫ ۵٣
−٣٫ ١٣− ١٫ ٨٩i −٣٫ ١٣+ ١٫ ٨٩i ٠٫ ٣٨

 ,K ′
de = KY H١ =

[
(KY H١ )١ (KY H١ )٢

]
,

که

(KY H١ )١ =


٠٫ ۵ ٠٫ ٧١ ٠٫ ۴١ ١٫ ۶٣ ٠٫ ٣٩

−١٫ ۴۴ ١٫ ٩۴ −٣٫ ٢٨ −٠٫ ١٨ ١٫ ٩٢
١٫ ٨٨ −٠٫ ٧٢ ٠٫ ۴۶ −١٫ ٢٢ −١٫ ٠۶

 ,

(KY H١ )٢ =


١٫ ٣۵ ٠٫ ١ ٠٫ ٩۶ ٠٫ ۵۶ ١٫ ٢٢
−٧٫ ٨۶ −٨٫ ٧۶ −٠٫ ٨۵ ٠٫ ٧١ −٣٫ ٢۵
١٫ ٩١ ٣٫ ٧۶ −٠٫ ١۵ −٢٫ ٢ ۶٫ ٧٣

 .

داریم:
Ω(N ′+M ′K ′

de) = {−۶٫ ۴٢٫−,٩ ٨۴,−٠٫ ٨۶,−٠٫ ١٨± ٠٫ ٩٨i,−٠٫ ٠١± ٠٫ ٣۶i,−١−,١−,١},
حالتمشتق پس�خورد قانون با (١.٣آ) سیستم بسته ماتریسحلقه ویژه برایمقادیر همچنین و

داریم: (۶٩.٣)
Ω((E−BK ′

de)
−١A) = {−٠٫ ٢٫±٠٩ ٧٣i,−٠٫ ٠٫±١٨ ٩٧i,−١٫ ١۵,−٠٫ ٣۵,−٠٫ ١۵,−١−,١−,١}.

وقتی�که می�دهد نشان را آمده به�دست نتایج ٧.٣ شکل
x٠ =

[٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۵]T .

تخصیص پیوسته-زمانیبا پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافته ٢.٧.٣
گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد و جزئی ویژه مقادیر

حالت پس�خورد از پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی برای بخش، این در
رسیده به�چاپ [٨٣] زیربخشدر این در نوشته�شده مطالب می�کنیم. استفاده گزاره�ای و مشتق



و جزئی ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
٧١ حالت پس�خورد

١.٧.٣ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :٧.٣ شکل

است.
پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم روی L = {λ١, . . . , λn} ویژه مقادیر تخصیص برای
{λ−١١ , . . . , یعنی ویژه، مقادیر این وارون است کافی ،٢.۶.٣ زیربخش توضیحات بنابر (١.٣آ)،
طبق را پایدارسازی و حل فرآیند ادامه تخصیصدهیم. (٨٢.٣) استاندارد سیستم به را ،λ−١

n }

برای ویژه مقادیر تخصیص برای که است ذکر به لازم می�دهیم. انجام ٢.۴.٢ زیربخش روش
به�راحتی و گرفت نظر در صفر مخالف ولی دلخواه را ویژه مقادیر است کافی (٨٠.٣) سیستم

نمود. محاسبه را Kpr پس�خورد ماتریس
سیستم، این باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر کنید فرض بگیرید. نظر در را (٨٢.٣) سیستم
مجموعه نامطلوب، ویژه مقدار p با Ω(N) = {λ١, . . . , λp, λp+١, . . . , λn} به�صورت ،N یعنی
مجموعه�های و rank(M) = rank(B) = m ≤ p بسته، مختلط مزدوج تحت {µ١, . . . , µp}

مشتق حالت پس�خورد ماتریس محاسبه هدف باشند. مجزا {λp+١, . . . , λn} و {λ١, . . . , λp}

باشیم: داشته طوری�که است Kde

Ω(N +MKde) = {µ١, . . . , µp;λp+١, . . . , λn}.

به�طور را {λ١, . . . , λp} ویژه مقادیر که کنیم محاسبه به�گونه�ای را Kde پس�خورد ماتریس یعنی،
کار این برای بمانند. باقی ثابت {λp+١, . . . , λn} ویژه مقادیر و دهد تخصیص دوباره دلخواه
چپ سمت در آن�ها وارون که را N ماتریس از ویژه�ای مقادیر است کافی ٢.۶.٣ قضیه بنابر
روش از استفاده با می�تواند تخصیص این دهیم. تخصیص دوباره را نیستند مختلط صفحه
زوج اگر شود. انجام بخش٣.٢ معکوسدر ویژه روشمقادیر یا بخش٢.٢ در تشابهی تبدیلات
دهیم نشان K و (Y H١ M,Λ١) با را {µ١, . . . , µp} ویژه تخصیصمقادیر برای نظر ماتریسمورد و
به�صورت مشتق حالت پس�خورد ماتریس آن�گاه است. شده آورده (۶۵.٢) در آن�ها تعاریف که

Kde = KY H١ , (٩۵.٣)
ماتریس چپ ویژه بردار از λp, . . . , λ١ ویژه مقادیر با متناظر ستون p شامل Y١ که می�شود تعریف

است. N



توسیع�یافته سیستم�های ٧٢
ماتریس�های با را (١.٣آ) پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم .٢.٧.٣ مثال

E =



−١ ٧ ۴ ۶ ٣ ٣ ۶ ٢ −۶ ٠
١ −٧ ۴ ۶ ٣ ٣ ۶ ٢ ۶ ٠
٢ ۶ ٢ ٣ ١ ٣ −٧ ٣ ٠ ٣
−٢ ١ ٠ ٠ ٠ ٢ ٧ ٠ ٢ ٠
٣ −٧ −٧ ۴ ٣ ١ ٢ −٧ ٠ ٣
−٢ ٣ ٢ −٧ ٢ ٣ ۴ ٢ ٣ −٧
١ ٠ ٣ ۶ −٧ ٣ ٧ ٧ ۶ ٠
۴ ١ ٣ ٧ ٣ ١ ٠ ٢ ٧ ٧
−۴ ١ ٣ ۶ ١ ۴ ۴ ٣ ٢ −٧
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


١٠×١٠

,

A =



٠ ۵ ۴ −۶ ٣ ٣ −۶ ٢ ۶ ۵
٠ −٧ −۶ ٨ ۵ −٩ ٠ ٨ ١ −۴
٠ −۶ ٢ −٩ ١ ٣ ۵ −٩ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٢ ٧ ٨ ٢ ٧
٠ ۵ ۵ ۴ −٩ ١ ٢ ۵ ٨ ٨
٠ ٣ ٢ ۵ ٢ ٣ ۴ ٢ −٩ ٧
٠ ٠ −٩ ۶ ۵ ٣ ۵ ٧ ۶ ٢
٠ ١ −٩ ٧ −٩ ١ ٠ ٢ ٧ ۶
٠ ١ ٣ ۶ ١ ۴ ۴ −٩ ٢ ٨
٠ −۶ ٠ −٧ ١ ٠ ۶ ۶ ۵ ١


١٠×١٠

, B =



٨
−٩
١
−٩
۶
٠
٢
۵
−٩
−٩


١×١٠

,

گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد از مثال این در .rank(A) = ٩ < ١٠ که بگیرید نظر در
می�کنیم. استفاده

Ω(A) = {−١٣٫ ٠۶,۶٫ ۴۶± ١٠٫ ٢٢i,−۵٫ ۴٧± ٣٫ ١١i, ٠,٢٫ ٣۵,۶٫ ٣٨± ٣٫ ۴i,٢٠٫ ٨١}.
،p = ۵ بنابراین

Λ١ =



٢٠٫ ٨١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ۶٫ ٣٨+ ٣٫۴i ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ۶٫ ٣٨− ٣٫ ۴i ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٢٫ ٣۵ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, Y H١ B =



٨٫ ٩١
٧٫ ٩٩− ٣٫ ١٩i
٧٫ ٩٩+ ٣٫ ١٩i

٨٫ ۵۶
١٠٫ ٠۵


.

{٠,٢٫ ٣۵,۶٫٣٨ ± ٣٫ ۴i,٢٠٫ ٨١} به�جای {−١٠−,٢٠ ± ۵i,−١٠,−۵} ویژه مقادیر تخصیص با
می�آیند: به�دست زیر به�صورت Kpr و K پس�خورد ماتریس

K =
[
−۴٢٫ ٠٢ ١٩٫ ٧٧− ۴۴٫ ٠٣i ١٩٫ ٧٧+ ۴۴٫ ٠٣i ٣۴٫ ٧٣ ٠] ,



و جزئی ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
٧٣ حالت پس�خورد

Kpr = KY H١ =
[
(KY H١ )١ (KY H١ )٢

]
,

که
(KY H١ )١ =

[
−٠٫ ۵٩ −١٫ ٨۶ ١٩٫ ۵۶ ١٫ ٣ ٢١٫ ١۶] ,

(KY H١ )٢ =
[١۶٫ ٠۶ ٣٧٫ ۴۴ −١١٫ ٨۶ ١۴٫ ۴٢ ١٣٫ ٧٢] .
به�صورت (٨١.٣) تعاریف با (٨٢.٣) سیستم در (M,N) زوج

N١ =



١٫ ١٧ −١۶٫ ٢٣ −٢٠٫ ٢٨ ۴٧٫ ٧۵ −٣٢٫ ٠٨
−٠٫ ١٣ ٠٫ ٣ −٠٫ ٣١ ٠٫ ٩٨ −٠٫ ٣٩
−٠٫ ١٢ −٠٫ ٨۴ −٠٫ ۶٧ −٠٫ ٧١ ٠
−٠٫ ٠٧ −٠٫ ٨۴ −٠٫ ٢۴ −٠٫ ۴٣ −٠٫ ٢۵
−٠٫ ١۵ ٠٫ ٣٧ ٠٫ ۵٢ ٠٫ ٧۶ −٠٫ ١
−٠٫ ۴٩ −٠٫ ٢۴ −٠٫ ٣ −٢٫ ٣۵ −١٫ ٠۶
٠٫ ٣١ −٠٫ ٢ −٠٫ ۵ ٠٫ ٧٧ −٠٫ ٣۶
−٠٫ ٠۵ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ٢۴ −٠٫ ٩۴ −٠٫ ١۵
٠٫ ٠٨ −٠٫ ٣٣ −٠٫ ١۵ ٠٫ ٩۵ −٠٫ ٢١
٠٫ ٠۵ ٠٫ ٩٢ ٠٫ ٩٣ ٠٫ ٩٣ ١٫ ٠٩



,

N٢ =



٣٩٫ ۵ ٢۴٫ ١۶ ١٠٫ ٣٧ ۶٫ ۴ −٧٫ ٧٣
٠٫ ٣١ ٠٫ ٩٧ −٠٫ ٢٢ −٠٫ ١۶ ١٫ ۶۶
−٠٫ ٢٧ −٠٫ ٢٩ −٠٫ ۵٩ −٠٫ ۴٨ −١٫ ١۵
−٠٫ ٢٣ −٠٫ ٠٨ −٠٫ ٠۶ ٠٫ ٢١ −١٫ ١٣
٠٫ ۵٩ ٠٫ ٧٩ ٠٫ ۵٧ ٠ −٠٫ ٠۴
−١٫ ٢٧ −٠٫ ٩٩ ٠٫ ١۵ −٠٫ ٣٨ −٢٫ ٧۴
٠٫ ۵٢ ٠٫ ٢٣ −٠٫ ١٣ ٠٫ ۴ ١٫ ٣
−٠٫ ۴ ٠٫ ٠٢ −٠٫ ٢ −٠٫ ١ −٠٫ ٧٢
٠٫ ١ ٠٫ ٢٣ −٠٫ ٠۴ −٠٫ ١ ٠٫ ٢٩
٠٫ ٨۶ ٠٫ ۶۶ ٠٫ ۴۴ ٠٫ ٣٢ ٠٫ ۴۶



, M =



١٫ ۶٧
٠
٠
٠
٠
٠
٠
٠
٠
٠



,

داریم: .N =
[
N١ N٢

] که می�آیند به�دست
Ω(N) = {−١٫ ١٫−,٢٨ ٠٩± ٣٫ ٧٨i,−٠٫ ٠٫−,٧٨ ۴٣, ٠, ٠٫ ٣۵± ٠٫ ٣۵i, ٠٫ ۵۴,٢٫ ٨١}.

،p = ۵ بنابراین

Λ١ =



٢٫ ٨١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠٫ ٣۵− ٠٫ ٣۵i ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠٫ ۵۴ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠٫ ٣۵+ ٠٫ ٣۵i ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


,



توسیع�یافته سیستم�های ٧۴

Y H١ M =



−٠٫ ٠۶
−٠٫ ٠٢
−٠٫ ٠٢
−٠٫ ٠٢
−٠٫ ٠١


.

{٠, ٠٫ ٣۵± ٠٫ ٣۵i, به�جای {−٠٫ ٢۵,−٠٫ ٠٫−,٢ ١۶,−٠٫ ١٢± ٠٫ ٠٩i} ویژه مقادیر تخصیص با
می�آیند: به�دست زیر به�صورت Kde و K پس�خورد ماتریس ٠٫ ۵۴,٢٫ ٨١}

K =
[٩٧٫ ٧۶ ١٫ ۶۵− ١٢٫ ٩۶i −۴۶٫ ٣۶ ١٫ ۶۵+ ١٢٫ ٩۶i ٠٫ ٠٢] ,

Kde = KY H١ =
[
(KY H١ )٣ (KY H١ )۴

]
,

که
(KY H١ )٣ =

[
−٢٫ ٩۴ ٣٠٫ ٠٣ ٢٨٫ ۵٧ −٢٩٫ ٨٢ ۴٢٫ ٢۵] ,

(KY H١ )۴ =
[
−٢٣٫ ٩٨ −١٨٫ ۵۴ −٧٫ ۴٨ −٢٢٫ ۵۵ ٢١٫ ١] .

داریم:
Ω((E −BKde)

−١(A+BKpr)) = Ω((N +MKde)
−١)

= {−۶,−۵± ۴i,−۵,−۴,−٢٫ ١٫−,٣ ٠٫−,٢٧ ٠٫−,٧٧ ٠٧± ٠٫ ٢۴i},
وقتی�که می�دهد نشان را آمده به�دست نتایج ٨.٣ شکل

x٠ = [٠٫ ٠٠١ − ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ − ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ − ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ − ٠٫ ٠٠١
٠٫ ٠٠١ − ٠٫ ٠٠١]T .

٢.٧.٣ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :٨.٣ شکل



و جزئی ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
٧۵ حالت پس�خورد
تخصیص پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافتهگسسته-زمانیبا ٣.٧.٣

پیشرو حالت پس�خورد و جزئی ویژه مقادیر
حالت پس�خورد از گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی برای بخش، این در
است. رسیده به�چاپ [٨٠] در زیربخش این در نوشته�شده مطالب می�کنیم. استفاده پیشرو

گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم روی L = {λ١, . . . , λn} ویژه مقادیر تخصیص برای
{λ−١١ , . . . , λ−١

n یعنی{ ویژه، مقادیر این استوارون کافی توضیحاتزیربخش٣.۶.٣، بنابر (٢.٣آ)،
روش طبق را پایدارسازی و حل فرآیند ادامه دهیم. تخصیص (٨٧.٣) استاندارد سیستم به را

داد. خواهیم انجام ٢.۴.٢ زیربخش
سیستم، این باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر کنید فرض بگیرید. نظر در را (٨٧.٣) سیستم
مجموعه نامطلوب، ویژه مقدار p با Ω(N ′) = {λ١, . . . , λp, λp+١, . . . , λn} به�صورت ،N ′ یعنی
مجموعه�های و rank(M ′) = rank(B) = m ≤ p بسته، مختلط مزدوج تحت {µ١, . . . , µp}

K ′
f پیشرو حالت ماتریسپس�خورد محاسبه هدف باشند. مجزا {λp+١, . . . , λn} و {λ١, . . . , λp}

باشیم: داشته طوری�که است

Ω(N ′ +M ′K ′
f ) = {µ١, . . . , µp;λp+١, . . . , λn}.

به�طور را {λ١, . . . , λp} ویژه مقادیر که کنیم محاسبه به�گونه�ای را K ′
f پس�خورد ماتریس یعنی،

کار این برای بمانند. باقی ثابت {λp+١, . . . , λn} ویژه مقادیر و دهد تخصیص دوباره دلخواه
دایره داخل در آن�ها وارون که را N ′ ماتریس از ویژه�ای مقادیر است کافی ٣.۶.٣ قضیه بنابر
مقادیر تخصیص برای نظر مورد ماتریس و زوج اگر دهیم. تخصیص دوباره را نیستند واحد
شده آورده (۶۵.٢) در آن�ها تعاریف که دهیم نشان K و (Y H١ M ′,Λ١) با را {µ١, . . . , µp} ویژه

به�صورت پیشرو حالت پس�خورد ماتریس آن�گاه است.

K ′
f = KY H١ , (٩۶.٣)

ماتریس چپ ویژه بردار از λp, . . . , λ١ ویژه مقادیر با متناظر ستون p شامل Y١ که می�شود تعریف
است. N ′



توسیع�یافته سیستم�های ٧۶
ماتریس�های با را (٢.٣آ) گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم .٣.٧.٣ مثال

E =



−٧ ۴ −٣ ٣ ٣ −۶ ٢ ۶ −٧
٣ −۶ ٠ −٧ ٣ ٠ ٠ ١ ۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −٩ ٨ −۴ ٢ ٧ ٠ ٢ ٠
−٧ −٧ ۴ ٣ ١ ٢ ٧ ٠ −٣
٣ ٢ −٧ ٢ −٣ ۴ ٢ ٣ −٧
٠ ٣ ۶ −٧ ٣ −٧ ٧ ۶ ٠
۶ ٣ ٧ ٣ ١ ٠ ٢ ٧ ٧
٢ ٢ ۶ −۴ ۶ −۶ ٢ ٧ −٣


٩×٩

,

A =



٢ ۶ ۶ ۴ ٣ −۶ ٢ ۶ −۴
٢ ۶ −۴ −٢ ٩ ٠ −۴ ١ ۴
۶ ٢ ٩ ١ ٣ −٢ ٩ ٠ ٩
١ ٠ ٠ ٢ ٢ ۴ ٢ ٠ −٣
۵ −٢ ۴ ١ ٢ ۵ ۵ ۴ −۵
۴ ٢ −٢ ٢ ۴ ٢ ٩ ۵ −۴
٠ ۶ −۵ −٢ ٢ −٢ ۶ ٠ ٧
١ −٣ ٩ ١ ٠ ٢ ٢ ٢ −٣
١ ١ ۶ ١ ۴ −١ ١ ٢ −۴


٩×٩

, B =



−۵ ۵ ١
۶ ٢ ٢
−١ −١ −۴
٩ ۶ ٣
۶ −۴ −٨
٠ −١ ۶
٢ −٩ ٧
۵ ٢ ٢
٩ −١ ١


٣×٩

,

(M ′, N زوج(′ می�کنیم. استفاده پیشرو حالت ماتریسپس�خورد از مثال این در بگیرید. نظر در
به�صورت (٧٣.٣) تعاریف با (٨٧.٣) سیستم در

N ′ =



−۵٫ ٢١ −٣٫ ١۶ −٠٫ ۴۵ ٠٫ ١ ٠٫ ۶۵ −٠٫ ٧ ١٫ ٠٣ −٢٫ ٧٧ −٣٫ ١٣
−۴٫۵٨ −٣٫ ٢٢ ۴٫ ٩٧ −٢٫ ٠٢ ٢٫ ۶٢ −٢٫ ١٢ ٢٫ ٩۴ ٠٫ ٧۴ −٠٫ ٩۶
٠٫ ۵١ −٠٫ ۵١ ٢٫ ١٢ −٠٫ ۴٨ ٠٫ ٩۶ −٠٫ ٨٩ ٠٫ ٨٣ ٠٫ ٨٧ ٠٫ ۵۴
٢٫ ٩۶ ١٫ ١٩ −٣٫ ٠٣ ١٫ ۴٧ −٢٫ ١٩ ۴٫ ٠٨ −٣٫ ٢۵ −٠٫ ۵۵ ١٫ ١۶
٣٫ ٨٢ ١٫ ١۵ −١٫ ٧ −٠٫ ٣١ −٠٫ ۶٣ ٠٫ ٩۶ −١٫ ٧۴ ٠٫ ٧ ٠٫ ٧١
−٠٫ ٢٧ −١٫ ۴١ ٣٫ ٠١ ٠٫ ۵٣ ٠٫ ۵ ٠٫ ٩٢ ١٫ ٠٩ ٠٫ ٧٨ ١٫ ٨۵
٠٫ ٧۵ ٠٫ ۵٢ ٠٫ ٣۶ −٠٫ ۴۴ ٠٫ ١۴ −٠٫ ۴۵ ٠٫ ٣٢ ٠٫ ٧۵ −٠٫ ۵٢
٢٫ ٩٨ ٣٫ ٨١ −٢٫ ٨٢ ٢٫ ۵١ −٢٫ ١١ ١٫ ٢٨ −٠٫ ۶۴ ٠٫ ٩ ٢٫ ٧۴
٢٫ ۵٩ ١٫ ٩٧ −١٫ ٧١ ١٫ ١٢ −١٫ ۵۶ ١٫ ٧٢ −١٫ ٣١ ٠٫ ٠۶ ٢٫ ٣٢



,



و جزئی ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
٧٧ حالت پس�خورد

M ′ =



٠٫ ٢۴ ١٫ ٨١ ۵٫ ٠٢
−٢٫ ۴٩ ١٫ ۵٧ ٢
−١٫ ٢ ٠٫ ٣٣ ٠٫ ۴٢
٢٫ ٣١ −۴٫ ٩٧ −٢٫ ٧۴
−٠٫ ٣٨ −١٫ ٢٧ −٢٫ ۴
−١٫ ٧ −٠٫ ۶١ −٠٫ ٣۶
−٠٫ ۵٢ ٠٫ ٨۶ −٠٫ ٩
٢٫ ٧٣ −١٫ ۵ −٢٫ ۵٣
١٫ ٧٣ −١٫ ٨ −١٫ ٨۴



,

داریم: می�آیند. به�دست
Ω(N ′) = {−۶٫ ۶۶,−٠٫ ۵١± ١٫ ٩٢i, ٠, ٠٫ ٢۴± ٠٫ ۴٧i, ٠٫ ٧٢, ١٫ ٨۶,٣٫ ۶١}.

،p = ۴ بنابراین

Λ١ =


٠٫ ٧٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠٫ ٢۴+ ٠٫ ۴٧i ٠
٠ ٠ ٠ ٠٫ ٢۴− ٠٫ ۴٧i

 ,

Y H١ M ′ =


٠٫ ٢٨ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٢۴
٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٢٣

−٠٫ ٣٢i ٠٫ ٢+ ٠٫ ۵i ٠٫ ٣٣+ ٠٫ ١٩i
٠٫ ٣٢i ٠٫ ٢− ٠٫ ۵i ٠٫ ٣٣− ٠٫ ١٩i

 .

و K پس�خورد ماتریس {٠, ٠٫ ٢۴ ± ٠٫ ۴٧i, ٠٫ ٧٢} به�جای {±١٠,±۵} ویژه مقادیر تخصیص با
می�آیند: به�دست زیر به�صورت K ′

f

K = ١٠٢ ×
٠٫ ٠٣ −٧٫ ٢٩ ٢٫ ٨۵+ ٠٫ ۶۵i ٢٫ ٨۵− ٠٫ ۶۵i
٠٫ ١٨ −٠٫ ٠٩ −٠٫ ١− ٠٫ ٠٧i −٠٫ ١+ ٠٫ ٠٧i

 ,

K ′
f = ١٠٢×
−١٫ ٣٢ −١٫ ٠٣ −٠٫ ١٧ −٠٫ ١ −١٫ ٢۵ −٠٫ ٠۴ −١٫ ٧٣ −٠٫ ٢۶ −١٫ ٧٢
−٠٫ ٠۶ ٠ −٠٫ ١۴ −٠٫ ٠۶ −٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢ −٠٫ ١٣ −٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠۴
−٠٫ ٠٩ −٠٫ ٠١ −٠٫ ١٧ −٠٫ ٠۵ −٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠٢ −٠٫ ١۶ −٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠٣

 .

داریم:
Ω((E −BK ′

f )
−١A) = Ω((N ′ +M ′K ′

f )
−١)

= {−٠٫ ١۵,−٠٫ ١٢± ٠٫ ۴٨i, ٠٫ ٢٧, ٠٫ ۵٠٫±,٣ ٠٫±,١ ٢}.



توسیع�یافته سیستم�های ٧٨
وقتی�که می�دهد نشان را آمده به�دست نتایج ٩.٣ شکل

x٠ =
[٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١]T .

٣.٧.٣ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :٩.٣ شکل



و جزئی ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
٧٩ حالت پس�خورد
تخصیص پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافتهگسسته-زمانیبا ۴.٧.٣

گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد و جزئی ویژه مقادیر
حالت پس�خورد از گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی برای بخش، این در
سیستم روی L = {λ١, . . . , λn} ویژه تخصیصمقادیر برای می�کنیم. استفاده گزاره�ای و پیشرو
این وارون است کافی ،۴.۶.٣ زیربخش توضیحات بنابر (٢.٣آ)، پیوسته-زمانی توسیع�یافته
ادامه دهیم. تخصیص (٩٣.٣) استاندارد سیستم به را ،{λ−١١ , . . . , λ−١

n } یعنی ویژه، مقادیر
است ذکر به لازم داد. خواهیم انجام ٢.۴.٢ زیربخش روش طبق را پایدارسازی و حل فرآیند
ولی دلخواه را ویژه مقادیر است کافی (٩١.٣) سیستم برای ویژه مقادیر تخصیص برای که

نمود. محاسبه را Kp پس�خورد ماتریس به�راحتی و گرفت نظر در صفر مخالف
سیستم، این باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر کنید فرض بگیرید. نظر در را (٩٣.٣) سیستم
مجموعه نامطلوب، ویژه مقدار p با Ω(N) = {λ١, . . . , λp, λp+١, . . . , λn} به�صورت ،N یعنی
مجموعه�های و rank(M) = rank(B) = m ≤ p بسته، مختلط مزدوج تحت {µ١, . . . , µp}

Kf پیشرو حالت ماتریسپس�خورد محاسبه هدف باشند. مجزا {λp+١, . . . , λn} و {λ١, . . . , λp}

باشیم: داشته طوری�که است

Ω(N +MKf ) = {µ١, . . . , µp;λp+١, . . . , λn}.

به�طور را {λ١, . . . , λp} ویژه مقادیر که کنیم محاسبه به�گونه�ای را Kf پس�خورد ماتریس یعنی،
کار این برای بمانند. باقی ثابت {λp+١, . . . , λn} ویژه مقادیر و دهد تخصیص دوباره دلخواه
دایره داخل در آن�ها وارون که را N ماتریس از ویژه�ای مقادیر است کافی ۴.۶.٣ قضیه بنابر
مقادیر تخصیص برای نظر مورد ماتریس و زوج اگر دهیم. تخصیص دوباره را نیستند واحد
شده آورده (۶۵.٢) در آن�ها تعاریف که دهیم نشان K و (Y H١ M,Λ١) با را {µ١, . . . , µp} ویژه

به�صورت پیشرو حالت پس�خورد ماتریس آن�گاه است.

Kf = KY H١ , (٩٧.٣)

ماتریس چپ ویژه بردار از λp, . . . , λ١ ویژه مقادیر با متناظر ستون p شامل Y١ که می�شود تعریف
است. N



توسیع�یافته سیستم�های ٨٠
ماتریس�های با را (١.٣آ) گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم .۴.٧.٣ مثال

E =



١ −٢ ٣ −١ ٢ ۴ ۵ −۶ ٧
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −٢ ١ −۴ ٣ ٢ −۶ ٧ ۴
٢ −٣ ۴ ۵ −۶ ٢ −١ ٣ ۴
−۵ ٩ ٢ −۴ ۵ −٢ −١ ٣ ٧
٩ ٣ −٢ ۴ ۵ −۶ ٧ ۶ ٢
٢ −٣ ٢ ۴ −۵ ۶ ۵ −۶ ٣
−٣ ۴ ٩ −٩ ٢ ٣ ۴ ٣ −٢
١ −١ ٠ ۴ ٩ ٣ ٠ ٢ −١


٩×٩

,

A =



١ ٢ −١ ٠ ٣ ۵ −٢ ٨ ٣
−٢ −٣ ۴ ١ ١٠ −۵ ٣ −٢ ١
٠ ٩ −۴ ٨ ٧ −۶ ۴ ٢ ١
٠ −١ ٢ ٣ −١ ٧ ۴ ۵ −٣
٢ −١ ٣ ۴ −٢ ۵ ٨ −٢ ٣
−۵ ۴ −٣ ٢ ۵ −٨ ۴ −٣ ۶
٣ ٢ −١ ٣ ٩ −۶ ٧ ٢ ٢
٣ −٣ ۴ ٩ ۵ −٢ ٣ ۵ ۴
١ ٢ −١ ٠ ٣ ۵ −٢ ٨ ٣


٩×٩

, B =



١ ٢
٩ −٣
−۴ ٧
۵ −۴
٣ ٢
۶ −١
−۴ ٠
٢ ٣
٣ −٣


٢×٩

,

گزاره�ای و پیشرو حالت ماتریسپس�خورد از مثال این در .rank(A) = ٨ < ٩ که بگیرید نظر در
داریم: Kp برای صفر مخالف دلخواه ویژه مقادیر تخصیص با می�کنیم. استفاده

Kp =

٠٫ ۵۶ ٠٫ ٠۶ ٠ −٠٫ ١۶ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ١٩ −٠٫ ۴۴ ٠٫ ١۵ −٠٫ ٢
٣٫ ٩٨ −٠٫ ۴١ −١٫ ٠۴ ١٫ ٢ −٠٫ ١٧ ١٫ ۵٢ ١٫ ٠٨ −٠٫ ٣٣ −۴٫ ۶٩

 .

به�صورت (٩٢.٣) تعاریف با (٩٣.٣) سیستم در (M,N) زوج

N١ =



−۴٫ ٧۶ ١٫ ٢ −٢٫ ٣٣ −١٫ ١۵ ۶٫ ١٧
−۶٫ ٣۵ ٠٫ ۶ −٣٫ ٧٢ −٠٫ ۶٨ ٧٫ ٩٣
−٨٫ ١٩ ٠٫ ۴٩ −٣٫ ۴٧ −١٫ ۴۴ ٧٫ ۶
۴٫ ٨٨ ٠٫ ۴٧ ٢٫ ۵۵ ٠٫ ٢ −٣٫ ٩۶
۵٫ ٠١ −٠٫ ٢ ٢٫ ١٨ ٠٫ ۶٩ −۴٫ ٩۵
٧٫ ٠١ ٠٫ ۶ ٣ ٠٫ ٨٨ −۶٫ ٣۴
−٠٫ ۶٣ −٠٫ ٢١ −٠٫ ١٧ ٠٫ ۴٢ −٠٫ ۴۶
−۵٫ ١٩ −١٫ ٣۴ −١٫ ۶۴ −٠٫ ٣ ٣٫ ٧۴
٢٫ ١٩ ١٫ ٢۴ ٠٫ ٧۶ ٠٫ ١١ −٠٫ ۴٧



,



و جزئی ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
٨١ حالت پس�خورد

N٢ =



١٫ ۵٩ −۵٫ ٩٣ ١٫ ۶٨ −۴٫ ٩
٢٫ ١۶ −١٠٫ ۵٧ ۴ −۶٫ ۵
٣٫ ٢ −١٢٫ ٠۵ ٣٫ ۵۶ −٧٫ ٨٨

−٢٫ ٧٧ ۶٫ ١٧ ٠٫ ۵٢ ۴٫ ٢٣
−٢٫ ٢۵ ۵٫ ٩۵ −١٫ ٨۴ ۵٫ ٨١
−۴٫ ٠٣ ٩٫ ۵٩ −١٫ ۵٧ ٨٫ ۴١
٠٫ ٧۴ −٠٫ ۵ −٠٫ ٨ ٠٫ ١٩
۴٫ ٠٢ −۶٫ ٧٨ ٠٫ ٠٨ −۵٫ ۶٨
−١٫ ٧۶ ٣٫ ۵۶ ٠٫ ٠٢ ٢٫ ١٧



, M =



٣٫ ٠۵ −٠٫ ٠٨
٣٫ ٩٨ ٠٫ ١۵
۴٫ ٧٧ ٠٫ ٢٨
−۴٫ ٢ −٩٫ ٠٩
−۴٫ ٣۶ −٠٫ ٠٨
−۶٫ ۴۵ −٠٫ ١٢
−١٫ ٠٣ ٠٫ ٠٢
۵٫ ٢٨ ٠٫ ١٣
−٢٫ ٢۴ ٠



,

داریم: .N =
[
N١ N٢

] که می�آیند به�دست
Ω(N) = {−١٠٫ ۴۴,−۴٫ ١۴,−٠٫ ٨٧± ١٫ ٣٨i, ١٫ ٢۴, ٠٫ ٢٨± ٠٫ ٢۶i, ٠٫−,٠ ١}.

،p = ۴ بنابراین

Λ١ =


٠٫ ٢٨− ٠٫ ٢۶i ٠ ٠ ٠

٠ ٠٫ ٢٨+ ٠٫ ٢۶i ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ −٠٫ ١

 ,

Y H١ M =


٠٫ ۵١− ٠٫ ١۶i −٠٫ ١٢
٠٫ ۵١+ ٠٫ ١۶i −٠٫ ١٢

−٠٫ ٣٩ ٠٫ ١٣
−٠٫ ١٨ ٠٫ ٠٢

 .

پس�خورد ماتریس {٠٫ ٢٨± ٠٫ ٢۶i, ٠٫−,٠ ١} به�جای {±١٠, ١٠± ١٠i} ویژه مقادیر تخصیص با
می�آید: به�دست زیر به�صورت Kf

Kf = ١٠٣ × [
(Kf )١ (Kf )٢

]
,

که
(Kf )١ =

 ٠٫ ١٢ ٠٫ ٣٢ −٠٫ ٠۴ ٠٫ ۶٩ ١٫ ٢۵
−٠٫ ٢٣ −٠٫ ٨٢ −٠٫ ٠٢ −٢٫ ٠٧ −۴٫ ٩٣

 ,

(Kf )٢ =

−١٫ ١١ ١ −٠٫ ٠٧ ٠٫ ٣٨
۴٫ ٩٧ −٣٫ ۵٢ ١٫ ٢٩ −١٫ ٢٢

 .

داریم:
Ω((E −BKde)

−١(A+BKpr)) = Ω((N +MKde)
−١)

= {−١٠٫ ۴۴,−۴٫ ١۴,−٠٫ ٨٧± ١٫ ٣٨i, ١٫ ٢۴,±١٠, ١٠± ١٠i},



توسیع�یافته سیستم�های ٨٢
وقتی�که می�دهد نشان را آمده به�دست نتایج ١٠.٣ شکل

x٠ =
[٠٫ ٠٠١ −٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ −٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ −٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ −٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١]T .

۴.٧.٣ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :١٠.٣ شکل



٨٣ ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی

مقدار مسئله با پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافته ٨.٣
معکوسماتریسی ویژه

گسسته-زمانی و (١.٣) پیوسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی به بخش، این در
خروجی پس�خورد و مشتق خروجی پس�خورد پیوسته-زمانی، حالت در می�پردازیم. (٢.٣)
خروجی پس�خورد و پیشرو خروجی پس�خورد گسسته-زمانی، حالت در و گزاره�ای و مشتق
می�شود. بیان به�هم نسبت پس�خوردها این برتری و می�گیرد قرار استفاده گزاره�ایمورد و پیشرو
ماتریسحلقه به�طوری�که است خروجی پس�خورد ماتریس�های یافتن بخش، این در اصلی هدف
مختلط، سمتچپصفحه و واحد دایره داخل یعنی مطلوب، ویژه دارایمقادیر سیستم�ها بسته

باشند. پیوسته-زمانی و گسسته-زمانی حالت�های برای به�ترتیب

استفاده با پیوسته-زمانی پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافته ١.٨.٣
مشتق خروجی پس�خورد از

است. رسیده چاپ به [٧٧] مرجع در زیربخش این نتایج
مشتق خروجی پس�خورد قانون با را (١.٣) سیستم

u(t) = K ′
deẏ(t) = K ′

deCẋ(t), (٩٨.٣)
اگر می�گیریم. نظر در را (٧٠.٣) فرضیات مطلوب، نتایج به رسیدن برای بگیرید. نظر در

[۵] به�طوری�که دارد وجود K ′
de باشند، برقرار (٧٠.٣) فرضیات

rank(E −BK ′
deC) = n. (٩٩.٣)

می�توان (١.٣آ)، در (٩٨.٣) عبارت دادن قرار با و K ′
de برای (٩٩.٣) شرط برقراری شرط با

نوشت:
Eẋ(t) = Ax(t) +BK ′

deCẋ(t) ⇒ (E −BK ′
deC)ẋ(t) = Ax(t).

داشت: خواهیم زیر به�صورت معادل استانداردی سیستم بنابراین
ẋ(t) = (E −BK ′

deC)−١Ax(t), (١٠٠.٣)
است. تعریف قابل (٩٩.٣) رابطه داشتن با که

به�گونه�ای را L ویژه مقادیر مجموعه و (٧٣.٣) به�صورت Mرا ′ و N ′ ماتریس�های .١.٨.٣ قضیه
Kماتریسپس�خورد ′

de فرضکنید همچنین، باشد. کنترل�پذیر (M ′, N زوج(′ که تعریفمی�کنیم
بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١

n } ویژه مقادیر که باشد مشتقی خروجی ż(t) = N ′z(t) +M ′w(t),

w(t) = K ′
deCz(t),

(١٠١.٣)



توسیع�یافته سیستم�های ٨۴
سیستم ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} آن�گاه .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C دهد، تخصیص

است. برقرار (٩٩.٣) شرط و است K ′
de مشتق خروجی پس�خورد با (١.٣) کنترل�شده

است. ١.۶.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.
توسیع�یافته سیستم .١.٨.٣ مثال

١ ٠ ٢
٠ ١ −١
٠ ٠ ٠



ẋ١(t)
ẋ٢(t)
ẋ٣(t)

 =


٢ ١ ٠
٠ ١ ١
١ −١ ٠



x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

+


−٢ ٠
٠ ١
١ ٠

u(t),

y١(t)
y٢(t)

 =

١ ٠ ٠
١ −٢ ١



x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

 ,

روش از استفاده با بگیرید. نظر در λ٢,٣ = −٠٫ ۵±٠٫ ۵i و λ١ = −٠٫ ۵ مطلوب ویژه مقادیر با را
به�صورت (M ′, N ′) ماتریسی زوج برای ٣.٢ بخش در ماتریسی معکوس ویژه مقدار

N ′ =


٠٫ ٣٣ ٠ ٠٫ ۶۶
٠٫ ٣٣ ٠ ٠٫ ۶۶
−٠٫ ٣٣ ١ −١٫ ۶۶

 , M ′ =


−٠٫ ٣٣ ٠
١٫ ٣٣ ٠
−١٫ ٣٣ −١

 ,

می�شود: نتیجه

Γo = N ′ +M ′K ′C =


٠٫ ۴۴ −٠٫ ٠٩ ٠٫ ۵۴
٠٫ ٧٨ −٠٫ ٣٧ ٠٫ ١٧
−٢٫ ١ ٠٫ ٢٩ −١٫ ٨١

 ,

T = ١٠٨ ×

٠٫ ٩٧ −٠٫ ٩٣ −٠٫ ۴٩
−٠٫ ۴٩ ٣٫ ٠٢ −٢٫٨
−٢٫ ۶٩ ٢٫ ١۵ ٠٫ ١۴

 , K ′
de =

٠٫ ١۵ −٠٫ ١٨
١٫ ٨٨ −١

 .

.x٠ =
[٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠۵]T وقتی�که می�دهد نشان را آمده به�دست نتایج ١١.٣ شکل

١.٨.٣ مثال در خروجی و ورودی حالت، بردارهای پایداری :١١.٣ شکل



٨۵ ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
ماتریس اگر و است برقرار خاصی سیستم�های در تنها (٧٠.٣) در دوم شرط که است واضح
نمود. استفاده سیستم پایدارسازی برای مشتق خروجی پس�خورد از نمی�توان باشد، منفرد A

می�شود. برطرف گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد از استفاده با مشکل این

استفاده با پیوسته-زمانی پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافته ٢.٨.٣
گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد از
گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد قانون با را (١.٣) سیستم

u(t) = Kdeẏ(t) +Kpry(t) = KdeCẋ(t) +KprCx(t), (١٠٢.٣)
اگر می�گیریم. نظر در را (٧٧.٣) فرضیات مطلوب، نتایج به رسیدن برای بگیرید. نظر در

[۵] به�طوری�که دارد وجود Kde باشند، برقرار (٧٧.٣) فرضیات
rank(E −BKdeC) = n. (١٠٣.٣)

می�توان ،(١.٣) در (١٠٢.٣) عبارت دادن قرار با و Kde برای (١٠٣.٣) شرط برقراری شرط با
نوشت:

Eẋ(t) = Ax(t)+BKdeCẋ(t)+BKprCx(t) ⇒ (E−BKdeC)ẋ(t) = (A+BKprC)x(t).

داشت: خواهیم زیر به�صورت معادل استانداردی سیستم بنابراین
ẋ(t) = (E −BKdeC)−١(A+BKprC)x(t), (١٠۴.٣)

است. تعریف قابل (١٠٣.٣) رابطه داشتن با که
استفاده با را Kpr گزاره�ای خروجی پس�خورد ابتدا ،(١٠٢.٣) در Kde و Kpr محاسبه برای

سیستم روی ماتریسی معکوس ویژه مقدار روش از ġ(t) = Ag(t) +Bv(t),

v(t) = KprCg(t),
(١٠۵.٣)

سیستم این به را Ω = {µ١, . . . , µn} مطلوب ناصفر ویژه مقادیر به�طوری�که می�آوریم به�دست
دهد. اختصاص

معکوس ویژه مقدار روش همان از استفاده با را Kde مشتق خروجی پس�خورد سپس،
،(١.٣) سیستم برای مطلوب ویژه مقادیر وارون اختصاص با (١٠٧.٣) سیستم روی ماتریسی
ببینید. را ٢.٨.٣ قضیه مطلب این بهتر درک برای می�آوریم. به�دست ،{λ−١١ , . . . , λ−١

n } یعنی
به�صورت را M و N ماتریس�های .٢.٨.٣ قضیه

N = (A+BKprC)−١E, M = −(A+BKprC)−١B, (١٠۶.٣)
به�گونه�ای Kpr گزاره�ای خروجی پس�خورد ماتریس محاسبه برای را Ω ویژه مقادیر مجموعه و
ماتریسپس�خورد Kde فرضکنید باشد.همچنین، کنترل�پذیر (M,N) زوج که می�کنیم تعریف



توسیع�یافته سیستم�های ٨۶
بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١

n } ویژه مقادیر که باشد مشتقی خروجی ż(t) = Nz(t) +Mw(t),

w(t) = KdeCz(t),
(١٠٧.٣)

سیستم ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} آن�گاه .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C دهد، تخصیص
است. برقرار (١٠٣.٣) شرط و است (١٠٢.٣) مشتق پس�خورد قانون با (١.٣) کنترل�شده

است. ٢.۶.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.

بگیرید. نظر در است، منفرد ماتریسی که A =


٢ ١ ٣
٠ ١ ١
١ −١ ٠

 با را ١.٨.٣ مثال .٢.٨.٣ مثال

به�صورت {−٣−,٢,−۴} ویژه مقادیر تخصیص با Kpr گزاره�ای خروجی پس�خورد ماتریس
Kpr =

٨٫ ۵٣ −١٫ ۴٣
۵٫ ۶ −٠٫ ٨

 ,

نتایج با Kde مشتق خروجی پس�خورد ماتریس و

T =


−٠٫ ٠٣ −٠٫ ٠۵ ٠٫ ١۴
٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠٧ −٠٫ ١٧
٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠۶ −٠٫ ١٢

 , Γo = N +MKdeC =


۶٫ ٣۶ ۴٫ ۴۶ ١٫ ۴٧
−٨٫ ۶٩ −۶٫ ٢٢ −١٫ ٧٨
−١١٫ ٠۵ −٨٫ ٠٢ −١٫ ٨٩

 ,

می�آید: به�دست زیر به�صورت
Kde =

−٢۵٫ ٨۴ −۶٫ ٣٨
−۵٨٫ ٢٩ −١۴٫ ٢١

 .

.x٠ =
[٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١]T وقتی�که می�دهد نشان را آمده به�دست نتایج ١٢.٣ شکل

٢.٨.٣ مثال در خروجی و ورودی حالت، بردارهای پایداری :١٢.٣ شکل



٨٧ ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی

استفاده با پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافتهگسسته-زمانی ٣.٨.٣
پیشرو خروجی پس�خورد از
پیشرو خروجی پس�خورد قانون با را (٢.٣) سیستم

ui = K ′
fyi+١ = K ′

fCxi+١, (١٠٨.٣)
اگر می�گیریم. نظر در را (٧٠.٣) فرضیات مطلوب، نتایج به رسیدن برای بگیرید. نظر در

[۵] به�طوری�که دارد وجود K ′
f باشند، برقرار (٧٠.٣) فرضیات

rank(E −BK ′
fC) = n. (١٠٩.٣)

می�توان (٢.٣آ)، در (١٠٨.٣) عبارت دادن قرار با و K ′
f برای (١٠٩.٣) شرط برقراری شرط با

نوشت:
Exi+١ = Axi +BK ′

fCxi+١ ⇒ (E −BK ′
fC)xi+١ = Axi.

داشت: خواهیم زیر به�صورت معادل استانداردی سیستم بنابراین
xi+١ = (E −BK ′

fC)−١Axi, (١١٠.٣)
است. تعریف قابل (١٠٩.٣) رابطه داشتن با که

به�گونه�ای را L ویژه مقادیر مجموعه و (٧٣.٣) به�صورت Mرا ′ و N ′ ماتریس�های .٣.٨.٣ قضیه
Kماتریسپس�خورد ′

f فرضکنید همچنین، باشد. کنترل�پذیر (M ′, N زوج(′ که تعریفمی�کنیم
بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١

n } ویژه مقادیر که باشد پیشرو ١+ziخروجی = N ′zi +M ′wi,

wi = K ′
fCzi,

(١١١.٣)

سیستم ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} آن�گاه .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C دهد، تخصیص
است. برقرار (١٠٩.٣) شرط و است K ′

f پیشرو خروجی پس�خورد با (٢.٣) کنترل�شده

است. ١.۶.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.

توسیع�یافته سیستم .٣.٨.٣ مثال
١ ٠ ٢
٠ ١ −١
٠ ٠ ٠



ẋ١(t)
ẋ٢(t)
ẋ٣(t)

 =


٢ ١ ٠
٠ ١ ١
١ −١ ٠



x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

+


−٢ ٠
٠ ١
١ ٠

u(t),

y١(t)
y٢(t)

 =

١ ٠ ٠
١ −٢ ١



x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

 ,



توسیع�یافته سیستم�های ٨٨
مقدار روش از استفاده با بگیرید. نظر در λ٢,٣ = ±٠٫ ٢ و λ١ = ٠٫ ۴ مطلوب ویژه مقادیر با را

نتایج با پیشرو خروجی پس�خورد ماتریس ،٣.٢ بخش در ماتریسی معکوس ویژه

T =


−١٫ ٠٧ ١٫ ٢١ −١٫ ۶٩
−١٫ ۶۵ ۵٫ ۴۴ −٣٫ ١۶
−۶٫ ٨٩ −۴٫ ۶١ ٩٫ ٨٧

 , Γo =


−١٫ ٩٧ ٢٫ ١٨ ١٫ ٢١
−٨٫ ٨٧ ٨٫ ٧٢ ٢٫ ٨٧
٢۵٫ ٧۴ −١١٫ ۴۶ −۴٫ ٢۵

 ,

به�صورت
K ′

f =

 −٣٫ ٩۶ ٢٫ ٩۴
−١۵٫ ٢٩ ١٫ ۵٧

 ,

وقتی�که می�دهد نشان را آمده به�دست نتایج ١٣.٣ شکل می�آید. به�دست
x٠ =

[٠٫ ٠٠١ −٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١]T .

٣.٨.٣ مثال در خروجی و ورودی حالت، بردارهای پایداری :١٣.٣ شکل

ماتریس اگر و است برقرار خاصی سیستم�های در تنها (٧٠.٣) در دوم شرط که است واضح
نمود. استفاده سیستم پایدارسازی برای پیشرو خروجی پس�خورد از نمی�توان باشد، منفرد A



٨٩ ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی
می�شود. برطرف گزاره�ای و پیشرو خروجی پس�خورد از استفاده با مشکل این

استفاده با پایدارسازیسیستم�هایتوسیع�یافتهگسسته-زمانی ۴.٨.٣
گزاره�ای و پیشرو خروجی پس�خورد از
گزاره�ای و پیشرو خروجی پس�خورد قانون با را (٢.٣) سیستم

ui = Kfyi+١ +Kpyi = KfCxi+١ +KpCxi, (١١٢.٣)
اگر می�گیریم. نظر در را (٧٧.٣) فرضیات مطلوب، نتایج به رسیدن برای بگیرید. نظر در

[۵] به�طوری�که دارد وجود Kf باشند، برقرار (٧٧.٣) فرضیات
rank(E −BKfC) = n. (١١٣.٣)

می�توان (٢.٣آ)، در (١١٢.٣) عبارت دادن قرار با و Kf برای (١١٣.٣) شرط برقراری شرط با
نوشت:

Exi+١ = Axi +BKfCxi+١ +BKpCxi ⇒ (E −BKfC)xi+١ = (A+BKpC)xi.

داشت: خواهیم زیر به�صورت معادل استانداردی سیستم بنابراین
xi+١ = (E −BKfC)−١(A+BKpC)xi, (١١۴.٣)

است. تعریف قابل (١١٣.٣) رابطه داشتن با که
از استفاده با را Kp گزاره�ای خروجی پس�خورد ابتدا ،(١١٢.٣) در Kf و Kp محاسبه برای

سیستم روی ماتریسی معکوس ویژه مقدار ١+giروش = Agi +Bvi,

vi = KpCgi,
(١١۵.٣)

سیستم این به را Ω = {µ١, . . . , µn} مطلوب ناصفر ویژه مقادیر به�طوری�که می�آوریم به�دست
دهد. اختصاص

معکوس ویژه مقدار روش همان از استفاده با را Kf پیشرو خروجی پس�خورد سپس،
،(٢.٣) سیستم برای مطلوب ویژه مقادیر وارون اختصاص با (١١٧.٣) سیستم روی ماتریسی
ببینید. را ۴.٨.٣ قضیه مطلب این بهتر درک برای می�آوریم. به�دست ،{λ−١١ , . . . , λ−١

n } یعنی
به�صورت را M و N ماتریس�های .۴.٨.٣ قضیه

N = (A+BKpC)−١E, M = −(A+BKpC)−١B, (١١۶.٣)
به�گونه�ای Kp گزاره�ای خروجی پس�خورد ماتریس محاسبه برای را Ω ویژه مقادیر مجموعه و
پس�خورد ماتریس Kf کنید فرض باشد.همچنین، کنترل�پذیر (M,N) زوج که می�کنیم تعریف

بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر {λ−١١ , . . . , λ−١
n } که باشد پیشرویی ١+ziخروجی = Nzi +Mwi,

wi = KfCzi,
(١١٧.٣)



توسیع�یافته سیستم�های ٩٠
سیستم ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn} آن�گاه .i = ١, . . . , n و λi ̸= ٠ ،λi ∈ C هستند،
(١١٣.٣) شرط و است (١١٢.٣) گزاره�ای و پیشرو خروجی پس�خورد قانون با (٢.٣) کنترل�شده

است. برقرار
است. ٢.۶.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.

تخصیص با است. منفرد که بگیرید نظر در A =


٢ ١ ٣
٠ ١ ١
١ −١ ٠

 با را ٣.٨.٣ مثال .۴.٨.٣ مثال
به�صورت Kp گزاره�ای خروجی پس�خورد ماتریس {٠٫ ١, ٠٫ ٢, ٠٫ ٣} ویژه مقادیر

Kp =

٢٫ ١١ ٠٫ ۵٢
١ −٠٫ ۴٧

 ,

Kf پیشرو خروجی پس�خورد ماتریس {٠٫ ۵,±٠٫ ۴} تخصیص با همچنین می�آید. به�دست
به�صورت

Kf =

−٣٫ ٣٣ −٠٫ ٢۴
−١٠٫ ٢٨ −٠٫ ٣

 ,

آن در که می�شود محاسبه

T =


−۴٠٫ ١۶ ١١۵٫ ۶٢ ١٩٫ ۵٧
٣۴١٫ ٩٨ −٨٧٩٫ ۴٧ −٢٣٣٫ ۵٢
٢۴١٫ ٢٨ −٣۶۵٫ ٣٢ −١٣٨٫ ١۵

 , Γo =


−۵ ٠٫ ٣٧ −١٫ ٧

۵٧٫ ٩١ −٠٫ ١۶ ١٢٫ ٧١
٢۶٫ ٣ −٠٫ ۵۵ ٧٫ ١٧

 .

.x٠ =
[
−٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١]T وقتی�که می�دهد نشان را آمده به�دست نتایج ١۴.٣ شکل



٩١ ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله با توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی

۴.٨.٣ مثال در خروجی و ورودی حالت، بردارهای پایداری :١۴.٣ شکل





۴ فصل
توسیع�یافته کسری سیستم�های

مقدمه ١.۴
دلیل و است یافته ویژه�ای جایگاه و اهمیت ١ کسری حسابان موضوع اخیر دهه سه طول در
موضوع پیدایش است. صنعت و علم مختلف زمینه�های در آن متنوع کاربردهای آن اصلی
لایبنیتز از نامه�ای در ٢ هوپیتال که زمانی می�گردد باز میلادی ١۶١۵ سال به کسری حسابان
ظاهر به مساله این که است این لایبنیتز پاسخ می�پرسد. n = ١٢ به�ازای را dn

dxn نماد معنای ٣
مسئله این کسری حساب پیدایش از پس داشت. خواهد ارزنده�ای نتایج آینده در متناقض
کرد بیان ١٧٣٠ سال در ۴ اویلر گرفت. قرار دقیق مطالعه مورد بسیاری دانشمندان توسط
دادن تعمیم از را آن می�توان اما ندارد خاصی فیزیکی تعبیر کسری ریاضیات آن�که وجود با که
کسری مشتق از خاصی نوع برای را تعریفی ١٨١٢ در ۵ لاپلاس آورد. به�دست صحیح ریاضیات
در ۶ لیوویل آورد. وجود به آن کسری مشتق به را فوریه رابطه تعمیم ١٨٢٢ در فوریه و ارائه

١Fractional Calculus
٢Hopital
٣Leibniz
۴Euler
۵Laplace
۶Liouville



توسیع�یافته کسری سیستم�های ٩۴
در کرد. حل را مکانیک و زمین�شناسی مسائل برخی ( d

١٢
dx

١٢
x)٢x رابطه از استفاده با ١٨٣٢ سال

٨ ل˼تنیکوف داد. تعمیم کسری مرتبه سیستم�های حوزه به را تیلور بسط ٧ ریمن ١٨۴١ سال
مرتبه عملگر نماد Dq آن (در نمود ثابت را [DqDpf(x)] = [Dq+p]f(x) رابطه ١٨۶٨ سال در

است). کسری
قرار توجه مورد ویژه به�صورت اخیر دهه در تنها کسری دیفرانسیل معادلات وجود این با
یافت آن برای خاصی عملی کاربردهای آن شدن مطرح زمان در که این علی�رغم است. گرفته
است مشخصشده نيز و می�شود ديده زمينه�ها از بسياری در آن کاربردهای امروزه بود، نشده
کسری مرتبه سیستم�های تئوری توسط مناسبی به�طور می�توانند سيستم�ها از بسياری که
١١ الکترومغناطیس امواج ، ١٠ گرما هدایت به می�توان آن جمله از که شوند داده توضیح ٩
تغییر سیالی، جریانات انتگرالی، و دیفرانسیلی معادلات ، ١٢ ویسکوالاستیک های سیستم ،
دو به همچنین و سیگنال پردازش نورشناسی، خوردگی، الکتروشیمی مواد، وجریان شکل

کرد. اشاره ١۴ امواج انتشار و ١٣ کمی گذاری سرمایه معروف کاربرد
مرتبه لزوما نه دیفرانسیل معادلات با سیستم�هایی کسری مرتبه با توسیع�یافته سیستم�های
صحیح مرتبه با سیستم�هایی از تر کاربردی عملی طور به و حقیقی دنیای در که هستند صحیح
کسری مشتق می�شوند استفاده اغلب که کسری مشتقات از نوع سه حاضر حال در هستند.
مسکو از لتنیکوف و پاراگوئه از ١۵ گرانولد ١٨۶٨ و ١٨۶٧ سال�های در که گرانولد-لتنیکوف
در و ١٧ اسپانیر و ١۶ اولدهام توسط ١٩٧۴ سال در ریمان-لیوویل کسری مشتق کردند، معرفی
کاپوتو توسط که ٢٠ کاپوتو کسری مشتق و شدند معرفی ١٩ راس و ١٨ میلر توسط ١٩٩٣ سال
بسیار تعریف کاپوتو کسری مشتق که است به�ذکر لازم هستند. شد معرفی ١٩٧۶ سال در

دارد. مهندسی و علوم زمینه در کاربردی�تری
خود به را محققین از بسیاری توجه توسیع�یافته کسری سیستم�های اخیر سال�های در

٧Riemann
٨Letnikov
٩Fractional Order Systems
١٠Heat Conduction
١١Electro Magnetic Waves
١٢Viscoelastic
١٣Quantative Finance
١۴Diffusion Wave
١۵Grunwald
١۶Oldham
١٧Spanier
١٨Miller
١٩Ross
٢٠Caputo



٩۵ مقدمه
برق، مهندسی فیزیک، مانند بسیاری زمینه�های در سیستم�ها این چون است، کرده جلب
موارد و شیمی مهندسی ترکیباتشیمیایی، فرآیندهایسیگنالی، رباتیک، سیستم�هایکنترلی،

.[۵۴ ،۵٢ ،۴٧ ،٣٣ ،٣٢ ،٣٠ ،٢٣ ،٨] دارند کاربرد دیگری بسیار
و تبدیل و [۵٨] در کاکزورک توسط بحث، مورد سیستم�های انرژی می�نیمم�سازی و کنترل
کاکزورک، همچنین است. شده بررسی [۵٢] در گسسته-زمانی حالت در سیستم�ها این تجزیه

است. داده ارائه [۵۴] در سیستم�ها این از جدیدی کلاس
سیستم�های به توسیع�یافته کسری سیستم�های تبدیل برای شوفل الگوریتم از استفاده
وایراشتراوس تجزیه درزین، وارون از استفاده با یافتنجواب و بخش۴.٣ در آن�ها حل و استاندارد
کار که ویژه مقادیر تخصیص برپایه روش�های به شبیه روشی همچنین و کاکزورک روش ،٢١
جواب یافتن و پایدارسازی می�شود. آورده ٧.۴ تا ۴.۴ بخش�های در است رساله این اصلی
تبدیلات برپایه�ی روش�هایی شامل ٢ فصل در بیان�شده ویژه مقادیر تخصیص روش�های با
در ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله و ویژه بردار با جزئی ویژه مقادیر تخصیص تشابهی،
همراه آخر بخش در بحث�شده روش�های تمامی می�شود. داده توضیح کامل به�طور ٧.۴ بخش

است. عددی مثال�های با
و گسسته-زمانی و پیوسته-زمانی توسیع�یافته کسری خطی سیستم�های تعریف ادامه در
برروی فصل این تمرکز اما می�کنیم، ارائه را فصل این در استفاده مورد کسری مرتبه مشتق

است. گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری خطی سیستم�های
حالت فضای معادلات با پیوسته-زمانی توسیع�یافته کسری خطی سیستم [۵۶] تعریف۴.١.١.

به�صورت
E∆αẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠, (١.۴آ)

y(t) = Cx(t) +Du(t), (١.۴ب)
هستند، خروجی و ورودی حالت، بردار y(t) ∈ Rp و u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn که می�شود تعریف

است. کسری مشتق مرتبه α و D ∈ Rr×m ،C ∈ Rr×m ،B ∈ Rn×m ،A,E ∈ Rn×n

حالت فضای معادلات با گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری خطی سیستم [۵٠] تعریف۴.٢.١.
به�صورت

E∆αxi+١ = Axi +Bui, i ∈ Z+, (٢.۴آ)
yi = Cxi +Dui, (٢.۴ب)

هستند، خروجی و ورودی حالت، بردار yi ∈ Rr و ui ∈ Rm ،xi ∈ Rn که می�شود تعریف
است. کسری مشتق مرتبه α و D ∈ Rr×m ،C ∈ Rr×m ،B ∈ Rn×m ،A,E ∈ Rn×n

٢١Weierstrass



توسیع�یافته کسری سیستم�های ٩۶
هرگاه است منظم (٢.۴) و (١.۴) سیستم�های در (E,A) مدادی زوج [۵۵] .٣.١.۴ تعریف

به�طوری�که باشیم داشته z ∈ C یک حداقل
det(Ez −A) ̸= ٠. (٣.۴)

می�نامند. نامنظم را مدادی زوج این�صورت غیر در
برایسیستم�های تعریف١٧.١.١ از استفاده با اینفصل کسریدر مرتبه مشتق .١.١.۴ ملاحظه

[۵٠] به�صورت گسسته-زمانی
∆αxi =

i∑
j=٠

(−١)j
α

j

xi−j , ٠ < α < ١, (۴.۴)

می�شود. تعریف (١١.١) در
α

j

 و است کسری مشتق مرتبه α ∈ R که می�شود گرفته نظر در
rank(E) < استو منظم (E,A)زوجمدادی فرضمی�شود رساله اینفصل در .٢.١.۴ ملاحظه

.n

کاربردها ٢.۴
،C١ مخازن ،R مقاومت با را ١.۴ شکل در نشان�داده�شده کسری الکتریکی مدار .١.٢.۴ مثال

بگیرید. نظر در مفروض e٢ و e١ ولتاژهای منابع و C٣ و C٢

١.٢.۴ مثال الکتریکی مدار :١.۴ شکل

نوشت. را زیر معادلات می�توان الکتریکی مدارهای برای کیرشهف قانون از استفاده با
e١ = RC١

dαu١
dtα

+ u١ + u٣,

C١
dαu١
dtα

+ C٢
dαu٢
dtα

− C٣
dαu٣
dtα

= ٠,
e٢ = u٢ + u٣.

(۵.۴)

شوند: نوشته زیر به�شکل می�توانند (۵.۴) معادلات
RC١ ٠ ٠
C١ C٢ −C٣
٠ ٠ ٠

 dα

dtα


u١
u٢
u٣

 =


−١ ٠ −١
٠ ٠ ٠
٠ −١ −١



u١
u٢
u٣

+


١ ٠
٠ ٠
٠ ١


e١
e٢

 , (۶.۴)



٩٧ کاربردها
که

E =


RC١ ٠ ٠
C١ C٢ −C٣
٠ ٠ ٠

 , A =


−١ ٠ −١
٠ ٠ ٠
٠ −١ −١

 , B =


١ ٠
٠ ٠
٠ ١

 . (٧.۴)

منظم (E,A) مدادی زوج اما .det(E) = ٠ چون است منفرد E ماتریس که کنید توجه
معادله چون است

det[Esα−A] =


RC١sα + ١ ٠ ١

C١sα C٢sα −C٣sα
٠ ١ ١

 = (RC١sα+١)(C٢+C٣)sα+C١sα, (٨.۴)

خطی سیستم یک (۵.۴) الکتریکی مدار بنابراین است. sα به نسبت جواب یک حداقل دارای
است. منظم مدادی زوج با توسیع�یافته کسری

،R٣ و R٢ ،R١ مقاومت�های با را ٢.۴ شکل در نشان�داده�شده الکتریکی مدار .٢.٢.۴ مثال
بگیرید. نظر در مفروض e٢ و e١ ولتاژ منابع و L٣ و L٢ ،L١ سیم�پیچ�های

٢.٢.۴ مثال الکتریکی مدار :٢.۴ شکل

نوشت. را زیر معادلات می�توان الکتریکی مدارهای برای کیرشهف قانون از استفاده با
e١ = R١i١ + L١

dβi١
dtβ

+R٣i٣ + L٣
dβi٣
dtβ

,

e٢ = R٢i٢ + L٢
dβi٢
dtβ

+R٣i٣ + L٣
dβi٣
dtβ

,

i١ + i٢ − i٣ = ٠.
(٩.۴)

شوند: نوشته زیر به�شکل می�توانند (٩.۴) معادلات
L١ ٠ L٣
٠ L٢ L٣
٠ ٠ ٠

 dβ

dtβ


i١
i٢
i٣

 =


−R١ ٠ −R٣
٠ −R٢ −R٣
١ ١ −١



i١
i٢
i٣

+


١ ٠
٠ ١
٠ ٠


e١
e٢

 , (١٠.۴)

که

E =


L١ ٠ L٣
٠ L٢ L٣
٠ ٠ ٠

 , A =


−R١ ٠ −R٣
٠ −R٢ −R٣
١ ١ −١

 , B =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠

 . (١١.۴)



توسیع�یافته کسری سیستم�های ٩٨
است منظم (E,A) مدادی زوج اما .det(E) = ٠ چون است منفرد E ماتریس که کنید توجه

معادله چون

det(Esβ −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L١sβ +R١ ٠ L٣sβ +R٣

٠ L٢sβ +R٢ L٣sβ +R٣
−١ −١ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = [L١(L٢ + L٣) + L٢L٣]s٢β

+[(L٢ + L٣)R١ + (L١ + L٣)R٢ + (L١ + L٢)R٣]sβ +R١(R٢ +R٣) +R٢R٣,
(١٢.۴)

خطی سیستم یک (٩.۴) الکتریکی مدار بنابراین است. sβ به نسبت جواب یک حداقل دارای
است. منظم مدادی زوج با توسیع�یافته کسری

بهسیستم�های تبدیلسیستم�هایکسریتوسیع�یافته ٣.۴
شوفل الگوریتم با استاندارد

است. شده استفاده [۵٧] مرجع از ٣.۴ بخش مطالب تمام برای
(٢.۴آ) در (۴.۴) جایگذاری با بگیرید. نظر در را (٢.۴آ) توسیع�یافته کسری سیستم�های

داریم:
Exi+١ = Aαxi − Ec٢xi−١ − · · · − Ecix١ − Eci+١x٠ +Bui, (١٣.۴)

و Aα = A+ Eα ،i ∈ Z که
cj = (−١)j

α

j

 , j = ٠, ١, . . . , i+ ١. (١۴.۴)

برقرار (٣.۴) ) باشد منظم (٢.۴آ) توسیع�یافته کسری سیستم مدادی زوج اگر .١.٣.۴ قضیه
معادل استاندارد به�شکل شوفل الگوریتم از استفاده با می�تواند سیستم آن�گاه باشد)،

xi+١ = Āixi + Āi−١xi−١ + · · ·+ Ā٠x٠ + B̄٠ui + B̄iui+١ + · · ·+ B̄qui+q, (١۵.۴)
که شود تبدیل

Āk ∈ Rn×n
+ , k = ٠, ١, . . . , i, B̄j ∈ Rn×m

+ , j = ٠, ١, . . . , q, (١۶.۴)
است. شوفل شاخص q و

منظم صورت روی ۴.١.١ ملاحظه در مقدماتی سطری اعمال انجام با ]برهان.
E Aα −Ec٢ . . . −Eci+١ B

]
, (١٧.۴)

داریم: (١٣.۴) روی معادل به�طور یا E١و Aα١ −E١c٢ . . . −E١ci+١ B١
٠ Aα٢ ٠ . . . ٠ B٢

 , (١٨.۴)



شوفل الگوریتم با استاندارد سیستم�های به توسیع�یافته کسری سیستم�های ٩٩تبدیل
یا

E١xi+١ = Aα١xi − E١c٢xi−١ −E١c٣xi−٢ − · · · − E١ci+١x٠ +B١ui, (١٩.۴)
٠ = Aα٢xi +B٢ui. (٢٠.۴)

می�آوریم: به�دست i به�جای (٢٠.۴) در i+ ١ جایگذاری با
−Aα٢xi+١ = B٢ui+١. (٢١.۴)

شوند: نوشته زیر به�صورت می�توانند (٢١.۴) و (١٩.۴) معادلات E١
−Aα٢

xi+١ =
Aα١
٠

xi+

−E١c٢
٠

xi−١+ · · ·+

−E١ci+١
٠

x٠+
B١
٠
ui+

 ٠
B٢

ui+١.

(٢٢.۴)
منظم� صورت E١ Aα١ −E١c٢ . . . −E١ci+١ B١ ٠

−Aα٢ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ B٢

 , (٢٣.۴)

آن�گاه باشد، نامنفرد
 E١
−Aα٢

ماتریس اگر آید. به�دست (١٧.۴) از شوفل یک انجام با می�تواند
استاندارد سیستم (٢٢.۴) معادله کردن حل با

xi+١ =
 E١
−Aα٢

−١
(

Aα١
٠

xi+

−E١c٢
٠

xi−١+· · ·+

−E١ci+١
٠

x٠+
B١
٠
ui+

 ٠
B٢

ui+١),

(٢۴.۴)
می�آوریم. به�دست را

به�دست (٢٣.۴) روی مقدماتی سطری اعمال انجام با آن�گاه باشد، منفرد ماتریس اگر
E٢می�آوریم: A′

α٢ −E٢c٢ . . . −E٢ci+١ B′٢ B۴
٠ Aα٣ ٠ . . . ٠ B٣ B۵

 , (٢۵.۴)

در i به�جای i + ١ جایگذاری با .rank(E٢) ≥ rank(E١) و دارد کامل سطری رتبه E٢ که
می�آوریم: به�دست ٠ = Aα٣xi +B٣ui +B۵ui+١

−Aα٣xi+١ = B٣ui+١ +B۵ui+٢. (٢۶.۴)
می�توانند (٢۶.۴) و E٢xi+١ = A′

α٢xi−E٢c٢xi−١−· · ·−E٢ci+١x٠+B′٢ui+B۴ui+١ معادلات
شوند: نوشته زیر به�صورت E٢

−Aα٣

xi+١ =
A′

α٢
٠

xi +

−E٢c٢
٠

xi−١ + · · ·+

−E٢ci+١
٠

x٠

+

B′٢
٠
ui +

B۴
B٣

ui+١ +
 ٠
B۵

ui+٢. (٢٧.۴)



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١٠٠
منظم� صورت E٢ A′

α٢ −E٢c٢ . . . −E٢ci+١ B′٢ B۴ ٠
−Aα٣ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ B٣ B۵

 , (٢٨.۴)

باشد، نامنفرد
 E٢
−Aα٣

 ماتریس اگر شود. آورده به�دست (٢۵.۴) از شوفل یک با می�تواند
(٢٨.۴) برای فرآیند تکرار به نیازی این�صورت در که آورد به�دست (٢٧.۴) از را xi+١ می�توانیم
و
 Eq

−Aα(q+١)

 نامنفرد ماتریس می�توان مرحله q از بعد باشد، منظم مدادی زوج اگر نیست.
آورد. به�دست را (١۵.۴) معادله

معادل استاندارد سیستم�های در جواب یافتن ١.٣.۴
روشتبدیلات ،(١۶.۴) و (١۵.۴) گسسته-زمانی استاندارد سیستمخطی از xiیافتنجواب برای

برد. خواهیم به�کار را Z
به�صورت و باشد xi از Z تبدیل ،Z[xi] کنید فرض

Z[xi] =

∞∑
i=٠

xiz
−i, (٢٩.۴)

به�این�که توجه با شود. تعریف

Z[xi−p] = z−pX(z ) + z−p
−p∑

j=−١
xjz

−j , p = ١,٢, . . . , (٣٠.۴آ)

Z[xi+p] = zpX(z )−
p−١∑
l=٠

xlz
p−l, p = ١,٢, . . . , (٣٠.۴ب)

داریم: (١۵.۴) معادله روی Z تبدیلات از استفاده با و
Z[xi+١] =

i∑
k=٠

Āi−kZ[xi−k] +

q∑
j=٠

B̄jZ[ui+j ], (٣١.۴)
و

zX(z )− zx٠ =
i∑

k=٠
Āi−kz

−kX(z ) +

q∑
j=٠

B̄jz
q
[
U(z )−

∑j−١
l=٠ ulz−l

]
, (٣٢.۴)

.xj = ٠, j = −١, . . . ,−k و U(z ) = Z[ui] که
می�آوریم به�دست X(z ) به نسبت آن حل و (٣٢.۴) در z−١ ضرب با

X(z ) =
[
In −

∑i
k=٠ Āi−kz

−(k+١)]−١ [x٠ +∑q
j=٠ B̄jz

q−١ [U(z )−
∑j−١

l=٠ ulz−l
]]

. (٣٣.۴)
بسط جایگذاری ]با

In −
∑i

k=٠ Āi−kz
−(k+١)]−١ = ∞∑

j=٠
Φjz

−j , (٣۴.۴)



شوفل الگوریتم با استاندارد سیستم�های به توسیع�یافته کسری سیستم�های ١٠١تبدیل
می�شود نتیجه (٣٣.۴) در

X(z ) =

∞∑
j=٠

Φjz
−j

[
x٠ +∑q

j=٠ B̄jz
q−١ [U(z )−

∑j−١
l=٠ ulz−l

]]
. (٣۵.۴)

داریم: وارون ماتریس تعریف از استفاده ]با
In −

∑i
k=٠ Āi−kz

−(k+١)] [∑∞
j=٠Φjz

−j
]
=

[∑∞
j=٠Φjz

−j
] [

In −
∑i

k=٠ Āi−kz
−(k+١)] = In.

(٣۶.۴)
،Φ٠ = In می�شود نتیجه (٣۶.۴) در z−k, k = ٠, ١, . . . از یکسان توان�های با ضرایب مقایسه با
k = ١,٢, . . . برای کلی به�طور و Φ٣ = ĀiΦ٢ + Āi−١Φ١ + Āi−٢ ،Φ٢ = ĀiΦ١ + Āi−١ ،Φ١ = Āi

داریم:
Φk =ĀiΦk−١ + Āi−١Φk−٢ + · · ·+ Āi−k+١Φ٠

=Φk−١Āi +Φk−٢Āi−١ + · · ·+Φ٠Āi−k+١.
(٣٧.۴)

مطلوب جواب ،(٣۵.۴) روی [۵٣] همگشت قضیه و Z تبدیلات وارون از استفاده با
xi = Φix٠ +

i−١∑
k=٠

Φi−k−١
[∑q

j=٠ B̄juj+k

]
, i ∈ Z+, (٣٨.۴)

است. شده اثبات زیر قضیه بنابراین می�آید. به�دست

(٣٧.۴) در Φk ماتریس�های که است (٣٨.۴) به�صورت (١۵.۴) معادله جواب .٢.٣.۴ قضیه
شده�اند. تعریف

ثابت هر برای اگر می�نامند مثبت را (٢.۴آ) گسسته-زمانی کسری سیستم .١.٣.۴ تعریف
.xi ∈ Rn

+ باشیم داشته ui ∈ Rm
+ , i ∈ Z+ ورودی�های تمام و x٠ ∈ Rn

+

ماتریس�های اگر تنها و اگر است مثبت (٢.۴آ) توسیع�یافته کسری سیستم .٣.٣.۴ قضیه
شرایط در (١۵.۴) معادل استاندارد سیستم

Āk ∈ Rn×n
+ , k = ٠, ١, . . . , i, B̄j ∈ Rn×m

+ , j = ٠, ١, . . . , q, (٣٩.۴)
باشند. برقرار

استاندارد سیستم و (٢.۴آ) توسیع�یافته کسری سیستم حالت بردار که است واضح برهان.
(٢.۴آ) توسیع�یافته کسری سیستم ،١.٣.۴ تعریف از استفاده با است. یکسان (١۵.۴) معادل
برقرار (٣٩.۴) شرایط اگر باشد. مثبت (١۵.۴) استاندارد سیستم اگر تنها و اگر است مثبت
شرط لزوم .xi ∈ Rn

+, i ∈ Z+ که می�شود نتیجه (٣٨.۴) از و ui ∈ Rm
+ ،x٠ ∈ Rn

+ باشند،
دلخواه ui ∈ Rm

+ , i ∈ Z+ و x٠ ∈ Rn
+ ثابت هر برای که می�شود نتیجه حقیقت این از (٣٩.۴)

.xi ∈ Rn
+ داریم



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١٠٢

واروندرزین با حلسیستم�هایکسریتوسیع�یافته ۴.۴
است. شده استفاده [۵۵] مرجع از ۴.۴ بخش مطالب تمام برای

(٢.۴آ) در (۴.۴) جایگذاری با بگیرید. نظر در را (٢.۴آ) توسیع�یافته کسری سیستم�های
داریم:

Exi+١ = Fxi −
i∑

j=٠
Ecj+١xi−j +Bui, i ∈ Z+, (۴٠.۴)

است. شده آورده (١۴.۴) در cj تعریف و F = A− Ec١ که
سمت از ضرب و det(Ec − F ) ̸= ٠ باشیم داشته c ∈ C یک حداقل برای این�که فرض با

می�آوریم به�دست (۴٠.۴) در [Ec− F ]−١ چپ
Ēxi+١ = F̄ xi −

i∑
j=٠

Ēcj+١xi−j + B̄ui, i ∈ Z+, (۴١.۴)

که
Ē = [Ec− F ]−١E, F̄ = [Ec− F ]−١F, B̄ = [Ec− F ]−١B. (۴٢.۴)

برقرار زیر معادلات در شده�اند، تعریف (۴٢.۴) در که F̄ و Ē ماتریس�های [٣٠ ،٨] .١.۴.۴ لم
هستند:

F̄ Ē = ĒF̄ , F̄DĒ = ĒF̄D, ĒDF̄ = F̄ ĒD, F̄DĒD = ĒDF̄D, (۴٣.۴آ)
null(F̄ )

∩
null(Ē) = {٠}, (۴٣.۴ب)

Ē = T

J ٠
٠ N

T−١, F̄ = T

A١ ٠
٠ A٢

T−١, ĒD = T

J−١ ٠
٠ ٠

T−١, (۴٣.۴ج)

det(T ) ̸= ٠, J ∈ Rn١×n١ N ∈ Rn٢×n٢ , A١ ∈ Rn١×n١ , A٢ ∈ Rn٢×n٢ ,

n١ + n٢ = n, (In − ĒĒD)F̄ F̄D = In − ĒĒD, (In − ĒĒD)(ĒF̄D)q = ٠, (۴٣.۴د)

است. پوچ�توان N و نامنفرد J که

حالت معادله جواب ١.۴.۴
و Ē ماتریس�های درزین وارون�های از استفاده با (٢.۴آ) حالت معادله جواب زیربخش، این در

می�شود. ارائه F̄



١٠٣ درزین وارون با توسیع�یافته کسری سیستم�های حل
به�صورت x٠ شدنی ابتدایی شرط با (۴١.۴) معادله جواب .١.۴.۴ قضیه
xi =(ĒDF̄ )iĒDĒx٠

+

i−١∑
k=٠

ĒD(ĒDF̄ )i−k−١[B̄uk −
k∑

j=١
Ēcj+١xk−j ]

+ (ĒĒD − In)

q−١∑
k=٠

(ĒF̄D)kF̄DB̄ui+k,

(۴۴.۴)

است. Ē شاخص q که است
می�آوریم به�دست (۴۴.۴) و (۴٣.۴) ،(٨.١) از استفاده با برهان.

Ēxi+١ =Ē(ĒDF̄ )i+١ĒDĒx٠ +
i∑

k=٠
ĒĒD(ĒDF̄ )i−k[B̄uk −

k∑
j=١

Ēcj+١xk−j+١]

+ Ē(ĒĒD − In)

q−١∑
k=٠

(ĒF̄D)kF̄DB̄ui+k+١

=F̄ (ĒDF̄ )iĒDĒx٠ +
i−١∑
k=٠

(ĒDF̄ )i−k[B̄uk −
k∑

j=١
Ēcj+١xk−j ]

+ (In − ĒĒD)

q−١∑
k=٠

(−F̄DĒ)kF̄ F̄DB̄ui+k,

(۴۵.۴)

و
F̄ xi =F̄ (ĒDF̄ )iĒDĒx٠ +

i−١∑
k=٠

F̄ ĒD(ĒDF̄ )i−k−١[B̄uk −
k∑

j=١
Ēcj+١xk−j ]

+ F̄ (ĒĒD − In)

q−١∑
k=٠

(ĒF̄D)kF̄DB̄ui+k.

(۴۶.۴)

بنابراین
Ēxi+١ − F̄ xi −

j∑
k=١

Ēck+١xi−k = B̄ui. (۴٧.۴)
است. برقرار (۴١.۴) معادله در (۴۴.۴) جواب پس،

داریم i = ٠ برای (۴۴.۴) از
x٠ = ĒDĒx٠ + (ĒĒD − In)

q−١∑
k=٠

(ĒF̄D)kF̄DB̄uk. (۴٨.۴)
حالت در است. شده آورده (۴٨.۴) در مفروض ui ورودی برای x٠ ابتدایی شرایط مجموعه
دارد یکتا جواب Ēxi+١ = Axi معادله بنابراین .x٠ = ĒDĒx٠ داریم ui = ٠, i ∈ Z+ که خاصی

است. موهومی قسمت نشان�دهنده�ی Im که x٠ ∈ Im(ĒĒD) اگر تنها و اگر
ماتریس�های و α = ٠٫ ۵ با (٢.۴آ) معادله برای xi جواب .١.۴.۴ مثال
E =

١ ٠
٠ ٠

 , A =

٠ ٠
١ −٢

 , B =

١
٢
 , (۴٩.۴)
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منظم (۴٩.۴) مدادی زوج بیابید. ui, i ∈ Z+ مفروض ورودی�های برای را شدنی شرایط و

چون است
det[Ez −A] =

∣∣∣∣∣∣ z ٠
−١ ٢

∣∣∣∣∣∣ = ٢z, F = A− Ec١ = A+ Eα =

α ٠
١ −٢

 , q = ١. (۵٠.۴)

به�شکل (۴٢.۴) ماتریس�های c = ١ برای
Ē = [Ec− F ]−١E =

١− α ٠
−١ ٢

−١ ١ ٠
٠ ٠

 =
١

١)٢− α)

٢ ٠
١ ٠

 =

٢ ٠
١ ٠

 ,

F̄ = [Ec− F ]−١F =

١− α ٠
−١ ٢

−١ α ٠
١ −٢

 =
١

١)٢− α)

٢α ٠
١ −١)٢− α)

 =

١ ٠
١ −١

 ,

B̄ = [Ec− F ]−١B =

١− α ٠
−١ ٢

−١ ١
٢
 =

١
١)٢− α)

 ٢
٣− ٢α

 =

٢
٢
 ,

(۵١.۴)
هستند.

می�آوریم به�دست (۵١.۴) و (۴٣.۴ج) از استفاده با
Ē = T−١

٢ ٠
٠ ٠

T, T =

١ ٠
١٢ ١

 , ĒD = T−١
 ١٢ ٠
٠ ٠

T =

 ١٢ ٠
− ١۴ ٠

 . (۵٢.۴)

که کنید توجه
det(F̄ ) =

∣∣∣∣∣∣١ ٠
١ −١

∣∣∣∣∣∣ = −١ ̸= ٠, F̄D = F̄−١ =
١ ٠
١ −١

 . (۵٣.۴)

این�که به توجه با
ĒDF̄ =

 ١٢ ٠
− ١۴ ٠

١ ٠
١ −١

 =

 ١٢ ٠
− ١۴ ٠

 , ĒĒD =

 ٢ ٠
−١ ٠

 ١٢ ٠
− ١۴ ٠

 =

 ١ ٠
− ١٢ ٠

 ,

(۵۴.۴)
می�آوریم به�دست (۴۴.۴) از استفاده با و

xi =

 ١٢ ٠
− ١۴ ٠

i  ١ ٠
− ١٢ ٠

x٠ +
i−١∑
k=٠

 ١٢ ٠
− ١۴ ٠

 ١٢ ٠
− ١۴ ٠

i−k−١

× {[

٢
٢
uk −

k∑
j=١

 ٢ ٠
−١ ٠

 cj+١xk−j ]}+

 ٠ ٠
− ١٢ −١

٢
٠
ui,

(۵۵.۴)

شده�اند. تعریف (١۴.۴) در α = ٠٫ ۵ برای cj ضرایب که
داریم i = ٠ برای (۵۵.۴) از

x٠ =
 ١ ٠
− ١٢ ٠

x٠ +
 ٠
−١

u٠. (۵۶.۴)

باشد. برقرار (۵۶.۴) در باید x٠ شدنی ابتدایی شرط مفروض، u٠ برای بنابراین
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وایراشتراوس تجزیه با حلسیستم�هایکسریتوسیع�یافته ۵.۴
است. شده استفاده [۵۴] مرجع از ۵.۴ بخش مطالب تمام برای

بگیرید. نظر در را (٢.۴آ) حالت معادله با توسیع�یافته کسری خطی سیستم�های
P,Q ∈ نامنفرد ماتریس�های آن�گاه باشند، برقرار ٢.١.۴ ملاحظه فرضیات اگر [٢٣] .١.۵.۴ لم

به�طوری�که دارند وجود Rn×n

PEQ =

In١ ٠
٠ N

 , PAQ =

A١ ٠
٠ In٢

 , (۵٧.۴)
،A١ ∈ Rn١×n١ ،( Nµ−١ ̸= ٠ و Nµ = ٠ (یعنی µ مشخصه با پوچ�توان ماتریسی N ∈ Rn٢×n٢ که

چندجمله�ای درجه n١
det(Es−A) = an١z

n١ + · · ·+ a١z + a٠, (۵٨.۴)
.n١ + n٢ = n و

است. شده آورده [٩۶] در Q و P ماتریس�های محاسبه برای روشی
بردار و x٠ ابتدایی مفروض شرایط با را (٢.۴آ) معادله از xi جواب ،١.۵.۴ لم از استفاده با

می�آوریم. به�دست ui, i ∈ Z+ ورودی

جواب یافتن ١.۵.۴
جدید حالت بردار معرفی و (٢.۴آ) معادله در چپ سمت از P ∈ Rn×n ماتریس ضرب با

x̄i =

x̄(١)i

x̄
(٢)
i

 = Q−١xi, x̄
(١)
i ∈ Rn١ , x̄

(٢)
i ∈ Rn٢ , i ∈ Z+, (۵٩.۴)

می�آوریم: به�دست
x̄i = PEQQ−١∆αxi+١ = PEQ∆αQ−١xi+١ = PAQQ−١xi + PBui (۶٠.۴)

داریم (۵٩.۴) و (۵٧.۴) از استفاده با آن از بعد In١و ٠
٠ N

∆α

x̄(١)i+١
x̄
(٢)
i+١

 =

A١ ٠
٠ In٢

x̄(١)i

x̄
(٢)
i

+

B١
B٢

ui, i ∈ Z+ (۶١.۴)
B١که

B٢

 = PB, B١ ∈ Rn١×m, B٢ ∈ Rn٢×m. (۶٢.۴)
می�شود نتیجه (۶١.۴) از ،(۴.۴) به توجه با

x̄
(١)
i+١ =−

i+١∑
k=١

(−١)k
α

k

 x̄
(١)
i−k+١ +A١x̄(١)i +B١ui

=A١αx̄(١)i +
i+١∑
k=٢

(−١)k−١
α

k

 x̄
(١)
i−k+١ +B١ui,

(۶٣.۴)
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و

N [x̄
(٢)
i+١ +

i+١∑
k=١

(−١)k
α

k

 x̄
(٢)
i−k+١] = x̄

(٢)
i +B٢ui, (۶۴.۴)

.A١α = A١ + In١α که
می�آید. به�دست زیر قضیه از استفاده با به�راحتی (۶٣.۴) معادله برای x̄(١)i جواب

رابطه با (۶٣.۴) معادله برای x̄(١)i جواب [۴٢] .١.۵.۴ قضیه

x̄
(١)
i = Φix̄

(١)٠ +
i−١∑
k=٠

Φi−k−١B١uk, i ∈ Z+, (۶۵.۴)

معادله به�وسیله�ی Φi ماتریس�های که می�آید به�دست

Φi+١ = ΦiA١α +
i+١∑
k=٢

(−١)k−١
α

k

Φi−k+١, Φ٠ = In١ , (۶۶.۴)

می�شوند. محاسبه

می�شود فرض ،N ̸= ٠ برای (۶۴.۴) معادله از x̄(٢)i جواب یافتن برای

N =



٠ ٠ . . . ٠ ٠
١ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ١ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ . . . ١ ٠


. (۶٧.۴)

به�صورت را (۶۴.۴) معادله می�توان (۶٧.۴) از استفاده با

٠ ٠ . . . ٠ ٠
١ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ١ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ . . . ١ ٠




∑i+١

j=(١−)٠j
α

j



x̄
(٢١)
i−j+١

x̄
(٢٢)
i−j+١...

x̄
(٢,n٢)
i−j+١



 =


x̄
(٢١)
i

x̄
(٢٢)
i...

x̄
(٢,n٢)
i

+


B٢١
B٢٢...
B٢,n٢

ui, i ∈ Z+,

(۶٨.۴)



١٠٧ وایراشتراوس تجزیه با توسیع�یافته کسری سیستم�های حل
داریم: (۶٨.۴) نوشت.از

x̄
(٢١)
i = −B٢١ui,

x̄
(٢٢)
i =

i+١∑
j=٠

(−١)j
α

j

 x̄
(٢١)
i−j+١ −B٢٢ui = −

i+١∑
j=٠

(−١)j
α

j

B٢١ui−j+١ −B٢٢ui,

x̄
(٢٣)
i =

i+١∑
j=٠

(−١)j
α

j

 x̄
(٢٢)
i−j+١ −B٢٣ui

= −
i+١∑
j=٠

(−١)j
α

j

 i−j+٢∑
k=٠

(−١)k
α

k

B٢١ui−j−k+٢

−
i+١∑
j=٠

(−١)j
α

j

B٢٢ui−j+١ −B٢٣ui,

...
x̄
(٢,n٢)
i =

i+١∑
j=٠

(−١)j
α

j

 x̄
(٢,n١−٢)
i−j+١ −B٢,n٢ui.

(۶٩.۴)
می�شود نتیجه (۶۴.۴) از آن�گاه ،N = ٠ اگر

x̄
(٢)
i = −B٢ui. (٧٠.۴)

برای به�راحتی می�تواند روش این
N = blckdiag

[
N١ N٢ . . . Nh

]
, (٧١.۴)

.∑h
k=١ nk = n٢ و است (۶٧.۴) به�شکل Nk ∈ Rnk که شود داده بسط

به�شکل N ماتریس اگر

N̄ =



٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ . . . ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . ١
٠ ٠ ٠ . . . ٠


, (٧٢.۴)

بود. خواهند مشابه به�طور فرضیات باشد،
هستند مرتبط هم با N = SN̄S به�وسیله� (٧٢.۴) و (۶٧.۴) ماتریس�های که کنید توجه

که

S =


٠ ٠ . . . ٠ ١
٠ ٠ . . . ١ ٠
... ... · · ·

... ...
١ ٠ . . . ٠ ٠

 .
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به�صورت (۵٩.۴) از استفاده با را (٢.۴آ) معادله مطلوب جواب می�توان x̄٢i و x̄١i داشتن با

xi = Q

x̄(١)i

x̄
(٢)
i

 , i ∈ Z+, (٧٣.۴)

آورد. به�دست

ماتریس�های با (٢.۴آ) توسیع�یافته کسری سیستم برای را xi جواب .١.۵.۴ مثال

E =


−١ −١ −١
٢ ۴ ٢
١ ۴ ١

 , A =


٠٫ ٨ ١٫ ٧ ٢٫ ٨
٠٫ ۴ ٠٫ ٨ ١٫ ۴
٢٫ ٢ ۴٫ ۶ ٢٫ ٢

 , B =


١
٠
−١

 , (٧۴.۴)

آورید. به�دست x٠ =
[١ ٢ −١]T و ui = u, i ∈ Z+ ،α = ٠٫ ۵

ماتریس�های در (E,A) بودن منظم و det(E) = ٠ فرضیات که کرد بررسی می�توان به�راحتی
به�شکل Q و P ماتریس�های حالتی چنین در هستند. برقرار (٧۴.۴)

P =
١
١١


١ −٢ ۵
−٢ ۴ ١
۴ ٣ −٢

 , Q =


−٢ ١ −١
١ ٠ ٠
٠ ٠ ١

 , (٧۵.۴)

و می�شوند In١محاسبه ٠
٠ N

 = PEQ =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 ,

A١ ٠
٠ In٢

 = PAQ =


٠٫ ١ ١ ٠
٠ ٠٫ ٢ ٠
٠ ٠ ١

 ,

PB =

B١
B٢

 =
١
١١


−۴
−٣
۶

 , A١α = A١ + In١α =

٠٫ ۶ ١
٠ ٠٫ ٧

 , n١ = ٢, n٢ = ١.

به�شکل�های (۶۴.۴) و (۶٣.۴) معادلات
x̄
(١)
i+١ =

٠٫ ۶ ١
٠ ٠٫ ٧

 x̄
(١)
i +

i+١∑
k=٢

(−١)k−١
٠٫ ۵

k

 x̄
(١)
i−k+١ −

١
١١

۴
٣
ui, i ∈ Z+, (٧۶.۴)

و
x̄
(٢)
i = −B٢ui = − ۶

١١ui, i ∈ Z+, (٧٧.۴)
بود. خواهند

به�صورت (٧۶.۴) معادله از x̄١i جواب�
x̄
(١)
i = Φix̄

(١)٠ +

i−١∑
k=٠

Φi−k−١B١uk, i ∈ Z+, (٧٨.۴)
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که می�آید به�دست

Φ٠ =
١ ٠
٠ ١

 , Φ١ = A١α =

٠٫ ۶ ١
٠ ٠٫ ٧

 ,

Φ٢ = A٢١α − In١
α(α− ١)

٢! =

٠٫ ۴٨۵ ١٫ ٣٠٠
٠ ٠٫ ۶١۵

 , . . .

(٧٩.۴)

و

x̄٠ = Q−١x٠ =


٠ ١ ٠
١ ٢ ١
٠ ٠ ١



١
٢
−١

 =


٢
۴
−١

 , x̄
(١)٠ =

٢
۴
 , x̄

(٢)٠ =
[
−١] . (٨٠.۴)

به�صورت (٧٣.۴) به�وسیله توسیع�یافته کسری سیستم مطلوب جواب

xi = Qx̄i =


−٢ ١ −١
١ ٠ ٠
٠ ٠ ١


x̄(١)i

x̄
(٢)
i

 , (٨١.۴)

می�شوند. تعیین (٧٧.۴) و (۶۵.۴) توسط به�ترتیب x̄٢i و x̄١i که می�آید به�دست

روشکاکزورک با حلسیستم�هایکسریتوسیع�یافته ۶.۴
است. شده استفاده [۶٢] مرجع از بخش این مطالب تمام برای

مسئله فرمول�بندی ١.۶.۴
با بگیرید. نظر در را (١١.١) و (۴.۴) تعاریف و (٢.۴آ) توسیع�یافته کسری خطی سیستم

داریم (٢.۴آ) در (۴.۴) جایگذاری
Exi+١ = Aαxi +

i+١∑
j=١

c⋆jExi−j+١ +Bui, i ∈ Z+, (٨٢.۴)

که
Aα = A+ αE, c⋆j = (−١)j

 α

j + ١
 . (٨٣.۴)

عدد با j که می�شود فرض عملی مسائل در .rank(B) = m و rank(E) = r < n می�شود فرض
به�شکل را (٨٢.۴) معادله می�توان پس است. شده کراندار h = k + ١ > n طبیعی

ĒXi+١ = ĀXi + B̄Ui, (٨۴.۴)



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١١٠
که نوشت

Ā =



Aα c١E c٢E . . . ch−١E chE

In ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ In ٠ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . In ٠


∈ Rn̄×n̄, B̄ =



B

٠
٠
...
٠


∈ Rn̄×m,

Ē =



E ٠ ٠ . . . ٠
٠ In ٠ . . . ٠
٠ ٠ In . . . ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . In


∈ Rn̄×n̄, Xi =



xi

xi−١
xi−٢...
xi−h


∈ Rn̄, n̄ = n(h+ ١), i ∈ Z+.

(٨۵.۴)
حالت پس�خورد قانون با را (٢.۴آ) سیستم

Ui = K١Xi+١ +K٢Xi, (٨۶.۴)
نیاز مورد ماتریس�های K١,K٢ ∈ Rm×n̄ و جدید ورودی بردار Ui ∈ Rm که بگیرید نظر در

معادله (٨۴.۴) در (٨۶.۴) جایگذاری با هستند.
(Ē − B̄K١)Xi+١ = (Ā+ B̄K٢)Xi, (٨٧.۴)

شود: بیان زیر به�صورت می�تواند مسئله پس می�آید. به�دست
مقادیر بسته حلقه سیستم که بیابید چنان K٢را K١و مفروضاست، α ∈ (٠, ١) و B ،A ،E

باشد. دارا |zk| < ١, k = ١, . . . , n شرط با را zk, . . . , z٢, z١ مطلوب ویژه

مسئله حل ٢.۶.۴
می�شود. حل زیر مرحله دو با فرآیندی از استفاده با مسئله

.Ē − B̄K١ = In̄ باشیم داشته که بیابید چنان را K١ (١ (زیرمسئله .١ مرحله •
دلخواه ویژه مقادیر دارای Ā + B̄K٢ که بیابید چنان را K٢ (٢ (زیرمسئله .٢ مرحله •

باشد.
[۶] اگر تنها و اگر است جواب دارای اول زیرمسئله

rank(Ē|B̄) = n̄, rank(B̄) = m. (٨٨.۴)
معادله آن�گاه باشند، برقرار (٨٨.۴) شرایط اگر .١.۶.۴ قضیه

Ē − B̄K١ = In̄, (٨٩.۴)



١١١ کاکزورک روش با توسیع�یافته کسری سیستم�های حل
به�صورت جوابی دارای

K١ = {[B̄T B̄]−١B̄T + F [In̄ − B̄[B̄T B̄]−١B̄T ]}(Ē − In̄), (٩٠.۴)
است. دلخواه ماتریس یک F که است

داریم (٨٩.۴) از برهان.
B̄K١ = Ē − In̄. (٩١.۴)

[٣١] رابطه با که B̄ ماتریس چپ شبه�معکوس آن�گاه باشند، برقرار (٩٨.۴) شرایط اگر
B̄L = [B̄T B̄]−١B̄T + F [In̄ − B̄[B̄T B̄]−١B̄T ], (٩٢.۴)

و داشت خواهد وجود می�شود تعریف
K١ = B̄L(Ē − In̄) = {[B̄T B̄]−١B̄T + F [In̄ − B̄[B̄T B̄]−١B̄T ]}(Ē − In̄), (٩٣.۴)

است. (٩٠.۴) با معادل
داریم: F = ٠ که خاصی حالت در .١.۶.۴ ملاحظه

K١ = [B̄T B̄]−١B̄T (Ē − In̄) =
[
[B̄T B̄]−١B̄T (Ē − In) ٠ . . . ٠] , (٩۴.۴)

بنابراین و
K١Xi+١ = [B̄T B̄]−١B̄T (Ē − In̄)xi+١. (٩۵.۴)

داریم: پس شد. خواهد حل (٨٧.۴) در (٩٠.۴) جایگذاری با دوم زیرمسئله�ی�
Xi+١ = (Ā+ B̄K٢)Xi. (٩۶.۴)

ویژه مقادیر دارای Ā+ B̄K٢ ماتریس به�طوری�که دارد وجود K٢ ماتریس [٣٠] .٢.۶.۴ قضیه
باشد. کنترل�پذیر (B̄, Ā) زوج اگر تنها و اگر باشد k = ١, . . . , n̄ ،λk مطلوب

نمایش ساده�کردن برای شود. استفاده می�تواند [٣٠] روش�های از یکی مسئله، حل برای
،[٣٠] بنابر می�گیریم. نظر در (B̄, Ā) کنترل�پذیر زوج با آن�را (٩۶.۴) تک�ورودی سیستم

ماتریس

P =


p١
p١Ā...

p١Ān̄−١

 , (٩٧.۴)

استاندارد به�شکل را (B̄, Ā) کنترل�پذیر زوج که دارد وجود

Ã = PĀP−١ =



٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ . . . ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . ١

−ã٠ −ã١ −ã٢ . . . −ãn̄−١


, B̃ = PB̄ =



٠
٠
...
٠
١


, (٩٨.۴)



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١١٢
ماتریس از ام n̄ سطر ،(٩٧.۴) در p١ بردار می�کند. ]تبدیل

B̄ ĀB̄ . . . Ān̄−١B̄
]−١ (٩٩.۴)

به�شکل Ã ماتریس مشخصه چندجمله�ای است.
det[In̄z − Ã] = zn̄ + ãn̄−١zn̄−١ + · · ·+ ã١z + ã٠, (١٠٠.۴)

به�شکل Ã+ B̃K٢ ماتریس مشخصه چندجمله�ای و
det[In̄z − Ã− B̃K٢] = zn̄ + d̃n̄−١zn̄−١ + · · ·+ d̃١z + d̃٠, (١٠١.۴)

به�صورت است برقرار (١٠١.۴) در که ماتریسی است.
K٢ =

[
−d̃٠ − ã٠ −d̃١ − ã١ . . . −d̃n̄−١ − ãn̄−١

]
, (١٠٢.۴)

شود داده بسط چندورودی سیستم�های برای به�راحتی می�تواند فرضیات می�شود. محاسبه
[٣٠]

داریم. را زیر فرآیند بالا، مطالب از استفاده با

که Ē و B̄ ،Ā ماتریس�های و کنید انتخاب را h > n ،α و E ،B ،A دانستن با .١ مرحله •
آورید. به�دست را شده�اند تعریف (٨۵.۴) در

(٩٠.۴) در که K١را ،B̄ و Ē از استفاده سپسبا کنید، بررسی را (٨٨.۴) شرط .٢ مرحله •
B̄ ماتریس�های می�توان ،F = ٠ که خاصی حالت در کنید. محاسبه را است شده تعریف

نمود. استفاده را ببینید) را (٩۴.۴) ) Ē و

که بیابید چنان را K٢ ،B̄ و Ā ،[٣٠] آشنای روش�های از یکی از استفاده با .٣ مرحله •
باشد. re(λk) < ٠ که λk, k = ١, . . . , n̄ مطلوب ویژه مقادیر دارای Ā + B̄K٢ ماتریس

شود. استفاده می�تواند شد ارائه بالا در که تک�ورودی سیستم�های برای روشی

ماتریس�های با را (٢.۴آ) گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری خطی سیستم .١.۶.۴ مثال

E =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 , A =


٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
١ ٠ ٠

 , B =


٠
٠
١

 , (١٠٣.۴)

ویژه مقادیر دارای بسته حلقه سیستم که بیابید چنان را K٢ و K١ بگیرید. نظر در α = ٠٫ ۵ و
داریم. را زیر نتایج فوق فرآیند از استفاده با باشد. λk = ٠, k = ١, . . . ,٩



١١٣ کاکزورک روش با توسیع�یافته کسری سیستم�های حل
داریم: (٨۵.۴) و h = ٢ انتخاب با .١ مرحله

Ā =



٠٫ ۵ ١ ٠ ٠٫ ١٢۵ ٠ ٠ ٠٫ ٠۶٢۵ ٠ ٠
٠ ٠٫ ۵ ١ ٠ ٠٫ ١٢۵ ٠ ٠ ٠٫ ٠۶٢۵ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



,

Ē =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



, B̄ =



٠
٠
١
٠
٠
٠
٠
٠
٠



.

(١٠۴.۴)

F = وقتی (٩٠.۴) در (١٠۴.۴) از استفاده با هستند. برقرار (٨٨.۴) شرایط .٢ مرحله
می�آوریم: به�دست را اول محاسبه مورد ماتریس ،[١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠]

K١ =
[٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠] .

.Ē − B̄K١ = I٩ که کرد بررسی می�توان به�راحتی



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١١۴
ماتریس تک�ورودی، سیستم�های برای ارائه�شده الگوریتم از استفاده با .٣ مرحله

[
B̄ ĀB̄ . . . Ān̄−١B̄

]
=

٠ ٠ ١ −١ ٠ −٠٫ ۵ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١ ٠ −٠٫ ۵

−١٣٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠ ۵٫ ۵ ١٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٢٫ ۴ ٣٫ ١ ۵٫ ۴
۵۴ ۵٢ ٠ −۴٨ −٩۶ −۵٢ ٣٫ ٣ ٢٢٫ ٧ ٩٫ ٢
٨٢ ٣٧٠ ٠ −٢ −٢۴٨ −٣٧٠ −۴٩٫ ٣ −١٠۴٫ ٨ −٢٩٫ ٢

−۶٨٨ −١۶۵۶ ٠ ٣٧۶١ ١٧٧۶ ١۶۵۶ ١١۴ ٨۴ −١٧۴
٣٨۴ ١٠۵۶ ٠ −١۶٠ −٩٨۴ −١٠۵۶ −١٠۴ −١۵۶ ٢۴

−١٠٢۴ −٢٣۶٨ ٠ ۵٧۶١ ٢۵۶٠ ٢٣۶٨ ١۶٠ ١١٢ ٢٢۴
۶۴٠ ١۴٠٨ ٠ −٣٨۴ −١۶٠٠ −١۴٠٨ −٨٠ −١۶ ١٧۶



,

به�شکل بردار می�کنیم. محاسبه را

[۶۴٠ ١۴٠٨ ٠ −٣٨۴ −١۶٠٠ −١۴٠٨ −٨٠ −١۶ ١٧۶] , (١٠۵.۴)

ماتریس (٩٧.۴) از استفاده با است.

P =



۶۴٠ ١۴٠٨ ٠ −٣٨۴ −١۶٠٠ −١۴٠٨ −٨٠ −١۶ ١٧۶
−۶۴ −٢۵۶ ٠ ٠ ١۶٠ ٢۵۶ ۴٠ −٨٨ ۴٠
−٣٢ −٣٢ ٠ ٣٢ ۵۶ ٣٢ −۴ −١۶ −۴
١۶ ٨ ٠ −٨ −٢٠ −٨ −٢ −٢ −٢
٠ ٠ ٠ ٠ −١ ٠ ١ ٠٫ ۵ ١
٠ −١ ٠ ١ ٠٫ ۵ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ −٠٫ ١ ٠ ٠ −٠٫ ١ ٠
٠٫ ۵ ٠٫ ٩ ٠ ٠٫ ١ −٠٫ ١ ٠٫ ١ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ١
٠٫ ۴ ٠٫ ٩ ١ ٠٫ ١ ٠٫ ١ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ١ ٠



,



مقادیر تخصیص با توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و ١١۵پایدارسازی ویژه
ببینید) را (٩٨.۴) ) استاندارد به�شکل را (B̄, Ā) زوج که می�کنیم محاسبه را

Ã =



٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ −٠٫ ٠٠٢ −٠٫ ٠١١٧ −٠٫ ٠٢٣۴ −٠٫ ٠٧٨١ ١٫ ١٢۵ −٠٫ ۵ ١٫ ۵



,

B̃ =
[٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١]T .

می�آوریم: به�دست را محاسبه مورد ماتریس دومین (١٠٢.۴) از استفاده با می�کند. تبدیل
K٢ =

[٠ ٠ −٠٫ ٠٠٢ −٠٫ ٠١١٧ −٠٫ ٠٢٣۴ −٠٫ ٠٧٨١ ١٫ ١٢۵ −٠٫ ۵ ١٫ ۵] .
به�صورت بسته حلقه سیستم ماتریس

Ã+ B̃K٢ =



٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠



,

است. λk = ٠, k = ١, . . . ,٩ مطلوب ویژه مقادیر دارای و می�آید به�دست

کسری سیستم�های در جواب یافتن و پایدارسازی ٧.۴
ویژه تخصیصمقادیر با توسیع�یافته

،D = ٠ که بگیرید نظر در را (٢.۴) گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری خطی سیستم�های
.rank(C) = r ،rank(B) = m ،١ ≤ m ≤ n

پایدار مجانبی به�طور را (٢.۴) گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری سیستم [٣٨] تعریف۴.١.٧.
.limi→∞ xi = ٠ باشیم داشته ui = ٠ و x٠ ∈ Rn هر برای اگر تنها و اگر می�نامند



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١١۶
داریم (٢.۴) در (۴.۴) جایگذاری با

E

xi+١ +
∑i+١

j=(١−)١j
α

j

xi−j+١
 = Axi +Bui, (١٠۶.۴آ)

yi = Cxi. (١٠۶.۴ب)
به�طور (٨٣.۴) در تعریف�شده c⋆j ضرایب که می�شود نتیجه ۴.١.١ لم و (۴.۴) به توجه با
عملی مسائل در هستند. مثبت ٠ < α < ١ برای و یابد افزایش j وقتی�که می�یابند کاهش قوی

داریم (١٠۶.۴) در جایگذاری با و می�گیریم نظر در کراندار h طبیعی عدد با را j
Exi+١ = Aαxi +

h∑
j=١

c⋆jExi−j +Bui, (١٠٧.۴آ)

yi = Cxi, (١٠٧.۴ب)
است. شده تعریف (٨٣.۴) در Aα که

جدید حالت بردار تعریف با

Xi =



xi

xi−١
xi−٢...
xi−h


∈ Rn̄, (١٠٨.۴)

به�شکل را (١٠٧.۴) معادله می�توان
ĒXi+١ = ĀXi + B̄Ui, (١٠٩.۴آ)

Yi = C̄Xi, (١٠٩.۴ب)
و شده�اند تعریف (٨۵.۴) در Ē و B̄ Ā که نوشت

C̄ =
[
C ٠ ٠ . . . ٠] ∈ Rr×n̄, Yi =



yi

yi−١
yi−٢...
yi−h


∈ Rr, (١١٠.۴)

(٨۵.۴) و E ماتریس بودن منفرد دلیل به Ē ماتریس همچنین است. ورودی بردار Ui ∈ Rm و
است. منفرد

پایدار عملی به�طور (٢.۴) گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری سیستم [۵٠] .٢.٧.۴ تعریف
سیستم معادل به�طور یا (١٠٧.۴) تأخیر با توسیع�یافته سیستم اگر تنها و اگر می�شود نامیده

باشد. پایدار مجانبی به�طور (١٠٩.۴) استاندارد



مقادیر تخصیص با توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و ١١٧پایدارسازی ویژه
یا گزاره�ای و پیشرو حالت یا پیشرو حالت پس�خورد یافتن ویژه، مقادیر تخصیص از هدف
سیستم از بسته حلقه سیستم که به�گونه�ای است گزاره�ای و پیشرو خروجی یا و پیشرو خروجی
۴.٧.۴ و ١.٧.۴ زیربخش�های در باشد. واحد دایره داخل و مطلوب ویژه مقادیر دارای (١٠٩.۴)
حل و پایدارسازی برای پیشرو خروجی و پیشرو حالت پس�خورد از استفاده که می�دهیم نشان

نیست. امکان�پذیر توسیع�یافته کسری سیستم�های کردن

و تشابهی تبدیلات از استفاده با جواب یافتن و پایدارسازی ١.٧.۴
پیشرو حالت پس�خورد

پیشرو حالت پس�خورد قانون با را (١٠٩.۴آ) سیستم
Ui = K ′

fXi+١, (١١١.۴)
فرضیات اگر بگیرید. نظر در

I)rank(Ē|B̄) = n, II)rank(Ā) = n, III)rank(B̄) = m, (١١٢.۴)
[۵] به�طوری�که دارد وجود K ′

f حالت پس�خورد ماتریس باشند، برقرار
rank(Ē − B̄K ′

f ) = n̄. (١١٣.۴)
به�صورت (١٠٩.۴آ) در (١١١.۴) جایگذاری با و (١١٣.۴) برقراری فرض با

ĒXi+١ = ĀXi + B̄K ′
fXi+١ ⇒ (Ē − B̄K ′

f )Xi+١ = ĀXi,

بسته حلقه استاندارد سیستم
Xi+١ = (Ē − B̄K ′

f )
−١ĀXi, (١١۴.۴)

داریم. را
است پایدار مجانبی به�طور (١١۴.۴) گسسته-زمانی استاندارد خطی سیستم [١٩] .١.٧.۴ قضیه

باشند. واحد دایره داخل در (Ē − B̄K ′
f )

−١Ā ویژه مقادیر اگر تنها و اگر
باز حلقه ماتریس�های است ممکن که کردید مشاهده ٣ فصل از بخش٣.۶ در .١.٧.۴ ملاحظه
باشند. منفرد گسسته-زمانی توسیع�یافته سیستم�های از تبدیل�شده استاندارد سیستم�های در
در اما شد. استفاده مشکل این رفع برای گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خوردهای از بنابراین
سیستم�های از تبدیل�شده استاندارد سیستم�های در باز حلقه ماتریس تعریف بنابر فصل، این
سطر n شامل ماتریس زیرا است منفرد همواره ماتریس این (١٠٩.۴آ) در توسیع�یافته کسری
است. منفرد E چون می�افتد اتفاق مطلب این و است منفرد ،chE یعنی آخر، ستون n و اول
در جواب یافتن و پایدارسازی برای پیشرو حالت پس�خورد و تشابهی تبدیلات روش از پس

نمود. استفاده نمی�توان توسیع�یافته کسری سیستم�های



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١١٨

و تشابهی تبدیلات از استفاده با جواب یافتن و پایدارسازی ٢.٧.۴
گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد

گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد قانون با را (١٠٩.۴آ) سیستم
Ui = KfXi+١ +KpXi, (١١۵.۴)

فرضیات اگر بگیرید. نظر در
I)rank(Ē|B̄) = n, II)rank(B̄) = m, (١١۶.۴)

[۵] به�طوری�که دارد وجود Kf حالت پس�خورد ماتریس باشند، برقرار
rank(Ē − B̄Kf ) = n̄. (١١٧.۴)

به�صورت (١٠٩.۴آ) در (١١۵.۴) جایگذاری با و (١١٧.۴) برقراری فرض با
ĒXi+١ = ĀXi + B̄KfXi+١ + B̄KpXi ⇒ (Ē − B̄Kf )Xi+١ = (Ā+ B̄Kp)Xi,

بسته حلقه استاندارد سیستم
Xi+١ = (Ē − B̄Kf )

−١(Ā+ B̄Kp)Xi, (١١٨.۴)
داریم. را

است پایدار مجانبی به�طور (١١٨.۴) گسسته-زمانی استاندارد خطی سیستم [١٩] .٢.٧.۴ قضیه
باشند. واحد دایره داخل در (Ē − B̄Kf )

−١(Ā+ B̄Kp) ویژه مقادیر اگر تنها و اگر
با را Kp گزاره�ای حالت پس�خورد ابتدا ،(١١۵.۴) در Kf و Kp پس�خوردهای محاسبه برای

سیستم روی تشابهی تبدیلات روش از ١+giاستفاده = Āgi + B̄vi,

vi = Kpgi,
(١١٩.۴)

سیستم این به را Ω = {µ١, . . . , µn̄} مطلوب ناصفر ویژه مقادیر به�طوری�که می�آوریم به�دست
دهد. اختصاص

روی تشابهی تبدیلات روش همان از استفاده با را Kf پیشرو حالت پس�خورد سپس،
L−١ = یعنی (١٠٩.۴آ)، سیستم برای مطلوب ویژه مقادیر وارون اختصاص با (١٢١.۴) سیستم

ببینید. را ٣.٧.۴ قضیه مطلب این بهتر درک برای می�آوریم. به�دست ،{λ−١١ , . . . , λ−١
n̄ }

به�صورت را M و N ماتریس�های .٣.٧.۴ قضیه
N = (Ā+ B̄Kp)

−١Ē, M = −(Ā+ B̄Kp)
−١B̄, (١٢٠.۴)

باشد. کنترل�پذیر (M,N) زوج که می�کنیم تعریف به�گونه�ای را L ویژه مقادیر مجموعه و
L−١ = ویژه مقادیر که باشد پیشرویی حالت پس�خورد ماتریس Kf کنید فرض همچنین،

بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١
n̄ }zi+١ = Nzi +Mwi,

wi = Kfzi,
(١٢١.۴)



مقادیر تخصیص با توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و ١١٩پایدارسازی ویژه
سیستم ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn̄} آن�گاه .k = ١, . . . , n̄ و λk ̸= ٠ ،λk ∈ C تخصیصدهد،
(١١٧.۴) شرط استو (١١۵.۴) گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد قانون با (١٠٩.۴آ) کنترل�شده

است. برقرار
است. ٢.۶.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.

و h = ٢ ،α = ٠٫ ٨ با را (٢.۴آ) گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری سیستم .١.٧.۴ مثال
ماتریس�های

E =


١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
١ −٢ ٠

 , A =


٢ ٣ ١
١ −٢ −۴
٣ ١ −٣

 , B =


٢ ١ ٣
−٢ ٣ ١
١ ٢ −١

 , (١٢٢.۴)

به�صورت را L و Ω ویژه مقادیر مجموعه همچنین، بگیرید. نظر در
Ω = L = {٠٫ ١± ٠٫ ١i,±٠٫ ١i, ٠٫ ٢± ٠٫ ٢i, ٠٫ ١, ٠٫ ٢, ٠٫ ٣},

کنید. فرض
Kp گزاره�ای حالت ماتریسپس�خورد و (١١٩.۴) استانداردتبدیل�شده سیستم ماتریس�های

می�شوند: محاسبه زیر به�صورت

Ā =



٢٫ ٨ ٣ ١ ٠٫ ٨ ٠ ٠ −٠٫ ٠٣ ٠ ٠
١ −٠٫ ۴ −۴ ٠ ٠٫ ١۶ ٠ ٠ −٠٫ ٠۶ ٠
٣٫ ٨ −٠٫ ۶ −٣ ٠٫ ٠٨ −٠٫ ١۶ ٠ −٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠۶ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



,

Ē =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



, B̄ =



٢ ١ ٣
−٢ ٣ ١
١ ٢ −١
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠



,



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١٢٠

Kp =


−١٫ ١٢ −٠٫ ۴٧ −٠٫ ٢ −٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٨ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٣ ٠
−١٫ ١٧ ٠٫ ٢١ ١٫ ۴٩ −٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠۴ ٠ ٠ ٠
٠٫ ٣ −٠٫ ٧۴ −٠٫ ۶۶ ٠ −٠٫ ٠۵ ٠ ٠ ٠٫ ٠٢ ٠

 .

به�دست زیر به�صورت نیز Kf پیشرو پس�خورد ماتریس و (١٢١.۴) سیستم ماتریس�های
آمده�اند:

N =

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

٣٩٢٫ ۵٧ −٢۶١٫ ٧١ ٠ −١١٣٫ ۶٧ ٣١٫ ۶۴ −٩٫ ٣٧ ٨٫ ٧۴ −۶٫ ٢۴ ١٠
−٣۶٣٫ ٩٣ ١١٣١٫ ۵١ ٠ ٢١٫ ۴٨ −٩٢٫ ۵٧ ٧١٫ ٨٧ −۴٫ ۵٨ ١٣٫ ٧۴ −٣٫ ٣٣
٢۴٨٫ ۶٩ −٧٢١٫ ٣۵ ٠ −٣٫ ٩ ٣٠٫ ۴۶ −٨١٫ ٢۴ ٣٫ ٠٢ −١٫ ۵۶ ١٠٫ ٨٣



,

M = ١٠٣ ×



٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
−١ −٠٫ ٠۶ −١
١ −٠٫ ١٨ −٠٫ ٣٣

−٠٫ ۵ −٠٫ ١٢ ٠٫ ٣٣



,

Kf =


٠٫ ٢۵ −٠٫ ٧١ −٠٫ ٢۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠٫ ٢۵ −٠٫ ٣۴ −٠٫ ٢۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
−٠٫ ٢۵ ٠٫ ۵٩ ٠٫ ٢۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 .

می�دهد. نشان را صفر به ورودی و حالت بردارهای همگرایی ٣.۴ شکل

ویژهجزئی روشتخصیصمقادیر یافتنجواببا پایدارسازیو ٣.٧.۴
گزاره�ای و پیشرو حالت پس�خورد و

است. رسیده چاپ به [٨۴] مرجع در زیربخش این نتایج



مقادیر تخصیص با توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و ١٢١پایدارسازی ویژه

١.٧.۴ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :٣.۴ شکل

پایدارسازیسیستم�هایکسریتوسیع�یافته شد، داده توضیح زیربخش۴.١.٧ در که همان�طور
با معادل استاندارد سیستم باز حلقه ماتریس چون نیست امکان�پذیر پیشرو حالت پس�خورد با

است. منفرد همواره توسیع�یافته کسری سیستم
را (٢.۴آ) سیستم در ٢.۴.٢ بخش در جزئی ویژه مقادیر تخصیص روش با متناظر الگوریتم

می�کنیم. بیان زیر به�صورت پیشرو و گزاره�ای حالت پس�خوردهای محاسبه برای
داده�ها: ورودی

بسته مختلط زوج تحت که {µ١, . . . , µp} مجموعه E,A ∈ Rn×n, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m •
باشند.

گزاره�ای: حالت پس�خورد محاسبه
نمایید. محاسبه (٨۵.۴) از استفاده با را B̄ و Ā ،Ē ماتریس�های •

بخش در تشابهی تبدیلات روش از استفاده با (١١٩.۴) سیستم به را ناصفر ویژه مقادیر •
تخصیص الگوریتم همین بعدی مرحله با مشابه جزئی ویژه روشتخصیصمقادیر یا ٢.٢

دهید.
پیشرو: حالت پس�خورد محاسبه

نمایید. محاسبه (١٢٠.۴) از استفاده با را M و N ماتریس�های •
به�صورت آن چپ ویژه بردار و N باز حلقه ماتریس از {λ١, . . . , λp} نامطلوب ویژه مقادیر •

کنید. تعیین را Y = (y١, . . . , yn̄)



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١٢٢
دهید. تشکیل را Y١ = (y١, . . . , yp) و Λ١ = diag{λ١, . . . , λp} ماتریس�های •

روش�های از یکی از استفاده با (Y H١ M,Λ١) ماتریسی زوج به را {µ١, . . . , µp} ویژه مقادیر •
.Ω(Λ١ + Y H١ MK) = {µ١, . . . , µp} به�طوری�که دهید تخصیص ویژه مقادیر تخصیص

آورید. به�دست Kf = KY H١ از استفاده با را پیشرو حالت پس�خورد ماتریس •
ماتریس�های و h = ٢ ،α = ٠٫ ٣ با را (٢.۴آ) سیستم .٢.٧.۴ مثال

A =


٣ −٣ −۴
٣ ١ −١
۴ −١ ٠

 , B =


٢ −١
−١ ٢
١ ٢

 , E =


−۴ ١ ۵
٨ ٢ ٣
٠ ٠ ٠

 ,

بگیرید. نظر در
شده�اند: محاسبه زیر به�صورت (٨۵.۴) به�وسیله�ی Ē و B̄ ،Ā ماتریس�های

Ā =



١٫ ٨ −٢٫ ٧ −٢٫ ۵ −٠٫ ۴٢ ٠٫ ١ ٠٫ ۵٢ ٠٫ ٢٣ −٠٫ ٠۵ −٠٫ ٢٩
۵٫ ۴ ١٫ ۶ −٠٫ ١ ٠٫ ٨۴ ٠٫ ٢١ ٠٫ ٣١ −٠٫ ۴٧ −٠٫ ١١ −٠٫ ١٧
۴ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



,

B̄ =



٢ −١
−١ ٢
١ ٢
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠



, Ē =



−۴ ١ ۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٨ ٢ ٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



.

،(١١٩.۴) سیستم به {٠٫ ١, ٠٫ ١, ٠٫ ١, ٠٫ ١, ٠٫ ١, ٠٫ ١, ٠٫ ١, ٠٫ ١, ٠٫ ١} ویژه مقادیر تخصیص با
به�صورت گزاره�ای حالت پس�خورد ماتریس

Kp =

−٣٫ ٠٧ ٠٫ ۵٧ −٠٫ ۵ ٠٫ ۶٨ ٠٫ ٢١ ٠٫ ۴ −٠٫ ١٣ ٠ ٠٫ ٠۶
−٠٫ ۴۶ ٠٫ ۶ ١٫ ۵٣ −٠٫ ۶٩ −٠٫ ٢٩ −٠٫ ۶۵ ٠٫ ١۴ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٠٧

 ,



مقادیر تخصیص با توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و ١٢٣پایدارسازی ویژه
می�شود. محاسبه

شده�اند: محاسبه زیر به�صورت (١٢١.۴) سیستم از (M,N) ماتریسی زوج

N = ١٠٧ ×



٠ ٠ ٠ ٧−١٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٧−١٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٧−١٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٧−١٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٧−١٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٧−١٠

٠٫ ٠١ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ١٨ −٠٫ ٠١ ٠ −٠٫ ٠١ ٠ ٠ ٠
−٠٫ ١ −٠٫ ٣٧ −١٫ ١٨ ٠٫ ٠٧ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٩ ٠ ٠ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠٣ ٠٫ ١١ ٠٫ ٣۴ −٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٢ ٠ ٠ ٠



,

M = ١٠۶ ×



٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠

−٠٫ ٧۵ −٠٫ ٧٨
۴٫ ٩۵ ۵٫ ١۶
−١٫ ۴۶ −١٫ ۵٢



.

داریم:
Ω(N) = {٣۴٫ ۶± ۴٠٫ ١۴i,−٣٣٫ ۵٣,٢۴٫ ٨١± ١٨i,۴٫ ٠٫−,٧٧ ٠۴± ٠٫ ٩٢i, ٠}.

به�صورت (Y H١ M,Λ١) ماتریسی زوج و p = ٣ بنابراین

Λ١ =


−٠٫ ٠۴− ٠٫ ٩٢i ٠ ٠

٠ −٠٫ ٠۴+ ٠٫ ٩٢i ٠
٠ ٠ ٠

 , Y H١ M =


٠٫ ٢۵− ٠٫ ٣٨i ٠٫ ۵٩− ٠٫ ۵i
٠٫ ٢۵+ ٠٫ ٣٨ ٠٫ ۵٩+ ٠٫ ۵i

−٠٫ ٣٣ −٠٫ ۶٧

 ,

ماتریس {−٠٫ ٠۴±٠٫ ٩٢i, به�جای{٠ {١٠± ١٠i, ١٠} ویژه مقادیر تخصیص با و می�آیند به�دست
به�صورت پیشرو حالت پس�خورد

Kf =

−٠٫ ۵٣ ٠٫ ٣١ ١٫ ٣٢ −٠٫ ٢٣ −٠٫ ١٣ −٠٫ ٣٢ ٠٫ ٠٧ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ١١
−٠٫ ٠٢ −٠٫ ١٣ −٠٫ ۴٢ ٠٫ ١ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ١٣ −٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠٢


می�دهد. نشان را صفر به ورودی و حالت بردارهای همگرایی ۴.۴ شکل می�شود. محاسبه



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١٢۴

٢.٧.۴ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :۴.۴ شکل

ویژه مقدار مسئله از استفاده با جواب یافتن و پایدارسازی ۴.٧.۴
پیشرو خروجی پس�خورد و معکوسماتریسی

پیشرو خروجی پس�خورد قانون با را (١٠٩.۴) گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری سیستم
Ui = K ′

foYi+١ = K ′
foC̄Xi+١, (١٢٣.۴)

در را (١١٢.۴) فرضیات ویژه، مقادیر تخصیص مسئله هدف به رسیدن برای بگیرید. نظر در
پیشرو خروجی پس�خورد ماتریس آن�گاه باشد، برقرار (١١٢.۴) از اول فرض اگر می�گیریم. نظر

به�طوری�که دارد وجود K ′
fo

rank(Ē − B̄K ′
foC̄) = n̄. (١٢۴.۴)
داریم (١٠٩.۴) در (١٢٣.۴) جایگذاری با

ĒXi+١ = ĀXi + B̄K ′
foC̄Xi+١.

بسته حلقه استاندارد سیستم بنابراین
Xi+١ = (Ē − B̄K ′

foC̄)−١ĀXi, (١٢۵.۴)
می�شود. نتیجه

پایدار مجانبی به�طور (١٢۵.۴) گسسته-زمانی استاندارد خطی سیستم [١٩] .۴.٧.۴ قضیه
باشند. واحد دایره داخل در (Ē − B̄K ′

foC̄)−١Ā ویژه مقادیر اگر تنها و اگر است
برای (٨۵.۴) تعریف و (٢.۴) سیستم در E ماتریس منفردبودن فرض بنابر .٢.٧.۴ ملاحظه
دوم شرط بنابراین هستند. منفرد نیز Ā و Ē ماتریس�های می�شود نتیجه Ā و Ē ماتریس�های



مقادیر تخصیص با توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و ١٢۵پایدارسازی ویژه
جواب یافتن و پایدارسازی برای پیشرو خروجی پس�خورد از نمی�توان و نیست برقرار (١١٢.۴) در
حل بعدی زیربخش در مشکل این نمود. استفاده (٢.۴) توسیع�یافته کسری سیستم�های در

می�شود.
نظر در همانی ماتریس با برابر را E ماتریس حالتی�که در زیربخش این نتایج .٣.٧.۴ ملاحظه
در که کنید توجه است. رسیده چاپ به [٨١] در باشد، کسری فقط سیستم یعنی بگیریم،
بنابر زیرا نمود استفاده پیشرو خروجی پس�خورد از می�توان گسسته-زمانی کسری سیستم�های
نامنفرد Āماتریس ،E ماتریس گرفتن نظر در فرضهمانی بنابر و (٨۵.۴) در Āماتریس تعریف

بود. خواهد

ویژه مقدار مسئله از استفاده با جواب یافتن و پایدارسازی ۵.٧.۴
گزاره�ای و پیشرو خروجی پس�خورد و معکوسماتریسی

است. رسیده چاپ به [٨۵] مرجع در زیربخش این نتایج
گزاره�ای و پیشرو خروجی پس�خورد با را (١٠٩.۴) سیستم اگر

Ui = KfoYi+١ +KpoYi

= KfoC̄Xi+١ +KpoC̄Xi,
(١٢۶.۴)

مشابه به�طور و نیست (١١٢.۴) فرضیات از دوم شرط برقراری به نیازی بگیریم، نظر در
دارد وجود Kfo پیشرو خروجی پس�خورد ماتریس اول، شرط برقراری با ۴.٧.۴ زیربخش با

به�طوری�که
rank(Ē − B̄KfoC̄) = n̄. (١٢٧.۴)

داریم (١٠٩.۴) معادله در (١٢۶.۴) جایگذاری با
ĒXi+١ = ĀXi + B̄KfoC̄Xi+١ + B̄KpoC̄Xi.

بسته حلقه استاندارد سیستم که
Xi+١ = (Ē − B̄KfoC̄)−١(Ā+ B̄KpoC̄)Xi, (١٢٨.۴)

می�دهد. نتیجه را
پایدار مجانبی به�طور (١٢٨.۴) گسسته-زمانی استاندارد خطی سیستم [١٩] .۵.٧.۴ قضیه
باشند. واحد دایره داخل در (Ē − B̄KfoC̄)−١(Ā+ B̄KpoC̄) ویژه مقادیر اگر تنها و اگر است

Kpo گزاره�ای حالت پس�خورد ابتدا ،(١٢۶.۴) در Kfo و Kpo پس�خوردهای محاسبه برای
سیستم روی ماتریسی معکوس ویژه مقدار روش از استفاده با ١+giرا = Āgi + B̄vi,

pi = C̄gi,
(١٢٩.۴)



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١٢۶
خروجی پس�خورد قانون با

vi = Kpopi, (١٣٠.۴)
سیستم این به را Ω = {µ١, . . . , µn̄} مطلوب ناصفر ویژه مقادیر به�طوری�که می�آوریم به�دست

دهد. اختصاص
معکوسماتریسی ویژه روشمقدار همان از استفاده با Kfoرا پیشرو حالت پس�خورد سپس،
مطلوب ویژه مقادیر وارون اختصاص با ،(١٣٣.۴) خروجی پس�خورد با (١٣٢.۴) سیستم روی
این بهتر درک برای می�آوریم. به�دست ،L−١ = {λ−١١ , . . . , λ−١

n̄ } یعنی ،(١٠٩.۴) سیستم برای
ببینید. را زیر قضیه مطلب

به�صورت را M و N ماتریس�های .۶.٧.۴ قضیه
N = (Ā+ B̄KpoC̄)−١Ē, M = −(Ā+ B̄KpoC̄)−١B̄, (١٣١.۴)

باشد. کنترل�پذیر (M,N) زوج که می�کنیم تعریف به�گونه�ای را L ویژه مقادیر مجموعه و
L−١ = ویژه مقادیر که باشد پیشرویی خروجی پس�خورد ماتریس Kfo کنید فرض همچنین،

بسته حلقه سیستم به را {λ−١١ , . . . , λ−١
n̄ }zi+١ = Nzi +Mwi,

qi = C̄zi,
(١٣٢.۴)

خروجی پس�خورد قانون با
wi = Kfoqi, (١٣٣.۴)

ویژه مقادیر ،L = {λ١, . . . , λn̄} آن�گاه .k = ١, . . . , n̄ و λk ̸= ٠ ،λk ∈ C دهد، تخصیص
و است (١٢۶.۴) گزاره�ای و پیشرو خروجی پس�خورد قانون با (١٠٩.۴) کنترل�شده سیستم

است. برقرار (١٢۴.۴) شرط

است. ٢.۶.٣ قضیه برهان با مشابه برهان.

ماتریس�های و h = ٢ ،α = ٠٫ ٧ با را (٢.۴) توسیع�یافته کسری سیستم .٣.٧.۴ مثال

E =


−٢ ٣ −١
١ −٣ ۴
٢ −٣ ١

 , A =


٣ −٢ ١
١ −١ ١
٢ −۴ ١

 , B =


١ −۴
٣ ٣
−٢ ١

 , C =

−٢ ٣ −١
۴ −٢ ١

 ,

بگیرید. نظر در
ویژه مقادیر و (١٣٠.۴) خروجی پس�خورد قانون با (١٢٩.۴) سیستم برای
Ω = {٠٫ ١, ٠٫ ١۵, ٠٫ ٢, ٠٫ ٢۵, ٠٫ ٣, ٠٫ ٣۵, ٠٫ ۴, ٠٫ ۴۵, ٠٫ ۵},



مقادیر تخصیص با توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و ١٢٧پایدارسازی ویژه
بود: خواهد زیر به�صورت نتایج

Ā =



١٫ ۶ ٠٫ ١ ٠٫ ٣ −٠٫ ٢١ ٠٫ ٣١ −٠٫ ١ ٠٫ ٠٩ −٠٫ ١٣ ٠٫ ٠۴
١٫ ٧ −٣٫ ١ ٣٫ ٨ ٠٫ ١ −٠٫ ٣١ ٠٫ ۴٢ −٠٫ ٠۴ ٠٫ ١٣ ٠٫ ١٨
٣٫ ۴ −۶٫ ١ ١٫ ٧ ٠٫ ٢١ −٠٫ ٣١ ٠٫ ١ −٠٫ ٠٩ ٠٫ ١٣ −٠٫ ٠۴
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



,

Ē =



−٢ ٣ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −٣ ۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٢ −٣ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



, B̄ =



١ −۴
٣ ٣
−٢ ١
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠



,

C̄ =

−٢ ٣ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
۴ −٢ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 , Kpo =

−٠٫ ٢٧ −٠٫ ٠٣
٠٫ ٣٨ ٠٫ ١۴

 .

برابر (١٣٠.۴) خروجی پس�خورد قانون با (١٢٩.۴) سیستم بسته ماتریسحلقه ویژه مقادیر
با

{٠٫ ١, ٠٫ ١۵, ٠٫ ٢, ٠٫ ٢۵, ٠٫ ٣, ٠٫ ٣۵, ٠٫ ۴, ٠٫ ۴۵, ٠٫ ۵},

است.
مقادیر تخصیصوارون با (١٣٣.۴) خروجی پس�خورد قانون با (١٣٢.۴) سیستم برای نتایج

ویژه
L = {−٠٫ ٠٫−,١ ١۵,−٠٫ ٠٫−,٢ ٢۵,−٠٫ ٠٫−,٣ ٣۵,−٠٫ ۴,−٠٫ ۴۵,−٠٫ ۵},



توسیع�یافته کسری سیستم�های ١٢٨
است: زیر به�صورت

N١ =



٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

۵١٣٫ ٠۴ −٩۴٢٫ ۶٧ ۶۶٠٫ ۴۵ −١١٢۴٫ ۵٢ ١۵۵١٫ ٩١
۵٩٧٫ ٢٣ −١٢٣٠٫ ٢۴ ١٠٧٨٫ ٨٨ −٨۵۵٫ ۴۶ ١١٧۶٫ ٣٧
٣٨۶٫ ٠٧ −٨۵٩٫ ١۶ ٨۴۶٫ ۴٨ −٣٠٢٫ ٨٩ ۴١۵٫ ٣۴



,

N٢ =



٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

−١٠٧٨٫ ٩٧ ١١٩٫ ۵٩ −١٧٩٫ ٢٧ ١٣٧٫ ٣٨
−٨۴٢٫ ٧٣ ٨۶٫ ١٨ −١٣٠٫ ۴٣ ١٠٨
−٣٢٢٫ ٣٢ ٣٣٫ ٣٢ −۵٢٫ ٠٨ ۴٩٫ ۴٢



,

M =



٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

−١٣٠٫ ۶۴ −٣٠٧٫ ٣٢
−٣١٧٫ ٢٩ −٩٢۴٫ ٣۴
−۴٣۶٫ ٩۶ −٨٨٨٫ ۵٣



, Kfo =

 ١٫ ٢٣ −٠٫ ٠٩
−١٫ ٠٩ −٠٫ ٠٣

 ,

پس�خورد قانون با (١٣٢.۴) سیستم بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر .N =
[
N١ N٢

] که
با برابر (Ē − B̄KfoC̄)−١(Ā+ B̄KpoC̄) به�صورت (١٣٣.۴) خروجی

{−٠٫ ٠٫−,١ ١۵,−٠٫ ٠٫−,٢ ٢۵,−٠٫ ٠٫−,٣ ٣۵,−٠٫ ۴,−٠٫ ۴۵,−٠٫ ۵},
است.



مقادیر تخصیص با توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و ١٢٩پایدارسازی ویژه
وقتی�که می�دهد نشان را صفر به خروجی و ورودی حالت، بردارهای همگرایی ۵.۴ شکل

X٠ =
[
−٠٫ ١ ٠٫ ١ −٠٫ ١ ٠٫ ١ −٠٫ ١ ٠٫ ١ −٠٫ ١ ٠٫ ١ −٠٫ ١]T .

٣.٧.۴ مثال در خروجی و ورودی حالت، بردارهای پایداری :۵.۴ شکل





۵ فصل
راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های

مقدمه ١.۵
سیستم�های نظریه در را دانشمندان از بسیاری توجه دوبعدی مدل�های ١٩٧٠ دهه اوایل در
١ کرک مانند مدل�هایی به می�توان دوبعدی مدل�های رایج�ترین از کرد. جلب خود به دینامیکی
سیستم�های برای مدل�ها این نمود. اشاره [٨٩] ٣ راسر و [٢٢] ٢ فرناسینی-مارکسینی ،[٧٠]

است. شده داده بسط [٩۵ ،٣۴ ،٣٢] در مثبت
در کاکزورک توسط مثبت دوبعدی کسری سیستم�های عملی پایداری از جدیدی مفهوم
سیستم پایداری بررسی با می�تواند سیستم�ها این در پایداری شد داده نشان آن در و ارائه [۴٨]
می�رود به�کار [۵٠] در LMI روش شود. داده تقلیل آن با متناظر مثبت یک�بعدی خطی �های
سیستم�ها به�طوری�که شوند محاسبه کسری راسر مدل برای حالت پس�خورد ماتریس�های تا
توضیح نیز مسئله حل�پذیری برای لازم شرایط همچنین باشند. پایدار مجانبی به�طور و مثبت

می�شود. داده
٢.۵ بخش در دوبعدی کسری سیستم�های عملی و مجانبی پایداری ابتدا فصل، این در
در Tpq تبدیل روش با راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های حل سپس، می�شود. آورده

١Kurk
٢Fornasini-Marchesini
٣Roesser



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١٣٢
سیستم�های برای تشابهی تبدیلات با ویژه مقادیر تخصیص روش می�شود. بیان ١.٣.۵ بخش
رساله کار اصلی نتیجه که می�شود داده توضیح ۴.۵ بخش در نیز راسر مدل دوبعدی کسری
راسر دوبعدی سیستم�های در جواب یافتن برای درزین وارون روش آخر، بخش در است.

می�رود. به�کار توسیع�یافته
حالت معادله با (α, β) مرتبه�های با کسری خطی سیستم [۴٩] .١.١.۵ تعریف

∆α,βxi+١,j+١ = A٠xij +A١xi+١,j +A٢xi,j+١ +B٠uij +B١ui+١,j +B٢ui,j+١, (١.۵آ)
yij = Cxij +Duij , (١.۵ب)

بردارهای yij ∈ Rr و uij ∈ Rm ،xij ∈ Rn که سیستم�هایکسریدوبعدیمی�نامند کلی شکل را
،D ∈ Rr×m ،C ∈ Rr×m ،k = ٠, ١,٢ ،Bk ∈ Rn×m ،Ak ∈ Rn×n خروجی، و ورودی حالت،

.n٢, n١ ∈ N و n٢ − ١ < β < n٢ ،n١ − ١ < α < n١

مدل از اول نوع دوبعدی کسری مدل (١.۵آ)، در B١ = B٢ = ٠ فرض با [۴٩] .٢.١.۵ تعریف
به�صورت فرناسینی-مارکسینی

∆α,βxi+١,j+١ = A٠xij +A١xi+١,j +A٢xi,j+١ +Buij ,

به�صورت فرناسینی-مارکسینی مدل از دوم نوع دوبعدی کسری مدل ،A٠ = B٠ = ٠ فرض با و
∆α,βxi+١,j+١ = A١xi+١,j +A٢xi,j+١ +B١ui+١,j +B٢ui,j+١,

می�شود. نتیجه
رابطه با xi,j دوبعدی تابع از (α, β) مرتبه�های با کسری مشتق [۴٣] .٣.١.۵ تعریف

∆α,βxij =

i∑
k=٠

j∑
l=٠

cα,β(k, l)xi−k,j−l,

n١ − ١ < α < n١, n٢ − ١ < β < n٢,
n١, n٢ ∈ N,

(٢.۵)

و ∆α,βxij = ∆α
i ∆

β
j که می�شود تعریف

cα,β(k, l) =

 ١ k = ٠, l = ٠
(−١)k+l α(α−١)...(α−k+١)β(β−١)...(β−l+١)

k!l! k, l ≥ ٠, k + l > ٠ . (٣.۵)

به�شکل را (١.۵آ) معادله می�توان ،٣.١.۵ تعریف از استفاده با
xi+١,j+١ =Ā٠xij + Ā١xi+١,j + Ā٢xi,j+١

−
∑∑

k,l∈Di+١,j+١|D١١
cα,β(k, l)xi−k+١,j−l+١

+B٠uij +B١ui+١,j +B٢ui,j+١,

(۴.۵)

Ā١ = A١ + Inβ ،Ā٠ = A٠ − Inαβ ،Dpq = {(i, j) : ٠ ≤ i ≤ p, ٠ ≤ j ≤ q, i, j ∈ Z+} که نوشت
.Ā٢ = A٢ + Inα و



١٣٣ دوبعدی کسری سیستم�های پایداری
است مفروض زیر رابطه با (۴.۵) معادله برای مرزی شرایط

xi٠, i ∈ Z+, x٠j , j ∈ Z+. (۵.۵)
مثبت دوبعدی کسری سیستم ،( (١.۵ب) و (۴.۵) یا ) (١.۵) سیستم [۵٠] .۴.١.۵ تعریف
تمام و x٠j ∈ Rn

+, j ∈ Z+ و xi٠ ∈ Rn
+, i ∈ Z+ مرزی شرط هر برای اگر می�شود نامیده

.i, j ∈ Z+ که yij ∈ Rr
+ و xij ∈ Rn

+ باشیم داشته uij ∈ Rm
+ , i, j ∈ Z+ ورودی دنباله�های

داریم: است، شده اثبات [۴٣] در که همان�طور
آن�گاه ،١ < β < ٢ و ٠ < α < ١ اگر •

cα,β(k, l) < ٠, k = ١,٢, . . . , l = ٢,٣, . . . ,
cα,β(k, ١) > ٠, k = ١,٢, . . . ,
cα,β(٠, l) > ٠, l = ٢,٣, . . . .

(۶.۵)

آن�گاه ،٠ < β < ١ و ١ < α < ٢ اگر •
cα,β(k, l) < ٠, k = ٢,٣, . . . , l = ١,٢, . . . ,
cα,β(k, ٠) > ٠, k = ٢,٣, . . . ,
cα,β(١, l) > ٠, l = ١,٢, . . . .

(٧.۵)

یا ) ١ < β < ٢ و ٠ < α < ١ برای (١.۵) دوبعدی کسری خطی سیستم [۴٣] .١.١.۵ قضیه
اگر تنها و اگر است مثبت ( ٠ < β < ١ و ١ < α < ٢

Āk ∈ Rn×n
+ , Bk ∈ Rn×m

+ , k = ٠, ١,٢,
C ∈ Rr×n

+ , D ∈ Rr×m
+ .

(٨.۵)

دوبعدی کسری سیستم�های پایداری ٢.۵
مثبت دوبعدی کسری سیستم�های در مجانبی و عملی پایداری که می�دهیم بخشنشان این در
شود. داده تقلیل آن با متناظر مثبت یک�بعدی خطی سیستم�های پایداری بررسی با می�تواند

است. شده استفاده [۵٠] از ٢.۵ بخش در آورده�شده مطالب تمام برای

دوبعدی کسری سیستم�های عملی پایداری ١.٢.۵
که است حالت بردار در تأخیر تعدادی با دوبعدی خطی سیستم (۴.۵) سیستم کنید توجه

می�کند. میل بی�نهایت سمت به تأخیرها تعداد ،i, j → ∞ وقتی
ضرایب که می�شود نتیجه (٣.۵) از

ck,l = −cα,β(k, l) = (−١)k+l−١α(α− ١) . . . (α− k + ١)β(β − ١) . . . (β − l + ١)
k!l!

, k + l > ٠.
(٩.۵)



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١٣۴
L٢ و L١ طبیعی اعداد با l و k می�شود فرض عملی مسائل در می�یابند. کاهش l و k افزایش با

می�آید در زیر به�شکل B٠ = B١ = B٢ = ٠ این�که فرض با (۴.۵) معادله هستند. کراندار

xi+١,j+١ =Ā٠xij + Ā١xi+١,j + Ā٢xi,j+١
+

∑∑
k,l∈DL١,L٢ |D١١

ck,lxi−k+١,j−l+١,
(١٠.۵)

.DL١,L٢ = {(i, j) : ٠ ≤ i ≤ L١, ٠ ≤ j ≤ L٢, i, j ∈ Z+} که
است. حالت بردار در تأخیر متناهی تعداد با دوبعدی خطی سیستم یک (١٠.۵) معادله
به�دست j > L٢ و i > L١ برای ،(۴.۵) سیستم تأخیرهای از نظرکردن صرف با (١٠.۵) سیستم

می�شود. آورده
جدید حالت بردار

x̃ij = [xTij xTi−١,j . . . xTi−L١,j xTi,j−١ . . . xTi−L١,j−١ xTi,j−٢ . . . xTi−L١,j−٢
. . . xTi−L١,j−L٢ ] ∈ RÑ ,

Ñ = (L١ + ١)(L٢ + ١)n, i, j ∈ Z+,

(١١.۵)

به�صورت را (١٠.۵) معادله می�توان کنید. تعریف را

x̃i+١,j+١ = Ã٠x̃ij + Ã١x̃i+١,j + Ã٢x̃i,j+١, i, j ∈ Z+, (١٢.۵)

که نوشت

Ã٠ =



Ã∗٠
٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠



,



١٣۵ دوبعدی کسری سیستم�های پایداری

Ã١ =



Ā١ ٠ . . . ٠ ٠ Inc٠٢ . . . ٠ ٠ Inc٠٣ . . . ٠ ٠
٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
In ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . In ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ . . . ٠ In ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠



,

Ã٢ =



Ā٢ Inc٢٠ . . . IncL١,٠ IncL١,٠+١ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
In ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . In ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . In ٠



,

(١٣.۵)
و

Ã∗٠ = [Ā٠ Inc٢١ . . . IncL١,١ IncL١,١+١ Inc١٢ . . . IncL١,٢
IncL١,٢+١ Inc١٣ . . . IncL١,L١+٢ IncL١+١,L١+٢].

بدون استاندارد دوبعدی سیستم یک به (۴.۵) تأخیر با مثبت دوبعدی سیستم بنابراین،
می�شود. تبدیل بزرگتر بعد با ولی تأخیر

اگر تنها و اگر است مثبت (١٢.۵) دوبعدی سیستم .١.٢.۵ قضیه
Āk ∈ Rn×n

+ , k = ٠, ١,٢. (١۴.۵)
تمام اگر تنها و اگر است مثبت سیستم که حقیقت این و (١٣.۵) ،(١٢.۵) از اثبات برهان.

می�شود. نتیجه باشند، نامنفی درایه�های دارای ماتریس�ها
سیستم اگر است پایدار عملی به�طور (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم .١.٢.۵ تعریف

باشد. پایدار مجانبی به�طور (١٠.۵) معادله با �داده�شده توضیح



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١٣۶
و اگر است پایدار عملی به�طور (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم [۴۵ ،۴٠] .٢.٢.۵ قضیه

باشد. برقرار زیر شرایط از یکی اگر تنها
باشیم: داشته B = {(z١, z٢) : |z١| ≤ ١, |z٢| ≤ ١} مجموعه در (z١, z٢) هر برای •

det(IÑ − Ã٠z١z٢ − Ã١z٢ − Ã٢z١) ̸= ٠. (١۵.۵)
به�طوری�که باشد داشته وجود λ ∈ RÑ

+ مثبت اکید به�طور بردار •
[Ã٠ + Ã١ + Ã٢ − IÑ ]λ < ٠. (١۶.۵)

مثبت یک�بعدی سیستم •
xi+١ = (Ã٠ + Ã١ + Ã٢)xi, i ∈ Z+, (١٧.۵)

باشد. پایدار مجانبی به�طور
مثبت یک�بعدی سیستم •

xi+١ =
Ã١ + Ã٢ Ã٠

IÑ ٠
xi, i ∈ Z+, (١٨.۵)

باشد. پایدار مجانبی به�طور
آن�گاه باشد، پایدار مجانبی به�طور (١٢.۵) مثبت دوبعدی سیستم اگر [۴۵ ،۴٠] .٣.٢.۵ قضیه

است. پایدار عملی به�طور (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم
داریم. را زیر نتیجه ٣.٢.۵ قضیه از

دوبعدی کسری سیستم آن�گاه باشد، ناپایدار دوبعدیمثبت(۵.١٢) سیستم اگر .١.٢.۵ نتیجه
است. ناپایدار متناهی L٢ و L١ برای (١.۵) مثبت

سیستم آن�گاه باشد، یک از بزرگتر Ā١+ Ā٢ ماتریس قطری درایه یک حداقل اگر .۴.٢.۵ قضیه
است. ناپایدار (١.۵) مثبت دوبعدی کسری

درایه یک حداقل اگر است ناپایدار مجانبی به�طور (١٨.۵) مثبت یک�بعدی سیستم برهان.
که Ã٢ و Ã١ ماتریس�های ساختارهای از .[٢٢] باشد یک از بزرگتر Ã١ + Ã٢ ماتریس قطری
یک از بزرگتر Ã١ + Ã٢ ماتریس قطری درایه یک که می�شود نتیجه شده�اند، تعریف (١٣.۵) در
قضیه طبق باشد. یک از بزرگتر Ā١+ Āماتریس٢ از قطری درایه یک حداقل اگر تنها و اگر است
سیستم اگر تنها و اگر است پایدار عملی به�طور (١.۵) مثبت کسری دوبعدی سیستم ٢.٢.۵

باشد. پایدار مجانبی به�طور (١٨.۵) مثبت یک�بعدی
اگر است ناپایدار (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم .۵.٢.۵ قضیه

Ak ∈ Rn×n
+ , k = ١,٢. (١٩.۵)



١٣٧ دوبعدی کسری سیستم�های پایداری
١ < β < ٢ و ٠ < α < ١ برای (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم ،١.١.۵ قضیه بنابر برهان.
نتیجه (۴.۵) از باشد. برقرار (٨.۵) اگر تنها و اگر است مثبت ( ٠ < β < ١ و ١ < α < ٢ یا )

ماتریس که می�شود
Ā١ + Ā٢ = A١ +A٢ + (α+ β)In, (٢٠.۵)

۴.٢.۵ قضیه بنابر پس باشد. برقرار (٢٢.۵) اگر است یک از بزرگتر قطری درایه�های دارای
است. ناپایدار (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم

دوبعدی کسری سیستم�های مجانبی پایداری ٢.٢.۵
L١ → ∞ وقتی�که را مثبت دوبعدی کسری خطی سیستم�های مجانبی پایداری بخش، این در

کرد. خواهیم بررسی L٢ → ∞ و
اگر است پایدار مجانبی به�طور (١.۵) مثبت دوبعدی کسری خطی سیستم .٢.٢.۵ تعریف

باشد. پایدار عملی به�طور L٢ → ∞ و L١ → ∞ وقتی سیستم
می�شوند. استفاده زیر قضیه و لم بخش، این اصلی نتیجه اثبات در

آن�گاه ،( ٠ < β < ١ و ١ < α < ٢ یا ) ١ < β < ٢ و ٠ < α < ١ اگر [۵٠] .١.٢.۵ لم
∞∑
k=٠

∞∑
l=٠

cα,β(k, l) = ٠. (٢١.۵)

به�صورت تأخیر با مثبت دوبعدی سیستم کلی مدل [۴٠ ،٣۵] .۶.٢.۵ قضیه
xi+١,j+١ =

p∑
k=٠

q∑
l=٠

(A٠klxi−k,j−l +A١klxi−k+١,j−l +A٢klxi−k,j−l+١), i, j ∈ Z+, (٢٢.۵)
،t = ٠, ١,٢ و l = ٠, ١, . . . , q ،k = ٠, ١, . . . , p برای At

kl ∈ Rn×n
+ و حالت بردار xij ∈ Rn

+ که
مثبت یک�بعدی سیستم اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی به�طور

xi+١ =
(∑p

k=٠
∑q

l=٠(A٠kl +A١kl +A٢kl)
)
xi, xi ∈ Rn

+, i ∈ Z+, (٢٣.۵)
باشد. پایدار مجانبی به�طور

اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی به�طور (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم .٧.٢.۵ قضیه
مثبت یک�بعدی سیستم

xi+١ = (Â+ In)xi, Â = A٠ +A١ +A٢, xi ∈ Rn
+, i ∈ Z+, (٢۴.۵)

باشد. پایدار مجانبی به�طور
می�آید به�دست B٠ = B١ = B٢ = ٠ فرض با (١.۵) از برهان.

xi+١,j+١ = A٠xi,j +A١xi+١,j +A٢xi,j+١ +
i+١∑
k=٠

j+١∑
l=٠,k+l>٠

ck,lxi−k+١,j−l+١, (٢۵.۵)
.k + l > ٠ وقتی ck,l = −cα(k, l) که



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١٣٨
تنها و اگر است پایدار مجانبی به�طور تأخیر با مثبت دوبعدی سیستم ،۶.٢.۵ قضیه طبق

مثبت یک�بعدی سیستم اگر
xi+١ =

(
Â+

∑i+١
k=٠

∑j+١
l=٠

k+l>٠
ck,lIn

)
xi, xi ∈ Rn

+, i ∈ Z+, (٢۶.۵)
می�آوریم به�دست (٢١.۵) از و c٠٠ = −١ داریم (٣.۵) از باشد. پایدار مجانبی به�طور

i+١∑
k=٠

j+١∑
l=٠

k+l>٠
ck,lIn = In. (٢٧.۵)

می�شود. نتیجه (٢۴.۵) ،(٢۶.۵) در (٢٧.۵) جایگذاری با
است پایدار مجانبی به�طور (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم [۴۴ ،۴١ ،٢٢] .٨.٢.۵ قضیه

باشد: برقرار زیر معادل شرایط از یکی اگر تنها و اگر
باشد. یک از کمتر Â+ In ماتریس از zn, . . . , z١ ویژه مقادیر اندازه •

باشند. مثبت Â ماتریس مشخصه چندجمله�ای ضرایب تمام •
باشند. مثبت −Â ماتریس اصلی کهادهای تمام •

قطری درایه یک حداقل اگر است ناپایدار (١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم .٩.٢.۵ قضیه
باشد. مثبت Â ماتریس

قطری درایه یک حداقل آن�گاه باشد، مثبت Â ماتریس قطری درایه یک حداقل اگر برهان.
،٣۵ ،٢٢] است ناپایدار (٢۴.۵) سیستم که است واضح و است یک از بزرگتر Â + In ماتریس

.[٣٧
(١.۵) مثبت دوبعدی کسری سیستم مجانبی پایداری ،٨.٢.۵ قضیه از استفاده با مثال۵.١.٢.

ماتریس�های و β = ١٫ ٢ ،α = ٠٫ ٣ با را
A٠ =

٠٫ ۴ ٠
٠٫ ١ ٠٫ ۵

 , A١ =
−١ ٠
٠٫ ٢ −١٫ ١

 , A٢ =

−٠٫ ٢ ٠
٠٫ ٢ ٠٫ ١

 , (٢٨.۵)

ماتریس�های چون است مثبت کسری سیستم که کنید توجه کنید. بررسی
Ā٠ = A٠ − Inαβ =

٠٫ ٠۴ ٠
٠٫ ١ ٠٫ ١۴

 , Ā١ = A١ + Inβ =

٠٫ ٢ ٠
٠٫ ٢ ٠٫ ١

 ,

Ā٢ = A٢ + Inα =

٠٫ ١ ٠
٠٫ ٢ ٠٫ ۴

 ,

(٢٩.۵)

دارند. نامنفی درایه�های
داریم:

Â = A٠ +A١ +A٢ =

−٠٫ ٨ ٠
٠٫ ۵ −٠٫ ۵

 . (٣٠.۵)



١٣٩ راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های
ماتریس چون است برقرار ٨.٢.۵ قضیه شرط اولین

Â+ In =

٠٫ ٢ ٠
٠٫ ۵ ٠٫ ۵

 , (٣١.۵)

است. یک از کمتر آن�ها اندازه که است z٢ = ٠٫ ۵ و z١ = ٠٫ ٢ ویژه مقادیر دارای
به�صورت ماتریس(۵.٣٠) استچونچندجمله�ایمشخصه برقرار نیز ٨.٢.۵ قضیه شرطدوم

det(Inz − Â) =

∣∣∣∣∣∣z + ٠٫ ٨ ٠
−٠٫ ۵ z + ٠٫ ۵

∣∣∣∣∣∣ = z٢ + ١٫ ٣z + ٠٫ ۴, (٣٢.۵)

است. مثبت ضرایب دارای
ماتریس اصلی کهادهای تمام

− Â =

 ٠٫ ٨ ٠
−٠٫ ۵ ٠٫ ۵

 , (٣٣.۵)

.∆٢ = ٠٫ ۴ و ∆١ = ٠٫ ٨ یعنی هستند، مثبت
با مثبت دوبعدی کسری سیستم و هستند برقرار ٨.٢.۵ قضیه شرط سه هر بنابراین

است. پایدار مجانبی به�طور (٢٨.۵) ماتریس�های
مثبت دوبعدی کسری سیستم که می�دهیم نشان ،٩.٢.۵ قضیه از استفاده با .٢.٢.۵ مثال

ماتریس�های و β = ١٫ ٢ ،α = ٠٫ ۵ با (١.۵)
A٠ =

٠٫ ۶ ٠٫ ١
٠٫ ١ ٠٫ ٧

 , A١ =
−٠٫ ١ ٠٫ ٣

٠ −٠٫ ٢
 , A٢ =

−٠٫ ۴ ٠٫ ٢
٠ −٠٫ ۵

 , (٣۴.۵)

ماتریس است. ناپایدار
Â = A٠ +A١ +A٢ =

٠٫ ١ ٠٫ ۶
٠٫ ١ ٠

 , (٣۵.۵)

است. ناپایدار مثبت کسری سیستم ٩.٢.۵ قضیه طبق بنابراین، دارد. مثبت قطری درایه یک
می�آید. به�دست ٨.٢.۵ قضیه شرایط از یکی از استفاده با نتیجه همین

راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ٣.۵
تابع عمودی و افقی کسری مشتق�های و [۵٠] از ٣.۵ بخش در آورده�شده مطالب تمام برای

می�شود. استفاده [۴۶] دوبعدی
رابطه با xij , i, j ∈ Z+ دوبعدی تابع از α مرتبه افقی کسری مشتق .١.٣.۵ تعریف

∆h
αxij =

i∑
k=٠

cα(k)xi−k,j , (٣۶.۵)



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۴٠
و n١ − ١ < α < n١ ∈ N ،α ∈ R که می�شود تعریف

cα(k) =


١ k = ٠

(−١)k
α

k

 = (−١)k α(α−١)...(α−k+١)
k! k > ٠ . (٣٧.۵)

رابطه با xij , i, j ∈ Z+ دوبعدی تابع از β مرتبه عمودی کسری مشتق .٢.٣.۵ تعریف
∆v

βxij =

j∑
l=٠

cβ(l)xi,j−l, (٣٨.۵)
و n٢ − ١ < β < n٢ ∈ N ،β ∈ R که می�شود تعریف

cβ(l) =


١ l = ٠

(−١)l
β

l

 = (−١)l β(β−١)...(β−l+١)
l! l > ٠ . (٣٩.۵)

آن�گاه ،( ٠ < β < ١ ) ٠ < α < ١ اگر [٣٨] .١.٣.۵ لم
cα(k) < ٠ (cβ(k) < ٠), k = ١,٢, . . . .

حالت معادلات با راسر مدل بیان�شده دوبعدی کسری خطی ∆hسیستم
αx

h
i+١,j

∆v
βx

v
i,j+١

 =

A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

xhij
xvij

+

B١
B٢

uij , (۴٠.۵آ)

yij =
[
C١ C٢

]xhij
xvij

+Duij , i, j ∈ Z+, (۴٠.۵ب)

نقطه در عمودی و افقی حالت بردارهای به�ترتیب xvij ∈ Rn٢ و xhij ∈ Rn١ که بگیرید نظر در را
،A١٢ ∈ Rn١×n٢ ،A١١ ∈ Rn١×n١ ،(i, j) نقطه در خروجی بردار yij ورودی، بردار uij ،(i, j)
و C٢ ∈ Rr×n٢ ،C١ ∈ Rr×n١ ،B٢ ∈ Rn٢×m ،B١ ∈ Rn١×m ،A٢٢ ∈ Rn٢×n٢ ،A٢١ ∈ Rn٢×n١

.D ∈ Rr×m

به�شکل را (۴٠.۵آ) معادله می�توان ،٢.٣.۵ و ١.٣.۵ تعاریف از استفاده j,١+xhiبا
xv
i,j+١

 =

Ā١١ A١٢
A٢١ Ā٢٢

xhij
xvij

−

∑i+١
k=٢ cα(k)xhi−k+١,j∑j+١
l=٢ cβ(l)xhi,j−l+١

+

B١
B٢

uij , (۴١.۵)

.Ā٢٢ = A٢٢ + βIn٢ و Ā١١ = A١١ + αIn١ که نوشت

با راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های در جواب یافتن ١.٣.۵
Tpq تبدیل

تأخیرها ،j و i افزایش با که می�دهد نشان را تأخیری با دوبعدی سیستم�های ،(۴١.۵) رابطه
(۴١.۵) در cβ(l) و cα(k) ضرایب که می�شود نتیجه (٣٩.۵) و (٣٧.۵) از می�یابند. افزایش نیز



١۴١ راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های
l و k می�کنیم فرض عملی مسائل در بنابراین، می�یابند. کاهش اکید به�طور k و l افزایش با

به�شکل (۴١.۵) پس هستند. L٢ و L١ طبیعی اعداد کران�های j,١+xhiدارای
xv
i,j+١

 =

Ā١١ A١٢
A٢١ Ā٢٢

xhij
xvij

−

∑L١+١
k=٢ cα(k)x

h
i−k+١,j∑L١+٢

l=٢ cβ(l)x
h
i,j−l+١

+

B١
B٢

uij , (۴٢.۵)

به�شکل (۴٢.۵) و (۴١.۵) (۴٠.۵آ)، معادلات برای مرزی شرایط می�شود. تبدیل
xh٠j , j ∈ Z+, xhi٠, i ∈ Z+, (۴٣.۵)

است. مفروض
به�صورت (۴٣.۵) مرزی شرایط با (۴١.۵) معادله جواب [۴۶] .١.٣.۵ xhijقضیه

xvij

 =

i∑
p=٠

Ti−p,j

 ٠
xvp٠

+

j∑
q=٠

Ti,j−q

xh٠q
٠
+

i∑
p=٠

j∑
q=٠

(Ti−p−١,j−qB
١٠+ Ti−p,j−q−١B٠١)upq,

(۴۴.۵)
که است

B١٠ =
B١
٠
 , B٠١ =

 ٠
B٢

 , (۴۵.۵)

رابطه با Tpq ∈ Rn×n تبدیل ماتریس�های و
In p = ٠, q = ٠,
H p+ q > ٠, (p, q ∈ Z+),

٠ p < ٠, q < ٠(p < ٠orq < ٠),
(۴۶.۵)

داریم و می�شود تعریف
H = T١٠Tp−١,q + T٠١Tp,q−١ −

p∑
k=٢

[
cα(k)In١ ٠]Tp−k,q −

q∑
l=٢

[٠ cβ(l)In٢
]
Tp,q−l,

که
T١٠ =

Ā١١ A١٢
٠ ٠

 , T٠١ =
 ٠ ٠
A٢١ Ā٢٢

 . (۴٧.۵)

و L٢ ،L١ طبیعی عدد دو با (۴٢.۵) شده کران�دار سیستم
Ḡ(z١, z٢) =

In١ − z−١١ Ā١١ +
∑L١

k=٢ cα(k)z−k١ In١ −z−١١ A١٢
−z−١٢ A٢١ In٢ − z−١٢ Ā٢٢ +

∑L٢
l=٢ cβ(l)z−k٢ In٢

 ,

(۴٨.۵)
کنید فرض و بگیرید نظر در را

det(Ḡ(z١, z٢)) =
N١∑
p=٠

N٢∑
q=٠

aN١−p,N٢−q(k)z
−p١ z−q٢ , (۴٩.۵)

می�شوند. تعریف (۴٢.۵) در L٢ و L١ اعداد با N٢, N١ ∈ Z+ که



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۴٢
ماتریس�های آن�گاه باشد، (۴٢.۵) سیستم چندجمله�ایمشخصه (۴٩.۵) اگر [۴۶] .٢.٣.۵ قضیه

معادله در Tpq

N١∑
p=٠

N٢∑
q=٠

apqTpq = ٠, (۵٠.۵)
می�کنند. صدق

بیان�شده برایسیستم�هایکسریدوبعدی کیلی-همیلتون قضیه از یکبسط ،٢.٣.۵ قضیه
است. (۴١.۵) راسر معادله به�وسیله

پایداریمجانبیسیستم�هایکسریدوبعدیمثبتمدلراسر ٢.٣.۵
و اگر می�شود نامیده مثبت دوبعدی کسری سیستم ،(۴٠.۵) سیستم [۵٠] .٣.٣.۵ تعریف
ورودی�های تمام و xvi٠ ∈ Rn٢

+ , i ∈ Z+ و xh٠j ∈ Rn١
+ , j ∈ Z+ مرزی شرط هر برای اگر تنها

.i, j ∈ Z+ برای yij ∈ Rr
+ و xvij ∈ Rn٢

+ ،xhij ∈ Rn١
+ باشیم: داشته uij ∈ Rr

+, i, j ∈ Z+

٠ < β < ١ و ٠ < α < ١ ،α, β ∈ R برای (۴١.۵) دوبعدی کسری سیستم [۴۶] .٣.٣.۵ قضیه
اگر تنها و اگر است Ā١١مثبت A١٢

A٢١ Ā٢٢

 ∈ Rn×n
+ ,

B١
B٢

 ∈ Rn×m
+ ,

[
C١ C٢

]
∈ Rr×n

+ , D ∈ Rr×m
+ . (۵١.۵)

حالت پس�خورد با را (۴١.۵) دوبعدی راسر مدل
uij =

[
K١ K٢

]xhij
xvij

 , (۵٢.۵)

برای هدف ماتریس ،Kj ∈ Rm×nj , j = ١,٢ با K =
[
K١ K٢

]
∈ Rn×n که بگیرید نظر در

است. محاسبه
بسته حلقه سیستم به�طوری�که هستیم K ماتریس دنبال به ما حقیقت j,١+xhiدر

xv
i,j+١

 =

Ā١١ +B١K١ A١٢ +B١K٢
A٢١ +B٢K١ Ā٢٢ +B٢K٢

xhij
xvij

−

∑i+١
k=٢ cα(k)xhi−k+١,j∑j+١
l=٢ cβ(l)xhi,j−l+١

 , (۵٣.۵)

باشد. پایدار مجانبی به�طور و مثبت
است پایدار مجانبی به�طور و مثبت ،(۵٣.۵) دوبعدی بسته حلقه سیستم [۴۶] .۴.٣.۵ قضیه

قطعه�ای قطری ماتریس اگر تنها و اگر
Λ = blockdiag(Λ١,Λ٢),

Λk = diag(Λk١, . . . ,Λknk
), Λkj > ٠, k = ١,٢, j = ١, . . . , nk,

(۵۴.۵)

حقیقی ماتریس و باشد داشته وجود
D =

[
D١ D٢

]
, Dk ∈ Rm×nk , k = ١,٢, (۵۵.۵)



١۴٣ راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های
شرایط Ā١١Λ١در +B١D١ A١٢Λ٢ +B١D٢

A٢١Λ١ +B٢D١ Ā٢٢Λ٢ +B٢D٢

 ∈ Rn×n
+ , (۵۶.۵)

A١١Λ١و +B١D١ A١٢Λ٢ +B١D٢
A٢١Λ١ +B٢D١ A٢٢Λ٢ +B٢D٢

١n١
١n٢

 <

٠
٠
 , (۵٧.۵)

.١nk
=

[١ . . . ١]T ∈ Rnk
+ , k = ١,٢ که باشد برقرار

رابطه با K ماتریس
K =

[
K١ K٢

]
=

[
D١ D٢

]
Λ−١ =

[
D١Λ−١١ D٢Λ−١٢

]
, (۵٨.۵)
می�شود. محاسبه

اگر است پایدار مجانبی به�طور (۵٣.۵) مثبت دوبعدی بسته حلقه سیستم که است واضح
ماتریس با مثبت یک�بعدی سیستم اگر تنها Ā١١و +B١K١ A١٢ +B١K٢

A٢١ +B٢K١ Ā٢٢ +B٢K٢

−
∞∑
k=٢

In١cα(k) ٠
٠ In٢cβ(k)

 , (۵٩.۵)

.[۴۶ ،۴٠] باشد پایدار مجانبی به�طور
این�که به توجه با

∞∑
k=٢

cα(k) = α− ١,
∞∑
k=٢

cβ(k) = β − ١,
Ā١١ = A١١ + αIn١ , Ā٢٢ = A٢٢ + βIn٢ ,

به�شکل را (۵٩.۵) ماتریس Â١١می�توان +B١K١ A١٢ +B١K٢
A٢١ +B٢K١ Â٢٢ +B٢K٢

 = A+BK, (۶٠.۵)

و Â٢٢ = A٢٢ + In٢ ،Â١١ = A١١ + In١ که نوشت
A =

Â١١ A١٢
A٢١ Â٢٢

 , B =
[
B١ B٢

]
. (۶١.۵)

و β = ٠٫ ۵ ،α = ٠٫ ۴ با دوبعدی کسری راسر مدل .١.٣.۵ مثال
A١١ =

−٠٫ ۵ −٠٫ ١
٠٫ ١ ٠٫ ٠١

 , A١٢ =

−٠٫ ١ −٠٫ ١
٠٫ ٢ ٠٫ ١

 , A٢١ =
−٠٫ ٣ −٠٫ ١
٠٫ ٢ ٠٫ ١

 ,

A٢٢ =

−١ −٠٫ ١
٠٫ ۴ ٠٫ ١

 , B١ =
−٠٫ ٢
٠٫ ١

 , B٢ =

−٠٫ ٣
٠٫ ٢

 ,

(۶٢.۵)

سیستم که بیابید طوری را Ki ∈ R٢×١, i = ١,٢ ،K =
[
K١ K٢

] ماتریس است. مفروض
باشد. پایدار مجانبی به�طور و مثبت بسته حلقه



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۴۴
ماتریس�ها چون مثبتنیست، (۶٢.۵) ماتریس�هایمفروضدر با کسریدوبعدی راسر مدل

دارند. منفی درایه�های
ماتریس چون است، ناپایدار مدل این همچنین

A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

 =


−٠٫ ۵ −٠٫ ١ −٠٫ ١ −٠٫ ١
٠٫ ١ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٢ ٠٫ ١
−٠٫ ٣ −٠٫ ١ −١ −٠٫ ١
٠٫ ٢ ٠٫ ١ ٠٫ ۴ ٠٫ ١

 , (۶٣.۵)

دارد. مثبت قطری درایه�های
انتخاب با

D =
[
D١ D٢

]
, D١ =

[
−٠٫ ۴ −٠٫ ٢] , D٢ =

[
−٠٫ ۴ −٠٫ ٢] , (۶۴.۵)

می�آوریم: به�دست
Λ = blockdiag(Λ١,Λ٢), Λ١ =

٠٫ ۴ ٠
٠ ٠٫ ۴

 , Λ٢ =

٠٫ ٢٢۵٨ ٠
٠ ٠٫ ٢۴١٣

 . (۶۵.۵)

به�صورت K ماتریس ،(۵٨.۵) از استفاده با
K =

[
K١ K٢

]
=

[
D١Λ−١١ D٢Λ−١٢

]
=

[
−١ −٠٫ ۵ −١٫ ٧٧١٢ −٠٫ ٨٢٣٩] , (۶۶.۵)

می�آید. به�دست
ماتریس�های تمام چون است مثبت بسته حلقه سیستم

Ā١١ +B١K١ =
٠٫ ١ ٠
٠ ٠٫ ٣۶

 , A١٢ +B١K٢ =

٠٫ ٢۵۴٢ ٠٫ ٠۶۵٨
٠٫ ٠٢٢٩ ٠٫ ٠١٧١

 ,

A٢١ +B٢K١ =
٠ ٠٫ ٠۵
٠ ٠

 , Ā٢٢ +B٢K٢ =

٠٫ ٠٣١٣ ٠٫ ١۴٨٧
٠٫ ٠۴۵٨ ٠٫ ۴٣۴٢

 ,

دارند. نامنفی درایه�های
مشخصه چندجمله�ای چون است پایدار مجانبی به�طور بسته حلقه سیستم

det

In١z − (Ā١١ +B١K١) −(A١٢ +B١K٢)
−(A٢١ +B٢K١) In٢z − (Ā٢٢ +B٢K٢)



=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z + ٠٫ ٣ ٠ −٠٫ ٢۵۴٢ −٠٫ ٠۶۵٨
٠ z + ٠٫ ۴ ٠٫ ٠٢٢٩ −٠٫ ٠١٧١
٠ −٠٫ ٠۵ z + ٠٫ ۴۶٨٧ −٠٫ ١۴٨٧
٠ ٠ ٠٫ ٠۴۵٨ z + ٠٫ ٠۶۵٨

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= z۴ + ٠٫ ٨٧۴۴z٣ + ٠٫ ٢١۶۶z٢ + ٠٫ ٠١۴١z + ٠٫ ٠٠٠٣,

دارد. مثبت ضرایب



١۴۵ راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های
و β = ٠٫ ٩ ،α = ٠٫ ۴ با دوبعدی کسری راسر مدل .٢.٣.۵ مثال

A١١ =
−٠٫ ۴ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٠١

 , A١٢ =

٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠١ ٠٫ ٢

 , A٢١ =
٠٫ ٠١ ٠٫ ٢

٠ ٠٫ ٠١
 ,

A٢٢ =

−٠٫ ٩ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠١ −٠٫ ٨

 , B١ =
 ٠
٠٫ ٠٠١

 , B٢ =

 ٠
٠٫ ٠٠٢

 ,

(۶٧.۵)

سیستم که بیابید طوری را Ki ∈ R٢×١, i = ١,٢ ،K =
[
K١ K٢

] ماتریس است. مفروض
باشد. پایدار مجانبی به�طور و مثبت بسته حلقه

ماتریس چون است، ناپایدار (۶٧.۵) مفروضدر ماتریس�های با دوبعدی کسری راسر مدل

A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

 =


−٠٫ ۴ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٢
٠٫ ٠١ ٠٫ ٢ −٠٫ ٩ ٠٫ ٠١
٠ ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٨

 , (۶٨.۵)

دارد. مثبت قطری درایه�های
انتخاب با

D =
[
D١ D٢

]
, D١ =

[٠٫ ١٣ −٠٫ ٣٧] , D٢ =
[
−٣٫ ١٩ −٠٫ ١١] , (۶٩.۵)

می�آوریم: به�دست
Λ = blockdiag(Λ١,Λ٢), Λ١ =

٠٫ ٠۵۵۴ ٠
٠ ٠٫ ٠٧۵۵

 , Λ٢ =

٠٫ ٨۶۵٩ ٠
٠ ٠٫ ٠٠٣٢

 .

(٧٠.۵)
به�صورت K ماتریس ،(۵٨.۵) از استفاده با

K =
[
K١ K٢

]
=

[
D١Λ−١١ D٢Λ−١٢

]
=

[٢٫ ٣۴۶٠ −۴٫ ٩٠٣۵ −٣٫ ۶٨۴٠ −٣۴٫ ١٠۵٨] ,
(٧١.۵)

می�آید. به�دست
ماتریس�های تمام چون است مثبت بسته حلقه سیستم

Ā١١ +B١K١ =
 ٠ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠٣٢٣ ٠٫ ٣٩۶١

 , A١٢ +B١K٢ =

 ٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠٠۶٣ ٠٫ ١۶۵٩

 ,

A٢١ +B٢K١ =
 ٠٫ ٠١ ٠٫ ٢
٠٫ ٠٠۴٧ ٠٫ ٠٠٠٢

 , Ā٢٢ +B٢K٢ =

 ٠ ٠٫ ٠١
٠٫ ٠٠٢۶ ٠٫ ٠٣١٨

 ,

دارند. نامنفی درایه�های



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۴۶
مشخصه چندجمله�ای چون است پایدار مجانبی به�طور بسته حلقه سیستم

det

In١z − (Ā١١ +B١K١) −(A١٢ +B١K٢)
−(A٢١ +B٢K١) In٢z − (Ā٢٢ +B٢K٢)



=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z + ٠٫ ۴ −٠٫ ١ −٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١
−٠٫ ٠٣٢٣ z + ٠٫ ٠٠٣٩ −٠٫ ٠٠۶٣ −٠٫ ١۶۵٩
−٠٫ ٠١ −٠٫ ٢ z + ٠٫ ٩ −٠٫ ٠١

−٠٫ ٠٠۴٧ −٠٫ ٠٠٠٢ −٠٫ ٠٠٢۶ z + ٠٫ ٨۶٨٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= z۴ + ٢٫ ١٧٢١z٣ + ١٫ ۴٩۵٣z٢ + ٠٫ ٣١۵٩z + ٠٫ ٠٠٠۴,

دارد. مثبت ضرایب

دوبعدی کسری سیستم�های در تشابهی تبدیلات ۴.۵
راسر مدل گسسته-زمانی

١ ≤ m ≤ که بگیرید نظر در را (۴٠.۵آ) گسسته-زمانی راسر مدل دوبعدی کسری خطی سیستم
.min{n١, n٢}

داریم ،m ∈ N و ٠ < α < ١ اگر [۶۶] .١.۴.۵ قضیه
Dm+αxij = DmDαxij .

کسری سیستم�های در کسری مرتبه�های برای همواره می�توان فوق، قضیه به توجه با
.٠ < β < ١ و ٠ < α < ١ نمود فرض دوبعدی

می�شود نامیده مجانبی پایدار (۴٠.۵آ)، راسر سیستمخطیکسریدوبعدیمدل تعریف۴.۵.١.
باشیم داشته uij = ٠ صفر ورودی�های و xvi٠ ∈ Rn٢ و xh٠j ∈ Rn١ مرزی شرایط تمام برای اگر

lim
i,j→∞

xhij
xvij

 = ٠.

می�نویسیم. (۴١.۵) به�شکل را (۴٠.۵آ) معادله و نموده استفاده ٢.٣.۵ و تعاریف۵.١.٣ از حال
افقی حالت بردارهای در نامحدود تأخیر با گسسته-زمانی دوبعدی خطی سیستم معادله این
به سیستم این باید باشد، کنترل�پذیر سیستم این این�که برای می�دهد. نشان را عمودی و
استاندارد سیستم�های هرچند شود. تبدیل گسسته-زمانی دوبعدی استاندارد خطی سیستم
سیستم�ها این پایداری ولی باشد داشته بزرگتر ابعاد با ماتریس�هایی است ممکن تبدیل�شده

است. رسیده چاپ به [٨٢] در ۴.۵ بخش نتایج .[٢۶] است اثبات�شده



١۴٧ راسر مدل گسسته-زمانی دوبعدی کسری سیستم�های در تشابهی تبدیلات

مدل گسسته-زمانی دوبعدی کسری سیستم�های پایداری ١.۴.۵
راسر

با می�یابند. کاهش l و k افزایش با و هستند مثبت −cβ(l) و −cα(k) ضرایب ١.٣.۵ لم بنابر
نامحدود تأخیر با سیستم ،l > L٢ + ١ برای cβ(l) = ٠ و k > L١ + ١ برای cα(k) = ٠ فرض
می�شود. تبدیل (۴٢.۵) به�شکل L٢ + ١ و L١ + ١ محدود تأخیرهای با سیستمی به (۴١.۵)

گسسته-زمانی دوبعدی استاندارد سیستم به�صورت می�توان را سیستم این معادل Xhبه�طور
i+١,j

Xv
i,j+١

 =

Ã١١ Ã١٢
Ã٢١ Ã٢٢

Xh
ij

Xv
ij

+

B̃١
B̃٢

Uij , (٧٢.۵)

که نوشت

Xh
ij =



xhij

xh
i−١,j...

xh
i−L١+١,j
xhi−L١,j


∈ RN١ , Xv

ij =



xvij

xv
i,j−١...

xh
i,j−L١+٢
xhi,j−L٢


∈ RN٢ ,

Ã١١ =



Ā١١ −cα(٢)In١ . . . −cα(L١)In١ −cα(L١ + ١)In١
In١ ٠ . . . ٠ ٠
٠ In١ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ . . . In١ ٠


∈ RN١×N١ ,

Ã١٢ =



A١٢ ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠
... ... ... ...
٠ ٠ . . . ٠


∈ RN١×N٢ , Ã٢١ =



A٢١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠
... ... ... ...
٠ ٠ . . . ٠


∈ RN٢×N١ ,

Ã٢٢ =



Ā٢٢ −cβ(٢)In٢ . . . −cβ(L٢)In٢ −cβ(L٢ + ١)In٢
In٢ ٠ . . . ٠ ٠
٠ In٢ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ . . . In٢ ٠


∈ RN٢×N٢ ,



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۴٨

B̃١ =


B١
٠
...
٠

 ∈ RN١×m, B̃٢ =


B٢
٠
...
٠

 ∈ RN٢×m, Uij = uij ∈ Rm,

N١ = n١(L١ + ١), N٢ = n١(L٢ + ١), n = N١ +N٢. (٧٣.۵)
نامیده عملی پایدار (۴٠.۵آ) دوبعدیگسسته-زمانی کسری خطی سیستم [۵٠] تعریف۴.۵.٢.
باشد. مجانبی پایدار (٧٢.۵) سیستم معادل به�طور یا (۴٢.۵) تأخیر با سیستم اگر می�شود

حالت پس�خورد قانون با (٧٢.۵) راسر مدل دوبعدی استاندارد سیستم
Uij =

[
K١ K٢

]Xh
ij

Xv
ij

 , (٧۴.۵)

جایگذاری با .K٢ ∈ Rm×N٢ و K١ ∈ Rm×N١ ،K =
[
K١ K٢

]
∈ Rm×n که بگیرید نظر در را

داریم: (٧٢.۵) سیستم در K حالت پس�خورد Xhقانون
i+١,j

Xv
i,j+١

 =

Ã١١ + B̃١K١ Ã١٢ + B̃١K٢
Ã٢١ + B̃٢K١ Ã٢٢ + B̃٢K٢

Xh
ij

Xv
ij

 . (٧۵.۵)

با راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های در جواب یافتن ٢.۴.۵
تشابهی تبدیلات

یک�بعدی سیستم
Xi+١,j+١ = A′Xij +B′Uij , (٧۶.۵)

که بگیرید نظر در را (٧٢.۵) سیستم با معادل
Xi+١,j+١ =

Xh
i+١,j

Xv
i,j+١

 , Xij =

Xh
ij

Xv
ij

 , A′ =

Ã١١ Ã١٢
Ã٢١ Ã٢٢

 , B′ =

B̃١
B̃٢

 . (٧٧.۵)

حالت پس�خورد قانون گرفتن نظر در با
Uij = KXij , (٧٨.۵)
می�شود نتیجه (٧۶.۵) سیستم در آن جایگذاری و

Xi+١,j+١ = (A′ +B′K)Xij . (٧٩.۵)
به�شکل (٧٨.۵) حالت پس�خورد قانون با (٧۶.۵) سیستم بسته حلقه ماتریس بنابراین

Γ = A′ +B′K, (٨٠.۵)
است.



١۴٩ راسر مدل گسسته-زمانی دوبعدی کسری سیستم�های در تشابهی تبدیلات
معادل سیستم یا (٧٩.۵) یک�بعدیگسسته-زمانی استاندارد سیستمخطی [٢٧] .٢.۴.۵ قضیه
باشند. واحد دایره در A′ +B′K ویژه مقادیر اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی به�طور (٧۵.۵)
مدل دوبعدی کسری سیستم�های در جواب یافتن و پایدارسازی برای فوق قضیه بنابر
L٢ = و L١ = {λ١, λ٢, . . . , λN١} ویژه مقادیر تخصیص به�جای است کافی (۴٠.۵آ)، راسر
حالت پس�خورد ماتریس�های محاسبه و (٧۵.۵) بسته حلقه سیستم به {λN١+١, λN٢+١, . . . , λn}

بسته حلقه سیستم به L = {λ١, . . . , λN١ , λN١+١, . . . , λn} ویژه مقادیر تخصیص ،K٢ و K١
هستند. بسته مختلط زوج تحت و λi ∈ C, i = ١, . . . , n که دهیم انجام را (٧٩.۵)

و کرده اعمال (٧٩.۵) سیستم روی بر را ۴.٢.٢ زیربخش در موجود الگوریتم مراحل
می�کنیم. محاسبه را K پس�خورد ماتریس به�راحتی

β = ،α = ٠٫ ۵ با را (۴٠.۵آ) راسر مدل گسسته-زمانی دوبعدی کسری سیستم .١.۴.۵ مثال
ماتریس�های و L١ = L٢ = ٢ ،٠٫ ٨

A١١ =
 ١ ٢
−٠٫ ۵ ١٫ ٢

 , A١٢ =

١٫ ۵
−١

 , A٢١ =
[١٫ ٣ −٠٫ ٩] ,

A٢٢ =
[
−٠٫ ٧] , B١ =

−٠٫ ۴ ٠٫ ۵
−٠٫ ٨ −١

 , B٢ =
[
−٠٫ ٣ ٠٫ ٩] ,

بگیرید. نظر در
می�آید: به�دست زیر به�صورت نتایج

c٠٫۵(٢) = −٠٫ ١٢۵, c٠٫۵(٣) = −٠٫ ٠۶٢۵,
c(٢)٠٫٨ = −٠٫ ٠٨٠, c٠٫۵(٣) = −٠٫ ٠٣٢٠,

Ā١١ =
 ١٫ ۵ ٢
−٠٫ ۵ ١٫ ٧

 , Ā٢٢ =
[٠٫ ١] ,

Ã١١ =



١٫ ۵ ٢ ٠٫ ١٢۵ ٠ ٠٫ ٠۶٢۵ ٠
−٠٫ ۵ ١٫ ٧ ٠ ٠٫ ١٢۵ ٠ ٠٫ ٠۶٢۵
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠


, Ã١٢ =



١٫ ۵ ٠ ٠
−١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠


,

Ã٢١ =


١٫ ٣ −٠٫ ٩ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 , Ã٢٢ =


٠٫ ١ ٠٫ ٠٨ ٠٫ ٠٣٢
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 ,



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۵٠

B̃١ =



−٠٫ ۴ ٠٫ ۵
−٠٫ ٨ −١
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


, B̃٢ =


−٠٫ ٣ ٠٫ ٩
٠ ٠
٠ ٠

 .

سیستم به را ویژه مقدار N٢ = ٣ و N١ = ۶ یا (٧٩.۵) سیستم به را ویژه مقدار n = ٩
به�صورت را L ویژه مقادیر مجموعه می�دهیم. تخصیص (٧۵.۵)

L = {٠٫ ١± ٠٫ ١i, ٠٫ ١, ٠٫ ٢± ٠٫ ٢i, ٠٫ ٢, ٠٣± ٠٫ ٣i, ٠٫ ٣},
.L٢ = {٠٣± ٠٫ ٣i, ٠٫ ٣} و L١ = {٠٫ ١± ٠٫ ١i, ٠٫ ١, ٠٫ ٢± ٠٫ ٢i, ٠٫ ٢} که می�گیریم نظر در

به�صورت K٢ و K١ ماتریس�های با L٢ و L١ ویژه مقادیر تخصیص برای پس�خورد ماتریس
K١ =

٠٫ ٨۵ ١٫ ٨٩ ٠٫ ٢۴ −٠٫ ١۵ −٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٧
−٠٫ ١ −٠٫ ٠٩ −١٫ ۴٨ ٨٫ ٨ ١٫ ۴٩ −٠٫ ٧

 ,

K٢ =

٠٫ ٠٨ −٠٫ ١٧ ٠٠۴
٠٫ ٣٨ ۶٫ ۶ −٠٫ ٩۴

 ,

هرگاه می�دهد نشان را نتایج ١.۵ شکل می�شود. محاسبه
Xh٠j =

[٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١]T , Xv
i٠ =

[٠٫ ٠١ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠١]T .

١.۴.۵ مثال در ورودی و حالت بردارهای پایداری :١.۵ شکل



١۵١ درزین وارون با توسیع�یافته دوبعدی راسر مدل در جواب یافتن

با توسیع�یافته دوبعدی راسر مدل در جواب یافتن ۵.۵
درزین وارون

است. شده استفاده [۶١] از بخش این مطالب برای
توسیع�یافته راسر مدل

E

xhi+١,j
xv
i,j+١

 = A

xhi,j
xvi,j

+Bui,j , (٨١.۵)
بردار ui,j ∈ Rm عمودی، و افقی حالت بردارهای xvi,j ∈ Rn٢ و xhi,j ∈ Rn١ که بگیرید نظر در را

.n = n١ + n٢ و B ∈ Rn×m ،E,A ∈ Rn×n ورودی،
داریم z١, z٢ ∈ C یک حداقل برای اما ،det(E) = ٠ می�شود فرض

det

E
In١z١ ٠

٠ In٢z٢

−A

 ̸= ٠. (٨٢.۵)
همچنین و (٨١.۵) در مقدماتی سطری اعمال از P ∈ Rn×n ماتریس چپ سمت از ضرب با

جدید حالت بردار j,١+x̄hiمعرفی
x̄v
i,j+١

 = Q

xhi,j
xvi,j

 , Q ∈ Rn×n, det(Q) ̸= ٠ (٨٣.۵)
نوشت: زیر صورت دو به را (٨١.۵) معادله می�توان

اول. Ehمورد ٠
٠ Ev

x̄hi+١,j
x̄v
i,j+١

 =

A١١ ٠
A٢١ A٢٢

x̄hi,j
x̄vi,j

+

B١
B٢

ui,j , (٨۴.۵)
دوم. Ehمورد ٠

٠ Ev

x̄hi+١,j
x̄v
i,j+١

 =

A١١ A١٢
٠ A٢٢

x̄hi,j
x̄vi,j

+

B١
B٢

ui,j , (٨۵.۵)
Ehکه ٠

٠ Ev

 = PEQ−١, Eh ∈ Rn١×n١ ,

Ev ∈ Rn٢×n٢ , det(Eh) = ٠, det(Ev) = ٠,
(٨۶.۵)

A١١ ٠
A٢١ A٢٢

 = PAQ−١, A١١ ∈ Rn١×n١ ,

A٢١ ∈ Rn٢×n١ , A٢٢ ∈ Rn٢×n٢ ,

(٨٧.۵)

A١١ A١٢
٠ A٢٢

 = PAQ−١, A١١ ∈ Rn١×n١ ,

A١٢ ∈ Rn١×n٢ , A٢٢ ∈ Rn٢×n٢ ,

(٨٨.۵)



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۵٢
B١
B٢

 = PB, B١ ∈ Rn١×m, B٢ ∈ Rn٢×m. (٨٩.۵)

داریم (٨۴.۵) از اول، مورد در
Ehx̄

h
i+١,j = A١١x̄hi,j +B١ui,j , (٩٠.۵)

Evx̄
v
i,j+١ = A٢١x̄hi,j +A٢٢x̄vi,j +B٢ui,j , (٩١.۵)

داریم (٨۵.۵) از دوم، مورد در و
Ehx̄

h
i+١,j = A١١x̄hi,j +A١٢x̄vi,j +B١ui,j , (٩٢.۵)
Evx̄

v
i,j+١ = A٢٢x̄vi,j +B٢ui,j . (٩٣.۵)

می�شود نتیجه ،z١ ∈ C تعدادی برای اول حالت برای (٨٢.۵) فرض به توجه با
det(Ehz١ −A١١) ̸= ٠. (٩۴.۵)

سمت از ضرب با و det(Ehc١ − A١١) ̸= ٠ به�طوری�که است موجود c١ ∈ C عدد بنابراین،
داریم (٩٠.۵) در (Ehc١ −A١−(١١ چپ

Ēhx̄
h
i+١,j = Ā١١x̄hi,j + B̄١ui,j , (٩۵.۵)

که
Ēh = (Ehc١ −A١−(١١Eh,

Ā١١ = (Ehc١ −A١−(١١A١١,
B̄١ = (Ehc١ −A١−(١١B١.

(٩۶.۵)

داریم ٩.۴.٣ قضیه از آن�گاه باشد، Ēh(Ā١١) ماتریس درزین وارون ĒD
h (ĀD١١) کنید فرض

x̄hi,j =(ĒD
h Ā١١)iĒD

h Ēhv١ +
i−١∑
k=٠

ĒD
h (ĒD

h Ā١١)i−k−١B̄١uk,j

+ (ĒhĒ
D
h − In١)

q١−١∑
k=٠

(ĒhĀ
D١١)kĀD١١B̄١ui+k,j ,

(٩٧.۵)

است. j به وابسته و دلخواه v١ ∈ Rn١ و Ēh شاخص q١ که
می�شود نتیجه (٩١.۵) در (٩٧.۵) جایگذاری با

Evx̄
v
i,j+١ = A٢٢x̄vi,j + ûi,j + ŵi, (٩٨.۵)

که
ûi,j =

i−١∑
k=٠

A٢١ĒD
h (ĒD

h Ā١١)i−k−١B̄١uk,j

+A٢١(ĒhĒ
D
h − In١)×

q١−١∑
k=٠

(ĒhĀ
D١١)kĀD١١B̄١ui+k,j +B٢ui,j ,

(٩٩.۵)

و
ŵi = A٢١ĒD

h (ĒD
h Ā١١)iĒD

h Ēhv١. (١٠٠.۵)



١۵٣ درزین وارون با توسیع�یافته دوبعدی راسر مدل در جواب یافتن
،z٢ ∈ C تعدادی برای می�شود نتیجه (٨٢.۵) فرض از

det(Evz٢ −A٢٢) ̸= ٠. (١٠١.۵)
سمت از ضرب با و det(Evc٢ − A٢٢) ̸= ٠ به�طوری�که است موجود c٢ ∈ C عدد بنابراین

می�آوریم به�دست (٩٨.۵) در (Evc٢ −A١−(٢٢ چپ
Ēvx̄

v
i,j+١ = Ā٢٢x̄vi,j + B̄٢(ûi,j + ŵi), (١٠٢.۵)

که
Ēv = (Evc٢ −A١−(٢٢Ev,

Ā٢٢ = (Evc٢ −A١−(٢٢A٢٢,
B̄٢ = (Evc٢ −A١−(٢٢.

(١٠٣.۵)

داریم ٩.۴.٣ قضیه از آن�گاه باشد، Ēv(Ā٢٢) ماتریس درزین وارون ĒD
v (ĀD٢٢) کنید فرض

x̄vi,j =(ĒD
v Ā٢٢)jĒD

v Ēvv٢ +
j−١∑
l=٠

ĒD
v (ĒD

v Ā٢٢)j−l−١B̄٢ûi,l

+ (ĒvĒ
D
v − In٢)

q١−٢∑
l=٠

(ĒvĀ
D٢٢)l × ĀD٢٢B̄٢(ûi,j+l + ŵi),

(١٠۴.۵)

است. i به وابسته و دلخواه v٢ ∈ Rn٢ و Ēv شاخص q٢ که
(٨٣.۵) از استفاده با را (٨٩.۵) تا (٨۴.۵) معادله جواب می�توان x̄vi,j و x̄hi,j بودن معلوم با

همچنین و xhi,jیافت
xvi,j

 = Q−١
x̄hi,j
x̄vi,j

 , (١٠۵.۵)

آورد. به�دست را
به�ترتیب x̄vi,j و x̄hi,j بردارهای و است (١٠۵.۵) به�صورت (٨۴.۵) معادله جواب .١.۵.۵ قضیه

شده�اند. تعریف (١٠۴.۵) و (٩٧.۵) توسط
می�شود نتیجه ،z٢ ∈ C تعدادی برای دوم حالت برای (٨٢.۵) فرض به توجه با

det(Evz٢ −A٢٢) ̸= ٠. (١٠۶.۵)
سمت از ضرب با و det(Evc٢ − A٢٢) ̸= ٠ به�طوری�که است موجود c٢ ∈ C عدد بنابراین،

داریم (٨۵.۵) در (Evc٢ −A١−(٢٢ چپ
Ēvx̄

v
i,j+١ = Ā٢٢x̄vi,j + B̄٢ui,j , (١٠٧.۵)

که
Ēv = (Evc٢ −A١−(٢٢Ev,

Ā٢٢ = (Evc٢ −A١−(٢٢A٢٢,
B̄٢ = (Evc٢ −A١−(٢٢B٢.

(١٠٨.۵)



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۵۴
داریم ٩.۴.٣ قضیه از آن�گاه باشد، Ēv(Ā٢٢) ماتریس درزین وارون ĒD

v (ĀD٢٢) کنید فرض

x̄vi,j =(ĒD
v Ā٢٢)jĒD

v Ēvv٣ +
j−١∑
l=٠

ĒD
v (ĒD

v Ā٢٢)j−l−١B̄٢ui,l

+ (ĒvĒ
D
v − In٢)

q١−٢∑
l=٠

(ĒvĀ
D٢٢)lĀD٢٢B̄٢ui,j+١,

(١٠٩.۵)

است. دلخواه v٣ ∈ Rn٢ و Ēv شاخص q٢ که
می�شود نتیجه (٩٢.۵) در (١٠٩.۵) جایگذاری با

Ehx̄
h
i+١,j = A١١x̄hi,j + ũi,j + w̃j , (١١٠.۵)

که
ũi,j =

j−١∑
l=٠

A٢١ĒD
v (ĒD

v Ā٢٢)j−l−١B̄٢ui,l

+A١٢(ĒvĒ
D
v − In٢)

q١−٢∑
l=٠

(ĒvĀ
D٢٢)l × ĀD٢٢B̄٢ui,j+١ +B١ui,j ,

(١١١.۵)

و
w̃j = A١٢(ĒD

v Ā٢٢)jĒD
v Ēvv٣. (١١٢.۵)

،z١ ∈ C تعدادی برای می�شود نتیجه (٨٢.۵) فرض از
det(Ehz١ −A١١) ̸= ٠. (١١٣.۵)

سمت از ضرب با و det(Ehc١ − A١١) ̸= ٠ به�طوری�که است موجود c١ ∈ C عدد بنابراین
می�آوریم به�دست (١١٠.۵) در (Ehc١ −A١−(١١ چپ

Ẽhx̄i+١,j = Ã١١x̄i,j + B̃١(ũi,j + w̃j), (١١۴.۵)
که

Ẽh = (Ehc١ −A١−(١١Eh,

Ã١١ = (Ehc١ −A١−(١١A١١,
B̃١ = (Ehc١ −A١−(١١.

(١١۵.۵)

داریم ٩.۴.٣ قضیه از آن�گاه باشد، Ẽh(Ã١١) ماتریس درزین وارون ẼD
h (ÃD١١) کنید فرض

x̄hi,j =(ẼD
h Ã١١)iẼD

h Ẽvv۴ +
i−١∑
k=٠

ẼD
h (ẼD

h Ã١١)i−k−١B̃١(ũk,j + w̃j)

+ (ẼhẼ
D
h − In١)

q١−١∑
k=٠

(ẼvÃ
D١١)k × ÃD١١B̃٢(ũi+k,j + w̃j),

(١١۶.۵)

است. دلخواه v۴ ∈ Rn١ و Ẽh شاخص q١ که
می�آید. به�دست (١٠۵.۵) از استفاده با را (٨۵.۵) معادله جواب x̄vi,j و x̄vi,j بودن معلوم با

است. شده اثبات زیر نتیجه بنابراین



١۵۵ درزین وارون با توسیع�یافته دوبعدی راسر مدل در جواب یافتن
و x̄hi,j بردارهای که می�آید به�دست (١٠۵.۵) از استفاده با (٨۵.۵) معادله جواب .٢.۵.۵ قضیه

می�شوند. تعریف (١٠٩.۵) و (١١۶.۵) به�وسیله x̄vi,j

ماتریس�های با را (٨١.۵) گسسته-زمانی توسیع�یافته راسر دوبعدی مدل .١.۵.۵ مثال

E =


٠ ٠٫ ۵ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠ −٢

 , A =


٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠ ٠
٠ ٣ ٠ ٠
−١ −١ ٠ ٢
−٢ ٠ −١ ۵

 , B =


٠
١
−٢
۴

 , (١١٧.۵)

ماتریس چپ سمت از ضرب با بگیرید. نظر در

P =


٢ ٠ ٠ ٠
−٢ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ −٢ ١

 , (١١٨.۵)

معادله در L[۴+ ٣× ٢] و L[٣× (−١)] ،L[٢+ ١× (−١)] ،L[١× ٢] مقدماتی سطری اعمال و
با (٨٣.۵) جدید حالت بردار معرفی همچنین و (١١٧.۵) فرضیات با (٨١.۵)

Q =


٠ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠

 , (١١٩.۵)

نتایج با (٨۴.۵) معادله

Eh ٠
٠ Ev

 = PEQ−١ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 ,

B١
B٢

 = PB =


٠
١
٢
٨

 ,

A١١ ٠
A٢١ A٢٢

 = PAQ−١ =


١ ١ ٠ ٠
٢ −١ ٠ ٠
١ ١ −٢ ٠
٢ ٠ ١ −١

 ,

(١٢٠.۵)

می�آید. به�دست



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۵۶
داریم (٩۶.۵) از c١ = ٠ برای

Ēh = (−A١١)−١Eh =
١
٣
−١ ٠
−٢ ٠

 ,

Ā١١ = (−A١١)−١A١١ =
−١ ٠
٠ −١

 ,

B̄١ = (−A١١)−١B١ =
١
٣
−١
١
 .

(١٢١.۵)

داریم: ٣.١.١ ملاحظه در موجود فرآیند گرفتن نظر در با

Ēh = VW, V =
١
٣
−١
−٢

 , W =
[١ ٠] .

همچنین

ĒD
h = V [WĒhV ]−١W

=
١
٣
−١
−٢

 ١٩
[١ ٠]

−١ ٠
−٢ ٠

−١
−٢

−١
×

[١ ٠]

=

−٣ ٠
−۶ ٠

 ,

ĀD١١ =
−١ ٠
٠ −١

 .

(١٢٢.۵)

این�که به توجه با و (٩٧.۵) از استفاده با است. یک با برابر (١٢١.۵) ماتریس از q١ شاخص

ĒD
h Ā١١ =

−٣ ٠
−۶ ٠

−١ ٠
٠ −١

 =

٣ ٠
۶ ٠

 ,

ĒD
h Ēh =

−٣ ٠
−۶ ٠

 ١
٣
−١ ٠
−٢ ٠

١ ٠
٢ ٠

 ,

(١٢٣.۵)



١۵٧ درزین وارون با توسیع�یافته دوبعدی راسر مدل در جواب یافتن
داریم:

x̄hi,j =(ĒD
h Ā١١)iĒD

h Ēhv١(j) +
i−١∑
k=٠

ĒD
h (ĒD

h Ā١١)i−k−١B̄١uk,j + (ĒhĒ
D
h − In١)Ā

D١١B̄١ui,j

=

٣ ٠
۶ ٠

i ١ ٠
٢ ٠

 v١(j) +
i−١∑
k=٠

−٣ ٠
−۶ ٠

٣ ٠
۶ ٠

i−k−١ ١
٣
−١
١
uk,j

+

٠ ٠
٢ −١

−١ ٠
٠ −١

 ١
٣
−١
١
ui,j

=

 ٣i ٠
(٣)٢i ٠

 v١(j) +
i−١∑
k=٠

 ٣i−k−١

(٣)٢i−k−١ + ١
uk,j +

٠
١
ui,j ,

(١٢۴.۵)

است. j از دلخواهی تابع v١(j) که
با را (٩٨.۵) ،(٩١.۵) معادله در (١٢۴.۵) جایگذاری با

Ev =

١ ٠
٠ ٠

 , A٢٢ =

−٢ ٠
١ −١

 ,

ûi,j =
i−١∑
k=٠

 ٣i−k−١

(٣)٢i−k−١ + ١
uk,j , ŵi =

 ٣i ٠
(٣)٢i ٠

 v١(j),

داریم (١٠٢.۵) از استفاده با ،c٢ = ٠ کنیم انتخاب اگر می�آوریم. به�دست
Ēvx̄

v
i,j+١ = Ā٢٢x̄vi,j + B̄٢(ûi,j + ŵi), (١٢۵.۵)

که

Ēv = (−A٢٢)−١Ev =
١
٢
١ ٠
١ ٠

 , Ā٢٢ = (−A٢٢)−١A٢٢ =

−١ ٠
٠ −١

 ,

B̄٢ = (−A٢٢)−١ =
١
٢
١ ٠
١ ٢

 .

(١٢۶.۵)

داریم: ٣.١.١ ملاحظه در موجود فرآیند به توجه با

Ēv = VW, V =
١
٢
١
١
 , W =

[١ ٠] . (١٢٧.۵)



راسر مدل دوبعدی کسری سیستم�های ١۵٨
همچنین

ĒD
v = V [WĒvV ]−١W

=
١
٢
١
١
 ١۴

[١ ٠]
١ ٠
١ ٠

١
١
−١

×
[١ ٠]

=

٢ ٠
٢ ٠

 ,

ĀD٢٢ =

−١ ٠
٠ −١

 .

(١٢٨.۵)

می�شود نتیجه (١٢٨.۵) و (١٠۴.۵) به توجه با
x̄vi,j =

−٢ ٠
−٢ ٠

i

v٢(i) +
j−١∑
l=٠

−٢ ٠
−٢ ٠

j−l−١
(ûi,l + ŵi) +

٠ ٠
٠ ١

 (ûi,l + ŵi), (١٢٩.۵)

(١٢۴.۵) از استفاده با x̄h٢i,j و x̄h١i,j یعنی ،x̄hi,j مؤلفه�های است. i از دلخواهی تابع v٢(i) ∈ Rn٢ که
می�شوند. تعیین

معادله جواب می�توان (١١٩.۵) ماتریس و (١٢٩.۵) ،(١٢۴.۵) بردارهای بودن معلوم با
آورد. به�دست (١٠۵.۵) از استفاده با را (١١٧.۵) مفروضات با (٨١.۵)



۶ فصل
نتیجه�گیری

ادامه برای پیشنهادهایی همچنین و رساله قبلی فصل�های نتایج بیان به رساله از فصل این در
می�پردازیم. رساله تحقیقات

تخصیص حالت)، (پس�خورد تبدیلاتتشابهی با ویژه روش�هایتخصیصمقادیر فصل٢، در
با جزئی ویژه مقادیر تخصیص خروجی)، (پس�خورد معکوس ویژه مقدار مسئله با ویژه مقادیر
استاندارد برایسیستم�های متعامد روابط با جزئی ویژه تخصیصمقادیر و ویژه بردار از استفاده

است. شده ارائه
پس�خورد مطلوب ویژه مقادیر تخصیص با تشابهی، تبدیلات با ویژه مقادیر تخصیص در

می�آوریم. به�دست را سیستم بسته حلقه ماتریس سپس و محاسبه را حالت
مطلوب ویژه مقادیر تخصیص با معکوس، ویژه مقدار مسئله با ویژه مقادیر تخصیص در
به�دست خروجی پس�خورد ماتریس آن از و شده محاسبه سیستم بسته حلقه ماتریس ابتدا

می�آید.
هستیم. زیر فرضیات برقراری به نیاز متعامد، روابط با جزئی ویژه روشتخصیصمقادیر در
نیست ممکن بخش٢.۵.٣ در موجود الگوریتم در βj , j = ١, · · · ,m محاسبه این�صورت غیر در

نیست. استفاده قابل روش این و
باشند. متمایز باید λj , j = ١, · · · , p ویژه مقادیر •



نتیجه�گیری ١۶٠
باشند. صفر نزدیک نمی�توانند λj , j = ١, · · · , p ویژه مقادیر •

باشد. ȳj بر عمود نمی�تواند b بردار •
برروی را دوباره تخصیص می�توان ویژه بردار با جزئی ویژه مقادیر تخصیص روش در

تکراری ویژه مقادیر ■

صفر خود یا و صفر به نزدیک ویژه مقادیر ■

داد. انجام
به نیاز که است آن در تخصیص روش به نسبت جزئی ویژه مقادیر تخصیص روش برتری
از نامطلوب ویژه مقادیر فقط و نیست باز ماتریسحلقه از مطلوب ویژه مقادیر تخصیصمجدد
سیستم�های در بنابراین، می�شوند. داده تخصیص دوباره استاندارد سیستم باز حلقه ماتریس
ماتریس�های با توسیع�یافته کسری سیستم�های در و بزرگ ابعاد با ماتریس�هایی با استاندارد
و هستیم بهتر جواب�های دارای آن، با استاندارد معادل سیستم حالت در بزرگ تبدیل�شده

داشت. خواهیم کمتری بسیار محاسبات

توسیع�یافته سیستم�های حل و پایداری برای ٢ فصل در ارائه�شده اول روش سه ، فصل٣ در
حالت پس�خورد ماتریس�های با ابتدا است. شده استفاده در گسسته-زمانی و پیوسته-زمانی
شده انجام توسیع�یافته سیستم�های پایدارسازی پیشرو، خروجی و حالت و مشتق خروجی و
توسیع�یافته سیستم با معادل که استانداردی سیستم باز حلقه ماتریس است ممکن اما است.
و حالت و گزاره�ای و مشتق خروجی و حالت پس�خوردهای دلیل همین به باشد. منفرد است،
سیستم�های در جواب�ها شدن بهتر برای می�گیرند. قرار استفاده مورد گزاره�ای و پیشرو خروجی
پیشرو، حالت پس�خورد چهار با جزئی ویژه روشتخصیصمقادیر نیز بزرگ ابعاد با توسیع�یافته

است. گرفته قرار بررسی مورد گزاره�ای و مشتق و مشتق گزاره�ای، و پیشرو

شرح به دیگری روش�های جزئی تخصیص و تخصیص روش�های بر علاوه ، ۴ فصل در
معرفی گسسته-زمانی توسیع�یافته کسری سیستم�های در جواب یافتن و پایدارسازی برای ذیل

می�شوند:
که مرحله q با شوفل الگوریتم با استاندارد سیستم به توسیع�یافته کسری سیستم تبدیل

است. شده داده توضیح ٣.۴ زیربخش در Z تبدیلات با آن در جواب یافتن و q ≤ n

زیربخش�های در کاکزورک روش و وایراشتراوس تجزیه درزین، وارون با سیستم�ها این حل
و P نامنفرد ماتریس�های درزین، وارون محاسبه به نیاز آن�ها در که شده�اند معرفی ۶.۴ تا ۴.۴

هستیم. K٢ و K١ ماتریس�های و Q



١۶١
بردار با جزئی تخصیص و خروجی و حالت پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص روش در اما
کرده تبدیل توسیع�یافته سیستم به کسری مشتق تعریف از استفاده با را سیستم ابتدا ویژه،
همچنین پرداخته�ایم. آن در جواب یافتن و پایداری به ٣ فصل در موجود روش�های با بعد و
است. شده داده نشان عددی مثال ذکر با تعادل نقطه به حالت بردارهای پایداری شکل�های
همواره اینسیستم�ها، با معادل استاندارد سیستم استکه این فصل این در قابل�توجه نکته
و پیشرو خروجی و حالت پس�خوردهای تنها بنابراین، است. منفرد باز حلقه ماتریس دارای

است. استفاده قابل گزاره�ای

بررسی آن�ها عملی و مجانبی پایداری و معرفی دوبعدی کسری سیستم�های ، ۵ فصل در
وارون و Tpq تبدیل و گرفته قرار تمرکز مورد سیستم�ها این از راسر مدل سپس است. شده
توسیع�یافته دوبعدی و راسر دوبعدی کسری سیستم�های در جواب یافتن برای به�ترتیب درزین
جواب یافتن و پایدارسازی برای تشابهی تبدیلات روش همچنین، است. شده ارائه راسر مدل
صفر تعادل نقطه به سیستم�ها این پایداری و شده بررسی راسر دوبعدی کسری سیستم�های در

است. شده آورده عددی مثال قالب در

رساله: تحقیقات ادامه برای پیشنهادهایی

سیستم�های در جواب یافتن و پایدارسازی می�توان رساله این کار ادامه در
توسیع�یافته دوبعدی کسری •

پیوسته�زمانی توسیع�یافته کسری •
زمانی تأخیر با توسیع�یافته کسری •
زمان با متغیر توسیع�یافته کسری •

داد. قرار بررسی مورد را
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Aabstract

In this thesis, the eigenvalue assignment methods on the basis of similarity transformation,
matrix inverse eigenvalue problem, and the method of partial eigenvalue assignment by the
use of eigenvectors are applied to investigate and to find the solution of discrete-time and
cintinuous-time descriptor and discrete-time descriptor fractional systems. The first case
is focused in two-dimensional fractional Roesser systems. For stabilization of descriptor
fractional systems, these systems are first converted to systems with unlimited increasing
delays and controlability of this form is not applicable. By limiting delays because the
coefficient of delays are descending and using new definition of matrices will arrive standard
systems but with bigger scale.

The eigenvalue assignment methods via similarity transformation and matrix inverse
eigenvalue problem is applied in discrete-time systems by obtaining forward state and
output feedback matrix and forward and propositional state and output feedback matrix
and in continuous-time systems by obtaining derivative state and output feedback matrix
and derivative and propositional state and output feedback matrix. And the closed-loop
matrix with desired eigenvalues is calculated. The eigenvalue assignment using similarity
transformation, closed-loop matrix is calculated by the use of state feedback matrix. Oth-
erwise, the eigenvalue assignment using similarity transformation, output feedback matrix
is obtained by calculated closed-loop matrix. The second one is more applicable when
output of system is more important.

Eigenvalue assignment is done with two aims. First, stabilization of unstable systems.
Second, desired eigenvalue assigning. In partial eigenvalue assignment, just assigning of
undesired eigenvalue of standard systems is needed while other ones, desired eigenvalues,
are invariant. Therefore, smaller scale of systems will be concerned. Partial eigenvalue as-
signment by eigenvectors has some superiorities rather than using orthogonality relations.

Further manners like drazin inverse, shuffle algorithm, Weierstrass decomposition, and
Kaczorek form are introduced and compared with eigenvalue assignment methods.

Keywords: Discrete-time systems, Continuous-time, Stabilization, Descriptor fractional,
Roesser 2D
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