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چکیده
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پردازیم. می ایزوتروپیک S-انحناي و اسکالر پرچمی
-انحنا. S پرچمی، انحناي تصویري، تخت متر راندرز، متر فینسلري، متر کلیدي: واژه�هاي
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1 فصل
مقدمه

پژوهش پیشینه 1.1
بیان ریمان) (مترهاي داخلی هاي ضرب از اي خانواده با فضاهاي براي را انحنا مفهوم 1 ریمان ب. ،1854 در

داخلی هاي ضرب خانواده جاي به مینکوفسکی هاي نرم خانواده جایگزینی با 2 فینسلر پ. 1918 در کرد؛

نمود. معرفی ریمانی هندسه از استفاده با را عمومی نسبیت 3 اینشتین آ. درضمن، داد. تعمیم را مفهوم این

مفهوم 4 بروالد ل. ،1926 در اینکه تا بود. اولیه مرحله در فینسلري فضاهاي هندسه هنوز زمان آن البته،

خودش التصاق از استفاده با را جدیدي ناریمانی کمیت و داد تعمیم فینسلري فضاهاي به را انحنا ریمانی

و بیست و چهارم مسائل که کرد بیان را مساله 23 پاریس، 1900 سخنرانی در 5 هیلبرت د. کرد. کشف

دارد. طبیعی علوم در فراوانی کاربرد فینسلري هندسه گیرند. می قرار فینسلري رده در سوم

شود: می تعریف زیر شکل به که است فینسلري متر یک ، M منیفلد روي راندرز متر

F = α+ β,

توسط ابتدا راندرز مترهاي باشد. Mمی روي 1-فرمی یک βy = bi(x)y
i و ریمانی متر یک α =

√
aijyiyj که

الکترونی هاي میکروسکوپ نظریه در مترها این آن، از پس شدند. بیان 1941 در 6 راندرز ج. فیزیکدان
1B. Riemann
2P. Finsler
3A. Einstein
4L. Berwald
5D. Hilbert
6G. Randers
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مقدمه .1 فصل

راندرز متر را مترها نوع این که بود کسی اولین که شدند، گرفته کار به 1957 در 7 اینگاردن س. ر. توسط

نامید.

نیروي میدان یک تاثیر تحت (M,h) ریمانی فضاي یک ناوبري مساله از طبیعی طور به مترها این همچنین،

. [21] آمدند وجود به W خارجی

رابطه وسیله به F = α+ β راندرز متر یک هاي ژئودزیک زمانی مسیرهاي کوتاهترین که شده داده نشان

h(x,
y

F
−Wx) = ١

آیند. می دست به

منیفلد روي منفی ثابت پرچمی انحناي با فینسلري متر هر که گوید می 8 اکبرزاده مشهور سختی قضیه

قضیه یابد، تغییر اسکالري” پرچمی ”انحناي به ثابت” پرچمی ”انحناي اگر است. ریمانی متر یک بسته،

یعنی، داریم، را زیر سختی

باشد. راندرز متر یک باید n ≥ ٣ بعد از بسته منیفلد روي منفی اسکالري پرچمی انحناي با فینسلري متر هر

شود.) مراجعه [16] مرجع به بیشتر اطلاعات کسب (براي

شود. می اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي مطالعه به منجر این

-انحنا S اگر اسکالري، پرچمی انحناي با F = F (x, y) فینسلري متر یک براي که شود می داده نشان

باشد: زیر شکل به باید پرچمی انحناي آنگاه S = (n+١)c(x)F یعنی باشد ایزوتروپیک

K =
٣cxmym

F
+ σ, (1.1)

.[8] هستند اسکالري توابع c = c(x) و σ = σ(x) که

شود. می ایزوتروپیک -انحناي S با اسکالري پرچمی انحناي با فینسلري مترهاي مطالعه به منجر این

Rn باز هاي زیرمجموعه روي آنها هاي ژئودزیک اگر شود می گفته تصویري تخت F فینسلري متر یک
7R. S. Ingarden
8Akbar Zadeh
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مقدمه .1 فصل

شوند: مشخص زیر معادلات با توانند می U روي تصویري تخت فینسلري مترهاي باشند. راست خطوط

Gi = P (x, y)yi,

تصویري تخت متر هر که شود می داده نشان آسانی به باشد. می P (x, λy) = λP (x, y) ، λ > ٠ هر براي که

خواهد زیر شکل به مترها این براي پرچمی انحناي علاوه، به است. اسکالر پرچمی انحناي از F = F (x, y)

بود:

K =
P٢ − Pxmym

F٢
.

ثابت برشی انحناي از اگر فقط و اگر است موضعی تصویري تخت ریمانی، متر یک که گوید می بلترامی قضیه

شود. می ایزوتروپیک -انحناي S با تصویري تخت فینسلري مترهاي مطالعه به منجر این باشد.

نامه پایان اهداف 2.1
می ایزوتروپیک -انحناي S و اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي بندي طبقه نامه پایان این اصلی هدف

در ضمن در است. ( 2.5 (بخش 4.2.5 قضیه اصلی، قضیه و شود می پرداخته آن به 5 فصل در که باشد

شوند. می بندي طبقه ایزوتروپیک -انحناي S با تصویري تخت راندرز مترهاي 4 فصل
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2 فصل
مقدماتی مفاهیم

مقدمه 1.2
این در دهد. نشان را x ∈ M در مماس فضاي TxM و بوده -بعدي n حقیقی هموار منیفلد M کنید فرض

عضو هر باشد. می π := TM → M متعارف تصویر نگاشت با M مماس کلاف TM :=
⊔

x∈M TxM صورت

π(x, y) := x شکل به متعارف تصویر نگاشت بنابراین ؛ y ∈ TxM و x ∈ M که است (x, y) شکل به TM

است.

مقدماتی نمادهاي و تعریف�ها 2.2
باشد: می زیر شرح به کنیم می استفاده نامه پایان این سراسر در که قراردادهایی

پایین در بار یک و بالا در بار یک اندیسی اگر یعنی کنیم، می استفاده اینشتین بندي جمع قرارداد از -1

هاي اندیس از و نماییم می خودداري ∑ علامت نوشتن از و نامیم می شده بندي جمع آنرا شود، تکرار

کنیم. می استفاده i, j, k, . . . ∈ {١, . . . , n}

باشند. می البعد متناهی و هموار نامه، پایان این در منیفلدها -2

دهند. می نشان را Rn در داخلی ضرب و اقلیدسی نرم ترتیب به < . > و |.| -3
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مقدماتی مفاهیم .2 فصل

باشد. می [12] مرجع از مطلب آن بود؛ نشده داده ارجاع کجا هر چنانچه است، ذکر به لازم

پرچمی انحناي با راندرز مترهاي بندي طبقه براي که اساسی مفاهیم بیان به شده، ذکر قراردادهاي به توجه با

پردازیم. می باشد، می لازم اسکالر

فینسلري متر 1.2.2

نماییم: تعریف را همگن تابع است لازم ابتدا در

اگر گوییم y به نسبت r درجه از مثبت همگن را H : Rn \ {٠} −→ R تابع [1] همگن). (تابع 1.2.2 تعریف

باشیم: داشته λ مثبت عدد هر ازاي به

H(λy) = λrH(y)

کنیم: می تعریف را فینسلري متر اکنون

F : TM → [٠,∞) چون اي پیوسته تابع ،M منیفلد روي فینسلري متر [1] فینسلري). (متر 2.2.2 تعریف

کند: می صدق زیر شرایط در که است

که است هموار TM٠ روي F بودن: منظم -1

TM٠ := TM \ {٠} = {y ∈ TxM |y ̸= ٠, x ∈M}.

باشد. می یک درجه از مثبت همگن y به نسبت F تابع مثبت: همگن -2

مثبت معین شود می تعریف زیر صورت به که [gij(x, y)] ماتریس (x, y) ∈ TM٠ هر براي قوي: تحدب -3

است:

gij(x, y) :=
١
٢ [F٢]yiyj (x, y) = FyiFyj + FFyiyj .

.Fyi = ∂F
∂yi آن در که

گویند. می فینسلري منیفلد (M,F ) مرتب زوج به

5



مقدماتی مفاهیم .2 فصل

به فینسلري متر یک تحدید که کرد مشاهده توان می فینسلري متر تعریف به توجه با [1] .3.2.2 توضیح

است. مینکوفسکی نرم یک ، TxM مماس صفحه

ها gij آن در که است ریمانی متر یک فینسلري، متر یک از مثال ترین ساده ریمانی). (متر 4.2.2 مثال

باشند. می x برحسب فقط توابعی،

است. شده بیان خاص ریمانی متر چند زیر در باشند. می فینسلري مترهاي ترین مهم ریمانی، هاي متر

که باشد Rn روي استاندارد اقلیدسی نرم |.| کنید فرض استاندارد). اقلیدسی (متر 5.2.2 مثال

|y| :=

√√√√ n∑
i=١

(yi)٢.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را F = F (x, y)

F := |y| y ∈ TxRn ∼= Rn. (1.2)

شود. می نامیده استاندارد اقلیدسی متر که باشد، می Rn روي فینسلري متر یک F

و استاندارد واحد گوي Bn ⊂ (Rn, |.|) کنید فرض کلاین). (متر 6.2.2 مثال

α−١ :=

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١− |x|٢
, y ∈ TxB

n ∼= Rn. (2.2)

مدل (Bn, α−١) زوج شود. می نامیده کلاین متر که باشد می Bn روي ریمانی متر یک α−١ صورت این در

شود. می نامیده کلاین

، x ∈ Sn براي باشد. استاندارد واحد کره Sn ⊂ (Rn+١, |.|) کنید فرض تصویري). کروي (مدل 7.2.2 مثال

کنید: فرض کنیم. می مشخص Rn+١ در اي ابرصفحه با طبیعی روشی کمک به را TxSn

α+١ := |y|٠, y ∈ TxS
n ⊂ Rn+١. (3.2)
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مقدماتی مفاهیم .2 فصل

بالایی هاي کره نیم ترتیب به Sn
− و Sn

+ کنید فرض اکنون دهد. می نشان را Rn+١ روي اقلیدسی نرم |.|٠ که

است: شده تعریف زیر شکل به که باشد تصویر نگاشت ψ± : Rn −→ Sn
± و دهند نشان را پایینی و

ψ±(x) := (
x√

١+ |x|٢
,

±١√
١+ |x|٢

).

برد. می Sn
± روي عظیمه هاي دایره به را Rn در مستقیم خطوط ψ±

شود: می داده زیر شکل به ψ+ با Sn
+ از Rn روي بک پول متر

α+١ =

√
|y|٢ + (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ |x|٢
, y ∈ TxRn ∼= Rn. (4.2)

شود. می نامیده تصویري کروي مدل (Rn, α+١) زوج

تصویري کروي مدل :1.2 شکل

شوند: می بیان زیر شکل به فرمول یک در 7.2.2 و 6.2.2 ، 5.2.2 هاي مثال در ریمانی مترهاي

αµ :=

√
|y|٢ + µ(|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ µ|x|٢
, y ∈ TxB

n(rµ) ∼= Rn, (5.2)

بیان αµ =
√
aijyiyj شکل به αµ متر . rµ := +∞ آنگاه ، µ ≥ ٠ اگر و rµ := ١√

−µ
آنگاه ، µ < ٠ اگر که

که: شود، می

aij =
١

١+ µ|x|٢
{δij −

µxixj

١+ µ|x|٢
}. (6.2)
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آنگاه باشد. پذیر دیفرانسیل Rn \ {٠} نقاط تمام در H حقیقی تابع کنیم فرض [1] (اولر1). 8.2.2 قضیه

اگر تنها و اگر است r درجه از مثبت همگن H

yiHyi(y) = rH(y),

. Hyi = ∂H
∂yi آن در که

آنگاه: باشد؛ یک درجه از مثبت همگن F تابع اگر [1] .9.2.2 نتیجه

yiFyi(y) = F (y)

و

yjFyiyj (y) = ٠.

کند: می صدق زیر رابطه در فینسلري متر تعریف در شده بیان F تابع [1] .10.2.2 نتیجه

F٢(y) = gij(y)y
iyj .

چرن التصاق 2.2.2

این بیان به قسمت این در که کرد بیان فینسلري مترهاي براي را التصاقی 2 چرن س. س. 1943 سال در

نماییم. تعریف را بک پول کلاف باید آن از پیش اما پردازیم می التصاق

با باشد. N و M منیفلد دو بین هموار نگاشتی f : M −→ N و برداري کلاف یک (E, π,N) کنیم فرض

این نمود. تعریف (E, π,N) برداري کلاف تار همان با M روي برداري کلاف یک توان می f از استفاده

نامیم. می بک پول کلاف را جدید ساختار
1Euler
2S. S. Chern

8



مقدماتی مفاهیم .2 فصل

نگاشت یک f :M −→ N و برداري کلاف یک (E, π,N) کنیم فرض [15] بک). پول (کلاف 11.2.2 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به و داده نشان f∗E نماد با را f توسط E بک پول کلاف باشد. هموار

f∗E = {(x, ν) ∈M × E|f(x) = π(ν)}.

باشند. می E تارهاي از کپی یک f∗E بک پول کلاف تارهاي

می تعریف (x, ν) ∈ M × E 7−→ x ∈ M توسط که pr١ : f∗E −→ M اول مولفه تصویر نگاشت با f∗E

(x, ν) 7−→ ν توسط pr٢ : f∗E −→ E دوم مولفه تصویر نگاشت اگر است. M روي برداري کلاف یک شود؛

است: جابجایی زیر نمودار در ها کلاف بین نگاشت آنگاه شود؛ تعریف
f∗E

pr٢−→ E
pr١ ↓ ↓ π
M

f−→ N

. f∗E ∼= E و

پول کلاف بالا تعریف به توجه با صورت این در باشد؛ متعارف تصویر نگاشت π : TM −→M کنیم فرض

است: زیر شکل به (x, y) ∈ TM٠ نقطه هر در آن تارهاي و است تعریف قابل π∗TM بک

π∗TM |(x,y) := {(x, y, ν)|ν ∈ TxM} ∼= TxM.

.(3.2 است(شکل TxM کپی فقط π∗TM |(x,y) دیگر عبارت به

شود. می نامیده بک پول مماس کلاف π∗TM

V TM := span{ ∂
∂yi } آنگاه باشد. T (TM٠)براي طبیعی موضعی کنج { ∂

∂xi ,
∂

∂yi } فرضکنید تعریف12.2.2.

شود. می نامیده M عمودي مماس کلاف که باشد، می T (TM٠) کلاف زیر

باشد. می π∗TM براي موضعی کنج یک {∂i} صورت این در . ∂i := (x, y ∂
∂xi |x) کنید فرض

گردد: می تعریف زیر صورت به که دارد را Y متعارف برش π∗TM برداري کلاف

Y(x,y) := (x, y, y).

9
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است. صفر برش تصویر چین، نقطه قسمت :2.2 شکل

شود: بیان تواند می زیر شکل به Y ، y = yi ∂
∂xi |x ∈ TxM در

Y = yi∂i. (7.2)

کنیم: می بیان را فینسلري هندسه در مهم تانسور دو اکنون

و M روي فینسلري متري F کنید فرض کارتان). تانسور و اساسی (تانسور 13.2.2 تعریف

gij :=
١
٢ [F٢]yiyj (x, y), Cijk :=

١
۴ [F٢]yiyjyk(x, y).

کنیم: می تعریف زیر صورت به را C و G

G := gijdx
i ⊗ dxj , C := Cijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk. (8.2)

شوند. می نامیده کارتان تانسور و اساسی تانسور ترتیب به که باشند می TM٠ روي تانسورهایی C و G

شود: می بیان زیر قضیه کارتان تانسور و اساسی تانسور با

دلخواه موضعی کنج براي باشد. -بعدي n فینسلري منیفلد (M,F ) کنید فرض . ( (چرن3 .14.2.2 قضیه

موضعی هاي 1-فرمی از یکتایی مجموعه ، {ωi} یعنی π∗T ∗M براي آن دوگان کنج هم و {ei} یعنی π∗TM

3Chern

10
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که: طوري به دارد وجود TM٠ روي {ωi
j}

dωi = ωj ∧ ωi
j , (9.2)

dgij = gkjω
k
i + gikω

k
j +٢Cijkω

n+k, (10.2)

که:

ωn+i := dyi + yjωi
j , (11.2)

. Cijk := C(ei, ej , ek) و gij := G(ei, ej) بنابراین ؛ Y =: yiei و

تقارن با معادل 9.2 حقیقت، در

Γi
kj = Γi

jk (12.2)

یعنی، است؛ ωi
j در dyk جملات نبودن و

ωi
j = Γi

jkdx
k (13.2)

دهد: می نتیجه 10.2

Γk
ij =

١
٢g

kl{∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj

− ∂gij
∂xl

}

− gkl{CjmlN
m
i + CimlN

m
j − CijmN

m
l }. (14.2)

آن: در که

N i
j := ymΓi

mj . (15.2)

نتیجه: در

Nk
j =

١
٢g

kl{∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj

− ∂gij
∂xl

}yi −٢gklCjmlG
m, (16.2)

11
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که:

Gi :=
١
٢N

i
jy

j =
١
٢Γi

jky
jyk. (17.2)

پس:

Gi =
١
۴g

il{∂gjl
∂xk

+
∂glk
∂xj

− ∂gjk
∂xl

}yjyk (18.2)

باشد. می gij ماتریس وارون gij و

براي {ei} موضعی کنج به نسبت {ωi
j} یعنی، چرن، التصاق هاي فرم با چرن). (التصاق 15.2.2 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به π∗TM روي ∇ خطی التصاق ، π∗TM

∇ŶX := {dXi(Ŷ ) +Xjωi
j(Ŷ )} ⊗ ei.

تر: ساده طور به

∇X := {dXi +Xjωi
j} ⊗ ei.

شود. می نامیده چرن التصاق ∇

معادلات از استفاده با

[F٢]xl =
∂gij
∂xl

yiyj , [F٢]xkylyk = ٢∂gil
∂xk

yiyk,

شود: می بازنویسی زیر شکل به 18.2 در Gi

Gi =
١
۴g

il{[F٢]xkylyk − [F٢]xl}. (19.2)

هاي فرمول کمک با

[F٢]xl = ٢FFxl , [F٢]xkylyk =
٢Fxkyk

F
gmly

m +٢FFxkylyk

12
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آوریم: می دست به

Gi = Pyi +Qi. (20.2)

آن: در که

P :=
Fxkyk

٢F , Qi :=
F

٢g
il{Fxkylyk − Fxl}.

می دیفرانسیل yj به نسبت 18.2 از شوند. می نامیده التصاق ضرایب 16.2 یا 15.2 در N i
j موضعی توابع

شود: می نتیجه گیریم،

N i
j =

∂Gi

∂yj
. (21.2)

باشد. می وابسته Gi به فقط N i
j بنابراین

کنید: فرض .16.2.2 تعریف

δ

δxi
:=

∂

∂xi
−N j

i

∂

∂yj
. (22.2)

. T (TM٠) = HTM ⊕ V TM و است T (TM٠) کلاف زیر HTM := span{ δ
δxi } آنگاه

به 15.2 فرمول با Γi
jk و N i

j شوند. می نامیده چرن التصاق کریستوفل علایم 14.2 در Γi
jk موضعی توابع

باشند. می وابسته یکدیگر

کنیم. می بررسی را ریمانی مترهاي کریستوفل علایم اکنون

F اسپري ضرایب ، 18.2 به توجه با باشد. M منیفلد روي ریمان متر یک F =
√
gij(x)yiyj کنید فرض

بود: خواهند زیر صورت به Gi = Gi(x, y) یعنی

Gi =
١
۴g

il(x){∂gjl
∂xk

(x) +
∂glk
∂xj

(x)− ∂gjk
∂xl

(x)}yjyk. (23.2)

به Γi
jk کریستوفل علایم و N i

j التصاق ضرایب ، 14.2 و 15.2 هاي فرمول از . (gij(x)) := (gij(x))
−١ که

13
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آیند: می دست به زیر شکل

Nk
j =

١
٢g

kl(x){∂gjl
∂xi

(x) +
∂gli
∂xj

(x)− ∂gij
∂xl

(x)}yi,

Γk
ij =

١
٢g

kl(x){∂gjl
∂xi

(x) +
∂gli
∂xj

(x)− ∂gij
∂xl

(x)}, (24.2)

باشند. می x حسب بر توابعی Γk
ij = Γk

ij(x) کریستوفل علایم که

شکل به (aij) معکوس ماتریس صورت این در باشد. 5.2 با شده بیان متر αµ کنید فرض .17.2.2 مثال

aij = (١+ µ|x|٢){δij + µxixj} (25.2)

بود. خواهد

کنیم. می محاسبه را αµ کریستوفل علایم اکنون

چون:

∂akl
∂xj

=
∂[ ١
١+µ|x|٢ {δkl −

µxkxl

١+µ|x|٢ }]
∂xj

=
−٢µxjδkl − µ(xlδkj + xkδjl)

(١+ µ|x|٢(٢
+
۴µ٢xjxkxl
(١+ µ|x|٣(٢

. (26.2)

شود: می نتیجه 24.2 فرمول طبق پس

Γ
i

jk =
١
٢ (١+ µ|x|٢){δli + µxix

l}{−µ٢xjδkl +٢xkδlj −٢xlδjk
(١+ µ|x|٢(٢

− µ
xlδkj + xkδjl + xjδlk + xlδkj − xkδjl − xjδlk

(١+ µ|x|٢(٢
+
۴µ٢xlxjxk
(١+ µ|x|٣(٢

}. (27.2)

بنابراین:

Γ
i

jk = −µ
xjδik + xkδij

١+ µ|x|٢
. (28.2)
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مینکوفسکی موضعا (M,F ) فینسلري منیفلد مینکوفسکی). موضعا فینسلري منیفلد ) 18.2.2 تعریف

که باشد موجود TM در (xi, yi) استاندارد موضعی مختصات دستگاه x ∈M نقطه هر در اگر شود می نامیده

باشد. (yi) ∈ Rn از تابعی فقط F = F (x, y)

{ei} -بعدي، n فینسلري منیفلد یک (M,F ) کنید فرض عمودي). و افقی کوواریانت (مشتق تعریف19.2.2

فرم مجموعه {ωi
j} و T ∗(TM٠) براي متناظر موضعی کنج هم {ωi, ωn+i} ، π∗TM براي موضعی کنج یک

صورت به را f.m و f|m ، TM٠ روي f اسکالري تابع براي باشد. {ei} به نسبت موضعی چرن التصاق هاي

کنیم: می تعریف زیر

df = f|kω
k + f.kω

n+k, (29.2)

براي متداول روشی شوند. می نامیده f عمودي کوواریانت مشتق f.k و افقی کوواریانت مشتق f|k که

اگر مثال، براي دارد. وجود چرن التصاق از استفاده با TM٠ روي تانسور یک کوواریانت هاي مشتق تعریف

شوند: می تعریف زیر صورت به Tij.k و Tij|k ، T = Tijω
i ⊗ ωj

Tij|kω
k + Tij.kω

n+k := dTij − Tkjω
k
i − Tikω

k
j .

(xi, yi) از موضعی توابعی Tij = Tij(x, y) ضرایب ، (xi, yi) استاندارد موضعی مختصات دستگاه یک در

شوند: می داده زیر شکل به Tij.k و Tij|k و y = yi ∂
∂xi |x آن در که هستند؛

Tij|k =
∂Tij
∂xk

− TsjΓ
s
ik − TisΓ

s
jk − Tij.sN

s
k ,

Tij.k =
∂Tij
∂yk

.

T = Tkω
k و S = Sijω

i⊗ωj براي مثال، براي کند. می صدق ضرب حاصل قاعده در کوواریانت گیري مشتق

داریم:

(SijTk)|l = Sij|lTk + SijTk|l.
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شود: می نتیجه 10.2 از ، G = gijω
i ⊗ ωj اساسی تانسور براي

gij|k = ٠, gij.k = ٢Cijk.

آید: می دست به 11.2 از ، Y = yiei متعارف برش براي و

yi|k = ٠, yi.k = δik.

بنابراین:

[F٢]|m = ٢FF|m = gij|my
iyj = ٠. (30.2)

ژئودزیک و اسپري 3.2.2

فینسلري هندسه در موضعی کمینه هاي خم باشند. می توجه جالب کمینه هاي خم متري، فضاي یک در

بیان به ادامه در شوند. می مشخص ژئودزیک) (معادلات دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با

. [20] پردازیم می اسپري و ژئودزیک

یک باشد. متعارف تصویر π : TM٠ −→ M و -بعدي n منیفلدي M کنید فرض (اسپري). 20.2.2 تعریف

شود: می تعریف زیر شکل به که است TM٠ روي خاص هموار برداري میدان یک M منیفلد روي G اسپري

G := yi
∂

∂xi
−٢Gi ∂

∂yi
, (31.2)

باشند: می زیر همگنی خاصیت با موضعی توابعی Gi = Gi(x, y) که

Gi(x, λy) = λ٢Gi(x, y), λ > ٠. (32.2)
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زیر معادله در اگر شود می نامیده G انتگرال خم TM٠ در γ = γ(t) خم یک انتگرال). (خم 21.2.2 تعریف

کند: صدق

γ̇ = Gγ , (33.2)

آن: در که

Gγ = yi
∂γ

∂xi
−٢Gi ∂γ

∂yi
.

زیر معادلات در (xi(t), yi(t)) یعنی γ(t) مختصات آنگاه باشد. G انتگرال خم γ(t) کنید فرض اکنون

کنند: می صدق

ẋi(t) = yi(t), ẏi(t) +٢Gi(x(t), y(t)) = ٠.

زیر معادلات در (xi(t)) یعنی σ(t) مختصات آنگاه باشد. π تحت γ(t) تصویر σ(t) := π(γ(t)) کنید فرض

کنند: می صدق

σ̈i(t) +٢Gi(σ(t), σ̇(t)) = ٠. (34.2)

شوند. می مشخص (σ̇i(t)) و (σi(t)) ترتیب به یعنی مختصاتشان با σ̇(t) = σ̇i(t) ∂
∂xi |σ(t) و σ(t) اینجا در

مماس برداري میدان با که خمی عنوان به σ طبیعی لیفت ، M در σ = σ(t) شده داده خم براي برعکس،

یعنی، خودش

σ̇(t) = σ̇i(t)
∂

∂xi
|σ(t)

گردد. می تعریف شده، تشکیل

است. (σi(t), σ̇i(t)) برابر TM در σ̇(t) مختصات

لیفت یعنی، کند. می صدق 33.2 در (xi(t), yi(t)) = (σi(t), σ̇i(t)) آنگاه کند، صدق 34.2 در σ(t) اگر

است. G انتگرال خم یک σ طبیعی

17
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باشد هموار خمی اگر شود می نامیده ژئودزیک یک M در σ = σ(t) نگاشت (ژئودزیک). 22.2.2 تعریف

دستگاه یک در کند. صدق 33.2 در یعنی، باشد، TM٠ در G انتگرال خم γ(t) := σ̇(t) طبیعی لیفت و

کند. می صدق 34.2 در (σi(t)) یعنی σ(t) مختصات استاندارد، موضعی مختصات

در اگر فقط و اگر است ژئودزیک (M,F ) فینسلري منیفلد در σ(t) هموار خم یک [23] .23.2.2 نتیجه

کند: صدق زیر دوم مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه

d٢σi

dt٢
(t) +٢Gi(σ(t),

dσ

dt
(t)) = ٠, (35.2)

شوند: می تعریف زیر شکل به و نامیده ژئودزیک ضرایب هستند، TM روي موضعی توابع Gi = Gi(x, y) که

Gi =
١
۴g

il{[F٢]xmylym − [F٢]xl}. (36.2)

تصویري ارز هم فینسلري مترهاي 4.2.2

کنیم. می معرفی را دارند نقاط مجموعه عنوان به یکسانی هاي ژئودزیک که فینسلري مترهاي بخش، این در

ارز هم M منیفلد روي F و F فینسلري متر دو تصویري). ارز هم فینسلري (مترهاي 24.2.2 تعریف

باشند. داشته نقاط مجموعه عنوان به یکسانی هاي ژئودزیک اگر شود می نامیده تصویري

ارز هم زیر شرایط ، M منیفلد روي F و F فینسلري متر دو براي [20 ،17] .( (راپسک4 25.2.2 قضیه

باشند: می

دارند. نقاط مجموعه عنوان به یکسانی هاي ژئودزیک F و F -1

که: طوري به دارد وجود TM روي P (x, y) اسکالري تابع -2

Gi(x, y) = G
i
(x, y) + P (x, y)yi.

4Rapcsák
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شود: می داده زیر صورت به P حالت، این در

P (x, y) =
F;ky

k

٢F .

کند: می صدق زیر دستگاه در F -3

F;k.ly
k − F;l = ٠, (37.2)

. F;k.l = (F;k)yl و دهد می نشان را F به نسبت F افقی کوواریانت مشتق F;k که

تصویري تخت فینسلري متر 5.2.2

ارز هم فینسلري مترهاي از خاصی حالت که پردازیم می تصویري تخت فینسلري مترهاي بیان به اکنون

هاي ژئودزیک دیگر عبارت به باشند می تصویري ارز هم اقلیدسی مترهاي با مترها این . باشند می تصویري

هستند. راست خطوط Rn باز هاي زیرمجموعه روي آنها

اگر شود می نامیده تصویري تخت U ⊂ Rn باز مجموعه زیر روي F = F (x, y)فینسلري متر تعریف26.2.2.

موضعی تصویري تخت M منیفلد روي F فینسلري متر باشند. راست هاي خط U در هایش ژئودزیک تمام

باشد. تصویري تخت F که باشد داشته وجود (xi) موضعی مختصات دستگاه نقطه، هر در اگر شود می نامیده

شود: می نتیجه 25.2.2 قضیه از

تخت U ⊂ Rn باز مجموعه زیر روي F = F (x, y) فینسلري متر یک [12 ،13] .( (هامل5 27.2.2 قضیه

باشند: برقرار زیر معادلات دستگاه اگر فقط و اگر است تصویري

Fxkylyk − Fxl = ٠. (38.2)
5Hamel
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شود: می داده زیر صورت به P = P (x, y) آن در که است Gi = Pyi شکل به اسپري ضرایب حالت این در

P =
Fxkyk

٢F . (39.2)

شود. می نامیده F تصویر عامل P اسکالري تابع

موضعی تصویري تخت M منیفلد روي F = F (x, y) ریمانی متر [23] .( بلترامی6 (قضیه 28.2.2 قضیه

باشد. 5.2 در αµ متر به موضعی ایزومتر اگر فقط و اگر است،

است: شده آورده تصویري تخت فینسلري متر از مثالی زیر در

بگیرید: نظر در را 5.2 در شده تعریف ریمانی مترهاي از زیر خانواده .29.2.2 مثال

αµ :=

√
|y|٢ + µ(|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ µ|x|٢
, y ∈ TxB

n(rµ) ∼= Rn, (40.2)

صورت: این در ، F = αµ کنید فرض . rµ := +∞ آنگاه µ ≥ ٠ اگر و rµ := ١√
−µ

آنگاه µ < ٠ اگر که

Fxk =
(µxk|y|٢ − µ < x, y > yk)(١+ µ|x|٢−(٢µxk(|y|٢ + µ(|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

(١+ µ|x|٢(٢
√

|y|٢ + µ(|x|٢|y|٢− < x, y >٢)
.

پس:

Fxkyk = −٢µ < x, y >

١+ µ|x|٢
F

و

Fxkylyk − Fxl = [Fxkyk]yl −٢Fxl = ٠.

آوریم: می دست به مستقیم اي محاسبه با و 20.2 از استفاده با

Gi = −µ < x, y >

١+ µ|x|٢
yi.

تخت ریمانی متر هر که کند می بیان ریمانی هندسه در بلترامی قضیه است. تصویري تخت αµ بنابراین

باشد. می ثابت µ براي αµ به موضعی ایزومتر مقیاس، تغییر یک حد در موضعی، تصویري
6Beltrami
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ریمان انحناي 6.2.2

1854 در 7 ریمان ب. توسط ابتدا کمیت این باشد. می فینسلري هندسه در اساسی کمیتی ریمان انحناي

داد تعمیم فینسلري مترهاي به را ریمان انحناي 8 بروالد ل. ،1926 در شد. بیان ریمانی مترهاي براي

انحناي بیان به قسمت این در است. فینسلري هندسه در مهمی مرحله ریمان، انحناي از او توسیع .[17 ،5]

پردازیم. می ریمان

∇ چرن التصاق با همراه فینسلري منیفلد یک (M,F ) کنیم فرض ریمان). انحناي (تانسور 30.2.2 تعریف

نگاشت باشد.

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z (41.2)

نامیم. می ریمان انحناي تانسور را

کنیم: می بیان موضعی حالت در را ریمان انحناي اکنون

به TM٠ روي {ωi, ωn+i} موضعی کنج هم ، TM٠ در (xi, yi) استاندارد موضعی مختصات دستگاه یک در

آید: می دست به زیر صورت

ωi = dxi, ωn+i = δyi := dyi +N i
jdx

j ,

شود: می نتیجه شده، تعریف 22.2 در که δ
δxi کمک با است. شده تعریف 15.2 در N i

j = ymΓi
mj آن در که

Ri
j kl =

δΓi
jl

δxk
−
δΓi

jk

δxl
+ Γi

ksΓ
s
jl − Γs

jkΓ
i
ls. (42.2)

بنابراین:

Ri
kl := yjRi

j kl =
∂N i

l

∂xk
− ∂N i

k

∂xl
+Ns

l

∂N i
k

∂ys
−Ns

k

∂N i
l

∂ys
. (43.2)

7B. Riemann
8L. Berwald
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از استفاده و yl با 43.2 انقباض با شود. می بیان Gi جملات در مستقیم صورت به Ri
kl ، N i

j = ∂Gi

∂yj چون

آوریم: می دست به 21.2

Ri
k := Ri

kly
l = ٢∂G

i

∂xk
− yj

∂٢Gi

∂xj∂yk
+٢Gj ∂٢Gi

∂yj∂yk
− ∂Gi

∂yj
∂Gj

∂yk
. (44.2)

تعریف زیر شکل به که است مماس صفحات روي خطی هاي نگاشت از اي خانواده ریمان، انحناي بنابراین

شود: می

R = {Ry|y ∈ TxM٠, x ∈M},

گردد: می تعریف زیر صورت به Ry := Ri
kdx

k ⊗ ∂
∂xi |x : TxM → TxM آن در که

Ry(v) := Ri
k(x, y)v

k ∂

∂xi
v = vi

∂

∂xi
∈ TxM.

داریم: آن در و

Ri
k = ٢∂G

i

∂xk
− yj

∂٢Gi

∂xj∂yk
+٢Gj ∂٢Gi

∂yj∂yk
− ∂Gi

∂yj
∂Gj

∂yk
(45.2)

و شود می نامیده ریمان انحناي R

Ry(y) = ٠, Rλy = λ٢Ry, λ > ٠. (46.2)

است، خودالحاق gy به نسبت Ry باشد؛ gy(u, v) = gij(x, y)u
ivj و v = vi ∂

∂xi |x ، u = ui ∂
∂xi |x اگر علاوه به

یعنی،

gy(Ry(u), v) = gy(u,Ry(v)), u, v ∈ TxM. (47.2)

بنابراین:

gy(Ry(u), y) = gy(u,Ry(y)) = ٠.

باشند. می ریمان انحناي اساسی معادلات 47.2 و 46.2
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ریچی انحناي و پرچمی انحناي 7.2.2

می ریمانی انحناي اثر ریچی انحناي و ریمانی هندسه در برشی انحناي سازي عمومی یک پرچمی انحناي

پردازیم. می انحنا دو این معرفی به قسمت این در باشد.

پرچمی انحناي ،y پرچم میله با P = span{y, u} ⊂ TxM پرچم براي پرچمی). (انحناي 31.2.2 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به K(P, y)

K(P, y) :=
gy(u,Ry(u))

gy(y, y)gy(u, u)− gy(y, u)٢
. (48.2)

.P = span{y, u} پرچم :3.2 شکل

.P = span{y, u} که است، u ∈ P خاص بردار انتخاب از ,K(Pمستقل y) که شود می ثابت 47.2 و 46.2 با

نماییم: می بیان را وثابت ایزوتروپیک اسکالر، (پرچمی) انحناي سه اکنون

K = K(x, y)یعنی باشد P هاي پرچم از ,K(Pمستقل y) هرگاه؛ نامیم می اسکالر (پرچمی) انحناي با را F -1

باشد. مماس فضاي روي اسکالر تابعی

بردارهاي و P هاي پرچم از مستقل K(P, y) هرگاه؛ نامیم می ایزوتروپیک (پرچمی) انحناي با را F -2

باشد. منیفلد روي اسکالر تابعی K = K(x) یعنی باشد y مماس
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y مماس بردارهاي و P هاي پرچم از مستقل K(P, y) هرگاه؛ نامیم می ثابت (پرچمی) انحناي با را F -3

باشد. منیفلد روي ثابت تابعی K = K٠ یعنی باشد x هاي مکان و

P ⊂ TxM مماسدلخواه صفحه هر براي Mباشد. منیفلد روي ریمانی یکمتر F فرضکنید .32.2.2 گزاره

است. y ∈ P\{٠} از مستقل K(P, y) = K(P ) پرچمی انحناي ،

P ⊂ TxM برش براي ریمانی متر برشی انحناي همان با Kبرابر = K(P پرچمی( انحناي ریمانی مترهاي براي

است.

ژئودزیک خانواده باشد. TpM از بعدي دو فضاي زیر یک π و p ∈ M n-بعدي، منیفلد یک M کنیم فرض

انحناي دهد. می بعدي دو رویه یک تشکیل π بعدي دو فضاي زیر بر مماس و p ∈M نقطه از گذرنده هاي

. [14] نامیم می p ∈M نقطه در M منیفلد برشی انحناي را بعدي دو رویه این گاوسی

اگر فقط و اگر K(P, y) = K(x, y) نقطه، هر در

Ri
k = K{F٢δik − gkqy

qyi}. (49.2)

این در و است اسکالر پرچمی انحناي با موضعی، تصویري تخت فینسلري متر هر [7 ،12] .33.2.2 گزاره

بود: خواهد زیر شکل به پرچمی انحناي حالت

K =
P٢ − Pxkyk

F٢
. (50.2)

بگیرید: نظر در را ریمانی مترهاي از زیر خانواده .34.2.2 مثال

αµ :=

√
|y|٢ + µ(|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ µ|x|٢
, y ∈ TxB

n(rµ) ∼= Rn.
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آن: در که هستند Gi = Pyi اسپري ضرایب ، 29.2.2 مثال طبق بر

P = −µ < x, y >

١+ µ|x|٢
.

آوریم: می دست به مستقیم اي محاسبه با

Pxkyk = −µ |y|
١)٢+ µ|x|٢−(٢µ < x, y >٢

(١+ µ|x|٢(٢
.

دارد. ثابت برشی انحناي αµ بنابراین . K = µ داریم 50.2 به توجه با

پرچمی انحناي و n ≥ ٣ بعد از فینسلري منیفلدي (M,F ) کنید فرض [12 ،4] شور9). (لم 35.2.2 لم

باشد. می ثابت پرچمی انحناي صورت این در باشد. ایزوتروپیک

کنید فرض [20] ریچی). (انحناي 36.2.2 تعریف

Ric(x, y) := Rm
m. (51.2)

است: زیر همگنی خاصیت با TM٠ روي تعریف خوش اسکالري تابع یک Ric

Ric(x, λy) = λ٢Ric(x, y), λ > ٠.

نامیم. می ریچی انحناي را Ric

طوریکه به باشد موجود λ ثابت اگر شود می نامیده ثابت ریچی انحناي با F فینسلري متر .37.2.2 تعریف

. Ric = (n−١)λF٢

-انحنا S 8.2.2

هستند -انحنا S و تاب کمیت، دو این دارد. وجود مهم ریمانی نا هندسی کمیت دو فینسلري هندسه در

هندسه حجمی مقایسه که هنگامی 10 .شن ز توسط ابتدا -انحنا S پردازیم. می آنها معرفی به ادامه در که
9Schur

10Z. Shen
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. [18] شد بیان کرد، می مطالعه را فینسلر-ریمانی

داریم. بوسمان-هاسدورف حجمی فرم معرفی به نیاز تاب تعریف براي

در بگیرید. نظر در را (M,F ) بعدي n فینسلري منیفلد بوسمان-هاسدورف). حجمی (فرم 38.2.2 تعریف

که باشد T ∗
xM براي اي پایه {θi}n

i=١ و TxM براي دلخواهی پایه {bi}ni=١ کنید فرض ، x ∈ M نقطه هر

شود: می نامیده بوسمان-هاسدورف حجمی فرم زیر، -فرمی n است. {bi}ni=١ دوگان

dVF := σF (x)θ
١ ∧ . . . ∧ θn,

آن: در که

σF (x) :=
V ol(Bn(١))

V ol{(yi) ∈ Rn|F (x, yibi) < ١}
(52.2)

U = [٠,١]n واحد مکعب براي که دهد می نشان را Rn در اي زیرمجموعه روي اقلیدسی حجم تابع V ol(.) و

. V ol(U) = ١ داریم

کنیم: می تعریف زیر صورت به را F تاب اکنون

، x ∈ M نقطه هر براي بگیرید. نظر در را (M,F ) بعدي n فینسلري منیفلد [20] (تاب). 39.2.2 تعریف

است. {bi}ni=١ دوگان که باشد T ∗
xM براي اي پایه {θi}n

i=١ و TxM براي دلخواهی پایه {bi}ni=١ کنید فرض

صورت به را dVF

dVF := σF (x)θ
١ ∧ . . . ∧ θn

کنیم: می تعریف زیر صورت به را تاب y ∈ TxM٠ دلخواه بردار براي و

τ(x, y) := ln[

√
det(gij(x, y))

σF (x)
].

باشد: می دارا را زیر همگنی خاصیت تاب

τ(x, λy) = τ(x, y), λ > ٠, y ∈ TxM٠.
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باشد. τ = ٠ اگر تنها و اگر است ریمانی F

پردازیم: می مهم ریمانی نا کمیت دومین تعریف به اکنون

σ(٠) = x با ژئودزیکی σ = σ(t) فرضکنید ، y ∈ TxM٠ دلخواه بردار براي [23] -انحنا). S) تعریف40.2.2

شود: می تعریف زیر صورت به -انحنا S بنابراین باشد. σ̇(٠) = y و

S(x, y) :=
d

dt
[τ(σ(t), σ̇(t))]|t=٠.

باشد. می یک درجه از مثبت همگن y به نسبت S = S(x, y) آن در که

حجمی فرم dVF = σF (x)dx
١ ∧ . . . ∧ dxn کنید فرض ، (xi, yi) استاندارد موضعی مختصات دستگاه در

شود: می نتیجه 16.2 از دهند. نشان را F اسپري ضرایب Gi = Gi(x, y) و

∂Gm

∂ym
=
١
٢g

ml ∂gml

∂xi
yi −٢gmlCimlG

i.

که: شود می مشاهده طرفی از

τyi =
∂

∂yi
[ln

√
det(gjk(x, y))] =

١
٢g

jk ∂gjk
∂yi

= gjkCijk.

بنابراین:

S = yi
∂τ

∂xi
−٢ ∂τ

∂yi
Gi

=
١
٢g

ml ∂gml

∂xi
yi −٢gmlCimlG

i − ym
∂

∂xm
(lnσF (x)).

بود: خواهد زیر شکل به S-انحنا موضعی، مختصات در پس

S =
∂Gm

∂ym
(x, y)− ym

∂

∂xm
(lnσF (x)). (53.2)
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S-انحناي ،M n-بعدي منیفلد روي F فینسلري متر یک ثابت). و ایزوتروپیک -انحناي S) 41.2.2 تعریف

c(x) اگر . S = (n+١)cF که طوري به باشد موجود M روي c = c(x) اسکالري تابع اگر دارد ایزوتروپیک

دارد. ثابت -انحناي S ، F گوییم می باشد، ثابت

باشد. K(x, y) اسکالر پرچمی انحناي با -بعدي n فینسلري منیفلد (M,F ) کنید فرض [8] .42.2.2 قضیه

یعنی، باشد؛ ایزوتروپیک -انحنا S کنید فرض

S = (n+١)c(x)F (x, y),

که: طوري به دارد وجود M روي σ(x) اسکالري تابع آنگاه باشد. می M روي اسکالري تابع یک c(x) که

K = ٣cxm(x)ym

F (x, y)
+ σ(x).

باشد. M روي اسکالري تابعی K = K(x, y) اگر فقط و اگر است ثابت c(x) = c خصوص، به
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3 فصل
راندرز مترهاي

مقدمه 1.3
نظریه در مترها این آن، از پس شدند. بیان 1941 در 1 راندرز ج. فیزیکدان توسط ابتدا راندرز مترهاي

که بود کسی اولین او و شدند گرفته کار به 1957 در 2 اینگاردن س. ر. توسط الکترونی هاي میکروسکوپ

نامید. راندرز متر را مترها این

نیروي میدان یک تاثیر تحت (M,h) ریمانی فضاي یک ناوبري مساله از طبیعی طور به مترها این همچنین،

. آمدند[21] وجود به W خارجی

ایزوتروپیک -انحناي S با راندرز مترهاي و پردازیم Mمی -بعدي n منیفلد روي مترها این بیان به فصل این در

کنیم. می بیان است، لازم بعد هاي فصل در و باشند می مترها این به مربوط که را هایی قضیه و بررسی را

راندرز مترهاي 2.3
آن در که باشد می F (x, y) := α(x, y) + β(x, y) فینسلري متر راندرز، متر یک راندرز). (متر 1.2.3 تعریف

آن در که باشند می 1-فرمی βy(x, y) := bi(x)y
i و ریمانی متر یک α(x, y) := √

aij(x)yiyj

||β||α :=
√
aij(x)bi(x)bj(x) < ١

1G. Randers
2R. S. Ingarden
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. (aij) := (aij)
−١ و

پردازیم: می راندرز مترهاي [gij ] ماتریس هاي درایه محاسبه به اکنون

دانیم: می

gij =
١
٢ [F٢]yiyj = FyiFyj + FFyiyj .

اینکه: به توجه با

F = α+ β =
√
apqypyq + bky

k,

داریم:

Fyi =
aiqy

q + apiy
p

٢α + bi =
aiqy

q

α
+ bi

بنابراین: و

Fyi =
yi
α

+ bi, (1.3)

مشابه: طور .به yi := aijy
j آن در که

Fyj =
yj
α

+ bj , (2.3)

همچنین: و

Fyiyj =
α٢aij − ajqy

qaiqy
q

α٣
.

بنابراین:

Fyiyj =
α٢aij − yiyj

α٣
. (3.3)

شود: می نتیجه 3.3 و 2.3 ، 1.3 از

gij =
F

α
{aij −

yi
α

yj
α

+
α

F
(bi +

yi
α
)(bj +

yj
α
)}.
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محدب و مثبت همگن منظم، باید باشد، فینسلري متر یک F = α + β : TM −→ R که این براي طرفی از

قوي تحدب شرط اما شود می نتیجه آسانی به آن بودن منظم و مثبت همگن .( 1.2.2 باشد(بخش قوي

هاي درایه شد محاسبه که همانطور است. مربوط راندرز مترهاي براي [gij ] ماتریس بودن مثبت معین به

است: زیر صورت به F = α+ β راندرز متر [gij ] ماتریس

gij =
F

α
{aij −

yi
α

yj
α

+
α

F
(bi +

yi
α
)(bj +

yj
α
)}, (4.3)

شود: می نتیجه gij ماتریس بودن مثبت معین زیر گزاره از . yi := aijy
j آن در که

باشند: می ارز هم راندرز مترهاي براي زیر شرط سه [3] .2.2.3 گزاره

. ||β||α < ١ ، M روي -1

باشد. می مثبت y ̸= ٠ هر براي F (x, y) = α(x, y) + β(x, y) -2

باشد. می مثبت معین y ̸= ٠ هر براي [gij(x, y)] ماتریس -3

حجمی فرم بین رابطه بیان به زیر مثال در اکنون شد. بیان بوسمان-هاسدورف حجمی فرم قبل فصل در

پردازیم. می آن ریمانی متر و راندرز متر بوسمان-هاسدورف

و ریمان متر یک α =
√
aij(x)yiyj آن در که بگیرید نظر در را F = α+ β راندرز متر .3.2.3 مثال

باشد. می M -بعدي n منیفلد روي 1-فرمی یک βy = bi(x)y
i

: بنابراین .Ωx := {(yi) ∈ Rn|F (x, yi ∂
∂xi |x) < ١} کنید فرض

V ol(Ωx) =
V ol(Bn(١))

(١− ||βx||٢α)(n+١)/٢
√
det(aij(x))

.

شود: می نتیجه دهیم می قرار 52.2 فرمول در را آن

σF (x) = (١− ||β||٢α)(n+١)/٢σα(x),
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می زیر شکل به آن ریمانی متر و راندرز متر حجمی فرم بین رابطه بنابراین . σα(x) = √
det(aij(x)) که

باشد:

dVF = (١− ||β||٢α)(n+١)/٢dVα. (5.3)

زیر معادله از جوابی صورت به تواند می βy = bi(x)y
i و α =

√
aij(x)yiyj با F = α + β راندرز متر هر

شود: داده

h(x,
y

F
−W ) =

√
hij(

yi

F
−W i)(

yj

F
−W j) = ١, (6.3)

است: زیر شرط با برداري میدان یک W =W i(x) ∂
∂xi و ریمان متر یک h(x, y) = √

hij(x)yiyj که

||W ||h = h(x,−W ) =
√
hij(x)W i(x)W j(x) < ١.

شود: می داده زیر شکل به (h,W ) و (α, β) بین رابطه

aij =
(١− ||W ||٢h)hij +WiWj

(١− ||W ||٢h)٢
, (7.3)

bi = − Wi

١− ||W ||٢h
, (8.3)

hij = (١− ||β||٢α)(aij − bibj), (9.3)

W i = − bi

١− ||β||٢α
, (10.3)
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: علاوه به . bi := aijbj و Wi := hijW
j که

||W ||٢h := hijW
iW j = aijbibj =: ||β||٢α.

: کنیم بیان زیر شکل به را F توانیم می 8.3 و 7.3 با

F =

√
λh٢ +W٢٠

λ
− W٠

λ
, W٠ :=Wiy

i, (11.3)

. λ := ١−WiW
i = ١− ||W ||٢h و Wi := hijW

j که

W = W i(x) ∂
∂xi و M -بعدي n منیفلد روي فینسلري متر یک Φ = Φ(x, y) کنید فرض .[12] .4.2.3 لم

F = F (x, y) کنید فرض . h(x,−W ) < ١ داریم x ∈M هر براي که باشد M روي دلخواه برداري میدان یک

کند: صدق زیر معادله در و باشد M روي فینسلري متر یک

Φ(x,
y

F
−W ) = ١. (12.3)

یعنی، باشند، می برابر Φ و F فینسلري حجمی هاي فرم آنگاه

dVF = dVΦ. (13.3)

آن در که G
i
= ١

٢Γ
i

jky
jyk ، 18.2 به توجه با باشند. α اسپري ضرایب G

i
= G

i
(x, y) کنید فرض

شوند: می بیان زیر صورت به که هستند α کریستوفل علایم Γ
i

jk = Γ
i

jk(x)

Γ
i

jk =
ail

٢ {∂ajl
∂xk

+
∂akl
∂xj

− ∂ajk
∂xl

}.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را bi;j . θij := Γ
i

jk(x)dx
k و θi := dxi کنید فرض

bi;jθ
j := dbi − bjθ

j
i .

33



راندرز مترهاي .3 فصل

داریم: بنابراین

bi;j =
∂bi
∂xj

− bkΓ
k

ij .

کنید: فرض

rij :=
١
٢ (bi;j + bj;i), sij :=

١
٢ (bi;j − bj;i). (14.3)

داریم: ، Γk

ij = Γ
k

ji که جایی آن از

sij =
١
٢ (

∂bi
∂xj

− ∂bj
∂xi

).

است: زیر دیفرانسیل داراي شود، بیان β = bidx
i شکل به تواند می که ، βy = biy

i 1-فرمی دیگر، طرف از

dβ = dbj ∧ dxj =
١
٢ (

∂bj
∂xi

− ∂bi
∂xj

)dxi ∧ dxj .

کنیم: فرض . sij = ٠ اگر تنها و اگر ( dβ = ٠ ) است بسته β بنابراین

sij := aihshj , sj := bis
i
j . (15.3)

کنند: می بیان راندرز متر براي را Gi و Gi بین رابطه زیر لم

زیر شکل به Gi و Gi یعنی α و F اسپري ضرایب بین رابطه ، F = α+ β راندرز متر براي .[12] .5.2.3 لم

است:

Gi = G
i
+ Pyi +Qi, (16.3)

: آن در که

P :=
e٠٠
٢F − s٠, Qi = αsi٠, (17.3)

.si٠ := sijy
j و eij := rij + bisj + bjsi, e٠٠ := eijy

iyj , s٠ := siy
i و
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کنید: فرض

Rij :=
١
٢ (Wi|j +Wj|i), Sij :=

١
٢ (Wi|j −Wj|i),

و پایین هاي اندیس بردن بالا براي ترتیب به را hij و hij دهد. می نشان را h به نسبت کوواریانت مشتق | که

فرض غیره. و Si
j := hirSrj و W i := hijWj مثال عنوان به کنیم؛ می استفاده بالا هاي اندیس آوردن پایین

کنید:

Rj :=W iRij , Sj :=WiSi
j =W iSij , R := RjW

j ,

کنیم: می بیان را زیر لم بالا هاي فرمول کمک با بنابراین

بیان 11.3 با W برداري میدان یک و h ریمان متر یک جملات در که F راندرز متر براي [12] .6.2.3 لم

G
i با که h اسپري ضرایب جملات در تواند می شود؛ می داده نشان Gi با که F اسپري ضرایب است، شده

شود: بیان زیر شکل به h به نسبت W کوواریانت هاي مشتق و شود؛ می داده نشان

Gi = G
i − FSi

٠ − ١
٢F

٢(Ri + Si) +
١
٢{y

i

F
−W i}{٢FR٠ −R٠٠ − F٢R}. (18.3)

ایزوتروپیک S-انحناي با راندرز مترهاي 3.3
می آن به بخش این در که است طبیعی اي مساله ثابت) (یا ایزوتروپیک -انحناي S با راندرز مترهاي مطالعه

پردازیم.

, βy = bi(x)y
i و α =

√
aij(x)yiyj که باشد، M -بعدي n منیفلد روي راندرز متر یک F = α+β کنید فرض

اگر:

ρ(x) := ln

√
١− ||β||٢α(x).
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باشد: می صورت به dVα و dVF حجمی هاي فرم بین رابطه ، 5.3 به توجه با

dVF = e(n+١)ρ(x)dVα.

یعنی α اسپري ضرایب و Gi = Gi(x, y) یعنی F اسپري ضرایب کنیم. می استفاده 5.2.3 لم از اکنون

یعنی، اند؛ وابسته یکدیگر به 17.3 و 16.3 با Gi
= G

i
(x, y)

Gi = G
i
+ Pyi +Qi,

که

P :=
e٠٠
٢F − s٠, Qi = αsi٠,

اند. شده تعریف 15.3 و 14.3 در si٠ := sijy
j و eij := rij + bisj + bjsi, e٠٠ := eijy

iyj , s٠ := siy
i آن در که

و sii = aijsij = ٠ ، s٠٠ := sijy
iyj = ٠ بنابراین sij + sji = ٠ چون

∂(Pym)

∂ym
=

∂P

∂ym
ym + nP = (n+١)P,

∂Qm

∂ym
= α−١s٠٠ + αsmm = ٠.

شود: می نتیجه است، ریمان متر یک α چون

∂G
m

∂ym
= Γ

m

imy
i = ym

∂

∂xm
(
√
det(aij)) = ym

∂

∂xm
(lnσα),

آوریم: می دست به بالا اتحادهاي کمک به دهند. می نشان را α کریستوفل علایم Γ
i

jk که

S =
∂Gm

∂ym
− ym

∂

∂xm
(lnσF )

=
∂G

m

∂ym
+
∂(Pym)

∂ym
+
∂Qm

∂ym
− (n+١)ym ∂ρ

∂xm
− ym

∂

∂xm
(lnσα)

= (n+١){P − ρ٠}

= (n+١){e٠٠٢F − (s٠ + ρ٠)}. (19.3)
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کنید. مراجعه [23] و [19] مراجع به بیشتر توضیحات براي . ρ٠ := ρxi(x)yi که

c = c(x) اسکالري تابع براي باشد. M منیفلد روي راندرز متر یک F = α + β کنید فرض [9] .1.3.3 لم

باشند: می معادل زیر موارد ،M روي

.S = (n+١)cF یعنی است، ایزوتروپیک S-انحناي داراي F (1

. rij + bisj + bjsi = ٢c(aij − bibj) یعنی کنند می صدق e٠٠ = ٢c(α٢ − β٢) تساوي در β و α (2

بنابراین: باشد، ایزوتروپیک -انحناي S داراي F یعنی باشد برقرار 1 کنیم می فرض ابتدا اثبات.

S = (n+١)cF. (20.3)

با: است برابر -انحنا S ، 19.3 طبق طرفی از

S = (n+١){e٠٠٢F − (s٠ + ρ٠)}. (21.3)

داریم: 21.3 و 20.3 طبق پس

cF =
e٠٠
٢F − (s٠ + ρ٠).

نتیجه: در

e٠٠ = ٢cF٢ +٢F (s٠ + ρ٠).

داشت: خواهیم F = α+ β جایگذاري با

e٠٠ = ٢c(α+β)٢+٢(α+β)(s٠+ρ٠) = ٢c(α٢+β٢)+۴cαβ+٢(s٠+ρ٠)β+٢(s٠+ρ٠)α. (22.3)

بنابراین:

e٠٠ = ٢c(α٢ + β٢) +٢(s٠ + ρ٠)β (23.3)
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و

۴cβ +٢(s٠ + ρ٠) = ٠. (24.3)

گیریم: می نتیجه 24.3 از اکنون

s٠ + ρ٠ = −٢cβ. (25.3)

داریم: 23.3 در 25.3 جایگذاري با و

e٠٠ = ٢c(α٢ + β٢)−۴cβ٢ = ٢c(α٢ + β٢ −٢β٢) = ٢c(α٢ − β٢).

با: است معادل که

eij = ٢c(aij − bibj). (26.3)

شود: می نتیجه eij := rij + bisj + bjsi معادله طبق پس

rij + bisj + bjsi = ٢c(aij − bibj).

داریم: 21.3 فرمول طبق پس e٠٠ = ٢c(α٢ − β٢) یعنی، باشد، برقرار 2 کنیم فرض اکنون

S = (n+١){٢c(α
٢ − β٢)
٢F − (s٠ + ρ٠)}

= (n+١){٢c(α
٢ − β٢)

(α+ β)
− (s٠ + ρ٠)}

= (n+١){c(α− β)− (s٠ + ρ٠)}.

یعنی:

S = (n+١){c(α− β)− (s٠ + ρ٠)}. (27.3)

شود: می نتیجه ، sjbj = ٠ چون و bj با 26.3 انقباض کمک به

rijb
j + ||β||٢αsi = ٢c(١− ||β||٢α)bi. (28.3)
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داریم: طرفی از

−bjbj;i = (١− ||β||٢α)ρi. (29.3)

شود: می نتیجه کنیم، می اضافه 28.3 به را 29.3 اکنون

١
٢ (bi;j + bj;i)b

j + ||β||٢αsi = ٢c(١− ||β||٢α)bi.

نتیجه: در
١
٢bi;jb

j − ١
٢ (١− ||β||٢α)ρi + ||β||٢αsi = ٢c(١− ||β||٢α)bi.

بنابراین:

٢c(١− ||β||٢α)bi + (١− ||β||٢α)ρi = −(١− ||β||٢α)si. (30.3)

گیریم: می نتیجه 27.3 و 24.3 به توجه با و است 24.3 با معادل 30.3 پس ١− ||β||٢α ̸= ٠ چون و

S = (n+١){c(α− β) +٢cβ} = (n+١){c(α+ β)} = (n+١)cF.

� است. ایزوتروپیک -انحناي S داراي F یعنی

و اگر است راندرز متر یک M منیفلد روي F = F (x, y) فینسلري متر یک شد بیان قبلا که طور همان

باشد: زیر معادله از جوابی اگر فقط

h(x,
y

F
−W ) = ١,

باشد: می زیر شرط با برداري میدان یک W =W i(x) ∂
∂xi و ریمان متر یک h(x, y) = √

hij(x)yiyj که

||W ||h = h(x,−W ) =
√
hij(x)W i(x)W j(x) < ١.

یعنی، شود، می داده 11.3 با F

F =

√
λh٢ +W٢٠

λ
− W٠

λ
, W٠ :=Wiy

i, (31.3)
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. λ := ١−WiW
i = ١− ||W ||٢h و Wi := hijW

j که

تعریف 6.2.3 لم در که طور همان R := W iRijW
j و Rj := W iRij ،Rij := ١

٢ (Wi|j +Wj|i) کنید فرض

آوریم: می دست به 18.3 از باشند. اند، شده

∂Gm

∂ym
=
∂G

m

∂ym
+
n+١
٢F {٢FR٠ −R٠٠ − F٢R}. (32.3)

، 4.2.3 لم طبق دهند. نشان را h و F حجمی فرم ترتیب به dVh = σh و dVF = σF dx
١ . . . dxn کنید فرض

داریم: است، ریمان متر یک h چون . σF = σh یعنی ، dVF = dVh

∂G
m

∂ym
= ym

∂

∂xm
(lnσh). (33.3)

شود: می نتیجه آسانی به زیر لم بنابراین

و h ریمان متر جملات در که باشد M منیفلد روي راندرز متر یک F = α+ β کنید فرض [11] .2.3.3 لم

آنگاه شود؛ می داده نشان 11.3 با W برداري میدان

S =
n+١
٢F {٢FR٠ −R٠٠ − F٢R}. (34.3)

� شود. می نتیجه 4.2.3 لم و 33.3 و 32.3 ، 53.2 فرمول سه به توجه با اثبات.

کرد. مراجعه [12] کتاب به توان می بیشتر توضیحات براي پردازیم. می زیر لم دو بیان به اکنون

h ریمان متر جملات در که باشد M منیفلد روي راندرز متر یک F = α + β کنید فرض [11] .3.3.3 لم

اگر فقط و اگر S = (n+١)cF صورت این در شود. می بیان 11.3 با W برداري میدان و

R٠٠ = −٢ch٢. (35.3)

حالت، این در

Gi = G
i − FSi

٠ − ١
٢F

٢Si + cFyi, (36.3)
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راندرز مترهاي .3 فصل

دهند. می نشان را h ژئودزیک ضرایب G
i که

یک W = W i ∂
∂xi و M -بعدي n منیفلد روي ریمان متر یک h =

√
hijyiyj کنید فرض [12] .4.3.3 لم

آنگاه: کند. می صدق 35.3 در M روي c = c(x) اسکالري تابع براي که باشد M روي برداري میدان

Wk|i|j = ٢(cxkhij − cxihjk − cxjhki)−WmR
m

j ki, (37.3)

دهد. می نشان را h ریمان انحناي تانسور ضرایب R
m

j ki که

ایزوتروپیک -انحناي S و اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي بعد هاي فصل در که ایم آماده اکنون

کنیم. مشخص و مطالعه را
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4 فصل
با تصویري تخت راندرز مترهاي

ایزوتروپیک S-انحناي
مقدمه 1.4

باز هاي زیرمجموعه روي که هستند مترهایی تصویري، تخت فینسلري مترهاي شد بیان قبلا که طور همان

جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با مترها این باشند. می راست خطوط آنها هاي ژئودزیک ، Rn در

شوند. می مشخص 38.2

بندي طبقه قضیه ابتدا در و پردازیم می موضعی تصویري تخت راندرز مترهاي بررسی به فصل این در

طبقه قضیه اثبات و بیان به سپس و کنیم می بیان را ثابت پرچمی انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي

صریح صورت به را پرچمی انحناي حالت هر در و پردازیم می ایزوتروپیک -انحناي S با راندرز مترهاي بندي

کنیم. می محاسبه

ثابت پرچمی انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي 2.4
داریم: موضعی تصویري تخت راندرز مترهاي براي را زیر گزاره

تصویري تخت α اگر فقط و اگر است موضعی تصویري تخت F = α + β راندرز متر [12] .1.2.4 گزاره

باشد. بسته β و موضعی

کنیم: می بیان را ثابت پرچمی انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي براي بندي طبقه قضیه ابتدا در
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ایزوتروپیک S-انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي .4 فصل

Ric = (n−١)σF٢ ثابت ریچی انحناي با -بعدي n راندرز متر یک F = α+β فرضکنید [22] .2.2.4 قضیه

موضعا F آنگاه σ = ٠ اگر این بر علاوه . σ ≤ ٠ آنگاه باشد؛ موضعی تصویري تخت F اگر باشد. β ̸= ٠ با

نوشت: زیر صورت به توان می را F ، σ = −١
۴ اگر است. مینکوفسکی

F =

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢− < x, y >٢

١− |x|٢
± < x, y >

١− |x|٢
± < a, y >

١+ < a, x >
, y ∈ TxRn (1.4)

است: زیر خواص داراي 1.4 در شده تعریف راندرز متر باشد. می |a| < ١ با ثابت بردار یک a ∈ Rn آن در که

.K = −١
۴ .1

.S = ±١
٢ (n+١)F .2

کردند: ثابت را زیر نتیجه 2 رابلس ك. و 1 بائو د. آن از پس

. [2] دارد ثابت -انحناي S ، F آنگاه Ric = (n−١)σ(x)F٢ یعنی، باشد، اینشتین F راندرز متر اگر

مترهاي تا ایم آماده اکنون شد. ایزوتروپیک -انحناي S با تصویري تخت راندرز مترهاي مطالعه به منجر این

کنیم. بررسی را ایزوتروپیک -انحناي S با تصویري تخت راندرز

ایزوتروپیک -انحناي S با تصویري تخت راندرز مترهاي 3.4
α آنگاه باشد؛ موضعی تصویري تخت راندرز متر یک F = α+ β اگر شد بیان 1.2.4 گزاره در که طور همان

است. بسته β و موضعی تصویري تخت

روي α اگر فقط و اگر است موضعی تصویري تخت α ، (28.2.2 (قضیه ریمانی هندسه در بلترامی قضیه طبق

می µ = −١+,١,٠ براي زیر، αµ استاندارد متر با ایزومتریک موضعا ، Rn کل یا Bn(rµ) ⊂ Rn واحد گوي

باشد:

α−١(x, y) =

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١− |x|٢
; y ∈ TxB

n ∼= Rn. (2.4)
1D. Bao
2C. Robles
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ایزوتروپیک S-انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي .4 فصل

α٠(x, y) = |y|; y ∈ TxRn ∼= Rn. (3.4)

α+١(x, y) =

√
|y|٢ + (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ |x|٢
; y ∈ TxRn ∼= Rn. (4.4)

شود: می تعیین زیر صورت به β ، µ+۴c(x)٢ ̸= ٠ اگر صورت این در

β = − ٢cxk(x)yk

µ+۴c(x)٢ .

داریم: دیگر عبارت به

ci;j = −c(µ+۴c٢)aij + ١٢ccicj
µ+۴c٢ .

نماییم. می مشخص را K پرچمی انحناي و β و کنیم می حل c براي را بالا معادلات زیر قضیه در اکنون

M -بعدي n منیفلد روي موضعی تصویري تخت راندرز متر یک F = α+ β کنید فرض [8] .1.3.4 قضیه

.S = (n+١)c(x)F یعنی باشد؛ ایزوتروپیک -انحنا S فرضکنید دهد. نشان را αثابت برشی انحناي µ و باشد

شود: بندي طبقه زیر شکل به تواند می F بنابراین

. K = −c٢ ≤ ٠ و است ثابت c(x) آنگاه باشد، µ+۴c(x)٢ ≡ ٠ اگر .1

است. K = ٠ پرچمی انحناي با مینکوفسکی موضعا F آنگاه ، c = ٠ اگر .1.1

باز گوي روي زیر، راندرز متر به موضعی ایزومتر F سازي، نرمال یک از پس آنگاه ، c ̸= ٠ اگر .2.1

و است Bn ⊂ Rn

F (x, y) =

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)± < x, y >

١− |x|٢
± < a, y >

١+ < a, x >
, (5.4)

باشد. می K = −١
۴ منفی ثابت ، F پرچمی انحناي و باشد می |a| < ١ با a ∈ Rn که
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ایزوتروپیک S-انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي .4 فصل

با F آنگاه ، µ+۴c(x)٢ ̸= ٠ اگر .2

F (x, y) = α(x, y)− ٢cxk(x)yk

µ+۴c(x)٢ (6.4)

شود: می داده زیر شکل به F پرچمی انحناي و

K = ٣{cxk(x)yk

F (x, y)
+ c(x)٢}+ µ =

٣
۴{µ+۴c(x)٢}F (x,−y)

F (x, y)
+
µ

۴ . (7.4)

آنگاه: باشد، شده بیان Bn روي 2.4 شکل به α = α−١ و µ = −١ که هنگامی .1.2

c(x) =
λ+ < a, x >

٢
√

(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)
, (8.4)

. |a|٢ < λ٢ ±١ و a ∈ Rn ، λ ∈ R آن در که

آنگاه: باشد، شده بیان Rn روي 3.4 شکل به α = α٠ و µ = ٠ که هنگامی .2.2

c(x) =
±١

٢
√
k+ < a, x > +|x|٢

, (9.4)

. |a|٢ < k و a ∈ Rn ، k > ٠ آن در که

آنگاه: باشد، شده بیان Rn روي 4.4 شکل به α = α+١ و µ = ١ که هنگامی .3.2

c(x) =
ϵ+ < a, x >

٢
√
(١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢

, (10.4)

. |ϵ|٢ + |a|٢ < ١ و a ∈ Rn ، ϵ ∈ R که

، α =
√
aij(x)yiyj که باشد M -بعدي n منیفلد روي راندرز متر یک F = α + β کنیم می فرض . اثبات

bi;jθ
j := dbi − bjθ

j
i صورت به را bi;j .||β||α :=

√
aij(x)bi(x)bj(x) < ١ ، x ∈ M هر براي و βy = bi(x)y

i

دهد. می نشان را α چویتاي لوي التصاق هاي فرم θji := γijkdx
k و θi := dxi آن در که کنیم؛ می تعریف

کنیم: می فرض
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ایزوتروپیک S-انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي .4 فصل

و eij := rij + bisj + bjsi ، sj := bis
i
j ، sij := aihshj ، sij := ١

٢ (bi;j − bj;i) ، rij := ١
٢ (bi;j + bj;i)

. dρ = ρxidxi = ρidx
i و ρ(x) := ln

√
١− ||β||٢α(x)

شود: می داده زیر شکل به F = α+ β -انحناي S ، 19.3 طبق

S = (n+١){e٠٠٢F − (s٠ + ρ٠)},

با: است معادل S = (n+١)c(x)F 1.3.3 لم طبق . ρ٠ := ρxpyp و s٠ := siy
i ، e٠٠ := eijy

iyj که

eij = ٢c(x)(aij − bibj). (11.4)

(. si = ٠ و sij = ٠ (بنابراین است. بسته β و دارد ثابت برشی انحناي α کنیم می فرض

. Φ := bi;jy
iyj و Ψ := bi;j;ky

iyjyk کنیم می فرض

داریم: [19] مرجع از (56.8) فرمول با

KF٢ = µα٢ +٣[ Φ

٢F ]٢ − Ψ

٢F . (12.4)

بنابراین: sij = ٠ چون . S = (n+١)c(x)F کنیم فرض براین، علاوه

١
٢ (bi;j − bj;i) = ٠.

پس:

bi;j = bj;i.

نتیجه: در

rij :=
١
٢ (bi;j + bj;i) = bi;j .

لذا:

eij = rij .
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ایزوتروپیک S-انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي .4 فصل

صورت به 11.4 و eij = rij = bi;j شود می نتیجه

bi;j = ٢c(aij − bibj)

آوریم: می دست به اخیر فرمول از شود. می ساده

Φ := bi;jy
iyj = ٢c(aij − bibj)y

iyj = ٢c(α٢ − β٢),

bi;j;k = ٢cxk(aij − bibj)−۴c٢(aikbj + ajkbi −٢bibjbk).

: نتیجه در

Ψ = bi;j;ky
iyjyk = ٢cxkyk(α٢− β٢)−۴c٢(α٢β+α٢β−٢β٣) = ٢cxkyk(α٢− β٨−(٢c٢(α٢− β٢)β.

کنیم. ثابت را قضیه تا ایم آماده اکنون

تصویري تخت α است، موضعی تصویري تخت F چون باشد. راندرز متر یک F = α + β کنیم می فرض

دارد. µ ثابت برشی انحناي α دانیم می بلترامی قضیه طبق است. بسته β و موضعی

شکل به پرچمی انحناي پس است ایزوتروپیک -انحنا، S چون 42.2.2 قضیه بنابر

K =
٣cxk(x)yk

F (x, y)
+ σ(x) (13.4)

است. M روي اسکالري تابع σ(x) آن در که است

شود: می نتیجه 13.4 و 12.4 از

٣cxkykF + σF٢ = KF٢ = µα٢ +٣[ Φ

٢F ]٢ − Ψ

٢F .

آوریم: می بدست Ψ و Φ براي بالا هاي فرمول از استفاده با

٣cxkyk(α+ β) + σ(α+ β)٢ = µα٢ +٣۴c
٢(α٢ − β٢(٢

۴(α+ β)٢
− ٢cxkyk(α٢ − β٨−(٢c٢(α٢ − β٢)β

٢(α+ β)
.
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ایزوتروپیک S-انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي .4 فصل

درنتیجه:

٣cxkyk(α+ β) + σ(α+ β)٢ − µα٢ −٣c٢(α− β)٢ + cxkyk(α− β)−۴c٢(α− β)β = ٠.

لذا:

۴cxkykα+٢cxkykβ +٢σαβ +٢c٢αβ + σα٢ + σβ٢ − µα٢ −٣c٢α٢ + c٢β٢ = ٠.

گیریم: می نتیجه کردن ساده از وپس

٢}٢cxkyk + (σ + c٢)β}α+ {٢cxkyk + (σ + c٢)β}β + {σ −٣c٢ − µ}α٢ = ٠.

دهد: می نتیجه این و

٢cxkyk + (σ + c٢)β = ٠, (14.4)

σ −٣c٢ − µ = ٠. (15.4)

آوریم: می بدست 14.4 و 13.4 در 15.4 دادن قرار با

K = ٣{ cxkyk

F (x, y)
+ c(x)٢}+ µ, (16.4)

٢cxkyk + (µ+۴c٢)β = ٠. (17.4)

کنیم: مشخص را c و β که ایم آماده اکنون

. µ+۴c(x)٢ ≡ ٠ کنیم فرض حالت1:

می نتیجه 16.4 از و است ثابت c(x) = c بنابراین ٢cxkyk = ٠ شود می نتیجه 17.4 از حالت این در
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ایزوتروپیک S-انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي .4 فصل

که: شود

K = ٣c٢ + µ = −c٢.

نتیجه ( 2.2.4 (قضیه ثابت انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي براي بندي طبقه قضیه از آنگاه

آید. می دست به نظر مورد

شود: می نتیجه 17.4 از . µ+۴c(x)٢ ̸= ٠ ، U ⊂M باز مجموعه زیر روي کنید فرض حالت2:

β = − ٢cxk(x)yk

µ+۴c(x)٢ . (18.4)

کوواریانت مشتق ci;jdxj := dci−ckΓ
k

ijdx
j و cidxi := dc کنیم می فرض است. دقیق β که کنید دقت

داریم: دهند. می نشان را α کریستوفل نمادهاي Γk

ij که دهد، می نشان را α به نسبت dc

ci = cxi(x), ci;j = cxixj (x)− cxk(x)Γ
k

ij(x). (19.4)

، rij = bi;j = eij پس bi;j = bj;i است، بسته β چون کنیم. می تعریف را bi;j;k و bi;j مشابه، طور به

با: است معادل S = (n+١)c(x)F حالت این در . sj = ٠ و sij = ٠

bi;j = ٢c(aij − bibj). (20.4)

داریم: 18.4 از

bi = − ٢ci
µ+۴c٢ (21.4)

شود: می نتیجه 21.4 از و

bi;j =
−٢ci;j(µ+۴c٢) +١۶ccicj

(µ+۴c٢)٢ . (22.4)

آوریم: می دست به 21.4 و 20.4 به توجه با

bi;j = ٢c(aij − ۴cicj
(µ+۴c٢)٢ ). (23.4)
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ایزوتروپیک S-انحناي با تصویري تخت راندرز مترهاي .4 فصل

داریم: 23.4 و 22.4 از

ci;j = −c(µ+۴c٢)aij + ١٢ccicj
µ+۴c٢ . (24.4)

کنیم. می محاسبه µ = −١,٠,١ حالت سه در c(x) براي را 24.4 اکنون

داریم: شود. می بیان 2.4 صورت به که α = α−١ =
√
aij(x)yiyj کنیم .فرض µ = −١ (.1.2)

aijy
iyj = α٢ = α١−٢ =

|y|٢ − (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)
(١− |x|٢(٢

.

نتیجه: در

aij =
δij − |x|٢δij + xixj

(١− |x|٢(٢
.

بنابراین:

aij =
δij

١− |x|٢
+

xixj

(١− |x|٢(٢
. (25.4)

با: است برابر (aij) معکوس ماتریس 25.2 طبق

aij = (١− |x|٢){δij − xixj}. (26.4)

صورت به α کریستوفل علایم 28.2 فرمول طبق

Γ
k

ij =
xiδkj + xjδki

١− |x|٢
(27.4)

شکل به 24.4 معادله و بود خواهند

ci;j = −c(−١+۴c٢)aij + ١٢ccicj
−١+۴c٢

گیریم: می نتیجه 19.4 و 25.4 از استفاده با آید. می در

cxixj (x)− cxk(x)Γ
k

ij(x) = −c(−١+۴c٢){ δij

١− |x|٢
+

xixj

(١− |x|٢(٢
}+ ١٢ccxicxj

−١+۴c٢ .
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شود: می نتیجه 27.4 از استفاده با بنابراین و

cxixj − xicxj + xjcxi

١− |x|٢
= −c(−١+۴c٢){ δij

١− |x|٢
+

xixj

(١− |x|٢(٢
}+ ١٢ccxicxj

−١+۴c٢ . (28.4)

کنیم: می فرض

f :=
٢c

√
١− |x|٢√

∓(−١+۴c٢)
,

. ∓(−١+۴c٢) > ٠ طوریکه به است c مقدار به وابسته علامت، که

کند: می ساده زیر شکل به را f ، 28.4 معادله

fxixj = ٠.

بنابراین: . a ∈ Rn و λ ∈ R که f =< a, x > +λ داشت خواهیم

< a, x > +λ =
٢c

√
١− |x|٢√

∓(−١+۴c٢)
.

داریم: فوق رابطه رساندن 2 توان به با

(< a, x > +λ)٢ =
۴c١)٢− |x|٢)
∓(−١+۴c٢) .

پس:

c٢{۴(١− |x|٢)±۴(< a, x > +λ)٢} = ±(< a, x > +λ)٢.

آوریم: می دست به کردن ساده با

c٢ =
(< a, x > +λ)٢

±۴(١− |x|٢) +۴(< a, x > +λ)٢
.

شود: می نتیجه آنگاه

c =
λ+ < a, x >

٢
√

(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)
. (29.4)
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داریم: 29.4 از

cxk(x)yk =
±{< a, y > (١− |x|٢)+ < x, y > (λ+ < a, x >)}

٢{(λ+ < a, x >٢)± (١− |x|٢)} ٣
٢

.

آوریم: می دست به 18.4 در قبل فرمول دادن قرار با و

β =
(λ+ < a, x >) < x, y > +(١− |x|٢) < a, y >

(١− |x|٢)
√

(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)

و

F =

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١− |x|٢

+
(λ+ < a, x >) < x, y > +(١− |x|٢) < a, y >

(١− |x|٢)
√
(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)

. (30.4)

طرفی: از

bi =
(λ+ < a, x >)xi + (١− |x|٢)ai

(١− |x|٢)
√
(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)

.

نتیجه: در

||β||٢α = bib
i = aijbibj = (١− |x|٢){δij − xixj}{ (λ+ < a, x >)٢xixj + (١− |x|٢(٢aiaj

(١− |x|٢(٢[(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)]

+
(١− |x|٢)(λ+ < a, x >)(xiaj + xjai)

(١− |x|٢(٢[(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)]
} =

(λ+ < a, x >)٢|x|٢

(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)

+
(١− |x|٢)(|a|٢− < a, x >٢) +٢ < a, x > (λ+ < a, x >)(١− |x|٢)

(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)
.

گیریم: می نتیجه مستقیم اي محاسبه با که

١− ||β||٢α =
(١− |x|١±}(٢− (|a|٢ − λ٢)}
(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)

.

|a|٢−λ٢ < ±١ اگر فقط و اگر است Bn باز زیرمجموعه روي راندرز متر یک F = α+β بنابراین

Bn کل به F بنابراین . (λ+ < a, x >)٢ ± (١ − |x|٢) > ٠ ، x ∈ Bn هر براي حالت این در
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یابد. می گسترش

آوریم: می دست به 7.4 و 29.4 ، 16.4 با

K = −٣۴
±(١− |x|٢)

(λ+ < a, x >)٢ ± (١− |x|٢)
.
F (x,−y)
F (x, y)

− ١
۴ . (31.4)

.aij = δij نتیجه در شود. می بیان 3.4 صورت به که α = α٠ =
√
δijyiyj کنیم فرض . µ = ٠ (.2.2)

شکل به 24.4 معادله

cxixj = −۴c٣δij + ٣cxicxj

c
(32.4)

و U := {x ∈ Rn|c(x) ̸= ٠} کنیم: می فرض آید. می در

f =
١
c٢
.

کند: می ساده زیر صورت به را f ، 32.4 معادله

fxixj = ٨δij (33.4)

داشت: خواهیم و

f = ۴(k +٢ < a, x > +|x|٢),

می زیر صورت به c = ± ١√
f
آنگاه . f(x) > ٠ ، x ∈ U هر براي که طوري به a ∈ Rn و k ∈ R که

شود:

c =
±١

٢
√
k +٢ < a, x > +|x|٢

. (34.4)

گیریم: می نتیجه 34.4 به توجه با

cxk(x)yk = ± − < a, y > − < x, y >

٢(k +٢ < a, x > +|x|٢) ٣٢
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آوریم: می دست به 18.4 و قبل فرمول به توجه با و

β = ± < a, y > + < x, y >√
k +٢ < a, x > +|x|٢

و

F = |y| ± < a, y > + < x, y >√
k +٢ < a, x > +|x|٢

. (35.4)

طرفی: از

bi = ± ai + xi√
k +٢ < a, x > +|x|٢

.

نتیجه: در

||β||٢α =
|a|٢ +٢ < a, x > +|x|٢

k +٢ < a, x > +|x|٢
.

گیریم: می نتیجه مستقیم اي محاسبه با که

١− ||β||٢α =
k − |a|٢

k +٢ < a, x > +|x|٢
.

این در . |a|٢ < k اگر فقط و اگر است Rn باز مجموعه زیر روي راندرز متر یک F = α + β لذا

حالت،

k +٢ < a, x > +|x|٢ ≥ k − |a|٢ + (|a| − |x|)٢ > ٠, ∀x ∈ Rn.

شود: می نتیجه 7.4 و 34.4 ، 16.4 کمک به یابد. می گسترش Rn کل به F بنابراین

K =
٣

۴(k +٢ < a, x > +|x|٢)
.
F (x,−y)
F (x, y)

> ٠.

داریم: شود. می بیان 4.4 شکل به که α = α+١ =
√
aij(x)yiyj کنیم فرض . µ = +١ (.3.2)

aijy
iyj = α٢ = α١+٢ =

|y|٢ + (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)
(١+ |x|٢(٢

.
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نتیجه: در

aij =
δij + |x|٢δij − xixj

(١+ |x|٢(٢
.

بنابراین:

aij =
δij

١+ |x|٢
− xixj

(١+ |x|٢(٢
. (36.4)

شکل به (aij) معکوس ماتریس 25.2 طبق

aij = (١+ |x|٢){δij + xixj} (37.4)

صورت به α کریستوفل علایم 28.2 فرمول طبق باشد. می

Γ
k

ij = −
xiδkj + xjδki

١+ |x|٢
(38.4)

شود: می 24.4 معادله و بود خواهند

ci;j = −c(١+۴c٢)aij + ١٢ccicj
١+۴c٢ .

شود: می نتیجه 19.4 و 36.4 از استفاده با

cxixj (x)− cxk(x)Γ
k

ij(x) = −c(١+۴c٢){ δij

١+ |x|٢
− xixj

(١+ |x|٢(٢
}+ ١٢ccxicxj

١+۴c٢ .

داریم: 38.4 از استفاده با بنابراین

cxixj +
xicxj + xjcxi

١+ |x|٢
= −c(١+۴c٢){ δij

١+ |x|٢
− xixj

(١+ |x|٢(٢
}+ ١٢ccxicxj

١+۴c٢ . (39.4)

کنیم: می فرض

f :=
٢c

√
١+ |x|٢√
١+۴c٢

.

کند: می ساده زیر صورت به را f ، 39.4 معادله

fxixj = ٠
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بنابراین: . f = ϵ+ < a, x > داشت خواهیم و

ϵ+ < a, x >=
٢c

√
١+ |x|٢√
١+۴c٢

.

داریم: رساندن 2 توان به با

(ϵ+ < a, x >)٢ =
۴c١)٢+ |x|٢)
١+۴c٢ .

لذا

۴c١)}٢+ |x|٢)− (ϵ+ < a, x >)٢} = (ϵ+ < a, x >)٢.

آوریم: می دست به کردن ساده با

c٢ =
(ϵ+ < a, x >)٢

۴{(١+ |x|٢)− (ϵ+ < a, x >)٢}

شود: می نتیجه و

c =
ϵ+ < a, x >

٢
√
١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢

. (40.4)

گیریم: می نتیجه 40.4 از

cxk(x)yk =
< a, y > (١+ |x|٢)− < x, y > (ϵ+ < a, x >)

١}٢+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢} ٣
٢

.

آوریم: می دست به 18.4 در قبل فرمول دادن قرار با

β =
(ϵ+ < a, x >) < x, y > −(١+ |x|٢) < a, y >

(١+ |x|٢)
√
١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢

و

F =

√
|y|٢ + (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ |x|٢
+

(ϵ+ < a, x >) < x, y > −(١+ |x|٢) < a, y >

(١+ |x|٢)
√
١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢

.
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طرفی: از

bi =
(ϵ+ < a, x >)xi − (١+ |x|٢)ai

(١+ |x|٢)
√
١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢

نتیجه: در و

||β||٢α = bib
i = aijbibj = (١+ |x|٢){δij + xixj}{ (ϵ+ < a, x >)٢xixj + (١+ |x|٢(٢aiaj

(١+ |x|١)٢(٢+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢)

− (ϵ+ < a, x >)(١+ |x|٢)(xiaj + xjai)

(١+ |x|١)٢(٢+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢)
} =

(ϵ+ < a, x >)٢|x|٢

١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢

+
−٢ < a, x > (ϵ+ < a, x >)(١+ |x|٢) + |a|٢+ < a, x >٢

١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢
.

گیریم: می نتیجه مستقیم اي محاسبه با که

١− ||β||٢α =
(١+ |x|١}(٢− ϵ٢ − |a|٢}
١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢

.

.ϵ٢+|a|٢ < ١ اگر فقط و اگر است Rn از بازي مجموعه زیر روي راندرز متر یک F = α+β بنابراین

Rn کل به F بنابراین . ١ + |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢ > ٠ داریم x ∈ Rn هر براي حالت این در

آوریم: می دست به 16.4 کمک به یابد. می گسترش

K =
١)٣+ |x|٢)

۴{١+ |x|٢ − (ϵ+ < a, x >)٢}
.
F (x,−y)
F (x, y)

+
١
۴ >

١
۴ .

کنیم. ثابت را 7.4 فرمول تساوي است کافی تنها اثبات تکمیل براي

6.4 فرمول با طرفی از .F (x,−y) = α(x, y)− β(x, y) بنابراین ، F (x, y) = α(x, y) + β(x, y) دانیم می

داریم:

α(x, y) = F (x, y) +
٢cxk(x)yk

µ+۴c(x)٢ , (41.4)

α(x, y) = F (x,−y)− ٢cxk(x)yk

µ+۴c(x)٢ . (42.4)
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آوریم: می دست به 42.4 و 41.4 از

F (x,−y)− F (x, y) =
۴cxk(x)yk

µ+۴c(x)٢ .

لذا:

cxk(x)yk =
{F (x,−y)− F (x, y)}(µ+۴c(x)٢)

۴ .

نتیجه: در

K = ٣{cxk(x)yk

F (x, y)
+ c(x)٢}+ µ

=
٣
۴

{F (x,−y)− F (x, y)}(µ+۴c(x)٢)
F (x, y)

+٣c(x)٢ + µ

=
٣
۴
F (x,−y)
F (x, y)

(µ+۴c(x)٢)− ٣
۴ (µ+۴c(x)٢) +٣c(x)٢ + µ

=
٣
۴{µ+۴c(x)٢}F (x,−y)

F (x, y)
+
µ

۴ .

�
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5 فصل
پرچمی انحناي با راندرز مترهاي
ایزوتروپیک S-انحناي و اسکالر

مقدمه 1.5
ثابت یا اسکالر پرچمی انحناي با فینسلري مترهاي بندي طبقه فینسلري هندسه در اصلی مسائل از یکی

خواهیم می بخش این در است. نشده حل ثابت پرچمی انحناي حالت در حتی مساله این اگرچه است.

بندي طبقه به نهایت در و دهیم شرح را ایزوتروپیک -انحناي S و اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي

پردازیم. می مترها از نوع این

ایزوتروپیک -انحناي S و انحنايپرچمیاسکالر با مترهايراندرز 2.5
میدان یک و h(x, y) = √

hij(x)yiyj ریمان متر یک جملات در که باشد راندرز متر یک F کنیم می فرض

یعنی، است؛ شده بیان 11.3 با W =W i(x) ∂
∂xi برداري

F =

√
λh٢ +W٢٠

λ
− W٠

λ
, W٠ :=Wiy

i, (1.5)

کنیم: فرض . λ := ١− h(x,W )٢ = ١−WiW
i = ١− ||W ||٢h و Wi := hijW

j که

Rij :=
١
٢ (Wi|j +Wj|i), Sij :=

١
٢ (Wi|j −Wj|i), Si

j := hirSrj ,

Rj :=W iRij , Sj :=WiSi
j =W iSij , R := RjW

j .
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G
i با که h اسپري ضرایب جملات در تواند می شود؛ می داده نشان Gi با که F اسپري ضرایب 6.2.3 لم با

شود: بیان زیر صورت به h به نسبت W کوواریانت هاي مشتق و شود؛ می داده نشان

Gi = G
i − FSi

٠ − ١
٢F

٢(Ri + Si) +
١
٢{y

i

F
−W i}{٢FR٠ −R٠٠ − F٢R}. (2.5)

می W کوواریانت هاي مشتق و Ri

k یعنی h ریمان انحناي جملات در Ri
k یعنی F ریمان انحناي ، 2.5 با

آورید: خاطر به را 45.2 فرمول شود. بیان تواند

Ri
k = ٢∂G

i

∂xk
− ym

∂٢Gi

∂xm∂yk
+٢Gm ∂٢Gi

∂ym∂yk
− ∂Gi

∂ym
∂Gm

∂yk
. (3.5)

نویسیم: می زیر شکل به را 2.5

Gi = G
i
+Qi,

آن: در که

Qi := −FSi
٠ − ١

٢F
٢(Ri + Si) +

١
٢{y

i

F
−W i}{٢FR٠ −R٠٠ − F٢R}.

آنگاه

Ri
k = R

i

k +٢Qi
|k − [Qi

|m]ykym +٢Qm[Qi]ymyk − [Qi]ym [Qm]yk , (4.5)

دهد. می نشان را h به نسبت کوواریانت مشتق ”|” که

، c = c(x) اسکالري تابع یک براي یعنی، دارد، ایزوتروپیک -انحناي S ، F کنیم می فرض بعد به حالا از

داریم: 3.3.3 لم طبق . S = (n+١)cF

R٠٠ = −٢ch٢. (5.5)

شوند: می ساده زیر شکل به Gi اسپري ضرایب صورت این در

Gi = G
i
+Qi, (6.5)
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که:

Qi := −FSi
٠ − ١

٢F
٢Si + cFyi.

داریم: 37.3 کمک به

Wi|j|k = ٢(cxihjk − cxjhik − cxkhij)−R
p

k ijWp, (7.5)

و 7.5 بنابر . Ri

k := R
i

p kqy
pyq که طوري به دهد می نشان را h ریمان انحناي تانسور ضرایب R

i

p kq که

آوریم: می دست به h ریمان انحناي تانسور خواص

Si
k|٠ = ٢(himcxmyk − cxkyi)−R

i

k mqW
myq,

Si
٠|k = ٢(himcxmyk − cxmymδik) +R

i

p kqy
pW q,

Si
|k = ٢cSi

k − Si
mSm

k +٢(cxmWmδik − himcxmWk)−R
i

p kqW
pW q,

Si
|٠ = ٢cSi

٠ − Si
mSm

٠ +٢(cxmWmyi − himcxmW٠)−R
i

p mqW
pW qym,

Si
٠|٠ = ٢(himc|mh٢ − c|٠yi)−R

i

p mqy
pyqWm.

. yk := hiky
i آن در که

و A = λF +W٠ داریم 11.3 از . A :=
√
λh٢ +W٢٠ کنیم می فرض اکنون

Fλ+W٠ =

√
λh٢ +W٢٠ .

شود: می نتیجه رساندن 2 توان به با

F٢λ٢ +٢FλW٠ = λh٢.

پس:

F٢λ+٢FW٠ = h٢.
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بنابراین:

h٢ −٢FW٠ = λF٢. (8.5)

نتیجه: در و h٢ −٢FW٠ = (A−W٠
F )F٢ داریم 8.5 از استفاده با λ = A−W٠

F پس A = λF +W٠ چون

h٢ − FW٠ −AF = ٠. (9.5)

آیند: می دست به زیر هاي فرمول 5.5 و 9.5 از استفاده با علاوه به

F|k =
٢cF (yk − FWk) + F (FSk + Sk٠)

A
,

F|٠ = ٢cF٢ +
F٢

A
S٠,

(Fyk)|٠ = (
h٢

A٣
S٠ +٢cF

A
){yk − FWk} −

F٢

A٢
S٠Wk − F

A
Sk٠.

آوریم: می دست به را زیر تر ساده بسیار فرمول میپل، افزار نرم و بالا اتحادهاي و 4.5 کمک به

Ri
k = R

i

p kqy
pyq − FR

i

p kqW
pyq − FR

i

p kqy
pW q

+ F٢R
i

p kqW
pW q − FykR

i

p mqy
pyqWm + FFykR

i

p mqy
qW pWm

+ (
٣cxmym

F
− c٢ −٢cxmWm){F٢δik − FFykyi}. (10.5)

افتند. نمی اتفاق 10.5 در Si
k یا Si هاي جمله از یک هیچ

که: کنیم می مشاهده

R
i

p kq(y
p − FW p)(yq − FW q)

= R
i

p kqy
pyq − FR

i

p kqy
pW q − FR

i

p kqW
pyq + F٢R

i

p kqW
pW q (11.5)
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و

R
i

p mq(y
p − FW p)(yq − FW q)Wm

= R
i

p mqy
pyqWm − FR

i

p mqW
pyqWm

− FR
i

p mqy
pW qWm + F٢R

i

p mqW
pW qWm

= R
i

p mqy
pyqWm − FR

i

p mqW
pyqWm. (12.5)

آوریم: می دست به کنیم، می جایگزین 10.5 در را 12.5 و 11.5

Ri
k = R

i

p kq(y
p − FW p)(yq − FW q)

− FykR
i

p mq(y
p − FW p)(yq − FW q)Wm

+ (
٣cxmym

F
− c٢ −٢cxmWm){F٢δik − FFykyi}. (13.5)

کنیم: می فرض

ξi := yi − F (x, y)W i, ξk := hikξ
i

و

h̃ := h(x, ξ) =
√
hpqξpξq =

√
ξkξk, W̃٠ :=Wiξ

i.

داریم:

h̃٢ = hpqξ
pξq = hpq(y

p − FW p)(yq − FW q) = h٢ −٢FW٠ + F٢h(x,W )٢ = F٢.

بنابراین:

yi = ξi + h̃W i.
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که: کنیم می مشاهده

λh̃ = λF = A−W٠

= A−Wi(ξ
i + h̃W i)

= A− W̃٠ − h̃(١− λ).

نتیجه: در

A = h̃+ W̃٠.

داریم: طرفی از

Fyk =
∂

∂yk
(

√
λh٢ +W٢٠ −W٠

λ
)

=
(

∂(λh٢+W٢٠ )

∂yk

٢
√

λh٢+W٢٠
− ∂W٠

∂yk )λ− ∂λ
∂yk (

√
λh٢ +W٢٠ −W٠)

λ٢

=
λ∂(λh٢)

∂yk + λ
∂(W٢

٠ )
∂yk −٢λ

√
λh٢ +W٢٠

∂W٠
∂yk

٢λ٢
√
λh٢ +W٢٠

=
λyk +W٠Wk −Wk

√
λh٢ +W٢٠

λA

=
١
A
(yk +Wk(

W٠ −
√
λh٢ +W٢٠
λ

))

=
١
A
(yk − FWk).

آوریم: می دست به بالا اتحادهاي با بنابراین

Fyk =
١
A
(yk − FWk) =

ξk

h̃+ W̃٠
,

F٢δik − FFykyi = h̃٢δik − ξkξ
i − ١

h̃+ W̃٠
ξk(h̃

٢δip − ξpξ
i)W p,

آوریم: می دست به 13.5 از استفاده با . yk := hiky
i که

64



ایزوتروپیک S-انحناي و اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي .5 فصل

-انحناي S داراي و باشد 11.3 با شده بیان راندرز متر یک F = α + β کنید فرض .[11] .1.2.5 لم

داریم: M روي µ = µ(x) اسکالري تابع هر براي صورت این در است. S = (n+١)cF ایزوتروپیک

Ri
k − (٣cxmym

F + µ− c٢ −٢cxmWm){F٢δik − FFykyi}

= R̃i
k − µ(h̃٢δik − ξkξ

i)− ξk
h̃+W̃٠

{R̃i
p − µ(h̃٢δip − ξpξ

i)}W p, (14.5)

آن در که

R̃i
k := R

i

p kqξ
pξq

دهند. می نشان را h ریمان انحناي تانسور ضرایب R
i

p kq و

آوریم: می دست به R̃i
k := R

i

p kqξ
pξq و ξi := yi − F (x, y)W i ، 13.5 به توجه با اثبات.

Ri
k − (

٣cxmym

F
+ µ− c٢ −٢cxmWm){F٢δik − FFykyi}

= R
i

p kq(y
p − FW p)(yq − FW q)

− FykR
i

p mq(y
p − FW p)(yq − FW q)Wm

+ (
٣cxmym

F
− c٢ −٢cxmWm){F٢δik − FFykyi}

− (
٣cxmym

F
+ µ− c٢ −٢cxmWm){F٢δik − FFykyi}

= R
i

p kqξ
pξq − FykR

i

p mqξ
pξqWm − µ(F٢δik − FFykyi)

= R̃i
k − FykR̃i

mW
m − µ(F٢δik − FFykyi)

= R̃i
k − ξk

h̃+ W̃٠
WmR̃i

m − µ(h̃٢δik − ξkξ
i − ١

h̃+ W̃٠
ξk(h̃

٢δip − ξpξ
i)W p)

= R̃i
k − µ(h̃٢δik − ξkξ

i)− ξk

h̃+ W̃٠
{R̃i

p − µ(h̃٢δip − ξpξ
i)}W p.

�

شود: می ثابت آسانی به 14.5 کمک به زیر قضیه
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فرض باشد. 11.3 با شده Mتعریف -بعدي n منیفلد روي راندرز متر یک F کنید فرض [11] .2.2.5 قضیه

برشی انحناي از h اگر فقط و اگر است اسکالر پرچمی انحناي از F صورت این در . S = (n + ١)cF کنید

با F پرچمی انحناي حالت، این در است. ( n ≥ ٣ اگر اسکالري(=ثابت تابع یک µ = µ(x) که باشد K = µ

فرمول

K =
٣cxmym

F
+ σ

. σ := µ− c٢ −٢cxmWm که شود می داده

پرچمی انحناي براي 42.2.2 قضیه از استفاده با آنگاه است، اسکالر انحناي از F کنیم می فرض . اثبات

داریم:

K =
٣cxmym

F
+ σ,

داریم: یعنی است. M روي اسکالري تابعی σ = σ(x) که

Ri
k = (

٣cxmym

F
+ σ){F٢δik − FFykyi}.

کنیم: می فرض

µ := σ + c٢ +٢cxmWm.

که: شود می نتیجه 14.5 از دارد. K = µ برشی انحناي h دهیم نشان است کافی

R̃i
k − µ(h̃٢δik − ξkξ

i)− ١
h̃+ W̃٠

ξk{R̃i
p − µ(h̃٢δip − ξpξ

i)}W p = ٠

داریم: وضوح، به و

R̃i
k = µ(h̃٢δik − ξkξ

i). (15.5)

است. ثابت مقداري µ ، n ≥ ٣ بعد در شور، لم با دارد. K = µ برشی انحناي h بنابراین

آوریم: می دست به دوباره 14.5 با است. برقرار 15.5 آنگاه باشد، داشته K = µ برشی انحناي h اگر برعکس،
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Ri
k = (

٣cxmym

F
+ σ){F٢δik − FFykyi}, (16.5)

� دارد. اسکالر انحناي F بنابراین . σ = µ− c٢ −٢cxmWm که

متر هر دانیم، می که طور همان و است ثابت تابع یک µ(x) = µ آنگاه ؛ K = µ(x) اگر n ≥ ٣ بعد در

باشد: می Rn روي زیر، αµ متر به موضعی ایزومتر µ ثابت برشی انحناي با h ریمان

αµ =

√
|y|٢ + µ(|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ µ|x|٢
, (17.5)

می Bn(rµ) ⊂ Rn باز گوي αµ دامنه دهد. می نمایش را استاندارد اقلیدسی نرم |.| و y ∈ TxB
n ∼= Rn که

. rµ := +∞ آنگاه µ ≥ ٠ اگر و ، rµ := ١√
−µ

آنگاه µ < ٠ اگر که باشد

کند: می صدق زیر معادله در W یعنی، ، S = (n+١)c(x)F کنید فرض

Wi|j +Wj|i = −۴chij . (18.5)

شود.) مراجعه [25] مرجع به بیشتر توضیحات (براي

آورد: دست به و کرد حل را 18.5 شود می

c =
δ+ < a, x >√
١+ µ|x|٢

, (19.5)

W = −٢{(δ
√
١+ µ|x|٢+ < a, x >)x− |x|٢a√

١+ µ|x|٢ +١
}+ xQ+ b+ µ < b, x > x, (20.5)

زیر قضیه در را مطلب این باشند. می ثابت بردارهایی a, b ∈ Rn و پاد-متقارن ماتریسی Q = (qij) ثابت، δ که

دید. توان می

67



ایزوتروپیک S-انحناي و اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي .5 فصل

یعنی، باشد، 17.5 در ریمان متر h = αµ کنید فرض [24] .3.2.5 قضیه

h =

√
|y|٢ + µ(|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١+ µ|x|٢
, (21.5)

روي راندرز متر F = α+ β کنید فرض باشد. Bn(rµ) ⊂ Rn باز گوي روي برداري میدان یک W = (W i) و

است. شده بیان 11.3 با W و h جملات در که باشد Bn(rµ) ⊂ Rn

داریم ، c = c(x) اسکالري تابع براي یعنی دارد ایزوتروپیک -انحناي S ، F آنگاه . n ≥ ٣ کنید فرض

اگر فقط و اگر S = (n+١)cF

c =
δ+ < a, x >√
١+ µ|x|٢

, (22.5)

با: شود می داده 18.5 از W = (W i) و است ثابت بردار یک a ∈ Rn و ثابت δ که

W = −٢{(δ
√
١+ µ|x|٢+ < a, x >)x− |x|٢a√

١+ µ|x|٢ +١
}+ xQ+ b+ µ < b, x > x, (23.5)

باشد. می ثابت بردار یک b = (bi) ∈ Rn و متقارن پاد ماتریسی Q = (qij) که

آوریم: می دست به را باشد، می نامه پایان این اصلی قضیه که زیر، بندي طبقه قضیه اکنون

n ≥ ٣ بعد از M منیفلد روي راندرز متر یک F = α+ β کنید فرض [10 ،11] بندي). (طبقه 4.2.5 قضیه

F صورت این در است. شده تعریف 11.3 رابطه وسیله به W برداري میدان و h ریمان متر توسط که باشد

اگر فقط و اگر است S = (n+١)c(x)F ایزوتروپیک -انحناي S و K = K(x, y) اسکالري پرچمی انحناي از

شوند. می تعریف 23.5 و 22.5 ، 21.5 با ترتیب به W و c ، h که باشد چنان موضعی مختصات دستگاه یک

با پرچمی انحناي صورت این در

K =
٣cxmym

F
+ σ (24.5)

. σ = µ− c٢ −٢cxmWm که شود می داده
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ایزوتروپیک -انحناي S از F = α+β کنیم می فرض ابتدا نیست. کمتر 3 Mاز بعد فرض، به توجه با اثبات.

انحناي h و شود می داده 24.5 با F پرچمی انحناي 2.2.5 قضیه کمک به است. اسکالر پرچمی انحناي و

می داده 21.5 با h که دارد وجود موضعی مختصات دستگاه یک نقطه، هر در دارد. K = µ ثابت برشی

دستگاه همان در 23.5 و 22.5 با ترتیب به W و c آنگاه ؛ S = (n+١)c(x)F اگر ، 3.2.5 قضیه طبق شود.

شوند. می داده موضعی مختصات

و 22.5 ، 21.5 با ترتیب به W و c ، h که دارد وجود موضعی مختصات دستگاه یک کنید فرض برعکس،

K = µثابت برشی انحناي h چون . S = (n+١)c(x)F داریم ، 3.2.5 قضیه طبق آنگاه شوند. می داده 23.5

� است. 24.5 در شده داده اسکالر پرچمی انحناي از F ، 2.2.5 قضیه از استفاده با دارد،

آوریم: می دست به . b = ٠ و Q = ٠ ، δ = ٠ ، µ = ٠ کنیم می فرض 23.5 تا 21.5 در .5.2.5 مثال

h = |y|, c =< a, x >, W = −٢ < a, x > x+ |x|٢a.

با: شود می داده F = α+ β راندرز متر

F =

√
(١− |a|٢|x|۴)|y|٢ + (|x|٢ < a, y > −٢ < a, x >< x, y >)٢

١− |a|٢|x|۴

− |x|٢ < a, y > −٢ < a, x >< x, y >

١− |a|٢|x|۴
.

کند: می صدق زیر روابط با 11.3 در F

W٠ :=Wiy
i = |x|٢ < a, y > −٢ < a, x >< x, y >,

λ := ١−WiW
i = ١− |a|٢|x|۴, h٢ = |y|٢.

اسکالر پرچمی انحناي و ایزوتروپیک -انحناي S از بالا شده تعریف F راندرز متر قبل قضیه به توجه با پس

یعنی، است،

S = (n+١) < a, x > F, K =
٣ < a, y >

F
+٣ < a, x >٢ −٢|a|٢|x|٢.
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آتی تحقیقات براي پیشنهادي مسائل 3.5
باز مساله دو نهایت، در پرداختیم. اسکالر پرچمی انحناي با راندرز مترهاي بندي طبقه به نامه پایان این در

باشند: می جالب و مهم آتی تحقیقات براي زیر

با راندرز مترهاي از تعمیمی که بپردازیم اسکالر پرچمی انحناي با ها -متریک (α, β) بندي طبقه به -1

باشند. می اسکالر پرچمی انحناي

کنیم. محاسبه را راندرز مترهاي -انحناي S -2

70



مراجع
[1] D. Bao, S.-S. Chern, and Z. Shen. An introduction to Riemann-Finsler geometry, Volume

200 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 2000. 5, 6, 8

[2] D. Bao and C. Robles. On Randers spaces of constant flag curvature. Rep. Math. Phys.,
51(1):9–42, 2003. 43

[3] D. Bao and C. Robles. Ricci and flag curvatures in Finsler geometry. In Asampler of
Riemann-Finsler geometry, Volume 50 ofMath. Sci. Res. Inst. Publ. pages 197–259. Cam-
bridge Univ. Press, Cambridge, 2004. 31

[4] L. Berwald. Ueber Finslersche und Cartansche Geometrie IV. Projektivkrümmung allge-
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الفبایی فهرست
6 کلاین، متر

7 تصویري، کروي مدل
15 افقی، کوواریانت مشتق

15 عمودي، کوواریانت مشتق
5 فینسلري، منیفلد

15 مینکوفسکی، موضعا فینسلري منیفلد
6 مینکوفسکی، نرم

17 ژئودزیک،
9 بک، پول مماس کلاف

9 بک، پول کلاف

26 -انحنا، S
36 ،27 ایزوتروپیک، -انحناي S

27 ثابت، -انحناي S
16 اسپري،

12 ،8 چرن، التصاق
23 اسکالر، (پرچمی) انحناي
23 ثابت، (پرچمی) انحناي

23 (پرچمی)ایزوتروپیک، انحناي
24 برشی، انحناي
20 ریمان، انحناي
25 ریچی، انحناي

23 پرچمی، انحناي
5 همگن، تابع

10 اساسی، تانسور
21 ریمان، انحناي تانسور

10 کارتان، تانسور
17 انتگرال، خم

33 ،13 اسپري، ضرایب
13 چرن، التصاق ضرایب

13 چرن، التصاق کریستوفل علایم
25 بوسمان-هاسدورف، حجمی فرم

8 اولر، قضیه
20 بلترامی، قضیه
19 هامل، قضیه

25 شور، لم
6 استاندارد، اقلیدسی متر

39 ،29 راندرز، متر
6 ریمانی، متر

5 فینسلري، متر
19 تصویري، تخت فینسلري متر
18 تصویري، ارز هم فینسلري متر
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Abstract

In this thesis in the first chapter we give the basic concepts of Finsler geometry. Then, we
consider Randers metrics as a special case of Finsler metrics, and study some geometrical
properties of these metrics.

Projectively flat Randers metrics with isotropic S-curvature are considered and the classi-
fication theorem of this type of metrics is presented.

Finally, we give the classification theorem of Randers metrics of scalar flag curvature with
isotropic S-curvature.

Keywords: Finsler metric, Randers metric, projectively flat Finsler metric, flag curvature,
S-curvature.
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