


ریاضͬ علوم دانش΄ده
ترکیبیات و گراف گرایش دکتری رساله

علامت بدون لاپلاسین طیف بررسͬ
گراف ها در فاصله

ͬ پور باغ مریم نگارنده:
راهنما استادان

شعرباف رحیمͬ صادق دکتر
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مشاور استاد
آل هوز عبدالʓه دکتر

١٣٩٨ شهریور
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به ͬ نمایم م تقدیم افتخار کمال در و بی΄ران سپاس و تش΄ر ضمن را نامه پایان این
دوران در که آمیزی محبت تلاش های همه خاطر به عزیزم مادر و پدر ارزشمند محضر

آموخته اند. من به را زیستن چ·ونه مهربانͬ با و داده اند انجام ͬ ام زندگ مختلف
تقدیم و بود راه رفیق لحظات تمامͬ در صبرش با مسیح وار که مهربانم همسر به

کردم. پیدا معصومش چهره در را گمشده ام کودکͬ که کوچ΄م پسر به

ز



سپاس گزاری

نعمت های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران که خدایی سپاس
راهنما محترم اساتید از ابتدا در نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند را او
خلق حسن با که هاشمͬ ابراهیم دکتر و شعر باف رحیمͬ صادق دکتر آقایان جناب
این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ و
که آل هوز عبدالʓه دکتر جناب گرانقدر، استاد از چنین هم گرفتند، عهده بر را رساله
راهنمایی های و داده اند یاری مشفقانه و صمیمانه مرا و بودند رساله این مشاور استاد
داور اساتید از دارم. را تش΄ر نهایت نمودند، آسان تر برایم را ͬ ها سخت از بسیاری ایشان
شعبانͬ سعید دکتر و اشرفͬ علیرضا دکتر علیشاهͬ، میثم دکتر آقایان جناب ارجمند
دارم را قدردانͬ و تش΄ر کمال شده اند، متقبل را رساله این داوری و مطالعه زحمت که

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین این که
و سرم بر افتخاریست تاج بودنشان که مهربانم دوستان و عزیزم خانواده از چنین هم

سپاس·زارم. بودنم، بر است دلیلͬ نامشان

ͬ پور باغ مریم
١٣٩٨ شهریور
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نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی ͬ پور باغ مریم اینجانب
در فاصله علامت بدون لاپلاسین طیف بررسͬ عنوان با دکتری رساله نویسنده شاهرود،
متعهد هاشمͬ ابراهیم دکتر و شعرباف رحیمͬ صادق دکتر راهنمایی تحت ، گراف ها

ͬ شوم: م
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
ͬ پور باغ مریم
١٣٩٨ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
آن ها مهمترین از که ͬ شود م داده نسبت گراف ΁ی به متفاوتͬ ماتریس های کلͬ حالت در
فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس و فاصله لاپلاسین ماتریس فاصله، ماتریس به ͬ توان م

کرد. اشاره است، گرفته قرار توجه مورد اخیراً که
این در باشد، گراف انتقال اعداد از قطری ماتریس Tr(G) و فاصله ماتریس D(G) کنیم فرض
تعریف DQ(G) = D(G) + Tr(G) صورت به فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس صورت
تعدادی رساله، این در ͬ شود. م نامیده G گراف طیفͬ شعاع آن ویژه مقدار بزرگترین و ͬ شود م
پارامترهایی حسب بر فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین و بالا کران
در که گراف هایی و ͬ دهیم م ارائه غیره و جورسازی عدد استقلال، عدد اندازه، مرتبه، مانند
مقادیر بررسͬ به همچنین ͬ کنیم. م مشخص را ͬ کنند م صدق ما کران های مرزی شرایط
ماتریس انرژی این بر علاوه ͬ پردازیم. م گرافͬ عملیات از استفاده با گراف ها از تعدادی ویژه
انرژی برای پایین و بالا کران تعدادی و کرده تعریف را G گراف فاصله علامت بدون لاپلاسین

ͬ دهیم. م ارائه فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس
بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار بزرگترین تا k مجموع برای را برآور حدس از نوعͬ ما
قطر با گراف های برای حدس این که ͬ دهیم م نشان . ͬ دهیم م ارائه G گراف از فاصله علامت
و k = n − ١ برای که ͬ دهیم م نشان براین علاوه است. برقرار k هر ازای به برای دو و ΁ی
انتقال عدد لحاظ از r‐منتظم گراف های برای k تعدادی برای و گراف ها همه برای k = n

ͬ گردد. م ارایه زمینه این در آتͬ کارهای برای پیشنهادات برخͬ انتها، در است. برقرار

انرژی طیفͬ، شعاع لاپلاسین، طیف فاصله، علامت بدون لاپلاسین ماتریس کلیدی: کلمات
فاصله. علامت بدون لاپلاسین ماتریس

ک
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١ فصل
مقدمه

΁ی باشد. E(G) یالͬ مجموعه و V (G) = {v١, . . . , vn} رئوس مجموعه با گرافͬ G کنید فرض
و رئوسش از n = |V (G)| تعداد G مرتبه ی ͬ شود. م داده نشان G = (V (G), E(G)) با گراف
با v ∈ V (G) به مجاور رئوس مجموعه ͬ باشد. م یال هایش از m = |E(G)| تعداد اندازه اش
داده نمایش degG(v) با و NG(v) اندازه ی با است برابر v درجه ی و ͬ شود م داده نشان NG(v)

رأس دو بین فاصله ی باشد. V (G) رئوس مجموعه با همبند گراف ΁ی G گیریم ͬ شود. م
مسیر ترین کوتاه طول با است برابر که ͬ شود م داده نشان duv یا dG(u, v) نماد با u, v ∈ V (G)

ͬ شود. م نامیده گراف قطر G گراف رئوس بین فاصله ی ماکزیمم .G در v و u رأس دو بین

ͬ شود. م تعریف D(G) = (dvivj ) صورت به که ͬ شود م داده نشان D(G) با G از فاصله١ ماتریس
تحویل ناپذیر و متقارن ماتریسͬ فاصله، ماتریس ،n مرتبه ی از G همبند ساده ی گراف برای
آن ها چندگانگͬ با همراه ویژه مقادیر مجموعه ی ،M مربعͬ ماتریس ΁ی برای چنین هم است.
و فاصله ماتریس گویند. M طیف٣ͬ شعاع را M از ویژه مقدار بزرگترین ͬ نامند. م M طیف٢ را
در وسیعͬ کاربردهای فاصله ای۴ انرژی و طیفͬ شعاع فاصله، طیف مانند آن با مرتبط مفاهیم

دارد. دی·ر مختف علوم و شیمͬ
ساختارهای توصیف برای را فاصله ماتریس طیفͬ شعاع از استفاده پژوهش·ران از بسیاری امروزه
ماتریس با مرتبط آمده، دست به نتایج اولین میان از ͬ دهند. م قرار استفاده مورد مول΄ولͬ
اشاره است، شده اثبات [۴٩] پولاک۶ و گراهام۵ توسط که مهمͬ قضیه ی به ͬ توان م فاصله،

1Distance matrix
2Spectrum

3Spectral radius
4Distance Energy

5Graham
6Pollack



مقدمه ٢
نتایج دی·ر و آن دنبال به کردند. ارائه درخت ها برای فاصله ماتریس دترمینان از فرمولͬ که کرد
موضوع این به نیز گراف جبری نظریه ی از محققانͬ ، [۴٩] پولاک و گراهام از آمده دست به
دادند. قرار بررسͬ مورد را فاصله ماتریس معکوس ،[۴۶] لواژ٧ و گراهام شدند. مند علاقه
پرداختند. آن مشخصه ی چندجمله ای به [٧٣] هوسیا٩ و [۴۶] لواژ و گراهام ،[۴٠] ادلبرگ٨

داد. ارائه شیمیایی گراف های در فاصله ماتریس کاربرد از خلاصه ای ، [٧۴] ١٠΁میهالی
یا v ر أس از دی·ر رئوس همه ی فاصله ی مجموع صورت به v راس از Tr(G) انتقال١١ عدد
G همبند گراف ΁ی انتقال عدد ͬ شود. م تعریف TrG(v) =∑u∈V (G) dG(u, v) دی·ر عبارتͬ به
از نامرتب جفت های همه بین فاصله های مجموع با است برابر که ͬ شود م داده نشان σ(G) با

.G رئوس
نامیده انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف .σ(G) = ١٢

∑
v∈V (G) TrG(v) است ͹واض

مرتبط ماتریس ها گسترش باشد. ثابت v ∈ V (G) رأس هر برای TrG(v) هرگاه ͬ شود م
ماتریس(شعاع) ویژه به است. افزایش به رو و زیاد آن ها متفاوت  ͬ گرافی΄ ساختارهای با
زیادی کاربردهای و گرفته قرار توجه مورد اخیراً گراف ها در فاصله علامت بدون لاپلاسین
با همبند گرافͬ G گیریم کنید. ملاحظه را انتهایی ͽمراج ͬ توانید م زمینه این در دارد.
برابر TrG(vi) که ͬ شود م دیده آسانͬ به ١ ≤ i ≤ n برای باشد. V (G) = {v١, v٢, . . . , vn}
Tr(G) = diag(TrG(v١), T rG(v٢), . . . , T rG(vn)) گیریم .D(G) از ام i سطر مجموع با است
از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس باشد. G گراف رئوس انتقال اعداد از قطری ماتریس
DQ(G) = صورت به [٢] در هنسن١٣ و اچیچه١٢ توسط بار اولین که است n × n ماتریسͬ G

نیمه معین و متقارن نامنفͬ، ناپذیر، تحویل DQ(G) است ͹واض شد. تعریف Tr(G) + D(G)

ρ(G) نماد با را آن و ͬ نامند م طیفͬ شعاع را ،DQ(G) از ویژه مقدار بزرگترین است. مثبت
ͬ کنیم م فرض و باشد DQ(G) طیف نشان دهنده ی (ρ١, ρ٢, . . . , ρn) گیریم ͬ دهند. م نمایش

.ρ = ρ١ ≥ ρ٢ ≥ . . . ≥ ρn

DQ(G) از ی΄تایی مثبت نرمال ویژه بردار ΁ی ρ(G) با متناظر پرون‐فروبنیوس١۴، قضیه بنابر
ͬ نامند. م G از اصلͬ ویژه بردار را آن که دارد وجود

V (G) روی که تابع ΁ی عنوان به ͬ توان م را x = (x١, x٢, . . . , xn)T ∈ Rn ستونͬ بردار ΁ی
دی·ر عبارتͬ به ͬ کند، م نگاشت xi به را vi رأس که طوری به گرفت نظر در ͬ شود، م تعریف

است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه . i = ١,٢, . . . , n برای x(vi) = xi

xTDQ(G)x =
∑

{u,v}⊂V (G)

duv(x(u) + x(v))٢,

هر برای و x ̸= ٠ اگر فقط و اگر است x ویژه بردار با متناظر DQ(G) از ویژه مقدار ΁ی λ و
7Lovász
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9Hosoya
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٣
v ∈ V (G)

λx(v) =
∑

u∈V (G)

duv(x(u) + x(v)).

با G شده نرمال ستونͬ بردار ΁ی برای ͬ نامند. م G از ویژه ‐معادلات (λ, x) را معادلات این
داریم رال١۵ͬ، قضیه ی بنابر نامنفͬ، مولفه ی ΁ی حداقل
ρ(G) ≥ xTDQ(G)x,

فصل در باشد. DQ(G) ماتریس از اصلͬ ویژه بردار ΁ی x اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و
فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین و بالا کران تعدادی سوم،
از استفاده با را گراف ها از تعدادی برای DQ(G) ماتریس ویژه مقادیر هم چنین ͬ دهیم، م ارائه

ͬ آوریم. م دست به گرافͬ عملیات
ماتریس برای ، گاتمن١۶[۴۴] ایوان توسط ١٩٧٨ سال در بار اولین برای G گراف انرژی
شد. تعریف EA = EA(G) =

∑n
i=١ |λi| صورت به λ١, . . . , λn ویژه مقادیر با A(G) مجاورت

به شود مͬ داده نشان DE(G) نماد با که فاصله انرژی ، [۶١] ،[٢۶] در تعریف این با مشابه
مورد آن خواص از برخͬ و شد تعریف فاصله ماتریس ویژه مقادیر مطلق قدر مجموع صورت

گرفت. قرار بررسͬ
صورت به را فاصله علامت بدون لاپلاسین اولیه انرژی [١٢] در ما مشابه طور به هم چنین

EDQ(G) =

n∑
i=١

ρi

بر ͬ کنیم. م تعریف ξi = ρi − ٢σ(G)
n صورت به را ξi کم΄ͬ ویژه مقدار اکنون ͬ کنیم. م تعریف

[٩] ͬ کنیم، م تعریف زیر صورت به را فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی اساس این
EDQ(G) =

n∑
i=١

|ξi| =
n∑

i=١

∣∣∣∣ρi − ٢σ(G)
n

∣∣∣∣ .
آن ها برای پایینͬ و بالا کران های و ͬ پردازیم م انرژی تعریف دو این بررسͬ به سوم فصل در

ͬ دهیم. م ارائه
فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مجموع برای را حدسͬ پنجم فصل در
µn ≤ µn−١ ≤ · · · ≤ گیریم است. برقرار گراف ها از رده هایی برای که ͬ دهیم م نشان و کرده بیان
مجموع Sk(G) =

k∑
i=١

µi, ١ ≤ k ≤ n کنید فرض باشند. لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر µ١
[١٨]که کرد بیان را حدس این برآور١٧ باشد. G گراف از لاپلاسین ویژه مقدار بزرگترین تا k
k = ١,٢, . . . , n برای Sk(G) = k∑

i=١
µi ≤ m +

(
k+١٢
) رابطه m اندازه و n مرتبه از G گراف برای

را [۵۴ ،۵٣ ،۵٢ ،۵١] ͽمراج ͬ توانید م گرفت، قرار بیشتری بررسͬ مورد بعدها که است برقرار
باشند. علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر ٠ ≤ qn ≤ qn−١ ≤ · · · ≤ q١ گیریم ببینید.
15Reyleigh’s Principle 16Gutman 17Brouwer



مقدمه ۴
از علامت بدون لاپلاسین ویژه مقدار بزرگترین تا k مجموع دهنده نشان S+

k (G) =
∑k

i=١ qi اگر
S+
k (G) =

k∑
i=١

qi ≤ m+
(
k+١٢
حدس( هم΄ارانش و اشرف١٨ برآور، حدس انگیزه با گرافGباشد،

[٩٣ ،۵٠ ،١٧] ͽمراج ͬ توانید م حدس این مورد در بیشتر اطلاعات برای .[١٧] دادند ارائه را
ببینید. را

k و ویژه مقدار بزرگترین تا k مجموع برای را Nk(G) و Mk(G) کمیت دو ما اساس این بر
حدس مشابه ͬ کنیم. م تعریف فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار کوچ΄ترین تا
لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار بزرگترین تا k مجموع برای را حدسͬ ما اشرف حدس و برآور
و ΁ی قطر با گراف های برای حدس این که ͬ دهیم م نشان ͬ دهیم. م ارائه فاصله علامت بدون
k = n− ١ برای حدس این که ͬ دهیم م نشان براین علاوه است. برقرار k هر ازای به برای دو
گراف های برای k تعدادی برای ما حدس چنین هم است. برقرار گراف ها همه برای k = n و
گراف و آستانه ای١٩ گراف های برای نتیجه در است. صادق انتقال عدد لحاظ از r‐منتظم

گراف ها از رده ای برای را حدس درستͬ چنین هم ͬ دهیم. م نشان را حدس درستͬ قطعه ای٢٠
ͬ کنیم. م ثابت

ارائه را داد انجام ͬ توان م آینده در که کارهایی از برخͬ برای را پیشنهادهایی آخر فصل در
ͬ دهیم. م
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٢ فصل
مقدماتͬ تعاریف

که فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ͬ های ویژگ و خواص از بعضͬ بررسͬ به فصل این در
ͬ پردازیم. م شده اند، ثابت تاکنون

فاصله علامت بدون لاپلاسین طیفͬ شعاع ٢ . ١
ͬ کنیم. م بیان را دارد، اساسͬ اهمیت ماتریس ها تئوری در که زیر گزاره ابتدا در

ماتریس زیر ΁ی M و باشند n مرتبه ی از حقیقͬ متقارن ماتریسͬ A گیریم [١٨] .٢ . ١ . ١ لم
است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد. s(≤ n) مرتبه ی با A از اصلͬ

λi+n−s ≤ λi(M) ≤ λi, ١ ≤ i ≤ s.

کردن اضافه با G از آمده دست به گراف G+uv گیریم ،G در u, v مجاور غیر رأس دو برای
همه ی حذف از حاصل گراف G − S کنید فرض ، S ⊆ V (G) مجموعه برای باشد. uv یال
، S = {u} اگر خاص، حالت در آن ها). به وابسته یال های همه ی (و باشد S مجموعه رئوس

.G− u ͬ نویسیم م G− S جای به آنگاه
صورت این در باشد. u, v ∈ V (G) غیرمجاور رأس دو با همبند گرافͬ G گیریم [٧٣] .٢ . ١ . ٢ لم

است. برقرار ،ρ(G+ uv) < ρ(G) رابطه ی همواره



مقدماتͬ تعاریف ۶
همواره آنگاه باشد. G گراف از یال ΁ی تقسیم زیر از حاصل گراف Gs گیریم [٨۶] .٢ . ١ . ٣ لم

است. برقرار ρ(Gs) > ρ(G) رابطه ی
باشد. رأس n روی همبند گرافͬ G همچنین و باشد n‐رأسͬ کامل گراف Kn کنید فرض

.G = Kn اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و ρ(G) ≥ ρ(Kn) قبل، گزاره بنابر آنگاه
این در باشد، G گراف قطر d(G) = d و G از آویخته رأس ΁ی u گیریم [٨۶] .٢ . ١ . ١ قضیه

است، برقرار زیر رابطه ی همواره ،i = ١,٢, . . . , n− ١ برای صورت
ρi+١(G)− d ≤ ρi(G− u) ≤ ρi(G)− ١.

برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد. n مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم [٩١] .۴ . ٢ . ١ لم
است،

ρ(G) ≥ ۴σ(G)
n

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و
چپ سمت نامساوی باشد، G از انتقال عدد ماکزیمم Trmax گیریم ، G همبند گراف برای
شده اثبات [٢] ͽمرج در آن راست سمت نامساوی و ͬ شود م حاصل [٧٣] ͽمرج از زیر گزاره در

است.
است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد. همبند گراف ΁ی G گیریم .۵ . ٢ . ١ لم

Trmax(G) < ρ(G) ≤ ٢Trmax(G).

آمده دست به تک دور گراف S+
n گیریم ، n ≥ ٣ برای باشد. ‐رأسͬ n ستار ه ی ، Sn گیریم

چسباندن با آمده دست به n‐رأسͬ تک دور گراف P+
n و باشد Sn به یال ΁ی کردن اضافه با

باشد. مثلثͬ از پایانͬ رأس ΁ی به −n)‐رأسͬ ٣) مسیر
همبند Ḡ م΄مل گراف و n ≥ ۴ مرتبه ی از همبند گراف ΁ی G گیریم [٩١] .٢ . ١ . ٢ قضیه

است، برقرار زیر رابطه همواره آنگاه باشد.
ρ(G) + ρ(Ḡ) ≥ ۶(n− ١),

باشند. ٢ قطر با منتظم گراف های هردو Ḡ و G اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و

لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای بالایی کران های ٢ . ٢
فاصله علامت بدون

فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای بالا کران تعدادی قسمت، این در
ͬ دهیم. م ارائه



٧ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای بالایی کران های
باشد، W (G) وینر اندیس با n ≥ ٢ مرتبه ی از همبند گراف ΁ی G گیریم [٢] .٢ . ٢ . ١ قضیه
Kn کامل گراف G اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و ρ(G) ≤ ٢W (G)− (n− ١)(n−٢) آنگاه

باشد.
به صحیح عددی k و رأس n ≥ ٢ روی همبند گراف ΁ی G = (V,E) گیریم [٢] .٢ . ٢ . ٢ قضیه
زیرمجموعه های تمام از خانواده ای دهند ه ی نشان Pk(V ) گیریم باشد. ١ ≤ k ≤ n طوری که

است، برقرار زیر رابطه های همواره آنگاه باشد. V از عضوی K

ρ ≥ max
S∈Pk(V )

{١
k

∑
u∈S

Tr(u) +
١
k

∑
u,v∈S

d(u, v)}

و
ρn ≤ min

S∈Pk(V )
{١
k

∑
u∈S

Tr(u) +
١
k

∑
u,v∈S

d(u, v)}.

و G همبند گراف ΁ی از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیف بین روابطͬ [٢] در
گزاره ابتدا در است. آمده دست به Ḡ م΄ملش فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیف

ͬ کنیم. م بیان را ماتریس ها تئوری از معروفͬ
λ١(M) ≥ λ٢(M) ≥ . . . ≥ گیریم ،n مرتبه ی از M حقیقͬ ماتریس برای [٢۴] .٢ . ٢ . ١ لم
و n مرتبه ی از متقارن حقیقͬ ماتریس های هردو N٢ و N١ اگر باشد. آن ویژه ی مقادیر λn(M)

داریم همواره ،i = ١, . . . , n هر برای آنگاه باشد، N = N١ +N٢

λi(N١) + λ١(N٢) ≥ λi(N) ≥ λi(N١) + λn(N٢).

کنید فرض باشد. d قطر با n ≥ ٣ مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم [٢] .٢ . ٢ . ٣ قضیه
فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیف ترتیب به ρ̄١ ≥ ρ̄٢ ≥ . . . ≥ ρ̄n و ρ١ ≥ ρ٢ . . . ≥ ρn

باشد. G از Ḡ م΄مل فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیف و G از
است، برقرار زیر رابطه های همواره آنگاه باشد، d = ٢ اگر (١)

n− ٢ + ρ̄i ≤ ρi ≤ ٢n− ٢ + ρ̄i ١ ≤ i ≤ n,

n− ٢ + ρ̄n ≤ ρi ≤ n− ٢ + ρ̄١ ١ ≤ i ≤ n− ١,
٢n− ٢ + ρ̄n ≤ ρ١ ≤ ٢n− ٢ + ρ̄١.

است، برقرار زیر رابطه آنگاه باشد، d ≥ ٣ اگر (٢)
ρi ≥ n− ٢ + ρ̄i ١ ≤ i ≤ n.

از ویژه ای مقدار ρi = n − ٢ اگر باشد. n مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم .٢ . ٢ . ١ نتیجه
حداقل شامل G از Ḡ م΄مل آنگاه باشد، µ چندگانگͬ با فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس

ͬ باشد. م دوبخشͬ گراف ΁ی مؤلفه، هر که طوری به است مؤلفه µ



مقدماتͬ تعاریف ٨
ویژه مقدار چندگانگͬ µ گیریم باشد. n مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم .٢ . ٢ . ٢ نتیجه
برقرار تساوی و µ ≤ n− ١ آنگاه باشد، G فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس از ρi = n− ٢

. G ∼= Kn اگر فقط و اگر است
برای فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای بالایی کران ، [٧٠] در
زیر گزاره ابتدا در است. آمده دست گراف هایی عددخوشه ای داشتن با گراف ها از خاص رده ای

آوردند. دست به طیفͬ شعاع برای بالایی کران آن از استفاده  با سپس و کردند اثبات را
نشان K|V١|,|V٢|,...,|Vω | نماد با را V١, V٢, . . . , Vω افراز های مجموعه با ω‐بخشͬ کامل گراف ΁ی
است. G از خوشه ی بزرگترین رأس های تعداد با است برابر ω(G) خوشه ی عدد ͬ شود. م داده
n−ω طول به مسیر ΁ی چسباندن با رأسͬ ω خوشه ی ΁ی از آمده دست به گراف Kn−ω

ω گیریم
باشد. خوشه از رأس ΁ی به

به مسیر دو چسباندن با G از که باشد همبندی گراف Gp,q کنید فرض [٧٠] .٢ . ٢ . ٢ لم
همواره آنگاه q ≥ p ≥ ١ اگر باشد. آمده دست به رأس |V (G)| ≥ ٢ با u رأس در q و p طول های

است. برقرار ρ(Gp−١,q+١) > ρ(Gp,q) رابطه ی
طیفͬ شعاع مقدار ͬ نیمم م و ماکسیمم ،n مرتبه ی از درخت ها همه ی میان از .٢ . ٢ . ٣ نتیجه

ͬ افتد. م اتفاق K١,n ستاره ی و Pn مسیر در ترتیب به فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس
آنگاه باشد. ω خوشه ای عدد و n مرتبه ی از همبند گراف ΁ی G گیریم [٧٠] .۴ . ٢ . ٢ قضیه

است، برقرار زیر رابطه  همواره
ρ(G) ≤ ρ(Kn−ω

ω ),

.G ∼= Kn−ω
ω اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

فرض ͬ شود، م تعریف Tri = TrG(vi) =
∑n

j=١ d(vi, vj) صورت به vi انتقال عدد ͬ دانیم م
.Tr١ ≥ Tr٢ . . . ≥ Trn کنیم

سطرهای مجموع و λ(A) طیفͬ شعاع با نامنفͬ n × n ماتریس ΁ی A اگر [٧٣] .٢ . ٢ . ٣ لم
Aتحویل  ناپذیر اگر این، بر علاوه .min١≤i≤n ri ≤ λ(A) ≤ max١≤i≤n ri آنگاه باشد، r١, r٢, . . . , rn
باشند. برابر هم با A سطرهای مجموع اگر فقط و اگر است برقرار تساوی ها از ی΄ͬ آنگاه باشد،

شد: گرفته نتیجه زیر قضیه ی [۵۵] در فوق لم از استفاده با
کوچ΄ترین و بزرگترین ترتیب به Trn و Tr١ و n مرتبه ی از ساده گرافͬ G گیریم .۵ . ٢ . ٢ قضیه
برقرار تساوی ها از ی΄ͬ این بر علاوه .٢Trn ≤ ρ(G) ≤ ٢Tr١ آنگاه باشند. G گراف انتقال عدد

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G اگر فقط و اگر است
D = (dij) فاصله ی ماتریس ،n مرتبه ی از همبند و ساده گراف G گیریم [۵۶] .٢ . ٢ . ١ تعریف
دومین آنگاه باشد. Tr١ ≥ Tr٢ ≥ . . . ≥ Trn با {Tr١, T r٢, . . . , T rn} انتقال اعداد دنباله ی و

.Ti =∑n
j=١ dijTrj طوری که به ͬ شود م داده نشان Ti نماد با ،vi از فاصله درجه ی



٩ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای پایینͬ کران های
دست به را گراف انتقال عدد و طیفͬ شعاع بین رابطه هایی [۵۵] در گفت ͬ توان م ͽواق در

آوردند.
{Tr١, T r٢, . . . , T rn} ،n مرتبه ی از همبند ساده ی گراف ΁ی G گیریم [۵۵] .۶ . ٢ . ٢ قضیه
هر برای آنگاه باشد. G گراف قطر d و Tr١ ≥ Tr٢ ≥ . . . ≥ Trn با G از درجات دنباله ی

داریم، همواره i = ١,٢, . . . , n

ρ(G) ≤
٢Tri + Tr١ − d+

√
(٢Tri + d− Tr٢(١ + ٨(i− ١)(Tr١ − Tri)d

٢ .

از منتظم گراف ΁ی G اگر فقط و اگر است برقرار تساوی آنگاه باشد، i = ١ اگر این بر علاوه
.G ∼= Kn اگر فقط و اگر است برقرار تساوی آنگاه باشد، ٢ ≤ i ≤ n اگر و باشد انتقال عدد لحاظ
{Tr١, T r٢, . . . , T rn} ،n مرتبه ی از همبند ساده ی گراف ΁ی G گیریم [۵۵] .٢ . ٢ . ٧ قضیه
درجه ی دنباله دومین {T١, T٢, . . . , Tn} و Tr١ ≥ Tr٢ ≥ . . . ≥ Trn با G از درجات دنباله ی

است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد. G گراف فاصله
min{Tri +

Ti
Tri

: ١ ≤ i ≤ n} ≤ ρ(G) ≤ max{Tri +
Ti
Tri

: ١ ≤ i ≤ n}.

باشد. ثابتͬ مقدار Tri + Ti
Tri

،i هر ازای به اگر فقط و اگر است برقرار تساوی این بر علاوه

لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای پایینͬ کران های ٢ . ٣
فاصله علامت بدون

برای فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین کران هایی قسمت این در
ͬ دهیم. م ارائه همبند گراف های

همواره آنگاه باشد. Sn ستاره ی از غیر به n ≥ ۴ مرتبه ی از درختͬ G گیریم [٩١] .٢ . ٣ . ١ قضیه
است، برقرار زیر رابطه ی

ρ(G) > ρ(Sn) =
۵n− ٨ +

√٩n٢ − ٣٢n+ ٣٢
٢ .

با اکستریمال١ گراف Pd+١ که ͬ دهد م نشان [٨۶] در زیر قضیه ،d قطر با درخت ها برای
ͬ باشد. م فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع ͬ نیمم م

هر برای آنگاه باشد. مͬ d ≥ ١ قطر با درخت ها از مجموعه ای Γd گیریم [٨۶] .٢ . ٣ . ٢ قضیه
نشان Pd+١ ) .T = Pd+١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و ρ(T ) ≥ ρ(Pd+١) ،T ∈ Γd درخت

ͬ باشد.) م d+ ١ مرتبه ی از مسیری دهنده ی
1Extremal



مقدماتͬ تعاریف ١٠
گراف های مورد در فاصله علامت بدون ماتریس طیفͬ شعاع برای پایینͬ کران اکنون

ͬ آوریم: م است، شده اثبات [٩١] در که دوبخشͬ
همواره آنگاه باشد. n ≥ ٢ مرتبه ی از همبند دوبخشͬ گراف G گیریم [٩١] .٢ . ٣ . ٣ قضیه

است، برقرار زیر رابطه ی

ρ(G) ≥

 ٣n− ۴ باشد زوج n اگر
۵n−٨+√n٨٢+٢ باشد فرد n ,اگر
.G = K⌊n٢ ⌋,⌈n٢ ⌉ اگر فقط و اگر است برقرار تساوی حالت و

٠ ≤ که باشد آویزان رأس r و رأس n با همبند گراف های از مجموعه ای P (n, r) گیریم
طیفͬ شعاع ͬ نیمم م با ی΄تایی گراف [٩١] در .P (n, n − ١) = {Sn} است، ͹واض .r ≤ n − ١
٠ ≤ r ≤ n − ٢ که ،P (n, r) در گراف هایی میان از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس
n همبند گراف های از مجموعه ای P (n, r) گیریم ،٠ ≤ r ≤ n − ٣ برای ͬ شود. م مشخص
دست به Kn−r کامل گراف از رئوس تعدادی به آویخته رأس r چسباندن با که باشد رأسͬ
Kn−r از ثابتͬ رأس به آویزان رأس r که باشد P (n, r) در گرافͬ Kr

n گیریم هم چنین ͬ آید. م
باشند. شده چسبانده

Sa+١ مرکزهای بین یال ΁ی کردن اضافه با رأسͬ n ستاره ی دو از که باشد گرافͬ Dn,a گیریم
.١ ≤ a ≤ ⌊n−٢٢ ⌋ طوری که، به ͬ آید م دست به Sn−a−١ و

. ٠ ≤ r ≤ n− ٢ که G ∈ P (n, r) کنید فرض [٩١] .۴ . ٢ . ٣ قضیه
،G = Kr

n اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و ρ(G) ≥ ρ(Kr
n) آنگاه ،٠ ≤ r ≤ n− ٣ اگر (١)

.G = Dn,١ اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و ρ(G) ≥ ρ(Dn,١) آنگاه ،r = n− ٢ اگر (٢)
١ ≤ که باشد، s همبندی و رأس n با همبند گراف های از مجموعه ای C(n, s) گیریم
میان از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ͬ نیمم م با ی΄تایی گراف [٩١] در .s ≤ n − ٢
گیریم باشد. مجزا رأس همبند گراف دو G٢ و G١ گیریم کردند. معرفͬ C(n, s) در گراف هایی
چسباندن با G١ ∪G٢ از آمده دست به گراف G١ ∨G٢ و G٢ و G١ از مجزا رأس اجتماع G١ ∪G٢

باشد. G٢ رأس هر به G١ رأس هر
برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه .١ ≤ s ≤ n − ٢ که G ∈ C(n, s) گیریم [٩١] .۵ . ٢ . ٣ قضیه

است،
ρ(G) ≥ ρ(Ks ∨ (K١ ∪Kn−s−١)),

.G = Ks ∨ (K١ ∪Kn−s−١) اگر فقط و اگر است برقرار تساوی حالت و
رنگ هایی از عدد کوچ΄ترین با است برابر G همبند گراف عدد رنگͬ که ͬ کنیم م یادآوری
داشته متفاوتͬ رنگ های مجاور رأس دو طوری که به کنیم رنگ را G رأس های تا است نیاز که



١١ دو دور و تک دور گراف های در طیفͬ شعاع برای کران هایی
چنین ͬ نامند، م رنگͬ کلاس ΁ی را دارند ی΄سانͬ رنگ که را رئوس از زیرمجموعه ای باشند.
k‐بخشͬ کامل گراف ΁ی Tn,k توران٢ گراف ͬ دهد. م تش΄یل مستقل مجموعه ΁ی کلاسͬ
برای صورت این در باشند، گراف این بخش های n١, n٢, . . . , nk اگر طوری که به رأس n روی

باشد. برقرار |ni − nj | ≤ ١ رابطه همواره ١ ≤ i, j ≤ k هر
بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع کوچ΄ترین با همبند گرافͬ G گیریم [۶٨] .٢ . ٣ . ١ لم
،٢ ≤ k ≤ n − ١ ،k عدد  رنگͬ و n مرتبه ی از همبند گراف های همه ی میان از فاصله علامت

است. Tn,k ی΄تای گراف G آنگاه باشد،
همواره آنگاه باشد. k عدد رنگͬ و n مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم [۶٨] .۶ . ٢ . ٣ قضیه

است، برقرار زیر رابطه ی
ρ(G) ≥ ٢n+ ٢⌊n

k
⌋ − ۴,

باشد. توران منتظم گراف ΁ی G اگر فقط و اگر است برقرار تساوی که
رده ای برای فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای بالایی کران [٧٠] در

است. آمده دست به خوشه عدد و رئوس تعداد داشتن با گراف ها از
آنگاه ،ω > n٢ اگر باشد. ω خوشه ی عدد و n مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم [٧٠] .٢ . ٣ . ٢ لم

.G ∼= Tn,ω اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و ρ(G) ≥ ρ(Tn,ω)

تک دور گراف های در طیفͬ شعاع برای کران هایی ۴ . ٢
دو دور و

کرده، بیان دو دور و تک دور گراف های به مربوط طیفͬ شعاع برای کران هایی قسمت این در
قرار دوم مرتبه ی در بزرگترین(کوچ΄ترین) نظر از که طیفͬ شعاع برای کران هایی همچنین

ͬ کنیم. م معرفͬ را دارند
نامیده دو دور گراف ΁ی G و |V (G)| = |E(G)| هرگاه ͬ نامند م تک دور گراف ΁ی G همبند گراف
گراف های از مجموعه ای B(n) کنید فرض ،n ≥ ۴ برای .|E(G)| = |V (G)|+ ١ هرگاه ͬ شود م

باشد. رأس n روی دو دور
دو کردن اضافه با آمده دست به رأسͬ ‐n دور دو   گراف (B٢

n) B
١
n گیریم (n ≥ ۴) n ≥ ۵ برای

بیاید. دست به Sn ستاره ی به مجاور(مجاور) غیر یال
Rn(p, q) ،گیریم p+ q ≤ n+ ١ و ٣ ≤ p ≤ q ≤ n−٢ برای باشد. رأس n روی دوری Cn گیریم
مسیر از استفاده با Cq از رأس ΁ی و Cp از رأس ΁ی کردن متصل با آمده دست به دو دور گراف
Tn(s, p, q) گیریم ،s + p + q = n − ٢ و ٠ ≤ s ≤ p ≤ q ≤ n − ٣ برای همچنین ، Pn+٢−p−q

2Turán



مقدماتͬ تعاریف ١٢
باشند. مشترک پایانͬ رئوس با Pq+٢ و Ps+٢, Pp+٢ درونͬ مسیر سه شامل رأسͬ n دو  دور گراف

کنید. ملاحظه را [٩٠] ͽمرج ͬ توانید م بیشتر اطلاعات برای
است. برقرار ρ(B١

n) < ρ(B٢
n) رابطه ی همواره ،n ≥ ۵ برای [٩٠] .١ . ۴ . ٢ لم

داریم، همواره صورت این در باشد. n ≥ ۵ مرتبه ی از G ∈ B(n) گیریم [٩٠] .١ . ۴ . ٢ قضیه
، ρ(H۵) > ρ(B٢۵) > ρ(B١۵) > ρ(T۵(١, ١, ١)) > ρ(T۵(٠, ١,٢)) ،n = ۵ برای (١)

است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه ،G ≇ B١۶, T۶(١, ١,٢) اگر ،n = ۶ برای (٢)
ρ(G) > ρ(B١۶) > ρ(T۶(١, ١,٢)),

است، برقرار زیر رابطه ی همواره ،آنگاه G ≇ B١
n, B

٢
n اگر ،n ≥ ٧ برای (٣)

ρ(G) > ρ(B٢
n) > ρ(B١

n).

B٢۴ در دو درجه ی رئوس از ی΄ͬ به آویخته رأس ΁ی چسباندن با آمده دست به گراف H۵ که
باشد. مͬ

هم به را آویخته رأس دو که یال، ΁ی کردن اضافه با Sn از آمده دست به گراف S+
n گیریم

باشد. ͬ کند، م وصل
رابطه ی همواره آنگاه باشد، n(≥ ۶) مرتبه ی از تک دوری گراف G گیریم [٩١] .٢ . ۴ . ٢ قضیه

.G = S+
n اگر تنها و اگر است برقرار تساوی حالت و است برقرار ،ρ(G) ≥ ρ(S+

n )

[٨۶] در وجود). صورت G(در در دور کوتاهترین طول با است برابر G گراف کمر ͬ دانیم م
است. شده اثبات گراف کمر با تک دور گراف های برای طیفͬ شعاع بین ارتباط

برای باشد. g ≥ ٣ کمر با تک دور گراف های همه ی مجموعه Ug گیریم [٨۶] .٣ . ۴ . ٢ قضیه
داریم، همواره G ∈ Ug تک دور گراف هر
، ρ(G) ≥ g٢

٢ آنگاه باشد، زوج g اگر (١)
.ρ(G) ≥ g١٢−٢ آنگاه باشد، فرد g اگر (٢)

.G = Cg اگر تنها و اگر است برقرار بالا تساوی های
همواره آنگاه باشد. S+

n از غیر به n ≥ ۶ مرتبه ی از تک دوری همبند گراف G گیریم .٢ . ۴ . ٢ لم
است، برقرار زیر رابطه ی

ρ(G) > ρ(S+
n ).

بزرگترین(کوچ΄ترین) لحاظ از که ویژه ای مقدار برای نتایجͬ ١ . ۴ . ٢
دارند قرار دوم رده ی در

دارد، قرار دوم رده ی در بزرگترین(کوچ΄ترین) لحاظ از که ویژه مقدار برای قسمت این در
است: شده اثبات بود، شده مطرح [٢] در که حدسͬ [٨٧] در ͬ دهیم. م ارائه کران هایی



١٣ دو دور و تک دور گراف های در طیفͬ شعاع برای کران هایی
نظر از که باشد ویژه ای مقدار ρ٢(T ) و n(≥ ۴) مرتبه ی از درختͬ T گیریم [٨٧] .۴ . ۴ . ٢ قضیه
فقط و اگر است برقرار تساوی که ،ρ٢(T ) ≥ ٢n − ۵ آنگاه دارد. قرار دوم رده ی در بزرگترین

.T = Sn اگر
کردن اضافه با Pn−w مسیر ΁ی و Kw خوشه ΁ی از که است گرافͬ Kin,w ͬ کنیم م یادآوری

ͬ آید. م دست به خوشه رئوس از ی΄ͬ و مسیر از پایانͬ رأس بین یالͬ
ماتریس بزرگترین) نظر (از ویژه مقدار دومین برای حدس هایی [٢] در هنسن و اچیچه

شدند: اثبات [٢٩] در که کردند مطرح فاصله علامت بدون لاپلاسین
برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد. n(≥ ۴) مرتبه ی از درختͬ T گیریم [٢٩] .۵ . ۴ . ٢ قضیه

است،
ρ٢(T ) ≥ ρ٢(Sn)

.T ∼= Sn اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
شد: ثابت آن چپ سمت نامساوی [٢٩] در شد، مطرح [٢] در که زیر حدس

برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد. n(n ≥ ۴) مرتبه ی از درختͬ T گیریم [٢] .٣ . ۴ . ٢ لم
است،

ρ٢(S+
n ) ≤ ρ٢(G) ≤ ρ٢(Kin,٣)

.(G ∼= Kin,٣ ترتیب (به .G ∼= S+
n اگر فقط و اگر است برقرار بالا) پایین(کران کران تساوی و

همواره آنگاه باشد. n ≥ ۴ مرتبه ی با تک دور همبند گراف G گیریم [٢٩] .۶ . ۴ . ٢ قضیه
است، زیر رابطه ی

ρ٢(G) ≥ ρ٢(S+
n )

.G ∼= S+
n اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و





٣ فصل
ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ

فاصله علامت بدون لاپلاسین

علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای بالا و پایین کران تعدادی فصل، این در
گرافͬ عملیات از استفاده با را گراف ها از تعدادی ویژه مقادیر همچنین ͬ دهیم. م ارائه فاصله
مقالات در فصل این در شده حاصل نتایج تمامͬ که است ذکر شایان ͬ آوریم. م دست به

شده  اند. ثبت [١٢ ،١١ ،١٠ ،٩]

اولیه تعاریف و مقدمات ٣ . ١
مطالعه مورد را فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس اولیه خواص از برخͬ قسمت این در
بیان را بود، خواهد مفید بعدی نتایج آوردن دست به در که را زیر گزاره ابتدا در ͬ دهیم. م قرار

ͬ کنیم. م

داریم، آنگاه باشد، {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت به Gگراف انتقال اعداد دنباله ی اگر .٣ . ١ . ١ لم
n∑

i=١
ρi = ٢σ(G) (٣ . ١)



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ١۶
و

n∑
i=١

ρ٢
i = ٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i . (٣ . ٢)

است. برقرار (٣ . ١) بنابراین ،
n∑

i=١
ρi = trace[DQ(G)] =

n∑
i=١

Tri = ٢σ(G) که آنجا از برهان.

از است.
n∑

j=١
(dij)

٢ + Tr٢
i برابر [DQ(G)]٢ از درایه امین (i, j) ، i = ١,٢, . . . , n برای دوباره،

ͬ شود. م نتیجه (٣ . ٢) و
n∑

i=١
ρ٢
i = trace[DQ(G)]٢ =

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i رو این

B١, B٢, . . . , Bn سطرهای مجموع با تحویل ناپذیر و نامنفͬ ماترسͬ B گیریم [١٩] .٣ . ١ . ٢ لم
min١≤i≤n

Bi ≤ µ(B) ≤ max١≤i≤n
Bi آنگاه باشد، B ماتریس از ویژه مقدار بزرگترین µ(B) اگر باشد.

.B١ = B٢ = · · · = Bn اگر تنها و اگر است برقرار تساوی ها  از کدام هر که

ترتیب به D٢ و D١ و باشد رأس n روی همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم [۵٨] .٣ . ١ . ٣ لم
این بر علاوه .٢Dn ≤ ρ(G) ≤ ٢D١ آنگاه باشند. G گراف انتقال عدد کوچ΄ترین و بزرگترین

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی ها از کدام هر

گرافͬ ͬ شود، م داده نشان G١ ∨G٢ نماد با ،که G٢ و G١ گراف دو ͽجم [٢۴] .٣ . ١ . ١ تعریف
شود. حاصل G٢ رأس های همه ی به G١ از رأس هر کردن وصل با و G٢ و G١ از که است

آن اصلͬ ماتریس زیر و هرمیتͬ دلخواه ماتریس ویژه مقادیر به که مهم گزاره دو اکنون
ͬ کنیم. م بیان را است، مرتبط

از A اصلͬ ماتریس زیر B گیریم و n مرتبه ی از هرمیتͬ ماتریسͬ A گیریم [٢٣] .۴ . ٣ . ١ لم
µ١(B) ≥ µ٢(B) ≥ . . . ≥ و A ویژه مقادیر λ١(A) ≥ λ٢(A) ≥ . . . ≥ λn(A) اگر است. m مرتبه ی
. λn−m+i(A) ≤ µi(B) ≤ λi(A) داریم i = ١,٢, . . . ,m برای آنگاه باشند، B ویژه مقادیر µm(B)

هستند. معروف ویل نامساوی های به زیر نامساوی های

، C = A + B چنین هم باشند، n × n هرمیتͬ ماتریس های B و A گیریم [٨٩] .۵ . ٣ . ١ لم
داریم: همواره آنگاه

،λi(C) ≤ λj(A) + λi−j+١(B)(n ≥ i ≥ j ≥ ١)
.λi(C) ≥ λj(A) + λi−j+n(B)(١ ≤ i ≤ j ≤ n)



١٧ DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین کران تعدادی

DQ(G)ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین کران تعدادی ٣ . ٢

ارائه فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای را پایینͬ کران های بخش این در
ͬ دهیم. م

آنگاه باشد، {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت به G گراف انتقال اعداد دنباله ی اگر .٣ . ٢ . ١ قضیه
است، برقرار زیر رابطه ی همواره

ρ(G) ≥ ٢

√√√√√√
n∑

i=١
Tr٢

i

n
, (٣ . ٣)

باشدِ.ِِ انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس اصلͬ ویژه بردار X = (x١, x٢, . . . , xn)T گیریم برهان.

داریم، آنگاه C = ١√√√√√√
n∑

i=١
Tr٢

i

(Tr١, T r٢, . . . , T rn)T و باشد G گراف

ρ(G) =

√
ρ(G)٢ =

√
XTDQ(G)٢X ≥

√
CTDQ(G)٢C,

و
CTDQ(G)٢C = CT (D + Tr)٢C = CTD٢C + CTTr٢C + ٢CTD.TrC.

نوشت، ͬ توان م اکنون
CTD =

١√
n
(Tr١, T r٢, . . . , T rn) = CTTr.

گرفت، نتیجه ͬ توان م مشابه طور به چنین هم .CTD٢C = CTD(CTD)T =

n∑
i=١

Tr٢
i

n بنابراین

داریم، نتیجه در .CTTr٢C =

n∑
i=١

Tr٢
i

n = CTD.TrC

ρ(G) ≥

√√√√√√
n∑

i=١
Tr٢

i

n
+

n∑
i=١

Tr٢
i

n
+ ٢

n∑
i=١

Tr٢
i

n
= ٢

√√√√√√
n∑

i=١
Tr٢

i

n
.

از استفاده با آنگاه باشد، انتقال عدد لحاظ از منتظم k گرافͬ G که ͬ کنیم م فرض اکنون
داریم بنابراین است، DQ(G) ماتریس ویژه مقدار بزرگترین ٢k ،[٢۴] فروبنیوس قضیه



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ١٨
(٣ . ٣) در تساوی اگر برعکس، است. برقرار (٣ . ٣) در تساوی اینرو از .ρ(G) = ٢k = ٢

√
nk٢
n

لحاظ از منتظم گراف ΁ی G نتیجه در است. ρ(G) با متناظر ویژه بردار C آنگاه باشد، برقرار
است. انتقال عدد

به ترتیب به G گراف انتقال اعداد دومین دنباله ی و انتقال اعداد دنباله ی اگر .٣ . ٢ . ٢ قضیه
است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد، {T١, T٢, . . . , Tn} و {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت

ρ(G) ≥

√√√√∑n
i=١(Tr٢

i + Ti)٢∑n
i=١ Tr٢

i

, (۴ . ٣)

باشدِ.ِِ انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف اگر تنها و اگر که است برقرار تساوی و
داریم: ساده، محاسباتͬ دادن انجام با برهان.

(
n∑

i=١
(Tr٢

i + Ti)
٢(٢ = (

n∑
i=١

Tr٢
i (Tr

٢
i + Ti) +

n∑
j=١

(Tr٢
j + Tj)Tj)

٢

= (

n∑
i=١

Tr٢
i (Tr

٢
i + Ti) +

n∑
j=١

(Tr٢
j + Tj)

n∑
i=١

dijTri)
٢

= (
n∑

i=١
Tr٢

i (Tr
٢
i + Ti) +

n∑
i=١

Tri

n∑
j=١

dij(Tr
٢
j + Tj))

٢

= (
n∑

i=١
(Tr٢

i (Tr
٢
i + Ti) + Tri

n∑
j=١

dij(Tr
٢
j + Tj)))

٢

= (

n∑
i=١

(Tri(Tr
٢
i + Ti) +

n∑
j=١

dij(Tr
٢
j + Tj)).T ri)

٢.

گرفت، نتیجه ͬ توان م کوشͬ‐شوارتز، نامساوی از استفاده با
(

n∑
i=١

(Tr٢
i + Ti)

٢(٢ ≤
n∑

i=١
(Tri(Tr

٢
i + Ti) +

n∑
j=١

dij(Tr
٢
j + Tj))

٢.
n∑

i=١
Tr٢

i (۵ . ٣)

که طوری به باشد، داشته وجود l مانند مثبتͬ ثابت عدد اگر تنها و اگر است برقرار تساوی که
باشیم، داشته همواره i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای

Tri(Tr
٢
i + Ti) +

∑n
j=١ dij(Tr٢

j + Tj)

Tri
= l.

ͬ گیریم، م نتیجه (۵ . ٣) از بنابراین

ρ(G) ≥

√√√√∑n
i=١(Tr٢

i + Ti)٢∑n
i=١ Tr٢

i

.

آنگاه باشد، انتقال عدد لحاظ از منتظم k گرافͬ G که ͬ کنیم م فرض اکنون

ρ(G) = ٢k =

√
nk۴ + nk۴ + ٢nk۴

nk٢ =
√۴k٢.



١٩ DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین کران تعدادی
آنگاه باشد، برقرار (۴ . ٣) در تساوی اگر برعکس، است. برقرار (۴ . ٣) در تساوی بنابراین
هر برای که گرفت نتیجه ͬ توان م ρ(G)C = DQ(G)C از است. ρ(G) با متناظر ویژه ی بردار C
داریم همواره i ̸= j برای بنابراین است، برقرار Tri + Ti

Tri
= Trj +

Tj

Trj
رابطه ی i = ١,٢, . . . , n

انتقال اعداد مینیمم و ماکزیمم ترتیب به Trmin و Trmax کنیم فرض .T ri + Ti
Tri

= Trj +
Tj

Trj

و Tri = Trmax که کنیم فرض شود، وارد خللͬ مسأله کلیت به اینکه بدون باشد. G گراف
و Ti ≥ TrmaxTrmin که آنجا از .T rmax +

Ti
Trmax

= Trmin +
Tj

Trmin
داریم بنابراین .T rj = Trmin

گرفت، نتیجه توان مͬ Tj ≤ TrmaxTrmin

Trmax + Trmin ≤ Trmax +
Ti

Trmax
= Trmin +

Tj
Trmin

≤ Trmax + Trmin.

باشد. برقرار Trmax + Trmin = Trmax +
Ti

Trmax
= Trmin +

Tj

Trmin
رابطه ی همواره باید بنابراین

هر برای گرفت نتیجه ͬ توان م که Tj = TrmaxTrmin و Ti = TrmaxTrmin داریم نتیجه در
انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G نتیجه، در .T rmax = Trk = Trmin ،k = ١,٢, . . . , n

است.
قرار بحث مورد است، رئوس درجه ماکزیمم شامل که ρ(G) برای پایینͬ کران ادامه، در

گرفت. خواهد
درجه ی ماکزیمم دومین و ∆١ درجه ی ماکزیمم با n مرتبه ی از گرافͬ G اگر .٣ . ٢ . ٣ قضیه

داریم، آنگاه باشد، ∆٢

ρ(G) ≥ ۴n− ۴ −∆١ −∆٢, (۶ . ٣)
باشدِ.ِِ ٢ مساوی کمتر، قطر با منتظم G گراف اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

طوری به ρ(G) با متناظر Tr−١DQ(G)Tr از ویژه ای بردار X = (x١, x٢, . . . , xn)T گیریم برهان.
از استفاده با .xj = min{xk| xk ̸= xi, k = ١,٢, . . . , n} و xi = min{xk| k = ١,٢, . . . , n} که

داریم، xi مؤلفه ی برای ویژه معادلات
ρ(G)xi =

n∑
k=١

dik(xk + xi) (٣ . ٧)
≥ di(xj + xi) + ٢(n− ١ − di)(xj + xi) = (٢n− ٢ − di)(xj + xi).

داریم، xj مؤلفه ی برای مشابه طور به همچنین
ρ(G)xj =

n∑
k=١

djk(xk + xj) (٣ . ٨)
≥ dj(xi + xj) + ٢(n− ١ − dj)(xi + xj) = (٢n− ٢ − dj)(xi + xj).

ͬ گیریم، م نتیجه ،(٣ . ٨) و (٣ . ٧) کردن ترکیب با اکنون
ρ(G) ≥ (٢n−٢−di)+(٢n−٢−dj) ≥ (٢n−١∆−٢)+(٢n−٢∆−٢) = ۴n−۴−∆٢∆−١.



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ٢٠
استدلال در نامساوی ها از کدام هر در بنابراین .ρ(G) = ۴n−۴−∆٢∆−١ که ͬ کنیم م فرض
٢ مساوی یا کمتر قطر با منتظم گراف ΁ی G که ͬ دهد م نتیجه که باشد، برقرار تساوی باید بالا
برابر xi مؤلفه های همه آنگاه باشد، ٢ حداکثر قطر با منتظم گراف ΁یG گیریم برعکس، است.
تساوی بنابراین .ρ(G) = ٢(n−١) = ۴n−۴−٢(n−١) و G ∼= Kn آنگاه d(G) = ١ اگر هستند.
.ρ(G)xi = ٢dixi +۴(n− ١− di)xi گرفت نتیجه ͬ توان م d(G) = ٢ اگر است. برقرار (۶ . ٣) در

است. برقرار (۶ . ٣) در تساوی نتیجه در .ρ(G) = ۴n− ۴ − ٢di بنابراین و
مرتبه شامل که G برای پایین کران ΁ی ما صورت این در باشد، ٢ قطر دارای G گراف اگر

ͬ دهیم. م ارائه را باشد G گراف اندازه ی و
G گراف قطر اگر باشد. m سایز و n مرتبه ی از همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٢ . ١ لم

صورت این در باشد، ٢ برابر
ρ(G) ≥ ۴n٢ − ۴m− ۴n

n
, (٣ . ٩)

باشد. منتظم گراف ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
از استفاده با آنگاه ،΁ی درایه های همه ی با باشد برداری X = (١, ١, . . . , ١)T گیریم برهان.

داریم، رالͬ قاعده

ρ(G) ≥ XTDQ(G)X

XTX
=

١
n

٢
n∑

i=١
Tri

 =
١
n

٢
n∑

i=١
(٢n− di − ٢)


=

١
n
(۴n٢ − ۴m− ۴n).

۴n−٢r−۴ با است برابر DQ(G) از سطر هر مجموع آنگاه باشد، منتظم r گراف ΁ی G اگر
برقرار (٣ . ٩) در تساوی صورت این در nr = ٢m که آنجا از .ρ(G) = ۴n − ٢r − ۴ بنابراین و
است. ρ(G) با متناظر ویژه ی بردار X آنگاه باشد، برقرار (٣ . ٩) در تساوی اگر برعکس است.
مجموع که آنجا از هستند. برابر هم با DQ(G) سطرهای همه ی مجموع که ͬ دهد م نتیجه این

است. منتظم گراف ΁ی G که ͬ گیریم م نتیجه اینرو از ۴n−٢di−۴ با است برابر ام i سطر
با همبند گرافͬ H طوری که به باشد، H = (V (H), E(H)) گراف های از کلاسͬ Γ گیریم

باشد: زیر خواص دارای |V (H)| ≥ d+ ٢ و (٣ ≤ d ≤ ۴)d قطر
i ∈ V (H)\V (Pd+١) رأس هر برای آنگاه Hاست. در رأسͬ d+١ مسیر ΁ی Pd+١ کنیم فرض

باشد. برقرار d(i, j) = ٢ یا و d(i, j) = ١ یا j ̸= i که j ∈ V (H) رأس هر برای و
است. شده اثبات [٣٧] در که ͬ دهد م ارائه W (G) +W (Ḡ) برای پایینͬ کران زیر گزاره

Ḡ اگر باشد. d قطر با رأس، n ≥ ۴ روی همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم [٣٧] .٣ . ٢ . ٢ لم
داریم، صورت این در باشد، G همبند م΄مل گراف

W (G) +W (Ḡ) ≥ ٣
٢n(n− ١) + ١

۶(d− ٢)(d− ١)d,



٢١ DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین کران تعدادی
΁ی Ḡ و G ∈ Γ یا G ∼= Pn یا باشد ٢ قطر با گراف ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

است. ٢ قطر با گراف
ͬ دهیم. م ارائه ρ(G) + ρ(Ḡ) برای پایینͬ کران ما اکنون

Ḡ اگر باشد. d قطر با رأس، n ≥ ۴ روی همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .۴ . ٣ . ٢ قضیه
داریم صورت این در باشد، G همبند م΄مل گراف

ρ(G) + ρ(Ḡ) ≥ ۶(n− ١) + ٢
٣n(d− ٢)(d− ١)d,

٢ قطر با انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف های Ḡ و G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
باشند.

آسانͬ به این بر علاوه ͬ شود. م حاصل نتیجه ٣ . ٢ . ٢ و ۴ . ٢ . ١ گزاره های از استفاده با برهان.
انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف های Ḡ و G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی که ͬ شود م دیده

باشند. ٢ قطر با
Ḡ همبند م΄مل گراف با رأس n ≥ ۴ روی همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٢ . ١ نتیجه

داریم، آنگاه باشد،
ρ(G) + ρ(Ḡ) ≥ ۶(n− ١),

باشند. ٢ قطر با منتظم گراف های Ḡ و G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
داریم، آنگاه باشد، یال m و رأس n ≥ ٢ روی همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٢ . ٢ نتیجه

ρ(G) ≥ ۴(n− ١)− ۴m
n
, (٣ . ١١)

٢ قطر با انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی Ḡ یا G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
باشد.

است، برقرار همواره زیر رابطه ی که ͬ کنیم م توجه برهان.
W (G) ≥ m+ ٢

(
n(n− ١)

٢ −m

)
= n(n− ١)−m,

گزاره از استفاده با بنابراین باشد. ٢ حداکثر G گراف قطر اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
برقرار (٣ . ١١) در تساوی که ͬ کنیم م فرض اکنون ͬ شود. م نتیجه (٣ . ١١) نامساوی ۴ . ٢ . ١
.W (G) = m+٢(n(n−١)٢ −m

)
= n(n−١)−m و است برقرار ۴ . ٢ . ١ گزاره در تساوی آنگاه باشد،

یا G ∼= Kn نتیجه در است، ٢ حداکثر قطر با انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G بنابراین
است. ٢ حداکثر قطر با انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G

باشد، ٢ حداکثر قطر با انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G یا G ∼= Kn اگر برعکس،
است. برقرار (٣ . ١١) در تساوی که ͬ شود م دیده آسانͬ به آنگاه



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ٢٢
m و رأس n ≥ ٢ روی مربع و مثلث از خالͬ همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٢ . ٣ نتیجه

داریم، آنگاه باشد، یال
ρ(G) ≥ ۶(n− ١)− ٢

n

n∑
i=١

d٢
vi −

۴m
n
, (٣ . ١٢)

گراف قطر و برابر هم با هم·ͬ DQ(G) سطرهای مجموع اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
باشد. ٣ حداکثر G

داریم، [٩۴] در زیر شده ی اثبات رابطه ی از استفاده با که ͬ کنیم م توجه برهان.
W (G) ≥ ٣n(n− ١)

٢ − ١
٢

n∑
i=١

d٢
vi −m,

۴ . ٢ . ١ گزاره از استفاده با اکنون باشد. ٣ حداکثر گراف قطر اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
ͬ شود. م حاصل نتیجه

به ترتیب به G گراف انتقال اعداد دومین دنباله ی و انتقال اعداد دنباله ی اگر .۵ . ٣ . ٢ قضیه
است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد، {T١, T٢, . . . , Tn} و {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت

ρ(G) ≥

√√√√√√√√√√
n∑

i=١
(Tri(Tr

٢
i + Ti) +

n∑
j=١

dij(Tr
٢
j + Tj))

٢

n∑
i=١

(Tr٢
i + Ti)

٢
(٣ . ١٣)

طوری که به باشد داشته وجود c مثبت و ثابت عدد اگر تنها و اگر که است برقرار تساوی و
باشیم داشته i ∈ {١,٢, . . . , n} همه ی برای

c =
Tri(Tr

٢
i + Ti) +

∑n
j=١ dij(Tr٢

j + Tj)

Tr٢
i + Ti

,

.c = ρ(G) حقیقت در ِِِ
.[٨٨] در ١ قضیه مشابه اثبات برهان.

از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای دی·ری پایین کران اکنون،
ͬ بخشد. م بهبود را [٩١] در آمده دست به کران تعدادی که ͬ دهیم م ارائه گراف ها

به ترتیب به G گراف انتقال اعداد دومین دنباله ی و انتقال اعداد دنباله ی اگر .۶ . ٣ . ٢ قضیه
است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد، {T١, T٢, . . . , Tn} و {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت

ρ(G) ≥

√√√√√√√√√√
n∑

i=١
(Tr٢

i + Ti)
٢

n∑
i=١

Tr٢
i

, (١۴ . ٣)

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و



٢٣ DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین کران تعدادی
فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس اصلͬ ویژه بردار X = (x١, x٢, . . . , xn)T گیریم برهان.

داریم، آنگاه .C = ١√√√√√√
n∑

i=١
Tr٢

i

(Tr١, T r٢, . . . , T rn)T و باشد G گراف

ρ(G) =

√
ρ(G)٢ =

√
XTDQ(G)٢X ≥

√
CTDQ(G)٢C.

داریم، ما اکنون

CTD =
١√√√√ n∑

i=١
Tr٢

i

(T١, T٢, . . . , Tn),

CTTr =
١√√√√ n∑

i=١
Tr٢

i

(Tr٢١ , T r٢٢, . . . , T r٢
n).

CTD.TrC = و CTTr٢C =

n∑
i=١

Tr۴
i

n∑
i=١

Tr٢
i

چنین هم CTD٢C =

n∑
i=١

T ٢
i

n∑
i=١

Tr٢
i

رابطه های بنابراین

ͬ گیریم، م نتیجه پس هستند. برقرار
n∑

i=١
TiTr

٢
i

n∑
i=١

Tr٢
i

ρ(G) ≥

√√√√√√√√√√
n∑

i=١
(T ٢

i + Tr۴
i + ٢TiTr٢

i )

n∑
i=١

Tr٢
i

=

√√√√√√√√√√
n∑

i=١
(Tr٢

i + Ti)
٢

n∑
i=١

Tr٢
i

.

است. ٣ . ٢ . ٢ قضیه مشابه اثبات بقیه

کران است بهتر همیشه ۶ . ٣ . ٢ قضیه در ρ(G) برای آمده دست به پایین کران .٣ . ٢ . ١ ملاحظه
با چنین هم .

n∑
i=١

Ti =
n∑

i=١
Tr٢

i ͬ دانیم م ابتدا در است. ۴ . ٢ . ١ گزاره در آمده دست به پایین

.(

n∑
i=١

Tri)
٢ ≤ n

n∑
i=١

Tr٢
i و (

n∑
i=١

Ti)
٢ ≤ n

n∑
i=١

T ٢
i داریم کوشͬ‐شوارتز، نامساوی از استفاده



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ٢۴
ͬ گیریم، م نتیجه ۶ . ٣ . ٢ قضیه از استفاده با اکنون

ρ(G) ≥

√√√√√√√√√√
n∑

i=١
(Tr٢

i + Ti)
٢

n∑
i=١

Tr٢
i

≥

√√√√√√√√√√√

 n∑
i=١

(Tr٢
i + Ti)

٢

n

n∑
i=١

Tr٢
i

=

√√√√√√√√√√√

 n∑
i=١

٢Tr٢
i

٢

n
n∑

i=١
Tr٢

i

= ٢

√√√√√√
n∑

i=١
Tr٢

i

n
≥ ٢

√√√√√√(
n∑

i=١
Tri)

٢

n٢ =
۴σ(G)
n

.

هیچ هرگاه ͬ نامند، م مستقل مجموعه گرافGرا از V (G) رئوس مجموعه از S مجموعه زیر
G استقلال عدد را مستقل مجموعه در رئوس تعداد ماکزیمم نباشند. مجاور S در رأسͬ دو
بر فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای پایینͬ کران زیر قضیه ی ͬ گویند. م
که است مجموعه ای گراف در خوشه ΁ی ͬ دهد. م نشان G گراف استقلال عدد و مرتبه حسب
ͬ نامند. م G گراف خوشه عدد را خوشه ΁ی از اندازه ماکزیمم باشند. مجاور آن رئوس همه ی
آنگاه باشد، s استقلال عدد با ، n مرتبه ی از همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٢ . ٧ قضیه

داریم، همواره
ρ(G) ≥ ٢s+ ٣n− ۶ +

√۴s(٣s− ۴) + n(n+ ۴)− ۴ns+ ۴
٢ . (١۵ . ٣)

ویژه ی بردار x کنیم فرض باشد. s استقلال عدد با مستقل مجموعه ماکزیمم S گیریم برهان.
مقدار دارای ، S در رأس های برای x مولفه های که ͬ شود م دیده آسانͬ به باشد. G از اصلͬ
معادلات بنابراین هستند. x(vn) ی΄سان مقدار دارای V (G) \ S در رئوس برای و x(v١) ی΄سان

هستند، زیر صورت به G ویژه ی
ρ(G)x(v١) ≥ ٢(s− ١)(x(v١) + x(v١)) + (n− s)(x(v١) + x(vn)),

ρ(G)x(vn) ≥ (n− s− ١)(x(vn) + x(vn)) + s(x(v١) + x(vn)),

است، زیر معادله از ریشه بزرگترین ρ(G) نتیجه در و
ρ٢ + (۶ − ٢s− ٣n)ρ+ (٢n٢ − ٢s٢ + ۴ns− ١٠n− ٢s+ ٨) ≥ ٠,

ͬ دهد. م را مطلوب نتیجه ما به که



٢۵ DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین کران تعدادی
اگر تنها و اگر است برقرار (١۵ . ٣) در تساوی که ͬ شود م دیده  آسانͬ به [١٢] .٣ . ٢ . ٢ ملاحظه

. G = K̄s ∨Kn−s

باشد. ω خوشه ای عدد و s استقلال عدد با همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٢ . ٨ قضیه
داریم، همواره آنگاه

ρ(G) ≥
۵s+ ٣ω − ٨ +

√
(٣s+ ω − ۴)٢ − ٧(s− ١)(ω − ١)

٢ , (١۶ . ٣)
.G ∼= Kω−١ ∨ K̄s اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

G گراف خوشه ی ماکزیمم و مستقل مجموعه ی ماکزیمم ترتیب، به C و S گیریم برهان.
x مؤلفه های که ͬ شود م دیده آسانͬ به باشد. G از اصلͬ ویژه ی بردار x کنیم فرض باشند.
مقدار دارای V (C) رئوس مجموعه برای و x(v١) ثابت مقدار دارای V (S) رئوس مجموعه برای
از . ∀u, v ∈ C : d(u, v) = ١, ∀u, v ∈ S : d(u, v) ≥ ٢ داریم، چنین هم هستند. x(vn) ثابت

هستند، زیر صورت به G از ویژه معادلات بنابراین . |S ∩ C| ≤ ١ داریم، همواره دی·ر طرف
ρ(G)x(v١) ≥ ٢(s− ١)(x(v١) + x(v١)) + (ω − ١)(x(v١) + x(vn))

ρ(G)x(vn) ≥ (ω − ١)(x(vn) + x(vn)) + (s− ١)(x(v١) + x(vn)),

است، زیر معادلات از ریشه بزرگترین ρ(G) بنابراین و
ρ٢(G)− (۵s+ ٣ω − ٨)ρ(G) + (٨(s− ١)(ω − ١) + ٢(ω − ٢(١ + ۴(s− ٢(١) ≥ ٠,

. ͬ دهد م را مطلوب نتیجه که
است. برقرار (١۶ . ٣) در تساوی که ͬ شود م ثابت آسانͬ به آنگاه ،G ∼= Kω−١ ∨ K̄s اگر
.|C ∩ S| = ١ و S ∪ C = V (G) داریم، آنگاه باشد، برقرار (١۶ . ٣) در تساوی اگر برعکس،
.uv ∈ E(G) داریم ، v ∈ C هر برای آنگاه ، u ∈ C که آنجا از .|C ∩ S| = {u} کنیم فرض
و x ∈ S که ͬ گیریم م نتیجه ،y ∈ C − {u}, xy ∈ E(G) و u ∈ S هر برای مشابه طور به

.G ∼= Kω−١ ∨ K̄s بنابراین هستند. برقرار ∑u∈C,v∈S d(u, v) = (s− ١)(ω − ١)
آنگاه باشد. Ḡ همبند م΄مل گراف با همبند گراف ΁ی G کنیم فرض [١٢] .۴ . ٣ . ٢ نتیجه

داریم،

ρ(Ḡ) ≥
۵ω + ٣s− ٨ +

√
(٣ω + s− ۴)٢ − ٧(ω − ١)(s− ١)

٢ ,

چنین هم G ∼= Kω ∨ K̄s−١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

ρ(Ḡ) ≥
٣n+ ٢ω − ٨ +

√
(n+ ٢ω − ۴)٢ − ٧(ω − ١)(n− ω − ١)

٢ ,

. G ∼= Kω ∨ K̄n−ω−١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ٢۶
ͬ شود. م حاصل نتیجه s(Ḡ) = ω(G) تساوی و ٣ . ٢ . ٨ قضیه از برهان.

در باشد. ٢ ≤ k ≤ n − ١ برای بخشͬ k کامل گراف G = Kn١,...,nk
کنیم فرض .٣ . ٢ . ٣ لم

آنگاه n = kn١ و n١ = n٢ = · · · = nk اگر این، بر علاوه .ρn(G) ≥ n + n١ − ۴ داریم نتیجه
است. n− k آن چندگانگͬ و ρn(G) = n+ n١ − ۴

.n١ ≥ n٢ ≥ . . . ≥ nk ͬ کنیم م فرض شود، وارد خللͬ مسأله کلیت به اینکه بدون برهان.
داریم، ٢ قطر با همبند گراف ΁ی در ͬ باشد. م ٢ گراف قطر که است ͹واض
Tr(v) = d(v) + ٢(n− d(v)− ١) = ٢n− ٢ − d(v)

نتیجه در .Tr(G) = (٢n− ٢)I −Diag(Deg) بنابراین و
DQ(G) = J − I +Ac + (٢n− ٢)I −Diag(Deg)

بنابراین است، کامل گراف های اجتماع Gc که داریم توجه است. Gc مجاورت ماتریس Ac که
داریم، ویلͬ نامساوی های از استفاده با

ρn(G) ≥ ρn(J − I) + ρn(A
c) + ρn((٢n− ٢)I) + ρn(−Diag(Deg))

≥ −٢ + (٢n− ٢)− (n− n١) = n+ n١ − ۴.
فرض است. n + n١ − ۴ برابر که دارد وجود ویژه ای مقدار که داد خواهیم نشان ما ادامه، در
آنگاه .n١ = |Vi|(i = ١, . . . , k) و ٢ ≤ k ≤ n − ١ برای V (G) = V١ ∪ V٢ ∪ . . . ∪ Vk ͬ کنیم م

است، زیر صورت به G از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس

DQ(G) =



S Jn١×n١ Jn١×n١ . . . Jn١×n١
Jn١×n١ S Jn١×n١ . . . Jn١×n١... ... ... ...
Jn١×n١ Jn١×n١ Jn١×n١ . . . Jn١×n١
Jn١×n١ Jn١×n١ Jn١×n١ . . . S


,

رو این از .S = ٢Jn١×n١ + (n+ n١ − ۴)In١ که
PDQ(G)(ρ) = det

(
ρI −DQ(G)

)

=
(
ρ− (n+ n١ − ۴))n−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ζ −n١ −n١ . . .− n١
−n١ ζ −n١ . . .− n١... ... ... ...
−n١ −n١ −n١ . . .− n١
−n١ −n١ −n١ . . . ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,



٢٧ DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای پایین کران تعدادی
n− k ≥ ١ حداقل n+ n١ − ۴ چندگانگͬ آنگاه ،k ≤ n− ١ که آنجا از .ζ = ρ− n− ٣n١ + ۴ که
استفاده با بنابراین .DQ(G) = J − I + Ac + (٢n − ٢)I −Diag(Deg) که داریم توجه است.
ρn(J − I) + ρi(A

c) + ρn((٢n − ٢)I − Diag(Deg)) ≤ ρi(G) ≤ داریم ویل نامساوی های از
که داریم توجه .٢ ≤ i ≤ n برای ρ١(J − I) + ρi−١(Ac) + ρ٢))٢n − ٢)I − Diag(Deg))

برای ρi(Ac) = ni − ١ ͬ دهد م نتیجه این است. Kn١ , . . . ,Knk
کامل گراف های اجتماع Gc

داریم است، برقرار i = ٢, . . . , k برای ρ١(G) > ٢n − ٢ و ni ≥ ١ چون بنابراین .i = ١, . . . , k
است. n− k حداقل n+ n١ − ۴ چندگانگͬ پس .ρi(G) ≥ n+ n١ − ٣

ͬ پردازیم. م ٢ قطر با همبند گراف های بررسͬ به اکنون
فاصله علامت بدون لاپلاسین طیفͬ شعاع ماکزیمم با ی΄تایی گراف ، K١,n−١ گراف .۴ . ٣ . ٢ لم

است. ٢ قطر با گراف های همه ی میان از
باشد. V (G) = {v١, . . . , vn} رئوس مجموعه و ٢ قطر با دلخواهͬ همبند Gگراف گیریم برهان.
متناظر vi با i = ١, . . . , n برای xi که ،G از اصلͬ بردار ،X = (x١, x٢, . . . , xn) ͬ کنیم م فرض
دو ما بنابراین، .xt = min{xi|vi ∈ V (G)} که طوری به باشد، V (G) از رأسͬ vt گیریم است.

ͬ کنیم: م بررسͬ را زیر حالت
.d(vt) = n− ١ اول: حالت

درنتیجه ͬ شود. م K١,n−١ حاصل گراف و ͬ کنیم م حذف را N(vt) در یال های همه بنابراین
.G ∼= K١,n−١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و ρ(K١,n−١) ≥ ρ(G)

.d(vt) ≤ n− ٢ دوم: حالت
مجاور N(vt) در رأس ΁ی حداقل با C(vt) در رأس هر که است ͹واض .C(vt) ̸= ϕ بنابراین
و ٢ برابر G′ قطر است ͹واض .G′ = G − [N(vt), C(vt)] + {vtvi|vi ∈ C(vt)} گیریم است.

داریم، اما است. ∆(G′) = n− ١
ρ(G′)− ρ(G) ≥ xt(DQ(G′)−DQ(G))x

=
١
٢

∑
vi∈V (Ct)

(xi + xt)
٢ −

∑
vi∈C(vt)

(xi + xt)
٢

+
∑

vivj∈[N(vt),C(vt)]

(xi + xj)
٢ − ١

٢
∑

vivj∈[N(vt),C(vt)]

(xi + xj)
٢

=
١
٢

∑
vivj∈[N(vt),C(vt)]

(xi + xj)
٢ − ١

٢
∑

vi∈C(vt)

(xi + xt)
٢ ≥ ٠.

است برقرار زیر رابطه ی همواره اول، حالت بنابر درنتیجه .ρ(G′) ≥ ρ(G) داریم بنابراین
ρ(K١,n−١) ≥ ρ(G′) ≥ ρ(G).

ͬ دهد م نتیجه که است، ρ(G) = ρ(G′) و G′ ∼= K١,n−١ آنگاه باشد، ρ(K١,n−١) = ρ(G) اگر
از .xi = xj > xt داریم آنگاه باشد، ، vi, vj ̸= vt اگر بنابراین است. K١,n−١ اصلͬ بردار X که



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ٢٨
داریم، هستند، تساوی بالا نامساوی های همه ی که آنجا

∑
vivj∈[N(vt),C(vt)]

(xi + xj)
٢ =

∑
vi∈C(vt)

(xi + xt)
٢.

xi = xt ͬ گیریم م نتیجه ،vivj ∈ [N(vt), C(vt)], vi ∈ N(vt), vj ∈ C(vt) یال هر برای بنابراین
ͬ شود. م کامل اثبات که ،ρ(K١,n−١) > ρ(G) رو این از است. تناقض ΁ی که

اگر است متمایز ویژه مقدار ٣ دقیقاً دارای G آنگاه باشد، منتظم G اگر که است شده اثبات
است. برقرار ٢ قطر با گراف های برای زیر نتیجه باشد. منتظم قویاً اگر تنها و

آنگاه باشد، منتظم k گراف ΁ی G اگر است. ٢ قطر با همبند گرافͬ G گیریم .٣ . ٢ . ٩ قضیه
باشد. منتظم قویاً G اگر تنها و اگر است DQ(G) ماتریس برای متمایز ویژه مقدار ٣ دارای G
DQ(G) = J − I + Ac + (٢n− ٢)I − داریم بنابراین است، ٢ G گراف قطر که آنجا از برهان.
X = و ρ(G) = ۴(n − ١) − ٢k است ͹واض است. Gc مجاورت ماتریس Ac که ،Diag(Deg)
منتظم k گراف ΁یGچون که داریم توجه ͬ باشد. م ρ(G) با متناظر اصلͬ ویژه بردار (١, . . . , ١)T
ρ(Ac) با متناظر ویژه بردار ΁ی X = (١, . . . , ١)T و منتظم (n−١−k) گراف ΁ی Gc آنگاه است،
و XTXi = ٠ آنگاه است، ٢ ≤ i ≤ n برای ρ(Ac) با متناظر Ac از ویژه بردار Xi گیریم است.

داریم بنابراین
DQ(G)Xi = (J − I)Xi +AcXi + (٢n− ٢)IXi −Diag(Deg)Xi = (٢n− ۴ − k − ρi(A)).

ویژه مقدار ٣ دارای A اگر تنها و اگر است متمایز ویژه مقدار ٣ دقیقاً دارای DQ(G) درنتیجه،
باشد. منتظم قویاً G اگر تنها و اگر باشد متمایز

n = kn١ و n١ = · · · = nk با کامل بخشͬ k گراف ΁ی G = Kn١,...,nk
گیریم .٣ . ٢ . ١٠ قضیه

از، است عبارت DQ(G) مشخصه چندجمله ای آنگاه باشد.
PDQ(G)(ρ) =

(
ρ− (n+ n١ − ۴))n−k

(ρ− n− ٢n١ + ۴)k−١(ρ− ٢n− ٢n١ + ۴).
داریم، ٣ . ٢ . ٣ گزاره بنابر برهان.

PDQ(G)(ρ) = det
(
ρI −DQ(G)

)

= (ρ− (n+ n١ − ۴))n−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ− n− ٣n١ + ۴ −n١ −n١ . . .− n١
−n١ ρ− n− ٣n١ + ۴ −n١ . . .− n١... ... ...
−n١ −n١ −n١ . . .− n١
−n١ −n١ −n١ . . . ρ− n− ٣n١ + ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=
(
ρ− (n+ n١ − ۴))n−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ− n− ٣n١ + ۴ −n١ −n١ . . .− n١
n+ ٢n١ − ۴ − ρ ρ− n− ٢n١ + ۴ ٠ . . . ٠

... ... ...
n+ ٢n١ − ۴ − ρ ٠ ٠ . . . ٠
n+ ٢n١ − ۴ − ρ ٠ ٠ . . . ρ− n− ٢n١ + ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
ρ− (n+ n١ − ۴))n−k (

(ρ− n− ٢n١ + ۴)k − n(ρ− n− ٢n١ + ۴)k−١)
=

(
ρ− (n+ n١ − ۴))n−k

(ρ− n− ٢n١ + ۴)k−١(ρ− ٢n− ٢n١ + ۴).

ارائه دو بخشͬ گراف ΁ی برای DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای پایینͬ کران اکنون
ͬ دهیم. م

V (G) = بخش دو با رأس n روی همبند دو بخشͬ گراف ΁ی G = (V,E) گیریم .٣ . ٢ . ١١ قضیه
داریم آنگاه است. |A| = p, |B| = q که A ∪B

ρ(G) ≥ ٣n+ ٢p− ٨ +
√٩n٢ + ١۶q٢ − ٢٨pq

٢ , (٣ . ١٧)
باشد. Kp,q کامل دوبخشͬ گراف ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

که کرد فرض ͬ توان م ،A ∩ B = ∅, |A| = p, |B| = q و V (G) = A ∪ B که آنجا از برهان.
است. p+ q = n که ،B = {p+ ١, p+ ٢, . . . , p+ q} و A = {١,٢, . . . , p}

ͬ توانیم م ما باشد. ρ(G) با متناظر DQ(G) از ویژه بردار ΁ی X = (x١, x٢, . . . , xn)T گیریم
داریم، i ∈ A برای .xj = min{xk| k ∈ B} چنین هم و xi = min{xk| k ∈ A} که کنیم فرض

ρ(G)xi =

p∑
k=١,k ̸=i

di,k(xk + xi) +

p+q∑
k=p+١

di,k(xk + xi)

≥ ۴(p− ١)xi + q(xj + xi). (٣ . ١٨)
داریم، j ∈ B برای

ρ(G)xj =

p∑
k=١

dj,k(xk + xj) +

p+q∑
k=p+١,k ̸=j

dj,k(xk + xj)

≥ p(xi + xj) + ۴(q − ١)xj . (٣ . ١٩)
(٣ . ١٩) و (٣ . ١٨) از .xk > ٠ داریم k ∈ V همه ی برای است، همبند گراف ΁ی G که آنجا از

ͬ گیریم، م نتیجه
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ρ٢(G) + (٨ − ۵p− ۵q)ρ(G) + ۴p٢ + ۴q٢ + ١۶pq − ٢٠p− ٢٠q + ١۶ ≥ ٠,
ͬ دهد. م ما به را (٣ . ١٧) در مطلوب نتیجه که

استدلال در نامساوی ها همه ی آنگاه باشد، برقرار (٣ . ١٧) در تساوی که ͬ کنیم م فرض اکنون
برای ik ∈ E(G) و xk = xj که ͬ گیریم م نتیجه (٣ . ١٨) در تساوی از باشند. تساوی باید بالا
همه ی برای jk ∈ E(G) و xk = xi که ͬ گیریم م نتیجه (٣ . ١٩) در تساوی از .k ∈ B همه ی

.k ∈ A

از برعکس. و است دی·ر مجموعه در رئوس همه ی با مجاور مجموعه هر در رأس هر بنابراین،
ͬ شود. م کامل اثبات و است Kp,q دوبخشͬ کامل گراف ΁ی G رو، این

یال های L(G) رأس های که است گرافͬ G گراف از L(G) خطͬ گراف که ͬ کنیم م یادآوری
دارای G در متناظرشان یال های اگر تنها و اگر هستند مجاور L(G) در رأس دو و هستند G

به ) دارد. ΁فیزی شیمͬ در متفاوتͬ کاربردهای موضوع این .[۵٩] باشند مشترک رأس ΁ی
([۴٩ ،۴٨] ببینید مثال عنوان

΁ی از رأس ΁ی کردن منطبق از آمده دست به گراف F٢ رأس، ۵ روی مسیر ΁ی F١ گیریم
رأس ΁ی کردن منطبق از آمده دست به گراف F٣ و رأسͬ ٣ مسیر از پایانͬ رأس ΁ی با مثلث

باشد. دی·ر مثلث از رأس ΁ی با مثلث ΁ی از
زیرگراف های F٣ و F٢ ، F١ گراف های از کدام هیچ و diam(G) ≤ ٢ اگر [٨٢ ،٨١] .٣ . ٢ . ١٢ قضیه

است. diam(L(G)) ≤ ٢ آنگاه نباشند، G از القایی
.di = deg(vi) و باشد یال m رأس، n روی همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٢ . ١٣ قضیه
شده القا زیرگراف عنوان به i = ١,٢,٣ برای ها Fi از کدام هیچ شامل G و diam(G) ≤ ٢ اگر

داریم آنگاه نباشد،
ρ(L(G)) ≥

۴m٢ − ٢∑n
i=١ d٢

i

m
.

i = ١,٢,٣ برای ها Fi از کدام هیچ شامل که باشد، ٢ قطر با همبند گراف ΁ی G گیریم برهان.
باشند. v١, . . . , vn گراف های رأس ͬ کنیم م فرض چنین هم نباشد، شده القا زیرگراف عنوان به
ͬ شود م دیده آسانͬ به است، ٢ گراف قطر که هنگامͬ باشد. vi درجه ی نشان دهنده ی di گیریم
فرض ͬ باشد. م ٢n− di−٢ قطری درایه و دو n− di− ١ ،΁ی di شامل DQ(G) از ام i سطر که

داریم، رالͬ قاعده بنابر آنگاه باشد. ΁ی درایه های با برداری X = (١, ١, . . . , ١)T که ͬ کنیم م
ρ(G) ≥ XTDQ(G)X

XTX
=

١
n

n∑
i=١

(۴n− ٢di − ۴) = ۴n٢ − ۴m− ۴n
n

.

.m١ = −m+ ١٢
∑n

i=١ d٢
i و n١ = m با است برابر ترتیب به L(G) یال های تعداد و رأس ها تعداد

ندارد، شده القا گراف زیر عنوان به i = ١,٢,٣ برای را ها Fi از کدام هیچ G که آنجا از اکنون
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بنابراین .diam(G) ≤ ٢ ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ٢ . ١٢ قضیه از استفاده با

ρ(L(G)) ≥ ۴n١(n١ − ١)− ۴m١
n١

=
۴m(m− ١)− ۴(−m+ ١٢

∑n
i=١ d٢

i

)
m

=
۴m٢ − ٢∑n

i=١ d٢
i

m
.

G چنین هم باشد، رأس n روی r‐منتظم همبند ساده  ی گراف ΁ی G اگر .۵ . ٣ . ٢ نتیجه
داریم، آنگاه نباشد، شده القا زیرگراف عنوان به i = ١,٢,٣ برای ها Fi از کدام هیچ شامل

ρ(L(G)) ≥ ٢r(n− ٢).
با است برابر G یال های تعداد است، رأس n روی r‐منتظم گراف ΁ی G که آنجا از برهان.

ͬ گیریم، م نتیجه ٣ . ٢ . ١٣ قضیه از آنگاه .di = deg(vi) = r و m = nr٢

ρ(L(G)) ≥
۴m٢ − ٢∑n

i=١ d٢
i

m

=
۴(nr٢ )٢ − ٢∑n

i=١ r٢
nr٢

= ٢r(n− ٢).

رأس هر درجه ی هستند. e از پایانͬ رأس های v و u که باشد G از یالͬ e = uv گیریم
.degL(G)(e) = degG(u) + degG(v)− ٢ با است برابر e ∈ V (L(G))

مجموعه و رئوس مجموعه با ترتیب به همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .١۴ . ٣ . ٢ قضیه
.di = deg(vi) کنیم فرض باشد. E(G) = {e١, e٢, . . . , em} و V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} یال های

است، برقرار زیر رابطه  ی همواره آنگاه
ρ(L(G)) ≥ ٢

m

n∑
i=١

di(di − ١) + ۴(m− ١)− ۴
m

m∑
i=١

deg(ei).

یال ها di این دارد. وجود vi مجاور یال di ، vi رأس هر برای آنگاه ،di = deg(vi) اگر برهان.
deg(u) + با e = uv یال که داریم توجه دارد. وجود L(G) در رأس di روی کامل گراف ΁ی از
از یال m− ١− deg(e) با e یال بنابراین است. مجاور v و u دو هر در یال deg(v)− ٢ = deg(e)

΁ی از بیشتر ͬ مانده باق رأس m− ١− deg(e) و e بین فاصله ی L(G) در نیست. مجاور G گراف
دارد. وجود L(G) در ٢(m − ١ − deg(e)) حداقل فاصله ی در e = uv یال هر رو این از است.

ͬ شود. م کامل اثبات ٣ . ٢ . ١٣ قضیه مشابه استدلال با اکنون
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تعریف زیر صورت به G گراف ΁ی از فاصله علامت بدون لاپلاسین تفاضل .٣ . ٢ . ١ تعریف

ͬ شود، م
DQS(G) = ρ١(G)− ρn(G).

ͬ دهیم. م ارائه گراف ها از فاصله علامت بدون لاپلاسین تفاضل برای کرانͬ اکنون،
داریم، آنگاه باشد، n مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم .١۵ . ٣ . ٢ قضیه

ρ١(G)− ρn(G) ≥
٢
n

√√√√n
(٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i

)
− ۴σ٢(G).

از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه ی مقادیر ρ١ ≥ ρ٢ ≥ . . . ≥ ρn گیریم برهان.
b٢, b٣, . . . , bn−١، a٢, a٣, . . . , an−١ نامنفͬ و حقیقͬ اعداد که ͬ کنیم م فرض اکنون گرافGباشد.

شده اند: تعریف زیر معادلات در
ρ٢
i = aiρ

٢١ + biρ
٢
n, ai + bi = ١, i = ٢,٣, . . . , n− ١.

و a+ b = n داریم که ،b = ١ +
∑n−١

i=٢ bi و a = ١ +
∑n−١

i=٢ ai ͬ دهیم م قرار
n∑

i=١
ρ٢
i = aρ٢١ + bρ٢

n.

بنابراین و است برقرار ρ٢
i = (aiρ

٢١ + biρ
٢
n)(ai + bi) رابطه ی که ͬ کنیم م توجه دی·ر، طرفͬ از

ρi ≥ aiρ١ + biρn, i = ٢,٣, . . . , n− ١,
ͬ دهد، م نتیجه که

n∑
i=١

ρi ≥ aρ١ + bρn.

داریم، بنابراین و است برقرار ab ≤ (a+b)٢
۴ = n٢

۴ رابطه ی که ͬ کنیم م مشاهده اکنون،
n

n∑
i=١

ρ٢
i − (

n∑
i=١

ρi)
٢ ≤ (aρ٢١ + bρ٢

n)(a+ b)− (aρ١ + bρn)
٢

= ab(ρ١ − ρn)
٢

≤ n٢
۴ (ρ١ − ρn)

٢. (٣ . ٢٠)
ͬ آوریم، م دست به را زیر رابطه ی (٣ . ٢٠) از نتیجه، در

ρ١ − ρn ≥ ٢
n

√√√√n
(٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i

)
− ۴σ٢(G),

است. مطلوب نتیجه ی که
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DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای بالا کران تعدادی ٣ . ٣

ارائه فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع برای را بالایی کران های بخش این در
ͬ دهیم. م

به ترتیب به G گراف انتقال اعداد دومین دنباله ی و انتقال اعداد دنباله ی اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه
است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد، {T١, T٢, . . . , Tn} و {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت

ρ(G) ≤ max١≤i,j≤n

Tri + Trj +
√

(Tri − Trj)٢ + ۴( Ti
Tri

)(
Tj

Trj
)

٢
 , (٣ . ٢١)

باشدِ.ِِ انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف اگر تنها و اگر که است برقرار تساوی و
باشد. ρ(G) با متناظر Tr−١DQ(G)Tr از ویژه ای بردار X = (x١, x٢, . . . , xn)T گیریم برهان.
اکنون .xt = max{xi| xi ̸= xs, i = ١,٢, . . . , n} و xs = max{xi| i = ١,٢, . . . , n} کنیم فرض

است؛ زیر صورت به Tr−١DQ(G)Tr از درایه امین (i, j) Tri i = j اگر
Trj
Tri

dij i ̸= j .اگر
رابطه ی از استفاده با طرفͬ از

Tr−١DQ(G)TrX = ρ(G)X, (٣ . ٢٢)
داریم ،(٣ . ٢٢) از معادله امین s برای

(ρ(G)− Trs)xs =
n∑

i=١
Tri
Trs

dsixi ≤
xt
Trs

n∑
i=١

dsiTri =
Ts
Trs

xt. (٣ . ٢٣)

داریم ،(٣ . ٢٢) از معادله امین t برای مشابه طور به
(ρ(G)− Trt)xt =

n∑
i=١

Tri
Trt

dtixi ≤
xs
Trt

n∑
i=١

dtiTri =
Tt
Trt

xs. (٢۴ . ٣)

(ρ(G)−Trs)(ρ(G)−Trt)xsxt ≤ Ts
Trs

Tt
Trt

xtxs ͬ گیریم م نتیجه ،(٢۴ . ٣) و (٣ . ٢٣) روابط ترکیب با
بنابراین و

ρ٢(G)− (Trs + Trt)ρ(G) + TrsTrt − (
Ts
Trt

)(
Ts
Trt

) ≤ ٠.
دی·ر عبارتͬ به

ρ(G) ≤
Trs + Trt +

√
(Trs − Trt)٢ + ۴( Ts

Trt
)( Ts

Trt
)

٢ .
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نتیجه در

ρ(G) ≤ max١≤i,j≤n

Tri + Trj +
√

(Tri − Trj)٢ + ۴( Ti
Tri

)(
Tj

Trj
)

٢
 .

هر برای آنگاه باشد، انتقال عدد لحاظ از منتظم k گرافͬ G که ͬ کنیم م فرض اکنون
برعکس، است. برقرار (٣ . ٢١) در تساوی پس .ρ(G) = ٢k و Tri = k داریم ∀i = ١,٢, . . . , n
باشند، تساوی بالا استدلال در نامساوی ها همه ی باید آنگاه باشد، برقرار (٣ . ٢١) تساوی اگر

داریم نتیجه در .x١ = x٢ = · · · = xn ͬ گیریم م نتیجه (٢۴ . ٣) و (٣ . ٢٣) از ویژه به
ρ(G) = Tr١ +

T١
Tr١

= Tr٢ +
T٢
Tr٢

= · · · = Trn +
Tn
Trn

.

انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف که ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات مشابه اکنون
است.

به ترتیب به G گراف انتقال اعداد دومین دنباله ی و انتقال اعداد دنباله ی اگر .٣ . ٣ . ٢ قضیه
است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد، {T١, T٢, . . . , Tn} و {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت

ρ(G) ≥ min١≤i,j≤n

Tri + Trj +
√

(Tri − Trj)٢ + ۴( Ti
Tri

)(
Tj

Trj
)

٢
 ,

باشدِ.ِِ انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف اگر تنها و اگر که است برقرار تساوی و
ͬ شود. م حذف و است ٣ . ٣ . ١ قضیه اثبات مشابه اثبات برهان.

ͬ دهیم. م ارائه است، رئوس درجه ͬ نیمم م شامل که ρ(G) برای پایینͬ کران ادامه، در
درجه ی مینیمم دومین و δ١ درجه ی مینیمم با n مرتبه ی از گرافͬ G گیریم .٣ . ٣ . ٣ قضیه

داریم، آنگاه باشد، G گراف قطر d اگر باشد. δ٢

ρ(G) ≤ ٢(nd− ١)− (d− ١)(δ١ + δ٢ + d), (٢۵ . ٣)
باشد.ِِِ ٢ مساوی یا کمتر قطر با منتظم G گراف اگر تنها و اگر که است برقرار تساوی و

طوری به ρ(G) با متناظر Tr−١DQ(G)Tr از ویژه ای بردار X = (x١, x٢, . . . , xn)T گیریم برهان.
از استفاده با .xj = max{xk| xk ̸= xi, k = ١,٢, . . . , n} و xi = max{xk| k = ١,٢, . . . , n} که

داریم، xi مؤلفه ی برای ویژه معادلات
ρ(G)xi =

n∑
k=١

dik(xk + xi)

≤ di(xj + xi) + ٢(xj + xi) + ٣(xj + xi) + · · ·+ (d− ١)(xj + xi)

+d[n− ١ − di − (d− ٢)](xj + xi)

= [nd− d(d− ١)
٢ − ١ − di(d− ١)](xj + xi). (٢۶ . ٣)
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داریم، xj مؤلفه ی برای مشابه طور به همچنین

ρ(G)xj =
n∑

k=١
djk(xk + xj)

≤ dj(xi + xj) + ٢(xi + xj) + ٣(xi + xj) + · · ·+ (d− ١)(xi + xj)

+d[n− ١ − dj − (d− ٢)](xi + xj)

= [nd− d(d− ١)
٢ − ١ − dj(d− ١)](xi + xj). (٣ . ٢٧)

ͬ گیریم، م نتیجه ،(٣ . ٢٧) و (٢۶ . ٣) کردن ترکیب با اکنون

ρ(G) ≤ [nd− d(d− ١)
٢ − ١ − di(d− ١)] + [nd− d(d− ١)

٢ − ١ − dj(d− ١)]
≤ [nd− d(d− ١)

٢ − ١ − δ١(d− ١)] + [nd− d(d− ١)
٢ − ١ − δ٢(d− ١)]

= ٢(nd− ١)− (d− ١)(δ١ + δ٢ + d).

xi مؤلفه های همه آنگاه باشد. ٢ حداکثر قطر با منتظم گراف ΁ی G که ͬ کنیم م فرض اکنون
(٢۵ . ٣) در تساوی بنابراین .ρ(G) = ٢(n − ١) و G ∼= Kn آنگاه d(G) = ١ اگر هستند. برابر
بنابراین و ρ(G)xi = ٢dvixi+۴(n−١−dvi)xi گرفت نتیجه ͬ توان م d(G) = ٢ اگر است. برقرار
است. برقرار (٢۵ . ٣) در تساوی نتیجه در .ρ(G) = ۴n− ۴ − ٢dvi = ٢)٢n− ١)− (٢dvi + ٢)
ویژه بردار مؤلفه های همه ی اگر تنها و اگر است برقرار (٢۵ . ٣) در تساوی که داریم توجه
که ͬ کنیم م فرض اکنون هستند. برابر DQ(G) سطرهای مجموع نتیجه در و باشند برابر اصلͬ
هر برای که آنجا از باشد. برقرار (٢۵ . ٣) در تساوی و باشد ۴ با مساوی یا بزرگتر گراف قطر
از باید G گراف قطر بنابراین دارد، قرار vi از ٢ فاصله ی در که دارد وجود vj ی΄تای رأس vi رأس
΁ی برای آنگاه باشد، برقرار (٢۵ . ٣) در تساوی و باشد ٣ برابر G گراف قطر اگر باشد. کمتر ۴
مؤلفه ی برای ویژه معادلات از استفاده با باشد) ٢ مرکزش از خروج که (رأسͬ vs مرکزی رأس

ͬ گیریم، م نتیجه xs
ρ(G)xs = ٢dvsxs + ۴(n− ١ − dvs)xs = ٣]٢n− ٣)٣ − ١)

٢ − ١ − dvs(٣ − ١)]xs,

اصلͬ ویژه ی بردار مؤلفه های اما G ∼= Pn دی·ر عبارتͬ به dvs = n − ٢ ͬ دهد م نتیجه که
٢ مساوی یا کمتر قطر با منتظم گراف ΁ی باید G بنابراین نیستند. برابر هم با DQ(Pn) از

باشد.

منتظم گراف انتقال اعداد که ͬ دهیم م ارائه G گراف از ρ(G) برای کران هایی ما اکنون
نیستند.

Tr١ > Trn−k+١ و Tr١ ≥ . . . ≥ Trn اگر باشد. n ≥ ٢ مرتبه ی از گرافͬ G گیریم .۴ . ٣ . ٣ قضیه
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داریم صورت این در باشد، ١ ≤ k ≤ n− ١ که

ρ(G) ≤
Trn−k+١ + ٢Tr١ − ١

٢ (٣ . ٢٨)

+

√
(Trn−k+١ − ٢Tr٢(١ + ٢)٢Tr١ − Trn−k+١) + ٨k(Trn−k+١ − Tr١) + ١

٢ ,

n− k و n− ١ درجه ی از رأس k با است گرافͬ G گراف اگر تنها و اگر که است برقرار تساوی و
باشدِ.ِِ n− ١ از کمتر درجه ی دارای ͬ مانده باق رأس

زیر صورت به را DQ(G) ͬ توان م آنگاه V٢ = V (G) \ V١ و V١ = {v١, . . . , vn−k} گیریم برهان.
کرد، افراز

DQ(G) =

D١١ D١٢
D٢١ D٢٢

+

Tr١١ ٠
٠ Tr٢٢

 ,

کنیم فرض هستند. (n− k)× (n− k) های ماتریس Tr١١ و D١١ که

U =

 ١
xIn−k ٠

٠ Ik


صورت این در است. s× s ی΄ه ماتریس Is که B = U−١DQ(G)U و ٠ < x < ١ برای

B =

 D١١ xD١٢
١
xD٢١ D٢٢

+

Tr١١ ٠
٠ Tr٢٢


Bi گیریم است. ی΄سان DQ(G) با آن ویژه ی مقادیر که است تحویل ناپذیری و نامنفͬ ماتریس
که آنجا از آنگاه i = ١,٢, . . . , n − k اگر است. B ماتریس از ام i سطر مجموع نشان دهنده ی

داریم، صورت این در است، برقرار dij ≥ ١ رابطه ی همواره j = n− k + ١, . . . , n برای

Bi =
n−k∑
j=١

dij + x
n∑

j=n−k+١
dij +

n∑
j=١

dij

=
n∑

j=١
dij + (x− ١)

n∑
j=n−k+١

dij +
n∑

j=١
dij

= ٢Tri + (x− ١)
n∑

j=n−k+١
dij ≤ ٢Tri + (x− ١)k ≤ ٢Tr١ + (x− ١)k.

رابطه  های همواره j = n− k+ ١, . . . , n برای که آنجا از آنگاه ،i = n− k+ ١, . . . , n− k اگر
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داریم، صورت این در است، برقرار dij ≥ ١ و dii = ٠

Bi =
١
x

n−k∑
j=١

dij +

n∑
j=n−k+١

dij +

n∑
j=١

dij

= (١ +
١
x
)

n∑
j=١

dij + (١ − ١
x
)

n∑
j=n−k+١

dij

= (١ +
١
x
)Tri + (١ − ١

x
)

n∑
j=n−k+١

dij

≤ (١ +
١
x
)Tri + (١ − ١

x
)(k − ١) ≤ (١ +

١
x
)Trn−k+١ + (١ − ١

x
)(k − ١).

گیریم
x =

Trn−k+١ − ٢Tr١ + ٢k − ١
٢k

+

√
(Trn−k+١ − ٢Tr٢(١ + ٢)٢Tr١ − Trn−k+١) + ٨k(Trn−k+١ − Tr١) + ١

٢k ,

ͬ گیریم م نتیجه آنگاه
٢Tr١ + (x− ١)k = (١ +

١
x
)Trn−k+١ + (١ − ١

x
)(k − ١)

=
١
٢(Trn−k+١ + ٢Tr١ − ١

+
√

(Trn−k+١ − ٢Tr٢(١ + ٢)٢Tr١ − Trn−k+١) + ٨k(Trn−k+١ − Tr١) + ١).
داریم صورت این در است، برقرار Tr١ > Trn−k+١ ≥ Trn ≥ n− ١ > k − ١ رابطه ی که آنجا از

ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ١ . ٢ گزاره از استفاده با بنابراین .٠ < x < ١
ρ(G) ≤ max١≤i≤n

Bi

≤ ١
٢(Trn−k+١ + ٢Tr١ − ١

+
√
(Trn−k+١ − ٢Tr٢(١ + ٢)٢Tr١ − Trn−k+١) + ٨k(Trn−k+١ − Tr١) + ١).

i = ١,٢, . . . , n−k برای که آنجا از باشد. برقرار (٣ . ٢٨) در تساوی که ͬ کنیم م فرض اکنون
j = و i = ١,٢, . . . , n − k برای صورت این در است، برقرار Bi = ٢Tr١ + (x − ١)k رابطه ی
مجاور V٢ رأس های همه ی با V١ در رأس هر که ͬ دهد م نتیجه این .dii = ١ داریم n−k+١, . . . , n
Bi = (١+ ١

x)Trn−k+١)+١− ١
x)(k−١) رابطه ی i = n−k+١, . . . , nبرای که آنجا از دوباره، است.

ͬ دهد م نتیجه این .dii = ١ داریم i ̸= j با i, j = n−k+١, . . . , nبرای صورت این در است، برقرار
رأس هر درجه ی بنابراین ͬ کند. م تولید G گراف از کامل زیرگراف ΁ی V٢ رئوس مجموعه که
Tr١ = Tr٢ = · · · = Trn−k که آنجا از است. ٢ حداکثر G گراف قطر اینرو از و n−١ برابر V٢ در
ͬ تواند نم G گراف Tr١ > Trn−k+١ که انجا از این بر علاوه هستند. برابر V١ در رئوس درجه ی
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دوم بخش در شده بیان گراف G اگر برعکس، .k ≤ n − ٢ بنابراین و باشد کامل گراف ΁ی
برقرار تساوی بنابراین و B١ = B٢ = · · · = Bn ͬ گیریم م نتیجه بالا، اثبات از آنگاه باشد، قضیه

است.
انتقال اعداد دومین و انتقال اعداد حسب بر ρ(G) برای پایینͬ و بالا کران های ما اکنون

ͬ دهیم. م ارائه G گراف
داریم، صورت این در باشد، همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .۵ . ٣ . ٣ قضیه

ρ(G) ≤
Trmax +

√
Tr٢

max + ٨Tmax

٢ ,

علاوه باشند. انتقال عدد دومین ماکزیمم و انتقال عدد ماکزیمم ترتیب به Tmax و Trmax که
باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف  G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی این بر

rvi(D
Q(G)) = ٢Tri داریم، ساده محاسبه ی ΁ی DQ(G)با = Tr(G)+D(G) که آنجا از برهان.

نوشت، ͬ توان م آنگاه .rvi(DTr) = rvi(D
٢) =∑n

j=١ dijTrj و
rvi(D

٢Q(G)) = rvi(Tr
٢ + TrD +DTr +D٢)

= rvi(Tr(Tr +D)) + rvi(DTr) + rvi(D
٢)

= Trirvi(D
Q(G)) + ٢

n∑
j=١

dijTrj

≤ Trmaxrvi(D
Q(G)) + ٢Tmax.

داریم، بنابراین
rvi(D

٢Q(G)− TrmaxD
Q(G)) ≤ ٢Tmax.

ͬ گیریم، م نتیجه ٣ . ١ . ٢ گزاره از استفاده با
ρ٢(G)− Trmaxρ(G)− ٢Tmax ≤ ٠,

همه ی باشد، برقرار تساوی اگر حال ͬ شود. م دنبال نتیجه ٣ . ١ . ٢ گزاره از استفاده با بنابراین و
Ti = Tmax و Tri = Trmax رابطه های نتیجه در باشند، مساوی باید بالا استدلال در نامساوی ها
انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف ٣ . ١ . ٢ گزاره از استفاده با بنابراین است. برقرار vi هر برای

است.
ͬ شود م دیده آسانͬ به است، انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G که موقعͬ برعکس،

است. برقرار تساوی که
داریم، صورت این در باشد، همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .۶ . ٣ . ٣ قضیه

ρ(G) ≥
Trmin +

√
Tr٢

min + ٨Tmin

٢ ,
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علاوه باشند. انتقال عدد دومین ماکزیمم و انتقال عدد ماکزیمم ترتیب به Tmin و Trmin که

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف  G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی این بر
است. ۵ . ٣ . ٣ قضیه  اثبات مشابه برهان.

داریم، صورت این در باشد، همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٣ . ١ نتیجه
min

vi∈V (G)

√
٢Tr٢

i + ٢Ti ≤ ρ(G) ≤ max
vi∈V (G)

√
٢Tr٢

i + ٢Ti.

rvi(D
Q(G)) = ٢Tri داریم، ساده محاسبه ی ΁ی DQ(G)با = Tr(G)+D(G) که آنجا از برهان.

نوشت، ͬ توان م آنگاه .rvi(DTr) = rvi(D
٢) =∑n

j=١ dijTrj و
rvi(D٢Q) = rvi(Tr

٢ + TrD +DTr +D٢)
= rvi(Tr(Tr +D)) + rvi(DTr) + rvi(D

٢)

= Tr(vi)rvi(D
Q) + ٢

n∑
j=١

dijTr(vj)

= ٢Tr٢
i + ٢Ti.

ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ١ . ٢ گزاره از استفاده با بنابراین
ρ(G) ≤ max

vi∈V (G)

√
٢Tr٢

i + ٢Ti.

است. مشابه طور به دی·ر طرف اثبات
داریم، آنگاه باشد، n مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم .٣ . ٣ . ٧ قضیه

ρ(G) ≤

∑n
i=١ Tri +

√
(n− ١)

(
n
∑n

i=١(
∑n

j=١(dij)٢ + Tr٢
i )− (

∑n
i=١ Tri)٢

)
n

.

G از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه ی مقادیر ρ١ ≥ ρ٢ ≥ . . . ≥ ρn گیریم برهان.
که، است ͹واض باشد.

ρ١ + ρ٢ + · · ·+ ρn = trace(DQ(G)) =

n∑
i=١

Tri,

ρ٢١ + ρ٢٢ + · · ·+ ρ٢
n = trace(D٢Q(G)) =

n∑
i=١

(

n∑
j=١

(dij)
٢ + Tr٢

i ).

داریم، کوشͬ‐شوارتز نامساوی از استفاده با
(n− ١)(ρ٢٢ + ρ٢٣ + · · ·+ ρ٢

n) ≥ (ρ٢ + ρ٣ + · · ·+ ρn)
٢.



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ۴٠
رو این از

(n− ١)(
n∑

i=١
(

n∑
j=١

(dij)
٢ + Tr٢

i )− ρ٢١ ) ≥ (

n∑
i=١

Tri − ρ٢(١.

ͬ گیریم، م نتیجه بنابراین

ρ١ ≤

∑n
i=١ Tri +

√
(n− ١)

(
n
∑n

i=١(
∑n

j=١(dij)٢ + Tr٢
i )− (

∑n
i=١ Tri)٢

)
n

.

است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد، ٢ قطر با همبند گرافͬ G گیریم .٣ . ٣ . ٢ نتیجه
ρ(G) ≤ ١

n

[
٢n٢ − ٢n− ٢m

+

√√√√(n− ١)
(

۴(n٣ − n٢ −m٢)− ۶mn+ n
n∑

i=١
d٢
vi

)]
.

وجود ٢ برابر درایه n(n− ١)− ٢m و ΁ی برابر درایه ٢m ،D(G) ماتریس در که آنجا از برهان.
داریم، آنگاه دارد،

n∑
i=١

Tri =

n∑
i=١

(٢(n− ١)− dvi) = ٢n٢ − ٢n− ٢m,
n∑

i=١
Tr٢

i +
n∑

i=١

n∑
j=١

(dij)
٢ =

n∑
i=١

(٢(n− ١)− dvi)
٢ +

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij)
٢

= ۴n(n− ٢(١ − ٨m(n− ١) +
n∑

i=١
d٢
vi

+ (٢m)١٢ + (n٢ − n− ٢m)٢٢

= ۴n٢(n− ١) + ٢m− ٨mn+
n∑

i=١
d٢
vi .

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه ،٣ . ٣ . ٧ قضیه از استفاده با رو این از
لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع و فاصله ماتریس طیفͬ شعاع بین رابطه هایی ما، اکنون

ͬ دهیم. م ارائه گراف، ΁ی برای فاصله علامت بدون
داریم، آنگاه ، µ(G) فاصله ی ماتریس طیفͬ شعاع با همبند گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٣ . ١ لم

µ(G) ≤ ١
٢ρ(G).

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی



۴١ DQ(G) ماتریس طیفͬ شعاع برای بالا کران تعدادی
و ρ(G) با متناظر ی΄ه ویژه ی بردار X = (x١, x٢, . . . , xn)T ∈ Rn گیریم برهان.

زیر رابطه ی که آنجا از باشد. µ(G) با متناظر ی΄ه ویژه بردار X ′ = (x′١, x′٢, . . . , x′n)T ∈ Rn

است، برقرار
ρ(G) = XTDQX =

∑
١≤i<j≤n

dij(xi + xj)
٢,

داریم، که حالͬ در و
µ(G) = XT ′DX ′ = ٢ ∑

١≤i<j≤n

dijx
′
ix

′
j

≤ ١
٢

∑
١≤i<j≤n

dij(x
′
i + x′j)

٢

≤ ١
٢

∑
١≤i<j≤n

dij(xi + xj)
٢

=
١
٢ρ(G).

ͬ شود. م نتیجه مطلوب نامساوی بنابراین
داریم، بنابراین باشند. تساوی باید نامساوی ها همه ی آنگاه باشد، برقرار تساوی اگر

µ(G) = ٢ ∑
١≤i<j≤n

dijx
′
ix

′
j =

١
٢

∑
١≤i<j≤n

dij(x
′
i + x′j)

٢.

ͬ گیریم م نتیجه است، همبند گراف چون باشد. x′i = x′j باید ، ٢x′ix′j ≤ x′٢i + x′٢j که آنجا از
باید G که ͬ دهد م نتیجه DX ′ = µX ′ رابطه ی است. ΁ی درایه های با بردار از ضریبی X ′ که

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم
آنگاه است، انتقال عدد لحاظ از منتظم G که هنگامͬ ͬ شود، م دیده آسانͬ به برعکس،

ͬ شود. م کامل اثبات بنابراین و است برقرار تساوی
ماتریس طیفͬ شعاع و Trmax انتقال عدد ماکزیمم با همبند گراف ΁ی G گیریم .٣ . ٣ . ٢ لم

داریم، آنگاه باشد، µ(G) فاصله ی
ρ(G)− µ(G) ≤ Trmax.

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی
است، ͹واض برهان.

ρ(G) = max
x̸=٠

xTDQ(G)x

xTx

= max
x̸=٠

∑n
i=١ Trix٢

i + xTD(G)x∑n
i=١ x٢

i

≤ Trmax +max
x ̸=٠

xTD(G)x∑n
i=١ x٢

i

= Trmax + µ(G). (٣ . ٢٩)



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ۴٢
که ،vi ∈ V (G) همه ی برای Tri = Trmax اگر تنها و اگر است برقرار تساوی (٣ . ٢٩) بنابر

است. انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G ͬ دهد م نتیجه
ثابت مقدار داشتن و رأس n با همبند گراف های از ∆ ≥ ٢ که Gn,∆ مجموعه ما اکنون
که رأس، n روی است درختͬ ،Bn,∆ گراف ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را ∆ درجه ماکزیمم
گراف از رأس هر به مسیر پایانͬ رأس ΁ی چسباندن با K̄∆−١ خالͬ گراف و Pn−∆+١ مسیر از
Gn,∆ برگ را ، Bn,∆ در ΁ی درجه ی با Pn−∆+١ مسیر از دی·ر پایانͬ رأس شود. حاصل خالͬ

ͬ گوییم. م
اثبات تکمیل، جهت اگرچه است، معروف شیمͬ ریاضͬ از زیادی مطالب در زیر قضیه

ͬ دهیم. م ارائه مستقیمͬ
است، برقرار زیر رابطه ی همواره ،G ∈ Gn,∆ گراف هر برای .٣ . ٣ . ٨ قضیه

σ(G) ≤ σ(Bn,∆)

باشد. ی΄ریخت Bn,∆ با G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
یال حذف با ،٢ . ١ . ٢ گزاره بنابر که داریم توجه ابتدا در باشد. Gn,∆ در گرافͬ G گیریم برهان.
ͬ یابد. م کاهش اکید طور به فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع G از {u, v}

داریم، همواره G از T فراگیر درخت هر برای بنابراین
σ(G) ≤ σ(T ),

فراگیر درخت ΁ی دارای Gn,∆ گراف هر که آنجا از .G = T اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
درخت هایی چنین روی را اثبات مان ادامه در توان مͬ است، ∆ ی΄سان درجه ی ماکزیمم با
،n = ∆ + ١ برای ͬ کنیم. م ثابت n روی استقرا از استفاده با را قضیه اکنون کنیم. محدود
مورد درخت صورت این در که دارد، وجود ∆ درجه ی ماکزیمم و رأس ∆+١ با درخت ΁ی تنها

شد. ثابت استقرا پایه بنابراین .K١,∆ ∼= B∆+١,∆ و است ستاره نظر
عدد ماکزیمم دارای Bn,∆ درخت ،n ≥ ∆+١ برای استقرا فرضیه بنابر ͬ کنیم م فرض اکنون
که است q برگ ΁ی شامل T درخت باشد. Gn+١,∆ در درختͬ هر T گیریم و Gn,∆ در انتقال
از رأس ΁ی تنها شامل T صورت، این غیر در ͬ دهد. نم کاهش را T از درجه ماکزیمم آن حذف
ستاره با ی΄ریخت T که ͬ دهد م نتیجه و بود خواهند مجاور رأس آن با برگ ها همه ی و ∆ درجه
هر برای باشد. T در q از ی΄تایی همسایه p گیریم دارد. تناقض n + ١ ≥ ∆ + ٢ با که است،
زوج های همه بین فاصله ی که حالͬ در ،dT (u, q) = dT−q(u, p)+ ١ داریم، همواره T از u رأس
.σ(T ) = σ(T − q) + TrT−q(p) + n داریم بنابراین نکند. تغییر ͬ مانده باق رأس T − q از دی·ر

ͬ شود، م نتیجه استقرا فرضیه از
σ(T − q) ≤ σ(Bn,∆), (٣ . ٣٠)



۴٣ گراف ها از تعدادی فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر
.σ(T ) ≤ σ(Bn+١,∆) داریم بنابراین

استقرا فرض بنابر پس باشد. برقرار (٣ . ٣٠) در تساوی اگر تنها و اگر است برقرار تساوی
Bn+١,∆ بنابراین و T ∼= Bn+١,∆ که ͬ دهد م نشان این است. Bn,∆ از برگ ΁ی q و T − q ∼= Tn,∆

ح΄م بنابراین ͬ دهد. م نتیجه را انتقال عدد مقدار ماکزیمم که است Gn+١,∆ در ی΄تایی گراف
ͬ شود. م ثابت

فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس طیفͬ شعاع ماکزیمم دارای Pn مسیر که داریم توجه
از G(v, k) گراف ،k.l ≥ ٠ برای باشد. رئوسش از ی΄ͬ v و ساده گراف ΁ی G گیریم ͬ باشد. م
G(v, k, l) گراف چنین هم بیاید، دست به Pk پایانͬ رأس و v بین یال ΁ی کردن اضافه با G∪Pk

دست به Pl و Pk دوی هر در پایانͬ رئوس از ی΄ͬ و v بین یال های کردن اضافه با G∪Pk ∪Pl از
بیاید.

آنگاه ،k ≥ l ≥ ١ اگر باشد. گراف رئوس از ی΄ͬ v و ساده گرافͬ G گیریم [٧٠] .٣ . ٣ . ٣ لم
داریم، همواره

ρ
(
G(v, k, l)

)
< ρ
(
G(v, k + ١, l − ١)).

داد انجام Bn,∆ در ∆ درجه ی با رأس در را انتقال ٣ . ٣ . ٣ لم در ͬ توان م ،∆ برای ادامه در
که ،ρ(Bn,∆) < ρ(Bn,∆−١) داریم ،∆ > ٢ برای بنابراین بیاوریم. دست به را Bn,∆−١ گراف و

ͬ دهد، م نشان را زیر نامساوی های از زنجیره ای
ρ(Sn) = ρ(Bn,n−١) < ρ(Bn,n−٢) < ... < ρ(Bn,٣) < ρ(Bn,٢) = ρ(Pn).

تعدادی فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر ۴ . ٣
گراف ها از

با که گراف ها از تعدادی برای را فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر ما اکنون
ͽجم ما داد. خواهیم قرار بحث مورد را آمده اند، دست به گرافͬ عملیات تعدادی از استفاده
را [٢۴] گراف ها الفبایی حاصل ضرب و دکارتͬ حاصل ضرب گراف، کردن برابر دو گراف ها،

کرد. خواهیم بررسͬ
گیریم [٣٣] .١ . ۴ . ٣ لم

A =

A٠ A١
A١ A٠


A٠ +A١ ویژه مقادیر از، عبارتند A ویژه  ی مقادیر آنگاه باشد. ٢×٢ متقارن بلوکͬ ماتریس ΁ی

.A٠ −A١ ویژه مقادیر و



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ۴۴
لاپلاسین ماتریس و علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر بین ارزی هم بعد قضیه

ͬ دهد. م نشان ٢ قطر با گراف های برای فاصله علامت بدون
اگر باشد. d ≤ ٢ قطر با رأس n روی منتظم r همبند گراف ΁ی G گیریم .١ . ۴ . ٣ قضیه
ماتریس ویژه مقادیر آنگاه Q(G)باشد، فاصله علامت بدون ماتریس ویژه مقادیر {٢r, µ٢, . . . , µn}

هستند. i = ٢,٣, . . . , n برای ٢n− ۴ − µi و ۴n− ٢r − ۴ فاصله علامت بدون لاپلاسین
فرض اکنون است. بدیهͬ نتیجه کامل) گراف با (متناظر d = ١ مورد در که داریم توجه برهان.

با است برابر v ∈ V (G) رأس هر انتقال عدد بنابراین باشد. ٢ برابر G گراف قطر که ͬ کنیم م
Tr(v) = d(v) + ٢(n− ١ − d(v)) = ٢n− d(v)− ٢ = ٢n− r − ٢,

صورت به فاصله ماتریس چنین هم است. G در v رأس هر درجه ی دهنده ی نشان d(v) که
ماتریس ͬ توان م بنابراین است. ΁ی درایه های با ماتریسͬ J که است D(G) = ٢J−٢I−A(G)

نوشت، زیر صورت به را فاصله علامت بدون لاپلاسین
DQ(G) = Tr(G) +D(G) = (٢n− ٢)I − rI + ٢J − ٢I −A(G) = (٢n− ۴)I + ٢J −Q(G).

بدون ماتریس از ویژه بردار ΁ی 1 = [1,1, . . . ,1]T است، منتظم r گراف ΁ی G که آنجا از
گیریم و z = ١√

z
1 ͬ دهیم م قرار است. ٢r ویژه ی مقدار با متناظر Q = Q(G) فاصله علامت

.P TQP = diag(٢r, µ٢, . . . , µn) که طوری به باشد، z ستون اولین با متعامد ماتریس ΁ی P
بنابراین

P T (DQ(G))P = P T [(٢n− ۴)I + ٢J −Q]P

= (٢n− ۴)I − ٢P TJP − P TQP

= diag(۴n− ۴ − ٢r,٢n− ۴ − µ٢, . . . ,٢n− ۴ − µn).

ͬ شود. م حاصل نتیجه رو این از
آن مجاورت ماتریس ویژه مقادیر و ٢ قطر با منتظم r گراف ΁ی G گیریم .١ . ۴ . ٣ نتیجه

صورت به فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر آنگاه باشند. {r, λ٢, . . . , λn}
است. {٢)٢n− r − ٢,(٢n− λ٢ − r − ۴, . . . ,٢n− λn − r − ۴}

ͬ گیریم، م نتیجه ١ . ۴ . ٣ قضیه از آنگاه Q(G) = rI(G) +A(G) که آنجا از برهان.
DQ(G) = (٢n− ۴)I + ٢J − (rI(G) +A(G))

= (٢n− ۴ − r)I + ٢J −A(G),

ͬ شود. م دنبال نتیجه و



۴۵ گراف ها از تعدادی فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر
G کپی گراف از رأس هر به G از رأس هر چسباندن با G ∨G گراف ،G دلخواه گراف برای

ͬ آید. م دست به
r, λ٢, λ٣, . . . , λn اگر باشد. رأس nروی منتظم r همبند، ساده  ی گراف ΁یG گیریم .٢ . ۴ . ٣ قضیه
علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه ی مقادیر آنگاه Gباشند، از مجاورت ماتریس ویژه ی مقادیر

از، عبارتند G ∨G از فاصله
۶n− ٢r − ۴,
۴n− ٢r − ۴ و
٣n− λi − r − ۴, ٢بار , i = ٢,٣, . . . , n.

G∨G از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس است، منتظم r گراف ΁ی G که آنجا از برهان.
نوشت، زیر صورت به ͬ توان م +Aرا ٢A+

(٣n− r − ٢) I J

J A+ ٢A+
(٣n− r − ٢) I

 ,

درایه های با ماتریس J ،Ḡ گراف از مجاورت ماتریس Ā ،G گراف از مجاورت ماتریس A که
١ . ۴ . ٣ گزاره از استفاده با آنگاه ،A = J − I − A که جا آن از است. همانͬ ماتریس I و ΁ی

ͬ شود. م حاصل نتیجه
گراف باشد. V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با گرافͬ G گیریم [۶٢] .١ . ۴ . ٣ تعریف
است، متناظر vi با ui طوری که به ͬ گیریم، م نظر در {u١, u٢, . . . , un} رأس های با را G از کپی
با را آمده دست به گراف است. مجاور G از N(vi) در رأس های همه ی با چنین هم .i هر برای

ͬ نامند. م G گراف کردن دوبرابر را آن و داده نشان D٢(G) نماد
باشد. ٢ قطر با رأس n روی منتظم r همبند، ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .٣ . ۴ . ٣ قضیه
ماتریس ویژه ی مقادیر آنگاه باشند، G از مجاورت ماتریس ویژه ی مقادیر r, λ٢, λ٣, . . . , λn اگر

از، عبارتند D٢(G) از فاصله علامت بدون لاپلاسین
٨n− ۴r − ۴,
۴n− ٢r − ۴, بار n و
۴n− ٢λi − ٢r − ۴, i = ٢,٣, . . . , n.

است، زیر فرم به D٢(G) از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ،D٢(G) تعریف بنابر +Aبرهان. ٢A+ ٢)٢n− r − ١)I A+ ٢A+ ٢I
A+ ٢A+ ٢I A+ ٢A+ ٢)٢n− r − ١)I

 ,



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ۴۶
درایه های با ماتریس J ،Ḡ گراف از مجاورت ماتریس Ā ،G گراف از مجاورت ماتریس A که
١ . ۴ . ٣ گزاره از استفاده با آنگاه ،A = J − I − A که جا آن از است. همانͬ ماتریس I و ΁ی

ͬ شود. م حاصل نتیجه
دکارتͬ ضرب حاصل برای را فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر ما اکنون

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد فاصله، نظر از هستند منتظم که گرافͬ دو
ͬ شود، م داده نشان G□H با که ،H و G گراف دو دکارتͬ ضرب حاصل  [٢۴] .٢ . ۴ . ٣ تعریف
در (v١, v٢) و (u١, u٢) رأس دو و V (G□H) = V (G) × V (H) رئوس مجموعه با است گرافͬ
G در v١ مجاور u١ و u٢ = v٢ یا باشد H در v٢ مجاور u٢ و u١ = v١ هرگاه هستند مجاور G□H

باشد.
بود. خواهد مفید ما، نتایج آوردن دست به جهت [٧٢] از زیر گزاره

u = (u١, u٢), v = ͬ کنیم م فرض چنین هم باشند، همبند گراف Hدو Gو گیریم [٧٢] .٢ . ۴ . ٣ لم
آنگاه باشد، آن ها دکارتͬ ضرب حاصل دهنده ی نشان G□H اگر .(v١, v٢) ∈ V (G)× V (H)

dG□H(u, v) = dG(u١, v١) + dH(u٢, v٢).

اعداد با رأس n و p روی ترتیب به فاصله لحاظ از منتظم گراف دو H و G گیریم .۴ . ۴ . ٣ قضیه
صورت به ترتیب به H و G ویژه مقادیر کنیم فرض باشند. t و k انتقال

ویژه مقادیر آنگاه باشند. SpecD(H) = {t, η٢, η٣, . . . , ηn} و SpecD(G) = {k, µ٢, µ٣, . . . , µp}
از، عبارتند از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس

SpecDQ(G□H) = {٢nk + ٢pt, nµi + nk + pt, pηj + nk + pt, nk + pt},

است. (p− ١)(n− ١) چندگانگͬ با nk + pt و j = ٢, . . . , n و i = ٢, . . . , p که
کنیم فرض باشند. H و G گراف دو فاصله ماتریس های ترتیب به DH و DG گیریم برهان.
که ،DH = [eij ] و DG = [dij ] بنابراین .V (H) = {v١, v٢, . . . , vn} و V (G) = {u١, u٢, . . . , up}
انتقال عدد لحاظ از منتظم های گراف H و G که آنجا از .eij = dH(vi, vj) و dij = dG(ui, uj)

داریم آنگاه هستند، t و k انتقال اعداد با ترتیب به
p∑

j=١
drj = k و

n∑
j=١

eqj = t.

از ΁ی درایه های با ستونͬ بردار است، انتقال عدد لحاظ از منتظم G که آنجا از چنین هم
آنجا از چنین هم است. DG از k ویژه مقدار بزرگترین با متناظر ویژه بردار ΁ی p× ١ مرتبه ی
اینرو از و است پذیر قطری ماتریس ΁ی بنابراین است، متقارن و حقیقͬ ماتریس ΁ی DG که
نتیجه در است. ویژه هایش مقدار با متناظر ویژه بردارهای شامل BG متعامد پایه ی ΁ی دارای



۴٧ گراف ها از تعدادی فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر
Xi = [x١

i , x
٢
i , . . . , x

p
i ]
T ∈ BG ویژه بردار با و k از متفاوت که باشد DG از ویژه مقدار ΁ی µi اگر

.∑p
j=١ xji = ٠ آنگاه باشد،

داریم، ٢ . ۴ . ٣ لم از استفاده با آنگاه . u = (u١, u٢), v = (v١, v٢) ∈ V (G)× V (H) گیریم
dG□H(u, v) = dG(u١, v١) + dH(u٢, v٢).

را C آن، DQ ماتریس ،٢ . ۴ . ٣ گزاره از استفاده با و G□H رئوس از مناسبی ترتیب انجام با
نوشت، زیر فرم به ͬ توان م

C =



d(u١, u١).Jn +DH d(u١, u٢).Jn +DH . . . d(u١, up).Jn +DH... ... ... ...
... ... ... ...

d(up, u١).Jn +DH d(up, u٢).Jn +DH . . . d(up, up).Jn +DH



+



(nk + pt)In ٠ . . . ٠
... ... ... ...
... ... ... ...
٠ ٠ . . . (nk + pt)In


= DG ⊗ Jn + Jp ⊗DH + Ip ⊗ (nk + pt)In,

ͬ باشد. م ماتریس ها از تنسور ضرب دهنده ی نشان ⊗ و صفر ماتریس دهنده ی نشان  ٠ که

ͬ آوریم. م دست به آن ها با متناظر ویژه بردارهای درنظرگرفتن با را C ویژه های مقدار اکنون
زیر رابطه ی D و A,B,C ماتریس های برای [٧۵] است. معروف ماتریس ها برای زیر رابطه ی

است، برقرار
(A⊗B) · (C ⊗D) = (AC)⊗ (BD),

باشد. داشته وجود BD و AC ضرب های که هنگامͬ
و G از k ویژه مقدار با متناظر ΁ی درایه های با ویژه ی بردار دهنده ی نشان ١G گیریم
آنگاه باشد. H از t ویژه مقدار با متناظر ΁ی درایه های با ویژه ی بردار دهنده ی نشان ١H

داریم، بنابراین .DH .١H = t١H و DG.١G = k١G

C · (١G ⊗ ١H) = (DG ⊗ Jn + Jp ⊗DH + Ip ⊗ (nk + pt)In).(١G ⊗ ١H)

= (DG.١G)⊗ (Jn١H) + (Jp١G)⊗ (DH .١H) + (Ip١G)⊗ ((nk + pt)In١H)

= k١G ⊗ (n١H) + p١G ⊗ (t١H) + (nk + pt)(١G ⊗ ١H)

= nk.(١G ⊗ ١H) + pt.(١G ⊗ ١H) + (nk + pt).(١G ⊗ ١H)

= ٢(nk + pt) · (١G ⊗ ١H),



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ۴٨
است. C از ٢(nk + pt) ویژه ی مقدار با متناظر ویژه ی بردار ١G ⊗ ١H که ͬ دهد م نشان

ویژه ی بردار Xi ⊗ ١H آنگاه است. DG از µi ویژه ی مقدار با متناظر ویژه ی بردار Xi گیریم
زیرا است، C از nµi + nk + pt ویژه ی مقدار با متناظر

C · (Xi ⊗ ١H) = [DG ⊗ Jn + Jp ⊗DH + Ip ⊗ (nk + pt)In].(Xi ⊗ ١H)

= (DG.Xi)⊗ (Jn١H) + (JpXi)⊗ (DH .١H) + (Ip.Xi)⊗ ((nk + pt)In١H)

= µiXi ⊗ n١H + ٠ ⊗ t١H + (nk + pt)(Xi ⊗ ١H)

= (nµi + nk + pt) · (Xi ⊗ ١H).

١G ⊗ Zj آنگاه باشد، DH از ηj ویژ ه ی مقدار با متناظر ویژه ی بردار Zj اگر مشابه، طور به
ویژ ه ها، مقدار این بر علاوه است. C از pηj + nk + pt ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ΁ی
ظاهر (p − ١)(n − ١) چندگانگͬ با ویژه مقدار ΁ی عنوان به nk + pt که ببینیم ͬ توانیم م ما
و Jp از ٠ وبژه مقدار با متناظر خطͬ مستقل بردار (p− ١) ،Ri

p, i = ٢,٣, . . . , p گیریم ͬ شود. م
آنگاه باشد. Jn از ٠ ویژه مقدار با متناظر خطͬ مستقل بردار (n− ١) ، T j

n, j = ٢,٣, . . . , n− ١
C از nk + pt با متناظر ویژه های بردار و هستند خطͬ مستقل Ri

p ⊗ T j
n بردار (p − ١)(n − ١)

زیرا هستند.
C · (Ri

p ⊗ T j
n) = [DG ⊗ Jn + Jp ⊗DH + Ip ⊗ (nk + pt)In)].(R

i
p ⊗ T j

n)

= (DG.R
i
p)⊗ (JnT

j
n) + (JpR

i
p)⊗ (DH .T

j
n) + (IpR

i
p)⊗ ((nk + pt)InT

j
n)

= (DG.R
i
p)⊗ ٠ + ٠ ⊗ (DH .T

j
n) + (nk + pt)⊗ (Ri

p ⊗ T j
n)

= (nk + pt) · (Ri
p ⊗ T j

n).

C بنابراین و هستند خطͬ مستقل Ri
p ⊗ T j

n و ١G ⊗ Zj ،Xi ⊗ ١H ،١G ⊗ ١H بردار pn اکنون
ͬ شود. م دنبال نتیجه و ͬ باشد م خطͬ مستقل ویژه های بردار شامل پایه ΁ی دارای

الفبایی ضرب حاصل برای فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر ادامه، در
ͬ آوریم. م دست به را ،H و G گراف دو از G[H]

V (G) = {u١, u٢, . . . , up} رئوس مجموعه روی گراف دو H و G گیریم [٢۵] .٣ . ۴ . ٣ تعریف
مجموعه با است گرافͬ ، G[H] الفبایی ضرب حاصل آنگاه باشند. V (H) = {v١, v٢, . . . , vn} و
اگر تنها و اگر است، v = (u٢, v٢) با مجاور u = (u١, v١) که ، V (G[H]) = V (G)×V (H) رئوس

یا است G در u٢ مجاور u١ ‐ ١
است. H در v٢ مجاور v١ و u١ = u٢ ‐ ٢

G[H] الفبایی ضرب حاصل برای فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر اکنون
ͬ دهیم. م ارائه را H منتظم r گراف با G انتقال عدد لحاظ از منتظم k گراف ΁ی از



۴٩ گراف ها از تعدادی فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر
کنیم فرض باشد. رأس p روی انتقال عدد لحاظ از منتظم k گراف ΁ی G گیریم .۵ . ۴ . ٣ قضیه
µ١, µ٢, . . . , µp گیریم باشد. r, λ٢, . . . , λn مجاورت ویژه مقادیر با رأس nروی منتظم r Hگرافͬ
علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر آنگاه باشد. G از DG فاصله ی ماتریس ویژه مقادیر

هستند، زیر صورت به G[H] از فاصله
nµi + kn+ ۴n− ٢r − ۴, i = ١,٢, . . . , p و
kn+ ٢n− λj − r − ۴, بار p, j = ٢,٣, . . . , n.

نوشت، زیر فرم به ͬ توان م G[H] برای را F فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برهان.

F = DG ⊗ Jn + Ip ⊗ (A+ ٢Ā+ (kn+ ٢n− ٢)I −D′),

D′ و H̄ از مجاورت ماتریس دهنده ی نشان Ā ، H از مجاورت ماتریس دهنده ی نشان A که
ͬ باشد. م H رئوس درجه از قطری ماتریس

بردار ΁ی n× ١ مرتبه ی از ΁ی درایه های با ١ ستونͬ بردار است، r‐منتظم ،H که آنجا از
A+ ٢Ā+ (kn+ ٢n− از ویژه بردار ΁ی ، ١ بردار آنگاه است. r ویژه مقدار با متناظر A از ویژه
A از ویژه ای مقدار هر λj اگر مشابه، طور به است. kn+ ۴n− ٢r − ۴ ویژه مقدار با ٢)I −D′

ویژه مقدار با A+ ٢Ā+ (kn+ ٢n− ٢)I −D′ از ویژه بردار ΁ی Yj آنگاه باشد، Yj ویژه بردار با
ͬ باشد. م عمود ١ بر Yj و است kn+ ٢n− λj − r − ۴

آنگاه باشد، DG از µi ویژه مقدار با متناظر ویژه ی بردار Xi = [xi١ xi٢ ... xip]
T گیریم

داریم
DG ·Xi = µiXi.

اکنون

F · (Xi ⊗ ١n) = (DG ⊗ Jn + Ip ⊗ (A+ ٢Ā+ (kn+ ٢n− ٢)I −D′)) · (Xi ⊗ ١n)

= (DG ·Xi)⊗ (Jn · ١n) + (Ip ·Xi)⊗ (A+ ٢Ā+ (kn+ ٢n− ٢)I −D′) · ١n

= µiXi ⊗ n١n +Xi ⊗ (kn+ ۴n− ٢r − ۴)١n

= nµi(Xi ⊗ ١n) + (kn+ ۴n− ٢r − ۴)(Xi ⊗ ١n)

= (nµi + kn+ ۴n− ٢r − ۴) · (Xi ⊗ ١n).

که هنگامͬ است. Xi⊗١n ویژه ی بردار با F از ویژه مقدار ΁ی nµi+kn+۴n−٢r−۴ بنابراین
{Zk}, k = ١,٢, . . . , p گیریم . Jn.Yj = ٠ داریم j = ٢,٣, . . . , n هر برای است، ١ بر عمود Yj

هر برای آنگاه باشد. Ip از ١ ویژه مقدار با شده داده نسبت خطͬ مستقل بردار p از خانواده ای
kn+٢n−λj − r−۴. ویژه مقادیر با F ویژه های بردار ، Zk ⊗Yj بردارهای p ، j = ٢,٢, . . . , n
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زیرا هستند.

F · (Zk ⊗ Yj) = (DG ⊗ Jn + Ip ⊗ (A+ ٢Ā+ (kn+ ٢n− ٢)I −D′)) · (Zk ⊗ Yj)

= (DG · Zk)⊗ (Jn · Yj) + (Ip · Zk)⊗ (A+ ٢Ā+ (kn+ ٢n− ٢)I −D′) · Yj

= ٠ + Zk ⊗ (kn+ ٢n− λj − r − ۴)Yj
= (kn+ ٢n− λj − r − ۴) · (Zk ⊗ Yj).

گرفتن نظر در با که آنجا (از هستند. خطͬ مستقل Zk ⊗ Yj و Xi ⊗ ١n بردار pn چنین هم
تنها و اگر است صفر خطͬ ترکیب که ͬ شود م دیده آسانͬ به بردار ها، این از خطͬ ترکیب هر
بنابراین باشند.) صفر تنسور، ضرب از سازنده بردارهای از خطͬ استدلال بنابر اس΄الرها اگر
΁ی دارای بنابراین و هستند خطͬ مستقل مخالف ویژه های مقدار به متعلق ویژه بردارهای

ͬ شود. م حاصل نتیجه بنابراین است. ویژه ها بردار همه ی شامل که پایه
تعریف ψ(G : ρ) = det(ρI−DQ(G)) صورت به DQ(G) مشخصه جمله ای چند که ͬ دانیم م

ͬ شود. م
چندجمله ای آنگاه باشد. i = ١,٢ برای ni مرتبه ی از منظم ri گراف Gi گیریم .۶ . ۴ . ٣ قضیه

است، زیر صورت به G١ ∨G٢ ماتریس فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس مشخصه
ψ(G١ ∨G٢ : ρ) =

[(ρ− ۴n١ − n٢ + ٢r١ + ۴)(ρ− ۴n٢ − n١ + ٢r٢ + ۴)− n١n٢]
(ρ− ۴n١ − n٢ + ٢r١ + ۴)(ρ− ۴n٢ − n١ + ٢r٢ + ۴)

ψ(G١ : ρ)ψ(G٢ : ρ). (٣ . ٣١)
داریم همواره که داریم توجه ابتدا در برهان.

ψ(G١ ∨G٢ : ρ) = det(ρI −DQ(G١ ∨G٢))

=

∣∣∣∣∣∣ρIn١ −DQ(G١) −Jn١×n٢
−Jn٢×n١ ρIn٢ −DQ(G٢)

∣∣∣∣∣∣ . (٣ . ٣٢)

نوشت، زیر صورت به ͬ توان م را (٣ . ٣٢) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣دترمینان

m١ −d١٢ . . . −d١n١ −١ −١ . . . −١
−d٢١ m١ . . . −d٢n١ −١ −١ . . . −١

... ...
−dn١١ −dn١٢ . . . m١ −١ −١ . . . −١
−١ −١ . . . −١ m٢ −d′١٢ . . . −d′١,n٢
−١ −١ . . . −١ −d′٢١ m٢ . . . −d′٢n٢... ...
−١ −١ . . . −١ −d′

n٢١ −d′
n٢٢ . . . m٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(٣ . ٣٣)



۵١ گراف ها از تعدادی فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر
فاصله ی dij که داریم توجه . m٢ = ρ−(٢n٢+n٢−١)+r٢ و m١ = ρ−(٢n١+n٢−٢)+r١ که
تعدادی ما اکنون است. G٢ در uj و ui رأس دو بین فاصله ی d′ij و G١ در vj و vi رأس دو بین

نکند. تغییری (٣ . ٣٣) دترمینان مقدار که طوری به ͬ دهیم م انجام انتقالات و عملیات
تفریق را (٣ . ٣٣) از (n١ + ٢), (n١ + ٣), . . . , (n١ + n٢) سطرهای از (n١ + ١) سطر اکنون
ستون به (n١ + ٢), (n١ + ٣), . . . , (n١ + n٢) ستون های کردن اضافه با آن، از بعد ͬ کنیم. م

ͬ شود: م حاصل (٣۴ . ٣) دترمینان آمده، دست به ماتریس از (n١ + ١)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m١ −d١٢ . . . −d١n١ −n٢
−d٢١ m١ . . . −d٢n١ −n٢... ...
−dn١١ −dn١٢ . . . m١ −n٢
−١ −١ . . . −١ m٢ − ٢n٢ + ٢ + r٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|B| (٣۴ . ٣)

که

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m٢ + d′١٢ −d′٢٣ + d′١٣ . . . −d′٢n٢ + d′١n٢
−d′٣٢ + d′١٢ m٢ + d′١٣ . . . d′٣n٢ + d′١n٢... ...
−d′

n٢٢ + d′١٢ −d′
n٢٣ + d′١٣ . . . m٢ + d′١n٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (٣۵ . ٣)

کم ٢,٣, . . . , n١ سطرهای از را سطر اولین است. (n١ + ١) مرتبه ی از دترمینان (٣۴ . ٣) در
دست به ماتریس ستون اولین به ٢,٣, . . . , n١ ستون های کردن اضافه با آن، از بعد ͬ کنیم. م

ͬ شود، م حاصل (٣۶ . ٣) دترمینان ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣آمده،

m١ − ٢n١ + ٢ + r١ −d١٢ . . . −d١n١ −n٢
٠ m١ + d١٢ . . . −d٢n١ + d١n١ ٠
... ...
٠ −dn١٢ + d١٢ . . . m١ + d١n١ ٠

−n١ −١ . . . −١ m٢ − ٢n٢ + ٢ + r٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|B|.(٣۶ . ٣)

،(٣ . ٣٧) داریم ستون اولین امتداد در دادن بسط با اکنون
{(m١ − ٢n١ + ٢ + r١∆(١ − (−١)n١n٢∆١}|B| (٣ . ٣٧)

که

∆١ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m١ + d١٢ −d٢٣ + d١٣ . . . −d٢n١ + d١n١ ٠
−d٣٢ + d١٢ m١ + d١٣ . . . −d٣n١ + d١n١ ٠

... ...
−dn١٢ + d١٢ −dn١٣ + d١٣ . . . m١ + d١n١ ٠

−١ −١ . . . −١ m٢ − ٢n٢ + ٢ + r٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مورد در نتایجͬ ۵٢
و

∆٢ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−d١٢ −d١٣ . . . −d١n١ −n٢
m١ + d١٢ −d٢٣ + d١٣ . . . −d٢n١ + d١n١ ٠
−d٣٢ + d١٢ m١ + d١٣ . . . −d٣n١ + d١n١ ٠

... ...
−dn١٢ + d١٢ −dn١٣ + d١٣ . . . m١ + d١n١ ٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

نوشت، زیر صورت به ͬ توان م را (٣ . ٣٧) عبارت
{(m١ − ٢n١ + ٢ + r١)(m٢ − ٢n٢ + ٢ + r٢)|A| − n١n٢|A|}|B|

= |A||B|{(m١ − ٢n١ + ٢ + r١)(m٢ − ٢n٢ + ٢ + r٢)− n١n٢} (٣ . ٣٨)
که

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m١ + d١٢ −d٢٣ + d١٣ . . . −d٢n١ + d١n١
−d٣٢ + d١٢ m١ + d١٣ . . . −d٣n١ + d١n١... ...
−dn١٢ + d١٢ −dn١٣ + d١٣ . . . m١ + d١n١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (٣ . ٣٩)

نوشت، زیر صورت به ͬ توان م را (٣ . ٣٩) دترمینان
|A| =

١
(m١ − ٢n١ + ٢ + r١)

(۴٣ . ٠)

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m١ − ٢n١ + ٢ + r١ −d١٢ −d١٣ . . . −d١n١
٠ m١ + d١٢ −d٢٣ + d١٣ . . . −d٢n١ + d١n١
٠ −d٣٢ + d١٢ m١ + d١٣ . . . −d٣n١ + d١n١... ...
٠ −dn١٢ + d١٢ −dn١٣ + d١٣ . . . m١ + d١n١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

کردن اضافه آن از بعد و ستون اولین از (۴٣ . ٠) از ٢,٣, . . . , n١ ستون های تفریق با بنابراین،
ͬ گیریم، م نتیجه ،٢,٣, . . . , n١ سطرهای به آمده دست به ماتریس از سطر اولین

|A| =
١

(m١ − ٢n١ + ٢ + r١)
×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m١ −d١٢ −d١٣ . . . −d١n١
−d٢١ m١ −d٢٣ + d١٣ . . . −d٢n١
−d٣١ −d٣٢ m١ . . . −d٣n١... ...
−dn١١ −dn١٢ −dn١٣ . . . m١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

١
(m١ − ٢n١ + ٢ + r١)

ψ(G١ : ρ). (۴٣ . ١)



۵٣ گراف ها از تعدادی فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر
است، برقرار زیر رابطه ی ، (٣۵ . ٣) از که داد نشان ͬ توان م مشابه، استدلال با

|B| =
١

(m٢ − ٢n٢ + ٢ + r٢)
ψ(G٢ : ρ) (۴٣ . ٢)

ͬ شود. م حاصل نتیجه m٢ و m١ ، (۴٣ . ٢) ، (۴٣ . ١) جای·ذاری با
مقادیر λi,١ = ri ≥ λi,٢ ≥ · · · ≥ λi,ni و رأس ni با ri‐منتظم گراف ΁یGi گیریم .٧ . ۴ . ٣ قضیه
بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر بنابراین ͬ باشد. م i ∈ {١,٢} AGiکه مجاورت ماتریس ویژه
٢n٢+n١−λ٢,j−r٢−۴ و ٢n١+n٢−λ١,j−r١−۴ ویژه مقادیر شامل G١∨G٢ از فاصله علامت

هستند، زیر فرم به که ویژه مقدار دو و j = ٢,٣, . . . , ni برای
۵(n١ + n٢)− ٢(r١ + r٢)− ٨ ±

√
(٣(n١ − n٢)− ٢(r١ − r٢((٢ + ۴n١n٢
٢ . (۴٣ . ٣)

است: زیر فرم به G١ ∨G٢ از DQ(G) فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برهان.

DQ(G) =

 ٢J −AG١ + (٢n١ + n٢ − r١ − ۴)I Jn١×n٢
Jn٢×n١ ٢J −AG٢ + (٢n٢ + n١ − r٢ − ۴)I

 .

با متناظر ویژه بردار ΁ی عنوان به را ΁ی درایه های با بردار J ،G١ گراف بودن منتظم دلیل به
نیاز که داریم (توجه هستند. عمود J بر ویژه بردار های دی·ر ͬ گیریم، م نظر در ،r١ ویژه مقدار

نیست.) G١ ساده ی ویژه مقدار ΁ی لزوما r١ بنابراین و ندارد همبندی به
به است، ،x ویژه بردار با متناظر ، G١ مجاورت ماتریس از دلخواه ویژه مقدار ΁ی λ گیریم
متناظر DQ(G) از ویژه بردار ΁ی (x٠n١×٢)T بنابراین است. برقرار jTx = ٠ رابطه ی که طوری
ویژه مقدار برای است، برقرار مشابه استدلال است. ٢n١ + n٢ − λ١,j − r١ − ۴ ویژه مقدار با
تش΄یل با روش این در .jT y = ٠ طوری΄ه به است ویژه y بردار با متناظر که AG٢ از µ دلخواه
تش΄یل را DQ(G) از عمود ویژه بردار n١+n٢−٢ ، (٠y)T و (x٠)T ش΄ل به ویژه هایی بردار دادن
برای مناسبی انتخاب با ،DQ(G) از مانده باقͬ ویژه مقدار دو که ͬ دهد م نتیجه این ͬ دهیم. م

است. (αjβj)
T فرم به β و α

است. (αjβj)
T فرم به ویژه بردار با DQ(G) از ویژه مقدار ΁ی ρ که ͬ کنیم م فرض اکنون
ͬ گیریم، م نتیجه را زیر دستگاه ، AG٢j = r٢j و AG١j = r١j از استفاده با آنگاه،

ρα = (٢n١ − r١ − ٢)(α+ α) + n٢(α+ β)

ρβ = n١(α+ β) + (٢n٢ − r٢ − ٢)(β + β).

ͬ آید، م دست به زیر دوم درجه معادله ،β و α حذف با
ρ٢ − ρ((۴n١ + n٢ − ٢r − ۴) + (۴n٢ + n١ − ٢r٢ − ۴))

+(۴n١ + n٢ − ٢r − ۴)(۴n٢ + n١ − ٢r٢ − ۴)− n١n٢ = ٠
مقدار دو جواب ها، این که ͬ شود م دیده آسانͬ به است. شده داده (۴٣ . ٣) در آن جواب های که

هستند. DQ(G) از مانده باقͬ ویژه





۴ فصل
بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی

آن خواص بررسͬ و فاصله علامت

ͬ دهیم. م ارائه فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران تعدادی فصل، این در
که ،G گراف از احاطه گری مینیمم فاصله ی علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی همچنین
بررسͬ را آن مهم خواص برخͬ و کرده تعریف را داد، خواهیم نمایش MMDQ(G) نماد با را آن

شده  اند. ثبت [١٢ ،١١ ،١٠ ،٩] مقالات در فصل این در شده حاصل نتایج تمامͬ ͬ نماییم. م

علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی ١ . ۴
فاصله

برحسب فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای پایینͬ و بالا کران های بخش این در
گراف انتقال اعداد و گراف قطر گراف، اندازه رئوس، تعداد مانند گرافͬ مختلف پارامترهای

ͬ دهیم. م ارائه

آنگاه باشد، {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت به G گراف انتقال اعداد دنباله ی اگر .١ . ١ . ۴ قضیه



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ۵۶
است، برقرار زیر رابطه ی ٢√√√√همواره ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n

≤ EDQ(G)

≤

√√√√n(٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)٢ +
n∑

i=١
Tr٢

i − ۴σ٢(G)
n

).

زیر شوارتز کوشͬ نامساوی در i = ١,٢, . . . , n برای bi = |ξi| و ai = ١ دادن قرار با برهان.

(

n∑
i=١

aibi)
٢ ≤ (

n∑
i=١

a٢
i )(

n∑
i=١

b٢i ),

ͬ گیریم، م نتیجه

(
n∑

i=١
|ξi|)٢ ≤ n

n∑
i=١

ξ٢
i

⇒ E٢
DQ(G) ≤ n(٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n
).

داریم، دی·ر طرف از

E٢
DQ(G) = (

n∑
i=١

|ξi|)٢ ≥
n∑

i=١
|ξi|٢ = ٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n
,

ͬ شود. م ثابت ح΄م بنابراین و

آنگاه باشه، d قطر با و n مرتبه ی از همبند گرافͬ G گیریم .١ . ١ . ۴ نتیجه
√
n(n− ١) ≤ EDQ(G) ≤ n

√
(n− ١)

(
d٢ +

n٢(n− ١)
۴ − n+ ١

)
.

پایین کران از آنگاه دارد، وجود G در رئوس زوج n(n−١)٢ و i ̸= j برای dij ≥ ١ که آنجا از برهان.
ͬ گیریم، م نتیجه ، ١ . ١ . ۴ قضیه

EDQ(G) ≥

√√√√٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n

≥

√√√√٢n(n− ١)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i −

n∑
i=١

Tr٢
i =

√
n(n− ١).

بالای کران از آنگاه دارد، وجود G در رئوس زوج n(n−١)٢ و i ̸= j برای dij ≤ d که آنجا از دوباره،



۵٧ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
ͬ گیریم، م نتیجه ١ . ١ . ۴ قضیه

EDQ(G) ≤

√√√√√n

٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n


≤

√
n

(
٢n(n− ١)

٢ d٢ +
n٣(n− ٢(١

۴ − n(n− ٢(١
)

= n

√
(n− ١)

(
d٢ +

n٢(n− ١)
۴ − n+ ١

)
,

ͬ شود. م حاصل نتیجه رو این از
بود. خواهد مفید بعد، نتیجه آوردن دست به در زیر، گزاره

است، برقرار همواره زیر نتیجه آنگاه باشند، نامنفͬ اعداد ، a١, a٢, . . . , an اگر [٩۵] .١ . ١ . ۴ لم

n

١
n

n∑
i=١

ai − (
n∏

i=١
ai)

١
n

 ≤ n
n∑

i=١
ai − (

n∑
i=١

√
ai)

٢ ≤ n(n− ١)
١
n

n∑
i=١

ai − (
n∏

i=١
ai)

١
n

 .
و {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت به ترتیب به G گراف انتقال اعداد دنباله ی اگر .١ . ٢ . ۴ نتیجه

∆ =

∣∣∣∣∣∣det
DQ(G)− ١

n

n∑
i=١

TriIn

∣∣∣∣∣∣ ,
ِِِ داریم، همواره آنگاه ٢√√√√باشد، ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n
+ n(n− ١)∆ ٢

n

≤ EDQ(G)

≤

√√√√√(n− ١)
٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +
n∑

i=١
Tr٢

i − ۴σ٢(G)
n

+ n∆
٢
n .

،٣ . ١ . ١ گزاره و ١ . ١ . ۴ گزاره از استفاده با و i = ١,٢, . . . , n برای ai = ξ٢
i انتخاب با برهان.

ͬ گیریم، م نتیجه

K ≤ n

n∑
i=١

ξ٢
i − (

n∑
i=١

|ξi|)٢ ≤ (n− ١)K,

دی·ر عبارتͬ به

K ≤ n

٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n

− E٢
DQ(G) ≤ (n− ١)K, (١ . ۴)



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ۵٨
که

K = n

١
n

n∑
i=١

ξ٢
i − (

n∏
i=١

ξ٢
i )

١
n


= n

١
n

٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n

− (

n∏
i=١

|ξi|)
٢
n


= ٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G)

n
− n∆

٢
n .

ͬ شود. م حاصل مطلوب کران ،(١ . ۴) از

٢ قطر با گراف های برای اندازه و مرتبه شامل، که EDQ(G) برای کران هایی ادامه، در
مرتبه ی از گراف ΁ی G که ͬ کنیم م یادآوری جهت، این از ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را است،

است. m اندازه ی و n

ِِِ داریم، آنگاه باشد، ٢ قطر با گرافͬ G اگر .١ . ٢ . ۴ لم
n∑

i=١
ξ٢
i = ۴n(n− ١)− ۶m− ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i .

آنگاه است، ٢ برابر درایه n(n − ١) − ٢m و ΁ی برابر درایه ٢m ،D(G) گراف در چون برهان.
داریم،

n∑
i=١

ξ٢
i =

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴

n
(
١
٢

n∑
i=١

Tri)
٢

=

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij)
٢ +

n∑
i=١

(٢(n− ١)− di))
٢ − ١

n
(

n∑
i=١

(٢(n− ١)− di))
٢

= (٢m)١٢ + (n٢ − n− ٢m)٢٢ + ۴n(n− ٢(١ − ٨m(n− ١)
+

n∑
i=١

d ٢
i − ۴n(n− ٢(١ + ٨m(n− ١)− ۴m٢

n

= ۴n(n− ١)− ۶m− ۴m٢
n

+
n∑

i=١
d ٢
i .

داریم: را زیر نتیجه ،١ . ٢ . ۴ گزاره و ١ . ١ . ۴ قضیه ی از



۵٩ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
داریم، آنگاه باشد، ٢ قطر با گرافͬ G اگر .١ . ٣ . ۴ −۴n(n√√√√نتیجه ١)− ۶m− ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i

≤ EDQ(G) ≤

√√√√√n

۴n(n− ١)− ۶m− ۴m٢
n

+

n∑
i=١

d ٢
i

.
ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه ١ . ٢ . ۴ گزاره و ١ . ٢ . ۴ نتیجه از مشابه، طور به

آنگاه باشد، ∆ =
∣∣∣det(DQ(G)− ١

n

∑n
i=١ TriIn

)∣∣∣ و ٢ قطر با گرافͬ G اگر .۴ . ١ . ۴ نتیجه
−۴n(n√√√√داریم، ١)− ۶m− ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i + n(n− ١)∆ ٢

n

≤ EDQ(G)

≤

√√√√√(n− ١)
۴n٢ − ۴n− ۶m− ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i

+ n∆
٢
n .

داریم، همواره آنگاه باشد، ٢ قطر با r‐منتظم گراف ΁ی G گیریم .١ . ٣ . ۴ لم

EDQ(G) ≤ ٢n− r − ٢ +

√√√√√(n− ١)
n(r + ۴)− (r + ٢(٢ − ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i

.
ρ(G) = داریم ،٣ . ٢ . ١ گزاره بنابر است، ٢ قطر با r‐منتظم گراف ΁ی ،G که آنجا از برهان.
به با . ξ١ = ρ١ − ٢σ(G)

n = ۴n− ٢r − ۴ − (٢n− ٢ − r) = ٢n− r − ٢ بنابراین و ۴n− ٢r − ۴
ͬ گیریم، م نتیجه ،(ξ٢, ξ٣, . . . , ξn)T و (١, ١, . . . , ١︸ ︷︷ ︸

n−١
)T برای شوارتز کوشͬ نامساوی بردن کار

(
n∑

i=٢
|ξi|)٢ ≤ (n− ١)

n∑
i=٢

ξ٢
i (٢ . ۴)

⇒ (EDQ(G)− ξ١(G))٢ ≤ (n− ١)
۴n(n− ١)− ۶m− ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i − ξ١(G)٢


⇒ EDQ(G) ≤ ξ١(G) +

√√√√√(n− ١)
۴n(n− ١)− ۶m− ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i − ξ١(G)٢

.
ͬ گیریم، م نتیجه است، ٢m = nr و ξ١(G) = ٢n− r − ٢ چون

EDQ(G) ≤ ٢n− r − ٢ +

√√√√√(n− ١)
n(r + ۴)− (r + ٢(٢ − ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i

.



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ۶٠
ِِِ داریم، آنگاه باشد، ٢ برابر G گراف قطر اگر .١ . ٢ . ۴ قضیه

EDQ(G) ≤ ١
n
[٢n٢ − ٢m− ٢n

+

√√√√(n− ١)[۴n٣ + ٢mn(n− ٢m− ۴)− ۴(n٢ +m٢) + n٢
n∑

i=١
d ٢
i ]].

گراف انرژی برای بالا کران آوردن دست به برای شده استفاده ایده ی مشابه ما، اثبات برهان.
داریم ،(٢ . ۴) بنابر است. [۶۶ ،۶۵] در

EDQ(G) ≤ ξ١(G) +

√√√√√(n− ١)
۴n(n− ١)− ۶m− ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i − ξ١(G)٢

.
برای را زیر تابع اکنون

٢n٢ − ٢n− ٢m
n

≤ x ≤

√√√√۴n(n− ١)− ۶m− ۴m٢
n

+

n∑
i=١

d ٢
i ,

ͬ کنیم، م تعریف

f(x) := x+

√√√√√(n− ١)
۴n(n− ١)− ۶m− ۴m٢

n
+

n∑
i=١

d ٢
i − x٢

.
اما است. ٢n٢−٢n−٢m

n ≤ x٢ برای نزولͬ تابع ΁ی f(x) رو این از و ٢n٢−٢n−٢m
n ≥ ١ بنابراین

اثبات و f(x) ≤ f(٢n٢−٢n−٢m
n ) بنابراین .٢n٢−٢n−٢m

n ≤ x ≤ x٢ داریم ،x ≥ ١ که هنگامͬ
ͬ شود. م کامل

بود. خواهد مفید بعدی نتایج آوردن دست به در زیر گزاره ادامه، در
داریم، آنگاه باشد. C = A+B و A,B ∈ Rn×n گیریم [۴١] .۴ . ١ . ۴ لم

E(C) ≤ E(A) + E(B).

و PA که طوری به باشد، داشته وجود P متعامد ماتریس اگر، تنها و اگر است برقرار تساوی
باشند. مثبت معین نیمه ماتریس های دو هر PB

همواره آنگاه باشد، {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت گرافGبه انتقال اعداد دنباله ی اگر .۵ . ١ . ۴ لم
است، برقرار زیر رابطه ی

EDQ(G) ≤ ED(G) +

n∑
i=١

|Tri −
٢σ(G)
n

|.



۶١ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
داریم، همواره که داریم توجه ابتدا در برهان.

(DQ(G)− ٢σ(G)
n

In) = D(G) + (Tr(G)− ٢σ(G)
n

In)

است قطری ماتریس ΁ی Tr(G)− ٢σ(G)
n In که حقیقت این و ۴ . ١ . ۴ گزاره بردن کار به با اکنون

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه است، i = ١,٢, . . . , n, T ri − ٢σ(G)
n , آن ویژه مقادیر و

باشد، {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت به G گراف انتقال اعداد دنباله ی اگر .۵ . ١ . ۴ نتیجه

EDQ(G) ≤ ED(G) +

√√√√n

n∑
i=١

Tr٢
i − ۴σ٢(G).

باشد. انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی
داریم، کوشͬ‐شوارتز، نامساوی بنابر برهان.

n∑
i=١

|Tri −
٢σ(G)
n

| ≤

√√√√n
n∑

i=١
(Tri −

٢σ(G)
n

)٢ =

√√√√n
n∑

i=١
Tr٢

i − ۴σ٢(G).

حاصل نتیجه بنابراین . i = ١,٢, . . . , n. |Tri − ٢σ(G)
n | = c, اگر تنها و اگر است برقرار تساوی

ͬ شود. م
کرد. اثبات را زیر نتیجه ͬ توان م ،۴ . ١ . ۴ گزاره از استفاده با

داریم، صورت این در باشد، همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .١ . ٣ . ۴ قضیه
|EDQ(G)− EDL(G)| ≤ ٢ED(G). (٣ . ۴)

باشد. تهͬ گراف G تنها و اگر است برقرار تساوی
تساوی های از برهان.

DL(G)− ٢σ(G)
n

In = Tr(G)− ٢σ(G)
n

In −D(G)

و
DQ(G)− ٢σ(G)

n
In = Tr(G)− ٢σ(G)

n
In +D(G)

که ͬ گیریم م نتیجه
(DQ(G)− ٢σ(G)

n
In)− (DL − ٢σ(G)

n
In) = ٢D(G).

داریم، بنابراین
DL(G)− ٢σ(G)

n
In = −٢D(G) + (DQ(G)− ٢σ(G)

n
In)



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ۶٢
و

DQ(G)− ٢σ(G)
n

In = ٢D(G) + (DL(G)− ٢σ(G)
n

In).

ͬ گیریم م نتیجه ،۴ . ١ . ۴ گزاره بردن کار به با

EDL(G) = E(DL(G)− ٢σ(G)
n

In) ≤ E(−٢D(G)) + E(DQ(G)− ٢σ(G)
n

In)

= ٢ED(G) + EDQ(G)

و

EDQ(G) = E(DQ(G)− ٢σ(G)
n

In) ≤ E(٢D(G)) + E(DL(G)− ٢σ(G)
n

In)

= ٢ED(G) + EDL(G)

(٣ . ۴) نامساوی آنگاه باشد، تهͬ گراف G اگر ͬ شود. م حاصل (٣ . ۴) نامساوی بنابراین، و
ͬ شود. م مساوی

و گراف انتقال عدد رئوس، تعداد برحسب EDQ(G) برای پایینͬ و بالا کران های اکنون،
ͬ دهیم. م ارائه detDQ(G) دترمینان

داریم، صورت این در باشد، n مرتبه ی از همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .۴ . ١ . ۴ قضیه

EDQ(G) ≤ ٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ٢σ(G)

n٢ (٢nσ(G) + ٢σ(G) + n)− ξ (۴ . ۴)

ͬ باشد. م ∆ = | det(DQ(G)− ١
n

∑n
i=١ TriIn)| و ξ = ln | n∆٢σ(G)

| که

ب·یرید، نظر در را زیر تابع برهان.

f(x) = (x− ٢σ(G)
n

)٢ − (x− ٢σ(G)
n

)− ln(x− ٢σ(G)
n

), x− ٢σ(G)
n

> ٠

نتیجه در
f ′(x) = ٢(x− ٢σ(G)

n
)− ١ − ١

x− ٢σ(G)
n

.

٠ < x− ٢σ(G)
n ≤ ١ روی نزولͬ تابع ΁ی و x− ٢σ(G)

n ≥ ١ روی صعودی تابع ΁ی f(x) بنابراین
زیر رابطه x − ٢σ(G)

n > ٠ برای که ͬ دهد م نتیجه f(x − ٢σ(G)
n ) ≥ f(١) = ٠ رو این از است.

است، برقرار
x− ٢σ(G)

n
≤ (x− ٢σ(G)

n
)٢ − ln(x− ٢σ(G)

n
)



۶٣ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
داریم، نتیجه، این از استفاده با .x− ٢σ(G)

n = ١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
EDQ(G) = ρ١ −

٢σ(G)
n

+

n∑
i=٢

|ρi −
٢σ(G)
n

|

≤ ρ١ −
٢σ(G)
n

+

n∑
i=٢

(
(ρi −

٢σ(G)
n

)٢ − ln |ρi −
٢σ(G)
n

|
)

= ρ١ −
٢σ(G)
n

+ ٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ρ٢١ +

۴σ٢(G)
n٢ (n− ١)

− ۴σ(G)
n

(٢σ(G)− ρ١)− ln
n∏

i=١
|ρi −

٢σ(G)
n

|+ ln(ρ١ −
٢σ(G)
n

)

= ٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ٢σ(G)

n٢ (٢nσ(G) + ٢σ(G) + n) +
۴σ(G)
n

ρ١

− ρ٢١ − ln∆ + ln(ρ١ −
٢σ(G)
n

). (۵ . ۴)
تابع که آنجا از

g(x) = ٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ٢σ(G)

n٢ (٢nσ(G) + ٢σ(G) + n)

+
۴σ(G)
n

x− x٢ − ln∆ + ln(x− ٢σ(G)
n

)

هم است، x − ٢σ(G)
n ≥ ١ روی نزولͬ تابع ΁ی و ٠ < x − ٢σ(G)

n ≤ ١ روی صعودی تابع ΁ی
داریم، پس ، x− ٢σ(G)

n ≥ ٢σ(G)
n ≥ ١ چنین

g(x) ≤ g(
۴σ(G)
n

) = ٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ٢σ(G)

n٢ (٢nσ(G) + ٢σ(G) + n)

− ln∆ + ln
٢σ(G)
n

.

ͬ شود. م حاصل (۴ . ۴) ،(۵ . ۴) با نتیجه این کردن ترکیب از
داریم، صورت این در باشد، n مرتبه ی از همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .۵ . ١ . ۴ قضیه

EDQ(G) ≥
٢σ(G)
n

+ n− ١ + ln∆− ln
٢σ(G)
n

(۶ . ۴)
است. ∆ = |det(DQ(G)− ١

n

∑n
i=١ TriIn)| که

ب·یرید، نظر در ، x− ٢σ(G)
n > ٠ برای را زیر تابع برهان.

f(x) = x− ٢σ(G)
n

− ١ − ln(x− ٢σ(G)
n

).

٠ < x− ٢σ(G)
n ≤ برای نزولͬ و x− ٢σ(G)

n ≥ ١ برای صعودی تابعͬ f(x) که ͬ شود م دیده آسانͬ به
x − ٢σ(G)

n ≥ ١ + ln(x − ٢σ(G)
n ) ͬ دهد م نتیجه ، f(x − ٢σ(G)

n ) ≥ f(١) = ٠ بنابراین است. ١



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ۶۴
از استفاده با باشد. x − ٢σ(G)

n = ١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و x − ٢σ(G)
n > ٠ برای

ͬ گیریم، م نتیجه بالا، نتایج

EDQ(G) = ρ١ −
٢σ(G)
n

+
n∑

i=٢
|ρi −

٢σ(G)
n

|

≥ ρ١ −
٢σ(G)
n

+ n− ١ +
n∑

i=٢
ln |ρi −

٢σ(G)
n

|

= ρ١ −
٢σ(G)
n

+ n− ١ + ln
n∏

i=٢
|ρi −

٢σ(G)
n

|

= ρ١ −
٢σ(G)
n

+ n− ١ + ln∆− ln(ρ١ −
٢σ(G)
n

). (٧ . ۴)
چون

g(x) = x− ٢σ(G)
n

+ n− ١ + ln∆− ln(x− ٢σ(G)
n

)

داریم، بنابراین است، ١ ≤ x− ٢σ(G)
n ≤ n روی صعودی تابعͬ

g(x) ≥ g(
۴σ(G)
n

) =
٢σ(G)
n

+ n− ١ + ln∆− ln
٢σ(G)
n

ͬ شود. م حاصل (۶ . ۴) ،(١١ . ۴) با نتیجه این کردن ترکیب از .x ≥ ۴σ(G)
n برای

حسب، بر منتظم گراف دو ͽجم برای را فاصله علامت بدون لاپلاسین اولیه انرژی اکنون
ͬ کنیم. م بررسͬ مجاورتشان، ماتریس ویژه مقادیر

داریم، آنگاه باشد. رأس ni با منتظم ri گراف ΁ی Gi گیریم ،i = ١,٢ برای .۶ . ١ . ۴ قضیه
EDQ(G١ ∨G٢) = n٢)١n١ + n٢ − r١) + n٢)٢n٢ + n١ − r٢)− ٢(n١ + n٢).

λi,١ = ri ≥ λi,٢ ≥ . . . ≥ λi,ni با را AGi مجاورت ماتریس ویژه مقادیر ،i = ١,٢ برای برهان.
G١ ∨ G٢ از فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر ،٧ . ۴ . ٣ قضیه بنابر ͬ دهیم. م نشان

از: عبارتند
۵(n١ + n٢)− ٢(r١ + r٢)− ٨ ±

√
(٣(n١ − n٢)− ٢(r١ − r٢((٢ + ۴n١n٢
٢ (٨ . ۴)

داده مقادیر .j = ٢,٣, . . . , ni برای ٢n١ + n٢ − λ١,j − r١ − ۴,٢n٢ + n١ − λ٢,j − r٢ − ۴ و
(۵n١ − ٢r١ − ۴) + ویژه مقدار دو این مجموع بنابراین و هستند نامنفͬ دو هر (٨ . ۴) در شده

داریم، ،G١ ∨G٢ از ͬ مانده باق ویژه مقادیر برای است. (۵n٢ − ٢r٢ − ۴)
n١∑
j=٢

(٢n١ + n٢ − λ١,j − r١ − ۴) +
n٢∑
j=٢

(٢n٢ + n١ − λ٢,j − r٢ − ۴) =
(n١ − ٢)(١n١ + n٢ − r١ − ۴) + r١ + (n٢ − ٢)(١n٢ + n١ − r٢ − ۴) + r٢,



۶۵ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
نتیجه در

EDQ(G١ ∨G٢) = n٢)١n١ + n٢ − r١) + n٢)٢n٢ + n١ − r٢)− ٢(n١ + n٢).

کامل، بخشͬ چند گراف برای فاصله علامت بدون لاپلاسین اولیه انرژی بررسͬ به اکنون
ͬ پردازیم. م رأس n روی

است، برقرار همواره زیر رابطه ی آنگاه باشد، n = kn١ و n١ = · · · = nk ≥ ٢ اگر .١ . ٧ . ۴ قضیه
EDQ(Kn١,...,nk

) = n(n+ n١ − ٢).
هم ارزی از مفاهیمͬ ، DQ(G) ویژه مقادیر تخمین جهت است. قضیه این اثبات ما هدف
مجموعه از V = ∪k

i=١Vi افراز ΁ی ͬ کنیم. م بیان گراف، افراز هم ارزی مانند ماتریس، افراز
وجود B مانند k × k ماتریس هرگاه ͬ گویند، م ماتریس افراز هم ارزی را A ماتریس از اندیس

باشد، برقرار زیر رابطه ی ، u ∈ Vi هر و i, j ∈ {١, . . . , r} هر برای که طوری به باشد، ∑داشته
v∈Vj

Au,v = Bi,j .

با ͬ شود م برابر B ماتریس با DQ(G) ماتریس افراز هم ارزی ΁ی از ظاهرا،
B = n١J + (n+ ٢n١ − ۴)I, (٩ . ۴)

ͬ کنیم. م اثبات را زیر اساسͬ گزاره اکنون است. ی΄ه ماتریس I و ΁ی درایه های با ماتریس J که

باشد. B با متنتاظر ،V = ∪k
i=١Vi ماتریس افراز هم ارزی ΁ی دارای DQ(G) گیریم .۶ . ١ . ۴ لم
است. DQ(G) از ویژه مقدار ΁ی B ویژه مقدار هر صورت، این در

از .Bx = ρx که طوری به باشد، x ویژه بردار با B از ویژه مقدار ΁ی ρ کنید، فرض برهان.
داریم، V در y بردار

yu = xi if u ∈ Vi.

داریم، u ∈ Vi برای آنگاه

(DQ(G)y)u =
∑
v∈V

DQ(G)u,vyv =
k∑

j=١
∑
v∈Vj

DQ(G)u,vxj

=

k∑
j=١

Bi,jxj = (Bx)i = ρxi = ρyu.

DQ(G) از ویژه مقدار ΁ی ρ و DQ(G)y = ρy داریم است، برقرار دلخواه u هر برای که آنجا از
است.



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ۶۶
بردار k از مجموعه ای آنگاه باشد، k چندگانگͬ دارای B از ویژه مقدار ΁ی عنوان به ρ اگر
حفظ قبل گزاره بنابر خطͬ استقلال که است ͹واض دارد. وجود ρ با متناظر B از مستقل ویژه
.ρ با متناظر DQ(G) از خطͬ مستقل ویژه بردار k از مجموعه ΁ی داریم ما بنابراین، ͬ شود، م
چندجمله ای است. k حداقل آن چندگانگͬ که است B از ویژه مقدار ΁ی ρ که ͬ دهد م نتیجه این
صورت به قبلͬ سطرهای از کدام هر از سطر آخرین تفریق از بعد (٩ . ۴) Bدر ماتریس از مشخصه

ͬ شود، م زیر
det(ρI −B) = det

(
(ρ− (n+ ٢n١ − ۴))I − n١J

)
= (ρ− n− ٢n١ + ۴)k(١ − n

ρ− n− ٢n١ + ۴
)
.

نتیجه در و هستند نامنفͬ B ویژه مقادیر بنابراین،
k∑

i=١
|ρi| =

k∑
i=١

ρi.

داریم، پس
k∑

i=١
ρi = k(n+ ٣n١ − ۴).

باشد، n١ = · · · = nk ≥ ٢ اگر ،Kn١,...,nk
از فاصله علامت بدون لاپلاسین اولیه انرژی بنابراین

با، است برابر

EDQ(Kn١,...,nk
) = |n+ n١ − ۴|

k∑
i=١

(ni − ١) +
k∑

i=١
|ρi|

= |n+ n١ − ۴|(n− k) + nk + ٣n− ۴k
= n(n+ n١ − ٢),

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه که

ͬ دهیم. م ارائه فاصله علامت بدون لاپلاسین اولیه انرژی برای کران هایی ادامه در
داریم، صورت این در باشد، n مرتبه ی از همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .١ . ٨ . ۴ قضیه

EDQ(G) ≥
۴σ(G)
n

+ n− ١ + ln

(
n detDQ

۴σ(G)
)
. (١٠ . ۴)

ب·یرید، نظر در ، x > ٠ برای را زیر تابع است. ۵ . ١ . ۴ قضیه استدلال مشابه اثبات برهان.
f(x) = x− ١ − ln(x).

است. ٠ < x ≤ ١ برای نزولͬ و x ≥ ١ برای صعودی تابعͬ f(x) که ͬ شود م دیده آسانͬ به
اگر است برقرار تساوی و x > ٠ برای x ≥ ١+ ln(x) ͬ دهد م نتیجه ، f(x) ≥ f(١) = ٠ بنابراین



۶٧ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
ͬ گیریم، م نتیجه بالا، نتایج از استفاده با باشد. x = ١ اگر تنها و

EDQ(G) = ρ١ +
n∑

i=٢
|ρi|

≥ ρ١ + n− ١ +

n∑
i=٢

ln |ρi|

= ρ١ + n− ١ + ln

n∏
i=٢

|ρi|

= ρ١ + n− ١ + ln∆− ln(ρ١). (١١ . ۴)
چون

g(x) = x+ n− ١ + ln∆− ln(x)

داریم، بنابراین است، ١ ≤ x ≤ n روی صعودی تابعͬ
g(x) ≥ g(

۴σ(G)
n

) =
۴σ(G)
n

+ n− ١ + ln∆− ln
۴σ(G)
n

ͬ شود. م حاصل (۶ . ۴) ،(١١ . ۴) با نتیجه این کردن ترکیب از .x ≥ ۴σ(G)
n برای

به ترتیب به G گراف انتقال اعداد دومین دنباله ی و انتقال اعداد دنباله ی اگر .۶ . ١ . ۴ نتیجه
است، برقرار زیر رابطه ی همواره آنگاه باشد، {T١, T٢, . . . , Tn} و {Tr١, T r٢, . . . , T rn} صورت

EDQ(G) ≥

√√√√√√√√√√
n∑

i=١
(Tr٢

i + Ti)
٢

n∑
i=١

Tr٢
i

+ n− ١ + ln
(
detDQ

)
− ln



√√√√√√√√√√
n∑

i=١
(Tr٢

i + Ti)
٢

n∑
i=١

Tr٢
i

 .

داریم، ۶ . ٣ . ٢ قضیه از استفاده با برهان.

ρ(G) ≥

√√√√√√√√√√
n∑

i=١
(Tr٢

i + Ti)
٢

n∑
i=١

Tr٢
i

,

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،(١١ . ۴) رابطه و ١ . ٨ . ۴ قضیه از استفاده با اکنون
درجه ی ماکزیمم دومین و ∆١ درجه ی ماکزیمم با n مرتبه ی از گرافͬ G اگر .١ . ٧ . ۴ نتیجه

داریم، آنگاه باشد، ∆٢

EDQ(G) ≥ ۵n− ۵ −∆١ −∆٢ + ln
(
detDQ

)
− ln

(۴n− ۴ −∆١ −∆٢
)
.



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ۶٨
داریم، ٣ . ٢ . ٣ قضیه از استفاده با برهان.

ρ(G) ≥ ۴n− ۴ −∆١ −∆٢,

ͬ شود. م حاصل نتیجه ،(١١ . ۴) رابطه و ١ . ٨ . ۴ قضیه از استفاده با بنابراین
سپس و ͬ کنیم م بیان را گرفت خواهند قرار استفاده مورد که را گزاره هایی برخͬ اکنون

ͬ دهیم. م ارائه EDQ(G) برای نتایجͬ
داریم، آنگاه باشند، نامنفͬ و حقیقͬ اعداد ، bi, ١ ≤ i ≤ n, و ai اگر [٧٨] .١ . ٧ . ۴ لم

n∑
i=١

a٢
i

n∑
i=١

b٢i −
( n∑

i=١
aibi

)٢
≤ n٢

۴ (M١M٢ −m١m٢(٢,

و m١ = min١≤i≤n ai ، M٢ = max١≤i≤n bi ، M١ = max١≤i≤n ai رابطه های که
هستند. برقرار m٢ = min١≤i≤n bi

داریم، آنگاه باشند، مثبت و حقیقͬ اعداد ، bi, ١ ≤ i ≤ n و ai اگر [٧٩] .١ . ٨ . ۴ لم
n∑

i=١
a٢
i

n∑
i=١

b٢i ≤ ١
۴
(√

M١M٢
m١m٢

+

√
m١m٢
M١M٢

)٢ n∑
i=١

aibi

٢
,

و m١ = min١≤i≤n ai ، M٢ = max١≤i≤n bi ، M١ = max١≤i≤n ai رابطه های که
هستند. برقرار m٢ = min١≤i≤n bi.

ͬ گیریم. م نتیجه را زیر نامساوی ،١ . ٧ . ۴ گزاره بردن کار به با اکنون
بدون لاپلاسین ویژه مقدار کوچ΄ترین و بزرگترین با n مرتبه ی از گرافͬ G اگر .١ . ٩ . ۴ قضیه

داریم، همواره آنگاه باشد، ρn و ρ١ ترتیب به فاصله علامت

EDQ(G) ≥

√√√√n

(
٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i

)
− n٢

۴ (ρ١ − ρn)٢.

لاپلاسین ویژه مقدار کوچ΄ترین و بزرگترین با n مرتبه ی از گرافͬ G گیریم .١ . ١٠ . ۴ قضیه
داریم، همواره آنگاه باشد، ρn و ρ١ ترتیب به فاصله علامت بدون

EDQ(G) ≥
٢√ρ١ρn
ρ١ + ρn

√√√√n

(
٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i

)
.

١ . ٨ . ۴ لم از استفاده با باشد. bi = ١, ١ ≤ i ≤ n و a١ ≥ . . . ≥ an که ai = ρi کنید فرض برهان.
داریم،

n∑
i=١

ρ٢
i

n∑
i=١

١٢ ≤ ١
۴
(√

ρn
ρ١

+

√
ρ١
ρn

)٢ n∑
i=١

ρi

٢
.



۶٩ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
ͬ گیریم، م نتیجه ساده محاسبه ΁ی با رو این از

EDQ(G) ≥
٢√ρ١ρn
ρ١ + ρn

√√√√√n

٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i

.

لاپلاسین ویژه مقدار کوچ΄ترین و بزرگترین با n مرتبه ی از گرافͬ G گیریم .١ . ٨ . ۴ نتیجه
داریم، همواره آنگاه باشد، ρn و ρ١ ترتیب به فاصله علامت بدون
EDQ(G) ≥

٢n√n(n− ١)ρ١ρn
ρ١ + ρn

.

را است، انتقال اعداد درجات دنباله و مرتبه شامل که EDQ(G) برای بالایی کران اکنون
ͬ دهیم. م ارائه

داریم، صورت این در باشد، n مرتبه ی از همبند ساده  ی گراف ΁ی G گیریم .١ . ١١ . ۴ قضیه
EDQ(G) ≤ n

√
١∑٢≤i<j≤n(dij)

٢ +
∑n

i=١ Tr٢
i

n
.

داریم، کوشͬ‐شوارتز نامساوی از استفاده با برهان.
n∑

i=٢
|ρi| ≤

√√√√(n− ١)
n∑

i=٢
ρ٢
i =

√√√√√(n− ١)
٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +
n∑

i=١
Tr٢

i − ρ٢١

.
داریم، رو این از

EDQ(G) ≤ ρ١ +

√√√√√(n− ١)
٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +
n∑

i=١
Tr٢

i − ρ٢١

.
تابع

f(x) = x+

√√√√√(n− ١)
٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)٢ +
n∑

i=١
Tr٢

i − x٢


بنابراین .x ≥
√٢∑

١≤i<j≤n(dij)
٢+∑n

i=١ Tr٢
i

n اگر تنها و اگر است نزولͬ

EDQ(G) ≤ f


√

١∑٢≤i<j≤n(dij)
٢ +

∑n
i=١ Tr٢

i

n

 .

ͬ شود. م حاصل نتیجه
داریم، همواره آنگاه باشد، d قطر با n مرتبه ی از همبند گرافͬ G اگر .١ . ٩ . ۴ نتیجه

EDQ(G) ≤ n

√
(n− ١)

(
d٢ +

n٢(n− ١)
۴

)
.

ͬ شود. م حاصل ح΄م ، ١ . ١ . ۴ نتیجه مشابه استدلال با برهان.



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ٧٠

فاصله ی علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی درمورد نتایجͬ ١ . ١ . ۴
گراف ها در احاطه گری مینیمم

فاصله ی علامت بدون لاپلاسین ماتریس ،G گراف احاطه گری مجموعه مینیمم برای اکنون،
تعریف را داد، خواهیم نمایش MMDQ(G) نماد با را آن که ،G گراف از احاطه گری مینیمم
به را MMDQ(G) ماتریس انرژی همچنین ͬ نماییم. م بررسͬ را آن مهم خواص برخͬ و کرده
EDDQ(G) انرژی برای پایین و بالا کران تعدادی و کرده تعریف آن ویژه مقادیر مجموع صورت
ارائه MMDQ(G) ماتریس ویژه مقدار بزرگترین MMDQ(G) طیفͬ شعاع برای هم چنین و

ͬ دهیم. م
از عضو هر هر گاه ͬ شود م نامیده G گراف از احاطه گری مجموعه ΁ی V (G) از D زیرمجموعه
با احاطه گری مجموعه هر باشد. مجاور D مجموعه از رئوس تعدادی با V (G)−D مجموعه  ی
مجموعه ی کوچ΄ترین اندازه ی ͬ نامند. م احاطه گری مجموعه ی کوچ΄ترین را اندازه کوچ΄ترین
در ͬ شود. م داده نشان η(G) نماد با و ͬ شود م نامیده احاطه گری عدد G گراف از احاطه گری
هم چنین و احاطه گری مینیمم فاصله ی ماتریس و احاطه گری مینیمم ماتریس  ،[٨۴ ،٨٣]
ماتریس ما است. گرفته قرار بررسͬ مورد آن ها خواص و شده تعریف آن ها با مرتبط انرژی های
ماتریس مختصر طور (به G گراف از احاطه گری مینیمم فاصله ی علامت بدون لاپلاسین

که: ͬ کنیم م تعریف MMDQ(G) := (pij) صورت به را MMDQ

pi,j =


١ + Tr(vi) باشد vi ∈ D و i = j اگر

Tr(vi) باشد vi /∈ D و i = j اگر
d(vi, vj) صورت این غیر .در

معین نیمه و متقارن نامنفͬ، تحویل ناپذیر، ماتریسͬ ،MMDQ(G) ماتریس که آنجا از
ترتیب به ما باشد، حقیقͬ عددی α گیریم هستند. نامنفͬ آن ویژه مقادیر همه ی است، مثبت
ͬ کنیم. م استفاده ∑v∈V (G) Tr(v)

α و ∑{u,v}⊆V (G) d(u, v)
α برای را Γα(G) و σα(G) نماد های

با و ͬ کنیم م تعریف آن ویژه مقادیر مجموع صورت به را MMDQ(G) ماتریس انرژی هم چنین
ͬ دهیم. م نشان EDDQ(G) نماد

اعداد طوری که به باشند، نامنفͬ و حقیقͬ اعداد ، bi, ١ ≤ i ≤ n, و ai اگر [٣۴] .١ . ٩ . ۴ لم
ai ̸= ٠ ، r ≤ bi

ai
≤ R رابطه ،i = ١,٢, . . . , n هر برای که باشند، داشته وجود R و r حقیقͬ

داریم، آنگاه باشد. برقرار
n∑

i=١
b٢i + rR

n∑
i=١

a٢
i ≤ (r +R)

n∑
i=١

aibi.

یا bi = air باشیم، داشته ١ ≤ i ≤ n که i ΁ی حداقل برای تنها، و اگر است برقرار تساوی
.bi = aiR



٧١ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
مجموعه مینیمم D اگر باشد. یال m و رأس n با ساده گراف ΁ی G گیریم .١ . ١٢ . ۴ قضیه

داریم، آنگاه باشد، احاطه گری

EDDQ(G) = η(G) + ٢σ(G).

استفاده با اکنون باشند. MMDQ(G) ماتریس ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn کنید فرض برهان.
MMDQ(G) ویژه مقادیر و است n∑برقرار

i=١ ρi = trace(MMDQ(G)) رابطه که حقیقت این از
ͬ شود. م ثابت ح΄م هستند، نامنفͬ

EDDQ(G) ≥ n٢ − n + ١ داریم آنگاه باشد، n مرتبه از گراف ΁ی G گیریم .١ . ١٠ . ۴ نتیجه
. G ∼= Kn اگر تنها و اگر است برقرار تساوی

دو هر در تساوی هم چنین .σ(G) ≥ n٢−n٢ و η(G) ≥ ١ داریم، همواره اینکه به توجه با برهان.
ͬ شود. م ثابت ح΄م بنابراین ،G ∼= Kn اگر تنها و اگر است برقرار نامساوی

ρ١, ρ٢, . . . , ρn اگر باشد. احاطه گری مجموعه Dمینیمم و n مرتبه از Gگرافͬ گیریم .١ . ١٠ . ۴ لم
است، برقرار زیر رابطه ی آنگاه باشند، MMDQ(G) مقادیر

n∑
i=١

ρ٢
i = Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v).

داریم، برهان.
n∑

i=١
ρ٢
i =

n∑
j=١

n∑
i=١

qijqji =

n∑
i=١

(qii)
٢ + ٢ ∑

١≤i<j≤n

(qij)
٢

=
∑
v/∈D

(Tr(v))٢ +
∑
v∈D

(١ + Tr(v))٢ + ٢ ∑
١≤i<j≤n

(qij)
٢

= Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑
v∈D

Tr(v).

D چنین هم  باشد. ٢ حداکثر قطر با یال m و رأس n با گرافͬ G کنید فرض .١ . ١١ . ۴ نتیجه
آنگاه باشند، MMDQ(G) ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn اگر باشد. احاطه گری مجموعه مینیمم

داریم،
n∑

i=١
ρ٢
i = ۴n٢(n− ١)− ٢m(۴n− ١) + η(G)(۴n− ٣) +M١(G)− ٢∑

v∈D
deg(v),

ͬ شود. م نامیده زاگرب اندیس اولین M١(G) =
∑n

i=١ deg(vi)٢ که



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ٧٢
Tr(v) = داریم است، diam(G) ≤ ٢ که آنجا از باشد. V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} گیریم برهان.
ͬ گیریم، م نتیجه ،∑n

i=١ ρ٢
i = trace(MMDQ(G))٢ که حقیقت این از اکنون . ٢n−deg(v)−٢

n∑
i=١

ρ٢
i = Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v)

=
∑

v∈V (G)

(Tr(v))٢ + η(G) + ٢∑
v∈D

Tr(v) + ٢)٢n(n− ١)− ٣m).

ͬ شود، م حاصل ح΄م فوق، تساوی در زیر روابط جای·ذاری با اکنون

∑
v∈V (G)

(Tr(v))٢ = ۴n(n− ٢(١ − ٨m(n− ١) +M١(G),∑
v∈D

Tr(v) = ٢(n− ١)η(G)−∑
v∈D

deg(v).

ͬ دهیم. م ارائه EDDQ(G) برای کران تعدادی ادامه، در

و احاطه گری مجموعه مینیمم D اگر باشد. n مرتبه از ساده گرافͬ G گیریم .١ . ١٣ . ۴ قضیه
داریم، آنگاه باشد، ∆ = det(MMDQ(G))

√
Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v) + n(n− ١)∆ ٢

n

≤ EDDQ(G)

≤
√
n

(
Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v)

)
.

راست سمت نامساوی ابتدا MMDQ(G)باشند. ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn کنید، فرض برهان.
قرار ،(∑n

i=١ aibi
)٢ ≤

(∑n
i=١ a٢

i

)(∑n
i=١ b٢i

) شوارتز کوشͬ نامساوی در ͬ کنیم. م اثبات را
ͬ گیریم، م نتیجه ،١ . ١٠ . ۴ گزاره از استفاده با .bi = ρi و ai = ١ ͬ دهیم م

 n∑
i=١

ρi

٢
≤

 n∑
i=١

١
 n∑

i=١
ρ٢
i


(EDDQ(G))٢ ≤ n

(
Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v)

)
.

{ρiρj |١ ≤ i < j ≤ n} مجموعه برای هندسͬ حسابی، نامساوی از چپ، سمت نامساوی برای
و بزرگتر نامنفͬ، حقیقͬ اعداد از حسابی میانگین نامساوی، این طبق (که ͬ کنیم، م استفاده



٧٣ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای کران هایی
داریم، بنابراین آن هاست.) هندسͬ میانگین مساوی یا

١(
n٢
) ∑

١≤i<j≤n

ρiρj ≥
( ∏

١≤i<j≤n

ρiρj

) ١(
n٢
)

=

( n∏
i=١

ρi

)
n− ١(

n٢
) =

( n∏
i=١

ρi

)٢
n

= ∆

٢
n .

ͬ گیریم، م نتیجه اکنون،

(EDDQ(G))٢ =

 n∑
i=١

ρi

٢
=

n∑
i=١

ρ٢
i + ٢ ∑

١≤i<j≤n

ρiρj

≥ Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑
v∈D

Tr(v) + n(n− ١)∆
٢
n .

. ρ١ ≥ ۴σ(G) + η(G)

n
آنگاه باشد، MMDQ(G) ویژه مقدار بزرگترین ρ١ اگر .١۴ . ١ . ۴ قضیه

رالͬ قاعده از استفاده با آنگاه باشد. ΁ی درایه های با بردار X = (١, ١, . . . , ١)︸ ︷︷ ︸
n

T گیریم برهان.
،([٢١] (ببینید داریم

ρ١ ≥ XTMMDQ(G)X

XTX
=

∑n
i=١
∑n

j=١ qij
n

=

١∑٢≤i<j≤n d(vi, vj) +
n∑

i=١,vi /∈D
Trvi +

n∑
i=١,vi∈D

(١ + Tri)

n

=
۴Hσ(G) + η(G)

n
.

برای پایین کران دو ،١ . ٨ . ۴ و ١ . ٧ . ۴ گزاره های در bi = ρi و ai = ١ دادن قرار با اکنون
ͬ گیریم. م نتیجه را G گراف از EDDQ(G)

ویژه مقادیر ρ١ ≥ ρ٢ ≥ . . . ≥ ρn که باشد همبند گراف ΁ی G کنید، فرض .١۵ . ١ . ۴ قضیه
داریم، آنگاه باشند. G از MMDQ(G) ماتریس

EDDQ(G) ≥

√√√√n

(
Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v)

)
− n٢

۴ (ρ١ − ρn)
٢ (١٢ . ۴)



آن خواص بررسͬ و فاصله علامت بدون لاپلاسین انرژی برای کران هایی ٧۴
و

EDDQ(G) ≥
٢√ρ١ρn
ρ١ + ρn

√
n

(
Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v)

)
.

a, b, A حقیقͬ اعداد و باشند نامنفͬ و حقیقͬ اعداد bi, ١ ≤ i ≤ n و ai اگر [٢٢] .١ . ١١ . ۴ لم
و a ≤ ai ≤ A باشیم، داشته ، i = ١, . . . , n هر برای که طوری به باشند، داشته وجود B و

داریم، آنگاه ، b ≤ bi ≤ B∣∣∣∣∣∣n
n∑

i=١
aibi −

n∑
i=١

ai

n∑
i=١

bi

∣∣∣∣∣∣ ≤ α(n)(A− a)(B − b),

حقیقͬ عدد از صحیح بخش دهنده نشان [x] که هنگامͬ ، است α(n) = n[
n

٢ ](١ − ١
n
[
n

٢ ]) که
.b١ = b٢ = · · · = bn و a١ = a٢ = · · · = an اگر تنها و اگر است برقرار تساوی باشد. x

،ai = bi = ρi دادن قرار با و ١ . ١١ . ۴ گزاره از استفاده با ،EDDQ(G) برای دی·ری پایین کران
ͬ دهیم. م ارائه زیر صورت به ،A = B = ρ١ و a = b = ρn

ویژه مقادیر ρ١ ≥ ρ٢ ≥ . . . ≥ ρn که باشد همبند گراف ΁ی G کنید، فرض .١۶ . ١ . ۴ قضیه
داریم، آنگاه باشند. G از MMDQ(G) ماتریس

EDDQ(G) ≥
√
n

(
Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v)

)
− α(n)(ρ١ − ρn)٢. (١٣ . ۴)

داریم، آنگاه ، α(n) = n[
n

٢ ](١ − ١
n
[
n

٢ ]) ≤ n٢
۴ که آنجا از .١ . ١٢ . ۴ نتیجه

EDDQ(G) ≥
√
n

(
Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v)

)
− α(n)(ρ١ − ρn)٢

≥

√√√√n

(
Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑

v∈D
Tr(v)

)
− n٢

۴ (ρ١ − ρn)
٢,

است. قوی تر ١٢ . ۴ نامساوی از ١٣ . ۴ نامساوی که ͬ دهد م نشان که
ویژه مقادیر ρ١ ≥ ρ٢ ≥ . . . ≥ ρn که باشد همبند گراف ΁ی G کنید، فرض .١ . ١٧ . ۴ قضیه

داریم، آنگاه باشند. MMDQ(G) ماتریس
EDDQ(G) ≥

nρ١ρn + Γ٢(G) + ٢σ٢(G) + η(G) + ٢∑v∈D Tr(v)

ρ١ + ρn
.

ͬ شود. م حاصل ١ . ٩ . ۴ لم در r = ρn Rو = ρi ، bi = ρi ، ai = ١ دادن قرار با نتیجه برهان.



۵ فصل
لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مجموع

فاصله علامت بدون
k مجموع و Mk(G) ویژه مقدار بزرگترین تا k مجموع برای را کران هایی ابتدا فصل این در
ͬ دهیم. م ارائه σ(G) انتقال عدد و n رئوس تعداد برحسب Nk(G) ویژه مقدار کوچ΄ترین تا
ماتریس ویژه مقدار بزرگترین تا k مجموع برای را حدسͬ ما اشرف حدس و برآور حدس مشابه
ͬ باشد. م [١٣] ͽمرج از برگرفته فصل این مطالب ͬ دهیم. م ارائه فاصله علامت بدون لاپلاسین

بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ ١ . ۵
فاصله علامت

k = ٢, . . . , n هر برای نباشد، مسیر که n مرتبه از G همبند گراف هر برای .١ . ١ . ۵ حدس
.Mk(G) ≤ σ(G) +

(
k+٢٣

) داریم
است. برقرار k هر ازای به دو و ΁ی قطر با گراف های برای حدس این که ͬ دهیم م نشان
برقرار گراف ها همه برای k = n و k = n − ١ برای ١ . ١ . ۵ حدس ͬ دهیم م نشان براین علاوه
انتقال عدد لحاظ از r‐منتظم گراف های برای k تعدادی برای حدس این همچنین است،



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مجموع ٧۶
ͬ دهیم. م نشان را حدس درستͬ قطعه ای٢ و آستانه ای١ گراف های برای نتیجه در است. صادق

ͬ کنیم. م ثابت گراف ها از رده ای برای را حدس درستͬ چنین هم
کرد. اثبات را زیر گزاره ͬ توان م [۶٠] در ٢ گزاره مشابه

متمایز مقدار دو دارای فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس G همبند گراف برای .١ . ١ . ۵ لم
باشد. کامل G گراف اگر تنها و اگر است

ارائه σ(G) گراف انتقال عدد و n رئوس تعداد برحسب Mk(G) برای بالایی کران اکنون
ͬ دهیم. م

داریم، همواره آنگاه باشد، n مرتبه از همبند گراف ΁ی G اگر .١ . ١ . ۵ قضیه

Mk(G) ≤
١
n

٢kσ(G) +
[
k(n− k)

n(٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i

)
− ۴σ٢(G)

] ١٢
(١ . ۵)

.ρk+١ = · · · = ρn و ρ١ = · · · = ρk اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
داریم شوارتز، کوشͬ نامساوی و ٣ . ١ . ١ گزاره از استفاده با . Mk =Mk(G) گیریم برهان.

(٢σ(G)−Mk)
٢ = (ρk+١ + · · ·+ ρn)

٢ ≤ (n− k)(ρ٢
k+١ + · · ·+ ρ٢

n)

= (n− k)

(
٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − (ρ٢١ + · · ·+ ρ٢

k)

)

≤ (n− k)

(
٢ ∑

١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i − ١

k
M٢

k

)
.

ͬ دهد م نتیجه این

Mk(G) ≤
١
n

٢kσ(G) +
[
k(n− k)

n(٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i

)
− ۴σ٢(G)

] ١٢
 .

چنین هم و شوارتز کوشͬ نامساوی در تساوی اگر تنها و اگر است (۵ . ١)برقرار در تساوی
اگر تنها و اگر است برقرار (١ . ۵) در تساوی لذا باشد. برقرار ρ٢١ + · · ·+ ρ٢

k ≥ ١
kM

٢
k در تساوی

ͬ شود. م کامل اثبات که ρk+١ = · · · = ρn و ρ١ = · · · = ρk

صورت به فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر Kn گراف برای که آنجا از
است برقرار تساوی k = ١ برای که ͬ شود م نتیجه فوق قضیه از ͬ باشند، م {n−٢[n−١],٢n−٢}
تعداد برحسب Nk(G) برای پایینͬ کران مشابه استدلال با اکنون .G ∼= Kn اگر تنها و اگر

ͬ دهیم. م ارائه σ(G) گراف انتقال عدد و رئوس
1Threshold 2Split



٧٧ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ
داریم، همواره آنگاه باشد، n مرتبه از همبند گراف ΁ی G اگر .١ . ٢ . ۵ قضیه

Nk(G) ≥
١
n

٢kσ(G)−
[
k(n− k)

n(٢ ∑
١≤i<j≤n

(dij)
٢ +

n∑
i=١

Tr٢
i

)
− ۴σ٢(G)

] ١٢
 ,

.ρn−k+١ = · · · = ρn و ρ١ = · · · = ρn−k اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه ١ . ٢ . ۵ و ١ . ١ . ۵ قضیه های از k = ١ برای خاص حالت در

بزرگترین و کوچ΄ترین ترتیب به ρ١ و ρn و n مرتبه از همبند Gگرافͬ کنید فرض .١ . ١ . ۵ نتیجه
داریم، همواره آنگاه باشد. گراف ویژه مقادیر

ρ١ ≤ ٢σ(G)
n

+

√
(n− ١)

(
n
(١∑٢≤i<j≤n(dij)

٢ +
∑n

i=١ Tr٢
i

)
− ۴σ٢(G)

)
n

و

ρn ≥ ٢σ(G)
n

−

√
(n− ١)

(
n
(١∑٢≤i<j≤n(dij)

٢ +
∑n

i=١ Tr٢
i

)
− ۴σ٢(G)

)
n

.

گراف از σ(G) انتقال عدد و n رئوس تعداد برحسب ρ١ برای را بالایی کران ١ . ١ . ۵ نتیجه
حذف با G از شده حاصل گراف G − E′ گیریم ،E′ ⊆ E(G) با G گراف برای ͬ دهد. م ارائه G

.G− e ͬ نویسیم م G− {e} برای آنگاه ، E′ = {e} اگر باشد. E′ یال های
همبند گراف G

′ و یال m ≥ n با رأس n روی همبند گراف ΁ی G کنید فرض [٣] .١ . ٢ . ۵ لم
.ρi(G) ≤ ρi(G

′
) داریم i = ١,٢, . . . , n برای آنگاه باشد. آن از یال ΁ی حذف با G از شده حاصل

ͬ شود. م نتیجه ویل٣ نامساوی های از استفاده با زیر گزاره
باشد. d قطر با رأس n ≥ ٣ روی همبند گراف ΁ی G کنید فرض [۵] .١ . ٣ . ۵ لم

و G گراف فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر ρ١ ≥ ρ٢ ≥ · · · ≥ ρn گیریم
باشند. G م΄مل گراف فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر q١ ≥ q٢ ≥ · · · ≥ qn

داریم، همواره ١ ≤ i ≤ n برای آنگاه
n− ٢ + qi ≤ ρi ≤ ٢n− ٢ + qi, d = ٢ و

ρi ≥ n− ٢ + qi, d ≥ ٣.
ͬ دهیم. م ارائه را Gاست همبند فراگیر Hزیرگراف Mk(H)که Mk(G)و بین رابطه ای اکنون
آنگاه باشد، G همبند فراگیر زیرگراف ΁ی H و یال m با همبند گراف ΁ی G اگر .١ . ٣ . ۵ قضیه

.Mk(G) ≤Mk(H) داریم همواره ١ ≤ k ≤ n برای
3Weyl inequalities



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مجموع ٧٨
G = H اگر باشد. G همبند فراگیر زیرگراف H و n مرتبه از همبند گراف ΁ی G گیریم برهان.
نتیجه باشد. G از سره فراگیر زیرگراف ΁یH کنیم فرض بنابراین است. ͹واض نتیجه آنگاه
G که هنگامͬ ، ١ . ٢ . ۵ گزاره از م΄رر استفاده با یا ١ . ٢ . ۵ گزاره از استفاده با ͬ شود م حاصل

نیستند. H در که است بیشتری یال های یا یال ΁ی شامل
ͬ شوند. م حاصل ١ . ٣ . ۵ قضیه از زیر نتایج

همواره آنگاه باشد، G فراگیر درخت T و m اندازه از همبند گراف ΁ی G اگر .١ . ٢ . ۵ نتیجه
.Mk(G) ≤Mk(T ) داریم ١ ≤ k ≤ n برای

آنگاه باشد، G از همیلتونͬ مسیر ΁ی Pn و m اندازه از همبند گراف ΁ی G اگر .١ . ٣ . ۵ نتیجه
.Mk(G) ≤Mk(Pn) داریم ١ ≤ k ≤ n برای همواره

G از همیلتونͬ دور ΁ی Cn و m اندازه و n مرتبه از همبند گراف ΁ی G اگر .۴ . ١ . ۵ نتیجه
.Mk(G) ≤Mk(Cn) داریم ١ ≤ k ≤ n برای همواره آنگاه باشد،

ͬ شود. م حاصل ١ . ٣ . ۵ گزاره از استفاده با زیر نتیجه
برای آنگاه باشد، G م΄مل G اگر و m اندازه ، n مرتبه از همبند گراف ΁ی G اگر .۴ . ١ . ۵ قضیه

.Mk(G) ≥ k(n− ٢) + S+
k (G) داریم ١ ≤ k ≤ n

Mk(G) برای پایین کران ΁ی S+
k (G) برای پایینͬ کران هر که ͬ دهد م نشان فوق قضیه

است.

برای فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر
دو و ΁ی قطر با گراف هایی

شده داده اختصاص مختلف گراف های برای ١ . ١ . ۵ حدس بودن درست تایید برای بخش این
همبند گراف های همه برای k = n و k = n− ١ برای حدس که ͬ دهیم م نشان ابتدا در است.

است. درست
است. برقرار همبند گراف های همه برای k = n و k = n− ١ برای ١ . ١ . ۵ حدس .۵ . ١ . ۵ قضیه
ͬ دانیم م باشد. σ(G) انتقال عدد و یال m با n ≥ ٢ مرتبه از همبند گراف ΁ی G گیریم برهان.
در است. n مرتبه از همبند گراف های همه میان از انتقال عدد ماکزیمم دارای Pn مسیر که

است، برقرار زیر رابطه که آنجا از بنابراین .σ(G) ≤ σ(Pn) =
(
n+١٣
) ͽواق

Mn−١(G) ≤Mn(G) = ٢σ(G) = σ(G) + σ(G) ≤ σ(G) +

(
n+ ١

٣
)

ͬ شود. م حاصل نتیجه k = n, n− ١ خاص حالت های برای پس



٧٩ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ
ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه مستقیم، محاسبات از استفاده با

است. برقرار n ≤ ۵ مرتبه از G ̸= Pn همبند گراف های همه برای ١ . ١ . ۵ حدس .۶ . ١ . ۵ قضیه

است. برقرار ΁ی قطر با همبند گراف های همه برای ١ . ١ . ۵ حدس که ͬ دهیم م نشان اکنون
است. برقرار Kn برای ١ . ١ . ۵ حدس .١ . ٧ . ۵ قضیه

به آن فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر Kn گراف برای که ͬ دانیم م برهان.
اگر ٢ ≤ k ≤ n برای است. σ(Kn) =

n(n−١)٢ آن انتقال عدد و {٢n − ٢, (n − ٢)[n−١]} صورت
داریم، آنگاه باشد، k٣ + ٣k٢ − (۶n− ١۴)k + ٣n(n− ٣) ≥ ٠

Mk(Kn) = ٢n− ٢ + (k − ١)(n− ٢) ≤ σ(Kn) +

(
k + ٢

٣
)

=
n(n− ١)

٢ +
k(k٢ + ٣k + ٢)

۶ ,

رابطه باید ، k٣ + ٣k٢ − (۶n − ١۴)k + ٣n(n − ٣) ≥ ٠ دادن نشان برای k ≥ ٢ که آنجا از
کنیم. ثابت را k٣ − (۶n− ١۴)k + ٣n(n− ٣) + ١٢ ≥ ٠

آسانͬ به ب·یرید. نظر در k ∈ [٢, n] برای را f(k) = k٣−(۶n−١۴)k+٣n(n−٣)+١٢ تابع
[
√٢n− ١۴٣ , n] بازه در صعودی تابعͬ و [٢√,٢n− ١۴٣ ] بازه در نزولͬ تابعͬ f(k) که ͬ شود م دیده
که کنید فرض . f(√٢n− ١۴٣ ) ≥ ٠ که دهیم نشان باید اثبات شدن کامل برای بنابراین است.
،(√٢n− ١۴٣

)٣
−(۶n−١۴)(√٢n− ١۴٣

)
+٣n(n−٣)+١٢ ≥ ٠ بنابراین و f(√٢n− ١۴٣ ) ≥ ٠

داریم بنابراین و ٣n(n− ٣) + ١٢ ≥ (۴n− ٢٨٣ )
√٢n− ١۴٣ درنتیجه

٩n۴ − ٨۶n٣ + ٣٧٧n٢ − ٧٣٨٫۶۶n+ ۵۵٠٫۵١ ≥ ٠
n ≥ ٢ برای که n٩)٣n − ٨۶) + n(۴١۵٫۶۶n − ١١٣٠٫۶۶) + ١٠۵٨٫۶۶ ≥ ٠ ͬ دهد م نتیجه که

ͬ شود. م حاصل ح΄م بنابراین است. درست همیشه
وابسته ماتریس با زیر فرم به را آن ͬ توان م که دارد را تقارن از خاصͬ نوع گرافͬ کنید فرض

داد نمایش زیر صورت به

M =



X β · · · β β

βt B · · · C C

... ... · · ·
... ...

βt C · · · B C

βt C · · · C B


, (٢ . ۵)

کپی های تعداد c که ،n = t + cs که طوری به B,C ∈ Rs×s و X ∈ Rt×t, β ∈ Rt×s که
ماتریس های ویژه مقادیر اجتماع از استفاده با را آن ویژه مقادیر ͬ توانیم م بنابراین است. B

است. σ(Y ) ویژه مقدار از k چندگانگͬ دهنده نشان σ(k)(Y ) اینجا در بنویسیم. کوچ΄تر



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مجموع ٨٠
بلوک از کپی c ≥ ١ با (٢ . ۵) در شده داده ماتریس فرم به ماتریسͬ M گیریم [۴٢] .۴ . ١ . ۵ لم

داریم، آنگاه باشد. B
, c− ١ چندگانگͬ با σ(B − C) ⊆ σ(M) ‐ ١

به است M از ͬ مانده باق ویژه مقدار t+ s از ای مجموعه σ(M) \ σ(c−١)(B − C) = σ(M
′
) ‐ ٢

.M
′
=

 X
√
cβ

√
cβt B + (c− ١)C

 که طوری 

آویخته رأس دو بین یال ΁ی کردن اضافه با K١,n−١ ستاره از شده حاصل گراف S∗
n گیریم

از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر ، ۴ . ١ . ۵ گزاره از م΄رر استفاده با باشد.
ͬ شود. م حاصل زیر صورت به S∗

n = K١,n−١ + e

است عبارت S∗
n = K١,n−١+e از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر .۵ . ١ . ۵ لم
هستند، زیر چندجمله ای ریشه های x١, x٢, x٣ که {(٢n− ۵)[n−٣], x١, x٢, x٣} از

g(x) = x٣ − (٧n− ١۵)x٢ + (١۴n٢ − ۶٣n+ ٧٢)x− (٨n٣ − ۵٢n٢ + ١٠٨n− ۶٨).
w٢ و w١ آویخته رأس دو که باشد یالͬ e و K١,n−١ ستاره گراف از مرکزی رأس v١ گیریم برهان.

صورت به ͬ توان م را S∗
n از رئوس مجموعه بنابراین ͬ کند. م متصل هم به را

که ͬ شود م دیده آسانͬ به کرد. گذاری برچسب V (S∗
n) = {v١, w١, w٢, u١, u٢, . . . , un−٣}

.i = ١,٢, . . . , n− ٣ برای Tr(ui) = ٢n− ٣ و Tr(w١) = Tr(w٢) = ٢n− ۴ ،Tr(v١) = n− ١
است زیر فرم به S∗

n فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس گذاری، برچسب این از استفاده با

DQ(S∗
n) =



X β β · · · β

βt ٢n− ٣ ٢ · · · ٢
βt ٢ ٢n− ٣ · · · ٢
... ... ... · · ·

...
βt ٢ ٢ · · · ٢n− ٣



است. X =


n− ١ ١ ١

١ ٢n− ۴ ١
١ ١ ٢n− ۴

 و β =



١
٢
٢
...
٢


که

ͬ شود م نتیجه c = n − ٣ و C = [٢] ،B = [٢n − ٣] با ، ۴ . ١ . ۵ گزاره از استفاده با
که طوری به σ(DQ(S∗

n)) = σ[n−۴](B − C) ∪ σ(M١) = σ[n−۴]([٢n − ٣ − ٢]) ∪ σ(M١) که
و دومین سپس و M١ از ستون آخرین و دومین تعویض با .M١ =

 X
√
n− ٣β

√
n− ٣β ۴n− ١١





٨١ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ
ͬ شود. م حاصل M١ با مشابه ماتریسͬ شده، حاصل ماتریس از سطر آخرین

،X =

 n− ١ √
n− ٣

√
n− ٣ ۴n− ١١

 , β =

 ١
٢√n− ٣

 ͬ دهیم م قرار شده حاصل ماتریس در
ͬ دهد م نتیجه که ۴ . ١ . ۵ گزاره در c = ٢ و C = [١] ،B = [٢n− ۴]

σ(M١) = σ[١](B − C) ∪ σ(M٢) = σ[١]([٢n− ۴ − ١]) ∪ σ(M٢)

ͬ مانده، باق ویژه مقدار سه بنابراین M٢است. =


n− ١ √

n− ٣ √٢
√
n− ٣ ۴n− ١١ ٢√٢(n− ٣)
√٢ ٢√٢(n− ٣) ٢n− ٣

 که

جمله ای چند ریشه های که ͬ شوند م حاصل M٢ ماتریس از
g(x) = x٣ − (٧n− ١۵)x٢ + (١۴n٢ − ۶٣n+ ٧٢)x− (٨n٣ − ۵٢n٢ + ١٠٨n− ۶٨)

ͬ شود. م کامل اثبات و هستند
بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقدار بزرگترین تا k مجموع برای بالایی کران زیر گزاره

.( [٩٣] (ببینید ͬ دهد. م ارائه را S+
k (G) علامت

برای آنگاه باشد، m(G) اندازه و n ≥ ۶ مرتبه از همبند گراف ΁ی G اگر [٩٣] .۶ . ١ . ۵ لم
داریم، ١ ≤ k ≤ n

S+
k (G) ≤ ٢m(G)− n+ ٢k − ٢k − ٢

n
.

شرط به ما حدس ٢ قطر و m اندازه ، n مرتبه از G همبند گراف ΁ی برای
است. درست m ≥

√١۴۴n+١٢۶
(۴n٣ + ١٩

)
− ٣n

k ≥ ٢ برای آنگاه باشد، ٢ قطر و m اندازه ، n ≥ ۶ مرتبه از همبند گرافͬ G اگر .١ . ٨ . ۵ قضیه
است. برقرار ١ . ١ . ۵ حدس باشد، m ≥

√١۴۴n+١٢۶
(۴n٣ + ١٩

)
− ٣n اگر

که است ͹واض باشد. ٢ قطر و m اندازه ، n ≥ ٢ مرتبه از همبند گراف ΁ی G گیریم برهان.
رأس های همه برای بنابراین دارند. مشترک همسایه ΁ی یا هستند همسایه یا رأس دو هر
انتقال عدد بنابراین و Tr(v) = d(v) + ٢(n − ١ − d(v)) = ٢n − ١ − d(v) داریم، v ∈ V (G)

است. σ(G) = n٢ − n−m با برابر σ(G)
باشد، k٣ +٣k٢ − (١٢n−٢)k+۶m+۶n ≥ ٠ اگر ۶ . ١ . ۵ و ١ . ٣ . ۵ گزاره های از استفاده با

داریم، آنگاه
Mk(G) ≤ k(٢n− ٢) + S+

k (G)

≤ k(٢n− ٢) + ٢m(G)− n+ ٢k = ٢nk + n(n− ٢)− ٢m
≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

= n٢ − n−m+
k(k٢ + ٣k + ٢)

۶ .



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مجموع ٨٢
نظر در k ∈ [٢, n − ٢] برای را f(k) = k٣ + ٣k٢ − (١٢n − ٢)k + ۶n + ۶m چندجمله ای
و [

−۶+√١۴۴n+١٢۶ , n − ٢] بازه روی صعودی تابعͬ f(k) که ͬ شود م دیده آسانͬ به ب·یرید.
ͬ شود م دیده آسانͬ به مستقیم محاسبه با اکنون است. [٢, −۶+√١۴۴n+١٢۶ ] روی نزولͬ تابعͬ
کامل را اثبات این و m ≥

√١۴۴n+١٢۶
(۴n٣ + ١٩

)
− ٣n ͬ دهد م نتیجه f(−۶+√١۴۴n+١٢۶ ) ≥ ٠ که

ͬ کند. م
است. برقرار اشرف۴ حدس که باشد همبندی گراف های همه از مجموعه ای Γn گیریم
منتظم گراف های و بخشͬ دو گراف های دور، تک گراف های رأسͬ، nدرخت های همه بنابراین

ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه ، Γn گراف های از خانواده ی برای هستند. Γn خانواده عضو
کنید فرض و ٢ قطر ، m اندازه ، n ≥ ٢٨ مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض .١ . ٩ . ۵ قضیه

است. برقرار ١ . ١ . ۵ حدس k ≥ ٢ برای آنگاه ،G ∈ Γn اگر باشد. G م΄مل G
باشد. G م΄مل G چنین هم ،٢ قطر و یال m با n ≥ ٢٨ مرتبه از همبند گرافͬ G گیریم برهان.
ͬ دهد م نتیجه G ∈ Γn چنین هم .σ(G) = n٢ −n−m بنابراین است ٢ برابر G قطر که آنجا از

S+
k (G) ≤ m(G) +

(
k

٢
)

=
n(n− ١)

٢ −m+
k(k + ١)

٢ . (٣ . ۵)
باشد، k٣ − (١٢n − ١١)k + ٣n(n − ١) ≥ ٠ اگر (٣ . ۵) نامساوی و ١ . ٣ . ۵ گزاره از استفاده با

داریم، آنگاه
Mk(G) ≤ k(٢n− ٢) + S+

k (G)

≤ k(٢n− ٢) + n(n− ١)
٢ −m+

k(k + ١)
٢

≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

= n٢ − n−m+
k(k٢ + ٣k + ٢)

۶ .

ب·یرید. نظر در k ∈ [٢, n − ٢] برای را f(k) = k٣ − (١٢n − ١١)k + ٣n(n − ١) چندجمله ای
روی نزولͬ تابعͬ و [

√۴n− ١١٣ , n − ٢] روی صعودی تابعͬ f(k) که ͬ شود م دیده آسانͬ به
نتیجه f(√۴n− ١١٣ ) ≥ ٠ که ͬ شود م دیده آسانͬ به مستقیم محاسبه با است. [٢,√۴n− ١١٣ ]

است. برقرار n ≥ ٢٨ همه برای که ٩n۴ − ٢٧۴n٣ + ٧١٣n٢ − ١٩٣۶n٣ + ۵٣٢۴٢٧ ≥ ٠ ͬ دهد م
ماکزیمم داشتن و ٢ قطر با همبند گراف های همه برای حدس که ͬ دهیم م نشان اکنون

است. برقرار درجه
باشد. ٢ قطر و m اندازه ، n ≥ ۶ مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض .١ . ١٠ . ۵ قضیه

برقرار n ≥ ١٩ همه برای ١ . ١ . ۵ حدس آنگاه باشد، d١ = n − ١ برابر G درجه ماکزیمم اگر ‐ ١
است.

برقرار n ≥ ٢۴ همه برای ١ . ١ . ۵ حدس آنگاه باشد، d١ = n− ٢ برابر G درجه ماکزیمم اگر ‐ ٢
4Ashraf



٨٣ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ
است.

است. برقرار همبند گراف های همه برای ١ . ١ . ۵ حدس n ≥ ٩١ برای ‐ ٣
باشد. d١ = n − ١ درجه ماکزیمم و یال m با n ≥ ۶ مرتبه از همبند گرافͬ G گیریم برهان.
برای بنابراین دارند. مشترک همسایه ΁ی یا هستند مجاور یا G در رأس دو هر که است ͹واض
انتقال عدد بنابراین و Tr(v) = d(v)+٢(n− ١− d(v)) = ٢n− ١− d(v) داریم v ∈ V (G) همه،
ͬ شود. م حاصل ۵ . ١ . ۵ قضیه از نتیجه k = n, n−١ برای است. σ(G) = n٢−n−m برابر گراف
زیرگراف K١,n−١ یا G ∼= K١,n−١ ͬ شود م نتیجه است، n − ١ گراف درجه ماکزیمم که آنجا از
لاپلاسین ویژه مقادیر بنابراین .G ∼= K١,n−١ که ͬ کنیم م فرض ابتدا است. G از سره فراگیر

از عبارتند K١,n−١ از فاصله علامت بدون
{۵n− ٨ +

√٩n٢ − ٣٢n+ ٣٢
٢ , (٢n− ۵)[n−٢], ۵n− ٨ −

√٩n٢ − ٣٢n+ ٣٢
٢

}
(۴ . ۵)

برای که ، k٣ + ٣k٢ − (١٢n − ٣٢)k + ۶n(n − ٢) ≥ ٠ اگر درنتیجه دارد. یال m = n − ١ و
داریم آنگاه است، درست k ∈ [٢, n− ١] همه برای و n همه

Mk(K١,n−١) =
۵n− ٨ +

√٩n٢ − ٣٢n+ ٣٢
٢ + (k − ٢)(١n− ۵)

≤ ٢n+ ١ + k(٢n− ۵) ≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

= n٢ + ١ +
k(k٢ + ٣k + ٢)

۶ .

نتیجه ١ . ٣ . ۵ قضیه از است، G از سره فراگیر زیرگراف ΁ی K١,n−١ که کنید فرض اکنون
ͬ گیریم، م

Mk(G) ≤Mk(K١,n−١). (۵ . ۵)
داریم (۵ . ۵) نامساوی و (۴ . ۵) از استفاده با

Mk(G) ≤
۵n− ٨ +

√٩n٢ − ٣٢n+ ٣٢
٢ + (k − ٢)(١n− ۵) ≤ ٢n− ٣

٢ + k(٢n− ۵)
≤ ۶(n٢ − n−m) + k٣ + ٣k٢ + ٢k

۶ ,

اگر
k٣ + ٣k٢ − (١٢n− ٣٢)k + ۶n٢ − ١٨n− ۶m+ ٩ ≥ ٠. (۶ . ۵)

نتیجه اساس، این بر .m ≤ n(n−١)٢ − ١ آنگاه است، ٢ برابر گراف قطر که هنگامͬ چنین هم
چندجمله ای k ∈ [٢, n−١] روی اکنون . k٣+٣k٢−(١٢n−٣٢)k+٣n(n−۵)+١۵ ≥ ٠ ͬ دهد م
که ͬ شود م دیده آسانͬ به ب·یرید. نظر در را f(k) = k٣+٣k٢− (١٢n−٣٢)k+٣n(n−۵)+١۵
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کامل برای است. صعودی [

−٣√+٣۶n−٨٧
٣ , n−١] روی و نزولͬ [٢, −٣√+٣۶n−٨٧

٣ ] روی f(k) تابع
نتیجه f(−٣√+٣۶n−٨٧

٣ ) ≥ ٠ اکنون .f(−٣√+٣۶n−٨٧
٣ ) ≥ ٠ که دهیم نشان باید اثبات شدن

٣√+٣−)٣۶n−٨٧
٣ )٣+٢n١−٢۵n+١۵ ≥ (

−٣√+٣۶n−٨٧
٣ )(١٢n−٣٢− (

−٣√+٣۶n−٨٧
٣ )٢) ͬ دهد م

همه برای بنابراین و ٩n٢ − ٩n − ۴۵ ≥
√٣۶n− ٨)٨٧n − ۵٨٣ )٢ ͬ دهد م نتیجه چنین هم و

دادیم نشان ما پس .٩n۴ − ٢٧۴n٣ + ١٧٧۵n٢ − ١٣١٨۶٣ n+ ١٠٣۶٣١٢٧ ≥ ٠ داریم همواره n ≥ ٢٣
که

Mk(G) ≤ ٢n+ ١ + k(٢n− ۵) ≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)
,

.n ≥ ٢٣ همه برای
که ͬ شود م نتیجه بالا مشابه فرایند با آنگاه ، (۶ . ۵) در m ≤ n(n−١)٢ − ١٨ دهیم قرار اگر

است. برقرار n ≥ ۶ برای ١ . ١ . ۵ حدس
داریم آنگاه باشد، k٣ + ٣k٢ − ٢٣٢k + ٢٧٧٢ − ۶m ≥ ٠ اگر n = ٢٢ برای

Mk(G) ≤ ٣٩k + ۴٢٫۵ ≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

=
k٣ + ٣k٢ + ٢k

۶ −m+ ۴۶٢.
آسانͬ به ب·یرید، نظر در را f(k) = k٣ +٣k٢ −٢٣٢k+٢٧٧٢−۶m, k ∈ [٢,٢١] چندجمله ای
آنجا از است. صعودی [٧٫٨۵٠,٢١] بازه روی و نزولͬ [٢,٧٫٨۵٠] بازه روی f(k) که ͬ شود م دیده
f(k) > ٠ درنتیجه و f(٧٫٨۵٠) = ١۶١٩٫۴٠ − ۶m > ٠ بنابراین m ≤ n(n−١)٢ − ١ = ٢٣١ که
١ . ٣ . ۵ قضیه از استفاده با n = ٢١ برای ͬ شود. م ثابت نتیجه n = ٢٢ برای پس .k همه برای

داریم آنگاه باشد، k٣ + ٣k٢ − ٢٢٠k + ٢٢٧٩٫٠۴ − ۶m ≥ ٠ اگر ۵ . ١ . ۵ گزاره و
Mk(G) ≤Mk(S

∗
n) = ٧٧٫١۵٨۴ + ٣٧(k − ١) ≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

=
k٣ + ٣k٢ + ٢k

۶ −m+ ۴٢٠.
ب·یرید. نظر در را f(k) = k٣ + ٣k٢ − ٢٢٠k + ٢٢٧٩٫٠۴ − ۶m, k ∈ [٢,٢٢] چندجمله ای
است. صعودی [٧٫۶٢١۶,٢٠] روی و نزولͬ [٢,٧٫۶٢١۶] روی f(k) که ͬ شود م دیده آسانͬ به
چنین هم .m ≤ ٢٠٣٫٢١ ͬ دهد م نتیجه که f(٧٫۶٢١۶) = ١٢١٩٫٢٩ − ۶m ≥ ٠ داریم بنابراین
برقرار m ≥ ١٩۵٫١۵ همه برای و n = ٢١ برای ١ . ١ . ۵ حدس که ͬ دهد م نتیجه ١ . ٨ . ۵ قضیه
برای مشابه طور به است. برقرار n = ٢١ برای نتیجه هم، با نتایج این کردن ترکیب با است.

داریم n = ٢٠
Mk(G) ≤Mk(S

∗
n) = ٧٣٫١۴٩٧ + ٣۵(k − ١) ≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

=
k٣ + ٣k٢ + ٢k

۶ −m+ ٣٨٠,
چنین هم است. درست m ≤ ١٨٠٫٢٣ برای که k٣ + ٣k٢ − ٢٠٨k + ٢٠۵١٫١٠ − ۶m ≥ ٠ اگر
با است. برقرار m ≥ ١٨١ همه برای ١ . ١ . ۵ حدس n = ٢٠ برای که ͬ دهد م نتیجه ١ . ٨ . ۵ قضیه

ͬ شود. م نتیجه n = ٢١ برای ح΄م هم، با این ها ترکیب
برقرار m ≤ ١۵٣ همه برای ١ . ١ . ۵ حدس که ͬ شود م نتیجه بالا مشاهدات از n = ١٩ برای
،d١ = ١٨ درجه ماکزیمم که آنجا از mیال. ≥ ١۴ با است Gگرافͬ که کنیم فرض بنابراین است.



٨۵ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ
این که m ≥ ١۵۴ صورت این غیر در ) باشد ١۶ حداقل باید d٢ درجه ماکزیمم دومین اینرو از
گراف زیر ΁ی ( ١ . ۵ ش΄ل در شده داده (نشان H١٩ گراف که است ͹واض است). مم΄ن غیر
گراف فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر که ͬ شود م دیده آسانͬ به است. G از فراگیر
قضیه از اسفاده با . {۶۶٫٩۴٠٣,٣٣,٣٢٫٩٩٩٩,٣٢[١۴], ١٩٫۵٩۶٩, ١٧٫۴۶٢۶} از عبارتند H١٩

که ͬ شود م نتیجه k ≥ ۴ برای ١ . ٣ . ۵

Mk(G) ≤Mk(H١٩) = ۶۶٫٩۴٠٣ + (٣٣)٢ + ٣٢(k − ٣)
≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

=
k٣ + ٣k٢ + ٢k

۶ −m+ ٣۴٢,

چنین هم است. درست m ≤ ١۶۵٫٠۵ برای که k٣ + ٣k٢ − ١٩٠k + ١٨٣٠٫٣۵ − ۶m ≥ ٠ اگر
با است. برقرار m ≥ ١۶۵٫٣٠ همه برای حدس n = ١٩ برای که ͬ دهد م نتیجه ١ . ٨ . ۵ قضیه
به ١ ≤ k ≤ ٣ برای مشابه طور به ͬ شود. م حاصل k ≥ ۴ و n = ١٩ برای نتیجه این ها، ترکیب

است. برقرار ١ . ١ . ۵ حدس که ͬ شود م دیده آسانͬ
زیر ΁ی ١ . ۵ ش΄ل در شده داده نشان H گراف آنگاه باشد، d١ = n− ٢ درجه ماکزیمم اگر ‐ ٢
دست به را H گراف از فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر ابتدا است. G از فراگیر گراف
لاپلاسین ماتریس که ͬ شود م دیده آسانͬ به H رئوس مناسب گزاری برچسب با ͬ آوریم. م

ͬ شود م نوشته زیر صورت به H از فاصله علامت بدون

DQ(H) =



n ١ ٢ ١ ١ · · · ١
١ ٢n− ۴ ١ ٢ ٢ · · · ٢
٢ ١ ٣n− ٨ ١ ٣ · · · ٣
١ ٢ ١ ٢n− ۴ ٢ · · · ٢
١ ٢ ٣ ٢ ٢n− ٢ · · · ٢
... ... ... ... ... · · ·

...
١ ٢ ٣ ٢ ٢ · · · ٢n− ٢


.

علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر که ͬ کنیم م مشاهده ۴ . ١ . ۵ گزاره از استفاده تکرار با
ریشه های x١ ≥ x٢ ≥ x٣ ≥ x۴ که {(٢n−۴)[n−۵],٢n−۶, x١, x٢, x٣, x۴} از عبارتند H از فاصله

چندجمله ای

g(x) = x۴ − (١٠n− ٢٢)x٣ + (٣۵n٢ − ١۶٢n+ ٢٠٠)x٢ − (۵٠n٣ − ٣۴۶n٢ + ٨٠٨n− ۶٠٨)x
+ (٢۴n۴ − ٢٠٨n٣ + ۶٣٢n٢ − ٧٠۴n+ ١٢٨)
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داریم هستند.

g(n− ١) = ۴n٣ − ۵٣n٢ + ٢٢٢n− ٣٠١ > ٠, n ≥ ٧ همه برای
g(n) = −٢n٣ + ٢۴n٢ − ٩۶n+ ١٢٨ < ٠, n ≥ ۵ همه برای
g(٢n− ٨) = −۴n٣ + ۵۶n٢ − ٣٢٠n+ ٨٩۶ < ٠, n ≥ ٨ همه برای
g(٢n− ۶) = ٨n٢ − ٨٨n+ ٢٢۴ > ٠, n ≥ ٧ همه برای
g(٣n− ١٣) = −٨n٣ + ٢۵۵n٢ − ٢٢٨۶n+ ۶۴۵١ < ٠, n ≥ ١٩ همه برای
g(٣n− ١٨) = ٢n٣ + ٢۶٠n٢ − ۵٩٣۶n+ ٣٠۶۵۶ > ٠, n ≥ ١٢ همه برای
g(۴n− ٢) = −٢٠n٣ + ۴٣٢n٢ + ۵٠۴n− ۴۴٨ < ٠, n ≥ ٢٣ همه برای
g(۴n+ ٢) = ۴n٣ + ٨۵۶n٢ + ٣٧۶٨n+ ٢٣٣۶ > ٠, n ≥ ١ همه .برای

x١ ∈ [۴n−٢,۴n+٢], x٢ ∈ [٣n−١٨,٣n−١٣], x٣ ∈ [٢n−٨,٢n−۶] که ͬ شود م نتیجه بنابراین
که ͬ شود م دیده k = ٢ برای ١ . ٣ . ۵ قضیه از استفاده با .x۴ ∈ [n− ١, n] و

M٢(G) ≤M٢(H) = ٧n− ١١ ≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

=
k٣ + ٣k٢ + ٢k

۶ + n٢ − n−m,

با k ≥ ٣ برای دوباره است. درست همیشه n ≥ ١٣ همه برای که m ≤ n(n − ٨) + ١۵ اگر
باشد، k٣ + ٣k٢ − (١٢n − ٢۶)k + ۶n٢ − ٢۴n − ۶m + ١٨ ≥ ٠ اگر ١ . ٣ . ۵ قضیه از استفاده

داریم آنگاه
Mk(G) ≤Mk(H) = ٧n− ١١ + (k − ٢)(٢n− ۴)

≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

=
k٣ + ٣k٢ + ٢k

۶ + n٢ − n−m.

در k ∈ [٣, n − ١] روی را f(k) = k٣ + ٣k٢ − (١٢n − ٢۶)k + ۶n٢ − ٢۴n − ۶m + ١٨ تابع
روی و صعودی [

−۶+√١۴۴n−٢٧۶۶ , n − ١] روی f(k) که ͬ شود م دیده آسانͬ به ب·یرید. نظر
f(

−۶+√١۴۴n−٢٧۶۶ ) ≥ ٠ که ͬ بینیم م مستقیم محاسبه با است. نزولͬ [٣, −۶+√١۴۴n−٢٧۶۶ ]

ͬ دهد م نتیجه

m ≤ n٢ − ٢n− ١
٧٢
√

٣۶٨۶۴n٣ − ٢١١٩۶٨n٢ + ۴٠۶٢٧٢n− ٧٧٨۶٨٨
٣ . (٧ . ۵)

n ≥ ٢٩ همه برای (٧ . ۵) نامساوی که ͬ شود م دیده آسانͬ به m ≤ n(n−١)٢ − ١ دادن قرار با
برقرار m ≤ ٣٧٢٫٧۶ برای که ͬ دهد م نتیجه (٧ . ۵) بالای کران آنگاه n = ٢٨ اگر است. برقرار
به ١ . ٨ . ۵ قضیه از شده داده پایین کران و (٧ . ۵) بالای کران از استفاده با مشابه طور به است.

است. برقرار ١ . ١ . ۵ حدس n = ٢۴,٢۵,٢۶,٢٧ برای که ͬ شود م دیده آسانͬ
علامت بدون لاپلاسین طیفͬ شعاع ماکزیمم دارای K١,n−١ گراف که است شده داده نشان ‐ ٣



٨٧ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ
قطر یا G همبند گراف ΁ی برای بنابراین است. ٢ قطر با همبند گراف های همه بین از فاصله

داریم ٢
ρ١(G) ≤ ρ١(K١,n−١) =

۵n− ٨ +
√٩n٢ − ٣٢n+ ٣٢

٢ < ۴n− ١٣
٢ . (٨ . ۵)

نتیجه آنگاه باشد، k٣ + ٣k٢ − (٢۴n− ۴١)k + ۶n٢ − ۶n− ۶m ≥ ٠ اگر (٨ . ۵) از k ≥ ٢ برای
ͬ گیریم م

Mk(G) ≤ kρ١(G) ≤ kρ١(K١,n−١) < k(۴n− ١٣
٢ )

≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

= n٢ − n−m+
k٣ + ٣k٢ + ٢k

۶ .

برای نامساوی این که ͬ شود م دیده آسانͬ به (١) بخش مشابه فرایند با آنگاه m ≤ n(n−١)
۴ اگر

برای همواره ١ . ١ . ۵ حدس ١ . ٨ . ۵ قضیه از استفاده با که آنجا از است. برقرار n ≥ ٩١ همه
که دهیم نشان ما n ≥ ٩١ برای اگر بنابراین است، برقرار m ≥

√١۴۴n+١٢۶
(۴n٣ + ١٩

)
− ٣n

ͬ شود. م حاصل نتیجه آنگاه ،
√١۴۴n+١٢۶

(۴n٣ + ١٩
)
− ٣n ≤ n(n−١)

۴
ͬ گیریم م نتیجه

√١۴۴n+١٢۶
(۴n٣ + ١٩

)
− ٣n ≤ n(n−١)

۴ از

(۶n(n− ٢((١١ ≥ (١۴۴n+ ١٢)(۴n
٣ +

١
٩
)٢

درست همیشه n ≥ ٩١ برای که ٩n۴ − ٨٢۶n٣ + ٨٣٣n٢ − ۶۴٣ n + ١۶٢٧ ≥ ٠ ͬ دهد م نتیجه که
ͬ شود. م کامل اثبات و است

را ٢K٢ یا C۴ یا P۴ با ی΄ریخت شده ایجاد زیرگراف هیچ که است گرافͬ آستانه ای۵ گراف
آستانه ای گراف های ͬ نامند. م درجه ماکزیمم گراف ΁ی را آستانه ای گراف ΁ی باشد. نداشته
(١) ͬ شوند: م ساخته منفرد) رأس ΁ی با (شروع عملیات دو از استفاده با بازگشتͬ طور به
΁ی کردن اضافه (٢) یا قبلͬ) رأس های همه به (مجاور احاطه گری رأس ΁ی کردن اضافه
با رأس n روی آستانه ای گراف ͬ توانیم م بنابراین قبلͬ). رأس های همه از (منفرد منفرد رأس
صفر برابر bi, ٢ ≤ i ≤ n اینجا در دهیم. نشان (٠ = b١, b٢ . . . , bn) دوتایی دنباله از استفاده
اضافه (١) عملیات با vi هرگاه است ΁ی برابر bi و باشد شده اضافه (٢) عملیات با vi هرگاه است
اولین عنوان به را ٠ کردن، آسان تر برای ͬ نامند. م ایجاد دنباله را نمایش این باشد. شده
روش این در است. گراف از رأس اولین نشان دهنده که ͬ کنیم م استفاده رشته این از کاراکتر
رئوس تعداد دهنده نشان ͬ شود، م نامیده گراف تریس۶ ، رشته این در ١ کاراکترهای تعداد
دارای همیشه آستانه ای گراف که است ͹واض تعریف این از است. ساختارش در احاطه گری

ͬ شود. م حاصل (١) ١ . ١٠ . ۵ قضیه از نتیجه بنابراین است. n− ١ درجه با ی΄تایی رأس ΁ی
است. برقرار n ≥ ١٩ مرتبه از آستانه ای گراف های برای حدس .۵ . ١ . ۵ نتیجه
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فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مجموع ٨٨

.١ . ١٠ . ۵ قضیه از H گراف و H١٩ گراف :١ . ۵ ش΄ل
V١ مجموعه های به را آن رئوس مجموعه بتوان اگر نامند قطعه ای٧ گراف ΁ی را G گراف
مستقل مجموعه ΁ی V٢ روی و خوشه ΁ی V١ روی شده القا گراف که کرد افراز طوری V٢ و
تولید زیرگراف هر و م΄مل که ͬ شود م نتیجه تعریف از دارد. اشاره آن افراز به (V١;V٢) باشد.
قطعه ای است گرافͬ کامل قطعه ای گراف ΁ی است. قطعه ای گراف ΁ی قطعه ای گراف از شده
قطعه ای گراف ΁ی که است ͹واض تعریف این از است. مجاور V٢ از رأس هر با V١ از رأس هر که

ͬ شود. م حاصل (١) ١ . ١٠ . ۵ قضیه از زیر نتیجه بنابراین است. سه یا دو قطر با همیشه

است. برقرار n ≥ ١٩ مرتبه از دو قطر با قطعه ای گراف های برای حدس .۶ . ١ . ۵ نتیجه
مجموعه با است گرافͬ ͬ شود م داده Gنشان = G١∨G٢ نماد با G٢که G١و گراف دو ٨ͽجم
هر که یال هایی و G٢ و G١ از یا ل های همه شامل یال های مجموعه و V (G١) ∪ V (G٢) رئوس
گراف های از ی΄ͬ اگر که است ͹واض تعریف این از ͬ کند. م G٢متصل از رأس هر به G١را از رأس
است. احاطه گری رأس ΁ی دارای G = G١ ∨G٢ آنگاه باشد، داشته احاطه گری رأسͬ G٢ یا G١

ͬ شود. م حاصل (١) ١ . ١٠ . ۵ قضیه از زیر نتیجه لذا
G = G١∨G٢ گیریم و n٢ و n١ مرتبه از ترتیب به گراف هایی G٢ و G١ کنید فرض .١ . ٧ . ۵ نتیجه
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٨٩ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ
حدس آنگاه باشد، احاطه گری رأس ΁ی دارای G٢ یا G١ اگر باشد. n = n١ +n٢ مرتبه از گرافͬ

است. برقرار n ≥ ١٩ همه برای
گراف که ͬ دانیم م ͬ کنیم. م بحث انتقال عدد لحاظ از منتظم گراف های روی اکنون
آسانͬ به مستقیم محاسبه با است. r = ١۵ با انتقال عدد لحاظ از r‐منتظم گراف ΁ی پترسن
از است عبارت پترسن گراف از فاصله علامت بدون لاپلاسین ویژه مقادیر که ͬ شود م دیده
را پترسن گراف ͬ توان م آسانͬ به اکنون است. σ(G) = ٧۵ آن انتقال عدد و {٣٠, ١۵[۴], ١٢[۵]}
که ͬ دهد م ما به را شرایطͬ زیر نتیجه باشد. برقرار آن برای حدس که داد قرار بررسͬ مورد

کنند. صدق ١ . ١ . ۵ حدس در انتقال عدد لحاظ از r‐منتظم گراف
n ≥ ۶ مرتبه از انتقال عدد لحاظ از ‐منتظم r همبند گراف ΁ی G کنید فرض .١ . ١١ . ۵ قضیه

باشد.
با r ≤ ٢n+ ۴−

√١۴۴n+١٢٣ (۴٣ + ١٩n) همه برای ١ . ١ . ۵ حدس آنگاه باشد، دو گراف قطر اگر ‐ ١
است. برقرار n ≥ ٩١ با r هر برای و ۶ ≤ n ≤ ٩٠

برای ١ . ١ . ۵ حدس آنگاه است، G گراف از فاصله ماتریس مثبت های γ+ که k ≤ n٢ −γ+ اگر ‐ ٢
است. برقرار r هر

G گراف از فاصله ماتریس مثبت های γ+ که γ+ ≤ n+٢۶ −
√٧٢r + ١٢( ١٢٧ + ١١۶٢r

) اگر ‐ ٣
است. برقرار r هر برای ١ . ١ . ۵ حدس آنگاه است،

ρ١ ≥ ρ٢ ≥ . . . ≥ ρn و n ≥ ۶ مرتبه از انتقال عدد لحاظ از ‐منتظم rگراف ΁یG گیریم برهان.
باشند. G گراف از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر

از ‐منتظم r گراف که حقیقت این و ١ . ١٠ . ۵ قضیه و ١ . ٨ . ۵ قضیه از مطلب این اثبات ‐ ١
ͬ شود. م نتیجه است، −٢n)‐منتظم ٢ − r) گراف ΁ی دو قطر با انتقال عدد لحاظ

داریم i = ١,٢, . . . , n برای ρi = r + νi از استفاده با ‐ ٢

Mk(G) =Mk(G) =
k∑

i=١
ρi = kr +

k∑
i=١

νi. (٩ . ۵)

D(G) ماتریس مثبت ویژه مقادیر تعداد γ+ اگر بنابراین .∑n
i=١ νi = ٠ و ν١ = r که ͬ دانیم م

k٣ + ٣k٢ − رابطه همواره اگر (٩ . ۵) معادله از استفاده با . k∑
i=١

νi ≤
γ+∑
i=١

νi ≤ γ+r آنگاه باشد،
داریم، آنگاه باشد، برقرار (۶r − ٢)k + ٣r(n− ۶γ+) ≥ ٠

Mk(G) = kr +

k∑
i=١

νi ≤ r(k + γ+) ≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

=
nr

٢ +
k(k٢ + ٣k + ٢)

۶ .

این در بنابراین و است برقرار k ≤ n٢ − γ+ همه برای نامساوی این که ͬ شود م دیده آسانͬ به
ͬ شود. م کامل اثبات حالت

چندجمله ای . k٣ +٣k٢ − (۶r−٢)k+٣r(n−۶γ+) ≥ ٠ داریم (٢) بخش مشابه فرایند با ‐ ٢



فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر مجموع ٩٠
آسانͬ به ب·یرید. نظر در k ∈ [٢, n− ١] برای را f(k) = k٣ + ٣k٢ − (۶r− ٢)k+ ٣r(n− ۶γ+)
k ∈ [

−۶+√٧٢r+١٢
۶ , n − ١] روی و نزولͬ k ∈ [٢, −۶+√٧٢r+١٢

۶ ] روی تابع این که ͬ شود م دیده
که ͬ دهد م نتیجه f(−۶+√٧٢r+١٢

۶ ) ≥ ٠ که ͬ شود م دیده آسانͬ به اکنون است. صعودی
ͬ شود. م حاصل ح΄م بنابراین و ٣nr − ١٨γ+r + ۶r −√٧٢r + ٢)١٢r٣ + ١٩) ≥ ٠

عدد لحاظ از ‐منتظم r است گرافͬ G که ͬ دانیم م .n ≥ ۴ ،G ∼= Cn گیریم .١ . ١ . ۵ مثال
برای G از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر .[۶] است r = ⌊n٢

۴ ⌋ با انتقال
عبارتند n = ٢t+ ١ برای و {n٢

٢ , n
٢

۴
[t−١]

, n
٢

۴ − csc٢( (٢j−١)π
n ), j = ١,٢ . . . , t} از عبارتند n = ٢t

برابر آن انتقال عدد و {n١٢−٢ , n
١−٢۴ − ١۴ sec٢( jπn ), n

١−٢۴ − ١۴ csc٢( (٢j−١)π٢n ), j = ١,٢, . . . , t} از
در که آنجا از است. برقرار n = ٢t برای حدس که داد خواهیم نشان است. σ(G) = ⌊n٣

٨ ⌋

برای همیشه حدس که ͬ شود م نتیجه ١ . ١٠ . ۵ قضیه دوم قسمت از ،γ+ = ١ فاصله ماتریس
که ͬ شود م دیده مستقیم محاسبه با آسانͬ به k = t برای است. برقرار k ≤ n٢ − ١ = t − ١

داریم t+ ١ ≤ k ≤ ٢t برای است. درست حدس

Mk(G) =
n٢
٢ + (t− ١)n٢

۴ + (k − t)
n٢
۴ −

k−t∑
j=١

csc٢))٢j − ١)π
n

)

≤ σ(G) +

(
k + ٢

٣
)

=
n٣
٨ +

k٣ + ٣k٢ + ٢k
۶

همه برای اگر ͬ دهد. م نتیجه را k−t∑
j=١

csc٢( (٢j−١)π
n ) ≥ k(n

٢
۴ + ١) − n٣

٨ − k٣+٣k٢+٢k۶ رابطه که
گیریم ͬ شود. م حاصل نتیجه آنگاه ، k(n٢

۴ + ١)− n٣
٨ − k٣+٣k٢+٢k۶ ≤ ٠ دهیم نشان k ≥ n٢ + ١

نتیجه که k(n
٢

۴ + ١)− n٣
٨ − k٣+٣k٢+٢k۶ ≤ ٠ داریم k مقدار این برای . ١ ≤ α ≤ n٢ ،k = n٢ + α

بنابراین و (n٢ + α)(n
٢

۴ + ١)− n٣
٨ − (n٢ +α)٣+٣(n٢ +α)٢+٢(n٢ +α)

۶ ≤ ٠ ͬ دهد م
(٣٢α+ ١۶n− ٢۴nα) + ۶αn٢ − ٨α٣ − ٢۴α٢ − ١٢nα٢ − ۶n٢ − n٣ ≤ ٠.

نشان باید درنتیجه .١۶n+ ٣٢α− ٢۴nα ≤ ٠ بنابراین ٢۴nα ≥ ١۶n+ ٣٢α که آنجایی از
ͬ دهد م نتیجه را زیر رابطه ۶αn٢ − ٨α٣ − ٢۴α٢ − ١٢nα٢ − ۶n٢ − n٣ ≤ ٠ که دهیم

٨α٣ + (١٢n+ ٢۴)α٢ − ۶n٢α+ ۶n٢ + n٣ ≥ ٠.
به ب·یرید. نظر در را f(α) = ٨α٣ + (١٢n + ٢۴)α٢ − ۶n٢α + ۶n٢ + n٣, α ∈ [١, n٢ ] تابع
که طوری به است نزولͬ [β, n٢ ] روی و صعودی [١, β] بازه روی f(α) که ͬ شود م دیده آسانͬ
حاصل نتیجه آنگاه ،f(β) ≥ ٠ اگر بنابراین .β = ١۴٨

√١١۵٢n٢ + ٢٣٠۴n+ ٢٣٠۴ − n٢ − ١
ما به که (١٢n + ٢۴)β٢ + n٣ + ۶n٢ ≥ β(۶n٢ − ٨β٢) ͬ گیریم م نتیجه f(β) ≥ ٠ از ͬ شود. م
نتیجه در و ۶n٣ + ١٨n٢ + ٣٠n + ١۶ ≥ ١٣

√١١۵٢n٢ + ٢٣٠۴n+ ٢٣٠۴(n٢
٢ + n + ١) ͬ دهد م

است. درست همیشه که ،۴n۶ + ٢۴n۵ + ١٠٨n۴ + ٢۴٨n٣ + ٣٢۴n٢ + ١٩٢n ≥ ٠



٩١ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس برای برآور حدس از نوعͬ
از بخش هر که بخش t روی K٢,...,٢,٢ کامل چندگانه گراف های CP (t)گراف٩ .١ . ٢ . ۵ مثال
انتقال عدد لحاظ از ‐منتظم r گراف ΁ی CP (t) گراف که است ͹واض ͬ باشد. م است، ٢ مرتبه
گراف از فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر است. n = ٢t مرتبه و r = ٢t با
γ+ = ١ که آنجا از .σ(CP (t)) = ٢t٢ آن انتقال عدد و {۴t,٢t[t−١],٢t− ٢[t]} از عبارتند CP (t)

برای همیشه حدس که ͬ شود م نتیجه ١ . ١٠ . ۵ قضیه قسمت دومین از آنگاه فاصله، ماتریس در
درست حدس که ͬ شود م دیده آسانͬ به مستقیم محاسبه با k = t برای است. برقرار k ≤ t− ١
که Mk(CP (t)) = ۴t + k(٢t − ٢) ≤ σ(CP (t)) +

(
k+٢٣
) داریم t + ١ ≤ k ≤ ٢t برای است.

١ ≤ α ≤ t ،k = t+α ͬ دهیم م قرار .k٣ +٣k٢ − (١٢t− ١۴)k+ ١٢t(t−٢) ≥ ٠ ͬ دهد م نتیجه
α ≥ ١ همه برای که α٣ + (٣t+ ٣)α٢ + (٣t٢ − ۶t+ ١٣)α + t٣ + ٣t٢ − ١٠t ≥ ٠ نتیجه در و

است. برقرار CP (t) گراف های همه برای ١ . ١ . ۵ حدس بنابراین است. درست
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۶ فصل
کارهای از برخͬ برای پیشنهادهایی

آتͬ

ارائه را داد انجام ͬ توان م آینده در که کارهایی از برخͬ برای را پیشنهادهایی فصل این در
صورت به V (G) در v رأس از e(v) مرکز از خروج که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا در ͬ دهیم. م

e(v) = max {d(u, v)| u ∈ V (G)}

فاصله ماکزیمم با است برابر ͬ شود م داده نشان diam(G) با که G گراف قطر ͬ شود. م تعریف
چنین هم است. برقرار diam(G) = max {e(v)| v ∈ V (G)} رابطه رو این از گرافGو رئوس بین
rad(G) = min {e(v)| v ∈ V (G)} صورت به و ͬ شود م داده نشان rad(G) نماد با گراف شعاع
مسیری ، P (v) با شده داده نشان ، v ∈ V (G) رأس ΁ی از مرکز از خروج مسیر ͬ شود. م تعریف

ͬ کند. م وصل مرکزش از خروج رأس به را v که e(v) که طول به است
رأس های از استفاده با .[٧۶] ͬ نامند م پیرامون١ͬ رأس را e(v) = diam(G) با v رأس

کرد. تعریف ͬ توان م را پیرامونͬ فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس پیرامونͬ،
به |Vp(G)| = k ͬ دهیم م قرار پیرامونGͬباشد. رئوس مجموعه Vp(G) = {v١, v٢, . . . , vk} گیریم
قطری ماتریس دهنده نشان Trp و Dp(G) = (dij)i,j∈Vp(G) کنید فرض . ٢ ≤ k ≤ n که طوری
لاپلاسین ماتریس ͬ توان م اساس این بر هستند. tri =

∑
j∈Vp(G)

dij آن قطری درایه های که
1Peripheral vertex



آتͬ کارهای از برخͬ برای پیشنهادهایی ٩۴
برای داد. ارائه آن طیفͬ شعاع برای کران هایی و کرده تعریف را پیرامونͬ فاصله علامت بدون

داریم آنگاه باشد، ١ . ۶ ش΄ل در داده نمایش گراف G کنید فرض مثال

DQ
p (G) =


. v١ v٢ v٣
v١ ۶ ٣ ٣
v٢ ٣ ۵ ٢
v٣ ٣ ٢ ۵

 .

پیرامونͬ. رأس k = ٣ با n = ۶ مرتبه از G گراف :١ . ۶ ش΄ل
پیرامونͬ فاصله انرژی [٧٧] در چنین هم پیرامونͬ رأس k = ٣ با n = ۶ مرتبه از G گراف
علامت بدون لاپلاسین انرژی ͬ توان م بنابراین است. شده ارائه آن برای کران هایی و تعریف
چنین هم کرد. تعیین آن برای را پایینͬ و بالا کران های و کرده تعریف را پیرامونͬ فاصله

گیرد. قرار بررسͬ مورد پیرامونͬ فاصله انرژی با انرژی این ارتباط
λ١, λ٢, . . . , λn که شد تعریف EE(G) =

∑n
i=١ eλi صورت به بار اولین استرادا٢ اندیس

استرادا اندیس بعدها ببینید. را [٣٩] و [٣٨] ͽمراج هستند. مجاورت ماتریس ویژه مقادیر
ویژه مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn که شد تعریف DEE(G) =

∑n
i=١ eµi صورت به [۴٣] در فاصله

ͬ توان م اساس این بر گرفت. قرار بررسͬ مورد آن خواص برخͬ و هستند فاصله ماتریس
بپردازیم. آن خواص بررسͬ به و کرده تعریف را فاصله علامت بدون لاپلاسین استرادا اندیس
مجاورت استرادا اندیس و فاصله استرادا اندیس با اندیس این بین ارتباطͬ ͬ توان م هم چنین

کرد. تعیین را
ͬ شود، م نامیده هم فاصله۴ معکوس ماتریس که ،G گراف از RD(G)هراری٣ ماتریس
برابر i ̸= j برای آن درایه ی امین (i, j) که طوری به است، n × n مرتبه از (RDij) ماتریس
داده نشان H(G) نماد با G گراف از هراری۵ اندیس است. ٠ صورت این غیر در و است ١

dij
با

ͬ شود، م تعریف [٨٠] زیر صورت به و ͬ شود م
H(G) =

١
٢

n∑
i=١

n∑
j=١

RDij =
∑
i<j

١
dij
.

2Estrada index
3Harary matrix

4Reciprocal distance matrix 5Harary index



٩۵
ͬ شود، م تعریف زیر صورت به v رأس از Tr′G(v) معکوس انتقال عدد

Tr′G(v) =
∑

u∈V (G)

١
dG(u, v)

, u ̸= v.

است، زیر صورت به قطری ماتریس ΁ی Tr′(G) هم چنین
Tr′(G) = diag[Tr′G(v١), T r′G(v٢), . . . , T r′G(vn)].

رأس هر برای Tr′G(v) هرگاه ͬ شود م نامیده معکوس انتقال عدد لحاظ از منتظم G گراف
ͬ توان م اساس این بر .H(G) = ١٢

∑
v∈V (G) Tr

′
G(v) است ͹واض باشد. ثابت v ∈ V (G)

ماتریس این که داد نشان و کرده تعریف را فاصله علامت بدون لاپلاسین معکوس ماتریس
شعاع برای را کران هایی بنابراین و است مثبت نیمه معین و متقارن نامنفͬ، ناپذیر، تحویل
تعدادی و کرده تعریف را ماتریس این انرژی ͬ توان م هم چنین داد. ارائه ماتریس این طیفͬ

کرد. تعیین آن برای پایین و بالا کران
با است برابر G همبند گراف ΁ی انتقال عدد شد، اشاره مقدمه ابتدای در که طوری همان
شیمͬ در استفاده مورد ٧΁توپولوژی اندیس اولین W (G)۶ وینر اندیس .G گراف وینر اندیس
شناسایی برای مسیری عدد عنوان به وینر٨ هارولد اوسط ١٩۴٧ سال در شاخص این بود.
مسیرهای کوتاه ترین همه  ͽجم برابر وینر اندیس شیمیایی زبان به شد. معرفͬ ال΄ن ها٩
همه ی ͽجم برابر وینر اندیس گراف، نظریه زبان به و مول΄ول ΁دری کربن‐کربن زنجیری
[٣٧ ،٣۶] مقالات خواندن بیشتر، اطلاعات برای ͬ باشد. م گراف ΁ی در فاصله ها کوتاه ترین

ͬ کنیم. م پیشنهاد را هم΄ارانش و دوبرین١٠ توسط شده نوشته
از، است عبارت ͬ شود، م داده نشان W (G) با که G گراف وینر اندیس تعریف بنابه

W (G) =
∑

{u,v}⊆V (G)

d(u, v) =
١
٢

∑
(u,v)∈V×V

d(u, v).

صورت به وینر اندیس از تعمیمͬ عنوان به کلین١٢ توسط WW (G) وینر١١ ابر اندیس آن، از بعد
،[۶٧] شد تعریف زیر

WW (G) =
١
٢W (G) +

١
٢

∑
{u,v}⊆V (G)

d٢(u, v) = ١
٢

∑
{u,v}⊆V (G)

(d(u, v) + d٢(u, v)).

d(u|G) =
∑

v∈V (G) d(u, v) صورت های به ترتیب به را d٢(u|G) و d(u|G) نمادهای ما چنین هم
خاصͬ گراف های برای وینر ابر اندیس تاکنون ͬ کنیم. م تعریف d٢(u|G) =∑v∈V (G) d

٢(u, v) و
n دورهای ،Pn رأسͬ n مسیرهای ،Km,n دوبخشͬ کامل گراف های ،Kn کامل گراف های مانند
رابطه ی همواره رأسͬ n درخت هر برای است. شده محاسبه دی·ر گراف های تعدای و Cn رأسͬ

ببینید). را [۴۵] ͽمرج) است برقرار WW (K١,n−١) ≤WW (T ) ≤WW (Pn)

6Wiener index
7Topological index
8Harold Wiener

9Alkanes
10Dobrynin

11Hyper Wiener
12Klein
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تعداد رئوس، تعداد برحسب وینر ابر اندیس و وینر اندیس برای کران هایی ͬ توان م بنابراین

داد. ارائه گراف استقلال عدد و مرکز از خروج یال ها،
ویژه مقادیر با مرتبط حالت هایی در ویژه مقادیر که ͬ پردازیم م ماتریسͬ بررسͬ به اکنون
ترکیب هم΄ارانش و سوی١٣ است. فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس و فاصله ماتریس
آن و کردند تعریف Dα(G) = αTr(G) + (١ − α)D(G) صورت به را D(G) و Tr(G) از محدبی
DQ(G) و DL(G) , T r(G) , D(G) اگر بنابراین .[٢٨] نامیدند یافته١۴ تعمیم فاصله ماتریس را
ماتریس و فاصله لاپلاسین ماتریس انتقال، اعداد از قطری ماتریس فاصله، ماتریس ترتیب به
D٠(G) = D(G), ٢D ١٢

(G) = رابطه های همواره آنگاه باشند، فاصله علامت بدون لاپلاسین
گیریم هستند. برقرار Dα(G) − Dβ(G) = (α − β)DL(G) و DQ(G), D١(G) = Tr(G)

خواص از برخͬ باشند. Dα(G) یافته تعمیم فاصله ماتریس ویژه مقادیر ∂١ ≥ ∂٢ ≥ · · · ≥ ∂n

مقدار بزرگترین برای را کران هایی و داد قرار بررسͬ مورد ͬ توان م را یافته تعمیم فاصله ماتریس
ماتریس ویژه مقادیر همچنین کرد. ارائه بزرگترین لحاظ از آن ویژه١۶ مقدار دومین و آن ویژه١۵

آورد. دست به گرافͬ عملیات از استفاده با را گراف ها از تعدادی یافته تعمیم فاصله
انرژی دادیم، انجام فاصله علامت بدون لاپلاسین ماتریس انرژی برای که تعریفͬ مشابه

داد. ارائه آن برای را کران هایی و کرد تعریف ͬ توان م را یافته تعمیم فاصله ماتریس

13Cui
14Generalized distance matrix

15Spectral radius 16Second largest eigenvalue
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Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت
Turan graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توران. گراف
Unicyclic graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تک دور. گراف
Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس
Wiener index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وینر اندیس



Abstract

Several matrices can be associated to a graph such as the distance matrix, distance Laplacian

matrix or the distance signlees Laplacian matrix. The spectrum of these matrices gives some in-

formations about the structure of the graph. The distance signless Laplacian spectral radius of a

connected graphG is the largest eigenvalue of the distance signless Laplacian matrix ofG, defined

asDQ(G) = Tr(G) +D(G), whereD(G) is the distance matrix of G and Tr(G) is the diagonal

matrix of vertex transmissions ofG. In this thesis, we determine some upper and lower bounds on

the distance signless Laplacian spectral radius of G based on some graph invariants such as order,

size, independence number and matching number. The graphs attaining the corresponding bounds

are also characterized. Further, we study the distance signless Laplacian spectrum of some graphs

obtained by operations. In addition, we define distance signless Laplacian energy and give some

upper and lower bounds on the distance signless Laplacian energy of graphs.

We also propose a Brouwer-type conjecture for the sum of k-largest distance signless Laplacian

eigenvalues and show that it holds for graphs of diameter one and graphs of diameter two for all

k. We then show that it holds for k = n − 1 and k = n for all graphs and for some k for r-

transmission regular graphs. We conclude by giving some alternative directions and asking some

open questions.

Keywods: Distance signless Laplacian matrix, distance signless Laplacian spectrum, spectral

radius, distance signless Laplacian energy.
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