




ریاضͬ علوم دانش΄ده
مالͬ ریاضͬ گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

اختیار قیمت گذاری تحلیلͬ کسریجوابهای هال‐وایت مدل تحت لͬمعامله تقارن های روش به ترکیبی
اژدری یاسمن نگارنده:

راهنما استادان
ͷدسترن الهام الباقͬدکتر عبد عبدالمجید دکتر

مشاور استاد
حجازی رضا سید دکتر

١٣٩٨ تیر









که پدرم زندگیم معلم اولین به تقدیم
زندگͬ عرصه در چ·ونه تا من به عادلانه

نماییم. ایستادگͬ
محبت و عشق بی کران دریای مادرم به و
وجودش و بود ͷرن همه برایش وجودم که

مهر. همه برایم

ز



وپله هایی پیمودن برای راه هایی هنوز که سپاس گزارم را خدا
است... باقͬ برایم کردن صعود برای

برسانم. پایان به را پایان نامه این تا ساخت راه م رفیق را توفیق که سپاس گزارم را خدا
دارم. را تش΄ر کمال ͷدسترن الهام دکتر خانم سرکار ͬ قدر عال استاد زحمات از

عبدالمجید دکتر آقای جناب گرامͬ استاد از را قدردانͬ و سپاس مراتب است لازم
آورم. بجا عبدالباقͬ

اژدری یاسمن
١٣٩٨ تیر

ح



نامه تعهد
علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی اژدری یاسمن اینجانب
اختیار قیمت گذاری تحلیلͬ جوابهای عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه ریاضͬ
الهام راهنمایی تحت ، لͬ تقارن های روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت معامله

ͬ شوم: م متعهد الباقͬ عبد عبدالمجید و ͷدسترن
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
اژدری یاسمن
١٣٩٨ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
تلاطم مهمترین و اولین هال‐وایت تصادفͬ،مدل تلاطم مدل های بین در که آن جایی از
کسری هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری به نامه پایان این در است. تصادفͬ
تحت اروپایی خرید اختیار قیمت گذاری ابتدا منظور این برای است. شده پرداخته ترکیبی
و کسری هال‐وایت مدل هال‐وایت، مدل آن از پس و است گرفته انجام ‐شولز ΁بل مدل
معامله اختیار قیمت گذاری ادامه در شده اند. معرفͬ ترکیبی کسری هال‐وایت مدل سپس
برای تحلیلͬ جواب های سپس است. گرفته صورت ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت

است. آمده بدست لͬ تقارن روش به قیمت گذاری

مدل کسری، هال‐وایت مدل هال‐وایت، مدل توان، معامله اختیار کلیدی: کلمات
سریع فوریه تبدیل تصادفͬ، تلاطم ترکیبی، کسری هال‐وایت

ک
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جداول فهرست

ق





١ فصل
پیش·فتار

در نوینͬ چشم انداز ریاضیدان، سه به میلادی ١٩٩٠ سال در اقتصاد نوبل جایزه ی اعطای با
مالͬ. نظریه ی شد: متولد علوم از جدید شاخه عملا و شد گشوده پژوهش·ران چشمان مقابل
و بررسͬ را آن کردن کارآمدتر چ·ونگͬ و مالͬ بازار بر حاکم سازوکار ͬ کند م تلاش نظریه این ١
ͬ دهد م توضیح فرماست ح΄م مالͬ بازار های بر که را اصولͬ ظهور نو رشته ی این کند. مطالعه
تعامل ͬ گیرد. م بهره ریاضیات از چیز هر از بیش راستا این در و ͬ کند م روزآمد را آن ها و
در اکنون مالͬ مسائل که است رفته پیش جا بدان تا مالͬ) نظریه ی و (ریاضیات رشته دو این
دانش هایی مشترک مرز در مالͬ ریاضیات است. ریاضیات در راهبردی پژوهش های زمره ی
پیشروی حال در فزاینده سرعتͬ با ΁فیزی حتͬ و رایانه علوم اقتصاد، آمار، ریاضیات، نظیر
مباحث بیشتر مالͬ اقتصاد در دارد. مالͬ اقتصاد رشته ی با نزدی΄ͬ رابطه ی رشته این است.
علمͬ تجربه های در عددی و ریاضͬ مدل های به رشته این در که حالͬ در است مطرح نظری
چرا که را موضوع این ساختͬ زیر دلایل مالͬ اقتصاددان ΁ی که حالͬ در مثلا ͬ شود. م توجه
مذکور سهام قیمت مالͬ ریاضیدان ͬ کند، م بررسͬ است مشخص مقداری شرکتͬ سهام قیمت
تصادفͬ فرآیند های محاسبات ΁کم به ͬ کند م تلاش سپس و ͬ پذیرد م هست که همان طور را

آورد. به دست مشتقه موجودی های از متعارفͬ ارزش
در سرمایه و پول جریان های برای که است ریاضیات از شاخه ای مالͬ ریاضیات حقیقت در
ابزار های ΁کم با دی·ر عبارت به ͬ نماید. م مطالعه و طراحͬ ریاضͬ مدل های مالͬ، بازار های

1The theory of finance

١



پیش·فتار ٢
بازار های ͬ پردازد. م مالͬ بازار های مختلف رفتار های مدل سازی و توصیف به تصادفͬ آنالیز
نظیر پایه دارایی های فروش و خرید بر علاوه و هستند دارایی ها فروش و خرید محل مالͬ
که ͬ گیرند م قرار توجه مورد نیز مالͬ مشتقات عنوان تحت قرارداد هایی قرضه، اوراق و سهام
بازار های در معامله اختیار از استفاده است. معامله اختیار قرارداد مالͬ، مشتقات انواع از ی΄ͬ
΁ریس کنترل در موثری نفش مالͬ، مشتقات مهمترین و جدیدترین از ی΄ͬ عنوان به سرمایه
بیشتر در امروزه است. داشته سرمایه گذاران برای جذابیت پیدایش همچنین و بازده افزایش و
ͬ شود. م دادوستد بیشتر سهم آن خود از سهم، روی شده نوشته اختیار برگ دنیا کشور های

اختیار فروشنده از خریدار که نحوی به فروشنده، و خریدار بین است قراردادی معامله اختیار
قرارداد در ͬ کند. م خریداری معین قیمت ΁ی در را دارایی ΁ی فروش یا خرید حق معامله،
تحت مبلغͬ فروشنده به خریدار ͬ کند، م اعطا مقابل طرف به را امتیازی طرف هر معامله اختیار
فروشنده و ͬ باشد م معامله اختیار قیمت همان ͽواق د که ͬ کند م پرداخت شرط حق عنوان
به ͬ نماید. م اعطا خریدار به معین قیمت ΁ی در را مذکور دارایی فروش یا خرید حق نیز
به را مبلغͬ قرارداد، انعقاد زمان در خریدار باید قرارداد این بودن عادلانه برای دی·ر عبارت
اختیار دادوستد که است جهت این از نماید. پرداخت اختیار فروشنده به اختیار، قیمت عنوان
در که ͬ باشد م اهمیت حائز مختلف مدل های تحت اختیارات قیمت گذاری موضوع معاملات،

ͬ پردازیم. م هال‐وایت مدل تحت معاملات، اختیار از ی΄ͬ قیمت گذاری به نامه پایان این
مالͬ ریاضیات مقدماتͬ مفاهیم و تصادفͬ فرآیند مفاهیم برخͬ دوم فصل در منظور این برای

ͬ کنیم. م بیان آتͬ فصل های بهتر درک برای
خرید معامله اختیار قیمت گذاری به سپس و ͬ کنیم م معرفͬ را بل΁‐شولز مدل سوم فصل در

ͬ پردازیم. م مدل این اروپایی
ͬ کنیم. م معرفͬ را کسری هال‐وایت مدل و هال‐وایت مدل چهارم فصل در

اوراق برای قیمت گذاری فرمول ترکیبی، کسری هال‐وایت مدل معرفͬ از بعد پنجم فصل در
تقارن روش به و ͬ کنیم. م معرفͬ را اروپایی اختیار قیمت گذاری فرمول و صفر کوپن با قرضه

ͬ آوریم. م بدست آن برای جوابی لͬ



٢ فصل
مقدمات و مفاهیم

مقدمه ٢ . ١
ارائه مطالب ͬ پردازیم. م رساله این در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف از پاره ای به فصل این در

هستند. و[٣۴] [٣١]،[٢٧]،[٢٣]،[٢١]،[١٢]،[١٠]،[٢] ͽمراج از گرفته بر فصل این در شده

احتمال اندازه نظریه مفاهیم ٢ . ٢
را F باشد، Ω زیر مجموعه های از ناتهͬ دسته ای F و ناتهͬ مجموعه ای Ω اگر .٢ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه گوییم نیم حلقه ΁ی
، ∅ ∈ F . ١

آن گاه باشند، F به متعلق An, . . . , A٢, A١ مانند مجموعه ها از متناهͬ دنباله ای اگر . ٢
n∩

i=١
Ai ∈ F.

اعضای از Bn, . . . , B٢, B١ متناهͬ دنباله آن گاه باشد F به متعلق مجموعه دو A٢, A١ اگر . ٣
که طوری به F

A١ −A٢ =

n∪
i=١

Bi.

٣



مقدمات و مفاهیم ۴
.i = ١,٢, . . . , n و i ̸= j ، Bi ∩Bj = ∅ که

را F باشد، Ω مجموعه های زیر از ناتهͬ دسته ای F و ناتهͬ مجموعه ای Ω اگر .٢ . ٢ . ٢ تعریف
هرگاه گوییم ‐میدان σ ΁ی

، ∅ ∈ F . ١
، Ac ∈ F آن گاه A ∈ F اگر . ٢

آن گاه باشند، F به متعلق . . . , A٢, A١ مانند مجموعه ها از متناهͬ دنباله ای اگر . ٣
∞∪
i=١

Ai ∈ F.

تولید میدان −σ باشد، بازه ها تمام دسته ی F و (Rn (یا Ω = R کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ تعریف
صورت به بازه ها تمام دسته ی ͬ دهیم. م نشان B با و گوییم بورل ‐میدان σ را F توسط شده
و ابتدا که شعاع هایی مجموعه ی ویا هستند گویا اعداد b و a آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b)

هستند. بورل مولد هم·ͬ باشند گویا اعداد آن ها انتهای
نمایش {Ft}t∈I نماد با و گویند فیلتر ΁ی را میدان ها −σ از صعودی دسته ی هر .۴ . ٢ . ٢ تعریف
شمارش ناپذیر یا شمارش پذیر ͬ تواند م که است اندیس گذار مجموعه ی I آن در که ͬ دهند م

باشد.
µ تابع باشد، Ω ناتهͬ مجموعه زیر مجموعه های از نیم حلقه ΁ی F کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ تعریف

هرگاه گوییم اندازه ΁ی را (µ : F → [٠,+∞])

، ٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ باشیم داشته A ∈ F مجموعه هر برای . ١
که طوری به باشند F هم از مجزا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥١ اگر . ٢∪

n≥١
An ∈ F

باشیم داشته آنگاه باشد
µ(

∪
n≥١

An) =
∑
n≥١

µ(An).

گوییم. µ برای جمͽ پذیری −σ را دوم خاصیت
از {An}n≥١ دنباله ی هرگاه گوییم متناهͬ −σ را µ : F → [٠,+∞] اندازه .۶ . ٢ . ٢ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود F هم از مجزا دو به دو اعضای
X =

∪
n≥١

An

.µ(An) <∞ باشیم داشته ، n ≥ ١ هر برای و



۵ احتمال اندازه نظریه مفاهیم
باشد، آن مجموعه های زیر از میدانͬ −σ ، F و ناتهͬ مجموعه ای Ω کنید فرض .٢ . ٢ . ٧ تعریف

گویند. اندازه پذیر فضای ΁ی را (Ω, F ) مرتب زوج
ͬ نامیم. م اندازه فضای را (Ω, F, P ) سه تایی آنگاه باشد F روی اندازه ای P اگر

هر برای هرگاه گوییم اندازه پذیر را f : (Ω, F ) → (Y,B) ، f مقدار حقیقͬ تابع .٢ . ٢ . ٨ تعریف
باشیم داشته (بورل) B از b

f−١(b) = {w ∈ Ω : f(w) ∈ b} ∈ F.

گوییم باشند فضا این روی اندازه دو µ٢ و µ١ و اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) اگر .٢ . ٢ . ٩ تعریف
برای اگر وتنها اگر ͬ شود) م داده نمایش µ١ ≪ µ٢ نماد (با هستند پیوسته مطلقا اندازه دو این

باشیم داشته A از a هر
µ٢(a) = ٠ ⇒ µ١(a) = ٠.

باشد، Ω ناتهͬ مجموعه ی مجموعه های زیر از میدان −σ ΁ی F کنید فرض .٢ . ٢ . ١٠ تعریف
هرگاه ͬ نامیم م احتمال اندازه ΁ی را (P : F → [٠, ١]) P تابع

، P (Ω) = ١ . ١
باشیم داشته آن گاه باشند F در مجزا مجموعه های از دنباله ای {An}n≥١ اگر . ٢

P (
∪
n≥١

An) =
∑
n≥١

P (An).

ͬ نامیم. م اندازه فضای را (Ω, F, P ) سه تایی
اندازه پذیر فضای به (Ω, F, P ) احتمال فضای از حقیقͬ اندازه پذیر تابع هر .٢ . ٢ . ١١ تعریف
هر برای که خاصیت این با گوییم. تصادفͬ متغیر ΁ی را بورل، مجموعه ی B که (R,B)

باشیم داشته B از b زیر مجموعه
X−١(b) = {w ∈ Ω : X(w) ∈ b} ∈ F.

استفاده X,Y, Z, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از تصادفͬ متغیر های دادن نشان برای معمولا
صورت به FX : R→ [٠, ١] تابع ͬ توان م X تصادفͬ متغیر هر برای ͬ کنیم. م

FX(x) = P (X ≤ x) = P{w ∈ Ω|X(w) ≤ x},

است برقرار زیر خواص FX توزیع برای ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر توزیع که کرد تعریف
∀a, b ∈ R برای . ١

FX(b)− FX(a) = P (a < X < b),

است، پیوسته راست سمت از نقطه هر در و است غیر نزولͬ FX تابع . ٢



مقدمات و مفاهیم ۶
. ٣

lim
x→−∞

FX(x) = ٠
و

. lim
x→∞

FX(x) = ١
دو ν و µ و اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) کنید فرض رادون‐نی΄ودیم١) (قضیه .٢ . ٢ . ١ قضیه
به دارد وجود f نامنفͬ اندازه پذیر تابع آن گاه µ ≪ ν اگر باشند. A روی متناهͬ −σ اندازه

باشیم داشته A از a هر برای که طوری
µ(a) =

∫
a
fdν.

و استاندارد اقلیدسͬ،توپولوژی فضا های روی مفروض توپولوژی پس این از .٢ . ٢ . ١ ملاحظه
است. بورل میدان −σ آن ها، روی مفروض میدان −σ

A مجموعه ی مشخصه تابع باشد، A میدان −σ از دلخواه مجموعه ای A اگر .٢ . ٢ . ١٢ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان χA با را

χA(x) =


١ x ∈ A

٠ o.w.

تصادفͬ فرآیند مفاهیم ٢ . ٣
ͬ گیریم. م نظر در را (Ω, F, P ) احتمال فضا ی Xروی انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر .٢ . ٣ . ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به را X ریاضͬ امید
E(X) =

∫
Ω
X(w)dP (w).

ندارد. وجود X ریاضͬ امید آن گاه ، E|X| = ∞ اگر .٢ . ٣ . ١ ملاحظه
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به X تصادفͬ متغیر واریانس .٢ . ٣ . ٢ تعریف

V ar(X) = E(X٢)− [E(X)]٢.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به گشتاور٢ مولد تابع X تصادفͬ متغیر برای .٢ . ٣ . ٣ تعریف

MX(t) = E[etX ], t ∈ R.

1Rodon-Nikodym theorem
2Moment gcnerating function



٧ تصادفͬ فرآیند مفاهیم
مطلقا انتگرال که گفت ͬ توان نم چون ندارد وجود همواره گشتاور مولد تابع .٢ . ٣ . ٢ ملاحظه

هم·راست.
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به مشخصه٣ تابع X تصادفͬ متغیر برای .۴ . ٢ . ٣ تعریف

φX(iw) = E[eiwX ].

است زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیر دو کواریانس .۵ . ٢ . ٣ تعریف
Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).

هرگاه گوییم هم از مستقل را Y و X تصادفͬ متغیر دو .۶ . ٢ . ٣ تعریف
E(XY ) = E(X)E(Y ).

هرگاه گوییم مستقل را Xn, . . . , X٢, X١ تصادفͬ متغیر های دنباله .٢ . ٣ . ٧ تعریف
FX١,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) = FX١(x١) . . . FXn(xn).

صفر برابر متغیر دو کواریانس آن گاه باشند مستقل تصادفͬ متغیر دو اگر .٢ . ٣ . ٣ ملاحظه
شد. خواهد

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیر های همبستگͬ ضریب .٢ . ٣ . ٨ تعریف
ρ = ρ(X,Y ) =

Cov(X,Y )√
V ar(X)V ar(Y )

وتنها اگر است σ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٢ . ٣ . ٩ تعریف
باشد زیر صورت به آن احتمال چ·الͬ تابع اگر

∀x ∈ R, φ(x) =
١

σ
√٢πexp

(
− ١

٢
(x− µ

σ

)٢)
.

ͬ نامیم. م استاندارد نرمال توزیع را σ = ١ و µ = ٠ با نرمال توزیع
نرمال توزیع Y = ln(X) هرگاه دارد، ل΃‐نرمال۴ توزیع X تصادفͬ متغیر .٢ . ٣ . ١٠ تعریف

ͬ گیرند. م را مثبت حقیقͬ مقادیر فقط نرمال ΃ل توزیع که است بدیهͬ باشد، داشته
−σ زیر ΁ی D و احتمال فضای ΁ی (Ω, F, P ) کنید فرض شرطͬ) (امید .٢ . ٣ . ١١ تعریف
متغیر ΁ی D شرط به Z امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفͬ تصادفͬ، متغیر Z و F از میدان

داریم و ͬ دهیم م نشان E(Z|D) با را آن که است (Ω, F ) روی اندازه پذیر −D تصادفͬ
∀d ∈ D,

∫
d
E(Z|D)dP =

∫
d
ZdP.

3Characteristic function
4Log-Normal distribution



مقدمات و مفاهیم ٨
شرطͬ امید خواص .۴ . ٢ . ٣ ملاحظه

a.s.۵E(X|D) ≥ ٠ آن گاه X ≥ ٠ اگر . ١
. ٢

E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s.,

a ∈ R هر برای . ٣
E(aX|D) = aE(X|D), a.s.,

آن گاه D = {Ω, ∅} اگر . ۴
E(X|D) = E(X), a.s.,

آن گاه باشد، D٢ از میدان −σ زیر ΁ی D١ اگر . ۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.,

. ۶
E(E(X|D)) = E(X), a.s..

تصادفͬ فرآیند ΁ی تصادفͬ، متغیر های از نا شمارا) یا (شمارا خانواده هر .٢ . ٣ . ١٢ تعریف
ͬ شود. م نامیده

ͬ دهیم م قرار و باشد تصادفͬ فرآیند ΁ی {Xt}t≥٠ اگر .۵ . ٢ . ٣ ملاحظه
Ft = σ(Xs, ٠ ≤ s ≤ t)

ͬ گوییم. م طبیعͬ فیلتر را وآن است فیلتر ΁ی F = {Ft, t ≥ ٠} آن گاه
F فیلتر به نسبت را {Xt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند باشد. فیلتر ΁ی F کنید فرض .٢ . ٣ . ١٣ تعریف
اندازه پذیر −Ft ، Xt تصادفͬ متغیر عبارتͬ به .Xt ∈ Ft ، t ≥ ٠ هر برای هرگاه ͬ گوییم م سازگار

باشد.
گوییم مارتینگل۶ F = {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xt}t∈Z+ تصادفͬ فرآیند .١۴ . ٢ . ٣ تعریف

هرگاه
باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ . ١

باشد، انتگرال پذیر Xn ، n هر برای یعنͬ E(|Xn|) <∞ ، n هر برای . ٢
5Almost surely
6Martingale



٩ براونͬ حرکت
باشیم داشته n ≥ ١ هر برای . ٣

E(Xn+١|Fn) = Xn a.s..

هر برای هرگاه گوییم معادل (Ω, F ) فضای روی P و Q احتمال اندازه دو .١۵ . ٢ . ٣ تعریف
باشیم داشته A ∈ F

P (A) = ١ ⇐⇒ Q(A) = ١.
تصادفͬ متغیر ΁ی τ : Ω → R باشد. احتمال فضای ΁ی (Ω, F, P ) کنید فرض .١۶ . ٢ . ٣ تعریف
{Fn}∞n=١ کنید فرض همچنین است. {١,٢,٣, . . . }∪{∞} مجموعه به متعلق مقادیرش که باشد
زمان ΁ی {Fn}∞n=١ فیلتر به نسبت τ گوییم شود گرفته نظر در احتمال فضای این در فیلتر ΁ی

، n ∈ N هر ازای به هرگاه است توقف
{τ = n} ∈ Fn

{τ = n} = {w ∈ Ω|τ(w) = n}.

اگر است موضعͬ مارتینگل ΁ی {Xt : ٠ ≤ t ≤ T} تصادفͬ فرآیند گوئیم .٢ . ٣ . ١٧ تعریف
باشد. مارتینگل ΁ی {Xt∧Tn , t ≥ ٠} که باشد موجود Tn ↑ T توقف زمان های از دنباله ای

آن بتوان اگر است نیم مارتینگل٧ چپ، حد با پیوسته راست از منظم فرآیند .٢ . ٣ . ١٨ تعریف
متناهͬ تغییرات از فرآیند ΁ی و M(t) موضعͬ مارتینگل ΁ی داد. نمایش فرآیند دو ͽجم با را

و ،M(٠) = A(٠) = ٠ با .A(t)
S(t) = S(٠) +M(t) +A(t).

براونͬ حرکت ۴ . ٢
آنالیز مدرن، احتمال نظریه ی بنای سنگ و تصادفͬ فرآیند های ͬ ترین اساس از براونͬ حرکت
که هنگامͬ (گیاه شناس) براون رابرت ١٨٢٧ سال در است. دیفرانسیل معادلات و تصادفͬ
آب در ذرات حرکت متوجه ͬ کرد، م نگاه آب در معلق گیاه گرده های به می΄روس΄وپ توسط
شده شناخته آن از قبل بسیار مول΄ول و اتم کند. پیدا آن برای توجیهͬ نتوانست ولͬ شد
کرد منتشر ١٩٠۵ سال در که مقاله ای در بعد دهه چند که بود اینشتین آلبرت این اما بودند،
بوده گرده با آب مول΄ول های برخورد نتیجه در کرده مشاهده براون که حرکتͬ که داد توضیح
مختلف زمان های در ذره و ͬ کند م تغییر مرتبا مول΄ول ها برخورد از حاصل نیروی جهت است.
موجب دو هر که دی·ر سمت از تا گیرد قرار اصابت مورد بیشتر سمت ΁ی از است مم΄ن

7Semi martingale



مقدمات و مفاهیم ١٠
شده نام·ذاری براونͬ حرکت براون رابرت افتخار به پدیده این ͬ شود. م ذرات اتفاقͬ حرکت
هیچ در آن مشتق و دارد پیوسته مسیر های که است تصادفͬ فرآیند ΁ی براونͬ حرکت است.

ندارد. وجود نقطه ای
هرگاه گوییم استاندارد٨ براونͬ حرکت را {W (t)}t≥٠ تصادفͬ فرآیند .١ . ۴ . ٢ تعریف

، W (٠) = ٠ . ١
s − t واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای W (s) −W (t) ، ٠ ≤ t ≤ T برای . ٢

باشد،
،٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn Wبرای (tn)−W (tn−١), . . . ,W (t١)−W (t٢) تصادفͬ متغیر های . ٣

باشند، هم توزیع و مستقل
ͬ گوییم. م نیز ٩ وینر فرآیند را استاندارد براونͬ حرکت

بعدی سه حالت در استاندارد براونͬ حرکت از حاصل نمودار :٢ . ١ ش΄ل

8Standard Brownian motion
9Wiener process



١١ براونͬ حرکت
براونͬ، فرآیند استاندارد فیلتر .١ . ۴ . ٢ ملاحظه

Ft = σ{Bs, s ≤ t}

ͬ باشد. م
آن گاه باشد. براونͬ فرآیند استاندارد فیلتر Ft و براونͬ حرکت ΁ی {Bt}t≥٠ اگر .١ . ۴ . ٢ قضیه

داریم
E(Bt.Bs) = t ، t ≤ s هر برای . ١
است. مارتینگل ΁ی {Bt}t≥٠ . ٢

است. مارتینگل {B٢
t − t} . ٣
. ١ برهان.

E(BtBs) = E(Bt(Bs −Bt +Bt))

= E(Bt(Bs −Bt)) + E(B٢
t )

= E(Bt)E(Bs −Bt) + E(B٢
t )

= ٠ + t = t.

. ٢
E(Bs|Ft) = E(Bs −Bt +Bt|Ft)

= E(Bs −Bt|Ft) + E(Bt|Ft)

= ٠ +Bt = Bt.

. ٣
E(B٢

s − s|Ft) = E(B٢
s |Ft)− s = E((Bs −Bt +Bt)

٢|Ft)− s

= E((Bs −Bt)
٢ + ٢(Bs −Bt)Bt +B٢

t |Ft)− s

= E((Bs −Bt)
٢|Ft) + E(٢(Bs −Bt)Bt|Ft) + E(B٢

t |Ft)− s

= E((Bs −Bt)
٢) + ٢BtE(Bs −Bt|Ft) +B٢

t − s

= s− t+ ٢BtE(Bs −Bt) +B٢
t − s = B٢

t − t.

گوییم کسری١٠ براونͬ حرکت را H ∈ (٠, ١) پارامتر با {WH
t } تصادفͬ فرآیند .٢ . ۴ . ٢ تعریف

هرگاه
10Fractional Brownian motion



مقدمات و مفاهیم ١٢
، WH٠ = ٠ و هستند پیوسته WH مسیر های . ١

، V ar(WH
t ) = t٢H و E(WH

t ) = ٠ . ٢
هستند، ثابت WH از نمو . ٣

است پذیرفته را کواریانس تابع عمل WH فرآیند . ۴
pt,s := E[WH

t W
H
s ] =

١
٢(|t|٢H + |s|٢H − |t− s|٢H)

ایتو حسابان ۵ . ٢
ایتو انتگرال ١ . ۵ . ٢

به نسبت را ͬ کند م حرکت جوی آب ͹سط در که ذره ای حرکت معادله بخواهیم کنید فرض
ضرباتͬ دلیل به (T > ٠) و t ∈ [٠, T ] ، t لحظه در ذره م΄ان که آن جا از آوریم. دست به زمان
آن معادله است)، (تصادفͬ نیست مشخص ͬ کند م وارد آن به آب مول΄ول های و باد وزش که

بود. خواهد زیر صورت به
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه) (٢ . ١)

شواهد به توجه با نوفه، و هستند (٠,∞) × Ω روی شده داده حقیقͬ توابع b و σ آن در که
صدق زیر شرط سه در که است Zt مانند ͬ ای تصادف فرآیند دانشمندان، توسط آمده دست به

ͬ کند. م
باشند. هم از مستقل Zt٢ و Zt١ ، t١ ̸= t٢ که t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای •

بستگͬ t به t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ، Ztn+t, . . . , Zt١+t تصادفͬ متغیر های توام توزیع •
باشد. نداشته

E(Zt) = ٠ ، t ∈ (٠, T ] هر برای •
رابطه گسسته سازی با است. [٠, T ] فاصله از افرازی ٠ = t٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tm = T کنید فرض

داریم ٢ . ١
Xtk+١ −Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk)∆tkZk.

ͬ توان م لذا است. براونͬ فرآیند است پیوسته مسیر های دارای که ͬ ها ویژگ این با فرآیندی تنها
نوشت

Xt = X٠ +
k−١∑
j=٠

b(tj , Xj)∆tj +
k−١∑
j=٠

σ(tj , Xj)∆Bj .



١٣ ایتو حسابان
داشت خواهیم باشد داشته وجود ∆t→ ٠ وقتͬ بالا عبارت راست طرف حد اگر

Xt = X٠ +
∫ t

٠ b(s, w)ds+

∫ t

٠ σ(s, w)dBs.

زیر فرم به انتگرال هایی محاسبه به است لازم {Xt} فرآیند کردن پیدا برای روشنͬ به بنابراین
∫بپردازیم. T

s
f(t, w)dBt(w)

برای است. [٠,∞) × Ω روی حقیقͬ تابعͬ f و استاندارد بعدی ΁ی براونͬ فرآیند Bt(w) که
ͬ داریم. برم را زیر گام های هدف این به رسیدن

یعنͬ باشد ١١ ابتدایی تابعͬ ϕ : [٠,∞)× Ω → R کنید فرض
ϕ(t, w) = X(w)χ[a,b)(t), a, b ∈ [٠,∞)

ͬ کنیم م تعریف صورت این ∫در t

a
ϕ(s, w)dBs =

∫ t

a
X(w)χ[a,b)dBs(w) = X(w)[Bb∧t(w)−Ba∧t(w)]

.x ∧ y = min{x, y} ، x, y ∈ R هر برای آن در که
یعنͬ باشد. [٠,∞)× Ω روی ١٢ ساده تابعͬ f کنید فرض

f =
n∑

j=٠
ϕi,

ͬ کنیم م تعریف صورت این در هستند. ابتدایی توابع ها ϕi ∫که t

a
fdBs =

n∑
j=٠

∫ t

a
ϕidBs. (٢ . ٢)

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را توابع از P٢ رده ی
ͬ های ویژگ با توابع از رده ای ، [٠,∞)×Ω مجموعه روی f(t, w) توابع از P٢ رده ی .١ . ۵ . ٢ تعریف

است زیر
است، اندازه پذیر −B × F ، (t, w) → f(t, w) تابع •
باشد، اندازه پذیر −Ft ، f(t, ٠) تابع ، t هر ازای به •

.E
[ ∫ T٠ f٢(s, w)ds] <∞ ، T ≥ ٠ هر برای •

آن گاه باشد، ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر ایتو) ایزومتری (لم .١ . ۵ . ٢ لم
E
[( ∫ T

s
ϕ(t, w)dBt(w)

)٢]
= E

[ ∫ t

s
ϕ٢(t, w)dt

]
.

11Elemintary function
12Simple function



مقدمات و مفاهیم ١۴
کنید. رجوع [٢٧] به برهان.

که طوری به دارند وجود ساده توابع از {ϕn} دنباله ی آنگاه ، f ∈ P٢ اگر .٢ . ۵ . ٢ لم
E
[ ∫ T

٠ |ϕ(s)− fn(s)|٢ds
]

n→∞−→ ٠.
کنید. رجوع [٢٧] به برهان.

توجه ،با f ∈ P٢ برای زیرا کنیم تعریف f ∈ P٢ هر برای را ∫ T
s f(t, w)dBt ͬ توانیم م اکنون

ͬ توان م پس ͬ کند. م میل f به که است موجود {ϕn} مانند ابتدایی توابع از دنباله ای قبل لم به
کرد ∫تعریف T

٠ fdBt = lim
n→∞

∫ T

٠ ϕndBt.

نامند. ایتو١٣ انتگرال را اخیر انتگرال که

ایتو فرمول ٢ . ۵ . ٢
΁ی باشد. (Ω, F, P ) روی استاندارد براونͬ فرآیند ΁ی {Bt}t≥٠ کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ تعریف

است زیر صورت به (Ω, F, P ) روی Xt تصادفͬ فرآیند ΁ی بعدی، ΁ی تصادفͬ انتگرال
Xt(w) = X٠(w) +

∫ t

٠ u(s, w)ds+

∫ t

٠ v(s, w)dBs,

داریم مشتق گیری با .u, v : [٠,∞)× Ω → R آن در که
dXt = udt+ vdBt.

اگر ایتو) ١ ‐بعدی (فرمول .١ . ۵ . ٢ قضیه
dXt = udt+ vdBt, Yt = g(t,Xt)

آن گاه
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢g
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢,

.(dB)٢ = dt و dt.dt = dt.dBt = dBt.dt = ٠ این جا در که
و بعدی −n انتگرال ΁ی dXt = udt+ vdBt کنید فرض ایتو) کلͬ (فرم .٢ . ۵ . ٢ قضیه

تصادفͬ انتگرال ΁ی Y (t, w) = g(t,Xt) آن گاه باشد. C٢ نگاشت ΁ی g : [٠,∞) × R٢ → R٢
داریم و است

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
(t,Xt)dXi +

∑
i,j

١
٢

∂٢g
∂xi∂xj

(t,Xt)dXidXj ,

.dBi.dBj = δijdt و dt.dt = dt.dBi = dBi.dt = ٠ این جا در که
13Ito integral



١۵ فاینمن‐کاک قضیه
کنید. رجوع [٢٧] به برهان.

فرآیند صورت این در باشد. استاندارد براونͬ حرکت ΁ی {Wt}t≥٠ کنید فرض .٣ . ۵ . ٢ تعریف
ͬ کند م صدق زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله در که {Xt}t≥٠ تصادفͬ

dXt = αXtdt+ σXtdWt (٢ . ٣)
گویند. هندس١۴ͬ براونͬ حرکت را ثابت اند، مقادیر σ و α آن در و

داریم: X٠ = x٠ فرض با {Xt}t≥٠ هندسͬ براونͬ حرکت برای .٣ . ۵ . ٢ قضیه
، E(Xt) = x٠eαt . ١

.Xt = x٠exp{(α− ١٢σ٢)t+ σWt} . ٢
کنید. رجوع [٣١] به برهان.

فاینمن‐کاک قضیه ۶ . ٢
به مربوط ، X ΁کوچ بی نهایت عمل·ر به موسوم A جزئͬ دیفرانسیل عمل·ر .١ . ۶ . ٢ تعریف

زیر معادله
dXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt

صورت به h ∈ C ٢(Rn) ، h(x) هر ازای به
Ah(t, x) = µ

∂h

∂x
+

١
٢σ٢∂٢h

∂x٢

ͬ شود. م نامیده نیز کولموگورف پسرو عمل·ر یا ایتو، عمل·ر دینکین، عمل·ر عمل·ر، این
دیفرانسیلͬ معادله در {Xs}s تصادفͬ فرآیند کنید فرض فاینمن‐کاک)١۵ (قضیه .١ . ۶ . ٢ قضیه

کند صدق زیر
dXs = µ(s,Xs)ds+ σ(s,Xs),

Xt = x,

(۴ . ٢)

زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله هم چنین هستند. معلوم توابعͬ σ و µ آن در که
∂F

∂t
(t,Xt) + µ(t,Xt)

∂F

∂x
(t,Xt) +

١
٢σ٢(t,Xt)

∂٢F
∂x٢ (t,Xt) = ٠ (۵ . ٢)

14Geometric Brownian motion
15Feynman-Kac theorem



مقدمات و مفاهیم ١۶
ب·یرید نظر در را زیر نهایی شرط با

F (t,X) = ϕ(X)

ͬ کند م بیان فاینمن‐کاک قضیه است مجهول تابع F و پارامتر ΁ی T و معلوم توابعͬ ϕ که
است زیر صورت به ۵ . ٢ دیفرانسیلͬ معادله جواب که

F (t,X) = E(ϕ(XT )|X(t) = x). (۶ . ٢)
بر را X تصادفͬ فرآیند دارد. وجود ۵ . ٢ مسئله برای F چون جوابی که ͬ کنیم م فرض برهان.

تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب عنوان به [t, T ] زمانͬ بازه ی
dXs = µ(s,Xs)ds+ σ(s,Xs)dWs

Xt = x
(٢ . ٧)

از است عبارت فرآیند این ΁کوچ بی نهایت مولد که است این در نکته ͬ کنیم. م تعریف
A = µ(t, x)

∂

∂x
+

١
٢σ٢(t, x) ∂

٢
∂x٢

بنابراین است. شده ظاهر ۵ . ٢ جزئͬ دیفرانسیل معادله در که است عمل·ری همان درست که
صورت به ͬ توان م را مرزی مقدار مساله

∂F

∂t
(t, x)+AF (t, x) = ٠

F (T, x) = Φ(x)

(٢ . ٨)

ͬ آوریم م دست به و ͬ بریم م کار به F (s,Xs) مورد در را ایتو فرمول نوشت.
F (T,XT ) = F (t,Xt) +

∫ T

t

{∂F
∂s

(s,Xs) +AF (s,Xs)
}
ds

+

∫ T

t
σ(s,Xs)

∂F

∂x
(s,Xs)dWs.

(٢ . ٩)

مرزی شرط و Xt = x اولیه ی مقدار به توجه با و ٢ . ٩ رابطه طرفین از گرفتن امید با
داریم زیر صورت به را F (t, x) تابع F (T, x) = Φ(x)

F (t,Xt) = Et,x[Φ(Xt)].

سانوف گیر قضیه ٢ . ٧
احتمال فضای روی B(t) ، ٠ ≤ t ≤ T کنید فرض سانوف)١۶ گیر (قضیه .٢ . ٧ . ١ قضیه
کنید فرض همچنین باشد. براونͬ حرکت برای فیلتر ΁ی {Ft} و براونͬ حرکت ΁ی (Ω, F, P )

16Girsanov theorem



١٧ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
ͬ کنیم م تعریف باشد. سازگار فرآیند ΁ی θ(t)

Wt =

∫ t

٠ θ(u)du+B(t),

Z(t) = exp
{
−
∫ t

٠ θ(u)dB(u)− ١
٢
∫ t

٠ θ٢(u)du
}
,

تعریف کنیم زیر صورت به را دی·ری احتمال اندازه اگر
∀A ∈ F, Q(A) =

∫
A
Z(T )dP.

است. براونͬ فرآیند ΁ی Q احتمال اندازه تحت Wt صورت این در

مالͬ ریاضͬ مفاهیم ٢ . ٨
سهام سبد ٢ . ٨ . ١

که است، دارایی ها سایر یا سهام از مناسب ترکیبی ١٧ پرتفوی یا سهام سبد .٢ . ٨ . ١ تعریف
΁ریس کردن تقسیم سهام، سبد تش΄یل از هدف است. کرده خریداری را آنها سرمایه گذار ΁ی
سهام ضرر ͬ تواند م سهم ΁ی سود احتمالا ترتیب بدین است، سهم چند بین سرمایه گذاری

کند. جبران حدی تا را دی·ر
کاهش احتمال عادی شرایط در تا ͬ شود م انتخاب صورتͬ به و ΁ریس کاهش منظور به پرتفوی

باشد. صفر به ΁نزدی شده) خریداری سهام های (شامل دارایی ها همه بازده
زیر صورت به h پرتفوی ارزش فرآیند ب·یرید. نظر در را h = (x, y) پرتفوی .٢ . ٨ . ٢ تعریف

ͬ شود. م تعریف
V h
t = xBt + ySt, t = ٠, ١

قرضه ورق ΁ی قیمت فرآیند Bt ، t زمان در تصادفͬ) (فرآیند سهم هر قیمت فرآیند St که
است. t زمان در قطع١٨ͬ) (فرآیند

t = ٠, ١, . . . , T − ١ هر برای هرگاه گوییم خود تامین١٩ را پرتفوی استراتژی .٢ . ٨ . ٣ تعریف
باشیم داشته

xt(١ +R) + ytSt = xt+١)١ +R) + yt+١St.

تش΄یل t− ١ زمان در که (xt(١+R) + ytSt) قدیم پرتفوی ارزش از استفاده با دی·ر، عبارتͬ به
داد. تش΄یل t لحظه در (xt+١)١ +R) + yt+١St) ارزش به جدید پرتفوی ͬ توان م است، شده
17Portfolio
18Determinestic
19Self financing



مقدمات و مفاهیم ١٨
و ͬ شود نم برداشت آن از پولͬ و ͬ شود نم وارد پولͬ گاه هیچ خود تامین پرتفوی در حقیقت در

ͬ باشد. م پرتفوی ارزش در تغییر تنها
هرگاه نامیم T سررسید زمان با مشروط٢٠ ادعای ΁ی را X تصادفͬ متغیر .۴ . ٢ . ٨ تعریف

ͬ کند. م دریافت را X تصادفͬ مقدار t = T در ادعا این دارنده . X ∈ FT

ساده٢١ مشروط ادعای ΁ی را X مشروط ادعای باشد، پایه دارایی قیمت فرآیند St کنید فرض
ͬ شود. م نامیده قرارداد٢٢ تابع ϕ که باشد X = ϕ(ST ) صورت به هرگاه نامیم

هرگاه گوییم P اندازه با معادل مارتینگل اندازه ΁ی را Q احتمال اندازه .۵ . ٢ . ٨ تعریف
باشند، معادل Q و P . ١

P (A) = ١ ⇐⇒ Q(A) = ١,
P (A) = ٠ ⇐⇒ Q(A) = ٠.

تحت زیر شده نرمال قیمت فرآیند باشد St = [S٠
t , . . . , S

N
t ] صورت به قیمت فرآیند اگر . ٢

اگر است مارتینگل Q
Zi
t =

Si
t

S٠
t

.

داشته وجود hخود تامین مالͬ سبد اگر گوییم باسازی قابل Xرا مشروط ادعای .۶ . ٢ . ٨ تعریف
بازسازی کننده را را h سبد صورت این در باشد، برقرار ١ احتمال با V h

t = X که طوری به باشد
ͬ شود. م نامیده پوشش دهنده سبد یا

وسیله به باز سازی قابل مشروط، ادعای هر آن در که است بازاری کامل بازار .٢ . ٨ . ٧ تعریف
ی΄تاست. معادل مارتینگل اندازه کامل بازار ΁ی در باشد سبد ΁ی

معامله اختیار ٢ . ٨ . ٢
اختیار فروشنده از خریدار که بنحوی فروشنده، و خریدار بین است قراردادی معامله٢٣ اختیار
خریداری مشخص زمان ΁ی ودر معین قیمت ΁ی در را دارایی ΁ی فروش یا خرید حق معامله،
ͬ کند، م اعطا مقابل طرف به را امتیازی طرف قراردادها،هر تمام همانند نیز اینجا در ͬ کند. م
اختیار قیمت همان ͽواق در که ͬ کند م پرداخت شرط حق عنوان تحت مبلغͬ فروشنده و خریدار
خریدار به معین قیمت ΁ی در را مذکور دارایی فروش یا خرید حق نیز فروشنده ͬ باشد. م معامله
اختیاری و خرید٢۴ اختیار را ͬ شود م داده دارایی ΁ی خرید برای که اختیاری ͬ نماید. م اعطا

20Contingent claim
21Simple contingent claim
22Contract function
23Option
24Call Option



١٩ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
که را شده ای تعیین قیمت گویند. فروش٢۵ اختیار را ͬ شود م داده دارایی ΁ی فروش برای که
نامیده توافق٢۶ͬ قیمت یا اعمال بفروشد،قیمت یا نموده خریداری را دارایی ͬ تواند م خریدار
قیمت ΁ی در دارایی فروش یا خرید حق دارد. معینͬ مدت معامله اختیار علاوه به و ͬ شود م

داشت خواهد ام΄ان است شده مشخص قبلا که انقضایی٢٧ تاریخ تا فقط معین
دارنده ی ͬ نامند. م سهم٢٨ را کارخانه یا شرکت ΁ی در مال΄یت واحد کوچ΄ترین .٢ . ٨ . ٨ تعریف
تولیدی بنگاه یا شرکت مال΄یت در دارد اختیار در سهام که نسبتͬ همان به سهامدار، یا سهم هر

است. ΁شری
را اجبار ونه اختیار این دارنده اش به که است قراردادی اروپایی معامله اختیار .٢ . ٨ . ٩ تعریف

بفروشد. یا بخرد T زمان در درست قراردادی تا ͬ دهد م
اجبار ونه اختیار این دارنده اش به که است قراردادی آمری΄ایی معامله اختیار .٢ . ٨ . ١٠ تعریف

بفروشد. یا بخرد K قیمت به T زمان به رسیدن تا زمان هر در را قراردادی تا ͬ دهد م را
در فقط را بنیادین دارایی تا ͬ دهد م را اختیار این دارنده اش به که قراردادی .٢ . ٨ . ١١ تعریف

ͬ نامند. م اروپایی خرید بخرد،اختیار K توافقͬ قیمت به آینده در T زمان
در فقط را بنیادین دارایی تا ͬ دهد م را اختیار این دارنده اش به که قراردادی .٢ . ٨ . ١٢ تعریف

نامند. اروپایی فروش اختیار بفروشد، K توافقͬ قیمت به آینده در T زمان
از قبل را بنیادین دارایی تا ͬ دهد رام اختیار این دارنده اش به که قراردادی .٢ . ٨ . ١٣ تعریف

ͬ نامند. م آمری΄ایی خرید اختیار بخرد، K توافقͬ قیمت به T زمان در یا T زمان
از قبل را بنیادین دارایی تا ͬ دهد رام اختیار این دارنده اش به که قراردادی .١۴ . ٢ . ٨ تعریف

ͬ نامند. م آمری΄ایی فروش اختیار بفروشد، K توافقͬ قیمت به T زمان در یا T زمان
برای موقعیت چهار کلͬ طور به باشد، T لحظه در دارایی قیمت ST و توافقͬ قیمت K اگر

دارد: وجود اروپایی معامله اختیار ΁ی
خرید اختیار قرارداد در خرید موقعیت . ١

max{ST −K, ٠} = [ST −K]+

خرید اختیار قرارداد در فروش موقعیت . ٢
−max{ST −K, ٠} = min{K − ST , ٠}

25Put Option
26Strike price
27Expiration price
28Stock



مقدمات و مفاهیم ٢٠
فروش اختیار قرارداد در خرید موقعیت . ٣

max{K − ST , ٠} = [K − ST ]
+

فروش اختیار قرارداد در فروش موقعیت . ۴
−max{K − ST , ٠} = min{ST −K, ٠}

ͬ دهد. م نشان را حالات این ٢ . ٢ ش΄ل نمودار های

اروپایی معامله اختیار فروش یا خرید از حاصل نمودار :٢ . ٢ ش΄ل



٢١ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
خرید٢٩) اختیار و فروش اختیار برابری (رابطه .١۵ . ٢ . ٨ تعریف

C +Ke−rT = P + S٠

گوییم. استاندارد معامله اختیار برای خرید اختیار و فروش اختیار برابری رابطه را فوق رابطه
سررسید و توافقͬ قیمت با اروپایی خرید اختیار ΁ی قیمت ͬ توان م که ͬ دهد م نشان فوق رابطه
دست به سررسید همان و توافقͬ قیمت همان با اروپایی فروش اختیار ΁ی قیمت از را معین

برعکس. و آورد
ͬ نامند. م خطر٣٠ پر دارایی را باشد نامعلوم آینده در آن باز دهͬ که دارایی .١۶ . ٢ . ٨ تعریف

ͬ نامند. م ٣١ بی خطر دارایی را باشد آینده در مشخص بازدهͬ دارای که دارایی .٢ . ٨ . ١٧ تعریف

ͬ نامند. م بهره٣٢ نرخ را ͬ شود م حاصل سپرده گذاری توسط ͬ ای   که بازده .٢ . ٨ . ١٨ تعریف
به سپرده حساب ΁ی در را سرمایه  این و باشد W٠ اولیه ی سرمایه ی دارای شخصͬ اگر مثلا
زیر صورت به بهره نرخ آورد، دست به W١ > W٠ مقدار و کند سرمایه گذاری سال ΁ی مدت

ͬ شود: م محاسبه
r =

W١ −W٠
W٠

زیر صورت به بهره نرخ صورت این در باشد، شده Wn سرمایه اش سال n گذشت از بعد اگر و
ͬ شود: م محاسبه

r =
Wn −W٠
nW٠ .

معامله گران انواع ٢ . ٨ . ٣
بوده موفقیت آمیز توجهͬ قابل طور به معاملات، اختیار و آتͬ پیمان های و آتͬ بازار های عمل΄رد
و معامله گران انواع از کثیری تعداد جذب برای بازار ها این توانایی آن، دلیل مهم ترین است.
سرمایه گذاری چنانچه که طوری به است، مبادلات انجام برای فراوان نقد ینگͬ قابلیت ایجاد
ندارد. قرارداد دوم طرف یافتن در مش΄لͬ معمولا کند، اتخاذ را معاملاتͬ موقعیت ΁ی بخواهد
در آربیتراژ گران و سفته بازان ،΁ریس پوشش دهندگان ͬ توان م را معامله گران عمده گروه سه

گرفت. نظر
΁ریس پوشش دهندگان

به معاملات اختیار و آتͬ پیمان های آتͬ، قرارداد های از استفاده با ٣٣΁ریس پوشش دهندگان
یا ͬ شود.(هزینه م ناشͬ متغیر ΁ی در آتͬ بالقوه ی حرکت از که هستند، ریس΄ͬ کاهش دنبال

29Put-Call parity
30Risky Asset
31Risk-Free Asset
32Interest Rate
33To hedge a risk



مقدمات و مفاهیم ٢٢
΁ریس پوشش از ناشͬ نتیجه ی این که ولͬ ͬ شود م تضمین پایه، دارایی بابت دریافتͬ قیمت

ندارد). وجود اطمینانͬ هیچ باشد، ΁ریس پوشش عدم حالت از بهتر
سفته بازان

استفاده بازار متغیر ΁ی در قیمت آتͬ حرکت جهت پیش بینͬ، از سوداگران٣۴ یا سفته بازان
پیش بینͬ نوع با متناسب را موقعیت هایی و ͬ روند م ΁ریس استقبال به (سفته بازان ͬ کنند. م

ͬ کنند) م کسب قیمت ها، تغییر درباره ی خود
آربیتراژ گران

سود کسب دنبال به مختلف بازار چند یا دو در متناسب موقعیت های اتخاذ با آربیتراژ گران٣۵
اگر دارد آربیتراژ فرصت بازار ͬ گوییم م هستند. ΁ریس بدون

، V h٠ = ٠ . ١
، P (V h

T > ٠) = ١ . ٢
.P (V h

T > ٠) > ٠ . ٣
΁ریس بدون سود کسب اجازه که خود تامین سبدی گوییم آربیتراژ وجود صورت در بنابراین

باشد. نداشته وجود بدهد را
(Ω, F, P ) احتمال فضای با شده تعریف بازار قیمت گذاری) اول اساسͬ (قضیه .٢ . ٨ . ١ قضیه
فاقد بازار است(یعنͬ کامل بازار صورت این در ͬ گیریم م نظر در را {St}t≥٠ قیمت فرآیند و
مارتینگل Q تحت S که باشد داشته وجود Q مارتینگلͬ اندازه اگر تنها و اگر است آربیتراژ)

باشد.
کنید. رجوع [٣۴] به برهان.

ͬ کند. م بیان را مارتینگلͬ اندازه وجود و آربیتراژ بدون بازار بین ارتباط قضیه این
مارتینگلͬ اندازه اگر تنها و اگر است کامل بازار قیمت گذاری) دوم اساسͬ (قضیه .٢ . ٨ . ٢ قضیه

باشد. ی΄تا
کنید. رجوع [٣۴] به برهان.

34Speculation
35Arbitrage



٣ فصل
خرید معامله اختیار ارزش گذاری

بل΁‐شولز مدل تحت اروپایی

مقدمه ٣ . ١
قیمت گذاری در بزرگͬ گام مرتون رابرت و شولز میرن ،΁بل فیشر آقایان ١٩٧٠ سال اوایل در
بل΁‐شولز١ مدل عنوان تحت که بود مدلͬ ارائه آنها کار نتیجه برداشتند. معامله اختیار اوراق
داشته معامله اختیار خطر پوشش و قیمت گذاری نحوه در زیادی تاثیر مدل این گشت. معروف
١٩٨٠ دهه های در مالͬ مهندسͬ موفقیت در محوری و اساسͬ نقش مدل این همچنین است.
در موضوعات مهم ترین از ی΄ͬ معامله اختیار ارزش گذاری که آنجایی از است. داشته ١٩٩٠ و
معامله اختیار قیمت گذاری شیوه در انقلابی بل΁‐شولز مدل ΁بی ش است مالͬ اقتصاد های
سپس ͬ کنیم. م معرفͬ را بل΁‐شولز مدل ابتدا فصل این در دلیل بدین است. آورده وجود به

ͬ پردازیم. م مدل این تحت اروپایی خرید معامله اختیار ارزش گذاری به

1Black-Scholes model

٢٣



بل΁‐شولز مدل تحت اروپایی خرید معامله اختیار ارزش گذاری ٢۴

بل΁‐شولز مدل ٣ . ٢
ریس΄ͬ دارایی ب‐ ΁ریس بدون الف‐دارایی است دارایی دو شامل مدلͬ بل΁‐شولز مدل

هستند. زیر دینامی΁ های دارای ترتیب به که
dBt = rBtdt, B(٠) = ١, (٣ . ١)
dSt = µStdt+ σStdWt. (٣ . ٢)

دارایی انتظار مورد بازده نرخ و دارایی قیمت تلاطم بهره، نرخ ترتیب به µ و σ ، r آن در که
است. (Ω, F, P ) احتمال فضای روی براوانͬ فرآیند ΁ی Wt ͬ باشندو م ثابت) (مقادیر

مدل تحت اروپایی خرید معامله اختیار ارزش گذاری ٣ . ٣
بل΁‐شولز

برای منصفانه ای قیمت یعنͬ است اختیار قیمت گذاری مسئله مهم ترین مالͬ مشتقات بازار در
ͬ شود. م محاسبه اختیار

ͬ پردازیم. م ارزش گذاری به قضایا از استفاده با و ͬ کنیم م مطرح را قضایا ابتدا

معادله جواب .٣ . ٣ . ١ قضیه
dXt = αXtdt+ σXtdWt (٣ . ٣)
X٠ = x٠ (۴ . ٣)

از است عبارت
X(t) = x٠.exp

{(
α− ١

٢σ٢)t+ σWt

}
.

از است عبارت Xt ریاضͬ امید
E[Xt] = x٠eαt.

ͬ آوریم م بدست ایتو فرمول استفاده با و Zt = f(x, t) = lnXt ͬ دهیم م قرار ابتدا برهان.

dZ =
١
X
dX +

١
٢
{
− ١
X٢

}
[dX]٢

=
١
X

{αXdt+ σXdW}+ ١
٢
{
− ١
X٢

}
σ٢X٢dt

= {αdt+ σdW} − ١
٢σ٢dt.



٢۵ بل΁‐شولز مدل تحت اروپایی خرید معامله اختیار ارزش گذاری
داریم بنابراین

dZt =
(
α− ١

٢σ٢)dt+ σdWt,

Z٠ = lnx٠.

داشت: خواهیم انتگرال گیری با نتیجه در
Zt = lnx٠ +

∫ t

٠ (α− ١
٢σ٢)ds+

∫ t

٠ σdWs

= lnx٠ + (α− ١
٢σ٢)t+ σ(Wt)

ͬ آید م به دست بدست زیر صورت به X بنابراین
Xt = eZt = x٠exp

{(
α− ١

٢σ٢)t+ σWt

}
ͬ کنیم م اثبات زیر صورت به را قضیه دوم قسمت ایتو فرمول از استفاده با

dXt = αXtdt+ σXtdWT

F (t,Xt)− F (٠, X٠) =
∫ t

٠ αXsds+

∫ t

٠ σXsdWS

E(F (t,Xt))− E(F (٠, X٠)) = α

∫ t

٠ E(Xs)ds+ E(

∫ t

٠ σXsdWS)

E(Xt)− x٠ = α

∫ t

٠ E(Xs)ds

که قضیه دوم قسمت اثبات به ما بالا انتگرال حل با
E[Xt] = x٠eαt

ͬ رسیم. م است
مرزی مقدار مساله ی از جوابی F کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ قضیه

∂F

∂t
(t, x) + µ(t, x)

∂F

∂x
(t, x) +

١
٢σ٢(t, x)∂

٢F
∂x٢ (t, x)− rF (t, x) = ٠, (۵ . ٣)

F (T, x) = Φ(x), (۶ . ٣)
در X آن در که باشد l٢ به متعلق e−rsσ(s,Xs)

∂F
∂x (s,Xs) کنید فرض به علاوه باشد.

dXs = µ(s,Xs)ds+ σ(s,Xs)dWs (٣ . ٧)
Xt = x, (٣ . ٨)

صورت به F نمایش صورت این در ͬ کند. م صدق
F (t, x) = e−r(T−t)Er,x[ϕ(Xt)], (٣ . ٩)

است.



بل΁‐شولز مدل تحت اروپایی خرید معامله اختیار ارزش گذاری ٢۶
است زیر صورت به T سررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با خرید اختیار از حاصل بازده

Φ(ST ) = max[ST −K, ٠].
ارزش گذاری به شده، فرض ثابت تلاطم و بهره نرخ که بل΁‐شولز مدل تحت ͬ خواهیم م

بپردازیم. اروپایی خرید اختیار
است زیر صورت به بل΁‐شولز مدل که این به توجه با

dBt = rBtdt, B(٠) = ١, (٣ . ١٠)
dSt = µStdt+ σStdWt. (٣ . ١١)

مشروط مطالبه ی آربیتراژ بدون قیمت که ͬ دانیم م ٣ . ٣ . ٢ قضیه اعدادثابت اند.از σ و µآن در که
از است عبارت Φ(S(T )) ساده

F (t, s) = e−r(T−t)EQ
t,s[Φ(S(T ))]. (٣ . ١٢)

از است عبارت S ΁دینامی −Q آن در که
dS(t) = rS(u)du+ σS(u)dW (u) (٣ . ١٣)
S(t) = s. (١۴ . ٣)

ͬ کنیم. م مشاهده را ٣ . ٣ . ١ قضیه هندسͬ براوانͬ حرکت تصادفͬ دیفرانسیل معادله این در
صریح صورت به را S(T ) ͬ توانیم م ٣ . ٣ . ١ قضیه نتایج از استفاده با بنابراین
S(T ) = s.exp

{(
r − ١

٢σ٢)(T − t) + σ(W (T )−W (t))
} (١۵ . ٣)

از است عبارت مشروط مطالبه قیمت گذاری فرمول بنابراین بنویسیم،
F (t, s) = e−r(T−t)

∫ ∞

−∞
Φ(sez)f(z)dz (١۶ . ٣)

توزیع با Z تصادفͬ متغیر چ·الͬ f آن در که
N
[(
r − ١

٢σ٢)(T − t), σ
√
T − t

]
است.

عددی صورت به باید Φ قرارداد تابع کلͬ انتخاب ازای به که است انتگرالͬ فرمول ١۶ . ٣ فرمول
به کمابیش را ١۶ . ٣ ͬ توان م آن ها در که دارد وجود خاص حالت چند حال این با شود. محاسبه
Φ(ST ) = آن در که است، اروپایی خرید اختیار حالت معروف ترین کرد، محاسبه تحلیلͬ صورت

داریم حالت این در max[ST −K, ٠]
EQ

t,s[max[seZ −K, ٠]] = ٠.Q(seZ ≤ K) +

∫ ∞

ln K
s

(sez −K)f(z)dz. (٣ . ١٧)



٢٧ بل΁‐شولز مدل تحت اروپایی خرید معامله اختیار ارزش گذاری
است زیر صورت به که اروپایی خرید اختیار قیمت گذاری فرمول به بالا فرمول محاسبه از پس

است. T اختیار این سررسید و K توافقͬ قیمت آن در که رسید. خواهیم
F (t, s) = sN [d١(t, s)]− e−r(T−t)KN [d٢(t, s)]. (٣ . ١٨)

و است N [٠, ١] توزیع برای تجمعͬ توزیع تابع N آن در که
d١(t, s) =

١
σ
√
T − t

{
ln(

s

K
) + (r +

١
٢σ٢)(T − t)

}
, (٣ . ١٩)

d٢(t, s) = d١(t, s)− σ
√
T − t. (٣ . ٢٠)

است. شده گفته بالا در آن اثبات که ͬ رسیم م زیر گزاره به بالا مطالب ارائه بعد

فرمول با T سررسید و K توافق قیمت با اروپایی خرید اختیار قیمت .٣ . ٣ . ١ گزاره
آن در که ͬ شود م داده Π(t) = F (t, S(t))

F (t, s) = sN [d١(t, s)]− e−r(T−t)KN [d٢(t, s)]. (٣ . ٢١)
و است N [٠, ١] توزیع برای تجمعͬ توزیع تابع N اینجا در

d١(t, s) =
١

σ
√
T − t

{
ln(

s

K
) + (r +

١
٢σ٢)(T − t)

}
, (٣ . ٢٢)

d٢(t, s) = d١(t, s)− σ
√
T − t. (٣ . ٢٣)





۴ فصل
هال ‐وایت مدل و هال ‐وایت مدل

کسری

مقدمه ١ . ۴
اختیار گذاری قیمت شیوه ی در انقلابی بل΁‐شولز مدل شد، ذکر قبل فصل در که همان طور
مدل در اساسͬ فرض ͬ باشد. م نقص هایی دارای مدل این ولͬ است اورده وجود به معامله
که صورتͬ در است، نرمال (سهام) پایه دارایی قیمت احتمال توزیع که است این بل΁‐شولز
با مقایسه در دارایی قیمت فرآیند که ͬ دهند م نشان واقعͬ مالͬ بازار های در تجربی شواهد
دی·ر، طرف از است. نرمال به نسبت بیش تری گشیدگͬ و کلفت  تر دم دارای نرمال، توزیع
ال·و های که است حالͬ در این و شده انگاشته ثابت سهام قیمت تلاطم بل΁‐شولز مدل در
تلاطم بودن تصادفͬ از گواه بازار، در شده مبادله اختیار قیمت  های در شده مشاهده تلاطم
مدل هایی نقص ها این از رهایی برای زیادی متخصصان بل΁‐شولز مدل از بعد [١] دارند
توجه با حال است هال‐وایت مدل مدل ها این از ی΄ͬ کردند ارائه تلاطم دینامی΁ های برای
دارد. ‐شولز ΁بل مدل به نسبت هال‐وایت مدل که برتری و بل΁‐شولز مدل نواقص به
به فصل این در است تصادفͬ تلاطم مهمترین و اولین هال‐وایت مدل اینکه به توجه وبا
معرفͬ را هال‐وایت مدل تصادفͬ دیفرانسیل معادله ابتدا ͬ پردازیم. م هال‐وایت مدل معرفͬ
ادامه در ͬ آوریم. م بدست هال‐وایت مدل rt برای جوابی ایتو فرمول ΁کم به می΄نیم،سپس

٢٩



کسری هال ‐وایت مدل و هال ‐وایت مدل ٣٠
هال‐ مدل برای تقریبی، مدل ΁ی وهمچنین کرده معرفͬ را کسری هال‐وایت مدل فصل

ͬ کنیم. م معرفͬ کسری وایت

هال‐وایت مدل ٢ . ۴
را ͬ کند م پیروی آن از هال‐وایت مدل مالͬ، بازار های در که تصادفͬ دیفرانسیل معادله ابتدا

ͬ کنیم: م معرفͬ زیر صورت به

drt = (b(t)− a(t)rt)dt+ σ(t)dWt (١ . ۴)
فرآیند Wt و σ(t) > ٠ ، a(t) > ٠ و هستند t حسب بر پیوسته توابع σ(t) و b(t) ، a(t) آن در که
جواب ΁ی است.اکنون مالͬ بازار های در هال‐وایت مدل قیمت فرآیند rt و استاندارد براوانͬ

ͬ آوریم: م بدست زیر صورت به ١ . ۴ تصادفͬ دیفرانسیل معادله برای
rt = r٠ +

∫ t

٠ [b(s)− a(s)rs]ds+ σ(t)Wt. (٢ . ۴)
فرایند V ar(Wt) و E(Wt) ، است استاندارد براوانͬ فرآیند Wt اینکه به توجه با .٢ . ١ . ۴ ملاحظه

داشت: خواهیم زیر صورت به را Wt استاندارد براوانͬ
E(Wt) = ٠ (٣ . ۴)

V ar(Wt) = t (۴ . ۴)
را کسری هال‐وایت مدل ٢ . ۴ بخش در شده معرفͬ هال‐وایت مدل به توجه با حال

ͬ کنیم. م معرفͬ

کسری هال‐وایت مدل ٣ . ۴
ͬ کنیم: م معرفͬ زیر فرم به H ∈ (٠, ١) برای را کواریانس تابع بخش این ابتدای در

R(t, s) =
١
٢
[
t٢H + s٢H − |t− s|٢H

]
.

است. استاندارد براوانͬ فرآیند همان کسری براوانͬ فرآیند آنگاه باشد H = ١٢ اگر آن در که
صورت به را کسری براوانͬ فرآیند ابتدا کنیم معرفͬ را کسری هال‐وایت مدل اینکه برای حال

ͬ کنیم: م معرفͬ زیر
BH

t =
١

Γ(α+ ١)
[
Zt +

∫ t

٠ (t− s)αdWs

]
.



٣١ تقریبی مدل
براوانͬ فرآیند {Wt}{t>٠} و گاما تابع Γ(٠) ، α = H − ١٢ کسری، براوانͬ فرآیند BH

t آن در که
و است استاندارد

Zt =

∫ ٠
∞
[(t− s)α − (−s)α]dWs.

ͬ شود: م بیان زیر اصطلاح توسط اساسا BH
t است پیوسته Zt که آنجایی از

Bt =

∫ t

٠ (t− s)αdWs.

را rt قیمت(بهره) فرایند برای را کسری هال‐وایت مدل تصادفͬ دیفرانسیل معادله ما اکنون
ͬ کنیم: م مطرح زیر صورت به

drt = (b(t)− a(t)rt)dt+ σ(t)dBt, (۵ . ۴)
با شده تعریف (٠ < H < ١)H اندیس از کسری براوانͬ فرآیند ΁ی Bt آن در که

Bt =

∫ t

٠ (t− s)H− ١٢dWs (۶ . ۴)
جواب ΁ی اکنون است. σ(t) > ٠ و t ∈ [٠, T ] آن در که است، پذیر دیفرانسیل تابع ΁ی σ(t) و

ͬ آوریم: م بدست زیر صورت به (۵ . ۴) تصادفͬ دیفرانسیل معادله برای
rt = r٠ +

∫ t

٠ [b(s)− a(s)rs]ds+ σ(t)Bt. (٧ . ۴)
V ar(BH

t ) و E(BH
t ) است، کسری براوانͬ فرآیند ΁ی BH

t اینکه به توجه با .٣ . ١ . ۴ ملاحظه
داشت: خواهیم زیر فرم به را BH

t کسری براوانͬ فرآیند
E(BH

t ) = ٠ (٨ . ۴)

V ar(BH
t ) = t٢H (٩ . ۴)

مدل ΁ی بعدی بخش در کرده ایم. معرفͬ را کسری هال‐وایت مدل بخش این در ما
ͬ کنیم. م معرفͬ کسری هال‐وایت مدل برای جدید

تقریبی مدل ۴ . ۴
برای ͬ کنیم. م معرفͬ کسری هال‐وایت مدل برای جدید تقریبی مدل ΁ی ما بخش این در

ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر صورت به را تصادفͬ(۴ . ۵) دیفرانسیل معادله ابتدا منظور این
drt = (b(t)− a(t)rt)dt+ σ(t)dBt, ٠ ≤ t ≤ T,

rt(t=٠) = r٠,
(١٠ . ۴)



کسری هال ‐وایت مدل و هال ‐وایت مدل ٣٢
آن در که

Bt =

∫ t

٠ (t− s)αdWs, − ١٢ < α < ١٢ (١١ . ۴)
است. دوگانه انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی r٠ و

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Bε
t یعنͬ کسری براوانͬ ،فرآیند ε > ٠ هر برای اکنون

Bε
t =

∫ t

٠ (t− s+ ε)αdWs. (١٢ . ۴)
∫داریم: t

٠
∫ s

٠ (s− u+ ε)α−١dWuds =

∫ t

٠
∫ t

u
(s− u+ ε)α−١dsdWu

=
١
α

[ ∫ t

٠ (t− u+ ε)αdWu − εα
∫ t

٠ dWu

]
=

١
α
[Bε

t − εαWt].

(١٣ . ۴)

داریم: بالا محاسبات از
Bε

t = α

∫ t

٠ φε
sds+ εαWt, (١۴ . ۴)

آن در که
φε
t =

∫ t

٠ (t− s+ ε)(α−١)dWS . (١۵ . ۴)
است. نیم مارتینگل ΁ی Bε

t سپس مارتینگل، εαWt و متناهͬ متغیر α
∫ t٠ φε

sds که چون
ε > ٠ هر برای و ͬ گیریم م نظر در را کسری هال‐وایت مدل برای را تقریبی، مدل ما اکنون
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را کسری هال‐وایت تقریبی مدل تصادفͬ دیفرانسیل معادله

drεt = (b(t)− a(t)rεt )dt+ σ(t)dBε
t , ٠ ≤ t ≤ T

rεt(t=٠) = r٠,
(١۶ . ۴)

در شده داده مقدار با برابر دقیقا r٠ و است شده تعریف (١٢ . ۴) معادله توسط Bε
t آن در که

است. (١٠ . ۴) اولیه شرایط
داریم: ما (١۴ . ۴) از

dBε
t = αφε

tdt+ εαdWt. (١٧ . ۴)
تعریف زیر صورت به را (١۶ . ۴) در(۴ . ١۶)،فرمول از(۴ . ١٧) dBε

t جای·زینͬ از پس رو، این از
ͬ کنیم: م

drεt = (b(t) + αφε
tσ(t)− a(t)rεt )dt+ εασ(t)dWt

rεt(t=٠) = r٠.
(١٨ . ۴)



٣٣ تقریبی مدل
(١٨ . ۴) فرمول rt برای جوابی قضیه این در که ͬ کنیم م بیان را قضیه ΁ی ما بخش این ادامه در

ͬ کنیم. م معرفͬ

باشند. [٠, T ] در پیوسته توابع b(t) و a(t) کنید فرض .١ . ۴ . ۴ قضیه
زیر صورت به که دارد وجود برای(۴ . ١٨) rεt فرد به منحصر جواب ΁ی ε > ٠ هر برای سپس

است: شده داده
rεt = e−

∫ t٠ a(s)ds
[
r٠ + εα

∫ t

٠ σ(s)e
∫ s٠ a(u)dudWs +

∫ t

٠ (b(u) + σ(u)αφε
u)e

∫ u٠ a(s)dsdu
]
. (١٩ . ۴)





۵ فصل
هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری

لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری

مقدمه ١ . ۵
صفر کوپن با قرضه اوراق قیمت گذاری به فصل این در بل΁‐شولز مدل معایب به توجه با
بخش در منظور این برای ͬ پردازیم م اروپایی اختیار و ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت
و تعاریف از پاره ای به بعدی بخش در ͬ کنیم م بیان را مطالبی قرضه اوراق مورد در ابتدا اول
هال‐ مدل تحت صفر کوپن با قرضه اوراق قیمت گذاری فرمول آخر در و ͬ پردازیم م مقدمات
بدست لͬ تقارن روش به را اروپایی اختیار برای قیمت گذاری فرمول و ترکیبی کسری وایت

ͬ آوریم. م

قرضه اوراق ٢ . ۵
و قرضه اوراق تعریف به سپس ͬ کنیم م معرفͬ را بهادار اوراق ابتدا قرضه اوراق تعریف برای

ͬ پردازیم. م آن ویژگͬ

٣۵



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ٣۶
بهادار اوراق

بهادار اوراق ͬ باشد. م مالͬ ارزش دارای که است ستد و داد قابل مالͬ ابزار ΁ی بهادار١ اوراق
ͬ شوند: م بندی دسته زیر صورت به کلͬ طور به

قرضه سهام و قرضه اوراق بانک، بدهͬ سند مانند بدهͬ اوراق •
و... عادی سهام مانند سهام صاحبان حقوق اوراق •

معامله اختیار آتͬ، قرارداد های مثل، مشتقه ابزار های •
ͬ شود. م نامیده ͬ کند،منتشر کننده م منتشر بهادار اوراق که بنگاهͬ یا شرکت

بهادار، اوراق ͬ کنند. م تعیین را بهادار اوراق ΁ی بودن شرایط واجد کشور ها قوانین ساختار
مدخلͬ در تنها و باشند گواهͬ بدون عام تر طور به یا شوند صادر گواهͬ صورت به ͬ توانند م
حمل کننده که معنا این به باشند، حامل وجه در ͬ توانند م ͬ ها گواه باشند. شده ثبت ال΄ترونی΄ͬ
به اوراق که شخصͬ تنها صورت این در که باشند نام با یا است بهادار ورقه حقوق صاحب آن

است. حقوق صاحب اوست نام

آن اصطلاحات و انواع با آشنایی چیست؟ قرضه اوراق

معامله قابلیت که است ورقه ای ͬ شود، م یاد نیز بدهͬ اوراق عنوان به آن از که قرضه اوراق
پرداخت شده تعیین پیش از زمانͬ فواصل در که است مشخص سود با وام مبل; بیانگر و داشته
این شود. پرداخت بهادار اوراق خریدار به آن مبل; کل مشخصͬ سررسید در ͬ باید م و ͬ شود م
خریدار برای نیز دی·ری حقوق یا حق شده، گرفته نظر در سود بر علاوه است مم΄ن اوراق
آن سررسید زمان و سود پرداخت زمان سود، اوراق این در بنابراین باشد. داشته همراه به خود
سرمایه، بازار بهادار اوراق که هستند سرمایه بازار بهادار اوراق جز قرضه اوراق است. مشخص

هستند. ی΄سال از بیش سررسید با بهادار اوراق

ͬ شوند: م تقسیم دسته سه به قرضه اوراق سررسید، زمان لحاظ به

سال ͷپن تا ΁ی سررسید با کوتاه مدت •
سال ده تا ͷپن سررسید با میان مدت •
سال ده از بیش سررسید با بلند مدت •

1Securities



٣٧ قرضه اوراق
ͬ شوند: م تقسیم دسته دو به قرضه اوراق سررسید، تعداد لحاظ به

تاریخ ΁ی فقط و مشخص آن سررسید که است ش΄لͬ به قرضه اوراق نوع متداولترین •
دارد. سررسید

گرفته نظر در آن برای متفاوت سررسید تاریخ های که است سریالͬ اوراق، این دی·ر نوع •
ͬ شود. م پرداخت قرضه ورقه مبل; از نسبتͬ سررسید، هر در که ͬ شود م

کنیم: تقسیم قسمت دو به را قرضه اوراق ͬ توانیم م بهره نرخ اساس بر

قرضه اوراق شده، تضمین قرضه اوراق رهنͬ، اوراق شامل ثابت بهره نرخ با قرضه اوراق •
درآمدی قرضه اوراق تبدیل، قابل

ماه سه (مثلا دوره هایی در بهره نرخ قرضه اوراق نوع این در شناور نرخ با قرضه اوراق •
نوع از بدهͬ ابزار های جمله از شناور نرخ با اوراق ͬ گیرد. م قرار نظر تجدید مورد ی΄بار)

ͬ دهند. م تش΄یل را سنتͬ مدت بلند بدهͬ ابزار های که قرضه اند اوراق

و شده منتشر بانک ها توسط که است اوراقͬ شناور، نرخ با ͬ سپرده گواه است توضیح به لازم
است. شناور نرخ دارای

اصل پرداخت که جا آن از یا ͬ شود م ضمانت و منتشر دولت توسط معمول طور به قرضه اوراق
اطمینان مورد و ͬ شود م محسوب خطر بدون ͬ شود، م تعهد دولت توسط اوراق این فرع و

است. پایین بسیار آن ΁ریس و است سرمایه گذار

قرضه اوراق انواع

دولتͬ قرضه اوراق

دولت ها صورت حساب ها، پرداخت به خصوص و حقوق لیست پرداخت برنامه ها، مالͬ تامین برای
امن ترین جزو آمری΄ا، مثل ثباتͬ با کشور های قرضه ی اوراق ͬ کنند. م صادر قرضه اوراق
توسعه،دارای حال در کشور های قرضه ی اوراق دی·ر، طرف در اما ͬ شود. م شناخته سرمایه گذاری ها
چندین و و خزانه داری طریق از را خود قرضه ی اوراق آمری΄ا دولت هستند. بالاتری ΁ریس
از کمتر آنها سررسید موعد که قرضه ای اوراق به آمری΄ا در ͬ کند. م صادر مختلف دولتͬ نهاد
T − notes را سال ده تا ΁ی بین سررسید با قرضه اوراق ، T − bills اصطلاح در باشد، ی΄سال



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ٣٨

اوراق این از دریافتͬ بهره ی موارد، برخͬ در ͬ گویند. م خزانه داری اوراق را سال ده از بیش و
دولتͬ قرضه اوراق جز کوپن بی و کوپن با قرضه اوراق ͬ شود. نم درآمد بر مالیات شامل
است آنها فروش کسر آنها سود تنها ͬ دهند نم سود که هستند اوراقͬ کوپن بی اوراق هستند.

ͬ دهند. م سود کوپن با اوراق های ولͬ

شهرداری قرضه ی اوراق

یا عملیات ها مالͬ تامین برای مختلف مناطق و کشور ها شهر ها، ایالات، توسط اوراق این
بیمارستان، ساخت هزینه های شهرداری قرضه ی اوراق ͬ شود. م صادر پروژه ها هزینه ی پرداخت
ͬ کند. م تامین مالͬ نظر از را غیره و پل فرودگاه، اداری، دفاتر خیابان، نیروگاه ها، مدرسه،
حاصل پول از بیشتر پولͬ به که ͬ کنند م اقدام قرضه اوراق صدور به زمانͬ معمولا شهرداری ها
این شهرداری قرضه ی اوراق مزیت های از ی΄ͬ باشند. داشته احتیاج مالیات ها جمͽ آوری از

است. مالیات از معاف آن، از حاصل سود که است

شرکتͬ قرضه اوراق

ͬ شود. م صادر آنها هزینه ی تامین به ΁کم برای و کار و کسب توسط شرکتͬ قرضه ی اوراق
ͬ توان م بیشتری پول اما است، دولتͬ قرضه ی اوراق از بالاتر اوراق این ΁ریس اینکه وجود با
بیشتر شرکتͬ قرضه ی اوراق میان از انتخاب برای گزینه ها تعداد همچنین کرد. کسب آن از

است. مالیات از نبودن معاف اوراق، این معایب از اما است.

بسیار اوراق ΁ریس گرفتن نظر در شرکتͬ، قرضه ی اوراق در سرمایه گذاری خصوص در ویژه به
کم بازدهͬ قرضه ی اوراق صرف را خود پول که ندارد دوست سرمایه گذاری هیچ است. مهم
باید شرکتͬ قرضه ی اوراق خرید برای باشد. ۵٠ − ۵٠ آن شرکت ورش΄ستگͬ احتمال که کند
ͬ توانند م تحقیقات این کرد. تحقیق آن اقتصادی چشم انداز و صادرکننده مالͬ وضعیت درباره

باشد. شرکت کار و کسب برنامه ی و نقدینگͬ بدهͬ، نقدی، جریان میزان شامل
مهارت و زمان ما از بسیاری اما باشد، سرگرم کننده است مم΄ن تحقیقاتͬ چنین انجام اینکه با
مانند شرکت هایی خوشبختانه نداریم. را شرکت ΁ی مالͬ وضعیت صحیح تحلیل برای کافͬ
ͬ دهند. م انجام را کار این پورز اند استاندارد شرکت و مودی سرمایه گذاری خدمات شرکت

ͬ کنند. م تعیین را آنها رتبه ی و ͬ پردازد م شرکت ها وضعیت بررسͬ به آنان، کارشناسان

قرضه اوراق ͬ های ویژگ



٣٩ قرضه اوراق
را برگ این که است شرکتͬ بستانکار قرضه اوراق از برگه ΁ی دارنده بستانکاری سند •
دارد را آن بهره و اسمͬ مبل; اصل دریافت حق بستانکار عنوان به او است. کرده منتشر
نوع هیچ قرضه اوراق دارنده ولͬ است، شده تعیین وام قرارداد سند در وی حقوق و
ͬ شود) م پرداخت سهامداران به (که سهم سود بابت از چیزی و ندارد شرکت در مال΄یتͬ

رسید. نخواهد او به
اوراق از برخͬ هستند. مشخص سررسید دارای اوراق معمولا معین سررسید تاریخ •
سررسید تدریج به دی·ر برخͬ و ͬ شوند م سررسید زمانͬ معین ͽمقط ΁ی در قرضه

شد. خواهند خرید باز سررسید از قبل آنها اکثر که گونه ای به ͬ شوند، م
باز پرداخت سررسید در و است شده نوشته ورقه روی که است ثابتͬ قیمت اسمͬ ارزش •

است) شده نوشته اس΄ناس روی که مبلغͬ (مانند ͬ شود. م
اوراق دارندگان شود، ورش΄ست است کرده منتشر قرضه اوراق که شرکتͬ اگر اولویت •
دارند. تقدم حق عادی سهام صاحبان بر خود فرع و اصل دریافت با رابطه در قرضه
قرارداد های در آنها اولویت ترتیب است، کرده منتشر قرضه اوراق نوع چند شرکتͬ اگر

ͬ شود. م قید مربوط
است مم΄ن مثلا ͬ کنند، م وثیقه یا قرضه اوراق انتشار به اقدام شرکت ها از بعضͬ وثیقه •
دارای که شرکت هایی ͬ دهد. م قرار قرضه اوراق وثیقه را خود ساختمان و زمین شرکت

ͬ دهند. م انتشار وثیقه بدون قرضه اوراق معمولا هستند شهرت و اعتبار
خاصͬ، موارد در قرضه اوراق از خاصͬ نوع دارندگان کلͬ، طور به رای حق •

ادغام مورد در یا دی·ر قرضه های اوراق فروش و انتشار (مثل شرکت تصمیم گیری های در
مندرج شرایط شرکتͬ اگر اینکه، فراتر باشند. رای حق دارای دی·ر) شرکت های در شرکت
اوراق دارندگان کند) عدول آن مفاد از اصطلاح (به نکند رعایت را قرضه اوراق قرارداد در

کنند. قدرت اعمال شرکت فعالیت های از بسیاری بر ͬ توانند م قرضه
فروخته خریدار به اختصاصͬ عرضه صورت به قرضه اوراق اگر قرضه اوراق امین دارندگان •
به قرضه اوراق اگر ولͬ هستند. قرارداد طرف خریدار و منتشرکننده شرکت فقط شود
شخص ΁ی قرارداد طرفین از غیر شود، فروخته خریداران از زیادی تعداد به عمومͬ طور
به قرضه اوراق دارندگان طرف از نمایندگͬ به که است قرارداد طرف امین نام به سوم

ͬ کند. م نظارت شرکت تعهدات اجرا
متعهد کننده صادر و است شده نوشته ورقه روی که است نرخͬ قرضه اوراق بهره نرخ •

ͬ باشد م سررسید تا دوره طول در آن پرداخت به
در معمولا و بودند ثابت بهره نرخ دارای قرضه اوراق که بود گونه این به ͽوض گذشته در

بیست قرضه اوراق سالانه بهره نرخ مثال، برای ͬ کند نم تغییر نرخ این آنها عمر طول
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اوراق انتشار دهنده اگر که ͬ دانست م خریدار شخص ͬ گردید، م تعیین درصد هفت ساله
آورد. خواهد دست به درصد هفت میزان به بازدهͬ نشود، مواجه مالͬ بحران با قرضه
ثابت ͬ شوند. م منتشر تازگͬ به که قرضه هایی اوراق اکثر بهره نرخ حاضر حال در ولͬ،
آینده در آنها بهره میزان ͬ نامند. م شناور نرخ با قرضه اوراق را اینها معمولا ͬ باشند. نم

دارد. بستگͬ خزانه) اوراق (مثل بازار در رایج بهادار اوراق سایر بهره نرخ به
قیمت این ͬ شود م معامله قرضه) اوراق (بازار ثانویه بازار در که است قیمتͬ بازار قیمت •
اسمͬ قیمت از که است مم΄ن و صرف آن به که باشد بیشتر اسمͬ قیمت از است مم΄ن

ͬ شود. م گفته (نخفیف) کسر آن به که باشد کمتر
به مانده زمان به توجه با قرضه اوراق سودآوری از است عبارت قرضه اوراق بازدهͬ •

ͬ باشد: م زیر شرح به آن فرمول که آن بازار قیمت همچنین و آن سررسید
ͬ شود: م خریداری صرف با اوراق که زمانͬ –

بهره*ارزش (صرف‐(نرخ بر تقسیم قرضه) اوراق سررسید*قیمت به مانده (سال
=بازدهͬ (( سررسید به مانده سال X اسمͬ

ͬ شود: م خریداری کسر با اوراق که زمانͬ –
بهره*ارزش (کسر+(نرخ بر تقسیم قرضه) اوراق سررسید*قیمت به مانده (سال

=بازدهͬ سررسید)) به مانده اسمXͬسال

اسمͬ بهره نرخ و قرضه اوراق قیمت رابطه

این در را اصلͬ نقش بهره نرخ اما ͬ باشند م موثر قرضه اوراق قیمت تعیین در زیادی عوامل
آینده به نسبت ویژه ای توجه بایستͬ قرضه اوراق در سرمایه گذاران بنابراین ͬ کند م بازی میان

باشند. داشته بهره نرخ

خریداری ساله ده قرضه اوراق دلار ١٠٠ شما باشد درصد ١٠ بهره نرخ کنید فرض .٢ . ١ . ۵ مثال
که کنید فرض هم باز حالا ͬ کنید م دریافت سود را خود سرمایه درصد ده سالͬ شما یعنͬ ͬ کنید م
رسمͬ بهره نرخ الان اما بفروشید را خود اوراق ͬ خواهید م شما و ͬ گذرد م شما خرید از سال ΁ی
سود بقیه از بیشتر درصد ۵ ͬ خرد م را شما اوراق که کسͬ بنابراین است رسیده کاهش درصد ۵ به
خواهد بالا آن قیمت نتیجه در و داشت خواهد بیشتری خریداران شما اوراق بنابراین گرفت خواهد
نرخ چشم انداز که زمانͬ کلͬ بطور فروخت. خواهید دلار ١٠۵ را خود دلاری ١٠٠ اوراق شما و رفت
باشد. سرمایه گذاری برای مناسبی فرصت ͬ تواند م قرضه اوراق خرید است کاهش به رو بانکͬ بهره



۴١ قرضه اوراق
ͬ خرد نم را شما قرضه اوراق کسͬ حالا باشد درصد ٢٠ بهره نرخ فروش زمان در کنید فرض حالا
بیاورید پایین را قیمت تا ͬ شوید م مجبور شما و ͬ شود م عرضه درصد ٢٠ نرخ با جدید اوراق چون

دیده اید. زیان شما اینجا در بفروشید را خود اوراق ͬ توانید م دلار ٨۵ حدود چیزی
اوراق بازدهͬ نرخ باشد کشور رسمͬ بهره نرخ رفتن بالا به انتظارات چنانچه .٢ . ١ . ۵ نتیجه

ͬ یابد. م کاهش بازدهͬ نرخ باشد بهره نرخ آمدن پایین به انتظارات چنانچه و افزایش قرضه

قرضه اوراق ارزش گذاری

سرمایه گذاری هر برای است. قرضه اوراق برای منصفانه قیمتͬ تعیین قرضه٢ اوراق ارزش گذاری
که است نقدی جریان فعلͬ ارزش قرضه، اوراق منصفانه ΁تئوری قیمت بهادار، ورقه یا سرمایه

ͬ رود. م آن تولید انتظار
تنزیل نرخ وسیله به قرضه اوراق انتظار مورد نقد جریان تنزیل با قرضه اوراق ارزش بنابراین

ͬ گردد. م تعیین مناسب
ترکیب با و است مش΄ل تر آن ارزش گذاری باشد، اختیاری گزینه های شامل قرضه ورقه اگر
از اختیار صرف اختیار، نوع به وابسته ͬ آید. م بدست تنزیل و اختیار ها قیمت گذاری کردن
ورقه ارزش نهایتا و ͬ گردد م اضافه آن به یا شده کسر شده محاسبه مستقیم طور به که قیمتͬ

ͬ آید. م بدست قرضه

قرضه اوراق بازدهͬ منحنͬ هندسͬ مفهوم

چیست؟ بازدهͬ منحنͬ

سررسید به مانده سال های و قرضه اوراق بازدهͬ بین رابطه که نموداریست بازدهͬ منحنͬ
این ͬ توان م چه اگر ͬ شوند. م درجه بندی سال ٣٠ تا ماه ΁ی از معمولا و ͬ دهد م نشان را آن
خزانه قرضه اوراق به معمولا اصطلاح این اما کرد رسم قرضه اوراق نوع هر برای را منحنͬ
و ͬ کند م پیروی قرضه اوراق در سرمایه گذاران تمایلات از منحنͬ ش΄ل ͬ کند. م اشاره داری
سرمایه گذاران ͬ کند. م فراهم را بلند مدت با مقایسه در کوتاه مدت بازدهͬ درباره اطلاعاتͬ
اقتصاد و نرخ ها آینده جهت برای بهتری درک بازدهͬ منحنͬ ش΄ل وتفسیر تحلیل با ͬ توانند م

باشند. داشته

دارد: وجود باز دهͬ منحنͬ نوع سه کلͬ طور به
2Bond valuation
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عادی •
صاف •

معکوس •

عادی بازدهͬ منحنͬ از حاصل نمودار :١ . ۵ ش΄ل

صاف بازدهͬ منحنͬ از حاصل نمودار :٢ . ۵ ش΄ل



۴٣ قرضه اوراق

معکوس بازدهͬ منحنͬ از حاصل نمودار :٣ . ۵ ش΄ل

بیشتری بازپرداخت باشد مدت بلند وام این اگر ͬ دهید م وام کسͬ به شما که زمانͬ عادی:
طرفͬ از ͬ باشد م شما طرف از بیشتر ΁ریس پذیرش مستلزم بیشتر زمان زیرا ͬ خواهد م هم را

ͬ کند. م تهدید بیشتر را مدت بلند قرضه اوراق تورم خطر نیز
مدت کوتاه بهره نرخ های است.) ارز نرخ تعیین کننده بزرگ سازمان (یه فدرال چنانچه صاف:
منحنͬ آمدن به وجود باعث یابد کاهش مدت بلند قرضه اوراق بهره نرخ های اما دهد افزایش را

ͬ گردد. م صاف
نداشته افزایش به تمایلͬ بلند مدت نرخ های اما یابد افزایش مدت کوتاه نرخ های اگر معکوس:

آمد. خواهد به وجود معکوس بازدهͬ منحنͬ یابند کاهش حتͬ یا و باشند

کوپن که اوراقͬ ندارد سود نرخ که هستند اوراقͬ صفر کوپن با قرضه اوراق .٢ . ١ . ۵ تعریف
سود اصلا صفر کوپن با اوراق میشه اعلام آنها سود نرخ اول از که هستند اوراقͬ دارد سود

ͬ شود. م بازخرید اسمͬ ارزش به و ͬ شود م فروخته کسر به بل΄ه ندارد

ͬ فروشد م شرکت یا ناشر را ریا ل ١٠٠٠٠٠٠ اسمͬ ارزش با اوراق مثال عنوان به .٢ . ٢ . ۵ مثال
می΄ند. بازخرید ریا ل ١٠٠٠٠٠٠ سررسید در و ریا ل ٩٠٠٠٠٠

است. بازخرید و خرید قیمت تفاوت ͽواق در آن سود
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مقدمات و تعاریف ٣ . ۵
ترکیبی کسری براوانͬ حرکت خواص و تعاریف برخͬ بررسͬ به خلاصه طور به بخش این در

ͬ پردازیم م

هندسͬ خواص دارای سویی از گرفته اند. قرار توپولوژی و جبر شاخه دو بین لͬ گروه های
هستند. جبری خواص دارای سویی از و

گوییم، لͬ گروه ΁ی را است گروه جبری ساختار دارای که G هموار منیفلد .٣ . ١ . ۵ تعریف
ضربی: نگاشت هرگاه

m : G×G→ G m(g, h) = gh, g, h ∈ G,

وارون ساز: نگاشت و
i : G×G→ G, i(g) = g−١, g ∈ G,

باشند. هموار
فرم به دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی .٣ . ٢ . ۵ تعریف
∆(x, u(n)) = ٠,

وابسته متغیر q و x = (x١, . . . , xp) مستقل متغیر p شامل که
آن در که است u = f(x) صورت به تابعͬ دستگاه این جواب است. u = (u١, . . . , uq)

uα = fα(x١, . . . , xp), α = ١, . . . , q,
است. x = (x١, . . . , xp) مستقل متغیر های از هموار تابعͬ

ͬ گیریم. م نظر در U = Rq روی U و X = Rp روی X مختصاتͬ دستگاه دو .٣ . ٣ . ۵ تعریف
U و X وابسته ی و مستقل متغیر های از متش΄ل که E = X × U ≃ Rp+q اقلیدسͬ فضای

ͬ شود. م گفته ∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه با متناظر کامل فضای ͬ باشد، م
طور به باشد. مفید دیفرانسیل معادلات تقارن تفهیم در ͬ تواند م ساده اشیا تقارن بررسͬ
ظاهرا را شͬ آن که است تبدیلͬ هندسͬ شͬ ΁ی برای تقارن از منظور گفت ͬ توان م تقریبی

ͬ کند: م صدق زیر شرایط در که است تبدیلͬ تقارن ب·ذارد. تغییر بدون
باشد. ساختار حافظ تبدیل باید •



۴۵ مقدمات و تعاریف
باشد. دیفئومورفیسم تبدیل باید •

بنگارد. خودش به را نظر مورد شͬ تبدیل باید •
متغیر −q و مستقل متغیر −p با ام −n مرتبه دیفرانسیل معادله −l دستگاه ΁ی .۴ . ٣ . ۵ تعریف

صورت به ∆ مانند تابعͬ وابسته
∆ : Jn → Rl, (١ . ۵)

ضابطه با
∆ν(x, u

n) = ٠, ν = ١, . . . , l, (٢ . ۵)
صورت به را آن ͬ توان م که است

∆ν(x, u
n) = (∆١(x, un), . . . ,∆l(x, un)),

اگر باشد. p > ١ اگر دارد، نام جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی بالا دستگاه نوشت.
ͬ گوییم. م معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی را دستگاه آنگاه باشد، p = ١

است زیر صورت به انتگرالͬ تبدیل ΁ی f تابع فوریه تبدیل .۵ . ٣ . ۵ تعریف
f(x) =

∫ ∞

−∞
F (u)eiuxdu,

آن معکوس تبدیل و
F (u) =

١
٢π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iuxdx,

است. انتگرال پذیر و پیوسته تابع ΁ی f که
مفهوم درک مالͬ تحلیل های و تجزیه اساس و پایه تنزیل) نرخ (فرآیند .۶ . ٣ . ۵ تعریف
΁ی برابر آتͬ سال های در دارایی ارزش برای شده بینͬ پیش رقم هر که است جمله این
برای مالͬ تحلیل های و تجزیه در ͬ باشد. م حال زمان در سالانه سود نرخ با سرمایه گذاری
استفاده با ͬ گردد م کسب آتͬ سال های در که را دارایی ارزش محاسبات، در زمان عامل حذف
در که r سالانه بهره نرخ حالت این در ͬ نمایند. م تبدیل روز ارزش به e−rt تنزیل ضریب از
به را ͬ باشد م ΁ریس بدون بورس بازار ΁ی در سرمایه گذاری بهره نرخ عنوان به محاسبات
بهره نرخ برای سازگار فرآیند ΁ی R(t) کنید فرض لذا ͬ گیرند. م نظر در تنزیل نرخ عنوان

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را تنزیل فرآیند باشد.
D(t) = e−

∫ t٠ R(s)ds.
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داریم ایتو فرمول از f(x) = e−x و J(s) = ∫ t٠ R(s)ds اگر

dD(t) =df(J(t))

=f ′(J(t))dJ(t) +
١
٢f ′′(J(t))dJ(t)dJ(t)

=−R(t)D(t)dt

΁ی صفر) زمان (در فعلͬ ارزش محاسبه یا تعیین مسئله کرد، توجه آن به باید که موضوعͬ
مبنای بر پرداخت ها این فعلͬ ارزش ͬ گیرد. م صورت آینده زمان در که است پرداخت ها سری

ͬ شود. م محاسبه بهره نرخ
باشیم داشته هرگاه گوییم، خنث٣ͬ ΁ریس اندازه را Q احتمال اندازه .٣ . ٧ . ۵ تعریف

باشند. معادل احتمال اندازه دو P و Q . ١
،D(t) = e−

∫ t٠ R(s)ds که باشد D(t)S(t)تحتQمارتینگل شده تنزیل دارایی قیمت فرایند . ٢
است. ΁ریس بدون بهره نرخ R(t) و تنزیل نرخ

است. e−rt تنزیل نرخ بهره، نرخ بودن ثابت صورت در
صورت این در باشد. t لحظه در دارایی ΁ی (بازدهͬ) عایدی h(t) کنید فرض .٣ . ١ . ۵ قضیه

است زیر صورت به t لحظه در خنثͬ ΁ریس اندازه تحت دارایی ارزش
V (t) = EQ[e−

∫ t٠ R(s)dsh(T )|F ], ٠ ≤ t ≤ T,

است. Q خنثͬ ΁ریس اندازه به نسبت امید EQ که
کنید. رجوع [٣١] به برهان.

 
با t ∈ R+ هر برای (Ω, F, P ) احتمال فضای روی ترکیبی کسری براوانͬ فرآیند .٣ . ٨ . ۵ تعریف
صورت به که کسری براوانͬ فرآیند و براوانͬ فرآیند از است خطͬ ترکیب H و α, β پارامتر های

ͬ شود: م تعریف زیر
MH

t = αBt + βBH
t , (٣ . ۵)

3Risk neutral measure



۴٧ مقدمات و تعاریف
β و α است. H ∈ (٠, ١) پارامتر با کسری براوانͬ فرآیند BH

t براوانͬ، فرآیند Bt آن در که
هستند زیر صورت به واقعͬ ثابت دو

(α, β) ̸= (٠, ٠).

است زیر اصلͬ خواص دارای BH
t کسری براوانͬ فرآیند .٣ . ١ . ۵ گزاره

و E[BH
t ] = ٠ ، t, s ∈ R+ هر برای •

E[BH
t B

H
s ] =

١
٢(|t|٢H + |s|٢H − |t− s|٢H),

ͬ دهد. م نشان P احتمال اندازه به توجه با را انتظارات ، E[٠] آن در که
است. پیوسته گاوسͬ فرآیند ΁ی BH

t •

است زیر اصلͬ خواص دارای MH
t ترکیبی کسری براوانͬ فرآیند .٣ . ٢ . ۵ گزاره

P (a.s.) و MH٠ = ٠ این، بر علاوه . β ̸= ٠ وقتͬ است گاوسͬ فرآیند ΁ی MH
t •

است زیر صورت به MH
s و MH

t کواریانس تابع ، t, s ∈ R+ هر برای •
Cov(MH

t ,M
H
s ) = α٢(t ∧ s) + β٢

٢ (t٢H + s٢H − |t− s|٢H), (۴ . ۵)
.t ∧ s = min{t, s} آن در که

اگر MH
t نمو های علاوه براین هستند. متشابه خود ترکیبی و ثابت MH

t نمو های •
٠ < H < ١٢ اگر و ندارد همبستگͬ H = ١٢ اگر دارند، مثبت همبستگͬ ١٢ < H < ١

دارد. منفͬ همبستگͬ
است شده داده زیر صورت به MH

t از زمان ام n ریشه ، t ∈ R+ و l ∈ R هر برای •

E[(MH
t )n] =


٠, n = ٢l + ١,
(٢l)!٢ll!

(α٢t+ β٢t٢H)l, n = ٢l.
(۵ . ۵)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به ϕ(t, s) ، H ∈ ( ١٢ , ١) ثابت ΁ی برای .٣ . ٣ . ۵ گزاره
ϕ(t, s) = H(٢H − ١)|t− s|٢H−٢, t, s ∈ R+.

یعنͬ داریم را کسری ایتوی لم و زیر کسری تصادفͬ انتگرال ما سپس



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ۴٨
که طوری به باشد داشته وجود f(t) قطعͬ تابع ΁ی اگر •∫ +∞

٠
∫ +∞

٠ f(s)f(t)ϕ(t, s)dsdt < +∞.

است. شده تعریف t ≥ ٠ همه برای ∫ +∞٠ f(s)dBH
s تصادفͬ انتگرال سپس

کسری ایتوی لم متناهͬ، مشتقات با G(٠, ٠) پیوسته دیفرانسیل پذیر تابع دو هیچ برای •
یعنͬ است، برقرار زیر

dG(t, θ) = (
∂G

∂t
+ f(t)

∂٢G
∂θ٢

∫ t

٠ f(v)ϕ(s, v)dv)dt+
∂G

∂θ
f(t)dBH

t . (۶ . ۵)

اساسͬ فرضیه های ۴ . ۵
ͬ کنیم. م معرفͬ را اساسͬ فرضیه های ما بخش این در

تولید و است کامل F = {Ft}t≥٠ آن در که ب·یرید نظر در را ، (Ω, F, P ) احتمال فضای •
است. Q در احتمال اندازه P و Ft = σ{(B١(t), B٢(t), BH١ (t), BH٢ (t))} توسط شده

صورت به ترکیبی کسری هال‐وایت آربیتراژ بدون مدل تحت rt بهره نرخ (تکامل) رشد •
یعنͬ است، شده داده زیر

drt = [a(t)− b(t)rt]dt+ σr(t)[α١dB١(t) + β١dBH١ (t)], (٧ . ۵)
فرآیند B١(t) و هستند زمان متغیر حسب بر پیوسته توابع σr(t) و b(t),a(t) آن در که

است. H ∈ (٣۴ , ١) پارامتر با کسری براونͬ فرآیند BH١ (t) و استاندارد براوانͬ
صورت به ترکیبی کسری براونͬ فرآیند ΁ی توسط شده داده St سهام قیمت ΁دینامی •

است: شده داده زیر
dSt = St{µtdt+ σs(t)[α٢dB٢(t) + β٢dBH٢ (t)]}, (٨ . ۵)

استاندارد براوانͬ (t)B٢فرآیند ، St نوسان پذیر نرخ σs(t) ، St انتظار مورد نرخ µt درآن که
است. H ∈ (٣۴ , ١) پارامتر با کسری براوانͬ فرآیند ΁ی BH٢ (t) و

است زیر صورت به B٢(t) و B١(t) استاندارد براوانͬ فرآیند همبستگͬ •
Cov(dB١(t), dB٢(t)) = ρ١(t)dt.

است زیر صورت به نیز BH٢ (t) و BH١ (t) کسری براوانͬ فرآیند همبستگͬ علاوه براین،
Cov(dBH١ (t), dBH٢ (t)) = ρ٢(t)dt.



تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری
۴٩ لͬ

نرخ و ͬ شود م پرداخت مداوم به طور معامله ها اختیار قرارداد عمر طول در سهام سود •
است. q(t) سهام سود

ندارد. وجود هم آربیتراژ بازار علاوه براین، ندارد. وجود مالیات و معامله هزینه های •

α١ ̸= ٠ و β١ = ٠ اگر است ΁کلاسی هال‐وایت بهره نرخ مدل (٧ . ۵) معادله .١ . ۴ . ۵ ملاحظه
و α١ = ٠ اگر کسری هال‐وایت بهره نرخ مدل با است متناظر (٧ . ۵) معادله که حالͬ در ،

.β١ ̸= ٠

، α٢ ̸= ٠ و β٢ = ٠ اگر است ΁کلاسی هندسͬ براونͬ فرآیند (٨ . ۵) معادله .٢ . ۴ . ۵ ملاحظه
.β٢ ̸= ٠ و α٢ = ٠ اگر کسری براونͬ فرآیند با است متناظر (٨ . ۵) معادله که حالͬ در

هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری ۵ . ۵
لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری

ͬ کنیم م معرفͬ زیر صورت به را هال‐وایت مدل
کنید فرض همچنین باشد. بروانͬ استاندارد فیلتر {Ft}t و احتمال فضای (Ω, F, P ) کنید فرض
ͬ کند. م تبعیت زیر مدل از Q خنثͬ ΁ریس اندازه تحت ،t لحظه در St پایه دارایی قیمت فرآیند

dSt = rStdt+ σ(t)StdWt (٩ . ۵)
است. استاندارد براونͬ فرآیند Wt و است بهره r آن در که

فرآیند مشخصه تابع است، لازم ۴ سریع فوریه تبدیل روش به توان اختیار قیمت گذاری برای
بیابیم. را هال‐وایت مدل تحت پایه دارایی قیمت

ͬ کنیم م عمل زیر صورت به مشخصه تابع آوردن دست به برای

مشخصه تابع

داریم (٩ . ۵) معادله از استفاده با و ایتو فرمول طبق صورت این در ،Xt = lnSt ͬ دهیم م قرار
dXt = S−١

t [dSt]−
١
٢S−٢

t [dStdSt] (١٠ . ۵)
4Transform Fourier fast



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ۵٠
آن در که

dSt = rStdt+ σ(t)StdWt (١١ . ۵)
و

[dStdSt] = σ٢(t)St٢dt (١٢ . ۵)
داریم (١٠ . ۵) معادله در (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) معادلات جای·ذاری با حال

dXt = rdt+ σ(t)dWt −
١
٢ [σ٢(t)]dt (١٣ . ۵)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به را پایه دارایی فرآیند مشخصه تابع

φlnSt(u) = EQ[exp{iu ln(St)}]

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به مشخصه تابع (١٣ . ۵) از حال
φlnSt(u) = EQ[exp{iu ln(ST )}]

= EQ[exp{iu(lnS٠ + rT +

∫ T

٠ σ(t)dWT +

∫ T

٠ − ١
٢ [σ٢(t)]dt)}]

= exp{iu(ln(S٠) + rT )}EQ[exp{+iu
∫ T

٠ σ(t)dWT + iu

∫ T

٠ − ١
٢ [σ٢(t)]dt}]

= exp{iu(ln(S٠) + rT )}EQ[exp{+iu σ(WT )−
iu

٢ [σ٢(T )]T}]

ͬ دهیم م قرار
S١ = iu,

S٢ = − iu٢ .
ͬ شود م حاصل زیر صورت به هال‐وایت مدل تحت دارایی قیمت فرآیند مشخصه تابع بنابراین

φlnST
(u) = exp{iu(ln(S٠) + rT )}EQ[exp{S١σ(WT ) + S٢[σ٢(T )]T}]. (١۴ . ۵)

زیر صورت به لͬ تقارن روش به اختیار ارزش گذاری تحلیلͬ جواب های آوردن دست به برای
ͬ کنیم م عمل



تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری
۵١ لͬ
T سررسید زمان و K توافقͬ قیمت با توان خرید اختیار قیمت تابع Cm(T,K) کنیم فرض
Q خنثͬ ΁ریس اندازه تحت توان خرید اختیار قیمت گذاری تعریف طبق صورت این در باشد.

است زیر صورت به
Cm(t,K) = e−r(T−t)EQ[(Sm

T −Km)+|Ft], (١۵ . ۵)
این در k = lnK و Xt = lnSt ،t = ٠ کنید فرض است. ثابت) (مقادیر بهره نرخ r آن در که

داشت خواهیم (١۵ . ۵) رابطه از صورت
Cm(T, k) = e−rT

∫ ∞

k
(emXT − emk)qT (XT )dXT , (١۶ . ۵)

منفͬ به k که وقتͬ که کنید توجه است. XT تصادفͬ فرآیند چ·الͬ تابع qT (XT ) آن در که
اصلاح قیمت مادان و کار [٩] ͬ کند.در م میل S٠ به Cm(T, k) تابع آن گاه ͬ کند م میل بی نهایت

کردند. معرفͬ زیر صورت به را خرید اختیار شده
cm(T, k) = eαkCm(T, k), ∀ α > ٠. (١٧ . ۵)

این است. St پایه دارایی قیمت مدل به وابسته و خرید قیمت شده اصلاح ضریب α آن در که
که شود انتخاب طوری باید پارامتر

E(Sα+١
T ) <∞ =⇒ φCT

(−(α+ ١)i) <∞

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به cm(T, k) روی فوریه تبدیل
ψT (u) =

∫ ∞

−∞
eiukcm(T, k)dk. (١٨ . ۵)

داریم (١٨ . ۵) در (١٧ . ۵) معادله همچنین و (١٧ . ۵) در (١۶ . ۵) معادله جای گذاری با
ψT (u) =

∫ ∞

−∞
eiukeαke−rT

∫ ∞

k
(emXT − emk)qT (XT )dXTdk

=

∫ ∞

−∞
e−rT qT (XT )

∫ XT

−∞
(emXT − emk)eiukeαkdkdXT

=
me−rTφT (u− (α+m)i)

(α+ iu)(m+ α+ iu)
.

تبدیل معکوس تعریف طبق است. خنثͬ ΁ریس اندازه تحت Xt مشخصه تابع φT آن در که
است زیر صورت به cm(T, k) تابع فوریه

cm(T, k) =
١

٢π
∫ ∞

−∞
e−iukψT (u)du.

ͬ شود م حاصل زیر صورت به (١٧ . ۵) به توجه با طرفͬ از
Cm(T, k) =

e−αk

٢π
∫ ∞

−∞
e−iukψT (u)du. (١٩ . ۵)



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ۵٢
(١٩ . ۵) راست سمت انتگرال برای انتگرال) تقریب (روش ذوزنقه ای۵ قاعده بردن کار به با

داریم

Cm(T, k) ≈ e−αk

π

N∑
j=١

e−iujkψT (uj)△, (٢٠ . ۵)

.uj = △(j − ١) و انتگرال بالای حد a = N△ انتگرال، گام طول △ که
مجموع محاسبه برای موثر روشͬ سریع، فوریه تبدیل روش

w(v) =
N∑
j=١

e−i ٢π
N

(j−١)(v−١)x(j), (٢١ . ۵)

ͬ کنیم م تعریف ابتدا روش این از استفاده با حال است. v = ١,٢, . . . , N برای
kv = −b+ η(v − ١), (٢٢ . ۵)

طول با [−b, b] بازه در توافقͬ قیمت ل·اریتم ارزش های از را، مقدار N رابطه این .b = Nη٢ که
داریم صورت این در η△ = ٢π

N ͬ دهیم م قرار سپس ͬ دهد. م η منظم گام

Cm(kv) ≈
e−αkv

π

N∑
j=١

e−iη△(j−١)(v−١)eibujψT (uj)△.

△ برای دقیق تری قیمت گذاری فرمول تا ͬ کند م ΁کم ما به سیمپسون۶ قاعده دی·ر، طرف از
آید بدست زیر صورت به بزرگ های

Cm(T, k) =
e−αkv

π

N∑
j=١

e−i ٢π
N

(j−١)(v−١)eibujψT (uj)
△
٣ (٣ + (−١)j − δj=١),

است. دیری΄له تابع δ آن در که
فوریه تبدیل روش از استفاده با ‐ام m توان خرید اختیار شده اصلاح قیمت فوق، فرمول

است. سریع

هال‐وایت مدل ساختار ابتدا هال‐وایت مدل (PDE) جزئͬ دیفرانسیل معادله تعیین برای
ͬ گیریم م نظر در زیر صورت به را

dSt = (b(t)− a(t)St)dt+ σtdWt.

5Trapezoidal rule
6Simpson”s rule



تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری
۵٣ لͬ

داریم ایتو فرمول از استفاده با .Xt = lnSt ͬ دهیم م قرار
dXt =

١
St

[dSt]−
١

٢S٢
t

[dS٢
t ], (٢٣ . ۵)

آن در که
dSt = (b(t)− a(t)St)dt+ σtdWt.

و
dS٢

t = σ٢
t dt.

ͬ کنیم م جای·ذاری است dXt همان که (٢٣ . ۵) در را dS٢
t و dSt حال

dXt = [
١
St
b(t)− a(t)]dt+

١
St
σtdWt −

١
٢S٢

t

σ٢
t dt. (٢۴ . ۵)

مشخصه، تابع تعریف طبق
ψ(φ, T − t, x) = f(t, x, σ) = E(eiuXt |Xt = x).

داشت. خواهیم f تابع روی ایتو فرمول استفاده با
df(t, x, σ) = ftdt+ fxdx+ fxxdxdx. (٢۵ . ۵)

هستند زیر صورت به fxx و fx ، ft آن در که
ft =

∂f

∂t
,

fx =
∂f

∂x
,

fxx =
∂٢F
∂x٢ .

داریم: (٢۵ . ۵) در (٢۴ . ۵) جای·ذاری با
ft + [

١
St
b(t)− a(t)− ١

٢S٢
t

σ٢
t ]fx +

١
S٢
t

σ٢
t fxx − f(t, x, σ) = ٠. (٢۶ . ۵)

ͬ آوریم م بدست تقارن ها ΁کم به را بالا معادله دقیق جواب های از خاص دسته ی ادامه در
اول حات

صورت به را (٢۶ . ۵) از خاصͬ حالت
ft + fx + fxx − f = ٠, (٢٧ . ۵)

ͬ پذیرد م تقارن عنوان به را زیر عمل·ر های معادله این ͬ گیریم. م نظر در
X١ = ∂x,



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ۵۴
X٢ = ∂t,

X٣ = f∂f ,

X۴ = t∂x −
١
٢(t− x)f∂f ,

X۵ =
x

٢∂x + t∂t +
١
۴(۵t− x)f∂f ,

X۶ =
١
٢xt∂x +

١
٢ t٢∂t +

١
٨(۵t٢ − ٢xt− ٢t+ x٢)f∂f .

.∂t =
∂
∂t و ∂f = ∂

∂f ، ∂x = ∂
∂x آن در که

t = r ، f = υ(r) متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X١ تقارن ΁کم به حال
به ،(٢٧ . ۵) در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = q و

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله
υ′ − υ = ٠.

گروه متغیر های جای·ذاری با حال دارد. υ = aer صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این
ͬ رسیم. م (٢٧ . ۵) برای f = aet جواب به جواب این در فوق ناوردایی

t = q ، f = υ(r) متغییر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X٢ تقارن ΁کم به حال
به ،(٢٧ . ۵) در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = r و

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش  معادله
υ′ + υ′′ − υ = ٠.

صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این

υ = a exp[(

√۵ − ١
٢ )r] + b exp[−(

√۵ + ١
٢ )r]

جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه متغیر های جای·ذاری با حال دارد.

f = a exp[(

√۵ − ١
٢ )x] + b exp[−(

√۵ + ١
٢ )x]

ͬ رسیم. م (٢٧ . ۵) برای
، f = υ متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X١ + X٢ تقارن ΁کم به حال
در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = q و t = r + q

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله به ،(٢٧ . ۵)
υ′′ − υ = ٠.

متغیر های جای·ذاری با حال دارد. υ = aer + be−r صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این
ͬ رسیم. م (٢٧ . ۵) برای f = aet−x + bex−t جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه



تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری
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دوم حالت
صورت به را (٢۶ . ۵) از خاصͬ حالت

ft + fxx − f = ٠, (٢٨ . ۵)
ͬ پذیرد م تقارن عنوان به را زیر عمل·ر های معادله این ͬ گیریم. م نظر در

X١ = ∂x,

X٢ = ∂t,

X٣ = f∂f ,

X۴ = t∂x +
١
٢xf∂f ,

X۵ =
x

٢∂x + t∂t + ft∂f ,

X۶ =
١
٢xt∂x +

١
٢ t٢∂t +

١
٨(x٢ + ۴t٢ − ٢t)f∂f .

.∂f = ∂
∂f و ∂x = ∂

∂x ، ∂t = ∂
∂t آن در که

t = r ، f = υ(r) متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X١ تقارن ΁کم به حال
به ،(٢٨ . ۵) در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = q و

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله
υ′ − υ = ٠.

گروه متغیر های جای·ذاری با حال دارد. υ = aer صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این
ͬ رسیم. م (٢٨ . ۵) برای f = aet جواب به جواب این در فوق ناوردایی

t = q ، f = υ(r) متغییر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X٢ تقارن ΁کم به حال
به ،(٢٨ . ۵) در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = r و

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش  معادله
υ′′ − υ = ٠.

متغیر های جای·ذاری با حال دارد. υ = aer + be−r صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این
ͬ رسیم. م (٢٨ . ۵) برای f = aet−x + bex−t جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه

، f = υ متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X١ + X٢ تقارن ΁کم به حال
در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = q و t = r + q

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله به ،(٢٨ . ۵)
υ′ + υ′′ − υ = ٠.



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ۵۶
صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این

υ = a exp[(

√۵ − ١
٢ )r] + b exp[−(

√۵ + ١
٢ )r]

جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه متغیر های جای·ذاری با حال دارد.
f = a exp[(

√۵ − ١
٢ )x] + b exp[−(

√۵ + ١
٢ )x]

ͬ رسیم. م (٢٨ . ۵) برای
، f = υ

e
−υe(

q٢ )٢ متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X۵ تقارن ΁کم به حال
در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = e(

q٢ ) و t = req

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله به ،(٢٨ . ۵)
υ′ + ۶rυ′ + ۴rυ′′ = ٠.

صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این
υ = a+ br−

۵٨ e−
٣۴ r
[۶r whittaker(٣

٨ ,
٧
٨ ,

٣r
٢
)
+ ٧whittaker(١١

٨ ,
٧
٨ ,

٣r
٢
)]

دارد.
سوم حالت

صورت به را (٢۶ . ۵) از خاصͬ حالت های
ft − σ٢fx + σ٢fxx − f = ٠, (٢٩ . ۵)

ͬ پذیرد م تقارن عنوان به را زیر عمل·ر های معادله این ͬ گیریم. م نظر در
X١ = ∂x,

X٢ = ∂t,

X٣ = f∂f ,

X۴ = t∂t +
(x+ σ٢t)

٢σ٢ f∂f ,

X۵ =
x

٢∂x + t∂t +
١
۶(σ٢t+ ۶t+ x)f∂f ,

X۶ =
١
٢xt∂x +

١
٢ t٢∂t +

١
٨σ٢ (t٢σ۴ + (۴t٢ + ٢(x− ١)t)σ٢ + x٢)f∂f .

.∂f = ∂
∂f و ∂x = ∂

∂x ، ∂t = ∂
∂t آن در که

است. قبل حالت های مشابه X٢ و X١ تقارن های ΁کم به (٢٩ . ۵) جواب
، f = υ متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X١ +X٢ تقارن ΁کم به حال
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آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = q و t = r + q

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله به ،(٢٩ . ۵) در
υ′ + σ٢υ′ + σ٢υ′′ − υ = ٠.

صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این

υ = aexp
[(−١ − σ٢ +

√١ + ۶σ٢ + σ۴)r
٢σ٢

]
+ bexp

[
− (١ + σ٢ +

√١ + ۶σ٢ + σ۴)r
٢σ٢

]
جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه متغیر های جای·ذاری با حال دارد.

f = aexp
[(−١ − σ٢ +

√١ + ۶σ٢ + σ۴)t− x

٢σ٢
]
+ bexp

[
− (١ + σ٢ +

√١ + ۶σ٢ + σ۴)t− x

٢σ٢
]

ͬ رسیم. م (٢٩ . ۵) برای
چهارم حالت

صورت به را (٢۶ . ۵) از خاصͬ حالت
ft +

١
s
fx − f = ٠, (٣٠ . ۵)

ͬ پذیرد م تقارن عنوان به را زیر عمل·ر های معادله این ͬ گیریم. م نظر در
X١ = ∂x,

X٢ = ∂t,

X٣ = f∂f ,

X۴ =
x

٢∂x + t∂t + tf∂f ,

X۵ = t∂x +
sxf

٢ ∂f ,

X۶ =
xt

٢ ∂x +
t٢
٢ ∂t +

(۴t٢ − ٢t+ sx٢)
٨ f∂f .

.∂f = ∂
∂f و ∂x = ∂

∂x ، ∂t = ∂
∂t آن در که

است. قبل حالت های مشابه X٢ و X١ تقارن های ΁کم به (٣٠ . ۵) جواب
، f = υ متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، x١ + x٢ تقارن ΁کم به حال
در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = q و t = r + q

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله به ،(٣٠ . ۵)
υ′ +

١
s
υ′′ − υ = ٠.



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ۵٨
صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این

υ = a exp
[(

− s

٢ +

√
s٢ + ۴s

٢
)
r
]
+ b exp

[
−
( s

٢ +

√
s٢ + ۴s

٢
)
r
]

جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه متغیر های جای·ذاری با حال دارد.
f = a exp

[(
− s

٢ +

√
s٢ + ۴s

٢
)
t− x

]
+ b exp

[
−
( s

٢ +

√
s٢ + ۴s

٢
)
t− x

]
ͬ رسیم. م (٣٠ . ۵) برای

، f = υ

e
−re(

q٢ )٢ متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X۵ تقارن ΁کم به حال
در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = e(

q٢ ) و t = req

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله به ،(٣٠ . ۵)
sυ′ + ۶υ′r + ۴r٢υ′′ = ٠.

صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این
υ = a+ b erf

(√−s
٢√r

)
جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه متغیر های جای·ذاری با حال دارد.

f = a+ b erf
(√−s

٢√t x
)

ͬ رسیم. م (٣٠ . ۵) برای

که است بهره نرخ به مرتبط آنها بازده و امنیتͬ قیمت های تمام تقریبا مالͬ، بازار های در
ͬ کند. م ایفا مهمͬ نقش بهره نرخ مطالعه در قرضه اوراق ͬ شود. م دیده مهم عامل عنوان به
تحت ΁ریس بدون صفر کوپن با قرضه اوراق برای قیمت گذاری فرمول ما بخش این ادامه در
ͬ دهیم. م ارائه را اروپایی اختیار برای گذاری قیمت فرمول و ترکیبی کسری هال‐وایت مدل
ارزش با ΁ریس بدون صفر کوپن با قرضه اوراق قیمت نشان دهنده P = P (r, t) ͬ کنیم م فرض
زیر صورت به را قیمت  گذاری فرمول ما فایمن‐کاک، فرمول توجه با باشد. t زمان در ١ اسمͬ

داریم.

بدون صفر کوپن با قرضه اوراق ΁ی قیمت ترکیبی، کسری هال‐وایت مدل در .١ . ۵ . ۵ گزاره
است زیر صورت به t زمان در ΁ریس

P (r, t) = eA١(t)−A٢(t)r, (٣١ . ۵)
آن در که

A٢(t) = e−
∫ T
t b(s)ds

∫ T

t
e
∫ T
s b(v)dvds



تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری
۵٩ لͬ

و
A١(t) = −

∫ T

t

[
a(s)A٢(s)− (Hs٢H−١β٢١ +

α٢١٢ )σ٢
r (s)A

٢٢(s)
]
ds.

΁ریس بدون صفر کوپن با قرضه اوراق ΁ی قیمت است، تصادفͬ بهره نرخ که آنجایی از برهان.
است شده داده زیر صورت به t زمان در

P (r, t) = E[e−
∫ T
t rsds|rt = r], t < T. (٣٢ . ۵)

زیر شرح به (PDE) جزئͬ دیفرانسیل معادله مسئله P (r, t) فایمن‐کاک، فرمول از استفاده با
است

∂P
∂t + [Ht٢H−١β٢١ +

α٢١٢ ]σ٢
r (t)

∂٢P
∂r٢ + [a(t)− b(t)r]∂P∂r − rP = ٠,

P (r, T ) = ١.
(٣٣ . ۵)

نمائͯ فرم ساختار دارای ΁ریس بدون صفر کوپن با قرضه اوراق قیمت که باشید داشته توجه
صورت به جوابی P (r, t) که ͬ کنیم م فرض ما همچنین، است. ΁کلاسی هال‐وایت مدل تحت

یعنͬ است، زیر
P (r, t) = eA١(t)−A٢(t)r, (٣۴ . ۵)

اگر هستند. A٢(T ) = ٠ و A١(T ) = ٠ مرزی شرایط با قطعͬ تابع دو A٢(t) و A١(t) آن در که
ͬ رسیم م زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله به کنیم، جای·زین (٣٣ . ۵) معادله در را (٣۴ . ۵) معادله

dA١(t)
dt − a(t)A٢(t) + [Ht٢H−١β٢١ +

α٢١٢ ]σ٢
r (t)A

٢٢(t) = ٠,
A١(T ) = ٠,

(٣۵ . ۵)


dA٢(t)

dt − b(t)A٢(t) + ١ = ٠,
A٢(T ) = ٠.

(٣۶ . ۵)

ͬ شود م حاصل زیر صورت به (٣۶ . ۵) مساله جواب ساده، محاسبه ΁ی با
A٢(t) = e−

∫ T
t b(s)ds

∫ T

t
e
∫ T
s b(v)dvds (٣٧ . ۵)

آورد دست به زیر صورت به A٢(t) از استفاده با ͬ توان م را (٣۵ . ۵) مساله جواب سپس
A١(t) = −

∫ T

t

[
a(s)A٢(s)− (Hs٢H−١β٢١ +

α٢١٢ )σ٢
r (s)A

٢٢(s)
]
ds. (٣٨ . ۵)

آوردیم. بدست ΁ریس بدون صفر کوپن با قرضه اوراق قیمت گذاری برای فرمولͬ بنابراین



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ۶٠
ͬ آوریم. م دست به (٣٣ . ۵) معادله برای جوابی لͬ تقارن روش ΁کم به حال

اول حالت
صورت به را از(۵ . ٣٣) خاصͬ حالت

ut + uxx + ux − u = ٠, (٣٩ . ۵)
ͬ پذیرد م تقارن عنوان به را زیر عمل·ر های معادله ͬ گیریم.این م نظر در

υ١ =
∂

∂t
,

υ٢ =
∂

∂x
,

υ٣ = u
∂

∂u
,

υ۴ = t
∂

∂x
− ١

٢(t− x)u
∂

∂u
,

υ۵ =
x

٢
∂

∂x
+ t

∂

∂t
+

١
۴(۵t− x)u

∂

∂u,

υ۶ =
xt

٢ +
t٢
٢ +

١
٨(۵t٢ − ٢tx+ x٢ − ٢t)u ∂

∂u
.

است. (٢٧ . ۵) برای اول حالت مشابه υ١ + υ٢ و υ٢ ، υ١ تقارن های ΁کم به (٣٩ . ۵) جواب
دوم حالت

صورت به را (٣٣ . ۵) از خاصͬ حالت
ut + uxx + xux − xu = ٠, (۴٠ . ۵)

ͬ پذیرد م تقارن عنوان به را زیر عمل·ر های معادله این ͬ گیریم. م نظر در
υ١ =

∂

∂t
,

υ٢ =
∂

∂u
,

υ٣ = et
∂

∂x
+ uet

∂

∂u
,

υ۴ = e−t ∂

∂x
+
(−u(ete−tx+ ١)

et

) ∂

∂u
,

υ۵ = (x+ ٢)e٢t ∂
∂x

+ e٢t ∂
∂t

+ u(e٢tx+ (et)٢) ∂
∂u
.

x = r ، u = υ(r) متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، υ١ تقارن ΁کم به حال
به ،(۴٠ . ۵) در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را t = q و

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله
−rυ + rυ′ + υ′′ = ٠.



تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری
۶١ لͬ

صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این
υ = a exp(− ١

٢r(٢ + r)) + b exp(− ١
٢r(٢ + r)) erf(

١
٢I

√٢)٢ + r))

جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه متغیر های جای·ذاری با حال دارد.
u = a exp(− ١

٢x(٢ + x)) + b exp(− ١
٢x(٢ + x)) erf(

١
٢I

√٢)٢ + x))

.[١۵] ͬ رسیم م (۴٠ . ۵) برای

کسری هال‐وایت مدل تحت اروپایی معامله اختیار قرارداد برای قیمت گذاری فرمول ادامه در
ͬ دهیم. م ارائه لͬ تقارن روش به ترکیبی

دیفرانسیل معادله ما اروپایی، معامله اختیار قرارداد قیمت گذاری آوردن بدست برای ادامه در
ایتوی لم و پوشش −∆ اصل طریق از اروپایی معامله اختیار قرارداد ارزیابی برای (PDE) جزئͬ

ͬ سازیم. م کسری
سهام از سهم ΁ی ∆١ معامله، اختیار قرارداد از سهم ΁ی از است ترکیبی که ͬ سازیم م پرتفوی
با را اروپایی معامله اختیار قرارداد ΁ی است.قیمت صفر کوپن با قرضه اوراق از سهم ΁ی ∆٢ و

داریم سپس ͬ دهیم. م نشان Πt با را t زمان در پرتفوی ارزش و V (S, r, t)

Πt = V −∆١St −∆٢Pt. (۴١ . ۵)
است زیر صورت به (t, t+ dt) فاصله در Πt بازده ، (v) فرض با همواره علاوه براین

dΠt = dVt −∆١dSt −∆١q(t)Stdt−∆٢dPt. (۴٢ . ۵)
∆٢ =

∂V
∂r
∂P
∂r

و ∆١ = ∂V
∂S انتخاب همچنین و (۴٢ . ۵) معادله برای کسری ایتوی لم بردن به کار بعد

داریم ،(۴٢ . ۵) معادله تصادفͬ نویز کردن حذف برای
dΠt =

{∂V
∂t

+Ht٢H−١[σ٢
s (t)β

٢٢S٢∂٢V
∂S٢ + σ٢

r (t)β
٢١
∂٢V
∂r٢ + ٢ρ٢(t)σs(t)σr(t)β١β٢S

∂٢V
∂r∂S

]

+
١
٢
[
σ٢
s (t)α

٢٢S٢∂٢V
∂S٢ + σ٢

r (t)α
٢١
∂٢V
∂r٢ + ٢ρ١(t)σs(t)σr(t)α١α٢S

∂٢V
∂r∂S

]}
dt

− q(t)S
∂V

∂S
dt−

∂V
∂r
∂P
∂r

[∂P
∂t

+ (Ht٢H−١β٢١ +
α٢١٢ )σ٢

r (t)
∂٢P
∂r٢

]
dt.

(۴٣ . ۵)
باشد. r باید ΁ریس بدون پرتفوی هر برای بازده که ͬ دانیم م ما ، (vi) فرض با دی·ر، طرف از

است زیر صورت به dΠt (ارزش) مقدار رو، این از
dΠt = rΠtdt = r

(
V − ∂V

∂S
S −

∂V
∂r
∂P
∂r

P
)
dt. (۴۴ . ۵)



لͬ تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت قیمت گذاری ۶٢
داریم محاسبات برخͬ با همچنین و (۴۴ . ۵) در (۴٣ . ۵) و (٣٣ . ۵) جای·ذاری با

∂V

∂t
+Ht٢H−١[σ٢

s (t)β
٢٢S٢∂٢V

∂S٢ + σ٢
r (t)β

٢١
∂٢V
∂r٢ + ٢ρ٢(t)σs(t)σr(t)β١β٢S

∂٢V
∂r∂S

]

+
١
٢
[
σ٢
s (t)α

٢٢S٢∂٢V
∂S٢ + σ٢

r (t)α
٢١
∂٢V
∂r٢ + ٢ρ١(t)σs(t)σr(t)α١α٢S

∂٢V
∂r∂S

]

+ [r − q(t)]S
∂V

∂S
+ [a(t)− b(t)r]

∂V

∂r
− rV = ٠,

مدل در معامله اختیار قرارداد قیمت حرکت که است (PDE) جزئͬ دیفرانسیل معادله فقط که
اختیار قرارداد قیمت تعیین برای علاوه براین، ͬ دهد. م توضیح را ترکیبی کسری هال‐وایت
خرید معامله اختیار قرارداد ΁ی متن، این در داریم. نهایی شرایط به نیاز ما ، t زمان در معامله
جزئͬ دیفرانسیل معادله مسئله حل به نیاز تنها ما مورد، این در ͬ خواهیم. م مثال عنوان به را

دامنه در زیر (PDE)

∑
= {(S, , r, t) : ٠ < S < +∞,−∞ < r < +∞, ٠ < t < T},

داریم:

∂V
∂t +Ht٢H−١[σ٢

s (t)β
٢٢S٢ ∂٢V

∂S٢ + σ٢
r (t)β

٢١ ∂٢V
∂r٢ + ٢ρ٢(t)σs(t)σr(t)β١β٢S ∂٢V

∂r∂S

]

+ ١٢
[
σ٢
s (t)α

٢٢S٢ ∂٢V
∂S٢ + σ٢

r (t)α
٢١ ∂٢V

∂r٢ + ٢ρ١(t)σs(t)σr(t)α١α٢S ∂٢V
∂r∂S

]

+[r − q(t)]S ∂V
∂S + [a(t)− b(t)r]∂V∂r − rV = ٠,

V (S, r, T ) = (S −K)+.

(۴۵ . ۵)

ͬ کنیم. م حل لͬ تقارن روش به را (۴۵ . ۵) معادله اکنون

صورت به را (۴۵ . ۵) از خاصͬ حالت
ut + ٢uxx + ٢uyy + ٢uyx + ux + uy − u = ٠, (۴۶ . ۵)

ͬ پذیرد م تقارن عنوان به را زیر عمل·ر های معادله این ͬ گیریم. م نظر در
X١ =

∂

∂t
,



تقارن روش به ترکیبی کسری هال‐وایت مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری
۶٣ لͬ

X٢ =
∂

∂x
,

X٣ =
∂

∂y
,

X۴ = u
∂

∂u
,

X۵ = t
∂

∂x
− ١

۶(t− ٢x+ y)u
∂

∂u
,

X۶ = t
∂

∂y
− ١

۶(t+ x− ٢y)u ∂
∂u
,

X٧ =
١
٢x

∂

∂x
+ t

∂

∂t
+

١
٢y

∂

∂y
+

١
١)١٢۴t− x− y)u

∂

∂u
,

X٨ = y − ١
٢x

∂

∂x
+

١
٢y − x

∂

∂y
+

١
۴(x− y)u

∂

∂y
,

X٩ =
١
٢xt

∂

∂x
+

١
٢ t٢

∂

∂t
+

١
٢yt

∂

∂y
+

١
٧)١٢t٢ − tx− ty + x٢ − xy + y٢ − ۶t)u ∂

∂u
.

y = r ، u = υ(r, q) متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X١ تقارن ΁کم به حال
در آنها جای·ذاری با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را t = z و x = q ،

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله به ،(۴۶ . ۵)
٢υqq + ٢υrr + ٢υqr + υq + υr − υ(r, q) = ٠. (۴٧ . ۵)

داریم زیر صورت به را (۴۵ . ۵) برای جدید ی PDE ،(۴٧ . ۵) ΁کم به اکنون
٢uxx + ٢uyy + ٢uxy + ux + uy − u = ٠. (۴٨ . ۵)

ͬ پذیرد م تقارن عنوان به را زیر عمل·ر های معادله این
X١ =

∂

∂x
,

X٢ =
∂

∂y
,

X٣ = u
∂

∂u
,

X۴ = y − ١
٢x

∂

∂x
− x+

١
٢y

∂

∂y
+

١
۴ux

∂

∂u
.

y = r ، u = υ(r) متغیر های تقارن این ͬ دهیم. م کاهش را معادله ، X١ تقارن ΁کم به حال
به ،(۴٨ . ۵) در آنها جای·ذای با حال ͬ پذیرد. م ناوردایی گروه متغیر های عنوان به را x = q و

ͬ رسیم م زیر یافته کاهش معادله
٢υ′′ + υ′ − υ = ٠.

متغیر های جای·ذاری با حال دارد. υ(r) = ae−r+be
١٢ r صورت به عمومͬ جواب ΁ی معادله این

.[١۵] ͬ رسیم م (۴٨ . ۵) برای u = ae−y + be
١٢y جواب به جواب این در فوق ناوردایی گروه
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Abstract

Among stochastic volatality models, Hall-White model is one of the most important models.

In this thesis, a zero coupon bonds pricing is considered under the mixed fractional Hull-White

model. To this, the European option pricing under Black-scholes model, the Hall-White model

and the fractional Hall-White model, the mixed fractional are presented. In the sequel the option

pricing Under the Hall-White model is driven. Finally analytical solutions for option pricing is

obtained via Lie symmetry group.

key words: Power options, Hall-White model, fractional Hall-White model, Mixed fractional

Hull-White model, Stochastic volatility, Fast Fourier transform
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