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ح

سپاس·زاری

و عزیز مادر و پدر از داد. آموختن فرصت من به دی·ر بار که سپاس·زارم را پروردگار
به من شادکامͬ و پیروزی برای همواره زندگͬ طول در که زحماتͬ خاطر به مهربانم

ͬ کنم. م تش΄ر خریدند، جان
پایان این تحقق برای زیادی زحمت که غزنوی مهرداد دکتر جناب محترم استاد از

متش΄رم. داشتند، نامه

عمله زاده مژگان
١٣٩٨ شهریور



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی عمله زاده مژگان اینجانب
روش هایی و غیرخطͬ فازی بهینه سازی مسائل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد غزنوی مهرداد راهنمایی تحت ، آن ها حل برای
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
عمله زاده مژگان
١٣٩٨ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
پارامتری کلͬ ترتیب رابطه و مقدار فازی تابع ΁ی پذیری ‐مشتق H ازروش استفاده با
نامقید فازی سازی بهینه مسائل برای را کافͬ و لازم مطلوب شرایط فازی اعداد مجموعه روی
مقید و محدودیت بدون فازی سازی بهینه مسائل ادامه .در دادیم نشان را متغیره وجند ΁ی
ͬ کنیم م حل فازی اعداد از ای مجموعه در فازی حداکثر جزئͬ ترتیب رابطه از استفاده با را
برای را بهینگͬ کافͬ مقدار،شرایط فازی توابع از بودن تحدب شبه و تحدب مفاهیم .تحت
مسائل حل برای را نیوتن روش نهایت .در ͬ آوریم م دست به مقید فازی سازی بهینه مسائل

. ͬ کنیم م پیشنهاد محدودیت بدون متغیره چند و متغیره ΁ی سازی بهینه

کافͬ و لازم شرایط نامغلوب، فازی،جواب سازی کلͬ،بهینه ترتیب رابطه کلیدی: کلمات
بهینگͬ،

ک



مطالب فهرست
ق تصاویر فهرست

ش جداول فهرست

١ پایه اصطلاحات و مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه مفاهیم ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن ها عملیات و فازی مجموعه های ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . آن ها ͬ های ویژگ و ͹سط‐ α مجموعه های ١ . ٢ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زاده توسیع اصل ١ . ٢ . ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن ها حسابان و فازی اعداد ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . . مقدار حقیقͬ تابع ΁ی بالایی پیوسته شبه ١ . ٣ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها آن حسابان و فازی اعداد ١ . ٣ . ٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مشتقات حسابان ۴ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدار فازی تابع ΁ی پیوستگͬ ١ . ۴ . ١
١٢ . . . . . R روی بر مقدار فازی تابع ΁دری هاکاهارا پذیری مشتق ٢ . ۴ . ١
١۴ . . . . . . . . Rn در مقدار فازی توابع بر هاکاهارا پذیری مشتق ٣ . ۴ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . نیمه معین و معین فازی ماتریس ۴ . ۴ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان فازی انتگرال ۵ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد روی ترتیبی روابط ۶ . ١
٢٠ . . . . . . . . . فازی حداکثر ترتیب : جزئͬ ترتیبی رابطه ΁ی ١ . ۶ . ١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری کلͬ ترتیب رابطه ٢ . ۶ . ١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . مقدار فازی تابع ΁ی یافته تعمیم تحدب ١ . ٧
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب مجموعه هاوتوابع ١ . ٧ . ١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدار فازی تابع تحدب ١ . ٧ . ٢
٢۶ . . . . . . . . مقدار فازی تابع ΁ی نمایی ومحدب محدب شبه ١ . ٧ . ٣

س



مطالب فهرست ع
٣١ نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره تک L‐فازی بهینه سازی مسئله ٢ . ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله تعریف ٢ . ٢ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگͬ لازم شرایط ٢ . ٢ . ٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگͬ کافͬ شرایط ٢ . ٢ . ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ها ۴ . ٢ . ٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره چند فازی ‐L بهینه سازی مسئله ٢ . ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله تعریف ٢ . ٣ . ١
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مرتبه شرط ٢ . ٣ . ٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مرتبه کافͬ و لازم شرایط ٢ . ٣ . ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۴ . ٢ . ٣

۴٧ فازی بهینه سازی مسائل ٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیازها ٣ . ٢
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامقید فازی بهینه سازی مسئله ٣ . ٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط ٣ . ٣ . ١
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقید فازی بهینه سازی مسئله ۴ . ٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله تعریف ١ . ۴ . ٣
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط ٢ . ۴ . ٣
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ها ٣ . ۴ . ٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردی مثال ۴ . ۴ . ٣

۶٧ یافته تعمیم تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله ۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معرفͬ ١ . ۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن وجواب مسئله ٢ . ۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگͬ کافͬ شرایط ٣ . ۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ها ۴ . ۴

٨١ نیوتن روش با سازی فازی بهینه مسائل حل ۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۵
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر مشتق فازی توابع ٢ . ۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی بهینه سازی ٣ . ۵
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن روش ۴ . ۵



ف مطالب فهرست
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن روش هم·رایی ١ . ۴ . ۵
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ٢ . ۴ . ۵

٩١ گیری نتیجه ۶
٩٣ ͽمراج



تصاویر فهرست
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب مجموعه ١ . ١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامحدب مجموعه ١ . ٢

٣̃ = ،٢̃ = (٠,٢,٣) ،١̃ = (−١, ١,٢) مثلثͬ فازی اعداد عضویت توابع ١ . ۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢,٣,۴)
٧٧ . . . . . . .٢̃ = (١,٢,۴) ،١̃ = (٠, ١,٣) مثلثͬ فازی اعداد عضویت توابع ٢ . ۴
٧٨ . . . . . . .٢̃ = (١,٢,٣) ،١̃ = (٠, ١,٢) مثلثͬ فازی اعداد عضویت توابع ٣ . ۴

ق



١ فصل
پایه اصطلاحات و مفاهیم

پایه مفاهیم ١ . ١
مفاهیم این از ͬ کنیم، م ارائه را فازی مجموعه های به ͽراج پایه مفاهیم از برخͬ بخش دراین

ͬ شود. م استفاده  بعدی فصل های در

آن ها عملیات و فازی مجموعه های ١ . ٢
از گردایه ای شامل مجموعه ΁ی هستند. ریاضیات مفاهیم در بنیادی ترین از ی΄ͬ مجموعه ها
از گروهͬ حاوی که نظرب·یرید در را مجموعه ای مثال، عنوان به است. تعریف خوش اعضای
این عضو دارد سن سال ۵٠ از بیش که فردی نیست معلوم صورت این در است، جوان مردم
مجموعه ΁ی در ندارد. را مجموعه ΁ی ح΄م مثال این اینصورت در خیر؟ یا ͬ شود م مجموعه
اما وجوددارد. نیستند جزء مجموعه که هایی آن و مجموعه اعضای بین مشخصͬ مرز قطعͬ
دارد. وجود ابهام نه یا است مجموعه به عنصرمتعلق این اینکه درباره ی موارد از بسیاری در
را فازی مجموعه ΁ی مفهوم [١١۶] زاده شد. مجموعه های     فازی معرفͬ به منجر موضوع این
برحسب عناصرجهان که می΄رد مشخص فازی های مجموعه مفهوم ترتیب بدین نمود. بیان
گروه دو به ͬ توان نم آن را اعضای بنابراین و نیست قطعͬ که هستند مشخصه ای و ویژگͬ ΁ی
دی·ری باشدو خاصͬ ویژگͬ دارای که باشد اعضایی شامل آن گروه ΁ی کردکه طبقه بندی قطعͬ



پایه اصطلاحات و مفاهیم ٢
است درجه ای اساس بر تمایز میزان مقابل در ندارند. را مشخصه آن که باشد اعضایی دارای
تابع ΁ی با فازی مجموعه ΁ی بنابراین ͬ باشد. م دارا ͽمرج مجموعه خاص عنصر ΁ی که
است.ازدیدگاه واحد بازه ˼ی ΁ی به ͽمرج مجموعه ی از نگاشتͬ که ͬ شود م شناخته عضویت

کرد: تعریف صورت بدین را آن ͬ توان م ریاضͬ
به آن عضویت تابع است،که X ͽمرج مجموعه ی از فازی مجموعه ی زیر ΁ی Ã .١ . ٢ . ١ تعریف
درجه ای دهنده ی نشان µ(x) تابع x ∈ X هر ازای به ͬ شود. م تعریف µÃ : X → [٠, ١] صورت
صفر و کامل عضویت دهنده ی نشان ΁ی آن در که باشد فازی مجموعه از عضوی x که است

است. کامل عضویت عدم دهنده نشان
داد. نشان نیز µÃ(x) جای به Ã(x) با میتوان را مجموعه ΁ی عضویت تابع .١ . ٢ . ١ ملاحظه

. ͬ دهیم م ارائه فازی مجموعه های برای مثال دو ادامه در
باشد فازی ای مجموعه Ã باشدو R حقیقͬ اعداد از ای زیرمجموعه X کنید فرض .١ . ٢ . ١ مثال
زیر رابطه ی صورت رابه عضویت تابع میتوان صورت دراین هستند. صفر ΁نزدی آن اعضای که

نوشت

Ã(x) =


(x+ ١) −١ ≤ x < ٠
(١ − x) ٠ ≤ x ≤ ١
٠ صورت این غیر در

،µÃ(−٠٫٢) = ٠٫٨ ،µÃ(٠٫١) = ٠٫٩ ،µÃ(٠) = ١ روابط ش΄ل به عضویت درجه های بنابراین
خواهندبود. µÃ(١) = ٠

ͬ آوریم. م فازی مجموعه ΁ی از دی·ری مثال ادامه در
فازی ای مجموعه Ã و باشد، مشخصͬ افراد سن از ای مجموعه X کنید فرض .١ . ٢ . ٢ مثال
ͬ توانند م عضویت درجه مقادیر است،بنابراین جوان افراد مجموعه مفهوم بیانگر که باشد

باشند. µÃ(۶٠) = ٠٫١ ،µÃ(۴۵) = ٠٫۵ ،µÃ(٣٠) = ٠٫٨ ،µÃ(٢٠) = ١ بصورت
ͬ شوند،بیان م تعریف آن روی که مرجعͬ مجموعه ی براساس میتوان را فازی مجموعه های
تابع ΁ی بوسیله ی پیوسته ͽمرج مجموعه ی ΁ی روی شده تعریف فازی مجموعه ی کرد.
X = {x١, x٢, · · · , xn} متناهͬ یا گسسته مجموعه ی ΁ی برای ͬ شود. م تعریف پیوسته عضویت

رابطه صورت به میتوان را X روی شده تعریف Ã فازی مجموعه

Ã =
Ã(x١)
x١

+
Ã(x٢)
x٢

+ · · ·+ Ã(xn)

xn

داد. نمایش



٣ آن ها عملیات و فازی مجموعه های
” دهنده نشان که باشد فازی مجموعه ای Ã و X = {٠, ١,٢,٣,۴} کنید فرض .١ . ٢ . ٣ مثال
کرد. بیان زیر رابطه صورت به را آن ͬ توان م صورت دراین است، ” ΁ی از بزرگتر اعدادبسیار

٠
٠ +

٠
١ +

٠٫٢
٢ +

٠٫۴
٣ +

٠٫۶
۴

ش΄ل به و ͬ گویند م نرمال فازی مجموعه آن به که دارد وجود خاص فازی مجموعه نوع ΁ی
ͬ شود م تعریف زیر

وجود اگر ͬ شود م گفته نرمال ،X ͽمرج مجموعه روی Ã فازی مجموعه ی ΁ی .١ . ٢ . ٢ تعریف
.Ã(x) = ١ که طوری به x ∈ X باشد داشته

مجموعه های ١ . ٢ . ٢ مثال و ١ . ٢ . ١ درمثال شده تعریف فازی های مجموعه مثال عنوان به
نیست. نرمال ١ . ٢ . ٣ مثال فازی مجموعه حالͬ که در هستند، نرمال فازی

را ͬ شوند م انجام قطعͬ مجموعه ها ی روی که اجتماع و اشتراک، م΄مل، اصلͬ عملیات سه
تعمیم ازروش های ی΄ͬ اینجا در داد. تعمیم فازی مجموعه های روی طریق چندین به میتوان
نظریه در بسزایی اهمیت که ͬ کنیم م تعریف را فازی مجموعه ی استاندارد عملیات عنوان تحت

راببینید). [۴۵] ͽمرج) دارد فازی مجموعه
به X ͽمرج مجموعه به نسبت Ã فازی ازمجموعه ی ¯̃A فازی استاندارد م΄مل .١ . ٢ . ٣ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر عضویت تابع وسیله
¯̃A(x) = ١ − Ã(x) ∀x ∈ X

اشتراک x ∈ X هر برای باشند. شده داده B̃ و Ã مجموعه های کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شوند م تعریف زیر عضویت توابع با ترتیب به Ã ∪B استاندارد واجتماع Ã ∩B فازی استاندارد

Ã ∩B(x) = min[Ã(x), B̃(x)]

Ã ∪B(x) = max[Ã(x), B̃(x)]

صورت به که B̃ و Ã فازی ومجموعه های X = {a, b, c} ͽمرج مجموعه .۴ . ١ . ٢ مثال
B̃ = ٠٫۵

a + ٠٫٩
b + ٠٫٣

c و Ã = ٠٫١
a + ٠٫۶

b + ١
c

استاندارد وم΄مل های اجتماع،اشتراک لذا نظرب·یرید. در را ͬ شوند م تعریف X روی بر
روابط ش΄ل به آن ها فازی

Ã ∪B =
٠٫۵
a

+
٠٫٩
b

+
١
c

Ã ∩B =
٠٫١
a

+
٠٫۶
b

+
٠٫٣
c

¯̃A =
٠٫٩
a

+
٠٫۴
b

+
٠
c

¯̃B =
٠٫۵
a

+
٠٫١
b

+
٠٫٧
c

.
بود. خواهد
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آن ها ͬ های ویژگ و ͹سط‐ α مجموعه های ١ . ٢ . ١
‐ α های مجموعه آن به که ͬ کنیم م تعریف را فازی مجموعه ی مفاهیم مهمترین از ی΄ͬ حال

ͬ گویند. م ١ ͹سط
به ͬ شودو م تعریف X ͽمرج مجموعه روی که Ã فازی مجموعه ی ΁ی برای .۵ . ١ . ٢ تعریف

بصورت Ã به مربوط ͹سط‐ α مجموعه ی ، α ∈ [٠, ١] عدد هر ازای
Ãα = {x|µÃ(x) ≥ α}

ͬ شود. م تعریف
به Ã به مربوط ͹سط‐ α ،مجموعه ١ . ٢ . ١ مثال در داده فازی مجموعه ازای به .۵ . ١ . ٢ مثال

با: برابراست α = ٠٫١ ازای
Ã٠٫١ = {x|µÃ(x) ≥ ٠٫١} = [−٠٫٩, ٠٫٩]

͹سط‐ α مجموعه های اساس بر که ͬ کنیم م تعریف را فازی مجموعه ی ΁ی تحدب حال
است. آن

ͬ شود م نامیده محدب R ͽمرج مجموعه روی شده تعریف فازی مجموعه ی ΁ی .۶ . ١ . ٢ تعریف
باشند. محدب α ∈ (٠, ١] هر برای آن ͹سط‐ α مجموعه های تمام هرگاه
عضویت تابع با R روی شده تعریف B̃ فازی مجموعه ی ΁ی .۶ . ١ . ٢ مثال

B̃(x) =


sin(x) ٠ < x < π

٠ غیراینصورت در
از است عبارت α ∈ (٠, ١] برای آن ͹سط‐ α مجموعه های ب·یرید. درنظر را

B̃α = [٠ + sin−١ α, π − sin−١ α]

.بنابراین هستند محدب α ∈ (٠, ١] ازای به ͹سط‐ α مجموعه های تمام که است ͹واض
. است محدب هم B̃ فازی مجموعه ی

رابطه ی اگر تنها و اگر ، است محدب R روی بر Ã فازی مجموعه ی ΁ی [١١٩] .١ . ٢ . ١ قضیه
Ã(λx١ + (١ − λ)x٢) ≥ min{Ã(x١), Ã(x٢)}

باشد. برقرار λ ∈ [٠, ١] و x١, x٢ ∈ R تمام ازای به
١α-Level



۵ آن ها عملیات و فازی مجموعه های
باشد محدب فازی مجموعه ی ΁ی اگر که فهمید ͬ توان م بالا قضیه به باتوجه .١ . ٢ . ٢ ملاحظه
شبه‐محدب اکیدا عضویت تابع حقیقت در باشد. محدب نیز آن عضویت تابع که ندارد لزومͬ

است.
مجموعه ΁ی ͬ توانند م که است این فازی مجموعه ΁ی ͹سط‐ α مجموعه های قابلیت
فازی مجموعه ی هر ترتیب بدین دهند. نمایش آن ͹سط‐ α مجموعه های برحسب را فازی
نشان آن ͹سط‐ α مجموعه های تمام خانواده  وسیله به منحصربه فرد گونه ای به میتوان را
روی عملیات و قطعͬ مجموعه های مختلف ͬ های ویژگ تا ͬ دهد م اجازه ما به کار این داد.
کار این به [۴۵] ویوآن جورج دهیم. توسیع فازی مجموعه های به را قطعͬ مجموعه های

ͬ کنیم. م بیان را آن تجزیه اصل اولین دراینجا ͬ گویند. م Ã فازی مجموعه ی کردن تجزیه
رابطه X روی Ã فازی مجموعه هر ازای به [١١٩] .١ . ٢ . ٢ قضیه

Ã = ∪α∈[٠,١]α.Ãα

اجتماع دهنده ی نشان ∪ و است Ã به مربوط ͹سط‐ α مجموعه ی Ãα آن در که برقراراست،
است. فازی استاندارد

زاده توسیع اصل ١ . ٢ . ٢
مجموعه های توسیع اصل .[١١۵] کرد معرفͬ مجموعه های فازی برای را توسیع اصل زاده
ͬ دهد م را ام΄ان این رابطه ΁ی یا نگاشت ΁ی تعریف دامنه به که است اساسͬ ویژگͬ ΁ی فازی
ب·وییم، تر دقیق بخواهیم اگر یابند. توسیع X در فازی مجموعه های زیر به X در نقاط از که
اصل طبق باشد.آن گاه X از فازی زیرمجموعه ΁ی Ã و باشد Y به X از نگاشتͬ f کنید فرض

داریم: را زیر ورابطه است Y از فازی زیرمجموعه ΁ی f(Ã) توسیع
f(Ã) = sup

{x|f(x)=y}
Ã(x)

B̃ و Ã فرض کنید باشد. f : X × Y −→ Z فرم به حقیقͬ تابعͬ f و X,Y, Z ⊆ R کنید فرض
f تابع از ͬ توانیم م توسیع اصل طبق باشند. Y و X روی فازی مجموعه ی زیر دو ترتیب به

فرم به فازی تابع ΁ی و کنیم استفاده
F : F (X)× F (Y ) −→ F (z)

تابع که است Z از فازی مجموعه زیر ΁ی F (Ã, B̃) که گفت میتوان ترتیب بدین کنیم. تعریف
صورت به آن عضویت

F (Ã, B̃)(z) =


supz=f(x,y){min{Ã(x), B̃(y)}}, f−١(z) ̸= ϕ

٠ f−١(z) = ϕ



پایه اصطلاحات و مفاهیم ۶
f−١(z) = {(x, y) ∈ X × Y : f(x, y) = z ∈ Z}. آن در ͬ باشد،که م

. ͬ گویند م توسیع اصل وسیله به شده ایجاد فازی تابع ΁ی F تابع این به

” کنید فرض و باشند ͽمرج های مجموعه X = Y = {١,٢, ..., ١٠} کنید فرض .١ . ٢ . ٧ مثال
زیر صورت به که باشند Y و X روی شده تعریف فازی های مجموعه ” ۶ تقریبا و” ” ٢ تقریبا

شده اند: تعریف
Ã ≃ ٢ =

١
٢ +

٠٫۶
١ +

٠٫٨
٣

B̃ ≃ ۶ =
١
۶ +

٠٫٨
۵ +

٠٫٧
٧

ͬ کنیم م استفاده توسیع اصل از اینجا در باشد. y و x ضرب حاصل f(x, y) حقیقͬ تابع و
درآوریم: فازی بصورت را شده داده تابع تا

(Ã×B̃) = (
١
٢+

٠٫۶
١ +

٠٫٨
٣ )×(

١
۶+

٠٫٨
۵ +

٠٫٧
٧ ) =

٠٫۶
۵ +

٠٫۶
۶ +

٠٫۶
٧ +

٠٫٨
١٠ +

١
١٢+

٠٫٧
١۴ +

٠٫٨
١۵ +

٠٫٨
١٨ +

٠٫٧
٢١

آن ها حسابان و فازی اعداد ١ . ٣
پیوسته شبه آن به که ͬ شود م شروع ΁کلاسی حسابان ساده ی مفاهیم از ی΄ͬ با بخش این

ͬ شود. م استفاده فازی اعداد درتعریف که ͬ گویند م مقدار حقیقͬ تابع ΁ی بالایی

مقدار حقیقͬ تابع ΁ی بالایی پیوسته شبه ١ . ٣ . ١
است. زیر شرح به مقدار حقیقͬ تابع ΁ی بالایی پیوسته تعریف شبه تعریف

مقادیر اگر است بالایی پیوسته شبه x٠ نقطه ΁ی در f مقدار حقیقͬ تابع ΁ی .١ . ٣ . ١ تعریف
دیدگاه از باشند. f(x٠) از کمتر اینکه یا باشند f(x٠) به ΁نزدی x٠ به ΁نزدی نقاط برای تابع،
f : X −→ R∪{−∞,∞} و X در نقطه ΁ی x٠ توپولوژی΄ͬ، فضای ΁ی X که کنید فرض ریاضͬ
اگر است بالایی پیوسته شبه x٠ درنقطه f ͬ گویند م باشد. یافته توسیع مقدار حقیقͬ تابع ΁ی
x ∈ U تمام ازای به طوری΄ه به باشد داشته وجود x٠ در U مثل همسای·ͬ ΁ی ϵ > ٠ هر برای

معادل طور به ،f(x) ≤ f(x٠) + ϵ باشیم داشته
lim sup

x→x٠
f(x) ≤ f(x٠)

. است (x٠ درنقطه f تابع (از بالایی حد همان lim sup که
به f(x) = −١ صورت به شده تعریف واحد پله ای تابع ΁ی f تابع که کنید فرض .١ . ٣ . ١ مثال
بالایی پیوسته شبه x٠ = ٠ درنقطه ی تابع این باشد x ≥ ٠ ازای به f(x) = ١ و x < ٠ ازای

. است



٧ آن ها حسابان و فازی اعداد
، باشد چپ یا راست پیوستگͬ دارای اینکه بدون تابع ΁ی که است مم΄ن .١ . ٣ . ١ ملاحظه

تابع مثال عنوان به باشد، پایین یا بالا پیوسته شبه

f(x) =


١ x < ١
٢ x = ١
١٢ x > ١

نه و چپ از نه حال عین در و است بالایی پیوسته شبه x = ١ در تابع این ب·یرید نظر در را
ها آن دوی هر که است ١٢ با برابر آن راست حد و ΁ی برابر آن چپ حد نیست. پیوسته ازراست

هستند. متفاوت ٢ یعنͬ تابع مقدار با

ها آن حسابان و فازی اعداد ١ . ٣ . ٢
حقیقͬ اعداد روی شده تعریف ترتیبی ساختار و حسابان تاثیر تحت ΁کلاسی سازی بهینه
فازی اعداد روی ترتیبی   ساختار و فازی حسابان به فازی سازی بهینه مسائل حل برای است.
را مقدار فازی توابع و فازی اعداد مورد در پایه ای مفاهیم از تعدادی جا این در داریم. احتیاج

کنیم. مͬ بیان
با باید را مدل ΁ی عملیات در تحقیق و ها سیستم تحلیل مثل علمͬ های حوزه از بسیاری در
بوسیله ی که فازی مجموعه ها ی نظریه باشند. شده  شناخته تقریبا که کرد تنظیم هایی داده
استفاده با ͬ توان م را فازی عددی داده های . ساخت محقق را امر این [١١۶] شده معرفͬ زاده
نشان ͬ شوند م شناخته فازی اعداد عنوان تحت که حقیقͬ خط فازی مجموعه های زیر از
از برخͬ و [٢۴] کردند، معرفͬ شان مقاله در را فازی اعداد مفهوم ٣ پراد و ٢ .دوبویس داد
و معادل تعریف ΁ی [۴٠] در ۵ واکمن و ۴ .گوتشل نمودند راتشریح آن ها اصلͬ ͬ های ویژگ
راه های انواع بین از نمودند. معرفͬ پارامتری نمایش از استفاده با را فازی اعداد از جدیدی

ͬ کنیم. م بررسͬ را زیر مورد فازی اعداد تعریف برای موجود
مجموعه زیر ΁ی ã : R −→ [٠, ١] و حقیقͬ اعداد مجموعه R کنید فرض [٣٧] .١ . ٣ . ٢ تعریف

باشد: داشته را زیر ͬ های ویژگ اگر است فازی عدد ΁ی ã صورت دراین باشد. فازی
باشد. نرمال ã الف.

باشد. فازی محدب ã ب.
α ∈ (٠, ١] هر ازای به یعنͬ باشد، بالایی پیوسته ی شبه R مجموعه ی روی ã(x) پ.

٢Dubois
٣Prade
۴Goetschel
۵Voxman



پایه اصطلاحات و مفاهیم ٨
باشد. R از بسته ای مجموعه  زیر ã به مربوط ͹سط ‐ α مجموعه

ͬ شود م تعریف ã٠ = cl{x ∈ R|ã(x) > ٠} صورت به که ã به مربوط ͹سط‐ ٠ مجموعه ت.
است. مجموعه ΁ی بستار دهنده نشان cl درآن که دهد، تش΄یل را فشرده مجموعه ΁ی
میتوان را r حقیقͬ عدد هر ͬ شود. م داده نمایش F (R) با R روی فازی اعداد تمام مجموعه
z ̸= r اگر r̃(z) = ٠ و z = r اگر r̃(z) = ١ که طوری به گرفت نظر در r̃ فازی عدد ΁ی عنوان به
، α ∈ [٠, ١] هر ازای وبه ã ∈ F (R) هر ازای به که کرد اثبات میتوان فازی، اعداد تعریف طبق
است. R در دار کران بسته  بازه ΁ی بنابراین و است. R از فشرده محدب مجموعه ی زیر ΁ی ãα
͹سط‐ α های مجموعه از استفاده با ͬ توان م را ã ∈ F (R) .ãα = [ãα

L, ãα
U ] ͬ نویسیم م لذا

(١ . ٢ . ٢ قضیه به کرد.(رجوع بازیابی سازی تجزیه معروف نظریه از استفاده با و آن
است. فازی عدد ΁ی ۶ . ١ . ٢ مثال .١ . ٣ . ٢ مثال

فازی عدد ΁ی مشخصات دهنده ی نشان [۴٠] واکمن و گوتشل وسیله به شده ارائه نظریه
است. آن ͹سط‐ α های مجموعه برحسب

زیر صورت به [٠, ١] −→ R از را ãαU و ãαL دوتابع اگر ã ∈ F (R) ازای به [۴٠] .١ . ٣ . ١ گزاره
کنیم: تعریف

آن گاه ãαU = ãU (α) و ãαL = ãL(α)

ͬ باشد، م (٠, ١] روی چپ پیوسته ی نزولͬ غیر تابع ΁ی ãαL الف.
ͬ باشد، م (٠, ١] روی چپ پیوسته ی غیرصعودی تابع ΁ی ãαU ب.

هستند، راست پیوسته α = ٠ در ãαU و ãαL ج.
.ãαL ≤ ãα

U د.
منحصربه ã ∈ F (R) ΁ی آنگاه باشند داشته را د تا الف شرایط ãα

U و ãαL توابع اگر براین، علاوه
.α ∈ [٠, ١] هر برای ãα = [ãα

L, ãα
U ] طوری΄ه ،به دارد وجود فرد

زیر صورت به R روی ͽوجم اس΄الر ضرب زاده، توسیع اصل از استفاده با [۵٠] .١ . ٣ . ٣ تعریف
،λ ∈ R و ã, b̃ ∈ F (R) ازای به ͬ شوند: م داده توسیع F (R) روی

(ã⊕ b̃) = sup
{x,y∈R|z=x+y}

{min{ã(x), b̃(y)}}

(λ⊙ ã)(z) =


ã( zλ) λ ̸= ٠
٠ λ = ٠

اعداد λ ⊙ ã و ã ⊕ b̃ ، λ ∈ R و ã, b̃ ∈ F (R) هر ازای به که است ͹واض ،z ∈ R تمام ازای به
روابط ͬ توان م بازه ای محاسبات از استفاده با و هستند فازی

(ã⊕ b̃)α = ãα + b̃α



٩ آن ها حسابان و فازی اعداد
(λ⊙ ã)α = λ · ãα

داد. نشان را α ∈ [٠, ١] هر برای

و” ” ٢ تقریبا و” ͽمرج مجموعه های X١ = X٢ = {١,٢, . . . , ١٠} کنید فرض .١ . ٣ . ٣ مثال
صورت به ترتیب به X٢ و X١ روی شده تعریف فازی اعداد ” ۶ تقریبا

Ã١ = ٢ =
١
٢ +

٠٫۶
١ +

٠٫٨
٣

Ã٢ = ۶ =
١
۶ +

٠٫٨
۵ +

٠٫٧
٧

΁ی با ،Ã١ اس΄الر وضرب Ã٢ و Ã١ ͽجم حاصل میتوان زاده، توسیع ازاصل استفاده با باشند.
آورد: به دست زیر ش΄ل به را λ ∈ R اس΄الر

(Ã١⊕Ã٢) = (
١
٢+

٠٫۶
١ +

٠٫٨
٣ ⊕ ١

۶+
٠٫٨
۵ +

٠٫٧
٧ ) =

١
٨+

٠٫٨
٧ +

٠٫٧
٩ +

٠٫۶
٧ +

٠٫۶
۶ +

٠٫۶
٨ +

٠٫٨
٩ +

٠٫٨
٨ +

٠٫٧
١٠

=
٠٫۶
۶ +

٠٫٨
٧ +

٠٫٨
٩ +

٠٫٧
١٠ +

١
٨

و
(λ⊙ Ã١) = ٢ ⊙ (

١
٢ +

٠٫۶
١ +

٠٫٨
٣ ) =

١
١ +

٠٫۶
٠٫۵ +

٠٫٨
١٫۵

ͬ آید. م بدست λ = ٢ برای

به اقدام [٢۴] پراد و ،دویوس فازی اعداد روی عملیات فرمول های سریع محاسبه ی برای
کردند: زیر صورت به L−R فازی اعداد تعریف

باشد ثابت غیر و صعودی غیر تابع دو L,R : [٠,∞) −→ [٠, ١] کنید فرض [۵٠] .۴ . ١ . ٣ تعریف
عددفازی به .L(z٠) = R(z٠) = ٠ باشیم داشته z٠ > ٠ ΁ی ازای به و L(٠) = R(٠) = ١ که
وجود α, β(α, β > ٠) ،m,n(m ≤ n) حقیقͬ اگراعداد ͬ شود م گفته L − R فازی عدد ΁ی ã

به طوری΄ه باشند داشته

ã(z) =


L(m−z

α ) z ≤ m

١ m ≤ z ≤ n

R( z−n
β ) z > n

مثلثͬ فازی اعداد شامل L − R فازی .اعداد هستند راست و چپ گستره ها ی β ،α درآن که
ͬ شود. م گفته فازی L عدد ،L − R متقارن فازی عدد به خاص .به طور هستند وذوزنقه ای

ͬ شوند. م داده نمایش FL(R) با R روی L فازی اعداد مجموعه
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صورت به r̃ مثلثͬ فازی عدد ΁ی r حقیقͬ عدد هر ازای به .۵ . ١ . ٣ تعریف

r̃(z) =


z−rL

r−rL
rL ≤ z ≤ r

rU−z
r∪−r r < z ≤ rU

٠ صورت درغیراین
r̃ به مربوط ͹سط‐ α مجموعه ی ͬ شود. م داده نشان ã = (rL, r, rU ) با که ͬ شود م تعریف

با برابر
r̃α = [(١ − α)rL + αr, (١ − α)rU + αr]

است.
ازتابع استفاده با ͬ تواند م ͬ دهد م نشان را ” ٣ حدود ” مفهوم که r̃ فازی عدد .۴ . ١ . ٣ مثال

شود: تعریف زیر مثلثͬ عضویت

r̃(x) =


x−١٢ ١ ≤ x ≤ ٣
۶−x٣ ٣ < x ≤ ۶
٠ صورت غیراین در

ͬ دهند. م نشان r̃ = (١,٣,۶) با را آن و
باشیم داشته ی΄سان چپ و راست گستره مقادیر با مثلثͬ فازی عدد ΁ی اگر .١ . ٣ . ٢ ملاحظه

گرفت. نظر در L فازی عدد ΁ی صورت به را آن ͬ توان م آن گاه

فازی مشتقات حسابان ۴ . ١
عنوان به پرداخته اند. فازی مقادیر دارای توابع پذیری مشتق بررسͬ به زیادی دانان ریاضͬ
معرفͬ را مقدار فازی توابع برای هارا هاکا پذیری مشتق مفهوم [۶٧] ٧ رالس΄و و ۶ پوری مثال،
از که کردند استفاده فازی مشتق معادلات در موضوع این از زیادی محققان آن از پس کردند.
کرد. اشاره [٨۵] ١١ وسی΄الا [٣۵]،[۴٨] ١٠ کالوا [٢٢] ٩ وکاندل ٨ دینگ به میتوان ها آن بین
گال و ١٢ .بد است شده انحام پذیری ‐مشتق H جدید مفهوم به ͽراج زیادی تحقیقات اخیرا

۶Puri
٧Ralescu
٨Ding
٩Kandel

١٠Kaleva
١١Seikklala
١٢Bede



١١ فازی مشتقات حسابان
یافته تعمیم مشتقات آن ها به که دادند ارائه مقدار فازی توابع برای تری ͽجام تعریف [۴] ١٣
از استفاده با را اول مرتبه خطͬ فازی مشتق روابط هم΄ارانش و بد . ͬ گویند م قوی و ضعیف
[١٣ ،١٢] هم΄ارانش و ١۴ کانو چال΄و [۵] کردند بررسͬ شان مقاله در یافته تعمیم پذیری مشتق
پایان این در پرداختند. فازی دیفرانسیل معادلات بررسͬ به پذیری H‐مشتق از استفاده با نیز
ادامه در ͬ شود. م استفاده مقدار فازی توابع برای [۶٧] هاکاهارا اول مرتبه ی ازمشتقات نامه
این از استفاده با ͬ شود. م تعریف مقدار فازی توابع برای دوم مرتبه هاکاهارای پذیری مشتق
فازی سازی بهینه مسائل سازی بهینه منظور به را دوم و اول مرتبه وکافͬ لازم شرایط مفاهیم

ͬ دهیم. م نشان مناسب مثال های با را نتایج و ͬ کنیم م ایجاد خطͬ غیر
مقدار فازی تابع ΁ی تعریف به ابتدا و ͬ کنیم م بحث فازی مشتق حسابان مورد در اینجا در

ͬ پردازیم. م

اعداد از ای مجموعه F (R) و حقیقͬ برداری فضای ΁ی V کنید فرض [١٠۶] .١ . ۴ . ١ تعریف
با متناظر ͬ شود. م گفته V روی مقدار فازی تابع f̃ : V −→ F (R) تابع به گاه آن باشد. فازی
f̃α

L(x) = (f̃(x))α
L به صورت V روی را f̃αL و f̃αU مقدار حقیقͬ تابع دو α ∈ [٠, ١] و f̃ تابع این

ͬ کنیم. م تعریف x ∈ V هر برای f̃αU (x) = (f̃(x))α
U و

درآن که شود تعریف f̃(x) = ã⊙ x بصورت f̃ : R −→ F (R) کنید فرض .١ . ۴ . ١ مثال
حقیقͬ تابع دو است. مقدار فازی تابع ΁ی f̃ آنگاه است، مثلثͬ فازی عدد ΁ی ã = (١,٢,٣)
x ∈ R و α ∈ [٠, ١] ازای به f̃αU (x) = (٣−α)x و f̃αL(x) = (١+α)x تابع، این با متناطر مقدار

هستند.
کنیم. تعریف فازی اعداد روی را هاسدورف ΁متری فضای باید کار ادامه ی برای

رابطه طبق dH هاسدورف ΁متری فضای .A,B ⊆ Rn کنید فرض [١٠٩] .٢ . ۴ . ١ تعریف
dH(A,B) = max{sup

x∈A
inf
y∈B

∥x− y∥, sup
y∈B

inf
x∈A

∥x− y∥}

صورت به F (R) روی بر dF ΁متری ͬ شود.لذا م تعریف

dF (ã, b̃) = sup
٠≤α≤١

{dH(ãα, b̃α)}

هستند، دار کران بسته بازه های R در b̃ و ã که جایی آن ͬ شود.از م تعریف ã, b̃ ∈ F (R) هر برای
داریم

dF (ã, b̃) = sup
٠≤α≤١

max{|ãLα − b̃Lα|, |ãαU − b̃α
U |}

١٣Gal
١۴Chalco-Cano
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مقدار فازی تابع ΁ی پیوستگͬ ١ . ۴ . ١
زیادی محققان است. فازی ریاضیات در اساسͬ مفهوم ΁ی مقدار فازی تابع ΁ی پیوستگͬ
پرداخته اند فازی اعداد روی سوپریمم متر طریق از مقدار فازی توابع پیوستگͬ بررسͬ به
مقدار فازی توابع برای [٢١] در که ͬ کنیم م استفاده تعریفͬ از .دراینجا [٩٠]،[۴٠]،[٣۴]،[٢١]

. است شده ارائه
c ∈ Rn در f̃ .گوییم باشد مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : Rn −→ F (R) کنید فرض .٣ . ۴ . ١ تعریف
رابطه ی به طوری΄ه باشد داشته وجود δ = δ(c, ϵ) > ٠ ΁ی ،ϵ > ٠ هر ازای به اگر است پیوسته

dF (f̃(x), f̃(c)) < ϵ

باشیم: داشته یعنͬ باشد. برقرار ∥x− c∥ < δ باشرط x ∈ Rn تمام ازای به
lim
x→c

f̃(x) = f̃(c)

است. پیوسته مقدار فازی تابع ΁ی ١ . ۴ . ١ درمثال مقدار فازی تابع .٢ . ۴ . ١ مثال
ͬ کنیم: م بیان را زیر گزاره

c ∈ Rn در f̃ اگر باشد. مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : Rn −→ F (R) کنید فرض [١٠۵] .١ . ۴ . ١ گزاره
بود. خواهند پیوسته c در α ∈ [٠, ١] تمام ازای به f̃Uα (x) و f̃Lα (x) توابع آن گاه باشد پیوسته

نتیجه فازی اعداد روی متر از و f̃ مقدار فازی توابع پیوستگͬ تعریف از گزاره این برهان.
ͬ شود. م

R روی بر مقدار فازی تابع ΁دری هاکاهارا پذیری مشتق ٢ . ۴ . ١
فازی عدد دو تفاضل) ‐ H هاکاهارای( تفاضل ابتدا فازی، پذیری مشتق کردن تعریف برای

ͬ کنیم. م تعریف را
باشد داشته وجود c̃ فازی عدد ΁ی اگر باشند، فازی عدد دو b̃ و ã کنید فرض .۴ . ۴ . ١ تعریف
ã ⊖H b̃ با را آن که ͬ شود  م گفته b̃ و ã هاکاهارا تفاضل c̃ به آنگاه c̃ ⊕ b̃ = ã که طوری΄ه به
فازی متغیره ی تک تابع ΁هاکاهارای)ی پذیری ‐مشتق پذیری(مشتق H ͬ دهند. م نمایش

است: زیر شرح به [۶٧] ΁رالس و پوری تعریف طبق مقدار
H ،x٠ ∈ X در f̃ : X −→ R تابع به باشد. R از ای مجموعه زیر X کنید فرض .۵ . ۴ . ١ تعریف

حدهای طوری΄ه به باشد داشته وجود Df̃(x٠) مثل فازی عدد ΁ی اگر گویند پذیر مشتق ‐
lim

h→٠+
١
h
⊙ [f̃(x٠ + h)⊖H f̃(x٠)]
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و

lim
h→٠+

١
h
⊙ [f̃(x٠)⊖H f̃(x٠ − h)]

H ،Df̃(x٠) به حالت این در باشند. Df̃(x٠) با وبرابر باشند داشته وجود dF متر به نسبت
آن گاه باشد پذیر ‐مشتق H ،x ∈ X نقاط همه در f̃ اگر ͬ شود. م گفته x٠ در f̃ تابع ‐مشتق

پذیراست. ‐مشتق H ،X روی f̃ که ͬ گوییم م
H ،x٠ ∈ X نقطه ی در مقدار فازی تابع ΁ی اگر که ͬ دهد م نشان بالا تعریف .١ . ۴ . ١ ملاحظه
f̃(x٠)⊖H f̃(x٠ − h) و f̃(x٠ + h)⊖H f̃(x٠) هاکاهارای های تفاضل آن گاه باشد پذیر مشتق ‐
مقدار، فازی تابع ΁ی برای حال این با داشت. خواهند وجود h ∈ (x٠ − h, x٠ + h) هر ازای به
حدها اما هاوجودداشتند ‐تفاضل H اگر یا باشند نداشته وجود h > ٠ برای ‐تفاضل ها H

است. حقیقت این دهنده ی نشان زیر مثال است. ‐مشتق H فاقد تابع آن گاه نباشند موجود
صورت به ͹سط های مجموعه روی f̃ : (٠,٢π) −→ F (R) کنید فرض [٢١] .٣ . ۴ . ١ مثال

[f̃(x)]α = (١ + α)(٢ + sin(x))[−١, ١]
و f̃αL(π٢ + h)− f̃α

L(π٢ ) مقادیر، x٠ = π٢ نقطه در شود. )تعریف α ∈ [٠, ١] ازای (به
ͬ باشند: م زیر صورت به f̃αU (π٢ + h)− f̃α

U (π٢ )

c̃α
L = f̃α

L(
π

٢ + h)− f̃α
L(
π

٢) = (١ + α)− (١ + α) sin(
π

٢ + h)

و
c̃α

U = f̃α
U (
π

٢ + h)− f̃α
U (
π

٢) = (١ + α)− (١ + α) sin(
π

٢ + h)

وجود c̃ هیچ یعنͬ .cLα ≰ cUα داریم: α ∈ [٠, ١] هر و h > ٠ هر ازای به که دید ͬ توان م آسانͬ به
x٠ = π٢ در تابع این لذا ندارد. وجود تفاضل ‐ H ترتیب بدین c̃⊕ f̃(π٢ ) = f̃(π٢ + h) که ندارد

است. مشتق ‐ H فاقد
ͬ کنیم. م اثبات را f̃Uα و f̃Lα پذیری مشتق به ͽراج زیر گزاره

΁ی f̃ : X −→ F (R) کنید فرض باشد. R از زیرمجموعه ای X کنید فرض [۶٧] .٢ . ۴ . ١ گزاره
کنیم تعریف اگر (x٠)Df̃ باشد. مشتق ‐ H دارای x٠ در که باشد مقدار فازی تابع

مشتق α ∈ [٠, ١] تمام ازای به x٠ در f̃Uα (x) و f̃Lα (x) دراین صورت f̃α(x) = [f̃Lα (x), f̃
U
α (x)]

داریم: براین علاوه هستند. پذیر
Df̃α(x

٠) = [D(f̃Lα )(x
٠), D(f̃Uα )(x٠)]

رابطه ،h > ٠ ازای به برهان.
[f̃(x٠ + h)⊖H f̃(x٠)]α = [f̃Lα (x

٠ + h)− f̃Lα (x
٠), f̃Uα (x٠ + h)− f̃Uα (X٠)]

h بر رابطه این تقسیم با داریم. نیز [f̃(x٠)⊖H f̃(x٠ −h)]α برای مشابه ای رابطه و داریم را
ͬ گردد. م اثبات قضیه و حاصل نتیجه ͬ کند م میل h→ ٠+ که صورتͬ در آن حد گرفتن و
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است. زیر شرح به مقدار فازی تابع ΁ی برای دوم مرتبه پذیری مشتق ‐ H

‐مشتق H دارای X ⊂ R آن در که ،f̃ : X −→ F (R) مقدار فازی تابع اگر .۶ . ۴ . ١ تعریف
D٢f̃ با را Df̃ به مربوط ‐مشتق H گاه آن باشد پذیر مشتق ‐ H ،Df̃ اگر و باشد X روی

. ͬ گوییم م f̃ تابع دوم ‐مشتق H ،D٢f̃ وبه ͬ دهیم م نشان
باشد X روی Df̃ ‐مشتق H با پذیر ‐مشتق H ،f̃ : X −→ FL(R) کنید فرض .٣ . ۴ . ١ گزاره
آن گاه باشد. D٢f̃(x) مشتق با پذیر مشتق ‐ H ،x در نیز Df̃ : X −→ FL(R) کنید فرض و

رابطه همچنین هستند. پذیر مشتق α ∈ [٠, ١] تمام ازای به نیز Df̃Uα (x) و Df̃Lα (x)
(D٢f̃)α(x) = [D٢(Df̃Lα )(x), D٢(Df̃Uα )(x)]

. برقراراست
H پیوسته طور به بار n توابع فضای عنوان به را n ≥ ١ ،Cn([a, b], F (R)) ترتیب همین به

که شد ثابت [٣٧] ͽمرج .در ͬ کنیم م تعریف F (R) به [a, b] ⊆ R از ‐مشتق پذیر
(f̃ (i)(x))α = [(f̃ (i)(x))Lα, (f̃

(i)(x))Uα ]

روابط خاص طور به و است مشتق مرتبه  i آن در که است برقرار i = ١,٢, . . . , n برای

(f̃ (i)(x))Lα = (f̃Lα (x))
i

و
(f̃ (i)(x))Uα = (f̃Uα (x))i

. داریم α ∈ [٠, ١] هر برای و f̃ ∈ Cn([a, b], F (R)) برای را

Rn در مقدار فازی توابع بر هاکاهارا پذیری مشتق ٣ . ۴ . ١
ͬ کنیم. م بررسͬ را مقدار فازی متغیره چند تابع ΁ی پذیری مشتق ‐ H درادامه

مجموعه ی زیر ΁ی در شده تعریف مقدار فازی تابع ΁ی f̃ کنید فرض [١٠٩] .٧ . ۴ . ١ تعریف
(امین) i ،f̃ که باشد. گوییم ثابت x̄٠ = (x٠١, . . . x٠

n) ∈ X کنید فرض و باشد Rn از X باز
مقدار فازی تابع است،اگر x̄٠ درنقطه Dif̃(x̄

٠) جزئͬ مشتق ‐ H

g̃(xi) = f̃(x٠١, . . . , x٠
i−١, xi, x٠

i+١, . . . , x٠
n)

نوشت. میتوان نیز ∂f̃
∂xi

(x̄٠) بصورت Dif̃(x̄را
٠) عبارت Dif̃(x̄باشد.

٠) H‐مشتق دارای ،x٠
i در

∂f̃
∂x١ , . . . ,

∂f̃
∂xn

جزئͬ H‐مشتقات از ی΄ͬ اگر است پذیر مشتق ‐H ،x̄٠ در f̃ گوییم .٨ . ۴ . ١ تعریف
وجود x̄٠ از همسای·ͬ ΁ی در جزئͬ مشتقات ‐ H ،n − ١ بقیه و باشند داشته وجود x̄٠ در



١۵ فازی مشتقات حسابان
مقدار). فازی توابع پیوستگͬ مفهوم باشند(به پیوسته x̄٠ در و باشند داشته

ی رابطه با x̄٠ در f̃ گرادیان
∇f̃(x̄٠) = (D١f̃(x̄٠), . . . , Dnf̃(x̄

٠))

تعریف بار n Fn(R) = F (R) × · · · × F (R) به X از مقدار فازی تابع ΁وی ͬ شود م داده نشان
͹سط‐ α ی .مجموعه است i = ١, . . . , n برای فازی عدد ΁ی Dif̃(x̄

٠) هر ان در کند،که مͬ
رابطه ی طبق ∇f̃(x̄٠) به ]مربوط

∇f̃(x̄٠)
]
α
= (D١f̃(x̄٠)α × (D٢f̃(x̄٠)× · · · ×Dnf̃(x̄

٠)α)

درآن که شود مͬ تعریف
(Dif̃(x̄

٠))α = [Dif̃α
L(x̄٠)), Dif̃α

∪(x̄٠)] ∀i = ١, . . . n
باشد. پذیر ‐مشتق H ،x̄ ∈ X هر در اگر پذیراست ‐مشتق H ،X روی f̃ که گوییم .

مقدار فازی تابع ΁ی اگر باشد. Rn از باز مجموعه زیر X کنید فرض [١٠۵] .۴ . ۴ . ١ گزاره
تمام ازای به نیز f̃Uα (x̄) و f̃Lα (x̄) آنگاه باشد. X روی بر پذیر مشتق ‐ H ،f̃ : X −→ F (R)

داریم x̄ ∈ X هر ازای به براین علاوه هستند. پذیر مشتق X روی بر α ∈ [٠, ١]
(Dif̃(x̄))α = [Dif̃α

L(x̄)), Dif̃α
U (x̄) ∀i = ١, . . . , n

ͬ شود. م نتیجه ٢ . ۴ . ١ و ١ . ۴ . ١ قضایای از قضیه این برهان.
H‐مشتقات تمام اگر است پذیر مشتق ‐ H پیوسته طور به x̄٠ در f̃ که گوییم .٩ . ۴ . ١ تعریف
گوییم باشند پیوسته x̄٠ در و باشند داشته وجود x̄٠ از همسای·ͬ ΁ی در i = ١, . . . , n،∂f̃ x̄

∂xi
جزئͬ

باشد. پذیر مشتق ‐ H پیوسته طور به x̄٠ ∈ X هر در اگر پذیراست ‐مشتق H ،X روی f̃
پذیر مشتق ‐ H پیوسته طور به X روی بر f̃ : X −→ F (R) کنید فرض [١٠۵] .۵ . ۴ . ١ گزاره
پذیر مشتق پیوسته طور به α ∈ [٠, ١] هر برای X روی بر نیز f̃Uα (x̄) و f̃Lα (x̄) آن گاه باشد.

هستند.
ͬ شود. م نتیجه ۴ . ۴ . ١ و ١ . ۴ . ١ قضایای از برهان.

X ⊂ Rn درآن که f̃ : X −→ F (R) و باشد باز مجموعه ΁ی X کنید فرض .١٠ . ۴ . ١ تعریف
،f̃ گرادیان که طوری به باشد داشته وجود x̄٠ ∈ X کنید فرض باشد. مقدار فازی تابع ΁ی
H ،x̄٠ در Dif̃ : X −→ F (R) تابع i هر برای یعنͬ باشد. پذیر ‐مشتق H ،x̄٠ در ∇f̃ یعنͬ
نشان زیر روابط وسیله به x̄٠ نقطه در ēj درجهت Dif̃ جزئͬ ‐مشتق H باشد. پذیر ‐مشتق

ͬ شود. م داده
D٢

ij f̃ یا ∂٢f̃(x̄٠)
∂xixj

اگر i ̸= j
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و

D٢
iif̃ یا ∂٢f̃(x̄٠)

∂x٢
i

اگر i = j

‐مشتق H دوبار x̄٠ در f̃ که گوییم گاه آن باشند. داشته وجود [D٢
iif̃ ] ‐مشتقات H این اگر

و ͬ گویند، م فازی هسیان ماتریس آن به که است ∇٢f̃(x̄٠) دوم ‐مشتق H ماتریس وبا پذیر
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به

∇٢f̃(x̄٠) =


∂٢f̃(x̄٠)
∂٢xi

· · · ∂٢f̃(x̄٠)
∂xi∂xn

· · · · · · · · ·
∂٢f̃(x̄٠)
∂xn∂x١ · · · ∂٢f̃(x̄٠)

∂x٢
n


‐مشتق پذیر H دوبار X روی f̃ گوییم باشد ‐مشتق پذیر H دوبار x̄ ∈ X نقطه در f̃ اگر

پیوسته تابع ΁ی ∂٢f̃
∂xi∂xj

∈ F (R) ‐مشتق پذیر H تابع i, j = ١, · · · , n هر برای اگر و است
است. X روی دوم مرتبه ی پذیر ‐مشتق H پیوسته طور به f̃ گوییم باشد، F (R) به X از

نیمه معین و معین فازی ماتریس ۴ . ۴ . ١
ͬ کنیم. م تعریف را حقیقͬ ماتریس ΁ی بودن معین نیمه و معین ابتدا

:A آن گاه باشد. n× n متقارن ماتریس ΁ی A کنید فرض .١١ . ۴ . ١ تعریف
.x ̸= ٠ ،x ∈ Rn هر برای xt.A.x > ٠ باشیم داشته اگر است ١۵ مثبت معین الف.

x ∈ Rn هر برای xt.A.x ≥ ٠ باشیم داشته اگر است ١۶ مثبت معین نیمه ب.
x ̸= ٠ ،x ∈ Rn هر برای xt.A.x < ٠ باشیم داشته اگر است ١٧ منفͬ معین ج.
x ∈ Rn هر برای xt.A.x ≤ ٠ باشیم داشته اگر است ١٨ منفͬ معین نیمه د.

است: مثبت معین ماتریس ΁ی زیر ماتریس .۴ . ۴ . ١ مثال

A =

١ ٠
٠ ١


ماتریس .۵ . ۴ . ١ مثال

B =

١ ٠
٠ ٠


است. مثبت معین نیمه ماتریس ΁ی

١۵Positive definite
١۶Positive semidefinite
١٧Negative definite
١٨Negative semidefinite
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ماتریس .۶ . ۴ . ١ مثال

C =

٠ ١
١ ٠


است. نامعین ماتریس ΁ی

΁ی بودن متقارن ͬ توانیم م آن براساس که است شده آورده مهم نتیجه ΁ی این جا در
کنیم، بررسͬ را ماتریس

:A ،n× n ماتریس ΁ی .١ . ۴ . ١ قضیه
.k ∈ {١, . . . , n} هر برای (−١)k.|Ak| > ٠ اگر فقط و اگر است منفͬ معین .١

.k ∈ {١, . . . , n} هر برای |Ak| > ٠ اگر فقط اگرو است مثبت معین .٢
ͬ کنیم. م تعریف را فازی ماتریس بودن نیمه معین و معین ما اکنون

تمام یعنͬ باشد، فازی ماتریس ΁ی i, j = ١, . . . , n ،Ã = (ãij) کنید فرض .١٢ . ۴ . ١ تعریف
ÃU

α و ÃL
α متناظر حقیقͬ دوماتریس باشند. R روی فازی اعداد Ã فازی درماتریس (ãij) عناصر

زیر صورت به که ͬ شوند م نامیده ͹سط‐ α ماتریس های که وجود دارند، α ∈ [٠, ١] هر برای
ͬ شوند: م تعریف

ÃL
α =


(ã١١)Lα · · · (ã١n)Lα
· · · · · · · · ·

(ãn١)Lα · · · (ãnn)
L
α


و

ÃU
α =


(ã١١)Uα · · · (ã١n)Uα
· · · · · · · · ·

(ãn١)Uα · · · (ãnn)
U
α


:Ã آن گاه

هر برای ÃU
α و ÃL

α ͹سط‐ α های ماتریس اگر ͬ شود م نامیده مثبت معین ماتریس الف.
باشند. حقیقͬ مثبت معین های ماتریس α ∈ [٠, ١]

برای ÃU
α و ÃL

α ͹سط‐ α های ماتریس اگر ͬ شود م نامیده مثبت معین نیمه ماتریس ب.
باشند. حقیقͬ مثبت معین نیمه های ماتریس α ∈ [٠, ١] هر

فازی ماتریس .٧ . ۴ . ١ مثال
Ã =

ã ٠̃
٠̃ ã


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α ماتریس های لذا ب·یرید. نظر در را هستند فازی اعداد ٠̃ = (٠, ٠, ٠) و ã = (١,٢,۴) درآن که

هستند: زیر صورت به α ∈ [٠, ١] هر برای Ã ͹سط‐

ÃL
α =

(١ + α) ٠
٠ (١ + α)


و

ÃU
α =

(۴ − ٢α) ٠
٠ (۴ − ٢α)


فازی ماتریس بنابراین هستند. مثبت معین α ∈ [٠, ١] هر برای ها ماتریس این که است ͹واض

است. مثبت معین Ã
ب·یرید نظر در را زیر فازی ماتریس اکنون .٨ . ۴ . ١ مثال

B̃ =

ã ٠̃
٠̃ ã


به B̃ برای ͹سط‐ α ماتریس دو هستند. فازی اعداد ٠̃ = (٠, ٠, ٠) و ã = (٠,٢,۴) درآن که

صورت به α ∈ [٠, ١] هر ازای
B̃L

α =

(٢α) ٠
٠ (٢α)


و

B̃U
α =

(۴ − ٢α) ٠
٠ (۴ − ٢α)


ماتریس α = ٠ برای هستند مثبت معین ،α = ٠ جز به α هر برای ماتریس ها این ͬ باشند. م

است. مثبت معین نیمه B̃ فازی ماتریس .بنابراین است مثبت معین نیمه اول

ریمان فازی انتگرال ۵ . ١
انتگرال فرمول های از بسیاری ازآن پس شد. معرفͬ [٨٩] ١٩ سوگنو توسط فازی انتگرال مفهوم
مقدار فازی تابع از خاص نوع ΁ی [٢۵] ٢١ وپراد ٢٠ دیوبوس مثال عنوان به یافتند. توسعه فازی
همچنین کردند. تعریف توسیع اصل از استفاده با را مقدار فازی توابع انتگرال و کردند بررسͬ را
تعریف شده بندی ͹سط صورت به را مقدار فازی تابع انتگرال خود مقاله در ΁رالس و پوری
گونه ای به را مقدار فازی توابع پذیری وانتگرال پذیری مشتق [۴٠] واکمن و .گوتشل کرده اند

١٩Sugeno
٢٠Dubois
٢١Prade



١٩ ریمان فازی انتگرال
[٨۶] ٢٣ وانگ و ٢٢ سیمز باشند. حقیقͬ فضای در متناظر تعاریف راستای در که کردند تعریف
ریمان فازی انتگرال از نامه پایان این در پرداختند. موضوع این در آمده بدست نتایج مرور به

[۴٠] ͬ کنیم. م استفاده مقدار فازی تابع ΁ی
پذیر انتگرال Ĩ ∈ F (R) روی f̃ f̃. گوییم : [a, b] −→ F (R) کنید فرض [٣٧] .١ . ۵ . ١ تعریف
باشد وجودداشته δ > ٠ باشد داشته وجود ،ϵ > ٠ هر ازای به هرگاه است (F −R) ریمان فازی

باشیم: داشته ∆(P ) < δ با [a, b] از P = {[u, v] : ξ} افراز هر برای که طوری به
dF (

∗∑
P

(v − u)⊙ f̃(ξ), Ĩ) < ϵ

نویسیم: مͬ است. فازی مجموع ∑∗ درآن که
Ĩ = (FR)

∫ b

a
f̃(x)dx

تک مقدار فازی توابع برای تیلور فازی فرمول دراینجا ریمان، فازی پذیری انتگرال براساس
ͬ دهیم: م ارائه را متغیره چند و متغیره

آن گاه [t٠, t١] ⊆ R ،n ≥ ١ ،f̃ ∈ Cn([a, b], F (R)) کنید فرض [٣٧] .١ . ۵ . ١ قضیه
f̃(t١) = f̃(t٠)⊕ (t١ − t٠)⊙ f̃ ′(t٠)⊕ · · · ⊕ (t١ − t٠)n−١

(n− ١)! ⊙ f̃n−١(t٠)

که
⊕ ١
(n− ١)! ⊙ (FR)

∫ t١

t٠
(t١ − t)⊙ f̃n(t)dt

. است پیوسته و ،t در فازی انتگرال مانده باقͬ
و n ∈ N باشد، Rn از باز محدب زیرمجموعه ΁ی U کنید فرض [٣٧] .٢ . ۵ . ١ قضیه

جزئͬ ‐مشتقات H همه کنید .فرض باشد پیوسته مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : U −→ F (R)

کنید فرض باشند. پیوسته و باشند داشته وجود m ∈ N مرتبه تا f̃ فازی مشتق از فازی
فرض .i = ١, . . . , n،zi ≥ x٠i که باشند گونه ای به (x٠١, . . . , x٠n) ∈ U و z = (z١, z٢ . . . , zn)
g̃z(t) = f̃(x٠)+t(z−x٠)) و i = ١, . . . n،xi = x٠i+t(zi−x٠i) ͬ کنیم م تعریف .٠ ≤ t ≤ ١ کنید

داریم: N = ١, . . . ,m برای آن گاه (x٠ + t(z − x٠) ∈ U که است ͹واض)
g̃Nz (t) = [(

n∑
i=١

(zi − x٠i)⊙ ∂

∂xi
)N f̃ ](x١, . . . , xn)

است: برقرار نیز زیر متغیره چند تیلور فرمول

f̃(z) = f̃(x٠)⊕
m−١∑
N=١

g̃
(N)
z (٠)
N !

⊕Rm(٠, ١)
٢٢Sims
٢٣Wang
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آن در که

Rm(٠, ١) = ١
(m− ١) ⊙ (FR)

∫ ١
٠ (١ − s)m−١ ⊙ g̃(m)

z (s)ds

فازی اعداد روی ترتیبی روابط ۶ . ١
است. فازی اعداد روی بر ترتیبی ساختار شود مͬ استفاده ما تحقیق در که دی·ری مهم مفهوم
برای زیادی های روش دارند. فازی سازی بهینه مسائل در مهمͬ نقش ترتیبی ساختارهای
٢۵ دگانͬ و ٢۴ برتولان به مثال عنوان به است.( شده ارئه ͽمراج در فازی اعداد سازی مرتب

. شود مراجعه ([٩]

فازی حداکثر ترتیب : جزئͬ ترتیبی رابطه ΁ی ١ . ۶ . ١
روش هایی از ی΄ͬ ͬ شوند، م استفاده فازی اعداد برای که مختلف سازی مرتب روش های بین از
گفته فازی حداکثر ترتیب که است جزئͬ ترتیب رابطه ΁ی ͬ گیرد م قرار مورداستفاده معمولا که
است: زیر صورت به ترتیب این است. شده معرفͬ [٧٢] ٢۶ ریمانک و ΁رامی توسط و ͬ شود م

کنید فرض و باشند F (R) در فازی عدد دو b̃ و ã کنید فرض .١ . ۶ . ١ تعریف
.تعریف باشند α ∈ [٠, ١] برای R در بسته مجموعه دو b̃α = [b̃Lα, b̃

U
α ] و ãα = [ãLα, ã

U
α ]

.α ∈ [٠, ١] هر ازای به ãUα ≤ b̃Uα و ãLα ≤ b̃Lα اگر فقط و اگر ã ⪯ b̃ ͬ کنیم م
خانواده در جزئͬ ترتیبی روابط موضوعه اصول در ⪯ ترتیبی رابطه که داد نشان ͬ توان م
به را ã ≺ b̃ ͬ توانیم م فازی، اعداد در جزئͬ ترتیب رابطه از استفاده با ͬ کند. م صدق F (R)

ͬ کنیم: م تعریف مختلفͬ روش های
یا ãLα٠ < b̃Lα٠ که طوری به باشد داشته وجود α٠ ∈ [٠, ١] و ã ⪯ b̃ اگر فقط و اگر ã ≺ b̃ الف.

.ã∪α٠ < b̃∪α٠

اگر فقط اگرو ã ≺ b̃ ب.
ãLα < b̃Lα

ãUα ≤ b̃Uα یا


ãLα ≤ b̃Lα

ãUα < b̃Uα یا


ãLα < b̃Lα

ãUα < b̃Uα ∀α ∈ [٠, ١]

فازی بهینه سازی مسئله ΁ی برای بهینه جواب ΁ی تعریف برای جزئͬ ترتیب رابطه این از ما
ͬ کنیم. م ایجاد ترتیبی رابطه این اساس بر را بهینگͬ شرایط و ͬ کنیم م استفاده

٢۴Bortolan
٢۵Degani
٢۶Rimanek



٢١ فازی اعداد روی ترتیبی روابط

پارامتری کلͬ ترتیب رابطه ٢ . ۶ . ١
تعریف ‐فازی L اعداد روی که هست پارامتری کلͬ ترتیب رابطه ترتیبی، رابطه از دی·ری نوع
‐فازی،توسط L اعداد مجموعه روی بر λ ∈ [٠, ١] پارمتر با ⪯λ ترتیب رابطه این ͬ شود. م

است: زیر صورت به که ، شده معرفͬ [٨١] ٢٨ ایشͬ و ٢٧ سیتو
روی پارامتری ترتیبی رابطه ΁ی ⪯λ که ã ⪯λ b̃ ,ã، گوییم b̃ ∈ FL(R) هر برای .٢ . ۶ . ١ تعریف

شد: برقرار زیر نامساوی های از ی΄ͬ تنها اگر است، ٠ ≤ λ ≤ ١ برای FL(R)

λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ < λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ باشیم: داشته ãL١ − ãL٠ < b̃L١ − b̃L٠ برای الف.
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ ≤ λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ باشیم: داشته ãL١ − ãL٠ ≥ b̃L١ − b̃L٠ برای ب.

است. FL(R) روی کلͬ ترتیبی رابطه ΁ی λ ∈ [٠, ١] هر برای ⪯λ که کرد ثابت ͬ توان م راحتͬ به
ͬ شود. م تعریف نیز b̃ ⪯λ ã با ã ⪰λ b̃

مجموعه FL(R) درآن که است، FL(R) روی کلͬ ترتیب رابطه ی ΁ی ⪯λ رابطه .١ . ۶ . ١ گزاره
ͬ شود. م تعریف R روی ‐فازی، L اعداد

است. FL(R) روی جزئͬ ترتیب رابطه ΁ی ⪯λ ͬ کنیم م ثابت ابتدا برهان.
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ = λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ داریم: ãL١ − ãL٠ = ãL١ − ãL٠ برای بودن: انعکاسͬ

. است انعکاسͬ λ ∈ [٠, ١] هر برای ã ⪯λ b̃ بنابراین،
ی΄ͬ تعریف به بنا ،ã ⪯λ b̃ که آن جایی از .ã = b̃ آن گاه b̃ ⪯λ ã و ã ⪯λ b̃ اگر بودن: متقارن پاد

است: برقرار λ ∈ [٠, ١] برای زیر نامساوی های از
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ < λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ داریم: ãL١ − ãL٠ < b̃L١ − b̃L٠ برای الف.
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ ≤ λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ داریم: ãL١ − ãL٠ ≥ b̃L١ − b̃L٠ برای ب.

است: برقرار زیر نامساوی های از ی΄ͬ تنها که ͬ دهد م نشان b̃ ⪯λ ã و
λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ < λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ داریم: b̃L١ − b̃L٠ < ãL١ − ãL٠ برای ج.
λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ ≤ λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ داریم: b̃L١ − b̃L٠ ≥ ãL١ − ãL٠ برای د.

وج د،وب و الف مشابه طور به برقرارنیست همزمان ج و الف که ببنیم ͬ توانیم م دراینجا
داشته باید ما مورد دراین است. د و ب مم΄ن مورد تنها رو این از برقرارنیستند. همزمان

.ã = b̃ بنابراین λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ = λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ . باشیم:
که ازآن جایی .ã ⪯λ c̃ آن گاه b̃ ⪯λ c̃ و ã ⪯λ b̃ اگر ͬ دهیم: م رانشان تعدی سوم، ویژگͬ حالا

ͬ آید: م بدست λ ∈ [٠, ١] برای زیر نامساوی های از ی΄ͬ تعریف به توجه با ã ⪯λ b̃

٢٧S.Saito
٢٨H.Ishii



پایه اصطلاحات و مفاهیم ٢٢
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ < λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ داریم: ãL١ − ãL٠ < b̃L١ − b̃L٠ برای الف.
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ ≤ λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ داریم: ãL١ − ãL٠ ≥ b̃L١ − b̃L٠ برای ب.

است: برقرار زیر نامساوی های از ی΄ͬ تنها که ͬ دهد م نشان b̃ ⪯λ c̃ و
λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ < λ[c̃L١ − c̃L٠ ] + c̃L١ داریم: b̃L١ − b̃L٠ < c̃L١ − c̃L٠ برای ج.
λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ ≤ λ[c̃L١ − c̃L٠ ] + c̃L١ داریم: b̃L١ − b̃L٠ ≥ c̃L١ − c̃L٠ برای د.

λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ < λ[c̃L١ − c̃L٠ ] + c̃L١ داریم: ãL١ − ãL٠ < c̃L١ − c̃L٠ برای ج و الف از حال
داریم: ود الف های ازحالت

b̃L١ − b̃L٠ ≥ c̃L١ − c̃L٠ و ãL١ − ãL٠ < b̃L١ − b̃L٠
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ < λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ ͬ کند: م ایجاب ã ⪯λ b̃

λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ ≥ λ[c̃L١ − c̃L٠ ] + c̃L١ ͬ کند: م ایجاب b̃ ⪯λ c̃

λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ < λ[c̃L١ − c̃L٠ ] + c̃L١ نتیجه: در
.ãL١ − ãL٠ ] ≥ c̃L١ − c̃L٠ ] یا ãL١ − ãL٠ < c̃L١ − c̃L٠ یا

پس کنیم. ثابت ج و الف مورد برای براحتͬ را نامساوی ͬ توانیم م ما . ã ⪯λ c̃ بنابراین
کلͬ ترتیب رابطه ΁ی ⪯λ که ͬ کنیم م ثابت حال است. FL(R) روی جزئͬ ترتیب رابطه ΁ی ⪯λ

داریم: تعریف به بنا ،ã ⪯̸λ b̃ که ازآن جایی .b̃ ⪯λ ã آن گاه ã ⪯̸λ b̃ اگر .یعنͬ است FL(R) روی
اما ãL١ − ãL٠ < b̃L١ − b̃L٠ حالت١.

λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ ≥ λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١

اما ãL١ − ãL٠ ≥ b̃L١ − b̃L٠ حالت٢.
λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ < λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١

داریم: ٢ حالت برای

λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ < λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١
b̃L١ − b̃L٠ < ãL١ − ãL٠ که زمانͬ
داریم: ٢ و ١ حالت ترکیب از

λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ ≤ λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١

.b̃L١ − b̃L٠ ≥ ãL١ − ãL٠ که زمانͬ
ثابت. λ ∈ [٠, ١] برای b̃ ⪯λ ã داریم حالت هردو برای بنابراین



٢٣ مقدار فازی تابع ΁ی یافته تعمیم تحدب
ͬ دهد. م نشان را مختلفͬ عملͬ حالت های ‐فازی، L دوعدد مقایسه برای λمختلف مفادیر
FL(R) روی ⪯λ پارامتری کلͬ ترتیب رابطه ΁ی که هنگامͬ که شد متوجه ͬ توان نیزم دراینجا
ازاین استفاده با باشد. ثابت ‐فازی L اعداد تمام برای باید ش΄ل L تابع ͬ کنیم، م تعریف
شرایط و ͬ کنیم م تعریف ‐فازی L بهینه سازی مسائل برای بهینه جواب ΁ی ترتیب، رابطه

ͬ کنیم. م ثابت را بهینگͬ وکافͬ لازم

مقدار فازی تابع ΁ی یافته تعمیم تحدب ١ . ٧
ͬ کنیم. م بیان را مجموعه هاوتوابع بودن محدب به ͽراج اساسͬ مفاهیم از برخͬ ابتدا

محدب مجموعه هاوتوابع ١ . ٧ . ١
. ͬ کنیم م شروع آفین مجموعه ΁ی تعریف با دراینجا

در متمایز ی نقطه دو هر از گذرنده خط اگر است آفین C ⊆ Rn مجموعه ΁ی .١ . ٧ . ١ تعریف
عبارت به .θx١ + (١− θ)x٢ ∈ C باشیم: داشته θ ∈ R و x١, x٢ ∈ C هر اگربرای یعنͬ باشد. C
ترکیب در ضرایب مجموعه که آن شرط به است. C در نقطه دو هر خطͬ ترکیب شامل C دی·ر

باشد. ΁ی برابر خطͬ
است. آفین {x|Ax = b} خطͬ معادله معادلات جواب مجموعه مثال عنوان به .١ . ٧ . ١ مثال

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت را به محدب مجموعه حالا
C در نقطه دو بین واصل خط پاره اگر است محدب Rn از C هرزیرمجموعه .١ . ٧ . ٢ تعریف

باشیم: داشته ٠ ≤ θ ≤ ١ با θ هر برای و x١, x٢ ∈ C هر برای اگر گیرد.یعنͬ قرار
θx١ + (١ − θ)x٢ ∈ C

درآن یا است توخالͬ که هرچیزی اما . است محدب جامد م΄عب ΁ی مثال برای .١ . ٧ . ٢ مثال
نیست. محدب هلال ش΄ل ΁ی مانند دارد وجود گودی

ͬ باشند: م زیر صورت به مهم مثال های برخͬ
آفینͬ(وهمچنین زیرمجموعه های Rn فضای وکل {x٠} واحد(ی΄تایی) هرنقطه ϕͬته مجموعه الف.

هستند. Rn محدبی)از
΁ی رو این واز است فضا زیر ΁ی آن گاه ͬ کند، م عبور صفر اگراز است آفین هرخط ب.

هست. نیز محدب مخروط
یابد). کاهش نقطه ΁ی به که آن نیست(م·ر آفین اما است محدب خط پاره ΁ی ج.



پایه اصطلاحات و مفاهیم ٢۴

محدب مجموعه :١ . ١ ش΄ل

نامحدب مجموعه :١ . ٢ ش΄ل

. است محدب مخروط ΁ی آفین زیرفضایی هر د.
ͬ کنیم: م تعریف را مقدار حقیقͬ تابع ΁ی تحدب اکنون

باشد محدب مجموعه ΁ی f دامنه اگر است محدب f : Rn −→ R تابع ΁ی .١ . ٧ . ٣ تعریف
باشیم داشته ٠ < θ < ١ با θ هر و x, y ∈ domf هر برای واگر

f(θx+ (١ − θ)y) ≤ θf(x) + (١ − θ)f(y) (١ . ١)
باشد اکید .٠ < θ < ١ و x ̸= y برای نامساوی فوق رابطه در اگر است محدب اکیدا f تابع ΁ی

. باشد محدب اکیدا −f هرگاه مقعراست اکیدا باشد،و محدب −f هرگاه مقعراست f گوییم
ͬ دهیم: م ارائه مقعر و محدب توابع از مثال هایی

. است محدب R روی a ∈ R هر برای eax نمایی تابع .١
. است مقعر ٠ ≤ a ≤ ١ وبرای است محدب a ≥ ١ یا a ≤ ٠ که وقتͬ R+ روی xa .٢

. است محدب R روی p ≥ ١ برای |x|p تابع .٣
مقعراست R+ روی log x تابع .۴



٢۵ مقدار فازی تابع ΁ی یافته تعمیم تحدب
است: آمده زیر در دی·ری مثال  . ͬ دهد م نشان را مثبت اعداد از مجموعه ای R+ دراینجا

آن گاه ٠ ≤ θ ≤ ١ و باشد نرم ΁ی f : Rn −→ R اگر .١ . ٧ . ٣ مثال
f(θx+ (١ − θ)y) ≤ f(θx) + f((١ − θ)y) = θf(x) + (١ − θ)f(y)

دست به نرم ΁ی بودن همنوا از برابری و ͬ شود م حاصل مثلثͬ نامساوی از فوق نامساوی
ͬ آید. م

ͬ کند. م بیان را محدب مقدار حقیقͬ ازتوابع ویژگͬ ΁ی زیر قضیه ی
. است محدب مجموعه ΁ی T درآن که ،f : T ⊆ Rn −→ R کنید فرض [۶٢] .١ . ٧ . ١ قضیه

اگر وفقط اگر است محدب x = x̄٠ نقطه در f(x) آن گاه باشد پذیر مشتق x̄٠ در f اگر
(∇f(x̄٠))t(x̄− x̄٠) ≤ f(x̄)− f(x̄٠) ∀x̄ ∈ T

مقدار فازی تابع تحدب ١ . ٧ . ٢
مفهوم [۶٣] ٣٠ وکار ٢٩ .ناندا است فازی ریاضیات حوزه های ازمهمترین ی΄ͬ محدب آنالیز
مقدار فازی توابع تحدب وشبه تحدب [١١٢] ٣١ کرد.یان‐زو معرفͬ را فازی توابع برای تحدب
چند مقدار فازی توابع برای نمایی محدب جدید مفاهیم [٩١] ٣٢ داد.سایان قرار بحث مورد را
[٣۴] ٣٣ فاراکاوا توسط مقدار فازی توابع شتز لیپ پیوستگͬ و تحدب کردند. معرفͬ را متغیره
ماکزیمم ترتیب برحسب را مقدار فازی تابع ΁ی تحدب ما اینجا در گرفتند. قرار مطالعه مورد

. ͬ کنیم م بررسͬ فازی

مجموعه ΁ی T و باشد مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : T ⊆ Rn −→ F (R) کنید فرض .۴ . ١ . ٧ تعریف
اگر است محدب x̄٠ ∈ T در f̃ .گوییم باشد محدب

f̃(λx̄٠ + (١ − λ)x̄) ⪯ (λ⊙ f̃(x̄٠)⊕ ((١ − λ)⊙ f̃(x̄)))

.x̄ ∈ T هر و λ ∈ (٠, ١) هر برای
΁ی T و باشد مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : T ⊆ Rn −→ F (R) کنید فرض [١٠۵] .١ . ٧ . ١ گزاره
نقطه در f̃Uα (x̄) و f̃Lα (x̄) اگر فقط اگرو است محدب x̄٠ ∈ T در f̃ .گوییم باشد محدب مجموعه

. باشد محدب α ∈ [٠, ١] هر برای x̄٠
٢٩Nanda
٣٠Kar
٣١Yan-Xu
٣٢Syan
٣٣Furukawa



پایه اصطلاحات و مفاهیم ٢۶
اعداد روی جزئͬ ترتیب رابطه و و ریاضͬ عملیات از استفاده با راحتͬ به ͬ تواند م نتیجه برهان.

شود. ثابت فازی
و (١,٢,٣) آن در که f̃(x١, x٢) = (١,٢,٣)⊙x٢١ ⊕ (٢,٣,۴)⊙x٢١ مقدار فازی تابع .۴ . ١ . ٧ مثال
͹سط‐ α توابع زیراکه است مقدار فازی محدب تابع ΁ی هستند، مثلثͬ فازی اعداد (٢,٣,۴)
هر برای f̃Uα (x١, x٢) = (٣−α)x٢١ +(۴−α)x٢٢ و f̃Lα (x١, x٢) = (١+α)x٢١ +(٢+α)x٢٢ یعنͬ آن

. ͬ باشند م محدب توابعͬ α

مقدار فازی تابع ΁ی نمایی ومحدب محدب شبه ١ . ٧ . ٣
بودن محدب کاربردی، دیدگاه از حال این .با است بهینه سازی در قدرتمند مفهوم ΁ی تحدب
بسیار که ‐داگلاس کوب تابع مثال، عنوان به است. کننده محدود کاملا فرض ΁ی عنوان به

ͬ گیرد م قرار استفاده مورد
u(x١, x٢, · · · , xn) = x

t١١ . · · · , xtnn

شبه کننده محدود کمتر مفاهیم اینجا در ما بنابراین ∑n
i=١ ti ≤ ١ که آن م·ر نیست مقعر

΁ی تحدب ابتداشبه ͬ کنیم. م مقدارتعریف حقیقͬ تابع ΁ی برای را نمایی ومحدب تحدب
ͬ کنیم. م تعریف را مقدار حقیقͬ تابع

تمام و آن اگردامنه ͬ شود م نامیده ٣۴ محدب شبه f : Rn −→ R تابع .۵ . ١ . ٧ تعریف
یعنͬ آن زیرسطحͬ مجموعه های

{x ∈ dom(f)|f(x) ≤ γ}

آن ͹سط ابر های مجموعه اگر مقعراست شبه تابع ΁ی باشند. محدب γ ∈ R که
{x ∈ dom(f)|f(x) ≥ γ}

ͬ شود. م نامیده خطͬ شبه مقعر، شبه هم و باشد محدب شبه هم که تابعͬ باشند. محدب
است. محدب شبه R+ روی log x (١) .۵ . ١ . ٧ مثال

که چون است مقعر شبه تابع ΁ی f(x١, x٢) = x١.x٢ و R٢
+ دامنه با f : R٢ −→ R تابع (٢)

یعنͬ آن ͹ابرسط مجموعه
{x ∈ R٢|x١.x٢ ≥ γ}

است. محدب مجموعه ΁ی γ هر ازای به
ͬ کنیم: م بیان را محدب شبه توابع اساسͬ ͬ های ویژگ از برخͬ دراینجا

٣۴quasiconvex



٢٧ مقدار فازی تابع ΁ی یافته تعمیم تحدب
ها آن محدب ترکیب در تابع مقدار و y و x نقطه دو در تابع مقدار بین اکید رابطه ΁ی .١

دارد. وجود λx+ (١ − λ)y یعنͬ
محدب مجموعه ΁ی T درآن که f̃ : T ⊆ Rn −→ F (R) تابع [٧٩] .١ . ٧ . ٢ قضیه
λ ∈ (٠, ١) هر برای و x, y ∈ T هر برای اگر فقط و اگر است مقعر شبه T روی ͬ باشد، م

f(λx+ (١ − λ)y) ≥ min{f(x), f(y)} (١ . ٢)
λ ∈ (٠, ١) هر برای و x, y ∈ T هر برای اگر فقط و اگر است محدب شبه T روی f تابع

f(λx+ (١ − λ)y) ≤ max{f(x), f(y)} (١ . ٣)
تحدب وشبه اکید تقعر شبه تعاریف آن گاه باشند اکید فوق تعاریف در نامساوی ها اگر

داریم را اکید
عکس .اما است محدب شبه تابع ΁ی محدب تابع هر و مقعر شبه تابع ΁ی مقعر هرتابع .٢
شبه x ∈ R هر برای f(x) = x٣ تابع مثال عنوان به نیست. صحیح کلͬ حالت در آن

. نیست محدب اما است محدب شبه و نیست مقعر اما است مقعر
نیستند. پیوسته دامنه شان درون در لزوما مقعر شبه و محدب شبه توابع .٣

سراسری ماکزیمم که باشند داشته موضعͬ ماکزیمم نقاط ͬ تواند م مقعر شبه توابع .۴
سراسری مینیمم که باشد داشته موضعͬ مینیمم ͬ تواند م تحدب شبه وتوابع نیستند.

نیستند.
کافͬ بودن محدب شبه تحت موضعͬ بهینگͬ تعیین برای حتͬ اول مرتبه شرایط .۵

نیستند.
است. فوق نکته سه دهنده ی نشان زیر مثال

صورت به f : R −→ R کنید فرض [٧٩] .۶ . ١ . ٧ مثال

f(x) =


x٣, x ∈ [٠, ١]
١, x ∈ (١,٢]
x٣, x > ٢

است R روی مقعر شبه هم و محدب شبه هم f که داد نشان ͬ توان م راحتͬ تعریف شود.به
هر بنابراین است. ثابت (١,٢] بازه ی در f این بر علاوه است. ناپیوسته x = ٢ در f وضوح به
نقطه هیچ حال این با است. f موضعͬ مینمم ΁وی موضعͬ ماکزیمم ΁ی بازه این در نقطه
نه وضوح به صفر چند هر f ′(٠) = ٠ درنهایت نیست. سراسری وماکزیمم مینیمم (١,٢] در ای

است. موضعͬ مینیمم ونه موضعͬ ماکزیمم



پایه اصطلاحات و مفاهیم ٢٨
دلخواه مجموعه با x̄٠ ∈ T در محدب شبه f : T ⊆ Rn −→ F (R) تابع [۶٢ ،٣] .۶ . ١ . ٧ تعریف

اگر اگروفقط است T
f(x̄) ≤ f(x̄٠) =⇒ f(λx̄+ (١ − λ)x̄٠) ≤ f(x̄٠)

.λ ∈ [٠, ١] هر و x̄ ∈ T هر برای
اگر علاوه، .به باشد محدب شبه x̄ ∈ T هر در اگر تنها اگرو است محدب شبه T روی f(x̄)

اگر وفقط اگر است تحدب شبه x̄ = x̄٠ در f(x̄) باشد، پذیر مشتق x̄٠ ∈ T در f(x̄)
f(x̄) ≤ f(x̄٠) =⇒ (∇f(x̄٠))t(x̄− x̄٠) ≤ ٠,∀x̄ ∈ T

محدب تابع ΁ی همانند موضعͬ مینیمم کردن پیدا در که است تابعͬ ٣۵ نما محدب تابع ΁ی
نما محدب پذیر مشتق تابعͬ ΁ی رسمͬ غیر طور به نیست. محدب ͽواق در اما کند مͬ رفتار
زیر صورت به تعریف یابد. افزایش باشد، مثبت جهتͬ مشتق دارای که جهتͬ هر در اگر است

است:
نما محدب x̄٠ ∈ T در T ⊆ Rn باز مجموعه روی شده تعریف f(x̄) تابع ΁ی .١ . ٧ . ٧ تعریف

و باشد پذیر مشتق x̄٠ در اگر فقط اگرو ͬ شود م گفته
(∇f(x̄٠))t(x̄− x̄٠) ≥ ٠ =⇒ f(x̄) ≥ f(x̄٠)

معادل طور به یا
f(x̄) < f(x̄٠) =⇒ (∇f(x̄٠))t(x̄− x̄٠) < ٠

.(x̄٠ ∈ T هر برای (و x̄ ∈ T هر برای
هر برای زیرا است، نما محدب تابع ΁ی R روی شده تعریف f(x) = x٣ + x تابع .١ . ٧ . ٧ مثال

داریم: x ∈ R

Df(x٢)(x١ − x٢) ≥ ٠ =⇒ (٣x٢٢ + ١)(x١ − x٢) ≥ ٠
.f(x١) ≥ f(x٢) نتیجه در (x١ − x٢) ≥ ٠ ͬ کند م ایجاب که

هر برای زیرا است، نما محدب تابع ΁ی R روی شده تعریف f(x) = x٣ − x تابع .١ . ٧ . ٨ مثال
است. برقرار بالا مثال مشابه استدلالͬ x ∈ R

آن در که ب·یرید نظر در را f : S −→ R تابع .١ . ٧ . ٩ مثال
S = {x ∈ R٢ : ٠ ≤ x١ ≤ ١, ٠ ≤ x٢ ≤ ١}

٣۵pseudoconvex



٢٩ مقدار فازی تابع ΁ی یافته تعمیم تحدب
x = [x١, x٢], y = [y١, y٢] ∈ S دلخواه نقطه دو .f(x١, x٢) = −x٢١ −x١ و است R٢ در واحد مربع

اگررابطه ب·یرید. نظر در را
(∇f(x))t(y − x) ≥ ٠ =⇒ (−٢x١ − ١)(y١ − x١) ≥ ٠ =⇒ y١ ≤ x١

نما محدب x ∈ S هر برای f رو ازاین .f(y) ≥ f(x) که معناست بدان باشیم.این داشته را
است.

نما محدب اکیدا x̄٠ ∈ T در T ⊆ Rn باز مجموعه روی f(x̄) تابع ΁ی [۶٢ ،٣] .١ . ٧ . ٨ تعریف
(x̄ ∈ T هرنقطه برای و( باشد پذیر مشتق x̄٠ در اگر فقط و اگر ͬ شود م گفته

(∇f(x̄٠))t(x̄− x̄٠) ≥ ٠ =⇒ f(x̄) > f(x̄٠)

معادل طور به یا
f(x̄) ≤ f(x̄٠) =⇒ (∇f(x̄٠))t(x̄− x̄٠) < ٠

.(x̄ ∈ T هر برای (و x̄(̸= x̄٠) ∈ T هر برای
برای چون است نما محدب اکیدا ٠ ≤ x ≤ ١, آن در که f(x) = −x٢ − x تابع .١ . ٧ . ١٠ مثال

داریم: x١ ̸= x٢ با x١, x٢ ∈ [٠, ١]
Df(x١)(x٢ − x١) ≥ ٠ =⇒ (−٢x١ − ١)(x٢ − x١) ≥ ٠

.f(x٢) > f(x١) یعنͬ این .x٢ < x١ یعنͬ
T ⊆ Rn دلخواه مجموعه روی مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : T −→ F (R) کنید فرض .١ . ٧ . ٩ تعریف
در f̃Uα و f̃Lα مقدار حقیقͬ توابع اگر فقط و اگر است محدب شبه x̄٠ نقطه در f̄ گوییم باشد.

باشند. محدب شبه α ∈ [٠, ١] هر برای x̄٠ نقطه
راحتͬ به نظرب·یرید. در را R روی f̃(x) = (١,٢,٣)⊙ x٣ مقدار فازی تابع ΁ی .١ . ٧ . ١١ مثال
f̃Uα (x) = (٣−α)x٣ و f̃Lα (x) = (١+α)x٣ چون است، محدب شبه تابع ΁ی f̃ داد نشان ͬ توان م

هستند. محدب شبه توابع α ∈ [٠, ١] هر برای
مجموعه روی شده تعریف مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : T −→ F (R) کنید فرض .١ . ٧ . ١٠ تعریف
اگرتوابع فقط و اگر است نما) محدب نما(اکیدا محدب x̄٠ در f̃ گوییم باشد. T ⊆ Rn باز

نما)باشند. محدب (اکیدا نما محدب α ∈ [٠, ١] هر برای x̄٠ در f̃Uα و f̃Lα مقدار حقیقͬ
تعریف R روی f̃(x) = (١,٢,٣)⊙x⊕ (٢,٣,۴)⊙x٣ مقدار فازی تابع کنید فرض .١ . ٧ . ١٢ مثال

زیرا است. نما محدب تابع ΁ی f̃ داد نشان ͬ توان م راحتͬ به باشد. شده
توابع α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Uα (x) = (٣−α)x+ (۴−α)x٣ و f̃Lα (x) = (١+α)x+ (٢+α)x٣

هستند. نما محدب





٢ فصل
نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل

مقدمه ٢ . ١
بهینه سازی مسائل حل در فازی اعداد رتبه بندی از گسترده ای طور به نویسندگان از بسیاری
رجوع [١١٣]،[۴٩]،[٣٩]،[١١٣]،[١١]، [٩] ͽمراج به مثال عنوان به کرده اند، استفاده مطالعه
برخͬ حال، این با نیستند. مقایسه قابل طبیعͬ صورت به فازی اعداد کلͬ طور به کنید.
تعریف پارامتری کلͬ ترتیبی روابط حسب رابر بندی رتبه مختلف روش های نویسندگان از
اعداد کلاس های برای را پارامتری کلͬ ترتیبی رابطه ΁ی [٣٢] فارکا مثال عنوان به کرده اند.
به برای معیار ΁ی عنوان به آن از او کرد. معرفͬ تابع ΁ی توسط شده ایجاد متقارن فازی
دو فارکا کرد. استفاده فازی روش مسیر کوتاهترین مساله ΁ی حل برای و رساندن حداقل
تابع ΁ی توسط شده تولید متقارن فازی اعداد کلاس های برای پارامتری ترتیبی رابطه نوع
فازی بهینه سازی مساله ΁ی جواب کردن پیدا برای آن از و کرد تعریف [٣٣] در ‐ش΄ل S

کرد. استفاده
کردند. معرفͬ [٨١] در λ ∈ [٠, ١]،⪯λ پارامتری کلͬ ترتیب رابطه ΁ی ایشͬ و سیتو

L اعداد ها آن برد هم و دامنه هم که مقدار فازی توابع با فازی بهینه سازی مسائل آن ها
λ ∈ [٠, ١]،⪯λ پارامتری کلͬ ترتیبی رابطه ΁ازی ما فصل این در کردند. حل را هستند ‐فازی
وچند متغیره تک نامقید غیرخطͬ فازی بهینه سازی مساله بهینه  جواب آوردن دست به برای
پذیری مشتق مفهوم از استفاده با را بهینگͬ کافͬ و لازم ماشرایط ͬ کنیم. م استفاده متغیره



نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل ٣٢
نتایج دادن نشان برای مناسب مثال های ͬ آوریم. م بدست مقدار فازی تابع ΁ی هاکاهارای

است. شده آورده

متغیره تک L‐فازی بهینه سازی مسئله ٢ . ٢
مقادیر که ͬ گیریم م نظر در را حقیقͬ دامنه روی شده تعریف مقدار فازی تابع ΁ی بخش این در

ͬ آوریم. م بدست را مسئله این بهینگͬ برای کافͬ و لازم شرایط و هستند ‐فازی L آن 

مسئله تعریف ٢ . ٢ . ١
و باشد ‐فازی L اعداد تمام مجموعه  ای FL(R) باشد، R از باز مجموعه زیر ΁ی X کنید فرض
(USFOP ) نامقید متغیره تک ‐فازی L بهینه سازی مسئله باشد. تابع ΁ی f̃ : X −→ FL(R)

ͬ گیریم م نظر رادر زیر ١
min f̃(x)

S.t. x ∈ X

پارامتری کلͬ ترتیبی رابطه از استفاده را مسئله این سراسری و موضعͬ بهینه جواب های
ͬ کنیم. م یادآوری ⪯λ تعریف ابتدا ͬ کنیم. م تعریف λ ∈ [٠, ١]،⪯λ

رابطه ΁ی ⪯λ اینجا در که ã ⪯λ b̃ ͬ گوییم م ، ã, b̃ ∈ FL(R) هر برای [٨١] .٢ . ٢ . ١ تعریف
برقرار زیر نامساوی های از ی΄ͬ تنها اگر است ٠ ≤ λ ≤ ١ برای FL(R)ّ روی پارامتری ترتیبی

باشد:
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ < λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ داشته باشیم: ãL١ − ãL٠ < b̃L١ − b̃L٠ برای الف.
λ[ãL١ − ãL٠ ] + ãL١ ≤ λ[b̃L١ − b̃L٠ ] + b̃L١ داشته باشیم: ãL١ − ãL٠ ≥ b̃L١ − b̃L٠ برای ب.

ͬ شود. م تعریف b̃ ⪯λ ã توسط ã ⪰λ b̃

مقدار فازی تابع ΁ی f̃ و باشد R از باز زیرمجموعه ΁ی X کنید فرض [٣٣] .٢ . ٢ . ٢ تعریف
:x∗ ∈ X گوییم آن گاه باشد X روی شده تعریف

که طوری به باشد وجودداشته δ > ٠ ΁ی اگر است f̃ موضعͬ کننده مینیمم ΁ی الف.
.x ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ) هر برای f̃(x∗) ⪯λ f̃(x)

.x ∈ X هر برای f̃(x∗) ⪯λ f̃(x) اگر است f̃ سراسری کننده مینیمم ΁ی ب.
باشد. کننده ماکسیمم یا کننده مینیمم اگر است کننده اکسترمم ΁ی ج.

١Single-variable L-fuzzy Optimization Problem



٣٣ متغیره تک L‐فازی بهینه سازی مسئله

بهینگͬ لازم شرایط ٢ . ٢ . ٢
ͬ کنیم. م بررسͬ را (USFOP ) مسئله برای بهینگͬ لازم شرایط اینجا در

کننده اکسترمم ΁ی x∗ ∈ X و باشد R از باز زیرمجموعه ΁ی X کنید فرض [٣٣] .٢ . ٢ . ١ قضیه
آن گاه باشد پذیر ‐مشتق H ،x∗ در f̃ اگر باشد. f̃ : X −→ FL(R) برای موضعͬ

λ[Df̃L١ (x∗)−Df̃L٠ (x∗)] +Df̃L١ (x∗) = ٠
است. α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Lα (x) مشتق Df̃Lα (x) آن در که

به δ > ٠ وجودارد تعریف، طبق ، است f̃ برای موضعͬ مینیمم ΁ی x∗ که جایی ازآن برهان.
تعریف طبق .x ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ) هر برای f̃(x∗) ⪯λ f̃(x) و (x∗ − δ, x∗ + δ) ⊂ X که طوری
. است برقرار زیر نامساوی های از ی΄ͬ تنها x ∈ (x∗− δ, x∗+ δ) هر برای ،⪯λ کلͬ ترتیب رابطه

داریم: f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗) < f̃L١ (x)− f̃L٠ (x) برای الف.
λ[f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗)] + f̃L١ (x∗) < λ[f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)] + f̃L١ (x)

داریم: f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗) ≥ f̃L١ (x)− f̃L٠ (x) برای ب.
λ[f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗)] + f̃L١ (x∗) ≤ λ[f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)] + f̃L١ (x)

.
داریم: یا x ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ) هر برای حال

f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗) < f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)

یا و
f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗) ≥ f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)

یا x ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ) هر برای بنابراین
λ[f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗)] + f̃L١ (x∗) < λ[f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)] + f̃L١

یا و
λ[f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗)] + f̃L١ (x∗) ≤ λ[f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)] + f̃L١

h ∈ [٠, δ) هر برای بنابراین،
λ[f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗)] + f̃L١ (x∗) < یا ≤ λ[f̃L١ (x∗ + h)− f̃L٠ (x∗ + h)] + f̃L١ (x∗ + h)



نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل ٣۴
یعنͬ

λ[f̃L١ (x∗ + h)− f̃L١ (x∗)]− [λf̃L٠ (x∗ + h)− f̃L٠ (x∗)] + f̃L١ (x∗ + h)− f̃L١ (x∗) > یا ≥ ٠
در α ∈ [٠, ١] هر برای نیز f̃Lα ،٢ . ۴ . ١ گزاره طبق است پذیر ‐مشتق H ،x∗ در f̃ که آن جایی از

داریم h→ ٠+ حد وگرفتن h > ٠ بر بالا نامساوی .باتقسیم است پذیر مشتق x∗

λ[Df̃L١ (x∗)−Df̃L٠ (x∗)] +Df̃L١ (x∗) ≥ ٠ (٢ . ١)
h ∈ [٠, δ) هر برای که کرد ثابت ͬ توان م مشابه طور به

λ(f̃L١ (x∗ − h)− f̃L١ (x∗))− λ(f̃L٠ (x∗ − h)− f̃L٠ (x∗)) + f̃L١ (x∗ − h)− f̃L١ (x∗) > یا ≥ ٠
داریم ، h→ ٠+ حد وگرفتن −h بر نامساوی این تقسیم با

λ[Df̃L١ (x∗)−Df̃L٠ (x∗)] +Df̃L١ (x∗) ≤ ٠ (٢ . ٢)
ͬ شود. م حاصل نتیجه (٢ . ٢) و (٢ . ١) با بنابراین

بهینگͬ کافͬ شرایط ٢ . ٢ . ٣
ͬ کنیم: م بررسͬ را (USFOP ) مسئله برای بهینگͬ کافͬ شرایط حال

تابع ΁ی f̃ : X −→ FL(R) و باشد R از باز زیرمجموعه ΁ی X کنید فرض [٣٣] .٢ . ٢ . ٢ قضیه
که: باشد گونه ای به x∗ ∈ X اگر باشد. پذیر ‐مشتق H پیوسته طور به بار دو مقدار فازی

الف.
λ[Df̃L١ (x∗)−Df̃L٠ (x∗)] +Df̃L١ (x∗) = ٠

و
ب.

λ[D٢f̃L١ (x)−D٢f̃L٠ (x)] +D٢f̃L١ (x) > ٠ ∀x ∈ X

است. f̃ موضعͬ کننده مینیمم ΁ی x∗ آن گاه
کنیم ثابت باید است، f̃ موضعͬ کننده مینیمم ΁ی x∗ کنیم اثبات اینکه برای برهان.

که،اگر ͬ کنیم م ثابت x ∈ X هر برای یعنͬ . x ∈ X هر برای f̃(x∗) ⪯λ f̃(x)

f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗) ≥ f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)

گاه آن
λ[f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗)] + f̃L١ (x∗) ≤ λ[f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)] + f̃L١ (x)



٣۵ متغیره تک L‐فازی بهینه سازی مسئله
است. برقرار بعدی اکید نامساوی  این صورت درغیر

΁ی f̃Lα ٢ . ۴ . ١ گزاره به بنا ، پذیراست ‐مشتق H پیوسته دوبار تابع ΁ی f که ازآن جایی
x ̸= x∗ برای تیلور قضیه به بنا بنابراین . است α ∈ [٠, ١] هر برای مشتق پذیر پیوسته دوبار تابع

داریم: ، ٠ < t < ١ و
f̃Lα (x) = f̃Lα (x

∗) +Df̃Lα (x
∗)(x− x∗) +

١
٢D٢f̃Lα (z)(x− x∗)٢

برای فوق معادله از استفاده با بنابراین .α ∈ [٠, ١] هر برای z = x∗ + t(x − x∗) آن در که ،
داریم: α = ١ و α = ٠

λ[f̃L١ (x)− f̃L٠ (x)] + f̃L١ (x) = λ[f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗)] + f̃L١ (x∗)

+ {λ[D٢f̃L١ (z)−D٢f̃L٠ (z)] +D٢f̃L١ (z)} ١
٢(x− x∗) (٢ . ٣)

داریم: (٢ . ٣) از استفاده با حالا
λ[f̃L١ (x)− f̃L٠ (x) + f̃L١ (x)] > λ[f̃L١ (x∗)− f̃L٠ (x∗) + f̃L١ (x∗)]

X روی f̃ موضعͬ کننده مینیمم ΁ی x∗ یعنͬ . x ∈ X هر برای f̃(x∗) ⪯λ f̃(x) بنابراین
است.

مثال ها ۴ . ٢ . ٢
ب·یرید نظر در را زیر مسئله .٢ . ٢ . ١ مثال

min f̃(x) = ã⊙ x⊕ b̃⊙ x٢
S.t. x ∈ R

بصورت R روی شده تعریف b̃ = (٠, ١,٢) و ã = (١,٢,٣) فرم به مثلثͬ اعدادفازی b̃ و ã درآن که
هستند: زیر

ã(r) =


(r − ١) ١ ≤ r ≤ ٢
(٣ − r) ٢ < r ≤ ٣
٠ صورت درغیراین

b̃(r) =


r ٠ ≤ r ≤ ١
٢ − r ١ < r ≤ ٢
٠ صورت درغیراین

و f̃α(x) = [(١ + α)x + αx٢, (٣ − α)x + (٢ − α)x٢] به صورت f̃(x) تابع ͹سط‐ α مجموعه
Df̃α(x) = [(١ + α) + ٢αx, (٣ − α) + ٢)٢ − α)x] به صورت Df̃(x) تابع ͹سط‐ α مجموعه



نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل ٣۶
از لازم شرایط از استفاده با ͬ باشند. م

λ[Df̃L١ (x∗)−Df̃L٠ (x∗)] +Df̃L١ (x∗) = ٠
داریم کافͬ، شرایط بررسͬ با حال . x∗ = −(λ+٢)٢(λ+١) ͬ گیریم: م نتیجه

λ[D٢f̃L١ (x∗)−D٢f̃L٠ (x∗)] +D٢f̃L١ (x∗) = ٢λ+ ٢ > ٠
مینیمم ΁ی x∗ = −(λ+٢)٢(λ+١) گوییم بنابراین .λ ∈ [٠, ١] و D٢f̃(x) = [٢α,٢)٢ − α)] آن در که
نشان زیر جدول . ͬ باشد م λ ∈ [٠, ١] ثابت مقدار ΁ی برای مقدار فازی تابع برای موضعͬ کننده
بدست تابع برای متفاوتͬ مینیمم نقاط ب·یرد ΁ی تا ازصفر متفاوتͬ مقادیر λ اگر که ͬ دهد م

ͬ اوریم. م
λ x∗ f̃(x∗)

٠ −١ (−١−,٣, ١)
٠٫٢ −٠٫٩١۶٧ (−٢٫٧۵٠٫٩٩٣١−,٠٠, ٠٫٧۶٣٩)
٠٫۶ −٠٫٨١٢۵ (−٢٫۴٣٧۵,−٠٫٩۶۴٨, ٠٫۵٠٧٨)
١ −٠٫٧۵ (−٢٫٣٨٢۴,−٠٫٩۵٧۶, ٠٫۴۶٧١)

ͬ دهیم: م ارائه نتیجه دادن نشان برای موردی مطالعه ΁ی عنوان به را دی·ری مثال حالا
u(V − با متناسب پلتون چرخ ΁ی توسط شده تولید بخار اسب قدرت [٧۴] .٢ . ٢ . ٢ مثال
است ثابت که است جت سرعت V و است، متغیر ΁ی که است چرخ سرعت u است، u)
در بیابیم. را ͬ شود م ماکزیمم کارایی آن با که دنده ای چرخ چرخاندن سرعت ͬ خواهیم م .
بهینه سازی مسئله ΁ی به مسئله آن گاه ب·یریم نظر در حقیقͬ ثابت را ازجت V سرعت اگر اینجا
مدل های در و واحدباشد V حدود است مم΄ن جت سرعت حال، این با ͬ شود. م تبدیل قطعͬ
Ṽ کنیم ،فرض طوردقیق تر به ͬ گیرند. م نظر در فازی عدد ΁ی عنوان به را Ṽ سرعت ͬ تر واقع
فازی جدید بهینه سازی مسئله لذا باشد. (V − ١, V, V + ١) صورت به مثلثͬ فازی عدد ΁ی
شرایط بااعمال است. FL(R) به R از تابع ΁ی f̃ آن در که است f̃(u) = u⊙ Ṽ − u٢ ماکزیمم

لازم
λ[Df̃L١ (u)−Df̃L٠ (u)] +Df̃L١ (u) = ٠

مقدار α ∈ [٠, ١] برای ،Df̃Lα (u) = u(V − ١+α)− ٢u و f̃Lα (u) = u(V − ١+α)− u٢ آن در که
کافͬ: شرایط بررسͬ با حال ͬ آید. م دست به u = λ+V٢ پارامتری عددی
λ[D٢f̃L١ (u)−D٢f̃L٠ (u)] +D٢f̃L١ (u) = −٢ < ٠

است. FL(R) روی ⪯ کلͬ ترتیب به نسبت f̃ از موضعͬ پارامتری ماکزیمم u = λ+V٢ ͬ بینیم م



٣٧ متغیره چند فازی ‐L بهینه سازی مسئله

متغیره چند فازی ‐L بهینه سازی مسئله ٢ . ٣
΁ی. ͬ کنیم م بررسͬ را نامقید متغیره چند ‐فازی L بهینه سازی مسئله ΁ی بخش دراین
تعریف λ ∈ [٠, ١] برای ⪯λ پارامتری کلͬ ترتیبی رابطه از استفاده با را مسئله برای بهینه جواب
‐فازی L بهینه سازی مسئله ΁ی برای ودوم اول مرتبه بهینگͬ وکافͬ لازم شرایط ͬ کنیم. م
استفاده نتایج اثبات برای مقدار فازی توابع هاکاهارای پذیری مشتق از ͬ کنیم. م ایجاد را

ͬ دهیم. م ارائه نتایج دادن نشان جهت مناسبی مثال های ͬ کنیم. م

مسئله تعریف ٢ . ٣ . ١
زیر صورت به را ٢ (UFMOP ) نامقید متغیره چند ‐فازی L بهینه سازی مسئله ΁ی دراین جا

ͬ گیریم م نظر در
min f̃(x̄)

S.t. x̄ ∈ X

استفاده با است مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : X −→ FL(R) و باز مجموعه ΁یX ⊆ Rn آن در که
ͬ کنیم. م تعریف را موضعͬ بهینه جواب ΁ی λ ∈ [٠, ١] ،⪯λ پارامتری کلͬ ترتیب رابطه از

آن گاه: باشد، ثابت λ ∈ [٠, ١] و f̃ : X ⊆ Rn −→ FL(R) کنید فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف
پارامتری کلͬ ترتیبی رابطه به نسبت f̃ برای موضعͬ مینیمم نقطه ΁ی x̄∗ ∈ X نقطه الف.
هر برای f̃(x̄∗) ⪯λ f̃(x̄) که طوری به باشد داشته وجود r > ٠ اگر ͬ شود م نامیده ⪯λ

.x̄ ∈ X ∩B(x̄∗; r)

گویند ⪯λ پارامتری کلͬ ترتیبی به نسبت f̃ برای موضعͬ مینیمم اکیدا را x̄∗ ∈ X نقطه ب.
.x̄ ∈ X ∩B(x̄∗; r) هر برای f̃(x̄∗) ≺λ f̃(x̄) که طوری به r > ٠ باشد داشته اگروجود

اول مرتبه شرط ٢ . ٣ . ٢
ͬ کنیم. م بررسͬ را (UMFOP ) مسئله بهینگͬ برای ٣ (FONC) اول مرتبه لازم شرایط اکنون
f̃ : X −→ برای موضعͬ کننده مینیمم ΁ی x̄∗ ∈ intX کنید فرض (FONC) .٢ . ٣ . ١ قضیه
x̄∗ نقطه در f̃ کنید فرض همچنین باشد. ⪯λ پارامتری کلͬ ترتیبی رابطه به نسبت FL(R)

λ[∇f̃L١ (x̄∗)−∇f̃L٠ (x̄∗] +∇f̃L١ (x̄∗) = ٠ آن گاه باشد پذیر ‐مشتق H

تعریف، بنابه ، هست X روی f̃ برای موضعͬ مینیمم ΁ی x̄∗ ∈ intX که آن جایی از برهان.
.f̃(x̄∗) ⪯λ f̃(x̄) داریم x̄ ∈ X ∩B(x̄∗; r) هر برای

٢Multi-variable L-fuzzy Optimization Problem
٣First-Order condition



نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل ٣٨
است: برقرار زیر نامساوی های از ی΄ͬ فقط یعنͬ

داریم: f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (̄̄x∗) < f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄) برای الف.
λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗) < λ[f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄)] + f̃L١ (x̄)

داریم: f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗) ≥ f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄) برای ب.
λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗) ≤ λ[f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄)] + f̃L١ (x̄)

رابطه یا x̄ ∈ X ∩B(x̄∗; r) هر برای بنابراین
λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗) < λ[f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄)] + f̃L١ (x̄)

زیر: رابطه یا و است برقرار
λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗) ≤ λ[f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄)] + f̃L١ (x̄)

(x̄∗ + hēi) لذا باشد. ام i درموقعیت ΁ی واحد بردار ΁ی ēi = [٠, · · · , ١, · · · ]T کنید فرض
کنید فرض . است ēi درجهت x̄∗ در h اندازه با بهم ریختگͬ ΁ی دهنده ی نشان h > ٠ با

داریم آن گاه . h < r آن در که x̄ = x̄∗ + hēi

λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗) < یا ≤ λ[f̃L١ (x̄∗ + h)− f̃L٠ (x̄∗ + h)] + f̃L١ (x̄∗ + h)

داریم: ΁کوچ کافͬ اندازه به h برای و x̄ = x̄∗ − hēi برای مشابه طور به
λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗) < یا ≤ λ[f̃L١ (x̄∗ − h)− f̃L٠ (x̄∗ + h)]− f̃L١ (x̄∗ + h)

یعنͬ:
λ(f̃L١ (x̄∗ + h)− f̃L١ (x̄∗))− λ(f̃L٠ (x̄∗ + h)− f̃L٠ (x̄∗) + f̃L١ (x̄∗ + h)]− f̃L١ (x̄∗) > یا ≥ ٠ (۴ . ٢)

λ(f̃L١ (x̄∗ − h)− f̃L١ (x̄∗))− λ(f̃L٠ (x̄∗ − h)− f̃L٠ (x̄∗) + f̃L١ (x̄∗ − h))− f̃L١ (x̄∗) > یا ≥ ٠ (۵ . ٢)
هر برای x̄∗ در نیز f̃Lα ،٢ . ۴ . ١ گزاره به بنا است پذیر مشتق ‐ H ،x̄∗ در f̃ که جایی آن از
حد گرفتن و −h و h بر (۵ . ٢) و (۴ . ٢) های نامساوی تقسیم با . است پذیر مشتق α ∈ [٠, ١]

داریم: h→ ٠ وقتͬ
λ[Dif̃

L١ (x̄∗)−Dif̃
L٠ (x̄∗)] +Dif̃

L١ (x̄∗) ≥ ٠∀i = ١, · · · , n
بنابراین

λ[∇f̃L١ (x̄∗)−∇f̃L٠ (x̄∗)] +∇f̃L١ (x̄∗) ≥ ٠



٣٩ متغیره چند فازی ‐L بهینه سازی مسئله

λ[∇f̃L١ (x̄∗)−∇f̃L٠ (x̄∗)] +∇f̃L١ (x̄∗) ≤ ٠
ͬ دهد: م نتیجه که

λ[∇f̃L١ (x̄∗)−∇f̃L٠ (x̄∗)] +∇f̃L١ (x̄∗) = ٠

دوم مرتبه کافͬ و لازم شرایط ٢ . ٣ . ٣
مقدار فازی تابع بهینگͬ برای (SONC) دوم مرتبه لازم شرایط مورد در بابحث را بخش این

ͬ کنیم. م شروع Rn روی شده تعریف
طور به مقدار فازی تابع ΁ی f̃ : X ⊆ Rn −→ FL(R) کنید فرض ۴ (SONG) .٢ . ٣ . ٢ قضیه

باشد: X درونͬ نقطه ΁ی x̄∗ ∈ X و باشد پذیر ‐مشتق H پیوسته
آن گاه باشد، x̄∗ ∈ X در موضعͬ مینیمم ΁ی دارای f̃ اگر الف.

λ[∇٢f̃L١ (x̄∗)−∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗)

. است مثبت معین نیمه
آن گاه باشد. x̄∗ ∈ X در موضعͬ ماکزیمم ΁ی دارای f̃ اگر ب.

λ[∇٢f̃L١ (x̄∗)−∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗)

. است منفͬ معین نیمه
n = ١ برای را نتیجه ابتدا . ͬ کنیم م اتخاذ قضیه این اثبات برای مرحله ای دو روش ΁ی برهان.
. ͬ کنیم م ثابت را کلͬ حالت نتیجه این از استفاده با سپس . ͬ کنیم م اثبات (X ⊆ R (یعنͬ

n = ١ اول: حالت
عدد λ[∇٢f̃L١ (x̄∗) − ∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗) و f̃ : X ⊆ R −→ FL(R) داریم n = ١ که زمانͬ

دهیم: نشان باید است حقیقͬ
λ[∇٢f̃L١ (x̄∗)−∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗) ≥ ٠

x̄ ∈ هر برای تعریف، به بنا ͬ باشد م x̄∗ ∈ X در موضعͬ مینیمم ΁ی دارای f̃ که آن جایی از
است: برقرار زیر نامساوی های از ی΄ͬ تنها یعنͬ .f̃(x̄∗) ⪯λ f̃(x̄) داریم r > ٠ و X ∩B(x̄∗; r)

داریم: f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (̄̄x∗) < f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄) برای الف.
λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗) < λ[f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄)] + f̃L١ (x̄)

۴Second-order condition



نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل ۴٠
داریم: f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗) ≥ f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄) برای ب.

λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗) ≤ λ[f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄)] + f̃L١ (x̄)

.٠ ≤ λ ≤ ١ و x̄ ∈ X ∩B(x̄∗; r) هر برای
نظر در را x̄∗ + h ∈ B(x̄∗; r) با ΁کوچ کافͬ اندازه به h برای x̄∗ در f̃Lα تابع تیلور سری

داریم ͬ گیریم. م
f̃Lα (x̄

∗ + h) = f̃Lα (x̄
∗) + hDf̃Lα (x̄

∗) +
١
٢h٢D٢f̃Lα (x̄∗) +O(h٣)

داریم: ، ازاین استفاده با

٠ ≤ {λ[f̃L١ (x̄∗ + h)− f̃L٠ (x̄∗ + h)] + f̃L١ (x̄∗ + h)} = {λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗)}

+ h{λ[Df̃L١ (x̄∗)−Df̃L٠ (x̄∗)] +Df̃L١ (x̄∗)}

+
h٢
٢ {λ[D٢f̃L١ (x̄∗)−D٢f̃L٠ (x̄∗)] +D٢f̃L١ (x̄∗)}

+O(h٣)

داریم: موضعͬ مینیمم نقطه در
λ[Df̃L١ (x̄∗)−Df̃L٠ (x̄∗)] +Df̃L١ (x̄∗) = ٠

بنابراین
{λ[f̃L١ (x̄∗ + h)− f̃L٠ (x̄∗ + h)] + f̃L١ (x̄∗ + h)} − {λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗)}

=
h٢
٢ {λ[D٢f̃L١ (x̄∗)−D٢f̃L٠ (x̄∗)] +D٢f̃L١ (x̄∗)}

+O(h٣)

که کنیم حاصل اطمینان ͬ توانیم م ΁کوچ کافͬ اندازه به h انتخاب با
h٢
٢ {λ[D٢f̃L١ (x̄∗)−D٢f̃L٠ (x̄∗)] +D٢f̃L١ (x̄∗)}

داریم: موضعͬ مینمم نقطه ΁دری بنابراین . ͬ کند م غلبه O(h٣) باقیمانده عبارت بر
λ[D٢f̃L١ (x̄∗)−D٢f̃L٠ (x̄∗)] +D٢f̃L١ (x̄∗) ≥ ٠

f̃ برای موضعͬ مینمم نقطه ΁ی x̄∗ کنید ͬ کنیم.فرض م ثابت را ١ قسمت n > ١ دوم: حالت
آن در که z′Az ≥ ٠ داریم z ̸= ٠ با z ∈ Rn هر برای که دهیم نشان .باید باشد X روی

A = λ[∇٢f̃L١ (x̄∗)−∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗)



۴١ متغیره چند فازی ‐L بهینه سازی مسئله
g̃(t) = f̃(x̄∗ + tz) صورت به را g̃ : R −→ F (R) مقدار فازی تابع کنید. انتخاب z ∈ Rn ΁ی

داریم ΁کوچ کافͬ اندازه به |t| برای .g̃(٠) = f̃(x̄∗) که شود توجه کنید. تعریف
f̃(x̄∗) ⪯λ f̃(x̄

∗ + tz)

برای که طوری به دارد وجود ϵ > ٠ ترتیب این به دارد. موضعͬ مینیمم ΁ی x̄∗ در f̃(x̄∗) چون
طبق است. g̃ موضعͬ مینیمم ΁ی صفر ،یعنͬ است برقرار g̃(٠) ⪯λ g̃(t) رابطه t ∈ (−ϵ, ϵ) هر

باشیم: داشته باید اول حالت
λ[D٢g̃L١ (٠)−D٢g̃L٠ (٠)] +D٢g̃L١ (٠) ≥ ٠

پذیر مشتق ‐ H پیوسته طور به بار دو g̃ ͬ گیریم م نتیجه g̃ تعریف به توجه با دی·ر سوی از
D٢g̃Lα(t) = z′∇٢f̃Lα (x̄∗ + tz)z و g̃Lα(t) = f̃Lα (x̄

∗ + tz) بنابراین .g̃(t) = f̃(x̄∗ + tz) چون است
لذا D٢g̃Lα(t) = z′∇٢f̃Lα (x̄∗)z یعنͬ این ،

λ[D٢g̃L١ (٠)−D٢g̃L٠ (٠)] +D٢g̃L١ (٠) = z′Az

آن در که
A = λ[∇٢f̃L١ (x̄∗)−∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗)

نتیجه در
z′Az = λ[D٢g̃L١ (٠)−D٢g̃L٠ (٠)] +D٢g̃L١ (٠) ≥ ٠

ͬ شود. م ثابت مشابه طور به ٢ .قسمت ͬ کند م کامل را الف قسمت اثبات این
مینیمم ΁ی x∗ که ͬ کنیم م ثابت حالتͬ برای را ۵ (SOSC) دوم مرتبه کافͬ شرایط اکنون
نام به زیر نامساوی به قضیه اثبات برای باشد. (UMFOP ) مسئله برای موضعͬ اکیدا کننده

[۶١] داریم. نیاز ۶ ریلͬ نامساوی
آن گاه باشد حقیقͬ متقارن مثبت معین Pn×n ماتریس ΁ی اگر .٢ . ٣ . ٣ قضیه

λmin(P )∥x∥٢ ≤ xTPx ≤ λmax(p)∥x∥٢

بزرگترین دهنده ی نشان λmax(P ) و ͬ دهد م نشان را P ویژه مقدار کوچ΄ترین λmin(P ) آن در که
است. P ویژه مقدار

H دوبار پیوسته طور به تابع ΁ی f̃ : X ⊆ Rn −→ Fl(R) کنید فرض (SOSC) .۴ . ٢ . ٣ قضیه
باشد پذیر ‐مشتق

۵Second-order sufficient condition
۶Rayleigh’s Inequality



نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل ۴٢
اگر .١

λ[∇f̃L١ (x̄∗)−∇f̃L٠ (x̄∗)] +∇f̃L١ (x̄∗) = ٠
و

λ[∇٢f̃L١ (x̄∗)−∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗)

است. X روی f̃ برای اکید موضعͬ مینیمم ΁ی x̄∗ آن گاه باشد مثبت معین
اگر .٢

λ[∇f̃L١ (x̄∗)−∇f̃L٠ (x̄∗)] +∇f̃L١ (x̄∗) = ٠
و

λ[∇٢f̃L١ (x̄∗)−∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗)

است. X روی f̃ برای اکید موضعͬ ماکزیمم ΁ی x̄∗ آن گاه باشد منفͬ معین
که کنیم ثابت باید ͬ شود. م اثبات مشابه طور به ٢ ،قسمت ͬ کنیم م اثبات را ١ قسمت برهان.
x̄ ∈ X ∩B(x̄∗; r) هر برای باید تعریف طبق است. X روی f̃ برای اکید موضعͬ مینیمم ΁ی x̄∗

دهیم: نشان ، λ ∈ [٠, ١] ثابت هر وبرای
f̃(x̄∗) ≺λ f̃(x̄)

یعنͬ
f̃(x̄) ⪯̸λ f̃(x̄

∗)

به ثابت λ ∈ [٠, ١] هر و x̄ ∈ X ∩B(x̄∗; r) هر برای زیر نامساوی های که دهیم نشان باید یعنͬ
نیستند. برقرار همزمان طور

داریم: f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (̄̄x) < f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗) برای الف.
λ[f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄)] + f̃L١ (x̄) < λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗)

داریم: f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄) ≥ f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗) برای ب.
λ[f̃L١ (x̄)− f̃L٠ (x̄)] + f̃L١ (x̄) ≤ λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗)

کنید فرض
H̃L(x̄∗) = λ[∇٢f̃L١ (x̄∗)−∇٢f̃L٠ (x̄∗)] +∇٢f̃L١ (x̄∗)

آنگاه d̄ ̸= ٠ اگر ͬ گیریم م نتیجه ، ( ٢ . ٣ . ٣ ریلͬ(قضیه نامساوی و ٢ فرض از استفاده با
λmin(H̃

L(x̄∗))∥d̄∥٢ ≤ d̄T H̃L(x̄∗)d̄



۴٣ متغیره چند فازی ‐L بهینه سازی مسئله
و تیلور قضیه به توجه با ͬ باشد. م H̃L(x̄∗)) ویژه مقدار کوچ΄ترین λmin(H̃

L(x̄∗)) آن در که
داریم: ١ }فرض

λ[f̃L١ (x̄∗ + d)− f̃L٠ (x̄∗ + d)] + f̃L١ (x̄∗ + d)
}
−
{
λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗)

}
=

١
٢ d̄T H̃L(x̃∗)d̄+O(∥d̄∥٢)

≥ λmin(H̃
L(x̄∗))

٢ ∥d̄∥٢ +O(∥d̄∥٢)

داریم: ، ΁کوچ ∥d̄∥ با d̄ هر برای بنابراین
{λ[f̃L١ (x̄∗ + d)− f̃L٠ (x̄∗ + d)] + f̃L١ (x̄∗ + d)} > {λ[f̃L١ (x̄∗)− f̃L٠ (x̄∗)] + f̃L١ (x̄∗)}

بنابراین برقرارنیست. همزمان طور به (الف)و(ب) نامساوی دو که ͬ دهد م نشان نامساوی، این
است. ⪯λ کلͬ ترتیب رابطه به نسبت x̄∗ در اکید موضعͬ مینیمم ΁ی دارای f̃  گوییم

عددی مثال های ۴ . ٢ . ٣
ب·یرید: نظر در را زیر بهینه سازی مسئله .٢ . ٣ . ١ مثال

min f̃(x١, x٢) = (١̃ ⊙ x٢١ )⊕ (٠̃٫۵ ⊙ x٢٢)⊕ (٣̃ ⊙ x٢)⊕ ۴̃٫۵
s.t. x١, x٢ ∈ R

اعداد ۴̃٫۵ = (٣٫۵,۴٫۵,۵٫۵) و ١̃ = (٠, ١,٢), ٠̃٫۵ = (٠٫۴, ٠٫۵, ٠٫۶), ٣̃ = (٢,٣,۴) آن در که
ͬ باشد. م λ ∈ [٠, ١] ثابت مقدار ΁ی برای ⪯λ کلͬ ترتیب با و R روی شده تعریف فازی مثلثͬ

و f̃Lα (x١, x٢) = αx٢١ + (٠٫۴ + α٠٫١)x٢٢ + (٢ + α)x٢ + (٣٫۵ + α) داریم

∇f̃Lα =

 ٢αx١
٠٫)٢۴ + ٠٫١α)x٢ + (٢ + α)


داریم: اول مرتبه لازم شرط طبق

λ[∇f̃L١ (x̄)−∇f̃L٠ (x̄)] +∇f̃L١ (x̄) = ٠
یعنͬ

λ٢x١ + ٢x١ = ٠
λ(٠٫٢x٢ + ١) + x٢ + ٣ = ٠

داریم: را زیر پارامتری جواب معادلات این حل با
x̄∗ = (٠,− (λ+ ٣)

٠٫٢λ+ ١)



نامقید ‐فازی L سازی بهینه مسائل ۴۴
اکنون

λ[∇٢f̃L١ (x̄)−∇٢f̃L٠ (x̄)] +∇٢f̃L١ (x̄) =

٢λ ٠
٠ ٠٫٢λ+ ١


آن در که

∇٢f̃Lα (x̄) =
٢α ٠

٠ ٠٫)٢۴ + ٠٫١α)


در x̄∗ = (٠,− (λ+٣)٠٫٢λ+١) نقطه است، مثبت معین λ ∈ [٠, ١] برای ماتریس این که جایی آن از
موضعͬ اکید مینیمم نقطه ΁ی x̄∗ بنابراین ͬ کند. م صدق (SOSC) دوم مرتبه کافͬ شرط

ͬ باشد. م شده داده مقدار فازی تابع برای
ب·یرید: نظر در را نظر در را زیر مسئله .٢ . ٣ . ٢ مثال

min f̃(x١, x٢) = (١̃ ⊙ x٢١ )⊕ (−̃١ ⊙ x٢٢)
s.t. x١, x٢ ∈ R

به نسبت و R روی شده تعریف فازی مثلثͬ اعداد ١̃ = (٠, ١,٢), −̃١ = (−١−,٢, ٠) آن در که
داریم ͬ باشند. م .λ ∈ [٠, ١] ثابت مقدار برای ⪯λ کل ترتیب رابطه
f̃Lα (x١, x٢) = αx٢١ + (−٢ + α)x٢٢

∇f̃Lα =

 ٢αx١
٢−)٢ + α)x٢


داریم: اول، مرتبه لازم شرط طبق

λ[∇f̃L١ (x̄)−∇f̃L٠ (x̄)] +∇f̃L١ (x̄) = ٠
یعنͬ

λ٢x١ + ٢x١ = ٠
λ٢x٢ − ٢x٢ = ٠

داریم: را زیر پارامتری جواب ، معادلات این حل با
x̄∗ = (٠, ٠)

مقدار
λ[∇٢f̃L١ (x̄)−∇٢f̃L٠ (x̄)] +∇٢f̃L١ (x̄) =

٢λ+ ٢ ٠
٠ ٢λ− ٢





۴۵ متغیره چند فازی ‐L بهینه سازی مسئله
آن در که را

∇٢f̃Lα (x̄) =
٢α ٠

٠ ٢−)٢ + α)


شرط اما است برقرار (FONC) اول مرتبه لازم شرط x̄∗ = (٠, ٠) نقطه در . ͬ کنیم م محاسبه
هر برای (٢λ+ ٢)(٢λ− ٢) ≤ ٠ اما ٢λ+ ٢ > ٠ زیرا ، نیست برقرار (SONC) دوم مرتبه لازم
(٢λ + ٢)(٢λ − ٢) ≤ ٠ چون نیست. برقرار دوم مرتبه کافͬ شرط ، براین علاوه .λ ∈ [٠, ١]
مقدار فازی تابع برای بهینه نقطه λ ∈ [٠, ١] برای x̄∗ = (٠, ٠) بنابراین .λ ∈ [٠, ١] هر برای

نیست.





٣ فصل
فازی بهینه سازی مسائل

مقدمه ٣ . ١
محدودیت های با غیرخطͬ مقید فازی بهینه سازی مسئله ΁ی ١ نامغلوب های جواب ، [١٠۵] در وو
آمده بدست نتایج کرد. استخراج آن برای نیز را کافͬ بهینگͬ شرایط و کرد معرفͬ را حقیقͬ
ͬ دهیم. م تعمیم فازی مقدار محدودیت های  دارای فازی بهینه سازی مسائل برای را وو توسط
دوم و اول مرتبه بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط مقید، فازی بهینه سازی مسائل بررسͬ از قبل
فازی اعداد مجموعه روی جزئͬ ترتیب رابطه تحت نامقید فازی بهینه سازی مسائل برای را
بهینه سازی مسائل برای شده، ارائه نتایج توضیح جهت را مناسبی مثال های ͬ کنیم. م رایجاد

ͬ دهیم. م ارائه مقید و نامقید فازی

پیش نیازها ٣ . ٢
نیازمند غیرخطͬ، فازی بهینه سازی مسائل برای کان‐تاکر بهینگͬ شرایط تعریف منظور به
حقیقͬ آنالیز از که زیر گزاره دو بیان با هستیم. مقدار فازی توابع خواص برخͬ فراهم سازی

ͬ کنیم. م شروع است شده آورده

١non-dominated solutions



فازی بهینه سازی مسائل ۴٨
I × [a, b] روی بر تعریف شده دومتغیره ͬ مقدار حقیق تابع ΁ی ϕ کنید فرض [٢] .٣ . ٢ . ١ گزاره

: باشند برقرار زیر شرایط کنید فرض . است R در بازه ΁ی I آن در که باشد،
. باشد ریمانͬ انتگرال پذیر [a, b] بازه در h(y) = ϕ(x, y) ͬ مقدار حقیق تابع x ∈ I هر برای الف.

.f(x) = ∫ b
a ϕ(x, y)dx ͬ نویسیم م حالت، این در

δ > ٠ ΁ی باشد داشته وجود ، ϵ > ٠ هر برای و x٠ ∈ int(I) کنید فرض ب.
که قسمͬ ϕ∂x∂∣∣∣∣به (x, y)− ∂ϕ

∂x
(x٠, y)

∣∣∣∣ < ϵ

،x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ) هر و y ∈ [a, b] هر برای
داریم و است موجود f ′(x٠) است، ریمانͬ انتگرال پذیر [a, b] روی ∂ϕ

∂x (x
٠, y) آنگاه

f ′(x٠) =
∫ b

a
ϕ(x, y)dx

است. ریمانͬ انتگرال پذیر بازه، ΁ی روی ی΄نوا تابع هر [٩٣] .٣ . ٢ . ٢ گزاره
Rn از X زیرمجموعه روی بر تعریف شده فازی مقدار تابع ΁ی f̃ : X −→ F (R) کنید فرض
هستند. X روی بر تعریف شده حقیقͬ مقدار توابع f̃Uα و f̃Lα ،α ∈ [٠, ١] هر برای آنگاه باشد.
ͬ توان م را [٠, ١] روی تعریف شده f̃uα و f̃Lα متناظر حقیقͬ مقدار توابع ثابت x̄٠ ∈ X هر برای
[٠, ١] در توابع این ، ١ . ۴ . ١ گزاره به توجه با گرفت. نظر در α ∈ [٠, ١] از متغیر توابعͬ به عنوان
هر برای بنابراین، هستند. ریمانͬ انتگرال پذیر ٣ . ٢ . ٢ گزاره به توجه با این رو، از و بوده ی΄نوا

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را FU و FL جدید توابع x̄ ∈ X

FL(x̄) =

∫ ١
٠ f̃Lα (x̄)dα و FU (x̄) =

∫ ١
٠ f̃Uα (x̄)dα (٣ . ١)

داریم: نیز را زیر سودمند گزاره بعلاوه،
زیرمجموعه ΁ی روی بر تعریف شده فازی مقدار تابع ΁ی f̃ کنید فرض [١٠۵] .٣ . ٢ . ٣ گزاره
‐ H پیوسته طور به x̄٠ = (x̄٠١, x̄٠٢, · · · , x̄٠

n) از همسای·ͬ ΁ی در f̃ اگر باشد. Rn از X باز
پیوسته طور به x̄٠ در بالا در تعریف شده FU و FL حقیقͬ مقدار توابع آنگاه . باشد پذیر مشتق

داریم و مشتق پذیرند
∂FL

∂xi
(x̄٠) =

∫ ١
٠
∂f̃Lα
∂xi

(x̄٠)dα و ∂FU

∂xi
(x̄٠) =

∫ ١
٠
∂f̃Uα
∂xi

(x̄٠)dα ∀i = ١, · · · , n

و دارند وجود x̄٠ از همسای·ͬ ΁ی در ∂FU

∂xi
و ∂FL

∂xi
جزئͬ مشتقات که دهیم نشان باید برهان.

٣ . ٢ . ١ گزاره در (الف) شرط (٣ . ١) به توجه با هستند. پیوسته x̄٠ در i = ١, · · · , n هر برای
است. پذیر ‐مشتق H پیوسته طور به x̄٠ از همسای·ͬ ΁ی در f̃ که آن جایی از است. برقرار
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در و دارند وجود x̄٠ از همسای·ͬ ΁ی در i = ١, · · · , n ، ∂f̃

∂xi
جزئͬ مشتقات همه تعریف، به بنا

داریم: فازی مقدار، تابع پیوستگͬ تعریف به بنا بنابراین، هستند. پیوسته x̄٠
ͬ کند: م ایجاب که ∥x̄− x̄٠∥ < δ که طوری به δ > ٠ دارد وجود ،ϵ > ٠ هر برای

dF

(
∂f̃(x̄)

∂xi
,
∂f̃(x̄٠)
∂xi

)
< ϵ (٣ . ٢)

داریم: dF ΁متری تعریف از استفاده با حالا .i = ١, · · · , n هر برای

dF

(
∂f̃(x̄)

∂xi
,
∂f̃(x̄٠)
∂xi

)
= sup

α∈[٠,١]

{
dH

(
(
∂f̃(x̄)

∂xi
)α, (

∂f̃(x̄٠)
∂xi

)α

)}

= sup
α∈[٠,١]

max


∣∣∣∣∣(∂f̃(x̄)∂xi

)Lα − (
∂f̃(x̄٠)
∂xi

)Lα

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
(
∂f̃(x̄)

∂xi

)U

α

−

(
∂f̃(x̄٠)
∂xi

)U

α

∣∣∣∣∣∣



داریم: (٣ . ٢) به توجه با ∣∣∣∣∣∣بنابراین،
(
∂f̃(x̄)

∂xi

)L

α

−

(
∂f̃(x̄٠)
∂xi

)L

α

∣∣∣∣∣∣ < ϵ

∣∣∣∣∣∣و
(
∂f̃(x̄)

∂xi

)U

α

−

(
∂f̃(x̄٠)
∂xi

)U

α

∣∣∣∣∣∣ < ϵ

که آن جایی از . i = ١, · · · , n و α ∈ [٠, ١] هر )برای
∂f̃(x̄)

∂xi

)L

α

=
∂f̃Lα
∂xi

(x̄) و
(
∂f̃(x̄)

∂xi

)U

α

=
∂f̃Uα
∂xi

(x̄)

که طوری به δ > ٠ دارد وجود ، ϵ > ٠ هر برای
∥x̄− x̄٠∥ < δ

ͬ کند: م f̃Lα∂xi∂∣∣∣∣∣ایجاب
(x̄)− ∂f̃Lα

∂xi
(x̄٠)

∣∣∣∣∣ < ϵ

. است برقرار نیز ٣ . ٢ . ١ گزاره از (ب) شرط .بنابراین، i = ١, · · · , n و α ∈ [٠, ١] هر برای
داریم: ٣ . ٢ . ١ گزاره به توجه با بنابراین،

(٣ . ٣)
∂FL

∂xi
(x̄٠) =

∫ ١
٠
∂f̃Lα
∂xi

(x̄٠)dα و ∂FU

∂xi
(x̄٠) =

∫ ١
٠
∂f̃Uα
∂xi

(x̄٠)dα ∀i = ١, · · · , n
اگر بنابراین

∥x̄− x̄٠∥ < δ
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داریم: (٣ . ٣) از استفاده با FL∂∣∣∣∣آنگاه

∂xi
(x̄)− ∂FL

∂xi
(x̄٠)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
[∫ ١

٠
∂f̃Lα
∂xi

(x̄)−
∫ ١

٠
∂f̃Lα
∂xi

(x̄٠)
]
dα

∣∣∣∣∣
≤
∫ ١

٠

∣∣∣∣∣∂f̃Lα∂xi
(x̄)− ∂f̃Lα

∂xi
(x̄٠)

∣∣∣∣∣ dα < ϵ

مشابه، بطور است. پیوسته i = ١, · · · , n هر برای ∂FL

∂xi
بنابراین، .i = ١, · · · , n هر برای

ͬ شود. م کامل ما اثبات ترتیب بدین کرد. اثبات نیز را ∂FU

∂xi
پیوستگͬ ͬ توان م

نمادگذاری:
به آن ͹سط‐ α مجموعه های از استفاده با را f̃ : X ⊂ Rn −→ F (R) تابع گرادیان الف.

ͬ نویسیم: م زیر صورت

∇f̃Lα (x̄) =

(
∂f̃Lα
∂x١

(x̄), · · · , ∂f̃
L
α

∂xn
(x̄)

)t

و
∇f̃Uα (x̄) =

(
∂f̃Uα
∂x١

(x̄), · · · , ∂f̃
U
α

∂xn
(x̄)

)t

علاوه براین،
∫ ١

٠ ∇f̃Lα (x̄)dα =

(∫ ١
٠
∂f̃Lα
∂x١

(x̄)dα, · · · ,
∫ ١

٠
∂f̃Lα
∂xn

(x̄)dα

)t

∫و ١
٠ ∇f̃Uα (x̄)dα =

(∫ ١
٠
∂f̃Uα
∂x١

(x̄)dα, · · · ,
∫ ١

٠
∂f̃Uα
∂xn

(x̄)dα

)t

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به f̃ تابع دوم مرتبه جزئͬ مشتقات فازی ماتریس ب.

∇٢f̃(x̄٠) =


∂٢f̃(x̄٠)
∂x٢١

· · · ∂٢f̃(x̄٠)
∂x١∂xn

· · · · · · · · ·
∂٢f̃(x̄٠)
∂xn∂x١ · · · ∂٢f̃(x̄٠)

∂x٢
n


.i, j = ١, · · · , n برای که ،∂٢f̃(x̄٠)

∂xi∂xj
∈ F (R) آن در

ͬ باشند: م زیر ش΄ل به فوق ماتریس ͹سط ‐ α ماتریس های لذا

∇٢f̃Lα (x̄٠) =


∂٢f̃L

α (x̄٠)
∂x٢١

· · · ∂٢f̃L
α (x̄٠)

∂x١∂xn

· · · · · · · · ·
∂٢f̃L

α (x̄٠)
∂xn∂x١ · · · ∂٢f̃L

α (x̄٠)
∂x٢

n


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و

∇٢f̃Uα (x̄٠) =


∂٢f̃U

α (x̄٠)
∂x٢١

· · · ∂٢f̃U
α (x̄٠)

∂x١∂xn

· · · · · · · · ·
∂٢f̃U

α (x̄٠)
∂xn∂x١ · · · ∂٢f̃U

α (x̄٠)
∂x٢

n


. ͬ آوریم م تبصره ΁ی عنوان به را مهمͬ نکته اینجا در

مسائل در دارند. بستگͬ ترتیب روابط به عمده بطور بهینه سازی مسائل .٣ . ٢ . ١ ملاحظه
هیچ و اند شده مرتب خطͬ طور به که داریم سروکار حقیقͬ اعداد با قطعͬ، بهینه سازی
بهینه سازی مسائل به رسیدگͬ هنگام به اصلͬ مسئله ندارد. وجود ترتیبی رابطه باب در مسئله ای
برای مختلفͬ روش های . است فازی اعداد مجموعه ی روی بر ترتیبی رابطه تعریف فازی،
نیز برخͬ و جزئͬ ترتیب آنها از برخͬ . دارند وجود فازی اعداد روی بر ترتیب روابط تعریف
ترتیب رابطه ΁بای همراه فازی بهینه سازی مسئله حاضر، بخش در هستند. تام ترتیب روابط
بررسͬ را است شده تعریف قبل فصل های در که ” فازی حداکثر ”ترتیب عنوان تحت جزئͬ
تعریف مختلف شیوه دو به فازی عدد دو بین اکید نامساوی ، ترتیب رابطه این در ͬ کنیم. م
استفاده مختلف اکید های نامساوی از مقید، و نامقید فازی بهینه سازی مسائل برای شده اند.

ͬ کنیم. م

نامقید فازی بهینه سازی مسئله ٣ . ٣
مرتبه بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط و گرفته نظر در را نامقید فازی بهینه سازی مسئله اینجا در
ͬ کنیم. م فرمول بندی را آن جواب و مسئله تعریف ابتدا در ͬ کنیم. م اثبات آن برای را دوم و اول
باشد. T روی بر تعریف شده فازی مقدار تابع f̃ و Rn از باز زیرمجموعه ΁ی T ⊆ Rn کنید فرض

ب·یرید. نظر در را زیر ٢ (FOPL) نامقید غیرخطͬ فازی بهینه سازی مسئله
min f̃(x) = f̃(x١, · · · , xn)

S.t. x̄ ∈ T

ͬ کنیم: م یادآوری دوباره را فازی اعداد روی بر جزئͬ ترتیب رابطه تعریف
هر برای ãUα ≤ b̃Uα و ãLα ≤ b̃Lα اگر تنها و اگر ã ⪯ b̃ گوییم ، ã, b̃ ∈ F (R) برای .٣ . ٣ . ١ تعریف
داده فازی اعداد ͹سط‐ α مجموعه های b̃α = [b̃Lα, b̃

U
α ] و ãα = [ãLα, ã

U
α ] آن در که ،α ∈ [٠, ١]

ͬ کنیم م تعریف ش΄ل این به را فازی عدد دو بین اکید نامساوی .علاوه براین، هستند شده
ãUα٠ < b̃Uα٠ یا ãLα٠ < b̃Lα٠ باشیم داشته α٠ ∈ [٠, ١] ΁ی حداقل برای و ã ⪯ b̃ اگر تنها و اگر ã ≺ b̃

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را مقایسه پذیر فازی اعداد حالا
٢Unconstrained fuzzy Optimization Problem
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b̃ ⪯ ã یا ã ⪯ b̃ اگر هستند مقایسه قابل b̃ و ã گوییم ، ã, b̃ ∈ F (R) برای .٣ . ٣ . ٢ تعریف

است. شده داده زیر صورت به (FOPL) مسئله برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی
نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ نقطه ΁ی باشد. Rn از باز زیرمجموعه ΁ی T کنید فرض .٣ . ٣ . ٣ تعریف
باشد نداشته وجود ای x̄١(̸= x̄٠) ∈ Nϵ(x̄

٠)∩ T هیچ اگر است (FOPL) مسئله برای موضعͬ ٣
است. (x̄٠) از ‐همسای·ͬ ϵ ΁ی Nϵ(x̄

٠) آن در که ، f̃(x̄١) ⪯ f̃(x̄٠) که طوری به

بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط ٣ . ٣ . ١
در که حقیقͬ، نامقید بهینه سازی مسئله برای دوم و اول مرتبه بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط

ͬ باشند. م زیر صورت به شده، ارائه [۶١]
باشد. Rn از باز زیرمجموعه ΁ی T کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه

مینیمم نقطه ΁ی x∗ اگر باشد. T روی پیوسته طور به تابع ΁ی f کنید فرض (FONC) الف.
. ∇f(x∗) = ٠ آنگاه باشد، T روی بر f از موضعͬ

΁ی x∗ اگر باشد. T روی مشتق پذیر پیوسته طور به بار دو تابع f کنید فرض (SONC) ب.
. است مثبت نیمه معین ∇٢f(x∗) آنگاه باشد، T روی بر f موضعͬ مینیمم نقطه

فرض . باشد T روی مشتق پذیر پیوسته طور به دوبار تابع ΁ی f کنید فرض (SOSC) ج.
کنید

∇f(x∗) = ٠ .١
باشد، مثبت معین ∇٢f(x∗) .٢

است. f اکید موضعͬ مینیمم نقطه ΁ی x∗ آنگاه
مسئله برای موضعͬ نامغلوب های جواب یافتن برای را بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط اینجا، در
داریم: نیاز شده ارائه [٣] در که ،΁کلاسی بهینه سازی از زیر قضیه .به ͬ کنیم م اثبات (FOPL)
بردار ΁ی ͬ که صورت در . باشد مشتق پذیر x̄ در f : Rn −→ R کنید فرض [٣] .٣ . ٣ . ٢ قضیه
که طوری به دارد وجود δ > ٠ ΁ی آنگاه ،∇f(x̄).d̄ < ٠ که طوری به باشد داشته وجود d̄

است. x̄ در f نزولͬ جهت ΁ی d̄ لذا .λ ∈ (٠, δ) هر برای f(x̄+ λd̄) < f(x̄)

است. زیر صورت به اول مرتبه لازم شرط
مشتق پذیر ‐ H پیوسته فازی مقدار تابع ΁ی f̃ : T −→ F (R) کنید فرض .٣ . ٣ . ٣ قضیه
موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x̃٠ ∈ T اگر است. Rn از باز زیرمجموعه ΁ی T آن در که باشد،
λ ∈ (٠, δ) باشد داشته وجود ، δ > ٠ هر برای و d̄ جهت هر برای و باشد (FOPL) مسئله برای

.∇f̃(x̄٠) = ٠̃ آنگاه باشند، مقایسه قابل f̃(x̄٠) و f̃(x̄٠ + λ.d̄) که طوری به
٣nondominated solution
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که کنید فرض . برهان.

∇f̃(x̄٠) ̸= ٠̃
که طوری به دارد وجود ای α٠ ∈ [٠, ١] آنگاه

∇f̃Lα٠(x̄
٠) ̸= ٠

یا
∇f̃Uα٠(x̄

٠) ̸= ٠
کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون

∇f̃Lα٠(x̄
٠) ̸= ٠

کنید فرض
d̄ = −∇f̃Lα٠(x̄

٠) ̸= ٠
داریم آنگاه

∇f̃Lα٠(x̄
٠).d̄ = −∥∇f̃Lα٠(x̄

٢∥(٠ < ٠
که طوری به دارد وجود ای δ > ٠ ΁ی ، ٣ . ٣ . ٢ قضیه طبق
f̃Lα٠(x̄

٠ + λd̄) < f̃Lα٠(x̄
٠) (۴ . ٣)

دارد وجود ،δ > ٠ هر برای و d̄ جهت هر برای قضیه، فرض به بنا حالا . λ ∈ (٠, δ) برای
f̃(x̄٠+λ.d̄) ⪯ f̃(x̄٠) بنابراین، باشند. مقایسه قابل f̃(x̄٠) و f̃(x̄٠+λ.d̄) که طوری به λ ∈ (٠, δ)

داریم ، (۴ . ٣) به توجه با اما . f̃(x̄٠) ⪯ f̃(x̄٠ + λ.d̄) یا
f̃(x̄٠ + λ.d̄) ≺ f̃(x̄٠)

اینرو، از . است تناقض در بوده نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ که فرض این با که
∇f̃(x̄٠) = ٠̃

.٣ . ٣ . ١ ملاحظه
∇f̃(x̄٠) = ٠̃

ͬ دهد م نتیجه
∇f̃Lα (x̄٠) = ٠ و ∇f̃Uα (x̄٠) = ٠

ͬ دهد م نتیجه این α ∈ [٠, ١] هر ∫برای ١
٠ ∇f̃Lα (x̄٠)dα = ٠ و

∫ ١
٠ ∇f̃Uα (x̄٠)dα = ٠
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∫یعنͬ ١

٠
{∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠)}.dα = ٠

ͬ کنیم. م اثبات را دوم مرتبه لازم شرط اکنون
تعریف شده H‐مشتق پذیر پیوسته طور به بار دو فازی مقدار تابع ΁ی f̃ کنید فرض .۴ . ٣ . ٣ قضیه
برای باشدو (FOPL) مسئله برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ اگر باشد. T ⊆ Rn روی بر
f̃(x̄٠) و f̃(x̄٠ + λ.d̄) که طوری به λ ∈ (٠, δ) باشد داشته وجود ، δ > ٠ هر برای و d̄ جهت هر

است معین مثبت نیمه فازی ماتریس ΁ی ∇٢f̃(x̄٠) آنگاه باشند، مقایسه قابل
نیمه  فازی ماتریس ΁ی ∇٢f̃(x̄٠) کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات خلف برهان با را نتیجه . برهان.

که طوری به دارد وجود ای α٠ ∈ [٠, ١] تعریف، به بنا آنگاه نباشد. مثبت معین
d̄t٢∇.٠f̃Lα٠(x̄).d̄٠ < ٠

یا
d̄t٢∇.٠f̃Uα٠(x̄).d̄٠ < ٠

فرض کنیم مسئله، کلیت دادن دست از بدون d̄ جهت  ΁ی برای
d̄t٢∇.٠f̃Lα٠(x̄).d̄٠ < ٠ (۵ . ٣)

کنید: تعریف را زیر مرکب تابع و x̄(β) = x̄٠ + βd̄ کنید فرض اکنون
ϕα(β) = f̃Lα (x̄

٠ + βd̄)

H‐مشتق پذیر پیوسته طور به دوبار فازی مقدار تابع ΁ی f̃ که آنجایی از α ∈ [٠, ١] هر برای
به دوبار توابع ، α ∈ [٠, ١] هر برای نیز f̃Uα و f̃Lα ٢ . ۴ . ١ و ١ . ۴ . ١ گزاره های به بنابه است، T در

داریم، تیلور قضیه به بنا آنگاه هستند. T در مشتق پذیر پیوسته طور

ϕα(β) = ϕα(٠) + ϕ′α(٠).β + ϕ′′α(٠).β
٢

٢ +O(β٢)

(FOPL) مسئله برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ که آن جایی از اکنون .α ∈ [٠, ١] هر برای
داریم ٣ . ٣ . ٣ قضیه مطابق آنگاه است،

ϕ′α(٠) = d̄.∇f̃Lα (x̄٠) = ٠
اینرو، از . α ∈ [٠, ١] هر برای

ϕα(β)− ϕα(٠) = ϕ′′α(٠).β
٢

٢ +O(β٢)



۵۵ نامقید فازی بهینه سازی مسئله
ϕ′′α(٠) = d̄t.∇٢f̃Lα (x̄٠).d̄ ، که آنجایی از

ϕα(β)− ϕα(٠) = (d̄t.∇٢f̃Lα (x̄٠).d̄)β
٢

٢ +O(β٢)

΁کوچ کافͬ قدر به β برای و (۵ . ٣) رابطه به توجه با ،و d̄ = d̄٠ و α = α٠ نظرگرفتن در با
داریم:

ϕα٠(β)− ϕα(٠)٠ < ٠
که، معنا این به

f̃Lα٠(x̄
٠ + βd̄٠) < f̃Lα٠(x̄

٠) (۶ . ٣)
یعنͬ . باشند مقایسه قابل f̃(x̄٠) و f̃(x̄٠ + βd̄٠) که است شده انتخاب به گونه ای β حالا

f̃(x̄٠ + βd̄٠) ⪯ f̃(x̄٠)

اینرو، از . نیست شدنͬ (۶ . ٣) مطابق f̃(x̄٠ + βd̄٠) ⪰ f̃(x̄٠) اما . f̃(x̄٠ + βd̄٠) ⪰ f̃(x̄٠) یا
f̃(x̄٠ + βd̄٠) ⪯ f̃(x̄٠)

بنابراین، . است تناقض در است بوده موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ که، فرض این با که
است. معین  مثبت نیمه فازی ماتریس ΁ی ∇٢f̃(x̄٠)

ͬ کنیم. م اثبات را دوم مرتبه کافͬ شرط حالا،
. باشد T ⊆ Rn روی مشتق پذیر پیوسته طور به دوبار تابع ΁ی f کنید فرض .۵ . ٣ . ٣ قضیه

که کنید فرض
∇f̃(x̄٠) = ٠ .١

. باشد مثبت معین ماتریس ΁ی ∇٢f̃(x̄٠) .٢
است (FOPL) مسئله برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ آنگاه

جواب ΁ی x̄٠ ∈ T کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات خلف برهان بوسیله را نتیجه این برهان.
x̄١(̸= x̄٠) ∈ دارد وجود ϵ > ٠ هر برای آنگاه، نباشد. (FOPL) مسئله برای موضعͬ نامغلوب
به دارد وجود ای x̄١ ∈ Nϵ(x̄

٠) ∩ T که، معنا این به . f̃(x̄١) ⪯ f̃(x̄٠) که طوری به Nϵ(x̄
٠) ∩ T

که طوری
f̃(x̄١)Lα ≤ f̃(x̄٠)Lα و f̃(x̄١)Uα ≤ f̃(x̄٠)Uα (٣ . ٧)

است، پذیر ‐مشتق H پیوسته طور دوباربه تابع ΁ی f̃ که آنجایی از حالا . α ∈ [٠, ١] هر برای
به توجه با . هستند مشتق پذیر پیوسته طور دوباربه توابع ، α ∈ [٠, ١] هر برای نیز f̃Uα و f̃Lα



فازی بهینه سازی مسائل ۵۶
اگر که ͬ گیریم م نتیجه ،(٢ فصل در ٢ . ٣ . ٣ قضیه به کنید (مراجعه ریلͬ نامساوی و ٢ فرض

آنگاه ، d̄ ̸= ٠
٠ < λmin(∇٢f̃Lα (x̄٠))∥d̄∥٢ ≤ d̄t.∇٢f̃Lα (x̄٠).d̄

داریم: ١ فرض و تیلور قضیه طبق .
f̃Lα (x̄

٠ + d̄)− f̃Lα (x̄
٠) = ١

٢ d̄t.∇٢f̃Lα (x̄٠).d̄+O(∥d̄∥٢)

≥ λmin(∇٢f̃Lα (x̄٠))
٢ ∥d̄∥٢ +O(∥d̄∥٢)

> ٠
کنید انتخاب x̄٠ به ΁نزدی خیلͬ را x̄١ حالا . باشد ΁کوچ کافͬ قدر به ∥d̄∥ که d̃ هر برای

داریم، نتیجه در و باشد ΁کوچ کافͬ قدر به d̄ = x̄١ − x̄٠ بطوری΄ه
f̃Lα (x̄

١)− f̃Lα (x̄
٠) = f̃Lα (x̄

٠ + d̄)− f̃Lα (x̄
٠) > ٠

که، معنا این به
f̃Lα (x̄

١) > f̃Lα (x̄
٠)

ͬ شود. م اثبات نتیجه اینرو از . است تناقض در (٣ . ٧) نامساوی با این
. ͬ کنیم م بررسͬ فوق نتایج توضیح جهت را مثال دو ما

ب·یرید نظر در را زیر مسئله .٣ . ٣ . ١ مثال
min f̃(x١, x٢)

s.t. x̄ = (x١, x٢) ∈ R٢

f̃(x١, x٢) = (١,٢,۴) ⊙ x٢١ ⊕ (١,٢,۴) ⊙ x٢٢ ⊕ (١,٣,۵) بصورت f̃ : R٢ −→ F (R) آن در که
مرتبه لازم شرط به توجه با هستند. مثلثͬ فازی اعداد (١,٣,۵) و (١,٢,۴) و است تعریف شده

داریم ∫اول، ١
٠ {∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠)}.dα = ٠

f̃Uα (x١, x٢) = (۴ − ٢α)x٢١ + (۴ − و f̃Lα (x١, x٢) = (١ + α)x٢١ + (١ + α)x٢٢ + (١ + ٢α) داریم
اینرو، از . ٢α)x٢٢ + (۵ − ٢α)

∇f̃Lα (x١, x٢) =
١)٢ + α)x١

١)٢ + α)x٢


و

∇f̃Uα (x١, x٢) =
٢(۴ − ٢α)x١

٢(۴ − ٢α)x٢





۵٧ نامقید فازی بهینه سازی مسئله
اینرو، ∫از ١

٠
{∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠)}.dα =

٩x١
٩x٢

 = ٠

ماتریس دوم، مرتبه کافͬ و لازم شرایط بررسͬ به منظور حالا .x٠ = (x١, x٢) = (٠, ٠) یعنͬ،
ͬ آوریم م بدست f̃(x) فازی هسیان

از: عبارتند فازی هسیان ماتریس ͹سط‐ α ماتریس های .

∇٢f̃Lα (x) =
١)٢ + α) ٠

٠ ١)٢ + α)


و

∇٢f̃Uα (x) =

٢(۴ − ٢α) ٠
٠ ٢(۴ − ٢α)


ماتریس های α ∈ [٠, ١] هر برای ∇٢f̃Uα (x) و ∇٢f̃Lα (x) ͹سط‐ α ماتریس دو هر که آنجا از
جواب ΁ی برای را دوم مرتبه کافͬ و لازم شرط x٠ = (٠, ٠) هستند،بنابراین، مثبت معین
مسئله برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x٠ = (٠, ٠) اینرو، از . است دارا موضعͬ نامغلوب

. است شده داده
. ͬ کنیم م بررسͬ را دی·ری مثال حالا

.٣ . ٣ . ٢ مثال
min f̃(x١, x٢)

S.t. x̄ = (x١, x٢) ∈ R٢

f̃(x١, x٢) = (١,٢,۴) ⊙ x٣١ ⊕ (١,٢,۴) ⊙ x٣٢ ⊕ (١,٣,۵) صورت به f̃ : R٢ −→ F (R) آن در که
شرط به توجه با . هستند مثلثͬ فازی اعداد (١,٣,۵) و (١,٢,۴) آن در که است، تعریف شده

داریم اول، مرتبه ∫لازم ١
٠ {∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠)}.dα = ٠

f̃Uα (x١, x٢) = (۴−٢α)x٣١ +(۴− و f̃Lα (x١, x٢) = (١+α)x٣١ +(١+α)x٣٢ +(٢+١α) اینجا، در
این رو از . ٢α)x٣٢ + (۵ − ٢α)

∇f̃Lα (x١, x٢) =
١)٣ + α)x٢١

١)٣ + α)x٢٢


و

∇f̃Uα (x١, x٢) =
٣(۴ − ٢α)x٢١

٣(۴ − ٢α)x٢٢





فازی بهینه سازی مسائل ۵٨
∫لذا ١

٠
{∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠)}.dα =

١٣٫۵x٢١
١٣٫۵x٢٢

 = ٠

ماتریس به دوم، مرتبه کافͬ و لازم شرایط بررسͬ به منظور حالا .x٠ = (x١, x٢) = (٠, ٠) یعنͬ
عبارتند فازی هسیان ماتریس ͹سط‐ α ماتریس های . ͬ آوریم م بدست را f̃(x) فازی هسیان

از:
∇٢f̃Lα (x) =

۶(١ + α) ٠
٠ ۶(١ + α)


و

∇٢f̃Uα (x) =

۶(۴ − ٢α) ٠
٠ ۶(۴ − ٢α)


نیمه ،ماتریس های α ∈ [٠, ١] هر برای ∇٢f̃Uα (x) و ∇٢f̃Lα (x) ͹سط‐ αماتریس دو هر که آنجا از
شرط ولͬ ͬ سازد م برآورده را دوم مرتبه لازم شرط x٠ = (٠, ٠) هستند،بنابراین، مثبت معین
ماتریس های از ΁هیچی که چرا ͬ سازد، نم برآورده را موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی برای کافͬ
نامغلوب جواب ΁ی x٠ = (٠, ٠) بنابراین نیستند. مثبت معین x٠ = (٠, ٠) نقطه در ͹سط‐ α

نیست. شده داده مسئله برای موضعͬ

مقید فازی بهینه سازی مسئله ۴ . ٣
برای نامغلوب جواب ΁ی به دستیابی جهت را کان‐تاکر کافͬ و لازم بهینگͬ شرایط حالا

. ͬ کنیم م اثبات غیرخطͬ مقید فازی بهینه سازی مسئله

مسئله تعریف ١ . ۴ . ٣
فازی مقدار توابع j = ١, · · · ,m برای ، g̃j ،f̃ و Rn در باز زیرمجموعه ΁ی X ⊆ Rn کنید فرض
در را زیر ۴ (NCFOP ) مقید غیرخطͬ فازی بهینه سازی مسئله باشند. X روی بر تعریف شده

ب·یرید نظر
min f̃(x̄) = f̃(x١, · · · , xn)

s.t. g̃j(x̄) ⪯ ٠̃, j = ١, · · · ,m
r ̸= ٠ اگر ٠̃(r) = ٠ و r = ٠ اگر ٠̃(r) = ١ صورت به تعریف شده فازی عدد ΁ی ٠̃ آن در که
(NCFOP ) مسئله برای است. ٠̃α = ٠ ش΄ل به α ∈ [٠, ١] برای آن ͹سط مجموعه و ͬ باشد م

است. تعریف شده زیر مطابق ضعیف نامغلوب جواب ΁ی صورت به نظر مورد جواب
۴Constrained fuzzy Optimization Problem



۵٩ مقید فازی بهینه سازی مسئله
x̄٠ گوییم . x̄٠ ∈ X١ = {x̄ ∈ X : g̃j(x̄) ⪯ ٠̃, j = ١, · · · ,m} کنید فرض .١ . ۴ . ٣ تعریف
نداشته وجود ای x̄١(̸= x̄٠) ∈ X١ هیچ اگر است (NCFOP ) مسئله برای نامغلوب جواب ΁ی
هیچ اگر است ۵ ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ همچنین . f̃(x̄١) ⪯ f̃(x̄٠) که طوری به باشد
جواب ΁ی x̄٠ که، معنا این به . f̃(x̄١) ≺ f̃(x̄٠) که طوری به باشد نداشته وجود ای x̄١ ∈ X١

که طوری به باشد نداشته وجود ای x̄١ ∈ X١ هیچ اگر است ضعیف نامغلوب
f̃Lα (x̄

١) < f̃Lα (x̄
٠)

f̃Uα (x̄١) ≤ f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄

١) ≤ f̃Lα (x̄
٠)

f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄

١) < f̃Lα (x̄
٠)

f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠)

.α ∈ [٠, ١] هر برای

بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط ٢ . ۴ . ٣
آنگاه باشند. T ⊂ Rn روی بر تعریف شده ͬ مقدار حقیق توابع j = ١, · · · ,m،g̃j و f̃ کنید فرض

ͬ گیریم م نظر در را زیر بهینه سازی مسئله
min f(x̄) = f(x١, · · · , xn)

s.t. gj(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m (P)

بیان زیر صورت به [٧٢] در ۶ رانگاراجان توسط (P) مسئله برای کان‐تاکر بهینگͬ شرایط
شده است:

R به T از که باشد محدب و پذیر مشتق پیوسته طور به تابعͬ f کنید فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه
محدودیت توابع ،j = ١, · · · ,m برای و است محدب و باز T ⊂ Rn آن در که ͬ شود، م نگاشت
داشته وجود ای x̄ ∈ T کنید فرض باشند. پذیر مشتق پیوسته طور به محدب ،gj : T −→ R

(P) مسئله برای بهینه جواب ΁ی x̄٠ آنگاه . gj(x̄) < ٠, j = ١, · · · ,m که طوری به باشد
ضریب های اگر تنها و اگر است {x̄ ∈ T : gj(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m} شدنͬ مجموعه روی بر
زیر کان‐تاکر اول مرتبه شرایط که طوری به باشند، داشته وجود j = ١, · · · ,m،٠ ≤ µj ∈ R

باشند: برقرار
∇f(x̄٠) +

m∑
j=١

µj∇gj(x̄٠) = ٠
µjgj(x̄

٠) = ٠ ∀j = ١, · · · ,m.
. ͬ دهیم م ارائه (NCFOP ) مسئله برای را کان‐تاکر بهینگͬ شرایط حالا

طورپیوسته به و محدب فازی مقدار هدف تابع ΁ی f̃ : X −→ F (R) کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ قضیه
برای کنید فرض .همچنین است محدب و باز X ⊂ Rn آن در که باشد، پذیر ‐مشتق H

۵Weak non-dominated solution
۶S.Rangarajan



فازی بهینه سازی مسائل ۶٠
پیوسته طور به و محدب g̃j : X −→ F (R) فازی مقدار محدودیت های توابع ، j = ١, · · · ,m
΁ی X١ = {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃j(x̄) ⪯ ٠̃, j = ١, · · · ,m کنید فرض . باشند پذیر ‐مشتق H

ای x̄ ∈ X کنید فرض . x̄٠ ∈ X کنید فرض و باشد (NCFOP ) مسئله برای شدنͬ مجموعه
برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ آنگاه .g̃Uj٠(x̄) < ٠, j = ١, · · · ,m که طوری به دارد وجود
باشند داشته وجود ٠ ≤ µj ∈ R, j = ١, · · · ,m ضرایب اگر تنها و اگر است (NCFOP ) مسئله

باشند: صادق کان‐تاکر اول مرتبه شرایط که طوری ∫به ١
٠ ∇f̃Lα (x̄٠)dα+

∫ ١
٠ ∇f̃Uα (x̄٠)dα+

m∑
j=١

µj∇g̃Uj٠(x̄٠) = ٠;

µj .g̃
U
j٠(x̄٠) = ٠ ∀j = ١, · · · ,m.

ͬ کنیم: م تعریف را زیر جدید تابع لازم. برهان.

F (x̄) =

∫ ١
٠ f̃Lα (x̄)dα+

∫ ١
٠ f̃Uα (x̄)dα. (٣ . ٨)

گزاره به توجه با است، پذیر ‐مشتق H پیوسته طور وبه محدب تابع ΁ی f̃ که آنجایی از
پیوسته طور وبه محدب حقیقͬ مقدار تابع ΁ی F (x̄) که ͬ شود م نتیجه ١ . ٧ . ١ و ۵ . ۴ . ١ های

(NCFOP ) برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ که آن جایی از . است X در مشتق پذیر
که طوری به ندارد وجود ای x̄١ ∈ X١ هیچ آنگاه . است

f̃Lα (x̄
١) < f̃Lα (x̄

٠)
f̃Uα (x̄١) ≤ f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄

١) ≤ f̃Lα (x̄
٠)

f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄

١) < f̃Lα (x̄
٠)

f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠)

که طوری به ندارد وجود ای x̄١ ∈ X١ هیچ بنابراین، . α ∈ [٠, ١] هر برای
f̃Lα (x̄

١) + f̃Uα (x̄١) < f̃Lα (x̄
٠) + f̃Uα (x̄٠)

که طوری به ندارد وجود ای x̄١ ∈ X١ هیچ نتیجه در α ∈ [٠, ١] هر ∫برای ١
٠ f̃Lα (x̄

١)dα+

∫ ١
٠ f̃Uα (x̄١)dα <

∫ ١
٠ f̃Lα (x̄

٠)dα+

∫ ١
٠ f̃Uα (x̄٠)dα

که طوری به ندارد وجود x̄١ ∈ X١ هیچ که، معنا این به
F (x̄١) < F (x̄٠)

بنابراین،
F (x̄٠) ≤ F (x̄١)

برای پذیر ‐مشتق H پیوسته طور به و محدب توابع g̃j که آنجایی .از x̄١ ∈ X١ هر برای
پیوسته طور به و محدب حقیقͬ مقدار توابع g̃Uj٠ و g̃Lj٠ که ͬ گیریم م نتیجه هستند، j = ١, ·,m



۶١ مقید فازی بهینه سازی مسئله
داریم جزئͬ، ترتیب تعریف به توجه با . هستند j = ١, · · · ,m و α ∈ [٠, ١] هر برای مشتق پذیر

X١ = {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃j(x̄) ⪯ ٠̃, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Ljα(x̄) ≤ ٠, g̃Ujα(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Ujα(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Uj٠(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

دارد وجود ای x̄ ∈ X و x̄٠ ∈ X١ = {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Uj٠(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m} بنابراین،
بهینه سازی مسئله ΁ی به تبدیل ما مسئله بنابراین . g̃Uj٠(x̄) < ٠, j = ١, · · · ,m که طوری به
قضیه مطابق بنابراین، ͬ شود. م حقیقͬ محدودیت های تحت F (x̄) حقیقͬ هدف تابع دارای
مرتبه کان‐تاکر شرایط که طوری به دارند وجود ٠ ≤ µj ∈ R, j = ١, · · · ,m ضرایب ١ . ۴ . ٣

باشند: زیربرقرار اول
∇F (x̄٠) +

m∑
j=١

µj∇g̃Uj٠(x̄٠) = ٠

µj g̃
U
j٠(x̄٠) = ٠∀j = ١, · · · ,m.

برای زیر صورت به را کان‐تاکر شرایط لذا .F (x̄) =
∫ ١٠ f̃Lα (x̄)dα +

∫ ١٠ f̃Uα (x̄)dα داریم: اما
ͬ آوریم م دست به (NCFOP ) ∫مسئله ١

٠ ∇f̃Lα (x̄٠)dα+

∫ ١
٠ ∇f̃Uα (x̄٠)dα+

m∑
j=١

µj∇g̃Uj٠(x̄٠) = ٠;

µj .g̃
U
j٠(x̄٠) = ٠∀j = ١, · · · ,m.

جواب ΁ی x̃٠ که کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات خلف برهان از استفاده با را بخش این کافͬ:
بنابراین، . f̃(x̄١) ≺ f̃(x̄٠) که طوری به دارد وجود x̃١ ∈ X١ ΁ی آنگاه نباشد. ضعیف نامغلوب

∫داریم ١
٠ f̃Lα (x̄

١)dα+

∫ ١
٠ f̃Uα (x̄١)dα <

∫ ١
٠ f̃Lα (x̄

٠)dα+

∫ ١
٠ f̃Uα (x̄٠)dα

داریم (٣ . ٨) مطابق . α ∈ [٠, ١] هر برای
F (x̄١) < F (x̄٠) (٣ . ٩)

علاوه براین، و است مشتق پذیر پیوسته طور به و محدب تابع ΁ی F که آنجا از
x̄٠ ∈ X١ = {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Uj٠(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

ͬ آوریم: م دست به را زیر جدید شرایط قضیه، این دوم و اول شرایط به توجه با
∇F (x̄٠) +

m∑
j=١

µj∇g̃Uj٠(x̄٠) = ٠



فازی بهینه سازی مسائل ۶٢
µj g̃

U
j٠(x̄٠) = ٠∀j = ١, · · · ,m.

با F حقیقͬ هدف تابع برای بهینه جواب ΁ی x̄٠ که ͬ شود م مشاهده ١ . ۴ . ٣ قضییه به توجه با
(٣ . ٩) با که ، F (x̄٠) ≤ F (x̄١) یعنͬ باشد، j = ١, · · · ,m برای g̃Uj٠(x̄٠) حقیقͬ محدودیت های

شد. کامل ما اثبات لذا است. تناقض در

مثال ها ٣ . ۴ . ٣
حقیقͬ محدودیت های و فازی مقدار هدف تابع ΁ی دارای فازی بهینه سازی مسئله ΁ی ابتدا در

ͬ گیریم. م نظر در را
.١ . ۴ . ٣ مثال

min f̃(x١, x٢) = (ã⊙ x٢١ )⊕ (b̃⊙ x٢٢)
s.t. g(x١, x٢) = (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ ≤ ١

صورت به R روی بر تعریف شده مثلثͬ فازی اعداد b̃ = (٠, ١,٢) و ã = (١,٢,٣) آن در که
هستند: زیر

ã(r) =


(r − ١) ١ ≤ r ≤ ٢
(٣ − r) ٢ < r ≤ ٣
٠ این صورت درغیر

و

b̃(r) =


r ٠ ≤ r ≤ ١
(٢ − r) ١ < r ≤

٠ درغیراین صورت
داریم ١ . ۴ . ١ تعریف از استفاده با

f̃Lα (x١, x٢) = (١ + α)x٢١ + αx٢٢, f̃Uα (x١, x٢) = (٣ − α)x٢١ + (٢ − α)x٢٢∀α ∈ [٠, ١]
داریم:

∇f̃Lα (x١, x٢) =
٢x١(α+ ١)

٢x٢α


و

∇f̃Uα (x١, x٢) =
٢x٣)١ − α)

٢x٢)٢ − α)


و

∇g(x١, x٢) =
٢(x١ − ٢)

٢(x٢ − ٢)




۶٣ مقید فازی بهینه سازی مسئله
داریم ∫بنابراین، ١

٠
∇f̃Lα (x١, x٢)dα =

٣x١
x٢


∫ ١

٠ ∇f̃Uα (x١, x٢)dα =

۵x١
٣x٢


داریم را زیر کان‐تاکر شرایط ٢ . ۴ . ٣ قضیه به توجه با

٨x١ + ٢µ(x١ − ٢) = ٠
۴x٢ + ٢µ(x٢ − ٢) = ٠
µ((x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ − ١) = ٠.

قضیه به توجه با . ͬ آوریم م دست به را µ = ۶ و (x١, x٢) = (۶۵ , ٣٢) جواب  معادلات، این حل با
داده مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی (x∗١, x∗٢) = (۶۵ , ٣٢)) که ͬ شود م نتیجه ، ٢ . ۴ . ٣
ͬ توان م و است f̃min = (١٫۴۴,۵٫١٣,٨٫٨٢) هدف تابع مقدار حداقل همچنین . است شده

.[۴۵] آورد دست به ͹سط مرکز روش از استفاده با را ۵٫١٣ غیرفازی مقدار
را فازی محدودیت های با فازی مقدار هدف تابع دارای فازی بهینه سازی مسئله همان حالا

. ͬ کنیم م حل
.٢ . ۴ . ٣ مثال

min f̃(x١, x٢) = (ã⊙ x٢١ )⊕ (b̃⊙ x٢٢)
s.t. g(x١, x٢) = (b̃⊙ (x١ − ٢(٢)⊕ (x٢ − ٢(٢ ⪯ c̃

R روی بر تعریف شده مثلثͬ فازی اعداد c̃ = (٠,٢,۴) و b̃ = (٠, ١,٢) و ã = (١,٢,٣) آن در که
هستند: زیر فرم به

ã(r) =


(r − ١) ١ ≤ r ≤ ٢
(٣ − r) ٢ < r ≤ ٣
٠ این صورت درغیر

و

b̃(r) =


r ٠ ≤ r ≤ ١
(٢ − r) ١ < r ≤ ٢
٠ درغیراین صورت

و

c̃(r) =


r٢ ٠ ≤ r ≤ ٢
(۴−r)٢ ٢ < r ≤ ۴
٠ درغیراین صورت



فازی بهینه سازی مسائل ۶۴
داریم: ١ . ۴ . ١ تعریف از استفاده با

f̃Lα (x١, x٢) = (١ + α)x٢١ + αx٢٢, f̃Uα (x١, x٢) = (٣ − α)x٢١ + (٢ − α)x٢٢∀α ∈ [٠, ١]
علاوه براین

g̃Uα (x١, x٢) = (٢ − α)(x١ − ٢(٢ + (٢ − α)(x٢ − ٢(٢ ≤ (۴ − ٢α)∀ ∈ [٠, ١]
اینرو از

g̃U٠ (x١, x٢) = (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ ≤ ٢
داریم: حالا

∇f̃Lα (x١, x٢) =
٢x١(α+ ١)

٢x٢α


و

∇f̃Uα (x١, x٢) =
٢x٣)١ − α)

٢x٢)٢ − α)


و

∇g(x١, x٢) =
٢(x١ − ٢)

٢(x٢ − ٢)


داریم: بنابراین، .∫ ١
٠ ∇f̃Lα (x١, x٢)dα =

٣x١
x٢


∫و ١

٠ ∇f̃Uα (x١, x٢)dα =

۵x١
٣x٢


داریم را زیر کان‐تاکر شرایط ٢ . ۴ . ٣ قضیه به توجه با

٨x١ + ٢µ(x١ − ٢) = ٠
۴x٢ + ٢µ(x٢ − ٢) = ٠,
µ((x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ − ٢) = ٠.

دست به را µ = −٣ +
√۴١ و (x١, x٢) = ( (−۶+٢√۴١)

(١+√۴١) , (−۶+٢√۴١)
(−١+√۴١) ) جواب  معادلات، این حل با

΁ی (x∗١, x∗٢) = ( (−۶+٢√۴١)
(١+√۴١) , (−۶+٢√۴١)

(−١+√۴١) ) که ͬ گیریم م نتیجه ٢ . ۴ . ٣ قضیه به توجه با . ͬ آید م
برابر هدف تابع مقدار حداقل همچنین . است شده داده مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب

f̃min = (٠٫٨۴۵٣,٣٫٢٧٧٣,۵٫٧٠٩۴)
کرد. پیدا ͹سط مرکز روش از استفاده با را آن ٣٫٢٧٧٣ غیرفازی مقدار ͬ توان م و ͬ باشد م



۶۵ مقید فازی بهینه سازی مسئله
مشاهده ٢ . ۴ . ٣ و ١ . ۴ . ٣ مثال در هدف توابع غیرفازی مینیمم مقدار مقایسه با .١ . ۴ . ٣ ملاحظه
اثر شود، گرفته نظر در فازی محدودیت های با هم  فازی بهینه سازی مسئله اگر که ͬ کنیم م
مسئله اگر علاوه براین، . ͬ آید م وجود به فازی هدف تابع مقدار حداقل روی بر معناداری
در ۶.٢ قضیه ͬ توانیم نم آنگاه ب·یریم، نظر در فازی محدودیت های با را فازی بهینه سازی
جهت ما آمده بدست نتیجه این صورت، در . ببریم کار به نامغلوب جواب یافتن جهت را [١٠۵]

بود. خواهد سودمند بسیار جواب ΁ی به دستیابی

کاربردی مثال ۴ . ۴ . ٣
بررسͬ مورد موردی مطالعه ΁ی بعنوان را غیرخطͬ فازی بهینه سازی مسئله ΁ی اینجا، در
به مسئله این . است صادراتͬ شرکت ΁ی در مم΄ن ͽوض ΁ی توصیف کننده که ͬ دهیم م قرار

است: زیر صورت
تولید صادرات بمنظور (p١, p٢) متفاوت فرآیند دو از استفاده با باید B و A محصول دو
برای پردازش زمان دقیقه (۶ (حدود ١٠ حدود در A(B) محصول از واحد ΁ی تولید . شوند
برای دسترس در زمان کل دارد. نیاز P٢ فرآیند برای دقیقه (١٠ (حدود ۵ حدود در و P١ فرآیند
کاهش احتمال با و است افزایش قابل هم دقیقه ٢٠۶۴ تا که بوده دقیقه ٢٠٠٠ حداقل P١ فرآیند
ͬ توان م خطͬ کاهش با که است دقیقه ٢٠۵٠ حداقل P٢ فرآیند در دسترس در زمان و خطͬ
فروش به کشور از خارج در محصولات این که هنگامͬ . داد افزایش دقیقه ٢١٢۴ تا را آن
حدود تخفیف . دارد واحد هر در (٣٢ (حدود ٢٠ حدود در سودی A(B) محصول ͬ رسند، م
واحد فروش قیمت در A(B) محصول از شده خریداری مقدار کل از درصد) ٣ (حدود درصد ۴
اینجا، در . دارند را سود بیشینه سازی قصد مدیران است. شده داده A(B) محصول واحد هر
ͬ کنیم م انتخاب مختلف قسمت های در پردازش زمان های حسب بر را نظر مورد پارامترهای
نظر در تقریبی صورت به دقیق مقدار جای به محصولات فروش از حاصل سود که ای گونه به

کرد: فرموله زیر ش΄ل به ͬ توان م را نظر مورد فازی مسئله . ͬ شوند م گرفته

max ٢̃٠ ⊙ x١ ⊕ ٣̃٢ ⊙ x٢ ⊖ ٠̃٫٠۴ ⊙ x٢١ ⊖ ٠̃٫٠٣ ⊙ x٢٢

محدودیت های: تحت
١̃٠ ⊙ x١ ⊕ ۶̃ ⊙ x٢ ⪯ ٢̃٠٠٠
۵̃ ⊙ x١ ⊕ ١̃٠ ⊙ x٢ ⪯ ٢̃٠۵٠

x١, x٢ ≥ ٠
،٠̃٫٠٣ = (٠٫٠٢, ٠٫٠٣, ٠٫٠۵) ،٠̃٫٠۴ = (٠٫٠٣, ٠.٫۴, ٠٫٠۵) ٣̃٢ = (٣١,٣٢,٣۴) ،٢̃٠ = (١٨,٢٠,٢١) آن در که
فازی اعداد ٢̃٠۵٠ و ٢̃٠٠٠ و مثلثͬ فازی اعداد ۶̃ = (۵,۶,٧) و ۵̃ = (۴,۵,۶) ،١̃٠ = (٩, ١٠, ١١)



فازی بهینه سازی مسائل ۶۶
هستند: زیر عضویت توابع دارای

µ٢̃٠٠٠(r) =


١ ٠ ≤ r ≤ ٢٠٠٠
٢٠۶۴−r۶۴ ٢٠٠٠ < r ≤ ٢٠۶۴
٠ درغیراین صورت

و

µ٢̃٠۵٠(r) =


١ ٠ ≤ r ≤ ٢٠۵٠
٢١٢۴−r٧۴ ٢٠۵٠ < r ≤ ٢١٢۴
٠ درغیراین صورت

و x١ = ٢۴۶٫٨٧۵ ضعیف نامغلوب جواب فوق کان‐تاکر کافͬ و لازم شرایط از استفاده با
. ͬ آید م بدست شده داده فازی بهینه سازی مسئله برای x٢ = ۴٩۶٫١۵



۴ فصل
تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله

یافته تعمیم

معرفͬ ١ . ۴

مفاهیم از استفاده با هدفه چند سازی بهینه مسائل برای را بهینگͬ کافͬ شرایط ١ ماجامدار
بهینگͬ کافͬ شرایط ٢ .وو [۶٢] است رسانده اثبات به مقاله اش در یافته تعمیم تحدب و تحدب
استفاده با واقعͬ محدودیت های و مقدار فازی هدف تابع شامل بهینه سازی مسئله ΁ی برای را
فصل این در ، [۶٢] روی΄رد این از استفاده .با [١٠٩] است کرده اثبات نما محدب هدف تابع از
مقدار فازی هدف تابع شامل فازی مسئله ΁ی بهینه جواب ΁ی برای را بهینگͬ کافͬ شرایط ما

ͬ کنیم. م اثبات یافته تعمیم تحدب و تحدب مفهوم تحت فازی ومحدودیت های

١Majumdar
٢Wu



یافته تعمیم تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله ۶٨

آن وجواب مسئله ٢ . ۴
ͬ گیریم م نظر در را (NCFOP ) مقید غیرخطͬ فازی سازی بهینه مسئله

min f̃(x̄) = f̃(x١, · · · , xn)
S.t. g̃j(x̄) ⪯ ٠̃.j = ١, · · · ,m

x̄ ∈ X ⊆ Rn

روی شده تعریف مقدار فازی توابع g̃j .j = ١, · · · ,m و f̃ و است باز مجموعه ΁ی X درآن که
. ͬ کنیم م آوری یاد ۴ فصل از را نامغلوب ضعیف جواب تعریف این جا .در هستند X

کنید فرض .٢ . ١ . ۴ تعریف
x̄٠ ∈ X١ = {x̄ ∈ X : g̃j(x̄) ⪯ ٠, j = ١, · · · ,m}

وجود x̄١(̸= x̄٠) ∈ X١ هیچ اگر است (NCFOP ) مسئله برای نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ گوییم
هیچ اگر ͬ شود م گفته ضعیف نامغلوب جواب x̄٠ به .f̃(x̄١) ⪯ f̃(x̄٠) که طوری به باشد نداشته

.f̃(x̄١) ≺ f̃(x̄٠) که طوری به باشد نداشته وجود x̄١ ∈ X١

داریم. نیاز زیر دگرین قضیه های به (NCFOP ) درمسئله بهینگͬ کافͬ شرایط برقراری برای
n×m ابعاد با ترتیب به ماتریس هایی B و A کنید تاکر)فرض دگرین (قضیه [٩۶] .٢ . ١ . ۴ قضیه
,m باشند. p, n اندازه های با ستونͬ بردار های ترتیب به u و y،x کنید فرض .و n باشند × p و

دارد: جواب زیر دستگاه های از ی΄ͬ تنها آن گاه
A′u ≤ ٠, A′u ̸= ٠, B′u ≤ ٠ شده داده u ΁ی برای :١ دستگاه

x > ٠, y ≥ ٠ ΁ی برای Ax+By = ٠ :٢ دستگاه

بهینگͬ کافͬ شرایط ٣ . ۴
تعریف ٢ فصل در که مقدار فازی تابع ΁ی یافته تعمیم وتحدب تحدب ازمفهوم استفاده با
باشد (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب x̄٠ آنکه برای بهینگͬ کافͬ شرایط شد،

ͬ کنیم. م اثبات را
شرایط در x̄٠ ∈ X١ که کنید ضعیف).فرض نامغلوب جواب برای ١ کافͬ (شرط .٣ . ١ . ۴ قضیه

کند: صدق زیر
؛ باشند پذیر ‐مشتق  H x̄ = x̄٠ ∈ X١ در g̃j(x̄).j = ١, · · · ,m و f̃(x̄) الف.



۶٩ بهینگͬ کافͬ شرایط
باشند؛ محدب x̄ = x̄٠ ∈ X١ در g̃j(x̄).j = ١, · · · ,m و f̃(x̄) ب.

که طوری به ٠ ≤ µj ∈ R.j = ١, · · · ,m باشد داشته وجود ج.
∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +∑m

j=١ ∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠; ∀α ∈ [٠, ١] .١
µj .g̃

U
j٠(x̄٠) = ٠∀j = ١, · · · ,m. .٢

است. (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب x̄٠ آن گاه
به x̄١ ∈ X١ دارد وجود .پس نباشد ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ ∈ X١ کنید فرض برهان.

که طوری به x̄١ ∈ X١ دارد وجود یعنͬ .f(x̄١) ≺ f(x̄٠) که طوری
f̃Lα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) ≤ f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄١) ≤ f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠)

بنابراین، .∀α ∈ [٠, ١]
f̃Lα (x̄١) + f̃Uα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠) + f̃Uα (x̄٠).

که معنا این به
Fα(x̄١)− Fα(x̄٠) < ٠ (١ . ۴)

∀α ∈ [٠, ١] درآن که
Fα(x̄) = f̃Lα (x̄) + f̃Uα (x̄)

داریم: جزئͬ، ترتیب تعریف به توجه با
X١ = {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃j(x̄) ⪯ ٠̃, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Ljα(x̄) ≤ ٠, g̃Ujα(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Ujα(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Uj٠(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

. باشد x̄ = x̄٠ در فعال محدودیت های مشخصه مجموعه J = {j : g̃Uj٠(x̄٠) = ٠} کنید فرض
،داریم j ∈ J برای x̄٠, x̄١ ∈ X١ که ازآن جایی

g̃Uj٠(x̄١)− g̃Uj٠(x̄٠) ≤ ٠ (٢ . ۴)
داریم: (٢ . ۴) و (١ . ۴) برای ١ . ٧ . ١ قضیه و قضیه فرض(ب.)از از استفاده با حالا

∇Fα(x̄٠)(x̄١ − x̄٠) < ٠,∇g̃Uj٠(x̄٠)(x̄١ − x̄٠) ≤ ٠, j ∈ Jو∀α ∈ [٠, ١]



یافته تعمیم تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله ٧٠
زیر نامساو ی های دستگاه بنابراین

∇Fαz̄ < ٠ ∀α ∈ [٠, ١]
∇g̃Uj٠z̄ ≤ ٠

قضیه به شود (رجوع تاکر دگرین قضیه بنابه بنابراین است. z̄ = x̄١ − x̄٠ جواب ΁ی دارای
که طوری به µ′j ≥ ٠ و λ > ٠ ندارد وجود (٢ . ١ . ۴

∇Fα(x̄٠)λ+
∑
j∈J

∇g̃Uj٠(x̄٠).µ′j = ٠ ∀α ∈ [٠, ١]

بنابراین
∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +

∑
j∈J

∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠

j = {١, · · · ,m} − J برای .α ∈ [٠, ١] هر برای Fα(x̄٠) = f̃Lα (x̄٠) + f̃Uα (x̄٠) و µj = µ′
j

λ درآن که
به j ∈ J هر برای µj ≥ ٠ هیچ ندارد وجود که ب·وییم ͬ توانیم م بنابراین .µj = ٠ ͬ دهیم م قرار

که طوری
∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +

m∑
j=١

∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠

طوری به µj ≥ ٠, j = ١ · · · ,m ندارد وجود که ب·وییم ͬ توانیم م بنابراین .α ∈ [٠, ١] هر برای
که

∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +
m∑
j=١

∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠

است. مخالف قضیه (ج) فرض با این .j = ١, · · · ,m برای µj .g̃Uj٠(x٠) = ٠ و α ∈ [٠, ١] هر برای
است. (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ لذا

زیر شرایط در x٠ ∈ X١ کنید فرض نامغلوب) جواب ΁ی برای کافͬ (شرایط .٣ . ٢ . ۴ قضیه
کند: صدق

باشند؛ نما محدب اکیدا x̄ = x̄٠ ∈ X١ در g̃j(x̄).j = ١, · · · ,m و f̃(x̄) الف.
که طوری به ٠ ≤ µj ∈ R, j = ١, · · · ,m باشد داشته وجود ب.

α ∈ [٠, ١] هر برای ∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +∑m
j=١ ∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠ .١

µj .g̃
U
j٠(x̄٠) = ٠∀j = ١, · · · ,m .٢

است. (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب x̄٠ آن گاه
دارد وجود x̄١( ̸= x̄٠) ∈ X١ آن گاه نباشد. ضعیف نامغلوب جواب x̄٠ ∈ X١ کنید فرض برهان.
.α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Uα (x̄١) ≤ f̃Uα (x̄٠) و f̃Lα (x̄١) ≤ f̃Lα (x̄٠) یعنͬ ، f̃(x̄١) ⪯ f̃(x̄٠) که طوری به



٧١ بهینگͬ کافͬ شرایط
نیز f̃Lα (x̄) و f̃Lα (x̄) ͬ گیریم م نتیجه ،x̄ = x̄٠ در f̃(x̄) بودن اکید نمای محدب فرض به توجه با

ͬ گیریم: م نتیجه بالا نامساوی های از استفاده با نماهستند. محدب اکیدا توابع
.α ∈ [٠, ١] هر برای ∇f̃Uα (x̄٠)t(x̄١ − x̄٠) < ٠ و ∇f̃Lα (x̄٠)t(x̄١ − x̄٠) < ٠

علاوه،داریم: به
g̃Uj٠(x̄١)− g̃Uj٠(x̄٠) ≤ ٠

x̄ = x̄٠ در فعال محدودیت های از مشخصه مجموعه ΁ی j ∈ J = {j : g̃Uj٠(x̄٠) = ٠} درآن که
داریم: .بنابراین است

∇Fα(x̄٠)t(x̄١ − x̄٠) < ٠
و

∇g̃Uj٠(x̄٠)t(x̄١ − x̄٠) < ٠
زیر نامساو ی های دستگاه بنابراین .α ∈ [٠, ١] هر برای Fα(x̄٠) = f̃Lα (x̄٠) + f̃Uα (x̄٠) درآن که .

∇Fαz̄ < ٠ ∀α ∈ [٠, ١]
∇g̃Uj٠z̄ ≤ ٠

ندارد وجود (٢ . ١ . ۴ تاکر(قضیه دگرین قضیه بنابه بنابراین است. z̄ = x̄١ − x̄٠ جواب ΁ی دارای
که طوری به ٠ ≤ µ′j ∈ R, j ∈ J و λ > ٠

∇Fα(x̄٠)λ+
∑
j∈J

∇g̃Uj٠(x̄٠).µ′j = ٠∀α ∈ [٠, ١]

که طوری به ٠ ≤ µj ∈ R, j = ١, · · · ,m ندارد وجود که داد نشان ͬ توان م ٣ . ١ . ۴ قضیه اثبات با
∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +

m∑
j=١

∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠∀α ∈ [٠, ١]

΁ی x̄٠ رو این از است. مخالف قضیه (ب) فرض با که j = ١, · · · ,m برای µj .g̃Uj٠(x٠) = ٠ و
ͬ باشد. م (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب

در x̄٠ ∈ X١ که کنید فرض ضعیف). نامغلوب جواب ΁ی برای ٢ کافͬ (شرط .٣ . ٣ . ۴ قضیه
کند: صدق زیر شرایط

باشد، نما محدب x̄ = x̄٠ ∈ X١ در f̃(x̄) الف.
باشند، ‐مشتق پذیر H محدب شبه x̄٠ در g̃j(x̄), ∀j = ١, · · · ,m ب.

که طوری به ٠ ≤ µj ∈ R.j = ١, · · · ,m باشد داشته وجود ج.
α ∈ [٠, ١] هر ،برای ∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +∑m

j=١ ∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠; .١
µj .g̃

U
j٠(x̄٠) = ٠∀j = ١, · · · ,m. .٢



یافته تعمیم تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله ٧٢
است. (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ آن گاه

به دارد وجود x̄١ ∈ X١ آن گاه نباشد. ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ ∈ X١ کنید فرض برهان.
که طوری به دارد وجود x̄١ ∈ X١ یعنͬ f(x̄١) ≺ f(x̄٠) که طوری

f̃Lα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) ≤ f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄١) ≤ f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠)

بنابراین، . α ∈ [٠, ١] هر برای
f̃Lα (x̄١) + f̃Uα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠) + f̃Uα (x̄٠)

که معنا این به . α ∈ [٠, ١] هر برای
Fα(x̄١)− Fα(x̄٠) < ٠ (٣ . ۴)

داریم: جزئͬ، ترتیب تعریف به توجه با α ∈ [٠, ١] هر برای Fα(x̄) = f̃Lα (x̄)+ f̃
U
α (x̄) آن در که

X١ = {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃j(x̄) ⪯ ٠̃, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Ljα(x̄) ≤ ٠, g̃Ujα(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Ujα(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Uj٠(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

. باشد x̄ = x̄٠ در فعال محدودیت های مشخصه مجموعه J = {j : g̃Uj٠(x̄٠) = ٠} کنید فرض
،داریم j ∈ J برای x̄٠, x̄١ ∈ X١ که ازآن جایی

g̃Uj٠(x̄١)− g̃Uj٠(x̄٠) ≤ ٠ (۴ . ۴)
داریم: (۴ . ۴) و (٣ . ۴) روابط و قضیه (الف)و(ب)این های فرض از استفاده با حالا

∇Fα(x̄٠)(x̄١ − x̄٠) < ٠,∇g̃Uj٠(x̄٠)(x̄١ − x̄٠) ≤ ٠, j ∈ J∀α ∈ [٠, ١]
زیر نامساو ی های دستگاه بنابراین

∇Fαz̄ < ٠ ∀α ∈ [٠, ١]
∇g̃Uj٠z̄ ≤ ٠

ندارد وجود (٢ . ١ . ۴ قضیه تاکر( دگرین باقضیه .بنابراین است z̄ = x̄١− x̄٠ جواب ΁ی دارای
که طوری به µ′j ≥ ٠ و λ > ٠

∇Fα(x̄٠)λ+
∑
j∈J

∇g̃Uj٠(x̄٠).µ′j = ٠∀α ∈ [٠, ١]



٧٣ بهینگͬ کافͬ شرایط
به ٠ ≤ µj ∈ R, j = ١, · · · ,m ندارد وجود که داد نشان ͬ توان م ٢ . ١ . ۴ قضیه اثبات با مشابه

که طوری
∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +

m∑
j=١

∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠

مخالف قضیه (ج) فرض با ،این j = ١, · · · ,m برای µj .g̃Uj٠(x٠) = ٠ و .α ∈ [٠, ١] هر برای
است. (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ رو این از است

تابع بودن محدب شبه شرط تحت را (NCFOP ) مسئله برای بهینگͬ کافͬ شرایط حالا
. ͬ آوریم م [٣٨] از را محدب شبه توابع به ͽراج زیر قضیه ͬ کنیم. م اثبات مقدار فازی هدف

در f : X٠ −→ R مشتق پذیر تابع ΁ی .اگر باشد باز X٠ ⊆ Rn کنید فرض [٣٨] .۴ . ٣ . ۴ قضیه
. است نما محدب x̄ در ،آن گاه باشد محدب ∇f(x̄) ̸= ٠ که x̄ ∈ X٠ نقطه ΁ی

که کنید ضعیف).فرض نامغلوب جواب ΁ی برای ٣ کافͬ (شرط .۵ . ٣ . ۴ قضیه
x̄٠ ∈ X١ = {x̄ ∈ X : g̃j ⪯ ٠̃, j = ١, · · · ,m}

باشند: برقرار زیر شرایط
∇f̃Uα (x̄٠) ̸= ٠ و ∇f̃Lα (x̄٠) ̸= ٠ و باشند ‐مشتق پذیر H ،x̄٠ در g̃j , j = ١, · · · ,m و f̃ الف.

.α ∈ [٠, ١] هر برای
j = ١, · · · ,m،g̃j و f̃ ب.

. باشند محدب شبه توابعͬ x̄٠ در
کند: صدق زیر شرایط در x̄٠ ∈ X١ و ٠ ≤ µj ∈ R.j = ١, · · · ,m کنید فرض ج.
α ∈ [٠, ١] هر ،برای ∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +∑m

j=١ ∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠; .١
µj .g̃

U
j٠(x̄٠) = ٠, ∀j = ١, · · · ,m. .٢

است. (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ آن گاه
به دارد وجود x̄١ ∈ X١ آن گاه نباشد. ضعیف نامغلوب جواب x̄٠ ∈ X١ کنید فرض برهان.

که طوری به دارد وجود x̄١ ∈ X١ یعنͬ f(x̄١) ≺ f(x̄٠) که طوری
f̃Lα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) ≤ f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄١) ≤ f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠) یا


f̃Lα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠)
f̃Uα (x̄١) < f̃Uα (x̄٠)

بنابراین، .α ∈ [٠, ١] هر برای
f̃Lα (x̄١) + f̃Uα (x̄١) < f̃Lα (x̄٠) + f̃Uα (x̄٠)



یافته تعمیم تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله ٧۴
که معنا این به .α ∈ [٠, ١] هر برای

Fα(x̄١)− Fα(x̄٠) < ٠ (۵ . ۴)
داریم: جزئͬ، ترتیب تعریف به توجه با .α ∈ [٠, ١] هر برای Fα(x̄) = f̃Lα (x̄) + f̃Uα (x̄) آن در که

X١ = {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃j(x̄) ⪯ ٠̃, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Ljα(x̄) ≤ ٠, g̃Ujα(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Ujα(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

= {x̄ ∈ X ⊂ Rn : g̃Uj٠(x̄) ≤ ٠, j = ١, · · · ,m}

باشد. x̄ = x̄٠ در فعال محدودیت های مشخصه مجموعه J = {j : g̃Uj٠(x̄٠) = ٠} کنید فرض
،داریم j ∈ J برای x̄٠, x̄١ ∈ X١ که ازآن جایی

g̃Uj٠(x̄١)− g̃Uj٠(x̄٠) ≤ ٠ (۶ . ۴)
توابعͬ x̄٠ α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Uα (x̄) و f̃Lα (x̄) قضیه از ‐ج الف فرض های از استفاده با حالا

داریم: (۶ . ۴) و (۵ . ۴) بنابراین،از .α ∈ [٠, ١] هر برای (۴ . ٣ . ۴ هستند(قضیه محدب شبه
∇Fα(x̄٠)(x̄١ − x̄٠) < ٠,∇g̃Uj٠(x̄٠)(x̄١ − x̄٠) ≤ ٠, j ∈ J ∀α ∈ [٠, ١]

زیر نامساو ی های دستگاه بنابراین
∇Fαz̄ < ٠ ∀α ∈ [٠, ١]
∇g̃Uj٠z̄ ≤ ٠

وجود (٢ . ١ . ۴ قضیه به تاکر( دگرین باقضیه بنابراین است z̄ = x̄١ − x̄٠ جواب ΁ی دارای
که طوری به µ′j ≥ ٠ و λ > ٠ ندارد

∇Fα(x̄٠)λ+
∑
j∈J

∇g̃Uj٠(x̄٠).µ′j = ٠

٠ ≤ µ′j ∈ R.j = ١, · · · ,m که داد نشان ͬ توان م ٣ . ١ . ۴ قضیه بااثبات مشابه .α ∈ [٠, ١] هر برای
که طوری به ندارد وجود

∇f̃Lα (x̄٠) +∇f̃Uα (x̄٠) +
m∑
j=١

∇g̃Uj٠(x̄٠).µj = ٠

مخالف قضیه این ج فرض با این که j = ١, · · · ,m برای µj .g̃Uj٠(x٠) = ٠ و .α ∈ [٠, ١] هر برای
است. (NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی x̄٠ لذا است



٧۵ مثال ها

مثال ها ۴ . ۴
ͬ دهیم: م نشان بهینه سازی مسئله در را فازی مدل تاثیر که آوردیم مثال دو این جا در

ب·یرید: نظر رادر زیر قطعͬ مسئله .١ . ۴ . ۴ مثال
min f(x١, x٢) = ٢.x٢١ + ٢.x٢٢

s.t. g(x١, x٢) = (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ ≤ ٣
f(x∗١, x∗٢) = ۶٫۴١٩ مینیمم مقدار و (x∗١, x∗٢) = (٢√٣√−٢ ,٢−

√٢√٣) مینیمم نقطه دارای مسئله این
است.

و باشند فازی ضرایب دارای که ͬ گیریم م درنظر را فازی بهینه سازی مساله ΁ی اکنون
ͬ آوریم: م به دست بهینگͬ شرایط از استفاده با را نامغلوب جواب های

ب·یرید: نظر در را زیر فازی سازی بهینه مسئله .٢ . ۴ . ۴ مثال
min f̃(x١, x٢) = (٢̃ ⊙ x٢١ )⊕ (٢̃ ⊙ x٢٢)

s.t. g̃(x١, x٢) = (١̃ ⊙ (x١ − ٢(٢)⊕ (١̃ ⊙ (x٢ − ٢(٢)) ⪯ ٣̃
ش΄ل در که هستند مثلثͬ فازی اعداد ٣̃ = (٢,٣,۴) ،١̃ = (−١, ١,٢) ،٢̃ = (٠,٢,٣) آن در که

. شده اند داده نشان ١ . ۴
داریم: فازی اعداد حسابان به بنا

f̃Lα (x١, x٢) = ٢αx٢١ + ٢αx٢٢,
f̃Uα (x١, x٢) = (٣ − α)x٢١ + (٣ − α)x٢٢
g̃Uα (x١, x٢) = (٢ − α)(x١ − ٢(٢ + (٢ − α)(x٢ − ٢(٢ ≤ (۴ − α).

داریم: همچنین

∇f̃Lα (x١, x٢) =
۴αx١

۴αx٢.

 ,

∇f̃Uα (x١, x٢) =
٣)٢ − α)x١

٣)٢ − α)x٢

 ,

∇g̃U٠ (x١, x٢) =
٢(x١ − ٢)

٢(x٢ − ٢)
 .



یافته تعمیم تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله ٧۶

٣̃ = ،٢̃ = (٠,٢,٣) ،١̃ = (−١, ١,٢) مثلثͬ فازی اعداد عضویت توابع :١ . ۴ ش΄ل
.(٢,٣,۴)

داریم: نیاز زیر دستگاه  حل به ٣ . ١ . ۴ قضیه (ب) و (الف) شرایط بررسͬ برای
αx١ + ٣x١ + ٢µx١ − ۴µ = ٠
αx٢ + ٣x٢ + ٢µx٢ − ۴µ = ٠
µ.((x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ − ٢) = ٠.

(x١, x٢) = (١, ١) که ͬ بینیم .م ͬ آیند م به دست µ = (α+٣)٢ و (x١, x٢) = (١, ١) جواب بنابراین
ͬ بینیم ثابت،م α ∈ [٠, ١] هر .برای ͬ باشد م شده داده (NCFOP ) مسئله برای شدنͬ جواب ΁ی
٣ . ١ . ۴ قضیه از .بنابراین هستند محدب اکیدا توابعͬ x̄ = (١, ١) در g̃Uα (x̄) و f̃Uα (x̄)،f̃Lα (x̄) که
(NCFOP ) مسئله برای ضعیف نامغلوب جواب ΁ی (x∗١, x∗٢) = (١, ١) که ͬ گیریم م نتیجه
است. ۴̃α = [۴α,۶ − ٢α] با ۴̃ = (٠,۴,۶) برابر مقدار فازی هدف تابع مقدارمینیمم و است
وجواب ͬ کنیم م غیرفازی از [۴۵] در شده داده ناحیه مرکز ازروش استفاده با را مینیمم مقدار
مثال در قطعͬ بهینه سازی مسئله برای جواب با را جواب این .اگر ͬ آوریم م بدست را ٣٫٣٣٣٫٣
اعداد با ضرایب زدن تقریب با که کنیم مͬ مشاهده کنیم، مقایسه است .۶٫۴١٩ که ١ . ۴ . ۴

. ͬ آوریم م بدست بهتری مینیمم فازی،مقدار
فازی ضرایب دارای که کردیم حل را فازی بهینه سازی مسئله ΁ی بالا مثال در .١ . ۴ . ۴ ملاحظه
فازی اعداد اگر .حال بودند شده گسترده چپ در متقارن غیر صورت به آن فازی اعداد که بود



٧٧ مثال ها
جواب آن گاه ٢ . ۴ ش΄ل همانند هستند متقارن غیر راست سمت در که ب·یریم نظر در را مثلثͬ
ومقدار (x∗١, x∗٢) = (٢ − ٢√۶ ,٢ − ٢√۶) صورت به فازی سازی بهینه مسئله آن ضعیف نامغلوب

. است ۶٫۵٣٣ آن فازی غیر مقدار بودو خواهد f̃(x∗١, x∗٢) = (٢٫٨,۵٫۶, ١١٫٢) مینیمم

.٢̃ = (١,٢,۴) ،١̃ = (٠, ١,٣) مثلثͬ فازی اعداد عضویت توابع :٢ . ۴ ش΄ل
شده آورده ٣ . ۴ درش΄ل که (همانگونه ب·یریم نظر در را متقارن را مثلثͬ فازی اعداد ما اگر
بدست ۴̃ = (٢,۴,۶) مینیمم ومقدار µ = ۴ و (x∗١, x∗٢) = (١, ١) نامغلوب جواب آن گاه ( است
x٢١ ضرایب دهنده نشان پارامترهای کردن فازی بنابراین . است ۴ آن فازی غیر مقدار ͬ آیدو م
غیرفازی مقدار و نامغلوب جواب روی ͬ تواندبر م g در (x١ −٢(٢, (x٢ −٢(٢ ضرایب و f در x٢٢ و

. باشد داشته مهمͬ تاثیر هدف تابع



یافته تعمیم تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله ٧٨

.٢̃ = (١,٢,٣) ،١̃ = (٠, ١,٢) مثلثͬ فازی اعداد عضویت توابع :٣ . ۴ ش΄ل

ب·یرید: نظر در را زیر فازی سازی بهینه مسئله .٣ . ۴ . ۴ مثال

min f̃(x١, x٢) = (١̃ ⊙ x٢١ )⊕ (٢̃ ⊙ x٢٢)⊕ ((−̃٣)⊙ x٢)
s.t. g̃(x١, x٢) = (٣̃ ⊙ x١)⊕ (۵̃ ⊙ x٢−)⊕ (−̃٧) ⪯ ٠̃

و ۵̃ = (۴,۵,۶) ٢̃ = (٢,٣,۴) −̃٣ = (−۴,−٢−,٣) ،١̃ = (٠, ١,٢) ،٠̃ = (٠, ٠, ٠) آن در که
داریم: فازی اعداد حسابان از استفاده با . هستند مثلثͬ فازی اعداد −̃٧ = (−٧−,٨,−۶)

f̃Lα (x١, x٢) = αx٢١ + (١ + α)x٢٢ + (−۴ + α)x١ + (−۴ + α)x٢,
f̃Uα (x١, x٢) = (٢ − α)x٢١ + (٣ − α)x٢٢ + (−٢ − α)x١ + (−٢ − α)x٢
g̃Lα(x١, x٢) = (٢ + α)x١ + (۴ + α(x٢ + (−٨ + α)

g̃Uα (x١, x٢) = (۴ − α)x١ + (۶ − α)x٢ + (−۶ − α).



٧٩ مثال ها
داریم: همچنین

∇f̃Lα (x١, x٢) =
 ٢αx١ + (−۴ + α)

١)٢ + α)x٢ + (−۴ + α).

 ,

∇f̃Uα (x١, x٢) =
٢)٢ − α)x١ − ٢ − α

٣)٢ − α)x٢ − ٢ − α

 ,

∇g̃U٠ (x١, x٢) =
۴

۶
 .

داریم: نیاز زیر دستگاه  حل به ٣ . ١ . ۴ قضیه (ب) و (الف) شرایط بررسͬ برای
۴x١ − ۶ + ۴µ = ٠
٨x٢ − ۶ + ۶µ = ٠

µ.(۴x١ + ۶x٢ − ۶) = ٠.
شدنͬ جواب ΁ی که ͬ آید م بدست µ = ٩١٧ و (x١, x٢) = (٣٣٣۴ , ۶١٧) جواب دستگاه این حل با
f̃Uα (x̄)،f̃Lα (x̄) که ͬ شود م مشاهده ثابت، α ∈ [٠, ١] هر .برای ͬ باشد م (NCFOP ) مسئله برای
ͬ شود م نتیجه ٣ . ١ . ۴ قضیه از بنابراین . است محدب x̄ = (٣٣٣۴ , ۶١٧) در g̃Uα (x̄) و محدب اکیدا

ͬ باشد. م ضعیف نامغلوب جواب ΁ی (x١, x٢) = (٣٣٣۴ , ۶١٧) که

. ͬ دهد م رانشان ٣ . ٣ . ۴ قضیه که ͬ گیریم م نظر در دی·ر مثال  ΁ی اکنون

ب·یرید: نظر در را زیر فازی مسئله .۴ . ۴ . ۴ مثال
min f̃(x) = (٢̃ ⊙ x٣)⊕ (−̃٢)⊙ x

s.t. g̃(x) = ٢̃ ⊙ x٣ ⊕ (−̃٢) ⪯ ٠̃
.با هستند مثلثͬ فازی اعداد ٠̃ = (٠, ٠, ٠) و −̃٢ = (−١−,٢−,٣) ،٢̃ = (١,٢,٣) آن در که

داریم: فازی اعداد حسابان از استفاده

f̃Lα (x) = (١ + α)x٣ + (−٣ + α)x,

f̃Uα (x) = (٣ − α)x٣ + (−١ − α)x

g̃Uα (x) = (٣ − α)x٣ + (−١ − α).

داریم: همچنین



یافته تعمیم تحدب تحت فازی بهینگͬ مسئله ٨٠

Df̃Lα (x) = ١)٣ + α)x٢ + (−٣ + α),

Df̃Uα (x) = ٣)٣ − α)x٢ + (−١ − α)

Dg̃U٠ (x) = ٩x٢.

ͬ آید: م بدست زیر معادلات سیستم ٣ . ٣ . ۴ قضیه در (ب) و (الف) ازشرایط استفاده با
٣x٢ − ٣ + ٩x٢ − ١ + µ٩x٢ = ٠

µ.(٣x٣ − ١) = ٠.
(NCFOP ) مسئله برای شدنͬ جواب ΁ی که µ = ٠ و x٠ = −٣√١ داریم دستگاه حل با
f̃Lα (x) = (١ + α)x٣ + (−٣ + α)x که ͬ شود م مشاهده ثابت α ∈ [٠, ١] هر ͬ باشد.برای م
مراجعه ١ . ٧ . ٨ مثال (به هستند x٠ نمادر محدب توابعͬ f̃Uα (x) = (٣ − α)x٣ + (−١ − α)x،
که ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ٣ . ۴ قضیه از .بنابراین است محدب شبه x٠ در g̃Uα = ٣x٣ − ١ و کنید)

. ͬ باشد م ضعیف نامغلوب جواب ΁ی −٣√١



۵ فصل
روش با سازی فازی بهینه مسائل حل

نیوتن

مقدمه ١ . ۵
به نیاز بدون فازی بهینه سازی مسائل مغلوب غیر جواب یافتن برای نیوتن روش فصل این در
بررسͬ را باشند مقایسه قابل غیرمغلوب جواب ΁ی همسای·ͬ در شدنͬ جواب های تمام اینکه

. ͬ کنیم م استفاده پذیری ‐مشتق H جای به پذیری ‐مشتق gH از و ͬ کنیم م
تفاضل را w فازی .عدد باشند شده داده v و u فازی عدد دو کنید فرض [٧٨] .١ . ١ . ۵ تعریف

اگر ͬ دهند. م نشان w = u⊖gH v با و گویند عدد دو آن یافته تعمیم هاکاهارای

u⊖gH v = w ⇔


(i)u = v + w

یا
(ii)v = u+ (−١)w

ابل برقرارند. (i)و(ii) مورد دو هر گاه آن باشد قطعͬ عدد ΁ی w اگر که داد نشان ͬ توان م
لذا و شد تعریف قبل فصل های در که است هاکاهارای تفاضل (i)همان حالت که است ذکر

.[۶۵ ،۴٢] است ‐تفاضل H از ͬ تر کل ‐تفاضل gH مفهوم



نیوتن روش با سازی فازی بهینه مسائل حل ٨٢
داریم: ‐سط͹ ها α برحسب آن گاه باشد داشته وجود u⊖gH v اگر

[u⊖gH v]α = [u]α ⊖gH [v]α =
[
min{uLα − vLα , u

U
α − vUα },max{uLα − vLα , u

U
α − vUα }

]
است( بازه دو بین ‐تفاضل gH دهنده ی نشان [u]α ⊖gH [v]α آن در که ،α ∈ [٠, ١] هر برای

ͬ کنیم: م تعریف v و u بین فاصله u, v ∈ F (R) به توجه با ببینید). را [٧٨ ،٧٧]
D(u, v) = sup

α∈[٠,١]
dH ([u]α, [v]α)

= sup
α∈[٠,١]

max{|uLα − vLα |, |uUα − vUα |}

. است کامل ΁متری فضای ΁ی (F (R), D) بنابراین

پذیر مشتق فازی توابع ٢ . ۵
هر برای و باشد فازی تابع ΁ی f̃ : X → F (R) تابع ͬ کنیم م فرض گذشته فصل های همانند

ͬ کنیم: م تعریف α ∈ [٠, ١]

f̃α(x) =
[
fLα (x), f

U
α (x)

]
ͬ شود. گفته م f̃ پایین و بالا تابع های ترتیب به fLα (x), fUα (x) : X → R آن در که .

به h و x٠ ∈ X و فازی تابع ΁ی f̃ : X → F (R) و X ⊂ R کنید فرض [٧] .٢ . ١ . ۵ تعریف
به x٠ در f̃ ‐مشتق) gH هاکاهاری( یافته تعمیم مشتق آن گاه x٠ + h ∈ X که باشد گونه ای

ͬ شود م تعریف زیر صورت
f̃ ′(x٠) = lim

h→٠
f̃(x٠ + h)⊖gH f̃(x٠)

h
(١ . ۵)

gH ) یافته تعمیم هاکاهاری پذیر مشتق f̃ که باشد، گوییم داشته وجود f̃ ′(x٠) ∈ F (R) اگر
. ͬ باشد م x٠ پذیر)در ‐مشتق

دقیق تر، طور به ͬ باشد. م ٢ . ١ . ۵ تعریف مشابه [٧٧] مقدار بازه ای تابع ΁ی ‐مشتق gH

f̃ ′(x٠) ‐مشتق gH با پذیر ‐مشتق gH ،x٠ ∈ X در f̃ : X → F (R) مقدار بازه ای تابع ΁ی
تفاضل آن در که باشد داشته وجود (f̃ , dH) متری فضای حددر به نسبت (١ . ۵) رابطه اگر است

[٧٧] . ͬ شود م تعریف ها بازه بین ‐تفاضل gH وسیله به
‐مشتق gH تابع ΁ی f̃ اگر باشد. فازی تابع ΁ی f̃ : X → F (R) کنید فرض .٢ . ١ . ۵ قضیه
پذیر ‐مشتق gH ،α ∈ [٠, ١] هر برای f̃α : X → F (R) مقدار بازه ای تابع آن گاه باشد پذیر

براین علاوه است.
[f̃ ′(x)]α = f̃ ′α(x)

.



٨٣ پذیر مشتق فازی توابع
ͬ شود. م نتیجه پذیری ‐مشتق gH تعریف از اثبات برهان.

C آن در ب·یرید،که نظر در را f̃(x) = C.x تعریف با f̃ : R → F (R) فازی تابع .٢ . ١ . ۵ مثال
تعمیم تابع ΁ی f̃ که باشید داشته توجه ͬ باشد م CL

α < CU
α با [C]α = [CL

α , C
U
α ] و فازی عدد

داریم: α ∈ [٠, ١] هر برای و است خطͬ یافته

f̃α(x) =


[CL

αx,C
U
α x] x ≥ ٠

[CU
α x,C

L
αx] x < ٠

روی پذیر ‐مشتق gH ،f̃ حال .بااین نیستند پذیر مشتق x = ٠ در f̃Uα و f̃Lα توابع بنابراین
باشد f̃(x) = C.g̃(x) اگر کلͬ طور .به ͬ باشد م f̃ ′(x) = C با برابر x ∈ R هر برای و است R
برابر وآن دارد وجود ‐مشتق gH ،پس است C ∈ FR پذیرو مشتق تابع g̃ : R → R آن در که

نیستند. پذیر مشتق لزوما f̃Uα و f̃Lα پایانͬ توابع است،اما f̃ ′(x) = C.g̃′(x)

توابع ومشتق پذیری f̃ مشتق پذیری ‐ gH که ͬ گیریم م نظر در را زیر قضیه کلͬ طور به
ͬ کند. م مرتبط بهم را f̃Uα و f̃Lα

gH ،x٠ ∈ X در f̃ اگر باشد. فازی تابع ΁ی f̃ : X → F(R) کنید فرض .٢ . ٢ . ۵ قضیه
است: برقرار زیر موارد از ی΄ͬ α ∈ [٠, ١] هر برای باشد،آن گاه ‐مشتق پذیر

و است مشتق پذیر x٠ در f̃Uα و f̃Lα الف.
[f̃ ′(x٠)]α =

[
min

{
(f̃Lα )

′(x٠), (f̃Uα )′(x٠)
}
,max

{
(f̃Lα )

′(x٠), (f̃Uα )′(x٠)
}]

و دارند وجود (f̃Uα )′+(x٠) و (f̃Uα )′−(x٠)،(f̃Lα )′+(x٠)،(f̃Lα )′−(x٠) ب.
براین ͬ شود.علاوه م بیان (fLα )′+(x٠) = (fLα )

′
−(x٠) صورت به و (fLα )

′
−(x٠) = (fUα )′+(x٠)

[f̃ ′(t٠)]α =
[
min

{
(fLα )

′
−(x٠), (fUα )′−(x٠)

}
,max

{
(fLα )

′
−(x٠), (fUα )′−(x٠)

}]
=
[
min

{
(fLα )

′
+(x٠), (fUα )′+(x٠)

}
,max

{
(fLα )

′
+(x٠), (fUα )′+(x٠)

}]
ͬ شود. م گیری نتیجه ٢ . ١ . ۵ قضیه از اثبات برهان.

کنید فرض ͬ دهیم م نشان را X ⊂ Rn روی f̃ فازی تابع ΁ی برای جزئͬ مشتق حال
برای باشد، شده تعریف x = (x١, · · · , xn) ∈ X هر برای f̃(x) = f̃(x١, · · · , xn) ∈ f̃(R)

با f̃(x) فازی عدد باشد، شده داده f̃ : X → F (R) فازی تابع ΁ی کنید فرض منظور، این
داریم: α ∈ [٠, ١] هر برای و ͬ دهیم م نمایش f̃(x) = [f̃Lα (x), f̃Uα (x)

]
f̃α(x) =

[
f̃Lα (x), f̃

U
α (x)

]



نیوتن روش با سازی فازی بهینه مسائل حل ٨۴
و باشد شده تعریف X ⊂ Rn روی که باشذ فازی تابع ΁ی F کنید فرض .٢ . ٢ . ۵ تعریف

فازی تابع باشد. X از ثابت عضو ΁ی x٠ =
(
x
(٠)
١ , · · · , x(٠)n

)
hi(xi) = f̃((x

(٠)
١ , · · · , x(٠)

i−١, (x
(٠)
i+١, · · · , x(٠)n

دارای f̃ گوییم آن گاه باشد ‐مشتق پذیر gH ،x(٠)i در hi صورتͬ در ͬ گیریم. م نظر در را
داریم و ͬ شود م داده نمایش (( ∂f̃

∂xi
)(x٠) صورت است(به x٠ در جزئͬ ‐مشتق gH امین i

( ∂f̃
∂xi

)(x٠) = (hi)
′(x

(٠)
i ).

ثابت x٠ =
(
x
(٠)
١ , · · · , x(٠)n

)
∈ X و باشد X روی فازی تابع ΁ی f̃ کنید فرض .٢ . ٣ . ۵ تعریف

( ∂f̃
∂x١ )(x٠), · · · , ( ∂f̃

∂xn
)(x٠) جزئͬ ‐مشتقات gH همه اگر است پذیر ‐مشتق gH ،x٠ در f̃ .گوییم باشد

در f̃ اگر که باشید داشنه توجه . باشند پیوسته x٠ در و باشند داشته وجود x٠ همسای·ͬ ΁ی در
α ∈ [٠, ١] هر برای .بنابراین است فازی عدد ΁ی ( ∂f̃

∂xi
)(x٠) آن گاه باشد، پذیر ‐مشتق gH ،x٠

ͬ کنیم: م ]تعریف
(
∂f̃

∂xi
)(x٠)

]
= (

∂f̃α
∂xi

)(x٠) =
[
(
∂f̃Lα
∂xi

)(x٠), (∂f̃
U
α

∂xi
)(x٠)

]
.

ͬ آیند. م بدست ٢ . ٢ . ۵ قضیه از (∂f̃U
α

∂xi
)(x٠) و (∂f̃

L
α

∂xi
)(x٠) که شود توجه

ͬ شود. م استفاده اصلͬ نتایج آوردن بدست برای که ͬ دهیم م ارائه را زیر گزاره
‐مشتق gH ،x٠ ∈ X در f̃ اگر باشد، فازی تابع ΁ی f̃ : X −→ F (R) کنید فرض .٢ . ١ . ۵ گزاره
مشتق پذیر x٠ در f̃Lα + f̃Uα : X −→ R مقدار حقیقͬ تابع α ∈ [٠, ١] هر برای آن گاه باشد پذیر

براین .علاوه است

(
∂f̃Lα
∂xi

)(x٠) + (
∂f̃Lα
∂xi

)(x٠) = (
∂
(
f̃Lα + f̃Uα

)
∂xi

)(x٠) (٢ . ۵)
ͬ شود. م اثبات ٢ . ٢ . ۵ ازقضیه برهان.

X ⊂ Rn آن در که باشد فازی تابع ΁ی f̃ : X ⊂ Rn −→ F (R) کنید فرض .۴ . ٢ . ۵ تعریف
،x٠ در ∇f̃ ،f̃ گرادیان که طوری به باشد داشته وجود x٠ ∈ X کنید فرض است. باز مجموعه
است ‐مشتق پذیر gH ،x٠ در ∂f̃

∂xi
: X −→ F (R) تابع i هر برای یعنͬ باشد، پذیر ‐مشتق gH

صورت به ∂f̃
∂xi

جزئͬ ‐مشتق gH .
D٢

ij f̃(x
٠) یا ∂٢f̃

∂xixj
(x٠), i ̸= j

و
D٢

iif̃(x
٠) یا ∂٢f̃

∂x٢
i

(x٠), i = j

در پذیر مشتق دوبار f̃ گوییم باشد مشتق پذیر دوبار x٠ ∈ X هر در f̃ اگر ͬ شود. م داده نشان
باشد F (R) به X از پیوسته تابع ∂٢f̃

∂xixj
جزئͬ مشتق i, j = ١,٢, · · · , n هر برای اگر و است X

. است X روی پذیر ‐مشتق gH دوبار پیوسته طور به f̃ ͬ گوییم م



٨۵ فازی بهینه سازی
کرد تعریف ۴ . ٢ . ۵ مشابه ͬ توان م را پذیر ‐مشتق gH ‐بار m پیوسته طور به فازی تابع
به اگر اگروفقط است X در پذیر ‐مشتق gH ‐بار m پیوسته طور به f̃ : X −→ F (R) یعنͬ
پذیر ‐مشتق gH ،f̃ اگر باشد. داشته وجود m ∈ N ازمرتبه جزئͬ مشتقات تمام پیوسته طور
برای f̃Lα + f̃Uα که داریم ٢ . ١ . ۵ از که صورتͬ .در نیستند پذیر مشتق لزوما f̃Uα و f̃Lα توابع باشد
f̃Lα + f̃Uα از ‐مشتق gH ‐بار m برای ویژگͬ .این هستند پذیر مشتق همیشه α ∈ [٠, ١] هر

ͬ کند م صدق نیز
‐مشتق gH ‐بار m ،f̃ .اگر باشد فازی تابع ΁ی f̃ : X −→ F (R) کنید فرض .٢ . ٢ . ۵ گزاره
‐بار m f̃Lα + f̃Uα : X −→ R مقدار حقیقͬ تابع α ∈ [٠, ١] هر برای آن گاه باشد x٠ ∈ X در پذیر

. است x٠ در پذیر مشتق
ͬ شود. م نتیجه ٢ . ١ . ۵ گزاره از برهان.

فازی بهینه سازی ٣ . ۵
ͬ گیریم نظرم در را زیر ١ (USFOP ) بهینه سازی مسئله

min f̃(x)

s.t. x ∈ X

از استفاده با . مقداراست فازی تابع ΁ی f̃ : X −→ F (R) و باز مجموعه ΁ی X ⊂ Rn آن در که
مسئله برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی این جا ،در ١ فصل در شده تعریف جزئͬ ترتیب رابطه

ͬ کنیم. م یادآوری ٣ فصل از را (USFOP )

نامغلوب جواب ΁ی x∗ ∈ X .گوییم باشد باز مجموعه ΁ی X ⊂ Rn کنید فرض .٣ . ١ . ۵ تعریف
طوری به باشد نداشته وجود x ∈ Nϵ(x

∗) ∩X هیچ اگر است (USFOP ) مسئله برای موضعͬ
. است x∗ از همسای·ͬ ϵ ΁ی Nϵ(x

∗) درآن که f̃(x) ≺ f̃(x∗) که
فازی بهینه سازی مسئله برای نامغلوب جواب ΁ی یافتن جهت نیوتن روش ارائه منظور به
مسئله برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی برای اول مرتبه لازم شرط نیازمند نامقید، تک متغیره
نامقید فازی بهینه سازی مسئله برای ٣ فصل در را بهینگͬ شرط این . هستیم (USFOP )

کنید). مراجعه ٣ . ٣ . ٣ قضیه (به کردیم بیان چندمتغیره
است زیر صورت به متغیره تک فازی بهینه سازی مسئله برای اول مرتبه بهینگͬ لازم شرط

. است شده اثبات [۶٩] در که
باز مجموعه X ⊂ Rn آن در که ، است فازی تابع f̃ : X −→ F (R) کنید فرض .٣ . ١ . ۵ قضیه
هرجهت وبرای باشد (USFOP ) مسئله برای موضعͬ غیرمغلوب جواب ΁ی x∗ ∈ X است.اگر

١ fuzzy Optimization Problem



نیوتن روش با سازی فازی بهینه مسائل حل ٨۶
مقایسه قابل f̃(x∗) و f̃(x∗+λ.d̄) که طوری به λ ∈ (٠, δ) باشد داشته وجود δ > ٠ هر برای و d̄

است. α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Uα و f̃Lα حقیقͬ مقدار توابع موضعͬ مینیمم ΁ی x∗ .آن گاه باشند
باشد (USFOP ) مسئله برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x∗ ∈ X اینکه شرط بالا قضیه در
و f̃(x∗ + λ.d) که طوری به λ ∈ (٠, δ) باشد داشته وجود δ > ٠ هر برای و d̄ جهت هر برای و
نظر در f̃(x) = u.x اگر مثال عنوان به . است کننده محدود بسیار باشند، مقایسه قابل f̃(x∗)
x, y هر برای برای یعنͬ نیست برقرار قبلͬ شرط آن گاه باشد، u = (−١, ٠, ١) آن در که ب·یریم

. است F از نامغلوب جواب ΁ی ٠ که حالͬ در نیستند مقایسه قابل f̃(x), f̃(y) توابع
حقیقͬ تابع هردو از موضعͬ مینیمم ΁ی x∗ نامغلوب جواب ΁ی که شرط این دی·ر سوی از
باشد، داشته وجود نقطه این .اگر است محدود بسیار باشد، α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Uα و f̃Lα مقدار
. است شده شناخته هدفه چند سازی بهینه در که همان طور ͬ نامند، م ایده آل نقطه ی را آن
[۶٩] مثال های ͽدرواق. است مش΄ل خیلͬ باشد داشته ایده آل نقطه که فازی توابع کردن پیدا

فازی تابع مثال عنوان .به ندارند ایده آل نقطه α ∈ [٠, ١] هر برای
f̃(x١, x٢) = (−١, ١,٣).x٢١ + (٠, ١,٢).x١x٢ + (١,٢,۴).x٢٢, x١, x٢ ∈ R

x∗ = (٠, ٠) حال این است،با f̃ از نامغلوب جواب ΁ی x∗ = (٠, ٠) حالت .دراین درنظرب·یرید را
صفر. ΁نزدی ϵ > ٠ هر برای f̃L٠ (ϵ, ٠) < ٠ = f̃L٠ (٠, ٠) زیرا نیست f̃L٠ تابع موضعͬ مینیمم ΁ی
ͬ دهیم م ارائه هدف توابع مجموع اساس بر f̃ نامغلوب جواب ΁ی برای کافͬ شرط ΁ی ادامه در

است. تر مناسب نیوتن روش برای قضیه .این
باز مجموعه ΁ی X ⊂ Rn و باشد فازی تابع ΁ی f̃ : X −→ F (R) کنید فرض .٣ . ٢ . ۵ قضیه
α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Lα + f̃Uα مقدار حقیقͬ تابع برای موضعͬ مینیمم ΁ی x∗ ∈ X اگر باشد.

است. (USFOP ) برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x∗ آن گاه باشد،
وجود آن گاه نباشد. (USFOP ) برای موضعͬ نامغلوب جواب ΁ی x∗ که کنید فرض برهان.

که طوری به α∗ ∈ [٠, ١] دارد وجود بنابراین .f̃(x) ≺ f̃(x∗) که طوری به x ∈ Nϵ(x
∗) دارد

f̃Lα∗(x) ≤ f̃Lα∗(x∗)

و
f̃Uα∗(x) ≤ f̃Uα∗(x∗)

.بنابراین است برقرار نامساوی ها از ی΄ͬ حداقل آن در که
(f̃Lα∗ + f̃Uα∗)(x) < (f̃Lα∗ + f̃Uα∗)(x∗)

را اثبات این و نیست. (f̃Lα∗ + f̃Lα∗) مقدار حقیقͬ تابع برای موضعͬ مینیمم ΁ی x∗ بنابراین،
. ͬ کند م کامل



٨٧ نیوتن روش

نیوتن روش ۴ . ۵
را (USFOP ) مسئله برای نامغلوب جواب ΁ی کردن پیدا برای نیوتن روش ΁ی بخش این در

ͬ توانیم م x(k) نقطه ی درهر که ͬ کنیم م فرض کار این .برای ͬ دهیم م ارائه
٢ . ١ . ۵ های گزاره گرفتن نظر بادر .بنابراین کنیم محاسبه را ∇٢f̃(x(k))،∇f̃(x(k))،f̃(x(k))
هر برای ∇٢ (f̃Lα + f̃Uα

)
(x(k)) و ∇

(
f̃Lα + f̃Uα

)
(x(k))،f̃Uα (x(k))،f̃Lα (x(k)) ͬ توانیم م ٢ . ٢ . ۵ و

مقدار حقیقͬ تابع از تقریبی ͬ توانیم م α ∈ [٠, ١] هر برای لذا کنیم. رامحاسبه α ∈ [٠, ١]
بیاریم: بدست تیلور فرمول ΁کم با hα دوم درجه مقدار حقیقͬ تابع از استفاده با f̃Lα + f̃Uα

hα =
(
f̃Lα + f̃Uα

)
(x(k)) +∇

(
f̃Lα + f̃Uα

)
(x(k)).

(
x− x(k)

)
+

{ ١
٢
(
x− x(k)

)T
.∇٢ (f̃Lα + f̃Uα

)
(x(k)).

(
x− x(k)

)}
∀α ∈ [٠, ١]

سعͬ شده داده x(k) ΁کم با باشد. α ∈ [٠, ١] هر برای باشد (f̃Lα +f̃Uα ) کننده مینیمم ΁ی x∗ اگر
α ∈ [٠, ١] هر برای hα مینیمم کردن پیدا از استفاده با (f̃Lα + f̃Uα ) مینیمم از تقریبی ͬ کنیم م

داریم: hα برای اول مرتبه لازم شرط از آوریم. بدست
∇hα(x∗) = ٠ ∀α ∈ [٠, ١]

که معنͬ این ∫به ١
٠ ∇

(
(f̃Lα + f̃Uα

)(
x(k)

)
dα+

∫ ١
٠ ∇٢ ((f̃Lα + f̃Uα

)(
x(k)

)
dα
(
x− x(k)

)
= ٠ (٣ . ۵)

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Ψ : Rn −→ F (R) حقیقͬ تابع
ψ(x) =

∫ ١
٠
(
(f̃Lα + f̃Uα

)
(x)dα

٢ . ٢ . ۵ گزاره، به باتوجه آن گاه باشد، پذیر ‐مشتق gH دوبار پیوسته طور به F فازی تابع اگر
طور به ψ بنابراین . است α ∈ [٠, ١] هر برای پذیر ‐مشتق gH دوبار پیوسته طور به (f̃Lα + f̃Uα )

داریم: (٣ . ۵) از .بنابراین است پذیر ‐مشتق gH دوبار پیوسته
∇ψ

(
x(k)

)
+∇٢ψ

(
x(k)

)
.
(
x− x(k)

)
= ٠ (۴ . ۵)

به ͬ رسیم م (۴ . ۵) در x = x(k+١) دادن قرار با
x(k+١) = x(k) −∇ψ(x(k)).

[
∇٢ψ

(
x(k)

)]−١ (۵ . ۵)

اولیه تقریب ΁ی باشروع لذا . است ∇٢ψ (x(k)) ماتریس معکوس [∇٢ψ (x(k))]−١ آن در که
، f̃ کننده مینیمم این های تقریب از دنباله ای (۵ . ۵) فرمول از استفاده با ͬ توانیم م f̃ مینیمم
شرط ϵ آن در که باشد. ∥x(k+١)−x(k)∥ < ϵ که ͬ شود م متوقف زمانͬ فرایند .این کنیم تولید را
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بحرانͬ ͬ توانیم م (۵ . ۵) فرمول از استفاده با که کنید .توجه است شده تعیین پیش از توقف
کننده مینیمم نقاط این آیا که این بررسͬ برای حال، . کنیم پیدا را α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Lα + f̃Uα

یا محدب مانند دی·ر شرایط برخͬ یا دوم مرتبه کافͬ شرایط نیازمند خیر، یا هستند f̃Lα + f̃Uα

از یافته تعمیم تحدب
f̃Lα + f̃Uα ∀α ∈ [٠, ١]

. هستیم

نیوتن روش هم·رایی ١ . ۴ . ۵
داد. خواهیم نشان را نیوتن روش هم·رایی بخش دراین

که باشد پذیر ‐مشتق gH بار سه پیوسته طور به فازی تابع ΁ی f̃ کنید فرض .١ . ۴ . ۵ قضیه
که طوری به باشد ای نقطه x∗ ∈ Rn و است شده تعریف Rn در

∇ψ(x∗) = ٠ الف.
است پذیر معکوس ∇٢ψ(x∗) ب.

است تعریف خوش ها k تمام برای نیوتن روش x∗ به ΁نزدی کافͬ اندازه به x(٠) هر برای آن گاه
ͬ شود. م ΁نزدی x∗ به ٢ حداقل هم·رایی با و

ψ پس است پذیر ‐مشتق gH بار سه پیوسته طور به فازی تابع ΁ی f̃ که جایی آن از برهان.
نیوتن روش ΁کلاسی اثبات از اثبات ..بنابراین است پذیر مشتق بار سه پیوسته طور به تابع

ͬ شود. م نتیجه

عددی مثال های ٢ . ۴ . ۵
براین علاوه ͬ کنیم. م ارائه پیشنهادی روش توجیه برای را مثال ها از برخͬ بخش دراین

. ͬ کنیم م اصلاح را است شده ارائه [۶٩] در که مثال هایی

ب·یرید نظر در را زیر غیرخطͬ فازی بهینه سازی مسئله راببینید) [۶٩] ۴.١ (مثال .١ . ۴ . ۵ مثال
min f̃(x١, x٢) = ١̃.x٣١ ⊕ ٢̃.x٣٢ ⊕ ١̃.x١.x٢, x١, x٢ ∈ R

α ∈ [٠, ١] هر برای بنابراین هستند، مثلثͬ اعدادفازی ٢̃ = (١,٢,٣) و ١̃ = (−١, ١,٣) آن در که
داریم:



٨٩ نیوتن روش

[f̃(x١, x٢)]α = [١̃]αx٣١ + [٢̃]αx٣٢ + [١̃]αx١x٢
= [−١ + ٢α,٣ − ٢α]x٣١ + [١ + α,٣ − α]x٣٢ + [−١ + ٢α,٣ − α]x١x٢

=



[(−١ + ٢α)x٣١ , (٣ − ٢α)x٣١ ] + [(١ + α)x٣٢, (٣ − α)x٣٢] + [(−١ + ٢α)x١x٢, (٣ − ٢α)x١x٢] x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠
[(−١ + ٢α)x٣١ , (٣ − ٢α)x٣١ ] + [(٣ − α)x٣٢, (١ + α)x٣٢] + [(٣ − ٢α)x١x٢, (−١ + ٢α)x١x٢] x١ ≥ ٠, x٢ < ٠
[(٣ − ٢α)x٣١ , (−١ + ٢α)x٣١ ] + [(٣ − α)x٣٢, (١ + α)x٣٢] + [(−١ + ٢α)x١x٢, (٣ − ٢α)x١x٢] x١ < ٠, x٢ < ٠
[(٣ − ٢α)x٣١ , (−١ + ٢α)x٣١ ] + [(١ + α)x٣٢, (٣ − α)x٣٢] + [(٣ − ٢α)x١x٢, (−١ + ٢α)x١x٢] x١ < ٠, x٢ ≥ ٠

ͬ شوند م تعریف زیر صورت به f̃Uα و f̃Lα توابع بنابراین

f̃Lα (x١, x٢) =



(−١ + ٢α)x٣١ + (١ + α)x٣٢ + (−١ + ٢α)x١x٢, x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠
(−١ + ٢α)x٣١ + (٣ − α)x٣٢ + (٣ − ٢α)x١x٢, x١ ≥ ٠, x٢ < ٠
(٣ − ٢α)x٣١ + (٣ − α)x٣٢ + (−١ + ٢α)x١x٢, x١ < ٠, x٢ < ٠
(٣ − ٢α)x٣١ + (١ + α)x٣٢ + (٣ − ٢α)x١x٢, x١ < ٠, x٢ ≥ ٠

و

f̃Uα (x١, x٢) =



(٣ − ٢α)x٣١ + (٣ − α)x٣٢] + (٣ − ٢α)x١x٢ x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠
(٣ − ٢α)x٣١ + (١ + α)x٣٢] + (−١ + ٢α)x١x٢] x١ ≥ ٠, x٢ < ٠
(−١ + ٢α)x٣١ ] + (١ + α)x٣٢ + (٣ − ٢α)x١x٢] x١ < ٠, x٢ < ٠
(−١ + ٢α)x٣١ + (٣ − α)x٣٢ + (−١ + ٢α)x١x٢] x١ < ٠, x٢ ≥ ٠

. نیستند صحیح که آوردند به دست را دی·ری نهایی توابع ،نویسندگان [۶٩] ۴.١ مثال در
. نیست پذیر ‐مشتق gH ،f̃ بنابراین و نیستند پذیر مشتق f̃Uα و f̃Lα که ͬ شود م مشاهده
مشاهده وجود این .با کنیم اعمال است شده ارائه [۶٩] در راکه نیوتن روش ͬ توانیم نم بنابراین
مشتق پذیر بار سه f̃Lα + f̃Uα داریم ٢ . ٢ . ۵ گزاره از و است. پذیر ‐مشتق gH بار سه f̃ که ͬ شود م

داریم و )است
f̃Lα + f̃Uα

)
(x١, x٢) = ٢x٣١ + ۴x٣٢ + ٢x١x٢ ∀α ∈ [٠, ١]

بنابراین . است
ψ =

∫ ١
٠
(
f̃Lα + f̃Uα

)
(x١, x٢)dα = ٢x٣١ + ۴x٣٢ + ٢x١x٢

لذا
∇ψ(x١, x٢) =

۶x٢١ + ٢x٢
١٢x٢٢ + x١


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و

∇٢ψ(x١, x٢) =
١٢x١ ٢

٢ ٢۴x٢


زیر معادله از استفاده با را k = ١,٢, · · · ،{x(k)} دنباله ΁ی حالا . هستند

xk+١ = xk −∇ψ(x(k)).
[
∇٢ψ

(
x(k)

)]−١

٣−١٠ بادقت α ∈ [٠, ١] هر برای f̃Lα + f̃Uα از بحرانͬ نقطه ΁ی x∗ = (٠, ٠) ͬ آوریم، م بدست
x∗ = (٠, ٠) که کنیم حاصل اطمینان ͬ توانیم نم نیست، محدب f̃Lα + f̃Uα که ازآن جایی ͬ باشد م

زیرا نیست نامغلوب جواب ΁ی x∗ = (٠, ٠) ͽواق .در است f̃ از نامغلوب جواب ΁ی
ادعا نویسندگان آن در ͬ کند،که م اصلاح را [۶٩] در ۴.١ مثال این .F (٠,−ϵ) ≺ F (٠, ٠)

. است نامغلوب جواب ΁ی x∗ = (٠, ٠) که ͬ کنند م
ب·یرید نظر در را زیر مسئله ( ببینید را [۶٩] ۴.٢ (مثال .٢ . ۴ . ۵ مثال

min f̃(x١, x٢) = (−١, ١,٣).x٢١ ⊕ (٠, ١,٢).x١x٢ ⊕ (١,٢,۴).x٢٢, x١, x٢ ∈ R

استفاده با .همچنین است مشتق پذیر ‐ gH بار سه اما نیست پذیر ‐مشتق H ،f̃ مثال دراین
نیوتن روش )از

f̃Lα + f̃Uα

)
(x١, x٢) = ٢x٢١ + ٢xx١x٢ + (۵ − α)x٢٢

منظور،نقطه این برای ͬ کنیم. م جستجو α ∈ [٠, ١] هر برای fLα + fUα از بحرانͬ برای نقطه ی
(۵ . ۵) از استفاده با را k = ١,٢, · · · ،{xk} ودنباله ی ͬ گیریم نظرم در را x٠ = (٢−,٢) اولیه
٣−١٠ دقت با α هر برای f̃Lα + f̃Uα از بحرانͬ نقطه عنوان به x∗ = (٠, ٠) . ͬ کنیم م محاسبه
.بنابراین است f̃Lα + f̃Uα از مینیممͬ x∗ است، محدب f̃Lα + f̃Uα که ازآن جایی ͬ آید. م بدست
شده پیشنهاد نیوتن روش است. f̃ از نامغلوب نقطه ΁ی x∗ ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ٢ . ۵ قضیه از
لازم وشرایط نیست پذیر ‐مشتق gH ،f̃ زیرا کرد، اعمال مثال این برای ͬ توان رانم [۶٩] در

. ͬ کند نم برآورده را روش این اجرای برای
قرارگرفته اند توجه مورد [۶٩] در پاتک و پیرزاده توسط که فازی توابع از دی·ری مثال های
این با . ͬ کنند نم برآورده را نیوتن روش اجرای برای لازم شرایط و نیستند پذیر ‐مشتق H نیز
وهمانطور ͬ کنند م برآورده را اینجا در پیشنهادشده نیوتن روش برای شرایط مثال ها وجود،این

آیند بدست نامغلوب جواب های است ،مم΄ن دیدیم قبلͬ درمثال های که



۶ فصل
گیری نتیجه

کلͬ ترتیب رابطه ی و مقدار فازی تابع ΁ی پذیری ‐مشتق H از استفاده با رساله این در
نامقید فازی بهینه سازی مسائل برای کافͬ و لازم فازی،شرایطͬ اعداد مجموعه روی پارامتری
محدودیت بدون فازی بهینه سازی مسائل ادامه .در آوردیم بدست متغیره وچند متغیره ΁ی
حل فازی اعداد از مجموعه ای روی فازی حداکثر جزئͬ ترتیب رابطه از استفاده با را مقید و
برای را بهینگͬ کافͬ شرایط مقدار، فازی توابع از تحدب شبه و تحدب مفاهیم تحت کردیم.
مرتبه بهینگͬ کافͬ و لازم شرایط همچنین . آوردیم دست به مقید فازی بهینه سازی مسائل
پارامتری کلͬ ترتیب .رابطه دادیم ارائه را نامقید فازی بهینه سازی مسائل برای دوم مرتبه و اول
گردید. تعریف است L عضویت تابع دارای که فازی اعداد مجموعه روی λ ∈ [٠, ١] برای ⪯λ

آنگاه کنیم استفاده مقدار حقیقͬ توابع از مقدار فازی توابع جای به اگر که است ذکر قابل
به بهینه سازی وشرایط R در ⪯ کلͬ ترتیب رابطه به λ ∈ [٠, ١] برای ⪯λ کلͬ ترتیب رابطه
شرایط تعمیم ، همچنین . یابد مͬ کاهش R روی بر مقدار حقیقͬ توابع برای بهینگͬ شرایط
بهینه سازی حوزه در خوبی به که مقید غیرخطͬ فازی بهینه سازی مسئله ΁ی برای بهینگͬ
مسئله برای را نامغلوب جواب ΁ی . گرفت قرار بررسͬ ،مورد است شده توصیف ΁کلاسی
فازی اعداد روی بر فازی حداکثر مرتبه – جزئͬ ترتیب رابطه از استفاده با فازی بهینه سازی
مورد نتایج فازی مقدار، تابع ΁ی هاکاهارا مشتق پذیری مفهوم از استفاده با کردیم. تعریف
مسئله نامغلوب جواب آوردن بدست برای را بهینگͬ کافͬ ،شرایط سپس کردیم. اثبات را نیاز
و تحدب نیمه ، تحدب فرضیه های براساس بهینگͬ شرایط دادیم. ارائه فازی سازی بهینه

٩١



گیری نتیجه ٩٢
.برخͬ است شده اثبات فازی محدودیت های و مقدار فازی هدف تابع یافته تعمیم نما محدب
تاثیر که کردیم حل را بهینگͬ شرایط این از استفاده با را فازی بهینه سازی مسائل مثال های از
فازی بهینه سازی مسائل برای نیوتن روش ، نهایت در . ͬ دهد م نشان آن در را فازی مدل
تابع ‐مشتق پذیری gH مفهوم از استفاده با ما . کردیم ارائه متغیره چند و تک متغیره نامقید
دادیم نشان را متغیره چند و تک متغیره مسائل برای نیوتن روش های هم·رایی فازی مقدار،

.
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Aabstract

Using H-differentiability of a fuzzy-valued function and a parametric total order relation on
set of fuzzy numbers, we prove the necessary and sufficient optimality condition for unconstrained
single and multi variable fuzzy optimization problems. The following, we solve the unconstrained
and constrained fuzzy optimization problems using partial order relation-fuzzy max order on the
set of fuzzy numbers. Under the concepts of convexity and generalized convexity of fuzzy-valued
functions, we derive sufficient optimality conditions for constrained fuzzy optimization problems.
Eventully, we propose the Newton’s method for solving unconstrained single and multi variable
fuzzy optimization problems.

Kay Word:Total Order Relation,Fuzzy Optimization,Non-dominated Solution ,Necessary and
Sufficient Optimality Conditions
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