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سپاس گزاری...

را بی پایانش علم خزانه از دیگر ذره ای کسب توفیق مجدد که را علیم خدای پایان بی حمد
فرمود. عطا

در که عزیزانی تمام از میدانم لازم خود بر رسید پایان به کار این پرورگار یاری به که حال
راهنمای استاد از آغاز در آورم: عمل به را سپاس گزاری نهایت کرده اند کمک من به راه این
و تشکر داشتند، عهده به را نامه پایان این راهنمایی که فتحعلی جعفر دکتر آقای گرانقدر

. بودند اخلاق و علم استاد که دارم ویژه سپاس
کمال علیشاهی میثم دکتر آقای و پورعیدی ابوالفضل دکتر آقای مشاور اساتید از همچنین
ناظمی علیرضا دکتر و غزنوی مهرداد دکتر آقایان گرامی داوران از . دارم را قدردانی و تشکر
خالصانه دارم. را سپاس کمال داشتند، عهده به را پایان نامه این تصحیح و داوری زحمت که
زیبا دکتر خانم موذن، علیرضا دکتر آقای سده، براتی زهرا دکتر خانم کارشناسی دوره اساتید از
کیخاه فروغ خانم سرکار ابتدایی اول معلم همچنین و توحیدی عمران دکتر آقای ارجمندزاده،

متشکرم.   آموختند، علم من به تحصیلی مختلف مقاطع در که مدرسانی و معلمان سایر و
دارم. را سپاس نهایت خوبم دوستان و عزیز همراهان کلیه از پایان در و
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نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی رحمتی پردیس اینجانب
تحت ، سازي بهینه درمسائل آن وكاربردهاي ورونوي نمودار عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد فتحعلی جعفر راهنمایی

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه

در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده

دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته
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نشر حق و نتایج مالکیت

رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چکیده

سایر در زیادی کاربردهای که است محاسباتی هندسه در توجه جالب ساختاری ورونوی نمودار
دارای نواحی این بطوریکه است ناحیه تعدادی به صفحه تقسیم برای روشی نمودار این دارد. نیز علوم

می کنند. برآورده را محدودیت هایی و هستند خاصی شرایط
می کنیم توصیف را گراف ها روی نمودار این پیچیدگی ورونوی نمودار معرفی از پس نامه پایان این در
از برخی می کنیم. بیان را گراف ها و درخت ها روی ورونوی نمودار گراف یافتن روش های سپس و

است. شده ذکر پایان نامه این در نیز ورونوی نمودار کاربردهای

پیچیدگی درخت، گراف، ورونوی، نمودار کلیدی: کلمات

ک
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ق جداول فهرست
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٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ورونوی نمودار اجزای ١ . ١
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٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساحلی خط از کمان حذف ١ . ١٢
٢١ . . . . . . . . . . . . ساحلی خط دهنده نشان دودویی جوی و جست درخت ١ . ١٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رویدادها صف ١۴ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکل از نقطه یک فاصله ١۵ . ١
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٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاره خط ها ورونوی نمودار از نمونه ای ١ . ١٧

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سایت ها کردن مرتب و درخت کردن وارد ٢ . ١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونی سایت های حذف ٢ . ٢
٢٩ . . . (uiها) نیستند. سایت حاوی که درخت هایی زیر ماکسیمال کردن مشخص ٢ . ٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . ها h(ui) یعنی uiها برای آویزان گره های کردن مشخص ۴ . ٢
٣٠ . . . uiها حذف یعنی نیستند سایت حاوی که درخت هایی زیر ماکسیمال حذف ۵ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال تک یک با دو درجه رئوس جایگزینی ۶ . ٢

ف



تصاویر فهرست ص

می است، فاصله توابع پایینی پوش با معادل خط یک در وزنی ورونوی نمودار ٢ . ٧
منصف n−١ خطی فاصله تابع n بنابراین کرده پیدا را سایت ها و وزن ها توانیم

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داشت. خواهد
شده مسدود پایین تر وزن های با q و p از فاصله ای تابع توسط S از فاصله ای تابع ٢ . ٨

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است.

۴١ . . . . . . . . . . . . . . w و v گره های برای بیرونی و درونی ورونوی نمودار ٣ . ١
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوق لم اثبات عینی دادن نشان ٣ . ٢



جداول فهرست

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج از خلاصه ای ٢ . ١

ق



١ فصل

ورونوی نمودار اولیه مفاهیم

مقدمه

می پردازیم. ورونوی نمودارهای به مربوط اولیه مفاهیم بیان به فصل این در
می باشد.) [١] مرجع از برگرفته فصل این قضایای (تمامی

تعدادی به صفحه تقسیم برای روشی ورونوی نمودار ریاضیات علم در : ورونوی نمودار تاریخچه
ناحیه ای می نامیم) دامنه یا ١ سایت (که نقاط از مجموعه ای هر به نمودار این در می باشد. ناحیه
به را نقطه n با صفحه ای نمودار این می شود. نامیده ٢ ورونوی سلول که می شود داده اختصاص
است سایت یک شامل دقیقا چندضلعی هر که صورت این به می کند تقسیم محدب ضلعی های چند
( . ببینید را ١ . ١ .(شکل است دیگر نقطه هر از نزدیک تر سایت به خاص چندضلعی یک در نقطه هر و

١Site
٢Voronoi Cell

١



ورونوی نمودار اولیه مفاهیم ٢

ورونوی نمودار اجزای :١ . ١ شکل

نام به ورونوی از بعد و ۴ دیریکله موزاییک کاری نام به ٣ دیریکله افتخار به نمودار این
به نمودار این از غیر رسمی استفاده می شود. شناخته ورونوی تجزیه یا و ۵ ورونوی موزاییک کاری
از سوهو در وبا شیوع زمان در ١٨۵۴ سال در ۶ اسنو جان برمی گردد. دکارت توسط و ١۶۴۴ سال
استفاده خاصی آب پمپ های از که لندن نقشه روی نواحی بین ارتباط پیدا کردن منظور به نمودار این
ورونوی نمودار از وی درواقع برد. بهره وبا، به دلیل مرگ و میر آمار بیشترین با نواحی و می کردند
که سوهو ساکن مردم اکثریت چگونه که کند پیدا سوال این برای مناسبی پاسخ بتواند تا کرد استفاده
صورتیکه در می کنند زندگی ٧ برود خیابان پمپ های نزدیکی در دادند دست از را خود جان وبا اثر در

می کنند. استفاده آب پمپ های سایر از اقلیت
توزیع داده های آنالیز منظور به هواشناسی و ژئوفیزیک در نمودار این : ورونوی نمودار کاربردهای
فیزیک در دارد، کاربرد نقاط از مجموعه ای اندازه گیری مبنای بر بارش) میزان اندازه گیری فضایی(مانند
فضاهای زمینه در و می شود شناخته واحد سلول به عنوان موزاییک کاری ها مانند فشرده و متراکم مواد
برای معادل نام های سایر می شوند. نامیده متریک اساسی چندضلعی غالبا سلول ها عمومی متریک
دامنه(های)  ورونوی، چند ضلعی ورونوی، چند وجهی از: عبارتند آن) خاص مهم موارد یا (و مفهوم این

. دیریکله موزاییک کاری(های) ورونوی، موزاییک کاری(های) ورونوی، تجزیه نفوذ،
٣Dirichlet
۴Dirichlet Tessellations
۵Voronoi Tessellations
۶John Snow
٧broad street



٣ گرافی اصطلاحات و تعاریف

منظور به بوم شناسی علم در و شود استفاده بی سیم شبکه ظرفیت استخراج در می تواند ورونوی نمودار
آتش سوزی پیش گویانه مدل های توسعه در موثر استفاده همچنین و جنگل رشد الگو های مطالعه
کار به ساختمانی متن های ایجاد منظور به نمودار این کامپیوتر گرافیک در دارد. کاربرد جنگل ها
در دارد. مهمی کاربرد مسیر یافتن منظور به مستقل ربات های هدایت در رباتیک علم در و می رود
بیماری های در عفونت به وابسته منابع شناخت در می تواند ورنوی نمودار واگیردار بیماری های علم

گیرد. قرار استفاده مورد مسری
مختصات سنجش دستگاه توسط داده ها مجموعه ارزیابی زمان در بودن مدور سنجش در ورونوی روش
استفاده مورد پلیمر ها خالی حجم نمایش در می تواند ورونوی نمودار پلیمر فیزیک در دارد. موثری کاربرد

گیرد. قرار

گرافی اصطلاحات و تعاریف ١ . ١
به V (G) و E(G) مجموعه دو که است G = (V,E) تایی دو ساختار یک گراف: .١ . ١ . ١ تعریف

می شود: تعریف زیر صورت

E(G) = {e١, e٢, · · · , em} m ∈ N

V (G) = {v١, v٢, · · · , vn} n ∈ N, V (G) ̸= ∅

می شود. نامیده گراف راس یک vi هر و یال یک ei هر

دو هیچ که کرد رسم طوری صفحه در را آن بتوان که است گرافی ٨ مسطح: گراف .١ . ١ . ٢ تعریف
نباشند. متقاطع یالی

مجموعه دو به رئوس مجموعه از افراز هر برای که است گرافی ٩ همبند: گراف .١ . ١ . ٣ تعریف
گیرد. قرار Y در آن دیگر سر و X در آن سر یک که باشد داشته وجود یال یک ، Y و X ناتهی

می شود. نامیده درخت دور، بدون و همبند گراف ١٠ درخت: .۴ . ١ . ١ تعریف

می شود. نامیده برگ درخت، در یک درجه راس ١١ برگ: .۵ . ١ . ١ تعریف

راس یک حذف با یعنی باشد شدنی جدا غیر که همبندی گراف همبند: −٢ گراف .۶ . ١ . ١ تعریف
بماند. باقی همبند

٨Planar Graph
٩Connected Graph

١٠Tree
١١Leaf



ورونوی نمودار اولیه مفاهیم ۴

صورت به تابعی هرگاه می شود نامیده وزن دار G = (V,E) گراف وزن دار: گراف .١ . ١ . ٧ تعریف

f : E → R|f(e) = r ∈ R

باشد. موجود و تعریف قابل یال ها مجموعه روی

یکسانی درجه آن رئوس تمام که می شود گفته گرافی به منتظم گراف منتظم: گراف .١ . ١ . ٨ تعریف
راس هر درجه که منتظمی گراف می گذرد. رئوس تمامی از مساوی یال تعداد دیگر عبارت به یا دارند

می شود. خوانده منتظم −l گراف باشد l

تمام شامل درختی G جهت بدون و همبند گراف از T (فراگیر) پوشا درخت یک .١ . ١ . ٩ تعریف
که است درختی پوشا درخت گفت میتوان ساده تر بیان به است. یال ها از برخی حداقل و رئوس
G رئوس تمام واقع در می دهد پوشش را رئوس تمام حالیکه در می شود شامل را یال ها از مجموعه ای

باشد. نیز همبند درخت و نشود ایجاد دوری هیچ که شرط این با دارند وجود پوشا درخت در
کرد: تعریف نیز اینگونه میتوان را پوشا درخت

یا و می کند متصل یکدیگر به را رئوس همه که G یال های از حداقلی مجموعه ای •

ندارد. وجود آن در دوری هیچ که G یال های از حداکثری مجموعه ای •

این که دارد وجود کیلی) (فرمول بازگشتی فرمول یک گراف در فراگیر درخت های تعداد برای
پرداخت. خواهیم آن معرفی به ادامه در که است یال یک انقباض مستلزم فرمول

انتهایش دو و شده حذف یال آن اگر می کند منقبض را G گراف e یال انقباض: .١ . ١ . ١٠ تعریف
. می دهند نشان Ge یا و G.e با را حاصل گراف شوند، منطبق هم بر

برچسب دار راسی n درخت های تعداد که می کند بیان فرمول این : کیلی فرمول .١ . ١ . ١١ تعریف
. است nn−٢ با برابر

DFS با اختصار به که ١٢ اول عمق جوی و جست اول: عمق جوی و جست .١ . ١ . ١٢ تعریف
یا درخت یک جوی و جست یا پیمایش برای که است گراف پیمایش الگوریتم یک می دهیم نشان

. می رود بکار گراف یک
می خورد. برچسب شده دیده راس یک بعنوان r می شود. آغاز ریشه بعنوان r راس انتخاب با پیمایش
ریشه عنوان به r١ از بازگشتی صورت به الگوریتم و شده انتخاب r همسایگان از r١ دلخواه راس
دیده همسایگانش همه که گرفتیم قرار v مانند راسی در وقتی مرحله هر در پس این از می یابد. ادامه
r١ ریشه با الگوریتم اجرای از بعد اگر حال می دهیم. خاتمه راس آن برای را الگوریتم اجرای شده اند،
r٢ دلخواه راس صورت این غیر در . می یابد پایان الگوریتم باشند، خورده برچسب r همسایگان همه
از بازگشتی صورت به را جو و جست و می کنیم انتخاب نخورده برچسب هنوز که را r همسایگان از
ادامه نخورده اند برچسب  r همسایگان همه که مادامی تا روند این می دهیم. ادامه ریشه عنوان به r٢

می یابد.
١٢Depth-First Search



۵ گرافی اصطلاحات و تعاریف

هرگاه f(n) = O(g(n)) می نویسیم و است O(g(n)) مرتبه از f(n) تابع گوییم .١ . ١ . ١٣ تعریف
باشیم: داشته n ⩾ n٠ که n هر ازای به که قسمی به باشد موجود C و n٠ مانند ثابتی اعداد

. ٠ < f(n) ⩽ Cg(n)

هرگاه f(n) = Ω(g(n)) می نویسیم و است Ω(g(n)) مرتبه از f(n) تابع گوییم .١۴ . ١ . ١ تعریف
باشیم: داشته n ⩾ n٠ که n هر ازای به که قسمی به باشد موجود C و n٠ مانند ثابتی اعداد

. ٠ < Cg(n) ⩽ f(n)

اعداد هرگاه f(n) = θ(g(n)) می نویسیم و است θ(g(n)) مرتبه از f(n) تابع گوییم .١۵ . ١ . ١ تعریف
f(n) = O(g(n)) باشیم: داشته n ⩾ n٠ که n هر ازای به که قسمی به باشد موجود C و n٠ مانند ثابتی

. f(n) = Ω(g(n)) و

صورت به یال ها و رئوس از توالی یک G گراف از ١٣ زنجیره یک .١۶ . ١ . ١ تعریف

x٠, e١, x١, e٢, · · · , en, xn

دارد. قرار خود بعد و قبل راس دو بین یال هر و است راس با آن پایان و شروع که است

رئوس به Σ نقاط که است Σ روی بر G نمایش Σ سطح روی بر G گراف جاسازی .١ . ١ . ١٧ تعریف
شده  اند. متناظر گراف یال های به ( [٠,١] بازه در تصویری (همسانریختی Σ منحنی های و گراف

یک است. ١۴ همبندی مولفه یک حداقل دارای ساده گراف هر گراف نظریه در .١ . ١ . ١٨ تعریف
حداقل H راس دو هر بین اگر تنها و اگر است G برای همبندی مولفه یک G از H مانند زیرگراف
بین از خاصیت این H به G از دیگری یال) یا (و راس هر افزودن با و باشد داشته وجود مسیر یک

برود.

نامیده قوی) (همبند همبند قویا گرافی جهت دار، گراف های ریاضی نظریه در .١ . ١ . ١٩ تعریف
باشد. دیگرش راس هر از دسترسی قابل راسش هر که می شود

مجموعه از مجموعه ای زیر آن رئوس مجموعه که است زیرگرافی القایی گراف یک .١ . ١ . ٢٠ تعریف
نظیر رئوس بین که است یال هایی تمامی دارای زیرگراف این که ویژگی این با باشد دیگر گرافی رئوس

است. موجود اولیه گراف رئوس مجموعه در خود

باشد. داشته اندکی یال های که گرافی ١۵ تنک: گراف .١ . ١ . ٢١ تعریف
١٣Chain
١۴Connected Component
١۵Sparse Graph
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حافظه با پردازشگر یا رایانه یک که چندضابطه ای بازگشتی تابع کرمن: آ تابع .١ . ١ . ٢٢ تعریف
کند. محاسبه را آن می تواند بیکران

A(m,n) =


n+ ١, m = ٠,

A(m− ١,١), m > ٠ and n = ٠,

A(m− ١, A(m,n− ١)), m > ٠ and n > ٠.

می شود: تعریف زیر صورت به کرمن آ تابع معکوس

α(m,n) = min{i ≥ ١ : A(i, [m/n]) ≥ logn٢}

ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف ١ . ٢
هر برای . بگیرید نظر در اقلیدسی فضای در را  {p١, p٢, p٣, · · · , pn} نقاط از متناهی مجموعه یک
نقاط شامل pk بر علاوه Vk کنید فرض می کنیم. تعریف Vk ورونوی سلول یک k = ١,٢, · · · , n
است.  pk تا سایت ها سایر فاصله برابر یا کمتر pk تا Vk درون نقطه هر فاصله که است نیز دیگری
محدب چندضلعی یک بنابراین و می شود حاصل فضا از نیمی گذاشتن اشتراک به از سلول این
نزدیک ترین از سایت دو با که است سطح از نقاطی تمامی ورونوی نمودار بخش های می شود. نامیده
بیشتر) تعداد (یا سایت سه با هم فاصله نقاط (گره ها) ورونوی راس های است. فاصله هم سایت ها

است.
ساده حالت های در ورونوی نمودار

است. شده تشکیل نقطه همان از تنها نقطه یک ورونوی نمودار •

است. نقطه دو آن  ورونوی نمودار نقطه، دو واصل پاره خط عمودمنصف •

است. شده تشکیل نیم خط سه از آن ها ورونوی نمودار هم خط غیر نقطه سه برای •

با ناتهی) (مجموعه فضا یک X کنید فرض می پردازیم: ورونوی نمودار ریاضی تعریف به ادامه در
شده مرتب چندتایی یک (pk)k ∈ K و اندیس ها از مجموعه یک K کنید فرض باشد، d فاصله تابع
(متناظر Vk ورونوی ناحیه یا ورونوی سلول باشد، X فضای در (سایت ها) ناتهی زیرمجموعه های از
سایر فاصله با مساوی یا کوچکتر pk تا آن ها فاصله که است X فضای در نقاط از مجموعه ای ( pk با

. (j ̸= k) است pj نقاط
A زیرمجموعه و x بین فاصله کننده مشخص d(x,A) = inf{d(x, a)|a ∈ A} اگر دیگر عبارت به

: آنگاه باشد
Vk = {x ∈ X | d(x, pk) ⩽ d(x, pj) ∀ j ̸= k}.
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است. k ∈ K (Vk) سلول های از ساده چندتایی یک ورونوی نمودار
بخواهیم کنید فرض بگیرید، نظر در را شهر سطح فروشگاه های از مجموعه ای ساده توضیح یک به عنوان
· · · و خدمات کیفیت محصولات، قیمت، پارامترهای اینکه فرض (با بزنیم تخمین را مشتریان تعداد
است واضح باشد فروشگاه تا فاصله مشتریان توسط فروشگاه انتخاب فاکتور تنها و باشد) ثابت

باشد. دارا را فاصله حداقل آنها موقعیت از که می کنند انتخاب را فروشگاهی مشتریان
بهینه سازی مسئله یک ، ( می نامیم NNS اختصار به (که ١۶ همسایه نزدیک ترین جوی و {جست
جوی و جست نام های با همچنین و است متریک فضاهای در نقاط نزدیک ترین کردن پیدا برای

. می شود شناخته نقطه نزدیک ترین جوی و جست یا و همسانی جوی و جست مجاورت،
یک نیز و M متریک فضای یک در نقطه تعدادی شامل S مجموعه که است صورت این به مساله
در . است q به S در نقطه نزدیک ترین کردن پیدا هدف . است شده داده q ∈ M جو و پرس نقطه
معیار با نقاط بین فاصله و بعدی −d اقلیدسی فضای یک صورت به M فضای موارد از بسیاری

. می شود سنجیده متریک فاصله های دیگر یا منهتن فاصله ، اقلیدسی فاصله
دفتر مسئله را مسئله این ١٨ کامپیوتر نویسی برنامه هنر از سوم جلد در ١٧ کنوث دونالد پروفسور
نزدیک ترین اختصاص برای که دارد کامپیوتری برنامه یک به اشاره نام گذاری این . نامید ١٩ پست

. است شده نوشته اقامت محل یک به پست اداره
بر مبتنی تصویر بازیابی مثال داده(بعنوان پایگاه ، محاسباتی هندسه در بسیاری کاربردهای NNS

مانند اینترنتی بازاریابی گروهی)، پالایش مثال (بعنوان توصیه گر سامانه رمزنگاری، نظریه محتوا)،
درست)، املای (پیشنهاد غلط  یاب ، DNA توالی تعیین رفتاری، هدف گیری و محتوایی تبلیغات

. دارد · · · و Google Maps علمی، دستبرد کشف
پارتیشن و خطی جوی و جست مثال (بعنوان شده اند پیشنهاد NNS مسئله برای متعددی حل های راه
حافظه پیچیدگی همچنین و زمانی پیچیدگی براساس الگوریتم ها این سودمندی و کیفیت فضا). بندی
واقع در که می دارد بیان رسمی غیر مشاهدات . می شود ارزیابی ، آنها داده های ساختمان مصرفی

. ندارد وجود NNS مسائل برای منظوره ای همه و دقیق حل راه هیچ
تا شده پرسش نقطه فاصله محاسبه NNS مسئله برای حل راه ساده ترین : خطی جوی و جست
الگوریتم این . است کنون تا شده پیدا جواب بهترین نگهداری با همراه ، داده پایگاه نقاط تمامی
اندازه N آن در که است O(ND) زمانی مرتبه دارای می شود گفته نیز راست سر الگوریتم آن به که
جوها و جست از ساختاری داده هیچ روش این در . است M فضای ابعاد تعداد D و S مجموعه

. ندارد دیگری حافظه ای هزینه ، داده پایگاه نقاط ذخیره جز به الگوریتم و شد نخواهد ذخیره
در است. شده اعمال NNS مسئله روی بر کران و شاخه روش ١٩٧٠ سال از : فضا بندی پارتیشن

١۶Nearest Neighbor Search
١٧Donald Knuth
١٨The Art Of Computer Programming
١٩The Post Office Problem
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روش ها می شود. شناخته مکانی دسترسی روش یا مکانی شاخص های نام با کار این اقلیدسی فضای
این در شده اند. داده توسعه و ارائه NNS مسئله حل منظور به فضا بندی پارتیشن برای متعددی
فضای تکراری صورت به که است ٢٠ دی کی درخت داده ساختمان از استفاده روش ساده ترین بین
تقریبا بخش نیم هر که گونه ای به می کند تقسیم بخش نیم دو به ، ابعاد از یکی در را جو و جست
برگ تا ریشه از درخت پیمایش با جو و پرس گرفت. خواهد بر در را بزرگتر بخش نقاط از نیمی
نقطه از بعد همان با مشخصی بعد در گره بردار مقدار مرحله هر در که گونه ای به می پذیرد صورت
غیر در و راست سمت زیردرخت به بود بیشتر جو و پرس نقطه مقدار اگر می شود، مقایسه جو و پرس
است چقدر نقطه دو این فاصله اینکه به بسته همچنین می کنیم. حرکت چپ درخت زیر به اینصورت
ثابت فضا بعد تعداد که مسائلی برای باشند. داشته بررسی به نیاز است ممکن نیز کناری شاخه های
شده توزیع تصادفی نقاط مورد در است. O(logN) مرتبه از روش این زمانی پیچیدگی میانگین است

٢١ می گیرد.} صورت حالت بدترین به مربوط زمانی پیچیدگی تحلیل
pk مثال این در می دهد. نشان را تهران شهر از بخشی در فروشگاه ها ورونوی نمودار شکل١ . ٢
از نقطه یک حقیقت در شهر در فروشگاه هر ما درمدل سازی است. ورونوی سلول Vk و فروشگاه
اقلیدسی) (فاصله استاندارد به صورت نقاط بین فاصله که است این بر فرض است، ورونوی نمودار

یعنی: باشد شده اندازه گیری

d((a١, a٢), (b١, b٢)) =
√

(a١ − b٢(١ + (a٢ − b٢(٢.

ترافیکی مسیرهای و رفته فروشگاه به نقلیه وسیله با تنها مشتریان که کنیم بررسی طوری را مسئله اگر
: داریم و بود خواهد ℓ١ واقعی فاصله تابع بنابراین باشد، Y و X محورهای موازات به

d((a١, a٢), (b١, b٢)) = |(a١ − b١)|+ |(a٢ − b٢)|.

٢٠k-d Tree
می باشد. فارسی پدیا ویکی از برگرفته قسمت این ٢١مطالب



٩ ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف

تهران شهر از بخشی در فروشگاه ها ورونوی نمودار :١ . ٢ شکل

بررسی مورد را منفرد سلول یک ساختار ابتدا می پردازیم. ورونوی دیاگرام دقیق تر بررسی به حال
pq پاره خط عمودمنصف صورت به را q و p ٢٢ منصف ، صفحه در q و p نقطه دو برای می دهیم. قرار
با را p نقطه شامل باز نیم صفحه می   کند، تقسیم نیم صفحه دو به را صفحه منصف این می کنیم. تعریف
r ∈ h(p, q) که باشید داشته توجه می دهیم. نشان h(q, p) با را q نقطه شامل باز صفحه نیم و h(p, q)

: داشت خواهیم بنابراین d(r, p) < d(r, q) اگر تنها و اگر است

V(pi) =
∩

١≤j≤n,j ̸=i

h(pi, pj) (١ . ١)

باز(و محدب چندضلعی ناحیه یک دیگر، عبارت به . است نیم صفحه n−١ اشتراک V(pi) بنابراین
ببینید را ١ . ٣ (شکل است. شده محدود یال n− ١ و −n راس ١ حداکثر توسط که نامحدود) شاید

. می دهند نمایش V or(P ) با را ورونوی نمودار P = {p١, p٢, · · · , pn} مجموعه برای (.

٢٢Bisector



ورونوی نمودار اولیه مفاهیم ١٠

ورونوی سلول :١ . ٣ شکل

V or(P ) یال   های باشد، صفحه در هم خط غیر نقطه ای سایت n از مجموعه ای P اگر .١ . ٢ . ١ قضیه
است. همبند V or(P ) و هستند نیم خط یا پاره خط

ورونوی نمودار یک :۴ . ١ شکل

بین عمودمنصف های از (بخشی مستقیم خطوط از بخشی ورونوی دیاگرام یال های می دانیم برهان.
٢٣ کامل خط که دارد وجود V or(P ) از e یال کنید فرض خلف برهان به ؛ است سایت ها) جفت
دو با که باشد سایتی pk ∈ P و بوده Vpj و Vpi ورونوی سلول های مرز روی e کنید فرض است.
صورت این در می کند قطع را آن و نیست e با موازی pk و pj منصف نیست، همراستا شده ذکر سایت
نزدیک تر pk به زیرا باشد V(pj) مرز روی نمی تواند دارد قرار h(pk, pj) داخلی ناحیه در که e از بخشی

ببینید). را ۴ . ١ (شکل باشد. کامل خط نمی تواند e لذا است فرض خلاف این و است pj از
ورونوی سلول یک این صورت در نباشد همبند V or(p) کنید فرض . می پردازیم همبندی اثبات به حال

٢٣Full Line



١١ ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف

ورونوی سلول های که آن جا از می کند تقسیم قسمت دو به را صفحه که داشت خواهیم V(pi) مانند
اما بود خواهد موازی کامل خط دو وسیله به شده محدود ٢۴ نوار یک شامل V(pi) هستند محدب
خلف فرض بنابراین باشند کامل خط نمی توانند ورونوی دیاگرام یال های کردیم ثابت قبل قسمت در

است. برقرار حکم و باطل

از منظور می پردازیم. آن پیچیدگی بررسی به کردیم درک را ورونوی نمودار ساختار که حال
است. یال ها و رئوس کل تعداد ورونوی نمودار یک پیچیدگی

تعداد حداکثر ؛ است صفحه در نقطه ای سایت های از مجموعه ای n که n ≥ ٣ ازای به .١ . ٢ . ٢ قضیه
است. ٣n− ۶ آن یال تعداد حداکثر و ٢n− ۵ آن ورونوی نمودار در رئوس

بنابراین ، است موازی خط n − ١ شامل V or(p) آنگاه باشند هم خط همگی سایت ها اگر برهان.
می پردازیم. اثبات به ٢۵ اویلر فرمول از استفاده با نباشد. چنین کنید فرض

(یال) کمان me و (گره) راس mv با ٢۶ همبند مسطح شده جاسازی گراف هر برای رابطه این طبق
است: برقرار زیر رابطه وجه mf و

mv − me + mf = ٢

نامتناهی نیمه یال های دارای زیرا کنیم استفاده V or(P ) برای مستقیما را اویلر فرمول نمی توانیم ما
رئوس مجموعه به بینهایت در را v∞ اضافه راس یک مشکل این حل برای نیست. گراف و است
را ۵ . ١ (شکل می کنیم. متصل راس این به را V or(P ) بینهایت نیمه یال های تمام و میکنیم اضافه

کنیم. اعمال را اویلر فرمول آن در می توانیم که داریم مسطح همبند گراف یک حال ببینید.)

٢۴Strip
٢۵Euler’s Formula
٢۶Connected Planar Embedded Graph



ورونوی نمودار اولیه مفاهیم ١٢

بینهایت در راسی کردن اضافه :۵ . ١ شکل

. سایت هاست تعداد n آن در که می آید بدست زیر رابطه قبل، رابطه در جای گذاری با

(nv + ١) − ne + n = ٢

nv = ne − n+ ١ (١ . ٢)

ne = nv + n− ١ (١ . ٣)

بزنیم جمع را رئوس تمام درجه اگر بنابراین ، دارد راس دو دقیقا ٢٧ افزوده گراف در یال هر علاوه به
بنابراین: است ٣ حداقل راس هر درجه که آنجا از رسید. خواهیم یال ها تعداد برابر دو به

٢ne ≥ ٣(nv + ١) (۴ . ١)

: داریم (۴ . ١) معادله در (١ . ٢) گذاری جای با

ne ⩾
٣
٢(nv + ١)⇒ ne ⩾

٣
٢(ne − n+ ٢)⇒ ne ⩽ ٣n− ۶

رسید. خواهیم رئوس تعداد حداکثر به (۴ . ١) در (١ . ٣) گذاری جای از و

nv + n− ١ ⩾ ٣
٢nv +

٣
٢ ⇒ nv ⩽ ٢n− ۵

٢٧Augmented Graph



١٣ ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف

های یال منصف ها تمام لذا و است خطی V or(P ) یال ها) و رئوس (تعداد پیچیدگی می دانیم
و منصف ها کدام اینکه شدن مشخص برای بود، نخواهند آن از رئوسی تقاطع ها تمام نیز و  V or(P )

می دهیم. ارائه را زیر قضیه و تعریف دارند ورونوی نمودار ویژگی تقاطع ها

نشان CP (q) با را P تحت q به مربوط ٢٨ خالی دایره بزرگترین ، q نقطه یک برای .١ . ٢ . ١ تعریف
ندارد(شکل خودش داخل را P از سایتی هیچ که q مرکز به دایره بزرگترین از است عبارت و می  دهیم

ببینید). را ۶ . ١

خالی دایره بزرگترین :۶ . ١ شکل

هر برای اگر تنها و اگر می شود نامیده ٢٩ محدب R٢ صفحه از S زیرمجموعه یک .١ . ٢ . ٢ تعریف
. گیرد قرار S در کامل بطور pq خط پاره p, q ∈ S نقاط از جفت

مجموعه کوچک ترین می دهیم، نشان  CH(S) با که S مجموعه ٣٠ محدب پوسته .١ . ٢ . ٣ تعریف
محدبی مجموعه های تمام اشتراک محدب پوسته دقیق تر بیانی به باشد S شامل که است محدبی

. هستند S شامل که است

: خالی دایره بزرگ ترین یافتن برای الگوریتم

بزرگترین رئوس این مرکز به خالی دایره های بین در ، گرفته نظر در را ورونوی نمودار رئوس •
. می کنیم پیدا را دایره

است محدب پوسته ضلع یک و ورونوی ضلع یک تقاطع آنها مرکز که دایره هایی بین در •
. می کنیم پیدا را خالی دایره بزرگ  ترین

٢٨Largest Empty Circle
٢٩Convex
٣٠Convex Hull



ورونوی نمودار اولیه مفاهیم ١۴

. است ( خالی دایره (بزرگ ترین مسئله جواب ، بالا جواب های بین دایره بزرگ ترین •

. هستیم max f(p)p∈CH(S) جوی و جست در آنگاه ، باشد p مرکز به C خالی دایره شعاع f(p) اگر

برقرار زیر موارد ، صفحه در P نقاط از مجموعه یک V or(P ) ورونوی نمودار برای .١ . ٢ . ٣ قضیه
است:

CP (q) یعنی ، آن خالی دایره بزرگترین اگر وفقط اگر است V or(P ) از راس یک q نقطه یک آ-
باشد. خود مرز روی بر سایت سه از بیشتر یا سه دارای

نقطه یک اگر فقط و اگر می کند تعریف را V or(P ) از یال یک pj و pi سایت های بین منصف ب-
pj و pi سایت دو شامل فقط CP (q) مرز که طوری به باشد داشته وجود منصف روی بر q

باشد.

بیشتر یا سایت سه شامل CP (q) مرز که باشد گرفته قرار طوری q نقطه کنید فرض آ- برهان.
CP (q) داخلی ناحیه که آنجا از باشند. دایره این مرز روی بر سایت سه pk و pj و pi و باشد
از یکی و داشته قرار V(pk) و V(pj) و V(pi) ورونوی سلول سه مرز روی بر باید q است تهی

. باشد نیز V or(P ) رئوس
سه برای حداقل بنابراین ، است مجاور یال سه با حداقل V or(P ) از q راس ، سو دیگر از
و بوده فاصله یک به pk و pj و pi از باید راس این V(pk) و V(pj) و V(pi) ورونوی سلول
و V(pi) صورت این غیر در زیرا باشد نداشته وجود باشد نزدیک تر q به که دیگری سایت هیچ
دایره ای داخل در دیگری سایت هیچ بنابراین بود نخواهند مجاور q نقطه در V(pk) و V(pj)

. داشت نخواهد وجود هستند آن مرز روی بر pk و pj و pi که

هیچ شامل CP (q) که آنجا از دارد. وجود ، قضیه در شده ذکر ویژگی های با q نقطه کنید فرض ب-
: داریم ١ ≤ k ≤ n هر برای هستند مرز روی بر pj و pi و نیست خود درون در سایتی

d(q , pi) = d(q , pj) ⩽ (q , pk).

١ . ٧ باشد ؛(شکل داشته قرار V or(P ) از راسی یا یال روی q که می کند ایجاب مطلب این
( . راببینید



١۵ ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف

ورونوی سلول از راسی یا یال qروی گرفتن قرار :١ . ٧ شکل

که دارد قرار آن از یالی روی q بنابراین باشد V or(P ) از راسی نمی تواند q قبل قسمت  طبق
. است شده تعریف pj و pi منصف توسط

دو روی که CP (q) مرز بنابراین باشد، ورونوی یال یک pj و pi منصف کنید فرض بالعکس
. باشد pj و pi شامل تنها باید نمی گیرد قرار یال سر

به نقطه یک از سایت یک فاصله آن در که است نموداری وزن دار: ورونوی نمودار .۴ . ١ . ٢ تعریف
. می باشد سایت هر برای اضافی وزن بعلاوه اقلیدسی، فاصله صورت

بر مماس که است منحنی یک صفحه در منحنی ها از خانواده یک از ٣١ پوش یک .۵ . ١ . ٢ تعریف
١ . ٨ می دهند.(شکل تشکیل را پوش کل هم با اشتراک نقاط این و است خانواده اعضای از هریک

( ببینید. را

٣١Envelope



ورونوی نمودار اولیه مفاهیم ١۶

مشخص سبز رنگ با که پایینی پوش و شده مشخص قرمز رنگ با که بالایی پوش :١ . ٨ شکل
است. شده

است. ساحلی” ”خط معادل ورونوی نمودار در پایینی پوش

گره) (یا راس دو بین مسیری یافتن مسئله واقع در مسیر کوتاهترین یافتن مسئله .۶ . ١ . ٢ تعریف
شود. کمینه آن دهنده تشکیل یال های وزن مجموع که گونه ای به است

می باشد. دایکسترا الگوریتم مسئله این حل در الگوریتم ها مهم ترین از یکی

٣٢ دایکسترا: الگوریتم

رئوسی مجموعه شامل U و است رئوس دائمی برچسب g ) U = {s} و g(s) = ٠ دهید قرار .١
( شده اند. بررسی که است

h(j) =


csj (s, j) ∈ E,

∞ اینصورت غیر .در

دهید: قرار و ٣٣ i = argminj /∈U h(j) .٢

g(i) = h(i)

U = U ∪ {i}

کنید. توقف U = V اگر

گام به و h(j) = min{h(j), g(i) + cij} دهید: قرار (i, j) ∈ E و j /∈ U رئوس تمام ازای به .٣
بروید. دوم

مثبت وزن با گراف در رئوس سایر به ( s (مثلا راس یک از مسیر کوتاهترین یافتن در الگوریتم این ٣٢

دارد. کاربرد
می کند. مینیمم را h که است اندیسی arg min از مقصود ٣٣



١٧ ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف

ورونوی نمودار محاسبه ١ . ٢ . ١
محاسبه برای الگوریتم دو می پردازیم. صفحه در ورونوی نمودار محاسبه چگونگی به قسمت این در

دارد. وجود ورونوی نمودار

نیم صفحه ها اشتراک از استفاده با .١

صفحه جاروب الگوریتم .٢

شرط با h(pi, pj) (١ . ١) طبق ورونوی سلول می پذیرد. انجام O(n٢ log n) زمان در اول روش که
می آید: بدست زیر الگوریتم طریق از i ̸= j

Algorithm Intersect Half Planes (H)

Input : A set H of n half-planes in the plane.

Output :The convex polygonal region C := ∩h∈Hh

if card(H)=1

then C← The unique half-plane h ∈ H

else split H into sets H1 and H2 of size ⌈ n/2 ⌉ and ⌊ n/2 ⌋

C1← Intersect Half Planes (H1)

C2← Intersect Half Planes (H2)

C ← Intersect Convex Regions (C1 ,C2)

زمانی مرتبه از الگوریتمی به که است O(n log n) مرتبه از ورونوی سلول هر محاسبه روش، این با
. می شود منتهی ورونوی دیاگرام کل محاسبه برای O(n٢ log n)

کنیم.  عمل بهتر می توانیم صفحه جاروب الگوریتم کمک به ما البته
است ٣۴ جاروب) (خط افقی خط یک با پایین به بالا از صفحه جاروب ، الگوریتم این اصلی ایده
نگهداری ، هستیم آن محاسبه دنبال که ساختاری به توجه با اطلاعات صفحه جاروب هنگام در
می شوند نگهداری ، است ساختار با جاروب خط تقاطع درباره که اطلاعاتی دقیق تر بیانی به می شوند
٣۵ رویداد نقاط که ویژه ای نقاط در جز اطلاعات می کند حرکت پایین به رو جاروب خط هنگامیکه و

نمی کنند. تغییری می شوند، نامیده
زمان در را ورونوی دیاگرام می شود شناخته ٣۶ فورچون آن مخترع نام به معمولا که الگوریتم این
مرتبه از حالت بدترین در ورونوی دیاگرام محاسبه برای الگوریتمی هر . می کند محاسبه O(n log n)

الگوریتم طبق . است بهینه الگوریتمی فورچون الگوریتم رو این از و بود خواهد Ω(n log n) زمانی
از قسمت آن اطلاعات ، جاروب خط با ورونوی دیاگرام تقاطع نگهداری جای به صفحه جاروب

٣۴sweep line
٣۵event points
٣۶Fortune’s algorithm



ورونوی نمودار اولیه مفاهیم ١٨

پایین تر که سایت هایی توسط نمی تواند و دارد قرار ℓ خط بالای که می کند نگهداری را ورونوی نمودار
از کمتر l بالای سایت هر تا آنها فاصله که نقاطی هندسی مکان تغییرکند. می گیرند قرار ℓ خط از
شکل سهمی  کمان های از زنجیره این که است شکل سهمی کمان های صورت به است l از آنها فاصله
از ( x مختص هر که(برای است تابعی ساحلی خط دیگر عبارت به می نامند. ٣٧ ساحلی خط را

( . ببینید ١ . ٩را می کند.(شکل عبور سهمی ها تمام روی بر نقطه پایین ترین
است: زیر خواص دارای ساحلی خط

. یکنواست x محور به نسبت ساحلی خط •

شود. ظاهر ساحلی خط از قسمت دو در است ممکن سهمی یک •

دارد. قرار ورونوی دیاگرام ضلع روی سهمی ها تقاطع محل •

ساحلی خط :١ . ٩ شکل

الگوریتم یک با می تواند صفحه، در نقطه ای سایت n از مجموعه یک ورونوی نمودار .۴ . ١ . ٢ قضیه
گردد. محاسبه O(n) حافظه از استفاده با O(n log n) زمان در جاروب

ساحلی: خط کمک به ورونوی نمودار ساختن
ورونوی دیاگرام میتوان ساحلی خط در سهمی ها تقاطع محل کردن دنبال و جاروب خط دادن حرکت با
می افتد: اتفاق صورت دو به تغییرات این که می کند تغییر پیوسته طور به ساحلی خط داد. تشکیل
حالت این (در شود ظاهر ساحلی خط روی بر جدیدی شکل سهمی کمان که می دهد روی هنگامی یا
پس و شده کوچکتر و کوچک سهمی کمان که هنگامی  یا و می کند) حرکت سایت آن پایین به l خط
ساحلی خط روی بر جدیدی کمان که بگیرید نظر در را حالتی ابتدا می شود. حذف نقطه، به تبدیل از
سایت به پایین سمت به حرکت با l خط حالت این در ( ببینید. را ١ . ١٠ شود(شکل می ظاهر

٣٧beach line



١٩ ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف

پاره یک و است صفر عرض با سهمی یک ابتدا در سایت این با شده تعریف سهمی . می رسد جدیدی
جدید سایت یک با آن در که رویداد این می کند. متصل ساحلی خط به را جدید سایت عمودی خط
رویداد ساحلی، خط به جدید یال شدن اضافه راه تنها می نامیم. ٣٨ سایت رویداد را می شویم مواجه

است. سایت

ساحلی خط روی بر کمان ظهور :١ . ١٠ شکل

آن حذف سپس و نقطه یک به آن تبدیل کمان، یک شدن کوچک ، می دهد رخ که دیگری رویداد
ببینید)،و را ١ . ١٢ (شکل می شود حذف ساحلی خط از کمان یک که هنگامی است. ساحلی خط از
یک همرسی، نقطه این و می رسند هم به نیز ورونوی نمودار یال دو می رسند هم به شکستگی نقطه دو
دایره ای نقطه پایین ترین به جاروب خط آن در که را رویداد این بود، خواهد ورونوی نمودار از راس
دایره رویداد را می کند عبور ساحلی خط روی متوالی کمان های کننده تعریف سایت سه از که برسد

.( ببینید ١ . ١١را (شکل نامیم. ٣٩

٣٨site event
٣٩Circle Event
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دایره رویداد :١ . ١١ شکل

وسیله به ورونوی نمودار راس هر و است دایره رویداد ساحلی خط از کمان یک حذف راه تنها
می آید. وجود به رویداد این

ساحلی خط از کمان حذف :١ . ١٢ شکل

بر رویداد چند یا دو که هنگامی بنابراین می کند بررسی پایین به بالا از را رویدادها جاروب الگوریتم
تباهیدگی هایی بر علاوه هستیم. رو به رو تباهیده حالت یک با گیرند، قرار مشترک افقی خط یک روی
حالت های با نیز رویداد یک بررسی هنگام در است ممکن ، دارد وجود رویدادها انتخاب ترتیب در که
از پایین تر دقیقا pi پردازش حال در سایت که می دهد رخ هنگامی حالت این . شویم مواجه تباهیدگی
دو به را کمان دو هر الگوریتم حالت این در که گیرد قرار ساحلی خط از کمان دو بین شکستگی نقطه
تقسیم کمان های بین pi سایت برای کمانی و است صفر قسمت یک طول که می کند تقسیم قسمت



٢١ ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف

می دهد. قرار شده
یک در می شوند: مرتبط ساخت حال در ورونوی نمودار به مطالب این چگونه که می دانیم اکنون
به رشد حال در یال دو دایره پیشامد یک در و می کند رشد به شروع جدید یال یک سایت پیشامد
ساختمان یک می ماند باقی کردن پیدا برای آنچه می کنند، تلاقی هم با راس، یک تشکیل منظور
برای استاندارد داده ساختمان دو نیازمند ما است. جاروب حین در اطلاعات ذخیره منظور به داده
برای ببینید.) را ١ . ١٣ (شکل دودویی جوی و جست درخت یک هستیم: خط جاروب الگوریتم هر

( ببینید. را ١۴ . ١ .(شکل پیشامدها از صف یک و جاروب خط وضعیت حفظ
می شوند. داده نشان ترتیب به سهمی ها قسمت های دودویی جوی و جست درخت در

می شود. ذخیره می سازد، را متناظر سهمی که سایتی برگ هر در •

سایت های مرتب زوج رئوس این در می دهد، نشان را سهمی ها تقاطع نقاط داخلی رئوس •
می شود. ذخیره سهمی ها با متناظر

در و است ساحلی خط از متناظر سهمی حذف رویداد به اشاره گر یک درخت این از برگ هر •
می شود. پوچ اشاره گر نباشد، موجود پیشامد این که صورتی

دارد. ورونوی دیاگرام در متناظر ضلع نیم به اشاره گری داخلی راس هر •

ساحلی خط دهنده نشان دودویی جوی و جست درخت :١ . ١٣ شکل

پیشامدها: صف در

می شوند. )ذخیره y مختصات اساس (بر صف در شده اند، مشخص کنون تا که پیشامدهایی •

می شود. ذخیره نیز سایت خود سایت رویداد هر در •
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جوی و جست درخت از برگی به اشاره گر یک بعلاوه دایره نقطه پایین ترین دایره رویداد هر در •
می شود. ذخیره ، می دهد نشان را می شود حذف پیشامد این در که کمانی که دودویی

رویدادها صف :١۴ . ١ شکل

: پاره خط ها ورونوی نمودار
اشیا ورونوی نمودار مانع، دارای ناحیه در ربات حرکت مسیر تعیین مانند کاربردها از بسیاری در

کرد. تعیین باید را نقطه جز به دیگری

است.(شکل شکل نقطه نزدیک ترین تا نقطه آن فاصله هندسی شکلی از نقطه یک فاصله •
( ببینید. را ١۵ . ١

شکل از نقطه یک فاصله :١۵ . ١ شکل

را ١۶ . ١ می بریم.(شکل بهره جاروب الگوریتم از مجددا نیز پاره خط ها ورونوی نمودار ساختن برای
( ببینید.

باشد: ساحلی خط روی شکستگی نقطه یک p کنید فرض



٢٣ ورونوی نمودار به مربوط مفاهیم و تعاریف

جاروب الگوریتم کمک به پاره خط ها ورونوی نمودار :١۶ . ١ شکل

هر تا آن فاصله برابر l تا آن فاصله و باشد سایت دو انتهایی رئوس به نقطه نزدیک ترین p اگر •
می سازد. را پاره خط یک p آنگاه باشد راس دو این از یک

هر تا آن فاصله برابر l تا آن فاصله و باشد سایت دو داخلی نقاط به نقطه نزدیک ترین p اگر •
می سازد. را پاره خط یک p آن باشد نقطه دو این از یک

باشد دیگر سایت درونی نقطه یک و سایت یک انتهایی راس یک به نقطه نزدیک  ترین p اگر •
فاصله نزدیک ترین باشد نزدیک سایت یک انتهایی نقطه به p اگر می سازد، را پاره خط یک که

است. سایت همان بر متناظر پاره خط بر عمود که است پاره خطی

نقطه یک تقاطع نقطه آنگاه باشد داشته تقاطع جاروب خط با سایت یک درونی نقطه اگر •
سایت یک به تنها نقطه این زیرا نمی کند طی را ورونوی نمودار از ضلعی و است شکست

( ببینید. ١ . ١٧را (شکل است. نزدیک ترین
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پاره خط ها ورونوی نمودار از نمونه ای :١ . ١٧ شکل



٢ فصل

گراف ها روی ورونوی نمودار

مقدمه
می پردازیم. گراف ها روی ورونوی نمودار بررسی به فصل این در

است.) [٢] منبع از برگرفته فصل این قضایای (تمامی
منابع در کاربرد چندین است، محاسباتی هندسه در ساختار ها جالب ترین از یکی ورونوی نمودار
می کند تجزیه ورونوی مناطق به را G شده مشخص فضای نمودار این است. شده ذکر [۵ ،۴ ،٣]
G از نقاطی تمام شامل ، p سایت ،ناحیه S شده داده سایت ازمجموعه p عنصر هر برای بطوریکه
دوبعدی حداقل فضای یک G موارد اغلب در است. S از دیگری سایت هر از نزدیک تر p به که ا ست

دارند. مکان برنامه ریزی در خاصی کاربرد های ورونوی نمودار  اقسام از برخی است.
سایت هر برای داشته باشد. قرار G هندسی گراف یال های یا رئوس روی سایت نقطه n کنید فرض
مسائل در آن کاربرد (که K رنگ یک و مدلسازی اهمیت برای C مثبت وزن عامل یک میتوان
الگوریتم های ارائه و پیچیدگی پیرامون فصل این در ما بحث داد. اختصاص است) تسهیلات مکانیابی
مخصوصی الگوریتم های است. رنگ دار و وزن دار خاص حالت در ورونوی نمودار ساختار برای کارا
است؛ درخت یک G هنگامی که یا هستند یکسان وزن ها هستند، یکسان رنگ ها که مواردی برای

شده است. ارائه
سایت نقطه n وزن دار ورونوی نمودار که دادند نشان [۶] ١ ادلز برونر و اورن همر اقلیدسی فضای در

١Aurenhammer and Edelsbrunner

٢۵
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دادند. ارائه آن ساخت برای بهینه الگوریتمی نیز و باشد داشته Θ(n٢) پیچیدگی می تواند
خرید، مراکز مدارس، مانند: امکانات مختلف انواع از یکی سایت ها از یک هر رنگ دار حالت در
داده نمایش ، باشد) شده رنگ آن نوع به (باتوجه K رنگ با و می دهد ارائه را · · · و بیمارستان ها

می شود.
، کند انتخاب را خود به تسهیلات از خاص نوع یک مکان نزدیک ترین بخواهد است ممکن شخص

کرد. حل رنگ دورترین ورونوی نمودار از استفاده با می  توان را مسئله این
در را دیاگرام این می   توان چگونه که دادند نشان [٧] ٢ همکاران و لوچر هوتن اقلیدسی فضای در

ساخت. O(kn log n) زمانی مرتبه
یافتن برای و نبود ورونوی دیاگرام پایه بر که دادند ارائه دیگری الگوریتم [٨] ٣ همکاران و آبلانز

بود. (مستطیل)کارا محور موازی نوار کوچکترین
یک G هنگامی که بعدی یک محیط در را آن ها ترکیب و رنگ دار و وزن دار نوع دو هر ما فصل دراین
در استاندارد یک چارچوب این که است ذکر به لازم می کنیم. مطالعه است؛ هندسی نمودار یا درخت
معمولا که اتصال شبکه یک روی بر تامین کنندگان و مشتریان هنگامی که تسهیلات مکانیابی زمینه

می باشد. است؛ درخت
است. شده توجه رنگ) وبدون وزن (بدون استاندارد ورونوی نمودار های به تنها تا کنون

پرداختند. آن ساختار مورد در بحث و استاندارد ورونوی نمودار معرفی به [۵] ۴ وهمکاران اکیب
را O(en + m logm) الگوریتم یک که برد نام را [٩] همکاران و حکیمی می توان مقالات درمیان
رئوس وتعداد یال ها تعداد دهنده نشان ترتیب به m و e این جا دادند.در ارائه مسیر کوتاه ترین براساس
الگوریتم از استفاده با [١١] ۶ ارویگ و [١٠] ۵ مهلهورن ؛ باشند گراف رئوس سایت ها است.اگر
این شد، منجر قبل الگوریتم های بهبود به که دادند ارائه کارا الگوریتمی ٧ دایکسترا مسیر کوتاه ترین

داشت. O(e+m+ (m− n)log(m− n) پیچیدگی الگوریتم
یال ها روی که است سایت نقطه n و راس m با گراف یا هندسی درخت یک G فصل طول تمام در

می گیرد. قرار G رئوس یا
می توان شده اند. مشخص مستقیم خطوطی با آن یال های و مسطح G کنید فرض بودن ساده برای
داده نشان پیوندی یالی لیست یک مثلا ؛ مناسب داده ساختمان یک در گراف یا درخت که کرد فرض

ببینید. را [١] همکاران و دی برگ شود.

٢Huttenlocher et al
٣Abellanas et al
۴Okabe et al
۵Mehlhorn
۶Erwig
٧Dijkstra‘s Algorithm



٢٧ (VDT ) درختان روی ورونوی نمودار

٨(VDT ) درختان روی ورونوی نمودار ٢ . ١
و یال ها مجموعه E رئوس، مجموعه V که m سایز از T = (V ,E , d) درخت کنید فرض

کوتاه ترین اندازه d(x , y) درخت، روی y و x نقطه دو هر برای باشد، شده داده m = |V |= |E |+١
بگیرید، نظر در را است درخت از نقطه n که S = {p١, p٢, . . . , pn} مجموعه است. y به x از مسیر
اعضای شامل که کنیم، تعریف (VDT (S ) (یعنی درخت روی را S از ورونوی ای نمودار می خواهیم
pi به که است T از x هایی تمام شامل VRT (pi) که است {V RT (p١), V RT (p٢), . . . , V RT (pn)}

است.) d شده تعریف فاصله باشید داشته نظر (در است. pj دیگر سایت هر از نزدیک تر
برگی هر است. شده ساخته است، T از زیردرختی که pi واحد سایت یک از VRT (pi) ورونوی ناحیه
VRT (pi) زیردرخت بنابراین می باشد. هااست، pi منصف به متعلق که یالی از قسمتی درخت زیر از

می شود. مشخص pi منصف های توسط فرد به منحصر طور به
دهیم: ارائه ورونوی نمودار از دقیقی توصیف می توانیم باشیم داشته را زیر اطلاعات که صورتی در

قرار مجاور ورونوی نواحی بین که مرزی ای نقاط تمام مثال عنوان به منصف، نقاط مجموعه .١
دارند.

در آن با که رئوسی یا آن به متعلق یال های و درخت در آن موقعیت منصف، نقطه هر برای .٢
آنها. از فاصله و ورونوی مناطق مجاور سایت های است، ارتباط

(ها). آن از فاصله و (ها)  سایت نزدیک  ترین درخت راس هر برای .٣

در سایت ها همه برای را ورونوی نواحی می توانیم نیست دقیق نمودار این از ما توصیف چه گر
کنیم. محاسبه O(m+ n) خطی زمان

ساختمان یک در را آن یعنی کنیم محاسبه T پیمودن با VRT (pi) ناحیه می توانیم برگ ها از شروع با
کنیم. محاسبه VRT (pi) یال های تعداد به توجه با متناسب زمانی در مناسب داده

n+m− ١ پیچیدگی دارای m اندازه با درخت روی نقطه n مجموعه ورونوی نمودار .٢ . ١ . ١ قضیه
کرد. محاسبه Θ(m + n log n) بهینه زمان در را آن می توان و است

یک از فرد به منحصر مسیر باشند، همبند باید مناطق که است واضح :VDT پیچیدگی برهان.
منصف n−١ دقیقا ما بعلاوه باشد داشته تعلق دیگری منطقه به نمی تواند هرگز دیگر سایتی به سایت
o و l مثلا می کند. تقسیم مستقل زیردرخت های شامل سایت n به را درخت منصف یک داریم.
درخت برای پیچیدگی اصلی، درخت از زیردرختی برای استقرا بکاربردن با .n = l + o که سایت
اول گام در شود: حاصل زیر الگوریتم توسط می تواند نمودار این داده ساختمان می شود. نتیجه اصلی
داده توضیح ادامه در که ٩ انقباض روند است. O(n) پیچیدگی نتیجه در که می کنیم وارد را درخت

می دهیم. نمایش VDT با اختصار به را (Voronoi Diagram on Tree) درخت روی ورونوی ٨نمودار
٩contraction
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در می توان را شده فشرده درخت روی نمودار سپس داد. انجام O(m) زمان در می توان را می شود
زمان در و کرد محاسبه گره(راس) به سایت یک از مسیر کوتاه ترین به توجه با O(n log n) زمان

کرد. جایگزین O(m)

:T درخت انقباض الگوریتم
.( ببینید را ٢ . ١ (شکل کنید. وارد یال هر برای را سایت ها .١

سایت ها کردن مرتب و درخت کردن وارد :٢ . ١ شکل

برای انتهایی و ابتدایی سایت دو تنها باشد، داشته وجود یال یک روی سایت دو از بیش اگر
منتقل بعد مرحله به می توانند سایت O(m) تنها باشید داشته توجه می شوند. انتخاب ادامه

( ببینید. را ٢ . ٢ شوند.(شکل

درونی سایت های حذف :٢ . ٢ شکل
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کوچکترین ST که معنی بدین :T در باقی مانده سایت های O(m) از ST پوشای درخت محاسبه .٢
روش از استفاده با میتوان را این سایت هاست. از یال هایی حاوی که است T همبند زیردرخت
درخت های زیر ماکسیمال شامل ها ui کنید فرض داد. انجام O(m) زمان در T روی DFS

ببینید). را ٢ . ٣ نیستند(شکل سایتی شامل که باشد T − ST درون

u5

u3

u1

u2

u4

(uiها) نیستند. سایت حاوی که درخت هایی زیر ماکسیمال کردن مشخص :٢ . ٣ شکل

می باشد. ST به متعلق که است u فرد به منحصر گره یک u درخت زیر از h(u) آویزان گره
ببینید.) را ۴ . ٢ (شکل



گراف ها روی ورونوی نمودار ٣٠

u5

u3

u1

u2

u4

h(u1)

h(u2)

h(u3)

h(u4)

h(u5)

ها h(ui) یعنی uiها برای آویزان گره های کردن مشخص :۴ . ٢ شکل

دهیم. می اختصاص u از گره هر به را آویزان گره سایت

جایگزین یال یک با را است دو درجه رئوس شامل تنها که ST زنجیره حداکثر هر سرانجام .٣
(یا سایت به سایت میانبر از باشد دو درجه رئوس زنجیره روی سایت چندین اگر می کنیم.

ببینید). را ۵ . ٢ می کنیم.(شکل استفاده زنجیره) انتهای در گره به سایت

uiها حذف یعنی نیستند سایت حاوی که درخت هایی زیر ماکسیمال حذف :۵ . ٢ شکل



٣١ (VDT ) درختان روی ورونوی نمودار

داشت. خواهیم را ۶ . ٢ شکل نهایت در

یال تک یک با دو درجه رئوس جایگزینی :۶ . ٢ شکل

با ST از S′
T درخت کل در می  آوریم. دست به را شده منقبض یال های از برخی بنابراین

است. O(n) اندازه از S′
T بختانه می آید.خوش بدست O(m) زمان T  در روی DFS از استفاده

می توان را S′
T حالت بدترین در که می شود ناشی حقیقت این از ST به O(n) اندازه وابستگی

درجه دارای حداقل داخلی گره هر که گرفت نظر در برگ n با ریشه دار درخت یک عنوان به
است. سه

:VDT محاسبه
هیپ نیز و است) شده انجام [١١] در که کاری (همانند دایکسترا الگوریتم از استفاده با .١
و سایت  ترین نزدیک O(n log n) زمان در میتوان برده ایم) کار به [١٢] در (که فیبوناتچی

کرد. مشخص S′
T در گره هر به را آن فاصله همچنین

نزدیک ترین ما کرد. جایگزین O(m) زمان در اصلی درخت روی را کامل نمودار می توان سپس .٢
گره های به را منصف ها نزدیک ترین بعلاوه می کنیم تعیین T  را گره هر به آن فاصله و سایت ها

می کنیم. جایگزین S′
T با را رئوس به نزدیک و آویزان



گراف ها روی ورونوی نمودار ٣٢

می گیریم: نظر در را زیر خاص حالت پایین کران برای
n از مجموعه ای ورونوی نمودار که الگوریتمی هر باشد) یال تک گراف -(هنگامیکه خط یک در -

می کند. حل منصف n− ١ کمک به را همسایگی −ε مسئله می کند، تولید را سایت
فاصله دورترین دارای که است محدوده داخل درخت یک از قسمتی ورونوی نمودار سایت دورترین
می دهند. دست به را محدوده ای چنین هستند منقبض که درخت هایی برگ باشید داشته توجه است.

١٠(WVDT ) درختان روی وزن دار ورونوی نمودارهای ٢ . ١ . ١

فاکتور یک با pi ∈ S سایت هر که بگیرید نظر در را WVDT (S ) یعنی S وزن دار ورونوی نمودار
ورونوی نواحی دیگر عبارت به می شود. گیری اندازه شده اند؛ مرتب صعودی صورت به که Wi وزن

می شود: تعریف زیر صورت به است WVR(pi) همان که وزن دار

WVR(Pi) = {x ∈ T |Wi · d(x, pi) < Wj · d(x, pj) ∀j ̸= i}.

همگی زیردرخت ها نیز و نباشند متصل است ممکن ١١ وزن دار ورونوی مناطق که باشید داشته توجه
کوچک تری ورونوی منطقه بزرگ تر وزن عامل علاوه به نیستند، وزن دار ورونوی ناحیه همان به متعلق

شود. کامل باید نمودار تعریف بنابراین می کند. ایجاد
یک روی بر وزن دار ورونوی نمودار می کنیم. مرتب یال روی بر آنها ترتیب اساس بر را منصف نقاط
شکل است. −Wj و Wj شیب و pi از شروع با fi وزن دار فاصله توابع پایین پوش با معادل خط

ببینید. را ٢ . ٧

WVDT با اختصار به را (Weighted Voronoi Diagram on the Tree) درخت روی وزن دار ورونوی ١٠نمودار

می دهیم. نشان
می دهیم. نمایش WVR با اختصار به را (Weighted Voronoi Regions ) وزن دار ورونوی ١١نواحی



٣٣ (VDT ) درختان روی ورونوی نمودار

می است، فاصله توابع پایینی پوش با معادل خط یک در وزنی ورونوی نمودار :٢ . ٧ شکل
خواهد منصف n − ١ خطی فاصله تابع n بنابراین کرده پیدا را سایت ها و وزن ها توانیم

داشت.

١٢ گاروال آ و شریر از بدست  آمده نتایج طبق می شود قطع دوبار تنها دار وزن فاصله تابع هر
است. O(n) می شوند قطع دوبار تنها که توابعی پایین پوش پیچیدگی [١٣]

تقاطع نقطه دو فقط و باشد داشته وجود منصف Ω(n) که یافت طوری می توان را وزن ها دیگر سوی از
باشیم. داشته

پیچیدگی دارای m اندازه از درخت یک روی n   نقطه از مجموعه ای وزنی ورونوی نمودار .٢ . ١ . ٢ قضیه
شود. محاسبه Θ(mn + n log n) زمان در می تواند و است Θ(nm)

نمودار پیچیدگی که می شود ناشی حقیقت این از نمودار این بالایی کران : WVDT پیچیدگی برهان.
از خارج است ممکن منصف ها، از خطی تعداد یک پایین، کران برای است. O(n) خط یک روی
می توانیم ما بنابراین ببینید). را (ii) ٢ . ٧ (شکل شوند ظاهر انتهایی راس دو توسط شده داده فاصله
(nm) ما پایین پوش به توجه با کنیم. ضرب است، شده افزوده راس یک درجه که m در را n تعداد

می شود. نتیجه ٢ . ١ . ١ قضیه از محاسبه زمان داریم. خطی بخش
. شده اند شمارش گره درجه به توجه با هستند گره یک در که بخش هایی باشید داشته توجه

١٢ ُSharir and Agarwal



گراف ها روی ورونوی نمودار ٣۴

:WVDT محاسبه
افزایشی الگوریتم یک از می کنیم. بندی دسته O(n log n) زمان در وزن هایشان با را سایت ها ابتدا
دارای همیشه شده وارد S سایت رو این از می کنیم. استفاده صعودی صورت به مکان ها کردن وارد
توابع S از شروع با شد. خواهد تولید جدید، منصف O(m) حداکثر در و بوده همبند ناحیه یک
دنبال برسد، x نقطه در قبلی نمودار پایینی پوش به بار اولین برای که زمانی تا را S از فاصله ای

می کنیم.
صعودی یعنی وزن  افزایش ترتیب به سایت ها اینکه به توجه با باشد، p سایت به x متعلق کنید فرض
هستند؛ S از دورتر که درخت روی نقاط تمام برای را S فاصله تابع p فاصله  تابع شده اند، مرتب
پایین پوش به متعلق نمی توانند هرگز x از فراتر S از فاصله ای تابع بخش های همه می کند. مسدود

( ببینید. را ٢ . ٨ باشند.(شکل

مسدود پایین تر وزن های با q و p از فاصله ای تابع توسط S از فاصله ای تابع :٢ . ٨ شکل
است. شده

دادن قرار با باشد وزنی) لحاظ صعودی(از سایت هایی دهنده نشان S١, S٢, . . . , Sn کنید فرض
دهیم: انجام را زیر عملیات Si  باید − ١ نمودار در

است، نیاز O(logn) یک i هر برای که می کنیم مکانیابی Si − ١ نمودار در یالش روی را Si ابتدا
پیدا ا ر جهات همه در تقاطعات اولین زمانیکه تا کنیم دنبال را Si−١ پوش پایین ترین باید بنابراین
شوند. حذف می توانند که کرد خواهیم عبور Si − ١ نمودار منصف های از ردیابی این طی در کنیم.
خواهیم بررسی را T گره های و منصف ها فقط و نمی شود بازدید سایتی هیچ دیگر که باشید داشته توجه
بستگی شده بازدید یال های یا گره ها از شده حذف منصف های تعداد به ردیابی هزینه بنابراین کرد.



٣۵ (FCVD)رنگ دورترین ورونوی نمودار

داشت. خواهد
بازدید گره های تعداد mi و شده حذف منصف های تعداد دهنده نشان ki کنید فرض Si کردن وارد برای
را الگوریتم پیچیدگی کند،ثابت مشخص را جدید شده وارد منصف های تعداد li و دهد نشان را شده
وارد هزینه به O(n logn) قسمت داشت. خواهیم O(n logn) +

∑n
i=١ li + ki + mi صورت به

دارد. اشاره سایت ها کردن
توسط نمودار منصف های کل تعداد بیابیم. ∑n

i=١ ki برای کرانی کافیست mi + li ≤ ٢m چون:
خواهیم را ∑n

i=١ li ≤ mn نامساوی و b ≥ ٠ است بدیهی است، شده داده b :=
∑n

i=١(li − ki)

بنابراین باشیم داشته جدید منصف m تنها زمانیکه تا است li ≤ m که باشید داشته توجه داشت.
این می دهد. الگوریتم برای را O(nm + nlogn) کران که کنیم محاسبه را ∑n

i=١ ki ≤ mn می توانیم
بدست نتایج با متناسب m = O(١) برای و است Ω(nm) در نمودار زمانی پیچیدگی به نزدیک کران

است. راست خط روی وزن دار ورونوی نمودار از آمده

١٣(FCVD)رنگ دورترین ورونوی نمودار ٢ . ٢

رویکرد است. برچسب گذاری مسئله خاص حالت های از یکی گراف رنگ آمیزی گراف نظریه در
را خاصی محدودیت های رنگ آمیزی این که است رئوس یا یال ها به رنگ هایی کردن نظیر آن کلی

کند. برآورده
در سایت n کنید فرض داده اند. تعمیم [٨] همکاران و آبلانز را قبل در شده ذکر ورونوی نمودارهای
با سایت دهنده نشان p اگر . k ≤ n که شود مدل رنگ k توسط و باشد شده بندی طبقه نوع K

T از نقاطی تمام توسط FCVRT(p)
١۴ درخت روی رنگ دورترین ورونوی ناحیه باشد، C رنگ

است. شده آمیزی رنگ C با که است سایتی نزدیک ترین p و رنگ دورترین C که می شود ساخته
طبق بنابراین . دهد نشان را i رنگی محل نزدیک ترین c(i, z) کنید فرض صفحه از z نقطه هر برای
نسبت دورترین c(k, z) که است c(k, z) · · · ، c(٢, z) ، c(١, z) ورونوی ناحیه به متعلق z ، تعریف

است. z به

پیچیدگی ، m پیچیدگی با درخت روی رنگ k از نقطه n رنگ دورترین ورونوی نمودار .٢ . ٢ . ١ قضیه
شود. O(k محاسبه m + n log n) زمان در می تواند و دارد ٢(n− k) +m+ ١

ببینید. را [٢] برهان.

می دهیم. نمایش FCVD با اختصار به را (Farthest Color Voronoi Diagram ) رنگ دورترین ورونوی ١٣نمودار

با اختصار به را (Farthest Color Voronoi Region on The Tree) درخت روی رنگ دورترین ورونوی ١۴ناحیه

می دهیم. نشان FCVRT
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وزندار ورونوی نمودار رنگ دورترین ٢ . ٢ . ١
یک روی وزندار ورونوی نمودار رنگ دورترین که می گیریم نظر در را WFCVDT(S) مساله حال
به معمولا معین( وزن دارای سایت هر آن در که FCVDT(S) از تعمیمی مساله این است. درخت

)است. افزاینده روش

درخت، یک روی رنگ k از نقطه n وزن دار ورونوی نمودار رنگ دورترین پیچیدگی .٢ . ٢ . ٢ قضیه
Ω(mn) به پایین از و است کرمن آ تابع معکوس α(k) که O(mnα(k)) به بالا از که است کراندار

شود. محاسبه O(nmα(k) log k + n logn) زمان در می تواند و است محدود

شود. مراجعه [٢] به برهان.

١۵(VDG) گراف ها روی ورونوی نمودار ٢ . ٣
نیست فرد به منحصر نقطه دو فاصله کوتاهترین مثال بعنوان دارد، فرق کمی مسئله گراف ها مورد در

کرد. اعمال می توان مشابه استدلال هایی مسائلی، چنین علیرغم

و | V |= m که G = (V ,E ) گراف روی نقطه n از مجموعه ای ورونوی نمودار .٢ . ٣ . ١ قضیه
محاسبه O(e + n log n + m logm) زمان در می تواند و است Θ(e + n) پیچیدگی دارای | E |= e

شود.

: VDG پیجیدگی برهان.
دهنده نشان ne کنید فرض است. O(n + e) پیچیدگی دارای گراف ها روی ورونوی نمودار

باشد. e یال سایت های
توسط است ممکن که منصف دو و سایت ها بین ، ne−١ تعداد به یعنی دارد. منصف ne+١ یال هر

.
∑

e(ne + ١) = n+ e داریم: مجموع در باشند. شده ایجاد منفرد خارجی سایت یک
روی مختلفی یال های میتوان که می کنیم تقسیم v٢ و v١ مجزا راس دو بین را سایت ها دیگر سوی از
پیچیدگی نمودار نتیجه در می دهیم. نشان Ω(e) با که است منصف یک شامل یال هر ساخت. دو این

دارد. Θ(n+ e)

در را داخلی سایت های ابتدا در می کنیم. استفاده دایکسترا از مجددا منظور این برای : VDG محاسبه
مکررا بنابراین کرد استفاده پوشا درخت از نمیتوان می کنیم. حذف و بندی تقسیم O(n log n) زمان
منصف ها پایان در می کنیم. اجرا O(e +m logm) زمان در مانده باقی مکان های برای را دایکسترا
خواهد O(e + n log n + m logm) زمانی پیچیدگی رفته هم روی می دهیم. قرار O(e) زمان در را

بود.
می دهیم. نشان VDG با اختصار به را (Voronoi Diagram on Graphs) گراف ها روی ورونوی ١۵نمودار



٣٧ (VDG) گراف ها روی ورونوی نمودار

١۶(WVDG)گراف ها روی وزن دار ورونوی نمودار ٢ . ٣ . ١
می دهیم. تعمیم گراف ها به را درختان روی وزن دار ورونوی نمودار بخش ایده های

و | V |= m که G = (V ,E ) گراف روی نقطه n از مجموعه ای ورونوی نمودار .٢ . ٣ . ٢ قضیه
محاسبه O(en + nm logm + n logn) زمان در می تواند و است Θ(en) پیچیدگی دارای | E |= e

شود.

شود. مراجعه [٢] به برهان.

درختان روی رنگ دورترین ورونوی نمودار بخش مشابه رویکردی می توان FCVDG برای
است. آمده [٢] در زیر قضیه اثبات کرد. استفاده

| V |= m که G = (V ,E ) گراف روی رنگ k از نقطه n رنگ دورترین ورونوی نمودار .٢ . ٣ . ٣ قضیه
محاسبه O(ek log k+n log n+km logm) زمان در می تواند و دارد O(ek+n) پیچیدگی | E |= e و

شود.

می دهد. نمایش را فصل این نتایج از خلاصه ای ٢ . ١ جدول

نتایج از خلاصه ای :٢ . ١ جدول

گراف درخت اندازه نمودار
Θ(n+ e) n− ١ +m compl V D

O(e + n log n + m log m) Θ(m + nlog n) comput
Θ(en) Θ(mn) compl WVD

O(en + n log n + nm log m) Θ(mn + nlog n) comput
O(ke + n) ٢(n − k) + ١ +m compl FCV D

O(ek logk + n log n + km log m) O(km + n log n) comput
O(enα(k)),Ω(en) O(mnα(k)),Ω(mn) compl WFCVD

O(enα(k) log k + n log n + nm log m) O(mnα(k) log k + n log n) comput

(complexity) پیچیدگی و (Computing Time) محاسبه زمان ترتیب به comple و comput از مقصود
می باشد.

با اختصار به را (Waighted Voronoi Diagram On The Graphs) گراف ها روی وزن دار ورونوی نمودار ١۶

می دهیم. نمایش (WVDG)





٣ فصل

آن کاربردهای و گراف ورونوی نمودار

که فصل این در .[١۴] است محاسباتی هندسه در ساختارها معروف ترین از یکی ورونوی نمودار
آن برای مستقیم معادلی گراف نظریه در می دهیم نشان است، شده گرفته [١١] مرجع از آن مطالب

باشد. کارا محاسبات در می تواند که دارد وجود
و مسئله پایین کران بهبود می دهیم: ارائه ورونوی نمودار گراف محاسبه برای روش دو کلی بطور

باشند. بهینه شده ارائه الگوریتم های که مواردی شناسایی
خود از بیشتری حافظه زیرا است، متوسط نسبتا ورونوی نمودار گراف یک برای نیاز مورد حافظه
مسائل از بسیاری باشد. توجه جالب می تواند ورونوی نمودار کاربردهای بررسی ندارد. لازم گراف
نزدیک ترین شامل مسائل این که می شوند حل راحتی به ورونوی نمودار گراف کمک به شبکه در

است. نقاط نزدیک ترین و مرکز ضد جفت ها، نزدیک ترین همسایه ها، نزدیک ترین تمام تسهیلات،
فاصله شده، تعریف (فاصله صفحه در سایت k برای را مجاورت نواحی اصل در ورونوی نمودار
زمان در ورونوی نمودار محاسبه برای بهینه ای الگوریتم های می کند. مشخص می باشد.) اقلیدسی
و مباحث از بسیاری می کند. اشغال را حافظه از θ(k) اندازه به نمودار این و دارد وجود θ(k log k)

ورونوی نمودار ساختار است. شده تشریح و بیان مفصل بطور [٣] در موضوع این پیرامون مسائل
نباشد. دسترس قابل است ممکن بالا کران گراف ها برای زیرا کرد مشخص گراف قالب در میتوان را
نامیده خوب” ”متریک اصلاح به و می شوند مشخص بالا مرزهای در اغلب تنظیمات (عمومی ترین
بررسی به تنها و نمی گیریم نظر در را حافظه و زمان محدودیت های ادامه در ( [١۶ ،١۵] می شوند.
بین مسیر کوتاهترین اساس بر را گراف ها در مجاورت که می پردازیم ورونوی نمودار گراف ساختار

٣٩



آن کاربردهای و گراف ورونوی نمودار ۴٠

یک مسیر، کوتاهترین فاصله وزن دارند، یال ها که جهت داری گراف در البته می کند. مشخص گره ها
به بلکه سایت ها تعداد به تنها نه حافظه هم و اجرا زمان هم که دید خواهیم نیز و نیست. متریک

دارد. بستگی نیز یال ها و گره ها تعداد
الگوریتم گسترش از تنها مهلهورن ، گراف ورونوی نمودار ساخت برای الگوریتم ها موضوع پیرامون

[١٠] گرفت. کمک دایکسترا مسیر کوتاهترین
برای باشد E ⊆ N×N یال مجموعه و N گره مجموعه با جهت دار گراف یک G = (N,E) کنید فرض
deg+(v) = |suc(v)| و (suc(v) (یعنی گره آن ١های پیشرو به بستگی آن پیشروهای مجموعه v گره

دارد.
هزینه یک یال، هر برای وزن بعنوان c : E → R+ نگاشت ، m = |E| و n = |N | کنید فرض
از و می دهیم نشان c(v, w) با را (v, w) ∈ E یال برای هزینه همان یا وزن می گیرد. نظر در (مثبت)

می کنیم. استفاده داری برچسب گراف چنین برای ”شبکه” اصطلاح
خواهد t = vl و s = v٠ با < v٠, v١, · · · , vl > گره های از توالی یک t به s گره از l طول با P مسیر

.(vi−١, vi) ∈ E داریم: ١ ⩽ i ⩽ l برای که بود
دو بین مسیر کوتاهترین هزینه و می آید دست به c(P ) =

∑l
i=١ c(vi−١, vi) رابطه از مسیر کل هزینه

بین مسیری اگر و می دهیم نشان d(s, t) = min{c(P )| است. t و s بین مسیری P } با را t و s گره
می شود. تعریف d(s, t) =∞ باشد، نداشته وجود t و s

که K = {v١, · · · , vk} گره های مجموعه برای درونی ورونوی نمودار G = (N,E) جهت دار گراف در
بطوریکه: بود خواهد N از {N١, · · · , Nk, U} افراز یک K ⊆ N

و j ∈ {١, · · · , k} هر برای d(v, vi) ≤ d(v, vj) ، v ∈ Ni گره هر برای •

باشد. i ∈ {١, · · · , k} هر برای d(v, vi) =∞ با v گره های تمام شامل U •

ورونوی گره های بسوی که است مسیرهایی اساس بر درونی ورونوی نمودار که است معنا این به این
می شوند. هدایت

U و ورونوی مجموعه های Ni می شوند، نامیده ورونوی گره های K گره های ، u = |U | کنید فرض
می شود. نامیده دسترس قابل غیر گره های یا ایزوله ها مجموعه 

min{d(vi, v)|vi ∈ K} برای را d̄(v) و min{d(v, vi)|vi ∈ K} برای را d(v) ، K ثابت مجموعه برای
می بریم. بکار

می آید: بدست  زیر رابطه توسط v گره به ورونوی گره نزدیک ترین

V (v) =


vi, v ∈ Niبطوریکهi ∈ {١, · · · , k}باشد داشته وجود اگر

⊥, اینصورت غیر در

کردن پیدا برای دارد، مشخص عدد یک بعدی عدد به اشاره (Succssor) پیشرو اصطلاح ریاضیات در ١

کنیم. اضافه واحد یک عدد به باید پیشرو
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ورونوی نمودار باشید داشته توجه است. نشده تعریف ایزوله، گره های برای V که می کند بیان علامت⊥
d(v, vi) = d(v, vj) باشیم: داشته i ̸= j هر برای اگر مثال بعنوان است نشده تعریف فرد به منحصر
دلیلی هر به اگر باشد. داشته تعلق Nj یا Ni ورونوی مجموعه های از کدام هر به است ممکن v آنگاه

کنیم: اضافه را زیر شرط می توانیم شود تعریف یکتا ورونوی، نمودار که باشیم این نیازمند

v ∈ Ni =⇒ i = min{j|d(v, vi) = d(v, vj)}

min بعنوان را کمتر اندیس با مقدار باشد، داشته وجود min بعنوان مقدار چندین اگر که معنی این به
می کنیم. انتخاب

با Eij مجموعه های اجتماع صورت به که می کنیم تعریف را EB ورونوی پل های مجموعه ادامه در
بطوریکه است i ̸= j و i, j ∈ {٠, · · · , k}

Eij = {(v, w) ∈ E|v ∈ Ni, w ∈ Nj}.

رابطه v ∈ Ni گره هر برای که معنی این به است. درونی ورونوی نمودار دوگان بیرونی ورونوی نمودار
d(vi, v) =∞ با v گره های تمام شامل U و داریم j ∈ {٠, · · · , k} هر ازای به را d(vi, v) ≤ d(vj , v)

( ببینید. را ٣ . ١ (شکل است. i ∈ {٠, · · · , k} هر برای

w و v گره های برای بیرونی و درونی ورونوی نمودار :٣ . ١ شکل

استفاده ورونوی نمودار عبارت از هرگاه می شود. داده نشان V̄ (v) با v گره از خارجی ورونوی گره
V or(K) = آن در که k = ١ خاص حالت دو زیر در است. درونی ورونوی نمودار مقصود کنیم
را V or(K) = {{v١}, · · · , {vn}, ∅} نتیجه در N = K = {v١, · · · , vn} که k = n و {N − U,U}

باشد. ١ < k < n می کنیم فرض یعنی می گیریم، نادیده
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اولیه خواص ٣ . ١
باشد ایزوله گره های حاوی است ممکن ورونوی نمودار گراف هندسی حالت برخلاف می دانیم قبل از
گره S١, · · · , Sδ کنید فرض گرفت. نظر در G منفصل بخش را U مجموعه میتوان رو این از و
بوسیله القایی جهت دار دور بدون گراف G′ = (N ′, E′) و G از قوی همبند مولفه های مجموعه
Si قوی مولفه یک باشد. E′ = {(Si, Sj)|∃δ ∈ Si, w ∈ Sj : (v, w) ∈ E} و N ′ = {S١, · · · , Sδ}

باشند: برقرار توامان زیر شرایط اگر تنها و اگر است ( K به توجه (با درونی مسدود

K ∩ Si = ∅ دیگر عبارت به باشد نداشته ها Si با اشتراکی هیچ K •

باشند. مسدود G′ از Si پیشروهای تمام یا و باشد نداشته G′ در پیشرو Si •

با شده ها مسدود تمام با برابر V or(G,K) ورونوی نمودار ایزوله گره های از U مجموعه .٣ . ١ . ١ لم
است. K به توجه

تمام می دهیم نشان ابتدا بگیرید. نظر در را Si از قوی همبند مولفه های از w دلخواه گره یک برهان.
یک به w از مسیر باشد نداشته وجود ورونوی گره Si در اگر دارند. قرار U در شده مسدود گره های
خروجی یال Si اگر حال می شود. E′ ایجاد به منجر که گیرد صورت یال طریق از باید ورونوی گره
طول روی استقرا با . w ∈ U بنابراین d(w, vj) = ∞ داریم: vj ∈ K هر برای باشد نداشته G در
سو دیگر از باشند. G′ در مسدود خروجی یال های Si اگر ، w ∈ U که می شود نتیجه G′ در مسیر
دارد وجود Si در ورونوی گره یک به w از مسیری K ∩ Si ̸= ∅ اگر نباشند، مسدود Si کنید فرض
گره های شامل Sj مولفه به Si از G′ در مسیر یک حداقل باید K ∩ Si = ∅ اگر و w /∈ U بنابراین
یک به باید می شوند شروع Si از که مسیرهایی تمام اینصورت غیر در زیرا باشد داشته وجود ورونوی
کند مسدود را خود انتها در Si است ممکن مسیر طول روی استقرا با که شوند منتهی شده مسدود گره

است. اثبات کننده تکمیل این و است شده مسدود گره های شامل تنها U پس است تناقض که

. U = ٠ ⇐⇒ است همبند) (قویا قوی همبند G .٣ . ١ . ١ نتیجه

ورونوی گره نزدیک ترین گره هر برای که است آرایه یک ورونوی نمودارهای گراف از ساده نمایش یک
( می کند. ذخیره را ⊥ دسترس قابل غیر گره های می کند.(برای ذخیره را

شود. ذخیره O(n) حافظه در می تواند گراف روی ورونوی نمودار .٣ . ١ . ٢ لم

باشیم: داشته را زیر اضافی اطلاعات است مفید اوقات گاهی

ورونوی. گره نزدیک ترین تا d فاصله گره هر برای .١

Ni متناظر ورونوی مجموعه vi ورونوی گره هر برای .٢
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Eij ورونوی پل های vi ورونوی گره هر برای .٣

را حافظه از O(m) مقدار تا است ممکن پل ها و O(n) حافظه نیازمند اول مورد دو که است واضح
می نامیم. ٢ یافته توسعه را آمده دست به ورونوی نمودار ما کنند. اشغال

کرد. ذخیره O(m+ n) حافظه در میتوان را یافته توسعه گراف ورونوی نمودار .٣ . ١ . ٣ لم

کران های دیدگاه این طبق بنابراین است نیاز مورد O(m + n) حافظه گراف صحیح ذخیره برای
است. محدود فوق حافظه

آنها میان (تفاوتی نیستند متمایز هم از جهت بدون گراف های در بیرونی و درونی ورونوی نمودارهای
j ⩽ k و i ⩾ ١ هر برای Eij = Eji که معنی این به هستند یکسان مربوطه پل های نیز و نیست)
نزدیک ترین جست وجوی منظور به ورونوی نمودارهای از استفاده برای مهم شرط پیش یک این که

است. همسایه ها
گره به همسایه نزدیک ترین و Eij ̸= ∅ اگر هستند مستقیم همسایه های vj و vi ورونوی گره دو گوییم

است. دارا را d(vj , vi) کمترین که است ( vj ̸= vi ) vj گره ، vi ورونوی

همسایه های از یکی همیشه ورونوی گره به همسایه نزدیک ترین یک جهت بدون گراف های در .۴ . ٣ . ١ لم
است. آن مستقیم

به منجر فرض این می دهیم نشان بگیرید، نظر در vi مستقیم غیر همسایه نزدیکترین را vj برهان.
کوتاهترین زیرا است امکانپذیر پل دو حداقل طریق از vi به vj از مسیر کوتاهترین می شود. تناقض
کنید فرض می نامیم. Nh را آن که شود خارج آن از و داخل vj مستقیم همسایه یک به باید مسیر
y ∈ Ni و v ∈ Nj بطوریکه باشند (x, y) و (v, w) ، vi به vj از مسیر کوتاهترین روی پل دو این
شده داده نشان ٣ . ٢ شکل در موقعیت (این باشد. vi از مستقیمی همسایگی vh نیز و x ∈ Nh و

است.)
می دانیم:

d(vj , vi) = d(vj , v) + c(v, w) + d(w, x) + c(x, y) + d(y, vi)

طرفی از
d(vj , vi) < d(vh, x) + c(x, y) + d(y, vi)

میتوان بنابراین باشد. vi همسایه نزدیک ترین vj جای به vh است ممکن اینصورت غیر در زیرا
نوشت:

d(vj , v) + c(v, w) + d(w, x) < d(vh, x)

که ( d(w, x) = d(x,w) داریم: جهت بدون گراف های در (زیرا است. vh از نزدیکتر vj به x یعنی
است. تناقض در x ∈ Nh فرض با این

٢Extended
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فوق لم اثبات عینی دادن نشان :٣ . ٢ شکل

گراف ورونوی نمودارهای محاسبه ٣ . ٢
می شود مشاهده دهیم. ارائه گراف ورونوی نمودار محاسبه برای پایین کران یک ابتدا در کنید فرض

شود. داده نمایش K ∪ {⊥} به N از V نگاشت با می تواند V or(k) که

Ω(max(n, (n−k) log k)) توسط ورونوی نمودار گراف محاسبه برای پایین کران یک .٣ . ٢ . ١ قضیه
می آید. دست به

شود. مراجعه [١١] مرجع به برهان.

٣ موازی دایکسترای الگوریتم ٣ . ٢ . ١

G یال های جهت کردن معکوس از که هستیم Gr معکوس گراف تعریف نیازمند الگوریتم ارائه برای
روی [١٧] دایکسترا الگوریتم از خاصی اجرای می شود بیان ابتدا در که رویکردی می آید. دست به
روش همین به می تواند بیرونی ورونوی نمودار که باشید داشته (توجه است. ورونوی گره های با Gr

یک ادامه در ( می گیرد. انجام G روی Gr جای به جو و جست که تفاوت این با شود محاسبه
می پردازیم: عملگر چند معرفی به ابتدا داشت. خواهیم را دایکسترا الگوریتم از مبتکرانه سازی پیاده

٣The Parallel Dijkstra Algorithm
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عملگر توضیحات
insert(v,h) می کند. وارد h هیپ به d(v) ارزش با را v گره

decrease (∆,v,h) ∆ اندازه به h هیپ در v اندازه کاهش
min(h) h هیپ در عنصر کوچکترین

deletemin (h) می کند. حذف h هیپ از را عنصر کوچکترین
) می گیرند. را O(١) زمان deletemin جز به عملگرها تمام ۴ [١٢] فیبوناتجی هیپ از استفاده با

( می دهد. اختصاص خود به را O(log n) زمان deletemin

می دهیم: انجام زیر صورت به را اولیه گام نخست باشد، شده مرتب d با h هیپ کنید فرض

init :

for each v ∈ N do

if v ∈ K then

d(v) := 0 ؛ V (v) := v ؛ insert (v, h)

else

d(v) :=∞ ؛ V (v) :=⊥

پذیرد انجام O(١) زمان در می تواند مجموعه عضویت که کرد فرض میتوان کلیت دادن دست از بدون
گره ها کرد. مشخص G گره های تمام مناسب گذاری برچسب در K اولیه نگهداری با میتوان را آن که

شود. خالی هیپ تا یابند گسترش شده ذکر روش به می توانند
این بر علاوه باشد شده بروزرسانی (v, w) یال آن در که می شود بروزرسانی d(w) گره ارزش زمانی

V (w) := V (v)

می شود: حاصل زیر طریق از گره گسترش بنابراین

expand next:

v:=deletemin(h)

mark v

scansuc (v)

که

scansuc (v):

۴Fibonaccy Heaps
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for each outgoing edge (v, w) with w not marked do

∆ := d(v) + c(v, w)

if d(w) =∞ then

d(w) := ∆ ؛ V (w) := V (v) ؛ insert(w, h)

if d(w) <∞ and ∆ < d(w) then

V (w) := V (v) ؛ decrease(∆, w, h)

کوتاهترین که آنجا از می نامند. موازی دایکسترا را آن که داریم دایکسترا الگوریتم یک ما پایان در
محاسبه می کنیم مشاهده می شوند، بزرگ همزمان صورت به و می شود شروع ورونوی گره های از مسیر

نیست. منبع تک مسیر کوتاهترین مسئله از بدتر مراتب به گراف ورونوی نمودار

O(m+ زمان در حالت بدترین در را گراف ورونوی نمودار موازی دایکسترا الگوریتم .٣ . ٢ . ٢ قضیه
می کند. محاسبه n log n)

الگوریتم اجرای با کنیم. اضافه را c(s, vi) = ٠ با (s, vi) یال و s جدید گره Gr به کنید فرض برهان.
هزینه هیپ در موجود های vi تمام ( s گسترش (یعنی مرحله اولین از بعد s از شروع با دایکسترا
که معنی این به است. موازی دایکسترا الگوریتم مشابه مانده باقی گام های بنابراین دارند صفر اولیه
را مسیر کوتاهترین درخت یک پایان در می شود. حفظ نیز موازی حالت در دایکسترا الگوریتم خواص
کوتاهترین در گره هر بنابراین است. vi تا آن فاصله برابر s از گره هر فاصله آن در که می آوریم دست به
نیست. vj ∈ K − {vi} دیگر گره هر از دورتر vi از که است vi ∈ k در ریشه دار زیردرخت یک مسیر
اندازه به موازی روش مشابه فوق دایکسترای الگوریتم اجرای فیبوناتچی هیپ از استفاده صورت در

داشت. خواهد مرحله O(m+ n log n)

بخشیم: بهبود را الگوریتم می توانیم بگیریم نظر در را زیر مورد اگر
حتما که نیست نیازی یعنی یابند گسترش باید که است K به متعلق گره های اولین همیشه ورونوی گره

شوند. داده قرار هیپ در
شود: واقع مفید می تواند اولیه گام در زیر اصلاح

init :

for each v ∈ N do

if v ∈ K then

d(v) := 0 ؛ V (v) := v ؛ mark v

else

d(v) :=∞ ؛ V (v) :=⊥

for each v ∈ K do

scansuc v
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باید scansuc v شود، جلوگیری هیپ به آنها ورود از تا شوند مشخص باید ورونوی گره های که آنجا از
عملگرهای تعداد زیرا یافتیم بهتر کران یک ما الگوریتم از نسخه این برای شود. دنبال دوم حلقه در

بود. خواهیم نیازمند اولیه مرحله O(n) به و یافته کاهش n− k به deletemin

O(m+ n+ در حالت بدترین در را گراف ورونوی نمودار موازی دایکسترای الگوریتم .٣ . ٢ . ١ نتیجه
می کند. محاسبه (n− k) log(n− k))

ورونوی نمودارهای بروزرسانی ٣ . ٣
گرفت: نظر در ورونوی نمودارهای برای بروزرسانی نوع دو میتوان

یا و c در تغییر است، یال و گره حذف یا و کردن اضافه معنی به که گراف تغییر .١

ورونوی گره های مجموعه تغییر .٢

در که دارد اشاره گراف تغییرات براساس درخت روی مسیر کوتاهترین بروزرسانی مسئله به اول مورد
ورونوی گره کردن اضافه می گیریم. نظر در را دوم مورد بنابراین است. شده بیان مفصل بطور [١٨]

شود: انجام زیر صورت به می تواند K به vk+١ جدید
را گره ها دایکسترا الگوریتم از استفاده با سپس می کنیم وارد هیپ به c = ٠ ارزش با را جدید گره
نمودار به نسبت را کمتری فاصله که پیشرو گره های از دسته آن تنها که می کنیم بروزرسانی مکررا
گره های از نزدیکتر vk+١ به گره ها این بنابراین می دهیم قرار هیپ در را کرده اند، کسب قبل ورونوی
و nk+١ = |Nk+١| با O(mk+١ + nk+١ + log n) بروزرسانی این اجرای زمان هستند. قبل ورونوی
باعث است ممکن مورد این متاسفانه است. v ∈ Nk+١ با (V,W ) یال های تعداد دهنده نشان mk+١

باشیم: داشته یعنی شود ساخته ابتدا از نمودار کل شود

mk+١ = O(m)

و

nk+١ = O(n)

مجموعه ورونوی گره های است ممکن که حقیقت این به باید K از vi ورونوی گره حذف برای .
ترتیب به را Ni گره های برای V و d مقادیر تمام بنابراین باشیم داشته توجه نباشند، دسترس در Ni

دهیم. قرار هیپ در را مربوطه گره های ورونوی پل های تمام می توانیم حال می کنیم. بازنشانی ⊥ ∞و به

Drope Voronoi  Node vi

for each v ∈ Ni do

d(v) :=∞ ؛ V (v) :=⊥
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for each (w, v) ∈ Eij do

∆ := d(v) + c(w, v)

if d(w) :=∞ then

d(w) := ∆ ؛ V (w) := V (v) ؛ insert(w, h)

if d(w) <∞ and ∆ < d(w) then

V (w) := V (v) ؛ decrease (∆, w, h)

set all Eij to ∅

while h is not empty do

expandnext

را عملیات عملگرها حالیکه در دارند اشاره G به for حلقه های که باشید داشته توجه نکته این به
ورونوی پل های یافتن برای یافته گسترش ورونوی نمودار از مرحله این در می دهند. انجام Gr روی
شروع با دایکسترا الگوریتم یک با را مربوطه پل های می توانیم نبود دسترس در اگر و می کنیم استفاده
ناحیه رئوس به دستیابی برای دادیم) انجام ورونوی گره های کردن اضافه هنگام آنچه مشابه ) vi از
حالت بدترین در می تواند اجرا زمان ورونوی گره کردن اضافه حالت همانند که دهیم انجام Ni ورونوی

شود. O(m+ n log n)

یک دیگر vi زیرا نیست گره حذف حالت از طولانی تر Eij پل های مجموعه یافتن باشید داشته توجه
بود. نخواهد ورونوی گره

کنیم: اعمال را زیر جزئی تغییر باید دوم حلقه در بیرونی ورونوی نمودار در

for each (v, w) ∈ Eij do

∆ := d̄(v) + C(v, w)

· · ·

کند. عمل G روی باید expandnext و می کنیم استفاده الگوریتم مراحل تمامی در d جای به را d̄

کاربردها ۴ . ٣
در . [١٩] شد مطرح اطلاعات ذخیره شبکه اطلاعات بررسی هنگام گراف ورونوی داده ساختار ایده
را آنها گراف ورونوی نمودارهای کمک به می توان که محاسباتی هندسه مسائل از برخی بخش این
حرکت جابه جایی جفت ها، نزدیک ترین و همسایگان نزدیکترین تسهیلات، نزدیکترین مانند: کرد حل

می گیریم. نظر در را گراف نظریه از مرکزها ضد و آزاد
تسهیلات گره های K و شبکه در نقل و حمل مدل G کنید فرض زیر کاربردهای دادن نشان برای

باشد. خرید مراکز یا و پست دفاتر بیمارستان ها، آتش نشانی، مراکز شامل
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تسهیلات نزدیکترین
دنبال به داریم، اختیار در است ورونوی گره یک که v پرس و جو نقطه یک مسائل از دسته این در

هستیم. هزینه حداقل با تسهیلات، یک به v از مسیر کوتاهترین
می گیرد: قرار توجه مورد تسهیلات مکانیابی در زیر موارد

است؟ v به نزدیکترین vi ورونوی گره کدام .١

است؟ چقدر v از vi فاصله .٢

است؟ چقدر vi به v از مسیر کوتاهترین .٣

برای مسیر کوتاهترین دنبال به ما و است افتاده اتفاق v محل در تصادفی کنید فرض مثال بعنوان
هستیم. بیمارستان نزدیکترین به دستیابی

V (v) ارزش های با ترتیب به O(١) در می توانند اول مورد دو V or(G,K) شده داده ورونوی نمودار در
به گره می تواند مسیر بازسازی باشد، l طول به V (v) به v از مسیر کوتاهترین اگر شوند. اجرا d(v) و
کوتاهترین روی بعدی گره یافته ایم، قبل از را x به v مسیر کوتاهترین اینکه فرض با شود. انجام گره

است. c(x,w) + d(w) = d(x) با x از w پیشرو هر ، V (v) به مسیر
داشت. خواهیم را O(nl) = O(n٢) زمان حالت بدترین در و داریم مرحله ∑l−١

i=٠ deg+(vi) اندازه به
از استفاده بدون است. دایکسترا الگوریتم از سریعتر روش این حال هر در که باشید داشته توجه اما
مسیر کوتاهترین برای دایکسترا الگوریتم از استفاده با بالا در شده ذکر موارد گراف ورونوی نمودار
از بدتر ورونوی نمودار صحیح محاسبه سو یک از که معنی این به است O(m + n log n) نیازمند
نزدیکترین مورد در می شود باعث سو دیگر از و نیست مستقیم صورت به امکانات نزدیکترین محاسبه

یابیم. دست مطلوبی نتایج به تسهیلات

نقاط جفت  نزدیکترین و همسایه ها نزدیکترین
که می شود متوقف گره یک زمانی دایکسترا، الگوریتم کمک به هم به نزدیک گره های جفت یافتن در
مرحله O(km + kn log n) حالت بدترین در است واضح باشد. یافته گسترش دیگری ورونوی گره
زیرا دارد بهتری کارایی جهت بدون گراف های برای گراف، ورونوی نمودار میرسد نظر به کل در داریم.
همینطور). نیز ورونوی هستند(پل های منطبق هم بر بیرونی و درونی ورونوی نمودارهای حالت این در
( k طول (به Cd و C آرایه دو که را ورونوی پل های تمام میتوانیم جهت بدون گراف های در بنابراین

است: زیر شرح به مسیر کوتاهترین هزینه کنیم. ذخیره می کنند؛ نگهداری را

All Near Neighbors

for each i = ١, · · · , k do

C(i) :=⊥ ؛ Cd(i) :=∞
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for each (v, w) ∈ EB do

D := d(v) + c(v, w) + d(w)

if D < Cd(V (v)) then C(V (v)) := V (w) ؛ Cd(V (v)) := D

if D < Cd(V (w)) then C(V (w)) := V (v) ؛ Cd(V (w)) := D

است. ورونوی گره دو هر بین پل یک وجود فرض با روش این
بنابراین داشت. خواهیم مرحله O(|EB|) ورونوی پل های نگهداری با و مرحله O(k) اولیه مقداردهی با
به تبدیل تنک گراف  های در که شوند؛ یافت O(k + |EB|) در می توانند همسایه ها نزدیکترین تمامی
ورونوی گره های از مثال بعنوان می شود. O(k +

√
n) به تبدیل منظم گراف های در و O(k + n)

همه از فهرستی هستند. دارا را انتظار قابل رقابت بیشترین که گرفت نظر در را خرید مرکز دو میتوان
می کند. مشخص خرید مرکز دو این برای را رقبا سایر همسایه ها، نزدیکترین

آزاد حرکت ، جایی جابه
بیشترین صورت به مانع سایت های از مجموعه ای برای ورونوی نمودار یال های اقلیدسی صفحه در
برخورد از جلوگیری برای راهکار یک یال ها امتداد در حرکت می شود. تعریف موانع از محلی فاصله

است.
(نقاط پل ها بین گراف از یالی هیچ کلی طور به و می شود مربوط گراف مدل در پل ها به یال ها این
همیشه زیرا است معنی بی سایت ها از فاصله بیشترین حفظ رو این از ندارد وجود پل ها) انتهایی
حداقل مواقع بعضی در است بهتر بنابراین کرد حرکت دیگر پلی به پل یک از مستقیم بطور نمیتوان

بگیریم. نظر در را فاصله
برای برنامه ریزی مرحله این در ما هدف باشد. آب تصفیه واحدهای از مجموعه ای K کنید فرض
D فاصله باید حادثه وقوع صورت در است. آلودگی از جلوگیری منظور به آلوده کالای نقل و حمل
مسیر کوتاهترین جوی و جست و d(v) < D با گره های حذف با که داریم نگه حداقل را سایت هر از
باشد کوچک n با مقایسه در شده یافت سایت های تعداد اگر است. امکانپذیر شده، اصلاح گراف در

کرد. استفاده d(v) ⩾ D از d(v) < D محاسبه جای به میتوان
دیگر بیمارستانی به بیمارستان یک از بیمار یک انتقال نقل، و حمل فاصله حداقل از مثالی بعنوان
لزوم مواقع در تا باشد بیشتر D از نباید هرگز بیمارستان نزدیک ترین تا فاصله بگیرید. نظر در را

گیرد. صورت جابه جایی

نقاط دورترین و گریزها) مرکزها(مرکز ضد
مجموعه ای گراف یک در درونی مراکز از منظور هستند. گراف نظریه در شده شناخته مفهوم یک مراکز
max{d(w, v)|w ∈ N} بصورت مرکز از گریز v گره یک برای است. مرکز از گریز کمترین با گره ها از
از گریز بیشترین با گره ها از مجموعه ای بعنوان (پیرامون) محیط یا و مرکز معکوس می شود. تعریف
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است. مرکز
و d(v) بیشترین با v ∈ N گره های از مجموعه ای درونی مرکز ضد ، G = (N,E) جهت دار گراف در

است. d̄(v) بیشترین با v ∈ N گره های از مجموعه ای درونی مرکز ضد
قصد حرفه ای سارقی و باشند پلیس ایستگاه های گره ها مجموعه کنید فرض مرکز ضد از مثالی بعنوان
مرکز تا فاصله بیشترین مورد این در است واضح باشد. داشته را محدوده آن در بانکی به زدن دستبرد

است. اهمیت حائز سارق برای پلیس،
اشتباه v برای گره جوی و جست در نقطه دورترین یا نقطه دورترین جوی و جست با نباید ضدمرکز
گره آخرین که می شود متوقف هنگامی و شروع v از دایکسترا الگوریتم اجرای با این که شود گرفته
بزرگترین جوی و جست با مطابق ضدمرکز دقیق تر بیانی به باشد. شده اضافه هیپ به ورونوی

. است خالی دایره
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پیشنهادات: و گیری نتیجه
در با گراف و درخت روی ورونوی نمودارهای محاسبه برای کارآمد الگوریتم هایی نامه پایان این در
تسهیلات مکانیابی حوزه به مسائل این دادیم. قرار بررسی مورد را وزن فاکتور احتمال گرفتن نظر
به را تاسیسات از یک هر برای مکان بهترین یافتن مسئله شده ذکر الگوریتم های و هستند مربوط

می رساند. زمان حداقل
از بیشتر فضایی اینکه بر علاوه که دادیم نشان و پرداختیم گراف ورونوی نمودار معرفی به ادامه در

باشد. داشته بسیاری جالب کاربردهای می تواند حافظه)، در جویی ندارد(صرفه نیاز گراف خود
نامید. گراف هندسه را آن میتوان که می دهد تعمیم چیزی به را اقلیدسی هندسه حاضر کار سو دیگر از
محاسباتی هندسه از دیگر الگوریتم هایی و مفاهیم بررسی ورونوی نمودارهای جز به پیشنهاد بعنوان

باشد. توجه جالب می تواند مسطح) گراف های مثال (بعنوان وگراف سازی بهینه زمینه در
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Aabstract

The Voronoi diagram is an interesting construction in computational geometry, which has many
applications in other sciences. This diagram is a way of dividing the page into a number of areas,
so that these areas have certain conditions and satisfy certain constraints.
In this thesis, after introducing the Voronoi diagram, we describe the complexity of this diagram
on the graphs and then express the methods of finding the Voronoi diagram on trees and graphs.
Some applications of voronoi diagrams are also mentioned in this thesis.
keywords : Voronoi diagram, Graph, Tree, Complexity
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