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ণپاس ච໋اری...
مهربانͬ. نهایت بی كه را تو سپاس نیست. متصور برایت حدی را تو كه ش΄ر خدایا!
تمام بر گاهͬ تكیه تو و عالم تمام بر محیطͬ كه توست آن از سپاس و حمد خدایا!
از وجودم بند بند ناتوانم. تو وصف از من كه گویایی قدر آن تو معبودا! موجودات.

شود. مͬ روشن و گرم كه توست نور شعاع
وظیفه است رسیده پایان به علمͬ دوره ی این متعال خداوند عنایت با که اکنون
این انجام در طریقͬ به که کسانͬ به نسبت را خود قلبی تش΄ر که ͬ دانم م را خود
بی دریغ زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه  ی آغاز در دارم. ابراز نموده اند یاری مرا پژوهش
کنم قدردانͬ و تش΄ر صمیمانه ناظمͬ علیرضا دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد
و بردم فراوان حاصل پژوهش پیشبرد راستای در ایشان ارزنده  راهنمایی های از که

هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم م΄تب شاگرد همواره
جناب عفتͬ، سهراب دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از ͬ دانم م لازم همچنین
این داوری که غزنوی مهرداد دکتر آقای جناب و طهرانͬ احسنͬ حجت دکتر آقای

نمایم. قدردانͬ و تش΄ر وجود تمام با گرفتند عهده به را پایان نامه
نمودند، یاری ام راه این در قلبشان و اندیشه با که عزیزانͬ و دوستان همه از پایان در

ͬ نمایم. م قدردانͬ و تش΄ر خالصانه

سرشت ΁ني آسيه
بهمن١٣٩٧

د



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی سرشت ΁ني آسيه اینجانب
استفاده با معين نيمه ريزی برنامه مسائل از ای رده حل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ، عصبی های شب΄ه از
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
سرشت ΁ني آسيه
بهمن١٣٩٧

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ه



چ΄یده
شامل و است گرفته  قرار توجه مورد بسيار اخير دهه های در نيمه معين بهينه سازی مسائل
نظريه در مهم مسائل از بسياری است. محدب بهينه سازی مسائل از گسترده ای بسيار حوزه
مساله ΁ي صورت به ͬ توانند م زمينه ها ساير و آمار ساختاری، بهينه سازی كنترل، و سيستم
ارائه معين نيمه مساله حل برای مختلفͬ روش های تاكنون شوند. طرح معين نيمه برنامه ريزی
انگشت شماری تعداد در جز به مساله اين حل برای عصبی شب΄ه های از استفاده اما شده اند.

است. نشده گزارش
خواهد ارائه معین نیمه ریزی برنامه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل دو رساله اين در
مساله بهينه جواب و شده پيشنهاد عصبی شب΄ه تعادل نقطه كه داد خواهيم نشان شد.
ارائه عصبی شب΄ه های مدل هم·رایی و پایداری همچنین هستند. معادل خطͬ معين نيمه
نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ي بار اولين برای همچنین شد. خواهد اثبات شده
اثبات اصلͬ مساله بهينه جواب به سراسری هم·رايی و پايداری ͬ دهيم. م ارائه غيرخطͬ معين

ͬ كنيم. م تاييد را نظری نتايج مثال هايی ارائه با ͬ شود. م
هم·رايی محدب، برنامه ريزی معين، نيمه برنامه ريزی عصبی، شب΄ه های کلیدی: کلمات

سراسری

و



– پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

اول: مقاله .١
Asiye Nikseresht , Alireza Nazemi , A novel neural network model for solving a class of nonlinear

semidefinite programming problems

Journal of Computational and Applied Mathematics 338 (2018) 69–79

دوم: مقاله .٢
Asiye Nikseresht , Alireza Nazemi, A novel neural network for solving semidefinite programming

problems with some applications

Journal of Computational and Applied Mathematics 350 (2019) 309–323.

ز



مطالب فهرست
ک تصاویر فهرست

س جداول فهرست

١ اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه های ١ . ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ١ . ١ . ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شب΄ه تکامل تاریخچه ١ . ١ . ٣
٨ . عصبی شب΄ه های از استفاده با بهینه سازی مسائل حل تاریخچه ۴ . ١ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ بهینه سازی بر مقدمه ای ١ . ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دینامی΄ͬ سیستم های ١ . ٣
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وردشͬ نامساوی های ۴ . ١

٢١ معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادها و تعاريف ٢ . ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معين نيمه ريزی برنامه ٢ . ٣
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها مثال ۴ . ٢
٢٧ . . . . . . . . مقيد دوم درجه صورت به دوم درجه برنامه ريزی ١ . ۴ . ٢
٢٨ . . . . . . . . ماتريسͬ نرم مينيمم سازی و ويژه مقدار بزرگترين ٢ . ۴ . ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چبيشف ل·اريتمͬ تقريب ٣ . ۴ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساختاری بهينه سازی ۴ . ۴ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمار در كاربرد ۵ . ۴ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معين نيمه برنامه ريزی در دوگانͬ ۵ . ٢

ط



مطالب فهرست ی
٣٧ خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دينامی΄ͬ سيستم مدل ٣ . ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم·رايی و پايداری تحليل ٣ . ٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی های مثال ۴ . ٣

۵٣ خطͬ معين نيمه مسئله حل برای گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٢ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم·رايی و پايداری تحليل ٣ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی های مثال ۴ . ۴

۶۵ غيرخطͬ معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۵
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شب΄ه مدل ٢ . ۵
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم·رايی و پايداری تحليل ٣ . ۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی های مثال ۴ . ۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پيشنهادات و نتايج ۵ . ۵

٧٩ ͽمراج



تصاویر فهرست
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون. ΁ی ساختار ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون. ΁ی ریاضͬ مدل ١ . ٢
۴ . . . . . . . خروجͬ. لایه و پنهان لایه ، ورودی لایه با نرون ΁ی ساختار ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتͬ. لایه دو عصبی شب΄ه های ۴ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لياپانوف. پايداری ۵ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی. پايداری ۶ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . وردشͬ. نامساوی مسأله هندسͬ تعبیر ١ . ٧

(۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه (x١(t), x٢(t), x٣(t), x۴(t))T هم·رايی رفتار ٣ . ١
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١.٣ مثال در

نقطه ۴ (٣ . ۵)با و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه از (x١(t), x٢(t))T هم·رايی رفتار ٣ . ٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣ مثال در تصادفͬ آغازين

آغازين نقطه ١٨ (٣ . ۵)با و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه ,(t)x١)از x٢(t))T فاز نمودار ٣ . ٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢.٣ مثال در

نقطه ۵ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه از (λ(t), x(t)T )T هم·رايی رفتار ۴ . ٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣.٣ مثال در تصادفͬ آغازين

(λ٠, xT٠ )T = (١−,٢, ١−,١, ٠, ١)T با ∥(λ(t), x(t))−(λ∗, x∗)∥٢ هم·رايی رفتار ۵ . ٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣.٣ مثال در

آغازين نقطه ۵ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه (λ, µ, xT )T هم·رايی رفتار ۶ . ٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴.٣ مثال در تصادفͬ
۴٩ . . . . ۴.٣ مثال در تصادفͬ آغازين نقطه ١٠ با هدف تابع هم·رايی رفتار ٣ . ٧

در (λ٠, µ٠, xT٠ )T = (١−,١, ١−,١, ٠,٢, ١)T با ∥x(t) − x∗∥٢ هم·رايی رفتار ٣ . ٨
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴.٣ مثال

نقطه ۵ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه در (ν(t), x(t)T )T هم·رايی رفتار ٣ . ٩
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵.٣ مثال در تصادفͬ آغازين

ک



تصاویر فهرست ل
,ν٠)در xT٠ )T = (٢, ٢−,١,٢, ١, ١)T با ∥(ν(t), x(t)T )T−(ν∗, x∗T )T ∥٢ هم·رايی رفتار ٣ . ١٠

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵.٣ مثال
۵ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه از (x١(t), x٢(t), x٣(t))T هم·رايی رفتار ٣ . ١١

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۶.٣ مثال در تصادفͬ آغازين نقطه
۵٢ . . . . .۶.٣ مثال در (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه از Z(t) هم·رايی رفتار ٣ . ١٢

٢٠ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ ∥x(t) − x∗∥٢ هم·رايی رفتار ٣ . ١٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . ۶.٣ مثال در ρ = ١٠ و تصادفͬ آغازين نقطه

نقطه ١٠ (۴ . ١۴)با و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه از (x١(t), x٢(t))T هم·رايی رفتار ١ . ۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴ مثال در تصادفͬ آغازين

نقطه ٢٠ با (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه از (λ(t), x(t)T )T هم·رايی رفتار ٢ . ۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢.۴ مثال در تصادفͬ آغازين

(λ٠, xT٠ )T = (١−,٢, ١−,١, ٠, ١)T با ∥(λ(t), x(t))−(λ∗, x∗)∥٢ هم·رايی رفتار ٣ . ۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢.۴ مثال در

نقطه ٢٠ با (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه (λ, µ, xT )T هم·رايی رفتار ۴ . ۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣.۴ مثال در تصادفͬ آغازين
۶٢ . . . . ٣.۴ مثال در تصادفͬ آغازين نقطه ٢٠ با هدف تابع هم·رايی رفتار ۵ . ۴

در (λ٠, µ٠, xT٠ )T = (١−,١, ١−,١, ٠,٢, ١)T با ∥x(t) − x∗∥٢ هم·رايی رفتار ۶ . ۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣.۴ مثال

نقطه ۵ با (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه در (ν(t), x(t)T )T هم·رايی رفتار ٧ . ۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴.۴ مثال در تصادفͬ آغازين

,ν٠)در xT٠ )T = (٢, ٢−,١,٢, ١, ١)T با ∥(ν(t), x(t)T )T−(ν∗, x∗T )T ∥٢ هم·رايی رفتار ٨ . ۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴.۴ مثال

(١٢ . ۵) (۵ . ١١)و عصبی شب΄ه (x١(t), x٢(t), x٣(t), x۴(t))T هم·رايی رفتار ١ . ۵
٧۴ . . . . . . . . شدند. انتخاب ١.۵ مثال در تصادفͬ طور به كه نقطه ١٠ با

آغازين نقطه ١۵ با (١٢ . ۵) (۵ . ١١)و عصبی شب΄ه (x١(t), x٢(t))T فاز نمودار ٢ . ۵
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١.۵ مثال در

آغازين نقطه ١۵ با (١٢ . ۵) (۵ . ١١)و عصبی شب΄ه (x٣(t), x۴(t))T فاز نمودار ٣ . ۵
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١.۵ مثال در تصادفͬ
٧۵ . . . . . .١.۵ مثال در x٠ = (١,٢−,١, ١)T با ∥x(t)− x∗∥٢ هم·رايی رفتار ۴ . ۵
٧۵ .١.۵ مثال در ρ = ١ و تصادفͬ آغازين نقطه ٢٠ با ∥x(t)−x∗∥٢ هم·رايی رفتار ۵ . ۵

با (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ (x١(t), x٢(t))T هم·رايی رفتار ۶ . ۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢.۵ مثال در تصادفͬ آغازين نقطه ۵٠



م تصاویر فهرست
٢٠ با (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ ∥x(t)−x∗∥٢ هم·رايی رفتار ٧ . ۵

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . .٢.۵ مثال در ρ = ۵ و تصادفͬ آغازين نقطه



جداول فهرست
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فعال سازی توابع برخͬ ١ . ١

س



١ فصل
اساسͬ مفاهیم و مقدمات

عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای ١ . ١
بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه های ١ . ١ . ١

راز و مغز کار نحوه ΁ش بدون و ͬ باشد م ١ نرون به نام خاص سلولͬ عصبی، دستگاه اصلͬ واحد
ظاهری، ش΄ل و اندازه نظر از زیاد تفاوت های وجود با نرون ها است. نهفته آن در آدمͬ شعور
سلولͬ تنه از است شده داده نشان ١ . ١ ش΄ل در که همان طور دارند. مشترکͬ مشخصه های
سلولͬ، تنه و دندریت ها دارند. نام ٢ دندريت که ͬ شود م خارج کوتاه ΁شاخ تعدادی نرون
به ٣ آكسون نام به  ΁باری لوله ΁ی طریق از و ͬ کنند م دریافت مجاور نرون های از را سی·نال ها

ͬ گردد. م منتقل دی·ر نرون های
آکسونͬ پایانه های که ͬ گردد م تقسیم ΁باری جانبی رشته تعدادی به خود انتهای در آکسون
دندریت و نرون ΁ی آکسون بین ارتباط است. مرتبط نرون ها سایر دندریت های با و دارد نام
ش΄اف ، ۵ سیناپسͬ از قبل پایانه  از مرکب سیناپس ΁ی ͬ نامند. م ۴ سیناپس را دی·ر نرون

١Neuron
٢Dendrite
٣Axon
۴Synapse
۵ Presynaptic Terminal

١



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ٢
نرون تنه در شده، جمͽ بندی سی·نال های همه ͬ باشد. م ٧ سیناپسͬ از بعد پایانه و ۶ سیناپسͬ
΁تحری مرحله برسد، نرون آستانه به شده ترکیب سی·نال های وسعت اگر و ͬ شوند م ترکیب
پالس ΁ی به صورت سی·نال این ͬ شود. م تولید خروجͬ سی·نال ΁ی و ͬ شود م فعال ٨ شدن
انتقال سیناپسͬ پایانه های به آکسون موازات به خاص میزان ΁ی در پالس ها از بخشͬ یا منفرد
ش΄اف داخل در عصب‐رسانه ͬ شود. م عصب‐رسانه به نام موادی ͹ترش موجب و ͬ یابد م
΁ی از سی·نال ΁ی ترتیب این به و ͬ کند م ΁تحری را بعدی نرون و ͬ شود م پخش سیناپسͬ
دندریت های با مختلف نرون های از آکسون زیادی بسیار تعداد ͬ یابد. م انتقال دی·ری به نرون

ͬ کنند. م برقرار ارتباط این صورت به نرون ΁ی
ͬ شوند: م تقسیم دسته سه به عمل΄ردشان به توجه با نرون ها

ͬ کنند. م منتقل مرکزی عصبی دستگاه به گیرنده ها از را پیام ها نرون ها این حسͬ: نرون های (١
و دارد قرار ... و پوست عضلات، حسͬ، اندام های در که است خاصͬ سلول گیرنده
تبدیل عصبی سی·نال های به را تغییرات این ͬ یابد، م در را شمیایی یا فیزی΄ͬ تغییرات

ͬ کند. م
کننده عمل اندام های به نخاعͬ طناب یا مغز از را پیام ها نرون ها این حرکتͬ: نرون های (٢

ͬ رسانند. م
دی·ر رابط نرون ΁ی به و ͬ گیرند م حسͬ نرون های از را پیام ها نرون ها این رابط: نرون های (٣
در فقط رابط نرون های ͬ رسانند. م حرکتͬ نرون ΁ی به را پیام ها یا و ͬ دهند م انتقال

ͬ شوند. م یافت نخاعͬ طناب و چشم مغز،
،(΁تحری از (بعد سیناپس در ساختاری نسبتاً تغییری از است عبارت یادگیری از منظور حال

ͬ شود. م سیناپس کارایی افزایش باعث ساختاری تغییر این که

مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ١ . ١ . ٢
این از ΁کوچ بسیار گوشه ای دادن نشان و بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه بر گذرا اشاره ای از بعد
ͬ پردازیم. م مصنوع٩ͬ عصبی شب΄ه های یعنͬ اصلͬ موضوع به پیچیده فوق العاده و مرموز جهان
رفتار و ساختار از گرفته الهام افزاری نرم یا افزاری سخت مدل های مصنوعͬ عصبی شب΄ه های
نام (به پردازشͬ عناصر شامل که هستند انسان عصبی سیستم های و بیولوژی΄ͬ نرون های
ساختار که است، ارتباطات به یافته اختصاص (وزن ها) ضرایب با آنها میان ارتباطات و نرون ها)
مدل ΁ی را مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ما پایان نامه این در دهند. مͬ تش΄یل را عصبی شب΄ه

۶Synaptic Cleft
٧Postsynaptic Terminal
٨Firing
٩ Artificial Neural Networks



٣ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای

نرون. ΁ی ساختار :١ . ١ ش΄ل
خلاصه به طور مصنوعͬ عصبی شب΄ه های عبارت از استفاده به جای و کرد خواهیم فرض ریاضͬ

برد. خواهیم به کار را عصبی شب΄ه های عبارت

نرون. ΁ی ریاضͬ مدل :١ . ٢ ش΄ل
حالت در نرون ΁ی است. شده داده نمایش ١ . ٢ ش΄ل در نرون، ΁ی شده شبیه سازی مدل
سی·نال های همان ورودی ها این دارد. (j = ١, . . . , n+١) xj ورودی n+١ از مجموعه ای کلͬ
(j = ١, . . . , n + ١) wj ͬ شوند. م فرستاده دی·ر نرون ΁ی از یا محیط از که ͬ باشند م عصبی
باید که هستند این ها ͬ کنند. م ایفا را سیناپسͬ ساختار نقش هستند ͽواق آکسون ها روی که
باشد استوار قاعده ای چه بر تغییر این این که حال بيفتد اتفاق یادگیری فرآیند تا کنند تغییر
ͬ دهند م نشان b با را −θ یعنͬ ورودی آخرین وزن دارد. تعلیم یا آموزش ال·وریتم به بستگͬ
، ... ،w٢ ،w١ در به ترتیب xn+١ و ... و x٢ و x١ عصبی سی·نال های ͬ نامند. م بایاس آن را و



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ۴
وارد ͬ دهیم، م نشان net با را آن ش΄ل در که حاصل ضرب ها این مجموع و شده ضرب wn+١
خود کار حاصل و ͬ کند م عمل net روی تابع ΁ی همانند نرون مرحله این در ͬ شوند. م نرون
تابع را تابع این ͬ فرستد. م دی·ر نرون های به راست طرف آکسون های طریق از را تابع) (برد

ͬ نامند. م فعال سازی١٠
تعریف R به Rn از تابع این شود فرض تابع به عنوان نرون اگر که ͬ کنیم م نشان خاطر البته
که ͬ باشد م ی΄سان راست طرف های آکسون تمام در نرون از خروجͬ سی·نال یعنͬ ͬ گردد. م
ارتباطͬ حسͬ، ͬ توانند م نرون ها شد اشاره قبلا́ که همان طور داده ایم. نمایش O با ش΄ل روی
نرون های طریق از و ͬ شود م دریافت حسͬ نرون های طریق از اطلاعات باشند. حرکتͬ یا و
اطلاعات به عصبی شب΄ه واکنش یا و عصبی شب΄ه کار نتیجه بالاخره و ͬ یابد م انتقال ارتباطͬ

.(١ . ٣ ͬ گردد(ش΄ل م منتقل خارج به حرکتͬ نرون های طریق از شده دریافت

خروجͬ. لایه و پنهان لایه ، ورودی لایه با نرون ΁ی ساختار :١ . ٣ ش΄ل

را ارتباطͬ نرون های و خروجͬ لایه را حرکتͬ های نرون ورودی، لایه را حسͬ نرون های
١ . ٣ ش΄ل در البته گردد تش΄یل لایه چندین از تواند مͬ مخفͬ لایه گویند. مͬ نیز پنهان لایه

است. شده گرفته نظر در لایه تک مخفͬ لایه
از عبارت اند گیرند قرار مدنظر باید آن طراحͬ در که عصبی شب΄ه ΁ی اصلͬ مشخصه های
تش΄یل لایه های تعداد و آن ها تعداد نرون ها، بین اتصالات نحوه عصبی: شب΄ه معماری

ͬ گوییم. م عصبی شب΄ه  معماری را ارتباطͬ نرون های بخش دهنده 
کرده اثر نرون های ورودی بر تا ب·یرد قرار نرون روی تابعͬ چه این که فعال سازی: تابع های
از تعدادی ١ . ١ جدول در گویند. نرون آن فعال سازی تابع کند تولید را نرون خروجͬ و

است. شده داده نشان فعال سازی توابع مهم ترین
١٠Activation function



۵ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای
و (wijها ͬ کنند م تغییر آن اساس بر آکسون ها روی وزن های که روشͬ آموزش: ال·وریتم
آموزش ال·وریتم را درآید مطلوب حالت به عصبی شب΄ه خروجͬ تا (١ . ٣ ش΄ل در vjkها

ͬ گوییم. م

فعال سازی توابع برخͬ :١ . ١ جدول
تابع ش΄ل تابع تعریف نام ردیف

f(x) =


٠ x < ٠,
١ x ≥ ٠. مقداره دو آستانه ای ١

f(x) =


−١ x < ٠,
١ x ≥ ٠. متقارن مقداره دو آستانه ای ٢

f(x) = x خطͬ ٣

f(x) =



−١, x < −١,
x, −١ ≤ x ≤ ١,
١, x > ١.

متقارن خطͬ آستانه ای ۴

f(x) =



٠, x < ٠,
x ٠,≤ x ≤ ١,
١, x > ١.

خطͬ آستانه ای ۵

f(x) = ١١+e−x سی·موئید ۶



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ۶
را زیر عمومͬ خصوصیات مصنوعͬ عصبی شب΄ه های برای ͬ توان م قبل مطالب به توجه با

داد: نسبت

ͬ گیرد. م انجام عصبی) (سلول نرون نام به ساده بسیار عناصر در اطلاعات پردازش .١

ͬ شوند. م مبادله آن ها بین اتصالات طریق از عصبی سلول های بین عصبی سی·نال های .٢

معمولͬ عصبی شب΄ه های در که ͬ شود م داده نسبت وزن ΁ی (آکسون) اتصال خط هر به .٣
گردند. مͬ ضرب شده منتقل سی·نال های در ها وزن این

است. غیرخطͬ موارد اکثر در تابع این که ͬ باشد م فعال سازی تابع ΁ی دارای نرون هر .۴

بازگشتͬ عصبی شب΄ه های
یا نرون همان به نرون ΁ی از برگشتͬ سی·نال ΁ی حداقل بازگشت١١ͬ، عصبی های شب΄ه در
حالت و دارد مͬ نگه را حافظه ای ای شب΄ه چنین دارد. وجود قبل لایه یا و لایه همان نرونهای
شب΄ه های این است. وابسته نیز شب΄ه قبل حالات به بل΄ه ورودی سی·نالهای به تنها نه بعد

ͬ شوند. م ظاهر اول مرتبه دیفرانسیل معادلات به صورت ریاضͬ مدل در معمولا˟ عصبی

b

bbbb

b

b

b b

بازگشتͬ. لایه دو عصبی شب΄ه های :۴ . ١ ش΄ل

١١Feedback (Recurrent) Neural Network



٧ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای

عصبی شب΄ه تکامل تاریخچه ١ . ١ . ٣
والتر نام به آمار متخصص ΁ی همراه به کلاچ١٢ ΁م وارن نام به نرولوژیست ΁ی ١٩۴٣ سال در
بود محاسبه گر عنصر ΁ی ساده نرون این .[۶٢] دادند ارائه را نرون ریاضͬ مدل اولین پیتز١٣
عمل·ر ΁ی از را آنها و ͬ کرد م ضرب وزن نام به ثابتͬ مقادیر در را ورودی نام به عناصری که
ثابتͬ مقادیر وزن ها مدل این در ͬ داد. م تش΄یل را نرون خروجͬ حاصل و ͬ داد م عبور خطͬ
بر نوشت. انسان مغز در یادگیری نحوه درباره کتابی [٣٣] هب١۴ دونالد ١٩۴٩ سال در بودند.
تعلیم در بعدها و است معروف هب قانون به که داد ارائه را نرون برای یادگیری قانون مبنا این
را نرون ها از مدلͬ [١] کلارک١۵ و فارلͬ ١٩۵۴ سال در شد. استفاده آن از عصبی شب΄ه های
ͬ توان م که دادند نشان و نمودند پیاده سازی را هب قانون و کردند وصل هم به تصادفͬ به طور
اولین کامپیوتر علم پیشرفت با داد. تشخیص هم از تعلیم قانون این با را ورودی ال·وی دو
با ١٩۵٨ سال در IBM شرکت محقق روچستر١۶ ناتانیال توسط مصنوعͬ عصبی نرون از مدل
م΁ کلاچ ساده نرون ١٩۵٨ سال در [٨٣ ،٨٢] روزنبلات١٧ شد. شبیه سازی کامپیوتر از استفاده
پرسپترون را نرون این و کرد اضافه را وسازگاری یادگیری قابلیت آن به و کرد اصلاح را پیتز

است. عصبی شب΄ه های برای رسمͬ قانون اولین پرسپترون١٨ تعلیم قانون نامید.
ابداع را نرون ها از سطحͬ سه مدل ΁ی هم΄ارانشان و هاف٢٠ مارسین و ویدرو١٩ برنارد
،٩۴] بود تطبیق٢٢ͬ” خطͬ عنصر ” حروف شده مختصر و شد نام گذاری آدلاین٢١ که کردند
قانون این نمودند. بیان گیری مشتق مبنای بر تعلیم قانون ΁ی آدلاین برای و [٩٧ ،٩۶ ،٩۵
ساخته مادلاین٢٣ ی΄دی·ر به آدلاین چند کردن متصل از است. معروف α − LMS به تعلیم

نمودند. استفاده تلفن خطوط از اکو حذف برای مادلاین عصبی شب΄ه از هاف و ویدرو شد.
به کتابی [۶۴] مینس΄٢۴ͬ و پاپرت بود. عصبی شب΄ه برای رکود دوره ΁ی آغاز ١٩۶٩ سال
استفاده با ͬ توان م را AND و OR گیت های اگرچه که دادند نشان و نوشتند پرسپترون نام
از ͬ توان نم لذا و ͬ باشد نم سازی پیاده قابل XOR گیت ولͬ کرد سازی پیاده پرسپترون از

١٢Warren McCulloch
١٣Walter Pitts
١۴Donald Hebb
١۵Farley and Clark
١۶Nathanial Rochester
١٧Frank Rosenblatt
١٨Perceptron
١٩Bernard Widrow
٢٠Marcian Hoff
٢١Adeline
٢٢Adaptive linear elaments
٢٣Madaline
٢۴Papert and Minsky
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[٩٣] ورباس٢۶ پال انتشار٢۵ پس ال·وریتم کرد. استفاده اطلاعات پردازش برای عصبی شب΄ه
این گردید. کشف مستقل به طور [٨۴] هارت٢٧ رامل توسط بعدها و شد ارائه ١٩٧۴ سال در
عصبی شب΄ه های در آموزش ال·وریتم ΁ی به عنوان گسترده به طور پیدایش زمان از ال·وریتم
شب΄ه دوباره تولد ͬ توان م را ١٩٨۶ تا ١٩٨٢ سال است. گرفته قرار استفاده مورد پیش خورد٢٨
عصبی شب΄ه ارائه اول داد. رخ زمینه این در مهم اتفاق دو سال ها این در دانست. عصبی
شد. منتشر ١٩٨٢ سال در که بود [٣۶] هاپفیلد٢٩ جان توسط انرژی تابع مفهوم و بازگشتͬ
هاپفیلد .[٣٧] بود هاپفیلد شب΄ه توسط (TSP) دوره گرد فروشنده مسأله حل اتفاق، دومین
افق و کرد استفاده بهینه سازی مسائل حل برای ͬ توان م بازگشتͬ شب΄ه این از که داد نشان

گشود. مصنوعͬ عصبی شب΄ه های در را جدیدی

عصبی شب΄ه های از استفاده با بهینه سازی مسائل حل تاریخچه ۴ . ١ . ١
بهینه، کنترل جمله از مهندسͬ و پایه علوم های رشته در مهم مسائل از گسترده ای طیف
به تبدیل قابل و... رگرسیون تحلیل توابع، تقریب تصویر، پردازش بهينه، ساختار طراحͬ
بهینه سازی ال·وریتم های گذشته دهه های در هستند. غیرخطͬ و خطͬ بهینه سازی مسائل
زمان که آن جا از شده اند. ارائه غیرخطͬ و خطͬ بهینه سازی مسائل حل برای فراوانͬ عددی
وابسته بسیار غیرخطͬ بهینه سازی مسائل به خصوص و بهینه سازی مسائل حل برای نیاز مورد
ͬ دهند. م نشان خود از کمͬ کارایی عددی ال·وریتم های بنابراین است مسأله ساختار و بعد به
شب΄ه های از استفاده بالا ابعاد با بهینه سازی مسائل حل برای کننده امیدوار رهیافت ΁ی

ͬ باشد. م مصنوعͬ عصبی
برنامه ریزی مسائل حل برای را عصبی شب΄ه اولین [٨۶] هاپفیلد و تانک ١٩٨۶ سال در
که ͬ کند م تغییر به گونه ای تکرار هر در شب΄ه وضعیت که دادند نشان و کردند معرفͬ خطͬ
خود مینیمم نقطه به که جایی تا ͬ یابد م کاهش ی΄نواخت به طور آن با متناظر انرژی تابع
شب΄ه این آن ها ͬ باشد. م عصبی شب΄ه تعادل نقطه با متناظر مینیمم نقطه این و ͬ رسد م
مسأله حل برای شب΄ه این از هم چنین کردند. سازی پیاده ال΄تری΄ͬ مدار ΁ی توسط را عصبی
به خصوص بود نقص هایی دارای شب΄ه این نمودند. استفاده شهر ٣٠ با دوره گرد فروشنده
مطلوبی جواب لذا و ͬ کرد نم صدق ٣٠ تاكر كان كارش شرایط در شب΄ه تعادل نقطه این که
محققین برای را خوبی بسیار انگیزه هاپفیلد کارهای وجود این با ͬ شد. نم حاصل مسأله از
جریمه پارامتر ΁ی افزودن با [۴٩] چا٣١ و کندی کنند. فعالیت زمینه این در تا آورد به وجود

٢۵Back propagation
٢۶Paul Werbos
٢٧Rumelhart
٢٨Feed forward
٢٩John Hopfield
٣٠Karush-Kuhn-Tucker(KKT)
٣١Kennedy and Chua



٩ غیرخطͬ بهینه سازی بر مقدمه ای
غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله حل برای آن از و دادند توسعه را آن هاپفیلد شب΄ه به متناهͬ
ناتوان دقیق بهینه نقطه یافتن در شب΄ه این جریمه پارامترهای با نمودند. استفاده محدب

ͬ کند. م عمل به سختͬ شب΄ه این باشد بزرگ جریمه پارامتر اگر به خصوص است
توسط سوئیچ‐خازن٣٢ عصبی شب΄ه ΁ی جریمه پارامتر بردن ب΄ار از جلوگیری برای
شب΄ه ΁ی [۶٠] شانبلات٣۴ و ما هم چنین شد. معرفͬ [٨١] هم΄اران و رودری·ز‐وازک˼ز٣٣
آن دوم فاز در و بود چا و کندی شب΄ه مشابه شب΄ه اول فاز که کردند ارائه فازی دو عصبی
نسبت دقیق تری جواب های روش این بنابراین ͬ شد م هم·را مسأله دقیق جواب به شب΄ه مسیر
بستگͬ شب΄ه دوم فاز پایداری که بود این در شب΄ه این مش΄ل ͬ داد. م ارائه چا و کندی شب΄ه به
روش این در جریمه پارامتر تأثیر اگرچه لذا و داشت جریمه پارامتر از بزرگ مقدار ΁ی انتخاب به

نبود. پارامتر از مستقل هنوز اما بودند دقیق تر حاصل جواب های و بود یافته کاهش
که کردند ارائه عصبی شب΄ه ΁ی لاگرانژ روش برمبنای [١١٣] کنستانتینیدس٣۵ و ژانگ
شب΄ه این تعادل نقطه بود. غیرخطͬ مسائل حل به قادر و جریمه پارامتر از مستقل کاملا́
بود. هم·را حاصل شب΄ه هم چنین و ͬ کرد م صدق دوم و اول مرتبه بهینگͬ شرایط در عصبی
مستقل و تصویر روش و گرادیان برمبنای را شب΄ه ای [١٣] پتیسن٣۶ و بوزردوم ١٩٩٣ سال در
بود. کران دار متغیرهای با دوم درجه مسائل حل به قادر تنها که کردند ابداع جریمه پارامتر از
دوم درجه و خطͬ برنامه ریزی کلͬ مسائل ͬ توانست نم اما بود کارایی روش عمل در روش این

کند. حل را
مسائل حل برای را مدل چندین [١٠۶ ،١٠۵ ،١٠۴ ،١٠٣ ،١٠٢ ،١٠١] هم΄اران و زیا٣٧
شب΄ه مدل چندین هم چنین کردند. ارائه غیرخطͬ و خطͬ قیود با غیرخطͬ بهینه سازی
[۶۶ ،۶۵ ،٢٢ ،٢١ ،٢٠] هم΄اران و عفتͬ توسط غیرخطͬ بهینه سازی مسائل حل برای عصبی

است. شده ارائه

غیرخطͬ بهینه سازی بر مقدمه ای ١ . ٢
نامیده محدب S ⊆ Rn ناتهͬ و محدب مجموعه روی f : Rn → R تابع [۵٩] .١ . ٢ . ١ تعریف

باشیم داشته α ∈ (٠, ١) و x, y ∈ S هر برای اگر ͬ شود م

f(αx+ (١ − α)y) ≤ αf(x) + (١ − α)f(y)

٣٢Switched-Capacitor
٣٣Rodriguez-Vazquez
٣۴Maa and Shanblatt
٣۵Zhang and Constantinides
٣۶Bouzerdoum and Pattison
٣٧Xia



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١٠
است، x ̸= y ͬ که زمان بالا نامساوی اگر ͬ شود م نامیده محدب اکید طور به S روی f تابع

باشد. برقرار اکید به طور

ͬ شود م گرفته نظر در زیر به صورت کلͬ حالت در غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله ΁ی

minimize f(x) (١ . ١)
subject to gi(x) ≤ ٠, (١ . ٢)

hj(x) = ٠, (١ . ٣)
x ∈ X ⊂ Rn, (۴ . ١)

مشتق بار دو توابع (j = ١, ..., p) hj : Rn → R و (i = ١, ...,m) gi : Rn → R ،f : Rn → R که
برداری توابع نمادگذاری، در تسهیل برای است. Rn از باز مجموعه ای زير X و پیوسته پذیر
زیر به صورت را (۴ . ١)‐(١ . ١) و ͬ کنیم م معرفͬ را h = (h١, h٢, ..., hp)T و g = (g١, g٢, ..., gm)T

ͬ نویسیم م

minimize f(x) (۵ . ١)
subject to g(x) ≤ ٠, (۶ . ١)

h(x) = ٠, (١ . ٧)
x ∈ X ⊂ Rn, (١ . ٨)

،x ∈ X ⊂ Rn محدودیت و تابعͬ محدودیت های ،h(x) = ٠ و g(x) ≤ ٠ محدودیت های که
h و باشند محدب X روی g و f برداری توابع هرگاه ͬ شود. م نامیده مجموعه ای محدودیت
آن گاه باشد، b ∈ Rp و (٠ ≤ p < n) rank(A) = p ،A ∈ Rp×n ،h = Ax − b یعنͬ باشد آفین
بهینه سازی مسأله ΁ی این صورت غیر در و محدب٣٨ بهینه سازی مسأله ΁ی (١ . ٨)‐(۵ . ١)

ͬ شود. م نامیده ٣٩ نامحدب

در هرگاه ͬ شود م نامیده (١ . ٨)‐(۵ . ١) مسأله شدن۴٠ͬ جواب x نقطه [۵٩] .١ . ٢ . ٢ تعریف
بردارهای اگر ͬ شود م نامیده منظم۴١ نقطه ΁ی x شدنͬ نقطه کند. صدق مسأله محدودیت های

باشند. خطͬ مستقل j = ١, ..., p ،∇hj(x) و i ∈ {i|gi(x) = ٠} ،∇gi(x) گرادیان

مسأله برای شدنͬ نقطه ΁ی x∗ کنید فرض دوم۴٢)[۵٩] مرتبه کافͬ شرایط ) .١ . ٢ . ١ قضیه
٣٨Convex optimization
٣٩Nonconvex optimization
۴٠Feasible solution
۴١Regular point
۴٢Second-order sufficient conditions



١١ غیرخطͬ بهینه سازی بر مقدمه ای
که به طوری باشند داشته وجود λ ∈ Rp و µ ∈ Rm اگر باشد. (١ . ٨)‐(۵ . ١)

µ ≥ ٠, (١ . ٩)
µTg(x∗) = ٠, (١ . ١٠)

∇f(x∗) + λT∇h(x∗) + µT∇g(x∗) = ٠, (١ . ١١)
۴٣ هسین ماتریس و

∇٢L(x∗, λ, µ) = ∇٢f(x∗) +
m∑
i=١

λi∇٢gi(x∗) +
p∑

j=١
µj∇٢hj(x∗) (١ . ١٢)

زیرفضای بر
M(x∗) = {d|∇h(x∗)d = ٠,∇gj(x

∗)d = ٠,∀j ∈ J(x∗)},

آن در که
J(x∗) = {j|gj(x∗) = ٠, µj > ٠, }

است. (١ . ٨)‐(۵ . ١) مسأله برای اکید۴۴ محلͬ مینیمم نقطه ΁ی x∗ آن گاه باشد، مثبت معین

لاگرانژ دوگان مسأله
نیز (P) اولیه مسأله را مسأله این ب·یرید، نظر در را (١ . ٨)‐(۵ . ١) غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله

ͬ شود م تعریف زیر به صورت (D) لاگرانژ۴۵ دوگان مسأله ͬ نامیم. م
max θ(u, v) (١ . ١٣)

subject to u ≥ ٠, (١۴ . ١)
آن در که

θ(u, v) = inf
x

f(x) +
m∑
i=١

uigi(x) +

p∑
j=١

vjhj(x), x ∈ X

 , (١۵ . ١)

u = (u١, u٢, ..., um)T , v = (v١, v٢, ..., vp)T ,

ͬ باشد م gi(x) ≤ ٠ قید به مربوط لاگرانژ۴٧ ضرب گر یا دوگان۴۶ متغیر ،u از مؤلفه i‐امین ،ui
ͬ باشد. م hj(x) = ٠ قید به مربوط لاگرانژ ضرب گر یا دوگان متغیر ،v مؤلفه j‐امین ،vj و
۴٣Hessian matrix
۴۴Strict local minimum point
۴۵Lagrangian dual problem
۴۶Dual variable
۴٧Lagrangian multiplier



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١٢
ͬ شود م نوشته زیر به صورت برداری ش΄ل در (١۴ . ١) و (١ . ١٣) لاگرانژ دوگان مسأله

maximize θ(u, v) (١۶ . ١)
subject to u ≥ ٠, (١ . ١٧)

آن در که
θ(u, v) = inf

x

{
f(x) + utg(x) + vth(x), x ∈ X

}
,

هستند. h = (h١, ..., hp) : Rn → Rp و g = (g١, ..., gm)T : Rn → Rm ، f : Rn → R چنین هم
مسأله کنید فرض [۵٩] موضعͬ)۴٨ (دوگانͬ .١ . ٢ . ٢ قضیه
minimize f(x)

subject to h(x) = ٠,
x ∈ X ⊂ Rn,

ضریب و r∗ متناظر مقدار با x∗ در موضعͬ جواب ΁ی دارای ،f,h ∈ C٢ و h(x) ∈ Rm که
لاگرانژ هسین و است قیود برای منظم نقطه ΁ی x∗ که کنید فرض هم چنین است. v∗ لاگرانژ

دوگان مسأله این صورت در است. مثبت معین ∇٢L(x∗, v∗) متناظر
max θ(v) (١ . ١٨)

آن در که
θ(v) = inf

x

{
f(x) + vth(x), x ∈ X

}
,

θ تعریف در v∗ با متناظر جواب x∗ و است r∗ متناظر مقدار با v∗ در موضعͬ جواب ΁ی دارای
است.

دارند هم نامساوی قیود تساوی قیود بر علاوه که مسائلͬ به را فوق نتایج ͬ توان م به سادگͬ
.[۵٩] داد تعمیم

دینامی΄ͬ سیستم های ١ . ٣
ب·یرید: نظر در را زیر ۴٩ دینامی΄ͬ سیستم [٧۶] .١ . ٣ . ١ تعریف
ẋ = f(x(t)), x(t٠) = x٠ ∈ Rn, (١ . ١٩)

۴٨Local duality
۴٩Dynamic system



١٣ دینامی΄ͬ سیستم های
ͬ شود م نامیده (١ . ١٩) تعادل۵٠ نقطه ΁ی x∗.باشد ͬ م Rn به Rn از برداری تابع ΁ی f آن در که
،∀x ∈ Ω∗\{x∗} و f(x∗) = ٠ که باشد داشته وجود x∗ از Ω∗ ⊆ Rn همسای·ͬ اگر .f(x∗) = ٠ اگر

ͬ شود. م نامیده تنها۵١ تعادل نقطه ΁ی x∗ آن گاه ،f (x) ̸= ٠
(١ . ١٩) جواب ΁ی x(t) که ͬ کنیم م فرض لیاپانوف)[٧۶]۵٢ مفهوم به (پایداری .١ . ٣ . ٢ تعریف
،ε > ٠ هر و x٠ = x(t٠) هر برای اگر است لیاپانوف مفهوم به پایدار ،x∗ تنها تعادل نقطه باشد،

آن گاه ∥x(t٠)− x∗∥ < δ اگر که به طوری باشد داشته وجود δ > ٠ ΁ی
∥x(t)− x∗∥ < ε, ∀t ≥ t٠.

لياپانوف. پايداری :۵ . ١ ش΄ل

جواب های مجموعه به سراسری۵٣ هم·رای (١ . ١٩) دینامی΄ͬ سیستم [٧۶] .١ . ٣ . ٣ تعریف
مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر ͬ شود م گفته ͬ شود، م داده نمایش Ω∗ با که (١ . ١٩)

کند: صدق زیر رابطه در x(t)

lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ٠,
آن در که

dist (x,Ω∗) = inf
y∈Ω∗

∥x− y∥ ,

ͬ دهد. م نشان را l٢ نرم ∥.∥ و
پایدار ͬ باشد، م ی΄تا که x∗ تعادل نقطه در (١ . ١٩) دینامی΄ͬ سیستم [٧۶] .۴ . ١ . ٣ تعریف
صدق زیر شرط در و باشد پایدار لیاپانوف مفهوم به x∗ اگر ͬ شود م نامیده سراسری۵۴ مجانبی

۵٠Equilibrium point
۵١Isolated equilibrium point
۵٢Stability in the sense of Lyapunov
۵٣Globally convergent
۵۴Globally asymptotically stable



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١۴
کند:

lim
t→∞

x(t) = x∗.

مجانبی. پايداری :۶ . ١ ش΄ل

نرخ با سراسری۵۵ نمایی پایداری x∗ نقطه در (١ . ١٩) دینامی΄ͬ سیستم [٧۶] .۵ . ١ . ٣ تعریف
کند صدق زیر رابطه در x(t) مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر ͬ شود م نامیده β

∥x(t)− x∗∥ ≤ α ∥x(t٠)− x∗∥ e−β(t−t٠), ∀t ≥ t٠,

هستند. آغازین نقاط از مستقل و مثبت ثابت های β و α آن در که
ͬ دهد. م نتیجه را سراسری مجانبی پایداری سراسری نمایی پایداری که است ͹واض

(١ . ١٩) سیستم به نسبت ناپذیر۵۶ تغییر مجموعه ΁ی M ⊆ Rn مجموعه [٧۶] .۶ . ١ . ٣ تعریف
باشد. x(t) ∈ M ،t ≥ t٠ هر ازای به ،t٠ ≥ ٠ و x(t٠) ∈ M اگر ͬ شود م گفته

مم΄ن که باشد محدب و بسته مجموعه ΁ی Ω ⊂ Rl که ͬ کنیم م فرض [٧۶] .١ . ٣ . ٧ تعریف
تعریف زیر به صورت و ͬ شود م نامیده تصویر۵٧ عمل·ر ΁ی PΩ(x): Rl → Ω باشد. بی΄ران است

ͬ شود م

PΩ(x) = argmin
v∈Ω

∥x− v∥ , (١ . ٢٠)

ͬ دهد. م نشان را l٢ نرم ∥.∥ که
۵۵Globally exponential stability
۵۶Invariant set
۵٧Projection operator



١۵ دینامی΄ͬ سیستم های
(پیوسته ͬ کند م صدق شیتز لیپ شرط در E روی F : E ⊂ Rn → Rn تابع [٧۶] .١ . ٣ . ٨ تعریف
داشته x, y ∈ E نقطه دو هر برای که به طوری باشد داشته وجود L ثابت اگر است) شیتز۵٨ لیپ

باشیم:
∥F (x)− F (y)∥ ≤ L ∥x− y∥ .

‐ε ΁ی ،x٠ ∈ E نقطه برای اگر ͬ شود م نامیده E روی محل۵٩ͬ شیتز لیپ پیوسته F تابع
نقطه دو هر برای که به طوری باشد داشته وجود L٠ ثابت ΁ی و Nε(x٠) ⊂ E مانند همسای·ͬ

باشیم: داشته x, y ∈ Nε(x٠)

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L٠ ∥x− y∥ .

روی F آن گاه ،F ∈ C١(E) اگر ب·یرید. نظر در را F : E ⊂ Rn → Rn تابع [٧۶] .١ . ٣ . ١ قضیه
است. محلͬ شیتز لیپ E

F : Rn → Rn نگاشت .١ . ٣ . ٩ تعریف
باشیم داشته x, y ∈ Rn نقطه دو هر برای اگر ͬ شود م نامیده ۶٠ ی΄نوا الف)

⟨x− y, F (x)− F (y)⟩ ≥ ٠.

باشیم داشته x, y ∈ Rn متمایز نقطه دو هر برای اگر ͬ شود م ۶١نامیده ی΄نوا اكيداً ب)
⟨x− y, F (x)− F (y)⟩ > ٠.

نقطه دو هر برای که باشد داشته وجود β > ٠ ثابت ΁ی اگر ͬ شود م ۶٢نامیده ی΄نوا قویاً پ)
باشیم داشته x, y ∈ Rn

⟨x− y, F (x)− F (y)⟩ ≥ β∥x− y∥٢.

ͬ دهد. م نشان را داخلͬ ضرب ⟨·, ·⟩ که
زیر ش΄ل به تهͬ غیر مجموعه هر آن گاه ،g : Ω١⊂ Rl → R اگر [٧٣] .١ . ٣ . ١٠ تعریف

L(r) = {u ∈ Ω١|g(u) ≤ r, r ∈ R}

ͬ شود. م نامیده g از ۶٣͹سط مجموعه ΁ی
۵٨Lipschitz continuous
۵٩Locally lipschitz continuous
۶٠Monotone map
۶١Strictly monotone map
۶٢Strongly monotone map
۶٣Level set



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١۶
j = ١, ..., n و i = ١, ..., n ،mij آن عناصر که M(x) ،n× n ماتریس ΁ی [٧٣] .١ . ٣ . ١١ تعریف
نامیده مثبت۶۴ معین نیمه S روی شده اند، تعریف S⊂ Rn مجموعه روی که هستند توابعͬ

اگر ͬ شود م
vTM(x)v ≥ ٠, ∀v∈ Rn, ∀x ∈ S.

وجود α مانند مثبت عددی اگر ͬ شود م نامیده قوی۶۵ مثبت معین S روی M(x) ماتریس
ͬ که: به قسم باشد داشته

vTM(x)v ≥ α∥v∥٢, ∀v∈ Rn, ∀x ∈ S.

گرفت: نتیجه ͬ توان م را زیر حالت سه باشد M(x) ماتریس ویژه مقدار کوچ΄ترین γ(x) اگر
.γ(x) ≥ ٠ ،x ∈ S هر ازای به اگر فقط و اگر است مثبت معین نیمه S روی M(x) .١

.γ(x) > ٠ ،x ∈ S هر ازای به اگر فقط و اگر است مثبت۶۶ Sمعین روی M(x) .٢
.γ(x) ≥ α > ٠ ،x ∈ S هر ازای به اگر فقط و اگر است مثبت معین قویاً S روی M(x) .٣

باشد. پذیر مشتق پیوسته به طور تابع ΁ی V : Rn → R ͬ کنیم م فرض [٧٣] .١ . ٣ . ١٢ تعریف
اگر ͬ شود م گفته بی کران شعاعͬ به طور V (x)

∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞.

همه آن گاه است. بی کران Ω١ آن در که باشد g : Ω١⊂ Rl → R که کنیم فرض [٧٣] .١ . ٣ . ١ لم
اگر وفقط اگر باشند مͬ کراندار g ͹سط مجموعه های

lim
k→∞

g(uk) = +∞,

. lim
k→∞

∥∥uk∥∥ = +∞ و {uk} ⊂ Ω١ آن در که
آن گاه باشد پیوسته Ω١ بسته مجموعه روی g : Ω١⊂ Rl → R که کنیم فرض [٧٣] .١ . ٣ . ٢ لم
g کننده های مینیمم مجموعه اگر فقط و اگر ͬ باشند م کراندار g ͹سط مجموعه های همه

باشند. کراندار و غیرتهͬ
مجموعه ΁ی Ω که ،f : Ω → Ω پیوسته تابع بروئر۶٧)[٧٣] ثابت نقطه (قضیه .١ . ٣ . ٢ قضیه

دارد. ثابت نقطه ΁ی حداقل ͬ باشد م محدب و فشرده
۶۴Positive semidefinite
۶۵Strongly positive definite
۶۶Positive definite
۶٧Brouwer’s fixed point theorem



١٧ دینامی΄ͬ سیستم های
مشتق پذیر پیوسته به طور K روی F : K⊂ Rl→ Rl تابع که کنیم فرض [٧٣] .١ . ٣ . ٣ قضیه
∇F (x) آن ژاکوبین ماتریس اگر فقط و اگر است ی΄نوا) (اكيداََ ی΄نوا K روی F آن گاه باشد،

باشد. مثبت) (معین مثبت نیمه معین x ∈ K هر برای
ژاکوبین و باشد مشتق پذیر پیوسته به طور K روی F (x) تابع که کنیم فرض [٧٣] .۴ . ١ . ٣ قضیه

ͬ باشد. م ی΄نوا قویاً F (x) آن گاه باشد مثبت معین قویاً F (x)

به Rn از پیوسته تابع ΁ی f که کنیم فرض (١ . ١٩) دینامی΄ͬ سیستم در [٧۶] .۵ . ١ . ٣ قضیه
τ > t٠ که t ∈ [t٠, τ) ازای به x(t) محلͬ جواب ΁ی ، x٠ ∈ Rn و t٠ ≥ ٠ هر برای آن گاه باشد، Rn

و ی΄تاست جواب آن گاه باشد محلͬ شیتز لیپ پیوسته x٠ در f اگر براین علاوه دارد. وجود
شود. داده توسعه +∞ تا ͬ تواند م τ آن گاه باشد شیتز لیپ پیوسته Rn در f اگر

محلͬ جواب ΁ی به نتواند [t٠, τ) بازه در شده تعریف محلͬ جواب ΁ی اگر [٧۶] .١ . ٣ . ١٣ تعریف
ماکسیمال جواب ΁ی آن گاه یابد، گسترش باشد مͬ τ١ > t٠ که [t٠, τ١) بزرگتر بازه ΁ی روی
ماکسیمال بازه ͬ شود. م نامیده جواب وجود ماکسیمال بازه ،[t٠, τ) بازه و ͬ شود م نامیده

ͬ شود. م تعریف [t٠, τ(x٠)) به صورت اغلب x٠ به مربوط جواب وجود
t ∈ [t٠, τ(x٠)) ،x(t) اگر باشد. پیوسته تابع ΁ی f : Rn → Rn کنیم فرض [١١٢] .۶ . ١ . ٣ قضیه

آن گاه τ(x٠) < +∞ و باشد ماکسیمال جواب ΁ی
lim

t→τ(x٠)
∥x(t)∥ = +∞.

سیستم تعادل نقطه ΁ی x = ٠ که کنید فرض لیاپانوف)[۵٠] پایداری (قضیه .١ . ٣ . ٧ قضیه
به طوری که: باشد مشتق پذیر پیوسته به طور تابع ΁ی V : Rn → R و باشد (١ . ١٩)

V (٠) = ٠ .١
V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٢
V̇ (x) ≤ ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٣

بود. خواهد سیستم پایداری نقطه x = ٠ آن گاه
زیر شرایط در V (·) اگر ١ . ٣ . ٧ قضیه شرایط تحت [۵٠]( مجانبی پایداری (قضیه .١ . ٣ . ٨ قضیه

کند صدق
V (٠) = ٠ .١

V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٢
V̇ (x) < ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٣



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١٨
بود. خواهد مجانبی پایدار x = ٠ آن گاه

V (·) اگر ١ . ٣ . ٧ قضیه شرایط تحت [۵٠] سراسری) مجانبی پایداری (قضیه .١ . ٣ . ٩ قضیه
است. سراسری مجانبی پایدار x = ٠ نقطه آن گاه باشد بی کران شعاعͬ به طور

مشتق پیوسته به طور تابع ΁ی کنیم فرض [۵٠] ل˼سال۶٨) تغییرناپذیری (اصل .١ . ٣ . ١٠ قضیه
کنیم فرض همچنین باشد، پذیر

باشد. (١ . ١٩) سیستم جواب به نسبت پایدار و فشرده مجموعه ΁ی M ⊂ Rn .١
.V̇ (x) ≤ ٠ ،x ∈ M ازای به .٢

.V̇ (x) = ٠ که به طوری باشد M نقاط همه مجموعه E .٣
باشد. E در پایدار مجموعه بزرگترین N .۴

داریم: ͬ باشد م t٠ ≥ ٠ که x(t٠) ∈ M هر ازای به آن گاه
lim
t→∞

dist(x(t), N) = ٠.

وردشͬ نامساوی های ۴ . ١
وردشͬ نامساوی بر مقدمه ای

عنوان به استمپ΄یا٧١ و هارتمن٧٠ وسیله به ١٩۶۶ سال در بار اولین وردش۶٩ͬ نامساوی نظریه
این .[٣١] شد معرفͬ ΁م΄انی در کاربردهایی با جزئͬ دیفرانسیل معادلات مطالعه برای ابزاری
که ١٩٨٠ سال در متناهͬ بعد با وردشͬ نامساوی نظریه بودند. نامتناهͬ بعد با نامساوی ها
به که ΁ترافی شب΄ه تعادل شرایط که شد متوجه داف˼رموس شد، معرفͬ داف˼رموس٧٢ وسیله به
وردشͬ نامساوی های دارد. وردشͬ نامساوی ساختار شد بیان ١٩٧٩ سال در اسمیت٧٣ وسیله
دارد. فراوانͬ کاربردهای مهندسͬ در هم چنین و عملیات در تحقیق مدیریت، علم اقتصاد، در
محدب و بسته مجموعه روی پیوسته تابعͬ F : K ⊂ Rn → Rn کنید فرض .١ . ۴ . ١ تعریف
بردار ΁ی یافتن ͬ دهند م نشان V I(F,K) نماد با را آن که وردشͬ نامساوی مسأله باشد، K

که به طوری است x∗ ∈ K

F (x∗)T (x− x∗) ≥ ٠, ∀x ∈ K, (١ . ٢١)
۶٨LaSalle principle of invariance
۶٩Variational inequality
٧٠Hartman
٧١Stampacchia
٧٢Dafermos
٧٣Smith



١٩ وردشͬ نامساوی های
معادل به طور یا

⟨F (x∗), x− x∗⟩ ≥ ٠, ∀x ∈ K, (١ . ٢٢)
است. بعدی n اقلیدسͬ فضای در داخلͬ ضرب ⟨·, ·⟩ آن در که

در K شدنͬ ناحیه بر F (x∗) که ͬ کند م بیان (١ . ٢٢) وردشͬ نامساوی هندسͬ، دیدگاه از
.(١ . ٧ (ش΄ل است عمود x∗ نقطه

وردشͬ. نامساوی مسأله هندسͬ تعبیر :١ . ٧ ش΄ل

ب·یرید: نظر در را زیر بهینه سازی مسأله [٩] .١ . ۴ . ١ قضیه
minimize f(x)

subject to x ∈ K,

غیرتهͬ و محدب مجموعه ΁ی K و پذیر مشتق پیوسته به طور و محدب تابع ΁ی f آن در که
نامساوی مسأله جواب x∗ اگر تنها و اگر است فوق مسأله بهینه جواب x∗ آن گاه است Rn در

وردشͬ
∇f(x∗)T (x− x∗) ≥ ٠, ∀x ∈ K

باشد.
مشتق پذیر پیوسته به طور K روی F : K ⊂ Rn → Rn تابع کنید فرض [٢] .٢ . ۴ . ١ قضیه
مقدار حقیقͬ محدب تابع آن گاه باشد، مثبت معین نیمه و متقارن F ژاکوبین ماتریس و باشد

رابطه در که دارد وجود f : K → R

∇f(x) = F (x),



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ٢٠
بهينه جواب x∗ اگر فقط و اگر است V I(F,K) وردشͬ نامساوی جواب x∗ و ͬ کند م صدق

باشد: زير مسأله
minimize f(x)

subject to x ∈ K,

کنیم فرض و دهد نشان را Rn روی نامنفͬ ناحیه Rn
+ ͬ کنیم م فرض [٢] .٢ . ۴ . ١ تعریف

نامعادلات و معادلات از سیستم ΁ی Rn
+ روی غیرخط٧۴ͬ م΄مل مسأله باشد. F : Rn → Rn

: است زیر صورت به است
که به طوری x∗ ≥ ٠ یافتن

F (x∗) ≥ ٠, F (x∗)Tx∗ = ٠. (١ . ٢٣)
بردار ΁ی b و n×n ماتریس ΁ی M آن در که F (x) = Mx+ b یعنͬ باشد آفین F نگاشت هرگاه

ͬ شود. م نامیده خط٧۵ͬ م΄مل مسأله ΁ی (١ . ٢٣) مسأله ͬ باشد م n× ١
ͬ دهد. م نشان را وردشͬ نامساوی مسأله و م΄مل مسأله بین رابطه زیر قضیه

جواب های (١ . ٢٣) م΄مل مسأله و V I
(
F,Rn

+

) وردشͬ نامساوی مسأله [٢] .٣ . ۴ . ١ قضیه
دارند. ی΄سان

٧۴Nonlinear complementarity problem (NCP)
٧۵Linear complementarity problem (LCP)



٢ فصل
نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه

معين

مقدمه ٢ . ١
تركيبی كه محدوديتͬ شرط به را خطͬ تابع ΁ی شخص ١ نيمه معين برنامه ريزی مسائل در
محدوديتͬ چنين اين ͬ كند. م مينيمم است، ٢ مثبت نيمه معين متقارن ماتريس های از آفين
محدب بهينه سازی مسائل نيمه معين برنامه  ريزی های بنابراين است. محدب و غيرخطͬ
برنامه ريزی مثال ͬ كند(برای م ش΄ل ΁ی را استاندارد مساله چندين نيمه معين برنامه ريزی هستند.
ͬ كند. م پيدا تركيبياتͬ بهينه سازی و مهندسͬ در بسياری كاربردهای و دوم) درجه و خطͬ
سخت تر ها آن حل هستند، خطͬ برنامه ريزی های از ͬ تر كل نيمه معين برنامه ريزی های چه اگر
تعميم نيمه معين برنامه ريزی برای خطͬ برنامه ريزی برای درونͬ نقطه روش های بيشتر نيست.

شده اند. داده
[١٠] فن۴ و ٣ بلمن توسط معين نيمه مسائل نظری خواص زمينه در مقالات اولين از ی΄ͬ

١ Semidefinite Programming(SDP)
٢Positive semidefinite maTrix
٣Bellman
۴Fan

٢١



معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٢٢
يافت. ͬ توان م [۵۴ ،٢٩ ،١۶] در را معين نيمه مسائل بهينگͬ شرايط شد. ارائه

كار متقارن ماتريس ويژه مقدار بزرگترين كردن مينيمم مسئله روی محققان از بسياری
[٧۵ ،٢۵ ،١٨] مثال برای شود، بيان معين نيمه مسئله ΁ی عنوان به تواند مͬ كه كرده اند
١٩٨۴ در كارماركار۵ توسط خطͬ ريزی برنامه مسائل برای درونͬ نقطه های روش ببينيد. را
درونͬ نقطه های روش كه دادند نشان [٧٢] در نميروفس΄٧ͬ و نسترو۶ شدند. معرفͬ [۴٧]
ريزی برنامه مسائل كه آنجايی از يابند. توسعه محدب سازی بهينه مسائل حل برای توانند مͬ
برای درونͬ نقطه های روش هستند، محدب سازی بهينه مسائل از مهمͬ دسته معين نيمه
نسترو از مستقل كارماكار[۴۵]، و كاماس٩ و [۵]٨ عليزاده شدند. گرفته كار به نيز آن ها حل
دادند. توسعه معين نيمه مسائل به خطͬ مسائل از را درونͬ نقطه های روش نميروفس΄ͬ، و
شده  ارائه [٨٩] ١٢ بويد و ١١ واندربرگ ،[۴٣] جير١٠ توسط زمينه اين در نيز دي·ری مقالات

است.

نمادها و تعاريف ٢ . ٢
در داريم. جبرخطͬ از تعاريفͬ به نياز معين نيمه برنامه ريزی های خواص بررسͬ و تعريف برای

كرد: خواهيم استفاده زير تعاريف و نمادها از ما رساله اين سرتاسر
به هرگاه ͬ گويند م منفͬ) معين مثبت(نيمه معين نيمه را A ∈ Rn×n متقارن ماتريس •
مثبت(معين معين را A همچنين .(xTAx ≤ ٠)xTAx ≥ باشيم٠ داشته x ∈ Rn هر ازای
معين نيمه .(xTAx < ٠)xTAx > ٠ باشيم داشته x ̸= ٠ هر برای هرگاه گويند منفͬ)
A اگر همچنين ͬ دهند. م A)نمايش ⪯ ٠)A ⪰ ٠ نماد با را منفͬ) معين مثبت(نيمه

ͬ شود. م داده نشان (A ≺ ٠)A ≻ ٠ نماد با ، باشد منفͬ) مثبت(معين معين
‐m متقارن های ماتريس تمام ،Mm,n با را m× n حقيقͬ های ماتريس تمام مجموعه •
با را منفͬ) معين مثبت(نيمه معين نيمه متقارن های ماتريس تمام و Sm با را بعدی
داخلͬ ضرب حاصل از ها ماتريس از مجموعه اين تمام برای دهيم. مͬ نمايش (Sm

− )Sm
+

تريس١٣ يا
⟨A,B⟩ = Tr(BTA) = Tr(ATB) =

m∑
i=١

m∑
j=١

aijbji,

۵Karmakar
۶Nesterov
٧Nemirovsky
٨Alizadeh
٩kamath

١٠Jarre
١١Vandenberghe
١٢Boyd
١٣Trace product



٢٣ نمادها و تعاريف
ماتريس های از زير خواص كرد. خواهيم استفاده ∥A∥ =

√
⟨A,A⟩ فريبينيوس١۴ نرم و

ͬ كنيم. م يادآوری را متقارن
وجود D قطری بلوكͬ يا قطری ماتريس و P متعامد ماتريس آنگاه ،A ∈ Sn اگر ‐١

.A = P TDP به طوری كه دارند
ويژه ی مقادير با متناظر ويژه ی بردارهای P ستون های آنگاه ،A = P TDP اگر ‐٢

ͬ دهند. م تش΄يل را D ماتريس عناصر كه هستند A ماتريس
ماتريس عناصر (يعنͬ ويژه مقادير آن در كه A = P TDP اگر فقط و اگر A ⪰ ٠ ‐٣

هستن د. نامنفͬ هم·ͬ (D قطری بلوكͬ يا قطری
ماتريس عناصر (يعنͬ ويژه مقادير آن در كه A = P TDP اگر فقط و اگر A ≻ ٠ ‐۴

هستن د. مثبت هم·ͬ (D بلوكͬ يا قطری
باشد شده تعريف زير صورت به M ماتريس كنيد شور)فرض م΄مل (لم ‐۵

M =

 P v

vT d


آنگاه است. اس΄الر ΁ی d و بردار ΁ی v ،P ≻ آن٠ در كه
M ≻ ٠ ⇐⇒ d− vTP−١v ≥ ٠. (٢ . ١)

تعريف زير صورت به را Sm
+ روی عمودی تصوير را [A]+ ،A ∈ Mm,m ماتريس برای •

يعنͬ ͬ كنند، م
[A]+ = argminB∈Sm

+
∥A−B∥.

به شد، خواهد استفاده بردارها به ها ماتريس تبديل برای vec(.) : Mm,n → Rmn عمل·ر •
.vec(A) = (a١١, a٢١, ..., am١, a١٢, ..., amn)

T آنگاه A = (aij) ∈ Mm,n اگر كه ترتيب اين
عمل·ر برای زير نماد از است شده تعريف Rn روی كه A(.) مقدار ماتريس تابع برای •

كنيم مͬ استفاده x∗ در مشتق
DA(x∗) =

(
∂A(x∗)

∂x١
, ...,

∂A(x∗)

∂xn

)T

, (٢ . ٢)

برای Vi ∈ Sm كه كنيم تعريف V y =
∑n

i=١ yiVi با را Sm به Rn از V خطͬ عمل·ر اگر •
ͬ شود م بيان زير رابطه با V ∗ عمل·ر ،i ∈ {١, ..., n} تمام

V ∗Z = (⟨V١, Z⟩, ..., ⟨Vn, Z⟩)T , ∀V ∈ Sm. (٢ . ٣)
.

١۴Frobenius norm



معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٢۴
معادلند: زير های عبارت A ∈ Sm هر [٨٧]برای .٢ . ٢ . ١ لم

.A ∈ Sm
+ الف.

است. A ماتريس ويژه مقدار j−امين دهنده نشان λj كه ،(j = ١, ...,m) ،λj ≥ ٠ ب.
.B ∈ Sm

+ تمام برای ،⟨A,B⟩ ≥ ٠ پ.
[٨٧] .٢ . ٢ . ٢ لم

داريم A ∈ Sm هر برای الف.
[A]+ := Pdiag((λ١)+, . . . , (λm)+)P T ,

ماتريسͬ P و A ماتريس ويژه مقدار j−امين دهنده نشان λj ،(λ)+ = max{٠, λ} كه
.A = Pdiag(λ١, . . . , λm)P T يعنͬ شود، مͬ ظاهر A ماتريس تجزيه در كه است

.A = [A−B]+ اگر فقط و اگر ⟨A,B⟩ = ٠ داريم (A,B) ∈ Sm
+ × Sm

+ هر برای ب.
.AB = ٠ اگر فقط و اگر ⟨A,B⟩ = ٠ آنگاه B ⪰ ٠ و A ⪰ ٠ اگر A,B ∈ Sm اگر .٢ . ٢ . ٣ لم

معين نيمه ريزی برنامه ٢ . ٣
ب·يريد: نظر در را زير بهينه سازی مساله

minimize f(x) = cTx (۴ . ٢)
subject to A(x) = A٠ +∑m

i=١ xiAi ⪯ ٠, (۵ . ٢)
نامساوی ΁ی را A(x) ⪯ ٠ نامساوی .(i = ١,٢, ..., n) Ai ∈ Rm×m ،x ∈ Rn ،c ∈ Rn كه

ͬ نامند. م خطͬ معين نيمه مساله ΁ی را (۵ . ٢) و (۴ . ٢) مساله و خطͬ ماتريسͬ
محدوديت و هدف تابع زيرا است محدب سازی بهينه مساله ΁ی معين نيمه برنامه ريزی

داريم ٠ < λ < ١ كه λ هر ازای به آنگاه A(y) ⪯ ٠ و A(x) ⪯ ٠ اگر يعنͬ هستند، محدب آن
A(λx+ (١ − λ)y) = λA(x) + (١ − λ)A(y) ⪯ ٠.

ما باشد، شده ظاهر ويژه كاملاَ̃ است مم΄ن و(٢ . ۵) (۴ . ٢) معين نيمه ريزی برنامه اگرچه
است. خاص حالت عنوان به مهم بهينه سازی مسائل از بسياری شامل آن كه ديد خواهيم

ب·يريد نظر در را خطͬ برنامه ريزی نمونه برای
minimize f(x) = cTx (۶ . ٢)
subject to Ax+ b ≥ ٠. (٢ . ٧)



٢۵ معين نيمه ريزی برنامه
روی v مولفه های با قطری (ماتريس diag(v) ماتريس اگر تنها و اگر v ≥ ٠ بردار ΁ی چون
عنوان به را (٢ . ٧)‐(۶ . ٢) خطͬ برنامه ريزی ͬ توانيم م ما باشد، مثبت معين نيمه ( قطرش

يعنͬ كنيم. بيان A(x) = diag(Ax+ b) با معين نيمه برنامه ريزی ΁ی
.A = [a١...an] ∈ Rm×n كه (i = ١, . . . , n)،Ai = diag(ai) ، A٠ = diag(b)

كه شود ديده خطͬ برنامه ريزی از توسيع ΁ی عنوان به ͬ تواند م معين نيمه برنامه ريزی
مͬ همچنين ͬ شود. م عوض ماتريسͬ نامساوی های با بردارها بين مولفه به مولفه نامساوی
زيرا كنيم، مشاهده نامتناهͬ نيمه ريزی برنامه ΁ی عنوان به را معين نيمه ريزی برنامه توانيم
معادل x روی خطͬ های محدوديت از نامتناهͬ مجموعه ΁ی با A(x) ⪯ ٠ ماتريسͬ نامساوی
ريزی برنامه نظريه كه ندارد تعجبی بنابراين .z ∈ Rn هر ازای به zTA(x)z ≤ ٠ يعنͬ است،
ال·وريتم از بسياری كه اين يا است، خطͬ ريزی برنامه با موازی نزدی΄ͬ طور به معين نيمه
كنند. حل را معين نيمه برنامه ريزی تا شوند داده تعميم بايد خطͬ برنامه ريزی حل برای ها
ضعيف تر معين نيمه برنامه ريزی های برای دوگانͬ نتايج دارد: وجود مهم تفاوت چند به علاوه،
سيمپل΄س روش يا مستقيم روش هيچ و هستند خطͬ برنامه ريزی های برای دوگانͬ نتايج از

ندارد. وجود معين نيمه برنامه ريزی های حل برای عملͬ
كه غيرخطͬ(محدب) بهينه سازی مساله ΁ی از ساده مثال ΁ی برويم جلوتر آنكه از قبل
خطͬ برنامه ريزی ΁ی عنوان به اما شود، طرح معين نيمه برنامه ريزی ΁ی عنوان به ͬ تواند م

ب·يريد نظر در را زير مساله ͬ دهيم. م ارائه نيست،
minimize

(cTx)٢
dTx

(٢ . ٨)
subject to Ax+ b ≥ ٠. (٢ . ٩)

به بالا مساله t متغير ΁ی گرفتن نظر در با .Ax + b ≥ ٠ كه وقتͬ dTx > ٠ كه ͬ كنيم م فرض
ͬ شود: م تبديل زير معادل مساله

minimize t (٢ . ١٠)
subject to Ax+ b ≥ ٠. (٢ . ١١)

(cTx)٢
dTx

≤ t. (٢ . ١٢)
(٢ . ١٢) در غيرخطͬ(محدب) محدوديت ΁ی عنوان به (٢ . ٨) در غيرخطͬ(محدب) هدف تابع
ماتريسͬ نامساوی ΁ی عنوان به ͬ توانند م محدوديت ها اين ترتيب اين به است. شده داده نشان

شوند بيان t و x متغيرهای در خطͬ
minimize t (٢ . ١٣)

subject to


diag(Ax+ b) ٠ ٠

٠ t cTx

٠ cTx dTx

 ⪰ ٠. (١۴ . ٢)



معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٢۶
نيمه برنامه ريزی ΁ی عنوان به را (٢ . ٩) و (٢ . ٨) غيرخطͬ(محدب) برنامه ريزی مساله پس
دو (١۴ . ٢) در خطͬ ماتريسͬ نامساوی اين كرده ايم. فرمول بندی (١۴ . ٢) و (٢ . ١٣) معين

ͬ دهد م نشان را نكته
بلوكͬ قطری ماتريسͬ نامساوی ΁ی عنوان به خطͬ ماتريسͬ نامساوی چند نمايش .١

نامساوی ΁ی عنوان به غيرخطͬ محدب محدوديت ΁ی نمايش برای (٢ . ١) از استفاده .٢
خطͬ ماتريسͬ

٢ × ٢ ماتريس نامساوی (٢ . ١) از استفاده با كه كنيد توجه t cTx

cTx dTx

 ⪰ ٠. (١۵ . ٢)

فرض چون .(dTx = ٠ اگر cTx = ٠ ،t ≥ ٠ با ) t − (cT x)٢
dT x

≥ ٠ و dTx ≥ ٠ با است معادل
(٢ . ١٢) و (٢ . ١١) محدوديت كه ͬ بينيم م .dTx > ٠ ͬ دهد م نتيجه Ax + b ≥ ٠ كه كرده ايم
نامساوی در dTx شور م΄مل t − (cT x)٢

dT x
عبارت هستند. معادل (١۴ . ٢) ماتريسͬ نامساوی با

فرمول بندی در كليدی نكته ای شور م΄مل های تشخيص ͬ شود. م ناميده (١۵ . ٢) ماتريسͬ
است. معين نيمه برنامه ريزی عنوان به غيرخطͬ محدب بهينه سازی مسائل دوباره

نيمه محدوديت های اول دارد. وجود معين نيمه برنامه ريزی مطالعه برای خوبی دلايل
از بسياری اين كه دوم ͬ شوند. م نتيجه بسياری مهم كاربردهای در مستقيم طور به معين
صورت به دوم درجه برنامه ريزی و خطͬ برنامه ريزی مثال برای محدب سازی بهينه مسائل
نتيجه در شوند. طرح معين نيمه برنامه ريزی عنوان به ͬ توانند م محدب) شده( مقيد دوم درجه
آمده بدست ال·وريتم های و خواص مطالعه برای شده ی΄نواخت راه ΁ی معين نيمه برنامه ريزی
مهم تر آن، بر علاوه ͬ كند. م پيشنهاد محدب سازی بهينه مسائل از گسترده حوزه ΁ی برای
نظريه شود. حل عمل در هم و نظريه در هم مؤثر، خيلͬ ͬ تواند م معين نيمه برنامه ريزی اينكه

ͬ شود. م نتيجه بودن محدب از آسانͬ

ها مثال ۴ . ٢
كامل ليست ͬ كنيم. م بيان را معين نيمه برنامه ريزی كاربرد و مثال تعدادی بخش اين در
برنامه ريزی بازنگری است. شتابزده معين نيمه برنامه ريزی كاربردهای از ما عمل طرز و نيست
بهينه  ،[١۴] كنترل نظريه برای است. شده منتشر تاكنون گوناگون حوزه های در معين نيمه
΁ی ارائه ما هدف كنيد. نگاه ساختاری[١١]را سازی بهينه و [٧٧] آمار ، [٣] تركيبياتͬ سازی
فراهم و گوناگون حوزه های در كاربردها بين ارتباط كردن نشان خاطر برای مسائل از كلͬ ايده
را [١۴ ،٧٢] بويد و نميروفس΄ͬ و نسترو همچنين است. آينده مطالعات برای مرجعͬ كردن

كنيد. نگاه بيشتر مثال های برای



٢٧ ها مثال

مقيد دوم درجه صورت به دوم درجه برنامه ريزی ١ . ۴ . ٢
محدب دوم درجه محدوديت ΁ی

(Ax+ b)T (Ax+ b)− cTx− d ≤ ٠
شود نوشته زير صورت به ͬ تواند م (٢ . ١) شور لم طبق x ∈ Rk با I Ax+ b

(Ax+ b)T cTx+ d

 ⪰ ٠.

شود بيان زير به صورت ͬ تواند م كه دارد، بستگͬ x بردار به آفينͬ طور به چپ سمت
F (x) = F٠ + x١F١ + · · ·+ xkFk ≥ ٠,

با
F٠ =

 I b

bT d

 , Fi =

 ٠ ai

aTi ci

 , i = ١, . . . , k,

كلͬ مقيد١۵(محدب) صورت به دوم درجه برنامه ريزی ΁ی بنابراين .A = [a١...ak] آن در كه
minimize f٠(x)
subject to fi ≤ ٠, i = ١, . . . , L,

محدب دوم درجه تابع ΁ی fk هر كه
fk(x) = (Akx+ b)T (Akx+ b)− cTk x− dk, k = ٠, ١, . . . , L

شود نوشته زير صورت به ͬ تواند م
minimize t

subject to

 I A٠x+ b٠
(A٠x+ b٠)T cT٠ + d٠ + t

 ⪰ ٠,
 I Aix+ bi

(Aix+ bi)
T cTi + di

 ⪰ ٠, i = ١, . . . , L,

معين نيمه برنامه ريزی اين است. t ∈ R و x ∈ Rk متغيرهای با معين نيمه برنامه ريزی ΁ی كه
.Ai ∈ Rni كه دارد را n = n٠ + · · ·+ nL و m = k + ١ ابعاد

١۵Quadratically ConsTrained Quadratic Programming(QCQP)



معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٢٨

ماتريسͬ نرم مينيمم سازی و ويژه مقدار بزرگترين ٢ . ۴ . ٢
A(x) = يعنͬ است، شده تعريف x ∈ Rk روی آفينͬ طور به A(x) متقارن ماتريس كنيد فرض
بزرگترين مسئله مينيمم سازی مساله Ai = AT

i ∈ Rp×p آن در كه A٠ + x١A١ + · · · + xkAk

شود: طرح زير صورت به معين نيمه برنامه ريزی عنوان به تواند مͬ A(x) ماتريس ويژه مقدار
minimize λ

subject to λI −A(x) ⪰ ٠,
مقادير همه از λ كه به طوری ͬ يابد م را λ كوچ΄ترين فوق مساله .(x, λ) ∈ Rk+١ متغيرهای با
λI − اگر فقط و اگر است ويژه مقدار بزرگترين λ اما است. بزرگتر A(x) ماتريس ويژه  ی
بهينه سازی گراف، نظريه كنترل، نظريه در نوع اين از مسائلͬ باشد. مثبت معين نيمه A(x)

و مهار١٧ اورتون١۶، ͬ شوند. م ظاهر ها حوزه ساير و آمار تركيبياتͬ، بهينه سازی ساختاری،
ببينيد. را [٧٢ ،٨٨] پلجك١٨

شوند. حل معين نيمه برنامه ريزی از استفاده با ͬ تواند م وابسته جالب مساله چندين
برنامه ريزی ͬ توان م ،A(x) ويژه مقادير بزرگترين تا r مجموع كردن مينيمم برای مثال، به عنوان

كرد حل را زير معين نيمه
minimize rt+ Tr(X)

subject to λtI +X −A(x) ⪰ ٠,
X ⪰ ٠,

اثبات برای ͬ دهد. م نشان را X ∈ Rp ماتريس تريس(اثر) Tr(X) = X١١ + · · ·+Xpp آن در كه
ببينيد. را [۵] عليزاده

A(x) ماتريس ويژه مقدار كوچ΄ترين و بزرگترين بين فاصله كردن مينيمم مسئله همچنين
شود بيان زير معين نيمه برنامه ريزی عنوان به ͬ تواند م

minimize λ− µ

subject to µI ⪯ A(x) ⪯ λI,

.µ = λmin(A(x))و λ = λmax(A(x)) كه
از وزن دار مجموع يا ويژه مقادير قدرمطلق شامل مسائل به ͬ تواند م همچنين نتايج اين

ببينيد. را [۵] عليزاده شود. داده تعميم ويژه مقادير
١۶Overton
١٧Mohar
١٨Poljak



٢٩ ها مثال
مقدار ماكزيمم يا طيف١٩ͬ ∥A(x)∥(نرم ماتريس نرم كردن مينيمم دي·ر وابسته مساله
متقارن ها Ai نيست نياز است(اينجا A(x) = A٠ + x١A١ + · · ·+ xkAk ∈ Rp ماتريس از تكين)
تعريف ∥A∥ =

√
λmax(ATA) صورت به ماتريس ΁ی طيفͬ نرم كه ͬ كنيم م يادآوری باشند).

شود طرح زير صورت به معين نيمه برنامه ريزی عنوان به ͬ تواند م مساله اين ͬ شود. م
minimize t

subject to

 tI A(x)

A(x)T tI

 ⪰ ٠,

.t ∈ R و x ∈ Rk متغيرهای با
بزرگترين تا r مجموع ويژه، مقدار بزرگترين يعنͬ مسائل اين در هدف توابع كه كنيد توجه

هستند. محدب) (اما x از مشتق ناپذير توابع نرم، و ويژه مقادير

چبيشف ل·اريتمͬ تقريب ٣ . ۴ . ٢
A = آن در كه كنيم، حل تقريبی طور به را A(x) ≈ b مسئله كه علاقمنديم كه كنيد فرض
ͬ كنيم. م مينيمم را باقيمانده l∞ نرم ما چبيشف تقريب در .b ∈ Rp و [a١, . . . , ap] ∈ Rp×k

يعنͬ
min maxi | aTi x− bi | .

متغيرهای عنوان به  t و x متغيرهای با خطͬ برنامه ريزی ΁ی عنوان به ͬ تواند م مساله اين
شود طرح زير صورت به مصنوعͬ

minimize t

subject to − t ≤ aTi x− bi ≤ t, i = ١, . . . , p.
ͬ شود. م بيان ل·اريتمͬ مقياس ΁ی صورت به و دارد شدت يا توان از بعدی bi كاربرد چند در

است زير صورت به طبيعͬ بهينه سازی مساله حالت هايی چنين در
min maxi | log(aTi x)− log(bi) | . (١۶ . ٢)

(.aTi ≤ ٠ كه وقتͬ است −∞ به صورت log(aTi x) و bi > ٠ كنيد (فرض
طرح معين نيمه برنامه ريزی ΁ی به صورت ͬ تواند م چبيشف٢٠ ل·اريتمͬ تقريب مساله اين

كه كنيد توجه موضوع اين ديدن برای شود.
| log(aTi x)− log(bi) |= logmax(

aTi x

bi
,

bi

aTi x
).

١٩SpecTral norm
٢٠Logarithmic Chebychev Approximation



معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٣٠
است زير مساله معادل (١۶ . ٢) مساله بنابراين .(aTi x > ٠ كه كنيد (فرض

minimize t

subject to
١
t
≤ aTi x

bi
≤ t, i = ١, . . . , p.

يا
minimize t

subject to


t− aTi x

bi
٠ ٠

٠ aTi x
bi

١
٠ ١ t

 ⪰ ٠, i = ١, . . . , p.

برنامه ريزی اول دهد. مͬ نشان را مهم نكته دو مثال اين است. معين نيمه برنامه ريزی ΁ی كه
معين نيمه مساله مانند نگاه اولين در كه است بهينه سازی مسائل از بسياری شامل معين نيمه
شباهت عليرغم است، ͬ تر كل خطͬ برنامه ريزی از معين نيمه برنامه ريزی دوم و ͬ رسند نم به نظر

دارند. هم به كه نزدی΄ͬ

ساختاری بهينه سازی ۴ . ۴ . ٢
΁ی گرفته اند. نظر در را زير ٢٣ ساختاری بهينه سازی مساله [١١] در بندس٢٢ͬ و بن‐تال٢١
هندسه(م΄ان شناسͬ ͬ كند. م متصل هم به را گره p از مجموعه ΁ی كشسان ميله k از ساختار
تقريبی كردن معين يعنͬ است. ميله ها اندازه هدف هستند. ثابت مواد و ميله ها) طول و
گره های نيروهای از ثابت مجموعه ΁ی ما مساله از نسخه ساده ترين در ميله ها. پيوندی نواحͬ
م΄ان های تغيير بردار ͬ گيريم. م نظر در را (i = ١, . . . , p) ،fi شده برده به كار خارجͬ به طور
كه است اين هدف ͬ شود. م داده نشان d با ͬ شود، م نتيجه fi نيروهای حمل از كه گره ها
را محدوديت های كه داريم نياز همچنين ما گردد. مينيمم ١٢fTd كشسان شده ذخيره انرژی
هر روی پيوندی ناحيه روی پايين و بالا كران های و وزن) معادل به طور مجموع(يا اندازه روی

آوريم. حساب به ميله
يعنͬ است، خطͬ d و f بين وابستگͬ هستند. xi پيوندی ناحيه های طراحͬ متغيرهای

f = A(x)d A(x) = Σk
i=١xiAi

هستند متقارن مثبت معين نيمه هم·ͬ Ai ماتريس های ͬ شود. م ناميده سخت٢۴ͬ ماتريس
به سازی بهينه مساله پس هندسه). و ميله ها دارند(طول بستگͬ ثابت پارامترهای به تنها و

٢١Ben-Tal
٢٢Bendse
٢٣Structural optimization
٢۴Stiffness matrix



٣١ ها مثال
است زير صورت

minimize fTd

subject to f = A(x)d,

Σk
i=١lixi ≤ ν,

xi ≤ xi ≤ xi, i = ١, . . . , k,
كران های xi ،xi و ها ميله طول li است، اندازه بزرگترين ν هستند، متغيرها x و d آن در كه
و xi > ٠ كه ͬ كنيم م فرض ما ساده سازی برای هستند. پيوندی ناحيه روی بالا و پايين

بنويسيم و بزنيم تخمين را d ͬ توانيم م ما پس .xi مثبت مقادير همه ازای به A(x) > ٠
minimize fTA(x)−١f
subject to Σk

i=١lixi ≤ ν,

xi ≤ xi ≤ xi, i = ١, . . . , k,
يا

minimize t

subject to

 t fT

f A(x)

 ⪰ ٠, i = ١, . . . , p,
Σk
i=١lixi ≤ ν,

xi ≤ xi ≤ xi, i = ١, . . . , k,
بيان برای (٢ . ١) شور لم از كه كنيد است(توجه t و x در معين نيمه برنامه ريزی ΁ی كه

كرده ايم). استفاده خطͬ ماتريسͬ نامساوی ΁ی عنوان به fTA(x)−١f ≤ ٠

آمار در كاربرد ۵ . ۴ . ٢
تعداد باشد. Σ كوواريانس ماتريس و x ميانگين با تصادفͬ بردار ΁ی x ∈ Rp كه كنيد فرض
x به دارد، صفر ميانگين ،n اندازه گيری نويز كه ͬ گيريم م را y = x + n نمونه های از زيادی
Σ̂ = Σ + D نتيجه در دارد. D قطری اما نامعلوم كوواريانس ماتريس ΁ی و ندارد ارتباطͬ
بالا اطمينان با را Σ ͬ توانيم م كه ͬ كنيم م فرض ͬ دهد. م نشان را y كوواريانس ماتريس Σ̂ كه

ͬ گيريم. م نظر در ثابت و معلوم ماتريس ΁ی را آن يعنͬ بزنيم، تخمين
را اندازه گيری نويز كوواريانس ماتريس ،D ماتريس يا ،x كوواريانس ماتريس ،Σ ماتريس
مجموعه در Σ كه ͬ دانيم م بنابراين هستند مثبت معين نيمه دو هر آن ها اما ͬ شناسيم. نم

دارد قرار زير محدب
Σ = {Σ̂−D|Σ̂−D ≥ ٠, D > ٠, D diagonal}



معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٣٢
برنامه ريزی مسائل حل با Σ خطͬ توابع روی را كران ها كه ͬ دهد م اجازه ما به حقيقت اين

بياوريم. به دست Σ مجموعه روی معين نيمه
برابر مؤلفه های تمام با برداری e كه eTx يعنͬ x مؤلفه های مجموع مثال، ΁ی عنوان به

با eTx واريانس ب·يريد. نظر در است، ΁ی
eT Σ̂e = eTΣe− Tr(D)

است. نامعلوم نيز eT Σ̂e پس است نامعلوم Σ ماتريس اين كه به توجه با ͬ شود. م گرفته نظر در
در كه كنيم معين را بازه ΁ی ͬ توانيم م Σ مجموعه روی eT Σ̂e مينيمم و ماكزيمم تعيين با اما

كنيم. محاسبه eT Σ̂e روی را بالا و پايين كران ͬ توانيم م ما دي·ر، عبارت به دارد. قرار آن
برنامه ريزی حل با ͬ تواند م پايين كران ΁ی است. eT Σ̂e بالا كران كه ͬ شود م ديده آسانͬ به

شود محاسبه زير معين نيمه
minimize Σp

i=١di (٢ . ١٧)
subject to Σ− diag(d) ⪰ ٠, (٢ . ١٨)

d ≥ ٠. (٢ . ١٩)
دانش آموز ΁ی نمرات y بردار ناميد. آزمايش٢۵ͬ آزمون مساله را (٢ . ١٩)‐(٢ . ١٧) [٢٩] فلچر
مجموع eT y و ͬ دهد م نشان را آزمون p از سری ΁ی روی ͬ شود م انتخاب تصادفͬ طور به كه
نمرات مجموع واريانس اگر ͬ گيرد م نظر در معتبر را آزمون شخص ͬ دهد. م نشان را نمرات

مقدار باشد. جمعيت كل روی eTx واريانس ΁نزدی eT y شده اندازه گيری
ρ =

eTΣe

eT Σ̂e

΁ی ͬ توان م (٢ . ١٩)‐(٢ . ١٧) معين نيمه برنامه ريز ی حل با ͬ شود. م ناميده آزمون٢۶ اعتبار
كرد. محاسبه ρ برای پايين كران

ببينيد). را دارد([٧٧] بهينه آزمايش طراحͬ در كاربردهايی همچنين معين نيمه برنامه ريزی
كنترل نظريه در م΄رر طور به معين نيمه برنامه ريزی مسائل شد، ارائه كه مثال هايی بر علاوه
در بسياری مثال های بالاكريشنان٢٩ و فرون٢٨ قايی٢٧، ال بويد، ͬ آيند. م وجود به سيستم و
و دوم درجه فرم های شامل هندسͬ مسائل از بسياری همچنين كرده اند. جمͽ آوری [٨٨]
نيمه برنامه ريزی مسئله عنوان به ͬ توانند م نيز نامحدب و تركيبيات٣٠ͬ سازی بهينه مسائل

ببينيد). را [٨٨] شوند( طرح معين
٢۵Educational testing problem
٢۶Reliability of the test
٢٧El Ghaoui
٢٨Fron
٢٩Balakrishnan
٣٠Combinatorial optimization



٣٣ معين نيمه برنامه ريزی در دوگانͬ

معين نيمه برنامه ريزی در دوگانͬ ۵ . ٢
معين نيمه مسئله برای را يافته تعميم دوگان قضايای كه بود كسͬ اولين [١٩] در ٣١ دافين
فرمول بندی [٩٢] ول΄ووی΄ز و [١٢] ٣۴ ول΄ووی΄ز ٣٣و باروين هاروی΄ز٣٢[۴١] او از پس كرد. مطالعه
ديد با را يافته تعميم دوگان قضيه [۶] در ٣۶ نش و اندرسن٣۵ دادند. گسترش را دوگان قضيه
معين نيمه مسئله دوگانͬ قضايای [۵] در عليزاده دادند. ارائه نامتناهͬ بعد با خطͬ مساله
نظر در اوليه مساله عنوان به را (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه برنامه ريزی نمود. اثبات و بيان را

ͬ شود م تعريف زير صورت به آن با متناظر دوگان ب·يريد.
maximize ⟨A٠, Z⟩ (٢ . ٢٠)
subject to ⟨−Ai, Z⟩ = ci, i = ١, ...n, (٢ . ٢١)

Z ⪰ ٠, (٢ . ٢٢)
ͬ گوييم م است. Z از خطͬ هدف تابع ΁ی (٢ . ٢٠) كه كنيد توجه .Z ∈ Sm ماتريس آن در كه
برنامه ريزی كليدی خاصيت .Z ⪰ ٠ و i = ١, . . . , n ،TrZAi = −ci اگر است شدنͬ دوگان
اوليه معين نيمه برنامه ريزی از بهينه مقدار روی كران هايی كه است اين دوگان معين نيمه

پس باشد، شدنͬ اوليه x و شدنͬ دوگان Z كه كنيد فرض برعكس. و ͬ دهد م نتيجه
cTx− Tr(ZA٠) = −Σn

i=١Tr(ZAixi)− Tr(ZA٠) = −Tr(ZA(x)) ≥ ٠, (٢ . ٢٣)
داريم بنابراين ͬ كنيم. م استفاده B = BT ⪰ ٠ و A = AT ⪰ ٠ كه وقتͬ Tr(AB) ≥ ٠ از كه

cTx ≥ Tr(ZA٠), (٢۴ . ٢)
اوليه هدف تابع مقدار با مساوی يا كوچ΄تر Z دوگان شدنͬ نقطه هر هدف تابع مقدار يعنͬ
صورت به Z و x با متناظر η دوگانͬ فاصله عنوان به را تفاوت است. x اوليه شدنͬ نقطه هر

ͬ گيريم م نظر در زير
η = cTx− Tr(ZA٠) = Tr(ZA(x)).

بهينه مقدار p∗ كنيد فرض است. Z و x از خطͬ تابع ΁ی دوگانͬ فاصله كه كنيد توجه
يعنͬ دهد، نشان را (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه برنامه ريزی
p∗ = inf

{
cTx|A(x) ⪯ ٠}

٣١Duffin
٣٢Hurwicz
٣٣Borwein
٣۴Wolkowicz
٣۵Anderson
٣۶Nash



معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٣۴
ͬ گيريم م نتيجه است، برقرار شدنͬ x هر برای (٢۴ . ٢) چون باشد. شدنͬ دوگان كنيد فرض و
اوليه مساله برای را پايين كران های دوگان ماتريس ها ی دي·ر عبارت به . p∗ ≥ Tr(ZA٠) كه

ͬ دهند. م نتيجه
يعنͬ ͬ دهند م نتيجه را دوگان مساله برای بالا كران های اوليه شدنͬ نقاط مشابه، طور به
زير صورت به و است (٢ . ٢٢)‐(٢ . ٢٠) معين نيمه دوگان مسئله بهينه مقدار d∗ كه d∗ ≤ cTx

ͬ آيد م دست به

d∗ = sup
{
Tr(ZA٠)|Z ⪰ ٠,−Tr(ZAi) = ci, i = ١, . . . , n}

بهينه مقدار با مساوی يا كمتر دوگان مساله بهينه مقدار يعنͬ ،d∗ ≤ p∗ كه ͬ شود م نتيجه
فاصله مسائل برخͬ در است مم΄ن اما ͬ آيد م بدست معمولا تساوی ͽواق در است. اوليه مساله
را دوگان و اوليه بهينه های مجموعه Zopt و Xopt كنيد فرض نباشد. صفر بهينگͬ در دوگانͬ

يعنͬ ͬ دهند، م نشان

Xopt =
{
x|A(x) ⪯ ٠, cTx = p∗

}
,

Zopt =
{
Z|Z ⪰ ٠,−Tr(ZAi) = ci, i = ١, . . . , n, T r(ZA٠) = d∗

}
مانند باشد، متناهͬ (d∗ يا ) p∗ اگر حتͬ باشد، تهͬ ͬ تواند م (Zopt (يا Xopt كه كنيد توجه

زير معين نيمه برنامه ريزی

minimize t

subject to

 x ١
١ t

 ⪰ ٠.

باشند برقرار زير شرايط از ΁ی هر اگر p∗ = d∗ [٨٠] ،[٧٢] .١ . ۵ . ٢ قضیه
باشد. داشته وجود A(x) ≺ ٠ با x ΁ی يعنͬ باشد، شدنͬ (۵ . ٢) و (۴ . ٢) اوليه مساله .١

TrAiZ =، Z = ZT ≻ ٠ با Z ΁ی يعنͬ باشد، شدنͬ (٢ . ٢٢)‐(٢ . ٢٠) دوگان مساله .٢
باشد. داشته وجود i = ١, . . . , n ،−ci

هستند. ناتهͬ Zopt و Xopt بهينه مجموعه های باشند، برقرار شرط دو هر اگر

نيمه برنامه ريزی برای دوگانͬ نظريه برای مختلف رهيافت دو [٧٩] رامانا٣٧ و [٩٢] ول΄وويز
استاندارد دوگانͬ ما كنونͬ اهداف برای باشد. شدنͬ اكيدا نيست نياز كه كرده اند مطرح معين

بود. خواهد كافͬ بالا در شده نمادگذاری
٣٧Ramana



٣۵ معين نيمه برنامه ريزی در دوگانͬ

KKT بهينگͬ شرايط
با Z و x يعنͬ باشند، ناتهͬ دوگان و اوليه بهينه مجموعه های كه كنيد فرض

p∗ = cTx = TrZA٠ = d∗

لم از Z ⪰ ٠ و −A(x) ⪰ ٠ چون .−TrZA(x) = ٠ داريم (٢ . ٢٣) از باشند. داشته وجود
بيان و است زائد م΄مل شرط TrZA(x) = ٠ شرط .ZA(x) = ٠ كه گيريم مͬ نتيجه (٢ . ٢ . ٣)
زائد م΄مل شرط اين هستند. متعامد A(x) و Z متقارن ماتريس های برد فضای كه ͬ كند م
نيمه ريزی برنامه برای بهينگͬ شرايط (١ . ۵ . ٢) قضيه ͬ بخشد. م عموميت را خطͬ برنامه ريزی

ͬ دهد. م نتيجه را (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين
(۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله از x∗ شدنͬ نقطه ΁ی برای KKT بهينگͬ لازم شرايط

كه طوری به است Z∗ ∈ Sm ΁ی وجود
∇f(x∗) +DA(x∗)

∗Z∗ = ٠, (٢۵ . ٢)
⟨Z∗, A(x∗)⟩ = ٠, (٢۶ . ٢)

A(x∗) ⪯ ٠, Z∗ ⪰ ٠. (٢ . ٢٧)
ناميده x∗ با متناظر لاگرانژ ضرب·ر Z∗ و (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله KKT نقطه x∗

ͬ شود. م
ͬ گيريم م نظر در زير صورت به را p∗ ̸= d∗ با ساده مثال ΁ی

minimize x١

subject to


٠ x١ ٠
x١ x٢ ٠
٠ ٠ x١ + ١

 ⪰ ٠.

به دوگان برنامه ريزی .p∗ = ٠ بنابراين است، {(x١, x٢)T |x١ = ٠, x٢ ≥ ٠} شدنͬ مجموعه
ͬ شود م بيان زير صورت

maximize − z٢

subject to


z١ (١−z٢)٢ ٠

(١−z٢)٢ ٠ ٠
٠ ٠ z٢

 ⪰ ٠.

بهينه جواب دوگان مساله پس دارد. را {
(z١, z٢)T |z٢ = ١, z١ ≥ ٠} شدنͬ مجموعه كه

تخطͬ (١ . ۵ . ٢) قضيه در شرط دو هر از معين نيمه برنامه ريزی اين البته، دارد. را d∗ = −١
برخلاف كه كنيد توجه همچنين نيستند. شدنͬ اكيدا اما هستند، شدنͬ مساله دو هر ͬ كند. م



معين نيمه سازی بهينه مسائل بر ای مقدمه ٣۶
باشد. داشته وجود بهينگͬ در صفر غير متناهͬ دوگانͬ فاصله ΁ی ͬ تواند م خطͬ برنامه ريزی

هستند برقرار زير شرط دو ͬ كنيم م فرض رساله اين تمام در بنابراين
مͬ نتيجه ∑n

i=١ uiAi = ٠ يعنͬ هستند، خطͬ مستقل i = ١, . . . , n، Ai های ماتريس .١
i = ١, . . . , n. ،ui = ٠ دهد

يعنͬ هستند، شدنͬ دوگان و اوليه مسئله دو هر .٢
∃Z٠ ∈ Sm and x٠ ∈ Rn : Z٠ ≻ ٠, A(x٠) ≺ ٠, ⟨−Ai, Z٠⟩ = ci, i = ١, ..., n.



٣ فصل
حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی

خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله

مقدمه ٣ . ١
در گسترده ای كاربردهای و گرفته قرار توجه مورد بسيار اخير سال های در معين نيمه  مساله
نيمه مساله است مم΄ن اول نگاه در چند هر است. يافته ساختاری١ بهينه سازی و مهندسͬ
نيمه مسائل از خاصͬ حالت عنوان به بهينه سازی مسائل از بسياری برسد، نظر به خاص معين
بيشترين ، ماتريس ويژه مقدار بزرگترين كردن مينيمم ، خطͬ برنامه ريزی مانند هستند، معين
نظريه كنترل، نظريه در مسائل اين ببينيد). را چپيشف([٨٨] ل·اريتمͬ تقريب و دترمينان
ͬ شوند.([۵، م ظاهر زمينه ها ساير و تركيبياتͬ بهينه سازی ساختاری، بهينه سازی آمار، گراف،

ببينيد). را [٨٨ ،٧۴ ،۶٧
بردارها بين نامساوی آن در كه است خطͬ برنامه ريزی مساله تعميم معين نيمه مساله
نقطه روش های از بسياری دليل همين به است. شده جاي·زين ماتريس ها بين نامساوی با
مساله حل برای موفقͬ طور به شده اند، طراحͬ خطͬ برنامه ريزی مسائل حل برای كه درونͬ
ثابت ،ͽواق در ببينيد). ١٠٨]را ،٩٠ ،٨٧ ،۵۴ ،۵١ ،٣۵ رفته اند([٣، كار به معين نيمه برنامه ريزی
استفاده اند. قابل بسيار متوسط بعد با مسائل حل برای درونͬ نقطه روش های كه است شده

١Structural optimization

٣٧



خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٣٨
باشد، زياد محدوديت ها تعداد يا شود تعريف بزرگ بعد با ماتريس هايی روی مساله اگر اما
در است. زيادی حافظه ی به نياز آن حل برای و بوده كند بسيار درونͬ نقطه روش های رشد
معين نيمه مساله برای طيف٣ͬ دسته بند ی و لاگرانژی٢ متناوب جهت روش های [٩١] و [٣۵]
مانند کاربردی مسائل از بسیاری در واقعͬ زمان جواب های حال، این با است. شده ارائه
سنتͬ روش های است. ضروری [١١١ ،۴۴] ربات ها کنترل و ریزگیری۴ برنامه در نیرو تحلیل
نیاز مورد محاسبات دقیق زمان زیرا نباشد مناسب مسائل این برای است مم΄ن بهینه سازی
کارآمد و قبول قابل روش ΁ی واقعͬ، زمان در بهینه سازی مسائل حل برای بنابراین، است.

است. نیاز
در است. واقعͬ زمان در بهینه سازی مسائل حل برای ایده آل روش ΁ی عصبی شب΄ه روش
دارای واقعͬ، زمان در بهینه سازی مسائل حل در عصبی شب΄ه روش قبلͬ، روش های با مقایسه
ی΄پارچه سازی از استفاده با موثر طور به ͬ تواند م عصبی شب΄ه ΁ی ساختار اول است. مزایایی
بسیاری ͬ تواند م عصبی شب΄ه دوم، شود. برده کار به نوری۶ تکنولوژی های و بزرگ۵ مقیاس
دينامی΄ͬ روش های سوم، کند. حل زمان با متغیر پارامترهای با را بهینه سازی مسائل از
مسائل حل برای مستقيم و موثر طور به توانند مͬ معمول٧ͬ عددی دیفرانسیل معادلات و
شب΄ه های چهارم، شوند. گرفته كار به پيوسته زمان عصبی شب΄ه وسيله ی به مقيد بهینه سازی
روش های دلیل همین به دارند. واقعͬ زمان جواب های در بالايی هم·رايی سرعت عصبی
شب΄ه های بسیاری محققان رو، این از گرفته اند. قرار توجه مورد بهینه سازی برای عصبی شب΄ه
مطالعات شامل موارد این کرده اند. ایجاد مقيد سازی بهینه مسائل برای را پيوسته عصبی
،٢٣ ،١۵] است( واقعͬ زمان در بهینه سازی مسائل حل برای عصبی شب΄ه های در بسیاری

ببينيد). را [١١٣ ،١٠٨ ،١٠۴ ،١٠٠ ،۶٩ ،۶٨ ،۵٨ ،۵٧ ،۵۶ ،۵٢ ،۴٩ ،٣٧ ،٣٢
شب΄ه های و شدند متولد ٩ پيتس ٨و كلوچ مك پیش·امان کار از پیش قرن نیم از شب΄ه ها
[٨۶] و [٣٧] ) شدند. معرفͬ بهینه سازی زمينه در ١٩٨٠ دهه در بار اولین برای عصبی
نامنفͬ انرژی تابع ΁ی ایجاد بهینه سازی برای عصبی شب΄ه روش اصلͬ ایده ببينيد). را
سیستم است. مصنوعͬ عصبی شب΄ه ΁ی از نمایه ΁ی که است دينامی΄ͬ سیستم ΁ی و
برای ͬ رود م انتظار است. معمولͬ دیفرانسیل معادلات قالب در معمول طور به دينامی΄ͬ
بهينه سازی مساله جواب که شود، ΁نزدی تعادلش نقطه به دينامی΄ͬ سیستم اولیه نقطه ΁ی
نقطه ΁ی به دينامی΄ͬ سیستم ΁ی كه همزمان كه است این اصلͬ ضرورت ΁ی است. اصلͬ

٢Alternating direction augmented Lagrangian
٣Spectral bundle
۴Robot grasping
۵Large scale integration
۶Optical technologies.
٧Numerical ordinary differential equation
٨McCulloch
٩Pitts



٣٩ دينامی΄ͬ سيستم مدل
شب΄ه روش اصلͬ مزیت ͬ یابد. م کاهش ی΄نواخت طور به انرژی تابع ͬ شود، م ΁نزدی تعادلش
است. موازی ذاتͬ طور به دينامی΄ͬ جواب روش ماهیت که است این بهینه سازی در عصبی
بیشتر از سریعتر بسیار زمان در را بهینه سازی مسائل ͬ تواند م عصبی شب΄ه روی΄رد بنابراین
ͬ شوند، م اجرا منظوره چند دیجیتالͬ رایانه های روی بر که محبوب بهینه سازی ال·وریتم های
دی·ر به نسبت بهتری عمل΄رد شده پیشنهاد عصبی شب΄ه های از برخͬ به علاوه كند. حل
سیستم وضعیت به توجه با که است ذکر به لازم دارند. سازی پیاده یا نظريه حيث از شب΄ه ها
گسترش ͬ تواند م عصبی شب΄ه مدل های پايداری تحلیل و تجزیه قطعͬ)، نامشخص(غير های

ببينيد. را [٨۶ ،۴٨ ،٧] بیشتر اطلاعات برای يابد.
اما دارد، وجود محاسبات برای شده ارائه آنالوگ عصبی شب΄ه های از مختلفͬ انواع اگرچه
از استفاده با بالا محاسباتͬ پیچیدگͬ با معين نيمه واقعͬ زمان مسائل حل از گزارش ΁ی تنها
ساده تری مدل و است پیچیده عصبی شب΄ه مدل این ساختار دارد[۴٢]. وجود عصبی شب΄ه
معين نيمه مساله برای متفاوت عصبی شب΄ه مدل ΁ی ساختن بنابراین، شود. ارئه ͬ تواند م
ͬ رسد. م نظر به لازم مناسب هم·رایی و پايداری كم، پیچیدگͬ ساده، ساختار ΁ی با خطͬ
΁ی پیشنهاد با كه است این کار این های انگیزه از دی·ر ی΄ͬ است. فصل این اصلͬ انگیزه این
بهينگͬ شرايط اساس بر كند. كمك معين نيمه مساله حل به دينامی΄ͬ سازی بهینه طرح
نقطه كه ͬ شود م ارائه دقیق پایداری تحلیل با كارا عصبی شب΄ه مدل ΁ی كارش‐كان‐تاكر،
پايداری مفروضات برخͬ با است. معين نيمه مساله تاكر كان كارش نقطه ی معادل آن تعادل

ͬ آيد. م دست به نیز تعادل نقطه
نشان ما داد. خواهيم ارائه KKT شرايط بر مبتنͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ما فصل اين در
نيمه برنامه ريزی كارش‐كان‐تاكر نقطه با شده ارائه عصبی شب΄ه تعادل نقطه كه ͬ دهيم م
داد خواهيم نشان مناسب لياپانوف تابع ΁ی بردن كار به با است. معادل (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين
برنامه ريزی بهينه جواب به سراسری هم·رای و لياپانوف پايدار شده ارائه عصبی شب΄ه مدل كه

ͬ كنند. م تاييد را نظری نتايج مختلف مثال های است. (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه

دينامی΄ͬ سيستم مدل ٣ . ٢
(۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه برنامه ريزی مساله بهينه سازی، استاندارد روش ΁ی از از استفاده با
و x(.) زمان به وابسته متغيرهای اكنون ͬ كنيم. م تبديل غيرخطͬ دينامی΄ͬ سيستم ΁ی به را
معين نيمه برنامه ريزی حل برای بازگشتͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ما ͬ گيريم. م نظر در را Z(.)

است شده داده زير صورت به آن دينامی΄ͬ معادله كه ͬ دهيم م ارائه (۵ . ٢) و (۴ . ٢)
dx

dt
= −

(
∇f(x) +DA(x)∗[Z +A(x)]+

)
, (٣ . ١)

dZ

dt
= [Z +A(x)]+ − Z, (٣ . ٢)



خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۴٠
،(i = ١, . . . , n) ،ai = vec(Ai) ،z = vec(Z) كنيد فرض .DA(x) = [A١, A٢, ..., An] كه
استفاده با .Ā =

[
a١ a٢ . . . an

]T و (z + a(x))+ = vec([Z + A(x)]+ ،a(x) = vec(A(x))

ͬ شود م نوشته زير صورت به (٣ . ٢) و (٣ . ١) عصبی شب΄ه ،(٢ . ٣) و (٢ . ٢) از
dx

dt
= −

(
∇f(x) + Ā(z + a(x))+

)
,

dz

dt
= (z + a(x))+ − z.

و y = (xT , zT )T ∈ Rn+m٢ كنيد فرض شدن ساده برای

Φ(y) =

 −
(
∇f(x) + Ā(z + a(x))+

)
(z + a(x))+ − z

 . (٣ . ٣)

ͬ شود م نوشته زير صورت به (٣ . ٢) و (٣ . ١) عصبی شب΄ه بنابراين
dy

dt
= ρΦ(y), (۴ . ٣)

y(t٠) = y٠, ρ > ٠, (۵ . ٣)
و اس΄الر پارامتر ΁ی ρ و y٠ ∈ S٠ =

{
y = (xT , zT )T ∈ Rn+m٢ |Z ∈ Sm

+ & z = vec(Z)
} كه

بزرگتر ρ هرچه كه است ͹واض است. (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه هم·رايی نرخ نشان دهنده
بود. خواهد بهتر هم·رايی نرخ باشد

هم·رايی و پايداری تحليل ٣ . ٣
ͬ شود. م ارائه (۵ . ٣) و (۴ . ٣) شده پيشنهاد عصبی شب΄ه هم·رايی و پايداری بخش اين در

.ρ = ١ ͬ كنيم م فرض كليت از كاستن بدون و راحتͬ برای
(۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ = (x∗T , z∗T )T كنيد فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
اگر دي·ر، طرف از است. (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله از KKT نقطه ΁ی x∗ آنگاه باشد،
وجود Z∗ ∈ Sm

+ ΁ی آنگاه باشد، (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله از بهينه جواب ΁ی x∗ ∈ Rn

كه است (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ = (x∗T , z∗T )T كه طوری به دارد
.z∗ = vec(Z∗)

باشد. (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ = (x∗T , z∗T )T كنيد فرض برهان.
ͬ شود م نتيجه راحتͬ به .dz∗dt = ٠ و dx∗

dt = ٠ آنگاه
∇f(x∗) + Ā(z∗ + a(x∗))+ = ٠, (۶ . ٣)
(z∗ + a(x∗))+ = z∗. (٣ . ٧)



۴١ هم·رايی و پايداری تحليل
٢ . ٢ . ٢ لم از بنابراين .[Z∗ +A(x∗)]+ = Z∗ با است معادل (z∗ + a(x∗))+ = z∗ كه است ͹واض

داريم

Z∗ ⪰ ٠, A(x∗) ⪯ ٠, ⟨Z∗, A(x∗)⟩ = ٠. (٣ . ٨)

داريم (۶ . ٣) در (٣ . ٧) جاي·ذاری با و DA(x∗)∗Z∗ = Āz∗ داريم (٢ . ٣) از استفاده با

∇f(x∗) +DA(x∗)∗Z∗ = ٠. (٣ . ٩)

صدق (٢ . ٢٧)‐(٢۵ . ٢) بهينگͬ شرايط در y∗ = (x∗T , z∗T )T كه ͬ بينيم م ،(٣ . ٩) و (٣ . ٨) از
است. سرراست عكس اثبات ͬ كند. م

(۴ . ٣) سيستم برای پيوسته جواب ΁ی ،y٠ = y(t٠) ∈ S٠ شروع نقطه هر برای .٣ . ٣ . ٢ قضیه
دارد. وجود (۵ . ٣) و

بنابراين هستند پيوسته B ⊆ Rn+m٢ باز محدب مجموعه روی DA(x) و ∇f(x) چون برهان.
وجود قضيه طبق هستند. محلͬ شيتز ليپ پيوسته (z+ a(x))+ − z و ∇f(x) + Ā(z+ a(x))+

جواب ΁ی (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه ،۵ . ١ . ٣ معمولͬ ديفرانسيل معادلات برای محلͬ جواب
دارد. τ > t٠ ،t ∈ [t٠, τ) برای y(t) فرد به منحصر پيوسته

است. لياپانوف پايدار y٠ ∈ S٠ شروع نقطه با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه جواب .٣ . ٣ . ٣ قضیه
نيست. ماكزيمال جواب (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه جواب مسير اين، بر علاوه

ب·يريد نظر در را زير لياپانوف تابع و x̄ = x−∇f(x)− Āz̄ z̄و = (z+ a(x))+ دهيد قرار برهان.

E(x, z) = f(x)− f(x∗) +
١
٢ [∥z̄∥٢ − ∥z∗∥٢]− (x− x∗)T

(
∇f(x∗) + Āz∗

)
−(z − z∗)T z∗ +

١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢ [∥z − z∗∥٢, (٣ . ١٠)



خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۴٢
آنگاه است. (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ = (x∗T , z∗T )T كه

dE(y(t))

dt
=

[
∇f(x) + Āz̄ −∇f(x∗)− Āz∗ + x− x∗

]T
(x̄− x)

+(z̄ + z − ٢z∗)T (z̄ − z)/٢
= −∥x− x̄∥٢ +

[
∇f(x) + Āz̄ −∇f(x∗)− Āz∗ + x̄− x∗

]T
(x̄− x)

− ١
٢∥z − z̄∥٢ + (z̄ − z∗)T (z̄ − z)

= −∥x− x̄∥٢ −
[
∇f(x)−∇f(x∗)

]T
(x− x∗)− (∇f(x∗) + Āz∗)T (x̄− x∗)[

x−∇f(x)− Āz̄ − x̄
]T

(x̄− x∗)− (Āz̄ − Āz∗)T (x− x∗)

− ١
٢∥z − z̄∥٢ + (z̄ − z∗)T (a(x)− (z + a(x))−)

= −∥x− x̄∥٢ − ١
٢∥z − z̄∥٢

−(∇f(x∗) + Āz∗)T (x̄− x∗)−
[
x−∇f(x)− Āz̄ − x̄

]T
(x̄− x∗)

−z̄T
[
− ĀT (x∗ − x)− a(x) + a(x∗)

]
+ z̄Ta(x∗)− z̄(z + a(x))−

+z∗T
[
ĀT (x− x∗)− a(x) + a(x∗)

]
− z∗a(x∗) + z∗(z + a(x))−

= −∥x− x̄∥٢ − ١
٢∥z − z̄∥٢

−(∇f(x∗) + Āz∗)T (x̄− x∗)−
[
x−∇f(x)− Āz̄ − x̄

]T
(x̄− x∗)

−z̄T
[
− ĀT (x∗ − x)− a(x) + a(x∗)

]
+ z̄Ta(x∗)

−z∗T
[
− ĀT (x− x∗) + a(x)− a(x∗)

]
+ z∗(z + a(x))−

≤ −∥x− x̄∥٢ − ١
٢∥z − z̄∥٢

−(∇f(x∗) + Āz∗)T (x̄− x∗)−
[
x−∇f(x)− Āz̄ − x̄

]T
(x̄− x∗)

−z̄T
[
− ĀT (x∗ − x)− a(x) + a(x∗)

]
−z∗T

[
− ĀT (x− x∗) + a(x)− a(x∗)

]
. (٣ . ١١)

داريم [١٠٩] در ٢ لم از استفاده ،با Ω = Rn با آنگاه ،u = x∗ و v = x−∇f(x)− Āz̄ دهيد )قرار
x−∇f(x)− Āz̄ − x̄

)T
(x̄− x∗) ≥ ٠. (٣ . ١٢)
داريم A(x) بودن پذير مشتق و محدب از

A(x∗) ⪯ A(x) +DA(x)∗(x∗ − x),

A(x) ⪯ A(x∗) +DA(x∗)∗(x− x∗).

داريم ٢ . ٢ . ٢ لم از استفاده با ،Z̄, Z∗ ∈ Sm
+ كه آنجايی از

z̄T [a(x∗)− a(x) + ĀT (x∗ − x)] ≤ ٠,
z∗T [a(x)− a(x∗)− ĀT (x− x∗)] ≤ ٠.

(٣ . ١٣)



۴٣ هم·رايی و پايداری تحليل
نتيجه در و ϕ(y∗) = ٠ است، (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ چون به علاوه

∇f(x∗) + Āz∗ = ٠. (١۴ . ٣)
ͬ گيريم م نتيجه (٣ . ١١) در (١۴ . ٣) ‐ (٣ . ١٢) جاي·ذاری با

dE(y(t))

dt
≤ −∥x− x̄∥٢ − ١

٢∥z − z̄∥٢ ≤ ٠. (١۵ . ٣)
اين بر علاوه است. لياپانوف پايدار (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه اينكه يعنͬ اين

E(y٠) ≥ E(y(t)) ≥ ١
٢∥y(t)− y∗∥٢, (١۶ . ٣)

،y(t) ͬ شود م نتيجه ۶ . ١ . ٣ قضيه بنابراين و است كراندار y(t) جواب مسير كه ͬ دهد م نشان
دارد. وجود τ → +∞ وقتͬ t ∈ [t٠, τ)

شب΄ه جواب باشد. (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه تعادل نقطه y∗ كنيد فرض .۴ . ٣ . ٣ قضیه
نيمه مسئله بهينه جواب به سراسری هم·رای y٠ ∈ S٠ آغازين نقطه با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی

است. (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين
دنباله ΁ی و ŷ = (x̂T , ẑT )T حدی نقطه ΁ی بنابراين است، كراندار y(t) (١۶ . ٣) از برهان.

طوری كه به دارد وجود (tk → +∞) {tk} نزولͬ
lim
k→∞

y(tk) = ŷ. (٣ . ١٧)
͹سط مجموعه پس .E(y) → ∞ داريم ∥y(t)∥ → ∞ كه وقتͬ ،(١۶ . ٣) از

M(y٠) = {y ∈ S٠|E(y) ≤ E(y٠)}

توجه است. فشرده نتيجه در و Rn+m٢ بسته مجموعه زير M(y٠) همچنين است. كراندار
بردن ب΄ار با .t ≥ t٠ هر برای y(t) ∈ M(y٠) ͬ شود م باعث dE(y(t))

dt ≤ ٠ كه باشيد داشته
M آن در كه {y(t) → M} ،t → ∞ وقتͬ كه ͬ يابيم درم (١ . ٣ . ١٠) در لسال تغييرناپذيری اصل
(٣ . ١٧) از بنابراين است. N = {y ∈ M(y٠) | dE(y(t))

dt = ٠} در ناپذير تغيير مجموعه بزرگترين
ŷ پس .dzdt = ٠ و dx

dt = ٠ اگر فقط و اگر dE(y(t))
dt = ٠ ͬ شود م نتيجه (١۵ . ٣) از .ŷ ∈ M داريم

ŷ = (x̂T , ẑT )T ، ٣ . ٣ . ١ قضيه از استفاده با است. (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی
است. (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله KKT نقطه

ͬ كنيم م تعريف زير ش΄ل به دي·ری لياپانوف تابع (٣ . ١٠) در z∗ = ẑ و x∗ = x̂ جاي·ذاری با
Ê(x, z) = f(x)− f(x̂) +

١
٢ [∥z̄∥٢ − ∥ẑ∥٢]− (x− x̂)T

(
∇f(x̂) + Āẑ

)
−(z − ẑ)T ẑ +

١
٢∥x− x̂∥٢ +

١
٢∥z − ẑ∥٢.



خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۴۴
(٣ . ١٧) از بنابراين، .Ê(x̂, ẑ) = ٠ و بوده پذير مشتق پيوسته Ê(x, z)

Êk→∞(xk, zk) = Ê(x̂, ẑ) = ٠.
مشابه .dÊ(x,z)

dt ≤ ٠ ،t > tq تمام برای طوری كه به دارد وجود q > ٠ ΁ی ϵ > ٠ هر برای پس
ͬ شود م نتيجه t ≥ tq اينكه از .dÊ(x,z)

dt ≤ ٠ كه كنيم اثبات ͬ توانيم م بالا فرايند
١
٢(∥x(t)− x̂∥٢ + ∥z(t)− ẑ∥٢) ≤ Ê(x, z) < ϵ.

و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه جواب منحنͬ بنابراين .limt→∞ z(t) = ẑ و limt→∞ x(t) = x̂ يعنͬ
است. (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله بهينگͬ نقطه ΁ی به سراسری هم·رای (۵ . ٣)

معين نيمه مسئله بهينگͬ نقاط تمام مجموعه D∗ = {(x∗, Z∗)} كنيد فرض .٣ . ٣ . ١ نتیجه
نقطه به سراسری مجانبی پايدار (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه آنگاه باشد. (۵ . ٢) و (۴ . ٢)

.z∗ = vec(Z∗) كه است y∗ = (x∗T , z∗T )T تعادل

عددی های مثال ۴ . ٣
آورده عددی مثال چندين شده ارائه عصبی شب΄ه مدل اعتبار دادن نشان برای بخش این در
مقادير با را (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه عددی كارايی همچنين مثال ها اين برای ͬ شود. م
نرم از استفاده با مثال ها این شبیه سازی ͬ كنيم. م بررسͬ y٠ مختلف آغازين نقاط و ρ مختلف

است. شده انجام ode45 معمولͬ دیفرانسیل معادلات کننده حل و Matlab 7 افزار
كه ب·يريد نظر در را (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مساله [۴٢] .١.٣ مثال

m = ۴, n = ۴, c =
[ ۴٫٧٠٧٢ −۶٫۴٨٧۵ −٣١٫۵۵۵٧ ٣١٫۵٣١٠ ]T

,

A٠ =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ −۵

 , A١ =


−٠٫٢٧٨۶ −٠٫۴۴٠۶ ٠٫٨١۶٣ ٠
−٠٫۴۴٠۶ −٠٫٧۴٧٢ −٠٫٢٠۴۶ ٠
٠٫٨١۶٣ −٠٫٢٠۴۶ ٠٫٠٢۵٨ ٠

٠ ٠ ٠ ١

 ,

A٢ =


−١٫۶٩۵١ ٠٫٢٠٢۴ ١٫٠٠۵۴ ٠
٠٫٢٠٢۴ ۵٫٠۵٨٩ ٠٫٩٨۵١ ٠
١٫٠٠۵۴ ٠٫٩٨۵١ −۴٫٣۶٣٨ ٠

٠ ٠ ٠ ١

 ,

A٣ =


−٣٫٢٧٣۶ −۶٫٠٨۴٩ −٠٫٢٨١٠ ٠
−۶٫٠٨۴٩ ٨٫۶١١٧ −٠٫٣۵٣٠ ٠
−١٫٩٣٢۴ −٠٫٣٧٧٢ ١٠٫٢٣١٣ ٠

٠ ٠ ٠ −٢

 ,



۴۵ عددی های مثال

A۴ =


۴٫٨۴۴۵ ۶٫٣۶٨٢ −١٫٩٣٢۴ ٠
۶٫٣۶٨٢ −١٣٫٠٧۵٨ −٠٫٣٧٧٢ ٠
−١٫٩٣٢۴ −٠٫٣٧٧٢ ١٠٫٢٣١٣ ٠

٠ ٠ ٠ −٢

 .

رفتار ١.٣ ش΄ل است. (۴٫٩٢٩٩,۵٫۴۵٧٨,۵٫۴١٧٧,۵٫۴٠٣٨)T بهينه جواب دارای مساله اين
نقاط با را (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ (x١(t), x٢(t), x٣(t), x۴(t))T ͬ های منحن

ͬ دهد. م نشان Z٠ ∈ Sm
+ و x٠ تصادفͬ آغازين
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مثال در (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه (x١(t), x٢(t), x٣(t), x۴(t))T هم·رايی رفتار :٣ . ١ ش΄ل
.١.٣

ب·يريد نظر در را زير خطͬ ريزی برنامه مساله [٨].٢.٣ مثال
minimize ٣x١ − x٢
subject to x١ − ٣x٢ ≥ −٣,

٢x١ + x٢ ≥ −٢,
٢x١ + x٢ ≤ ٨,
۴x١ − x٢ ≤ ١۶.

اين شد بحث دوم فصل در كه همانطور است. x٢ = −١٩١۴ و x١ = ۵٧ مساله اين بهينه جواب
كه شود طرح (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله عنوان به ͬ تواند م مساله

A٠ = diag((٣,٢,٨, ١۶)), A١ = diag(−٢,٢−,١,۴), A٢ = diag(١−,٣, ١−,١).
وضعيت متغيرهای فاز صفحه ͬ های منحن و گذرا مسيرهای ترتيب به ٣.٣ و ٢.٣ های ش΄ل

ͬ دهند. م نشان را x٢(t) و x١(t)
A(x) = A٠+∑۵

i=١ xiAi ماتريس ويژه مقدار بزرگترين كردن مينيمم مساله [٢۵].٣.٣ مثال
آن در كه ب·يريد نظر در را



خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۴۶
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آغازين نقطه ۴ (٣ . ۵)با و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه از (x١(t), x٢(t))T هم·رايی رفتار :٣ . ٢ ش΄ل
٢.٣ مثال در تصادفͬ
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در آغازين نقطه ١٨ (٣ . ۵)با و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه ,(t)x١)از x٢(t))T فاز نمودار :٣ . ٣ ش΄ل
.٢.٣ مثال

A٠ =



−٠٫۶٩ −٠٫٣٢ ٠٫٣۴ ٠٫۴٣ −٠٫٠۵
−٠٫٣٢ −٠٫١١ −٠٫١١ −٠٫۴۵ −٠٫٣۴
٠٫٣۴ −٠٫١١ −٠٫٧١ −٠٫٣٣ −٠٫٠٨
٠٫۴٣ −٠٫۴۵ −٠٫٣٣ ٠٫۶۵ ٠٫٢٧
−٠٫٠۵ −٠٫٣۴ −٠٫٠٨ ٠٫٢٧ ٠٫٣٩





۴٧ عددی های مثال

A١ =



−٠٫۶۶ ٠٫٣١ ٠٫۵٧ −٠٫٠۶ −٠٫۴۴
٠٫٣١ −٠٫٢٣ −٠٫١٢ −٠٫٣۵ ٠٫٢٨
٠٫۵٧ −٠٫١٢ −٠٫٢۶ −٠٫٠۶ −٠٫٣٧
−٠٫٠۶ −٠٫٣۵ −٠٫٠۶ ٠٫۶۴ ٠٫٣۴
−٠٫۴۴ ٠٫٢٨ −٠٫٣٧ ٠٫٣۴ ٠٫۶١


,

A٢ =



−٠٫٣١ ٠٫٣۵ ٠٫٠۶ −٠٫٢٣ ٠٫١٧
٠٫٣۵ ٠٫٢۴ −٠٫١٩ ٠٫٢١ −٠٫١٢
٠٫٠۶ −٠٫١٩ −٠٫٣۴ ٠٫٠٠− ٠٫٣۶
−٠٫٢٣ ٠٫٢١ ٠٫٠٠ ٠٫١۶ −٠٫٢۴
٠٫١٧ −٠٫١٢ −٠٫٣۶ −٠٫٢۴ ٠٫٠٠


,

A٣ =



٠٫٢٧ −٠٫١۴ ٠٫١٣ −٠٫٣٢ −٠٫٠٨
−٠٫١۴ −٠٫٢٠ −٠٫٢٩ −٠٫٠۵ −٠٫۶۴
٠٫١٣ −٠٫٢٩ −٠٫۴۵ −٠٫٢٠ −٠٫۵٩
−٠٫٣٢ −٠٫٠۵ −٠٫٢٠ −٠٫٢٧ −٠٫۴۶
−٠٫٠٨ −٠٫۶۴ −٠٫۵٩ −٠٫۴۶ −٠٫٣٩


,

A۴ =



−٠٫۵٧ −٠٫٣٨ −٠٫٠٩ ٠٫٣١ ٠٫٢٢
−٠٫٣٨ ٠٫۶۶ ٠٫١٧ −٠٫٠٣ ٠٫۵١
−٠٫٠٩ ٠٫١٧ ٠٫٢٣ ٠٫١٢ −٠٫٢١
٠٫٣١ −٠٫٠٣ ٠٫١٢ −٠٫۵۶ −٠٫٢١
٠٫٢٢ ٠٫۵١ −٠٫٢١ −٠٫٢١ ٠٫۵٩


,

A۵ =



٠٫٢٢ ٠٫٢٨ ٠٫١۴ ٠٫٠٣ ٠٫٠٩
٠٫٢٨ ٠٫۶٩ −٠٫١٢ ٠٫١٠ ٠٫٣٠
٠٫١۴ −٠٫١٢ −٠٫٧٧ −٠٫٢١ ٠٫١٣
٠٫٠٣ ٠٫١٠ −٠٫٢١ −٠٫۴٢ −٠٫١۵
٠٫٠٩ ٠٫٣٠ ٠٫١٣ −٠٫١۵ ٠٫٢٢


.

صورت به معين نيمه مسئله ΁ی عنوان به تواند مͬ مساله اين كه داديم توضيح دوم فصل در
شود ارائه زير

minimize λ

subject to B(λ, x) = λI −A(x) ⪰ ٠.
مقدار و x∗ = (−٠٫۶١٣۶, ٠٫۶١۴۵,−٠٫٣۴٠٫−,٣٧۶٠۶٧, ٠٫۶۴۶۵)T مساله اين بهينه جواب
و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه مسير های كه دهد مͬ نشان ۴.٣ ش΄ل است. λ∗ = ٠٫٧٠٨٩ آن بهينه

هم·راست. مساله بهينه جواب به تصادفͬ شروع نقطه ۵ با مساله اين حل برای (۵ . ٣)



خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۴٨
بررسͬ (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه در را ∥x(t)− x∗∥٢ روی ρ پارامتر تاثير مساله اين در
شروع نقطه و ρ برای مختلف مقدار ۴ با را ∥x(t)− x∗∥٢ خطای نرم رفتار ۵.٣ ش΄ل ͬ كنيم. م
شب΄ه ρ = ٠٫١ وقتͬ كه ͬ كنيم م مشاهده ͬ دهد. م نشان (λ٠, xT٠ )T = (١−,٢, ١−,١, ٠, ١)T

دارد. ρ = ١٠ كه زمانͬ به نسبت كم تری هم·رايی سرعت (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی
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آغازين نقطه ۵ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه از (λ(t), x(t)T )T هم·رايی رفتار :۴ . ٣ ش΄ل
.٣.٣ مثال در تصادفͬ
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ρ=0.1

ρ=0.5

ρ=1

ρ=10

در (λ٠, xT٠ )T = (١−,٢, ١−,١, ٠, ١)T با ∥(λ(t), x(t)) − (λ∗, x∗)∥٢ هم·رايی رفتار :۵ . ٣ ش΄ل
.٣.٣ مثال

مينيمم مسئله ب·يريد. نظر در را ٣.٣ مثال در ،i = ٠, ١, ...,۵ ،Ai ماتريس های .۴.٣ مثال
ͬ تواند م مساله اين است. A(x) ماتريس ويژه مقدار كوچ΄ترين و بزرگترين بين فاصله كردن

[٣٠] شود طرح زير معين نيمه مساله صورت به
minimize λ− µ

subject to µI ⪯ A(x) ⪯ λI,



۴٩ عددی های مثال
ماتريس ويژه مقدار كوچ΄ترين و بزرگترين ترتيب به µ = λmin(A(x)) و λ = λmax(A(x)) كه
جواب به (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه كه ͬ دهند م نشان عددی نتايج تمام هستند. A(x)

و ۶.٣ ش΄ل های است. ١/۵٣٨٩ هدف تابع بهينه مقدار و هم·راست (λ∗, µ∗, x∗T )T بهينه
آغازين نقطه ١٠ و ۵ با ترتيب به را هدف تابع و (λ(t), µ(t), x(t)T )T گذرا مسيرهای رفتار ٧.٣
ͬ شود. م مشاهده خوبی به بهينه جواب به سريع هم·رايی دوباره، ͬ دهند. م نشان تصادفͬ
ͬ بينيم م ما ٨.٣ ش΄ل از ͬ دهد. م نشان ∥x(t) − x∗∥٢ مقدار بر را ρ پارامتر تاثير ٨.٣ ش΄ل
را ∥x(t) − x∗∥٢ از كم تری هم·رايی سرعت (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه ρ = ٠٫٠۵ كه زمانͬ

دارد. ρ = ٢٠ كه زمانͬ به نسبت
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تصادفͬ آغازين نقطه ۵ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه (λ, µ, xT )T هم·رايی رفتار :۶ . ٣ ش΄ل
.۴.٣ مثال در
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. ۴.٣ مثال در تصادفͬ آغازين نقطه ١٠ با هدف تابع هم·رايی رفتار :٣ . ٧ ش΄ل
A(x) = A٠ + x١A١ + ... + x۵A۵ ماتريس نرم ،∥A(x)∥ كردن مينيمم مسئله .۵.٣ مثال
مسئله صورت به تواند مͬ مسئله اين شده اند. داده ٣.٣ مثال در i = ٠, ١, . . . ,۵ ،Ai كه است

شود[٨٨] طرح زير معين نيمه



خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۵٠
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ρ=0.05
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ρ=5

ρ=20

مثال در (λ٠, µ٠, xT٠ )T = (١−,١, ١−,١, ٠,٢, ١)T با ∥x(t) − x∗∥٢ هم·رايی رفتار :٣ . ٨ ش΄ل
.۴.٣

minimize ν

subject to B(ν, x) =

 νI A(x)

A(x)T νI

 ⪰ ٠.

نشان نتايج تمام ͬ گيريم. م كار به مسئله اين حل برای را (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه ما
مقدار و هم·راست (ν∗, x∗T )T بهينه جواب به (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه كه ͬ دهند م
وضعيت متغيرهای ͬ های منحن ٩.٣ ش΄ل مثال، برای است. ٠/٧٨٠۶ هدف تابع بهينه
مشاهده عصبی شب΄ه سريع هم·رايی ͬ دهد. م نشان تصادفͬ آغازين نقطه ۵ با را (ν, x(t)T )T

آغازين نقطه با و ρ مختلف مقادير با را خطا منحنͬ هم·رايی رفتار ١٠.٣ ش΄ل ͬ شود. م
را بهتر هم·رايی نرخ بزرگتر، ρ كه است ͹واض ͬ دهد. م نشان (ν٠, xT٠ )T = (٢, ٢−,١,٢, ١, ١)T
ͬ كنيم م بررسͬ معين نيمه مسئله برای (٢۶ . ٢) م΄مل شرط ما مثال اين در ͬ دهد. م نتيجه

است. ∥Z∗B(ν∗, x∗)∥ = ٠/٠٠٠٠٠٨ كه
،A١ = (A١

ij) كه ب·يريد نظر در را (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله [٢۵].۶.٣ مثال
مولفه ساير ،A٠١١ = ١، A٠ = (A٠

ij) ،A٣٣٣ = ١، A٣ = (A٣
ij) ،A٢٢٢ = ١، A٢ = (A٢

ij)،A١١٢ = ١
است. (١−,٢, ٠)T مسئله اين بهينه جواب .c = (١, ١, ١)T و صفر برابر ها ماتريس اين تمام های
شروع نقطه ۵ با مساله اين حل برای (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه كه ͬ دهد م نشان ١١.٣ ش΄ل
در Z(t) دوگان متغير هم·رايی رفتار ١٢.٣ ش΄ل هم·راست. مساله بهينه جواب به تصادفͬ

ͬ دهد م نشان زير دوگان و اوليه آغازين نقاط با را (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه



۵١ عددی های مثال
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آغازين نقطه ۵ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه در (ν(t), x(t)T )T هم·رايی رفتار :٣ . ٩ ش΄ل
۵.٣ مثال در تصادفͬ
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(ν٠, xT٠ )T = با ∥(ν(t), x(t)T )T − (ν∗, x∗T )T ∥٢ هم·رايی رفتار :٣ . ١٠ ش΄ل
۵.٣ مثال ,٢)در ٢−,١,٢, ١, ١)T

Z٠ =


٢ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , x٠ =


١
٠
٠

 .

عصبی شب΄ه مبنای بر را ∥x(t) − x∗∥٢ يعنͬ خطا، نرم هم·رايی رفتار ١٣.٣ ش΄ل همچنين
ͬ دهد. م نشان ρ = ١٠ و تصادفͬ نقطه ٢٠ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣)



خطͬ معين نيمه سازی بهينه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۵٢
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نقطه ۵ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه از (x١(t), x٢(t), x٣(t))T هم·رايی رفتار :٣ . ١١ ش΄ل
.۶.٣ مثال در تصادفͬ آغازين
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.۶.٣ مثال در (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه از Z(t) هم·رايی رفتار :٣ . ١٢ ش΄ل
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نقطه ٢٠ با (۵ . ٣) و (۴ . ٣) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ ∥x(t)− x∗∥٢ هم·رايی رفتار :٣ . ١٣ ش΄ل
۶.٣ مثال در ρ = ١٠ و تصادفͬ آغازين



۴ فصل
برای گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی

خطͬ معين نيمه مسئله حل

مقدمه ١ . ۴
قرار توجه مورد بسيار اخير سال های در معين نيمه  مساله شد گفته قبل فصل  در كه همانگونه

است. يافته ساختاری بهينه سازی و مهندسͬ در گسترده ای كاربردهای و گرفته
م΄مل مسئله حل برای شایسته١ توابع از استفاده مورد در گسترده ای تحقیقات تازگͬ به
آن ها حل برای هايی روش ترتيب اين به است. شده انجام غیرخطͬ م΄مل مسئله و خطͬ
روش های از برميچر٢ فيشر تابع اساس بر نیوتن روش های ͬ رسد م نظر به يافتند. توسعه
محدب بهینه سازی کردن حل برای جالب روی΄ردهای از ی΄ͬ باشند. موثرتر داخلͬ نقطه
΁ی از استفاده با محدودیت بدون بهينه سازی مسئله ΁ی عنوان به آن فرمول بندی غیرخطͬ،
مساله بهينه جواب آن سراسری كننده مينيمم كه است تابعͬ شايسته تابع است. شایسته تابع
فيشر‐برميچر تابع بر مبتنͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی [٧٠] در نمونه برای است. غيرخطͬ م΄مل
مورد شايسته توابع توسعه [٨٧] در تيسنگ است. شده ارائه دوم درجه م΄مل مسئله حل برای
كرده مطالعه را متناظرشان معين نيمه مسئله به غيرخطͬ و خطͬ م΄مل مسائل برای استفاده

١Merit functions
٢Fischer-Burmeister

۵٣



خطͬ معين نيمه مسئله حل برای گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۵۴
اين از گرفتن الهام با يافته. تعميم فيشر‐برميچر تابع بر مبتنͬ شايسته تابع ويژه طور به است
تعميم فيشر‐برميچر تابع اساس بر عصبی شب΄ه مدل ΁ی بار اولين برای فصل اين در موضوع،
بهينگͬ نقطه با پيشنهادی عصبی شب΄ه تعادل نقطه كه ͬ كنيم م ثابت ͬ دهيم. م ارائه يافته
شب΄ه سراسری هم·رايی و پايداری همچنين است. معادل معين نيمه مسئله تاكر كان كارش

ͬ آيد. م دست به نيز شده پيشنهاد عصبی

گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٢ . ۴
بخش اين در ب·يريد. نظر در را (٢ . ٢٧)‐(٢۵ . ٢) در معين نيمه مسئله KKT بهينگͬ شرايط
فيشربرميچر تابع بر مبتنͬ گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی KKT بهينگͬ نقطه يافتن برای
صورت به را ϕ : R×R → R نگاشت نظر، مورد عصبی شب΄ه مدل ارائه برای ͬ كنيم. م پيشنهاد

ͬ كنيم م تعريف زير
ϕ(a, b) :=

√
a٢ + b٢ − (a+ b).

راحتͬ به است. معروف برميچر فيشر‐ تابع به و شد معرفͬ فيشر[٢٨] توسط نگاشت اين
است زير مهم خاصيت دارای تابع اين كه داد نشان ͬ توان م

ϕ(a, b) = ٠ ⇐⇒ a ≥ ٠, b ≥ ٠, ab = ٠.
كه ͬ كنيم م تعريف ماتريسͬ را A

١٢ ∈ Sm
+ آنگاه ،A ∈ Sm

+ كنيد فرض .٢ . ١ . ۴ تعریف
j‐امين نشان دهنده λj آن در كه ،A ١٢ = P Tdiag[λ

١٢١ , . . . , λ
١٢
m]P كه كنيد توجه .A = A

١٢A
١٢

P همچنين شده اند. مرتب نانزولͬ صورت به ويژه مقادير كه وقتͬ است، A ماتريس ويژه مقدار
.A = P Tdiag[λ١, . . . , λm]P يعنͬ است، شده ظاهر A ماتريس طيفͬ تجزيه در كه است ماتريسͬ

ͬ كنيم م تعريف زير صورت به را Φ : Sm × Sm → Sm نگاشت اكنون
Φ(X,Y ) = (X٢ + Y ٢) ١٢ − (X + Y ). (١ . ۴)

حقيقͬ اعداد به جای آن آرگومان های كه است ϕ برميچر فيشر‐ تابع تعميم وضوح به Φ
مشابه نيز خواص نظر از بل΄ه ظاهری نظر از تنها نه نگاشت اين هستند. متقارن های ماتريس

ببينيد. را زير لم است. فيشر تابع
[١.۶ لم ،[٨٧]] تيسنگ .٢ . ١ . ۴ لم

Φ(X,Y ) = ٠ ⇐⇒ X ∈ Sm
+ , Y ∈ Sm

+ , XY = ٠.
صورت به را (٢ . ٢٧)‐(٢۵ . ٢) بهينگͬ شرايط (٢ . ٢ . ٣) و (٢ . ١ . ۴) لم دو از استفاده با
اين به كنيم. اصلاح را Φ تعريف ͬ خواهيم م اكنون ͬ كنيم. م بازنويسͬ Φ(A(x), Z) = ٠



۵۵ گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی
فيشر تابع به معروف ϕµ : R × R → R تابع باشد. حقيقͬ عدد ΁ی µ كنيد فرض منظور،

ͬ كنيم م تعريف زير صورت به را هموار برميچر
ϕµ(a, b) :=

√
a٢ + b٢ + ٢µ٢ − (a+ b).

وضوح به µ ̸= ٠ هر برای كه است اين ͬ شود م ناميده هموار برميچر فيشر تابع اين اينكه دليل
است. برميچر فيشر تابع همان تابع اين µ = ٠ اگر و است مشتق پذير٣ پيوسته طور به تابعͬ
تعريف زير صورت به را Φµ : Sm × Sm → Sm يافته۴ تعميم هموار برميچر فيشر  تابع حال

ͬ كنيم م
Φµ(X,Y ) = (X٢ + Y ٢ + ٢µ٢I) ١٢ − (X + Y ). (٢ . ۴)

داريم را زير نتيجه سپس
باشد، شده تعريف (٢ . ۴) صورت به Φµ و دلخواه عدد ΁ی µ > ٠ كنيد فرض [۴۶] .٢ . ٢ . ۴ لم

آنگاه
Φµ(X,Y ) = ٠ ⇐⇒ X ∈ Sm

+ , Y ∈ Sm
+ , XY = µ٢I. (٣ . ۴)

تعريف زير صورت به را LC : Sm → Sm خطͬ نگاشت C ∈ Sm
+ هر برای [٣٨] .٢ . ٢ . ۴ تعریف

ͬ كنيم م
LC [X] := CX +XC. (۴ . ۴)

بنابراين (⟨x,LC [X]⟩ = ٢tr[CX٢] > ٠ آنگاه X ̸= ٠ اگر (زيرا است ی΄نوا۵ اكيد طور به LC

D ∈ Sm مثل فرد به منحصر ماتريسͬ L−١
C [X] ،X ∈ Sm هر برای يعنͬ است، معكوس پذير

به علاوه ببينيد). را [٢.٢.٣ قضيه ͬ كند([[٣٨]، م صدق CD+DC = X در كه طوری به است
است. پيوسته (X,C) در L−١

C [X]

(X,Y, µ) در Φµ آنگاه ،X٢ + Y ٢ +٢µ٢I ≥ ٠ و بوده (٢ . ۴) صورت به Φµ اگر [۴۶] .٢ . ٣ . ۴ لم
و است مشتق پذير پيوسته طور به

∇Φµ(X,Y, µ)(U, V, τ) = U + V − L−١
C [XU + UX + Y V + V Y + ۴τµI], (۵ . ۴)

.C = (X٢ + Y ٢ + ٢µ٢I) ١٢ آن در كه
معادله در y∗ = (xT∗ , z

T
∗ )

T ،µ → ٠+ هر برای .۴ . ٢ . ۴ لم
η(y) =

 −
(
∇f(x) +A

[
φµ(a(x), z) + z

])
φµ(a(x), z)

 = ٠, (۶ . ۴)

باشد. و(٢ . ۵) (۴ . ٢) معين نيمه  مساله برای KKT نقطه ΁ی x∗ اگر اگر و  تنها ͬ كند م صدق
٣Continuously differentiable
۴Generalize the smoothed Fischer-Burmeister function
۵Strictly monotone



خطͬ معين نيمه مسئله حل برای گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۵۶
آنگاه η(y∗) = ٠ كنيد فرض برهان.

∇f(x∗) +A
[
φµ(a(x∗), z∗) + z∗

]
= ٠, (٧ . ۴)

φµ(a(x∗), z∗) = ٠. (٨ . ۴)
نتيجه سادگͬ به ٢ . ١ . ۴ لم از حال . Φµ(A(x∗), Z∗) = ٠ با است معادل (٨ . ۴) كه است ͹واض

ͬ شود م
Z∗ ⪰ ٠, A(x∗) ⪰ ٠, ⟨Z∗, A(x∗)⟩ = ٠, (٩ . ۴)
داريم (٨ . ۴) و (٧ . ۴) جاي·ذاری با دي·ر، طرف از .µ → ٠+ كه زمانͬ

∇f(x∗) + Āz∗ = ٠. (١٠ . ۴)
ͬ دهد م نتيجه (١٠ . ۴) بنابراين .DA(x∗)

∗Z∗ = (⟨A١, Z∗⟩, ..., ⟨An, Z∗⟩)T = Āz∗ كنيد توجه
∇f(x∗) +DA(x∗)

∗Z∗ = ٠. (١١ . ۴)
(٢۵ . ٢) KKT بهينگͬ شرايط در y∗ = (x∗, Z∗) كه ͬ شود م نتيجه ،(١١ . ۴) و (٩ . ۴) از

است. سرراست قضيه عكس اثبات ͬ كند. م صدق (٢ . ٢٧)‐
سيستم جواب يافتن برای كه داد نشان ͬ توان م سادگͬ به ۴ . ٢ . ۴ لم از استفاده با حال

كنيم حل را زير نامقيد و هموار سازی مينيمم مساله ͬ توانيم م (٢ . ٢٧)‐ (٢۵ . ٢) KKT

minimize E(y) =
١
٢∥η(y)∥٢ (١٢ . ۴)

(٢ . ٢٧) ‐ (٢۵ . ٢) KKT سيستم برای هموار شايسته تابع ΁ی E(y)كه ͬ دهد م نشان ۴ . ٢ . ۴ لم
است. پذير مشتق پيوسته طور به y ∈ Rn+m٢ هر برای و بوده

سيستم ΁ی ارائه ما هدف باشند. زمان به وابسته متغيرهايی Z(.) و x(.) كنيد فرض حال
و معين نيمه مساله برای KKT بهينگͬ نقاط يافتن مساله كه است پيوسته زمان دينامی΄ͬ
انرژی تابع تعادل نقطه يافتن با متناظر اصلͬ مساله جواب يافتن كه كند حل را آن دوگان
(۴ . ٢) معين نيمه مساله حل برای كاهش تندترين روش از استفاده با بنابراين است. نيز E(y)

ͬ دهيم. م پيشنهاد را زير گراديانͬ مدل (۵ . ٢) و
dy(t)
dt = −ρ∇E

(
y(t)

)
, ρ > ٠, (١٣ . ۴)

y(٠) = y٠, (١۴ . ۴)
͹واض است. عصبی شب΄ه هم·رايی نرخ دهنده نشان و اس΄الر پارامتر ΁ی ρ آن در كه

بود. خواهد بهتر هم·رايی نرخ باشد بزرگتر ρ هرچه كه است



۵٧ هم·رايی و پايداری تحليل

هم·رايی و پايداری تحليل ٣ . ۴
و راحتͬ برای ͬ شود. م ارائه شده پيشنهاد عصبی شب΄ه هم·رايی و پايداری بخش اين در

.ρ = ١ ͬ كنيم م فرض شود كاسته مساله كليت از اينكه بدون
X = ٠ بديهͬ جواب تنها AX = ٠ سيستم آن گاه باشد، نامنفرد ماتريس يك A اگر .٣ . ١ . ۴ لم

دارد.
گاه آن باشد، (۵ . ٢) و (۴ . ٢) خطͬ معين نيمه مساله جواب ΁ی x∗ اگر ۴ . ٣ . ١.(الف) قضیه
مرتبط لاگرانژ ضرب·ر Z∗ آن در كه است، (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) تعادل نقطه ΁ی (xT∗ , zT∗ )T

است. x∗ با
و باشد نامنفرد است، شده (۴ . ۶)تعريف در كه η نگاشت از ∇η(y) ژاكوبين ماتريس اگر (ب)
مساله جواب ΁ی x∗ گاه آن ، باشد (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) تعادل نقطه ΁ی y∗ = (xT∗ , z

T
∗ )

T

است. (۵ . ٢) و (۴ . ٢) خطͬ معين نيمه
لم از باشد. (۵ . ٢) و (۴ . ٢) خطͬ معين نيمه مساله جواب ΁ی x∗ كنيد فرض (الف) برهان.

داريم ساده محاسبه ΁ی با .y∗ = (xT∗ , z
T
∗ )

T كه η(y∗) = ٠ كه است ͹واض ،۴ . ٢ . ۴
∇E(y∗) = (∇η(y∗))

T η(y∗) = ٠. (١۵ . ۴)
است. (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ يعنͬ

است. ͹واض اثبات ٣ . ١ . ۴ لم و ۴ . ٢ . ۴ لم از (ب)

ی΄تاست. (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه تعادل نقطه .٣ . ٢ . ۴ قضیه
(٢ . ٢٧)‐ (٢۵ . ٢) KKT سيستم پس است. x∗ ی΄تای جواب دارای معين نيمه مساله برهان.
‐ (٢۵ . ٢) KKT سيستم جواب كه ͬ دانيم م ٣ . ١ . ۴ قضيه از بعلاوه دارد. y∗ ی΄تای جواب
شب΄ه تعادل نقطه بنابراين است. (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی (٢ . ٢٧)

ی΄تاست. عصبی
ͬ پردازيم م فصل اين نتايج مهم ترين بيان به حال

برای y∗ آنگاه باشد، (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه ی΄تای تعادل نقطه y∗ اگر .٣ . ٣ . ۴ قضیه
است. مجانبی پايدار (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴)

تنهای تعادل نقطه ΁ی y∗ چون به علاوه، .E(y∗) = ٠ و E(y) ≥ ٠ كه كنيد توجه ابتدا برهان.
طوری كه به دارد وجود y∗ از Ω∗ ⊂ Rn+m٢ همساي·ͬ ΁ی است، (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه

∇E(y∗) = ٠, ∇E(y) ̸= ٠, ∀y ∈ Ω∗ \ {y∗}.



خطͬ معين نيمه مسئله حل برای گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۵٨
y ∈ Ω∗ \ {y∗} ΁ی برای اگر غير اين صورت در .E(y) > ٠ ،y ∈ Ω∗ \ {y∗} هر برای نتيجه در
كه است (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی نيز y يعنͬ ∇E(y) = ٠ باشيم داشته

برآن علاوه است. تناقض در Ω در y∗ تعادل نقطه بودن تنها فرض با
dE(y(t))

dt
=

[
∇E(y(t))

]T dy(t)
dt

= −ρ∥∇E(y(t))∥٢ ≤ ٠, (١۶ . ۴)
و

dE(y(t))

dt
< ٠, ∀y(t) ∈ Ω, y(t) ̸= y∗. (١٧ . ۴)

است. مجانبی پايدار y∗ كه ͬ گيريم م نتيجه ١ . ٣ . ٨ قضيه ب΄اربردن با

كه است (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه مسير ΁ی y = y(t, y٠) كنيد فرض .۴ . ٣ . ۴ قضیه
آنگاه است، كراندار L(y٠) = {y ∈ Rn+m٢

: E(y) ≤ E(y٠)} ͹سط مجموعه و y٠ = y(٠, y٠)

است. +γكراندار = {y(t, y٠) | t ≥ ٠} (الف)
.limt→∞ y(t, y٠) = ȳ كه طوری به ȳ دارد وجود (ب)

مشتق باشد. (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ كنيد فرض (الف) برهان.
طول در E(y) ،(١٠ . ۴) از ͬ كنيم. م محاسبه (t ≥ ٠) ،y(t, y٠) مسير طول در را E(y)

اين .γ+(y٠) ⊂ L(y٠) بنابراين است. ناصعودی ی΄نواخت طور به (t ≥ ٠) ،y(t, y٠) مسير
است. كراندار γ+ = {y(t, y٠) | t ≥ ٠} كه ͬ كند م بيان

ی΄نواخت صعودی دنباله است. كراندار مجموعه ΁ی γ+ = {y(t, y٠) | t ≥ ٠} (الف) از (ب)
دنباله ای {y(t̄n, y٠)} آنگاه ͬ گيريم. م نظر در را t̄n → +∞ و ≤ t̄١ ≤ · · · ≤ t̄n ≤ . . . ،{t̄n}
زير ΁ی اينكه يعنͬ دارد، وجود ȳ حدی نقطه ΁ی بنابراين است. نقطه بی نهايت از كراندار
limk→+∞ y(tnk, y٠) = ȳ به طوری كه دارد وجود tnk → +∞ ،{tnk} ⊂ {t̄n} مانند دنباله
از حدی نقطه −ω ΁ی ȳ ͬ دهد م نشان اين ͬ كند م صدق dE(y(t))

dt = در٠ ȳ آن در كه
y(t, y٠) → آنگاه داريم ١ . ٣ . ١٠ در لسال تغييرناپذيری اصل بردن ب΄ار با است. γ+(y٠)
K = {y(t, y٠) | در ناپذير تغيير مجموعه بزرگترين M آن در tكه → ∞ كه وقتͬ ȳ ∈ M

كه ͬ شود م نتيجه (١۶ . ۴) و (١۴ . ۴) ،(١٣ . ۴) از است. dE(y(t,y٠))
dt } = ٠

dE(y(t))

dt
= ٠ ⇐⇒ dx

dt
= ٠, dz

dt
= ٠. (١٨ . ۴)

از y(t, y٠) منحنͬ ،y٠ شروع نقطه هر با نتيجه در . M ⊂ K ⊂ D∗ كه ȳ → D∗ بنابراين
ͬ كند. م كامل را اثبات اين ͬ كند. م ميل ȳ به عصبی شب΄ه

داريم اخير قضيه ی دو از نتيجه ای عنوان به



۵٩ عددی های مثال
مجانبی پايدار (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه آنگاه ،D∗ = {(x∗, Z∗)} اگر .٣ . ١ . ۴ نتیجه
مجموعه نشان دهنده D∗ آن در كه است y∗ = (x∗, z∗) به فرد منحصر تعادل نقطه به سراسری

است. (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مساله بهينه نقاط

عددی های مثال ۴ . ۴
نشان شد حاصل قبل بخش های در که را نتایجͬ تا شد خواهد ارائه مثال هایی بخش این در
مقادير با را (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه عددی كارايی همچنين ما مسائل، اين برای دهند.
نرم از استفاده با مثال ها این شبیه سازی ͬ كنيم. م مقايسه y٠ مختلف آغازين نقاط و ρ مختلف

است. شده انجام ode45 معمولͬ دیفرانسیل معادلات کننده حل و ،Matlab 7 افزار
ب·يريد نظر در را زير خطͬ برنامه ريزی مساله [٨].٢.۴ مثال

minimize ٣x١ − x٢
subject to x١ − ٣x٢ ≥ −٣,

٢x١ + x٢ ≥ −٢,
٢x١ + x٢ ≤ ٨,
۴x١ − x٢ ≤ ١۶.

ديديم قبل فصل در كه طور همان است. x∗ = (٠/٧١۴١/٣−,٣۵٧١)T مساله اين بهينه جواب
كه شود طرح (۵ . ٢) و (۴ . ٢) معين نيمه مسئله عنوان به ͬ تواند م مساله اين

A٠ = diag((٣,٢,٨, ١۶)), A١ = diag(−٢,٢−,١,۴), A٢ = diag(١−,٣, ١−,١).
هم·رايی رفتار ١.۴ ش΄ل برده ايم. كار به مسئله اين حل برای را (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه

ͬ دهد. م نشان را x٢(t) و x١(t) وضعيت متغير گذرای مسيرهای
در A(x) = A٠+∑۵

i=١ xiAi ماتريس ويژه مقدار بزرگترين كردن مينيمم مساله .٢.۴ مثال
΁ی عنوان به ͬ تواند م مساله اين ديديم ٣ فصل در كه همانطور ب·يريد. نظر در را ٣.٣ مثال

شود طرح زير صورت به معين نيمه مسئله
minimize λ

subject to B(λ, x) = λI −A(x) ⪰ ٠.
مقدار و x∗ = (−٠٫۶١٣۶, ٠٫۶١۴۵,−٠٫٣۴٠٫−,٣٧۶٠۶٧, ٠٫۶۴۶۵)T مساله اين بهينه جواب
(١٣ . ۴) عصبی شب΄ه مسيرهای كه ͬ دهد م نشان ٢.۴ ش΄ل است. λ∗ = ٠/٧٠٨٩ آن بهينه
هم·راست. مساله بهينه جواب به تصادفͬ شروع نقطه ٢٠ با مساله اين حل برای (١۴ . ۴) و
بررسͬ (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه در را ∥x(t) − x∗∥٢ روی ρ پارامتر تاثير مساله اين در



خطͬ معين نيمه مسئله حل برای گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۶٠
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آغازين نقطه ١٠ (۴ . ١۴)با و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه از (x١(t), x٢(t))T هم·رايی رفتار :١ . ۴ ش΄ل
١.۴ مثال در تصادفͬ

شروع نقطه و ρ برای مختلف مقدار ۴ با را ∥x(t)− x∗∥٢ خطای نرم رفتار ٣.۴ ش΄ل ͬ كنيم. م
شب΄ه ρ = ٠٫١ وقتͬ كه ͬ كنيم م مشاهده ͬ دهد. م نشان و (λ٠, xT٠ )T = (١−,٢, ١−,١, ٠, ١)T
همچنين دارد. است ρ = ١٠ كه زمانͬ به نسبت كندتری هم·رايی (١٣ . ۴) و (١۴ . ۴) عصبی

ͬ دهد. م نشان مختلف شروع نقطه ٢٠ با را ∥x(t)− x∗∥٢ خطای نرم رفتار ۴.۴ ش΄ل
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آغازين نقطه ٢٠ با (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه از (λ(t), x(t)T )T هم·رايی رفتار :٢ . ۴ ش΄ل
.٢.۴ مثال در تصادفͬ

مينيمم مسئله ب·يريد. نظر در را ٣.٣ مثال در ،i = ٠, ١, ...,۵ ،Ai ماتريس های .٣.۴ مثال
ديديم قبل فصل در است. A(x) ماتريس ويژه مقدار كوچ΄ترين و بزرگترين بين فاصله كردن



۶١ عددی های مثال
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در (λ٠, xT٠ )T = (١−,٢, ١−,١, ٠, ١)T با ∥(λ(t), x(t)) − (λ∗, x∗)∥٢ هم·رايی رفتار :٣ . ۴ ش΄ل
.٢.۴ مثال

شود طرح زير معين نيمه مساله صورت به ͬ تواند م مساله اين كه
minimize λ− µ

subject to µI ⪯ A(x) ⪯ λI,

ماتريس ويژه مقدار كوچ΄ترين و بزرگترين ترتيب به µ = λmin(A(x)) و λ = λmax(A(x)) كه
جواب به (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه كه ͬ دهند م نشان عددی نتايج تمام هستند. A(x)

رفتار ۵.۴ ش΄ل است. ١/۵٣٨٩ هدف تابع بهينه مقدار و هم·راست (λ∗, µ∗, x∗T )T بهينه
تصادفͬ آغازين نقطه ٢٠ با را هدف تابع و (λ(t), µ(t), x(t)T )T گذرای مسيرهای هم·رايی 
تاثير ۶.۴ ش΄ل ͬ شود. م مشاهده خوبی به بهينه جواب به سريع هم·رايی ͬ دهد. م نشان
ρ = ٠٫٠۵ كه زمانͬ ͬ بينيم م ما ۶.۴ ش΄ل از ͬ دهد. م نشان ∥x(t)− x∗∥٢ مقدار بر را ρ پارامتر
ρ = ٢٠ كه زمانͬ به نسبت را ∥x(t)−x∗∥٢ از كندتری هم·رايی (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه

ͬ دهد. م نتيجه
A(x) = A٠ +x١A١ + ...+x۵A۵ ماتريس نرم ،∥A(x)∥ كردن مينيمم ما مسئله .۴.۴ مثال
مسئله اين كه گفتيم قبل فصل در شدند. داده ٣.٣ مثال در i = ٠, ١, . . . ,۵ ،Ai كه است

شود طرح زير معين نيمه مسئله با ͬ تواند م
minimize ν

subject to B(ν, x) =

 νI A(x)

A(x)T νI

 ⪰ ٠.

نتايج تمام ͬ گيريم. م كار به مسئله اين حل برای را (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه ما
و هم·راست (ν∗, x∗T )T بهينه جواب به (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه كه ͬ دهند م نشان



خطͬ معين نيمه مسئله حل برای گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۶٢
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آغازين نقطه ٢٠ با (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) عصبی شب΄ه (λ, µ, xT )T هم·رايی رفتار :۴ . ۴ ش΄ل
.٣.۴ مثال در تصادفͬ
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. ٣.۴ مثال در تصادفͬ آغازين نقطه ٢٠ با هدف تابع هم·رايی رفتار :۵ . ۴ ش΄ل
وضعيت متغيرهای ͬ های منحن ٧.۴ ش΄ل مثال، برای است. ٠/٧٨٠۶ هدف تابع بهينه مقدار
مشاهده عصبی شب΄ه سريع هم·رايی ͬ دهد. م نشان تصادفͬ آغازين نقطه ۵ با را (ν, x(t)T )T

آغازين نقطه با و ρ مختلف مقادير با را خطا منحنͬ هم·رايی رفتار ٨.۴ ش΄ل ͬ شود. م
را بهتر هم·رايی نرخ بزرگتر، ρ كه است ͹واض ͬ دهد. م نشان (ν٠, xT٠ )T = (٢, ٢−,١,٢, ١, ١)T

ͬ دهد. م نتيجه



۶٣ عددی های مثال
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خطͬ معين نيمه مسئله حل برای گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۶۴
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۵ فصل
مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی

غيرخطͬ معين نيمه

مقدمه ١ . ۵
ͬ گيريم م نظر در را ١ غيرخطͬ معين نيمه برنامه ريزی مساله فصل اين در

minimize f(x) (١ . ۵)
subject to A(x) = A٠ +

m∑
i=١

xiAi ⪯ ٠, (٢ . ۵)
g(x) ≤ ٠, (٣ . ۵)

،Ai ∈ Rm×m و هستند پذير مشتق پيوسته طور به g : Rn → Rq و f : Rn → R آن در كه
مسئله ΁ی (٣ . ۵)‐(١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه مسئله كه باشيد داشته توجه . i = ١,٢, ..., n

است. محدب سازی بهينه
مانند ͬ شوند م ظاهر گسترده ای كاربردی شاخه های در اغلب غيرخطͬ معين نيمه مسائل

١Nonlinear Semidefinite Programming(NSDP)

۶۵



غيرخطͬ معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۶۶
طراحͬ مسائل مقاوم۴، بازخورد كنترل طراحͬ مقاوم٣، بهينه كنترل بهينه٢، ساختاری طراحͬ
نيمه مسائل بنابراين ببينيد). را [٢٧] و [٢۶] ويژه۶([١١]، مقدار سازی بهينه و اطمينان۵
مختلفͬ روش های تاكنون گرفته اند. قرار توجه مورد بسيار اخير دهه های در غيرخطͬ معين
برنامه ريزی روش مانع٧ͬ، جريمه ای ضرايب روش مانند رفته اند، كار به مسائل اين حل برای
ͬ توانيد دوگان١٠(م اوليه‐ درونͬ نقطه روش و شده٩، افزوده لاگرانژ روش متوال٨ͬ معين نيمه

ببينيد). را [٩٩] و [٩٨] ،[١٧] مقالات
شب΄ه های از استفاده سازی بهينه مسائل حل برای رهيافت ΁ی كه گفتيم قبل فصل های در
دارای مصنوعͬ عصبی های شب΄ه عددی، های ال·وريتم با مقايسه در است. مصنوعͬ عصبی
شب΄ه های مختلف انواع چند هر هستند. سريع هم·رايی و موازی محاسبات انجام قابليت
كارگيری به از گزارشͬ هيچ تاكنون اما شده اند، پيشنهاد مختلف مسائل حل برای عصبی
توجه با بنابراين است. نشده ارائه غيرخطͬ معين نيمه مسائل حل برای عصبی شب΄ه های
غيرخطͬ معين نيمه مسئله حل برای عصبی شب΄ه ΁ی ساختن عصبی شب΄ه های مزايای به
حل برای دينامی΄ͬ سيستم ΁ی ارائه فصل اين در اصلͬ ايده است. ضروری (٣ . ۵)‐(١ . ۵)
KKT بهينگͬ شرايط اساس بر منظور اين به است. (٣ . ۵)‐(١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه مسئله
معين نيمه مسئله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی (٣ . ۵)‐(١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه مسئله
شب΄ه مدل سراسری هم·رايی و لياپانوف پايداری ͬ كنيم. م پيشنهاد (٣ . ۵)‐(١ . ۵) غيرخطͬ
پيشنهادی مدل كارايی دادن نشان برای عددی مثال هايی و كرده اثبات را پيشنهادی عصبی

ͬ دهيم. م ارائه

عصبی شب΄ه مدل ٢ . ۵
معين نيمه برنامه ريزی مساله سازی، بهينه استاندارد روش ΁ی از از استفاده با بخش اين در
نيمه مسئله ͬ كنيم. م تبديل غيرخطͬ دينامی΄ͬ سيستم ΁ی به را (٣ . ۵) ‐(١ . ۵) غيرخطͬ
بهينگͬ لازم شرايط ͬ گيريم. م نظر در اوليه مسئله عنوان به را (٣ . ۵)‐(١ . ۵) غيرخطͬ معين
وجود از عبارتست (٣ . ۵) ‐(١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه مسئله از شدنͬ نقطه ΁ی برای KKT

كه طوری به است u∗ ∈ Rq و Z∗ ∈ Sm ΁ی
٢Optimal structural design
٣Optimal robust control
۴Robust feedback control design
۵Trust design problems
۶Eigenvalue optimization
٧Penalty/barrier multiplier method
٨Sequential SDP method
٩Augmented Lagrangian method

١٠Primal–dual interior point method



۶٧ عصبی شب΄ه مدل

∇f(x∗) +DA(x∗)
∗Z∗ +∇g(x∗)

Tu∗ = ٠, (۴ . ۵)
uT∗ g(x∗) = ٠, u∗ ≥ ٠, (۵ . ۵)
⟨Z∗, A(x∗)⟩ = ٠, Z∗ ⪰ ٠. (۶ . ۵)

لاگرانژ ضرب·ر (u∗, Z∗) زوج و (٣ . ۵) ‐(١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه مسئله KKT نقطه x∗

ͬ شود. م ناميده x∗ با متناظر
برقرارند زير شرط سه ͬ كنيم م فرض نيز فصل اين در خطͬ معين نيمه مسئله همانند

مͬ نتيجه ∑n
i=١ uiAi = ٠ يعنͬ هستند، خطͬ مستقل i = ١, . . . , n، Ai های ماتريس .١

.i = ١, . . . , n ،ui = ٠ دهد
يعنͬ هستند، شدنͬ دوگان و اوليه مسئله دو هر .٢

∃Z٠ ∈ Sm, x٠ ∈ Rn : Z٠ ≻ ٠, A(x٠) ≺ ٠, ⟨−Ai, Z٠⟩ = ci, i = ١, ..., n.
هستند. خطͬ مستقل {∇gk(x)|k = ١, ..., q} های گراديان مجموعه .٣

عصبی شب΄ه مدل ΁ی ما ب·يريد. نظر در را u(.) و Z(.) ،x(.) زمان به وابسته متغيرهای اكنون
كه ͬ دهيم م ارائه (٣ . ۵)‐ (١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه برنامه ريزی مساله حل برای بازگشتͬ

است: شده داده زير صورت به آن دينامی΄ͬ معادله
dx

dt
= −(∇f(x) +DA(x)∗[Z +A(x)]+ +∇g(x)T (u+ g(x))+), (٧ . ۵)

dZ

dt
= [Z +A(x)]+ − Z, (٨ . ۵)

du

dt
= (u+ g(x))+ − u, (٩ . ۵)

و DA(x) = [A١, A٢, ..., An] كه
(u+ g(x))+ = ((u١ + g١(x))+, (u٢ + g٢(x))+, ..., (uq + gq(x))

+),

(uk + gk(x))
+ = max(uk + gk(x), ٠), k = ١,٢, ..., q.

(z + a(x))+ = ،a(x) = vec(A(x)) ،(i = ١, . . . , n) ،ai = vec(Ai) ،z = vec(Z) كنيد فرض
عصبی شب΄ه ،(٢ . ٣) و (٢ . ٢) از استفاده با .Ā =

[
a١ a٢ . . . an

]T و vec([Z + A(x)]+

ͬ شود م نوشته زير صورت به (٩ . ۵) ‐ (٧ . ۵)
dx

dt
= −(∇f(x) + Ā(z + a(x))+ +∇g(x)T (u+ g(x))+),

dz

dt
= (z + a(x))+ − z,

du

dt
= (u+ g(x))+ − u.



غيرخطͬ معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۶٨
و y = (xT , zT , uT )T ∈ Rn+m٢+q كنيد فرض شدن ساده برای

Φ(y) =


−(∇f(x) + Ā(z + a(x))+ +∇g(x)T (u+ g(x))+)

(z + a(x))+ − z

(u+ g(x))+ − u

 (١٠ . ۵)

ͬ شود م نوشته زير صورت به (٩ . ۵) ‐ (٧ . ۵) عصبی شب΄ه بنابراين
dy

dt
= ρΦ(y), (١١ . ۵)

y(t٠) = y٠, ρ > ٠, (١٢ . ۵)
پارامتر ΁ی ρ و y٠ ∈ S٠ =

{
y = (xT , zT , uT )T ∈ Rn+m٢+q|Z ∈ Sm

+ & z = vec(Z)
} كه

كه است ͹واض است. (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه هم·رايی نرخ دهنده نشان و اس΄الر
بود. خواهد بهتر هم·رايی نرخ باشد بزرگتر ρ هرچه

هم·رايی و پايداری تحليل ٣ . ۵
ͬ شود. م ارائه (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) شده پيشنهاد عصبی شب΄ه هم·رايی و پايداری بخش اين در

باشد. ρ = ١ ͬ كنيم م فرض شود كاسته مساله كليت از اينكه بدون و راحتͬ برای
و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ = (x∗T , z∗T , u∗T )T كنيد فرض .٣ . ١ . ۵ قضیه
(۵ . ٣)است. ‐ (١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه مسئله از KKT نقطه ΁ی x∗ آنگاه باشد، (١٢ . ۵)
(٣ . ۵) ‐ (١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه مسئله از بهينه جواب ΁ی x∗ ∈ Rn اگر دي·ر، طرف از
نقطه ΁یy∗ = (x∗T , z∗T , u∗T )T كه طوری به دارد وجود u∗ ∈ Rq و Z∗ ∈ Sm

+ ΁ی آنگاه باشد،
.z∗ = vec(Z∗) كه است (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه تعادل

(١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ = (x∗T , z∗T , u∗T )T كنيد فرض برهان.
ͬ شود م نتيجه راحتͬ به .du∗

dt = ٠ و dz∗

dt = ٠ ، dx∗

dt = ٠ آنگاه باشد.
∇f(x∗) + Ā(z∗ + a(x∗))+ +∇g(x∗)T (u∗ + g(x∗))+ = ٠ (١٣ . ۵)
(z∗ + a(x∗))+ = z∗, (١۴ . ۵)
(u∗ + g(x∗))+ = u∗. (١۵ . ۵)

اگر فقط و اگر (u∗ + g(x∗))+ = u∗ كه است ͹واض
u∗ ≥ ٠, g(x∗) ≤ ٠, u∗T g(x∗) = ٠. (١۶ . ۵)

(٢ . ٢ . ٢) لم از بنابراين .[Z∗ + A(x∗)]+ = Z∗ با است معادل (z∗ + a(x∗))+ = z∗ همچنين
داريم

Z∗ ⪰ ٠, A(x∗) ⪯ ٠, ⟨Z∗, A(x∗)⟩ = ٠. (١٧ . ۵)



۶٩ هم·رايی و پايداری تحليل
داريم (١٣ . ۵) در (١۵ . ۵) و (١۴ . ۵) جاي·ذاری با و DA(x∗)∗Z∗ = Āz∗ داريم (٢ . ٣) با

∇f(x∗) +DA(x∗)∗Z∗ +∇g(x∗)Tu∗ = ٠. (١٨ . ۵)

(۶ . ۵)‐(۴ . ۵) بهينگͬ شرايط در y∗ = (x∗T , z∗T , u∗T )T كه ͬ بينيم م ،(١٨ . ۵) ‐ (١۶ . ۵) از
است. سرراست قضیه عكس اثبات ͬ كند. م صدق

(١١ . ۵) سيستم برای پيوسته جواب ΁ی ،y٠ = y(t٠) ∈ S٠ شروع نقطه هر برای .٣ . ٢ . ۵ قضیه
دارد. وجود (١٢ . ۵) و

هستند پيوسته B ⊆ Rn+m٢+q باز محدب مجموعه روی ∇g(x) و DA(x) ،∇f(x) چون برهان.
پيوسته (u + g(x))+ − u و (z + a(x))+ − z ،∇f(x) + Ā(z + a(x))+ + ∇g(x)T (u + g(x))+

شب΄ه ،۵ . ١ . ٣ معمولͬ ديفرانسيل معادلات محلͬ وجود قضيه طبق هستند. محلͬ شيتز ليپ
τ > t٠ tبرای ∈ [t٠, τ) ،y(t) فرد به منحصر پيوسته جواب ΁ی (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی

دارد.

لياپانوف پايدار y٠ ∈ S٠ شروع نقطه با (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه جواب .٣ . ٣ . ۵ قضیه
نيست. ماكزيمال جواب (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه جواب مسير اين، بر علاوه است.

لياپانوف تابع و ū = (u + g(x))+ و x̄ = x −∇f(x) − Āz̄،z̄ = (z + a(x))+دهيد قرار برهان.
ب·يريد نظر در را زير

E(y) = f(x)− f(x∗) +
١
٢ [∥z̄∥٢ − ∥z∗∥٢] + ١

٢ [∥ū∥٢ − ∥u∗∥٢]− (x− x∗)T
(
∇f(x∗) + Āz∗ +∇g(x∗)u∗

)
− (z − z∗)T z∗ − (u− u∗)Tu∗ +

١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥z − z∗∥٢ +

١
٢∥u− u∗∥٢ (١٩ . ۵)



غيرخطͬ معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٧٠
آنگاه باشد. (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه تعادل نقطه ΁ی y∗ = (x∗T , z∗T , u∗T )T كه

dE(y(t))

dt
=

[
∇f(x) + Āz̄ +∇g(x)T ū−∇f(x∗)− Āz∗ −∇g(x∗)Tu∗ + x− x∗

]T
(x̄− x)

+ (z̄ + z − ٢z∗)T (z̄ − z)/٢ + (ū+ u− ٢u∗)T (ū− u)/٢
= −∥x− x̄∥٢ +

[
∇f(x) + Āz̄ +∇g(x)T ū−∇f(x∗)− Āz∗ −∇g(x∗)Tu∗ + x̄− x∗

]T
(x̄− x)

− ١
٢∥z − z̄∥٢ + (z̄ − z∗)T (z̄ − z) + (ū− u∗)T (ū− u)

= −∥x− x̄∥٢ −
[
∇f(x)−∇f(x∗)

]T
(x− x∗)− (∇f(x∗) + Āz∗ +∇g(x∗)Tu∗)T (x̄− x∗)

−
[
x−∇f(x)− Āz̄ −∇g(x)T ū− x̄

]T
(x̄− x∗)− (Āz̄ − Āz∗)T (x− x∗)

− (∇g(x)T ū−∇g(x∗)Tu∗)T (x− x∗)

− ١
٢∥z − z̄∥٢ + (z̄ − z∗)T (a(x)− (z + a(x))−)−

١
٢∥u− ū∥٢ + (ū− u∗)T (g(x)− (u+ g(x))−)

= −∥x− x̄∥٢ − ١
٢∥z − z̄∥٢ − ١

٢∥u− ū∥٢ −
[
∇f(x)−∇f(x∗)

]T
(x− x∗)

− (∇f(x∗) + Āz∗ +∇g(x∗)Tu∗)T (x̄− x∗)−
[
x−∇f(x)− Āz̄ −∇g(x)T ū− x̄

]T
(x̄− x∗)

− z̄T
[
− ĀT (x∗ − x)− a(x) + a(x∗)

]
+ z̄Ta(x∗)− z̄(z + a(x))−

+ z∗T
[
ĀT (x− x∗)− a(x) + a(x∗)

]
− z∗a(x∗) + z∗(z + a(x))−

− ūT
[
−∇g(x)T (x∗ − x)− g(x) + g(x∗)

]
+ ūT g(x∗)− ū(u+ g(x))−

+ u∗T
[
∇g(x)T (x− x∗)− g(x) + g(x∗)

]
− u∗g(x∗) + u∗(u+ g(x))−

= −∥x− x̄∥٢ − ١
٢∥z − z̄∥٢ − ١

٢∥u− ū∥٢ −
[
∇f(x)−∇f(x∗)

]T
(x− x∗)

− (∇f(x∗) + Āz∗ +∇g(x∗)Tu∗)T (x̄− x∗)−
[
x−∇f(x)− Āz̄ −∇g(x)T ū− x̄

]T
(x̄− x∗)

− z̄T
[
− ĀT (x∗ − x)− a(x) + a(x∗)

]
+ z̄Ta(x∗)

− z∗T
[
− ĀT (x− x∗) + a(x)− a(x∗)

]
+ z∗(z + a(x))−

− ūT
[
−∇g(x∗)T (x∗ − x)− g(x) + g(x∗)

]
+ ūT g(x∗)

− u∗T
[
−∇g(x∗)T (x− x∗) + g(x)− g(x∗)

]
+ u∗(u+ g(x))−

بعلاوه .ū− u = g(x) + (−u− g(x))+ و z̄ − z = a(x) + (−z − a(x))+ كه باشيد داشته توجه
داد نشان ͬ توان م راحتͬ به

z̄T (−z − a(x))+ = ٠, z∗Ta(x∗) = ٠,
z∗T (−z − a(x))+ ≥ ٠, z̄Ta(x∗) ≤ ٠.

و
ūT (−u− g(x))+ = ٠, u∗T g(x∗) = ٠,
u∗T (−u− g(x))+ ≥ ٠, ūT g(x∗) ≤ ٠.



٧١ هم·رايی و پايداری تحليل
داريم پس

dE(y(t))

dt
≤ −∥x− x̄∥٢ − ١

٢∥z − z̄∥٢ − ١
٢∥u− ū∥٢ −

[
∇f(x)−∇f(x∗)

]T
(x− x∗)

−(∇f(x∗) + Āz∗ +∇g(x∗)Tu∗)T (x̄− x∗)−
[
x−∇f(x)− Āz̄ −∇g(x)T ū− x̄

]T
(x̄− x∗)

−z̄T
[
− ĀT (x∗ − x)− a(x) + a(x∗)

]
− z∗T

[
− ĀT (x− x∗) + a(x)− a(x∗)

]
−ūT

[
−∇g(x)T (x∗ − x)− g(x) + g(x∗)

]
−u∗T

[
−∇g(x∗)T (x− x∗) + g(x)− g(x∗)

] (٢٠ . ۵)
٢ لم از استفاده ،با Ω = Rn با آنگاه ،u = x∗ و v = x−∇f(x)− Āz̄ −∇g(x)T ū دهيد قرار

داريم [١٠٩] در
(
x−∇f(x)− Āz̄ −∇g(x)T ū− x̄

)T
(x̄− x∗) ≥ ٠. (٢١ . ۵)

داريم x ∈ Ω هر برای ،g(x) و f(x) بودن پذير مشتق و محدب از

[
∇f(x)−∇f(x∗)

]T
(x− x∗) ≥ ٠,

g(x∗)− g(x)−∇g(x)T (x∗ − x) ≥ ٠,

g(x)− g(x∗)−∇g(x∗)T (x− x∗) ≥ ٠.

(٢٢ . ۵)

داريم A(x) بودن پذير مشتق و محدب از همچنين
A(x∗) ⪯ A(x) +DA(x)∗(x∗ − x),

A(x) ⪯ A(x∗) +DA(x∗)∗(x− x∗).

(٢٣ . ۵)

داريم (٢ . ٢ . ٢) لم از استفاده با ،Z̄, Z∗ ∈ Sm
+ كه آنجايی از

z̄T [a(x∗)− a(x) + ĀT (x∗ − x)] ≤ ٠,
z∗T [a(x)− a(x∗)− ĀT (x− x∗)] ≤ ٠.

(٢۴ . ۵)

ͬ گيريم م نتيجه (٢٠ . ۵) در (۴ . ۵) و (٢۴ . ۵) ‐ (٢١ . ۵) جاي·ذاری با
dE(y(t))

dt
≤ −∥x− x̄∥٢ − ١

٢∥z − z̄∥٢ − ١
٢∥u− ū∥٢ ≤ ٠. (٢۵ . ۵)

اين بر علاوه است. لياپانوف پايدار (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه يعنͬ اين
E(y٠) ≥ E(y(t)) ≥ ١

٢∥y(t)− y∗∥٢, (٢۶ . ۵)
،y(t) ͬ شود م نتيجه ۶ . ١ . ٣ قضيه بنابراين و است كراندار y(t) جواب مسير كه ͬ دهد م نشان

دارد. وجود τ → +∞ وقتͬ t ∈ [t٠, τ)



غيرخطͬ معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٧٢
شب΄ه جواب باشد. (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه تعادل نقطه y∗ كنيد فرض .۴ . ٣ . ۵ قضیه
مسئله بهينه جواب به سراسری هم·رای y٠ ∈ S٠ آغازين نقطه با (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی

است. (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه
دنباله ΁ی و ŷ = (x̂T , ẑT , ûT )T حدی نقطه ΁ی بنابراين است، كراندار y(t) (٢۶ . ۵) از برهان.

كه طوری به دارد وجود (tk → +∞) {tk} نزولͬ
lim
k→∞

y(tk) = ŷ. (٢٧ . ۵)
͹سط مجموعه پس .E(y) → ∞ داريم ∥y(t)∥ → ∞ كه وقتͬ ،(٢۶ . ۵) از

M(y٠) = {y ∈ S٠|E(y) ≤ E(y٠)}

توجه است. فشرده نتيجه در و Rn+m٢ بسته مجموعه زير M(y٠) همچنين است. كراندار
اصل بردن ب΄ار با .t ≥ t٠ هر برای y(t) ∈ M(y٠) ͬ شود م باعث dE(y(t))

dt ≤ ٠ كه باشيد داشته
بزرگترين M آن در كه y(t) → M ،t → ∞ وقتͬ كه ͬ يابيم درم (١ . ٣ . ١٠) در لسال تغييرناپذيری
داريم (٢٧ . ۵) از بنابراين است. N = {y ∈ M(y٠) | dE(y(t))

dt = ٠} در ناپذير تغيير مجموعه
΁ی ŷ پس .dzdt = ٠ و dx

dt = ٠ اگر فقط و اگر dE(y(t))
dt = ٠ ͬ شود م نتيجه (٢۶ . ۵) از .ŷ ∈ M

ŷ = (x̂T , ẑT )T ، ٣ . ٣ . ١ قضيه از استفاده با است. (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه تعادل نقطه
است. (٣ . ۵)‐(١ . ۵) غيرخطͬ معين نيمه مسئله بهينگͬ نقطه

تعريف زير ش΄ل به دي·ری لياپانوف تابع (١٩ . ۵) در u∗ = û و z∗ = ẑ ،x∗ = x̂ جاي·ذاری با
ͬ كنيم م

Ê(y) = f(x)− f(x̂) +
١
٢ [∥z̄∥٢ − ∥ẑ∥٢] + ١

٢ [∥ū∥٢ − ∥û∥٢]− (x− x̂)T
(
∇f(x̂) + Āẑ +∇g(x̂)û

)
−(z − ẑ)T ẑ − (u− û)T û+

١
٢∥x− x̂∥٢ +

١
٢∥z − ẑ∥٢ +

١
٢∥u− û∥٢

(٢٧ . ۵) از بنابراين، .Ê(ŷ) = ٠ و بوده پذير مشتق پيوسته Ê(y)

Êk→∞(xk, zk) = Ê(x̂, ẑ) = ٠.
مشابه .dÊ(y)

dt ≤ ٠ ،t > tq تمام برای كه طوری به دارد وجود q > ٠ ΁ی ϵ > ٠ هر برای پس
شود مͬ نتيجه t ≥ tq اينكه از .dÊ(y)

dt ≤ ٠ كه كنيم اثبات ͬ توانيم م بالا فرايند
١
٢(∥x(t)− x̂∥٢ + ∥z(t)− ẑ∥٢ + ∥u(t)− û∥٢) ≤ Ê(y) < ϵ.

شب΄ه جواب منحنͬ بنابراين .limt→∞ u(t) = û و limt→∞ z(t) = ẑ ،limt→∞ x(t) = x̂ يعنͬ
غيرخطͬ معين نيمه مسئله از KKT نقطه ΁ی به سراسری هم·رای (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی

است. (٣ . ۵) ‐(١ . ۵)
معين نيمه مسئله KKT نقاط تمام مجموعه ، D∗ = {(x∗, Z∗, u∗)} كنيد فرض .٣ . ١ . ۵ نتیجه
سراسری مجانبی پايدار (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه آنگاه باشد. (٣ . ۵)‐ (١ . ۵) غيرخطͬ

.z∗ = vec(Z∗) كه است y∗ = (x∗T , z∗T , u∗T )T تعادل نقطه به



٧٣ عددی های مثال

عددی های مثال ۴ . ۵
آورده عددی مثال چندين شده ارائه عصبی شب΄ه مدل اعتبار دادن نشان برای بخش این در
مقادير با را (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه عددی كارايی همچنين مثال ها اين برای ͬ شود. م
نرم از استفاده با مثال ها این شبیه سازی ͬ كنيم. م بررسͬ y٠ مختلف آغازين نقاط و ρ مختلف

است. شده انجام ode45 معمولͬ دیفرانسیل معادلات کننده حل و Matlab 7 افزار
معين نيمه قيد ΁ی با روسن‐سوزوك١١ͬ مساله تركيب از كه زير مساله [١٠٧] .١.۵ مثال

ب·يريد نظر در را است شده ساخته

minimize f(x) = x٢١ + x٢٢ + ٢x٢٣ + x٢۴ − ۵x١ − ۵x٢ − ٢١x٣ + ٧x۴,
subject to g١(x) = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + x٢۴ + x١ − x٢ + x٣ − x۴ − ٨ ≤ ٠,

g٢(x) = x٢١ + ٢x٢٢ + x٢٣ + ٢x٢۴ − x١ − x۴ − ١٠ ≤ ٠,
g٣(x) = ٢x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + ٢x١ − x٢ − x۴ − ۵ ≤ ٠,

A(x) =


x٢ + x٣ ٠ ٠ ٠

٠ ٢x۴ x١ ٠
٠ x١ ٢x۴ ٠
٠ ٠ ٠ x٢ + x٣

 ⪰ ٠.

ͬ های منحن هم·رايی رفتار ١.۵ ش΄ل است. (٠, ١٫٠٣٨٠,٢٫٢٢٧٢, ٠)T مساله اين بهينه جواب
و ٢.۵ ش΄ل ͬ دهد. م نشان تصادفͬ آغازين نقطه ١٠ با را (x١(t), x٢(t), x٣(t), x۴(t))T جواب
نمايش مختلف شروع نقطه ١۵ با را (x٣(t), x۴(t))T و (x١(t), x٢(t))T فاز نمودار ترتيب به ٣.۵
يا باشد شدنͬ ناحيه درون چه آغازين نقطه كه كرد تصديق ͬ توان م سادگͬ به ͬ دهند. م
در هم·راست. مساله بهينه جواب به فصل اين در شده پيشنهاد عصبی شب΄ه آن، بيرون
(١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه در را ∥x(t) − x∗∥٢ روی ρ پارامتر تاثير همچنين مساله اين
(١١ . ۵) عصبی شب΄ه است ρ = ٠٫١ وقتͬ كه ͬ كنيم م مشاهده ۴.۵ ش΄ل در ͬ كنيم. م بررسͬ
چه هر يعنͬ ͬ كند. م توليد است ρ = ١٠ كه زمانͬ به نسبت آهسته تری نرم (۵ . ١٢)كاهش و
∥x(t) − x∗∥٢ هم·رايی رفتار ۵.۵ ش΄ل است. سريعتر ∥x(t) − x∗∥٢ هم·رايی باشد بزرگتر ρ
سرانجام ͬ دهد. م نشان تصادفͬ آغازين نقطه ٢٠ با را (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ
مشاهده ͬ كنيم. م بررسͬ را (٢۶ . ٢) بهينگͬ شرط (٢ . ٢ . ٣) لم از استفاده با مثال اين در

.∥Z∗A(x∗)∥ = ٠٫٢ × ١٠−۶ كه ͬ شود م
١١Rosen-Suzuki



غيرخطͬ معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٧۴

0 1 2 3 4 5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

 x
1

 x
2

 x
3

 x
4

t

x
(
t
)

١٠ با (١٢ . ۵) (۵ . ١١)و عصبی شب΄ه (x١(t), x٢(t), x٣(t), x۴(t))T هم·رايی رفتار :١ . ۵ ش΄ل
شدند. انتخاب ١.۵ مثال در تصادفͬ طور به كه نقطه
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در آغازين نقطه ١۵ با (١٢ . ۵) (۵ . ١١)و عصبی شب΄ه (x١(t), x٢(t))T فاز نمودار :٢ . ۵ ش΄ل
.١.۵ مثال

ب·يريد: نظر در را زير غيرخطͬ معين نيمه مساله .٢.۵ مثال
minimize f(x) = x١ + (x٢ − ٢(١

subject to A(x) =


١ ٠ x١
٠ ١ x٢
x١ x٢ ١

 ⪰ ٠.

نشان شبيه سازی نتايج ͬ گيريم. م كار به مساله اين حل برای را (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه
ش΄ل هم·راست. x∗ = (−٠/٧٩٠٢, ٠/۶١٢۶)T بهينه جواب به گذرا مسيرهای كه ͬ دهند م
قضيه ͽواق در است. سراسری هم·رای عصبی شب΄ه مسير منحنͬ كه دهد مͬ نشان ۶.۵
است. x∗ به سراسری هم·رای (١٢ . ۵) (۵ . ١١)و عصبی شب΄ه مدل كه ͬ كند م تضمين ٣ . ٣ . ۵
آغازين نقطه ٢٠ با را (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ ∥x(t)−x∗∥٢ هم·رايی ٧.۵ ش΄ل



٧۵ عددی های مثال
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آغازين نقطه ١۵ با (١٢ . ۵) (۵ . ١١)و عصبی شب΄ه (x٣(t), x۴(t))T فاز نمودار :٣ . ۵ ش΄ل
.١.۵ مثال در تصادفͬ
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.١.۵ مثال در x٠ = (١,٢−,١, ١)T با ∥x(t)− x∗∥٢ هم·رايی رفتار :۴ . ۵ ش΄ل
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.١.۵ مثال در ρ = ١ و تصادفͬ آغازين نقطه ٢٠ با ∥x(t)− x∗∥٢ هم·رايی رفتار :۵ . ۵ ش΄ل



غيرخطͬ معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٧۶
ͬ دهد. م نشان تصادفͬ
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۵٠ با (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ (x١(t), x٢(t))T هم·رايی رفتار :۶ . ۵ ش΄ل
.٢.۵ مثال در تصادفͬ آغازين نقطه
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نقطه ٢٠ با (١٢ . ۵) و (١١ . ۵) عصبی شب΄ه بر مبتنͬ ∥x(t)− x∗∥٢ هم·رايی رفتار :٧ . ۵ ش΄ل
.٢.۵ مثال در ρ = ۵ و تصادفͬ آغازين



٧٧ پيشنهادات و نتايج

پيشنهادات و نتايج ۵ . ۵
كاربردهای و گرفته اند قرار توجه مورد بسيار اخير دهه های در معين نيمه برنامه ريزی مسائل
معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل ΁ی رساله اين در ما يافته اند. گسترده ای بسيار
ساده ساختاری شده پيشنهاد عصبی شب΄ه داديم. ارائه KKT بهينگͬ شرايط اساس بر خطͬ
سراسری هم·رای و لياپانوف پايدار شده ارائه عصبی شب΄ه كه داديم نشان آن بر علاوه دارد.
شده ارائه عصبی شب΄ه مدل كارايی همچنين است. خطͬ معين نيمه مساله بهينه جواب به
بر مبتنͬ گراديانͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی همچنين شد. داده نشان متنوع مثال های حل با
كه داديم نشان داديم. ارائه خطͬ معين نيمه برنامه ريزی مساله حل برای برميچر فيشر‐ تابع
نيمه مساله بهينه جواب به سراسری هم·رای و مجانبی پايدار شده ارائه عصبی شب΄ه مدل
از شد. تاييد شده پيشنهاد عصبی شب΄ه مدل كارايی مثال هايی ارائه با است. اصلͬ معين
ارائه عصبی شب΄ه مدل دارد، گسترده ای كاربردهای معين نيمه برنامه ريز ی مساله كه آنجايی

است. توجه مورد بسيار كاربرد هم و نظريه در هم رساله اين در آمده بدست نتايج و شده
ارائه غيرخطͬ معين نيمه مساله حل برای عصبی شب΄ه مدل تاكنون كه اين به توجه با
برای KKT شرايط بر مبتنͬ عصبی شب΄ه مدل ΁ی بار اولين برای رساله اين در است، نشده
همچنين است. ساده ساختاری دارای عصبی شب΄ه مدل اين است. شده ارائه مسئله اين حل
نيمه مساله جواب به سراسری هم·رای و لياپانوف مفهوم به پايدار شده ارائه عصبی شب΄ه
نتايج غيرخطͬ معين نيمه مسئله گسترده بسيار كاربردهای به توجه با است. غيرخطͬ معين

ب·يرد. قرار توجه مورد ͬ تواند م رساله اين در آمده بدست
اساس بر عصبی شب΄ه مدل های ارائه به ͬ توان م آتͬ كارهای برای پيشنهادی عنوان به
معين نيمه مساله برای مختلف شايسته توابع مبنای بر گراديانͬ عصبی شب΄ه و دوگانͬ فاصله

كرد. اشاره غيرخطͬ معين نيمه مساله و خطͬ





ͽمراج
علوم دانش΄ده ارشد، كارشناسͬ نامه پايان مصنوعͬ، عصبی شب΄ه های آذر. ضميری، [١]
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Aabstract

Semidefinite problems has been very much considered in recent decades and includes a very large
area of   convex optimization problems. Many of the important issues in system theory and control,
structural optimization, statistics, and other fields can be formulated as a Semidefinite problem. So
far, there are several ways to solve a Semidefinite problems. However, the use of neural networks
to solve this problem has not been reported except in a small number.

In this thesis, two neural network models will be presented to solve a semidefinite program-
ming problem. We will show that the proposed equilibrium point of the neural network and the
optimal solution of the semidefinite problem are equivalent. The stability and convergence of the
proposed neural network models will also be proved. Also, for the first time, we present a neural
network model for solving a nonlinear semidefinite problem. The stability and global convergence
prove to be the optimal solution of the main problem. By providing examples we confirm the the-
oretical results.

Keywords:Neural network; Semidefinite programming; Convex programming; Globally conver-
gent.
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