


ریاضی علوم دانشکده

سازی) (بهینه عملیات در تحقیق گرایش کاربردی، ریاضی رشته

ارشد کارشناسی پایان نامه

سیستم های پایداری برای رهیافت هایی
کسری مرتبه
انصاری رقیه نگارنده:

راهنما استاد

نوری اسکندری محمد هادی دکتر

١٣٩٨ خرداد



مهربانم مادر و بزرگوار پدر به تقدیم
جان به را ها سختی گذشتند، هایشان خواسته از که ای فرشته دو آن
جایگاهی به من تا کردند ناملایمات و مشکلات بلای سپر را خود و خریدند

. برسم ایستاده ام آن در اکنون که

ه



ز

سپاس گزاری...

او های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
صبور ، کمالات با استاد از می دانم خود وظیفه نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند
خلق حسن با صدر، سعه کمال در که نوری اسکندری محمد هادی دکتر آقای جناب شایسته؛ و
پایان نامه این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و
از بخشی خردترین، این که باشد باشم. داشته را قدردانی و تشکر کمال گرفتند؛ عهده بر را

گوید. سپاس را ایشان زحمات
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ط

نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی انصاری رقیه اینجانب
تحت ، کسری مرتبه سیستم های پایداری برای رهیافت هایی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد نوری اسکندری محمد هادی راهنمایی

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه

در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده

دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته

انصاری رقیه
١٣٩٨ خرداد

نشر حق و نتایج مالکیت

رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چکیده
شبه طیفی روش حسب بر پایدار ساز کنترل طراحی برای جدید تکنیک یک پایان نامه این در
را کسری مرتبه و صحیح مرتبه سیستم های پایداری برای لازم شرایط ابتدا است. شده ارائه ژاکوبی
قضیه یک لیاپانوف پایداری به مربوط تعاریف و قضایا از استفاده با سپس داده، قرار بررسی مورد
نامتناهی افق کسری مرتبه کنترلی سیستم یک برای قضیه این از استفاده با می دهیم. ارائه جدید
مرتبه کنترلی سیستم یک به را سیستم ابتدا منظور این برای . می دهیم نشان را سیستم بودن پایدار
نقاط از استفاده و کنترل و وضعیت متغیر های تقریب با ادامه در و می کنیم تبدیل متناهی افق کسری

میکنیم. تبدیل جبری سیستم یک به را سیستم گاوس ژاکوبی

لفلر میتاگ پایداری لیاپانوف، پایداری ژاکوبی، طیفی شبه روش کلیدی: کلمات

ک



م

پایان نامه از مستخرج مقالات لیست
کسری،اولین سیستم های برای کنترل طراحی نوری اسکندری، محمدهادی انصاری، رقیه . ١
دانشگاه ،١٣٩٧ بهمن ١١ هوشمند، سیستم های و فناوری علم، در ریاضی مدلسازی ملی کنفرانس

مازندران. فناوری و علم
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١ فصل

اولیه مقدمات و مفاهیم

مقدمه ١ . ١
باشد مختلط یا حقیقی می تواند که است مرتبه ای از مشتق و انتگرال حساب به مربوط کسری حساب
است. ومهندسی علوم رشته های از بسیاری در آن کاربرد از ناشی اخیر سال های در آن محبوبیت و
هوپیتال که اینگونه شد مطرح ٢ هوپیتال و ١ نیتز لایب توسط ١۶٩۵ سال در کسری حساب واقع در
نیتز لایب شد، جویا ١

٢ صحیح غیر ی مرتبه از مشتق به راجع را او نظر و نوشت ای نامه نیتز لایب به
خواهد بدست آن از مفیدی نتایج بعداً اما می شود تناقض به منجر موضوع این نوشت او پاسخ در
کنند. دنبال را موضوع این زیادی افراد بعد به آن از شد باعث نیتز لایب توسط شده طرح سوال آمد.
اگر که کرد بیان اویلر زمان آن در نمود. جلب خود به را ٣ اویلر توجه موضوع این ١٧٣٠ سال در
در نمود. بیان جبری بصورت می توان را dnp

dxn کسر باشد x از تابعی p و مثبت صحیح عدد یک n

به را کسری ۵مشتق یک لاپلاس ١٨١٢ در بود. پرداخته کسری حسابان بررسی به ۴ لاگرانژ ،١٧٧٢
معرفی ۶ لاکروا توسط دلخواه مرتبه از مشتق مفهوم اولین ١٨١٩ ودر نمود تعریف انتگرال وسیله ی

1Leibniz
2L’Hospital
3Euler
4Lagrange
5Laplace
6Lacroix

١



اولیه مقدمات و مفاهیم ٢

کسری عملگر وی بود. ١٨٢٢ سال در ٧ فوریه نمود، معرفی را دلخواه مرتبه از مشتق که بعد نفر شد.
برد بکار را کسری عملگر که کسی اولین نمود. تعریف f(x) تابع از انتگرالی نمایش اساس بر را خود
کرد. آغاز کسری حسابان روی ١٨٣٢ سال در را خود مطالعات ٩ لیوویل بود. ١٨٢٣ سال در ٨ آبل
نیز ١٨۶٧ در کند. حل را کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات کرد تلاش که بود کسی اولین وی
١١ لتنیکف ١٨٧٢ تا ١٨۶٨ سالهای در داد. انجام کسری عملگرهای زمینه در مطالعاتی ١٠ گرانوالد
ریمان مقاله ی در ١٨٩٢ سال در کسری انتگرال مفهوم نوشت. کسری حساب زمینه در مقاله چند
کرده جمع آوری را لیوویل و ریمان توسط آمده بدست نتایج کروگ و گرانوالد بود. شده برده بکار ١٢

جدیدی مشتق ١٣ کاپوتو بیستم قرن اوایل در کردند. معرفی را ریمان-لیوویل مشتق و انتگرال و
مانند کرده اند کار موضوع این روی زیادی افراد نمود. معرفی ریمان-لیوویل فرمول از استفاده با

. ... و ١٧ سمکو، ١۶ هاردی، ١۵ پودلبنی، ١۴ کیلباس،
٢١ سامکو ٢٠ اولدهام، ١٩ راس، پودلبنی، ١٨ میلر، کتاب های کسری حساب برای مرجع بهترین

کنید. مراجعه [٣۶] به کسری حساب کاملتر مطالعه برای است. ٢٢ کیلباس ،

مثال عنوان به است دقیق تر کسری دیفرانسیل معادلات از استفاده با سیستم ها از بسیاری رفتار
[٢٠] القایی ماشین های در فرکانس تاثیر ،[٢٢] حرارت انتقال فرآیند ،[٧] انتشار فرآیند می توان
برای یافته توسعه تکنیک های از استفاده با باید سیستم ها این پایداری که مفهوم این به کرد. ذکر را
کلاسیک کنترل طرح های کنار در اغلب مدل ها این بعلاوه شود. ثابت کسری مرتبه سیستم های
موارد این در می شود، جزئی نظم یک به منجر کنترل سیستم کل اینکه دلیل به و شده اند استفاده
البته شود. آنالیز کسری مرتبه تکنیک های از استفاده با باید شده کنترل سیستم های تمام پایداری
مانند شده اند استفاده صحیح مرتبه سیستم های کنترل برای کسری مرتبه کننده های کنترل مواردی در
[٣۴] ماتیگنان٢٣ توسط شده پیشنهاد روش از استفاده با . [٢٧] PID کسری مرتبه های کننده کنترل
برای روش این اگرچه شود. ثابت آسانی به می تواند ناهمگن کسری مرتبه خطی سیستم های پایداری

7Fourier
8Abel
9Liouville
10Grünwald
11Letnikov
12Riemann
13Caputo
14Kilbas
15Podlubny
16Hardy
17Samko
18Miller
19Ross
20Oldham
21Samko
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23Matignon



٣ مقدمه

سیستم های پایداری [١۶] ٢۴ دیتهلم نیست. استفاده قابل همگن کسری مرتبه غیرخطی سیستم های
برای فقط نتیجه این اما است. کرده ثابت مطمئن شرایط تحت را همگن کسری مرتبه غیرخطی
سیستم های پایداری کردن ثابت برای بنابراین است. قبول قابل اسکالر کسری مرتبه سیستم های
اعمال باید دیگر تکنیک های برخی برداری حالت در همگن سیستم های و کسری مرتبه غیرخطی
همکارانش و ٢۵ لی توسط که است مستقیم روش کسری مرتبه بسط تکنیک ها این از یکی شوند.
واقعا اغلب تکنیک این از استفاده اگرچه می کنیم. اشاره پایان نامه سوم فصل در که است شده پیشنهاد
برخی است. تر پیچیده کسری مرتبه موارد در لیاپانوف منتخب تابع کردن پیدا چون است سختی کار
پیشنهاد کسری مرتبه سیستم های پایداری کردن ثابت برای را لیاپانوف از تابع هایی نویسندگان از
جدید تکنیک یک پنجم فصل در پایان نامه این در کرد اشاره می توان [٢٩] برجسته اثر به کرده اند.
یکی ندارد. را شده ارائه قبلی روش های پیچیدگی های که می کنیم ارائه پایدارساز کنترل طراحی برای
استفاده اولیه ایده است. کنترل تئوری در علم این کاربرد کسری، حساب مهم و جدید کاربردهای از
است ٢۶ استالوپ آ. به متعلق دینامیکی سیستم های کنترل برای کسری مرتبه کننده های کنترل از
بهتر کننده کنترل این که کرد ثابت استالوپ کرد. معرفی را ٢٧ کرون به معروف کننده های کنترل که
آ. آر. ،٢٨ بگلی ال. آر. جمله از زیادی محققان ازآن پس می کند. عمل PID کننده ی کنترل از
انتگرال ها از استفاده که داده نشان تحقیقات پرداختند. موضوع این به راجع مطالعه به ٢٩ کالیلو
گویا مرتبه مشتقات و انتگرال ها به نسبت را بهتری نتایج کنترل تئوری در کسری مرتبه مشتقات و
اخیر سال های در که است جدید نسبتاً موضوع یک کسری بهینه کنترل نظریه .[١١] می نماید ایجاد
میلادی ١٧ قرن به بهینه کنترل مسائل قدمت است. گرفته قرار مختلف رشته های محققان توجه مورد
مطرح مسیر کوتاهترین یونانی مسأله بیان با ٣٠ برنولی یوهان توسط بار اولین مسائل این برمی  گردد
مسیر کوتاهترین مسأله برای را پاسخ هایی نام صاحب ریاضیدانان از تن چند زمان آن در و شد.
[٣] ٣١ گراوال آ کرد. اشاره زیر موارد به می توان زمینه این در شده انجام کارهای از نمودند. ارائه
[۴] در و کرد، ارائه ریمان-لیوویل مفهوم با کسری بهینه کنترل مسائل برای را بهینگی لازم شرایط
یک [١۵] همکاران و لطفی رسید. کاپوتو مفهوم با کسری بهینه کنترل مسائل برای مشابه فرمول به
زمینه این در شده انجام دیگر کارهای جمله از دادند. ارائه لژاندر چندجمله ای های پایه بر مستقیم روش
هوافضا های مدل زمینه در کسری بهینه کنترل مسائل کرد. اشاره [٣٨ ،٣۵ ،١٨ ،٩] به می توان

دارد. کاربرد [١٧] پزشکی و [١٠] اقتصاد ،[٢١] رباتیک ،[٢]
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28 Bagley
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30Johann Bernoulli
31Agrawal



اولیه مقدمات و مفاهیم ۴

کسری) مرتبه مشتقات و ها کسری(انتگرال حساب ١ . ١ . ١
چپ کسری مشتق باشد. R در [a, b] بازه ی روی تابع یک f(.) کنید فرض [١] .١ . ١ . ١ تعریف

است: شده تعریف زیر بصورت به ترتیب α > ٠ مرتبه از f(.) کاپوتو وراست

c
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− s)n−α−١f (n)(s)ds, (١ . ١)

c
tD

α
b f(t) =

(−١)n
Γ(n− α)

∫ b

t
(s− t)n−α−١f (n)(s)ds, (١ . ٢)

است. گاما تابع Γ(.) و n = [α] + ١ بطوریکه

ناصحیح و مختلط n اگر حتی n دلخواه عدد هر برای را n! مفهوم گاما تابع [١] .١ . ١ . ٢ تعریف
می شوند: تعریف زیر بصورت گاما تابع می کند. بیان باشد

Γ(z) =

∫ ∞

٠
tz−١e−tdt, z > ٠ (١ . ٣)

آن گاه باشد، ٠ < α < ١ اگر [١] .١ . ١ . ١ ملاحظه
C
a D

α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

(∫ t

a
(t− s)−αf ′(s)ds

)
, t > a, (۴ . ١)

C
t D

α
b f(t) =

−١
Γ(١ − α)

(∫ b

t
(s− t)−αf ′(s)ds

)
, t < b, (۵ . ١)

آن گاه ،α = n ∈ N یا و α = ٠ اگر و
C
a D

٠
t f(t) =

C
t D

٠
b f(t) = f(t),

C
a D

n
t f(t) = f (n)(t),

C
t D

n
b f(t) = (−١)nf (n)(t),

(۶ . ١)

می باشد. n مرتبه از f(.) معمولی مشتق f (n)(.) آن در که

راست و چپ کسری مشتق باشد. پیوسته R در [a, b] بازه  روی f(.) کنید فرض [١] .١ . ١ . ٣ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به ترتیب به α > ٠ مرتبه از f(.) تابع ریمان-لیوویل

aD
α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

dn

dtn

(∫ t

a
(t− s)n−α−١f(s)ds

)
, t > a, (١ . ٧)

tD
α
b f(t) =

١
Γ(n− α)

(−١)n dn

dtn

(∫ b

t
(s− t)n−α−١f(s)ds

)
, t < b, (١ . ٨)

ترتیب به α > ٠ مرتبه از ریمان-لیوویل وراست چپ کسری مشتق می باشد. n = [α] + ١ آن در که
می شود: تعریف نیز زیر صورت به

aD
α
t f(t) =

dn

dtn
(aD

−(n−α)
t f(t)),

tD
α
b f(t) =

dn

dtn
(tD

−(n−α)
b f(t)).

(١ . ٩)



۵ مقدمه

آن گاه باشد، ٠ < α < ١ اگر [١] .١ . ١ . ٢ ملاحظه

aD
α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

d

dt

(∫ t

a
(t− s)−αf(s)ds

)
, t > a, (١ . ١٠)

tD
α
b f(t) =

−١
Γ(n− α)

d

dt

(∫ b

t
(s− t)−αf(s)ds

)
, t < b, (١ . ١١)

داشت: خواهیم آن گاه ،α = n ∈ N یا α = ٠ اگر و

aD
٠
t f(t) = tD

٠
b f(t) = f(t),

aD
n
t f(t) = f (n)(t),

tD
n
b f(t) = (−١)nf (n)(t).

(١ . ١٢)

کسری انتگرال باشد. شده تعریف R در [a, b] متناهی بازه روی f(.) کنید فرض [١] .۴ . ١ . ١ تعریف
تعریف زیر صورت به ترتیب به f(.) تابع ریمان-لیوویل راست کسری انتگرال و ریمان-لیوویل چپ

می شوند:

aI
−α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−١f(s)ds, t > a, (١ . ١٣)

tI
−α
b f(t) =

١
Γ(α)

∫ b

t
(s− t)α−١f(s)ds, t < b, (١۴ . ١)

.α > ٠ آن در که

کاپوتو و ریمان-لیوویل کسری انتگرال و مشتق مهم خواص ١ . ١ . ٢
است: زیر خاصیت دارای لیوویل ریمان کسری مشتق [١] •

aD
p
t (aD

q
t f(t)) = aD

p+q
t f(t)−

n∑
j=١

[aD
q−j
t f(t)]t=a

(t− a)−p−j

Γ(١ − p− j)
, (١۵ . ١)

.n− ١ ≤ q < n و p, q ∈ R, n ∈ Z طوری که به

است زیر خاصیت دارای ریمان-لیوویل کسری انتگرال •

aI
−α
t (aI

−β
t f(t)) = aI

−α−β
t f(t),

داریم نیز صحیح مرتبه مشتق در را خاصیت این مشابه

dm

dtm

(
dnf(t)

dtn

)
=

dn

dtn

(
dmf(t)

dtm

)
=

dm+nf(t)

dtm+n
,

ندارد. جابجایی خاصیت ریمان-لیوویل کسری انتگرال
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باشد [a, b] بازه ی روی g(.) و f(.) وتابع λ ∈ C ،α ∈ R ،n ∈ N ،n − ١ < α < n اگر •
بصورت کاپوتو کسری مشتق باشد. داشته وجود تابع دو این کاپوتواز کسری مشتق بطوریکه

است: زیر بصورت خطی عملگر یک

C
a D

α
t (λf(t) + g(t)) = λC

a D
α
t f(t) +

C
a D

α
t g(t).

C
a D

α
t f(t) که باشد [a, b] بازه ی روی f(.) تابع و α ∈ R ،n ∈ N ،n−١ < α < n کنید فرض •

است برقرار زیر رابطه بنابراین باشد، داشته وجود
lim

α→n−
C
a D

α
t f(t) = f (n)(t),

lim
α→n−١+

C
a D

α
t f(t) = f (n−١)(t)− f (n−١)(٠).

باشد داشته وجود C
a D

α
t f(.) و f(.) وتابع α ∈ R ،m,n ∈ N ،n− ١ < α < n کنید فرض •

C
a D

α
t D

mf(t) = C
a D

α+m
t f(t).

آمده زیر صورت به که است نیتز لایب یافته ی تعمیم قاعده ی کسری مشتق ویژگی های از یکی •
است.

برای نیتز لایب قاعده آنگاه باشد پیوسته [a, t] در آن مشتقات تمام با همراه g(t) و f(t) اگر
می شود: گرفته نظر در زیر به صورت کسری مشتق

c
aD

α
t (f(t)g(t)) =

∞∑
k=٠

(
α

k

)
fk(t)Ca D

α−k
t g(t). (١۶ . ١)

اند ارتباط در هم با زیر بصورت ریمان-لیوویل و کاپوتو مشتقات •

٠ < α < ١ اگر

aD
α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

f(a)t−α + C
a D

α
t f(t), (١ . ١٧)

tD
α
b f(t) =

١
Γ(١ − α)

f(b)(b− t)−α + C
t D

α
b f(t). (١ . ١٨)

C
a D

α
t (c) = ٠ لذا باشد. ثابت مقدار یک c ∈ R و α ∈ R ،n−١ < α < n ،n ∈ N کنید فرض •

و

C
a D

α
t ((t− a)k) =


Γ(k + ١)

Γ(k − α+ ١)(t− α)k−α, k ∈ R, k > n− ١,

٠, k ∈ R, k ≤ n− ١.
(١ . ١٩)



٧ مقدمه

تیلور بسط f(t) = ∑∞
k=٠

f (k)(a)
k! (t − a)k و α ∈ R ،n ∈ N ،n − ١ < α < n کنید فرض •

بنابراین باشد

C
٠D

α
t f(t) =

∞∑
k=٠

f (k)(a)

k!
C
a D

α
t (t− a)k

=

∞∑
k=n

f (k)(a)

k!
(

Γ(k + ١)
Γ(k − α+ ١))(t− a)k−α

=

∞∑
k=n

f (k)(٠)
Γ(k − α+ ١)(t− a)k−α.

(١ . ٢٠)

بنابراین k > ٠ و α > ٠ کنید فرض •

aI
α
t (t− a)k =

Γ(k + ١)
Γ(k + α+ ١)(t− a)k+α. (١ . ٢١)

لفلر میتاگ تابع ١ . ١ . ٣
جواب  در را مهمی نقش نمایی تابع که همانطور است. نمایی تابع تعمیم لفلر میتاگ تابع [١]
معادله های جواب در را مشابهی نقش نیز میتاگ-لفلر تابع می کند، ایفا دیفرانسیل معادله های

می کند. ایفا کسری مرتبه دیفرانسیل

زیر صورت به می شود داده نمایش Eα(z) نماد با که میتاگ-لفلر پارامتری یک تابع .۵ . ١ . ١ تعریف
می شود: تعریف

Eα(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) ,

توسط و است لفلر میتاگ پارامتری دو تابع که گرفت نظر در زیر بصورت میتوان را (۵ . ١ . ١) تعمیم
می کند: ایفا کسری حساب در مهمی نقش و است شده ارائه گراوال آ

Eα,β(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, (α > ٠, β > ٠). (١ . ٢٢)

متعامد های ای چندجمله ۴ . ١ . ١

می شود. یادآوری تابع دو داخلی ضرب نخست قسمت این در [٣٧] .۶ . ١ . ١ تعریف

بصورت [a, b] بازه ی در w(x) وزن تابع به نسبت f٢(x) و f١(x) تابع دو داخلی ضرب .١ . ١ . ٧ تعریف
می شود. تعریف زیر

⟨f١(x), f٢(x)⟩w(x) =

∫ b

a
f١(x)f٢(x)w(x)dx (١ . ٢٣)
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تابع به نسبت [a, b] بازه ی روی را {ϕ١(x), ϕ٢(x), . . . , ϕn(x)} توابع از مجموعه یک .١ . ١ . ٨ تعریف
هرگاه: می گوییم، متعامد w(x) وزن

∀i, j, i ̸= j ⟨ϕi(x), ϕj(x)⟩w(x) = ٠ (٢۴ . ١)

آنگاه i = j اگر و

⟨ϕi(x), ϕi(x)⟩w(x) ̸= ٠ (٢۵ . ١)

فوق رابطه در اگر

⟨ϕi(x), ϕi(x)⟩w(x) = ١ (٢۶ . ١)

می گویند. نرمال یا یکه متعامد را فوق متعامد توابع مجموع آنگاه

بصورت که نرمشان بر را مجموعه اعضای باید متعامد مجموعه یک کردن نرمال برای .١ . ١ . ١ نکته
کنیم تقسیم می شود تعریف زیر

∥ϕi(x)∥=

√∫ b

a
ϕi(x)٢w(x)dx (١ . ٢٧)

ای چندجمله از دستگاه یک باشد. R در نامتناهی یا متناهی باز ی بازه یک (a, b) کنید فرض
هرگاه گویند، متعامد (a, b) روی w(x) ≥ ٠ وزن به نسبت را n = ٠,١,٢, . . . برای {Pn(x)} ∫های b

a
Pn(x)Pm(x)w(x)dx = ٠,

Pn(.) چند جمله ای متناظر پذیر انتگرال یا پیوسته قطعه یا پیوسته w(x) اینجا در .n ̸= m آن در که
است.

است. زیر به صورت متعامد جمله ای های چند از نمونه ای

ژاکوبی جمله ای های چند ۵ . ١ . ١
i = ١,٢, · · · , J (α,β)

i (.) نماد با که هستند ژاکوبی جمله ای های چند کلاسیک متعامد جمله ای های چند از [٣٧]
می شود تعریف زیر بازگشتی رابطه با [−١,١] بازه  روی و می شوند داده نشان

J
(α,β)
i (s) = ϕ١(α, β, s)J

(α,β)

i−١ (s)− ϕ٢(α, β)J
(α,β)

i−٢ (s), i = ٢,٣, · · ·

J
(α,β)
٠ (s) = ١, J (α,β)

١ (s) = α+β+٢
٢ s+ α−β

٢ ,

(١ . ٢٨)

طوری که به

ϕ١(α, β, s) =
(α+ β + ٢i− ١)α٢ − β٢ + s(α+ β + ٢i)(α+ β + ٢i− ٢)

٢i(α+ β + i)(α+ β + ٢i− ٢) , (١ . ٢٩)

ϕ٢(α, β) =
(α+ i− ١)(β + i− ١)(α+ β + ٢i)

i(α+ β + i)(α+ β + ٢i− ٢) . (١ . ٣٠)



٩ مقدمه

متناهی افق بهینه کنترل مسأله ۶ . ١ . ١
می شود: بیان زیر صورت به می تواند متناهی افق بهینه کنترل مسأله یک

Minimize J(x, u) =

∫ tf

t٠
g(t, x, u)dt

subject to ẋ = f(t, x, u)

x(t٠) = α, x(tf ) = β,

(١ . ٣١)

نامیده کنترل و وضعیت متغیرهای ترتیب به u = (u١, . . . , up)
T و x = (x١, . . . , xn)

T آن در که
معادله و هزینه یا هدف تابع را J تابعک باشند. مجهول یا معلوم است ممکن tf و β بردار می شوند.

می نامند. دیفرانسیلی-کنترلی) (معادله دینامیکی معادله را ẋ = g(t, x, u)

نامتناهی افق بهینه کنترل مسئله ١ . ١ . ٧
می شود: بیان زیر بصورت نامتناهی افق بهینه کنترل مسئله یک

Minimize J =

∫ ∞

٠
f(t, x(t), u(t))dt

subject to ẋ(t) = g(t, x(t), u(t))

x(٠) = x٠

(١ . ٣٢)

است. زمان به نسبت x مشتق ẋ و g : Rn × Rm → R ،f : Rn × Rm → R که





٢ فصل

مرتبه سیستم های پایداری بررسی
لیاپانوف تابع براساس صحیح

مقدمه ٢ . ١
سیستم های حالت مسیر و دیفرانسیل معادلات جواب های پایداری پایداری، نظریه ی ریاضیات در
یک کلی حالت در می دهد. قرار بحث مورد اولیه شرایط از کوچک انحرافات تحت را دینامیکی
باید شود. نتیجه در کوچک انحرافی باعث مسئله فرض در کوچک انحرافی اگر است پایدار سیستم
در مثال عنوان به که است مشخص متری تعریف به نیاز تغییرات اندازه تعیین برای که داشت توجه
دینامیکی، های سیستم در شود. گرفته نظر در Lp نرم می تواند متر این معمولی دیفرانسیل معادلات
تعادل نقطه از فاصله ای بتوان اگر می شود نامیده ١ لیاپانوف پایدار فاز فضای از مجموعه زیر یک
زمان های برای سیستم حالت های آن، درون سیستم حالت های برای اولیه شرایط دادن قرار با که یافت
که دارد وجود مختلفی معیارهای گیرند. قرار کوچک دلخواه اندازه  به شعاع به دیسکی درون بعدی
به نمود. اثبات را سیستم حالت فضای از نقاطی مجموعه ناپایداری یا پایداری بتوان آنها کمک به
در مسئله ای به سیستم پایداری مسئله ناهمگن خطی سیستم های حالت فضای نمایش در مثال عنوان
سیستم های پایداری اثبات برای جامع تر روش های می یابد. تقلیل ماتریس ها ویژه ی مقادیر برگیرنده ی

1Lyapunov

١١



لیاپانوف تابع براساس صحیح مرتبه سیستم های پایداری بررسی ١٢

روش های معروفترین و برجسته ترین از یکی [٢۴ ،٢۵] می باشد. لیاپانوف توابع شامل دینامیکی
لیاپانوف الکساندر روسی ریاضیدان توسط که است لیاپانوف پایداری تئوری سیستم ها، پایداری تحلیل

است. شده پایه گذاری میلادی نوزدهم قرن در
بگیرید: نظر در را زیر غیرخطی سیستم

ẋ = f(x, u, t). (٢ . ١)

زیر بسته ی حلقه دینامیک به غیرخطی سیستم در آن جایگذاری و u = g(x, t) کنترلی ورودی با
می رسیم:

ẋ = f(x, g(x, t), t) = f(x, t).

غیر در می شود نامیده همگن سیستم نباشد، وابسته زمان به صریحاً فوق غیرخطی سیستم اگر
می شود. نامیده ناهمگن اینصورت

باشد. f(xe) = ٠ اگر است ẋ = f(x) سیستم تعادل نقطه xe نقطه [٢٣] .٢ . ١ . ١ تعریف

پایدار تعادل نقطه یک را xe = ٠ تعادل نقطه است مفروض (٢ . ١) سیستم [٢٣] .٢ . ١ . ٢ تعریف
که طوری به باشد داشته وجود δ > ٠ یک ϵ > ٠ هر برای هرگاه گوییم حاشیه ای

∥x(٠)∥≤ δ ⇒ ∥x(t)∥≤ ϵ, t ≥ ٠. (٢ . ٢)

δ > ٠ به علاوه و باشد پایدار هرگاه گویند مجانبی پایدار را (٢ . ١) سیستم [٢٣] .٢ . ١ . ٣ تعریف
که به طوری باشد داشته وجود

∥x(٠)∥< δ ⇒ lim
t→∞

∥x(t)∥= ٠. (٢ . ٣)

نباشد. پایدار هرگاه گویند ناپایدار را (٢ . ١) سیستم [٢٣] .۴ . ٢ . ١ تعریف

بگیرید: نظر در را زیر خطی دینامیکی سیستم .٢ . ١ . ١ قضیه

ẋ(t) = Ax(t), t ≥ ٠. (۴ . ٢)

باشد نامثبت A ماتریس ویژه مقادیر تمامی حقیقی قسمت اگر است. ثابت ماتریس یک A آن در که
مقادیر تمامی حقیقی قسمت اگر به علاوه است. پایدار xe = ٠ در (۴ . ٢) سیستم گاه آن Re(λA) ≤ ٠

است. مجانبی پایدار xe = ٠ در (۴ . ٢) سیستم باشند Re(λA) < ٠ منفی A ماتریس ویژه

و α عدد دو اگر است نمایی پایدار ẋ = f(x) سیستم برای مبدأ تعادل نقطه [٢٣] .۵ . ٢ . ١ تعریف
که باشند داشته وجود ( مثبت اکیداً (اعداد λ

∥x(t)∥≤ α∥x(٠)∥e−λt, t ≥ ٠. (۵ . ٢)



١٣ مقدمه

لیاپانوف سازی خطی روش

این بگیرید. نظر در x = ٠ تعادل نقطه با را ẋ = f(x) همگن خطی غیر سیستم .۶ . ٢ . ١ تعریف
می شود: خطی زیر صورت به بالاتر مرتبه جملات از کردن نظر صرف و تیلور بسط بکارگیری با سیستم

ẋ = f(x) =

(
∂f(x)

∂x

)
x=٠

x+
١
٢!

(
∂٢f(x)
∂x٢

)
x=٠

x٢ +
١
٣!

(
∂٣f(x)
∂x٣

)
x=٠

x٣ + · · ·︸ ︷︷ ︸
fh.o.t(x)

⇒ ẋ = Ax(t), A =


∂f١(x)
∂x١

· · · ∂f١(x)
∂xn

.

... . . . ...
∂fn(x)
∂x١

· · · ∂fn(x)
∂xn

 .

ẋ = f(x, u) =
(
∂f(x,u)

∂x

)
x,u=٠

x+
(
∂f(x,u)

∂u

)
x,u=٠

u+ fh.o.t(x, u),

⇒ ẋ = Ax+Bu, A =
(
∂f(x,u)

∂x

)
x,u=٠

, B =
(
∂f(x,u)

∂u

)
x,u=٠

.

آنگاه باشد، ẋ = f(x) خطی غیر سیستم خطی تقریب ẋ = Ax سیستم اگر [٢٣ ،٣٠] .٢ . ١ . ٢ قضیه
سیستم برای تعادل نقطه ی آنگاه باشد، منفی اکیداً A ویژه مقادیر کلیه ی حقیقی قسمت الف:اگر

است. پایدار مجانبی طور به غیر خطی
برای تعادل نقطه آنگاه باشد، اکیداًمثبت A ویژه مقادیر از یکی حداقل حقیقی قسمت اگر ب:

است. ناپایدار خطی غیر سیستم
تعادل نقطه پایداری مورد در آنگاه باشد، پایدار حاشیه ای به صورت شده خطی سیستم اگر ج:
مجانبی طور به پایدار، غیر خطی سیستم است ممکن یعنی، گرفت. نتیجه ای نمی توان غیر خطی سیستم

باشد. ناپایدار یا پایدار

مستقیم): (روش لیاپانوف دوم روش
مستمراً زمان گذشت با سیستم یک کل انرژی اگر که است این لیاپانوف مستقیم روش فلسفه
لیاپانوف تابع را کل انرژٰی این می شود. ساکن تعادل نقطه یک در نهایتاً سیستم آنگاه شود، تلف

است. معین) (نیمه مثبت معین تابع یک همیشه و می نامیم

V (٠) = ٠ اگر است مثبت معین موضعی طور به V (x) اسکالر پیوسته تابع [٢٣] .٢ . ١ . ٧ تعریف
R شعاع به ناحیه یک در و

∀x ̸= ٠ : V (x) > ٠.

معین سراسری طور به V (x) آنگاه کند، صدق حالت فضای تمام در فوق تعریف اگر .٢ . ١ . ١ ملاحظه
است. مثبت



لیاپانوف تابع براساس صحیح مرتبه سیستم های پایداری بررسی ١۴

می شود. نامیده مثبت معین نیمه V (x) آنگاه ،∀x ̸= ٠ : V (x) ≥ ٠ اگر .٢ . ١ . ٢ ملاحظه

جزئی مشتقات و باشد مثبت معین V (x) اسکالر تابع R شعاع به ناحیه ای در اگر .٢ . ١ . ٨ تعریف
منفی معین نیمه سیستم، از حالت مسیر هر امتداد در آن زمانی مشتق اگر باشد، داشته پیوسته

می شود. نامیده لیاپانوف تابع یک V (x) آنگاه باشد، V̇ (x) ≤ ٠

لیاپانوف دوم روش با خطی سیستم های پایداری تحلیل ٢ . ١ . ١
بگیرید نظر در V (x) = xTPx لیاپانوف تابع با را ẋ = Ax(t) همگن خطی سیستم

V̇ (x) = ẋTPx+ xTPẋ = (Ax)TPx+ xTPAx

= xT (ATP + PA)x = −xTQx, P T = P.

وجود مثبت معین Q ماتریس یک باید باشد، منفی لیاپانوف تابع مشتق اینکه برای مشخصاً
باشد. داشته

معین P یک ازای به می شود، نامیده لیاپانوف معادله که ATP + PA = −Q معادله در یعنی
باشد. مجانبی پایدار خطی سیستم لیاپانوف قضیه طبق تا باشد داشته وجود مثبت معین Q یک مثبت
یافت مثبت معین Q یک مثبت، معین P یک ازای به ولی باشد پایدار سیستم که است ممکن ولی
ATP + PA = −Q معادله از و کنیم انتخاب مثبت معین Q یک که است آن معقول روش نشود.
است لیاپانوف تابع V آنگاه بود، مثبت معین P اگر خیر؟ یا هست مثبت معین P آیا که کنیم تعیین

بود. خواهد مجانبی پایدار سیستم و
اعمال است. کنترل سیستم های پایداری تحلیل در مهم بسیار خاصیت یک مجانبی پایداری
تابع مشتق موارد اغلب در زیرا است مشکل بسیار اغلب خاصیت این اثبات در تعادل نقطه قضایای
قادر نامتغیر مجموعه قضایای کمک به خوشبختانه این، رغم علی می گردد. منفی معین نیمه لیاپانوف

کنیم. تعیین را سیستم مجانبی پایداری که هستیم

اگر است نامتغیر مجموعه یک دینامیکی سیستم یک برای M مجموعه [٢٣ ،٣٠] .٢ . ١ . ٩ تعریف
یعنی بماند. Mباقی در نیز آتی زمان های همه در می شود، شروع M در نقطه ای از که سیستم مسیر هر

if x(٠) ∈ M ⇒ x(t) ∈ M, ∀t ≥ ٠

نامتغیر: مجموعه قضیه [٣٠ ،٢٣] .٢ . ١ . ٣ قضیه
یک V (x) : Ω → R که کنید فرض و بگیرید نظر در را ẋ = f(x) زمان با تغییر ناپذیر سیستم

E = {x ∈ ،∀x ∈ Ω, V̇ (x) ≤ ٠ که باشد پیوسته) اول مرتبه جزئی مشتقات (با اسکالر تابع
آنگاه: باشد، E در نامتغیر مجموعه زیر بزرگترین M و Ω : V̇ (x) = ٠}

∀ x(٠) ∈ Ω ⇒ x(t) ∈ M, t → ∞



١۵ مقدمه

می شود. تضمین سراسری مجانبی پایداری باشد، مبدأ شامل تنها M مجموعه اگر •

می شود. تضمین سراسری مجانبی پایداری باشد، برقرار نیز بیکران شعاعی صورت به شرط اگر •

کراسوفسکی: روش
ارائه ẋ = f(x) فرم به غیرخطی سیستم یک لیاپانوف تابع برای ساده شکل یک روش این در

می باشد: زیر شکل به که می شود

V (x) = fT (x)f(x)

که بگیرید نظر در را ẋ = f(x) ناهمگن سیستم کراسوفسکی:] ٣٠][قضیه ی ،٢٣] .۴ . ٢ . ١ قضیه
باشد. سیستم ژاکوبین ماتریس A = ∂f(x)

∂x کنید فرض می باشد. مبدأ آن تعادل نقطه ی
برای مبدأ تعادل نقطه ی آنگاه باشد، منفی معین Ω همسایگی در F = A + AT ماتریس -اگر

می باشد. مذکور سیستم برای لیاپانفی تابع V تابع و بود خواهد مجانبی پایدار فوق سیستم

باشد. مثبت معین −F اگر گویند منفی معین را F ماتریس .٢ . ١ . ١ نکته

تعادل نقطه ی آنگاه باشد بی کران شعاعی به صورت V (x) و باشد Rn حالت فضای تمام Ω -اگر
بود. خواهد مجانبی پایدار سراسری به صورت

یافته تعمیم کراسوفسکی روش
کنید فرض میباشد. مبدأ آن تعادل نقطه ی که بگیرید نظر در را ẋ = f(x) ناهمگن سیستم
پایدار تعادل نقطه مبدأ اینکه برای کافی و لازم شرط باشد. سیستم ژاکوبین ماتریس A(x) = ∂f

∂x

که باشند داشته وجود P و Q مثبت معین ماتریس دو که است این باشد سیستم این مجانبی

∀x ̸= ٠ ⇒ F = ATP + PA+Q ≤ ٠,

پیشنهادی لیاپانوف تابع آنگاه باشد منفی معین نیمه مبدأ، از Ω محذوف همسایگی در یعنی
بود: خواهد زیر به صورت

V (x) = fT (x)Pf(x).

می توان گاهی هستند. ریاضیات بر مبتنی روش های شد، بیان تاکنون که روش هایی .٢ . ١ . ٣ ملاحظه
سیستم های برای را لیاپانوف تابع پتانسیل، و جنبشی انرژی مانند سیستم فیزیکی خواص از استفاده با

کرد. پیشنهاد واقعی





٣ فصل

مرتبه دینامیکی سیستم های پایداری
لیاپانوف تابع اساس بر کسری

پایداری آنالیز برای راه یک لیاپانوف) دوم (روش لیاپانوف مستقیم روش غیرخطی، سیستم های در
می کند سازماندهی را ایده ای روش این است. دیده فراهم دیفرانسیل معادله صریح حل بدون مستقیم
باشد. داشته وجود سیستم برای لیاپانوف منتخب تابع یک اگر است پایدار سیستم می دهد نشان که
بدون که معنی این به سیستم هاست، پایداری دادن نشان برای کافی شرط یک لیاپانوف مستقیم روش

است. پایدار سیستم گرفت نتیجه می توان لیاپانوف منتخب تابع یافتن

مستقیم روش غیرخطی، سیستم های در کسری حساب کاربرد اهمیت به باتوجه فصل این در
کسری حساب های برنامه می کنیم. پیشنهاد را لفلر میتاگ یافته تعمیم وپایداری لیاپانوف یافته تعمیم
به مربوط جدی طور به [١۴ ،٣٢ ،١٩] مرجع سه .[١٣] هستند صرفه به ومقرون ممکن واقعیت در

هستند. کسری مرتبه سیستم های پایداری گوناگون مسائل بررسی

١٧



لیاپانوف تابع اساس بر کسری مرتبه دینامیکی سیستم های پایداری ١٨

لفلر میتاگ تابع ٣ . ١
حل در لفلر میتاگ تابع شده استفاده صحیح مرتبه سیستم های حل در بارها که نمایی تابع [١٢]مانند

است: شده زیرتعریف به صورت که است شده استفاده کسری مرتبه سیستم های

Eα(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(kα+ ١) (٣ . ١)

می رود: به کار زیر صورت به  پارامتر دو با لفلر میتاگ تابع بعلاوه z ∈ C و α > ٠ آن در که

Eα,β(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(kα+ β)
(٣ . ٢)

.E١,١(z) = ex همچنین Eα(z) = Eα,١(z) داریم β = ١ برای ،z ∈ C ،β > ٠ ،α > ٠ آن در که
است: زیر به صورت پارامتر دو با لفلر میتاگ لاپلاس تبدیل به علاوه

L{tβ−١Eα,β(−λtα)} =
sα−β

sα + λ
, (R(s) > |λ|

١
α ). (٣ . ٣)

و است شده تعریف s حقیقی قسمت R(s) است. لاپلاس دامنه در متغیر یک s و t ≥ ٠ به طوریکه
می رود. بکار لاپلاس تبدیل برای L

موضعی لیپ شیتز و شیتز لیپ پیوستگی ٣ . ٢
نظر از تابع آن در که است توابع برای پیوستگی از قویتری شکل لیپشیتز پیوستگی ریاضی، آنالیز در
مفهوم شد. معرفی آلمانی ریاضیدان لیپشیتز رودلف توسط مفهوم این است. محدود تغییرات سرعت
ی پیوسته تابع هر است. پیوستگی از قویتر و پذیری مشتق از ضعیفتر مفهومی لیپشیتز، پیوستگی
مشتق تابع هر همچنین نیست. لیپشیتز ی پیوسته ای پیوسته تابع هر ولی است پیوسته لیپشیتز،

نیست. مشتق پذیر لزوماً لیپ شیتز پیوسته ی تابع هر ولی است، لیپ شیتز پیوسته ی پذیری
داشته وجود K > ٠ ثابت هرگاه است لیپ شیتز x به نسبت U ⊆ R×Rn ناحیه در f(t, x) تابع

باشد برقرار زیر رابطه (t, x), (t, y) ∈ U هر برای که باشد

|f(t, x)− f(t, y)|≤ K(x− y). (۴ . ٣)

(t, x) ∈ U نقطه هر همسایگی یک در هرگاه گوییم لیپ شیتز موضعی طور به U ناحیه در را f(t, x) تابع
باشد. لیپ شیتز

کسری مرتبه سیستم و لیپ شیتز شرط ٣ . ٢ . ١
بگیرید نظر در را زیر کسری مرتبه سیستم

٠Dα
t x(t) = f(t, x) (۵ . ٣)



١٩ لفلر میتاگ یافته تعمیم پایداری

نقطه یک x = ٠ اگر باشد. ریمان-لیوویل یا کاپوتو کسری عملگر نماد D و α ∈ (٠,١) به طوریکه
لیپ شیتز ثابت با لیپ شیتز x به نسبت و t به نسبت پیوسته قطعه ای f و باشد (۵ . ٣) سیستم تعادل

داریم آنگاه l

∥x(t)∥≤ ∥x(t٠)∥Eα(l(t− t٠)α), (۶ . ٣)

شود.) مراجعه [١٢] به بیشتر جزئیات (برای .α ∈ (٠,١) به طوریکه

لفلر میتاگ یافته تعمیم پایداری ٣ . ٣
روش از اینجا . می  کند فراهم غیرخطی سیستم های پایداری برای مهم ابزار یک لیاپانوف پایداری
منتخب تابع یک کردن پیدا شامل که لیاپانوف مستقیم روش می شود. استفاده لیاپانوف مستقیم
پایدار سیستم باشد داشته وجود تابعی چنین یک اگر است. شده داده غیرخطی سیستم برای لیاپانوف

است.
روش که باشید داشته بخاطر می رود. بکار مناسب تابع یک یافتن برای لیاپانوف مستقیم روش
پیدا لیاپانوف منتخب تابع یک نتوان اگر که معنی این به است کافی شرط یک لیاپانوف مستقیم
نتوان و باشد پایدار هم هنوز سیستم است ممکن سیستم پایداری خاصیت گرفتن نتیجه برای کرد
ترکیب گرفتن نظر در با را لیاپانوف مستقیم روش ما بخش این در نیست. پایدار سیستم کرد ادعا
همانطور باشد کسری مرتبه می تواند خودش غیرخطی دینامیکی سیستم دادیم. توسعه کسری عملگر
لفلر میتاگ مفهوم به پایداری ابتدا دهد. حالت تغییر زمانی کسری مرتبه به می تواند لیاپانوف تابع که

می کنیم. تعریف را

اگر می شود گفته لفلر میتاگ پایدار (۵ . ٣) جواب لفلر) میتاگ [١٢](پایداری .٣ . ٣ . ١ تعریف

∥x(t)∥≤ {m[x(t٠)]Eα(−λ(t− t٠)α)}b (٣ . ٧)

با m(x) و m(x) ≥ ٠ و m(٠) = ٠ و b > ٠ و λ ≥ ٠ و α ∈ (٠,١) و است اولیه زمان t٠ آن در که
است. موضعی لیپ شیتز x ∈ B ⊆ Rn به نسبت m٠ لیپ شیتز ثابت

لفلر میتاگ یافته تعمیم پایدار (۵ . ٣) جواب لفلر) میتاگ یافته تعمیم [١٢](پایداری .٣ . ٣ . ٢ تعریف
اگر است

∥x(t)∥≤ {m[x(t٠)](t− t٠)−γEα,١−γ(−λ(t− t٠)α)}b (٣ . ٨)

و m(٠) = ٠ و b > ٠ و λ ≥ ٠ و −α < γ ≤ ١ − α و α ∈ (٠,١) و اولیه زمان t٠ آن در که
است. موضعی لیپ شیتز x ∈ B ∈ Rn به نسبت m٠ لیپ شیتز ثابت با m(x) و m(x) ≥ ٠

را مجانبی پایداری لفلر میتاگ یافته ی تعمیم پایداری و لفلر میتاگ پایداری [١٢] .٣ . ٣ . ١ ملاحظه
می کند. تضمین
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لیاپانوف مستقیم روش کسری مرتبه بسط ۴ . ٣
بخش این در یافت. دست مجانبی پایداری به می توان لیاپانوف مستقیم روش از استفاده با [١٢]
را لفلر میتاگ پایداری تا می دهیم بسط کسری مرتبه سیستم های برای را لیاپانوف مستقیم روش

آوریم. بدست

شامل دامنه یک D ⊂ Rn و باشد (۵ . ٣) سیستم تعادل نقطه x = ٠ کنید فرض [١٢] .١ . ۴ . ٣ قضیه
لیپ شیتز و مشتق  پذیر پیوسته ی تابع یک V (t, x(t)) : [٠,∞) × D −→ R کنید فرض باشد. مبدأ

بطوریکه باشد x به نسبت موضعی

α١∥x∥a≤ V (t, x(t)) ≤ α٢∥x∥ab, (٣ . ٩)

c
٠D

β
t V (t, x(t)) ≤ −α٣∥x∥ab, (٣ . ١٠)

x = ٠ آنگاه هستند. دلخواه مثبت ثابت a, b و α٣ ،α٢ ،α١ و β ∈ (٠,١) ،x ∈ D ،t ≥ ٠ آن در که
میتاگ-لفلر سراسری پایدار x = ٠ بگیریم Rn روی را فرض اگر کلی بطور است. میتاگ-لفلر پایدار

است.

(٣ . ١٠) و (٣ . ٩) معادلات طبق اثبات.

c
٠D

β
t V (t, x(t)) ≤ −

α٣
α٢

V (t, x(t))

می کند صدق زیر عبارت در بطوریکه دارد وجود M(t) منفی غیر تابع یک

c
٠D

β
t V (t, x(t)) +M(t) = −

α٣
α٢

V (t, x(t)). (٣ . ١١)

می دهد نتیجه (٣ . ١١) از گرفتن لاپلاس تبدیل

sβV (s)− V (٠)sβ−١ +M(s) = −
α٣
α٢

V (s), (٣ . ١٢)

بنابراین V (s) = L{V (t, x(t))} و است منفی غیر ثابت مقدار یک V (٠) = V (٠, x(٠)) بطوریکه

V (s) =
V (٠)sβ−١ −M(s)

sβ +
α٣
α٢

است. x = ٠ (۵ . ٣) جواب ،V (٠) = ٠ آنگاه x(٠) = ٠ اگر
منحصر بفرد جواب است x به نسبت موضعی لیپ شیتز V (t, x) چون ،V (٠) > ٠ و x(٠) ̸= ٠ اگر

است: زیر به صورت (٣ . ١١)

V (t) = V (٠)Eβ

(
−
α٣
α٢

tβ
)
−M(t) ∗

[
tβ−١Eβ,β

(
−
α٣
α٢

tβ
)]

(٣ . ١٣)



٢١ کاپوتو کسری مشتق مهم خاصیت یک

بنابراین هستند، منفی غیر توابع Eβ,β(−
α٣
α٢

tβ) و tβ−١ هردوی که آنجایی از

V (t) ≤ V (٠)Eβ

(
−
α٣
α٢

tβ
)
. (١۴ . ٣)

می شود حاصل (٣ . ٩) در (١۴ . ٣) جایگذاری با

∥x(t)∥≤
[
V (٠)
α١

Eβ

(
−
α٣
α٢

tβ
)] ١

a

,

داریم لذا m(x(٠)) = V (٠)
α١

= V (٠,x(٠))
α١

≥ ٠ کنید فرض .x(٠) ̸= ٠ برای V (٠)
α١

> ٠ آن در که

∥x(t)∥≤
[
m(x(٠))Eβ

(
−
α٣
α٢

tβ
)] ١

a

.

موضعی لیپ شیتز V (t, x) که آنجایی از .x(٠) = ٠ اگر اگروتنها m(x(٠)) = ٠ آن در که
لیپ شیتز m(x(٠)) = V (٠,X(٠))

α١
بنابراین ،x(٠) = ٠ اگر وتنها اگر V (٠, x(٠)) = ٠ و x به نسبت

پایدار (۵ . ٣) سیستم که گرفت نتیجه می توان لذا است m(٠) = ٠ علاوه به و x(٠) به نسبت موضعی
است. میتاگ-لفلر

کاپوتو کسری مشتق مهم خاصیت یک ۵ . ٣

اثبات برای لیاپانوف منتخب تابع یک می توان ازآن استفاده با که می شود بیان لم یک بخش دراین
کرد. پیدا کسری مرتبه سیستم های از بسیاری پایداری

زمان هر برای این صورت در باشد پیوسته و مشتق پذیر تابع یک x(t) ∈ R کنید فرض [۵] .١ . ۵ . ٣ لم
t ≥ t٠ ثابت

١
٢

c
t٠D

α
t x

٢(t) ≤ x(t)ct٠D
α
t x(t) ∀α ∈ (٠,١) (١۵ . ٣)

با است معادل (١۵ . ٣) نامساوی اثبات.

x(t)ct٠D
α
t x(t)−

١
٢

c
t٠D

α
t x

٢(t) ≥ ٠ ∀α ∈ (٠,١) (١۶ . ٣)

نوشت می توان کاپوتو مشتق تعریف از استفاده با

c
t٠D

α
t x(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

t٠

ẋ(τ)

(t− τ)α
dτ (٣ . ١٧)

صورت همین به و

١
٢

c
t٠D

α
t x

٢(t) =
١

Γ(١ − α)

∫ t

t٠

x(τ)ẋ(τ)

(t− τ)α
dτ (٣ . ١٨)
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نوشت زیر به صورت می توان را (١۶ . ٣) عبارت بنابراین

١
Γ(١ − α)

∫ t

t٠

[x(t)− x(τ)]ẋ(τ)

(t− τ)α
dτ ≥ ٠ (٣ . ١٩)

می توان پس y′(τ) = dy(τ)
dτ = −dx(τ)

dτ داریم پس می کنیم راتعریف y(τ) = x(t)− x(τ) کمکی متغیر
نوشت زیر صورت به را (٣ . ١٩) عبارت

١
Γ(١ − α)

∫ t

t٠

y(τ)y′(τ)

(t− τ)α
dτ (٣ . ٢٠)

داریم (٣ . ٢٠) عبارت از جز جزبه گیری انتگرال با
(٣ . ٢١)

−

[
y٢(τ)

٢Γ(١ − α)(t− τ)α

]∣∣∣∣∣
τ=t

+

[
y٢
٠

٢Γ(١ − α)(t− t٠)α

]
+

α

٢Γ(١ − α)

∫ t

t٠

y٢(τ)
(t− τ)α+١dτ ≥ ٠

داریم آن متناظر حد آنالیز و t = τ که (٣ . ٢١) عبارت اول قسمت بررسی با

lim
τ→t

y٢(τ)
٢Γ(١ − α)(t− τ)α

=
١

٢Γ(١ − α)
lim
τ→t

[x(t)− x(τ)]٢

(t− τ)α

=
١

٢Γ(١ − α)
lim
τ→t

[x٢(t)− ٢x(t)x(τ) + x٢(τ)]
(t− τ)α

(٣ . ٢٢)

هوپیتال قاعده از بااستفاده
(٣ . ٢٣)

١
٢Γ(١ − α)

lim
τ→t

[x٢(t)− ٢x(t)x(τ) + x٢(τ)]
(t− τ)α

=
١

٢Γ(١ − α)
lim
τ→t

[−٢x(t)ẋ(τ) + ٢x(τ)ẋ(τ)]
−α(t− τ)α−١

=
١

٢Γ(١ − α)
lim
τ→t

[٢x(t)ẋ(τ)− ٢x(τ)ẋ(τ)](t− τ)١−α

α
= ٠ (٢۴ . ٣)

می شود (٣ . ٢١) عبارت بنابراین

y٢
٠

٢Γ(١ − α)(t− t٠)α
+

α

٢Γ(١ − α)

∫ t

t٠

y٢(τ)
(t− τ)α+١dτ ≥ ٠ (٢۵ . ٣)

می شود. گرفته نتیجه اثبات و است درست وضوح به (٢۵ . ٣) عبارت

به طوریکه x(٠) = y(٠) و c
٠D

β
t x(t) ≥ c

٠D
β
t y(t) کنید فرض کسری) مقایسه ی (اصل .٢ . ۵ . ٣ لم

.x(t) ≥ y(t) صورت این در β ∈ (٠,١)

صدق زیر رابطه در که دارد وجود m(t) غیرمنفی تابع یک پس C
٠D

β
t x(t) ≥ C

٠D
β
t y(t) چون اثبات.

می کند

C
٠D

β
t x(t) = m(t) + C

٠D
β
t y(t). (٢۶ . ٣)
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داریم فوق معادله از گرفتن لاپلاس تبدیل با

sβX(s)− sβ−١x(٠) = M(s) + sβY (s)− sβ−١y(٠). (٣ . ٢٧)

پس x(٠) = y(٠) چون

X(s) = s−βM(s) + Y (s). (٣ . ٢٨)

می گیریم: لاپلاس معکوس بالا عبارت از

x(t) = ٠D
−β
t m(t) + y(t).

می شود ثابت aD
−α
t f(t) = ١

Γ(α)

∫ t
a

f(τ)

(t−τ)١−αdτ و m(t) ≥ ٠ طبق

x(t) ≥ y(t) (٣ . ٢٩)

∀α ∈ (٠,١)
∀t≥t٠

است برقرار x(t) ∈ Rn برای (١ . ۵ . ٣) لم .١ . ۵ . ٣ ملاحظه

١
٢

c
t٠D

α
t x

T (t)x(t) ≤ xT (t)ct٠D
α
t x(t) (٣ . ٣٠)

کسری مرتبه سیستم برای .١ . ۵ . ٣ قضیه

c
t٠D

α
t x(t) = f(x(t)) (٣ . ٣١)

باشد برقرار زیر شرایط اگر .x(t) ∈ R و است تعادل نقطه x = ٠ و α ∈ (٠,١) طوریکه به

∀x, x(t)f(x(t)) ≤ ٠ (٣ . ٣٢)

پایداراست. مبدأ در (٣ . ٣١) سیستم صورت این در
اگر

∀x ̸= ٠ x(t)f(x(t)) < ٠ (٣ . ٣٣)

است. مجانبی پایدار مبدأ در (٣ . ٣١) سیستم صورت این در

است معین مثبت که می دهیم پیشنهاد را زیر لیاپانوف منتخب تابع کنید فرض اثبات.

v(x(t)) =
١
٢x٢(t) (٣۴ . ٣)

می دهد نتیجه (١ . ۵ . ٣) لم از استفاده



لیاپانوف تابع اساس بر کسری مرتبه دینامیکی سیستم های پایداری ٢۴

c
t٠D

α
t v(x(t)) ≤ x(t)ct٠D

α
t x(t) (٣۵ . ٣)

نتیجه لیاپانوف تابع از (٣۵ . ٣) کسری مشتق و x(t)ct٠D
α
t x(t) ≤ ٠ پس x(t)f(x(t)) ≤ ٠ اگر

که می شود داده نشان اینجا ٢ . ۵ . ٣ کسری مقایسه اصل کاربرد است. منفی معین نیمه که می دهد
.v(x(t)) ≤ v(x(٠))

∀x
داریم v(x(t)) تابع تعریف براساس

١
٢x٢(t) ≤ ١

٢x(٠)٢, ∀x (٣۶ . ٣)

پایدار (٣ . ٣١) سیستم مبدأ (٣۶ . ٣) عبارت برای [١٢] لیاپانوف مفهوم در پایداری تعریف براساس
است. لیاپانوف

از (٣۵ . ٣) کسری مشتق و x(t)ct٠D
α
t x(t) < ٠ اینصورت در x(t)f(x(t)) < ٠, ∀x ̸= ٠ اگر

[٣١] در k مرتبه تابع و معین مثبت تابع بین شده داده ازرابطه می شود. منفی معین لیاپانوف، تابع
است. مجانبی پایدار (٣ . ٣١) سیستم مبدأ گرفت نتیجه می توان (١ . ۴ . ٣) قضیه از استفاده و

استفاده با است. قبول قابل نتیجه x(t) ∈ Rn و باشد برداری (٣ . ٣١) سیستم وقتی .٢ . ۵ . ٣ ملاحظه
کرد. اثبات می توان (١ . ۵ . ٣) لم و v(x(t)) = ١

٢x
Tx(t) لیاپانوف منتخب تابع از

مرتبه تابع از استفاده با لیاپانوف کسری مستقیم روش ۶ . ٣
k

می شوند. گرفته به کار لیاپانوف کسری مستقیم روش آنالیز برای k مرتبه تابع های بخش این در [١٢]

اکیداً اگر می شود گفته k مرتبه ی تابع γ : [٠, t) −→ [٠,∞) پیوسته ی تابع یک [١٢] .١ . ۶ . ٣ تعریف
. γ(٠) = ٠ و باشد صعودی

باشد (۵ . ٣) ناهمگن کسری مرتبه سیستم برای تعادل نقطه یک x = ٠ کنید فرض .١ . ۶ . ٣ قضیه
رابطه در که باشد موجود k مرتبه از αi(i = ١,٢,٣) تابع و V (t, x(t)) لیاپانوف تابع یک کنید فرض

کند صدق زیر

α١(∥x∥) ≤ V (t, x) ≤ α٢(∥x∥) (٣ . ٣٧)

و

C
٠D

β
t V (t, x(t)) ≤ −α٣(∥x∥) (٣ . ٣٨)

است. مجانبی پایدار (۵ . ٣) سیستم آنگاه .β ∈ (٠,١) طوریکه به



٢۵ k مرتبه تابع از استفاده با لیاپانوف کسری مستقیم روش

داریم (٣ . ٣٨) و (٣ . ٣٧) از اثبات.

C
٠D

β
t V ≤ −α٣(α

−١
٢ (V ))

یعنی DβV (t, x) ≤ ٠ = Dβ٠ ⇒ V (t, x) ≤ ٠ داریم (٣ . ٣٨) نامساوی و (٢ . ۵ . ٣) لم از استفاده با
زیر اسکالر دیفرانسیل معادله بفرد منحصر منفی غیر جواب با است کراندار V (t, x(t))

C
٠D

β
t g(t) = −α٣(α

−١
٢ (g(t))), g(٠) = v(٠, x(٠)). (٣ . ٣٩)

k مرتبه تابع α٣(α
−١
٢ ) چون ،g(t) = ٠ ،t ≥ ٠ برای ،g(٠) = ٠ اگر تعادل نقطه تعریف طبق

(٣ . ٣٩) طبق پس است. صفر مساوی یا بیشتر [٠,∞) بازه ی روی g(t) اینصورت، غیر در است.
داریم t ∈ (٠,+∞) ازای به (٢ . ۵ . ٣) مشابه اثبات از .C٠Dβ

t g(t) ≤ ٠

g(t) ≤ g(٠) (۴٣ . ٠)

است. مجانبی پایدار (٣ . ٣٩) و رسیدیم تناقض به پس

کرد: مطرح می توان را زیر حالت دو

کند صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود t١ ≥ ٠ ثابت یک کنید فرض •

C
٠D

β
t١
g(t) = −α٣(α

−١
٢ (g(t١))) = ٠

t ≥ t١ هر برای می دهیم نشان

C
٠D

β
t g(t) =

C
t١D

β
t g(t) = −α٣(α

−١
٢ (g(t))). (۴٣ . ١)

پس است. C
t١D

β
t g(t) = −α٣(α

−١
٢ (g(t))) تعادل نقطه x = ٠ داریم تعادل نقطه تعریف از

.g(t) = ٠ ،t ≥ t١ ازای به آنگاه g(t١) = ٠ اگر

طبق پس .g(t) ≥ ϵ ،t ≥ ٠ هر برای بطوریکه دارد وجود ϵ مثبت ثابت یک کنید فرض •
داریم، (۴٣ . ٠)

٠ < ϵ ≤ g(t) ≤ g(٠), t ≥ ٠. (۴٣ . ٢)

داریم (٣ . ٣٩) در (۴٣ . ٢) جایگذاری با

−α٣(α
−١
٢ (g(t))) ≤ −α٣(α

−١
٢ (ϵ))

= −
α٣(α

−١
٢ (ϵ))

g(٠) g(٠) ≤ −lg(t),

(۴٣ . ٣)

بنابراین ،٠ < l =
α٣(α

−١
٢ (ϵ))

g(٠) آن در که

C
٠D

β
t g(t) = −α٣(α

−١
٢ (g(t))) ≤ −lg(t) (۴۴ . ٣)



لیاپانوف تابع اساس بر کسری مرتبه دینامیکی سیستم های پایداری ٢۶

داریم (١ . ۴ . ٣) قضیه ی در مشابه اثبات از

g(t) ≤ g(٠)Eβ(−ltβ), (۴۵ . ٣)

چون limt→∞ g(t) = ٠. داریم ١و٢ موارد براساس دارد. تناقض g(t) ≥ ϵ فرض با که
می شود نتیجه (٣ . ٣٧) از هستند) g(t) هایش (کران است کراندار V (t, x(t))

lim
t→∞

x(t) = ٠.

آنگاه باشد، دلخواه غیرمنفی ثابت یک M(٠) و β ∈ (٠,١) کنید فرض .١ . ۶ . ٣ لم

C
٠D

β
t M(t) ≤٠ Dβ

t M(t), (۴۶ . ٣)

هستند. ریمان و کاپوتو کسری عملگر ترتیب به CD و D طوریکه به

داریم (١۵ . ١) ویژگی از استفاده با اثبات.

C
٠D

β
t M(t) = ٠D

β−١
t

d

dt
M(t) = ٠D

β
t M(t)− M(٠)t−β

Γ(١ − β)
. (۴٣ . ٧)

.C٠Dβ
t M(t) ≤ ٠D

β
t M(t) پس M(٠) ≥ ٠ و β ∈ (٠,١) چون

داریم باشد، برقرار ٠D
β
t با C

٠D
β
t جایگذاری با (١ . ۶ . ٣) قضیه مفروضات اگر .٢ . ۶ . ٣ قضیه

lim
t→∞

x(t) = ٠

می شود نتیجه V (t, x) ≥ ٠ و (١ . ۶ . ٣) لم طبق اثبات.

C
٠D

β
t V (t, x(t)) ≤ ٠D

β
t V (t, x(t)).

می دهد نشان که
C
٠D

β
t V (t, x(t)) ≤ ٠D

β
t V (t, x(t)) ≤ −α٣(∥x∥).

limt→∞ x(t) = ٠ می آوریم بدست (١ . ۶ . ٣) قضیه در مشابه اثبات از

عددی مثال های ٣ . ٧
تابع صحیح مرتبه سیستم پایداری اثبات برای شده استفاده لیاپانوف منتخب توابع بیشترین از یکی

نیست. ساده آنها از استفاده کسری موارد در اگرچه است، دوم درجه

٠ < α < ١ طوریکه به بگیرید نظر در را زیر زمان با متغیر خطی کسری مرتبه سیستم .٣ . ٧ . ١ مثال

c
٠D

α
t x١(t) = − sin٢(t)x١(t)− sin(t) cos(t)x٢(t)

c
٠D

α
t x٢(t) = − sin(t) cos(t)x١(t)− cos٢(t)x٢(t)

(۴٣ . ٨)



٢٧ عددی مثال های

تابع ،[۶] کنیم استفاده را لیاپانوف کلاسیک مستقیم روش باید (۴٣ . ٨) سیستم پایداری اثبات برای
است معین مثبت که می کنیم پیشنهاد را لیاپانوف منتخب دوم درجه

v(x١(t), x٢(t)) =
١
٢x٢

١(t) +
١
٢x٢

٢(t) (۴٣ . ٩)

می شود نتیجه ẋ(t) = c
٠D

١−α
t

c
٠D

α
t x(t) شده، آورده [٢٨] در که کسری مشتق ویژٰگی از استفاده با

ẋ١(t) = −c
٠D

١−α
t [x١(t) sin

٢(t) + x٢(t) sin(t) cos(t)]

ẋ٢(t) = −c
٠D

١−α
t [x١(t) sin(t) cos(t) + x٢(t) cos

٢(t)]
(۵٣ . ٠)

صورت این در

dV (x١(t), x٢(t))
dt

= x١(t)ẋ١ + x٢(t)ẋ٢(t)

= −x١(t)
c
٠D

١−α
t [x١(t) sin

٢(t)]− x١(t)
c
٠D

١−α
t [x٢(t) sin(t) cos(t)]

− x٢(t)
c
٠D

١−α
t [x٢(t) cos

٢(t)]− x٢(t)
c
٠D

١−α
t [x١(t) sin(t) cos(t)]

(۵٣ . ١)

و لیاپانوف تابع اول مشتق برای معین علامت یک تعیین (۵٣ . ١) معادله در دید می توان که همانطور
استفاده آن بجای لیاپانوف مستقیم روش کسری مرتبه بسط اگر است. مشکل آن پایداری نتیجه در
نشان می توان شده گفته ویژگی از استفاده با و است شده پیشنهاد (۴٣ . ٩) لیاپانوف منتخب تابع شود

که داد
(۵٣ . ٢)

c
٠D

α
t v(x١(t)x٢(t)) =

١
٢

∞∑
k=٠

(
α

k

)
x
(k)

١ (t)c٠D
α−k
t x١(t) +

١
٢

∞∑
k=٠

(
α

k

)
x
(k)

٢ (t)c٠D
α−k
t x٢(t)

که می دهد نشان (۴٣ . ٩) لیاپانوف منتخب تابع کاربرد کنیم، استفاده (١ . ۵ . ٣) لم از اگر

c
٠D

α
t v(x١(t), x٢(t)) =

١
٢

c
٠D

α
t x

٢
١(t) +

١
٢

c
٠D

α
t x

٢
٢(t) ≤ x١(t)

c
٠D

α
t x١(t) + x٢(t)

c
٠D

α
t x٢(t)

= −[x١(t) sin(t) + x٢(t) cos(t)]
٢ ≤ ٠

(۵٣ . ٣)



لیاپانوف تابع اساس بر کسری مرتبه دینامیکی سیستم های پایداری ٢٨

٠ < α < ١ بطوریکه بگیرید نظر در را زیر کسری مرتبه غیرخطی سیستم .٣ . ٧ . ٢ مثال

c
٠D

α
t x١(t) = −x١(t) + x٣

٢(t)

c
٠D

α
t x٢(t) = −x١(t)− x٢(t)

(۵۴ . ٣)

است معین مثبت بطوریکه بگیرید نظر در را زیر لیاپانوف منتخب تابع

v(x١(t), x٢(t)) =
١
٢x٢

١(t) +
١
۴x۴

٢(t) (۵۵ . ٣)

داریم (١ . ۵ . ٣) لم از استفاده با

c
٠D

α
t v(x١(t), x٢(t)) =

١
٢

c
٠D

α
t x

٢
١(t) +

١
۴

c
٠D

α
t x

۴
٢(t) ≤ x١(t)

c
٠D

α
t x١(t) +

١
٢x٢

٢(t)
c
٠D

α
t x

٢
٢(t)

≤ x١(t)
c
٠D

α
t x١(t) + x٣

٢(t)
c
٠D

α
t x٢(t)

= −x٢
١(t)− x۴

٢(t) < ٠
(۵۶ . ٣)

گرفت نتیجه می توان بنابراین است منفی معین لیاپانوف تابع کسری مشتق دید می توان که همانطور
است. مجانبی پایدار (۵۴ . ٣) سیستم مبدأ



٢٩ عددی مثال های

سیستم(٣ . ۴٨) رفتار :٣ . ١ شکل

سیستم(٣ . ۵۴) رفتار :٣ . ٢ شکل





۴ فصل

سیستم های برای مقاوم کنترل طراحی
خطی دینامیکی کسری

با خطی دینامیکی کسری سیستم های برای کنترل طراحی چگونگی به داریم قصد فصل این در
با سیستم های می شوند. یافت کاربردی مسائل در بیشتر سیستم ها این بپردازیم. نامعین، پارامترهای
را نامعین خطی سیستم های برای آمده بدست نتایج و می نامیم مثبت سیستم های را منفی غیر متغیر

اینجا در می دهیم. بسط نامعین کسری سیستم های برای

است. Rn از بعدی n حقیقی منفی غیر فضای Rn
+ •

است. M مقدار حقیقی ماتریس ترانهاده ی دهنده ی نشان MT •

غیر آن غیرقطری مولفه های اگر می شود نامیده ١ متزلر ماتریس M ∈ Rn×n ماتریس یک •
.mij ≥ ٠ ،i ̸= j وقتی اگر است متزلر M ،M = {mij}ni,j=١ برای یعنی باشند. منفی

مثبت و باشند منفی غیر هایش مولفه تمام اگر می شود گفته غیرمنفی بردار یا ماتریس یک •
باشند. صفر از اکید بزرگتر هایش مولفه تمام اگر است

1Metzler

٣١



خطی دینامیکی کسری سیستم های برای مقاوم کنترل طراحی ٣٢

مقدمه ١ . ۴
بگیرید: نظر در را زیر همگن پیوسته زمان کسری مرتبه خطی سیستم


Dαx(t) = Ax(t)

٠ < α ≤ ١

x٠ ≥ ٠

(١ . ۴)

است: زیر بصورت کسری سیستم جواب

x(t) = Eα(At
α)x٠, (٢ . ۴)

است. میتاگ-لفلر تابع نماد E آن در که

x(t) خروجی مسیر اگر است مثبت (١ . ۴) سیستم x٠ ∈ Rn
+ اولیه شرط به باتوجه .١ . ١ . ۴ تعریف

.x(t) ∈ Rn
+ باشیم، داشته ∀t ≥ ٠ هر ازای به یعنی نشود منفی هیچوقت

متزلر ماتریس یک A اگر وتنها اگر است مثبت (١ . ۴) پیوسته زمان کسری مرتبه سیستم .١ . ١ . ۴ لم
باشد.

پیوسته زمان کسری مرتبه خطی سیستم

Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t),

٠ < α ≤ ١,

− u ≤ u ≤ ū,

x(٠) = x٠ ≥ ٠.

(٣ . ۴)

[١٢] در که (١ . ۴) همگن کسری مرتبه سیستم  پایداری از اساسی نتیجه دو حال بگیرید. نظر در را
می کنیم. استفاده را آمده [٣٣] و

k مرتبه از βi, (i = ١,٢,٣) تابع و V (t, x(t)) لیاپانوف تابع یک کنید فرض [١٢] .١ . ١ . ۴ قضیه
کند: صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود

β١(∥x(t)∥) ≤ V (t, x(t)) ≤ β٢(∥x(t)∥)

CDαV (t, x(t)) ≤ −β٣(∥x(t)∥)
(۴ . ۴)

ریمان- مشتق برای قضایا این .(تمام است مجانبی پایدار (٣ . ۴) سیستم آنگاه ،α ∈ (٠,١) بطوریکه
است.) برقرار نیز لیوویل



٣٣ مقدمه

اگر وتنها اگر است پایدار u کراندار کنترل با (٣ . ۴) سیستم [٣٣] .١ . ٢ . ۴ قضیه

|arg(λi(A))|> απ

٢ , i = ١, . . . , n, (۵ . ۴)

باشد. A ماتریس از ویژه مقدار مین i ،λi(A) بطوریکه

مقدار بزرگ ناحیه یک در A ماتریس که است این با معادل بالا پایداری شرایط .١ . ١ . ۴ ملاحظه
سیستم های برای اگرچه باشد. مختلط صفحه راست نیمه از بخش یک شامل می تواند که دارد ویژه
است. مختلط صفحه چپ سمت فقط سیستم ویژه مقدار که شده داده نشان [٢۶] در کسری مثبت

نیست. پایدار لزوماً کسری مثبت سیستم هر لذا

صورت به خورد پس کنترل یک اگر

u(t) = Kx(t) (۶ . ۴)

می آید: دست به زیر صورت به بسته حلقه سیستم یک ببریم، بکار



Dαx(t) = (A+BK)x(t),

٠ < α ≤ ١,

x٠ ≥ ٠,

−u ≤ u ≤ u.

(٧ . ۴)

است. مثبت بسته حلقه کسری سیستم •

کند. صدق کنترل متقارن قیود در که حالی در است مجانبی پایدار بسته حلقه کسری سیستم •

حاصل مجانبی پایداری طوریکه به است کننده کنترل طراحی داریم سروکار آن با ما که مسئله ای
است: شده ارائه اساسی قضیه سه دارد، وجود A,B برای که شرایطی به باتوجه می شود.

باشد. معین A,B ماتریس های اول: فرض •

کنند صدق زیر شرایط در و باشند نامعین A,B ماتریس های دوم: فرض •

A− ≤ A ≤ A+, B− ≤ B ≤ B+ (٨ . ۴)

صورت به محدب ترکیب شکل به ولی باشند معین A,B ماتریس های سوم: فرض •

A =

N∑
s=١

δsAs; B =

N∑
s=١

δsBs;

δs ≥ ٠;
N∑

s=١
δs = ١.

(٩ . ۴)



خطی دینامیکی کسری سیستم های برای مقاوم کنترل طراحی ٣۴

در که دارند وجود y١, y٢, · · · , yn ∈ Rm بردارهای و λ ∈ Rn مثبت بردار کنید فرض [٨] .١ . ٢ . ۴ لم
می کنند صدق زیر رابطه

Aλ+B

n∑
i=١

yi < ٠

aijλj + biyj ≥ ٠, i ̸= j

(١٠ . ۴)

حلقه سیستم اینصورت در باشند، B ماتریس سطرهای bi و A ماتریس (ij) درایه aij طوری که به
بنابراین است، غیرمنفی x٠ ≥ ٠ تمام ازای به وضعیت یعنی است. مجانبی پایدار (٧ . ۴) بسته

با خورد پس شده پایدار وضعیت

K = [
y١
λ١

y٢
λ٢

· · · yn
λn

]. (١١ . ۴)

است. شده داده

متغیر های با را زیر (LP) خطی ریزی برنامه مسئله ١ فرض با (٧ . ۴) سیستم برای [٨] .١ . ٣ . ۴ قضیه
بگیرید: نظر در z١, . . . , zn ∈ Rm و y١, . . . , yn ∈ Rm ،x = [x١ . . . xn]

T ∈ Rn

(LP١)



Ax+B(
∑n

i=١ yi −
∑n

i=١ zi) < ٠,

x > ٠,

yi ≥ ٠,

zi ≥ ٠, i = ١, . . . , n,∑n
i=١ yi ≤ u,∑n
i=١ zi ≤ u,

aijxj + bi(yj − zj) ≥ ٠, i ̸= j = ١, . . . , n.

(١٢ . ۴)

خورد پس کراندار کنترل تحت ٠ < x٠ ≤ x اولیه ی شرط هر برای (٧ . ۴) بسته حلقه سیستم آنگاه
است. مجانبی پایدار و مثبت K = [x−١

١ (y١ − z١) . . . x
−١
n (yn − zn)] با −u ≤ u = Kx ≤ u

و z١, · · · , zn و y١, · · · , yn منفی غیر بردارهای و x̄ = [x̄١ · · · x̄n] مثبت بردار اثبات.
i ̸= j = ١, · · · , n برای صورت این در بگیرید، نظر در را K = [x−١

١ (y١−z١) . . . x
−١
n (yn−zn)]

داریم
aij + bix̄

−١
j (yj − zj) = aij + bikj = (A+BK)ij ≥ ٠

(A + BK)x̄ < ٠ با معادل Ax̄ + B
∑n

i=١(yi − zi) < ٠ نامعادله است، متزلر A + BK ماتریس
است. مجانبی پایدار (٧ . ۴) سیستم می گیریم نتیجه (١ . ٢ . ۴) لم از استفاده با ،x̄ > ٠ رو این از است.
نشان (∀i = ١, · · · , n) zi ≥ ٠ و yi ≥ ٠ که ∑n

i=١ zi ≤ u و ∑n
i=١ yi ≤ u نامعادلات از استفاده با



٣۵ مقدمه

یادآوری با .K٢x̄ =
∑n

i=١ zi و K١x̄ =
∑n

i=١ yi می کنیم فرض .−u ≤ u = Kx ≤ u می دهیم
می توان ٠ ≤ x(t) ≤ x̄ که آنجایی از .K = K١ −K٢,K١ ≥ ٠,K٢ ≥ ٠ بنابراین zi ≥ ٠ و yi ≥ ٠
−K٢x ≤ Kx(t) ≤ K١x̄ داریم نهایت در −K٢x̄ ≤ −K٢x(t) ≤ ٠ و ٠ ≤ K١x(t) ≤ K١x̄ نوشت

.−u ≤ u = Kx ≤ u بنابراین K٢x̄ ≤ u و K١x̄ ≤ ū خطی ریزی برنامه مسئله شرط بنابر که

،x = [x١ . . . xn]
T ∈ Rn متغیر های با را زیر LP مسئله ٢ فرض با (٧ . ۴) سیستم برای .۴ . ١ . ۴ قضیه

بگیرید: نظر در z١, . . . , zn ∈ Rm و y١, . . . , yn ∈ Rm

(LP٢)



A+x+B+
∑n

i=١ yi −B−∑n
i=١ zi < ٠,

x > ٠,

yi ≥ ٠,

zi ≥ ٠, i = ١, . . . , n∑n
i=١ yi ≤ u,∑n
i=١ zi ≤ u,

a−ijxj + b−i yj − b+i zj ≥ ٠, i ̸= j = ١, . . . , n.

(١٣ . ۴)

خورد پس کراندار کنترل تحت ٠ < x٠ ≤ x اولیه ی شرط هر برای (٧ . ۴) بسته حلقه سیستم
است. مجانبی پایدار و مثبت K = [x−١ ١(y١ − z١) . . . x

−
n ١(yn − zn)] با −u ≤ u = Kx ≤ u

می توان ،x̄ > ٠, yi > ٠, zi > ٠ که آنجا از .B− ≤ B ≤ B+ و A− ≤ A ≤ A+ کنید فرض اثبات.
نوشت

A−x̄ ≤ Ax̄ ≤ A+x̄,

B−
n∑

i=١
yi ≤ B

n∑
i=١

yi ≤ B+
n∑

i=١
yi

و

−B+
n∑

i=١
zi ≤ −B

n∑
i=١

zi ≤ −B−
n∑

i=١
zi

به میرسیم نهایت در

Ax̄+B(

n∑
i=١

yi −
n∑

i=١
zi) ≤ A+x̄+B+

n∑
i=١

yi −B−
n∑

i=١
zi < ٠

نوشت می توان مشابه استدلال از استفاده با است. کافی (١ . ٣ . ۴) قضیه نامساوی درستی برای که
a−ij x̄j + b−i yj − b+i zj ≥ ٠ رابطه که می دهد نشان که aij x̄j + bi(yj − zj) ≥ a−ij x̄j + b−i yj − b+i zj

است. برقرار i ̸= j برای
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x̄ = آن در که بگیرید نظر در ٣ فرض با (٧ . ۴) سیستم برای را زیر LP مسئله ی .۵ . ١ . ۴ قضیه
:z١, · · · , zn ∈ Rm و y١, · · · , yn ∈ Rn ،[x̄١, · · · x̄n] ∈ Rn

(LP٣)



Asx̄+Bs(
∑n

i=١ yi −
∑n

i=١ zi) < ٠,

x̄ > ٠,

yi > ٠,

zi > ٠, i = ١, · · · , n, s = ١ · · · , N,∑n
i=١ yi ≤ ū,∑n
i=١ zi ≤ u,

(as)ij x̄j + (bs)i(yi − zj) ≥ ٠, i ̸= j = ١, · · · , n.

(١۴ . ۴)

کنترل و ٠ < x٠ < x̄ اولیه ی شرط هر برای (٧ . ۴) بسته ی حلقه سیستم

− u ≤ u = Kx ≤ x̄, (١۵ . ۴)

است. مجانبی وپایدار مثبت K = [x̄−١
١ (y١ − z١) · · · x̄−١

n (yn − zn)] طوری که به

می توان ،zi > ٠ ،yi > ٠ ،x̄ > ٠ رو این از .B− ≤ B ≤ B+ و A− ≤ A ≤ A+ کنید فرض اثبات.
B−∑n

i=١ yi ≤ B
∑n

i=١ yi ≤ B+
∑n

i=١ yi ،A−x̄ ≤ Ax̄ ≤ A+x̄ نوشت:
و

−B+
n∑

i=١
zi ≤ −B

n∑
i=١

zi ≤ −B−
n∑

i=١
zi.

داریم خلاصه طور به

Ax̄+B(
n∑

i=١
yi −

n∑
i=١

zi) ≤ A+x̄+B+
n∑

i=١
yi −B−

n∑
i=١

zi.

نتیجه، در

A+x̄+B+
n∑

i=١
yi −B−

n∑
i=١

zi < ٠.

داشت می توان استدلال همان از استفاده با است. کافی (١ . ٣ . ۴) قضیه اول نامساوی تحقق برای

aij x̄j + bi(yj − zj) ≥ a−ij x̄j + b−i yj − b+i zj (١۶ . ۴)

در قبل نامساوی اثبات برای i ̸= j ازای به a−ij x̄j + b−i yj − b+i zj ≥ ٠ عبارت که می دهد نشان که
است. کافی (١ . ٣ . ۴) قضیه



٣٧ عددی مثال های

عددی مثال های ٢ . ۴
طوریکه به بگیرید نظر در را (٧ . ۴) با شده توصیف نامعین سیستم یک .٢ . ١ . ۴ مثال

A− =

−١٫٢ ٠٫۵
−٠٫٣ −٠٫٧

 , A+

 −١ ٠٫۶
−٠٫٢ −٠٫۶

 ,

B− =

٠٫۴
٠٫٢

 , B+ =

٠٫۵
٠٫٣

 .

،x̄T = [٣٫۶۵٨٨ ١٫۶٠٩٨] شدنی جواب LP٢ حل از .α = ٠٫۵ ،ū = ١٠ ،u = ۴ علاوه به
ماتریس می اوریم. دست به را z٢ = ٢٫٢٩٢٨ و z١ = ٠٫٣۶٩١ ،y٢ = ١٫٢٢٣۴ ،y١ = ۶٫٢٠٧۵
بسته حلقه سیستم که دید می توان است. آمده دست به K = [١٫۵٩۵٧ − ٠٫۶۶۴٣] خورد پس
شکل های در .١٠ و −۴ بین است محدود همیشه کنترل و کراندارند x̄ با وضعیت ها است، مثبت
داده نشان ٣ . ۴ شکل در متناظر کنترل هستند. صفر به همگرا مسیرها که دید می توان ٢ . ۴ و ١ . ۴

کرده اند. صدق u بر شده تحمیل کران های که دید می توان طوری که به است شده

آن در که بگیرید نظر در را (٧ . ۴) مثبت کراندار سیستم .٢ . ٢ . ۴ مثال

A١ =

 −١ ٠٫۶
−٠٫٢ −٠٫۶

 , B١ =

٠٫۵
٠٫٣

 ,

A٢ =

−٠٫٩ ٠٫۶
−٠٫٣ −٠٫٧

 , B٢ =

٠٫۴
٠٫٣

 ,

A٣ =

−١٫٢ ٠٫۴
−٠٫٣ −٠٫٨

 , B٣ =

٠٫۴
٠٫۵

 ,

x̄T = صورت به شده داده شدنی جواب یک LP٢ حل از ،α = ٠٫۴ ،ū = ۴ ،u = ١٠ با
دست به z٢ = ۶٫١۶٨۶ و z١ = ٠٫٢١٠٨ ،y٢ = ٠٫۴٣١١ ،y١ = ٣٫٣٠۵۴ و

[
٢٫٩٩ ۶٫٠٩۴١

]
می آوریم

K =
[
١٫٠٣۵ −٠٫٩۴١۵

]
کنترل و است کراندار x̄ وضعیت که حالی در است مثبت بسته حلقه سیستم که دید می توان
مسیرهای که دید می توان ۵ . ۴ و ۴ . ۴ شکل های در است. کراندار و محدود ۴ و −١٠ بین همیشه
کرانهای دید می توان شده داده نشان ۶ . ۴ شکل در که کنترلی مطابق هستند. همگرا صفر به منحنی 

کرده اند. صدق u بر تحمیلی
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٢ . ١ . ۴ مثال کسری نامعین سیستم وضعیت متغیرهای :١ . ۴ شکل

٢ . ١ . ۴ مثال به مربوط فاز صفحه :٢ . ۴ شکل

٢ . ١ . ۴ مثال برای کننده پایدار کنترل تابع :٣ . ۴ شکل



٣٩ عددی مثال های

٢ . ٢ . ۴ مثال کسری نامعین سیستم وضعیت متغیرهای :۴ . ۴ شکل

٢ . ٢ . ۴ مثال به مربوط فاز صفحه :۵ . ۴ شکل

٢ . ٢ . ۴ مثال برای کننده پایدار کنترل تابع :۶ . ۴ شکل





۵ فصل

سیستم های برای کننده کنترل طراحی
کسری مرتبه دینامیکی

کسری مرتبه سیستم تعادل نقطه xe = ٠ کنید فرض .٠ . ١ . ۵ لم

C
٠D

α
t x(t) = f(x(t)), t ≥ ٠, (١ . ۵)

i = ١,٢,٣ . . . ،γi(x) صعودی اکیداً توابع و پیوسته  مشتقات با V (x) تابع کنید فرض علاوه به باشد،
طوری که به باشند داشته وجود


γi(٠) = ٠, i = ١,٢,٣,

γ١(x) ≤ V (x(t)) ≤ γ٢(x),

C
٠D

α
t V (x(t)) ≤ −γ٣(x),

است. مجانبی پایدار (١ . ۵) سیستم صورت این در .α ∈ (٠,١) آن در که

۴١



کسری مرتبه دینامیکی سیستم های برای کننده کنترل طراحی ۴٢

مرتبه سیستم های برای کننده پایدار کنترل طراحی ١ . ۵
کسری

t > ٠ هر برای پس باشد. پیوسته مشتق پذیر تابع یک ϕ : [t,∞) → Rn کنید فرض .١ . ١ . ۵ قضیه
داریم: ،α ∈ (٠,١) و

١
٢

C
٠D

α
t

(
∥ϕ(t)∥٢) ≤ ϕT (t) C

٠D
α
t ϕ(t). (٢ . ۵)

داریم کاپوتو مشتق تعریف از استفاده با اثبات.

١
٢

c
٠D

α
t ∥ϕ(t)∥٢−ϕ(t)c٠D

α
t ϕ(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

٠

ϕ(s)ϕ̇(s)

(t− s)α
ds− ϕ(t)

١
Γ(١ − α)

∫ t

٠

ϕ̇(s)

(t− s)α
ds

=
١

Γ(١ − α)

∫ t

٠

(ϕ(s)− ϕ(t))ϕ̇(s)

(t− s)α
ds.

(٣ . ۵)

دایم: جز جزبه انتگرال از استفاده با

١
٢

c
٠D

α
t ∥ϕ(t)∥

٢ − ϕ(t)c٠D
α
t ϕ(t) =

١
٢Γ(١ − α)

lim
s→t−

∥ϕ(s)− ϕ(t)∥٢

(t− s)α
− ∥ϕ(t٠)− ϕ(s)∥٢

(t− t٠)α

− α

∫ t

t٠

∥ϕ(s)− ϕ(t)∥٢

(t− s)α+١ ds.

(۴ . ۵)

داد: نشان می توان پس همگراست صفر به اول عبارت که آنجایی از
١
٢

c
٠D

α
t ∥ϕ(t)∥٢−ϕ(t)c٠D

α
t ϕ(t) ≤ ٠, (۵ . ۵)

است. (٢ . ۵) عبارت معادل این که

بگیرید: نظر در را زیر کسری مرتبه کنترلی سیستم
C
٠D

α
t x(t) = f(x(t), u(t)),

x(٠) = β, t > ٠.
(۶ . ۵)

کند صدق زیر نامتناهی افق رابطه در (x(.), u(.)) و باشد کراندار x(.) تابع کنید فرض .١ . ٢ . ۵ قضیه
C
٠D

α
t x(t) = f(x(t), u(t)),

x(t)f
(
x(t), u(t)

)
+ ϵ ≤ ٠,

x(٠) = β, t > ٠,

(٧ . ۵)



۴٣ کسری مرتبه سیستم های برای کننده پایدار کنترل طراحی

مجانبی کننده ی پایدار کنترل u(t) پس باشد. کوچک کافی اندازه ی به مثبت ثابت یک ϵ بطوریکه
است. (۶ . ۵) سیستم برای

تابع .(∀t ≥ ٠) ،∥x(t)∥≤ M طوریکه به دارد وجود M ثابت است کراندار x(.) که آنجا از اثبات.
داریم (١ . ١ . ۵) قضیه از استفاده با و می کنیم تعریف را V (x(t)) = ١

٢∥x(t)∥
٢

C
t٠D

α
t V (x(t)) ≤ x(t) C

t٠D
α
t x(t). (٨ . ۵)

داریم γ٣(x) = ( ϵ
M٢ )∥x∥٢ و γ١(x) = γ٢(x) =

١
٢∥x∥

٢ تعریف با حال

C
t٠D

α
t V (x(t)) ≤ x(t)Ct٠D

α
t x(t) = x(t)f(x(t), u(t)) = −ϵ ≤ −(

ϵ

M٢ )∥x∥
٢ = −γ٣(x). (٩ . ۵)

است. مجانبی کننده  پایدار کنترل u(.) که معنی این به است مجانبی پایدار سیستم بنابراین

افق سیستم یک به کسری مرتبه سیستم برای کنترل طراحی مسئله قبل قضیه از استفاده با
تبدیل متناهی افق سیستم یک به را سیستم باید جواب آوردن دست به برای شد. تبدیل نامتناهی

می پردازیم. زیر قضیه اثبات و بیان به ابتدا این کار برای کنیم

و باشد [٠,∞) روی پیوسته مشتق پذیر تابع یک x(.) و ٠ < α < ١ کنید فرض .١ . ٣ . ۵ قضیه
طوریکه به C

٠D
α
t x(t) = ∗

٠D
α
τ X(τ) داریم t > ٠ هر برای پس .٠ ≤ τ < ١ ،X(t) = x( τ

١−τ
)

و τ = t
١+t

∗
٠D

α
τ X(τ) =

(١ − τ)α

Γ(١ − α)

∫ τ

٠
(
١ − ξ

τ − ξ
)αX ′(ξ)dξ, ٠ < τ < ١. (١٠ . ۵)

پس τ = t
١+t

و t > ٠ کنید فرض اثبات.

C
٠D

α
t x(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

٠

x′(s)

(t− s)α
ds

=
١

Γ(١ − α)

∫ τ
١−τ

٠

x′(s)

( τ
١−τ

− s)α
ds

=
١

Γ(١ − α)

∫ τ
١−τ

٠

dx(s)

( τ
١−τ

− s)α

.dx(s) = dX(ξ) و ٠ < ξ < t پس ٠ < s < τ
١−τ

واگر s = ξ
١−ξ

بنابراین .ξ = s
١+s

می کنیم تعریف
داریم

C
٠D

α
t x(t) =

١
Γ

∫ t

٠

dX(ξ)

( τ
١−τ

− ξ
١−ξ

)α
(١١ . ۵)

=
(١ − τ)α

Γ(١ − α)

∫ t

٠
(
١ − ξ

τ − ξ
)αdX(ξ)

=
(١ − τ)α

Γ(١ − α)

∫ τ

٠
(
١ − ξ

τ − ξ
)αX ′(ξ)dξ.

.C٠Dα
t x(t) =

∗
٠D

α
τ X(τ) می اوریم دست به (١٠ . ۵) و (١١ . ۵) از
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شد تبدیل زیر بصورت معادلش متناهی افق سیستم یک به (٧ . ۵) نامتناهی افق سیستم حال
∗
٠D

α
τ X(τ) = g(X(τ), U(τ)),

X(τ)g(X(τ), u(τ)) + ϵ ≤ ٠,

X(٠) = β, ٠ < τ < ١,

(١٢ . ۵)

،(١٠ . ۵) در شده تعریف ∗
٠D

α
τ X(τ) طوریکه به

X(τ) = x(
τ

١ − τ
), U(τ) = u(

τ

١ − τ
), (١٣ . ۵)

و هستند وضعیت و کنترل متغیرهای ترتیب به

g(X(τ), U(τ)) = f
(
x(

τ

١ − τ
), u(

τ

١ − τ
)
)
.

(١٢ . ۵) متناهی افق کسری مرتبه کنترلی سیستم حل برای را ژاکوبی طیفی شبه روش  یک ما ادامه در
می دهیم. پیشنهاد

ژاکوبی طیفی شبه روش ٢ . ۵
استفاده (−١,١) بازه ی روی i = ١,٢, . . . ،J (−α,٠)

i (.) خاص ژاکوبی چندجمله ای های از اینجا در
[١٣] می شوند داده نمایش زیر بازگشتی رابطه با که می کنیم

J
(−α,٠)
i (s) = ϕ١(−α, s)J

(−α,٠)
i−١ (s)− ϕ٢(α)J

(−α,٠)
i−٢ (s), i = ٢,٣, ...

J
(−α,٠)
٠ (s) = ١, J (−α,٠)

١ (s) = ٢−α
٢ s− α

٢ ,

طوریکه به

ϕ١(α, s) =
(٢i− ١ − α)α٢ + s(٢i− α)

٢i(i− α)
, (١۴ . ۵)

ϕ٢(α) =
(i− ١ − α)(i− ٢)(١i− α)

i(i− α)(٢i− ٢ − α)
. (١۵ . ۵)

و می گیریم بکار را s = ٢τ − ١ متغیر تغییر (٠,١) بازه ی روی جندجمله ای ها این از استفاده برای
تحلیلی شکل می کنیم. تعریف را J̄ (−α,٠)

i (τ)=J (−α,٠)
i (٢τ−١) یافته انتقال ژاکوبی جمله ای های چند

است زیر صورت به i درجه از ژاکوبی شده ی داده انتقال چندجمله ای های

J̄
(−α,٠)
i (τ) =

Γ(i− α+ ١)
Γ(١ − α)

i∑
k=٠

(−١)i−k Γ(i+ k − α+ ١)
Γ(k + ١)(i− k)!k!

τk, (١۶ . ۵)



۴۵ ژاکوبی طیفی شبه روش

باشند متعامد w(−α,٠) وزن به نسبت و J̄
(−α,٠)
i (٠) = (−١)i ∫بطوریکه ١

٠
J̄
(−α,٠)
i (τ)J̄

(−α,٠)
k (τ)w(−α,٠)(τ)dτ = hk, (١٧ . ۵)

بنابراین باشد w(−α,٠)(τ) = (١ − τ)−α صورت به شده داده انتقال وزن تابع و

hk =


١

٢k−α+١ , i = k,

٠, i ̸= k.

(١٨ . ۵)

براساس فرمول این داریم. (٠,١) بازه  روی انتگرال تقریب برای کاربردی فرمول یک زیر لم در
می شود. نامیده یافته انتقال گاوس ژاکوبی که است، یافته انتقال ژاکوبی جمله ای چند ریشه های

،٢N − ١ درجه از حداکثر p(.) چندجمله ای هر برای .٢ . ١ . ۵ ∫لم ١

٠
p(τ)w(−α,٠)(τ)dτ =

N∑
j=١

p(τj)w
(−α,٠)
j , (١٩ . ۵)

هستند J̄
(−α,٠)
N (.) ریشه های که اند شده داده انتقال گاوس ژاکوبی گره های {τj}Nj=١ گره های طوریکه به

و

w
(−α,٠)
j =

١

٢α τj(١ − τj)

[(
J̄
(−α,٠)
N

)′
(τj)

]٢ , j = ١,٢, ..., N. (٢٠ . ۵)

داریم [٣٧] در ٢۵ . ٣ قضیه از استفاده با ∫اثبات. ١

−١
P (t)W (−α,٠)(t)dt =

N∑
j=١

P (tj)W
(−α,٠)
j (٢١ . ۵)

،W (−α,٠)(t) = (١ − t)−α و ٢N − ١ درجه از جمله ای چند P (.) طوریکه به

W
(−α,٠)
j =

١
٢α(١ − t٢j )(J

(−α,٠)′
N (τj))٢

, j = ١,٢, ..., N, (٢٢ . ۵)

داریم ٠ ≤ τ < ١ و t = ٢τ − ١ تبدیل با هستند. گاوس لژاندر گره های {tj}Nj=١ و

W (−α,٠)(t) = W (−α,٠)(٢τ − ١) = (١ − (٢τ − ١))−α = ٢−α(١ − τ)α (٢٣ . ۵)

(J
(−α,٠)
N )′(t) =

d

dt
J
(−α,٠)
N (t) =

dτ

dt
J
(−α,٠)
N (t)

=
dτ

dt

dJ
(−α,٠)
N

dτ
(٢τ − ١) = ١

٢
dJ̄

(−α,٠)
N (τ)

dτ
=

١
٢(J̄

(−α,٠)
N )′(τ),

(٢۴ . ۵)

همچنین

W
(−α,٠)
j =

١
٢α(١ − (٢τj − ١)(٢(١

٢(J̄
(−α,٠)
N )′(τj))٢

=
١

٢α(τj(١ − τj))((J̄
(−α,٠)
N )′(τj))٢

= w
(−α,٠)
j .

(٢۵ . ۵)
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می اوریم. دست به را (٢٠ . ۵) رابطه و(۵ . ٢١) (٢۵ . ۵)-(٢٣ . ۵) رابطه با رو این از

شده داده شیفت نقاط به را τ٠ = ٠ نقطه (١٢ . ۵) متناهی افق سیستم جواب تقریب با حال
می کنیم تعریف را زیر کسری لاگرانژ چندجمله ای و می کنیم اضافه {τj}Nj=١ گاوس ژاکوبی

Lα
j (τ) =

N∏
i=٠
i ̸=j

τα − ταi
ταj − ταi

, j = ٠,١,٢, . . . , N. (٢۶ . ۵)

که معنی این به می کنند حفظ را کلاسیک چندجمله ای های خواص لاگرانژ کسری چندجمله ای های
کنترلی سیستم کنترل و وضعیت متغیرهای گاوس ژاکوبی شده ی داده انتقال روش در .Lα

j (τk) = δjk

می شوند زده تقریب زیر صورت به (١٢ . ۵) متناهی افق

X(τ) ≃
N∑

j=٠
ajL

α
j (τ), U(τ) ≃

N∑
j=٠

bjL
α
j (τ), ٠ ≤ τ ≤ ١, (٢٧ . ۵)

می کنند صدق زیر روابط در که هستند نامعلومی مقادیر j = ١,٢, · · · , N برای bj ، aj طوریکه به

X(τk) ≃ ak, U(τk) ≃ bk, k = ٠,١, . . . , N (٢٨ . ۵)

داد نشان می توان راحتی به

Lα
j
′(τ) =

N∑
r=٠
r ̸=j

ατα−١

ταj − ταr

N∏
i=٠
i ̸=r
i ̸=j

τα − ταi
ταj − ταi

, ٠ < τ ≤ ١. (٢٩ . ۵)

می آوریم دست به ،ξ = τz متغیر تغییر و (٢٩ . ۵) و (١٠ . ۵) رابطه از استفاده با بنابراین

∗
٠D

α
τ L

α
j (τ) =

(١ − τ)α

Γ(١ − α)

∫ τ

٠
(
١ − ξ

τ − ξ
)αLα

j
′(ξ)dξ (٣٠ . ۵)

=
τ١−α(١ − τ)α

Γ(١ − α)

∫ ١

٠
(١ − z)

−α
(
(١ − τz)

α
Lα
j
′(τz)

)
dz

داریم همچنین

∗
٠D

α
τ X(τ) ≃

N∑
j=١

aj
∗
٠D

α
t L

α
j (τ), ٠ < t ≤ ١. (٣١ . ۵)

با .D = (Dα
kj) =

(∗
٠D

α
t L

α
j (τk)

)
N×(N+١) می کنیم تعریف زیر بصورت را مشتق ماتریس

ماتریس درایه های که بزنیم تقریب (٣٠ . ۵) رابطه در را انتگرال می توانیم (٢ . ١ . ۵) لم از استفاده
آوریم دست به زیر صورت به را D مشتق

(٣٢ . ۵)

Dα
kj ≃

τ١−α
k (١ − τk)

α

Γ(١ − α)

N∑
l=١

wl(١ − τkzl)
α
Lα
j
′(τkzl), j = ٠,١, . . . , N, k = ١,٢, . . . , N,
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سیستم بنابراین هستند. گاوس ژاکوبی شده داده انتقال نقاط {zl}Nl=١ و {τk}Nk=١ و τ٠ = ٠ بطوریکه
می شود تبدیل زیر جبری سیستم به (١٢ . ۵) متناهی افق کنترلی

∑N
j=٠ ajD

α
kj − g(ak, bk) = ٠, k = ١,٢, . . . , N,

ak g(ak, bk) + ϵ ≤ ٠, k = ٠,١, . . . , N,

a٠ − β = ٠,

(٣٣ . ۵)

شود حذف (٣٣ . ۵) از میتواند مقدار این که باشد، کوچک کافی اندازه به مثبت ثابت یک ϵ بطوریکه
(٣٣ . ۵) و می کنیم استفاده را ،ck, k = ٠,١, ..., N جدید متغیر شود. تبدیل مساوی به نامساوی و

می کنیم بازنویسی زیر صورت به را

∑N
j=٠ ajD

α
kj − g(ak, bk) = ٠, k = ١,٢, . . . , N,

ak g(ak, bk) + c٢
k = ٠, k = ٠,١, . . . , N,

a٠ − β = ٠,

(٣۴ . ۵)

و b = (b٠, b١, . . . , bN ) ،a = (a٠, a١, . . . , aN ) می آوریم بدست ،(٣۴ . ۵) سیستم حل از پس
وضعیت (٢٧ . ۵) و (١٣ . ۵) روابط با رو این از هستند. سیستم متغیرهای که c = (c٠, c١, . . . , cN )

می آید دست به زیر صورت به (۶ . ۵) کسری دینامیکی سیستم کننده پایدار کنترل و شده پایدار

x(t) ≃
N∑

j=١
ajL

α
j (

t

١ + t
), u(t) ≃

N∑
j=١

bjL
α
j (

t

١ + t
), t ≥ ٠. (٣۵ . ۵)

عددی نتایج ٣ . ۵
بگیرید نظر در را زیر کسری مرتبه کنترلی غیرخطی سیستم .٣ . ١ . ۵ مثال

c
٠D

α
t x(t) = x٢(t) + sinx(t) + u(t), t > ٠,

x(٠) = β.
(٣۶ . ۵)

است زیر صورت به آن متناظر (٣۴ . ۵) سیستم

∑
ajD

α
kj − a٢

k − sin ak − bk = ٠, k = ١,٢, . . . , N,

ak(a
٢
k + sin ak + bk) + c٢

k = ٠, k = ٠,١, . . . , N,

a٠ = β.

(٣٧ . ۵)

کننده پایدار کنترل α = ٠٫۵,٠٫٧,٠٫٩ و β = ١ ،N = ٨ برای ، داریم فوق جبری سیستم حل با
١ . ۵ شکل در که می آوریم دست به (٣ . ٣٣) سیستم برای را (٢٧ . ۵) u(.) مجانبی پایدار وضعیت و

است. شده داده نشان
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بگیرید نظر در را زیر کسری مرتبه کنترلی سیستم .٣ . ٢ . ۵ مثال
c
٠D

α
t x(t) = x(t)u(t) + ex(t) − u٢(t),

x(٠) = β.
(٣٨ . ۵)

است زیر صورت به فوق سیستم با متناظر جبری سیستم

∑
ajD

α
kj − akbk − eak + b٢k = ٠, k = ١,٢, . . . , N,

ak(akbk + eak − b٢k) + c٢
k = ٠, k = ٠,١, . . . , N,

a٠ = β.

(٣٩ . ۵)

پایدار وضعیت و کننده پایدار α،کنترل = ٠٫۵,٠٫٧,٠٫٩ و β = ١ ،N = ٨ گرفتن نظر در با
است. نمایش قابل ٢ . ۵ شکل در که می آید بدست (٣۵ . ٣) کنترلی سیستم برای مجانبی(۵ . ٢٧)

بگیرید نظر در را زیر کسری مرتبه کنترلی سیستم .٣ . ٣ . ۵ مثال
c
٠D

α
t x(t) = x٣(t) + x٢(t) + x(t) + u(t),

x(٠) = β.
(۴٠ . ۵)

است زیر صورت به آن متناظر (٣۴ . ۵) جبری سیتم

∑
ajD

α
kj − a٣

k − a٢
k − ak − bk = ٠, k = ١,٢, . . . , N,

ak(a
٣
k + a٢

k + ak + bk) + c٢
k = ٠, k = ٠,١, . . . , N,

a٠ = β.

(۴١ . ۵)

u(.) کننده پایدار کنترل ،α = ٠٫۵,٠٫٧,٠٫٩ و β = ١ ،N = ٨ مقادیر و جبری سیستم این حل با
داده نشان ٣ . ۵ شکل در که می آید دست به (٣۶ . ٣) سیستم برای (٢٧ . ۵) مجانبی پایدار وضعیت و

است. شده
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(٣۶ . ۵) سیستم برای مجانبی پایدار وضعیت و کننده پایدار کنترل :١ . ۵ شکل

(٣٨ . ۵) سیستم برای مجانبی پایدار وضعیت و کننده پایدار کنترل :٢ . ۵ شکل
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(۴٠ . ۵) سیستم برای مجانبی پایدار وضعیت و کننده پایدار کنترل :٣ . ۵ شکل



۶ فصل

گیری نتیجه

مشکل غالباً کسری سیستم های از بسیاری پایداری اثبات برای منتخب لیاپانوف تابع کردن پیدا
جدید قضیه یک لیاپانوف مستقیم روش کسری مرتبه بسط از استفاده با پایان نامه این در است.
یک برای را کنترل و وضعیت متغیرهای ژاکوبی، طیفی شبه روش از استفاده با و کرده اثبات و بیان
تبدیل جبری سیستم به کسری مرتبه کنترلی سیستم سپس و زده تقریب کسری مرتبه کنترلی سیستم
آخر در می آید. بدست سیستم این کننده پایدار کنترل و شده پایدار وضعیت سیستم این حل با که شد

دادیم. ارائه عددی مثال چندین روش اعتبار و کارایی دادن نشان برای

۵١
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Aabstract

In this thesis, a new technique has been considered to design of the stabilizer control based

on Jacobi pseudo-spectral method.At first, we study the conditions of the stability of integer and

fractional systems, then we use the theorems and definitions related to Lyapunov stability. finally,

we present a new theorem and prove theorem, stability of infinite horizon control system. For this

purpose, first we transform the system to a finite horizon fractional control system and then we to

a algebraic system with approximation variables state and control and using Jacobi-Gauss nodes.

Keywords: Jacobi pseudo-spectral method, Lyapunov stability, Mittag-Leffler .
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