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به: تقدیم
بخش جان زلال این ژرفای از است... بی کرانه و عمیق دانش لاجوردی، دریای
دری می دهد، هدیه انسان جهان و جان به را خوشبختی و رستگاری آن در جستن که
پرورندگان به: می کنم تقدیم کاغذ سپید صدف در پیچیده را آن و آورده ام دست به
دلم...پدر عزیزان تکراری، نه و شد خواهند تکرار نه و یکتایند که آنان وجودم، و جان
پشتوانه ی و نازنینم... زندگانیم...همسر آسمان همراه و بال هم به و پرمهرم مادر و

عزیزم همیشگی...خواهر

و



مقدمه

در وسيعی طور به امروزه، که است شاخه هایی از يکی اطمينان قابليت مبحث
صورت پیشرفت های دارد. کاربرد مهندسی و پزشکی جمله از علوم مختلف رشته های
قابلیت بحث های که شده باعث انسان ها زندگی در آن آثار و تکنولوژي در گرفته
بالا، اطمینان قابلیت با محصولاتی برای مصرف کنندگان تقاضای افزایش با اطمینان
تولید برای بازار در رقابت به توجه با باشد. مهم تولیدکنندگان برای پیش از بیش
نقش اطمینان قابلیت مبنای بر طراحی روش های بالا، اطمینان قابلیت با محصولات
عمر طول مختلف فازهای در محصول یک انتظار مورد کیفیت سطح در مهمی بسیار
شناختی با و دنیا در نوین روشی اطمینان، قابلیت مبنای بر طراحی روش می کنند. ایفا
نظر از علاقه منديم داریم، کار سرو موجودی با کنید فرض است. ایران در محدود
می کند عمر بيشتر t زمان از احتمالی چه با موجودی چنين که کنيم بررسی احتمالی
می گذاريم اختيارش در معين وظيفه ای را زنده موجود يک که هنگامی واقع در و
موجودی چنين روی احتمالی نظر از را ای وظيفه چنين انجام قابليت علاقه مندیم

کنيم. اندازه گيری
داریم سروکار آن ها کیفیت با محصولات، عمر طول مطالعات در که آن جایی از
آزمایش در و... کم فرصت هزینه، مانند محدودیت هایی است ممکن مواقعی در و
عبارتی به یا می نامند سانسور را نمونه در آمده به وجود محدودیت های این دهند. رخ
برای شکست یعنی نکنند عمر شده تعیین زمان در موجودات از بعضی است ممکن
بر سانسور انواع گوییم. شده سانسور را زمانی داده های اساساً نشود مشاهده آن ها
طول آزمایش های از داده ها چگونه و می رسد پایان به موقع چه آزمایش این که اساس
از یکی دو نوع سانسور و یک نوع سانسور می آیند. پدید می شوند جمع آوری عمر
از اطمینان قابلیت و عمر طول آزمون های زمینه های در که می باشد سانسورها انواع
و تجزيه و داده ها به آماری مناسب مدل تعيين برای هستند. برخوردار بالایی اهمیت
داده ها عمر طول توزيع عنوان به می توانند که توزيع هايی است لازم مربوط تحليل های
وایبل توزیع کرد. انتخاب را توزيع مناسب ترين و داد قرار بررسی مورد را روند کار به
در مختلف مسایل مدل سازی برای گسترده طور به که توزیع هاست آن از یکی وارون
همچنین مي گیرد. قرار استفاده مورد اطمینان قابلیت تحلیل و عمر طول آزمون های
اطمینان قابلیت در مکمل مخاطره های مسایل برای توزیع ها بهترین از یکي توزیع این

ز



ح
برای عمر طول مکمل، مخاطره های در است. ( بقا تحلیل در رقابتي های مخاطره )
توزیع از استفاده گیرد. مي قرار بررسي مورد و محاسبه جداگانه طور به رقیب خطر هر
تواند مي است، کاهشي تابعي کالا شدن معیوب خطر که مسایلي در وارون وایبل
مثلا است؛ غیرکاهشي مخاطره تابع مختلف، کاربردی موقعیت های در اما باشد. کارا
وایبل تواني سری های توزیع موارد، این در باشد. سهمي گون یا افزایشي است ممکن
محسوب مناسب تری جانشین دارد، مختلفي صورت های آن مخاطره تابع که وارون
مي شود. ساخته وارون وایبل و تواني سری های توزیع دو ترکیب از توزیع این مي شود.
این در است. مشاهده قابل عمر طول تنها مکمل مخاطره های برای نیز توزیع این در
داده های مدل بندی در آن کاربردهای و وارون وایبل تواني سری های توزیع پایان نامه

کنیم. مي بررسي و معرفي را عمر طول
بطور که شده بیان مطالبی فصل هر در که می باشد فصل چهار شامل نامه پایان این

می باشد: ذیل شرح به خلاصه
نموده ایم. بیان را فصول سایر نیاز مورد مفاهیم و تعاریف مقدمات، اول فصل در •

بحث مورد را توانی سری توزیع و وارون وایبل توزیع وایبل، توزیع دوم فصل در •

می دهیم. قرار
سانسورشده داده های اساس بر را وارون وایبل توانی سری های توزیع سوم فصل در •

وارون وایبل توانی سری های توزیع کاربرد مثال یک قالب در و می دهیم، شرح
می دهیم. نشان را

می باشد. برنامه نویسی کدهای و اولیه تعاریف برخی شامل پایان نامه این پیوست •



سپاس گزاری...
بی وجودشان و نوشانیدند مهربانی شان نوشین جام از مهر با مرا که را آنان سپاس،

نمی بود: میسر دانش، طریق پیمایش
رضازاده نزاکتی احمد دکتر آقای جناب فرهیخته استاد از شایسته تشکر و تقدیر با
و نمود پرور علم را سخن صحیفه های بلند، های گفته و دلاویز های نکته با که
جناب از است. بوده پایان نامه کمال و اتمام در نگارنده راه گشای و راهنما همواره
ها یاری با که چرا سپاسگزارم بسیار مشاور استاد عنوان به باغیشنی حسین دکتر آقای
نمودند، تر آسان برایم را ها سختی از بسیاری ایشان داشت چشم بی راهنمایی های و
آقای جناب از همچنین داده اند. قرار خود محبت و لطف مورد را نگارنده همواره که
به را نامه پایان این تا کشیدند برایم که زحماتی همه خاطر به شفیعی سبحان دکتر

دارم. را تشکر کمال برسانم پایان

علیمردانی مهلا
١٣٩۶ بهمن

ط



نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی علیمردانی مهلا اینجانب
، آن کاربردهای و وارون وایبل توانی سری های توزیع عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد رضازاده نزاکتی احمد راهنمایی تحت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
علیمردانی مهلا
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ی



چکیده
مدل سازی برای گسترده طور به که است احتمال های توزیع از یکی وارون وایبل توزیع
توزیع این شود. می استفاده مکانیکی قطعات تخریب برای خصوص به نامنفی، داده های
قابلیت در افزایشی و شکل وان شکست نرخ با توزیع های برای مناسبی برازش نمی تواند
توابع با جدید عمر طول ترکیبی توزیع یک پایان نامه، این در بنابراین کند، فراهم اطمینان
و پارامتری سه جدید، توزیع می شود. مطرح وان شکل نزولی، صعودی، مخاطره های نرخ
ماکسیمم برآورد گشتاورها، همچنین است. توانی سری توزیع و وارون وایبل توزیع از ترکیبی
برای EM الگوریتم و بزرگ نمونه ی یک برای استنباط سانسورشده، داده های با درستنمایی
واقعی، داده های از استفاده با سرانجام می کنیم. مطرح درستنمایی ماکزیمم برآورد تعیین

داد. خواهیم نشان را جدید توزیع انعطاف پذیری

آنتروپی ، EM الگوریتم توانی، سری توزیع وارون، وایبل توزیع وایبل، کلیدی:توزیع کلمات
مرتب آماره شانون،

ل



مطالب فهرست
ش تصاویر فهرست
ث جداول فهرست
١ مقدمات و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب آماره های ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب آماره های خواص ١ . ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجربی توزیع تابع ١ . ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میسز فون کرامر ١ . ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارلینگ آندرسون ١ . ٣
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شانون آنتروپی ۴ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کولبک‐لایبر تشخیص تابع ١ . ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آکاییک اطلاع معیار ٢ . ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی اطلاع معیار ٣ . ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل داده های ۴ . ۴ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکست زمان ۵ . ۴ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسور ۶ . ۴ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . عمر طول شده سانسور داده های انواع ٧ . ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوع سانسور ٨ . ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع سانسور ٩ . ۴ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطمینان قابلیت ١٠ . ۴ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکست نرخ ١١ . ۴ . ١
١١ آزمون کل زمان نمودار از استفاده با شکست نرخ تابع شکل تعیین ١٢ . ۴ . ١
١٢ . . . . . . . . . . عمر باقیمانده میانگین و عمر طول میانگین ١٣ . ۴ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مایر کاپلان ۵ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مایر کاپلان کاربرد ١ . ۵ . ١

ف



مطالب فهرست ص
١۵ آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وایبل توزیع ٢ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون وایبل ٢ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توانی سری توزیع ٢ . ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وایبل توانی سری توزیع ۴ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته گسترش وایبل توانی سری توزیع ۵ . ٢

٣١ وارون وایبل توانی سری های توزیع ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل توصیف ٣ . ١
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آنتروپی حداکثر مشخصه سازی ٣ . ٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استنباط و برآورد ٣ . ٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیشر اطلاع ماتریس ٣ . ٣ . ١
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . EM الگوریتم ٣ . ٣ . ٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . EMالگوریتم فرمول بندی ٣ . ٣ . ٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . EM الگوریتم استاندارد خطای ۴ . ٣ . ٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . وارون وایبل توانی سری های توزیع مدل های زیر ۴ . ٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون وایبل دو جمله ای توزیع ١ . ۴ . ٣
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون وایبل هندسی توزیع ٢ . ۴ . ٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون وایبل لگاریتم توزیع ٣ . ۴ . ٣
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون وایبل پواسون توزیع ۴ . ۴ . ٣
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . وارون وایبل توانی سری های توزیع کاربرد ۵ . ٣

٧١ تعاریف آ 
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درستنمایی تابع آ  . ١
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم درستنمایی برآوردگر آ  . ١ . ١
٧٢ . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم درستنمایی برآوردگر مجانبی خواص آ  . ٢
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نظم شرایط آ  . ٢ . ١
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . امتیاز بردار آ  . ٣
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیشر اطلاع ماتریس آ  . ٣ . ١
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب آماره های کاربرد آ  . ۴

٧٧ برنامه نویسی کدهای ب

١٠۵ مراجع



ق مطالب فهرست
١١١ انگلیسی به فارسی واژه نامه
١١٣ فارسی به انگلیسی واژه نامه



تصاویر فهرست
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوع سانسور نمایش ١ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع سانسور نمایش ١ . ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکست نرخ اشکال ١ . ٣
١٧ . . . . α = ٠٫۵ و β مختلف مقادیر به ازای وایبل توزیع چگالی نمودارتابع ٢ . ١
١٧ . . . . . α = ٢ و β مختلف مقادیر به ازای وایبل توزیع چگالی نمودارتابع ٢ . ٢
٢١ . α = ٠٫۵ و β مختلف مقادیر به ازای وارون وایبل توزیع چگالی نمودارتابع ٢ . ٣
٢٢ . . α = ٢ و β مختلف مقادیر به ازای وارون وایبل توزیع چگالی نمودارتابع ۴ . ٢
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ث



١ فصل
مقدمات و تعاریف

گرفت، خواهد قرار استفاده مورد پایان نامه این در که را نمادهایی و مفاهیم فصل، این در
در است. شده داده توضیح آن  کاربردهای و مرتب آماره های اول بخش در می کنیم. معرفی
بررسی را دارلینگ آندرسون سوم بخش در می کنیم. بیان را میسز فون کرامر دوم بخش
پنجم بخش در می دهیم. شرح را آنتروپی حداکثر و شانون آنتروپی چهارم بخش در نموده ایم.

می کنیم. بررسی را آن کاربردهای و مایر کاپلان ششم بخش در و پرداخته  اعتماد قابلیت به

مرتب آماره های ١ . ١
و کنیم مرتب صعودی ترتیب به را آن ها اگر باشند. تصادفی متغیر n ، T١, ..., Tn کنید فرض
را T(j) این صورت در دهیم. نشان ، T(١) ⩽ T(٢) ⩽ ... ⩽ T(n) صورت به را شده مرتب مقادیر
یعنی ، مرتب آماره بزرگترین و کوچکترین گوییم. n حجم به نمونه ای در مرتب آماره امین j

هستند. معروف فرین مقادیر به T(n) و T(١)

مرتب آماره های خواص ١ . ١ . ١
فرض است. مستقل آماره ها دیگر از و دارد ربط خود ماقبل مرتب آماره به فقط مرتب آماره هر

آن گاه: باشد، F (x) پیوسته توزیع از تصادفی نمونه یک X١, ..., Xn کنید



مقدمات و تعاریف ٢
مرتب آماره های توام چگالی تابع ‐١

fX١:n,...,Xn:n(x١, ..., xn) = ١
n!

∏n
i=١ fX(xi), −∞ < x١ < x٢ < ... <∞.

مرتب آماره یک حاشیه ای چگالی تابع ‐٢
fXi:n(xi) =

n!
(i−١)!(n−i)!

[F (x)]i−١]١ − F (x)]n−if(x), −∞ < xi <∞.

مرتب آماره دو توام چگالی تابع ‐٣
fXi,j:n(xi, xj) =

n!

(i− ١)!(j − i− ١)!(n− j)!
[F (xi)]

i−١[F (xj)− F (xi)]
j−i−١

× [١ − F (x)]n−jf(xi)f(xj), −∞ < xi < xj <∞.

تجربی توزیع تابع ١ . ١ . ٢
باشد، F (.) مشترک توزیع تابع با هم توزیع و مستقل تصادفی نمونه X١, ..., Xn می کنیم فرض

می شود: تعریف زیر صورت به تجربی توزیع تابع صورت این در

F̂n(t) =
نمونه عناصر تعداد ⩽ t

نمونه حجم =
١
n

n∑
i=١

I{xi ⩽ t}. (١ . ١)

آورید. دست به را تجربی توزیع تابع زیر داده های برای .١ . ١ . ١ مثال

۵,٣٫۵,٢٫۵,٣
است: زیر صورت به تجربی توزیع تابع

F̂۴(t) =



٠ x < ٢٫۵
١/۴ ٢٫۵ ⩽ x < ٣
٢/۴ ٣ ⩽ x < ٣٫۵
٣/۴ ٣ ⩽ x < ۵
١ x ⩽ ۵

میسز فون کرامر ١ . ٢
پیشنهاد [۴٨] میسز فون ادلر ریچارد و [١۶] کرامر هارالد توسط اولین بار میسز فون کرامر معیار
آزمون برای آمار در میسز فون کرامر معیار داد. ارائه را آن دونمونه ای تعمیم [۵] آندرسون و شد



٣ دارلینگ آندرسون
برای همچنین تجربی، توزیع تابع دو یا یک مقایسه ی و F ∗ تجمعی توزیع تابع برازش نیکویی
کلموگروف آزمون مقابل فرض میسز فون کرامر آزمون می شود. استفاده فاصله حداقل برآورد

با: است برابر آن معیار و است ١ اسمیرنو
w٢ =

∫ ∞

−∞
[Fn(x)− F ∗(x)]٢ dF ∗(x) (١ . ٢)

با: است برابر میسز فون کرامر آزمون آن گاه باشد، شده مشاهده نمونه یک x١, ..., xn اگر

T = nw٢ =
١

١٢n +

n∑
i=١

[٢i− ١
٢n − F (xi)

]٢ (١ . ٣)

می باشد. نظری توزیع F ∗ و تجربی توزیع Fn میسز، فون کرامر آماره T که

دارلینگ آندرسون ١ . ٣
آ دونالد و آندرسون ویلبر تیدر توسط که است آماری آزمون یک دارلینگ آندرسون آزمون
توزیع یک از شده داده نمونه ی آیا که است این بیان گر آزمون این شد. ارائه [۶] دارلینگ
هیچ توزیع، در کنیم فرض این که از است عبارت آن اساس خیر. یا می کند پیروی احتمالی
در که می  شود استفاده هنگامی آزمون حال این با است. نگرفته قرار آزمایش مورد پارامتری
باید خانواده آن پارامترهای صورت این در می گیرند قرار آزمایش مورد توزیع، خانواده های آن
نمونه ای k آزمایش گیرند. قرار توجه مورد بحرانی مقادیر یا آمار تنظیم در و شوند برآورد
که واحد جمعیت یک در مشاهدات مجموعه چندین این که آزمایش برای دارلینگ آندرسون
می توان مدل سازی، بر علاوه کرد. مدل سازی می توان است نشده مشخص توزیع تابع آن در
برآورد حداقل روش برای مبنایی عنوان به پارامتر ارزیابی برای مناسب آزمون یک عنوان به

با: است برابر آن فرمول و کرد استفاده فاصله

A٢ = n

∫ ∞

−∞

(Fn(x)− F (x))٢
F (x)(١ − F (x))

dF (x) (۴ . ١)

شانون آنتروپی ۴ . ١
نظریه ی احتمال، و آمار فیزیک، قبیل از مختلف علوم در ای ویژه جایگاه از آنتروپی امروزه
[۴١] شانون کلاود است. برخوردار ... و اقتصاد فازی، مجموعه های نظریه ی ارتباطات،
آنتروپی کرد. بیان را شانون آنتروپی ارتباطات، برای ریاضی نظریه عنوان تحت مقاله ای در
پیشامد، یک شانون) (اطلاع آنتروپی دارد. مهمی بسیار نقش اطلاع نظریه ی زمینه در شانون
آن دادن رخ باشد، نادرتر پیشامدی چه هر می گیرد. اندازه را پیشامد آن حتمیت عدم میزان

١ Kolmogorov-smirnov test



مقدمات و تعاریف ۴
کمی برای و شد معرفی فیزیک علم در اولین بار آنتروپی مفهوم است. بیشتری اطلاع متضمن
نیکوییست و [٢۶] هارتلی بعدها است. شده برده به  کار بی نظمی و حتمیت عدم مفاهیم سازی
شانون دادند. ارائه ارتباطات مهندسی در را اطلاع از تعاریفی که بودند افرادی اولین ،[٣٩]
تابعی جستجوی در ، P = (p١, ..., pn) مانند احتمال توزیع یک آنتروپی مفهوم استخراج برای

کند: صدق زیر اصول در که بود
f(١) = ٠ ‐١

باشد. p از پیوسته تابع یک f(p) ‐٢
باشد. p از نزولی اکیدا تابع یک f(p) یعنی p < q ⇒ f(p) > f(q) ‐٣

f(p× q) = f(p) + f(q), ∀p, q ∈ [٠, ١] ‐۴
آنگاه باشد، f(.) احتمال چگالی تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک X اگر .١ . ۴ . ١ تعریف

صورت به شانون آنتروپی
Hsh(f) = −

∫
R
f(x) log f(x)dx = −E[log f(X)] = E[log

١
f(x)

] (۵ . ١)
که معنی این به می کند. بیان را f(x) چگالی تابع بی نظمی میزان که می شود تعریف
چگالی چه هر عبارتی به یا باشد نزدیکتر یکنواخت چگالی تابع به f(x) چگالی تابع چقدر هر
خواهد تر مشکل آن اساس بر تصمیم گیری و می شود کمتر شانون آنتروپی باشد تر منظم
آنتروپی اندازه که است درک قابل زمانی f(x) چگالی تابع اساس بر تصمیم گیری بنابراین شد.
می آید وجود به احتمال و امار مختلف بخش های از ارتباطات نظریه اصل باشد. زیاد آن شانون
بیشتر جزئیات برای است. آن با مرتبط رشته های و آمار مختلف رشته های تمامی پاسخگوی و

شود. مراجعه [۴۶] به
آنتروپی کردن ماکسیمم از که احتمال و آمار رشته ی در آنتروپی حداکثر روش [٢٧] جینز

فرض کنید: کرد. تولید را می آید، دست به شانون
F = {f(x) : Ef (Ti(X)) = αi, i = ٠, ...,m} (۶ . ١)

اصل پیوسته موارد در T٠(X) = α٠ = ١ و f در انتگرال پذیر توابعی Ti(X), i = ١, ..., n
می آید. دست به (۵ . ١) شانون آنتروپی ماکسیمم از X ناشناخته چگالی تابع آنتروپی حداکثر
رشته های در موفقیت با روش این کردند. بیان را آنتروپی حداکثر روش [۴۴] جانسون و شور
برای می شود. استفاده احتمال توزیع های چندین مشخصه سازی برای همچنین و مختلف
توزیع کنید. مراجعه [۵٠] بالاکریشنان و زگرافوس ،[۴۶] صوفی ،[۵۵] کاپور به بیشتر جزئیات
صورت به و می شود، داده نمایش fME با که است F کلاس چگالی به متعلق آنتروپی حداکثر

می شود: تعریف زیر
fME(x) = argmax

f∈F
Hsh (١ . ٧)



۵ شانون آنتروپی
یک عنوان به توزیعی و می پردازد تصادفی متغیرهای توزیع برآورد به نیز آنتروپی حداکثر اصل

باشد. داشته بیشتری حتمیت عدم که می شود انتخاب مناسب مدل
از: عبارتند بدانیم حتمیت عدم معیار یک را آنتروپی می شود باعث که ویژگی هایی

می شود، صفر آنتروپی و است نامنفی همواره گسسته تصادفی متغیرهای برای آنتروپی الف)
یک به دستگاه احتمال همه ی یعنی باشد، داشته وجود کامل حتمیت اگر تنها و اگر

.H(١, ٠, ..., ٠) = ٠ دیگر عبارتی به باشد، یافته اختصاص معین پیشامد
که می دهد رخ وقتی تساوی و H(F ) ⩽ logn همواره گسسته، آنتروپی در ب)

p١ = p٢ = ... = pn =
١
n

کدام که نظر این از حتمیت عدم بیشترین هم احتمالند، پیشامدها همه ی وقتی واقع در
می آید. پیش داد، خواهد رخ پیشامد

به گرفت. نظر در تصادفی متغیر برای محدودیت هایی که است لازم پیوسته، حالت در ج)
واریانس و حقیقی خط آن ها تکیه گاه که ای پیوسته متغیرهای کلیه برای مثال، عنوان
دارای X تصادفی متغیر اگر تنها و اگر است، ماکسیمم H(X) ، است σ٢ مقدار آن ها

باشد. N(٠, σ٢) توزیع
کنید. مراجعه [۵٣] توماس و کاور به بیشتر توضیحات برای

کولبک‐لایبر تشخیص تابع ١ . ۴ . ١
از شد. معرفی [٢٨] لایبلر و کولبک توسط بار اولین ٢ کولبک‐لایبلر تشخیص اطلاع تابع
توزیع دو بین فاصله گیری اندازه معیارهای برای همچنین و توزیع دو مقایسه برای تابع این

می شود. استفاده احتمال
g, f احتمال چگالی تابع با به ترتیب Y و X پیوسته تصادفی متغیر دو برای .٢ . ۴ . ١ تعریف

صورت به متغیر دو های توزیع تفاوت میزان عنوان به ‐لایبلر کولبک اطلاع
K(f |g) =

∫
f(x)log

(
f(x)

g(x)

)
dx (١ . ٨)

است. مرجع توزیع g آن در که می شود، تعریف
و q(x) و p(x) احتمال چگالی توابع با Y و X گسسته تصادفی متغیر دو برای .٣ . ۴ . ١ تعریف

از: است عبارت فاصله این ،χ مشترک تکیه گاه با
K(p|q) =

∑
x∈χ

p(x)log

(
p(x)

q(x)

)
(١ . ٩)

٢Kullback-Leibler



مقدمات و تعاریف ۶
معنا این به می شود، استفاده نیز توزیع توابع تقریب برای کولبک‐لایبلر اطلاع اندازه از
نامعلوم توزیع پیش بینی قابلیت K(f |g) باشد، معلوم چگالی تابع دارای توزیع دو از یکی اگر که

می دهد. نشان را معلوم توزیع از استفاده با

آکاییک اطلاع معیار ٢ . ۴ . ١
نامزد چند بین از آماری مدل بهترین انتخاب برای معیاری ،(AIC) ٣ آکاییک اطلاع معیار
می گیرد نظر در توام، به طور آن، پیچیدگی با همراه را مدل برازش نیکویی معیار، این است.
حسب بر رقیب مدل چند شده، مشاهده داده های با شد. پیشنهاد [۴] آکاییک توسط که
به AIC کلی، حالت در است. بهترین AIC کمترین با مدل و می شود رتبه بندی AIC مقدار

صورت
AIC = ٢K − ٢logL

برآورد مقدار برای درستنمایی تابع L و مدل پارامترهای تعداد K آن در که می شود تعریف
است. شده

بیزی اطلاع معیار ٣ . ۴ . ١
بر و مدل ها متناهی مجموعه میان از مدل انتخاب برای (BIC) معیاری ۴ بیزی اطلاع معیار
مدلی آکاییک، به نسبت معیار این جریمه بودن سنگین تر دلیل به . است درستنمایی تابع پایه
با مدلی یا است آکاییک براساس منتخب مدل همان یا می شود انتخاب معیار این براساس که

می شود: تعریف زیر صورت به و کمتر پارامتر تعداد
BIC = Klogn− ٢logL

است. شده برآورد مقدار برای درستنمایی تابع L و مدل پارامترهای تعداد K آن در که

اعتماد قابلیت
کامل داده های ۴ . ۴ . ١

زمان اولین صورت این در گیرد قرار عمر طول آزمون تحت n حجم به تصادفی نمونه یک اگر
دومین مشابه طور به و است x١:n مرتب آماره کوچکترین خود به خود شده مشاهده خرابی
آن را آیند دست به شده مرتب مشاهده، n همه اگر آخر. الی x٢:n از عبارتست شده ثبت خرابی
شده شناخته یا مشاهده نمونه، واحد هر ارزش کامل داده واقع در می گویند. کامل نمونه گیری

٣Akaike information criterion
۴ Bayesian information criterion



٧ شانون آنتروپی
دانشجویان از ده تایی نمونه یک برای آزمونی نمره  میانگین بخواهیم اگر مثال برای می باشد.
خواهیم احتیاج دانشجویان از یک هر نمره دانستن شامل کاملی اطلاعات به کنیم، محاسبه را
زمان از مجموعه ای کامل داده های عمر، داده های تحلیل مورد در ترتیب همین به داشت.

. شد خواهد تشکیل نمونه، واحدهای همه شکست

شکست زمان ۵ . ۴ . ١
یک آنها تک تک براي که می شود پرداخته افراد از گروهی مطالعه به کلاسیک، بقاء آنالیز در
شکست این تا می کشد طول که زمانی مدت می شود. تعریف شکست، نام به لحظه اي، رویداد
رخ می تواند بار یک حداکثر شکست، فرد، هر روي می شود. نامیده شکست زمان دهد، رخ
وقوع تا شده تعریف ورود لحظه یک از را شکست زمان هاي حقیقت در بقاء داده هاي دهد.

که: است آن مستلزم شکست زمان دقیق تعیین می کنند. اندازه گیري نهایی رویداد یک
باشد. واضح کاملا́ شکست مفهوم و معنی الف‐

باشد. شده تعریف مطالعه مورد افراد از یک هر براي زمانی مبدأ یک ب‐
باشد. شده تعیین زمان اندازه گیري براي مقیاس یک ج‐

را زمانها این گاهی است. اهمیت حائز ما براي بقا آنالیز در شکست زمان دانستن
می شوند. سانسور دلایلی به چون کرد مشاهده نمی توان

سانسور ۶ . ۴ . ١
یا و زنده واحد یک براي شکست زمان هاي بررسی و مشاهده بقاء داده هاي مطالعه از هدف
می آید، به وجود مطالعات در که محدودیت هایی دلیل به اغلب می باشد. مطالعه تحت مولفه
در مثلا́ دهد، رخ قطعات یا افراد همه ی براي رویداد این تا کنیم صبر که نیست امکان پذیر
نیافتند، کار از است ممکن (مولفه ها) قطعات از بعضی صنعتی، اعتماد قابلیت در عمر آزمون
که مولفه هایی براساس را خود استنباط های بنابراین نشود. مشاهده آنها براي شکست یعنی
آمارگر توسط اختیاری صورت به است ممکن محدودیت ها این می دهیم. انجام شده اند، خراب
وجود به مشاهدات در را محدودیتی خود به خود که باشد طوری آزمایش ماهیت یا شود اعمال

آورد.
از: عبارتند ها محدودیت از بعضی

آزمایش بودن بر هزینه (١
واحدها همه دادن نتیجه از شدن مأیوس یا واحدها همه به دسترسی عدم (٢

فنی اشکالات (٣



مقدمات و تعاریف ٨
آزمایش مدت شدن طولانی (۴
نتایج اعلام برای کم فرصت (۵

مشاهدات، کردن سانسور با چند هر گویند. سانسور را نمونه در آمده وجود به محدودیت این
بیان که دلایلی به اوقات گاهی وجود این با دهیم، می دست از را موجود اطلاعات از مقداری

هستیم. مشاهدات کردن سانسور به مجبور یا مایل شد

عمر طول شده سانسور داده های انواع ٧ . ۴ . ١
دارد: وجود روش دو عمر طول داده هاي جمع آوري براي

فقط و کنیم مشخص را t٠ زمان آزمایش شروع از قبل که است صورت این به اول روش ‐ ١
زمان را روش این کنیم یادداشت خورده اند شکست t٠ زمان تا که را مولفه هایی عمر طول

است. شده مشخص ابتدا از آزمایش قطعی زمان زیرا می نامند، ۵ سانسور
n از کوچکتر صحیح عدد یک آزمایش شروع از قبل که است صورت این به دوم روش ‐٢
تا r عمر طول که زمانی تا را آزمایش و بنامیم r را آن و کنیم معین را مولفه ها) کل (nتعداد
که مولفه ای مین r عمر طول یعنی Tr زمان در دقیقاً و دهیم ادامه برسد پایان به اول مولفه
می نامیم ۶ سانسور شکست را روش این می کنیم. قطع را آزمایش عمر طول خورده، شکست

. است شده مشخص ابتدا از شده ثبت شکست هاي تعداد زیرا
اگر و ٧ منفرد سانسور را داده ها کنند، شروع هم با را آزمایش مولفه ها همه اگر همچنین
قطع t٠ زمان در آزمایش و کنند، فعالیت به شروع زمانی بازه از مختلفی زمان هاي در مولفه ها

می نامند. ٨ چندگانه سانسور را داده ها شود
عبارتنداز: سانسورها از برخی

اول نوع سانسور (١
دوم نوع سانسور (٢
هیبرید سانسور (٣

یک نوع فزاینده سانسور (۴
دو نوع فزاینده سانسور (۵

داده توضیح است استفاده شده پایان نامه این در که دوم و اول نوع سانسور بخش، این در
می شود.

۵Time Censoring
۶Failure Censoring
٧ Single Censoring
٨Multiple Censoring



٩ شانون آنتروپی

اول نوع سانسور ٨ . ۴ . ١
این (١ . ١) شکل می گویند. اول نوع شده سانسور داده های سانسور، زمان منفرد داده هاي به

می دهد. نشان را سانسور نوع

اول نوع سانسور نمایش :١ . ١ شکل

باشند F (t;α, β) توزيع تابع و f(t;α, β) احتمال چگالي تابع دارای واحدها عمر طول اگر
: بود خواهد زیر به صورت درستنمایی تابع آنگاه

L(α, β) =

r∏
i=١

f(ti:n;α, β) [١ − F (t;α, β)]
n−r

بگیرید. نظر در دارند، قرار روشن حالت در که زمانی الکترونیکی، قطعه ١٠ .١ . ۴ . ١ مثال
یادداشت قطعه هر خرابی زمان مدت آزمایش طی در می کند. پیدا ادامه روز ١٠ تا آزمایش
فقط هستند، سالم زمان این تا که قطعاتی براي آزمایش) اتمام (زمان روز ١٠ از بعد می شود.

است. روز ١٠ از بیشتر آن ها خرابی تا لازم زمان که می دانیم

دوم نوع سانسور ٩ . ۴ . ١
می گویند. دوم نوع شده سانسور داده هاي سانسور، شکست منفرد داده هاي به

دوم نوع سانسور نمایش :١ . ٢ شکل

به صورت آن درستنمایی تابع
L(α, β) =

r∏
i=١

f(ti:n;α, β) [١ − F (tr:n;α, β)]
n−r



مقدمات و تعاریف ١٠
مطالعات در سانسور نوع این می باشد. احتمال چگالی تابع f و توزیع تابع F آن در که است
اطمینان قابلیت مطالعات و الکترونیکی آزمون های در معمولا اما است متداول کمتر پزشکی
شکست امین Tr به رسیدن برای لازم زمان حقیقت در سانسور از روش این در می رود. به کار

است. مطالعه مورد تصادفی متغیر
می دهیم قرار استفاده مورد t = ٠ زمان در را الکتریکی قطعه ١٠ هنگامی که .٢ . ۴ . ١ مثال
١٠ فاصله در قطعات این از تعداد چه که بمانیم منتظر و کنیم تعیین زمان روز ١٠ است ممکن
تعداد سانسور این در نیست. مشخص قطعات سایر خرابی زمان اینجا در می رود. بین از روز
تعیین محقق توسط که است ثابتی مقدار برابر و مشخص قبل از می شوند خراب که واحدهایی

است. تصادفی متغیر یک آزمایش اتمام زمان ولی شود، می
باید اما هستند مشابهی هاي فرم داراي سانسور نوع دو این درستنمایی توابع ظاهراً اگرچه
متغیر یک r اول) نوع (سانسور اولی در که دارند یکدیگر با اي عمده تفاوت که داشت توجه
مقداري r دو نوع سانسور در اما است (n;F (t; θ)) پارامترهای با ای دوجمله توزيع از تصادفی

است. شده تعیین قبل از
شود. داده تعمیم وچپ) (راست مرحله ای دو دو نوع سانسور به می تواند دو نوع سانسور

از مشاهدات و باشد نشده ثبت اول شکست r زمان های که می دهد رخ زمانی حالت این
اتمام به آزمایش شکست، امین Tr مشاهده زمان در و شوند شروع شکست امین r + ١ زمان

می رسد.
بالاکریشنان ،[۵۴] کوهن به آن ها کاربرد و سانسورها انواع مورد در بیشتر جزئیات برای

شود. مراجعه [۵٩] نلسن همچنین و [۵٧] لاولس ،[۵١] کوهن و

اطمینان قابلیت ١٠ . ۴ . ١
تعمیرات، و نگهداری مهندسی برنامه ریزی های و تصمیم گیری در عمده معیارهای از یکی
می توان را اطمینان قابلیت برای تعریف معمول ترین و عام ترین می باشد. اطمینان قابلیت

کرد: زیربیان به صورت
مشخص قبل از محیطی شرایط تحت شده اش، تعیین عمر طول در بتواند T آن که احتمال

نماید. تامین را خود ساخت از شده تعیین اهداف شده،
وجود اطمینان قابلیت برای گوناگونی تعاریف کاربرد، موقعیت و استفاده نوع حسب بر معمولا
بیانگر (٠, T ) اطمینان قابلیت تابع که هستند مشترک وجه این دارای تعاریف این همه دارد.
در که است بدیهی می باشد. زمانی فاصله در دستگاه یک مطلوب عملکرد برای موجود احتمال
فاصله تمام در دستگاه که داشت خواهد را معنی این t زمان در مطلوب عملکرد کلی، حالت
قطعه تعویض هیچ گونه فاصله این در این که شرط به است، داشته مطلوب عملکرد (٠, T ) زمانی
می توانیم لذا و می کند تغییر زمان گذشت با اطمینان قابلیت باشد. نگرفته صورت تعمیر یا و

. دهیم نشان R(.) صورت به و گرفته نظر در زمان از تابعی صورت به را اطمینان قابلیت



١١ شانون آنتروپی
زمان در اطمینان قابلیت . است F (.) توزیع تابع دارای T تصادفی متغیر کنید فرض حال

می شود: محاسبه زیر صورت به t
R(t) = P (T > t) = ١ − F (t) (١ . ١٠)

معروف بقاء توابع به می کند، بیان را کارافتادگی از عدم احتمال اطمینان قابلیت تابع که آنجا از
هستند. تجهیزات و دستگاه ها باقیمانده عمر احتمال کننده تعیین واقع در می باشند.

می گذارد. تاثیر سیستم کل اطمینان قابلیت بر محصول در قطعات دادن قرار چگونگی
دارد. قرار سیستم در دو این  از ترکیبی یا موازی سری، به صورت می توان را قطعات

شکست نرخ ١١ . ۴ . ١
برنامه ریزی و مهندسی بحث های در کاربردی ابزارهای از یکی شکست میزان یا شکست نرخ
است دستگاه ها و تجهیزات آماری مشخصه های از یکی و می رود به شمار تعمیرات و نگهداری
شکست نرخ بنابراین می گردد. مطرح تجهیزات جایگزینی به مربوط مطالعات در معمولا˟ که
و شده اندازی راه تجهیزات کل به زمانی فاصله یک در معیوب تجهیزات نسبت : از عبارتست

می کنیم: تعریف زیر صورت به
متغیر شکست نرخ است. F (.) توزیع تابع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض .۴ . ۴ . ١ تعریف

می شود: محاسبه زیر به صورت t زمان در و داده نشان h(.) با را X تصادفی
h(t) =

f(t)

R(t)
(١ . ١١)

می باشد. اطمینان قابلیت تابع بیانگر R(t) و احتمال چگالی تابع بیانگر f(t)
صفر بین مقداري لزوماً (یعنی نیست افتادن کار از احتمال شکست نرخ تابع که کنید توجه
می نشان t زمان در زنده موجود براي را افتادگی کار از نرخ کمیت این نمی کند.) اختیار یک و
آن اطمینان قابلیت داریم انتظار باشد بیشتر کمیت این مقدار چقدر هر که است طبیعی دهد.
متداول دارد. گوناگونی رفتارهای زمان تغییرات مبناي بر h(t) شکست نرخ تابع باشد. کمتر
شکست نرخ اشکال باشد. شکل وانی و نزولی صعودي، ثابت، تواند می h(t) رفتار نوع ترین

است. شده رسم (١ . ٣) شکل در

زمان نمودار از استفاده با شکست نرخ تابع شکل تعیین ١٢ . ۴ . ١
آزمون کل

شکست نرخ تابع شکل تشخیص برای گرافیکی روش یک TTT - Plot یا ٩ آزمون کل زمان نمودار
شد. معرفی شکست داده های تحلیل جهت ابزاری به عنوان ١٠ وکامپو بارلو توسط که می باشد

٩Total time on test plot
١٠ Barlow and Campo



مقدمات و تعاریف ١٢

شکست نرخ اشکال :١ . ٣ شکل

مستقل شکست زمان از ٠ = t٠ ⩽ t١ ⩽ ... ⩽ tn به صورت کامل مرتب نمونه یک می کنیم فرض
کل زمان نمودار . داریم R(t) = ١ − F (t) اطمینان قابلیت تابع و F(t) توزیع با هم توزیع و

می شود: حاصل زیر در شده بیان روش به مشاهدات این آزمون
محاسبه زیر بازگشتی فرایند براساس ( آزمون کل (زمان Sj مقدار دهیم، قرار S٠ = ٠ اگر

می شود:

Sj = Sj−١ + (n− j + ١)(t(j) − t(j−١)), j = ١,٢, ..., n برای •

می کنیم. نرمال ، Uj =
Sj

Sn
, j = ٠, ١, ..., n به صورت را آزمون کل زمان مقادیر •

می کنیم. رسم j = ٠, ١, ..., n به ازای را ( jn , Uj) نمودار •

زمان نمودار بنابراین می کنیم. متصل خط پاره به وسیله متوالی به طور را حاصل نقاط •

گوشه در و شروع پایین چپ سمت گوشه از که است پاره خط هایی از مرکب آزمون، کل
می شود. تمام واحد مربع بالای راست سمت

عمر باقیمانده میانگین و عمر طول میانگین ١٣ . ۴ . ١
تابع دارای که باشد و... سیستم الکتریکی، قطعه یک عمر طول دهنده ی نشان T کنید فرض

با: است برابر طول عمر میانگین بنابراین است. R اطمینان قابلیت تابع و f چگالی

E(T ) =

∫ ∞

٠ R(t)dt (١ . ١٢)

حقيقت اين اطمینان. قابليت تابع روي بينهايت تا صفر از انتگرال با است برابر E(T) یعنی
عمر طول کنید فرض دیگر عبارتی به است. صادق نيز شرطي اطمینان قابليت تابع مورد در
عمر باقیمانده میانگین آن گاه (T > t) باشد بیشتر t از می شود داده نشان T با که دستگاه یک



١٣ مایر کاپلان
با: است برابر دستگاه

m(t) = [P (T > t)]−١
∫ ∞

٠ yf(t+ y; Θ)dy (١ . ١٣)
= [R(t)]−١

∫ ∞

٠
yf(t+ y; Θ)dy (١۴ . ١)

تابعی عنوان به تابع این می نامند. عمر باقیمانده میانگین را m(t) تابع و چگالی تابع f(.) که
: که است واضح و می دهد نشان را دستگاه باقیمانده عمر میانگین زمان، از لحظه هر در پویا

m(٠) = E(T )

شکست نرخ تابع مانند عمر باقيمانده ميانگين بقا و عمر طول هاي داده تحليل در امروزه
رابطه يک عمر طول توزيع و عمر باقيمانده ميانگين بين رابطه کند. مي ايفا را مهمي نقش

است. يک به يک

مایر کاپلان ۵ . ١
است پارامتری غیر آماره یک و می شود شناخته محصول حد برآوردکننده عنوان به مایر کاپلان

می شود: تعریف زیر صورت به و است، شده انجام ١١ مایر پوال و کاپلان ال ادوارد توسط که
n این کنید فرض کرده ایم. عمر طول آزمایش وارد را t = ٠ زمان در قطعه n کنید فرض
که باشید داشته توجه باشند. خورده شکست (k ⩽ n) t١ < t٢ < ... < tk زمان های در واحد
باشیم. داشته شکست یک از بیش tj زمان در است ممکن که است معنی بدین فرضی چنین
از لحظه هر در آزمایش از دلیل هر به است ممکن اقلام از بعضی می کنیم فرض همچنین
زماني در سانسورها که مي کنيم اضافه نيز را فرض اين اما شوند). (سانسور شوند خارج زمان

با: است برابر مایر کاپلان آماره بنابراین می گیرند. صورت ti از بعد بلافاصله
Ŝ =

∏
ti⩽t

(١ − di
ni

) (١۵ . ١)

خورده اند. شکست tj زمان در که قطعاتی کل =ni و tj زمان در وقایع تعداد =di

مایر کاپلان کاربرد ١ . ۵ . ١
مشخصی زمان برای که بیماران از تعدادی اندازه گیری برای اغلب پزشکی تحقیقات در •

می شود. استفاده می کنند، زندگی درمان از پس
. می شوند بیکار شغل دادن دست از پس افراد که زمانی مدت اندازه گیری برای •

ماشین قطعات در شکست زمان •

١١Edward L. kaplan and Paul Meier



مقدمات و تعاریف ١۴
و... طول عمر داده های در بقا عملکرد تخمین برای •

.



٢ فصل
آن مختلف مدل های و وایبل توزیع

معرفی را کامل داده های با توانی سری توزیع و وارون وایبل توزیع وایبل، توزیع فصل، این در
توزیع دوم بخش در دارند. ویژه ای کاربردهای آمار در توزیع ها این از کدام هر که می کنیم
این واریانس و گشتاورها شکست، نرخ توزیع، تابع چگالی، تابع هم چنین و آن خواص و وایبل
چگالی، تابع سپس وارون وایبل مدل معرفی با ابتدا سوم بخش در می کنیم. محاسبه را توزیع
به چهارم بخش در و می آوریم دست به را توزیع این گشتاورهای و شکست نرخ توزیع، تابع

پرداخت. خواهیم آن از مثال چند و توانی سری توزیع

وایبل توزیع ٢ . ١
دانشمند توسط اولین بار توزیع این است. پیوسته احتمالی توزیع های از یکی وایبل توزیع
ذرات اندازه توصیف برای آن از [۴٣] راملر و رزین سپس شد ارائه [١٩] فرچه به نام فرانسوی
عنوان به که است ١ وایبل والدی به نام سوئدی فیزیکدان یک از برگرفته آن نام اما بردند. بهره
زمان قبیل از حیات آزمون به مربوط مسائل و اطمینان قابلیت مطالعات در مناسب مدل
توزیع وایبل، مدل همچنین می شود. بیان خاص، واحد یا و محصول یک عمر طول یا شکست
مثال برای می باشد. مکانیکی سیستم های اجزای خرابی تحلیل در به کارگیری جهت مناسبی
اگر آن گاه باشد، یکسان آن ها خرابی زمان توزیع که باشد زیادی اجزای شامل دستگاه یک اگر

١Waloddi Weibull



آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ١۶
می تواند وایبل توزیع گاهی بیفتد. کار از دستگاه کل دستگاه، این از جزء یک افتادن کار از با

باشد. دستگاهی چنین برای مناسب توزیع یک
می شود: تعریف زیر صورت به وایبل مدل توزیع تابع و چگالی تابع

به آن چگالی تابع هرگاه است، β و α پارامترهای با وایبل توزیع دارای X تصادفی متغیر
باشد: زیر صورت

f(x;α, β) =
β

αβ
xβ−١exp

{
−(

x

α
)β
}

x ⩾ ٠, α > ٠, β > ٠ (٢ . ١)
می دهند. نمایش W (α, β) نماد با را وایبل چگالی تابع است. شکل پارامتر β و مقیاس پارامتر α

کرد. محاسبه را W (α, β) توزیع تابع می توان زیر انتگرال از استفاده با
F (x) =

∫ x

٠
β

αβ
yβ−١exp

{
−(

y

α
)β
}
dy (٢ . ٢)

داریم: متغیر تغییر از استفاده با
u = (

y

α
)β ⇒ yβ = αβu

du =
β

αβ
× yβ−١dy

داریم: (٢ . ٢) رابطه ی در جایگذاری با بنابراین

F (x) =

∫ ( x
α
)β

٠ exp {−(u)} du

= ١ − exp
{
−(

x

α
)β
} (٢ . ٣)

که است. مقیاس پارامتر از مستقل و دارد بستگی شکل پارامتر به فقط چگالی تابع شکل
می دهد: رخ زیر حالات

است. نزولی یکنواخت به طور چگالی تابع β ⩽ ١ الف)
است. تک مدی آن چگالی تابع β > ١ ب)

و (٢ . ١) شکل های در مختلف مقادیر با β و α پارامترهای برای وایبل چگالی تابع نمودار
است. شده رسم (٢ . ٢)

β = ١ به ازای و تند شیب با نزولی ،β = ٠٫۵ به ازای وایبل توزیع چگالی تابع نمودار در
با و نزولی سپس صعودی ابتدا منحنی β = ٢ گرفتن نظر در با و می باشد. کند شیب با نزولی
با ضمن در است. زیادی نزول و صعود دارای وایبل نمودار β = ۴ ولی می باشد. کمی شیب

می یابد. کاهش نزول و صعود میزان مختلف βهای برای α افزایش



١٧ وایبل توزیع
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α = ٢ و β مختلف مقادیر به ازای وایبل توزیع چگالی نمودارتابع :٢ . ٢ شکل

وایبل توزیع شکست نرخ و اطمینان قابلیت تابع
براساس اطمینان قابلیت تابع آن گاه .X ∼ W (α, β) تصادفی متغیر کنید فرض .٢ . ١ . ١ لم

است: زیر صورت به (١ . ١٠)
R(x) = ١ − F (x) = exp

{
−(

x

α
)β
}

x ⩾ ٠



آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ١٨
می شود: محاسبه زیر صورت به (١ . ١١) رابطه ی از وایبل توزیع شکست نرخ تابع و

h(x) =
f(x)

R(x)
=
β

α

(x
α

)β−١

: كرد اشاره زير موارد به توان مي بقا تحليل در وايبل توزيع اهميت دلايل جمله از

در تحليل شود مي باعث امر همين و است بسته فرم داراي وايبل توزيع شکست نرخ الف‐
گيرد. صورت راحت تر توزيع اين با ها داده مورد

نرخ با داده هاي كرد. تفسير آن با توان مي را ها داده انواع كه است مدلي وايبل توزيع ب‐
ثابت. و نزولی صعودي، شکست

خانواده به متعلق كه است توزيعي داراي آن لگاريتم آنگاه باشد وايبل توزيع داراي T اگر ج‐
شود. مي محسوب مهم ويژگي يك آماري استنباط در كه است مقياس‐مکاني

وايبل، تصادفي متغيرهاي از مجموعه يك مينيمم كه [١] شود مي ثابت شرايطي تحت د‐
است. وايبل توزيع داراي خود

می کنیم. اثبات را (د) و (ج) قسمت

که است توزيعي داراي وايبل تصادفي متغير لگاريتم شد اشاره بالا در که همانطور برهان.
معروف سوم نوع غايي مقدار توزيع به توزيع اين دارد. تعلق مکان‐مقياس خانواده به
به آن توزيع تابع گاه هر گویيم سوم نوع غايي مقدار توزيع را X تصادفي متغير است.

باشد: زير فرم

F (X) = ١ − exp
{
−e(

x−b
a

)
}
, −∞ < t <∞, a ∈ R, b > ٠

X = logT آن گاه باشد λ, α پارامترهاي با وايبل توزيع داراي T تصادفي متغير اگر حال
مهم نتيجه .b = ١

β و a = −logL آن در که است سوم نوع غايي مقدار توزیع دارای
باشد. Ti ∼ W (λi, β), i = ١, ..., n اگر که است آن شد اشاره آن به بالا در که ديگري
پارامترهای با است وایبل توزیع دارای T = minTi باشند، مستقل Tiها که حالتي در آنگاه

.β و λ٠ =

 n∑
i=١

λi
β

 ١
β



١٩ وایبل توزیع
زیرا

P (T > t) = P (min١⩽i⩽nTi > t)

=

n∏
i=١

P (Ti > t)

=

n∏
i=١

e−(λit)
β

= e

−tβ

n∑
i=١

λi
β

= e

−

t
 n∑

i=١
λi

β


١
β


β

می کند: فراهم اطمینان قابلیت در را خرابی ها دلیل یافتن خرابی نرخ بودن معلوم
که است معنی بدین نزولی) شکست نرخ (تابع یابد کاهش شکست نرخ زمان طول در اگر
برای می یابد. افزایش آن ها کارایی و است بهبودی به رو زمان گذشت با واحدها خرابی احتمال

می افتد. اتفاق کمتر زمان گذشت با که کودکان مرگ و میر مورد در مثال
که می دهد نشان صعودی) شکست نرخ (تابع یابد افزایش شکست نرخ زمان طول در اگر
با قبلی زمانی فاصله در خرابی آن ها از بیشتر بعدی زمانی فاصله در واحدها خرابی احتمال
کمتر آن کارایی و است بیشتر زمان گذشت با خرابی احتمال یعنی است زمان طول همان
خود کارایی و شده فرسوده تر زمان گذشت با مکانیکی دستگاه های قطعات در مثلا می شود.

می دهند. دست از را
توزیع این بودن حافظه بدون ویژگی که می دهد رخ نمایی توزیع برای ثابت شکست نرخ تابع
قطعات برای حالت این است. وایبل توزیع خاص حالت نمایی توزیع و می نماید منعکس را

باشد. مناسب می تواند الکتریکی

وایبل توزیع کاربرد
می کنیم: اشاره آن ها از مورد چند به که است زیادی کاربردهای دارای وایبل توزیع

٢ بقا تحلیل •
شکست تحلیل و اطمینان قابلیت •

٢ Survival analysis



آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ٢٠
بیمه صنعت •

٣ هوا وضع پیش بینی •
باد سرعت توزیع توصیف برای •

صنعت در کالا تحویل زمان برای •

وایبل توزیع گشتاورهای
است: زیر صورت به گشتاور مولد تابع آن گاه X ∼W (α, β) اگر .٢ . ١ . ٢ لم

Mx(t) =

∞∑
n=٠

tnΓ(nβ + ١)αn

n!
(۴ . ٢)

می شود: تعریف زیر فرم به که است گاما تابع Γ(β) آن در که
Γ(β) =

∫ ∞

٠
xβ−١exp(−x)dx

وایبل توزیع واریانس و امیدریاضی
و امیدریاضی t = ٠ دادن قرار و t به نسبت گشتاور مولد تابع از مشتق گیری با .٢ . ١ . ٣ لم

کرد: محاسبه می توان را W (α, β) وایبل توزیع واریانس
E(X) = αΓ(

١
β
+ ١)

V ar(X) = E(X٢)− E(X)٢ = α٢Γ(٢
β
+ ١)−

(
αΓ(

١
β
+ ١)

)٢

وارون وایبل ٢ . ٢
مدل های برای توزیع این از که است طول عمر احتمال توزیع های از دیگر یکی وارون وایبل مدل
که هنگامی می شود. استفاده ... و عمر طول نوزادان، مرگ و میر جمله: از شکست مختلف
مدلی وارون وایبل توزیع باشد داشته وجود عمر طول آزمون در مکانیکی یا الکتریکی قطعات
وارون وایبل توزیع مکانیکی اجزای شکست براساس [٧] همکاران و کلر بود. خواهد مناسب

کردند. معرفی را
وارون وایبل توزیع مربعات حداقل و درستنمایی ماکسیمم براورد [٩] پولسینی و کالابریا
قابلیت برای اطمینان محدوده با مدل پارامترهای بیزی براوردگر همچنین آوردند. به دست را

٣ Weather forecasting



٢١ وارون وایبل
برای شد. بیان [۶٠] همکاران و جانسون ، [١١ ،١٠] پولسینی و کالابریا توسط اطمینان

کنید. مراجعه [٣۶] به بیشتر جزئیات
می شود: تعریف زیر صورت به وارون وایبل توزیع تابع و چگالی تابع

به آن چگالی تابع هرگاه است، β و α پارامترهای با وارون وایبل توزیع دارای X تصادفی متغیر
باشد: زیر صورت

f(x) = βαβx−(β+١)exp
{
−
(α
x

)β}
x > ٠ α > ٠ β > ٠ (۵ . ٢)

توزیع تابع می دهند. نمایش IW (α, β) نماد با آن را و است. شکل پارامتر β و مقیاس پارامتر α
است: زیر صورت به IW (α, β) وارون وایبل

F (x) = exp

{
−
(α
x

)β}
x > ٠ α > ٠ β > ٠ (۶ . ٢)

است. α مقیاس پارامتر از مستقل و است وابسته β شکل پارامتر به فقط چگالی تابع
رسم (۴ . ٢) و (٢ . ٣) شکل های در β و α مختلف مقادیر با وارون وایبل چگالی تابع نمودار
و تند شیب با نزولی ،β = ٠٫۵ به ازای وارون وایبل توزیع چگالی تابع نمودار در است. شده
صعودی ابتدا منحنی β = ٢ گرفتن نظر در با و می باشد. کند شیب با نزولی β = ١ به ازای
نزول و صعود دارای وارون وایبل نمودار β = ۴ ولی می باشد. کمی شیب با و نزولی سپس

است. زیادی
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آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ٢٢
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α = ٢ و β مختلف مقادیر به ازای وارون وایبل توزیع چگالی نمودارتابع :۴ . ٢ شکل

وارون وایبل توزیع شکست نرخ و اطمینان قابلیت
توزیع تابع و f(x) چگالی تابع دارای X ∼ IW (α, β) تصادفی متغیر کنید فرض .٢ . ٢ . ١ لم

صورت به (١ . ١٠) رابطه ی از اطمینان قابلیت تابع باشد. F (x)
R(x) = ١ − F (x) = ١ − exp

{
−
(α
x

)β}
است: زیر صورت به (١ . ١١) براساس شکست نرخ تابع همچنین و می باشد

h(x) =
βαβx−(β+١)exp

{
−
(
α
x

)β}
١ − exp

{
−
(
α
x

)β}
می دهد: رخ شکست نرخ تابع برای زیر حالات

زود شکست نشان دهنده ی که می یابد کاهش مستمر طور به شکست نرخ تابع β < ١ الف)
دارد. دنبال به را گاما وارون توزیع و است هنگام

می یابد. افزایش مستمر طور به شکست نرخ تابع β > ١ ب)

توزیع ها سایر با وارون وایبل توزیع ارتباط
توزیع های به β پارامتر مقدار تغییر با که است انعطاف پذیری توزیع یک وارون وایبل توزیع

می شود. تبدیل مختلفی



٢٣ توانی سری توزیع
IW (α, β) یعنی باشد، β و α پارامترهای با وارون وایبل توزیع دارای X تصادفی متغیر یک اگر

آنگاه:
یک که می شود تبدیل نمایی وارون توزیع به وارون وایبل توزیع IW (α, ١) یعنی β = ١ ‐١

می دهند. نمایش (IE) نماد با آن را و است. وارون وایبل مدل از خاص حالت
نمایش (IR) نماد با آن را و است معروف لی رای وارون توزیع به IW (α,٢) یعنی β = ٢ ‐٢

می دهند.

توانی سری توزیع ٢ . ٣
توزیع های خانواده اهمیˁت وجود با . کرد معرفی را توانی سری گسسته ی توزیع [٣٨] نوآک
به می باشند. لازم کارایی فاقد مسائل برخی در آماری، مختلف مباحث پیشبرد در توانی سری
پراکنش با همبسته شمارشی داده های و تجمعی داده های روی بر توزیع ها این مثال، عنوان
مختلفی تعمیم های این رو از ندارند، مناسبی برازش صفر در (آماسیده) متورˁم فراوانی با و زیاد
و آماسیده صفر توانی سری توزیع های خانواده است. شده داده جایگزینی جهت توزیع این به
سیستم وجود دلیل به ثالث شخص بیمه در . هستند تعمیم ها این از مورد دو آماسیده پارامتر
را خود کوچک خسارت های گذار بیمه سال، آخر پاداش سیستم از استفاده و جریمه پاداش‐
خسارت ادعای تعداد در زیاد صفرهای ایجاد باعث کار این نمی دهد. گزارش بیمه شرکت به
خطر دهنده تشکیل عوامل و خسارت ادعای تعداد تحلیل دیگر ازسوی می شود. گذار بیمه
مدل از برخی منظور، این برای است. اهمیت حائز بیمه های شرکت برای پاسخ، این روی
و پواسون رگرسیون مدل مانند توانی های سری توزیع از استفاده با شمارشی های پاسخ با ها
رگرسیون مدل مانند صفر آماسیده توانی های سری توزیع و منفی ای دوجمله رگرسیون مدل
بیمه های داده تحلیل برای صفر آماسیده منفی ای دوجمله رگرسیون و صفر آماسیده پواسون

شود. می استفاده زیاد صفر تعداد با ثالث شخص
است: زیر شکل به توانی سری توزیع کلی فرم

f(X) =

∞∑
j=٠

ajx
j , |x| < U ⩽ ∞ , aj ⩾ ٠ , j = ٠, ١,٢, ... (٢ . ٧)

: با است برابر آن احتمال تابع و
Pr(ξ = j) =

ajx
j

f(x)
, j = ٠, ١,٢, ... (٢ . ٨)

ξ١, ..., ξn تصادفی متغیرهای است. توانی سری توزیع ξ و ٠ < x < U و است ثابت x اینجا در
اگر: هستند توانی سری توزیع

Pr(ξ١ = j١, ξ٢ = j٢, ..., ξn = jn) =
aj١,j٢,...,jnx

j١١ , x
j٢٢ , ..., xjnn

f(x١, x٢, ..., xn)



آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ٢۴

f(x١, x٢, ..., xn) =
∞∑
j١

= ٠...
∞∑
jn

= ٠, j١, j٢, ..., jnxj١١ , x
j٢٢ , ..., xjnn ⩾ ٠, , j١, j٢, ..., jn = ٠, ١,٢, ...

aj١,j٢,...,jn ⩾ ٠, aj١,j٢,...,jnx
j١١ , x

j٢٢ , ..., xjnn ⩾ ٠
سری و منفی ای دوجمله ای، دوجمله پواسون، مانند کلاسیک گسسته توزیع های اغلب
را توزیع ها این از یک هر احتمال هستند. توانی سری توزیع های خانواده به متعلق لگاریتمی

می کنیم: بیان
پواسون (١

Pr(ξ = j) =
e−xxj

j!
, j = ٠, ١,٢, ... x > ٠

منفی دو جمله ای (٢
Pr(ξ = j) =

(
N+j−١

j

)
xj

(١ − x)−N
j = ٠, ١,٢, ... , N > ٠, , ٠ < X < ١

دو جمله ای (٣
Pr(ξ = j) =

(
N
j

)
xj

(١ + x)N
X =

p

١ − p
, j = ٠, ١,٢, ... , N > ٠, , ٠ < x < ١

چندجمله ای (۴
Pr(ξ١ = j١, ξ٢ = j٢, ...ξk = jk) =

N !
j١!,...,jk+١!x

j١١ , ..., xjkk
(١ +X١, ..., Xk)N

که
ji = ٠, ١,٢, ...,

k+١∑
i=١

ji = N, xi =
pi
pk+١

, ٠ ⩽ pi ⩽ ١,
k+١∑
i=١

pi = ١

لگاریتمی سری توزیع (۵
تعداد توزیع معرفی با (١٩۴٣) ۴ همکاران و فیشر توسط اولین بار لگاریتمی سری توزیع
شد. معرفی افتادند، دام به تله ای در مختلف دوره های در که حشرات مختلف گونه های
منفی دوجمله ای توزیع حد از و است توانی سری توزیع های قدیمی ترین از یکی توزیع این
و چتفیلد مثال، برای برد. نام می توان اقتصاد در آن، کاربردهای از می آید.یکی به دست
یک از شده خریداری اقلام تعداد توزیع نمایش برای لگاریتمی سری توزیع از ۵ همکاران

نمودند. استفاده خاص دوره یک در کالا نوع
Pr(ξ = j) =

xj

j

−ln(١ − x)

می کنیم. بیان را توانی سری توزیع از مثال دو قسمت این در
۴ Fisher et al
۵Chatfield



٢۵ وایبل توانی سری توزیع

وایبل توانی سری توزیع ۴ . ٢
آلیس توسط که است، وایبل توزیع و توانی سری توزیع از ترکیبی وایبل توانی سری توزیع
چندین از تعمیمی کلاس این است. شده معرفی [٣۴] برتو‐سوزا وگنر و مورایس لموس
نمایی لگاریتم توزیع و [٢٩] نمایی پواسون ، [٣] نمایی از:هندسی عبارتند که است توزیع

.[۴٧]
شکل به وایبل توزیع توزیع، تابع و چگالی تابع

g(x;β, α) = αβαxα−١e−(βx)α x > ٠, α > ٠, β > ٠ (٢ . ٩)

G(x;β, α) = ١ − e−(βx)α (٢ . ١٠)
صورت به توانی سری توزیع احتمال تابع و می باشد

Pn = P (N = n) =
anθ

n

C(θ)
, n = ١,٢, ... (٢ . ١١)

و دارد بستگی n به فقط an که است

C(θ) =

∞∑
n=١

anθ
n (٢ . ١٢)

.θ > ٠ و می باشد
بود: خواهد زیر صورت به وایبل توانی سری توزیع تابع وایبل، توزیع به توجه با .١ . ۴ . ٢ لم

F (x) = ١ − C(θe−(βx)α)

C(θ)
(٢ . ١٣)

داریم: (٢ . ١١) و (٢ . ١٠) رابطه های به توجه با برهان.

F (x;α, β) =
∞∑
n=١

anθ
n

C(θ)
G(x;α, β)n

=

∞∑
n=١

anθ
n

C(θ)

(١ − e−(βx)α
)n

=
١

C(θ)

∞∑
n=١

an

[
θ(١ − e−(βx)α)

]n
می گیریم: نتیجه (٢ . ١٢) رابطه از

F (x) = ١ − C(θe−(βx)α)

C(θ)



آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ٢۶
به و داده نمایش WPS(α, β, θ) نماد با را وایبل توانی سری توزیع چگالی تابع .٢ . ۴ . ٢ لم

است: زیر صورت
f(x) = αθβαxα−١e−(βx)αC

′(θe−(βx)α)

C(θ)
x > ٠

می آید. دست به وایبل توانی سری توزیع چگالی تابع (٢ . ١٣) مشتق از برهان.

وایبل توانی سری توزیع شکست نرخ و اطمینان قابلیت
باشد. F (x) توزیع تابع و f(x)چگالی تابع دارای X > ٠ تصادفی متغیر کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ لم

با: است برابر وایبل توانی سری توزیع اطمینان قابلیت آن گاه
R(x) = ١ − F (x) =

C(θe−(βx)α)

C(θ)

می آید. دست به (١ . ١٠) رابطه ی از وایبل توانی سری توزیع اطمینان قابلیت برهان.
با: است برابر (١ . ١١) رابطه ی از آن شکست نرخ تابع .۴ . ۴ . ٢ لم

h(x) = αθβαxα−١e−(βx)αC
′(θe−(βx)α)

C(θe−(βx)α)
, x > ٠

چندک
با: است برابر وایبل توانی سری توزیع چندک آن گاه باشد WPS(α, β, θ) اگر .۵ . ۴ . ٢ لم

xγ = β−١ {−logC((١ − γ)C(θ))−١ + logθ
} ١

α

با: است برابر چندک فرمول برهان.
p(X ⩽ xγ) = γ (١۴ . ٢)

داریم: (١۴ . ٢) در (٢ . ١٣) رابطه ی جایگذاری با
١ − C(θe−(βxγ)α)

C(θ)
= γ

١ − γC(θ) = C(θe−(βxγ)α)

نتیجه: در می بریم چپ سمت به را C
C−١ (١ − γC(θ)) = θe−(βxγ)α

C−١ (١ − γC(θ))

θ
= e−(βxγ)α



٢٧ وایبل توانی سری توزیع
داریم: نتیجه در گرفته log

−١
β
log

[
C−١ (١ − γC(θ))

θ

]
= xαγ

−١
β
log

[
C−١ (١ − γC(θ))

θ

] ١
α

= xγ

بنابراین:
xγ = β−١ {−logC ((١ − γ)C(θ))

−١
+ logθ

} ١
α

با: است برابر E(Y r) (٢ . ٩) چگالی تابع در .۶ . ۴ . ٢ لم
E(Y r) = β−rΓ(

r

α
+ ١) (١۵ . ٢)

: صورت به وایبل توانی سری توزیع گشتاور امین r بنابراین
E(Xr) =

∞∑
n=١

p(N = n)EZr
n =

Γ( rα + ١)
βrC(θ)

∞∑
n=١

anθ
n

n
r
α

است. g(x, n ١
αβ, α) توزیع دارای Zn آن در که می باشد،

با: است برابر آن امید و (٢ . ٩) صورت به Y چگالی تابع برهان.
E(Y r) =

∫ ∞

٠ yrαβαyα−١e−(βy)αdy

=

∫ ∞

٠ αβαyr+α−١e−(βy)αdy

: متغیر تغییر از استفاده با
u = yα =⇒ y = u

١
α

du = αyα−١dy

=

∫ ∞

٠ βαu
r
α e−βαudu

= βα
Γ(١ + r

α)

βr+α

∫ ∞

٠
u

r
α e−βαu

Γ( rα + ١) (β−α)
r+α
α

du

=
Γ(١ + r

α)

βr

داریم: (١۵ . ٢) و (٢ . ١١) رابطه های از نتیجه در
E(Xr) =

∞∑
n=١

p(N = n)EZr
n =

Γ( rα + ١)
βrC(θ)

∞∑
n=١

anθ
n

n
r
α



آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ٢٨

یافته گسترش وایبل توانی سری توزیع ۵ . ٢
وایبل توزیع از ترکیبی که را ۶ یافته گسترش وایبل توانی سری توزیع [۴٢] همکاران و ردریگو
سری توزیع های تعمیم از کلاس این کردند. معرفی است، توانی سری توزیع و گسترش یافته

است. آمده وجود به [١٣] نمایی توانی سری توزیع و [٣۴] وایبل توانی
شکل به را گسترش یافته وایبل توزیع چگالی و توزیع تابع [٢٢] همکاران و گرویچ

G(x;α, ξ) = ١ − e−αH(x;ξ), x > ٠, α > ٠ (١۶ . ٢)

g(x;α, ξ) = αh(x; ξ)e−αH(x;ξ), x > ٠, α > ٠ (٢ . ١٧)
پارامتر به و می یابد افزایش یکنواخت طور به و است نامنفی تابع یک H(x; ξ) که کردند. بیان

می باشد. وابسته ξ
گسترش وایبل توانی سری توزیع توزیع، تابع گسترش یافته، وایبل توزیع به توجه با .١ . ۵ . ٢ لم

می شود: حاصل زیر شکل به یافته
F (x; θ, α, ξ) = ١ − C(θe−αH(x;ξ))

C(θ)
(٢ . ١٨)

داریم: (١۶ . ٢) و (٢ . ١١) رابطه ی از برهان.
F (x; θ, α, ξ) =

∞∑
n=١

anθ
n

C(θ)
G(x, α, ξ)n

=

∞∑
n=١

anθ
n

C(θ)

(١ − e−αH(x;ξ)
)n

=
١

C(θ)

∞∑
n=١

anθ
n
(١ − e−αH(x;ξ)

)n
: می گیریم نتیجه (٢ . ١٢) رابطه ی از

F (x; θ, α, ξ) = ١ − C(θe−αH(x;ξ))

C(θ)

نمایش EWPS(θ, α, ξ) نماد با را یافته گسترش وایبل توانی سری توزیع چگالی تابع .٢ . ۵ . ٢ لم
با: است برابر و داده

f(x; θ, α, β) = θαh(x; ξ)e−αH(x;ξ)C
′(θe−αH(x;ξ))

C(θ)
x > ٠ (٢ . ١٩)

می آید. دست به (٢ . ١٨) مشتق از یافته گسترش وایبل توانی سری توزیع چگالی تابع برهان.

۶The compound class of extended Weibull power series distributions



٢٩ یافته گسترش وایبل توانی سری توزیع

گسترش یافته وایبل توانی سری توزیع شکست نرخ و اطمینان قابلیت
آن گاه باشد. f(x) ،F (x) چگالی و توزیع تابع از تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ۵ . ٢ لم
برابر ترتیب به گسترش یافته وایبل توانی سری توزیع شکست نرخ تابع و اطمینان قابلیت تابع

با: است
R(x; θ, α, ξ) =

C(θe−αH(x;ξ)

C(θ)
(٢ . ٢٠)

h(x; θ, α, ξ) = θαh(x; ξ)e−nαH(x;ξ)C
′(θe−αH(x;ξ))

C(θe−αH(x;ξ))
, x > ٠

همچنین ، (١ . ١٠) رابطه ی از گسترش یافته وایبل توانی سری توزیع اطمینان قابلیت برهان.
می آید. دست به (١ . ١١) رابطه ی از آن شکست نرخ تابع

چندک
سری توزیع چندک آن گاه باشد (٢ . ١٨) رابطه ی از U ∼ U(٠, ١) توزیع تابع اگر .۴ . ۵ . ٢ لم

صورت به گسترش یافته وایبل توانی

X = H−١
{
− ١
α
log

[
C−١(C(θ)(١ − U))

θ

]}

می باشند. H(.) (.)Cو تابع های وارون H−١(.) و C−١(.) و غیرخطی معادله ی یک که است
می شود. اثبات (١۴ . ٢) رابطه ی به توجه با برهان.

گشتاور
صورت به گسترش یافته وایبل توانی سری توزیع گشتاور امین r .۵ . ۵ . ٢ لم

E(Xr) =

∞∑
n=١

p(N = n)E(Zr) (٢ . ٢١)

دست به (٢ . ١١) از احتمال تابع و (٢ . ١٩) از g(z;nα, ξ) توزیع دارای Z آن در که می باشد.
می آید.
برهان.

f(Z|N = n) =
f(Z,N = n)

p(N = n)

f(Z) =
∞∑
n=١

f(Z|N = n)p(N = n)



آن مختلف مدل های و وایبل توزیع ٣٠
: (٢ . ٢١) به توجه با

E(Xr) =

∞∑
n=١

∫
(Zr)f(Z|N = n)p(N = n)dz

داریم: بنابراین است، E(Zr) امیدریاضی ∫ (Zr)f(Z|N = n)dz که
E(Xr) =

∞∑
n=١

p(N = n)E(Zr)

باقیمانده عمر طول میانگین و عمر طول میانگین
برابر (١ . ١٢) رابطه ی از گسترش یافته وایبل توانی سری توزیع عمر طول میانگین .۶ . ۵ . ٢ لم

با: است
tm = E(T ) =

∞∑
n=١

pn

∫ ∞

٠ e−nαH(x;ξ)dx

داریم: (٢ . ١٢) و (٢ . ٢٠) به توجه با برهان.
E(T ) =

∫ ∞

٠
C(θe−αH(x;ξ)

C(θ)
dx =

∫ ∞

٠

∑∞
n=١ an(θe−αH(x;ξ))n

C(θ)
dx

: داریم (٢ . ١١) رابطه ی از
∞∑
n=١

pn

∫ ∞

٠
e−nαH(x;ξ)dx (٢ . ٢٢)

شکست زمان تا x٠ از زمانی باقیمانده عمر طول میانگین مفهوم اطمینان قابلیت زمینه ی در
باقیمانده عمر طول میانگین بنابراین ندارد. وجود شکستی هیچ x٠ زمان از قبل یعنی است.

با: است برابر (١ . ١٣) رابطه ی از

m(t; θ, α, ξ) =

∑∞
n=١ anθn

C(θ)

∫∞
t (y − t)θαh(x, ξ)e−αH(x,ξ)C

′(θαh(x,ξ)e−αH(x,ξ))
C(θ) dt

١ − F (t; θ, α, ξ)



٣ فصل
وارون وایبل توانی سری های توزیع

و شده سانسور داده های با وارون، وایبل توانی سری های پارامتری ٣ توزیع فصل این در
و شفیعی سبحان مطالعه از برگرفته فصل این مطالب می کنیم. معرفی را آن  کاربرد های
پرداخته وارون وایبل توانی سری های توزیع معرفی به سوم بخش در است. [۴۵] ١ همکاران
توضیح را آنتروپی چهارم بخش در می بریم. پی توزیع این خواص به قضیه هایی اثبات با و
بخش در و می پردازیم EM الگوریتم از استفاده با پارامترها برآورد به پنجم بخش در می دهیم.

می کنیم. بررسی را توزیع این خاص زیرمدل های ششم

مدل توصیف ٣ . ١
می باشد: زیر شرح به وارون وایبل توانی سری های مدل

آن احتمال تابع که ،z = ١,٢, ... شکست تعداد با توانی سری  توزیع از Z تصادفی متغیر
P (Z = z) =

azθ
z

C(θ)
z = ١,٢, ... (٣ . ١)

و می باشد

C(θ) =

∞∑
z=١

azθ
z (٣ . ٢)

Saboori Hadi and Darijani Saeed Shafiei، Sobhan ١



وارون وایبل توانی سری های توزیع ٣٢
.C(∞) یعنی باشد بی نهایت می تواند s که θ ∈ (٠, s) ، است وابسته z به فقط و az ⩾ ٠

با: است برابر وارون وایبل توزیع تابع آنگاه ، Xi ∼ IW (α, β), i = ١,٢, ... اگر
G(x;α, β) = e−αx−β

x, α, β > ٠ (٣ . ٣)
خطر هر برای (xi) عمر طول مکمل، مخاطره های در است. شکل پارامتر β و مقیاس پارامتر α
طول عمر مکمل، مخاطره های در گیرد. مي قرار بررسي مورد و محاسبه جداگانه طور به رقیب
دلیل همین به نیست، مشاهده قابل شکست تعداد چون و است مرتبط (Z) شکست تعداد با
به که است متغیری پنهان، متغیر می گویند. پنهان متغیر طول عمر، به مکمل مخاطره های در
حداکثر معمولا مکمل، مخاطره های در همچنین کرد. استفاده آن از نمی توان مستقیم طور
برابر شده مشاهده متغیر بنابراین است، مشاهده قابل شکست ها تمام بین در (Xz) طول عمر

با: است
Xz = max(X١, ..., Xz) (۴ . ٣)

صورت به Xz|Z = z شرطی توزیع تابع و
GXz |Z=z = e−zαx−β (۵ . ٣)

وβاست. zα پارامترهای با وارون وایبل توزیع یک Xz|Z = z که می باشد
با: است برابر وارون وایبل توانی سری های توزیع تابع ، IW توزیع به توجه با .٣ . ١ . ١ لم

F (x;α, β, θ) =

∞∑
z=١

azθ
z

C(θ)
[G(x;α, β)]z

=
C(θG(x;α, β))

C(θ)

=
C(θe−αx−β

)

C(θ)
, x > ٠. (۶ . ٣)

برهان.
F (x;α, β, θ) =

١
C(θ)

∞∑
z=١

αz(θG(x;α, β))
z

داریم: (٣ . ٣) رابطه ی از
F (x;α, β, θ) =

١
C(θ)

∞∑
z=١

αz(θe
−αx−β

)z

می شود: اثبات (٣ . ٢) براساس بنابراین

F (x;α, β, θ) =
C(θe−αx−β)

C(θ)
(٣ . ٧)



٣٣ مدل توصیف
صورت به X(١) توزیع تابع آن گاه ،X(١) = min١⩽i⩽zXi باشیم داشته اگر .٣ . ١ . ١ نتیجه

FX(١)(x;α, β, θ) = ١ − C(θ − θG(x;α, β))

C(θ)

= ١ − C(θ − θe−αx−β)

C(θ)

بود. خواهد
آن گاه: باشد وارون وایبل توزیع X١, ..., Xn اگر برهان.

p(min(X١, ..., Xz) ⩽ x) = ١ − p(min(X١, ..., Xz) > x)

= ١ − (
z∏

i=١
p(Xi ⩾ x))

= ١ −
z∏

i=١
p(Xi ⩾ x)

= ١ −
z∏

i=١
١ − (p(Xi ⩽ x))

داریم: (٣ . ٣) رابطه ی از
= ١ −

z∏
i=١

(١ − e−αx−β
)

= ١ − (١ − e−αx−β
)z

می آید: دست به X(١) توزیع تابع ،(۶ . ٣) رابطه ی در بالا عبارت جایگذاری با

FX(١)(x;α, β, θ) =
z∑

i=١
azθ

z

C(θ)
(١ − (١ − e−αx−β

)z)

=

z∑
i=١

azθ
z

C(θ)
−

z∑
i=١

az(θ(١ − e−αx−β
)z)

C(θ)

= ١ − C(θ − θe−αx−β)

C(θ)

چندک
با: است برابر وارون وایبل توانی سری های توزیع چندک .٣ . ١ . ٢ لم

Qξ =

[ ١
α
ln(

θ

C−١(ξC(θ)))
]−١

β (٣ . ٨)



وارون وایبل توانی سری های توزیع ٣۴
داریم: (١۴ . ٢) و (آ  . ٣) براساس برهان.

C(θe−αQξ
−β

)

C(θ)
= ξ

C(θe−αQξ
−β

) = ξC(θ)

θe−αQξ
−β

= C−١(ξC(θ))

e−αQξ
−β

=
c−١(ξC(θ))

θ

−αQξ
−β = ln(

C−١(ξC(θ))
θ

)

Qξ = − ١
α
ln(

C−١(ξC(θ))
θ

)
−١
β

Qξ =
١
α
ln(

θ

C−١(ξC(θ)))
−١
β

است. C(.) تابع وارون C−١(.)

وارون وایبل توانی سری توزیع میانه
باشد، θ و β, α پارامترهای با وارون وایبل توانی سری های توزیع از X = Qξ و ξ ∼ U(٠, ١) اگر

صورت به (٣ . ٨) از توزیع میانه 

Q٠٫۵ =

{ ١
α
ln

(
θ

C−١(٠٫۵C(θ))
)}−١

β

بود. خواهد
نمایش IWPS(α, β, θ) نماد با را وارون وایبل توانی سری های توزیع چگالی تابع .٣ . ١ . ٣ لم

می شود: محاسبه زیر صورت به و داده
f(x;α, β, θ) = θαβx−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β

)

C(θ)
, x > ٠ (٣ . ٩)

می آید: به دست چگالی تابع بگیریم مشتق x به نسبت (۶ . ٣) از اگر برهان.

f(x;α, β, θ) =
dF (x)

dx

F ′(x;α, β, θ) = θ(−α)(−β)x−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β
)

C(θ)

f(x;α, β, θ) = θαβx−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β
)

C(θ)



٣۵ مدل توصیف
ترکیب عنوان به وارون وایبل توانی سری های چگالی تابع که می گیریم نتیجه (۶ . ٣) از

می شود. بیان وارون وایبل چگالی از بی نهایت خطی
با: است برابر وارون وایبل توانی سری های توزیع شکست نرخ تابع .۴ . ٣ . ١ لم

h(x;α, β, θ) = θαβx−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β
)

C(θ)− C(θe−αx−β )
, x > ٠ (٣ . ١٠)

داریم: (١ . ١١) رابطه ی از برهان.

h(x;α, β, θ) =
θαβx−(β+١)e−αx−β C′(θe−αx−β

)
C(θ)

١ − C(θe−αx−β
)

C(θ)

=
θαβx−(β+١)e−αx−β C′(θe−αx−β

)
C(θ)

C(θ)−C(θe−αx−β
)

C(θ)

=
C(θ)θαβx−(β+١)e−αx−β

C ′(θe−αx−β
)

C(θ)(C(θ)− C(θe−αx−β )

= θαβx−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β
)

C(θ)− C(θe−αx−β )

نشان ١ گزاره می دهند. نشان را وارون وایبل توانی سری های توزیع خواص زیر گزاره های
می آید. به دست وارون وایبل توانی سری های توزیع حد از وارون وایبل توزیع که می دهد

وایبل توانی سری های توزیع حد از β و cα پارامترهای با وارون وایبل توزیع .٣ . ١ . ١ گزاره
.c = min {z ∈ N : az > ٠} و θ −→ ٠+ که وقتی می آید به دست وارون

:(۶ . ٣) و (٣ . ٢) به توجه با برهان.
lim
θ→٠+ F (x;α, β, θ) = lim

θ→٠+
∑∞

z=١ azθz[G(x;α, β)]z∑∞
z=١ azθz

نتیجه: در ai = ٠, i < c بنابراین
acθ

c[G(x;α, β)]c +
∑∞

z=c+١ azθz[G(x;α, β)]z
acθc +

∑∞
z=c+١ azθz

داریم: مخرج و صورت از θc از فاکتورگیری با
= lim

θ→٠+
ac[G(x;α, β)]

c +
∑∞

z=c+١ azθz−c[G(x;α, β)]z

ac +
∑∞

z=c+١ azθz−c

آن گاه: باشد θ → ٠+ اگر
= [G(x;α, β)]c

است. β و cα پارامترهای با وارون وایبل توزیع تابع همان (٣ . ٣) طبق



وارون وایبل توانی سری های توزیع ٣۶
IWPS(α, β, θ) وارون وایبل توانی سری های توزیع از تصادفی متغیر یک X اگر .٣ . ١ . ٢ گزاره

آنگاه: باشد،
با: است برابر Y = ١

X توزیع تابع (١
ψ(y;α, β, θ) = ١ − C(θe−αyβ)

C(θ)
, y > ٠

برهان.
GY (y) = P (Y ⩽ y) = P (

١
X

⩽ y) = P (X >
١
y
) = ١ − P (X <

١
y
) = ١ − F (

١
y
) = ١ − C(θe−αyβ )

C(θ)

است. θ و β،α ١
β پارامترهای با وایبل توانی سری های توزیع تابع همان (٢ . ١٣) به توجه با

صورت به پارتو توانی سری  توزیع تابع آنگاه باشد، Y = µeX
−β اگر (٢

ϕ(y;µ, α, θ) = ١ −
C(θ(µy )

α)

C(θ)
, y ⩾ µ > ٠

بود. خواهد
برهان.

GY (y) = P (Y ⩽ y) = P (µeX
−β ⩽ y) = P (eX

−β ⩽ y

µ
) = p(X−β ⩽ ln(

y

µ
))

= p(X > ln(
y

µ
)−β) = ١ − p(X < ln(

y

µ
)−β) = ١ − F

(
ln(

y

µ
)−β

)
= ١ − C(θe

−αln y
µ
−β

)−β

C(θ)
= ١ − θe

−αln( y
µ
)

C(θ)
= ١ −

C(θ(µy )
α)

C(θ)

است. مدی تک IWPS(α, β, θ) وارون وایبل توانی سری های توزیع چگالی تابع .٣ . ١ . ٣ گزاره
می دانیم: برهان.

f(x;α, β, θ) = θαβx−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β
)

C(θ)
, x > ٠

بنابراین:
logf(x;α, β, θ) = logθ + logα+ logβ + logx−(β+١) − αx−β + log

C ′(θe−αx−β
)

C(θ)

∂logf(x;α, β, θ)

∂x
= −(β + ١)

x
+ αβx−(β+١) +

θαβx−(β+١)e−αx−β C′′(θe−αx−β)

C(θ)

C′(θe−αx−β
)

C(θ)



٣٧ مدل توصیف
بنابراین: می گیریم، فاکتور αβx−(β+١) از

−(β + ١)
x

+ αβx−(β+١)(١ +
θe−αx−β

C ′′(θe−αx−β
)

C ′(θe−αx−β )
) = ٠

(β + ١)
x

= αβx−(β+١)(١ +
θe−αx−β

C ′′(θe−αx−β
)

C ′(θe−αx−β )
)

می شود.درنتیجه: ساده x−(β+١) با و برده راست سمت به را x

(β + ١) = αβx−β(١ +
θe−αx−β

C ′′(θe−αx−β
)

C ′(θe−αx−β )
)

: u = αx−β گرفتن نظر در با
١ + θe−uC

′′(θe−u)

C ′(θe−u)
=
β + ١
βu

است مدی تک f(.;α, β, θ) چگالی تابع بنابراین [۴۵] دارد ریشه یک که آخر عبارت به توجه با
می شود. اثبات قضیه و

صورت به θ = ١ و α = ١ ، C(θ) = θ + θ٢٠ برای (٣ . ٩) چگالی تابع نمودار
f(x;β) = ٠٫۵βx−(β+١)e−x−β

(١ + ٢٠e−١٩x−β
)

می کنیم. رسم را β = ٠٫۵, ١,٢,٣ مختلف بتاهای حال می باشد
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وارون وایبل توانی سری های توزیع ٣٨
شیب با نزولی ، β = ٠٫۵ به ازای وارون وایبل توانی سری های توزیع چگالی تابع نمودار در
گرفتن نظر در با می باشد. کمی شیب با نزولی سپس و صعودی منحنی β = ١ ازای به و تند
توجه با و می یابد کاهش نزول و صعود سپس و می کند نزول زیاد شیب با و صعود ابتدا β = ٢

می  یابد. نزول انتها در و کم صعود سپس و زیاد نزول و صعود ابتدا در β = ٣ مقدار به
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IWPS توزیع شکست نرخ تابع نمودار :٣ . ٢ شکل

و IWPS توزیع های دارای ترتیب به که Y,X متغیرهای تصادفی های ترتیب از استفاده با
می کنیم. مقایسه هم با را هستند، IW

تصادفی متغیر از درستنمایی نسبت در Y ∼ IWPS(α, β, θ) تصادفی متغیر .۴ . ٣ . ١ گزاره
.θ > ٠ اگر فقط و اگر است بزرگتر X ∼ IW (α, β)

آوریم: بدست را توزیع دو چگالی تابع نسبت است کافی آن اثبات برای برهان.
با: است برابر وارون وایبل توانی سری احتمال چگالی تابع داشتیم که همان طور

f(x;α, β, θ) = θαβx−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β
)

C(θ)
, x > ٠

با: است برابر α = α
− ١

β با وارون وایبل احتمال چگالی تابع و
β

α
(x)β+١e−١

α
(x)β

می آوریم: به دست را چگالی تابع دو نسبت اکنون



٣٩ مدل توصیف

f(x;α, β, θ)

g(x;α, β)
=
θαβx−(β+١)e−αx−β C′(θe−αx−β

)
C(θ)

β
αx

−(β+١)e−١
α

x−β

f(x;α, β, θ)

g(x;α, β)
=
θαβx−(β+١)e−αx−β C′(θe−αx−β

)
C(θ)

β
αx

−(β+١)e−١
α

x−β

f(x;α, β, θ)

g(x;α, β)
=

θ

C(θ)
C ′(θe−αx−β

) (٣ . ١١)
است. صعودی X در θ > ٠ به ازای (٣ . ١١) که

باقی مانده میانگین مرتبه و تصادفی معمولا شکست نرخ که می گیریم نتیجه (۴ . ٣ . ١) گزاره از
کنید. مراجعه [۶١] شانتی کومار و شاکد به بیشتر جزئیات برای دارد. قرار Y Xو بین طول عمر
تاکید گشتاورها اهمیت و ضرورت بر مرتب آماره کاربرد در مخصوصاً آماری تحلیل و تجزیه در

می شود: بیان زیر به صورت وارون وایبل توانی سری های توزیع گشتاور بنابراین است. شده
امین K آن گاه باشد، IWPS(α, β, θ) وارون وایبل توانی سری های توزیع از X اگر .۵ . ٣ . ١ لم

صورت به (۶ . ٣) رابطه ی براساس گشتاور

E(Xk) =

∞∑
z=١

P (Z = z)E(Y k
(z)) =

α
k
βΓ(١ − k

β )

C(θ)

∞∑
z=١

αzθ
zz

k
β , β > k (٣ . ١٢)

وارون وایبل توزیع از n اندازه با تصادفی نمونه یک از مرتب آماره nامین ، Yn که بود خواهد
می باشد. کامل گاما تابع Γ(.) و است

برهان.
f(Y(Z)|Z = z) =

f(y(z), Z = z)

P (Z = z)

f(y(Z)) =
∑
Z

f(y(Z)|Z = z)P (Z = z)

می دانیم:
E(Xk) =

∫
xkf(x)d(x)

داریم: (۴ . ٣) براساس
E(Xk) =

∑
z

∫
yk(z)f(y(Z)|Z = z)P (Z = z)dy(z)

نتیجه: در E(yk(z)) با است برابر ∫ yk(z)f(y(Z)|Z = z)dy(z) که

E(Xk) =

∞∑
z=١

P (Z = z)Eyk(z) (٣ . ١٣)



وارون وایبل توانی سری های توزیع ۴٠
داریم: (٣ . ١) رابطه ی از بنابراین

E(Xk) =
∞∑
z=١

azθ
z

C(θ)
Eyk(z) (١۴ . ٣)

می کنیم: محاسبه را Eyk(z) حال
Eyk(z) =

∫
yk(z)f(y(z))dy(z)

=

∫ ∞

٠ yk(z)zαβy(z)
−(β+١)e−zαy(z)

−β
dy(z) (١۵ . ٣)

داریم: متغیر تغییر از استفاده با
u = y(z)

−β =⇒ y(z) = u
−١
β

و
du = −βy(z)−(β+١)dy(z)

داریم: (١۵ . ٣) در متغیرها تغییر جایگذاری ∫با ∞

٠
u
− k

β zαe−zαudu

= zα
Γ(١ − k

β )

(zα)
١− k

β

∫ ∞

٠
(zα)

١− k
β

Γ(١ − k
β )
u
(− k

β
+١−(١

e−zαudu

: بنابراین می باشد، یک برابر انتگرال مقدار
Γ(١ − k

β )

(zα)
− k

β

(١۶ . ٣)

داریم: (١۶ . ٣) و (١۴ . ٣) رابطه های از

E(Xk) =

∞∑
z=١

P (Z = z)E(Y k
(z)) =

α
k
βΓ(١ − k

β )

C(θ)

∞∑
z=١

αzθ
zz

K
β

اقتصاد، ، آماری علوم در که است بقا تحلیل در مهم تابع یک باقی مانده عمر طول میانگین
عمر طول میانگین می شود. استفاده عمر طول میانگین از اطمینان قابلیت و اجتماعی علوم

است: زیر صورت به (١ . ١٣) براساس وارون وایبل توانی سری های توزیع برای باقی مانده

m(t;α, β, θ) =

∑∞
n=١(anθ

n

C(θ) )
∫∞
t (y − t)nαβy−(β+١)e−nαy−β

dy

١ − F (t;α, β, θ)

داشت: خواهیم u = nαy−β متغیر تغییر با که



۴١ آنتروپی حداکثر مشخصه سازی

m(t;α, β, θ) =
١

F (t;α, β, θ)− ١
∞∑
n=١

anθ
n

C(θ)

(nα)
١
βΓ(−١

β ) + βΓ
(
(β−١)

β , nαt−β
)

β
− t, β > ١

و است گاما کامل تابع Γ(α) آن در که
Γ(α, t) =

∫ ∞

t
e−yyα−١dy

از بسیاری توجه اخیرا که می باشد مهمی بسیار موضوع یک توزیع، مشخصه سازی مساله ی
صورت مختلف جهات از بسیاری مشخصه سازی های است. کرده جلب خودش به را محققان
برای وارون وایبل توانی سری های توزیع لازم شرایط بداند است علاقه مند محقق است. گرفته
شرایط آن، تحت که توزیع مشخصه های منظور بدین می باشند. چیزهایی چه مدل برازش

براساس مشخصات این می کنیم. بیان می کند، مشخص را پیشنهادی توزیع برای لازم
آنتروپی حداکثر اصل ‐١

شده بریده گشتاور دو بین ساده رابطه ی ‐٢
می شوند. ارائه

آنتروپی حداکثر مشخصه سازی ٣ . ٢
ماکسیمم سازی مساله ی اساس بر را fME(x) توزیع از آنتروپی بیشترین وضعیت [٢٧] جینز
آنتروپی حداکثر مشخصه سازی که کرد خواهیم بیان را شرایطی اکنون است. کرده بیان (١ . ٧)
در زیر قضیه ی که می آید. دست به (۶ . ٣) رابطه ی از وارون وایبل توانی سری های توزیع برای

می کند. ایفا را مهمی نقش زمینه این
آن گاه: باشد X ∼ IWPS(α, β, θ) کنید فرض .٣ . ٢ . ١ گزاره

i)E(logC ′(θe−αX−β
)) = (

C(θ)

٢ )

{
logC(θ)− ١

٢
}

ii)E(LogX) = (
θ

C(θ)
)E(C ′(θe−αY −β

)logY )

iii)E(X−β) = (
θ

C(θ)
)E(C ′(θe−αY −β

)Y −β)

است. (۶ . ٣) توزیع تابع با وارون وایبل توزیع Y که



وارون وایبل توانی سری های توزیع ۴٢
(١ برهان.

E(logC ′(θe−αx−β
))

می کنیم: محاسبه را گشتاور مولد تابع ابتدا
M(t) = EetlogC

′(θe−αx−β
) = EC ′(θe−αx−β

)t

(٣ . ٩) به توجه ∫با ∞

٠ C ′(θe−αx−β
)tθαβx−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β

)

C(θ)
dx

=

∫ ∞

٠ θαβx−(β+١)e−αx−β C ′(θe−αx−β
)t+١

C(θ)
dx

=

∫ ∞

٠

d
dx

[
C(θe−αx−β

)t+٢]
(t+ ٢)C(θ) dx

=
١

C(θ)(t+ ٢)
[
C(θe−αx−β

)t+٢] |∞٠
=
C(θ)t+١
t+ ٢

بنابراین:
E(logC ′(θe−αx−β

)) =M ′(t)|t=٠ =
d

dt

(
C(θ)t+١
t+ ٢

)
|t=٠

: آن گاه بگیریم نظر در w(t) = C(θ)t+١ اگر
lnw(t) = (t+ ١)lnC(θ)

نتیجه: در
w′(t)

w(t)
= lnC(θ)

و
w′(t) = lnC(θ)× C(θ)t+١ (٣ . ١٧)

آن گاه: باشد، y(t) = C(θ)t+١
t+٢ اگر

y′(t) =
[C(θ)t+١]′(t+ ٢)− C(θ)t+١

(t+ ٢(٢
:(٣ . ١٧) به توجه با

lnC(θ).C(θ)t+١(t+ ٢)− C(θ)t+١
(t+ ٢(٢

=
C(θ)t+١(lnC(θ)(t+ ٢)− ١)

(t+ ٢(٢



۴٣ آنتروپی حداکثر مشخصه سازی
آن گاه: می دهیم قرار t = ٠

C(θ)(٢lnC(θ)− ١)
۴

می گیریم: فاکتر ٢ از
=
C(θ)

٢
(
lnC(θ)− ١

٢
)

(٢
E(logX) =

∫ ∞

٠ logY
θ

C(θ)
αβY −(β+١)e−αY −β

C ′(θe−αY −β
)dY

: (٣ . ٣) رابطه  ی چگالی تابع اساس بر که
E(logX) =

θ

C(θ)
E(logY C ′(θe−αY −β

))

(٣
E(X−β) =

∫ ∞

٠ Y −β θ

C(θ)
αβY −(β+١)e−αY −β

C ′(θe−αY −β
)dY

: (٣ . ٣) رابطه  ی چگالی تابع اساس بر و
E(X−β) =

θ

C(θ)
E(C ′(θe−αY −β

)Y −β)

بیشترین دارای وارون وایبل توانی سری های توزیع که می شود داده نشان زیر گزاره در
می باشد. قبل گزاره در شده بیان شرایط تحت چگالی تابع از آنتروپی

بهینه و یکتا جواب θ و β، α پارامترهای با (٣ . ٩) احتمال چگالی تابع .٣ . ٢ . ٢ گزاره
f(x;α, β, θ) = argmaxφHsh (٣ . ١٨)
می باشد. (٣ . ٢ . ١) گزاره ی در شده ارائه و٣ ٢ ،١ شرایط تحت

کولبک‐ واگرایی آنگاه باشد (٣ . ٢ . ١) گزاره ی شرایط تحت احتمال چگالی تابع φ اگر برهان.
است: زیر صورت به f(.;α, β, θ) و φ بین لایبر

D(f, φ) =

∫
R
φ(x)log(

φ(x)

f(x;α, β, θ)
)dx

داریم: ٢ توماس و کاور نتایج به توجه با
٠ ⩽ D(f, φ) = −Hsh(φ)−

∫
R
φ(x)logf(x;α, β, θ)dx

٢Cover and Thomas
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داریم: می باشد احتمال چگالی تابع φ(x) این که به توجه ∫با

φ(x)logf(x)dx

=

∫
φ(x)

(
logαβθ − (β + ١)logx− αx−β + log(C ′(θe−αx−β

))− logC(θ)
)

= logαβθ − (β + ١)Elogx− αEx−β + ElogC ′(θe−αx−β
)− logC(θ)

می کنیم: جایگذاری (٣ . ٢ . ١) شرایط به توجه با و
log(αβθ)− (β + ١) θ

C(θ)
E(C ′(θe−αY −β

)logY )

− logC(θ)− α
θ

C(θ)
E(C ′(θe−αY −β

)Y −β)

+
C(θ)

٢
{
logC(θ)− ١

٢
}

=

∫
R
f(x;α, β, θ)logf(x;α, β, θ)dx =

−Hsh(f)

می گیریم: نتیجه بنابراین است وارون وایبل توزیع Y گفتیم قبل در که همان طور
Hsh(φ) ⩽ Hsh(f)

که: است زمانی Hsh(ϕ) ماکسیمم و
φ(x) = f(x;α, β, θ) (٣ . ١٩)

می باشد. برقرار یکتایی پس است برقرار (٣ . ١٩) رابطه ی صفر بجز x مقدار هر برای چون و
است: زیر صورت به وارون وایبل توانی سری توزیع شانون آنتروپی بنابراین
Hsh(f) = −log(αβθ) + (β + ١) θ

C(θ)
E(C ′(θe−αY −β

)logY )

+ logC(θ) + α
θ

C(θ)
E(C ′(θe−αY −β

)Y −β)

− C(θ)

٢
{
logC(θ)− ١

٢
}

(٣ . ٢٠)

شده بریده گشتاور دو براساس مشخصه سازی
شده، بیان [٢٠] گلانزل توسط که زیر قضیه ی از مشخصه تابع نتایج آوردن دست به  جهت

شد. خواهد استفاده



۴۵ آنتروپی حداکثر مشخصه سازی
می تواند حالت بهترین که H = [a, b] و احتمال فضای (Ω, F, P ) کنید فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه
روی که حقیقی تابع دو ψ و φ و X : Ω → H کنید فرض و باشد (a < b, a = −∞, b = ∞)

به طوری که: شده اند تعریف H
E(ϕ(x)|X ⩾ x) = E(ψ(x)|X ⩾ x)λ(x), x ∈ H

پیوسته مشتق پذیر بار دو یکنوا اکیدا تابع یک F کنید فرض . است حقیقی تابع یک λ آن در که
F آن گاه است H درونی نقاط در حقیقی جواب دارای ψλ = φ رابطه ی همچنین باشد H روی

می آید: به دست زیر صورت به λ و φ,ψ توابع به وسیله ی یکتا به طور
F (x) = C

∫ x

a
| λ′(u)

λ(u)ψ(u)− ϕ(u)
|exp {−s(u)} du

دیفرانسیل معادله ی جواب S تابع و ثابت مقدار یک C آن در که
s′ =

λ′ψ

(λψ − ϕ)
(٣ . ٢١)

است. ∫H dF = ١ که کنید دقت است.
: (٣ . ٢ . ١) قضیه ی در .٣ . ٢ . ١ نتیجه

باشد. بسته نیست نیاز H فاصله الف)
جزئیات برای باشد. ممکن شکل ساده ترین دارای که کنیم انتخاب گونه ای به را λ تابع ب)

کنید. مراجعه [٢۵ ،٢۴] همدانی و [٢١] همدانی و گلانزل به بیشتر
فرض و باشد X : Ω −→ (٠,∞) صورت به پیوسته تصادفی متغیر یک X اگر .٣ . ٢ . ٣ گزاره
چگالی تابع (٣ . ٩) آن گاه . ϕ(x) = eαx−β

C′(θe−αx−β)
، ψ(x) = eαx−β

xC′(θe−αx−β
)

، x ∈ (٠,∞) کنید
فرم به (٣ . ٢ . ١) قضیه در λ تابع  اگر فقط و اگر است X

λ(x) =
β + ١
β

x, x ∈ (٠,∞)

باشد.
:(٣ . ٩) به توجه با برهان.

{١ − F (x;α, β, θ)}E(ψ(x)|X ⩾ x) =

∫ ∞

٠ ψ(x)f(x)dx

=

∫ ∞

٠
eαx

−β
θαβx−(β+١)e−αx−β

C ′(θe−αx−β
)

xC ′(θe−αx−β )C(θ)
dx

=
αβθx−(β+١)
C(θ)(β + ١)
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{١ − F (x;α, β, θ)}E(ϕ(x)|X ⩾ x) =

∫ ∞

٠ φ(x)f(x)dx

=

∫ ∞

٠
eαx

−β
θαβx−(β+١)e−αx−β

C ′(θe−αx−β
)

C ′(θe−αx−β )C(θ)
dx

=
αθ

C(θ)
x−β

: λ تعریف بنابر
λ′(x) =

β + ١
β

(٣ . ٢٢)
داریم: (٣ . ٢٢) و (٣ . ٢١) رابطه های از نتیجه در

s′(x) =
λ′(x)ψ(x)

λ(x)ψ(x)− ϕ(x)
=

β+١
β × eαx−β

xC′(θe−αx−β
)

β+١
β x× eαx−β

xC′(θe−αx−β
)
− eαx−β

C′(θe−αx−β
)

=

(β+١)eαx−β

xβC′(θe−αx−β
)

eαx−β

βC′(θe−αx−β
)

=
β + ١
x

s(x) = (β + ١)ln(x) + C١, x ∈ (٠,∞)

است. (٣ . ٩) با متناظر X چگالی تابع و است ثابت C١

١ نتیجه گیری
تعریف (٣ . ٢ . ٣) گزاره براساس ψ(x) و X : Ω −→ (٠,∞) صورت به X پیوسته تصادفی متغیر
(٣ . ٢ . ١) قضیه ی در ϕ, λ تابع های اگر فقط و اگر است X چگالی تابع (٣ . ٩) آن گاه می شود،

باشند: زیر صورت به
λ′(x)ψ(x)

λ(x)ψ(x)− ϕ(x)
=
β + ١
x

, x ∈ (٠,∞) (٣ . ٢٣)
صورت به ١ نتیجه گیری در شده ارائه عمومی جواب .٣ . ٢ . ٢ نتیجه

λ(x) = xβ+١
{
−
∫

(β + ١)C ′(θe−αx−β
)e−αx−β

x−(β+١)ϕ(x)d(x) +D

}
, x ∈ (٠,∞)

می باشد. (٣ . ٢ . ٣) گزاره در مناسب توابع از مجموعه یک D = ٠ و است ثابت D که است

استنباط و برآورد ٣ . ٣
آزمایشگر می کنیم. برآورد را وارون وایبل توانی سری های توزیع پارامترهای قسمت این در
مانند دیگر محدودیت های یا و زمانی محدودیت های به دلیل عمر طول آزمایش در است ممکن
مشاهده را عمر طول همیشه داده ها، جمع آوری در ( تجربی مشکلات یا و مادی منابع (پول،
در را راست سانسور قسمت این در می آید. به وجود عمل در سانسور نمونه ی بنابراین نکند.

می شود: تعریف زیر صورت به که می گیریم نظر



۴٧ استنباط و برآورد
مشخص آزمایشگر توسط قبل از که ki زمان تا مطالعه راست سانسور نوع تحت .٣ . ٣ . ١ تعریف

از: عبارتند مشاهدات سانسور، این تحت می یابد. ادامه است شده

Xi =


Xi if Xi < ki

ki if Xi ⩾ ki

(٢۴ . ٣)

i = ١, ..., n
Θ = پارامترهای با وارون وایبل توانی سری های توزیع از تصادفی متغیر یک Xi اگر
تک تک از سپس و گرفته لگاریتم ابتدا برآورد آوردن به دست برای بنابراین باشد، (α, β, θ)T

می کنیم. تقسیم سانسور غیر و سانسور گروه دو به را مشاهدات می گیریم. مشتق پارامترها
مانند: داشت، خواهیم سانسور غیر n−m باشیم داشته سانسور m اگر

Xobs = (x١, ..., xn−m, kn−m+١, ..., kn)

زیر به صورت (٢۴ . ٣) و (٣ . ٩) رابطه های از l = l(Θ;Xobs) درستنمایی تابع لگاریتم بنابراین
است:

l = (n−m)log(αβθ)− nlogC(θ)− (β + ١)
n−m∑
i=١

logxi

− α

n−m∑
i=١

x−β
i +

n−m∑
i=١

logC ′(θpxi) +

n∑
i=n−m+١

log[C(θ)− C(θpki)]

بدست θ و α, β به نسبت l(α, β, θ) مشتق های بنابراین می گیریم. نظر در pw = e−αw−β

یعنی: می آوریم،
U(Θ, xobs) = (

dl

dα
,
dl

dβ
,
dl

dθ
)T

بنابراین:
∂l

∂θ
=
n−m

θ
− n

C ′(θ)

C(θ)
+

n−m∑
i=١

Pxi
C ′′(θPxi)

C ′(θPxi)
+

n∑
i=n−m+١

C ′(θ)− PkiC
′(θPki)

C(θ)− C(θPki)

∂l

∂α
=
n−m

α
−

n−m∑
i=١

x−β
i − θ

n−m∑
i=١

x−β
i Pxi

C ′′(θPxi)

C ′(θPxi)
+ θ

n∑
i=n−m+١

k−β
i PkiC

′(θPki)

C(θ)− C(θPki)

∂l

∂β
=
n−m

β
−

n−m∑
i=١

logxi + α

n−m∑
i=١

x−β
i logxi + αθ

n−m∑
i=١

C ′′(θPxi)

C ′(θPxi)
x−β
i Pxilogxi

− αθ
n∑

i=n−m+١
C ′(θPki)

C(θ)− C(θPki)
k−β
i Pkilogki
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بالا مشتقات دادن قرار با که است Θ = (α, β, θ)T درستنمایی ماکسیمم برآورد Θ̂ = (α̂, β̂, θ̂)T

می آیند. دست به صفر برابر
∂l

∂α
=

∂l

∂β
=
∂l

∂θ
= ٠

کرد. پیدا بسته فرم به نمی توان اما دارند وجود θ و α, β درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

دست آورد. به را آن ها برآوردگرهای می توان رافسون نیوتون عددی روش از استفاده با بنابراین

فیشر اطلاع ماتریس ٣ . ٣ . ١
مشاهدات اطلاع ماتریس آن گاه باشد، θ و β, α فیشر اطلاع ماتریس دهنده ی نشان I(α, β, θ) اگر

می شود: تعریف زیر صورت به

I(θ) = −


Iαα Iαβ Iαθ

Iβα Iββ Iβθ

Iθα Iθβ Iθα


می آیند، دست به θ و β, α پارامترهای دوم مشتق از مشاهدات اطلاع ماتریس مقادیر که

بنابراین:

Iαα = −n−m

α
+ θ

n−m∑
i=١

x−β
i

[
w١i + θxi

−βw٢i
]

− θ
n∑

i=n−m+١
k−٢β
i Pki

[C ′(θPki)− θPkiC
′′(θPki)] τi + θ٢PkiC

′(θPki)
٢

τ٢
i

Iαβ =

n−m∑
i=١

xi
−βlogxi + θ

n−m∑
i=١

w١ilogxi − αθ

n−m∑
i=١

x−β
i

[
w١i + θx−β

i w٢i
]
logxi

− θ

n∑
i=n−m+١

k−β
i Pkiw۴ilogki + αθ٢ n∑

i=n−m+١
ki

−٢βPki
٢ C ′(θPki)

٢
[C(θ)− C(θPki)]

٢ logki

Iαθ = −
n−m∑
i=١

[
w١i + θxi

−βw٢i
]
+

n∑
i=n−m+١

ki
−βPkiw٣i

Iββ = −n−m

β٢ − α
n−m∑
i=١

xi
−β(logxi)

٢ − θα
n−m∑
i=١

w١i(logxi)٢ + θα
n∑

i=n−m+١
ki

−βPki [logki]
٢w۴i

+ θα٢ n−m∑
i=١

xi
−β
[
w١i + θxi

−βw٢i
]
(logxi)

٢ − θ٢α٢ n∑
i=n−m+١

ki
−٢βpki٢ C

′(θPki)
٢[logki]٢

[C(θ)− C(θPki)]
٢
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Iβθ = α
n−m∑
i=١

[
w١i + θxi

−βw٢i
]
logxi − α

n∑
i=n−m+١

ki
−βPkiw٣ilogki

Iθθ =

n−m∑
i=١

w٢i +
n∑

i=n−m+١

[
C ′′(θ)− Pki

٢C ′′(θPki)
]
τi − [C ′(θ)− PkiC

′(θPki)]
٢

τi٢

− n−m

θ٢ − n
C ′′(θ)C(θ)− C ′(θ)٢

C(θ)٢

که

w١i =
xi

−βPxiC
′′(θPxi)

C ′(θPxi)

w٢i =
Pxi

٢ [C ′′′(θPxi)C
′(θPxi)− C ′′(θPxi)

٢]
C ′(θPxi)٢

w٣i =
([C ′(θPki) + θPkiC

′′(θPki)] τi − θC ′(θPki) [C
′(θ)− PkiC

′(θPki)])

τi٢

w۴i =
([١ − αki

−β]C ′(θPki)− αθki
−βPkiC

′′(θPki))

τi

و
τi = C(θ)− C(θPki)

Pwi = e−αwi
−β
, i = ١,٢, ..., n

است.
نرمال توزیع صورت به درستنمایی برآوردگر مجانبی خواص نظم شرایط تحت اکنون

چندگانه
√
n(Θ̂−Θ) → N٠)٣, I(Θ̂)−١)

. می باشد
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EM الگوریتم ٣ . ٣ . ٢
مک توسط و معرفی [١٧] رابین و لیرد دمپستر، توسط ٣ EM الگوریتم تئوری مطالعه ی اولین
شونده تکرار بهینه سازی روش یک EM الگوریتم است. شده ارائه (١٩٧٧ ) ۴ کریشنان و لاچلان
و می شود اجرا روش این ساده چقدر که می باشد این از ریشه دار EM الگوریتم عمومیت است.
کند. پیدا پایدار گام های طریق از را بهینه ای برآوردگرهای بتواند که است اعتماد قابل چقدر

که است کامل داده های درستنمایی تابع برای برآورد یک ساختن EM الگوریتم اصلی مفهوم
رافسون). نیوتون روش (مانند کند ماکسیمم عددی رایج روش های با را درستنمایی تابع این
پیشنهاد کلی فرایند یک عوض در اما نیست عددی الگوریتم یک اصل در EM الگوریتم بنابراین
می باشد. کامل درستنمایی تابع براساس ناقص داده های از پارامترها برآورد محاسبه ی برای شده
درستنمایی ماکسیمم برآورد که است این دارد وجود EM الگوریتم از استفاده در که اجباری
روش با کردن کار ناقص داده های مورد در اما است محاسبه قابل آسانی به کامل داده های

است. مشکل درستنمایی ماکسیمم

EMالگوریتم فرمول بندی ٣ . ٣ . ٣
فضای از مجهول پارامتر بردار Θ = (θ١, ..., θn)t و داریم را (٣ . ٩) چگالی تابع کنید فرض
Y می باشد. داده ها کلیه ی براساس درستنمایی تابع ،لگاریتم lc(θ;Y,X) و است Ω پارامتر
گویی که می نگریم X به دید این با . می باشند ناقص داده های بردار X و کامل داده های بردار
به گمشده داده های مورد در ناقص داده های لفظ است. کامل داده های از مشاهده قابل تابع

می شود. اطلاق نیز نباشد مشاهده قابل هرگز که داده ای هر به اما می رود کار
به رسیدن تا را M و E مرحله ی دو و می شود آغاز Θ٠ ∈ Ω اولیه ی مقدار یک با الگوریتم
نمی رسد همگرایی به دنباله این شرایطی تحت که است ذکر به لازم می کند تکرار همگرایی،

شود. رجوع [۴٩] به بیشتر جزئیات برای
به طور می شود. برآورد Θ و محاسبه کامل داده توزیع به توجه با امیدریاضی EM الگوریتم در

است لازم اول تکرار در باشد، اولیه مقدار یک صفر اگر خاص
Q(Θ;Θ(٠)) = EΘ(٠) [l(Θ; y)|Xobs]

ماکسیمم سازی نیز M گام و است. کامل داده های برای درستنمایی تابع همان که شود. محاسبه
را ی Θ(١) مقدار دیگر عبارت به است Ω پارامتر فضای روی Θ به نسبت Q(Θ;Θ(٠)) تابع این

که می کنیم انتخاب
Q(Θ̂(١); Θ̂(٠)) ⩾ Q(Θ; Θ̂(٠))

٣Expectation Maximization
۴McLachlan and Krishnan
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در می شود. استفاده Θ(١) از Θ(٠) به جای این بار اما می شود تکرار نیز دوباره M و E گام های

می شوند: تعریف زیر صورت به M و E گام های ام (r + ١) تکرار
که Q(Θ;Θ(r)) محاسبه ی :E گام

Q(Θ,Θ(r)) = EΘ(r) [lnL(Θ)|Xobs]

که: قسمی به کند ماکسیمم Θ ∈ Ω هر برای را Q(Θ;Θ(r)) که Θ̂(r+١) انتخاب :M گام

Q(Θ̂(r+١); Θ̂(r)) ⩾ Q(Θ; Θ̂(r))

را دلخواهی کوچک مقدار LΘ̂(r+١) − LΘ̂(r) تفاضل که می شوند تکرار زمانی تا M و E گام های
کند. اختیار است {L(Θr)} دنباله ی همگرایی نشان دهنده ی که

سانسور راست سمت از داده ها بعضی و کنند پیروی نمایی توزیع از بقا داده های وقتی پس
شده سانسور مشاهدات i اگر بنابراین می باشد. مفید ابزاری EM الگوریتم آن گاه باشند، شده
که به طوری گرفت نظر در پنهان نشده مشاهده داده عنوان به می توان را X آن گاه باشند
EM الگوریتم آن گاه باشد کامل داده Y اگر و Xi ∼ IWPS(α, β, θ), i = n − m + ١, ..., n

است: زیر به صورت
v = (Xobs, xn−m+١, ...xn, z١, ...zn)

فرضیه ی اکنون ناقص. ولی شده مشاهده داده نشان دهنده ی Xobs شکست، تعداد zi
طبق آن احتمال تابع می آوریم. دست به (Xi, Zi)

T , i = ١,٢, ..., n برای را کامل داده توزیع
است: زیر فرم به (٢۴ . ٣) و (۵ . ٣) ، (٣ . ١) رابطه ها ی

g(xi, zi; Θ) =
ziaziθ

zi

C(θ)
αβx

−(β+١)
i e−αzix

−β
i , α, β, θ > ٠, zi ∈ N, xi > ٠ (٢۵ . ٣)

با: است برابر کامل داده برای لگاریتم تابع (٢۵ . ٣) رابطه ی از بنابراین
l∗(Θ; v) ∝ n[logα+ logβ − logC(θ)] + logθ

n∑
i=١

zi − β
n∑

i=١
logxi − α

n∑
i=١

zix
−β
i

به طوری که: می کنیم محاسبه را شرطی امیدریاضی ،E مرحله ی تعریف به توجه با
Q(Θ|Θ(r)) = E(l∗(Θ;V )|Xobs)

Q(Θ|Θ(r)) ∝ n[logαβ − logC(θ)] +
n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r))[logθ − αx−β
i ]− β

n−m∑
i=١

logxi

+

n∑
i=n−m+١

[logθξ٢i(Θ(r))− αξ٣i(Θ(r))− βξ۴i(Θ(r))] (٢۶ . ٣)

می کنیم: عمل زیر صورت به ξها محاسبه ی برای
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داریم: X ⩾ k و (٢۵ . ٣) و (٣ . ٩) معادله های طبق

g(z|x) = zαzθ
z−١(e−αx−β

)(z−١)C ′(θe−αx−β
)−١, z ∈ N

و
g(z|X ⩾ k) =

∫
g(x, z|X ⩾ k)dx =

∫
g(z|X = x,X ⩾ k)f(x|X ⩾ k)dx

= τ(k)

∫
g(z|X = x,X ⩾ k)f(x;α, β, θ)IA(x)dx

= τ(k)

∫
A
g(x, z; Θ)dx

=
azθ

z

C(θ)− C(θe−αk−β )
(١ − e−αzk−β

), z ∈ N

که
τ(k) =

C(θ)[
C(θ)− C(θe−αk−β )

] , A = [k,∞)

است.
می شوند: محاسبه بالا طبق زیر رابطه های بنابراین

ξ۴i(Θ(r)) = E(logXi|Xi ⩾ ki) =
θ(r)α(r)β(r)

∫∞
ki x

−(β(r)+١)P (r)
x C ′(θ(r)P

(r)
x )logxdx

C(θ(r))− C(θ(r)P
(r)
ki )

,

i = n−m+ ١, ..., n

ξ٢i(Θ(r)) = E(Zi|Xi ⩾ ki) =
θ(r)C ′(θ(r))− θ(r)P

(r)
ki C

′(θ(r)P
(r)
ki )

C(θ(r))− C(θ(r)P
(r)
ki )

, i = n−m+ ١, ..., n

ξ٣i(Θ(r)) = E(ZiX
−β
i |Xi ⩾ ki) =

C(θ(r))− α(r)θ(r)K−β(r)

i P
(r)
ki C

′(θ(r)P
(r)
ki )− C(θ(r)P

(r)
ki )

α(r)[C(θ(r))− C(θ(r)P
(r)
ki )]

i = n−m+ ١, ..., n

ξ١i(Θ(r)) = E(Zi|xi) = ١ + θ(r)P
(r)
xi

C ′′(θ(r)P
(r)
xi )

C ′(θ(r)P
(r)
xi )

i = ١, ...n−m

است. Θ(r) = (α(r), β(r), θ(r))T و P (r)
w = e−α(r)

w−β(r) که
(با جدید درستنمایی لگ تابع این کردن ماکسیمم شامل الگوریتم در M گام ادامه، در
β̂(k), α̂(k) به نسبت مشتق گرفتن با ساده گی به که است ( (٢۶ . ٣) رابطه ی در ξها جایگذاری
دست به θ̂(k+١) و β̂(k+١), α̂(k+١) مقدار درستنمایی، تابع مشتق معادله ی کردن حل و θ̂(k) و

بنابراین: می کند. ماکسیمم را درستنمایی لگ تابع که می آید.
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(
∂Q

∂α
)T =

n

α̂(r+١) −
n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r))x−β̂(r)

i −
n∑

i=n−m+١
ξ٣i(Θ(r))

⇒ α̂(r+١) = n
n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r))xi
−β̂(r)

n∑
i=n−m+١

ξ٣i(Θ(r))

(٣ . ٢٧)

(
∂Q

∂θ
)T = −nC

′(θ̂(r + ١))
C(θ̂(r + ١)) +

١
θ̂(r+١)

n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r)) +
١

θ̂(r+١)
n∑

i=n−m+١
ξ٢i(Θ(r))

= −nC
′(θ̂(r+١)

C(θ̂(r+١) +
١

θ̂(r+١)

n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r)) +

n∑
i=n−m+١

ξ٢i(Θ(r))


⇒ θ̂(r+١) = C(θ̂(r+١))

nC ′(θ̂(r+١))

n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r)) +

n∑
i=n−m+١

ξ٢i(Θ(r))



(
∂Q

∂β
)T =

n

β̂(r+١) + α(̂r+١) n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r))xi
−β̂(r+١)logxi −

n−m∑
i=١

logxi −
n∑

i=n−m+١
ξ۴i(Θ(r))

داریم: α̂(r+١) در (٣ . ٢٧) رابطه ی جایگذاری با بنابراین

n

β̂(r+١) +
n

n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r))xi
−β̂(r+١)logxi

n−m∑
i=١

ξ١i(Θ(r))xi
−β̂(r+١) +

n∑
i=n−m+١

ξ٣i(Θ(r))

=

n−m∑
i=١

logxi +

n∑
i=n−m+١

ξ۴i(Θ(r))

می آیند. دست به عددی صورت به θ̂(r+١) و β̂(r+١)

EM الگوریتم استاندارد خطای ۴ . ٣ . ٣
می شود. محاسبه [٣٣] لوییس نتیجه ی براساس EMالگوریتم استاندارد خطای

رابطه ی به توجه با فیشر اطلاع ماتریس مقادیر آن گاه ،V = (Xobs, XR, Z) باشیم داشته اگر
I∗(Θ;V ) = −[

∂٢l∗(Θ;V )

∂Θ٢ ]

بنابراین: می آیند، دست به
∂٢l∗
∂α٢ = − n

α٢

∂٢l∗
∂α∂β

=
∂٢l∗
∂β∂α

=

n∑
i=١

zix
−β
i logxi
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∂٢l∗
∂α∂θ

=
∂٢l∗
∂θ∂α

=
∂٢l∗
∂β∂θ

=
∂٢l∗
∂θ∂β

= ٠

∂٢l∗
∂β٢ = − n

β٢ − α

n∑
i=١

zix
−β
i (logxi)

٢

∂٢l∗
∂θ٢ = −

∑n
i=١ zi
θ٢ − n

C ′′(θ)C(θ)− [C ′(θ)]٢
[C(θ)]٢

صورت به ٣ × ٣ ماتریس به توجه با I∗(Θ;V ) شرطی امیدریاضی
lc(Θ;Xobs) = E(I∗(Θ;V )|Xobs) = [cij ] (٣ . ٢٨)

می آوریم: به دست را θ و β،α مشتق های (٢۶ . ٣) رابطه ی از می شود. محاسبه
c١١ = − n

α٢

c١٢ = c٢١ =

n−m∑
i=١

ξ١i(Θ)x−β
i logxi +

n∑
i=n−m+١

M١i(Θ)

c٢٢ = − n

β٢ − α

n−m∑
i=١

ξ١i(Θ)x−β
i (logxi)

٢ +

n∑
i=n−m+١

M٢i(Θ)


c١٣ = c٣١ = c٢٣ = c٣٢ = ٠

c٣٣ = −
∑n−m

i=١ ξ١i(Θ) +
∑n

i=n−m+١ ξ٢i(Θ)

θ٢ − n
C ′′(θ)C(θ)− [C ′(θ)]٢

[C(θ)]٢
با: است برابر ها ξ مقدار قبل در مشابه طور به

ξ١i(Θ) = E(Zi|xi) = ١ + θPxi
C ′′(θPxi)

C ′(θPxi)

ξ٢i(Θ) = E(Zi|Xi ⩾ k) =
θC ′(θ)− θPkiC

′(θPki)

C(θ)− C(θPki)

همچنین و
Mji(Θ) = E(ZiX

−β
i [logXi]

j |Xi ⩾ ki)

=
αβθ

∫∞
ki x

−(٢β+١)Px[logx]
j {C ′(θPx) + θPxC

′′(θPx)} dx
C(θ)− C(θPki)

, j = ١,٢
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رابطه ی طبق واریانس آوردن دست به برای است.

lm(Θ;Xobs) = V ar

(
∂l∗(Θ;V )

∂Θ
|Xobs

)
= [vij ] (٣ . ٢٩)

بنابراین: می کنیم. عمل

v١١ =

n−m∑
i=١

V١ixi−٢β +

n∑
i=n−m+١

V٢i

v٣٣ =

∑n−m
i=١ V١i +

∑n
i=n−m+١ V۵i

θ٢

v٢٢ = α٢ n−m∑
i=١

xi
−٢β[logxi]٢V١i +

n∑
i=n−m+١

[V٣i + α٢V۴i − ٢αC١i]

v١٢ = v٢١ =

n∑
i=١

[C٢i − αC٣i]

v١٣ = v٣١ = −١
θ

n∑
i=١

C۴i

v٢٣ = v٣٢ = −١
θ

n∑
i=١

[C۵i − αC۶i]

می دانیم: که همان طور
V ar(X) = E(X٢)− E(X)٢ (٣ . ٣٠)
می شوند: محاسبه (٣ . ٣٠) رابطه ی از زیر فرمول های بنابراین

داریم: غیرسانسور مشاهده i برای
V١i = V ar(Zi|xi) = E(Z٢

i )−E(Zi)
٢ =

θPxiC
′′(θPxi) + [θPxi ]

٢C ′′′(θPxi)

C ′(θPxi)
− [θPxiC

′′(θPxi)]
٢

[C ′(θPxi)]
٢

C١i = C٢i = C۵i = ٠

C٣i = xi
−٢βlogxiV١i

C۴i = xi
−βV١i

C۶i = xi
−βlogxiV١i



وارون وایبل توانی سری های توزیع ۵۶
با: است برابر شده سانسور مشاهده i برای همچنین

V٢i = V ar(ZiX
−β
i |Xi ⩾ k) = E(Zi

٢X−٢β
i )− E(ZiX

−β
i )٢ =

=
٢[C(θ)− C(θPki)]− αθki

−βPkiC
′(θPki)[٢ + αk−β

i ]− α٢θ٢k−٢β
i P ٢

ki
C ′′(θPki)

α٢[C(θ)− C(θPki)]
− [ξ٣i(Θ)]٢

V٣i = V ar(logXi|Xi ⩾ k) = ξ۵i(Θ)− [ξ۴i(Θ)]٢

V۴i = V ar(ZiX
−β
i logXi|Xi ⩾ k) =M٢٢i(Θ)− [M١i(Θ)]٢

V۵i = V ar(Zi|Xi ⩾ k) =
θC ′(θ)− θPkiC

′(θPki) + θ٢C ′′(θ)− θ٢P ٢
ki
C ′′(θPki)

C(θ)− C(θPki)
− [ξ٢i(Θ)]٢

می دانیم که همان طور
Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) (٣ . ٣١)

می شوند: محاسبه (٣ . ٣١) رابطه ی از زیر فرمول های بنابراین
C١i = Cov(ZiX

−β
i logXi, logXi|Xi ⩾ ki) = E(ZiX

−β
i logXilogXi)− E(ZiX

−β
i logXi)E(logXi)

=M٢i(Θ)− ξ۴i(Θ)M١i(Θ)

C٢i = Cov(ZiX
−β
i , logXi|Xi ⩾ ki) = E(ZiX

−β
i logXi)− E(ZiX

−β
i )E(logXi) =M١i(Θ)− ξ٣i(Θ)ξ۴i(Θ)

C٣i = Cov(ZiX
−β
i logXi, ZiX

−β
i |Xi ⩾ ki) =M١i(٢)(Θ)− ξ٣i(Θ)M١i(Θ)

C۴i = Cov(ZiX
−β
i , Zi|Xi ⩾ ki) = ξ۶i(Θ)− ξ٢i(Θ)ξ٣i(Θ)

C۵i = Cov(logXi, Zi|Xi ⩾ ki) =M٣i(Θ)− ξ٢i(Θ)ξ۴i(Θ)

C۶i = Cov(ZiX
−β
i logXi, Zi|Xi ⩾ ki) =M١i(١)(Θ)− ξ٢i(Θ)M١i(Θ)

با: برابرهستند ξها مقدار قبل در مشابه طور به
ξ۵i(Θ) = E([logXi]

٢|Xi ⩾ ki) =
θαβ

∫∞
ki x

−(β+١)PxC
′(θPx)[logx]

٢dx
C(θ)− C(θPki)

ξ۶i(Θ) = E(Zi
٢X−β

i |Xi ⩾ ki) =
θC ′(θ)− αθki

−βPki [C
′(θPki) + θPkiC

′′(θPki)]− θPkiC
′(θPki)

α[C(θ)− C(θPki)]



۵٧ وارون وایبل توانی سری های توزیع مدل های زیر
همچنین

M٣i(Θ) = E(ZilogXi|Xi ⩾ ki) =
θαβ

∫∞
ki x

−(β+١)Pxlogx [C
′(θPx) + θPxC

′′(θPx)] dx

C(θ)− C(θPki)

Mji
(r)(Θ) = E(Zi

٢X−rβ
i [logXi]

j |Xi ⩾ ki)

=
αβθ

∫∞
ki x

−((r+١)β+١)Px[logx]
j
[
C ′(θPx) + ٣θPxC

′′(θPx) + θ٢Px
٢C ′′′(θPx)

]
dx

C(θ)− C(θPki)

اطلاع ماتریس (٣ . ٢٩) و (٣ . ٢٨) معادلات به توجه با بنابراین است. Pw = e−αw−β که
می آید: دست به زیر رابطه ی از فیشر

I(θ̂;Xobs) = lc(θ̂;Xobs)− lm(θ̂;Xobs)

وارون وایبل توانی سری های توزیع مدل های زیر ۴ . ٣
معرفی را وارون وایبل توانی سری های توزیع معروف زیر مدل های از برخی قسمت این در
و می آوریم دست به توزیع هر برای را شانون آنتروپی و چندک تابع گشتاورها، می کنیم.

می کنیم. رسم را آن ها چگالی تابع نمودار همچنین

وارون وایبل دو جمله ای توزیع ١ . ۴ . ٣
از توزیع تابع بنابراین است. C(θ) = (θ+ ١)m − ١ (θ > ٠) وارون وایبل دوجمله ای توزیع در

بود: خواهد زیر صورت به (۶ . ٣) رابطه ی
F (x;α, β, θ) =

(θe−αx−β
+ ١)m − ١

(θ + ١)m − ١ , x, θ > ٠ (٣ . ٣٢)
می آید: دست به چگالی تابع بگیریم مشتق توزیع تابع از اگر است. مثبت صحیح اعداد m

f(x;α, β, θ) =
mθαβx−(β+١)e−αx−β

(θe−αx−β
+ ١)m−١

(θ + ١)m − ١
شکل های در θ و α, β مختلف مقادیر با وارون وایبل دوجمله ای توزیع چگالی تابع نمودار

است. شده رسم (٣ . ٣)
صورت به (١ . ١١) به توجه با وارون وایبل دوجمله ای شکست نرخ

h(x;α, β, θ) =
mθαβx−(β+١)e−αx−β

(θe−αx−β
+ ١)m−١

(θ + ١)m − (θe−αx−β + ١)m , x > ٠
(٣ . ١٢) رابطه  از وارون وایبل جمله ای دو گشتاور آن گاه باشد، az =

(
m
z

)
, z ⩽ m اگر است.

صورت به
E(Xk) =

α
k
βΓ(١ − k

β )

(θ + ١)m − ١
m∑
z=١

(
m

z

)
θzz

k
β , β > k



وارون وایبل توانی سری های توزیع ۵٨
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به ازای و m = ۵ برای وارون وایبل دوجمله ای توزیع چگالی تابع نمودار :٣ . ٣ شکل
مختلف های β و α ،θ مقادیر



۵٩ وارون وایبل توانی سری های توزیع مدل های زیر
است.

می آید: دست به (١۴ . ٢) رابطه ی از وارون وایبل دوجمله ای توزیع چندک

Qξ =

[ ١
α
ln

(
θ

(ξ(θ + ١)m − ξ + ١) ١
m − ١

)]−١
β (٣ . ٣٣)

دو جمله ای توزیع شانون آنتروپی (٣ . ٢٠) رابطه ی C(θ)در = (θ+١)m−١ مقدار جایگذاری با
می آید: به دست وارون وایبل

HsH(f) = −log(αβθ) + m(β + ١)
β((θ + ١)m − ١)

m−١∑
j=٠

(
m− ١
j

)
θj+١

{
γ + log(j + ١) + logα

j + ١
}

+ log((θ + ١)m − ١) + m

(θ + ١)m − ١
m−١∑
j=٠

(
m− ١
j

)
θj+١

(j + ٢(١
− (θ + ١)m − ١

٢
{
log((θ + ١)m − ١)− ١

٢
}

است. اویلر ثابت γ

وارون وایبل هندسی توزیع ٢ . ۴ . ٣
به آن چگالی تابع بنابراین، ، است C(θ) = θ١−θ

, θ ∈ (٠, ١) وارون وایبل هندسی توزیع در
فرم

f(x;α, β, θ) =
١ − θ

(١ − θe−αx−β )٢αβx
−(β+١)e−αx−β

, x > ٠
شکل های در θ و α, β مختلف مقادیر با وارون وایبل هندسی توزیع چگالی تابع نمودار می باشد.

است. شده رسم (۴ . ٣)
رابطه ها ی از ترتیب به وارون وایبل هندسی توزیع از X گشتاور امین K و شکست نرخ

هستند: زیر صورت به (٣ . ١٢) و (١ . ١١)

h(x;α, β, θ) =
αβ(١ − θ)x−(β+١)e−αx−β

(١ − θe−αx−β )(١ − e−αx−β )
, x > ٠

E(Xk) =
α

k
β (١ − θ)Γ(١ − k

β )

θ

∞∑
z=١

θzz
k
β , β > k

(٣ . ٢٠) و (١۴ . ٢) رابطه های از ترتیب به وارون وایبل هندسی توزیع شانون آنتروپی و چندک
می آیند: دست به

Qξ =

[ ١
α
ln

(
ξθ − θ + ١

ξ

)]−١
β (٣۴ . ٣)
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های β و α ، θ مقادیر ازای به وارون وایبل هندسی توزیع چگالی تابع :۴ . ٣ شکل
مختلف



۶١ وارون وایبل توانی سری های توزیع مدل های زیر

Hsh(f) = −log(αβθ) + (β + ١)(١ − θ)

β

∞∑
j=١

θj−١log(jαeγ)

+ log
θ

١ − θ
+ (١ − θ)

∞∑
j=١

θj−١
j

− θ

١)٢ − θ)

{
log

θ

١ − θ
− ١

٢
}

وارون وایبل لگاریتم توزیع ٣ . ۴ . ٣
گرفتن نظر در با که است وارون وایبل لگاریتم توزیع توانی، سری خاص توزیع های از دیگر یکی

az =
١
z
, C(θ) = −log(١ − θ), ٠ < θ < ١

بود: خواهد زیر صورت به آن چگالی تابع

f(x;α, β, θ) =
θαβx−(β+١)e−αx−β

(١ − θe−αx−β )log(١ − θ)−١ , θ < ١, x > ٠

شکل های در θ و β ،α مختلف مقادیر ازای به وارون وایبل لگاریتم توزیع چگالی تابع نمودار
است. شده رسم (۵ . ٣)

رابطه های از ترتیب به وارون وایبل لگاریتم توزیع از X گشتاور امین K و شکست نرخ
می آیند: دست به (٣ . ١٢) و (١ . ١١)

h(x;α, β, θ) =
θαβx−(β+١)e−αx−β

(θe−αx−β − ١)log( (١−θ)

١−θe−αx−β )
, θ < ١, x > ٠

E(Xk) =
α

k
βΓ(١ − k

β )

log(١ − θ)−١
∞∑
z=١

θzz
k

β−١ , β > k

(٣ . ٢٠) و (١۴ . ٢) رابطه های از ترتیب به وارون وایبل لگاریتم توزیع شانون آنتروپی و چندک
هستند: زیر صورت به

Qϵ =

[ ١
α
ln

(
θ

١ − (١ − θ)ξ

)]−١
β

Hsh(f) = −log(αβθ) + (β + ١)
βlog(١ − θ)−١

∞∑
j=٠

θj+١
{
γ + log(j + ١) + logα

j + ١
}

+ log(١ − θ)−١ + ١
log(١ − θ)−١

∞∑
j=٠

θj+١
(j + ٢(١ − log(١ − θ)

٢
{
log(١ − θ)−١ − ١

٢
}
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،θ مختلف مقادیر ازای به وارون وایبل لگاریتم توزیع چگالی تابع نمودار :۵ . ٣ شکل
β و α



۶٣ وارون وایبل توانی سری های توزیع مدل های زیر

وارون وایبل پواسون توزیع ۴ . ۴ . ٣
،az = ١

z! که است توانی سری خاص توزیع های از دیگر یکی وارون وایبل پواسون توزیع
می باشد. C(θ) = eθ − ١ (θ > ٠)

با: است برابر (۶ . ٣) رابطه ی از وارون وایبل پواسون توزیع تابع

F (x;α, β, θ) =
eθe

−αx−β

eθ − ١ θ ∈ R, x > ٠
می آید: دست به چگالی تابع توزیع، تابع از مشتق گیری با

f(x;α, β, θ) =
eθe

−αx−β

eθ − ١ θαβx−(β+١)e−αx−β
, θ ∈ R, x > ٠

شکل های در θ و α, β مختلف مقادیر با وارون وایبل پواسون توزیع چگالی تابع نمودار
است. شده رسم (۶ . ٣)

به صورت (١ . ١١) رابطه ی از وارون وایبل پواسون توزیع شکست نرخ

h(x;α, β, θ) =
θαβx−(β+١)e−αx−β

eθe
−αx−β

eθ − eθe−αx−β , θ ∈ R, x > ٠
می باشد.

٨ گزاره
دست به (٣ . ٣٢) توزیع تابع با وارون وایبل دوجمله ای توزیع حد از وارون وایبل پواسون توزیع

اگر: می آید،
mθm → λ > ٠, m→ ∞

وایبل پواسون توزیع تابع به همگرا وارون وایبل دوجمله ای توزیع تابع دهیم نشان باید برهان.
است. وارون

log(١ + z) =
∞∑
k=١

(−١)k+١ zK
k
, −١ < z ⩽ ١ (٣۵ . ٣)

(٣ . ٣٢) و (٣۵ . ٣) معادله ی از بزرگ، m برای .mθm → λ > ٠ آن گاه m → ∞ اگر کنید فرض
می شود: نتیجه

mlog(١ + θme
−αx−β

) = mθme
−αx−β

+

∞∑
k=٢

(−١)k+١mθkm
e−αkx−β

k

بنابراین:
(١) ∃m٠ ∈ N : ∀m > m٠, |m(−١)k+١θkm(

e−αkx−β

k
)| < λ(

e−αkx−β

k
)
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، θ مختلف مقادیر ازای به وارون وایبل پواسون توزیع چگالی تابع نمودار :۶ . ٣ شکل
β و α



۶۵ وارون وایبل توانی سری های توزیع مدل های زیر

(٢) m(−١)k+١θkm
(e−αkx−β

)

k
→ ٠, m→ ∞

(٣)
∞∑
k=٢

(e−αkx−β
)

k
<∞

: همگرایی قضیه طبق
∞∑
k=٢

m(−١)k+١θmk(
e−αkx−β

k
) → ٠, m→ ∞

بنابراین
limm→∞mlog(١ + θme

−αx−β
) = λe−αx−β

که: معنی این به
limm→∞(١ + θme

−αx−β
)m = exp

{
limm→∞mlog(١ + θme

−αx−β
)
}
= eλe

−αx−β

می دانیم:
limm→∞(١ + θm)m = eλ

بنابراین:

limm→∞
(١ + θme

−αx−β
)m − ١

(θm + ١)m − ١ =
eλe

−αx−β

− ١
eλ − ١ (٣۶ . ٣)

می رسیم. نتیجه به (٣۶ . ٣) و (٣ . ٣٢) رابطه ی مقایسه ی با اکنون

و (٣ . ١٢) رابطه های از ترتیب به وارون وایبل پواسون توزیع چندک و X گشتاور امین K
می آیند: دست به (١۴ . ٢)

E(Xk) =
α

k
βΓ(١ − k

β )

eθ − ١
∞∑
z=١

θzz
k
β

z!
, β > k

Qξ =

[ ١
α
ln

(
θ

log(ξ(eθ − ١) + ١)
)]−١

β

وایبل پواسون توزیع شانون آنتروپی (٣ . ٢٠) رابطه ی در C(θ) = eθ − ١ مقدار جایگذاری با
با: است برابر وارون

Hsh(f) = −log(αβθ) + β + ١
β(eθ − ١)

∞∑
j=٠

θj+١
(j + ١)! {γ + log(j + ١) + logα}

+ log(eθ − ١) + ١
eθ − ١

∞∑
j=٠

θj+١
(j + ٢(١j! −

eθ − ١
٢

{
log(eθ − ١)− ١

٢
}
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دوم داده مجموعه (b) ؛ اول داده (a)مجموعه ‐TTT نمودار :٣ . ٧ شکل

وارون وایبل توانی سری های توزیع کاربرد ۵ . ٣
در که است. شده گرفته نظر در داده مجموعه دو پیشنهادی، مدل کاربرد دادن نشان برای
به وسیله بخش این در شده ارائه محاسبات تمام می کنیم. بیان را  آن کاربرد مثال یک قالب

است. شده انجام R آماری نرم افزار

با شده تزریق دریایی خوکچه های بقا زمان نشان دهنده  داده مجموعه ی اولین .١ . ۵ . ٣ مثال
نظر در نویسنده چندین توسط داده ها مجموعه این است. ۵ تابرکل باسیلی از مختلف دوزهای
مجموعه این برای را وارون وایبل توزیع [٣٠] هولادر و کوندو مثال، برای است. شده گرفته
یافته تعمیم نرمال نیمه توزیع [١۵] همکاران و کردیرو حالی که در گرفتند. نظر در داده ها
و (GHN) یافته تعمیم نرمال نیمه مدل های با و دادند برازش را (Kw-GHN) وامی کوماراس
مربوط [۶٢] ۶ اپن دانشگاه از برگرفته دوم داده های مجموعه کردند. مقایسه (HN) نرمال نیمه
١٩٩١ آوریل در دستی صنایع فروشگاه یک فروش در کودکان چوبی اسباب بازی ٣١ قیمت به

از: عبارتند داده ها است.
۴٫٢, ١٫١٢, ١٫٣٩,٢,٣٫٩٩,٢٫١۵, ١٫٧۴,۵٫٨١, ١٫٧,٢٫٨۵, ٠٫۵, ٠٫٩٩, ١١٫۵,۵٫١٢, ٠٫٩, ١٫٩٩,۶٫٢۴,

٢٫۶,٣, ١٢٫٢,٧٫٣۶,۴٫٧۵, ١١٫۵٩,٨٫۶٩,٩٫٨, ١٫٨۵, ١٫٩٩, ١٫٣۵, ١٠, ٠٫۶۵, ١٫۴۵.
که می باشد شکست نرخ تابع شکل برای مفید نموداری [٢] TTT نمودار یا کل زمان نمودار
را داده ها مجوعه دو این برای TTT نمودار (٣ . ٧) شکل کند. کمک مدل انتخاب در می تواند
گودالی شکست نرخ تابع که می دهد نشان اول داده مجموعه برای TTT نمودار می دهد. نشان
نرخ تابع بودن شکل گودالی بر علاوه دوم داده مجموعه برای TTT نمودار اما است شکل

۵tubercle bacilli
۶Open



۶٧ وارون وایبل توانی سری های توزیع کاربرد
بنابراین می کند. اشاره وارون وایبل توانی سری های توزیع بودن نزولی و صعودی به شکست،
جدید مدل که می دهد نشان را جدید توزیع برازش بودن متناسب نمودارها این به توجه با
توزیع های با را داده ها مجموعه این باشد. شکل گودالی شکست نرخ تابع جایگزین می تواند
وایبل مدل های با و برازش، وارون وایبل لگاریتم و وارون وایبل هندسی وارون، وایبل پواسون
ناداراجاه ،(GIW) تعمیم یافته وارون وایبل ،[٣٧] (NH) حقیقی ناداراجاه وایبل، وارون،
(EWP) نمایی وایبل پواسون و [٨] (EEB) نمایی نمایی دوجمله ای ،[٣٢] نمایی حقیقی

از: عبارتند ترتیب به آن ها چگالی تابع کرده ایم. مقایسه [۴٠]
f١(t;α, β) = αβt−(β+١)e−αt−β

, t, α, β > ٠
f٢(t;α, β) = αβt(β−١)e−αtβ , t, α, β > ٠

f٣(t;α, β) = αβ(١ + βt)α−١exp {١ − (١ + βt)α} , t, α, β > ٠
f۴(t;α, β, λ) = λβαβt−(β+١)e−λ(α

t
)β , t, α, β, λ > ٠

f۵(t;α, β, λ) = αβλ
(١ + λt)α−١exp {١ − (١ + λt)α}
[١ − exp {١ − (١ + λt)α}]١−β

, t, α, β, λ > ٠

f۶(t;α, β, λ) =
nαβλe−λt(١ − e−λt)α−١)١ − β(١ − e−λt)α)n−١

١ − (١ − β)n
, t, α, λ > ٠, β ∈ (٠, ١)

f٧(t;α, β, λ, θ) =
αθλβλ

eθ−١ tλ−١e−(βt)λ(١ − e−(β)λ)α−١eθ(١−e−(βt)λ )α , t, α, β, λ, θ > ٠
داده ها مجموعه این برای توزیع ها از یک کدام این که برازش نیکویی آزمون زیر جدول
درستنمایی، ماکسیمم برآورد جدول، این در همچنین می دهد. نشان دارند، بهتری برازش
و (BIC) بیزی اطلاع معیار ،(AIC) آکائیک اطلاع معیار ، l̂ درستنمایی ماکسیمم لگاریتم
برای آورده ایم. دست به را (A∗) دارلینگ آندرسون و (W ∗) میسز فن کرامر آماره دو همچنین

شود. مراجعه [١۴] به بیشتر جزئیات
اطلاع معیار لحاظ از را مقدار کمترین وارون، وایبل لگاریتم مدل دوم داده های مجموعه در
به نسبت بهتری برازش بنابراین دارد، (W ∗) و (A∗) آماره دو و بیزی اطلاع معیار آکائیک،
دو طبق نمایی وایبل پواسون توزیع اول داده های مجموعه در طرفی از دارد. مدل ها بقیه ی
توزیع بیزی و آکائیک اطلاع معیار مقایسه ی با اما دارد. بهتری برازش (W ∗) و (A∗) آماره ی
این از هرکدام که معناست بدان این مدل هاست. میان در برازش بهترین وارون وایبل هندسی
توزیع شوند. انتخاب بقا زمان برای توزیع بهترین عنوان به می توانند (EWP و IWG ) توزیع ها
مدل این زیرا است انتخاب بهترین نمایی وایبل پواسون توزیع به نسبت وارون وایبل هندسی
جدید توزیع خلاصه به طور دارد. پارامتر چهار نمایی وایبل پواسون توزیع ولی دارد پارامتر سه
مدل برای موجود مدل های سایر جایگزین می تواند وارون وایبل توانی سری های پارامتری سه
برآورد بقا تابع بهترین و (K-M) کاپلان‐مایر برآورد (٣ . ٨) شکل باشند. مثبت های داده سازی
توزیع داده ها، این با متناسب که است واضح می دهد. نشان را ها داده مجموعه دو برای شده

هستند. تجربی بقای به نزدیک تر وارون، وایبل توانی سری های مدل یعنی جدید



وارون وایبل توانی سری های توزیع ۶٨

پارامترها برآورد :٣ . ١ جدول
A* W* BIC AIC l̂ θ̂ λ̂ β̂ α̂ distributions

(n=٧٢)اول داده های
١۴١.۵٧ ٢١.٩٠٩ ٧٩٩.٨۵ ٧٩۵.٣٠ ‐٣٩۵.۶۴ ‐ ‐ ١.۴١۴٨ ٢٨٣.٨۴ IW
٠.٧٨١۵ ٠.١۴٣۵ ٧٩٧.٣٠ ٧٨٨.٢٠ ‐٣٩٠.١٠ ۴.٣٣٩٩ ٠.٣٠٣١ ٠.٧٣۶١ ٢٨.۴٧٧ Kw-GHN
٣.١٩۶٨ ٠.۵٨٠١ ٨١٢.٠٠ ٨٠٧.۵٠ ‐۴٠١.٨٠ ١٢٩.٢۴ ١.٠١۶٣ ١ ١ GHN
٣.١۵۵٧ ٠.۵٧٢۶ ٨٠٧.٨٠ ٨٠۵.۵٠ ‐۴٠١.٨٠ ١٢٨.٢٧ ١ ١ ١ HN
٢.٣٩٣٨ ٠.۴٣۴٨ ٨٠٢.٨۵ ٧٩٨.٣٠ ‐٣٩٧.١۵ ‐ ‐ ١.٣٩٣٢ ٠.٠٠١۴ Weibull
٢.۶٢٩٣ ٠.۴٧٧۶ ٨١١.٢٩ ٨٠۶.٧٣ ‐۴٠١.٣٧ ‐ ‐ ٠.٠٠۴٠ ١.٩۵٢٨ NH
١۴١.۵٧ ٢١.٩٠٩ ٨٠۴.١٣ ٧٩٧.٢٩ ‐٣٩۵.۶۵ ‐ ٠.٨۴۵۶ ١.۴١۴٨ ۶١.٠٠٨ GIW
٠.٧۶٣٨ ٠.١٣٩۶ ٧٩٣.١۴ ٧٨۶.٣١ ‐٣٩٠.١۵ ‐ ٠.٢١٩۴ ٩.٨۶۵۵ ٠.۴۵۵٢ ENH
١.۴٩٢۶ ٠.٢٧۵٣ ٧٩۴.٠٨ ٧٨٧.٢۵ ‐٣٩٠.۶٢ ‐ ٠.٠١٢٠ ٠.٠٣٢۶ ٢.٧٣٣۶ EEB
٠.۶٢٢٨ ٠.١١١۶ ٧٩۶.٢۶ ٧٨٧.١۵ ‐٣٨٩.۵٨ ۴.٠٨۴٠ ٠.٢۴٩۵ ۴۴.۶٠٧ ٣۵۶.١۶ EWP
٠.٧٣١۵ ٠.١٣٢۵ ٧٩٣.۵٣ ٧٨۶.۵٣ ‐٣٩٠.٢۶ ‐١٣.٨٩٠ ٠.۵۵۴۴ ٣٣.٠٠٣ IWP
٠.۶٣۴٢ ٠.١١٣١ ٧٩٢.٢۵ ٧٨۵.۴٢ ‐٣٨٩.٧١ ٠.٩٨٣٨ ‐ ٢.۴٨١٠ ٧٢٣.۵۴ IWG
١.١۴۴٧ ٠.١٩۵٨ ٨٠٢.۴۴ ٧٩۵.۶١ ‐٣٩۴.٨١ ٠.٩٠٠٢ ‐ ١.٨۵۵٨ ٧١٩.٧٨ IWL

(n=٣١)دوم داده های
۶٢.٠٩۶ ١٠.۵٧٣ ١۵۶.۵۴ ١۵٣.۶٧ ‐٧۴.٨٣۴ ‐ ‐ ١.٢١۴٨ ٢.١۵٣٠ IW
٠.٧۶٧٢ ٠.١٢٧۴ ١۵۶.۴۵ ١۵٣.۵٨ ‐٧۴.٧٨ ‐ ‐ ١.٢٢٨٠ ٠.١۵۵٣ Weibull
٠.٨۵٠٨ ٠.١۴١۵ ١۵٧.۴۶ ١۵۴.۵٩ ‐٧۵.٢٩۵ ‐ ‐ ٠.٠٩۶٣ ١.٨٨١١ NH
۶٢.٠٩۶ ١٠.۵٧٣ ١۵٩.٩٧ ١۵۵.۶٧ ‐٧۴.٨٣۴ ‐ ١.٢٧٠۵ ١.٢١۴٨ ١.۵۴٣٨ GIW
٠.٣٧۴۴ ٠.٠۵٧٧ ١۵٧.٣٨ ١۵٣.٠٧ ‐٧٣.۵٣٧ ‐ ۶.٨۴٢۴ ۶.۴١۴۶ ٠.٣٩٢۵ ENH
٠.۵٨٠٠ ٠.٠٩۵۶ ١۵٨.۴٨ ١۵۴.١٨ ‐٧۴.٠٨٩ ‐ ٠.٢۶۴٠ ٠.٠٣۶١ ١.٧٣١۵ EEB
٠.٣٨٠٨ ٠.٠۵٨٨ ١۶٠.٩٣ ١۵۵.٢٠ ‐٧٣.۵٩٩ ٠.٠٠۶٩ ٠.٣٧۵۵ ٩.١٢٢۵ ٢٠.۴٧۵ EWP
٠.۴۴۴۶ ٠.٠٧١۴ ١۵٧.٧٩ ١۵٣.۴٩ ‐٧٣.٧۴۵ ‐٣۴.۴٩٢ ‐ ٠.٣٣٢٠ ۵.۶٢٨۵ IWP
٠.٣۶۶٠ ٠.٠۵٢٧ ١۵٨.٣۶ ١۵۴.٠۵ ‐٧۴.٠٢٧ ٠.٨۴۴٨ ‐ ١.۶٧٢۶ ٠.٨٠۴۴ IWG
٠.٢٩۴۶ ٠.٠٣٨٩ ١۵۵.٠٩ ١۵٠.٧٩ ‐٧٢.٣٩۶ ٠.٩٩٩٩ ‐ ٣.۵٨٠٨ ٠.٢۴۵٠ IWL
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مجموعه (b) ؛ اول داده مجموعه (a) ‐ بقا تابع برآورد و تجربی بقای :٣ . ٨ شکل
دوم داده



نتیجه گیری
پرداختیم شده سانسور داده های با وارون وایبل توانی سری های توزیع بررسی به پایان نامه این در
کاربرد شد اشاره که همان طور دارد. بر در را وان شکل و کاهشی افزایشی، شکست نرخ که

دارد. بقا تحلیل و اطمینان قابلیت در زیادی
توانی سری توزیع توانی، سری توزیع وارون، وایبل توزیع وایبل، توزیع معرفی به ابتدا در
گشتاورهای و توزیع تابع چگالی، تابع و پرداختیم گسترش یافته وایبل توانی سری توزیع و وایبل
براساس وارون وایبل توانی سری های توزیع شرح با سوم فصل در آوردیم. دست به را آن ها
آنتروپی گشتاور، باقیمانده، طول عم میانگین توزیع، تابع چگالی، تابع شده، سانسور داده های
توزیع مدل های زیر سپس کردیم. محاسبه EM الگوریتم براساس را پارامترها برآورد و شانون
را آن ها شانون آنتروپی و گشتاور توزیع، تابع چگالی، تابع و بیان را وارون وایبل توانی سری
داده مجموعه یک روی زیرمدل هایش و توزیع این مقایسه ی به پایان، در و آوردیم، دست به
شکست نرخ جایگزین وارون وایبل توانی سری های توزیع که دادیم نشان و کردیم بررسی واقعی
زیر و وارون وایبل توانی سری های توزیع همچنین و است اول داده مجموعه در شکل وانی

می باشند. مدل ها بقیه به نسبت بهتری برازش دارای مدل هایش

آینده پیشنهادات
توانی سری های توزیع در دلخواه توزیع جای به توان می وارون وایبل توزیع دیگر مشتقات از
راست سانسور داده های بر علاوه را نامه پایان این در شده انجام بررسی های نمود. استفاده

داد. انجام دیگر سانسورهای انواع روی بر می توان،





آ  پیوست
تعاریف

می کنیم: بیان را آماری اولیه ی تعاریف برخی پیوست این در

درستنمایی تابع آ  . ١
فرض می گیریم. نظر در f(x; θ) چگالی با X تصادفی متغیر از را X١, ..., Xn تصادفی نمونه
یافته های باشد. داشته تعلق پارامتر، فضای نام به A مجموعه به θ پارامتر واقعی مقدار می کنیم
مستقل Xو با هم توزیع Xiها که می دانیم می دهیم نشان x١, .., xn اعداد با را تصادفی نمونه این
حاصلضرب با است Xiبرابر توام چگالی و f(x; θ) با است برابر Xiها هر چگالی بنابراین هستند.
می دهند نشان L(θ) با باشد متغیر θ و ثابت ها xi این که فرض با را توام چگالی این آن ها. چگالی

داریم: می نامند، تصادفی نمونه های یافتن برای درستنمایی تابع آن را و

L(θ) = f(x١; θ)f(x٢; θ)...f(xn, θ) =
n∏

i=١
f(xi; θ) (آ  . ١)

پارامتر حسب بر بالا یافته های مشاهده ی احتمال با است برابر دقیقا L(θ) گسسته حالت در
باشد بیشتر L(θ) اندازه چقدر هر پیوسته، حالت در چه و گسسته حالت در چه ، θ مجهول
عنوان به را A در θ از مقداری این رو از است. بیشتر f(x; θ) چگالی از x١, ...xn مشاهده شانس

کند. ماکسیمم را L(θ) که می گزینیم بر θ برآورد



تعاریف ٧٢

ماکسیمم درستنمایی برآوردگر آ  . ١ . ١
که طوری به باشد، θ برای برآوردگری T (X) اگر

Pθ(T (X) ∈ θ) = ١, ∀θ ∈ Θ ‐١

L(T (X)) ⩾ L(θ), ∀θ ∈ Θ ‐٢

برآوردگر معمولا می شود. تعریف θ درستنمایی ماکسیمم برآوردگر یک عنوان به T (X) آن گاه
هم چنین باشد. فرد به منحصر که ندارد لزومی و می دهند نمایش θ̂ با را θدرستنمایی ماکسیمم

داریم:
L(θˆ) = sup

θ∈Θ
L(θ)

ان گاه l(θ) = lnL(θ) کنیم تعریف اگر یا

l(θ̂) = sup
θ∈Θ

l(θ) (آ  . ٢)

درستنمایی برآوردگر بنابراین می شود. نامیده درستنمایی تابع لگ l(θ) = lnL(θ) آن در که
می آید: دست به زیر معادلات حل از θ پارامتر MLE ماکسیمم

∂l(θ)

∂θi
= ٠ i = ١, ..., k

حصول قابل تحلیلی صورت به θ̂ برآورد عمر، طول آزمون های در ویژه به موارد اغلب در
افزارهای نرم از بسیاری کرد. محاسبه عددی روش های از استفاده با را آن ها باید و نیست

دارند. را عددی روش به درستنمایی معادلات حل توانایی موجود

ماکسیمم درستنمایی برآوردگر مجانبی خواص آ  . ٢
Θ = که به طوری باشد، f(x; Θ) احتمال چگالی تابع با تصادفی نمونه ، X١, ..., Xk کنید فرض
مجانبی خواص نظم شرایط تحت این صورت در باشد، پارامترها از بعدی k بردار (θ١, ..., θk)

است: برقرار زیر
√
n(Θ̂mle −Θ)

D−→ N(٠, I(Θ|xi)−١)

دیگر، عبارتی به
Θ̂mle ∼ N(Θ,

١
n
I(Θ|xi)−١)) ≡ N(Θ, I(Θ|xi)−١)



٧٣ امتیاز بردار

نظم شرایط آ  . ٢ . ١
در است. F = {fθ, θ ∈ Θ} احتمال توزیع های خانواده از تصادفی متغیر یک Xکنید فرض

است. برقرار نظم شرایط می گوییم زیر شرایط برقراری با این صورت
θ به Sx = {x; fθ(x) > ٠} ،X تکیه گاه و باشد حقیقی اعداد از باز فاصله یک θ ⊂ R (١

باشد. نداشته بستگی
باشد. متناهی و موجود θ ∈ Θ مقادیر تمام ازای به ∂

∂θ logfθ(x) (٢
زیر رابطه ی آن گاه Eθ|h(X)| < ∞ طوری که به باشد x از حقیقی تابع یک h(X) هرگاه (٣

است: برقرار
∂

∂θ
E|h(X)| = ∂

∂θ

∫
h(X)fθ(x)dx =

∫
h(X)

∂

∂θ
fθ(x)dx

کرد. عوض را انتگرال و مشتق عملگرهای جای بتوان عبارتی به
،∀θ ∈ Θ برای (۴

Eθ

[
∂

∂θ
logfθ(x)

]٢
>∞.

می شود: حاصل نظم شرایط به توجه با زیر نتایج
،∀θ ∈ Θ برای الف)

Eθ

[
∂

∂θ
logfθ(x)

]
= ٠.

داریم: T (X) دلخواه برآوردگر یک ازای به ب)

∂

∂θ
Eθ [T (X)] = Eθ

[
T (X)

∂

∂θ
logfθ(x)

]
= covθ(T (X),

∂

∂θ
logfθ(x)).

[۵٢]

امتیاز بردار آ  . ٣
f(x,Θ) مشترک چگالی تابع با هم توزیع و مستقل تصادفی نمونه X١, ..., Xn می کنیم فرض
درستنمایی تابع گرفتن نظر در با است. پارامترها بعدی (K × ١) بردار Θ که به طوری باشد،

شکل به
L(Θ|x١, ...xn) = f(x١, ...xn; Θ) =

n∏
i=١

f(xi,Θ)



تعاریف ٧۴
می کنیم: تعریف زیر شکل به درستنمایی، لگاریتم تابع مشتق از است عبارت که امتیاز بردار

S(Θ|X) =

(
∂ logL(Θ|X)

∂θ١
, ...,

∂ logL(Θ|X)

∂θk

)
تصادفی، نمونه یک در S(Θ̂MLE |X) = ٠ ماکسیمم، درستنمایی برآوردگر تعریف طبق

یعنی: می شود، محاسبه مشاهدات همه امتیازهای مجموع صورت به نمونه امتیاز

S(Θ|X) =
n∑

i=١
∂ log f(xi; Θ)

∂θ
=

n∑
i=١

S(Θ|xi)

فیشر اطلاع ماتریس آ  . ٣ . ١
دارد. بر در θ پارامتر درباره که است اطلاعاتی بیان کننده واقع در فیشر اطلاع

تابع دوم مرتبه مشتق اگر و است پارامترها بعدی K بردار Θ = (θ١, ..., θk) این که فرض با
نوشت: زیر بصورت می توان را فیشر اطلاع آنگاه باشد، داشته وجود logf(X, θ)

I(Θ|X) = −E


∂٢logL(Θ|x)

∂θ٢١
∂٢logL(Θ|x)

∂θ١∂θ٢ · · · ∂٢logL(Θ|x)
∂θ١∂θk... ... ...

∂٢logL(Θ|x)
∂θk∂θ١

∂٢logL(Θ|x)
∂θk∂θ٢ · · · ∂٢logL(θ|x)

∂θ٢
k

 (آ  . ٣)

IX(Θ) = −E

(
∂٢
∂θ٢ logf(X,Θ)

)

مرتب آماره های کاربرد آ  . ۴
استنباطی و توصیفی آمار جمله از آماری مختلف قسمت های در می توان را مرتب آماره های کاربرد
داده های مجموعه در تمرکز شاخص های مهم ترین از یکی توصیفی آمار در نمود. مشاهده
مجموعه در پرت داده چند یا یک وجود صورت در میانگین است. میانگین از استفاده کمی،
یا میانه بنابراین می دهد نشان الگو تغییرات و پرت نقاط به نسبت بالایی حساسیت داده ها
نسبت زیرا باشند تمرکز تعیین برای مناسبی معیارهای می توانند شده اصلاح میانگین های
مرتب آماره های آن ها محاسبه ی در که هستند برخوردار کمتری حساسیت از الگو تغییرات به
ترتیبی آماره های خواص و کاربرد مورد در بیشتر جزئیات برای می کنند. ایفا را عمده ای نقش
استنباطی آمار در کرد. رجوع (٢٠٠٨) همکاران و آرنولد یا (٢٠١٣) ناگاراجا و دیوید به می توان
اشاره آن ها از برخی به زیر فهرست در کرد. اشاره مرتب آماره کاربردهای از برخی به می توان

می کنیم:



٧۵ مرتب آماره های کاربرد
منظور به برازش نیکویی های آزمون در همچنین و تجربی توزیع تابع محاسبه برای ‐١
کنیم. می استفاده مرتب های آماره از فرضی توزیع تابع و تجربی توزیع تفاوت بررسی

شود. می استفاده مرتب های آماره از ها توزیع سازی مشخصه بحث در ‐٢
آماره های به عنوان مرتب آماره های ناپارامتری، استنباط های در به خصوص اوقات گاهی ‐٣
و اطمینان فواصل واریانس، کمترین با نااریب برآوردگرهای و می شوند معرفی بسنده

کنند. می فراهم را جامعه مجهول پارامترهای برای آزمون ترین پرتوان
شده سانسور داده های با و... هزینه زمان، دلیل به اغلب عمر، طول آزمایشات در ‐۴
سانسورها از استفاده در مهمی نقش مرتب آماره های مواقع این در می شویم مواجهه

دارند.
از اغلب تولید، بودن کنترل در بررسی برای کیفیت، کنترل به مربوط موضوعات در ‐۵
محاسبه برای که شود، می استفاده ها آن تغییرات دامنه و میانه نمودار یا میانگین نمودار

هستیم. مرتب های آماره از استفاده به ملزم تغییرات دامنه و میانه





ب پیوست
برنامه نویسی کدهای

دوم فصل به مربوط برنامه نویسی کدهای
وایبل توزیع چگالی تابع

alpha=0.5

f<- function(x,beta){

beta/alpha^(beta) *x^(beta-1) * exp(-(x/alpha)^beta)

}

curve(f(x,0.5),xlim=c(0,3),ylim=c(0,4),xlab="x",ylab="f(x;0.5,beta)",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,1),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,2),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="black")

curve(f(x,4),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="green")

legend("topright","(x,y)",legend=c("alpha=0.5","alpha=1","alpha=2","alpha=4"),lty=1:4,

col=c("red", "blue","black","green"))

وارون وایبل توزیع چگالی تابع
rm(list=ls())



برنامه نویسی کدهای ٧٨
alpha=0.5

f<- function(x,beta){

beta/alpha^(beta) *x^(beta-1) * exp(-(x/alpha)^beta)

}

curve(f(x,0.5),xlim=c(0,3),ylim=c(0,4),xlab="x",ylab="f(x;0.5,beta)",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,1),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,2),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="black")

curve(f(x,4),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="green")

legend("topright","(x,y)",legend=c("alpha=0.5","alpha=1","alpha=2","alpha=4"),

lty=1:4,col=c("red", "blue","black","green"))

rm(list=ls())

alpha=1

f<- function(x,beta){

beta/alpha^(beta) *x^{-(beta+1)} * exp(-(alpha/x)^beta)

}

curve(f(x,0.5),xlim=c(0,3),ylim=c(0,4),xlab="x",ylab="f(x;1,beta)",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,1),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,2),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="black")

curve(f(x,4),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="green")

legend("topright","(x,y)",legend=c("alpha=0.5","alpha=1","alpha=2","alpha=4"),

lty=1:4,col=c("red", "blue","black","green"))

وارون وایبل توانی سری های توزیع چگالی تابع سوم فصل

f<- function(x,beta){

#0.5*beta*(x^-(beta+1))*exp((-x)^(-beta))*(1+20*exp((-19)*x^(-beta)))

0.5*beta*x^(-beta-1)*exp(-x^(-beta))*(1+20*exp(-19*x^(-beta)))

}

curve(f(x,0.5),xlim=c(0,10),ylim=c(0,.6),xlab="x",ylab="density",

lwd=2,lty=1, col="red")



٧٩
curve(f(x,1),add=TRUE,xlim=c(0,10),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,2),add=TRUE,xlim=c(0,10),lwd=2,lty=3,col="black")

curve(f(x,3),add=TRUE,xlim=c(0,10),lwd=2,lty=4,col="green")

legend("topright","(x,y)",legend=c("beta=0.5","beta=1","beta=2","beta=3"),

lty=1:4, col=c("red", "blue","black","green"))

title(main="Density")

وارون وایبل توانی سری های توزیع شکست نرخ
beta = 3

dens <- function(t, beta=3){

0.5*beta*t^(-beta-1)*exp(-t^(-beta))*(1+20*exp(-19*t^(-beta)))

}

fbar <- function(t, beta=3){

fb <- 1-integrate(dens, 0.001 , t)$val

return(fb)

}

haz <- function(t,beta=3){

dens(t,beta)/fbar(t,beta)

}

curve(haz(x,beta=3),0,10,ylim=c(0,.7),col="orange",ylab="Hazard")

z = seq(0.01,10,length.out=100)

z2 = haz(z,beta=2)

z3 = haz(z,beta=1)

z4=haz(z,beta=0.5)

lines(z,z3,col="blue")

lines(z,z2,col="green")

lines(z,z4,col="red")

legend("topright","(x,y)",legend=c("beta=0.5","beta=1","beta=2","beta=3"),lty=1:4,

col=c("red","blue" ,"green", "orange"))

title(main="Hazard function")

سوم فصل به مربوط کدهای
library(DEoptim)

library(splines)



برنامه نویسی کدهای ٨٠
library(survival)

rm(list=ls())

t=c(12, 15, 22, 24, 24, 32, 32, 33, 34, 38, 38, 43, 44, 48, 52, 53, 54,

,54,55, 56,57, 58, 58,59, 60, 60, 60, 60, 61, 62, 63 , 65, 65, 67,68,

70, 70, 72, 73, 75, 76, 76, 81, 83, 84, 85, 87, 91, 95, 96, 98, 99,

109, 110, 121, 127, 129, 131,143, 146, 146, 175, 175, 211, 233, 258,

258, 263, 297, 341, 341, 376)

t=c(4.2, 1.12, 1.39, 2, 3.99, 2.15, 1.74, 5.81, 1.7, 2.85, 0.5, 0.99, 11.5,

5.12, 0.9, 1.99, 6.24, 2.6, 3, 12.2, 7.36, 4.75, 11.59, 8.69, 9.8, 1.85,

1.99, 1.35, 10, 0.65, 1.45)

n=length(t)

توزیع تابع و چگالی تابع به مربوط کدهای
f_IW=function(x,A,B){

A*B*(x^-(B+1))*exp(-A*(x^(-B)))

}

F_IW=function(x,A,B){

1-exp(-A*(x^(-B)))

}

f_W=function(x,A,B){

A*B*(x^(B-1))*exp(-A*(x^B))

}

F_W=function(x,A,B){

1-exp(-A*(x^B))

}

f_NH=function(x,A,B){

A*B*(1+B*x)^(A-1)*exp(1-(1+B*x)^A)

}

F_NH=function(x,A,B){

1-exp(1-(1+B*x)^A)

}



٨١
f_GIW=function(x,A,B,L){

(A^B)*B*L*(x^-(B+1))*exp(-L*(A/x)^B)

}

F_GIW=function(x,A,B,L){

1-exp(-L*(A/x)^B)

}

f_ENH=function(x,A,B,L){

A*B*L*(( (1+L*x)^(A-1)*exp(1-(1+L*x)^A) )/(1-exp(1-(1+L*x)^A) )^(1-B))

}

F_ENH=function(x,A,B,L){

(1-exp(1-(1+L*x)^A) )^B

}

f_EEB=function(x,A,B,L){

((n*A*B*L)/(1-(1-B)^n) )*exp(-L*x)*(1-exp(-L*x))^(A-1)*(1-B*(1-exp(-L*x))^A)^(n-1)

}

F_EEB=function(x,A,B,L){

(1-(1-B*(1-exp(-L*x))^A)^n)/(1-(1-B)^n)

}

f_EWP=function(x,A,B,L,T){

((A*B^(L)*T*L)/(exp(T)-1))*x^(L-1)*exp(-(B*x)^L)*(1-exp(-(B*x)^L))^(A-1)*

exp(T*(1-exp(-(B*x)^L))^A)

}

F_EWP=function(x,A,B,L,T){

(exp(T*(1-exp(-(B*x)^L))^A)-1)/(exp(T)-1)

}

F_IWP=function(x,A,B,T){

(exp(T*exp(-A*(x^(-B))))-1)/(exp(T)-1)

}

f_IWP=function(x,A,B,T){

((exp(T*exp(-A*(x^(-B)))))/(exp(T)-1))*T*A*B*x^(-(B+1))*exp(-A*(x^(-B)))



برنامه نویسی کدهای ٨٢
}

F_IWG=function(x,A,B,T){

(1-T)*exp(-A*(x^(-B)))*(1-T*exp(-A*(x^(-B))))^(-1)

}

f_IWG=function(x,A,B,T){

((1-T)/(1-T*exp(-A*(x^(-B))))^2)*A*B*x^(-(B+1))*exp(-A*(x^(-B)))

}

F_IWL=function(x,A,B,T){

log(1-T*exp(-A*(x^(-B))))/log(1-T)

}

f_IWL=function(x,A,B,T){

(T*A*B*x^(-(B+1))*exp(-A*(x^(-B))))/(-(1-T*exp(-A*(x^(-B))))*log(1-T))

}

F_KWGHN=function(x,a,b,A,T){

1-(1-( 2*pnorm((x/T)^A)-1)^a)^b

}

F_GHN=function(x,A,T){

2*pnorm((x/T)^A)-1

}

درستنمایی ماکسیمم برآورد به مربوط کدهای
IW_II=function(theta){

a=theta[1]

L=theta[2]

-(n*(log(a)+log(L))-(a+1)*sum(log(t))

-L*sum(t^(-a)))}

lower=c(0,0)

upper=c(100,1000)

controlDE <- list(reltol=.00000001,steptol=500, itermax = 10000,trace =

250, NP=2000)



٨٣
start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = IW_II , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

W=function(theta){

A=theta[1]

B=theta[2]

-(n*log(A)+n*log(B)+(B-1)*sum(log(t))-A*sum(t^B) )

}

lower=c(0,0)

upper=c(100000,100)

controlDE <- list(reltol=.000000001,steptol=500, itermax = 10000,trace

= 250, NP=5000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = W , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

NH=function(theta){

A=theta[1]

L=theta[2]

-(n+n*log(A)+n*log(L)+(A-1)*sum(log(1+L*t))

-sum((1+L*t)^A) )

}

lower=c(0,0)



برنامه نویسی کدهای ٨۴
upper=c(1000,1000)

controlDE <- list(reltol=.000000001,steptol=500, itermax = 10000,trace

= 250, NP=5000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = NH , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

GIW=function(theta){

a=theta[1]

b=theta[2]

L=theta[3]

-(n*log(b)+n*log(L)+n*b*log(a)-(b+1)*sum(log(t))

-L*sum((a/t)^b))

}

lower=c(0,0,0)

upper=c(1000000,1000,1000)

controlDE <- list(reltol=.000000001,steptol=500, itermax = 10000,trace

= 250, NP=8000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = GIW , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

ENH=function(theta){

A=theta[1]



٨۵
B=theta[2]

L=theta[3]

-(n+n*log(A)+n*log(B)+n*log(L)+(A-1)*sum(log(1+L*t))

-sum((1+L*t)^A)+(B-1)*sum(log(1-exp( 1-(1+L*t)^A ))))

}

lower=c(0,0,0)

upper=c(1000,1000,1000)

controlDE <- list(reltol=.000000001,steptol=500, itermax = 10000,trace

= 250, NP=5000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = ENH , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

EEB=function(theta){

A=theta[1]

L=theta[2]

T=theta[3]

-(n*(log(L)+log(A)+log(n)+log(T)-log(1-(1-T)^n))-L*sum(t)

+(A-1)*sum(log(1-exp(-L*t)))+(n-1)*sum(log(1-T*((1-exp(-L*t))^A)))

)

}

lower=c(0,0,0)

upper=c(1000,100,1)

controlDE <- list(reltol=.000000001,steptol=500, itermax = 10000,trace

= 250,NP=8000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = EEB , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter



برنامه نویسی کدهای ٨۶
out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

EWP=function(theta){

A=theta[1]

B=theta[2]

L=theta[3]

T=theta[4]

-(-n*log(exp(T)-1)+n*log(A)+n*L*log(B)+n*log(L)+n*log(T)

+(L-1)*sum(log(t))-sum((B*t)^L)

+(A-1)*sum(log(1-exp( -(B*t)^L ) ) ) +T*sum( (1-exp( -(B*t)^L ))^A ))

}

lower=c(0,0,0,0)

upper=c(1000,1000,1000,1000)

controlDE <- list(reltol=.000000001,steptol=500, itermax = 10000,trace

= 250, NP=5000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = EWP , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

IW_P=function(theta){

T=theta[1]

a=theta[2]

b=theta[3]

-(n*(log(T/(exp(T)-1))+log(a)+log(b))-(b+1)*sum(log(t))

-a*sum(t^(-b))+T*sum(exp(-a*t^(-b))))

}
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lower=c(-50,0,0)

upper=c(50,100,100)

controlDE <- list(reltol=.0000000001,steptol=500, itermax = 10000,

trace = 250, NP=10000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = IW_P , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

IW_G=function(theta){

T=theta[1]

a=theta[2]

b=theta[3]

-(n*(log(1-T)+log(a)+log(b))-(b+1)*sum(log(t))

-a*sum(t^(-b))-2*sum(log(1-T*exp(-a*t^(-b)))))

}

lower=c(-100,0,0)

upper=c(1,1000,100)

controlDE <- list(reltol=.000000000001,steptol=500, itermax =

10000,trace = 250,

NP=10000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = IW_G , lower = lower, upper = upper, control =

controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start
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IW_L=function(theta){

T=theta[1]

a=theta[2]

b=theta[3]

-(n*(log(T/-log(1-T))+log(a)+log(b))-(b+1)*sum(log(t))

-a*sum(t^(-b))-sum(log(1-T*exp(-a*t^(-b)))))

}

lower=c(-1000,0,0)

upper=c(1,1000,1000)

controlDE <- list(reltol=.000000001,steptol=500, itermax = 10000,trace

= 250,

NP=5000)

start <- Sys.time()

out <- DEoptim(fn = IW_L , lower = lower, upper = upper, control

=controlDE)

out$optim$iter

out$optim$bestval

out$optim$bestmem

end <- Sys.time()

end - start

دارلینگ آندرسون و میسز فن کرامر آماره به مربوط کدهای
rm(list=ls())

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_IW(Y[i], 2.153039 , 1.214805 )

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))
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}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_W(Y[i], 0.1552904 , 1.2279963 ) # cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)
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W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_NH(Y[i], 1.88112239 , 0.09628105 ) # cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)
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A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_GIW(Y[i], 454.70806423, 1.21512843, 0.00126996 ) # cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

Y=sort(t)
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V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_ENH(Y[i], 0.3924553, 6.4146192,6.8423875 ) # cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_EEB(Y[i], 1.73148771, 0.03608238 ,0.26399939) # cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}
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s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_EWP(Y[i], 356.1527363,44.6061183,0.2495428,4.0839639 ) #cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)
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for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_IWP(Y[i], 5.6285033,0.3319636,-34.4922165 ) # cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)
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for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_IWG(Y[i], 0.8044482,1.6725576 ,0.8447739 ) # cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S
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A_S

Y=sort(t)

V=numeric(n)

y=numeric(n)

for(i in 1:n){

V[i]=F_IWL(Y[i], 0.2450443, 3.5808084 ,0.9999602 ) # cdf

y[i]=qnorm(V[i])

}

s2_y=(1/(n-1))*sum((y-mean(y))^2)

U=numeric(n)

for(i in 1:n){

U[i]=pnorm((y[i]-mean(y))/sqrt(s2_y))

}

W=numeric(n)

for(i in 1:n){

W[i]=(U[i]-(2*i-1)/(2*n))^2

}

W2=sum(W)+1/(12*n)

W_S=W2*(1+(0.5/n))

A=numeric(n)

for(i in 1:n){

A[i]=(2*i-1)*log(U[i])+(2*n+1-2*i)*log(1-U[i])

}

A2=-n -(1/n)*sum(A)

A_S=A2*(1+(0.75/n)+(2.25/(n^2)))

W_S

A_S

بیزی و آکاییک اطلاع معیار به مربوط کد
AIC=2 K - 2 log L

AIC

BIC=K log n- 2 log L



٩٧
BIC

وارون وایبل دوجمله ای توزیع به مربوط چگالی تابع کد
rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

(m*theta*alpha*beta*(x^(-beta-1))*exp(-alpha*(x^(-beta)))

*(theta*exp(-alpha*x^(-beta))+1)^(m-1))/

(((theta+1)^m)-1)

}

curve(f(x,0.4,0.4,0.1),xlim=c(0,3),ylim=c(0,4),xlab="x",ylab="density",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,0.4,0.4,1),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,0.4,0.4,2),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=1","theta=2"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=0.4,beta=0.4")

rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

(m*theta*alpha*beta*x^(-beta-1)*exp(-alpha*x^-beta)

*(theta*exp(-alpha*x^-beta)+1)^(m-1))/

(((theta+1)^m)-1)

}

curve(f(x,0.5,0.8,0.1),xlim=c(0,3),xlab="x",ylab="density", lwd=2 ,

lty=1, col="red")

curve(f(x,0.5,0.8,1),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,0.5,0.8,2),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=1","theta=2"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=0.5,beta=0.8")

rm(list=ls())
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m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

(m*theta*alpha*beta*x^(-beta-1)*exp(-alpha*x^-beta)*(theta*exp(-

alpha*x^-beta)+1)^(m-1))/

(((theta+1)^m)-1)

}

curve(f(x,1,2,0.1),xlim=c(0,7),xlab="x",ylab="density", lwd=2 , lty=1,

col="red")

curve(f(x,1,2,1),add=TRUE,xlim=c(0,7),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,1,2,2),add=TRUE,xlim=c(0,7),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=1","theta=2"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=1,beta=2")

وارون وایبل هندسی توزیع چگالی تابع کد
rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

((1-theta)*(alpha*beta*x^(-beta-1)*exp(-alpha*x^-beta))/

(1-theta*exp(-alpha*x^-beta))^2)

}

curve(f(x,0.4,0.4,0.1),xlim=c(0,3),ylim=c(0,4),xlab="x",ylab="density",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,0.4,0.4,0.4),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,0.4,0.4,0.8),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=0.4","theta=0.8"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=0.4,beta=0.4")

rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

((1-theta)*(alpha*beta*x^(-beta-1)*exp(-alpha*x^-beta))/

(1-theta*exp(-alpha*x^-beta))^2)
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}

curve(f(x,0.5,0.8,0.1),xlim=c(0,3),xlab="x",ylab="density", lwd=2 ,

lty=1, col="red")

curve(f(x,0.5,0.8,0.4),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,0.5,0.8,0.8),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=0.4","theta=0.8"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=0.5,beta=0.8")

rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

((1-theta)/(1-theta*exp(-alpha*x^-beta))^2 )*alpha*beta

*x^(-beta-1)*exp(-alpha*x^-beta)

}

curve(f(x,1,2,0.1),xlim=c(0,7),xlab="x",ylab="density", lwd=2 , lty=1,

col="red")

curve(f(x,1,2,0.4),add=TRUE,xlim=c(0,7),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,1,2,0.8),add=TRUE,xlim=c(0,7),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=0.4","theta=0.8"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=1,beta=2")

وارون وایبل لگاریتم توزیع به مربوط چگالی تابع کد
rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

(theta*alpha*beta*x^(-(beta+1))*exp(-alpha*(x^(-beta))))/

(-(1-theta*exp(-alpha*(x^(-beta))))*log(1-theta))

}

curve(f(x,0.8,0.4,0.1),xlim=c(0,2),ylim=c(0,1.5),xlab="x",ylab="density",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,0.8,0.4,0.4),add=TRUE,xlim=c(0,2),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,0.8,0.4,0.8),add=TRUE,xlim=c(0,2),lwd=2,lty=3,col="black")
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legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=0.4","theta=0.8"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=0.5,beta=0.4")

rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

(theta*alpha*beta*x^(-(beta+1))*exp(-alpha*(x^(-beta))))/

(-(1-theta*exp(-alpha*(x^(-beta))))*log(1-theta))

}

curve(f(x,0.5,0.4,0.1),xlim=c(0,3),ylim=c(0,1.2),xlab="x",ylab="density",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,0.5,0.4,0.4),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,0.5,0.4,0.8),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=0.4","theta=0.8"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=0.5,beta=0.4")

rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

(theta*alpha*beta*x^(-(beta+1))*exp(-alpha*(x^(-beta))))/

(-(1-theta*exp(-alpha*(x^(-beta))))*log(1-theta))

}

curve(f(x,1,2,0.1),xlim=c(0,5),ylim=c(0,0.8),xlab="x",ylab="density",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,1,2,0.4),add=TRUE,xlim=c(0,5),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,1,2,0.8),add=TRUE,xlim=c(0,5),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=0.4","theta=0.8"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=1,beta=2")

وارون وایبل پواسون توزیع به مربوط چگالی تابع کد
rm(list=ls())
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m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

((exp(theta*exp(-alpha*(x^(-

beta)))))/(exp(theta)-1))*theta*alpha*beta*

x^(-(beta+1))*exp(-alpha*(x^(-beta)))

}

curve(f(x,0.4,0.4,0.1),xlim=c(0,3),ylim=c(0,4),xlab="x",ylab="density",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,0.4,0.4,3),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,0.4,0.4,5),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=3","theta=5"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=0.4,beta=0.4")

rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

((exp(theta*exp(-alpha*(x^(beta)))))

/(exp(theta)-1))*theta*alpha*beta*x^(-(beta+1))*

exp(-alpha*(x^(-beta)))

}

curve(f(x,0.5,0.8,0.1),xlim=c(0,3),ylim=c(0,1.2),xlab="x",ylab="density",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,0.5,0.8,3),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,0.5,0.8,5),add=TRUE,xlim=c(0,3),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=3","theta=5"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=0.5,beta=0.8")

rm(list=ls())

m=5

f<- function(x,alpha,beta,theta){

((exp(theta*exp(-alpha*(x^(beta)))))/

(exp(theta)-1))*theta*alpha*beta*x^(-(beta+1))*
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exp(-alpha*(x^(-beta)))

}

curve(f(x,1,2,0.1),xlim=c(0,7),ylim=c(0,0.8),xlab="x",ylab="density",

lwd=2 , lty=1, col="red")

curve(f(x,1,2,3),add=TRUE,xlim=c(0,7),lwd=2,lty=2,col="blue")

curve(f(x,1,2,5),add=TRUE,xlim=c(0,7),lwd=2,lty=3,col="black")

legend("topright","(x,y)",legend=c("theta=0.1","theta=3","theta=5"),lty=1:3,

col=c("red", "blue","black"))

title(main="alpha=1,beta=2")

(a) اول داده های مجموعه کل زمان نمودار به مربوط کد

n=length(t)

Y=sort(t)

SUM=function(r){

S=0

for(i in 1:r){

S=S+Y[i]

}

return(S)

}

Z=numeric(n)

for(r in 1:n){

Z[r]=(SUM(r)+(n-r)*Y[r])/sum(Y)

}

RR=numeric(n)

for(r in 1:n){

RR[r]=r/n

}

plot(RR,Z,type="l",lwd=2,xlab="r/n",ylab="T(r/n)",main="(a)",ylim=c(0,1),xlim=c(0,1))

abline(0,1,lty=2)



١٠٣
a به مربوط کد مشابه (b (شکل دوم داده های مجموعه کل زمان نمودار به مربوط کد

است.

rm(list=ls())

plot(survfit(Surv(Y)~1,data=data.frame(Y)),conf.int=FALSE,

lty=1,main="(a)",col=1,xlab="x",ylab="Survival")

lines(Y,1-F_IWG(Y, 723.54, 2.4810, 0.9838),type="l",lty=2,col=2,lwd=2)

legend(250,1,c("K-M","IWG model"),lty=c(1,2),col=c(1,2),lwd=c(1,2))

است. a شکل مشابه دوم داده های بقای تابع برآورد و تجربی بقای نمودار به مربوط کد
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Aabstract

Inverse Weibull (IW) distribution is one of the widely used probability distributions for non-
negative data modelling, specifically, for describing degradation phenomena of mechanical com-
ponents. this distribution can not provide an appropriate fit for distributions with an increasing
and upside down failure rate in reliability. In this payanname, with hazard function increasing,
decreasing, upside down bathtub forms, we introduce a new lifetime distribution. new lifetime
distribution is three parameters and by compounding IW and power series distributions. We pro-
vide mathematical properties of this new distribution such as moments, estimation by maximum
likelihood with censored data, inference for a large sample and the EM algorithm to determine the
maximum likelihood estimates of the parameters. Finally, to show the flexibility of this type of
distributions, we demonstrate applications of two real data sets.

keywords :Weibull distribution; InverseWeibull distribution; power series distribution; EM-algorithm;
Shannnon entropy; Statistics ordering
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