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ا॥ت زਣඇඖی ام آلام মࡑش آرام شان آॶما਩ی ඼ෙय़ ଒ آฬن ଘ ਗی ঍࣒م ৎقد৤م را آड़و૛঩ه ৤୓م ماઔअل
৮درم ඼ෙय़ ୏ دণتان ت૟ൊه گاকم، اਬࣥوار ଌୃن ଘ

ماభم ೷ࣼمان ز৯دজ࣓م، گاه ن ධසز ଌୃن ଘ
ಪࣥواৣم ণپاس را ඼ෙय़باඇඓتان ਟی ඟ໊ان భیای از ෘ੢ऩه ای بࢆوॵم ଦ ଽ و آड़و঩࣎م ॷما ࠙࡭ق مࢁࢵب భ آड़و঩࣎م ଦ ଽ ଒

بࢉو৤م.
ॷما رضای ঳ࢪു࣎م باغ کൎید ඼່دا و ॷما॥ت اঃید ଘ ਠീ঒ی ام اජ໑وز

ࣆبار ଡوদ ࣓مീি تلاॵم حاલل ଒ با॰د ঍࣒م، ষثار پاশتان خاک ଘ ห ত࣎م ৯دا ارزان ازاଌن ণنگ  ୃ ඟ໋ان ره آوردی
ୁداید. را ീࣺتඇൡتان

ห඼ෙय़ن ୏ دণتان ୀ ଖوর

ج



ণپاس ච໋اری...

پاک ن خا৯دا و ೺ख़مد ୀ భود و سلام و ಪࣥواষند. ච໋اردن را او ऑق ঈوতندگان، و ষند ৯دا او ೸৑࢟ت ୓ی ඼෻ॷدن ॷمار৯دگان، و ৲ماষند او ਬࣥودن భ ।ੂࣨوران، ଒ را و৯دی ೯دا ণپاس
رণتاඵෆز... روز ห اীشان دേॷنان ୀ ૛ণ஋ه ৑ࡶଌජن و ا॥ت؛ وओودشان ر واॠدا وओودمان ଒ آฬن কم ग़࠳ઍوم، طاଽان او،

மرم. ඵ෇زی ৔ฬوان، د॥ت و ඪ༚ر زبان با او، شا૚঵ه ی ਟی زॐمات از दدر دا਩ی ग़قام భ ଒ ا॥ت آن از اऋل ग़ع࢙م، පෂزॻࢌ و گاه جای ໚ ঴دون
಻ൕഌৈن؛ ඳසرده ا৯د، دඋࢾش ଘ ଒ را اماষࢌ ਪ୓ی سلاक़ت و ਗی ঍ند ಻ඖหن را آඔ඼່ࣁش غاশࢌ و গدف ଒ ا॥ت اিسا਩ی از ণپاس ग़ع࢙م، از ূجൎࣱل ଒ آ৅جاਪی از اما
ق࢙م ૼن، ਠতభی و ঈوਘหی ୀ ঙࢤواره ଒ ୁرদوارم ग़ع࢙م دو اଌن ସ୍م، భما و ৮در از ସوऋل” ا္ ඟشࢁী ॿم اॿࢠخ࢖و಻౵ن ૼن اਾॿ࣡ࢲم ඟشࢁী ॿم ”ૼن باب از و و૑ࣣಮه ୀ ࣹࡣب

রوده ا৯د؛ ૼن ୀای دا८ت ࣼ࡫م ਟی یاوری و یار ز৯دਛی ୓ ଏଷی ৳مام భ و থذ૛তه ا৯د ࠠف࢑ࢌ ৤୓م ঍نار از ଡما৷ඟ໊ و ইുیده ࠟࡼو
ૼن ୀ ଏଷ اଌن భ ঊمਔی ஑ از ඼່وਣ঺ی، و خ࢖ق ૮ࣹن با صدر، ૐॣه ෼ل భ ଒ ඵෂرॽو਀ی ਞං൞ख़ی ণید دන඿ر و େاਠ঍ی اॐمد دන඿ر آ༚یان পناب شا૛ീীه؛ و ෼لات با اسا঺ید از

௅ඟ໋؛ ࠱ھده ଘ را ଓฬ پایان اଌن راঘ࣒ماਪی زॐ࢟ت و ষ࣒ࢤود৯د ৒భغ

میرحجتͬ مونا سیده
١٣٩٧ تیر

د



نامه تعهد
علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی میرحجتͬ مونا سیده اینجانب
در متغیره چند وابسته پارتو توزیع عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه ریاضͬ

ͬ شوم: م متعهد نزاکتͬ احمد راهنمایی تحت ، تجمعͬ ΁ریس
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
میرحجتͬ مونا سیده
١٣٩٧ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ه



چ΄یده
چند وابسته توزیع با ریس΁ ها ͽتجم احتمالͬ توزیع تابع برای معادله ای نامه پایان این در
که ͬ کنیم م کار دوم  نوع پارتو چند متغیری وابسته توزیع با ͬ آوریم. م دست به پارتو متغیری
آن ساختار که ͬ کنیم م آغاز مدل ΁ی ارائه با دارد. ریس΁ ها تحلیل و بیمه در فراوانͬ کاربرد
ارزش دارد. انطباق دوم نوع بتای توزیع با آن احتمال چ·الͬ تابع و است وابستگͬ اساس بر

آوریم. مͬ دست به را ΁ریس سنجش شاخص چندین و ΁ریس معرض در
دو  پواسون، توزیعات که ͬ پردازیم م تجمعͬ مدل های از برخͬ دقیق جزئیات بررسͬ به
تابع پارتو‐پواسون، تجمعͬ مدل در داراست. اصلͬ توزیع عنوان به را هندسͬ و منفͬ جمله ای
پارتو‐دوجمله ای احتمال چ·الͬ تابع و است کامر هندسͬ فوق توزیع از تابعͬ احتمال چ·الͬ
بر اساس که داده هایی روی که ͬ هایی بررس با ͬ باشد. م گاؤس هندسͬ فوق توزیع از تابعͬ منفͬ
٩٣ سال در ایران بیمه شرکت داده های و (٢٠٠۴ − ٢٠٠۵) سال در ساله ΁ی نامه های بیمه
شده اند ترکیب پارتو توزیع با که جمعͬ ی وابسته های مدل که گیریم مͬ نتیجه شد، انجام

هستند. کاربردی تر و بهتر جمعͬ های مدل سایر به نسبت
کلیدی: کلمات

توزیع ،΁کلاسی پارتو ساختار تجمعͬ، ΁ریس مدل فردی، ΁ریس مدل وابسته، ΁ریس
هندسͬ فوق

و
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١ فصل
اولیه مفاهیم

اصطلاحات و مفاهیم برخͬ بیان به مختصراً نامه، پایان بهتر فهم و درک برای فصل این در
ͬ پردازیم. م اولیه اقتصادی مالͬ و آمار زمینه در

ریاضͬ آمار مفاهیم از برخͬ بر مروری ١ . ١
X و احتمال، اندازه ی ΁ی با نمونه ای فضای ΁ی S اگر : تصادفͬ متغیر [١] .١ . ١ . ١ تعریف
نامیده تصادفͬ متغیر X آنگاه است، شده تعریف S عناصر روی که باشد مقدار حقیقͬ تابع ΁ی

ͬ شود. م
اعداد تمام مجموعه ی روی که ،f(x) مقادیر با تابعͬ احتمال: چ·الͬ تابع [١] .١ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود م خوانده X پیوسته ی تصادفͬ متغیر ΁ی احتمال چ·الͬ تابع شده است تعریف حقیقͬ

.a ≤ b با b و a ثابت حقیقͬ مقدار دو هر ازای به اگر، تنها و اگر
Pr(a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a
f(x)dx

تصادفͬ متغیر ΁ی (A ⊆ R)که X : S → A کنید فرض احتمال جرم تابع .١ . ١ . ٣ تعریف
f(x) : A → [٠, ١] احتمال جرم تابع است. S نمونه فضای ΁ی ΁ی در شده تعریف گسسته

ͬ شود: م تعریف اینگونه x برای
fX(x) = Pr(X = x) = Pr(sϵS : X(s) = x)

١



اولیه مفاهیم ٢
از مقداری اینکه احتمال دانستن زیادی، مسائل در تجمعͬ: توزیع تابع [١] .۴ . ١ . ١ تعریف
احتمال لذا است، توجه مورد باشد آن با برابر یا x حقیقͬ مقدار ΁ی از کوچ΄تر تصادفͬ متغیر
FX(x) = Pr[X ≤ x] صورت به کند اختیار آن برابر یا x از کوچ΄تر مقداری X که را این
توزیع یا توزیع تابع است، شده تعریف x حقیقͬ اعداد تمام برای را تابع این و ͬ نویسیم م

ͬ نامیم. م Xͬتصادف متغیر تجمعͬ
با که تابعͬ باشد، گسسته تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر

FX(x) = Pr[X ≤ x] =
∑
t≤x

P (X = t) −∞ < x < +∞

ͬ شود. م داده
ͬ کنند: م صدق زیر شرایط در ،X گسسته ی تصادفͬ متغیر توزیع تابع ،FX(x) مقادیر

•
FX(−∞) = ٠, FX(+∞) = ١

یعنͬ: است نزولͬ غیر تجمعͬ توزیع تابع •
x١ ≤ x٢ −→ FX(x١) ≤ FX(x٢)

است. پیوسته راست از تجمعͬ توزیع تابع •
ارزش یا انتظار مورد مقدار میانگین، ، ١ ریاضͬ امید احتمالات نظریه در [١] .۵ . ١ . ١ تعریف
هر وقوع احتمال حاصل ضرب مجموع با است برابر گسسته تصادفͬ متغیر ΁ی انتظار مورد

حالت. آن مقدار در مم΄ن حالات از ΁ی
E(X) =

∞∑
i=١

xiPX(xi)

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به پیوسته تصادفͬ متغیر ΁ی ریاضͬ امید

E(X) =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

است. X تصادفͬ متغیر احتمال چ·الͬ تابع fX(x), آن در که
باشد، ثابت عددی c اگر یعنͬ است؛ ثابت عدد همان با برابر ثابت عدد ΁ی ریاضͬ امید •

E(c) = c آن گاه
عدد هر و Y و X تصادفͬ متغیر دو هر برای یعنͬ است. خطͬ عمل·ر ΁ی ریاضͬ امید •

داریم: b و a حقیقͬ
E(aX + b) = aE(X) + b (١ . ١)

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y )

١Expected Value



٣ ریاضͬ آمار مفاهیم از برخͬ بر مروری
است. احتمالاتͬ توزیع ΁ی ش΄ل توصیف برای ͬˁکم معیاری ٢ گشتاور [١] .۶ . ١ . ١ تعریف
حول را گشتاور معمولا˟ بالاتر مراتب گشتاورهای برای است. میانگین همان اول گشتاور
متغیر مرکزی گشتاور k‐اُمین ͬ نامند. م مرکزی گشتاور را آن و ͬ کنند م حساب میانگین

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به  X تصادفͬ
µk = E[(X − µ)k]

سنجش برای ͬ شودکه م نامیده واریانس دوم، مرکزی گشتاور واریانس٣: [١] .١ . ١ . ٧ تعریف
ͬ شود. م استفاده میانگین مقدار حول داده ها پراکندگͬ

به صورت X واریانس آن گاه باشد، X تصادفͬ متغیر (میانگین) ریاضͬ امید ، µ = E(X) اگر
ͬ شود: م تعریف زیر

V ar(X) = E[(X − µ)٢]

ͬ دهد م نشان که است پراکندگͬ های شاخصه از ی΄ͬ معیار: انحراف [١] .١ . ١ . ٨ تعریف
داده ها از ای مجموعه معیار انحراف دارند.اگر فاصله متوسط مقدار از مقدار چه داده ها میانگین
اندکͬ پراکندگͬ و هستند میانگین به ΁نزدی داده ها که است آن نشانه باشد صفر به ΁نزدی
انحراف ͬ باشد. م داده ها توجه قابل پراکندگͬ بیانگر بزرگ معیار انحراف در حالی΄ه دارند.

ͬ آید. م بدست واریانس جذر از معیار
ͬ شوند م نامیده مستقل Y و X تصادفͬ متغیرهای مستقل: تصادفͬ متغیر .١ . ١ . ٩ تعریف

باشد: برقرار زیر رابطه ی اگر تنها و اگر
FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y)

است. احتمال تجمعͬ توزیع تابع FY (y) و FX(x) که
است.کوواریانس تصادفͬ متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه :۴ کوواریانس .١ . ١ . ١٠ تعریف

است: زیر صورت به Y ، X تصادفͬ متغیر دو
COV (X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y )

باشند: مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و Xاگر
COV (X,Y ) = ٠

΁ی رابطه ی درجه ی و نوع تعیین برای آماری ابزاری همبستگͬ: ضریب [١] .١ . ١ . ١١ تعریف
دو همبستگͬ تعیین در استفاده مورد معیارهای از ی΄ͬ و است دی·ر کمͬ متغیر با کمͬ متغیر

٢Moment
٣Variance
۴Covariance
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را معکوس) یا (مستقیم رابطه نوع همچنین و رابطه شدت همبستگͬ ضریب ͬ باشد. م متغیر
برابر متغیر، دو بین رابطه وجود عدم صورت در و است ١ تا ‐١ بین ضریب این ͬ دهد. م نشان

است. صفر
زیر صورت به ͬ شود م داده نشان ρ(X,Y ) نماد با که Y و X متغیرهای همبستگͬ ضریب

ͬ شود: م تعریف
ρ(X,Y ) =

COV (X,Y )√
V ar(X)

√
V ar(Y )

مقدار f(x, y) و پیوسته تصادفͬ متغیر های Y و X اگر ای: حاشیه چ·الͬ [١] .١ . ١ . ١٢ تعریف
صورت به که تابعͬ باشد، (x, y) در آن ها تؤام احتمال چ·الͬ

g(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy −∞ < x < +∞

صورت به که تابعͬ متناظراً، دارد. نام Y حاشیه ای چ·الͬ ͬ شود، م داده

h(y) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dx −∞ < x < +∞

دارد. نام Y حاشیه ای چ·الͬ ͬ شود، م داده
تابع اگر تنها و اگر است نرمال توزیع دارای X تصادفͬ متغیر نرمال: توزیع .١ . ١ . ١٣ تعریف

باشد: زیر صورت به آن احتمال چ·الͬ
f(x) =

١
σ
√٢πe

− ١٢ (x−µ
σ

)٢
, −∞ < x < +∞

ͬ نامند. م استاندارد نرمال توزیع را σ = ١ ، µ = ٠ با نرمال توزیع •
باشد. داشته نرمال توزیع Y = Ln(X) هرگاه دارد ل΃‐نرمال توزیع X تصادفͬ متغیر •

ͬ گیرد. م را مثبت حقیقͬ مقادیر فقط ل΃‐نرمال توزیع که است بدیهͬ
مدل به ͬ توان م امروز مدیریت و اقتصاد دانش در توزیع تابع این کاربردهای مهمترین از •

برد. نام منابع مدیریت و گذاری سرمایه در سهام ها سبد کردن
تابع هرگاه ، است θ > ٠ با نمایی توزیع درای X تصادفͬ متغیر نمایی: توزیع .١۴ . ١ . ١ تعریف

باشد: زیر صورت به آن چ·الͬ

FX(x) =
١
θ
e−

x
θ , x > ٠

ͬ باشد. م نمایی توزیع دهنده نشان ١ . ١ ش΄ل
پارامتر دو دارای و است پیوسته احتمالͬ های توزیع از ی΄ͬ گاما: توزیع [١] .١۵ . ١ . ١ تعریف
با است معادل گاما توزیع آنگاه باشد طبیعͬ عددی k است.اگر k ش΄ل پارامتر و θ مقیاس



۵ ریاضͬ آمار مفاهیم از برخͬ بر مروری

نمایی توزیع :١ . ١ ش΄ل

صورت به گاما توزیع احتمال چ·الͬ تابع ١
θ پارامتر با نمایی توزیع با تصادفͬ متغیر k مجموع

ͬ شود. م داده نمایش X ∼ Γ(k, θ) با توزیع است.این زیر

f(x; k, θ) =
xk−١e−x

θ

θkΓ(k)
, x > ٠, k, θ > ٠

تصادفͬ متغیر آن به و بتاست، توزیع دارای X تصادفͬ متغیر بتا: توزیع [١] .١۶ . ١ . ١ تعریف
صورت به آن احتمال چ·الͬ اگر تنها و اگر ͬ شود، م اطلاق بتا

fX(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xα−١)١ − x)β−١ , ٠ < x < ١

است. β > ٠ و α > ٠ آن در که باشد،

متغیر آن به و دارد پواسون توزیع X تصادفͬ متغیر پواسون: توزیع [١] .١ . ١ . ١٧ تعریف
صورت به آن احتمال توزیع اگر تنها و اگر ͬ شود، م داده پواسون تصادفͬ

p(x;λ) =
e−λλk

k!
k = ٠, ١,٢, ..

است. پواسون توزیع دهنده نشان ١ . ٢ ش΄ل است. مثبت حقیقͬ عدد ΁ی λ که
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پواسون توزیع :١ . ٢ ش΄ل
صفر از بزرگتر حقیقͬ اعداد برای که احتمالͬ توزیع دوم: نوع بتای توزیع .١ . ١ . ١٨ تعریف

است: زیر صورت به آن احتمال توزیع است.تابع β و α پارامتر دو دارای و ͬ شود م تعریف
fX(x) =

x(n−١)
βnB(n, α)(١ + x

β )
(n+α)

, x > ٠
است: زیر صورت به B(α, β) که

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

دارد منفͬ جمله ای دو توزیع X تصادفͬ متغیر منفͬ: جمله ای دو توزیع [١] .١ . ١ . ١٩ تعریف
احتمالش توزیع اگر تنها و اگر ͬ شود، م داده  منفͬ جمله ای دو تصادفͬ متغیر عنوان آن به و

صورت به k = k, k + ١,K + ٢, ... ازای به
fX(x; k, θ) =

(
x− ١
k − ١

)
θk(١ − θ)x−k

توزیع که است تصادفͬ متغیر ͬ دهد، م رخ آن در پیروزی امین k که امتحانͬ شماره پس باشد.
دارد. θ و k پارامتر های با منفͬ جمله ای دو

پیروزی اولین احتمال بیانگر که گسسته است توزیعͬ هندسͬ: توزیع [١] .١ . ١ . ٢٠ تعریف
ͬ باشد. م برنولͬ فرآیند در ش΄ست k − ١ از پس

PX(k) = P{X = k} = (١ − P )k−١P , k = ١,٢,٣, ...



٧ مالͬ مفاهیم
است. دفعه ΁ی در پیروزی احتمال P آن در که

که است پارتو توزیع آماری مهم های توزیع از ی΄ͬ احتمال تابع پارتو: توزیع .١ . ١ . ٢١ تعریف
ͬ باشد: م زیر صورت به آن احتمال چ·الͬ تابع

fX(x;α, β) =
α

β(١ + x
β )

α+١ , x > ٠

ͬ باشد. م f(x;α, β) = ٠ آنگاه باشد x < ٠ اگر •
با را توزیع باشد.این مͬ ش΄ل پارامتر α و مقیاس پارامتر β ͬ باشند. م α, β > ٠ •

ͬ دهیم. م نمایش x ∼ Pa(α, β)

ͬ باشد: م زیر صورت به پارتو توزیع واریانس و ریاضͬ امید •
E(X) =

β

α− ١
V ar(X) =

αβ٢
(α− ٢(١(α− ٢)

کیفیت از میزان ΁ی AIC اطلاعات معیار :(۵ AIC ) ΁آکائی اطلاعاتͬ معیار .١ . ١ . ٢٢ تعریف
مدل انتخاب برای ابزاری AIC ͽواق در ͬ باشد. م داده ها از مجموعه ΁ی از آماری مدل نسبی
آماره این ͬ دهد. م توضیح را مدل پیچی·ͬ و برازش بین معادله ΁ی AIC این بر علاوه است.

نویسیم: مͬ اینگونه را AICͬکل صورت به است. شده بنا اطلاعات پراکنش اساس بر
AIC = ٢K − ٢ lnL

مͬ برآورده مدل درستنمایی در تابع ماکزیمم L و آماری مدل در پارامترها تعداد K که
را AIC مقدار کمترین که باشد مͬ بهتر مدلͬ داده ها، برای انتخابی مدل چند بین باشد.

باشد. داشته

مالͬ مفاهیم ١ . ٢
سرمایه گذاری ها، همچون مالͬ تراکنش های بر که سازمانͬ به مالͬ: مؤسسه .١ . ٢ . ١ تعریف
مرسوم ش΄ل به مالͬ مؤسسه های ͬ شود. م گفته مالͬ مؤسسه دارد تمرکز سپرده ها و وام ها
تقریباً اند. شده تش΄یل ... و بیمه شرکت های کارگزای ها، بانک ها، همچون سازمان هایی از
تا گرفته وجه واریز از هر چیزی دارند. سر و کار مالͬ مؤسسات با معمول صورت به افراد همه

ͬ گیرد. م انجام مالͬ مؤسسه طریق از مبادله ای های ارز و وام گرفتن
۵Akaike information criterion
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΁ریس آن شده بینͬ پیش بازده از گذاری سرمایه واقعͬ بازده انحراف :΁ریس .١ . ٢ . ٢ تعریف
سرمایه اصل از بخشͬ یا همه رفتن دست از احتمال شامل همچنین ΁ریس. ͬ شود م گفته
΁ریس. دارد وجود متفاوتͬ معیارهای گذاری سرمایه ΁ریس سنجش برای ͬ شود. م نیز گذاری
به ͬ توان م را ΁ریس مالͬ ادبیات در است. عمل ΁ی نتیجه مورد در آگاهͬ و اطمینان عدم
است ͬ ها بده یا دارایی ها ارزش در تغییر صورت به معمولا که غیرمنتظره رویدادهای صورت

کرد. تعریف
نرخ آتͬ نوسانات احتمال از است عبارت ΁ریس :΁ریس سنجش های روش .١ . ٢ . ٣ تعریف
آن از بعضͬ که ͬ گیرد م قرار استفاده مورد نوسانات تعیین برای مختلفͬ شاخص های بازدهͬ.

هستند: صورت بدین ها
تغییرات دامنه ی •

خطͬ انحراف متوسط •
واریانس •

معیار انحراف •
واریانس نیم •

معیار انحراف نیم •
بتا شاخص •

خطر معرض در دارایی •
روش ΁ی ΁ریس معرض در ارزش :(۶ VaR ) ΁ریس معرض در ارزش [٢] .۴ . ١ . ٢ تعریف
سرمایه پرتفوی یا و شرکت ΁ی در مالͬ ΁ریس میزان تعیین و گیری اندازه برای که است آماری
مدیران توسط ΁ریس معرض در ارزش ͬ شود. م استفاده مشخص زمانͬ دوره ΁ی در گذاری
استفاده مورد است شده متعهد شرکت که ریس΄ͬ ͹سط کنترل و اندازه گیری برای ΁ریس
نظر در را مختلف های روش از را آن از ناشͬ بازده و ΁ریس معمولا ها شرکت ͬ گیرد. م قرار
ͬ تواند م که حدی از شرکت ΁ریس شوند مطمئن که است این ΁ریس مدیران وظیفه ͬ گیرند. م

نباشد. بیشتر کند تحمل را احتمالͬ بدتر نتیجه ΁ی ضررهای
΁ی در را انتظار مورد زیان مقدار بیشترین ΁ریس معرض در ارزش گفت ͬ توان م کلͬ بطور
گیری اندازه متغیر سه با و نماید مͬ گیری اندازه معین اطمینان ͹سط در مشخص زمانͬ افق

شود: مͬ
زمانͬ بازه بالقوه‐ زیان و ضرر رخداد احتمال بالقوه‐ زیان و ضرر میزان

۶Value at Risk



٩ مالͬ مفاهیم
هستند مواجه مختلفͬ ریس΁ های با مالͬ مؤسسات مالͬ: مؤسسات ΁ریس .۵ . ١ . ٢ تعریف

ͬ باشد: م زیر موارد شامل که
شفافیت عدم ΁ریس •

مدیریتͬ اشتباهات ΁ریس •
مالͬ و ورش΄ستگͬ ΁ریس •

قانونͬ ΁ریس •
نقدینگͬ ΁ریس •

تورم ΁ریس •
بهره نرخ نوسانات ΁ریس •

بازار ΁ریس •
اخلاقͬ ΁ریس •

تسهیلات باز پرداخت عدم ΁ریس •
و گردیده است درج بیمه نامه در آن مشخصات که است بیمه ای شرکت بیمه گر: .۶ . ١ . ٢ تعریف
ͬ گیرد. م بعهده بیمه نامه این شرایط طبق را احتمالͬ خسارت جبران حق بیمه دریافت ازای در
به یا است بیمه موضوع ΁مال که است حقوقͬ یا حقیقͬ شخص بیمه گذار: .١ . ٢ . ٧ تعریف
از را بیمه موضوع حفظ مسئولیت یا داشته را ͽذی نف یا ΁مال نمایندگͬ قانونͬ عناوین از ی΄ͬ

ͬ باشد. م آن بیمه حق پرداخت تعهد و ͬ کند م منعقد را بیمه گر یا بیمه و دارد ΁مال طرف
است موظف بیمه گذار و شده مشخص بیمه نامه در که است مبلغͬ بیمه: حق .١ . ٢ . ٨ تعریف
پرداخت گر بیمه به شود مͬ مشخص نامه بیمه در که ترتیبی به یا بیمه نامه صدور هنگام را آن

نمایید.
تحویل خریدار به شده بیمه وسیله کاتالوگ مطابق که لوازمͬ بیمه: موضوع .١ . ٢ . ٩ تعریف

ͬ شود. م محسوب بیمه موضوع جزو نیز است شده درج بیمه نامه در یا و
که ͬ کند م تعهد ملاحظاتͬ به بنا بیمه گر، آن طͬ که است ساز و  کاری بیمه: .١ . ٢ . ١٠ تعریف
نماید جبران مشخص، زمانͬ دوره ی ΁ی در حادثه وقوع صورت در را بیمه گذار احتمالͬ زیان
است. ΁ریس با مقابله روش های از ی΄ͬ بیمه بنابراین دهد. ارائه وی به را مشخصͬ خدمات یا
ͬ شود) م نامیده بیمه گذار (که قرار داد طرف ΁ی از مشخصͬ ΁ریس بیمه، قرار داد ΁ی طͬ

ͬ گردد. م منتقل ͬ شود) نامیده م بیمه گر (که دی·ر طرف به
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بیمه نامه ها: انواع .١ . ٢ . ١١ تعریف

اتومبیل بیمه های •
سوزی آتش بیمه های •

تکمیلͬ درمان بیمه های •
حوادث و عمر بیمه های •

سرمایه گذاری و عمر بیمه های •
مسئولیت بیمه های •
مهندسͬ بیمه های •

باربری بیمه های •



٢ فصل
آن کاربردهای و پارتو توزیع

مقدمه
را ژئوفیزی΄ͬ و علمͬ اجتماعͬ، پدیده های از بسیاری که است توانͬ احتمالͬ توزیع پارتو توزیع
نام گذاری ١ پارتو داماسو فدری΄و ویلفردو ایتالیایی اقتصاد دان یاد به توزیع این ͬ کند. م توصیف
آن کاربرد های و پارتو توزیع از مختصری تاریخچه ی بیان به ابتدا در فصل این در شده است.
دوم نوع بتای و گاما توزیع های و پارتو توزیع بین رابطه بیان به ادامه در شده است. پرداخته
توزیع این خواص برخͬ بررسͬ و پارتو وابسته متغیره چند توزیع همچنین شده است. پرداخته
از مختلفͬ رده های [٨]،[۶]،[۵] دارد. ΁ریس تحلیل و بیمه در فراوانͬ کاربرد که شده ارائه
آرنولد توسط ها کلاس ترین اصلͬ و ترین مهم که است شده ارائه پارتو متغیری چند توزیع
توسط نیز دی·ری انواع است. شده ارائه پارتو توزیع مراتب سلسله قالب در که (٢٠١−١٩٨٣۵)

است. شده ارائه هم΄ارانش و ٣ آسیمیت و (٢٠٠٩) ٢ لاندسمن

١Vilferedo Federico Damaso Pareto
٢Londsman
٣Asimite

١١



آن کاربردهای و پارتو توزیع ١٢

پارتو: توزیع تاریخچه ٢ . ١
بود. ایتالیایی فیلسوف و مهندس اقتصاددان، شناس، جامعه پارتو داماسو فدری΄و ویلفردو
پردازی نظریه انسانͬ علوم مختلف های شاخه در پارتو اوست. نام به اقتصاد در پارتو اصل
بهینه اصل و مدیریت علم ٢٠ و ٨٠ قانون سیاست، علم در نخب·ان ح΄ومت نظریه کرده است.

اوست. ابداعات از اقتصاد علم در پارتو
او بود. ایتالیا از تبعیدی ΁ی فرزند وی شد. متولد پاریس در ١٨۴٨ سال در پارتو ویلفردو
ادبیات و ریاضیات در و داد ادامه ایتالیا در را آن ولͬ کرد آغاز فرانسه در را خود تحصیلات
شد. التحصیل فارغ ۴ تورین فنͬ دانش΄ده از ١٨۶٩ سال در پارتو یافت. تخصص ΁کلاسی
در وی کرد. کار ایتالیا آهن راه شرکت در مدیر و مهندس بعنوان را سالͬ ٢٠ حدود سپس
اقتصاد تدریس به ۵ لوزان در سال ٧ مدت و آورد روی اقتصاد به سال·ͬ ۴٢ سن در ١٨٩٠ سال
رفت سوئیس به و داد استعفا کار این از برد ارث به زیادی ثروت که ١٩٠٠ سال در ولͬ پرداخت

پرداخت. تحقیق و مطالعه به را عمر بقیه و
اقتصاد: در پارتو نقش •

(١٨٣۴−١٩١٠) ۶ والراس لئون توسط لوزان م΄تب است. لوزان م΄تب از نفر دومین پارتو
نیز عرضه و هزینه به مطلوبیت مقوله درباره بحث بر علاوه م΄تب شد.این گذاری پایه
پیدا افزایش عرضه گیرد قرار تولید هزینه از بالاتر قیمت اگر که بیان این با است. پرداخته
کاهش عرضه گیرد، پیشͬ قیمت از هزینه اگر بالعکس. و آورد پایین را قیمت تا کند مͬ
شناخته نیز ریاضͬ اقتصاد بنیانگذاران از ی΄ͬ پارتو روند. مͬ بالا ها قیمت و کرده پیدا

دارد. اساسͬ جای·اه رفاه اقتصاد در عمومͬ تعادل مقوله در او دیدگاه است، شده

گاما توزیع با آن ارتباط و پارتو توزیع ٢ . ١ . ١
ͬ باشد: م تصادفͬ های متغیر پارتو توزیع از ساده تصویری دهنده ارائه زیر لم

X ∼ بطوری΄ه باشند، گاما مستقل تصادفͬ متغیرهای Y و X کنید :فرض [٣] .٢ . ١ . ١ لم
داریم: β > ٠ اگر ͬ باشد. م α > ٠ که Y ∼ Γ(α, ١) و Γ(١, ١)
U = β

X

Y
∼ Pa(α, β)

داریم: برهان.
f(x) = e−x, x > ٠

۴Torin
۵Lausanne
۶Leon Warlas



١٣ پارتو: توزیع تاریخچه

f(y) =
yα−١e−y

(α− ١)! , y > ٠
⇒ f(x, y) =

yα−١e−(x+y)

(α− ١)! , x, y > ٠
ͬ گیریم: م نظر در را زیر متغیر تغییر

u = β
x

y
, v = x

=⇒ y = β
v

u
, u > ٠

داریم: ژاکوبین محاسبه ∣∣∣∣∣∣با
dx
du

dx
dv

dy
du

dy
dv

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ٠ ١
−βv

u٢
β
u

∣∣∣∣∣∣ = βv

u٢

ͬ دهیم: م قرار
g(u, v) =

(βvu )α−١e−(v+βv
u
)

(α− ١)! × βv

u٢

=
(βvu )αe−(v+βv

u
)

u(α− ١)!
با: است برابر u حاشیه ای توزیع بنابراین

g(u) =

∫ ∞

٠
(βvu )αe−(v+βv

u
)

u(α− ١)! dv

گاما توزیع به را انتگرال زیر تابع ͬ توان م زیر صورت به β́ = (١+ β
u )

−١ و ά = α+١ دادن قرار با
کرد: تبدیل

g(u) =
Γ(ά)β́ά(βu )

α

Γ(α)u

∫ ∞

٠
vά−١e−(١+β

u
)v

Γ(ά)β́ά
dv

∫چون ∞

٠
vά−١e−(١+β

u
)v

Γ(ά)β́ά
dv = ١

نتیجه: در
g(u) =

Γ(ά)β́ά

Γ(α)u
· (β

u
)α

=
α!(βu )

α

(α− ١)!u(١ + β
u )

α+١

= (
β
u١ + β

u

)α × α

u(١ + β
u )

= (
β
u

β
u (

u
β + ١))

α × α

(u+ β)

= (
١

(١ + u
β )

α
)× α

β(uβ + ١) =
α

β(١ + u
β )

α+١ ∼ Pa(α, β)



آن کاربردهای و پارتو توزیع ١۴

دوم نوع بتای توزیع با آن ارتباط و پارتو توزیع ٢ . ٢
ͬ شود. م آورده ادامه در (f(x;α, β) =

α

β(١ + x
β )

α+١ , x > ٠) پارتو توزیع از تعمیمͬ
به آن احتمال چ·الͬ اگر دانست، دوم نوع از بتا توزیع ͬ توان م را X تصادفͬ متغیر ΁ی •

باشد: زیر ش΄ل
f(x; p, q, β) =

xp−١
βpB(p, q)(١ + x

β )
p+q

x > ٠
ͬ باشد: م زیر صورت به B(p, q) که

B(p, q) =

∫ ١
٠ xp−١)١ − x)q−١dx =

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

.[۴] هستند p, q, β > ٠ و f(x; p, q, β) = ٠ آنگاه باشد، x < ٠ اگر
Pa(q, β) پارتوی توزیع p = ١ دهیم قرار دوم نوع بتای توزیع احتمال چ·الͬ تابع در اگر •

ͬ آید. م بدست
گاما تصادفͬ های متغیر نسبت ش΄ل به و ساده نمایشͬ دارای دوم نوع بتای توزیع •

ͬ باشد. م
Y ∼ و X ∼ Γ(p, ١) بطوری΄ه باشند، گاما مستقل تصادفͬ متغیرهای Y و X اگر .٢ . ٢ . ١ لم
پارتوی احتمال چ·الͬ تابع دارای U = βX

Y جدید تصادفͬ متغیر β > ٠ اگر ͬ باشد. م Γ(q, ١)
است. یافته تعمیم

داریم: برهان.
f(x) =

xp−١e−x

Γ(p)
, x > ٠

f(y) =
yq−١e−y

Γ(q)
, y > ٠

f(x, y) =
xp−١yq−١e−(x+y)

Γ(p)Γ(q)
, x, y > ٠

ͬ گیریم: م نظر در را زیر متغیر تغییر
u = β

x

y
, v = x

=⇒ y = β
v

u
, u > ٠

داریم: ژاکوبین محاسبه ∣∣∣∣∣∣با
dx
du

dx
dv

dy
du

dy
dv

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ٠ ١
−βv

u٢
β
u

∣∣∣∣∣∣ = βv

u٢



١۵ دوم نوع بتای توزیع با آن ارتباط و پارتو توزیع
ͬ دهیم: م قرار

g(u, v) =
vp−١(βvu )q−١e−(v+βv

u
)

Γ(p)Γ(q)
× βv

u٢
با: است برابر u حاشیه ای توزیع بنابراین

g(u) =

∫ ∞

٠
vp−١(βvu )q−١e−(v+βv

u
)

Γ(p)Γ(q)
× βv

u٢

گاما توزیع به را انتگرال زیر تابع ͬ توان م زیر صورت به (١+ β
u )

−١ = β́ و p+ q = ṕ دادن قرار با
کنیم: تبدیل

g(u) =
(βu )

qΓ(ṕ)

uΓ(p)Γ(q)

∫ ∞

٠
v(p−١)vqe−(١+β

u
)v

Γ(ṕ)
dv

=
(βu )

qΓ(ṕ)β́ṕ

uΓ(p)Γ(q)

∫ ∞

٠
v(p−١)e−( v

β́
)

Γ(ṕ)β́ṕ
dv

∫چون ∞

٠
v(p−١)e−( v

β́
)

Γ(ṕ)β́ṕ
dv = ١

نتیجه: در
g(u) =

Γ(ṕ)β́ṕ

uΓ(p)Γ(q)
· (β

u
)q

=
up−١(βu )qΓ(p+ q)

up−١u(١ + β
u )

p+qΓ(p)Γ(q)

=
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)
× up−١

up(١ + β
u )

p
× (

(βu )

(١ + β
u )

)q

=
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)
× up−١

up(١ + β
u )

p
× (

(βu )
β
u (١ + u

β )
)q

=
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)
× up−١

up(١ + β
u )

p
× ١

(١ + u
β )

q

=
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)
× up−١

(u+ β)p
× ١

(١ + u
β )

q

=
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)
× up−١

βp(١ + u
β )

p
× ١

(١ + u
β )

q

=
up−١

βpB(p, q)(١ + u
β )

p+q
∼ Pa(p, q)



آن کاربردهای و پارتو توزیع ١۶

پارتو وابسته متغیره چند توزیع ٢ . ٣
متغیرهای Y١, Y٢, ...Yn باشند. مستقل دو به دو Yα و Y١, Y٢, ...Yn که کنید فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف

باشد. α > ٠ که Γ(α, ١) توزیع دارای Yα و Γ(١, ١) از توزیع هم تصادفͬ
صورت به را پارتو وابسته چندمتغیری توزیع

X = (X١, X٢, ..., Xn) = (β
Y١
Yα

, β
Y٢
Yα

, ..., β
Yn
Yα

) (١)
ͬ شود. م تعریف باشد، β > ٠ که

پارتو چند متغیره توزیع خواص بعضͬ ٢ . ٣ . ١
داریم: ،٢ . ٣ . ١ تعریف به توجه با .٢ . ٣ . ١ لم

زیراست: صورت به X بردار احتمال چ·الͬ تابع الف. •
g(x١, x٢, ..., xn;α, n) =

Γ(α+ n)

Γ(α)βn
× (

١
١ +

∑n
i=١ xi

β

)α+n x١, ...xn > ٠

ب. •
COV (Xi, Xj) =

β٢
(α− ٢(١(α− ٢) ∀i ̸= j

ͬ باشد: م زیر صورت به مؤلفه ها میان همبستگͬ ضریب ج. •
ρ(Xi, Xj) =

١
α

α > ٢, i ̸= j

داریم: ،٢ . ١ . ١ لم مشابه الف. برهان.

f(y١, ..., yn, yα) =
n∏

i=١
f(yi) · f(yα)

ͬ کنیم: م اعمال را زیر متغیر تغییر
X١ = β

Y١
Yα

, X٢ = β
Y٢
Yα

, ..., Xn = β
Yn
Yα

, Z = Yα

داریم: ژاکوبین محاسبه با

g(x١, ..., xn, z) = f(
x١z
β

,
x٢z
β

, ..,
xnz

β
, z) · |J |

g(x١, ..., xn) =
∫ ∞

٠ g(x١, ..., xn, z)dz



١٧ پارتو وابسته متغیره چند توزیع
ب.داریم:

COV (X١, X٢) = E(X١X٢)− E(X١)E(X٢)

داریم: ٢ . ٣ . ١ لم الف قسمت طبق همچنین
f(x) =

α

β(١ + x
β )

α+١ =⇒ E(X) =

∫ ∞

٠
αx

β(١ + x
β )

α+١ =
β

α− ١

f(x١, x٢) =
Γ(α+ ٢)
Γ(α)β٢ × ١

(١ +
x١+x٢

β )α+٢

داریم:
E(X١X٢) =

∫ ∞

٠
∫ ∞

٠
Γ(α+ ٢)
Γ(α)β٢ × x١x٢

(١ +
x١+x٢

β )α+٢dx١dx٢

=
Γ(α+ ٢)βα+٢

Γ(α)β٢
∫ ∞

٠
∫ ∞

٠
x١x٢

(β + x١ + x٢)α+٢dx١dx٢

=
Γ(α+ ٢)βα+٢

Γ(α)β٢
∫ ∞

٠
x٢
άβ́ά

∫ ∞

٠
άx١

β́(١ +
x١́
β
)

´α+١dx١dx٢

. β́ = β + x٢ و ά = α+ ١ که
است. β́

ά−١ برابر که شد تبدیل پارتو توزیع ریاضͬ امید به ∫∞٠ άx١
β́(١+x١́

β
)

´α+١ عبارت
بنابراین:

Γ(α+ ٢)βα+٢
Γ(α)β٢

∫ ∞

٠
x٢
άβ́ά

× β́

ά− ١dx٢ =

=⇒ Γ(α+ ٢)βα+٢
Γ(α)β٢

∫ ∞

٠
x٢(β + x٢)

α(α+ ١)(β + x٢)α+١dx٢

داریم: ،ά = α− ١ کنید فرض
Γ(α+ ٢)βα+٢

Γ(α)β٢άα(α+ ١)βά

∫ ∞

٠
άx٢

β(١ +
x٢
β )ά

dx٢ =

=
Γ(α+ ٢)βα+٢

Γ(α)β٢(α− ١)α(α+ ١)βα−١ × β

(α− ٢)

=
(α+ ١)αβα+٣

βα+١α(α+ ١)(α− ١)(α− ٢) =
β٢

(α− ١)(α− ٢)

=
(α− ١)× β٢

(α− ١)× (α− ١)(α− ٢) −
β٢ × (α− ٢)

(α− ٢(١ × (α− ٢)

=
αβ٢ − β٢ − αβ٢ + ٢β٢

(α− ٢(١(α− ٢) =
β٢

(α− ٢(١(α− ٢)



آن کاربردهای و پارتو توزیع ١٨
ج.

ρ(Xi, Xj) =
COV (Xi, Xj)√
V arXi

√
V arXj

=

β٢
(α−١)٢(α−٢)√

αβ٢
(α−١)٢(α−٢)

√
αβ٢

(α−١)٢(α−٢)

=⇒
β٢

(α−١)٢(α−٢)
αβ٢

(α−١)٢(α−٢)
=

١
α



٣ فصل
های مدل و ΁ریس معرض در ارزش

پارتو ترکیبی

مقدمه
نتیجه این به پژوهش و بررسͬ با (٢٠٠٨) هم΄ارانش و ٢ کلاگمن و (٢٠٠١) هم΄ارانش و ١ کاس

هستند: مستقل هم از زیر موارد در جمعͬ و فردی ΁ریس های مدل که رسیدند
خسارت ادعاهای مختلف مقادیر •

خسارت ادعاهای مقدار و خسارت ادعاهای تعداد •
ادعاها این مقدار بین فاصله •

اما (΁ریس (شاخص شود مͬ ΁ریس های سنجه از بسیاری محاسبه در تسهیل سبب امر این
[٨] باشد. محدودیت دارای مختلف های زمینه در تواند مͬ

ساختار اند داده ارائه (١٩٩٣) هم΄ارانش و آرنولد و (١٩٨٧) آرنولد که توزیعͬ اساس
مدل ΁ی بنابراین شده اند. ارائه مختلف وابسته کلاس دو در که ͬ باشد م شرطͬ وابستگͬ

١Kass
٢Klugman

١٩



پارتو ترکیبی های مدل و ΁ریس معرض در ارزش ٢٠
آن شاخصه چندین و است وابستگͬ آن ساختار اساس که ͬ دهیم م قرار توجه مورد را ΁ریس

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را
که دادند قرار بررسͬ مورد را وابسته های ΁ریس از ای نمایه (٢٠١٣) هم΄ارانش و ٣ کوزت

ͬ باشد. م ترکیبی های توزیع از آن در متغیری چند توزیع
اندازه و ادعاها میان زمان برای را پیوسته ی وابسته ساختار ΁ی (٢٠٠۶) ۵ تئوگلز و ۴ آلبرچر

بعدی) ادعاهای بینͬ دادند.(پیش ارائه بعدی ادعاهای
توزیع که پردازند مͬ پواسون ΁ریس مدل تعمیم بررسͬ به (٢٠٠۶) هم΄ارانش و ۶ بوودریت

ادعاست. آخرین از شده سپری زمان از تابعͬ بعدی ادعای مقدار
ساختار دهنده ارائه که دادند قرار توجه مورد را دی·ری تعمیم هم΄ارانش و ٧ کوزت
ترکیبی جمعͬ مدل توزیع ادامه در ͬ باشد. م ادعاها زمان و ادعاها مقادیر میان وابسته ای
بررسͬ به است. پارتو نوع از فرعͬ توزیع که ͬ آوریم م دست به را SN = X١ +X٢ + ... +XN

منفͬ جمله ای دو ، پواسون توزیعات که ͬ پردازیم م تجمعͬ های مدل از برخͬ دقیق جزئیات
داراست. اصلͬ توزیع عنوان به را هندسͬ و

تابع و است ٨ کامر هندسͬ فوق از تابعͬ پارتو‐پواسون تجمعͬ مدل احتمال چ·الͬ تابع
است. ٩ گاؤس هندسͬ فوق از تابعͬ منفͬ جمله ای پارتو‐دو احتمال چ·الͬ

΁ریس معرض در ارزش ٣ . ١
توزیع با X تصادفͬ متغیرهای از ٠ < u < ١ با u ͹سط در (V aR) ΁ریس معرض در ارزش

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به F (X) تجمعͬ

V aR[X;u] = inf{x ∈ R,F (X) ≥ u}

آوردند: دست به را زیر رابطه (٢٠١٣) هم΄ارانش و ١٠ گیلن ، باشد X ∼ B٢(p, q, β) اگر

V aR[X;u] = β
IB(u; p, q)

١ − IB(u; p, q)

است. بتا تابع معکوس حالت دهنده نشان IB(u; p, q) که
٣Cossette
۴Alberecher
۵Teugels
۶Boudreault
٧Cossette
٨Kummer
٩Gauss

١٠Guillen



٢١ پارتو وابستگͬ شرایط تحت فردی ΁ریس مدل
ͬ آوریم: م بدست پارتو تجمعͬ توزیع برای ٣ . ١ از استفاده با

V aR[Sn;u] = β
IB(u;n, α)

١ − IB(u;n, α)
, ٠ < u < ١

پارتو وابستگͬ شرایط تحت فردی ΁ریس مدل ٣ . ٢
΁ریس بین که ͬ کنیم م فرض ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را فردی ΁ریس مدل بخش این در

باشد. داشته وجود وابستگͬ ها
΁ریس بنابراین باشد. کردیم تعریف که متغیره چند پارتو توزیع (X١, ..., Xn) کنید تصور

دربر دارد: را زیر نتایج که ͬ دهیم م قرار توجه مورد را Sn = X١ + ...+Xn تجمعͬ
نوع از آن مؤلفه های که Sn مجموع تصادفͬ متغیر احتمال چ·الͬ تابع [۶] .٣ . ٢ . ١ قضیه

ͬ شود: م تعریف زیر معادله با باشد متغیری تک پارتوی
fSn(x;n, α, β) =

xn−١
βαB(n, α)(١ + x

β )
n+α

, x > ٠

است. Sn ∼ B٢(n, α, β) که معنا این به
ͬ شود. م fSn(x;n, α, β) = ٠ باشد x < ٠ اگر

ͬ آید. م دست به Γ(α, ١) بر Γ(١, ١) تقسیم از پارتو توزیع ͬ دانیم م ٢ . ١ . ١ لم از استفاده با برهان.
مجموع ͬ دانیم م که این به توجه با است. Γ(١, ١) توزیع دارای Yi آن در که ،Xi = β Yi

Yα
یعنͬ

است. Γ(n, ١) گاما توزیع کسر صورت توزیع بنابراین ͬ باشد، م گاما توزیع هم باز گاما ها توزیع
با: است برابر Sn بنابرای

Sn = X١ + ...+Xn = β
Y١ + Y٢ + ...+ Yn

Yα

داریم:
f(x) =

xn−١e−x

Γ(n)
, x > ٠

f(y) =
yα−١e−y

Γ(α)
, y > ٠

f(x, y) =
xn−١yα−١e−(x+y)

Γ(n)Γ(α)
, x, y > ٠

ͬ کنیم: م اعمال را زیر متغیر تغییر
u = β

x

y
, v = x

=⇒ y = β
v

x
, u > ٠



پارتو ترکیبی های مدل و ΁ریس معرض در ارزش ٢٢
داریم: ژاکوبین محاسبه ∣∣∣∣∣∣با

dx
du

dx
dv

dy
du

dy
dv

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ٠ ١
−βv

u٢
β
u

∣∣∣∣∣∣ = βv

u٢

سپس:

g(u, v) =
vn−١(βvu )α−١e−(v+βv

u
)

uΓ(α)Γ(n)
dv

با: است برابر u حاشیه ای توزیع بنابراین

g(u) =

∫ ∞

٠
vn−١(βvu )α−١e−(v+βv

u
)

uΓ(α)Γ(n)
dv

گاما توزیع به را انتگرال زیر تابع ͬ توان م زیر صورت به β́ = (١+ β
u )

−١ ، ń = n+α دادن قرار با
کنیم: تبدیل

g(u) =
(βu )

αΓ(ń)β́ń

uΓ(α)Γ(n)

∫ ∞

٠
vń−١e−(١+β

u
)v

Γ(ń)β́ń

∫چون ∞

٠
vń−١e−(١+β

u
)v

Γ(ń)β́ń
= ١

نتیجه: در
g(u) =

un−١(βu )αΓ(n+ α)un−١
un−١uΓ(α)Γ(n)(١ + β

u )
n + α

=
Γ(n+ α)

Γ(α)Γ(n)
× (

β
u١ + β

u

)α × un−١
un(١ + β

u )
n

=
١

B(n, α)
× (

β
u

β
u (١ + u

β )
)α × un−١

(u+ β)n

=
un−١

βnB(n, α)(١ + u
β )

n+α
∼ Pa(n, α)

برای Sn مجموع تصادفͬ متغیر احتمال چ·الͬ تابع دهنده نشان ٣ . ١ ش΄ل •
ͬ شود. م هموار نمودا ها n مقدار افزایش با است. n = ٢,۵, ١٠,٢٠ و α = ١٢ , ١,٢, ١٠



٢٣ وابستگͬ شرایط در تجمعͬ ΁ریس مدل

Sn مجموع تصادفͬ متغیر احتمال چ·الͬ تابع :٣ . ١ ش΄ل

وابستگͬ شرایط در تجمعͬ ΁ریس مدل ٣ . ٣
وابستگͬ ساختار اساس بر که ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را تجمعͬ ΁ریس مدل بخش این در

ادعاهاست. مقدار میان
است. زمانͬ دوره ΁ی در نامه بیمه سهام سبد در خسارت ادعاهای تعداد N کنیم فرض

مجموع SN = X١+ ...+XN و خسارت ادعای i‐امین مقدار i = ١,٢, ... , Xi کنید فرض
است. نظر مورد زمانͬ دوره در سهام سبد خسارت های ادعای



پارتو ترکیبی های مدل و ΁ریس معرض در ارزش ٢۴

کلͬ های شاخصه ٣ . ٣ . ١
ͬ دهیم: م قرار توجه مورد را فرضیه دو

تصادفͬ متغیرهای X١, X٢, ..., Xn, ... خسارت ادعاهای تمامͬ که ͬ کنیم م فرض الف‐ •
است. ی΄سان توزیع با وابسته

مفروض X١, X٢, ..., Xn, ... خسارت ادعاهای مقدار همه از مستقل تصادفͬ متغیر N ب‐ •
است.

توزیع با هم توزیع و وابسته تصادفͬ متغیرهای X١, X٢, ..., Xn, ... کنید فرض [٣] .٣ . ٣ . ١ قضیه
جرم احتمالͬ تابع با شده مشاهده خسارت ادعاهای تعداد N کنید فرض باشند. F (X) تجمعͬ
نتیجه در هستند. مستقل i = ١,٢, ... , Xi همه که باشد n = ٠, ١, ... برای Pn = Pr(N = n)

است: زیر صورت به SN تجمعͬ توزیع تابع

FSN
(x) =

∞∑
n=٠

PnF
(n)
X (x)

ͬ باشد. م (X١, X٢, ..., Xn) وابسته مقادیر n و پیچش تجمعͬ توزیع تابع دهنده نشان F (n)
X (x) که

داریم: برهان.
FSN

(x) = Pr(SN ≤ x)

=

∞∑
n=٠

Pr(SN ≤ x | N = n)Pr(N = n)

=

∞∑
n=٠

PnF
(n)
X (x)

تجمعͬ مدل واریانس و میانگین ٣ . ٣ . ٢
داریم: را زیر لم تجمعͬ های مدل واریانس و میانگین برای

ͬ دهیم: م نمایش زیر رابطه با را وابستگͬ شرایط در SN واریانس و میانگین [١۶] .٣ . ٣ . ١ لم
الف‐ •

E(SN ) = E(N)E(X)

ب‐ •
V ar(SN ) = E(N)V ar(X) + V ar(N)(E(X))٢ + E(N(N − ١))COV (Xi, Xj)



٢۵ وابستگͬ شرایط در تجمعͬ ΁ریس مدل
برهان.

داریم: الف اثبات برای
E(SN ) =

∞∑
n=١

E(Sn)P (N = n)

=

∞∑
n=١

nE(X)P (N = n)

= E(X)
∞∑
n=١

nP (N = n) = E(X)E(N)

داریم: ب اثبات برای
E(S٢

N ) =

∞∑
n=١

E(S٢
n)P (N = n)

=

∞∑
n=١

(V ar(Sn) + E(Sn)
٢)P (N = n)

=

∞∑
n=١

(nV ar(X) + n٢E(X)٢)P (N = n) +

∞∑
i=١

∞∑
j=١i ̸=j

XiXjCOV (Xi, Xj)P (N = n)

= V ar(x)
∞∑
n=١

nP (N = n)+(E(X))٢
∞∑
n=١

n٢P (N = n)+
∞∑
i=١

∞∑
j=١ i̸=j

XiXjCOV (Xi, Xj)P (N = n)

= V ar(X)E(N) + (E(X))٢E(N٢) + E(N(N − ١))COV (Xi, Xj)

=⇒ V ar(SN ) = E(S٢
N )− E(SN )٢

= E(N)V ar(X) + (E(X))٢E(N٢) + E(N(N − ١))COV (Xi, Xj)− (E(N)E(X))٢

= E(N)V ar(X) + (E(X))٢V ar(N) + E(N(N − ١))COV (Xi, Xj)

نتیجه: در . COV (Xi, Xj) = ٠ باشند، مستقل Xi, Xj خسارت ادعاهای اگر •
V ar(SN ) = E(N)V ar(X) + (E(X))٢V ar(N)

باشند: وابسته Xi تصادفͬ متغیرهای اگر دی·ر عبارت به
V ar(S

(١)
N ) < V ar(SN )

است. وابسته نمونه در واریانس V ar(SN ) و مستقل نمونه در واریانس V ar(S
(١)
N ) که

کوواریانسͬ به منتهͬ که دارد همراه به را ویژگͬ این که است نتیجه ΁ی این حقیقت در
ͬ شود. م Xj , Xi بین مثبت



پارتو ترکیبی های مدل و ΁ریس معرض در ارزش ٢۶

پارتو‐پواسون ترکیبی توزیع ۴ . ٣
است. پواسون نوع از اصلͬ توزیع آن در که ͬ دهیم م قرار توجه مورد را مدلͬ

و اصلͬ توزیع عنوان به λ پارامتر با پواسون توزیع که کنید فرض اگر [٨] .١ . ۴ . ٣ قضیه
به SN تصادفͬ متغیر از احتمال چ·الͬ تابع آنگاه باشد. ·١ · ٣ · ٢ در شده تعریف (X١, ..., Xn)

است: زیر صورت

fSN
(x;α, λ, β) =

αλe−λ

β(١ + x
β )

α+١ × ١F١]١ + α;٢,
λx
β١ + x

β

] x > ٠

است. fSN
(٠;α, λ, β) = e−λ همچنین

تعریف زیر صورت به که است کامر هندسͬ فوق تابع از ترکیبی دهنده نشان ١F١(a; b, z)
ͬ شود: م

١F١[a; b, z] =
∞∑
n=٠

(a)nZ
n

(b)nn!

شده است. تعریف (a)n = a(a− ١)...(a− n+ ١) شده باز نماد (a)n که
: باشد X = ٠ اگر برهان.

fSN
= Pr(N = ٠) = e−λλn

n!
= e−λ

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را Z باشد، X > ٠ اگر و

Z =

λX
β

١ + X
β

داریم: بنابراین
fSN

(x) =
∞∑
n=١

f (n)
x Pr(N = n)

=

∞∑
n=١

xn−١
βαB(n, α)(١ + x

β )
n+α

× e−λλn

n!

=
x−١e−λ

Γ(α)(١ + x
β )

α

∞∑
n=١

Γ(n+ α)

Γ(n)n!
(

λx
β١ + x

β

)n

=
x−١e−λ

Γ(α)(١ + x
β )

α
Z Γ(α+ ١(١F١]١ + α;٢;Z]

=
x−١e−λ

(α− ١)!(١ + x
β )

α
·

λx
β١ + x

β

· α(α− ١!(١F١]١ + α;٢;Z]



٢٧ پارتو‐پواسون ترکیبی توزیع

=
αλe−λ

β(١ + x
β )

α+١ ١F١]١ + α;٢;Z]

α = ١٢ , ١,٢, ١٠ ،β = ١ برای پارتو‐پواسون احتمالͬ توزیع تابع دهنده نشان ٣ . ٢ ش΄ل •
است. λ = ٢,۵, ١٠,٢٠ و

پارتو‐پواسون جمعͬ مدل واریانس و میانگین ١ . ۴ . ٣
جمعͬ مدل واریانس و میانگین ٣ . ٣ . ١ لم در شده گفته واریانس و میانگین فرمول از استفاده با

ͬ آوریم: م دست به زیر رابطه با را پارتو‐پواسون وابسته
الف‐

E(SN ) =
λβ

α− ١ , α > ١
ب‐

V ar(SN ) =
λβ٢(λ+ ٢α− ٢)
(α− ٢(١(α− ٢) , α > ٢

برهان.
داریم: الف اثبات ‐برای

E(SN ) = E(X)E(N) =
β

α− ١ · λ =
λβ

α− ١
داریم: ب اثبات ‐برای

V ar(SN ) = E(N)V ar(X) + V ar(N)(E(X))٢ + E(N(N − ١))COV (Xi, Xj)

= λ · αβ٢
(α− ٢(١(α− ٢) + λ · β٢

(α− ٢(١ + λ٢ · β٢
(α− ٢(١(α− ٢)

=
λαβ٢ + λαβ٢ − ٢λβ٢ + λ٢β٢

(α− ٢(١(α− ٢)

=
λβ٢)٢α− ٢ + λ)

(α− ٢(١(α− ٢)



پارتو ترکیبی های مدل و ΁ریس معرض در ارزش ٢٨

پارتو‐پواسون احتمالͬ توزیع تابع :٣ . ٢ ش΄ل

منفͬ جمله ای پارتو‐دو ترکیبی توزیع ۵ . ٣
جرم احتمال تابع با منفͬ جمله ای دو توزیع N نمایید تصور

Pr(N = n) =
Γ(n+ r)

Γ(n+ ١)Γ(r) · P r(١ − P )n n = ٠, ١,٢... (١)

دایم: را زیر قضیه باشد.

تابع و P پارامتر و r پارامتر با منفͬ جمله ای دو توزیع ΁ی که کنیم فرض [٩] .١ . ۵ . ٣ قضیه
باشد، ٢ . ٣ . ١ در شده تعریف (X١, ..., Xn) و شود ارائه اصلͬ توزیع عنوان به (١) جرم احتمال



٢٩ منفͬ جمله ای پارتو‐دو ترکیبی توزیع
ͬ آید: م دست به زیر صورت به SN تصادفͬ متغیر احتمالͬ توزیع تابع

fSN
(x;α, β, r, P ) =

rα(١ − P )P r

β(١ + x
β )

α+١ ٢F١]١ + r, ١ + α;٢, (١ − P )xβ١ + x
β

] , x > ٠
. fSN

= (٠;α, β, r, P ) = P r و
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که است، گاؤس هندسͬ فوق تابع دهنده نشان ٢F١(a, b; c;Z)

٢F١[a, b; c;Z] =

∞∑
n=٠

(a)n(b)nZ
n

(c)nn!

ͬ باشد. م (a)n = a(a− ١)...(a− n+ ١) شده باز نماد دهنده نشان (a)n که
باشد: x = ٠ اگر برهان.

fSN
(٠) = Γ(r)

Γ(١)Γ(r)P r(١ − P )٠ = P r

باشد، x > ٠ اگر و
ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را Z

Z =
(١ − P )Xβ

١ + X
β

بنابراین:
fSN

(x) =

∞∑
n=١

f (n)
x Pr(N = n)

=⇒
∞∑
n=١

xn−١
βnB(n, α)(١ + x

β )
n+α

· Γ(n+ r)

Γ(n+ ١)Γ(r) · P r(١ − P )n

=

∞∑
n=١

xn−١Γ(n+ α)

βnΓ(n)Γ(α)(١ + x
β )

n+α
· Γ(n+ r)

Γ(n+ ١)Γ(r) · P r(١ − P )n

=
x−١P r

Γ(α)Γ(r)(١ + x
β )

α

∞∑
n=١

Γ(n+ α)Γ(n+ r)xn(١ − P )n

Γ(n+ ١)Γ(r)βn(١ + x
β )

n

=
x−١P r

Γ(α)Γ(r)(١ + x
β )

α

∞∑
n=١

Γ(n+ α)Γ(n+ r)Zn

n!Γ(r)

=
x−١P r

Γ(α)Γ(r)(١ + x
β )

α
· Z · Γ(α+ ١)Γ(r + ١)

=
x−١P r

Γ(α)Γ(r)(١ + x
β )

α
· (١ − P )x

β(١ + X
β )

· Γ(α+ ١)Γ(r + ١)

=
P r(١ − P )αr

β(١ + x
β )

α+١ ٢F١]١ + r, ١ + α;٢;
x(١−P )

β١ + x
β

]



پارتو ترکیبی های مدل و ΁ریس معرض در ارزش ٣٠

منفͬ جمله ای پارتو‐دو جمعͬ مدل واریانس و میانگین ١ . ۵ . ٣
واریانس و میانگین ٣ . ٣ . ١ لم در شده گفته واریانس و میانگین از استفاده با دوباره .١ . ۵ . ٣ لم

ͬ آوریم: م دست به را منفͬ جمله ای پارتو‐دو جمعͬ مدل
الف‐ •

E(SN ) =
r(١ − P )β

P (α− ١) α > ١
ب‐ •

V ar(SN ) =
r(١ − P )β١)٢ + P )(α− ١) + r(١ − P )

P ٢(α− ٢(١(α− ٢)
داریم: الف اثبات برای برهان.

E(SN ) = E(X)E(N)

=
β

α− ١ · r(١ − P )

P
=

r(١ − P )β

P (α− ١)
داریم: ب اثبات برای

V ar(SN ) = E(N)V ar(X) + V ar(N)(E(X))٢ + E(N(N − ١))COV (Xi, Xj)

=
r(١ − P )

P
· αβ٢
(α− ٢(١(α− ٢) +

r(١ − P )

P ٢ · β٢
(α− ٢(١ +

r(١ − P )

P ٢ · β٢
(α− ٢(١(α− ٢)+

r١)٢ − P )٢
P ٢ · β٢

(α− ٢(١(α− ٢) −
r(١ − P )

P
· β٢
(α− ٢(١(α− ٢)

=
rP (١ − P )αβ٢ + r(١ − P )(α− ٢)β٢ + r(١ − P )β٢ + r٢β١)٢ − P )٢ − rβ٢P (١ − P )

P ٢(α− ٢(١(α− ٢)

=
r(١ − P )β٢[Pα+ α− ٢ + ١ + r(١ − P )− P ]

P ٢(α− ٢(١(α− ٢)

=
r(١ − P )β٢[Pα− P + α− ١] + r(١ − P )

P ٢(α− ٢(١(α− ٢)

=
r(١ − P )β٢[(P + ١)(α− ١)] + r(١ − P )

P ٢(α− ٢(١(α− ٢)



٣١ پارتو‐هندسͬ ترکیبی توزیع

پارتو‐هندسͬ ترکیبی توزیع ۶ . ٣
ͬ آوریم. م دست به پارتو‐هندسͬ توزیع در را احتمال توزیع تابع قضیه این در

جرم احتمال تابع و پارامتر با هندسͬ توزیع ΁ی کنیم فرض [٣] .١ . ۶ . ٣ قضیه
Pr(N = n) = P (١ − P )n , n = ٠, ١, ..

متغیر احتمالͬ توزیع تابع باشد، ٢ . ٣ . ١ در شده تعریف (X١, ..., Xn) و اصلͬ توزیع عنوان به
ͬ آید: م دست به زیر صورت به SN تصادفͬ

fSN
(x;α, β, P ) =

αP (١ − P )

β(١ + Px
β )α+١ , x > ٠

. fSN
(٠;α, β, P ) = P باشد، x = ٠ اگر

باشد، x = ٠ اگر برهان.
fSN

(٠) = Pr(N = ٠) = P (١ − P )٠ = P

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را Z ، باشد x > ٠ اگر
Z =

x(١−P )
β١ + x

β

داریم:
fSN

(X) =

∞∑
n=١

f
(n)
X Pr(N = n)

=

∞∑
n=١

xn−١
βnB(n, α)(١ + x

β )
n+α

· P (١ − P )n

=
x−١P

Γ(α)(١ + x
β )

α

∞∑
n=١

xnΓ(n+ α)(١ − P )n

Γ(n)(١ + x
β )

nβn

=
x−١P

Γ(α)(١ + x
β )

α
· Z · Γ(α+ ١)

=
x−١P

Γ(α)(١ + x
β )

α
·
x(١−P )

β١ + x
β

· Γ(α+ ١)

=
αP (١ − P )

β(١ + x
β )

α+١ , x > ٠.

،β = ١ برای پارتو‐هندسͬ احتمالͬ توزیع تابع دهنده نشان ٣ . ٣ ش΄ل
است. α = ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۶, ٠٫٨ و P = ٠٫٠٩, ٠٫١۵, ٠٫٣, ٠٫٣۵



پارتو ترکیبی های مدل و ΁ریس معرض در ارزش ٣٢

پارتو‐هندسͬ احتمالͬ توزیع تابع :٣ . ٣ ش΄ل



۴ فصل
جمعͬ مدل های تعمیم از عددی کاربرد

در ی΄ساله های داده بررسͬ به نامه پایان این در شده ارائه مدل های عمل΄رد مقایسه جهت
پرداختیم. (٢٠٠۴ − ٢٠٠۵) سال در خودرو بیمه شرکت

استرالیا) (سیدنͬ‐ ١ کواری ΁م دانش·اه بازرگانͬ، و اقتصاد دانش΄ده در داده ها مجموعه این
شده اند. فراخوانͬ R آماری افزار نرم در insuranceData بسته توسط که شده اند آوری ͽجم
https://cran.r-project.org/web/packages/insuranceData/index.html

بیمه نامه تعداد : راست به چپ از مؤلفه های با را ها داده مجموعه این از اول مشاهده ١٠٠
آورده ایم. ١ . ۴ جدول در خسارت ی ادعاها اندازه و خسارت ادعاهای تعداد ،

΁ی دهنده نشان حداقل ها آن از مورد ۴۶٢۴ که است بیمه نامه ۶٧٨۵۶ دارای پرتفولیو کل
است. خسارت ادعای

آورده ایم: ٢ . ۴ جدول در توصیفͬ های آماره از برخͬ
میانگین اساس بر تنها بیمه حق محاسبه که معناست بدین که است زیاد بسیار معیار انحراف •

نیست. کافͬ خسارت ادعاهای اندازه
و است مثبت ش΄لͬ دارای خسارت ادعاهای اندازه و خسارت ادعاهای تعداد میان کوواریانس •

١۴١.۵٧۴است. برابر آن مقدار
ͬ باشد. م ها آن کل مقدار و خسارت ادعاهای کامل تعداد دهنده نشان ١ . ۴ ش΄ل

١macquarie

٣٣



جمعͬ مدل های تعمیم از عددی کاربرد ٣۴

خسارت ی ادعاها اندازه و خسارت ادعاهای تعداد ، بیمه نامه تعداد : راست به چپ از
١ ٠ ٠ ٢۶ ٠ ٠ ۵١ ٠ ٠ ٧۶ ٠ ٠
٢ ٠ ٠ ٢٧ ٠ ٠ ۵٢ ٠ ٠ ٧٧ ٠ ٠
٣ ٠ ٠ ٢٨ ٠ ٠ ۵٣ ٠ ٠ ٧٨ ٠ ٠
۴ ٠ ٠ ٢٩ ٠ ٠ ۵۴ ٠ ٠ ٧٩ ٠ ٠
۵ ٠ ٠ ٣٠ ٠ ٠ ۵۵ ٠ ٠ ٨٠ ٠ ٠
۶ ٠ ٠ ٣١ ٠ ٠ ۵۶ ٠ ٠ ٨١ ٠ ٠
٧ ٠ ٠ ٣٢ ٠ ٠ ۵٧ ٠ ٠ ٨٢ ٠ ٠
٨ ٠ ٠ ٣٣ ٠ ٠ ۵٨ ٠ ٠ ٨٣ ٠ ٠
٩ ٠ ٠ ٣۴ ٠ ٠ ۵٩ ٠ ٠ ٨۴ ٠ ٠
١٠ ٠ ٠ ٣۵ ٠ ٠ ۶٠ ٠ ٠ ٨۵ ٠ ٠
١١ ٠ ٠ ٣۶ ٠ ٠ ۶١ ٠ ٠ ٨۶ ٠ ٠
١٢ ٠ ٠ ٣٧ ٠ ٠ ۶٢ ٠ ٠ ٨٧ ٠ ٠
١٣ ٠ ٠ ٣٨ ٠ ٠ ۶٣ ٠ ٠ ٨٨ ٠ ٠
١۴ ٠ ٠ ٣٩ ٠ ٠ ۶۴ ٠ ٠ ٨٩ ٠ ٠
١۵ ١ ۶۶٩.۵١ ۴٠ ٠ ٠ ۶۵ ١ ۵۴٣۴.۴۴ ٩٠ ٠ ٠
١۶ ٠ ٠ ۴١ ٢ ١٨١١.٧١ ۶۶ ١ ٨۶۵.٧٩ ٩١ ٠ ٠
١٧ ١ ٨٠۶.۶١ ۴٢ ٠ ٠ ۶٧ ٠ ٠ ٩٢ ٠ ٠
١٨ ١ ۴٠١.٨٠ ۴٣ ٠ ٠ ۶٨ ٠ ٠ ٩٣ ٠ ٠
١٩ ٠ ٠ ۴۴ ٠ ٠ ۶٩ ٠ ٠ ٩۴ ٠ ٠
٢٠ ٠ ٠ ۴۵ ٠ ٠ ٧٠ ١ ٨.۴۶٠.٠٠٠ ٩۵ ٠ ٠
٢١ ٠ ٠ ۴۶ ٠ ٠ ٧١ ٠ ٠ ٩۶ ١ ١١٠۵.٧٧
٢٢ ٠ ٠ ۴٧ ٠ ٠ ٧٢ ٠ ٠ ٩٧ ٠ ٠
٢٣ ٠ ٠ ۴٨ ٠ ٠ ٧٣ ٠ ٠ ٩٨ ٠ ٠
٢۴ ٠ ٠ ۴٩ ٠ ٠ ٧۴ ٠ ٠ ٩٩ ١ ٢٠٠
٢۵ ٠ ٠ ۵٠ ٠ ٠ ٧۵ ٠ ٠ ١٠٠ ٠ ٠

اولیه مشاهده ١٠٠ :١ . ۴ جدول



٣۵

داده مجموعه برای ادعا اندازه و ادعا توصیفͬ اطلاعات از برخͬ
ادعاها تعداد ادعاها کل مقدار

میانگین ٠.٠٧٢ ١٣٧.٢٧
معیار انحراف ٠.٢٧٨ ١٠۵۶.٣٠

مینیمم ٠ ٠
ماکسیمم ۴ ۵۵٩٢٢.١٠

توصیفͬ آماره های :٢ . ۴ جدول

خسارت ادعا های کل مقدار و تعداد :١ . ۴ ش΄ل



جمعͬ مدل های تعمیم از عددی کاربرد ٣۶
با که حالͬ در دارد وجود مجزا ای نمونه در ادعاها مقدار بیشترین که است ͹واض روشنͬ به •

بود. خواهیم آن ها مقدار کاهش شاهد خسارت ادعاهای تعداد افزایش
ͬ دهیم: م قرار بررسͬ مورد را نمایی توزیع با پواسون توزیع شده تلفیق مدل

توزیع که آورد بدست بتوان زمانͬ را جمعͬ خسارت ادعاهای مدل ترین شده شناخته شاید
باشند. نمایی و پواسون توزیعات فرعͬ و اصلͬ

است، دی·ر های احتمال توزیعات تحت تجمعͬ ΁ریس مدل پیچیدگͬ دلیل به امر این عمدتاٌ
ل΃‐نرمال و پارتو توزیع مانند

توزیع تصادفͬ متغیر چ·الͬ تابع که دادند نشان (١٩٩٩) هم΄ارانش و ٢ رولس΄ͬ حالت این در
آورد: دست به زیر معادله با ͬ توان م را ها داده مجموع در نمایی پواسون‐

fS(x;α, λ) =

√
λα

x
exp(−λ− αx)I١(٢√λαx), x > ٠.

است. fS(٠;α, λ) = exp(−λ) که
و هستند، نمایی و پواسون های توزیع پارامترهای ترتیب به α > ٠ و λ > ٠ اینجا در

Iν(z) =
∞∑
k=٠

( z٢(٢k+ν

Γ(k + ١)Γ(ν + k + ١) z, ν ∈ R

است. اول نوع ٣ بسل شده اصلاح تابع دهنده نشان معادله این
توزیع عنوان به ͬ توان م را ٠ < p < ١ و r > ٠ پارامتر با منفͬ جمله ای دو توزیع این بر علاوه
در احتمال چ·الͬ تابع حالت این در که دانست، فرعͬ توزیع عنوان به را نمایی توزیع و اصلͬ

ͬ دهیم: م نشان زیر معادله با را ادعاها مجموع تصادفͬ متغیر
fS(x;α, r, p) = αrpr(١ − p)exp(−αx)١F١]١ + r;٢;α(١ − p)x] , x > ٠

است. fS(٠;α, r, p) = pr و هندسͬ فوق تابع ١F١[.; .; .] که
بدست خسارت ادعاهای کل مقدار احتمال چ·الͬ تابع دهیم، قرار r = ١ بالا معادله در اگر •

ͬ باشد. م نمایی نوع از فرعͬ توزیع و هندسͬ اصلͬ توزیع که ͬ آید م
fS(x;α, p) = αp(١ − p)exp(−αpx) , x > ٠

ͬ باشد. م fS(٠;α, p) = p که
جمله ای دو توزیع از ترکیبی آن در اصلͬ توزیع که ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را مدلͬ نهایت در •
پارامتر با احتمالͬ چ·الͬ تابع اینکه و β > ٠ ، µ > ٠ ، β(β + µ) و β های پارامتر با منفͬ

٢Rolski
٣Bessel



٣٧
احتمال چ·الͬ تابع با پارتو توزیع بیمه،تابع سهام سبد کنندگان بیمه میان در ، µ میانگین
در λ > ٠ پارامتر با نمایی توزیع را فرعͬ توزیع مجدداٌ ͬ گیریم. م نظر در ٢ . ٣ . ١ آمده دست به
کل مقدار SN = X١ + ... + XN تصادفͬ متغیرهای برای احتمال توزیع تابع ͬ گیریم. م نظر

ͬ دهیم: م نشان زیر معادله با را خسارت ادعاهای
fS(x;α, β, λ) =

αβλexp(−λx)١F١(β + ١;α+ β + ٢, λx)
(α+ β + ١)(α+ β)

, α > ٠
ͬ باشد. م fS(٠;α, β) = α

(α+β) که
پارامتر های این بر علاوه آورد. بدست ساده های معادله از مجموعͬ حل با توان مͬ را برآورد ها
بیشترین طریق از ͬ توان م را خسارت ادعاهای کل مقدار با را رابطه در مختلف مدل های

کرد. برآورد احتمال
ͬ کنیم: م بررسͬ را پارتو‐هندسͬ نمونه

ͬ توان م را ل΃‐احتمال بریم.تابع مͬ ب΄ار را x١, ..., xn تصادفͬ ی نمونه کار این انجام برای
نوشت: زیر ش΄ل به

f(x, α, β, P ) =
αP (١ − P )

β(١ + Px
β )α+١ , x > ٠ , f(٠;α, β, P ) = P

آنگاه باشد، نمونه اندازه n و شده مشاهده های نمونه تعداد n − n٠ ، اولیه مشاهدات n٠ اگر
داریم:

f(x١, ..., xn) =
n−n٠∏
i=١

αP (١ − P )

β(١ + Pxi
β )α+١ ·

n٠∏
i=١

P

=
αn−n٠Pn−n١)٠ − P )n−n٠

βn−n٠

n−n٠∏
i=١

١
(١ + Pxi

β )α+١ · Pn٠

ͬ گیریم: م ل·اریتم طرفین از
ℓ(α, β, p) = n٠ log p+ (n− n٠)[logα+ log p

+ log(١ − p) + α log β]− (α+ ١) ∑
xi>٠

log(β + pxi)

١٠٠٠ بر تقسیم خسارت ادعاهای کل مقدار محاسبات سازی ساده منظور به ترتیب این به
است.

به باید ها آن کنیم، حل راحتͬ به را احتمال حداکثر برآورد ͬ توانیم نم معادله این نتیجه ی در
حداکثر با مستقیم طور به پرداختیم آن حل به اینجا که صورتͬ به یا شوند حل عددی صورت

شوند. حل احتمال ‐΃ل تابع رساندن
پارامتر اولیه مقدار اختلاف ندارد، وجود ضمانتͬ ل΃‐احتمال ͹سط حداکثر برای که آنجا از

ͬ شود. م محاسبه نقطه ای صورت به بررسͬ مورد فضای



جمعͬ مدل های تعمیم از عددی کاربرد ٣٨
برای ۶ نیوتن کوآسͬ و ۵ پل΄سس پرنسͬ و ۴ نیوتن مانند مختلف حداکثرسازی های ال·وریتم

است. گرفته قرار استفاده مورد هستند درست ما نتایج اینکه از اطمینان
ببینید. ٣ . ۴ جدول در ͬ توانید م را نتایج از ای خلاصه

اصلͬ توزیع توزیع
فرعͬ r̂ p̂ λ̂ α̂ β̂ AIC

پواسون نمایی ٠.۵٠٠۶۵ ٠.٠٠٨١٧ ۵٣٣٧١.٨
هندسͬ نمایی ٠.٩٩٩٠١ ٠.۶٨٧٩۴ ۵٣۶٠٨.٢٢
منفͬ جمله ای دو نمایی ٠.٠١٨٣ ٠.٣۵٠٢ ٠.٩۶٠٠ ۵٣۵۵١.٧٣
دوجمله ای
منفͬ‐پارتو نمایی ٠.٨٠٣۴ ٢.٠١٢٣ ٠.٠١٢٠ ۵١١۵٧.۵٣

پواسون پارتو ٠.۵٧۵٢ ٣.٠٢٣۶ ٠.٧٢٧۶ ۴٨٧۵٨.۵١
هندسͬ پارتو ٠.٩٩١۵ ٢.٢۵۶ ١.۵٨٩ ٣۴۵٧٠.١۴
منفͬ جمله ای دو پارتو ٠.١٠٢۶ ٠.١١٠٠٠ ٠.٣٩٠٠ ١.٠٠٠١ ۴٨٧٢٨.١٩

داده ۶٧٨۵۶ با پارامترها ارزش برآرود  :٣ . ۴ جدول

داده نشان آن ها استاندارد خطای ۴ . ۴ جدول در و همراه پارامترها ارزش برآورد ٣ . ۴ جدول در
ͬ دهند. م نشان نیز را AIC همچنین شده،

توجه با رقیب مدل چند که زمانͬ به توجه با است. برازش نی΄ویی سنجش برای معیاری AIC

(١٩٨٧) ٧ بوذوگان است. بهترین AIC کمترین دارای مدل شوند، رتبه بندی AIC مقدار به
ندارد. نمونه اندازه به مستقیمͬ وابستگͬ AIC که نمود مشاهده

در که دی·ری مدل های از بهتری عمل΄رد دارای پارتو ترکیبی مدل که ͬ دهند م نشان ما نتایج
دارد. است شده استفاده اینجا

شده است. ترسیم ٣ . ۴ جدول برآورد های از استفاده با که ͬ باشد م مدلͬ چهار ٢ . ۴ نمودار های
از دی·ری مدل های با مقایسه در پارتو با شده ترکیب مدل های ͬ کنید م مشاهده که همانگونه

۴Newton
۵principalaxis
۶Quasinewton
٧Bozdogan



٣٩
اصلͬ توزیع توزیع فرعͬ r̂ p̂ λ̂ α̂ β̂

پواسون نمایی ٠.٠٠١٠۴ ٠.٠٠٧۵٩

هندسͬ نمایی ٠.٠٠٠٩٧ ٠.٠٠٧٨۵

منفͬ جمله ای دو نمایی ٠.٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠ ٠.٠٠۴٧١

منفͬ جمله ای
پارتو‐دو نمایی ٠.٠١۵٩٨ ٠.١٢٢٩١ ٠.٠٠٩۵٨

پواسون پارتو ٠.٠٠١٠٢ ٠.٠٠٩٧۴ ٠.٠۴٨٧٩

هندسͬ پارتو ٠.٠٠٠٩٧ ٠.٠٨٨٢٨ ٠.١٢۴٠٧

منفͬ جمله ای دو پارتو ٠.٢١۵٠۵ ٠.١٢٠۵٢ ٠.٠٩٠٠٠ ٠.١٧٣٢۴
استاندارد خطای :۴ . ۴ جدول

مدل هایی با مقایسه در پارتو با ترکیبی مدل های این بر علاوه است. برخودار بیشتری کشیدگͬ
ͬ روند. م صفر سمت به آرامتری روند با ͬ باشند م نمایی فرعͬ توزیع اساس بر که

حقیقͬ های داده از استفاده
ͬ پردازیم. م ٩٣ سال در ایران بیمه شرکت در ساله ΁ی داده های بررسͬ به

داده ١٠٠ تعداد به فقط گرفت صورت که ͬ هایی رایزن با بیمه اطلاعات بودن محرمانه دلیل به
انجام داده ١٠٠ این روی را داده ۶٧٨۵۶ برای شده انجام روند های کردیم. پیدا دسترسͬ

ͬ کنیم. م مقایسه را نتایج و میدهیم
ͬ باشد. م ایران بیمه شرکت از داده ١٠٠ ۵ . ۴ جدول

خسارت ادعاهای اندازه و خسارت ادعاهای تعداد ، بیمه نامه تعداد : راست به چپ از ترتیب به
ͬ باشد. م

است. شده آورده ایران بیمه شرکت پارامترهای ارزش برآورد ۶ . ۴ جدول در
کمترین دارای پارتو توزیع با شده ترکیب های مدل ͬ کنید م ملاحظه ۶ . ۴ جدول در که همانطور
شده استفاده اینجا در که دی·ری مدل های به نسبت بهتری عمل΄رد دارای نتیجه در و AIC

ͬ باشد. م
شده است. ترسیم ایران بیمه شرکت برآورد های از استفاده با که ͬ باشد م مدلͬ چهار ٣ . ۴ نمودار
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خسارت ی ادعاها اندازه و خسارت ادعاهای تعداد ، بیمه نامه تعداد : راست به چپ از
١ ٢ ٣۶.٨١٢.٠٠٠ ٢۶ ٠ ٠ ۵١ ١ ٨.۴٨٩.٠٠٠ ٧۶ ٠ ٠
٢ ٠ ٠ ٢٧ ٠ ٠ ۵٢ ٠ ٠ ٧٧ ١ ۵.٨٨٢.٠٠٠
٣ ٠ ٠ ٢٨ ٠ ٠ ۵٣ ١ ٧.٣۵۵.٠٠٠ ٧٨ ٠ ٠
۴ ٠ ٠ ٢٩ ٠ ٠ ۵۴ ٠ ٠ ٧٩ ٠ ٠
۵ ٠ ٠ ٣٠ ٠ ٠ ۵۵ ٠ ٠ ٨٠ ٠ ٠
۶ ٠ ٠ ٣١ ٠ ٠ ۵۶ ٠ ٠ ٨١ ١ ١١.۴۴٨.٠٠٠
٧ ١ ٨.۵۵٠.٠٠٠ ٣٢ ٠ ٠ ۵٧ ٠ ٠ ٨٢ ٠ ٠
٨ ٠ ٠ ٣٣ ٠ ٠ ۵٨ ٠ ٠ ٨٣ ٠ ٠
٩ ٠ ٠ ٣۴ ٠ ٠ ۵٩ ٠ ٠ ٨۴ ٠ ٠
١٠ ٠ ٠ ٣۵ ٠ ٠ ۶٠ ٠ ٠ ٨۵ ٠ ٠
١١ ٠ ٠ ٣۶ ٠ ٠ ۶١ ٠ ٠ ٨۶ ٠ ٠
١٢ ٠ ٠ ٣٧ ٠ ٠ ۶٢ ٠ ٠ ٨٧ ٠ ٠
١٣ ٠ ٠ ٣٨ ٠ ٠ ۶٣ ٠ ٠ ٨٨ ١ ١٩.٠۵٣.٠٠٠
١۴ ١ ١٠.٧۵۵.٠٠٠ ٣٩ ٠ ٠ ۶۴ ٠ ٠ ٨٩ ٠ ٠
١۵ ٠ ٠ ۴٠ ٠ ٠ ۶۵ ١ ۵.۵۶٢.٠٠٠ ٩٠ ٠ ٠
١۶ ٠ ٠ ۴١ ٠ ٠ ۶۶ ١ ۴.۵۶٨.٠٠٠ ٩١ ٠ ٠
١٧ ٠ ٠ ۴٢ ٠ ٠ ۶٧ ٠ ٠ ٩٢ ٠ ٠
١٨ ٠ ٠ ۴٣ ٠ ٠ ۶٨ ٠ ٠ ٩٣ ٠ ٠
١٩ ٠ ٠ ۴۴ ١ ١١۵.٩٨١.٠٠٠ ۶٩ ٠ ٠ ٩۴ ٠ ٠
٢٠ ٠ ٠ ۴۵ ٠ ٠ ٧٠ ١ ٨.۴۶٠.٠٠٠ ٩۵ ٠ ٠
٢١ ٠ ٠ ۴۶ ١ ٢٣.٧٨٠.٠٠٠ ٧١ ٠ ٠ ٩۶ ٠ ٠
٢٢ ٠ ٠ ۴٧ ٠ ٠ ٧٢ ٠ ٠ ٩٧ ٠ ٠
٢٣ ٠ ٠ ۴٨ ٠ ٠ ٧٣ ٠ ٠ ٩٨ ٠ ٠
٢۴ ٠ ٠ ۴٩ ٠ ٠ ٧۴ ٠ ٠ ٩٩ ٠ ٠
٢۵ ٠ ٠ ۵٠ ٠ ٠ ٧۵ ٠ ٠ ١٠٠ ٢ ٨.۵٣٠.٠٠٠

ایران بیمه شرکت داده های :۵ . ۴ جدول
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پارامتر ها برآورد با ترکیبی توزیع های احتمال چ·الͬ تابع :٢ . ۴ ش΄ل

دی·ر مدل های با مقایسه در پارتو با شده ترکیب مدل های ٢ . ۴ نمودار های همانند تقریباٌ
به هم خطا ناچیز مقدار این ͬ روند. م صفر سمت به آرامتری روند با و ͬ باشد م کشیده تر

ͬ باشد. م داده ها در صفر زیاد تعداد و ما داده های تعداد بودن کم دلیل

نتیجه گیری
سال در ساله ΁ی بیمه نامه های بر اساس که داده هایی روی که هایی بررسͬ با سر انجام

ی΄سانͬ نتایج دقیقا که شد، انجام ٩٣ سال در ایران بیمه شرکت داده های و (٢٠٠۴ − ٢٠٠۵)
مطلوبتری عمل΄رد وابسته جمعͬ مدل های که رسیدیم نتیجه این به گرفتیم، ͬ ها بررس این از
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اصلͬ توزیع توزیع
فرعͬ r̂ p̂ λ̂ α̂ β̂ AIC

پواسون نمایی ٠.٨٧٢٢ ٠.٠١٢٣٢ ٧٢٧۶.۶٠
هندسͬ نمایی ٠.٨۶٠٠٠ ١.٠١٧۴۴ ١١٢٧٧.١۶
منفͬ جمله ای دو نمایی ٢.٢١٩۴ ٠.٠٢١٠٣ ٢.٠٣٠٠٠ ١۵١٧٢١.۴
دوجمله ای
منفͬ‐پارتو نمایی ٠.٠٣۵٢۴ ٢.٨۴٣٧ ٠.٢٠٧٢ ٩٨۴٩.٨۵
پواسون پارتو ٠.٠۶٠٠ ٢.٠٢٨٣١ ٠.٠٣٨٨۵۶ ‐١٩٩٠.۶٩
هندسͬ پارتو ٠.٩٢۴٩۴ ٢.٩٢٠٨٣ ٠.٠۶٠٧۴ ‐١۵٨٧.٠۴
منفͬ جمله ای دو پارتو ٢.٠٣۶۵ ٠.٧٢٣٧ ٢.٠۴٠٢ ١.٩١٠٣ ‐٣۴٢۶.۴٢

ایران بیمه شرکت داده های با پارامترها ارزش برآرود  :۶ . ۴ جدول

دارند. دی·ر جمعͬ مدل های به نسبت



۴٣

بیمه شرکت پارامتر های برآورد با ترکیبی توزیع های احتمال چ·الͬ تابع :٣ . ۴ ش΄ل
ایران





آ  پیوست
R افزار نرم با کد نویسͬ

#### baravord Pareto–geometric######

rm(list=ls())

library(maxLik)

library(insuranceData)

data(dataCar)

x=as.matrix(dataCar)

x1=x[,4]

z=c()

logLikFun2<- function(param) {

p<- param[1]

alfa<- param[2]

beta<- param[3]

x1=x[,4]

c=as.numeric(x1)

N=length(c)

۴۵
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n0=length(which(c==0))

z<-n0*log(p)+(N-n0)*(log(alfa)+log(p)+log(1-p)+alfa*log(beta))-(alfa+1)*sum(log(beta+p*c))

z

}

mle1<- maxLik(logLik = logLikFun2,start = c(p=0.01, alfa =0.1, beta=0.9))

summary(mle1)

AIC(mle1)

#######baravorde namaee-hendesi###############

rm(list=ls())

library(maxLik)

require(stats4)

library(insuranceData)

data(dataCar)

x=as.matrix(dataCar)

x1=as.matrix(x)

z=c()

logLikFun <- function(param) {

p<- param[1]

alfa<- param[2]

x1=x[,4]

c=as.numeric(x1)

N=length(c)

n0=length(which(c==0))

z<-n0*log(p)+(N-n0)*log(alfa)+(N-n0)*log(1-p)+(N-n0)*log(p)-(alfa*p)*sum(c)

z

}

mle <- maxLik(logLik = logLikFun,start = c(p=0.5, alfa = 0.82))

summary(mle)

AIC(mle)

###plot compound poisson-pareto###

f5(x,1,1,2)

k <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")
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labels <- c("lambda=2,alpha=1", "lambda=5", "lambda=10", "lambda=20")

# plot Z first

plot(x, f5(x,1,1,2))

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f5(x,1,1,k[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

#######

x <- seq(0, 30)

f6=function(x,a,b,k){

g=((k*x)/(b))/(1+x*b)

h= hypergeom1F1(g, a+1, 2)

s=((a*k*exp(-k))/(b*(1+(x)/b))^(a+1))*h

s

}

f6(x,2,1,2)

k <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("lambda=2,alpha=2", "lambda=5", "lambda=10", "lambda=20")

# plot Z first

plot(x, f6(x,2,1,2))

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f6(x,2,1,k[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)
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##########

x <- seq(0, 10)

f7=function(x,a,b,k){

g=((k*x)/(b))/(1+x*b)

h= hypergeom1F1(g, a+1, 2)

s=((a*k*exp(-k))/(b*(1+(x)/b))^(a+1))*h

s

}

f7(x,10,1,2)

k <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("lambda=2,alpha=10", "lambda=5", "lambda=10", "lambda=20")

# plot Z first

plot(x, f7(x,10,1,2))

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f7(x,10,1,k[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

################################3

############fig3###################

###############################################

library(BMS)

x <- seq(0, 5,0.2)

f1=function(x,a,b,p){

k=(a*p*(1-p))/(b*(1+((p*x)/b))^(1+a))

}

p<- c(0.2, 0.4, 0.6,0.8)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")
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labels <- c("p=5,alpha=3", "p=3", "p=1.5", "p=0.5")

# plot Z first

plot(x, f1(x,5,1,0.2))

lines(x, f1(x,5,1,0.2), lwd=2, col=colors[i])

plot(x, f1(x,5,1,0.4))

lines(x, f1(x,5,1,0.4), lwd=2, col=colors[i])

lines(x, f1(x,5,1,0.6), lwd=2, col=colors[i])

lines(x, f1(x,5,1,0.8), lwd=2, col=colors[i])

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f1(x,5,1,p[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

library(ggfortify)

library(extraDistr)

x <- seq(0,80)

# try different degrees of freedom

n <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("n=2,alpha=0.5", "n=5", "n=10", "n=20")

# plot Z first

plot(x, f(x,0.5,1,n))

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,0.5,1,n[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright", title="t-Distribution",
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labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

######################################################

plot(x, dpios(x), type="l", lty=2, xlab="x value",

ylab="Density", main="Comparison of t Distributions")

#########################################################

x <- seq(0, 80)

f=function(x,a,b,n){

g=beta(n,a)

d=(x^(n-1))/((b^n)*g*((1+(x/b))^(n+a)))

d

}

n <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("n=2,alpha=0.5", "n=5", "n=10", "n=20")

# plot Z first

plot(x, f(x,0.5,1,2))

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,0.5,1,n[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

#################################

x <- seq(0, 30)

f=function(x,a,b,n){

g=beta(n,a)

d=(x^(n-1))/((b^n)*g*((1+(x/b))^(n+a)))

d

}

n <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")
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labels <- c("n=2,alpha=1", "n=5", "n=10", "n=20")

# plot Z first

plot(x, f(x,1,1,2))

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,1,1,n[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

############################################

x <- seq(0, 20)

f=function(x,a,b,n){

g=beta(n,a)

d=(x^(n-1))/((b^n)*g*((1+(x/b))^(n+a)))

d

}

f(x,2,1,2)

f(x,2,1,5)

f(x,2,1,10)

f(x,2,1,20)

n <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("n=2,alpha=2", "n=5", "n=10", "n=20")

# plot Z first

plot(x, f(x,2,1,2))

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,2,1,n[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)
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###############################

################################

x <- seq(0, 10)

f=function(x,a,b,n){

g=beta(n,a)

d=(x^(n-1))/((b^n)*g*((1+(x/b))^(n+a)))

d

}

n <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

# plot Z first

plot(x, f(x,10,1,2))

lines(x, f(x,10,1,2), lwd=2, col="red")

plot(x, f(x,10,1,5))

lines(x, f(x,10,1,5), lwd=2, col="blue")

plot(x, f(x,10,1,10))

lines(x, f(x,10,1,10), lwd=2, col="gold")

plot(x, f(x,10,1,20))

lines(x, f(x,10,1,20), lwd=2, col="black")

# add lines representing t-distribution

# add legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("n=2,alpha=10", "n=5", "n=10", "n=20")

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

###############################################

###############FIGUR222################

##############################################

require("hypergeo")

require(graphics)

library(hypergeo)

library(CharFun)

x <- seq(0, 50)
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f4=function(x,a,b,k){

g=((k*x)/(b))/(1+x*b)

h= hypergeom1F1(g, a+1, 2)

s=((a*k*exp(-k))/(b*(1+(x)/b))^(a+1))*h

s

}

f4(x,0.5,1,2)

k <- c(2, 5, 10, 20)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("lambda=2,alpha=0.5", "lambda=5", "lambda=10", "lambda=20")

# plot Z first

plot(x, f4(x,0.5,1,2))

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f4(x,0.5,1,k[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

########

x <- seq(0, 50)

f5=function(x,a,b,k){

g=((k*x)/(b))/(1+x*b)

h= hypergeom1F1(g, a+1, 2)

s=((a*k*exp(-k))/(b*(1+(x)/b))^(a+1))*h

s

}

}

else{

z=NA
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}

sum(z)

}

mle1<- maxLik(logLik = logLikFun2,start = c(p=0.93, alfa =2.04, beta=2.03))

summary(mle1)

AIC(mle1)

rm(list=ls())

library(maxLik)

x=read.csv("C:/bime.csv",head=FALSE)

x1=as.matrix(x)

z=c()

logLikFun <- function(param) {

p<- param[1]

alfa<- param[2]

x=x1[,1]

c=as.numeric(x)

N=length(c)

n0=length(which(c==0))

for(i in 1:N){

if(p>=0&&alfa>=0){

z[i]<-N*log(p)+(N-n0)*(log(alfa)+log(1-p))-(alfa*p)*sum(c)

}

else{

z[i]=NA

}}

sum(z)

}

mle <- maxLik(logLik = logLikFun,start = c(p= 0.92, alfa = 0.53))

summary(mle)

AIC(mle)
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#########negativebinomial-expossional#########

rm(list=ls())

library(maxLik)

require("CharFun")

require("stats4")

x=read.csv("C:/bime.csv",head=FALSE)

x1=as.matrix(x)

z=c()

logLikFun <- function(param) {

p<- param[1]

alfa<- param[2]

r<- param[3]

x1=x[,1]

c=as.numeric(x1)

N=length(c)

N0=length(which(c==0))

for(i in 1:N){

if(p>=0&&alfa>=0&&r>=0){

#h=hypergeom1F1(r+1,2,r*(1-p)*c)

z[i]<-(N-N0)*(log(alfa)+log(r)-log(1-p))-N0*r*log(p)

}

else {z[i]=NA}

}

sum(z)

}

mle <- maxLik(logLik = logLikFun,start = c(p= 0.5, alfa = 2.03, r=2.12))

summary(mle)

AIC(mle)

######pareto-negative binomial##################

rm(list=ls())

library(maxLik)

require("BMS")
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require("hypergeo")

x=read.csv("C:/bime.csv",head=FALSE)

x1=as.matrix(x)

z=c()

logLikFun <- function(param) {

r<- param[1]

alfa<- param[2]

beta<- param[3]

p<-param[4]

x1=x[,1]

c=as.numeric(x1)

N=length(c)

n0=length(which(c==0))

#g=((1-p)*(c/beta))/(1+(c/beta))

#h=hypergeo(r+1,alfa+1,2,g)

#r=abs(log(h))

#q=sum(log(1/(1+(N/beta))^(alfa+1)))

#d=abs(q)

for(i in 1:N){

if(p>=0&&alfa>=0&&r>=0&&beta>=0){

z[i]<-N*r*log(p)+(N-n0)*(log(alfa)+log(1-p)-log(beta))

}

else{z[i]=NA}

}

sum(z)

}

mle <- maxLik(logLik = logLikFun,start = c(r=0.31, alfa = 2.04, beta=1.91,p=0.81 ))

summary(mle)

AIC(mle)

#######################

#### piosson- namaee###########

rm(list=ls())
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library(maxLik)

x=read.csv("C:/bime.csv",head=FALSE)

x1=as.matrix(x)

z=c()

logLikFun <- function(param) {

lambda<- param[1]

alfa<- param[2]

x=x1[,1]

c=as.numeric(x)

N=length(c)

N0=length(which(c==0))

k=10

a=gamma(k+1)

b=gamma(k+2)

for(i in 1:N){

if(alfa>=0&&lambda>=0){

#f=sum(log(((alfa*lambda)^k)/(a*b)))

z[i]<-(N-N0)*(-lambda-alfa*c)-N0*lambda

}

else{z[i]=NA

}

}

sum(z)

}

mle <- maxLik(logLik = logLikFun,start = c(lambda= 0.12, alfa = 0.87))

summary(mle)

AIC(mle)

##########pareto-poisson#######

rm(list=ls())

library(maxLik)

require("CharFun")
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require("stats4")

###############

x=read.csv("C:/bime.csv",head=FALSE)

x1=as.matrix(x)

######################TREUE

z=c()

logLikFun <- function(param) {

lambda<- param[1]

alfa<- param[2]

beta<- param[3]

x1=x[,1]

c=as.numeric(x1)

N=length(c)

n0=length(which(c==0))

#q=sum(log(1/(1+(c/beta))^(alfa+1)))

#g=(((lambda*c)/beta)/(1+c*beta))

#f=qhyper(p, m, n, k, lower.tail = TRUE, log.p = TRUE)

#h=hypergeom1F1(g,alfa+1,2)

for(i in 1:N){

if(lambda>=0&&alfa>=0&&beta>=0){

z[i]<-(N-n0)*(log(alfa)+log(lambda)-log(beta))-(lambda*N)

}

else{z[i]=NA

}

}

sum(z)

}

mle <- maxLik(logLik = logLikFun,start = c(lambda= 0.06, alfa = 2.03, beta=2.12))

summary(mle)

AIC(mle)

####negative pareto expotional#########

rm(list=ls())
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library(maxLik)

require("BMS")

require("hypergeo")

require("CharFun")

require("stats4")

x=read.csv("C:/bime.csv",head=FALSE)

x1=as.matrix(x)

x2=x1[,1]

z=c()

logLikFun <- function(param) {

lambda<- param[1]

alfa<- param[2]

beta<- param[3]

x=x1[,1]

c=as.numeric(x)

N=length(c)

N0=length(which(c==0))

for(i in 1:N){

if(lambda>=0&&alfa>=0){

#b=sum(hypergeom1F1(beta+1,alfa+beta+2,lambda*c))

z[i]<-N*(log(alfa)-log(alfa+beta))+(N-N0)*(log(beta)-log(alfa+beta+1))-sum(lambda*c)

}

else{ z[i]=NA

}

}

sum(z)

}

mle <- maxLik(logLik = logLikFun,start = c(lambda= 0.82, alfa = 2.84, beta=0.207))

summary(mle)

AIC(mle)

#####poisson- pareto#####

library(hypergeo)
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library(CharFun)

x <- seq(0,25,1)

f=function(x,a,b,k){

g=((k*x)/(b))/(1+x*b)

h= hypergeom1F1(g, a+1, 2)

s=((a*k*exp(-k))/(b*(1+(x)/b))^(a+1))*h

s

}

f(x,0.5,1,2)

f(x,2.04,2.13,0.07)

curve(f(x,2.04,2.13,0.07)

,from=0,to=25, col = "violet",main="Primary distribution: Poisso")

curve(f(x,0.5,1,2)

,from=0,to=25, col = "violet",main="Primary distribution: Poisso",ylab="f(x)")

colors <- c("violet", "gold")

labels <- c("violet=pareto","gold=exponential")

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1), col=colors)

#######poisson-namaee############

x <- seq(0,25,1)

f1=function(x,alfa,lambda,k){

g=gamma(k+1)

d=gamma(k+2)

v=sum(((lambda*alfa*x)^k+1/2)/g*d)

s=sqrt((alfa*lambda)/x)*exp(lambda-alfa*x)*v

s

}

curve(f1(x,0.87,0.12,1)

,from=0,to=25, col = "gold",add=TRUE)

######################################

########geometric#############
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###############################

##############geometric-pareto#######

x <- seq(0, 25,1)

f3=function(x,a,b,p){

s=(a*p*1-p)/(b*((1+(p*x)/b)^(a+1)))

s

}

f3(x,2.04,2.13,0.07)

curve(f(x,2.04655,2.05481,0.93)

,from=0,to=25, col = "red",main="Primary distribution: Geometric",ylab="f(x)")

curve(f(x,0.5,1,2)

,from=0,to=25, col = "violet",main="Primary distribution: Poisso",ylab="f(x)")

colors <- c("red", "blue")

labels <- c("red=pareto","blue=exponential")

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1), col=colors)

######geometric-exponentioal############

x <- seq(0, 25,1)

f4=function(x,alfa,p){

s=alfa*p*(1-p)*exp(-alfa*p*x)

s

}

f4(x,1.005,0.93)

curve(f4(x,1.005,0.93)

,from=0,to=25, col = "blue",add=TRUE)

##########################################

##########negative -binomial########

###################################################

#######negative -binomial-pareto######

x <- seq(0, 25,1)
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f5=function(x,r,alfa,beta,p){

v=hypergeo(1+r,1+alfa,2,(((1-p)*x)/beta)/(1+x/beta))

e=((r*alfa*(1-p)*(p^r))/(beta*((1+x/beta)^alfa+1)))*v

e

}

curve(f5(x,0.31749,2.05542,1.91539,0.80067)

,from=0,to=25, col = "black",main="Primary distribution: Negative Binomial",ylab="f(x)")

colors <- c("black", "green")

labels <- c("black=pareto","green=exponential")

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1), col=colors)

#######negative -binomial-expontial######

library(CharFun)

x <- seq(0, 25,1)

f6=function(x,r,alfa,p){

v=hypergeom1F1(alfa*(1-p)*x,2, 1+r)

e=alfa*r*(p^r)*(1-p)*exp(-alfa*x)*v

e

}

curve(f6(x,0.51168,0.55250,0.87090),from=0,to=25, col = "green",add=TRUE)

#########################################

########negative-binomial-pareto-exp######

#############################################

x <- seq(0, 25,1)

f7=function(x,beta,alfa,lambda){

v=hypergeom1F1(beta+1,alfa+beta+2,lambda*x)

e=(alfa*beta*exp(-lambda*x)*v)/((alfa+beta+1)*(alfa+beta))

e

}
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curve(f7(x,0.20723,2.84501,0.82117)

,from=0,to=25, col = "black",main="Primary distribution: Negative Binomial–

Pareto",ylab="f(x)")

curve(f7(x,0.2,2.8,0.82)

,from=0,to=25, col = "black",main="Primary distribution: Negative Binomial–

Pareto",ylab="f(x)")

colors <- c("black")

labels <- c("black=exponential")

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1), col=colors)

############fig3###################

###############################################

#####alfa=0.2###############

rm(list=ls())

x <- seq(0, 5,0.2)

f=function(x,alfa,beta,p){

v=(alfa*p*(1-p))/(beta*(1+(p*x)/beta)^(alfa+1))

v

}

p<- c(0.5, 0.3, 0.15, 0.09)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("p=0.5,alpha=0.2", "p=0.3", "p=0.15", "p=0.0.09")

# plot Z first

plot(x, f(x,0.2,1,0.5))

lines(x, f(x,0.2,1,0.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.2,1,1.5), lwd=2, col="red")

# add lines representing t-distribution
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for (i in 1:4){

lines(x, f(x,0.2,1,p[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=color

################################

#####alfa=0.4###############

x <- seq(0, 5,0.2)

f=function(x,alfa,beta,p){

v=(alfa*p*(1-p))/(beta*(1+(p*x)/beta)^(alfa+1))

v

}

p<- c(0.5, 0.3, 0.15, 0.09)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("p=0.5,alpha=0.4", "p=0.3", "p=0.15", "p=0.0.09")

# plot Z first

plot(x, f(x,0.4,1,0.5))

lines(x, f(x,0.4,1,0.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.4,1,1.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.4,1,0.5), lwd=2, col="red")

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,0.4,1,p[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

####################################

#####alfa=0.6###############

x <- seq(0, 5,0.2)
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f=function(x,alfa,beta,p){

v=(alfa*p*(1-p))/(beta*(1+(p*x)/beta)^(alfa+1))

v

}

p<- c(0.5, 0.3, 0.15, 0.09)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("p=0.5,alpha=0.4", "p=0.3", "p=0.15", "p=0.0.09")

# plot Z first

plot(x, f(x,0.6,1,0.5))

lines(x, f(x,0.6,1,0.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.6,1,1.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.6,1,0.5), lwd=2, col="red")

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,0.6,1,p[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

####################

#####alfa=0.8###############

x <- seq(0, 5,0.2)

f=function(x,alfa,beta,p){

v=(alfa*p*(1-p))/(beta*(1+(p*x)/beta)^(alfa+1))

v

}
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p<- c(0.5, 0.3, 0.15, 0.09)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("p=0.5,alpha=0.4", "p=0.3", "p=0.15", "p=0.0.09")

# plot Z first

plot(x, f(x,0.8,1,0.5))

lines(x, f(x,0.8,1,0.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.8,1,1.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.8,1,0.5), lwd=2, col="red")

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,0.8,1,p[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

x <- seq(0, 5,0.2)

f=function(x,alfa,beta,p){

v=(alfa*p*(1-p))/(beta*(1+(p*x)/beta)^(alfa+1))

v

}

p<- c(0.5, 0.3, 0.15, 0.09)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("p=0.5,alpha=0.6", "p=0.3", "p=0.15", "p=0.0.09")

# plot Z first

plot(x, f(x,0.6,1,0.5))

lines(x, f(x,0.6,1,0.5), lwd=2, col="red")



۶٧
lines(x, f(x,0.6,1,1.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.6,1,0.5), lwd=2, col="red")

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,0.6,1,p[i]), lwd=2, col=colors[i])

}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

####################

x <- seq(0, 5,0.2)

f=function(x,alfa,beta,p){

v=(alfa*p*(1-p))/(beta*(1+(p*x)/beta)^(alfa+1))

v

}

p<- c(0.5, 0.3, 0.15, 0.09)

# set up colours and labels for the functions and plot legend

colors <- c("red", "blue", "gold", "black")

labels <- c("p=0.5,alpha=0.8", "p=0.3", "p=0.15", "p=0.0.09")

# plot Z first

plot(x, f(x,0.8,1,0.5))

lines(x, f(x,0.8,1,0.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.8,1,1.5), lwd=2, col="red")

lines(x, f(x,0.8,1,0.5), lwd=2, col="red")

# add lines representing t-distribution

for (i in 1:4){

lines(x, f(x,0.8,1,p[i]), lwd=2, col=colors[i])
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}

# add legend

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 2), col=colors)

##########################################

##########negative -binomial########

###################################################

#######negative -binomial-pareto######

x <- seq(0, 25,1)

f5=function(x,r,alfa,beta,p){

v=hypergeo(1+r,1+alfa,2,(((1-p)*x)/beta)/(1+x/beta))

e=((r*alfa*(1-p)*(p^r))/(beta*((1+x/beta)^alfa+1)))*v

e

}

curve(f5(x,0.31,2.05,1.91,0.8)

,from=0,to=25, col = "black",main="Primary distribution: Negative Binomial",ylab="f(x)")

colors <- c("black", "green")

labels <- c("black=pareto","green=exponential")

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1), col=colors)

#######negative -binomial-expontial######

library(CharFun)

x <- seq(0, 25,1)

f6=function(x,r,alfa,p){

v=hypergeom1F1(alfa*(1-p)*x,2, 1+r)

e=alfa*r*(p^r)*(1-p)*exp(-alfa*x)*v

e

}

curve(f6(x,0.5,0.4,0.8),from=0,to=25, col = "green",add=TRUE)
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########geometric#############

###############################

##############geometric-pareto#######

x <- seq(0, 25,1)

f3=function(x,a,b,p){

s=(a*p*(1-p))/(b*((1+(p*x)/b)^(a+1)))

s

}

f3(x,2.04,2.13,0.07)

##curve(f3(x,2.04655,2.05481,0.93)

###,from=0,to=25, col = "red",main="Primary distribution: Geometric",ylab="f(x)")

curve(f3(x,0.2,1,0.5)

,from=0,to=25, col = "red",main="Primary distribution: Geometric",ylab="f(x)")

colors <- c("red", "blue")

labels <- c("red=pareto","blue=exponential")

legend("topright",

labels, lwd=2, lty=c(1, 1), col=colors)

######geometric-exponentioal############

x <- seq(0, 25,1)

f4=function(x,alfa,p){

s=alfa*p*(1-p)*exp(-alfa*p*x)

s

}

curve(f4(x,0.53,0.5)

,from=0,to=25, col = "blue",add=TRUE)
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Aabstract

In this dissertation we obtain closed expressions for the probability distribution function of aggre-
gated risks with multivariate dependent Pareto distributions. We work with the dependent mul-
tivariate Pareto type II proposed by Arnold (1983, 2015), which is widely used in insurance and
risk analysis. We begin with an individual risk model, where the probability density function cor-
responds to a second kind beta distribution, obtaining the Value at Risk and several other risk
measures. Then, we consider a collective risk model based on dependence, where several general
properties are studied. We study in detail some relevant collective models with Poisson, negative
binomial and geometric distributions as primary distributions. In the collective Pareto–Poisson
model, the probability density function is a function of the Kummer confluent hypergeometric
function, and the density of the Pareto–negative binomial is a function of the Gauss hypergeomet-
ric function.With reviews on data based on one-year insurance policies annually (2004 − 2005)

And the data of Iran’s insurance company was carried out in 93, we conclude that our collective
dependent models outperform other collective models considered in the actuarial literature in terms
of AIC statistics.
Keywords: Dependent risks Individual risk model Collective risk model Classical Pareto distribu-
tion Hypergeometric functions
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