


ریاضͬ علوم دانش΄ده

عملیات در تحقیق گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

و آشوب مسأله برای عددی طرح ΁پزش΄ͬی در بهینه کنترل
حسین پور فاطمه نگارنده:

راهنما استاد

ناظمͬ علیرضا دکتر

١٣٩٧ بهمن



:ࣛ нقدѓم
اوϔت، ܐ܃راث ࣴر܎ۿرպن آϋوבۑ͆م ࣛ ϲͥل य़ ѝدرم، ॣک روح

اوϔت، ॣی زࣼ ࣿوردگارم Т̞˙ت य़ ࣛ ماेم،
ࣳد. را Ήھاђم اϨف و ́Οر य़ ࣳاेم، ॣک روح ࣛ و

ز



Вپاس ऌاری

ҍی اЦۦھاϔت. رοګ̲ش و ҍی ईان Әϧ˫ش य़ را مدای Вپاس ٰ
ϼ͆م. Θدرداҗی و Ыش˶ۭ ईدўد Ј̙وار ࣳاѓم را داЮش ϶˘ب ϊܨ܃ر झاوان، ϓڥҎی सی бِمل عܸ܃رʨم य़ خاцواده ام ҍی сेغ زοمات از ҆ی داђم ΄ود وԿ͗؄ه ی اЪࠣدا े
وԿΜه Ԋˌбی̎م روўد े کلات، ϊش از ॣره ای ࣛ دϪͥل य़ زماҗی े ҍی ٍͮࠨداϝت شان ́Хماο و Чیܺ܃ری ́Ъبا ӱ॑҅ی عܸ܃رضا د܍ۿر آग़ی Йناب ऋاрقدر، اВتاد از و
य़ اسڠࠢدری цوری د܍ۿر آग़ی Йناب و اͫږґی د܍ۿر آग़ی Йناب از دارم. را Ыش˶ۭ ोل ॣیان ॠ॑ ام ћدوպن े ارزϦڝࠢدشان راЇ͆ماҘی सی ऩخا ࣛ و ϟد اеجاد

Вپاس ऌارم. Оږیار ϋझودўد، ҡ͘ول را ॠ॑ ॣیان اպن داوری زὁت

حسین پور فاطمه
١٣٩٧ بهمن

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی حسین پور فاطمه اینجانب
کنترل و آشوب مسأله برای عددی طرح ΁ی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ، پزش΄ͬ در بهینه
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
حسین پور فاطمه
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
مقاومت ایجاد واسطه به آن اثر شدن تعدیل و درمانͬ شیمͬ مخرب اثرات وجود دلیل به
ایمنͬ سیستم با مواجه در سرطانͬ سلول های رفتار شبیه سازی برای راهͬ دنبال به دارویی،
دارویی ترکیب مؤثرترین بتواند پزش΄ͬ تیم آن ΁کم به تا هستیم داروها و سالم سلول های بدن،
پارامترهای با سرطان ریاضͬ مدل ΁ی پایان نامه، این در کند. پیدا سرطانͬ بیماران برای را
سرطان ریاضͬ مدل  این در بهینه کنترل و آشوب بررسͬ به سپس ͬ دهیم. م ارائه مجهول
بحث مورد را شدنͬ زیستͬ تعادل وضعیت در مدل این خطͬ پایدارسازی آنالیز ͬ پردازیم، م
ͬ کنیم م پیدا ͬ شوند، م آشوبناک رفتار موجب که را سیستم پارامترهای محدوده ی قرارداده،

ͬ دهیم. م ارائه سیستم مجهول پارامترهای از تخمینͬ و
سیستم های از مقدماتͬ تعاریف اول فصل در است. شده تدوین فصل ͷپن در نامه پایان این
فصل در کنیم. مͬ بیان اختصار به را است نیاز مورد بعد فصل های در که مفاهیمͬ و دینامی΄ͬ
سوم فصل در داشت. خواهیم آشوبناک سیستم های کنترل و آشوب به نظریه کلͬ نگاه ΁ی دوم
΁ی چهار فصل در داشت. خواهیم آن بهینگͬ شرایط و بهینه کنترل مسائل به کوتاهͬ نگاه
در و ͬ پردازیم م آن عددی حل به و داده ارائه مجهول پارامترهای با سرطان برای ریاضͬ مدل

ͬ کنیم. م نتیجه گیری پنجم فصل

ریاضͬ مدل سازی لیاپانوف، پایداری اصل پونتریاگین، مینیمم اصل آشوب، کلیدی: کلمات
بهینه. کنترل غیرخطͬ، بهینه کنترل مسأله سرطان،

ک



مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
١ اولیه مقدمات و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دینامی΄ͬ سیستم های ١. ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . دینامی΄ͬ سیستم های ریاضͬ ساختارهای ١. ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل سیستم های ١. ٢. ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعارف سیستم ١. ٢. ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری تحلیل ١. ٢. ٣
١٠ . . . . . . . . . . لیاپانوف توابع با تعادل نقاط پایداری بررسͬ ۴ .١. ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری اثبات و لسال قضیه ۵ .١. ٢
١٣ . . . . . . . . . تعادل نقطه نوع تشخیص برای کاربردی روش ۶ .١. ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دینامی΄ͬ سیستم و شار ١. ٣
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی دورهای و حدی نقاط ۴ .١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . شدن دوشاخه ای یا و انشعاب پدیده ۵ .١

١۵ آشوب ٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب تاریخچه ٢. ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوبناک سیستم های ٢. ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . آشوبناک حرکت برای لازم شرایط ٢. ٢. ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب نظریه ͬ های ویژگ ٢. ٣
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اثرپروانه ای ٢. ٣. ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . پویا سازگاری و خودسازماندهͬ ٢. ٣. ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودشباهتͬ یا خودمانایی ٢. ٣. ٣
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عجیب جاذب های ۴ .٢. ٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوبناک رفتار تشخیص روش های ۴ .٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرکانسͬ طیف ١ .۴ .٢

م



مطالب فهرست ن
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاز فضای ساختار ٢ .۴ .٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دینامی΁ ها ابعاد ٣ .۴ .٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شرایط به حساسیت ۴ .۴ .٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانوف توان های ۵ .۴ .٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب کاربرد ۵ .٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عروق و قلب ١ .۵ .٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . امن مخابرات ٢ .۵ .٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁ژنتی ٣ .۵ .٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقتصاد ۴ .۵ .٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب کنترل ۶ .٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب کنترل روش های ٢. ٧
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب کنترل کاربردهای ٢. ٨

٣٩ آن حل روش های و بهینه کنترل مسائل بر مقدمه ای ٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل نظریه ٣. ١
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل مسأله ٣. ٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییرات حساب ٣. ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع تقریب ٣. ٣. ١
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر‐لاگرانژ معادله ۴ .٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل برای لازم شرایط ۵ .٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پونتریاگین مینیمم اصل ۶ .٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل مسائل حل عددی روش های ٣. ٧
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیر مستقیم روش های ٣. ٧. ١
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم روش های ٣. ٧. ٢

۵١ آشوب و سرطان ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معرفͬ ١ .۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سرطان ریاضͬ مدل ٢ .۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری آنالیز و آشوب ٣ .۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل مسئله ی ۴ .۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل عددی حل ۵ .۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجهول پارامترهای تخمین ۶ .۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی جواب ٧ .۴

۶٧ نتیجه گیری ۵



س مطالب فهرست
۶٩ ͽمراج
٧۵ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
٧٩ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
٨١ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



تصاویر فهرست
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ آونگ فاز فضای ١. ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاز فضای ͹سط حفظ خاصیت ١. ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی پایداری و لیاپانوف مفهوم به پایداری از ترسیمͬ تعبیر ١. ٣
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١٢. ٢. ١) تعریف برای صفحه در مبدا از N′ و N ͬ های همسای· ۴ .١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͽداف (د) در و گذر (ب)و(ج) در جاذب، (الف) در تعادل نقطه ۵ .١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروانه ای اثر ٢. ١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی دور جاذب (ب) تعادل، نقطه جاذب (الف) ٢. ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عجیب جاذب (د) مارپیچͬ، سطحͬ جاذب (ج) ٢. ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . برگشتͬ نگاشت (c) شده، ایجاده پوانکاره ͽمقط (b) فرضͬ، مدل ΁ی جاذب (a) ۴ .٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . (راست) آشوبناک ΁دینامی و (چپ) متناوب ΁دینامی بین فرکانسͬ طیف مقایسه ۵ .٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبستگͬ بعد آوردن به دست روش ۶ .٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شرایط در اختلاف اثر در ͺپاس شدن واگرا ٢. ٧
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لياپانوف توان هاي و ي΄دي·ر از مسيرها شدن دور ٢. ٨
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص راستای ΁ی در لیاپانوف توان مثبت تأثیر ٢. ٩
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ECG سی·نال نمونه ΁ی ٢. ١٠
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ECG سی·نال نمونه ΁ی ٢. ١١

ش΄ارچͬ سلول های و فعال ش΄ارچͬ سلول های تومور، سلول های تراکم و x(٠)٣ = ٠٫۵, x(٠)٢ = ١٫۵, x(٠)١ = ٠٫٣ اولیه ی تراکم ١ .۴
۵٨ . . . . . . . . . .a۶ = ٠٫٠۵, a۵ = ٠٫٠۶, a۴ = ٠٫۵, a٣ = ٠٫١, a٢ = ۵٫٩, a١ = ٠٫۴ پارامترهای برای ساکن

برای پایدار درونͬ حدی چرخه های به هم·را سیستم های زیر و سرطان و x(٠)٣ = ١٫۵, x(٠)٢ = ١, x(٠)١ = ٠٫۵ اولیه ی تراکم با ٢ .۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . .a۶ = ٠٫١ و a۵ = ٢, a۴ = ٣٫۵, a٣ = ٠٫۶, a٢ = ۴٫۵, a١ = ٢٫۵ پارامترهای

سیستم پارامترهای مقادیر با مطابق حدی چرخه ی بالا فرکانس سه x(٠)٣ = ٠٫۵, x(٠)٢ = ١, x(٠)١ = ٢٫۵ اولیه ی تراکم با ٣ .۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . .a۶ = ۵٫١ و a۵ = ٠٫٠٢, a۴ = ٢٫۵, a٣ = ٠٫۴, a٢ = ١, a١ = ٠٫١

, a۶ = ٠٫٢, a۵ = ۵, a۴ = و a١ = ۵ پارامترهای و x(٠)٣ = ٠٫۵۵, x(٠)٢ = ١٫٧۵, x(٠)١ = ١٫٩۵ اولیه  تراکم ش΄ل این در ۴ .۴
۵٩ . . . . . . . . . . هستند. β٣ = ۵, β٢ = ٣, β١ = ٨ , α٣ = ٧, α٢ = ٣, α١ = ٢٠ ١٫۵, a٣ = ٢٫٩, a٢ = ۴

ف



تصاویر فهرست ص
, a۶ = ٠٫۵, a۵ = ١, a۴ = و a١ = ۵٫۵ پارامترهای و x(٠)٣ = ٠٫٨۵۵, x(٠)٢ = ٠٫٧۵, x(٠)١ = ١٫۵ اولیه  تراکم ش΄ل این در ۵ .۴

۵٩ . . . . . . . . . هستند. β٣ = ۴ β٢و = ۵, β١ = ۶, α٣ = ۴, α٢ = ۵, α١ = ٢۵ ١٫٢۵, a٣ = ٢٫۵, a٢ = ٣٫۵

پارامترهای از i = ١, . . . , ۶ âi تخمین های و ساکن ش΄ارچͬ سلول های فعال، ش΄ارچͬ سلول های تومور، سلول های بهینه ی تراکم ۶ .۴
a۵ =a۴ = ٠٫۴,a٣ − ٠٫١۵,a٢ = ٠٫۵,a١ = ٠٫٢ اولیه ی تراکم و سیستم پارامترهای شده ی تعیین مقادیر برای سیستم مجهول

۶۴ . . . . . . . . . . . .m۶ = ٢۵,m۵ = ٢٠,m۴ = ١٠,m٣ = ٣٠, m٢ = ٢٠,m١ = ١٠,a۶ = ٠٫٢,٠٫٢۵,

پارامترهای از i = ١, . . . , ۶ âi تخمین های و ساکن ش΄ارچͬ سلول های فعال، ش΄ارچͬ سلول های تومور، سلول های بهینه ی تراکم ٧ .۴
a١ = ٠٫٢,٢ = ٠٫۵, a٣ − ٠٫١۵, a۴ = ٠٫۴, a۵ = اولیه ی تراکم و سیستم پارامترهای شده ی تعیین مقادیر برای سیستم مجهول

۶۶ . . . . . . . . . . . . ٠٫٢۵, a۶ = ٠٫٢,m١ = ١٠,m٢ = ٢٠,m٣ = ٣٠,m۴ = ١٠,m۵ = ٢٠,m۶ = ٢۵,



١ فصل
اولیه مقدمات و تعاریف

دینامی΄ͬ سیستم های ١. ١
ارتباط و ذاتͬ زیبایی به دلیل که است ریاضͬ علوم شاخه های از ی΄ͬ دینامی΄ͬ سیستم های
کاربرد های و است گرفته قرار توجه مورد اخیر سال های در ریاضͬ، علوم شاخه های دی·ر با وسیع
دینامی΄ͬ سیستم های است. افزوده علم از شاخه این جذابیت بر علوم سایر در آن فراوان
سهام، بازار ͬ کنند. م بررسͬ ͬ شوند، م یافت علوم همه ی در که را تغییری حال در فرآیند های
هستند. دینامی΄ͬ سیستم های از نمونه هایی جمعیت، کاهش و افزایش هوا، و آب وضعیت
پوانکاره اساسͬ و وسیع کارهای مرهون دینامی΄ͬ، سیستم های به مربوط مفاهیم پیدایش
شمسͬ منظومه پایداری پوانکاره است. میلادی ١٨٩٠ سال در آسمانͬ اجرام ΁م΄انی درباره

داد. قرار تحلیل و تجزیه مورد معمولͬ دیفرانسیل معادلات از استفاده با را
با ͬ توانیم م را سیستم ΁ی حالت ͬ کند. م توصیف را سیستم ΁ی حالت دینامی΄ͬ، سیستم ΁ی
دینامی΄ͬ سیستم خلاصه به طور کنیم. بیان متغیرها از مجموعه ای و سیستم شرایط به توجه
تش΄یل کند، توصیف را سیستم تغییرات که تابعͬ و حالت متغیرهای از مجموعه ای زمان، از

ͬ کنیم: م بیان زیر به صورت را دینامی΄ͬ سیستم های ریاضͬ تعریف حال است. شده
صورت این در f = (f١, f٢, . . . , fn)T و x = (x١, x٢, . . . , xn)T کنید فرض [٢] .١. ١. ١ تعریف
΁ی در x(t) ،t ͬنامتناه یا نامتناهͬ بازه برای اگر ͬ شود م نامیده دینامی΄ͬ سیستم ΁ی x(t)

کند. صدق ẋ(t) = f(x(t)) به صورت معمولͬ دیفرانسیل معادلات مجموعه
١



اولیه مقدمات و تعاریف ٢
زمان‐گسسته سیستم های و زمان‐پیوسته سیستم های دسته دو به دینامی΄ͬ سیستم های

ͬ شوند. م تقسیم
ͬ شود م نامیده پیوسته ‐ زمان دینامی΄ͬ سیستم دینامی΄ͬ، سیستم ΁ی [٢] .١. ١. ٢ تعریف
از ی΄ͬ یعنͬ باشد، حقیقͬ اعداد از زیر مجموعه ای زمان، برای شده انتخاب مجموعه اگر

زیر مجموعه های
T = R,

T = R+ ∪ {٠},
T = (a, b) ⊂ R, a < ٠ < b,

معادله با سیستم این در تغییر معمولا˟ ͬ شود. م داده نمایش زیر به صورت حالت فضای در و
ͬ شود. م توصیف معمولͬ دیفرانسیل

ẋ(t) = f(x(t))

ͬ شود م نامیده ‐گسسته زمان دینامی΄ͬ سیستم دینامی΄ͬ، سیستم ΁ی [٢] .١. ١. ٣ تعریف
از ی΄ͬ یعنͬ باشد، صحیح اعداد از زیر مجموعه ای زمان، برای شده انتخاب مجموعه اگر

زیر مجموعه های
T = N ∪ {٠} := N٠,
T = Z.

معادله با سیستم این در تغییر ͬ شود.معمولا˟ م داده نمایش زیر صورت به حالت فضای در و
ͬ شود. م توصیف تفاضلͬ

xn+١ = f(xn)

دینامی΄ͬ سیستم های مدل سازی
زیر به صورت غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی توسط ͬ توان م را سیستم ها از بسیاری

داد: نشان
ẋ(t) = f(x(t), u(t), t), (١. ١)

حالت١ بر که است ‐بعدی n زمان با متغیر ستونͬ بردار ΁ی x(t) زمان متغیر t آن در که
یا ٢ ورودی متغیر نشانگر که است ‐بعدی m ستونͬ بردار ΁ی u(t) و دارد دلالت سیستم
معادله (١. ١) معادله ͬ شود، م نامیده سیستم کننده ی توصیف تابع نیز f تابع است. ٣ کنترل

1State
2Input variable
3Control



٣ دینامی΄ͬ سیستم های ریاضͬ ساختارهای
ساختار از طبیعͬ به صورت حالت، انتخاب سیستم ها از بسیاری برای ͬ شود. نامیده م حالت
l بردار ΁ی y(t) که کنید فرض باشد. ریاضͬ صرفاً کمیتͬ ͬ تواند م اینکه یا برآمده آن فیزی΄ͬ
که باشد متغیری اینکه یا کرد مشاهده و گرفته اندازه را آن به توان که باشد سیستم ‐بعدی
سیستم خروجͬ متغیر متغیری، چنین ͬ گذارد. م تأثیر اطراف محیط بر آن توسط سیستم

داد: نشان زیر به صورت را آن ͬ توان م کلͬ حالت در و ͬ شود م نامیده
y(t) = g(x(t), u(t), t). (١. ٢)

سیستم خروجͬ توصیف کننده تابع نیز g تابع و ͬ شود م نامیده خروجͬ معادله (١. ٢) معادله
نامیده سیستم معادلات (١. ٢) و (١. ١) غیرخطͬ دیفرانسیلͬ معادلات کلͬ به طور است.
سیستم صورت این در باشند، خطͬ توابع g و f (١. ٢) و (١. ١) معادلات در اگر ͬ شوند. م
را t٠ اولیه مقدار با خطͬ سیستم های خروجͬ و حالت معادله کلͬ حالت در ͬ نامند. م خطͬ را

نمود: بیان زیر به صورت ͬ توان م
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t),

x(t٠) = x٠,

(١. ٣)

کنترل و حالت n × m و n × n زمان با متغیر ماتریس های ترتیب به B(t) و A(t) آن در که
و خروجͬ l×m و l× n زمان با متغیر ماتریس های ترتیب به D(t) و C(t) و ͬ باشند م سیستم

.[١] هستند سیستم خروجͬ و ورودی بین انتقالͬ

دینامی΄ͬ سیستم های ریاضͬ ساختارهای ١. ٢
مستقل سیستم های ١. ٢. ١

سیستم های نظریه از وسیعͬ بخش که شد مشخص میلادی ١٩٩۴ سال در اُت۴ ͬ های بررس با
سیستم هایی چنین ندارند. زمان به وابستگͬ هیچ گونه که است حالت هایی به مربوط غیرخطͬ
این در است. ثابت ورودی بردار که ͬ دهد م رخ زمانͬ حالت، این ͬ شوند. م نامیده هم·ن۵

است: زیر به صورت حالت بردار دیفرانسیل معادله حالت
ẋ = f(x, u), (۴ .١)

است. ثابت بردار ΁ی u آن در که
4Ott
5Autonomous Systems



اولیه مقدمات و تعاریف ۴

متعارف سیستم ١. ٢. ٢
ب·یرید: نظر در را زیر خطͬ سیستم

ẋ = Ax, (۵ .١)
ماتریس A آن در که ͬ شود، م تبدیل متعارف سیستم به x = Py متغیر تغییر با سیستم این
ͽواق در است. J = P−١AP به طوری که است A ماتریس جردن متعارف فرم J و ضرایب
از است. پایه این به نسبت x مختصات y و ͬ دهند م تش΄یل R برای پایه ای P ستون های
مجموعه روی هم ارزی رابطه ΁ی تشابه و هستند متشابه J و A ماتریس های آن جایی که
ͬ شود. م افراز مجزا هم ارزی کلاس های به مجموعه این لذا است، n× n حقیقͬ ماتریس های
ẏ = Jy و ẋ = Ax سیستم های جواب های هم ارزی، کلاس ΁ی در J و A ماتریس دو هر برای

هستند. وابسته هم به زیر روابط با
x = Py, P−١AP = J

ͬ آیند. م بدست نیز کلاس اعضای سایر جواب های شود، حل سیستم ها از ی΄ͬ اگر بنابراین
اگر باشد. نامنفرد A ماتریس هرگاه ͬ نامند، م ساده را (۵ .١) خطͬ سیستم [١] .١. ٢. ١ تعریف

داریم: و است ذیل سیستم جواب تنها x = ٠ آنگاه باشد، ساده (۵ .١) خطͬ سیستم
ẋ = Ax ⇔ x = ٠

که است نقطه ای xe تعادل نقطه ب·یرید. نظر در را (۴ .١) مستقل سیستم [١] .١. ٢. ٢ تعریف
همیشه برای شود شروع نقطه این از جواب ΁ی اگر ͬ کند. م صدق ẋ = f(x, u) = ٠ معادله در

ͬ ماند. م باقͬ آنجا در
به عبارت دی·ر باشد. منفرد A هرگاه گویند غیرساده را (۵ .١) خطͬ سیستم [١] .١. ٢. ٣ تعریف
نقطه x = ٠ از غیر به سیستم، و است غیربدیهͬ جواب های دارای Ax = ٠ غیرساده سیستم

ندارد. دی·ری تعادل
متعامد مختصات با ریاضͬ فضای ΁ی دینامی΄ͬ، سیستم ΁ی فاز فضای [٣] .۴ .١. ٢ تعریف
به عنوان ͬ باشد. م سیستم لحظه ای حالت کردن مشخص برای لازم متغیرهای نمایانگر که است
بنابراین ͬ شود. م تعیین v سرعت و x م΄ان با ͬ کند م حرکت بعد ΁ی در که ذره ای حالت مثال،

است. صفحه ΁ی آن فاز فضای

است: زیر صورت به sin θ ≈ θ تقریب گرفتن نظر در با ساده آونگ حرکت معادله .١. ٢. ١ مثال
d٢θ
dt٢ + θ = ٠,



۵ دینامی΄ͬ سیستم های ریاضͬ ساختارهای

خطͬ آونگ فاز فضای :١. ١ ش΄ل
مرتبه معادله دو به ω = dθ

dt زاویه ای سرعت متغیر گرفتن نظر در با دوم مرتبه خطͬ معادله این
ͬ شود: م تبدیل زیر اول

dω

dt
= −θ,

dθ

dt
= ω.

بدون حال داشت. خواهد را خود اول مرتبه دیفرانسیل معادله دینامی΄ͬ، متغیر هر رو این از
زیر به صورت جوابی که برگزید طوری را اولیه شرایط ͬ توان م شود کاسته مسأله کلیت از این که

باشیم: داشته
θ = ai cos t, ω = ai sin t.

سری ΁ی جواب، مجموعه این با است. حرکت مجاز دامنه های نمایانگر {ai} آن در که
نمایش ΁ی ͬ توان م زمان پارامتر حذف با که داشت خواهیم θ و ω برای پارامتری ͬ های منحن
این فاز فضای نمودار (١. ١ ) ش΄ل نمودار آورد. بدست ai مختلف مقادیر به ازای بعدی دو

ͬ دهد. م نشان را مسأله
نامیده فاز مسیر ͬ کند م طͬ t زمان گذشت با x(t) حالت متغیر که مسیری [٣] .۵ .١. ٢ تعریف

ͬ شود. م
مسیر مدار، این ͬ دهد. م ما به بسته مدار ΁ی ai مقدار هر (١. ٢. ١) مثال گرفتن نظر در با
ͬ رغم عل هم، به ΁نزدی مسیر دو که است این مسیر مهم ویژگͬ ΁ی ͬ شود. م نامیده فاز
حالت های که است واقعیت این از ناشͬ خاصیت این کرد. نخواهند ͽقط را همدی·ر نزدی΄ͬ،

ͬ کند. م معین مفروض، زمان ΁ی در منحصراً را سیستم آینده و گذشته
با و بوده سیستم کیفͬ رفتار دهنده نشان که است بعدی دو ش΄لͬ فاز تصویر .۶ .١. ٢ تعریف

ͬ شود. م داده نشان فاز صفحه در x٢ و x١ حسب بر t تغییر



اولیه مقدمات و تعاریف ۶

فاز فضای ͹سط حفظ خاصیت :١. ٢ ش΄ل

از همسای·ͬ ΁ی هرگاه گویند منفرد را (۴ .١) سیستم از xe تعادل نقطه [١] .١. ٢. ٧ تعریف
باشد. (۴ .١) تعادل نقطه تنها xe به طوری که باشد داشته وجود xe نقطه

پایداری تحلیل ١. ٢. ٣
مفهوم اهمیت بر باشد. آن پایداری ͬ تواند م کنترل سیستم ΁ی مشخصه مهمترین ΁ش بدون
چنان را کاربردی و عملͬ سیستم های تمامͬ تقریباً که ͬ شود، م تأکید واقعیت این با پایداری
نیز کاربردی عموماً نباشد پایدار که سیستمͬ عمل، در باشند. پایدار که ͬ کنند، م طراحͬ
مدل های تغییر با سرعت به دینامی΄ͬ سیستم های پایداری تحلیل پیچیدگͬ میزان ندارد.
افزایش غیرخطͬ و زمان با تغییر پذیر خطͬ به زمان با تغییر ناپذیر خطͬ از سیستم، ریاضͬ
ساده نسبتاً مفهوم ΁ی زمان با تغییرناپذیر خطͬ سیستم ΁ی برای پایداری تعریف ͬ یابد. م
خطͬ و غیرخطͬ سیستم های به را پایداری تحلیل های که است طبیعͬ رو این از .[١] است
خاصیت پایدار، سیستم های فاز فضای مهم ͬ های ویژگ از ی΄ͬ دهیم. بسط زمان با تغییرپذیر
فضای از مشخص ͹سط ΁ی در موجود نقطه های که است معنͬ آن به این است. سطوح حفظ
این که را سطحͬ بعد، زمان های در که ͬ کنند م حرکت گونه ای به معین، لحظه ای در فاز
خاصیت ͬ دهد. م نشان را خاصیت این (١. ٢) ش΄ل ͬ ماند. م باقͬ ثابت ͬ کنند م ا˚شغال نقاط
سیستم های ویژگͬ این است. پایدار سیستم های کلͬ مشخصه حجم، حفظ یا و ͹سط حفظ
اتلافͬ و پایدار گروه دو به یابد کاهش یا و بماند ثابت فاز حجم های اینکه حسب بر را دینامی΄ͬ
دانشمند به منسوب سیستم ها، پایداری تحلیل روش های ͬ ترین کل از ی΄ͬ .[٣] ͬ کند م تقسیم



٧ دینامی΄ͬ سیستم های ریاضͬ ساختارهای
پیشنهاد پایداری تحلیل برای روش دو لیاپانوف است. لیاپانوف۶ میلادی نوزدهم قرن روسͬ

کرد:
غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات پایداری تحلیل لیاپانوف، غیرمستقیم روش یا اول روش در •

ͬ گیرد. م انجام تعادل نقطه حول ͬ سازی خط از پس
است. سیستم ها پایداری تحلیل عام روش ،٧ لیاپانوف مستقیم روش یا دوم روش •

ب·یرید: نظر در را زیر حالت دیفرانسیل معادله [١] .١. ٢. ٨ تعریف
ẋ(t) = f(x(t), ٠, t),

δ(ϵ) > ٠ ΁ی ϵ > ٠ هر و t٠ هر برای اگر گویند ٨ پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل نقطه
برقرار زیر رابطه t ≥ t٠ همه ی برای آنگاه ∥x(t٠) − xe∥ ≤ δ اگر به طوری که باشد داشته وجود

باشد:
∥x(t)− xe∥ ⩽ ϵ.

به صورت اقلیدس١٠ͬ نرم تعریف از ͬ توان م و است بردار نرم٩ نشان دهنده ∥x(t)∥ اینجا در

∥x(t)∥ =

√√√√ n∑
i=١

x٢
i (t),

نرم از دی·ری تعریف هر از یا و هستند x(t) مؤلفه های xi(t), (i = ١,٢, . . . , n) آن در که
حالت انتخاب با ͬ توان م که است، آن لیاپانوف مفهوم به پایداری فیزی΄ͬ ویژگͬ کرد. استفاده
کرد. جلوگیری تعادل نقطه از حالت شدن دور از تعادل نقطه به ΁نزدی کافͬ اندازه به اولیه ی
ͺپاس اگر گویند پایدار لیاپانوف مفهوم به لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل حالت به عبارت دی·ر
دور xe تعادل حالت از هیچ گاه و باشد xe ΁نزدی کافͬ اندازه به که اولیه حالت هر از ناشͬ
مفهوم به پایداری است. شده داده نشان (١. ٣) ش΄ل در ترسیمͬ به طور تعریف این نشود.
اگر ͽواق در ندارد. علمͬ ارزش ͽمواق از بسیاری در که است پایداری از ضعیفͬ صورت لیاپانوف
قوی نوع صورت آن در کند میل نیز آن سمت به تعادل، حالت به ماندن ΁نزدی علاوه بر ͺپاس
ͬ پردازیم. م آن تعریف به و نامیده مجانبی١١ پایدار را آن که داشته وجود پایداری از ͬ تر عمل و

حالت دیفرانسیل معادله تعادل نقطه [١] .١. ٢. ٩ تعریف
ẋ(t) = f(x(t), ٠, t),

اگر است مجانبی پایداری
6Lyapunov
7Lyapunov’s Second (or Direct) Method
8In the Sense of Lyapunov
9Norm

10Euclidean Norm
11Asymptotically Stable



اولیه مقدمات و تعاریف ٨

مجانبی پایداری و لیاپانوف مفهوم به پایداری از ترسیمͬ تعبیر :١. ٣ ش΄ل
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار (١

زیر رابطه آنگاه ∥x(t٠)− xe∥ ≤ ρ(t٠) اگر که باشد داشته وجود ρ(t٠) > ٠ ΁ی t٠ هر ازای به (٢
باشد برقرار t −→ ∞ اگر

∥x(t)− xe∥ −→ ٠.
اولیه حالت آن که شرط به لیاپانوف، مفهوم به پایداری علاوه بر باید مجانبی پایدار بنابراین
به سیستم ͺپاس هم·رایی باشد، تعادل نقطه همسای·ͬ در شده تعریف محدوده در سیستم

ͬ دهد. م نشان را مجانبی پایدار ترسیمͬ تعبیر (١. ٣) ش΄ل کند. تضمین را تعادل نقطه
حالت دیفرانسیل معادله تعادل نقطه [١] .١. ٢. ١٠ تعریف
ẋ(t) = f(x(t), ٠, t),

اگر است ١٢ سراسری مجانبی پایداری
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار (١

باشد برقرار t → ∞ ازای به زیر رابطه t٠ و x(t٠) هر برای (٢
∥x(t)− xe∥ −→ ٠.

ͅ های پاس کلیه که است خاصیت این دارای باشد سراسری مجانبی پایدار که جوابی بنابراین
مجانبی پایداری برای لازم شرط ΁ی نتیجه در کرد. خواهند میل آن سمت به نهایتاً دی·ر
در باشد. داشته وجود تعادل حالت ΁ی تنها حالت فضای تمامͬ در که است آن سراسری
اگر و است سراسری مجانبی پایداری پایداری، نوع مطلوب ترین کنترل سیستم های طراحͬ

12global asymptotically stability



٩ دینامی΄ͬ سیستم های ریاضͬ ساختارهای

(١٢. ٢. ١) تعریف برای صفحه در مبدا از N′ و N ͬ های همسای· :۴ .١ ش΄ل

پایداری محدوده بزرگترین تعیین آنگاه نباشد، دسترسͬ قابل یا نداشته وجود پایداری نوع این
در و نبوده آسان چندان علمͬ نظر از محدوده این کردن پیدا البته بود. خواهد مهم بسیار
کفایت نکند، عبور آن از اغتشاشͬ هیچ به گونه ای که مجانبی پایداری محدوده کردن پیدا عمل

ͬ کند. م

لیاپانوف مفهوم به پایدار اگر گویند ١٣ ناپایدار را سیستم تعادل نقطه [١] .١. ٢. ١١ تعریف
نباشد.

ͽداف را ناپایدار تعادل نقاط و جاذب را پایدار مجانبی به طور تعادل نقاط .١. ٢. ١٢ تعریف
ͬ نامند. م

به نقاط این نزدی΄ͬ در جواب رفتار براساس ͬ توان م را (۴ .١) مستقل معادله تعادل نقاط
کرد. دسته بندی گذر و ͽداف جاذب، نوع سه

گویند: باشد. (۴ .١) مستقل معادله تعادل نقطه c کنید فرض .١. ٢. ١٣ تعریف
کنند؛ میل آن به c به ΁نزدی کافͬ اندازه به جواب های هرگاه است جاذب c •

شوند؛ دور آن از c  به ΁نزدی کافͬ انداره به جواب های هرگاه است ͽداف c •

شوند. دور آن از دی·ر طرف از و ΁نزدی c به طرف ΁ی از جواب ها هرگاه است گذر c •

13Unstable



اولیه مقدمات و تعاریف ١٠

ͽداف (د) در و گذر (ب)و(ج) در جاذب، (الف) در تعادل نقطه :۵ .١ ش΄ل

لیاپانوف توابع با تعادل نقاط پایداری بررسͬ ۴ .١. ٢
پایداری تحلیل در گسترده ای به طور گذشته دهه های طͬ لیاپانوف مستقیم روش یا دوم روش
پایداری تحلیل در مهمͬ نقش روش این است. کرده پیدا کاربرد سیستم ها از زیادی تعداد
آوردن بدست بدون روش این ͬ کند. م ایجاد حالت فضای معادلات با توصیف شده سیستم های
برای لیاپانوف دوم روش ͬ کند. م تحلیل را خطͬ و غیرخطͬ سیستم های پایداری x(t) ͺپاس
غیرخطͬ، یا خطͬ نداشته، یا داشته ورودی است مم΄ن که بالا مرتبه سیستم های رفتار تعیین
پیدا برای لزومͬ روش این در است. اعمال قابل باشند، زمان با تغییرناپذیر یا زمان با تغییرپذیر
مورد پایداری بررسͬ برای که V (x) اس΄الر تابع ΁ی اما نیست. دیفرانسیل معادله جواب کردن
نامیده لیاپانوف١۴ تابع برآورده کند موفقیت آمیزی به طور را شرایط این V (x) اگر است. نیاز
عدم زیرا است، مناسب لیاپانوف تابع ΁ی تعیین روش این اعمال در اساسͬ مش΄ل ͬ شود. م
واقعͬ لیاپانوف تابع نداشتن وجود بر دلیلͬ پایداری، شرایط کردن برآورده برای تابع موفقیت
با ͬ شود. م پیچیده تر نیست منحصر به فرد لیاپانوف تابع که واقعیت این با مسأله این نیست.
قرار سیستم کنترل مهندسین از بسیاری توجه مورد لیاپانوف دوم روش مش΄لات، این وجود

است. گرفته
٠ ∈ Rn از همسای·ͬ ΁ی Ω آن در که را V : Ω ⊆ Rn → R حقیقͬ تابع [١] .١۴ .١. ٢ تعریف
(V (x) < ٠)V (x) > ٠ ،x ∈ Ω \ {٠} هر ازای به هرگاه گویند (منفͬ) مثبت معین Ω در است،

باشد. V (٠) = ٠ و
٠ ∈ Rn از همسای·ͬ ΁ی Ω آن در که را V : Ω ⊆ Rn → R حقیقͬ تابع [١] .١۵ .١. ٢ تعریف

V (x) ≥ ٠،x ∈ Ω \ {٠} هر ازای به هرگاه گویند (منفͬ) مثبت معین نیمه Ω در است
باشد. V (٠) = ٠ و (V (x) ≤ ٠)

x ∈ D ⊆ Rn غیرخطͬ سیستم کنید فرض لیاپانوف) پایداری (قضیه [۵] .١. ٢. ١ قضیه
مبدأ از N همسای·ͬ در V حقیقͬ تابع ΁ی همچنین دارد. مبدأ در تعادل نقطه ΁ی ẋ = f(x),

به طوری که: باشد داشته وجود
14Liapunov Function



١١ دینامی΄ͬ سیستم های ریاضͬ ساختارهای
باشند، پیوسته و موجود ∂V

∂xi
•

باشد، معین مثبت V •
صورت این در

است. سیستم پایدار تعادل نقطه ΁ی مبدأ آنگاه باشد، نیمه معین منفͬ V̇ اگر (١)
است. پایدار مجانبی به طور تعادل نقطه ΁ی مبدأ آنگاه باشد، معین منفͬ V̇ اگر (٢)

لیاپانوف تابع کند، صدق (١. ٢. ١) قضیه (١) شرط در که را V (x) تابع [۵] .١۶ .١. ٢ تعریف
گویند. قوی لیاپانوف تابع کند، صدق (٢) شرط در اگر و ضعیف

و است غیرخطͬ سیستم پایداری از ساده تر بسیار پایداری بررسͬ خطͬ، سیستم های در
مورد این در کرد. صحبت تعادل نقاط پایداری به جای سیستم ها پایداری از ͬ توان م به راحتͬ

ͬ پردازیم. م زیر قضیه دو بیان به
خطͬ سیستم [١] .١. ٢. ٢ قضیه

ẋ(t) = Ax(t),

اگر فقط و اگر است لیاپانوف مفهوم به پایدار
باشند. داشته غیرمثبت حقیقͬ قسمت های A ویژه مقادیر کلیه (١

ساده١۵ صفرهای هستند، صفر آن ها حقیقͬ قسمت های که A ویژه مقادیر از دسته آن (٢
باشند. A مشخصه چندجمله ای

خطͬ سیستم [١] .١. ٢. ٣ قضیه
ẋ(t) = Ax(t),

داشته منفͬ اکیداً حقیقͬ قسمت های A ویژه مقادیر کلیه اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار
باشد.

A ماتریس ١۶ مقدارویژه ΁ی را λ اس΄الر ب·یرید. نظر در را An×n ماتریس .١. ٢. ١٧ تعریف
طوری که به باشد داشته وجود X غیرصفر بردار ΁ی اگر ͬ نامند، م

AX = λX,

λ ویژه مقدار با متناظر A ماتریس ١٧ ویژه بردار اینجا در X غیرصفر بردار به سازد. برآورده را
ͬ شود. م گفته

15Simple Zero
16Eigen Value
17Eigen Vector



اولیه مقدمات و تعاریف ١٢

پایداری اثبات و لسال قضیه ۵ .١. ٢
مبدأ در تنها سیستم معادلات اگر است صفر مساوی V̇(x) که فضایی در .١. ٢. ١٨ تعریف

است. ١٨ پایدار مجانبی تعادل نقطه مبدأ صورت آن در باشند پایدار
x(t) مثبت حدی نقطه را p نقطه باشد ẋ = f(x) جواب x(t) کنید فرض .١. ٢. ١٩ تعریف
آنگاه n −→ ∞ اگر به طوری΄ه lim

n−→∞
tn = ∞ با {tn} دنباله باشد داشته وجود اگر ͬ نامند م

.x(tn) −→ p

ͬ گویند م مثبت حدی مجموعه را x(t) مثبت حدی نقطه های همه  مجموعه .١. ٢. ٢٠ تعریف
ͬ دهند. م +Lنمایش با و

نقطه x̄ آنگاه باشد، ẋ = f(x(t)) سیستم پایدار مجانبی تعادل نقطه ΁ی x̄ اگر .١. ٢. ٢ مثال
است. L+ = x̄ و x(t) مثبت حدی

اگر است ١٩ ناوردا مجموعه ΁ی ẋ = f(x) به توجه با M مجموعه .١. ٢. ٢١ تعریف
x(٠) ∈ M =⇒ x(t) ∈ M, ∀t ∈ R

اگر است مثبت ناوردا مجموعه M مجموعه و
x(٠) ∈ M =⇒ x(t) ∈ M, ∀t ≥ ٠,

آنگاه باشد D ⊆ Rn متعلق به و محدود t ≥ به ازای٠ ẋ = f(x) معادله جواب x(t) اگر .١. ٢. ١ لم
و بود خواهد ناوردا و فشرده غیرتهͬ، مجموعه ای آن مثبت حدی مجموعه

t → ∞ =⇒ lim
t→∞

x(t) ∈ L+

تغییر دامنه D ⊆ Rn و محلͬ لیپشیتس تابع f(x) کنید فرض لسال٢٠ قضیه .۴ .١. ٢ قضیه
باشد، مثبت ناوردای ẋ = f(x) به نسبت و فشرده مجموعه ای Ω ⊂ D و حالت متغیرهای
مشتق پذیر و پیوسته D ناحیه درون که ͬ گیریم م نظر در طوری را V (x) لیاپانوف تابع سپس
آن در که باشد Ω نقاط تمام مجموعه E ͬ  کنیم م فرض و باشد. V̇ (x) ≤ ٠ ،Ω در و باشد
جواب هر آنگاه ͬ گیریم. م نظر در E ناوردای مجموعه زیر بزرگترین را M و است V̇ (x) = ٠

ͬ گیرد. م قرار M درون t → ∞ در شود شروع Ω درون که x(t)

،f(٠) = ٠ تعادل نقطه x = ٠ کنید فرض بارباشین ‐ کراسوفس΄٢١ͬ قضیه .۵ .١. ٢ قضیه
مبدأ شامل و مشتق پذیر پیوسته، مثبت معین، تابع V : D → R ،D ⊂ Rn و باشد ẋ = f(x)

18asymptotically-stable
19invariant set
20LaSallُ s theorem
21Barbashin-Krasovskii



١٣ دینامی΄ͬ سیستم و شار
مبدأ تنها و S = {x ∈ D : V̇ (x) = ٠} کنید فرض باشد. V̇ (x) ≥ ٠ ،D در به طوری که باشد
اگر همچنین بود. خواهد مجانبی پایدار تعادل)، (نقطه مبدأ صورت این در بماند باقͬ S در

بود. خواهد سراسری مجانبی پایدار مبدأ آنگاه باشد بی کران شعاعͬ به طور V (x)

تعادل نقطه نوع تشخیص برای کاربردی روش ۶ .١. ٢
از استفاده با غیرخطͬ دینامی΄ͬ سیستم ΁ی تعادل نقطه نوع تشخیص دشواری دلیل به
انجام زیر گام های مطابق که شده است پیشنهاد کار این برای کاربردی روش مذکور، تعاریف

.[۴] ͬ گیرد م
دینامی΄ͬ، سیستم ژاکوبین ماتریس تش΄یل (١

تعادل، نقطه در ژاکوبین ماتریس مقدار تخمین (٢
،٢ گام در آمده دست به ماتریس ویژه مقادیر محاسبه (٣

مجانبی به طور تعادل نقطه باشند منفͬ حقیقͬ قسمت دارای ویژه مقادیر همه ͬ که صورت در (۴
ناپایدار تعادل نقطه آنگاه باشد داشته مثبت حقیقͬ قسمت ویژه ای مقدار اگر و است پایدار

است.

دینامی΄ͬ سیستم و شار ١. ٣
ب·یرید: نظر در را زیر اولیه مقدار مساله

ẋ = f(x, u), x(٠) = x٠. (۶ .١)
مسأله جواب ϕ(t, x٠) ،x٠ ∈ D به ازای اگر ،X ∈ C١(D) و D ⊆ Rn کنید فرض .١. ٣. ١ تعریف
ϕt    نگاشت های از مجموعه ای t ∈ I هر به ازای صورت این در باشد، I روی (۶ .١) اولیه مقدار

ͬ شوند. م نامیده ẋ = f(x, u) سیستم شار ͬ شوند، م تعریف ϕt(x٠) = ϕ(t, x٠) به صورت که

شار ͬ های ویژگ
است: زیر ͬ های ویژگ دارای ͬ نگارد، م ϕt(x٠) نقطه به را x٠ ∈ D هر که ϕt تابع

, ϕ٠(x) = x (١
, ϕs+t(x) = ϕs(ϕt(x)) t, s ∈ R هر ازای به (٢

, ϕ−١
t = ϕ−t t ∈ R هر ازای به (٣



اولیه مقدمات و تعاریف ١۴

حدی دورهای و حدی نقاط ۴ .١
صورت، این در باشد. ϕt شار از فاز تصویر در نقطه ای x کنید فرض .١ .۴ .١ تعریف

مانند زمان از دنباله ΁ی هرگاه گویند x از حدی) − ω) حدی − α نقطه ی ΁ی را y نقطه •
lim
n→∞

ϕtn(x) = y رابطه (tn → +∞)tn → −∞ وقتͬ به طوری که باشد داشته وجود {tn}

باشد. برقرار
−ω) حدی −α مجموعه را x از حدی) −ω) حدی −α نقاط همه ی شامل مجموعه ای •

ͬ دهند. م نشان (Lω(x))Lα(x) با و گویند x از حدی)
برخͬ برای و نباشد تعادل نقطه شامل هرگاه گویند حدی دور را l بسته مدار .٢ .۴ .١ تعریف
را منفرد متناوب مسیر هر به عبارتͬ، باشد. l ⊂ Lω(x) یا l ⊂ Lα(x) نیستند l در که هایی x

ͬ نامند. م حدی دور
صورت: این در باشد. حدی دور ΁ی l کنید فرض .٣ .۴ .١ تعریف

به عبارت دی·ر، باشد. Lω(x) = l آن از همسای·ͬ ΁ی در هرگاه است پایدار حدی دور ΁ی l •
شوند. جذب آن به طرف مسیرها l از همسای·ͬ ΁ی در

به عبارت دی·ر، باشد. Lα(x) = l آن از همسای·ͬ ΁ی در هرگاه است ناپایدار حدی دور ΁ی l •
شوند. دور آن از مسیرها l از همسای·ͬ ΁ی در

از و جاذب طرف ΁ی از l آن از همسای·ͬ ΁ی در هرگاه است نیم پایدار حدی دور ΁ی l •
باشد. ͽداف دی·ر طرف

شدن دوشاخه ای یا و انشعاب پدیده ۵ .١
هستند مؤلفه هایی پارامترها، هستند. نیز پارامتر دارای متغیر، علاوه بر ریاضͬ مدل های اغلب
متفاوتͬ مقادیر مدل، گوناگون به کاربردهای توجه با است مم΄ن اما ندارند بستگͬ زمان به که
مهمترین از ی΄ͬ ͬ کنند، م تغییر پارامترها ͬ که هنگام جواب، رفتار تغییرات باشند. داشته
مقدار از تقریبی تنها مدل ها اغلب در است. دینامی΄ͬ سیستم های مطالعه مورد موضوعات
در جزئͬ تغییر تأثیر که است لازم باشد، مفید مدل اینکه برای بنابراین است. دست در پارامتر
ناگهانͬ به طور پارامتر تغییر با سیستم رفتار اگر کنیم. بررسͬ جواب رفتار روی را پارامتر مقدار
تعداد انشعاب، نقطه ی ΁ی در شده است. انشعاب دست خوش سیستم ͬ گوییم م شود، عوض

ͬ کند. م تغییر آن ها پایداری همچنین و تعادل نقاط



٢ فصل
آشوب

به نیاز که علومͬ بقیه و مهندسان و فیزی΄دانان برای طبیعͬ پدیده های تحلیل ابزار که ͬ دانیم م
ͬ توانند م که معادلات این است. تفاضلͬ) معادلات (یا دیفرانسیل معادلات دارند، مدل سازی
علوم دانشمندان همه ی برای قوی ای تحلیلͬ چارچوب باشند، معمول٢ͬ یا جزئ١ͬ صورت به
تقریب خطͬ صورت به مدل ها تحلیل، سادگͬ برای موارد از بسیاری در ͬ کنند. م فراهم طبیعͬ
دارد. وجود مسائل چنین این تحلیل برای کاملͬ ریاضͬ ابزارهای صورت این در ͬ شوند. م زده
مواجه غیرخطͬ معادلات با ندهیم، انجام ساده سازی ای چنین اینکه محض به حال این با
رفتار تنها این اما ͬ شود. م مشاهده آن در حدی٣ چرخه چون جدیدی پدیده های که ͬ شویم م
پوانکاره‐بندی΄سون۴ قضیه وجود دلیل به مدت ها نیست. غیر خطͬ با خطͬ ΁دینامی متفاوت
دارای یا و است ناپایدار) چه و پایدار چه ) تعادل نقطه دارای یا سیستم ΁ی که ͬ شد م تصور
عموم باور اما بود، صادق دوم مرتبه سیستم های برای تنها قضیه این البته است. حدی چرخه
مشاهده حال این با است. برقرار نیز بالاتر مرتبه سیستم های برای قضیه ای چنین که بود آن بر
آن و ͬ دهد م رخ این ها علاوه بر نیز دی·ری پدیده بالا، به سه مرتبه سیستم های برای که شد
از بسیاری توصیف برای جالب، بسیار پدیده ی ΁ی به عنوان آشوب، نظریه است. آشوب هم
و هواشناسͬ بیولوژی، مهندسͬ، علوم اقتصاد، پایه، علوم قبیل از مختلف علوم از پدیده ها

1Partial Differential Equation (PDE)
2Ordinary Differential Equation (ODE)
3Limit Cycle
4Poincare-Bendixon

١۵



آشوب ١۶
کوانتومͬ، ΁فیزی و نسبیت از بعد را آشوب برخͬ شده است. گرفته به کار موفقیت با مدیریت
مطرح آشوب برای زیادی تعاریف تاكنون نامیده اند. بیستم قرن در ΁فیزی انقلاب سومین
تعریف غالباً ولͬ نشده است ارائه آشوب برای شده پذیرفته کلͬ تعریف وجود، این با است. شده

است. تأیید مورد زیر
که است، قطعͬ سیستم ΁ی در نامتناوب مدت طولانͬ رفتار ΁ی آشوب .٢. ٠. ١ تعریف

ͬ دهد. م نشان را اولیه شرایط به شدید وابستگͬ
مسیرهایی که است آن دینامی΄ͬ سیستم های در نامتناوب مدت طولانͬ رفتار از منظور •
مدارهای تعادل، به نقاط مسیرها این ͬ کند، م میل بی نهایت به زمان وقتͬ که دارند وجود

ͬ شوند. نم منتهͬ شبه متناوب مدارهای و متناوب
بی نظم رفتار و ندارد تصادفͬ ورودی های یا پارامترها سیستم، که است آن گویای قطعͬ، •

ͬ شود. م ناشͬ آن بودن غیرخطͬ از آن،
مسیرهای که است آن دینامی΄ͬ، سیستم های در اولیه شریط به بودن حساس از منظور •
خصوصیت این ͽواق در ͬ شوند. م دور هم از نمایی به طور و سرعت با هم، به ΁نزدی
غیر آشوبناک دینامی΄ͬ سیستم های با آشوبناک دینامی΄ͬ سیستم های اصلͬ تفاوت
به عنوان مسیر، دو در اولیه ΁کوچ اختلاف غیر آشوبناک، دینامی΄ͬ درسیستم های است.
در حالی΄ه در ͬ کند، م پیدا افزایش زمان با خطͬ به طور و بوده اندازه گیری خطای
به طور اندک، بسیار فاصله با مسیر دو بین اختلاف آشوبناک، دینامی΄ͬ سیستم های

ͬ یابد. م افزایش نمایی

آشوب تاریخچه ٢. ١
ماه) و زمين خورشيد، مثال، (به عنوان جرم سه مسأله كرد اثبات كه بود كسͬ اولين پوانکاره۵
از قبل خيام٧ عمر و لاپلاس۶ پير كه ͬ شود م گفته است. حل غيرقابل و آشوبناک مسأله ای
روی مطالعه مشغول ͬ که هنگام ١٩٠٠ سال در پوانکاره بودند. پی برده مسأله اين به پوانکاره،
حركت و نيرو قوانين توسط مسائل از قبيل اين پى برد بود، خورشيد و زمين ماه، جرم مسأله
به بررسͬ مسأله اين ͬ رسد. م به نظر آشوب مسأله نوعͬ و نيست حل قابل كپلر قوانين و نيوتن
همدي·ر بر متقابل به طور كه ͬ پردازد م اجرام حركت سرعت و حركت مسيرهای رفتار، چ·ونگͭ
زيرا داد ادامه خود به حركت بيشترى سرعت با آشوب نظريه ١٩٠٠ سال از پس ͬ گذارند. م اثر
به علاوه ͬ شد. م بيشتر روز به روز نداشت، را آنها به پاسخ·ویی ام΄ان خطͭ نظریه كه رفتارهایی

5Henri Poincare
6Pierre Laplaca

نیشابوری خَیˁام ابراهیم بن عˀمʿر ͹ابوالفت ٧غیاث الدین



١٧ آشوبناک سیستم های
تکراری، اعمال محاسبه برای دستگاه ها اين توانایی و ادارات و كار دفاتر در رايانه ها ظهور با
قابل بودند رياضͬ ساده فرمول های و زياد بسيار تکرارهای درگير كه آشوب مسائل از بسياری
ادوارد به نام هواشناس ΁ی توسط آشوب زمینه ی در واقعͬ آزمایش اولین رسید. به نظر حل
که ͬ کرد م کار هوا ͽوض پیش بینͬ مسأله ی ΁ی روی وی ١٩۶٠ سال در شد. انجام لورنز٨
خود تحقیقات نتیجه ی ١٩۶٣ سال در لورنز شد. شناخته پروانه ای اثر به عنوان او کار نتایج
نگرفت. قرار توجه مورد زیاد که کرد چاپ هواشناسͬ مجله ی ΁ی در مقاله ای تحت عنوان را
را سیالات در تلاطم که میرا سیستم ΁ی بررسͬ در [۶] تاکند١٠ و روئیل٩ ١٩٧١ سال در
نظریه گسترش بعد، به زمان آن از کردند. معرفͬ را عجیب جاذب های مفهوم ͬ کرد، م بیان
باوم١٣ فی·ن میچل و ١٢ͺهنگ وان ک مندلبرات١١، بنویت چون افرادی تلاش های مدیون آشوب
طریق از آشوب آمدن به وجود متوجه بعدی ΁ی نگاشت های مطالعه ی ضمن باوم فی·ن است.
در را زیادی خواص توانست آن پی در و شد پریود کننده ی برابر دو ͬ های دوشاخ· ی΄سری
در وسیع تری تحقیقات ادامه در .[١٠ ،٩ ،٨ ،٧] آورد به دست آشوب به گذر در نگاشت ها این

کرد. پیدا راه مختلف علوم در آشوب نظریه تدریج به و گرفت صورت آشوب زمینه

آشوبناک سیستم های ٢. ٢
به شرایط زیادی حساسیت که هستند غیرخطͬ سیستم های از دسته ای آشوبناک سیستم های
شرایط به ازای سیستم ها این است. آن ͬ های ویژگ از سیستم پارامترهای مقادیر در تغییر و اولیه
به اینکه توجه با ͬ کنند. نم تکرار را خود قبلͬ رفتار و دارند متفاوتͬ ͅ های پاس متفاوت، اولیه
ͬ باشند. م نیز تصادفͬ رفتارهای دارای بوده، معین ساختاری دارای آشوبناک سیستم های
در دارد خروجͬ ΁ی فقط ورودی ΁ی به ازای سیستم باشد، معین سیستم ساختار که هنگامͬ
سیستم ΁ی در داریم. متعددی ͬ های خروج ورودی ΁ی به ازای تصادفͬ ساختار در حالی΄ه
شرایط در کوچ΄ͬ خطای اگر یعنͬ ͬ شوند م دور هم از نمایی به صورت اطلاعات آشوبناک،
همه تقریباً مدتͬ از پس و ͬ کند م رشد نمایی به صورت خطا این باشد، داشته وجود اولیه
در را خطا اگر ͬ گردد. م نتایج در بزرگͬ خطای ایجاد سبب و ͬ شوند م دور هم از اطلاعات
نتیجه است مم΄ن بل΄ه ͬ یابد نم کاهش نهایی نتایج در خطا الزاماً دهیم کاهش اولیه شرایط
نتایج ی΄سان، اولیه شرایط به ازای که ͬ دهد م نشان را سیستم تصادفͬ رفتار این بدهد. عکس
دو به دینامی΄ͬ سیستم های همانند آشوبناک دینامی΄ͬ سیستم های ͬ شود. م حاصل متفاوتͬ
تقسیم گسسته ‐ زمان آشوبناک سیستم های و پیوسته ‐ زمان آشوبناک سیستم های دسته

8Edward Lorentz
9Ruelle

10Takens
11Benoit Mandelbrot
12Koch
13Feigen Baum



آشوب ١٨
زمان‐پیوسته آشوبناک سیستم های از نمونه هایی راسلر نوسانگر و لورنز نوسانگر ͬ شوند. م
یا تنت١۵ نگاشت ،١۴΁لجستی نگاشت مانند زمان‐گسسته آشوبناک سیستم های هستند.

هستند. نگاشت به صورت بی΄ر١۶ نگاشت و مثلثͬ

آشوبناک حرکت برای لازم شرایط ٢. ٢. ١
ب·یرید: نظر در را زیر دینامی΄ͬ سیستم

dx١
dt = F١(x١, x٢, . . . , xn),
dx٢
dt = F٢(x١, x٢, . . . , xn),

...
dxn
dt = Fn(x١, x٢, . . . , xn).

(٢. ١)

از: عبارتند سیستم این آشوبناک حرکت برای لازم شرایط
باشد. داشته متمایز دینامی΄ͬ متغیر سه حداقل سیستم (١

باشد. غیرخطͬ جمله ی ΁ی حداقل شامل سیستم حرکت معادله (٢
دوم شرط مورد در همین طور و باشد سه با برابر حداقل باید n مقدار (٢. ١) سیستم در یعنͬ

است: زیر به صورت غیرخطͬ معادله های از نمونه هایی

dx١
dt = ax١ + bx٢x٢ + · · ·+ cxn,

...
dxn
dt = ax١ + b sinx٢ + · · ·+ cxn,

(٢. ٢)

ثابت ها که مقادیری از برخͬ به ازای اغلب سیستم هایی چنین هستند. ثابتͬ مقادیر c و b ،a که
ͬ سازد م مم΄ن را آشوب وجود بالا در شده گفته شرایط هستند. آشوبناک ͬ گیرند م به خود
در آشوب وجود مذکور، لازم شرایط علاوه بر زیر شرط دو وجود ͬ کند. نم تضمین را آن اما

ͬ نماید: م تضمین را دینامی΄ͬ سیستم های
باشد، اتلافͬ نظر مورد سیستم (١

باشد. ناپایدار تعادل نقطه دارای سیستم (٢
14Logistic Map
15Tent
16Baker



١٩ آشوب نظریه ͬ های ویژگ

پروانه ای اثر :٢. ١ ش΄ل

آشوب نظریه ͬ های ویژگ ٢. ٣
از: عبارتند که است منحصر به فردی ͬ های ویژگ دارای آشوب نظریه

پروانه ای، اثر •
پویا، سازگاری یا خودسازماندهͬ •

خودشباهتͬ، یا خودمانایی •
عجیب. جاذب های •

ͬ دهیم. م شرح را ͬ ها ویژگ این از کدام هر حال

اثرپروانه ای ٢. ٣. ١
خاص منطقه ΁ی در هوایی و آب شرایط بررسͬ به هواشناسͬ و آب دانشمندان از نفر چند
مشغول سال دو مدت به آن ها بود پرداختند. بی تغییر و منظم نسبتاً هوا و آب آن جا در که
پاییز در اما نگردید. مشاهده پدیده ای اول سال در بودند. منطقه این هوای و آب بررسͬ
آثار اما داد نشان را آب و هوا ریختگͬ به هم هوا، و آب اندازه گیری دستگاه ناگهان دوم سال
بی نظمͬ این که شدند آن بر دانشمندان نگردید. مشاهده هوا و آب در به هم ریختگͬ این
نشد. میسر امر این اما کنند توجیه به گونه ای را اندازه گیری دستگاه و هوا و آب در شده ایجاد
که بود این آن و یافتند دست موفقیت به تا داده ادامه شرایط این به دی·ر سال ΁ی دانشمندان
دریاچه این فراز در آن ها زدن پر و نزدی΄ͬ آن در دریاچه ای به پرندگان هجوم به علت سال آن در



آشوب ٢٠
برخلاف اندازه گیری دستگاه های که گردیده است آن باعث فشار این که آمده جو به فشاری
بر پرندگان نبود دستگاه ها، از استفاده با که شدند آن بر دانشمندان کنند. ثبت دیده شده آنچه
نتیجه این به بررسͬ از پس آن ها کنند. بررسͬ را نتایج و کرده شبیه سازی را دریاچه این فراز
آن در بزرگ طوفانͬ ͬ آوردند نم هجوم دریاچه به بالای سال آن پرندگان این اگر که رسیدند
زدن پر حقیقت در ͬ گردید. م منطقه این از ه΄تار ١٢ تخریب باعث و ͬ گرفت م ش΄ل منطقه
مهم ترین ͽواق در و نیاید پیش طوفان این ش΄ل گیری شرایط که شده است باعث پرندگان آن
جهان این در تغییر کوچ΁ ترین که ͬ کند م بیان اصل این گردید. ایجاد آشوب نظریه اصل
شناخته (٢. ١) ش΄ل پروانه اي اثر به عنوان اثر اين گردید. خواهد بزرگͬ ͬ های بی نظم باعث
آب از ساده ای بسیار ریاضͬ مدل روی پژوهش مشغول لورنتس ͬ که هنگام ١٩۶۵ سال در شد.
معادله این حل برای وی رسید. حل قابل غیر دیفرانسیل معادله ΁ی به بود، زمین هوای و
متوالͬ روزهای در را کار این بتواند اینکه برای او گردید. متوسل رایانه با عددی روش های به
در لورنتس ͬ گرفت. م نظر در بعد روز ورودی به عنوان را شب هر خروجͬ نتیجه دهد، انجام
این که دارد اعشار رقم ۴ تا خروجͬ او رایانه توسط شده بررسͬ نتیجه که کرد مشاهده نهایت
در شده ایجاد بی نظمͬ به پس ͬ داد. م نشان اعشار رقم ۶ تا را اعداد او رایانه چون بود، محال
را درازمدت در هوا و آب پیش بینͬ بودن مم΄ن غیر واقعیت، این یافت. دست هوا و آب و رایانه
تمامͬ در آشوب نظریه براساس زیرا است، آشوب نظریه بنای سنگ مسأله، این ͬ داد. م نشان
ͬ شود. م عظیم تغییرات باعث ، آنها در اندک تغییر که دارد وجود نقاطͬ آشوبناک، پدیده های
يك به منجر ابتدا در جزئͬ تغيير يك كه است به گونه ای نظریه، اين پرونه ای اثر به عبارت دی·ر
پ΄ن١٧ در پروانه ای اگر مثلا́، كه مفهوم بدين شد، خواهد كار پايان در بزرگ بسيار دگرگونͬ
ͬ تواند م پروانه ای اثر شود. ايجاد طوفانͬ نيويورك در پرزدن، اين اثر بر است مم΄ن بزند پر
واكنشͬ آغازگر ما، عمل هر نظریه، اين براساس باشد. تأثيرگذار ي΄دي·ر با انسان ها تعامل بر

شد. خواهد ͽواق مؤثر آينده بر و يافته انبساط و انعكاس  كه است

پویا سازگاری و خودسازماندهͬ ٢. ٣. ٢
تطابق نوعͬ و ͬ کنند م عمل زنده موجودات مانند محیط شان با ارتباط در بی نظم سیستم های
والدراپ١٨ که سیستم ها این ͬ کنند. م ایجاد پیرامون شان محیط و خود بین پویا سازگاری و
و بوده موفق بسیار طبیعت در است نهاده نام شونده١٩ سازگار پیچیده سیستم های را آن ها
است معتقد مورگان٢٠ ͬ کنند. م حفظ زمان طول در را خود بقای پویا سازگاری طریق از
تخریب سایه در مستمر خلاقیت باعث و ͬ ش΄ند م هم در را انطباق و سازگاری  آشفتگͬ، که

.[١١] ͬ شود م پیشین خلاقیت
17Beijing
18M.Waldrap
19Complex Adaptive systems
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٢١ آشوب نظریه ͬ های ویژگ
از: عبارتند شونده سازگار هاي سیستم هاي ویژگͬ

مستقلͬ اجزای داراي پویا سیستم های از کدام هر یعنͬ اند، نظم خود و کنترل خود •
کنند. مͬ عمل خودگردان به طور مرکزی واحد از دستور گرفتن بدون که هستند،

خود محیط درک و احساس توانایی سیستم یعنͬ است، خود محیط از جزئͬ سیستم •
دارد. را آن از اطلاعات جذب و

این ب·یرند، یاد بازخور طریق از توانند مͬ ها سیستم این یعنͬ یادگیرندگͬ، خاصیت •
محرك های مقابل در دی·ر طرف از ندارد، خارجͬ جنبه و است شده تعبیه درونشان ویژگͬ

ͬ دهند. م نشان خود از متفاوتͬ سازماندهͬ و آرایش مختلف بیرونͬ
مرتبط ی΄دی·ر با آن اجزای و است زیادی اجزای دارای یعنͬ است، پیچیده سیستم، •

هستند.

خودشباهتͬ یا خودمانایی ٢. ٣. ٣
جزئͬ هر که ترتیب بدین است. تشخیص قابل کل و اجزاء بین شباهت نوعͬ آشوب، نظریه در
خودشباهتͬ ͬ شود. م گفته خودشباهتͬ خاصیت، این به ͬ باشند. م کل مشابه و همانند ال·و از

.[١٢] شد مطرح گابور٢١ دنیس توسط سال١٩۴٨ در بار اولین

عجیب جاذب های ۴ .٢. ٣
ͬ کنیم. م تعریف را جاذب مجموعه ابتدا در

هرگاه: گویند جاذب را A بسته مجموعه .٢. ٣. ١ تعریف
باقͬ آن در همیشه برای شود، شروع A از که مسیری هر یعنͬ باشد ثابت مجموعه ΁ی A (١)

بماند.
وجود A شامل U باز مجموعه به عبارتͬ، کند. جذب را اولیه شرایط از باز مجموعه ΁ی A (٢)
میل صفر به زمان گذشت با A از x(t) فاصله آنگاه x(٠) ∈ U اگر به طوری که باشد داشته
ͬ شوند، م شروع آن به ΁نزدی کافͬ اندازه به نقاطͬ از که را مسیرهایی همه A یعنͬ کند.

کند. جذب
خواص دارای که باشد نداشته وجود A محض زیرمجموعه هیچ یعنͬ باشد، مینیمال A (٣)

باشد. (٢) و (١)
21Dennis Gabor



آشوب ٢٢
و نظم بی اول نظر در ما که را آنچه همه دارند، حضور جا همه در عجیب جاذب های
جاذب های ͬ دهد. م نشان خود از منظم ال·ویی تکرار، با و مدت دراز در یابیم مͬ آشوبناک
آن خلاصه ͬ بخشد. م مفهوم و معنͬ آنان به ال·و این که ͬ کنند م پیروی ال·ویی از عجیب
این مثال های از ͬ دهند. م نشده کشف و پنهان نظمͬ از خبر همه روندها بودن آشوبناک که

مانند: دارند مختلف انواع ها جاذب کرد. اشاره پاندولͬ ال·وی به ͬ توان م پدیده
تعادل، نقطه جاذب •

حدی، دور جاذب •
مارپیچͬ، سطحͬ جاذب •

عجیب. جاذب •
بی نظم دارند، پيش بينͬ قابليت و نظم نوعͬ كه قبلͬ جاذب های برخلاف عجیب جاذب های
توجه بايد البته . ناميده اند نيز بی نظم جاذب های را آن ها برخͬ خاطر همين به و هستند
΁دينامي بی نظمͯ، ͯ که حال در دارد جاذب ها هندسͬ ال·وی به اشاره عجیب، صفت كه داشت
كه داشت توجه بايد دي·ر سوی از و هستند متفاوت  باهم دو اين و دارد نظر مد را جاذب ها
رو اين از نيستند. بی نظم عجیب، جاذب های همه ی اما هستند عجیب بی نظم، جاذب های
ال·و بدون عجیب جاذب های ͬ باشد. م صحيح تر ويژگͬ اين براي عجیب جاذب های اصطلاح
اين است. داشتن ال·و همين در هم آنها ارزش و ͬ كنند م پيروی خاصͬ ال·وی از و نيستند
به آنها مسير و ͬ باشند م غيرصحيح ابعاد دارای و دارند پیچیده ای هندسͬ ͯ های ويژگ جاذب ها
و ͬ شود نم تکرار مسيری هيچ عجیب جاذب های در است. گسترده و چندجهته چسبیده، هم

دارند. وجود جا همه در عجیب جاذب های . است جديد مسيری خود برای مسير هر

آشوبناک رفتار تشخیص روش های ۴ .٢
هستند تصادفͬ ظاهر در که ͬ دهند م رخ مشخصͬ قوانين براساس آشوب گونه دينامي΁ های
به ساختاری هيچ ͬ شوند م درست تصادفͬ فرآيندهای با که دينامي΁ هايی برای مقابل در و
فرآيند، ΁ي از حاصل زمانͬ سری مشاهده روی از به دست آورد. ͬ توان نم آن احتمال توزيع جز
سعͬ دليل همين به است. غيرمم΄ن تقريباً آشوب گونه و غيرخطͬ طبيعت وجود تشخيص
رفتارهای يا و آشوب وجود از علامت هایی و مشخصه ال·وهای تعيين برای ابزارهايی شده است

از: عبارتند روش ها اين شود. فراهم تجربی اطلاعات و مدل ها در خاص
فرکانسͬ، طیف •

فاز، فضاي ساختار •
دینامی΁ ها، ابعاد •



٢٣ آشوبناک رفتار تشخیص روش های

حدی دور جاذب (ب) تعادل، نقطه جاذب (الف) :٢. ٢ ش΄ل

عجیب جاذب (د) مارپیچͬ، سطحͬ جاذب (ج) :٢. ٣ ش΄ل



آشوب ٢۴
اوليه، شرايط به حساسيت •

لیاپانوف. توان های •
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد مختصراً را روش ها این از ΁ی هر ادامه در

فرکانسͬ طیف ١ .۴ .٢
با است. فرکانس حوزه در تحلیل متناوب رفتارهای از آشوبناک رفتار تشخیص ابزارهای از ی΄ͬ
دشوار آن ها به رسیدن زمان، حوزه در که مشخصاتͬ زمانͬ، سری ΁ی فرکانس٢٢ͬ طیف رسم
است متمرکز خاصͬ فرکانس های روی بر انرژی متناوب سی·نال های در ͬ شوند. م ظاهر است
غیرصفر مقدار مختلف فرکانس های در فرکانسͬ طیف آشوبناک، رفتارهای در ͬ که درصورت
نشان ͬ تواند م وسیع باند با طیفͬ وجود قطع٢٣ͬ سیستم های در است. پهن باند دارای و دارد
هم توانͬ طیف مشخصات از فرکانس حوزه در تحلیل برای گاهͬ باشد. آشوب شروع دهنده 
به مربوط   زمانͬ سری  و تصادفͬ زمانͬ سری ΁ی از حاصل فرکانسͬ طیف ͬ شود. م استفاده
این تشخیص که است، گسترده باند دارای نیز نویز با آمیخته حقیقͬ دینامی΄ͬ سیستم های
ابزار به تنهایی فرکانسͬ تحلیل کل در نیست. ام΄ان پذیر فرکانسͬ طیف روی از صرفاً موارد

نیست. آشوب وجود تشخیص برای دقیقͬ

فاز فضای ساختار ٢ .۴ .٢
است. پیش بینͬ غیرقابل و پیچیده بسیار رفتاری فاز فضای در آشوبناک سیستم های رفتار
وقتͬ ͬ گیرد. م قرار صفحه ΁ی در حالت متغیر سه با غیرآشوبناک سیستم های در فاز فضای
صفحه ΁ی در زمانͬ مسیرهای و ͬ کند م پیدا بالاتری بˀعد جاذب ͬ شود م آشوبناک ،΁دینامی

ͬ مانند. نم باقͬ
رسم فاز فضای در را زمانͬ سری که است این آشوب وجود تشخیص برای ساده روش ΁ی
اینجا در که مسأله ای اولین کنیم. مشخص را رفتار شده ایجاد ال·وی مشاهده طریق از و کنیم
است. حالت فضای تش΄یل برای سری زمانͬ حالت متغیر نبودن مشخص ͬ کند م خودنمایی
مسیر یعنͬ ͬ شود م استفاده سری گذشته زمان های مقادیر از مش΄ل این کردن برطرف برای
و نیست محدود بˀعد سه به تنها روش این ͬ شود. م رسم Nt و Nt−١ ،Nt−٢ فضای در حرکت
بسیار آن گرافی΄ͬ نمایش ولͬ گرفت نظر در تأخیرها تعداد افزایش با هم را بالاتر ابعاد ͬ توان م
که ͬ رسیم م بعدی سه فضای ΁ی به ب·یریم نظر در دو برابر را تأخیر تعداد اگر ͬ شود. م دشوار
و پوانکاره ͽمقاط به را مطالعه مسأله، کردن ساده تر برای است. مش΄ل نیز آن گرافی΄ͬ تحلیل
ͽقط از بعدی سه فضای در پوانکاره ͽمقط ͬ کنیم. م محدود متناظر، پوانکاره نگاشت ساختمان

22Frequency Speactra
23Deterministic



٢۵ آشوبناک رفتار تشخیص روش های

برگشتͬ نگاشت (c) شده، ایجاده پوانکاره ͽمقط (b) فرضͬ، مدل ΁ی جاذب (a) :۴ .٢ ش΄ل
چنانچه ͬ شود. م حاصل صفحه این در ͽتقاط نقاط گرفتن نظر در و جاذب با صفحه ΁ی کردن
نقاط است. جاذب داخل صفحه ای، برش ΁ی پوانکاره ͽمقط ͬ دهد م نشان (a) (۴ .٢) ش΄ل
در ͬ دهد. م نشان زمان طول در رخ دادن به ترتیب را برخورد نقاط ش΄ل در شده شماره گذاری
بسته منحنͬ و داده شده است، نشان آن روی ͽتقاط نقاط و پوانکاره ͽمقط (b) (۴ .٢) ش΄ل
داده شده است نشان فرضͬ مدل در که همان طور ͬ کند. م مشخص را ͽتقاط نقاط مجموعه
دینامی΁ های حالی΄ه در ͬ دهد م نشان جاذب روی بر را یافته سازمان ساختار ΁ی منحنͬ این
جاذب ساختار دقیق تر مطالعه برای ͬ کنند. م ایجاد صفحه در پراکنده و نامنظم نقاطͬ تصادفͬ
ͬ شود م داده نشان (c) (۴ .٢) ش΄ل در که همان طور داد. تش΄یل را برگشت٢۴ نگاشت ͬ توان م
و داده نسبت Li مقدار ΁ی پوانکاره ͽمقط در ͽتقاط نقطه هر به باید نگاشت این ساختن برای
ی΄دی·ر با را دنباله این مقادیر ارتباط که نگاشتͬ رسم شود. Lt حسب بر Lt+١ نمودار سپس

است. سری برای مشخصͬ رابطه بیان کننده ͬ دهد، م نشان

دینامی΁ ها ابعاد ٣ .۴ .٢
از به قسمتͬ محدود که (۵ .٢) ͬ کنند م ایجاد پیچیده ای جاذب های آشوبناک، دینامی΁ های
دارند. غیر صحیح ابعاد عجیب جاذب های دهند. پوشش را فضا کل ͬ توانند نم و هستند فضا
آن از شده است پیشنهاد پنهان، دینامی΁ های و آشوب بˀعد محاسبه برای مختلفͬ روش های

کرد: اشاره زیر موارد به ͬ توان م جمله
همبستگͬ،٢۵ بعد •

24Return Map
25Correlation Dimention



آشوب ٢۶

(راست) آشوبناک ΁دینامی و (چپ) متناوب ΁دینامی بین فرکانسͬ طیف مقایسه :۵ .٢ ش΄ل
فرکتال،٢۶ بعد •

اطلاعات،٢٧ بعد •
لیاپانوف،٢٨ بعد •

روش ها سایر از بیشتر کمتر، زمان بری علت به که همبستگͬ بعد مورد در قسمت این در
ͬ دهیم. م توضیح مختصراً ͬ شود م استفاده

جواب های کنید فرض گردید. معرفͬ پروکاسیا٣٠ و گراسبرگر٢٩ توسط ١٩٨٣ سال در روش این
نمونه مشخصͬ زمان های در که دارد قرار بعدی n فضای در عجیب جاذب ΁ی روی بر معادله

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت همبستگͬ ͽجم فضا این در است. شده برداری

Cr =
١

N(N − ١)
N∑
i=١

N∑
i=١,j ̸=i

θ
(
r −

∣∣∣Xi −Xj

∣∣∣)

آن در که
Xi مرکز به بعدی، n دایره ابر ΁ی شعاع :r

جاذب روی شده برداری نمونه نقاط دهنده نشان بعدی، n بردار ΁ی :Xi

جاذب روی شده برداری نمونه نقاط تعداد :N

θ =


١ اگر r >

∣∣∣Xi −Xj

∣∣∣
٠ اگر r ≤

∣∣∣Xi −Xj

∣∣∣.
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٢٧ آشوبناک رفتار تشخیص روش های

همبستگͬ بعد آوردن به دست روش :۶ .٢ ش΄ل
هر مرکز به ابتدا ͬ دهد. م نشان بعدی سه فضای در را Cr آوردن به دست روش (۶ .٢) ش΄ل
انجام θ تابع که کاری ͬ کنیم. م رسم r شعاع به دایره ΁ی جذب، روی نقاط از Xi نقطه
قرار دایره این در که است جذب روی شده برداری نمونه نقاط تعداد شمارش ͽواق در ͬ دهد م
تمام کردن ͽجم و جاذب روی نمونه برداری شده نقاط تمام برای کار این انجام با ͬ گیرند. م
Cr مقدار ،ͽجم این برای مم΄ن مقدار بیشترین به نسبت حاصل کردن نرمالیزه و مقادیر
ͬ افتد م اتفاق زمانͬ این و بود خواهد ΁ی برابر Cr مقدار بیشترین روش، این با ͬ آید. م بدست
شده، رسم دایره N هر در به طوری΄ه شود گرفته نظر در جاذب قطر بیشترین از بزرگتر r که
بدست زمانͬ و بود خواهد ٢

N(N−١) برابر Cr مقدار کمترین گیرند. قرار دی·ر نقطه N − ١ تمام
این در گیرند. قرار ی΄دی·ر همسای·ͬ در نقطه دو تنها که باشد ΁کوچ به اندازه ای r که ͬ آید م

داریم: صورت
Cr ∝ Dc log(r)

داشت: خواهیم ب·یریم، log بالا رابطه طرف دو از اگر است. همبستگͬ بعد Dc آن در که
log(Cr) ∝ Dc log(r)

log(r) منحنͬ به صورت را حاصل و کنیم حساب r مختلف مقادیر به ازای را Dc مقدار اگر
مماس شیب شد. خواهد حاصل (b) (۶ .٢) به ش΄ل شبیه منحنͬ کنیم، رسم log(Cr) برحسب



آشوب ٢٨

اولیه شرایط در اختلاف اثر در ͺپاس شدن واگرا :٢. ٧ ش΄ل
همبستگͬ بعد مبین است خطͬ تقریبا همبستگͬ، منحنͬ رفتار که ناحیه ای در منحنͬ بر

بود. خواهد

اولیه شرایط به حساسیت ۴ .۴ .٢
وقتͬ ͬ کند. م متمایز دینامی΁ ها سایر از را آنها که دارند خصوصیتͬ آشوبناک سری های
باعث اولیه مقدار در تغییر کوچ΄ترین دارد، قرار آشوب ناحیه در پارامترها فضای در سیستمͬ
اگر دهد. نشان خود از طولانͬ زمان های گذشت از بعد را متفاوتͬ کاملا́ رفتار سیستم ͬ شود م
تفاوتشان که ب·یریم نظر در را آشوب ناحیه در ͽواق مشخص، معادله ΁ی مختلف جواب دو
واگرا ی΄دی·ر نسبت به زمان گذشت با جواب دو است، اولیه مقادیر جزئͬ مقدار در اختلاف تنها
خصوصیت این ͬ مانند. م باقͬ حالت فضای از محدودی ناحیه در دو هر درحالی΄ه ͬ شوند م
خروجͬ مختلف مقادیر برای (٢. ٧) ش΄ل در ͬ شود. م نامیده اولیه به شرایط حساسیت به عنوان
کاملا́ دارند اختلاف هم با ٠/٠٠٠١ تنها که مختلف شروع نقطه دو به ازای لورنز، ΁دینامی
حالت دو برای آغازین لحظات در سیستم دینامی΄ͬ رفتار ͬ شود م دیده چنانچه است. مشهود
آشوبناک، رفتار به علت زیرا ͬ شود. م ظاهر رفتار در تفاوت زمان، گذشت با و است ی΄سان تقریباً

شد. خواهند دور هم از زمان گذشت با هستند ΁نزدی هم به ابتدا در که آغازین نقاط

لیاپانوف توان های ۵ .۴ .٢
نشان را سيستم رفتار بودن آشوبناک ميزان که است عددی معياری لياپانوف، توان های
ͬ شوند م دور ي΄دي·ر از زمان گذشت با هم به ΁نزدي مسيرهای عجيب جاذب های در ͬ دهد. م
مسيرها گرفتن فاصله (٢. ٨) ش΄ل در ͬ یابد. م افزايش نمايی به طور زمان گذشت با فاصله اين و
دو شروع نقطه در اولیه اختلاف دهنده ی نشان ε٠ ش΄ل این در ͬ شود. م ديده زمان طول در
دور ی΄دی·ر از مسیرها این t زمان گذشت از بعد است. جاذب روی هم، به ΁نزدی مسیر



٢٩ آشوبناک رفتار تشخیص روش های

لياپانوف توان هاي و ي΄دي·ر از مسيرها شدن دور :٢. ٨ ش΄ل



آشوب ٣٠
داریم: پس ͬ رسد، م εt به آنها فاصله و ͬ شوند م

εt = εoe
λt

و
λ =

١
t
ln(

εt
ε٠ ).

به طور شد. خواهند دور هم از مسیرها λ > ٠ اگر و ͬ شوند م ΁نزدی هم به مسیرها λ < ٠ اگر
لیاپانوف توان های میانگین لذا ͬ آوریم. م بدست حرکت مسیر کل برای را لیاپانوف توان کلͬ،

ͬ شود. م گرفته نظر در شده اند، محاسبه مسیر روی مختلف نقاط در که
ابعاد برای است. بعدی ΁ی سیستم ΁ی از نمونه ای ͬ شود م دیده (c) (٢. ٩) ش΄ل در که مثالͬ
دور میزان کدام هر که آمد خواهد بدست جاذب برای لیاپانوف توان فضا، بعد اندازه به بالاتر
آشوبناک سیستم های در ͬ کنند. م مشخص خاص جهت ΁ی در را مسیرها شدن ΁نزدی یا
توان مثبت تأثیر (d) (٢. ٩) داشت. خواهد مثبت مقداری آمده به دست توان های از ی΄ͬ حداقل
دارد، مثبت مقداری لیاپانوف توان که جهتͬ در ͬ شود. م دیده خاص راستای ΁ی در لیاپانوف
لیاپانوف توان سه از بعدی سه فضای در ͬ شود. م ایجاد کشیدگͬ مسیر طول در پیش ر وی

بود: خواهند زیر صورت به توان ها این مختلف جاذب های برای که ͬ کنیم م استفاده
،(−,−,−) تعادل: نقطه جاذب •

،(٠,−,−) حدی: دور •
،(٠, ٠,−) متناوب شبه •

.(+, ٠,−) آشوبناک جاذب •

آشوب کاربرد ۵ .٢
گرفته کار به موفقیت با پدیده ها از بسیاری توصیف برای که است نوینͬ دانش آشوب نظریه

شده است. ارائه آشوب نظریه کاربردهای از نمونه چند بخش این در است. شده

عروق و قلب ١ .۵ .٢
این مقدار و ͬ ماند نم باقͬ ثابت ضربان ها بین زمان است. آشوبناک ال·وی ΁ی دارای انسان قلب
تحت ͬ تواند م قلب ضربان دارد. بستگͬ است، آن انجام حال در شخص که فعالیتͬ به ضربان
پیش بینͬ غیرقابل و نامنظم قلب ضربان مختلف، شرایط در ب·یرد. سرعت خاصͬ، شرایط
تجزیه ͬ شود. م شناخته آشوبناک پدیده ΁ی به عنوان قلب ضربان اوقات اغلب در لذا است
سیستم ΁ی با مواجهه به جای تا ͬ کند م ΁کم پزش΄ͬ محققان به قلب ضربان ΁ی تحلیل و



٣١ آشوب کاربرد

خاص راستای ΁ی در لیاپانوف توان مثبت تأثیر :٢. ٩ ش΄ل

ECG سی·نال نمونه ΁ی :٢. ١٠ ش΄ل



آشوب ٣٢

ECG سی·نال نمونه ΁ی :٢. ١١ ش΄ل
را آن و کنند پیدا غیرطبیعͬ قلب ضربان بهبود برای راه΄ارهایی کنترل، غیرقابل آشوبناک
١٠٠ در (٢. ١٠) ش΄ل نرمال، ECG ضبط از استفاده با دهند. قرار پایدار حالت در دوباره
که ͬ گردد، م مشاهده گسترده ای بسیار نوسانات OR ΁پی ارتفاع اندازه گیری فقط و سی΄ل
تحقیق این نتایج ͬ دهد. م نشان را قلب ال΄تری΄ͬ فعالیت بودن اتفاقͬ میزان مشاهده این
هزارم ال΄تری΄ͬ ضربه های معرف که نامنظم ارتفاع آمده است. در به نمایش (٢. ١١) ش΄ل در
ارگان این در آشوبناک یا و اتفاقͬ رفتار که ͬ دهد م نشان به وضوح است سینوسͬ گره از ولت
سی·نال ͬ تر، علم به بیان ͽواق در است. قلب سلامت به معنای امروزه این و است معمول حیاتͬ
قلب از که است دلیل به همین باشد. منظم دارد ΁استاتی حالت که زمانͬ باید فقط ECG
نامتوازن و متناقض نتایج است. منظم و صاف خیلͬ شده ثبت ECG سی·نال مرده، انسان
مورد آشوبناک سیستم ΁ی به عنوان سیستم همان که هنگامͬ عادی، به ظاهر پروسه های در
در ساده سازی ها و خطͬ روابط و معادلات به اعتماد که ͬ دهد م نشان ͬ گیرد، قرارم مطالعه
مطالعه برای دارد. پی در جبران ناپذیری پیامدهای و مش΄لات چه غیرخطͬ ماهیت با مسائل

کرد. مراجعه [١٣] به ͬ توان م عروق و قلب در آشوب کاربرد مورد در بیشتر

امن مخابرات ٢ .۵ .٢
مبحثͬ آن ها ایمن انتقال که است دیجیتالͬ تصاویر مرهون رسانه دنیای اخیر سال های در
ارتش،کنفرانس های داده های پای·اه نظیر زیادی کابردهای است. ایمن مخابرات در مهم بسیار
شخصͬ تصویری آلبوم های تلویزیون، کابل های پزش΄ͬ، تصویری سیستم محرمانه، ویدیویی
که است تصاویر کردن رمز مناسب تکنی΁ های به مبرم نیاز نمایانگر این ها، مانند و اینترنتͬ
اقدام لازم اطمینان با به توان و بوده مستح΄م و سریع اطمینان، قابل ایمن، کافͬ به اندازه
رمزسازی ال·وریتم های گذشته دهه ی طول در نمود. داده ها از این گونه انتقال و نگهداری به
برمبنای رمزسازی ΁تکنی آن ها، میان از است. شده پیشنهاد مختلف، تحقیق های در متعددی



٣٣ آشوب کاربرد
محاسبات پیچیدگͬ، بالا، امنیت سرعت، از ترکیبی که است خوب و عملͬ روش ΁ی آشوب،

است. محاسباتͬ برتری و معقول

΁ژنتی ٣ .۵ .٢
محدودیت ها است. باری΁ تر گستره این بیماری در و است گوناگونͬ و تنوع سلامتͬ در همواره
و غیرعادی رشد قدی، کوتاه هیپوفیز، غده مش΄لات کرد. جستجو ͬ توان م بیماری در را
با مدت طولانͬ مواجه شده است. شناخته ژنتی΄ͬ و هورمونͬ اختلالات جمله از آکندروپلازی
هانسن ها، در شیرگون چهره همانند ژنتی΄ͬ اثرات نیز سمͬ مواد یا و توکسین ها باکتری ها،
را مادرزادی سفلیس علت به بینͬ پل ارتفاع آمدن پایین فسفر، با کردن کار در ΁باری چانه

ͬ کند. م ایجاد
کلید به توان آن توسط ͬ رسد م نظر به که ͬ باشد م جمجمه دقیق گیری اندازه سنجͬ، جمجمه
ͬ توان م نفر ΁ی در مناسب سوابق نگهداری کمͬ با کرد. پیدا را آن تشخیص و بیماری ایجاد
رایج، لیست های ΁چ مشاهده با صرفا را (HIV) یا سرطان سفلیس، به مبتلا بیمار ΁ی
سنجش توسط است، آشوب نظریه در نهفته که دی·ر روی΄ردی با همچنین داد. تشخیص
نتایج به ͬ توان م نیز آن تغییرات چ·ونگͬ و صورت بدن، طول مثل گیری اندازه قابل صفات

رسید. مشابهͬ

اقتصاد ۴ .۵ .٢
نظر اساس بر و مدت ها تا است. اقتصاد ͬ کند، م بروز آن در به زیبایی آشوب که افق هایی از ی΄ͬ
محصولͬ شما بود، ساده نکردنͬ باور به طور اقتصادی سیستم های ،΁کلاسی اقتصاددان های
و ͬ رود م بالاتر شما تولید ͬ شود، م زیاد تقاضا است. مردم نیاز مورد که ͬ کنید م تولید را
را خود تولید باید جامعه نیاز به ͺپاس برای ͬ شود. م زیاد بورس در شما شرکت سهام ارزش
است. دی·ری جور داستان اما خوب! چقدر پیدا کنید. دست بیشتری سود به تا دهید افزایش
نام به پدیده ای که چرا دارند. قرار آشوب پدیده نفوذ زیر به شدت توزیع روند و تولید چرخه
عوامل و تبلیغات ͬ افتد، م قدم ها اولین در که کوچ΄ͬ اتفاقات دارد. وجود بازخورد یا بازتاب
ناگهان نشناسید، به خوبی را عوامل این شما اگر ͬ زند. م هم بر را شما محاسبات دی·ر، نامعلوم
جدید نظریات در ͬ کشاند. م سقوط آستانه تا را شما و ͬ گیرد م پیشͬ شما از شما گمنام رقیب
بورس بازارهای ͬ ناپذیری پیش بین ͬ شود. م داده نشان ویژه ای توجه آشوب پدیده به اقتصادی،
آمری΄ا سازی هواپیما صنایع بر آسیا شرقͬ جنوب در هوا شدن گرم مثال به عنوان که تاثیراتͬ و
مدل سازی برای ΁لجستی تابع از مثال، به عنوان است. پدیده این حضور به دلیل ͬ گذارد، م

.[١۶ ،١۵ ،١۴] است شده استفاده ١٩٩٨‐ ٢٠٠٠ زمانͬ بازه در نفت روزانه قیمت



آشوب ٣۴

آشوب کنترل ۶ .٢
ی΄ͬ که هستند مختلفͬ ͬ های ویژگ دارای آشوبی سیستم های شد، گفته قبلا که همان طور
اولیه شرایط در کوچ΄ͬ بسیار تفاوت است. اولیه شرایط به زیاد حساسیت آن ها مهمترین از
ابتدا دلیل، به همین درست شد. خواهد بعد لحظات در آن وضعیت در بسیار تفاوت باعث
کنترل ناپذیر ΁دینامی دارای آن ها و نباشد مم΄ن آشوبی سیستم های کنترل که ͬ شد م تصور
افراد از که ٣٣ یورک و ٣٢ گری بوجͬ ،٣١ اُت از مقاله ای در اما باشند. ͬ ناپذیری پیش بین و
ͽواق در .[١٧] شد اثبات چیزی چنین ام΄ان ١٩٩٠ سال در هستند کنترل  و آشوب شاخص
کنترلͬ مختلف اهداف است. تعادل نقطه حول سیستم ٣۴ پایدار سازی معنای به آشوب کنترل

کرد: اشاره زیر موارد به ͬ توان م که است، تصور قابل آشوبی سیستم ΁ی برای
آشوبناک رفتار دارای سیستمͬ یعنͬ تعادل: نقطه به پایدار سازی و آشوبناک رفتار حذف •

است. لازم چیزی چنین حذف پس نیست. مطلوب ما برای رفتار این و است
این به معنای نیز آشوبناک سیستم دو هم زمانͬ آشوبناک: سیستم دو ٣۵ هم زمانͬ •
این کاربردهای شوند. هم مشابه دقیقاً آشوبناک سیستم دو حالت بخواهیم که است

ͬ شود. م مطرح امن مخابرات در مثال، برای کار
معناست آن به کاری چنین :(٣٧ آشوب‐آشوب سازی (ضدکنترل ٣۶ آشوب پادکنترل •
پایدار تعادل درنقطه (مثلا نیست آشوبناک رفتار دارای خودی خود به که را سیستمͬ که
مواد کردن می΄س چون موارد از بعضͬ در آشوب وجود کند. پیدا آشوبناک رفتار است)

است. لازم قلب ضربان کنترل و مختلف
همانند پایدار): حدی چرخه ایجاد (و ٣٨ ناپایدار متناوب مسیرهای از ی΄ͬ پایدار سازی •
نیست. مطلوب ما برای رفتار این و است آشوبناک رفتار دارای سیستمͬ یعنͬ اول مورد

است. لازم چیزی چنین حذف پس
آشوبناک از پیش که است پدیده هایی از ی΄ͬ دو شاخ·ͬ (انشعاب): ٣٩ دوشاخ·ͬ کنترل •

است: نظر مورد زیر هدف دو از ی΄ͬ دوشاخ·ͬ کنترل در ͬ دهد. م رخ سیستم شدن
دوشاخ·ͬ انداختن) جلو (یا انداختن عقب به (١
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٣۵ آشوب کنترل روش های
غیره) و ناپایدار (پایدار، دوشاخ·ͬ نوع تغییر (٢

چندین سیستم، ΁ی شدن آشوبناک از پیش معمولا˟ که آنجا از آشوب با دوشاخ·ͬ ارتباط
آشوب ͬ توان م دوشاخ·ͬ انداختن عقب با است. مشخص ͬ دهد، م رخ دوشاخ·ͬ چند و

انداخت. تأخیر به را

آشوب کنترل روش های ٢. ٧
دارد. وجود آشوب کنترل برای مختلفͬ روش های

معمولا˟ روش ها این ͬ شود، م استفاده آشوبناک سیستم ذاتͬ ͬ های ویژگ از که روش هایی (١
ͬ کنند: م استفاده ویژگͬ سه از

اختلال،۴٠ به آشوب زیاد بسیار حساسیت الف)
آشوبناک، ΁دینامی ارگودی΄ͬ ب)

آشوبناک، سیستم های بودن۴١ بازگشتͬ ج)
در ΁کوچ تغییر با بتوانیم ما که ͬ شود م باعث ΁کوچ اختلاف به آشوب حساسیت
انتخاب با پس باشیم. داشته سیستم آینده حالت در توجه ای قابل تغییرات ورودی،
کلͬ رفتار در بزرگͬ تغییرات و کرد استفاده آشوب ΁دینامی از ͬ توان م ورودی مناسب
و ͬ زند م سر خود عجیب جاذب نقاط همه به آشوبناک ΁دینامی کرد. ایجاد سیستم
نقطه همسای·ͬ به حتما کردن، صبر کافͬ به اندازه صورت در که بود مطمئن ͬ توان م
تنها که کرد طراحͬ را کنترلͬ ͬ توان م خاصیت این از استفاده با ͬ رسیم. م نظر مورد
نداشته ΁دینامی بر تأثیری هیچ نقاط بقیه در و شود فعال نظر، مورد هدف نزدی΄ͬ در
به شرط آشوبناک سیستم های در نظر مورد نقطه به شدن ΁نزدی دلخواه اندازه به باشد.
بودن بازگشتͬ است. شده تضمین باشد، آن عجیب جاذب محدوده در نقطه آن که
کنترل برای آن از ͬ توان م که است دی·ری خاصیت آشوبناک سیستم های در ΁دینامی
که ͬ دهد م ما به را تضمین این بودن بازگشتͬ کرد. استفاده آشوبناک سیستم های
T زمان شدن طͬ از بعد دهیم، تش΄یل ΁دینامی از را۴٢ پوانکاره نگاشت ͬ که درصورت
برای ͬ توان م خاصیت این از ͬ رسیم. م پیشین نقطه همسای·ͬ در نقطه ای به دوباره

کرد. استفاده کنترل کننده طراحͬ
از: عبارتند روش ها این از برخͬ

40Perturbation
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آشوب ٣۶
۴٣ ،( OGY پوانکاره(روش نگاشت ͬ سازی خط •

۴۴،( TDFC (روش تاخیری ΁فیدب کنترل •
۴۶،OPF کنترل و ۴۵ ضربه ای کنترل •

ͬ دهیم. م شرح را روش ها این از کدام هر حال

(OGY) روش
این .[١٧] است (OGY) به موسوم روشͬ آشوبناک، سیستم های کنترل روش اولین
برای بودن بازگشتͬ و ارگودی΄ͬ حساسیت، یعنͬ آشوبناک سیستم های خواص از روش
نگاشت حول ͬ سازی خط بر آن کار اساس ͬ برد. م بهره آشوب مؤثر کنترل کننده طراحͬ
آشوبناک، سیستم های کنترل متداول روش های از ی΄ͬ (TDFC) است. پوانکاره
وجود آن ها در که کنترلͬ کاربردهای اغلب برخلاف است. تأخیر دار ΁فیدب از استفاده
باعث تأخیر وجود روش این ͬ کند،در م پیچیده بسیار را تحلیل و است نامطلوب تأخیر
ͬ شود. م آشوبناک سیستم های (UPO) کنترل برای مؤثر و ساده روشͬ آمدن به وجود
مطرح ١٩٩٢ سال در پایراگاس۴٧ توسط آشوب کنترل برای تأخیر به کارگیری اولیه ایده

.[١٨] شد

ضربه کنترل روش
این اساس است. (OPF) روش آشوبناک، سیستم های کنترل دی·ر روش های از ی΄ͬ
از ‐گونه (OGY) تفسیری ͬ توان م حتͬ و است (OGY) ایده به شبیه بسیار روش
بعدی ΁ی و خاص حالت به عنوان ͬ توان م را (OPF) که همان طور درست داشت. آن
نظر در نیز ضربه ای کنترل روش های از روشͬ به عنوان ͬ  توان م دانست، (OGY) روش
ضربه هایی به صورت کنترلͬ سی·نال اعمال که است کنترلͬ ضربه ای، کنترل گرفت.
ناگهان را ΁دینامی حالت ͬ توان م و ͬ گیرد م صورت گسسته زمان در تنها که است
توسط که است ضربه ای۴٨ دیفرانسیل معادلات روش ها، این ریاضͬ تئوری دهد. تغییر

.[١٩] است شده معرفͬ ͬ میو نوف۵١ س و بی نوف۵٠ ل͸ می΄ان دم۴٩،
43Linearization of Poincare(OGY method)
44Time-Delayed Feedback Control(TDFC)
45Impulsive Control
46Occasional Proportional Feedback( OPF)
47Pyragas
48Impulsive Differential Equation
49Lakshmikantham
50Bainov
51Simeonov



٣٧ آشوب کنترل کاربردهای
نیز غیر خطͬ کنترل متداول روش های از بسیاری ترکیبی، و ΁کلاسی کنترل روش های (٢
گرفتن در نظر بدون روش ها این در ،ͽواق در شده است. استفاده آشوب کنترل برای
غیرخطͬ ΁دینامی با سیستم ΁ی مانند طراحͬ، آشوبناک، سیستم خاص ͬ های ویژگ
ͬ شان کل حالت برای ͬ که درصورت که است این روش ها این بارز ویژگͬ ͬ گیرد. م صورت
اثباتͬ چنین نیز آشوبناک خاص حالت برای باشد، داشته وجود غیره و پایداری اثبات
ملاحظه ای قابل پیشرفت تاکنون ،΁کلاسی کنترل نظریه که آنجا از و بود خواهد برقرار
دی·ر طرف از اما داشت. خواهند را ͬ ها ویژگ این ͬ هایی، طراح چنین معمولا˟ کرده است،
ویژه ͬ های طراح خوب و مؤثر نتیجه نشده است، گرفته نظر در آشوب ͬ های ویژگ چون
کنترل ویژگͬ مشخص به طور داشت. نخواهد را (TDFC) و (OGY) روش مانند آشوب
روش ها این از نمونه ای به عنوان نیست. برقرار آن ها برای معمولا˟ ،΁کوچ سی·نال
سیستم و شده حذف آشوب که زد مثال را پس گام روش از استفاده با طراحͬ ͬ توان م

.[٢١ ،٢٠] است پایدار تعادل نقطه دارای
ͬ شود، م استفاده آشوب ΁دینامی ͬ های ویژگ و ΁کلاسی روش های ترکیب برای که ایده ای
ͬ شود، نم اعمال کنترل سی·نال که بدین صورت است. آشوب ارگودی΄ͬ خاصیت از استفاده
شده ΁نزدی کوچ΄ش کافͬ به اندازه ی همسای·ͬ ΁ی به سیستم، وضعیت اینکه م·ر
در که هستیم مطمئن باشد، ΁دینامی عجیب جاذب جزء نظر مورد نقطه اگر باشد.
از استفاده با ایده این شد. خواهیم ΁نزدی نقطه آن به کافͬ به اندازه محدود زمان
از استفاده با آشوبناک شده معکوس پاندول برای (LQR) محلͬ خطͬ بهینه طراحͬ
برای ایده ای چنین همچنین است. شده گرفته کار به [٢٢] در خارجͬ ΁تحری سی·نال
که صورت بدین .[٢٣] است رفته کار به نیز زمان‐گسسته دینامی΁ های آشوب کنترل
از استفاده با و گرفته صورت آشوبناک ΁دینامی ناپایدار تعادل نقطه حول ͬ سازی خط

گرفته است. انجام (LGR) کنترل کننده طراحͬ آن

آشوب کنترل کاربردهای ٢. ٨
ارتباطات زمینه در خود بالقوه کاربردی برنامه های به توجه با آشوب کنترل اخیر، سال های در
قرار توجه مورد عصبی شب΄ه های و بیولوژی΄ͬ فیزی΄ͬ، شیمیایی، نوری، سیستم های امن،
۵٢ روشنایی شدت پایدارسازی آشوب کنترل کاربردهای اولین از ی΄ͬ .[٢۵ ،٢۴] گرفته است
توانستند (OPF) روش از استفاده با شده است. گزارش [٢۶] در که است لیزر آشوبناک خروجͬ
پایدار سازی برای آشوب کنترل روش های از دهند. افزایش را خروجͬ توان برابر ١۵ حد تا
مراجعه [٢٧] به مثال به عنوان شده است. استفاده نیز قدرت ΁ال΄ترونی مدارهای در (UPO)
به عنوان است. شده استفاده نیز پزش΄ͬ موارد برای آشوب کنترل از این ها علاوه بر کنید.

52Intensity



آشوب ٣٨
شده است. استفاده قلبی آریتیم۵٣ͬ حذف برای آشوب کنترل تکنی΁ های از [٢٨] در نمونه
است. شده استفاده شدن فیبری۵۴ از مدلͬ کنترل برای (TDFC) روش از [٢٩] در همچنین
کرده پیدا زیادی بسیار کاربرد مخابرات در اخیراً آشوب کنترل شد، گفته پیش تر که همان طور
همچنین کنید. مراجعه [٣٠] به ایمن مخابرات در آن کاربردهای از خلاصه ای برای است.
[٢٢] در است. شده بیان [٣١] در مخابرات در ضربه ای کنترل روش کاربردهای از فهرستͬ
کنترل روش های با سپس و ͬ کنند م آشوبناک خارجͬ سی·نال تزریق با را معکوسͬ آونگ ابتدا
ذاتاً سیستم برای محلͬ طراحͬ انجام کاری، چنین از هدف ͬ کنند. م کنترل را آن آشوبناک
کافͬ به اندازه ی شدن ΁نزدی صورت در که ͬ کند م تضمین محلͬ طراحͬ است. غیرخطͬ
که بود مطمئن ͬ توان م آشوبناک سازی از استفاده با و ͬ گیرد م صورت پایداری کار، نقطه به
به آشوب کنترل کاربردهای درمورد بیشتر اطلاعات برای داد. خواهد رخ شدنͬ ΁نزدی چنین
کنترل چون مواری به ͬ توان م شده معرفͬ کاربردهای میان از مقاله این در کنید. رجوع [٣٢]
رفتار کنترل مایعات، در تلاطم کشتͬ، نوسانات با مقابله جهنده، توپ ژیروس΄وپ، آونگ ها،
هم زنͬ همچنین و شیمیایی واکنش در آشوبناک حالت ایجاد یا حذف لیزر، در چند‐مدی۵۵
در اندک تغییر با حشرات جمعیت کنترل شدن، مخلوط فرآیند سرعت یافتن برای آشوبناک

کرد. اشاره حیوانات در صرع حالت حذف و بال; حشرات تعداد
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٣ فصل
و بهینه کنترل مسائل بر مقدمه ای

آن حل روش های

بهینه کنترل نظریه ٣. ١
تحلیل اصول با و ͬ پردازد م کاربردی مسائل به که است ریاضیات از شاخه ای بهینه کنترل
از مختلف رشته های از بسیاری در بهینه .کنترل دارد سروکار کنترل سیستم های طراحͬ و
منظور بهینه کنترل در دارد. زیادی کاربردهای .... و زیستͬ علوم و اقتصاد مهندسͬ، قبیل
حاصل مطلوبی عمل΄رد تا ب·ذارد تأثیر سیستم عمل΄رد نحوه روی عاملͬ که است آن کنترل از
از مستقل و خارج شخصͬ یا و سیستم خود توسط ͬ تواند م کنترل و اثرگذاری این شود.

مثال: برای شود. انجام سیستم
است. مناسب ͹سط ΁ی در آن حفظ و اتاق دمای کنترل هدف، هوا تهویه در •

مطلوب مسیر تا است زمان از نقطه هر در ارتفاع کنترل هدف، هوابرد سیستم های در •
شود. پیموده سیستم توسط

عددی به صورت معمولا˟ ساده، حالت های در جز بهینه کنترل مسئله جواب کلͬ، درحالت
کنترل مسائل حل برای بسیاری عددی روش های اخیر دهه ی چند در ͬ شود. م محاسبه
معادلات در که است جواب هایی کردن پیدا پایه بر روش ها این از برخͬ شده است. ارائه بهینه

٣٩



آن حل روش های و بهینه کنترل مسائل بر مقدمه ای ۴٠
همیلتن‐ژاکوبی‐بلمن٢ معادلات در یا و هستند بهینگͬ لازم شرایط که [٣۵] اویلر‐لاگرانژ١
نامیده غیرمستقیم روش های روش ها، این کنند. صدق هستند، بهینگͬ کافͬ شرایط که [٣۵]

دلیل: به غیرمستقیم روش از استفاده ͬ شوند. م
همیلتن ‐ ژاکوبی ‐ بلمن، معادلات حل پیچیدگͬ •

موضعͬ، جواب ΁ی به تکرارها شروع وابستگͬ •
مسئله، حل برای فیزی΄ͬ و پیشرفته ریاضیات مفاهیم یر تسلط به نیاز •

کنترل مسائل حل برای را مستقیم روش های محققان از بسیاری دلیل به همین است. مش΄ل
تابع مستقیم حداقل سازی با بهینه جواب مستقیم روش های در ͬ دانند. م مناسب تر بهینه
پارامترسازی فنون از استفاده با مستقیم روش های ͬ شود. م حاصل قیود به نسبت هدف
متغیرهای تعیین بهینه کنترل از هدف ͬ شوند. م گرفته به کار [٣٨] سازی گسسته و [٣٧ ،٣۶]
را معینͬ معیار یا عمل΄رد نحوه و کرده صدق مسأله قیود یا محدودیت ها در که است کنترلͬ

نماید. حداکثر یا حداقل

بهینه کنترل مسأله ٣. ٢
است، کنترل کننده به عنوان سیستم ΁ی ورودی کردن پیدا هدف بهینه، کنترل مسئله ΁ی در
مسأله .[٣٩ ،۴۶] کند بیشینه یا کمینه را هدف تابع و کند صدق دستگاه فیزی΄ͬ شرایط در که

شده است: تش΄یل زیر اساسͬ قسمت های از بهینه کنترل
اول مرتبه دیفرانسیل معادلات با دستگاه •

و ͬ شود م توصیف حالت معادلات توسط اول، مرتبه دیفرانسیل معادلات با دستگاه
ͬ گردد: م بیان زیر به ش΄ل

ẋ١(t) = g١(x١(t), . . . , xn(t), u١(t), . . . , um(t), t),

...
ẋn(t) = gn(x١(t), . . . , xn(t), u١(t), . . . , um(t), t),

بردار و دستگاه حالت بردار x(t) = (x١(t), . . . , xn(t)) ∈ Rn بردار آن در که
داریم: لذا ͬ شود. م نامیده کنترل بردار u(t) = (u١(t), . . . , um(t)) ∈ Rm

ẋ(t) = g(x(t), u(t), t), (٣. ١)
(توابعͬ پیوسته فطعه ای تابعͬ u مؤلفه هر که معنا این به است، u ∈ (C[t٠, tf ]m) آن در و

است. [t٠, tf ] روی اندازه پذیر)
1Euler - Lagrange
2Hamilton - Jacobi - Bellman



۴١ بهینه کنترل مسأله
معیار٣ تابعͬ •

را عمل΄رد ارزیابی نحوه ی یا معیار تابعͬ باید دستگاه، ΁ی عمل΄رد کمͬ به منظورارزیابی
حداکثر را معیار تابعͬ این که ͬ کنیم تعریف م دستگاهͬ را بهینه دستگاه کرد. انتخاب
و ͬ شود م ظاهر کمیتͬ تابع ΁ی به صورت ریاضͬ زبان به معیار تابعͬ نماید. حداقل یا

کرد: بیان زیر به صورت ان را ͬ توان م
J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠
f٠(x(t), u(t), t)dt, (٣. ٢)

تابعͬ f : Rn+m+١ → R و اس΄الر تابع h نهایی، زمان tf شروع، زمان t٠ آن در که
باشد. انتگرال پذیر

مرزی شرایط •
مرزی شرایط ͬ دهد، م نشان پایانͬ و آغازین نقاط در را سیستم مقادیر که به شرایطͬ

یعنͬ: ͬ شود. م گفته
φ(x(t٠), t٠) = ٠,
x(x(tf ), tf ) = ٠.

(٣. ٣)

فیزی΄ͬ قیود یا محدودیت ها •
و وضعیت ها روی بر فیزی΄ͬ محدودیت های باید دستگاه، ریاضͬ مدل انتخاب از پس

شود. تعریف کنترل ها
است: زیر صورت به بهینه کنترل مسئله ΁ی کلͬ ش΄ل

Minimize J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠
f٠(x(t), u(t), t)dt, (۴ .٣)

subject to ẋ = g(x(t), u(t), t), (۵ .٣)
x(t٠) = x٠, (۶ .٣)

ͬ باشد. م بهینه مسیر منحنͬ x∗ و بهینه کنترل u∗ آن در که
هرگاه: گوییم قبول قابل را P = (x(t), u(t)) زوج [٣٣] .٣. ٢. ١ تعریف

باشد، مشتق پذیر [t٠, tf ] در x(t) ∈ Rn حالت تابع •
بازه در مولفه هایش و گرفته U ∈ Rm فشرده مجموعه در را مقادیرش u کنترل تابع •

باشد، اندازه پذیر [t٠, tf ]
کند. صدق (٣. ٣) و (٣. ١) معادلات در P = (x(t), u(t)) زوج •

3functional criteria



آن حل روش های و بهینه کنترل مسائل بر مقدمه ای ۴٢
نماید، صدق کنترل محدودیت های در [t٠, tf ] مدت تمام در که کنترلͬ [٣٣] .٣. ٢. ٢ تعریف
داده نشان U با قبول قابل کنترل های این مجموعه ی و شده نامیده ۴ قبول قابل کنترل

ͬ شود. م
محدودیت های در [t٠, tf ] مدت تمام در که وضعیت متغیر مسیر منحنͬ [٣٣] .٣. ٢. ٣ تعریف
ͬ های منحن این مجموعه ی و شده نامیده ۵ قبول قابل مسیر منحنͬ ͬ کند، م صدق وضعیت متغیر

ͬ شود. م داده نشان X با قبول قابل
نظر در x(t٠) = x٠ اولیه وضعیت با t ≥ t٠ برای را (٣. ١) دستگاه [٣٣] .۴ .٣. ٢ تعریف
در که باشد داشته وجود u(t), t ∈ [t٠, t١] کنترل و t١ ≥ t٠ محدود زمان اگر ͬ گیریم. م
کنترل t٠ زمان در را x٠ وضعیت آنگاه کند، منتقل مختصات مبدأ به را x٠ وضعیت t١ زمان

ͬ نامیم. م ۶ پذیر
[t٠, tf ] محدود زمانͬ بازه ی در x(t) خروجͬ مشاهده ی با بتوانیم اگر [٣٣] .۵ .٣. ٢ تعریف

ͬ شود. م نامیده ٧ پذیر مشاهده t٠ زمان در x٠ وضعیت کنیم، تعیین را x(t٠) = x٠ وضعیت

تغییرات حساب ٣. ٣
مسائل حل در و است محاسبات تعمیم نوعͬ ریاضیات از شاخه ای به عنوان تغییرات حساب
مسیرها، از مجموعه ای یافتن هدف تغییرات حساب در ͬ باشد. م مفید بسیار سازی بهینه
هستند. اکسترمم دارای مشتق پذیر و پیوسته توابعͬ به عنوان که است غیره و ͬ ها منحن خم ها،
وسیله به ١۶٩۶ سال در ٨ بارچیستوچرون) (مساله شده پیشنهاد مسئله از تغییرات حساب
B و A ثابت نقطه دو بین منحنͬ ΁ی به او است. شده ناشͬ ٩ برنولͬ جان سوئیسͬ ریاضیدان
و بلغزد اصط΄اک) بدون و ثقل نیروی (تحت آن در جسمͬ که داشت احتیاج قائم صفحه در
جواب B و A بین مستقیم خط نبود. بدیهͬ مسأله این جواب بیاید. پایین به زمان حداقل در
مناسب ش΄ل های به سیمͬ مهره های دادن سر با تجربی به طور را مطلب این نیست، مسأله

ͬ شود: م بیان زیر به صورت مسأله نوع ساده ترین تغییرات، حساب در دریافت. ͬ توان م
وصل (t, x) = (c, d) ثابت نقطه به را (t, x) = (a, b) ثابت نقطه که x = x(t) منحنͬ کردن پیدا

.[٣٩] ͬ دهد م نسبت زیر معیار تابعͬ به را مقدار کمترین و ͬ کند م
J =

∫ tf

t٠
f٠(x(t), u(t), t)dt.

4Admissible Control
5Admissible Trajectory
6Controllable
7Observables
8Barchistochrone
9John Bernoulli



۴٣ اویلر‐لاگرانژ معادله

توابع تقریب ٣. ٣. ١
آنگاه باشد، شده تعریف آنها بر f٠ تابع که باشند عناصری q+∆q و q اگر [٣٣] .٣. ٣. ١ تعریف

از: است عبارت و ͬ شود م داده نشان ∆f٠ با f٠ ١٠ نمو
∆f

∆
= f٠(q +∆q)− f٠(q).

آنگاه باشد، شده تعریف آنها بر J تابع که باشند عناصری x+∆x و x اگر [٣٣] .٣. ٣. ٢ تعریف
از: است عبارت و ͬ شود م داده نشان ∆J با J نمو

∆J
∆
= J(x+∆x)− J(x).

کرد: تعریف زیر بصورت ͬ توان م را تابعͬ نمو [٣٣] .٣. ٣. ٣ تعریف
∆J(x, δx) = δJ(x, δx) + g(x, δx)||δx||,

را J آنگاه lim||δx||→٠ g(x, δx) = ٠ اگر و ͬ باشد. م δx حسب بر خطͬ قسمت δJ آن در که
ͬ شود. م نامیده J تابعͬ تغییرات δJ و گویند ١١ پذیر دیفرانسیل

تغییرات باشد، اکسترمم منحنͬ ΁ی x∗ اگر تغییرات) حساب اساسͬ (قضیه [٣٣] .٣. ٣. ١ قضیه
داریم: قبول قابل δx هر ازای به یعنͬ شود، صفر باید x∗ روی J

δJ(x∗, δx) = ٠.
δx مانند پیوسته تابع هر برای و بوده پیوسته h تابع اگر حساب) اساسͬ [٣٣](لم .٣. ٣. ١ لم

باشیم: داشته [t٠, tf ] محدوده ∫در tf

t٠
h(t)δx(t)dt = ٠,

باشد. صفر [t٠, tf ] محدوده تمام در باید h آنگاه

اویلر‐لاگرانژ معادله ۴ .٣
از ΁ی هر به نسبت پیوسته دوم و اول مرتبه نسبی مشتقات دارای f٠ اینکه فرض با را زیر تابع
نظر در را باشند xf و x٠ صورت به منحنͬ انتهایی نقاط و ثابت tf و t٠ و باشد خود متغیر های

ͬ گیریم: م
J(x) =

∫ tf

t٠
f٠(x(t), ẋ(t), t)dt. (٣. ٧)

10Increment
11Differentiable



آن حل روش های و بهینه کنترل مسائل بر مقدمه ای ۴۴
ببرد. خود اکسترمم به را J(x) که وجود) صورت (در هستیم منحنͬ ΁ی جستجوی در

ͬ آید: م دست به زیر صورت به δJ(x, δx) تغییرات
δJ(x, δx) =

∫ tf

t٠

{[
∂f٠
∂x

(x(t), ẋ(t), t)

]
δx(t) +

[
∂f٠
∂ẋ

(x(t), ẋ(t), t)

]
δẋ

}
dt,

داریم: تغییرات حساب اساسͬ قضیه اعمال با ب·یریم نظر در را x∗ مانند اکسترممͬ منحنͬ اگر
δJ(x, δx) = ٠ =

∫ tf

t٠

{
∂f٠
∂x

(x∗(t), ẋ∗(t), t)− d

dt

[
∂f٠
∂ẋ

(x∗(t), ẋ∗(t), t)

]}
δx(t)dt,

t ∈ [t٠, tf ] هر به ازای x∗ اینکه برای لازم شرط تغییرات حساب اساسͬ لم اعمال با حال
ͬ آید: م دست به زیر صورت به باشد اکسترمم

∂f٠
∂x

(x∗(t), ẋ∗(t), t)− d

dt

[
∂f٠
∂ẋ

(x∗(t), ẋ∗(t), t)

]
= ٠, (٣. ٨)

ͬ شود م نامیده اویلر‐لاگرانژ معادله ی و ͬ باشد م (٣. ٧) برای بهینگͬ لازم شرط (٣. ٨) معادله
.[٣٩]

بهینه کنترل برای لازم شرایط ۵ .٣
منحنͬ کردن طͬ با (٣. ١) دستگاه شود باعث که است u∗ مانند قبول قابل کنترل تعیین هدف

کند. کمینه را زیر معیار تابعͬ ،x∗ قبول قابل مسیر
J(u) = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠
f٠(x(t), u(t), t)dt, (٣. ٩)

اکسترمم را J(x) تابعͬ t ∈ [t٠, tf ] هر به ازای x∗ اینکه برای لازم شرط دادیم نشان قبل بخش در
شرایط باید است، بهینه منحنͬ x∗ اینکه تشخیص برای لذا است. اویلر‐لاگرانژ معادله کند،

باشد: برقرار زیر
تابعͬ اکسترمم که x∗ تابع برای لازم شرایط باشد، آزاد xf و مشخص tf اگر (١

همچنین و اویلر معادله ی برقراری از عبارتند باشد، J(x) =
∫ tf
t٠ f٠(x(t), ẋ(t), t)dt

نامیده ١٢ طبیعͬ مرزی شرط معادله این . ∂f٠
∂ẋ (x

∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf ) = ٠ رابطه ی برقراری

ͬ شود. م
برقراری و اویلر معادله ی برقراری از عبارتند لازم شرایط باشد، مشخص xf و آزاد tf اگر (٢

.f٠(x∗(tf ), ẋ∗(tf ), tf )−
[
∂f٠
∂ẋ (x

∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf )

]
ẋ∗(tf ) = ٠ معادله 

ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت دو باشند، آزاد دو هر x(tf ) و tf که مسائلͬ در (٣
12Natural boundary condition



۴۵ بهینه کنترل برای لازم شرایط
معادله ی برقراری از عبارتند لازم شرایط صورت این در ͬ باشند. نم مرتبط xf و tf الف)
.∂f٠
∂ẋ (x∗(tf ), ẋ

∗(tf ), tf ) = ٠ و f٠(x∗(tf ), ẋ∗(tf ), tf ) = ٠ معادله ی برقراری و اویلر
علاوه باید نیز حالت این در . xf = θ(tf ) مثال عنوان به ͬ باشند. م مرتبط xf و tf ب)

معادله ی اویلر، معادله ی برقراری ]بر
∂f٠
∂ẋ

(x∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf )

] [
dθ

dt
(tf )− ẋ∗(tf )

]
+ f٠(x∗(tf ), ẋ∗(tf ), tf ) = ٠,

باشد. برقرار ͬ شود، م نامیده اریبی١٣ شرط که

از استفاده با و باشد دیفرانسیل پذیر h تابع ͬ کنیم م فرض ،u∗ قبول قابل کنترل تعیین برای
ͬ آید: م دست به زیر صورت به J(u) دیفرانسیل گیری، زنجیره ای قاعده

J(u) =

∫ tf

t٠
f٠(x(t), u(t), t) +

[
∂h

∂x
(x(t), t)

]T
ẋ(t) +

∂h

∂x
(x(t), t)dt. (٣. ١٠)

زیر صورت به ga(x(t), ẋ(t), u(t), λ(t), t) تعریف و λn(t), . . . , λ١(t) لاگرانژ ضرایب معرفͬ با

ga(x(t), ẋ(t), u(t), λ(t), t)
∆
= f٠(x(t), u(t), t) + λT (t) [g(x(t), u(t), t)− ẋ(t)]

+

[
∂h

∂x
(x(t), t)

]T
ẋ(t) +

∂h

∂t
(x(t), t),

داریم:
Ja(u) =

∫ tf

t٠
ga(x(t), ẋ(t), u(t), λ(t), t)dt,

تابع نام به H(x(t), u(t), λ(t), t) تابع تعریف و تغییرات حساب اساسͬ قضیه اعمال با حال
.[٣٩] ͬ آیند م دست به لازم شرایط زیر، صورت به هامیلتونͬ

H(x(t), u(t), λ(t), t)
∆
= f٠(x(t), u(t), t) + λT .g(x(t), u(t), t). (٣. ١١)

از: عبارتند لازم شرایط
∂H
∂x

(x∗(t), u∗(t), λ∗(t), t) = −λ̇(t), (٣. ١٢)
∂H
∂u

(x∗(t), u∗(t), λ∗(t), t) = ٠, (٣. ١٣)
∂H
∂λ

(x∗(t), u∗(t), λ∗(t), t) = ẋ(t), (١۴ .٣)[
∂h

∂x
(x∗(tf ), tf )− λ∗(tf )

]T
δxf +

[
H(x∗(tf )u

∗(tf ), λ
∗(tf ), tf ) +

∂h

∂t
(x∗(tf ), tf )

]
δtf = ٠

(١۵ .٣)
13bias condition



آن حل روش های و بهینه کنترل مسائل بر مقدمه ای ۴۶

پونتریاگین مینیمم اصل ۶ .٣
وجود قابل قبول وضعیت های و کنترل ها روی محدودیت هایی اغلب واقعͬ دستگاه های در
بودن غیرمقید فرض با که لازم شرایط بر چ·ونه محدودیت ها این ببینیم ͬ خواهیم م دارد.

ͬ گذارد. م تأثیر آمده است، به دست قابل قبول کنترل های مقادیر
داشته هستند، u∗ ΁نزدی کافͬ اندازه ی به که قابل قبولͬ کنترل های برای اگر تعریف، طبق

باشیم:
J(u)− J(u∗) = ∆J ≥ ٠

باشد. داشته نسبی مینیمم J تابعͬ ͬ شود م باعث u∗ کنترل آنگاه
ͬ شود: م بیان زیر رابطه ی با J نمو u = u∗ + δu اگر

∆J(u∗, δu) = δJ(u∗, δu) + بالاتر مراتب جملات
ͬ کند، م میل صفر سمت به δu که زمانͬ بالاتر مراتب جملات و است خطͬ δu حسب بر δJ

ͬ کنند. م میل صفر سمت به هم·ͬ
به صورت ͬ تواند م δu و است خطͬ δu حسب بر δJ که این از استفاده با باشد، نامقید کنترل اگر
باشد اکسترمم کنترل منحنͬ u∗ اینکه برای لازم شرایط داد نشان ͬ توان م کند تغییر اختیاری
شود. صفر دارند کوچ΄ͬ نرم که قبول قابل های δu تمام برای δJ(u∗, δu) تغییرات که است این
اختیاری زمانͬ فقط ،δu باشند، محدود قبول قابل کنترل های که شده است فرض چون اما

باشد. شده تعیین حد دو بین [t٠, tf ] زمانͬ بازه ی تمام در اکسترمم کنترل که است
∆J علامت به طوری΄ه ،΁کوچ کافͬ اندازه ی به ||δu|| با قبول قابل تغییرات تمام بررسͬ با
این کند، حداقل را J تابعͬ u∗ اینکه برای لازم شرط ͬ گیریم م نتیجه شود، تعیین δu توسط

باشیم: داشته که است
δJ(u∗, δu) ≥ ٠

مقادیر بودن مقید غیر فرض با که لازمͬ شرایط بر چ·ونه تغییرات این ببینیم باید حال .
ͬ گذارد. م تاثیر آمده است، دست به قبول قابل کنترل های

است: زیر به صورت J نمو
∆J(u∗, δu) =

[
∂h

∂x
(x∗(tf ), tf )− p∗(tf )

]T
δxf

+

[
H(x∗(tf ), u

∗(tf ), p
∗(tf ), tf ) +

∂h

∂t
(x∗(tf ), tf )

]
δtf

+

∫ tf

t٠

{[
ṗ∗(t) +

∂H

∂x
(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

]T
δx(t)

+

[
∂H

∂u
(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

]T
δu(t)

+

[
∂H

∂p
(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)− ẋ∗(t)

]T
δp(t)

}
dt + بالاتر مراتب جملات



۴٧ بهینه کنترل مسائل حل عددی روش های
صفر انتگرال در ،δx(t) ضرایب که شود انتخاب چنان p∗(t) و باشند برقرار حالت معادلات اگر

داریم: باشند، برقرار حدی شرایط معادلات و شوند
∆J(u∗, δu) =

∫ tf

t٠

[
∂H

∂u
(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

]T
δu(t)dt + بالاتر مراتب جملات

که ͬ دانیم م طرفͬ ]از
∂H

∂u
(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

]T
δu(t) = H(x∗(t), u∗(t), δu(t), p∗(t), t)

−H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

داریم: نتیجه در
∆J(u∗, δu) =

∫ tf

t٠

{
H(x∗(t), u∗(t), δu(t), p∗(t), t)

−H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

}
dt + بالاتر مراتب جملات

داشته δu قبول قابل مقدار هر ازای به باید باشد، کننده ای حداقل کنترل u∗ اینکه برای بنابراین
∫باشیم: tf

t٠

{
H(x∗(t), u∗(t), δu(t), p∗(t), t)−H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

}
dt ≥ ٠

باشیم: داشته قبول قابل δu هر برای ͬ کند م ایجاب که
H(x∗(t), u∗(t), δu(t), p∗(t), t) ≥ H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

به که است این کند حداقل را J تابعͬ u∗ اینکه برای لازم شرط که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین
باشیم: داشته قبول قابل کنترل های تمام ازای

H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) ≤ H(x∗(t), u(t), p∗(t), t)

اصل به و کند حداقل را هامیلتونین باید بهینه کنترل که است مطلب این نمایانگر معادله این
ͬ باشد. م معروف پونتریاگین١۴ مینیمم 

بهینه کنترل مسائل حل عددی روش های ٣. ٧
غیر مستقیم روش های ٣. ٧. ١

داشتن نظر در با هستند. بیشینه اصل یا تغییرات حساب مبنای بر غیرمستقیم روش  های
ͬ شوند. م تعیین زیر به صورت بهینه کنترل مسائل برای اول مرتبه لازم شرایط معلوم مفروضات

14Pontryagin’s Minimum Principle



آن حل روش های و بهینه کنترل مسائل بر مقدمه ای ۴٨
موجوداند V (t) متغیره m برداری تابع و λ(t) الحاقͬ متغیرهای از متغیره n برداری تابع

همیلتونͬ معروف تابع به توجه با به طوری که
H = λT f٠ + V T g,

ͬ دهد. م نتیجه را زیر روابط دیفرانسیل معادلات همراه به نقطه ای چند مرزی مقدار مسأله و
ẋ =

∂H

∂x
= f٠, g < ٠,

λ̇ = −∂H

∂x
= −λT ∂f٠

∂x
− V T ∂g

∂x
,

در مثال، به عنوان ͬ شود. م تعیین u به نسبت H مینیمم سازی از بهینه کنترل روش، این در
ͬ شود. م استفاده زیر رابطه ی از باشد غیرخطͬ u به نسبت t٠ < t < tf به ازای H ͬ که حالت

∂H

∂u
= λT ∂f٠

∂u
− V T ∂g

∂u
= ٠

این خاص ساختار براساس که روش هایی از است لازم شرایط این جواب، آوردن به دست برای
اشاره گرادیان معروف روش های به ͬ توان م روش ها این جمله از شود. استفاده هستند، شرایط
به صورت زیر رابطه از را u کنترل های ͬ توان م نیوتن روش های از استفاده با دی·ر طرف از کرد.

آورد. به دست تحلیلͬ و عددی
∂H

∂u
= ٠

استفاده ام΄ان به ͬ توان م نمونه برای که است مزیت چند دارای روش این روش ها سایر برخلاف
معایبی دارای روش این حال این با کرد. اشاره روش این بالای دقت و محدودیت ها انواع از
بهینه مسأله برای خوب آغازین تقریب ΁ی به نیاز به ͬ توان م معایب این جمله از هست. نیز
علاوه بر این کرد. اشاره الحاقͬ دیفرانسیل معادلات آوردن به دست برای بسیار تلاش به نیاز و
قالب در امر این باشد. داشته را محدودیت ها یافتن تغییر ساختار از اولیه اطلاعات باید فرد
از دقیقͬ اطلاعات باید فرد روش ها این در مجموع در ͬ شود. م مطرح هموتوپی تکنی΁ های

.[۴٠] باشد داشته سازی بهینه مسأله ریاضͬ و فیزی΄ͬ ماهیت

مستقیم روش های ٣. ٧. ٢
بنابراین ندارد. وجود بهینه کنترل مسائل برای مناسب تحلیلͬ جواب ΁ی یافتن ͽمواق اکثر در
و مطالعات است. بهینه کنترل مسأله حل برای روش معقولانه ترین تقریبی جواب ΁ی یافتن
مسائل حل برای را مناسبی و کارآمد ال·وریتم های عددی، روش های در شده انجام تحقیقات
سازی گسسته روش های به ͬ توان م روش ها این جمله از .[۴١] است کرده ارائه بهینه کنترل
برنامه مسأله ΁ی به بهینه کنترل مسأله روش ها این از استفاده با کرد. اشاره پارامترسازی و

ͬ شود. م تبدیل ریزی ریاضͬ



۴٩ بهینه کنترل مسائل حل عددی روش های
سازی گسسته روش

ͬ شود: م تقسیم زیر صورت به بازه زیر n+ ١ به [t٠, tf ] زمانͬ بازه روش این در
t٠ < t١ < t٢ < · · · < tn = tf ,

گسسته سازی، ΁تکنی روش های از ی΄ͬ ͬ شوند. م گرفته نظر در شب΄ه یا گره به عنوان نقاط این
متغیرهای نامعلوم مقادیر از زیر دنباله لذا ͬ باشد، م کنترل و حالت متغیرهای کردن گسسته

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را کنترل و حالت
Z = (x٠, x١, . . . , xn, u٠, u١, . . . , un),

هستند تساوی صورت به که جبری معادلات از مجموعه ΁ی با حالت معادلات سیستم هچنین
تبدیل ریاضͬ برنامه ریزی مساله ΁ی به بهینه کنترل مساله ترتیب بدین ͬ شوند. م جای·زین
به صورت کنترل متغیر کردن گسسته گسسته سازی،  ΁تکنی روش های از دی·ر ی΄ͬ ͬ شود. م

است: زیر
Z = (u٠, . . . , un),

سیستم از انتگرال گیری با کنترل متغیرهای از تابعͬ به عنوان حالت متغیرهای روش این در که
.[۴٢] ͬ آیند م به دست حالت معادلات

پارامترسازی روش
است. پارامترسازی روش بهینه کنترل مسائل حل برای عددی روش های کارآمدترین از ی΄ͬ
تابع روش این در آن هاست. دوی هر یا و حالت کنترل، پارامترسازی روش، این اصلͬ هدف
زده تقریب پایه توابع از خطͬ ترکیب به کاربردن با آن ها دوی هر یا و حالت تابع کنترل،
متناهͬ تعداد با غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله ΁ی به کنترل مسأله روش این در ͬ شوند. م

.[۴٣] ͬ شود م تبدیل تصمیم گیری متغیر
کنترل پارامترسازی

ساختار ΁ی انتخاب وسیله به کنترل متغیرهای زدن تقریب پایه بر کنترل پارامترسازی
است: زیر به صورت متناهͬ نامعلوم پارامترهای با مناسب

ul(t) =
N∑
i=٠

b
(l)
i φi(t), l = ١,٢, . . . ,m.

توابع از مناسب مجموعه ΁ی نشان دهنده ی φi(t) و نامعلوم پارامترهای ها bi آن در که
توابعͬ به عنوان حالت متغیرهای است. متناهͬ بعد با کنترل فضای پایه ی تش΄یل دهنده
به حالت معادلات سیستم از انتگرال گیری با کنترل، متغیرهای نامعلوم پارامترهای از
تابع در متناظر حالت متغیرهای و کنترل متغیرهای جای·ذاری توسط و ͬ آیند م دست



آن حل روش های و بهینه کنترل مسائل بر مقدمه ای ۵٠
برای که توابعͬ از برخͬ ͬ شود. م تبدیل برنامه ریزی مسأله به بهینه کنترل مسأله هدف،
خطͬ توابع تکه ای، ثابت توابع از: عبارتند ͬ شوند م استفاده کنترل متغیرهای تقریب

.[۴۴] اسپلاین توابع تکه ای چندجمله های تکه ای،
کنترل‐حالت پارامترسازی

وسیله به کنترل و حالت متغیرهای زدن تقریب برپایه کنترل‐حالت پارامترسازی روش
است: ذیل به صورت نامعلوم پارامترهای با شده شناخته توابع از دنباله ای

xj(t) =

N∑
i=٠

a
(j)
i φi(t), j = ١,٢, . . . , n,

ul(t) =
N∑
i=٠

b
(l)
i φi(t), i = ١,٢, . . . ,m.

است. توابع از مناسب مجموعه ΁ی φi(t) و نامعلوم پارامترهای bi و ai آن در که
به مسأله مسأله، در کنترل و حالت متغیرهای جای·ذاری و روش این از استفاده با

.[۴۵] ͬ شود م تبدیل ریاضͬ برنامه ریزی
حالت پارامترسازی

شناخته توابع از دنباله ای وسیله به حالت متغیرهای تقریب حالت، پارامترسازی از منظور
داریم: لذا ͬ باشد. م نامعلوم پارامترهای به شده

xj(t) =

N∑
i=٠

a
(j)
i φi(t), j = ١,٢, . . . ,m.

.[۴۶] ͬ آوریم م دست به حالت متغیرهای ΁کم به را کنترل متغیرهای بنابراین



۴ فصل
آشوب و سرطان

معرفͬ ١ .۴
ویژه دقت به نیاز تومور رشد کنترل و است جهان در مرگ ومیر علل بزرگترین از ی΄ͬ سرطان
بدن ایمنͬ سیستم عمل΄رد تومور، شدت چون متعددی عوامل به درمان به تومور ͺپاس دارد.
متنوع، ریاضͬ مدل های از استفاده با محققان گذشته دهه چند در دارد. بستگͬ غیره و بیمار
توسط تومور سلول های .[۵٠ ،۴٨] ارائه کرده اند را تومور و ١ سرطان خود ‐ ایمنͬ ریاضͬ مدل
ͬ ژن های آنت ظهور به منجر که ͬ شوند م تعریف ٣ اپی ژنتی΄ͬ و ٢ ژنتی΄ͬ رویدادهای زیادی تعداد
بدن ایمنͬ سیستم بوسیله ی ۶ ͬ تومورال آنت راه اندازی که ͬ شود، م ۵ ͬ ژن ها نئوآنت بنام ۴ خاصͬ
که است سرطان ͬ های ویژگ از م΄ان تغییر و حمله توانایی .[۵٣ ،۵٢] داشت خواهد پی در را

انسان). بدن ایمنͬ سیستم (مشابه ͬ شود م بافت در اختلال موجب
به ΁کم جهت در سرطانͬ، تومورهای ریاضͬ مدل فرضیه تدوین موجب فوق مشاهدات

.[۶۵] شده است تومور بردن بین از ام΄ان و درمان بیشتر اثربخشͬ
سرطان مدل  مانند بیولوژی΄ͬ مدل   های در را، پایداری آنالیز و مسئله آشوب محققان از تعدادی

1cancer self-remission
2genetic
3epigenetic
4antigen
5neoantige
6antitumoral

۵١



آشوب و سرطان ۵٢
ش΄ار ‐ ش΄ارچͬ مدل جمله از زیادی ریاضͬ مدل های زمینه این در کرده اند. مطرح تومور و
روش از استفاده ببینید. [۵٣ ،۵۶ ،۵٩] در ͬ توانید م را دی·ر مدل های زد. مثال ͬ توان م را ٧
تومور، سیستم و سرطان خود ‐ ایمنͬ ناپایدار، تعادل حالت بهینه ی کنترل در ٨ ΁فیدب کنترل
آشوب .[۴٨ ،۴٧] گرفته است قرار مطالعه مورد ١١ ساکارا و ١٠ بʿنرجͬ ، ٩ ال ‐گوهری توسط
مورد [۵۵ ،۴٩] در زمان ‐ پیوسته ش΄ار ‐ ش΄ارچͬ مدل نمونه سه در ١٢ تطبیقͬ کنترل و
در (پرتوویروس درمانͬ) ١٣ رادیووایروتراپی ریاضͬ مدل دی·ر طرف از گرفته است. قرار مطالعه
تحقیق به اقتصادی و انسانͬ منابع از زیادی تعداد اخیر سال چند در شده است. بررسͬ [۶٣]
.[۵٨ ،۶۴] است یافته اختصاص ١۴ ͬ شناسͬ ایمن و آزمایش آزمون، بر تأکید با سرطان درباره ی
مل΄ول ها از توجهͬ قابل تعداد که ایمنͬ، سیستم و تومور سلول های بین رقابتͬ عکس العمل
بین از به قادر موارد تمام در ایمنͬ سیستم نتیجه در است پیچیده بسیار ͬ شود، م شامل را
[۴٩ ،۵٣ ،۵۴] در هم΄ارانش و ال ‐گوهری توسط م΄مل نتایج .[۵٧ ،۵١] نیست تومور بردن
پایداری تحلیل مقالات این در محققان خاص، طور به است. مشاهده قابل [۴٨] در ساکارا و
را ش΄ار ‐ ش΄ارچͬ مدل بهینه ی کنترل و تومور سیستم و سرطان خود ‐ ایمنͬ در خطͬ
بسیاری تطبیقͬ کنترل و پایداری آنالیز بهینه، کنترل آشوب، درباره ی آنها ͬ کنند. م استدلال

کرده اند. بحث غیر خطͬ دینامی΄ͬ مدل  های از
کاملا́ پارامترهای با سرطان مدل سازی در بهینه کنترل و آشوب بررسͬ به فصل این در
محتمل زیستͬ تعادل وضعیت در مدل این خطͬ پایدارسازی آنالیز ͬ پردازیم. م ناشناخته
ͬ شوند، م آشوبناک رفتار موجب که را سیستم پارامترهای محدوده ی داده، قرار بحث مورد را

ͬ دهیم. م ارائه را سیستم مجهول پارامترهای از تخمینͬ و ͬ کنیم م پیدا

سرطان ریاضͬ مدل ٢ .۴
ضدسرطان، سلول عامل به است واکنشͬ که را تومور خودبخودی پیشروی و پسروی مدل 
نابود را بدخیم سلول های و بوده طبیعͬ قاتل سلول های که ١۶ ماکروفاژها و ١۵ لنفوسیت ها
صورت به را تومور خودبخودی پسروی و پیشروی بخش این در ͬ دهیم. م گسترش ͬ کنند، م

.[۴٨ ،۴٧] ͬ کنیم م طراحͬ ش΄ار ‐ ش΄ارچͬ سیستم به شبیه سیستمͬ
7prey-predator
8feedback control
9El-Gohary

10Banerjee
11Sakara
12adaptive control
13radiovirotherapy
14immunology
15lymphocyte
16macrophage



۵٣ سرطان ریاضͬ مدل
شده است: گرفته نظر در فصل این در زیر مفروضات

طبیعͬ کشنده (سلول های ١٨ ΁سیتوکسی ماکروفاژهای و ١٧ لنفوسیت ها ـ تͬ ش΄ارچͬ: (١
نقاط تمام مداوم وبه طور داشته وجود ساکن و فعال حالت دو در که ایمنͬ) سیستم در

ͬ گردند. م را پا انگشتان نوک تا سر از بدن

بین از گرفته، قرار بدن ایمنͬ سلول های حمله ی مورد که تومور سلول های ش΄ار: (٢
سلول های ͬ برد. م بین از را ش΄ار و ساکن، و فعال دارد، حالت دو ش΄ارچͬ ͬ روند. م
سیستم و بدن بافت های تمام در که ͬ شوند م ش΄ار ماکروفاژهایی وسیله ی به تومور

.[۴٨ ،۵٩] ͬ شوند م پیدا خون گردش

سیتوکسین ها، از مجموعه ای کردن آزاد با و بلعیده را تومور سلول های ماکروفاژها (٣
ضدحمله کننده ی هماهنگ که ͬ شوند، م ساکنͬ ͬ ‐ لنفوسیت های ت شدن فعال موجب
ͬ ژن ها آنت با ارتباط برای مستقیم به طور ͬ توانند م نیز ساکن ش΄ارچͬ سلول های هستند.
به تبدیل باید تومور سلول های بردن بین از برای ساکن سلول های شوند. شبیه سازی

شوند. فعال سلول های

حال در ساکن سلول های تخریب منجر به فعال سلول های به ساکن سلول های تبدیل (۴
ͬ دهد. م افزایش آنهارا فعالیت  و کرده ΁تحری را فعال سلول های شده، طبیعͬ رشد

ͬ کنیم: م فرض ریاضͬ مدل معرفͬ برای (۵

سرعتͬ با تومور سلول های تخریب چ·الͬ)، واکنش (قانون ١٩ جِرم اثر قانون بنابه •
ͬ پذیرد. م صورت تومور سلول های چ·الͬ با متناسب

به موجب یا فعال ش΄ارچͬ سلول های با مستقیم تماس اثر در ساکن ش΄ارچͬ سلول های •
ش΄ارچͬ سلول های به کرده اند منتشر فعال ش΄ارچͬ سلول های که ماده ای با تماس
ͬ گردد برنم ساکن حال به هرگز شده تبدیل سلول هر که ͬ دانیم م ͬ شوند. م تبدیل فعال

ͬ میرند. م زمان به نسبت ثابت احتمال ΁ی با فعال سلول های همچنین و

سلول های تومور، سلول های تراکم دهنده ی نشان به ترتیب Z(t) و N(t) ،M(t) اگر (۶
دینامی΄ͬ سیستم ͬ توانیم م باشند، t زمان در ساکن ش΄ارچͬ سلول های و فعال ش΄ارچͬ

کنیم: تعریف است، غیرخطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات از مجموعه ای که را زیر
17T-lymphocyte
18cytotoxic macrophage
19low of mass action



آشوب و سرطان ۵۴


dM
dt = q + rM(١ − k−١١ M)− αMN

dN
dt = βNZ − d١N
dZ
dt = sZ(١ − k−١٢ Z)− βNZ − d٢Z

(١ .۴)

داریم: آن در که
، بدخیم به طبیعͬ سلول های شدن تبدیل q •

تومور، سلول های رشد سرعت r •
تومور، سلول های حمل ظرفیت حداکثر k١ •

فعال، به ساکن ش΄ارچͬ سلول های تبدیل سرعت β •
فعال، ش΄ارچͬ سلول های طبیعͬ مرگ d١ •

ساکن، ش΄ارچͬ سلول های رشد s •
ساکن، ش΄ارچͬ سلول های حمل ظرفیت حداکثر k٢ •

ساکن، ش΄ارچͬ سلول های طبیعͬ مرگ d٢ •
ͬ کنیم: م بررسͬ زیر مثبت اولیه شرایط با را سرطان سیستم

M(٠) > ٠, N(٠) > ٠, Z(٠) > ٠

پایداری آنالیز و آشوب ٣ .۴
جدید پارامترهای و متغیرها ΁کم به را (١ .۴) سیستم پارامترهای ͬ خواهیم م بخش این در

قرار دهیم. بحث مورد را تومور و سرطان مدل پایداری آنالیز و آشوب داده، کاهش
پارامترهای تعداد جدید، متغیرهای تعریف و زمان وتعدیل اصلاح از استفاده با ادامه، در

ͬ دهیم: م کاهش ۶ به ٨ از زیر به صورت را سیستم
τ =

qt

k١
, x١ =

M

k١
, x٢ =

αk١N
q

, x٣ =
Z

k٢
(٢ .۴)

داریم: (١ .۴) در (٢ .۴) جای·زینͬ با

ẋ١ = ١ + x١[a١)١ − x١)− x٢],
ẋ٢ = x٢[a٢x٣ − a٣],
ẋ٣ = x٣[a۴(١ − x٣)− a۵x٢ − a۶],

(٣ .۴)



۵۵ پایداری آنالیز و آشوب
داریم: (٣ .۴) در

a١ =
rk١
q

, a٢ =
βk١k٢

q
, a٣ =

k١d١
q

, a۴ =
sk١
q

, a۵ =
β

α
, a۶ =

d٢k١
q

(۴ .۴)
آن ها پایداری تحلیل به کرده، پیدا را (٣ .۴) سرطان سیستم پایداری حالت های تمام سپس

است: زیر شرح به (٣ .۴) سیستم پایداری حالات ͬ پردازیم. م


E١ =
[ ١٢
(١ +

√١ + ۴
a١
)
, ٠, ٠] ,

E٢ =
[ ١٢
(١ +

√١ + ۴
a١
)
, ١),٠ − a۶

a۴
)]

,

E٣ =

{
١٢a١

[
(a١ − x٢) +

√
(a١ − x٢(٢ + ۴a١

]
,
[
a۴
a۵
(١ − a٣

a٢
)
− a۶

a۵
]
,
a٣
a٢

}
,

E۴ =
[ ١٢
(١ −

√١ + ۴
a١
)
, ٠, ٠] ,

E۵ =
[ ١٢
(١ −

√١ + ۴
a١
)
, ١),٠ − a۶

a۴
)]

,

E۶ =

{
١٢a١

[
(a١ − x٢)−

√
(a١ − x٢(٢ + ۴a١

]
,
[
a۴
a۵
(١ − a٣

a٢
)
− a۶

a۵
]
,
a٣
a٢

}
.

(۵ .۴)

a۶ < a۴ باشیم داشته اگر و دارد قرار اول هشتم ΁ی مرز در E١ پایدار حالت کنید توجه
از سیستم رسیدن پایداری به شرایط این برقراری صورت در پس ͬ شود، م پایدار نیز E٢ آنگاه
قابل زیستͬ نظر از و دارد وجود E٢ که است معنͬ آن به این بود. خواهد شدنͬ زیستͬ لحاظ
ساکن ش΄ارچͬ سلول های رشد نرخ از ساکن سلول های طبیعͬ مرگ میزان اگر است، پذیرش

باشد. کمتر
این و دارند مثبت تعادل حالت E٣ و E٢ ،E١ تنها Ei(i = ١, . . . ,۶) پایداری حالت های بین از
بیولوژی΄ͬ بودن شدنͬ شرایط بنابراین ͬ کنند. م میسر را بیولوژی΄ͬ پایداری وضعیت حالت ها

است: زیر به صورت اول تعادل نقطه سه برای

a٣
a٢

+
a۶
a۴

< ٢ (۶ .۴)

سلول های رشد به نسبت ساکن سلول های طبیعͬ مرگ سرعت که ͬ کند م بیان شرط اولین
باشد. ΁ی از کمتر باید ش΄ارچͬ ساکن

ͬ پردازیم. م E٣ و E٢ ،E١ پایدار حالت های موضعͬ پایداری بررسͬ به حال



آشوب و سرطان ۵۶
است: زیر به صورت E١ با مطابق ژاکوبین ماتریس ویژه مقادیر

λ١١ = −
√
a٢١+۴a١,

λ١٢ = −a٣,
λ١٣ = a۴ − a۶,

(٧ .۴)

به طور E١ لذا است، مثبت E١ تعادل وضعیت در λ١٣ ͬ شود م مشاهده a۶ < a۴ شرط به توجه با
است. ناپایدار مطلق

ͬ شود: م داده زیر به صورت E٢ با مطابق ژاکوبین ماتریس ویژه مقادیر

λ٢١ = −
√
a٢١+۴a١,

λ٢٢ =
a٢a۴ − a٣a۴ − a٢a۶

a۴
,

λ٢٣ = a۶ − a۴,

(٨ .۴)

مطلق بطور E٢ لذا است، مثبت E٣ تعادل حالت اثبات شروط از λ٢٢ ویژه مقدار که ͬ بینیم م
است. ناپایدار ٢٠ زینͬ نقطه

از: عبارتند E٣ با مطابق ژاکوبین ماتریس ویژه مقادیر

λ٣١ = x̄٢ − k,

λ٣٢ =
− a٣a۴ +

√
a٢٣a٢۴ − ۴a٢٢a٣a۵x̄٢
٢a٢

,

λ٣٣ =
− a٣a۴ −

√
a٢٣a٢۴ − ۴a٢٢a٣a۵x̄٢
٢a٢

,

(٩ .۴)

داریم: آن در که

x̄٢ =
a۴(a٢ − a٣)− a٢a۶

a٢a۵
و k =

√
(a١ − x̄٢(٢ + ۴a١

E٣ پس دارند منفͬ حقیقͬ بخش های λ٣٣ و λ٣٢ ویژه های مقدار و است منفͬ λ٣١ ویژه مقدار
است. پایدار

روش های از میرا سیستم پایداری برای (… حدی، چرخه کانون ها، (گره ها، جاذب ها از استفاده
است: زیر صورت به (٣ .۴) سیستم دیورژانس معادله شده است. شناخته

∇.F⃗ (t) = a١ + a۴ − a٣ − a۶ − ٢a١x١(t)− (١ + a۵)x٢(t) + (a٣ − a۴)x٣(t) (١٠ .۴)
20saddle point



۵٧ پایداری آنالیز و آشوب
به صورت E١ تعادل حالت در (٣ .۴) سیستم دیورژانس معادله است. F⃗ = (ẋ١, ẋ٢, ẋ٣) آن در که

ͬ آید: درم زیر

∇.F⃗ |E١ = −

(
a١
√

١ +
۴
a١

+ a٣ + a۴ + a۶
)

< ٠, (١١ .۴)

عنصر فاز فضای در نتیجه در است. لورنز سیستم شبیه میرا سیستم ΁ی (٣ .۴) سیستم لذا
ͬ شود: م فشرده زیر حجم عنصر درون جریان با V (t) حجم

V (t) = V٠ exp
[
−
(√

a٢١ + ۴a١a٣ + a۴ + a۵
)
t

]
(١٢ .۴)

.[۶٠] ͬ پذیرد م را مختلفͬ جاذب های سیستم اولیه، شرایط به بسته t زمان از پس
است: زیر به صورت E٢ تعادل حالت در (٣ .۴) سیستم دیورژانس معادله

∇.F⃗ |E٢ = −
√
a٢١ + ۴a١ −

a٢a۶
a۴

+ a٢ + a۶, (١٣ .۴)
پارامترها، مقادیر بنابه نتیجه در است. منفͬ یا مثبت سیستم، پارامترهای مقادیر بنابه که

است. پایستار یا میرا سیستم
است: زیر صورت به E٣ تعادل حالت در (٣ .۴) سیستم دیورژانس معادله

∇.F⃗ |E٣ = x̄٢ − k − a٣a۴
a٢

< ٠, (١۴ .۴)
شرایط سیستم پارامترهای اگر بنابراین، است. منفͬ سیستم پارامترهای مقادیر تمام به ازای که

باشیم: داشته که کنند برآورده طوری را زیستͬ نظر از بودن شدنͬ
a۶ > a۴ >

a٢a۶
a٢ − a٣

, (١۵ .۴)

است. (٣ .۴) سیستم پایدار تعادل نقطه  تنها E٣ آنگاه
ͬ گیریم: م نتیجه نهایت در

هستند. شدنͬ زیستͬ لحاظ از E٢ ،E١ پایدار دوحالت •
هستند. ناپایدار مطلق به طور زیستͬ، وجود شرایط در •

باشد. آشوب جاذب و شبه ‐ تناوبی حدی، چرخه ی کننده ی ارائه ͬ تواند م سرطان سیستم
ͬ کنیم م استفاده حالت دو این کردن پایدار مجانبی بطور برای بهینه کنترل روش از ما لذا

.(٣ .۴ ‐ ١ .۴ (ش΄ل های



آشوب و سرطان ۵٨

ساکن ش΄ارچͬ سلول های و فعال ش΄ارچͬ سلول های تومور، سلول های تراکم و x(٠)٣ = ٠٫۵, x(٠)٢ = ١٫۵, x(٠)١ = ٠٫٣ اولیه ی تراکم :١ .۴ ش΄ل
.a۶ = ٠٫٠۵, a۵ = ٠٫٠۶, a۴ = ٠٫۵, a٣ = ٠٫١, a٢ = ۵٫٩, a١ = ٠٫۴ پارامترهای برای

پارامترهای برای پایدار درونͬ حدی چرخه های به هم·را سیستم های زیر و سرطان و x(٠)٣ = ١٫۵, x(٠)٢ = ١, x(٠)١ = ٠٫۵ اولیه ی تراکم با :٢ .۴ ش΄ل
.a۶ = ٠٫١ و a۵ = ٢, a۴ = ٣٫۵, a٣ = ٠٫۶, a٢ = ۴٫۵, a١ = ٢٫۵

a۵ = ٠٫٠٢, a۴ = سیستم پارامترهای مقادیر با مطابق حدی چرخه ی بالا فرکانس سه x(٠)٣ = ٠٫۵, x(٠)٢ = ١, x(٠)١ = ٢٫۵ اولیه ی تراکم با :٣ .۴ ش΄ل
.a۶ = ۵٫١ و ٢٫۵, a٣ = ٠٫۴, a٢ = ١, a١ = ٠٫١

به ترتیب که را تومور سه بعدی نمودار و سرطان خود ‐ ایمنͬ b و c قسمت ۴ .۴ ش΄ل در
با x(٠)٣ = ١ و x(٠)٢ = ٢ ،x(٠)١ = ٠٫۵ اولیه ی مقادیر برای را جاذب متفاوت نوع دو
مقادیر و a۶ = ٠٫٢, a۵ = ٠٫١, a۴ = ٣٫۵, a٣ = ٠٫۵, a٢ = ١۵, a١ = ١٠ سیستم پارامترهای

, a٢ = ١۵, a١ = ۵ سیستم پارامترهای با x(٠)٣ = ١, x(٠)٢ = ٢, x(٠)١ = ٠٫۵ اولیه ی
ͬ دهند. م نشان را است a۶ = ٠٫٢١, a۵ = ٠٫١, a۴ = ۶٫۵, a٣ = ٠٫۵

سیستم ناپایدار مثبت تعادل حالت و سرطان خود ‐ ایمنͬ در بهینه کنترل مسئله ی ادامه، در
(۵ .۴ (ش΄ل ͬ کنیم. م بررسͬ پونتریاگین قضیه ی از استفاده با را تومور،



۵٩ بهینه کنترل مسئله ی

, a۶ = ٠٫٢, a۵ = ۵, a۴ = ١٫۵, a٣ = و a١ = ۵ پارامترهای و x(٠)٣ = ٠٫۵۵, x(٠)٢ = ١٫٧۵, x(٠)١ = ١٫٩۵ اولیه  تراکم ش΄ل این در :۴ .۴ ش΄ل
هستند. β٣ = ۵, β٢ = ٣, β١ = ٨ , α٣ = ٧, α٢ = ٣, α١ = ٢٠ ٢٫٩, a٢ = ۴

, a۶ = ٠٫۵, a۵ = ١, a۴ = ١٫٢۵, a٣ = و a١ = ۵٫۵ پارامترهای و x(٠)٣ = ٠٫٨۵۵, x(٠)٢ = ٠٫٧۵, x(٠)١ = ١٫۵ اولیه  تراکم ش΄ل این در :۵ .۴ ش΄ل
هستند. β٣ = ۴ β٢و = ۵, β١ = ۶, α٣ = ۴, α٢ = ۵, α١ = ٢۵ ٢٫۵, a٢ = ٣٫۵

بهینه کنترل مسئله ی ۴ .۴
رسیدن برای ͬ کنیم. م بررسͬ را سرطان مدل در بهینه کنترل مسئله ی ما بخش، این در
مینیمم قضیه ی در .[۶١] برد خواهیم کار به را پونتریاگین مینیمم قضیه ی بهینه کنترل به
سرطان مدل سیستم است. (i = ١,٢,٣) xi = x̄i پایدار حالت با حالت متغیر xi(t) پونتریاگین

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را
ẋ١ = ١ + a١x١)١ − x١)− x١x٢ + u١,
ẋ٢ = a٢x٢x٣ − a٣x٢ + u٢.
ẋ٣ = a۴x١)٣ − x٣)− a۵x٢x٣ − a۶x٣ + u٣,

(١۶ .۴)

سیستم بهینه ی شرایط مناسب که هستند کنترل  ورودی های (i = ١,٢,٣) uiها آن در که
گرفته نظر در E٢ و E١ پایدار حالت های درباره ی ، هزینه٢١ تابع به توجه با (١۶ .۴) دینامی΄ͬ

ͬ شوند. م
است. T معین زمان در بهینه کنترل ورودی های با پایدار حالت رسیدن به بخش، این هدف

21cost function



آشوب و سرطان ۶٠
از: عبارتند نهایی و اولیه شرایط بنابراین

xi(٠) = xi٠ , xi(T ) = x̄i, i = ١,٢,٣ (١٧ .۴)
کنیم: بیان ذیل شرح به آنرا ͬ توانیم م که است، بهینگͬ اصل پویا٢٢ برنامه ریزی نظریه مبنای
اولیه تصمیم گیري یا و اولیه شرایط که است خاصیت این دارای بهینه کنترل قانون •
حالت به توجه با را بهینه کنترل قانون ΁ی باید نیز ͬ مانده باق تصمیم گیری باشد، هرچه

بسازد. تصمیم گیري اولین از شده، ايجاد
آن و کرده انتخاب بزرگ مقدار با کنترل از استفاده برای جریمه ای بعنوان را هزینه تابع حال،

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را

J =
١
٢
∫ T

٠

 ٣∑
i=١

αi(xi − x̄i)
٢ + βi(ui − ūi)

٢
dt, (١٨ .۴)

تابع را هزینه تابع ͬ توانیم م به آسانͬ هستند. مثبت  ثابت های (i = ١,٢,٣) βi و αi آن در که
فقط را صفر مقدار تابع، این ب·یریم. نظر در (i = ١,٢,٣) ui و xi متغیرهای از  معین مثبت
ابتدا در پونتریاگین، مینیمم اصل ب΄اربردن برای ͬ باشد. م دارا ui = ūi و xi = x̄i نقطه ی در
جای·زین ͬ کند، م صدق حالت معادله در که x٠(t) کم΄ͬ متغیر با را (١٨ .۴) هزینه تابع انتگرال

ͬ کنیم: م

٢ẋ٠(t) =
٣∑

i=١

[
αi(xi − x̄i)

٢ + βi(ui − ūi)
٢] . (١٩ .۴)

زیر به صورت ٢۴ همیلتونͬ تابع (s = ٠, ١,٢,٣) ps هم وضعیت٢٣ متغیر چهار معرفͬ با ادامه، در
ͬ شود: م ارائه

H = p٠ẋ٠ +
٣∑

i=١
piẋi, (٢٠ .۴)

داریم: (٢٠ .۴) در (١٩ .۴) و (١۶ .۴) کردن باجای·زین

H =
p٠٢
 ٣∑

i=١
αi(xi − x̄i)

٢ + βi(ui − ūi)
٢


+ p١ [١ + a١x١)١ − x١)− x١x٢ + u١]
+ p٢x٢ [a٢x٣ − a٣ + u٢] + p٣x٣ [a۴(١ − x٣)− a۵x٢ − a۶ + u٣]


(٢١ .۴)

22dynamic orogramming
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۶١ بهینه کنترل عددی حل
از: عبارتند هیلتونͬ معادلات

ṗ٠ = −∂H

∂x٠ = ٠, ṗi = −∂H

∂x٠ , (i = ١,٢,٣). (٢٢ .۴)
دست از بدون هستند. (١٩ .۴) و (١۶ .۴) حالت معادلات فقط همیلتون معادلات دی·ر زوج
معادلات (٢٢ .۴) در (٢١ .۴) کردن جای·زین با کنیم. انتخاب را p٠ = −١ ͬ توانیم م کلیت، دادن

ͬ آوریم: م بدست زیر فرم به را هم وضعیت
ṗ١ = α١(x١ − x̄١)− (a١ − ٢a١x١ − x٢)p١,
ṗ٢ = α٢(x٢ − x̄٢)− x١p١ − p٢(a٢x٣ − a٣) + a۵p٣x٣,
ṗ٣ = α٣(x٣ − x̄٣)− a٢p٢x٢ − p٣(a۴ − ٢a۴x٣ − a۵x٢ − a۶),

(٢٣ .۴)

تعین (i = ١,٢,٣) ∂H
∂ui

= ٠ شرایط از گیرند قرار استفاده مورد باید که بهینه ای کنترل توابع
داریم: لذا ͬ شوند. م

ui = ūi +
pi
βi
, (i = ١,٢,٣), (٢۴ .۴)

ͬ آوریم: م بدست را غیر خطͬ کنترل شده ی حالت معادلات (١۶ .۴) در (٢۴ .۴) جای·زینͬ با
ẋ١ = ١ + a١x١)١ − x١)− x١x٢ + ū١ + p١

β١ ,

ẋ٢ = a٢x٢x٣ − a٣x٢ + ū٢ +
p٢
β٢ ,

ẋ٣ = a۴x١)٣ − x٣)− a۵x٢x٣ − a۶x٣ + ū٣ +
p٣
β٣ ,

(٢۵ .۴)

کنترل حل برای کامل سیستم (٢٣ .۴) علاوه بر غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات سیستم این
است: زیر مرزی شرایط دارای سیستم این ͬ دهدند، م تش΄یل را سرطان سیستم بهینه ی

xi(٠) = xi٠ , xi(T ) = x̄i, pi(T ) = ٠, (i = ١,٢,٣), (٢۶ .۴)
عددی انتگرال روش از استفاده با را و(۴. ٢۵) (٢٣ .۴) غیرخطͬ سیستم عددی حل سپس،

ͬ کنیم. م بررسͬ ٢۵ رانگ ‐ کوتا

بهینه کنترل عددی حل ۵ .۴
است. معلوم نهایی و اولیه حالات با نقطه ای دو مرزی مقدار مسئله ΁ی ،۴ بخش در مسئله
با عددی جواب های ͬ کنیم. م استفاده ٠٫٠١ گام طول با رانگ ‐ کوتا عددی حل روش از ما
حداکثر در بدخیم به طبیعͬ سلول های تبدیل افزایش که است ͹واض شد. خواهند ارائه ش΄ل

ͬ شود. م تومور رشد افزایش موجب تومور، سلول های ثابت حمل ظرفیت
25Runge-Kutta



آشوب و سرطان ۶٢

مجهول پارامترهای تخمین ۶ .۴
کنترل روش به مجهول، پارامترهای با سرطان آشوبناک سیستم در کنترل مطالعه ی برای
به صورت را ai مجهول پارامترهای تخمین های با شده کنترل سیستم ΁ی (پس خورد)، ΁فیدب

ͬ گیریم: م نظر در زیر
ẋ١ = ١ + â١x١)١ − x١)− x١x٢ + v١,
ẋ٢ = â٢x٢x٣ − â٣x٢ + v٢,
ẋ٣ = â۴x١)٣ − x٣)− â۵x٢x٣ − â۶x٣ + v٣,

(٢٧ .۴)

ورودی های v٣ و v٢ ،v١ و (i = ١, . . . ,۶) ai مجهول پارامترهای تخمین های âi(t) آن در که
تعیین مسیر بدست آوردن برای مناسب که خواهندشد گرفته درنظر به گونه ای و هستند کنترل
کنترل سیستم حالت های این از ΁هری به E٣ و E٢،E١ پایدار حالت های توسط سیستم، شده

باشند.  نشده
است. ناپایدار ویژه ی جواب ΁ی دارای (٢٧ .۴) سیستم باشد (i = ١,٢,٣) vi = ٠ اگر

xi = x̄i âi = ai, (i = ١,٢,٣), (٢٨ .۴)

با باید که هستند (٣ .۴) نشده ی کنترل سیستم پایدار حالت های (i = ١,٢,٣) ها x̄i که
(٢٧ .۴) سیستم ͬ شود م باعث امر این و شوند، پایدار (i = ١,٢,٣) vi کنترل پیداکردن
تعیین و (٢٨ .۴) پایداری حالات تثبیت با هم ارز مسئله این لذا کند. دنبال را پایداری مسیر
کنترل کننده های ΁کم به سیستم مجهول پارامترهای از âi(t) تخمین های بروزرسانͬ قانون

است. (i = ١,٢,٣) vi
بروزرسانͬ قانون همچنین و کنترل کننده ها قوانین تعیین برای لیاپانوف پایداری از ما ادامه، در

ͬ کنیم. م استفاده (٢٧ .۴) سیستم مجهول پارامترهای
ͬ گیریم: م نظر در را زیر لیاپانوف تابع

٢V (x١, x٢, x٣, â١, . . . , â۶, t) =
٣∑

i=١
(xi − x̄i)

٢ +
۶∑

s=١
(âs − as)

٢, (٢٩ .۴)

داریم: (٢٧ .۴) سیستم مسیرهای امتداد در (٢٩ .۴) تابع مشتق گیری با
V̇ = (x١ − x̄١](١ + â١x١)١ − x١)− x١x٢ + v١] + (x٢ − x̄٢)[â٢x٢x٣

− â٣x٢ + v٢] + (x٣ − x̄٣)[â۴x١)٣ − x٣)− â۵x٢x٣ − â۶x٣ + v٣]

+
۶∑

s=١
(âs − as)âs


(٣٠ .۴)



۶٣ مجهول پارامترهای تخمین
مجهول، پارامترهای بروزرسانͬ قانون همین طور و کنترل کننده ها از مناسب انتخابی برای

داریم:
v١ = −l١(x١ − x̄١)− a١x١)١ − x١) + x١x٢ − ١,
v٢ = −l٢(x٢ − x̄٢)− a٢x١x٢ + a٣x٢,
v٣ = −l٣(x٣ − x̄٣)− a۴x١)٣ − x٣) + a۵x٢x٣ + a۶x٣,

(٣١ .۴)

و

˙̂a١ = −m١(â١ − a١)− x١)١ − x١)(x١ − x̄١),
˙̂a٢ = −m٢(â٢ − a٢)− (x٢ − x̄٢)x٢x٣,
˙̂a٣ = −m٣(â٣ − a٣) + x١)٢ − x١)(x٢ − x̄٢).
˙̂a۴ = −m۴(â۴ − a۴)− x١)٣ − x٣),
˙̂a۵ = −m۵(â۵ − a۵)− x٢x٣(x٣ − x̄٣),
˙̂a۶ = −m۶(â۶ − a۶) + x٣(x٣ − x̄٣),

(٣٢ .۴)

هستند. کنترل نامنفͬ هزینه های ثابت (s = ١, . . . ,۶) ms و (i = ١,٢,٣) li آن ها در که
ͬ شود: م نوشته زیر به صورت (٣٠ .۴) لیاپانوف تابع مشتق

V̇ = −
٣∑

i=١
li(xi − x̄i)

٢ −
۶∑

s=١
ms(âs − as)

٢, (٣٣ .۴)

ͬ دهد م نشان این است. نیمه معین منفͬ V̇ li = ٠ اگر و معین منفͬ V̇ تابع li > ٠ اگر که
و (٣١ .۴) کنترل کننده های تأثیر تحت (٣٢ .۴) و (٢٧ .۴) سیستم های (٢٨ .۴) صفر جواب که،
است مجانبی پایدار لیاپانوف مفهوم به سیستم(۴. ٣٢) مجهول پارامترهای به روزرسانͬ قانون
است. پایدار تنها و نیست پایدارمجانبی لزوماً ms = ٠ ،li = ٠ اگر و باشد ms > ٠ و li > ٠ اگر
بعلاوه هستند. متناهͬ مسیرها همه ی که ͬ گیریم م نتیجه است، بی کران شعاعͬ بطور V چون
سیستم در دارد، دلالت (s = ١, . . . ,۶) ˙̂as = ٠ و ẋi = ٠, vi = ٠ بر که xi = x̄i لذا V̇ = ٠ چون
از بنابراین است. âi = ai لذا هستند ثابت âi تخمین های که گرفتیم نتیجه (٢٧ .۴) سرطان
(٣٢ .۴) (۴. ٢٧)و حلقه بسته٢۶ سیستم (٢٨ .۴) راه حل که ͬ گیریم م نتیجه [۶٢] لسال قضیه ی

ͬ کند. م کامل را اثبات که است، ٢٧ سراسری مجانبی پایدار
با رانگ ‐ کوتا، روش با (٣٢ .۴) و (٢٧ .۴) غیرخطͬ سیستم های عددی بررسͬ به پس این از

ͬ پردازیم. م ٠٫٠١ گام طول
26closed-loop
27globally asymptotically stable



آشوب و سرطان ۶۴

مجهول پارامترهای از i = ١, . . . , ۶ âi تخمین های و ساکن ش΄ارچͬ سلول های فعال، ش΄ارچͬ سلول های تومور، سلول های بهینه ی تراکم :۶ .۴ ش΄ل
m٢ = ٢٠,m١ = ١٠,a۶ = ٠٫٢,a۵ = ٠٫٢۵,a۴ = ٠٫۴,a٣ − ٠٫١۵,a٢ = ٠٫۵,a١ = ٠٫٢ اولیه ی تراکم و سیستم پارامترهای شده ی تعیین مقادیر برای سیستم

.m۶ = ٢۵,m۵ = ٢٠,m۴ = ١٠,m٣ = ٣٠,

عددی جواب ٧ .۴
تخمین ارائه و مهارشده  سرطان غیرخطͬ سیستم برای عددی جواب ارائه  بخش این در هدف
این برای بهینه جواب وجود چ·ونه دهیم نشان تا است، سیستم مجهول پارامترهای برای
با مهارشده سرطان سیستم برای زیادی عددی مثال های است. ام΄ان پذیر(شدنͬ) سیستم

شده است. انجام گوناگون پارامترهای مقدار و مختلف اولیه تراکم های
ͬ دهند. م نشان را مجهول و معلوم پارامترهای با سرطان، دو عددی جواب های زیر ش΄ل های
و فعال ش΄ارچͬ سلول های تومور، سلول های بهینه  ی تراکم های ٧ .۴ و ۶ .۴ ش΄ل های در
, a٢ = ۵ , a١ = ٣ اولیه ی تراکم های و سیستم پارامترهای برای ساکن ش΄ارچͬ سلول های



۶۵ عددی جواب
داده نمایش ٢٨ ξ(٠)٣ = ٠٫۵, ξ(٠)٢ = ٠٫٢, ξ(٠)١ = ٠٫٣ و a۶ = ٧, a۵ = ٢, a۴ = ۶ , a٣ = ۴
همچنین پایدارمجانبی اند. نمایی به صورت تراکم ها این از برخͬ باشید داشته توجه ͬ شوند. م
حالات و سیستم پارامترهای از تعدادی برای سیستم مجهول پارامترهای برآوردکننده های
خود ‐ ایمنͬ سیستم شده ی پایدار رفتار ٧ .۴ ش΄ل  این بر علاوه ͬ شوند. م داده نمایش اولیه
ͬ دهند. م نمایش را آن ها ضروری کنترل ورودی های و دوم ناپایدار تعادل حالت در سرطان
ͬ توان م را تومور و سرطان خود ‐ ایمنͬ سیستم ناپایدار تعادل حالات تمام که ͬ گیریم م نتیجه
پایدارشده بهینه بطور غیرخطͬ کنترل ورودی و a٢ >

a۴
(a۴−a۶)q ، a۴ > a۶ شرایط تحت

گرایش صفر به مثبت مقادیر توسط فقط تراکم ها اختلالات تمام همچنین کنیم. مجانبی
دارد. نیاز پرتودرمانͬ و درمانͬ شیمͬ داروها، به کنترل ورودی های تحقق البته دارد.

میرایی ٢٨نسبت



آشوب و سرطان ۶۶

مجهول پارامترهای از i = ١, . . . , ۶ âi تخمین های و ساکن ش΄ارچͬ سلول های فعال، ش΄ارچͬ سلول های تومور، سلول های بهینه ی تراکم :٧ .۴ ش΄ل
a١ = ٠٫٢,٢ = ٠٫۵, a٣ − ٠٫١۵, a۴ = ٠٫۴, a۵ = ٠٫٢۵, a۶ = ٠٫٢,m١ = ١٠,m٢ = اولیه ی تراکم و سیستم پارامترهای شده ی تعیین مقادیر برای سیستم

٢٠,m٣ = ٣٠,m۴ = ١٠,m۵ = ٢٠,m۶ = ٢۵,



۵ فصل
نتیجه گیری

در اما شده است شناخته جهان در میر و مرگ عوامل بزرگترین از ی΄ͬ به عنوان سرطان چه اگر
آزمایشات برخلاف است. بزرگ چالشͬ آن رشد کنترل یا و تومور قطعͬ درمان پزش΄ͬ علم
درمانͬ روش های آنالیز به قادر ناچیز هزینه ی و دقت با بیولوژی΄ͬ مدل سازی های کلینی΄ͬ،
کنترل مسئله ی با ارتباط در پایان نامه این ͬ باشند. م تومور سلول های با مبارزه برای متفاوت
کنترل روی΄رد از استفاده با تومور و سرطان خود ‐ ایمنͬ پایدار حالت های بی ثباتͬ در بهینه
پایدارسازی روش از بااستفاده و گرفته قرار بررسͬ مورد مثبت پایدار حالت های است. غیرخطͬ
همچنین گرفته است. قرار مطالعه مورد سرطان سیستم پایدار حالات بی ثباتͬ و ثبات خطͬ،

شده است. شبیه سازی نتایج و نشده بررسͬ نظر مورد سرطان مدل بهینه کنترل مسأله

۶٧
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Aabstract

Because of the destructive effects of chemotherapy and the moderating its effect by the creation

of the drug resistance, we seek a way to simulate the behavior of cancer cells in the face of the

immune system, healthy cells and medications, in order to help the medical team find the most

effective pharmaceutical compounds for cancer patients.

In present thesis, we propose a mathematical model of cancer with unknown parameters. then

study the chaos and optimal control of cancer model with complete unknown parameters. The lin-

ear stability analysis of the biologically feasible equilibrium states of this model will be discussed.

The ranges of the system parameters for which the system has chaotic behavior will be found. The

estimation of the system unknown parameters will be presented.

The present thesis has been arranged in 5 chapter. This first chapter has be summarize to intro-

duction definition of dynamic system and the conceptions which is needed in the next chapters. In

chapter 2, we have a general look at chaos theory and chaotic systems control. In chapter 3, we

will have a brief look at the calculus of variations and optimal control problem and optimization

conditions. In chapter 4, we propose a mathematical model of cancer with unknown parameters

and we use numerical methods. In chapter 5, we conclude.

Keywords: Chaos, Pontryagin’s Minimum Principle, Lyapunov Stability Principle, Mathematical

Modeling of Cancer, Optimal Control, Nonlinear Optimal Control Problem.
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