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ণپاس ච໋اری
رساله این تا ساخت راهم رفیق را توفیق و بود قلب قوت مرا زندگͬ مراحل تمام در که را منان ایزد سپاس
بردارم، دانش و علم کسب راه در ناچیز هرچند قدمͬ توانسته ام او یاری با که اکنون برسانم. پایان به را
عاطفه با و کشیده عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که عزیزم، مادر و پدر از ͬ دانم م لازم برخود
تش΄ر بوده اند، من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار
و بوده تحقیق و تحصیل امر در من اصلͬ مشوق و راه رفیق همواره که عزیزم همسر از نمایم. قدردانͬ و
هستم، بی دریغش ش΄یبایی و صبر و حمایت ها مرهون تاکنون تحصیلͬ دوره این آغاز از را خود موفقیت

سپاس گزارم. بی نهایت
محضر از و برسانم پایان به شاهرود صنعتͬ دانش·اه در را دکتری ͽمقط که خورد رقم گونه ای به تقدیر
شاهسونͬ، داود دکتر آقای جناب عزیزم استاد از سپاس بهره  جویم. دانش·اه این آمار گروه خوب اساتید
وصف ناپذیر علاقه ای و عشق و جذاب سب΄ͬ با را آماری“ ”فنون درس که اخلاق، با و دلسوز استادی
من خاطرات بهترین از ایشان درس کلاس ΁بی ش آموخته ام. زندگͬ درس وی از بارها و ͬ کرد م تدریس
جور را آمار و بودم آمار کارشناسͬ اول ترم دانشجوی دوباره ͬ شد م کاش است. تحصیلͬ دوره این در
خوبم استاد از سپاس رفتن! برای پایی نه و مانده بازگشت برای راهͬ نه افسوس اما ͬ گرفتم، م یاد دی·ری
در ایشان پیشرفته“ آماری ”استنباط درس کلاس جلسه اولین هنوز که آرشͬ، محمد دکتر آقای جناب
از هم هنوز و باشم او مثل روزی کردم آرزو روز آن که دانا و اخلاق با جوان، استادی هست. خاطرم
زحمت بزرگوار استاد دو این که بود یار من با بخت انگار نکشیده ام. دست آرزویم این تحقق برای تلاش
است آن از والاتر معلم، منزلت و جای·اه ΁ش بدون گیرند. برعهده تحصیلͬ دوره این در مرا راهنمایی
حسب بر اما بنگارم، چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، شائبه بی زحمات از قدردانͬ مقام در که
جناب ارجنمدم اساتید از جʿلˊ“ و̮ عʿزˊ ʿهˊʓال يʿشْ΄ُرِ لَم˂ ʿخْلُوق˼ينʿالْم ʿم˼ن ʿنْع˼مˀالْم يʿشْ΄ُرِ لَم˂ ”مʿن˂ باب از و وظیفه
در کم΄ͬ هیچ از فراوان، تلاش و صبر با که آرشͬ محمد دکتر آقای جناب و شاهسونͬ داود دکتر آقای
گرفتند، عهده بر رساله این تنطیم و تهیه در را بنده راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این

آرزومندم. روزافزون توفیق آنها برای متعال خداوند درگاه از و دارم را قدردانͬ و تش΄ر کمال
باغیشنͬ حسین دکتر آقای جناب سمنان)، (دانش·اه روزبه مهدی دکتر آقای جناب محترم، اساتید از
زحمت که شاهرود)، صنعتͬ (دانش·اه ربیعͬ محمدرضا دکتر آقای جناب و شاهرود) صنعتͬ (دانش·اه

سپاس گزارم. شدند، متقبل را رساله این داوری و تصحیح
در من مطالعاتͬ فرصت دوره طول در که رˀدری گوئز١، کنس پائولو دکتر خوبم دوست و استاد از
نکرد، دریغ من به کم΄ͬ هیچ از و گرفت برعهده مرا میزبانͬ و راهنمایی زحمت فنلاند تامپره دانش·اه

سپاس گزارم.
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به ربیعͬ محمدرضا دکتر آقای جناب شاهرود، صنعتͬ دانش·اه آمار گروه پرتلاش و دلسوز مدیر از
در مرا که خوبم ͬ های هم΄لاس و دوستان از سپاس گزارم. زحمات شان و راهنمایی ها خدمات، دلیل

ͬ کنم. م سربلندی و موفقیت آرزوی برایشان و کرده تش΄ر کرده اند، ΁کم اهدافم به رسیدن
پشتیبان همواره که مهربانم خانواده به ویژه کرده اند، یاری مرا بدین جا تا که عزیزانͬ همه از نهایت، در

برآیم. عزیزان این حق ادای عهده از بتوانم امیدوارم سپاس گزارم. بوده اند، من
ͬ های کاست و عیب ها دارم تقاضا عزیز خوانندگان از لذا نیست. نقص و عیب بدون مجموعه این یقیناً

برسانند. اینجانب اطلاع به ال΄ترونی΄٢ͬ پست طریق از را رساله این

کاظمͬ محمد
١٣٩٧ بهمن

2m.kazemie64@yahoo.com
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چ΄یده
در اغلب تفسیرپذیری، و مناسب انعطاف پذیری از برخورداری دلیل به نیمه پارامتری، مدل های
مدل نيمه پارامتری، مدل های رايج ترين از مورد دو ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد واقعͬ داده های تحلیل
این بر مدل ها این آماری استنباط ͬ باشند. م خطͬ‐جزئͬ متغير ضريب مدل و خطͬ‐جزئͬ جمعͬ
چنین عمل در اما باشند. تعیین شده پیش از مدل ناپارامتری و پارامتری اجزای که است استوار شرط
است. زیاد توضیحͬ متغیرهای تعداد که هنگامͬ ویژه به است، دسترس در ندرت به پیشین اطلاعات
تشخیص درستͬ به را ناپارامتری و پارامتری مؤلفه های بتواند که شود ارائه روشͬ است لازم بنابراین
اثرات تشخیص و مهم متغیرهای انتخاب برای مرحله ای دو روش ΁ی معرفͬ به رساله، این در دهد.
استفاده با این، بر علاوه ͬ شود. م پرداخته بالا بسیار بعد با خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل در غیرخطͬ و خطͬ
مدل در متغیر و ثابت اثرات تشخیص و مهم متغیرهای انتخاب برای نیرومند روش ΁ی نما، رگرسیون از
نرمال غیر توزیع و ͺپاس متغیر در پرت داده های به نسبت كه ͬ شود م ارائه خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب
بررسͬ واقعͬ داده های تحلیل و شبیه سازی مطالعه با ارائه شده روش های کارایی است. نيرومند خطاها
موجود روش های برخͬ با مقایسه در را مذکور روش های مطلوب عمل΄رد آمده به دست نتایج شده است.

ͬ دهند. م نشان

کاهش مطمئن، مستقل غربال·ری نما، رگرسیون ساختار، تشخیص متغیر، انتخاب کلیدی: کلمات
خطͬ‐جزئͬ. متغیر ضریب مدل خطͬ‐جزئͬ، جمعͬ مدل بعد،

ط
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پیش گفتار
گرفته اند. قرار محققین از بسیاری توجه مورد اخیر سال های در نیمه    پارامتری رگرسیونͬ مدل های
خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل مانند ‐جزئͬ، خطͬ مدل های رده نیمه پارامتری، مدل های از پرکاربرد رده ΁ی
توضیحͬ متغیرهای از برخͬ خطͬ‐جزئͬ، جمعͬ مدل در است. خطͬ‐جزئͬ، متغیر ضریب مدل و
خطͬ‐ متغیر ضریب مدل در و هستند ͺپاس متغیر بر خطͬ غیر اثر دارای دی·ر برخͬ و خطͬ اثر دارای
شاخص متغیر ΁ی از تابعͬ متغیرها از دی·ر برخͬ اثرات و ثابت توضیحͬ متغیرهای از بعضͬ اثرات جزئͬ،
مدل های برازش در ندارند. ͺپاس متغیر با ارتباطͬ توضیحͬ متغیرهای از برخͬ این بر علاوه  است.
پیش از متغیر و ثابت اثرات یا خطͬ غیر و خطͬ مؤلفه های که است این بر ًفرض معمولا خطͬ‐جزئͬ،
قبیل از موضوعاتͬ بنابراین است. مش΄ل بسیار مؤلفه ها این تعیین معمولا عمل در اما شده اند. تعیین
تعیین و خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل  در خطͬ غیر و خطͬ مؤلفه های تشخیص مهم، متغیرهای انتخاب
با امروزه طرفͬ از است. اهمیت حائز بسیار خطͬ‐جزئͬ ضریب‐متغیر مدل در متغیر و ثابت اثرات
در بالا بسیار بعد با داده های داده ها، جمͽ آوری نوین روش های و کامپیوترها محاسباتͬ توان افزایش
نوع این در ͬ گیرد. م قرار محققین اختیار در کمͬ نسبتاً هزینه با تحقیقاتͬ و علمͬ مختلف زمینه های
تأثیری متغیرها سایر و هستند مرتبط ͺپاس متغیر با واقعاً توضیحͬ متغیرهای از اندکͬ تعداد فقط داده ها
مش΄ل بسیار مدل آن تفسیر است، زیاد مدل در توضیحͬ متغیرهای تعداد که هنگامͬ ندارند. ͺپاس بر
و شده متغیرها بین همخطͬ ایجاد باعث توضیحͬ متغیرهای از زیادی تعداد حضور همچنین است.
بر مؤثر متغیرهای شناسایی داده ها نوع این در بنابراین ͬ شود. م بزرگ واریانس با برآوردگری به منجر

دارد. بسزایی اهمیت ͺپاس
و متغیر انتخاب موضوع به (٢٠١۵) هم΄اران و لیان و (٢٠١٢) هم΄اران و لیان ،(٢٠١٢c) لیان٣
تشخیص و متغیر انتخاب برای مذکور مطالعات پرداختند. خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل  در ساختار تشخیص
ال·وریتمͬ، ناپایداری و آماری دقت محاسباتͬ، هزینه دلایل به بالا، بسیار بعد با داده های در ساختار
ͺپاس متغیر بر آنها تاثیر نوع تشخیص و داده ها نوع این در مهم متغیرهای شناسایی لذا نیستند. مناسب
غربال·ری روش ΁ی از ساختار، تشخیص و متغیر انتخاب از قبل است لازم حالت این در است. چالش ΁ی
را مطمئن مستقل غربال·ری روش (٢٠٠٨) لیو۴ و فن راستا، این در شود. استفاده بعد کاهش برای
همبستگͬ براساس توضیحͬ متغیرهای روش، این در دادند. پیشنهاد خطͬ مدل در بعد کاهش برای
ͬ شوند. م انتخاب همبستگͬ بیشترین با متغیر تعدادی سپس و شده رتبه بندی ͺپاس متغیر با آنها پیرسن
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،(٢٠٠۴) هم΄اران و زیا۵ خطͬ‐جزئͬ، متغیر ضریب مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای
ثابت اثرات تشخیص برای را مختلفͬ روش های (٢٠١٢) زیا و هو٨ ،(٢٠١٢) کیل·وم٧ و نه ،(٢٠٠٩) لنگ۶
انتخاب را مهم متغیرهای روش ها این اما کردند، معرفͬ خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل در متغیر و
مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای واحد روش ΁ی (٢٠١٢) هم΄اران و تانگ٩ ͬ کنند. نم
مرحله ای دو ال·وریتم ΁ی از استفاده مستلزم روش این اما کردند، معرفͬ خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب
میانگین رگرسیون اساس بر ͬ شده معرف روش  این علاوه بر نیست. کارا چندان عمل در که است تکراری
و کارا روش ΁ی ارائه بنابراین است. حساس بسیار خطاها دم سنگین توزیع و پرت مشاهدات به نسبت

ͬ رسد. م نظر به ضروری مدل این در متغیر و ثابت اثرات تشخیص و متغیر انتخاب برای نیرومند
خطͬ‐جزئͬ نیمه پارامتری مدل های در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب مسئله به رساله این در

است: پیوست ۴ و فصل ۴ شامل مجموعه این ͬ شود. م پرداخته

اختصاص مطالعه مورد مدل های و رگرسیونͬ تحلیل در مقدماتͬ مفاهیم معرفͬ به اول، فصل •
دارد.

،΁کلاسی متغیر انتخاب روش های مانند متغیر، انتخاب روش های جزئیات بیان به دوم، فصل در •
ͬ شود. م پرداخته غربال·ری روش و جریمه شده دوم توان های کمترین روش

غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های تشخیص و متغیر انتخاب برای مرحله ای دو روش ΁ی سوم، فصل در •
برای غربال·ری روش ΁ی از اول، مرحله در ͬ شود. م معرفͬ بالا بسیار بعد با جمعͬ مدل در
همبستگͬ اساس بر غربال·ری روش این ͬ شود. م استفاده توضیحͬ متغیرهای فضای بعد کاهش
که زمانͬ و شده ساخته ͺپاس متغیر حاشیه ای توزیع تابع و توضیحͬ متغیرهای بین فاصله ای
در ͬ دهد. م نشان خود از را خوبی عمل΄رد باشد، فرين مقادير دارای يا سنگین دم ͺپاس متغیر
خطͬ و غیرصفر مؤلفه های همز  مان انتخاب برای جریمه تابع دو بر مبتنͬ روشͬ از دوم، مرحله

ͬ شود. م استفاده

متغیر ضریب مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای نیرومند روش ΁ی چهارم، فصل در •
(٢٠١٢) هم΄اران و یائو١١ توسط نما رگرسیون ͬ شود. م ارائه نما١٠ رگرسیون براساس خطͬ‐جزئͬ

است. شده معرفͬ ͺپاس متغیر شرطͬ نمای براساس (٢٠١۴) ل١٢ͬ و یائو و

ͬ گیرد. برم در را ۴ و ٣ فصل های در بیان شده قضایای اثبات آ، پیوست •
5Xia
6Leng
7Noh and Keilegom
8Hu
9Tang

10Modal regression
11Yao
12Li



م

ͬ شود. م شامل را اسپلاین ‐B و اسپلاین توابع بر مختصری مرور ب، پیوست •
ͬ نماید. م یادآوری را رساله این در استفاده مورد تعاریف و نامساوی ها پ، پیوست •

است. R نرم افزار با نوشته شده برنامه های از گزیده ای شامل ت، پیوست •





مطالب فهرست

ق تصاویر فهرست

ش جداول فهرست

ث نمادها فهرست

ذ اختصاری کلمات فهرست

١ اولیه مفاهیم و مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیونͬ مدل بندی ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری رگرسیون ١ . ١ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپارامتری رگرسیون ١ . ١ . ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری نیمه رگرسیون ١ . ١ . ٣
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رساله اهداف ١ . ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رساله ساختار ١ . ٣

١٧ رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم توان های کمترین روش ٢ . ٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه رگرسیون در همخطͬ ٢ . ٢ . ١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁کلاسی معیارهای با متغیر انتخاب ٢ . ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . جریمه شده دوم توان های کمترین با متغیر انتخاب ۴ . ٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه توابع انواع ١ . ۴ . ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . مناسب جریمه تابع ΁ی ͬ های ویژگ ٢ . ۴ . ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه پارامتر انتخاب ٣ . ۴ . ٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروهͬ متغیر انتخاب ۵ . ٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروهͬ لاسوی جریمه ١ . ۵ . ٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطبیقͬ گروهͬ لاسوی ٢ . ۵ . ٢

س



مطالب فهرست ع

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروهͬ جریمه توابع سایر ٣ . ۵ . ٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . بالا بسیار بعد با داده های در متغیر انتخاب ۶ . ٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطمئن مستقل غربال·ری ١ . ۶ . ٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . مطمئن مستقل بندی رتبه و غربال·ری ٢ . ۶ . ٢
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله ای همبستگͬ با غربال·ری ٣ . ۶ . ٢
۵٠ . . . . . . . . . . جریمه شده دوم توان های کمترین روش محاسباتͬ ال·وریتم ٢ . ٧
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ دو درجه تقریب ٢ . ٧ . ١
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ خطͬ تقریب ٢ . ٧ . ٢

۵۵ خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب ٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
۵٧ . . . . . . . . فاصله ای همبستگͬ اساس بر نیرومند مطمئن مستقل غربال·ری ٣ . ٢
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . RDC-SIS روش نظری خواص بررسͬ ٣ . ٢ . ١
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . تکراری مطمئن مستقل غربال·ری ٣ . ٢ . ٢
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساختار تشخیص و متغیر انتخاب ٣ . ٣
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ۴ . ٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کبد مسمومیت داده های تحلیل ۵ . ٣

٧٧ خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب ۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نما رگرسیون ١ . ١ . ۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . ساختار تشخیص و متغیر انتخاب نیرومند روش ٢ . ۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی ͬ های ویژگ ٣ . ۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیاده سازی ال·وریتم و باند پهنای انتخاب ۴ . ۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه باند پهنای انتخاب ١ . ۴ . ۴
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MEM ال·وریتم ٢ . ۴ . ۴
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنظیم کننده پارامترهای انتخاب ٣ . ۴ . ۴
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعات ۵ . ۴
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مس΄ن قیمت داده های تحلیل ۶ . ۴

٩٩ قضایا اثبات آ
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ فصل قضایای آ. ١
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ فصل قضایای آ. ٢

١١١ B‐اسپلاین و اسپلاین توابع ب
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسپلاین ب. ١



ف مطالب فهرست

١١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسپلاین رگرسیون ب. ٢
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B‐اسپلاین ب. ٣
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B‐اسپلاین  دوم توان های کمترین ب. ۴

١٢٣ نامساوی ها و تعاریف پ

١٢٧ رایانه ای برنامه های از گزیده ای ت

١۴٧ ͽمراج

١۶٣ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

١۶٧ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه





تصاویر فهرست

را ͺپاس بر کار سابقه متغیر اثر راست سمت قاب و تحصیل متغیر اثر چپ سمت قاب ١ . ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ دهد. م نشان

دستمزد‐ نیمرخ رنگ، قرمز منحنͬ پارامتری. صورت به شده برآورد رگرسیونͬ تابع ١ . ٢
۵ . . . . . . . . . . ͬ دهد. م نشان دبیرستان فارغ التحصیلان برای را کار سابقه

دستمزد‐ نیمرخ رنگ، قرمز منحنͬ ناپارامتری. روش با برآورد شده رگرسیونͬ تابع ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . ͬ دهد. م نشان دبیرستان فارغ التحصیلان برای را کار سابقه

تحصیل متغیر اثر چپ سمت قاب پارامتری. مدل برازش مقابل در جمعͬ مدل برازش ۴ . ١
٨ . . . . . . . . ͬ دهد. م نشان را ͺپاس بر کار سابقه متغیر اثر راست سمت قاب و

دستمزد‐ نیمرخ رنگ، قرمز منحنͬ نیمه پارامتری. روش با برآورد شده رگرسیونͬ تابع ۵ . ١
٩ . . . . . . . . . . ͬ دهد. م نشان دبیرستان فارغ التحصیلان برای را کار سابقه

،α̂١(u) راست به چپ از به ترتیب، نمودارها، .١ . ١ . ٧ مثال شده برآورد ضرایب توابع ۶ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ دهند. م نشان را α̂٣(u) و α̂٢(u)

رگرسیون و چپ) سمت (قاب لاسو رگرسیون محدودیت نواحͬ و تراز ͬ های منحن ٢ . ١
ناحیه و |β١|+ |β٢| ≤ s به صورت لاسو محدودیت ناحیه راست). سمت (قاب ریج
خطای تابع تراز ͬ های منحن ͬ ها، بیض است. β٢

١ + β٢
٢ ≤ s به صورت ریج محدودیت

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. دوم توان های کمترین برآورد
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . .MCP و SCAD لاسو، جریمه توابع نمودار ٢ . ٢

کمترین برآورد مقابل در (PLS) دوم  جریمه شده توان های کمترین برآورد های نمودار ٢ . ٣
OLS افقͬ محور است. متعامد طرح ماتریس که وقتͬ (OLS) معمولͬ دوم توان های

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. PLS عمودی محور و
٣۵ . . . . . . . . . . . . .MCP و SCAD لاسو، جریمه توابع مشتق نمودارهای ۴ . ٢

.λ مختلف مقادیر برای گروهͬ MCP و گروهͬ SCAD گروهͬ، لاسوی برآوردهای ۵ . ٢
قرمز، و آبی نمودارهای ͬ دهد. م نشان را λ = ٠٫٠۴ مقدار نقطه چین عمودی خط
گروه های به مربوط نمودارها بقیه و دوم و اول گروه ضرایب برآوردهای ترتیب، به

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. صفر
۴١ . . . . . . . . . . . . . . .λ مختلف مقادیر برای گروهͬ SCAD برآوردهای ۶ . ٢

ق



تصاویر فهرست ر

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . بالا خیلͬ ابعاد در متغیر انتخاب روش های ٢ . ٧
.SCAD و L0.5 جریمه توابع برای موضعͬ خطͬ تقریب و موضعͬ دو درجه تقریب ٢ . ٨
مش΄ͬ نمودار و موضعͬ خطͬ تقریب قرمز نمودار موضعͬ، دو درجه تقریب آبی نمودار

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ دهد. م نشان را جریمه تابع
٧۵ م΄عبی. اسپلاین ͬ های منحن و مهم ژن دو مقابل در ͺمتغیرپاس پراکنش نمودارهای ٣ . ١
٧۶ . . . . . شده بینͬ پیش مقادیر مقابل در ͺپاس متغیر شده مشاهده مقادیر نمودار ٣ . ٢
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف. پارامترهای ازای به −ϕh(.) نمودار ١ . ۴
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .MDEV ͺپاس متغیر جعبه ای نمودار ٢ . ۴

ضرایب این ٪٩۵ نقطه ای اطمینان فواصل و (١٧ . ۴) مدل متغیر ضرایب برآوردهای ٣ . ۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . .(PMR) جریمه شده نمای رگرسیون از استفاده با

،B−١,١(x) نمودارهای چپ سمت از ترتیب به که ΁ی مرتبه B‐اسپلاین پایه های نمودار ب. ١
١١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. B٢,١ و B١,١(x) ،B٠,١(x)

،B−٢,٢(x) نمودارهای چپ سمت از ترتیب به که دو مرتبه ی B‐اسپلاین پایه های نمودار ب. ٢
١١٩ . . . . . . . . . . . هستند. B٣,٢(x) و B٢,٢(x) ،B١,٢(x) ،B٠,٢(x) ،B−١,٢(x)

،B−٣,٣(x) نمودارهای چپ سمت از ترتیب به که سه مرتبه B‐اسپلاین پایه های نمودار ب. ٣
١٢٢ . هستند. B۴,٣(x) و B٣,٣(x) ،B٢,٣(x) ، B١,٣(x) ،B٠,٣(x) ،B−١,٣(x) ،B−٢,٣(x)



جداول فهرست

۴ . . . . . . . . . . . . . . ١ . ١ . ١ مثال در دوم توان های کمترین برآورد نتایج ١ . ١
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . بالا. بسیار و بالا ابعاد با داده های برای p

n
مقادیر ٢ . ١

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ۴ . ٣ مثال در S احتمال و Pj تجربی احتمال ٣ . ١
۶٧ . . . . . . . . . . . ١ مدل در S احتمال و Pj تجربی احتمال ،M چندک های ٣ . ٢
۶٨ . . . . . . . . . . ٢ مدل در S احتمال و Pj تجربی احتمال ،M چندک های ٣ . ٣
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ مثال در S احتمال و Pj تجربی احتمال ۴ . ٣
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ مثال در S احتمال و Pj تجربی احتمال ۵ . ٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ مثال در مدل ساختار تشخیص نتایج ۶ . ٣
٧٣ . . . . رگرسیون. تابع و اول مؤلفه ͷپن برای خطا دوم توان های میانگین مجذور ٣ . ٧
٧۴ . . . . . . . . . . . مختلف روش های توسط شده انتخاب مهم بسیار ژن چهار ٣ . ٨
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . آن ها تأثیر نوع و شده انتخاب مهم ژن های ٣ . ٩
٩١ . . . . . . . . . . . ١ . ۵ . ۴ مثال در مختلف روش های ساختار تشخیص نتایج ١ . ۴
٩٢ . . . . . . . .٢ . ۵ . ۴ مثال در نما رگرسیون توسط ضرایب درست انتخاب درصد ٢ . ۴

بوستون. مس΄ن داده های در صفر غیر ثابت ضرایب برآورد و متغیر انتخاب نتایج ٣ . ۴
جدول، آخر سطر مقادیر است. متغیر اثر و صفر اثر بیانگر ترتیب، به ،V و ٠ نمادهای

٩۵ . . . . . ͬ دهند. م نشان را باقیمانده ها معیار انحراف و شده تعدیل تعیین ضریب

ش





نمادها فهرست
X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طرح ماتریس
Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͺپاس بردار
β . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضرایب بردار
β0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β بردار درست مقدار
ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا بردار
U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر ضریب مدل در شاخص متغیر
I(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A مجموعه نشانگر تابع
Im . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m بعد با واحد ماتریس
AT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A ماتریس ترانهاده
A−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس معکوس
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XTX ماتریس معکوس
R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعیین ضریب
R2

adj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعدیل شده تعیین ضریب
∥ · ∥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسͬ نرم
V ar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واریانس
Cov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوواریانس
dcov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله ای کوواریانس
dcorr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله ای همبستگͬ ضریب
D−→ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع. در هم·رایی
P−→ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال در هم·رایی
E[.] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضͬ امید
β̂

OLS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ دوم توان های کمترین برآوردگر
β̂

Ridge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج برآوردگر
β̂

Lasso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو برآوردگر
β̂

aLasso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطبیقͬ لاسوی برآوردگر
β̂

SCAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .SCAD برآوردگر
β̂

MCP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MCP برآوردگر
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pλ(·) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه تابع
K. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .MCP جریمه تابع تقعر ماکزیمم معیار
diag{a1, . . . , ak} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak, . . . , a١ اصلͬ قطر اعضای با قطری ماتریس
diag{A1, . . . ,Ak} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Ak, . . . ,A١ ماتریس های با بلوکͬ ماتریس
M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مهم متغیرهای اندیس مجموعه
Kh(·) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته تابع
B(.). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسپلاین. ‐B پایه های
Nk(µ,Σ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . Σ کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار با متغیره k نرمال توزیع



اختصاری کلمات فهرست
aLasso(Adaptive Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)

AIC(Akaike’s Information Criterion)

BIC(Bayesian Information Criterion)

DC-SIS(Sure Independence Screening Procedure based on the Distance Correlation)

GCV(Generalized Cross-Validation)

ISIS(Iterative Sure Independence Screening)

Lasso(Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)

LLA(Local Linear Approximation)

LQA(Local Quadratic Approximation)

MARS(Multivariate Adaptive Regression Splines)

MCP(Minimax Concave Penalty )

MEM(Modal Expectation-Maximization)

NIS(Nonparametric Independence Screening)

OLS(Ordinary Least Squares)

PMR(Penalized Modal Regression)

PQR(Penalized Quantile Regression)

RDC-SIS(Robust Sure Independence Screening Procedure based on Distance Correlation)

RMSE(Square Root of Mean Squared Errors)

RSS(Residual Sum of Squares)

SCAD( Smoothly Clipped Absolute Deviation)

SIRS(Sure Independent Ranking and Screening)

SIS(Sure Independence Screening)

VIF(Variance Inflation Factor)





١ فصل
اولیه مفاهیم و مقدمات

اختصار به رساله، این در بررسͬ مورد مدل های و رگرسیونͬ مدل های انواع فصل، این در
هم΄اران و هاردل ،(٢٠٠٠) هم΄اران و هاردل از فصل این عمده مطالب ͬ شوند. م بیان

شده است. گرفته (٢٠٠٩) هم΄اران و هستͬ و (٢٠٠۴)

رگرسیونͬ مدل بندی ١ . ١
کنید فرض مثال، به عنوان متغیرهاست. میان تابعͬ روابط بررسͬ برای ساده روشͬ رگرسیونͬ تحلیل
این خیر. یا است مرتبط بازار در کار سابقه و تحصیلات با دستمزد میزان آیا که کنیم بررسͬ بخواهیم
توضیحͬ متغیر چند یا ΁ی به را ͺپاس یا وابسته متغیر که است ال·ویی یا معادله ΁ی ش΄ل به رابطه
کار سابقه و تحصیل متغیرهای و ͺپاس متغیر حقوق میزان مثال، این در ͬ کند. م مرتبط پیش·و یا

هستند. کم΄ͬ) یا (پیش·و توضیحͬ متغیرهای
به صورت Y ͺپاس متغیر میانگین مدل، این در ب·یرید. نظر در را چندگانه خطͬ رگرسیون ابتدا، در

E(Y |X) = β٠ + β١X١ + ....+ βpXp (١ . ١)

ضرایب بردار  β = (β٠, β١, ..., βp)
T که  است ارتباط در X = (X١, ..., Xp)

T توضیحͬ متغیرهای با  
است. نامعلوم رگرسیونͬ



اولیه مفاهیم و مقدمات ٢

خطͬ مدل ،ε = Y −E(Y |X) یعنͬ ،E(Y |X) شرطͬ میانگین از Y انحراف به عنوان ε تعریف با
کرد تعریف زیر به صورت ͬ توان م را

Y = β٠ + β١X١ + ....+ βpXp + ε (١ . ٢)

نظر در X در اما داشته، تأثیر Y تصادفͬ مدل بندی در که باشد عواملͬ نشان دهنده ͬ تواند م ε آن در که  
نشده اند. گرفته

توضیحͬ متغیرهای باشد. دستمزد ل·اریتم Y کنید فرض (٢٠٠۴ هم΄اران، و (هاردل١ .١ . ١ . ١ مثال
ب·یرید نظر در را Exp متغیر دوم توان و (Exp) بازار در کار سابقه سال، برحسب (School) تحصیل
اگر است. سن بیانگر Age و ͬ شود م محاسبه Exp = Age − School − ۶ رابطه از Exp متغیر که
مدل این صورت در است، مرتبط توضیحͬ متغیرهای این با خطͬ به صورت دستمزد ل·اریتم کنیم فرض

از عبارتست خطͬ رگرسیون

E(Y |School, Exp) = β٠ + β١School + β٢Exp+ β٣Exp٢. (١ . ٣)

مهمͬ نقش و است معروف مینسر٣ آمد در معادله یا انسان٢ͬ سرمایه درآمد معادله به (١ . ٣) معادله  
تابع ش΄ل یعنͬ است، آن پارامتری صورت (١ . ٣) مدل مهم ویژگͬ ͬ کند. م بازی تجربی اقتصاد در را
تعیین برای بنابراین، دارد. بستگͬ β = (β٠, β١, β٢, β٣)

T نامعلوم رگرسیونͬ ضرایب به رگرسیونͬ
بین احتمالͬ خطͬ غیر روابط مدل، این شوند. برآورد مجهول ضرایب این است لازم رگرسیونͬ، تابع
متغیرهای و ͺپاس متغیر میان رابطه که هنگامͬ لذا ͬ گیرد. م نادیده را ͺپاس و توضیحͬ متغیرهای

شود. نادرست نتایج به منجر است مم΄ن خطͬ رگرسیون از استفاده است، نامعلوم توضیحͬ
توضیحͬ متغیرهای روی دستمزد ل·اریتم رگرسیونͬ تابع نامعلوم) (اما درست ش΄ل کنید فرض حال

به صورت کار سابقه و تحصیل

E(Y |School, Exp) = m(School, Exp) (۴ . ١)

دقیق مم΄ن حد تا و کوشش بار ΁ی در تنها را m(School, Exp) رگرسیونͬ تابع بخواهید شما و باشد
به مجاز دی·ر ͬ کند، نم برازش به خوبی را داده ها اولیه مدل بردید پی اگر که معنͬ بدین کنید. برآورد
عهده به را آن برآورد مسئولیت که رگرسیونͬ تابع کنید، فرض است مم΄ن ابتدا در نیستید. مدل تغییر

که ͬ کنید م فرض یعنͬ است، (١ . ٣) مشخص صورت دارای گرفته اید،

m(School, Exp) = β٠ + β١School + β٢Exp+ β٣Exp٢

گفته شما به اگر اما کنید. برآورد دوم توان های کمترین روش از استفاده با را نامعلوم ضرایب سپس و  
هیچ بودن، هموار  پذیره به جز که دارند وجود فوق رگرسیونͬ تابع برآورد برای دی·ری راه های که شود

1Härdle
2Human capital earnings equation
3 Mincer earnings equation



٣ رگرسیونͬ مدل بندی

را فوق پارامتری مدل دی·ر شاید ͬ گیرند، نم نظر در رگرسیونͬ تابع ش΄ل برای دی·ری پیشین پذیره
΁ی تا m(·) تابع بودن مشتق پذیر بودن، هموار از منظور اینجا در که است ذکر به لازم نکنید. برازش
اگر و دارید فرصت ΁ی تنها شما مسئله، این در که داشته باشید خاطر به است. ΁کوچ و خاص مرتبه
نتایج است مم΄ن پارامتری مدل برآورد باشد، (١ . ٣) از متفاوت خیلͬ m(School, Exp) درست ش΄ل
تنها که دارند وجود m(·) تابع برآورد برای متعددی روش های باشد. داشته  دنبال به را گمراه کننده ای

گویند. ناپارامتری رگرسیون روش ها، این به است. هموار تابع ΁ی m(·) ͬ شود م فرض
توضیحͬ متغیرهای تعداد افزایش با اما هستند، انعطاف پذیر بسیار ناپارامتری رگرسیون برآوردگرهای
مش΄ل این .(٢٠٠۴ هم΄اران، و (هاردل ͬ یابد م کاهش شدت به برآوردگرها این آماری دقت مدل، در
که بپردازند برآوردگرهایی و مدل ها به کرده اند سعͬ محققان نتیجه، در است. معروف بˀعد۴ مشقت به
مشقت مش΄ل بر حال عین در و دارند، استاندارد پارامتری رگرسیون به نسبت بیشتری انعطاف پذیری
ترکیب هم با را ناپارامتری و پارامتری روش های خصوصیات معمولا˟ روش هایی چنین ͬ کنند. م غلبه بعد
نیمه پارامتری روش های دی·ر مزیت های هستند. معروف نیمه پارامتری روش های به لذا و ͬ کنند م
بخشͬ کردن مشخص ام΄ان و نتایج تفسیر سهولت مدل، به طبقه ای متغیرهای ورود ام΄ان از: عبارتند
متغیرهای بین رابطه که تابعͬ نوع حسب بر را رگرسيون بنابراین، پیشین. اطلاعات از استفاده با مدل از
تقسيم نیمه پارامتری و ناپارامتری پارامتری، نوع سه به ͬ توان م ͬ کند، م تعیین را ͺپاس متغیر و توضیحͬ

کرد.
و درآمد معادله از رساله، این کلیدی مطالب بر پیش درآمدی و مطلب بهتر درک برای ادامه، در
استفاده نیمه پارامتری و ناپارامتری پارامتری، روش های بین تفاوت های دادن نشان برای دی·ر مثال های

ͬ کنیم. م

پارامتری رگرسیون ١ . ١ . ١
(١ . ٣) پارامتری مدل از توضیحͬ متغیرهای و درآمد ل·اریتم بین روابط بررسͬ برای بخش، زیر این در
شده است. استفاده محققین توسط تجربی اقتصاد در دی·ری مدل هر از بیش مدل، این ͬ کنیم. م استفاده
مقعر تابع ΁ی کار، دستمزد‐سابقه نیمرخ یا دستمزد، بر کار سابقه اثر انسانͬ، سرمایه نظریه طبق
انسانͬ سرمایه سریع انباشت و دستمزد افزایش با بازار در حرفه ای کار شروع اولیه مراحل چون است،
کاهش دلیل به درآمد میزان آن، از بعد ͬ رسد. م اوج به میانسالͬ در نقطه ای ΁ی در و است همراه
مدل در Exp٢ و Exp از استفاده دلیل این ͬ یابد. م کاهش سرمایه گذاری برای انگیزه و کار ساعات
مثبت β٢ علامت باید باشد، داشته مطابقت انسانͬ سرمایه نظریه با که مدلͬ آوردن به دست برای است.

باشد. منفͬ β٣ و
حجم به زیرنمونه ای براساس و دوم توان های کمترین روش از استفاده با را (١ . ٣) مدل ضرایب
شده ارائه امری΄ا متحده ایالات آمار اداره توسط که ١٩٨۵ سال جاری جمعیت نظرسنجͬ از n = ۵٣۴
نام با R افزار نرم “AER” بسته در داده ها این است. شده ارائه ١ . ١ جدول در نتایج و شده برآورد است،

است. دسترسͬ قابل “CPS١٩٨۵”
4Curse of dimensionality
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١ . ١ . ١ مثال در دوم توان های کمترین برآورد نتایج :١ . ١ جدول
درآمد ل·اریتم وابسته: متغیر

t آماره معیار خطای ضرایب متغیر
۴٫٢٠٩ ٠٫١٢٣۶ ٠٫۵٢٠٢ ثابت

١٠٫٧٨٨ ٠٫٠٠٨٣ ٠٫٠٨٩٨ School

۶٫١٨۵ ٠٫٠٠۵۶ ٠٫٠٣۴٩ Exp

−۴٫٣٠٧ ٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠۵ Exp٢

School

Y

5 10 15
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0.8

1.0
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1.4
1.6

Exp

Y

0 20 40

0.0
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

نشان را ͺپاس بر کار سابقه متغیر اثر راست سمت قاب و تحصیل متغیر اثر چپ سمت قاب :١ . ١ ش΄ل
ͬ دهد. م

توسط ͬ شده پیش بین علامت همان دارای Exp٢ و Exp برآورد شده ضرایب که باشید داشته توجه
و (٠٫٠٨٩٨School مقابل در School) دستمزد‐تحصیل نیمرخ ١ . ١ ش΄ل است. انسانͬ سرمایه نظریه
ͬ دهد. م نشان را (٠/٠٣۴٩Exp−٠/٠٠٠۵Exp٢ مقابل در Exp (نمودار کار دستمزد‐سابقه نیمرخ
ͬ کند. م تایید را کار دستمزد‐سابقه نیمرخ بودن مقعر درباره انسانͬ سرمایه نظریه پیش بینͬ ١ . ١ ش΄ل
مقادیر عمودی محور ش΄ل، این در است. شده داده نشان ١ . ٢ ش΄ل در برآورد شده رگرسیونͬ رویه
ͬ های منحن همه ͬ دهند. م نشان Expرا Schoolو متغیرهای افقͬ محورهای و برآورد  شده رگرسیونͬ تابع
نمودار شبیه School جهت در و راست) سمت (قاب ١ . ١ نمودار شبیه Exp جهت در رویه این عضو
با را، کار دستمزد‐سابقه نیمرخ بعدی، سه نمودار این بهتر درک برای هستند. چپ) سمت (قاب ١ . ١
کار دستمزد‐سابقه نیمرخ رنگ قرمز منحنͬ یعنͬ داده ایم، نشان سال·ͬ، ١٢ در تحصیل گرفتن ثابت

دارند. همخوانͬ ١ . ١ ش΄ل با ١ . ٢ ش΄ل نتایج ͬ دهد. م نشان دبیرستان فارغ التحصیلان برای را
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دستمزد‐سابقه نیمرخ رنگ، قرمز منحنͬ پارامتری. صورت به شده برآورد رگرسیونͬ تابع :١ . ٢ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان دبیرستان فارغ التحصیلان برای را کار

ناپارامتری رگرسیون ١ . ١ . ٢
تعریف معین پارامتری تابع ΁ی طریق از ͺپاس متغیر و پیش·و متغیرهای بین رابطه پارامتری رگرسیون در
است. داده ها ساختار درباره پیشین اطلاعات به نیاز پارامتری مدل ΁ی برازش برای بنابراین ͬ شود. م
چندان پارامتری مدل های درست ش΄ل تعیین مطالعه، مورد مسائل پیچیدگͬ و داده ها بعد افزایش با
استنباط و برآورد اریبی به منجر است مم΄ن پارامتری مدل های ش΄ل نادرست تعیین نیست. ساده
انعطاف پذیری پیشین، اطلاعات به نیاز بدون ناپارامتری، رگرسیونͬ مدل های مقابل، در شود. نادرست

آورده اند.  فراهم داده ها ساختار شناخت برای را زیادی
کنید فرض

E(Y |School, Exp) = m(School, Exp) (۵ . ١)

در رایج روش ΁ی داده هاست. اساس بر m(·) تابع برآورد هدف است. هموار تابع ΁ی m(·) که  
که باشد دلخواهͬ مقدار x = (s, e) کنید فرض است. موضعͬ وزنͬ میانگین ناپارامتری رگرسیون
نقطه در m(·) تابع برآورد برای موضعͬ، وزنͬ میانگین روش در کند. اختیار تواند مͬ (School, Exp)

و بیشتر وزن باشند، x٠ نقطه به نزدی΁ تر x مقادیر با متناظر که Y از مقادیری آن به ،x٠ = (s٠, e٠)
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دستمزد‐سابقه نیمرخ رنگ، قرمز منحنͬ ناپارامتری. روش با برآورد شده رگرسیونͬ تابع :١ . ٣ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان دبیرستان فارغ التحصیلان برای را کار

پیشنهاد (١٩۶۴) واتسون۵ و نادارایا ͬ شود. م داده نسبت کمتری وزن دورتر نقاط با متناظر Y مقادیر به
مقادیر كه صفر حول تک  مدی متقارن تابع ΁ی به وسیله ͬ توانند م ناپارامتری رگرسیون در وزن ها كه دادند
برای آن ها نامزد نخستین شود. انتخاب ͬ شود، م كنترل مقیاس پارامتر ΁ی توسط صفر طرف دو در آن
كراندار توابع از استفاده با سپس بودند. احتمال چ·الͬ توابع شدند، نامیده هسته كه توابعͬ چنین

دادند پیشنهاد را زیر برآوردگر هسته،

m̂(x٠) =
n∑

i=١
WiYi, Wi =

Kh(x٠, xi)∑n
i=١ Kh(x٠, xi)

(۶ . ١)

هسته٧ هموارساز به (۶ . ١) برآوردگر است. باند۶ پهنای h پارامتر و بوده هسته تابع ΁ی Kh(.) آن در که
باند پهنای و x٠ نقطه از فاصله اساس بر آن ها مقادیر و هسته تابع توسط وزن ها ش΄ل است. معروف
داده بزرگتری وزن های نزدی΁ تر نقاط به كه ͬ شود م باعث باند پهنای بودن ͬ شود. بزرگ م تعیین h
ناپارامتری برآورد ͬ باشد. م نرمال هسته آن ها، پركاربرد ترین و ی΄نواخت هسته هسته، ساده ترین شود.

آمده است. ١ . ٣ ش΄ل در نرمال هسته با (۶ . ١) هموارساز از استفاده با m(·) تابع
5Nadaraya and Watson
6Bandwidth
7Kernel smoothing



٧ رگرسیونͬ مدل بندی

اسپلاین، هموارسازی اسپلاین، رگرسیون از: عبارتند ناپارامتری مدل برازش برای روش ها سایر
هست٨ͬ به بیشتر مطالعه برای موضعͬ. رگرسیون و (MARS) چندمتغیره تطبیقͬ رگرسیونͬ اسپلاین

کنید. مراجعه (١٩٩٣) سیلورمن٩ و گرین و (٢٠٠٩) هم΄اران و

پارامتری نیمه رگرسیون ١ . ١ . ٣
متغیرهای فضای بعد افزایش اما است، برخوردار بالایی انعطاف پذیری از ناپارامتری رگرسیون اگرچه
که داد نشان (١٩٨٢) استون١٠ ͬ کند. م مواجه مش΄ل با را ناپارامتری مدل های از استفاده توضیحͬ،
به m̂(·) برآوردگر حصول قابل هم·رایی نرخ سریع ترین باشد، موجود r مرتبه تا m(·) تابع مشتق اگر
هم·رایی نرخ این است. توضیحͬ متغیرهای بعد p آن در که است (log n/n)r/(٢r+p) با برابر m(·)
به منجر p افزایش دی·ر، عبارت به ͬ دهد، م نشان برآوردگر کارایی در را توضیحͬ متغیرهای بعد نقش
بودن تنک دلیل به و است معروف بعد“ ”مشقت به مسئله این ͬ شود. م m̂(·) برآوردگر عمل΄رد کاهش
کنید. مراجعه (٢٠١١) گیننس١١ به بیشتر اطلاعات برای ͬ افتد. م اتفاق بالاتر ابعاد با فضای در داده ها

مدل های از ͬ توان م ناپارامتری مدل های بعد مشقت و پارامتری مدل های زیاد اریبی از اجتناب برای
را (١ . ٣) انسانͬ سرمایه درآمد مدل دوباره نیمه پارامتری، روش شرح برای کرد. استفاده نیمه پارامتری

باشد زیر جمعͬ مدل ش΄ل به رگرسیونͬ تابع کنید فرض ب·یرید. نظر در

E(Y |School, Exp) = α + g١(School) + g٢(Exp) (١ . ٧)

رگرسیون جمعͬ ساختار مدل این است. نامعلوم پارامتر α و نامعلوم هموار توابع g٢(·) و g١(·) که
کننده محدود فرض هیچ مدل این در ͬ کند. م ترکیب ناپارامتری رگرسیون انعطاف پذیری با را پارامتری
نظر در درآمد ل·اریتم بر Exp و School توضیحͬ متغیرهای اثر کننده تعیین توابع ش΄ل برای قوی
استفاده ناپارامتری روش های از باید g٢(·) و g١(·) نامعلوم توابع برآورد برای بنابراین ͬ شود. نم گرفته
دستمزد‐سابقه و دستمزد‐تحصیل نیمرخ مقابل در را g٢(·) و g١(·) توابع برآوردهای ۴ . ١ ش΄ل شود.
پارامتری روش با برآورد شده نیمرخ های ش΄ل، این در ͬ دهد. م نشان پارامتری روش با شده برآورد کار
نمودار، به توجه با است. شده داده نشان ضخیم خطوط با g٢(·) و g١(·) برآوردهای و نازک خطوط با
همچنین، ͬ شود. م مشاهده تفاوت پایانͬ نقاط در اما دارد، وجود برآورد دو این بین زیادی شباهت
برآورد رویه این است. شده داده نشان ۵ . ١ ش΄ل در پارامتری نیمه روش با برآوردشده رگرسیونͬ رویه

ͬ دهد. م نشان جمعͬ مدل برازش و پارامتری برآوردهای بین خوبی همخوانͬ شده
و ناپارامتری روش های توسط پارامتری مدل خاص، مثال این در که ب·یریم نتیجه ͬ توانیم م لذا
کفایت بررسͬ برای ͬ توان م را نیمه پارامتری و ناپارامتری روش های بنابراین ͬ شود. م تایید نیمه پارامتری

برد. به کار نیز پارامتری مدل
8Hasti
9Green and Silverman

10Stone
11Geenens



اولیه مفاهیم و مقدمات ٨

و تحصیل متغیر اثر چپ سمت قاب پارامتری. مدل برازش مقابل در جمعͬ مدل برازش :۴ . ١ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را ͺپاس بر کار سابقه متغیر اثر راست سمت قاب

(۵ . ١) مدل در که ͬ کنید م مشاهده کنید. نگاه (١ . ٧) و (۵ . ١) مدل های به بیشتری دقت با حال
برآورد نامعلوم تابع دو باید (١ . ٧) مدل در اما کنیم، برآورد را متغیر دو شامل نامعلوم تابع ΁ی است لازم
(١ . ٧) مدل برازش با که است معنͬ بدین این است. متغیر ΁ی شامل تابع دو این از ΁هری که شود
مدل های برازش که باورند این بر محققین همه اگرچه دهیم. کاهش را برآورد مسئله بعد توانسته ایم
آن ها از برخͬ اما شود، مͬ ناپارامتری کاملا́ مدل های بر بعد کاهش اعمال باعث (١ . ٧) مانند جمعͬ
از عرض جز به پارامتری، هیچ مدل این در زیرا ندارند. قبول نیمه پارامتری مدل رابه عنوان (١ . ٧) مدل
مختلف افراد توسط متعددی نیمه پارامتری رگرسیونͬ مدل های تاکنون ندارد. وجود برآورد برای مبدأ،
ضریب مدل خطͬ‐جزئ١٢ͬ ، جمعͬ مدل از: عبارتند نیمه پارامتری مدل های رایج ترین شده اند. معرفͬ

پرداخت .  خواهیم مدل ها این معرفͬ به ادامه در که تک شاخص١۴  مدل و خطͬ‐جزئ١٣ͬ  متغیر

خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل
صورت به خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل

Y =
∑
jϵS١

βjXj +
∑
jϵS٢

fj(Xj) + ε (١ . ٨)

{١, . . . , p} از مجزا مجموعه زیر دو S٢ و S١ و نامعلوم هموار توابع ها fj(·) آن در که ͬ شود م تعریف
ترکیب هم با را ناپارامتری مدل های انعطاف پذیری و خطͬ مدل های تفسیر پذیری مدل این ͬ باشند. م
این از دقیقͬ بررسͬ (٢٠٠٠) هم΄اران و هاردل است. نیمه پارامتری مدل های رایج ترین از ی΄ͬ و ͬ کند م

12Partially linear additive models
13Partially linear varying coefficient model
14Single index model
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دستمزد‐سابقه نیمرخ رنگ، قرمز منحنͬ نیمه پارامتری. روش با برآورد شده رگرسیونͬ تابع :۵ . ١ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان دبیرستان فارغ التحصیلان برای را کار

و انگل١۵  است. متعددی کاربردهای دارای خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل  داده اند. ارائه نیمه پارامتری مدل
بررسͬ برای مدل این از آن ها گرفتند. نظر در را مدل این که بودند افرادی نخستین از (١٩٨۶) هم΄اران
محققین که ͬ پردازیم م واقعͬ مثال چند بیان به ادامه در کردند.  استفاده برق مصرف و دما بین رابطه

برده اند. به کار را خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل
مختلف عوامل تأثیر بررسͬ برای خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل از (٢٠٠۴) هم΄اران و هاردل .١ . ١ . ٢ مثال
تعداد با زن کار نیروی عرضه داده ها، این در کردند. استفاده آلمان شرق در زن کار نیروی عرضه بر
از نمونه زیر ΁ی بررسͬ مورد داده های مجموعه ͬ شود. م اندازه گیری (Y ) هفتگͬ کاری های ساعت
با زندگͬ حال در و شغل دارای که است زن n = ۶٠٧ شامل (GSOEP) آلمان اجتماعͬ اقتصادی پنل
ͬ کند م زندگͬ آن در زن که ایالتͬ در بی΄اری نرخ از: عبارتند توضیحͬ متغیرهای هستند. خود همسر
دستمزد ،(T١) سال برحسب سن ،(U٢) خیر=٠ و بله=١ است، ساله ١۶ از کمتر فرزند دارای زن ،(U١)
سال های تعداد ،(T۴) اقامت محل یا آپارتمان ماهانه اجاره ،(T٣) شغل اعتبار شاخص ،(T٢) ساعت هر

.(T۶) شوهر ماهانه خالص درآمد ،(T۵) تحصیل

15Engle



اولیه مفاهیم و مقدمات ١٠

کار به داده مجموعه این تحلیل برای را زیر خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل (٢٠٠۴) هم΄اران و هاردل
بردند

Y = α +
٢∑

j=١
βjUj +

۶∑
j=١

gj(Tj) + ε.

حالͬ در است، ارتباط در U٢ و U١ متغیرهای با خطͬ به طور ͺپاس متغیر میانگین که دادند نشان آن ها
است. نامعلوم توضیحͬ متغیرهای سایر با آن ارتباط نحوه که

برق میزان بین رابطۀ بررسͬ برای خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل از (١٩٨۶) هم΄اران و انگل .١ . ١ . ٣ مثال
استفاده  (t) هوا دمای متوسط و  (X٢) درآمد  ،(X١) برق قیمت متغیرهای با  (Y ) ماهیانه مصرفͬ
 Xمتغیرهای ١ و  t ماهیانه دمای از  g هموار تابع ΁ی مجموع صورت به را  Y  ͺپاس متغیر آن ها کردند.

صورت به هستند،  میلادی ماه های معرف که ،X٣, ..., Xنشانگر ١٣ متغیرهای همچنین و  Xو ٢

Y =
١٣∑
j=١

βjXj + g(t) + ε

غیر و  Xو ٢  Xمتغیرهای ١ با خطͬ رابطه دارای  Y  ͺپاس متغیر که دریافتند آن ها کردند. مدل سازی  
است.  t متغیر با خطͬ

مصرف بین رابطۀ بررسͬ برای را خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل استوکر١۶  (١٩٩٩)  و اشمالنسͬ .۴ . ١ . ١ مثال
ایالات در اقامت محل و خانه نوع خانوار، افراد تعداد سن، درآمد، مانند متغیرهایی با خانواده گازوئیل
رابطۀ دارای گالن حسب بر گازوئیل مصرف ل·اریتم که دریافتند آن ها بردند. کار به آمری΄ا متحدۀ
و خانه نوع خانوار، افراد تعداد ل·اریتم با خطͬ رابطۀ و سن، و درآمد متغیرهای ل·اریتم با غیرخطͬ

است. اقامت محل
ویلمز١٨ توسط که را، دیابت به مربوط داده مجموعه ΁ی (٢٠١٢a) هم΄اران و هوانگ١٧ .۵ . ١ . ١ مثال
اندازه گیری نفر ۴٠٣ روی بر متغیر ١۶ ها، داده این در دادند. قرار بررسͬ مورد است، شده گزارش (١٩٩٧)
مرکزی ویرجینیای در را عروقͬ و قلبی بیماری خطر عوامل سایر و دیابت چاقͬ، شیوع میزان تا است شده
معمولا˟ ٠٫٧ از بیشتر گلی΄وزیله١٩ هموگلوبین مقدار است. همراه چاقͬ با دوم نوع دیابت کنند. بررسͬ

ͬ شود. م گرفته نظر در بیماری این از مثبت تشخیص ΁ی به عنوان
رابه عنوان دی·ر متغیر ١۵ و ͺپاس متغیر رابه عنوان گلی΄وزیله هموگلوبین (٢٠١٢a)هم΄اران و هوانگ
،(X٢) شده تثبیت گلوکز ،(X١) کلسترول شامل متغیر ١۵ این گرفتند. نظر در توضیحͬ متغیرهای
سن ،(X۵) م΄ان ،(X۴) بالا چ·الͬ با لیپوپروتئین به کلسترول نسبت ،(X٣) بالا چ·الͬ با لیپوپروتئین
،(X١١) ΁سیستولی خون فشار اولین ،(X١٠) اس΄لت ،(X٩) وزن ،(X٨) قد ،(X٧) جنسیت ،(X۶)

(X١۵) آزمایش·اه طراحͬ زمان و ،(X١۴)ران دور ،(X١٣) کمر دور ،(X١٢)΁دیاستولی خون فشار اولین
16Schmalensee and Stoker
17Huang
18Willems
19Glycosylated hemoglobin



١١ رگرسیونͬ مدل بندی

متغیر ١٢ و طبقه ای متغیرهای اس΄لت و جنسیت م΄ان، متغیر ٣ توضیحͬ، متغیر ١۵ بین در است.
که دریافتند نیمه پارامتری٢٠ تعقیب رگرسیون به موسوم روشͬ به کارگیری با آن ها هستند. پیوسته دی·ر
سایر و خطͬ اثر دارای ،X١۴ ،X١٣ ،X١٢ ،X١١ ،X٩،X٣ پیوسته متغیرهای طبقه ای، متغیر ٣ بر علاوه

هستند. ͺپاس متغیر با غیرخطͬ رابطه دارای متغیرها

خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل
با رگرسیونͬ ضرایب مدل، انعطاف پذیری افزایش برای که است خطͬ مدل از تعمیمͬ متغیر ضریب مدل
.(١٩٩٣ تیبشیران٢٢ͬ، و هستͬ ١٩٩١؛ هم΄اران، و (کلولند٢١ ͬ شوند م جای·زین هموار ناپارامتری توابع

به صورت مدل این کلͬ صورت

Y =

p∑
j=١

βj(U)Xj + ε (١ . ٩)

ضرایب، توابع بردار  β(U) = (β١(U), ..., βp(U))T و  تعدیل کننده٢۴،  یا شاخص٢٣  متغیر  U که  است  
شاخص متغیر مدل، این در ͬ شوند. م برآورد نمونه ΁کم به و است  ،U از  نامشخص هموار توابع شامل
متغیر داده شده مقادیر برای پیش·و، متغیرهای از ΁ی هر و ͬ شود م گرفته نظر در زمان یا سن معمولا˟
(١ . ٩) مدل در ضرایب توابع از برخͬ عمل، در ͬ باشند. م ͺپاس متغیر میانگین با خطͬ رابطه دارای  ،U  

به صورت را مدل ͬ توان م خاص حالت این در هستند. U شاخص متغیر از توابعͬ ضرایب بقیه و ثابت
Y =

∑
j∈S١

βjXj +
∑
j∈S٢

βj(U)Xj + ε (١ . ١٠)

صورت به ثابت ضرایب گرفتن نظر در گویند. خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل را (١ . ١٠) مدل نوشت.  
متغیر ضریب مدل بنابراین، ͬ شود. م برآورد دقت کاهش و اریبی افزایش باعث شاخص متغیر از تابعͬ

است. مفید بسیار واقعͬ داده های تحلیل در خطͬ‐جزئͬ
͹سط بین رابطه بررسͬ به متغیر ضریب مدل از استفاده با (٢٠١۴) هم΄اران و ژائو٢۵ .۶ . ١ . ١ مثال
وضعیت بدنͬ، توده شاخص سی·ار، استعمال وضعیت جنسیت، مانند متغیرهایی و پلاسما بتاکاروتن
سن و کلسترول ال΄لͬ، ͬ های نوشیدن تعداد فیبر، میزان چربی، میزان کالری، تعداد ویتامین، مصرف
ساختگ٢۶ͬ متغیرهای با را ویتامین مصرف و سی·ار استعمال وضعیت طبقه ای متغیرهای ابتدا پرداختند.
دارای سن متغیر که دادند نشان شاخص متغیر به عنوان سن گرفتن نظر در با سپس کردند. جای·زین
های نوشیدنͬ و ویتامین مصرف وضعیت سی·ار، استعمال وضعیت جنسیت، متغیرهای و خطͬ غیر اثر

است. سن از تابعͬ توضیحͬ متغیرهای سایر اثر و هستند ͺپاس روی خطͬ اثر دارای ال΄لͬ
20Semiparametric regression pursuit
21Cleveland
22Tibshirani
23Index variable
24Modifying predictor
25Zhao
26Dummy variables



اولیه مفاهیم و مقدمات ١٢

α̂٢(u) ،α̂١(u) راست به چپ از به ترتیب، نمودارها، .١ . ١ . ٧ مثال شده برآورد ضرایب توابع :۶ . ١ ش΄ل
ͬ دهند. م نشان را α̂٣(u) و

هنگام نوزاد وزن داده های مدل بندی برای متغیر ضریب مدل از (٢٠١۶) هم΄اران و ل٢٧ͬ .١ . ١ . ٧ مثال
فاصله در ΁چ جمهوری از خاص بیمارستان ΁ی در که مادر ۶۴ منظور، بدین کردند. استفاده تولد
نوزاد وزن راستا، این در گرفتند. قرار بررسͬ مورد بودند، کرده زایمان ٢٠٠٩ مارس تا ٢٠٠٨ نوامبر زمانͬ
و (GEA) بارداری زمان مدت ،(MOA) مادر سن مانند متغیرهایی با همراه (BW) کیلوگرم برحسب
دسترس در نیز مادران این ژن ۵٨۶٩ بیان ͹سط این، بر علاوه شد. ثبت (BMI) مادر بدنͬ توده شاخص
متغیر به عنوان مادر سن گرفتن نظر در با آن ها است. نوزاد وزن بر مؤثر ژن های شناسایی هدف است.
زیر صورت به تولد هنگام وزن داده های برازش برای را زیر خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل شاخص،

بردند به کار

BW = α١(U) + α٢(U)GEA+ α٣(U)BMI +
۵٨۶٩∑
j=١

jGEj + ε

شناسایی مؤثر ژن ١٠ فوق، مدل برازش از پس است. ژن j‐امین بیان jGEj و U = MOA که
که دید ͬ توان م ش΄ل، این به توجه با شده اند. داده نشان ۶ . ١ ش΄ل در برآوردشده ضرایب توابع شدند.
دارای سال ٣٠ از بیش سن برای و نوزاد وزن بر مثبت تاثیر دارای مادر سن مادران، سال·ͬ ٣٠ از قبل تا
به سال·ͬ ٣۵ از بعد تاثیر میزان و است نوزاد وزن بر مثبت اثر دارای بارداری زمان مدت است. منفͬ اثر
سال·ͬ ٣۵ از بعد و سال·ͬ، ٣۵ سن تا مثبت اثر دارای BMI متغیر همچنین، ͬ یابد. م افزایش سرعت

است. نوزاد وزن بر منفͬ اثر دارای

شاخص تک مدل
ش΄ل به تک شاخص رگرسیونͬ مدل

Y = g(XTβ) + ε (١ . ١١)
گویند. شاخص را  XTβ کمیت و پیوند تابع معمولا˟ را  g تابع است. نامعلوم تابع ΁ی  g که ͬ شود م تعریف  
 g اگر ͬ شود. م شامل خاص حالت ΁ی به عنوان را پرکاربرد پارامتری مدل های از بسیاری (١ . ١١) مدل

27Li



١٣ رساله اهداف

تابع یا نرمال تجمعͬ توزیع تابع  g اگر همچنین است. خطͬ مدل ΁ی (١ . ١١) پس باشد، همانͬ تابع
علاوه براین، ͬ شود. م تبدیل لوجیت مدل یا پروبیت مدل به ترتیب به فوق مدل باشد، ΁لجستی توزیع
هاردل به بیشتر اطلاعات برای ͬ باشند. م تک شاخص مدل از خاصͬ حالت نیز پواسن و توبیت مدل های

کنید. مراجعه (١٩٨٩) استوکر و هاردل و (١٩٩٣) هم΄اران و

رساله اهداف ١ . ٢
با پارامتری، مدل های اریبی کاهش بر علاوه نیمه پارامتری مدل های شد، ًاشاره قبلا که همان طور
جمعͬ مدل پرکاربرد، مدل های این از ی΄ͬ ͬ کنند. م مقابله نیز ناپارامتری مدل های بعد مشقت مش΄ل

خطͬ‐جزئͬ

Y =
∑
jϵS١

βjXj +
∑
jϵS٢

fj(Xj) + ε (١ . ١٢)

توضیحͬ متغیرهای تعداد کنید فرض است. {١, ..., p} از مجزا مجموعه زیر دو S٢ و S١ آن در که است
به عنوان است. p١ اندازه دارای S١ ∪ S٢ مجموعه این صورت، در باشد. p١ < p با برابر ͺپاس بر مؤثر
خطͬ اثر توضیحͬ متغیر ٣ آنگاه باشد، S٢ = {۴, ۵} و S١ = {١, ٢, ٣} ،p١ = ۵ ،p = ١٠ اگر مثال،
استفاده برای هستند. بی اثر دی·ر متغیر ۵ و دارند ͺپاس متغیر مدل بندی در غیرخطͬ اثر متغیر ٢ و
از واقعͬ، داده های تحلیل در باشند. مشخص مدل غیرخطͬ و خطͬ اجزای است لازم (١ . ١٢) مدل از
تعداد که زمانͬ به ویژه ͬ رسد، نم نظر به ساده چندان غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های کردن تعیین پیش
مؤلفه های شناسایی غیرصفر، مؤلفه های تشخیص بر علاوه بنابراین، است. زیاد توضیحͬ متغیرهای
جریمه، روش های بر تکیه با محققین، از بسیاری تاکنون است. اهمیت حائز بسیار نیز غیرخطͬ و خطͬ
جمله آن از پرداخته اند. خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل های در ساختار٢٨ تشخیص و متغیر انتخاب موضوع به
،(٢٠١٢c) لیان ،(٢٠١٢b) لیان٣٠ ،(٢٠١٢) هم΄اران و هوآنگ ،(٢٠١١) هم΄اران و ژانگ٢٩ به ͬ توان م
تشخیص از منظور که است ذکر به لازم کرد. اشاره (٢٠١۵) هم΄اران و لیان ،(٢٠١٢) هم΄اران و لیان
ͬ شوند. م مدل وارد غیرخطͬ یا خطͬ صورت به که است متغیر هایی شناسایی ،(١ . ١٢) مدل در ساختار

است. S٢ و S١ مجموعه های تشخیص هدف دی·ر، عبارت به
هزینه با ͬ توانند م محققین کامپیوترها، ذخیره سازی توان افزایش و فناوری پیشرفت با طرفͬ، از
فرصت ها داده ها نوع این تحلیل باشند. داشته اختیار در بالا“٣١ بسیار ”بعد با داده هایی کمͬ نسبتاً
در متغیرها از زیادی تعداد وجود دلیل به است. داده قرار آماردانان پیش روی را جدیدی چالش های و
بسیار نقش متغیر انتخاب مسئله لذا است. مش΄ل بسیار مدل ها این تفسیر بالا، بسیار بعد با مدل های

ͬ کند. م ایفا داده ها نوع این تحلیل در را مهمͬ
28Structure identification
29Zhang
30Lian
31Ultrahigh dimensional



اولیه مفاهیم و مقدمات ١۴

هزینه دلایل به هستند، جریمه توابع بر مبتنͬ که فوق، شده انجام مطالعات خصوص، این در
.(٢٠٠٩ هم΄اران، (فن٣٢و نیستند برخوردار کافͬ کارآیی از ال·وریتمͬ ناپایداری و آماری دقت محاسباتͬ،
بودن، غیرخطͬ یا خطͬ لحاظ به ͺپاس متغیر در آن ها تاثیر نوع تشخیص و مهم متغیرهای شناسایی لذا

است. آماردانان و مذکور علوم متخصصین توجه مورد کماکان
΁ی از ابتدا بالا، بسیار بعد با داده های در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب بر تمرکز با رساله این در
همبستگͬ اساس بر روش این ͬ شود. م استفاده مدل بعد کاهش برای مطمئن مستقل غربال·ری روش
ͬ رود م انتظار و ͬ شود م تعریف ͺپاس متغیر حاشیه ای توزیع تابع و توضیحͬ متغیرهای بین فاصله ای
سپس باشد. داشته خوبی عمل΄رد باشد، فرین مقادیر دارای یا چوله سنگین، دم ͺپاس متغیر که وقتͬ
در غربال شده مدل زیر در خطͬ مؤلفه های و مهم متغیرهای همزمان تشخیص برای جریمه تابع دو از
ͬ شده معرف غربال·ری روش برای را مطمئن غربال·ری ویژگͬ این بر علاوه ͬ شود. م استفاده قبل مرحله
موجود روش های با را روش این عمل΄رد واقعͬ داده های تحلیل و شبیه سازی از استفاده با و کرده اثبات

ͬ کنیم. م مقایسه
دی·ر متغیرهای اثر و خطͬ صورت به ͺپاس بر توضیحͬ متغیرهای از برخͬ اثر مسائل، از بعضͬ در
خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل از (١ . ١٢) مدل جای به است لازم بنابراین است. شاخص متغیر از تابعͬ
بودن معلوم فرض بر (١ . ١٠) مدل از استفاده خطͬ‐جزئͬ، جمعͬ مدل مشابه شود. استفاده (١ . ١٠)
مش΄ل بسیار متغیر، و ثابت جزء دو به ضرایب، این افراز عمل، در است. استوار متغیر و ثابت اثرات
شوند. شناسایی متغیر و صفر غیر ثابت صفر، ضرایب تا شود ارائه روشͬ است لازم بنابراین است.
افراد توسط تاکنون خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل های در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب مسئله
،(٢٠١٢) زیا٣۴ و هو ،(٢٠٠٩) لنگ٣٣ به ͬ توان م مثال به عنوان است. گرفته قرار بررسͬ مورد مختلف
رگرسیون بر روش ها این همه حال، این با کرد. اشاره (٢٠١٣) سانگ٣۶ و وانگ ،(٢٠١٢) کیل·وم٣۵ و نه
دم سنگین توزیع یا پرت داده های تاثیر تحت شدت به که هستند، استوار درستنمایی تابع یا میانگین
ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای نیرومند روش ΁ی است لازم بنابراین ͬ گیرند. م قرار خطاها
را نما رگرسیون (٢٠١٢) هم΄اران یائو٣٧و طرفͬ، از شود. ارائه خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل های در
بنابراین ͬ کند. م استفاده مدل سازی منظور به ͺپاس متغیر نمای از میانگین، جای به که، کردند معرفͬ
نسبت بیشتری نیرومندی از میانگین رگرسیون با مقایسه در روش این نما، شاخص ͬ های ویژگ به توجه با

است. برخوردار خطاها نرمال غیر توزیع و پرت داده های به
در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای نیرومند روش ΁ی نما رگرسیون از استفاده با رساله این در
شبیه سازی مطالعه از استفاده با روش این عمل΄رد ͬ شود. م معرفͬ خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل های
ثابت نیز شده ارائه برآوردگر مجانبی ͬ های ویژگ این، بر علاوه ͬ گیرد. م قرار ارزیابی مورد واقعͬ مثال و

ͬ شود. م
32Fan
33Leng
34Hu and Xia
35Noh and Keilegom
36Wang and Song
37Yao



١۵ رساله ساختار

رساله ساختار ١ . ٣
با ادامه، در ͬ پردازیم. م جریمه بر مبتنͬ متغیر انتخاب روش های از برخͬ معرفͬ به ٢ فصل در •
توصیف به بالا، بسیار بعد با داده های در متغیر انتخاب برای جریمه روش های ناکارآمدی به توجه
انتخاب مسئله پرداخت. خواهیم داده ها نوع این در بعد کاهش برای غربال·ری روش های از برخͬ
فصل این انتهای در است. بهینه سازی مسئله ΁ی حل مستلزم جریمه توابع از استفاده با متغیر

ͬ گیرد. م قرار بحث مورد بهینه سازی مسئله این حل
جمعͬ مدل های در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای مرحله ای دو روش ΁ی ،٣ فصل در •
بعد کاهش برای آزاد‐مدل غربال·ری روش ΁ی از اول، مرحله در ͬ شود. م معرفͬ خطͬ‐جزئͬ
بین فاصله ای همبستگͬ ضریب براساس روش این ͬ شود. م استفاده توضیحͬ متغیرهای فضای
تابع دو از دوم، مرحله در سپس ͬ شود. م تعریف توضیحͬ متغیرهای و ͺپاس متغیر توزیع تابع

ͬ شود. م استفاده ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای جریمه
مورد خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب مسئله ،۴ فصل در •
برای نیرومند روش ΁ی جریمه، توابع و نما رگرسیون ترکیب با فصل این در ͬ گیرد. م قرار بررسͬ

ͬ شود. م ارائه خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل برازش
و اسپلاین توابع بر مروری ،۴ و ٣ فصل های در مطرح شده قضایای اثبات ضمائم، بخش در •
بیان رساله این در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف از برخͬ و R کدهای از گزیده ای ‐اسپلاین، B

ͬ شوند. م





٢ فصل
رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب

مطالب ͬ شود. م پرداخته متغیر انتخاب روش های رایج ترین معرفͬ به فصل، این در
و مونت گومری به ͬ توان م جمله آن از که شده است گرفته متعددی منابع از فصل این
(٢٠١٢b) هم΄اران و هوانگ ،(٢٠٠١) لͬ و فن ،(١٩٩۶) تیبشیرانͬ ،(٢٠١٢) هم΄اران

کرد. اشاره (٢٠٠٨) لیو و فن و

مقدمه ٢ . ١
ب·یرید نظر در را زیر چندگانه رگرسیونͬ مدل

Y = β٠ + β١X١ + ....+ βpXp + ε (٢ . ١)

ضرایب بردار  β = (β٠, β١, ..., βp)
T توضیحͬ،  متغیرهای بردار X = (X١, ..., Xp)

T آن در که  
دادن دست از بدون فصل، این در است. ثابت واریانس و صفر میانگین با تصادفͬ خطای ε و رگرسیونͬ
مدل در رگرسیونͬ ضرایب برآورد متداول روش ΁ی است. صفر با برابر مبدا از عرض ͬ شود م فرض کلیت،
دارد، وجود همخطͬ توضیحͬ متغیرهای بین ͬ که هنگام است. دوم توان های کمترین روش ،(٢ . ١)
کمترین برآوردگر همخطͬ، وجود صورت در باشد. گمراه کننده ͬ تواند م روش این اساس بر استنباط
ی΄ͬ ͬ دهد. م کاهش را پیش·ویی دقت که ͬ شود م بزرگ واریانس با برآوردهایی به منجر دوم توان های
بالا، بعد با مدل های در است. مدل در توضیحͬ متغیرهای تعداد بودن زیاد همخطͬ، ایجاد عوامل از
خطͬ ترکیب صورت به ͬ توان م را توضیحͬ متغیرهای از ΁ی هر یعنͬ است، شدید بسیار همخطͬ مسئله
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حالت، این در پیشنهادی روش  .(٢٠٠٨ لͬ، و فن ٢٠١٣؛ هم΄اران، و (جیمز١ نوشت متغیرها سایر از
علاقه مندیم رهیافت این در است. مدل به ورود برای توضیحͬ متغیرهای از مجموعه ای زیر انتخاب
به را توضیحͬ متغیرهای و ͺپاس متغیر بین رابطه که کنیم انتخاب طوری را متغیرها از زیرمجموعه ای
”انتخاب مدل به ورود برای توضیحͬ متغیرهای از مناسب مجموعه ای زیر یافتن توصیف کند. خوبی

ͬ شود. م نامیده متغیر“
واقعیت دو است، توضیحͬ متغیرهای از زیرمجموعه ای شامل تنها که رگرسیونͬ مدل ΁ی ساختن
شامل را بیشتری توضیحͬ متغیرهای ام΄ان، حد تا مدل، که علاقه مندیم الف) دارد: بر در را ناسازگار
ب) باشد. مؤثر ͺپاس متغیر پیش·ویی در بتواند متغیرها این در موجود اطلاعات که به نحوی شود،
متغیرهای تعداد افزایش با چون باشد، کمتری رگرسیونͬ متغیرهای دارای الام΄ان حتͬ مدل ͬ خواهیم م
وجود براین، علاوه ͬ شود. م دشوارتر مدل تفسیر و ͬ یابد م افزایش محاسبات هزینه مدل، در توضیحͬ
داده های برای برازش شده مدل یعنͬ شود، بیش برازش٢ باعث است مم΄ن توضیحͬ متغیر زیادی تعداد
مشاهدات پیش·ویی برای اما باشد، مناسب است، شده استفاده آن ها از مدل ساخت برای که آموزش٣ͬ،
فرآیند داده هاست. تحلیل در مهم بسیار امری متغیر انتخاب مسئله بنابراین باشد. ضعیف بسیار آینده
رگرسیونͬ معادله بهترین انتخاب است، واقعیت دو این بین توافق و سازگاری که مدل ΁ی آوردن به دست

ͬ شود. م نامیده
کمترین رگرسیون یا اصل۴ͬ مؤلفه های رگرسیون مانند روش هایی از ͬ توان م دی·ر، رهیافت به عنوان
ناهمبسته خطͬ ترکیب  p ابتدا روش ها، این در کرد. استفاده بعد کاهش برای جزیی۵ دوم توان های
اصلͬ متغیرهای جای·زین عنوان به ترکیب ها این از تا M سپس و کرده تولید توضیحͬ متغیرهای از
کمترین برآورد با آمده به دست برآورد آنگاه ،M = p اگر به وضوح، .M < p که ͬ شود م استفاده
تفسیر معمولا˟ اما است، منطقͬ پیش·ویی منظور به مدل ها این از استفاده است. معادل دوم توان های

.(٢٠٠٩ هم΄اران، و (هستͬ است دشوار مدل ها این
فرآیندی لذا شوند. برآورد رگرسیونͬ) (ضرایب مدل پارامترهای است لازم پیش·و، مدل تعیین برای
است. نظر مورد دهد، انجام نیز را ضرایب برآورد رگرسیونͬ، معادله بهترین و متغیر انتخاب بر علاوه که
انتخاب همزمان که است پارامترها برآورد برای کارا روش ΁ی جریمه شده۶ دوم توان های کمترین روش

ͬ دهد. م انجام نیز را متغیر
برآوردگر این عمل΄رد بر همخطͬ تاثیر و دوم توان های کمترین برآوردگر خواص ابتدا فصل، این در
شامل روش ها این ͬ پردازیم. م متغیر انتخاب روش های رایج ترین معرفͬ به سپس ͬ شود. م بررسͬ
هستند. غربال·ری٧ روش و جریمه شده دوم توان های کمترین روش ،΁کلاسی متغیر انتخاب روش های

1James
2Overfitting
3Training data set
4Principal component regression
5Partial least squares regression
6Penalized least squares
7Screening
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دوم توان های کمترین روش ٢ . ٢
چندگانه خطͬ رگرسیون مدل بنابراین باشند. (٢ . ١) مدل از تصادفͬ نمونه ΁ی {(xi, yi)}ni=١ کنید فرض

ماتریسͬ نماد با ͬ توان م را
Y = Xβ + ε (٢ . ٢)

اندازه در طرح ماتریس X = (x١, ..., xn)
T ،ͺپاس متغیر بردار Y = (y١, ..., yn)

T آن در که نوشت
است. خطا بردار ε = (ε١, ..., εn)

T و رگرسیونͬ ضرایب بردار β ستونͬ، کامل رتبه با n× p

خطͬ توضیحͬ متغیرهای و ͺپاس متغیر بین رابطه که است این بر فرض چندگانه خطͬ رگرسیون در
هنگامͬ پارامتری روش این شوند. برآورد رگرسیونͬ ضرایب است لازم پیش·ویی، برای بنابراین است.
تقریبی صورت به لااقل توضیحͬ متغیرهای و ͺپاس متغیر میان رابطه بودن خطͬ فرض که است مناسب
از استفاده است، نامعلوم توضیحͬ متغیرهای و ͺپاس متغیر میان رابطه که هنگامͬ اما باشد. برقرار

شود. کننده ای گمراه نتایج به منجر است مم΄ن خطͬ رگرسیون
١٨٠٩ سال در که است رگرسیونͬ ضرایب برای برآورد روش متداول ترین دوم توان های کمترین روش
است لازم ،(OLS) معمولͬ دوم توان های کمترین برآوردگر یافتن منظور به شد. معرفͬ گاوس توسط
ب) ناهمبسته اند. خطاها الف) از: عبارتند که باشند برقرار (٢ . ٢) مدل در زیربنایی پذیره های برخͬ
ضرایب بردار OLS برآوردگر است. متناهͬ و مثبت مجهول، σ که E(εTε) = σ٢In ج) ،E(ε) = ٠

به صورت β
β̂

OLS
= arg min

β∈Rp
{∥ Y −Xβ ∥٢}

= (XTX)−١XTY (٢ . ٣)

.β̂OLS
∼ Np(β, (X

TX)−١σ٢) آنگاه ،ε ∼ Nn(٠, σ٢In) اگر که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به است.
برآوردگر همچنین است. (BLUE) خطͬ نااریب برآوردگر بهترین β̂OLS گاوس‐مارکوف، قضیه به بنا

به صورت برآوردگر این اساس بر σ٢ واریانس نااریب
S٢ =

١
m

∥ Y −Xβ̂
OLS

∥٢, m = n− p

به صورت شده برازش مقادیر بردار رگرسیونͬ، ضرایب برآورد داشتن با ͬ آید. م به دست
Ŷ = Xβ̂

OLS
= HY (۴ . ٢)

متقارن ماتریس ΁ی و ͬ شود م نامیده هʿت ماتریس H = X(XTX)−١XT آن در که ͬ شود م محاسبه
به صورت ترتیب، به آن، واریانس و باقیمانده ها بردار و V ar(Ŷ) = σ٢H بنابراین است. خودتوان و
ماتریس ͬ شود م ملاحظه که همان طور ͬ آیند. م به دست V ar(e) = σ٢(In−H) و e = (In−H)Y

این باره در بیشتر اطلاعات برای ͬ کند. م بازی دوم توان های کمترین روش نتایج در مهمͬ بسیار نقش H
کنید. مراجعه (١٣٩۶) نوروزی راد به
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دوم توان های کمترین روش کنند، پیروی مطرح شده پذیره های با خطͬ مدل ΁ی از داده ها اگر
OLS برآوردهای نباشد، برقرار پذیره ها این از ی΄ͬ حداقل ͬ که هنگام ͬ دهد. م ارائه را خوبی برآوردهای

نیستند. بهینه

چندگانه رگرسیون در همخطͬ ٢ . ٢ . ١
متغیرهای بین همخطͬ وجود ͬ کند، م مواجه مش΄ل با را OLS برآوردگر کاربرد که جدی مسئله ΁ی
باشند. خطͬ وابسته کامل تقریباً یا کامل صورت به توضیحͬ متغیرهای که معنͬ بدین است، توضیحͬ
رگرسیون گوییم باشد، دی·ر توضیحͬ متغیر چند یا ΁ی از خطͬ تابعͬ توضیحͬ متغیرهای از ی΄ͬ اگر
به طور توضیحͬ متغیرهای از ی΄ͬ که ͬ افتد م اتفاق هنگامͬ ناقص همخطͬ است. کامل همخطͬ دارای
هنگامͬ کامل همخطͬ دی·ر، به عبارت باشد. دی·ر توضیحͬ متغیر چند یا ΁ی از خطͬ تابع ΁ی تقریبی
زمانͬ ناقص همخطͬ و R٢

j = ١ باشیم داشته (j = ١, ..., p) j ΁ی به ازای حداقل که ͬ دهد م رخ
خطͬ رگرسیون در تعیین ضریب R٢

j که ،R٢
j ≈ ١ باشیم داشته j ΁ی به ازای حداقل که ͬ آید م پیش

نسبت با برابر (R٢) تعیین ضریب که ͬ دانیم م تعریف طبق است. توضیحͬ متغیرهای سایر بر Xj متغیر
با است برابر تعیین ضریب (٢ . ٢) رگرسیونͬ مدل در لذا است. کل تغییرات به بیان شده تغییرات

R٢ =
β̂

T
XTY − nȲ ٢

YTY − nȲ ٢ , Ȳ =
١
n

n∑
i=١

Yi. (۵ . ٢)

رگرسیون مدل موضوع، بهتر درک برای دارد. OLS برآوردهای بر جدی تاثیرات همخطͬ، وجود
ب·یرید نظر در را توضیحͬ متغیر دو با خطͬ

Y = β١X١ + β٢X٢ + ε. (۶ . ٢)

Ȳ = ٠ ،∑n
i=١(Xij − X̄j)

٢ = ١ ،X̄j = ٠ به طوری که شده اند، استاندارد Y و X٢ ،X١ کنید فرض
است زیر به صورت دوم توان های کمترین روش نرمال معادلات این صورت در .∑n

i=١(Yi− Ȳ )٢ = ١ و

(XTX)β̂
OLS

= XTY

معادل به طور یا ١ r١٢

r١٢ ١

β̂١

β̂٢

 =

r١y

r٢y


ͬ باشند. م j = ١, ٢ به ازای Xj و Y بین ساده همبستگͬ rjy و X٢ و X١ بین ساده همبستگͬ r١٢ که

از عبارتست XTX معکوس

C = (XTX)−١ =

 ١
١−r٢

١٢

−r١٢
١−r٢

١٢
−r١٢

١−r٢
١٢

١
١−r٢

١٢

 (٢ . ٧)
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به صورت رگرسیونͬ ضرایب برآوردهای و

β̂١ =
r١y − r١٢r٢y

١ − r٢
١٢

, β̂٢ =
r٢y − r١٢r١y

١ − r٢
١٢

(٢ . ٨)

(٢ . ٧) روابط به توجه با آنگاه شود، بزرگ r١٢ که باشد گونه ای X٢به X١و بین ناقص همخطͬ اگر است.
،|r١٢| → ١ اگر دی·ر، عبارت به بود. خواهد بزرگ بسیار برآوردگرها واریانس و ضرایب برآورد ،(٢ . ٨) و
Cjj که Cov(β̂١, β̂٢) = C١٢σ

٢ → ∞ و V ar(β̂j) = Cjjσ
٢ → ∞ ،j = ١, ٢ به ازای آنگاه،

واریانس ها به منجر X٢ و X١ بین زیاد همخطͬ بنابراین است. C ماتریس اصلͬ قطر روی jام مؤلفه
نیز توضیحͬ متغیر دو از بیش برای شد. خواهد OLS برآوردگرهای برای بزرگ کوواریانس های و
ماتریس اصلͬ قطر اعضای حالت این در که داد نشان ͬ توان م ͬ کند. م ایجاد مشابهͬ اثرات همخطͬ

از عبارتند C = (XTX)−١

Cjj =
١

١ −R٢
j

, j = ١, ..., p (٢ . ٩)

اگر است. دی·ر توضیحͬ متغیر p − ١ بر Xj خطͬ رگرسیون از حاصل تعیین ضریب R٢
j آن در که

این صورت در باشد، داشته وجود دی·ر متغیر p − ١ از مجموعه ای زیر هر و Xj بین شدید همخطͬ
شدید همخطͬ ،V ar(β̂j) = Cjjσ

٢ = σ١)٢ −R٢
j )

−١ چون بود. خواهد ΁ی به ΁نزدی R٢
j مقدار

β̂
OLS این صورت در شود. بزرگ بسیار β رگرسیونͬ ضرایب OLS برآوردگر واریانس که ͬ شود م موجب

همچنین ͬ شود. م کم بسیار رگرسیونͬ ضرایب برآورد دقت دی·ر، به عبارت نیست. β از دقیقͬ برآورد
هستند. بزرگ بسیار مطلق قدر لحاظ از که باشد اعضایی دارای β̂

OLS بردار که ͬ شود م باعث همخطͬ
΁کوچ تغییر ΁ی با یا توضیحͬ، متغیر ΁ی کردن اضافه یا حذف با یعنͬ است، ناپایدار β̂OLS علاوه براین،

ͬ کنند. م تغییر توجهͬ قابل به طور β̂OLS مقادیر توضیحͬ، متغیرهای مقادیر در
نیست. پررتبه حالت این در زیرا نیست، وارون پذیر XTX ماتریس کامل، همخطͬ وجود صورت در
به لازم آورد. به دست ضرایب برآورد برای ی΄تا جواب نرمال، معادلات از استفاده با ͬ توان نم بنابراین
م·ر ͬ دهد، نم رخ عمل در معمولا˟ کامل همخطͬ اندازه گیری، خطای وجود دلیل به که است ذکر
یا دهد قرار دی·ر متغیر از خطͬ تابعͬ را متغیرها از ی΄ͬ رگرسیونͬ مدل در اشتباه به کاربر که هنگامͬ
پیدایش منابع درباره بیشتر اطلاعات برای باشد. مشاهدات تعداد از بیشتر توضیحͬ متغیرهای تعداد

کنید. مراجعه (٢٠١٢) هم΄اران و مونت گومری٨ به همخطͬ
باشیم. مم΄ن پیامدهای مواظب تا کنیم کشف را همخطͬ وجود چ·ونه که بدانیم است لازم بنابراین
ͬ کنیم. م اشاره روش ها این از برخͬ به اینجا در دارند. وجود همخطͬ تشخیص برای مختلفͬ روش های

VIF کمیت از استفاده همخطͬ تشخیص برای معروف روش های از ی΄ͬ :(VIF) واریانس تورم عامل . ١
به صورت که است

VIFj =
١

١ −R٢
j

, j = ١, ..., p (٢ . ١٠)
8Montgomery
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آنگاه باشد، داشته توضیحͬ متغیرهای سایر با قوی خطͬ رابطه Xj اگر که است ͹واض ͬ شود. م محاسبه
آنگاه باشد، عمود دی·ر توضیحͬ متغیر p−١ بر Xj اگر ͬ شود. م بزرگ VIFj و بوده ΁ی به ΁نزدی R٢

j

متعامد از انحراف ،΁ی مقدار از VIFj انحراف بنابراین شد. خواهد ΁ی با برابر VIFj و بوده صفر R٢
j

همخطͬ باشد، ١٠ از بیشتر VIF مقادیر از ΁ی هر اگر ͬ دهد. م نشان را همخطͬ به گرایش و بودن
شود. برآورد در مش΄لاتͬ بروز موجب است مم΄ن و دارد وجود توضیحͬ متغیرهای بین شدید

خطͬ ارتباط به واسطه β̂j واریانس در افزایش میزان VIFj لذا ،V ar(β̂j) = V IFjσ
٢ که آنجا از

سایر با Xj متغیر بودن ناهمبسته صورت در آن واریانس به نسبت را توضیحͬ متغیرهای بقیه با Xj

ͬ دهد. م نشان را خاص کمیت این نام·ذاری دلیل مطلب این ͬ گیرد. م اندازه توضیحͬ متغیرهای

استفاده مورد همخطͬ میزان اندازه گیری برای ͬ توانند م XTX ماتریس ویژه مقادیر شرط٩ͬ: عدد . ٢
به صورت شرطͬ عدد محاسبه همخطͬ، وجود کشف برای متداول روش ΁ی گیرند. قرار

κ =

√
max١≤j≤p λj

min١≤j≤p λj

(٢ . ١١)

هستند. XTX ماتریس ویژه مقادیر λp, ..., λ١ آن در که است
١٠ از بزرگتر XTX ماتریس برای شرطͬ عدد اگر که کردند پیشنهاد (١٩٨٠) هم΄اران و بلسل١٠ͬ
چنانچه و شدید همخطͬ باشد، ٣٠ < κ < ١٠٠ اگر دارد. وجود همخطͬ طرح ماتریس در آنگاه باشد،

است. جدی بسیار همخطͬ باشد κ > ١٠٠
برای است. شده معرفͬ توضیحͬ متغیرهای بین همخطͬ با مقابله برای متعددی روش های تاکنون
مراجعه هادی١١(٢٠١٢) و چاترجͬ و (٢٠١٢) هم΄اران و مونت گومری به باره این در بیشتر اطلاعات

کنید.
و (هورل ریج١٢ مانند اریب برآوردگرهای از استفاده همخطͬ، با مقابله برای مناسب رهیافت ΁ی
واریانس که ͬ شود م حاصل برآوردگری اریبی، کمͬ مقدار پذیرفتن با روش این در است. (١٩٧٠ کنارد١٣،
خواهد دنبال به را MSE کاهش واریانس، کاهش این است. کمتر OLS برآوردگر با مقایسه در آن

است. پایدارتر OLS برآوردگر با مقایسه در ریج برآوردگر نتیجه در داشت.
مجموعه امروزه است. اجتناب ناپذیر امری همخطͬ است، زیاد توضیحͬ متغیرهای تعداد که هنگامͬ
پزش΄ͬ، مانند تحقیقاتͬ و علمͬ مختلف زمینه های در توضیحͬ متغیرهای از زیادی تعداد با داده هایی
داده ها، نوع این در ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد وفور به مالͬ و تصویر پردازش ،΁بیوانفورماتی ،΁ژنتی
.(p > n) ͬ شود م ثبت نمونه واحدهای از اندکͬ تعداد روی توضیحͬ متغیرهای از زیادی تعداد اطلاعات
ایجاد بر علاوه اما ͬ دهد، م افزایش را مدل انعطاف پذیری اگرچه مدل به توضیحͬ متغیر زیادی تعداد ورود
اگرچه ریج برآوردگر ͬ شود. مدل م تفسیر مش΄ل شدن و پیش·ویی توان کاهش باعث شدید، همخطͬ

9Condition number
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٢٣ ΁کلاسی معیارهای با متغیر انتخاب

آن تفسیر که ͬ دهد م نتیجه را پیچیده ای مدل ضرایب، تعدد دلیل به اما دارد، بالایی پیش·ویی توان
متغیرهای از کمͬ تعداد تنها معمولا˟ بالا، بعد با مدل های در که ͬ است حال در این است. مش΄ل بسیار
مدل بندی و زائد متغیرهای حذف حالت، این در روش بهترین هستند. مرتبط ͺپاس متغیر با توضیحͬ
متغیر انتخاب برای مختلفͬ روش های تاکنون است. توضیحͬ متغیرهای مؤثرترین از زیرمجموعه ای با

ͬ پردازیم. م آنها مهمترین معرفͬ به ادامه در که شده اند  ͬ معرف

΁کلاسی معیارهای با متغیر انتخاب ٢ . ٣
ال·وریتم ها این شده اند. معرفͬ (٢ . ٢) خطͬ مدل در متغیر انتخاب برای متعددی ال·وریتم های تاکنون
متقابل اعتبارسنجͬ ،(BIC) بیزی اطلاع معیار ،(AIC) ΁آکائی اطلاع معیار مانند معیارهایی اساس بر
و (RSS) باقیمانده ها دوم توان های مجموع ،(R٢

adj) تعدیل شده تعیین ضریب ،(GCV) تعمیم یافته
انتخاب زیرمجموعه بهترین به عنوان را توضیحͬ متغیرهای از متفاوتͬ زیرمجموعه های مالو١۴ − Cp

حذفͬ روش پیش رو١۶، انتخاب زیر  مجموعه١۵، بهترین انتخاب ͬ توان م روش ها این جمله از ͬ کنند. م
برد. نام را گام١٨ به گام روش و پس رو١٧

بر سپس و گرفته نظر در را مم΄ن زیرمجموعه های تمام زیرمجموعه، بهترین انتخاب روش در
تعداد p اگر حالت، این در ͬ شود. م انتخاب کامل مدل از مجموعه زیر بهترین فوق، معیارهای اساس
اگر مثال، به عنوان گیرند. قرار بررسͬ مورد باید زیرمجموعه ٢p تعداد باشد، توضیحͬ متغیرهای کل
مدل میلیون ΁ی از بیش باید p = ٢٠ برای و شوند گرفته نظر در مم΄ن مدل ١٠٢۴ باید آنگاه ،p = ١٠
لذا ͬ یابد. م افزایش سرعت به مم΄ن زیرمجموعه های تعداد ،p افزایش با بنابراین شوند. بررسͬ مم΄ن
سرعت با کامپیوترهای از استفاده صورت در حتͬ محاسباتͬ، نظر از مجموعه زیر بهترین انتخاب روش
انتخاب روش های (١٩٨١) اسمیت١٩ و دراپر راستا، این در نیست. استفاده قابل p > ۴٠ برای بالا،
عرض شامل تنها که مدلͬ با پیش رو انتخاب روش کردند. معرفͬ را گام به گام و پس رو حذفͬ پیش رو،
باشد، داشته مدل بهبود در را تأثیر بیشترین که متغیری گام هر در سپس و ͬ شود م شروع است، مبدا از
مدل بهبود در باقیمانده متغیرهای از ΁ی هیچ تأثیر که ͬ یابد م ادامه زمانͬ تا رویه این ͬ شود. م انتخاب
مانند آماره هایی از مدل، بهبود در متغیرها از ΁ی هر تأثیر میزان اندازه گیری برای نباشد. ͬ دار معن
در دقیق تر، به طور ͬ شود. م استفاده t آماره و F آماره ،(RSS) باقیمانده ها دوم توان های مجموع ،R٢

اولین ͬ کنیم. م عمل زیر به صورت ،F آماره اساس بر مدل بهترین انتخاب برای پیش رو، انتخاب روش
ساده همبستگͬ بیشترین دارای که است متغیری ͬ شود، م نامزد مدل به ورود برای که توضیحͬ متغیر
آزمون برای را F آماره مقدار بیشترین که است متغیری همان توضیحͬ متغیر این است. ͺپاس متغیر با
F ∗ تعیین شده پیش از F مقدار از متغیر این با متناظر F آماره اگر ͬ دهد. م نتیجه رگرسیون ͬ داری معن
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رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ٢۴

مدل به شده وارد توضیحͬ متغیر اولین کنیم فرض ͬ شود. م مدل وارد توضیحͬ متغیر این کند، تجاوز
،Y روی X١ اثر تعدیل از پس که است آن مدل به ورود برای منتخب توضیحͬ متغیر دومین باشد. X١

دارای که است متغیری منتخب متغیر دومین دی·ر، عبارت به دارد. Y با را همبستگͬ بیشتر اکنون
این صورت در باشد. X٢ انتخاب شده متغیر دومین کنیم فرض باشد. Y با جزیی همبستگͬ بیشترین

از عبارتست جزیی F آماره بزرگترین
F =

SSR(X٢|X١)

MSE(X١, X٢)

SSR(X٢|X١) = SSR(X١, X٢) − SSR(X١) و خطا مربعات میانگین MSE(X١, X٢) که
به X٢ توضیحͬ متغیر افزودن با که است رگرسیونͬ مربعات مجموع در افزایش میزان نشان دهنده
را X٢ توضیحͬ متغیر اثرگذاری سهم رگرسیونͬ مربعات مجموع در افزایش این ͬ شود. م حاصل مدل
مدل به X٢ باشد، بزرگتر F ∗ از جزیی F آماره اگر ͬ کند. م اندازه گیری مدل در X١ حضور شرط به
است، Y با جزیی همبستگͬ بیشترین دارای که توضیحͬ متغیر گام، هر در کلͬ، به طور ͬ شود. م اضافه
است، مدل در توضیحͬ متغیرهای دی·ر حضور شرط به جزیی F آماره بیشترین دارای معادل به طور یا
نظر مورد متغیر کند، تجاوز F ∗ مقدار از متغیر آن جزیی F آماره اگر ͬ شود. م نامزد مدل به ورود برای
همه یا نکند تجاوز F ∗ مقدار از F آماره بزرگترین که ͬ یابد م پایان هنگامͬ رویه این ͬ شود. م مدل وارد
گرفته نظر در Fα,١,n−p برابر F ∗ مقدار معمولا˟ عمل در باشند. شده مدل وارد توضیحͬ متغیرهای

است. اول نوع خطای بیانگر α که ͬ شود م
ͬ شود. م حذف مدل از متغیر ΁ی بار هر و ͬ شود م شروع کامل مدل با فرآیند پس رو، حذفͬ روش در
هر در دی·ر، عبارت به دارد. مدل بهبود در را تأثیر کمترین که است متغیری همان شده حذف متغیر
جزیی F آماره اگر ͬ شود. م نامزد مدل از حذف برای جزیی F آماره کوچ΄ترین با توضیحͬ متغیر گام،
متغیرها حذف فرآیند ͬ شود. م حذف مدل از نظر مورد متغیر باشد، F ∗ مقدار از کمتر منتخب متغیر
نباشد F ∗ شده تعیین پیش از مقدار از کوچ΄تر جزیی F آماره مقدار کوچ΄ترین که ͬ شود م متوقف زمانͬ

باشند. شده حذف مدل از توضیحͬ متغیرهای همه یا
در ͬ شود، م اضافه یا حذف متغیر ΁ی که هنگامͬ پس رو، حذفͬ و پیش رو انتخاب روش های در
انتخاب روش تعدیل گام به گام روش ͬ شود. نم بررسͬ مجددا متغیرها این ͬ داری معن بعدی مراحل
مجددا قبلͬ، گام های در مدل به شده وارد توضیحͬ متغیرهای همه گام هر در که ͬ باشد م پیش رو
مدل از بعدی گام در است مم΄ن قبلͬ گام در شده اضافه توضیحͬ متغیر ΁ی بنابراین ͬ شوند. م ارزیابی

شود. حذف
،(٢٠٠۵) هم΄اران و دزیاک٢٠ به ͬ توان م متغیر انتخاب روش های سایر درباره بیشتر اطلاعات برای

کرد. مراجعه (٢٠١٨) دینگ٢٣ و (٢٠١٨) دسبولتس٢٢ ،(٢٠١٨) هم΄اران و هاینز٢١
برخوردارند، مطلوبی نمونه ای ͬ های ویژگ از ΁کلاسی معیارهای با زیرمجموعه انتخاب روش های اگرچه
مدل های است مم΄ن داده ها در ΁کوچ بسیار تغییر ΁ی که معنͬ بدین نیستند، پایدار روش ها این اما
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٢۵ جریمه شده دوم توان های کمترین با متغیر انتخاب

(بریمن، کنند ایجاد را نامناسبی پیش·ویی روش ها این است مم΄ن لذا دهد. نتیجه را ًمتفاوت کاملا
موضوع این و ͬ گیرند نم نظر در را مم΄ن مدل های تمامͬ که است این روش ها این دی·ر مش΄ل .(١٩٩۶
پس رو، حذفͬ و پیش رو انتخاب روش های در شود. خوب مدل ΁ی دادن دست از به منجر است مم΄ن
،p = ١۵ برای مثال، به عنوان ͬ گیرند. م قرار بررسͬ مورد مدل p+ (p− ١) + · · ·+ ١ تعداد حداکثر

با برابر مم΄ن مدل های کل تعداد به بررسͬ مورد مدل های تعداد ماکزیمم نسبت
١۵ + ١۴ + · · ·+ ١

٢١۵ − ١ =
١٢٠

٣٢٧۶٧ ≈ ٠٫۴٪ (٢ . ١٢)
مدل بنابراین ͬ شوند. نم گرفته نظر در مدل بهترین انتخاب برای مم΄ن مدل های از ٩٩٫۶٪ یعنͬ است،
متغیرهای بین همخطͬ وجود صورت در طرفͬ از نباشد. مدل بهترین است مم΄ن شده انتخاب نهایی
و (دزیاک نشود مناسبی مدل انتخاب به منجر است مم΄ن مذکور روش های از استفاده توضیحͬ،
بالاست. بسیار روش ها این محاسباتͬ هزینه باشد، بزرگ p که زمانͬ این، بر علاوه .(٢٠٠۵ هم΄اران،
جریمه تابع ΁ی انتخاب با که، کردند معرفͬ را جریمه شده رگرسیون محققین چالش ها، این ͽرف برای

ͬ دهد. م انجام همزمان به طور را ضرایب برآورد و متغیر انتخاب عمل دو مناسب،

جریمه شده دوم توان های کمترین با متغیر انتخاب ۴ . ٢
تعداد وقتͬ است بدیهͬ ͬ پردازیم. م دوم  جریمه شده توان های کمترین روش توصیف به بخش، این در
از ͬ یابد. م افزایش ،j = ١, ..., p ،βj ضرایب مطلق قدر مجموع اندازه است، زیاد p توضیحͬ متغیرهای
هستیم، β به نسبت εTε =∥ ε ∥٢ کردن مینیمم دنبال به دوم توان های کمترین روش در که آنجایی
کاهش نیز را مدل توضیحͬ متغیرهای تعداد رگرسیونͬ، ضرایب برآورد بر علاوه بخواهیم چنانچه پس
بنابراین، کنیم. مینیمم همزمان به طور نیز را آن از تابعͬ یا ضرایب قدرمطلق بزرگͬ ͬ است کاف دهیم،
قدرمطلق از تابعͬ که قید این تحت را ∥ ε ∥٢ ΁مح جریمه شده، دوم توان های کمترین رگرسیون در
بهینه سازی مسئله ΁ی این ͬ کنند. م مینیمم باشد، بزرگ p∑نباید

j=١ p(|βj|) مانند رگرسیونͬ ضرایب
ͬ شود م بیان زیر به صورت که است مقید٢۴

min
β

∥ ε ∥٢ s.t
p∑

j=١
p(|βj|) ≤ s. (٢ . ١٣)

روش، این از استفاده با که است لاگرانژ٢۵ روش از استفاده مقید، بهینه سازی مسئله حل راه های از ی΄ͬ
کرد بیان زیر صورت به ͬ توان م را (٢ . ١٣) بهینه سازی مسئله

β̂ = argmin
β

∥ Y −Xβ ∥٢ +λ

p∑
j=١

p(|βj|)


= argmin

β

∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

pλ(|βj|)

 . (١۴ . ٢)
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رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ٢۶

رگرسیون در خطا دوم توان های مجموع تابع به که ͬ شود م دیده (١۴ . ٢) مسئله ساختار در دقت با
پارامتر λ ≥ ٠ و جریمه تابع pλ(·) اینجا، در است. شده p∑اضافه

j=١ pλ(|βj|) جریمه عبارت معمولͬ،
λ بین حالت این در ͬ کند. م کنترل رگرسیونͬ ضرایب بزرگͬ برحسب را جریمه میزان که است جریمه
متغیرهای تعداد بخواهیم اگر دقیق تر، به طور دارد. وجود معکوس رابطه ای (٢ . ١٣) در s و (١۴ . ٢) در
پارامتر برعکس. و کنیم انتخاب بزرگ را λ یا ΁کوچ را s است کافͬ شوند، حذف مدل از بیشتری
بهینه سازی مسئله جواب ͬ کند. م برقرار مدل پیچیدگͬ و پیش·ویی خطای بین موازنه ای λ تنظیم کننده
چالش برانگیز مسئله ΁ی λ برای مناسب مقدار تعیین لذا و است وابسته λ مقدار به شدت به (١۴ . ٢)

آمده اند. ٣ . ۴ . ٢ زیربخش در λ بهینه مقدار انتخاب مختلف روش های است.
که شوند صفر است مم΄ن پارامترها از برخͬ مقادیر ،λ برای بهینه مقدار ΁ی انتخاب با بنابراین
بدین ترتیب و شده شناخته بی ا   ثر متغیر عنوان به پارامتر، آن با متناظر توضیحͬ متغیر این صورت در
متغیر“ ”انتخاب اصطلاح در و ͬ شوند م داده تشخیص ی΄دی·ر از بی اهمیت و مهم متغیرهای مجموعه

ͬ گیرد. م صورت

جریمه توابع انواع ١ . ۴ . ٢
و متغیر انتخاب عمل دو آن ها از برخͬ که شده اند معرفͬ مختلف افراد توسط زیادی جریمه توابع کنون تا
ͬ پردازیم. م معروف جریمه توابع از برخͬ معرفͬ به بخش این در ͬ دهند. م انجام همزمان به طور را برآورد

سال در فریدمن٢۶ و فرانک توسط که ͬ دهد م نتیجه را بریج رگرسیون جریمه، تابع این :Lq جریمه . ١
صورت به بریج برآوردگر شد. معرفͬ ١٩٩٣

β̂
Bridge

= argmin
β

١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +λ

p∑
j=١

| βj |q
 , ٠ < q ≤ ٢ (١۵ . ٢)

ͬ شود. م شامل خاص حالت ΁ی عنوان به را مهم جریمه توابع از برخͬ جریمه، تابع این ͬ شود. م تعریف

q = ٢ خاص حالت
به صورت پارامترها برآورد و گویند ریج رگرسیون حالت این در را حاصل رگرسیونͬ مدل

β̂
Ridge

= argmin
β

١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +λ

p∑
j=١

| βj |٢


=
(
XTX+KIp

)−١
XTY

ریج رگرسیون مزیت ΁ی گویند. ریج پارامتر یا تنظیم کننده پارامتر را K = ٢λ که ͬ آید م به دست
است. آن جواب صریح ش΄ل و آسان پیاده سازی
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٢٧ جریمه شده دوم توان های کمترین با متغیر انتخاب

ماتریس نباشد، ستونͬ کامل رتبه دارای X ماتریس اگر معمولͬ، دوم توان های کمترین برآورد در
برای اما داشت. نخواهد وجود OLS برآوردگر برای ی΄تایی جواب لذا و بود نخواهد وارون پذیر XTX

ی΄تا ͺپاس نتیجه در و است وارون پذیر همواره XTX+KIp ماتریس ،K > ٠ و X دلخواه ماتریس هر
واریانس دارای OLS برآوردگر با مقایسه در اما است، اریب ریج برآوردگر دارد. وجود ریج برآوردگر برای
MSE(β̂

Ridge
) < MSE(β̂

OLS
) به طوری که دارد وجود λای همواره همچنین است. کوچ΄تری

دوم توان های کمترین رگرسیون از بهتری پیش·ویی ریج رگرسیون بنابراین .(٢٠١٩ هوانگ٢٧، و (برهنͬ
΁ی هیچ اما ͬ کند، م منقبض را رگرسیونͬ ضرایب اگرچه ریج برآوردگر وجود، این با ͬ کند. م ارائه معمولͬ
موضوع این ندارد. متغیر انتخاب توانایی روش این یعنͬ نیستند، صفر برابر دقیقاً ضرایب برآوردهای از
برازش شده مدل تفسیر مدل، در متغیرها همه حضور به توجه با اما ͬ کند، نم ایجاد پیش·ویی در خللͬ

نیست. ام΄ان پذیر به سادگͬ
به صورت ریج برآوردگر حالت، این در بود. خواهد متعامد طرح ماتریس XTX = Ip که حالتͬ در

β̂
Ridge

=
١

١ +K
β̂

OLS (١۶ . ٢)

ضرایب K افزایش با چون ͬ دهد، م نشان را جریمه شده رگرسیون انقباضͬ ماهیت رابطه این ͬ آید. م در
معادل اند. ریج و OLS برآوردگرهای ،K = ٠ ͬ که هنگام ͬ شوند. م منقبض صفر سمت به

q = ١ خاص حالت
سال در تیبشیران٢٨ͬ توسط که گویند (Lasso) لاسو رگرسیون را حالت این در حاصل رگرسیونͬ مدل
مینیمم کننده و کننده منقبض کننده، انتخاب عمل·ر معنͬ به لاسو آماری، دیدگاه از شد.  ͬ معرف ١٩٩۶

صورت به رگرسیونͬ ضرایب برآورد لاسو رگرسیون در است. قدرمطلق جنس از

β̂
Lasso

= argmin
β

١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +λ

p∑
j=١

| βj |

 (٢ . ١٧)

ͬ کند. م کنترل را صفر) ضرایب (تعداد تنکͬ ͹سط و است جریمه پارامتر λ آن در که ͬ آید م به دست
هرچه دی·ر، به عبارت .β̂Lasso

→ ٠ آنگاه ،λ → ∞ وقتͬ و β̂
Lasso

→ β̂
OLS آنگاه ،λ → ٠ وقتͬ

به دست برآورد ͬ شوند. م منقبض صفر سمت به ضرایب از بیشتری تعداد رود، به کار بزرگتری جریمه
دی·ر، به عبارت هستند. صفر برابر ضرایب از برخͬ برآورد های یعنͬ است، تنک لاسو رگرسیون با آمده

ͬ دهد. م انجام همزمان به طور را پارامتر برآورد و متغیر انتخاب روش، این
باشد. نداشته وجود لاسو برآوردگر برای صریحͬ جواب که ͬ شود م باعث قدرمطلق جریمه تابع
هم΄اران و افرون٣٠ سپس بود. آورده دست به دوم٢٩ درجه برنامه ریزی طریق از را برآوردگر این تیبشیرانͬ
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رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ٢٨

(قاب ریج رگرسیون و چپ) سمت (قاب لاسو رگرسیون محدودیت نواحͬ و تراز ͬ های منحن :٢ . ١ ش΄ل
به صورت ریج محدودیت ناحیه و |β١| + |β٢| ≤ s به صورت لاسو محدودیت ناحیه راست). سمت

هستند. دوم توان های کمترین برآورد خطای تابع تراز ͬ های منحن ͬ ها، بیض است. β٢
١ + β٢

٢ ≤ s

محاسباتͬ هزینه و ͬ دهد م نتیجه را لاسو برآوردهای که کردند معرفͬ را زاویه٣١ کمترین رگرسیون (٢٠٠۴)
است. برابر دوم توان های کمترین برآوردهای با آن

رگرسیونͬ مدل از خاصͬ حالت لاسو، جریمه تابع توسط متغیر انتخاب مفهوم روشن تر شدن برای
ب·یرید نظر در زیر صورت به را

Y = β١X١ + β٢X٢ + ε.

است β٢ و β١ پارامتر دو از تابعͬ خطا دوم توان های مجموع بنابراین

Q(β) =∥ Y −Xβ ∥٢=
n∑

i=١
e٢
i =

n∑
i=١

(Yi − β١Xi١ − β٢Xi٢)
٢. (٢ . ١٨)

صورت به دوم درجه رویه ΁ی ،Q(.) تابع نمودار

Q(β) = a٠ + a١β١ + a٢β٢ + a٣β
٢
١ + a۴β

٢
٢ + a۵β١β٢ (٢ . ١٩)

و ریج مینیمم سازی شرط های اکنون است. شده داده نشان ٢ . ١ ش΄ل در آن تراز ͬ های منحن که است
صورت به را لاسو

β٢
١ + β٢

٢ = s و |β١|+ |β٢| = s (٢ . ٢٠)

لوزی و راست) سمت (قاب ریج رگرسیون برای دایره به صورت آن ها هندسͬ ش΄ل که ب·یرید نظر در
است. شده داده نشان چپ) سمت (قاب لاسو رگرسیون برای
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٢٩ جریمه شده دوم توان های کمترین با متغیر انتخاب

ضرایب از ی΄ͬ که دهد رخ ͬ تواند م حالتͬ لاسو رگرسیون در ،٢ . ١ ش΄ل چپ سمت قاب به توجه با
به ندارد. وجود ام΄ان این راست سمت قاب در ͬ که صورت در باشد، s برابر همواره دی·ری و شده صفر
،s نه و ،√s ͬ تواند م دی·ری آنگاه شود، صفر ضرایب از ی΄ͬ اگر راست، سمت قاب در دقیق تر، عبارت
رخ هرگز اتفاق این ریج برای اما دارد، وجود ضرایب شدن برآورد صفر ام΄ان لاسو برای بنابراین باشد.
آن با متناظر متغیر لاسو، رگرسیون در ضرایب از ΁ی هر برآوردهای بودن صفر صورت در ͬ دهد. نم

ͬ شود. م شناخته بی اهمیت متغیر عنوان به ضریب
β٢ و β١ پارامتر دو هر ،s ΁کوچ مقدار انتخاب با ریج، و لاسو روش دو هر در که است ذکر به لازم
انقباضͬ لاسو و ریج روش دو هر بنابراین شوند. ΁کوچ ͬ توانند م مم΄ن حد تا بعدی) دو حالت (در

هستند.
کمترین برآوردگر از تابعͬ عنوان به را لاسو برآوردگر ͬ توان م آنگاه باشد، متعامد طرح ماتریس اگر

به صورت βj معمولͬ دوم توان های
β̂Lasso
j = sgn(zj)(|zj| − λ)+, j = ١, ..., p (٢ . ٢١)

و x+ = max{٠, x} نشانگر، تابع I(·) ،sgn(x) = I(x > ٠)− I(x < ٠) آن در که آورد به دست
.(٢٠٠١ لͬ، و (فن است X طرح ماتریس ام j ستون ،Xj که است βj ضریب OLS برآورد zj = XT

j Y

صورت به را (٢ . ٢١) برآوردگر
β̂Lasso
j = S(zj|λ) (٢ . ٢٢)

ͬ های ویژگ بررسͬ در (٢ . ٢١) رابطه ͬ شود. م نامیده نرم ای آستانه عمل·ر S(.|λ) که ͬ دهیم م نشان
پرداخت. خواهیم موضوع این به بخش این پایان در که است مفید لاسو رگرسیون مطلوب

اما داده، نشان خود از خوبی عمل΄رد متغیر انتخاب مسایل از بسیاری در اینکه با لاسو رگرسیون
و پیش·و متغیر p با خطͬ رگرسیونͬ مدل ΁ی برای لاسو مثال، به عنوان است. محدودیت ها برخͬ دارای
مدل در ͬ دار معن توضیحͬ متغیرهای تعداد اگر بنابراین ͬ کند. م انتخاب را متغیر n حداکثر مشاهده، n

متغیرهای از مجموعه ΁ی بین در لاسو ͬ شوند. نم انتخاب لاسو توسط آن ها از برخͬ باشد، n از بیشتر
،n > p معمولͬ حالت برای .(٢٠٠۵ هستͬ، و (زو ͬ کند م انتخاب را متغیر ΁ی فقط همبسته، شدت به
خوبی به لاسو برآوردگر پیش·ویی کارآیی باشد، داشته وجود پیش·و متغیرهای بین بالایی همبستگͬ اگر
زیاد آن اریبی که ͬ دهد م نتیجه را برآوردگری لاسو رگرسیون .(١٩٩۶ (تیبشیرانͬ، نیست ریج برآوردگر

داریم j = ١, ..., p برای که داد نشان ͬ توان م است، متعامد طرح ماتریس که حالتͬ در است.
E|β̂Lasso

j − βj| = ٠, βj = ٠,
E|β̂Lasso

j − βj| ≈ βj, βj ∈ [٠, λ],
E|β̂Lasso

j − βj| ≈ λ, |βj| > λ.

(٢ . ٢٣)

.(٢٠١٩ هوانگ، و (برهنͬ است λ به ΁نزدی بزرگ، ضرایب برای لاسو برآوردگر اریبی مقدار بنابراین
آن ها از برخͬ به ادامه در که شدند معرفͬ متعددی جریمه توابع محدودیت ها، این بردن بین از برای

ͬ کنیم. م تعریف را پیش·ویی ویژگͬ ابتدا جریمه، توابع این معرفͬ از قبل ͬ کنیم. م اشاره



رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ٣٠

به طوری باشد، غیرصفر ضرایب اندیس مجموعه A = {j : βj ̸= ٠} کنید فرض پیش·ویی: ویژگͬ
وابسته (p٠ اندازه (با متغیرها از زیرمجموعه ای به تنها درست مدل این صورت، در .|A| = p٠ < p  که
پیشنهاد اساس بر باشد. ͺپاس بر مؤثر متغیرهای شامل تنها که است مدلͬ درست مدل از منظور است.
دارای مجانبی به طور اگر است، پیش·ویی٣٢ ویژگͬ دارای ضرایب برآورد روش ΁ی ،(٢٠٠١) لͬ و فن

باشد: زیر خواص
آنگاه ،Â = {j : β̂j ̸= ٠} اگر یعنͬ کند، شناسایی به درستͬ را غیرصفر ضرایب بتواند . ١

. lim
n→∞

P (Â = A) = ١

دی·ر به عبارت باشد. بهینه برآورد نرخ دارای . ٢
√
n(β̂A − βA)

D−→ N (٠,Σ∗),

است. درست مدل زیر کوواریانس ماتریس Σ∗ که
برآوردگر که داد نشان (٢٠٠۶) زو٣٣ باشد. پیش·ویی ویژگͬ دارای برآوردگر ΁ی که است مطلوب بنابراین
برآورد اریبی مقدار که ͬ شود م ملاحظه (٢ . ٢٣) رابطه به توجه با نیست. پیش·ویی ویژگͬ دارای لاسو
به صورت وزنͬ جریمه از استفاده لاسو، اریبی کاهش روش ΁ی بنابراین ͬ شود. م تعیین λ توسط لاسو
کوچ΄تری جریمه بزرگتر ضرایب به که کنیم انتخاب طوری را وزن ها بتوانیم اگر است. λj = wjλ

(٢٠٠۶) زو بنابراین ͬ یابد. م کاهش لاسو برآوردگر اریبی تنکͬ، ویژگͬ حفظ با آنگاه شود، داده  تخصیص
است. برخوردار پیش·ویی ویژگͬ از روش این که داد نشان و کرد معرفͬ را تطبیقͬ لاسوی

لاسو برخلاف اما است، لاسو مانند تطبیقͬ لاسوی جریمه تابع کلͬ صورت تطبیقͬ: لاسوی جریمه . ٢
بیان زیر صورت به تطبیقͬ لاسوی برآوردگر ͬ گیرد. م نظر در مختلفͬ جریمه های مختلف، ضرایب برای

ͬ شود م

β̂
aLasso

= argmin
β

١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +λ

p∑
j=١

wj | βj |

 (٢۴ . ٢)

لاسوی رگرسیون در معمولا˟ کند. جریمه بزرگ ضرایب از بیشتر را ΁کوچ ضرایب تا است βj وزن wj که
مانند βj از سازگار √

n برآوردگر ΁ی β̂٠
j و γ > ٠ که ͬ کنند م انتخاب را wj = ١

|β̂٠
j |γ

وزن تطبیقͬ،
است. لاسو یا ریج ،OLS برآوردگر

نشان و کردند معرفͬ را SCAD نام به محدب جریمه تابع ΁ی (٢٠٠١) لͬ و فن :SCAD جریمه . ٣
را ٢ . ۴ . ٢ (زیربخش است برخوردار جریمه تابع ΁ی مطلوب ͬ های ویژگ همه از جریمه، تابع این که دادند
صورت به SCAD برآوردگر کردند. ثابت روش این برای نیز را پیش·ویی ویژگͬ همچنین آن ها ببینید).
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٣١ جریمه شده دوم توان های کمترین با متغیر انتخاب

β̂
SCAD

= argmin
β

١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

pλ(|βj|)

 (٢۵ . ٢)

صورت به و است SCAD جریمه تابع pλ(·) که ͬ شود م تعریف

pλ(t) =


λt, ٠ ≤ t ≤ λ

٢aλt−t٢−λ٢

٢(a−١) , λ < t < aλ

λ٢(a+١)
٢ , t ≥ aλ

(٢۶ . ٢)

(٢٠٠١) لͬ و فن است. ثابت مقداری a > ٢ و جریمه پارامتر λ ،pλ(٠) = ٠ ،t ≥ ٠ که ͬ شود م تعریف
نتیجه را خوبی عمل΄رد مختلف شرایط در مقدار این که دادند نشان و کردند پیشنهاد را a = ٣٫٧ مقدار

ͬ دهد. م
رابطه و ٢ . ٢ ش΄ل به توجه با ͬ دهد. م نشان λ = ١ به ازای را SCAD تابع نمودار ٢ . ٢ ش΄ل
آن، از پس و است، منطبق لاسو بر SCAD جریمه تابع |β| ≤ λ فاصله در که ͬ شود م ملاحظه (٢۶ . ٢)
تابع ΁ی به |β| > aλ ازای به سپس است. دوم درجه تابع ΁ی SCAD جریمه ،|β| ≤ aλ ͬ که زمان تا
جریمه تابع با SCAD جریمه تابع ،a → ∞ وقتͬ ،(٢۶ . ٢) به توجه با همچنین، ͬ شود. م تبدیل ثابت
ͬ دهد. م نتیجه را لاسو برآوردگر a = ∞ خاص حالت در SCAD جریمه تابع یعنͬ است، معادل لاسو

صورت به توان مͬ را ضرایب SCAD برآوردهای طرح، ماتریس بودن متعامد فرض با

β̂SCAD
j (a, λ) =


S(zj|λ), |zj| ≤ ٢λ
a−١
a−٢S(zj|

aλ
a−١), ٢λ < |zj| ≤ aλ

zj, |zj| > aλ

(٢ . ٢٧)

.(٢٠٠١ لͬ، و (فن است نرم آستانه ای عمل·ر S(.|λ) و βj ضریب OLS برآورد zj که داد نشان

صورت به را MCP نام به دی·ری جریمه تابع (٢٠١٠) ژانگ :MCP جریمه . ۴

pλ(t) = λ

∫ t

٠

(
١ − x

γλ

)
+

dx, t ≥ ٠ (٢ . ٢٨)

تابع بودن مقعر میزان که است تنظیم کننده پارامتر γ > ٠ و جریمه پارامتر λ آن در که کرد معرفͬ
به صورت MCP برآوردگر حالت، این در کند. مͬ کنترل را pλ(·)

β̂
MCP

= argmin
β

١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

pλ(|βj|)

 (٢ . ٢٩)

ͬ دهد. م نتیجه را لاسو جریمه تابع γ = ∞ ازای به MCP جریمه تابع ͬ شود. م تعریف
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.MCP و SCAD لاسو، جریمه توابع نمودار :٢ . ٢ ش΄ل

ضرایب MCP برآوردهای ،SCAD و لاسو برآوردهای مشابه طرح، ماتریس بودن متعامد فرض تحت
صورت به ͬ توان م را

β̂MCP
j (γ, λ) =


γ

γ−١S(zj|λ), |zj| ≤ γλ

zj, |zj| > γλ

نشان γ = ٣ و λ = ١ به ازای را MCP تابع نمودار ٢ . ٢ ش΄ل .(٢٠١٩ هوانگ، و (برهنͬ داد نشان
است. ثابت تابع ΁ی آن از پس و دوم درجه تابع ΁ی |β| ≤ γλ فاصله در MCP جریمه تابع ͬ دهد. م

مناسب جریمه تابع ΁ی ͬ های ویژگ ٢ . ۴ . ٢
باید جریمه تابع نوع چه از که است این ͬ آید م پیش که سوالͬ رگرسیون  جریمه شده، از استفاده برای
مطلوب ویژگͬ سه با برآوردگری باید خوب جریمه تابع ΁ی که دادند نشان (٢٠٠١) لͬ و فن کرد. استفاده

دهد: نتیجه را زیر
صفر برابر را دارند کوچ΄ͬ مقدار که شده ای برآورد  ضرایب خودکار به طور نتیجه شده برآوردگر تنکͬ: . ١

ͬ دهد. م کاهش را مدل پیچیدگͬ کار این شوند. انتخاب مناسب متغیرهای تا دهد قرار
تقریباً است، بزرگ آن ها واقعͬ مقادیر که رگرسیونͬ ضرایب برای آمده دست به برآوردگر اریبی: نا . ٢

ͬ دهد. م کاهش را مدل اریبی ویژگͬ این باشد. نااریب
دهد. کاهش را مدل پیش·ویی در ناپایداری بتواند تا باشد پیوسته نتیجه شده برآوردگر پیوستگͬ: . ٣
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کمترین برآورد مقابل در (PLS) دوم  جریمه شده توان های کمترین برآورد های نمودار :٢ . ٣ ش΄ل
عمودی محور و OLS افقͬ محور است. متعامد طرح ماتریس که وقتͬ (OLS) معمولͬ دوم توان های

است. PLS

بودن متعامد فرض با SCAD و MCP ریج، لاسو، برآوردهای با را OLS برآورد ارتباط ٢ . ٣ ش΄ل
برآوردهای عمودی محور و OLS برآورد نشان دهنده افقͬ محور دهد. مͬ نشان X طرح ماتریس
ضرایب برای که داریم انتظار است، نااریب OLS برآوردگر چون است. جریمه شده دوم توان های کمترین
طرفͬ از شود. برقرار نااریبی شرط تا باشد OLS برآورد به ΁نزدی یا برابر جریمه شده برآورد بزرگ،
΁کوچ رگرسیونͬ ضرایب جریمه شده، دوم توان های کمترین روش است لازم تنکͬ، شرط برقراری برای
پیوستگͬ ش΄ل، به توجه با باشد. پیوسته موردنظر برآوردگر است لازم همچنین کند. برآورد صفر را
در است. صفر برابر لاسو برآورد ،΁کوچ مقادیر با ضرایب برای همچنین است. بدیهͬ لاسو برآوردگر
فاصله OLS برآورد از لاسو برآورد ضرایب، مقادیر شدن بزرگ با اما است. برقرار تنکͬ شرط نتیجه
مقادیر با ضرایب برای که است این لاسو روش عیب نتیجه در نیست. برقرار نااریبی شرط یعنͬ ͬ گیرد، م

ͬ دهد. م نتیجه را اریب برآوردهای بزرگ،
همچنین ͬ کند. نم برآورد صفر را ΁کوچ ضرایب بودن، پیوسته ͬ رغم عل لاسو، برخلاف ریج برآوردگر
جریمه ΁ی ریج جریمه تابع بنابراین ͬ یابد. م افزایش شدت به اریبی مقدار ضرایب، مطلق قدر افزایش با

نیست. متغیر انتخاب برای مناسب
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͹واض پیوستگͬ و تنکͬ های ویژگͬ برقراری ،OLS برآورد مقابل در SCAD برآورد نمودار به توجه با
اما است، معادل لاسو برآوردگر اریبی با شده جریمه برآوردگر اریبی میزان ابتدا در براین، علاوه است.

است. برقرار نیز نااریبی ویژگͬ لذا ͬ یابد. م تنزل صفر سمت به اریبی ضرایب، مطلق قدر افزایش با
ͬ دهد. م نتیجه را مطلوب ͬ های ویژگ با برآوردگری نیز MCP جریمه تابع ش΄ل، به توجه با همچنین
صفر، از ضرایب گرفتن فاصله با که تفاوت این با است، SCAD شبیه بسیار MCP جریمه تابع رفتار
با برابر معین فاصله ΁ی در SCAD برآوردگر اریبی اما ͬ رود، م صفر سمت به فورا MCP برآوردگر اریبی
ͬ توان م SCAD و MCP جریمه توابع از بنابراین ͬ یابد. م کاهش سرعت به سپس و است لاسو اریبی

برد. نام مناسب جریمه توابع عنوان به
دوم توان های کمترین برآوردگر زیر کافͬ شرایط تحت که دادند نشان همچنین (٢٠٠١) لͬ و فن

است: فوق مطلوب ͬ های ویژگ دارای (١۴ . ٢) جریمه شده
.min
t≥٠

{t+ p′λ(t)} > ٠ اگر است تنکͬ ویژگͬ دارای برآوردگر تنکͬ: . ١
.p′λ(t) = ٠ ،t بزرگ مقادیر برای اگر، است نااریب به دست آمده برآوردگر اریبی: نا . ٢

.argmin
t≥٠

{t+ p′λ(t)} = ٠ اگر فقط و اگر است پیوسته برآوردگر پیوستگͬ: . ٣

فن توسط بیان شده مطلوب ͬ های ویژگ داشتن برای کافͬ شرایط شود، مͬ ملاحظه که همان  طور
مسئله حل در جریمه تابع مشتق ش΄ل این، بر علاوه هست. جریمه تابع مشتق به وابسته (٢٠٠١) لͬ و
توابع مشتق و p′λ(t) = λ صورت به لاسو جریمه تابع مشتق دارد. بسزایی تاثیر بهینه سازی جریمه شده

صورت به ترتیب، به ،MCP و SCAD جریمه

p′λ(t) = λ

{
I(t ≤ λ) +

(aλ− t)+
(a− ١)λ I(t > λ)

}
, t ≥ ٠, a > ٢ (٢ . ٣٠)

و

p′λ(t) = λ

(
١ − t

γλ

)
+

, t ≥ ٠, γ > ٠ (٢ . ٣١)

مثال، عنوان به است. ساده بسیار جریمه توابع مطلوب ͬ های ویژگ کافͬ شرایط بررسͬ ͬ آیند. م به دست
.p′λ(t) = λ > ٠ اما ،argmin

t≥٠
{t+p′λ(t)} = ٠ minو

t≥٠
{t+p′λ(t)} = λ > ٠ لاسو، جریمه تابع برای

نیست. نااریبی ویژگͬ دارای لاسو جریمه تابع بنابراین
۴ . ٢ ش΄ل در a = γ = ٣ و λ = ١ به ازای MCP و SCAD لاسو، جریمه توابع مشتق نمودار
جریمه نرخ با مبدا در MCP و SCAD توابع جریمه نرخ که ͬ بینیم م ش΄ل به توجه با است. شده داده
صفر سمت به MCP و SCAD توابع جریمه نرخ ضرایب، قدرمطلق افزایش با اما است، برابر لاسو تابع
صفر از ضرایب گرفتن فاصله با ابتدا در SCAD تابع جریمه نرخ که است ذکر به لازم ͬ کند. م نزول
ͬ که حال در ͬ یابد، م کاهش سرعت به ضرایب قدرمطلق افزایش با سپس و است لاسو جریمه نرخ معادل

ͬ یابد. م تنزل صفر سمت به فورا آن جریمه نرخ مبدا، از شدن خارج محض به MCP جریمه تابع
توابع همه بین در یعنͬ است، مینیماکس مقعر MCP روش که ͬ دهد م نشان همچنین ۴ . ٢ ش΄ل
p′λ(٠+) = λ و p′λ(t) = ٠ شرط دو در t ≥ γλ هر برای که (٠,∞) بازه بر مشتق پذیر پیوسته جریمه
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.MCP و SCAD لاسو، جریمه توابع مشتق نمودارهای :۴ . ٢ ش΄ل

ͬ کند م مینیمم را زیر تقعر ماکزیمم MCP ͬ کنند، م صدق

K = sup
٠<t١<t٢

p′λ(t١)− p′λ(t٢)

t٢ − t١ . (٢ . ٣٢)

دارا را پیوستگͬ و نااریبی تنکͬ، مطلوب شرایط که جریمه ای توابع اغلب که باشید داشته خاطر به
مینماکس مقعر ͬ کند. مواجه م چالش با را بهینه سازی مسئله موضوع، این هستند. محدب غیر هستند،
هستند، فوق مطلوب ویژگͬ سه دارای که توابعͬ همه بین در که است معنͬ بدین MCP تابع بودن
MCP و SCAD توابع مشتق های ،۴ . ٢ ش΄ل در ͬ کند. م مینیمم را (٢ . ٣٢) تقعر ماکزیمم اندازه MCP
ͬ که حال در است، K = ١

γ
= ١

٣ تقعر دارای ناحیه این در MCP اما هستند، برابر γλ = ٣ و ٠ نقاط در
(٢٠١٩) هوانگ و برهنͬ به بیشتر اطلاعات برای است. K = ١

γ−١ = ١
٢ تقعر ماکزیمم دارای SCAD

شود. مراجعه

جریمه پارامتر انتخاب ٣ . ۴ . ٢
بازی مدل پیچیدگͬ کنترل در را مهمͬ بسیار نقش جریمه شده رگرسیون در جریمه پارامتر انتخاب
همه و ͬ شود م تبدیل OLS برآوردگر به شده جریمه برآوردگر λ = ٠ به ازای مثال، عنوان به ͬ کند. م
در و ͬ شود، م ∞ با برابر (١۴ . ٢) تابع دوم جزء ،λ = ∞ اگر ͬ شوند. م مدل وارد توضیحͬ متغیرهای
دو این بین مقدار بهترین انتخاب برای ͬ شود. نم مدل وارد متغیری هیچ و شده صفر ضرایب تمام نتیجه
برای مشخص، به طور ͬ شود. م استفاده GCV و BIC ،AIC مانند ΁کلاسی معیارهای از فرین، حالت



رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ٣۶

΁کلاسی معیار مقدار و آورده به دست را ،β̂λ شده، جریمه دوم توان های کمترین برآورد شده، داده λ

ͬ شوند م بیان زیر صورت به ΁کلاسی معیارهای این ͬ کنیم. م محاسبه β̂λ اساس بر را مدل انتخاب
AICλ =∥ Y −Xβ̂λ ∥٢ +٢dfλσ̂٢

BICλ =∥ Y −Xβ̂λ ∥٢ + log(n)dfλσ̂
٢

GCVλ =
١
n
∥ Y −Xβ̂λ ∥٢

(١ − dfλ/n)٢

مدل از منظور است. کامل مدل تحت باقیمانده ها دوم توان های مجموع RSSp و σ̂٢ = RSSp

n−p
که

آزادی درجه فوق، معیارهای در دارند. حضور مدل در توضیحͬ متغیرهای همه که است مدلͬ کامل
به صورت صفر غیر ضرایب تعداد از استفاده با معمولا˟ dfλ برآورد شده مدل

dfλ =

p∑
j=١

I(β̂j,λ ̸= ٠)

به صورت طرح ماتریس از استفاده dfλ محاسبه دی·ر راه است. نشانگر تابع I(.) آن در که ͬ آید م به دست
dfλ = tr

(
Xλ(X

T
λXλ + nΣλ)

−١XT
λ

)
به صورت بلوکͬ ماتریس Σλ و شده داده λ با متناظر مدل طرح ماتریس Xλ آن در که است

Σλ = diagβ̂j,λ ̸=٠
{
P ′
λ(|β̂j,λ|)/|β̂j,λ|

}
برای پایان، در است. β̂λ جریمه شده دوم توان های کمترین برآورد از مولفه ‐امین j ،β̂j,λ که است
که ͬ کنیم م انتخاب بهینه مقدار عنوان به را λ از مقداری ،λ١, ..., λM شده داده نقاط از مجموعه ΁ی

باشد. ΁کلاسی معیار مقدار کمترین دارای
است. گروه٣۴ͬ k متقابل اعتبارسنجͬ روش از استفاده جریمه پارامتر انتخاب برای دی·ر روش ΁ی
افراز ی΄سان اندازه با گروه k به تصادفͬ طور به  را مشاهدات مجموعه شده، داده λ ΁ی برای روش، این در
در آموزش٣۶ͬ داده های به عنوان را گروه ها سایر و آزمون٣۵ داده های به عنوان را اول گروه سپس ͬ کنیم. م
داده های ازای به ͺپاس متغیر مقدار آموزشͬ، داده های از استفاده با مدل برازش از پس ͬ گیریم. م نظر
I١ که ͬ آید م به دست PE١ =

∑
i∈I١

(yi − ŷi)
٢ به صورت پیش·ویی خطای و ͬ شود م پیش·ویی آزمون

عنوان به گروه ها از ی΄ͬ تکرار هر در و ͬ شود م تکرار بار k روند این است. اول گروه مشاهدات اندیس
برآورد k نتیجه در ͬ شوند. م گرفته نظر در آموزشͬ داده های عنوان به گروه ها بقیه و آزمون داده های

به صورت متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز نهایت، در و آمده به دست PEk, ..., PE١ آزمون خطای

CV (λ) =
١
k

k∑
i=١

PEi

34k-fold cross validation
35Test dataset
36Training dataset



٣٧ گروهͬ متغیر انتخاب

CV (λ) مقدار که ͬ شود م انتخاب λای سپس و شده تکرار مختلف λهای برای کار این ͬ شود. م محاسبه
ͬ شود. م گرفته نظر در ١٠ یا ۵ برابر k مقدار معمولا˟ عمل در کند. مینیمم را

متغیرهای از گروه ΁ی بین در که است این شد، اشاره آن به قبلا که لاسو، روش مش΄لات از ی΄ͬ
متغیر انتخاب توانایی روش این بنابراین، ͬ کند. م انتخاب را متغیر ΁ی تنها بالا، همبستگͬ با توضیحͬ
به صورت متغیرها است لازم و باشند داشته گروهͬ ساختار داده ها است مم΄ن عمل در ندارد. را گروهͬ

ͬ کنیم. م معرفͬ را گروهͬ متغیر انتخاب روش چند ادامه، در شوند. انتخاب گروهͬ

گروهͬ متغیر انتخاب ۵ . ٢
ذاتͬ به طور توضیحͬ متغیرهای کنید فرض ب·یرید. نظر در را توضیحͬ متغیر p با خطͬ رگرسیون مدل

ش΄ل به را مدل بتوان و باشند شده افراز مجزا گروه J به

Y =
J∑

j=١
Xjβj + ε (٢ . ٣٣)

متغیر pj طرح ماتریس ،n×pj بعد با ،Xj ،ͺپاس متغیر مشاهدات بردار Y = (y١, ..., yn)
T که نوشت

است. خطا بردار ε و j‐ام گروه رگرسیونͬ ضرایب βj = (βj١, ..., βjpj)
T j‐ام، گروه در توضیحͬ

این و ͬ گیرند م درنظر واحد ΁ی به عنوان را متغیرها از گروه هر مهم، متغیرهای انتخاب و برآورد هنگام
یا شده حذف مدل از گروهͬ صورت به متغیرها نتیجه در ͬ کند. م تسهیل را متغیر انتخاب فرآیند عمل
نمایش باشد. داشته متفاوتͬ اهداف و دلایل ͬ تواند م متغیرها گروهͬ ساختار ͬ مانند. م باقͬ مدل در
با پیوسته تصادفͬ متغیر ΁ی اثر نمایش و ظاهری متغیرهای از استفاده با سطحͬ چند کیفͬ متغیر ΁ی
ͬ تواند م همچنین گروه بندی هستند. گروه بندی شده متغیر های از نمونه هایی پایه ای، توابع از استفاده
به عنوان گیرد. قرار استفاده مورد است، ͬ دار معن علمͬ نظر از که پیشین، دانش از بهره گیری به منظور
΁ی در ͬ توانند م ی΄سان بیولوژی΄ͬ مسیر ΁ی به متعلق ژن های ژن٣٧ͬ، بیان داده های تحلیل در مثال،
΁ی به عنوان ͬ توانند م ی΄سان ژن از ژنتی΄ͬ نشانگرهای ژنتی΄ͬ، پیوند مطالعات در گیرند. قرار گروه
توجه مورد داده ها نوع این تحلیل در را گروهͬ ساختار است مطلوب عمل در شوند. گرفته نظر در گروه

ͬ کنیم. م معرفͬ گروهͬ متغیرهای انتخاب برای جریمه تابع چند ادامه در دهیم. قرار

گروهͬ لاسوی جریمه ١ . ۵ . ٢
متغیرهای که ͬ رود م کار به زمانͬ و شد معرفͬ (٢٠٠۶) لین٣٨ و یوآن توسط گروهͬ لاسوی جریمه تابع
هدف  جریمه شده تابع کردن مینیمم با گروهͬ لاسوی برآوردگر باشند. شده گروه بندی قبل از توضیحͬ

L(β) = ١
٢ ∥ Y −

J∑
j=١

Xjβj ∥٢ +λ

J∑
j=١

∥ βj ∥Rj
(٣۴ . ٢)
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رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ٣٨

مثبت معین ماتریس ΁ی Rj ضرایب، بردار β = (βT
١ , ...,β

T
J )

T جریمه، پارامتر λ که ͬ آید م به دست
است. ∥ βj ∥Rj

= (βT
j Rjβj)

١
٢ و pj × pj بعد با

لین و یوآن ،XT
j Xj = nIpj که حالتͬ در است. Rj ماتریس انتخاب نحوه مهم، مسئله ΁ی

زیرا نیست، مناسب چندان Rj = Ipj انتخاب وجود، این با دادند. پیشنهاد را Rj = Ipj ،(٢٠٠۶)
ماتریس ،Rj مناسب انتخاب ΁ی کلͬ، حالت در نباشد. ی΄سان است مم΄ن توضیحͬ متغیرهای مقیاس
هر در متغیرها کردن استاندارد با معادل Rj انتخاب این است. XT

j Xj/n یعنͬ Xj اساس بر گرام٣٩
است. گروه

که است لازم ،(٢٠٠۶) لین و یوآن توسط ارائه شده ال·وریتم با گروهͬ لاسوی رگرسیون برازش برای
گیرد. قرار استفاده مورد ͬ تواند م گرام‐اشمیت متعامد سازی روش منظور بدین باشند. متعامد ها Xj

ͬ کند م تسهیل را رگرسیون  جریمه شده برازش برای محاسباتͬ ال·وریتم  های توسعه بودن، متعامد ویژگͬ
از استفاده ام΄ان ویژگͬ این بعلاوه، .(٢٠١۵ هوانگ، و (برهنͬ ͬ شود م محاسباتͬ بار کاهش باعث و
گروهͬ MCP و گروهͬ SCAD رگرسیون برازش برای را گروهͬ لاسوی برای شده ارائه ال·وریتم های
متغیرهای بودن متعامد فرض ͬ توانیم م کلیت دادن دست از بدون که است ذکر به لازم ͬ کند. م فراهم
ضرایب تبدیل با ͬ توانیم م استاندارد، مدل رگرسیونͬ ضرایب برآورد از پس زیرا بپذیریم، را گروه هر درون

ͬ پردازیم. م موضوع این جزئیات بیان به ادامه در آوریم. به دست را اصلͬ مدل رگرسیونͬ
Uj که ͬ گیریم م نظر در Rj = UT

j Uj صورت به را گرام ماتریس چولس΄ͬ، تجزیه از استفاده با
بنابراین، .bj = Ujβj و X̃j = XjU

−١
j کنید فرض است. pj × pj بعد با مثلثͬ بالا ماتریس ΁ی

صورت به را (٣۴ . ٢) تابع  جریمه شده ͬ توان م

L(β) = ١
٢ ∥ Y −

J∑
j=١

X̃jbj ∥٢ +λ
J∑

j=١
∥ bj ∥ (٣۵ . ٢)

(٣۴ . ٢) اصلͬ مسئله جواب ͬ توانیم م ،(٣۵ . ٢) تابع کردن مینیمم با جواب آوردن دست به از پس نوشت.
ͬ شود م نتیجه Uj تعریف به توجه با آوریم. به دست βj = U−١

j bj تبدیل با را
X̃T

j X̃j =UT
j

−١
XT

j XjU
−١
j

=UT
j

−١
nRjU

−١
j

=nUT
j

−١
UT

j UjU
−١
j

=nIpj .
،١ ≤ j ≤ J به ازای که ͬ کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون و Rj انتخاب این با بنابراین
هستند. متعامد Xk و Xj ،j ̸= k برای که نکرده ایم فرض اینجا در که کنید توجه .XT

j Xj = nIpj
حالت، این در ͬ شود. م تبدیل استاندارد لاسوی به گروهͬ لاسوی ،(١ ≤ j ≤ J) pj = ١ که هنگامͬ
Rj گرفتن نظر در بنابراین، است. توضیحͬ متغیر j‐امین نمونه ای واریانس با معادل Rj =

∥Xj∥٢

n

برای اغلب که است تحلیل از قبل توضیحͬ متغیرهای کردن استاندارد معادل گرام ماتریس صورت به
ͬ شود. م توصیه لاسو رگرسیون برازش
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٣٩ گروهͬ متغیر انتخاب

تطبیقͬ گروهͬ لاسوی ٢ . ۵ . ٢
هم΄اران و لنگ۴٠ نیست. پیش·ویی ویژگͬ دارای لاسو برآوردگر شد، بیان ۴ . ٢ بخش در که همان طور
دارای لاسو شود، انتخاب پیش·ویی خطای کردن مینیمم با جریمه پارامتر اگر که دادند نشان (٢٠٠۶)
رگرسیونͬ ضرایب تمام برای لاسو که است این مش΄ل این دلیل نیست. انتخاب در سازگاری ویژگͬ
و کوچ΄تر انقباض بزرگتر ضرایب برای که است این مطلوب ͬ گیرد. م نظر در را ی΄سانͬ انقباض میزان
مدلͬ لاسو که ͬ شود م باعث موضوع این ب·یرد. نظر در را بزرگتری انقباض صفر به ΁نزدی ضرایب برای
تابع نیست. صفر ضرایب از ΁کوچ ضرایب تشخیص به قادر چون کند، انتخاب را درست مدل از بزرگتر
ͬ کند. م مدل وارد را زیادی بی اهمیت گروه های و دارد لاسو شبیه رفتاری هم گروهͬ لاسوی جریمه

به صورت جریمه شده دوم توان های مجموع تابع گروهͬ، لاسوی عمل΄رد بهبود برای

L(β) = ١
٢ ∥ Y −

J∑
j=١

Xjβj ∥٢ +λ

J∑
j=١

ωj ∥ βj ∥Rj
(٣۶ . ٢)

گروهͬ لاسوی برآورد است. βj برای اولیه مقدار ΁ی β̃j و ωj = (∥ β̃j ∥Rj
)−١ که ͬ شود م تعریف

تطبیقͬ گروهͬ لاسوی ͬ بینید م که همان طور شود. استفاده روش این در اولیه مقدار به عنوان ͬ تواند م
ͬ گیرد. م نظر در را متفاوتͬ جریمه های مختلف، گروه های برای

گروهͬ جریمه توابع سایر ٣ . ۵ . ٢
به معمولͬ جریمه تابع در | βj | جای به ∥ βj ∥Rj

دادن قرار با گروهͬ، جریمه تابع که است ͹واض
معیار اساس بر گروهͬ متغیر انتخاب روش ΁ی باشد، جریمه تابع ΁ی pλ(t) اگر حال ͬ آید. م دست

L(β) = ١
٢ ∥ Y −

J∑
j=١

Xjβj ∥٢ +
J∑

j=١
pλ,γ

(
∥ βj ∥Rj

) (٢ . ٣٧)

بنابراین شود. استفاده pλ(·) اصلاح برای ͬ تواند م که است اضافͬ پارامتر ΁ی γ اینجا ͬ آید. م به دست
تعریف نیز را گروهͬ بریج و گروهͬ MCP گروهͬ، SCAD جریمه های گروهͬ، لاسوی مشابه ͬ توان م

کرد.
طوری به ب·یرید نظر در گروه J = ٢٠ با نمونه ای گروهͬ، متغیر انتخاب مفهوم بهتر درک برای
کنید فرض ͬ باشند. م صفر گروه ها سایر به مربوط ضرایب و صفر غیر ضرایب دارای اول گروه دو که
٣ برابر صفر گروه های اندازه کنید فرض همچنین .β٢ = (−٠٫۵, ١, ٠٫۵)T و β١ = (−

√
٢,

√
٢)T

λ مختلف مقادیر برای را گروهͬ MCP و گروهͬ SCAD گروهͬ، لاسوی برآوردهای ۵ . ٢ ش΄ل باشد.
یا گروه، ΁ی به متعلق ضرایب همه ،λ مقدار هر برای که، دید ͬ توان م ش΄ل به توجه با ͬ دهد. م نشان
متغیرهای همه نتیجه، در هستند. صفر غیر مقداری دارای ضرایب آن همه یا ͬ شوند، م برآورد صفر برابر
گروهͬ انتخاب مفهوم موضوع، این ͬ شوند. م حذف مدل از هم·ͬ یا ͬ گیرند، م قرار مدل در یا گروه ΁ی
که به طوری دارد وجود λ از بازه ای گروهͬ، MCP و گروهͬ SCAD برای براین علاوه ͬ کند. م بیان را
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رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ۴٠

Group LASSO
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خط .λ مختلف مقادیر برای گروهͬ MCP و گروهͬ SCAD گروهͬ، لاسوی برآوردهای :۵ . ٢ ش΄ل
برآوردهای ترتیب، به قرمز، و آبی نمودارهای ͬ دهد. م نشان را λ = ٠٫٠۴ مقدار نقطه چین عمودی

هستند. صفر گروه های به مربوط نمودارها بقیه و دوم و اول گروه ضرایب

،λ = ٠٫٠۴ ازای به مثال، به عنوان هستند. ΁نزدی بسیار پارامترها واقعͬ مقادیر به برآوردها بازه، آن در
را مدلͬ و ͬ کنند م تولید را دوم توان های کمترین برآوردهای همان گروهͬ SCAD و گروهͬ MCP

لاسوی برای اما گویند. پیش·و۴١ مدل را مدل این است. مهم متغیرهای شامل تنها که ͬ دهند م نتیجه
کمترین برآورد با لاسو برآورد حالت این در .λ = ٠ ازای به م·ر هستند، اریب همواره برآوردها گروهͬ،

است. معادل دوم  توان های

به توجه با ب·یرید. نظر در گروهͬ SCAD جریمه تابع برای را ۶ . ٢ ش΄ل دقیق تر، بررسͬ برای
سپس دارند، حضور مدل در گروه ها همه توضیحͬ متغیرهای تقریبا ،λ = ٠٫٠٠۵ برای ش΄ل، این
فقط λ = ٠٫١٠ به ازای مثال، به عنوان ͬ شوند. م منقبض صفر سمت به ضرایب همه ،λ افزایش با
به ازای است. زیاد آمده به دست برآوردهای اریبی اما دارند، حضور مدل در مهم گروه های متغیرهای
مؤثر متغیرهای که دوم، گروه متغیرهای و دارند حضور مدل در اول گروه متغیرهای تنها λ = ٠٫٢٠
بی اهمیت گروه های ضرایب همه λ = ٠٫٠٣٧ خاص حالت در ͬ شوند. م حذف مدل از هستند، ͺپاس بر
برآوردهای با گروهͬ SCAD با آمده به دست برآوردهای مهم، گروه های برای ͬ که درحال ͬ شوند، م صفر
به گروهͬ SCAD برآوردگر λ = ٠٫٠٣٧ به ازای دی·ر، به عبارت هستند. معادل دوم توان های کمترین
عمل در البته باشد. λ برای بهینه مقدار ΁ی ͬ تواند م λ = ٠٫٠٣٧ بنابراین است. پیش·و برآوردگر خوبی

ͬ آید. م به دست ٣ . ۴ . ٢ زیربخش در ͬ شده معرف روش های از استفاده با λ بهینه مقدار
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۴١ بالا بسیار بعد با داده های در متغیر انتخاب
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.λ مختلف مقادیر برای گروهͬ SCAD برآوردهای :۶ . ٢ ش΄ل

بالا بسیار بعد با داده های در متغیر انتخاب ۶ . ٢
در بالا۴٣. بعد ‐ ٢ پایین۴٢ بعد ‐ ١ کرد: تقسیم گروه دو به ͬ توان م بعد نظر از را داده ها کلͬ، به طور
مثال، به عنوان است. ،n مشاهدات، تعداد از کوچ΄تر بسیار ،p متغیرها، تعداد پایین، بعد با داده های
در بعلاوه، است. پایین بعد با داده مجموعه ΁ی p = ١٠ بعد و n = ١٠٠ حجم با داده مجموعه
با داده های در ͬ ماند. م ثابت p مقدار ،n افزایش با که ͬ شود م فرض مجانبی نظریه برای داده ها، این
این در است. بالا بعد از تحققͬ p = ٢٠٠ و n = ١٠٠ مثال، به عنوان است. بزرگتر n از p بالا، بعد
علمͬ مختلف زمینه های در محققین افزایش یابد. امروزه ͬ تواند م p مقدار ،n افزایش با داده ها نوع
اگرچه هستند. مواجه داده ها نوع این با مالͬ و زمین علوم اعصاب، علوم ،΁ژنومی مانند تحقیقاتͬ و
تحقیق دارند: مشترک موضوع ΁ی اما ͬ کنند، م دنبال را متفاوتͬ اهداف مختلف زمینه های در محققین
در توضیحͬ متغیرهای تعداد و است وابسته حجیم داده های از مفید اطلاعات استخراج به شدت به آن ها
روی پیش را زیادی چالش های “΁کوچ n بزرگ، p” مسئله باشد. بزرگ ͬ تواند م نمونه حجم با مقایسه
΁ی است. آماری نوین روش های کارگیری به مستلزم داده ها نوع این تحلیل و است داده قرار آماردانان
اساس بر که است تنک۴۴ͬ فرض ͬ سازد، م مم΄ن را داده ها نوع این پیرامون استنباط که اساسͬ فرض
متغیرهای بقیه و تاثیرگذارند ͺپاس متغیر بر توضیحͬ متغیرهای از کوچ΄ͬ مجموعه فقط فرض، این
تحلیل در را مهمͬ نقش متغیر انتخاب و بعد کاهش بنابراین ندارند. ͺپاس متغیر با ارتباطͬ توضیحͬ

ͬ کند. م ایفا داده ها نوع این
از که شده اند معرفͬ بالا بعد با داده های در متغیر انتخاب برای مختلفͬ آماری روش های تاکنون

42Low dimension
43High dimension
44Sparsity assumption



رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ۴٢

را ۴۶΃ن زیʿد انتخاب گر و نامنف۴۵ͬ گاروت نت، ΁الاستی ،SCAD تطبیقͬ، لاسوی لاسو، ͬ توان م جمله
،p پیش·و، متغیرهای تعداد که روند کار به داده هایی تحلیل برای ͬ توانند م روش ها این همه برد. نام

است. ،n نمونه، حجم از بزرگتر
log(p) = O(na) رابطه دی·ر، عبارت به کند، رشد نمایی نرخ با p است مم΄ن خاص، حالت در
داده های تابعͬ، داده های آرایه ها، ریز ژنͬ، بیان داده های باشد. برقرار a مثبت مقادیر برخͬ برای
این از نمونه هایی تومور طبقه بندی و پزش΄ͬ تصویربرداری داده  های تصویر، پردازش داده های مالͬ،
از ژنتی΄۴٨ͬ ͬ های ویژگ و ظاهری۴٧ ͬ های ویژگ بین رابطه مطالعه در مثال، به عنوان هستند. داده ها نوع
ͬ کنند م استفاده آرایه ریز داده های از تومور نوعͬ طبقه بندی در یا ͬ کنند، م استفاده ۴٩SNP میلیون ها
مثال ها، این در است. بیماری بر موثر ژن های شناسایی هدف و است ژنتی΄ͬ عامل هزاران شامل که
داده های از داده ها نوع این تمایز برای است. مشاهدات تعداد از بزرگتر بسیار توضیحͬ متغیرهای تعداد
این در بنابراین، ͬ نامند. م بالا۵٠ بسیار بعد با داده های را آن ها چندجمله ای، رشد نرخ با بالای بعد با
برای بالا“ بسیار ”بعد عبارت و (p = O(nb)) چندجمله ای رشد نرخ برای بالا“ ”بعد عبارت رساله،
p = nb حالت دو مطلب، بهتر درک برای ͬ شود. م استفاده (p = exp{O(na)}) نمایی رشد نرخ
مقادیر برای را p

n
نسبت و گرفته نظر در بالا بسیار بعد و بالا بعد برای ترتیب به را p = exp{na} و

بسیار بعد در که ͬ شود م ملاحظه ٢ . ١ جدول به توجه با کرده ایم. گزارش ٢ . ١ جدول در (n, a, b) مختلف
درباره بیشتر آگاهͬ برای ͬ رود. م بینهایت سمت به و ͬ کند م رشد سرعت به n افزایش با p مقدار بالا،
فن ،(٢٠٠٨) لیو۵١ و فن ،(٢٠٠۶) لͬ و فن به داده ها نوع این تحلیل چالش های و بالا بعد با داده های
دِگیر۵٣ فن و بولمن ،(٢٠٠٩) تیترینگتون۵٢ و جان استون ،(٢٠١۴) هم΄اران و فن ،(٢٠٠٩) هم΄اران و

کنید. مراجعه (٢٠١۴) گیراد۵۴ و (٢٠١١)
پایداری و آماری دقت محاسباتͬ، هزینه همزمان چالش سه با بالا بسیار بعد با داده های تحلیل
اشاره متغیر انتخاب روش های مستقیم کاربرد چالش ها این .(٢٠٠٩ لیو، و (فن روبروست ال·وریتمͬ
این ͽرف برای شده پیشنهاد کلͬ قالب ͬ کند. م مواجه مش΄ل با بالا بسیار بعد با داده های برای را شده
یافته کاهش غربال·ری روش ΁ی توسط مدل بعد اول، مرحله در که است مرحله ای دو طرح ΁ی مش΄ل
اشاره به آن ها ۵ . ٢ و ۴ . ٢ بخش های در که جریمه، بر مبتنͬ متغیر انتخاب روش های از دوم مرحله در و
که روش ها این از ی΄ͬ است بدیهͬ ͬ شود. م استفاده شده غربال مدل زیر از متغیر انتخاب برای شد،
است. ͺپاس متغیر با توضیحͬ متغیرهای همبستگͬ اساس بر غربال·ری ندارد، چندانͬ محاسباتͬ هزینه
کمتر ͺپاس با توضیحͬ متغیر ΁ی همبستگͬ اگر که باشد این ͬ تواند م ساده راه΄ار ΁ی راستا، این در

45Nonnegative garrote
46Dantzig selector
47Phenotypes
48Genotypes
49Single-nucleotide polymorphism
50Ultrahigh-dimensional data
51Lv
52Johnstone and Titterington
53 Buhlmann and van de Geer
54Giraud
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بالا. بسیار و بالا ابعاد با داده های برای p
n

مقادیر :٢ . ١ جدول
بالا بسیار بعد بالا بعد

(a مختلف (مقادیر (b مختلف (مقادیر
١ ٧

٨
۵
٨

٣
٨ ٣ ٢٫۵ ٢ ١٫۵ n

٢٢٠٢٫۶۴ ١٨٠٫۶١ ۶٫٧٨ ١٫٠٧ ١٠٠ ٣١٫۶٢ ١٠ ٣٫١۶ ١٠
٣۵۶٢١۵٨١٩٣٨۴ ١٠٩۵١٢١۴ ١۴۵٫١٧ ١٫١٩ ٩٠٠ ١۶۴٫٣١ ٣٠ ۵٫۴٧ ٣٠
٢٫۶٨٨١١٧e+ ۴١ ٢٫۶۴٣۴۶۴e+ ٢٢ ۵٢٨۴٠٨ ٢٫٧۶ ١٠٠٠٠ ١٠٠٠ ١٠٠ ١٠ ١٠٠
٣٫۶١٢٩٨٧e+ ٨۴ ٣٫٠٨۶٢۶٨e+ ۴٢ ۴٠۶٨٣٣٧١٩۴ ٧٫٣۴ ۴٠٠٠٠ ٢٨٢٨٫۴٢ ٢٠٠ ١۴/١۴ ٢٠٠
٢٫٨٠٧١٨۴e+ ٢١۴ ١٫۴۴٢٣۶٩e+ ٩٧ ٢٫۶٢٠٨١١e+ ١٨ ۵٨٫۴۵ ٢۵٠٠٠٠ ١١١٨٠٫٣۴ ۵٠٠ ٢٢٫٣۶ ۵٠٠

این بر اساس ͬ کنیم. م حذف مدل از را توضیحͬ متغیر آن باشد، تعیین شده پیش از آستانه حد ΁ی از
مدل های برای پیرسن همبستگͬ از استفاده با را غربال·ری روش نخستین (٢٠٠٨) لیو و فن راه΄ار،
،SIS بر علاوه تاکنون، کردند. نام·ذاری (SIS) مطمئن مستقل غربال·ری آن را و کردند معرفͬ خطͬ
دو توصیف به ادامه در که شده اند معرفͬ مختلف آماری مدل های برای نیز دی·ر غربال·ری روش چندین

ͬ پردازیم. م DC-SIS و SIRS روش

مطمئن مستقل غربال·ری ١ . ۶ . ٢
ب·یرید نظر در را زیر خطͬ مدل

Y = Xβ + ε (٢ . ٣٨)
خطاهای ε = (ε١, ..., εn)

T و طرح ماتریس X = (x١, ..., xn)
T ،ͺپاس متغیر Y = (y١, ..., yn)

T که
درست) (مدل مهم متغیرهای اندیس مجموعه M = {k : βk ̸= ٠} کنید فرض ͬ باشند. م تصادفͬ
رتبه بندی برای باشد. |M̂| اندازه با انتخاب شده متغیرهای اندیس مجموعه M̂ و s = |M| اندازه با

به صورت را ω = (ω١, ..., ωp)
T بعدی p بردار ابتدا متغیرها،

ωk =
١
n
XT

kY, k = ١, ..., p (٢ . ٣٩)
،k = ١, ..., p برای به طوری که، شده اند، استاندارد ͺپاس و توضیحͬ متغیرهای که ب·یرید نظر در
همان ωk بنابراین، . ١

n

∑n
i=١ x

٢
ik = ١, ١

n

∑n
i=١ xik = ٠ و ١

n

∑n
i=١ y

٢
i = ١, ١

n

∑n
i=١ yi = ٠

است. ͺپاس متغیر و توضیحͬ متغیر k‐امین بین نمونه ای همبستگͬ ضریب
|ωk| مقادیر اساس بر را توضیحͬ متغیرهای ،SIS اختصاری نام با مطمئن، مستقل غربال·ری روش
به طور باشند. ͺپاس متغیر با بالایی همبستگͬ دارای که ͬ کند م انتخاب را متغیرهایی و ͬ کند م رتبه بندی
M̂ مدل زیر سپس و کرده مرتب صعودی ترتیب به را |ωk| مولفه های γϵ(٠, ١) مقدار هر برای واض͹ تر،

صورت به را
M̂ = {k : دارد. قرار |ω| بزرگ بین[γn]مقدار {|ωk|در (۴٢ . ٠)
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بالا خیلͬ ابعاد در متغیر انتخاب روش های :٢ . ٧ ش΄ل

معیار Rk = |ωk| و γn صحیح جزء [γn] شده، تعیین پیش از ثابت مقدار ΁ی γ که ͬ کنیم م انتخاب
تعداد انتخاب به منجر γ برای بزرگتری مقدار انتخاب وضوح، به ͬ شود. م نامیده حاشیه ای۵۵ مطلوبیت
ͬ رسد. نم نظر به ساده چندان γ برای مناسب مقدار ΁ی انتخاب عمل، در ͬ شود. م متغیرها از بیشتری
΁ی به عنوان را حاشیه ای مطلوبیت معیار بزرگترین با متغیر d انتخاب (٢٠٠٨) لیو و فن راستا، این در
ͬ شود. م تعیین d = ٢[n/ log(n)] یا d = [n/ log(n)] به صورت d که دادند پیشنهاد جای·زین روش

است، مطمئن۵۶ غربال·ری ویژگͬ دارای SIS روش که دادند نشان قضیه ای تحت (٢٠٠٨) لیو و فن
ازای به دی·ر، به عبارت ͬ کند. م انتخاب را مهم متغیرهای همه ΁ی به ΁نزدی احتمال با روش این یعنͬ

داریم ،γ مقادیر برخͬ

P (M ⊆ M̂) −→ ١, n −→ ∞. (۴٢ . ١)

لازم شرایط باشد. برقرار (۴٢ . ١) آن ها تحت که است شرایطͬ شناسایی خصوص، این در مهم مطلب
توضیحͬ متغیرهای بعد غربال·ری، روش این است. شده مطرح مذکور قضیه در ویژگͬ این برقراری برای
مرحله از بعد ͬ دهد. م کاهش d = [γn] < p متوسط نسبتا مقیاس به p بزرگ بسیار مقیاس از را
کار به نهایی مدل انتخاب برای M̂ مدل زیر روی بر جریمه بر مبتنͬ متغیر انتخاب روش های غربال·ری،

باشد. موثر مطلب فهم در ͬ تواند م ٢ . ٧ ش΄ل ͬ روند. م
را ای مرحله دو روش این شود، استفاده SCAD جریمه از دوم مرحله در غربال·ری، از پس اگر
از متوالͬ به طور دوبار ،SIS به کارگیری از پس ͬ توان م این، بر علاوه ͬ دهیم. م نشان SIS-SCAD با
d < n به p از را مدل بعد SIS از استفاده با ابتدا مثال، عنوان به کرد. استفاده جریمه روش های
آن بعد کاهش و غربال شده مدل روی متغیر انتخاب برای ΃ن زیʿد انتخاب گر از سپس و داده کاهش
روی SCAD یا تطبیقͬ لاسوی روش نهایی، مدل انتخاب برای پایان، در شود. استفاده d′ < d به
یا SIS-DS-SCAD با را ای مرحله سه روش این حالت، این در ͬ رود. م کار به یافته کاهش مدل

ͬ دهند. م نشان SIS-DS-AdaLasso
مدل مانند مختلف آماری مدل های به روش این ،(٢٠٠٨) لیو و فن توسط SIS روش معرفͬ از پس

55Marginal utility measure
56Sure screening property



۴۵ بالا بسیار بعد با داده های در متغیر انتخاب

و (فن کاکس۵٧ متناسب خطرات مدل ،(٢٠١٠ سانگ، و فن ٢٠٠٩؛ هم΄اران، و (فن تعمیم یافته خطͬ
هم΄اران، و (فن متغیر ضریب مدل و (٢٠١١ هم΄اران، و (فن ناپارامتری جمعͬ مدل ،(٢٠١٠ هم΄اران،

شد. داده تعمیم (٢٠١۶ هم΄اران، و زیا ٢٠١۴؛ هم΄اران، و سانگ۵٩ ٢٠١۴؛ هم΄اران، و لیو۵٨ ٢٠١۴؛
بدین برد. به کار هم رده بندی مسائل در متغیرها فضای بعد کاهش برای توان مͬ را SIS روش
همچنین است. ١ و ٠ ترتیب به آن ها رده که باشند Xk از مشاهداتͬ تعداد n١ و n٠ کنید فرض منظور،
انحراف Se(Xk) و ،١ و ٠ های رده در Xk توضیحͬ متغیر میانگین ترتیب به X̄k,١ و X̄k,٠ کنید فرض

صورت به ω بردار مولفه k‐امین شرایط این تحت باشد. Xk توضیحͬ متغیر معیار

ωk =
n١X̄k,١ − n٠X̄k,٠

Se(Xk)

ͬ شود. م انجام قبل مشابه متغیر انتخاب مراحل بقیه ͬ شود. م محاسبه

تکراری مطمئن مستقل غربال·ری •

سه بنابراین، است. حاشیه ای مطلوبیت معیار ΁ی اساس بر متغیرها رتبه بندی SIS روش اصلͬ ایده
کنند: مواجه مش΄ل با را روش این عمل΄رد است مم΄ن زیر مهم مسئله

ͬ شود. نم انتخاب روش این توسط است، ناهمبسته ͺپاس متغیر با حاشیه ای صورت به که مهمͬ متغیر . ١
متغیرهای به نسبت دارند، مهم متغیرهای با بالایی همبستگͬ که بی اهمیت متغیرهای از برخͬ . ٢
برتری ،SIS توسط متغیر انتخاب در هستند، ͺپاس متغیر با ضعیفͬ نسبتاً همبستگͬ دارای که مهمͬ

دارند.
ͬ گیرد. نم نظر در را توضیحͬ متغیرهای بین همخطͬ روش، این . ٣

ب·یرید. نظر در را زیر مثال دو ،SIS روش مش΄لات بهتر درک برای

ب·یرید نظر در را زیر خطͬ مدل .١ . ۶ . ٢ مثال

Y = XTβ∗ + ε, ε ∼ N (٠, ١) (۴٢ . ٢)

مهم متغیرهای اندیس مجموعه بنابراین، .β∗ = (٣, ٣, ٣, ٣, ٧٫−,٣۵, ٠, ..., ٠)T و p = ٢٠٠٠ که
Mاست. = {j : β∗

j ̸= ٠} = {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶} به صورت
متغیرهای همه بین همبستگͬ ضریب و استاندارد نرمال توزیع دارای توضیحͬ متغیرهای کنید فرض
هستند. ناهمبسته حاشیه ای به طور Y X۶و لذا، .Cov(X۶, Y ) = ٠ بنابراین باشد. ٠٫۵ برابر توضیحͬ

ͬ شود. نم انتخاب SIS توسط X۶ مهم متغیر نتیجه در
57Cox’s proportional hazards model
58Liu
59Song
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مدل، این در ب·یرید. نظر در β∗ = (١٠, ٠, ..., ٠, ١)T با را (۴٢ . ٢) خطͬ مدل دوباره .٢ . ۶ . ٢ مثال
بین همبستگͬ ضریب کنید فرض است. M = {١, ٢٠٠٠} شامل مهم متغیرهای اندیس مجموعه

نتیجه در است. متغیرها بقیه از مستقل X٢٠٠٠ و ٠٫٩ برابر ،X٢٠٠٠ جز به توضیحͬ، متغیرهای تمام
Cov(X١, Y ) = ١٠, Cov(X٢٠٠٠, Y ) = ١, Cov(Xj, Y ) = ١٠, j ̸= ١, ٢٠٠٠.

متغیر همبستگͬ ضریب از بزرگتر بی اهمیت متغیرهای همه حاشیه ای همبستگͬ ضریب حالت، این در
به نسبت SIS توسط انتخاب فرآیند در بی اهمیت متغیرهای تمام بنابراین است. ͺپاس با X٢٠٠٠ مهم

دارند. برتری X٢٠٠٠

نتایج و بوده اعتماد قابل متغیر انتخاب روش ΁ی SIS روش باشد، متعامد داده ها طرح ماتریس اگر
است. اجتناب ناپذیر امری همخطͬ موضوع بالا، بسیار بعد با داده های در اما بود. خواهد مطلوب آن
و دهند قرار تاثیر تحت را روش این عمل΄رد فوق، مش΄ل سه است مم΄ن ،SIS روش اعمال با بنابراین
به طور را SIS روش (٢٠٠٨) لیو و فن مش΄ل، این ͽرف برای بدهیم. دست از را مهم متغیرهای از برخͬ
ISIS روش ال·وریتم نامیدند. (ISIS) تکراری مطمئن مستقل غربال·ری را روش این و بردند کار به م΄رر

است: زیر صورت به
از استفاده با را ،A١ = {Xi١, ..., Xik١} مانند متغیرها، از تایی k١ زیر مجموعه ΁ی اول: مرحله •
سپس ͬ کنیم. م انتخاب SIS-Lasso یا SIS-SCAD مانند ،SIS بر مبتنͬ غربال·ری روش ΁ی

ͬ دهیم. م برازش ͺپاس متغیر روی بر توضیحͬ متغیرهای از مجموعه این با خطͬ مدل ΁ی
نظر در جدید ͺپاس متغیر به عنوان را قبل مرحله در شده برازش مدل باقیمانده های دوم: مرحله •
متغیر k٢ با جدید زیر مجموعه تا ͬ کنیم م اجرا باقیمانده متغیر p−k١ برای را اول مرحله و گرفته
ادامه زمانͬ تا کار این شود. حاصل A٢ = {Xj١, ..., Xjk٢} صورت به A١ از جدا و توضیحͬ
را d اندازه با A = ∪l

i=١Ai مجموعه تا شوند حاصل Al, ...,A١ هم از جدا مجموعه l که ͬ یابد م
مجموعه نهایت در باشد. |A| < n که کرد انتخاب طوری توان مͬ را l عمل در دهند. تش΄یل
روش های ͬ توان م سپس ͬ شوند. م انتخاب ISIS روش با که است مهم متغیرهای همه شامل A

برد. کار به A مجموعه متغیرهای برای را جریمه بر مبتنͬ متغیر انتخاب
باقیمانده، توضیحͬ متغیرهای روی بر اول مرحله باقیمانده های برازش که باشیم داشته توجه باید
با بالایی همبستگͬ که بی اهمیتͬ متغیرهای از دسته آن انتخاب اولویت توجهͬ قابل به طور ͬ تواند م
این با باقیمانده ها زیرا کند، تضعیف را دارند {Xi١, ..., Xik١} توضیحͬ متغیرهای طریق از ͺپاس متغیر
همچنین عمل، این ͬ شود. م همخطͬ مش΄ل ͽرف موجب امر این و ناهمبسته اند توضیحͬ متغیرهای

شوند. حفظ احتمالا، اول، مرحله در رفته دست از مهم توضیحͬ متغیرهای ͬ شود م باعث
مفروض، آماری مدل بودن نادرست صورت در و بوده مبنا مدل فوق شده معرفͬ غربال·ری روش های
اطلاعات داشتن بدون بالا، بعد با مدل سازی در شوند. مهم متغیرهای حذف به منجر است مم΄ن
نادرست تشخیص از اجتناب برای بنابراین، است. مش΄ل بسیار واقعͬ مدل ساختار تعیین پیشین،
به ضروری باشد، نداشته بستگͬ مدل نوع به که ، آزاد‐مدل۶٠ غربال·ری روش ΁ی معرفͬ مدل، ساختار
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۴٧ بالا بسیار بعد با داده های در متغیر انتخاب

و ”غربال·ری نام به مدل آزاد‐ غربال·ری روش ΁ی (٢٠١١) هم΄اران و ژو۶١ راستا، این در رسد. مͬ نظر
ͬ پردازیم. م روش این جزئیات بیان به ادامه در که کردند معرفͬ را (SIRS) مطمئن“ مستقل بندی رتبه

مطمئن مستقل بندی رتبه و غربال·ری ٢ . ۶ . ٢
تابع باشد. توضیحͬ متغیرهای بردار X = (X١, ..., Xp)

T و Ψy تکیه گاه با ͺپاس متغیر Y کنید فرض
اندیس کنید، فرض و گرفته نظر در F (y|X) = P (Y < y|X) صورت به را X شرط به Y شرطͬ توزیع

شود تعریف زیر صورت به مهم متغیرهای
M = {k : Xkاست به وابسته تابعͬ به طور F (y|X) تابع ،y ∈ Ψy مقادیر برخͬ {برای .

کنید فرض است. بی اهمیت متغیر ΁ی Xk این صورت غیر در و مهم متغیر ΁ی Xk آنگاه ،k ∈ M اگر
نظر در را Ω(y) = E{XF (y|X)} حال .V ar(Xk) = ١ و E(Xk) = ٠ ،١ ≤ k ≤ p به ازای

داریم م΄رر ریاضͬ امید قانون و F (y|X) = E{I(Y < y)|X} رابطه از استفاده با ب·یرید.
Ω(y) = E[XE{I(Y < y)|X}]

= E[E{XI(Y < y)|X}]

= E[XI(Y < y)]

= Cov(X, I(Y < y)) (۴٢ . ٣)
و باشد Ω(y) از مولفه ‐امین k ،Ωk(y) کنید فرض است. نشانگر تابع I(.) که

ωk = E{Ω٢
k(Y )}, k = ١, ..., p (۴۴ . ٢)

متغیرها رتبه بندی برای حاشیه ای مطلوبیت معیار به عنوان ωk از (٢٠١١) هم΄اران و ژو کنید. تعریف را
I(Y < y) و Xk بین همبستگͬ ،ͺپاس بر Xk متغیر اهمیت اندازه گیری برای یعنͬ کردند، استفاده
نیز I(Y < y) و Xk آنگاه باشند، مستقل Y و Xk اگر که، دید ͬ توان م به سادگͬ بردند. به کار را
و Xk اگر دی·ر، طرف از .ωk = ٠ نتیجه در و Ωk(y) = ٠ ،y ∈ Ψy هر برای بنابراین، مستقل اند.
است. مثبت مقداری ωk بنابراین و ،Ωk(y) ̸= ٠ ،y ∈ Ψy مقادیر برخͬ برای آنگاه باشند، مرتبط Y

باشد. متغیرها رتبه بندی برای مناسبی معیار تواند مͬ (۴۴ . ٢) بنابراین
برآورد تصادفͬ نمونه ΁ی اساس بر (۴۴ . ٢) معیار است لازم غربال·ری، روش این پیاده سازی برای
ͬ کنیم م فرض سهولت، برای باشد. (X, Y ) از تصادفͬ نمونه ΁ی (Xi, Yi)

n
i=١ کنید فرض شود.

هر برای . ١
n

∑n
i=١ X

٢
ij = ١ و ١

n

∑n
i=١ Xij = ٠ که، به طوری شده اند، استاندارد توضیحͬ متغیرهای

صورت به Ωk(y) نمونه ای گشتاوری برآوردگر شده، داده y

Ω̂k(y) =
١
n

n∑
i=١

XikI(Yi < y), k = ١, ..., p (۴۵ . ٢)
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رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ۴٨

صورت به ωk نتیجه در است. Xi از مولفه ‐امین k ،Xik که ͬ شود م محاسبه

ω̂k =
١
n

n∑
j=١

{١
n

n∑
i=١

XikI(Yi < Yj)
}٢

, k = ١, ..., p (۴۶ . ٢)

ω̂k مقدار با توضیحͬ متغیرهای ،ω̂k اساس بر توضیحͬ متغیرهای رتبه بندی با سپس ͬ شود. م برآورد
بیشتر اطلاعات برای ͬ کنیم. م انتخاب مهم متغیرهای مجموعه به عنوان را آستانه مقدار ΁ی از بزرگتر

کنید. مراجعه (٢٠١١) هم΄اران و ژو به آستانه مقدار این انتخاب درباره
دادند نشان قضیه ای تحت (٢٠١١) هم΄اران و ژو

max
k∈Mc

ωk < min
k∈M

ωk

روش برای را رتبه بندی۶٢ در سازگاری ویژگͬ آن ها این، بر علاوه .k ∈ Mc اگر فقط و اگر ωk = ٠ و
را مهم متغیر ΁ی همواره ωk معیار احتمال، در که، است معنͬ بدین ویژگͬ این کردند. ثابت شده ارائه
ͬ دهد. م نتیجه را انتخاب در سازگاری ویژگͬ، این ͬ دهد. م قرار اهمیت بی متغیر ΁ی از بالاتری رتبه در
بعد با داده های در متغیرها غربال·ری برای مناسبی حاشیه ای معیار ωk که ͬ دهند م نشان فوق قضایای

بالاست. بسیار

فاصله ای همبستگͬ با غربال·ری ٣ . ۶ . ٢
کارا به طور که است وابستگͬ معیار ΁ی از استفاده آزاد‐مدل، غربال·ری ΁ی به رسیدن برای دی·ر روش
لͬ راستا، این در کند. شناسایی را ͺپاس متغیر و توضیحͬ متغیرهای بین غیرخطͬ و خطͬ روابط بتواند
برخلاف دادند. ارائه فاصله ای همبستگͬ اساس بر آزاد‐مدل غربال·ری روش ΁ی (٢٠١٢) هم΄اران و
برای فاصله ای همبستگͬ ضریب ͬ شود، م تعریف تصادفͬ متغیر دو برای که پیرسن همبستگͬ ضریب

باشد. متفاوت بردار دو این طول است مم΄ن که ͬ شود م تعریف تصادفͬ بردار دو
مرتبه گشتاورهای با ،v ∈ Rr و u ∈ Rq تصادفͬ بردارهای بین فاصله ای کوواریانس .٣ . ۶ . ٢ تعریف

صورت به نامنفͬ عدد ΁ی متناهͬ، اول
dcov(u,v) =

[ ∫
Rq+r

∥ ϕu,v(t, s)− ϕu(t)ϕv(s) ∥٢ ω(t, s)dtds
] ١

٢ (۴٢ . ٧)
توام مشخصه تابع ϕu,v(t, s) ،v و u حاشیه ای مشخصه توابع ترتیب، به ،ϕv(s) و ϕu(t) که است
همچنین، .cd = π(١+d)/٢/Γ{π(١+d)/٢} که ω(t, s) =

{
cqcr ∥ t ∥q+١

q ∥ s ∥r+١
r

}−١ و (u,v)

ͬ باشد. م ϕ مزدوج ϕ̄ و مختلط تابع ΁ی ϕ که است ∥ ϕ ∥٢= ϕϕ̄ و a ∈ Rd بردار اقلیدسͬ نرم ∥ a ∥d

مرتبه گشتاورهای با ،v ∈ Rr و u ∈ Rq تصادفͬ بردار دو بین فاصله ای همبستگͬ .۴ . ۶ . ٢ تعریف
صورت به متناهͬ اول

dcorr(u,v) =


dcov(u,v)√

dcov(u,u)dcov(v,v)
, dcov(u,u)dcov(v,v) > ٠

٠, dcov(u,u)dcov(v,v) = ٠.
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۴٩ بالا بسیار بعد با داده های در متغیر انتخاب

متغیر دو Y و X اگر خاص، حالت در ͬ کند. م صدق ٠ ≤ dcorr(u,v) ≤ ١ شرط در و ͬ شود م تعریف
آنگاه باشند، R فاصله ای همبستگͬ ضریب و ρ پیرسن همبستگͬ ضریب با متغیره ΁ی نرمال تصادفͬ

.|ρ| = ١ که است برقرار هنگامͬ تساوی .R ≤ |ρ|

دادند نشان (٢٠٠٧) هم΄اران و سزکل۶٣ͬ

dcov٢(u,v) = S١ + S٢ − ٢S٣ (۴٢ . ٨)

،S٢ = E{∥ u − ũ ∥q}E{∥ v − ṽ ∥r} ،S١ = E{∥ u − ũ ∥q∥ v − ṽ ∥r} به طوری که
و (u,v) از مستقل تصادفͬ بردارهای (ũ, ṽ) و S٣ = E{E(∥ u − ũ ∥q |u)E(∥ v − ṽ ∥r |v)}

صورت به ͬ توان م را v و u بین فاصله ای کوواریانس بنابراین هستند. آن ها با هم توزیع

d̂cov
٢
(u,v) = Ŝ١ + Ŝ٢ − ٢Ŝ٣

که کرد برآورد

Ŝ١ = ١
n٢

∑n
i=١
∑n

j=١ ∥ ui − uj ∥q∥ vi − vj) ∥r
Ŝ٢ = ١

n٢

∑n
i=١
∑n

j=١ ∥ ui − uj ∥q ١
n٢

∑n
i=١
∑n

j=١ ∥ vi − vj ∥r
Ŝ٣ = ١

n٣

∑n
i=١
∑n

j=١
∑n

l=١ ∥ ui − ul ∥q∥ vj − vl ∥r.

مشابه به طور ͬ توان م نیز را dcov(v,v) و dcov
(
u,u

) نمونه ای فاصله ای کوواریانس های همچنین
با است برابر v و u بین نمونه ای فاصله ای همبستگͬ نتیجه در کرد. برآورد

d̂corr
(
u,v

)
=

d̂cov
(
u,v

)√
d̂cov

(
u,u

)√
d̂cov

(
v,v

) . (۴٢ . ٩)

ضریب بین رابطه اول، ویژگͬ است. زیر مطلوب ویژگͬ دو دارای فاصله ای همبستگͬ ضریب
تصادفͬ متغیر دو فاصله ای همبستگͬ ضریب است. پیرسن همبستگͬ ضریب و فاصله ای همبستگͬ
است نرمال متغیر دو آن پیرسن همبستگͬ ضریب مطلق قدر از صعودی اکیداً تابعͬ متغیره ΁ی نرمال
تنها و اگر مستقل اند v و u تصادفͬ بردارهای که ͬ کند م بیان دوم ویژگͬ .(٢٠٠٧ هم΄اران، و (سزکلͬ

.(٢٠٠٩ ریزو۶۴، و سزکلͬ ٢٠٠٧؛ هم΄اران، و (سزکلͬ dcorr(u,v) = ٠ اگر
متغیرهای رتبه بندی برای فاصله ای همبستگͬ از (٢٠١٢) هم΄اران و لͬ فوق، ویژگͬ دو دلیل به
آن ها دادند. ارائه را DC-SIS به موسوم مطمئن مستقل غربال·ری روش ΁ی و کردند استفاده توضیحͬ
استفاده متغیرها رتبه بندی برای ͺپاس متغیر و توضیحͬ متغیرهای بین فاصله ای همبستگͬ ضریب از

کردند تعریف زیر صورت به را حاشیه ای مطلوبیت معیار و کردند

ωk = dcorr٢(Xk, Y ), k = ١, ..., p. (۵٢ . ٠)
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رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ۵٠

توزیع و خطا توزیع بودن نرمال صورت در که ͬ دهد م نتیجه فاصله ای همبستگͬ ضریب اول ویژگͬ
توسط گرفته شده نظر در گاوسͬ خطͬ مدل در یعنͬ است، SIS با معادل DC-SIS توضیحͬ، متغیرهای
غربال·ری روش بودن آزاد‐مدل دوم، ویژگͬ ͬ کند. م عمل SIS خوبی به DC-SIS ،(٢٠٠٨) لیو و فن
متغیرهای برای مفروض مدل ΁ی گرفتن نظر در به نیازی روش این در یعنͬ ͬ دهد، م نتیجه را DC-SIS
پارامتری مدل ΁ی تعیین چون است، اهمیت حائز بسیار بودن آزاد‐مدل ویژگͬ نیست. ͺپاس و توضیحͬ

است. چالش ΁ی بالا بسیار بعد با داده های برای معین
΁ی اساس بر (۵٢ . ٠) حاشیه ای مطلوبیت معیار است کافͬ غربال·ری، روش این پیاده سازی برای
معیار بنابراین باشد. (X, Y ) از تصادفͬ نمونه ΁ی (Xi, Yi

)n
i=١ کنید فرض شود. برآورد تصادفͬ نمونه

به صورت را (۵٢ . ٠)
ω̂k = d̂corr

٢(
Xk, Y

)
به عنوان هستند، ω̂k بزرگ مقادیر دارای که توضیحͬ متغیرهای از مجموعه ای سپس، ͬ کنیم. م برآورد

ͬ شوند. م انتخاب مهم متغیرهای مجموعه
این است. مطمئن غربال·ری ویژگͬ دارای DC-SIS روش که دادند نشان (٢٠١٢) هم΄اران و لͬ
ال·وریتم هیچ از استفاده به نیازی روش این پیاده سازی برای الف) است: مزیت چندین دارای روش
با توضیحͬ متغیرهای یا چندگانه ͺپاس برای مستقیماً ͬ توان م را روش این ب) نیست. بهینه سازی
قابل شمارشͬ یا گسسته پیوسته، ͺپاس متغیر نوع هر برای روش این ج) برد. کار به گروهͬ ساختار

است. بالا بسیار بعد با داده های برای مناسب آزاد‐مدل روش ΁ی DC-SIS بنابراین است. استفاده
کارها این جمله از است. شده انجام متغیرها غربال·ری زمینه در زیادی مطالعات اخیر سال های در
لنگ و وانگ۶٧ ،(٢٠١۶) هم΄اران و بارت۶۶ ،(٢٠١٠) هم΄اران و بولمن ،(٢٠٠٩) میلر۶۵ و هال ͬ توان م
،(٢٠١۶) لیو٧٠ ،(٢٠١۶) ژو و هوانگ ،(٢٠١٨) هم΄اران و چن۶٩ ،(٢٠١٧) هم΄اران و کنگ۶٨ ،(٢٠١۶)

برد. نام را (٢٠١٨) هم΄اران و سانگ و (٢٠١٨) چن ،(٢٠١٨) هم΄اران و لͬ

جریمه شده دوم توان های کمترین روش محاسباتͬ ال·وریتم ٢ . ٧
ب·یرید نظر در را زیر جریمه شده دوم توان های کمترین تابع

L(β) = ١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

pλ(|βj|). (۵٢ . ١)

کمترین برآوردهای لذا و است محدب تابع ΁ی (۵٢ . ١) هدف تابع لاسو، مانند محدب، جریمه تابع ΁ی با
که ای جریمه توابع اغلب اما آورد. به دست محدب بهینه سازی با ͬ توان م را جریمه شده دوم توان های
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۵١ جریمه شده دوم توان های کمترین روش محاسباتͬ ال·وریتم

موضوع این و بوده محدب غیر توابعͬ ͬ باشند، م پیوستگͬ و نااریبی تنکͬ، مطلوب ویژگͬ سه دارای
با را مینیمم سازی مسئله تابع، این نبودن محدب نباشد. محدب (۵٢ . ١) هدف تابع که ͬ شود م باعث
و زد تقریب محدب توابع برخͬ با را محدب غیر جریمه توابع ͬ توان م حال، هر  به ͬ کند. م مواجه مش΄ل
بخش این در کرد. حل محدب بهینه سازی ال·وریتم های از استفاده با را محدب غیر بهینه سازی مسئله

ͬ کنیم. م معرفͬ فوق مش΄ل حل برای را زیر تقریب دو

موضعͬ دو درجه تقریب ٢ . ٧ . ١
است کافͬ لذا است، محدب تابع ΁ی (۵٢ . ١) جریمه شده دوم توان های کمترین تابع در اول عبارت چون
(٢٠٠١) لͬ و فن راستا، این در کنیم. تقریب محدب تابع ΁ی با را Pλ(|βj|) محدب غیر جریمه تابع
کنید فرض دادند. ارائه محدب غیر جریمه توابع برای را (LQA) موضعͬ دو درجه تقریب ال·وریتم
دهید قرار پس باشد، صفر به ΁نزدی β(٠)

j اگر باشد. β برای اولیه مقدار ΁ی β(٠) = (β
(٠)
١ , ..., β

(٠)
p )T

داریم موضعͬ تقریب از استفاده با اینصورت غیر در ،β̂j = ٠

[pλ(|βj|)]′ = p′λ(|βj|)
βj

|βj|
≈ p′λ(|β

(٠)
j |) βj

|β(٠)
j |

, βj ≈ β
(٠)
j . (۵٢ . ٢)

داریم βj تا β(٠)
j از βj به نسبت طرفین از گیری انتگرال با

pλ(|βj|) ≈ pλ(|β(٠)
j |) + ١

٢
p′λ(|β

(٠)
j |)

|β(٠)
j |

{
β٢
j − β

(٠)
j

٢}
. (۵٢ . ٣)

بنابراین

L(β) = ١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

pλ(|βj|)

≈ ١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

{
pλ(|β(٠)

j |) + ١
٢
p′λ(|β

(٠)
j |)

|β(٠)
j |

(
β٢
j − β

(٠)
j

٢)}
=

١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

١
٢
p′λ(|β

(٠)
j |)

|β(٠)
j |

β٢
j + c (۵۴ . ٢)

΁ی به (۵٢ . ١) هدف تابع ثابت، جملات حذف و فوق تقریب از استفاده با است. β(٠) از تابعͬ c ثابت که
محاسبه با ͬ توان م را جریمه شده دوم توان های کمترین برآورد نتیجه، در ͬ شود. م تبدیل دو درجه تابع

صورت به ریج رگرسیون تکراری

β(١) =
{
XTX+Σλ(β

(٠))
}−١

XTY (۵۵ . ٢)

که آورد به دست
Σλ(β

(٠)) = diag
{p′λ(|β(٠)

١ |)
|β(٠)

١ |
, . . . ,

p′λ(|β
(٠)
p |)

|β(٠)
p |

}
.



رگرسیونͬ مدل های در متغیر انتخاب ۵٢

رگرسیونͬ ضرایب کند، انتخاب را ͬ دار معن متغیرهای ͬ تواند نم ریج رگرسیون که واقعیت این به توجه با
مدل از بی اهمیت متغیرهای تا ͬ دهیم م قرار صفر برابر ͬ باشند، م صفر به ΁نزدی بسیار که را شده برآورد

شوند. حذف
کمترین زیان تابع از (غیر دی·ری هموار زیان تابع هر به آن تعمیم پذیری LQA تقریب مزایای از ی΄ͬ

صورت به هدف  جریمه شده تابع l(β) زیان تابع گرفتن نظر در با است. دوم) توان های

l(β) +

p∑
j=١

Pλ(|βj|) (۵۶ . ٢)

صورت به دو درجه تابع ΁ی با را l(β) زیان تابع ابتدا حالت، این در ͬ شود. م تعریف

l(β) ≈ l(β(٠)) +∇l(β(٠))T (β − β(٠)) +
١
٢(β − β(٠))T∇٢l(β(٠))(β − β(٠)) (۵٢ . ٧)

که ͬ کنیم م تقریب

∇l(β(٠)) =
∂l(β(٠))

∂β
, ∇٢l(β(٠)) =

∂٢l(β(٠))

∂β∂βT
.

صورت به ͬ توان م را (۵٢ . ١) هدف تابع ثابت، جمله حذف با

∇l(β(٠))T (β − β(٠)) +
١
٢(β − β(٠))T∇٢l(β(٠))(β − β(٠)) +

١
٢βTΣλ(β

(٠))β (۵٢ . ٨)

به طور آورد. به دست را (۵٢ . ١) تابع مینیم ‐رافسون نیوتن ال·وریتم از استفاده با سپس و نوشت
برد: به کار (۵۶ . ٢) تابع تقریب برای ͬ توان م را LQA ال·وریتم زیر، مراحل اجرای با دقیق تر،

OLS برآورد ͬ تواند م اولیه مقدار این کنید. انتخاب β برای را β(٠) اولیه مقدار اول: مرحله •
باشد.

کنید. تقریب (۵٢ . ٨) اساس بر را (۵۶ . ٢) هدف تابع دوم: مرحله •

به دست دو درجه تابع مینیمم کننده مقدار محاسبه برای را نیوتن‐رافسون ال·وریتم سوم: مرحله •
متغیر باشد، |β(٠)

j | < ϵ اگر سپس شود. به روز رسانͬ β(٠)
j مقدار تا برید کار به دوم مرحله در آمده

کنید. حذف مدل از را Xj

کنید. تکرار هم·رایی به رسیدن تا را سوم و دوم مراحل چهارم: مرحله •

از پس LQA ال·وریتم ،β(٠) برای مناسب مقدار ΁ی انتخاب صورت در که دادند نشان (٢٠٠١) لͬ و فن
LQA ال·وریتم کارایی مناسب، اولیه مقدار ΁ی با براین، علاوه رسد. مͬ هم·رایی به تکرار کمͬ تعداد
این ال·وریتم این بر وارد ایراد اما است. ه·رایی به رسیدن تا ال·وریتم کامل تکرار با معادل تکرار ΁ی با
مدل از نتیجه در و ͬ شود نم مدل وارد بعدی تکرار در شود، حذف تکرار هر در متغیر ΁ی اگر که است

کند. مͬ عمل پیشرو انتخاب روش مشابه روش این بنابراین، ͬ شود. م حذف نهایی



۵٣ جریمه شده دوم توان های کمترین روش محاسباتͬ ال·وریتم

موضعͬ خطͬ تقریب ٢ . ٧ . ٢
(LLA) موضعͬ خطͬ تقریب ال·وریتم (٢٠٠٨) لͬ زو٧١و ،LQA تقریب در شده بیان مش΄ل بر غلبه برای

جریمه تابع برای تقریب این از استفاده با دادند. پیشنهاد محدب غیر جریمه توابع تقریب برای را

pλ(|βj|) ≈ pλ(|β(٠)
j |) + p′λ(|β

(٠)
j |)

{
|βj| − |β(٠)

j |
}
, βj ≈ β

(٠)
j (۵٢ . ٩)

به صورت را (۵٢ . ١) هدف تابع ͬ توان م

L(β) = ١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

pλ(|βj|)

≈ ١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

{
pλ(|β(٠)

j |) + p′λ(|β
(٠)
j |)

(
|βj| − |β(٠)

j |
)}

=
١
٢ ∥ Y −Xβ ∥٢ +

p∑
j=١

p′λ(|β
(٠)
j |)|βj|+ c (۶٢ . ٠)

را محدب غیر هدف  جریمه شده تابع LLA تقریب بنابراین است. β(٠) از تابعͬ c ثابت که کرد تقریب
برنامه ریزی از استفاده با ͬ توان م را تبدیل یافته هدف تابع این ͬ کند. م تبدیل وزنͬ لاسوی هدف تابع به

کرد. حل زاویه کمترین ال·وریتم یا دو درجه
ش΄ل این در ͬ دهد. م نشان SCAD و L٠٫۵ جریمه توابع برای را LLA و LQA تقریب ٢ . ٨ ش΄ل

شده است. گرفته نظر در مختلف اولیه مقدار دو و λ = ٢ جریمه تابع دو هر برای
توان های کمترین مسئله حل برای نیز دی·ری ال·وریتم های فوق، تقریب دو بر علاوه تاکنون،
برای نزول٧۴ͬ مختصات ال·وریتم ،(١٩٩٨ (فو٧٣، پیش برنده٧٢ ال·وریتم شده اند. معرفͬ دوم  جریمه شده
،(٢٠٠٩ لͬ، و (ژانگ تکراری٧۶ شرطͬ ماکزیمم سازی ال·وریتم ،(٢٠٠٨ لانگ٧۵، و (وو گروهͬ لاسوی
مختصات ال·وریتم و (٢٠١١ هوانگ، و (برهنͬ غیر محدب جریمه توابع برای نزولͬ مختصات ال·وریتم

ͬ باشند. م ال·وریتم ها این از نمونه هایی (٢٠١۵ هوانگ، و (برهنͬ گروهͬ نزولͬ

71Zou
72Shooting algorithm
73Fu
74Coordinate descent algorithm
75Wu and Lang
76Iterative conditional maximization algorithm
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نمودار .SCAD و L0.5 جریمه توابع برای موضعͬ خطͬ تقریب و موضعͬ دو درجه تقریب :٢ . ٨ ش΄ل
نشان را جریمه تابع مش΄ͬ نمودار و موضعͬ خطͬ تقریب قرمز نمودار موضعͬ، دو درجه تقریب آبی

ͬ دهد. م



٣ فصل
مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب

خطͬ‐جزئͬ جمعͬ

و خطͬ مؤلفه های تشخیص و متغیر انتخاب برای مرحله ای دو روش ΁ی فصل، این در
از استفاده با اول، مرحله در ͬ شود. م معرفͬ بالا بسیار بعد با جمعͬ مدل در غیرخطͬ
در سپس و داده کاهش را توضیحͬ متغیرهای فضای بعد آزاد‐مدل، غربال·ری روش ΁ی
غیرصفر مؤلفه های همز  مان انتخاب برای جریمه تابع دو بر مبتنͬ روشͬ از دوم، مرحله
و کاظمͬ ،(١٣٩٧) هم΄اران و کاظمͬ مقاله های فصل، این از ͬ شود. م استفاده خطͬ و

است. شده استخراج  (٢٠١٩a) هم΄اران و کاظمͬ و (٢٠١٨) هم΄اران

مقدمه ٣ . ١
به صورت را ناپارامتری جمعͬ مدل

Yi =

p∑
j=١

fj(Xij) + εi, ١ ≤ i ≤ n (٣ . ١)

توابع fjها و توضیحͬ متغیرهای بردار Xi = (Xi١, . . . , Xip)
T ،ͺپاس متغیر Yi آن در که ب·یرید نظر در

میانگین با تصادفͬ خطای بردار ε = (ε١, . . . , εn)
T همچنین هستند. نامعلوم هموار١ متغیره ΁ی

باشد. مشتق پذیر معینͬ مرتبه تا مشخص، بازه ΁ی روی بر که است تابعͬ هموار ١تابع



خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب ۵۶

توضیحͬ متغیرهای از زیادی تعداد است مم΄ن عمل در که آنجا از است. E(εεT ) = σ٢In و صفر
مدل وارد غیرخطͬ به صورت متغیرها بقیه و باشند ͺپاس متغیر روی اثر بدون حتͬ یا خطͬ اثر دارای

به صورت را خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل (١٩٩٩) راپرت٢ و اپسومر شوند،

Yi =
∑
jϵS١

βjXij +
∑
jϵS٢

fj(Xij) + εi, ١ ≤ i ≤ n (٣ . ٢)

مثبت ویژگͬ دو مدل این است. {١, ..., p} از مجزا مجموعه زیر دو S٢ و S١ آن در که کردند، معرفͬ
آماری، نظر از ͬ کند. م ترکیب هم با را ناپارامتری مدل های انعطاف پذیری و خطͬ مدل ها ی تفسیرپذیری
نظر در غیرخطͬ نتیجه در هستند. ناپارامتری مؤلفه های از سریع تر هم·رایی دارای پارامتری مؤلفه های
مدل های از استفاده بنابراین ͬ دهد. م کاهش را برآورد کارآیی هستند، خطͬ ذاتاً که مؤلفه هایی گرفتن
تاکنون است. مناسب  تر ناپارامتری، جمعͬ مدل های به نسبت مسائل، از برخͬ در خطͬ‐جزئͬ جمعͬ
جمله از که پرداخته اند خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل در متغیر انتخاب و برآورد مسئله به محققین از بسیاری
،(٢٠١۵) هم΄اران و دو۵ ،(٢٠١٣) هم΄اران و گو۴ ،(٢٠١٢a) لیان ،(٢٠١١) هم΄اران و لیو٣ به ͬ توان م
هم΄اران و اکدنیز٧ و (٢٠١٧) هم΄اران و لیو۶ ،(٢٠١۶) روزبه و آرشͬ ،(٢٠١۶) روزبه ،(٢٠١۵) روزبه

کرد. اشاره (٢٠١٨)
تعیین پیش از مدل، غیرخطͬ و خطͬ اجزای که است این (٣ . ٢) مدل از استفاده در پذیره مهمترین
تعداد که وقتͬ ویژه به است، دسترس در ندرت به پیشین اطلاعات چنین عمل در اما باشند. شده 
تشخیص بر علاوه بنابراین، باشیم. داشته بالا بعد با مدلͬ عبارتͬ به یا است، زیاد توضیحͬ متغیرهای

شوند. شناسایی نیز غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های است لازم غیرصفر، مؤلفه های
است، فرض آزمون از استفاده جمعͬ، مدل در خطͬ‐جزئͬ ساختار تشخیص برای مم΄ن روش ΁ی
به مؤلفه آزمون انجام با سپس و گرفته نظر در (٣ . ١) ناپارامتری جمعͬ به صورت را مدل ابتدا یعنͬ
تشخیص برای دی·ر روش .(٢٠١١ هم΄اران، و (چن٨ ͬ کنیم م شناسایی را غیرخطͬ و خطͬ اثرات مؤلفه
در را پیوسته توضیحͬ متغیرهای همه ابتدا است: زیر دستورالعمل به کارگیری متغیر، و ثابت اثرات
برآورد نتایج اگر دهید. قرار پارامتری قسمت در را گسسته توضیحͬ متغیرهای همه و ناپارامتری قسمت
خطͬ، مدل مانند مشخص، پارامتری توابع با ͬ توان م را پیوسته متغیرهای از برخͬ اثر که دهد نشان
٩ (لیو دهید برازش را جدید مدل پارامتری، قسمت در پیوسته متغیرهای آن دادن قرار با کرد، توصیف
روش است. طاقت فرسا بسیار بالا بعد با داده های در مذکور روش های به کارگیری .(٢٠١١ هم΄اران، و
جریمه روش های از استفاده بالا بعد با جمعͬ مدل های در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای متداول

است.
2Opsomer and Ruppert
3Liu
4Guo
5Du
6Lv
7Akdeniz
8Chen
9Liu



۵٧ فاصله ای همبستگͬ اساس بر نیرومند مطمئن مستقل غربال·ری

در غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های همزمان شناسایی برای جریمه تابع دو از (٢٠١١) هم΄اران و ژانگ
کنند. ثابت شده ارائه روش برای را انتخاب در سازگاری ویژگͬ نتوانستند اما کردند، استفاده جمعͬ مدل
تشخیص برای را پارامتری نیمه رگرسیون تعقیب به موسوم روشͬ (٢٠١٢a) هم΄اران و هوانگ سپس
روش برای را سازگاری ویژگͬ و دادند ارائه MCP جریمه تابع از استفاده با غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های
تشخیص برای روشͬ (٢٠١٢b) لیان نپرداختند. متغیر انتخاب موضوع به اما کردند، ثابت شده ارائه
انجام را متغیر انتخاب روش این اما کرد، معرفͬ SCAD جریمه تابع از استفاده با خطͬ مؤلفه های
به را غیرصفر و خطͬ مؤلفه های توانست SCAD جریمه تابع دو کاربردن به با (٢٠١٢c) لیان ͬ دهد. نم
رگرسیون برای را SCAD جریمه تابع دو (٢٠١٢) هم΄اران و لیان سپس دهد. تشخیص همزمان طور
همچنین دادند. ارائه ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای نیرومند روش ΁ی و بردند به کار چندکͬ
مؤلفه های شناسایی به تطبیقͬ گروهͬ LASSO جریمه تابع دو از استفاده با (٢٠١۵) هم΄اران و لیان

پرداختند. غیرصفر و خطͬ
در متغیر انتخاب برای شد، اشاره آن ها به بالا در که جریمه توابع اساس بر شده انجام مطالعات
نیستند مناسب ال·وریتمͬ، ناپایداری و آماری دقت محاسباتͬ، هزینه دلایل به بالا، بسیار بعد با داده های
خطͬ لحاظ به ͺپاس متغیر آن هابر تاثیر نوع تشخیص و داده ها نوع این در مهم متغیرهای شناسایی لذا و

است. محققین توجه مورد همواره بودن، غیرخطͬ یا
جریمه، توابع رهیافت اساس بر بالا، بعد در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب مسئله کلͬ، به طور
کارآ مستقل غربال·ری روش ΁ی توسط مدل بعد ابتدا اول، مرحله در که است مرحله ای دو روش ΁ی
خطͬ و غیرصفر مؤلفه های شناسایی برای جریمه تابع دو بر مبتنͬ روشͬ از دوم مرحله در و یافته کاهش

ͬ شود. م استفاده غربال شده مدل زیر در
کاهش برای را خود ایدۀ ابتدا شده، ذکر مرحله ای دو متعارف ال·وی رعایت ضمن فصل این در
توزیع تابع و توضیحͬ متغیرهای بین فاصله ای همبستگͬ اساس بر SIS روش ΁ی قالب در مدل، بعد
ͺپاس متغیر که وقتͬ ͬ دهیم م نشان و بوده مدل ‐ آزاد روش، این ͬ دهیم. م ارائه ͺپاس متغیر حاشیه ای
گروهͬ SCAD جریمه تابع دو سپس دارد. خوبی عمل΄رد است، فرین مقادیر دارای یا چوله سنگین، دم
به کار قبل مرحله در غربال شده مدل زیر در خطͬ مؤلفه های و مهم متغیرهای همزمان تشخیص برای را
ͬ  دهیم. م قرار بررسͬ مورد واقعͬ مثال و شبیه سازی مطالعات با را روش این عمل΄رد سرانجام ͬ بریم. م

فاصله ای همبستگͬ اساس بر نیرومند مطمئن مستقل غربال·ری ٣ . ٢
مؤلفه های واقعͬ مسائل در که آنجایی از اما است، (٣ . ٢) مدل بر تمرکز ما اصلͬ هدف اگرچه فصل، این در
است، (٣ . ١) ناپارامتری جمعͬ به صورت مدل که ͬ شود م فرض ابتدا نیستند، مشخص غیرخطͬ و خطͬ
(٣ . ٢) رابطه کلͬ صورت و شوند تعیین (٣ . ١) مدل در خطͬ مؤلفه های تا شد خواهد ارائه روشͬ سپس
بعد به متغیرها فضای بعد نیرومند، غربال·ری روش ΁ی از استفاده با ابتدا منظور، این برای آید. بدست
توضیحͬ متغیرهای بین فاصله ای همبستگͬ اساس بر غربال·ری روش این ͬ یابد. م کاهش n از کوچ΄تر
متغیر خود جای به ͺپاس متغیر توزیع تابع از استفاده ͬ شود. م تعریف ͺپاس متغیر حاشیه ای توزیع تابع و
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که است این غربال·ری روش از استفاده دلیل باشد. نیرومند شده ارائه روش که ͬ شود م باعث ͺپاس
لازم کارایی بالا بسیار بعد با مدل های در برآورد و متغیر انتخاب برای جریمه روش های مستقیم کاربرد
کاهش را مدل بعد غربال·ری روش ΁ی با ابتدا است لازم بنابراین .(٢٠٠٩ هم΄اران، و (فن ندارند را

شود. استفاده مدل ساختار تشخیص برای جریمه توابع از سپس داده،
بردار دو بین وابستگͬ معیار ΁ی عنوان به را فاصله ای همبستگͬ ضریب (٢٠٠٧) هم΄اران و سزکلͬ
٣ . ۶ . ٢ بخش زیر در که ای، فاصله همبستگͬ ضریب مطلوب های ویژگͬ دلیل به کردند. معرفͬ تصادفͬ
را DC-SIS به موسوم مطمئن مستقل غربال·ری روش ΁ی (٢٠١٢) هم΄اران و لͬ شد، اشاره آن ها به
در دادند. ارائه ͺپاس متغیر آن هابا فاصله ای همبستگͬ از استفاده با توضیحͬ متغیرهای رتبه بندی برای

است. شده پرداخته غربال·ری روش این جزئیات به ٣ . ۶ . ٢ بخش زیر
باشد. Y ͺپاس متغیر تکیه گاه Ψy و توضیحͬ متغیرهای بردار X = (X١, ..., Xp)

T کنید فرض
به صورت را مهم متغیرهای اندیس مجموعه

M = {j : Xjاست به وابسته تابعͬ به طور F (y|X) تابع ،y ∈ Ψy مقادیر برخͬ {برای

کنید تعریف است. X شرط به Y شرطͬ توزیع تابع F (y|X) = P (Y < y|X) که ب·یرید نظر در
اندازه گیری برای فصل این در تغییر کند. n با است مم΄ن sn مقدار که sn < p کنید فرض و sn = |M|
(٢٠١٢) هم΄اران و لͬ روش در Y جای به F (Y ) از ،ͺپاس متغیر و توضیحͬ متغیرهای بین همبستگͬ

به صورت متغیرها رتبه بندی برای حاشیه ای مطلوبیت معیار یعنͬ ͬ شود، م استفاده

ωj = dcorr
(
Xj, F (Y )

)
=

dcov
(
Xj, F (Y )

)√
dcov

(
Xj, Xj

)√
dcov

(
F (Y ), F (Y )

) , ١ ≤ j ≤ p (٣ . ٣)

V و U بین فاصله ای کوواریانس dcov
(
U, V

) و Y حاشیه ای توزیع تابع F (y) آن در که ͬ شود، م تعریف
روش های به نسبت غربال·ری روش این است. شده داده ٣ . ۶ . ٢ بخش زیر در آن محاسبه نحوه که است

است: مزیت دو دارای موجود
.dcorr(Xj, F (Y )) = ٠ اگر تنها و اگر Fمستقل اند، (Y ) Xjو فاصله ای، همبستگͬ ویژگͬ به بنا الف)
مدل ساختار کردن مشخص به نیازی متغیرها غربال·ری برای و بوده آزاد‐مدل روش این بنابراین،

نیست.
روش این که داشت انتظار ͬ توان م است، کراندار تابع ΁ی ͺپاس متغیر نوع هر برای F (Y ) چون ب)
DC-SIS به نسبت ،F (Y ) با Y جای·زینͬ دلیل به فرین، مقادیر دارای یا سنگین دم ͺپاس متغیر برای

باشد. داشته بهتری عمل΄رد
΁ی اساس بر (٣ . ٣) حاشیه ای مطلوبیت معیار است کافͬ غربال·ری، روش این پیاده سازی برای
(٣ . ١) ناپارامتری جمعͬ مدل از تصادفͬ نمونه ΁ی (Xi, Yi

)n
i=١ کنید فرض شود. برآورد تصادفͬ نمونه

شود مͬ نتیجه ،(۴٢ . ٨) رابطه از استفاده با باشد.

d̂cov٢(Xj, F (Y )) = Ŝj,١ + Ŝj,٢ − ٢Ŝj,٣
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آن در که

Ŝj,١ = ١
n٢

∑n
i=١
∑n

k=١ |Xij −Xkj||Fn(Yi)− Fn(Yk)|

Ŝj,٢ = ١
n٢

∑n
i=١
∑n

k=١ |Xij −Xkj| ١
n٢

∑n
i=١
∑n

k=١ |Fn(Yi)− Fn(Yk)|

Ŝj,٣ = ١
n٣

∑n
i=١
∑n

k=١
∑n

l=١ |Xij −Xlj||Fn(Yk)− Fn(Yl)|

کوواریانس های ͬ توان م مشابه، به طور است. Y تجربی توزیع تابع Fn(y) =
١
n

∑n
i=١ I(Yi ≤ y) و

نتیجه در کرد. برآورد نیز را dcov(F (Y ), F (Y )
) و dcov(Xj, Xj

) نمونه ای فاصله ای

ω̂j = d̂corr
(
Xj, F (Y )

)
=

d̂cov
(
Xj, F (Y )

)√
d̂cov

(
Xj, Xj

)√
d̂cov

(
F (Y ), F (Y )

) .
ω̂j بزرگ مقادیر دارای که را توضیحͬ متغیرهای از مجموعه ای متغیرها، فضای بعد کاهش برای

دی·ر عبارت به ͬ شوند. م انتخاب مهم متغیرهای مجموعه عنوان به هستند،

M̂ =
{

١ ≤ j ≤ p : ω̂j ≥ cn−κ
} (۴ . ٣)

٣ . ٢ . ١ بخش زیر از C٢ شرط در شده و تعیین پیش از ثابت مقادیر ٠ ≤ κ < ١/٢ و c > ٠ آن در که
فضای ΁ی به p بزرگ بسیار مقیاس از را متغیرها فضای بعد که غربال·ری روش این کنند. مͬ صدق
همبستگͬ اساس بر نیرومند مطمئن مستقل غربال·ری ͬ دهد، م کاهش |M̂| اندازه با کوچ΄تر بسیار
مقدار ΁ی تعیین مستلزم RDC-SIS غربال·ری روش از استفاده ͬ شود. م نامیده (RDC-SIS) فاصله ای
برای مناسب راه΄اری یافتن راستای در است. ًمش΄ل معمولا آن مقدار تعیین عمل، در که است آستانه
بیشترین یا حاشیه ای مطلوبیت بیشترین با متغیر (d < n) d انتخاب جای·زین، روش ΁ی مسئله، این
(٢٠٠٨) لیو و فن ͬ کند. م ایفا غربال·ری مرحله در را مهمͬ نقش d مقدار انتخاب است. همبستگͬ
به را d٣ = ٣[n/ log(n)] یا d٢ = ٢[n/ log(n)] ،d١ = [n/ log(n)] مانند ،[n/ log(n)] از ضریبی

باشد. d = n− ١ ͬ تواند م محافظه کارانه انتخاب ΁ی البته دادند. پیشنهاد مناسب مقدار ΁ی عنوان

RDC-SIS روش نظری خواص بررسͬ ٣ . ٢ . ١
ͬ پردازیم. م RDC-SIS روش مطمئن غربال·ری ویژگͬ و ω̂j برآوردگر سازگاری اثبات به بخش این در

هستند. برقرار زیر شرط دو ͬ کنیم م فرض منظور، بدین
به طوری که موجودند t٠ و C مثبت های ثابت .C١

max
١≤j≤p

E{exp(t|Xj|)} ≤ C < ∞, ٠ < t ≤ t٠.

نامساوی در ٠ ≤ κ < ١/٢ و c > ٠ ثابت مقادیر برخͬ ازای به (٣ . ٣) حاشیه ای مطلوبیت معیار .C٢
ͬ کند م صدق زیر

min
j∈M

ωj ≥ ٢cn−κ.
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c٢ و c١ مثبت ثابت های ،٠ < γ ≤ ١
٢ − κ هر برای ،C١ شرط تحت سازگاری). (ویژگͬ ٣ . ٢ . ١ قضیه

به طوری که موجودند

P (max
١≤j≤p

|ω̂j − ωj| ≥ cn−κ) ≤ O
(
p
[
exp

{
− c١n

٢−١(κ+γ)
}
+ n exp(−c٢n

γ)
])

.

،n افزایش با که معنͬ بدین است، ωj برای سازگار برآوردگر ΁ی ω̂j که ͬ دهد م نشان قضیه این
بزرگ پارامتر و برآورد بین اختلاف اینکه احتمال یا است، پارامتر به ΁نزدی بسیار آمده بدست برآورد

است. صفر با برابر باشد،
داریم ،C٢ و C١ شرط های تحت مطمئن). غربال·ری (ویژگͬ ٣ . ٢ . ٢ قضیه

P (M ⊆ M̂) ≥ ١ −O
(
sn

[
exp

{
− c١n

٢−١(κ+γ)
}
+ n exp(−c٢n

γ)
])

ͬ شود م نتیجه بنابراین .sn = |M| که

P (M ⊆ M̂) → ١ as n → ∞.

جای به متغیرها حاشیه ای اطلاعات از تنها حاشیه ای، مطلوبیت با مستقل غربال·ری روش های
لذا کند. مواجه مش΄ل با را روش ها این عمل΄رد است مم΄ن موضوع این ͬ کنند. م استفاده کامل مدل
برای لازم شرایط برقراری عدم صورت در مستقل، غربال·ری روش های سایر مشابه نیز RDC-SIS روش
ͽرف برای شود. مدل از مهم متغیرهای حذف به منجر است مم΄ن مطمئن، غربال·ری ویژگͬ داشتن

ͬ کنیم. م معرفͬ ادامه در را تکراری غربال·ری روش ΁ی چالش، این

تکراری مطمئن مستقل غربال·ری ٣ . ٢ . ٢
به منجر است مم΄ن SIS کاربردن به موارد، از برخͬ در شد، بیان ١ . ۶ . ٢ زیربخش در که همانطور
متغیر، انتخاب کارایی افزایش و مش΄ل ͽرف برای (٢٠٠٨) لیو و فن شود. مهم متغیرهای از برخͬ حذف
کردند. نام·ذاری ISIS را روش این و گرفتند کار به خطͬ مدل های برای م΄رر به طور را SIS روش
را ISIS توسط SIS بهبود ایده لذا است، وابسته مدل بودن خطͬ فرض به ISIS و SIS روش های تاثیر
مفروض مدل ΁ی اینکه م·ر داد، تعمیم RDC-SIS آزاد‐مدل غربال·ری روش به مستقیماً ͬ توان نم
از RDC-SIS کارایی افزایش منظور به تکراری روش ΁ی ارائه برای شود. گرفته نظر در Y و X برای

مدل ͬ کنیم. م استفاده مثال ΁ی

Y = ۵X١ + ۵X٢ + ۵X٣ − ١۵√ρX۴ + ε (۵ . ٣)

ͬ شوند. م تولید N (٠, ١) توزیع از آن توضیحͬ متغیرهای از کدام هر و ε خطای که ب·یرید نظر در را
برابر و ی΄سان متغیرها سایر با متغیر هر همبستگͬ ضریب ،X۴ استثنای به که ͬ شود م فرض اینجا در
(٢٠٠٨) لͬ و فن از مثال این است. متغیرها سایر با √ρ همبستگͬ دارای X۴ و است ρ ̸= ٠ با
است. ناهمبسته Y با حاشیه ای به طور اما مهم توأم به طور X۴ متغیر مثال، این در است. شده گرفته
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از برای مم΄ن روش ΁ی است. ناتوان X۴ مهم متغیر شناسایی در RDC-SIS غربال·ری روش بنابراین
همبستگͬ حذف ،Y روی X۴ حاشیه ای تأثیر تقویت و Y و X۴ بین حاشیه ای ناهمبستگͬ بردن بین
روی Xj کردن مدل همبستگͬ، این بردن بین از برای رایج روش است. (X١, X٢, X٣) و X۴ بین
رگرسیون های این از آمده بدست باقیمانده های است. ۴ ≤ j ≤ p برای خطͬ به صورت (X١, X٢, X٣)

جای (به باقیمانده ها این برای RDC-SIS روش سپس هستند. ناهمبسته (X١, X٢, X٣) با خطͬ
X۴ بنابراین نیستند. ناهمبسته Y با X۴ با متناظر باقیمانده های ͬ شود. م برده کار به Y و (Xj متغیر

ͬ شود. م انتخاب مهم متغیر به عنوان

زیر گام سه شامل که ͬ شود م ارائه RDC-SIS برای کلͬ تکراری روش ΁ی فوق، بحث به توجه با
باشد: n× p بعد با طرح ماتریس X و Y = (Y١, ..., Yn)

T کنید فرض است.

متغیر d١ مرحله این در کنید فرض برید. کار به X و Y برای را RDC-SIS روش ابتدا :١ گام •
اندیس مجموعه M١ که ͬ شوند م انتخاب XM١ = {Xj : j ∈ M١} به صورت توضیحͬ
برای اینجا در است. شده تعیین پیش از مقدار ΁ی d و d١ < d اندازه با شده انتخاب متغیرهای

ͬ شود. م استفاده d = ٢[n/ log(n)] از سهولت

طرح ماتریس Xc
١ و M١ مجموعه متغیرهای با متناظر طرح ماتریس X١ کنید فرض :٢ گام •

Xnew = {In −X١(X
T
١ X١)

−١XT
١ }Xc

١ ماتریس است. Mc
١ مجموعه متغیرهای با متناظر

به کار Xnew ماتریس ستونهای تمام و Y برای را RDC-SIS روش سپس و کنید محاسبه را
متغیرهای اندیس مجموعه و ͬ شوند م انتخاب توضیحͬ متغیر d٢ مرحله این در کنید فرض برید.

کنید. رسانͬ به روز M١ ∪M٢ با را M١ مجموعه ͬ دهیم. م نشان M٢ با را شده انتخاب

کند، تجاوز d از شده انتخاب توضیحͬ متغیرهای تعداد تا کنید تکرار بار k− ١ را ٢ گام :٣ گام •
است. M١ ∪ · · · ∪Mk شده انتخاب متغیرهای مجموعه سرانجام، .d١ + ...+ dk ≥ d یعنͬ

بررسͬ مدل به ورود برای کنونͬ مرحله در مجدداً پیشین، مرحله در شده حذف متغیرهای که آنجا از
از بالا غربال·ری روش دهد. کاهش را مهم متغیرهای حذف احتمال است قادر ال·وریتم این ͬ شوند، م
استفاده آزاد‐مدل غربال·ری برای (٢٠١١) هم΄اران و ژو در که ͬ کند م استفاده متعامد تصویرسازی ایده
پارامتر ΁ی به عنوان d١ عمل، در ͬ شود. م تعیین کاربر توسط ١ گام در d١ مقدار اینجا در است. شده
پیش بینͬ خطای دوم توان میانگین کردن مینیمم با آن بهینه مقدار و ͬ شود م گرفته نظر در تنظیم کننده

ͬ گردد. م تعیین
مدل به ورود برای را بی اهمیت متغیرهای انتخاب احتمال ،d برای بزرگ تر مقدار ΁ی انتخاب
تشخیص و مدل از اضافͬ متغیرهای حذف برای جریمه بر مبتنͬ روش ΁ی ادامه، در ͬ دهد. م افزایش

ͬ شود. م ارائه غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های
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ساختار تشخیص و متغیر انتخاب ٣ . ٣
ناپارامتری جمعͬ مدل شده اند. انتخاب مدل به ورود برای غربال·ری مرحله در متغیر d کنید فرض

Yi =
d∑

j=١
fj(Xij) + ϵi, ١ ≤ i ≤ n

به صورت ‐اسپلاین B پایه ای توابع از نامعلوم هموار توابع تقریب برای ب·یرید. نظر در را

fj(x) ≈
K∑

k=١
βjkBjk(x) j = ١, ..., d

‐B توابع درباره بیشتر اطلاعات برای است. شده استفاده پایه ای توابع تعداد K که ͬ شود م استفاده
کنید. مراجعه پ پیوست و (٢٠٠١) بور١٠ دی به اسپلاین

است. جریمه شده رگرسیون از استفاده همزمان، به طور متغیر انتخاب و برآورد برای رایج روش ΁ی
ͬ شود، م استفاده همزمان طور به جریمه تابع دو از مدل، ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای اینجا در

بهینه سازی مسئله حل با ،βj = (βj١, . . . βjK)
T که ،β = (βT

١ , . . .β
T
d )

T ضرایب بردار یعنͬ

β̂ = argmin
β

{١
٢

n∑
i=١

(
Yi −

d∑
j=١

K∑
k=١

βjkBjk(Xij)
)٢

+n
d∑

j=١
pλ١(∥βj∥Aj

) + n
d∑

j=١
pλ٢(∥βj∥Dj

)
}

(۶ . ٣)

λ٢ و λ١ کننده تنظیم پارامترهای با SCAD جریمه توابع pλ٢(.) و pλ١(.) آن در که ͬ شود م برآورد
ماتریس دو Dj و Aj براین، علاوه ͬ روند. م کار به خطͬ و صفر مؤلفه های شناسایی برای ترتیب به
Aj ماتریس های انتخاب هستند. ∥βj∥Dj

=
(
βT

j Djβj

) ١
٢ و ∥βj∥Aj

=
(
βT

j Ajβj

) ١
٢ ،K ×K

وفقط اگر ،∥βj∥Aj
= ٠ که شوند انتخاب طوری باید ماتریس ها این است. اهمیت حائز بسیار Dj و

تابع ΁ی ∑k βjkBjk(x) اگر فقط و اگر ،∥βj∥Dj
= ٠ مشابه به طور و ∑k βjkBjk(x) ≡ ٠ اگر

اینجا در روند. کار به خطͬ و صفر مؤلفه های شناسایی برای بتوانند جریمه تابع دو یعنͬ باشد، خطͬ
Dj = {

∫ ١
٠ B′′

jk(x)B
′′
jk′(x)dx}Kk,k′=١ و Aj = {

∫ ١
٠ Bjk(x)Bjk′(x)dx}Kk,k′=١ به صورت Dj و Aj

خطͬ تابع ΁ی دوم مشتق که شود مͬ نتیجه واقعیت این از فوق به صورت Dj انتخاب ͬ شوند. م انتخاب
آن در که Z = (Z١, ...,Zd) و Y = (Y١, ..., Yn)

T کنید فرض است. صفر برابر

Zj =


Bj١(X١j) Bj٢(X١j) · · · BjK(X١j)

... ... ...
Bj١(Xnj) Bj٢(Xnj) · · · BjK(Xnj)

 .
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ماتریسͬ به صورت ͬ توان م را (۶ . ٣) رابطه پس

β̂ = argmin
β

{١
٢∥Y − Zβ∥٢ + n

d∑
j=١

pλ١(∥βj∥Aj
) + n

d∑
j=١

pλ٢(∥βj∥Dj
)
}
. (٣ . ٧)

ͬ شود. م داده نشان Q(β) با (٣ . ٧) رابطه راست سمت هدف تابع سهولت، دلیل به نوشت.
بخش زیر در شده معرفͬ (LQA) دو درجه موضعͬ تقریب از (٣ . ٧) بهینه سازی مسئله حل برای
ͬ توان م را جریمه توابع ،β٠

j اولیه مقدار ΁ی داشتن و تیلور بسط از استفاده با ͬ کنیم. م استفاده ٢ . ٧ . ١
به صورت

pλ١(∥βj∥Aj
) ≈ pλ١(∥β

(٠)
j ∥Aj

) +
١
٢
p′λ١

(∥β(٠)
j ∥Aj

)

∥β(٠)
j ∥Aj

{∥βj∥٢
Aj
−∥β(٠)

j ∥٢
Aj
}

و
pλ٢(∥βj∥Dj

) ≈ pλ٢(∥β
(٠)
j ∥Dj

) +
١
٢
p′λ٢

(∥β(٠)
j ∥Dj

)

∥β(٠)
j ∥Dj

{∥βj∥٢
Dj
−∥β(٠)

j ∥٢
Dj
}

به صورت را (٣ . ٧) رابطه ͬ توان م ثابت جملات حذف و فوق تقریب های بردن کار به با زد. تقریب

Q(β) =
١
n
∥Y − Zβ∥٢ +

١
٢βT (Ω١ +Ω٢)β (٣ . ٨)

به صورت dK × dK بعد با بلوکͬ ماتریس دو Ω٢ و Ω١ آن در که کرد، خلاصه

Ω١ = diag
(
p′λ١

(∥β(٠)
١ ∥A١)

∥β(٠)
١ ∥A١

A١, . . . ,
p′λ١

(∥β(٠)
d ∥Ad

)

∥β(٠)
d ∥Ad

Ad

)
و

Ω٢ = diag
(
p′λ٢

(∥β(٠)
١ ∥D١)

∥β(٠)
١ ∥D١

D١, . . . ,
p′λ٢

(∥β(٠)
d ∥Dd

)

∥β(٠)
d ∥Dd

Dd

)
صریح جواب دارای نتیجه در و بوده β برحسب دو درجه تابع ΁ی (٣ . ٨) رابطه که شود توجه هستند.

β̂ =
(
ZTZ+ n(Ω١ +Ω٢)

)−١
ZTY (٣ . ٩)

تا ال·وریتم این ͬ شود. م استفاده بعدی تکرار در اولیه برآورد به عنوان ،β̂ آمده بدست برآورد است.
اینکه محض به تکرار، هر در ،(٢٠٠١) لͬ و فن پیشنهاد اساس بر ͬ شود. م تکرار هم·رایی به رسیدن
تابع به عنوان ترتیب به fj(x) مولفه شود، ١٠−۶ از کوچ΄تر ∥βj∥Dj

یا ∥βj∥Aj
مؤلفه های از برخͬ

ͬ شود. م داده تشخیص خطͬ تابع یا صفر
متغیری اگر یعنͬ است، پیش رونده ال·وریتم ΁ی LQA تقریب شد، اشاره ٢ . ٧ بخش در که همانطور
از توضیحͬ متغیر آن نتیجه در و ͬ شود نم مدل وارد بعدی تکرار در حذف شود، مدل از تکرار ΁ی در
توضیحͬ متغیرهای برخͬ است مم΄ن ،LQA تقریب ب΄اربردن با بنابراین، ͬ شود. م حذف نهایی مدل
در را جزیی تغییرات برخͬ اعمال (٢٠٠۵) ل١١ͬ و هانتر مش΄ل، این ͽرف برای بدهیم. دست از را مهم
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تغییر، اندکͬ با را، (٣ . ٩) رابطه ،ε٢ > ٠ و ε١ > ٠ برای دقیق تر، به طور دادند. پیشنهاد ال·وریتم این
نوشت زیر بصورت ͬ توان م

β =
(ZTZ+ n(Ωε١ +Ωε٢)

)−١
ZTY (٣ . ١٠)

که
Ωε١ = diag

(
p′λ١

(∥β(٠)
١ ∥A١)

∥β(٠)
١ ∥A١ + ε١

A١, . . . ,
p′λ١

(∥β(٠)
d ∥Ad

)

∥β(٠)
d ∥Ad

+ ε١
Ad

)
و

Ωε٢ = diag
(
p′λ٢

(∥β(٠)
١ ∥D١)

∥β(٠)
١ ∥D١ + ε٢

D١, . . . ,
p′λ٢

(∥β(٠)
d ∥Dd

)

∥β(٠)
d ∥Dd

+ ε٢
Dd

)
.

نظر در زیر به صورت را ε٢ و ε١ ال·وریتم، این پیاده سازی در ،(٢٠٠۵) لͬ و هانتر پیشنهاد اساس بر
ͬ گیریم م

ε١ =
τ

٢nλ١
min{∥β(٠)

j ∥Aj
, j = ١, . . . , d}, ε٢ =

τ

٢nλ٢
min{∥β(٠)

j ∥Dj
, j = ١, . . . , d}

آورید: بدست را نهایی جواب زیر ال·وریتم از استفاده با و k = ٠ دهید قرار .τ = ٨−١٠ که

ب·یرید. نظر در اولیه مقدار به عنوان را β = β(k) :١ گام •
شود. حاصل β(k+١) تا کرده رسانͬ به روز را β مقدار ،(٣ . ١٠) رابطه از استفاده با :٢ گام •

کنید. تکرار هم·رایی به رسیدن تا را ٢ و ١ گام های و k = k + ١ دهید قرار :٣ گام •

تا تکرار ٣ گام در ͬ شود. م گرفته نظر در اولیه برآورد به عنوان دوم توان های کمترین برآورد ابتدا، در
که ͬ یابد م ادامه زمانͬ

max
١≤j≤p

|∥β(k)
j ∥Aj

−∥β(k+١)
j ∥Aj

|+ max
١≤j≤p

|∥β(k)
j ∥Dj

−∥β(k+١)
j ∥Dj

| < ١٠−۶.

آستانه مقدار ΁ی از است لازم لذا نیست. صفر با برابر دقیقاً ضرایب برآورد فوق، ال·وریتم هم·رایی از پس
دهید قرار ،∥β(k)

j ∥Aj
< ١٠−۶ اگر واقعͬ، داده های تحلیل و شبیه سازی مطالعات در شود. استفاده

نتایج ͬ شود. م انتخاب خطͬ تابع به عنوان مولفه ،∥βj∥Dj
< ١٠−۶ اگر مشابه، به طور و ،β̂j = ٠

است. مناسب انتخاب این که ͬ دهند م نشان شبیه سازی

شبیه سازی مطالعه ۴ . ٣
به عنوان ابتدا، ͬ شود. م بررسͬ شبیه سازی انجام با مذکور مرحله ای دو روش عمل΄رد بخش، این در
d پارامتر به نسبت RDC-SIS روش حساسیت ١ . ۴ . ٣ مثال در عددی، مثال های خصوص در توضیحͬ
SIRS ،(٢٠١٢ هم΄اران، و (لͬ DC-SIS با RDC-SIS عمل΄رد ،٢ . ۴ . ٣ مثال در سپس ͬ شود. م تحلیل



۶۵ شبیه سازی مطالعه

در ͬ کنیم. م مقایسه (٢٠١١ هم΄اران، و (فن NIS و (٢٠٠٨ لیو، و (فن SIS ،(٢٠١١ هم΄اران، و (ژو
روش همچنین و مذکور روش های با را RDC-ISIS تکراری روش عمل΄رد ،۴ . ۴ . ٣ و ٣ . ۴ . ٣ مثال های
ارزیابی S, Pj,M معیار سه با را روش ها این عمل΄رد ͬ شود. م مقایسه (٢٠٠٨ لیو، و (فن ISIS تکراری
انتخاب تجربی احتمال Pj مهم، متغیرهای تمام برگرفتن در برای مدل اندازه حداقل M که ͬ کنیم م
منظور به است. شده داده مدل اندازه برای مهم متغیرهای تمام انتخاب احتمال S و Xj مهم متغیر
ارائه نیز تکرار ۵٠٠ در M معیار ٩۵٪ و ٪٧۵, ٪۵٠, ٪٢۵, ٪۵ چندک های ٢ . ۴ . ٣ مثال در بهتر، استنباط
به مربوط M مقادیر اگر ندارد. آستانه مقدار کردن مشخص به نیازی M معیار که شود توجه است. شده
همچنین است. برخوردار مطلوبی عمل΄رد از روش آن باشند، مهم متغیرهای تعداد به ΁نزدی روش ΁ی

باشند. ΁ی به ΁نزدی باید S و Pj مقادیر مناسب غربال·ری روش ΁ی در
است کافͬ تکرارها از کمͬ تعداد که ͬ دهند م نشان تجربی مطالعات ،RDC-ISIS پیاده سازی برای
حذف احتمال است مم΄ن ال·وریتم این بیشتر تکرار با دهد. کاهش را محاسبات هزینه ͬ تواند م و
با شبیه سازی برای رساله، این در ͬ یابد. م افزایش محاسبات هزینه اما یابد، کاهش مهم متغیرهای

ͬ شود. م تکرار ی΄بار فقط ال·وریتم d٢ = d− ۵ و d١ = ۵ انتخاب
تشخیص همچنین و غیرصفر مؤلفه های شناسایی در مرحله ای دو روش کارایی ۵ . ۴ . ٣ مثال در
ͬ شود. م بررسͬ جریمه تابع دو از استفاده با خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل ΁ی در غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های

به صورت BIC معیار از λ٢ و λ١ پارامترهای بهینه انتخاب برای

log(١
n
∥Y − Zβ̂λ∥٢) + d١

log(n/K)

n/K
+ d٢

logn
n

است. شده داده λ = (λ١, λ٢) برای (٣ . ٧) کننده مینیمم مقدار β̂λ آن در که ͬ شود، م استفاده
λ شده داده مقدار ازای به پارامتری مؤلفه های تعداد d٢ و ناپارامتری مؤلفه های تعداد d١ همچنین

است.

مدل از داده ها ،d مختلف مقادیر به نسبت RDC-SIS عمل΄رد حساسیت تحلیل برای .١ . ۴ . ٣ مثال

Y = ۵g١(X١) + ٣g٢(X٢) + ۴g٣(X٣) + ۶g۴(X۴) +
√

١٫٧۴ε

آن در که شده اند، تولید

g١(x) = x g٢(x) = (٢x− ٢(١ g٣(x) = sin(٢πx)/(٢ − sin(٢πx))

g۴(x) = ٠٫١ sin(٢πx) + ٠٫٢ cos(٢πx) + ٠٫٣ sin(٢πx)٢ + ٠٫۴ cos(٢πx)٣ + ٠٫۵ sin(٢πx)٣

Cov(Xi, Xj) = ٠٫٨|i−j| همبستگͬ و استاندارد نرمال حاشیه ای توزیع دارای توضیحͬ متغیرهای و
d برای را d٣ = ٣[n/ log(n)], d٢ = ٢[n/ log(n)], d١ = [n/ log(n)] مختلف مقدار سه هستند.
توزیع دو خطا برای همچنین است. شده انجام (n, p) مختلف مقادیر برای شبیه سازی و گرفته نظر در
از پس شبیه سازی نتایج است. شده گرفته نظر در آزادی درجه ΁ی با تͬ‐استودنت و استاندارد نرمال
با ،(n, p) هر به ازای ͬ شود، م ملاحظه که همان طور است. شده گزارش ٣ . ١ جدول در تکرار بار ۵٠٠
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١ . ۴ . ٣ مثال در S احتمال و Pj تجربی احتمال :٣ . ١ جدول
ε ∼ t(١) ε ∼ N (٠, ١) d n p

S P۴ P٣ P٢ P١ S P۴ P٣ P٢ P١

٠٫۴١ ٠٫۴۵ ٠٫٩٢ ١٫٠٠ ٠٫٨۴ ٠٫۵٣ ٠٫۶٠ ٠٫٩۶ ١٫٠٠ ٠٫٩١ d١

٠٫۵٨ ٠٫۶٢ ٠٫٩۶ ١٫٠٠ ٠٫٩۴ ٠٫٧٣ ٠٫٧۵ ٠٫٩٨ ١٫٠٠ ٠٫٩٨ d٢ ١٠٠
٠٫۶٧ ٠٫٧٠ ٠٫٩٧ ١٫٠٠ ٠٫٩۶ ٠٫٨١ ٠٫٨١ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٣

٠٫٩٣ ٠٫٩٣ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d١

٠٫٩٧ ٠٫٩٧ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٢ ٢٠٠ ١٠٠٠
٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٣

١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d١

١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٢ ۴٠٠
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٣

٠٫۴٢ ٠٫۵۵ ٠٫٩٠ ١٫٠٠ ٠٫٧٧ ٠٫۵۵ ٠٫۶١ ٠٫٩۶ ١٫٠٠ ٠٫٩٢ d١

٠٫۵٨ ٠٫۶۶ ٠٫٩۶ ١٫٠٠ ٠٫٨٩ ٠٫٧١ ٠٫٧٢ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ٠٫٩۶ d٢ ١٠٠
٠٫۶۵ ٠٫٧٠ ٠٫٩٨ ١٫٠٠ ٠٫٩٢ ٠٫٧٨ ٠٫٧٩ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ d٣

٠٫٩٢ ٠٫٩٧ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ٠٫٩٧ ٠٫٩٧ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d١

٠/٩٧ ٠/٩٧ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٢ ٢٠٠ ٢٠٠٠
٠/٩٨ ٠/٩٨ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٣

١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d١

١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٢ ۴٠٠
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ d٣

و d١ ازای به RDC-SIS عمل΄رد ،n = ١٠٠ برای ͬ یابد. م بهبود RDC-SIS عمل΄رد d مقدار افزایش
΁کوچ نمونه حجم برای لذا دارد. وجود X۴ مهم متغیر شدن حذف ام΄ان و نیست مطلوب چندان d٢

d٢ ،d١ مقادیر از ΁ی هر خطا، توزیع نوع دو هر و n = ٢٠٠, ۴٠٠ برای اما ͬ شود. م پیشنهاد d٣ مقدار
کرد. استفاده ͬ توان م را d٣ و

و p = ١٠٠٠ را توضیحͬ متغیرهای تعداد ،n = ٢٠٠ نمونه حجم ،۴ . ۴ . ٣ تا ٢ . ۴ . ٣ مثال های در
است. شده تکرار بار ۵٠٠ شبیه سازی و گرفته نظر در d = ٢

[
n/ log(n)

]

به صورت مدل دو .٢ . ۴ . ٣ مثال
Y = X١ + ٢X٢

٢ + ٣X٣
٣ + ۴X۴

۴ + ε مدل٢: Y = cβT X + σε :١ مدل
به ،١ مدل در .σ٢ = ۶٫٨٣ و β = (١, ٠٫٨, ٠٫۶, ٠٫۴, ٠٫٢, ٠, . . . , ٠)T آن در که ب·یرید، نظر در را
بردار مدل، دو هر در است. شده گرفته نظر در c = ١, ٢ مقادیر نوفه١٢، به سی·نال نسبت کنترل منظور

12Signal-to-noise ratio



۶٧ شبیه سازی مطالعه

١ مدل در S احتمال و Pj تجربی احتمال ،M چندک های :٣ . ٢ جدول
S Pj M روش c خطا

P۵ P۴ P٣ P٢ P١ ٪٩۵ ٪٧۵ ٪۵٠ ٪٢۵ ٪۵
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ RDC-SIS ١ N (٠, ١)
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ DC-SIS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ SIS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ SIRS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ RDC-SIS ٢
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ DC-SIS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ SIS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ SIRS

٠٫٩٩ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٩ ۵ ۵ ۵ ۵ RDC-SIS ١ t(٣)
٠٫۶٧ ٠٫٧١ ٠٫٧٧ ٠٫٨۶ ٠٫٨۴ ٠٫٨٢ ۵٨۴ ١٠٩ ١٩ ٧ ۵ DC-SIS
٠٫١٠ ٠٫١۶ ٠٫٢٠ ٠٫٢١ ٠٫٢١ ٠٫٢٠ ٩۶۶ ٩١۶ ٨٠۶ ۴۶٧ ٣۵ SIS
٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ٠٫٩٩ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٢۵ ۶ ۵ ۵ ۵ SIRS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ RDC-SIS ٢
٠٫٨٧ ٠٫٩٠ ٠٫٩۴ ٠٫٩۴ ٠٫٩۴ ٠٫٩۵ ١۵۶ ۶ ۵ ۵ ۵ DC-SIS
٠٫٢٣ ٠٫٣٠ ٠٫۴٢ ٠٫۴۴ ٠٫۴٣ ٠٫۴۴ ٩٨١ ٨۶۵ ۴٩۴ ٩٠ ۵ SIS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ SIRS

Σ = (σij)p×p کوواریانس ماتریس و صفر میانگین با متغیره چند نرمال توزیع از توضیحͬ متغیرهای
تͬ‐استودنت توزیع و استاندارد نرمال توزیع دو خطا برای ،١ مدل در .σij = ٠٫۵|i−j| که ͬ شود م تولید
با چوله نرمال توزیع فوق، توزیع دو بر علاوه ،٢ مدل در است. شده گرفته نظر در آزادی درجه سه با
در تکرار ۵٠٠ از پس شبیه سازی نتایج و شده گرفته نظر در نیز α = ٢, σ = ١, µ = ٠ پارامترهای

شده اند. ارائه ٣ . ٣ و ٣ . ٢ جداول
به توجه با دریافت. را پیشنهادی غربال·ری روش کارایی ͬ توان م ،٣ . ٢ جدول مقادیر به کلͬ نگاه با
هر c = ٢ و c = ١ حالت دو هر برای است، استاندارد نرمال توزیع دارای خطا که هنگامͬ ،٣ . ٢ جدول
هر همواره و ͬ کنند م عمل خوب بسیار X۵, X۴, X٣, X٢, X١ مهم متغیرهای شناسایی در روش چهار
برابر S و (١ ≤ j ≤ ۵) Pj مقادیر روش ها، همه برای زیرا ͬ کنند، م شناسایی درستͬ به را مهم متغیر ۵
عمل΄رد تͬ‐استودنت، خطای توزیع برای است. متفاوت نتایج نرمال غیر خطای برای اما است. ΁ی با
تقریباً تجربی احتمال با RDC-SIS روش ͬ که حال در است، ضعیف بسیار SIS و DC-SIS روش های
P١ = ١ مقدار ،c = ١ برای مثال، به عنوان ͬ دهد. م تشخیص درستͬ به را مهم متغیرهای ٪١٠٠
و ͬ کند م انتخاب مهم متغیر به عنوان را X١ متغیر دفعات، ٪١٠٠ در RDC-SIS که است معنͬ بدین
درستͬ به را مهم متغیر ۵ اوقات ٪٩٩ در مذکور روش که است معنͬ بدین S = ٪٩٩ مقدار همچنین
روش دو عمل΄رد و ͬ کند م عمل خوب مهم متغیرهای شناسایی در نیز SIRS روش ͬ دهد. م تشخیص



خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب ۶٨

٢ مدل در S احتمال و Pj تجربی احتمال ،M چندک های :٣ . ٣ جدول
S Pj M روش خطا

P۴ P٣ P٢ P١ ٪٩۵ ٪٧۵ ٪۵٠ ٪٢۵ ٪۵
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ RDC-SIS N (٠, ١)
٠٫٩٩ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ٩ ۶ ۵ ۵ ۴ DC-SIS
٠٫٩٣ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٣ ١٠٢ ١١ ۶ ۵ ۵ NIS
٠٫٨۵ ٠٫٨۵ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٢٩٩ ١٩ ۵ ۴ ۴ SIRS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۵ ۴ ۴ ۴ ۴ RDC-SIS t(٣)
٠٫٩۴ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ٠٫٩۶ ٠٫٩۴ ۶۴ ٧ ۵ ۵ ۴ DC-SIS
٠٫۵۵ ٠٫٨٩ ٠٫٨۵ ٠٫٨١ ٠٫۶۵ ٨۶۴ ٨٢ ١١ ۶ ۵ NIS
٠٫۶٩ ٠٫٧٨ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ۴۶٨ ٣۴ ٧ ۴ ۴ SIRS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ RDC-SIS SN

٠٫٩٩ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ٨ ۶ ۵ ۵ ۴ DC-SIS
٠٫٩٢ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٢ ١٠۴ ١١ ۶ ۵ ۵ NIS
٠٫٨٧ ٠٫٨٧ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٣۴۵ ٢٣ ۵ ۴ ۴ SIRS

،٣ . ٢ جدول در S و Pj مقادیر به توجه با است. رضایت بخش بسیار و ی΄سان تقریبا SIRS و RDC-SIS

روش این دارد. مهم متغیرهای انتخاب برای کمͬ بسیار شانس SIS روش تͬ‐استودنت، خطای برای
را مهم متغیرهای همه ٪٢٣ احتمال با c = ٢ حالت در و ٪١٠ تجربی احتمال با c = ١ حالت در

ͬ کند. م انتخاب
عمل΄رد خطا، توزیع نوع سه هر برای که ͬ دهد م نشان است، ٢ مدل نتایج حاوی که ٣ . ٣ جدول
Pj مقادیر ،١ ≤ j ≤ ۴ برای ͬ کند. م عمل بهتر دی·ر روش های به نسبت و است عالͬ RDC-SIS روش
RDC-SIS روش خطا، توزیع نوع سه هر برای بنابراین، است. ΁ی برابر RDC-SIS روش به مربوط S و
DC-SIS عمل΄رد مدل، این در همچنین کند. مͬ انتخاب مدل به ورود برای را مهم متغیر چهار هر

دارند. برتری SIRS و NIS به نسبت روش دو این است. RDC-SIS روش مشابه بسیار
متغیرهای شناسایی در حاشیه ای غربال·ری روش های مدل ها، از بسیاری در شد، اشاره که همانطور
ناهمبسته ͺپاس متغیر با حاشیه ای X۴به طور مهم متغیر ٣ . ۴ . ٣ مثال در ͬ شوند. م مواجه ش΄ست با مهم
RDC-ISIS تکراری روش از بنابراین ͬ شود. نم انتخاب حاشیه ای غربال·ری روش های توسط لذا و است

ͬ شود. م استفاده مدل به مهم متغیرهای بازگرداندن برای
و DC-SIS ،SIRS ،ISIS ،SIS روش های با را RDC-ISIS روش عمل΄رد مثال، این در .٣ . ۴ . ٣ مثال

یعنͬ ،(۵ . ٣) خطͬ مدل در RDC-SIS

Y = ۵X١ + ۵X٢ + ۵X٣ − ١۵√ρX۴ + ε :١ مدل
به صورت ضعیف تر، نوفه به سی·نال نسبت با دی·ر، خطͬ مدل ΁ی براین، علاوه ͬ شود. م مقایسه

Y = ٢٫۵X١ + ٢٫۵X٢ + ٢٫۵X٣ − ٧٫۵√ρX۴ + ε :٢ مدل



۶٩ شبیه سازی مطالعه

٣ مثال در S احتمال و Pj تجربی احتمال :۴ . ٣ جدول
٢ مدل ١ مدل روش ρ

S P۴ P٣ P٢ P١ S P۴ P٣ P٢ P١

٠٫٠١ ٠٫٠١ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ SIS ٠٫٢
٠٫٩۵ ٠٫٩۵ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ISIS
٠٫٠٣ ٠٫٠٣ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٣ ٠٫٠٣ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ SIRS
٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ DC-SIS
٠٫٠۴ ٠٫٠۴ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٣ ٠٫٠٣ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ RDC-SIS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ RDC-ISIS
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٩٩ ٠٫٩٨ ١٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠١ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ SIS ٠٫۵
٠٫٩۴ ٠٫٩۴ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ISIS
٠٫٠١ ٠٫٠١ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ SIRS
٠٫٠١ ٠٫٠١ ٠٫٩٩ ٠٫٩٨ ١٫٠٠ ٠٫٠٣ ٠٫٠٣ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ١٫٠٠ DC-SIS
٠٫٠١ ٠٫٠١ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ١٫٠٠ RDC-SIS
١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ RDC-ISIS
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٨۶ ٠٫٨٧ ٠٫٨۵ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ SIS ٠٫٨
٠٫۶٠ ٠٫۶٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ISIS
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٩٣ ٠٫٩۴ ٠٫٩٣ ٠/٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٩٧ ٠٫٩۵ ٠٫٩۵ SIRS
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٨۴ ٠٫٨٣ ٠٫٨۴ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ DC-SIS
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٩۴ ٠٫٩۵ ٠٫٩٣ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٩۵ ٠٫٩۴ ٠٫٩۵ RDC-SIS
٠٫٩١ ٠٫٩٣ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ٠٫٩۵ ٠٫٩۵ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ RDC-ISIS

۵٠٠ شبیه سازی ،ρ = ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨ و ε ∼ N (٠, ١) فرض با مثال، این در است. شده گرفته نظر در
ناهمبسته Y با حاشیه ای به طور اما مهم، توأم به طور X۴ متغیر مدل ها،  این در است. شده تکرار بار
ͬ توانند م سختͬ به RDC-SIS و DC-SIS ،SIRS ،SIS حاشیه ای غربال·ری روش های بنابراین است.
RDC-ISIS روش ͬ شود م ملاحظه ۴ . ٣ جدول در که همان طور اما کنند. شناسایی را X۴ مهم متغیر
همچنین ما تواناست. بسیار X۴ متغیر انتخاب در ρ مختلف مقادیر ازای به و خطͬ مدل دو هر در
موارد برخͬ در که ͬ دهد م نشان نتایج کرده ایم. مقایسه ،SIS تکراری نسخه ،ISIS با را RDC-ISIS
ازای به ٢ مدل در مثال، به عنوان ͬ کند. م عمل بهتر نیز ISIS از حتͬ X۴ انتخاب در RDC-ISIS روش
در ͬ کند، م انتخاب درستͬ به را مهم متغیرهای همه ٪٩١ تجربی احتمال با RDC-ISIS روش ρ = ٠٫٨
باشید داشته خاطر به دهد. مͬ انجام درستͬ به را متغیر انتخاب عمل ٪۶٠ احتمال با تنها ISIS حالی΄ه
غربال·ری برای ISIS حالی΄ه در ͬ کند، نم استفاده رگرسیونͬ مدل ساختاری اطلاعات از RDC-ISIS که
΁ی RDC-ISIS روش ͬ کند. م استفاده خطͬ مدل درست اطلاعات از و شده معرفͬ خطͬ مدل های در
خطͬ روابط تشخیص جهت مختلف رگرسیونͬ مدل های برای ͬ تواند م و است مدل آزاد غربال·ری روش

رود. کار به خطͬ غیر و
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به نسبت ،X١ مهم متغیر با بالا همبستگͬ دلیل به بی اهمیت، متغیرهای از برخͬ زیر مثال در
تکراری روش های از است لازم بنابراین دارند. برتری انتخاب فرآیند در دی·ر مهم متغیرهای از برخͬ
دی·ر روش های با RDC-ISIS روش عمل΄رد مثال این در شود. استفاده مهم متغیرهای انتخاب برای

ͬ شود. م مقایسه

به صورت ناپارامتری جمعͬ رگرسیونͬ مدل مثال، این در .۴ . ۴ . ٣ مثال

Y = ٢f١(X١) +
√

۶f٢(X١٠١) + ٣f٣(X٢٠١)− ٠٫۶f۴(X٢٠٢) + ε

به صورت پایه ای توابع آن در که است،

f١(x) = exp(٢x/٣) f٣(x) =
sin(٣πx/۴ + ٣/٢)

٢ − sin(٣πx/۴ + ٣/٢)

f٢(x) =


x+ ۴ x < −٢
|x| |x| ≤ ٢
۴ − x x > ٢

f۴(x) = log(x٢)

هستند. ͺپاس بر مؤثر متغیرهای (X١, X١٠١, X٢٠١, X٢٠٢) متغیرهای مدل، به توجه با شده اند. تعریف
Cov(Xi, Xj) = ρ|i−j| همبستگͬ و صفر میانگین با متغیره چند نرمال توزیع از توضیحͬ متغیرهای
آن در که ͬ شود، م جای·زین Xk = ٠٫٨X١ + ζk جدید متغیر با Xk متغیر سپس شده اند. تولید
همبستگͬ دارای (X٢, ..., X١٠٠) بی اهمیت متغیر ٩٩ بنابراین .k = ٢, . . . , ١٠٠ و ζk ∼ N (٠, ١)
کوواریانس ماتریس نوع دو ρ = ٠٫۵, ٠٫٨ گرفتن نظر در با همچنین هستند. X١ مهم متغیر با بالایی
دو گرفتن نظر در با روش، هر نیرومندی بررسͬ منظور به است. شده تعریف توضیحͬ متغیرهای برای

شده اند. گزارش ۵ . ٣ جدول در شبیه سازی نتایج خطا، توزیع نوع
DC- و SIRS ،NIS ،SIS حاشیه ای مستقل غربال·ری روش های ͬ شود م ملاحظه که همان طور
بی اهمیت متغیرهای چون هستند، ناتوان X٢٠٢ و X٢٠١ ،X١٠١ مهم متغیرهای شناسایی در SIS

توسط متغیرها انتخاب فرآیند در و هستند X١ مهم متغیر با بالایی همبستگͬ دارای (X٢, . . . , X١٠٠)

غربال·ری روش ΁ی بنابراین دارند. اولویت X٢٠٢ و X٢٠١ ،X١٠١ مهم متغیر سه به نسبت روش سه این
به X٢٠٢ و X٢٠١ ،X١٠١ مهم متغیر سه بازگرداندن و بی اهمیت متغیر ٩٩ حذف برای مناسب تکراری
بین غیرخطͬ روابط ͬ تواند نم ISIS روش که ͬ شود م ملاحظه ۵ . ٣ جدول به توجه با است. نیاز مدل
مهم متغیرهای تمام RDC-ISIS روش ͬ که حال در کند، شناسایی را ͺپاس متغیر و توضیحͬ متغیرهای
آزاد‐مدل دلیل به RDC-ISIS روش بنابراین ͬ کند. م انتخاب درستͬ به ناپارامتری جمعͬ مدل در را

است. بالا خیلͬ بعد با غیرخطͬ مدل های برای قبول قابل روش ΁ی بودن نیرومند و بودن
نشان بالا بسیار بعد با داده های در غربال·ری برای را RDC-ISIS روش کارایی بیان شده مثال های
همزمان به طور SCAD جریمه تابع دو از ،RDC-ISIS با اولیه بعد کاهش از پس زیر، مثال در ͬ دهند. م

ͬ شود. م استفاده خطͬ‐جزئͬ جمعͬ مدل برازش برای
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۴ مثال در S احتمال و Pj تجربی احتمال :۵ . ٣ جدول
ε ∼ t(٢) ε ∼ N (٠, ١) روش ρ

S P٢٠٢ P٢٠١ P١٠١ P١ S P٢٠٢ P٢٠١ P١٠١ P١

٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٩٩ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ SIS ٠٫۵
٠٫٠٠ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۶ ٠٫٩٨ ٠٫٠٠ ٠٫٠۵ ٠٫٠۶ ٠٫٠٧ ٠٫٩٨ ISIS
٠٫٣٢ ٠٫۶١ ٠٫٧١ ٠٫٧۵ ٠٫٩٨ ٠٫۵٠ ٠٫٧۴ ٠٫٨٣ ٠٫٨٢ ١٫٠٠ NIS
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠١ ١٫٠٠ SIRS
٠٫٠٣ ٠٫٢٧ ٠٫٣۴ ٠٫٣١ ١٫٠٠ ٠٫٠٢ ٠٫٢۴ ٠٫٢٩ ٠٫٢۵ ١٫٠٠ DC-SIS
٠٫١١ ٠٫٣۵ ٠٫٣۶ ٠٫٣٠ ١٫٠٠ ٠٫١١ ٠٫٣٣ ٠٫۴٠ ٠٫٣۴ ١٫٠٠ RDC-SIS
٠٫٨٢ ٠٫٨٨ ٠٫٩٩ ٠٫٩۴ ١٫٠٠ ٠٫٩۶ ٠٫٩٩ ٠٫٩٩ ٠٫٩٨ ١٫٠٠ RDC-ISIS
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ٠٫٩٩ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ SIS ٠٫٨
٠٫٠٠ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠٩ ٠٫٩٧ ٠٫٠٠ ٠٫٠۴ ٠٫٠۴ ٠٫٠٧ ٠٫٩٣ ISIS
٠٫۵٩ ٠٫٨٨ ٠٫٩٣ ٠٫٧٢ ٠٫٩٩ ٠٫٨١ ٠٫٩۶ ٠٫٩٩ ٠٫٨۵ ١٫٠٠ NIS
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ١٫٠٠ SIRS
٠٫١۴ ٠٫۶٢ ٠٫٧٢ ٠٫٣٠ ١٫٠٠ ٠٫١٣ ٠٫۶١ ٠٫٧٨ ٠٫٢٨ ١٫٠٠ DC-SIS
٠٫٣٢ ٠٫٧٢ ٠٫٧٩ ٠٫٣۶ ١٫٠٠ ٠٫٣١ ٠٫٧٢ ٠٫٧٨ ٠٫٣۵ ١٫٠٠ RDC-SIS
٠٫٨٣ ٠٫٩۵ ٠٫٩٨ ٠٫٩١ ٠٫٩٨ ٠٫٩٠ ٠٫٩٣ ٠٫٩٨ ١٫٠٠ ١٫٠٠ RDC-ISIS

مدل از داده ها .۵ . ۴ . ٣ مثال

Y =

p∑
j=١

fj(Xj) + ε

f٣(x) = ٢x, f٢(x) = ۶x(١−x), f١(x) = ٣ sin(٢πx)/(٢−sin(٢πx))آن در که شده اند، تولید
در ناپارامتری مؤلفه های تعداد بنابراین .fj(x) = ٠ ،j > ۵ ازای به و f۵(x) = −x, f۴(x) = x,

٢ . ۴ . ٣ مثال همانند ابتدا توضیحͬ متغیرهای است. ٣ برابر پارامتری مؤلفه های تعداد و ٢ مدل این
ی΄نواخت حاشیه ای توزیع به استاندارد نرمال تجمعͬ توزیع تابع از استفاده با سپس شده اند. تولید
نرمال توزیع دو خطا برای شده، ارائه روش کارایی دادن نشان برای شده اند. تبدیل [٠, ١] بازه روی
ͬ شود، م استفاده سنگین دم خطای تولید برای که آزادی درجه ٢ با تͬ‐استودنت توزیع و استاندارد
تکرار بار ٢٠٠ تعداد به p = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ و n = ٧٠, ٢٠٠, ۴٠٠ با شبیه سازی و گرفته شده نظر در
N آن در که شده اند، خلاصه ۶ . ٣ جدول در مدل ساختار تشخیص و متغیر انتخاب نتایج است. شده
ناپارامتری مولفه های تعداد متوسط NN شده، انتخاب غیرصفر مولفه های تعداد متوسط دهنده نشان
NL هستند، ناپارامتری واقعاً که شده انتخاب ناپارامتری مولفه های تعداد متوسط NNT شده، انتخاب
درست که است خطͬ مولفه های تعداد متوسط NLT و شده انتخاب خطͬ مولفه های تعداد متوسط

شده اند. انتخاب
در اول مؤلفه ͷپن برای (RMSE) خطا دوم توان های میانگین دوم ریشه برآورد، دقت بررسͬ برای
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۵ مثال در مدل ساختار تشخیص نتایج :۶ . ٣ جدول
NLT(٣)∗ NL(٣)∗ NNT(٢)∗ NN(٢)∗ N(۵)∗ خطا n p

٢٫۶٩(٠٫۶٣) ٢٫٧۴(٠٫٨۶) (٠)٢ ٢٫۶٨(١٫٠۴) ۵٫۴٢ N (٠, ١) ٧٠
٢٫۶٢(٠٫٨۵) ٣٫۶۵(١٫١۵) ١٫٩۵(٠٫١٩) ٢٫٩۶(١٫١٠) ۶٫۶١ t(٢)

٢٫٧۴(٠٫٣٢) (٠٫٨٨)٢٫٩٣ (٠)٢ ٢٫٣١(٠٫٩۶) ۵٫٢۴ N (٠, ١) ٢٠٠ ١٠٠٠
(٠٫٧١)٢٫٧١ (١٫٠٣)٣٫٣٧ (٠٫١٢)١٫٩٧ ٢٫۵(٠٫٨٨)٢ ۵٫٨٩ t(٢)

٢٫٩۶(٠٫٢۶) ٣٫١٢(٠٫۵٩) (٠)٢ ٢٫٢٠(٠٫۶۴) ۵٫٣٢ N (٠, ١) ۴٠٠
٢٫٧۴(٠٫٧۵) ٣٫٢٨(٠٫۶۶) (٠٫٠٨)١٫٩٩ ٢٫۴٩(٠٫۵۴) ۵٫٧٧ t(٢)

٢٫٨۵(١٫٠۵) (١٫٠١)٣٫٢٣ (٠)٢ (١٫٠٩)٢٫٧١ ۵٫٩۴ N (٠, ١) ٧٠
(٠٫٩٨)٢٫٧٢ ٣٫٣٨(١٫۴٨) ١٫٩٠(٠٫۵٨) ٣٫٢۶(١٫٣١) ۶٫۶۴ t(٢)

٢٫٨۴(٠٫۶۴) ٣٫١٢(٠٫٩۴) (٠)٢ ٢٫۴۶(٠٫٨۴) ۵٫۵٨ N (٠, ١) ٢٠٠ ٢٠٠٠
٢٫٧۶(٠٫٨٢) ٣٫٢۴(١٫٠١) (٠٫١٧)١٫٩٨ (٠٫٧٩)٢٫٧٧ ۶٫٠١ t(٢)

٢٫٩٢(٠٫۶۴) ٣٫٠۴(٠٫٩۴) (٠)٢ (٠٫٨١)٢٫٣٣ ۵٫٣٧ N (٠, ١) ۴٠٠
٢٫٨١(٠٫۶٣) ٢٫٩٧(٠٫٨۵) ١٫٩٩(٠٫٠۶) ٢٫۵۴(٠٫٧۴) ۵٫۵١ t(٢)

است. واقعͬ مدل در معیار آن درست مقدار پرانتز، داخل *اعداد

بصورت jام مؤلفه برای و است شده گزارش ٣ . ٧ جدول

RMSE(fj) =

√√√√ ١
۵٠٠

۵٠٠∑
i=١

(f̂j(ti)− fj(ti))٢, j = ١, .., ۵

[٠, ١] بازه روی ی΄سان، فواصل با نقطه ۵٠٠ شامل شب΄ه ای، نقاط (t١, ..., t۵٠٠) که ͬ شود م محاسبه
ارائه نیز f =

p∑
j=١

fj رگرسیون تابع RMSE همچنین ͬ شود. م ارزیابی نقاط این در fj(.) تابع و هستند
هستند. متناظر استاندارد خطای ٣ . ٧ جدول در پرانتز داخل اعداد است. شده

مؤلفه های تشخیص و برآورد در شده ارائه مرحله ای دو روش که ͬ دهد م نشان شبیه سازی نتایج
روش این نرمال، خطای برای تواناست. غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های شناسایی همچنین و غیرصفر
تشخیص ناپارامتری غیرصفر مؤلفه به عنوان درستͬ به را مدل ناپارامتری مؤلفه دو هر تکرار ٢٠٠ هر در
صفر مؤلفه به عنوان ناپارامتری مؤلفه های از بعضͬ تکرارها از برخͬ در غیرنرمال خطای برای اما ͬ دهد، م
صفر مولفه های به عنوان خطͬ مؤلفه های تکرارها، از برخͬ در همچنین ͬ شوند. م داده تشخیص خطͬ یا
تͬ‐استودنت توزیع دارای خطا و n = ٧٠ که هنگامͬ جدول، به توجه با ͬ شوند. م انتخاب غیرخطͬ یا
از بزرگ تر معمولا˟ شده انتخاب مدل حالت، این در ندارد. مطلوبی چندان عمل΄رد روش این است،
نمونه حجم افزایش با اما است. ͹واض بسیار مش΄ل این p = ٢٠٠٠ برای ویژه به است. واقعͬ مدل
ͬ گیرد. م قرار خطاها توزیع تاثیر تحت ارائه شده، روش برآورد دقت براین، علاوه ͬ یابد. م بهبود عمل΄رد
RMSE از کوچ΄تر نرمال خطای با متناظر RMSE مقدار حالت ها، بیشتر در ،٣ . ٧ جدول به توجه با
و متغیر انتخاب برای دوم مرحله در که است دلیل بدین این است. تͬ‐استودنت خطای با متناظر
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رگرسیون. تابع و اول مؤلفه ͷپن برای خطا دوم توان های میانگین مجذور :٣ . ٧ جدول
f f۵ f۴ f٣ f٢ f١ خطا n

p = ١٠٠٠
٠٫٣٧٧٣(٠٫١٨۶) ٠٫١٣۵۴(٠٫١٠٣) ٠٫١۴۵۶(٠٫١٠٢) ٠٫١٢۴۴(٠٫١۴٢) ٠٫٢١۵۴(٠٫١٣۵) ٠٫٢۴(٠٫١١٨)٧٨ N (٠, ١) ٧٠
٠٫۴(٠٫٣٢٠)٧٢٠ ٠٫١۵(٠٫١١٢)٨٠ ٠٫١۵(٠٫١١٣)٩٧ ٠٫١٨۶۴(٠٫٢٠٠٨) ٠٫٢۵۶۵(٠٫١۵۶) ٠٫٣۴٠١(٠٫٢۶٩) t(٢)

٠٫٣٨۶٧(٠٫٠٧۴) ٠٫١۴٢۴(٠٫٠۴۶) ٠٫١۴٣٧(٠٫٠۴۵) ٠٫٠۴(٠٫٠٢٧)٧٠ ٠٫٢٠٣۴(٠٫٠٨١) ٠٫٢١۴٢(٠٫٠٢۵) N (٠, ١) ٢٠٠
٠٫۴٠٢۴(٠٫٠۶۵) ٠٫١۵۵٩(٠٫٠۶۴) ٠٫١۶٢٨(٠٫٠۶١) ٠٫٠۵(٠٫٠٢٨)١٠ ٠٫٢٨٠٠(٠٫٠۶۴) (٠٫٠٣٠)٠٫٢٣٣٠ t(٢)

٠٫٢۴۶(٠٫٠٧٩)١ ٠٫٠۶١٩(٠٫٠۵٣) ٠٫٠۶١٢(٠٫٠۵۵) ٠٫٠٣١٢(٠٫٠٢۶) ٠٫١۶(٠٫٠٨٠)٧١ ٠٫١۴۶۴(٠٫٠٣٢) N (٠, ١) ۴٠٠
٠٫٢٧۴(٠٫٠٩١)٨ (٠٫٠٧١)٠٫٠٨١٠ ٠٫١٠٠١(٠٫٠٧۵) ٠٫٠٣٩٩(٠٫٠۵٧) ٠٫١٧۵٠(٠٫٠۶٧) ٠٫١٨٠۴(٠٫٠۶۴) t(٢)

p = ٢٠٠٠
٠٫٣٧٧۵(٠٫٢۵۶) ٠٫١٣٢٣(٠٫١٠۵) ٠٫١۴۴۵(٠٫١٠٨) ٠٫٠٩۴(٠٫١٠٧)٩ ٠٫٢٢۵٠(٠٫١۵٣) ٠٫٢٧١٨(٠٫٢١۵) N (٠, ١) ٧٠
٠٫۴٢٧۴(٠٫٢٧٨) ٠٫١۴۴(٠٫١٠٨)٩ ٠٫١۵٠۶(٠٫١٠۵) ٠٫٠٩۵٢(٠٫١٣۴) ٠٫٢١٨٧(٠٫١۴٠) ٠٫٣٠۵٧(٠٫٢۴۶) t(٢)

٠٫٣٧۶٠(٠٫٠۶٠) ٠٫١٣٣۶(٠٫٠٣٧) ٠٫١٣۵٩(٠٫٠۴٠) ٠٫٠۴٧۶(٠٫٠٢۴) (٠٫٠٧١)٠٫٢٨٢٨ ٠٫٢١۵٩(٠٫٠٢۶) N (٠, ١) ٢٠٠
٠٫۴٣٣١(٠٫٠٨۴) ٠٫١۴٨٩(٠٫٠۶۴) ٠٫١٨۴٧(٠٫٠۶۵) ٠٫٠۶٣۴(٠٫٠۴٣) (٠٫٠٨٣)٠٫٢٣٢١ ٠٫٢۴۵٣(٠٫٠۴٢) t(٢)

٠٫٢٣٨٩(٠٫٠۶٧) ٠٫٠۶۵۴(٠٫٠۵٢) ٠٫٠۵۴٨(٠٫٠۴٣) ٠٫٠٢٨٣(٠٫٠٢۴) ٠٫١۵٩٩(٠٫٠۶۵) ٠٫١۵٢٨(٠٫٠۴۵) N (٠, ١) ۴٠٠
٠٫٢٧۶٣(٠٫٠٨۴) ٠٫٠٨٢٧(٠٫٠۵۵) ٠٫٠۶٩٨(٠٫٠۵٨) ٠٫٠٣۶١(٠٫٠٢۶) ٠٫١٨۴(٠٫٠٨٠)٩ ٠٫١۶٨۵(٠٫٠۴٩) t(٢)

و پرت داده های به نسبت زیان تابع این است. شده استفاده دوم توان زیان تابع از ساختار تشخیص
است. حساس بسیار خطاها دم سنگین توزیع

کبد مسمومیت داده های تحلیل ۵ . ٣
پردازیم. مͬ واقعͬ داده مجموعه ΁ی تحلیل به پیشنهادی، مرحله ای دو روش از استفاده با بخش، این در
بشل١٣ توسط بار نخستین و است دسترسͬ قابل R افزار نرم “mixOmics” بسته در داده  مجموعه این
بوده کبد مسمومیت بیماری به مربوط داده ها این است. گرفته قرار تحلیل مورد (٢٠٠٧) هم΄اران و
متغیر ٣١١۶ بنابراین، است. موش ۶۴ برای بالینͬ اندازه گیری ٩ و ژن ٣١١۶ بیان سطوح شامل و
اوره؛ نیتروژن ،BUN از: عبارتند اختصار به ͺپاس متغیرهای دارند. وجود کمͬ ͺپاس متغیر ٩ و توضیحͬ
،AST دهیدروژناز؛ سوربیتول ،SDH آمینوترانسفراز؛ آلانین ،ALT آلبومین؛ ،ALB کل؛ پروتئین ،TP

کلسترول. ،CHOL و صفراوی؛ اسیدهای کل ،TBA فسفاتاز؛ آل΄الین ،ALP آمینوترانسفراز؛ آسپارتات
و ALT پیش بینͬ در ژن ها مؤثرترین کردن پیدا هدف و است ͺپاس متغیر به عنوان ALT بخش این در

ژن هاست. این تاثیر نوع
اول رتبه های در مختلف غربال·ری روش های توسط که است ژن هایی دهنده نشان ٣ . ٨ جدول
A_۴٢_P۴٩۶۶٢٢ ژن به را اول رتبه SIRS و RDC-SIS مثال، به عنوان ͬ گیرند. م قرار چهارم تا
را A_۴٢_P٨٢۵٢٩٠ ژن NIS و A_۴٣_P١۴١٣١ ژن DC-SIS مقابل، در ͬ دهند. م اختصاص

ͬ کنند. م انتخاب ژن مهمترین به عنوان
13Bushel
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مختلف روش های توسط شده انتخاب مهم بسیار ژن چهار :٣ . ٨ جدول
شده انتخاب ژن های روش

A_۴٢_P۴۶٩۵۵١ A_۴٣_P٢٠۴٣٨ A_۴٣_P١۴١۶٣ A_۴٢_P۴٩۶۶٢٢ RDC-SIS
A_۴٢_P۴۶٩۵۵١ A_۴٣_P١٢٧٢۴ A_۴٣_P٢٠۴٣٨ A_۴٢_P۴٩۶۶٢٢ SIRS
A_۴٣_P١١٧٢۴ A_۴٢_P٨۴٠٧٧۶ A_۴٢_P۶٢٠٩١۵ A_۴٣_P١۴١٣١ DC-SIS
A_۴٣_P١۴١٣١ A_۴٣_P١١٧٢۴ A_۴٣_P١٠۶٠۶ A_۴٢_P٨٢۵٢٩٠ NIS

آن ها تأثیر نوع و شده انتخاب مهم ژن های :٣ . ٩ جدول
ژن تأثیر نوع

A_۴٣_P١۴١۶٣ A_۴٣_P١۴٨۶۴ A_۴٢_P۶٩۴١٠۵ A_۴٣_P١٢٧٢۴ غیرخطͬ
A_۴٣_P٢٠۴٣٨ A_۴٢_P۴۶٩۵۵١

A_۴٢_P۶٧٧۶٢٨ A_۴٢_P۴٩۶۶٢٢ A_۴٣_P٢٠٩۶٢ A_۴٢_P۶١٩٢٨٨ خطͬ

نسخه ابتدا کبد، مسمومیت داده های تحلیل در پیشنهادی مرحله ای دو روش به کارگیری برای
بعد و برده کار به را d١ = d/٢ و d = ٢[n/ log(n)] = ٢٨ با RDC-ISIS یعنͬ ،RDC-SIS تکراری
توسط مهمͬ متغیر اگر که است این RDC-ISIS از استفاده دلیل داده ایم. کاهش d = ٢٨ به را داده ها
مورد آن اهمیت و ͬ شود م کاندید مدل به ورود برای مجدداً مهم متغیر آن نشود، شناسایی RDC-SIS
متغیرهای م΄عبی اسپلاین برازش ͬ های منحن و پراکنش نمودارهای براین، علاوه ͬ گیرد. م قرار بررسͬ
داده ایم. نشان ٣ . ١ ش΄ل در Ro1 ͺپاس متغیر مقابل در را A_۴٣_P٢٠۴٣٨ و A_۴٢_P۴۶٩۵۵١

دهد. مͬ نشان را ͺپاس متغیر و توضیحͬ متغیرهای بین غیرخطͬ ال·وی ΁ی وجود نمودار این
مدل ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای SCAD جریمه تابع دو از اولیه، بعد کاهش از پس
دارای ژن ۴ و غیرخطͬ اثر دارای ژن ۶ مرحله ای، دو روش این کارگیری به از بعد است. شده استفاده
است. شده گزارش ٣ . ٩ جدول آن هادر تأثیر نوع و شده انتخاب ژن های شدند. داده تشخیص خطͬ اثر

΁ی ابتدا ͬ کنیم. م استفاده متقابل اعتبارسنجͬ از شده، ارائه مرحله ای دو روش ارزیابی برای
از پس ب·یرید. نظر در آموزشͬ داده های به عنوان را مشاهدات سایر و آزمون داده به عنوان را مشاهده
ͬ شود. م بینͬ پیش آزمون داده ازای به ͺپاس متغیر مقدار آموزشͬ، داده های از استفاده با مدل برازش
مقادیر مقابل در ͺپاس متغیر شده مشاهده مقادیر نمودار و شده تکرار مشاهدات تمام برای روند این
مقادیر بینͬ پیش در شده معرفͬ روش نمودار، به توجه با است. شده رسم ٣ . ٢ نمودار در شده بینͬ پیش

دارد. خوبی عمل΄رد ALT

نتیجه گیری و بحث
بعد با جمعͬ مدل های در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای مرحله ای دو روش ΁ی فصل، این در
استفاده مدل بعد کاهش برای مطمئن مستقل غربال·ری روش ΁ی از اول، مرحله در شد. ارائه بالا بسیار



٧۵ کبد مسمومیت داده های تحلیل
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م΄عبی. اسپلاین ͬ های منحن و مهم ژن دو مقابل در ͺمتغیرپاس پراکنش نمودارهای :٣ . ١ ش΄ل

متغیر حاشیه ای توزیع تابع با آنها فاصله ای همبستگͬ میزان براساس توضیحͬ متغیرهای آن در که شد
داده مجموعه ΁ی تحلیل و شبیه سازی مطالعه با غربال·ری روش این کارایی ͬ شوند. م رتبه بندی ͺپاس
با داده های در است. شده ارائه روش مطلوب عمل΄رد از حاکͬ نتایج که گرفت قرار ارزیابی مورد واقعͬ
خطͬ غیر اثر دارای دی·ر برخͬ و خطͬ اثر دارای توضیحͬ متغیرهای از ًبرخͬ معمولا بالا، بسیار بعد
مرحله در لذا است. اهمیت حائز بسیار ناپارامتری و پارامتری بخش های تشخیص بنابراین هستند.
همزمان به طور جریمه تابع دو از غیرخطͬ و خطͬ مؤلفه های تشخیص و نهایی مدل انتخاب برای دوم،
مدل برازش در مرحله ای دو روش این که دادند نشان شبیه سازی مطالعات نیز اینجا در شد. استفاده

کاراست. خطͬ‐جزیی جمعͬ
تشخیص و غربال·ری برای شده ارائه روش اما است، بوده نظر مد جمعͬ مدل فصل، این در چه اگر
داد. تعمیم یافته تعمیم جمعͬ مدل و متغیر ضریب مدل مانند دی·ر مدل های به ͬ توان م را ساختار
گرفته نظر در کمͬ نوع از صرفاً ͺپاس و توضیحͬ متغیرهای فصل، این در که است ذکر به لازم همچنین
موضوعͬ ͬ تواند م است، سطحͬ چند و کیفͬ نوع از متغیرها این که حالتͬ در غربال·ری موضوع شده اند.

شود. گرفته نظر در آینده تحقیقات برای
ناپارامتری توابع کوواریانس از ͬ توان م ناپارامتری، جمعͬ مدل در غربال·ری برای دی·ر روش به عنوان
بر Y تصویر mj(Xj) = E(Y |Xj) کنید فرض واض͹ تر، بطور کرد. استفاده ͺپاس متغیر توزیع تابع و

حاشیه ای مطلوبیت معیار از سپس باشد. Y شرطͬ غیر توزیع تابع G(y) = P (Y ≤ y) و Xj

ωj =
[
Cov

(
mj(Xj), G(Y )

)]٢
, ١ ≤ j ≤ p (٣ . ١١)

ͬ است کاف غربال·ری روش این پیاده سازی برای ͬ کنیم. م استفاده توضیحͬ متغیرهای رتبه بندی برای
برآورد تجربی توزیع تابع با را G(y) توزیع تابع و اسپلاین ‐B توابع با را mj(Xj) ناپارامتری توابع

کنیم.
به کار غربال·ری روش توسط d مرتبه بعد به توضیحͬ های متغیر فضای بالای بعد تقلیل خصوص در
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شده بینͬ پیش مقادیر مقابل در ͺپاس متغیر شده مشاهده مقادیر نمودار :٣ . ٢ ش΄ل

انقباضͬ، روش های در جریمه پارامتر انتخاب همانند ،d انتخاب که گفت ͬ توان م فصل، این در رفته
به وابسته d مقدار تشخیص برای شده معرفͬ روش های اغلب تاکنون است. بسزائͬ اهمیت دارای
آزاد‐مدل غربال·ری روش های در d انتخاب برای جدید روشͬ معرفͬ بنابراین هستند، مدل ساختار

است. اهمیت حائز بسیار
چه اگر شود. توجه آن به بایستͬ که است دی·ری مسئله مدل، ساختار تشخیص در جریمه تابع نوع
جریمه توابع سایر با غربال·ری روش ترکیب از ͬ توان م اما کرده ایم، استفاده SCAD جریمه تابع از ما

کرد. استفاده نیز aLasso یا MCP ،Lasso نظیر



۴ فصل
مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب

خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب

تشخیص و متغیر انتخاب برای جدید روش ΁ی نما، رگرسیون از استفاده با فصل، این در
غیر خطاهای به نسبت روش این ͬ شود. م ارائه متغیر ضریب مدل در متغیر و ثابت اثرات
هم΄اران و کاظمͬ مقاله فصل، این از است. نیرومند ͺپاس در پرت داده هات و نرمال

است. شده استخراج (٢٠١٩b)

مقدمه ١ . ۴
است خطͬ‐جزئͬ مدل و متغیر ضریب مدل از تعمیمͬ خطͬ‐جزئͬ، متغیر ضریب نیمه پارامتری مدل
یا سن مانند شاخص، متغیر ΁ی از تابعͬ دی·ر برخͬ و ثابت رگرسیونͬ، ضرایب از برخͬ آن در که
تفسیرپذیری و ناپارامتری مدل های انعطاف پذیری از بهره گیری بر علاوه مدل این هستند. زمان،
ناپارامتری به صورت نیز را توضیحͬ متغیرهای و شاخص متغیر بین متقابل اثرات پارامتری، مدل های
خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل های در برآورد مسئله به محققین از بسیاری تاکنون ͬ گیرد. م نظر در
لیانگ٢ و ژو ،(٢٠٠۵) هوانگ و فن ،(٢٠٠۵) هم΄اران و احمد١ به ͬ توان م مثال، عنوان به پرداخته اند.

1Ahmad
2Zhou and Liang
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کرد. اشاره (٢٠١۴) هم΄اران و شن۴ و (٢٠١٣) لین٣ و سان ،(٢٠٠٩) هم΄اران و وانگ ،(٢٠٠٩)
اثر یا ثابت اثر دارای که متغیرهایی زیرمجموعه که است این بر فرض مذکور، مطالعات همه در
برآوردگرها ساخت در که است زیر بنایی فرض ΁ی این شده اند. تعیین پیش از هستند، ͺپاس بر متغیر
متغیری اینکه تشخیص عمل، در وجود، این با دارد. بسزایی اهمیت آنها مجانبی ͬ های ویژگ بررسͬ و
از زیادی تعداد اغلب براین، علاوه است. اهمیت حائز بسیار است، ͺپاس بر متغیر یا ثابت اثر دارای
لازم مدل، از بی اهمیت متغیرهای حذف ضرورت به توجه با دارند. حضور مدل در توضیحͬ متغیرهای
همزمان به طور ساختار تشخیص و متغیر انتخاب متغیر، ضریب نیمه پارامتری مدل های در که است
خطͬ‐ متغیر ضریب مدل در متغیر انتخاب موضوع به محققین از معدودی تعداد تاکنون شود. انجام
و ژائو ،(٢٠٠٩) زیا و وانگ ،(٢٠٠٨) هم΄اران و وانگ به توان مͬ کارها این جمله از پرداخته اند. جزئͬ
هم΄اران و ژانگ ،(٢٠١٣) هم΄اران و ژائو ،(٢٠١١) هم΄اران و ک۶ͬ ،(٢٠١٠) زوئͬ و ژائو ،(٢٠٠٩) زوئ۵ͬ
نگرفته قرار بررسͬ مورد ساختار تشخیص با همزمان به طور متغیر انتخاب تاکنون اما کرد. اشاره (٢٠١٣)
را متغیر و ثابت ضرایب تشخیص و مهم متغیرهای انتخاب بتواند که جدید روش ΁ی ارائه لذا است.
هم΄اران و زیا ͬ پردازیم. م آن به فصل این در که است محققین توجه مورد دهد، انجام همزمان بطور
تشخیص برای را مختلفͬ روش های (٢٠١٢) زیا و هو٨ ،(٢٠١٢) کیل·وم٧ و نه ،(٢٠٠٩) لنگ ،(٢٠٠۴)
همچنین، ͬ کنند. نم انتخاب را مهم متغیرهای روش ها این اما کردند، معرفͬ مدل این در ثابت اثرات
مدل های برای واحد روش ΁ی میانگین، و چندکͬ رگرسیون های از استفاده با (٢٠١٢) هم΄اران و تانگ٩
نیز را متغیر یا ثابت اثرات مهم، متغیرهای انتخاب بر علاوه که کردند معرفͬ خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب
عمل در که است تکراری مرحله ای دو ال·وریتم ΁ی از استفاده مستلزم روش این اما ͬ کند، م شناسایی
به ال·وریتم این هم·رایی برای تضمینͬ هیچ زیاد، محاسباتͬ هزینه بر علاوه زیرا نیست، کارا چندان
مشاهدات به نسبت میانگین رگرسیون اساس بر شده معرفͬ روش  همچنین ندارد. وجود درست جواب
نرمال صورت در نیز چندکͬ رگرسیون علاوه براین است. حساس بسیار خطاها دم سنگین توزیع یا پرت
بنابراین نباشد. برخوردار لازم کارایی از است مم΄ن پرت، مشاهدات وجود عدم و خطاها توزیع بودن
حائز بسیار متغیر ضریب مدل های در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای نیرومند روش ΁ی ارائه

است. اهمیت
΁ی ،Y ͺپاس متغیر شرطͬ نمای براساس ،(٢٠١۴) لͬ و یائو و (٢٠١٢) هم΄اران و یائو١٠ اخیراً،
کاربرد چوله داده های تحلیل در روش این کردند. معرفͬ را نما“١١ ”رگرسیون نام به نیرومند روش
ضریب مدل های در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای نیرومند روش ΁ی فصل، این در دارد. زیادی
قرار بررسͬ مورد برآوردگرها مجانبی ͬ های ویژگ ͬ شود. م ارائه نما رگرسیون براساس خطͬ‐جزئͬ متغیر
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٧٩ مقدمه

ͬ شود. م ارزیابی واقعͬ داده های تحلیل و شبیه سازی مطالعات با روش این عمل΄رد و گرفته

نما رگرسیون ١ . ١ . ۴
،X = (X١, ..., Xp)

T توضیحͬ متغیرهای بردار شرط به را، Y ͺپاس متغیر نمای نما، رگرسیون
معمولͬ خطͬ رگرسیون از متفاوت رگرسیونͬ، مدل این ͬ کند. م مدل سازی X از خطͬ تابع ΁ی به صورت
میانگین جای به نما، رگرسیون است. X از خطͬ تابعͬ Y شرطͬ میانگین ͬ شود م فرض که است،
بنابراین، ͬ کند. م استفاده ͺپاس متغیر توزیع مرکز سنجش برای شرطͬ مقادیر ”محتمل ترین“ از شرطͬ،
برخͬ .(٢٠١۴ هم΄اران، و (یائو است مزیت چندین دارای نما رگرسیون میانگین، رگرسیون با مقایسه در

از: عبارتند مزیت ها از
نیرومند خطا دم سنگین توزیع و پرت مشاهدات به نسبت نما رگرسیون نما، نیرومندی دلیل به . ١

است.
از ͬ دارتری معن نقطه ای پیش·ویی نما رگرسیون است، زیاد بسیار خطا توزیع چول·ͬ که هنگامͬ . ٢

ͬ دهد. م نتیجه میانگین رگرسیون
فاصله ΁ی که ͬ رود م انتظار شرطͬ، چ·الͬ بزرگترین با ناحیه بر نما رگرسیون تمرکز به توجه با . ٣
میانگین، رگرسیون برآورد حول طول همان با فاصله ΁ی به نسبت نما رگرسیون برآورد حول کوتاه

باشد. بزرگتری پوشش احتمال دارای
رگرسیون برآورد برای است. چوله داده های تحلیل برای مفید ابزار ΁ی نما رگرسیون بنابراین
MEM ال·وریتم از هدف تابع این کردن ماکزیمم برای ͬ رود. م به کار مبنا هسته هدف تابع ΁ی نما
که ،f(y|x) تابع نمای و باشد X شرط به Y شرطͬ چ·الͬ f(y|x) کنید فرض ͬ شود. م استفاده
فرض نما، رگرسیون در ی΄تاست. ͬ شود، م تعریف Mode(Y |X) = argmax

y
(f(y|x)) به صورت

یعنͬ است، X از خطͬ تابعͬ Mode(Y |X) ͬ شود م
Mode(Y |X) = XTβ (١ . ۴)

تصادفͬ خطای ε = Y −XTβ کنید فرض است. رگرسیونͬ ضرایب بردار β = (β١, ..., βp)
T آن در که

β ضرایب بردار باشد، متقارن صفر حول g(ε|X) اگر باشد. X شرط به ε شرطͬ چ·الͬ g(ε|X) تابع و
ضرایب بردار دو این باشد، چوله g(ε|X) اگر اما است. میانگین خطͬ رگرسیون ضرایب همان (١ . ۴) در

بود. خواهند متفاوت
ب·یرید. نظر در را زیر مثال میانگین، رگرسیون تابع و نما رگرسیون تابع بین تفاوت بهتر درک برای

ب·یرید نظر در را زیر مدل .١ . ١ . ۴ مثال
Y = m(X) + σ(X)ε (٢ . ۴)

ب·یرید. نظر در را زیر حالت دو اکنون است. ١ مد و صفر میانگین با h(.) چوله چ·الͬ تابع دارای ε که
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آنگاه ،σ(X) = XTα و m(X) = XTβ اگر . ١

E(Y |X) = XTβ, Mode(Y |X) = XT (α+ β).

رگرسیون دو اگرچه است، وابسته X به خطͬ بطور Y نما، و میانگین رگرسیون دو هر در بنابراین،
هستند. متفاوت رگرسیونͬ ضرایب دارای

پس ،σ(X) = XTα و m(X) = ٠ اگر . ٢

E(Y |X) = ٠, Mode(Y |X) = xTα.

رابطه دارای Y نما، رگرسیون براساس اما نیست، X به وابسته Y میانگین، رگرسیون منظر از بنابراین،
در نما، رگرسیون براساس متغیر انتخاب روش های که گرفت نتیجه ͬ توان م مثال این از است. x با خطͬ
باشند. مفیدتر مهم توضیحͬ متغیرهای برخͬ شناسایی در است مم΄ن میانگین، رگرسیون با مقایسه

رگرسیون برازش برای باشد. (X, Y ) از تصادفͬ نمونه ΁ی {(Xi, Yi), i = ١, ..., n} کنید فرض
کردن ماکزیمم با (١ . ۴) در β ضرایب بردار نما،

Qh(β) =
n∑

i=١
ϕh

(
Yi − XT

i β
) (٣ . ۴)

΁ی h و صفر حول متقارن هسته چ·الͬ تابع ΁ی ϕ(.) ،ϕh(t) =
١
h
ϕ(t/h) آن در که ͬ شود م برآورد

ͬ شود. م نامیده باند پهنای که است هموارساز پارامتر
در را مبدأ از عرض شامل تنها مدل نما، رگرسیون برآورد برای (٣ . ۴) از استفاده علت درک منظور به
این صورت در .β = β٠ عبارتͬ به ندارد، حضور آن در توضیحͬ متغیر هیچ مدل، این در ب·یرید. نظر

از عبارتست هدف تابع

Qh(β٠) =
n∑

i=١
ϕh

(
Yi − β٠

)
. (۴ . ۴)

،(۴ . ۴) ماکزیمم کننده بنابراین است. Y چ·الͬ تابع هسته برآورد ،β٠ از تابع ΁ی عنوان به ،Qh(β٠)

چ·الͬ تابع نمای ،h → ٠ و n → ∞ که هنگامͬ است. (Yn, ..., Y١) براساس هسته چ·الͬ تابع نمای
که هنگامͬ شد. معرفͬ (١٩۶٢) پارزن١٢ توسط نما برآوردگر این ͬ شود. م هم·را Y توزیع نمای به هسته
هسته چ·الͬ تابع مقدار (٣ . ۴) در Qh(β) ثابت، β هر برای دارند، حضور مدل در توضیحͬ متغیرهای
XT β̂ خط β به نسبت (٣ . ۴) کردن ماکزیمم است. ε = ٠ در εi = Yi −XT

i β باقیمانده های براساس
در است. ٠ در مقدار بیشترین دارای εi باقیمانده های هسته چ·الͬ تابع که به طوری ͬ دهد م نتیجه را
خط (٣ . ۴) کردن ماکزیمم شود، استفاده ϕh(t) =

١
٢hI(|t| ≤ h) ی΄نواخت هسته اگر خاص، حالت

ͬ شود. م شامل را Yi ͺپاس مقادیر از تعداد بیشترین XT β̂ ± h باند به طوری که ͬ دهد م نتیجه را XT β̂

12Parzen
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مختلف. پارامترهای ازای به −ϕh(.) نمودار :١ . ۴ ش΄ل

چ·الͬ تابع هر برای آنگاه ،h → ٠ باشیم داشته n → ∞ که وقتͬ اگر کردند ثابت (٢٠١۴) لͬ و یائو
΁ی ،(٣ . ۴) هدف تابع کردن ماکزیمم با آمده به دست β̂ خطا)، توزیع بودن متقارن فرض (بدون خطا

است. (١ . ۴) در β ضرایب بردار از سازگار برآوردگر
حساس پرت داده های به نسبت جامعه، نمای از برآوردگری عنوان به نمونه ای، نمای کلͬ، حالت در
ب·یریم، نظر در زیان تابع ΁ی به عنوان را −ϕh(.) اگر براین، علاوه .(٢٠١٢ هم΄اران، و (یائو نیست
میزان h باند پهنای است. نیرومند برآوردگری که ͬ دهد م نتیجه را برآوردگر١٣ -M ΁ی نما رگرسیون
چ·ونگͬ ١ . ۴ ش΄ل باشد. استاندارد نرمال چ·الͬ ϕ(.) کنید فرض ͬ کند. م تعیین را برآوردگر نیرومندی
نرمال چ·الͬ واریانس با متناظر h٢ که کنید توجه ͬ دهد. م نشان را نما رگرسیون برآوردگر نیرومندی
زیان تابع ΁ی به صورت ،h = ٠٫۵ مانند ،΁کوچ h برای −ϕh(.) که دید ͬ توان م ١ . ۴ ش΄ل از است.
تابع به شبیه ،h = ۴ مانند بزرگ، h برای تابع این ش΄ل ͬ که حال در ͬ رسد، م نظر به پرت‐مقاوم١۴
در که ͬ شود م تعیین داده بر مبتنͬ مناسب روش ΁ی با h بهینه مقدار عمل، در است. دوم توان زیان

پرداخت. خواهیم آن به ادامه

13M-estimator
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ساختار تشخیص و متغیر انتخاب نیرومند روش ٢ . ۴
به صورت مشاهده شده داده های مجموعه کنید فرض

Dn = {(Yi,Xi, Ui), i = ١, . . . , n}

متغیر Ui و مشاهده امین i توضیحͬ متغیرهای بردار Xi ∈ Rp مشاهده، امین i ͺپاس Yi که باشد
مدل لذا است. [٠, ١] ی΄نواخت توزیع دارای ͬ شود م فرض کلیت، دادن دست از بدون که، شاخص

ͬ شود م بیان زیر به صورت درست ساختار با خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب

Yi =
∑
j∈IV

θj(Ui)Xij +
∑
j∈IC

βjXij +
∑
j∈IZ

٠(Ui)Xij + εi (۵ . ۴)

نشان دهنده ٠(.) و نامعلوم رگرسیونͬ ضرایب {βj, j ∈ IC} نامعلوم، هموار توابع {θj(.), j ∈ IV } که
های X برای ترتیب، به اندیس، مجموعه های IZ و IV , IC مجموعه های همچنین است. صفر ضرایب
شرط در و مجزا دو به دو مجموعه ها این هستند. صفر اثرات و صفر غیر ثابت اثرات متغیر، اثرات با

ͬ کنند. م صدق IV ∪ IC ∪ IZ = {١, . . . , p}
شناسایی ͬ باشد. م IZ و IV , IC مجموعه های تعیین ،(۵ . ۴) مدل از استفاده برای گام نخستین
هدف فصل، این در لذا و است اهمیت حائز بسیار عمل در متغیر اثر و ثابت اثر با توضیحͬ متغیرهای
ثابت ضرایب و {θj(U), j ∈ IV } هموار متغیر ضرایب برآورد همچنین و مجموعه ها این تشخیص ما

است. نیرومند و کارا بطور {βj, j ∈ IC}
ضریب مدل به صورت را (۵ . ۴) مدل است، نامعلوم خطͬ‐جزئͬ ساختار چون تحلیل، ابتدای در

ͬ گیریم م نظر در زیر متغیر

Yi =

p∑
j=١

αj(Ui)Xij + εi, i = ١, . . . , n. (۶ . ۴)

نامرتبط یا اهمیت بی متغیر ΁ی Xj آنگاه ،αj(U) ≡ ٠ باشیم داشته ،U ∈ [٠, ١] هر برای اگر، حال
΁ی αj(U) این صورت، غیر در و ثابت اثر دارای Xj باشد، صفر غیر ثابت مقدار ΁ی αj(U) اگر است.
αj(.) ضرایب از ΁کدام ی که کنیم تعیین ͬ خواهیم م بنابراین، است. متغیر اثر دارای Xj و متغیر تابع

هستند. صفر غیر ثابت یا صفر متغیر، توابعͬ
ͬ  کنیم م تجزیه متغیر و ثابت جزء دو به زیر به صورت را αj(U) ابتدا منظور، بدین

αj(U) = ηj + gj(U), j = ١, . . . , p (٧ . ۴)

و ی΄تاست (٧ . ۴) تجزیه به وضوح .E{gj(U)} = ٠ ͬ شود م فرض شناسایی پذیری١۵ تضمین برای که

ηj = E{αj(U)}, gj(U) = αj(U)− E{αj(U)}.
15Identifiability
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کنیم. استفاده gj(.) ناپارامتری توابع تقریب برای جمله ای چند اسپلاین های از ͬ توانیم م اکنون
بازه زیر Kn + ١ به [٠, ١] بازه از افرازی ٠ = τ٠ < τ١ < · · · < τKn < τKn+١ = ١ کنید فرض
داخلͬ گره های تعداد Kn که باشد IKn = [τKn , ١] و Ij = [τj, τj+١), j = ٠, ١, . . . , Kn − ١,
B(.) =

(
B١(.), . . . , BK′(.)

)T اسپلاین ‐B پایه های دارای ،q درجه اسپلاین توابع مجموعه است.
تنها ،E{gj(U)} = ٠ محدودکننده شرط گرفتن نظر در با .K ′ = Kn + q + ١ که ͬ باشند م
شده مرکزی پایه های با S٠

j = {s : s =
∑K′

k=١ γjkBk(x),
∑n

i=١ s(Xij) = ٠} اسپلاین توابع فضای
.K = K ′−١ که ͬ گیریم م نظر در را {Bjk(x) = Bk(x)−

∑n
i=١ Bk(Xij)/n, k = ١, ٢, . . . , K}

به صورت را gj(U) تابع لذا

gj(U) ≈
K∑

k=١
Bjk(U)γj,k = B(U)Tγj, j = ١, . . . , p (٨ . ۴)

γ = (γT
١ , . . . ,γ

T
p )

T ،η = (η١, . . . , ηp)
T کنید فرض .γj = (γj,١, . . . , γj,K)

T که ͬ زنیم م تقریب
ͬ توان م را (۶ . ۴) مدل ،(٨ . ۴) تقریب از استفاده با .ΠT

i =
(
Xi١B(Ui)

T , . . . , XipB(Ui)
T
) و

به صورت
Yi = XT

i η +ΠT
i γ + ε (٩ . ۴)

استفاده با ،(۶ . ۴) مدل در αj(.)ناپارامتری تابع هر و است استاندارد خطͬ مدل ΁ی (٩ . ۴) مدل نوشت.
رگرسیون از γ و η پارامترهای نیرومند برآورد برای حال ͬ شود. م مشخص (٩ . ۴) مدل در γj و ηj از
است. کارا بسیار که ͬ دهد م نتیجه را برآوردی بودن، نیرومند بر علاوه روش این ͬ کنیم. م استفاده نما

ͬ گیریم م نظر در را زیر هدف تابع اسپلاین، توابع و نما رگرسیون ترکیب با بنابراین،
Q(η,γ) =

n∑
i=١

ϕh

(
Yi − XT

i η −ΠT
i γ
) (١٠ . ۴)

محاسبات، در سهولت برای است. h باند پهنای با هسته چ·الͬ تابع ϕ(.) و ϕh(t) = ϕ(t/h)/h که
با ͬ شود. م استفاده هسته چ·الͬ تابع عنوان به استاندارد نرمال چ·الͬ تابع از فصل، این سرتاسر
αj(U) ضرایب نتیجه در ͬ آیند. م به دست γ̂ و η̂ ضرایب برآوردهای ،(١٠ . ۴) هدف تابع کردن ماکزیمم

به صورت
α̂j(U) = η̂j +

K∑
k=١

Bjk(U)γ̂j,k

(αj(U) ≡ ٠) بی اهمیت متغیرهای تعیین ما اصلͬ هدف که باشید داشته خاطر به ͬ شود. م برآورد
اثر دارای Xj آنگاه ،∥ γj ∥١=

∑K
k=١ |γj,k| ̸= ٠ اگر است. (αj(U) ≡ αj) پارامتری مؤلفه های و

صورت این غیر در است. صفر غیر ثابت اثر دارای Xj باشد، ηk ̸= ٠ و ،∥ γj ∥١= ٠ اگر است. متغیر
است. بی اثر Xj

به لذا، ندارد. را متغیر و ثابت اثرات تشخیص و مهم متغیرهای انتخاب قابلیت (١٠ . ۴) هدف تابع
به صورت جریمه تابع دو با جریمه شده هدف تابع از (١٠ . ۴) جای

Lλ(η,γ) =
n∑

i=١
ϕh

(
Yi − XT

i η −ΠT
i γ
)
− n

p∑
j=١

pλ١(|ηj|)− n

p∑
j=١

pλ٢(∥γj∥R) (١١ . ۴)
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SCAD جریمه تابع pλ(.) و R =
∫
[٠,١] B(u)B(u)Tdu ،∥γj∥R =

(
γT
j Rγj

) ١
٢ که ͬ شود م استفاده

ثابت ضرایب ،(١١ . ۴) در اول جریمه تابع هستند. جریمه پارامترهای λ١, λ٢ ≥ ٠ و (٢٠٠١ لͬ، و (فن
را ،gj(U) تابعͬ، بخش کردن منقبض دوم جریمه تابع ͬ کند. م منقبض صفر سمت به را αj(U) در ηj

از شوند. مͬ برآورد صفر دقیقا γj های مولفه همه باشد، ثابت اثر دارای Xj اگر بنابراین ͬ دهد. م انجام
منقبض صفر سمت به γj های مولفه همه و ηj نباشد، ͺپاس متغیر روی اثری هیچ دارای Xj اگر طرفͬ

است. متغیر اثر دارای Xj دوحالت، این از غیر در شوند. مͬ

کنید فرض
(η̂, γ̂) = argmax

η,γ
Lλ(η,γ).

به صورت ترتیب، به صفر، اثرات و ثابت اثرات متغیر، اثرات اندیس مجموعه بنابراین،
ÎV =

{
j : ∥γ̂j∥١ ̸= ٠, j = ١, . . . , p

}
ÎC =

{
j : ∥γ̂j∥١ = ٠, η̂j ̸= ٠, j = ١, . . . , p

}
ÎZ =

{
j : ∥γ̂j∥١ = ٠, η̂j = ٠, j = ١, . . . , p

}
در و α̂j(U) = η̂j + B(U)T γ̂j به صورت باشد، متغیر ضریب αj(U) اگر نتیجه در ͬ شوند. م تعیین

ͬ شود. م برآورد η̂j به صورت بودن ثابت صورت

مجانبی ͬ های ویژگ ٣ . ۴
رابطه در جریمه شده نمای رگرسیون برآوردگرهای مجانبی ͬ های ویژگ برخͬ بررسͬ به بخش، این در
،(٧ . ۴) تجزیه به توجه با باشد. αj(·) درست مقدار α٠j(·) کنید فرض ͬ پردازیم. م ،(η̂, γ̂) ،(٢ . ۴)
هستند. gj(·) و ηj درست مقادیر ترتیب، به ،g٠j(·) = α٠j(·)−E{α٠j(U)} و η٠j = E{α٠j(U)}
اسپلاین ‐B فضای در gj(U) برای تقریب بهترین ضریب γ٠ = (γT

٠١, . . . ,γ
T
٠p)

T بردار کنید فرض
که به طوری باشد،

∥ B(U)Tγ٠j − g٠j(U) ∥∞= O(K−r
n ), j ∈ IV , ∥ γ٠j ∥١= ٠, j ∈ IC ∪ IZ

کنید تعریف ͬ شود. م تعیین زیر C٢ شرط در r که
G(x, u, h) = E{ϕ′

h
٢
(ε)|X = x, U = u}

F (x, u, h) = E{ϕ′′
h(ε)|X = x, U = u}

و
an = max

k,j
{|p′λ١

(|η٠k|)|, |p′λ٢
(∥ γ٠j ∥R)| : |η٠k| ̸= ٠, ∥ γ٠j ∥١ ̸= ٠}

bn = max
k,j

{|p′′λ١
(|η٠k|)|, |p′′λ٢

(∥ γ٠j ∥R)| : |η٠k| ̸= ٠, ∥ γ٠j ∥١ ̸= ٠}.



٨۵ مجانبی ͬ های ویژگ

داریم: نیاز زیر نظم شرایط به ارائه شده، برآوردگرهای مجانبی ͬ های ویژگ اثبات برای

دوم مشتق دارای و مثبت ،fU(.) آن، چ·الͬ تابع و Ω کراندار تکیه گاه دارای U شاخص متغیر .C١
باشد. [٠, ١] واحد فاصله روی Ω ͬ کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون است. پیوسته

به طوری است، [٠, ١] روی g توابع همه مجموعه Hr که ،α٠j(u) ∈ Hr داریم j ∈ Iv هر به ازای .C٢
یعنͬ ͬ کند، م صدق α مرتبه لیپ شیتز شرط در و موجود ،gν ،g ام ν مرتبه مشتق که

|gν(s)− gν(t)| ≤ C|s− t|α, ٠ ≤ s, t ≤ ١

.r = ν+α > ٢ که به طوری است α ∈ (٠, ١] و مثبت صحیح عدد ΁ی ν مثبت، ثابت مقدار ΁ی C که

u برای براین، علاوه است. پیوسته u به نسبت Σ(u) = E{XXT |U = u} کنید فرض .C٣
ͬ کنیم م فرض همچنین کراندارند. آن ویژه مقادیر و است مثبت معین ماتریس Σ(u) داده شده،

.maxi ∥ Xi ∥ /
√
n = op(١)

به طوری دارد وجود C٠ مانند ثابت مقدار ΁ی .ξ = maxj{ξj} و ξj = τj − τj−١ کنید فرض .C۴
.maxj{|ξj+١ − ξj|} = o(K−١

n ) و ξ

minj{ξj}
≤ C٠ که

هستند. پیوسته (x, u) به نسبت G(x, u, h) و F (x, u, h) .C۵

.F (x, u, h) < ٠ ،h > ٠ هر برای .C۶

،E{ϕ′′
h

٢(ε)|X = x, U = u} شرطͬ میانگین های همچنین .E{ϕ′
h(ε)|X = x, U = u} = ٠ .C٧

هستند. پیوسته x به نسبت E{ϕ′′′
h (ε)|X = x, U = u} و E{ϕ′

h
٣(ε)|X = x, U = u}

و lim inf
n→∞

lim inf
ηj→٠+

p′λ١(ηj)/λ١ > ٠ داریم j ∈ IZ ∪ {l : Eα٠l(U) = ٠, l ∈ IV } به ازای .C٨

. lim inf
n→∞

lim inf
∥γj∥R→٠+

p′λ٢(∥ γj ∥R)/λ٢ > ٠ داریم j ∈ IC ∪ IZ به ازای

مجانبی توزیع ٣ . ٢ . ۴ قضیه و متغیر ضرایب برآوردگرهای هم·رایی نرخ ٣ . ١ . ۴ قضیه ادامه، در
ͬ دهد. م ارائه را صفر غیر ثابت ضرایب برآوردگرهای

اگر باشد. Kn = O(n
١

٢r+١ ) گره ها تعداد و هستند برقرار C٨ − C١ شرایط کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه
آنگاه ،bn → ٠ باشیم داشته ،n → ∞ وقتͬ

∥ α̂k(u)− α٠k(u) ∥٢= Op(n
−r

٢r+١ + an), k ∈ IV .
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λmax = max{λ١, λ٢} ،Kn = O(n
١

٢r+١ ) گره ها تعداد کنید فرض ،C٨−C١ شرایط تحت .٣ . ٢ . ۴ قضیه
آنگاه ،n → ∞ وقتͬ ،n r

٢r+١λmin → ∞ و λmax → ٠ اگر باشد. λmin = min{λ١, λ٢} و
√
n(η̂IC − η٠IC )

d−→ N
(٠, G(h)F−٢(h)Σ−١

IC

)
به صورت F (h) و G(h) برآوردگرآن، η̂IC صفر، غیر ثابت ضرایب بردار درست مقدار η٠IC

که

G(h) =
١

٢πh۶E
{
ε exp(−ε٢/٢h٢)

}٢
, F (h) =

١√
٢πh٣

E
{
exp(−ε٢/٢h٢)(ε٢/h٢ − ١)

}
ͬ شود. م تعریف (آ. ٢٩) رابطه در ΣIC و

پیاده سازی ال·وریتم و باند پهنای انتخاب ۴ . ۴
و (لͬ MEM ال·وریتم از سپس ͬ پردازیم. م ،h باند، پهنای انتخاب موضوع به ابتدا بخش، این در
ͬ کنیم. م استفاده ارائه شده روش پیاده سازی برای (٢٠٠١ لͬ، و (فن LQA تقریب و (٢٠٠٧ هم΄اران،

بهینه باند پهنای انتخاب ١ . ۴ . ۴
(hopt) آن بهینه مقدار بنابراین، دارد. بستگͬ h باند پهنای به نما، برآوردگرهای کارایی و نیرومندی
کمترین روش با مقایسه در را، ارائه شده برآوردگرهای مجانبی واریانس که ͬ کنیم م انتخاب طوری را
است. مستقل U و X از ε که ͬ شود م فرض سهولت، برای کند. ΁کوچ مم΄ن حد تا دوم، توان های
ضریب مدل در ثابت رگرسیونͬ ضرایب دوم توان های کمترین برآوردگر که دادند نشان (٢٠٠٩) زوئͬ و ژائو

است زیر مجانبی توزیع دارای خطͬ‐جزئͬ متغیر
√
n(η̂IC − η٠IC )

d−→ N
(٠, σ٢Σ−١

IC

)
به نما رگرسیون برآورد مجانبی واریانس نسبت بنابراین شده است. تعریف ٣ . ٢ . ۴ قضیه در ΣIC که

به صورت دوم توان های کمترین برآوردگر مجانبی واریانس

r(h) =
G(h)F−٢(h)

σ٢

h به فقط r(h) نسبت شده اند. داده ٣ . ٢ . ۴ قضیه در F (h) و G(h) ،σ٢ = E(ε٢) که ͬ آید م به دست
به صورت h بهینه مقدار بنابراین، است. وابسته

hopt = argmin
h

r(h) = argmin
h

G(h)F−٢(h) (١٢ . ۴)

ε شرطͬ توزیع به تنها و نداشته بستگͬ n به hopt که دید ͬ توان م (١٢ . ۴) رابطه از ͬ شود. م حاصل
است. وابسته



٨٧ پیاده سازی ال·وریتم و باند پهنای انتخاب

نیست. ام΄ان پذیر F (h) و G(h) مستقیم محاسبه خطاها، توزیع بودن نامعلوم دلیل به عمل، در
با α̂j(.) ضرایب که ͬ کنیم م محاسبه را ε̂i = Yi −

∑p
j=١ α̂j(Ui)Xij باقیمانده های ابتدا رو، این از

مانند ساده نیرومند روش ΁ی از ضرایب این محاسبه برای است بهتر ͬ شوند. م برآورد ساده روش ΁ی
به صورت را F (h) و G(h) باقیمانده ها، محاسبه از پس شود. استفاده چندکͬ رگرسیون

Ĝ(h) =
١
n

n∑
i=١

١
٢πh۶

{
ε̂ exp(−ε̂٢/٢h٢)

}٢

F̂ (h) =
١
n

n∑
i=١

١√
٢πh٣

{
exp(−ε̂٢/٢h٢)(ε̂٢/h٢ − ١)

}
به صورت r(h) بنابراین، ͬ کنیم. م برآورد

r̂(h) =
Ĝ(h)F̂−٢(h)

σ̂٢

شب΄ه ای١۶ جستجوی روش از ندارد، وجود h برای صریحͬ جواب هیچ چون حال، این با ͬ شود. م برآورد
مم΄ن نقاط ،(٢٠١٣) هم΄اران و ژانگ و (٢٠١٢) هم΄اران و یائو پیشنهاد براساس ͬ کنیم. م استفاده

به صورت را h برای
h = ٠٫۵σ̂ × ١٫٠٢j, j = ٠, . . . k

روش از استفاده با نتیجه، در است. k = ١٠٠ یا k = ۵٠ مانند ثابت مقدار ΁ی k که ͬ گیریم م نظر در
ͬ آید. م به دست (١٢ . ۴) براساس hopt باند پهنای شب΄ه ای، جستجوی

MEM ال·وریتم ٢ . ۴ . ۴
جریمه توابع تقریب برای ،(٢٠٠١ لͬ، و (فن LQA تقریب از ابتدا ،(١١ . ۴) بهینه سازی مسئله حل برای
توابع ،γ٠

j و η٠
j داده شده اولیه مقادیر برای تقریب، این براساس ͬ کنیم. م استفاده pλ٢(.) و pλ١(.)

به صورت را جریمه

pλ١(|ηj|) ≈ pλ١

(
|η(٠)

j |
)
+

١
٢
p′λ١

(
|η(٠)

j |
)

|η(٠)
j |

{
|ηj|٢ − |η(٠)

j |٢
}

و
pλ٢

(
∥γj∥R

)
≈ pλ٢

(
∥γ(٠)

j ∥R
)
+

١
٢
p′λ٢

(
∥γ(٠)

j ∥R
)

∥γ(٠)
j ∥R

{
∥γj∥٢R−∥γ(٠)

j ∥٢R
}

.θ(m) = (η(m)T ,γ(m)T )T و m = ٠ دهید قرار .Zi =
(XT

i ,Π
T
i

)T کنید فرض ͬ زنیم. م تقریب
کنید تعریف زیر به صورت را Σλ

(
θ(m)

) بلوکͬ ماتریس ،ε٢ > ٠ و ε١ > ٠ برای

Σλ

(
θ(m)

)
= diag

p′λ١

(
|η(m)

١ |
)

|η(m)
١ |+ ε١

, . . . ,
p′λ١

(
|η(m)

p |
)

|η(m)
p |+ ε١

,
p′λ٢

(
∥γ(m)

١ ∥R
)

∥γ(m)
١ ∥R + ε٢

R, . . . ,
p′λ٢

(
∥γ(m)

p ∥R
)

∥γ(m)
p ∥R + ε٢

R
 .

16Grid search method
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به صورت را ε٢ و ε١ ،(٢٠٠۵) لͬ و هانتر پیشنهاد براساس

ε١ =
τ

٢nλ١
min{|η(٠)

j |, j = ١, . . . , p}, ε٢ =
τ

٢nλ٢
min{∥γ(٠)

j ∥R, j = ١, . . . , p}

استاندارد نرمال هسته چ·الͬ تابع گرفتن نظر در با ͬ توانیم م اکنون .τ = ٨−١٠ که ͬ گیریم م نظر در
کنیم: برآورد زیر به صورت را مجهول پارامترهای ،MEM ال·وریتم از استفاده با و

کنید رسانͬ به روز زیر به صورت را π(i|θ(m)) :(E) ١ گام •

π(i|θ(m)) =
ϕh(Yi −ZT

i θ
(m))∑n

i=١ ϕh(Yi −ZT
i θ

(m))
∝ ϕh(Yi −ZT

i θ
(m)), i = ١, ..., n.

آید به دست θ(m+١) تا کرده رسانͬ به روز زیر به صورت را θ مقدار :(M) ٢ گام •

θ(m+١) = argmax
θ

n∑
i=١

π(i|θ(m)) log ϕh(Yi −ZT
i θ

(m)) +
n

٢θTΣλ

(
θ(m)

)
θ

=
(
ZTWZ + nΣλ

(
θ(m)

))−١
ZTWY

است. W = diag{π(١|θ(m)), . . . , π(n|θ(m))
} به صورت قطری ماتریس ΁ی W که

کنید. تکرار هم·رایی به رسیدن تا را دوم و اول های گام و m = m+ ١ دهید قرار :٣ گام •
حاصل برآورد است. max{∥ θ̂

(m+١)
− θ̂

(m)
∥} < ٨−١٠ تکرار، توقف شرط ال·وریتم، این در

استفاده با لذا نیستند. صفر با برابر دقیقاً θ̂ مؤلفه های عمل در ͬ دهیم. م نشان θ̂ = (η̂T , γ̂T )T با را
هنگامͬ شبیه سازی، مطالعات در ͬ دهیم. م قرار صفر برابر را ΁کوچ مؤلفه های آستانه ای، مقدار ΁ی از
.γ̂j = ٠ ͬ دهیم م قرار آنگاه ،∥ γ̂j ∥٢< ١٠−۴ که هنگامͬ و صفر، برابر را η̂j آنگاه ،|η̂j| < ١٠−۴ که

ͬ شود. م استفاده ضرایب اولیه برآورد عنوان به چندکͬ رگرسیون برآورد از این بر علاوه
مجموع ٢ گام در بهینه شده تابع ͬ شود، م استفاده ϕ(·) برای نرمال هسته از وقتͬ فوق، ال·وریتم در
بسته‐ عبارت ΁ی حالت، این در است. معمولͬ خطͬ رگرسیون با متناظر درستنمایی تابع ل·اریتم وزنͬ
برای رود، به کار نرمال، از غیر دی·ری، هسته ٢ گام در اگر ͬ شود. م حاصل ماکزیمم کننده برای ش΄ل

شود. استفاده بهینه سازی ال·وریتم های برخͬ از است لازم ماکزیمم کردن

تنظیم کننده پارامترهای انتخاب ٣ . ۴ . ۴
شود. انتخاب تنظیم کننده پارامترهای برای مناسبی مقدار است لازم ارائه شده، روش پیاده سازی برای
و λ١ جریمه پارامترهای و Kn داخلͬ گره های تعداد ،q اسپلاین ‐B مرتبه از: عبارتند پارامترها این
فواصل با داخلͬ گره Kn = [n١/(٢q+٣)] و (q = ٣) م΄عبی اسپلاین از شبیه سازی مطالعات در .λ٢

شده است. پیشنهاد (٢٠١٢) کیو١٧ و زوئͬ توسط گره ها انتخاب روش این ͬ شود. م استفاده ی΄سان
17Qu
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واض͹ تر، بطور ͬ کنیم. م انتخاب گروهͬ ۵ متقابل اعتبارسنجͬ با را (λ١, λ٢) بهینه مقدار همچنین
برای را، گروه ها این ͬ کنیم. م افراز ی΄سان تقریباً اندازه با گروه ۵ به تصادفͬ بطور را Dn داده های
با متناظر مشاهدات اندیس مجموعه Ij که ͬ دهیم م نشان {Di, i ∈ Ij} به صورت j = ١, ٢, ٣, ۴, ۵
را دی·ر گروه ۴ و آزمون داده های عنوان به را {Di, i ∈ Ij} مجموعه ،j هر برای ͬ باشد. م گروه امین j
داده های از ابتدا ،Ij هر و (λ١, λ٢) مشخص زوج هر برای ͬ گیریم. م نظر در آموزشͬ داده های عنوان به
آزمون داده های برای را ͺپاس متغیر و کرده استفاده (١١ . ۴) براساس متغیر ضرایب برآورد برای آموزشͬ
با متناظر متقابل اعتبارسنجͬ امتیاز سپس ͬ کنیم. م پیش·ویی Ŷi = XT

i η̂+ΠT
i γ̂, i ∈ Ij به صورت

به صورت را (λ١, λ٢) زوج این

CV (λ١, λ٢) =
۵∑

j=١

∑
i∈Ij

ϕhopt

(
Yi − Ŷi

) (١٣ . ۴)

ͬ آید. م به دست CV (λ١, λ٢) ماکزیمم کردن با بهینه λ٢ و λ١ پایان، در ͬ کنیم. م محاسبه

شبیه سازی مطالعات ۵ . ۴
برای ͬ پردازیم. م جریمه شده رگرسیون نمای عمل΄رد بررسͬ به شبیه سازی از استفاده با بخش، این در
روش دو با را روش این عمل΄رد ͬ دهیم. م نشان PMR با را جریمه شده نمای رگرسیون سادگͬ،
(PLS) جریمه شده دوم توان های کمترین رگرسیون ،(٢٠١٢) هم΄اران و تانگ توسط ارائه شده تکراری
(٢٠١٢) هم΄اران و تانگ ͬ کنیم. م مقایسه ،(PQR) τ = ٠٫۵ چندک با جریمه شده چندکͬ رگرسیون و
خطͬ‐ متغیر ضریب مدل در ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای دومرحله ای تکراری روش های از
تشخیص به دوم مرحله در و متغیر، و ثابت ضرایب تشخیص به اول مرحله در آنها کردند. استفاده جزئͬ
توزیع نوع سه ارائه شده، روش کارایی و نیرومندی بررسͬ برای پرداختند. صفر و صفر غیر ثابت ضرایب
و آزادی درجه ٣ با تͬ‐استودنت توزیع استاندارد، نرمال توزیع ͬ گیریم: م نظر در خطا برای مختلف
برای ͬ شود. م تعریف MN : ٠٫٩N (٠, ١) + ٠٫١N (٠, ٢۵) به صورت که (MN) نرمال آمیخته توزیع

ͬ کنیم: م استفاده زیر معیارهای از درست، مدل انتخاب در شده ارائه روش دقت میزان بررسͬ

متغیر ضرایب به عنوان شده انتخاب ضرایب تعداد متوسط :NV •

ثابت ضرایب به عنوان شده انتخاب ضرایب تعداد متوسط :NC •

هستند متغیر واقعاً که شده انتخاب متغیر ضرایب تعداد متوسط :NVT •

هستند صفر غیر ثابت واقعاً که شده انتخاب صفر غیر ثابت ضرایب تعداد متوسط :NCT •

ͬ شود. م داده تشخیص درستͬ به دقیقاً مدل، ساختار که دفعاتͬ درصد :CF •
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ͬ کنیم م استفاده (RMSE) خطا دوم توان های میانگین دوم ریشه از ،α̂(.) برآوردگر دقت بررسͬ برای
به صورت که

RMSE =
{ ١
ngrid

ngrid∑
i=١

p∑
j=١

(
α̂j(ui)− αj(ui)

)٢
} ١

٢ (١۴ . ۴)

ͬ شود. م ارزیابی نقاط این در α̂j(.) تابع که هستند شب΄ه ای نقاط {u١, . . . , ugrid} و ͬ شود م تعریف

کنید تولید زیر مدل از را داده ها و p = ١۵ کنید فرض .١ . ۵ . ۴ مثال

Yi =

p∑
j=١

αj(Ui)Xij + εi, i = ١, . . . , n (١۵ . ۴)

و α۵(u) = ١٫۵ ،α۴(u) = ١ ،α٣(u) = ٢٫۵ ،α٢(u) = ٨u(١ − u) ،α١(u) = ٢ sin(٢πu) که
توزیع از U متغیر است. NCT = ٣ و NVT = ٢ مدل این در لذا .αj(u) = ٠ ،۶ ≤ j ≤ p برای
ماتریس و صفر میانگین با چندمتغیره نرمال توزیع از (X١, . . . , Xp

) توضیحͬ متغیرهای و U [٠, ١]
،n = ٢٠٠, ۴٠٠ برای شبیه سازی نتایج .σij = ٠٫۵|i−j| که ͬ شود م تولید Σ = (σij)p×p کوواریانس

شده اند. گزارش ١ . ۴ جدول در تکرار، ۵٠٠ از پس
ͬ گیرد. م قرار خطاها توزیع تاثیر تحت روش سه هر عمل΄رد که ͬ شود م ملاحظه ١ . ۴ جدول در
نمونه حجم افزایش با روش ها از ΁ی هر عمل΄رد خطا، توزیع نوع هر برای داشتیم، انتظار که همانطور
عمل بهتر بسیار دی·ر، روش دو با مقایسه در نما، رگرسیون نمونه، حجم مقدار دو هر برای ͬ یابد. م بهبود
NCT = ٢٫٩٩, ٢٫٩٩ و NVT = ١٫۶٣, ١٫٨٢ مقادیر است، نرمال خطاها توزیع که هنگامͬ ͬ کند. م
ͬ دهد م نشان ،n = ۴٠٠ برای NCT = ٢٫٩٧, ٢٫٩٩ و NVT = ١٫٩٨, ١٫٩٨ و ،n = ٢٠٠ برای
است. کاراتر دی·ر روش دو به نسبت متغیر و ثابت اثرات تشخیص در جریمه شده نمای رگرسیون که
است. دی·ر روش دو با متناظر CF مقادیر از بزرگتر بسیار نما رگرسیون با متناظر CF مقدار علاوه بر این،
درست مدل ساختار شناسایی در شده ارائه روش بالای قابلیت بر دلالت ،١ . ۴ جدول از فوق مشاهدات

دارند.
دم سنگین توزیع یا پرت داده های حضور در که دید ͬ توان م ،١ . ۴ جدول در RMSE مقادیر به توجه با
دوم توان های کمترین رگرسیون به نسبت جریمه شده نمای رگرسیون از حاصل برآوردگرهای خطاها،
نرمال، خطای برای اما است، برخوردار بیشتری برآورد دقت از جریمه شده چندکͬ رگرسیون و جریمه شده

است. بهتر اندکͬ نما رگرسیون و چندکͬ رگرسیون از دوم توان های کمترین رگرسیون
را روش هر با متناظر خطای دوم توان های میانگین دوم ریشه برآوردگرها، دقت بیشتر بررسͬ برای
که است برآوردگری پیش·و برآوردگر کرده ایم. مقایسه پیش·و برآوردگر دوم توان های میانگین دوم ریشه با
خطͬ‐جزئͬ ساختار که است مدلͬ درست، مدل از منظور ͬ شود. م محاسبه درست مدل از استفاده با
معلوم اند داده ها تحلیل از قبل صفر و صفر غیر ثابت ضرایب متغیر، ضرایب یعنͬ است، معلوم پیش از آن
شبیه سازی نتایج ͬ شود. نم استفاده جریمه ای تابع هیچ از پیش·و برآوردگر آوردن به دست برای لذا و

است. ΁نزدی بسیار پیش·و برآوردگر و جریمه شده برآوردگرهای RMSE مقادیر که ͬ دهد م نشان



٩١ شبیه سازی مطالعات

١ . ۵ . ۴ مثال در مختلف روش های ساختار تشخیص نتایج :١ . ۴ جدول
RMSE CF% NCT(٣)∗ NC(٣)∗ NVT(٢)∗ NV(٢)∗ روش خطا n

پیش·و جریمه شده
٠٫٢٩٧ ٠٫٣٩٢ ۵١ ٢٫٧٣ ٢٫٨۴ ١٫٨٨ ٢٫۵٧ PLS N (٠, ١) ٢٠٠
٠٫٣۴١ ٠٫۴۵۵ ۴۵ ٢٫٨۵ ٣٫٢٩ ١٫٨٩ ٢٫٣٧ PQR
٠٫٣١۶ ٠٫۴٢٠ ٩٢ ٣٫٠٠ ٣٫٠۵ ١٫٩۴ ١٫٩۴ PMR
٠٫۴٢۴ ١٫٠٨۶ ٢٢ ٢٫۵۴ ٢٫٩٧ ١٫٧٢ ٣٫٠٩ PLS t(٣)

٠٫۴١٩ ٠٫۶٨٣ ٣٩ ٢٫٧٩ ٣٫٢٩ ١٫٧٣ ٢٫٢٨ PQR
٠٫٣٧١ ٠٫۴٧٧ ۶٣ ٢٫٩٩ ٣٫٣۶ ١٫۶٣ ١٫۶۴ PMR
٠٫۴٩٣ ١٫٠٩٠ ١٧ ٢٫۴٧ ٢٫٩٢ ١٫٧٣ ٣٫٣٣ PLS MN

٠٫٣۶۴ ٠٫۶۴٢ ۴٨ ٢٫٨۴ ٣٫٢٩ ١٫٧٨ ٢٫٢۶ PQR
٠٫٣٣٢ ٠٫۴۵٨ ٨١ ٢٫٩٩ ٣٫١٧ ١٫٨٢ ١٫٨٣ PMR

٠٫٢٢٢ ٠٫٢۴١ ٩١ ٢٫٩٩ ٣٫٠٧ ١٫٩٢ ١٫٩٣ PLS N (٠, ١) ۴٠٠
٠٫٢۴۶ ٠٫٢٩۶ ٨٢ ٢٫٩٧ ٣٫١۶ ١٫٩۶ ١٫٩٨ PQR
٠٫٢٠١ ٠٫٢۵٩ ٩۴ ٣٫٠٠ ٣٫٢۵ ٢٫٠٠ ٢٫٠٠ PMR
٠٫٣٢٣ ٠٫۵١٠ ۶٠ ٢٫٧٩ ٢٫٩٢ ١٫٨۶ ٢٫٣٣ PLS t(٣)

٠٫٣٠٨ ٠٫٣٨٧ ٧٨ ٢٫٩۶ ٣٫١۴ ١٫٩١ ١٫٩٧ PQR
٠٫٢۵۴ ٠٫٣١٣ ٨٧ ٢٫٩٧ ٣٫٣۵ ١٫٩٨ ٢٫٠٠ PMR
٠٫۴٠٧ ٠٫٨٢۴ ۵۵ ٢٫٧٨ ٢٫٨٧ ١٫٨٩ ٢٫۴۴ PLS MN

٠٫٣١٢ ٠٫٣٧٧ ٨٢ ٢٫٩۶ ٣٫١٠ ١٫٩٣ ٢٫٠١ PQR
٠٫٢۴۵ ٠٫٣٠١ ٩١ ٢٫٩٩ ٣٫١٨ ١٫٩٨ ١٫٩٨ PMR

است. واقعͬ مدل در معیار آن درست مقدار پرانتز، داخل *اعداد

اندکͬ جریمه شده دوم توان های کمترین رگرسیون برآورد دقت نرمال، خطاهای برای که هرچند
و NCT = ٣, ٣ ،NVT = ١٫٩۴, ٢ مقادیر اما است، جریمه شده نمای رگرسیون دقت از بیشتر
با مقایسه در شده، جریمه نمای رگرسیون که ͬ دهد م نشان n = ٢٠٠, ۴٠٠ برای CF = ٠٫٩٢, ٠٫٩۴

است. مدل ساختار تشخیص برای روش بهترین رقیب، روش دو
خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل ΁ی برای را ͬ شده معرف متغیر انتخاب روش مثال، این در .٢ . ۵ . ۴ مثال

ب·یرید نظر در p = ٣٠, ۵٠ ابعاد با را زیر مدل منظور، بدین ͬ بریم. م به کار بالاتر بعد با

Yi =

p∑
j=١

αj(Ui)Xij + εi, i = ١, . . . , n (١۶ . ۴)

،α٣(u) = u٢ exp (١ + u) ،α٢(u) = −٢u(٢ − ٣u)٣ ،α١(u) = ٣ cos(π(۶u − ۵)/٣) که
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.٢ . ۵ . ۴ مثال در نما رگرسیون توسط ضرایب درست انتخاب درصد :٢ . ۴ جدول
RMSE CF% α۶ α۵ α۴ α٣ α٢ α١ خطا p

پیش·و جریمه شده
٠٫٣٣۶٧ ٠٫٣۴٢۶ ٩٨ ١٠٠ ١٠٠ ١٠٠ ١٠٠ ٩٨ ١٠٠ N (٠, ١) ٣٠
٠٫٣٨٩٢ ٠٫۴٢٨٢ ٨٩ ٩۵ ١٠٠ ١٠٠ ١٠٠ ٩٠ ١٠٠ t(٣)

٠٫٣۵٨٣ ٠٫۴٣۴١ ٨٨ ٩٧ ١٠٠ ١٠٠ ١٠٠ ٩١ ١٠٠ MN

٠٫٣٣۶١ ٠٫٣۶۵٢ ٩۶ ١٠٠ ١٠٠ ١٠٠ ١٠٠ ٩۶ ١٠٠ N (٠, ١) ۵٠
٠٫٣٩٣۵ ٠٫۴۴۶٧ ٨۵ ٩۵ ١٠٠ ١٠٠ ١٠٠ ٨٨ ١٠٠ t(٣)

٠٫٣۶۶٣ ٠٫۴١٣٠ ٨٧ ٩۴ ١٠٠ ١٠٠ ١٠٠ ٨٨ ١٠٠ MN

توضیحͬ متغیرهای .αj(u) = ٠ ،٧ ≤ j ≤ p برای و α۶(u) = ٠٫۵ ،α۵(u) = −١ ،α۴(u) = ١٫۵
٢٠٠ را شبیه سازی و گرفته نظر در n = ۴٠٠ را تصادفͬ نمونه حجم ͬ شوند. م تولید ١ . ۵ . ۴ مثال همانند
p(Kn+ q) با برابر ترتیب، به طرح، ماتریس بعد و اسپلاین ضرایب بعد مثال، این در ͬ کنیم. م تکرار بار
براساس صفر غیر ثابت و متغیر ضرایب از ΁هری درست انتخاب درصد ͬ باشند. م p+p(Kn+ q+١) و
که است معنͬ بدین α١ با متناظر ٩٨ عدد مثال، به عنوان شده است. گزارش ٢ . ۴ جدول در تکرار ٢٠٠
بدین α۶ با متناظر ١٠٠ عدد یا ͬ شود، م انتخاب متغیر ضریب عنوان به اوقات ٪٩٨ در α١(u) ضریب
مقدار همچنین ͬ شود. م انتخاب صفر غیر ثابت عنوان به α۶(u) ضریب اوقات ٪١٠٠ در که است معنͬ

داده ایم. ارائه ٢ . ۴ جدول در نیز را روش هر با متناظر CF و RMSE
نمای رگرسیون بزرگتر، ابعاد با متغیر ضریب مدل های برای حتͬ که ͬ دهد م نشان شبیه سازی نتایج

کند. شناسایی درستͬ به را صفر غیر ثابت و متغیر ضرایب ͬ تواند م بالا احتمال با جریمه شده

مس΄ن قیمت داده های تحلیل ۶ . ۴
هوانگ و فن توسط که بوستون١٨، مس΄ن داده های تحلیل برای را ͬ شده معرف روش بخش، این در
قابل R نرم افزار “mlbench” بسته در داده مجموعه این ͬ بریم. م به کار شده است، تحلیل (٢٠٠۵)

است: زیر متغیر ١۴ شامل و است دسترسͬ

خانه قیمت میانه :MEDV –

جامعه پایین تر وضعیت درصد :LSTAT –

جرم سرانه نرخ :CRIM –

بزرگ قطعات با شده ناحیه بندی ͹سط نسبت :ZN –
18Boston housing data
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غیرتجاری زمین های نسبت :INDUS –
٠ این صورت غیر در ،١ است مرزی رودخانه اگر چارلز: رودخانه ساختگͬ متغیر :CHAS –

نیتروژن اکسید غلظت :NOX –
خانه هر در اتاق تعداد متوسط :RM –

ͬ شود م استفاده ΁مال توسط که ،١٩۴٠ سال از قبل ساخته شده واحدهای نسبت :AGE –
بوستون اشتغال مرکز ͷپن تا فاصله وزنͬ میانگین :DIS –

محوری بزرگ راه های به دسترسͬ شاخص :RAD –
مالیاتͬ نرخ :TAX –

معلم به آموز دانش نسبت :PTRATIO –
سیاه پوست. جمعیت نسبت :Black –

ͺپاس متغیر بین ارتباط بررسͬ داده ها، این تحلیل از هدف است. مشاهده ۵٠۶ شامل داده مجموعه این
عنوان به را U =

√
LSTAT ،(٢٠٠۵) هوانگ و فن پیشنهاد پیرو است. متغیرها سایر و MEDV

درصدهای برای که ͬ دهد م ما به را ام΄ان این U متغیر انتخاب این ͬ گیریم. م نظر در شاخص متغیر
سایر اثر این بر علاوه  کنیم. برازش را مختلفͬ خطͬ مدل های جامعه، پایین درآمد وضعیت از مختلف

ب·یرید نظر در را زیر مدل ͬ شود. م گرفته نظر در U متغیر با توضیحͬ متغیرهای

MEDV = α٠(U) + α١(U)CRIM + α٢(U)ZN + α٣(U)INDUS + α۴(U)CHAS

+ α۵(U)NOX + α۶(U)RM + α٧(U)AGE + α٨(U)DIS + α٩(U)RAD

+ α١٠(U)TAX + α١١(U)PTRATIO + α١٢(U)Black + ϵ. (١٧ . ۴)

پرت داده های وجود نمودار، این شده است. رسم ٣ . ۴ ش΄ل در MEDV ͺپاس متغیر جعبه ای نمودار
نیرومند، متغیر انتخاب روش ΁ی عنوان به ارائه شده، روش رو، این از ͬ دهد. م نشان ͺپاس متغیر در را
پیشنهادی، روش با خطͬ‐جزئͬ متغیر ضریب مدل برازش برای ͬ رود. م کار به داده ها این تحلیل برای
تشخیص و متغیر انتخاب نتایج ͬ شود. م استفاده ی΄سان فواصل با گره ۴ و م΄عبی اسپلاین توابع از
،INTERCEPT متغیرهای که ͬ دهد م نشان ٣ . ۴ جدول شده است. آورده ٣ . ۴ جدول در ساختار
،RAD ،DIS متغیرهای و جدول) در V (نماد ͺپاس بر متغیر اثر دارای RM و NOX ،CHAS ،CRIM

و AGE ،INDUS ،ZN متغیرهای همچنین ͬ باشند. م صفر غیر ثابت اثر دارای Black ،PTRATIO

نتایج مقایسه، منظور به شده اند. انتخاب جدول) در ٠ (نماد ͺپاس بر بی اثر متغیرهای به عنوان TAX

جریمه شده چندکͬ رگرسیون و (PLS) جریمه شده میانگین رگرسیون با ساختار تشخیص و متغیر انتخاب
شده است. گزارش ٣ . ۴ جدول در نیز (PQR)
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.MDEV ͺپاس متغیر جعبه ای نمودار :٢ . ۴ ش΄ل

متغیر ضریب مدل اسپلاین، ‐B توابع با ضرایب تقریب از پس شد، بیان ٢ . ۴ بخش در که همانطور
شده تعدیل تعیین ضریب از پیشنهادی روش عمل΄رد ارزیابی برای لذا ͬ شود. م تبدیل خطͬ مدل به
تعریف R٢

adj = ١ − [(١ − R٢)(n − ١)/(n − k − ١)] به صورت ضریب این ͬ کنیم. م استفاده
که R٢ = ١ − RSS/

∑n
i=١(yi − ȳ)٢ و مدل در موجود توضیحͬ متغیرهای تعداد k که ͬ شود م

و ،R٢
adj شده، تعدیل تعیین ضریب ،٣ . ۴ جدول در باقیمانده هاست. دوم توان های مجموع RSS

،σ̂ و R٢
adj مقادیر به توجه با شده است. گزارش ،σ̂ روش، هر با متناظر باقیمانده های معیار انحراف

کند تبیین را مس΄ن قیمت کل تغییرات از ٪٨٣٫۶٢ ͬ تواند م نما رگرسیون از استفاده با برازش شده مدل
از بزرگتر نما رگرسیون با متناظر R٢

adj مقدار است. σ̂ = ٣٫٨٠٧ با برابر باقیمانده ها استاندارد انحراف و
قیمت از بیشتری تغییرات نما رگرسیون از حاصل مدل یعنͬ است، دی·ر روش دو با متناظر R٢

adj مقدار
با واقعاً متغیر ضرایب با شده انتخاب متغیرهای آیا بدانیم ͬ خواهیم م حال ͬ کند. م تبیین را مس΄ن
نقطه اطمینان فواصل و شده برازش متغیر ضرایب برآوردهای منظور، بدین هستند. مرتبط ͺپاس متغیر
وضوح، به داده شده است. نشان ٣ . ۴ ش΄ل در آمده، به دست بوت استرپ روش با که آنها، ٪٩۵ نقطه به
این از ΁هری برای زیرا است، نامحتمل بسیار ضرایب این بودن صفر که ͬ دهند م نشان نمودارها همه
ملاحظه ،٣ . ۴ ش΄ل به توجه با ͬ گیرد. نم قرار اطمینان فاصله داخل در کاملا α(u) = ٠ خط متغیرها،
تاثیر یعنͬ است، صفر به ΁نزدی بسیار CRIM متغیر ضریب ،√LSTAT > ٠٫٣ که هنگامͬ ͬ شود م
تعبیر، این است. جامعه پایین درآمد وضعیت درصد به وابسته مس΄ن، قیمت بر جنایت و جرم میزان
ͬ آید. م به دست توضیحͬ متغیرهای سایر بودن ثابت فرض با متغیره، چند رگرسیون ضرایب تعبیر مانند
با ابتدا متغیر، ضرایب از ΁هری نقطه به نقطه  اطمینان فواصل محاسبه برای است، ذکر به لازم
اطمینان فاصله ΁ی حال ͬ آوریم. م به دست α̃j(u) برآورد B مستقل، بوت استرپ نمونه B از استفاده
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نمادهای بوستون. مس΄ن داده های در صفر غیر ثابت ضرایب برآورد و متغیر انتخاب نتایج :٣ . ۴ جدول
شده تعدیل تعیین ضریب جدول، آخر سطر مقادیر است. متغیر اثر و صفر اثر بیانگر ترتیب، به ،V و ٠

ͬ دهند. م نشان را باقیمانده ها معیار انحراف و
PMR PQR PLS توضیحͬ متغیرهای

V V V INTERCEPT
V ٠ ٠ CRIM
٠ ٠ V ZN
٠ −٠٫٠٣٩ ٠ INDUS
V V V CHAS
V −١٠٫٣٩ V NOX
V V V RM
٠ −٠٫٣٠٧ −٠٫٢١٢ AGE

−٠٫۵۶٨ −١٫١٠٨ −٠٫٨۵۴ DIS
٠٫٢۴۵ V V RAD

٠ ٠ V TAX
−٠٫۶٧٨ −٠٫٧٨۴ −١٫٠٣٢ PTRATIO

٠٫٠١٩ V V Black
(٪٨٣٫۶٢, ٣٫٨٠٧) (٪٨١٫٣۴, ۴٫١١٢) (٪٧٩٫۴۴, ۴٫٣۵٧) (R٢

adj , σ̂)

به صورت بوت استرپ صدک های براساس αj(u) برای ١ − α

(
Lj,α/٢(u), Uj,α/٢(u)

)
, j ∈ ÎV

١٠٠ × (١ − α/٢) و ١٠٠ × α/٢ صدک های ترتیب، به ،Uj,α/٢(u) و Lj,α/٢(u) که ͬ آید م به دست
فاصله نرمال، تقریب براساس علاوه بر این، ͬ باشند. م α̃j(u) بوت استرپ برآرودهای

α̂j(u)± Z١−α/٢σ̂j,B(u), j ∈ ÎV

برآوردهای نمونه ای استاندارد خطای σ̂j,B(u) که است αj(u) برای ١−α ͹سط در اطمینان فاصله ΁ی
نسبت α̂j(u) اریبی اگر است. استاندارد نرمال توزیع ١٠٠ × (١ − α/٢) صدک ،Z(١−α/٢) و α̃j(u)

اطمینان فاصله ΁ی α̂j(u) ± Z١−α/٢σ̂j,B(u) آنگاه باشد، اغماض قابل مجانبی بطور آن واریانس به
(٢٠٠٢) هم΄اران و هوانگ به ͬ توان م بیشتر اطلاعات برای است. αj(u) برای ١−α ͹سط در مجانبی

کرد. مراجعه (٢٠٠٨) هم΄اران و وانگ و
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استفاده با ضرایب این ٪٩۵ نقطه ای اطمینان فواصل و (١٧ . ۴) مدل متغیر ضرایب برآوردهای :٣ . ۴ ش΄ل
.(PMR) جریمه شده نمای رگرسیون از
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نتیجه گیری و بحث
متغیر ضریب مدل در ضرایب برآورد برای نیرومند روش ΁ی نما، رگرسیون به کارگیری با فصل، این در
بطور نیز را متغیر و صفر غیر ثابت صفر، اثرات ضرایب، برآورد بر علاوه است قادر روش این شد. ارائه
مورد واقعͬ داده مجموعه تحلیل و شبیه سازی مثال با ارائه شده روش کارایی دهد. تشخیص همزمان
داده های حضور در را پیشنهادی روش رضایت بخش عمل΄رد عددی مطالعات نتایج گرفت. قرار بررسͬ

ͬ دهند. م نشان دم سنگین خطاهای و پرت
را ارائه شده روش ͬ توان م اما است، گرفته قرار بررسͬ مورد متغیر ضریب مدل فصل این در اگرچه
ضریب تک‐شاخص مدل و تک‐شاخص مدل تعمیم یافته، متغیر ضریب مدل مانند دی·ر مدل های به

داد. تعمیم متغیر
برای است مم΄ن جریمه، بر مبتنͬ متغیر انتخاب روش های سایر مشابه پیشنهادی، روش این
استفاده با ابتدا ͬ توان م چالش، این ͽرف برای نباشد. مناسبی عمل΄رد دارای بالا بسیار بعد با داده های
سپس و داده کاهش n از کوچ΄تر بعد ΁ی به p بزرگ بسیار مقیاس از را مسئله بعد غربال·ری روش های از
روش چندین تاکنون کرد. استفاده ساختار تشخیص و متغیر انتخاب برای شده ارائه نیرومند روش از
هم΄اران و لیو مثال، عنوان به است. شده معرفͬ متغیر ضریب مدل های در بعد کاهش برای غربال·ری
معرفͬ (CC-SIS) شرطͬ همبستگͬ براساس متغیر ضریب مدل های برای غربال·ری روش ΁ی (٢٠١۴)
برای دی·ری غربال·ری روش های (٢٠١۴) هم΄اران و سانگ و (٢٠١۴) هم΄اران و فن همچنین، کردند.
که شده است معرفͬ غربال·ری برای آزاد‐مدل روش چندین تاکنون علاوه براین دادند. ارائه مدل ها این
مدل های در غربال·ری برای ͬ توانند م روش ها این پرداختیم. روش ها این از برخͬ معرفͬ به ٢ فصل در

گیرند. قرار  استفاده مورد متغیر ضریب





پیوستآ
قضایا اثبات

٣ فصل قضایای آ. ١
جاهای در است، مم΄ن که هستند مثبت ثابت مقادیر c٢ و c١ قضیه، این اثبات در ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات

باشند. متفاوت مقادیر دارای مختلف،
که d̂cov

∗٢
{Xj, F (Y )} = Ŝ∗

j,١ + Ŝ∗
j,٢ − ٢Ŝ∗

j,٣ بنابراین، باشد. معلوم F (y) کنید فرض ابتدا
آن در

Ŝ∗
j,١ = ١

n٢

∑n
i=١
∑n

k=١ |Xij −Xkj||F (Yi)− F (Yk)|

Ŝ∗
j,٢ = ١

n٢

∑n
i=١
∑n

k=١ |Xij −Xkj| ١
n٢

∑n
i=١
∑n

k=١ |F (Yi)− F (Yk)|

Ŝ∗
j,٣ = ١

n٣

∑n
i=١
∑n

k=١
∑n

l=١ |Xij −Xlj||F (Yk)− F (Yl)|.

کنید تعریف
ω̂∗
k = d̂corr

∗٢
{Xk, F (Y )}.

c١ مثبت ثابت های ،٠ < γ < ١/٢ − κ هر برای که ͬ کند م بیان (٢٠١٢) ژو و ژانگ لͬ، ١ قضیه
به طوری که دارند وجود c٢ و

P (|ω̂∗
j − ωj| ≥ cn−κ) ≤ O

([
exp

{
− c١n

٢−١(κ+γ)
}
+ n exp(−c٢n

γ)
])

. (آ. ١)
ω̂j و ω̂∗

j بین اختلاف ،n بزرگ مقادیر برای که دهیم نشان است کافͬ قضیه، اثبات برای بنابراین
اینجا در است. m = ١, ٢, ٣ ازای به Ŝj,m و Ŝ∗

j,m بین اختلاف بررسͬ با معادل که است، اغماض قابل



قضایا اثبات ١٠٠

خاطر به ͬ شود. م ثابت مشابه به طور نیز m = ٢, ٣ برای زیرا ͬ کنیم، م ثابت m = ١ برای تنها را قضیه
که بیاورید

Ŝ∗
j,١ =

١
n٢

n∑
i=١

n∑
k=١

|Xij −Xkj||F (Yi)− F (Yk)|

و
Ŝj,١ =

١
n٢

n∑
i=١

n∑
k=١

|Xij −Xkj||Fn(Yi)− Fn(Yk)|.

بنابراین

P
(
|Ŝ∗

j,١ − Ŝj,١| ≥ ε
)

= P
( ١
n٢

n∑
i=١

n∑
k=١

|Xij −Xkj |
∣∣ | F (Yi)− F (Yk)| − |Fn(Yi)− Fn(Yk) |

∣∣ ≥ ε
)

≤ P
(
(AnBn)

١
٢ ≥ ε

)
≤ P

(
(AnBn)

١
٢ ≥ ε, |Xj| ≤ M

)
+ P

(
(AnBn)

١
٢ ≥ ε, |Xj| > M

)
=: I١ + I٢

An = ١
n٢

∑n
i=١
∑n

k=١(Xij −Xkj)
٢ ͬ شود، م مشخص آن مقدار بعدا و بوده مثبت عدد ΁ی M که

از استفاده با حال .Bn = ١
n٢

∑n
i=١
∑n

k=١{| F (Yi) − F (Yk) | − | Fn(Yi) − Fn(Yk) |}٢ و
داریم ،∣∣ | x | − | y |

∣∣ ≤| x− y |≤| x | + | y | ∣∣نامساوی | F (Yi)− F (Yk) | − | Fn(Yi)− Fn(Yk) |
∣∣

≤ | Fn(Yi)− F (Yi) | + | Fn(Yk)− F (Yk) |≤ ٢ max
١≤i≤n

| Fn(Yi)− F (Yi) | .

گرفت نتیجه ͬ توان م ،An ≤ ١
n٢

∑n
i=١
∑n

k=١ ٢(X٢
ij +X٢

kj) ≤ ۴M٢ چون براین، علاوه

I١ ≤ P
(

٢Mn−١
{ n∑

i=١

n∑
k=١

(
| F (Yi)− F (Yk) | − | Fn(Yi)− Fn(Yk) |

)٢
} ١

٢ ≥ ε
)

≤ P
(

۴M max
١≤i≤n

| Fn(Yi)− F (Yi) |≥ ε
)
≤ P

(
max
y∈R

| Fn(Yi)− F (Yi) |≥ ε/۴M
)

≤ ٢ exp{−٢n(ε/۴M)٢} = ٢ exp(−nε٢/٨M٢) (آ. ٢)

ببینید). را پ (پیوست ͬ شود م نتیجه دۇرتزکͬ‐کیفر‐ۇلفوویتز١ نامساوی از آخر نامساوی که
داریم شده است، تعریف C١ شرط در t٠ که ،٠ < t ≤ t٠ هر ازای به طرفͬ، از

I٢ ≤ P
(
|Xj| > M

)
= P

(
exp(t|Xj|) > exp(tM)

)
≤ E{exp(t|Xj|)} exp(−tM) ≤ C exp(−tM) (آ. ٣)

1Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz inequality



١٠١ ٣ فصل قضایای

ͬ شود. م نتیجه C١ شرط از آخر نامساوی و مارکف نامساوی از دوم نامساوی است. مثبت ثابت ΁ی C که
مقادیر برخͬ برای (آ. ٣) و (آ. ٢) نامساوی های و ،٠ < γ < ١

٢ −κ که M = O(nγ) انتخاب با پس
داریم c٢ و c١ مثبت ثابت

P
(
|Ŝ∗

j,١ − Ŝj,١| ≥ ε
)
≤ ٢ exp(−nε٢/٨M٢) + C exp(−tM)

≤ ٢ exp(−c١ε
٢n٢−١γ) + C exp(−c٢n

γ). (آ. ۴)
نیز را آن مخرج هم·رایی نرخ توان مͬ مشابه، به طور آمد. بدست ω̂∗

j صورت هم·رایی نرخ بنابراین،
فرض با بنابراین، است. (آ. ۴) همان ω̂∗

j هم·رایی نرخ که داد نشان ͬ توان م پایان، در آورد. بدست
داریم ،ε = νn−κ

P
(
|ω̂∗

j − ω̂j| ≥ νn−κ
)
≤ O

(
exp

{
− c١n

٢−١(κ+γ)
}
+ exp(−c٢n

γ)
)
. (آ. ۵)

ͬ شود م نتیجه (آ. ۵) و (آ. ١) ترکیب با
P
(
|ω̂j − ωj| ≥ ٢νn−κ

)
≤ P

(
|ω̂∗

j − ω̂j| ≥ νn−κ
)
+ P

(
|ω̂j − ωj| ≥ νn−κ

)
≤ O

(
exp

{
− c١n

٢−١(κ+γ)
}
+ n exp(−c٢n

γ)
)
. (آ. ۶)

نوشت ͬ توان م بنابراین

P
(
max

١≤j≤p
|ω̂j − ωj| ≥ ٢νn−κ

)
= P

( p∪
j=١

{
|ω̂j − ωj| ≥ ٢νn−κ

})
≤

p∑
j=١

P
(
|ω̂j − ωj| ≥ ٢νn−κ

)
≤ p max

١≤j≤p
P
(
|ω̂j − ωj| ≥ ٢νn−κ

)
≤ O

(
p
[
exp

{
− c١n

٢−١(κ+γ)
}
+ n exp(−c٢n

γ)
])

.

است. کامل اثبات c = ٢ν انتخاب با
از بنابراین .ω̂j < cn−κ داریم j ∈ M مقادیر برخͬ ازای به پس ،M ⊊ M̂ اگر ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات

بنابراین .| r̂j − rj |> cn−α داریم j ∈M مقادیر برخͬ برای که ͬ شود م نتیجه C٢ شرط
{M ⊊ M̂} ⊆ {| r̂j − rj |> cn−α : j ∈M مقادیر برخͬ .{برای (آ. ٧)

٣ . ٢ . ١ قضیه از استفاده با .{max
j∈M

| r̂j − rj |≤ cn−α} ⊆ {M ⊆ M̂} ͬ شود م نتیجه (آ. ٧) رابطه از
داریم

P (M ⊆ M̂) ≥ P
(
max
j∈M

| ω̂j − ωj |≤ cn−κ
)

≥ ١ −O
(
sn

[
exp

{
− c١n

٢−١(κ+γ)
}
+ n exp(−c٢n

γ)
])

.

است. کامل قضیه اثبات



قضایا اثبات ١٠٢

۴ فصل قضایای آ. ٢
مختلف مقدار دارای است مم΄ن بخش، این مختلف جاهای در که باشد مثبت ثابت ΁ی C کنید فرض

ͬ شود. م استفاده ۴ فصل قضایای اثبات در آ. ٢ . ٢ و آ. ٢ . ١ لم های باشد.
،n → ∞ وقتͬ اگر باشد. Kn = O(n

١
٢r+١ ) و است برقرار C٨ -C١ شرایط کنید فرض آ. ٢ . ١. لم

آنگاه ،bn → ٠ باشیم داشته
∥ η̂ − η٠ ∥٢= Op(n

−r
٢r+١ + an) (i)

∥ ĝj(u)− g٠j(u) ∥٢= Op(n
−r

٢r+١ + an), j = ١, . . . , p (ii)

که ،u = (uT
١ ,u

T
٢ )

T و γ = γ٠ + δnu٢ ،η = η٠ + δnu١ ،δn = n
−r

٢r+١ + an کنید فرض اثبات.
،ε > ٠ هر برای که ͬ دهیم م نشان ابتدا هستند. p×K و p اندازه های با ترتیب، به بردار، دو u٢ و u١

که به طوری دارد، وجود C بزرگ ثابت ΁ی
P
(

sup
∥u∥٢=C

Lλ(η,γ) < Lλ(η٠,γ٠)
)
≥ ١ − ε. (آ. ٨)

داریم εi + XT
i R(Ui) حول تیلور بسط از استفاده با

K−١
n {Lλ(η,γ)− Lλ(η٠,γ٠)} ≤ δn

Kn

n∑
i=١

ϕ′
h(εi + XT

i R(Ui))(XT
i u١ +ΠT

i u٢)

+
δ٢
n

٢Kn

n∑
i=١

ϕ′′
h(εi + XT

i R(Ui))(XT
i u١ +ΠT

i u٢)
٢

+
δ٣
n

۶Kn

n∑
i=١

ϕ′′′
h (ζi))(XT

i u١ +ΠT
i u٢)

٣

− n

Kn

∑
j∈S

{pλ١(|ηj|)− pλ١(|η٠j|)}

− n

Kn

∑
j∈IV

{pλ٢(∥ γj ∥R)− pλ٢(∥ γ٠j ∥R)}

:= ∆١ +∆٢ +∆٣ +∆۴ +∆۵

و εi + XT
i R(Ui) بین مقداری دارای ζi و S = IC ∪ {l : Eα٠l(U) ̸= ٠, l ∈ IV } آن در که

که R(Ui) = (R١(Ui), ..., Rp(Ui))
T همچنین، . است εi + XT

i R(Ui) − δn(XT
i u١ + ΠT

i u٢)

بسط از استفاده با حال ͬ شود. م تعریف Rj(Ui) = g٠j(Ui) − B(Ui)
Tγ٠j به صورت آن jام مؤلفه

داریم ،εi حول تیلور
n∑

i=١
ϕ′
h(εi + XT

i R(Ui))(XT
i u١ +ΠT

i u٢)

=
n∑

i=١
{ϕ′

h(εi) +
١
٢ϕ′′

h(εi)XT
i R(Ui) +

١
۶ϕ′′′

h (ζ
∗
i )[XT

i R(Ui)]
٢}(XT

i u١ +ΠT
i u٢)



١٠٣ ۴ فصل قضایای

دی·ر، طرف از قراردارد. εi + XT
i R(Ui) و εi بین ζ∗i که

∥ XT
i R(Ui)R(Ui)

T Xi ∥ ≤∥ XT
i Xi ∥∥ R(Ui) ∥∞ (آ. ٩)

=∥ XT
i Xi ∥ O(K−r

n ).

ͬ شود م نتیجه بنابراین
n∑

i=١
ϕ′
h(εi + XT

i R(Ui))(XT
i u١ +ΠT

i u٢) =
n∑

i=١
(XT

i u١ +ΠT
i u٢) ∥ XT

i Xi ∥ O(K−r
n )

= Op(nK
−r
n ∥ u ∥٢).

.∆١ = Op(nδnK
−(r+١)
n ∥ u ∥٢) = Op(nδ

٢
nK

−١
n ∥ u ∥٢) داریم نتیجه، در

که کرد ثابت ͬ توان م مشابه، به طور

∆٢ = E
(
F (X, U, h)

)
Op(nK

−١
n δ٢

n ∥ u ∥٢
٢), ∆٣ = Op(nK

−١
n δ٣

n ∥ u ∥٣
٢).

∥ u ∥٢= C در را ∆١ ی΄نواخت به طور ∆٢ است، بزرگ کافͬ بقدر که ،C ثابت ΁ی انتخاب با لذا
که δn ∥ u ∥٢→ ٠ بنابراین .δn → ٠ نوشت ͬ توان م ،an → ٠ شرط به توجه با ͬ کند. م مغلوب
ͬ شود. م مغلوب ∥ u ∥٢= C در ∆٢ توسط ی΄نواخت به طور ∆٣ پس .∆٣ = op(∆٢) ͬ دهد م نتیجه

داریم تیلور بسط از استفاده با همچنین

pλ١(|ηj|)− pλ١(|η٠j|) = (|ηj| − |η٠j|)p′λ١
(|η٠j|) +

١
٢(|ηj| − |η٠j|)٢p′′λ١

(|η٠j|)

≤ (|ηj| − |η٠j|)max
j∈S

{p′λ١
(|η٠j|)}+

١
٢(|ηj| − |η٠j|)٢ max

j∈S
{p′′λ١

(|η٠j|)}

= (|η٠j + δnu١| − |η٠j|)an +
١
٢(|η٠j + δnu١| − |η٠j|)٢bn

≤ |δnu١|an +
١
٢ |δnu٢|١bn

= O(δnan ∥ u ∥٢) +O(δ٢
nbn ∥ u ∥٢

٢).

ͬ شود م نتیجه بنابراین

∆۴ = Op(nK
−١
n δnan ∥ u ∥٢ +nK−١

n δ٢
nbn ∥ u ∥٢

٢).

ی΄نواخت به طور ∆٢ توسط ∆۴ که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به ،bn → ٠ شرط به توجه با سپس
ͬ شود. م مغلوب ∥ u ∥٢= C در



قضایا اثبات ١٠۴

داریم ،∆۵ برای مشابه، به طور

pλ٢(∥ γj ∥R)− pλ٢(∥ γ٠j ∥R) = (∥ γj ∥R − ∥ γ٠j ∥R)p′λ٢
(∥ γ٠j ∥R)+

١
٢(∥ γj ∥R − ∥ γ٠j ∥R)٢p′′λ٢

(∥ γ٠j ∥R)

≤ (∥ γj ∥R − ∥ γ٠j ∥R)max
j∈IV

{p′λ٢
(∥ γ٠j ∥R)}+

١
٢(∥ γj ∥R − ∥ γ٠j ∥R)٢ max

j∈IV
{p′′λ٢

(∥ γ٠j ∥R)}

= (∥ γ٠j + δnu٢ ∥R − ∥ γ٠j ∥R)an+
١
٢(∥ γ٠j + δnu٢ ∥R − ∥ γ٠j ∥R)٢bn

≤∥ δnu٢ ∥R an +
١
٢ ∥ δnu٢ ∥٢R bn

= anδn(u
T
٢ Ru٢)

١
٢ +

١
٢bnδ

٢
n(u

T
٢ Ru٢)

= O(anδn ∥ u ∥٢) +O(bnδ
٢
n ∥ u ∥٢

٢).

داریم بنابراین .∥ R ∥= O(١) که ͬ شود م نتیجه واقعیت این از آخر تساوی

∆۵ = Op(nK
−١
n anδn ∥ u ∥٢ +nK−١

n bnδ
٢
n ∥ u ∥٢

٢).

ͬ شود. م مغلوب ∆٢ توسط نیز ∆۵ که گرفت نتیجه ͬ توان م ،bn → ٠ شرط با حال
کافͬ به قدر C ثابت ΁ی انتخاب با لذا .F (x, u, h) < ٠ که ͬ دانیم م ،C۶ شرط به توجه با
که است، برقرار ΁ی به ΁نزدی احتمال با K−١

n {Lλ(η,γ) − Lλ(η٠,γ٠)} < ٠ نامساوی بزرگ،
گوی در موضعͬ ماکزیمم ΁ی ،΁ی به ΁نزدی احتمال با نتیجه، در ͬ دهد. م نتیجه را (آ. ٨) بودن برقرار
(η̂T , γ̂T )T مانند موضعͬ ماکزیمم کننده ΁ی یعنͬ دارد، وجود {(ηT

٠ ,γ
T
٠ )

T + δnu :∥ u ∥٢≤ C}
که به طوری  است موجود

(η̂T , γ̂T )T = (ηT
٠ ,γ

T
٠ )

T + δnu. (آ. ١٠)

ͬ شود م نتیجه (آ. ١٠) رابطه از

∥ η̂ − η٠
δn

∥٢=∥ u١ ∥٢< C, ∥ γ̂ − γ٠
δn

∥٢=∥ u٢ ∥٢< C. (آ. ١١)

داریم (آ. ١١) در δn = n
−r

٢r+١ + an جای·ذاری با اکنون

∥ η̂ − η٠ ∥٢= Op(n
−r

٢r+١ + an), ∥ γ̂ − γ٠ ∥٢= Op(n
−r

٢r+١ + an). (آ. ١٢)

است. کامل (i) اثبات بنابراین



١٠۵ ۴ فصل قضایای

که کنید توجه ابتدا، در ͬ پردازیم. م (ii) اثبات به حال

∥ ĝj(u)− g٠j(u) ∥٢
٢ =

∫
[٠,١]

[ĝj(u)− g٠j(u)]
٢du

=

∫
[٠,١]

[B(u)T γ̂j −B(u)Tγ٠j +Rj(u)]
٢du

≤ ٢
∫
[٠,١]

[B(u)T γ̂j −B(u)Tγ٠j]
٢du+ ٢

∫
[٠,١]

[Rj(u)]
٢du

= ٢(γ̂j − γ٠j)
T R(γ̂j − γ٠j) + ٢

∫
[٠,١]

[Rj(u)]
٢du (آ. ١٣)

و (٢٠١۴ هم΄اران، و (ژائو ∥ R ∥= O(١) گرفتن نظر در با اکنون .R =
∫
[٠,١] B(u)B(u)Tdu که

داریم (آ. ١٢)، رابطه از استفاده با و ∥ Rj(u) ∥= O(Kr
n) = O(n

−r
٢r+١ )

(γ̂j − γ٠j)
T R(γ̂j − γ٠j) = Op(n

−٢r
٢r+١ + a٢

n),

∫
[٠,١]

[Rj(u)]
٢du = Op(n

−٢r
٢r+١ ). (آ. ١۴)

است. کامل لم اثبات گرفت. نتیجه را (ii) ͬ توان م (آ. ١۴)، و (آ. ١٣) روابط ترکیب با بنابراین،

داریم ،٣ . ٢ . ۴ قضیه در بیان شده شرایط تحت آ. ٢ . ٢. لم
است. برقرار ΁ی به ΁نزدی احتمال با η̂j = ٠ رابطه ،j ∈ {١, ..., p}\S برای (i)
است. برقرار ΁ی به ΁نزدی احتمال با ĝj(u) ≡ ٠ رابطه ،j ∈ IC ∪ IZ برای (ii)

وقتͬ ،n بزرگ مقادیر برای ،SCAD جریمه تابع ͬ  های ویژگ به بنا ͬ کنیم. م ثابت را (i) ابتدا اثبات.
در که γ هر برای دهیم، نشان است کافͬ آ. ٢ . ١، لم به توجه با پس .an = ٠ داریم ،λmax → ٠
کند، صدق |ηj − η٠j| = Op(n

−r
٢r+١ ), j ∈ S شرط در که ηj و ∥ γ − γ٠ ∥٢= Op(n

−r
٢r+١ ) شرط

نامساوی های

∂Lλ(η,γ)

∂ηj
< ٠ for ٠ < ηj < ε, j ∈ {١, ..., p}\S (آ. ١۵)

و

∂Lλ(η,γ)

∂ηj
> ٠ for − ε < ηj < ٠, j ∈ {١, ..., p}\S (آ. ١۶)

جواب نتیجه در است. برقرار ΁ی به ΁نزدی احتمال با ،ε = Cn−r/(٢r+١) ΁کوچ مقادیر برخͬ برای
.j ∈ {١, ..., p}\S که ͬ افتد م اتفاق η̂j = ٠ در Lλ(η,γ) ماکزیمم کننده



قضایا اثبات ١٠۶

داریم آ. ٢ . ١، لم اثبات در شده بیان مباحث مشابه طریق به
∂Lλ(η,γ)

∂ηj
=

∂Q(η,γ)

∂ηj
− np′λ١

(|ηj|)sgn(ηj)

= −
n∑

i=١
Xijϕ

′
h

(
Yi − XT

i η −ΠT
i γ
)
− np′λ١

(|ηj|)sgn(ηj)

= −
n∑

i=١

{
Xijϕ

′
h

(
εi + XT

i R(Ui)
)
−Xijϕ

′′
h

(
εi + XT

i R(Ui)
)
[ΠT

i (γ − γ٠)

+ XT
i (η − η٠)] +Xijϕ

′′′
h

(
ζ∗i
)
[ΠT

i (γ − γ٠) + XT
i (η − η٠)]

٢
}
− np′λ١

(|ηj|)sgn(ηj)
= nλ١

{−١
λ١

p′λ١
(|ηj|)sgn(ηj) +Op(λ

−١
١ n

−r
٢r+١ )

}
(آ. ١٧)

.εi + XT
i R(Ui) و Yi − XT

i η −ΠT
i γ بین مقداری ζ∗i که

علامت لذا ،λ١n
r

٢r+١ > λminn
r

٢r+١ → ∞ و lim inf
n→∞

lim inf
ηj→٠+

p′λ١(ηj)/λ١ > ٠ ،C٨ شرط به بنا
(i) اثبات بنابراین است. برقرار (آ. ١۶) و (آ. ١۵) پس ͬ شود. م تعیین ηj علامت با کاملا́ فوق، مشتق

است. کامل
΁نزدی احتمال با ،j ∈ IC ∪ IZ برای لم، این (i) قسمت اثبات در رفته کار به روش از استفاده با
از سادگͬ به (ii) قسمت ،sup

u
∥ B(u) ∥٢= O(١) نظرگرفتن در با سپس .∥ γ̂j ∥١= ٠ داریم ΁ی به

ͬ شود. م نتیجه ĝj(u) = B(u)T γ̂j

داریم آ. ٢ . ١، لم و Ĝj(u) تعریف با ،j ∈ IV برای ٣ . ١ . ۴ قضیه اثبات

∥ α̂j(u)− α٠j(u) ∥٢
٢ =

∫
[٠,١]

[α̂j(u)− α٠j(u)]
٢du

≤ ٢|η̂j − η٠j|٢ + ٢ ∥ ĝj(u)− g٠j(u) ∥٢
٢

= Op(n
−٢r

٢r+١ + a٢
n). (آ. ١٨)

است. کامل اثبات

γ٠IV =
(
(η٠j,γ

T
٠j), j ∈ IV

)T ،γIV =
(
(ηj,γ

T
j ), j ∈ IV

)T کنید فرض ٣ . ٢ . ۴ قضیه اثبات
ماکزیمم (γ̂IV , η̂IC ) ،΁ی به ΁نزدی احتمال با آ. ٢ . ٢، لم از استفاده با .ηIC =

(
ηj, j ∈ IC

)T و
تابع کننده

L(η,γ) =
n∑

i=١
ϕh

(
Yi−XcT

i ηIC −ΠvT
i γIV

)
−n

∑
j∈S

pλ١(|ηj|)−n
∑
j∈IV

pλ٢(∥γj∥R) (آ. ١٩)

.Πv
i =

(
(Xij, XijB(Ui)

T ), j ∈ IV

)T و Xc
i = (Xij, j ∈ IC)

T آن در که است



١٠٧ ۴ فصل قضایای

باید γ̂IV و η̂IC پس .L٢(ηIC ,γIV ) =
∂L(η,γ)
∂γIV

و L١(ηIC ,γIV ) =
∂L(η,γ)
∂ηIC

کنید فرض
کنند صدق زیر معادلات در

(آ. ٢٠)
١
n
L١(η̂IC , γ̂IV ) =

١
n

n∑
i=١

Xc
iϕ

′
h

(
Yi − XcT

i η̂IC −ΠvT
i γ̂IV

)
− p′λ١

(|η̂IC |) o sgn(η̂IC ) = ٠

و
١
n
L٢(η̂IC , γ̂IV ) =

١
n

n∑
i=١

Πv
iϕ

′
h

(
Yi − XcT

i η̂IC −ΠvT
i γ̂IV

)
− κ = ٠ (آ. ٢١)

p′λ١
(|η̂|) از مؤلفه j‐امین و است p′λ١

(|η̂|) o sgn(η̂) از زیر‐بردار ΁ی p′λ١
(|η̂IC |) o sgn(η̂IC ) که

نشان دهنده “o” و j = ١, . . . , p که ͬ باشند م sgn(η̂j) و p′λ١
(|η̂j|) به صورت ترتیب، به ،sgn(η̂) و

بلوکͬ زیربردار j‐امین که است K × |IV | طول با بردار ΁ی κ همچنین است. مؤلفه به مؤلفه ضرب
نوشت ͬ توان م ،p′λ١

(|η̂j|) تیلور بسط از استفاده با ͬ باشد. م R γ̂j

∥ γ̂j ∥R
p′λ٢

(∥ γ̂j ∥R) به صورت آن

p′λ١
(|η̂j|) = p′λ١

(|η٠j|) + (p′′λ١
(|η٠j|) + op(١))(η̂j − η٠j), j ∈ IC . (آ. ٢٢)

بنابراین .p′λ١
(|η٠j|) = ٠ آنگاه ،λmax → ٠ وقتͬ ،(٢٠٠١) لͬ و فن ١ یادآوری براساس که کنید توجه

داریم (آ. ٢٢) و (آ. ٢٠) ترکیب با ،bn → ٠ شرط به توجه با
١
n

n∑
i=١

Xc
i

{
ϕ′
h(εi) + ϕ′′

h(εi)
[

XvT
i Rv(Ui)− [XcT

i (η̂IC − η٠IC ) +ΠvT
i (γ̂IV − γ٠IV )]

]
+ ϕ′′′

h (ε
∗
i )
[

XvT
i Rv(Ui)− [XcT

i (η̂IC − η٠IC ) +ΠvT
i (γ̂IV − γ٠IV )]

]٢}
+ op(η̂IC − η٠IC ) = ٠ (آ. ٢٣)

دارد. قرار Yi − XcT
i η̂IC −ΠvT

i γ̂IV و εi بین ε∗i و Rv(Ui) = (Rj(Ui), j ∈ IV )
T که

نوشت ͬ توان م (آ. ٢١) رابطه و p′λ٢
(∥ γ̂j ∥R) تیلور بسط از استفاده با (آ. ٢٣)، معادله مشابه

١
n

n∑
i=١

Πv
i

{
ϕ′
h(εi) + ϕ′′

h(εi)
[

XvT
i Rv(Ui)− [XcT

i (η̂IC − η٠IC ) +ΠvT
i (γ̂IV − γ٠IV )]

]
+ ϕ′′′

h (ε
∗∗
i )
[

XvT
i Rv(Ui)− [XcT

i (η̂IC − η٠IC ) +ΠvT
i (γ̂IV − γ٠IV )]

]٢}
+ op(γ̂IV − γ٠IV ) = ٠ (آ. ٢۴)

و Φn = ١
n

∑n
i=١ ϕ

′′
h(εi)Π

v
iΠ

vT
i کنید فرض دارد. قرار Yi − XcT

i η̂IC −ΠvT
i γ̂IV و εi بین ε∗∗i که

داریم (آ. ٢۴)، از استفاده با پس .Ψn = ١
n

∑n
i=١ ϕ

′′
h(εi)Π

v
i XcT

i

γ̂IV − γ٠IV = (Φn + op(١))−١{−Ψn(η̂IC − η٠IC ) +Λn} (آ. ٢۵)



قضایا اثبات ١٠٨

نوشت ͬ توان م (آ. ٢٣)، در آ. ٢۵ جای·زینͬ با .Λn = ١
n

∑n
i=١ Π

v
i

[
ϕ′
h(εi) + ϕ′′

h(εi)XvT
i Rv(Ui)

] که
١
n

n∑
i=١

ϕ′′
h(εi)Xc

i{Xc
i −ΨT

nΦ(n)
−١Πv

i }T (η̂IC − η٠IC ) + op(η̂IC − η٠IC )

=
١
n

n∑
i=١

Xc
i

{
ϕ′
h(εi) + ϕ′′

h(εi)XcT
i Rv(Ui)− ϕ′′

h(εi)Π
vT
i

[١
n

n∑
k=١

ϕ′
h(εk)Φ

−١
n Πv

k

]}
− ١

n

n∑
i=١

ϕ′′
h(εi)Xc

iΠ
vT
i

[١
n

n∑
k=١

XvT
k Rv(Uk)

]
. (آ. ٢۶)

داریم این بر علاوه 

E
{١
n

n∑
i=١

ϕ′′
h(εi)Ψ

T
nΦ

−١
n Πv

i [XcT
i −ΠvT

i Φ−١
n Ψn]

}
= ٠

V ar
{١
n

n∑
i=١

ϕ′′
h(εi)Ψ

T
nΦ

−١
n Πv

i [XcT
i −ΠvT

i Φ−١
n Ψn]

}
= op

(١
n

)
.

داد نشان ͬ توان م سادگͬ به (آ. ٢۶)، از استفاده با ١]حال
n

n∑
i=١

ϕ′′
h(εi)X̃iX̃T

i + op(١)
]√

n(η̂IC − η٠IC
) = I١ + I٢ (آ. ٢٧)

آن در که

I١ =
١√
n

n∑
i=١

ϕ′
h(εi)X̃i

I٢ =
١√
n

n∑
i=١

ϕ′′
h(εi)X̃iX̃vT

i Rv(Ui)

داریم مرکزی، حد قضیه به بنا .X̃i = Xc
i −ΨT

nΦ
−١
n Πv

i و
I١

D−→ N
(٠, G(h)ΣIC

) (آ. ٢٨)
آن در که

ΣIC = E(Xc
iXcT

i )− E(Xc
iΠ

vT
i )
{
E(Πv

iΠ
vT
i )
}−١

E(Πv
i XcT

i ). (آ. ٢٩)
که است شده استفاده واقعیات این از I١ کوواریانس محاسبه برای (آ. ٢٨) رابطه در که کنید توجه
Φ−١

n → E(ϕ′′
h(εi)Π

v
iΠ

vT
i )−١

Ψn → E(ϕ′′
h(εi)Π

v
i XcT

i )

ΨnΦ
−١
n → E[ϕ′′

h(εi)
−١(Πv

iΠ
vT
i )−١ϕ′′

h(εi)Π
v
i XcT

i ] = E(Πv
iΠ

vT
i )−١E(Πv

i XcT
i )

ΨT
nΦ

−١
n Πv

iΠ
vT
i = ΨT

nE(Πv
iΠ

vT
i )−١Πv

iΠ
vT
i = ΨT

n .



١٠٩ ۴ فصل قضایای

ͬ شود م نتیجه فوق روابط از استفاده با

Cov(I٢) =
١
n

n∑
i=١

Cov(ϕ′
h(εi)X̃i)

=
١
n

n∑
i=١

G(h)Cov(X̃i)

= E[X̃iX̃T

i ]− E(X̃i)E(X̃T

i )

= E[X̃iX̃T

i ]

= E[(Xc
i −ΨT

nΦ
−١
n Πv

i )(Xc
i −ΨT

nΦ
−١
n Πv

i )
T ]

= E[Xc
iXcT

i − Xc
iΠ

vT
i Φ−١

n Ψn −ΨT
nΦ

−١
n Πv

i XcT
i

+ΨT
nΦ

−١
n Πv

iΠ
vT
i Φ−١

n Ψn]

= E[Xc
iXcT

i −ΨT
nΦ

−١
n Ψn −ΨT

nΦ
−١
n Ψn +ΨT

nΦ
−١
n Ψn]

= E[Xc
iXcT

i ]− E(Xc
iΠ

vT
i )E(Πv

iΠ
vT
i )−١E(Πv

i Xc
i).

همچنین .(٢٠١۴ هم΄اران، و (ژائو I٢ = op(١) کرد ثابت ͬ توان م ،Rv(Ui) تعریف از استفاده با
داریم بزرگ، اعداد قانون از استفاده با

١
n

n∑
i=١

ϕ′′
h(εi)X̃iX̃T

i

p−→ E(ϕ′′
h(ε)X̃X̃T

) = F (h)ΣIC . (آ. ٣٠)

.Xn

An

D−→ X
A

آنگاه ،Xn
D−→ X و An

P−→ A اگر که ͬ دانیم م اسلاتس΄ͬ قضیه از استفاده با طرفͬ از
ͬ شود. م کامل اثبات اسلاتس΄ͬ، قضیه و (آ. ٢٧)‐(آ. ٣٠) روابط گرفتن نظر در با بنابراین





پیوستب
B‐اسپلاین و اسپلاین توابع

ب·یرید نظر در را زیر ناپارامتری مدل

E(Y |X) = f(X)

برآورد (X,Y ) از تصادفͬ نمونه ΁ی اساس بر باید و است نامعلوم هموار تابع ΁ی f(·) آن در که
برای تابعͬ هموارساز، ΁ی بنابراین ͬ شود. م نامیده ”هموارسازی“ رگرسیونͬ تابع این تقریب شود.

است. X توضیحͬ متغیر از تابعͬ به عنوان Y ͺپاس متغیر خلاصه سازی
روش ها، این متداول ترین از ی΄ͬ است. شده معرفͬ هموارسازی برای متعددی روش های تاکنون
برای وی شد. معرفͬ ١٩۴۶ سال در شوئنبرگ١ نام به شخصͬ توسط اسپلاین هستند. اسپلاین ها
چندجمله ای های مطالعه سپس و کرد بیان درون یاب اسپلاین های وجود اثبات برای قضیه ای بار نخستین

ͬ پردازیم. م روش این جزئیات بیان به ادامه در شد. آغاز اسپلاین توابع برای تکه ای

اسپلاین ب. ١
΁ی مرتبه  اسپلاین

تابعͬ ،΁ی مرتبه از اسپلاین ΁ی ب·یرید. نظر در [a, t) ∪ [t, b] بازه دو اجتماع به صورت را [a, b] بازه
ͬ توان م را تابع این باشد. پیوسته نیز t نقطه در و خطͬ تابع ΁ی مذکور، بازه های از ΁ی هر در که است

1Schoenberg



B‐اسپلاین و اسپلاین توابع ١١٢

نوشت زیر به صورت

f(x) =

β٠ + β١x x ≤ t

β′
٠ + β′

١x x > t.

(ب. ١)

داریم x = t نقطه ی در f تابع پیوستگͬ شرط اعمال با

β٠ + β١t = β′
٠ + β′

١t

β′
٠ = β٠ + β١t− β′

١t.

داریم f دوم ضابطه ی در β′
٠ جای·ذاری با

β′
٠ + β′

١x = β٠ + β١t− β′
١t+ β′

١x = β٠ + β١t+ β′
١(x− t).

لذا

f(x) =

β٠ + β١x x ≤ t

β٠ + β١t+ β′
١(x− t) x > t

نوشت زیر به صورت را ضابطه ای دو تابع این ͬ توان م که

f(x) = β٠ + β١x+ β٢(x− t)+ (ب. ٢)

(ب. ١) رابطه دوم و اول خطوط شیب بین تفاوت β٢ = β′
١ − β١ و (x− t)+ = (x− t)I(x > t) که

است. (x− t)+ و x ،١ پایه ای توابع از خطͬ ترکیبی ،f تابع که گفت ͬ توان م ͽواق در ͬ کند. م بیان را
گویند. نیز خطͬ اسپلاین را اول مرتبه اسپلاین

بازه های اجتماع به صورت را [a, b] بازه بتوان که کنید فرض ترتیب، همین به

[a, t١), [t١, t٢), · · · , [tk, b]

را اول مرتبه اسپلاین این صورت در نامند. گره را {ti}ki=١ نقاط .t١ < · · · < tk که به طوری نوشت
به صورت ͬ توان م

f(x) = β٠ + β١x+
k∑

j=١
β١+j(x− tj)+

ͬ آید. م شمار به  (x− tk)+ و · · · ،(x− t١)+ ،x ،١ پایه ای توابع از خطͬ ترکیبی که کرد بیان



١١٣ اسپلاین رگرسیون

p مرتبه اسپلاین
k+١ به [a, b] بازه کنید فرض کرد. تعریف مشابه به طور ͬ توان م نیز را بالاتر مراتب برای اسپلاین توابع
.a < t١ < ... < tk < b که به طوری باشد شده افراز [a, t١), [t١, t٢), · · · , [tk, b] به صورت زیربازه
p مرتبه از چندجمله ای ΁ی فوق بازه های زیر از ΁ی هر در اگر نامیم p مرتبه ی اسپلاین ΁ی را f(·) تابع
اسپلاین تابع لذا باشند. پیوسته گره ها در ،p− ١ تا ١ مراتب از آن مشتق های و f(·) به طوری که باشد

کرد بیان زیر به صورت ͬ توان م را p مرتبه

f(x) = β٠ + β١x+ β٢x
٢ + · · ·+ βpx

p +
k∑

j=١
βp+j(x− tj)

p (ب. ٣)

آن در که
(x− t)p+ = (x− t)pI(x > t)

چندجمله ای ΁ی از خطͬ ترکیبی ،p مرتبه اسپلاین تابع یعنͬ است. p مرتبه از بریده شده٢ توانͬ تابع
مجموعه دی·ر به عبارت است. بریده شده توانͬ توابع و p مرتبه ی

{١, x, x٢, · · · , xp, (x− t١)
p, · · · , (x− tk)

p}

پایه های را مجموعه این است. tk و · · · ،t٢ ،t١ گره های با p مرتبه ی اسپلاین های فضای برای پایه ΁ی
گویند. p مرتبه اسپلاین

م΄عبی اسپلاین
به صورت که نامند م΄عبی٣ اسپلاین ΁ی را (ب. ٣) رابطه در اشاره مورد تابع آن گاه ،p = ٣ اگر

f(x) = β٠ + β١x+ β٢x
٢ + β٣x

٣ +
k∑

j=١
β٣+j(x− tj)

٣,

بالایی انعطاف پذیری دلیل به که است اسپلاین نوع متداول ترین از ی΄ͬ م΄عبی اسپلاین ͬ شود. م تعریف
ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد علوم از بسیاری در دارد، که

اسپلاین رگرسیون ب. ٢
رگرسیونͬ مدل

y = f(x) + ϵ

2Truncated Power Function
3Cubic Spline



B‐اسپلاین و اسپلاین توابع ١١۴

نتیجه کنیم، جای·زین (ب. ٣) رابطه در شده تعریف اسپلاین تابع با را f(·) تابع اگر ب·یرید. نظر در را
نامند. اسپلاین رگرسیون را حاصل

به متعلق که است این نیمه پارامتری و ناپارامتری روش های برای اسپلاین، رگرسیون برتری ΁ی
این رو از و است خطͬ پارامترها به نسبت f(·) تابع فرم دی·ر، عبارت به است. خطͬ رگرسیون  رده
اسپلاین ΁ی برازش بنابراین است. ناچیز مربوطه، رگرسیون منحنͬ برآورد برای محاسباتͬ هزینه های
پایه ای توابع از استفاده گیرد. صورت خطا دوم توان های کمترین  روش از استفاده با ͬ تواند م داده ها به

ͬ شود م زیر صورت به مدلͬ برازش به منجر بریده شده،
yi = β٠ + β١xi + · · ·+ βpx

p
i

+ βp+١(xi − t١)
p
+ + · · ·+ βp+k(xi − tk)

p
+ + ϵi, i = ١, · · · , n

به صورت ͬ توان م را عبارت این ماتریسͬ ش΄ل ͬ کنند. م صدق رگرسیون زیربنایی پذیره های در ϵiها که
y = Tβ + ϵ

که است n× (p+ k+ ١) اندازه با طرح ماتریس T و β = (β٠, β١, · · · , βp+k)
T آن در که کرد بیان

· · · ،x٢ ،x متغیرهای مشاهدات به مربوط بعدی، ستون  p درایه های ،١ برابر آن اول ستون درایه های
،(x− t١)

p متغیرهای از حاصل مشاهدات به مربوط (p+k+١) تا p+٢ ستون های درایه های و xp و
یعنͬ هستند، tk و · · · ،t٢ ،t١ شده تعیین قبل از گره های ازای به (x− tk)

p و · · ·

T =


١ x١ x٢

١ · · · xp
١ (x١ − t١)

p (x١ − t٢)
p · · · (x١ − tk)

p

١ x٢ x٢
٢ · · · xp

٢ (x٢ − t١)
p (x٢ − t٢)

p · · · (x٢ − tk)
p

... ... ... ... ... ... ... ...
١ xn x٢

n · · · xp
n (xn − t١)

p (xn − t٢)
p · · · (xn − tk)

p

 .

ͬ شود م حاصل زیر برآوردگر دوم، توان های کمترین روش بردن به کار با

β̂ = (T ′T )−١T ′y. (ب. ۴)
بریده شده توانͬ پایه های بین همخطͬ دارد، وجود (ب. ۴) برآوردگر در که مش΄لͬ

(x− t١)
p
+, (x− t٢)

p
+, · · · , (x− tk)

p

ضرایب ناپایداری به منجر که شد خواهد T ′T ماتریس بدشرطیدگ۴ͬ یا وارون  پذیری عدم باعث که است
کنید. مراجعه (٢٠٠٣) راپرت و (١٣٩۴) اریه به بیشتر اطلاعات برای ͬ شود. م رگرسیونͬ

توانͬ پایه های جای به B‐اسپلاین پایه های از استفاده فوق، مش΄ل حل برای مناسب روش ΁ی
B‐اسپلاین پایه های از استفاده با ͬ شود. م [t١, tk] بازه در برآورد همان به منجر که است بریده شده،
پایدار آمده به دست رگرسیونͬ ضرایب نتیجه، در آورد. به دست متعامدی چندجمله ای های ͬ توان م

بود. خواهند
4Ill-Condition



١١۵ B‐اسپلاین

B‐اسپلاین ب. ٣
گره q تعداد و [a, b] بازه

a = t٠ < t١ < · · · < tq < tq+١ = b

تکیه گاه دارای و هستند [a, b] بازه در تکه ای چندجمله ای های B‐اسپلاین، پایه های ب·یرید. نظر در را
‐B پایه های به وسیله ،p مرتبه B‐اسپلاین پایه های محاسبه روش متداول ترین ͬ باشند. م کوچ΄ͬ

است زیر بازگشتͬ رابطه اساس بر و p− ١ مرتبه اسپلاین

Bi,p(x) = (
x− ti
ti+p − ti

)Bi,p−١(x) + (
ti+p+١ − x

ti+p+١ − ti+١
)Bi+١,p−١(x), i = −p,−p+ ١, · · · , q

(ب. ۵)
پایه های تعداد بنابراین .tq+١ = b و t−p = t−p+١ = · · · = t−٢ = t−١ = t٠ = a آن در که

است. p+ q + ١ با برابر p مرتبه ی B‐اسپلاین

صفر مرتبه B‐اسپلاین پایه های
ͬ شوند م تعریف زیر به صورت گره ها، از ΁ی هر برای ،(p = ٠) صفر مرتبه B‐اسپلاین پایه های

Bi,٠(x) =

١ x ∈ [ti, ti+١]

٠ نقاط سایر

با متناظر تابع i‐امین معرف (i = ٠, ١, ٢, · · · , q) i اندیس و مرتبه بیانگر صفر  اندیس آن، در که
است. [ti, ti+١] بازه

زیر به صورت [٠, ۴] بازه در t٣ = ٣, t٢ = ٢, t١ = ١ گره های برای پایه ها این مثال، به عنوان
ͬ شوند م تعریف

B٠,٠(x) =

١ ٠ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر
B١,٠(x) =

١ ١ ≤ x < ٢

٠ نقاط سایر

B٢,٠(x) =

١ ٢ ≤ x < ٣

٠ نقاط سایر
B٣,٠(x) =

١ ٣ ≤ x < ۴

٠ نقاط سایر



B‐اسپلاین و اسپلاین توابع ١١۶

΁ی مرتبه B‐اسپلاین پایه های
مرتبه پایه های حسب بر (ب. ۵) رابطه به توجه با ،(p = ١) ΁ی مرتبه یا خطͬ B‐اسپلاین پایه های

ͬ شوند م تعریف زیر به صورت صفر

Bi,١(x) =
x− ti

ti+١ − ti
Bi,٠(x) +

ti+٢ − x

ti+٢ − ti+١
Bi+١,٠(x), i = −١, ٠, ١, · · · , q.

با است. p+ q + ١ = q + ٢ برابر پایه ها این تعداد هم چنین .tq+١ = b و t−١ = t٠ = a آن، در که
ͬ شود م حاصل زیر تابع صفر، مرتبه B‐اسپلاین پایه های جای·ذاری

Bi,١(x) =


x−ti

ti+١−ti
ti ≤ x < ti+١

ti+٢−x

ti+٢−ti+١
ti+١ ≤ x < ti+٢

٠ نقاط سایر

B‐اسپلاین پایه های آن گاه ب·یریم، نظر در را ٠٫۶ و ٠٫٣ گره دو ،[٠, ١] بازه در اگر مثال، به عنوان
به دست زیر به صورت است، p+ q+ ١ = ۴ برابر آن ها تعداد که ،i = −١, ٠, ١, ٢, ٣ برای اول، مرتبه

ͬ آیند م

B−١,١(x) =


٠٫٣−x

٠٫٣ ٠ ≤ x < ٠٫٣

٠ نقاط سایر
B٠,١(x) =


x

٠٫٣ ٠ ≤ x < ٠٫٣
٠٫۶−x

٠٫٣ ٠٫٣ ≤ x < ٠٫۶

٠ نقاط سایر

B١,١(x) =


x−٠٫٣

٠٫٣ ٠٫٣ ≤ x < ٠٫۶
١−x

٠٫۴ ٠٫۶ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر
B٢,١(x) =


x−٠٫۶

٠٫۴ ٠٫۶ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر

هستند، (٨) کلاه شبیه ش΄لͬ دارای وسطͬ پایه  دو شده اند. رسم ب. ١ ش΄ل در پایه ها این نمودار
B‐اسپلاین پایه های چون که کنید توجه هستند. ناقصͬ کلاه های آخری، و اولͬ پایه های ͬ که حال در

هستند. متعامد دو به دو پایه ها این از برخͬ لذا هستند، صفر غیر زیربازه ها در



١١٧ B‐اسپلاین
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،B٠,١(x) ،B−١,١(x) نمودارهای چپ سمت از ترتیب به که ΁ی مرتبه B‐اسپلاین پایه های نمودار ب. ١: ش΄ل
هستند. B٢,١ و B١,١(x)

دو مرتبه ی B‐اسپلاین پایه های
ͬ شوند م بیان زیر به صورت و شده تعریف ΁ی مرتبه حسب بر (p = ٢) دو مرتبه B‐اسپلاین پایه های
Bi,٢(x) =

x− ti
ti+٢ − ti

Bi,١(x) +
ti+٣ − x

ti+٣ − ti+١
Bi+١,١(x)

=
x− ti

ti+٢ − ti

[
x− ti

ti+١ − ti
Bi,٠(x) +

ti+٢ − x

ti+٢ − ti+١
Bi+١,٠(x)

]
+

ti+٣ − x

ti+٣ − ti+١

[
x− ti+١

ti+٢ − ti+١
Bi+١,٠(x) +

ti+٣ − x

ti+٣ − ti+٢
Bi+٢,٠(x)

]
, i = −١−,٢, ٠, ١, · · · , k

زیر تابع اول، مرتبه B‐اسپلاین پایه های جای·ذاری با .tq+١ = b و t−٢ = t−١ = t٠ = a آن در که
ͬ شود م نتیجه

Bi,٢ =



(x−ti)
٢

(ti+٢−ti)(ti+١−ti)
ti ≤ x < ti+١

(x−ti)(ti+٢−x)

(ti+٢−ti)(ti+٢−ti+١)
+

(ti+٣−x)(x−ti+١)
(ti+٣−ti+١)(ti+٢−ti+١)

ti+١ ≤ x < ti+٢

(ti+٣−x)٢

(ti+٣−ti+١)(ti+٣−ti+٢)
ti+٢ ≤ x < ti+٣

٠ نقاط سایر



B‐اسپلاین و اسپلاین توابع ١١٨

B‐اسپلاین پایه های تعداد ب·یرید. نظر در را ٠٫٩ و ٠٫۶ ،٠٫٣ گره سه [٠, ١] بازه در مثال، به عنوان
ͬ آیند م به دست زیر به صورت که است p+ q + ١ = ۶ برابر گره، سه با دوم مرتبه

B−٢,٢(x) =

(٠٫٣ − x)٢ ٠ ≤ x < ٠٫٣

٠ نقاط سایر

B−١,٢(x) =


(x)(٠٫٣−x)
(٠٫٣)(٠٫٣) + (٠٫۶−x)(x)

(٠٫۶)(٠٫٣) ٠ ≤ x < ٠٫٣
(٠٫۶−x)٢

(٠٫۶)(٠٫٣) ٠٫٣ ≤ x < ٠٫۶

٠ نقاط سایر

B٠,٢(x) =



x٢

(٠٫٣)(٠٫٣) ٠ ≤ x < ٠٫٣
(x)(٠٫۶−x)
(٠٫۶)(٠٫٣) + (٠٫٩−x)(x−٠٫٣)

(٠٫۶)(٠٫٣) ٠٫٣ ≤ x < ٠٫۶
(٠٫٩−x)٢

(٠٫۶)(٠٫٣) ٠٫۶ ≤ x < ٠٫٩

٠ نقاط سایر

B١,٢(x) =



(x−٠٫٣)٢

(٠٫۶)(٠٫٣) ٠٫٣ ≤ x < ٠٫۶
(x−٠٫٣)(٠٫٩−x)

(٠٫۶)(٠٫٣) + (٠٫٩−x)(x−٠٫۶)
(٠٫۴)(٠٫٣) ٠٫۶ ≤ x < ٠٫٩

(١−x)٢

(٠٫٣)(٠٫١) ٠٫٩ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر

B٢,٢(x) =


(x−٠٫۶)٢

(٠٫۴)(٠٫٣) ٠٫۶ ≤ x < ٠٫٩
(x−٠٫۶)(١−x)

(٠٫۴)(٠٫١) + (١−x)(x−٠٫٩)
(٠٫١)(٠٫١) ٠٫٩ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر

B٣,٢(x) =


(x−٠٫٩)٢

(٠٫١)(٠٫١) ٠٫٩ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر



١١٩ B‐اسپلاین
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،B−٢,٢(x) نمودارهای چپ سمت از ترتیب به که دو مرتبه ی B‐اسپلاین پایه های نمودار ب. ٢: ش΄ل
هستند. B٣,٢(x) و B٢,٢(x) ،B١,٢(x) ،B٠,٢(x) ،B−١,٢(x)

سه مرتبه ی B‐اسپلاین پایه های

شده تعریف پایین تر درجات حسب بر سلسله مراتبی به صورت (p = ٣) سه مرتبه B‐اسپلاین پایه های
ͬ شوند م بیان زیر به صورت و

Bi,٣(x) =
(x− ti)

(ti+٣ − ti)
Bi,٢(x) +

(ti+۴ − x)

(ti+۴ − ti+١)
Bi+١,٢(x)

=
(x− ti)

(ti+٣ − ti)

[
x− ti

ti+٢ − ti
Bi,١(x) +

ti+٣ − x

ti+٣ − ti+١
Bi+١,١(x)

]
+

(ti+۴ − x)

(ti+۴ − ti+١)

[
x− ti+١

ti+٣ − ti+١
Bi+١,١(x) +

ti+۴ − x

ti+۴ − ti+٢
Bi+٢,١(x)

]
=

(x− ti)

(ti+٣ − ti)

[
x− ti

ti+٢ − ti

(
x− ti

ti+١ − ti
Bi,٠(x) +

ti+٢ − x

ti+٢ − ti+١
Bi+١,٠(x)

)
+

ti+٣ − x

ti+٣ − ti+١

(
x− ti+١

ti+٢ − ti+١
Bi+١,٠(x) +

ti+٣ − x

ti+٣ − ti+٢
Bi+٢,٠(x)

)]
+

(ti+۴ − x)

(ti+۴ − ti+١)

[
x− ti+١

ti+٣ − ti+١

(
x− ti+١

ti+٢ − ti+١
Bi+١,٠(x) +

ti+٣ − x

ti+٣ − ti+٢
Bi+٢,٠(x)

)
+

ti+۴ − x

ti+۴ − ti+٢

(
x− ti+٢

ti+٣ − ti+٢
Bi+٢,٠(x) +

ti+۴ − x

ti+۴ − ti+٣
Bi+٣,٠(x)

)]



B‐اسپلاین و اسپلاین توابع ١٢٠

Bi,٣(x) =



(ti+۴−x)٣

(ti+۴−ti+١)(ti+۴−ti+٢)(ti+۴−ti+٣)
ti ≤ x < ti+١

(x−ti)
٢(ti+٢−x)

(ti+٣−ti)(ti+٢−ti)(ti+٢−ti+١)
+

(x−ti)(ti+٣−x)(x−ti+١)
(ti+٣−ti)(ti+٣−ti+١)(ti+٢−ti+١)

+
(ti+۴−x)(x−ti+١)

٢

(ti+۴−ti+١)(ti+٣−ti+١)(ti+٢−ti+١)
ti+١ ≤ x < ti+٢

(x−ti)(ti+٣−x)٢

(ti+٣−ti)(ti+٣−ti+١)(ti+٣−ti+٢)
+

(ti+۴−x)(x−ti+١)(ti+٣−x)

(ti+۴−ti+١)(ti+٣−ti+١)(ti+٣−ti+٢)

+
(ti+۴−x)٢(x−ti+٢)

(ti+۴−ti+١)(ti+۴−ti+٢)(ti+٣−ti+٢)
ti+٢ ≤ x < ti+٣

(x−ti)
٣

(ti+٣−ti)(ti+٢−ti)(ti+١−ti)
ti+٣ ≤ x < ti+۴

٠ نقاط سایر

پایه های تعداد ب·یرید. نظر در را ٠٫٨ و ٠٫۶ ،٠٫۴ ،٠٫٢ گره چهار [٠, ١] بازه در مثال، به عنوان
ͬ آیند م به دست زیر به صورت که است p+ q + ١ = ٨ برابر گره چهار با سه مرتبه B‐اسپلاین

B−٣,٣(x) =


(٠٫٢−x)٣

(٠٫٢)(٠٫٢)(٠٫٢) ٠ ≤ x < ٠٫٢

٠ نقاط سایر

B−٢,٣(x) =


(٠٫۴−x)٣

(٠٫۴)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠ ≤ x < ٠٫٢
(x)(٠٫٢−x)٢

(٠٫٢)(٠٫٢)(٠٫٢) +
(٠٫۴−x)(x)(٠٫٢−x)

(٠٫۴)(٠٫٢)(٠٫٢) + (٠٫۴−x)٢(x)
(٠٫۴)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫٢ ≤ x < ٠٫۴

٠ نقاط سایر

B−١,٣(x) =



(٠٫۶−x)٣

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠ ≤ x < ٠٫٢
(x)٢(٠٫٢−x)
(٠٫۴)(٠٫٢)(٠٫٢) +

(x)(٠٫۴−x)(x)
(٠٫۴)(٠٫۴)(٠٫٢) +

(٠٫۶−x)(x)٢

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫٢ ≤ x < ٠٫۴
(x)(٠٫۴−x)٢

(٠٫۴)(٠٫۴)(٠٫٢) +
(٠٫۶−x)(x)(٠٫۴−x)

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (٠٫۶−x)٢(x−٠٫٢)
(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫۴ ≤ x < ٠٫۶

٠ نقاط سایر



١٢١ B‐اسپلاین

B٠,٣(x) =



x٣

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠ ≤ x < ٠٫٢
(x٢)(٠٫۴−x)
(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) +

(x)(٠٫۶−x)(x−٠٫٢)
(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (٠٫٨−x)(x−٠٫٢)٢

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫٢ ≤ x < ٠٫۴
(x)(٠٫۶−x)٢

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) +
(٠٫٨−x)(x−٠٫٢)(٠٫۶−x)

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (٠٫٨−x)٢(x−٠٫۴)
(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫۴ ≤ x < ٠٫۶

(٠٫٨−x)٣

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫۶ ≤ x < ٠٫٨

٠ نقاط سایر

B١,٣(x) =



(١−x)٣

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫٢ ≤ x < ٠٫۴
(x−٠٫٢)٢(٠٫۶−x)
(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (x−٠٫٢)(٠٫٨−x)(x−٠٫۴)

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (١−x)(x−٠٫۴)٢

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫۴ ≤ x < ٠٫۶
(x−٠٫٢)(٠٫٨−x)٢

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (١−x)(x−٠٫۴)(٠٫٨−x)
(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (١−x)٢(x−٠٫۶)

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫۶ ≤ x < ٠٫٨
(x−٠٫٢)٣

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫٨ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر

B٢,٣(x) =



(x−٠٫۴)٢(٠٫٨−x)
(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (x−٠٫۴)(١−x)(x−٠٫۶)

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (١−x)(x−٠٫۶)٢

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫۴ ≤ x < ٠٫۶
(x−٠٫۴)(١−x)٢

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) + (١−x)(x−٠٫۶)(١−x)
(٠٫۴)(٠٫۴)(٠٫٢) + (١−x)٢(x−٠٫٨)

(٠٫۴)(٠٫٢)(٠٫٢) ٠٫۶ ≤ x < ٠٫٨
(x−٠٫۴)٣

(٠٫۶)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫٨ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر

B٣,٣(x) =


(x−٠٫۶)٣

(٠٫۴)(٠٫۴)(٠٫٢) ٠٫۶ ≤ x < ٠٫٨
(x−٠٫۶)٢(١−x)
(٠٫۴)(٠٫۴)(٠٫٢) + (x−٠٫۶)(١−x)(x−٠٫٨)

(٠٫۴)(٠٫٢)(٠٫٢) + (١−x)(x−٠٫٨)
(٠٫٢)(٠٫٢)(٠٫٢) ٠٫٨ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر

B۴,٣(x) =


(x−٠٫٨)٣

(٠٫٢)(٠٫٢)(٠٫٢) ٠٫٨ ≤ x < ١

٠ نقاط سایر

ب. ٣ ش΄ل در توابع این نمودارهای و هستند سه مرتبه تکه ای چندجمله ای های جنس از توابع این
شده اند. رسم
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،B−٣,٣(x) نمودارهای چپ سمت از ترتیب به که سه مرتبه B‐اسپلاین پایه های نمودار ب. ٣: ش΄ل
هستند. B۴,٣(x) و B٣,٣(x) ،B٢,٣(x) ، B١,٣(x) ،B٠,٣(x) ،B−١,٣(x) ،B−٢,٣(x)

B‐اسپلاین  دوم توان های کمترین ب. ۴
به صورت مجدد، اندیس گذاری با را (ب. ۵) رابطه ،p مرتبه B‐اسپلاین پایه  p+ q + ١ با ابتدا

B٠,p, B١,p, · · · , Bp+q,p

است زیر به صورت B‐اسپلاین رگرسیونͬ مدل ͬ گیریم. م نظر در

s(x) =

p+q∑
j=١

βjBj,p(x) + ϵ. (ب. ۶)

به صورت مدل این ماتریسͬ صورت که آن جا از
s = Bβ + ϵ

از است عبارت β دوم توان های کمترین برآورد لذا است،
β̂ = (B′B)−١B′y.

موجود مش΄ل لذا و باشد B′Bوارون پذیر ماتریس که ͬ شود م موجب B‐اسپلاین پایه های بودن متعامد
پایه های درک مزیت، این آوردن به دست علیر   غم که است ذکر به لازم گردد. ͽمرتف (ب. ۴) رابطه در
است. تفسیر قابل غیر مذکور مدل ضرایب لذا و نیست بریده شده توانͬ توابع درک آسانͬ به B‐اسپلاین

مراجعه (١٩٩۵) دایرکس۵ و (٢٠٠٣) راپرت ،(٢٠٠١) بور دی به ͬ توانید م این باره در بیشتر اطلاعات برای
کنید.

5Dierckx



پیوستپ

نامساوی ها و تعاریف

تابع از تصادفͬ نمونه ΁ی Xn..., X١ کنید فرض دۇرتزکͬ‐کیفر‐ۇلفوویتز). (نامساوی پ. ٠ . ١ تعریف
احتمال برای بالا کران ΁ی نامساوی این باشد. متناظر تجربی توزیع تابع Fn(·) و بوده F (·) توزیع
به طور ͬ دهد. م نتیجه باشد، بزرگتر ε > ٠ داده شده ثابت مقدار ΁ی از Fn(·) و F (·) بین اختلاف اینکه

داریم ،ε > ٠ هر ازای به دقیق تر،

P
(
sup
x∈R

| Fn(x)− F (x) |≥ ε
)
≤ ٢ exp{−٢nε٢}.

،a > ٠ هر به ازای آنگاه باشد، نامنفͬ تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر مارکوف). (نامساوی پ. ٠ . ٢ تعریف
داریم

P (X ≥ a) ≤ E(X)

a
.

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را A مثبت متقارن معین ماتریس هر چولس΄ͬ). (تجزیه پ. ٠ . ٣ تعریف

A = LLT

ی΄تاست. چولس΄ͬ تجزیه که است ذکر به لازم است. آن ترانهاده LT و مثلثͬ پایین ماتریس ΁ی L که



نامساوی ها و تعاریف ١٢۴

شود: حل زیر معادلات دستگاه باید ٣ × ٣ ماتریس ΁ی در مثال، به عنوان

A =


a١١ a١٢ x١٣

a٢١ a٢٢ x٢٣

a٣١ a٣٢ x٣٣



=


l١١ ٠ ٠
l٢١ l٢٢ ٠
l٣١ l٣٢ l٣٣




l١١ l٢١ l٣١

٠ l٢٢ l٣٢

٠ ٠ l٣٣

 = LLT

=


l٢

١١ l٢١l١١ l٣١l١١

l٢١l١١ l٢
٢١ + l٢

٢٢ l٣١l٢١ + l٣٢l٢٢

l٣١l١١ l٣١l٢١ + l٣٢l٢٢ l٢
٣١ + l٢

٣٢ + l٢
٣٣

 .

برقرار زیر روابط (lik, i > k) اصلͬ قطر زیر اعضای و (lkk) اصلͬ قطر اعضای برای که داد نشان ͬ توان م
است

lkk = ak −
k−١∑
j=١

a٢
kj, lik =

١
lkk

(akk −
k−١∑
j=١

lijlkj).

ͬ دهند، م پایه ΁ی تش΄یل V برداری فضای در un, . . . ,u١ بردارهای مجموعه (پایه). پ. ٠ . ۴ تعریف
باشند: داشته را زیر شرط دو اگر

باشند. خطͬ مستقل un, . . . ,u١ بردارهای . ١
آورد. دست به بردارها این خطͬ ترکیب از بتوان را V فضای بردارهای از کدام هر . ٢

X تصادفͬ متغیر به توزیع در {Xn} تصادفͬ متغیرهای دنباله توزیع). در (هم·رایی پ. ٠ . ۵ تعریف
باشیم داشته است، پیوسته آن در F تابع که x ∈ R هر برای اگر هم·راست

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

به صورت را هم·رایی نوع این است. X تجمعͬ توزیع تابع F و {Xn} تجمعͬ توزیع تابع Fn آن در که
ͬ دهند. م نشان Xn

D−→ X

تصادفͬ متغیر به احتمال در {Xn} تصادفͬ متغیرهای دنباله احتمال). در (هم·رایی پ. ٠ . ۶ تعریف
باشیم داشته ε > ٠ هر برای اگر هم·راست X

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = ٠.

ͬ دهند. م نشان Xn
P−→ X نماد با را هم·رایی نوع این

به احتمال در {Tn} اگر است، سازگار a(θ) برای {Tn} برآوردگرهای دنباله (سازگاری). پ. ٠ . ٧ تعریف
باشد. هم·را a(θ)



١٢۵

آنگاه ،n → ∞ وقتͬ اگر است)، g(n) مرتبه از f(n)) f(n) = O
(
g(n)

) گوییم پ. ٠ . ٨. تعریف
n٠ حقیقͬ عدد و M مثبت حقیقͬ عدد اگر ،f(n) = O

(
g(n)

) دی·ر، به عبارت باشد. متناهͬ f(n)

g(n)
به طوری که باشند، موجود

∀n > n٠ |f(n)| ≤ M |g(n)|

باشد. g(n) قدرمطلق برابر M حداکثر f(n) قدرمطلق ،n بزرگ کافͬ به قدر مقادیر برای یعنͬ
،n → ∞ وقتͬ اگر است)، g(n) از کوچ΄تر مرتبه از f(n)) f(n) = o

(
g(n)

) گوییم پ. ٠ . ٩. تعریف
باشیم داشته آنگاه

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= ٠.

حالت o بنابراین ͬ کند. م رشد f(n) از سریع تر بسیار g(n) که ͬ کند م بیان f(n) = o
(
g(n)

) عبارت
نیست. برقرار آن عکس اما هست، هم O(g) باشد، o(g) که عبارتͬ هر ͬ کند. م بیان را O از قوی تری
ثابت های از دنباله ΁ی {an} و تصادفͬ متغیرهای از دنباله ΁ی {Xn} کنید فرض پ. ٠ . ١٠. تعریف
صفر به احتمال در Xn

an
مقادیر مجموعه که است معنͬ بدین Xn = op

(
a(n)

) نماد باشد. متناظر
داریم ،ε > ٠ هر برای یعنͬ است، هم·را

lim
n→∞

P (|Xn

an
| > ε) = ٠.

ثابت های از دنباله ΁ی {an} و تصادفͬ متغیرهای از دنباله ΁ی {Xn} کنید فرض پ. ٠ . ١١. تعریف
یعنͬ است، کراندار احتمال در Xn

an
مقادیر که است معنͬ بدین Xn = Op

(
a(n)

) نماد باشد. متناظر
به طوری که دارند، وجود M,N > ٠ متناهͬ اعداد ،ε > ٠ هر برای

∀n > N P (|Xn

an
| > M) < ε.

باشد برقرار زیر رابطه اگر است، θ برای سازگار ‐√
n برآوردگر ΁ی θ̂n برآوردگر گوییم پ. ٠ . ١٢. تعریف

θ̂n − θ = Op(n
−١/٢).

مشتق پذیر بار n+ ١ و شده تعریف [a, b] بازه بر f(x) تابع کنید فرض تیلور). (بسط پ. ٠ . ١٣ تعریف
ξ مانند عددی ،x = x٠ + ∆x که x ∈ (a, b) هر برای ب·یرید. نظر در را x٠ ∈ (a, b) نقطه باشد.

است برقرار زیر تساوی که به طوری  دارد، وجود x٠ و x نقطه دو بین

f(x٠ +∆x) = f(x٠) + ∆xf ′(x٠) +
∆x٢

٢! f ′′(x٠) + ...+
∆xn

n!
f (n)(x٠) +Rn(x٠ +∆x)

که
Rn(x٠ +∆x) =

∆xn+١

(n+ ١)!f
(n+١)(ξ), x٠ ≤ ξ ≤ x.

اول جملات از اندکͬ تعداد از معمولا˟ عمل در ͬ باشد. م nام مرتبه مشتق روابط این در f (n) از منظور
تقریب باشد، ΁کوچ کافͬ به قدر ∆x مقدار اگر حالت، این در ͬ شود. م استفاده تقریب برای سری
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n برای تیلور سری با تابع تقریب ͬ که صورت در آمد. خواهد به دست x٠ همسای·ͬ در تابع از مناسبی
نشان O(∆xn) با آن را و بود خواهد ∆xn با متناسب تقریب خطای یا سری مانده شود، انجام اول جمله

ͬ دهند م

f(x٠ +∆x) = f(x٠) + ∆xf ′(x٠) +
∆x٢

٢! f ′′(x٠) + ...+
∆xn−١

(n− ١)!f
(n−١)(x٠) +O(∆xn).



پیوستت
رایانه ای برنامه های از گزیده ای

١ . ١ جدول

library(scatterplot3d)

library(AER)

data("CPS1985")

fit <- lm(log(wage)~education+experience+I(experience^2),data=CPS1985)

summary(fit)

١ . ١ ش΄ل

b <- coef(fit)

m.school <- data.frame(CPS1985$education,CPS1985$education*b["education"])

m.school <- m.school[order(CPS1985$education),]

m.experi <- data.frame(CPS1985$experience,

CPS1985$experience*b["experience"]

+CPS1985$experience^2*b["I(experience^2)"])

m.experi <- m.experi[order(CPS1985$experience),]

par(mfrow=c(1,2))

par(mar = c(bottom=4, 2, top=2, 2))



رایانه ای برنامه های از گزیده ای ١٢٨

plot(m.school,col="black",pch=19,cex=0.7,

xaxt="n",yaxt="n",xlab="school",ylab="")

axis(1,cex.axis=0.8)

axis(2,cex.axis=0.8)

lines(m.school,col="azure3")

plot(m.experi,col="black",pch=19,cex=0.7,xaxt="n",yaxt="n",

xlab="experience",ylab="")

axis(1,cex.axis=0.8)

axis(2,cex.axis=0.8)

lines(m.experi,col="azure3")

col <- rep("green",nrow(CPS1985)); col[CPS1985$education==12] <- "red"

pch <- rep(1,nrow(CPS1985)); pch[CPS1985$education==12] <- 8

١ . ٢ ش΄ل
scatterplot3d(CPS1985$education,CPS1985$experience, fitted(fit),

xlab="school",ylab="experience",zlab="",

color=col,pch=pch,angle=130)

١ . ٣ ش΄ل
library(np)

require(graphics)

education<- CPS1985$education

experience<-CPS1985$experience

X <- cbind(education,experience)

y <- log(CPS1985$wage)

bw <- npregbw(xdat=X, ydat=y)

model <- npreg(bws = bw, gradients = TRUE)

summary(model)

col <- rep("green",nrow(CPS1985)); col[CPS1985$education==12] <- "red"

pch <- rep(1,nrow(CPS1985)); pch[education==12] <- 8

scatterplot3d(education,experience, model$mean,

xlab="education",ylab="experience",zlab="",

color=col,pch=pch,angle=130)



١٢٩

۵ . ١ ش΄ل

library(mgcv)

b <- gam(y ~s(education) + s(experience))

plot(b,pages = 1)

fit3 <- fitted(b)

scatterplot3d(education,experience, fit3,

xlab="education",ylab="experience",zlab="",

color=col,pch=pch,angle=130)

٢ . ٢ ش΄ل

S <- function(xx,l){

(xx - sign(xx))*(abs(xx) > l)

}

scad <- function(theta,l,a=3.7){

theta <- abs(theta)

(theta <= l) * theta * l + (theta > l & theta <= a*l)*

(a*l*theta-(theta^2+l^2)/2)/(a-1)+(theta>a*l)*(l^2*(a^2-1))/(2*(a-1))

}

Fs <- function(z,l,g=3.7){

(abs(z)>g*l)*z+(abs(z)>2*l & abs(z)<=g*l)*(S(z,g*l/(g-1))/(1-1/(g-1)))+

(abs(z) <= 2*l)*S(z,l)

}

mcp <- function(theta,l,a=3.7) {

T <- length(theta)

val <- numeric(T)

for (i in 1:T) {

x <- abs(theta[i])

val[i] <- (x < a*l)*(l*x - x^2/(2*a)) + (x >= a*l)*(1/2)*a*l^2

}

val

}

Fm <- function(z,l,g=3.7){

(abs(z) > g*l)*z + (abs(z) <= g*l)*(S(z,l)/(1-1/g))



رایانه ای برنامه های از گزیده ای ١٣٠

}

lasso <- function(theta,l){l*abs(theta)}

res <- 101

x <- seq(-4,4,len=res)

xx <- seq(0.0001,4,len=res)

g <- 3

col <- c("#FF4E37FF", "#00B500FF", "#008DFFFF")

Y <- cbind(lasso(x, 1), scad(x, 1, g), mcp(x, 1, g))

require(latex2exp)

par(mar = c(bottom=4, 5, top=1, 2))

matplot(x,Y,type='l',xaxt="n",yaxt="n",lty=1:3,lwd=c(1,1,1.8),col=col,las=1,

xlab=expression(beta), ylab=TeX("$P_{\\lambda}(l\\beta l)$"),cex.lab=0.85)

axis(1,cex.axis=0.7)

axis(2,cex.axis=0.7)

legend(-1.70, 4, legend=c("LASSO", "SCAD","MCP"),

col=c("red","green", "blue"), lty=1:3,lwd=c(1,1,1.8), cex=0.7)

٢ . ٣ ش΄ل

par(mfrow=c(2,2))

par(mar = c(bottom=2.2, 3, top=2, 2))

Y <- cbind(S(x,1), Fm(x,1,g), Fs(x,1,g))

plot(x,S(x,1),type='l',xaxt="n",yaxt="n",xlim=c(-4,4),

ylim=c(-4,4),lwd=2.5,xlab="",ylab="",main="LASSO",cex.main=0.8)

lines(x,x,col="red")

axis(1,cex.axis=0.7)

axis(2,cex.axis=0.7)

par(mar = c(bottom=2.2, 3, top=2, 2))

plot(x,0.5*x,type = 'l',xaxt="n",yaxt="n", xlim=c(-4,4), ylim=c(-4,4),

lwd=2.5,xlab="",ylab="",main="Ridge",cex.main=0.8)

lines(x,x,col="red")

axis(1,cex.axis=0.7)

axis(2,cex.axis=0.7)



١٣١

plot(x,Fs(x,1,g),type='l',xaxt="n",yaxt="n",xlim=c(-4,4),ylim=c(-4,4),

lwd=2.5,xlab="",ylab="",main = "SCAD",cex.main=0.8)

lines(x,x,col="red")

axis(1,cex.axis=0.7)

axis(2,cex.axis=0.7)

plot(x,Fm(x,1,g),type='l',xaxt="n",yaxt="n",xlim=c(-4,4),ylim=c(-4,4),

lwd=2.5,xlab="",ylab="",main="MCP",cex.main=0.8)

lines(x,x,col="red")

axis(1,cex.axis=0.7)

axis(2,cex.axis=0.7)

۴ . ٢ ش΄ل
dLasso <- function(theta,l){rep(l,length(theta))}

dMCP <- function(theta,l,a=3.7) {

theta = abs(theta)

(theta <= a*l) * (l - theta/a)}

dSCAD <- function(theta,l,a=3.7) {

theta = abs(theta)

(theta<l)*l+((theta>l)&(theta<a*l))*((a*l-theta)/(a-1))

}

Y<- cbind(dLasso(xx, 1), dSCAD(xx, 1, g), dMCP(xx, 1, g))

matplot(xx,Y,type='l',xaxt="n",yaxt="n",lty=1:3,lwd=c(1,1,1.8),

col=col, las=1,cex.lab=0.85, xlab=expression(beta),

ylab=TeX("$P'_{\\lambda}(l\\beta l)$"))

axis(1,cex.axis=0.7)

axis(2,cex.axis=0.7)

legend(2.5, 0.9, legend=c("LASSO", "SCAD","MCP"),

col=c("red","green","blue"), lty=1:3, lwd=c(1,1,1.8),cex=0.7)

۵ . ٢ ش΄ل
library(splines)

library(grpreg)

n <- 2000; p <- 20; K < -2



رایانه ای برنامه های از گزیده ای ١٣٢

X <- matrix(0,n,p)

for(j in 1:p ){

X[,j] <- runif(n)

}

obj0 <- function(xx,K)

{

n <- nrow(xx);p <- ncol(xx)

z <- c()

for (j in 1:p){

B1 <- splineDesign(knots=c(0,0,0,seq(0,1,length=K+2),1,1,1),x=xx[,j],

derivs=rep(0,n))

B1 <- B1[,1:(K+1)]

z <- cbind(z,B1)}

z

}

Z < -obj0(X,K)

Z <- Z[,-3]

group<-c(c(1,1),rep(2:p,each=K+1))

Y <- -sqrt(2)*Z[,1]+sqrt(2)*Z[,2]+0.5*Z[,3]+Z[,4]-0.5*Z[,5]+rnorm(n,0,1)

fit1 <- grpreg(Z, Y, group, penalty="grLasso")

fit2 <- grpreg(Z, Y, group, penalty="grSCAD")

fit3 <- grpreg(Z, Y, group, penalty="grMCP",gamma=2.7)

par(mfrow=c(1,3))

myColors<-c("blue","red","green","black","yellow","purple","orange","brown")

plot(fit1,col=myColors,main="Group LASSO", xaxt="n",yaxt="n",cex.main=1)

axis(1,cex.axis=1.2)

axis(2,cex.axis=1.2)

abline(v=.04,col="black",lty=2,lwd=0.75)

plot(fit2,col=myColors,main="Group SCAD", xaxt="n",yaxt="n",cex.main=1)

axis(1,cex.axis=1.2)

axis(2,cex.axis=1.2)

abline(v=.04,col="black",lty=2,lwd=0.75)

plot(fit3,col=myColors,main="Group MCP", xaxt="n",yaxt="n",cex.main=1)
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axis(1,cex.axis=1.2)

axis(2,cex.axis=1.2)

abline(v=.04,col="black",lty=2,lwd=0.75)

٢ . ٨ ش΄ل

res <- 201

x <- seq(-10,10,len=res)

xx <- seq(0.0001,4,len=res)

g <- 3

col <- c("#FF4E37FF", "#00B500FF", "#008DFFFF")

lambda <- 2

y <- scad(x, lambda) # a=3.7

#### SCAD

require(latex2exp)

par(mfrow=c(2,2))

par(mar = c(bottom=3, 4, top=2, 3))

# lambda=2,beta0=4

matplot(x, y,lwd=1.3, type='l', ylim=c(0,20), main=TeX("SCAD:

$\\beta^{(0)}$=4"), xaxt="n",yaxt="n", cex.main=1.5, lty=1,

las=1, xlab=expression(beta), ylab=TeX("$P_{\\lambda}(\\beta)$"))

axis(1,cex.axis=0.9)

axis(2,cex.axis=0.9)

beta0<-4

LLAapprox<-function(Beta){

scad(beta0,lambda)+dSCAD(beta0,lambda)*(abs(Beta)-beta0)

}

LQAapprox<-function(Beta){

scad(beta0,lambda)+0.5*(dSCAD(beta0,lambda)/beta0)*(Beta^2-beta0^2)

}

lines(x,LQAapprox(x),lty=2,lwd=1.4,col="blue")

lines(x,LLAapprox(x),lty=3,lwd=1.4,col="red")

# lambda=2,beta0=1

par(mar = c(bottom=3, 4, top=2, 3))

matplot(x, y, type='l', ylim=c(0,20), main=TeX("SCAD: $\\beta^{(0)}$=1"),
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cex.main=1.5, xaxt="n",yaxt="n",lty=1,lwd=1.3,las=1,

xlab=expression(beta), ylab=TeX("$P_{\\lambda}(\\beta)$"))

axis(1,cex.axis=0.9)

axis(2,cex.axis=0.9)

beta0<-1

LLAapprox<-function(Beta){

scad(beta0,lambda)+dSCAD(beta0,lambda)*(abs(Beta)-beta0)

}

LQAapprox<-function(Beta){

scad(beta0,lambda)+0.5*(dSCAD(beta0,lambda)/beta0)*(Beta^2-beta0^2)

}

lines(x,LQAapprox(x),lty=2,lwd=1.4,col="blue")

lines(x,LLAapprox(x),lty=3,lwd=1.4,col="red")

########### Lq:q=0.5

# lambda=2,beta0=4

Lq <- function(theta,l){l*abs(theta)^0.5}

dLq <- function(theta,l){(l/2)*theta^(-0.5)}

lambda<-2

yLq <- Lq(x, lambda)

par(mar = c(bottom=3, 4, top=2, 3))

matplot(x, yLq,lwd=1.3, type='l', ylim=c(0,10), main=TeX("L$_{0.5}:

\\beta^{(0)}$=4"), xaxt="n",yaxt="n", cex.main=1.5, lty=1, las=1,

xlab=expression(beta), ylab=TeX("$P_{\\lambda}(\\beta)$"))

axis(1,cex.axis=0.9)

axis(2,cex.axis=0.9)

beta0<-4

LLAapprox<-function(Beta){

Lq(beta0,lambda)+dLq(beta0,lambda)*(abs(Beta)-beta0)

}

LQAapprox<-function(Beta){

Lq(beta0,lambda)+0.5*(dLq(beta0,lambda)/beta0)*(x^2-beta0^2)

}

lines(x,LQAapprox(x),lty=2,lwd=1.4,col="blue")

lines(x,LLAapprox(x),lty=3,lwd=1.4,col="red")
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# lambda=2,beta0=1

par(mar = c(bottom=3, 4, top=2, 3))

matplot(x, yLq,lwd=1.3, type='l', ylim=c(0,10),main=TeX("L$_{0.5}:

\\beta^{(0)}$=1"), xaxt="n",yaxt="n", cex.main=1.5, lty=1, las=1,

xlab=expression(beta), ylab=TeX("$P_{\\lambda}(\\beta)$"))

axis(1,cex.axis=0.9)

axis(2,cex.axis=0.9)

beta0<-1

LLAapprox<-function(Beta){

Lq(beta0,lambda)+dLq(beta0,lambda)*(abs(Beta)-beta0)

}

LQAapprox<-function(Beta){

Lq(beta0,lambda)+0.5*(dLq(beta0,lambda)/beta0)*(x^2-beta0^2)

}

lines(x,LQAapprox(x),lty=2,lwd=1.4,col="blue")

lines(x,LLAapprox(x),lty=3,lwd=1.4,col="red")

٢ . ۴ . ٣ مثال

########### Load R Packages

library(splines)

library(MASS)

library(sn)

library(energy)

##### Three Screening Procedures: RDC-SIS, DC-SIS, SIS

Screening<-function(X=X,Y=Y)

{

p<-dim(X)[2]

n<- length(Y)

s1<- matrix(0,nrow=p,ncol=1)

s2<- matrix(0,nrow=p,ncol=1)

s3<- matrix(0,nrow=p,ncol=1)

Y<- Y-mean(Y)

OLS<- t(X) %*% Y # for ranking based on SIS



رایانه ای برنامه های از گزیده ای ١٣۶

G.y<- c() # Empirical distribution function of Y

for(i in 1:n){

G.y[i]<- sum(Y<=Y[i])

}

for(j in 1:p){

s1[j,] <- (dcor(X[,j],G.y)) # RDC-SIS

s2[j,] <- (dcor(X[,j],Y)) # DC-SIS

s3[j,] <- abs(OLS[j]) # SIS

}

rank1=(p+1)-rank(s1) # RDC-SIS

rank2=(p+1)-rank(s2) # DC-SIS

rank3=(p+1)-rank(s3) # SIS

list(rank.ROSIS=rank1,rank.DCSIS=rank2,rank.SIS=rank3)

}

### Sure Independent Ranking and Screening (SIRS)

SIRS<-function(X=X,Y=Y){

p<- dim(X)[2]

n<- length(Y)

w<- matrix(0, nrow=p, ncol=1)

X<- apply(X,2, function(x)(x-mean(x))/sd(x))

for(k in 1:p){

w.k.j<-NULL

for(j in 1:n){

s<- (t(X[,k])%*%(1*(Y<Y[j]))/n)^2

w.k.j<- c(w.k.j,s)

}

w[k,]<- (n^3*(mean(w.k.j)))/(n*(n-1)*(n-2))

}

list(rank=(p+1)-rank(w))

}

###################################

n<- 200 # number of data points

p<- 1000 # number of covariates

ss<- 500 # number of repetitions
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gg<- 5 #number of important variables

c<- 2 # c=1 or 2

nm<- 4 # number of methodes (RDC-SIS,DC-SIS,SIS,SIRS)

R<- array(0,c(ss,gg,nm))

Sigma1<- diag(p) ## covariance matrix

for (i in 1:p){

for (j in 1:p){

if (i<j) {

Sigma1[i,j]<- (0.5)^abs(i-j)

Sigma1[j,i]<- Sigma1[i,j] }

}

}

### Beginning of the iteration

for( s in 1:ss)

{

set.seed(12345+s)

X<- mvrnorm(n,mu=rep(0,p),Sigma=Sigma1)

beta<- c(1,0.8,0.6,0.4,0.2,rep(0,p-gg))

# error<- rsn(n,0,1,2) # different error distributions

# error<- rt(n,1)

error<- rnorm(n)

Y<- c*X%*%beta+sqrt(6.83)*error

#####

Q<- Screening(X,Y)

ex1b<- SIRS(X,Y)

R[s,,1]<- c(Q$rank.ROSIS[1:gg])

R[s,,2]<- c(Q$rank.DCSIS[1:gg])

R[s,,3]<- c(Q$rank.SIS[1:gg])

R[s,,4]<- c(ex1b$rank[1:gg])

print(s)

}

quantile(apply(R[,,1],1,max),c(0.05,0.25,0.50,0.75,0.95)) # ROSIS

quantile(apply(R[,,2],1,max),c(0.05,0.25,0.50,0.75,0.95)) # DC-SIS
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quantile(apply(R[,,3],1,max),c(0.05,0.25,0.50,0.75,0.95)) # SIS

quantile(apply(R[,,4],1,max),c(0.05,0.25,0.50,0.75,0.95)) # SIRS

###############

h1<- rep(0,nm)

for (i in 1:nm)

{

for(s in 1:ss)

{

if (max(R[s,,i])<=2*floor(n/log(n))){

h1[i]<- h1[i]+1 }

}

}

propertion1<- h1/ss

propertion1 # propotion S

#################

h2<- rep(0,gg)

for(s in 1:ss)

{

for(k in 1:gg){

if ((R[s,k,3])<=2*floor(n/log(n))){

h2[k]<- h2[k]+1}

}

}

propertion2<- h2/ss

propertion2 # propotion P_{3}

١ . ۵ . ۴ مثال

### Load R Packages

library(glmnet)

library(abind)

library(magic)

library(mvtnorm)

library(splines)
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library(nor1mix)

library(MASS)

library(SparseM)

library(quantreg)

library(hqreg)

# First order derivative of SCAD penalty

scad.der<-function (x, lambda)

{

x<- abs(x)

a<- 3.7

u<- (x<=lambda)

penalty.derivative<- lambda*u+(pmax(a*lambda-x,0)/(a-1))*(1-u)

return(penalty.derivative)

}

###### Inputs

n<- 200 # sample size

p<- 15 # number of covariates

p1<- 2 # number of constant effects

p2<- 3 # number of varying effects

s<- p1+p2 # number of nonzero effects

degree<- 3 # degree of spline

K<- floor(n^{1/(2*degree+3)}) # number of internal knots

Sigma<- diag(p) ## covariance matrix

for (i in 1:p){

for (j in 1:p){

Sigma[i,j]<- 0.5^abs(i-j)

}

}

#### simulation

nsimu=500; NV=rep(0,nsimu); NC=rep(0,nsimu)

NVT=rep(0,nsimu);NCT=rep(0,nsimu);CF=rep(0,nsimu)
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for (simu in 1:nsimu)

{

set.seed(1234+simu)

X<- mvrnorm(n,mu=rep(0,p),Sigma=Sigma)

u<- runif(n)

error<- rnorm(n) # normal error

# error<- rt(n,3) # t(3) error

# error<- rnorMix(n,norMix(mu=c(0,0),sigma=c(1,5),w=c(0.9,0.1))) # MN error

Y<- 2*sin(2*pi*u)*X[,1]+8*u*(1-u)*X[,2]+2.5*X[,3]+X[,4]+1.5*X[,5]+error

####### culculate R matrix

q=K+degree+1 # number of B-spline basis functions

grid<- seq(0.01,0.99,length=500) # grid points

evalspline<- function(K){

B<- bs(grid,df=q,intercept=TRUE,degree=degree)

R<- t(B)%*%B/length(grid)

list(R=R)

}

temp<- evalspline(K)

R<- temp$R

######## Z matrix

Zmatrix<- function(xx,y,B,K)

{

n<- nrow(xx);p<- ncol(xx)

z<- c()

for (j in 1:p)

{

Phi<- B*xx[,j]

z<- cbind(z,Phi)

}

Z<- cbind(xx,as.matrix(z))

return(Z)
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}

Z<- Zmatrix(X,Y,B,K)

####### unpenalized quantile estimation as initial estimate

obj0=function(xx,y,B,K)

{

n<- nrow(xx);p<- ncol(xx)

Z<- Zmatrix(xx,y,B,K)

theta<- rq(y~Z-1)$coef

list(theta=theta)

}

object<- obj0(X,Y,B,K)

thetainit<- object$theta # initial estimate

etainit<- thetainit[1:p]

gammainit<- thetainit[(p+1):length(thetainit)]

pgaminit<- rep(0,p)

for (j in 1:p){

gammaj<- gammainit[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]

pgaminit[j]<- sqrt(gammaj%*%R%*%gammaj)

}

####### Find optimal tuning parameters using 5-fold CV

cvfolds<- function(n,folds)

{ split(sample(1:n),rep(1:folds,length=n)) }

x<- X

y<- Y

nK<- 5 # number of folds

folds_ans<- cvfolds(n,nK)

mseld<-c ()

## Possible values of parameters

lambda1s<- seq(lambda1.min,lambda1.max,length=20)

lambda2s<- seq(lambda2.min,lambda2.max,length=20)

for (lambda1 in lambda1s)

{
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for (lambda2 in lambda2s)

{

mse<- rep(0,nK)

for(i in 1:nK)

{

omit<- folds_ans[[i]]

xcv<- x[-omit,];ycv=y[-omit]

xt<- x[omit,];yt=y[omit]

Bcv<- B[-omit,];ucv=u[-omit]

Bt<- B[omit,];ut=u[omit]

zcv<- Z[-omit,];zt=Z[omit,]

thetam<- thetainit

iter<- 1; diff<- 1

while(diff>1e-6 & iter<50){

## Optimal h

e<- Y-Z%*%thetam; sigm<- sqrt(var(e))

rh<- rep(0,100)

for (j in 1:100)

{

h<- as.numeric(0.5*sigm*1.02^(j-1))

fh<- mean((e^2/h^2-1)/h^3*dnorm(e/h))

gh<- mean(e^2*(dnorm(e/h))^2/h^6)

rh[j]<- gh/(fh^2*sigm^2)

}

index<- which.min(rh);hopt=0.5*sigm*1.02^(index-1)

ecv<- ycv-zcv%*%thetam

w<- dnorm(ecv,mean=0,sd=hopt);W=as.vector(w/sum(w))

etam<- thetam[1:p]

gammam<- thetam[(p+1):length(thetam)]

pgam<- rep(0,p)

for (j in 1:p){

gammamj<- gammam[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]

pgam[j]<- sqrt(gammamj%*%R%*%gammamj)
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}

mpw1<- rep(0,p)

mpw2<- rep(0,p)

for(j in 1:p){

mpw1[j]<- scad.der(etam[j],lambda1)/(abs(etam[j])+1e-6)

mpw2[j]<- scad.der(pgam[j],lambda2)/(pgam[j]+1e-6)

}

omega1<- diag(mpw1)

omega2<- matrix(0,nrow=(K+4)*p,ncol=(K+4)*p)

for (j in 1:p){

omega2[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4)),((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]<-mpw2[j]*R

}

Gm<- adiag(omega1,omega2)

thetam0=thetam

thetam<- ginv(t(zcv)%*%diag(W)%*%zcv+n*Gm)%*%t(zcv)%*%diag(W)%*%ycv

diff<- max(abs(thetam-thetam0))

iter<- iter+1

}

mse[i]<- sum(dnorm((yt-zt%*%thetam),mean=0,sd=hopt))

}# for nK

mseld<- c(mseld,mean(mse))

} # for lambda2

} # for lambda1

mldindex<- which.max(mseld) # index of optimal tuning parameters

lambda1opt<- lambda1s[floor((mldindex-1)/length(lambda2s)+1)]

lambda2opt<- lambda2s[(mldindex-1)%%length(lambda2s)+1]

####### estimation by optimal tuning parameters ###############

thetam<- thetainit

lambda1<- lambda1opt

lambda2<- lambda2opt

while(diff>1e-6 & iter<50){
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## Find optimal h

e<- Y-Z%*%thetam; sigm=sqrt(var(e))

rh<- rep(0,100)

for (j in 1:100)

{

h<- as.numeric(0.5*sigm*1.02^(j-1))

fh<- mean((e^2/h^2-1)/h^3*dnorm(e/h))

gh<- mean(e^2*(dnorm(e/h))^2/h^6)

rh[j]<- gh/(fh^2*sigm^2)

}

index<- which.min(rh);hopt=0.5*sigm*1.02^(index-1)

w<- dnorm(e,mean=0,sd=hopt);W=as.vector(w/sum(w))

etam<- thetam[1:p]

gammam<- thetam[(p+1):length(thetam)]

pgam<- rep(0,p)

for (j in 1:p){

gammamj<- gammam[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]

pgam[j]<- sqrt(gammamj%*%R%*%gammamj)

}

mpw1<- rep(0,p)

mpw2<- rep(0,p)

for(j in 1:p){

mpw1[j]<- scad.der(etam[j],lambda1)/(abs(etam[j])+1e-6)

mpw2[j]<-scad.der(pgam[j],lambda2)/(pgam[j]+1e-6)

}

omega1<- diag(mpw1)

omega2<- matrix(0,nrow=(K+4)*p,ncol=(K+4)*p)

for (j in 1:p){

omega2[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4)),((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]<-mpw2[j]*R

}

Gm<- adiag(omega1,omega2)

thtam0<- thetam

thetam<- ginv(t(Z)%*%diag(W)%*%Z+n*Gm)%*%t(Z)%*%diag(W)%*%Y

diff<- max(abs(thetam-thetam0))
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iter<- iter+1

}

etam<- thetam[1:p]

etam[abs(etam)<1e-4]<- 0 # small eta coefficients set to be zero

gammam<- thetam[(p+1):length(thetam)]

for (j in 1:p){ # small gamma coefficients set to be zero

curgammam<-gammam[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]

if(sqrt(sum(curgammam^2))<1e-4)

{gammam[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]<-0}

}

pgam<- rep(0,p)

for (j in 1:p){

gammamj<- gammam[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]

pgam[j]<- sqrt(gammamj%*%R%*%gammamj)

}

############# check the varying and constant effects

allk<-rep(K,p)

for (j in 1:p){

curgammam<-gammam[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]

if(sum(abs(curgammam))<1e-4&abs(etam[j])<1e-4){allk[j]<- -K;next;}

# zero effect

if(sum(abs(curgammam))<1e-4&abs(etam[j])>=1e-4){allk[j]<- -2} else

{allk[j]<-K} # constant effect

}

############################

# NV: number of varying effects

# NC: number of constant effects

NV<- sum(allk>0); NC<- sum(allk==-2)

# NVT: number of varying coefficients that are correctly identified

# NCT: number of constant coefficients that are correctly identified

u=0;v=0
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for (j in 1:p1)

{ if (allk[j]>0) v=v+1 }

for (k in (p1+1):s)

{ if (allk[k]==-2) u=u+1 }

NVT<- v; NCT<- u

# CF: the proportion of correctly fitted models

r=0

{if(sum(allk[1:p1])==p1*K & sum(allk[(p1+1):s])==-(p2)*2 &

sum(allk[(s+1):p])==-(p-s)*K) r=1}

CF[simu]<- r

### RASE

u.new<- runif(200) # new grid points

Beta_t<- matrix(0,200,p) # true coefficients

Beta_t[,1]<- (2*sin(2*pi*u.new))

Beta_t[,2]<- (8*u.new*(1-u.new))

Beta_t[,3]<- rep(2.5,200)

Beta_t[,4]<- rep(1.2,200)

Beta_t[,5]<- rep(1.5,200)

B<- bs(u.new,df=q,intercept=TRUE,degree=degree)

Beta_hat<- matrix(0,nrow=200, ncol=p)

for(j in 1:p){

gammaj<- gammam[((j-1)*(K+4)+1):(j*(K+4))]

Beta_hat[,j]<- etam[j]+B%*%gammaj

}

res<- (Beta_t-Beta_hat)^2

RASE[simu]<- mean(apply(res,1,sum))

cat("result:","number varying:", sum(allk>0)," number constant",sum(allk==-2),

"true number varying:",NNT[simu],"true number constant:",NLT[simu],"CF:",
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Abstract

Semiparametric models are often used in real data analysis for their flexibility and

parsimony. Two well-known examples of semiparametric models are the partially linear

additive model and the partially linear varying coefficient model. Statistical inference of

these models is restricted to a condition that the parametric and nonparametric parts are

known in advance. However, such prior information is usually unavailable, especially

when the number of covariates is large. Therefore, it is of great interest to develop some

efficient methods to distinguish parametric components from nonparametric ones. In this

dissertation, we introduce a two-step procedure, in the context of ultra-high dimensional

additive models, which aims to reduce the size of covariates vector and distinguish linear

and nonlinear effects among nonzero components. Also, we propose a robust method for

simultaneously variable selection and parametric component identification in varying co-

efficient models based on modal regression, which is robust with respect to non-normal

errors and outliers in the response. The performance of the two proposed methods is exam-

ined by simulation studies and real data analysis. Results of numerical studies demonstrate

the superiority in comparison with the existing methods.

Keywords: Dimensionality reduction, Modal regression, Partially linear additive model,

Partially linear varying coefficient model, Structure identification, Sure independence

screening, Variable selection.
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