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آرشͬ محمد دکتر

١٣٩٧ بهمن



:ଘ ଡعا઱خا و ଡصاॸخا ৎقد৤م
ਟی ৒భࡂش ॐماশࢌ ୓ی ୓ سال پاس ଘ ৮درم 

ਟی ا඘ষھاীش ીࣤوری ୓ی ୓ سال پاس ଘ ماభم
඼່اواিش ඼෻ঙاਘی و ીࣤوری پاس ଘ ୀاభم

ز



ণپاس ච໋اری

೸৑࢟ت. ඣ໑ید ا৯درش ඟشࢁ  ଘ و ا॥ت ঻඼້ࢌ ड़وࣿب طاࢼࢾش ଒ ऋل و ସ را ی ೯دا ज़ࢸت
الخالق، یش΄ر لم المخلوق، یش΄ر لم مصداق به

من تا شد سپید مویشان شوم، توانا من تا شدند ناتوان که مادرم، و پدر نثار بی  کران سپاس
و پدرم اگر باشند. راهم روشنگر و وجودم گرمابخش تا سوختند عاشقانه و شوم روسفید

ͬ شد. نم نگاشته هیچ گاه سطرها این نبود، بی دریغش حمایت های
محمدرضا دکتر آقای جناب اساتیدم، نثار خاضعانه ام و خالصانه قدردانͬ و سپاس·زاری
تنهایم هیچ گاه تاکنون بی دریغشان حمایت های با که آرشͬ محمد دکتر آقای جناب و ربیعͬ
گردآوری را ͬ ارشد کارشناس پایان نامه توانستم ایشان، فراوان تلاش و صبر با و نگذاشته اند

نمایم.
همواره که ͬ نمایم م نوروزی راد مینا دکتر خانم تقدیم را خالصانه ام قدردانͬ و سپاس·زاری

بوده اند. راهنمایم و راه گشا ͬ ها سخت در دلسوز، خواهری همانند فراوان، تلاش و صبر با
که باغیشنͬ حسین دکتر شاهسونͬ، داود دکتر نزاکتͬ، احمد دکتر محترم، اساتید از
به را دانسته ها نقالͬ برایم تا نمودند تلاش عاشقانه و صادقانه ͬ ام تحصیل دوران طول در
آمار گروه پرتلاش و دلسوز گروه مدیر از ͬ کنم. م قدردانͬ کنند، تبدیل اندیشه ها نقادی
زحمتشان و راهنمایی ها خدمات، دلیل به ربیعͬ دکتر آقای جناب شاهرود، صنعتͬ دانش·اه

سپاس·زارم.
حضور با که شاهسونͬ داود دکتر و باغیشنͬ حسین دکتر آقای جناب محترم، داور اساتید از

سپاس·زارم. گرفته اند، برعهده را پایان نامه این داوری و تصحیح دل·رمشان
با همواره که خانواده ام مهربان هم·امͬ و همراهͬ و همدلͬ از بارها و بارها دوباره، و
برایم آسایش و آرامش امنیت، سلامت، از سرشار محیطͬ معرفت، و عشق از آکنده قلبی

سپاس گزارم. بی نهایت رساندند یاری اهدافم به رسیدن در مرا و آورده اند فراهم

وانانͬ گودرزی وحید
١٣٩٧ بهمن

ط



نامه تعهد
علوم دانش΄ده آمارریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی وانانͬ گودرزی وحید اینجانب
رگرسیون از استوار نسخه ای عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ
آرشͬ محمد دکتر آقای جناب و ربیعͬ محمدرضا دکتر آقای جناب راهنمایی تحت ، بریج

ͬ شوم: م متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
وانانͬ گودرزی وحید
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ک



چ΄یده
پیش·ویی و تحلیل ارکان مهم ترین از ی΄ͬ مدل پارامترهای برآورد رگرسیونͬ، روش های در
بین وقتͬ که است دوم توان های کمترین برآوردگر روش ها این معمول ترین از ی΄ͬ ͬ باشد. م
رو این از ندارد. را لازم کارایی برآوردگر این دارد، وجود چندگانه همخطͬ تبیینͬ متغیرهای
روش ها این از ی΄ͬ شده اند. پیشنهاد مدل ضرایب برآورد برای انقباضͬ برآوردگرهای از استفاده

است. بریج برآوردگر
عمل΄رد بر ͬ تواند م نیز داده ها مجموعه در ناهم·ون داده  حضور همخطͬ، مش΄ل بر علاوه
باشد. تاثیرگذار هم انقباضͬ روش های عمل΄رد بر بل΄ه دوم، توان های کمترین برآوردگر نه تنها
استوار روش های و شده انجام مطالعاتͬ داده ها مجموعه در ناهم·ون داده  حضور خصوص در
به قادر تبیینͬ متغیرهای بین همخطͬ وجود با برآوردگرها این اما شده اند، پیشنهاد متعددی
داده  حضور بتواند که است نیاز مورد روش هایی رو این از بود. نخواهند مدل خوب برازش

کند. کنترل را تبیینͬ متغیرهای بین بالا همخطͬ و ناهم·ون
ͬ پردازیم م آن مجانبی رفتار مطالعه به استوار بریج برآوردگر معرفͬ بر علاوه پایان نامه، این در
همچنین ͬ کنیم. م معرفͬ بریج برآوردگر محاسبه برای ال·وریتمͬ م΄رر، روش های از استفاده با و
خواهیم استوار لاسو و ریج برآوردگرهای مطالعه به بریج، برآوردگر خاص حالت های به عنوان

ͬ کنیم. م ارائه و بررسͬ نیز فازی حالت در را برآوردگرها این و پرداخت

استوار، بریج رگرسیون استوار، روش های بریج، رگرسیون انقباضͬ، روش های کلیدی: کلمات
فازی. استوار انقباضͬ برآوردگرهای فازی، رگرسیون

م



پایان نامه از مستخرج مقالات فهرست

1. Rabiei, M. R., Arashi, A., Goodarzi, V. and Kouhsar, F. P. (2018), Fuzzy ridge linear re-

gression analysis for fuzzy input output data. Proceeding of Seminar on Fuzzy Statistics

and Probability. 8, 156-164.

،ͺپاس متغیرهای با استوار ریج رگرسیون .(١٣٩٧) م. آرشͬ ر.، م. ربیعͬ و.، گودرزی . ٢
ایران. شاهرود، ایران، آمار کنفرانس چهاردهمین فازی. ضرایب و توضیحͬ

س



مطالب فهرست
ش تصاویر فهرست
ث جداول فهرست
١ مقدمات و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه رگرسیون مدل ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم توان های کمترین برآوردگر ١ . ٣
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه شده برآوردگر و همخطͬ ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بریج برآوردگر ١ . ۴ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج برآوردگر ٢ . ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو برآوردگر ٣ . ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار روش های ۵ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناهم·ون مشاهدات بررسͬ ١ . ۵ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ مدل در استوار برآوردگرهای ۶ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M‐برآوردگرها ١ . ۶ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MM‐برآوردگرها ٢ . ۶ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . مقیاس استوار ͬ مانده های باق بر مبتنͬ برآوردهای ١ . ٧
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S‐برآوردها ١ . ٧ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L‐برآوردها ١ . ٧ . ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار جریمه شده برآوردگرهای ١ . ٨
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی های مجموعه بر مقدمه ای ١ . ٩
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد حساب ١ . ٩ . ١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی عدد دو بین فاصله ١ . ٩ . ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی رگرسیون ١ . ١٠
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی رگرسیون انواع ١ . ١٠ . ١

ف



مطالب فهرست ص
٢۴ . . . . . . . . . . . . . فازی دوم توان های کمترین رگرسیون ١ . ١٠ . ٢
٢۶ . . . . . . . . . . قدرمطلقͬ فاصله پایه بر فازی استوار برآوردگر ١ . ١٠ . ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی جریمه شده برآوردگر ۴ . ١ . ١٠

٣١ استوار ریج برآوردگر ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . استوار ریج رگرسیون برای MM‐برآوردگر ٢ . ٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . م΄رر ال·وریتم و موزون نرمال معادلات ٢ . ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت ها انتخاب ٢ . ٣ . ١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی ۴ . ٢
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدن چربی داده های تحلیل ۵ . ٢
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Vo2 داده های معرفͬ ١ . ۵ . ٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی ریج برآوردگر ۶ . ٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ فازی ریج برآوردگر ١ . ۶ . ٢
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . مدل برازش نی΄ویی شاخص های ٢ . ۶ . ٢
۵٧ . . . . . پˀرتلند سیمان داده های برای فازی ریج رگرسیون تحلیل ٣ . ۶ . ٢
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی استوار ریج برآوردگر ۴ . ۶ . ٢
۵٩ . پˀرتلند سیمان داده های برای فازی استوار ریج رگرسیون تحلیل ۵ . ۶ . ٢

۶١ استوار لاسو برآوردگر ٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LAD-LASSO برآوردگرهای ٣ . ٢
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نظری ͬ های ویژگ ٣ . ٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنظیم کننده پارامتر تعیین ۴ . ٣
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی ۵ . ٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدن چربی داده های تحلیل ۶ . ٣
٨٢ . . . . . . . . . . . . . لاسو جریمه از استفاده با فازی استوار برآوردگر ٣ . ٧
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردی مثال ٣ . ٧ . ١

٨۵ استوار بریج برآوردگر ۴
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار بریج برآوردگر ٢ . ۴
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . استوار ریج برآوردگر مجانبی ͬ های ویژگ ٣ . ۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . MM-Bridge برآوردهای محاسبه ال·وریتم ۴ . ۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LQA ال·وریتم ١ . ۴ . ۴



ق مطالب فهرست
٩٨ . . . مرحله ای ΁ی برآوردگر :(LS) دوم توان های کمترین تقریب ٢ . ۴ . ۴
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی ۵ . ۴
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدن چربی داده های تحلیل ۶ . ۴
١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده و نتیجه گیری ٧ . ۴

١١٧ کدها از ۵ گزیده ای
١١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم فصل به مربوط کدهای ١ . ۵
١١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم فصل به مربوط کدهای ٢ . ۵
١٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم فصل به مربوط کدهای ٣ . ۵

١٣۵ ͽمراج



تصاویر فهرست
راستای در (ب)، و yها محور راستای در (آ)، ناهم·ون مشاهدات نمایش ١ . ١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساختگͬ مثال ΁ی در xها محور
١٢ . . ناهم·ون داده  انواع حضور در دوم توان های کمترین رگرسیونͬ خطوط ١ . ٢

از حاکͬ که ی΄دی·ر برابر در توضیحͬ متغیر ٨ پراکنش نمودار ماتریس ٢ . ١
که زمانͬ ،ρ = ٠٫٩ بالای همخطͬ و مشاهده n = ٢٠٠ برای همخطͬ

٣٧ . . . . . . . . . . .(τ = ٠٫٢ (یعنͬ ͬ شوند م آلوده مشاهدات درصد ٢٠
n = حالت برای ͺپاس متغیر و تبیینͬ متغیرهای بین نافذ نقاط نمایش ٢ . ٢
،ͺپاس متغیر راستای در داده پرت نمایش بالا: τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،٢٠٠
اعداد آن در که تبیینͬ متغیرهای در نافذ نقاط مجموعه پایین:نمایش

٣٨ . . . . . . هستند. xp, . . . ,x١ تبیینͬ متغیرهای نشان دهنده ١,٢, . . . ,٨
۵٣ . . . . . . استوار ریج برای پیش·ویی خطاهای به مربوط جعبه ای نمودار ٢ . ٣
٨١ . . . . . استوار لاسو برای پیش·ویی خطاهای به مربوط جعبه ای نمودار ٣ . ١
١١٣ . . . . . . استوار بریج برای پیش·ویی خطاهای به مربوط جعبه ای نمودار ١ . ۴

ش



جداول فهرست
٣٩ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ١
۴٠ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ٢
۴٠ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ٣
۴١ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ۴ . ٢
۴١ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ۵ . ٢
۴٢ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ۶ . ٢
۴٢ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ٧

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ٨
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢
۴۴ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ٩
۴۵ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ١٠
۴۶ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ١١
۴٧ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ١٢
۴٨ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ١٣

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١۴ . ٢
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢
۵٠ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١۵ . ٢

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١۶ . ٢
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢
۵٣ . . . . . . . . . Vo2 داده های برای استوار ریج برآوردگر به مربوط نتایج ٢ . ١٧
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پˀرتلند سیمان شده فازی داده های ٢ . ١٨

داده مجموعه برای فازی ریج رگرسیون برای مدل ارزیابی شاخص های ٢ . ١٩
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پˀرتلند سیمان
۶٨ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ١
۶٨ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ٢

ث



جداول فهرست خ
۶٩ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ٣

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ۴ . ٣
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠
٧٠ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٣ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ۵ . ٣

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ۶ . ٣
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢

و ρ = ٠٫٣ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ٧
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ٨
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢
٧٣ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ٩

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ١٠
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠
٧۵ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ١١

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ١٢
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠

و ρ = ٠٫٣ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ١٣
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ١۴ . ٣
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢

و ρ = ٠٫٣ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ١۵ . ٣
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج ١۶ . ٣
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢
٨١ . . . . . . . . . Vo2 داده های برای استوار لاسو برآوردگر به مربوط نتایج ٣ . ١٧

داده مجموعه برای فازی لاسو رگرسیون برای مدل ارزیابی شاخص های ٣ . ١٨
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پˀرتلند سیمان
١٠٠ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١ . ۴
١٠٠ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٢ . ۴
١٠١ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٣ . ۴
١٠١ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ۴ . ۴
١٠٢ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ۵ . ۴



ذ جداول فهرست
و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ۶ . ۴

١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢
١٠٣ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٧ . ۴

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٨ . ۴
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢
١٠۵ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ٩ . ۴
١٠۶ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١٠ . ۴
١٠٧ τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١١ . ۴
١٠٨ τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١٢ . ۴
١٠٩ τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١٣ . ۴

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١۴ . ۴
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢

و ρ = ٠٫٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١۵ . ۴
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢

و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج ١۶ . ۴
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢
١١٣ . . . . . . . . Vo22 داده های برای استوار بریج برآوردگر به مربوط نتایج ١٧ . ۴



١ فصل
مقدمات و تعاریف

مقدمه ١ . ١
دیدگاه از و است عاملͬ چند داده های مدل بندی برای آماری روش های از ی΄ͬ رگرسیونͬ تحلیل
تحلیل در موفقیت ͬ کند. م بیان را متغیرها از دسته ای بین ارتباط که است معادله ΁ی مفهومͬ
΁تکنی که ͬ شود م آش΄ار زمانͬ و دارد نیاز علمͬ مسائل و نظری مقوله در تیزبینͬ و درک به
تکنی΄ͬ و فن رگرسیونͬ تحلیل ͬ گیرد. م قرار واقعͬ، جهان اطلاعات و داده ها به کارگیری در

متغیرهاست. بین ارتباط مدل بندی و بررسͬ برای آماری
مطالعات براساس نام گذاری این است، «بازگشت» معنای به لغت در رگرسیون کلمه
پسر قد نمودار گالتون ͬ باشد. م والدین قد متوسط و پسر قد رابطه مورد در [٣٢] گالتون
که رسید نتیجه این به و کرد رسم داده ها از بزرگͬ حجم برای را والدین قد متوسط مقابل در
این و دارند خود از قدتر بلند پسرانͬ قد، کوتاه والدین و قد کوتاه پسرانͬ قد، بلند والدین اغلب
روابط بررسͬ روش های بر رگرسیون نام اساس این بر نامید، میانگین» به «بازگشت را پدیده

شد. ماندگار آماری متغیرهای بین
در دوم توان های کمترین روش و چندگانه خطͬ رگرسیون مدل معرفͬ ضمن فصل، این در
ناهم·ون داده های  جریمه شده، برآوردگرهای همچون مباحثͬ رگرسیونͬ، پارامترهای برآورد
استوار جریمه شده برآوردگرهای کلͬ حالت به سپس و کرده تعریف را استوار برآوردگرهای و
مطالب عمدتا پرداخت. خواهیم فازی رگرسیون از مفاهیمͬ تعریف به نیز آخر در و ͬ پردازیم م



مقدمات و تعاریف ٢
شده اند. آورده [۶] فرخͬ و [١] آرست ،[٣] ربیعͬ ،[۴٨] مارونا از فصل این

چندگانه رگرسیون مدل ١ . ٢
رگرسیونͬ مدل باشد، ,Xpوابسته . . . , X٢, X١ توضیحͬ متغیر p به ͺپاس متغیر اگر کلͬ حالت در

ͬ شود م نوشته زیر به صورت
Y = β٠ + β١X١ + β٢X٢ + · · ·+ βpXp + ϵ (١ . ١)

است. مدل تصادفͬ خطای مؤلفه ϵ و ͺپاس متغیر Y توضیحͬ، متغیر امین j ،Xj آن در که
،βj پارامترهای دارد. نام چندگانه رگرسیون رگرسیونͬ، مدل این در متغیر p وجود دلیل به
از p‐بعدی فضای در صفحه ابر ΁ی مدل این هستند. رگرسیونͬ ضرایب ،j = ٠, ١, . . . , p
،ͺپاس متغیر انتظار مورد تغییرات نشان دهنده βj پارامتر و است Xj رگرسیونͬ متغیرهای
ازای به شوند، نگه داشته ثابت Xz(z ̸= j) دی·ر ͬ مانده باق توضیحͬ متغیرهای همه که زمانͬ
جزئͬ ضرایب را (j = ١,٢, . . . , p) ،βj پارامترهای جهت همین به است. Xj در تغییر واحد ΁ی
شناخته Y و Xp, . . . , X٢, X١ بین واقعͬ تابعͬ ارتباط که آن جایی از ͬ نامند. م نیز رگرسیون
تقریب توضیحͬ، متغیرهای تغییرات دامنه روی چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل نیست، شده

ͬ دهد. م نشان را شده ذکر تابعͬ ارتباط از مناسبی
که β = (β١, . . . , βp)⊤ و xi = (xi١, . . . , xip)⊤ p‐بعدی ستونͬ بردارهای گرفتن درنظر با

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (١ . ١) مدل ،i = ١, . . . , n
yi = x⊤

i β + ϵi, i = ١, . . . , n (١ . ٢)

دوم توان های کمترین برآوردگر ١ . ٣
در {(yi,xi)}ni=١ به صورت (١ . ٢) مدل از (n > p) n حجم به تصادفͬ نمونه ΁ی کنید فرض
ماتریسͬ نماد از استفاده با را (١ . ١) با متناظر مدل ͬ توان م صورت این در است. دسترس

نوشت زیر به صورت
y = Xβ + ϵ (١ . ٣)

iامین با متناظر yi و ͺپاس متغیر شامل مولفه ای n بردار ΁ی y = (y١, . . . , yn)⊤ آن در که
xi ∈ Rp ،n × p طرح ماتریس X = (x١,x٢, . . . ,xn)⊤ iام، مشاهده برای مشاهده شده ͺپاس
دارای X که داریم نیاز است. توضیحͬ متغیر ͹سط jامین در مشاهده iامین با متناظر xij و
داشته خطͬ مستقل ستون p (یعنͬ شود p با برابر X ماتریس رتبه تا باشد ستونͬ کامل رتبه
فرض همچنین شد. خواهد معکوس پذیر X⊤X p‐بعدی ماتریس صورت این در باشیم)،



٣ جریمه شده برآوردگر و همخطͬ
شده حذف مدل از مبدأ از عرض پارامتر صورت این در که شده اند، مرکزی مشاهدات ͬ کنیم م
β = (β١, β٢, . . . , βp)⊤ بنابراین ببینید)، را [۴] رجبلو از آ. ٠ . ١ بخش جزئیات مشاهده (برای
خطای n‐مولفه ای بردار ϵ = (ϵ١, ϵ٢, . . . , ϵn)⊤ و رگرسیونͬ ضرایب شامل p‐بعدی برداری
ریاضͬ امید معنای به E(·) (عبارت E(ϵϵ⊤) = σ٢In و E(ϵ) = ٠ آن در که است تصادفͬ

ͬ باشد). م
دوم توان های مجموع که است برآوردگری (OLS) معمول١ͬ دوم توان های کمترین برآوردگر

ͬ کند م مینیمم را زیر در (RSS) مانده ها٢
RSS(β) =

n∑
i=١

ϵ٢i = ϵ⊤ϵ

= (y −Xβ)⊤(y −Xβ)

(۴ . ١)

ͬ آید م به دست زیر به صورت مدل ضرایب برآوردگر نهایتا و
β̂OLS = argmin

β
[(y −Xβ)⊤(y −Xβ)]

= (X⊤X)−١X⊤y

است زیر به صورت y شده مشاهده مقادیر با ŷ شده برازش مقادیر ارتباط
ŷ = Xβ̂ = Hy

مشاهده مقادیر بردار همچنین و ͬ شود م نامیده هʿت٣ ماتریس H = X(X⊤X)−١X⊤ آن در که
و متقارن ،p × p ماتریسͬ H ماتریس ͬ کند. م تصویر شده برازش مقادیر بردار به را شده

کنید. مراجعه [١] آرست به بیش تر اطلاعات کسب برای است. خودتوان۴

جریمه شده برآوردگر و همخطͬ ۴ . ١
رگرسیونͬ متغیرهای بین ΁نزدی خطͬ وابستگͬ یا چندگانه همخطͬ عدم رگرسیونͬ مدل های در
مدل ضرایب برآورد توانایی ،΁نزدی خطͬ وابستگͬ این وجود است. برخوردار بسزایی اهمیت از
رگرسیونͬ مدل ΁ی تعبیر و به کارگیری که آن جایی از ͬ کند. م مواجه مش΄ل با را رگرسیونͬ
آوردن به دست برای دارد، بستگͬ رگرسیونͬ مدل ضرایب برآوردهای به ضمنͬ بˁه طور چندگانه
خطͬ مستقل و ندارند ی΄دی·ر با قوی وابستگͬ توضیحͬ متغیرهای که فرض این ضرایب، این
وجود توضیحͬ متغیرهای بین خطͬ ارتباط هیچ وقتͬ است. ضروری و لازم بسیار هستند،

گویند. متعامد را متغیرها این باشد، نداشته
1Ordinary least squares
2Residual sum of squares
3Hat matrix
4Idempotent



مقدمات و تعاریف ۴
بعضͬ در و ندارد وجود رگرسیونͬ کاربردهای اکثر در توضیحͬ متغیرهای بودن متعامد
متغیرهای از ی΄ͬ اگر دارند. خطͬ ارتباط ناقص به طور تقریبا توضیحͬ متغیرهای وضعیت ها
کامل۵ همخطͬ گوییم باشد، دی·ر توضیحͬ متغیر چند یا ΁ی از دقیقͬ خطͬ تابع توضیحͬ
توضیحͬ متغیرهای از ی΄ͬ که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ ناقص همخطͬ همچنین افتاده، اتفاق
نتایج مواردی چنین در باشد. دی·ر توضیحͬ متغیر چند یا ΁ی از خطͬ تابعͬ تقریبی به طور
به ناقص و کامل همخطͬ ایجاد چ·ونگͬ از بیشتر اطلاع برای بود. خواهند مبهم رگرسیونͬ

کنید. مراجعه [۵] روزبه
متغیرهای بین در همخطͬ وجود به بردن پی و همخطͬ پیدایش دلایل دانستن بنابراین
ͬ کنیم. م اشاره روش ها این از بعضͬ به زیر در و است ضروری و مهم بسیار امری توضیحͬ،

از: عبارتند همخطͬ پیدایش اولیه منبع چهار
داده ها جمͽ آوری شیوه . ١

جامعه درون یا مدل روی قیدهای . ٢
مدل نوع . ٣

حد از بیش توضیحͬ متغیرهای با مدلͬ . ۴
برای توصیه که صورت بدین است، دوچندانͬ اهمیت دارای چندگانه همخطͬ منبع فهمیدن
برای دارد. بستگͬ همخطͬ مسئله علت به حدودی تا شده نتیجه مدل تعبیر و داده ها تحلیل

کنید. مراجعه [۵١] هم΄اران و میسون به چندگانه همخطͬ مورد در بیش تر اطلاعات
موارد به ͬ توان م ͬ روند، م به کار چندگانه همخطͬ تشخیص برای که روش هایی از همچنین

کرد: اشاره زیر
همبستگ۶ͬ ماتریس ΁مح . ١
(VIF) واریانس٧ تورم عامل . ٢

(CN) شرط٨ͬ عدد . ٣
ͬ پردازیم. م آن ها معرفͬ به مختصرا که

همبستگͬ ماتریس ΁مح
چندگانه، همخطͬ وجود تشخیص برای ساده بسیار معیار ΁ی ب·یرید. درنظر را (١ . ٣) مدل
تقریبا xj و xi توضیحͬ متغیرهای اگر است. X⊤X ماتریس اصلͬ قطر غیر اعضای بررسͬ

بود. خواهد ΁ی ΁نزدی اعضا این قدرمطلق صورت این در باشند، خطͬ وابسته
5Exact collinearity
6Examination correlation matrix
7Variance inflation factor
8Conditional number



۵ جریمه شده برآوردگر و همخطͬ
واریانس تورم عامل

چندانͬ کاربرد S = (X⊤X)−١ ماتریس قطری اعضای چندگانه، همخطͬ آش΄ارسازی برای
بازنویسͬ Sjj = (١ − R٢

j )
−١ به صورت ͬ توان م را (Sjj) S ماتریس قطری عضو jامین ندارند.

ͬ مانده باق توضیحͬ متغیر p − ١ روی بر xj رگرسیون مدل تعیین ضریب R٢
j آن در که کرد

به Sjj و ΁کوچ R٢
j باشد، عمود تقریبا ͬ مانده باق توضیحͬ متغیرهای بر xj اگر است. دی·ر

رگرسیونͬ متغیرهای از بعضͬ به خطͬ وابستگͬ مقداری اگر ͬ که درحال ͬ شود، م ΁نزدی ΁ی
رگرسیون ضریب jامین واریانس چون ͬ شود، م بزرگ Sjj و ΁ی به ΁نزدی R٢

j باشد، داشته
به دلیل β̂j واریانس آن به وسیله که دید عاملͬ عنوان به را Sjj ͬ توان م ،Sjjσ٢ با است برابر

معیار است. یافته افزایش توضیحͬ، متغیرهای بین ΁نزدی وابستگͬ
VIFj = Sjj = (١ −R٢

j )
−١

روی توضیحͬ متغیرهای بین ارتباط از مرکب اثر معیار این ͬ نامند. م واریانس تورم عامل را
معنای به VIF برای بزرگ مقدار ͬ کند. م اندازه گیری مدل جمله هر برای را جمله آن واریانس
تجاوز ١٠ یا ۵ از VIFها از ΁هری اگر پیشین تحقیقات اساس بر متغیرهاست. بین همخطͬ
چندگانه، همخطͬ وجود علت به آمده به دست رگرسیونͬ ضرایب که است این نشان دهنده کند،

فرمایید. مراجعه [۵٠] مارکوارت به بیشتر اطلاعات برای شده اند. برآورد ضعیفͬ به صورت

شرطͬ عدد
استفاده مورد داده ها در چندگانه همخطͬ وسعت انداره گیری برای ͬ توانند م X⊤X ویژه مقادیر
مشاهدات ماتریس در چندگانه همخطͬ وجود کشف برای معیاری شرطͬ عدد گیرند. قرار
به صورت X⊤X ماتریس شرطͬ عدد ͬ شود. م محاسبه X⊤X ویژه مقادیر از استفاده با که است

ͬ شود م تعریف زیر
CN =

λmax
λmin

است. X⊤X iام ویژه مقدار (i = ١, . . . , p) ،λi و λmin = min(λi) و λmax = max(λi) آن در که
شرطͬ عدد اگر است. X⊤X ویژه مقادیر پرآکندگͬ اندازه گیری برای معیاری شرطͬ عدد است.
١٠٠٠ و ١٠٠ بین شرطͬ اعداد بود، نخواهد مش΄ل ساز چندگانه همخطͬ باشد، ١٠٠ از کمتر
بسیار چندگانه همخطͬ از حاکͬ کند تجاوز ١٠٠٠ از اگر و شدید چندگانه همخطͬ نشان دهنده

است. شدید
اگر حالت این در ͬ گیرند. م درنظر را بالا رابطه جذر مقالات، بعضͬ در است ذکر به لازم
شرطͬ عدد این اگر دارد، وجود همخطͬ طرح ماتریس در آن گاه باشد، ١٠ از بزرگتر CN جذر
مش΄ل ساز و جدی بسیار همخطͬ باشد، ١٠٠ از بالاتر اگر و شدید همخطͬ باشد ١٠٠ تا ٣٠ بین

.([١٧] هم΄اران و (بلسلͬ است



مقدمات و تعاریف ۶
چندگانه همخطͬ با برخورد روش های

شده اند. پیشنهاد چندگانه همخطͬ از ناشͬ مش΄لات با برخورد برای نیز متعددی روش های
کمترین از غیر برآورد روش های به کارگیری و اضافͬ داده های جمͽ آوری همانند روش هایی
همخطͬ وجود از ناشͬ مش΄لات با مقابله برای ویژه به طور که روش هایی و دوم توان های

شده اند. طراحͬ توضیحͬ متغیرهای بین در چندگانه
معمول روش  ΁ی است. انقباض٩ͬ روش های همخطͬ، با مقابله رهیافت های از ی΄ͬ
جریمه شده١٠ دوم توان های کمترین رگرسیون از استفاده انقباضͬ، برآوردگرهای به دستیابی
΁ی جریمه شده دوم توان های کمترین رگرسیون جواب حاصل دی·ر به عبارت ͬ باشد. م (PLS)

دستیابی به دنبال PLS رگرسیون مسئله در (١ . ٣) مدل فرض های تحت است. انقباضͬ برآوردگر
ͬ باشد م زیر بهینه سازی مسئله جواب که هستیم، β̂

S برآوردگر به
β̂
S
= arg min

β∈Rp

(
RSS(β) + k

∑
j

P (|βj |)
) (۵ . ١)

پارامتر k و جریمه عبارت ∑j P (|βj |) و ͬ مانده ها باق دوم توان های مجموع RSS(β) آن در که
که ریج١١، انقباضͬ برآوردگر به ͬ توان م انقباضͬ برآوردگرهای انواع از ͬ باشد. م کنترل کننده
و هورل توسط ١٩٧٠ سال در که کرد، اشاره است، بریج١٢ انقباضͬ برآوردگر از خاصͬ حالت
انقباضͬ برآوردگر علامت، عمل·ر از استفاده با نیز [۶٠] تیبشیرانͬ شد. معرفͬ [٣۶] کنارد
برآوردگرهای این معرفͬ به بخش این ادامه در کرد. ارایه بار اولین برای را (LASSO) لاسو١٣

پرداخت. خواهیم انقباضͬ

بریج برآوردگر ١ . ۴ . ١
کلͬ قید از استفاده با را (۴ . ١) رابطه در ͬ مانده باق دوم توان های مجموع [٣٠] فریدمن و فرانک
نمودند. ارائه بریج رگرسیون عنوان به را آن و گرفتند نظر در γ ≥ ٠ ازای به ،∑p

j=١ |βj |γ ≤ t∑
j P (|βj |) =

∑p
j=١ |βj |γ به صورت را جریمه عبارت شد، گفته (۵ . ١) در آنچه طبق بنابراین

داریم و گرفته نظر در
β̂Bridge = arg min

β∈Rp

(
RSS(β) + k

p∑
j=١

|βj |γ
) (۶ . ١)

را ضرایب به تحمیل شده انقباض میزان و بوده تنظیم کننده١۴ پارامترهای k, γ, t ≥ ٠ آن در که
،γ = ٢ اگر شد. خواهد برآوردگر کارایی افزایش به منجر γ بهینه ی انتخاب ͬ کنند. م کنترل

9Shrinkage method
10Penalized least square
11Ridge
12Bridge
13Least absolute shrinkage and selection operator
14Tunning parameters



٧ جریمه شده برآوردگر و همخطͬ
(بخش لاسو رگرسیون به آن گاه γ = ١ اگر و (٢ . ۴ . ١ (بخش ریج رگرسیون به تبدیل فوق مسئله
γ ∈ (١,٢) ازای به ͬ شود م مشخص بریج، برآوردگر ساختار به توجه با ͬ شود. م تبدیل (٣ . ۴ . ١
پل برآوردگر دو این بین نوعͬ به و ͬ کند م رفتار ریج و لاسو برآوردگرهای بین برآوردگر این
ازای (به کلͬ حالت در بریج برآوردگر نهادند. بریج برآوردگر را آن نام رو این از ͬ کند، م برقرار
پیشنهاد را آن فقط [٣٠] فریدمن و فرانک ͽواق در و نیست بسته ای صورت دارای (γ ≥ ٠
را رافسون١۵ نیوتون‐ ال·وریتم و نمود حل γ ≥ ١ برای را مساله این [٣١] فو نهایت در دادند.
برای پیش برنده١۶ ال·وریتمͬ همچنین و کرد ارایه است، γ > ١ که زمانͬ بریج برآوردگر برای

داد. پیشنهاد لاسو

باید است، γ ≥ ١ که زمانͬ بریج انقباضͬ برآوردگر محاسبه برای بریج. برآوردگر محاسبه
کنیم حل را زیر بهینه سازی مسئله

β̂Bridge = arg min
β∈Rp

(
(Y −Xβ)⊤(Y −Xβ) + k

p∑
j=١

|βj |γ
)
, k ≥ ٠ (١ . ٧)

قرار صفر با برابر و گرفته مشتق β به نسبت (١ . ٧) معادله از مینیمم یافتن برای بنابراین
که آن جایی از و نیست موجود (١ . ٧) معادله برای بسته ای صورت که دلیل این به ͬ دهیم. م
نسبت را (١ . ٧) جزیی مشتقات نیست، مشتق پذیر βj = ٠ در ∑p

j=١ |βj |γ تابع ١ ≤ γ < ٢ برای
[٣١] فو و [١] آرست به بیشتر اطلاعات برای ͬ نماییم. م محاسبه j = ١, . . . , p برای βj ̸= ٠ به

کنید. مراجعه

داد ارائه زیر قضیه قالب در را بریج برآوردگر واریانس [٣١] فو بریج. برآوردگر واریانس
بریج برآوردگر واریانس ،(۶ . ١) معادله و (١ . ١) مدل مفروضات تحت .([٣١] (فو ١ . ۴ . ١ قضیه

است زیر به صورت γ > ١ برای
Var(β̂Bridge) = σ٢(X⊤X+ kD∗(β̂)|y٠

)−١
X⊤X

(
X⊤X+ kD∗(β̂)|y٠

)−١

است. نمونه فضای در ثابت نقطه ای y٠ و D∗(β̂) = diag
(γ(γ−١)٢ |β̂j |γ−٢) آن در که

کنید. مراجعه [٣١] فو و [٢] آرست به اثبات برای برهان.

انتخاب ،[٣٠] فریدمن و فرانک استدلال بنابر .k کنترل پارامتر و γ انقباضͬ پارامتر
انتخاب برای بنابراین ͬ شود. م پیش·ویی در دقت افزایش باعث γ انقباضͬ پارامتر بهینه
(GCV) تعمیم یافته١٧ متقابل اعتبارسنجͬ آماره از k تنظیم کننده و γ انقباضͬ پارامترهای بهینه

15Newton-Raphson algorithm
16Shooting algorithm
17Generalized cross-validation



مقدمات و تعاریف ٨
و k ≥ ٠ برای شد. ارائه [۶٠] تیبشیرانͬ و [٢٢] وهبا و کراون توسط که ͬ کنیم، م استفاده

ͬ شود م تعریف زیر به صورت معیار این ،γ ≥ ١
GCV =

١
n

n∑
i=١

(
ei,k

١ − p(k)
n

)٢ (١ . ٨)

γ = ١ ازای به آن در که
p(k) = tr

(
X(X⊤X+ kΩ−)−١X⊤)− n٠

γ مقادیر سایر برای و
p(k) = tr

(
X(X⊤X+ kΩ−١−(١X⊤)

این بر علاوه است. Ω ماتریس تعمیم یافته معکوس Ω− و صفر با برابر β̂jهای تعداد n٠ که
آماره که ͬ شوند م انتخاب چنان k و γ پارامترهای .ei,k = yi − ŷBridge

i و Ω = diag
(γ
٢ |β̂j |γ−٢)

کند. اختیار را خود مقدار کمترین GCV

ریج برآوردگر ٢ . ۴ . ١
و هورل توسط که است ریج رگرسیون همخطͬ، مش΄ل با مقابله روش های موثرترین از ی΄ͬ
کنیم، p∑مینیمم

j=١ β٢
j ≤ t قید به نسبت را RSS ،(۵ . ١) رابطه در اگر شد. معرفͬ [٣۶] کنارد

این افزودن دارد. بستگͬ k کنترل کننده پارامتر به ریج برآوردگر ͬ آید. م به دست ریج برآوردگر
ͬ شود م آن وضعیت بهبود باعث زیر صورت به X⊤X ماتریس به پارامتر

β̂Ridge = argmin
β

(
RSS + k

p∑
j=١

β٢
j

)
= (X⊤X+ kIp)

−١X⊤Y

= (k(X⊤X)−١ + Ip)
−١β̂OLS

= T(k)β̂OLS

(١ . ٩)

انقباض میزان و بوده تنظیم کننده پارامترهای k, t ≥ ٠ و T(k) = (k(X⊤X)−١+Ip)
−١ آن در که

دوم توان های کم ترین برآوردگر از خطͬ تبدیل ΁ی ریج برآوردگر ͬ کنند. م کنترل را ضرایب
از است عبارت β̂Ridge برآوردگر ریاضͬ امید است.

E(β̂Ridge) = E((X⊤X+ kIp)
−١X⊤Y) = (X⊤X+ kIp)

−١X⊤Xβ

ماتریس همچنین است. β برای اریب برآوردگری β̂Ridge برآوردگر گفت ͬ توان م بنابراین
ͬ شود م محاسبه زیر به صورت ریج برآوردگر کوواریانس

Cov(β̂Ridge) = σ٢(X⊤X+ kI)−١X⊤X(X⊤X+ kI)−١

از دی·ری خاص حالت که پرداخت خواهیم لاسو برآوردگر معرفͬ به فصل این بعدی بخش در
است. بریج برآوردگر



٩ استوار روش های

لاسو برآوردگر ٣ . ۴ . ١
جنس از مینیمم کننده و منقبض کننده انتخاب کننده، عمل·ر مخفف لاسو آماری، دیدگاه از
بهینه سازی مسئله حل از و است OLS برآوردگر جریمه شده نوع لاسو برآوردگر است. قدرمطلق

ͬ آید م به دست زیر

β̂LASSO = min
β∈Rp

(
RSS

)
s.t.

p∑
j=١

|βj | ≤ t (١ . ١٠)

داشت، نخواهد وجود مدل در متغیری آن گاه ،t = ٠ اگر است. ثابت مقدار ΁ی t > ٠ آن در که
برآوردگر ΁ی β̂

∗
= (β̂∗١ , . . . , β̂∗p)⊤ کنید فرض بود. خواهد کامل مدل ،t = ∞ اگر ͬ که درحال

،t > ∑p
j=١ |β̂∗j | اگر ͬ گیرند. م درنظر β̂OLS را برآوردگر این معمولا که است β برای اولیه

مسئله ،٠ < t <
∑p

j=١ |β̂OLS
j | انتخاب با ͬ دهد. م نتیجه را OLS برآوردگر لاسو روش آن گاه

با است معادل (١ . ١٠) بهینه سازی

β̂LASSO = arg min
β∈Rp

(
RSS + k

p∑
j=١

|βj |
)

برآوردگر در را صفر) پارامترهای (تعداد تنکͬ ͹سط و است تنظیم کننده پارامتر k آن در که
،λ→ ∞ وقتͬ و ͬ کند م میل OLS برآوردگر به لاسو برآوردگر λ→ ٠ وقتͬ ͬ کند. م کنترل لاسو
برده به کار بزرگتری جریمه هرچه دی·ر، به عبارت ͬ کند. م میل صفر سمت به لاسو برآوردگر
یا رفتار t و λ حقیقت در ͬ شوند. م منقبض صفر به سمت ضرایب از بیشتری تعداد شود،
مدل از را اضافͬ متغیرهای ͬ تواند م لاسو برآوردگر این رو از دارند. ی΄دی·ر با معکوس رابطه ای
را ضرایب هم و ͬ دهد م انجام متغیر انتخاب هم هم زمان لاسو، برآوردگر ͽواق در نماید. حذف
لاسو برآوردگر برای صریحͬ جواب قدرمطلق، جریمه تابع به دلیل همچنین ͬ کند. م منقبض
بود. آورده به دست دوم درجه برنامه ریزی طریق از را برآوردگر این [۶٠] تیبشیرانͬ ندارد. وجود

استوار روش های ۵ . ١
آن به قبلͬ بخش در که متغیرها بین همخطͬ مش΄ل بر علاوه جمͽ آوری شده، داده های
مشاهداتͬ یعنͬ باشند، ناهم·ون١٨ مشاهده چند یا ΁ی شامل است مم΄ن شد، پرداخته
شده اند. خارج داده ها کلͬ طرح از بعضا یا شده اند جدا داده ها اکثر١٩ یا بیشتر از به خوبی که
برازش یا نمونه ای همبستگͬ و کوواریانس واریانس، میانگین، همانند ΁کلاسی برآوردگرهای
به شدت ناهم·ون مشاهدات به وسیله ͬ توانند م رگرسیونͬ، مدل ΁ی برای دوم توان های کمترین

18Atypical
19Bulk



مقدمات و تعاریف ١٠
به قادر اغلب موارد این در باشد. موجود ناهم·ون مشاهده ΁ی اگر حتͬ گیرند، قرار تاثیر تحت
پارامتر برآوردگرهای مش΄ل، این حل برای بود. نخواهیم داده حجم به خوبی برازش های ارائه
ͬ که زمان خوبی به برازشͬ داده در ناهم·ون مشاهدات حضور در که دارند وجود استواری٢٠

ͬ کنند. م ارائه داده حجم برای ندارد، وجود داده در ناهم·ون مشاهده

ناهم·ون مشاهدات بررسͬ ١ . ۵ . ١
قرارگیری وضعیت ͬ گیرند، م ی΄سانͬ وزن خط معادله تعیین در داده نقاط همه اینکه به توجه با
تحت شدیدا خط این شیب و ͬ کند م ایفا را مهمͬ نقش دوم توان های کمترین برازش در داده ها
برازش در خط شیب ب·یرید، درنظر را ١ . ١ ش΄ل مثال برای است. ناهم·ون داده های تاثیر
حذف همچنین است. وابسته (ب) و (آ) نقطه دو از ی΄ͬ به زیادی حد تا دوم توان های کمترین

ͬ دهد. م به دست شیب از را متفاوتͬ کاملا برآورد داده ها مجموعه از داده دو این

΁ی در xها محور راستای در (ب)، و yها محور راستای در (آ)، ناهم·ون مشاهدات نمایش :١ . ١ ش΄ل
ساختگͬ مثال

قبیل از داریم، پارامترها برآورد برای اصلاحͬ روش هایی انجام به نیاز مواردی چنین در
استفاده با پارامترها برآورد یا ناهم·ون مشاهدات حذف ام΄ان صورت در یا بیشتر تحلیل
حضور در بیشتری استواری از دوم توان های کمترین روش با قیاس در که روش هایی از
مشاهده ١ . ١ ش΄ل از که همان طور برخوردارند. داده ها مجموعه در ناهم·ون مشاهدات

ͬ شوند. م تقسیم نافذ٢٢ نقاط و دورافتاده٢١ داده  های به ناهم·ون مشاهدات ͬ شود، م
20Robust
21Outliars
22Leverage Points



١١ استوار روش های
دورافتاده داده های

توجهͬ قابل به طور قدرمطلق نظر از که است مانده ای مانده ها، بین در داده دورافتاده ΁ی
معیار انحراف برابر چهار یا سه از بیشتر فاصله به است مم΄ن حتͬ باشد. بقیه از بزرگتر
بررسͬ تحت باید و نیست داده ها بقیه از جدا داده دورافتاده ΁ی گیرد. قرار داده ها میانگین

شود. معلوم آن وجودی علت تا گیرد قرار دقیق
همیشه دورافتاده داده های حذف شده اند. پیشنهاد دورافتاده داده های حذف برای قواعدی
آن بیان به قادر دی·ر نقاط که هستند اطلاعاتͬ حاوی داده ها این گاهͬ نیست، معقولͬ روش
شد. خواهد مجدد بررسͬ به منجر آن ها حذف و بوده غیرمعمول عوامل از ناشͬ زیرا نیستند،
در احتمالا که گذاشت کنار ͬ توان م زمانͬ تنها را دورافتاده داده های کلͬ، قاعده ΁ی عنوان به
را آن ها باید صورت این غیر در شده اند ایجاد وسایل، تنظیم یا مشاهدات ثبت در خطا نتیجه

کرد. بررسͬ دقت به

نافذ نقطه
نسبت ملاحظه ای قابل تفاوت از (توضیحͬ) تبیینͬ متغیرهای از ی΄ͬ راستای در که داده ای
ضرایب برآوردهای در نافذ نقاط ͬ نامند. م نافذ نقطه ΁ی را است برخوردار داده نقاط دی·ر به
نامطلوبی اثر و ͬ کنند نم طبعیت داده ها بقیه از نقاط این زیرا دارند، نامناسبی اثر رگرسیونͬ

ͬ گذارند. م مدل در
رگرسیونͬ خط روی بر (٢ (مشاهده ناهم·ون داده اثرات (ب) و (آ) تصاویر در ١ . ٢ ش΄ل در
اثرات (د) و (ج) تصاویر در همچنین است. داده شده نمایش دوم توان های کمترین روش
شده داده نمایش دوم توان های کمترین رگرسیونͬ خط روی بر بد نافذ نقطه و خوب نافذ نقطه
نافذ نقطه را ندارد چندانͬ تاثیر شده برازش خط بر که نافذی نقطه (ج) تصویر با مطابق است.
به سزایی تاثیر ضرایب برآورد روند در که نافذی نقطه (د)، تصویر با مطابق همچنین و خوب٢٣

ͬ نامیم. م بد نافذ نقطه را دارد
بدین لزوماً ولͬ نیست، خوب ͽواق به ͬ کند م تولید بزرگ ناهم·ون داده ΁ی که مشاهده ای
داده ها از مجموعه ای هر در باشد. مؤثر انتخابی مدل برازش در مشاهده این که نیست معنͬ
نقاط حضور است، وابسته مشاهدات از اندکͬ تعداد به قویا پارامتر چند یا ΁ی برآورد آن در که
آیا ببینیم که است این مش΄لات این بر آمدن فائق راه ΁ی ͬ آورد. م پدید جدی مش΄لاتͬ نافذ
خیر. یا دارد چندانͬ اثر آن از حاصل نتایج و مدل برازش در ناهم·ون مشاهده دو یا ΁ی حذف
کارآمدتر روش اما است. احتیاج بیشتری داده های به و ضعیف اند نتایج دارد، زیادی اثر اگر
هستند. استوار داده ها این به نسبت که کنیم استفاده دی·ری برآورد روش های از که است این
آن تعریف که کرد اشاره فروریزش٢۴ نقطه به ͬ توان م استواری اندازه گیری مهم معیارهای از

23Good leverage point
24Breakdown point



مقدمات و تعاریف ١٢

راستای در ناهم·ون داده (ب)
y محور

قوی خطͬ رابطه با داده ها (آ)
بای΄دی·ر

از ناهم·ون داده  با داده ای (د)
x محور راستای در متفاوت نوع

ͬ شود. م جای·زین

داده  ΁ی با داده ΁ی (ج)
x محور راستای در ناهم·ون

ͬ شود. م جای·زین
ناهم·ون داده  انواع حضور در دوم توان های کمترین رگرسیونͬ خطوط :١ . ٢ ش΄ل



١٣ خطͬ مدل در استوار برآوردگرهای
ͬ آید. م زیر در

را داده نقطه n از تصادفͬ نمونه ΁ی .(([۵۵] لروی و (راسو فروریزش (نقطه ١ . ۵ . ١ تعریف
ͬ گیریم م درنظر زیر به صورت

Z = {(x١١, . . . , x١p, y١), . . . , (xn١, . . . , xnp, yn)}

برای T بردن به کار که معنͬ این به باشد. رگرسیونͬ برآوردگر ΁ی T کنید فرض همچنین
نمونه های همه کنید فرض اکنون ͬ دهد. م به دست رگرسیونͬ ضرایب از بردار ΁ی Z نمونه
ͬ آید م به دست دلخواه، نقاط با اصلͬ داده نقاط از mتا هر کردن جای·زین به وسیله که Z ′ آلوده
کنیم فرض باشیم). داشته داده ها مجموعه در بد خیلͬ ناهم·ون داده های ͬ دهد م اجازه (این
کنیم، تعریف bias(m;T,Z) را شود ایجاد آلودگͬ چنین به وسیله ͬ تواند م که اریبی بیش ترین

صورت این در
bias(m;T,Z) = sup

Z′
||T (Z ′)− T (Z)|| (١ . ١١)

باشد، نامتناهͬ bias(m;T,Z) اگر است. Z ′ مم΄ن مجموعه های همه روی سوپریمم آن در که
بتوان که به طوری باشد، داشته T روی زیادی تاثیر ͬ تواند م ناهم·ون داده m که معنͬ این به
(متناهͬ) نمونه برای T برآوردگر فروریزش نقطه رو، این از فروریخت. به نوعͬ برآوردگر گفت

ͬ شود م تعریف زیر به صورت Z
ε∗n(T,Z) = min

{m
n
است; نامتناهͬ bias(m;T,Z)

} (١ . ١٢)
با مقادیری T برآوردگر شود باعث ͬ تواند م که است آلودگͬ از کسری کمترین دی·ر، به عبارت

ͬ شود. نم احتمالͬ توزیع هیچ شامل تعریف این که کنید توجه ب·یرد. T (Z) از زیاد فاصله
نقطه لذا شود، فروریزش سبب ͬ تواند م هم ناهم·ون مشاهده ΁ی حتͬ OLS روش در

با است برابر OLS روش در فروریزش
ϵ∗(T,L) =

١
n

فروریزش نقطه دارای OLS روش دی·ر عبارت به است، صفر برابر زیاد حجم با نمونه های در که
است حساس بسیار داده مجموعه در ناهم·ون داده ΁ی حتͬ حضور مقابل در یعنͬ است، ٠٪

ͬ دهد. نم ارائه اعتمادی قابل نتایج و

خطͬ مدل در استوار برآوردگرهای ۶ . ١
برای زیادی راه های آن هاست. حذف و شناسایی ناهم·ون، داده های کنترل برای ساده راه ΁ی
بهتر کاری هیچ ندادن انجام از اگرچه آن ها حذف اما دارند، وجود ناهم·ون داده های شناسایی
به صورت مش΄لات این از چندی آورد. خواهد به وجود را زیادی مش΄لات حال عین در است،

شده اند. مطرح زیر پرسش های



مقدمات و تعاریف ١۴
ͽموق چه دارد، نیاز فردی تصمیمات به کردن حذف است؟ موجه کردن حذف ͽموق چه •

شود؟ حذف دورافتاده” کافͬ حد ”به مشاهده ΁ی
و است» مشاهده ΁ی مشاهده، ΁ی» که کند فکر این به است مم΄ن محقق یا کاربر •

باشد. نداشته آن ها کردن حذف درمورد خوش آیندی احساس
وجود مشاهده ΁ی ناهم·ونͬ مورد در اطمینان عدم مقداری کلͬ حالت در که آن جا از •
دست کم نتیجه ͬ تواند م که ͬ آید م به وجود خوب مشاهدات کردن حذف خطای دارد،

باشد. داده ها تغییرپذیری گرفتن
بنابراین ͬ رسد. نم به نظر منطقͬ خیلͬ ناهم·ون داده های حذف شده، مطرح سوالات بنابر
این از برخͬ معرفͬ به ادامه در هستیم. ناهم·ون داده های با مقابله برای راه هایی به دنبال

پرداخت. خواهیم داده مجموعه در ناهم·ون داده های حضور به نسبت استوار روش های

M‐برآوردگرها ١ . ۶ . ١
کارایی هم زمان که هستند (MLE) درستنمایی٢۵ ماکسیمم برآوردگرهای نوع از برآوردگرها این
(١ . ٢) مدل داد. خواهند افزایش را داده مجموعه در ناهم·ون داده  حضور به نسبت استواری و

باشند زیر چ·الͬ دارای ϵiها و معین X ماتریس آن در که ب·یرید، درنظر را
١
σ
f٠
( ϵ
σ

)
هم توزیع ولͬ هستند مستقل yiها (١ . ٢) خطͬ مدل برای است. مقیاس پارامتر σ آن در که

ͬ باشند م زیر چ·الͬ دارای و نیستند
١
σ
f٠
(y − x⊤

i β

σ

)
است زیر به صورت σ مقدار بودن معلوم فرض با β برای درستنمایی تابع و

L(β) =
١
σn

n∏
i=١

f٠
(yi − x⊤

i β

σ

)
ازای به که است β̂ یافتن معادل L(β) کردن ماکسیمم به وسیله درستنمایی ماکسیمم برآورد

تابع β = β̂

ln(β) =
١
n

n∑
i=١

ρ٠
(
ri(β)

σ

)
+ log σ (١ . ١٣)

و σ بودن معلوم فرض با اکنون .ri(β) = yi − x⊤
i β و ρ = − log f٠ آن در که شود، مینیمم

داریم را زیر نرمال معادلات مینیمم، آوردن به دست برای β به نسبت مشتق گیری
n∑
i=١

ψ٠
(
ri(β̂)

σ

)
xi = 0 (١۴ . ١)

25Maximum likelihood estimators



١۵ خطͬ مدل در استوار برآوردگرهای
کمترین برآوردگر β̂ آن گاه باشد، استاندارد نرمال چ·الͬ f٠ اگر .ψ٠ = ρ′٠ = −f ′٠/f٠ آن در که
زیر به صورت (١ . ١٣) رابطه آن گاه باشد دوگانه نمایی چ·الͬ f٠ اگر و بود خواهد دوم توان های

ͬ آید م به دست

ln(β) =

n∑
i=١

|ri(β)| (١۵ . ١)

قابل است. میانه با هم ارز رگرسیون که ͬ نامیم م L١ برآورد را ،β̂ آن، از آمده به دست β برآورد و
گرفته قرار مطالعه مورد دوم توان های کمترین برآوردگر از قبل برآوردگر این که است توجه
زیر به صورت نرمال معادلات ،(١۵ . ١) رابطه از مشتق گیری با .([١٩] بوس΄وویچ (توسط است

است
n∑
i=١

sgn(ri(β̂))xi = 0 (١۶ . ١)

ͬ مانده ها باق باشد، نیز مبدا از عرض عبارت شامل مدل اگر است. علامت تابع ”sgn” آن در که
کل در L١ برآورد ،LS برآورد برخلاف که باشید داشته توجه بود. خواهند صفر میانه دارای
(بارودال دارند وجود آن محاسبه برای سریعͬ ال·وریتم های اما نیست بسته ای صورت دارای
و نباشد ی΄تا آمده به دست β̂ است مم΄ن بنابراین .([۵۴] کوینکر و پورتنوی و [١۵] رابرت و

.([١٨] استی·ر و (بلومفیلد هستند صفر ͬ مانده باق p حداقل که است ویژگͬ این دارای
ͬ گیریم م درنظر شود، مینیمم زیر معادله وقتͬ β̂ جواب به عنوان را M‐برآوردگر رگرسیون

ln(β) =
n∑
i=١

ρ

(
ri(β)

σ̂

)
(١ . ١٧)

زیر نرمال معادلات ،(١ . ١٧) عبارت از مشتق گیری با خطاهاست. مقیاسͬ برآورد σ̂ آن در که
داریم را

n∑
i=١

ψ

(
ri(β̂)

σ̂

)
xi = 0 (١ . ١٨)

پایان نامه  این در نیست. MLE ΁ی برآوردکننده معادله لزوماً (١ . ١٨) معادله .ψ = ρ′ آن در که
که شد خواهد فرض بعد به این از همچنین باشد. آمده به دست قبل از σ̂ که ͬ شود م فرض
نیز بخش این در ͬ شود. م اشاره آن ها به زیر در که باشند ψ‐تابع و ρ‐تابع ترتیب به ψ و ρ

ͬ شود. م فرض پررتبه X ماتریس
که به طوری ͬ شود م تعریف ρ تابع ΁ی توسط ρ‐تابع ΁ی (ρ‐تابع). ١ . ۶ . ١ تعریف

است. |x| از نانزولͬ تابعͬ ρ(x) R1

.ρ(٠) = ٠ R2



مقدمات و تعاریف ١۶
.ρ(x) < ρ(∞) که به طوری است، صعودی x > ٠ برای ρ(x) R3

.ρ(∞) = ١ آن گاه باشد، کراندار ρ اگر R4

و است ρ‐تابع مشتق که است ψ از تابعͬ معرف ψ‐تابع ΁ی (ψ‐تابع). ٢ . ۶ . ١ تعریف
کند صدق زیر شرایط در به خصوص

است. فرد تابعͬ ψ P1

.ψ(x) ≥ ٠ ،x ≥ ٠ برای P2

شود. رجوع [۴٨] مارونا به بیشتر اطلاعات برای

MM‐برآوردگرها ٢ . ۶ . ١
دورافتاده (داده های ناهم·ون داده های به نسبت مقاوم برآوردگری ،MMͬرگرسیون برآورد روش
فرض تحت که ͬ دهد م به دست را توضیحͬ) متغیرهای در نافذ نقاط هم چنین و ͺپاس متغیر در
نقطه تعیین برای ،ρ١ و ρ٠ مختلف، ρ تابع دو بر مبتنͬ MM روش هستند. کارا بودن نرمال

باشند زیر ͬ های ویژگ دارای و کراندار باید توابع این است. کارایی و فروریزش
.ρ(٠) = ٠ (i) : A1

.ρ(−x) = ρ(x) (ii)
است. پیوسته ρ(x) (iii)
.sup ρ(x) = a <∞ (iv)

.ρ(x) ≤ ρ(y) آن گاه ٠ ≤ x ≤ y اگر (v)
.ρ(x) < ρ(y) آن گاه ،٠ ≤ x < y و ρ(x) < a اگر (vi)

.sup ρ١(x) = sup ρ٠(x) = a و ρ١(x) ≤ ρ٠(x) : A2
پارامتر بردار برای ،β̂s اولیه، برآوردگر ΁ی با ابتدا MM رگرسیونͬ برآوردگر آوردن به دست برای
ندارد لزومͬ اما باشد، استوار بالایی فروریزش نقطه با باید اولیه برآوردگر این ͬ کنیم. م شروع β

را i = ١,٢, . . . , n برای ،ri(β̂s) = yi − x⊤
i β̂s اولیه ͬ مانده های باق β̂s از استفاده با باشد. کارا

حل با ،ri(β̂s) اولیه ͬ مانده های باق برای را σ̂s مقیاس M‐برآوردگر سپس ͬ کنیم. م محاسبه
ͬ کنیم م پیدا مقیاس، پارامتر برای زیر M‐برآورد معادله

١
n

n∑
i=١

ρ٠
(
ri(β̂s)

σ

)
= ٠/۵ (١ . ١٩)



١٧ مقیاس استوار ͬ مانده های باق بر مبتنͬ برآوردهای
مطلق مینیمم ،β پارامتر بردار برای (β̂MM) MM‐برآوردگر آوردن به دست  برای نهایت در و

ͬ کنیم م پیدا را زیر عبارت
ln(β) =

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

) (١ . ٢٠)

برآوردگر آن گاه باشد، ψ١(t) = ρ′١(t) اول مشتق دارای ρ١ اگر است. ri(β) = yi−x⊤
i β آن در که

بود خواهد زیر برآوردکننده معادله از جوابی هر ،β از β̂MM MM رگرسیونͬ
n∑
i=١

ψ١
(ri(β)

σ̂s

)
xi = 0 (١ . ٢١)

کند صدق زیر نامساوی در که
ln(β̂MM) ≤ ln(β̂s) (١ . ٢٢)

مارونا ،[۶۵] یوهای است. مهم بسیار بالا فروریزش نقطه و کارایی داشتن برای ρ تابع انتخاب
کردند استفاده زیر باضابطه مربعͬ دو ρ‐تابع از [۴٧] مارونا و [۴٨] هم΄اران و

ρ(r) = min{١, ١ − (١ − r٣(٢}, r ∈ R (١ . ٢٣)
اینکه برای است ذکر به لازم .ρ١(r) = ρ(r/c١) و ρ٠(r) = ρ(r/c٠) ͬ کنیم م تعریف بنابراین و
کرد. خواهیم استفاده تابع همین از ما نیز پایان نامه این در شود. انتخاب c٠ ≤ c١ باید ρ١ ≤ ρ٠
هم΄اران و مارونا ،[۶۵] یوهای به MM رگرسیون روش از بیش تر ͬ های ویژگ و جزئیات برای

فرمایید. مراجعه [۴٩] یوهای و مارونا و [۴٨]

مقیاس استوار ͬ مانده های باق بر مبتنͬ برآوردهای ١ . ٧
بستگͬ اولیه مقیاس به که ͬ کنیم م معرفͬ را رگرسیونͬ برآوردهای از خانواده ای بخش این در
به خصوصͬ اعضای هستند. مفید MM‐برآورد برای اولیه برآوردگر به عنوان رو این از و ندارد
مقیاس اولیه برآورد تعریف برای خوبی متناظر ͬ مانده های باق و β̂s اولیه برآورد خانواده، این از

ͬ دهند. م به دست MM‐برآورد روش در σ̂s
ͬ مانده های باق بردار بر مبتنͬ مقیاسͬ هم وردای استوار مقیاس برآورد ΁ی σ̂ = σ̂(r) اگر

باشد زیر
r(β) = (r١(β), . . . , rn(β))⊤ (٢۴ . ١)

شود تعریف زیر به صورت ͬ تواند م رگرسیونͬ برآوردگر ΁ی آن گاه
β̂ = arg min

β∈Rp
σ̂(r(β)) (٢۵ . ١)



مقدمات و تعاریف ١٨

S‐برآوردها ١ . ٧ . ١
،r هر برای σ̂(r) که است زمانͬ (٢۵ . ١) رگرسیونͬ برآوردگرهای از مهم خیلͬ انواع از ی΄ͬ

که صورت بدین شود تعریف مقیاسͬ M‐برآورد

١
n

n∑
i=١

ρ
(ri
σ̂

)
= δ (٢۶ . ١)

΁ی را (٢۵ . ١) از نتیجه شده برآورد این است. کراندار ρ‐تابع ΁ی ρ و δ ∈ [٠, ٠٫۵] آن در که
.([۵۶] یوحای و (راسو ͬ گویند م S‐برآورد

L‐برآوردها ١ . ٧ . ٢
مطلق مقادیر است. مقیاس L‐برآورد از استفاده M‐مقیاس ΁ی از استفاده برای دی·ر راه ΁ی
ͬ توانیم م سپس ͬ کنیم، م تعریف |r|(١) ≤ · · · ≤ |r|(n) صورت به را ͬ مانده ها باق برای ترتیبی

کنیم تعریف زیر ش΄ل دو از ی΄ͬ در |r|(i) از ترکیباتͬ به عنوان را مقیاسͬ برآوردهای

σ̂ =

n∑
i=١

ai|r|(i) یا σ̂ =

( n∑
i=١

ai|r|٢(i)
) ١٢

هستند. نامنفͬ ثابت هایی aiها آن در که

استوار جریمه شده برآوردگرهای ١ . ٨
همچنین و آن) خاص حالات و بریج (برآوردگر جریمه شده برآوردگرهای بررسͬ به تاکنون
رگرسیونͬ برآوردگرهای ترکیب با اکنون شد. پرداخته (MM‐برآوردگرها) استوار برآوردگرهای

.([١٣] (آرسلان ͬ کنیم م معرفͬ را استوار جریمه برآوردگرهای از خاصͬ حالت بریج، و MM

به دستیابی به دنبال استوار جریمه شده رگرسیونͬ مسئله در (١ . ٣) مدل مفروضات تحت
ͬ باشد م زیر بهینه سازی مسئله از جوابی که ͬ باشیم، م β از استوار برآوردگری

β̂ = arg min
β∈Rp

[
σ̂٢
s

n∑
i=١

ρ١
(
ri(β)

σ̂s

)
+ k

∑
j

P (|βj |)
]

(١ . ٢٧)

همچنین ͬ باشد. م جریمه عبارت ،∑j P (βj) عبارت و ͬ مانده ها باق برای ρ‐تابع ،ρ(·) آن در که
برآوردگر به ρ١(r) = r٢ انتخاب صورت در حاصل برآوردگر که است این تضمین کننده σ̂٢

s عبارت
شد. خواهد بحث ۴ فصل در تفضیل به باره این در شود. تبدیل (١ . ٧) در ͬ شده معرف ریج

نیز بررسͬ مورد برآوردگرهای فازی صورت  بعد، فصل های در این که به  توجه با ادامه در
تعریف آن به مرتبط مباحث و فازی مجموعه های مختصر به طور که است لازم ͬ شود، م ارائه

شوند.



١٩ فازی های مجموعه بر مقدمه ای

فازی های مجموعه بر مقدمه ای ١ . ٩
در فازی مجموعه های از استفاده است، ͹واض مولفه ها بودن نادقیق که کاربردی مسائل در
را فعلͬ محدودیت های از برخͬ ͬ تواند م آن ها کارایی میزان اندازه گیری و ͬ ها ویژگ بررسͬ
مشاهدات و متغیرها بودن دقیق هم چون فرض هایی نیز ΁کلاسی رگرسیون در نماید. برطرف
برقرار صورت در و ͬ شود م گرفته درنظر متغیرها بین همخطͬ وجود عدم و آن ها به مربوط
استفاده با رو این از داشت. نخواهد مطلوبی کارایی ΁کلاسی رگرسیون فرض ها، این نبودن
برآوردگرهای کارایی حدودی تا که ͬ کنیم م معرفͬ را برآوردگرهایی فازی مجموعه های از
کرد خواهیم فازی مجموعه های نظریه بر مروری یادآوری برای ͬ دهند. م بهبود را ΁کلاسی

کنید. مراجعه [٨] ماشین چͬ و طاهری و [٧] طاهری به بیشتر اطلاعات برای اما
آن در که است F = {(x,A(x))|x ∈ X} به صورت X ͽمرج مجموعه از Ã فازی مجموعه
مجموعه مجموعه ی زیر Ã فازی مجموعه گوییم است. Ã در x عضویت تابع A(x) : X → [٠, ١]

یعنͬ A(x) ≤ B(x) ،x ∈ X هر برای اگر است، B̃ فازی
Ã ⊆ B̃ ⇔ A(x) ≤ B(x),∀x ∈ X

باشد زیر عضویت تابع دارای Ã فازی عدد اگر .١ . ٩ . ١ تعریف

A(x) =


L
(
m−x
l

)
x ≤ m

R
(
x−m
r

)
x > m

(١ . ٢٨)

΁ی را Ã آن گاه ،L(٠) = R(٠) = ١ و هستند [٠, ١] به R+ از غیرصعودی توابعͬ R و L آن در که
و (میانه) نما مقدار را m عدد ͬ دهیم. م نشان Ã = (m, l, r)LR نماد با و نامیده LR فازی عدد
ͽمرج توابع نیز R و L ͬ نامیم. م Ã راست پهنای و چپ پهنای ترتیب به را r و l مثبت اعداد

ͬ شوند. م نامیده ش΄ل) توابع (یا
نامیده مثلثͬ فازی عدد ΁ی را Ã صورت این در ،Ã = (m, l, r)LR کنید فرض .١ . ٩ . ٢ تعریف

باشد زیر صورت به اگر ͬ دهیم، م نشان Ã = (m, l, r)T با و

A(x) =



x−(m−l)
l m− l ≤ x < m

(m+r)−x
r m ≤ x < m+ r

٠ صورت این غیر در
(١ . ٢٩)

ͬ دهیم. م نمایش T (R) با را مثلثͬ فازی اعداد تمام مجموعه همچنین
زیر صورت به Ã h‐برش ،h ∈ [٠, ١] و Ã = (mA, lA, rA)T فازی عدد هر برای .١ . ٩ . ٣ تعریف

ͬ شود م ]تعریف
AL(h), AU (h)

]
=
[
mA − (١ − h)lA,mA + (١ − h)rA

] (١ . ٣٠)



مقدمات و تعاریف ٢٠
.A(x) = ٠ ، (x ≥ ٠)x ≤ ٠ هر برای اگر گوییم (منفͬ) مثبت را Ã فازی عدد .۴ . ١ . ٩ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش Ã ≺ ٠ و Ã ≻ ٠ نمادهای با ترتیب به را منفͬ و مثبت فازی عدد
متقارن فازی عدد ΁ی را Ã آن گاه ،l = r و L = R ،Ã فازی عدد برای اگر .۵ . ١ . ٩ تعریف
به عنوان ͬ تواند م حقیقͬ عدد ΁ی همچنین ͬ دهیم. م نشان Ã = (m, l)L صورت به و نامیده

هستند. صفر آن پهناهای که گرفت درنظر فازی مثلثͬ عدد ΁ی

فازی اعداد حساب ١ . ٩ . ١
حقیقͬ اعداد بر دوتایی عمل·ر ΁ی X : R×R و فازی عدد دو B̃ و Ã کنید فرض .۶ . ١ . ٩ تعریف
از استفاده با Ã ⊛ B̃ عبارت حاصل دهیم، نشاه ⊛ با فازی اعداد برای را ∗ عمل·ر اگر باشد.

ͬ شود م تعریف زیر عضویت تابع با فازی مجموعه ΁ی به صورت توسیع اصل
(A⊛B)(z) = sup

z=x∗y
inf[A(x), B(y)] (١ . ٣١)

است زیر به صورت های اصلͬ عمل چهار برای تعریف این و
(A⊕B)(z) = sup

z=x+y
inf[A(x), B(y)]

(A⊖B)(z) = sup
z=x−y

inf[A(x), B(y)]

(A⊗B)(z) = sup
z=x×y

inf[A(x), B(y)]

(A⊘B)(z) = sup
z=x/y

inf[A(x), B(y)]

(k ⊙B)(z) = sup
z=k·y

inf[A(x), B(y)]

است مشخصͬ ال·وی دارای و ساده بسیار LR فازی اعداد برای جبری اعمال از برخͬ
روابط برخͬ زیر در که است موجود تقریبی ال·وهای نیز جبری اعمال از دی·ر برخͬ برای و

ͬ شوند. م بیان LR فازی اعداد حساب در اثبات بدون قضیه هایی به صورت
بر آن گاه B̃ = (mB, lB, rB)LR و Ã = (mA, lA, rA)LR اگر ([٢٧] پراد و (دووا .١ . ٩ . ١ قضیه

داریم گسترش اصل اساس
Ã⊕ B̃ = (mA +mB, lA + lB, rA + rB)LR (١ . ٣٢)
Ã⊖ B̃ = (mA −mB, lA + rB, rA + lB)LR (١ . ٣٣)

داریم k حقیقͬ عدد با مثلثͬ فازی عدد ΁ی ضرب برای

kÃ١ =


(kmA, klA, krA)T k > ٠
(kmA,−krA,−klA)T k < ٠

(٣۴ . ١)



٢١ فازی های مجموعه بر مقدمه ای
در همچنین کرد، عمل راحتͬ این به ͬ توان نم فازی اعداد تقسیم یا ضرب مورد در اما
بود. نخواهد LR فازی عدد ΁ی آن ها ضرب نتیجه باشند، LR فازی عدد دو B̃ و Ã که حالتͬ

ͬ کند. م بیان تقسیم و ضرب برای تقریبی روابطͬ زیر قضیه های

آن گاه B̃ = (mB, lB, rB)LR و Ã = (mA, lA, rA)LR اگر ([٢٧] پراد و (دووا .١ . ٩ . ٢ قضیه

(Ã⊗ B̃) ≃


(mAmB,mAlB +mBlA,mArB +mBrA)LR Ã ≻ ٠, B̃ ≻ ٠
(mAmB,mAlB −mBrA,mArB −mBlA)RL Ã ≻ ٠, B̃ ≺ ٠
(mAmB,−mBrA −mArB,−mBlA −mAlB)RL Ã ≺ ٠, B̃ ≺ ٠

(٣۵ . ١)

آن گاه باشد، مثبت فازی عدد ΁ی Ã = (mA, lA, rA)LR اگر ([٢٧] پراد و (دووا .١ . ٩ . ٣ قضیه
Ã−١ ≃ (m−١

A , rAm
−٢
A , lAm

−٢
A )RL

آن گاه باشند، مثبت فازی عدد دو B̃ = (mB, lB, rB)LR و Ã = (mA, lA, rA)LR اگر هم چنین
(Ã⊘ B̃) ≃

(mA

mB
,
rBmA + lAmB

m٢
B

,
lBmA + rAmB

m٢
B

)
LR

فوق تقریب های باشد، کوچ΄تر آن ها نمای مقادیر به نسبت B̃ و Ã فازی اعداد پهناهای هرچه
برخوردارند. بیشتری دقت از روابط این نما، همسای·ͬ در و هستند دقیق تر

صورت این در باشند، فازی اعداد C̃ و B̃ ،Ã کنید فرض ([٢٧] پراد و (دووا .۴ . ١ . ٩ قضیه
(Ã⊕ B̃)⊗ C̃ ⊆ (Ã⊗ C̃)⊕ (B̃ ⊗ C̃) (٣۶ . ١)

.Ã, B̃, C̃ ≻ ٠ اگر است برقرار زمانͬ تساوی و

فازی عدد دو بین فاصله ١ . ٩ . ٢
دقیق تر به عبارت یا خطا است لازم مدل پارامترهای آوردن بدست برای فازی رگرسیون بحث در
از برخͬ معرفͬ به بنابراین شود. محاسبه فازی برآوردشده و مشاهده شده مقدار دو بین فاصله

ͬ پردازیم. م فاصله ها این انواع

موزون فاصله
ͬ کند م تعریف زیر به صورت را فازی عدد دو بین موزون٢۶ فاصله [۶۴] لͬ و ژو
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مقدمات و تعاریف ٢٢
فازی عدد دو این بین موزون فاصله باشند، فازی عدد دو B̃ و Ã کنید فرض .١ . ٩ . ٧ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر به صورت
d(Ã, B̃) =

[ ∫ ١
٠ f(h)d٢(Ah, Bh) dh

] ١٢

و هستند فازی عدد دو h‐برش های ،Bh و Ah آن در که
d٢(Ah, Bh) =

[
ALh −BL

h

]٢
+
[
AUh −BU

h

]٢
تابع ΁ی f(h) همچنین هستند. B̃ و Ã h‐برش پایین و بالا کران های BU

h ،BL
h ،AUh ،ALh و

وزن به عنوان ͬ توان م را f(h) تابع .∫ ١٠ f(h) dh = ١٢ و f(٠) = ٠ و است [٠, ١] بازه روی صعودی
تعیین در که است این تضمین کننده f(h) بودن صعودی ویژگͬ گرفت. درنظر d٢(Ah, Bh)
شرط های باشند. داشته بیشتری اهمیت بالاتر درجات ،B̃ و Ã فازی عدد دو بین فاصله
از معمولͬ تعمیم ΁ی فوق، فاصله که ͬ دهند م را اطمینان این نیز ∫ ١٠ f(h) dh = ١٢ و f(٠) = ٠

است. حقیقͬ عدد دو بین فاصله
عدد دو B̃ و Ã کنید فرض ١ . ٩ . ٧ تعریف مفروضات تحت ([١۴] (بالاساندرام .۵ . ١ . ٩ قضیه

داریم f(h) = h وزنͬ تابع پایه ی بر آن گاه باشند، مثلثͬ فازی
d٢(Ã, B̃) =(mA −mB)

٢

+
١
٣(mA −mB)[(rA − rB)− (lA − lB)]

+
١

١٢
[
(lA − lB)

٢ + (rA − rB)
٢]

(١ . ٣٧)

آن گاه باشند، متقارن مثلثͬ فازی عدد دو B̃ = (mB, lB)T و Ã = (mA, lA)T اگر .١ . ٩ . ١ نتیجه
ͬ آید م به دست زیر به صورت (١ . ٣٧) رابطه

d٢(Ã, B̃) = (mA −mB)
٢ +

١
۶(lA − lB)

٢ (١ . ٣٨)
0̃ = (٠, ٠, ٠)T مبدأ، از Ã مانند مثلثͬ فازی عدد هر فاصله (١ . ٣٧) رابطه در .١ . ٩ . ٢ نتیجه

به صورت
d٢(Ã, 0̃) = ||Ã||٢

= m٢
A +

١
٣mA(rA − lA) +

١
١٢(l٢A + r٢

A) (١ . ٣٩)
ͬ شود. م محاسبه

که به طوری باشد فازی بردار ΁ی W̃ = (W̃١, . . . , W̃n)
⊤ اگر ([١۴] (بالاساندرام .١ . ٩ . ٨ تعریف

تعریف زیر به صورت W̃ فازی بردار نرم آن گاه هستند، فازی اعداد W̃iها ،i = ١, . . . , n ازای به
ͬ شود م

||W̃||٢ =

n∑
i=١

||W̃i||٢ (۴١ . ٠)



٢٣ فازی های مجموعه بر مقدمه ای
دونسو فاصله

ͬ کنند. م تعریف زیر به صورت را فازی عدد دو بین فاصله [٢۶] هم΄اران و دونسو
باشند، فازی عدد دو B̃ = (mB, lB, rB)T و Ã = (mA, lA, rA)T کنید فرض .١ . ٩ . ٩ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر به صورت فازی عدد دو بین فاصله
d٢(Ã, B̃) =k١(mA −mB)

٢

+ k٢
(
(mA − lA − (mB − lB))

٢ + (mA + rA − (mB + rB))
٢) (۴١ . ١)

ͬ شوند. م تعیین متخصص توسط که هستند ΁ی و صفر بین حقیقͬ اعداد k٢ و k١ آن در که
،k١ < k٢ اگر و شده گرفته درنظر ͅ ها پاس پهنای از بیش تر مرکز اهمیت k١ > k٢ که صورتͬ در
پهناها اهمیت (k١ = k٢) تساوی صورت در است. برخوردار بیش تری اهمیت از ͅ ها پاس پهنای

ͬ شوند. م ی΄سان ͅ ها پاس مراکز و

دیاموند فاصله
k١ = آن در که است دونسو فاصله از خاصͬ حالت فاصله این ([٢۴] (دیاموند .١ . ٩ . ١٠ تعریف
دیاموند فاصله B̃ = (mB, lB, rB)T و Ã = (mA, lA, rA)T فازی عدد دو هر برای .k٢ = ١

ͬ شود م تعریف زیر به صورت
d٢(Ã, B̃) =[(mA − lA)− (mB − lB)]

٢

+ [(mA + rA)− (mB + rB)]
٢ + [mA −mB]

٢ (۴١ . ٢)

همینگ فاصله
B̃ = (mB, lB, rB)T و Ã = (mA, lA, rA)T فازی اعداد برای ([٣٩] (ایزدی خواه .١ . ٩ . ١١ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر به صورت همینگ فاصله
d(Ã, B̃) =

∫
R

∣∣∣A(x)−B(x)
∣∣∣dx (۴١ . ٣)

با و مرکز مقدار ͬ توان م h = ١ انتخاب با ،Ã = [ALh , A
U
h ] اگر که کنید توجه .١ . ٩ . ١ ملاحظه

نمود. مشخص را Ã راست و چپ پهناهای مقدار ،h = ٠ انتخاب

قدرمطلقͬ فاصله
کردند. بیان زیر به صورت را فازی عدد دو بین فاصله [٣۴] هم΄اران و حسن پور

باشند. فازی عدد دو B̃ = (mB, lB, rB)T و Ã = (mA, lA, rA)T کنید فرض .١ . ٩ . ١٢ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را d : T (R)× T (R) → R فاصله

d(Ã, B̃) = |mA −mB|+ |lA − lB|+ |rA − rB| (۴۴ . ١)



مقدمات و تعاریف ٢۴
تفاوت قدرمطلق به (۴۴ . ١) فاصله مقدار)، (حقیقͬ غیرفازی عدد دو برای .١ . ٩ . ٢ ملاحظه

ͬ شود. م تبدیل آن ها بین

فازی رگرسیون ١ . ١٠
توان های کمترین رگرسیون و کرد خواهیم فازی محیط در رگرسیون بر مروری بخش این در

ͬ کنیم. م بیان قدرمطلقͬ و موزون فاصله های از استفاده با را (FLS) فازی٢٧ دوم

فازی رگرسیون انواع ١ . ١٠ . ١
کرد: تقسیم زیر حالت سه به را فازی رگرسیون ͬ توان م کلͬ، تقسیم بندی ΁ی در

معادله ضرایب دی·ر به عبارت شود. گرفته درنظر فازی متغیرها بین ارتباط که حالتͬ . ١
شوند. گرفته درنظر فازی رگرسیونͬ

هستند. فازی و نادقیق (ͺپاس یا توضیحͬ از (اعم متغیرها که حالتͬ . ٢
شوند. گرفته درنظر فازی مدل، ضرایب هم و متغیرها هم که حالتͬ در . ٣

شیوه هایی و ͬ شود نم محدود فوق حالت های به فازی رگرسیون در تنوع که است ذکر به لازم
فازی رگرسیون روش های در را بسیاری تنوع شیوه ها این شده  اند. پیشنهاد حالت هر برای
نمود. تقسیم بندی ͬ توان م نیز را فازی رگرسیون ،΁کلاسی رگرسیون همانند کرده اند. ایجاد
خطای دوم توان های کمترین رگرسیون ام΄انͬ، رگرسیونͬ روش های به ͬ توان م انواع این از
روش ها این از برخͬ معرفͬ به ادامه در کرد. اشاره فازی خطای قدرمطلق رگرسیون و فازی

پرداخت. خواهیم
است. شده استفاده مثلثͬ فازی اعداد از پایان نامه این سرتاسر در .١ . ١٠ . ١ ملاحظه

فازی دوم توان های کمترین رگرسیون ١ . ١٠ . ٢
ارائه [٢١] سلمینس و [٢٣] دیاموند توسط بار اولین برای فازی دوم توان های کمترین روش
این با است ΁کلاسی حالت در دوم توان های کمترین رگرسیون از تعمیمͬ روش این شد.
تعریف با [٢٣] دیاموند ͬ باشد. م فازی اعداد بین فاصله برای تعریف هایی پایه ی بر که تفاوت
با مدل برای دوم توان های کمترین برازش برای برای را مدل هایی فازی، اعداد برای فاصله ای
وابسته و مستقل متغیر با مدل برای همچنن و فازی وابسته متغیر و غیرفازی مستقل متغیر
فازی تصادفͬ متغیرهای براساس را فازی رگرسیون [٢۵] کورنر و دیاموند داد. پیشنهاد فازی،
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٢۵ فازی رگرسیون
فازی ضرایب برآورد برای را دوم توان های کمترین روش [۶٧] لͬ و ژو همچنین کردند. ارائه
میزان برازش، نی΄ویی معیار ΁ی با و کردند ارائه تراز سطوح اساس بر متری از استفاده با مدل
گونه ای به پارامترها فازی، دوم توان های کمترین روش در کردند. اندازه گیری را مدل دقت
وابسته متغیر و مشاهده شده وابسته متغیر بین فاصله ی مقدار، هر ازای به که ͬ شوند م برآورد
توان های مجموع کردن مینیمم به دنبال به عبارتͬ شود. مینیمم d فاصله اساس بر برآوردشده،

هستیم. خطا دوم
به صورت ،j = ٠, . . . , p ،Ãj فازی ضرایب با خطͬ مدل ΁ی ابتدا

Ỹi = Ã٠ + Ã١xi١ + · · ·+ Ãpxip, i = ١, . . . , n (۴۵ . ١)

مشاهدات پایه )بر
Ỹi, xi١, . . . , xip

)
, i = ١, . . . , n

بدون ͬ دهیم. م برازش داده ها به هستند، فازی اعداد Ỹiها و حقیقͬ اعداد xijها آن در که
منفͬ اعداد xijها که صورتͬ در (همچنین xij > ٠ ͬ کنیم م فرض مساله کلیت از کاستن
کمترین روش از استفاده با کرد). تبدیل مثبت اعداد به را آن ها انتقال ΁ی با ͬ توان م باشند،
به ͬ دهیم، م برازش داده ها به را (۴۵ . ١) مدل ،(١ . ٣٨) فاصله به توجه با و خطا دوم توان های
مینیمم زیر، خطای دوم توان های مجموع که ͬ یابیم م گونه ای به را فازی ضرایب که معنͬ این

شود

SSE(Ã٠, Ã١, . . . , Ãp) =
n∑
i=١

d٢(Ỹi, Ã٠ + Ã١xi١ + · · ·+ Ãpxip) (۴۶ . ١)

Ãj = (mAj , lAj )T و Ỹi = (mYi , lYi)T که به حالتͬ را بحث محاسبات، انجام در راحتͬ برای
اعداد بین فازی عمل·رهای براساس ͬ کنیم. م محدود هستند، متقارن مثلثͬ فازی اعداد

داریم فازی،

Ã٠ + Ã١xi١ + · · ·+ Ãpxip = (mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip, lA٠ + lA١xi١ + · · ·+ lApxip)T

توان های مجموعه ،(١ . ٣٨) نتیجه و ١ . ٩ . ٢ بخش در گفته شده موزون فاصله از استفاده با حال
ͬ شود م حاصل زیر به صورت خطا دوم

SSE(Ã٠, Ã١, . . . , Ãp) =
n∑
i=١

(mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip −mYi)
٢

+
١
۶

n∑
i=١

(lA٠ + lA١xi١ + · · ·+ lApxip − lYi)
٢

صفر برابر و گرفته مشتق lAj و mAj به نسبت SSE(Ã٠, Ã١, . . . , Ãp) تابع کردن مینیمم برای



مقدمات و تعاریف ٢۶
ͬ شوند م حاصل زیر معادلات ͬ دهیم، م قرار

n∑
i=١

(mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip −mYi)xij = ٠
n∑
i=١

(lA٠ + lA١xi١ + · · ·+ lApxip − lYi)xij = ٠

بالا معادلات ͬ توان م است. شده منظور xi٠ = ١ ،i = ١, . . . , n به ازای و j = ١, . . . , p آن در که
نوشت زیر به صورت را

mA٠
n∑
i=١

xi٠xij +mA١
n∑
i=١

xi١xij + · · ·+mAp

n∑
i=١

xipxij =

n∑
i=١

mYixij (۴١ . ٧)

lA٠
n∑
i=١

xi٠xij + lA١
n∑
i=١

xi١xij + · · ·+ lAp

n∑
i=١

xipxij =
n∑
i=١

lYixij (۴١ . ٨)

کنید فرض اکنون

X =


x١٠ x١١ · · · x١p
x٢٠ x١٠ · · · x٢p... ... ... ...
xn٠ xn١ · · · xnp



mA = (mA٠ , . . . ,mAp)
⊤, mY =

( n∑
i=١

mYixi٠, . . . ,
n∑
i=١

mYixip

)⊤
lA = (lA٠ , . . . , lAp)

⊤, lY =
( n∑
i=١

lYixi٠, . . . ,
n∑
i=١

lYixip

)⊤
داد نمایش زیر ماتریسͬ به صورت ͬ توان م را (۴١ . ٨) و (۴١ . ٧) معادلات صورت این در

(X⊤X)mA = mY, (X⊤X)lA = lY (۴١ . ٩)
جواب دارای (۴١ . ٩) دستگاه آن گاه ،(X⊤X)−١lY ≥ ٠ و Rank(X) = p+١ اگر .١ . ١٠ . ١ نتیجه

ͬ آید م به دست زیر روابط از و ی΄تاست
m̂A = (X⊤X)−١mY, l̂A = (X⊤X)−١lY (۵١ . ٠)

مدل ضرایب پهناهای بودن نامنفͬ تضمین کننده (X⊤X)−١lY ≥ ٠ شرط است، به ذکر لازم
است. lAjها، فازی،

قدرمطلقͬ فاصله پایه بر فازی استوار برآوردگر ١ . ١٠ . ٣
باشند زیر به صورت فازی داده های مجموعه که ب·یرید درنظر را حالتͬ )}اکنون

x̃i١, x̃i٢, . . . , x̃ip, ỹi
)∣∣i = ١, . . . , n}



٢٧ فازی رگرسیون
،x̃ij = (mxij , lxij , rxij )T است، نامتقارن فازی عدد نیز ورودی متغیر jامین مقدار آن در که
انتقال ΁ی از استفاده با نباشند اگر و مثبت آن ها همه  که است j = ١, . . . , p و i = ١, . . . , n
اعداد نیز ͺپاس مشاهدات همچنین ببینید). را [٢۴] (دیاموند ͬ شوند م مثبت داده ها ساده
مدل صورت این در هستند. i = ١, . . . , n ،ỹi = (myi , lyi , ryi)T صورت به نامتقارن مثلثͬ فازی

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (۴۵ . ١) فازی خطͬ رگرسیونͬ
Ỹi = Ã٠ ⊕ (Ã١ ⊗ x̃١i)⊕ · · · ⊕ (Ãp ⊗ x̃pi), i = ١, . . . , n (۵١ . ١)

x̃j و Ãj مثلثͬ فازی عدد دو ضرب محاسبه رگرسیونͬ، ضرایب برآورد برای که آنجا از
آن تقریب و نداشته دقیق جواب ضرب این ١ . ٩ . ٢ قضیه طبق بنابراین است. اجتناب ناپذیر
مختلف، مدل های برای باید شخص رو این از است. وابسته مثلثͬ فازی اعداد علامت به نیز
علامت به که ͬ کنیم م استفاده مدلͬ از بنابراین بسازد. رگرسیونͬ ضرایب مختلف علامت های

نباشد. وابسته رگرسیونͬ ضرایب
و a′ آن در که دارد، a = a′−a′′ به صورت متناهͬ نمایشͬ a حقیقͬ عدد ΁ی که بیاورید بیاد
به طوری ،x̃ = (mx, lx, rA)T و Ã = (mA, lA, rA)T کنید فرض هستند. نامنفͬ حقیقͬ اعداد a′′
و Ã′ = (mA′ , lA′ , rA′)T آن در که Ã = Ã′ + Ã′′ ͬ دهیم م قرار .x̃ ≻ 0̃ و نامقید Ã آن در که

داریم همچنین .Ã′′ = (−mA′′ , lA′′ , rA′′)T

mA = mA′ −mA′′ , lA = lA′ + lA′′ , rA = rA′ + rA′′

s.t. mA′ ,mA′′ , lA′ , lA′′ , rA′ , rA′′ ≥ ٠,
mA′ ≥ lA′ ,mA′′ ≥ rA′′

داشت خواهیم ۴ . ١ . ٩ و ١ . ٩ . ٢ ،١ . ٩ . ١ قضیه های از استفاده با حال
Ã⊗ x̃ =

(
(mA′ , lA′ , rA′)⊕ (−mA′′ , lA′′ , rA′′)

)
⊗ x̃

⊆ (mA′ , lA′ , rA′)⊗ (mx, lx, rx)⊕ (mA′′ , lA′′ , rA′′)⊗ (mx, lx, rx)

≃ (mA′mx,mA′ lx + lA′mx,mA′rx + rA′mx)

⊕ (−mA′′mx,mA′′rx + lA′′mx,mA′′ lx + rA′′mx)

= (mA′mx −mA′′mx,mA′ lx + lA′mx +mA′′rx + lA′′mx,

mA′rx + rA′mxmA′′ lx + rA′′mx)

=
(
(mA′ −mA′′)mx,mA′ lx + lA′mx +mA′′rx + lA′′mx,

mA′rx + rA′mxmA′′ lx + rA′′mx

) (۵١ . ٢)
برای Ãj = Ã′

j ⊕ Ã′′
j و Ã′′

j = (−mA′′
j
, lA′′

j
, rA′′

j
) ،Ã′

j = (mA′
j
, lA′

j
, rA′

j
) ͬ دهیم م قرار اکنون

زیر تقریب ١ . ٩ . ١ قضیه و (۵١ . ٢) تقریب از استفاده با ،Ã′′
j و Ã′

j انتخاب هر برای .j = ١, . . . , p



مقدمات و تعاریف ٢٨
داریم ( ˆ̃Yi, i = ١, . . . , n) شده برآورد ͺپاس iامین برای را

ˆ̃Yi ≃ Ã٠ + Ã١ ⊗ x̃i١ + · · ·+ Ãp ⊗ x̃ip

=

(
mA٠ +

p∑
j=١

(mA′
j
−mA′′

j
)mxij

, lA٠ +
p∑
j=١

(mA′
j
lxij + lA′

j
mxij +mA′′

j
rxij + lA′′

j
mxij )

, rA٠ +
p∑
j=١

(mA′
j
rxij + rA′

j
mxij +mA′′

j
lxij + rA′′

j
mxij )

)
(۵١ . ٣)

بردارهای Ã′′ و Ã′ آن در که ͬ دهیم، م نشان Ỹi(Ã′, Ã′′) با را (۵١ . ٣) معادله راست طرف
ͬ دانیم م که همانطور ͬ باشد. م عضو امین j ،Ã′′

j و Ã′
j ترتیب به آن ها در و هستند p−بعدی

برآورد ΁ی Ỹi(Ã′, Ã′′) ،Ã′′ و Ã′ انتخاب هر برای اگرچه نیست، مثلثͬ فازی عدد ΁ی لزوما Ỹi
ͬ باشد. م رگرسیونͬ ضرایب علامت از مستقل که است Ỹi از مثلثͬ

ͬ کنیم م مینیمم عددی روش های با را زیر تابع انتخاب، بهترین به دستیابی برای
n∑
i=١

d٢(Ỹi(Ã′
, Ã

′′
), Ỹi

) (۵۴ . ١)

از استفاده با .m′
A,m

′′
A, l

′
A, l

′′
A, r

′
A, r

′′
A ≥ ٠ همچنین و m′′

A ≥ r
′′
A و m′

A ≥ l
′
A آن  که شرط به

ͬ آوریم م به دست (۴۴ . ١) در ͬ شده معرف قدرمطلقͬ فاصله
n∑
i=١

d
(
Ỹi(Ã

′
, Ã

′′
), Ỹi

)
=

n∑
i=١

(∣∣∣mYi −mYi(Ã
′ ,Ã′′ )

∣∣∣+ ∣∣∣lYi − lYi(Ã′ ,Ã′′ )

∣∣∣
+
∣∣∣rYi − rYi(Ã′ ,Ã′′ )

∣∣∣) (۵۵ . ١)

مجموعه در داده پرت حضور به نسبت برآوردگر این که دادند نشان [٣۴] هم΄اران و حسن پور
است. استوار داده ها

همخطͬ، این اندازه گیری برای معیاری دارد، وجود توضیحͬ متغیرهای بین همخطͬ زمانی΄ه
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت که است تعمیم یافته واریانس تورم عامل شاخص

شاخص از فازی ورودی متغیرهای بین همخطͬ شناسایی برای ([۶] (فرخͬ .١ . ١٠ . ١ تعریف
ͬ کنیم م استفاده ͬ شود، م تعریف زیر به صورت که تعمیم  یافته VIF

VIFGj =
١

١ −R٢
Gj

, j = ١,٢, . . . , p− ١ (۵۶ . ١)

آن در که
R٢
Gj

=

∑n
i=١ d٢( ˆ̃Xij ,

¯̃Xj)∑n
i=١ d٢(X̃ij ,

¯̃Xj)



٢٩ فازی رگرسیون
متغیرهای دی·ر روی X̃j متغیر رگرسیون شده مقادیر ˆ̃Xij و است تعمیم یافته تعیین ضریب
¯̃Xj آن گاه ،j = ١, . . . , p و i = ١, . . . , n ازای به X̃ij = (mXij , lXij , rXij )T اگر است. توضیحͬ

ͬ آید م به دست زیر رابطه از
¯̃Xj =

(∑n
i=١mXij

n
,

∑n
i=١ lXij

n
,

∑n
i=١ rXij

n

)

فازی جریمه شده برآوردگر ۴ . ١ . ١٠
ͬ توان نم دی·ر ͬ دهد، م رخ کمتر ورودی متغیرهای بین در همخطͬ وجود عدم که دلیل این به
برطرف برای رهیافت ΁ی یافت. دست جواب بهترین به (۵۴ . ١) معادله کردن مینیمم با تنها
انقباضͬ روش های همانند بنابراین است، انقباضͬ برآوردگرهای از استفاده مش΄ل این سازی
مینیمم را زیر هدف تابع مشابه به طور (۶ . ١) معادله از استفاده با و ۴ . ١ بخش در بیان شده

ͬ کنیم م
n∑
i=١

d
(
Ỹi(Ã

′
, Ã

′′
), Ỹi

)
+ k||Ã||γ (۵١ . ٧)

فصل های در نیز خصوص این در است. k ≥ ٠ و شده نامیده کنترل کننده پارامتر k آن در که
شد. خواهد بحث بیشتر آتͬ





٢ فصل
استوار ریج برآوردگر

پرداخته، استوار ریج برآوردگر یعنͬ انقباضͬ برآوردگرهای از خاصͬ حالت معرفͬ به فصل این در
این کارایی و ͬ پردازیم م آن فازی نسخه معرفͬ به استوار، ریج برآورگر از چند توضیحͬ از پس

ͬ دهیم. م نشان کاربردی مثالͬ با را مدل دو

مقدمه ٢ . ١
پیش·ویی بهبود برای مفید ابزار ΁ی ،[٣۶] کنارد و هورل توسط شده معرفͬ ریج رگرسیون
مانند جدید رهیافت های وجود با متغیرهاست. بین بالای همخطͬ با رگرسیونͬ مسائل در
و [٢٨] هم΄اران و افرون توسط شده معرفͬ (LARS) زوایا١ کمترین رگرسیون ،(LASSO) لاسو
کاربرد ͬ سنجͬ شیم در به خصوص زیادی مباحث در ریج رگرسیون رگرسیونͬ، روش های دی·ر
ی΄سانͬ درجه دارای تقریبا ضرایب همه کنیم فرض بتوانیم که است مفید زمانͬ به ویژه دارد.
فرانک باشند). صفر ضرایب بیشتر ͬ شود م فرض که تُنُک مسائل (برخلاف هستند بزرگͬ از
رگرسیون مانند ͬ سنجͬ شیم در استفاده مورد رایج برآوردگر چندین عمل΄رد [٣٠] فریدمن و
نهایتاً کردند. مقایسه باهم را (PCR) اصل٣ͬ مؤلفه های و (PLS) جزئ٢ͬ دوم توان های کمترین
غالب روش ها دی·ر بر ریج رگرسیون شد، مطالعه که شرایطͬ تمام «در رسیدند: نتیجه این به

1Least angle regression
2Partial least square
3Principle component regression



استوار ریج برآوردگر ٣٢
است». ΁نزدی بسیار ،PCR و PLS به به ترتیب و شده

داده های به نسبت است، دوم توان های کمترین بر مبتنͬ ریج رگرسیون که آن جا از
پیش·ویی برای مدلͬ [۴٢] مارش و لارنس است. حساس بسیار داده ها در موجود ناهم·ون
داده مجموعه ΁ی براساس سنگ زغال معادن کردند. ارائه آمری΄ا متحده ایالات در میر و مرگ
قرار تاثیر تحت پرت داده های وسیله به شد داده نشان و شده تعریف ویژگͬ ۶ و مشاهده ۶۴ با
استوار نسخه  ی که دادند نشان آن ها ͬ باشند. م بالایی همخطͬ دارای همچنین و گرفته اند
ریج رگرسیون و (OLS) معمولͬ دوم توان های کمترین رگرسیون از بهتر نتایجͬ ریج، رگرسیون
برای یابد. بهبود ͬ تواند م استوارسازی این امروزی دیدگاه از اگرچه ͬ هد. م به دست ،΁کلاسی

ͬ گیریم م نظر در را زیر رگرسیونͬ مدل (X,y) داده مجموعه

y = Xβ + ϵ (٢ . ١)

X = (x١,x٢, . . . ,xn)⊤ ،ͺپاس متغیرهای شامل مولفه ای n بردار ΁ی y = (y١, . . . , yn)⊤ آن در که
ϵ = و مدل، پارامترهای بردار β = (β١, β٢, . . . , βp)⊤ ستونͬ، کامل رتبه با n× p طرح ماتریس
.E(ϵϵT ) = σ٢In و E(ϵ) = ٠ آن در که است تصادفͬ خطای n‐مولفه   ای بردار (ϵ١, ϵ٢, . . . , ϵn)⊤

استوار ریج رگرسیون برای MM‐برآوردگر ٢ . ٢
(٢ . ١) مدل مفروضات تحت ٢ . ۴ . ١ بخش در شده معرفͬ معمولͬ ریج برآوردگرهای کلͬ حالت

آورید بیاد است، زیر به صورت که را

β̂Ridge = argmin
β

(
RSS + k

p∑
j=١

β٢
j

) (٢ . ٢)

نیز RSS ͬ کند. م کنترل را ضرایب انقباض میزان و بوده کننده تنظیم پارامتر k ≥ ٠ آن در که
ͬ باشد. م (۴ . ١) در شده معرفͬ مانده های دوم توان های مجموع همان

نرمال)، خطای با رگرسیونͬ (مدل نرمال مدل تحت کارایی و استواری از اطمینان برای
ببینید). را [۶۵] (یوهای ͬ گیریم م ب΄ار را ٢ . ۶ . ١ بخش در شده معرفͬ MM‐برآورد رهیافت
از استفاده با سپس ͬ کنیم، م شروع β̂s کارا لزوماً نه ولͬ استوار اولیه برآوردگر ΁ی با ابتدا
M‐برآوردگر سپس ͬ آوریم. م به دست (σ̂s) مقیاسͬ استوار برآوردگر ΁ی متناظر، ͬ مانده های باق
ثابت شده، مقیاسͬ σ̂s و باشد نظر مورد کارایی تضمین کننده که زیانͬ تابع از استفاده با را
به طور «کارایی» اینجا در است. β̂s از تکرارها شروع است ذکر به لازم ͬ کنیم. م محاسبه
خواهد تعریف نرمال» مدل در ΁کلاسی ریج رگرسیون برآوردگر با «شباهت عنوان به دلخواه

شد.
r = (r١, r٢, · · · , rn)⊤ داده ی بردار برای مقیاسͬ یM΁‐برآوردگر که ͬ شویم م یادآور ابتدا در



٣٣ استوار ریج رگرسیون برای MM‐برآوردگر

است زیر معادله جواب σ̂ = σ̂(r) عنوان به
١
n

n∑
i=١

ρ
(ri
σ

)
= δ (٢ . ٣)

نقطه نشان دهنده δ ∈ (٠, ٠/۵) و بوده ([۴٨] هم΄اران و (مارونا کراندار تابع ΁ی ρ آن در که
به برآوردگر ΁ی فروریزش نقطه شد، اشاره ١ . ۵ . ١ تعریف در که همانطور است. σ̂ فروریزش
برآوردگر و شود داده  تغییر دلخواه به طور ͬ تواند م که ͬ شود م گفته مشاهدات از نسبت بیشترین
بماند. باقͬ کراندار باشد)، بی نهایت در ͬ تواند م (که پارامتر مجموعه کران از فاصله با همچنان

ͬ شود م تعریف زیر صورت به که کرد استفاده دومربعͬ ρ‐تابع از [۴٧] مارونا
ρbis(r) = min{١, ١ − (١ − r٣(٢} (۴ . ٢)

΁ی σ̂s اگر و r = r(β̂s) ͬ دهیم م قرار باشد، اولیه برآوردگر β̂s اگر شد، گفته که همانطور
داریم جای·ذاری با باشد، r برای مقیاس M‐برآوردگر

١
n

n∑
i=١

ρ٠
( ri
σ̂s

)
= δ (۵ . ٢)

برای MM‐برآوردگر رو این از است. شده انتخاب دلخواه به δ و کراندار یρ΁‐تابع ρ٠ آن در که
به ،(٢ . ٢) معادله وسیله به ͬ شود) م نامیده MM-Ridge اختصار به بعد به این (از ریج رگرسیون

ͬ شود م تعریف زیر صورت
L(X,y,β) = σ̂٢

s

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
+ k||β||٢ (۶ . ٢)

.ρ١ ≤ ρ٠ که بطوری است دی·ری کراندار ρ‐تابع ΁ی ρ١ و اقلیدوسͬ نرم همان || · || آن در که
،ρ(r) = r٢ وقتͬ ،΁کلاسی برآوردگر با برآوردگر ساختن منطبق برای مجموع، از قبل σ̂٢

s ضریب
ͬ کنیم م تعریف رو این از ͬ شود. م گرفته به کار

ρ٠(r) = ρbis

( r
c٠
)
, ρ١(r) = ρbis

( r
c١
) (٢ . ٧)

نظر در c٠ < c١ کارایی، و استواری کنترل برای [۴٨] هم΄اران و مارونا اساس بر آن در که
ͬ شود. م گرفته

در مهم بسیار موضوع دو X ماتریس ستون های کردن مقیاسͬ و مرکزی .٢ . ٢ . ١ ملاحظه
مرکزی ͬ باشد، م نیز β̂٠ مبدا از عرض عبارت شامل برآوردگر که آن جا از است. ریج رگرسیون
کردن مرکزی رو این از ندارد، اثری β̂ ضرایب بردار بر و گذاشت خواهد اثر β̂٠ بر تنها کردن
تنها این اما است شده مرکزی قبل از داده ها MM-Ridge ال·وریتم در اگرچه نیست، ضروری
از استفاده با X ماتریس ستون های همچنین است. شده انجام عددی فرآیند راحتͬ برای

شده اند. مقیاسͬ مقیاس، M‐برآوردگر ΁ی میانگین



استوار ریج برآوردگر ٣۴

م΄رر ال·وریتم و موزون نرمال معادلات ٢ . ٣
زیر نرمال معادلات در ΁کلاسی دوم توان های کمترین ریج رگرسیون برآوردگر که ͬ دانیم م

ͬ کند م صدق
(X⊤X+ kIp)β̂١ = X⊤y (٢ . ٨)

دارند. وجود نیز MM-Ridge برای مشابهͬ معادلات همچنین است. همانͬ ماتریس Ip آن در که
کنید فرض

ψ(r) = ρ′(r), w(β) =
ψ(r(β))

r(β)
(٢ . ٩)

فرض بنابراین و ͬ کنیم م تقسیم (σ̂s) اولیه واریانس بر را ͬ مانده ها باق واریانس، اثر حذف برای
ͬ کنیم م

wi(β) =
(ψ(ri(β/σ̂s))

ri(β)/σ̂s

)
, w(β) = (w١(β), . . . , wn(β))⊤, W(β) = daig(w(β))

MM-Ridge برآوردگر برای آن دادن قرار صفر برابر و β به نسبت (۶ . ٢) از مشتق گرفتن با
ͬ آید م بدست زیر به صورت نرمال معادلات

(X⊤WX+ ٢kIp)β̂ = X⊤Wy (٢ . ١٠)
رسید خواهیم زیر جواب به β برآوردگر برای (٢ . ١٠) معادله از استفاده با

β̂ =
(
X⊤W(β)X+ ٢kIn)−١

X⊤W(β)y (٢ . ١١)
داریم صورت این در ،ŷ = Xβ̂ که این به توجه با

ŷ = X
(
X⊤W(β)X+ ٢kIn)−١

X⊤W(β)y

= Hy
(٢ . ١٢)

تنطیم کننده پارامتر انتخاب برای ͬ توان م را H ماتریس اثر ͬ گویند، م هʿت ماتریس را H آن در که
برد. به کار (BIC) بیزی۴ اطلاع معیار ΁ی از استفاده با k

با مشاهدات است، |r| برای نزولͬ تابع ΁ی W(β) شده، انتخاب برایρ‐تابع که آن جایی از
است، معمول استوار روش های در که همان طور گرفت. خواهند کمتری وزن بزرگتر ͬ مانده باق
برآورد ΁ی با روند این در ͬ شود. م پیشنهاد م΄رر روند ΁ی موزون نرمال معادلات این برای
به دست را w وزن های و r ͬ مانده های باق بردار برآوردگر این از استفاده با و کرده شروع β̂s اولیه
ͬ آوریم. م به دست  (٢ . ١٠) معادله از را β̂١ آمده، به دست w با و ͬ گذاریم م کنار را β̂s ͬ آوریم. م
به ͬ مانده ها باق تغییرات که جایی تا ͬ دهیم م ادامه و محاسبه را w ،β̂١ جای·ذاری با مجدداً

باشد. ΁کوچ کفایت قدر
4Beysian information citeria



٣۵ شبیه سازی

ثابت ها انتخاب ٢ . ٣ . ١
هستیم. مواجه (٢ . ٧) معادله در c١ و c٠ انتخاب و (۵ . ٢) معادله در δ انتخاب مسئله با اکنون
انتخاب پارامتر، p با رگرسیونͬ مسئله ΁ی برای استاندارد M‐برآوردگر یعنͬ k = ٠ مورد برای
با برآوردگری معنͬ به استاندارد برآوردگر ΁ی بعد، به این (از است δ = ٠/۵(١ − p

n
) معمول

ͬ تواند م δ همچنین کند. ماکزیمم را σ̂ فروریزش نقطه ͬ تواند م δ انتخاب این ͬ باشد). م k = ٠
آید به دست نیز مقیاس برای زیر معادله به وسیله

١
n− p

n∑
i=١

ρ
(ri
σ

)
= ٠/۵

است زیر به صورت نیز k > ٠ برای رایج انتخاب ΁ی
δ = ٠/۵

(
١ − tr(H)

n

)
(٢ . ١٣)

چون ،k = ٠ ͬ که زمان و ͬ باشد م k به وابسته که است ماتریس اثر معرف tr(·) آن در که
هم ارزی عدد را هʿت ماتریس اثر ͬ توان م رو این از .tr(H) = Rank(X) است، خودتوان H

نامید. پیش·ویی۵
σ̂ سازگاری از اطمینان به منظور ͬ شود، م متوقف ٠/۵ شده ثابت مقدار در δ که آن جا از
گرفته به کار c٠(δ) رو این از باشد. وابسته δ به باید c٠ است، k = ٠ وقتͬ نرمال داده های برای

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را شده
Eρ
(

z

c٠(δ)
)

= δ, z ∼ N(٠, ١)
مطلوب کارایی به توجه با نیز c١ مشابه به طور شود. محاسبه عددی به صورت ͬ تواند م که

شد. خواهد انتخاب نرمال مدل در استاندارد برآوردگر

شبیه سازی ۴ . ٢
حسب بر (MM-Ridge) استوار ریج رگرسیونͬ روش مقایسه و عمل΄رد ارزیابی برای بخش این در
طرح دو در را شبیه سازی مطالعه ΁ی متناهͬ، نمونه با رگرسیونͬ پارامترهای استوار برآورد
داده پرت بدون و تبیینͬ و ͺپاس متغیر در داده پرت حضور با حالت دو در و n > p حالت برای
΁ی و (RR) معمولͬ ریج روش های با را MM-Ridge روش شبیه سازی این در ͬ کنیم. م بررسͬ
مطالعه این در محاسبات کلیه ͬ کنیم. م مقایسه بالا، فروریزش نقطه و کارایی با MM‐برآوردگر

بسته از استفاده با معمولͬ ریج برآوردهای شده اند. انجام R نرم افزار از استفاده با شبیه سازی
R در robust پ΄یج از نیز استوار MM‐برآوردگر محاسبه برای شده اند. محاسبه R در glmnet

5Equivalent number of prediction



استوار ریج برآوردگر ٣۶
محاسبه برای مناسب ال·وریتم ΁ی خودکار به طور lmRob تابع پ΄یج این در ͬ کنیم. م استفاده
براساس نهایی برآورد سپس ͬ کند. م انتخاب بالا فروریزش نقطه و کارایی با استوار برآورد
S و M برآوردگرهای از اولیه برآوردگر ͬ شود. م محاسبه بالا فروریزش نقطه با اولیه برآورد ΁ی
لذا است، چندگانه همخطͬ با مقابله برای انقباضͬ روش های که آن جایی از ͬ شود. م انتخاب
و [۴۶] گلارینو و م΁ دونالد ͬ کنیم. م شبیه سازی هم خط مدل ΁ی از را داده ها طرح این در

دادند پیشنهاد همخطͬ مختلف سطوح ایجاد برای را زیر روش [٣٣] گیبونز
xij = (١ − ρ٢) ١٢ zij + ρzip, i = ١, . . . , n, j = ١, . . . , p (١۴ . ٢)

است. توضیحͬ متغیر دو هر بین همبستگͬ ρ٢ و نرمال توزیع از اعداد تصادفͬ zij آن در که
نتایج سپس و بیان را شده شبیه سازی داده های تولید نحوه ابتدا طرح، دو قالب در ادامه در

ͬ دهیم. م ارائه را روش کاربرد
تنظیم کننده پارامتر ͬ کنیم. م استفاده توکͬ مربعͬ دو ρ‐تابع از شبیه سازی مطالعه این در
انتخاب BIC بر مبتنͬ پارامتر انتخاب گر ΁ی براساس ͬ توانند م ،σ̂ ρ‐تابع، در کنترل پارامتر و
این بهینه مقدار که معنͬ این به است، شده پیشنهاد [۶٢] هم΄اران و وانگ توسط که شوند

شوند انتخاب زیر به صورت BIC معیار کردن مینیمم توسط ͬ توانند م پارامترها
BIC = n log

(
σ̂٢
s

n∑
i=١

ρ١
(
ri(β̂MM−BR)

σ̂s

))
+ tr(H) log(n) (١۵ . ٢)

آن در که
H = X

(
X⊤W(β̂MM−BR)X+ kγW٠(β̂MM−BR)

)−١
X⊤W(β̂MM−BR) (١۶ . ٢)

[۴٧] مارونا در شده داده مقدار همانند را ρ‐تابع کنترل پارامتر محاسبات، ساده سازی برای
ͬ کنیم. م انتخاب BIC معیار از استفاده با را λn مقدار تنها و گرفته درنظر ثابت

و آلودگͬ بدون حالت دو در را طرح و داده نمایش τ با را آلودگͬ نرخ طرح این در . ١ طرح
با را آلوده داده های تعداد و p با پارامتر تعداد ،n با نمونه حجم ͬ کنیم. م بررسͬ را آلودگͬ ٠٫٢
و است جزء صحیح مفهوم به [·] آن در که ͬ گیریم م نظر در m = [τn] به صورت و داده نشان m

ͬ باشد. م واقعͬ پارامتر بردار ،β٠ = (β٠١, β٠٢, . . . , β٠p)⊤
β٠ = (٣, ١٫۵, ٠, ٠,٢, ٠, ٠, ٠)⊤ را، واقعͬ پارامتر بردار و n = ۵٠,٢٠٠ ،p = ٨ اینجا در
آن در که ͬ کنیم م تولید zq ∼ Np(0,V) از را مشاهده n−m تصادفͬ به طور ͬ گیریم. م درنظر
محاسبه (١۴ . ٢) رابطه از استفاده با xq سپس ،vij = ٠٫۵|i−j| ͬ کنیم م تعریف و Vp×p = (vij)

q = ١,٢, . . . , n −m آن در که ͬ شوند م تولید yq = x⊤
q β٠ + σεq مدل از ͺپاس متغیر مقادیر و

راستای در داده پرت ایجاد باعث دم پهن توزیع  این است. آزادی درجه سه با t توزیع دارای ε و
تولید خوب داده نقطه n − m این ͬ گیریم، م درنظر ٠٫۵ را σ مقدار ͬ شود. م عمودی محور
تولید صورت به این را آلوده داده نقطه m اکنون ͬ دهند. م ش΄ل را داده ها اصلͬ حجم شده،



٣٧ شبیه سازی
هم چنین .µ = (۵,٣,۶,٢,٧,٨,۴,٩)⊤ آن در که کرده تولید را xz ∼ Np(µ, I) ابتدا ͬ کنیم: م
آلوده مشاهدات برای ͺپاس متغیر مقادیر ،β١ = (١, ١, ١, ١, ١, ١, ١, ١)⊤ بردار گرفتن نظر در با
این ترکیب با اکنون .z = ١, . . . ,m آن در که ͬ آوریم م به دست yz = xzβ١ مدل از استفاده با را
مدل نیز آخر در ͬ سازیم. م را ،i = ١, . . . , n ،(xi, yi) اصلͬ داده مجموعه داده، مجموعه دو
را β نامعلوم پارامتر بردار و ͬ دهیم م برازش داده ها مجموعه به را y = x⊤β + ε رگرسیونͬ
نشان را تبیینͬ متغیرهای بین در آمده به وجود همخطͬ از نمایشͬ ٢ . ١ ش΄ل ͬ کنیم. م برآورد
ͺپاس متغیر و متغیرها از ΁هری در داده پرت ایجاد از نمایشͬ ٢ . ٢ ش΄ل همچنین ͬ دهد. م

دارد. وجود آلودگͬ داده ها درصد ٢٠ در حالت این  در ͬ باشد. م

n = ٢٠٠ برای همخطͬ از حاکͬ که ی΄دی·ر برابر در توضیحͬ متغیر ٨ پراکنش نمودار ماتریس :٢ . ١ ش΄ل
.(τ = ٠٫٢ (یعنͬ ͬ شوند م آلوده مشاهدات درصد ٢٠ که زمانͬ ،ρ = ٠٫٩ بالای همخطͬ و مشاهده



استوار ریج برآوردگر ٣٨
همخطͬ ͬ شود، م مشاهده ٢ . ١ ش΄ل در که همان طور شویم، متذکر باید .١ . ۴ . ٢ ملاحظه
برای بنابراین شد. خواهد اعمال خوب، داده n − m بر تنها داده ها مجموعه بر اعمال شده
شبیه سازی داده های برای را شرطͬ عدد میانگین حالت هر در همخطͬ وجود از اطمینان

ͬ کنیم. م گزارش شده

و ρ = ٠٫٩ ،n = ٢٠٠ حالت برای ͺپاس متغیر و تبیینͬ متغیرهای بین نافذ نقاط نمایش :٢ . ٢ ش΄ل
متغیرهای در نافذ نقاط مجموعه پایین:نمایش ،ͺپاس متغیر راستای در داده پرت نمایش بالا: τ = ٠٫٢

هستند. xp, . . . ,x١ تبیینͬ متغیرهای نشان دهنده ١,٢, . . . ,٨ اعداد آن در که تبیینͬ

و ͬ کنیم م تولید ،i = ١, . . . , n ،zi ∼ Np(0,V) از را داده n داده پرت، بدون حالت برای
داده پرت تولید از اجتناب برای ͬ کنیم. م محاسبه را xi مقادیر (١۴ . ٢) رابطه از استفاده با سپس

ͬ شود. م تولید استاندارد نرمال از ε ،ͺپاس متغیر در



٣٩ شبیه سازی
تکرار بار B = ١٠٠ را شبیه سازی این [١٣] آرسلان همانند ذکرشده، روش های مقایسه برای

به صورت ضریب هر برای را خطا دوم توان های میانگین برآوردگر هر برای و کرده

MSE(βj) =
١
B

B∑
i=١

(β̂ij − β٠j)٢, j = ١, . . . , p (٢ . ١٧)

به صورت را ضرایب بردار خطای دوم توان میانگین همچنین ͬ کنیم. م محاسبه

MSE(β) =
١
B

B∑
i=١

(β̂i − β٠)⊤(β̂i − β٠) (٢ . ١٨)

به صورت که (MPE) پیش·ویی خطای میانگین جذر و
√
MPE =

√√√√ ١
B

B∑
i=١

B∑
i=١

(ŷi − y)⊤(ŷi − y) (٢ . ١٩)

شده ارائه برآوردگرها پیش گویی قدرت دادن نشان برای که است دی·ری معیار ͬ آید، م به دست
ͬ باشد. م برآوردگر ها دی·ر به ریج برآوردگر پیش·ویی خطای نسبت REFF(MPE) معیار است.

شدت  که است شده گزارش جدول هر در نیز (MCN) شرطͬ عدد میانگین هم چنین
ͬ دهد. م نشان شده شبیه سازی تکرار B در را داده ها هم خطͬ

τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ١ جدول
RR−MM MM Ridge ضرايب

MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠۴٢٨ ٣٫٠٢۶١ ٠٫٠٣٢٧ ٣٫٠١٣٢ ٠٫٢۶١۶ ٢٫۵٩۵۴ β̂١
٠٫٠۴٢۶ ١٫۵١٨۶ ٠٫٠٣١٧ ١٫۵٢٩٧ ٠٫٠۶۶٧ ١٫٣٣۵۴ β̂٢
٠٫٠٣٢٩ ٠٫٠٢٢٣ ٠٫٠٢٨٨ ٠٫٠٢١٨ ٠٫٠٢١٣ ٠٫٠٢۴۴ β̂٣
٠٫٠۵۶٣ −٠٫٠٠۵۵ ٠٫٠۴۵٨ ٠٫٠٠۵٨ ٠٫٠٢٧٨ ٠٫٠٢٠۵ β̂۴
٠٫٠۴٨۵ ١٫٩۵٨۴ ٠٫٠٣۶٨ ١٫٩٨۶۵ ٠٫١٣٠۵ ١٫٧١٧٢ β̂۵
٠٫٠٣٩٧ −٠٫٠۵٣٩ ٠٫٠٣۶۵ −٠٫٠٣٩٢ ٠٫٠٢٧۶ −٠٫٠٢٧١ β̂۶
٠٫٠٣۵۵ ٠٫٠٢٣٠ ٠٫٠٣٢۴ ٠٫٠٢١٣ ٠٫٠٢١٠ −٠٫٠٠۴۴ β̂٧
٠٫٠٣٩۴ −٠٫٠٠٨۶ ٠٫٠٣۵۴ −٠٫٠١۴٩ ٠٫٠۵٣١ ٠٫١۶۴۵ β̂٨
٠٫٣٣٧٧ − ٠٫٢٨٠٠ − ٠٫۶٠٩۶ − MSE

RR−MM MM Ridge

٨٫۵٨٧٨ ٨٫۴۴۶٧ ٩٫١۵٧۵ √
MPE

١٫٠۶۶٣ ١٫٠٨۴٢ ١٫٠٠٠٠ REff

١١٫۶٧٧٧ ١١٫۶٧٧٧ ١١٫۶٧٧٧ MCN

مجموعه در داده پرت که زمانͬ ͬ شود، م مشاهده ٢ . ٣ و ٢ . ١ جدول های در که همان طور
،MM استوار برآوردگرهای عمل΄رد دارد، وجود متغیرها بین کمͬ همخطͬ و ندارد حضور داده
٢ . ٢ جدول های متغیرها، بین در همخطͬ افزایش با اما است، مشابه تقریبا استوار ریج و ریج
استوار ریج و ریج برآوردگرهای ولͬ نداشته ضرایب از خوبی برآورد MM استوار برآوردگر ،۴ . ٢ و



استوار ریج برآوردگر ۴٠

τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ٢ جدول
RR−MM MM Ridge ضرايب

MSE mean MSE mean MSE mean

١٫١٣٨٠ ٢٫۵٨٢٣ ١٫۴٩۴٣ ٣٫٠٨٩٣ ۴٫٣٧۶٢ ٠٫٩٢٣٣ β̂١
١٫٠١۵١ ١٫۴۵٨٣ ١٫۴۴٩۶ ١٫٧٠١٠ ٠٫۵١٣٢ ٠٫٨٠٨٧ β̂٢
٠٫٨۴۵٩ ٠٫١۶۵٩ ١٫٣١۶١ ٠٫١۴٧١ ٠٫۴۴٠٧ ٠٫۶۵٣٩ β̂٣
٠٫٩٧۵٧ ٠٫١۶۵٢ ٢٫٠٩۶٢ ٠٫٠٣٩۴ ٠٫۴۴٩۶ ٠٫۶۶٠٠ β̂۴
١٫٢٢٠٧ ١٫۵۴۵٣ ١٫۶٨١٠ ١٫٩٠٨۵ ١٫۴٣۴٩ ٠٫٨١۶٠ β̂۵
٠٫٨١٩٩ −٠٫٠٨۴٠ ١٫۶۶٩١ −٠٫٢۶۵٢ ٠٫۴١۵٩ ٠٫۶٢٨١ β̂۶
٠٫٨٨۶٨ ٠٫٢١٧٩ ١٫۴٧٩٨ ٠٫١۴۴۴ ٠٫۴۴٧۶ ٠٫۶۵٣۴ β̂٧
١٫٢۴٣٨ ٠٫٣٨١٠ ٨٫٣٨٢۴ −٠٫٢٣٧۵ ٠٫۴٢٨٧ ٠٫۶۴٨٨ β̂٨
٨٫١۴۵٩ − ١٩٫۵۶٨۴ − ٨٫۵٠۶٧ − MSE

RR−MM MM Ridge

٨٫١٩۵۶ ٨٫۴۴۶٧ ١٠٫٨١۵٧ √
MPE

١٫٣١٩٧ ١٫٢٨٠۵ ١٫٠٠٠٠ REff

١۵٠٧٫٣۵٠۵ ١۵٠٧٫٣۵٠۵ ١۵٠٧٫٣۵٠۵ MCN

τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ٣ جدول
RR−MM MM Ridge ضرايب

MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٠۶٩ ٢٫٩٧۴۴ ٠٫٠٠۵٧ ٢٫٩٩٢٠ ٠٫٠٧۵۶ ٢٫٧٣٢٩ β̂١
٠٫٠٠٨۶ ١٫۴٨٩٩ ٠٫٠٠٨٩ ١٫۵٠٠٣ ٠٫٠٢٢٢ ١٫٣٧۴۵ β̂٢
٠٫٠٠۶٧ ٠٫٠٠٧۶ ٠٫٠٠۶١ ٠٫٠٠٨۴ ٠٫٠٠۵۵ ٠٫٠١٠٧ β̂٣
٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠٠٢۴ ٠٫٠٠۶۵ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٠۵٠ ٠٫٠١٠٠ β̂۴
٠٫٠٠٧٩ ١٫٩٧۶٢ ٠٫٠٠۶٠ ١٫٩٩٣٧ ٠٫٠٣۶۴ ١٫٨٢٢٩ β̂۵
٠٫٠٠٨٠ −٠٫٠٢٣٧ ٠٫٠٠٨٠ −٠٫٠٢٣٨ ٠٫٠٠۶٣ −٠٫٠١۶٠ β̂۶
٠٫٠٠٨٢ −٠٫٠١٠٧ ٠٫٠٠٧۶ −٠٫٠١٠٢ ٠٫٠٠۶١ −٠٫٠٠٠٧ β̂٧
٠٫٠٠٩٣ ٠٫٠١٠٢ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٠٢٧ ٠٫٠٢٠٣ ٠٫١٢۴٨ β̂٨
٠٫٠۶٢۵ − ٠٫٠۵۶٨ − ٠٫١٧٧۵ − MSE

RR−MM MM Ridge

١٣٫٩۵۶۶ ١٣٫٨٩١٨ ١۵٫٠٧١٨ √
MPE

١٫٠٧٩٩ ١٫٠٨۴٩ ١٫٠٠٠٠ REff

٨٫٨۴١۶ ٨٫٨۴١۶ ٨٫٨۴١۶ MCN



۴١ شبیه سازی

τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :۴ . ٢ جدول
RR−MM MM Ridge ضرايب

MSE mean MSE mean MSE mean

٣٫١٧۶۶ ١٫٢٨۴٣ ٢٫۶٠١٩ ٢٫٨٢٨۶ ۴٫۶٧٨٣ ٠٫٨٣٧٣ β̂١
٠٫۶۶٨٩ ٠٫٩۵۴٣ ۴٫٠۶٢٢ ١٫۵٠۵٧ ٠٫۴٧۴٠ ٠٫٨١٢٣ β̂٢
٠٫٧٠٠۴ ٠٫۶٢٠٨ ٢٫٧٨٣٧ ٠٫١٨٠٣ ٠٫۶١٨٣ ٠٫٧٨۵٩ β̂٣
٠٫۶٠٧٩ ٠٫۶٠۶٢ ٢٫٩٧٠٢ ٠٫١۶٧۶ ٠٫۶١٩۴ ٠٫٧٨۶۵ β̂۴
١٫١۶٣١ ١٫٠٠۵١ ٢٫٧٣٢۶ ١٫٨۶۵٨ ١٫۴١٢۴ ٠٫٨١١٩ β̂۵
٠٫۴۶٠۴ ٠٫۴۶۵١ ٣٫۶٢۵۵ −٠٫۵٠٧١ ٠٫۵٩٨۵ ٠٫٧٧٣١ β̂۶
٠٫۵۵٣٧ ٠٫۵٣۵٨ ٣٫۴٧۴٨ −٠٫٢١٧٨ ٠٫۶٠۵٢ ٠٫٧٧٧۵ β̂٧
٣٫۶١١٢ ٠٫٩٧٠۶ ٢۴٫١۶۶٢ ٠٫۶۴٢٢ ٠٫۵٧۶۵ ٠٫٧۵٩٠ β̂٨
١٠٫٩۴٢١ − ۴۶٫۴١٧١ − ٩٫۵٨٢۶ − ١MSE

RR−MM MM Ridge

١٣٫٩٣٠۶ ١٣٫٨٩١٨ ١۴٫٣۴٣١ √
MPE

١٫٠٢٩۶ ١٫٠٣٢۵ ١٫٠٠٠٠ REff

١٣۵٧٧٫١٠۵٨ ١٣۵٧٧٫١٠۵٨ ١٣۵٧٧٫١٠۵٨ MCN

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :۵ . ٢ جدول
RR−MM MM Ridge ضرايب

MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٢٧٨٣ ٢٫٧۶۴١ ٠٫٢٧٠٢ ٢٫٧٨۶٢ ۵٫٧١٧١ ٠٫۶٠٩۴ β̂١
٠٫٢٩١٧ ١٫١۵١٢ ٠٫٢۶١۶ ١٫١٩٢٨ ٠٫۵۴١٣ ٠٫٧۶۶٩ β̂٢
٠٫١۵۶۴ ٠٫٠۶١١ ٠٫١۶١٨ ٠٫٠۴٨۶ ٠٫٢٧۴٠ ٠٫۵٢١۶ β̂٣
٠٫٣٨۴۵ −٠٫٣۶۶٩ ٠٫۴٢۵٠ −٠٫٣٨۶٠ ٠٫۶٣۴۶ ٠٫٧٩٢۵ β̂۴
٠٫١٣۵۶ ٢٫٠٠٢٧ ٠٫١۴١۵ ٢٫٠٨٧١ ٢٫٣۴٩١ ٠٫۴۶٧٨ β̂۵
٠٫٣٣۴٧ ٠٫٣١٠٧ ٠٫٣٢٣۶ ٠٫٢٩١٣ ٠٫١٧۴۶ ٠٫۴١۶٣ β̂۶
٠٫٢٧١١ −٠٫١٨٨۶ ٠٫٢٣٨٧ −٠٫١٩٣١ ٠٫۴٧٣٧ ٠٫۶٨۵٨ β̂٧
٠٫٩٧۵٢ ٠٫۶٠٢٨ ١٫٠۵۴٢ ٠٫۵۴٢٠ ٠٫١٣۴۵ ٠٫٣۶۵٧ β̂٨
٢٫٨٢٧۵ − ٢٫٨٧۶۶ − ١٠٫٢٩٨٩ − MSE

RR−MM MM Ridge

٢٧٫۴٢٨٧ ٢٧٫۵٣٧٠ ۶٩٫٩٣٩٣ √
MPE

٢٫۵۴٩٩ ٢٫۵٣٩٨ ١٫٠٠٠٠ REff

٣٣١٫٩٣٨٣ ٣٣١٫٩٣٨٣ ٣٣١٫٩٣٨٣ MCN



استوار ریج برآوردگر ۴٢

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :۶ . ٢ جدول
RR−MM MM Ridge ضرايب

MSE mean MSE mean MSE mean

٣٫۶٧٣٢ ١٫۴۶۶٣ ٣٫۵٧٣٧ ١٫٧١٧١ ۵٫٧۵٣۶ ٠٫۶٠١٨ β̂١
١٫۶٣٧٩ ٠٫۵٨٢٩ ١٫٩۵٧۴ ٠٫۶٣٢٠ ٠٫۵۴٢۶ ٠٫٧۶۵٧ β̂٢
١٫٠١۴٧ ٠٫۴٧۵٧ ١٫٣۶٨۶ ٠٫٣٧٣٠ ٠٫٢٧۵۴ ٠٫۵٢٢٨ β̂٣
٠٫۴٨٣٩ −٠٫١٩۴٠ ٠٫٨٣۵١ −٠٫٢۶٠۴ ٠٫۶٧٣٣ ٠٫٨١٧١ β̂۴
١٫۵۶۶۴ ١٫۴٢۶۵ ٢٫٢١٧٠ ١٫۴٢٨٢ ٢٫٣۶۴۶ ٠٫۴۶٢٩ β̂۵
١٫۶٠٨١ ٠٫٩٠۴٣ ٢٫٢٣٩۴ ٠٫٧۶٩۵ ٠٫١٧٣۵ ٠٫۴١۴٩ β̂۶
٠٫۶۵٠١ ٠٫١١٩٨ ٠٫٩١۵٠ ٠٫٠٠٢١ ٠٫۴٧٨٩ ٠٫۶٨٩٩ β̂٧
٣٫۴٠٢٧ ١٫۵٩٠٢ ۵٫١٠٢٩ ١٫۶٩١٣ ٠٫١٣٩٠ ٠٫٣٧١۴ β̂٨
١۴٫٠٣۶٩ − ١٨٫٢٠٨٩ − ١٠٫۴٠٠٨ − MSE

RR−MM MM Ridge

١٣٫٩٧٠٢ ١۶٫١۴۶٧ ۶٩٫۶۴٩۵ √
MPE

۴٫٩٨۵۶ ۴٫٣١٣۶ ١٫٠٠٠٠ REff

١۵٧١٫۶٨٢۴ ١۵٧١٫۶٨٢۴ ١۵٧١٫۶٨٢۴ MCN

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ٧ جدول
RR−MM MM Ridge ضرايب

MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٣١۵ ٢٫٩٣٠۴ ٠٫٠٢٨۴ ٣٫٠٠١۵ ۵٫۶٠۴٢ ٠٫۶٣٢٩ β̂١
٠٫١۵١۵ ١٫٢٨١٩ ٠٫١۴٧۵ ١٫٣٠٢۴ ٠٫۴٩۶٣ ٠٫٧٩۶۴ β̂٢
٠٫١٠٨١ ٠٫١٨١٨ ٠٫٠٩٩٩ ٠٫١۴٩٠ ٠٫٢٩٨٨ ٠٫۵۴۶١ β̂٣
٠٫١٧٧۵ −٠٫٢۴٢٩ ٠٫١٨۴٢ −٠٫٢۶٧٣ ٠٫۶٣٠۴ ٠٫٧٩٢٩ β̂۴
٠٫٠۴۶۶ ٢٫٠٢٨٣ ٠٫٠۵٩١ ٢٫١٠٢٩ ٢٫٢٩۶٨ ٠٫۴٨۴٧ β̂۵
٠٫١١٠۶ ٠٫١٨۵۵ ٠٫١٠٨٠ ٠٫١۵۶۶ ٠٫١٨۴٢ ٠٫۴٢٨۶ β̂۶
٠٫١٧۴۶ −٠٫٢۵٠٣ ٠٫١٩١٨ −٠٫٢۵٧٧ ٠٫۴٢٩٨ ٠٫۶۵۴٩ β̂٧
٠٫٢٨٢۵ ٠٫٣۴۶٣ ٠٫٢۶٩٣ ٠٫٢٩٧٨ ٠٫١۴۴٢ ٠٫٣٧٩٣ β̂٨
١٫٠٨٣٠ − ١٫٠٨٨١ − ١٠٫٠٨۴٩ − MSE

RR−MM MM Ridge

۵٠٫۴٠٧۵ ۵٠٫۴٧٢٧ ١٣١٫٩٠۴۵ √
MPE

٢٫۶١۶٨ ٢٫۶١٣۴ ١٫٠٠٠٠ REff

٢٠٣٫٣١٣٧ ٢٠٣٫٣١٣٧ ٢٠٣٫٣١٣٧ MCN



۴٣ شبیه سازی
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ٨ جدول

RR−MM MM Ridge ضرايب
MSE mean MSE mean MSE mean

٢٫٠۴٧٩ ١٫۶٩٢٩ ١٫٩۴٣۶ ١٫٧٩٢۶ ۵٫۶٩١٨ ٠٫۶١۴۴ β̂١
٠٫٩٨۵٧ ٠٫۶١٠٣ ٠٫٩۵۶۶ ٠٫۶٧۵۵ ٠٫۵١٣٢ ٠٫٧٨۴۴ β̂٢
٠٫٨٠۶۵ ٠٫٧۴۵۵ ٠٫٨١٨٨ ٠٫۶٩٣٣ ٠٫٢٨٨٨ ٠٫۵٣۶٨ β̂٣
٠٫٢٣۶۵ −٠٫٢٩۴٠ ٠٫٣٢٣٧ −٠٫٣۴٢۵ ٠٫۶۵۶٢ ٠٫٨٠٩٣ β̂۴
٠٫۵٣٩٠ ١٫۴۴١۵ ٠٫۵۵٩٧ ١٫۵٣٩١ ٢٫٣٢٢٢ ٠٫۴٧۶٣ β̂۵
٠٫٨۶٧٩ ٠٫٨٢٩٣ ٠٫٨۴٢۵ ٠٫٧۶۵١ ٠٫١٧٩۵ ٠٫۴٢٣١ β̂۶
٠٫١٨٨١ −٠٫٠٩٣٨ ٠٫٣١٠٩ −٠٫١۶٨٠ ٠٫۴۶٢٠ ٠٫۶٧٩٠ β̂٧
٢٫٢٢١٩ ١٫۴۴٣۴ ٢٫٢٢٢٣ ١٫۴٢۴۴ ٠٫١۴۴٠ ٠٫٣٧٩٠ β̂٨
٧٫٨٩٣۵ − ٧٫٩٧٨٢ − ١٠٫٢۵٧٧ − MSE

RR−MM MM Ridge

١٩٫٠٣۴١ ٢٠٫۴١٧١ ١٣٢٫٧٧٩٠ √
MPE

۶٫٩٧۵٨ ۶٫۵٠٣٣ ١٫٠٠٠٠ REff

٣۵٠٫۶۶۶٩ ٣۵٠٫۶۶۶٩ ٣۵٠٫۶۶۶٩ MCN

شده داده نشان به خوبی نتیجه این بالاتر نمونه حجم در ͬ دهند. م نشان را بهتری عمل΄رد
است.

در ٢ . ٧ و ۵ . ٢ جدول های در ،ͺپاس و تبیینͬ متغیرهای در داده پرت ایجاد با اکنون
برآورد در خوبی عمل΄رد ظاهرا معمولͬ ریج برآوردگر که ͬ شود م مشاهده بالا، همخطͬ حضور
حضور در مدل این ضعیف به شدت عمل΄رد پیش·ویی، خطای محاسبه با اما دارد پارامترها
با همچنین ،(β١) مدل گذار تاثیر ضرایب برآورد در بخصوص ͬ شود، م نمایان پرت داده های

هستیم. نتیجه این شاهد نیز ٢ . ٨ و ۶ . ٢ جدول های در همخطͬ افزایش

ضرایب بردار طرح این در ͬ باشد، م ΁ی طرح همانند داده تولید نحوه طرح این در . ٢ طرح
توزیع از µ بردار ͬ گیریم. م درنظر β٠ = (٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

١٠
,٢, . . . ,٢︸ ︷︷ ︸

١٠
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

١٠
,٢, . . . ,٢︸ ︷︷ ︸

١٠
)⊤ به صورت را

از گروه هایی مدل این در ͬ شود. م گرفته درنظر β١ = (١, . . . , ١︸ ︷︷ ︸
۴٠

) و شده تولید [٠, ١٠] ی΄نواخت
برای را طرح این است، ی΄سان آن ها بین همبستگͬ که دارند وجود غیرموثر و موثر متغیرهای

ͬ کنیم. م بررسͬ n = ١٠٠,٣٠٠ حجم های
معمولͬ ریج با قیاس در استوار ریج مدل عمل΄رد ٢ . ١٢ و ٢ . ١١ ،٢ . ١٠ ،٢ . ٩ جدول های در
کم همخطͬ در ͬ شود م مشاهده که همان طور ͬ کنیم، م مقایسه را شده معرفͬ M‐برآوردگر و
ͬ دهد م نشان معمولͬ استوار برآوردگر با مشابهͬ عمل΄رد نیز استوار ریج برآوردگر متغیرها، بین

ͬ شود. م نمایان استوار ریج برآوردگر خوب عمل΄رد متغیرها، بین همخطͬ افزایش با اما
متغیرهای در درصد ٢٠ به میزان و ͺپاس متغیر در ١۶ . ٢ و ١۵ . ٢ ،١۴ . ٢ ،٢ . ١٣ جدول های در
داده های حضور در معمولͬ ریج برآوردگر که ͬ شود م مشاهده ͬ کنیم. م ایجاد داده پرت تبیینͬ،
بالا، همخطͬ حضور در همچنین و ͬ کند، م ارائه ضعیفͬ عمل΄رد شدت به موجود، پرت



استوار ریج برآوردگر ۴۴
τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ٩ جدول

RR−MM MM Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠۴٢۶ ٠٫٠٠٣۶ ٠٫٠۴٣٩ ٠٫٠٠٧۶ ٠٫٠٧٧۶ ٠٫٢٠٢٧ β̂١
٠٫٠۵٣٢ ٠٫٠١۴٧ ٠٫٠۵۵٩ ٠٫٠١١۵ ٠٫٠۶٩۵ ٠٫٢٠٠٠ β̂٢
٠٫٠۶٠۶ ٠٫٠٣٣٧ ٠٫٠۵٨۵ ٠٫٠٢٩٨ ٠٫٠۵٠٣ ٠٫١٣٢١ β̂٣
٠٫٠۵٣٩ −٠٫٠۵۴٠ ٠٫٠۴٩١ −٠٫٠۴٩٨ ٠٫٠۴٩۶ ٠٫١٣۵٠ β̂۴
٠٫٠۵١١ ٠٫٠٠۶٠ ٠٫٠۵۴٨ −٠٫٠٠١۴ ٠٫٠۴٣٣ ٠٫١١۵٧ β̂۵
٠٫٠۵۴۶ −٠٫٠١۴٣ ٠٫٠۵٨٢ −٠٫٠١٧٩ ٠٫٠۵٣۴ ٠٫١۴٩۵ β̂۶
٠٫٠۶۵٧ ٠٫٠١۴۶ ٠٫٠٧٠٢ ٠٫٠١٧١ ٠٫٠۵۶۴ ٠٫١۴۴١ β̂٧
٠٫٠٧٣٧ −٠٫٠١۵۵ ٠٫٠٧۴٩ −٠٫٠٢٣٧ ٠٫٠۶٢٩ ٠٫١٧١۴ β̂٨
٠٫٠۶۴٩ ٠٫٠٢٢٧ ٠٫٠۶٢٨ ٠٫٠٢٧٨ ٠٫٠٨٠١ ٠٫٢٢۶٣ β̂٩
٠٫٠۵۵١ ٠٫٠٠۴١ ٠٫٠۵۴٣ −٠٫٠١۶٩ ٠٫٢٣٢١ ٠٫۴٣٨٢ β̂١٠
٠٫٠۵۴۴ ٢٫٠٠٢۴ ٠٫٠۴٧٧ ٢٫٠٢٢٩ ٠٫٣٨٩١ ١٫۴١٧٢ β̂١١
٠٫٠۵٠٢ ١٫٩٧۴١ ٠٫٠۴٧۴ ١٫٩٧٢۴ ٠٫٢٢١۶ ١٫۶٠٢١ β̂١٢
٠٫٠۵٢٣ ١٫٩٨٧٣ ٠٫٠۴٩۵ ١٫٩٨٨١ ٠٫١۴۴۵ ١٫۶٧١۵ β̂١٣
٠٫٠۶٣٠ ١٫٩٩٩٨ ٠٫٠۶۶٩ ٢٫٠١١٣ ٠٫١١٣٣ ١٫٧۴٠١ β̂١۴
٠٫٠۶۴٠ ١٫٩۶۵١ ٠٫٠۵٧۶ ١٫٩٧٨۶ ٠٫١۴١٩ ١٫۶٨٧٨ β̂١۵
٠٫٠٧٣١ ٢٫٠١۶١ ٠٫٠۶٨۶ ٢٫٠١٠۴ ٠٫١٢۴٨ ١٫۶٩٩٢ β̂١۶
٠٫٠٧٢۴ ١٫٩٣٨۴ ٠٫٠۶٧٣ ١٫٩۵١٣ ٠٫١٣٠١ ١٫۶٩٧۴ β̂١٧
٠٫٠۶٠٧ ٢٫٠١١٣ ٠٫٠۵٩٨ ٢٫٠١٢٣ ٠٫١۶٨۴ ١٫۶۵۶٧ β̂١٨
٠٫٠۵۵۶ ١٫٩٨۵١ ٠٫٠۴٨٠ ١٫٩٩۶٨ ٠٫٢٢۶٧ ١٫۶٠٢۶ β̂١٩
٠٫٠۵٠٩ ٢٫٠٠۴٣ ٠٫٠۵٠۴ ٢٫٠١٣٢ ٠٫۴١٧٧ ١٫٣٩٩٢ β̂٢٠
٠٫٠۵٣٩ ٠٫٠١٢۶ ٠٫٠۵۴٠ ٠٫٠٠٢۴ ٠٫٢٢۵۴ ٠٫۴٣٣۵ β̂٢١
٠٫٠۵٢۴ −٠٫٠١٠۴ ٠٫٠۵۶۵ −٠٫٠١۴۴ ٠٫٠٨٠٣ ٠٫٢١۵٨ β̂٢٢
٠٫٠۴٧١ ٠٫٠١١٣ ٠٫٠۴۵٠ ٠٫٠٠٨٣ ٠٫٠۴۶۶ ٠٫١۴۴٨ β̂٢٣
٠٫٠۵۵۶ ٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠۵٩٧ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠۴٠۵ ٠٫١١٧۵ β̂٢۴
٠٫٠٧٢٧ −٠٫٠٠٩٢ ٠٫٠٧٣۵ −٠٫٠٠۶۶ ٠٫٠٧٠۶ ٠٫١٧۵٣ β̂٢۵
٠٫٠۵٣٧ ٠٫٠٠۴٧ ٠٫٠۵۴٧ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠۶۶۴ ٠٫١۶٢٩ β̂٢۶
٠٫٠۶٨٩ ٠٫٠١٠٩ ٠٫٠۶٧۴ ٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠۵۶٧ ٠٫١۶٨٨ β̂٢٧
٠٫٠۴٣١ ٠٫٠١۶٣ ٠٫٠۴١۵ ٠٫٠٢٢٢ ٠٫٠۵٨١ ٠٫١٢٧١ β̂٢٨
٠٫٠۵٠۴ ٠٫٠٣١٧ ٠٫٠۵٢١ ٠٫٠١٨۵ ٠٫٠٨١۴ ٠٫٢١٩٠ β̂٢٩
٠٫٠۵۶۶ −٠٫٠٠٢۵ ٠٫٠۵٣٢ −٠٫٠١٧۵ ٠٫٢١٧٠ ٠٫۴٢۶١ β̂٣٠
٠٫٠۴٨٣ ٢٫٠١۵١ ٠٫٠۴٣۶ ٢٫٠٢٨۶ ٠٫٣٩٨۵ ١٫۴١٢۵ β̂٣١
٠٫٠۴٧٧ ١٫٩٩۵۵ ٠٫٠۴٧١ ١٫٩٩٧٧ ٠٫١٩٣٨ ١٫۶٢٧٢ β̂٣٢
٠٫٠۵٣۶ ١٫٩٨۴٧ ٠٫٠۵۴۴ ١٫٩٨۴٢ ٠٫١۴٧٠ ١٫۶٧٧٠ β̂٣٣
٠٫٠۴۶١ ٢٫٠١٣٩ ٠٫٠۴٨٣ ٢٫٠١٨۶ ٠٫١٣٠٧ ١٫۶٨۵٢ β̂٣۴
٠٫٠۶۴١ ١٫٩۶٧١ ٠٫٠۶٢٧ ١٫٩٧١۵ ٠٫١۵٨٠ ١٫۶٧۵١ β̂٣۵
٠٫٠٧٢۶ ٢٫٠۴٠٨ ٠٫٠٧٢۵ ٢٫٠۴١٩ ٠٫١٣٠٢ ١٫۶٩۵٩ β̂٣۶
٠٫٠۶۵٣ ١٫٩٧٧٩ ٠٫٠۶٣٩ ١٫٩٨۵٩ ٠٫١۴١٢ ١٫۶٨٣٣ β̂٣٧
٠٫٠۶٨۶ ٢٫٠٠٨٣ ٠٫٠۶٧١ ٢٫٠١١٣ ٠٫١٣۶٢ ١٫۶٨۶۶ β̂٣٨
٠٫٠۵۶٩ ٢٫٠٠۵٧ ٠٫٠۵۵٧ ٢٫٠١٢٧ ٠٫١٣١۵ ١٫۶٨٠٩ β̂٣٩
٠٫٠۶٢٠ ١٫٩٩٧۴ ٠٫٠۶۴۵ ١٫٩٩٧١ ٠٫١۵۵٧ ١٫۶۴٧٢ β̂۴٠
٢٫٣١١٧ − ٢٫٢٨٢٩ − ۵٫۵١٩٠ − MSE

RR−MM MM Ridge

١۵٫٣٩٠٨ ١۵٫٢۵٣۵ ٣۵٫٣١٣٠ √
MPE

٢٫٢٩۴۴ ٢٫٣١۵١ ١٫٠٠٠٠ REff

١۵٧٫٩۶٠١ ١۵٧٫٩۶٠١ ١۵٧٫٩۶٠١ MCN



۴۵ شبیه سازی
τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ١٠ جدول

RR−MM MM Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

١٫۴١۵۶ −٠٫١۵٩۴ ٢٫٠٠۶۵ ٠٫٠۵١۶ ٠٫٧۵٣٠ ٠٫٨۶۵٨ β̂١
١٫۶٠١٣ ٠٫٣٣٩١ ٢٫۵۵۵۴ ٠٫٠٧٨٠ ٠٫٧۴۶٧ ٠٫٨۶٢٣ β̂٢
١٫۴٨۴۶ ٠٫٢٣٧٧ ٢٫۶٧٢٩ ٠٫٢٠١٢ ٠٫٧۴٨۶ ٠٫٨۶٣۴ β̂٣
١٫۴۴٨٢ −٠٫١۵٨۶ ٢٫٢۴٣٠ −٠٫٣٣۶٨ ٠٫٧۴٩٨ ٠٫٨۶۴١ β̂۴
١٫٣۵٣٢ ٠٫٠۴٢٩ ٢٫۵٠٨١ −٠٫٠٠٩٧ ٠٫٧۵١۶ ٠٫٨۶۵٣ β̂۵
١٫۵٢١۵ −٠٫٠۶٠٠ ٢٫۶۶٣۵ −٠٫١٢٠٨ ٠٫٧۵۴۴ ٠٫٨۶۶٧ β̂۶
١٫۵٣۶٨ ٠٫١۶٧٠ ٣٫٢١٠٢ ٠٫١١۵۴ ٠٫٧۵۴٩ ٠٫٨۶٧٠ β̂٧
١٫٩٩۶۵ −٠٫٠٠٧١ ٣٫۴٢۶٩ −٠٫١۶٠٣ ٠٫٧۵٧٠ ٠٫٨۶٨١ β̂٨
١٫۶۶٨٢ ٠٫٢۴٣٧ ٢٫٨٧٢۵ ٠٫١٨٧٩ ٠٫٧۶١۶ ٠٫٨٧٠۶ β̂٩
١٫٣٧٩۵ ٠٫١٣٧۶ ٢٫۴٨٢٣ −٠٫١١۴٢ ٠٫٧٧٠٠ ٠٫٨٧۵٣ β̂١٠
١٫٣۶٨٢ ١٫٨٣۶٨ ٢٫١٨١٠ ٢٫١۵۴٩ ١٫٢۴٧۶ ٠٫٨٨۵٠ β̂١١
١٫۴٣۴٠ ١٫٨۴٠۶ ٢٫١۶۵۵ ١٫٨١٣٧ ١٫٢٣۵١ ٠٫٨٩٠٨ β̂١٢
١٫۴٠۶٨ ١٫٨٩٩٩ ٢٫٢۶۴۵ ١٫٩١٩٨ ١٫٢٣١٢ ٠٫٨٩٢٧ β̂١٣
١٫٧٣۵٠ ١٫٩٩٧٩ ٣٫٠۵٨٣ ٢٫٠٧۶۴ ١٫٢٢۶۵ ٠٫٨٩۴٧ β̂١۴
١٫٧۴٩۶ ١٫٨۶١٩ ٢٫۶٣۴۵ ١٫٨۵۵٠ ١٫٢٣٠١ ٠٫٨٩٣١ β̂١۵
١٫٩١٩٣ ١٫٩٢۵١ ٣٫١٣۶۵ ٢٫٠٧٠۶ ١٫٢٣٠٨ ٠٫٨٩٢٨ β̂١۶
٢٫١٢۶٨ ١٫٧٠٩٩ ٣٫٠٧٧۶ ١٫۶٧٠٩ ١٫٢٣۴۵ ٠٫٨٩١٠ β̂١٧
١٫٧٨٣٣ ١٫٩۶٣۵ ٢٫٧٣۶٣ ٢٫٠٨٣۴ ١٫٢٣۶١ ٠٫٨٩٠٢ β̂١٨
١٫۴۵٩۶ ١٫٨٧٣۶ ٢٫١٩۴۵ ١٫٩٧٨۴ ١٫٢٣۶٧ ٠٫٨٨٩٨ β̂١٩
١٫۴٠٧۶ ١٫٩۴٣٢ ٢٫٣٠٣٢ ٢٫٠٨٩۵ ١٫٢۴٢١ ٠٫٨٨٧۵ β̂٢٠
١٫۵٢٩٣ ٠٫١٣٠٧ ٢٫۴۶٨١ ٠٫٠١۶۴ ٠٫٧٧٧١ ٠٫٨٧٩٣ β̂٢١
١٫۶۵٣٨ ٠٫٠٧١١ ٢٫۵٨١۵ −٠٫٠٩٧٣ ٠٫٧۶۵۶ ٠٫٨٧٣١ β̂٢٢
١٫۵٢۴١ ٠٫٠٧٨۴ ٢٫٠۵٧٢ ٠٫٠۵۶۴ ٠٫٧۶٠٢ ٠٫٨٧٠١ β̂٢٣
١٫٢٩٩١ ٠٫١٢۶١ ٢٫٧٢٩٠ ٠٫٠۵٧٣ ٠٫٧۵٩٩ ٠٫٨۶٩٩ β̂٢۴
١٫۶۶۵١ ٠٫١۴۴٠ ٣٫٣۶٠۴ −٠٫٠۴۴۶ ٠٫٧۵۶١ ٠٫٨۶٧٨ β̂٢۵
١٫۴٨٠٢ −٠٫٠٣٢٢ ٢٫۵٠٠٣ ٠٫٠٠۵٣ ٠٫٧۵۶٩ ٠٫٨۶٨٢ β̂٢۶
١٫٧٠٢٢ ٠٫١١٩٢ ٣٫٠٨٢۴ ٠٫٠٣٩٩ ٠٫٧۵٨٨ ٠٫٨۶٩۴ β̂٢٧
١٫١۵۶٢ ٠٫٢۴٣۴ ١٫٨٩۶۶ ٠٫١۵٠۴ ٠٫٧۶٢۴ ٠٫٨٧١٣ β̂٢٨
١٫٢٣٧۶ ٠٫١٢۴۶ ٢٫٣٨٣۶ ٠٫١٢۴٩ ٠٫٧۶٢۵ ٠٫٨٧١۴ β̂٢٩
١٫۵۵٠١ ٠٫١۵٩٢ ٢٫۴٣٣٧ −٠٫١١٨۵ ٠٫٧۶٧٣ ٠٫٨٧٣٩ β̂٣٠
١٫٣۴٧٢ ١٫٩۶٠۴ ١٫٩٩٢۶ ٢٫١٩٣٢ ١٫٢۴٨٧ ٠٫٨٨۴۴ β̂٣١
١٫٣۴٣٣ ١٫٩۶١١ ٢٫١۵٣١ ١٫٩٨۴٧ ١٫٢۴٠۵ ٠٫٨٨٨٢ β̂٣٢
١٫٧١١۵ ١٫٩۶٨٣ ٢٫۴٨٩٧ ١٫٨٩٣۵ ١٫٢٣۵٢ ٠٫٨٩٠٧ β̂٣٣
١٫۴٧٨٩ ١٫٨٨١٠ ٢٫٢٠٨٢ ٢٫١٢۵٧ ١٫٢٣۴١ ٠٫٨٩١١ β̂٣۴
٢٫١٣۴۴ ١٫٩٨۵٢ ٢٫٨۶٨۴ ١٫٨٠٧۴ ١٫٢۴١٣ ٠٫٨٨٧٩ β̂٣۵
٢٫١١٠٨ ١٫٩٨۵٨ ٣٫٣١۴٠ ٢٫٢٨٣۶ ١٫٢۵١٣ ٠٫٨٨٣٣ β̂٣۶
١٫۶٩۴٩ ١٫٨٩٢۴ ٢٫٩٢٢١ ١٫٩٠۴٩ ١٫٢۶٧۴ ٠٫٨٧۶٠ β̂٣٧
١٫٨٧٠٩ ١٫٩٢٩٩ ٣٫٠۶۶٢ ٢٫٠٧۶٢ ١٫٣٠٣١ ٠٫٨۶٠١ β̂٣٨
١٫۶٣۴٢ ١٫٩١٢٧ ٢٫۵۴۵٨ ٢٫٠٨۵۶ ١٫٣٧١٣ ٠٫٨٣٠۴ β̂٣٩
٧٫۵١۴٧ ١٫٧۶٢٢ ١٧٫٠٧٧۵ ١٫٨٧١۵ ١٫۴٨۵١ ٠٫٧٨٢۵ β̂۴٠

۶٩٫۴٣۴١ − ١١٨٫۵٢٣۴ − ۴٠٫۴٠٣١ − MSE

RR−MM MM Ridge

١٣٫٩٢٧٣ ١۵٫٢۵٣۵ ۶٨٫۶٢١٧ √
MPE

۴٫٩٢٧١ ۴٫۴٩٨٧ ١٫٠٠٠٠ REff

۶١٩٣٫۵٧۴٨ ۶١٩٣٫۵٧۴٨ ۶١٩٣٫۵٧۴٨ MCN



استوار ریج برآوردگر ۴۶
τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ١١ جدول

RR−MM MM Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠٧٢ ٠٫٠٠١٨ ٠٫٠٢١٢ ٠٫١١٧١ β̂١
٠٫٠٠٧٣ −٠٫٠٠۵۵ ٠٫٠٠٧٣ −٠٫٠٠۶٧ ٠٫٠١۵۵ ٠٫٠٨٢٩ β̂٢
٠٫٠١٠٢ ٠٫٠١۵۵ ٠٫٠١٠٢ ٠٫٠١۵١ ٠٫٠١٢٠ ٠٫٠۶٩۶ β̂٣
٠٫٠٠٩٠ −٠٫٠٢٠٨ ٠٫٠٠٩٠ −٠٫٠١٩۶ ٠٫٠١۴٧ ٠٫٠٧٧۵ β̂۴
٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠٠۵۵ ٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠١٧٢ ٠٫٠٧٧٨ β̂۵
٠٫٠٠٧١ ٠٫٠١٠٧ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠١٠١ ٠٫٠١٢٠ ٠٫٠۶٩۵ β̂۶
٠٫٠٠٨۵ −٠٫٠٠٢٩ ٠٫٠٠٨٢ −٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠١٣٣ ٠٫٠٧٢٢ β̂٧
٠٫٠١٠۴ −٠٫٠٠٠١ ٠٫٠١٠۶ −٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠١۶۶ ٠٫٠٨٠۴ β̂٨
٠٫٠١١١ −٠٫٠٠٣٧ ٠٫٠١١٣ −٠٫٠٠۴٧ ٠٫٠٢۴۵ ٠٫١١٢۵ β̂٩
٠٫٠٠٨٩ ٠٫٠١٠٠ ٠٫٠٠٩١ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫١٠٨۴ ٠٫٢٩٣٧ β̂١٠
٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٩۵٩ ٠٫٠٠٨١ ١٫٩٩٩۶ ٠٫١۶٢٨ ١٫۶٣٣٧ β̂١١
٠٫٠١٠٧ ١٫٩٩۵٣ ٠٫٠١٠۶ ١٫٩٩۵١ ٠٫٠۵٨٠ ١٫٨١٠٧ β̂١٢
٠٫٠٠٧۶ ١٫٩٩١٩ ٠٫٠٠٧٢ ١٫٩٩٣۵ ٠٫٠٣٧٩ ١٫٨۴١۶ β̂١٣
٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٨۵۴ ٠٫٠٠٨۵ ١٫٩٨۴١ ٠٫٠٣۴٨ ١٫٨۵٣۵ β̂١۴
٠٫٠٠٩١ ٢٫٠٠٩٢ ٠٫٠٠٨٩ ٢٫٠٠٩٣ ٠٫٠٣٣۶ ١٫٨۶١١ β̂١۵
٠٫٠١٠۴ ١٫٩٨٣۶ ٠٫٠١٠٧ ١٫٩٨۵۶ ٠٫٠٣۶٢ ١٫٨۴۵٧ β̂١۶
٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٩٩۵ ٠٫٠٠٨١ ٢٫٠٠١٠ ٠٫٠٣٣١ ١٫٨۶٠١ β̂١٧
٠٫٠٠٩٩ ٢٫٠٠٨٣ ٠٫٠٠٩٩ ٢٫٠١٠٠ ٠٫٠۴٢١ ١٫٨٣٧۵ β̂١٨
٠٫٠١١۴ ١٫٩٩٠٢ ٠٫٠١١٧ ١٫٩٩٠٠ ٠٫٠۵٢٠ ١٫٨١٧۶ β̂١٩
٠٫٠٠٧٩ ١٫٩٩۶٨ ٠٫٠٠٧۶ ٢٫٠٠٠٢ ٠٫١۵٨۶ ١٫۶۴١٣ β̂٢٠
٠٫٠٠۶٨ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠٠۶٨ ٠٫٠٠۶٠ ٠٫١٠١٨ ٠٫٢٨٩١ β̂٢١
٠٫٠٠٩۵ ٠٫٠١٧٨ ٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠١٧۵ ٠٫٠٢٩١ ٠٫١٢٣٩ β̂٢٢
٠٫٠١٠۴ −٠٫٠١١١ ٠٫٠٠٩٩ −٠٫٠١٠١ ٠٫٠١۴٣ ٠٫٠٨١۶ β̂٢٣
٠٫٠٠٨٧ ٠٫٠٠٠۵ ٠٫٠٠٨٨ −٠٫٠٠١٠ ٠٫٠١۴۴ ٠٫٠٨۴٩ β̂٢۴
٠٫٠٠٩١ ٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠٨٩ −٠٫٠٠٠١ ٠٫٠١۴٩ ٠٫٠٧۶٨ β̂٢۵
٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠١٩٠ ٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠١٨۶ ٠٫٠١۶۴ ٠٫٠٨٨۶ β̂٢۶
٠٫٠٠٨٠ −٠٫٠١١۶ ٠٫٠٠٨١ −٠٫٠١٢٨ ٠٫٠١٢٨ ٠٫٠٧۴۶ β̂٢٧
٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠١۶۶ ٠٫٠٠٨٧ ٠٫٠١٨۵ ٠٫٠١٨٨ ٠٫٠٨۵٨ β̂٢٨
٠٫٠٠٧٢ −٠٫٠١۵١ ٠٫٠٠٧٢ −٠٫٠١۵٠ ٠٫٠٢۴٣ ٠٫١١۴٨ β̂٢٩
٠٫٠٠٨٣ ٠٫٠٢٠٢ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠١٧٠ ٠٫١١۶٧ ٠٫٣١٠۶ β̂٣٠
٠٫٠٠٨٩ ١٫٩٩۴٧ ٠٫٠٠٨٧ ١٫٩٩٧۶ ٠٫١٧٧۴ ١٫۶٢٠١ β̂٣١
٠٫٠٠٩١ ١٫٩٨٨٩ ٠٫٠٠٩٠ ١٫٩٨٩٠ ٠٫٠۵٧٨ ١٫٨٠۵٩ β̂٣٢
٠٫٠٠٨٢ ١٫٩٩۶٨ ٠٫٠٠٨٠ ١٫٩٩٨۴ ٠٫٠۴١١ ١٫٨۴٠٧ β̂٣٣
٠٫٠٠٨٣ ٢٫٠٠١۶ ٠٫٠٠٨۵ ٢٫٠٠١۴ ٠٫٠۴٠٧ ١٫٨۴٠٢ β̂٣۴
٠٫٠٠٩٣ ٢٫٠٠٢٧ ٠٫٠٠٩۵ ٢٫٠٠۴٣ ٠٫٠٣۴٨ ١٫٨۴٨۶ β̂٣۵
٠٫٠٠٩٧ ١٫٩٩٨٧ ٠٫٠٠٩٠ ١٫٩٩٩٩ ٠٫٠٣٩۴ ١٫٨۵۵١ β̂٣۶
٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٨٧٨ ٠٫٠٠٨٠ ١٫٩٩٠۴ ٠٫٠۴٠٣ ١٫٨٣٨٠ β̂٣٧
٠٫٠٠٩٠ ٢٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٨٨ ١٫٩٩٨٠ ٠٫٠٣۴٢ ١٫٨۵٠٢ β̂٣٨
٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٩٣٩ ٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٩٧٩ ٠٫٠٣٨۴ ١٫٨۴٣٧ β̂٣٩
٠٫٠٠٩۵ ٢٫٠٠١٠ ٠٫٠٠٩۵ ١٫٩٩۶٨ ٠٫٠۵١٨ ١٫٨٠١٩ β̂۴٠
٠٫٣۵۶۴ − ٠٫٣۵٣۶ − ١٫٨٢٣٨ − MSE

RR−MM MM Ridge

١٨٫۵٨٨٧ ١٨٫۵٨٠١ ٣۴٫۵٨۶۵ √
MPE

١٫٨۶٠۶ ١٫٨۶١۵ ١٫٠٠٠٠ REff

۶۴٫٢١۶۴ ۶۴٫٢١۶۴ ۶۴٫٢١۶۴ MCN



۴٧ شبیه سازی
τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ١٢ جدول

RR−MM MM Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٢٩٨٠ −٠٫٠١٢۵ ٠٫٣٢٩٣ ٠٫٠١٢۴ ٠٫٨٢٧١ ٠٫٩٠٨٨ β̂١
٠٫٢١٧٨ ٠٫١١٧۴ ٠٫٣٣٣٨ −٠٫٠۴۵۶ ٠٫٨٢٢٢ ٠٫٩٠۶١ β̂٢
٠٫٣۶٠۶ ٠٫١۴٩٢ ٠٫۴۶۶۵ ٠٫١٠٢٠ ٠٫٨٢٢٣ ٠٫٩٠۶٢ β̂٣
٠٫٢٩۴٢ −٠٫٠٣۵٨ ٠٫۴١١٠ −٠٫١٣٢٩ ٠٫٨٢٣٠ ٠٫٩٠۶۶ β̂۴
٠٫٢٨٣۶ ٠٫١٠٣٩ ٠٫۴٣٠١ ٠٫٠٣٣۴ ٠٫٨٢۶۵ ٠٫٩٠٨۵ β̂۵
٠٫٢۴۴١ ٠٫١١٨٣ ٠٫٣١٨۴ ٠٫٠۶٨٣ ٠٫٨٢٩۴ ٠٫٩١٠٠ β̂۶
٠٫٢٩٢٧ ٠٫٠٧٧۶ ٠٫٣٧٧٠ −٠٫٠٢٣١ ٠٫٨٣۴١ ٠٫٩١٢٧ β̂٧
٠٫٣٠١٣ ٠٫٠۶٧۴ ٠٫۴٨۵٨ −٠٫٠٠۴۶ ٠٫٨٣٨٧ ٠٫٩١۵١ β̂٨
٠٫٣٨٧۶ ٠٫٠۵٩٢ ٠٫۵١٧٢ −٠٫٠٣١۵ ٠٫٨۴٩٨ ٠٫٩٢١١ β̂٩
٠٫٣٩٧٨ ٠٫٢۵٧٢ ٠٫۴١٧۵ ٠٫٠۵۴١ ٠٫٨۶٨٧ ٠٫٩٣١١ β̂١٠
٠٫٣٨٣٢ ١٫٨٠١٣ ٠٫٣۶٨۵ ١٫٩٩٧٣ ١٫١٠۴١ ٠٫٩۵٠٨ β̂١١
٠٫٣۵۵٠ ١٫٨٨٠٢ ٠٫۴٨۵٧ ١٫٩۶۶٩ ١٫٠٨۴١ ٠٫٩۶١٠ β̂١٢
٠٫٢۴۵٢ ١٫٨٩٧٣ ٠٫٣٢٩۴ ١٫٩۵۶٠ ١٫٠٧۶٧ ٠٫٩۶۴۶ β̂١٣
٠٫٣٠٢٢ ١٫٨٣١٨ ٠٫٣٨٩۴ ١٫٨٩٢۴ ١٫٠٧٠٧ ٠٫٩۶٧٨ β̂١۴
٠٫٣۴١۵ ١٫٩٩١۵ ٠٫۴٠٨٣ ٢٫٠۶٢٩ ١٫٠٧٠٠ ٠٫٩۶٧٩ β̂١۵
٠٫٣٢٢٧ ١٫٨٣۵٠ ٠٫۴٩٠٧ ١٫٩٠٢۵ ١٫٠٧٢١ ٠٫٩۶۶۶ β̂١۶
٠٫٢۵٣٣ ٢٫٠٠٠۶ ٠٫٣٧١٣ ٢٫٠٠٧٠ ١٫٠٧۴٢ ٠٫٩۶۵۶ β̂١٧
٠٫٢۵٣٠ ١٫٩٧۴۵ ٠٫۴۵٢٨ ٢٫٠۶٧۵ ١٫٠٧٣۵ ٠٫٩۶۶٠ β̂١٨
٠٫٣۵٠٣ ١٫٨٨٣۶ ٠٫۵٣۵٣ ١٫٩٣٢٢ ١٫٠٨۶۵ ٠٫٩۵٩٢ β̂١٩
٠٫٣٣٣٧ ١٫٨٢٩۶ ٠٫٣۴٩۴ ٢٫٠٠١۴ ١٫١٠٨٣ ٠٫٩۴٨٢ β̂٢٠
٠٫٢٨٠٧ ٠٫١٨٩٨ ٠٫٣١١۴ ٠٫٠۴٠۵ ٠٫٨۶٣٧ ٠٫٩٢٨۶ β̂٢١
٠٫٣٢٢٩ ٠٫١۵١١ ٠٫۴٢٩۴ ٠٫١١٨٣ ٠٫٨۴۵٨ ٠٫٩١٨٩ β̂٢٢
٠٫٣١٢٣ ٠٫٠۴۵۴ ٠٫۴۵۴۵ −٠٫٠۶٨٣ ٠٫٨٣۵٩ ٠٫٩١٣۶ β̂٢٣
٠٫٣٠٣٧ ٠٫٠٩١٩ ٠٫۴٠٠۴ −٠٫٠٠۶٩ ٠٫٨٣٣٩ ٠٫٩١٢٧ β̂٢۴
٠٫٣٠٩٩ ٠٫٠٨٩٠ ٠٫۴٠٧٢ −٠٫٠٠١٠ ٠٫٨٣١٠ ٠٫٩١١١ β̂٢۵
٠٫٣٣٨٨ ٠٫١٧۵۶ ٠٫۴٣٨١ ٠٫١٢۶٠ ٠٫٨٣١۴ ٠٫٩١١٢ β̂٢۶
٠٫٢۴٨٣ ٠٫٠۴۶٩ ٠٫٣٧٠۴ −٠٫٠٨۶۵ ٠٫٨٣٢۴ ٠٫٩١١٧ β̂٢٧
٠٫٣١٣٣ ٠٫١٣۶٧ ٠٫٣٩٩۶ ٠٫١٢۵١ ٠٫٨٣٨١ ٠٫٩١۵٠ β̂٢٨
٠٫٢٣٠٠ ٠٫٠٣٣٠ ٠٫٣٢٩۶ −٠٫١٠١١ ٠٫٨۴١١ ٠٫٩١۶۶ β̂٢٩
٠٫۴٠٠٨ ٠٫٢٩٣۵ ٠٫٣۶٣٢ ٠٫١١۵٢ ٠٫٨۵٧١ ٠٫٩٢۵١ β̂٣٠
٠٫٣۵٧١ ١٫٧٧٧٩ ٠٫٣٩٨١ ١٫٩٨۴١ ١٫١١٣٨ ٠٫٩۴۶٢ β̂٣١
٠٫٣٠۶١ ١٫٨۵١۴ ٠٫۴١١۵ ١٫٩٢۵٣ ١٫٠٩۶٩ ٠٫٩۵۴٧ β̂٣٢
٠٫٢٩٠٣ ١٫٩۵٠۴ ٠٫٣۶۵٨ ١٫٩٨٩۵ ١٫٠٨٩۵ ٠٫٩۵٨٢ β̂٣٣
٠٫٣٣١٢ ١٫٩٢٣٢ ٠٫٣٩٠٠ ٢٫٠٠٩۵ ١٫٠٨٧۵ ٠٫٩۵٩٢ β̂٣۴
٠٫٢٩٧٢ ١٫٩٣۴۵ ٠٫۴٣٢۵ ٢٫٠٢٩٢ ١٫٠٩۶٧ ٠٫٩۵۴۵ β̂٣۵
٠٫٢٨٠۵ ١٫٩۴٣٣ ٠٫۴١٣۵ ١٫٩٩٩١ ١٫١٠۵۵ ٠٫٩۵٠٢ β̂٣۶
٠٫٢۶٣٨ ١٫٨٩۴٧ ٠٫٣۶۴۶ ١٫٩٣۵٠ ١٫١٢۵٠ ٠٫٩۴٠٨ β̂٣٧
٠٫٣١٣٠ ١٫٩٢٨٢ ٠٫۴٠۴٢ ١٫٩٨۶۴ ١٫١۶٢۵ ٠٫٩٢٣٢ β̂٣٨
٠٫٢٩٩٧ ١٫٨۶۴٣ ٠٫٣٨۴٨ ١٫٩٨۶١ ١٫٢٣٧۶ ٠٫٨٨٨۶ β̂٣٩
١٫۶٠٧۶ ١٫٨٧٠١ ٢٫۶٢۴٠ ٢٫٠۶٠١ ١٫٣٧٢٠ ٠٫٨٢٩١ β̂۴٠

١٣٫۶٢۵٠ − ١٨٫٣۶٠١ − ٣٩٫٠۵٩۵ − MSE

RR−MM MM Ridge

١٨٫۴٠٣٩ ١٨٫۵٨٠١ ۶۵٫٣٨٨٠ √
MPE

٣٫۵۵٢٩ ٣٫۵١٩٢ ١٫٠٠٠٠ REff

۴٠۵٠٫٧۴١٠ ۴٠۵٠٫٧۴١٠ ۴٠۵٠٫٧۴١٠ MCN



استوار ریج برآوردگر ۴٨
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ١٣ جدول

RR−MM MM Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫١۵٧٠ −٠٫٠۴٨١ ٠٫١۵۶١ −٠٫٠۴۴٧ ٠٫١۵٢٨ ٠٫٣٩٠١ β̂١
٠٫٢٣۵١ ٠٫٠٧٢٧ ٠٫٢۵٩٣ ٠٫٠۵٣۵ ٠٫٢٢۵٩ ٠٫۴٧۴٢ β̂٢
٠٫٢٧٩٧ −٠٫٠٢٩٧ ٠٫٣١٨٢ −٠٫٠٣۴٠ ٠٫١۵٨٠ ٠٫٣٩۶۵ β̂٣
٠٫٢٧۴٨ ٠٫٠۵٧۶ ٠٫٢٩٣٨ ٠٫٠۵٠٧ ٠٫١٩٨۴ ٠٫۴۴۴۴ β̂۴
٠٫٢٢٧٩ −٠٫٠٧٢۵ ٠٫٢۴١۵ −٠٫٠٨٩۶ ٠٫۴۴۴٢ ٠٫۶۶۴٩ β̂۵
٠٫٢۵۶٨ ٠٫٢١۵٩ ٠٫٢٨٧٩ ٠٫٢٠١٣ ٠٫٧۴٢٧ ٠٫٨۶٠٢ β̂۶
٠٫٢۶٠٨ −٠٫١١١٨ ٠٫٢٨۵٠ −٠٫١٢٩٩ ٠٫١٨٢٠ ٠٫۴٢۵٧ β̂٧
٠٫٢٩۴٧ ٠٫١۵٢٧ ٠٫٢٨١٨ ٠٫١۴۴٢ ٠٫۴۵۴١ ٠٫۶٧٢٢ β̂٨
٠٫١٩۶٨ −٠٫٠٢٠۴ ٠٫٢٠۶۴ −٠٫٠۶٧٢ ٠٫١٨٢۶ ٠٫۴٢۶٣ β̂٩
٠٫٣٣٣١ ٠٫٢۴٨٧ ٠٫٣٧٠۵ ٠٫٢۴٣٢ ٠٫٧١٩٣ ٠٫٨۴۶١ β̂١٠
٠٫٢٧٢١ ١٫٨٠۴٠ ٠٫٢٧۶۴ ١٫٨٢۵٧ ٢٫۴٨٧۵ ٠٫۴٢٣١ β̂١١
٠٫٢۴٢٢ ١٫٩٢١۴ ٠٫٢٧٨٢ ١٫٩٠٣٩ ٢٫٠۶٩٠ ٠٫۵۶٢٠ β̂١٢
٠٫٢١١۶ ٢٫٠٠٠۴ ٠٫٢٣٧١ ٢٫٠٣۴۵ ٢٫١٠٨١ ٠٫۵۴٨۵ β̂١٣
٠٫٢٨٧٣ ١٫٧٨٨۶ ٠٫٣٣١٨ ١٫٨١١٨ ٢٫۴۴٣۵ ٠٫۴٣٧١ β̂١۴
٠٫٢۶١۴ ٢٫٠٧٩١ ٠٫٢٧٧١ ٢٫٠٩٨۶ ١٫۴٠١۶ ٠٫٨١٧۴ β̂١۵
٠٫٢٨١٧ ٢٫٠١٢۶ ٠٫٢٩۶٩ ٢٫٠٢۶۶ ١٫۶١١٩ ٠٫٧٣١٢ β̂١۶
٠٫٢۴۶٣ ١٫٨١٩٧ ٠٫٢۵٣٩ ١٫٨٢٢٩ ٢٫٣٩۴٨ ٠٫۴۵٢٨ β̂١٧
٠٫١٩٠٠ ٢٫٠٨۶۴ ٠٫٢١۴١ ٢٫١١٣٩ ١٫٢٣٣٧ ٠٫٨٩٠٧ β̂١٨
٠٫١٨٠٨ ١٫٩۶۶٣ ٠٫٢١١۵ ١٫٩٨٠٠ ١٫۵٨٣٣ ٠٫٧۴٢٨ β̂١٩
٠٫٢٨۴٧ ١٫٩٣٧۴ ٠٫٣٢٩٩ ١٫٩۶٧۶ ١٫٣٠٩٨ ٠٫٨۵۶۶ β̂٢٠
٠٫٢۵۵٢ ٠٫١۵٨۴ ٠٫٢٧٨٧ ٠٫٠٩٨۶ ٠٫٧۶٧١ ٠٫٨٧٣١ β̂٢١
٠٫٢١٩٠ ٠٫٠٢۶١ ٠٫٢٣۵٠ ٠٫٠١۶٠ ٠٫۵١۵٧ ٠٫٧١۶۵ β̂٢٢
٠٫٢۶۴۶ ٠٫١٧٠٧ ٠٫٢٧٣۶ ٠٫١٨١۴ ٠٫٧٩١٧ ٠٫٨٨۶٩ β̂٢٣
٠٫٢۴٧٨ ٠٫٠٨٠٠ ٠٫٢۶٧٨ ٠٫٠۴۶١ ٠٫٧٨٧٩ ٠٫٨٨۵۴ β̂٢۴
٠٫٢٠٩٩ −٠٫٠٠۵٢ ٠٫٢٣٠٨ −٠٫٠٢٠٠ ٠٫۴٠٩٢ ٠٫۶٣٨۴ β̂٢۵
٠٫٢٣٨٠ ٠٫٠۵٢۵ ٠٫٢۵٧٠ ٠٫٠۴۴١ ٠٫٣٠٧٢ ٠٫۵۵٣٠ β̂٢۶
٠٫٢٢٩١ −٠٫١١٢٨ ٠٫٢۵٢٣ −٠٫١٣٠٢ ٠٫١۴٠۴ ٠٫٣٧٣٨ β̂٢٧
٠٫٢۴١٠ ٠٫١٣٢۴ ٠٫٢۵۶٠ ٠٫١٣۴٢ ٠٫٧١٩۴ ٠٫٨۴۵٩ β̂٢٨
٠٫٢۴۵۵ ٠٫٠٣١۵ ٠٫٢٣۵۵ ٠٫٠٠٣٣ ٠٫۴٣٩٨ ٠٫۶۶١٧ β̂٢٩
٠٫٢۶۶٨ ٠٫٢٢۵٧ ٠٫٢٨٩۶ ٠٫١٩٧۶ ٠٫٣٠۵۵ ٠٫۵۵١۶ β̂٣٠
٠٫٣١۵٨ ١٫٧٣۶٧ ٠٫٣٣۴١ ١٫٧۶٠٩ ٢٫٧٠۴۵ ٠٫٣۵۵۶ β̂٣١
٠٫١٨٩٣ ١٫٩٨۵٧ ٠٫٢١۴٨ ١٫٩٩۵٧ ٢٫٢٨٨٨ ٠٫۴٨٧۴ β̂٣٢
٠٫٢١٧۴ ٢٫٠٣٣١ ٠٫٢۵٠٩ ٢٫٠٧۶٢ ٢٫٠٣۵٧ ٠٫۵٧٣٧ β̂٣٣
٠٫٢۵٢۵ ١٫٩٢٩٠ ٠٫٢۶۶۴ ١٫٩٣۴٢ ٢٫۴٣١۵ ٠٫۴۴١٠ β̂٣۴
٠٫٢٣١۵ ٢٫٠۶٩۴ ٠٫٢٧١۶ ٢٫١٠٠۴ ٢٫١۵٠۵ ٠٫۵٣٧٨ β̂٣۵
٠٫١٩٩٩ ٢٫٠١۵٩ ٠٫٢٠٩۶ ٢٫٠٣٠٧ ٢٫٠۶۵٨ ٠٫۵۶٣٢ β̂٣۶
٠٫٢١٣٧ ١٫٨٩٨٠ ٠٫٢٢١١ ١٫٩٠۵٠ ٢٫٣٩٩۴ ٠٫۴۵١٣ β̂٣٧
٠٫٢۵٧٢ ١٫٩٩١٧ ٠٫٢٩٨٧ ١٫٩٩٢٠ ١٫٨٨٢٨ ٠٫۶٢٨٣ β̂٣٨
٠٫٢٠٩۴ ١٫٩۵٨٣ ٠٫٢٨٨٩ ١٫٩٨۵٩ ٢٫٠۴٠٠ ٠٫۵٧٢١ β̂٣٩
١٫٠٠١١ ١٫٧٩٠٧ ١٫٢۴۴٠ ١٫٧٨١٠ ٢٫٣۶٩٢ ٠٫۴۶١٠ β̂۴٠

١٠٫۴٧٩۵ − ١١٫۵٨٣٩ − ۴٩٫۶۵۵٠ − MSE

RR−MM MM Ridge

٣٩٫٧٣٠۶ ۴٠٫۵٧٩٣ ۴٨٣٫٣۴۵٢ √
MPE

١٢٫١۶۵۶ ١١٫٩١١١ ١٫٠٠٠٠ REff

٣۶٨٩٫٩۵۶٨ ٣۶٨٩٫٩۵۶٨ ٣۶٨٩٫٩۵۶٨ MCN



۴٩ شبیه سازی
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١۴ . ٢ جدول

RR−MM MM Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٧٢٩۴ ٠٫١۶۶۴ ٠٫٩٧۶٢ ٠٫٢۴٩١ ٠٫١۵٠۵ ٠٫٣٨٧١ β̂١
٠٫٩١۶۴ ٠٫۵۴۵۵ ١٫١٠١٢ ٠٫٣۴٨٨ ٠٫٢٢٣١ ٠٫۴٧١٣ β̂٢
٠٫٧٠۶٨ ٠٫١۶٨۶ ١٫٢٣١٩ ٠٫٠٣٣۴ ٠٫١۵۶١ ٠٫٣٩۴١ β̂٣
٠٫٨٩٢١ ٠٫١٨۶١ ١٫٣٧٩٢ ٠٫٠٨٩٩ ٠٫١٩۶٣ ٠٫۴۴٢٠ β̂۴
٠٫٩۶۴۵ ٠٫٢۵۶٠ ١٫۵۴۶۵ ٠٫٢٠٩٨ ٠٫۴۴٣۶ ٠٫۶۶۴۵ β̂۵
٠٫٨١۵٩ ٠٫٣۴٩٠ ١٫٣٢٢٣ ٠٫٢۶١۴ ٠٫٧۵۴٨ ٠٫٨۶٧۵ β̂۶
٠٫٧٣١٩ ٠٫٢۴٨٢ ١٫٠٨٩٧ ٠٫١۴٣٣ ٠٫١٧٩۶ ٠٫۴٢٢٨ β̂٧
٠٫٨٧٠٢ ٠٫٢١٧۶ ١٫٢٠١۴ ٠٫١٢٧٧ ٠٫۴۵۵٠ ٠٫۶٧٣٠ β̂٨
٠٫۶٢٨۴ ٠٫٣٣١٠ ٠٫٨٩۴١ ٠٫١٨٨٣ ٠٫١٨٠٢ ٠٫۴٢٣۵ β̂٩
١٫١٣۶٩ ٠٫۵٨۶٣ ١٫٣۵۵٧ ٠٫٣٨۴٨ ٠٫٧٢٧٠ ٠٫٨۵٠٩ β̂١٠
٠٫٨٣٨٣ ١٫۶۶٨٩ ١٫١٧۶٨ ١٫٧٨٣۵ ٢٫۴٩٨۴ ٠٫۴١٩۶ β̂١١
٠٫٩٢٣۶ ١٫۵٣٩۴ ١٫٢٧١٧ ١٫٧١٠۴ ٢٫٠٨١٣ ٠٫۵۵٧٧ β̂١٢
٠٫٨۶۴٧ ١٫٧١٧١ ١٫١٠۵۵ ١٫٨٨٩۵ ٢٫١٢٠۵ ٠٫۵۴۴٢ β̂١٣
٠٫٩٩۴٨ ١٫۶٣٧۶ ١٫٢٨٠۶ ١٫٧٠١٠ ٢٫۴۵۶۶ ٠٫۴٣٢٩ β̂١۴
٠٫٨٣۶٩ ١٫٨۴٣٩ ١٫٣۵٣٠ ١٫٩٢٧۶ ١٫۴١٣٩ ٠٫٨١٢٠ β̂١۵
١٫١٩٠٨ ١٫٧۴۶٢ ١٫۵٨١٢ ١٫٩٢۶٧ ١٫۶٢٢٩ ٠٫٧٢۶٩ β̂١۶
٠٫٨٧٧٩ ١٫٨٠۵۵ ١٫١٧۴٢ ١٫٩٢٢٢ ٢٫۴١١٠ ٠٫۴۴٧۵ β̂١٧
٠٫٩۴٢٣ ١٫۶٢۴٩ ١٫٣٨٩١ ١٫۶٨٩٣ ١٫٢١٨٨ ٠٫٨٩٧٣ β̂١٨
٠٫٨۴٠٧ ١٫٨٠٣۶ ١٫٣٠۴٩ ١٫٩٨٧٨ ١٫۵٨۴٠ ٠٫٧۴٢۴ β̂١٩
١٫٠۵٢٩ ١٫۴٧۶۵ ١٫۶٣۶۶ ١٫۵۵۴۶ ١٫٣٠۴٠ ٠٫٨۵٨٩ β̂٢٠
١٫٣٩٢٨ ٠٫۶۶٧٩ ١٫٨۴٧۶ ٠٫۵٢۵٢ ٠٫٨٠٣۶ ٠٫٨٩۴٣ β̂٢١
١٫٠۶٩١ ٠٫٢۵٢١ ١٫٧٣۵١ ٠٫١١۶٢ ٠٫۵١٨٨ ٠٫٧١٨٨ β̂٢٢
٠٫٨٣۴٩ ٠٫٣١۴۴ ١٫٢٧٧٩ ٠٫٢٣٧٣ ٠٫٨١٧٢ ٠٫٩٠١۵ β̂٢٣
٠٫۶٠١۵ ٠٫٢٨١٧ ١٫٠۵٧٨ ٠٫١٧٨١ ٠٫٨١٨۵ ٠٫٩٠٢٩ β̂٢۴
٠٫۶١٢۴ ٠٫٢٢١٩ ٠٫٨٧٨٢ ٠٫١۴۶٧ ٠٫۴٠٨٧ ٠٫۶٣٨١ β̂٢۵
٠٫٩٩١١ ٠٫٣۶۵٩ ١٫١٩٨٣ ٠٫٢٣۶٢ ٠٫٣٠۵۴ ٠٫۵۵١۴ β̂٢۶
٠٫٩٩۵٧ ٠٫٠٧۶۴ ١٫٢٢٠١ −٠٫٠٨١٣ ٠٫١٣٨۶ ٠٫٣٧١٣ β̂٢٧
٠٫۶۶٩٩ ٠٫٢۵٩٨ ٠٫٩۵٣١ ٠٫١۶۵۵ ٠٫٧٣٣٩ ٠٫٨۵۴٩ β̂٢٨
٠٫٨٣۴۵ ٠٫٣۶١٨ ١٫٢۴٣٣ ٠٫٣٠۵٧ ٠٫۴۴٠۵ ٠٫۶۶٢۴ β̂٢٩
١٫۴٨٠۶ ٠٫٧۵٨٩ ١٫۶٠٢٢ ٠٫۶٢١٩ ٠٫٣٠۴٨ ٠٫۵۵٠٩ β̂٣٠
١٫٢١٣٩ ١٫٢٧۴٣ ١٫۵٠۵٨ ١٫٣۴۴٢ ٢٫٧١۵٣ ٠٫٣۵٢۴ β̂٣١
٠٫٧٠٩٨ ١٫۶٧۴١ ٠٫٩٩٧١ ١٫٧٩١۶ ٢٫٢٩٨۶ ٠٫۴٨۴٢ β̂٣٢
٠٫٨٩۵۴ ١٫٧۵٩٢ ١٫٣٠۶١ ١٫٩۶٠٩ ٢٫٠۴٨٩ ٠٫۵۶٩١ β̂٣٣
٠٫۶٧٠۶ ١٫٩٣٨۴ ١٫١٢٠۶ ١٫٩۶٣٢ ٢٫۴۴٣٣ ٠٫۴٣٧٢ β̂٣۴
٠٫۶٨۴١ ١٫٧٩٩٧ ٠٫٨٨۶٢ ١٫٩۶٨٩ ٢٫٠٨۵١ ٠٫۵۶٠۵ β̂٣۵
٠٫٩٢٢۶ ١٫٧١٨٠ ١٫١۴٩٣ ١٫٨١١٣ ٢٫٠٧۶٣ ٠٫۵۵٩۶ β̂٣۶
٠٫٧۴۵٧ ١٫٨٩۴٨ ١٫٠١٨۵ ١٫٩٧٩٠ ٢٫۴١٠۶ ٠٫۴۴٧٧ β̂٣٧
٠٫٨٨٧٢ ١٫٨٢۵٨ ١٫٢۵١٠ ٢٫٠٠٣١ ١٫٨٧۵٣ ٠٫۶٣١٢ β̂٣٨
٠٫٩٣٩١ ١٫۶٧۶۶ ١٫٣٩٨٣ ١٫٧٩٨۴ ٢٫٠٢٠٨ ٠٫۵٧٨٩ β̂٣٩
٣٫٣٢٨٣ ١٫٠٨۴٠ ۵٫٨٧٠۶ ٠٫٩٣١۶ ٢٫٣۴٩٧ ٠٫۴۶٧۴ β̂۴٠

٣٨٫٢٣۴٧ − ۵۴٫٨٨٨٧ − ۴٩٫٧٩١۶ − MSE

RR−MM MM Ridge

٣٧٫۵١١۵ ۴۴٫٣٧٠١ ۴٨٣٫٢٧۵۵ √
MPE

١٢٫٨٨٣۴ ١٠٫٨٩١٩ ١٫٠٠٠٠ REff

٣۶٣٨۴٫٨٣٣٣ ٣۶٣٨۴٫٨٣٣٣ ٣۶٣٨۴٫٨٣٣٣ MCN



استوار ریج برآوردگر ۵٠
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١۵ . ٢ جدول

RR−MM MM Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٣۶۵ −٠٫١٠٧٧ ٠٫٠٣۶٩ −٠٫١٠۶٢ ٠٫١۵٨٣ ٠٫٣٩٧۵ β̂١
٠٫٠۴١۶ ٠٫٠۶٩٨ ٠٫٠۴۴٨ ٠٫٠۶٣١ ٠٫٢٣۴٣ ٠٫۴٨٣٧ β̂٢
٠٫٠۴۵٨ −٠٫٠٧٨۶ ٠٫٠۴٧٠ −٠٫٠٧٧۴ ٠٫١۶۴٣ ٠٫۴٠۵٠ β̂٣
٠٫٠٣٩٩ −٠٫٠۴٧٧ ٠٫٠۴١٣ −٠٫٠۵١۶ ٠٫٢٠٧٩ ٠٫۴۵۵۶ β̂۴
٠٫٠٣٧۶ ٠٫٠۴٢٩ ٠٫٠٣٩٨ ٠٫٠۴٣٩ ٠٫۴۵٧۴ ٠٫۶٧۵٩ β̂۵
٠٫٠۵۵۵ ٠٫١١٠٣ ٠٫٠۵۶۵ ٠٫١١٠٢ ٠٫٧۶٣٧ ٠٫٨٧٣٢ β̂۶
٠٫٠۵٧۶ −٠٫١۴٩٣ ٠٫٠۵٩٣ −٠٫١۵۴۵ ٠٫١٩٠٩ ٠٫۴٣۶۵ β̂٧
٠٫٠۴۶٧ ٠٫١۴٠٩ ٠٫٠۴٧٧ ٠٫١٣٩٩ ٠٫۴٧٢۵ ٠٫۶٨۶٩ β̂٨
٠٫٠۵٧۴ −٠٫١٢۴۵ ٠٫٠۵٩٣ −٠٫١٢۴٠ ٠٫١٩١٢ ٠٫۴٣٧٠ β̂٩
٠٫٠٧١٧ ٠٫١۵۵٧ ٠٫٠۶٩٠ ٠٫١۴٩۴ ٠٫٧۴٧۶ ٠٫٨۶٣٨ β̂١٠
٠٫٠۵۵۵ ١٫٨۵٣۴ ٠٫٠۵٣۵ ١٫٨۵۶٨ ٢٫۴۵۵۶ ٠٫۴٣٣٠ β̂١١
٠٫٠۴٨۶ ٢٫٠۵٣٨ ٠٫٠۴٨٧ ٢٫٠۵٧٨ ٢٫٠٢۴۴ ٠٫۵٧٧٣ β̂١٢
٠٫٠٣٩٩ ١٫٩٩٩٢ ٠٫٠۴٠۵ ١٫٩٩٩۶ ٢٫٠۶٨٨ ٠٫۵۶١٨ β̂١٣
٠٫٠۵٠٩ ١٫٨٧۵٠ ٠٫٠۵١٨ ١٫٨٧۶١ ٢٫۴١٣٣ ٠٫۴۴۶۶ β̂١۴
٠٫٠۴٧٣ ٢٫٠٨٧٧ ٠٫٠۴٧٢ ٢٫٠٨۶٧ ١٫٣۶٩٢ ٠٫٨٣٠٣ β̂١۵
٠٫٠٣٣٧ ٢٫٠۵۶٨ ٠٫٠٣۴۴ ٢٫٠۵٧٩ ١٫۵٨٢٠ ٠٫٧۴٢۶ β̂١۶
٠٫٠۶٠٧ ١٫٨١۵٩ ٠٫٠۶٠٣ ١٫٨١٧٢ ٢٫٣۶۵۶ ٠٫۴۶٢١ β̂١٧
٠٫٠۵١۶ ٢٫١۵۵٣ ٠٫٠۵٢٧ ٢٫١۵۶٣ ١٫١٨٩٠ ٠٫٩١٠١ β̂١٨
٠٫٠۴۴٨ ١٫٩۴۵٣ ٠٫٠۴۴۶ ١٫٩۴۶٣ ١٫۵٣۴٢ ٠٫٧۶١۶ β̂١٩
٠٫٠۴۶۴ ١٫٩٨۶٩ ٠٫٠۴۶٠ ١٫٩٩١۵ ١٫٢۵۴۶ ٠٫٨٨٠۶ β̂٢٠
٠٫٠۶٠٢ ٠٫١۵۴٩ ٠٫٠۵٩٢ ٠٫١۵١٠ ٠٫٧٨٩۶ ٠٫٨٨٧۶ β̂٢١
٠٫٠٣٩٣ −٠٫٠۶۶٣ ٠٫٠۴٠۵ −٠٫٠٧٠۴ ٠٫۵۴۴٩ ٠٫٧٣٧۶ β̂٢٢
٠٫٠۴٢۶ ٠٫٠۵٣٠ ٠٫٠۴٣٩ ٠٫٠۵٣۴ ٠٫٨٠٩٠ ٠٫٨٩٨۵ β̂٢٣
٠٫٠۴٢۵ ٠٫١٠٩۵ ٠٫٠۴٢٢ ٠٫١٠٨۴ ٠٫٨١١٣ ٠٫٩٠٠٠ β̂٢۴
٠٫٠۴٠۶ −٠٫٠۶٣٧ ٠٫٠۴١۵ −٠٫٠۶٨٠ ٠٫۴٢٠۵ ٠٫۶۴٨١ β̂٢۵
٠٫٠۴۶٢ ٠٫٠٩٢٨ ٠٫٠۴۶٣ ٠٫٠٩٢٣ ٠٫٣٢٠٩ ٠٫۵۶۶١ β̂٢۶
٠٫٠٧٢٨ −٠٫١٨٩٢ ٠٫٠٧۵٣ −٠٫١٩٢۶ ٠٫١۴۵٩ ٠٫٣٨١۶ β̂٢٧
٠٫٠۶٢٣ ٠٫١۴٣١ ٠٫٠۶۵٠ ٠٫١۴٣٩ ٠٫٧۵٣٧ ٠٫٨۶٧۵ β̂٢٨
٠٫٠۴۴٨ −٠٫٠١٣٨ ٠٫٠۴۵۶ −٠٫٠١۵٩ ٠٫۴۵٨٢ ٠٫۶٧۶۴ β̂٢٩
٠٫٠٣٨٩ ٠٫٠۴٨٧ ٠٫٠٣٨٩ ٠٫٠۴٣۵ ٠٫٣٢١٨ ٠٫۵۶۶٩ β̂٣٠
٠٫٠۶٣۴ ١٫٨۵٠١ ٠٫٠۶٣۵ ١٫٨۵٣١ ٢٫۶٧۶٣ ٠٫٣۶۴١ β̂٣١
٠٫٠۴٣۴ ٢٫٠١١٧ ٠٫٠۴۵٢ ٢٫٠١۴٩ ٢٫٢۴۴٨ ٠٫۵٠١٩ β̂٣٢
٠٫٠۴٢٠ ٢٫٠٢۵٠ ٠٫٠۴٣۵ ٢٫٠٢۶٧ ١٫٩٩٣٧ ٠٫۵٨٨٢ β̂٣٣
٠٫٠۶۶٧ ١٫٨٢۴۵ ٠٫٠۶٨٢ ١٫٨٢٢٩ ٢٫٣٩۵۶ ٠٫۴۵٢٣ β̂٣۴
٠٫٠٩٩۵ ٢٫٢٣٢٩ ٠٫١٠٠٠ ٢٫٢٣۵٨ ٢٫٠٧٨۴ ٠٫۵۵٩٨ β̂٣۵
٠٫٠٣٩۴ ١٫٩٣٢٠ ٠٫٠٣٩۴ ١٫٩٣٠٨ ٢٫٠٢٨۶ ٠٫۵٧۵٩ β̂٣۶
٠٫٠٣٩۵ ١٫٩٠۶٣ ٠٫٠٣٩٩ ١٫٩٠٨٠ ٢٫٣۶٧٨ ٠٫۴۶١٣ β̂٣٧
٠٫٠۴۵٧ ٢٫٠٣٣٢ ٠٫٠۴۶٠ ٢٫٠٣٣١ ١٫٨۴۴۵ ٠٫۶۴٢١ β̂٣٨
٠٫٠٣۴٣ ٢٫٠٠٩٩ ٠٫٠٣۴٠ ٢٫٠١٣٩ ٢٫٠٠۶۴ ٠٫۵٨٣٧ β̂٣٩
٠٫٢٠٣۶ ٢٫٠٢۴۴ ٠٫٢٠۶٧ ٢٫٠٣٢٧ ٢٫٣٣٠٢ ٠٫۴٧٣۶ β̂۴٠
٢٫١٣٧۵ − ٢٫١۶۶٠ − ۴٩٫١٨۶۶ − MSE

RR−MM MM Ridge

۵٣٫٢۶٩١ ۵٣٫٣٩۵١ ٨١۵٫٠۵۵١ √
MPE

١۵٫٣٠٠٧ ١۵٫٢۶۴۶ ١٫٠٠٠٠ REff

٩۴٧٫١۴٢٩ ٩۴٧٫١۴٢٩ ٩۴٧٫١۴٢٩ MCN



۵١ شبیه سازی
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، ریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١۶ . ٢ جدول

RR−MM MM Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٣٨٧٨ −٠٫٠۴٢٨ ٠٫٣٣٣١ −٠٫٠٩٧۴ ٠٫١۵۶٢ ٠٫٣٩۴٨ β̂١
٠٫٢٨٧۴ ٠٫٣٠۶٠ ٠٫٢٨۶٧ ٠٫٢٠۵۶ ٠٫٢٣٢٣ ٠٫۴٨١۵ β̂٢
٠٫٢٩٧۴ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫٣٣١٣ −٠٫٠٧٨٣ ٠٫١۶٢۴ ٠٫۴٠٢۶ β̂٣
٠٫٣۴٢۴ ٠٫١٣٠١ ٠٫٣۶۴٧ ٠٫٠۴۴٨ ٠٫٢٠۵٨ ٠٫۴۵٣٣ β̂۴
٠٫٣٠٢٣ ٠٫١٠۶٩ ٠٫٣٠٠٣ ٠٫٠۵١١ ٠٫۴۵٩۴ ٠٫۶٧٧۴ β̂۵
٠٫٣٢۴٠ ٠٫١٩٣۵ ٠٫٣٣٩۵ ٠٫١٢۵١ ٠٫٧٧٩٨ ٠٫٨٨٢۵ β̂۶
٠٫٢۴۵۵ ٠٫٠٨٧٧ ٠٫٣٠۴۶ ٠٫٠٣٢٢ ٠٫١٨٨۶ ٠٫۴٣٣٩ β̂٧
٠٫٣١۴٧ ٠٫١٩٧٩ ٠٫٣٢۵۶ ٠٫١٢٠٩ ٠٫۴٧٢۶ ٠٫۶٨٧٠ β̂٨
٠٫٣١٩۴ ٠٫١١٠٧ ٠٫٣۵۵٩ −٠٫٠١١٣ ٠٫١٨٨٩ ٠٫۴٣۴٣ β̂٩
٠٫٣٨٢٣ ٠٫٣٧٠٧ ٠٫٣۴۶٨ ٠٫٢٧٧١ ٠٫٧۵٧١ ٠٫٨۶٩۴ β̂١٠
٠٫۴١١۶ ١٫۶٠١٨ ٠٫٣٨۴۶ ١٫۶٩۴٧ ٢٫۴۶٧٣ ٠٫۴٢٩٣ β̂١١
٠٫٣٢٨١ ١٫٩٨٠٧ ٠٫٣٨۵۴ ٢٫٠٨١٢ ٢٫٠٣۶٢ ٠٫۵٧٣٢ β̂١٢
٠٫٣٠٨٠ ١٫٨٣٧٩ ٠٫٣٠٧١ ١٫٩١٠٩ ٢٫٠٨١٨ ٠٫۵۵٧٣ β̂١٣
٠٫٣۶٧٠ ١٫٨١٣٩ ٠٫۴٠۴٢ ١٫٨٧٢۵ ٢٫۴٢۶٩ ٠٫۴۴٢٣ β̂١۴
٠٫٢۴٢٧ ٢٫٠٠٨١ ٠٫٣۵٣۵ ٢٫١٠٣٣ ١٫٣٧۴۶ ٠٫٨٢٧٩ β̂١۵
٠٫٢٩٩٠ ١٫٩١٧۵ ٠٫٣۵٧٣ ٢٫٠١٧٨ ١٫۵٩١٨ ٠٫٧٣٨٨ β̂١۶
٠٫٣٠۶٢ ١٫٨١٨٢ ٠٫٣٣٣۵ ١٫٨۴٣٢ ٢٫٣٧٨۶ ٠٫۴۵٧٩ β̂١٧
٠٫٢۶۴۶ ١٫٩٧١۵ ٠٫٣٠٨٢ ٢٫٠٨٩٩ ١٫١٧٧۴ ٠٫٩١۵۵ β̂١٨
٠٫٢٩٢٠ ١٫٨٧٧٩ ٠٫٢٩٠۴ ١٫٩۶۴٢ ١٫۵۴٠۶ ٠٫٧۵٩١ β̂١٩
٠٫٣١٠۶ ١٫٨٠٣۴ ٠٫٣٢٨۴ ١٫٩٠٠٠ ١٫٢۵١۴ ٠٫٨٨٢٠ β̂٢٠
٠٫۴۶٠٠ ٠٫۴۵٠٢ ٠٫۴۴١١ ٠٫٣۴١٧ ٠٫٨٢٣٨ ٠٫٩٠۶٧ β̂٢١
٠٫٣۴٠۴ ٠٫٠٩۵۴ ٠٫۴٠۶٣ ٠٫٠١۵٢ ٠٫۵۴٧٨ ٠٫٧٣٩۵ β̂٢٢
٠٫٣۴٣٨ ٠٫١٨۵۴ ٠٫٣۵٢٧ ٠٫١٠٧٢ ٠٫٨۴۵٣ ٠٫٩١٨۵ β̂٢٣
٠٫٣۵٩٨ ٠٫١٩۴٠ ٠٫٣۴٧٩ ٠٫١٢۴۵ ٠٫٨۴٨٨ ٠٫٩٢٠۶ β̂٢۴
٠٫٣٩٩١ ٠٫١٠٨۶ ٠٫۴٠٩٩ ٠٫٠۴٢٩ ٠٫۴٢١٨ ٠٫۶۴٩٠ β̂٢۵
٠٫٢٧٨٨ ٠٫١٣٢۶ ٠٫٣٠٩٩ ٠٫٠۵٧٨ ٠٫٣٢٠٠ ٠٫۵۶۵٣ β̂٢۶
٠٫٢۵٠٢ −٠٫٠١۴٠ ٠٫٢٩٨٠ −٠٫١١٩۵ ٠٫١۴۴٠ ٠٫٣٧٩١ β̂٢٧
٠٫٣۵۶١ ٠٫٢۵١٨ ٠٫٣٧٠۵ ٠٫١٧٧٢ ٠٫٧٧٠٧ ٠٫٨٧٧٢ β̂٢٨
٠٫٣۴٣٠ ٠٫١٣٠١ ٠٫٣۴۶۶ ٠٫٠۴٢٣ ٠٫۴۵٨۴ ٠٫۶٧۶۴ β̂٢٩
٠٫٣۶٣٧ ٠٫٣١٩٢ ٠٫٣١۴۶ ٠٫٢١۶٨ ٠٫٣١٩٢ ٠٫۵۶۴۶ β̂٣٠
٠٫۴٢٢٨ ١٫۶٩۵١ ٠٫٣٩٣٩ ١٫٧٧۶١ ٢٫۶٨٧۴ ٠٫٣۶٠٧ β̂٣١
٠٫٣٢٢٠ ١٫٨٧۴٩ ٠٫٣٣٣٣ ١٫٩۶٧٧ ٢٫٢۵۶٣ ٠٫۴٩٨١ β̂٣٢
٠٫٢۴٩١ ١٫٩١۵٧ ٠٫٢۴٣٩ ١٫٩٨۶٩ ٢٫٠٠۶۶ ٠٫۵٨٣۶ β̂٣٣
٠٫٣٣٩۴ ١٫٧۵٠۴ ٠٫٣۵۴١ ١٫٨١٩١ ٢٫۴٠٩۶ ٠٫۴۴٧٨ β̂٣۴
٠٫٢٧۴۴ ٢٫١٣٢٨ ٠٫٣٢٠٩ ٢٫٢۴۶١ ٢٫٠٢٠٢ ٠٫۵٨٠٢ β̂٣۵
٠٫٣٢۴٩ ١٫٨٢٩۴ ٠٫٣۵١٣ ١٫٩١١۴ ٢٫٠٣٨۶ ٠٫۵٧٢۴ β̂٣۶
٠٫٣١١٠ ١٫٨١۵٢ ٠٫٣٢٣٠ ١٫٨٨١۶ ٢٫٣٧٨٣ ٠٫۴۵٧٩ β̂٣٧
٠٫٢٨٠۶ ١٫٨٨۴٣ ٠٫٢٨٩٠ ١٫٩۶٠٢ ١٫٨٣۵۴ ٠٫۶۴۵۴ β̂٣٨
٠٫٣٠٩٠ ١٫٨۴۴۵ ٠٫٣٢٧٩ ١٫٩۶٨٢ ١٫٩٨۶٨ ٠٫۵٩٠۶ β̂٣٩
١٫۴١٢۴ ١٫۴٠٣۶ ١٫٧٩۵١ ١٫۴١۵۴ ٢٫٣٠٩٨ ٠٫۴٨٠٣ β̂۴٠

١۴٫٠٧٣٩ − ١۵٫٠٧٠٩ − ۴٩٫٣۵٨۶ − MSE

RR−MM MM Ridge

۵۵٫۶٣۶٩ ۶٠٫١٠٧٣ ٨١٨٫١۵۶٨ √
MPE

١۴٫٧٠۵٣ ١٣٫۶١١۶ ١٫٠٠٠٠ REff

٣٧٩٢٫٧٧٠٣ ٣٧٩٢٫٧٧٠٣ ٣٧٩٢٫٧٧٠٣ MCN



استوار ریج برآوردگر ۵٢
با همچنین ͬ دهد. م ارائه بهتری عمل΄رد معمولͬ، استوار برآوردگر از استوار ریج برآوردگر

ͬ شود. م مشاهده به خوبی عمل΄رد روند این نیز داده ها همخطͬ میزان بردن بالا

بدن چربی داده های تحلیل ۵ . ٢
ارزیابی مورد واقعͬ مثال ΁ی قالب در را شده معرفͬ استوار ریج برآوردگر رفتار بخش این در
استفاده مورد [١٠] نوروزی راد رساله از را ۶Vo22 داده های مجموعه مثال این در ͬ دهیم. م قرار

است. شده بررسͬ نیز تبینͬ متغیرهای بین همخطͬ که ͬ دهیم م قرار

Vo2 داده های معرفͬ ١ . ۵ . ٢
مجموعه این است. فیزی΄ͬ اندام تناسب تعیین مطالعات به مربوط Vo2 داده های مجموعه
وجود متغیر ٧ مجموع در مطالعه، این در است. مشاهده ٢٣٣ به مربوط اطلاعات شامل داده
با همراه و همخطͬ دارای تبیینͬ متغیر ۶ و وابسته متغیر به عنوان آن ها از ی΄ͬ که دارند
ماکزیمم (Vo2) وابسته متغیر داده، مجموعه این در است. شده  گرفته درنظر پرت داده های
شده محاسبه (واحد است شده اندازه گیری تردمیل روی آزمون با که است اکسیژنͬ مصرف

است). ml/kg/min
(MHR)قلب ضربان ماکزیمم سال، برحسب (AGE)سن شامل توضیحͬ متغیرهای مجموعه
فشار ماکزیمم ثانیه، برحسب (DUR) تردمیل آزمون زمان مدت دقیقه، بر ضربه برحسب
خون فشار ماکزیمم جیوه، ͬ متر میل برحسب (MXS) تردمیل آزمون روی ΁سیاستولی خون
کاربردی هوازی اختلال و جیوه ͬ متر میل برحسب (MXD) تردمیل آزمون روی ΁دیاستولی

است. جنسیت و سن به نسبی درصد برحسب (FAI)
ریج پارامتر انتخاب به نیاز (٢ . ١١) معادله براساس رگرسیونͬ ضرایب مقادیر برآورد برای
استفاده (١۵ . ٢) در شده معرفͬ BIC معیار از بهینه k انتخاب برای رو این از داریم. بهینه (k)

ͬ کنیم. م
در استوار M‐برآوردگر و معمولͬ ریج برآوردگرهای با استوار ریج برآوردگر مقایسه برای
دو به را داده ها منظور بدین ͬ کنیم. م استفاده پیش·ویی خطای میانگین معیار از داده ها این
داده ها درصد ٧٠ ͬ کنیم. م تقسیم ((xTest,yTest)) آزمون٨ و ((xTrain,yTrain)) آموزش٧ͬ بخش
بر ͬ گیریم. م درنظر آزمون داده های به عنوان را بقیه درصد  ٣٠ و آموزشͬ داده های به عنوان را
این از و ͬ آوریم م به دست β̂Train به صورت را مدل پارامترهای برآورد آموزشͬ، داده های اساس
http://people.umass.edu/be640/yr2004/resources/data2002/VO2.txt وب سایت در داده مجموعه ۶این

است. دسترس در
7Train
8Test



۵٣ بدن چربی داده های تحلیل
به عبارت دی·ر، ͬ گیریم. م بهره آزمون داده های در ͺپاس متغیر پیش گویی برای برآوردگر

ŷTest = xTestβ̂
Train (٢ . ٢٠)

جای·ذاری با و تصادفͬ به صورت را داده ها بار، ١٠٠ تعداد به یعنͬ نموده تکرار بار ١٠٠ را رویه این
،∥a∥ =

∑n
i=١ a٢

i کنیم تعریف ،a = (a١, . . . , ap)⊤ دلخواه بردار به ازای اگر ͬ کنیم. م تقسیم
به صورت را پیش گویی خطای میانگین آن گاه

MPE =
١

١٠٠
∥∥ŷTest − yTest

∥∥ (٢ . ٢١)
ͬ آوریم. م به دست

Vo2 داده های برای استوار ریج برآوردگر به مربوط نتایج :٢ . ١٧ جدول

استوار ریج M‐برآودگر ریج
۵٩٫٠٨۶۶ ۵٨٫٧٧۵ ٢۴۵٫٧٧۶ √

MPE

استوار ریج برای پیش·ویی خطاهای به مربوط جعبه ای نمودار :٢ . ٣ ش΄ل

برآوردگرهای برای (MPE) جذر معیار محاسبه ͬ شود،با م مشاهده ٢ . ١٧ جدول در که همان طور
ͬ دهد م نشان ضعیفͬ به شدت عمل΄رد معمولͬ ریج برآوردگر پرت داده های درحضور شده، گفته



استوار ریج برآوردگر ۵۴
و هستند داده مجموعه در موجود پرت داده های این کنترل به قادر استوار برآوردگرهای اما
روش بودن م΄رر دلیل به ͬ تواند م استوار برآوردگرهای شباهت دلیل دارند. بهتری عمل΄رد

باشد. محاسبات این در شده استفاده M‐برآوردگر

فازی ریج برآوردگر ۶ . ٢
معمولͬ فازی ریج برآوردگر ١ . ۶ . ٢

دی·ر نباشد، برقرار داده ها بودن دقیق شرط اگر حال پرداختیم، ریج برآوردگر معرفͬ به تاکنون
مدل کنیم. معرفͬ را جدیدی برآوردگر باید و نیستیم معمولͬ ریج برآوردگر از استفاده به قادر

ب·یرید نظر در فازی رگرسیون ضرایب همچنین و فازی خروجͬ و ورودی با را زیر رگرسیون
Ỹi = Ã٠ ⊕ (Ã١ ⊗ X̃i١)⊕ · · · ⊕ (Ãp ⊗ X̃ip), i = ١, . . . , n (٢ . ٢٢)

Ãj و jام متغیر و iام مشاهده برای فازی توضیحͬ متغیر X̃ij iام، فازی ͺپاس متغیر Ỹi آن در که
حاصلضرب با (٢ . ٢٢) مدل ضرایب برآورد برای است. jام متغیر برای فازی رگرسیونͬ ضریب
این شد داده توضیح ١ . ١٠ . ٣ بخش در که همان طور هستیم. مواجه فازی عدد در فازی عدد
باید و هستند مجهول پارامترها این است. ضرایب فازی مقادیر علامت به وابسته حاصلضرب
مثبت به بسته که نداریم پارامترها این بودن منفͬ و مثبت درباره اطلاعͬ اما شوند، برآورد
بهترین به دستیابی برای است. متفاوت حاصلضرب این نتیجه پارامترها این بودن منفͬ و

ͬ کنیم م مینیمم Mathematica 11 نرم افزار ΁کم به عددی روش های با را زیر تابع انتخاب،
n∑
i=١

d٢(Ỹi(Ã′
, Ã

′′
), Ỹi

) (٢ . ٢٣)

از استفاده با ، .m′
A,m

′′
A, l

′
A, l

′′
A, r

′
A, r

′′
A ≥ ٠ همچنین و m′′

A ≥ r
′′
A و m′

A ≥ l
′
A که آن  شرط به

داریم (١ . ٣٧) در شده معرفͬ موزون فاصله
d٢(Ỹi(Ã′, Ã′′), Ỹi) = [m٠ +

p∑
j=١

(m′
j −m′′

j )xij − yi]
٢ +

١
٣(a٠ +

p∑
j=١

(m′
j −m′′

j )xij − yi)

×
[
(r٠ +

p∑
j=١

(m′
jrxij + r′jxij +m′′

j lxij + r′′j xij)− ryi)
]

−(l٠ +
p∑
j=١

(m′
jlxij + l′jxij +m′′

j rxij + l′′j xij)− lyi)

+
١

١٢
[
(r٠ +

p∑
j=١

(m′
jrxij + r′jxij +m′′

j lxij + r′′j xij)− ryi)
٢

+(l٠ +
p∑
j=١

(m′
jlxij + l′jxij +m′′

j rxij + l′′j xij)− lyi)
٢] (٢۴ . ٢)



۵۵ فازی ریج برآوردگر
دی·ر ͬ دهد، م رخ کمتر ورودی متغیرهای بین در همخطͬ وجود عدم که دلیل این به
همانند بنابراین یافت. دست جواب بهترین به (٢ . ٢٣) معادله کردن مینیمم با تنها ͬ توان نم
داریم مشابه طور به (٢ . ٢) معادله از استفاده با و ٢ . ۴ . ١ بخش در شده بیان ریج رگرسیون مدل

n∑
i=١

d٢(Ỹi(Ã′
, Ã

′′
), Ỹi

)
+ k||Ã||٢ (٢۵ . ٢)

موزون فاصله فوق شده استفاده فاصله است. k ≥ ٠ و شده نامیده ریج ضریب k آن در که
مسئله به عنوان ͬ تواند م (٢ . ٢) ریج رگرسیون مسئله ͬ باشد، م ١ . ٩ . ٢ بخش در شده معرفͬ

شود حل زیر در شده تعریف بهینه سازی
Minimize Q(A٠, A١, . . . , Ap) = k(||Ã٢||٠ + ||Ã||٢) +

n∑
i=١

d٢(Ỹi(Ã′, Ã′′), Ỹi),

s.t. m′
j ≥ l′j ,m

′′
j ≥ r′′j j = ١, . . . , p,

m٠ ∈ R, l٠, r٠ ≥ ٠, and m′
j ,m

′′
j , l

′
j , l

′′
j , r

′
j , r

′′
j ≥ ٠, j = ١, . . . , p

(٢۶ . ٢)

آن در که
||A||٢ =

p∑
j=١

||Aj ||٢ =

p∑
j=١

||(m′
j −m′′

j , l
′
j + l′′j , r

′
j + r′′j )||٢ (٢ . ٢٧)

محدب بهینه سازی مسئله به Ã٠ = (mA٠ , lA٠ , rA٠)T تعریف و (٢۴ . ٢) از استفاده با بنابراین
ͬ رسیم م (٢۶ . ٢) مدل برای زیر

Minimize Q(A٠, A١, . . . , Ap) = k
(
[m٢٠ +

١
٣m٠(r٠ − l٠) + ١

١٢(l٢٠ + r٢٠ )]

+

p∑
j=١

[
(m′

j −m′′
j )

٢ +
١
٣(m′

j −m′′
j )[(r

′
j + r′′j )− (l′j + l′′j )]

+
١

١٢ [(l′j + l′′j )
٢ + (r′j + r′′j )

٢]
])

+
n∑
i=١

(m٠ +
p∑
j=١

(m′
j −m′′

j )xij − yi)
٢

+
١
٣

n∑
i=١

{
(m٠ +

p∑
j=١

(m′
j −m′′

j )xij − yi)

×
[
(r٠ +

p∑
j=١

(m′
jrxij + r′jxij +m′′

j lxij + r′′j xij)− ryi)

− (l٠ +
p∑
j=١

(m′
jlxij + l′jxij +m′′

j rxij + l′′j xij)− lyi)
]}

+
١

١٢
n∑
i=١

[
(r٠ +

p∑
j=١

(m′
jrxij + r′jxij +m′′

j lxij + r′′j xij)− ryi)
٢

+ (l٠ +
p∑
j=١

(m′
jlxij + l′jxij +m′′

j rxij + l′′j xij)− lyi)
٢] (٢ . ٢٨)



استوار ریج برآوردگر ۵۶
اینکه به مشروط

m′
j ≥ l′j ,m

′′
j ≥ r′′j , j = ١, . . . , p,

m٠ ∈ R, l٠, r٠ ≥ ٠,
m′
j ,m

′′
j , l

′
j , l

′′
j , r

′
j , r

′′
j ≥ ٠, j = ١, . . . , p (٢ . ٢٩)

مدل ضرایب برآورد ،(٢ . ٢٩) قیود تحت (٢ . ٢٨) بهینه سازی مسئله کردن مینیمم با
Mathematica 11 افزار نرم از معادله این کردن مینیمم برای ͬ گردد. م محاسبه رگرسیونͬ

ͬ کنیم. م استفاده

مدل برازش نی΄ویی شاخص های ٢ . ۶ . ٢
برآورد خطای

اختلاف عنوان به را زیر معیار [۴۵] بیشا و کیم فازی، رگرسیونͬ مدل عمل΄رد ارزیابی برای
به Sỹi و SỸi آن در که کردند معرفͬ (Yi(x) برآورد (iامین yi(x) و Yi(x) عضویت تابع دو بین

هستند. ỹi و Ỹi مثلثͬ فازی اعداد تکیه گاه های ترتیب
Ei =

∫
SỸi

∪Sỹi

∣∣Yi(x)− yi(x)
∣∣dx, i = ١,٢, . . . , n (٢ . ٣٠)

است. برآورد خطای کل مقدار ،E =
∑n

i=١ Ei همچنین

λ پارامتر
را λ بنام دی·ری معیار [٣۴] هم΄اران و حسن پور فازی، رگرسیونͬ مدل عمل΄رد ارزیابی برای
محاسبه زیر صورت به را شده برآورد ͅ های پاس و مشاهدات مراکز بین اختلاف که کردند معرفͬ

ͬ کند م
λ =

n∑
i=١

λi (٢ . ٣١)

.λi =
∣∣∣myi −

∑p
j=٠mAjmXij

∣∣∣ آن در که

متقابل سنجͬ اعتبار
شده برآورد مقدار و Ỹi شده مشاهده مقدار بین برازش نی΄ویی ارزیابی برای .١ . ۶ . ٢ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را (MPE) پیش·ویی٩ خطای دوم توان های میانگین ،ỹi
MPE =

١
n

n∑
i=١

d٢(ỹi, Ỹi) (٢ . ٣٢)
9Mean squared prediction error



۵٧ فازی ریج برآوردگر
است. (cv) متقابل١٠ سنجͬ اعتبار مدل، برای عمل΄رد ارزیابی معیارهای از دی·ر ی΄ͬ
به عنوان (i = ١,٢, . . . , n) مشاهده iامین هربار مدل، پیش·ویی قدرت اندازه گیری به منظور
مدل برازش برای ͬ مانده باق مشاهده n − ١ سپس ͬ شود م گذاشته کنار ͷاعتبارسن مجموعه
استفاده شده، گذاشته کنار مشاهده Ỹ(−i) پیش·ویی برای شده برازش مدل و ͬ شود م استفاده
(مقدار Ỹ(−i) پیش·ویی و Ỹi مشاهده بین فاصله آوردن به دست برای نهایت در ͬ گردد. م
زیر به صورت را (١ . ٣٧) موزون فاصله ͬ مانده)، باق مشاهده n − ١ به وسیله شده پیش·ویی

ͬ کنیم م محاسبه

MPEcv =
١
n

n∑
i=١

d٢(Ỹi, Ỹ(−i)) (٢ . ٣٣)

پˀرتلند سیمان داده های برای فازی ریج رگرسیون تحلیل ٣ . ۶ . ٢
شده آورده [۶٣] هم΄اران و وودز در که هستند پˀرتلند سیمان به مربوط ٢ . ١٨ جدول داده های
شدن سخت طول در آمده بیرون حرارت روی مختلف ترکیبات تاثیر مطالعه  از داده ها این  است.
بیرون گرمای میزان و ترکیب چهار از که داده هایی اینجا در ͬ آید. م به دست پورتلند سیمان
آلومینات تری سدیم ترکیب، چهار این ͬ کنیم. م بررسͬ را آمده اند به دست روز ٨٠ از بعد آمده
4CaO.Al2O3.Fe2O3 آلمینوفریت تتراکلسیوم ،3CaO.SiO2 سیلی΄ات تری کلسیم ،3CaO.Al2O3
بیرون گرمای و X۴ و X٣ ،X٢ ،X١ ترتیب به که هستند 2CaO.SiO2 سیلی΄ات دی کلسیوم و

ͬ شوند. م تعریف ،Y آمده
پˀرتلند سیمان شده فازی داده های :٢ . ١٨ جدول

Ỹ X̃۴ X̃٣ X̃٢ X̃١ i

(٧٨/۵,٨/۶٣۵, ١٠/٢٠۵) (۶٠,۶/۶,٧/٨) (۶, ٠/۶۶, ٠/٧٨) (٢۶,٢/٨۶,٣/٣٨) (٧, ٠/٧٧, ٠/٩١) ١
(٧۴/٣,٨/٩١۶, ١۴/٨۶) (۵٢,۶/٢۴, ١٠/۴) (١۵, ١/٨,٣) (٢٩,٣/۴٨,۵/٨) (١, ٠/١٢, ٠/٢) ٢
(١٠۴/٣, ١٩/٨١٧, ١١/۴٧) (٢٠,٣/٨,٢/٢) (٨, ١/۵٢, ٠/٨٨) (۵۶, ١٠/۶۴,۶/١۶) (١١,٢/٠٩, ١/٢١) ٣
(٨٧/۶, ١٣/١۴, ١۴/٨٩٢) (۴٧,٧/٠۵,٧/٩٩) (٨, ١/٢, ١/٣۶) (٣١,۴/۶۵,۵/٢٧) (١١, ١/۶۵, ١/٨٧) ۴
(٩۵/٩, ١۵/٣۴۴, ١۶/٣٠٣) (٣٣,۵/٢٨,۵/۶١) (۶, ٠/٩۶, ١/٠٢) (۵٢,٨/٣٢,٨/٨۴) (٧, ١/١٢, ١/١٩) ۵
(١٠٩/٢, ١٢/٠١٢, ١۶/٣٠٣) (٢٢,٢/۴٢,٣/٣) (٩, ٠/٩٩, ١/٣۵) (۵۵,۶/٠۵,٨/٢۵) (١١, ١/٢١, ١/۶۵) ۶
(١٠٢/٧, ١٢/٣٢۴, ١١/٢٩٧) (۶, ٠/٧٢, ٠/۶۶) (١٧,٢/٠۴, ١/٨٧) (٧١,٨/۵٢,٧/٨١) (٣, ٠/٣۶, ٠/٣٣) ٧
(٧٢/۵, ١٣/٠۵, ١٠/١۵) (۴۴,٧/٩٢,۶/١۶) (٢٢,٣/٩۶,٣/٠٨) (٣١,۵/۵٨,۴/٣۴) (١, ٠/١٨, ٠/١۴) ٨

(٩٣/١, ١۴/٨٩۶, ١۴/٨٩۶) (٢٢,٣/۵٢,٣/۵٢) (١٨,٢/٨٨,٢/٨٨) (۵۴,٨/۶۴,٨/۶۴) (٢, ٠/٣٢, ٠/٣٢) ٩
(١١۵/٩, ١١/۵٩,٢٠/٨٩۶) (٢۶,٢/۶,۴/۶٨) (۴, ٠/۴, ٠/٧٢) (۴٧,۴/٧,٨/۴۶) (٢١,٢/١,٣/٧٨) ١٠
(٨٣/٣, ١۵/٨٢٧,٩/٩٩۶) (٣۴,۶/۴۶,۴/٠٨) (٢٣,۴/٣٧,٢/٧۶) (۴٠,٧/۶,۴/٨) (١, ٠/١٩, ٠/١٢) ١١
(١١٣/٣, ١۵/٨۶٢, ١٣/۵٩۶) (١٢, ١/۶٨, ١/۴۴) (٩, ١/٢۶, ١/٠٨) (۶۶,٩/٢۴,٧/٩٢) (١١, ١/۵۴, ١/٣٢) ١٢
(١٠٩/۴, ١٨/۵٩, ١٢/٠٣) (١٢,٢/٠۴, ١/٣٢) (٨, ١/٣۶, ٠/٨٨) (۶٨, ١١/۵۶,٧/۴٨) (١٠, ١/٧, ١/١) ١٣

مشاهدات و ورودی متغیرهای به مربوط اندازه گیری های در ابهامات برخͬ به توجه با
10Cross-validation



استوار ریج برآوردگر ۵٨
پهناهای با مثلثͬ فازی عدد ΁ی از استفاده با متخصص فرد ΁ی با مشورت با ،ͺپاس متغیر
(فرخͬ شده اند سازی فازی ،Ỹ همچنین و X̃۴ و X̃٣ ،X̃٢ ،X̃١ مراکز برای متناسب چپ و راست
بین همخطͬ تشخیص برای VIFG معیار از هستند، فازی ورودی متغیرهای که آن جا از .([۶]

صورت این در ͬ کنیم. م استفاده متغیرها
V IFG١ = ٣/٧٠۵, V IFG٢ = ۴١/۴٢۶٣, V IFG٣ = ۴/٢٢٢۵ V IFG۴ = ١۵/٨۴٧

روش از باید لذا .(∃ i = ١,٢,٣,۴, V IFGi ≥ ۵) ͬ دهد م نشان متغیرهارا بین همخطͬ که
k = ١٫٣ ازای به بهینه ریج ضریب محاسبه برای کرد. استفاده پیشنهادی فازی ریج رگرسیون
که معمولͬ) (روش k = ٠ با قیاس در مخصوصا و kها بقیه بین در که MPEcv = ٧/٢ مقدار
حضور در مدل خوب عمل΄رد نشان دهنده که داراست را مقدار کمترین است، MPEcv = ٧/٧١
با که ͬ کنیم م اختیار k = ١٫٣ برابر را ریج ضریب بنابراین است. داده ها در چندگانه هم خطͬ
مدل Mathematica 11 نرم افزار از استفاده با (٢ . ٢٩) قیود تحت (٢ . ٢٨) رابطه کردن مینیمم

ͬ آید م بدست زیر به صورت فازی ریج رگرسیونͬ
Ỹ = (٠٫٠٣٨, ٠, ٠٫١)⊕ (٢٫١۶٧, ٠٫٠٠٠٣, ٠)⊗ X̃١ ⊕ (١٫١۶, ٠٫٠٠٠٠٣, ٠)⊗ X̃٢

⊕ (٠٫٧٢٩, ٠٫٠٠٠۴, ٠)⊗ X̃٣ ⊕ (٠/۴٩, ٠٫٠٠٠٢, ٠)⊗ X̃۴
(٣۴ . ٢)

داریم و آورده به دست را برازش نی΄ویی شاخص های دی·ر k = ١/٣ برای همچنین و
E = ٣٨/٢٩, λ = ٢٠/٠٩.

فازی استوار ریج برآوردگر ۴ . ۶ . ٢
این دوم، توان های وجود دلیل به ͬ شود، م مشاهده نیز (٢ . ٢٨) هدف تابع در که همانطور
فاصله از استفاده با بنابراین بود، نخواهد استوار موجود دورافتاده داده های مقابل در رهیافت
فاصله این دادند نشان [٣۴] هم΄اران و حسن پور که ١ . ٩ . ١٢ تعریف در شده معرفͬ قدرمطلقͬ
جدیدی هدف تابع است، استوار داده مجموعه در موجود دورافتاده داده های حضور به نسبت
(٢۵ . ٢) معادله رو این از بود. نخواهد دورافتاده داده های تاثیر تحت که ͬ کنیم م تعریف

شد خواهد تبدیل زیر به صورت
n∑
i=١

d
(
Ỹi(Ã

′
, Ã

′′
), Ỹi

)
+ k||Ã||٢ (٣۵ . ٢)

کرد بازنویسͬ زیر صورت به را آن ͬ توان م است. k ≥ ٠ و شده نامیده ریج ضریب k آن در که
n∑
i=١

d
(
Ỹi(Ã

′
, Ã

′′
), Ỹi

)
+ k||Ã||٢ =

n∑
i=١

[∣∣∣mYi −
(
mA٠ +

p∑
j=١

(m
′
Aj

−m
′′
Aj
)mXij

)∣∣∣
+
∣∣∣lYi − (lA٠ +

p∑
j=١

(m
′
Aj
lXij + l

′
Aj
mXij +m

′′
Aj
rXij + l

′′
Aj
mXij )

)∣∣∣
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+
∣∣∣rYi − (rA٠ +

p∑
j=١

(m
′
Aj
rXij + r

′
Aj
mXij +m

′′
Aj
lXij + r

′′
Aj
mXij )

)∣∣∣]

+k

[ p∑
j=٠

(
m٢
Aj

+
١
٣mAj (rAj − lAj ) +

١
١٢(l٢Aj

+ r٢
Aj
)
)] (٣۶ . ٢)

زیر قیود تحت (٣۶ . ٢) رابطه کردن مینیمم با
m

′
Aj

≥ l
′
Aj
,m

′′
Aj

≥ r
′′
Aj
, lA٠ , rA٠ ,m

′
Aj
,m

′′
Aj
, l

′
Aj
, l

′′
Aj
, r

′
Aj
,r

′′
Aj

≥ ٠,
j = ١,٢, . . . , p (٢ . ٣٧)

افزار نرم از معادله این کردن مینیمم برای ͬ گردد. م محاسبه رگرسیونͬ مدل ضرایب برآورد
ͬ کنیم. م استفاده Mathematica 11

سیمان داده های برای فازی استوار ریج رگرسیون تحلیل ۵ . ۶ . ٢
پˀرتلند

استوار ریج برآوردگر از استفاده با ٢ . ١٨ جدول داده های برای ٣ . ۶ . ٢ مثال همانند نیز اینجا در
استفاده با (٢ . ٣٧) قیود تحت (٣۶ . ٢) رابطه کردن مینیمم با ،k = ٢ پارامتر انتخاب و فازی

ͬ آید م به دست زیر به صورت فازی ریج رگرسیون مدل Mathematica 11 نرم افزار از
Ỹ = (٠/٢, ٠/٠۴, ٠) + (٢/١٧, ٠, ٠/٠٠٠۶)X̃١ + (١/١۵, ٠, ٠)X̃٢

+ (٠/٨١, ٠/٠٠٨, ٠/٠٠٠٣)X̃٣ + (٠/۴٧, ٠, ٠/٠٠٠١)X̃۴
(٢ . ٣٨)

آمده به دست نتایج و ͬ آوریم م به دست مسئله این برای را مدل ارزیابی شاخص های همچنین
و معمولͬ فازی ریج رگرسیون فازی، معمولͬ دوم توان های کمترین رگرسیون مدل برای

ͬ کنیم. م خلاصه ٢ . ١٩ جدول در را فازی استوار ریج رگرسیون
پˀرتلند سیمان داده مجموعه برای فازی ریج رگرسیون برای مدل ارزیابی شاخص های :٢ . ١٩ جدول

λ شاخص E شاخص k رگرسیونͬ مدل
١٩/٨٢ ٣٧٫٧٣ ٠ OLS

٢٠/٠٩ ٣٨/٢٩ ١٫٣ معمولͬ فازی ریج
١٨/٧۵ ٣۵/۵٢ ٢ فازی استوار ریج

با قیاس در فازی استوار ریج رگرسیون مدل شد، داده نشان ٢ . ١٩ جدول در که همان طور
معمولͬ فازی رگرسیون کارایی عدم نتایج و است برخوردار بهتری عمل΄رد از برآوردگرها دی·ر

ͬ دهند. م نشان را معمولͬ فازی ریج رگرسیون و





٣ فصل
استوار لاسو برآوردگر

مقدمه ٣ . ١
داریم سروکار مشاهداتͬ مجموعه با کاربردی مسائل برخͬ در دیدیم ٢ فصل در که همان طور
موقعیت هایی چنین در است. دم پهن مدل خطای یا دارد وجود پرت داده های آنها در که
مطمئن برآوردگری تولید در معمولͬ دوم توان های کمترین روش که است ͹واض به خوبی
مخصوصا شود. ͽواق مفید ͬ تواند م (LAD) انحرافات١ قدرمطلق کمترین برآوردگر و است ناتوان
بدون را برآوردگرها این برای مجانبی نرمال بودن و √‐سازگاری

n خواص بخواهیم ͬ که زمان
حقیقت این به دلیل کنیم. بررسͬ ͬ مانده ها، باق برای گشتاوری شرط هیچ گونه گرفتن نظر در
ͬ تواند نم معمولͬ تیلور بسط است، ناهموار تابعͬ (LAD معیار مثال (به طور هدف تابع که
در رو، این از شود. برده به کار مستقیم به طور LAD برآوردگر مجانبی ͬ های ویژگ مطالعه برای
انواع مجانبی ͬ های ویژگ و √‐سازگاری

nاثبات برای زیادی تلاش های گذشته، دهه های طول
،[۵٣] پلارد ،[١۶] کوینکر و بسیط بیشتر، آگاهͬ برای شده است. انجام LAD برآوردگرهای
مسائل که ببینید، را [۴۴] لینگ و [۵٢] یاوو و پنگ ،[۴٠] نایت ،[١٨] استی·ر و بلوم فیلد

داده اند. قرار بررسͬ مورد را استوار مدل انتخاب از مهمͬ
است مم΄ن مهم، تبیینͬ متغیر ΁ی حذف که است ͹واض به خوبی رگرسیونͬ مدل های در
.([٣۵] هم΄اران، و (هیستͬ کند تولید پیش·ویی نتایج و پارامتر برآوردهای در اریبی مقداری

1Least absolute deviation



استوار لاسو برآوردگر ۶٢
شده نتیجه برآورد کارایی ͬ تواند م مدل به غیرضروری متغیرهای شدن اضافه دی·ر، طرف از
مدل بهترین انتخاب بنابراین دهد. به دست کمتری دقت با پیش·ویی های و دهد کاهش را
کاربردی و نظری مباحث دیدگاه از علاقه مورد مسئله همیشه متناهͬ، نمونه ΁ی پایه بر
به طور مدل انتخاب مسئله ͬ مانده ها، باق برای مناسب گشتاوری شرط های تحت است. بوده
مورد ،[۵٩] تسای و شͬ و [٣٨] تسای و هارویچ ،[۵٨] شائو قبیل از علمͬ، آثار در گسترده ای
و ([١٢] ΁آکائی) (AIC) ΁آکای اطلاع معیار مهم، انتخاب معیار دو و است گرفته قرار مطالعه
اینکه به دلیل شده اند. استفاده عمل در گسترده ای به طور ،([۵٧] (شوارز بیزی اطلاع معیار
یافته اند، توسعه OLS برآوردهای بر مبتنͬ (BIC و AIC (مانند انتخاب معیارهای معروف ترین
[٣٨] تسای و هارویچ بنابراین است. ضعیف دم پهن خطاهای تحت آن ها متناهͬ نمونه عمل΄رد
برآوردهای بر مبتنͬ را (BIC و AICc ،AIC (مانند مفید مدل انتخاب معیارهای از مجموعه ای
بر مبتنͬ متغیر انتخاب معیارهای این بودنشان، مفید ͬ رغم عل اما آوردند. به دست LAD

ذکر به لازم است. محاسبات حجم سنگینͬ آن ها مهم ترین که دارند محدودیت هایی ،LAD
به صورت مم΄ن منتخب مدل های کل تعداد رگرسیونͬ، متغیرهای تعداد افزایش با که است
انتخاب روش اجرای باشد، زیاد نسبتا پیش·وها تعداد اگر رو این از ͬ یابد. م افزایش نمایی
برای بود. خواهد سخت مم΄ن، منتخب مدل های همه گرفتن درنظر با زیرمجموعه بهترین
تیبشیرانͬ ،(BIC و AIC (مانند قدیمͬ معیارهای مدل انتخاب روش های ͬ های کاست جبران
را مهم تبیینͬ متغیرهای ͬ تواند م هم زمان به صورت و مؤثر به طور که کرد ارائه را لاسو [۶٠]

کند. برآورد را رگرسیونͬ پارامترهای و کرده انتخاب
و انقباضͬ رگرسیون هم که ͬ کنیم م بررسͬ را استواری انقباضͬ برآوردگر فصل این در
دم پهن، خطاهای با پرت داده های به نسبت و ͬ دهد م انجام را متغیر انتخاب لاسو مانند هم
لاسو جریمه و معمولͬ LAD ضابطه ترکیب برآوردگر، این اصلͬ ایده است. مقاوم ،LAD مانند
LAD-LASSO برآوردگر ،LAD با قیاس در است. LAD-LASSO روش تولید برای ی΄دی·ر، با
برآوردگر این لاسو، با قیاس در دهد. انجام هم زمان را متغیر انتخاب و پارامتر برآورد ͬ تواند م

است. مقاوم تر دم پهن خطاهای و پرت داده های به نسبت

LAD-LASSO برآوردگرهای ٣ . ٢
ب·یرید درنظر را زیر خطͬ رگرسیون مدل

yi = x⊤
i β + ϵi, i = ١, . . . , n (٣ . ١)

β = (β١, . . . , βp)⊤ p‐بعدی، تبیینͬ متغیرهای xi = (xi١, . . . , xip)⊤ ،ͺپاس متغیر yi آن در که
علاوه ͬ باشند. م صفر میانه با هم توزیع و مستقل تصادفͬ خطاهای τi و رگرسیونͬ ضرایب بردار
بنابراین .٠ ≤ p٠ ≤ p آن در که βj = ٠ ،j > p٠ برای و βj ̸= ٠ ،j ≤ p٠ برای کنید فرض این بر
معمول به طور بود. خواهد صفر ضریب (p − p٠) و غیرصفر ضریب p٠ دارای واقعͬ، مدل



۶٣ LAD-LASSO برآوردگرهای
توان های کمترین هدف تابع کردن کمینه به وسیله ͬ توانند م (٣ . ١) مدل نامعلوم پارامترهای
برای [۶٠] تیبشیرانͬ روش، این ͬ رغم عل شوند. برآورد ،∑n

i=١(yi−x⊤
i β)

٢ یعنͬ معمولͬ، دوم
(بخش کرد پیشنهاد را زیر لاسو هدف تابع صفر، سمت به غیرضروری ضرایب کردن منقبض

ببینید). را ٣ . ۴ . ١
n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)

٢ + k

p∑
j=١

|βj |

ضرایب همه برای لاسو برآوردگر اینکه دلیل به ͬ باشد. م تنظیم کننده پارامتر k > ٠ آن در که
قابل میزان شده نتیجه برآوردگرهای ͬ برد، م به کار را ی΄سانͬ تنظیم کننده پارامتر رگرسیونͬ،
تعدیل یافته٢ لاسوی مدل به بعد این از بنابراین .([٢٩] لͬ، و (فن داشت خواهند اریبی توجهͬ

ͬ کنیم م استفاده را زیر
n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)

٢ +

p∑
j=١

kj |βj | (٣ . ٢)

باشیم. داشته را خودش خاص تنظیم کننده پارامتر ضریب، هر برای ͬ دهد م اجازه ما به که
نسبت کاراتری تُنُک جواب های تولید به قادر تعدیل یافته لاسو برآوردگر نتیجه، ΁ی به عنوان
لاسو در شده استفاده OLS هدف تابع که است ͹واض بسیار وجود، این با است. لاسو به
استوار برآوردگر آوردن به دست برای است. حساس بسیار پرت داده های به نسبت تعدیل یافته
لاسوی هدف تابع در را LAD هدف تابع دادند پیشنهاد [۶٢] هم΄اران و وانگ لاسو، نوع
کرد ارائه LAD-LASSO عنوان به را زیر آمده به دست هدف تابع و کرده جای·ذاری تعدیل یافته

Q(β) =
n∑
i=١

|yi − x⊤
i β|+

p∑
j=١

kj |βj | (٣ . ٣)

ترکیب را لاسو جریمه و LAD ضابطه LAD-LASSO ضابطه ͬ شود، م مشاهده که همان طور
تُنُکͬ نتایج و باشد استوار داده پرت مقابل در برآوردگر این نتایج ͬ رود م انتظار بنابراین ͬ کند. م
مجموعه منظور، این برای است. راحت بسیار LAD-LASSO برآوردگر کردن پیدا دهد. ارائه را
،١ ≤ j ≤ nازای به آن در که ب·یرید، نظر در را i = ١, . . . , n+pازای به ،{(y∗i ,x∗

i )} افزوده٣ داده
بردار ΁ی ej آن در که است (y∗n+j ,x∗

n+j) = (0, nkjej) ،١ ≤ j ≤ p ازای به و (y∗i ,x
∗
i ) = (yi,xi)

این در ͬ باشند. م صفر با برابر آن مؤلفه های دی·ر و ΁ی با برابر آن jام مؤلفه که است p‐بعدی

صورت
LAD−LASSO = Q(β) =

n+p∑
i=١

|y∗i − x∗
iβ| (۴ . ٣)

اصلͬ، داده به عنوان (y∗i ,x∗
i ) گرفتن درنظر با که است معمولͬ LAD ضابطه همان معادله، این

یافتن برای ͬ تواند م جریمه نشده LAD استاندارد برنامه هر نتیجه، در است. آمده به دست
شود. استفاده دی·ری، برنامه کردن اضافه بدون ،LAD-LASSO برآوردگر

2Adaptive lasso
3Augmented dataset



استوار لاسو برآوردگر ۶۴

نظری ͬ های ویژگ ٣ . ٣
در که ͬ کنیم م تجزیه β = (β⊤

a ,β
⊤
b )

⊤ به صورت را رگرسیونͬ ضرایب بردار ساده سازی، برای
با متناظر LAD-LASSO برآوردگر ͬ باشند. م βb = (βp١+٠, . . . , βp)⊤ و βa = (β١, . . . , βp٠)⊤ آن
نشان Q(β) = Q(βa,βb) با را آن هدف تابع و ͬ شود م تعریف β̂ =

(
β̂
⊤
a , β̂

⊤
b

)⊤ به صورت آن
که ͬ کنیم م تجزیه xi = (x⊤

ia,x
⊤
ib)

⊤ به صورت نیز را کم΄ͬ متغیرهای این، بر علاوه ͬ دهند. م
ͬ های ویژگ مطالعه برای ͬ باشند. م xib = (xi(p١+٠), . . . , xip)⊤ و xia = (xi١, . . . , xip٠)⊤ آن در

هستند ضروری زیر پذیره های ،LAD-LASSO برآوردگر نظری
ͬ باشد. م پیوسته و مثبت چ·الͬ تابع دارای شروع، نقطه در τi خطای :A(1)

ͬ باشد. م مثبت معین و موجود cov(x١) = Σ ماتریس :A(2)
LAD برآوردگر مجانبی نرمال بودن و √‐سازگاری

n اثبات برای پذیره ها، این که کنید توجه
ͬ کنیم م تعریف این بر علاوه هستند. نیاز مورد جریمه شده
an = max{kj , ١ ≤ j ≤ p٠}

و
bn = min{kj , p٠ < j ≤ p}

ͬ کنیم. م بیان را LAD-LASSO برآوردگر سازگاری ابتدا است. n از تابعͬ kj آن در که
باشند هم توزیع و مستقل i = ١, . . . , n ازای به (xi, yi) کنید فرض √‐سازگاری).

n) ٣ . ٣ . ١ لم
،√nan → ٠ اگر کند. صدق A(2) و A(1) پذیره های در (٣ . ١) خطͬ رگرسیون مدل همچنین و

است. √‐سازگار
n ،LAD-LASSO برآوردگر آن گاه

کنید. مراجعه [۶٢] هم΄اران و وانگ به اثبات برای برهان.
ͬ دار معن متغیرهای به وابسته تنظیم کننده پارامترهای اگر که ͬ دهد م نتیجه ٣ . ٣ . ١ لم
‐√

n ͬ تواند م آن با متناظر LAD-LASSO برآوردگر آن گاه شوند، هم·را صفر به n− ١٢ از سریع تر
باشد. سازگار

ͬ دار معن متغیرهای به وابسته تنظیم کننده پارامترهای اگر دهیم نشان ͬ خواهیم م اکنون
احتمال با ͬ توانند م رگرسیونͬ ضرایب همان آن گاه شوند، منقبض صفر به n− ١٢ از آهسته تر

شوند. برآورد صفر دقیقا ،΁ی تقریبا
،√nbn → ∞ ΁ی تقریبا احتمال با که پذیره این و ٣ . ٣ . ١ لم پذیره های تحت (تُنُکͬ). ٣ . ٣ . ٢ لم

ͬ کند. م صدق β̂
⊤
b = 0 شرط در β̂ =

(
β̂
⊤
a , β̂

⊤
b

)⊤ شده، معرفͬ LAD-LASSO برآوردگر
کنید. مراجعه [۶٢] هم΄اران و وانگ به اثبات برای برهان.



۶۵ تنظیم کننده پارامتر تعیین
جواب های تولید به قادر سازگار به طور LAD-LASSO برآوردگر که ͬ دهد م نشان ٣ . ٣ . ٢ لم
ͬ تواند م پارامتر برآورد و متغیر انتخاب بنابراین ͬ باشد. م ناچیز رگرسیونͬ ضرایب برای تُنُک
سازگاری که ͬ رسیم م نتیجه این به شده گفته لم دو هر از شود. انجام هم زمان به صورت
قید در ͬ کند م فراهم را مناسب شرایط تنظیم کننده پارامتر وقتͬ باید ،β̂ برآوردگر nام ریشه
یادآور را LAD-LASSO برآوردگرهای مجانبی توزیع آخر، در کند. صدق P(β̂٢ = ٠) → ١

ͬ شویم. م
باشند هم توزیع و مستقل ،i = ١, . . . , n ،(xi, yi) کنید فرض پیش·ویی). (ویژگͬ ٣ . ٣ . ١ قضیه
و √

nan → ٠ اگر این بر علاوه کند. صدق A(2) و A(1) فرض های در (٣ . ١) رگرسیونͬ مدل و
داریم β̂

⊤
= (β̂

⊤
a , β̂

⊤
b )

⊤ LAD-LASSO پارامترهای برآوردگر برای آن گاه ،√nbn → ∞

(١) P(β̂b = 0) → ١
(٢) √

n(β̂a − βa) −→ Np٠
(
0,

٠/٢۵Σ−١٠
f(٠)٢

) (۵ . ٣)

ͬ باشد. م τi چ·الͬ f(t) و Σ٠ = cov(xia) آن در که
کنید. مراجعه [۶٢] هم΄اران و وانگ به اثبات برای برهان.

LAD-LASSO برآوردگر که گرفت نتیجه ͬ توان م ،√nbn → ٠ و √
nan → ٠ شروط تحت

LAD- برآوردگر که ͬ کند م بیان قضیه این همچنین است. استوار دم پهن خطاهای مقابل در
مدل تحت آمده به دست LAD برآوردگر با ی΄سانͬ مجانبی توزیع دارای نتیجه شده LASSO

این، بر علاوه ͬ باشد. م شده اثبات LAD-LASSO برآوردگر اُراکل ویژگͬ رو این از است. واقعͬ،
LAD-LASSO برآوردگر ͬ های ویژگ ،Q(β) هدف تابع بودن خطͬ تکه ای و بودن محدب سبب به

ͬ باشند. م فراموضعͬ بخش، این در شده مطرح

تنظیم کننده پارامتر تعیین ۴ . ٣
روش های از ͬ توان م هدف، این برای ͬ پردازیم. م تنظیم کننده پارامتر برآورد به بخش این در
برای مستقیم به طور BIC و AICs ،AIC تعمیم یافته، متقابل سنجͬ اعتبار متقابل، سنجͬ اعتبار
جای·زین مانند مناسب تغییرات از (بعد کرد استفاده ،kj تنظیم کننده، پارامتر بهینه انتخاب
فعلͬ، وضعیت در این ها از استفاده اگرچه .(LAD تابع با دوم توان های کمترین عبارت کردن
LAD- هدف تابع اینکه اول بود. خواهد سخت ،٣ . ١ بخش در بیا ن شده دلایل به بنا حداقل
پارامتر تعداد این هم زمان برآورد و ͬ شود م شامل را تنظیم کننده پارامتر p مجموعا LASSO

نیز آن ها آماری ͬ های ویژگ اینکه، دوم است. پرهزینه بسیار محاسباتͬ لحاظ از تنظیم کننده
نظر مد را زیر گزینه ͬ توانیم م رو این از نیست. فهم قابل راحتͬ به دم پهن، خطاهای تحت

دهیم. قرار



استوار لاسو برآوردگر ۶۶
برآوردگری به عنوان LAD-LASSO برآوردگر به ͬ توانیم م ،[۶٠] تیبشیرانͬ ایده از استفاده با
مقیاس پارامتر و صفر م΄ان پارامتر با دوگانه نمایی پیشین ΁ی از رگرسیونͬ ضریب هر که بیزی
ل·اریتم تابع کردن کمینه به وسیله ͬ تواند م بهینه kj بنابراین کنیم، نگاه ͬ کند، م پیروی nkj

آید به دست زیر منفͬ پسین درستنمایی
n∑
i=١

|yi − x⊤
i β|+ n

p∑
j=١

kj |βj | − log(٠/۵nkj) (۶ . ٣)

اما ͬ دانیم؛ نم را βj مقادیر کاربردی مسائل در ͬ دهد. م نتیجه را kj =
١

(n|βj |)
آن در که

این در کنیم. برآورد را آن ها ،β̃j ،LAD جریمه نشده برآوردگر به وسیله راحتͬ به ͬ توانیم م
داریم صورت

k̃j =
١

(n|β̃j |)

بنابراین است. √nk̃j → ٠ ،j ≤ p٠ برای که ͬ دهد م نشان ،β̃j بودن √‐سازگار
n که کنید توجه

ضرورتا ،j > p٠ ازای به √nk̃j → ∞ دی·ر، شرط اگرچه شد. برقرار قضیه در لازم شرایط از ی΄ͬ
اگر تنظیم کننده، پارامترهای برآورد چنین این مستقیم بردن به کار بنابراین نیست. برقرار
شده بیش برازش نتایج تولید به منجر ͬ تواند م باشد، متناهͬ بعد از حقیقت در پایه واقعͬ مدل
میزان ،(۶ . ٣) تابع در که کنید توجه مقابل، در است. AIC به شبیه بسیار ویژگͬ این شود.
تعداد به عنوان ͬ تواند م به سادگͬ که ͬ شود، م کنترل − log(k) به وسیله نهایی مدل پیچیدگͬ
را زیر BIC نوع هدف تابع ͬ توانیم م رو این از شود. گرفته درنظر AIC در ͬ دار معن متغیرهای

ͬ گیریم م نظر در
n∑
i=١

|yi − x⊤
i β|+ n

p∑
j=١

kj |βj | − log(٠/۵nkj) log(n) (٣ . ٧)

برآورد تابع این ͬ کند. م جریمه را مدل پیچیدگͬ ،BIC با مشابه روشͬ در ،log(n) عامل با که
ͬ شود م زیر تنظیم کننده پارامتر به منجر

k̂j =
log(n)

n|β̃j |
(٣ . ٨)

سازگاری بنابراین ͬ کند. م صدق j > p٠ برای √nk̂j → ∞ و j ≤ p٠ برای √nk̂j → ٠ قیود در که
است. شده تضمین نهایی، برآوردگر توسط متغیر انتخاب

آوردن به دست برای را لاسو و LAD ایده های که کردیم ارائه را LAD-LASSO روش اینجا تا
کردیم. ترکیب ͬ باشد، م نیز متغیر انتخاب به قادر هم زمان که استوار انقباضͬ رگرسیونͬ روش
نوع هدف تابع از استفاده با هˀوبر M‐برآوردهای برای ͬ تواند م مشابهͬ ایده های این، بر علاوه

شود پیشنهاد لاسو برای زیر ψ
Q(β) =

n∑
i=١

ψ(yi − x⊤
i β) + n

p∑
j=١

kj |βj | (٣ . ٩)



۶٧ شبیه سازی
خاص، نوع ΁ی به عنوان ،ψ توابع که حقیقت این به دلیل است. هوبر ψ‐تابع ،ψ(·) آن در که
استفاده بهینه تنظیم کننده پارامتر ΁ی ͬ که صورت در بنابراین ͬ شوند، م شامل را (|·|) LAD تابع
واقعͬ، داده مجموعه برای اگرچه باشند. LAD-LASSO از سازگارتر حتͬ ͬ رود م انتظار شود

است. چالش برانگیز و جالب مسئله ای بهینه تنظیم کننده پارامتر ΁ی انتخاب چ·ونگͬ

شبیه سازی ۵ . ٣
(LAD-LASSO) استوار لاسو مدل ارزیابی برای ،۴ . ٢ بخش شبیه سازی همانند نیز بخش این در
برآوردگر سپس و ͬ کنیم م بررسͬ را داده پرت بدون و داده پرت با حالت دو و n > p طرح دو
کرد. خواهیم مقایسه معمولͬ M‐برآوردگر ΁ی و معمولͬ لاسو برآوردگر ΁ی با را LAD-LASSO
برای شده اند. اجرا R نرم افزار از استفاده با شبیه سازی مثال این در انجام شده محاسبات تمامͬ
ͬ کنیم. م استفاده [۶٢] هم΄اران و وانگ پیشنهادی روش از LAD-LASSO برآوردگر محاسبه
M‐برآوردگر و R نرم افزار از glmnet پ΄یج از استفاده با را معمولͬ لاسو برآوردگر همچنین
برآوردگرها این نتایج و محاسبه R نرم افزار در موجود robust پ΄یج از استفاده با را معمولͬ
از منظور اینجا، در ͬ کنیم. م مقایسه ۴ . ٢ بخش در ͬ شده معرف معیارهای از استفاده با را
هم چنین است. برآوردگرها سایر به نسبت لاسو برآوردگر پیش گویی خطای نسبت REff(MPE)
هم را IC و C معیار دو ͬ باشد، م ام΄ان پذیر نیز متغیر انتخاب لاسو برآوردگر در که آن جایی از
صفر به درستͬ که است صفری ضرایب تعداد میانگین نشان دهنده C معیار ͬ کنیم. م محاسبه
ͬ شوند. م برآورد صفر اشتباه به که است غیرصفری ضرایب نشان دهنده IC و ͬ شوند م برآورد

داریم. ٢ فصل شبیه سازی مثال در ١ طرح با مشابه داده ای تولید روش طرح این در ١ طرح
،p = ٨ پارامتر تعداد ͬ باشد. م صورت همان به نیز داده پرت و همخطͬ ایجاد نحوه و داده حجم
β٠ = (٣, ١٫۵, ٠, ٠,٢, ٠, ٠, ٠)⊤ را، پارامتر بردار واقعͬ مقادیر و n = ۵٠,٢٠٠ حجم های به داده ها

ͬ گیریم. م درنظر
متغیرهای بین همخطͬ افزایش با ͬ کنیم، م مشاهده ٣ . ٢ و ٣ . ١ جدول های در که همان طور
مشاهده همچنین ندارد. خوبی عمل΄رد مدل ضرایب برآورد در معمولͬ استوار برآوردگر تبیینͬ
علت به ͬ تواند م که نداشته خوبی عمل΄رد مدل، پیش·ویی بحث در نیز لاسو برآوردگر ͬ شود م
افزایش با ۴ . ٣ و ٣ . ٣ جدول های در باشد. ͺپاس متغیر در ناخواسته پرت داده های حضور
برآوردگرها دی·ر از لاسو برآوردگر است، موجود داده ها بین کمͬ همخطͬ که زمانͬ داده، حجم
ͬ باشد م اضافͬ داده جمͽ آوری نیز داده پرت با برخورد روش های از ی΄ͬ دارد. بهتری عمل΄رد

است. شده داده پرت تاثیر کاهش باعث حجم افزایش این گفت ͬ توان م و
ͬ کنیم. م آلوده را داده ها از درصد ٢٠ میزان داده ها حجم در ۶ . ٣ و ۵ . ٣ جدول های در
لاسو برآوردگر بر به سزایی تاثیر آلودگͬ این ͬ شود م مشاهده سنجش، معیارهای محاسبه با
عمل  بهتر لاسو برآوردگر از نیز بالا همخطͬ در حتͬ معمولͬ استوار برآوردگر و دارد معمولͬ



استوار لاسو برآوردگر ۶٨

τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ١ جدول
LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠۵٨١ ٣٫٠٠۴٩ ٠٫٠۴٣٣ ٣٫٠٠۵۴ ٠٫١٣٨٢ ٢٫٧٨٠۵ β̂١
٠٫٠۶۴٣ ١٫۴٩٨۶ ٠٫٠۵٠٩ ١٫۵٢۶۵ ٠٫١١۴٣ ١٫٣٢٧٣ β̂٢
٠٫٠۴٨۵ ٠٫٠١٣٣ ٠٫٠۴٧٨ ٠٫٠١٧٠ ٠٫٠١۵٠ ٠٫٠٢٢٧ β̂٣
٠٫٠۴٩۵ ٠٫٠١١۴ ٠٫٠۶٧٠ ٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠١٢٨ ٠٫٠٢٣۴ β̂۴
٠٫٠۶۶٨ ١٫٩٣٧٢ ٠٫٠۶١٣ ١٫٩٩١٠ ٠٫٢٢٩۶ ١٫۶۶۵١ β̂۵
٠٫٠۴٧٢ −٠٫٠١٧۶ ٠٫٠۶۴٠ −٠٫٠۵٠۶ ٠٫٠٠٩١ ٠٫٠٠١٣ β̂۶
٠٫٠۴۵١ ٠٫٠١٩٠ ٠٫٠۵٨١ ٠٫٠٣٩۶ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٠۶٧ β̂٧
٠٫٠٣٣۴ ٠٫٠١۵٨ ٠٫٠۴٣١ −٠٫٠١٧٨ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠١٢٩ β̂٨
٠٫۴١٢٨ − ٠٫۴٣۵۴ − ٠٫۵٣۴۶ − MSE

MM− BR MM LASSO

٨٫۴٠۵٩ ٨٫۴۴۶۶ ٩٫۶۵٠۵ √
MPE

١٫١۴٨١ ١٫١۴٢۵ ١٫٠٠٠٠ REff

٢۴٫٩۴٣۶ ٢۴٫٩۴٣۶ ٢۴٫٩۴٣۶ MCN

٢٫٢٩٠٠ ١٫٧۵٠٠ ۴٫١۴٠٠ C

٠٫۴۴٠٠ ٠٫۴٠٠٠ ٠٫٧٨٠٠ IC

τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ٢ جدول
LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

١٫٧۵٠٩ ٢٫۵٣۴٧ ١٫٩٧٨١ ٣٫٠٣۶٧ ١٫۴٧۶٢ ٢٫۴٩٣٨ β̂١
١٫۶۵١٨ ١٫٣٧٠۵ ٢٫٣٢۶٠ ١٫۶٧٩۵ ١٫٣٠۶٢ ١٫١٨٢٩ β̂٢
٠٫۶٢۵١ ٠٫٣۵١٩ ٢٫١٨٧٣ ٠٫١١۵٢ ٠٫۴۶٩٠ ٠٫٢٨٢٨ β̂٣
٠٫۴٢٨٧ ٠٫٣٠٢۴ ٣٫٠۶۴٠ ٠٫٠٣٣٢ ٠٫٢٨۴٢ ٠٫٢٣۶٣ β̂۴
١٫٩١١۴ ١٫٠١٩۶ ٢٫٨٠٣۴ ١٫٩٣٩٣ ١٫٩١۶١ ٠٫٩٢٧١ β̂۵
٠٫٣١۴٢ ٠٫٢٢٣٧ ٢٫٩٢۵۵ −٠٫٣۴١٩ ٠٫٢٧٢١ ٠٫٢٠٨١ β̂۶
٠٫۴۴۵٧ ٠٫٣٠٠٢ ٢٫۶۵۶۶ ٠٫٢۶٧۵ ٠٫١۵٣٩ ٠٫١٣٢٠ β̂٧
٠٫۶١١٢ ٠٫٣٣۵١ ۴٫٣٧٩٢ −٠٫٢١١۶ ٠٫۵٠٢٣ ٠٫٢٩۵٣ β̂٨
٧٫٧٣٩٠ − ٢٢٫٣٢٠٠ − ۶٫٣٧٩٩ − MSE

MM− BR MM LASSO

٧٫٩٩٩١ ٨٫۴۴۶۶ ١٠٫٨٧٣۴ √
MPE

١٫٣۵٩٣ ١٫٢٨٧٣ ١٫٠٠٠٠ REff

٨۶٠٫۵٠۶٢ ٨۶٠٫۵٠۶٢ ٨۶٠٫۵٠۶٢ MCN

٣٫۴٣٠٠ ٠٫٢٠٠٠ ٣٫٧٩٠٠ C

١٫٠١٠٠ ٠٫٠٩٠٠ ١٫٠٠٠٠ IC



۶٩ شبیه سازی

τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ٣ جدول
LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٠٩٣ ٢٫٩٩۶٨ ٠٫٠٠٨٠ ٢٫٩٩٠۶ ٠٫٠٠٨٣ ٢٫٩۶٢٠ β̂١
٠٫٠١۵٢ ١٫۴٨٢۵ ٠٫٠١۴١ ١٫۵٠٠١ ٠٫٠١٢٠ ١٫۴۶٧٠ β̂٢
٠٫٠١٣٧ ٠٫٠١۴٨ ٠٫٠٠٩٨ ٠٫٠٠٨٨ ٠٫٠٠٣٢ ٠٫٠٢١٣ β̂٣
٠٫٠١٢٢ ٠٫٠١۶۶ ٠٫٠١٠٢ ٠٫٠١٠٠ ٠٫٠٠٣۶ ٠٫٠١٧٠ β̂۴
٠٫٠١۴٩ ١٫٩٧٨۵ ٠٫٠٠٩٣ ١٫٩٩۶٩ ٠٫٠١٢٢ ١٫٩٣۵١ β̂۵
٠٫٠١٢٨ −٠٫٠١٠۴ ٠٫٠١٢١ −٠٫٠٢۴٧ ٠٫٠٠٣١ ٠٫٠٠١۴ β̂۶
٠٫٠١۴۴ −٠٫٠٠١٢ ٠٫٠١٢١ −٠٫٠٠٣٩ ٠٫٠٠٢٣ ٠٫٠٠٠٣ β̂٧
٠٫٠١١٩ −٠٫٠٠٨٧ ٠٫٠٠٩٠ ٠٫٠٠٢٨ ٠٫٠٠٢۶ ٠٫٠١١٨ β̂٨
٠٫١٠۴٣ − ٠٫٠٨۴۶ − ٠٫٠۴٧٢ − MSE

MM− BR MM LASSO

١٣٫٩٩۶٢ ١٣٫٨٩١٨ ١٣٫٨۶۵۵ √
MPE

٠٫٩٩٠٧ ٠٫٩٩٨١ ١٫٠٠٠٠ REff

١٨٫٩٨٩٩ ١٨٫٩٨٩٩ ١٨٫٩٨٩٩ MCN

٣٫٢٣٠٠ ٣٫٣٢٠٠ ۴٫۴۶٠٠ C

٠٫۵٩٠٠ ٠٫۶۴٠٠ ٠٫٨٩٠٠ IC

τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :۴ . ٣ جدول
LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٣٫٠۵۵۵ ٢٫٣٧٨٠ ٣٫۶۶٢۴ ٢٫٧٩٩٩ ٢٫۴٣١٧ ٢٫٨۶٩٢ β̂١
٢٫٠٨۵٧ ١٫١١٣٢ ۶٫۴٢٨١ ١٫۵٠٣١ ١٫٩۵٢۶ ١٫٢۵٩١ β̂٢
٠٫٧٨٨٨ ٠٫۴١۶٠ ۴٫۴۴٧۵ ٠٫١٨٨۴ ٠٫۴٧٩٢ ٠٫٣٠٧۶ β̂٣
١٫٠٢٧٩ ٠٫۴٧۴٠ ۴٫۶٣٩٣ ٠٫٢١٣۵ ٠٫٨۵١۵ ٠٫۴١۶٢ β̂۴
٢٫۶۴٢٩ ٠٫٨۵۴٧ ۴٫٢٢۴۵ ١٫٩٣٢٩ ٢٫۴٧٩٩ ٠٫٧٢٨۶ β̂۵
٠٫٧۴٠١ ٠٫٢٩۵٣ ۵٫۵٠۴٧ −٠٫۵٢۶٣ ٠٫٣۶۵٩ ٠٫١٨٢۴ β̂۶
٠٫٧٢۵۴ ٠٫٣۶٨٧ ۵٫۴٩۴١ −٠٫٠٨٣١ ٠٫٢٢٩٨ ٠٫١۶۵٣ β̂٧
١٫٧۵٩٠ ٠٫۵۴۶٢ ١٢٫٣۴۶١ ٠٫۴۴٨۴ ١٫٠٨۴٧ ٠٫۴۶٣٩ β̂٨

١٢٫٨٢۵٣ − ۴۶٫٧۴۶٧ − ٩٫٨٧۵٣ − MSE

MM− BR MM LASSO

١٣٫٨٠٨٨ ١٣٫٨٩١٨ ١٣٫٨٩٨١ √
MPE

١٫٠٠۶۵ ١٫٠٠٠۵ ١٫٠٠٠٠ REff

۵٧٣۴٫۶۵۴٩ ۵٧٣۴٫۶۵۴٩ ۵٧٣۴٫۶۵۴٩ MCN

٣٫۶۴٠٠ ٠٫١٨٠٠ ٣٫٨۶٠٠ C

١٫٢٣٠٠ ٠٫١١٠٠ ١٫١۵٠٠ IC



استوار لاسو برآوردگر ٧٠

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٣ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :۵ . ٣ جدول
LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫١٠٢١ ٢٫٩٨۴٢ ٠٫٠٨۶٠ ٢٫٩٣۵٢ ٣٫٢٩٨٩ ١٫٣٠٠٨ β̂١
٠٫١۴٣٣ ١٫٣٢۴٨ ٠٫١٢١۵ ١٫٣۴٧٧ ٢٫٢٣٩٨ ٠٫٠٠٣٩ β̂٢
٠٫۴١٨٠ ٠٫۵۴٠٨ ٠٫۴٣۶٣ ٠٫۵۶٠٨ ٠٫٣٣٠٩ ٠٫٢٩١٩ β̂٣
٠٫١٨۴٨ −٠٫٢۵٣٢ ٠٫١٧۶٩ −٠٫٢۴۶١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۴
٠٫١٣۵۵ ٢٫٠٨۶٨ ٠٫١٢٩٢ ٢٫٠۴٩١ ١٫۴٢۵٠ ١٫٠٣٨٢ β̂۵
٠٫٣۶١١ ٠٫۵٠۶٧ ٠٫۴٣٢٩ ٠٫۵۶٧٠ ٠٫۵٠٩٨ ٠٫۴۴۶۵ β̂۶
٠٫١۵٩۴ −٠٫٢۴٣٨ ٠٫١٧٨٣ −٠٫٢۵٢۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٧
٠٫٢٢٣٢ ٠٫٣٩۵٩ ٠٫٢۴٩١ ٠٫۴١٢١ ٠٫٣٢٧۴ ٠٫٣٨٣٣ β̂٨
١٫٧٢٧۴ − ١٫٨١٠١ − ٨٫١٣١٩ − MSE

MM− BR MM LASSO

١۵٫۵٣٢١ ١۵٫٣٠٨۴ ٧۴٫٢٣٩٨ √
MPE

۴٫٧٧٩٨ ۴٫٨۴٩۶ ١٫٠٠٠٠ REff

١٣۴٫٣٢٩٧ ١٣۴٫٣٢٩٧ ١٣۴٫٣٢٩٧ MCN

٠٫٨٠٠٠ ٠٫۴٧٠٠ ٣٫۴۶٠٠ C

٠٫٠٩٠٠ ٠٫٠۴٠٠ ١٫۶١٠٠ IC

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :۶ . ٣ جدول
LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

۴٫٣٢۵٩ ١٫٠٠٧۵ ۴٫٢٨٠٣ ١٫٠۵١٢ ٨٫٨۵١٠ ٠٫٠٢٩٠ β̂١
١٫٢٢٢٢ ٠٫۴٩٩١ ١٫١٨۵٢ ٠٫۶١٠٧ ٢٫٢۵٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢
١٫٢٢۴٢ ٠٫٩٣٩٢ ١٫۴٣٠٨ ١٫٠٠٣١ ٠٫١٧۴٢ ٠٫١۵۴٩ β̂٣
٠٫١۵٠٣ −٠٫٠٨۶٩ ٠٫٣٨٢٨ −٠٫٢٣٨۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۴
١٫٢۵۵۴ ١٫٠۵۵٩ ١٫٣٢٨٣ ١٫١٣١٠ ٢٫۶١٢٩ ٠٫۵۴٧١ β̂۵
١٫٩١٠٧ ١٫٢۴٠٧ ١٫٨٠۵۴ ١٫١٧٠٩ ١٫۵۵٣٧ ٠٫٨٨۶٣ β̂۶
٠٫٢٨٨٨ ٠٫٢٣٩٩ ٠٫۴۴٧٩ ٠٫٢٣٣۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٧
٢٫۵١١٢ ١٫۴٨۶۶ ٢٫٣۶٩٩ ١٫۴٢۵١ ٢٫٠٢۴٢ ١٫١٩۴۵ β̂٨

١٢٫٨٨٨۶ − ١٣٫٢٣٠۶ − ١٧٫۴۶۶٠ − MSE

MM− BR MM LASSO

٨٫١۶۵٧ ٨٫۶١١٠ ٧٣٫۵٨٣١ √
MPE

٩٫٠١١٣ ٨٫۵۴۵٢ ١٫٠٠٠٠ REff

١٩۴١٫١٨۴۵ ١٩۴١٫١٨۴۵ ١٩۴١٫١٨۴۵ MCN

٠٫٨٠٠٠ ٠٫٣۵٠٠ ٣٫١٣٠٠ C

٠٫۴٢٠٠ ٠٫٢٣٠٠ ٢٫٧٠٠٠ IC



٧١ شبیه سازی

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ٧ جدول
LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠١٩٣ ٣٫٠۴٧١ ٠٫٠١۵٩ ٢٫٩۶۴٣ ٢٫٢۵۶٠ ١٫۵٣٧٣ β̂١
٠٫٠٨٢١ ١٫٢۵٧٠ ٠٫٠٨١۶ ١٫٢۵٠٧ ٢٫٢۵٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢
٠٫٣١۴٣ ٠٫۵٣٨٠ ٠٫٣۶٣٩ ٠٫۵٨۶٣ ٠٫١۴٢٣ ٠٫٢۴٧۴ β̂٣
٠٫٠٩٠۴ −٠٫٢۶۶٢ ٠٫٠٧٠١ −٠٫٢٢٧١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۴
٠٫٠٣۴٣ ٢٫٠٩٠٧ ٠٫٠٢١٨ ٢٫٠٠٧٨ ١٫٠٣٩۴ ١٫٠۵٢٢ β̂۵
٠٫٢٨۶۴ ٠٫۵١٣۴ ٠٫٣۴٧۵ ٠٫۵٧٣٠ ٠٫٢۴٠۶ ٠٫٣۵۶٨ β̂۶
٠٫١١٧۴ −٠٫٣٠٢۵ ٠٫١٠٣١ −٠٫٢٧٨٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٧
٠٫٢٠٩٠ ٠٫۴۴٢٢ ٠٫٢٣٨٠ ٠٫۴٧۵٨ ٠٫٢۵٨٠ ٠٫۴٣٧١ β̂٨
١٫١۵٣٢ − ١٫٢۴١٩ − ۶٫١٨۶٣ − MSE

MM− BR MM LASSO

٢۴٫۶١۵٧ ٢۴٫٣٣٢٢ ١٣٢٫۵۴٩٩ √
MPE

۵٫٣٨۴٨ ۵٫۴۴٧۵ ١٫٠٠٠٠ REff

٩۵٫١٨٣۴ ٩۵٫١٨٣۴ ٩۵٫١٨٣۴ MCN

٠٫١٩٠٠ ٠٫٢٣٠٠ ٢٫٨٨٠٠ C

٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ١٫۴٣٠٠ IC

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ٨ جدول
LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٣٫٨٠١۴ ١٫٠۶۶٨ ۴٫٠٩٩١ ٠٫٩٨۵٩ ٨٫٩۴٨٩ ٠٫٠٠٩٣ β̂١
١٫١٩٩٢ ٠٫۴٣٨١ ١٫١٩٠٩ ٠٫۴٣٧١ ٢٫٢۵٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢
٠٫٩۶٧۵ ٠٫٩٣١٧ ٠٫٩۶١٢ ٠٫٩۴٣۴ ٠٫١١٣۶ ٠٫١٧٧۵ β̂٣
٠٫٠۴۶٠ −٠٫٠٠٢٣ ٠٫٠۴٠۵ ٠٫٠۴١۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۴
٠٫٧٩٧١ ١٫١۴٧٢ ٠٫٧٨٢۵ ١٫١۴٣۴ ٢٫٣٧٧٧ ٠٫۵١٢٣ β̂۵
١٫٣۶٢۵ ١٫١۴٢١ ١٫۴٢٨٧ ١٫١٧٨٢ ٠٫٨١٨۶ ٠٫٧٩٧٧ β̂۶
٠٫١٠٢٧ ٠٫١٩۴١ ٠٫١٢٩۶ ٠٫٢۶۶٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٧
٢٫٣۴١٧ ١٫۵٠٩٨ ٢٫٢٢٩٢ ١٫۴٧٨۴ ٢٫١۵٢١ ١٫٣٩٠٩ β̂٨
١٠٫۶١٨٠ − ١٠٫٨۶١٧ − ١۶٫۶۶٠٩ − MSE

MM− BR MM LASSO

١۵٫۴۵٠٣ ١۵٫٠٩۴٣ ١٣٨٫٢٢٨٠ √
MPE

٨٫٩۴۶۶ ٩٫١۵٧۶ ١٫٠٠٠٠ REff

٣۵٠٫۶۶۶٩ ٣۵٠٫۶۶۶٩ ٣۵٠٫۶۶۶٩ MCN

٠٫۶۵٠٠ ٠٫۶٣٠٠ ٢٫۶٧٠٠ C

٠٫١٣٠٠ ٠٫٠۵٠٠ ٢٫۶٠٠٠ IC



استوار لاسو برآوردگر ٧٢
ͬ دهد. م به دست برآوردگرها دی·ر به نسبت بهتری برآورد LAD-LASSO برآوردگر اما ͬ کند. م
برآوردگر بالا، همخطͬ در مخصوصا داده، افزایش با ͬ شود م مشاهده ٣ . ٨ و ٣ . ٧ جدول های در
ͬ توان نم داده حجم افزایش با همیشه ͬ دهد م نشان نتیجه این ندارد. خوبی عمل΄رد لاسو
LAD-LASSO برآوردگر ͬ شود م مشاهده که همان طور اما داد، کاهش را پرت داده های تاثیر
معمولͬ استوار برآوردگر به نسبت حتͬ است، داده  نشان لاسو برآوردگر به نسبت خوبی عمل΄رد

دارد. ضرایب برآورد در بهتری عمل΄رد نیز

خواهیم ۴ . ٢ بخش شبیه سازی در ٢ طرح همانند داده ای تولید نیز طرح این در . ٢ طرح
ͬ گیریم. م درنظر β٠ = (٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

١٠
,٢, . . . ,٢︸ ︷︷ ︸

١٠
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

١٠
,٢, . . . ,٢︸ ︷︷ ︸

١٠
)⊤ به صورت را ضرایب بردار و داشت

ی΄سان آن ها بین همبستگͬ که دارند وجود غیرموثر و موثر متغیرهای از گروه هایی مدل این در
ͬ کنیم. م بررسͬ n = ١٠٠,٣٠٠ حجم های برای را طرح این است.

کل در داده پرت، حضور عدم در ͬ شود م مشاهده ٣ . ١٠ و ٣ . ٩ جدول های در که همان طور
عمل΄رد LAD-LASSO برآوردگر ͬ یابد م افزایش متغیرها بین همخطͬ میزان ͬ که زمان به خصوص
همخطͬ در داده، حجم افزایش با ،٢ . ١٢ و ٢ . ١١ جدول های در همچنین ͬ دهد، م نشان بهتری
٣ . ٩ جدول در کمتر داده حجم به نسبت بهتری عمل΄رد ضرایب برآورد در لاسو برآوردگر پایین،
نقاط از تعدادی شناسایی و داده مجموعه کم حجم به دلیل ͬ تواند م نتیجه این ͬ دهد، م نشان
این بالا همخطͬ حضور در اما ͬ شود، م برطرف حجم افزایش با که باشد داده پرت به عنوان داده
همخطͬ ایجاد نحوه ͬ تواند م امر این دلایل از ی΄ͬ ͬ گیرد، م قرار تاثیر تحت به شدت عمل΄رد
در را بهتری عمل΄رد LAD-LASSO برآوردگر همخطͬ، افزایش با کل در باشد. متغیرها بین در

ͬ دهد. م نشان پیش·ویی و ضرایب برآورد
داده، مجموعه در آلودگͬ درصد ٢٠ ایجاد با ١۶ . ٣ و ١۵ . ٣ ،١۴ . ٣ ،٣ . ١٣ جدول های در
با و ͬ دهد م نشان دی·ر برآوردگرهای بین در را عمل΄رد ضعیف ترین معمولͬ لاسو برآوردگر
را بهتری عمل΄رد معمولͬ استوار برآوردگر به نسبت LAD-LASSO برآوردگر همخطͬ افزایش

ͬ دهد. م نشان ضرایب برآورد در

بدن چربی داده های تحلیل ۶ . ٣
ارزیابی مورد واقعͬ مثال ΁ی قالب در را شده معرفͬ استوار ریج برآوردگر رفتار بخش این در
و ͬ شود م استفاده ۵ . ٢ بخش در شده معرفͬ Vo2 داده های مجموعه مثال این در ͬ دهیم. م قرار
شبیه سازی در شده معرفͬ M‐برآوردگر و معمولͬ لاسو برآوردگرهای با را LAD-LASSO برآوردگر
جذر معیار از برآوردگرها مقایسه برای ۵ . ٢ بخش همانند نیز این جا در ͬ کنیم. م مقایسه

ͬ کنیم. م استفاده ۴ . ٢ بخش در (٢ . ١٩) پیش·ویی خطای میانگین
داده، مجموعه در داده پرت حضور در ͬ شود م مشاهده ٣ . ١ نمودار و ٣ . ١٧ جدول اساس بر



٧٣ بدن چربی داده های تحلیل
τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ٩ جدول

LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٣٢٣ ٠٫٠٢٠۴ ٠٫٠۴٣٩ ٠٫٠٠٧۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١
٠٫٠٣۵٩ −٠٫٠١٠١ ٠٫٠۵۵٩ ٠٫٠١١۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢
٠٫٠۴٠١ ٠٫٠٣۵٠ ٠٫٠۵٨۵ ٠٫٠٢٩٨ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠١۵ β̂٣
٠٫٠٢۵٠ −٠٫٠٢١٨ ٠٫٠۴٩١ −٠٫٠۴٩٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۴
٠٫٠٢۴۶ −٠٫٠٠٩٧ ٠٫٠۵۴٨ −٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۵
٠٫٠٢۶٩ ٠٫٠٠٩٩ ٠٫٠۵٨٢ −٠٫٠١٧٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۶
٠٫٠٢٨١ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٧٠٢ ٠٫٠١٧١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠١ β̂٧
٠٫٠۴۵٢ −٠٫٠١٨۴ ٠٫٠٧۴٩ −٠٫٠٢٣٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٨
٠٫٠٣۴٧ ٠٫٠٢۵١ ٠٫٠۶٢٨ ٠٫٠٢٧٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٩
٠٫٠٣٢۴ ٠٫٠٠٨٣ ٠٫٠۵۴٣ −٠٫٠١۶٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٣ β̂١٠
٠٫٠۴١٩ ١٫٩٨۶۵ ٠٫٠۴٧٧ ٢٫٠٢٢٩ ٠٫٧٢٣٧ ١٫٢٩١٧ β̂١١
٠٫٠٣٩۴ ١٫٩٧۵٣ ٠٫٠۴٧۴ ١٫٩٧٢۴ ٠٫٣٨٨٨ ١٫۶۵٣٩ β̂١٢
٠٫٠٣۶٣ ١٫٩٩۵١ ٠٫٠۴٩۵ ١٫٩٨٨١ ٠٫٣۴٣۴ ١٫۶۶۶١ β̂١٣
٠٫٠۴٧٧ ٢٫٠٢٠٨ ٠٫٠۶۶٩ ٢٫٠١١٣ ٠٫٢٨٩٩ ١٫۶٩۶١ β̂١۴
٠٫٠۵۴٧ ١٫٩۴٧٧ ٠٫٠۵٧۶ ١٫٩٧٨۶ ٠٫٣۶۶٩ ١٫۶٢٩٩ β̂١۵
٠٫٠۶۴۴ ٢٫٠٢٠۶ ٠٫٠۶٨۶ ٢٫٠١٠۴ ٠٫٢٩٣٣ ١٫۶۶۴٧ β̂١۶
٠٫٠٣۴٣ ١٫٩۶٢٩ ٠٫٠۶٧٣ ١٫٩۵١٣ ٠٫٣٠۴١ ١٫۶٩١۴ β̂١٧
٠٫٠۴٣٣ ٢٫٠١۵٣ ٠٫٠۵٩٨ ٢٫٠١٢٣ ٠٫۴١٣٨ ١٫۶٢١٩ β̂١٨
٠٫٠٣۶٨ ١٫٩٨٧۵ ٠٫٠۴٨٠ ١٫٩٩۶٨ ٠٫۴١٩٧ ١٫۶۶٣۶ β̂١٩
٠٫٠۴٠٢ ١٫٩٩۵٨ ٠٫٠۵٠۴ ٢٫٠١٣٢ ٠٫٧١١٨ ١٫٣٢۵٩ β̂٢٠
٠٫٠۴٢۴ ٠٫٠١۵۵ ٠٫٠۵۴٠ ٠٫٠٠٢۴ ٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠٧٩ β̂٢١
٠٫٠٢٩۵ −٠٫٠٠۴٣ ٠٫٠۵۶۵ −٠٫٠١۴۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٢
٠٫٠٢٢۵ −٠٫٠٠٩٣ ٠٫٠۴۵٠ ٠٫٠٠٨٣ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٩ β̂٢٣
٠٫٠٢٢٨ ٠٫٠٠٩٢ ٠٫٠۵٩٧ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٢ β̂٢۴
٠٫٠٢٩٠ ٠٫٠٢١۶ ٠٫٠٧٣۵ −٠٫٠٠۶۶ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠٣١ β̂٢۵
٠٫٠٢۵١ −٠٫٠٢٢٠ ٠٫٠۵۴٧ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۶
٠٫٠٣۶٢ ٠٫٠١۵٨ ٠٫٠۶٧۴ ٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٧
٠٫٠٢۵٢ ٠٫٠١١۶ ٠٫٠۴١۵ ٠٫٠٢٢٢ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٨
٠٫٠٢٩٩ ٠٫٠١٧۶ ٠٫٠۵٢١ ٠٫٠١٨۵ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٣٢ β̂٢٩
٠٫٠٣١٠ −٠٫٠٠۶۶ ٠٫٠۵٣٢ −٠٫٠١٧۵ ٠٫٠٠٢٠ ٠٫٠٠۶٨ β̂٣٠
٠٫٠۴١۶ ٢٫٠١۴٧ ٠٫٠۴٣۶ ٢٫٠٢٨۶ ٠٫۶٨٩۴ ١٫٣١٩٣ β̂٣١
٠٫٠٣٩٢ ٢٫٠٠٠١ ٠٫٠۴٧١ ١٫٩٩٧٧ ٠٫٣٩٩١ ١٫۶۶۶٣ β̂٣٢
٠٫٠۴۶٣ ١٫٩٧٩٩ ٠٫٠۵۴۴ ١٫٩٨۴٢ ٠٫٢٨٠۵ ١٫٧٠٣۶ β̂٣٣
٠٫٠٣٧٩ ٢٫٠٠٣١ ٠٫٠۴٨٣ ٢٫٠١٨۶ ٠٫٢۵٩٧ ١٫۶٧۴٨ β̂٣۴
٠٫٠۴١۵ ١٫٩٨٧٠ ٠٫٠۶٢٧ ١٫٩٧١۵ ٠٫٣٧٨١ ١٫۶٣۵۴ β̂٣۵
٠٫٠۴۴۵ ٢٫٠٢٢٣ ٠٫٠٧٢۵ ٢٫٠۴١٩ ٠٫٢٩١٢ ١٫٧٢۴٧ β̂٣۶
٠٫٠۴۵٧ ١٫٩٧۴٣ ٠٫٠۶٣٩ ١٫٩٨۵٩ ٠٫۴٢۵١ ١٫۵۶٧٨ β̂٣٧
٠٫٠۵۴٧ ١٫٩٩٠۶ ٠٫٠۶٧١ ٢٫٠١١٣ ٠٫٣۴۶١ ١٫۶۴٨٩ β̂٣٨
٠٫٠۴٣٩ ٢٫٠٠۵۵ ٠٫٠۵۵٧ ٢٫٠١٢٧ ٠٫٢۵۵٧ ١٫۶٩٧٨ β̂٣٩
٠٫٠۵٠۶ ٢٫٠١٧٩ ٠٫٠۶۴۵ ١٫٩٩٧١ ١٫۴٠٨٩ ٢٫٩٩٢٠ β̂۴٠
١٫۵٠٣۴ − ٢٫٢٨٢٩ − ٨٫٩٩٣٧ − MSE

MM− BR MM LASSO

١٣٫٩۶٣۴ ١۵٫٢۵٣۵ ٣۴٫۵٩٠٨ √
MPE

٢٫۴٧٧٣ ٢٫٢۶٧٧ ١٫٠٠٠٠ REff

١۵٧٫٩۶٠١ ١۵٧٫٩۶٠١ ١۵٧٫٩۶٠١ MCN

٩٫٧۵٠٠ ۶٫۵٠٠٠ ١٩٫٩۴٠٠ C

۴٫٨۵٠٠ ٣٫١۵٠٠ ١٠٫٠٩٠٠ IC



استوار لاسو برآوردگر ٧۴
τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ١٠ جدول

LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٣۶٣۴ ٠٫٢۶٧۵ ٢٫٠٠۶۵ ٠٫٠۵١۶ ٠٫٠٠٠۵ ٠٫٠٠٢٣ β̂١
٠٫٢٣٧۶ ٠٫١۴١۴ ٢٫۵۵۵۴ ٠٫٠٧٨٠ ٠٫٠٠١٩ ٠٫٠٠۴٣ β̂٢
٠٫٢٢٨٣ ٠٫١٨١١ ٢٫۶٧٢٩ ٠٫٢٠١٢ ٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠۴۴ β̂٣
٠٫١٨۵٩ ٠٫٠۶٨٣ ٢٫٢۴٣٠ −٠٫٣٣۶٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۴
٠٫٢٢١١ ٠٫١٣٢۵ ٢٫۵٠٨١ −٠٫٠٠٩٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۵
٠٫٢٢٩٩ ٠٫١٠٣٨ ٢٫۶۶٣۵ −٠٫١٢٠٨ ٠٫٠٠٨٢ ٠٫٠١٠۴ β̂۶
٠٫١٧٢٣ ٠٫٠٧٧۶ ٣٫٢١٠٢ ٠٫١١۵۴ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٢۵ β̂٧
٠٫٣١۵٨ ٠٫١٣٣٣ ٣٫۴٢۶٩ −٠٫١۶٠٣ ٠٫٠٠۶۶ ٠٫٠٠٨١ β̂٨
٠٫٣٨٣٩ ٠٫١٨١٣ ٢٫٨٧٢۵ ٠٫١٨٧٩ ٠٫٠٠٢١ ٠٫٠٠٨۶ β̂٩
٠٫٢۴٧۴ ٠٫١٧۵۴ ٢٫۴٨٢٣ −٠٫١١۴٢ ٠٫٠١۶٢ ٠٫٠١٧١ β̂١٠
١٫٢٨٠٨ ١٫۶٣٢۵ ٢٫١٨١٠ ٢٫١۵۴٩ ٣٫٢۵٠٩ ٠٫٣١٣٩ β̂١١
١٫۵٣۵٧ ١٫٩٧۶۴ ٢٫١۶۵۵ ١٫٨١٣٧ ٢٫۵٢٧٣ ٠٫٩۴۴۴ β̂١٢
١٫١٧٧٢ ٢٫٠٠٠٠ ٢٫٢۶۴۵ ١٫٩١٩٨ ٢٫۵١۴۶ ٠٫٩٠۵٠ β̂١٣
١٫٣١۴٩ ٢٫٠۵٢٣ ٣٫٠۵٨٣ ٢٫٠٧۶۴ ٢٫٢٣٧٠ ٠٫٩۶۴٠ β̂١۴
١٫۴٩۴١ ١٫٧۴١٨ ٢٫۶٣۴۵ ١٫٨۵۵٠ ٢٫۴۴٧٢ ١٫٠٠۶٩ β̂١۵
١٫٨۶٢٢ ١٫٩٩۵١ ٣٫١٣۶۵ ٢٫٠٧٠۶ ٢٫۶٢۴١ ٠٫٩٣۶٨ β̂١۶
١٫۴٢۵٢ ١٫٨٣٢۶ ٣٫٠٧٧۶ ١٫۶٧٠٩ ٢٫۴١۴٩ ٠٫٨٩٧١ β̂١٧
١٫۶١٩٣ ١٫٩٣٨١ ٢٫٧٣۶٣ ٢٫٠٨٣۴ ٢٫۶٨۵٣ ٠٫٨۶٣٣ β̂١٨
١٫٢۶١۶ ١٫٩٠۵۴ ٢٫١٩۴۵ ١٫٩٧٨۴ ٢٫٨٧٧۶ ٠٫٧٨٣۶ β̂١٩
١٫٢۶۴٣ ١٫٧۶٣٨ ٢٫٣٠٣٢ ٢٫٠٨٩۵ ٢٫٩٨٩٧ ٠٫۴١٨۴ β̂٢٠
٠٫۴٢۶٨ ٠٫٢٩٠٣ ٢٫۴۶٨١ ٠٫٠١۶۴ ٠٫٠١١٨ ٠٫٠١۵۵ β̂٢١
٠٫١٨٧۶ ٠٫١١٩۴ ٢٫۵٨١۵ −٠٫٠٩٧٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٢
٠٫١٧٣٨ ٠٫٠٩١۶ ٢٫٠۵٧٢ ٠٫٠۵۶۴ ٠٫٠٠۴٨ ٠٫٠٠۶٩ β̂٢٣
٠٫١٨٧٧ ٠٫٠٨٧۵ ٢٫٧٢٩٠ ٠٫٠۵٧٣ ٠٫٠٠٢۵ ٠٫٠٠۶٧ β̂٢۴
٠٫٢٨٣٢ ٠٫٢١٠۵ ٣٫٣۶٠۴ −٠٫٠۴۴۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۵
٠٫١٧٨٨ ٠٫١٠٢٩ ٢٫۵٠٠٣ ٠٫٠٠۵٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۶
٠٫٢٢۶٨ ٠٫١۴١۵ ٣٫٠٨٢۴ ٠٫٠٣٩٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٧
٠٫٢٢١٨ ٠٫١٣۴۴ ١٫٨٩۶۶ ٠٫١۵٠۴ ٠٫٠٠٣٣ ٠٫٠٠۵٩ β̂٢٨
٠٫٢١٨۵ ٠٫١۴۶٨ ٢٫٣٨٣۶ ٠٫١٢۴٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٩
٠٫۴۴٣٧ ٠٫٢۵۴٣ ٢٫۴٣٣٧ −٠٫١١٨۵ ٠٫٠١١٩ ٠٫٠١١١ β̂٣٠
١٫٠٨۴٨ ١٫٨٣۵٧ ١٫٩٩٢۶ ٢٫١٩٣٢ ٣٫١٢١۵ ٠٫٣۴٠٧ β̂٣١
١٫۴٨۵٢ ١٫٩۶٩٠ ٢٫١۵٣١ ١٫٩٨۴٧ ٢٫۴٧١۵ ٠٫٨٣٠٠ β̂٣٢
١٫١٨٢٠ ١٫٨٧٣٧ ٢٫۴٨٩٧ ١٫٨٩٣۵ ٢٫۵۴۶٨ ٠٫٨٧۵٧ β̂٣٣
١٫٣۴۴٢ ١٫٩٩۵٢ ٢٫٢٠٨٢ ٢٫١٢۵٧ ٢٫۴٠٧٩ ٠٫٩٧۶٧ β̂٣۴
١٫۴۴٩٢ ١٫٩٢۶٣ ٢٫٨۶٨۴ ١٫٨٠٧۴ ٢٫۵۴٠۶ ٠٫٩٠١٧ β̂٣۵
١٫۴۴۴٧ ١٫٩٩٩١ ٣٫٣١۴٠ ٢٫٢٨٣۶ ٢٫۴۶۶۶ ١٫٠٣٠۴ β̂٣۶
١٫۵٠٧٨ ١٫٧۴٠٧ ٢٫٩٢٢١ ١٫٩٠۴٩ ٢٫۵٩۴٢ ٠٫٧١١٨ β̂٣٧
١٫۵٨۵١ ٢٫٠٠٨٩ ٣٫٠۶۶٢ ٢٫٠٧۶٢ ٢٫۶۴١٧ ٠٫۶٩١۴ β̂٣٨
١٫۴٢۴٧ ١٫٨۵۵۴ ٢٫۵۴۵٨ ٢٫٠٨۵۶ ٣٫١۴٩٨ ٠٫۴٠۶٣ β̂٣٩
٣٫٢٨٧١ ١٫٠۶۴٠ ١٧٫٠٧٧۵ ١٫٨٧١۵ ٢۵۵٫۵۶۴۵ ١٧٫۵٧١٨ β̂۴٠

٣۵٫١۶۴۵ − ١١٨٫۵٢٣۴ − ٣٠۶٫١۴۵١ − MSE

MM− BR MM LASSO

١٢٫٣٩٣٠ ١۵٫٢۵٣۵ ۶٨٫۶٠۴۴ √
MPE

۵٫۵٣۵٧ ۴٫۴٩٧۶ ١٫٠٠٠٠ REff

۶١٩٣٫۵٧۴٨ ۶١٩٣٫۵٧۴٨ ۶١٩٣٫۵٧۴٨ MCN

١٣٫٢۵٠٠ ٠٫٨٧٠٠ ١٩٫٧٨٠٠ C

٧٫۶٢٠٠ ٠٫۶٧٠٠ ١۴٫٨۶٠٠ IC



٧۵ بدن چربی داده های تحلیل
τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ١١ جدول

LAD− LASSO MM LASSO ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٠۵٨ −٠٫٠٠۵۵ ٠٫٠٠٧٢ ٠٫٠٠١٨ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٠١۴ β̂١
٠٫٠٠۶٧ −٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠٠٧٣ −٠٫٠٠۶٧ ٠٫٠٠٠٠ −٠٫٠٠٠٨ β̂٢
٠٫٠٠٩١ ٠٫٠١۴٨ ٠٫٠١٠٢ ٠٫٠١۵١ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٨ β̂٣
٠٫٠٠٩٢ −٠٫٠٢١٨ ٠٫٠٠٩٠ −٠٫٠١٩۶ ٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠۴ β̂۴
٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠٠٢٨ ٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠۴ β̂۵
٠٫٠٠۶٢ ٠٫٠١٠١ ٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠١٠١ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠١ β̂۶
٠٫٠٠٧٠ −٠٫٠٠۵٨ ٠٫٠٠٨٢ −٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٧
٠٫٠٠٩٠ −٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠١٠۶ −٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٢ β̂٨
٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠٠٢۶ ٠٫٠١١٣ −٠٫٠٠۴٧ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٢٧ β̂٩
٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠٠٢٧ ٠٫٠٠٩١ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠١۴ β̂١٠
٠٫٠١١٠ ١٫٩٩۴١ ٠٫٠٠٨١ ١٫٩٩٩۶ ٠٫١۶١۶ ١٫۶۶١٧ β̂١١
٠٫٠١٣٠ ١٫٩٩٩٠ ٠٫٠١٠۶ ١٫٩٩۵١ ٠٫٠۶۴٢ ١٫٨١۶٣ β̂١٢
٠٫٠٠٩۶ ١٫٩٩۵١ ٠٫٠٠٧٢ ١٫٩٩٣۵ ٠٫٠۶٢٨ ١٫٨١٨٧ β̂١٣
٠٫٠١١١ ١٫٩٧٨۶ ٠٫٠٠٨۵ ١٫٩٨۴١ ٠٫٠۵٠٩ ١٫٨٣٧٠ β̂١۴
٠٫٠١٠٢ ٢٫٠٠٩٣ ٠٫٠٠٨٩ ٢٫٠٠٩٣ ٠٫٠۵۶٨ ١٫٨٣۶١ β̂١۵
٠٫٠١٢٣ ١٫٩٩١٣ ٠٫٠١٠٧ ١٫٩٨۵۶ ٠٫٠۴٨٩ ١٫٨۴۴٠ β̂١۶
٠٫٠١٠١ ١٫٩٩٣٧ ٠٫٠٠٨١ ٢٫٠٠١٠ ٠٫٠۶۴۵ ١٫٨٢۶٠ β̂١٧
٠٫٠١١٣ ٢٫٠١٢١ ٠٫٠٠٩٩ ٢٫٠١٠٠ ٠٫٠۵٨۵ ١٫٨٣٨٣ β̂١٨
٠٫٠١٢۶ ١٫٩٨٠۶ ٠٫٠١١٧ ١٫٩٩٠٠ ٠٫٠۵٣٧ ١٫٨٣٩٢ β̂١٩
٠٫٠٠٩٧ ٢٫٠٠۶۶ ٠٫٠٠٧۶ ٢٫٠٠٠٢ ٠٫١۵٩٨ ١٫۶٧٩۵ β̂٢٠
٠٫٠٠٧۶ ٠٫٠٠٧٢ ٠٫٠٠۶٨ ٠٫٠٠۶٠ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠١٠ β̂٢١
٠٫٠٠٨٢ ٠٫٠١٠٨ ٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠١٧۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٢ β̂٢٢
٠٫٠١١٠ −٠٫٠٠١٩ ٠٫٠٠٩٩ −٠٫٠١٠١ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠٢٩ β̂٢٣
٠٫٠٠٨۵ −٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٠٨٨ −٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٢ β̂٢۴
٠٫٠٠٧٧ −٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠٨٩ −٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٨ β̂٢۵
٠٫٠١٠٠ ٠٫٠٢٧٨ ٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠١٨۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠۵ β̂٢۶
٠٫٠٠٨٢ −٠٫٠١٧۶ ٠٫٠٠٨١ −٠٫٠١٢٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٨ β̂٢٧
٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠٠٨٩ ٠٫٠٠٨٧ ٠٫٠١٨۵ ٠٫٠٠٠٠ −٠٫٠٠٠١ β̂٢٨
٠٫٠٠۶٨ −٠٫٠١٠٢ ٠٫٠٠٧٢ −٠٫٠١۵٠ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠١۴ β̂٢٩
٠٫٠٠٨٨ ٠٫٠٢٠۶ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠١٧٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣٠
٠٫٠١١۵ ١٫٩٩۶۴ ٠٫٠٠٨٧ ١٫٩٩٧۶ ٠٫١۶٩٢ ١٫۶۶٢۶ β̂٣١
٠٫٠١١٢ ١٫٩٩۵٨ ٠٫٠٠٩٠ ١٫٩٨٩٠ ٠٫٠٧۶٣ ١٫٨٠٩۴ β̂٣٢
٠٫٠٠٨٣ ١٫٩٨۶۶ ٠٫٠٠٨٠ ١٫٩٩٨۴ ٠٫٠۵٩٨ ١٫٨٢۴١ β̂٣٣
٠٫٠١٠۵ ١٫٩٩٧١ ٠٫٠٠٨۵ ٢٫٠٠١۴ ٠٫٠۵٩٨ ١٫٨٢٧٢ β̂٣۴
٠٫٠١٠٧ ١٫٩٩٩۴ ٠٫٠٠٩۵ ٢٫٠٠۴٣ ٠٫٠۵٠٢ ١٫٨۴٠٠ β̂٣۵
٠٫٠١٠۴ ١٫٩٩۵٠ ٠٫٠٠٩٠ ١٫٩٩٩٩ ٠٫٠۶٩٩ ١٫٨٣٠١ β̂٣۶
٠٫٠٠٩٣ ١٫٩٨۶٧ ٠٫٠٠٨٠ ١٫٩٩٠۴ ٠٫٠٧۴٧ ١٫٨٠١٣ β̂٣٧
٠٫٠٠٨٧ ٢٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٨٨ ١٫٩٩٨٠ ٠٫٠۵٢۵ ١٫٨۴٠٢ β̂٣٨
٠٫٠٠٨٣ ٢٫٠٠۶۴ ٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٩٧٩ ٠٫٠۶٠٢ ١٫٨٣۶٧ β̂٣٩
٠٫٠١١۵ ٢٫٠٠٣٢ ٠٫٠٠٩۵ ١٫٩٩۶٨ ٠٫٣۵٨٩ ٢٫۴٩۶۴ β̂۴٠
٠٫٣٧۶٧ − ٠٫٣۵٣۶ − ١٫٨١۵٠ − MSE

MM− BR MM LASSO

١٨٫٧١٢۵ ١٨٫۵٨٠١ ٣۴٫۶٨۵۴ √
MPE

١٫٨۵٣۶ ١٫٨۶۶٨ ١٫٠٠٠٠ REff

۶۴٫٢١۶۴ ۶۴٫٢١۶۴ ۶۴٫٢١۶۴ MCN

١۴٫۴۶٠٠ ١۴٫۵٨٠٠ ١٩٫٩۴٠٠ C

٧٫٢٨٠٠ ٧٫٢٧٠٠ ٩٫٩٧٠٠ IC



استوار لاسو برآوردگر ٧۶
τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ١٢ جدول

LAD− LASSO MM LASSO ضرايب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫١١۶٧ ٠٫٠۴٠٩ ٠٫٣٢٩٣ ٠٫٠١٢۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١
٠٫١٣٩۶ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٣٣٣٨ −٠٫٠۴۵۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢
٠٫١۵١۶ ٠٫١٠١۴ ٠٫۴۶۶۵ ٠٫١٠٢٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣
٠٫١٢١٠ −٠٫٠٠٨۵ ٠٫۴١١٠ −٠٫١٣٢٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۴
٠٫١۶٢٧ ٠٫٠٨۴٩ ٠٫۴٣٠١ ٠٫٠٣٣۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۵
٠٫٠٩٢٩ ٠٫٠٧۶٨ ٠٫٣١٨۴ ٠٫٠۶٨٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۶
٠٫١٣۶۵ ٠٫٠٢٨١ ٠٫٣٧٧٠ −٠٫٠٢٣١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٣ β̂٧
٠٫١١۵۶ ٠٫٠۶٧٨ ٠٫۴٨۵٨ −٠٫٠٠۴۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٨
٠٫١۶۶٨ ٠٫٠٧٨٧ ٠٫۵١٧٢ −٠٫٠٣١۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٨ β̂٩
٠٫٢١۵٧ ٠٫١۴۴٩ ٠٫۴١٧۵ ٠٫٠۵۴١ ٠٫٠٠٣٩ ٠٫٠٠٨٨ β̂١٠
٠٫۵١٩٠ ١٫٨١۵٠ ٠٫٣۶٨۵ ١٫٩٩٧٣ ٢٫٣٢۶٨ ٠٫۶٠٣٧ β̂١١
٠٫۵۶۴٨ ٢٫٠٠٩٨ ٠٫۴٨۵٧ ١٫٩۶۶٩ ١٫۴٠٣٩ ١٫١٢١٣ β̂١٢
٠٫۴٣١۴ ١٫٩١٧٧ ٠٫٣٢٩۴ ١٫٩۵۶٠ ١٫٢۶٠٢ ١٫١٨٨٧ β̂١٣
٠٫۴١٨۴ ١٫٨٧٠٠ ٠٫٣٨٩۴ ١٫٨٩٢۴ ١٫٢١٢٣ ١٫٢۴۴۴ β̂١۴
٠٫۴٢۵٢ ٢٫٠۶٩۵ ٠٫۴٠٨٣ ٢٫٠۶٢٩ ١٫١٧١٢ ١٫٣٠٨٧ β̂١۵
٠٫۵۴١٧ ١٫٩۵١۵ ٠٫۴٩٠٧ ١٫٩٠٢۵ ١٫۴٢۴٧ ١٫٢٣١۴ β̂١۶
٠٫٣٩٠٧ ١٫٩٨٢٨ ٠٫٣٧١٣ ٢٫٠٠٧٠ ١٫٢٩٣۴ ١٫٣٢۵٠ β̂١٧
٠٫۵۴٣۵ ٢٫٠۶٨١ ٠٫۴۵٢٨ ٢٫٠۶٧۵ ١٫٢٨٣٢ ١٫٣۶٠٧ β̂١٨
٠٫۶١۵٨ ١٫٨٠٩٢ ٠٫۵٣۵٣ ١٫٩٣٢٢ ١٫٣٧٣٢ ١٫١٩١٩ β̂١٩
٠٫٣٩٠٢ ٢٫٠٠٣١ ٠٫٣۴٩۴ ٢٫٠٠١۴ ٢٫۴۵٨۶ ٠٫۵٧٧٨ β̂٢٠
٠٫١۴٢١ ٠٫١٠٩٠ ٠٫٣١١۴ ٠٫٠۴٠۵ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠١۴ β̂٢١
٠٫١٧۵١ ٠٫١٠۶٩ ٠٫۴٢٩۴ ٠٫١١٨٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٢
٠٫٢٣۶۵ ٠٫٠۴۶۴ ٠٫۴۵۴۵ −٠٫٠۶٨٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٣
٠٫١٠٣١ ٠٫٠۶۶٧ ٠٫۴٠٠۴ −٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۴
٠٫١٣٩۵ ٠٫٠۶٨٣ ٠٫۴٠٧٢ −٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۵
٠٫٢٠٠٩ ٠٫١٣۵٧ ٠٫۴٣٨١ ٠٫١٢۶٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۶
٠٫١٣٣۴ ٠٫٠١٢١ ٠٫٣٧٠۴ −٠٫٠٨۶۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٧
٠٫١١٣٨ ٠٫٠۶۵٩ ٠٫٣٩٩۶ ٠٫١٢۵١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٨
٠٫١٣١٨ ٠٫٠٢٩۴ ٠٫٣٢٩۶ −٠٫١٠١١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٩
٠٫١٩٣٧ ٠٫٢٠٠٧ ٠٫٣۶٣٢ ٠٫١١۵٢ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٢۴ β̂٣٠
٠٫۴۶٢١ ١٫٨٧٠٧ ٠٫٣٩٨١ ١٫٩٨۴١ ٢٫۶٠٩۶ ٠٫۴٨٨٩ β̂٣١
٠٫۴۴٨۴ ١٫٩٣٩۶ ٠٫۴١١۵ ١٫٩٢۵٣ ١٫۵٧٨٧ ١٫١٢۶٣ β̂٣٢
٠٫٣٣۵٨ ١٫٩۶٢۶ ٠٫٣۶۵٨ ١٫٩٨٩۵ ١٫۵٩٣٨ ١٫١٢٢١ β̂٣٣
٠٫۴٧۵۴ ١٫٩۴١٩ ٠٫٣٩٠٠ ٢٫٠٠٩۵ ١٫٣۴٨٢ ١٫٣٧٩٩ β̂٣۴
٠٫۴۶۵٨ ١٫٩۶٧١ ٠٫۴٣٢۵ ٢٫٠٢٩٢ ١٫٣٢٣۴ ١٫٢۵٠١ β̂٣۵
٠٫۵٠۴٣ ١٫٩۵۶٧ ٠٫۴١٣۵ ١٫٩٩٩١ ١٫۴٨١٢ ١٫٢۶٢٢ β̂٣۶
٠٫۴٣١٠ ١٫٩۴۴٨ ٠٫٣۶۴۶ ١٫٩٣۵٠ ١٫۵٣۶١ ١٫١۴١٢ β̂٣٧
٠٫۴٣٠٣ ١٫٩٧٨١ ٠٫۴٠۴٢ ١٫٩٨۶۴ ١٫٧۵٨٧ ٠٫٩٧۴٩ β̂٣٨
٠٫٣۵٠۶ ١٫٩٩٨۴ ٠٫٣٨۴٨ ١٫٩٨۶١ ٢٫۵۵۶٠ ٠٫۵٢١۵ β̂٣٩
٢٫٠٧٠٩ ١٫۵٣٩١ ٢٫۶٢۴٠ ٢٫٠۶٠١ ١٧٣٫٠۴١١ ١۴٫۵۶٩١ β̂۴٠
١٣٫٨٠۴۶ − ١٨٫٣۶٠١ − ٢٠۴٫٠٣٩٠ − MSE

MM− BR MM LASSO

١٨٫٢٧۶٠ ١٨٫۵٨٠١ ۶۶٫٩۵٩٩ √
MPE

٣٫۶۶٣٨ ٣٫۶٠٣٨ ١٫٠٠٠٠ REff

۴٠۵٠٫٧۴١٠ ۴٠۵٠٫٧۴١٠ ۴٠۵٠٫٧۴١٠ MCN

١٠٫٠١٠٠ ٢٫۶۵٠٠ ١٩٫٩۶٠٠ C

۵٫٠٧٠٠ ١٫۴٠٠٠ ١١٫٨٣٠٠ IC



٧٧ بدن چربی داده های تحلیل
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٣ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ١٣ جدول

LAD− LASSO MM LASSO ضرايب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٣٩٨ −٠٫٠٣٢۴ ٠٫٠۶١۶ −٠٫٠٢٩٣ ١٫١٧٩۶ ٠٫۴٩٧٣ β̂١
٠٫٠۵١٩ ٠٫٠٣١٨ ٠٫٠٨٧٩ ٠٫٠۶٢٧ ٠٫١١٠٨ ٠٫٠۶٣۴ β̂٢
٠٫٠٨٧٠ −٠٫٠١۵٢ ٠٫١۴۶٢ ٠٫٠٠٨۴ ٠٫۶٣٢۵ ٠٫٢٧٠۴ β̂٣
٠٫٠۶٨۴ −٠٫٠٣۶٣ ٠٫١١۶٧ −٠٫٠٢٠٣ ٠٫٠٩۶٣ ٠٫٠۶١٧ β̂۴
٠٫٠٨١٠ ٠٫٠٣۵٠ ٠٫١٣۴٧ ٠٫٠٢٣٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۵
٠٫٠۶٩۵ ٠٫٠٧٠۵ ٠٫١٢٧٢ ٠٫١٠٨۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۶
٠٫٠۴۶٣ −٠٫٠٣٢١ ٠٫٠٨٢۶ −٠٫٠۵٢۶ ٠٫٩١٠٠ ٠٫٣۶١۴ β̂٧
٠٫٠۵١٣ ٠٫٠٣۴٣ ٠٫٠٨۶١ ٠٫٠۴۴۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٨
٠٫٠۵١۵ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٧۶٨ ٠٫٠٠٧۵ ١٫١٧٩۵ ٠٫٣۵۴٢ β̂٩
٠٫٠۶٨۵ ٠٫١٢٣۶ ٠٫١١۵۴ ٠٫١۵٣٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٠
٠٫٠٩٧٠ ١٫٨٧۵٧ ٠٫١٣۵٩ ١٫٨٧١٩ ٣٫٠٧٢٨ ١٫١۵٣٩ β̂١١
٠٫٠۵٩٩ ١٫٩۵٠٠ ٠٫٠٨۶٨ ١٫٩٢۴١ ٣٫٨۵١٩ ٠٫٠٨٢١ β̂١٢
٠٫٠٨۴١ ١٫٩٧۶٣ ٠٫١٢٠٠ ١٫٩٧٨۵ ٣٫٧۴٣۶ ٠٫١٠١۴ β̂١٣
٠٫١٠٣٠ ١٫٨٨٢٣ ٠٫١۴١۴ ١٫٨۵٩٧ ٣٫٢١٨۶ ١٫۵٨١٩ β̂١۴
٠٫٠٩۵١ ٢٫٠٣٣٢ ٠٫١٠٩١ ٢٫٠١٩١ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١۵
٠٫٠٩٨۶ ٢٫٠٠٢٨ ٠٫١١١۶ ٢٫٠١٨۵ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١۶
٠٫١٠۵٧ ١٫٨٣۴۴ ٠٫١٢١٩ ١٫٨۴٣١ ۴٫۶۶٨٣ ١٫٩۴٣٠ β̂١٧
٠٫٠٧٨۴ ٢٫٠۵٩٠ ٠٫١١٧٩ ٢٫٠۴۴٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٨
٠٫٠٨١١ ١٫٩۶٠۶ ٠٫١٢٨٢ ١٫٩۴٢١ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٩
٠٫١١١١ ١٫٨۵٢٩ ٠٫١۵٢۴ ١٫٨۴٧٠ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٠
٠٫٠٧۶٧ ٠٫١۵١٣ ٠٫١۴٨١ ٠٫٢١٣٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢١
٠٫٠۵۶۵ ٠٫٠٠۶٩ ٠٫١١۶٨ −٠٫٠١٣١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٢
٠٫٠۴٢۵ ٠٫٠۵١١ ٠٫٠٩٢٠ ٠٫٠٩٣٢ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٣
٠٫٠۴٩۵ ٠٫٠۴٧۵ ٠٫١٠١۶ ٠٫٠٢٣۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۴
٠٫٠۴۵٣ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٩۶٨ ٠٫٠١٠٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۵
٠٫٠۴٢۵ −٠٫٠٠۴١ ٠٫٠٨٩٨ ٠٫٠٢۴٠ ٠٫٢٩۵١ ٠٫٠٧۶٧ β̂٢۶
٠٫٠۵١٠ −٠٫٠۵٨٩ ٠٫٠٨۵٩ −٠٫٠۶٧۶ ١٫٧٨٩٧ ٠٫۶٠۴٩ β̂٢٧
٠٫٠۵٣۵ ٠٫٠۶١٣ ٠٫١١١١ ٠٫٠٩۴۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٨
٠٫٠۵٢٩ ٠٫٠٢٧١ ٠٫٠٩٩٧ ٠٫٠١٣۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٩
٠٫٠٨٠٨ ٠٫١٣٩۵ ٠٫١٣۶١ ٠٫١٨٢٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣٠
٠٫١٢٠۴ ١٫٧٧٩٠ ٠٫١٧١۴ ١٫٧٣٨١ ٣٫۵١٣٣ ٢٫١٧١٢ β̂٣١
٠٫٠٧٣۶ ١٫٩٧٣١ ٠٫٠٩۶٣ ١٫٩۴۶٠ ٣٫۶٧١٣ ٠٫١٨٢٩ β̂٣٢
٠٫٠٨۴۵ ٢٫٠٢٠۴ ٠٫١٣٠٠ ٢٫٠٢٨٣ ٣٫٩٢٨٧ ٠٫٠٩٠٠ β̂٣٣
٠٫٠٩١١ ١٫٩٠۶۵ ٠٫١١٢٢ ١٫٩٣٠٨ ٢٫٩٧٨٣ ١٫۴٠٠٨ β̂٣۴
٠٫٠٨۶٨ ٢٫٠۶۶۴ ٠٫١٠١٠ ٢٫٠۶٣٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣۵
٠٫١٠٢٧ ١٫٩۴۴٨ ٠٫١١۶٠ ١٫٩۶٧۶ ٣٫٧٩٨٧ ٠٫٢١۴٧ β̂٣۶
٠٫٠٨۶٢ ١٫٩٠۶٩ ٠٫١٢۴١ ١٫٨٨٩٩ ٣٫۶٢٧١ ١٫۶٠٢٧ β̂٣٧
٠٫٠٩٨٠ ٢٫٠٠٧٣ ٠٫١٢٣٧ ٢٫٠٠٧۴ ٣٫٩٩٢٧ ٠٫٠٠١٩ β̂٣٨
٠٫٠٧٩٧ ١٫٩٨۵١ ٠٫٠٨۶١ ١٫٩٩٢٠ ٣٫٩٠۶۴ ٠٫٠۴٢٨ β̂٣٩
٠٫٠٨۶٢ ١٫٩٨٩١ ٠٫١٢٠٧ ١٫٩٢۶۵ ٣٫١١۴٨ ١٫۴٠٨۴ β̂۴٠
٢٫٩٨٩۴ − ۴٫۵١٩۶ − ٨١٫٢٨٠١ − MSE

LAD−LASSO MM LASSO

٣۶٫٩۴٠٣ ٣٧٫۶۴٣٠ ۵٠٢٫٢٠۵٨ √
MPE

١٣٫۵٩۵١ ١٣٫٣۴١٣ ١٫٠٠٠٠ REff

٩٢١٫١٣٢٨ ٩٢١٫١٣٢٨ ٩٢١٫١٣٢٨ MCN

٨٫١٣٠٠ ۵٫٠٠٠٠ ١٨٫۵٧٠٠ C

۴٫٠١٠٠ ٢٫۵٠٠٠ ١۶٫٨٧٠٠ IC



استوار لاسو برآوردگر ٧٨
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :١۴ . ٣ جدول

LAD− LASSO MM LASSO ضرايب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫۴٨٢٠ ٠٫٣٩٨٣ ٠٫٨٠٩۶ ٠٫٢٨٣۵ ٠٫٢٨٣٢ ٠٫١١٧٧ β̂١
٠٫٧٧٣۴ ٠٫۴٧٢۵ ١٫٠٠٠١ ٠٫٣۶۴٩ ٢٫۵۶۶٠ ٠٫٧۴٨۴ β̂٢
٠٫٧۴٨۵ ٠٫٣٨۶٠ ١٫٢٩۴٣ ٠٫١۶٠۴ ٠٫٣٩٧٩ ٠٫١٧۴۴ β̂٣
٠٫۶٠۴٠ ٠٫٢۵٧١ ١٫٢۵۴٣ ٠٫٠٩٢٢ ٣٫٣٣۶٧ ٠٫٧۶٣٢ β̂۴
٠٫۵٩٨٠ ٠٫٣۶٨٩ ١٫٣٧٣٩ ٠٫٢۵۴٠ ٠٫٣٣٣١ ٠٫٠٨٨٩ β̂۵
٠٫۴٩٣۴ ٠٫٣٣٨۵ ١٫٠٣٧١ ٠٫٢٩۴٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۶
٠٫۵١٨۴ ٠٫٣١٠٧ ٠٫٩٢٣۶ ٠٫١١٠٨ ١٫٩٢٢٣ ٠٫۶٠٧٣ β̂٧
٠٫٧۵٨۶ ٠٫٣۵٧٩ ١٫١۶٣٩ ٠٫٢١٠۶ ٠٫١۴١٣ ٠٫٠٣٧۶ β̂٨
٠٫۶۴٢٧ ٠٫۴١۴۴ ٠٫٩٠٨٩ ٠٫٢۶٧٢ ٢٫٢٢٣٧ ٠٫۶۵١۶ β̂٩
١٫٠۴٢٣ ٠٫۶۶٣١ ١٫٢٨١۴ ٠٫۴۶٢٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٠
١٫٠١٨٧ ١٫۴٠١٧ ١٫١۴٧٣ ١٫٧٢١۴ ۴٫٣٨۵١ ٠٫۶٣٨٢ β̂١١
١٫١۶١٨ ١٫۵١٩٣ ١٫٣٣۵٨ ١٫۶١۵٧ ۴٫١٣۴٠ ٠٫۴٣۵١ β̂١٢
١٫٠٩١۶ ١٫٧٢٨٩ ١٫٢٢١٧ ١٫٨٨١٨ ۴٫٩٠٩٠ ٠٫٨۴٨٩ β̂١٣
١٫٢٠٩۶ ١٫۵٣٠٩ ١٫۵۵۴٩ ١٫۶۵۵۴ ٣٫٩٨٠١ ٠٫۵٧٢۶ β̂١۴
١٫٠٢۴۵ ١٫٧٠۶۴ ١٫١٩٨۶ ١٫٨۶٨۴ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١۵
٠٫٨٩۴٠ ١٫٧۴١٧ ١٫١٨۵٣ ١٫٨٣٩٢ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١۶
٠٫٨۴٧۶ ١٫٧٠٠۴ ١٫٠٨٣٩ ١٫٨۴٢١ ۴٫١٢٨۶ ٠٫٩٧۶۴ β̂١٧
١٫٢٠١٧ ١٫۵۴۵٠ ١٫٣٧۶١ ١٫٧٢١٨ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٨
١٫٠۵٩٨ ١٫۶٨۵٨ ١٫۴٩٩٧ ١٫٨۵٢٣ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٩
١٫٢٣١٨ ١٫٣۵٧۵ ١٫٣١۵١ ١٫۵٣۶٨ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٠
١٫١٨۶۴ ٠٫٧٣٢۴ ١٫۵۶۶٠ ٠٫۶١۶۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢١
٠٫٧٨٨۴ ٠٫٣٩٢۶ ١٫۴۴۴۴ ٠٫١١٩۶ ٠٫٠٠٢١ ٠٫٠٠۴۶ β̂٢٢
٠٫٧۶٢٩ ٠٫۵٠٩١ ١٫٢٢٧٧ ٠٫۴۶٩۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٣
٠٫۴١١۴ ٠٫٢٩٧۵ ٠٫٧۴٩٨ ٠٫١٢٠۴ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۴
٠٫۴٣٣۶ ٠٫٣٠۵٣ ١٫١۵٠٨ ٠٫٢٨٨٨ ٠٫٩٨٠١ ٠٫٢٢۵٩ β̂٢۵
٠٫۵٧٨٩ ٠٫٢٨١٧ ١٫٠٠۶۴ −٠٫٠٠۵٨ ٣٫۶٩۵۶ ٠٫۶٨٣٠ β̂٢۶
٠٫۴١٣٢ ٠٫٢٧٢۴ ٠٫٨۵٨١ ٠٫١٩١۵ ٠٫١٠٠٠ ٠٫٠۶٩٩ β̂٢٧
٠٫۵۶۴٠ ٠٫٣٩۴٠ ٠٫٩٨۶١ ٠٫٢٧۶٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٨
٠٫٧۶٧٧ ٠٫۴۴١٢ ١٫١١٠٨ ٠٫٣٢٣٧ ٠٫٠٨٨٠ ٠٫٠۴١٧ β̂٢٩
١٫١٨٣٧ ٠٫٧۴٣٠ ١٫۶۵٩۶ ٠٫۶٩١۴ ۶٫۴۶٣۵ ٠٫٩٠۵۶ β̂٣٠
١٫٣۵٩٨ ١٫١۶١٢ ١٫٨٠۵٨ ١٫٢١٣٧ ٣٫٩٠٢٧ ٠٫٠۴۴٣ β̂٣١
١٫٠۵٩٠ ١٫۵٢١٩ ١٫١۶٩۵ ١٫٧٠٧٠ ۵٫۶٠٢٠ ١٫١٣۶٠ β̂٣٢
١٫٠٨۶۵ ١٫٧۴١٢ ١٫٣١٠٢ ١٫٩٧١۴ ۴٫۴١٧٩ ٠٫۶٣٨١ β̂٣٣
٠٫٨۴۵٣ ١٫٨٨١٢ ١٫٢١۶٨ ١٫٩۵۵١ ۴٫٠٣۶٢ ٠٫۶٩٩۶ β̂٣۴
٠٫٨١١٢ ١٫۶٢٩۵ ٠٫٨٨٠١ ١٫٧١٩۴ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣۵
١٫١٠۶۶ ١٫٧۶٩٣ ١٫٣۶۴۴ ١٫٨٧٨٧ ۶٫٣٩٧٠ ١٫١٢٢۶ β̂٣۶
٠٫٨٣١۴ ١٫۶٩٨۵ ٠٫٩۴۴٣ ١٫٨٣٧۵ ۵٫٠۵٢٩ ٠٫٨۴١۵ β̂٣٧
٠٫٩٠۴۶ ١٫٧٧٨١ ١٫٠٠٨٣ ١٫٨٧٢١ ۴٫٩٠٩٩ ٠٫۴١٧۴ β̂٣٨
١٫١٠٨۴ ١٫۵۵۵٠ ١٫٢٢١٣ ١٫٨٠٨۵ ۴٫٣٧٨١ ٠٫۵١٨۶ β̂٣٩
٢٫١۵٢٨ ١٫١۴۴١ ٣٫٩٩٠٧ ١٫٠۴٢۶ ١۴٫۵۶٩٢ ٣٫٢۴٩١ β̂۴٠

٣۵٫٧۵٨١ − ۵٠٫۶٣۶٧ − ١٢١٫٣٣۶٢ − MSE

MM− BR MM LASSO

٣٣٫٨٧٠٧ ۴١٫۶۴٩٩ ۴٩٩٫١٠٩٩ √
MPE

١۴٫٧٣۵٧ ١١٫٩٨٣۵ ١٫٠٠٠٠ REff

٣۶٣٨۴٫٨٣٣٣ ٣۶٣٨۴٫٨٣٣٣ ٣۶٣٨۴٫٨٣٣٣ MCN

۶٫٩٢٠٠ ١٫۶۵٠٠ ١٧٫٩٧٠٠ C

۴٫٠۴٠٠ ١٫٠٩٠٠ ١٧٫٢٨٠٠ IC



٧٩ بدن چربی داده های تحلیل
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :١۵ . ٣ جدول

LAD− LASSO MM LASSO ضرايب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٠٩٠ −٠٫٠۵٢۶ ٠٫٠١٢۴ −٠٫٠٣۶٨ ٠٫۵٧۴٢ ٠٫٣٣٢٣ β̂١
٠٫٠٠٩٠ ٠٫٠٢٣۶ ٠٫٠١۵٣ ٠٫٠٣۴٢ ٠٫٠٠۶۶ ٠٫٠٠٨١ β̂٢
٠٫٠١١۶ −٠٫٠٣٢٧ ٠٫٠١۴۵ −٠٫٠٢۶۴ ٠٫١٨۶۶ ٠٫١٣٨٧ β̂٣
٠٫٠١٠٩ −٠٫٠١۶٢ ٠٫٠١۶٠ −٠٫٠١۶٢ ٠٫٠٠٩٠ ٠٫٠١۵٣ β̂۴
٠٫٠٠٧۵ ٠٫٠٠١٣ ٠٫٠١٣۶ ٠٫٠٠٨٢ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۵
٠٫٠١۵٢ ٠٫٠۶٣٧ ٠٫٠٢١١ ٠٫٠٧۴٢ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۶
٠٫٠١۵۵ −٠٫٠٧١٨ ٠٫٠١٩٣ −٠٫٠۶۶١ ٠٫٠٧٧٠ ٠٫٠۶۴۵ β̂٧
٠٫٠١٠٧ ٠٫٠۵٣٨ ٠٫٠١٨۶ ٠٫٠۶٠٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٨
٠٫٠١٣۶ −٠٫٠٧٠٢ ٠٫٠١٨١ −٠٫٠۶٠۴ ٠٫٠٧۴٩ ٠٫٠٨٩۴ β̂٩
٠٫٠٢٢٢ ٠٫١١٧۴ ٠٫٠٣٣٩ ٠٫١۴٧١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٠
٠٫٠٢٧٨ ١٫٨۶٧٠ ٠٫٠٣٩١ ١٫٨۴١۵ ١٫٨٩۵٨ ١٫١٩۵٢ β̂١١
٠٫٠١٠٠ ٢٫٠٠۶٨ ٠٫٠١٢٧ ١٫٩٩٧۶ ٣٫٩٨٣٨ ٠٫٠٠۴۶ β̂١٢
٠٫٠٠٨٢ ١٫٩٧٠١ ٠٫٠١٣٠ ١٫٩۶١۵ ٣٫٨٨١٨ ٠٫٠٣٩۶ β̂١٣
٠٫٠١٨٧ ١٫٩٠٨۴ ٠٫٠٢١٩ ١٫٩٠٩١ ١٫۶۵٠٧ ١٫٨٩٩٠ β̂١۴
٠٫٠١٠۵ ٢٫٠٣۴٠ ٠٫٠١۴٩ ٢٫٠٢٩٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١۵
٠٫٠٠٩٧ ١٫٩٩۴٣ ٠٫٠١٢٧ ١٫٩٨٩١ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١۶
٠٫٠١٧٩ ١٫٩٠٧١ ٠٫٠٢١٩ ١٫٩٠٢۵ ٢٫٢٢۵٣ ١٫۵٧٩٨ β̂١٧
٠٫٠١١٣ ٢٫٠۴٧٧ ٠٫٠١٣٩ ٢٫٠٣٨٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٨
٠٫٠١٠٠ ١٫٩۴٩٩ ٠٫٠١۵۴ ١٫٩۵٠۵ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٩
٠٫٠١١٣ ١٫٩۵٣٠ ٠٫٠١٩٢ ١٫٩١۵٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٠
٠٫٠١۶٠ ٠٫٠٨۶٢ ٠٫٠٢٩۴ ٠٫١٢٢٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢١
٠٫٠٠٩٩ −٠٫٠١٣٨ ٠٫٠١٧٧ −٠٫٠٠۵٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٢
٠٫٠٠٩١ ٠٫٠١۵٢ ٠٫٠١۶۶ ٠٫٠٣١٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٣
٠٫٠١٢٠ ٠٫٠۴٩٣ ٠٫٠١٩١ ٠٫٠۶٣٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۴
٠٫٠٠٨٣ −٠٫٠٣٠٠ ٠٫٠١۵٠ −٠٫٠٣٣٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۵
٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠٢٩۴ ٠٫٠١۵۴ ٠٫٠۴۶٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۶
٠٫٠١٣۵ −٠٫٠٨٢٩ ٠٫٠١۶٧ −٠٫٠٨۶۴ ٠٫٨٣٣٨ ٠٫۴۶٧٩ β̂٢٧
٠٫٠١١۴ ٠٫٠۵٧۶ ٠٫٠١٩۶ ٠٫٠٧۶٢ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٨
٠٫٠٠٩۵ ٠٫٠١۶٢ ٠٫٠١۵٠ ٠٫٠١۵۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٩
٠٫٠٠٩۵ ٠٫٠۴٩۴ ٠٫٠١٨۶ ٠٫٠٨٨٨ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣٠
٠٫٠٢۵٣ ١٫٨٧٣۴ ٠٫٠٣٨٢ ١٫٨۴٧٢ ٢٫٧۴۵٢ ٣٫٠٣۶٧ β̂٣١
٠٫٠٠٩٧ ١٫٩٧٩٩ ٠٫٠١٣٣ ١٫٩٧۴٧ ٣٫٨٢٠٠ ٠٫٠٨۶١ β̂٣٢
٠٫٠٠٩۶ ١٫٩٨٢۶ ٠٫٠١١٢ ١٫٩٧۴٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣٣
٠٫٠٢٠١ ١٫٩٠١۵ ٠٫٠٢۵١ ١٫٩٠٠۶ ٢٫٠٧۵٩ ١٫٩۶۴۴ β̂٣۴
٠٫٠١۶۵ ٢٫٠٩٠٩ ٠٫٠١٩۵ ٢٫٠٩١٢ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣۵
٠٫٠١۶٧ ١٫٩٢۶۶ ٠٫٠٢٢٣ ١٫٩١٣٠ ٣٫٩۵١٧ ٠٫٠١۴٩ β̂٣۶
٠٫٠١٣١ ١٫٩۵٣۶ ٠٫٠١۴٩ ١٫٩۵٠٠ ١٫۵٣٧۶ ١٫۶۶٣١ β̂٣٧
٠٫٠١١٣ ١٫٩٩١۴ ٠٫٠١۴۵ ١٫٩٨٣٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣٨
٠٫٠١٠٠ ١٫٩٨٠٣ ٠٫٠١٢٨ ١٫٩٧۴١ ٣٫٩۵٠٧ ٠٫٠١۶٣ β̂٣٩
٠٫٠١٣٩ ٢٫٠۶٢٠ ٠٫٠١۴۴ ٢٫٠٣٨٨ ١٫۶٩٢٢ ١٫۴٩۶٠ β̂۴٠
٠٫۵١۵۵ − ٠٫٧٣۶٧ − ۶٧٫١٧٢٨ − MSE

MM− BR MM LASSO

۴۵٫١٧٩٩ ۴۵٫٢١٨۵ ٨٣١٫۶۵۴٧ √
MPE

١٨٫۴٠٧۶ ١٨٫٣٩١٩ ١٫٠٠٠٠ REff

٣١٩٫۵۴٧٢ ٣١٩٫۵۴٧٢ ٣١٩٫۵۴٧٢ MCN

١٢٫٩٩٠٠ ١٠٫۵٩٠٠ ١٨٫٨۶٠٠ C

۶٫۴۵٠٠ ۵٫٣٩٠٠ ١۶٫٨٢٠٠ IC



استوار لاسو برآوردگر ٨٠
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، لاسو به مربوط شبیه سازی نتایج :١۶ . ٣ جدول

LAD− LASSO MM LASSO ضرايب
MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫۵٣۶۴ ٠٫۵٩٩٢ ٠٫۵۶٩٨ ٠٫۶٧٣٩ ٠٫٠٩١٩ ٠٫٠٧٩٣ β̂١
٠٫۵۵٩٢ ٠٫۶٢١٧ ٠٫۶٣١٧ ٠٫٧٠۴٢ ٢٫٢٣٨۶ ٠٫٨٣١٠ β̂٢
٠٫۴٩٢۵ ٠٫۵٧۵٨ ٠٫۵۴٠١ ٠٫۶۴۴۴ ٠٫٣۶١٠ ٠٫١٣٨٠ β̂٣
٠٫۴١۶٢ ٠٫۴٨٣٠ ٠٫۴٨٧٠ ٠٫۵٨١۶ ٢٫٢۵٠٧ ٠٫٧٧۶٩ β̂۴
٠٫۴٧٩٧ ٠٫۵۵٠٣ ٠٫۴٩۶٢ ٠٫۶٠۵۵ ٠٫١٣۶١ ٠٫٠٣۶٩ β̂۵
٠٫۵٠۶۴ ٠٫۶٠٢٣ ٠٫۵٢٧۶ ٠٫۶۶٢٧ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂۶
٠٫۴۵١٣ ٠٫۵٢٩٩ ٠٫۵١٨۵ ٠٫۶٢٢٢ ١٫٠۶٩۵ ٠٫۵٠۶٨ β̂٧
٠٫۵۴۶٨ ٠٫۶٠٢٢ ٠٫۵٧٠۵ ٠٫۶٧١٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٨
٠٫۶٠۶٨ ٠٫۶۴٣٠ ٠٫۵٩٧٣ ٠٫۶٨٣١ ٠٫٨٧٧٨ ٠٫۴۵٠٢ β̂٩
٠٫٧۵٠۶ ٠٫٧٨٣٩ ٠٫٧٩۴۵ ٠٫٨٣٣٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٠
٠٫٧٩۵٨ ١٫٢١٩۶ ٠٫٧٩۶۵ ١٫١٧٩٢ ٣٫٠۶۴٠ ٠٫۴۴٠٩ β̂١١
٠٫۵۵٢٧ ١٫۴٢١۵ ٠٫۵۵٨٩ ١٫٣۵٩٣ ٣٫١٩١٩ ٠٫٧۶٨١ β̂١٢
٠٫۵٣۴٢ ١٫٣٧٧٠ ٠٫۵۶٢٢ ١٫٣٠٩١ ٢٫٧٨٨٧ ٠٫٩٩٩۶ β̂١٣
٠٫۴۶۴۵ ١٫۴۵٣٧ ٠٫۵٢١۴ ١٫٣٧۴۴ ٢٫٩٢۵٩ ٠٫۶٠٩٨ β̂١۴
٠٫۴٠٣٩ ١٫۵٣۵٧ ٠٫۴٣٠٧ ١٫۴۵٢٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١۵
٠٫۴٩٠١ ١٫۵٠٨٧ ٠٫۴۶٩٠ ١٫۴٣١٧ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١۶
٠٫۴۶۴١ ١٫۴۵٩١ ٠٫۴٩٣۴ ١٫٣٩٠۵ ٢٫٩٣۵١ ١٫١۵٣۶ β̂١٧
٠٫۵١٩۶ ١٫۴١۴٨ ٠٫۵۵٢٢ ١٫٣۵۶٩ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٨
٠٫۴٨٠۶ ١٫۴۴۴١ ٠٫۵٠٢٢ ١٫٣٧٩٢ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂١٩
٠٫٧۴٠١ ١٫٢۴۴١ ٠٫٧۴۴٨ ١٫٢٠۴۴ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٠
٠٫٩٢٣٨ ٠٫٨۶٩٢ ٠٫٨٩٨٢ ٠٫٨٨۵۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢١
٠٫۶٢٢۵ ٠٫۶۶٢٨ ٠٫۶۴۴٧ ٠٫٧١٨١ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٢
٠٫۵۴۵١ ٠٫۵٩٨٠ ٠٫۵٧٨١ ٠٫۶٧۶٩ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٣
٠٫۵٧٧٧ ٠٫۵٩٣٢ ٠٫۵٨٧۴ ٠٫۶۵٣٣ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢۴
٠٫۵٠۵٩ ٠٫۵٣۶٠ ٠٫۵٠٧٣ ٠٫۶٠٠٩ ٠٫٠٢٢٢ ٠٫٠١۴٩ β̂٢۵
٠٫۵٣٣۴ ٠٫۶١٠۶ ٠٫۵٨۴٢ ٠٫۶٧٧٧ ١٫۶٩٧٧ ٠٫۵٨۵۶ β̂٢۶
٠٫۴٨١٣ ٠٫۵٧۵٩ ٠٫۴٩۴٩ ٠٫۶٢۴٩ ٠٫٠٣٨۴ ٠٫٠٣٨۵ β̂٢٧
٠٫۵٠٧۵ ٠٫۶٠٨٣ ٠٫۵٩۴٩ ٠٫٧٠٩۶ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٢٨
٠٫۵۶١٩ ٠٫۶۴٠١ ٠٫۶١٣١ ٠٫۶٩٩٢ ٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠٠٩٩ β̂٢٩
٠٫٨۵٢١ ٠٫٨۴٠۶ ٠٫٨٧٣٩ ٠٫٨٧٨٣ ١٫٨۶٢۶ ٠٫٧١٩۴ β̂٣٠
٠٫٨٣٠١ ١٫١٧۶٣ ٠٫٨۶۵٩ ١٫١٣٠١ ٣٫٩۴۶٣ ٠٫٠١٨٠ β̂٣١
٠٫۵۶١٣ ١٫٣٧۴٨ ٠٫۵٨٩٢ ١٫٣١٨۴ ٣٫۶٩۴٢ ١٫٢٢٧٣ β̂٣٢
٠٫۵٢٢۶ ١٫۴٢٢٠ ٠٫۵٣٢٩ ١٫٣۶٢٠ ٣٫٣۶۵۶ ٠٫۵٢۵٨ β̂٣٣
٠٫۴٧٠٠ ١٫۴٨۴٠ ٠٫۴٧٢٠ ١٫۴١۴٣ ٢٫٨٧١٩ ١٫٢١٩٧ β̂٣۴
٠٫۴٢۶۶ ١٫۴٨٣٨ ٠٫۴۵٩٩ ١٫۴٠۵۵ ۴٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ β̂٣۵
٠٫۴٩٢۴ ١٫۴٧٢٨ ٠٫۵٢۵٩ ١٫٣٧٨٨ ٣٫٣۴۴٧ ٠٫٨٩٩٢ β̂٣۶
٠٫۴٠٨٩ ١٫۵٠١٩ ٠٫۴۵۶٢ ١٫۴١٠٧ ٢٫٩٣٩۴ ١٫١۶٨٢ β̂٣٧
٠٫۵۶٢٢ ١٫٣٩١٨ ٠٫۵۶٧٨ ١٫٣٣٢٨ ٣٫٨٧۵٢ ٠٫٠۴۶٨ β̂٣٨
٠٫۶٩۶۵ ١٫٢٩۴٨ ٠٫۶٨٣٨ ١٫٢۵١١ ٣٫٣٢٧۶ ٠٫۴۵۶٧ β̂٣٩
١٫١٨۶۵ ١٫٠٠۴۴ ١٫١۶۴۶ ٠٫٩٧٩٩ ٨٫٧۴۶٩ ٣٫٨۵۶۵ β̂۴٠

٢٣٫٠۵٩٩ − ٢۴٫٠۵٩٣ − ٨۵٫۶۶٨۶ − MSE

MM− BR MM LASSO

٣٣٫٢٣۴۶ ٢٩٫٩٢٧١ ٨٣٧٫۵٧٩٢ √
MPE

٢۵٫٢٠٢٠ ٢٧٫٩٨٧۴ ١٫٠٠٠٠ REff

٣٧٩٢٫٧٧٠٣ ٣٧٩٢٫٧٧٠٣ ٣٧٩٢٫٧٧٠٣ MCN

٢٫٠٨٠٠ ٠٫۶٩٠٠ ١٧٫٣۵٠٠ C

١٫١٧٠٠ ٠٫٣٩٠٠ ١۶٫٠٢٠٠ IC



٨١ بدن چربی داده های تحلیل

Vo2 داده های برای استوار لاسو برآوردگر به مربوط نتایج :٣ . ١٧ جدول

LAD-LASSO MM‐برآوردگر لاسو
۵٩٫۶١٣٣ ۵٨٫٧٧۵ ٢٠۴٫٢۵٣ √

MPE

استوار لاسو برای پیش·ویی خطاهای به مربوط جعبه ای نمودار :٣ . ١ ش΄ل



استوار لاسو برآوردگر ٨٢
برآوردگر براین داده پرت تاثیر و ͬ دهد م نشان ضعیفͬ بسیار عمل΄رد معمولͬ لاسو برآوردگر
نسبت خوبی عمل΄رد برآوردگر این به نسبت استوار برآوردگرهای اما است، نمایان به وضوح
تاثیر داده مجموعه در پرت داده های حضور که معنͬ این به دارند، معولͬ لاسو برآوردگر به

ͬ گذارد. نم برآوردگرها این بر چندانͬ

لاسو جریمه از استفاده با فازی استوار برآوردگر ٣ . ٧
کاربردی مسائل در اگر اما کردیم معرفͬ را LAD-LASSO همان یا استوار لاسو برآوردگر تاکنون
برآوردگرهای باشیم، داشته (فازی) نادقیق داده هایی و نباشد برقرار داده ها بودن دقیق شرط
در بنابراین بود. نخواهند داده مجموعه به خوب مدلͬ برازش به قادر LAD-LASSO معمولͬ
همخطͬ وجود و پرت داده های حضور در بتواند که داریم برآوردگری ارائه در سعͬ بخش این
هستند، فازی ضرایب و تبیینͬ ،ͺپاس متغیر که زمانͬ (تبیینͬ)، توضیحͬ متغیرهای میان
مش΄ل با مقابله برای لاسو جریمه از استوار برآوردگر این در باشد. داشته را مطلوب کارایی
نیز متغیر انتخاب به قادر شده پیشنهاد استوار برآوردگر بنابراین ͬ نماییم. م استفاده همخطͬ

بود. خواهد
ب·یرید نظر در را زیر فازی ضرایب و خروجͬ ورودی، با زیر فازی رگرسیون مدل اکنون

Ỹi = Ã٠ ⊕ (Ã١ ⊗ X̃i١)⊕ · · · ⊕ (Ãp ⊗ X̃ip), i = ١, . . . , n (٣ . ١٠)
و jام متغیر و iام مشاهده برای فازی توضیحͬ متغیر X̃ij iام، فازی ͺپاس متغیر Ỹi آن در که
که زمانͬ (٣ . ١٠) مدل ضرایب برآورد برای است. jام متغیر برای فازی رگرسیونͬ ضریب Ãj

با را زیر هدف تابع پرت، داده های حضور در و دارد وجود توضیحͬ متغیرهای بین همخطͬ
ͬ کنیم م معرفͬ لاسو جریمه از استفاده

n∑
i=١

d
(
Ỹi(Ã

′
, Ã

′′
), Ỹi

)
+ k||Ã|| (٣ . ١١)

و بود خواهد (۵١ . ٣) معادله راست طرف Ỹi(Ã
′
, Ã

′′
) لاسو، تنظیم کننده پارامتر k آن در که

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را ||Ã|| باشد، 0̃ = (٠, ٠, ٠)T اگر
||Ã|| = d(Ã, 0̃) = |mA − ٠|+ |lA − ٠|+ |rA − ٠| (٣ . ١٢)
ͬ کنیم م تعریف ١ . ١٠ . ٣ بخش توضیحات و (٣ . ١٢) معادله از استفاده با

||Ã|| =
p∑
j=١

||Ãj ||

=

p∑
j=١

||(m′
Aj

−m′′
Aj
, l′Aj

+ l′′Aj
, r′Aj

+ r′′Aj
)||

=

p∑
j=١

(|m′
Aj

−m′′
Aj
|+ |l′Aj

+ l′′Aj
|+ |r′Aj

+ r′′Aj
|)

(٣ . ١٣)



٨٣ لاسو جریمه از استفاده با فازی استوار برآوردگر
صورت به را (٣ . ١١) ͬ توان م بالا تعاریف از استفاده با Ã٠ = (mA٠ , lA٠ , rA٠)T باشیم داشته اگر

کرد بازنویسͬ زیر
(١۴ . ٣)

n∑
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Aj
mXij +m

′′
Aj
rXij + l

′′
Aj
mXij )

)∣∣∣
+
∣∣∣rYi − (rA٠ +

p∑
j=١

(m
′
Aj
rXij + r

′
Aj
mXij +m

′′
Aj
lXij + r

′′
Aj
mXij )

)∣∣∣]

+ k

[
|mA٠ |+ |lA٠ |+ |rA٠ |+

p∑
j=١

(
|m′

Aj
−m′′

Aj
|+ |l′Aj

+ l′′Aj
|+ |r′Aj

+ r′′Aj
|
)]

زیر قیود تحت (١۴ . ٣) رابطه کردن کمینه با
m

′
Aj

≥ l
′
Aj
,m

′′
Aj

≥ r
′′
Aj
, lA٠ , rA٠ ,m

′
Aj
,m

′′
Aj
, l

′
Aj
, l

′′
Aj
, r

′
Aj
,r

′′
Aj

≥ ٠,
j = ١,٢, . . . , p (١۵ . ٣)

افزار نرم از معادله این کردن کمینه برای ͬ گردد. م محاسبه رگرسیونͬ مدل ضرایب برآورد
ͬ کنیم. م استفاده Mathematica 11

کاربردی مثال ٣ . ٧ . ١
استوار لاسو برآوردگر از استفاده با ٢ . ١٨ جدول داده های برای ٣ . ۶ . ٢ مثال همانند نیز اینجا در
استفاده با (١۵ . ٣) قیود تحت (١۴ . ٣) رابطه کردن مینیمم با ،k = ٢٫۵ پارامتر انتخاب و فازی

ͬ آید م بدست زیر به صورت فازی لاسو رگرسیون مدل Mathematica 11 نرم افزار از
Ỹ = (٠٫٠٠٠٠۴, ٠, ٠) + (٢٫٢٠, ٠, ٠)X̃١ + (١٫١۵, ٠, ٠)X̃٢

+ (٠٫٨٣, ٠, ٠)X̃٣ + (٠٫۴۶٩, ٠, ٠)X̃۴
(١۶ . ٣)

آمده به دست نتایج و ͬ آوریم م به دست مسئله این برای را مدل ارزیابی شاخص های همچنین
دوم توان های کمترین رگرسیون فازی، معمولͬ دوم توان های کمترین رگرسیون مدل برای
فازی لاسو رگرسیون و ۵ . ۶ . ٢ بخش در آمده به  دست فازی استوار ریج رگرسیون فازی، استوار

ͬ کنیم. م خلاصه ٣ . ١٨ جدول در را استوار
برآوردگر با قیاس در استوار ریج رگرسیون مدل شد، داده نشان ٣ . ١٨ جدول در که همان طور
بهتری عمل΄رد از فازی استوار دوم توان های کمترین و معمولͬ فازی دوم توان های کمترین
لاسو برآوردگر اما ͬ دهند. م نشان را معمولͬ فازی رگرسیون کارایی عدم نتایج و است برخوردار

ͬ دهد. م نشان را بهتری عمل΄رد فازی استوار ریج برآوردگر دادن بهبود با فازی، استوار



استوار لاسو برآوردگر ٨۴

پˀرتلند سیمان داده مجموعه برای فازی لاسو رگرسیون برای مدل ارزیابی شاخص های :٣ . ١٨ جدول

λ شاخص E شاخص k رگرسیونͬ مدل
١٩٫٨٢ ٣٧٫٧٣ ٠ OLS

١٩٫١۴ ٣۶٫٣٧ ٠ استوار دوم توان های کمترین
١٨/۶٧٧ ٣۵/٣٨ ١ فازی استوار ریج
١٨٫۶٢ ٣۵٫١٢ ٢٫۵ فازی استوار لاسو



۴ فصل
استوار بریج برآوردگر

مقدمه ١ . ۴
آن جا از اما ͬ دهد، م بهبود را لاسو و ریج رگرسیونͬ برآوردگرهای هردو بریج رگرسیونͬ برآوردگر
مینیمم Lγ جریمه ΁ی با را ͬ مانده ها باق دوم توان های مجموع برآوردگر این معمولͬ نسخه که
برای تلاش هایی نیست. استوار داده مجموعه در موجود پرت داده های به نسبت ͬ کند، م
برآوردگرهای پیشنهادشده روش های این است. شده برآوردگر این از استوار نسخه هایی تعریف
استوار دم پهن خطاهای و ͺپاس متغیر در پرت داده های به نسبت استوار بریج رگرسیونͬ
را استواری بریج برآوردگر فصل این در ͬ باشند. نم استوار نافذ نقاط به نسبت اما هستند،
خواص و ͬ کند م ادغام را MM‐برآوردگرها و بریج رگرسیونͬ روش های که ͬ کنیم م بررسͬ
نقاط و ͺپاس متغیر در پرت داده های مقابل در برآوردگر این ͬ کنیم. م بررسͬ را آن مجانبی
شبیه سازی مثال ΁ی از آمده به دست نظری نتایج ارزیابی به منظور ادامه در است. استوار نافذ
[١٣] آرسلان از برگرفته عمدتاً فصل این مطالب کرد. خواهیم استفاده واقعͬ داده مثال ΁ی و

ͬ باشند. م [۶۵] یوهای و
رگرسیونͬ مدل

Y = Xβ + ϵ (١ . ۴)
εi خطاهای بردار ϵ و ͺپاس بردار Yn×١ طرح، ماتریس Xn×p آن در که ب·یرید، نظر در را



استوار بریج برآوردگر ٨۶
پارامتر بردار β٠ = (β٠١, β٠٢, . . . , β٠p)⊤ ͬ کنیم م فرض فصل این در باشند. (i = ١, . . . , n)
در β٠ و محدب Ω ،n > p ͬ کنیم م فرض هم چنین باشد. پارامتر فضای معرف Ω ∈ Rp و واقعͬ
کردن مینیمم β نامعلوم پارامتر بردار برآورد برای روش ΁ی ͬ باشد. م Ω درونͬ نقاط مجموعه

است زیر دوم توان های کمترین هدف تابع

Qn(β) =

n∑
i=١

(yi − x⊤
i β)

٢ + kn

p∑
j=١

|βj |γ (٢ . ۴)

نشان دهنده k برای n اندیس اینجا در و است تنظیم کننده پارامتر k = kn و γ > ٠ آن در که
روش این ͬ شود. م استفاده آن از قضایا اثبات در که است نمونه حجم به پارامتر وابستگͬ
توسط که ͬ شود م نامیده بریج رگرسیونͬ برآورد روش شده، جریمه دوم توان های کمترین

ͬ شود م معرفͬ زیر به صورت بریج جریمه تابع و است شده معرفͬ [٣٠] فریدمن و فرانک

Lγ(β) =

p∑
j=١

|βj |γ (٣ . ۴)

لاسوی و ریج برآوردگرهای به به ترتیب ،γ = ١ و γ = ٢ انتخاب با ͬ شود م مشاهده که همان طور
شد، بررسͬ ΁ی فصل در نیز بریج برآوردگر ͬ های ویژگ رسید. خواهیم ΁ی فصل در ͬ شده معرف
مجموعه در موجود پرت داده های به  نسبت برآوردگر این ͬ شود، م مشاهده که همان طور اما
معرفͬ جدیدی برآوردگر بنابراین خطاها). دوم توان تابع وجود (به دلیل ͬ باشد نم استوار داده
استوار داده مجموعه در موجود نافذ نقاط و ͺپاس متغیر پرت داده های به نسبت که ͬ کنیم م

بود. خواهد

استوار بریج برآوردگر ٢ . ۴
که ͬ دهیم م ارائه بریج برآوردگر از استوار نسخه ای م΄رر روش های از استفاده با بخش این در
ͬ کنیم م فرض ͬ آید. م به دست MM‐برآوردگرها و بریج رگرسیونͬ برآوردگر روش دو ادغام از
است ٢ . ۶ . ١ بخش در ͬ شده معرف MM‐برآوردگرهای از آمده به دست اولیه استوار برآوردگر β̂s
صورت این در باشند. i = ١,٢, · · · , n ،ri(β̂s) ͬ مانده های باق برای مقیاسͬ M‐برآوردگر ،σ̂s و

ͬ شود م تعریف زیر صورت به MM-Bridge برآوردگر
β̂MM−Bridge = arg min

β∈Rp
Ln(β) (۴ . ۴)

آن در که

Ln(β) = σ̂٢
s

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
+ kn

p∑
j=١

|βj |γ (۵ . ۴)



٨٧ استوار بریج برآوردگر
برای مقیاسͬ برآوردگر همان σ̂s و ri(β) = yi − x⊤

i β و تنظیم کننده پارامتر kn که به طوری
تابع نهایت در ρ١(r) = r٢ انتخاب با این که از اطمینان برای σ̂٢

s عبارت است. ͬ مانده ها باق
ͬ گردد. م اضافه شود، تبدیل (٢ . ۴) هدف تابع به (۵ . ۴) هدف

،|β|γ = (|βγ١ , . . . , |βp|γ) و ی΁ ها از مؤلفه ای p بردار ΁ی ١p = (١, . . . , ١)⊤ کنید فرض اکنون
ͬ شود م بازنویسͬ زیر به صورت (۵ . ۴) رابطه این صورت در

Ln(β) = σ̂٢
s

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
+ kn١⊤

p |β|γ (۶ . ۴)

داریم ،d|βj |
dβj

=
βj
|βj | = sgn(βj) این که به توجه با باشد، ρ١ تابع مشتق ψ١ اگر

dLn(β)

dβ
= σ̂s

n∑
i=١

ψ١
(ri(β)

σ̂s

)
xi − knγV(β) (٧ . ۴)

(|β١|γ−١sgn(β١), |β٢|γ−١sgn(β٢), · · · , |βp|γ−١sgn(βp))⊤ به صورت p×١ بردار ΁ی V(β) آن در که
است.

ͬ شود م نتیجه dLn(β)
dβ = ٠ از بخش، این پذیره های طبق .٢ . ١ . ۴ لم

(X⊤W(β)X+ knγW٠(β))β = X⊤W(β)Y (٨ . ۴)
W٠(β) = و Wi(β) =

ψ١
(
ri(β)/σ̂s

)
ri(β)/σ̂s

،W(β) = diag
(
W١(β),W٢(β), · · · ,Wn(β)

) آن در که
.diag(|β١|γ−٢, · · · , |βp|γ−٢)

که است بدیهͬ برهان.
dLn(β)

bβ
=
(
r١(β)W١(β)x١ + · · ·+ rn(β)Wn(β)xn

)
− knγV(β) (٩ . ۴)

که آن جایی از

V(β) =


|β١|γ−١sgn(β١)
|β٢|γ−١sgn(β٢)...
|βp|γ−١sgn(βp)

 =


|β١| β١

|β١| |β١|γ−٢
|β٢| β٢

|β٢| |β٢|γ−٢
...

|βp| βp|βp| |βp|
γ−٢


ͬ شود م نتیجه

V⊤(β) = [β١, β٢, ..., βp]١×p ×


|β١|γ−٢ ٠

...
٠ |βp|γ−٢


p×p

داریم (٩ . ۴) رابطه در ،i = ١,٢, · · · , n ،ri(β) = yi − x⊤
i β جای گذاری با

(y١ − x⊤١ β)W١(β)x١ + · · ·+ (yn − x⊤
nβ)Wn(β)xn − knγβ

⊤W٠(β) = 0



استوار بریج برآوردگر ٨٨
بنابراین

y١W١(β)x١ − x⊤١ βW١x١ + · · ·+ ynWn(β)xn − x⊤
n βWnxn − knγβ

⊤W٠(β) = 0

ͬ شود م نتیجه فوق، رابطه از گرفتن ترانهاده با
x⊤١ W١(β)y١ − x⊤١ W١(β)x⊤١ β + · · ·+ x⊤

nWn(β)yn − x⊤
nWn(β)x

⊤
nβ

− knγW٠(β)β = 0
(١٠ . ۴)

ͬ شود م حاصل زیر رابطه کنیم بازنویسͬ ماتریسͬ نماد با را (١٠ . ۴) برابری چنان چه
X⊤W(β)Y −X⊤W(β)Xβ − knγWn(β)β = 0 (١١ . ۴)

ͬ شود. م کامل اثبات و
ͬ شود م حاصل زیر به صورت (۴ . ۴) رابطه در β̂MM−BR برآوردگر ٢ . ١ . ۴ لم از استفاده با
β̂MM−BR =

(
X⊤W(β̂MM−BR)X+ knγW٠(β̂MM−BR)

)−١
X⊤W(β̂MM−BR)Y (١٢ . ۴)

باشد. پررتبه (X⊤W(β̂MM−BR)X+ knγW٠(β̂MM−BR)
) ماتریس اینکه به مشروط

ͬ آید م به دست زیر به صورت y پیش·ویی رابطه (١٢ . ۴) در آمده به دست β̂MM−BR از استفاده با
ŷ = Hy

آن در که
H = X

(
X⊤W(β̂MM−BR)X+ knγW٠(β̂MM−BR)

)−١
X⊤W(β̂MM−BR)

معیار ΁ی از استفاده با ،γ پارامتر و kn تنظیم کننده پارامتر انتخاب برای ͬ تواند م H ماتریس
معادله در داده شده مینیمم سازی مسئله جواب ،kn = ٠ حالت در شود. برده به کار ،BIC
ͬ شده معرف استوار ریج رگرسیون برآوردگر ،γ = ٢ حالت در بود، خواهد MM برآوردگر ،(۴ . ۴)
رگرسیونͬ روش بر مبتنͬ استوار لاسو برآوردگر ،γ = ١ حالت در و ͬ شود م تعریف دوم فصل در

ͬ شود. م حاصل MM

استوار ریج برآوردگر مجانبی ͬ های ویژگ ٣ . ۴
مورد را β̂MM−BR برآوردگر تنکͬ و مجانبی بودن نرمال سازگاری، ͬ های ویژگ بخش این در
نشان β̂n با را β̂MM−BR برآوردگر ادامه، در نوشتار، در سادگͬ برای ͬ دهیم. م قرار بررسͬ
داریم: احتیاج زیر پذیره های به β̂MM−BR برآوردگر مجانبی ͬ های ویژگ مطالعه برای ͬ دهیم. م



٨٩ استوار ریج برآوردگر مجانبی ͬ های ویژگ
کنید فرض :B1

l(β) = EF
(
ρ١
(r(β)
σ٠

))
و r(β) = y − x⊤β است، (F ) خطاها توزیع به نسبت ریاضͬ امید نشان دهنده EF آن در که
l(β) که ͬ کنیم م فرض همچنین ͬ گردد. م تعیین EF (ρ٠(r(β٠)/σ٠)) = ٠/۵ از استفاده با σ٠

دارد. ی΄تا مینیمم β٠ در
کنید توجه

lim
n→∞

(١
n

) n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂٠
)
= EF

(
ρ١
(r(β)
σ٠

))
= l(β)

ببینید). را [۶۵] یوهای بیشتر اطلاعات (برای

به طوری دارد وجود mای و بوده مشتق پذیر دوبار پیوسته به طور ρ١(x) که کنید فرض :B2
.ρ١(x) = a داریم |x| ≥ m برای که

،n→ ∞ وقتͬ کنید فرض :B3
١
n

n∑
i=١

xix
⊤
i → C

است. نامنفرد ماتریس ΁ی C آن در که

ͬ کنیم م تعریف β̂MM−BR برآوردگر سازگاری بیان برای سازگاری.
Zn(β) = n−١Ln(β) = σ̂٢

s

n

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
+
kn
n

p∑
j=١

|βj |γ (١٣ . ۴)

برآوردگر ͬ دهد م نشان زیر گزاره شد. خواهد مینیمم argminβ Ln(β) = β̂n نقطه در که
است. β٠ برای سازگار برآوردگر ΁ی β̂MM−BR

بخش از A2 ،A1 پذیره های تحت kn
n → λ٠ ≥ ٠ و γ > ٠ ،n → ∞ به ازای اگر .٣ . ١ . ۴ گزاره

آن گاه ،B1 و ٢ . ۶ . ١
β̂n

P→ argmin(Z(β))

آن در که

Z(β) = σ٢٠ l(β) + λ٠
p∑
j=١

|βj |γ (١۴ . ۴)

صورت این در باشد، سازگار β٠ برای β̂s اگر باشند، برقرار B3 و A2 ،A1  ͬ وقت کنید توجه برهان.
ͬ شان واقع مقدار نشان دهنده σ٠ و β٠ که کنید (توجه است σ٠ برای سازگار برآوردگر ΁ی σ̂s



استوار بریج برآوردگر ٩٠
نشان داریم نیاز ابتدا β̂n سازگاری اثبات برای ͬ کنیم. م تعریف (١٣ . ۴) مانند را Zn(β) است).

دهیم
sup
β∈Ω

|Zn(β)− Z(β)| P−→ ٠
معادله  در تعریف شده ،Z(β) به احتمال در ی΄نواخت به طور Zn(β) که دهیم نشان باید یعنͬ
به طور احتمال، در β̂n (یعنͬ β̂n = Op(١) که دهیم نشان باید همچنین هم·راست. ،(١۴ . ۴)

است). کراندار ی΄نواخت
،γ ≥ ١ ازای به باشیم داشته توجه باید ͬ کنیم. م بیان γ < ١ و γ ≥ ١ حالت دو برای را اثبات
kn
n

−→ λ٠ که آن جا از ͬ باشد. نم محدب γ < ١ ازای به که صورتͬ در بوده محدب Zn(β)

بنابراین
kn
n

p∑
i=١

|βj |γ −→ λ٠
p∑
j=١

|βj |γ

داریم σ٠ برای σ̂n سازگاری و بزرگ اعداد ضعیف قانون طبق همچنین
١
n

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
P−→ EF

(
ρ١
(r(β)
σ٠

))

بنابراین
Zn(β)

P−→ σ٢٠EF
(
ρ١
(r(β)
σ٠

))
+ λ٠

p∑
j=١

|βj |γ

،Zn(β) − Z(β)
P−→ ٠ ͬ شود م نتیجه لذا است، Z(β) همان هم·رایی راست طرف آن در که

پس

sup
β∈Ω

∣∣Zn(β)− Z(β)
∣∣ P−→ ٠

از استفاده با بخش)، ابتدای پذیره های (طبق ͬ باشد م فشرده مجموعه ΁ی Ω آن جایی که از
داریم احتمال تابع پیوستگͬ قاعده

∀ϵ > ٠ ∃n, n٠ ∈ N s.t. ∀n ≥ n٠, ∀β ∈ Ω ; |Zn(β)− Z(β)| ≤ ε

ͬ باشد). م ی΄نواخت هم·رایی معنͬ به U حرف آن در (که ،Zn(β) U−→ Z(β) که معنͬ این به
نیز Zn(β) مینیمم هم·راست، نقطه به نقطه هم·را، ی΄نواخت به طور دنباله هر آن جایی که از

هم·راست. Z(β) مینیمم به
فشرده Ω چون و است ی΄نواخت هم·رایی دارای و محدب Zn(β) و γ ≥ ١ که آن جا از

داریم آن نتیجه در و است کراندار β پس است،
argmin

β
(Zn(β))

P−→ argmin
β

(Z(β))
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است. آن مینیمم کننده β̂n و است کراندار اما نیست، محدب Zn(β) آن گاه ،γ < ١ اگر حال

داریم بنابراین
Zn(β) ≥

σ̂٢
s

n

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)
σ̂s

)
برآوردگرها این کرانداری به توجه با است. هدفMM‐برآوردگرها تابع بالا نامساوی راست طرف

داریم بالا نامساوی و
argmin

β
(Zn(β)) = β̂n = Op(١)

بنابراین
argmin

β
(Zn(β))

P−→ argmin
β

(Z(β))

ͬ شود. م کامل اثبات و بود خواهد برقرار بالا رابطه γ > ٠ هر برای نتیجه در
آن گاه ،knn −→ ٠ و kn = o(n) اگر ،β̂n سازگاری برای اکنون

Z(β) = σ٢٠ l(β)

هدف تابع و ی΄تاست مقدار این و دارد را خود مقدار کمترین Z(β) حالت این در که آن جایی از و
.β̂n → β٠ احتمال در آن گاه ،n→ ∞ وقتͬ kn

n → ٠ اگر پس هم·راست، ی΄نواخت به طور نیز

و γ ≥ ١ وقتͬ β̂MM−BR برآوردگر برای را حدی توزیع زیر گزاره مجانبی. بودن نرمال
ͬ شود. م نتیجه γ < ١

ͬ کنیم م تعریف γ > ١ برای

V (u) = −u⊤W +
١
٢u⊤

[
B

(
Ψ١
(r(β٠)

σ٠
))

C

]
u+ λ٠

p∑
j=١

ujsgn(β٠j)|β٠j |γ−١

γ = ١ برای همچنین

V (u) = −u⊤W +
١
٢u⊤

[
B

(
Ψ١
(r(β٠)

σ٠
))

C

]
u+ λ٠

p∑
j=١

[ujsgn(β٠j)I(β٠j ̸= ٠)
+|uj |I(β٠j = ٠)]

آن در که
W ∼ Np

(
0, σ٢٠A

(
Ψ١
(r(β٠)
σ٠

))
C
)

و
A
(
Ψ١
(r(β٠)
σ٠

))
= EF

(
Ψ٢١
(r(β٠)
σ٠

)) و B(Ψ١
(r(β٠)
σ٠

))
= EF

(
Ψ′١
(r(β٠)
σ٠

))
΁ی β̂s اولیه برآوردگر این که و B3 و B2 ،B1 ،A2 ،A1 پذیره های درستͬ تحت .٣ . ٢ . ۴ گزاره

ͬ کند م صدق زیر موارد در β̂n برآوردگر ،γ ≥ ١ به ازای آن گاه است، β٠ برای سازگار برآوردگر
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آن گاه ،n→ ∞ وقتͬ kn√

n
−→ λ٠ ≥ ٠ و γ ≥ ١ اگر (i)

√
n(β̂n − β٠) d−→ argmin

u
V (u)

است. توزیع در هم·رایی مفهوم به d−→ و Rp فضای در u = (u١, · · · , up)⊤ آن در که
،γ < ١ به ازای آن گاه ،kn/nγ/٢ −→ λ٠ ≥ ٠ و λ < ١ ،n→ ∞ به ازای اگر (ii)

√
n(β̂n − β٠) d−→ argmin

u
V (u)

آن در که

V (u) = −u⊤W +
١
٢u⊤

[
B

(
Ψ١
(r(β٠)

σ٠
))

C

]
u+ λ٠

p∑
j=١

|uj |γI(β٠j = ٠)

را Vn(u) ͬ شده موضع هدف تابع ابتدا ،β̂n حدی توزیع آوردن به دست برای :(i) برهان.
ͬ کنیم م تعریف

Vn(u) = σ̂٢
s

n∑
i=١

(
ρ١
(ri(β٠ + u/

√
n)

σ̂s

)
− ρ١

(ri(β٠)
σ̂٠

))
+ kn

p∑
j=١

(|β٠j + uj√
n
|γ − |β٠j |γ)

بردار با هم علامت که است، Rp در م΄انͬ پارامتر بردار u = (u١, . . . , up)⊤ آن در که
است. (β٠) اولیه پارامتر

آوردن به دست برای ͬ شود. م مینیمم ûn =
√
n(β̂n −β٠) در Vn(u) که کنیم توجه باید

دهیم نشان باید ابتدا β̂n توزیع
Vn(u)

d−→ V (u)

u = 0 حول σ̂٢
s

∑n
i=١
(
ρ١
(
ri(β٠+u/

√
n)

σ̂s

)
− ρ١

(
ri(β٠)
σ̂٠
)) تیلور سری بسط از استفاده با

داریم

σ̂٢
s

n∑
i=١

(
ρ١
(ri(β٠ + u/

√
n)

σ̂s

)
− ρ١

(ri(β٠)
σ̂٠

))
= −u⊤

[ σ̂s√
n

n∑
i=١

ψ١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xi

]
+

١
٢u⊤

[١
n

n∑
i=١

ψ′١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xix

⊤
i

]
u

که آن جایی از
١
n

n∑
i=١

ψ′١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xix

⊤
i −→ B

(
ψ١
(r(β٠)
σ٠

))
C

σ̂s√
n

n∑
i=١

ψ١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xi

D−→ W ∼ Np

(
0, σ٢٠A

(
ψ١
(r(β٠)
σ٠

))
C
)
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ͬ آوریم م به دست

σ̂٢
s

n∑
i=١

(
ρ١
(ri(β٠ + u/

√
n)

σ̂s

)
−ρ١

(ri(β٠)
σ̂٠

))
d−→ −u⊤W+

١
٢u⊤

[
B
(
ψ١
(r(β٠)
σ٠

))
C
]
u

γ > ١ اگر ،[۴١] فو و نایت در ٢ قضیه اثبات همانند ،Vn(u) دوم قسمت گرفتن درنظر با
داریم ،n −→ ∞ وقتͬ

kn

p∑
j=١

(|β٠j + uj√
n
|γ − |β٠j |γ) = kn√

n

p∑
j=١

ujsgn(β٠j)|β٠j |γ−١

→ λ٠γ
p∑
j=١

ujsgn(β٠j)|β٠j |γ−١

داریم ،n −→ ∞ وقتͬ γ = ١ اگر و
kn

p∑
j=١

(|β٠j + uj√
n
|γ − |β٠j |γ) = kn√

n

p∑
j=١

[ujsgn(β٠j)I(β٠j ̸= ٠) + |uj |I(β٠j = ٠)]

→ λ٠
p∑
j=١

[ujsgn(β٠j)I(β٠j ̸= ٠) + |uj |I(β٠j = ٠)]

ͬ آوریم م به دست γ ≥ ١ هر برای نتیجه دو این ترکیب با رو این از
Vn(u)

d−→ V (u)

کرد بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توان م را Vn(u) این بر علاوه
Vn(u) = −u⊤

[ σ̂s√
n

n∑
i=١

ψ١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xi

]
+

١
٢u⊤

[١
n

n∑
i=١

ψ′١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xix

⊤
i

]
u

+ kn

p∑
j=١

(|β٠j + uj√
n
|γ − |β٠j |γ)

تابع ΁ی به وسیله ͬ تواند م Vn(u) و دارد ی΄تا مینیمم V (u) که آن جایی از بنابراین،
ͬ شود م حاصل زیر نتیجه شود، زده تقریب محدب

argmin
u
Vn(u) =

√
n(β̂n − β٠) d−→ argmin

u
V (u)

به سبب که اضافͬ نکات کمͬ با ͬ باشد. م اول قسمت اثبات با مشابه قسمت این اثبات :(ii)
و [۴١] فو و نایت در ٣ قضیه اثبات همانند ͬ آیند، م به وجود جریمه تابع بودن نامحدب

ͬ آوریم م به دست ، kn
nγ/٢ −→ λ٠ ≥ ٠ و γ < ١ اگر ،[٢٠] کانر در ٢ قضیه

kn

p∑
j=١

(|β٠j + uj√
n
|γ − |β٠j |γ) = kn

nγ/٢
p∑
j=١

|uj |γI(β٠j = ٠)

→ λ٠
p∑
j=١

|uj |γI(β٠j = ٠)
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مشاهده نتایج ترکیب با است. ی΄نواخت فشرده، مجموعه های در u حول هم·رایی و

که ͬ رسیم م نتیجه این به شده
Vn(u)

d−→ V (u)

نشان باید ،argminu Vn(u) =
√
n(β̂n − β٠) d−→ argminu V (u) این که اثبات برای

به طور احتمال در argminu Vn(u) که معنͬ این (به argminu Vn(u) = Op(١) که دهیم
داریم بزرگ، کافͬ قدر به n و u هر برای که کنید توجه است). کراندار ی΄نواخت
Vn(u) ≥ −u⊤

[ σ̂s√
n

n∑
i=١

ψ١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xi

]
+

١
٢u⊤

[١
n

n∑
i=١

ψ′١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xix

⊤
i

]
u

− kn

p∑
j=١

(|uj/
√
n|γ)

≥ −u⊤
[ σ̂s√

n

n∑
i=١

ψ١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xi

]
+

١
٢u⊤

[١
n

n∑
i=١

ψ′١
(ri(β٠)

σ̂s

)
xix

⊤
i

]
u

− (λ٠ + δ)

p∑
j=١

(|uj |γ)

= V l
n(u)

قضیه (اثبات شده آورده است، kn
nγ/٢ ≤ (λ٠ + δ) اینکه از اطمینان برای ثابتͬ δ آن در که

دوم عبارت که آن جا از ببینید). را [٢٠] کانر در ٢ قضیه اثبات و [۴١] فو و نایت در ٣
(عبارت ͬ یابد م افزایش |uj |γ عبارت های از سریع تر V l

n(u) از (u در دوم درجه (عبارت
.argminu V

l
n(u) = Op(١) ͬ شود م نتیجه ͬ شود)، م غالب |uj |γ با عبارت بر دو درجه

ͬ آوریم م به دست ،Vn(u) ≥ V l
n(u) نامساوی از استفاده با بنابراین

√
n(β̂n − β٠) d−→ argmin

u
V (u)

،λ٠ = ٠ وقتͬ که کنیم توجه باید
√
n(β̂ − β٠) d−→ Np

(
0, σ٢٠

A(Ψ١(r(β٠)/σ٠))
B(Ψ١(r(β٠)/σ٠))٢

C−١
)

(١۵ . ۴)

ͬ باشد. م [۶۵] یوهای در شده داده MM رگرسیونͬ برآوردگر حدی توزیع فوق عبارت که
است به صورت argminV (u) توزیع ،γ ≥ ٢ وقتͬ این بر علاوه

√
n(β̂n − β٠) d−→ Np

(
−
(
B

(
Ψ١
(
r(β٠)
σ٠

))
C

)−١
C∗(β٠)β٠

, σ٢٠
A(Ψ١(r(β٠)/σ٠))
B(Ψ١(r(β٠)/σ٠))٢

C−١
) (١۶ . ۴)
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ریج رگرسیون حدی توزیع خاص، حالت در .C∗(β٠) = diag(|β٠١|γ−٢, · · · , |β٠p|γ−٢) آن در که
به دست زیر به صورت [۴٧] مارونا توسط شده داده MM برآوردگر بر مبتنͬ (γ = ٢) استوار

ͬ آید م
√
n(β̂n − β٠) d−→ Np

(
−
(
B

(
Ψ١
(
r(β٠)
σ٠

))
C

)−١
β٠

, σ٢٠
A(Ψ١(r(β٠)/σ٠))
B(Ψ١(r(β٠)/σ٠))٢

C−١
) (١٧ . ۴)

کنیم، تجزیه β٠ =
(
β⊤٠١,β⊤٠٢

)⊤ صورت به را واقعͬ پارامتر بردار بتوانیم کنید فرض تُنُکͬ.
β٠١ ̸= 0 آن که شرط به بعدی، (p − p٠) × ١ بردار β٠٢ و بعدی p٠ × ١ بردار β٠١ آن در که
بردار همانند را β̂n = (β̂n١, β̂n٢)⊤ و β = (β⊤١ ,β⊤٢ )⊤ بردارهای همچنین باشد. β٠٢ = 0 و
هستند. ناصفر ΁ی کدام و صفر ضرایب از ΁ی کدام که ͬ دانیم نم کنیم. تجزیه واقعͬ پارامتر
گزاره اکنون ͬ کنیم. م تجزیه واقعͬ پارامتر بردار تجزیه طبق نیز را Xi = (X⊤

i١,X⊤
i٢)⊤ بعلاوه

به تنکͬ ویژگͬ ͬ کنیم. م تعریف است، β̂MM−BR برآوردگر تنکͬ ویژگͬ نشان دهنده که را زیر
برآورد صفر برآوردگر توسط خودکار به صورت ،΁کوچ شده برآورد ضرایب که است معنͬ این

شوند.
و kn

n → ٠ ،n → ∞ وقتͬ اگر .٠ < γ ≤ ١ که کنید فرض .([١٣] (آرسلان، ٣ . ٣ . ۴ گزاره
ͬ کند م صدق زیر رابطه در βn٢ پارامتر استوار بریج سازگار برآوردگر آن گاه ، kn√

n
→ ∞

P (β̂n٢ = 0) → ١
اگر کنیم. بازنویسͬ نیز صورت این به ͬ توانیم م را ٣ . ٣ . ۴ گزاره در داده شده ادعای برهان.
β٠١ حول داده شده β١ هر برای ΁ی احتمال با آن گاه ، kn√

n
−→ ∞ و kn

n
−→ ٠ ،n −→ ∞ وقتͬ

بنویسیم ͬ توانیم م ،(١٣ . ۴) رابطه اساس بر a ثابت هر و
Zn(β١, 0) = min

||β٢||≤a/
√
n
Zn(β١,β٢)

،j = p٠ + ١, . . . , p و ΁کوچ en =
a√
n

هر برای دهیم نشان است کافͬ ادعا، این اثبات برای
داریم

Zn(β)

∂βj
< ٠ for − en < βj < ٠

Zn(β)

∂βj
> ٠ for ٠ < βj < en

(١٨ . ۴)

نظر در را βj به نسبت ،β = (β١, β٢, . . . , βp)⊤ مشتق پذیر نقطه ی هر در Zn(β) اول مشتق
داریم ،j = p٠ + ١, . . . , p ب·یرید،

∂Zn(β)

∂βj
= −(

σ̂s
n
)

n∑
i=١

ψ١
(ri(β)

σ̂s

)
xij + (

kn
n
)γsgn(βj)|βj |γ−١



استوار بریج برآوردگر ٩۶
که آن جایی )]از σ̂s√

n

) n∑
i=١

ψ١
(ri(β)

σ̂s

)
xi

]
d−→ Np

(
0, σ٢٠A

(
ψ١
(r(β٠)
σ٠

))
CC

)
)داریم σ̂s√

n

) n∑
i=١

ψ١
(ri(β)

σ̂s

)
xi = Op(١)

بنابراین ببینید) را [۵٨] (شائو است، کراندار احتمال در (σ̂s/
√
n)
∑n

i=١ ψ١(ri(β)/σ̂s)xi و
Zn(β)

∂βj
= (

kn
n
)
{
−Op

(√n
kn

)
+ γsgn(βj)|βj |γ−١}

مشخص βj علامت توسط مشتق علامت آن گاه ، kn√
n
−→ ∞ و kn

n −→ ٠ ،n −→ ∞ وقتͬ اگر
کامل اثبات رو این از است. برقرار (١٨ . ۴) معادله که است این دهنده نشان این و شد خواهد

است.
به صورت صفر غیر رگرسیونͬ پارامترهای بنابراین ،γ < ١ اگر ،٣ . ٢ . ۴ گزاره دوم قسمت در
پارامترهای برآوردهای دی·ر، عبارت به داشت، نخواهند مجانبی اریبی و شده برآورد استاندارد
ͬ دهد م نشان ٣ . ٢ . ۴ گزاره اول قسمت شد. خواهند ΁کوچ مثبت احتمالͬ با صفر، رگرسیونͬ
کمͬ مقدار مجانبی به طور باشد، λ٠ > ٠ اگر صفر، غیر رگرسیونͬ پارامترهای ،γ ≥ ١ وقتͬ که
ͬ باشد. م مشابه ([۴١] فو و (نایت بریج رگرسیونͬ برآوردگر نتایج با نتایج این دارند. اریبی
دارا ٠ < γ ≤ ١ حالت برای را تنکͬ ویژگͬ برآوردگر که ͬ دهد م نشان ٣ . ٣ . ۴ گزاره این، بر علاوه
ͬ کند م فراهم را متغیر انتخاب ،MM-Bridge برآورد روش ،٠ < γ < ١ وقتͬ رو، این از است.
MM-Bridge برآورد روش ،γ = ١ حالت برای بود. خواهد نااریب مجانبی به طور برآوردگر و
اما ͬ کند، م فراهم را متغیر انتخاب است، MM برآورد بر مبتنͬ استوار لاسو برآوردگر ΁ی که
برآورد روش ،γ > ١ حالت برای که حالͬ در است. اریب مجانبی به طور نتیجه شده، برآوردگر
ͬ دهد. نم انجام متغیر انتخاب اما ͬ کند م منقبض را رگرسیونͬ پارامترهای برآورد MM-Bridge

MM-Bridge برآوردهای محاسبه ال·وریتم ۴ . ۴
(۵ . ۴) معادله در که جریمه شده هدف تابع کردن مینیمم برای ال·وریتمͬ بخش، این در
همه در β به نسبت جریمه شده هدف تابع ،γ > ١ حالت برای ͬ کنیم. م ارائه شده، داده
استاندارد مشتق بر مبتنͬ ال·وریتم های از استفاده با ͬ توانیم م رو، این از است. مشتق پذیر جا
(۵ . ۴) معادله در شده جریمه هدف تابع ،٠ < γ ≤ ١ برای اگرچه کنیم. مینیمم شده،
تکینگͬ مش΄ل این نیست. مشتق پذیر β = 0 در که جریمه تابع همانند ͬ شود، م مشتق ناپذیر
΁ی ͬ شود. م است، ٠ < γ ≤ ١ وقتͬ جریمه شده، هدف تابع کردن مینیمم شدن سخت باعث
محدب تابع ΁ی با جریمه تابع زدن تقریب مشابه، مینیمم سازی مش΄لات حل برای رهیافت



٩٧ MM-Bridge برآوردهای محاسبه ال·وریتم
LLA ال·وریتم یا [٢٩] لͬ و فن توسط ارائه شده LQA ال·وریتم با ͬ تواند م همچنین ͬ باشد. م
بهینه سازی مسئله های اجرای به تقریب ها این شود. انجام ،[۶٧] لͬ و ژو توسط ͬ شده معرف
دو این ͬ کند. م ΁کم استاندارد ال·وریتم های از استفاده با ،(۴ . ۴) معادله مانند پیچیده،
جریمه شده، ماکزیمم درستنمایی و جریمه شده LS برآوردهای کردن پیدا برای اغلب ال·وریتم
ͬ کنیم. م استفاده LQA ال·وریتم از MM-Bridge برآوردهای محاسبه برای ͬ شوند. م استفاده
ال·وریتم و LS تقریب بر مبتنͬ گامͬ ΁ی برآوردگر و LS تقریب برآوردگر معرفͬ به همچنین

ͬ پردازیم. م LQA

LQA ال·وریتم ١ . ۴ . ۴
β(٠) که صورتͬ در باشد. ΁نزدی β واقعͬ مقدار به ͬ کنیم، م تعریف که اولیه β(٠) کنید فرض
برآورد ͬ توانیم م ͬ دهیم. م قرار صفر را مولفه ها آن باشد، داشته صفر به ΁نزدی مولفه هایی
برای موضعͬ تقریبی [٢٩] لͬ و فن دهیم. قرار β(٠) اولیه مقدار به عنوان را جریمه نشده MM

صورت به β(٠) = (β(٠)١ , β
(٠)
٢ , · · · , β(٠)p

)⊤ در را دوم درجه جریمه تابع از استفاده با جریمه تابع
دادند ارائه زیر

|βj |γ ≈ |β(٠)j |γ + γ

٢ |β(٠)j |γ−٢(β٢
j − (β

(٠)
j )٢)

شود بازنویسͬ زیر صورت به ͬ تواند م (۴ . ۴) مینیمم سازی مسئله تقریب، این از استفاده با
β̂MM−BR = argmin

β
L∗
n(β) (١٩ . ۴)

زیر شده جریمه هدف تابع با

L∗
n(β) =

σ̂٢
s

n

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
+
knγ٢n

p∑
j=١

∣∣∣β(٠)j

∣∣∣γ−٢
β٢
j

=
σ̂٢
s

n

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
+
knγ٢n β⊤W٠(β(٠))β

در موزون استوار رگرسیونͬ مسئله ΁ی برای هدف تابع عنوان به ͬ تواند م L∗
n(β) هدف تابع

دارای جریمه تابع [۴٧] مارونا توسط ارائه شده استوار ریج رگرسیونͬ برآورد در شود. گرفته نظر
ͬ کنیم. م تعریف متفاوت پارامترهای برای متفاوتͬ وزن های آن در که است، ∑p

j=١ β٢
j ش΄ل

ͬ آید م به دست ،β نسبت L∗
n(β) مشتق دادن قرار صفر مساوی با

(
X⊤W(β)X+ knγW٠(β(٠)))β = X⊤W(β)Y

ͬ آوریم م به دست رو این از
β̂ =

(
X⊤W(β̂)X+ knγW٠(β(٠)))−١

X⊤W(β̂)Y (٢٠ . ۴)



استوار بریج برآوردگر ٩٨
برآوردگر مشخص، β(٠) و γ ،kn با است، پررتبه (X⊤W(β̂)X+ knγW٠(β(٠))) که قید این با

ͬ دهد م پیشنهاد را زیر م΄رر موزون ال·وریتم ،(٢٠ . ۴) در β̂ برای موزون
βk+١ =

(
X⊤W(β(k))X+ knγW٠(β(k))

)−١
X⊤W(βk)Y (٢١ . ۴)

به عنوان ͬ تواند م k = ٠, ١,٢,٣, · · · برای {β(k)
} دنباله هم·رای نقطه ،k = ٠, ١,٢,٣, · · · برای

باشد. β رگرسیونͬ پارامتر برای MM-Bridge برآورد
jای برای گوییم هستند، صفر به ΁نزدی بسیار β(k) مولفه های از تعدادی و γ < ٢ وقتͬ
قطری مولفه های به سبب است) شده تعیین پیش از و ΁کوچ قیدی c آن در (که |β(k)j | < c که
[٢٩] لͬ و فن ناپایداری این از جلوگیری برای ͬ آید. م به وجود عددی ناپایداری ،W٠(βk)
کرد. حذف بعدی تکرارهای در x از و داده قرار صفر با برابر را مولفه ها آن که دادند پیشنهاد
|βkj + c٠| با را |βkj | عددی ناپایداری از جلوگیری برای که کردند پیشنهاد نیز [٣٧] لͬ و هانتر
توجه ͬ باشد. م شده تعیین پیش از و اغتشاش از ΁کوچ مقداری c٠ آن در که کرد، جای·زین
از ͬ توان م نیز (۵ . ۴) معادله در شده جریمه هدف تابع مینیمم سازی اجرای برای که کنید
اما کنیم. استفاده LQA ال·وریتم به جای [۶٧] لͬ و ژو توسط شده معرفͬ LLA ال·وریتم
این ͬ کنیم، م استفاده MM-Bridge برآوردهای محاسبه ی برای را LQA ال·وریتم که آن جا از

ͬ دهیم. نم شرح را ال·وریتم ها

مرحله ای ΁ی برآوردگر :(LS) دوم توان های کمترین تقریب ٢ . ۴ . ۴
درجه مینیمم سازی مسئله ΁ی به (۴ . ۴) مینیمم سازی مسئله کردن ساده برای را LS تقریب
[۶١] لنگ و وانگ توسط همچنین و [٢٩] لͬ و فن توسط تقریب این ͬ کنیم. م استفاده دوم
این است. شده استفاده LASSO و شده جریمه درستنمایی مسائل حل برای [۴٣] یو و لͬ و
کنیم. تعریف LQA ال·وریتم بر مبتنͬ مرحله ای ΁ی برآوردگر ΁ی ͬ دهد م اجازه ما به تقریب
زیر به ش΄ل ͬ توان م را (۵ . ۴) معادله عبارت اولین ،β̂MM در تیلور سری بسط از استفاده با

زد تقریب موضعͬ به صورت
σ̂٢
s

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
≈ σ̂٢

s

n∑
i=١

ρ١
(
ri(β̂MM )

σ̂s

)

−
[
σ̂s

n∑
i=١

ψ١
(
ri(β̂MM )

σ̂s

)
xi

]⊤
(β − β̂MM ) (٢٢ . ۴)

+
١
٢(β − β̂MM )⊤

[ n∑
i=١

ψ′١
(
ri(β̂MM )

σ̂s

)
xix

⊤
i

]
(β − β̂MM )

درجه تقریب ،∑n
i=١ ψ١(ri(β̂MM )/σ̂s)xi = ٠ این که به توجه و ثابت عبارت از چشم پوشͬ با

داریم را زیر دوم
σ̂٢
s

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
≈ ١

٢(β − β̂MM )⊤(X⊤W∗(β̂MM )X)(β − β̂MM ) (٢٣ . ۴)



٩٩ شبیه سازی
این از استفاده با .W ∗(β̂MM ) = diag(ψ′١(r١(β̂MM )/σ̂s), · · · , ψ′١(rn(β̂MM )/σ̂s)) آن در که

کرد بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توان م را (۵ . ۴) شده جریمه هدف تابع تقریب،
Ln(β) ≈

١
٢(β − β̂MM )⊤(X⊤W∗(β̂MM )X)(β − β̂MM ) + kn

p∑
j=١

|βj |γ (٢۴ . ۴)

(٢ . ۴) معادله در شده داده بریج رگرسیونͬ هدف تابع با (٢۴ . ۴) شده زده تقریب هدف تابع
در شده داده MM-Bridge رگرسیونͬ مینیمم سازی مسئله تقریب، این با بنابراین است. ی΄سان

شود نوشته جریمه شده LS مینیمم سازی مسئله با هم ارز به صورت ͬ تواند م ،(۴ . ۴)
β̃MM−BR = argmin

β

[ ١
٢(β−β̂MM )⊤(X⊤W∗(β̂MM )X)(β−β̂MM )+kn

p∑
j=١

|βj |γ
]

(٢۵ . ۴)

΁ی برآوردگر به ،β(٠) = β̂MM دهیم قرار و کنیم استفاده LQA ال·وریتم از اگر این، بر علاوه
رسید خواهیم زیر مرحله ای

β̃
(١)
MM−BR = (D + knγW٠(β̂MM ))−١Dβ̂MM (٢۶ . ۴)

ͬ باشد. م β̂MM بر مبتنͬ ریج نوع برآوردگر ΁ی این است. D = X⊤W∗(β̂MM )X آن در که

شبیه سازی ۵ . ۴
حسب بر (MM-BR) استوار بریج رگرسیونͬ روش مقایسه و عمل΄رد ارزیابی برای بخش این در
برای طرح دو در شبیه سازی مطالعه ΁ی متناهͬ، نمونه با رگرسیونͬ پارامترهای استوار برآورد
ناهم·ون داده  بدون و تبیینͬ و ͺپاس متغیر در ناه·ون داده  حضور با حالت دو و n > p حالت
ریج رگرسیونͬ برآوردگرهای با را (MM-BR) استوار بریج رگرسیونͬ برآوردگر ͬ کنیم. م بررسͬ
تمام است به ذکر لازم کرد. خواهیم مقایسه استوار M‐برآوردگر همچنین و معمولͬ لاسو و
همانند همچنین ͬ شود. م انجام R نرم افزار از استفاده با مثال این در شده انجام محاسبات
نرم افزار در glmnet پ΄یج از استفاده با معمولͬ لاسو و ریج برآوردگرهای ،۴ . ٢ و ۵ . ٣ شبیه سازی
خواهیم استفاده R نرم افزار در robust پ΄یج از استفاده با نیز استوار M‐برآوردگر همچنین و R

استفاده (٢١ . ۴) م΄رر موزون ال·وریتم از MM-Bridge برآوردگر محاسبه برای همچنین کرد.
۴ . ٢ شبیه سازی معیارهای همانند معیارهایی شده، معرفͬ مدل های سنجش برای ͬ کنیم. م
نسبت ریج برآوردگر پیش گویی خطای نسبت REff(MPE) از منظور اینجا در ͬ کنیم، م استفاده
انتخاب γ = ٠٫۵ محاسبات انجام راحتͬ برای نیز MM-Bridge مدل در است. برآوردگرها سایر به

بود. خواهد هم متغیر انتخاب به قادر شده معرفͬ برآوردگر بنابراین ͬ شود. م

و کرد خواهیم استفاده ۴ . ٢ بخش شبیه سازی ١ طرح داده تولید روش از طرح این در . ١ طرح
β٠ = (٣, ١٫۵, ٠, ٠,٢, ٠, ٠, ٠)⊤ را، واقعͬ پارامتر بردار و n = ۵٠,٢٠٠ ،p = ٨ پارامتر تعداد همچنین

ͬ گیریم. م درنظر



استوار بریج برآوردگر ١٠٠

τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫١۶۶٧ ٢٫٧٣١ ٠٫٠۵٢ ٢٫٩٨٣١ ٠٫١۵۶۶ ٢٫٧۵۶٢ ٠٫۵۴ ٢٫۴١۶٣ β̂١
٠٫٢۵٩۶ ١٫١١۴٨ ٠٫٠٧۶٢ ١٫۵٠٧١ ٠٫١٢٠۵ ١٫٢٩٩ ٠٫٠۵٩ ١٫٣۵٨۶ β̂٢
٠٫٠٠۴٧ ٠٫٠٣٩٨ ٠٫٠۵۶٣ ٠٫٠٣۵٧ ٠٫٠٠٧٣ ٠٫٠٢۶۴ ٠٫٠٧٧٧ ٠٫١٩٩٣ β̂٣
٠٫٠٠٢۴ ٠٫٠٢۶٩ ٠٫٠۴٧٣ −٠٫٠٢۴۶ ٠٫٠٠۶٧ ٠٫٠١٢۵ ٠٫٠۵٧۶ ٠٫١٧۴۶ β̂۴
٠٫٢۴٩ ١٫۵٧٨٨ ٠٫٠۵۴٨ ٢٫٠٢٩٢ ٠٫٢۵۶١ ١٫۶۵٢٧ ٠٫۴٠۵۴ ١٫۴۶۴٩ β̂۵
٠٫٠٠۵٨ ٠٫٠٣٩٣ ٠٫٠٨٣٣ −٠٫٠٣۴٣ ٠٫٠٠۶٢ ٠٫٠٢٠١ ٠٫٠۵٣٣ ٠٫١۵٢۵ β̂۶
٠٫٠٠۵ ٠٫٠٣٢ ٠٫٠۶٢٢ ٠٫٠٠۶۴ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٠٢۴ ٠٫٠٢٣۵ ٠٫٠۴٩٧ β̂٧

٠٫٠٠٣۶ ٠٫٠٣۴١ ٠٫٠۴۶٧ ٠٫٠٠٩١ ٠٫٠٠٧١ ٠٫٠٢٠٧ ٠٫٠۴١۵ ٠٫١٣١ β̂٨
٠٫۶٩۶٨ − ٠٫۴٧٨٨ − ٠٫۵۶٣٩ − ١٫٢۵٨ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

٨٫۵٠۶٩ ٧٫٣٣١٣ ٨٫۶٨۶ ٩٫۴۴٠٣ √
MPE

١٫١٠٩٧ ١٫٢٨٧٧ ١٫٠٨۶٨ ١ REff

٢٨٫٠٨٣ ٢٨٫٠٨٣ ٢٨٫٠٨٣ ٢٨٫٠٨٣ MCN

۴٫۴٧ ١٫۵٧ ۴٫۴٢ − C

٠ ٠ ٠ − IC

τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٢ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٣٫٠٣٩٢ ١٫٧١۴٨ ٢٫٣٨٠١ ٢٫٨٨۵٨ ١٫۶٧۵٨ ٢٫٣۵٧۵ ۴٫۵٢۵۶ ٠٫٨٨۵٨ β̂١
١٫٢۴٠٨ ١٫٠۵٩۴ ٣٫۴٨٢٧ ١٫۵۴٧٨ ١٫١٨٣۵ ١٫١٠٧٢ ٠٫۵٢٠۴ ٠٫٧٩٩۴ β̂٢
٠٫۵٠۵٨ ٠٫۴٣٨٩ ٢٫۵٧۴۶ ٠٫٢۴١١ ٠٫٣۶٧۵ ٠٫٢٩٨٨ ٠٫۵١١۴ ٠٫٧٠۵١ β̂٣
٠٫٣٢٧٩ ٠٫٣٢٢۶ ٢٫١۶٠٨ −٠٫١۶۶ ٠٫٢٠٣۶ ٠٫١٨٧٧ ٠٫۴۵۴٩ ٠٫۶۶٧٣ β̂۴
١٫۶٢٢٩ ١٫١۶٢٣ ٢٫۵٠۵۶ ٢٫١٩٧٢ ١٫٧٩١۵ ١٫٠٣٧٨ ١٫۶٣۵٨ ٠٫٧٢٧٨ β̂۵
٠٫۶٠٢٨ ٠٫۵٢٢٩ ٣٫٨٠٩٩ −٠٫٢٣٢ ٠٫٣١٠٨ ٠٫٢٣١٣ ٠٫۴٠٨٣ ٠٫۶٢٩٩ β̂۶
٠٫۵۵۵٧ ٠٫٣۶٩٣ ٢٫٨۴۵٣ ٠٫٠۴٣۴ ٠٫١۶٨۵ ٠٫١۵٧٢ ٠٫۴٠۴٧ ٠٫۶٢۶۶ β̂٧
١٫٠٢٣٢ ٠٫۶۶٧٢ ۴٫٢١٢۶ −٠٫٠٠۴۵ ٠٫۵۴۵۵ ٠٫٣١٩۴ ٠٫۴١٨۴ ٠٫۶٣٩٩ β̂٨
٨٫٩١٨٢ − ٢٣٫٩٧١٧ − ۶٫٢۴۶٧ − ٨٫٨٧٩۵ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

۶٫٩٧۵۴ ٧٫٣٣١٣ ١٠٫٠۴٢۶ ٩٫٧٨٩۶ √
MPR

١٫۴٠٣۵ ١٫٣٣۵٣ ٠٫٩٧۴٨ ١ REff

٩٣۶٫۴٩٧٨ ٩٣۶٫۴٩٧٨ ٩٣۶٫۴٩٧٨ ٩٣۶٫۴٩٧٨ MCN

١٫٠۶ ٠٫١٨ ٣٫۶٨ − C

٠٫٢۶ ٠٫٠۵ ٠٫۵۴ − IC



١٠١ شبیه سازی

τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٣ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٢٠٠۴ ٢٫۵٨٨١ ٠٫٠٠٨٨ ٣٫٠٠٢٩ ٠٫٠٠٨۶ ٢٫٩۶٧٢ ٠٫٠٨۶٩ ٢٫٧١٧۵ β̂١
٠٫٢٧١٧ ٠٫٩٩٣١ ٠٫٠٠٨٣ ١٫۴٩٩۴ ٠٫٠٠٨۵ ١٫۴۶٠۶ ٠٫٠٠٩٣ ١٫۴۴٢٨ β̂٢
٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠١٠٢ ٠٫٠١٠۶ −٠٫٠١١ ٠٫٠٠٣٣ ٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠١۴۴ ٠٫٠٨۶٢ β̂٣
٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠١١١ ٠٫٠١١٣ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠١۵٩ ٠٫٠١٩٨ ٠٫١١۵٩ β̂۴
٠٫٣۵١ ١٫۴٢٢١ ٠٫٠٠٨٩ ١٫٩٨٣٣ ٠٫٠١٢١ ١٫٩٢۵٩ ٠٫١٠۶۶ ١٫۶٨۶١ β̂۵
٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠١ ٠٫٠١٠٣ ٠٫٠٠٠۵ ٠٫٠٠٣٢ ٠٫٠١۵٣ ٠٫٠٢٠۵ ٠٫١١۶٩ β̂۶
٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠١٠٧ ٠٫٠١١٧ ٠٫٠٠٨٩ ٠٫٠٠٢۶ ٠٫٠١٠۶ ٠٫٠٠٧٢ ٠٫٠١٨١ β̂٧
٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠١٠۵ ٠٫٠٠٩ ٠٫٠٠١٨ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠٠٩٢ ٠٫٠۶٣٣ β̂٨
٠٫٨٢۴٣ − ٠٫٠٧٨٩ − ٠٫٠۴٣٨ − ٠٫٢٧۴ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

٢٠٫۵٢٣٨ ١۴٫٧۶۶٩ ١۴٫۶۶۴٩ ١۵٫۴٢۵٩ √
MPE

٠٫٧۵١۶ ١٫٠۴۴۶ ١٫٠۵١٩ ١ REff

١٩٫١۴ ١٩٫١۴ ١٩٫١۴ ١٩٫١۴ MCN

۵ ٣٫٣٢ ۴٫۵۵ − C

٠ ٠ ٠ − IC

τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :۴ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٨١٠٩ ٢٫٣۴٨٧ ٠٫۴٠٣٣ ٣٫٠١٩۴ ٠٫٣٠٧٢ ٢٫٨٩١٢ ٣٫۶۵٢٣ ١٫٠٩٢٩ β̂١
٠٫۶۶١۴ ٠٫٨٧٠۶ ٠٫٣٧٨۶ ١٫۴٩۵۶ ٠٫٣۵۵٢ ١٫٢٣٨۴ ٠٫٣۴٣٩ ٠٫٩١٨٣ β̂٢
٠٫٠٨٣٢ ٠٫٢٠۵١ ٠٫۴٨۶ −٠٫٠٧۴١ ٠٫٠٨٢۶ ٠٫١١٨٢ ٠٫۵١٠۶ ٠٫٧١١٨ β̂٣
٠٫٠٩٠۶ ٠٫٢١٩۵ ٠٫۵١۴٩ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٨۵۶ ٠٫١٣۴٣ ٠٫۴٨٠٣ ٠٫۶٩٠۶ β̂۴
٠٫٩٢۵٩ ١٫١٩١٨ ٠٫۴٠۶٣ ١٫٨٨٧١ ٠٫۵٠٩٩ ١٫۵٠٠٨ ١٫۴۴٠٩ ٠٫٨٠١۴ β̂۵
٠٫١١٣٨ ٠٫٢١٠٧ ٠٫۴٧٢ ٠٫٠٠٣٢ ٠٫١١۵٢ ٠٫١۴٧٧ ٠٫۴۴٢١ ٠٫۶۶٢١ β̂۶
٠٫١٠٨٢ ٠٫٢۴٨ ٠٫۵٣۵۴ ٠٫٠۶ ٠٫٠۶٧٨ ٠٫١١٠٩ ٠٫۴١۶۴ ٠٫۶۴٢٣ β̂٧
٠٫٢٩٠۶ ٠٫٣٧٧٨ ٠٫٩۵٩٢ ٠٫٠٩٢۵ ٠٫١٧۴٨ ٠٫٢١٣٨ ٠٫۴٧٧٣ ٠٫۶٨٩۶ β̂٨
٣٫٠٨۴۶ − ۴٫١۵۵٧ − ١٫۶٩٨٣ − ٧٫٧۶٣٨ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

١٩٫٨۴۴٨ ١۴٫٧۶۶٩ ١۵٫٠١۵۴ ١۵٫۶٠٨٩ √
MPE

٠٫٧٨۶۵ ١٫٠۵٧ ١٫٠٣٩۵ ١ REff

۶٣۵٫٨١٣۴ ۶٣۵٫٨١٣۴ ۶٣۵٫٨١٣۴ ۶٣۵٫٨١٣۴ MCN

١٫٨٨ ٠٫۴٧ ٣٫۶٧ − C

٠٫٠۶ ٠٫٠١ ٠٫٠٣ − IC



استوار بریج برآوردگر ١٠٢
بین ناهم·ون داده  که زمانͬ در ͬ شود م مشاهده ٢ . ۴ و ١ . ۴ جدول های در که همان طور
M‐برآوردگر است، موجود تبیینͬ متغیرها بین کمͬ همخطͬ و ندارد وجود داده مجموعه
در همخطͬ افزایش با اما ͬ دهد م نشان پیش·ویی و ضرایب برآورد در بهتری عمل΄رد استوار
ͬ دهند، م به دست بهتری برآوردهای و دارند بهتری عمل΄رد انقباضͬ روش های متغیرها، بین
استوار برآوردگرهای خوبی به عمل΄ردی مدل پیش·ویی در معمولͬ لاسو و ریج برآوردگرهای اما
با که باشد داده پرت به عنوان داده ها از بعضͬ شناسایی نتیجه ͬ تواند م امر این که نداشته اند

ͬ شود. م کم داده ها این اثر ،۴ . ۴ و ٣ . ۴ جدول های داده، حجم افزایش
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :۵ . ۴ جدول

MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٢۵۵٩ ٢٫٩٩٢٩ ٠٫٢٣١٩ ٢٫٩۶٣٣ ٨٫٠٨۶٣ ٠٫١٩٨۶ ۵٫٧٠٠٧ ٠٫۶١٣١ β̂١
٠٫۴۴٩٣ ١٫٠٨٣١ ٠٫٣٨٠۵ ١٫١۵۴٩ ٢٫٢۵ ٠ ٠٫۵٢٢٣ ٠٫٧٨٠۴ β̂٢
٠٫۴٣٣۶ ٠٫٣۶٩٩ ٠٫۴۶۶ ٠٫٣۶٢٩ ٠٫۵٣٣۶ ٠٫٣۵۶٩ ٠٫٢٨٨٩ ٠٫۵٣۵ β̂٣
٠٫۴١٩٢ −٠٫۴۵٩٨ ٠٫۴٨٩٢ −٠٫۵٠٩٩ ٠ ٠ ٠٫۶١۶٨ ٠٫٧٨١٨ β̂۴
٠٫٢٣۶۶ ٢٫٢۴٢٧ ٠٫٢۵٧۶ ٢٫٢۶٩٢ ٢٫١٣٠۵ ٠٫٧۶٢٩ ٢٫٣٣٢١ ٠٫۴٧٣۵ β̂۵
٠٫٢٩۵۴ ٠٫٢٩۵٧ ٠٫٣٣٣٨ ٠٫٢٨١۴ ٠٫٧۴٧ ٠٫۵۵٨۴ ٠٫١٧٩ ٠٫۴٢٠۶ β̂۶
٠٫٢٩۵٨ −٠٫٣٧٧٢ ٠٫٣۶ −٠٫۴٠٧۵ ٠ ٠ ٠٫۴١۶٧ ٠٫۶۴٣١ β̂٧
٠٫٣٣۶٧ ٠٫٣٣٧٣ ٠٫٣٧٠٧ ٠٫٣۵٣۵ ١٫٧٢٨٩ ١٫٠٩٢٣ ٠٫١٣٩۴ ٠٫٣٧١۶ β̂٨
٢٫٧٢٢۵ − ٢٫٨٨٩٨ − ١۵٫۴٧۶٢ − ١٠٫١٩۵٩ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

٢١٫٨١٧٧ ٢٢٫٢٠۴٧ ۶٩٫٢١٣٧ ۶٧٫۵٣۶۶ √
MPE

٣٫٠٩۵۵ ٣٫٠۴١۵ ٠٫٩٧۵٨ ١ REff

۴٣۴٫٩۴٣٩ ۴٣۴٫٩۴٣٩ ۴٣۴٫٩۴٣٩ ۴٣۴٫٩۴٣٩ MCN

١٫٢۵ ٠٫۵٨ ٣٫٢١ − C

٠٫٠۵ ٠٫٠٢ ٢٫٠۴ − IC

،۶ . ۴ و ۵ . ۴ جدول های ͬ شود، م مشاهده که همان طور داده، مجموعه در آلودگͬ ایجاد با
مدل پیش·ویی و ضرایب برآورد در بهتری عمل΄رد MM-Bridge برآوردگر همخطͬ، افزایش با
معمولͬ استوار برآوردگر به نسبت بهتری عمل΄رد هم متغیر انتخاب بحث در همچنین دارد.

دارد.

تولید ۴ . ٢ بخش شبیه سازی روش از را داده هها ٢ طرح همانند نیز طرح این در . ٢ طرح
ͬ گیریم، م درنظر β٠ = (٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

١٠
,٢, . . . ,٢︸ ︷︷ ︸

١٠
, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸

١٠
,٢, . . . ,٢︸ ︷︷ ︸

١٠
)⊤ به صورت را ضرایب بردار و ͬ کنیم م

ی΄سان آن ها بین همبستگͬ که دارند وجود غیرموثر و موثر متغیرهای از گروه هایی مدل این در
ͬ کنیم. م بررسͬ n = ١٠٠,٣٠٠ حجم های برای را طرح این است،

برآوردگرهای تبیینͬ، متغیرهای بین ضعیف همخطͬ و ناهم·ون داده  حضور عدم در
اثر بر که ͬ شود م مشاهده ،١٠ . ۴ و ٩ . ۴ جدول های در ͬ دهند، م به دست خوبی نتایج معمولͬ
جریمه شده برآوردگرهای و ͬ دهند م دست از را خود کارایی نیز برآوردگرها این همخطͬ، افزایش



١٠٣ شبیه سازی

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ۵٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :۶ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٢٫١٧۶٢ ١٫٧٣٢١ ١٫١۴٢١ ٢٫۴۵۶۶ ٨٫۶٢١۵ ٠٫٠٩٠۶ ۵٫٧۶٩۵ ٠٫۵٩٨٨ β̂١
١٫۴٣٣۶ ٠٫٣٧٣٨ ١٫۶٨١۶ ٠٫٨١٣٩ ٢٫٢۵ ٠ ٠٫۵۴١ ٠٫٧۶٧۴ β̂٢
٠٫۶٢٨۵ ٠٫۵٢١٣ ١٫٣٨٢٣ ٠٫۴٣٧١ ٠٫٣٨٩١ ٠٫٢٨١١ ٠٫٢٧٩٧ ٠٫۵٢۶۴ β̂٣
٠٫٠٨١٩ −٠٫٠٣٩٧ ١٫١۴٢٧ −٠٫۵١۵٨ ٠ ٠ ٠٫۶٣٩٣ ٠٫٧٩۶۵ β̂۴
١٫١٢۵۵ ١٫٧٩٠١ ١٫١۶۶١ ٢٫٠٢٠٧ ٢٫٣۶٧٨ ٠٫٧٠٣٩ ٢٫٣۵۶٩ ٠٫۴۶۵۴ β̂۵
١٫١١٣٢ ٠٫٧۵٣۴ ١٫۴۴٢٨ ٠٫۵٣٢٨ ٠٫٩۴۴۶ ٠٫۶۶٠٣ ٠٫١٧۵٢ ٠٫۴١۵٧ β̂۶
٠٫٠۵۵١ ٠٫٠٨٧٩ ١٫١١١۵ −٠٫۵۵۴٣ ٠ ٠ ٠٫۴۵۴٧ ٠٫۶٧١۵ β̂٧
٢٫۵١٨٨ ١٫٢۵٣٣ ٣٫١۴١۴ ١٫١٨٠١ ١٫٩٧۴١ ١٫١۶٨١ ٠٫١۴٠٨ ٠٫٣٧٣ β̂٨
٩٫١٣٢۶ − ١٢٫٢١٠۶ − ١۶٫۵۴٧ − ١٠٫٣۵۶٨ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

١٠٫۵٢٣۶ ١۵٫١٧٠۴ ۶٩٫۵١٣٢ ۶٧٫٨٢۶١ √
MPE

۶٫۴۴۵٢ ۴٫۴٧٠٩ ٠٫٩٧۵٧ ١ REff

١٩۵٢٫١٨۵۵ ١٩۵٢٫١٨۵۵ ١٩۵٢٫١٨۵۵ ١٩۵٢٫١٨۵۵ MCN

١٫٧٢ ٠٫۴ ٣٫١٨ − C

٠٫۴٢ ٠٫٠٨ ٢٫٣١ − IC

τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٧ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫١٢٠٢ ٢٫٨٩٧١ ٠٫٠۵٧٣ ٢٫٩٨٣٩ ٨٫٣۴ ٠٫١١٩۵ ۵٫۵٨۵۵ ٠٫۶٣۶٨ β̂١
٠٫٩١۶ ٠٫۶٢۴٨ ٠٫٢٠۵٣ ١٫٢٠٩٧ ٢٫٢۵ ٠ ٠٫۴٨۶٣ ٠٫٨٠٣٣ β̂٢
٠٫٠٧٠١ ٠٫١۴٨ ٠٫٢٠٩ ٠٫٢٧٧۶ ٠٫٠٨٣ ٠٫١۴۶۶ ٠٫٣٠٣٢ ٠٫۵۵ β̂٣
٠٫٠٠٣١ ٠٫٠١٩ ٠٫٢۵٩ −٠٫٣٨٢١ ٠ ٠ ٠٫۶٣٩۶ ٠٫٧٩٨٨ β̂۴
٠٫١٧٠٣ ١٫٩٠١٧ ٠٫٠٧٨ ٢٫١١٣۴ ٢٫٠۵٨۴ ٠٫۶٣٢٢ ٢٫٢٨٩٣ ٠٫۴٨٧١ β̂۵
٠٫٠۴۴ ٠٫١١٩٧ ٠٫١٢۵٢ ٠٫٢٠٧ ٠٫۵۵٣١ ٠٫۶٢۶۴ ٠٫١٨٨۵ ٠٫۴٣٣٨ β̂۶
٠٫٠٠٧ ٠٫٠۶١۶ ٠٫٢٣٠٧ −٠٫٣٣٣٢ ٠ ٠ ٠٫۴٣٨ ٠٫۶۶١٣ β̂٧

٠٫٢٠۶٣ ٠٫٢٩٣٨ ٠٫٣٠۶٣ ٠٫٣٨٣٢ ٢٫١٩٧۶ ١٫۴٣٣۴ ٠٫١۴٧٢ ٠٫٣٨٣۴ β̂٨
١٫۵٣٧ − ١٫۴٧٠۶ − ١۵٫۴٨٢ − ١٠٫٠٧٧۶ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

٧١٫٧٠٠٣ ۵٠٫۶٨٢٢ ١٣٢٫٠٠۵٨ ١٣٠٫٨٧٩۴ √
MPE

١٫٨٢۵۴ ٢٫۵٨٢۴ ٠٫٩٩١۵ ١ REff

٢٠٧٫٩٧٧١ ٢٠٧٫٩٧٧١ ٢٠٧٫٩٧٧١ ٢٠٧٫٩٧٧١ MCN

٣٫۴٨ ١٫٠٧ ٢٫٧۴ − C

٠٫٠۴ ٠ ١٫٨ − IC



استوار بریج برآوردگر ١٠۴
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٢٠٠ ،١ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٨ . ۴ جدول

MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٢٫۵۶۵٩ ١٫۵٨٠۵ ١٫۶٧۴۶ ١٫٩۵٣ ٨٫٩٧۴۵ ٠٫٠٠۴۴ ۵٫۶٧١۵ ٠٫۶١٨۶ β̂١
١٫۶٠٢٨ ٠٫٢۵۵۶ ٠٫٩٨٩۶ ٠٫۶۶١۴ ٢٫٢۵ ٠ ٠٫۵٠٢٢ ٠٫٧٩١٨ β̂٢
٠٫۵٣٩١ ٠٫۵٨٨٣ ٠٫٨٨٩٨ ٠٫٧۴٣١ ٠٫٠۶٢٣ ٠٫١١٢٣ ٠٫٢٩٢٩ ٠٫۵۴٠٧ β̂٣
٠٫٠٠٣٩ ٠٫٠٣٩١ ٠٫٢٩۶٣ −٠٫٣١٣٨ ٠ ٠ ٠٫۶٧٠١ ٠٫٨١٧٨ β̂۴
٠٫۶٨٨٩ ١٫۵٠۶۶ ٠٫۵٠٣٣ ١٫۶١٠۴ ٢٫١۶۶٨ ٠٫۵٨٠۶ ٢٫٣١۴٧ ٠٫۴٧٨٧ β̂۵
٠٫٨۵٢١ ٠٫٧۴۵٧ ٠٫٩١٨٩ ٠٫٧٨١۴ ٠٫٩٠۶٢ ٠٫٨۴٨۵ ٠٫١٨٣٧ ٠٫۴٢٨٢ β̂۶
٠٫٠٣۴٣ ٠٫١٣۵ ٠٫٣٨٩٣ −٠٫٢٧۵۴ ٠ ٠ ٠٫۴٧٣۵ ٠٫۶٨٧۶ β̂٧
٢٫۴١٧٧ ١٫۴٠٣٣ ١٫٨۶۵١ ١٫٢۴٠۵ ٢٫٠٢٧٨ ١٫٣٧١۶ ٠٫١۴٧٢ ٠٫٣٨٣٢ β̂٨
٨٫٧٠۴۶ − ٧٫۵٢۶٩ − ١۶٫٣٨٧۶ − ١٠٫٢۵۵٧ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

٢٧٫٣٨٠۴ ٢٣٫۶٧٩٨ ١٣٢٫٣٧۶١ ١٣١٫۵۵١٧ √
MPE

۴٫٨٠۴۶ ۵٫۵۵۵۴ ٠٫٩٩٣٨ ١ REff

٣۵۵٫٢١١٧ ٣۵۵٫٢١١٧ ٣۵۵٫٢١١٧ ٣۵۵٫٢١١٧ MCN

١٫٧٨ ٠٫۴٣ ٢٫٧۵ − C

٠٫٣٢ ٠٫٠۶ ٢٫١ − IC

بالاتر حجم های در اما ͬ دهند. م به دست ضرایب برآورد در بهتری نتایج همخطͬ این بر غلبه با
‐M با مشابه تقریبا و دارد بهتری عمل΄رد لاسو و ریج برآوردگرهای از استوار بریج برآوردگر

ͬ کند. م عمل استوار برآوردگر
٢٠ و ͺپاس متغیر در دورافتاده داده   حضور در برآوردها نتایج ١۴ . ۴ و ١٣ . ۴ جدول های
ͬ شود، م مشاهده که همان طور هستند، نافذ) (نقاط تبیینͬ متغیرهای در آلوده داده درصد
در بهتری عمل΄رد MM-BR برآوردگر است، موجود شدید همخطͬ تبیینͬ متغیرهای بین وقتͬ
داده، حجم افزایش در همچنین دارد. برآوردگرها بقیه به نسبت پیش·ویی، و ضرایب برآورد
از را بهتری عمل΄رد تبیینͬ، متغیرهای بین همخطͬ افزایش با ،١۶ . ۴ و ١۵ . ۴ جدول های

ͬ کنیم. م مشاهده MM-BR برآوردگر

بدن چربی داده های تحلیل ۶ . ۴
ارزیابی مورد واقعͬ مثال ΁ی قالب در را معرف٢ͬشده استوار بریج برآوردگر رفتار بخش این در
و ͬ شود م استفاده ۵ . ٢ مثال در شده معرفͬ Vo2 داده های مجموعه مثال این در ͬ دهیم. م قرار
مثال در ͬ شده معرف M‐برآوردگر و معمولͬ لاسو و ریج برآوردگرهای با را MM-Bridge برآوردگر

ͬ کنیم. م مقایسه شبیه سازی
خطای میانگین جذر معیار از برآوردگرها مقایسه برای ۵ . ٢ بخش همانند نیز مثال این در
برآوردگرهای با را بریج برآوردگر اینجا در ͬ کنیم. م استفاده ۴ . ٢ بخش در (٢ . ١٩) پیش·ویی
بریج برآوردگر ͬ شود م مشاهده ͬ کنیم. م مقایسه استوار M‐برآوردگر و معمولͬ لاسو و ریج



١٠۵ بدن چربی داده های تحلیل
τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :٩ . ۴ جدول

MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٢٩ −٠٫٠٧١۶ ٠٫٠۴٣٩ −٠٫٠٢٣۵ ٠ ٠ ٠٫٠٧٩٣ ٠٫٢١٣۶ β̂١
٠٫٠۴۴۴ ٠٫٠٣۶٨ ٠٫٠۵۶٩ ٠٫٠٠۶۶ ٠ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠۶١٨ ٠٫١٧٩٨ β̂٢
٠٫٠۴١٩ −٠٫٠٠٣ ٠٫٠۵۶٨ −٠٫٠٣٣ ٠ ٠ ٠٫٠۴١٨ ٠٫١٢٣٩ β̂٣
٠٫٠۵٨ ٠٫٠٣٣٢ ٠٫٠٧۴۴ ٠٫٠٣٨٢ ٠ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠۴٢۴ ٠٫١١۵٨ β̂۴

٠٫٠٣۶۵ ٠٫٠١٨٧ ٠٫٠۵٢۵ ٠٫٠١٢٩ ٠ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠۵٣٩ ٠٫١٣٣٨ β̂۵
٠٫٠۴۴١ −٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠۶١٣ −٠٫٠٢٠٧ ٠ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠۵٣۵ ٠٫١٢۵٧ β̂۶
٠٫٠٢٩۶ −٠٫٠٠١٧ ٠٫٠۵٠٣ −٠٫٠٠۴٨ ٠ ٠ ٠٫٠۵١٢ ٠٫١٣٢١ β̂٧
٠٫٠۴١١ ٠٫٠٠٧ ٠٫٠۵٨۶ ٠٫٠٠١ ٠ ٠ ٠٫٠۴٨٧ ٠٫١۴۵۶ β̂٨
٠٫٠۴١۵ −٠٫٠٢٧٣ ٠٫٠۵۵۴ −٠٫٠٣٩٧ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٨٢ ٠٫٢٣٠٧ β̂٩
٠٫٠۴١٩ ٠٫٠۵٠۴ ٠٫٠۵۵٨ ٠٫٠۴٣٩ ٠٫٠٠٨ ٠٫٠١٨٣ ٠٫٢٣۵۵ ٠٫۴۴۶٢ β̂١٠
٠٫٠٩٢٢ ١٫٨٩۴ ٠٫٠۴٧٨ ١٫٩٧٧١ ٠٫٧٠۶٧ ١٫٢٨٩۵ ٠٫۴٣٩٣ ١٫٣٧٠١ β̂١١
٠٫٠٩٢٧ ١٫٩٩٧ ٠٫٠٧٢ ٢٫٠۴١۶ ٠٫٣٨٨۵ ١٫۶۵٩٩ ٠٫٢٠٢٧ ١٫۶٠۴۶ β̂١٢
٠٫١٠۴٨ ١٫٨٨٣٣ ٠٫٠۵٧١ ١٫٩۵٨ ٠٫۴٧۵٣ ١٫۵٧١ ٠٫١٩٧١ ١٫۶١٩١ β̂١٣
٠٫٠۶٩١ ١٫٩٨۴٩ ٠٫٠۵٧٢ ٢٫٠١٧۴ ٠٫٣٠٩ ١٫٧٠۵۴ ٠٫١۴۴۵ ١٫۶٩٧٧ β̂١۴
٠٫٠۵٧٧ ١٫٩٣٧١ ٠٫٠۴٧٨ ١٫٩٧٣۵ ٠٫٣۶٩٩ ١٫۶٣٧۵ ٠٫١٣۵ ١٫۶٨٧٩ β̂١۵
٠٫٠۶۵ ١٫٩٩٠۶ ٠٫٠۵ ٢٫٠٢٢۵ ٠٫٣۵٢٨ ١٫۶٩٩٨ ٠٫١٣٣۴ ١٫۶٩٣٩ β̂١۶

٠٫٠٨۶٧ ١٫٩٠٧٩ ٠٫٠۵١۶ ١٫٩٧٩۶ ٠٫٣٨٨٨ ١٫۶٢۶١ ٠٫١۵۶٨ ١٫۶۶۵٨ β̂١٧
٠٫٠٨١۴ ١٫٩۶٢٢ ٠٫٠۶۶٧ ١٫٩٩٧ ٠٫٣٩٣۵ ١٫۶٢۴۵ ٠٫١۵۴٣ ١٫۶٨١۶ β̂١٨
٠٫١٠٠٩ ١٫٩٣١۵ ٠٫٠٧۶٩ ١٫٩٩٩۴ ٠٫٢۵۶٧ ١٫٧۵٧٣ ٠٫١٧۶٣ ١٫۶۴٧۴ β̂١٩
٠٫٠۶۶۶ ١٫٩٠١۴ ٠٫٠۴٠٣ ١٫٩٨١٩ ٠٫٨٧٩١ ١٫٢٢۵٧ ٠٫۴۴٩۴ ١٫٣٧٠۴ β̂٢٠
٠٫٠٣۴٧ ٠٫٠٢۴۶ ٠٫٠۵۴٢ ٠٫٠٠۶٩ ٠ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٢١٣۴ ٠٫۴١۴٧ β̂٢١
٠٫٠٣٣ −٠٫٠٠۶٧ ٠٫٠۵٣ −٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٧۶٢ ٠٫٢٠٧۵ β̂٢٢

٠٫٠٣۶٣ ٠٫٠٢٣۶ ٠٫٠۵١١ ٠٫٠٢۶٢ ٠ ٠ ٠٫٠۵١۴ ٠٫١۵٢٣ β̂٢٣
٠٫٠٣٧٩ −٠٫٠١٢٨ ٠٫٠۵۴٢ −٠٫٠۴٠۴ ٠٫٠٠١۵ ٠٫٠٠٣٨ ٠٫٠۶۶٣ ٠٫١٧٨٨ β̂٢۴
٠٫٠٣٩ −٠٫٠٠٧۴ ٠٫٠۵٠١ ٠٫٠٠٠٧ ٠ ٠ ٠٫٠۵٢ ٠٫١۵١٣ β̂٢۵
٠٫٠۴٠٣ ٠٫٠٢۶٧ ٠٫٠۴٩۴ ٠٫٠٢٠٨ ٠ ٠ ٠٫٠۵۵۵ ٠٫١٣۴ β̂٢۶
٠٫٠۴٢ ٠٫٠٠٨ ٠٫٠۵٣٣ ٠٫٠٠۶٢ ٠ ٠ ٠٫٠۵٩٨ ٠٫١۵۴٣ β̂٢٧
٠٫٠۵١۶ −٠٫٠١٧٧ ٠٫٠۶١٩ −٠٫٠٣٣٢ ٠ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠۵٩۴ ٠٫١۶٧٣ β̂٢٨
٠٫٠۴١٣ ٠٫٠٣٨٨ ٠٫٠۵٢٣ ٠٫٠٢٠٩ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠٢٨ ٠٫٠۶۶٩ ٠٫١٧٩۴ β̂٢٩
٠٫٠٣٩٨ −٠٫٠٢٠٧ ٠٫٠۵٣٧ −٠٫٠٢٨٩ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠۴۴ ٠٫٢١٢٩ ٠٫۴١٩٩ β̂٣٠
٠٫١٠۴٩ ١٫٩۵٢٢ ٠٫٠٨٢٣ ٢٫٠٢۶٨ ٠٫۶۴۴٢ ١٫٣٧٣٢ ٠٫٣٨۴۵ ١٫۴١٨٨ β̂٣١
٠٫٠٧۴٢ ١٫٩٧٩٣ ٠٫٠۵۴۴ ٢٫٠٢٣۵ ٠٫٣٨٩۵ ١٫۶۴٠٩ ٠٫١٩۵٣ ١٫۶١۵٨ β̂٣٢
٠٫٠۶٨ ١٫٩۴۵ ٠٫٠۴٨۵ ١٫٩٩٢۶ ٠٫٣۵٨ ١٫۶۵٣۵ ٠٫١۶۴۶ ١٫۶۴٨٩ β̂٣٣

٠٫٠۶۶۴ ١٫٩۴۵ ٠٫٠۵٨۵ ١٫٩٨٩٨ ٠٫٣٩٩٧ ١٫۵٩٧٢ ٠٫١۶١١ ١٫۶۵۴۶ β̂٣۴
٠٫٠٩٠۶ ١٫٩۶٧٣ ٠٫٠۶٢٨ ٢٫٠٢۵۵ ٠٫٣٢۶۴ ١٫۶٣۵٧ ٠٫١۵۴٩ ١٫۶۶٣۵ β̂٣۵
٠٫٠٧٣۴ ١٫٩٠۶۶ ٠٫٠۶٠٧ ١٫٩۶۴٢ ٠٫٣١٩٩ ١٫۶۵١١ ٠٫١٣٢۴ ١٫٧٠١١ β̂٣۶
٠٫٠٧٩ ١٫٩٨۵٨ ٠٫٠۵٩۵ ٢٫٠٣٧٨ ٠٫٣٢۶٩ ١٫۶٨٩۴ ٠٫١۴۶٣ ١٫۶٧٧٣ β̂٣٧

٠٫٠۵٧۶ ١٫٩۵۶١ ٠٫٠۴۵٧ ١٫٩٨۶۴ ٠٫٣٢١٢ ١٫۶۶۴٩ ٠٫١٣٧ ١٫۶٩٠۴ β̂٣٨
٠٫٠۶۶٧ ١٫٩۶٧١ ٠٫٠۵٢٨ ١٫٩٩۵٨ ٠٫٣٢١۵ ١٫۶٨٣۶ ٠٫١٢۴۶ ١٫٧٠٠٧ β̂٣٩
٠٫٠٩٠۴ ٢٫٠٩٨٣ ٠٫٠۶٧٣ ٢٫٠٣١٢ ١٫٣٨۶٧ ٣٫٠٠٢٧ ٠٫١۵٠٧ ١٫۶۵۵۴ β̂۴٠
٢٫٣٩٢۴ − ٢٫٢۵٩٣ − ٩٫٣٢۵۴ − ۵٫۶٠۴٣ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

١٧٫٣۶٩ ١۵٫٣٠٧۴ ٣٨٫۵٧٢۴ ٣٧٫١٣٩٧ √
MPE

٢٫١٣٨٣ ٢٫۴٢۶٣ ٠٫٩۶٢٩ ١ REff

١۴٨٫۵٧٨۴ ١۴٨٫۵٧٨۴ ١۴٨٫۵٧٨۴ ١۴٨٫۵٧٨۴ MCN

١٠٫٣٧ ۶٫٩٢ ١٩٫٨٩ − C

٠ ٠ ٠٫٢ − IC



استوار بریج برآوردگر ١٠۶
τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١٠ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

١٫۴١٩٨ −٠٫۴۴٩١ ٢٫٠٠۶۶ −٠٫١۵٩٢ ٠٫٠١۴١ ٠٫٠١۴٨ ٠٫٧۵۵٧ ٠٫٨۶٧۵ β̂١
١٫۶٣٢۴ ٠٫۴۶۶۶ ٢٫۶٠٢۴ ٠٫٠۴۴٧ ٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠١۴۴ ٠٫٧۵۵٢ ٠٫٨۶٧۴ β̂٢
١٫۵٧۴۵ ٠٫٣٠٢١ ٢٫۵٩٨٩ −٠٫٢٢٣۵ ٠ ٠ ٠٫٧۵۶٢ ٠٫٨۶٧٩ β̂٣
٢٫٢۶٩۴ ٠٫٢٨٨۶ ٣٫۴٠۴ ٠٫٢۵٨١ ٠٫٠٠۵٣ ٠٫٠٠٧٣ ٠٫٧۵٨٩ ٠٫٨۶٩٣ β̂۴
١٫۴١٧١ ٠٫٣٧٨٧ ٢٫٣٩٩۶ ٠٫٠٨٧۵ ٠٫٠٠١٨ ٠٫٠٠۵٣ ٠٫٧۵۵٧ ٠٫٨۶٧۴ β̂۵
١٫۶۶۶٢ ٠٫١۶٣٩ ٢٫٨٠٢٩ −٠٫١۴ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠۵٢ ٠٫٧۵۴١ ٠٫٨۶۶۵ β̂۶
١٫٢۴٩٩ ٠٫٢٠۵٢ ٢٫٢٩٩١ −٠٫٠٣٢۴ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٠٣ ٠٫٧۵٨۵ ٠٫٨۶٩ β̂٧
١٫۴٣١۴ ٠٫٣٠٢۴ ٢٫۶٨١۵ ٠٫٠٠٧ ٠ ٠ ٠٫٧۶٢٨ ٠٫٨٧١۵ β̂٨
١٫۴٧٩٩ ٠٫١٢٠٩ ٢٫۵٣٢٩ −٠٫٢۶٨٧ ٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠۶١ ٠٫٧۶٧٢ ٠٫٨٧٣٨ β̂٩
١٫۵٧۵ ٠٫۴۴٧۴ ٢٫۵۵١۶ ٠٫٢٩۶٩ ٠٫٠٣٧٣ ٠٫٠۴۴۴ ٠٫٧٧۶٢ ٠٫٨٧٨٩ β̂١٠

٢٫٠۴۶۶ ١٫۵٣٨۶ ٢٫١٨۵٨ ١٫٨۴۴٩ ٣٫١٧٠۶ ٠٫۴١۴٣ ١٫٢٣٢۴ ٠٫٨٩٢ β̂١١
٢٫۵۶٢۴ ١٫٨۶٧٩ ٣٫٢٩٣۶ ٢٫٢٨١۴ ٢٫٨١٢٢ ٠٫٧٢١۴ ١٫٢١٩۶ ٠٫٨٩٧٩ β̂١٢
٢٫٢٩٧۴ ١٫۵۶۴٩ ٢٫۶١٠٨ ١٫٧١۵٩ ٢٫۶۶۴٩ ٠٫۶٨٢١ ١٫٢٢٠۵ ٠٫٨٩٧۶ β̂١٣
٢٫٠٨٠۴ ١٫٧۵٢ ٢٫۶١٨ ٢٫١١٧٩ ٢٫٠٨٧۴ ١٫١٣٠٨ ١٫٢١١۵ ٠٫٩٠٢٢ β̂١۴
٢٫٠٨٠٧ ١٫۴٧٨۶ ٢٫١٨٧۶ ١٫٨٢١ ٢٫٣۶٣١ ٠٫٨٨٠۵ ١٫٢١۴۶ ٠٫٩٠٠۵ β̂١۵
٢٫٠٠۴٢ ١٫٨٧١٩ ٢٫٢٨۶٩ ٢٫١۵٢٢ ٢٫۴٠١٨ ٠٫٩٩٠۴ ١٫٢١٢۵ ٠٫٩٠١٢ β̂١۶
١٫٩٠٠٩ ١٫۵۶۴٧ ٢٫٣۶٠٨ ١٫٨۶٢٣ ٢٫۶١٠٧ ٠٫٨٢ ١٫٢١ ٠٫٩٠٢۵ β̂١٧
٢٫۴٠۵۶ ١٫٧۶٢ ٣٫٠۴٩٧ ١٫٩٧٩٩ ٢٫۴٧١٩ ٠٫٩٨٣٢ ١٫٢١١۴ ٠٫٩٠١٧ β̂١٨
٢٫٩٢۶٢ ١٫٧٩٠۶ ٣٫۵١٨۶ ١٫٩٩۵٧ ٢٫١١١ ١٫٠٣٠٢ ١٫٢١۶۵ ٠٫٨٩٩۴ β̂١٩
١٫۶٣۴۵ ١٫۴٩٣١ ١٫٨۴٣١ ١٫٨٧٧۴ ٣٫٣۶٠٨ ٠٫٢۶٠٨ ١٫٢٣٠۵ ٠٫٨٩٢۶ β̂٢٠
١٫٢۶٨١ ٠٫٣٣٩ ٢٫۴٧٧٨ ٠٫٠۴۶٨ ٠٫٠٢۶۴ ٠٫٠٢٨۵ ٠٫٧٨۴١ ٠٫٨٨٣۴ β̂٢١
١٫١٠٠٨ ٠٫١٩٧٨ ٢٫۴٢٣٢ −٠٫٠٢٠٢ ٠ ٠ ٠٫٧٧٨١ ٠٫٨٨٠١ β̂٢٢
١٫٣٨٣١ ٠٫٢٩٢٢ ٢٫٣٣٧٢ ٠٫١٧٧١ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٢۴ ٠٫٧٧٢۶ ٠٫٨٧٧٢ β̂٢٣
١٫۴۴٢٣ ٠٫١٧٩۴ ٢٫۴٧٨٣ −٠٫٢٧٣٢ ٠ ٠ ٠٫٧۶٧٢ ٠٫٨٧۴ β̂٢۴
١٫۵٩٩٣ ٠٫٢٣۶١ ٢٫٢٩١٨ ٠٫٠٠۵ ٠ ٠ ٠٫٧۶۶٢ ٠٫٨٧٣۶ β̂٢۵
١٫۴۵٢۴ ٠٫٢۴۵١ ٢٫٢۶٠٧ ٠٫١۴٠٩ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠١٣ ٠٫٧٧٠٧ ٠٫٨٧۶١ β̂٢۶
١٫۴٩۵۵ ٠٫٢١۴ ٢٫۴٣٨١ ٠٫٠۴٢ ٠ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٧٧٠٣ ٠٫٨٧۶ β̂٢٧
٢٫١٩۵۴ ٠٫٠٧٣٩ ٢٫٨٣٢۶ −٠٫٢٢۴٨ ٠ ٠ ٠٫٧۶۵۶ ٠٫٨٧٣٣ β̂٢٨
١٫٧۴٨٣ ٠٫۴٢٢٧ ٢٫٣٨٩٣ ٠٫١۴١٢ ٠٫٠٠٢١ ٠٫٠٠۴۶ ٠٫٧٧٠٩ ٠٫٨٧۶٣ β̂٢٩
١٫۴٩٨۴ ٠٫٠٧۵٣ ٢٫۴۵۴٩ −٠٫١٩۵٢ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٠۶۶ ٠٫٧٧۵۵ ٠٫٨٧٨٧ β̂٣٠
٢٫۶٢١٢ ١٫٩۶۵۶ ٣٫٧۶۴٢ ٢٫١٨١۵ ٢٫٨۵۵ ٠٫۵١۴٧ ١٫٢٣١٢ ٠٫٨٩٢۴ β̂٣١
٢٫٢۵٨۴ ١٫٨۴١ ٢٫۴٨۶١ ٢٫١۵٨٧ ٢٫۵۵٠٢ ٠٫٧٨۶٨ ١٫٢٢٢۵ ٠٫٨٩۶٢ β̂٣٢
٢٫١٨۴۴ ١٫۶٣٩٧ ٢٫٢١٩٧ ١٫٩۵٠١ ٢٫٣٢۵۵ ٠٫٩٩٢٨ ١٫٢١٨١ ٠٫٨٩٨۶ β̂٣٣
٢٫٣١۶٩ ١٫۶٠٢٧ ٢٫۶٧۶١ ١٫٩٣١٣ ٢٫۶۵۶۴ ٠٫٧۵١٢ ١٫٢١٧٨ ٠٫٨٩٨٨ β̂٣۴
٢٫۴۴۵٣ ١٫٨۴٧١ ٢٫٨٧١٢ ٢٫١٧٢٣ ٢٫٣٠۶ ٠٫٩٨۴ ١٫٢٢١١ ٠٫٨٩٧۵ β̂٣۵
٢٫٣٧٧٨ ١٫۵٢١١ ٢٫٧٧٧٨ ١٫٧۵٧٨ ٢٫٣٧٩١ ٠٫٩۴۵۵ ١٫٢٣١ ٠٫٨٩٢٩ β̂٣۶
٢٫٣٣١۴ ١٫٩٢۴۴ ٢٫٧٢٣ ٢٫٢۵۵۶ ٢٫۵٢۵١ ٠٫٨۴۶۵ ١٫٢۴٩۶ ٠٫٨٨۴٣ β̂٣٧
٢٫١۴۶٧ ١٫۶١١۴ ٢٫٠٩٠٩ ١٫٩٠٨١ ٢٫۵٠١ ٠٫۶٩١۴ ١٫٢٨۵٧ ٠٫٨۶٨ β̂٣٨
١٫٩٧٧٣ ١٫۶٨۶۶ ٢٫۴١٣١ ١٫٩٧١۶ ٢٫٨٩٧٧ ٠٫۴۶٨ ١٫٣۵۴٢ ٠٫٨٣٧٨ β̂٣٩
١٠٫١٨۵٩ ٢٫٩۴٢٣ ١۴٫۴٧٢۴ ٢٫٣٣٠٩ ٢۵۵٫٠٠٨٧ ١٧٫۵٨٢۴ ١٫۴٧٠٨ ٠٫٧٨٨۴ β̂۴٠
٨٣٫۶٨٣۴ − ١١۴٫٧١٢۶ − ٣٠۴٫١۵٨٨ − ۴٠٫٢٠٣١ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

١۵٫۴۶٣ ١۵٫٣٠٧۴ ۵٩٫۵٠٣٣ ۵۶٫٩٣۵٨ √
MPE

٣٫۶٨٢١ ٣٫٧١٩۵ ٠٫٩۵۶٩ ١ REff

۶١۵٠٫۴١٠٢ ۶١۵٠٫۴١٠٢ ۶١۵٠٫۴١٠٢ ۶١۵٠٫۴١٠٢ MCN

٢٫٨٢ ١٫١١ ١٩٫۶٩ − C

١٫٠٢ ٠٫۴٨ ٩٫١۴ − IC



١٠٧ بدن چربی داده های تحلیل
τ = ٠ و ρ = ٠٫٣ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١١ . ۴ جدول

MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٠٣٩ −٠٫٠١٢۴ ٠٫٠٠۶٣ ٠٫٠٠۴۵ ٠٫٠٠٠١ ٠ ٠٫٠٢٢٨ ٠٫١١۴۴ β̂١
٠٫٠٠٨٢ −٠٫٠٠٣۶ ٠٫٠١٠١ −٠٫٠١٠١ ٠ −٠٫٠٠٠۵ ٠٫٠١٢٢ ٠٫٠٧٣٨ β̂٢
٠٫٠٠٩٢ ٠٫٠٠۴۶ ٠٫٠٠٩٨ ٠٫٠٠٣٣ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠١۴٣ ٠٫٠٧٨۶ β̂٣
٠٫٠٠٩٢ −٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠١٠٣ −٠٫٠١۴۴ ٠ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠١١۵ ٠٫٠۵۵٨ β̂۴
٠٫٠٠۶ ٠٫٠١١۶ ٠٫٠٠٧١ ٠٫٠١٠٨ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠١٣ ٠٫٠١٣٢ ٠٫٠٧٢٣ β̂۵
٠٫٠٠٧١ ٠٫٠٠٣۶ ٠٫٠٠٨٣ ٠٫٠٠۵۴ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٠١٣٧ ٠٫٠٧١٢ β̂۶
٠٫٠٠٧۵ ٠٫٠٠٧۴ ٠٫٠٠٩٢ ٠٫٠٠۶٣ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠١۵ ٠٫٠١٣٧ ٠٫٠٧٢ β̂٧
٠٫٠٠٩۵ ٠٫٠١٠٣ ٠٫٠١١ ٠٫٠١١ ٠ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠١٣۵ ٠٫٠٧١٢ β̂٨
٠٫٠١٢۵ −٠٫٠١٢٢ ٠٫٠١٣٨ −٠٫٠١۶٧ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٢١٧ ٠٫١٠٧١ β̂٩
٠٫٠٠٩٣ −٠٫٠٠۶ ٠٫٠١٠٨ −٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٢٣ ٠٫٠٩٨۵ ٠٫٢٨١٨ β̂١٠
٠٫٠٣٧٧ ١٫٩٣٩٨ ٠٫٠٠٩۴ ٢٫٠٠٠۴ ٠٫١٧۴۴ ١٫۶۶٠٢ ٠٫١۶۶١ ١٫۶٣۴۵ β̂١١

٠٫٠٣ ١٫٩۵٧٣ ٠٫٠٠٩٩ ٢٫٠٠١٣ ٠٫٠۵١٢ ١٫٨۵٣٣ ٠٫٠۴٧ ١٫٨٣٠٩ β̂١٢
٠٫٠٢٢۴ ١٫٩۵٢٨ ٠٫٠٠٧۵ ١٫٩٩٣٧ ٠٫٠٧۴٧ ١٫٨١٣۶ ٠٫٠۴٢٨ ١٫٨٣۶٣ β̂١٣
٠٫٠٢٠٣ ١٫٩۶١۶ ٠٫٠٠٨١ ١٫٩٩٨۴ ٠٫٠۴۴۶ ١٫٨۶٠۶ ٠٫٠٣٣۵ ١٫٨۶۴٨ β̂١۴
٠٫٠١۵۴ ١٫٩٨۵٢ ٠٫٠٠٨ ٢٫٠١٢۵ ٠٫٠۵٢١ ١٫٨۵۶ ٠٫٠٣١ ١٫٨۶۵٨ β̂١۵
٠٫٠٢۵٢ ١٫٩۴٠٣ ٠٫٠٠٩۵ ١٫٩٧٨٧ ٠٫٠۶٢٨ ١٫٨٢۴۴ ٠٫٠٣۶٩ ١٫٨۴۴۴ β̂١۶
٠٫٠٢۴١ ١٫٩۶٧٨ ٠٫٠٠٩٨ ٢٫٠٠۵ ٠٫٠۶٣۵ ١٫٨٣٣٣ ٠٫٠٣۶٩ ١٫٨۵۵۵ β̂١٧
٠٫٠٢۵۶ ١٫٩۵٧٣ ٠٫٠١۴١ ١٫٩٩٩٧ ٠٫٠۴٧۶ ١٫٨۵٣٣ ٠٫٠٣١١ ١٫٨۶۵۴ β̂١٨
٠٫٠١۶ ١٫٩٨٣١ ٠٫٠٠٨۴ ٢٫٠١٢۴ ٠٫٠۴۵۴ ١٫٨۵۵٧ ٠٫٠۴٢٨ ١٫٨٣۶۶ β̂١٩

٠٫٠٣٩٩ ١٫٩٣٨۵ ٠٫٠٠٨١ ٢٫٠٠۵٨ ٠٫١٧٨۴ ١٫۶٧٠٩ ٠٫١۵٨٨ ١٫۶۴١۴ β̂٢٠
٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٠٩٩ ٠٫٠٠٩٣ ٠٫٠٠۴٩ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٩٧٨ ٠٫٢٨۵۵ β̂٢١
٠٫٠٠۶٧ −٠٫٠٠۶۵ ٠٫٠٠٧٧ −٠٫٠٠٣٢ ٠ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٢٢ ٠٫١٠٧٣ β̂٢٢
٠٫٠٠٨۶ ٠٫٠١٢٩ ٠٫٠٠٩٧ ٠٫٠٠۴٧ ٠ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠١۴٩ ٠٫٠٧٩۶ β̂٢٣
٠٫٠٠٨١ −٠٫٠٠٩٣ ٠٫٠٠٨۵ −٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠١۵ ٠٫٠١۶٧ ٠٫٠٨٠۴ β̂٢۴
٠٫٠٠٧۶ −٠٫٠٠۵٢ ٠٫٠٠٨٩ −٠٫٠٠٢۶ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠١٣۶ ٠٫٠۶٣٢ β̂٢۵
٠٫٠٠٨٢ −٠٫٠٠١۴ ٠٫٠١٠١ −٠٫٠٠۶٧ ٠ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠١٠٩ ٠٫٠۶۶١ β̂٢۶
٠٫٠٠٧٧ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠٨۶ ٠٫٠٠٠۶ ٠ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠١٣٩ ٠٫٠٧٠۶ β̂٢٧
٠٫٠٠٧٧ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٠٩ ٠٫٠٠٣٢ ٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠١٨١ ٠٫٠٨۵١ β̂٢٨
٠٫٠٠٧۴ −٠٫٠١٠١ ٠٫٠٠٨۶ −٠٫٠١٨۵ ٠ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٢٠٧ ٠٫٠٩۴۶ β̂٢٩
٠٫٠٠٨٨ ٠٫٠٠۶ ٠٫٠١٠٣ ٠٫٠١٣٧ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫١٠٠٣ ٠٫٢٨٩٣ β̂٣٠
٠٫٠٣۶٨ ١٫٩۴۵٢ ٠٫٠٠٨٩ ١٫٩٩٧٩ ٠٫١۵۴۵ ١٫۶٩٠٢ ٠٫١۵٢ ١٫۶۴٧٨ β̂٣١
٠٫٠٢٧۶ ١٫٩۵٨۵ ٠٫٠٠٨۵ ٢٫٠٠۴۶ ٠٫٠۴۶۴ ١٫٨۵۶٢ ٠٫٠۴٨١ ١٫٨٢٩٨ β̂٣٢
٠٫٠١٩ ١٫٩۴٢٢ ٠٫٠١١٣ ١٫٩٧۴۶ ٠٫٠۶۶ ١٫٨٢۶۶ ٠٫٠٣٨٢ ١٫٨۴٧۴ β̂٣٣

٠٫٠٣٢١ ١٫٩٨١٩ ٠٫٠١٠٩ ٢٫٠٢۵٢ ٠٫٠۵٩٢ ١٫٨۶٠٣ ٠٫٠٣٢٩ ١٫٨۶٨۴ β̂٣۴
٠٫٠٢٣٢ ١٫٩۴۵۶ ٠٫٠٠٨۵ ١٫٩٨١۵ ٠٫٠٧۵۵ ١٫٧٩٧٩ ٠٫٠۴١ ١٫٨٣٣۵ β̂٣۵
٠٫٠١۴٧ ١٫٩٩۵٩ ٠٫٠٠٩۴ ٢٫٠١٢۴ ٠٫٠۴۵٢ ١٫٨۵٨۴ ٠٫٠٣٣۶ ١٫٨۶٣١ β̂٣۶
٠٫٠٢٠٩ ١٫٩۵١۴ ٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٨۶٣ ٠٫٠۶۵۴ ١٫٨٣٣١ ٠٫٠٣۶۵ ١٫٨۵۴٢ β̂٣٧
٠٫٠٢٠۴ ١٫٩۶٨٣ ٠٫٠١ ٢٫٠٠٢٢ ٠٫٠۴٨۴ ١٫٨۵١٩ ٠٫٠٣٠٨ ١٫٨۵٩٩ β̂٣٨
٠٫٠١٣۶ ١٫٩٨٧ ٠٫٠٠٨۴ ١٫٩٩٣٢ ٠٫٠۵۴٩ ١٫٨٣٩۵ ٠٫٠٣٢۶ ١٫٨۵۵٣ β̂٣٩
٠٫٠۴٣١ ٢٫٠٧٣٨ ٠٫٠٠٩٨ ٢٫٠١۵۴ ٠٫٣۴۶۵ ٢٫۴٧٨٨ ٠٫٠۴۵١ ١٫٨١٧ β̂۴٠
٠٫۶۶٨۶ − ٠٫٣٧۴۶ − ١٫٧۵٨۵ − ١٫۶٨١۵ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

٢٣٫٣۴٨ ١٩٫١٣٨٣ ٣٢٫٧۶٩٨ ٣۴٫٣٩٩ √
MPE

١٫۴٧٣٣ ١٫٧٩٧۴ ١٫٠۴٩٧ ١ REff

۶۴٫٩٩٩١ ۶۴٫٩٩٩١ ۶۴٫٩٩٩١ ۶۴٫٩٩٩١ MCN

١۵٫٠٢ ١۴٫١ ١٩٫٩۵ − C

٠ ٠ ٠ − IC



استوار بریج برآوردگر ١٠٨
τ = ٠ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١٢ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫١۶٨٩ −٠٫٠٩۶٩ ٠٫٢٨٨۵ ٠٫٠٣٠٢ ٠ ٠ ٠٫٨٣۶٨ ٠٫٩١۴٣ β̂١
٠٫٢۶٧٩ ٠٫٢۶١۵ ٠٫۴۶٣٨ −٠٫٠۶٨ ٠ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٨٢٧٩ ٠٫٩٠٩۴ β̂٢
٠٫٣٢٧٩ ٠٫٠۶٨۵ ٠٫۴۴٩۶ ٠٫٠٢٢٣ ٠ ٠ ٠٫٨٢۶٣ ٠٫٩٠٨۵ β̂٣
٠٫٣۴٣۵ ٠٫١٠١٧ ٠٫۴٧ −٠٫٠٩٧۴ ٠ ٠ ٠٫٨٢۶٣ ٠٫٩٠٨۵ β̂۴
٠٫٢١۴۵ ٠٫١٠١١ ٠٫٣٢۴ ٠٫٠٧٣٣ ٠ ٠ ٠٫٨٢٨٢ ٠٫٩٠٩۵ β̂۵
٠٫٢۵٧۵ ٠٫١٢٠١ ٠٫٣٧٧٨ ٠٫٠٣۶٨ ٠ ٠ ٠٫٨٣٢٣ ٠٫٩١١٨ β̂۶
٠٫٣٠٠۶ ٠٫١١١٣ ٠٫۴٢٠٨ ٠٫٠۴٢۶ ٠ ٠ ٠٫٨۴١٨ ٠٫٩١٧ β̂٧
٠٫٣۶٣۵ ٠٫٢١٩٨ ٠٫۵٠۴۶ ٠٫٠٧۴٢ ٠ ٠ ٠٫٨۴۶١ ٠٫٩١٩٢ β̂٨
٠٫۴۵٨۶ ٠٫٠۴ ٠٫۶٣٣ −٠٫١١٢٧ ٠ ٠ ٠٫٨۵۶۴ ٠٫٩٢۴٧ β̂٩
٠٫٣٣٨۴ ٠٫٠٨٢ ٠٫۴٩۵٧ −٠٫٠٣٣٢ ٠ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٨٧٢٩ ٠٫٩٣٣۴ β̂١٠
٠٫۵١۴٧ ١٫٨۴۴٨ ٠٫۴٢٨۶ ٢٫٠٠٢۶ ٢٫۴٢٣١ ٠٫۵٧٣٩ ١٫٠٩۶٣ ٠٫٩۵۴٣ β̂١١
٠٫۵٩٣١ ١٫٨۶٧٩ ٠٫۴۵١ ٢٫٠٠٩١ ١٫١۶٢۶ ١٫٢۴٧۵ ١٫٠٧۶٩ ٠٫٩۶٣٧ β̂١٢
٠٫۴۵٨٧ ١٫٨١٢۶ ٠٫٣۴٣۵ ١٫٩۵٧٣ ١٫٣۵۶ ١٫١٣۵٢ ١٫٠۶٩٣ ٠٫٩۶٧۶ β̂١٣
٠٫۴۶١۶ ١٫٨۴۶٩ ٠٫٣۶٨٧ ١٫٩٨٩۴ ١٫١٨۴١ ١٫٣٣٣٢ ١٫٠۶۵ ٠٫٩۶٩٨ β̂١۴
٠٫۴۶٠٧ ١٫٩٣۶۵ ٠٫٣۶۵ ٢٫٠٨۴٧ ١٫٠٧٧٩ ١٫۴۴٣٧ ١٫٠۶۴٣ ٠٫٩٧٠١ β̂١۵
٠٫۶١٢۶ ١٫٧١٢ ٠٫۴٣۵٧ ١٫٨۵۶٢ ١٫۵١٩۴ ١٫١٣۶٨ ١٫٠۶۵۶ ٠٫٩۶٩۵ β̂١۶
٠٫۵٨٢٧ ١٫٨٩٣٧ ٠٫۴۴۶٧ ٢٫٠٣۴١ ١٫٣٢٨٢ ١٫٢٩۴۴ ١٫٠۶۴١ ٠٫٩٧٠١ β̂١٧
٠٫٧٧۴۶ ١٫٨۶٣٣ ٠٫۶۴٢۶ ١٫٩٩٧٧ ١٫٢١٨ ١٫٣٩١۶ ١٫٠۶۶٣ ٠٫٩۶٩١ β̂١٨
٠٫۴٩٠۴ ١٫٩۵٢١ ٠٫٣٨٢ ٢٫٠٨۴١ ١٫٢٨۶۵ ١٫٣٠٨۵ ١٫٠٧٨۴ ٠٫٩۶٣ β̂١٩
٠٫۴۴٣۴ ١٫٨٨۶٢ ٠٫٣۶٨۴ ٢٫٠٣٩٢ ٢٫٧٠٩۴ ٠٫۴۶٠۶ ١٫١٠٠٨ ٠٫٩۵١٩ β̂٢٠
٠٫٢٨٩١ ٠٫١۴٨۵ ٠٫۴٢۵٨ ٠٫٠٣٢٩ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٨٧٠٧ ٠٫٩٣٢۵ β̂٢١
٠٫٢٣٢۵ ٠٫٠٨٠٣ ٠٫٣۵٠١ −٠٫٠٢١۴ ٠ ٠ ٠٫٨۵٠۶ ٠٫٩٢١٧ β̂٢٢
٠٫٢٨٨١ ٠٫١٧٠٢ ٠٫۴۴۵٣ ٠٫٠٣١٨ ٠ ٠ ٠٫٨۴١٩ ٠٫٩١٧١ β̂٢٣
٠٫٢۴۵۵ ٠٫١٠٩٩ ٠٫٣٨٩٩ −٠٫٠۵٢٨ ٠ ٠ ٠٫٨٣۴٣ ٠٫٩١٢٩ β̂٢۴
٠٫٢٧٧٧ ٠٫٠٧١٩ ٠٫۴٠٩١ −٠٫٠١٧٩ ٠ ٠ ٠٫٨٣٢۶ ٠٫٩١٢ β̂٢۵
٠٫٣٠۵٢ ٠٫٠٩۴٣ ٠٫۴۶٢٧ −٠٫٠۴۵۵ ٠ ٠ ٠٫٨٣۴٧ ٠٫٩١٣٢ β̂٢۶
٠٫٢۶٨٩ ٠٫٠۴٨۶ ٠٫٣٩۴۴ ٠٫٠٠۴٣ ٠ ٠ ٠٫٨٣۶٧ ٠٫٩١۴٣ β̂٢٧
٠٫٢۶٨٧ ٠٫١۶٣۴ ٠٫۴١٣۵ ٠٫٠٢١٨ ٠ ٠ ٠٫٨٣٨٩ ٠٫٩١۵۴ β̂٢٨
٠٫٢٨٩۵ ٠٫٠٠٢٨ ٠٫٣٩۵۵ −٠٫١٢۵١ ٠ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٨۴۶ ٠٫٩١٩٣ β̂٢٩
٠٫٣٣٧ ٠٫١٢۴٣ ٠٫۴٧٢١ ٠٫٠٩٢۶ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٨۶۴۵ ٠٫٩٢٩٢ β̂٣٠

٠٫۵٧٨٩ ١٫٨٣۶٨ ٠٫۴٠٧۶ ١٫٩٨۵٩ ٢٫۴٨۶٧ ٠٫۵۵۴٧ ١٫١٠٧١ ٠٫٩۴٨٨ β̂٣١
٠٫۵٢٧٢ ١٫٨٩٨٣ ٠٫٣٨٧۶ ٢٫٠٣١۴ ١٫٢٨۶٢ ١٫٣٢٩۵ ١٫٠٨٧ ٠٫٩۵٩ β̂٣٢
٠٫۶٨٢٢ ١٫۶٨٨١ ٠٫۵١۵۶ ١٫٨٢٨٣ ١٫٧۶٠٩ ١٫١۴٨۴ ١٫٠٨٢ ٠٫٩۶١۶ β̂٣٣
٠٫۶٠٨ ٢٫٠۵١۶ ٠٫۴٩٨ ٢٫١٧٠۵ ١٫٣٢٣٧ ١٫۴١٨ ١٫٠٧٩٨ ٠٫٩۶٢٧ β̂٣۴

٠٫۵٢٢٧ ١٫٧٢٢٢ ٠٫٣٩٠۶ ١٫٨٧۵٢ ١٫۶٢١ ١٫٠۶۶٢ ١٫٠٨٧۵ ٠٫٩۵٨٧ β̂٣۵
٠٫۵۶٣٧ ١٫٩۵٨٩ ٠٫۴٣١٣ ٢٫٠٨۴١ ١٫١١۴۴ ١٫٣٧٢٨ ١٫٠٩۶۶ ٠٫٩۵۴٣ β̂٣۶
٠٫۵٣٩ ١٫٧٧٩٧ ٠٫٣٨۵٩ ١٫٩٠٧۴ ١٫٣٩۴ ١٫٢١٩٨ ١٫١١٧٨ ٠٫٩۴۴١ β̂٣٧

٠٫۶٢٧٨ ١٫٨٨۶۶ ٠٫۴۵٩۴ ٢٫٠١۴٧ ١٫۵٨۶٧ ١٫٠٣٢٣ ١٫١۵۶٣ ٠٫٩٢۵٩ β̂٣٨
٠٫۵٢٠۴ ١٫٨۵۴ ٠٫٣٨۴٣ ١٫٩۵۴١ ٢٫٧٠٩٩ ٠٫۴۴١٧ ١٫٢٣٠٨ ٠٫٨٩١۴ β̂٣٩
٣٫٢٠٨۵ ٢٫٢٩٢۶ ٢٫٨٠٠٨ ٢٫١٨٨٧ ١۶۴٫٨٩٩۵ ١۴٫٢۵٩۴ ١٫٣۶٢۵ ٠٫٨٣٣٢ β̂۴٠
١٩٫۶١۴٢ − ١٩٫۴٧٩٧ − ١٩۵٫۴۴٨٢ − ٣٩٫٠٠٠٣ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

٢١٫۵٩٠۶ ١٩٫١٣٨٣ ۶٢٫٠۶۶١ ۶١٫٩٧۶ √
MPE

٢٫٨٧٠۵ ٣٫٢٣٨٣ ٠٫٩٩٨۵ ١ REff

۴١۴۶٫٢٩۵٨ ۴١۴۶٫٢٩۵٨ ۴١۴۶٫٢٩۵٨ ۴١۴۶٫٢٩۵٨ MCN

۴٫۶٨ ٢٫٣٣ ٢٠ − C

٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٣٫٨٨ − IC



١٠٩ بدن چربی داده های تحلیل
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١٣ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫١۴١ −٠٫١۴٢٩ ٠٫٢٠٢۴ −٠٫٠٧١٨ ١٫٣۶۴۴ ٠٫٣۴٨٨ ٠٫١۵١۴ ٠٫٣٨٨١ β̂١
٠٫١۴۴٧ ٠٫١٠٩۶ ٠٫٢٠٨١ ٠٫٠٠٧۶ ٠٫۶٢۴١ ٠٫٢۴٠٣ ٠٫٢٢۵۵ ٠٫۴٧٣٨ β̂٢
٠٫١٨٨۵ ٠٫١٠٨۶ ٠٫٢۶۶١ ٠٫٠۵٠٧ ٠٫۵٩٧۴ ٠٫٢۶٣۵ ٠٫١۵۶٣ ٠٫٣٩۴۴ β̂٣
٠٫٢٣ −٠٫٠٣٨٣ ٠٫٢٧٣٢ −٠٫٠۶٩۴ ١٫٣٠٢١ ٠٫٣۵٢۵ ٠٫١٩٨۵ ٠٫۴۴۴۵ β̂۴

٠٫٢٠١۴ ٠٫٠٨٢٧ ٠٫٢۶٧٢ ٠٫٠۶۶۶ ٠٫٠٣٢٣ ٠٫٠١٨ ٠٫۴۴۵٨ ٠٫۶۶۶١ β̂۵
٠٫٢۵۴١ ٠٫٢٢١٣ ٠٫٣١٨٣ ٠٫٢٢۴۴ ٠ ٠ ٠٫٧۴٩۶ ٠٫٨۶۴ β̂۶
٠٫٢٠۴۶ ٠٫٠٠٩۴ ٠٫٣١٠۴ −٠٫١۵۴۶ ٢٫٠۵۶٩ ٠٫۶٠۶۵ ٠٫١٨١٢ ٠٫۴٢۴٧ β̂٧
٠٫١٩۵١ ٠٫١١٣۵ ٠٫٣٠٨٢ ٠٫١۴٩۶ ٠٫٠٢٣۶ ٠٫٠١۵۴ ٠٫۴۵٧٩ ٠٫۶٧۵ β̂٨
٠٫١٣٢١ ٠٫٠١١۵ ٠٫٢٠٠٩ −٠٫١٠١١ ٠٫۶۴٢٩ ٠٫٢٨۵٩ ٠٫١٨١٣ ٠٫۴٢۴٧ β̂٩
٠٫١٨۴٨ ٠٫١۵۶٣ ٠٫٢۵١٣ ٠٫١٧٨٧ ٠ ٠ ٠٫٧٢٧٢ ٠٫٨۵٠۵ β̂١٠
٠٫٣١٠٣ ١٫٧٨٧۵ ٠٫٢۴٣۵ ١٫٨۶٠۴ ٣٫٢٠۵ ٠٫٧٠١٢ ٢٫۴٨٨٩ ٠٫۴٢٢٧ β̂١١
٠٫٣۴٣ ١٫٩٢۶٩ ٠٫٢٧٢١ ٢٫٠٠١۴ ۴٫۴٨٠١ ٠٫۴٩٨۵ ٢٫٠۶۵ ٠٫۵۶٣۵ β̂١٢

٠٫٢۵٩۴ ١٫٩٩۴٢ ٠٫٢٣٨٧ ٢٫٠٢۵۶ ٣٫٧۶۵۴ ٠٫۴۴۵٢ ٢٫١٠٣٨ ٠٫۵۵٠١ β̂١٣
٠٫٢۶٠٨ ١٫٨١۵٣ ٠٫٢٠٩۴ ١٫٨۶٧۶ ۴٫۴۶٠٨ ٠٫٧٢٣١ ٢٫۴۴۵۵ ٠٫۴٣۶۵ β̂١۴
٠٫١٧٨٢ ٢٫٠۴۵۶ ٠٫١۶٨٨ ٢٫٠٩٣٩ ۴ ٠ ١٫۴١١١ ٠٫٨١٣۶ β̂١۵
٠٫٣٠٨٨ ١٫٩۴۶٢ ٠٫٢٧۵٢ ٢٫٠٠۴۶ ۴ ٠ ١٫۶٠٨٢ ٠٫٧٣٢٨ β̂١۶
٠٫٢٨٣٧ ١٫٨٣١٢ ٠٫٢٣١١ ١٫٨۶٨۵ ۴٫۴۶٨٨ ١٫٠۵٣٩ ٢٫٣٩۶٣ ٠٫۴۵٢٣ β̂١٧
٠٫٢٨۶٨ ٢٫٠١٩١ ٠٫٢۵٢١ ٢٫٠٨۶١ ۴ ٠ ١٫٢٢۴١ ٠٫٨٩۵١ β̂١٨
٠٫٣٣١۶ ١٫٩٣٣ ٠٫٢۶۶ ٢٫٠٠٢٧ ۴ ٠ ١٫۵۶٣۴ ٠٫٧۵٠٧ β̂١٩
٠٫٣٢٣٢ ١٫٨۵٠۴ ٠٫٢۶٠۶ ١٫٩٣٣ ۴ ٠ ١٫٣٠٧٢ ٠٫٨۵٧٩ β̂٢٠
٠٫١٨٩٢ ٠٫١۶٧١ ٠٫٢۵٩۵ ٠٫١٨٠١ ٠ ٠ ٠٫٧٧٢٨ ٠٫٨٧۵۴ β̂٢١
٠٫١٩۴ ٠٫١٠۴٧ ٠٫٢۵٢٣ ٠٫٠٣٣۶ ٠ ٠ ٠٫۵٢٩ ٠٫٧٢۵۵ β̂٢٢

٠٫٢٢٩٣ ٠٫١٢٨١ ٠٫٣٠٩۴ ٠٫١٠٩ ٠ ٠ ٠٫٧٩٧ ٠٫٨٩٠٨ β̂٢٣
٠٫٢٠۶٧ ٠٫١٠٣٩ ٠٫٢٨١۵ ٠٫٠٧٢۵ ٠ ٠ ٠٫٧٩۴٨ ٠٫٨٨٨٨ β̂٢۴
٠٫٢۵۴٨ ٠٫٠٧١۴ ٠٫٣١١ ٠٫٠١٩۵ ٠ ٠ ٠٫۴٠٨٩ ٠٫۶٣٨ β̂٢۵
٠٫١٧٠٩ ٠٫٠٨٩١ ٠٫٢۴۴ ٠٫٠٣٢٨ ٠٫۶٧١١ ٠٫١۴٣٧ ٠٫٣٠٩٧ ٠٫۵۵۵١ β̂٢۶
٠٫١۵٠٧ −٠٫٠١۵ ٠٫٢٠٧۴ −٠٫٠٩۵١ ٠٫٨٩۴۶ ٠٫٣٣٢١ ٠٫١٣٨۶ ٠٫٣٧١۵ β̂٢٧
٠٫٢٢۵٨ ٠٫١۶۴۶ ٠٫٢٨٣ ٠٫١۵۶٢ ٠ ٠ ٠٫٧٣٠۶ ٠٫٨۵٣ β̂٢٨
٠٫٢٣٣٩ ٠٫١٠٣۴ ٠٫٣٠۶۵ ٠٫٠٨۴٩ ٠٫٠٠٩٨ ٠٫٠٠٩٩ ٠٫۴٣٧٨ ٠٫۶۶٠٢ β̂٢٩
٠٫٢٣٩۵ ٠٫٠٧٨٢ ٠٫٢٩٧٩ ٠٫٠٧٩٨ ٠٫۵٠٧٣ ٠٫١٧٨٩ ٠٫٣١٠١ ٠٫۵۵۵۵ β̂٣٠
٠٫٣۶٩۴ ١٫٧۴۴۶ ٠٫٣١٧۶ ١٫٨٠٠٧ ٣٫۵١٨۵ ٠٫١٩٣۴ ٢٫٧٠٣٨ ٠٫٣۵۵٩ β̂٣١
٠٫٣٢٢٩ ١٫٨٩٨٩ ٠٫٢۵١۵ ١٫٩۴۶٣ ۴٫٨١٠٧ ١٫٣۶ ٢٫٢٧۴ ٠٫۴٩٢۴ β̂٣٢
٠٫٣٠٣٨ ٢٫٠١۶١ ٠٫٢۵۶۴ ٢٫٠۵۶١ ۴٫٠٩٠٩ ٠٫۴٧٧٢ ٢٫٠٣٨۴ ٠٫۵٧٢٨ β̂٣٣
٠٫٣٢۶٧ ١٫٨٠٨٣ ٠٫٣٠۶ ١٫٨٣۴١ ۴٫۵۴٩۴ ١٫٢۶١٩ ٢٫۴٢٨۶ ٠٫۴۴١٩ β̂٣۴
٠٫٢٨٨٨ ٢٫١٠۶۵ ٠٫٢۶٠۴ ٢٫١٧٧٢ ۴ ٠ ٢٫١٧٨۶ ٠٫۵٢٩۴ β̂٣۵
٠٫٣٨٣٧ ١٫٨٩٢٩ ٠٫٣٠۶٧ ١٫٩٣٣٨ ٣٫٨٠٧١ ٠٫٣٢٣۴ ٢٫٠۶١ ٠٫۵۶۴٩ β̂٣۶
٠٫٣٢١٢ ١٫٩۶۴۴ ٠٫٢٧٣١ ٢٫٠٠١۴ ٣٫۵۶٧١ ١٫١٢۴٨ ٢٫٣٩۴٩ ٠٫۴۵٢٨ β̂٣٧
٠٫٣۵١۴ ١٫٩٣۵۵ ٠٫٣١٠٣ ١٫٩٧١٢ ٣٫٩۶٧۵ ٠٫٠۵٩۵ ١٫٨٨٨١ ٠٫۶٢۶۵ β̂٣٨
٠٫٢۶۵٩ ٢٫٠۴۴٩ ٠٫٢٣۴ ٢٫٠۵١٢ ۴٫١٠٨١ ٠٫١٨٢٩ ٢٫٠۵٣۵ ٠٫۵۶٧۴ β̂٣٩
١٫١٠١۵ ١٫٧١۴٢ ١٫١٠٧۴ ١٫۶۶١ ١۵٫٩٢٧٢ ۴٫٩١٠١ ٢٫٣۶٢٨ ٠٫۴۶٣١ β̂۴٠

١٠٫٨٩٢۴ − ١١٫٣٩٩۵ − ١٠١٫۴۵٢٩ − ۴٩٫٧٠١٢ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

۴٠٫١٣٨۶ ۴١٫١۵٢٨ ۴٩٧٫۵٩۵٩ ۴٨٢٫٠٠٩۶ √
MPE

١٢٫٠٠٨۶ ١١٫٧١٢٧ ٠٫٩۶٨٧ ١ REff

٣۵٨۶٫۴٨۶۵ ٣۵٨۶٫۴٨۶۵ ٣۵٨۶٫۴٨۶۵ ٣۵٨۶٫۴٨۶۵ MCN

۵٫۴٧ ٣٫٣۵ ١٨٫۶۴ − C

٠٫٠۴ ٠٫٠٣ ١۵٫٧٣ − IC



استوار بریج برآوردگر ١١٠
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ١٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١۴ . ۴ جدول
MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب

MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٩٠۴۴ ٠٫٠٧۴٢ ١٫٢٠٨۵ ٠٫٢٢٩٧ ٠٫٣٠٨٧ ٠٫١٢۶۵ ٠٫١۴٨۴ ٠٫٣٨۴ β̂١
٠٫۶۶٠۶ ٠٫٣٧۵۴ ١٫٠۴٨٧ ٠٫١١٢٧ ۴٫٣۵١ ٠٫٩٨٢١ ٠٫٢٢١٨ ٠٫۴۶٩٧ β̂٢
٠٫٧۵٢۵ ٠٫۵٠٢۴ ١٫٠٨٢٣ ٠٫٢۶۴٣ ٠٫۵٠٨٨ ٠٫١٨۶٣ ٠٫١۵٣۵ ٠٫٣٩٠۶ β̂٣
٠٫٨۵٠٢ ٠٫١٩٧٩ ١٫٢٩٩ ٠٫١١٠٢ ٢٫٢١١١ ٠٫۵٨۴۶ ٠٫١٩۵۵ ٠٫۴۴٠٩ β̂۴
٠٫٧۶١ ٠٫۴١٧١ ١٫١٧٨٨ ٠٫٢١٣۴ ٠٫٠٣٧۵ ٠٫٠٣٠١ ٠٫۴۴٣٧ ٠٫۶۶۴۵ β̂۵

٠٫٨٨۶٧ ٠٫٣٩١ ١٫٢٨٣۶ ٠٫٢٧٧۶ ٠ ٠ ٠٫٧۶٠۴ ٠٫٨٧٠۴ β̂۶
٠٫٧۴٧٨ ٠٫٢۴٢٧ ١٫١۴۵٧ ٠٫٠٠٨٨ ٣٫١١٧٢ ٠٫۶٧٩۶ ٠٫١٧٨۵ ٠٫۴٢١٣ β̂٧
٠٫۶٠۴۵ ٠٫٣٠٨۶ ١٫٠۶٨ ٠٫١٧٧۵ ٠٫٠٨۴٢ ٠٫٠٣۴٧ ٠٫۴۵٨٢ ٠٫۶٧۵٢ β̂٨
٠٫۴۵٩١ ٠٫١۵۴۵ ٠٫٧٣٨ −٠٫١٠٢۵ ٠٫٩٢۴٢ ٠٫٣٢٣۵ ٠٫١٧٨۴ ٠٫۴٢١٢ β̂٩
١٫٠۵۶۴ ٠٫۶۵٠٧ ١٫٧۵٣١ ٠٫۶٨٩۴ ٠ ٠ ٠٫٧٣٠١ ٠٫٨۵٢۶ β̂١٠
١٫٣۶٣٣ ١٫۴٢۶١ ١٫۴٨۵١ ١٫۵٩۴٧ ٣٫٣٩٧٨ ٠٫٣۴٨۶ ٢٫۵٠۴٩ ٠٫۴١٧۶ β̂١١
١٫۵١١٣ ١٫۶١٧٣ ١٫۵٣۵۶ ١٫٧٨۶۶ ۶٫٩٧۴٨ ١٫١۶٠١ ٢٫٠٨١۴ ٠٫۵۵٧٩ β̂١٢
١٫١٢۵٨ ١٫۶٧٢٧ ١٫٢٢۴٧ ١٫٨۴ ۶٫۵٢۶٢ ١٫٠٧٨٩ ٢٫١٢٢۵ ٠٫۵۴٣٧ β̂١٣
١٫٢١۶۴ ١٫۵۵٣ ١٫١۴۵۶ ١٫٧۴٩٨ ۴٫٢۵۶۵ ٠٫۴٣٢٨ ٢٫۴۶٢٩ ٠٫۴٣١ β̂١۴
٠٫٩٨٢٢ ١٫٩٠٣٩ ١٫١۵۵٩ ٢٫١٢٧٩ ۴ ٠ ١٫۴١٧٧ ٠٫٨١٠٧ β̂١۵
١٫١٢٨٣ ١٫٧٣٨٧ ١٫۵٠۶٨ ١٫٨٨۴٧ ۴ ٠ ١٫۶٢٠۵ ٠٫٧٢٨ β̂١۶
١٫١٠۶۵ ١٫۵٩٨۵ ١٫١۶۴٧ ١٫٧۶٣ ۴٫۵٩۴ ٠٫٨٧٢٣ ٢٫۴١٢١ ٠٫۴۴٧٣ β̂١٧
١٫٠۶٣٧ ١٫٧۵۵٧ ١٫٢٢٣٣ ١٫٩٧١٧ ۴ ٠ ١٫٢١٧۶ ٠٫٨٩٨ β̂١٨
١٫۵۶١١ ١٫٧١٩۶ ١٫٧٨۴۴ ١٫٩٢۴٨ ۴ ٠ ١٫۵٧٢ ٠٫٧۴٧٣ β̂١٩
١٫٣٩۶۴ ١٫۴٧٨۶ ١٫٣٩۵٣ ١٫۶٧٢٧ ۴ ٠ ١٫٣٠۶٧ ٠٫٨۵٨١ β̂٢٠
٠٫٩۶٨ ٠٫٢۶٨١ ١٫٣۴٠٢ ٠٫٢۶۶٧ ٠ ٠ ٠٫٨٠٢ ٠٫٨٩٢٣ β̂٢١

٠٫٧٢٨۴ ٠٫٣۴۴۵ ١٫١٢٣٧ ٠٫١۵٩ ٠ ٠ ٠٫۵٢۶۵ ٠٫٧٢٣٨ β̂٢٢
٠٫۶٨٧۴ ٠٫٣٠۴۶ ١٫١۵٢ ٠٫١٨٩١ ٠ ٠ ٠٫٨٢۵٨ ٠٫٩٠۶٩ β̂٢٣
٠٫٧٠٣ ٠٫٢٧٨٢ ١٫٢٩٧٨ ٠٫١۵٢٧ ٠ ٠ ٠٫٨٢۴۵ ٠٫٩٠۵٧ β̂٢۴

٠٫٩٩۵٩ ٠٫٣٩٢۵ ١٫٣٣١٨ ٠٫٢٧۴٢ ٠٫١٢۴٢ ٠٫٠٧ ٠٫۴٠۶۵ ٠٫۶٣۶١ β̂٢۵
١٫١٨٢٩ ٠٫٢۵۴٣ ١٫۵٠٢۵ ٠٫٠۵٨٣ ٣٫١٨٢۴ ٠٫۶٨۶٣ ٠٫٣٠٨ ٠٫۵۵٣٣ β̂٢۶
٠٫۶۴٧٩ ٠٫٢٧١٩ ١٫٠۴٨۶ ٠٫١٢٢ ٠٫٠٢۶ ٠٫٠٣۵ ٠٫١٣۶۴ ٠٫٣۶٨٣ β̂٢٧
٠٫٧۵٨١ ٠٫٣۵۵٨ ١٫٢٨٠۵ ٠٫٢۵١ ٠ ٠ ٠٫٧۴۴٧ ٠٫٨۶١۴ β̂٢٨
٠٫٨٠٧۵ ٠٫۴۶ ١٫٢٧٧٢ ٠٫٢٠٧۴ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠١١ ٠٫۴٣۶٢ ٠٫۶۵٨٩ β̂٢٩
٠٫٨۶٢٢ ٠٫۴٩١٩ ١٫۴٢۵۶ ٠٫٣۵٩۶ ٣٫۴۵١۶ ٠٫٧۴۴٨ ٠٫٣٠۶٧ ٠٫۵۵٢٢ β̂٣٠
٢٫۶٩١٨ ١٫۶١٧۵ ١٫٢٣۶۶ ١٫۶۴٩٢ ٣٫٩٩٩۵ ٠٫٠٠٠١ ٢٫٧١٧٧ ٠٫٣۵١٧ β̂٣١
١٫١٨٧٢ ١٫۶۶٨٧ ١٫١٨٢۵ ١٫٨٨۴۵ ٨٫٨٨٣۵ ١٫٨٣۵۵ ٢٫٢٩٣١ ٠٫۴٨۶٢ β̂٣٢
١٫٠۴٠١ ١٫٧٢١٧ ٠٫٩۵ ١٫٩٢۵٣ ۵٫٢۵٩١ ٠٫٨٠٧٢ ٢٫٠۵٩٣ ٠٫۵۶۵۵ β̂٣٣
١٫٠٩١٣ ١٫٧۴٠۴ ١٫٠٩٠٨ ١٫٩٠۶ ۴٫١٢٧٧ ٠٫٩١١۴ ٢٫۴۴۶٨ ٠٫۴٣۶١ β̂٣۴
١٫١٧٠٨ ١٫۵۵۵٩ ١٫١۶٠١ ١٫٨٨٨٨ ۴ ٠ ٢٫١٢٧۶ ٠٫۵۴۶۴ β̂٣۵
١٫٠٠۴۴ ١٫٧۴١۵ ١٫٠٩٨٧ ١٫٩٠٩٣ ۴٫٧٢٩٩ ٠٫٧٧۵ ٢٫٠٧۴٧ ٠٫۵۶٠١ β̂٣۶
١٫١١٨۶ ١٫٧٩٢٨ ١٫٣٠٩٢ ١٫٨۶۴١ ٣٫٢۴٢ ٠٫٧۶٨۴ ٢٫۴٠٩۴ ٠٫۴۴٨١ β̂٣٧
١٫٢٠٢٩ ١٫۶٠۶٣ ١٫٠٣٠٨ ١٫٧٨۵۵ ۴٫٣١٨٨ ٠٫١۵٩ ١٫٨٨٢ ٠٫۶٢٨٨ β̂٣٨
١٫١۴٩٨ ١٫٧٠۵٣ ١٫٠٩٠١ ١٫٨٣٢۶ ٣٫٩٨۴٣ ٠٫٣١٣۵ ٢٫٠٣۶٣ ٠٫۵٧٣۵ β̂٣٩
٢٫٣١٠۶ ١٫٣۴٣٨ ٣٫۵٠٣١ ١٫١۶٢۵ ١٠٫۵٢۶٣ ٣٫٢٩٨١ ٢٫٣۴٧٣ ٠٫۴۶٨٣ β̂۴٠
۴٢٫۴۴٧ − ۵١٫٨۵٩٣ − ١١٧٫١۴٧۴ − ۴٩٫٨٩٨٢ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

۴١٫۵٣٧١ ۴۴٫٧۴٧٢ ۴٩۴٫٧۴٧٣ ۴٨۶٫٠٨٢۵ √
MPE

١١٫٧٠٢۴ ١٠٫٨۶٢٩ ٠٫٩٨٢۵ ١ REff

٣٣۴٣٧٫٠٨٢٧ ٣٣۴٣٧٫٠٨٢٧ ٣٣۴٣٧٫٠٨٢٧ ٣٣۴٣٧٫٠٨٢٧ MCN

٣٫۵٧ ١٫۵۶ ١٨٫١٩ − C

٠٫٨٧ ٠٫٣۴ ١۶٫١ − IC



١١١ بدن چربی داده های تحلیل
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١۵ . ۴ جدول

MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫٠٢٣١ −٠٫٠٩٢۶ ٠٫٠٢٧ −٠٫٠٧٨٧ ٠٫٢٨٢٧ ٠٫١٩۴٩ ٠٫١۵۵٧ ٠٫٣٩۴١ β̂١
٠٫٠۴٢١ ٠٫٠٨٧۶ ٠٫٠۴۵ ٠٫٠٨١٧ ٠٫١۴۶ ٠٫٠٨٩۵ ٠٫٢٣٢٣ ٠٫۴٨١۵ β̂٢
٠٫٠٣۶١ −٠٫٠٩۵۴ ٠٫٠٣٨۶ −٠٫١٠۵۶ ٠٫٣٠٩٧ ٠٫٢١٢۴ ٠٫١۶٣۶ ٠٫۴٠۴ β̂٣
٠٫٠٣٢٧ −٠٫٠١٧٩ ٠٫٠٣٩١ −٠٫٠٣۴۵ ٠٫۵۴٢۶ ٠٫٢٢٩٩ ٠٫٢٠۵٧ ٠٫۴۵٣١ β̂۴

٠٫٠۵ ٠٫٠٣۶١ ٠٫٠۵۴۵ ٠٫٠۴١٨ ٠ ٠ ٠٫۴۵۵٣ ٠٫۶٧۴١ β̂۵
٠٫٠۵٧٩ ٠٫١٢٩٧ ٠٫٠۶۶۵ ٠٫١۴٠۴ ٠ ٠ ٠٫٧۶٣٧ ٠٫٨٧٣١ β̂۶
٠٫٠۵٣٧ −٠٫١٢٨٩ ٠٫٠۶٢٨ −٠٫١۵۶٩ ٠٫۵٧٩١ ٠٫٢٩۵٣ ٠٫١٨٩۵ ٠٫۴٣۴٨ β̂٧
٠٫٠۴٢۴ ٠٫٠٨٧٩ ٠٫٠۵٠۵ ٠٫٠٨٢٧ ٠ ٠ ٠٫۴۶٧۵ ٠٫۶٨٣١ β̂٨
٠٫٠۴۵٨ −٠٫١٠۶۶ ٠٫٠۴٩۶ −٠٫١١۴٢ ٠٫٢٠٩٢ ٠٫١٨٨٧ ٠٫١٨٨۶ ٠٫۴٣٣٨ β̂٩
٠٫٠۶۶ ٠٫١٨٠٨ ٠٫٠۶٩٢ ٠٫١٨٧٨ ٠ ٠ ٠٫٧٣۴۶ ٠٫٨۵۶۴ β̂١٠

٠٫٠۶۵٣ ١٫٨٢٠٣ ٠٫٠۵٩٨ ١٫٨٣٣ ٢٫۶٠٠٣ ٠٫٧۵٢١ ٢٫۴۶١ ٠٫۴٣١۴ β̂١١
٠٫٠٣۶۵ ١٫٩٩٣ ٠٫٠٣٢٢ ٢٫٠٠٣٢ ٣٫۶۶۵١ ٠٫١٩٨٨ ٢٫٠٢٩۶ ٠٫۵٧۵۶ β̂١٢
٠٫٠۵٠١ ٢٫٠٣٧٧ ٠٫٠۴٧۴ ٢٫٠۴۶۵ ٣٫١۵۴۴ ٠٫۴۴۴۶ ٢٫٠۶٨٢ ٠٫۵۶٢١ β̂١٣
٠٫٠٨١ ١٫٨۴۶٨ ٠٫٠٧۴ ١٫٨۵۵٧ ٣٫١٢٨ ١٫٣٠۶۴ ٢٫۴١۶۴ ٠٫۴۴۵٧ β̂١۴

٠٫٠۶٠۶ ٢٫٠۶٣ ٠٫٠۶ ٢٫٠٧٨٣ ۴ ٠ ١٫٣٩٩ ٠٫٨١٧٧ β̂١۵
٠٫٠٧۶٢ ٢٫٠٧۶۶ ٠٫٠۶۶١ ٢٫٠٩٣٩ ۴ ٠ ١٫۵٩٠٣ ٠٫٧٣٩۴ β̂١۶
٠٫٠٧١۴ ١٫٨٢١١ ٠٫٠۶۴٨ ١٫٨٣٠٢ ٢٫۴٨١١ ١٫١٧٨۵ ٢٫٣۶٨٩ ٠٫۴۶١ β̂١٧
٠٫٠۴۶٩ ٢٫٠٩٠٧ ٠٫٠۴۶۶ ٢٫١١٩ ۴ ٠ ١٫١٨۴ ٠٫٩١٢۶ β̂١٨
٠٫٠۴۵٩ ١٫٩٨٢١ ٠٫٠۴١١ ١٫٩٩٨٢ ۴ ٠ ١٫۵۴٣۶ ٠٫٧۵٨ β̂١٩
٠٫٠۵٣۶ ١٫٩۵۶٩ ٠٫٠۴٨٢ ١٫٩٨١٧ ۴ ٠ ١٫٢٨٨۵ ٠٫٨۶۵۵ β̂٢٠
٠٫٠۴٢۶ ٠٫١٢١ ٠٫٠۵٠٣ ٠٫١٢۴١ ٠ ٠ ٠٫٧۶٧٣ ٠٫٨٧۴٧ β̂٢١
٠٫٠٣۴٢ −٠٫٠۵۵ ٠٫٠٣٨۵ −٠٫٠۶۵۴ ٠ ٠ ٠٫۵۴٢٧ ٠٫٧٣۶١ β̂٢٢
٠٫٠٣٨۵ ٠٫٠۵۶ ٠٫٠۴١٧ ٠٫٠۵۵٧ ٠ ٠ ٠٫٨١٠۶ ٠٫٨٩٩٣ β̂٢٣
٠٫٠۴٧٢ ٠٫٠٨۵١ ٠٫٠۵٢٣ ٠٫٠٩۶٣ ٠ ٠ ٠٫٨١٩۶ ٠٫٩٠۴٣ β̂٢۴
٠٫٠٣٧٣ −٠٫٠٢٠٨ ٠٫٠۴٠٨ −٠٫٠٣٣۵ ٠ ٠ ٠٫۴١۴٣ ٠٫۶۴٣١ β̂٢۵
٠٫٠٣٢٧ ٠٫٠٣۵٣ ٠٫٠٣۶٨ ٠٫٠٢٩۵ ٠٫٠٢١١ ٠٫٠١٨۴ ٠٫٣١٧۶ ٠٫۵۶٣ β̂٢۶
٠٫٠۵۶۶ −٠٫١٣۶٩ ٠٫٠۶۶٢ −٠٫١۶٢٣ ٠٫۴٣١۴ ٠٫٢١٩۵ ٠٫١۴۴۶ ٠٫٣٧٩٨ β̂٢٧
٠٫٠۵۶٨ ٠٫١۵٢٢ ٠٫٠۶۵١ ٠٫١۵۵٢ ٠ ٠ ٠٫٧۵١٢ ٠٫٨۶۵٩ β̂٢٨
٠٫٠۴٠٣ ٠٫٠٢۶٣ ٠٫٠۴٨ ٠٫٠٢٨٣ ٠ ٠ ٠٫۴۵٣٧ ٠٫۶٧٢٩ β̂٢٩
٠٫٠۴٠٧ ٠٫٠۶۵٣ ٠٫٠۴٣۴ ٠٫٠۶۶٣ ٠٫٠۴٧٩ ٠٫٠۴١۶ ٠٫٣٢١٢ ٠٫۵۶۶١ β̂٣٠
٠٫٠٧٧٣ ١٫٨١۵٣ ٠٫٠٧۴ ١٫٨١٨۵ ٣٫٣٣٠٧ ٠٫٣٠٨٧ ٢٫۶٨١١ ٠٫٣۶٢٧ β̂٣١
٠٫٠۴٨٢ ١٫٩٩٧٣ ٠٫٠۴۴٧ ٢٫٠٠٧۴ ٢٫٨٢٨٣ ٠٫٨٠۴۴ ٢٫٢۴٩٩ ٠٫۵٠٠٢ β̂٣٢
٠٫٠۴٩٧ ١٫٩٩٢١ ٠٫٠۴۵١ ٢٫٠٠۶۵ ٣٫۶٣٠۶ ٠٫١٩۵٨ ٢٫٠٠٧٣ ٠٫۵٨٣۵ β̂٣٣
٠٫٠٨٢۴ ١٫٨٢۶۴ ٠٫٠٧۵٢ ١٫٨٣۴۶ ٢٫۴٨١٩ ١٫٣۴٩٢ ٢٫۴٠٢٣ ٠٫۴۵٠٢ β̂٣۴

٠٫٠٨ ٢٫١٩٢٢ ٠٫٠٨٣٧ ٢٫٢١٨۶ ۴ ٠ ٢٫٠٩۵٧ ٠٫۵۵۴٢ β̂٣۵
٠٫٠۴۶٧ ١٫٩۴۶ ٠٫٠۴٢٣ ١٫٩۵۴٣ ٣٫۵٠۵٩ ٠٫٢۴٠٩ ٢٫٠٣۶۵ ٠٫۵٧٣٢ β̂٣۶
٠٫٠۶٨ ١٫٨٧٣۵ ٠٫٠۶١۴ ١٫٨٨٠۴ ٢٫٧٨٩٩ ١٫٣٣٨۴ ٢٫٣٧۵۵ ٠٫۴۵٨٩ β̂٣٧

٠٫٠۴٧٨ ٢٫٠۵٩۴ ٠٫٠۴۴٨ ٢٫٠۶۵٧ ٣٫٩٨٩۶ ٠٫٠٠٢٨ ١٫٨۴٩٢ ٠٫۶۴٠۴ β̂٣٨
٠٫٠۵١٣ ١٫٩٩٩٨ ٠٫٠۴٧٣ ١٫٩٨٩٨ ٣٫٨٣٩ ٠٫٠٨٠٨ ٢٫٠١٨٧ ٠٫۵٧٩۴ β̂٣٩
٠٫٢٨٢۴ ٢٫٠۵٧١ ٠٫٢٢۴٣ ٢٫٠١٧١ ٢٣٫٨٠٧٢ ۶٫۵٧۴۵ ٢٫٣٣٩۴ ٠٫۴٧٠۶ β̂۴٠
٢٫٢٩٨ − ٢٫٢۶٩٢ − ٩١٫٨٠١۶ − ۴٩٫٣٠۴۴ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

۵٨٫٩٣٣ ۵٨٫٨۶١٣ ٨۴۵٫٧٣٧۵ ٨١٨٫۴٧١٢ √
MPE

١٣٫٨٨٨٢ ١٣٫٩٠۵١ ٠٫٩۶٧٨ ١ REff

٩۶۵٫٨٨٢۵ ٩۶۵٫٨٨٢۵ ٩۶۵٫٨٨٢۵ ٩۶۵٫٨٨٢۵ MCN

٧٫٩٣ ۶٫٧٢ ١٨٫۶٩ − C

٠ ٠ ١۴٫۴٩ − IC



استوار بریج برآوردگر ١١٢
τ = ٠٫٢ و ρ = ٠٫٩٩ ،n = ٣٠٠ ،٢ طرح استوار، بریج به مربوط شبیه سازی نتایج :١۶ . ۴ جدول

MM− BR MM LASSO Ridge ضرایب
MSE mean MSE mean MSE mean MSE mean

٠٫١١١٣ −٠٫٠١٣۶ ٠٫١٩٠٣ ٠٫٠٧۶٩ ٠٫٠٨۶۴ ٠٫٠۴۶٨ ٠٫١۵٣٧ ٠٫٣٩١۶ β̂١
٠٫٢٣ ٠٫٢٣٣٩ ٠٫٣٣۴۶ ٠٫١٠٩١ ٢٫٠٧٢٢ ٠٫٧٧٧٧ ٠٫٢٣٠٢ ٠٫۴٧٩٣ β̂٢

٠٫٢۵٨٣ ٠٫٠٧٣٣ ٠٫٣۵٣٧ −٠٫٠٨٧٩ ٠٫١١۶۶ ٠٫٠٩٣١ ٠٫١۶١٧ ٠٫۴٠١۶ β̂٣
٠٫٢٨٨٢ ٠٫١٣٢٨ ٠٫٣٧۶٩ ٠٫٠٩١۶ ١٫٣٠٢٧ ٠٫۵٧٢۵ ٠٫٢٠٣٨ ٠٫۴۵١ β̂۴
٠٫٢۵١۶ ٠٫١۵٢۴ ٠٫٣٩٣٢ ٠٫٠٢۶٨ ٠ ٠ ٠٫۴۵۵۶ ٠٫۶٧۴۴ β̂۵
٠٫٢٨۵ ٠٫٢١۴٣ ٠٫۴٢٢١ ٠٫٢٠٢۵ ٠ ٠ ٠٫٧٧۶٣ ٠٫٨٨٠۶ β̂۶
٠٫١٨٢ ٠٫١٠١٧ ٠٫٢٨۴١ −٠٫٠۴۵۴ ١٫٢۵٩٣ ٠٫۴٩٢٣ ٠٫١٨٧۶ ٠٫۴٣٢۶ β̂٧
٠٫١٩۶ ٠٫١٢١٧ ٠٫٣٠۵۵ ٠٫٠٠٩٢ ٠ ٠ ٠٫۴۶٧٨ ٠٫۶٨٣۴ β̂٨
٠٫١٩٠٩ ٠٫١۶١١ ٠٫٢۶٧۴ ٠٫١١۴٢ ٠٫٧٠٢٨ ٠٫٣٧۶٣ ٠٫١٨۶۴ ٠٫۴٣١٢ β̂٩
٠٫٢٣٩۵ ٠٫٢۴٨٨ ٠٫٣٩١٣ ٠٫٢٨٩٨ ٠ ٠ ٠٫٧۴٠۶ ٠٫٨۶ β̂١٠
٠٫۵٠٨ ١٫٧١٩۴ ٠٫٣٩٩٨ ١٫٧٧٨ ٣٫١١٢٣ ٠٫۴٢٣۶ ٢٫۴٧٢١ ٠٫۴٢٧٨ β̂١١

٠٫٢٩۴۴ ١٫٨١٢ ٠٫٢٢۵٣ ١٫٨٩٠۴ ٣٫١٩٩۴ ٠٫٧٧٧ ٢٫٠۴١٧ ٠٫۵٧١۴ β̂١٢
٠٫۴۴۵٢ ٢٫٠٠٩٣ ٠٫٣۴۵٨ ٢٫٠٧١٢ ٣٫۴٢۶٨ ١٫٢٠٩۵ ٢٫٠٨٢ ٠٫۵۵٧٣ β̂١٣
٠٫۴٩۶۶ ١٫٧٩٧٢ ٠٫٣٧٩٩ ١٫٨۴۴٢ ٣٫٣٩۶٨ ٠٫٩٢٩١ ٢٫۴٢٩١ ٠٫۴۴١۶ β̂١۴
٠٫۴١۴۶ ١٫٩۵٣٧ ٠٫٣۵٠٢ ٢٫٠۵۵٩ ۴ ٠ ١٫۴٠١٨ ٠٫٨١۶۴ β̂١۵
٠٫٣٢٣۴ ١٫٩٩٢٨ ٠٫٢۶۴ ٢٫٠٧٧١ ۴ ٠ ١٫۶٠٠٧ ٠٫٧٣۵٢ β̂١۶
٠٫۴٨۵٩ ١٫۶٩٧٧ ٠٫٣۶١۴ ١٫٧۶ ٢٫٨۵۶٣ ١٫٠٠۴٨ ٢٫٣٨١۴ ٠٫۴۵٧ β̂١٧
٠٫٣۵۶٨ ٢٫٠۵٢٩ ٠٫٣٢١١ ٢٫١۵٨۴ ۴ ٠ ١٫١٧۶٣ ٠٫٩١۶ β̂١٨
٠٫۴٨۶٨ ١٫٨۴٧ ٠٫٣٩۵ ١٫٩۶٠٩ ۴ ٠ ١٫۵۴٩٧ ٠٫٧۵۵۵ β̂١٩
٠٫۴٢۵٢ ١٫٧۶٧۵ ٠٫٣٠٩٢ ١٫٨٩٠٨ ۴ ٠ ١٫٢٨٠۵ ٠٫٨۶٨٩ β̂٢٠
٠٫٢۵٨٧ ٠٫٢٣٨٨ ٠٫٣٧٩١ ٠٫٢٣٠٧ ٠ ٠ ٠٫٧٩٨٩ ٠٫٨٩٢٩ β̂٢١
٠٫٢١۵۵ ٠٫١٧٠۵ ٠٫٣١٢٩ ٠٫١٠۴۶ ٠ ٠ ٠٫۵۴۵١ ٠٫٧٣٧٨ β̂٢٢
٠٫٢٠٩٩ ٠٫١١٨٧ ٠٫٢٩۵٧ ٠٫٠٩۴ ٠ ٠ ٠٫٨۴٣ ٠٫٩١٧۴ β̂٢٣
٠٫٢٣٧٩ ٠٫١٧٢٩ ٠٫٣۴۵٩ ٠٫١٧٧۶ ٠ ٠ ٠٫٨۴٨١ ٠٫٩٢٠٢ β̂٢۴
٠٫١٨٢١ ٠٫١٠۴١ ٠٫٢٧۵١ ٠٫٠۵١ ٠٫١٩۶٣ ٠٫٠٧۵٣ ٠٫۴١۵٨ ٠٫۶۴۴٣ β̂٢۵
٠٫٢٢۵۵ ٠٫١۶۶٢ ٠٫٣٠٨۴ ٠٫١٠٠۶ ١٫٩۴۴٣ ٠٫۶٢٣۶ ٠٫٣١۶۶ ٠٫۵۶٢١ β̂٢۶
٠٫١٩۶ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٢٧٢۵ −٠٫٠٧۶۴ ٠٫٠٣۶٩ ٠٫٠٣٣۵ ٠٫١۴٢٨ ٠٫٣٧٧۵ β̂٢٧

٠٫٣٠٧٧ ٠٫٣٢٧١ ٠٫۴٠۶٢ ٠٫٢٧٠۴ ٠ ٠ ٠٫٧۶٢١ ٠٫٨٧٢۴ β̂٢٨
٠٫٢٨۶ ٠٫٠۵٠٧ ٠٫٣٩۶ −٠٫٠١۶ ٠ ٠ ٠٫۴۵٢٧ ٠٫۶٧٢٢ β̂٢٩

٠٫٢٧٧۴ ٠٫٢۵۴ ٠٫٣٧۴٣ ٠٫٢۶٠٨ ٢٫٢۵۶٣ ٠٫۶٨٩٧ ٠٫٣١٩ ٠٫۵۶۴٢ β̂٣٠
٠٫۶۴۴۵ ١٫۵۶٠٧ ٠٫۵٢٢٩ ١٫۶٢۶۴ ۴ ٠ ٢٫۶٩١٣ ٠٫٣۵٩۶ β̂٣١
٠٫۵٩٧۴ ٢٫٠۵٧ ٠٫۴٠٧٩ ٢٫٠۶٩٢ ٣٫۴٢٢٣ ١٫٢۴۵١ ٢٫٢۶٣٣ ٠٫۴٩۵٧ β̂٣٢
٠٫٣٩١۵ ١٫٩١٣٧ ٠٫٢٩٢٨ ١٫٩٩٨٧ ٣٫٢٩٠١ ٠٫۵٠٧٨ ٢٫٠١٨٧ ٠٫۵٧٩۴ β̂٣٣
٠٫۴۴۶٨ ١٫٧٧٧١ ٠٫٣۵٩٣ ١٫٨١٨٧ ٢٫۵۵۶٧ ٠٫٨٣٩٩ ٢٫۴١۶ ٠٫۴۴۵٨ β̂٣۴
٠٫٣٨٣٧ ٢٫٠٢۴۶ ٠٫٣٢۵٨ ٢٫١٧۵ ۴ ٠ ٢٫٠٣٧٩ ٠٫۵٧۴٣ β̂٣۵
٠٫٣۵٩٨ ١٫٨٨٣۶ ٠٫٢٩٩٣ ١٫٩۶٢٧ ٣٫۵۶٩۶ ٠٫٧٧۴١ ٢٫٠۴٧١ ٠٫۵۶٩۴ β̂٣۶
٠٫۵٨٨۴ ١٫٨٢١۶ ٠٫۴۵٠١ ١٫٨۴۴١ ٣٫١٨٣٨ ١٫١٣١٨ ٢٫٣٨۴٨ ٠٫۴۵۵٩ β̂٣٧
٠٫۴۴١٩ ١٫٩۶٢۴ ٠٫٣۵١١ ٢٫٠٢۵٢ ٣٫٩۵٢۶ ٠٫٠١٣٨ ١٫٨٣٨٧ ٠٫۶۴۴٣ β̂٣٨
٠٫۴٣١٩ ١٫٨۶١٩ ٠٫٣۴۴٢ ١٫٩٠٨٩ ٣٫٣٢٨٧ ٠٫۵٠٠١ ١٫٩٩۵٨ ٠٫۵٨٧۵ β̂٣٩
١٫٨۵٠۴ ١٫٢۴۴٩ ١٫٩٧٨١ ١٫٢٢٣٢ ١٠٫۵٩٠۵ ۴٫٣٢۶٩ ٢٫٣١٩١ ٠٫۴٧٧٣ β̂۴٠
١۵٫٠٠٢٨ − ١۵٫٣۶٨٢ − ٨٧٫٨۵٩٧ − ۴٩٫۴٣۶ − MSE

MM− BR MM LASSO Ridge

۶٠٫٣۶١۶ ۶٣٫٠٠۴٨ ٨۴٣٫۴۵٢۵ ٨١٨٫١٧٢۴ √
MPE

١٣٫۵۵۴۵ ١٢٫٩٨۵٩ ٠٫٩٧ ١ REff

٣٧٣٧٫۶٠٨٧ ٣٧٣٧٫۶٠٨٧ ٣٧٣٧٫۶٠٨٧ ٣٧٣٧٫۶٠٨٧ MCN

۵٫٢٨ ٣٫١۴ ١٧٫۶۶ − C

٠٫١٢ ٠٫٠۴ ١۴٫١٣ − IC



١١٣ بدن چربی داده های تحلیل

Vo22 داده های برای استوار بریج برآوردگر به مربوط نتایج :١٧ . ۴ جدول

MM-Bridge MM LASSO Ridge

۵٧٫۶۶۶ ۵٨٫٧٧۵ ٢٠۴٫٢۵٣ ٢۴۵٫٧٧۶ √
MPE

استوار بریج برای پیش·ویی خطاهای به مربوط جعبه ای نمودار :١ . ۴ ش΄ل



استوار بریج برآوردگر ١١۴
ͬ دهد م به دست را کمتری پیش·ویی خطای و دارد بهتری عمل΄رد برآوردگرها دی·ر از استوار
کنترل را داده مجموعه در داده پرت حضور و تبیینͬ متغیرهای بین همخطͬ اثرات به خوبی و

ͬ کند. م

تحقیق آینده و نتیجه گیری ٧ . ۴
دارای داده ها مجموعه و باشد داشته وجود شدید همخطͬ توضیحͬ متغیرهای بین در هرگاه
داده مجموعه خوب برازش به قادر معمولͬ برآوردگرهای باشد، ناهم·ون مشاهدات یا مشاهده
و همخطͬ مش΄لات حضور در که جای·زینͬ روش های از باید صورت این در بود. نخواهند
مقابله برای پایان نامه این در کرد. استفاده ͬ گیرند، نم قرار تاثیر تحت ناهم·ون داده های
انقباضͬ برآوردگر ΁ی داده ها، مجموعه در موجود ناهم·ون داده های و همخطͬ مش΄لات با
استفاده آن محاسبه برای م΄رر ال·وریتم ΁ی از که شد معرفͬ استوار بریج برآوردگر نام به استوار
به بالا فروریزش نقطه با استوار اولیه برآوردگر ΁ی از استفاده با ال·وریتم این در است. شده
پارامترها برای مطلوب دقت ΁ی به رسیدن تا و است شده پرداخته استوار بریج برآوردگر محاسبه

ͬ یابد. م ادامه
استوار نسخه ای و کرده ترکیب استوار MM‐برآورگر ΁ی با را بریج برآوردگر پایان نامه، این در
داده های به نسبت شده، معرفͬ استوار بریج برآوردگر کردیم. معرفͬ بریج انقباضͬ برآوردگر از
بالای همخطͬ حضور در و بود خواهد استوار داده، مجموعه در موجود نافذ نقاط و دورافتاده
از استفاده با همچنین ͬ دهد. م ارائه مدل ضرایب از خوبی برآورد نیز توضیحͬ متغیرهای بین
در و کردیم بررسͬ را شده معرفͬ برآوردگر کارایی واقعͬ، داده تحلیل و شبیه سازی طرح دو
و ناهم·ون داده ی حضور در به خصوص بودیم، برآوردگر این از خوبی عمل΄رد شاهد مجموع
و ریج یعنͬ برآوردگر، این خاص حالت های عمل΄رد توضیحͬ، متغیرهای بین در بالا همخطͬ
علاوه دادند. نشان خود از خوبی عمل΄رد نسبتا که دادیم قرار بررسͬ مورد نیز را استوار، لاسوی
استواری برآوردگر نباشند، دقیق آن ها به مربوط مشاهدات یا متغیرها که زمانͬ برای براین
برآوردگرهای این خوب عمل΄رد شاهد مثال هایی در و کردیم ارائه لاسو و ریج حالت های برای
مدل خوب برازش به قادر داده ها، مجموعه بین همخطͬ حضور در که بودیم نیز استوار فازی
بالای همخطͬ همچنین و نافذ نقاط و دورافتاده داده  حضور در گفت ͬ توان م درکل هستند.
ͬ شده، معرف روش های دی·ر به نسبت ارائه شده، استوار بریج روش توضیحͬ، متغیرهای بین

دارد. برتری
برآوردگر این داد. تعمیم نیز استوار تطبیقͬ بریج برآوردگر به را پایان نامه این نتایج ͬ توان م

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت

argmin
β

σ̂٢
s

n∑
i=١

ρ١
(ri(β)

σ̂s

)
+

p∑
j=١

λi|βj |γ




١١۵ تحقیق آینده و نتیجه گیری
مقاله مشابه و ͬ باشد م j = ١, . . . , p به ازای βj پارامتر هر برای تنظیم کننده پارامتر λi آن در که
هم چنین نمود. استفاده استوار بریج اولیه برآوردگر از آن ها محاسبه  برای ͬ  توان م [۶۶] ژو
از استوار بریج برآوردگر بررسͬ داد. تعمیم فازی حالت در را استوار بریج برآوردگر ͬ توان م

باشد. دی·ری پژوهش موضوع ͬ تواند م نیز فازی دیدگاه





۵ فصل
کدها از  گزیده ای

دوم فصل به مربوط کدهای ١ . ۵
متمتی΄ا، نرم افزار از استفاده با ،٣ . ۶ . ٢ بخش فازی استوار ریج رگرسیون به مربوط زیر کدهای

است:
X = Import["E:\\ridge-data.xlsx", {"Data", 2}];

n = Length[Transpose[X][[1]]];

a = 0;

b = 2;

c = 0.1;

p = 4;

mA = Array[h, {p, 1}];

lA = Array[h, {p, 1}];

rA = Array[h, {p, 1}];

Ao = {mA0, lA0, rA0};

mAp = {mp1, mp2, mp3, mp4};

lAp = {lp1, lp2, lp2, lp4};

rAp = {rp1, rp2, rp3, rp4};

mAz = {mz1, mz2, mz3, mz4};

lAz = {lz1, lz2, lz3, lz4};

rAz = {rz1, rz2, rz3, rz4};

Yhat = Array[h, {n, 3}];

Y = Array[w, {n, 3}];



کدها از ١١٨ گزیده ای
d = {};

For[j = 1, j <= p, j++,

d = Join[d, {Ao[[2]] >= 0, Ao[[3]] >= 0, mAp[[j]] >= 0, mAz[[j]] >= 0, lAp[[j]] >= 0, lAz[[j]] >= 0,

rAp[[j]] >= 0, rAz[[j]] >= 0, mAp[[j]] - lAp[[j]] >= 0, mAz[[j]] - rAz[[j]] >= 0}]];

For[i = 1, i <= n, i++,

Y[[i, 1]] = X[[i, 13]];

Y[[i, 2]] = X[[i, 14]];

Y[[i, 3]] = X[[i, 15]]; ];

For[i = 1, i <= n, i++,

Yhat[[i, 1]] = Ao[[1]] + Sum[(mAp[[j]] - mAz[[j]])*X[[i, j]], {j, 1, p}];

Yhat[[i, 2]] = Ao[[2]] + Sum[mAp[[j]]*X[[i, j + 4]] + lAp[[j]]*X[[i, j]] + mAz[[j]]*X[[i, j + 8]]

+ lAz[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p}];

Yhat[[i, 3]] = Ao[[3]] + Sum[mAp[[j]]*X[[i, j + 8]] + rAp[[j]]*X[[i, j]] + mAz[[j]]*X[[i, j + 4]]

+ rAz[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p}]; ];

W = {{"k", "Q1", "mA0", "lA0", "rA0", "mp1", "mp2", "mp3", "mp4", "lp1", "lp2", "lp3", "lp4", "rp1"

,"rp2","rp3","rp4","mz1","mz2","mz3","mz4","lz1","lz2","lz3","lz4","rz1","rz2", "rz3","rz4"}};

For[k = a, k <= b, k += c,

Q1= NMinimize[{Sum[Abs[Yhat[[i, 1]]-Y[[i, 1]]],{i, 1, n}]+Sum[Abs[Yhat[[i, 2]]-Y[[i, 2]]],{i, 1, n}]

+ Sum[Abs[Yhat[[i, 3]]-Y[[i, 3]]],{i, 1, n}]+k*(Sum[(mAp[[j]]-mAz[[j]])^2+(1/3)*(mAp[[j]]

- mAz[[j]])*((rAp[[j]] + rAz[[j]]) - (lAp[[j]] + lAz[[j]])) + (1/12)*((lAp[[j]] + lAz[[j]])^2

+ (rAp[[j]] + rAz[[j]])^2), {j, 1, p}] + (Ao[[1]]^2 + (1/3)*Ao[[1]]*(Ao[[3]] - Ao[[2]])

+ (1/12)*(Ao[[2]]^2 + Ao[[3]]^2))),d},{mA0, lA0, rA0, mp1, mp2, mp3, mp4, lp1, lp2, lp3, lp4

,rp1, rp2, rp3, rp4, mz1,mz2, mz3, mz4, lz1, lz2, lz3,lz4, rz1, rz2, rz3, rz4}];

AppendTo[W, {k,Q1[[1]],Q1[[2,1,2]],Q1[[2,2,2]],Q1[[2,3,2]],Q1[[2,4,2]],Q1[[2,5,2]],Q1[[2,6,2]]

,Q1[[2,7,2]],Q1[[2,8,2]],Q1[[2,9,2]],Q1[[2,10,2]],Q1[[2,11,2]],Q1[[2,12,2]]

,Q1[[2,13,2]],Q1[[2,14,2]],Q1[[2,15,2]],Q1[[2,16,2]],Q1[[2,17,2]],Q1[[2,18,2]]

,Q1[[2,19,2]],Q1[[2,20,2]],Q1[[2,21,2]],Q1[[2,22,2]],Q1[[2,23,2]],Q1[[2,24,2]]

, Q1[[2, 25, 2]], Q1[[2, 26, 2]], Q1[[2, 27, 2]]}]; Print[k]]

W

B = {{"k", "mA1", "mA2", "mA3", "mA4"}}

lenk = Floor[(b - a)/c + 1];

mA = Array[h, {lenk, p}];

lA = Array[h, {lenk, p}];

rA = Array[h, {lenk, p}];

For[k = 1, k < Length[Transpose[W][[1]]], k++,

For[j = 1, j <= p, j++,

mA[[k, j]] = W[[k + 1, j + 5]] - W[[k + 1, j + 17]];

lA[[k, j]] = W[[k + 1, j + 9]] + W[[k + 1, j + 21]];

rA[[k, j]] = W[[k + 1, j + 13]] + W[[k + 1, j + 25]]; ];

AppendTo[B, {k, mA[[k, 1]], mA[[k, 2]], mA[[k, 3]], mA[[k, 4]]}]];

Yhat1 = Array[h, {lenk, n}];

Yhat2 = Array[h, {lenk, n}];

Yhat3 = Array[h, {lenk, n}];

For[k = 1, k <= lenk, k++, For[i = 1, i <= n, i++,

Yhat1[[k,i]] = W[[k+1,3]]+Sum[W[[k+1,j+5]]*X[[i,j]],{j,1,p}]-Sum[W[[k+1, j+17]]*X[[i, j]], {j,1,p}];

Yhat2[[k,i]] = W[[k+1,4]]+Sum[W[[k+1,j+5]]*X[[i,j+4]],{j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+9]]*X[[i,j]]

,{j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+17]]*X[[i,j+8]],{j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+21]]*X[[i,j]],{j,1,p}];

Yhat3[[k,i]] = W[[k+1,5]]+Sum[W[[k+1,j+5]]*X[[i,j+8]],{j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+13]]*X[[i,j]],{j,1,p}]



١١٩ سوم فصل به مربوط کدهای
+Sum[W[[k+1,j+17]]*X[[i,j+4]],{j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+25]]*X[[i,j]],{j,1,p}];]];

min = Array[h, {lenk, n}];

max = Array[h, {lenk, n}];

yt = Array[h, {n, 1}];

Yt = Array[h, {lenk, n}];

For[k = 1, k <= lenk, k++, For[i = 1, i <= n, i++,

yt[[i]]=Piecewise[{{(x-(X[[i,13]]-X[[i,14]]))/X[[i,14]],X[[i,13]]-X[[i,14]]<=x<=X[[i,13]]},{(X[[i,13]]

+X[[i, 15]] - x)/X[[i, 15]], X[[i, 13]] <= x <= X[[i, 13]] + X[[i, 15]]}}];

Yt[[k,i]]=Piecewise[{{(x-(Yhat1[[k,i]]-Yhat2[[k,i]]))/Yhat2[[k,i]],Yhat1[[k, i]]-Yhat2[[k,i]]<=x<=

Yhat1[[k,i]]},{(Yhat1[[k,i]]+Yhat3[[k,i]]-x)/Yhat3[[k,i]],Yhat1[[k,i]]<=x<=Yhat1[[k,i]]+Yhat3[[k,i]]}}];

min[[k, i]] = Min[Yhat1[[k, i]] - Yhat2[[k, i]], X[[i, 13]] - X[[i, 14]]];

max[[k, i]] = Max[Yhat1[[k, i]] + Yhat3[[k, i]], X[[i, 13]] + X[[i, 15]]]; ]];

V2 = {{"k", "TE1", "T\[Lambda]"}};

Ers = Array[h, {lenk, n}];

\[Lambda] = Array[h, {lenk, n}];

For[k = 1, k <= lenk, k++, For[i = 1, i <= n, i++,

Ers[[k, i]] = Integrate[Abs[Yt[[k, i]] - yt[[i]]], {x, min[[k, i]], max[[k, i]]}];

\[Lambda][[k, i]] = Abs[Y[[i, 1]] - Yhat1[[k, i]]]; ]];

T\[Lambda] = Array[h, {lenk, 1}];

TErs = Array[h, {lenk, 1}];

For[k = 1, k <= lenk, k++, TErs[[k]] = Sum[Ers[[k, i]], {i, 1, n}];

T\[Lambda][[k]] = Sum[\[Lambda][[k, i]], {i, 1, n}];

AppendTo[V2, {k, TErs[[k]], T\[Lambda][[k]]}]];

سوم فصل به مربوط کدهای ٢ . ۵
:۶ . ٣ جدول به مربوط R کدهای

rm(list = ls())

#_____________________________________________________________

set.seed(2234)

#________________________ packages ___________________________

library(lasso2)

library(fit.models)

library(MASS)

library(mvtnorm)

library(Matrix)

library(foreach)

library(glmnet)

library(SparseM)

library(quantreg)

#__________________________________________________________

n <- 50 #number of observation

B <- 100 #number of iteration

epsilon <- 0.2 #contamination level

beta0 <- c(3,1.5,0,0,2,0,0,0) #real parametears

p <- length(beta0) #number of variables



کدها از ١٢٠ گزیده ای
Rho = 0.99 #multiple colinarity inetensy

mu.xcont <- c(5,3,6,2,7,8,4,9) #contaminated location parameter

sigma.cont <- diag(p) #contaminated scale parameter

beta1 <- c(rep(1,p)) #contaminated coefficients

m <- floor(epsilon*n) #number of contaminated observation

sigmas <- 0.5 #controls signal-to-noise ratio

msigma <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = p) #matrix V

CN <- c(rep(NA,B)) #for colinearity

#_____ vij __________________________________________________________________

for (i in 1:p) {

for (j in 1:p) {

msigma[i,j] <- 0.5^(abs(i-j))

}

}

#_______________ iterater ___________________________________________________

betah_ladlasso <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = B)

betah_mm <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = B)

betah_olasso <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = B)

for(b in 1:B){

#___________ data generation ________________________________________________

e <- rt(n-m, df =3) # error term(vertical observation)

z.new <- rmvnorm(n-m, mean = c(rep(0,p)), sigma = msigma)

xg= matrix(NA,nr = nrow(z.new),nc = ncol(z.new))

for(i.Rho in 1:nrow(z.new)){

for(j.Rho in 1:ncol(z.new)){

xg[i.Rho,j.Rho] <- (sqrt(1-Rho^2))*z.new[i.Rho,j.Rho] + Rho*z.new[i.Rho,p]

}

}

yg <- c(xg %*% beta0 + sigmas*e) #good responses

x.cont <- rmvnorm(m , mean=mu.xcont , sigma=sigma.cont) #conteminated predictors

y.cont <- c(x.cont %*% beta1) #contaminated responses

x.total <- rbind(xg , x.cont) #combine explanatory

y.total <- c(yg , y.cont) #combine responses

#__________________ initial beta with lmrob _________________________________

mm.e <- rlm(y.total ~ -1 + x.total , method = "M")

betah_mm[,b] <- as.numeric(mm.e$coefficients)

lasso.e <- cv.glmnet(x.total , y.total , alpha = 1 , intercept = FALSE)

olasso_beta <- as.numeric(coef(lasso.e, s = "lambda.min"))

betah_olasso[,b] <- olasso_beta[-1]

#____________________________________________________________________

LAD.LASSO<-function(X,Y){

n=nrow(X)

p=ncol(X)

Y <- as.matrix(Y)

lam<-numeric(p)

e.mat<-matrix(0, nr=p, nc=p)

Y1<-Y-median(Y)

m.X<-apply(X,2,median)



١٢١ سوم فصل به مربوط کدهای
X1<-X-m.X

data=as.data.frame(cbind(X1,Y1))

lad<-coef(rq(Y1 ~ X1-1,0.5))

for(j in 1:p){

lam[j]= log(n)/(n*abs(lad[j]))

e.mat[j,j]=1

}

X.new<-rbind(X,e.mat)

Y.new<-rbind(Y,matrix(rep(0,p),nr=p))

lad.lasso<-coef(rq(Y.new ~ X.new-1,0.5))

return(round(lad.lasso,9))

}

#____________________________________________________________________

betah_ladlasso[,b] <- LAD.LASSO(x.total , y.total)

CN[b]= kappa(t(x.total)%*%x.total)

cat("CN=",CN[b], "b=",b)

}

#_____________ MSE for each one of beta ___________________________

#

vSE_mmb <- matrix(NA,nrow = B ,ncol = p)

vSE_rrb <- matrix(NA,nrow = B ,ncol = p)

vSE_mrb <- matrix(NA,nrow = B ,ncol = p)

MSE_mmb <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = 1)

MSE_rrb <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = 1)

MSE_mrb <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = 1)

for (j in 1:p){

for(i in 1:B){

vSE_mrb[i,j] <- betah_ladlasso[j,i] - beta0[j]

vSE_mmb[i,j] <- betah_mm[j,i] - beta0[j]

vSE_rrb[i,j] <- betah_olasso[j,i] - beta0[j]

}

}

for (j in 1:p){

MSE_mmb[j] <- (1/B)*(sum((vSE_mmb[,j])^2))

MSE_rrb[j] <- (1/B)*(sum((vSE_rrb[,j])^2))

MSE_mrb[j] <- (1/B)*(sum((vSE_mrb[,j])^2))

}

#_____________ MSE for vector beta ________________________________

#

se_mrba <- betah_ladlasso - beta0

se_mmba <- betah_mm - beta0

se_rrba <- betah_olasso - beta0

semrbeta <- c(rep(NA,B))

semmbeta <- c(rep(NA,B))

serrbeta <- c(rep(NA,B))

for(i in 1:B){



کدها از ١٢٢ گزیده ای
semrbeta[i] <- t(se_mrba[,i])%*%se_mrba[,i]

semmbeta[i] <- t(se_mmba[,i])%*%se_mmba[,i]

serrbeta[i] <- t(se_rrba[,i])%*%se_rrba[,i]

}

#semrbeta

#semmbeta

#serrbeta

MSEbmr <- mean(semrbeta)

MSEbmm <- mean(semmbeta)

MSEbrr <- mean(serrbeta)

#________________________ mean prediction error ____________________

yhat_mrb <- matrix(NA,nrow = n ,ncol = B)

yhat_mmb <- matrix(NA,nrow = n ,ncol = B)

yhat_rrb <- matrix(NA,nrow = n ,ncol = B)

semry <- c(rep(NA,B))

semmy <- c(rep(NA,B))

serry <- c(rep(NA,B))

for(i in 1:B){

yhat_mrb[,i] <- x.total%*%betah_ladlasso[,i]

yhat_mmb[,i] <- x.total%*%betah_mm[,i]

yhat_rrb[,i] <- x.total%*%betah_olasso[,i]

se_mry <- yhat_mrb - y.total

se_mmy <- yhat_mmb - y.total

se_rry <- yhat_rrb - y.total

}

for(i in 1:B){

semry[i] <- t(se_mry[,i])%*%se_mry[,i]

semmy[i] <- t(se_mmy[,i])%*%se_mmy[,i]

serry[i] <- t(se_rry[,i])%*%se_rry[,i]

}

#_____________ count the zeros and non-zeros ______________________

zero_ladlasso <- 0

zero_olasso <- 0

zero_mm <- 0

true_nonzero <- 0

for (j in 1:p){

for(i in 1:B){

if (abs(betah_ladlasso[j,i]) < 10^(-1)){

zero_ladlasso <- zero_ladlasso + 1

}

if (abs(betah_olasso[j,i]) < 10^(-1)){

zero_olasso <- zero_olasso + 1

}

if (abs(betah_mm[j,i]) < 10^(-1)){

zero_mm <- zero_mm + 1

}

}

}



١٢٣ سوم فصل به مربوط کدهای
C_ladlasso <- zero_ladlasso/B

C_olasso <- zero_olasso/B

C_mm <- zero_mm/B

number_zero <- matrix(c(C_mm,C_ladlasso,C_olasso), nrow = 1 , ncol = 3, byrow = F,

dimnames = list(1 , c("C_mm","C_ladlasso","C_olasso")))

#_____________________________ results _____________________________

MSE_allbeta <- matrix(c(MSE_mmb,MSE_mrb,MSE_rrb), nrow = p , ncol = 3, byrow = F,

dimnames = list(c(seq(1,p)) , c("MSE_allmmb","MSE_allladb","MSE_allolassob")))

MSE_allbeta

MSE_vecbeta <- matrix(c(MSEbmm,MSEbmr,MSEbrr), nrow = 1 , ncol = 3, byrow = F,

dimnames = list(1 , c("MSE_vecmmb","MSE_vecladb","MSE_vecplassob")))

MSE_vecbeta

MSE_predicty <- matrix(c(mean(semmy),mean(semry),mean(serry),sqrt(mean(semmy))

,sqrt(mean(semry)),sqrt(mean(serry))), nrow = 2 , ncol = 3, byrow = T,

dimnames = list(c(1,2) , c("MSE_ymm","MSE_ylad","MSE_yolasso")))

MSE_predicty

mean(CN)

number_zero

نرم افزار از استفاده با ،٣ . ٧ . ١ بخش فازی استوار لاسو رگرسیون به مربوط زیر کدهای
است: متمتی΄ا،

X = Import["E:\\ridge-data.xlsx", {"Data", 2}];

n = Length[Transpose[X][[1]]];

a = 0;

b = 5;

c = 0.5;

p = 4;

mA = Array[h, {p, 1}];

lA = Array[h, {p, 1}];

rA = Array[h, {p, 1}];

Ao = {mA0, lA0, rA0};

mAp = {mp1, mp2, mp3, mp4};

lAp = {lp1, lp2, lp3, lp4};

rAp = {rp1, rp2, rp3, rp4};

mAz = {mz1, mz2, mz3, mz4};

lAz = {lz1, lz2, lz3, lz4};

rAz = {rz1, rz2, rz3, rz4};

Yhat = Array[h, {n, 3}];

Y = Array[w, {n, 3}];

d = {};

For[j = 1, j <= p, j++,

d=Join[d,{Ao[[2]]>=0,Ao[[3]]>=0,mAp[[j]]>=0,mAz[[j]] >=0,lAp[[j]]>=0,lAz[[j]]>= 0,rAp[[j]]>=0,

rAz[[j]] >= 0, mAp[[j]] - lAp[[j]] >= 0, mAz[[j]] - rAz[[j]] >= 0}]];

For[i = 1, i <= n, i++,

Y[[i, 1]] = X[[i, 13]];

Y[[i, 2]] = X[[i, 14]];

Y[[i, 3]] = X[[i, 15]]; ];
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For[i = 1, i <= n, i++,

Yhat[[i, 1]] = Ao[[1]] + Sum[(mAp[[j]] - mAz[[j]])*X[[i, j]], {j, 1, p}];

Yhat[[i,2]]=Ao[[2]]+Sum[mAp[[j]]*X[[i,j+4]]+lAp[[j]]*X[[i,j]]+mAz[[j]]*X[[i,j+8]]+lAz[[j]]*X[[i,j]],{j,1,p}];

Yhat[[i,3]]=Ao[[3]]+Sum[mAp[[j]]*X[[i,j+8]]+rAp[[j]]*X[[i,j]]+mAz[[j]]*X[[i,j+4]]+rAz[[j]]*X[[i,j]],{j,1,p}];];

W={{"k","Q1","mA0","lA0","rA0","mp1","mp2","mp3","mp4","lp1","lp2","lp3","lp4","rp1","rp2","rp3,"rp4"

,"mz1","mz2","mz3","mz4","lz1","lz2","lz3","lz4","rz1","rz2","rz3","rz4"}};

For[k = a, k <= b, k += c,

Q1=NMinimize[{Sum[Abs[Yhat[[i,1]]-Y[[i,1]]],{i,1,n}]+Sum[Abs[Yhat[[i,2]]-Y[[i,2]]],{i,1,n}]

+Sum[Abs[Yhat[[i,3]]-Y[[i,3]]],{i,1,n}]+k*(Sum[Abs[mAp[[j]]-mAz[[j]]]+Abs[lAp[[j]]+lAz[[j]]]

+Abs[rAp[[j]]+rAz[[j]]],{j,1,p}]+Abs[Ao[[1]]]+Abs[Ao[[2]]]+Abs[Ao[[3]]]),d},{mA0,lA0,rA0,mp1,mp2

,mp3,mp4,lp1,lp2,lp3,lp4,rp1,rp2,rp3,rp4,mz1,mz2,mz3,mz4,lz1,lz2,lz3,lz4,rz1,rz2,rz3,rz4}];

AppendTo[W, {k,Q1[[1]],Q1[[2,1,2]],Q1[[2,2,2]],Q1[[2,3,2]],Q1[[2,4,2]],Q1[[2,5,2]],Q1[[2,6,2]],Q1[[2,7,2]]

,Q1[[2,8,2]],Q1[[2,9,2]],Q1[[2,10,2]],Q1[[2,11,2]],Q1[[2,12,2]],Q1[[2,13,2]],Q1[[2,14,2]]

,Q1[[2,15,2]],Q1[[2,16,2]],Q1[[2,17,2]],Q1[[2,18,2]],Q1[[2,19,2]],Q1[[2,20,2]],Q1[[2,21,2]]

,Q1[[2,22,2]],Q1[[2,23,2]],Q1[[2,24,2]],Q1[[2,25,2]],Q1[[2,26,2]],Q1[[2, 27, 2]]}]; Print[k]]

W

B = {{"k", "mA1", "lA1", "rA1", "mA2", "lA2", "rA2", "mA3", "lA3", "rA3", "mA4", "lA4", "rA4"}}

lenk = Floor[(b - a)/c + 1];

mA = Array[h, {lenk, p}];

lA = Array[h, {lenk, p}];

rA = Array[h, {lenk, p}];

For[k = 1, k < Length[Transpose[W][[1]]], k++,

For[j = 1, j <= p, j++,

mA[[k, j]] = W[[k + 1, j + 5]] - W[[k + 1, j + 17]];

lA[[k, j]] = W[[k + 1, j + 9]] + W[[k + 1, j + 21]];

rA[[k, j]] = W[[k + 1, j + 13]] + W[[k + 1, j + 25]]; ];

AppendTo[B, {k,mA[[k,1]],lA[[k,1]],rA[[k,1]],mA[[k,2]],lA[[k,2]],rA[[k,2]],mA[[k,3]],lA[[k,3]],rA[[k,3]]

,mA[[k,4]],lA[[k,4]],rA[[k,4]]}]];

B

Yhat1 = Array[h, {lenk, n}];

Yhat2 = Array[h, {lenk, n}];

Yhat3 = Array[h, {lenk, n}];

For[k = 1, k <= lenk, k++, For[i = 1, i <= n, i++,

Yhat1[[k,i]]=W[[k+1,3]]+Sum[W[[k+1,j+5]]*X[[i,j]],{j,1,p}]-Sum[W[[k+1,j+17]]*X[[i,j]],{j,1,p}];

Yhat2[[k,i]]=W[[k+1,4]]+Sum[W[[k+1,j+5]]*X[[i,j+4]], {j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+9]]*X[[i,j]],{j,1,p}]

+Sum[W[[k+1,j+17]]*X[[i,j+8]],{j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+21]]*X[[i,j]],{j,1,p}];

Yhat3[[k,i]]=W[[k+1,5]]+Sum[W[[k+1,j+5]]*X[[i,j+8]],{j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+13]]*X[[i,j]],{j,1,p}]

+ Sum[W[[k+1,j+17]]*X[[i,j+4]],{j,1,p}]+Sum[W[[k+1,j+25]]*X[[i,j]],{j,1,p}];]];

min = Array[h, {lenk, n}];

max = Array[h, {lenk, n}];

yt = Array[h, {n, 1}];

Yt = Array[h, {lenk, n}];

For[k = 1, k <= lenk, k++, For[i = 1, i <= n, i++,

yt[[i]]=Piecewise[{{(x-(X[[i,13]]-X[[i,14]]))/X[[i,14]],X[[i,13]]-X[[i,14]]<=x<=X[[i,13]]},{(X[[i,13]]

+ X[[i, 15]] - x)/X[[i, 15]], X[[i, 13]] <= x <= X[[i, 13]] + X[[i, 15]]}}];

Yt[[k,i]]=Piecewise[{{(x-(Yhat1[[k,i]]-Yhat2[[k,i]]))/Yhat2[[k,i]],Yhat1[[k,i]]-Yhat2[[k,i]]<=x<=

Yhat1[[k,i]]},{(Yhat1[[k,i]]+Yhat3[[k,i]]-x)/Yhat3[[k,i]],Yhat1[[k,i]]<=x<=Yhat1[[k,i]]+Yhat3[[k,i]]}}];

min[[k, i]] = Min[Yhat1[[k, i]] - Yhat2[[k, i]],X[[i, 13]] - X[[i, 14]]];
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max[[k, i]] = Max[Yhat1[[k, i]] + Yhat3[[k, i]], X[[i, 13]] + X[[i, 15]]]; ]];

V2 = {{"k", "TE1", "T\[Lambda]"}};

Ers = Array[h, {lenk, n}];

\[Lambda] = Array[h, {lenk, n}];

For[k = 1, k <= lenk, k++, For[i = 1, i <= n, i++,

Ers[[k, i]] =Integrate[Abs[Yt[[k, i]] - yt[[i]]], {x, min[[k, i]], max[[k, i]]}];

\[Lambda][[k, i]] = Abs[Y[[i, 1]] - Yhat1[[k, i]]]; ]];

T\[Lambda] = Array[h, {lenk, 1}];

TErs = Array[h, {lenk, 1}];

For[k = 1, k <= lenk, k++,

TErs[[k]] = Sum[Ers[[k, i]], {i, 1, n}];

T\[Lambda][[k]] = Sum[\[Lambda][[k, i]], {i, 1, n}];

AppendTo[V2, {k, TErs[[k]], T\[Lambda][[k]]}]];

V2

چهارم فصل به مربوط کدهای ٣ . ۵
:۶ . ۴ جدول به مربوط R کدهای

rm(list = ls())

#________________________________________________________

set.seed(2234)

#________________________ packages ________________________

library(lasso2)

library(mvtnorm)

library(fit.models)

library(robust)

library(Matrix)

library(foreach)

library(glmnet)

#__________________________________________________________

#__________________ findelbow function ____________________

#__________________________________________________________

findElbow <- function(y, plot = FALSE, returnIndex = TRUE) {

# The following helper functions were found at

# paulbourke.net/geometry/pointlineplane/pointline.r

# via the SO reference below. The short segment check

# was modified to permit vectorization.

##======================================

## Credits:

## Theory by Paul Bourke http://local.wasp.uwa.edu.au/~pbourke/geometry/pointline/

## Based in part on C code by Damian Coventry Tuesday, 16 July 2002

## Based on VBA code by Brandon Crosby 9-6-05 (2 dimensions)

## With grateful thanks for answering our needs!

## This is an R (http://www.r-project.org) implementation by Gregoire Thomas 7/11/08

##======================================

distancePointLine <- function(x, y, slope, intercept) {
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## x, y is the point to test.

## slope, intercept is the line to check distance.

##

## Returns distance from the line.

##

## Returns 9999 on 0 denominator conditions.

x1 <- x-10

x2 <- x+10

y1 <- x1*slope+intercept

y2 <- x2*slope+intercept

distancePointSegment(x,y, x1,y1, x2,y2)

}

distancePointSegment <- function(px, py, x1, y1, x2, y2) {

## px,py is the point to test.

## x1,y1,x2,y2 is the line to check distance.

## Returns distance from the line, or if the intersecting

##point on the line nearest

## the point tested is outside the endpoints of the line, the distance to the

## nearest endpoint.

##

## Returns 9999 on 0 denominator conditions.

lineMagnitude <- function(x1, y1, x2, y2) sqrt((x2-x1)^2+(y2-y1)^2)

ans <- NULL

ix <- iy <- 0 # intersecting point

lineMag <- lineMagnitude(x1, y1, x2, y2)

if(any(lineMag < 0.00000001)) { # modified for vectorization by BAH

#warning("short segment")

#return(9999)

warning("At least one line segment given by x1, y1, x2, y2 is very short.")

}

u <- (((px - x1) * (x2 - x1)) + ((py - y1) * (y2 - y1)))

u <- u / (lineMag * lineMag)

if(any((u < 0.00001) || (u > 1))) { # BAH added any to vectorize

## closest point does not fall within the line segment

##, take the shorter distance

## to an endpoint

ix <- lineMagnitude(px, py, x1, y1)

iy <- lineMagnitude(px, py, x2, y2)

if(ix > iy) ans <- iy

else ans <- ix

} else {

## Intersecting point is on the line, use the formula

ix <- x1 + u * (x2 - x1)

iy <- y1 + u * (y2 - y1)

ans <- lineMagnitude(px, py, ix, iy)

}

ans

}
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# End of helper functions by PB

### Now for the actual findElbow function!

# Find the elbow using the method described in

# stackoverflow.com/a/2022348/633251

# but translated to R (see above).

# Add an index to argument values for easy plotting

DF <- data.frame(x = 1:length(y), y = y)

fit <- lm(y ~ x, DF[c(1,nrow(DF)),]) # 2 point 'fit'

m <- coef(fit)[2]

b <- coef(fit)[1]

# Check to make sure the data is concave as described

# in the documentation, as arbitrary trends could give

# misleading answers. The following approach simply

# checks to make sure all values are either above or

# below the reference line. This allows the values

# to vary quite a bit and still return an answer.

concave <- FALSE

use <- 2:(nrow(DF)-1)

refpts <- m*DF$x[use] + b

if (all(refpts > DF$y[use]) | all(refpts < DF$y[use])) concave <- TRUE

if (!concave) stop("Your curve doesn't appear to be concave")

# Calculate the orthogonal distances

use <- 2:(nrow(DF)-1)

elbowd <- distancePointLine(DF$x[use], DF$y[use], coef(fit)[2], coef(fit)[1])

DF$dist <- c(NA, elbowd, NA) # first & last points don't have a distance

if (plot) {

edm <- which.max(DF$dist)

plot(DF[,1:2], type = "b", xlab = "index", ylab = "y values",

main = "Looking for the Elbow")

segments(DF$x[1], DF$y[1],

DF$x[nrow(DF)], DF$y[nrow(DF)], col = "red")

points(DF$x[edm], DF$y[edm], cex = 1.5, col = "red")

points(DF$x[edm], DF$y[edm], pch = 20)

}

if (returnIndex) return(which.max(DF$dist))

if (!returnIndex) return(DF)

} # end of findElbow

#======================================

#____________________________________________________

n <- 50 #number of observation

gamma <- 0.5 #control parameter

B <- 100 #number of iteration

epsilon <- 0.2 #contamination level

beta0 <- c(3,1.5,0,0,2,0,0,0) #real parametears

p <- length(beta0) #number of variables

Rho = 0.99 #multiple colinarity inetensy

mu.xcont <- c(5,3,6,2,7,8,4,9) #contaminated location parameter

sigma.cont <- diag(p) #contaminated scale parameter
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beta1 <- c(rep(1,p)) #contamination-beta-parameter

m <- floor(epsilon*n) #number of contaminated observation

sigmas <- 0.5 #controls signal-to-noise ratio

msigma <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = p) #matrix V

CN <- c(rep(NA,B)) #for colinearity

#_____ vij __________________________________________________________________

for (i.vm in 1:p) {

for (j.vm in 1:p) {

msigma[i.vm,j.vm] <- 0.5^(abs(i.vm-j.vm))

}

}

#_______________ iterater ___________________________________________________

betah_update <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = B)

betah_mm <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = B)

betah_rr <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = B)

betah_lasso <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = B)

for(b in 1:B){

#___________ data generation ________________________________________________

e <- rt(n-m, df =3)

z.new <- rmvnorm(n-m, mean = c(rep(0,p)), sigma = msigma)

xg= matrix(NA,nr = nrow(z.new),nc = ncol(z.new))

for(i.Rho in 1:nrow(z.new)){

for(j.Rho in 1:ncol(z.new)){

xg[i.Rho,j.Rho] <- (sqrt(1-Rho^2))*z.new[i.Rho,j.Rho]

+ Rho*z.new[i.Rho,p]

}

}

yg <- c(xg %*% beta0 + sigmas*e)

x.cont <- rmvnorm(m , mean=mu.xcont , sigma=sigma.cont)

y.cont <- c(x.cont %*% beta1)

x.total <- rbind(xg , x.cont)

y.total <- c(yg , y.cont)

#boxplot(x.total)

#__________________ initial beta with lmrob _______________

mm.e <- lmRob(y.total ~ -1 + x.total) #calculate MM-Estimation

betah_mm[,b] <- as.numeric(mm.e$coefficients)

#

rr.e <- cv.glmnet(x.total , y.total , alpha = 0 , intercept = FALSE)

oridge_beta <- as.numeric(coef(rr.e, s = "lambda.min"))

#

olasso.e <- cv.glmnet(x.total , y.total , alpha = 1 , intercept = FALSE)

olasso_beta <- as.numeric(coef(olasso.e, s = "lambda.min"))

#

betah_rr[,b] <- oridge_beta[-1]

betah_lasso[,b] <- olasso_beta[-1]

#

#

#____________ y_hat ________________________________________
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a_re <- 0

beta_mm2 <- betah_mm[,b]

beta_iter <- matrix(0,nrow = p ,ncol = 1)

repeat{

if(beta_mm2 - beta_iter <= 10^-1 ) break

y_hat <- x.total%*% beta_mm2

#_____________ residuals ___________________________________

#

r_beta <- y.total - y_hat

#

#___________ r.beta/sigma_s ________________________________

rt_beta <- r_beta/sigmas

#_______________ Hubor function ____________________________

rho_1 <- array(NA , c(n))

for(i.rho1 in 1:n){

rho_1[i.rho1] <- min(1 , 1-(1-(rt_beta[i.rho1])^2)^3)

}

#______________ derivation Hubor function _________________

psi_1 <- array(NA , c(n))

for(i.psi1 in 1:n){

psi_1[i.psi1] <- (rt_beta[i.psi1]>(-1) & rt_beta[i.psi1]<1)*

((6*rt_beta[i.psi1])-(12*(rt_beta[i.psi1]^3))+(6*(rt_beta[i.psi1]^5)))

+(rt_beta[i.psi1]>=1)*0+(rt_beta[i.psi1]<=(-1))*0

}

#____________ Matrix W(beta) ______________________________

w_s <- array(NA , c(n))

for(i.w.s in 1:n){

w_s[i.w.s] <- psi_1[i.w.s]/rt_beta[i.w.s]

}

#

W_beta <- diag(w_s)

#

#___________ Matrix W0(beta) ______________________________

w0_s <- array(NA , c(p))

for(j.w0.s in 1:p){

w0_s[j.w0.s] <- abs(beta_mm2[j.w0.s])^(gamma - 2)

}

#

W0_beta <- diag(w0_s)

#

#________________ inverse matrix & estimata robust bridge _

lamb <- seq(0 , 5000 , by=1)

lambda <- lamb[-1]

l_l <- length(lambda)

l.b <- array(NA , c(p,l_l))

#

tBIC_b <- array(NA , c(l_l))
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#__________________________________________________________

for(l in 1:l_l){

l.b[,l] <- solve(t(x.total)%*%W_beta%*%x.total + lambda[l]

*gamma*W0_beta)%*%t(x.total)%*%W_beta%*%y.total

#_________________________________________________________

y_hl <- x.total%*% l.b[,1]

#_________________________________________________________

r_bl <- y.total - y_hl

#_________________________________________________________

rt_bl <- r_bl/sigmas

#_________________________________________________________

rho <- array(NA , c(n))

for(i.rho.t in 1:n){

rho[i.rho.t] <- min(1 , 1-(1-(rt_bl[i.rho.t])^2)^3)

}

#_____________________________________________________

psi <- array(NA , c(n))

for(i.psi.t in 1:n){

psi[i.psi.t] <- (rt_bl[i.psi.t]>(-1) & rt_bl[i.psi.t]<1)*

((6*rt_bl[i.psi.t])-(12*(rt_bl[i.psi.t]^3))+(6*(rt_bl[i.psi.t]^5)))

+(rt_bl[i.psi.t]>=1)*0+(rt_bl[i.psi.t]<=(-1))*0

}

#_____________________________________________________

w_sl <- array(NA , c(n))

for(i.w1.s1 in 1:n){

w_sl[i.w1.s1] <- psi[i.w1.s1]/rt_bl[i.w1.s1]

}

#____________________________________________________

W_bl <- diag(w_sl)

#____________________________________________________

w0_sl <- array(NA , c(p))

for(j.w0.s1 in 1:p){

w0_sl[j.w0.s1] <- abs(l.b[j.w0.s1,l])^(gamma - 2)

}

#_____________________________________________________

W0_bl <- diag(w0_sl)

#_____________________________________________________

Hat <- (x.total)%*%(solve(t(x.total)%*%W_bl%*%x.total

+ lambda[l]*gamma*W0_bl))%*%(t(x.total))%*%(W_beta)

#______________________________________________________

tBIC_b[l] <- n*log((sigmas^2)*(sum(rho)))+tr(Hat)*log(n)

#______________________________________________________

#

}

#tBIC_b

#length(tBIC_b)

#plot(tBIC_b)

#plot(y.total)
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#pairs(x.total)

#par(mfcol = c(2, 1))

#boxplot(x.total)

#boxplot(y.total)

##par(mfcol = c(2, 1))

index = findElbow(tBIC_b)

index.b = tBIC_b[index]

betah.n <- l.b[,index.b]

beta_iter <- beta_mm2

beta_mm2 <- betah.n

a_re <- a_re+1

print(a_re)

}

#

#betah.n

betah_update[,b] <- beta_mm2

CN[b]= kappa(t(x.total)%*%x.total)

cat("CN=",CN[b], "b=",b)

# print(b)

}

#_____________ MSE for each one of beta ___________________________

#

vSE_mmb <- matrix(NA,nrow = B ,ncol = p)

vSE_rrb <- matrix(NA,nrow = B ,ncol = p)

vSE_mrb <- matrix(NA,nrow = B ,ncol = p)

vSE_lassob <- matrix(NA,nrow = B ,ncol = p)

#

MSE_mmb <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = 1)

MSE_rrb <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = 1)

MSE_mrb <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = 1)

MSE_lassob <- matrix(NA,nrow = p ,ncol = 1)

#

for (j.MSEeb in 1:p){

for(i.MSEeb in 1:B){

vSE_mrb[i.MSEeb,j.MSEeb] <- betah_update[j.MSEeb,i.MSEeb] - beta0[j.MSEeb]

vSE_mmb[i.MSEeb,j.MSEeb] <- betah_mm[j.MSEeb,i.MSEeb] - beta0[j.MSEeb]

vSE_rrb[i.MSEeb,j.MSEeb] <- betah_rr[j.MSEeb,i.MSEeb] - beta0[j.MSEeb]

vSE_lassob[i.MSEeb,j.MSEeb] <- betah_lasso[j.MSEeb,i.MSEeb] - beta0[j.MSEeb]

}

}

#

for (j.meb in 1:p){

MSE_mmb[j.meb] <- (1/B)*(sum((vSE_mmb[,j.meb])^2))

MSE_rrb[j.meb] <- (1/B)*(sum((vSE_rrb[,j.meb])^2))

MSE_mrb[j.meb] <- (1/B)*(sum((vSE_mrb[,j.meb])^2))

MSE_lassob[j.meb] <- (1/B)*(sum((vSE_lassob[,j.meb])^2))
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}

#_____________ MSE for vector beta __________________

se_mrba <- betah_update - beta0

se_mmba <- betah_mm - beta0

se_rrba <- betah_rr - beta0

se_lassoba <- betah_lasso - beta0

semrbeta <- c(rep(NA,B))

semmbeta <- c(rep(NA,B))

serrbeta <- c(rep(NA,B))

selassobeta <- c(rep(NA,B))

for(i.se.be in 1:B){

semrbeta[i.se.be] <- t(se_mrba[,i.se.be])%*%se_mrba[,i.se.be]

semmbeta[i.se.be] <- t(se_mmba[,i.se.be])%*%se_mmba[,i.se.be]

serrbeta[i.se.be] <- t(se_rrba[,i.se.be])%*%se_rrba[,i.se.be]

selassobeta[i.se.be] <- t(se_lassoba[,i.se.be])%*%se_lassoba[,i.se.be]

}

MSEbmr <- mean(semrbeta)

MSEbmm <- mean(semmbeta)

MSEbrr <- mean(serrbeta)

MSEblasso <- mean(selassobeta)

#________________________ mean prediction error _____

yhat_mrb <- matrix(NA,nrow = n ,ncol = B)

yhat_mmb <- matrix(NA,nrow = n ,ncol = B)

yhat_rrb <- matrix(NA,nrow = n ,ncol = B)

yhat_lassob <- matrix(NA,nrow = n ,ncol = B)

semry <- c(rep(NA,B))

semmy <- c(rep(NA,B))

serry <- c(rep(NA,B))

selassoy <- c(rep(NA,B))

for(i.sey in 1:B){

yhat_mrb[,i.sey] <- x.total%*%betah_update[,i.sey]

yhat_mmb[,i.sey] <- x.total%*%betah_mm[,i.sey]

yhat_rrb[,i.sey] <- x.total%*%betah_rr[,i.sey]

yhat_lassob[,i.sey] <- x.total%*%betah_lasso[,i.sey]

se_mry <- yhat_mrb - y.total

se_mmy <- yhat_mmb - y.total

se_rry <- yhat_rrb - y.total

se_lassoy <- yhat_lassob - y.total

}

for(i.se.yh in 1:B){

semry[i.se.yh] <- t(se_mry[,i.se.yh])%*%se_mry[,i.se.yh]

semmy[i.se.yh] <- t(se_mmy[,i.se.yh])%*%se_mmy[,i.se.yh]

serry[i.se.yh] <- t(se_rry[,i.se.yh])%*%se_rry[,i.se.yh]

selassoy[i.se.yh] <- t(se_lassoy[,i.se.yh])%*%se_lassoy[,i.se.yh]

}

#_____________ count the zeros and non-zeros ________

vec_zeros <- c(which(beta0 == 0))



١٣٣ چهارم فصل به مربوط کدهای
zero_bridge <- 0

zero_olasso <- 0

zero_mm <- 0

for (j.zero in 1:length(vec_zeros)){

for(i.zero in 1:B){

if (abs(betah_update[vec_zeros[j.zero],i.zero]) < 10^(-1)){

zero_bridge <- zero_bridge + 1

}

if (abs(betah_lasso[vec_zeros[j.zero],i.zero]) < 10^(-1)){

zero_olasso <- zero_olasso + 1

}

if (abs(betah_mm[vec_zeros[j.zero],i.zero]) < 10^(-1)){

zero_mm <- zero_mm + 1

}

}

}

C_bridge <- zero_bridge/B

C_olasso <- zero_olasso/B

C_mm <- zero_mm/B

#IC <- s_n/B

#IC

C_zero <- matrix(c(C_mm,C_bridge,C_olasso), nrow = 1 , ncol = 3, byrow = F,

dimnames = list(1 , c("C_mm","C_bridge","C_olasso")))

#__________ number of nonzeros that cont as zero wrongly _

vec_nzero <- c(which(beta0 != 0))

nzw_bridge <- 0

nzw_olasso <- 0

nzw_mm <- 0

for(j.nonz in 1:length(vec_nzero)){

for(i.nonz in 1:B){

if (abs(betah_update[vec_nzero[j.nonz],i.nonz]) < 10^(-1)){

nzw_bridge <- nzw_bridge + 1

}

if (abs(betah_lasso[vec_nzero[j.nonz],i.nonz]) < 10^(-1)){

nzw_olasso <- nzw_olasso + 1

}

if (abs(betah_mm[vec_nzero[j.nonz],i.nonz]) < 10^(-1)){

nzw_mm <- nzw_mm + 1

}

}

}

IC_bridge <- nzw_bridge/B

IC_olasso <- nzw_olasso/B

IC_mm <- nzw_mm/B

IC_nzero <- matrix(c(IC_mm,IC_bridge,IC_olasso), nrow = 1 , ncol = 3, byrow = F,

dimnames = list(1 , c("IC_mm","IC_br","IC_olasso")))

#_____________________________ results ________________

#



کدها از ١٣۴ گزیده ای
MSE_allbeta <- matrix(c(MSE_mmb,MSE_mrb,MSE_rrb,MSE_lassob), nrow = p

,ncol = 4, byrow = F,

dimnames = list(c(seq(1,p)) , c("beta_MM","beta_MM-BR","beta_RR","beta_LASSO")))

MSE_allbeta

#

MSE_vecbeta <- matrix(c(MSEbmm,MSEbmr,MSEbrr,MSEblasso), nrow = 1

, ncol = 4, byrow = F,

dimnames = list(1 , c("beta_MM","beta_MM-BR","beta_RR","beta_LASSO")))

MSE_vecbeta

#

MSE_predicty <- matrix(c(mean(semmy),mean(semry),mean(serry)

,mean(selassoy),sqrt(mean(semmy)),sqrt(mean(semry)),sqrt(mean(serry))

,sqrt(mean(selassoy))), nrow = 2 , ncol = 4, byrow = T,dimnames =

list(c("MSE_p","sqrt") , c("beta_MM","beta_MM-BR","beta_RR","beta_LASSO")))

#

MSE_predicty

#

mean(CN)

C_zero

IC_nzero
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Abstract

The estimation of regression parameters is very important in analysing and predicting data. A

common method is the least squares estimator that it does not have good performance in case of

multicollinearity, so that the shrinkage estimators were born. One of these most popular techniques

is bridge estimator. Also, the least squares and shrinkage estimators are influenced by outliers. Al-

though, there are many papers about these estimators, the suggested methods are not good when

the data suffers multicollinearity problem. In this dissertation, we propose a new method called

robust bridge that controls the existence outliers and high multicollinearity. Also, the asymptotic

behavior of this estimator is studied and the computational algorithm is introduced. As a special

case, the robust LASSO and ridge and their fuzzied versions are verified.

Keywords: Shrinkage Methods, Bridge Regression, Robust Methods, Robust Bridge Regres-

sion, Fuzzy Regression, Robust Fuzzy Shrinkage Estimator.
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