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 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصومت آن )مقامت مستبرج ، کتاب ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزار ها و

در تجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشااه صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه. 
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 چکیده

پارامترهکای مجهکو   هکا در خصکوآ نظری، برآورد و بررسکی خکواآ آن یکی از مسایل مهم در آمار

برآوردگرها از لحاظ ویژگی هکای مبتلفکی همنکون اری کی،  ،در مسئله برآورد .باشدجامعه آماری می

هایی که بسیار مورد توجه محققین ویژگیاین  از؛یکی شوندو ... با یکدیار مقایسه می، کارایی مباطره

 .به ع کارتیباشکدیکزان مبکاطره برآوردگرهکا نسک ت بکه تکابع زیکان مشکب  مکیاست، مقرار گرفته 

های . استفاده از اطلاع پیشین معلوم در مد برآوردگرهایی بهتر هستند که دارای مباطره کمتر باشند

های محدود شکده یکا مقیکد منکتج آماری، معمومً به صورت یک قید مطرح است که در نهایت به مد 

( REبرآوردگر محکدود شکده )آید،  های محدود شده بدست میری که بر اساس مد شود. برآوردگمی

، برآوردگر بیکز محکدود ند متغیرهنامه برای جامعه نرما  یک متغیره و چ در این پایان شود.نامیده می

 برآوردگر بیکز تجربکی محکدود شکدهو  (PTE) مانند آزمون اولیهو انواع دیار برآوردگرها ( CBE)شده 

(CEBE) ایم.مقایسه کردهبا یکدیار را بدست آورده و مباطره آنها را ها( )در بعضی قسمت 

 ع ارتند از: اجمالیباشد. مطالب هر فصل به طور این مجموعه شامل چهار فصل میبه طور خلاصه 

  نامه را در بر دارد.های آتی پایانقضایای کلیدی مورد نیاز فصلفصل او  مفاهیم و 

  ایکم سک د در بیان مسئله و مبتصری از تاریبنه و کاربرد مسکئله پرداختکهدر فصل دوم به

جامعه نرما  تک متغیره بکا میکاناین نکامعلوم برآوردگکر بیکز محکدود شکده را بکرای پکارامتر 

های مبتلف به ازای وزن میاناین، تحت تابع زیان متعاد  وزنی بدست آورده و مباطره آنها را

یم. در ادامه به مثالهای مبتلفی تحکت تکابع زیکان متعکاد  وزنکی امقایسه کرده در تابع زیان

 ایم.تعمیم یافته پرداخته

  بدسکت آورده فصکل سکوم را در برآوردگر بیز محدود شده و برآوردگر بیز تجربی محدود شده

 ایم.، مقایسه کردهجامعه نرما  چند متغیره با میاناین و واریاند نامعلوم را درمباطره آنها 



 

 ز

 

 برآوردگکر محکدود نشکده، برآوردگکر محکدود شکده و نتایجی در خصوآ  رم شاملفصل چها

 نکامعلوم نرمکا  چنکد متغیکره بکا واریکاند  جامعکهبرای بردار میکاناین برآوردگر آزمون اولیه 

 باشد، است.می

 دو در ککام یوتری مربوطکه هکایهبرنامکو  در پایان پیشنهادات و نظرات راجع به آینده تحقیق 

 ضمیمه ق ل از مراجع آمده است.

اند ها و قضایایی که با )*( مشب  شدهدانم این مطلب را خاطر نشان کنم که لمدر پایان مزم می

و قضکایایی ککه هکا باشد و لکمصورت قضیه یا لم در منابع بوده ولی اث ات آنها توسط اینجانب می

  ات توسط اینجانب انجام شده است.اند هم صورت قضیه یا لم و هم اثتوسط )**( مشب  شده
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 علائم اختصاری

 

A  :ترانهاده ماتریدA. 

tr(A) اثر ماترید :A. 

Exp(tr)=etr. 

: ̃
iid.متغیرهای هم توزیع و مستقل 

χ2p  توزیع کی دو با :p .درجه آزادی 

: χp
2(λ) توزیع کی دو غیر مرکزی باp  درجه آزادی و پارامتر غیر مرکزی𝜆. 

tp (μ, V, γ0)  : توزیعt ،p  متغیره با میاناینμمقیاس ،, V   وγ
0

 درجه آزادی. 

Fq,m  :( توزیع فیشر مرکزی باq,m.درجه آزادی ) 

Fq,m(Δ
 .Δ2درجه آزادی و پارامتر غیر مرکزی  (q,m)با توزیع فیشر غیر مرکزی : (2

Np (μ, Σ)   نرما :p  متغیره با میاناینμ و وایاندΣ. 

Wp(Σ,m)  توزیع ویشارت :p  متغیره با مقیاسΣ  وm .درجه آزادی 

W−1(Σ,m)  توزیع ویشارت معکوس با مقیاس :Σ  وm .درجه آزادی 

Γp(t) .تابع گامای چند متغیره : 

I(A ≤ a) تابع نشانار مجموعه :A. 

ℛp:  فضایp .بعدی حقیقی 
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 حروف اختصاری

 

BLF( تابع زیان متعاد  موزون :Balanced loss function.) 

CB بیز مقید :(Constrained Bayes). 

CEB( بیز مقید تجربی :Constrained Empirical Bayes.) 

LSEبرآوردگر کمترین توان : ( های دوLeast Square Estimation.) 

MLEدگر ماکسیمم درستنمایی رو: برآ(Maximum Likelihood Estimator). 

MSE میاناین مربع خطا :(Mean Square Error). 

PTE :( برآوردگر آزمون اولیهPreliminary Test Estimator.) 

RE برآوردگر محدود شده :(Restricted Estimator). 

UEگر محدود نشده در: برآو(Unrestricted Estimator). 
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 مقدمه 1.  1

کنکیم. نامکه را بیکان مکیهای آتی پایانمورد نیاز فصل کلیدی در این فصل تعاریف، مفاهیم و قضایای

آمکاری و نظریکه تصکمیم آمکاری به بیان مفاهیمی از اسکتن اط برای این منظور در ببش دوم و سوم 

ی کنیم، در ببش چهارم معیار مقایسکه نامه را معرفی می پرداخته و توابع زیان استفاده شده در پایان

داریکم. عکلاوه بکر آن ارت کاط انکواع برآوردگرها و همننین اصو  انتباب یکک برآوردگکر را بیکان مکی

س د تعاریف و قضکایای مکورد .کنیموان میبرآوردگرهای حاصل از به کارگیری اصو  مورد نظر را عن

 .نیاز را مطرح خواهیم کرد

 از نظریه تصمیم مختصری  2.  1

نظریه تصمیم آماری، م احثی در مورد تصمیم گیری در حضکور دانکش آمکاری اسکت ککه درک عکدم 

مّی نامعلومی در نظر گرفت کتوان با مقدار کنیم عدم حتمیت را میفرض میکند. حتمیت را آسان می

دهکیم. هکدا اسکتن اط آمکاری بکه نمایش می Θرا با  θی تمام مقادیر ممکن و مجموعه θ و آن را با

Fبا توزیع  θدست آوردن اطلاعاتی در مورد 
θ

هکای از طریق مشاهدات )اطلاعکات نمونکه ککه از روش 

هکا( ی آنون توجه به محل اسکتفاده)بد θهایی روی شوند( است و پد از آن استن اطآماری تهیه می

جان ی دیاری به کار  با اطلاعات تصمیم آماری این اطلاعات یدر نظریه رگیرد. از سوی دیاصورت می

هکای ممککن و همننکین شوند. یعنی علاوه بر اطلاعات نمونه، اطلاعات مربکوط بکه تصکمیمگرفته می

شوند که این اطلاعات که به اطلاعات پیشین موسوم هستند نیز در نظر گرفته می θاطلاعاتی در مورد 

شوند. در نهایت برای هر پیشین گاهی اوقات از منابع غیر آماری و بر اساس تجارب گذشته حاصل می

تصکمیم « بهتکرین»گیرند تکا بکه در نظر می θتصمیم مقداری سود یا زیان متناسب با مقادیر مبتلف 

 کنیم. بیان میمطرح است در این زمینه  اولیه را که یفارحا  تع ند.دست یاب
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در تصمیم گیریهای آماری نقش اساسی دارد وضع  هرا ک 𝛉ر( پارامتعامل ) وضع طبیعی: 1. 1 یفتعر

 گویند.ط یعی می

مجموعه همه مقادیر قابل ق و  وضع ط یعی را فضای پارامتر نامیده و با فضای پارامتر:  2. 1 یفتعر

𝛀 دهند.می نشان 

توانیم یکی مجموعه همه کارهایی است که می Aکنید فرض  فضای عمل )فضای کار(: 3. 1 یفتعر

𝐗هکای یافتکه دهمشکاهگوینکد، ککه بکا را فضای عمکل مکی Aاز آنها را انجام دهیم. در این صورت  =

(𝐗𝟏, … , 𝐗𝐧) توانیم عمل و بر اساس قاعده معینی می𝐚 ∈ 𝐀  را انجام دهیم. مثلا در مسئله برآورد بکا

𝐗مشاهده  = 𝐱 گیریم که یک عضو ازتصمیم می  𝛀  را اختیار کنیم در نتیجه𝐀 ∈ 𝛀  و یا در مسکئله

 (.𝐚𝟏 کنیم )عمل را رد 𝐇𝟎( و یا 𝐚𝟎)عملرا ب ذیریم  𝐇𝟎گیریم که فرضیه آزمون فرضیه تصمیم می

متغیر تصادفی توصیف کننده مسئله تصمیم باشد، که چاالی آن متعلکق  Xاگر  ها: داده 4. 1 یفتعر

𝐅ی هاتوزیعبه خانواده  = {𝐟(𝐱|𝛉);  𝛉 ∈ 𝛀} هکای مکورد های نمونکه تصکادفی دادهاست، آنااه یافته

 شکان ن 𝛘هکا( نامیکده و بکا  ها را فضکای نمونکه )فضکای یافتکهمجموعه همه این دادهاستفاده هستند. 

 دهند.می

𝐗اهده با مشبیان کردیم که  تابع تصمیم: 5. 1 یفتعر = 𝐱  عمل𝐚 ∈ 𝐀 دهیم، بنکابراین را انجام می

تکر داریکم  اسکت. بکه ع کارتی دقیکق Aو برد آن فضای عمل  𝛘دامنه آن با تابعی سر و کار داریم که 

𝐝:𝛘 → 𝐀 . ،در مسئله برآورد𝐝(𝐱) ،همان برآورد پارامتر است و در مسئله آزمون فرضیه 𝐝(𝐱)  همان

 مون است.زتابع آ
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 ها جبر ماتریس 3. 1
 1اثر ماتریس 6. 1

دهیم و برابر است با مجموع عناصر روی قطر اصلی مکاترید نشان می tr(A)را با  Aاثر ماترید مربع 

A. 

 2ماتریس متعامد 7. 1 یفتعر

A′Aرا متعامد گویند اگر  nاز رت ه  Aماترید مربع  = AA′ = In بدیهی است که .A−1 = A′. 

 مقدار ویژه و بردار ویژه 8. 1 یفتعر

λعدد  ∈ C یک مقدار ویژه ماتریدA شود اگر یک بردار ستونی  نامیده میx ≠ )ککه بکردار ویکژه  0

Axنامیم( پیدا شود بطوریکه می Aماترید = λx. 

 3ماتریس معین مثبت 9. 1 یفتعر

Q(x)، تابعی به شکل xیک صورت درجه دوم بر حسب بردار  = x′Ax  است که در آنA  یک ماترید

نامیم اگر و فقط اگر بکه ازای هکر  را معین مث ت )نیمه معین مث ت( می Aمربع متقارن است. ماترید

x ≠ Q(x)داشته باشیم  0 > 0 (Q(x) ≥ 0.) 

 گیریم، روابط زیر برقرار است. می را در نظر 𝐀و ماترید  𝐱و  𝐚بردارهای  1. 1لم 

∂

∂x
(Ax) ≡

∂

∂x
(Ax)

′
= A′ 

∂

∂x
(x′A) = A 

∂

∂x
(x′Ax) = 2Ax 

                                              
0.Matrix Trace 

7.Orthogonal Matrix 

9. Positive defined 
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∂

∂x
(a′x) ≡

∂

∂x
(x′a) = a 

𝐲فرض کنید  1. 1فرع  = (𝐲𝟏, … , 𝐲𝐧)
𝐂و  ′ = (𝐂𝐢𝐣)  ،𝐢𝐣 = 𝟏,… , 𝐧 یم:دار آنااه 

|
C y

y′ 1
| = |C − y′y| = |

1 y′

y C
| = |C| (1 − y′C−1y) 

 1انواع تابع زیان 4.  1

 یک بکه یکک مطکرح توابع زیان به کار رفته در پایان نامه را کنیم و س د ابتدا تابع زیان را تعریف می

 .کنیم می

 تابع زیان 11. 1 یفتعر

، که تا حد جامعه استپارامتر مجهو   زابدست آوردن برآوردی بهترین خصوصیت یک برآوردگر خوب 

باشکد، در  θککلاس کلیکه برآوردگرهکای پکارامتر  𝒟نزدیک باشد. اگر  θممکن به مقدار واقعی پارامتر 

δ(X)به وسیله برآوردگر  θبرآورد  ∈ 𝒟  مقدار خطکای حاصکل شکده را بکا تکابع ،L(θ, δ(X))  انکدازه

δ(X)گیرند که تابعی از می − θ باشد. در این صورت یک تابع زیان، تابعی است حقیقی به صورت  می

L(θ, δ(X)) :به طوری که 

L: Θ × 𝒟 → [0,+∞) 

 کند: و در دو شرط زیر صدق

i) L(θ, δ(X)) ≥ 0         ∀θ , ∀δ    

ii) L(θ, δ(X)) = 0 ⟺ δ(X) = θ
 

تا کنون توابع زیان زیادی شناخته و استفاده شده است که ما در این قسمت با توجه به نیاز، بکه چنکد 

 کنیم.مورد اشاره می

                                              
0. Loss Function 
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 1تابع زیان متعادل .1

بکا معیکار  δ0نس ت به برآوردگر هکدا  δباشد. آنااه نیکویی برازش  θبرآوردگری برای  δفرض کنید 

(δ − δ0)
، بیکز و ... باشکد LSE ،MLE ،UMVUEتوانکد شود. این برآوردگر هدا مکیسنجیده می 2

δ)توسط معیار  δهمننین خطای برآورد  − θ)2 شود. با توجه به این که هر دو معیار گیری میاندازه

 توانککد معیککار تواننککد مفیککد باشککند ترکی ککی از آنهککا مککیمککی δهگیککری راجککع بککفککوق بککرای تصککمیم

 تری به صورت زیر ارایه دهد.کامل

𝐋𝛒,𝛚,𝛅𝟎(𝛉, 𝛅) = 𝛚𝛒(𝛅𝟎, 𝛅) + (𝟏 − 𝛚)𝛒(𝛉, 𝛅)  

ωکه در آن  ∈ ایکن باشد. تابع زیان دلبواه می ρو  θبرآوردگر هدا پارامتر  δ0، مقداری معلوم [0,1]

مطرح شده است ککه تعمکیم کلکی از تکابع زیکان  (7118)و همکارانجوزانی تابع زیان توسط جعفری 

 باشد.می به صورت زیر (0337متعاد  وزنی مطرح شده توسط زلنر )

𝐋𝐳(𝛉, 𝐭) = 𝛚∑ (𝐗𝐢 − 𝐭)
𝟐𝐧

𝐢=𝟏 + (𝟏 − 𝛚)(𝐭 − 𝛉)𝟐  

ωکه در آن  ∈ tمقداری معلوم و  [0,1] = t(X)  برآوردگر پارامترθ  .طکور ایکن تکابع زیکان بکه اسکت

 باشد.را دارا می θدر برآورد پارامتر  9برآوردیابیخطای و  7همزمان هر دو معیار نیکویی برازش

 تابع زیان متعادل وزنی .2

,ρ(θبا قرار دادن  δ) = ρ
1
(θ, δ) = r(θ)(δ − θ)2  در تابع زیان متعاد  تابع زیان متعاد  وزنکی

 آوریم.را بدست می

𝐋𝛚,𝛅𝟎(𝛉; 𝛅) = 𝛚𝐫(𝛉)(𝛅 − 𝛅𝟎)
𝟐 + (𝟏 − 𝛚)𝐫(𝛉)(𝛅 − 𝛉)𝟐  

                                              
0. Balanced Loss Function 

7. Goodness of Fit 

9. Precision of Estimation 

(0 .0) 

(0 .7) 

(0 .9) 
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ωکه در آن  ∈ [0,1]  ،r(. باشد. )این تکابع زیکان توسکط برآوردگر هدا می δ0تابع وزنی مث ت و  (

 ( مطرح شده است. 0337( با الهام گرفتن از زلنر )7118جعفری جوزانی و همکاران )

ωr(θ)(δ قسمت − δ0)
در رگرسکیون  0از تابع زیان متعاد  درجه دو با جملکه جریمکه هموارسکازی2

 ضریب و خطای برآورد را دارد و ناپارامتری قابل قیاس است. این تابع زیان هر دو معیار نیکویی برازش

ω بکرای  های خطای برآورد و نیکویی برازش اهمیکت داشکته باشکند. شود هر کدام از محکباعث می

ωمثا  اگر  =
1

2
همان اندازه که معیار نیکویی برازش در تکابع زیکان تکأثیر دارد همکان مقکدار معیکار  

 خطای برآورد تأثیر خواهد داشت.

 برای حالت چند متغیره تابع زیان متعاد  وزنی بدین صورت است.

Lω,δ0
W (θ; δ) = ωr (‖θ‖

2
) (δ − δ0)

′
W(δ − δ0)                                  

+ (1 − ω)r (‖θ‖
2
) (δ − θ)

′
W(δ − θ) 

 

δکککه در آن = (δ1, … , δp)
′ ،‖θ‖

2
= θ′θ = ∑ θi

2p
i=1،ω ∈ [0,1]  ،r(.  δ0تککابع وزنککی مث ککت،  (

 باشد.ماترید وزنی می Wو  بیز، هم پایا و مینیماکد( ،MLE ، LS) برآوردگر هدا

( به عنوان تعمیمی برای حالکت چنکد متغیکره از تکابع 7118این تابع زیان توسط جوزانی و همکاران )

ارایه شده است. در این تابع زیان نیز همان ( توسط همان نویسندگان 7118در سا  ) زیان مطرح شده

 ( برقرار است.9. 0شرایط تابع زیان )

 2تعمیم تابع زیان مربع خطا .3

,ρ(θبا قرار دادن  δ) = ρ
2
(θ, δ) = (h(θ) − h(δ))

2
پیوسکته و  hکه در آن (0. 0)در تابع زیان  

 آید که به شرح زیر است.جال ی از تابع زیان مربع خطا بدست می بسطباشد افزایشی می

                                              
0. Lake of Smoothness 

7. Quadratic Loss Function  

(0 .7) 

(0 .8) 
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𝐋𝛒𝟐,𝛚,𝛅𝟎(𝛉, 𝛅) = 𝐫(𝛅𝟎)(𝐡(𝛅) − 𝐡(𝛅𝟎))
𝟐
+ 𝐫(𝛉)(𝐡(𝛉) − 𝐡(𝛅))

𝟐
  

 در نظر گرفت ع ارتند از:تواند می ρهایی که برای برخی از انتباب

h(t) الف( = ln t , t > ,ρ(θبه ع ارت دیار  0 δ) = (ln (
θ

δ
))
2

 

h(t)ب(  = eαt , α > ,ρ(θبه ع ارت دیار  0 δ) = (eαθ − eαδ)
2( .Heilmann 1989) 

 1تابع زیان آنتروپی  .4

,ρ(θبا انتباب  δ) = ρ3(θ, δ) =
θ

δ
− log

θ

δ
−  آید.به صورت زیر بدست می آنتروپی تابع زیان 1

𝐋𝛒𝟑,𝛚,𝛅𝟎(𝛉, 𝛅) = 𝛚(
𝛅𝟎

𝛅
− 𝐥𝐨𝐠 (

𝛅𝟎

𝛅
) − 𝟏) + (𝟏 − 𝛚) (

𝛉

𝛅
− 𝐥𝐨𝐠 (

𝛉

𝛅
) − 𝟏)  

 2تابع زیان نوع استاین .5

,ρ(θبا انتباب  δ) = ρ4(θ, δ) = (
δ

θ
)
β

− β log
δ

θ
− βکه در آن 1 ≠ اسکتاین بکه نکوع تابع زیان  0

 آید.دست می

Lρ4,ω,δ0(θ, δ) = ω((
δ

δ0
)
β

− β log (
δ

δ0
) − 1) + (1 − ω) ((

δ

θ
)
β

− β log (
δ

θ
) − 1) 

,θ)با انتباب  .6 δ) = ρ5(θ, δ) = (
θ

δ
− 1)

2

 د.باشمیتابع زیان به شرح زیر  

𝐋𝛒𝟓,𝛚,𝛅𝟎(𝛉, 𝛅) = 𝛚(
𝛅𝟎

𝛅
− 𝟏)

𝟐

+ (𝟏 −𝛚) (
𝛉

𝛅
− 𝟏)

𝟐

  

 3لینکستابع زیان  .7

,ρ(θبا انتباب  δ) = ρ6(θ, δ) = e
a(δ−θ) − a(δ − θ) − aکه در آن 1 ≠ ه صکورت بکتابع زیکان  0

 آید. زیر بدست می

Lρ6,ω,δ0(θ, δ) = ω(e
a(δ−δ0) − a(δ − δ0) − 1) + (1 − ω)(e

a(δ−θ) − a(δ − θ) − 1) 

                                              
0. Entropy 

7. Stein Type Loss 

9. Linex Loss Function 

(0 .8) 

(0 .4) 

(0 .3) 

(0 .3) 
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 1تابع زیان متوازن قدرمطلقی .8

,ρ(θبا انتباب  δ) = ρ7(θ, δ) = |δ − θ| داریم.به صورت زیر  متوازن قدرمطلقی تابع زیان 

𝐋𝛒𝟕,𝛚,𝛅𝟎(𝛉, 𝛅) = 𝛚|𝛅 − 𝛅𝟎| + (𝟏 − 𝛚)|𝛅 − 𝛉|  

 2تابع مخاطره 11. 1 یفتعر

داده شده، برآوردگکری  Lخواهیم به ازای هر با توجه به این که تابع زیان یک متغیر تصادفی است، می

در  δرا تکابع مبکاطره برآوردگکر  Lنیمم کند. متوسکط مقکدار را می Lبیابیم که متوسط  δ(X)مانند 

,R(θنامیم و آن را با  می θبرآورد پارامتر  δ) کنیم:نشان داده و به صورت زیر تعریف می 

R(θ, δ) = Eθ[L(θ, δ(X))] 

  12. 1 یفتعر

باشد که می Sای از عناصر مجموعه S، argminx∈Sf(x)با دامنه  fبرای یک تابع حقیقی مقدار 

 .دهندنتیجه می fکمترین مقدار را برای 

argminx∈Sf(x) = {x ∈ S: f(x) = min
y∈S

f(y)} 

 ی برآوردگرها  معیار مقایسه 5.  1

کنیم. با در برآوردگر پذیرفتنی را تعریف می ی برآوردگرها را بیان ودر این ببش ابتدا معیار مقایسه

هایی )رعایت اصولی( دهیم در انتباب یک برآوردگر اعما  محدودیتنظر گرفتن این معیار، نشان می

این اصو  را در حد نیاز  7.8.0و 0.8.0های کنیم. در زیر ببشمزم است و چند اصل مهم را بیان می

 دهیم.نامه شرح میپایان

 .مراجعه کنید ]9[برای مطالعه بیشتر به مرجع 

                                              
0. Balanced Absolute Loss Function 

7. Risk Function 

(0 .01) 
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 (1)مجاز ی برآوردگرها و برآوردگر پذیرفتنیمعیار مقایسه 1. 5. 1

ی برآوردگرهای موجود و یا به ع ارت بهتر ی تصمیم آماری، مقایسهیکی از مسایل مهم در نظریه

بهترین برآوردگر است. به دلیل آن که میزان دقت یک  ها، به منظور دستیابی بهی دقت آنمقایسه

یابد. اصومً برای ی توابع مباطره اهمیت میشود، مقایسهگیری میی آن اندازهبرآوردگر با تابع مباطره

دهند. دو ها را مرتب کرده و س د عمل مقایسه را انجام میی دو یا چند مقدار عددی، ابتدا آنمقایسه

 سازند.)از برآوردگرها( برقرار می 𝒟تعریف بعدی یک ترتیب جزیی روی کلاس 

,𝐑(𝛉ی  دو برآوردگر با تابع مباطره 𝛅𝟐و  𝛅𝟏کنید فرض  13. 1 یفتعر 𝛅𝟏)  و𝐑(𝛉, 𝛅𝟐)  .باشند

𝛅𝟏  را به خوبی𝛅𝟐  گویند هر گاه برای هر𝛉 ∈ 𝚯  ،𝐑(𝛉, 𝛅𝟏) ≤ 𝐑(𝛉, 𝛅𝟐)  باشد. همننین𝛅𝟏 

𝛉گویند هر گاه برای هر  𝛅𝟐را بهتر از  ∈ 𝚯𝐑(𝛉, 𝛅𝟏) ≤ 𝐑(𝛉, 𝛅𝟐) و برای حداقل یکک ،𝛉𝟎 ∈

𝚯  ،𝐑(𝛉𝟎, 𝛅𝟏) < 𝑹(𝛉𝟎, 𝛅𝟐)  باشککد. بعککلاوه اگککر بککرای𝛉 ∈ 𝚯  ،𝐑(𝛉, 𝛅𝟏) = 𝐑(𝛉, 𝛅𝟐) 

را غیکر  𝛅𝟐و  𝛅𝟏است. هر گاه هیچ یک از سه حالت فوق اتفکاق نیافتکد، 𝛅𝟐هم ارز  𝛅𝟏گاه  باشد. آن

 قابل مقایسه گویند.

′𝛅را پذیرفتنی گویند هر گاه برآوردگر دیاری ماننکد  𝛅گر برآورد 14. 1 یفتعر ∈ 𝓓  وجکود نداشکته

بکر آن  را برآوردگکر غالکب ′𝛅را ناپکذیرفتنی و  𝛅بهتر باشد. در غیر این صورت برآوردگر  𝛅باشد که از 

 گویند.

 نظر بایرید. برای درک بهتر تعاریف فوق مثا  زیر را در

,𝐍(𝛉دارای توزیع  𝐗تصادفی متغیر فرض کنید  1. 1مثال  گیکری در مند بکه تصکمیمو علاقه است (𝟏

𝛅𝐜(𝐗)با برآوردگر  𝛉پارامتر مورد  = 𝐜𝐗  تحت تابع زیان𝐋(𝛉, 𝛅) = (𝛅 − 𝛉)𝟐 بکه وضکوح  .هسکتیم

 داریم:

                                              
0. Admissible 
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R(θ, δc) = Eθ[L(θ, δc)]                                                                                  

= Eθ(cX − θ)
2                                                                                  

= c2 + (1 − c)2θ2 

cبرای هر  > 1 ،R(θ, δ1) = 1 < c
2 + (1 − c)2θ2 = R(θ, δc)  است. بنابراین برای هرc > 1 ،

δ1 بهتر ازδc, δc  ناپذیرفتنی وδ1  0برآوردگر غالب بر آن است. همننین برای هر ≤ c < c∗ ≤ 1 

cبه ازای  δcغیر قابل مقایسه هستند. نمودار تابع مباطره  ∗δcو  δcبرآوردگرهای  = 0.5, 0.7, را  1

 ایم.نمایش داده 0. 0در شکل 

 

 

c به ازای δcنمودار تابع مباطره  1. 1شکل  = 0.5, 0.7, 1 

0غیر قابل مقایسه هستند. توجه کنید که برای هر  δcبرآوردگرهای  0. 0ط ق شکل  ≤ c ≤ 1  ،δc 

δc(X)یک برآوردگر پذیرفتنی در کلاس برآوردگرهای به فرم  = cX ی توضیحات  است. برای مشاهده

 ملاحظه نمایید.( را 0338برگر ) 7. 0بیشتر مثا  

ناپذیرفتنی بودن یک برآوردگر یک خاصیت منفی است، اما پذیرفتنی بودن آن لزوماً یک  1.1 توجه

ی خاصیت مث ت نیست. به ع ارت دیار اطلاع از ناپذیرفتنی بودن یک برآوردگر منجر به عدم استفاده

شود(. در حالی که حالت از برآوردگر غالب بر آن استفاده میشود )معمومً در این مستقیم از آن می
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شود، چرا که برخی از اطلاع از پذیرفتنی بودن یک برآوردگر لزوماً منجر به استفاده از آن نمی

𝐜قرار دهید  0.0برآوردگرهای پذیرفتنی نامعقو  هستند. برای درک بهتر، در مثا   = . در این 𝟎

𝐗ی است اما مقدار مشاهده شده پذیرفتنی 𝛅𝐜صورت اگر چه  = 𝐱 استفاده  . بنابراینگیردرا نادیده می

 از آن نامعقو  است.

چندین برآوردگر پذیرفتنی را  θمشاهده کردیم، در برآورد پارامتر  0.0همان گونه که در مثا  

و یا عدم  δcشود که چه دلیلی م نی بر انتباب برآوردگر توان یافت. در اینجا این سئوا  مطرح میمی

δ(X)انتباب برآوردگر دیاری مانند  = X tanh(X)   وجود دارد؟ بنابراین مزم است برای پیش دستی

ی ها، اصولی را در انتباب برآوردگرها در نظر بایریم و س د تابع مباطرهبر این ق یل سؤا 

این عمل منجر به برآوردگرهای حاصل و احیاناً برآوردگرهای مورد ادعای دیار را با هم مقایسه کنیم. 

 شود.معرفی برآوردگر بهینه می

های مطرح در تعیین یک برآوردگر، استفاده از اصل ماکسیمم درستنمایی است. به کار یکی از روش

دهد اما این اصل با تابع زیان ارت اطی ی پارامتر به دست میگیری این اصل برآوردگرهای حافظ دامنه

ماکسیمم درستنمایی را در کنار تابع زیان به کار گرفت. ال ته این ین شایسته است اصل اندارد. بنابر

امر بدان معنی نیست که برآوردگر ماکسیمم درستنمایی یک برآوردگر بهینه است. متأسفانه 

ها بهترین برآوردگر وجود دارد، نادر هستند و در حالت کلی پیدا کردن بهترین هایی که در آنحالت

پذیر نیست. معمومً در انتباب برآوردگر بهینه به یکی از  م برآوردگرها امکاندر کلاس تما δبرآوردگر 

 شود:دو روش کلی زیر عمل می

 روش اول: محدود کردن کلاس برآوردگرها

توان با محکدود ککردن ککلاس از آنجا که بهترین برآوردگر در کلاس تمام برآوردگرها وجود ندارد، می

 𝒞برآوردگرها با یک روش معقو ، به یافتن بهترین برآوردگر امیدوار بود. در این روش، یک زیر کلاس 
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کنند. انتباب و در این کلاس کوچکتر، بهترین برآوردگر را پیدا می (𝒟)ی برآوردگرها  از کلاس کلیه

 مثلاً کلاس برآوردگرهای نااریب، پایا و ... .

 ی ترتیب در کلاس برآوردگرهادوم: برقراری نوعی رابطهروش 

در این روش به جای محدود کردن کلاس برآوردگرها، ابتدا برآوردگرها را با معیاری مطلوب مرتب 

کنند. دو اصل مهم در این روش، اصل بیز و اصل مینیماکد وس د بهترین برآوردگر را انتباب می

 هستند.

دهیم، در ادامه به بیان مطالب مورد استفاده قرار میرا نامه، اصل بیز نبا توجه به این که در پایا

 پردازیم.مقدماتی مورد نیاز می

 اصل بیز 2.  5. 1

شود که روی آن توزیع احتمالی تحت عنوان توزیع متغیری تصادفی در نظر گرفته می θبیز، در اصل 

شود. بر اساس گر اختیار میق لی، اعتقادات، باورها و تجربیات آزمایشپیشین، بر اساس اطلاعات 

گردد. توزیع پیشین تصحیح شده را ی جمع آوری شده از جامعه، توزیع پیشین تصحیح مینمونه

,R(θگاه تابع مباطره متغیری تصادفی باشد آن θنامند. اگر توزیع پسین می δ)  نیز متغیری تصادفی

تصادفی و هم به عنوان مقدار مشاهده شده استفاده خواهیم  به عنوان متغیر θخواهد بود. در ادامه از 

 نمود.

بکا  𝛑(𝛉)، با چاالی پیشکین 𝚷(𝛉)نس ت به توزیع پیشین  𝛅برآوردگر بیزی مباطره  15. 1 یفتعر

𝐫 (𝛑, 𝛅) د.شو می نمایش داده و به صورت زیر تعریف 

𝐫 (𝛑, 𝛅) = 𝐄𝛑[𝐑(𝛉, 𝛅)] = ∫ 𝐑(𝛉, 𝛅)𝐝𝚷(𝛉)
𝚯

  (0 .00) 
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𝛅𝐁 16. 1 یفتعر ∈ 𝓓  پیشین را یک برآوردگر بیزی نس ت به𝛑(𝛉) ی بیزی  گویند هر گاه مباطره

یک برآوردگر بیکزی نسک ت بکه  𝛅𝐁نیمم کند. به ع ارت دیار را در بین تمام برآوردگرهای ممکن می

 است هر گاه داشته باشیم. 𝛑(𝛉)پیشین 

𝐫 (𝛑, 𝛅𝐁) = 𝐢𝐧𝐟
𝛅∈𝓓

𝐫(𝛑, 𝛅)  

 داده شده به دست آورد. توان یک برآوردگر بیزی را تحت تابع زیانبا استفاده از قضیه زیر می

گویند. معموم در بدست آوردن برآوردگر می 0به پارامترهای توزیع پیشین های ر پارامتر 17. 1 یفتعر

شوند ولی چناننه این پارامترها مجهو  باشند و آنها را برآورد کنیم و بیز این پارامترها معلوم فرض می

 گویند.قرار دهیم به برآوردگر بدست آمده برآوردگر بیز تجربی میدر برآوردگر بیز 

 ( 773، آ 0333)لی من و کسلا،  1. 1 یهقض

دارای تکوزیعی از  𝐗و متغیر تصکادفی  𝛑(𝛉)، با تابع چاالی  𝚷(𝛉)دارای تابع توزیع  𝛉کنید فرض 

𝓕𝛉ی خانواده = {𝐟(𝐱|𝛉): 𝛉 ∈ 𝚯}  باشد. همننین فرض کنید در مسأله برآوردیابی با تابع زیکان

,𝐋(𝛉نامنفی  𝛅) باشند. شرایط زیر برقرار 

 ی متناهی موجود است.با مباطره δ0برآوردگر  الف(

xبرای هر  ب( ∈ 𝒳  برآوردگر ،δπ(x) ی پسین موجود است که مباطره 

𝐫(𝐱, 𝛅) = ∫ 𝐋(𝛉, 𝛅(𝐱))𝐝𝚷(𝛉|𝐱)
𝚯

  

 نیمم کند که در آنرا می

π(θ|x) =
π(θ)f(x|θ)

∫ f(x|θ)dΠ(θ)
Θ

 

Xبه شرط  θتابع چاالی پسین  = x .است 

                                              
0. Hyper parameter 

(0 .07) 

(0 .09) 
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 یک برآورد بیزی است. δπ(x)در این صورت، 

 ( 773، آ 0333)لی من و کسلا  1. 1نتیجه 

 داریم: 𝛉ر پارامتورد در برآ 0.0تحت فرضیات قضیه 

Xبه شرط  θی توزیع  ، برآورد بیزی، میانهρ7تحت تابع زیان  الف( = x است، یعنی 

𝛅𝐁(𝐱) = 𝐌𝐞𝐝𝐢𝐚𝐧 (𝛉|𝐱)  

Xبه شرط  θبرآورد بیزی، امید ریاضی توزیع  ρ2تحت تابع زیان  ب( = x است، یعنی 

𝛅𝐁(𝐱) = 𝐄(𝛉|𝐱)  

 آماریهای  توزیع برخی 6.  1

 توزیع نرمال 18. 1 یفتعر

 توزیع نرما  استاندارد یک توزیع پیوسته است که تابع چاالی آن برابر است با:

f(x) =
exp(−x2 2⁄ )

√2π
 , x ∈ ℝ. 

Yحا  اگر  = μ + σX و X~N(0,1)،  آنااه توزیعY باشد.نرما  با تابع چاالی زیر می 

f(x) =
exp (−

1

2σ2
(x − μ)2)

σ√2π
 , x ∈ ℝ. 

,Y~N(μنویسیم میو  σ2) 

 تابع مولد گشتاور برای توزیع نرما  ع ارت است از:

mN(μ,σ2)(t) = E[exp(tY)] = exp(μt)exp(σ
2t2 2⁄ ), t ∈ ℝ. 

,Y~N(μتوابعی از متغیر  های امید ریاضیچند مورد از  در زیر σ2)ایممورد نیاز در این رساله را آورده. 

φ1 = E(y) = μ 

(0 .07) 

(0 .08) 
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φ2 = E(y
2) = μ2 + σ2 

φ3 = E(y
3) = μ3 + 3μσ2 

φ4 = E(y
4) = μ4 + 6μ2σ2 + 3σ2 

φ5 = E(e
x) = mN(μ,σ2)|(t=1) = exp(μ +

σ2

2
) 

φ6 = E(xe
x) =

∂

∂t
mN(μ,σ2)|(t=1) = (μ + σ

2)exp (μ +
σ2

2
) 

φ7 = E(x
2ex) =

∂2

∂t2
mN(μ,σ2)|(t=1) = (μ + σ

2)2 + σ2exp(μ +
σ2

2
) 

φ8 = E(xe
−bx) =

∂

∂t
mN(μ,σ2)|(t=−b) = (μ − bσ

2)exp (−bμ +
bσ2

2
) 

φ9 = E(e
(1−b)x) = mN(μ,σ2)|(t=1−b) = exp((1 − b)μ +

(1 − b)2σ2

2
) 

 توزیع نرمال چند متغیره  19. 1 یفتعر

X~Npمتغیره است و با نماد  pدارای توزیع نرما   Xای مولفه pبردار  (μ, Σ) شود اگر و نشان داده می

 دارای توزیع نرما  یک متغیره باشد. a ،a′Xای ثابت مولفه pفقط اگر به ازای هر بردار 

 ما  به صورت زیر است:دارای تابع چاالی احت Xیک ماترید معین مث ت باشد، آنااه Σاگر 

f(x) =
|Σ|−1 2⁄

(2π)p 2⁄
exp [−

1

2
(x − μ)

′

Σ−1 (x − μ)] 

Σ|1|که در آن  pاست. توجه کنید اگکر  Σریشه دوم دترمینا   ⁄2 = ، آناکاه صکورت درجکه دوم در  1

2(x−μ)توان نمایی، به 

σ2
,X~N(μشود و در نتیجه ت دیل می  σ2) . 

,𝐗|𝛍~𝐍(𝛍 راگ 2. 1 یهقض 𝛔𝟐)و𝛍~𝐍(𝛉, 𝛕𝟐)  آنااه توزیع پسین𝛍 با: برابر است 

𝛍|𝐗~𝐍(
𝛔𝟐𝛉 + 𝛕𝟐𝐱

𝛔𝟐 + 𝛕𝟐
,
𝛔𝟐

𝛔𝟐 + 𝛕𝟐
𝛕𝟐) 
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 مراجعه کنید. (0338برگر )به  اث اتبرای برهان: 

𝐗𝐢~𝐍𝐩ر اگ 3. 1 یهقض (𝛍, 𝚺)  ،𝐢 = 𝟏,… , 𝐍  و𝐗𝐢 یکدیار باشند آنااهاز  لها مستق 

N(x − μ)
′

Σ−1 (x − μ)~χp
2 

 ( را مطالعه کنید.7118) 0برای اث ات میرهد :برهان

𝐗کنیکد فکرض  4. 1 یهقض = [
𝐗𝟏
𝐗𝟐
𝐍𝐩دارای توزیکع   [ (𝛍, 𝚺)  بکا𝛍 = [

𝛍𝟏
𝛍𝟐
]  ،𝚺 = [

𝚺𝟏𝟏 𝚺𝟏𝟐
𝚺𝟐𝟏 𝚺𝟐𝟐

و  [

𝚺𝟐𝟐 > 𝐗𝟐به شرط  𝐗𝟏آنااه توزیع شرطی  𝟎 = 𝐱𝟐 صورت به 

Np (μ1 + Σ12Σ22
−1 (X2 − μ2) , Σ11,2) 

 که:است، 

Σ11,2 = Σ11 − Σ12Σ22
−1Σ21 

 ( را ب ینید.7118برای اث ات میرهد ) :برهان

 2توزیع ویشارت 21. 1 یفتعر

,X1گر ا … , XN~Np (μ, Σ)  آناکاهA = ∑ (Xα − X)(Xα − X)
′

N
α=1  دارای توزیکع ویشکارت بکا تکابع

 باشد:چاالی به فرم زیر می

→→→ f (y) =
|A|

1
2
(n+p+1) exp (−

1

2
trΣ−1A)

2
1

2
npπp(p−1) 4⁄ |Σ|

1

2
n∏ Γ [

1

2
(n + 1 − i)]

p
i=1

                                                 

=
|A|

1
2
(n−p−1) exp (−

1

2
trΣ−1A)

2
1

2
np|Σ|

1

2
nΓ (

n

2
)

, N > p 

 ( مراجعه کنید.7119) 0برای اطلاعات بیشتر به اندرسن

                                              
0. Muirhead 

7. Inverted Wishart 
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 توزیع ویشارت معکوس 21. 1 یفتعر

B آنااه A~Wp(Σ,m)اگر  = A−1 باشد که تابع چاالی آن به شرح می معکوس دارای توزیع ویشارت

 زیر است.

f (y) =
|ψ|

1
2
m|B|−

1

2
(m+p+1) exp (−

1

2
trψB−1)

2
1

2
mpΓp (

m

2
)

 

ψماترید معین مث ت و   Bکه در آن = Σ−1 (7119. )اندرسن 

𝐩)یک ماترید  𝐁و  𝐌~𝐖𝐩(𝚺,𝐦)اگر  5. 1 یهقض × 𝐪) باشد، آنااه 

B′MB~Wp(B
′ΣB,m) 

 اند.ویشارت دارای توزیع ودشانخ 𝐌ی طرقهای زیر ماترید 2. 1فرع 

−𝚺آنااه  𝐌~𝐖𝐩(𝚺,𝐦)اگر  3. 1فرع 
𝟏
𝟐𝐌𝚺−

𝟏
𝟐~𝐖𝐩(𝐈,𝐦). 

𝐁′𝐁در  𝐁(𝐩×𝐪)و  𝐌~𝐖𝐩(𝚺,𝐦) اگر 4. 1فرع  = 𝐈𝐪  صدق کند، آنااه𝐁′𝐌𝐁~𝐖𝐩(𝐈,𝐦). 

𝐌~𝐖𝐩(𝚺,𝐦) ،𝐦اگر  6. 1 یهقض > 𝒑  آنااه نس ت𝐚′𝚺−𝟏𝐚

𝐚′𝐌−𝟏𝐚
دارای  𝐚ثابکت  ربکردا 𝐩−بکه ازای هکر  

𝛘𝐦−𝐩+𝟏توزیع 
 است. 𝟐

 ( ب ینید.0948را در ماردیا ) 7. 0تا  7. 0های و فرع 8. 0. و 8. 0اث ات قضایای  برهان:

باشد، در این صورت  mو 𝚺متغیره با پارامترهای  pدارای توزیع ویشارت  𝐌متغیر کنید فرض  2. 1لم 

 داریم:

E(M−1) =
Σ−1

m− p − 1
 ,       m − p > 1 

 ( مراجعه کنید.7119اندرسن ) 0.4.4لم  برای اث ات به برهان:

                                                                                                                                     
3. Anderson 
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 ریم:آنااه دا 𝐁~𝐖−𝟏(𝛙,𝐦)کنیم میفرض  3. 1لم )*( 

∫|B|−
1

2
(m+p+1) exp (−

1

2
trψB−1) dB

B>0

= |ψ|−
1
2
m2

mp

2 Γp (
m

2
) 

 :از خواآ تابع چاالی داریمبرهان: 

∫
|𝛙|

𝟏
𝟐
𝐦|𝐁|−

𝟏

𝟐
(𝐦+𝐩+𝟏) 𝐞𝐱𝐩(−

𝟏

𝟐
𝐭𝐫𝛙𝐁−𝟏)

𝟐
𝟏

𝟐
𝐦𝐩𝚪𝐩 (

𝟏

𝟐
𝐦)

𝐝𝐁

𝐁>𝟎

= 𝟏                                                  

⟹ ∫|𝐁|−
𝟏

𝟐
(𝐦+𝐩+𝟏) 𝐞𝐱𝐩 (−

𝟏

𝟐
𝐭𝐫𝛙𝐁−𝟏)𝐝𝐁

𝐁>𝟎

= |𝛙|−
𝟏
𝟐
𝐦𝟐

𝟏

𝟐
𝐦𝐩𝚪𝐩 (

𝟏

𝟐
𝐦)                               ∎

 

 (0934)قاری  4. 1لم 

𝐩یک ماترید  𝐂کنید فرض  × 𝐪  باشد، بطوریکه𝐂′𝐁 =  ، و𝟎

Â = B(B′S−1B)−1B′S−1                                                        Ĥ = I − Â = SC(C′SC)−1C′ 

A = B(B′Σ−1B)−1B′Σ−1                                                        H = I − A = ΣC(C′ΣC)−1C′ 

,S~Wp(Σآنااه برای  n)  که در آنn = N −  موارد زیر برقرار است. 1

(0 E(Ĥ) = H 

(7  E(Ĥ′Σ−1Ĥ) = n−q+r−1

n−q−1
C(C′ΣC)−1C′ 

(9  E(tr Â′Σ−1ÂΣ) = r(n−1)

n−q−1
 

 برهان:

B2 = Σ
1
2C(C′ΣC)−

1
2 

×pرا که یک ماترید  q گیریم. بطوریکه باشد، در نظر میمیB2
′B2 = Iq و 

Σ
1
2B2B2

′ Σ−
1
2 = Σ

1
2Σ

1
2C(C′ΣC)−

1
2(C′ΣC)−

1
2C′Σ

1
2Σ−

1
2                                          

= ΣC(C′ΣC)−1C′                                                                                                       

= H 

 

(0 .08) 

(0 .04) 
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(0 .71) 

 و با تعریف 

B1 = Σ
−1
2B(B′Σ−1B)−

1
2 

B2
′B1 = B1و  0

′B1 = Ir شود. آنااه افراز نتیجه میΓ = (B1, B2)  یک ماترید متعامدp× p  ،است

Γ′Γیعنی  = Ip :زیرا 

→→→ Γ′Γ = (
B1
′

B2
′ ) (B1 B2)                                                                                                          

= (
B1
′B1 B1

′B2
B2
′B1 B2

′B2
)                                                                                                     

= (
Ir 0
0 Iq

) = Ir+q = Ip 

,S~Wp(Σچون  8. 0حا  با توجه به قضیه  n)  وΣ  یک ماتریدp× p :است، پد 

W = Σ−
1
2SΣ−

1
2~Wp (Σ

−
1
2ΣΣ−

1
2, n) 

,W~Wp(Iو در نتیجه  n). 

 با توجه با اینکه (1

Ĥ = SC(C′SC)−1C′                                                                                   

= Σ
1
2WB2(B2

′WB2)
−1B2

′ Σ−
1
2 

 

 (03. 0( و )08. 0و با توجه به روابط )

Σ
1
2WB2(B2

′WB2)
−1B2

′ Σ−
1
2

= Σ
1
2Σ−

1
2SΣ−

1
2Σ

1
2C(C′ΣC)−

1
2 ((C′ΣC)−

1
2C′Σ

1
2Σ−

1
2SΣ−

1
2Σ

1
2C(C′ΣC)−

1
2)
−1
(C′ΣC)−

1
2C′Σ

1
2Σ−

1
2

= SC(C′ΣC)−
1
2 ((C′ΣC)−

1
2C′SC(C′ΣC)−

1
2)
−1
(C′ΣC)−

1
2C′                                

= SC(C′SC)−1C′ 

Γ′Γماترید متعامد است، یعنی  Γاز آنجایی که = Ip( در 71. 0، با ضرب طرفین تساوی )Γ′Γ  تساوی

 برقرار خواهد بود. پد

(0 .03) 

(0 .03) 
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→→→→ Ĥ = SC(C′SC)−1C′                                                                                

= Σ
1
2ΓΓ′WB2(B2

′WB2)
−1B2

′ Σ−
1
2                                                                     

= Σ
1
2Γ (

B1
′

B2
′ )WB2(B2

′WB2)
−1B2

′ Σ−
1
2                                                

= Σ
1
2Γ (

B1
′WB2(B2

′WB2)
−1

B2
′WB2(B2

′WB2)
−1)B2

′ Σ−
1
2                                

= Σ
1
2Γ (

B1
′WB2(B2

′WB2)
−1

I
) B2

′ Σ−
1
2 

 

,W~Wp(Iیک ماترید متعامد است و  Γاز آنجایی که  7. 0با توجه به فرع  n) :در نتیجه 

U = Γ′WΓ~Wp(I, n) 

 پد

→→→→ U = Γ′WΓ = (
B1
′

B2
′ )W(B1 B2)                                                                   

= (
B1
′WB1 B1

′WB2
B2
′WB1 B2

′WB2
) 

= (
U11 U12
U21 U22

)~Wp(I, n) 

 حا  با استفاده از امید ریاضی توزیع ویشارت داریم:

E(U) = nIp = n(
Ir 0
0 Iq

) = (
nIr 0
0 nIq

) 

E(U12)در نتیجه  = E(U12|U22)و همننین  0 =  زیرا: 0

0 = E(U12) = E(E(U12|U22)) 

 همننین:

E(U12U22
−1) = E(E(U12U22

−1|U22)) = E(E(U12|U22)U22
−1) = E(0U22

−1) = 0 

 آید.( به صورت زیر بدست می77. 0بر اساس رابطه ) Ĥبنابراین 

Ĥ = Σ
1
2Γ (U12U22

−1

I
) B2

′ Σ−
1
2 

(0 .70) 

(0 .77) 

(0 .79) 

(0 .77) 

(0 .78) 
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 :داریم E(Ĥ)( برای 77. 0استفاده از رابطه )با 

→→ E(Ĥ) = Σ
1
2ΓE [(U12U22

−1

I
)] B2

′ Σ−
1
2                                                                               

= Σ
1
2Γ (

0
I
) B2

′ Σ−
1
2                                                 

= Σ
1
2(B1 B2) (

0
I
) B2

′ Σ−
1
2                                                                             

= Σ
1
2B2B2

′ Σ−
1
2 

 

E(Ĥ)( حکم 78. 0( در رابطه )04. 0حا  با جایاذاری رابطه ) = H شود.ثابت می 

 ( داریم:78. 0برای اث ات قسمت دوم از رابطه ) (2

→ Ĥ′Σ−1Ĥ = Σ−
1
2B2(U22

−1U12
′ I)Γ′Σ

1
2Σ−1Σ

1
2Γ (U12U22

−1

I
) B2

′ Σ−
1
2

= Σ−
1
2B2(I + U22

−1U12
′ U12U22

−1)B2
′ Σ−

1
2 

 

E(U12(، داریم:0343) 0ریاز سریواستاوا و خط
′ U12|U22) = rU22 

E(U22پد
−1U12

′ U12U22
−1) = rE(U22

−1) 

 زیرا:

E(U22
−1U12

′ U12U22
−1) = E[E(U22

−1U12
′ U12U22

−1|U22)] 

= E(U22
−1E(U12

′ U12)U22
−1|U22)

= rE(U22
−1U22U22

−1)                                                                                            

= rE(U22
−1) 

( داریم:74. 0در نتیجه از رابطه )  

E(Ĥ′Σ−1Ĥ) = E [Σ−
1
2B2(I + U22

−1U12
′ U12U22

−1)B2
′ Σ−

1
2]                  

= Σ−
1
2B2(I + rE(U22

−1))B2
′ Σ−

1
2 

 

                                              
0. Sirvestava and Khatri 

(0 .78) 

(0 .74) 

(0 .73) 
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,U22~Wq(I، 7. 0بنا به فرع  n) 7. 0، و ط ق لم،E(U22
−1) =

r

n−q−1
 

 :شود( به صورت زیر می73. 0پد رابطه )

E(Ĥ′Σ−1Ĥ) = Σ−
1
2B2 (I + rE(U22

−1))B2
′ Σ−

1
2                                      

= (1 +
r

n − q − 1
) Σ−

1
2B2B2

′ Σ−
1
2 

= (
n − q + r − 1

n − q − 1
) Σ−

1
2B2B2

′ Σ−
1
2 

B2و  B2با جایاذاری 
 داریم:( 08 .0از رابطه ) ′

E(Ĥ′Σ−1Ĥ) = (
n − q + r − 1

n − q − 1
)Σ−

1
2Σ

1
2C(C′ΣC)−

1
2(C′ΣC)−

1
2C′Σ

1
2Σ−

1
2     

= (
n − q + r − 1

n − q − 1
)C(C′ΣC)−1C′ 

 برای اث ات قسمت سوم داریم: (3

tr (Â′Σ−1ÂΣ) = tr ((I − Ĥ)
′
Σ−1(I − Ĥ)Σ) 

∀→→→→→= tr[(Σ−1 − Ĥ′Σ−1)(Σ − ĤΣ)]           

= tr[I − Ĥ − Ĥ′ + Ĥ′Σ−1ĤΣ]                          

= trI − tr Ĥ − tr Ĥ′ + tr Ĥ′Σ−1ĤΣ 

tr Ĥچون  = tr Ĥ′ = p − r  و با توجه به اینکهtrI = p پد 

tr (Â′Σ−1ÂΣ) = p − 2(p − r) +  trΣĤ′Σ−1Ĥ 

q( و اینکه 7بنابراین با توجه به ) = p − r :داریم 

E[tr (Â′Σ−1ÂΣ)] = p − 2(p − r) +
n − q + r − 1

n − q − 1
tr(ΣC(C′ΣC)−1C′)

=  p − 2(p − r) +
n − q + r − 1

n − q − 1
tr(H)          

=  p − 2(p − r) +
n − q + r − 1

n − q − 1
(p − r)          

(0 .73) 
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→→→→→=  p − 2(p − r) + [1 +
r

n − q − 1
] (p − r)                                     

=  r +
r(p − r)

n − q − 1
=
r(n − q − 1) + r(p − r)

n − q − 1
                               

=
r(n − 1)

n − q − 1
                                                                                        ∎ 

 گاماتوزیع  22. 1 یفتعر

 شود.تابع چاالی گاما به شرح ذیل تعریف می

fX(x) =
xα−1 exp(−x β⁄ )

Γ(α)βα
, x > 0, α > 0, β > 0. 

,X~Γ(αو به صورت  β) شودنمایش داده می. 

 توزیع کی دو 23. 1 یفتعر

,X1فرض کنید   … , Xp N(μi, σi
2)~

iid :آنااه ، 

Y =∑(
Xi − μi
σi

)
2

p

i=1

 

 .Y~χ2p نویسیم درجه آزادی است و می pدارای توزیع کی دو با 

 به صورت زیر است: Yتابع چاالی احتما  

f(y) =
1

2
p
2Γ (

p

2
)
y
p

2
−1e−

y

2  

 امید ریاضی و واریاند آن برابر است با:

E(Y) = p       

Var (Y) = 2p
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 توزیع کی دو غیر مرکزی 24. 1 یفتعر

,Upاگر  … , U1  مستقل از هم و دارای توزیع نرما  با میاناینμi ،i = 1, … , p  و واریاند یک باشند ،

Yآنااه  = ∑ Ui
2p

i=1 دارای توزیع کی دو غیر مرککزی بکاp  درجکه آزادی و پکارامتر غیکر مرککزیλ =

∑ μ
i
2p

i=1  است و باY~χp
2(λ) باشد. و تابع چاالی آن به صورت زیر می دهیم.نشان می 

f(y) = e−
δ
2F1 (

n

2
;
δy

4
) ×

e−
y
2y

n

2
−1

2
n

2Γ (
n

2
)

 

و  𝐙درجه آزادی باشند و  𝐤دو با -دارای توزیع کی 𝐔دارای توزیع نرما  استاندارد و  𝐙اگر  7. 1 یهقض

𝐔  مستقل باشند آنااه𝐗 =
𝐙

√
𝐔

𝐤

 است.با تابع چاالی به صورت زیر دی درجه آزا 𝐤با  𝐭دارای توزیع  

f(y) =
Γ (

k+n

2
) |Σ|−

1
2

(kπ)
n

2Γ (
k

2
)
(1 +

(y − μ)′Σ−1(y − μ)

k
)

−
(k+n)

2

 

 ( مراجعه کنید.0944) 0برای اث ات به مود :نبرها

 توزیع تی چند متغیره 25. 1 یفتعر

,Σبعدی با پارامترهای  nچند متغیره  tدارای توزیع  Xای مولفه nبردار μ  وν  درجه آزادی اسکت و بکا

X~tn (μ, Σ, ν) صورت زیر باشددهیم اگر تابع چاالی احتما  آن به نشان می 

f (y) =
Γ (

ν+n

2
) |Σ|-1 2⁄

(νπ)n 2⁄ Γ (
ν

2
)
(1+

(y-μ)'Σ-1(y-μ)

ν
)

-(ν+n)

2

 

 ( را ب ینید.7118) 7برای آگاهی بیشتر در مورد این توزیع ناداراجا و کاتز

  

                                              
0. Mood 

2. Nadarajah and Kotz 
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 توزیع فیشر 26. 1 یفتعر

 یک متغیر تصادفی با چاالی زیر باشد X اگر

f(x) =
Γ (

m+n

2
)

Γ (
m

2
) Γ (

n

2
)
(
m

n
)

m
2 x

m−2

2

[1 + (
m

n
) x]

m+n

2

  , 0 < x < ∞ 

 درجه آزادی است. nو  mدارای توزیع فیشر با  Xشود متغیر تصادفی آنااه گفته می

 تصادفی  غیرباشد، آنااه مت 𝐕~𝛘𝟐𝐪و مستقل از  𝐔~𝛘𝟐𝐩گر ا 8. 1 یهقض

F =
U p⁄

V q⁄
 

 درجه آزادی است. qو  pبا  Fدارای توزیع 

 نمایید.( مراجعه 0944: برای اث ات به مود )برهان

𝟏درجه آزادی باشد آنااه  pو qبا  𝐅دارای توزیع  𝐗تصادفی اگر متغیر  5. 1لم 

𝐗
 qو  pبا  𝐅دارای توزیع  

 درجه آزادی است.

 .( را ب ینید0944برای اث ات مود ) :برهان

 میاناین و واریاند توزیع فیشر به ترتیب برابر اند با:

E(X) =
q

q − 2
                                                          n > 2 

Var(X) =
2q2(p + q − 2)

p(q − 2)2(q − 4)
                                n > 4 
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 توزیع فیشر غیر مرکزی 27. 1 یفتعر

آیکد. دست مکیهایشان به مرکزی از تقسیم دو توزیع کی دو مرکزی مستقل، بر درجه آزادی Fتوزیع 

حا  اگر به جای توزیع کی دو مرکزی صورت، کی دو غیر مرکزی قرار دهیم، توزیع فیشر غیر مرکزی 

 آید.به دست می

 تابع گامای چند متغیره 28. 1 یفتعر

 باشد. تابع گامای چند متغیره به صورت زیر می

→→→→ Γp = ∫|X|a−
p+1

2 etr (−X)dX

X>0

                                                                  

= π
p(p−1)

4 ∏[a +
1 − j

2
]

p

j=1

 

 نمایی خانواده توزیع 1. 6. 1

𝛉و  Xتکیه گاه متغیر تصادفی  𝛘کنید فرض   29. 1 یفتعر ∈ 𝚯 فضای پارامتر جامعه باشکد گکوییم

.)fتابع احتما   ): 𝛘 → 𝓡+  عضو خانواده نمایی است هر گاه توابع اندازه پکذیرT(. .)Sو ( و  𝓡روی  (

 طوریکه: باشند به وجود داشته𝚯روی  (.)Dو  (.)Qتوابع حقیقی 

fθ(x)=exp[Q(θ)T(x) + D(θ) + S(x)]IA(x) 

A بهθ بستای ندارد و 

IA(x) = {
1                    x ∈ A
0                    x ∉ A

 

 است. Aتابع نشانار مجموعه 

 آیند.زیر بدست می از تعریف فوق نتایج

 عضو خانواده نمایی است. S(X)توزیع آماره  .0
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,Xnبر اساس یک نمونه .7 … , X2, X1  تصادفی ه حجمn  از توزیع نمایی، توزیکع تکو م نیکز عضکو

 خانواده نمایی است.

ηبا تغییر پارامتر  .9 = Q(θ) توان نتیجه گرفت:می 

 

f
η
(x)=exp [ηT(x)+D* (η) +S(x)] IA(x) 

گوینکد )ککه دارای خکواآ زیکر خانواده نمایی ط یعکی می نیز متعلق به خانواده نمایی است که به آن

 باشد( و داریم:می

E(T(X)) = −D∗́ (η) =
−dD∗(η)

dη
 

Var(T(X))=D*́́ (η) 

MT(X)(S)=exp (D*(η)-D*(S+η)) 

 .مراجعه شود (0333) 0و کسلا برای مطالعه بیشتر به لهمن

 های اساسی لم 7.  1

 )اتحاد استاین(  6. 1لم 

,𝐘~𝐍𝐩(𝛉فرض کنید  𝛔
𝟐𝐈𝐩) به ازای تابع حقیقی مقدار  در این صورت𝐡 = (𝐡𝟏, … , 𝐡𝐩): 

𝐄𝛉 [(𝐲𝐢 − 𝛉𝐢) 𝐡𝐢(𝐲)] = 𝛔
𝟐𝐄𝛉 [

𝛛

𝛛𝐲𝐢
𝐡𝐢(𝐲)] 

𝐡:𝓡𝐩که در آن تابع  → 𝓡𝐩 پذیر است. مشتق بینهایت 

 ( مراجعه کنید.0330برای اث ات به استاین ) برهان:

  

                                              
0. Lehmann and Casella  
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 (0934)قاری  7. 1لم 

𝐖~𝛘𝐠آزادی اسکت، درجه  gدارای توزیع کی دو با  Wمتغیر تصادفی فرض کنید 
.)𝛟. همننکین 𝟐 ) 

 داریم: nتابعی اندازه پذیر بور  است. در این صورت به ازای هر عدد ط یعی 

E[Wnϕ(W)] =
2nΓ (n +

g

2
)

Γ (
g

2
)

E[ϕ(χ2n+g
2 )] 

 توان نوشت: می با استفاده از تابع چاالی توزیع کی دو برهان:

E[Wnϕ(W)] = ∫ Wnϕ(W)
W

g
2
−1e−

W
2 (

1

2
)

g

2

Γ (
g

2
)

dW
∞

0

= ∫ ϕ(W)
W

g
2
+n−1e−

W
2 (

1

2
)

g

2

Γ (
g

2
)

dW
∞

0

=
2nΓ (n +

g

2
)

Γ (
g

2
)

∫
W

g+2n
2

−1e−
W
2 (

1

2
)

g+2n

2

Γ (
g+2n

2
)

ϕ(W)dW
∞

0

=
2nΓ (n +

g

2
)

Γ (
g

2
)

E[ϕ(χ2n+g
2 )]                                                                         ∎ 

 (0934)قاری  8. 1لم 

𝐡(𝛘𝐫تابع انتارال ذیر برای هر 
𝛘𝐫از یک متغیر تصادفی  (𝟐

 ساوی زیر برقرار است.ت درجه آزادی 𝐫با  𝟐

E [
h(χr

2)

χr2
] =

1

r − 2
E[h(χr−2

2 )] 

,هیم،قرار د 8. 0اگر در لم  برهان: n = −1 , g = r , ϕ(W) = h(χr
 آنااه داریم:(2

E [
h(χr

2)

χr2
] =

2−1Γ (
r

2
− 1)

Γ (
r

2
)

E[h(χr−2
2 )] 

→→→→=
(
r

2
− 2) !

2 (
r

2
− 1) !

E[h(χr−2
2 )]                                                                    

=
1

r − 2
E[h(χr−2

2 )]                                                                                                 ∎ 
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 (4.4.9(، قضیه 7119)اندرسن )9. 1 یهقض

,x1اگر  … , xn~N(μ, Σ) و توزیع پیشین ،μ, Σ ،N(μ|ν,
1

K
Σ) ×𝒲−1(Σ|ψ,m) باشکد آناکاه توزیکع

,μپسین  Σ  برایx, S آید معلوم به صورت زیر بدست می. 

N(μ|
1

N+K
(Nx, Kν),

1

N+K
Σ) ×𝒲−1 (Σ|ψ + ns +

NK

N+K
(xα − ν)(xα − ν)

′
, N + m). 

 که در آن

x =
∑ xα
N
α=1

N
, S =

1

n
∑(xα − x)(xα − x)

′
N

α=1

 

nSو  xچون  برهان: = A های کامل هستند، توزیع توام  آمارهx, A, μ, Σ :برابر است با 

K
1
2
pN

1
2
p|Σ|−

1
2
(N+m+p+2)|A|−

1
2
(N−p−2)

2
1
2
(N+m+1)pπpΓp (

1

2
(N − 1)) Γp (

1

2
m)

∙ exp {−
1

2
[N (x − μ)

′

Σ−1 (x − μ) + tr AΣ−1

+ K(μ − ν)
′

Σ−1 (μ − ν) + trψΣ−1]} 

 برابر است با: expع ارت داخل 

−
1

2
{(N + K)μ′Σ−1μ − 2(Nx + Kν)Σ−1μ + Nx

′
Σ−1x + Kν′Σ−1ν + tr (A + ψ)Σ−1}

= −
1

2
{(N + K) [μ −

1

N + K
(Nx + Kν)]

′

Σ−1 [μ −
1

N + K
(Nx + Kν)]

+
NK

N + K
(x − ν)

′
Σ−1(x − ν) + tr (A + ψ)Σ−1} 

,Σنس ت به  (97. 0حا  اگر از ع ارت ) μ  انتارا  بایریم تابع چاالی توامA, x آیدبدست می. 

 آید.ع ارت زیر بدست می μابتدا با انتارا  گیری نس ت به 

(0 .91) 

(0 .90) 
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K
1
2
pN

1
2
p|ψ|

1

2
m|Σ|−

1
2
(N+m+p+1)|A|−

1
2
(N−p−2)

(N + K)
1
2
p2

1
2
(N+m)pπ

1

2
pΓp (

1

2
(N − 1)) Γp (

1

2
m)

∙ exp {−
1

2
[tr AΣ−1 +

NK

N + K
(x − ν)

′
Σ−1(x − ν) + trψΣ−1]} 

 

 داریم:( 9 .0و با استفاده از لم ) Σ با انتارا  گیری از ع ارت به دست آمده نس ت به

K
1
2pN

1
2pΓp(

N+m

2
)

π
1
2
p
Γp(

1

2
(N−1))Γp(

1

2
m)(N+K)

1
2
p
∙ |A|−

1
2
(N−p−2)|ψ|

1

2
m |ψ + A +

NK

N+K
(x − ν)(x − ν)

′
|
−
1

2
(N+m)

 

,Σحا  برای بدست آوردن تابع چاکالی شکرطی  μ  بکه شکرطA, x ( 97.0( را بکه )97.0)نسک ت بایکد

 محاس ه کنیم، که در نتیجه خواهیم داشت.

(N + K)
1
2
p|Σ|−

1
2
(N+m+p+2) |ψ + A +

NK

N+K
(x − ν)(x − ν)

′
|

1

2
(N+m)

2
1
2
(N+m+1)pπ

1

2
pΓp (

N+m

2
)

∙ exp {−
1

2
[(N + K) [μ −

1

N + K
(Nx + Kν)]

′

Σ−1 [μ −
1

N + K
(Nx + Kν)]

+ tr [ψ + A +
NK

N + K
(x − ν)(x − ν)

′
] Σ−1]} 

 ∎                           توان نوشت. ( می90.0( را مانند ع ارت )98.0حا  ع ارت )

𝐪در اندازه  𝐖متغیر تصادفی فرض کنید  11. 1 یهقض × بعدی با  𝐪دارای توزیع نرما  چند متغیره  𝟏

.)𝚽باشد، و  𝐈𝐪کوواریاند  -و ماترید واریاند 𝛉میاناین   :آنااه تابع اندازه پذیر بور  باشد، یک (

E[ϕ(W′W)W] = θE [ϕ(χ
(q+2,

θ′θ

2
)

2 )] 

 .ب ینید( را 0343جاج و باک ) :برهان

𝐪یک متغیر تصادفی در اندازه  𝐖اگر  11. 1 یهقض × و  𝛉بعدی با میاناین  𝐪توزیع نرما  دارای  𝟏

 :متقارن باشد آنااه ماترید معین مث ت 𝐀و  باشد 𝐈𝐪کوواریاند  -ماترید واریاند

(0 .97) 

(0 .99) 

(0 .97) 
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E[ϕ(W′W)W′AW] = E [ϕ(χ
(q+2,

θ′θ

2
)

2 )] trA + E [ϕ(χ
(q+2,

θ′θ

2
)

2 )] θ′Aθ 

 .ب ینید( را 0343جاج و باک ) :برهان

 1گیری بوت استرپ روش نمونه 8.  1

گیکری درون بع ارت دیاکر نمونکه .آیدبا ت دیل از یک نمونه به دست می کهاست  اییگیرنمونهروش 

تنهکا  مونه شبصی انجام مکی شکود ککه اغلکببا تکیه بر ن بوت استرپروش  .شودانجام می یک نمونه

 افزاید.می بوت استرپو این امر بر اهمیت روش  من عی است که یک محقق برای تحقیق دارد.

طوریکه هر نمونه گرفته شده با ایکن شود بمیای با جایازینی از نمونه اصلی گرفته نمونه در این روش

 توانسکتکه  توسط افرون ارایه شد 0343. این روش در سا  برابر هستنددارای توزیع  روش مستقل و

تکوان برآوردهکای نسک تاق دقیقکی از با استفاده از این روش می رد. مشکل ن ود نمونه بزرگ را از بین ب

زیر نمونه گیکری  با روش گیرینمونهاین روش تفاوت  پارامتر جامعه و ضرایب رگرسیونی بدست آورد.

اسکت در  نمونه گیری با جایاذاری از نمونکه اصکلی بوت استرپنمونه گیری در این است که  تصادفی

هکای ممککن گیری تصادفی بدون جایاذاری از مجموعه تمام زیر نمونههای زیر نمونهحالی که انتباب

 است.

 و چک کردن فرضیات پارامتریکک، اجتناب از هزینه نمونه گیری جدیدتوان به از مزایای این روش می

ین روش در شرایطی که فرضیات پارامتریک پینیده باشند ارا اشاره کرد  هابرآورد واریاند در چندک

دلیکل تککرار  تنکوع بکهتکوان و از معایب این روش می .ستفاده می شودو یا قادر به ایجاد آنها ن اشیم ا

 . را نام برد نمونه معراو اتکا به )مونت کارلو(  محدود

در نتیجه در شرایطی که یک سوم حجم نمونه در دسترس باشد. با افزایش تکرار نمونه بوت استرپ و 

همین طور حجم نمونه بوت استرپ برآورد پارامترهای مد  به مقدار واقعی نزدیک و فاصله اطمینکان 

                                              
0. Boot strap 
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پارامترهای روش لجستیک و بوت استرپ، خطای برآورد در بوت کوچک خواهد شد. با مقایسه برآورد 

یابد. بنابراین وقتی نمونه به اندازه کافی بزرگ ن اشد الاوریتم  استرپ به میزان قابل توجهی کاهش می

 بوت استرپ راه مناس ی خواهد بود.

 ( مراجعه کنید.0339و تی شیرانی ) ( و افرون0343برای مطالعه بیشتر به افرون )



 

 

 

 

 

 

 فصل دوم

 برآوردگرهای محدود شده در حالت یک متغیره
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 مقدمه 1. 2

 بیان مسئله 1. 1. 2

در خصوآ بعضی از پارامترها یکا در مکواردی در مکورد تمکام  0در مسایل آماری، استفاده از اطلاع پیشین

پارامترهای مورد علاقه در مد  آماری تحت بررسی، اغلب منجر به استفاده از روشهای پیشرفته و تعمکیم 

شکوند. اسکتفاده از اطکلاع پیشکین ه به قطعی بودن این اطلاع، به کاربرده مکیود، که با توجشای مییافته

های محدود شده یا مطرح است که در نهایت به مد 7های آماری، معمومً به صورت یک قیدمعلوم در مد 

محدود شکده آید، برآوردگر های محدود شده بدست میشود. برآوردگری که بر اساس مد مقید منتج می

(REنامیده می ) شود. اعت ار و کارایی برآوردگرهای محدود شده بر اساس قید اعما  شده بکر روی فضکای

( در UEبرآوردگرهای محکدود نشکده ) در مورد گیرند در حالی کهپارامتر، مورد سنجش و بررسی قرار می

هکای محکدود شکده و محکدود ه مد شوند. بنابراین نتایج بدست آمده بر پایکل فضای پارامتر، بررسی می

تواند معقکو  و ککاربردی باشکد. ها و قیود اعما  شده، مینشده تنها با سنجش درستی و اعت ار محدودیت

باید توجه کرد که انتباب برآوردگرهای محدود شده در شرایطی که اطلاع پیشین درست ن اشکد، توجیکه 

 پذیر نیست.

باشیم که در مد  آمکاری از اطکلاع پیشکین غیکر قطعکی اسکتفاده  از طرفی اگر با مسایلی سرو کار داشته

شود بهتر است که بعضی اطلاعات پیشین را در عین اینکه ممکن است در اعت کار آنهکا شکک و تردیکد می

داشته باشیم، در مد  لحاظ کنیم. در استن اط آماری این نوع اطلاع پیشین که به صورت یک سری قیود 

شوند. در این موارد برای رهایی از ایکن گیرند اغلب با عنوان پارامتر مزاحم تع یر میمورد استفاده قرار می

                                              
0.Prior Information 

7. Constrained 
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توان از رهیافت فیشر استفاده کرد. بدین صورت که ابتدا قیود اعما  شده را آزمون کنیم عدم قطعیت، می

برآوردگر محدود ( و چناننه رد شد از RE) 0چناننه فرضیه درستی قیود رد نشد از برآوردگر محدود شده

( در به کود بکرآورد واریکاند در 0337) 9( استفاده کنیم. این ایده اولین بکار توسکط بنکرافکتUE) 7نشده

آیکد، برآوردگکر جدو  آنالیز واریاند مورد استفاده قرار گرفت. برآوردگری که بر ایکن اسکاس بدسکت مکی

تکوان در مجموعکه کارهکای روش را مکیهای مبتلفی از ایکن شود. تعمیم( نامیده میPTE) 7آزمون اولیه

 00(، اسکتاین0343) 01و سکن 3(، صکالح0343) 3و بکاک 4(، جکاج0383و بنکرافت ) 8(، هان0388) 8فیشر

( 7113( و آرشکی )7114( و )7118و صالح ) 07(، کی ریا7118(، صالح )0339(، بنکرافت و هان )0330)

 دید.

 کاربرد مسئله 2. 1. 2

 ی موجکود بککار هکابکرای توصکیف دادهککه مد  آماری  یدر مورد پارامترها پیشین ، اطلاعاکثر مواقعدر 

خواآ نکابرابری در روش بکرآورد داشکته نامشب   پیشین . اگر اطلاعباشدممکن است نامشب   رودمی

مثا  داروهای  نوانعب،)های بالینیش. در آزمایبهتر خواهد شداین پارامترها گیری درباره یجهتباشد آنااه ن

ککاملی را طلاعات به اندازه کافی شوند تااممکن است نتایج آزمایشات مشابه مبتلف با هم مبلوط  (جدید

                                              
0. Restricted Estimator 

7. Unrestricted Estimator 

9. Bancroft 

7. Preliminary Test Estimator 

8. Fisher 

8. Han 

4. Judge 

3. Back 

3. Saleh 

01. Sen 

00. Stein 

07. Kibria 
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. در تجزیکه و ککافی باشکد آمکاری هکایگیری برآورد و نتیجهبودن  قابل اعتماد اث اتبرای دهند که ارایه 

جان ی دارو، اغلب مد  رگرسیون لجستیک برای پیش بینی احتما  وقوع یک  عوارض برایتحلیل آماری 

 گیرد.قرار میمورد استفاده  شوند، داروها مصرا میو یا ترکی ی از  یک دارووقتی  ،رویداد نامطلوب

 منحصکر بکه فرداسکت و بکرای کشورهای مبتلکففرض شود که تأثیر داروها بر روی افراد مبتلف در اگر 

از مردم تمامی کشورها در نظر بایریم، برآوردی که از این طریکق بدسکت  ایها نمونهیل دادهتجزیه و تحل

با ایکن  ایم.بطور جداگانه بدست آورده ،کشور خاآخواهد بود که برای یک ی یتر از برآوردهاآیدباارزشمی

ی که بطکور رآوردگرب ن اشد، درستمطالعه شده  داروهایاثرات بودن مشابه درباره  پیشینحا ، اگر فرض 

 داشته باشد.قابل توجهی غیر قابل اطمینان باشد واری ی ممکن است کلی بدست آوردیم 

به عنوان مثا  دوم، در مطالعه عوامل مرت ط با وزن کم نوزاد هناام تولد، با استفاده از عواملی مانند سکن 

تکوان مکد  مکی مستقل به عنوان متغیرهای استرسمادر، قد، وضعیت سیاار کشیدن، فشار خون بام و یا 

که معادمت رگرسکیون بکرای فرض کنیم . اگر برازش داد های مبتلف نژادیبرای گروه رارگرسیون خطی 

بکرازش  هکای نکژادیبرای تمام گکروهساده را  مد  رگرسیون یمتوان، میاندهای مبتلف نژادی مشابهگروه

 پیشین است. دهیم.که این مطلب نیز به صورت یک اطلاع

 مدل جامعه 2. 2

,Y1فرض کنید  Y2, … , YN N(θ, 1)̃
iid که در آن ،θ ∈ ℛ در حالت کلی ککه  .میاناین و نامعلوم استθ ∈

ℛ  بدون اعما  هیناونه قیدی روی پارامترθ  برآوردگکر ،ML  پکارامترθ  ککه در ایکن حالکتUE  اسکت

 ع ارتست از:

Y =
1

N
∑yi

N

i=1
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و توابع زیکان مکرت ط  (BL  )را تحت تابع زیان متعاد E(CB0 (برآوردگر بیز محدود شدهحا  قصد داریم 

 بدست آوریم. 

آید مباطره کمتری داشته باشد مسئله ما از اهمیت بیشکتری برخکوردار  هر چه برآوردگری که بدست می

است که تابع زیان کاربردی خواهد بود، بنابراین تابع زیانی که استفاده شده نقش مهی را ایفا کرده و بهتر 

 و منطقی بکار برده شود.

 تاریخچه 3. 2

,Lz(θتابع زیان  7در این زمینه زلنر t) = ω∑ (Xi − t)
2n

i=1 + (1 − ω)(t − θ)2 برای اولکین بکار در  را

مطرح کرد، که در آن از تابع زیان مربع خطا و کمترین مربعات خطکا اسکتفاده ککرد و پکد از 0337سا  

 کنیم.اند که در ادامه به چند مورد اشاره میایشان محققان زیادی از این تابع زیان بهره جسته

خکواآ نظریکه تصکمیم مطالعکاتی  ( درباره8711( و جعفری جوزانی و همکاران )0333و همکاران ) 9دی

، 8، مجکاز بکودن7بصورت کلی و موضوع بیکزی δ0اند آنها همننین درباره استفاده از برآوردگر هدا داشته

دهکد، نیکز که تابع زیان مربع خطای نامتعاد  را بطور مستقیم نتیجکه مکی ...و 4مینیماکد، 8مباطره کم

( مقکامتی راجکع بکه برآوردگربیکز تجربکی منتشکر 1371و 7114و همککاران ) 3اند. گوشمطالعاتی داشته

تتن کرگ و  .بککار بکرده انکد 01ابکر جامعکه هکای( برای پیش بینی مد 7114) 3ساختند و بنسا  و اگروا 

                                              
0. Constrained Bayes Estimator 

7. Zellner 

9. Day 

7. Bayesianity 

8. Admissibility  

8. Dominance 

4. Minimaxity 

3. Ghosh 

3. Basal and Aggarwal 

01. Super-Population 



 برآوردگرهای محدود شده در حالت یک متغیرهفصل دوم 

 

70 

 

  7های گم شده بکار گرفتند و ولف و گودسیل( این تابع زیان را برای آنالیز رگرسیون با داده7118) 0بشام

را در آنالیز سیانالهای صکوتی بدسکت آوردنکد، اخیکراً جعفکری جکوزانی و همککاران  θ( برآوردگر 7119)

گیری در حالتی که انعطاا پذیری ( تعمیم این تابع زیان را برای ایجاد یک ابزار بلقوه برای تصمیم7101)

 اند.وجود داشته باشد بکار گرفته δ0و  ρزیادی در انتباب 

(، و سکنجری فارسکی پکور و اصکغرزاده 0337) 9زلنکر و رودریک  مطالعات مشابهی در این زمینکه توسکط

 ( انجام شده است.7113( و گُش )7117)

 ایم.را در نظر گرفته 9. 0تعاد  وزنی تعریف شده در ببش در ادامه کار تابع زیان م

:H0چناننه فرضیه  θ = θ00  درست باشد، آنااه برآوردگرML  پارامترθ برابر است باθ̂ = θ00  ککه آن را

  7نامیم.( میREبرآوردگر محدود شده )

 ایده برآوردگر بیز محدود شده 4. 2

:H0حا  اگر فرض کنید  θ = θ00 آنااه ،MLE(θ)  توسطθ̂  بعنکوان پکارامتر محکدود شکده نمکایش داده

θ̂شود و داریم می = θ00 ایده اصلی برآوردگر بیز در این است که اگکر فرضکیه ،H0  درسکت باشکد ن ایکد

و توزیکع پیشکین  H0بدهد. به ع کارت دیاکر ن ایکد فرضکیه  H0توزیع پیشین اطلاعاتی متفاوت از فرضیه 

گیکریم ککه تکا حکدودی متفاوت از یکدیار عمل کنند. برای این منظور توزیع پیشین را طوری در نظر می

θاطلاع  = θ00 شکود. حکا  از یع پیشین اعما  مکیرا داشته باشد. به ع ارتی محدودیت مورد نظر در توز

رسد که این شود این طور به نظر میآنجایی که توزیع پسین از توزیع پیشین و تابع درستنمایی مشتق می

                                              
0. Toutenburg and Shalab 

7. Wolf and Godsill 

9. Rodrigues 

 ( بدست آمده است.0933( و )b7101از نتایج این فصل مقاله پورحسینی و آرشی ) .7
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محدودیت در توزیع پسین نیز دخیل است. در نهایت برآوردگر بیزی که از این توزیع پسین محدود شکده 

 شود.می ( نامیدهCBEآید برآوردگر بیز مقید )بدست می

:H0در این قسمت برای ایجاد تط یق بین توزیع پیشین و فرضیه  θ = θ00 کنیم فرض میθ  دارای توزیع

,N(θ00پیشین  a)  است، که در آن, a ∈ ℛ+ باشد. در نتیجه توزیع پسین با اسکتفاده از قضکیهمعلوم می 

mع ارتست از نرما  با میاناین  7. 0 =
aNy̅+θ00

aN+1
Vو واریاند   =

a

aN+1
. 

 تابع زیان متعادل وزنی تحتCBبرآوردگرهای  5. 2

در این ببش با توجه به تعریفی که از برآوردگر بیز محدود شده در ببش ق ل ارایه دادیکم، سکاختار کلکی 

آوریم. واضح است که محکدودیت برآوردگرهای بیز محدود شده را تحت تابع زیان متعاد  وزنی بدست می

H0: θ = θ00 تنها در ساختار توزیع پسین تاثیر دارد که باعث بوجود آمدن برآوردگکر بیکز محکدود شکده 

توان چنین استن اط کرد که بکا معلکوم بکودن توزیکع پسکین تحکت محکدودیت مکوردنظر شود. لذا میمی

 )محدودیت اعما  شده روی توزیع پیشین( ساختار برآوردگر بیز محدود شده مشابه ساختار برآوردگر بیکز

 باشد که در این راستا قضیه اساسی زیر را داریم:در حالت عادی )بدون محدودیت( می

 1. 2 قضیه)**( 

;Lω,δ0(θتحت زیان  الف( δ)  برآوردگر بیزθ  تحت پیشینπ(θ) برابر است با 

δ̂B = ωδ0 + (1 − ω)
E[θr(θ)|Y]

E[r(θ)|Y]
 

 ع ارت است از: δ̂Bتابع مباطره  ب(

Rω,δ0(θ; δ) = ωE[r(θ)[(θ − δ0)(−2δ + θ + δ0)]|Y] + E[r(θ)(δ − θ)
2|Y] 

 برهان:
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Yای پیدا کنیم که تابع زیر را.که در آن  δکافی استالف( = (Y1, … , YN)نیمم کند، می 

𝐑𝛚,𝐘(𝛉; 𝛅) = 𝐄[𝐋𝛚,𝛅𝟎(𝛉; 𝛅)|𝐘] =                                                              

= 𝛚(𝛅 − 𝛅𝟎)
𝟐𝐄[𝐫(𝛉)|𝐘] + (𝟏 − 𝛚)𝐄[𝐫(𝛉)(𝛅 − 𝛉)𝟐|𝐘] 

 

 دهیم.مشتق گرفته و برابر صفر قرار می δ( نس ت به 0.7در ادامه از )

∂E(Lω,δ0(θ, δ)|Y)

∂δ
=  2ω(δ − δ0)E[r(θ)|Y] + (1 − ω)E[2r(θ)(δ − θ)|Y] = 0

⟹ 2ωE[δr(θ)|Y] − 2ωE[δ0r(θ)|Y] + 2(1 − ω)E[r(θ)δ|Y] − 2(1 − ω)E[θr(θ)|Y] = 0

 

 داریم: باشدمی Yتابعی از  δو چون 

2ωδE[r(θ)|Y] − 2ωδ0E[r(θ)|Y] + 2(1 − ω)δE[r(θ)|Y] − 2(1 − ω)E[θr(θ)|Y] = 0

⟹ 2δE[r(θ)|Y] − 2ωδ0E[r(θ)|Y] − 2(1 − ω)E[θr(θ)|Y] = 0                                                  
 

 وسطین کردن تساوی، نتیجه به صورت زیر حاصل خواهد شد. -و طرفین 7با تقسیم طرفین تساوی بر 

δ̂B = δ̂ =
ωδ0E[r(θ)|Y]

E[r(θ)|Y]
+
(1 − ω)E[θr(θ)|Y]

E[r(θ)|Y]
                               

= ωδ0 + (1 − ω)
E[θr(θ)|Y]

E[r(θ)|Y]
 

 داریم: 7. 7مشتق دوم گرفتن از ع ارت  همننین با

∂2E(Lω,Y̅(θ, δ)|Y)

∂δ2
= 2ωE[r(θ)|Y] + (1 − ω)E[2r(θ)|Y]                                                           

= 2E[r(θ)|Y] > 0 

 برابر کمترین مقدار خواهد بود. δ̂Bدر نتیجه، 

 آید.با توجه به فرمو  تابع مباطره، نتیجه به صورت زیر بدست می ب(

(7 .0) 

(7 .7) 
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Rω,Y̅(θ; δ̂) = E[Lω,Y̅(θ; δ̂)|Y] = E [ω r(θ)(δ̂ − δ0)
2
| Y] + E [(1 − ω) r(θ)(δ̂ − θ)

2
| Y]

= E[(ωr(θ)δ̂2 +ωr(θ)δ0
2 − 2ωr(θ)δ̂δ0)|Y]

+ E[(r(θ)δ̂2 + r(θ)θ2 − 2r(θ)δ̂θ − ωr(θ)δ̂2 −ωr(θ)θ2 + 2ωr(θ)δ̂θ)|Y]

= E[(ωr(θ)δ0
2 − 2ωr(θ)δ̂δ0 + r(θ)δ̂

2 + r(θ)θ2 − 2r(θ)δ̂θ − ωr(θ)θ2

+ 2ωr(θ)δ̂θ)|Y]

= E [(ωr(θ)(δ0
2 − 2δ̂δ0 − θ

2 + 2δ̂θ) + r(θ)(δ̂2 + θ2 − 2δ̂θ))| Y]

= E [(ωr(θ) ((δ0 − θ)(δ0 + θ − 2δ̂)) + r(θ)(δ̂ − θ)
2
)| Y]

= ωE [r(θ) [((δ0
2 − θ2) − 2δ̂(δ0 − θ))]| Y] + E [r(θ)(δ̂ − θ)

2
| Y]     ∎ 

 

,N(θ00( و توزیع پیشکین 9. 0ابع وزنی مبتلف تحت تابع زیان )را برای چند ت CBحا  برآوردگر بیز  a) 

کنیم تا بتوانیم توابع مباطره را به برای جلوگیری از زیاده نویسی توابع زیر را معرفی می آوریم.بدست می

 صورت خلاصه ارایه دهیم. برای این منظور فرض کنید:

φ1 = E(θ|Y) =
aNy̅ + θ00
aN + 1

,     

φ2 = E(θ
2|Y) = (

θ00 + aNy̅

aN + 1
)
2

+
a

aN + 1
, 

φ3 = E(θ
3|Y) = (

θ00 + aNy̅

aN + 1
)
3

+ 3(
θ00 + aNy̅

aN + 1
) (

a

aN + 1
), 

φ4 = E(θ
4|Y) = (

θ00 + aNy̅

aN + 1
)
4

+ 6(
θ00 + aNy̅

aN + 1
)
2

(
a

aN + 1
) + 3 (

a

aN + 1
)
2

, 

φ5 = E(e
θ|Y) = e

θ00+aNy̅

aN+1
+

a

2aN+2, 

φ6 = E(θe
θ|Y) = (

θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
) e

θ00+aNy̅

aN+1
+

a

2aN+2,  

φ7 = E(θ
2eθ|Y) = (

θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
)
2

+
a

aN + 1
e
θ00+aNy̅

aN+1
+

a

2aN+2, 

(7 .9) 
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φ8 = E(θe
−bθ|Y) = (

θ00 + aNy̅ − ab

aN + 1
) e−b

θ00+aNy̅

aN+1
+

ab2

2aN+2,          

φ9 = E(e
θ(1−b)|Y) = e

(1−b)
θ00+aNy̅

aN+1
+
a(1−b)2

2aN+2 , 

 های شهودیمثال 1. 5. 2

𝐫𝟏(𝛉)گرفتن با در نظر 1. 2 مثال = 𝛉محکدود بیز محدود شده و تابع مباطره برآوردگکر بیکز  ، برآوردگر

 آید.شده به شرح زیر بدست می

 داریم: 0. 7برای بدست آوردن برآوردگر بیز محدود شده، ابتدا بدون در نظر گرفتن قضیه 

E[Lω,Y̅(θ; δ)|Y] = ω(δ − δ0)
2E[θ|Y] + (1 − ω)E[θ(δ − θ)2|Y] 

 حا  با مشتق گرفتن از ع ارت فوق و برابر صفر قرار دادن آن داریم:

∂E(Lω,Y̅(θ, δ)|Y)

∂δ
=  2ω(δ − δ0)E[θ|Y] + (1 − ω)E[2θ(δ − θ)|Y] = 0          

⟹ 2ωE[δθ|Y] − 2ωE[δ0θ|Y] + 2(1 − ω)E[θδ|Y] − 2(1 − ω)E[θ
2|Y] = 0                

⟹ 2δE[θ|Y] − 2ωδ0E[θ|Y] − 2(1 − ω) [Var[θ|Y] + E
2[θ|Y]] = 0                              

⟹ 2δ (
θ00 + aNy̅

aN + 1
) − 2ωδ0 (

θ00 + aNy̅

aN + 1
) − 2(1 − ω) (

a

aN + 1
+
θ00 + aNy̅

aN + 1
) = 0 

⟹ δφ1 = ωδ0φ1 + (1 − ω)φ2

 

 

δ̂CBدر نتیجه 
(1) = δ̂ = ωδ0 + (1 − ω)

φ2

φ1
 آیکد ککه معکاد  نتیجکه بدسکت آمکده توسکط  ، بدست مکی

 باشد.می 0. 7قضیه 

 حا  برای بدست آوردن تابع مباطره داریم:

R
ω,Y̅

(1) (θ, δ) = E(Lω,Y̅(θ, δ̂)|Y)

= E [(ωr(θ)(δ0
2 − θ2) − 2ωr(θ)(δ0 − θ)δ̂ + r(θ)(δ̂ − θ)

2
)| Y] 

(7 .7) 

(7 .8) 
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→→→→→↑= E[(ωθδ0
2 − ωθ3 − 2ωθδ0δ̂ + 2ωθ

2δ̂ + θδ̂2 + θ3 − 2θ2δ̂)|Y]

= ω(
θ00 + ay̅

aN + 1
) δ0

2 + (1 − ω)((
θ00 + ay̅

aN + 1
)
3

+ 3(
a

aN + 1
) (
θ00 + ay̅

aN + 1
))

− {2ω(
θ00 + ay̅

aN + 1
) δ0 + (1 − ω) [(

θ00 + ay̅

aN + 1
)
2

+
a

aN + 1
]} δ̂ + (

θ00 + ay̅

aN + 1
) δ̂2

= ωφ1δ0
2 + (1 − ω)φ3 − {2ωφ1δ0 + (1 − ω)φ2} × (ωδ0 + (1 − ω)

φ2
φ1
)

+ φ1 × (ωδ0 + (1 − ω)
φ2
φ1
)
2

 

 

𝐫𝟐(𝛉)  مثادر این  2. 2 مثال = 𝛉
برآوردگر بیز محدود شده و تکابع گیریم. در این حالت در نظر می را 𝟐

 آید.شده به شرح زیر بدست می مباطره برآوردگر بیز محدود

 آوریم.بدست می 0. 7برآوردگر بیز محدود شده را بدون در نظر گرفتن قضیه 

E[Lω,Y̅(θ; δ)|Y] = ω(δ − δ0)
2E[θ2|Y] + (1 − ω)E[θ2(δ − θ)2|Y] 

 ( و برابر صفر قرار دادن آن داریم:4. 7حا  با مشتق گرفتن از ع ارت )

∂E(Lω,Y̅(θ, δ)|Y)

∂δ
=  2ω(δ − δ0)E[θ

2|Y] + (1 − ω)E[2θ2(δ − θ)|Y] = 0

⟹ 2ωE[δθ2|Y] − 2ωE[δ0θ
2|Y] + 2(1 − ω)E[θ2δ|Y] − 2(1 − ω)E[θ3|Y] = 0

⟹ 2δE[θ2|Y] − 2ωδ0E[θ
2|Y] − 2(1 − ω)E[θ3|Y]  = 0                                         

⟹ 2δ [(
θ00 + aNy̅

aN + 1
)
2

+
a

aN + 1
] − 2ωδ0 [(

θ00 + aNy̅

aN + 1
)
2

+
a

aN + 1
]

−2(1 − ω) [(
θ00 + aNy̅

aN + 1
)
3

+ 3(
θ00 + aNy̅

aN + 1
) (

a

aN + 1
)] = 0

 

⟹ δ̂ = ωδ0 + (1 − ω)
φ3

φ2
 

 باشد.می 0. 7قضیه شود این نتیجه برابر نتیجه بدست آمده از همانطور که مشاهده می

  

(7 .8) 

(7 .4) 

(7 .3) 
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δ̂CB
(2) = δ̂ = ωδ0 + (1 − ω)

φ3

φ2
 

r2(θ)مرحله دوم محاس ه تابع مباطره برای  = θ
باشد ککه بکا اسکتفاده از تعریکف تکابع مبکاطره و می 2

 ( نتایج آن به شرح ذیل است.7. 7مجموعه ع ارات )

R
ω,Y̅

(2) (θ, δ) = E(Lω,Y̅(θ, δ̂)|Y)

= E [(ωr(θ)(δ0
2 − θ2) − 2ωr(θ)(δ0 − θ)δ̂ + r(θ)(δ̂ − θ)

2
)| Y]

= E[(ωθ2δ0
2 −ωθ4 − 2ωθ2δ0δ̂ + 2ωθ

3δ̂ + θ2δ̂2 + θ4 − 2θ3δ̂)|Y]

= (1 − ω)φ4 +ωδ0φ2 [(1 − ω) (δ0 −
φ3
φ2
) − δ0ω] − 2(1 − ω)

× φ3 (ωδ0 + (1 − ω)
φ3
φ2
) + φ2 (ωδ0 + (1 − ω)

φ3
φ2
)
2

 

 

𝐫𝟑(𝛉)یبرا 3. 2 مثال = 𝐞
𝛉 کنیم.برآوردگر بیز محدود شده ع ارت است و مثا  ق ل عمل میانند دنیز م

 از:

E[Lω,Y̅(θ; δ)|Y] = ω(δ − δ0)
2E[eθ|Y] + (1 − ω)E[eθ(δ − θ)2|Y] 

 حا  با مشتق گرفتن از ع ارت فوق و برابر صفر قرار دادن آن داریم:

∂E(Lω,Y̅(θ, δ)|Y)

∂δ
=  2ω(δ − δ0)E[e

θ|Y] + (1 − ω)E[2eθ(δ − θ)|Y] = 0                                   

⟹ 2ωE[δeθ|Y] − 2ωE[δ0e
θ|Y] + 2(1 − ω)E[eθδ|Y] − 2(1 − ω)E[θeθ|Y] = 0                                 

⟹ 2δE[eθ|Y] − 2ωδ0E[e
θ|Y] − 2(1 − ω)E[θeθ|Y]  = 0                                                                           

⟹ 2δφ5 − 2ωδ0φ5 − 2(1 − ω) (
θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
)φ5 = 0                                                                       

⟹ δ̂ = ωδ0 + (1 − ω) (
θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
)                                                                                                       

 

 

 برقرار است.0. 7قضیه همانند مثالهای ق ل نتایج 

(7 .3) 

(7 .01) 

(7 .00) 
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δ̂CB
(2) = δ̂ = ωδ0 + (1 − ω)

φ6

φ5
 

r3(θ)برای تابع مباطره برآوردگر بیز محدود شده  = e
θ :برابر  است با 

R
ω,Y̅

(3) (θ, δ) = E(Lω,Y̅(θ, δ̂)|Y)

= E [(ωr(θ)(δ0
2 − θ2) − 2ωr(θ)(δ0 − θ)δ̂ + r(θ)(δ̂ − θ)

2
)| Y]

= E[(ωeθδ0
2 −ωeθθ2 − 2ωeθδ0δ̂ + 2ωθe

θδ̂ + eθδ̂2 + eθθ2 − 2θeθδ̂)|Y]

= φ5 {ωδ0 [δ0(1 − 2ω) − 2(1 − ω) (
θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
)]

↑ + [ωδ0 + (1 − ω) (
θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
)]
2

− 2(1 − ω) (
θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
)

× (ωδ0 + (1 − ω) (
θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
))

+ (1 − ω)(a − 1 + (
θ00 + aNy̅ + a

aN + 1
)
2

)} 

 

توابع مبکاطره برآوردگرهکای ارایکه شکده را بکرای مقکادیر از پکیش تعیکین شکده  7. 7و  0. 7نمودارهای 

θ00 , a, N, y̅  وδ0 دهند. با توجه به نتایج بدست آمده برآوردگرهای ارایه شده به راحتکی نسک ت نشان می

 باشند.قابل مقایسه می ωبه 

 نکته

r(θ)با فرض  .0 =
1

θq
 زوج، جواب بینهایت است. qفرد، جواب تعریف نشده و برای  qبرای  

7. r(θ) = log θ .در دستااه اعداد حقیقی جواب ندارد 

 

 

 

 

 

 

  

(7 .07) 

(7 .09) 
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 ح         ز        و   

 های مبتلف Yها و  Nمقایسه مباطره ها برای 1. 2نمودار 

 

 ه    د    ج

 ب        الف
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 تابع زیان متوازن تعمیم یافته تحتبرآوردگرهای بیز  6. 2

Yی نکامعلوم از یکک مکد   θای بیز را برای یکک پکارامتر در این ببش برآورد نقطه = (Y1, … , Yn)~Fθ 

 تحت تابع زیان متعاد 

Lρ,ω,δ0(θ, δ) = ωρ(δ0, δ) + (1 − ω)ρ(θ, δ) 

,ρ(θمحاس ه خواهیم کرد، که در آن  δ)  یک تابع زیان دلبواه است وδ0  برآوردگکر هکدا انتبکاب شکده

را  δبستای دارد، نزدیکی مقدار  δ0(Y)دهد. این تابع زیان که به مقدار مشاهده شده را نمایش می θبرای 

 دهد.تحت تاثیر قرار میθپارامتر نامعلوم و  δ0به هر دو مقدار برآوردگر هدا 

ωدر این مرحله ما یک ارت اط کلی بین برآوردگر بیز تحت تابع زیان متعاد   > ωو نامتعاد   0 = را  0

 کنیم. بیان می

ωوقتی  =  ρککه ببکواهیم دربکاره نقکش دهیم ماکر آننمایش می L0را به طور ساده با  Lρ,0,δ0است،  0

توانکد بکه ، میLρ,0,δ0تحت تابع زیان متعکاد   θدهیم که چاونه برآوردگر بیز تاکید کنیم. حا  نشان می

 مطرح شود. L0، تحت تابع زیان θجای برآوردگر بیز 

  2. 2 هقضی)*( 

π∗(θ|y)های که در رابطه  Yبرای تمام  = ω1{δ0(y)}(θ) + (1 − ω)π(θ|Y)  که یک ترکیب محکدب(

و  Lρ,0,δ0تحت تکابع زیکان متعکاد   δω,π(Y)است( صدق کنند برآوردگر بیز  π(θ|Y)و پسین  δ0(y)از 

,π∗(θ|Y))با توجه به  δ∗(Y)توسط جواب بیز  πپیشین  L0) آید بدست می 

  

(7 .07) 
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 برهان:

.)μYفرض کنید  .)νYو ( ، δ∗(y)دهند از تعریف را به ترتیب نمایش  π∗(θ|Y)و  π(θ|Y)اندازه احتما   (

δω,π(y)  وL0 :داریم 

δω,π(y) = argminδ∫ {ω ρ(δ0, δ)⏟    
f(y)Ia(y)=f(a)

+ (1 − ω)ρ(θ, δ)} π(θ|Y)dμY(θ)
Θ

= argminδ∫ {ωρ(θ, δ)I{δ0(y)}(θ) + (1 − ω)ρ(θ, δ)}π(θ|Y)dμY(θ)
Θ∪{δ0(y)}

= argminδ∫ {ωI{δ0(y)}(θ)π(θ|Y) + (1 − ω)π(θ|Y)}ρ(θ, δ)dμY(θ)
Θ∪{δ0(y)}

= argminδ∫ {ωI{δ0(y)}(θ)π(δ0(y)|Y)
Θ∪{δ0(y)}

+ (1 − ω)π(θ|Y)}ρ(θ, δ)dμY(θ)

= argminδ∫ {ωI{δ0(y)}(θ) + (1 − ω)π(θ|Y)} ρ(θ, δ)⏟  
L0(θ,δ)

dμY(θ)
Θ∪{δ0(y)}

= argminδ∫ {ωI{δ0(y)}(θ) + (1 − ω)π(θ|Y)}L0(θ, δ)dνY(θ)
Θ∪{δ0(y)}

 

باشکد  πپسینی که در رابطکه بکا  π∗(θ|Y)نیست چون  L0یک برآوردگر بیز تحت تابع زیان  δ∗(y)یقیناً 

 .∎است πو پیشین  Lω,ρ,δ0بیز تحت زیان برآوردگر δω,π(y)نیست. در حالی که 

برای تابع زیان متعاد  وزنی نیز کاربرد دارد. تابع زیان متعکاد  وزنکی بکه صکورت زیکر  7. 7قضیه  نکته:

 شود.تعریف می

Lρ,ω,δ0
r (θ, δ) = ωr(θ)ρ(δ0, δ) + (1 − ω)r(θ)ρ(θ, δ) 

Lρ,ω,δ0تحت زیان  θشود که برآوردگر بیز باشد. به راحتی دیده میتابع وزنی مث ت می r(θ)که در آن 
r  با

πبا استفاده از پیشین  Lρ,ω,δ0تحت زیان  θبرابر است با برآوردگر بیز  π0استفاده از پیشین  ≡ r × π0 .

(7 .08) (7 .08) 
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هسکتیم ککه بتکوانیم شکواهد بیشکتری داشکته  7. 7با شرایط قضیه  ρحا  دن ا  انتبابهای مبتلف برای 

 باشیم.

 های کاربردیمثال 1. 6. 2

 )تعمیم تابع زیان مربع خطا( 4. 2 مثال

,ρ(θ( با انتبکاب 08. 7در ع ارت ) δ) = ρ
1
(θ, δ) = r(θ)(δ − θ)2  ککه در آنr(θ) > باشکد می 0

 تابع زیان ت دیل به 

Lρ1,ω,δ0(θ, δ) = ωr(δ0)(δ − δ0)
2 + (1 − ω)r(θ)(δ − θ)2 

 .باشدبرآوردگر بیز به صورت زیر می πو پیشین  L0شود بنابراین تحت تابع زیان می

δ̂
0,π
(y) =

Eπ(θr(θ)|Y)

Eπ(r(θ)|Y)
 

; y ∀که در آن ) Eπ(θir(θ)|Y) < ∞, 𝑖 = 0,1 . ) 

 برابر است با: Lρ1,ω,δ0تحت تابع زیان  δ̂ω,π(y)برآوردگر بیز  آنااه

δ
ω,π
(y) =

Eπ∗(θr(θ)|Y)

Eπ∗(r(θ)|Y)
=
ωδ0(y)r (δ0(Y)) + (1 − ω)Eπ(θr(θ)|Y)

ωr (δ0(Y)) + (1 − ω)Eπ(r(θ)|Y)
 

 باشد، برآوردگر بیز ع ارت است از:از آنجا که تابع زیان فوق یک تابع زیان درجه دوم وزنی می

δ̂π(y) =
E[r(θ)θ|Y]

E[r(θ)|Y]
 

ωبنابراین جواب صحیح است حا  اگر  ≠  شود.نتیجه حاصل می 7.7با توجه به قضیه  0
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r(θ)حا  اگر در این مثا   = 1, δ0 = LSE   قرار دهیم تابع زیان ت دیل به تابع زیان درجکه دوم متعکاد

 .آیدمیبدست خواهد شد و برآوردگر بیز آن به شرح زیر 

δ̂
ω,π
(y) =

Eπ∗(θr(θ)|Y)

Eπ∗(r(θ)|Y)
                                                       

=
ωδ0(y)r(δ0(y)) + (1 − ω)Eπ(θr(θ)|Y)

ωr(δ0(y)) + (1 − ω)Eπ(r(θ)|Y)

=
ωδ0(y)r(θ̂) + (1 − ω)Eπ(θ|Y)

ωr(θ̂) + (1 − ω)
                                 

=
ωδ0(y) + (1 − ω)Eπ(θ|Y)

ω + 1 − ω
                                             

= ωδ0(y) + (1 − ω)Eπ(θ|Y) 

 آوریم.میدست را ب 𝐋𝛒𝟏,𝛚,𝛅𝟎و  𝐋𝟎زیان ت تح( برآوردگر بیز 8. 0با استفاده از تابع زیان ) 5. 2 مثال

Lρ2,ω,δ0(θ, δ) = ω(h(δ) − h(δ0))
2
+ (1 − ω)(h(θ) − h(δ))

2
 

 آید. به شرح زیر بدست می δ̂0,π(y)بیز برآوردگر πو پیشین  L0تحت زیان 

∂E(L0(θ, δ)|Y)

∂δ
=
∂E ((h(θ) − h(δ))

2
|Y)

∂δ
 

= −2h́(δ)E ((h(θ) − h(δ))|Y) = 0 

⟹ δ̂0,π(y) = h
−1(Eπ[h(θ)|Y]) 

 برابر است با: Lρ1,ω,δ0تحت  را δ̂ω,π(y)برآوردگر بیز 7.7حا  از قضیه 

δ̂ω,π(y) = h
−1(Eπ∗[h(θ)|Y]) = h

−1(ωh(δ0(y)) + (1 − ω)Eπ[h(θ)|Y]) 

 )تابع زیان آنتروپی( 6. 2 مثال

بکه شکرح زیکر بدسکت  πو پیشکین  L0تحت تابع زیکان  δ̂0,π(y)( برآوردگر بیز8. 0با توجه به تابع زیان )

 آید.می
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Lρ3,ω,δ0(θ, δ) = ω(
δ0
δ
− log (

δ0
δ
) − 1) + (1 − ω) (

θ

δ
− log (

θ

δ
) − 1) 

∂E(L0(θ, δ)|Y)

∂δ
=
∂E (

θ

δ
− log (

θ

δ
) − 1|Y)

∂δ
 

= E(−
θ

δ2
−

−
θ

δ2

θ

δ

|Y) = 0 

⟹ δ̂0,π(y) = Eπ(θ|Y) 

 آوریم. بدست می Lρ1,ω,δ0را تحت تابع زیان  δ̂ω,π(y)برآوردگر بیز 7. 7و با استفاده از قضیه 

δ̂ω,π(y) = Eπ∗(θ|Y) = ωδ0(y) + (1 − ω)Eπ(θ|Y) 

,Y~Gamma(αکنیمبعنوان یک مثا  ساده فرض می β) ککه در آن ، α  معلکوم وβ > اسکت. از سکوی  0

δ0(y)( بکککا 8. 0دیاکککر تکککابع زیکککان ) = δmle(y) =
y

α
 ماننکککد πدلبکککواه و پیشکککین پیوسکککته  

λ = θ−1~Gamma (γ,
1

h
)   ; γ > −𝛼 , ℎ ≥ θ−1 ،Gamma (αرا داریم. توزیع پسکین  0 + γ,

1

h+y
) 

 برابر است با: θاست و برآوردگر یکتای بیز 

δ̂ω,π(y) = ωδ0(Y) + (1 − ω)Eπ(θ|Y) 

= ωδ0(y) + (1 − ω)Eπ (
1

λ
|Y) 

= ωδ0(y) + (1 − ω)
h + y

α + γ − 1
 

 تابع زیان نوع استاین  7. 2 مثال

β( تعریف شده است شامل زیان مثا  ق ل با 4. 0تابع زیان نوع استاین که در ) = نیز است و قضکیه  1−

 شود. به شرح زیر محاس ه می δ̂0,π(y)بیز برآوردگرL0دهد. تحت تابع زیان را ببوبی توضیح می 7. 7

Lρ4,ω,δ0(θ, δ) = ω((
δ

δ0
)
β

− β log (
δ

δ0
) − 1) + (1 − ω)((

δ

θ
)
β

− β log (
δ

θ
) − 1) 
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∂Eπ(L0(θ, δ)|Y)

∂δ
=
∂Eπ ((

δ

θ
)
β

− β log (
δ

θ
) − 1|Y)

∂δ
                                           

= βδβ−1Eπ (
1

θβ
|Y) − β

Eπ (
1

θ
|Y)

δEπ (
1

θ
|Y)

= 0                                                  

⟹  δβEπ (
1

θβ
|Y) = 1                                                                                                       

⟹ δ̂0,π(y) = [Eπ (
1

θβ
|Y)]

−
1

β 

 پردازیم.می Lρ1,ω,δ0تحت زیان  δ̂ω,π(y)به محاس ه برآوردگر بیز 7. 7و با استفاده از قضیه 

δ̂ω,π(y) = [Eπ∗ (
1

θβ
|Y)]

−
1

β
= {

ω

(δ0(y))
β
+ (1 − ω)Eπ (

1

θβ
|Y)}

−
1

β

 

تعریکف  (∞,𝟎)که درمحکدوده  𝛑و پیشین  𝐋𝟎حت زیان ت( 3. 0با در نظر گرفتن تابع زیان ) 8. 2 مثال

 .مآوریرا بدست می �̂�𝟎,𝛑(𝐲)شده باشد برآوردگر بیز 

∂Eπ(L0(θ, δ)|y)

∂δ
=
∂Eπ ((

θ

δ
− 1)

2

|Y)

∂δ
                                                                            

= −
2

δ3
Eπ(θ(θ − δ)|Y) = 0                                                               

⟹−
2

δ3
Eπ(θ

2|Y) = −
2δ

δ3
Eπ(θ|Y) 

⟹ δ̂0,π(y) =
Eπ(θ

2|Y)

Eπ(θ|Y)
 

 برابر است با: 7. 7با استفاده از قضیه  Lρ5,ω,δ0تحت تابع زیان  δ̂ω,π(y)آنااه 

δ̂ω,π(y) =
Eπ∗(θ

2|Y)

Eπ∗(θ|Y)
=
ωδ0

2(y) + (1 − ω)Eπ(θ
2|Y)

ωδ0(y) + (1 − ω)Eπ(θ|Y)
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 (Linex)تابع زیان  9. 2 مثال

 ایم ( را برای این مثا  در نظر گرفته3. 0تابع زیان )

Lρ6,ω,δ0(θ, δ) = ω(e
a(δ−δ0) − a(δ − δ0) − 1) + (1 − ω)(e

a(δ−θ) − a(δ − θ) − 1) 

 توان بدست آورد.به شرح زیر میرا δ̂0,π(y)برآوردگر  L0تحت زیان 

∂Eπ(L0(θ, δ)|Y)

∂δ
=
∂Eπ ((e

b(δ−θ) − b(δ − θ) − 1)|Y)

∂δ
 

→→→→→= Eπ ((be
b(δ−θ) − b)|Y) = 0                                                              

⟹ Eπ (
ebδ

ebθ
|Y) = 1                                                                             

⟹ log Eπ(e
−bθ|Y) = −b δ0,π                                                                       

⟹ δ̂0,π(y) = −
1

b
log Eπ(e

−bθ|Y) 

 شود.به صورت زیر محاس ه می 7. 7با استفاده از قضیه  Lρ6,ω,δ0تحت تابع زیان  δ̂ω,π(y) آنااه

δ̂ω,π(y) = −
1

b
log Eπ∗(e

−bθ|Y) 

= −
1

b
log[ωe−bδ0(y) + (1 − ω)Eπ(e

−bθ|Y)] 

= −
1

b
log[ωe−bδ0(y) + (1 − ω)e−b δ0,π(y)] 

شکود. ( از مکد  حاصکل می0.0در رابطکه ) ρکند وقتکی مثا  زیر تابع زیان متعاد  حقیقی را بررسی می

 مراجعه کنید(. 0338 0)برای مطالعه بیشتر به رابرت

  

                                              
0. Robert 
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 )تابع زیان متعادل حقیقی(11. 2 مثال

,ρ(θبا انتباب  Y|θ~f(y|θ)برای مد   δ) = d(f(. |θ), f(. |δ)) ( فاصله بین 0.0در )f(. |θ)  وf(. |δ) 

.)dرا با  , .  آید.نشان داده و تابع زیان متعاد  اصلی به فرم زیر بدست می (

ωd(f(. |δ0), f(. |δ)) + (1 − ω)d(f(. |θ), f(. |δ)) 

 ، توابع زیان به ترتیب ع اتند از 7و هلینار 0می ر -شود. با جایاذاری فواصل کول کمی

Lω,δ0
KL (θ, δ) = ωEδ0 [ln

f(Y|δ0)
f(Y|δ)

] + (1 − ω)Eθ [ln
f(Y|θ)
f(Y|δ)

] 

Lω,δ0
H (θ, δ) = ω

1

2
Eδ0 [(√

f(Y|δ)

f(Y|δ0)
− 1)

2

] + (1 − ω)
1

2
Eθ [(√

f(Y|δ)

f(Y|θ)
− 1)

2

] 

= 1 − ωEδ0 [√
f(Y|δ)

f(Y|δ0)
] − (1 − ω)Eθ [√

f(Y|δ)

f(Y|θ)
] 

 

ω)بنابراین با معلوم بودن برآوردگر بیز در حالت نامتعکاد   = فهرسکتی از  7.7و بکا توجکه بکه قضکیه  (0

توان ساخت. بعنوان مثا  پارامترهای ط یعی خکانواده می LHو  LKLهایی از نوع های بیز برای زیاننمایش

f(y|θ)نمایی با چاالی  = eθT(y)−ψ(θ)h(y)  باتوجه به اینکه اندازه(ν  رویχ ،−σ تکابع )متنکاهی اسکت

 دهد.زیان به صورت زیر را نتیجه می

Lω,δ0
KL (θ, δ) = ωEδ0[(δ0 − δ)T(Y) − ψ(δ0) + ψ(δ)]

+ (1 − ω)Eθ[(θ − δ)T(Y) − ψ(θ) + ψ(δ)] 

 

                                              
0 . Kullback-Leibler 

7.Hellinger 

 

(7 .04) 

(7 .03) 

(7 .03) 

(7 .71) 
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 داریم: 73. 0زیرا با توجه به تعریف 

Lω,δ0
KL (θ, δ) = ωEδ0 [ln

eδ0T(y)−ψ(δ0)h(y)

eδT(y)−ψ(δ)h(y)
] + (1 − ω)Eθ [ln

eθT(y)−ψ(θ)h(y)

eδT(y)−ψ(δ)h(y)
] 

Lω,δ0
KL (θ, δ) = ω[(δ0 − δ)ψ́(δ0) − ψ(δ0) + ψ(δ)] 

+(1 − ω)Eθ[(θ − δ)ψ́(θ) − ψ(θ) + ψ(δ)] 

 بککککا حککککل معادلککککه θ ،δ0,πبرآوردگککککر بیککککز  π( و پیشککککین 70. 7در ) L0بعککککلاوه تحککککت 

ψ́ (δ0,π(y)) = Eπ(ψ́(θ)|y) برای  7.7آید. حا  با توجه به قضیه بدست میδω,π(y) :داریم 

ψ́ (δω,π(y)) = ωψ́(δ0(y)) + (1 − ω)ψ́ (δ0,π(y)) 

,Y~N(θبککککرای  T(Y)کککککه در آن  (1 = Y  وEθ[T(Y)] = ψ́(θ) برآوردگککککر بیککککز بککککه صککککورت 

δω,π(y) = ωδ0(y) + (1 − ω)δ0,π(y) آید.بدست می 

است. همننین بکدیهی اسکت ککه  δ0,π(y)و برآوردگر بیز  δ0به ع ارت دیار یک ترکیب خطی محدب از 

 یابد.به صورت زیر کاهش می Hellingerهای فوق با تابع زیان خانواده نمایی حقیقی از توزیع

Lω,δ0
H (θ, δ) = 1 − ωEδ0 [e

(δ−δ0)T

2
−
ψ(δ)−ψ(δ0)

2 ] − (1 − ω)Eθ [e
(δ−θ)T

2
−
ψ(δ)−ψ(θ)

2 ] 

 داریم: 73. 0از تعریف 

Lω,δ0
H (θ, δ) = 1 − ωexp {−ψ(δ0) + ψ(δ0 +

(δ − δ0)

2
) −

ψ(δ) − ψ(δ0)

2
}

− (1 − ω) exp {−ψ(θ) + ψ(θ +
(δ − θ)

2
) −

ψ(δ) − ψ(θ)

2
} 

→→→→→↑= 1 − ωexp {ψ(
δ + δ0
2

) −
ψ(δ) + ψ(δ0)

2
}

− (1 − ω) exp {ψ(
δ + θ

2
) −

ψ(δ) + ψ(θ)

2
} 

,N(θحا  در مثا  بام برای   ع ارت است از: Hellingerتابع زیان  (1

(7 .70) 

(7 .77) 

(7 .79) 
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Lω,δ0
H (θ, δ) = 1 − ωexp {(

δ + δ0
2

)
2

−
δ2 + δ0

2

2
} − (1 − ω) exp {(

δ + θ

2
)
2

−
δ2 + θ2

2
}

= 1 − ωexp {
δ2 + δ0

2 + 2δδ0
4

−
δ2 + δ0

2

2
}

− (1 − ω) exp {
δ2 + θ2 + 2θδ

4
−
δ2 + θ2

2
}

= 1 − ωexp {−
(δ0 − δ)

2

4
} − (1 − ω) exp {−

(θ − δ)2

4
} 

ωو برای حالتی که  =  توان مراجعه کرد.به تابع زیان نرما  کراندار متعاد  می 0

 08. 7در تکابع زیکان  3. 7تکا  7.8در ادامه قصد داریم با جایاذاری توابع زیان معرفکی شکده در مثالهکای 

r1(θ)مباطره را برای وزنهای  = θ, r2(θ) = θ
2, r3(θ) = e

θ ها محاس ه کنیم.آن 

 آیدتابع زیان به شکل زیر بدست می 8. 7برای محاس ه مباطره با استفاده از تابع زیان مثا   11. 2 مثال

Lρ,ω,δ0
r (θ, δ) = ωr(θ) [

δ0
δ
− log

δ0
δ
− 1] + (1 − ω)r(θ) [

θ

δ
− log

θ

δ
− 1] 

 برابر است با: L0تحت زیان  δ̂0,π(y)برآوردگر بیز

δ̂0,π(y) =
Eπ(θr(θ)|Y)

Eπ(r(θ)|Y)
 

 برابر است با: 7. 7با استفاده از قضیه  Lρ1,ω,δ0تحت زیان  δ̂ω,π(y)و 

δ̂ω,π(y) =
Eπ∗(θr(θ)|Y)

Eπ∗(r(θ)|Y)
=
ωδ0(y)r(δ0(y)) + (1 − ω)Eπ(θr(θ)|Y)

ωr(δ0(y)) + (1 − ω)Eπ(r(θ)|Y)
 

r1(θ)برای  = θ ( داریم:7. 7ابط )وو با بکارگیری ر 

δ̂ω,π(y) =
ωδ0

2(y) + (1 − ω)φ2
ωδ0(y) + (1 − ω)φ1

 

(7 .77) 

(7 .78) 
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ψبا تعریف 
1
= ∫

θ logθ

√
2πa

aN+1

e−
(aN+1)(θ−

θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a
∞

−∞
 باشد.تابع مباطره به شرح ذیل می 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|y] = ωE {[

θδ0

δ̂
− θ log

δ0

δ̂
− θ] |Y} + (1 − ω)E {[

θ2

δ̂
− θ log

θ

δ̂
− θ] |Y}

= ω {
δ0

δ̂
E(θ|Y) − E(θ|Y)log δ0 + E(θ|Y) log δ̂ − E(θ|Y)} +

1

δ̂
E(θ2|Y)

− E(θ log θ |Y) + log δ̂ E(θ|Y) − E(θ|Y)

− ω {
1

δ̂
E(θ2|Y) − E(θ log θ |Y) + log δ̂ E(θ|Y) − E(θ|Y)}

= ωE(θ|Y) {
δ0

δ̂
− log δ0} + (log δ̂ − 1)E(θ|Y)

+ (1 − ω) {
1

δ̂
E(θ2|Y) − E(θ log θ |Y)}

= ωE(θ|y) {
δ0(ωδ0(y) + (1 − ω)φ1)

ωδ0
2(y) + (1 − ω)φ2

− log δ0}

+ (log (
ωδ0

2(y) + (1 − ω)φ2
ωδ0(y) + (1 − ω)φ1

) − 1)φ1

+ (1 − ω) {
ωδ0(y) + (1 − ω)φ1

ωδ0
2(y) + (1 − ω)φ2

φ2 − ψ
1
} 

انتارا  فوق در دستااه اعداد حقیقی جواب ندارد. در صورتی که در دستااه اعکداد مبکتلط دارای جکواب 

y̅و N=10وقتی  θ00و  aاست که جواب انتارا  فوق برای مقادیر مبتلف پارامترهای  = در جکدو   100

 آمده است. 0. 7

𝛙مقادیر  1. 2جدول 
𝟏

 مبتلف های 𝛉𝟎𝟎به ازای واریاند ها و  

 الف
θ00 

a 
01- 1 

10/1 0840/1- I07-01×74/7+43/7 

0 I00-01×88/0+98/989 I07-01×90/8+38/913 

011 I07-01×80/8+34/747 I07-01×07/8+70/987 

(7 .78) 
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 ب

θ00 
a 

01 011 

10/1 I09-01×93/0+81/07 I07-01×13/7+18/001 

0 I00-01×73/7+87/909 I00-01×88/0+18/973 

011 I07-01×00/8+78/987 I07-01×31/8+38/987 

 

r2(θ)برای وقتی که  = θ
ψبا تعریف 2

2
= ∫

θ2 logθ

√
2πa

aN+1

e−
(aN+1)(θ−

θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ
∞

−∞
 داریم: 

δ̂ω,π(y) =
ωδ0

3+(1−ω)φ3

ωδ0
2(y)+(1−ω)φ2

 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y]

= ω {
δ0

δ̂
E(θ2|Y) − E(θ2|Y)log δ0} +

1

δ̂
E(θ3|Y) − E(θ2 log θ |Y)

+ E(θ2|Y) log δ̂ − E(θ2|Y) − ω {
1

δ̂
E(θ3|Y) − E(θ2 log θ |Y)}

= ωφ2 {
δ0

δ̂
− log δ0} + φ2 (log (

ωδ0
3 + (1 − ω)φ3

ωδ0
2(y) + (1 − ω)φ2

) − 1) + (1 − ω)

× {
ωδ0

2(y) + (1 − ω)φ2

ωδ0
3 + (1 − ω)φ3

φ3 − ψ
2
} 

این انتارا  نیز در دستااه اعداد حقیقی جواب ندارد. در صورتی که در دستااه اعداد مبتلط دارای جواب 

y̅و N=10وقتکی  θ00و aاست ککه جکواب انتاکرا  فکوق بکرای مقکادیر مبتلکف پارامترهکای  =  در  100

 آمده است. 7. 7جدو  

  

(7 .73) 

(7 .74) 
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𝛙مقادیر  2. 2جدول 
𝟐

 مبتلف های 𝛉𝟎𝟎به ازای واریاند ها  و  

 الف

θ00 
a 

01- 1 

10/1 I10/1+17/1- 54/281 
0 10/98773 21/27171 
011 03/78371 27/54944 

 ب

θ00 
a 

01 011 

10/1 88/948 78/58442 
0 28/28244 18/5841 
011 48/54984 22/58441 

 

r3(θ)و در نهایت برای  = e
θ  وقتی تعریفψ

3
= ∫

eθ logθ

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ :را داریم 

δ̂ω,π(y) =
ωδ0(y)e

δ0(y)+(1−ω)φ6

ωeδ0(y)+(1−ω)φ5
 

 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y]

= ω {
δ0

δ̂
E(eθ|Y) − log δ0 E(e

θ|Y)} + log δ̂ E(eθ|Y) − E(eθ|Y)

+ (1 − ω) {
1

δ̂
E(θeθ|Y) − E(eθ log θ |Y)} 

(7 .73) 
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←←←←←= ωφ5 {
δ0(ωe

δ0(y) + (1 − ω)φ5)

ωδ0(y)eδ0
(y) + (1 − ω)φ6

− log δ0}

+ (log (
ωδ0(y)e

δ0(y) + (1 − ω)φ6

ωeδ0(y) + (1 − ω)φ5
) − 1)φ5

+ (1 − ω) {
ωeδ0(y) + (1 − ω)φ5

ωδ0(y)eδ0
(y) + (1 − ω)φ6

φ6 − ψ
3
} 

انتارا  فوق در دستااه اعداد حقیقی جواب ندارد. در صورتی که در دستااه اعکداد مبکتلط دارای جکواب 

y̅و N=10وقتکی  θ00و aاست ککه جکواب انتاکرا  فکوق بکرای مقکادیر مبتلکف پارامترهکای  =  در  100

 آمده است. 9. 7جدو  

𝛙مقادیر  3. 2جدول 
𝟑

 مبتلف های 𝛉𝟎𝟎به ازای واریاند ها و  

 الف

θ00 
a 01- 1 

10/1 I78/0+33/7- 54/281 
0 I03908-01×17/7-9301×74/4 I03413-01×87/9-7101×52/2 

011 1 4 
 ب

θ00 
a 

01 011 

10/1 I4383-01×14/8-301×19/1 4 
0 I71018-01×73/4-7101×48/2 4 
011 4 4 

 

(7 .91) 
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𝐫𝟏(𝛉)برای  4. 7زیان مثا  برای محاس ه مباطره با استفاده از تابع  12. 2 مثال = 𝛉  و با جایاذاری𝛙
𝟒

 

∫به جای 
𝛉−𝛃+𝟏

√
𝟐𝛑𝐚

𝐚𝐍+𝟏

∞

−∞
𝐞−

(𝐚𝐍+𝟏)(𝛉−
𝛉𝟎𝟎+𝐚𝐍�̅�
𝐚𝐍+𝟏

)
𝟐

𝟐𝐚 𝐝𝛉 داریم 

Lρ,ω,δ0
r (θ, δ) = ωr(θ) [(

δ

δ0
)
β

− β log
δ

δ0
− 1] + (1 − ω)r(θ) [(

δ

θ
)
β

− β log
δ

θ
− 1] 

δ̂ω,π(y) =
Eπ∗(r(θ)|Y)

[Eπ∗ (
r(θ)

θβ
|Y)]

β
=

ωδ0 + (1 − ω)Eπ(θ|Y)

ωδ0
−β+1

+ (1 − ω)Eπ(θ
−β+1|Y)

 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y]

= ωE {(θ (
δ̂

δ0
)
β

− βθlog
δ̂

δ0
− θ) |Y}

+ (1 − ω)E {(θ (
δ̂

θ
)
β

− βθ log
δ̂

θ
− θ) |Y}

= φ
1
[ω(

ωδ0 + (1 − ω)φ1

δ0(ωδ0
−β+1

+ (1 − ω)ψ
4
)
)

β

+ωβ log δ0

− β log (
ωδ0 + (1 − ω)φ1

ωδ0
−β+1

+ (1 − ω)ψ
4

) − 1]

+ (1 − ω){(
ωδ0 + (1 − ω)φ1

ωδ0
−β+1

+ (1 − ω)ψ
4

)

β

ψ
4
+ βψ

1
} 

ψهر دو انتارا  بدست آمده در تکابع مبکاطره فکوق در دسکتااه اعکداد ط یعکی جکواب ندارنکد.برای 
1
=

∫
θ logθ

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ  نتایج به ازایa ها وθ00  های مبتلکف وقتکیN=10 و y̅ = در  100

(7 .90) 

(7 .97) 
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ψق لا محاس ه شده است و در مورد انتارا   0. 7جدو  
4
= ∫

θ−β+1

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ  بکرای

 باشد.زوج تعریف نشده می βفرد جواب بینهایت و به ازای  βممکن به ازای  θ00 و a هر

r2(θ)در حالتی که  = θ
ψو با تعریف  2

5
= ∫

θ−β+2

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ :داریم 

δ̂ω,π(y) =
ωδ0

2 + (1 − ω)Eπ(θ
2|Y)

ωδ0
−β+2

+ (1 − ω)Eπ(θ
−β+2|Y)

 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y]

= ωE {(θ2 (
δ̂

δ0
)
β

− βθ2log
δ̂

δ0
− θ2) |Y}

+ (1 − ω)E {(θ2 (
δ̂

θ
)
β

− βθ2 log
δ̂

θ
− θ2) |Y}

= ωE(θ2|Y) {(
δ̂

δ0
)

β

+ β log δ0} − E(θ
2|y)[β log δ̂ + 1]

+ (1 − ω) {δ̂βE ((
1

θ
)
β−2

|Y) + βE(θ2 log θ |Y)}

= ωφ
2
{(

ωδ0
2 + (1 − ω)φ

2

δ0 (ωδ0
−β+2

+ (1 − ω)ψ
5
)
)

β

+ β log δ0}

− φ
2
[β log (

ωδ0
2 + (1 − ω)φ

2

ωδ0
−β+2

+ (1 − ω)ψ
5

) + 1]

+ (1 − ω){(
ωδ0

2 + (1 − ω)φ
2

ωδ0
−β+2

+ (1 − ω)ψ
5

)

β

ψ
5
+ βψ

2
} 

 

(7 .99) 

(7 .97) 
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در این مورد نیز دو انتارا  بدست آمده در دستااه اعداد حقیقی بدون پاسخ هستند که جوابهای مبتلکف 

∫برای 
θ2 logθ

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ  به ازایa ها وθ00   آمکده اسکت.  7. 7های مبتلف در جکدو

∫ولی در مورد 
θ−β+2

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ پاسخ برای هر a وθ00  ممکن به ازایβ  زوج بینهایت و

 .اشدبمیفرد تعریف نشده  βبه ازای 

𝐫𝟑(𝛉)ای برنهایت و در  = 𝐞
𝛉 داریم: 

δ̂ω,π(y) =
Eπ∗(r(θ)|Y)

[Eπ∗ (
r(θ)

θβ
|Y)]

β
=

ωeδ0 + (1 − ω)Eπ(e
θ|Y)

ωeδ0δ0
−β
+ (1 − ω)Eπ(e

θθ−β|Y)
 

ψ6با تعریف  = ∫
eθθ−β

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ :داریم 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y]

= ωE {(eθ (
δ̂

δ0
)
β

− βeθ log
δ̂

δ0
− eθ) |Y}

+ (1 − ω)E {(eθ (
δ̂

θ
)
β

− βeθ log
δ̂

θ
− eθ) |Y}

= E(eθ|Y) {ω(
δ̂

δ0
)

β

+ βω log δ0 − β log δ̂ − 1}

+ (1 − ω){δ̂βE(θ−βeθ|Y) + βE(eθ log θ |Y)}

= φ5 {ω(
ωeδ0 + (1 − ω)φ5

δ0 (ωeδ0δ0
−β
+ (1 − ω)ψ

6
)
)

β

+ βω log δ0 

(7 .98) 
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→→→→→ −β log(
ωeδ0 + (1 − ω)φ5

ωeδ0δ0
−β
+ (1 − ω)ψ6

) − 1}

+ (1 − ω){(
ωeδ0 + (1 − ω)φ5

ωeδ0δ0
−β
+ (1 − ω)ψ6

)

β

ψ6 + βψ
3
} 

انتارا  حل نشده داریم که در دستااه اعداد حقیقی پاسخ ندارند بنابراین ط ق در این تابع مباطره نیز دو 

ψ3بکرای  .موارد ق لی جداولی طراحی شکده اسکت = ∫
eθ logθ

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ  نتکایج را در

ψتوانیکککککد مشکککککاهده کنیکککککد و پاسکککککخ هکککککای ممککککککن بکککککرای  مکککککی 9. 7جکککککدو  
6
=

∫
eθθ−β

√
2πa

aN+1

∞

−∞
e−

(aN+1)(θ−
θ00+aNy̅
aN+1

)
2

2a dθ   آورده شده است. 7. 7در جدو 

𝛙مقادیر  4. 2جدول 
𝟔

 مبتلف های 𝛉𝟎𝟎به ازای واریاند ها و  

 الف

θ00 
a 

01- 1 

10/1 4441/4 I801×47/8 

0 7710×25/9 7801×29/1 

011 7301×22/1 3701×48/1 

 ب

θ00 
a 

01 011 

10/1 0001×78/5 7301×74/1 

0 7801×22/8 7301×81/1 

011 7301×48/1 7301×82/1 
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𝐫𝟏(𝛉)ی برا 3. 7  زیان مثابرای محاس ه مباطره با استفاده از تابع  13. 2 مثال = 𝛉 یمراد: 

δ̂ω,π(y) =
Eπ∗(θ

2r(θ)|Y)

Eπ∗(θr(θ)|Y)
=
ωδ0

3(y) + (1 − ω)Eπ(θ
3|Y)

ωδ0
2(y) + (1 − ω)Eπ(θ

2|Y)
 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y] = E {ωr(θ) (

δ0

δ̂
− 1)

2

+ (1 − ω)r(θ) (
θ

δ̂
− 1)

2

|Y}

= E {
ωθδ0

2

δ̂2
− 2

ωθδ0

δ̂
+
θ3

δ̂2
+ θ −

2θ2

δ̂
−
ωθ3

δ̂2
+
2ωθ2

δ̂
|Y}

=
1

δ̂2
{(1 − ω)E(θ3|Y) + ωδ0

2 (E(θ|Y))}                        

−
2

δ̂
{(1 − ω)E(θ2|Y) + ωδ0E(θ|y)} + E(θ|Y)

= [
ωδ0

2(y) + (1 − ω)φ2

ωδ0
3(y) + (1 − ω)φ3

]

2

{(1 − ω)φ3 +ωδ0
2φ1}

−
2(ωδ0

2(y) + (1 − ω)φ2)

ωδ0
3(y) + (1 − ω)φ3

{(1 − ω)φ2 +ωδ0φ1} + φ1 

r2(θ)برای وقتی که  = θ
 داریم: 2

δ̂ω,π(y) =
Eπ∗(θ

2r(θ)|Y)

Eπ∗(θr(θ)|Y)
=
ωδ0

4(y) + (1 − ω)Eπ(θ
4|Y)

ωδ0
3(y) + (1 − ω)Eπ(θ

3|Y)
=
ωδ0

4(y) + (1 − ω)φ4

ωδ0
3(y) + (1 − ω)φ3

 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y] = E {ωθ2 (

δ0

δ̂
− 1)

2

+ (1 − ω)θ2 (
θ

δ̂
− 1)

2

|Y} 

→→→→→= E{
ωθ2δ0

2

δ̂
− 2

ωθ2δ0

δ̂
+
θ4

δ̂2
− 2

θ3

δ̂
+ θ2−

ωθ4

δ̂2
+ 2

ωθ3

δ̂
| Y}

= (1 − ω) {
1

δ̂2
E(θ4|Y) −

2

δ̂
E(θ3|Y)}

+ (
δ0
2 − 2ωδ0

δ̂
+ 1)E(θ2|Y)

= {(1 − ω)φ4 × (
ωδ0

3(y) + (1 − ω)φ3

ωδ0
4(y) + (1 − ω)φ4

)

2

−
2(1 − ω)(ωδ0

3(y) + (1 − ω)φ3)

ωδ0
4(y) + (1 − ω)φ4

φ3} 

(7 .98) 

(7 .94) 

(7 .93) 
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+(
(δ0
2 − 2ωδ0)(ωδ0

3(y) + (1 − ω)φ3)

ωδ0
4(y) + (1 − ω)φ4

+ 1)φ2 

 

r3(θ)و در نهایت برای  = e
θ :داریم 

δ̂ω,π(y) =
Eπ∗(θ

2r(θ)|Y)

Eπ∗(θr(θ)|Y)
=
ωδ0

2(y)eδ0(y) + (1 − ω)Eπ(θ
2eθ|Y)

ωδ0(y)eδ0
(y) + (1 − ω)Eπ(θe

θ|Y)
 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y] = E {ωeθ (

δ0

δ̂
− 1)

2

+ (1 − ω)eθ (
θ

δ̂
− 1)

2

|Y}

= E {
ωeθδ0

2

δ̂
− 2

ωeθδ0

δ̂
+
eθθ2

δ̂2
− 2

eθθ

δ̂
+ eθ −

ωeθθ2

δ̂2
+ 2ω

eθθ2

δ̂
|Y}

= E(eθ|Y) [
ωδ0

2

δ̂
− 2

ωδ0

δ̂
+ 1] −

2(1 − ω)

δ̂
E(θeθ|Y) +

1

δ̂2
(1 − ω)E(θ2eθ|Y)

= φ5 [
ωδ0

2(ωδ0(y)e
δ0(y) + (1 − ω)φ6)

ωδ0
2eδ0(y) + (1 − ω)φ7

− 2
ωδ0(ωδ0(y)e

δ0(y) + (1 − ω)φ6)

ωδ0
2(y)eδ0(y) + (1 − ω)φ7

+ 1]

−
2(1 − ω)(ωδ0(y)e

δ0(y) + (1 − ω)φ6)

ωδ0
2(y)eδ0(y) + (1 − ω)φ7

× φ6

+ (
ωδ0(y)e

δ0(y) + (1 − ω)φ6

ωδ0
2(y)eδ0(y) + (1 − ω)φ7

)

2

× (1 − ω)φ7 

( 70. 7( و )93. 7(، )94. 7ها که در روابط )برای بررسی رفتار برآوردگرها نس ت به هم، توابع مباطره آن

تکوان رسم کردیم. با توجه به نمودارها ارایه شکده مکی θ00و  N ،y̅ ،δ0ایم را به ازای مقادیر ثابتی از آورده

 δ0هر سه مباطره روند نزولی به سمت صفر دارند. همننین بکا ککاهش  aو  y̅نتیجه گرفت که با افزایش 

ω ،هر سه مباطره روند نزولی به سمت صفر دارنکد. همکواره بکه ازای مقکادیر مبتلکف  ∈  y̅بکرای  [0,1]

 کمتر از دو مباطره دیار است.  R3مباطره 

(7 .70) 

(7 .71) 

(7 .93) 
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,𝐑𝟐 و𝐑𝟏ره طمبامقایسه 2. 2نمودار  𝐑𝟑 برای N مبتلف. ایه 

 

,𝐑𝟐 و𝐑𝟏اطره مبمقایسه 3. 2نمودار  𝐑𝟑 برایY مبتلف های. 

 

,𝐑𝟐 و𝐑𝟏اطره مبمقایسه 4. 2نمودار  𝐑𝟑 برای 𝛅𝟎 بتلفهای م. 
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,𝐑𝟐 و𝐑𝟏ه مباطرمقایسه  5. 2نمودار  𝐑𝟑 های مبتلف اریاندبرای و. 

 ی)تکابع زیکان لیکنکد( بکرا 3. 7بکرای محاسک ه مبکاطره بکا اسکتفاده از تکابع زیکان مثکا  14. 2 مثال

𝐫𝟏(𝛉) = 𝛉 ریمدا: 

δ̂ω,π(y) =
1

b
log

Eπ∗(r(θ)|Y)

Eπ∗(r(θ)e
−bθ|Y)

=
1

b
log [

ωr(δ0(y)) + (1 − ω)Eπ(r(θ)|Y)

ωr(δ0(y))e−bδ0
(y) + (1 − ω)Eπ(r(θ)e

−bθ|Y)
] 

(7 .77) 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y]

= E{ωr(θ)[eb(δ̂−δ0) − b(δ̂ − δ0) − 1]

+ (1 − ω)r(θ)[eb(δ̂−θ) − b(δ̂ − θ) − 1]|Y}

= E(θe−bθ|Y)ebδ̂(1 − ω) + E(θ|Y)[ωeb(δ̂−δ0) +ωbδ0−bδ̂ − 1]

+ bE(θ2|Y)(1 − ω)

= φ8exp {log [
ωδ0 + (1 − ω)φ1

ωδ0e−bδ0 + (1 − ω)φ8
]} (1 − ω)

+ φ1 [ωe
b(
1

a
log[

ωδ0+(1−ω)φ1

ωδ0e
−bδ0+(1−ω)φ8

]−δ0)
+ωbδ0

− b(
1

a
log [

ωδ0 + (1 − ω)φ1
ωδ0e−bδ0 + (1 − ω)φ8

]) − 1] + bφ2(1 − ω) 

(7 .79) 
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r2(θ)برای وقتی که  = θ
 داریم: 2

δ̂ω,π(y) =
1

b
log [

ωδ0
2(y) + (1 − ω)Eπ(θ

2|Y)

ωδ0
2(y)e−bδ0(y) + (1 − ω)Eπ(θ

2e−bθ|Y)
] 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y]

= E{ωθ2[eb(δ̂−δ0) − b(δ̂ − δ0) − 1] + (1 − ω)θ
2[eb(δ̂−θ) − b(δ̂ − θ) − 1]|Y}

= (1 − ω)ebδ̂E(θ2e−bθ|y) + b(1 − ω)E(θ3|Y)

+ E(θ2|Y)[ωeb(δ̂−δ0) − 1 − bδ̂]

= (1 − ω)exp {log [
ωδ0

2(y) + (1 − ω)φ2

ωδ0
2(y)e−bδ0(y) + (1 − ω)φ8

]}φ8 + b(1 − ω)φ3

+ φ2 [ω exp {log [
ωδ0

2(y) + (1 − ω)φ2

ωδ0
2(y)e−bδ0(y) + (1 − ω)φ8

] − bδ0} − 1

− log[ωδ0
2(y) + (1 − ω)φ2] + log[ωδ0

2(y)e−bδ0(y) + (1 − ω)φ7]] 

(7 .78) 

r3(θ)و در نهایت برای  = e
θ :داریم 

δ̂ω,π(y) =
1

b
log [

ωeδ0(y) + (1 − ω)e
θ00+aNy̅

aN+1
+

a

2aN+2

ωe(1−b)δ0(y) + (1 − ω)e
(1−b)

θ00+aNy̅

aN+1
+
a(1−b)2

2aN+2

]

=
1

b
log [

ωeδ0(y) + (1 − ω)φ5

ωe(1−b)δ0(y) + (1 − ω)φ9
] 

 

E[Lρ,ω,δ0
r (θ, δ)|Y]

= E{ωeθ[eb(δ̂−δ0) − b(δ̂ − δ0) − 1]

+ (1 − ω)eθ[eb(δ̂−θ) − b(δ̂ − θ) − 1]|Y}

= E{ωeθeb(δ̂−δ0) +ωbδ0e
θ + eθ(1−b)ebδ̂

− bδ̂eθ+bθeθ − eθ −ωeθ(1−b)ebδ̂ −ωbθeθ|Y} 

(7 .77) 

(7 .78) 
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→→→→→= b(1 − ω)E(θeθ|Y) + [ωeb(δ̂−δ0) +ωbδ0 − ybδ̂ − 1] × E(e
θ|Y)

+ (1 − ω)ebδ̂E(eθ(1−b)|Y)

= b(1 − ω)φ6 + [ω exp {log [
ωeδ0(y) + (1 − ω)φ5

ωe(1−b)δ0(y) + (1 − ω)φ9
] − bδ0}

+ ωbδ0 − log [
ωeδ0(y) + (1 − ω)φ5

ωe(1−b)δ0(y) + (1 − ω)φ9
] − 1]φ5

+ (1 − ω) exp {log [
ωeδ0(y) + (1 − ω)φ5

ωe(1−b)δ0(y) + (1 − ω)φ9
]}φ9 

 

 

 حت تابع زیان لینکد.ت 𝐑𝟏مباطره مقایسه رفتار  6. 2نمودار 

 

تایی با میکاناین یکک و بکا فکرض  01ی دهد برای نمونهالف، ب و ج( نشان می 3. 7همانطور که نمودار )

δ0پیروی کند و همننین با در نظکر گکرفتن  N(1,10)اینکه نمونه از توزیع پیشین  =  ω،بکا افکزایش  1

کنیم توابع یابند بع ارت دیار هر چه اثر نیکویی برازش را در تابع زیان بیشتر میها نیز افزایش میمباطره

ωوقتی  R3یابند ال ته قابل ذکر است که این افزایش برای افزایش می R3و  R1  ،R2مباطره → اتفاق  1

کنیم که با ککاهش واریکاند توزیکع الف، د و ز( مشاهده می 3. 7افتد. از طرا دیار با مقایسه نمودار )می

 

(7 .74) 
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نیز با کاهش واریاند تغییکر  R2کند. رفتار تغییر می R1پیشین و همننین با کاهش میاناین نمونه رفتار 

 گیری دارد. چشم

 

 

 

 

 های مبتلفتابع زیان لینکد برای مثا  حتت 𝐑𝟑و  𝐑𝟏  ،𝐑𝟐 هایمباطرهمقایسه  7. 2نمودار 

  

 ج    ب    الف

 و    ه    د

 ت    ح    ز



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل سوم

برآوردگرهای محدود شده در حالت چند 

 متغیره
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 مقدمه1. 3

,Y1فرض کنید  Y2, … , YN Np(θ, Σ)̃
iid که در آن ،θ  بردار میاناین وΣ  ماترید کواریاند معین مث کت و

 برابراست با θپارامتر  MLباشند. برآوردگر نامعلوم می

Y̅ =
1

N
∑Yi

N

i=1

 

 باشد. می UEکه در حقیقت 

را در مکد  فکوق،  θ( برآورد پکارامتر بکرداری 0348و0347) 7( و مورید و افرون0380و استاین ) 0جیمز

را  θ( بکرآورد 7118به ترتیب معلوم و نامعلوم بود بدسکت آوردنکد؛ و سریواسکتاوا و صکالح ) Σهناامی که 

نامعلوم محاس ه کردند. در مقکامت عنکوان شکده  Σبرای  θتحت زیر فضای محدودشده روی بردار پارامتر 

تابع زیان درجه دوم برای مطالعه و نمایش برآوردگرها بکار بکرده شکد. سکنجری فارسکی پکور و اصکغرزاده 

در ادامکه ککار ایشکان،  بدست آوردند ککه BL( برآوردگرهای بیز را برای مد  فوق تحت تابع زیان 7119)

ها را به برآوردگر آزمون مقدماتی تعمکیم داد. مطالعکات قابکل های آن( نتایج حاصل از یافته7113آرشی )

پکور و اصکغرزاده (، سکنجری فارسکی0334) 9(، چانک  و ککیم0337توجهی نیز توسط رودرین  و زلنر )

 است.  شدهانجام  BLبا استفاده از تابع زیان ( 7113(، و گُش و همکاران )7118) 7(، گمز7117)

آید مباطره کمتری داشته باشد همانطور که در فصل ق ل نیز مطرح شد هر چه برآوردگری که بدست می

نقکش  گیردمسئله ما از اهمیت بیشتری برخوردار خواهد بود، بنابراین تابع زیانی که مورد استفاده قرار می

 است که تابع زیان کاربردی و منطقی بکار برده شود.کند و بهتر مهی را ایفا می

                                              
0 . James 

7 . Efron and Morris 

9 . Chung and Kim 

7 . Gomez 
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 تابع زیان زیر را در نظر بایرید

Lω,δ0
W (θ; δ) = ωr (‖θ‖

2
) (δ − δ0)

′
W(δ − δ0) + (1 − ω)r (‖θ‖

2
) (δ − θ)

′
W(δ − θ) 

.)rرا تحت تابع زیان فوق با چشم پوشی از  θ( مجاز بودن برآوردگر بیز 0333دی ) Wو تعریکف  ( = Ip 

ωبرای  =  .بررسی کرد 0

، رفتار برآوردگرهکای θما در این فصل علاقه مندیم تحت یک زیر فضای محدودشده بر روی بردار پارامتر 

CB 0و بیز تجربی محدودشده (CEB با تابع زیان فوق، زمانی که )r (‖θ‖
2
) = θ′θ  ،مورد مطالعکه است

 .7قرار دهیم

 برای بدست آوردن برآوردگر CBروش  2. 3

θرا هناامی که بر آن محکدودیت  θدر این ببش برآورد بیزی پارامتر برداری  = Bη ،ککه در آن B  یکک

pماترید معین معلوم  × r  با رت هr وη ∈ ℛp  اعما  شده است، که منجر به برآوردگرCB شکود، را مکی

، فیلترین  7سازی، بهینه 9ها کاربرد های زیادی در اختصار داده CBدهیم. برآوردگر مورد بررسی قرار می

 بریم.دارد به کار می4و یادگیری ممیزی  8، آنالیز تصادفی محدب8مصنوعی بیزی

  

                                              
0 .Constrained Emppirical Bayes 

 ( بدست آمده است.a 7101از نتایج این فصل مقاله پورحسینی و آرشی) .7

9 . Data reduction 

7 . Optimization 

8 . Bayesian artificial filtering 

8 . Convex stochastic analysis 

4 . Discriminative learning 
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𝛈و 𝐫با رت ه  𝐁معین معلوم ماترید اگر برای  1. 3 قضیه)**(  ∈ ℝ+ فرضیه𝐇𝟎: 𝛉 = 𝐁𝛈  درست باشد

 است با محدود شده برابر بعنوان برآوردگر 𝛉پارامتر  MLآنااه برآوردگر 

→→→→ θ̂ = Bη̂                                                                                                                 

= B(B′S−1B)−1B′S−1Y̅ 

 

Sکه در آن  = ∑ (Yi − Y)
′
(Yi − Y)

𝑁
i=1 

دهیم. میقرار   θ  ،Bηکنیم و ابتدا به جای برای اث ات از روش درستنمایی ماکسیمم استفاده می برهان:

 در این صورت داریم:

L(θ) =
1

√(2π)Np|Σ|N
exp {∑−

1

2
(Yi − θ)

′
N

i=1

Σ−1(Yi − θ)}

=
1

√(2π)Np|Σ|N
exp {∑−

1

2
(Yi − Bη)

′
N

i=1

Σ−1 (Yi − Bη)}

=
exp {∑ −

1

2
[Yi

′Σ−1Yi − Yi
′Σ−1Bη − (Bη)

′

Σ−1Yi + (Bη)
′

Σ−1Bη]N
i=1 }

√(2π)Np|Σ|N

=
exp {∑ −

1

2
[Yi

′Σ−1Yi − Yi
′Σ−1Bη − η′B′Σ−1Yi + η

′B′Σ−1Bη]N
i=1 }

√(2π)Np|Σ|N
 

Ln Lحا  با مشتق گیری از (Bη) نس ت بهηتوان نتیجه گرفت: می 

∂Ln L (Bη)

∂η
=
∂

∂η
[−
1

N
Ln((2π)Np|Σ|N) +∑−

1

2
(Yi − Bη)

′
N

i=1

Σ−1 (Yi − Bη)]

= −
1

2
[∑(−(Yi

′Σ−1B)
′
− B′Σ−1Yi + 2B

′Σ−1Bη̂)

N

i=1

] = 0

 

(9 .0) 
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⟹−B′Σ−1∑Yi

N

i=1

− B′Σ−1∑Yi

N

i=1

+ 2NB′Σ−1Bη̂ = 0                        
 

⟹ 2NB′Σ−1Bη̂ = B′Σ−1∑Yi

N

i=1

+ B′Σ−1∑Yi

N

i=1

⟹ (B′Σ−1B)η̂ = B′Σ−1Y                                       

⟹ η̂ = (B′Σ−1B)−1B′Σ−1Y                                   
         

 

(9 .7) 

Σ̂( 0948) ماردیامجهو  است با توجه به  Σ چون = Sتوان نوشت:؛ پد می 

η̂ = (B′S−1B)−1B′S−1Y 

 ∎و اث ات کامل است. 

:H0باتوجه به اینکه فرضیه  θ = Bη را برای بدست آوردن ،MLE(θ)  بکار بردیم در نتیجهθ̂  بدست آمده

θ̂برآوردگر محدود شده است و داریم  = Bη̂  حا  چون قصد داریم برآوردگر بیز محدود شده را محاس ه .

ه توزیع پسین با درست باشد از آنجا ک H0کنیم، با توجه به مطال ی که در فصل دوم آورده ایم اگر فرضیه 

توزیع پیشین مرت ط است محدودیت اعما  شده روی توزیع پسین نیز اعما  خواهد شد. لذا برآوردگر بیز 

 توانیم با همان روش برآوردگر بیز بدست بیاوریم.محدود شده را می

رقکرار کنیم ککه ایکن فرضکیه ب اطلاع کافی نداریم اما تنها فرض می H0در بیشتر موارد از درستی فرضیه 

لحاظ کنیم.  θ را در برآورد بردار میاناین شده باشد. بنابراین بهتر است که مقدار این فرضیه در نظر گرفته

دهکیم است. در حقیقت نشان می θ̂و  xیک انتباب منطقی در نظر گرفتن ترکیب محدب از دو برآوردگر 

 ( است.EBE) 0که چنین برآوردگری یک برآوردگر بیز تجربی

                                              
0. Empirical Bayes Estimator 
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 تابع زیان متعادل وزنی تحتبرآوردگرهای محدود شده  1.  2.  3

در این ببش با توجه به تعریف برآوردگر بیز محدود شده ساختار کلی برآوردگرهای بیکز محکدود شکده را 

آوریکم. واضکح اسکت ککه محکدودیت برای پارامتر چند متغیره تحت تابع زیان متعاد  وزنکی بدسکت مکی

H0: θ = Bη  تنها در ساختار توزیع پسین تاثیر دارد و باعث بوجکود آمکدن برآوردگکر بیکز محکدود شکده 

توان چنین استن اط کرد که بکا معلکوم بکودن توزیکع پسکین تحکت محکدودیت مکوردنظر شود. لذا میمی

ز )محدودیت اعما  شده روی توزیع پیشین( ساختار برآوردگر بیز محدود شده مشابه ساختار برآوردگر بیک

 باشد که در این راستا قضیه اساسی زیر را داریم. در حالت عادی )بدون محدودیت( می

 2. 3 قضیه( **)

 برابر است با π(θ)تحت پیشین  θ( برآوردگر بیز 7.0تحت زیان )

 

δ̂B = ωY + (1 − ω)
E [θr (‖θ‖

2
)| Y]

E [r (‖θ‖
2
)| Y]

 

 برهان:

δ یابیم که مباطره زیر را،که در آن  را به قسمی میY = (Y1, … , YN)نیمم کند، می. 

𝐑𝛚,𝐘
𝚺−𝟏(𝛉; 𝛅) = 𝐄 [𝐋𝛚,𝐘

𝚺−𝟏(𝛉; 𝛅)| 𝐘]    

= 𝛚𝐄 [𝐫 (‖𝛉‖
𝟐
)| 𝐘] (𝛅 − �̅�)

′
𝚺−𝟏(𝛅 − �̅�)

+ (𝟏 − 𝛚)𝐄 [𝐫 (‖𝛉‖
𝟐
) (𝛅 − 𝛉)

′
𝚺−𝟏(𝛅 − 𝛉)| 𝐘] 

 

(9 .9) 

(9 .7) 
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( نس ت 7. 9از )گفتیم باید  0. 9ز محدود شده همانطور که در ببش حا  برای بدست آوردن برآوردگر بی

 مشتق گرفته و برابر صفر قرار دهیم. δبه 

∂E [Lω,Y̅
Σ−1(θ; δ)| Y]

∂δ

= ωE [r (‖θ‖
2
)| Y]

∂ [δ′Σ−1δ − δ′Σ−1Y̅ − Y̅′Σ−1δ + Y̅′Σ−1Y̅]

∂δ

+ (1 − ω)
∂ E [r (‖θ‖

2
) [δ′Σ−1δ − δ′Σ−1θ − θ′Σ−1δ + θ′Σ−1θ]| Y]

∂δ
= 0 

⟹ωE[r (‖θ‖
2
)| Y] [2Σ−1δ̂ −Σ−1Y̅ − Σ−1

′
Y̅⏟          

−2Σ−1Y̅

]

+ (1 − ω)E [r (‖θ‖
2
) [2Σ−1δ̂ −Σ−1θ − Σ−1

′
θ⏟          

−2Σ−1θ

]| Y]

= 2ωE [r (‖θ‖
2
)| Y] Σ−1(δ̂ − Y̅) + (1 − ω)2Σ−1E [r (‖θ‖

2
) (δ̂ − θ)| Y] = 0 

 باشدداریم:می Yتابعی از δو چون 

ωE [r (‖θ‖
2
)| Y] δ̂ − ωE [r (‖θ‖

2
)| Y] Y̅ + (1 − ω)E [r (‖θ‖

2
)| Y] δ̂

− (1 − ω)E [r (‖θ‖
2
) θ| Y] = 0 

⟹ δ̂B =
ωE [r (‖θ‖

2
)| Y] Y̅ + (1 − ω)E [r (‖θ‖

2
) θ| Y]

E [r (‖θ‖
2
)| Y]

             

= ωY̅ + (1 − ω)
E [r (‖θ‖

2
) θ| Y]

E [r (‖θ‖
2
)| Y]

 

 داریم، δ( نس ت به 8. 9حا  با مشتق دوم گرفتن از )

(9 .8) 
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∂E [Lω,Y̅
Σ−1(θ; δ)| Y]

∂δ
= 2ωE [r (‖θ‖

2
)| Y] Σ−1 + 2(1 − ω)Σ−1E [r (‖θ‖

2
)| Y]                  

= 2Σ−1E [r (‖θ‖
2
)| Y] > 0 

 ∎برابر کمترین مقدار خواهد بود. δ̂Bدر نتیجه 

θکنیم توزیع پیشین روی  در این قسمت برای بدست آوردن برآوردگر بیز، ابتدا فرض می ∈ ℛp, Σ > 0 

 به صورت زیر باشد.

p(θ, Σ) =̇ p(θ|Σ)p(Σ). 

 3. 3 قضیه)*( 

,y1اگر  … , yn~N(μ, Σ) و توزیع پیشین ،μ, Σ ،به صورت 

π (μ, Σ) = π (μ|Σ) π(Σ) = N(μ|ν,
1

K
Σ) ×𝒲−1(Σ|ψ,m) 

,yبرای  μباشد آنااه توزیع پسین  S  معلوم به صورت 

(N + K)
1
2
pΓ [

1

2
(N + m+ 1)] |Λ|−

1
2

π
1

2
pΓ [

1

2
(N + m+ 1 − p)] [1 + (N + K) (μ − μ∗)

′

Λ−1 (μ − μ∗)]

1

2
(N+m−1)

 

 

∗μکه در آن  =
1

N+K
(Ny + Kν)  وΛ = [nS + ψ +

NK

N+K
(y − ν) (y − ν)

′

 .آید است بدست می [

,μهمانطور که از فصل او  به یاد داریم توزیع توام  برهان: Σ ( نمایش دادیکم حکا  بکا 98. 0را با ع ارت )

 آوریم.را بدست می μتوزیع  Σ( نس ت به 98. 0انتارا  گیری از ع ارت )

 گیریم.های زیر را در نظر میبرای راحتی کار تساوی

(9 .8) 
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Λ = ψ + A +
NK

N + K
(y − ν) (y − ν)

′

, 

tr(ϕ)Σ−1 = tr [Λ + (N + K) (μ − μ∗) (μ − μ∗)
′

] Σ−1

= [(N + K) [μ −
1

N + K
(Ny + Kν)]

′

Σ−1 [μ −
1

N + K
(Ny + Kν)]

+ tr [ψ + A +
NK

N + K
(y − ν) (y − ν)

′

] Σ−1] 

∫
(N + K)

1
2
p|Σ|−

1
2
(N+m+p+2)|Λ|

1

2
(N+m)

2
1
2
(N+m+p+1)π

1

2
pΓp (

N+m

2
)

∙ exp {−
1

2
tr (ϕ)Σ−1} dΣ

Σ>0

 

 شود.( به شکل زیر ت دیل می4. 9ایم انتارا  )( که در فصل او  آورده9. 0با توجه به لم )

(N + K)
1
2
p|Λ|

1

2
(N+m)

2
1
2
(N+m+p+1)π

1

2
pΓp (

N+m

2
)
∫|Σ|−

1
2
(N+m+1+p+1) ∙ exp {−

1

2
tr (ϕ)Σ−1} dΣ

Σ>0

=
(N + K)

1
2
p|Λ|

1

2
(N+m)Γp (

1

2
(N + m+ 1)) |ϕ|−

1
2
(N+m+1)

π
1

2
pΓp (

N+m

2
)

 

 شود.( نتیجه زیر حاصل می73. 0از تعریف گامای چند متغیره )تعریف 

(N + K)
1
2
p|Λ|

1

2
(N+m)|ϕ|−

1
2
(N+m+1)π

p(p−1)

2 ∏ Γ(
1

2
(N + m+ 1) +

1−j

2
)

p
j=1

π
1

2
pπ

p(p−1)

2 ∏ Γ(
N+m

2
+
1−j

2
)

p
j=1

=
(N + K)

1
2
p|Λ|

1

2
(N+m)|ϕ|−

1
2
(N+m+1)

π
1

2
p

∙
Γ (

1

2
(N + m+ 1)) ∙ Γ (

1

2
(N + m+ 0)) ∙ ⋯ ∙ Γ (

1

2
(N + m+ 2 − p))

Γ (
1

2
(N + m+ 0)) ∙ Γ (

1

2
(N + m− 1)) ∙ ⋯ ∙ Γ (

1

2
(N + m+ 1 − p))

 

=
(N + K)

1
2
p|Λ|

1

2
(N+m)|ϕ|−

1
2
(N+m+1)

π
1

2
p

Γ (
1

2
(N + m+ 1))

Γ (
1

2
(N + m + 1 − p))

 

(9 .4) 

(9 .3) 
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 داریم 0. 0حا  با توجه به فرع 

(N + K)
1
2
pΓ [

1

2
(N + m+ 1)] |Λ|−

1
2

π
1

2
pΓ [

1

2
(N + m+ 1 − p)] [1 + (N + K) (μ − μ∗)

′

Λ−1 (μ − μ∗)]

1

2
(N+m−1)

 

 ∎شود.بنابراین نتیجه حاصل می

,θ)کنیم توزیع پیشین می حا  در این قسمت فرض Σ) .به صورت زیر باشد 

θ|Σ~𝑁p (Bη, K
−1Σ) ,   K > 0,

Σ~Wp
−1(Q,m),    m > 2𝑝,     

 

 ع ارتند از: Σو  θ|Σیک ماترید معین مث ت است. توابع چاالی  Qکه در آن 

p(θ|Σ) ∝ |Σ|−
1
2 exp [−

K

2
(θ − Bη)

′

Σ−1 (θ − Bη)],   

p(Σ) ∝ |Q|−
m
2 exp [−

1

2
trQΣ−1],                                       

 

 بصورت زیر است.  (MT)، توزیع تی چندگانهθتوزیع پیسین  9.9آنااه با توجه به قضیه 

θ|Y, S~tp(θ∗, Λ, N + m+ 1 + p) 

 که تابع چاالی آن ع ارتست از:

p(θ|Y, S) =
(N + K)

p
2Γ (

N+m+1

2
) |Λ|−

1
2

π
1

2
pΓ (

N+m+1−p

2
)

∙ [1 + (N + K)(θ − θ∗)
′
Λ−1(θ − θ∗)]

−
1

2
(N+m−1)

 

 به ترتیب برابراند با Λو  ∗θکه در آن 

θ∗ =
1

N + K
(NY + KBη) 

Λ = [nS + Q +
NK

N + K
(Y − Bη) (Y − Bη)

′

] , n = N − 1 

(9 .3) 
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( محاسک ه 7.9توانیم فرم دقیق برآوردگر بیکز را تحکت توزیکع پسکین )بر اساس مطال ی که گفته شد، می

.)rکنیم. اگر چه به خاطر وجود تابع وزنی   ( این فرم یک فرم کاملا دقیق نبواهد بود.8.9در برآوردگر )(

r( مسککئله را وقتککی 7113آرشککی ) (‖θ‖
2
) = مککورد بررسککی قککرار داد. مککا قصککد داریککم بککرای حالککت  1

r (‖θ‖
2
) = θ′θ  مسئله را حل کنیم. از آنجا که محاس ه امید ریاضی تابع پسین از تابعr(. با اسکتفاده  (

 دهیم.را به صورت زیر مورد استفاده قرار می MTآسان نیست، ترکیب مقیاسی از توزیع  MTاز توزیع 

u~tpاگر  (μ, V, γ0)  های نرما  نوشته شکود. تواند صورت آمیبته مقیاسی توزیعآن میباشد تابع چاالی

 به ع ارتی

f(u) = ∫
|ω2V|−

1
2

(2π)
p
2

exp [−
1

2ω2
(u − μ)

′

V−1 (u − μ)] h(ω)dω
∞

0

              

= ∫ 𝒩p (μ,ω
2V) h(ω)dω

∞

0

 

𝒩pای از توزیع نرما  چندگانه که آمیزه (μ,ω
2V)  وω  که از توزیع گامای معکوس با تکابع چاکالی زیکر

 است. 

h(ω) =
2(
γ0
2
)

γ0
2

Γ(
γ0
2
)
ω−(γ0+1) exp (

−γ0

2ω2
) 

γ0ωتوان گفت، یا به طور مشابه می
 کند.درجه آزادی پیروی میγ0از توزیع کی دو با 2−

 .محاس ات فوق به صورت تکنیک شرطی کردن در زیر خلاصه شده است

 ( 2116)کیبریا و جردر،  1. 3 لم

X|Ωاگکککر  = ω~𝒩p (μ,ω
2Σ)  وΩ  دارای توزیکککع گامکککای معککککوس بکککا پکککارامترγ0  باشکککد آناکککاه

X~tp (μ, V, γ0) باشد.می 

(9 .01) 

(9 .00) 
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,θ|Yبرای  0.9حا  با توجه به لم  S~tp(θ∗, Λ, N + m+ 1 − p) :داریم 

(θ|Y, S)|Ω = ω~𝒩p(θ∗, ω
2Λ) 

 CEBروش  2.  2.  3

را بدسکت  CBکافی اسکت برآوردگکر  CEBهمان طور که در فصل یک اشاره شد برای محاس ه برآوردگر 

، 8 .9آورده و برآورد پارامترهای توزیع پیشین را در آن جایاذاری کنیم. در این قسمت با توجه به رابطکه 

rرا به ازای  CBصورت برآوردگر  (‖θ‖
2
) = θ′θ آوریم. برای این منظور بکا اسکتفاده از رابطکه بدست می

 ( داریم:07. 9)

E [r (‖θ‖
2
)| Y] = E(θ′θ|Y)                                                                                         

= EE[(θ′θ|Y)|Ω = ω]                                             

= E {[tr cov(θ|Y)|Ω = ω] + (E[(θ|Y)|Ω = ω])
′
(E[(θ|Y)|Ω = ω])}   

= E(ω2tr(Λ) + θ∗
′θ∗)                                                                                                   

= νtr(Λ) + θ∗
′θ∗ 

 

E(ω2)زیرا  = ν  که در آن ν =
γ0

γ0−2
, γ0 = N +m+ 1 − p حا  برای محاس ه 

E [r (‖θ‖
2
) θ| Y] = E[(θ′θ)θ|Y] 

x( و با تغییر متغیر 07. 9با استفاده از ) = Λ−
1
2θ  داریم 8. 0و لم: 

(9 .07) 

(9 .09) 
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E[(θ′θ)θ|Y] = EE{[(θ′θ)θ|Y]|Ω = ω}                                                                          

= EE {[(x′Λx)Λ
1
2x| Y]| Ω = ω}                                    

= E {Λ
1
2E[((x′Λx)x|Y)|Ω = ω]}

= E {Λ
1
2E {[(x′Λx) (x − Λ−

1
2θ∗ + Λ

−1
2θ∗)| Y]| Ω = ω}}

= E {Λ
1
2E {[(x′Λx) (x − Λ−

1
2θ∗)| Y]| Ω = ω}}

+ E {Λ
1
2E {[(x′Λx) (Λ−

1
2θ∗)| Y]| Ω = ω}}

∙ =
لم 6.1

E {Λ
1
2E{ω2 [

∂

∂x
(x′Λx)| Y]| Ω = ω}}

+ E {Λ
1
2Λ−

1
2E{[(x′Λx)|Y]|Ω = ω}θ∗}

= E {Λ
1
2E{[ω2(2Λx)|Y]|Ω = ω}} + E{E[[(θ′θ)|Y]|Ω = ω]}θ∗

= E {2Λ
1
2ω2ΛE{(x|Y)|Ω = ω}} + E{[ω2tr(Λ) + θ∗

′θ∗]θ∗}

= E (2Λ
1
2ω2ΛΛ−

1
2θ∗ + νtr(Λ)θ∗ + θ∗

′θ∗θ∗) 

                     = 2νΛθ∗ + νtr(Λ)θ∗ + θ∗
′θ∗θ∗ 

 آید.به صورت زیر بدست می CB( برآوردگر 9. 9( در رابطه )07. 9( و )09. 9با جایاذاری روابط )

δ̂CB = ωY + (1 − ω)
2νΛθ∗ + νtr(Λ)θ∗ + θ∗

′θ∗θ∗
νtr(Λ)θ∗ + θ∗′θ∗

 

به شرح زیر  CEBایم جایاذاری کنیم برآوردگر ( بدست آورده0. 9را که در رابطه ) Bη  ،θ̂حا  اگر بجای 

 آید.بدست می

(9 .08) 

(9 .07) 
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δ̂CEB = ωY +
(1 − ω)

[ν tr (nS + Q +
NK

N+K
(Y − Bη̂) (Y − Bη̂)

′

) + (NY + KBη̂)
′

] (NY + KBη̂)

× {
2

N + K
ν (nS + Q +

NK

N + K
(Y − Bη̂) (Y − Bη̂)

′

) (NY + KBη̂)

+
1

N + K
ν tr (nS + Q +

NK

N + K
(Y − Bη̂) (Y − Bη̂)

′

) (NY + KBη̂)

+
1

(N + K)3
(NY + KBη̂)

′

(NY + KBη̂) (NY + KBη̂)} 

(9 .08) 
 ککه توسکط ع کارت  BLتحکت تکابع زیکان  CEBشود محاس ه مباطره برآوردگر همانطور که مشاهده می

( نقکش 0. 9معرفی شکده در ) Bای نیست، از طرا دیار ماترید شده است کار ساده( نشان داده 08. 9)

اساسی در نمایش تابع مباطره دارد. در ادامه برای نمایش تابع مباطره از روش ش یه سازی بوت اسکترپ 

 کنیم.استفاده می

( آمده و 7119مشاهده )که در اندرسن ) N=78( مد  بیزی ارایه شده در این فصل را برای 7113آرشی )

های طو  و عرض سکر پسکر او  و دوم خکانواده بکود،  ( گرفته شده است( که شامل اندازه0370از فرت )

مشاهده داده شکده  =78Nبار از  Sبرازش داد. ما حا  با توجه به روش ش یه سازی بوت استرپ، به تعداد 

 این حالت با استفاده از فرمو  زیر قابل محاس ه است.م و تابع مباطره در یگیرنمونه مجدد می

R
ω,Y

Ip (θ, δ) =
1

s
∑L

ω,Y

Ip (θ, δ)

s

i=1

 

 به ازای مقادیر معلوم

BT = [

1 0
−1 2
0
2

1
2

] , Q = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0
0

0
0

1 0
0 1

] , ν = 5, K = 0.001 
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نشان داده شکده اسکت.  7. 9در شکل  CEBو نمودار تابع مباطره  0. 9در شکل  CBنمودار تابع مباطره 

شکود. هموار نیست بنابراین برآوردگر بیز در این شرایط پیشنهاد نمی CEB همانطور که مشاهده می کنید

و اثکر بیشتر  اثر نیکویی برازش ωیابد، بع ارت دیار با افزایش افزایش می ωبا افزایش  CBو تابع مباطره 

 . شود می کمتر خطای برآورد

 Bبرای  MLEبزرگتر از مباطره  CBو  CEBهای محاس ه شده برای برآوردگرهای  از طرا دیار مباطره

داده شده می باشد. مزم به یادآوری است که این نتایج فقط برای این مثا  خاآ درسکت مکی باشکد، در 

 شرایط دیار ممکن است جواب متفاوتی بدست آید.

 

 CBمباطره برآوردگر 1. 3 شکل
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 CEBمباطره برآوردگر  2. 3 شکل

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 فصل چهارم

برآوردگر آزمون اولیه بردار میانگین تحت تابع 

 زیان متعادل موزون
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 مقدمه 1. 4

,Y1کنیم فرض میهمانند فصل ق ل در این فصل نیز  Y2, … , YN Np(θ, Σ)̃
iid ککه در آن ،θ ∈ ℛP  بکردار

Σمیاناین و  >  برابراست با θپارامتر  MLباشند.برآوردگرماترید کواریاند معین مث ت و نامعلوم می 0

Y̅ =
1

N
∑Yi

N

i=1

 

 باشد.می UEکه 

متعکاد   گیری دقت برآوردگرها، همان تابع زیکانکنیم زیان مورد استفاده در اندازهدر این فصل فرض می

 به صورت زیر باشد. 7. 0موزون معرفی شده در 

Lω,δ0
W (θ; δ) = ωr (‖θ‖

2
) (δ − δ0)

′
W(δ − δ0) + (1 − ω)r (‖θ‖

2
) (δ − θ)

′
W(δ − θ) 

 

را  بدست  θحا  با انجام یک سری محدودیت خطی بر روی فضای پارامتر، برآوردگر محدود شده پارامتر 

شده مد  محدود شده با اعما  قید بر روی فضای پارامتر آن آوریم. همانطور که در فصل او  نیز اشاره می

شکود برآوردگکر محکدود شکده آید و برآوردگری که برای پارامترها، تحت این مد  محاس ه مکیبدست می

 است.

:H0فرضیه  θ = Bηگیکریم. ککه در آن را بعنوان قید اعما  شده بر روی فضای پارامتر در نظر میB  یکک

pماترید معلوم  × r  از پیش تعیین شده وη ∈ ℛr  است. در این حالت برآوردگر درستنمایی ماکزیممθ 

 .آید نیز مطرح شده به صورت زیر بدست می 0. 9همانطور که در قضیه 

θ̂ = Bη̂ = B(B′S−1B)′B′S−1Y 

 (7 .0) 

(7 .9) 

(7 .7) 
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گیکری از آن اسکت و بکا مشکتق( معرفکی شکده 0. 7به صورت ) 𝐘 در آن ( که7. 7با بکارگیری تابع زیان )

 آید.بیز به شرح ذیل بدست می دگرو برابر صفر قرار دادن آن برآور 𝛅نس ت به 

δ̂B = ωY + (1 − ω)
E[r(‖θ‖

2
)θ|Y]

E[r(‖θ‖
2
)|Y]

 

𝐫با فرض  .استاث ات شده  7. 9که در قضیه  (‖𝛉‖
𝟐
) =  آید.بیز به صورت زیر بدست می وردگربرآ 𝟏

δ̂B = ωY + (1 − ω)E[θ|Y] 

 گیریم، داریم: در نظر می ویشارت معکوس -توزیع نرما همانند فصل سه توزیع پیشین را 

θ|Σ~Np (Bη, K
−1Σ) ,   K > 0,

Σ~Wp
−1(Q,m),    m > 2p,     

 

( 9. 9ط کق قضکیه ) θسین شود. آنااه توزیع پبه عنوان یک ماترید معین مث ت تعریف می Q که در آن

 خواهد بود. MTتوزیع 

θ∗ =
1

N + K
(NY + KBη) 

Λ = [nS + Q +
NK

N + K
(Y − Bη) (Y − Bη)

′

] , n  و = N − 1 

 شود.به صورت زیر ساده می δ̂CBدر نتیجه برآوردگر 

→→→→→ δ̂CB = ωY + (1 − ω)
1

N + K
(NY + KBη)                                  

=
(N + K)ωY + (1 − ω) (NY + KBη)

N + K
                                      

=
ωNY + ωKY + NY + KBη − ωNY − ωKBη

N + K
                                  

=
ωK + N

N + K
Y +

(1 − ω)K

N + K
Bη 

(7 .4) 

(7 .7) 

(7 .8) 

(7 .8) 
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, Kبه پارامترهای مجهو   δ̂CB، یعنی θمجهو  است. برآوردگر بیز پارامتر  Kکه در آن η  وابسته است که

، θباشند. با جایاذاری این پارامترها در برآوردگکر بیکز پکارامتر ، پارامترهای توزیع پیشین میBηبرآوردگر 

 آید.بصورت زیر بدست می θبرآوردگر بیز تجربی پارامتر 

δ̂CEB(k) =
ωK + N

N + K
Y +

(1 − ω)K

N + K
θ̂                                                                  

=
ωKY − KY + KY + NY

N + K
+
(1 − ω)K

N + K
θ̂                                                                  

= −
(1 − ω)K

N + K
Y + Y +

(1 − ω)K

N + K
θ̂                                     

= Y −
(1 − ω)K

N + K
(Y − θ̂) 

باشکد. بنکابراین احتیکاج بکه مکی H0، تحت فرضیه θاز آنجایی که قصد ما بدست آوردن برآوردگری برای 

 داریم.  Kبرآورد 

:H0(برای آزمون فرض 0383) 0آماره آزمونی که رایودانیم می θ = Bη  در مقابکلH1: θ ≠ Bη  پیشکنهاد

 شود.کرده به صورت زیر تعریف می

T2 = NY
′
C(C′ΣC)−1C′Y ,              m = N − q,   q = p − r 

pیک ماترید  Cکه در آن  × q  است بطوریکهC′B = . )برای اطلاعات بیشتر بکه سیرواسکتاوا و صکالح 0

 مراجعه کنید( 7118

 از طرفی

NY
′
C(C′ΣC)−1C′Y~χq

2(Δ2) 

                                              
0. Rao  

(7 .3) 

(7 .3) 
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Δ2که = Nθ′C(C′ΣC)C′Y  چون  4. 0همننین با توجه به قضیهS~Wp(Σ, n)  وC  یک ماتریدp× q 

C′SC~Wp(Cاست، پد 
′ΣC, n) بنابراین با در نظر گرفتن .a = N

1
2C′Y  و با توجه به قضیه  4. 0در قضیه

 ( داریم:0948ماردیا ) 7. 8. 9

NY
′
C(C′ΣC)−1C′Y

NY
′
C(C′SC)−1C′Y

~χm
2   ,      m = n − q + 1 

 توان نتیجه گرفت:که می

T2 = NY
′
C(C′SC)−1C′Y                                                    

=
NY

′
C(C′SC)−1C′Y

NY
′
C(C′ΣC)−1C′Y

NY
′
C(C′ΣC)−1C′Y                       

=
NY

′
C(C′ΣC)−1C′Y

[
NY

′
C(C′ΣC)−1C′Y

NY
′
C(C′SC)−1C′Y

]

~
χq
2(Δ2)

χm2
 

 پد ماردیا را ب ینید.( 7. 8. 9که صورت و مبرج مستقلند. )قضیه 

ℒ𝑁 =
m

q
T2~Fq,m(Δ

2) 

Fq,m(Δکه 
 است. Δ2درجه آزادی و پارامتر غیر مرکزی  (q,m)نشان دهنده توزیع فیشر غیر مرکزی با  (2

 از طرفی

m

q
(1 + K)−1NY

′
C(C′SC)−1C′Y = (1 + K)−1ℒ𝑁~Fq,m 

 8. 0لذا کمیت مجهو  با توجه به لم 

E(
1

Fq,m
) = (1 + K)E(ℒ𝑁

−1) =
q

q − 2
                            q > 2, p > r + 2 

(7 .00) 

(7 .01) 
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1)بنابراین  + K)تواند توسط مضربی ازمیℒ𝑁
یکک تکابع  g(ℒ𝑁)برآورد شود. بطور کلی فکرض کنیکد   1−

1)و یک برآوردگر از  ℒ𝑁حقیقی مقدار از  + K) توان به صورت زیر نوشت.را می 3. 7باشد، آنااه براوردگر 

→→→ θ̂CEB(K) = Y − g(ℒ𝑁)(Y − θ̂)                                                                      

= θ̂ + {1 − g(ℒ𝑁)}(Y − θ̂) 

آوریم و س د مباطره آنها را مکورد بدست میهای مبتلف سه برآوردگر  g(ℒ𝑁)در ادامه مطالب به ازای 

 ]7[به مرجع شماره  g(ℒ𝑁)دهیم. )برای آگاهی بیشتر در خصوآ آماره آزمون و برآوردگر بررسی قرار می

 مراجعه کنید.(

 معرفی برآوردگرها 2. 4

بدسکت  θگیریم. و سه برآوردگکر بکرای بکردار میکاناین در نظر می g(ℒN)در این ببش سه انتباب برای 

 خواهیم آورد.

 برآوردگر محدود نشده .1

g(ℒN)اگر  =  آنااه 0

θ̂EB(τ) = Y 

 است. θبرای پارامتر  MLکه همان برآوردگر 

 برآوردگر محدود شده .2

g(ℒN)اگر  =  آنااه 1

θ̂(τ) = θ̂ 

 دهد.را نتیجه می H0که برآوردگر تحت فرضیه 
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اطکلاع نکداریم و از آن  H0اشاره شد گاهی اوقات از صحت درستی فرضکیه  9و  7طور که در فصل  همان

تأثیر بسزایی در انتباب برآوردگر مناسب دارد بهتکر اسکت ط کق  H0جایی که درستی یا نادرستی فرضیه 

و  UEگکر را آزمون و س د با مشب  شدن نتیجه آزمون یکی از دو برآورد H0راهکار فیشر، ابتدا فرضیه 

RE .را انتباب کنیم 

 برآوردگر آزمون اولیه .3

}ط ق این استراتژی ابتدا مجموع فرضیه 
H0 ∶  θ = Bη:

H1 ∶  θ ≠ Bη
 H0کنیم. بدین صورت اگر فرضکیه را آزمون می 

پذیرفته شکود برآوردگکر محکدود  H0شود و چناننه فرضیه رد شود برآوردگر غیر محدود شده انتباب می

 گیریم. پد اگر فرض کنیم،در نظر می θشده را بعنوان برآوردگر 

→→→ g(ℒN) = I (ℒN ≤ Fq,m(α))                                                                                

= I (T2 ≤
q

m
Fq,m(α))                                                                                          

= I(T2 ≤ aα) = Iaα(T
2)aα =

q

m
Fq,m(α) 

 

 آید.آنااه برآوردگر آزمون اولیه به صورت زیر بدست می

→→→ θ̂PT(τ̂) = Y − (Y − θ̂)Iaα(T
2)                                                                      

= Y (1 − Iaα(T
2)) + θ̂Iaα(T

2) 

 است. Aتابع نشانار از مجموعه  I(A)و  Fq,mدرصد بامیی توزیع  α011نقطه  ℒN,αکه 

α(0 به اندازه آزمون یا سطح معنی داری  PTرفتار برآوردگر < α < ، بستای دارد. بسکته بکه نتیجکه  (1

 شود.ت دیل می Yیا  θ̂به یکی از نقاط مرزی  θ̂PTآزمون، 

(7 .07) 
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ط کق  T2ق ل از اینکه محاس ات مربوط به اری ی و مباطره را انجام دهیم توجه به این نکتکه ککه توزیکع 

T2و با توجه به آماره آزمون رایو که در آن ( 08. 0) رابطه = NY
′
C(C′ΣC)−1C′Yباشکد به صورت زیر می

 ضروری است.

→→→→ T2 = NY
′
C(C′ΣC)−1C′Y                                                                  

=  NY
′
Σ−

1
2B2(B2

′WB2)
−1B2

′ Σ−
1
2Y                                                                     

= Z2
′U22

−1Z2  , Z2 = N
1
2B2
′ Σ−

1
2Y   , U22 = B2

′WB2 

,𝐔𝟐𝟐~𝐖𝐪(𝐈آن که در  𝐧)  مستقل از𝐙𝟐~𝐍𝐪(𝛏𝟐, 𝐈)  است، و𝛏𝟐 باشکد ککه بکه ی مکیغیکر مرککز پارامتر

 شودصورت زیر تعریف می

ξ2 = N
1
2B2
′ Σ−

1
2θ = N

1
2(C′ΣC)−

1
2C′θ 

 پردازیم.برآوردگرها از نظر اری ی میحا  به بررسی رفتار 

 اریبی برآوردگرها 3. 4

 (0934)قاری  1. 4 قضیه

 باشد.به ترتیب به صورت زیر می PTو  U ،Rاری ی برآوردگرهای معرفی شده 

(0 ℬ1(θ̂1) = ℬ1(Y) = 0 

 (7 ℬ2(θ̂2) = ℬ2(θ̂) = −Hθ 

(9 ℬ3(θ̂PT) = −HθGq+2,m (
q

q+2
Fq+2,m(α); Δ

2) 

Δ2در آن:ککککککککه  = Nθ′C(C′ΣC)−1C′θ ،m = N − q ،q = p − r ،α =
q−2

m+2
 ،H = ΣC(C′ΣC)−1  و 

Gq+2,m (
q

q+2
Fq+2,m(α); Δ

qتابع توزیع غیر مرکزی فیشر با  (2 + درجکه آزادی و پکارامتر غیکر  mو  2

 است. Δ2مرکزی 

(7 .09) 
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 شود. به راحتی مشاهده می:برهان

ℬ1(X) = E(X − θ) = E(θ − θ) = 0 

 ( داریم:7. 0( و لم )9. 7وبرای اری ی برآوردگر محدود شده با استفاده از رابطه )

ℬ2(θ̂) = E(θ̂ − θ)                                                                                                       

= E (B(B′S−1B)
−1
B′S−1Y − θ)                                                                     

= E(ÂY − θ) = E ((I − Ĥ)Y − θ)                                                             

= E(Y − ĤY − θ) = −E(ĤY) 

نیکز مسکتقل خواهنکد بکود، در نتیجکه بکا  Yو  Ĥمستقلند، پکد  Sو Yاست و  Sتابعی از  Ĥاز آنجایی که 

 توان به شکل زیر نوشت.( ع ارت فوق را می0( قسمت )7. 0استفاده از لم )

ℬ2(θ̂) = −E(ĤY)                                                                                                                   

= −E(Ĥ)E(Y)                                                                                                         

= −Hθ 

 ( داریم:9. 7( و رابطه )7. 0ط ق لم ) PTEحا  برای محاس ه اری ی 

ℬ3(θ̂
PT) = E[Y − (Y − θ̂)Iaα(T

2)] − θ                                                                             

= −E[(Y − θ̂)Iaα(T
2)]                                                                                        

= −E[(Y − (I − Ĥ)Y)Iaα(T
2)]                                                                 

= −E[ĤYIaα(T
2)] 

از هم مستقلند، همننین با توجه به قسمت  Yو  Ĥو با توجه به اینکه  Yبا شرطی کردن ع ارت فوق روی 

 ( داریم:7. 0( لم )0)
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ℬ3(θ̂
PT) = −E[E(ĤYIaα(T

2)|Y)]                                                                                   

=  E[E(Ĥ|Y)YIaα(T
2)]                                                                               

= −E[HYIaα(T
2)] 

 توان نوشت:( می09. 7( و )04. 0در این قسمت با بکارگیری روابط )

ℬ3(θ̂
PT) = −E [Σ

1
2B2B2

′ Σ−
1
2YIaα(Z2

′U22
−1Z2)]                                                        

= −
1

√N
Σ
1
2B2E [N

1
2B2
′ Σ−

1
2YIaα(Z2

′U22
−1Z2)]           

= −
1

√N
Σ
1
2B2E[Z2Iaα(Z2

′U22
−1Z2)]             

= −
1

√N
Σ
1
2B2E [Z2Iaα (

Z2
′U22

−1Z2
Z2
′ Z2

Z2
′ Z2)] 

,Z2~Nq(ξ2دانیم از آنجایی که می I)  مستقل ازZ2
′ Z2

Z2
′U22

−1Z2
~χm

از سریواسکتاوا و  8. 9)ط ق قضکیه است.  2

𝜙(W′W)و با فرض  01. 0(( با بکارگیری قضیه 0343ری )خط = Iaα(Z2
′ Z2) توان نتیجه گرفت:می 

ℬ3(θ̂
PT) = −

1

√N
Σ
1
2B2ξ2E [Iaα (

χq+2
2 (Δ2)

χm2
)] 

 آید.اری ی برآوردگر آزمون اولیه به صورت زیر بدست می ξ2و  B2با جایاذاری مقادیر 

ℬ3(θ̂
PT) = −

1

√N
N
1
2Σ

1
2Σ

1
2C(C′ΣC)−

1
2(C′ΣC)−

1
2C′θE [Iaα (

χq+2
2 (Δ2)

χm2
)]

= −ΣC(C′ΣC)−1C′θP [
χq+2
2 (Δ2)

χm2
<
q

m
Fq,m(α)]

= −HθP [
m

q + 2

χq+2
2 (Δ2)

χm2
<

qm

m(q + 2)
Fq,m(α)]

= −HθP [Fq+2,m(Δ
2) <

q

q + 2
Fq,m(α)]            

= −HθGq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)                                                                         ∎ 
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αبرای  نکته: = است، در حالی ککه بکرای  Yبرابر با اری ی برآوردگر غیر محدود شده یعنی  θ̂PTاری ی  1

α =  است. θ̂برابر با اری ی برآوردگر محدود شده یعنی  θ̂PT، اری ی 0

 محاسبه مخاطره برآوردگرهای مطرح شده 4. 4

 ( محاسک ه 7. 7در این قسمت مباطره برآوردگرهای ارایه شده را با استفاده از تابع زیکان متعکاد  وزنکی )

 کنیم.می

 به ترتیب ع ارتند از: PTو  U ،Rمباطره برآوردگرهای  2. 4 قضیه)*( 

(0 R
ω,Y
Σ−1(Y, θ) = (1 − ω)

1

N
p 

R
ω,Y
Σ−1(θ̂, θ) = (1 − ω)E [(θ̂ − θ)

′
Σ−1(θ̂ − θ)] + ωE(Y

′
H′Σ−1HY) 

→→→→→=
(1 − ω)

N
(p −

q(n − p − 1)

n − q − 1
+
n − q + r − 1

n − q − 1
Δ2)           

+
ω

N
(q + Δ2 +

r(q + Δ2)

(m − 2)
) 

 

  

(7 
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R
ω,Y
Σ−1(θ̂PT, θ)

= (1 − ω)E [(θ̂PT − θ)
′
Σ−1(θ̂PT − θ)] + ωE(Y

′
H′Σ−1HY) + ω(1 − ω)2

× E [I (T2 <
q

m
Fq,m(α)) (Y − θ̂)

′
Σ−1(Y − θ̂)]   

=
(1 − ω)

N
{p − q [Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)

+
r

m − 2
Gq+2,m (

q(m − 2)

m(q + 2)
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [2Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)                                                          

− Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)                                       

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m− 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]}

+
ω(1 − ω)2

N
{q [Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)

+
r

m − 2
Gq+2,m−2 (

q(m− 2)

m(q + 2)
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)             

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m− 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]} 

 ع ارت است از: UEمباطره (1 برهان:

R
ω,Y
Σ−1(Y, θ) = ωE [(Y − δ0)

′
Σ−1(Y − δ0)] + (1 − ω)E [(Y − θ)

′
Σ−1(Y − θ)] 

δ0  یک برآوردگر دلبواه ازθ باشد. با در نظر گرفتن میδ0 = Y :داریم 

R
ω,Y
Σ−1(Y, θ) = ωE [(Y − Y)

′
Σ−1(Y − Y)] + (1 − ω)E [(Y − θ)

′
Σ−1(Y − θ)]

= (1 − ω)E [(Y − θ)
′
Σ−1(Y − θ)] 

 

,Y~Np(θبا توجه به اینکه  Σ) توان نتیجه گرفت:می 

(7 .07) 

(9 
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Y~Np (θ,
1

N
Σ)  , Z = N

1
2Σ−

1
2(Y − θ)~Np(0, I) 

Z′Zدانیم که می = N(Y − θ)
′
Σ−1(Y − θ)~χp

تکوان بکه صکورت زیکر ( را مکی07. 7؛ بنابراین رابطکه )2

 بازنویسی کرد:

R
ω,Y
Σ−1(Y, θ) = (1 − ω)E [(Y − θ)

′
Σ−1(Y − θ)] =

(1 − ω)

N
E(χp

2) =
(1 − ω)

N
p 

 برای مباطره برآوردگر محدود شده داریم: (2

R
ω,Y
Σ−1(θ̂, θ) = (1 − ω)E [(θ̂ − θ)

′
Σ−1(θ̂ − θ)] + ωE [(θ̂ − Y)

′
Σ−1(θ̂ − Y)] 

 شود.( به صورت زیر ساده می08. 7، ع ارت دوم سمت راست تساوی )9. 7از رابطه  θ̂با جایاذاری مقدار

ωE [(θ̂ − Y)
′
Σ−1(θ̂ − Y)] = ωE [(B(B′S−1B)′B′S−1Y − Y)

′
Σ−1(B(B′S−1B)′B′S−1Y − Y)]

= ωE [((Ip − Ĥ − Ip)Y)
′

Σ−1 ((Ip − Ĥ − Ip)Y)]                          

= ωE [Y
′
Ĥ′Σ−1ĤY] 

 

Â( با تعریف 08. 7و برای محاس ه ع ارت او  سمت راست تساوی ) = B(B′S−1B)′B′S−1 :داریم 

(1 − ω)E [(θ̂ − θ)
′
Σ−1(θ̂ − θ)]

= (1 − ω)E [(ÂY − Âθ + Âθ − θ)
′
Σ−1(ÂY − Âθ + Âθ − θ)]

= (1 − ω) {E [(ÂY − Âθ)
′
Σ−1(ÂY − Âθ)] + E [(Âθ − θ)

′
Σ−1(Âθ − θ)]

+ E [(ÂY − Âθ)
′
Σ−1(Âθ − θ)] + E [(Âθ − θ)

′
Σ−1(ÂY − Âθ)]}

= (1 − ω) {E [(Y − θ)
′
Â′Σ−1Â(Y − θ)] + E [θ′(Â − I)

′
Σ−1θ(Â − I)]

+ 2E [(Y − θ)
′
Â′Σ−1(Â − I)θ]} 

(7 .08) 

(7 .04) 

(7 .08) 
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                   = (1 − ω) {E [(Y − θ)
′
Â′Σ−1Â(Y − θ)] + E[θ′Ĥ′Σ−1Ĥθ]

− 2E [(Y − θ)
′
Â′Σ−1Ĥθ]} 

( 03. 7مسکتقلند، پکد در جملکه آخکر تسکاوی ) Sو  Yهسکتند و  Sتکوابعی از  Âو  Ĥبا توجه بکه اینککه 

Â′Σ−1Ĥθ  و(Y − θ)  از هم مستقلند. همننین چونY  یک برآوردگر نااریب برایθ باشد، پد جمله می

 ( داریم:08. 7( در رابطه )03. 7( و )04. 7( مساوی صفر است و با جایاذاری روابط )03. 7آخر تساوی )

R
ω,Y
Σ−1(θ̂, θ) = (1 − ω) {E [(Y − θ)

′
Â′Σ−1Â(Y − θ)] + E[θ′Ĥ′Σ−1Ĥθ]} + ωE [Y

′
Ĥ′Σ−1ĤY]

= (1 − ω) {E [trÂ′Σ−1Â(Y − θ)
′
(Y − θ)] + θ′E[Ĥ′Σ−1Ĥ]θ}

+ ωE [tr (Ĥ′Σ−1ĤY
′
Y)]

= (1 − ω) {tr {(Â′Σ−1Â)E [(Y − θ)
′
(Y − θ)]} + θ′E[Ĥ′Σ−1Ĥ]θ}

+ ω tr [Ĥ′Σ−1Ĥ E (Y
′
Y)]

= (1 − ω){tr[(Â′Σ−1Â)Cov(Y) + θ′E[Ĥ′Σ−1Ĥ]θ]}

+ ω {tr [(Ĥ′Σ−1Ĥ) (Cov(Y) + E (Y
′
) E(Y))]}

= (1 − ω) {
1

N
[tr(Â′Σ−1ÂΣ)] + θ′E[Ĥ′Σ−1Ĥ]θ}

+ ω {tr [(Ĥ′Σ−1Ĥ) (
1

N
Σ + θ′θ)]} 

E[tr(A)]( و با توجه به اینکه 9( و )7قسمت ) 7. 0با استفاده از لم  = tr(A) توان نوشت:می 

R
ω,Y

Σ−1
(θ̂, θ) = (1 − ω) {

1

N
E[tr(Â′Σ−1ÂΣ)] + θ′E[Ĥ′Σ−1Ĥ]θ}

+ ω {E [tr (
1

N
Ĥ′Σ−1ĤΣ)] + E[tr(θ′Ĥ′Σ−1Ĥθ)]}

= (1 − ω) {
1

N
E[tr(Â′Σ−1ÂΣ)] + θ′E[Ĥ′Σ−1Ĥ]θ}

+ ω
1

N
{tr[ E(Ĥ′Σ−1ĤΣ)] + tr[θ′E(Ĥ′Σ−1Ĥ)θ]} 

(7 .03) 
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                     = (1 − ω) {
1

N
×
r(n − 1)

n − q − 1
+
n − q + r − 1

n − q − 1
θ′C(C′ΣC)−1C′θ}

+ ω {tr [
n − q + r − 1

n − q − 1
∙
1

N
C(C′ΣC)−1C′Σ]

+ tr [
n − q + r − 1

n − q − 1
θ′C(C′ΣC)−1C′Σθ]} 

 گیریم:( نتیجه می91. 0( و )08. 0حا  با توجه به روابط )

R
ω,Y
Σ−1(θ̂, θ) =

(1 − ω)

N
{
r(n − 1)

n − q − 1
+
n − q + r − 1

n − q − 1
ξ2
′ ξ2}

+
ω

N
{
n − q + r − 1

n − q − 1
tr(B2

′B2) +
n − q + r − 1

n − q − 1
ξ2
′ ξ2}

=
(1 − ω)

N
{
r(n − 1)

n − q − 1
+
n − q + r − 1

n − q − 1
Δ2}

+
ω

N
{
n − q + r − 1

n − q − 1
tr(Iq) +

n − q + r − 1

n − q − 1
Δ2}

=
(1 − ω)

N
{p −

q(n − p − 1)

n − q − 1
+
n − q + r − 1

n − q − 1
Δ2}             

+
ω

N
{q + Δ2 +

r(q + Δ2)

m − 2
} 

 شود.به شرح زیر محاس ه می PTEمباطره  (3

R
ω,Y
Σ−1(θ̂PT, θ) = (1 − ω)E [(θ̂PT − θ)

′
Σ−1(θ̂PT − θ)] + ωE [(θ̂PT − Y)

′
Σ−1(θ̂PT − Y)] 

 

 ( در ع ارت او ، سمت راست تساوی فوق برابر است با:09. 7با جایاذاری رابطه )

(7 .03) 

(7 .71) 
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(1 − ω)E [((Y − θ) − (Y − θ̂)Iaα(T
2))

′

Σ−1 ((Y − θ) − (Y − θ̂)Iaα(T
2))]

= (1 − ω)E [(Y − θ)
′
Σ−1(Y − θ) − (Y − θ)

′
Σ−1(Y − θ̂)Iaα(T

2)

− ((Y − θ̂)Iaα(T
2))

′

Σ−1(Y − θ)                       

+ ((Y − θ̂)Iaα(T
2))

′

Σ−1 ((Y − θ̂)Iaα(T
2))]

= (1 − ω) {E ((Y − θ)
′
Σ−1(Y − θ))

− 2E [(Y − θ)
′
Σ−1(Y − ÂY)Iaα(T

2)                             

− ((Y − ÂY)Iaα(T
2))

′

Σ−1(Y − θ)

+ ((Y − ÂY)Iaα(T
2))

′

Σ−1 ((Y − ÂY)Iaα(T
2))]}

= (1 − ω) {E (
1

N
p) − 2E [(Y − θ)

′
Σ−1ĤYIaα(T

2)]               

+ E [Y
′
Ĥ′Σ−1ĤYIaα(T

2)]} 

 

( را به صور ت زیر 70. 7ع ارت دوم سمت راست تساوی ) Yبا شرطی کردن ع ارت دوم تساوی آخر روی 

 آوریم. بدست می

E [E [(Y − θ)
′
Σ−1ĤYIaα(T

2)|Y]] = E [(Y − θ)
′
Σ−1 E(Ĥ|Y)⏟    

Ĥ,Yمستقلند

YIaα(T
2)]

= E [(Y − θ)
′
Σ−1 E(Ĥ)⏟  

H

YIaα(T
2)] 

 ( داریم:91. 0( و )09. 7(و )04. 0حا  با استفاده از روابط )

(7 .70) 
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E [(Y − θ)
′
Σ−1HYIaα(T

2)] =
1

N
E [N(Y − θ)

′
Σ−1Σ

1
2B2B2

′ Σ−
1
2Y] Iaα(T

2)

=
1

N
E [(N

1
2B2
′ Σ−

1
2(Y − θ))

′

(N
1
2B2
′ Σ−

1
2Y)] Iaα(T

2)         

=
1

N
E [(Z2 − ξ2)

′
Z2] Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
) 

 

 ( داریم:09. 7( و )74. 0همننین با استفاده از روابط )

E [Y
′
�̂�′Σ−1�̂�YIaα(T

2)] =
1

N
E {N

1
2Y
′
Σ−

1
2B2(I + U22

−1U12
′ U12U22

−1)N
1
2B2
′ Σ−

1
2YIaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)}

=
1

N
E{Z2

′ Z2(I + U22
−1U12

′ U12U22
−1)Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)} 

 توان نتیجه گرفت:می U22با شرطی کردن ع ارت فوق روی 

1

N
E{E[Z2

′ Z2(I + U22
−1U12

′ U12U22
−1)]|U22}Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)

=
1

N
E [Z2

′ Z2(1 + E(U22
−1U12

′ U12U22
−1|U22))Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)]

=
1

N
E [Z2

′ Z2(1 + rU22
−1)Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)]

=
1

N
E [(Z2

′ Z2 +
rZ2
′U22

−1Z2
Z2
′ Z2

) Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)]       

=
1

N
E [Z2

′ Z2(1 + rχm
−2)Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)] 

( مباطره را به شکرح زیکر 09. 7( و با استفاده از رابطه )70. 7( در )79. 7( و )77. 7با جایاذاری روابط )

 کنیم. محاس ه می

(7 .77) 

(7 .79) 
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R
ω,Y
Σ−1(θ̂PT, θ)

=
(1 − ω)

N
{p − 2E [(Z2 − ξ2)

′
Z2Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)]

+ E [Z2
′ Z2(1 + rχm

−2)Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)]}

+ ωE{(Y − (1 − ω)I (T2 ≤
q

m
Fq,m(α)) (Y − θ̂) − Y)

× Σ−1 (Y − (1 − ω)I (T2 ≤
q

m
Fq,m(α)) (Y − θ̂) − Y)

′

}

=
(1 − ω)

N
{p + E [(2Z2

′ Z2 + 2ξ2
′ Z2 + Z2

′ Z2 + rZ2
′ Z2χm

−2) Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)]}

+ ωE {((1 − ω)I (T2 ≤
q

m
Fq,m(α)) (Y − θ̂))

× Σ−1 ((1 − ω)I (T2 ≤
q

m
Fq,m(α)) (Y − θ̂))

′

}

=
(1 − ω)

N
{p + E [Z2

′ Z2Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)] + 2E [ξ2

′ Z2Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)]

+ r [Z2
′ Z2χm

−2Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)]}

+
ω(1 − ω)2

𝑁
E {Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
) (Y − θ̂)Σ−1(Y − θ̂)

′
} 

(7 .77) 

Aبکا فکرض  00. 0( با اسکتفاده از قضکیه 77. 7برای محاس ه جمله دوم از کروشه او  در رابطه ) = Iq و 

ϕ(W′W) = Iaα (
χq
2(Δ2)

χm
2
 داریم:(

E [Z2
′ Z2Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)] = E [Iaα (

χq+2
2 (Δ2)

χm2
)] trIq + ξ2

′ ξ2 E [Iaα (
χq+4
2 (Δ2)

χm2
)] 

trIqدانیم  می = q  و با نام گذاریΔ2 = ξ2
′ ξ2 دهد:نتیجه می 
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E [Z2
′ Z2Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)]

= q [p(
χq+2
2 (Δ2)

χm2
<
q

m
Fq,m(α))]                         

+ Δ2 [p(
χq+4
2 (Δ2)

χm2
<
q

m
Fq,m(α))]

= q [p(
m

q + 2

χq+2
2 (Δ2)

χm2
<

mq

m(q + 2)
Fq,m(α))]

+ Δ2 [p(
m

q + 4

χq+4
2 (Δ2)

χm2
<

mq

m(q + 4)
Fq,m(α))]

= q [p(Fq+2,m(Δ
2) <

q

q + 2
Fq,m(α))]                            

+ Δ2 [p (Fq+4,m(Δ
2) <

q

q + 4
Fq,m(α))]

= q [Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)]                                 

+ Δ2 [Gq+4,m (
q

q + 4
Fq,m(α); Δ

2)] 

 

ϕ(W′W)و با فرض  01. 0از سوی دیار با استفاده از قضیه  = Iaα (
χq
2(Δ2)

χm
2
برای جمله سوم از کروشکه  (

 ( داریم:77. 7او  رابطه )

2ξ2
′ E [Z2Iaα (

χq
2(Δ2)

χm
2 )] = 2ξ2

′ ξ2E [Iaα (
χq
2(Δ2)

χm
2 )] = 2Δ2 [p (

m

q+2

χq+2
2 (Δ2)

χm
2 <

mq

m(q+2)
Fq,m(α))] = 2Δ

2 [Gq+2,m (
q

q+2
Fq,m(α); Δ

2)] 

(7 .78) 

(7 .78) 
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h(χrو با فرض  7. 0در نهایت با استفاده از لم 
2) = Iaα (

χq
2(Δ2)

χm
2 برای جمله چهارم از کروشه او  رابطکه  (

 ( داریم:77. 7)

rE [Z2
′ Z2χm

−2Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)] =

r

m − 2
E [Z2

′ Z2χm
−2Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)] 

A، با فرض 00. 0حا  با بکارگیری قضیه  = Iq و ϕ(W′W) = Iaα (
χq
2(Δ2)

χm
2
 داریم: (

r

m − 2
E [Z2

′ Z2χm
−2Iaα (

χq
2(Δ2)

χm
2

)]

=
r

m − 2
E [Iaα (

χq+2
2 (Δ2)

χm−2
2 )] trIq + ξ2

′ ξ2E [Iaα (
χq+4
2 (Δ2)

χm−2
2 )]

=
r

m − 2
{q [p(

χq+2
2 (Δ2)

χm−2
2 <

q

m
Fq,m(α))]}

+ Δ2 [p(
χq+4
2 (Δ2)

χm−2
2 <

q

m
Fq,m(α))]

=
r

m − 2
{q [Gq+2,m−2 (

q(m− 2)

(q + 2)m
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [Gq+4,m−2 (
q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]} 

 

 پردازیم.( به صورت زیر می77. 7حا  به محاس ه کروشه دوم از رابطه )

ω(1 − ω)2

N
E{Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
) (Y − θ̂)Σ−1(Y − θ̂)

′
}

=
ω(1 − ω)2

N
E [Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
) (Y − ÂY)

′
Σ−1(Y − ÂY)]

=
ω(1 − ω)2

N
E [Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)Y

′
Ĥ′Σ−1ĤY] 

(7 .74) 
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باشکد. بکرای جلکوگیری از می 70. 7در این مرحله با توجه به اینکه ع ارت فوق معاد  ع ارت آخر تساوی 

 باشد.زیاده نویسی جواب نهایی به صورت زیر می

ω(1 − ω)2E [Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)Y

′
Ĥ′Σ−1ĤY] =

ω(1 − ω)2

N
E [Z2

′ Z2(1 + rχm
−2)Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)]

=
ω(1 − ω)2

N
E [Z2

′ Z2Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)] +

ω(1 − ω)2

N
E [Z2

′ Z2rχm
−2Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)] 

(7 .73) 

( و با توجکه بکه 73. 7به ترتیب برای جمله او  و دوم ع ارت ) 3. 0و لم  00. 0حا  با به کار بردن قضیه 

 توان نوشت:( می74. 7( و )78. 7رابطه )

ω(1 − ω)2

N
E [Z2

′ Z2Iaα (
χq
2(Δ2)

χm2
)] +

ω(1 − ω)2

N
E [Z2

′ Z2rχm
−2Iaα (

χq
2(Δ2)

χm2
)]

=
ω(1 − ω)2

N
{q [Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)]                                 

+ Δ2 [pGq+4,m (
q

q + 4
Fq,m(α); Δ

2)]}

+
ω(1 − ω)2

N
{q [Gq+2,m−2 (

q(m − 2)

(q + 2)m
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [Gq+4,m−2 (
q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]} 

(7 .73) 

 آید.به شرح زیر بدست می PTدر نهایت مباطره برآوردگر
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R
ω,Y
Σ−1(θ̂PT, θ)

=
(1 − ω)

N
{p − q {[Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [Gq+4,m (
q

q + 4
Fq,m(α); Δ

2)]} + 2Δ2 [Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)]

+
r

m − 2
{q [Gq+2,m−2 (

q(m − 2)

(q + 2)m
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [pGq+4,m−2 (
q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]}}

+
ω(1 − ω)2

N
{q [Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)]   

+ Δ2 [Gq+4,m (
q

q + 4
Fq,m(α); Δ

2)]

+
r

m − 2
{q [Gq+2,m−2 (

q(m − 2)

(q + 2)m
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [Gq+4,m−2 (
q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]}}

=
(1 − ω)

N
{p − q [Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)

+
r

m − 2
Gq+2,m (

q(m − 2)

m(q + 2)
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [2Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)                                                          

− Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)                                       

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]}

+
ω(1 − ω)2

N
{q [Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)

+
r

m − 2
Gq+2,m−2 (

q(m − 2)

m(q + 2)
Fq,m(α); Δ

2)]
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+ Δ2 [Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)             

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]} 

(7 .91) 

.)Gr,sکه در آن  ; Δ
,r)تابع توزیع، توزیع فیشر غیر مرکزی با  (2 s)  درجه آزادی و پارامتر غیر مرکزیΔ2 

 ∎باشد.می

 مقایسه برآوردگرها 5. 4

 θ̂به خوبی برآوردگکر  Yبرآوردگر  7. 7با استفاده از توابع مباطره بدست آمده در قضیه  θ̂و  Yدر مقایسه 

 است اگر و فقط اگر،

0 ≤ R
ω,Y
Σ−1(Y, θ) ≤ R

ω,Y
Σ−1(θ̂, θ) 

⟺ 0 ≤
(1 − ω)

N
p

≤
(1 − ω)

N
{p −

q(n − p − 1)

n − q − 1
+
n − q + r − 1

n − q − 1
Δ2} +

ω

N
(q + Δ2 +

r(q + Δ2)

(m − 2)
) 

⟺ Δ2 ≤

1

N
{−

q(n−p−1)

m−2
}

[
(n−q+r−1)

N(m−2)
]
= − 

q(n − p − 1)

(n − q + r − 1)
 

 

ω کنیم. یعنی با قرار دادن از تابع مباطره درجه دو استفاده می θ̂PTو  Yبرای مقایسه برآوردگر نااریب  =

 است اگر و فقط اگر، Yبه خوبی  θ̂PTدر توابع زیان بدست آمده برآوردگر 0

0 ≤ R
ω,Y
Σ−1(θ̂PT, θ) ≤ R

ω,Y
Σ−1(Y, θ) 

(7 .90) 
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⟹ 0 ≤
1

N
{p − q [Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2) +
r

m − 2
Gq+2,m (

q(m− 2)

m(q + 2)
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [2Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)                                                          

− Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)                                       

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]} ≤
1

N
p 

⟹ Δ2 {2Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2) − Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)}

≤ q{Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2) +
r

m − 2
Gq+2,m−2 (

q(m − 2)

(q + 2)m
Fq,m(α); Δ

2)} 

⟹ Δ2 ≤ q {Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2) +
r

m − 2
Gq+2,m−2 (

q(m− 2)

(q + 2)m
Fq,m(α); Δ

2)}

× [2Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2) − Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]

−1

 

 

بکه خکوبی  θ̂PT( برقکرار اسکت همکواره برآوردگکر 97. 7به ازای مقادیری از فضای پارامتر ککه نامسکاوی )

 برتر است. Yباشد، در غیر این صورت برآوردگر نااریب  می Yبرآوردگر نااریب 

 است اگر و فقط اگر، θ̂به خوبی برآوردگر  θ̂PTتوان گفت  می θ̂و θ̂PTدر نهایت برای مقایسه 

0 ≤ R
ω,Y
Σ−1(θ̂PT, θ) ≤ R

ω,Y
Σ−1(θ̂, θ) 

(7 .97) 
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⟹ 0 ≤
1

N
{−q [Gq+2,m (

q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2) +
r

m − 2
Gq+2,m (

q(m− 2)

m(q + 2)
Fq,m(α); Δ

2)]

+ Δ2 [2Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2)                                                          

− Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)                                       

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2)]}

≤
1

N
{−
q(n − p − 1)

n − q − 1
+
n − q + r − 1

n − q − 1
Δ2} 

⟹ 0 ≤ Δ2 ≤ q {Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2) +
r

m − 2
Gq+2,m−2 (

q(m− 2)

(q + 2)m
Fq,m(α); Δ

2)

−
n − p − 1

n − q − 1
}

× {2Gq+2,m (
q

q + 2
Fq,m(α); Δ

2) − Gq+4,m (
q

q + 4
Fq+4,m(α); Δ

2)

+
r

m − 2
Gq+4,m−2 (

q(m − 2)

m(q + 4)
Fq,m(α); Δ

2) −
n − q + r − 1

n − q − 1
}

−1

 

 

باشد، در غیکر می θ̂به خوبی برآوردگر  θ̂PT( درست باشد آنااه همواره برآوردگر 99. 7نامساوی )حا  اگر 

 برتر خواهد بود. θ̂این صورت برآوردگر 

 مثال کاربردی 6. 4

 دهیم به یک مثا  عددی تا کاربرد برآوردگرهای ارایه شده را نشان دهیم.این ببش را اختصاآ می

های طو  و عرض سر اولین و دومین پسکر خکانواده ککه از مجموعکه های زیر شامل اندازهداده 1. 4 مثال

78N= ( گرفتکه 0370( ککه از فکرت )7119هکا از مرجکع اندرسکن )باشند. این دادهتایی بدست آمده می

 اند.آمده 0. 7ها در جدو  باشند. دادهاند میشده

(7 .99) 
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 طو  و عرض سر برادران 1. 4 جدول

عککرض سککر 

 پسر دوم

طککو  سککر 

 پسر دوم

عککرض سککر 

 پسر او 

طککو  سککر 

 پسر او 

 ردیف

078 

087 

073 

073 

077 

087 

073 

087 

083 

080 

073 

074 

087 

084 

083 

091 

083 

073 

078 

094 

087 

074 

079 

083 

081 

043 

710 

038 

033 

040 

037 

031 

033 

034 

034 

038 

047 

038 

038 

034 

080 

039 

049 

037 

088 

038 

043 

048 

711 

034 

088 

073 

073 

089 

077 

084 

081 

083 

087 

081 

083 

074 

081 

083 

080 

094 

088 

089 

078 

071 

087 

079 

093 

084 

089 

030 

038 

030 

039 

048 

713 

033 

034 

033 

037 

043 

039 

047 

031 

033 

089 

038 

038 

030 

048 

037 

047 

048 

034 

031 

0 

7 

9 

7 

8 

8 

4 

3 

3 

01 

00 

07 

09 

07 

08 

08 

04 

03 

03 

71 

70 

77 

79 

77 

78 
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pدر این مثا   = ( نشان داد که توزیع پیشین ارایه شده در این فصل برای ایکن 7113باشد. آرشی )می 4

ای تعریف  Cداریم، همننین باید  Bنیاز به ماترید  REو  PTEها مناسب است. به منظور استفاده از داده

C′Bکنیم که داشته باشیم:  = C′Bرا بطوریککه  C. )روشهای سکاده بدسکت آوردن 0 = برقکرار باشکد،  0

 ( ب ینید(7117توانید در سیروستاوا )می

 خواهیم آزمون فرض صفر زیر را انجام دهیم.فرض کنید می ،با این فرضیات

H0: [

θ1
θ2
θ3
θ4

] = [

150
50
100
500

]  ⟹ B = [

1
−1

0
2

0 1
2 2

] , η = [
150
100

] , C = [

1
−1

0
−1

4 3

3 −
1

2

] 

 ها داریم:با استفاده از داده

Y = [

185.72
151.12
183.84
149.24

] , S = [

95.2933
52.8683

52.8683
54.3600

69.6617 46.1117
51.3117 35.0533

69.6617 51.3117 100.8067 56.5400
46.1117 35.0533 56.5400 45.0233

] 

 توان نتیجه گرفت:بنابراین می

θ̂ = [

4.86
40.85
22.86
55.45

] , T2 = 5073.41  ⇒ θ̂PT = [

185.72
151.12
183.84
149.24

] − (1 − ω)I (9119.28 ≤
2

23
F2,23(α)) 

Iبه اندازه کافی بزرگ مکی باشکد و  T2با توجه به اینکه  (9119.28 ≤
2

23
F2,23(α)) = ، هکر تصکمیم 0

فرضکیه صکفر رد  α توانیم بایریم. بنابراین برای هر مقدار دلبکواه داری میدلبواهی راجع به سطح معنی

 شود. می

ℒاگر چه با استفاده از تساوی فوق و این که 
N
= شود ولی با در ، همواره فرضیه صفر رد می104868.20

gنظر گرفتن  (ℒ
N
) = 105ℒN

 توان نتیجه بهتری بدست آورد )ق و  فرضیه صفر(.می 1−
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 اند.آمده 7. 7و  0. 7های ی مبتلف در شکل αبه ازای مقادیر  PTEدر پایان نمودار تابع مباطره 

 

𝛚برای  PTEمباطره  1. 4 نمودار = 𝟎. 𝟗 

 

𝛚 یبرا PTEمباطره  2. 4 نمودار = 𝟎. 𝟓 
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 پیشنهادات و آینده تحقیق

 

توان در آینده بر روی موارد ارایه شکده آمده در این مجموعه و موضوعات مطرح شده میبا توجه به نتایج بدست 

نامکه زیر تحقیق کرد. مزم به ذکر است که بعضی از این موارد در دست مطالعه و بررسی نویسنده ایکن پایکان در

 باشد.می

 توان تعمیم های زیر را در نظر گرفت.در خصوآ نتایج فصل دوم می 

واقعکی هکای گرفتن واریاند جامعه معلوم کاربرد زیادی در رویکارویی بکا دادهبا توجه به این که در نظر  .0

 توان نتایج را برای واریاند مجهو  نیز ارایه داد.ندارد، می

H0: θبرآوردگر آزمون اولیه را مطابق فرضیه  .7 = θ00 .ارایه کرده و خواآ آن را بدست آورد 

 توان برآوردگر آزمون اولیه را برای حالت در خصوآ نتایج فصل چهارم، میr(‖θ‖2) = θ′θ  نیز بدسکت

 آورد.

  و 0 هایتنها وزن چهارمهای سوم و فصلدرθ′θ  برایr(‖θ‖2)تکوان در نظر گرفته شکده اسکت ککه مکی

logهایی برای حالت تعمیم θ′θ  و(θ′θ)k  به ازایk ∈ ℛ .نیز ارایه کرد 

 ککه  0گکونهای بیضیرا به خانواده توزیعتوان مد  جامعه ، می7و  9های به عنوان تعمیمی از نتایج فصل

 ییر داد.غنرما  چند متغیره است، تبسیار کلی تر و کامل تر از توزیع 

 های از نکوع تسکاوی ماننکد در تمام نتایج ارایه شده در خصوآ برآوردگربیز محدود شده مربوط به فرضیه

θ = θ00  یاθ = Bη مانند  7توان این مطالب را برای حالتهای قید نامساویباشند. به عنوان تعمیم میمی

θ ≤ θ00 یاθ ≤ Bη .در نظر گرفت 

  

                                              
0. Elliptically contoured distributions 

7. Inequality constraint 
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  و  9توان نتایج فصو  باشد میاین که برآوردگر آزمون اولیه از نوع برآوردگرهای به ود یافته میبا توجه به

 نیز مورد بررسی قرار داد. 0را برای برآوردگر به ود یافته انق اضی نوع استاین 7

 نرمکا  توان نتایج این تحقیق را برای تابع زیان های ارایه شده میبه عنوان تعمیمی در خصوآ تابع زیان

  نیز تعمیم داد. 9دار و تابع زیان لینکد کران 7منعکد شده

                                              
0. Stein-type shirinkage 

7. Reflected normal loss 

9. Bounded LINEX 
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 های کامپیوتریبرنامه

 Rو  Mapleنرم افزارهای استفاده از  با

,𝑁به ازای مقادیر مبتلف  𝑦 = �̅�, 𝜔, 𝑥 = 𝛿0, 𝑢 = 𝜃00, 𝑎 اند.نمودارها رسم شده 

  3. 2و مثال  2. 2، مثال 1. 2مثال 

Restart: 

               𝑅1:= 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦

(

 𝜔. (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
) . 𝑥2 + (1 − 𝜔). ((

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
3

+ 3. (
𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
) (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
))

− (2.𝜔. (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
) . 𝑥 + (1 − 𝜔). ((

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁 + 1
)) .(𝜔. 𝑥

+ (1 − 𝜔).
((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
+

𝑎

𝑎.𝑁+1
)

(
𝜃00+𝑎�̅�

𝑎𝑁+1
)

)

+ (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
) .(𝜔. 𝑥 + (1 − 𝜔)

((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
+

𝑎

𝑎.𝑁+1
)

(
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)

)

2

, 𝑁, 𝑦, 𝜔, 𝑥, 𝑢, 𝑎

)

 : 
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                   𝑅2

≔ 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦

(

 
 
(1 − 𝜔). ((

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
4

+ 6. (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

. (
𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
) + 3. (

𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

)

+ 𝜔. 𝑥 ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁 + 1
)

(

 (1 − 𝜔). (𝑥 −
(
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
3
+ 3(

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
) . (

𝑎

𝑎.𝑁+1
)

(
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
+

𝑎

𝑎.𝑁+1

)

)

  

−2. (1 − 𝜔). ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
3

+ 3. (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
) . (

𝑎

𝑎.𝑁 + 1
)) . (𝜔. 𝑥

−
(
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
3
+ 3. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
) . (

𝑎

𝑎.𝑁+1
)

(
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
+

𝑎

𝑎.𝑁+1

) 

+((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁 + 1
) . (𝜔. 𝑥 + (1 − 𝜔)

(
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
3
+ 3. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
) . (

𝑎

𝑎.𝑁+1
)

(
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
+

𝑎

𝑎.𝑁+1

)

2

, 𝑁, 𝑦, 𝜔, 𝑥, 𝑢, 𝑎): 

            𝑅3:= 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦𝑒𝑥𝑝((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1

+
𝑎

2. 𝑎. 𝑁 + 2
) . (𝜔. 𝑥. (𝑥. (1 − 2.𝜔)

− 2. (1 − 𝜔). (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 + 𝑎

𝑎.𝑁 + 1
))+(𝜔. 𝑥 + (1 − 𝜔). (

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 + 𝑎

𝑎.𝑁 + 1
))

2

− 2. (1 − 𝜔). (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 + 𝑎

𝑎.𝑁 + 1
) . (𝜔. 𝑥 + (1 − 𝜔). (

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 + 𝑎

𝑎.𝑁 + 1
))

+ (1 − 𝜔). (𝑎 − 1 + (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 + 𝑎

𝑎.𝑁 + 1
)
2

)) ,𝑁, 𝑦, 𝜔, 𝑥, 𝑢, 𝑎): 

Wiyh (plots): 

P1:=plot(evalf(R1(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P2:=plot(evalf(R2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=

dash):P3:=plot(evalf(R3(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid):P11:=plot(evalf(R1(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,l

inestyle=dot):P12:=plot(evalf(R1(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P13:=plot(evalf(R1(N,y,w,x,u,a))

,w=0..1,linestyle=solid):P21:=plot(evalf(R2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P22:=plot(evalf(R2(N,y,

w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P23:=plot(evalf(R2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid):P31:=plot(ev



 

079 

 

alf(R3(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P32:=plot(evalf(R3(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P33:

=plot(evalf(R3(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid): 

Disply(P1,P2,P3);Disply(P11,P12,P13);Disply(P21,P22,P23);Disply(P31,P32,P33); 
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 13. 2مثال 

restatrt 

                𝑅𝑡 ≔ 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦

(

 
 

(

 
 ω. x2 + (1 − ω). ((

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
+

a

a.N+1
)

ω. x3 + (1 − ω). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
3
+ 3. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
) . (

a

a.N+1
))
)

 
 

2

. ((1 − ω) ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
3

 

         

                       +3. (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
) . (

a

a. N + 1
))+ω. x2 (

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
))

−
ω. x2 + (1 − ω). ((

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
+

a

a.N+1
)

ω. x3 + (1 − ω). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
3
+ 3. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
) . (

a

a.N+1
))

. ((1 − ω) ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
a

a. N + 1
)+ω. x (

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)) +

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
, , 𝑁, 𝑦, 𝜔, 𝑥, 𝑢, 𝑎): 

 

𝑅𝑡2 ≔ 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦

(

 
 
 
(1 − 𝜔).

(

 
 

𝜔. 𝑥3 + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
3
+ 3. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
) . (

𝑎

𝑎.𝑁+1
))

𝜔. 𝑥4 + (1 − 𝜔) ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
4
+ 6. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
. (

𝑎

𝑎.𝑁+1
) + 3. (

𝑎

𝑎.𝑁+1
)
2
)

)

 
 

2

. 

                       ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
4

+ 6. (
𝑢 + 𝑎. 𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

. (
𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
) + 3. (

𝑎

𝑎.𝑁 + 1
)
2

)

−

2. (1 − 𝜔). (𝜔. 𝑥3 + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
3
+ 3. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
) . (

𝑎

𝑎.𝑁+1
)))

𝜔. 𝑥4 + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
4
+ 6. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
. (

𝑎

𝑎.𝑁+1
) + 3. (

𝑎

𝑎.𝑁+1
)
2
)
. ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
3

 

  × +3 (
𝑢 + 𝑎. 𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
) . (

𝑎

𝑎.𝑁 + 1
)) + ((

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁 + 1
). 

×

(

  
 
(𝑥2 − 2.𝜔. 𝑥) (𝜔. 𝑥3 + (1 − 𝜔). ((

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
3
+ 3. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
) . (

𝑎

𝑎.𝑁+1
)))

𝜔. 𝑥4 + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
4
+ 6. (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2
. (

𝑎

𝑎.𝑁+1
) + 3. (

𝑎

𝑎.𝑁+1
)
2
)
+ 1

)

  
 
,𝑁, 𝑦, 𝜔, 𝑥, 𝑢, 𝑎

)

  
 
; 
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𝑅𝑒𝑡

≔ 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦

(

 
 
𝑒𝑥𝑝 (

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎

2. 𝑎. 𝑁 + 2
) .

×

(

 
 
𝜔. 𝑥2. (𝜔. 𝑥. 𝑒𝑥𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). ((

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦+𝑎

𝑎.𝑁+1
) . 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
)))

𝜔. 𝑥2. 𝑒𝑥 𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦+𝑎

𝑎.𝑁+1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁+1
. 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
))

× −2.

𝜔. 𝑥. (𝜔. 𝑥. 𝑒𝑥𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦+𝑎

𝑎.𝑁+1
) . 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
)))

𝜔. 𝑥2. 𝑒𝑥 𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦+𝑎

𝑎.𝑁+1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁+1
. 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
))

+ 1

)

 
 

−

2. (1 − 𝜔). (𝜔. 𝑥. 𝑒𝑥𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦+𝑎

𝑎.𝑁+1
) . 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
)))

𝜔. 𝑥2. 𝑒𝑥 𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦+𝑎

𝑎.𝑁+1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁+1
. 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
))

.

×. (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 + 𝑎

𝑎.𝑁 + 1
) . 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎

2. 𝑎. 𝑁 + 2
)

× +

(

 
 𝜔. 𝑥. 𝑒𝑥𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). ((

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦+𝑎

𝑎.𝑁+1
) . 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
))

𝜔. 𝑥2. 𝑒𝑥 𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦+𝑎

𝑎.𝑁+1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁+1
. 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
))
)

 
 

2

. (1

− 𝜔).((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 + 𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁 + 1
. 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢 + 𝑎. 𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎

2. 𝑎. 𝑁 + 2
)) ,𝑁, 𝑦, 𝜔, 𝑥, 𝑢, 𝑎

)

 
 
:× 

P1:=plot(evalf(Rt(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P2:=plot(evalf(Rt2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=

dash):P3:=plot(evalf(Ret(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid):P11:=plot(evalf(Rt(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,l

inestyle=dot):P12:=plot(evalf(Rt(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P13:=plot(evalf(Rt(N,y,w,x,u,a)),

w=0..1,linestyle=solid):P21:=plot(evalf(Rt2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P22:=plot(evalf(Rt2(N,y

,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P23:=plot(evalf(Rt2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid):P31:=plot(e

valf(Ret(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P32:=plot(evalf(Ret(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P3

3:=plot(evalf(Ret(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid): 
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Disply(P1,P2,P3);Disply(P11,P12,P13);Disply(P21,P22,P23);Disply(P31,P32,P33); 

  15. 2 مثال

restart 

𝑏 ≔ 5; 𝑅𝑡:

= 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦 ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 − 𝑎. 𝑏

𝑎. 𝑁 + 1
) . 𝑒𝑥𝑝 (−𝑏.

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎. 𝑏2

2. 𝑎. 𝑁 + 2
) .

× 𝑒𝑥𝑝(𝑙𝑜𝑔 (
𝜔. 𝑥 + (1 − 𝜔).

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1

𝜔. 𝑥. 𝑒𝑥𝑝(−𝑏. 𝑥) + (1 − 𝜔). (
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦−𝑎.𝑏

𝑎.𝑁+1
) . 𝑒𝑥𝑝 (−𝑏.

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎.𝑏2

2.𝑎.𝑁+2
)
)) . 𝑒𝑥𝑝(1

− 𝜔) + (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
) .𝜔.

× (𝑒𝑥𝑝(
𝑏

𝑎
. 𝑙𝑜𝑔 (

𝜔. 𝑥 + (1 − 𝜔).
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1

𝜔. 𝑥. 𝑒𝑥𝑝(−𝑏. 𝑥) + (1 − 𝜔). (
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦−𝑎.𝑏

𝑎.𝑁+1
) . 𝑒𝑥𝑝 (−𝑏.

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎.𝑏2

2.𝑎.𝑁+2
)
)

− 𝑏. 𝑥) + 𝜔. 𝑏. 𝑥

−(
𝑏

𝑎
. 𝑙𝑜𝑔(

𝜔. 𝑥 + (1 − 𝜔).
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1

𝜔. 𝑥. 𝑒𝑥𝑝(−𝑏. 𝑥) + (1 − 𝜔). (
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦−𝑎.𝑏

𝑎.𝑁+1
) . 𝑒𝑥𝑝 (−𝑏.

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎.𝑏2

2.𝑎.𝑁+2
)
))

− 𝑏)+𝑏. ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
) . (1 − 𝜔),𝑁, 𝑦, 𝑤, 𝑥, 𝑢, 𝑎): 
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𝑅𝑡2

≔ 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦

(

  
 
((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 − 𝑎. 𝑏

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁 + 1
. 𝑒𝑥𝑝 (−𝑏.

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎. 𝑏2

2. 𝑎. 𝑁 + 2
)) . (1

− 𝜔). 𝑒𝑥𝑝

(

 
 
𝑙𝑜𝑔

(

 
 𝜔. 𝑥2 + (1 − 𝜔). ((

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁+1
)

𝜔. 𝑥2. 𝑒𝑥𝑝(−𝑏. 𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦−𝑎.𝑏

𝑎.𝑁+1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁+1
. 𝑒𝑥𝑝 (−𝑏.

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎.𝑏2

2.𝑎.𝑁+2
))
)

 
 

)

 
 

 

+𝑏. (1 − 𝜔).((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
3

+ 3. (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
) . (

𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
)) + ((

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁 + 1
) .

×

(

 
 
𝜔. 𝑒𝑥𝑝

(

 
 
𝑙𝑜𝑔

(

 
 𝜔. 𝑥2 + (1 − 𝜔). ((

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁+1
)

𝜔. 𝑥2. 𝑒𝑥𝑝(−𝑏. 𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦−𝑎.𝑏

𝑎.𝑁+1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁+1
. 𝑒𝑥𝑝 (−𝑏.

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎.𝑏2

2.𝑎.𝑁+2
))
)

 
 

− 𝑏. 𝑥

)

 
 
− 1 − 𝑙𝑜𝑔(𝜔. 𝑥2 + (1 − 𝜔). ((

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
))

× +𝑙𝑜𝑔 (𝜔. 𝑥2. 𝑒𝑥𝑝(−𝑏. 𝑥) + (1 − 𝜔). ((
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦 − 𝑎. 𝑏

𝑎. 𝑁 + 1
)
2

+
𝑎

𝑎.𝑁 + 1

× . 𝑒𝑥𝑝 (−𝑏.
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎. 𝑏2

2. 𝑎. 𝑁 + 2
))) , 𝑁, 𝑦, 𝜔, 𝑥, 𝑢, 𝑎) ;  

 

               𝑅𝑒𝑡 ≔ 𝑢𝑛𝑎𝑝𝑝𝑙𝑦 (𝑏. (1 − 𝜔). (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎

𝑎. 𝑁 + 1
) . 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎

𝑎.𝑁 + 1
) 
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                    +(𝜔. 𝑒𝑥𝑝(𝑙𝑜𝑔(
𝜔. 𝑒𝑥𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
)

𝜔. 𝑒𝑥𝑝((1 − 𝑏). 𝑥) + (1 − 𝜔). 𝑒𝑥𝑝 ((1 − 𝑏).
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+
𝑎(1−𝑏)2

2.𝑎.𝑁+2
)
)

− 𝑏. 𝑥)+𝜔. 𝑏. 𝑥 − 𝑙𝑜𝑔(
𝜔. 𝑒𝑥𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
)

𝜔. 𝑒𝑥𝑝((1 − 𝑏). 𝑥) + (1 − 𝜔). 𝑒𝑥𝑝 ((1 − 𝑏).
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+
𝑎(1−𝑏)2

2.𝑎.𝑁+2
)
)

× −1)+. 𝑒𝑥𝑝 (
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+

𝑎

2. 𝑎. 𝑁 + 2
) + (1 − 𝜔)

×. 𝑒𝑥𝑝(𝑙𝑜𝑔(
𝜔. 𝑒𝑥𝑝(𝑥) + (1 − 𝜔). 𝑒𝑥𝑝 (

𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+

𝑎

2.𝑎.𝑁+2
)

𝜔. 𝑒𝑥𝑝((1 − 𝑏). 𝑥) + (1 − 𝜔). 𝑒𝑥𝑝 ((1 − 𝑏).
𝑢+𝑎.𝑁.𝑦

𝑎.𝑁+1
+
𝑎(1−𝑏)2

2.𝑎.𝑁+2
)
))

× . 𝑒𝑥𝑝 ((1 − 𝑏).
𝑢 + 𝑎.𝑁. 𝑦

𝑎. 𝑁 + 1
+
𝑎(1 − 𝑏)2

2. 𝑎. 𝑁 + 2
) ,𝑁, 𝑦, 𝜔, 𝑥, 𝑢, 𝑎): 

P1:=plot(evalf(Rt(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P2:=plot(evalf(Rt2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=

dash):P3:=plot(evalf(Ret(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid):P11:=plot(evalf(Rt(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,l

inestyle=dot):P12:=plot(evalf(Rt(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P13:=plot(evalf(Rt(N,y,w,x,u,a)),

w=0..1,linestyle=solid):P21:=plot(evalf(Rt2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P22:=plot(evalf(Rt2(N,y

,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P23:=plot(evalf(Rt2(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid):P31:=plot(e

valf(Ret(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dot):P32:=plot(evalf(Ret(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=dash):P3

3:=plot(evalf(Ret(N,y,w,x,u,a)),w=0..1,linestyle=solid): 

Disply(P1,P2,P3);Disply(P11,P12,P13);Disply(P21,P22,P23);Disply(P31,P32,P33); 

 فصل سوم

   #  bootstrap method for simulation 

     

 ratio <- function(x,na.rm=F){ 

  

rbind(mean(x[,1]),mean(x[,2]),mean(x[,3]),mean(x[,4])) 
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cov(x) 

ybar1=matrix(apply(x,2,mean),byrow=F) 

cov(x)->s1 

#b is eny matrix 

b=matrix(c(1,0,-1,2,0,1,2,2),byrow=T,4,2) 

#we estimate theta hat 

t(b)%*%solve(s1)%*%b->k 

t(b)%*%solve(s1)%*%ybar1->p 

solve(k)%*%p->p1 

theta.hat1=b%*%p1 

#k is positive parametes 

#N count of sample for each variable 

k=3 

N=25 

#this part we estimate theta star 

theta.star1=(N*ybar1+k*theta.hat1) 

theta.star2=theta.star1/(N+k) 

#this part we calcuelat landa 

q=matrix(0,4,4) 

diag(q)=1 

part1=(ybar1-theta.hat1)%*%t(ybar1-theta.hat1) 

landa1=q+(N-1)*s1+(N*k)/(N+k)*part1 

return(theta.hat1,s1) 

} 
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 require(boot)  

 boot(y, ratio, R=1, stype="i") 

           

y=matrix(scan(),25,4,byrow=T)     

 030 088 043 078  

 038 073 710 087  

 030 073 038 073  

 039 089 033 073  

 048 077 040 077  

 713 084 037 087  

 033 081 031 073  

 034 083 033 087  

 033 087 034 083  

 037 081 034 080  

 043 083 038 073  

 039 074 047 074  

 047 081 038 087  

 031 083 038 084  

 033 080 034 083  
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 089 094 080 091  

 038 088 039 083  

 038 089 049 073  

 030 078 037 078  

 048 071 088 094  

 037 087 038 087  

 047 079 043 074  

 048 093 048 079  

 034 084 711 083  

 031 089 034 081  

 

col.ybar=rbind(mean(y[,1]),mean(y[,2]),mean(y[,3]),mean(y[,4])) 

 

#****************************************************************  

#************ bootstrap method for genrate data of matrix y******* 

#*********** frist we must get one sample of each variable(y1,y2,y3,y4)**** 

 

r=function(y,na.rm=T){ 

mean.risk.ybar=c)( 
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#risk.theta.hat=c)( 

mean.risk=c)( 

seq(.001,1,.001)->w 

mean.risk.theta.hat=c)( 

 

for(j in 1:100){  

 

y5=matrix(0,25,4) 

ybar=matrix(0,4,1) 

s=matrix(0,4,4) 

theta.hat=matrix(0,4,1) 

theta.star=matrix(0,4,1) 

landa=matrix(0,4,4) 

theta.ceb=matrix(0,4,1) 

risk=c)( 

risk.ybar2=c)( 

risk.theta.hat2=c)( 

for (i in 1:100){  

 

 replicate(1,sample(y[,1],rep=T,25))->y1 

 replicate(1,sample(y[,2],rep=T,25))->y2 

 replicate(1,sample(y[,3],rep=T,25))->y3 
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 replicate(1,sample(y[,4],rep=T,25))->y4 

 

#sample(1:10,4,rep=T)->l 

#u=cbind(y1[1]],y2[,l[2]],y3[,l[3]],y4[,l[4]]) 

u=cbind(y1,y2,y3,y4( 

#y55=cbind(y1,y2,y3,y4(  

y55=u 

#***************************************************************  

ybar1=matrix(apply(y55,2,mean),byrow=F( 

cov(y55)->s1 

#b is eny matrix 

#b=matrix(c(-.01,0,0,0,0,.01,-.02,0),byrow=T,4( 

#b=matrix(c(1,0,-1,2,0,1,2,2),byrow=T,4( 

b=matrix(c(.01,-1,1,-1,-.01,0,0,0),4( 

#we estimate theta hat 

t(b)%*%solve(s1)%*%b->k 

t(b)%*%solve(s1)%*%ybar1->p 

solve(k)%*%p->p1 

theta.hat1=b%*%p1 

#k is positive parametes 

#N count of sample for each variable 

k=.0001 
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N=25 

#this part we estimate theta star 

theta.star1=(N*ybar1+k*theta.hat1( 

theta.star2=theta.star1/(N+k( 

#this part we calcuelat landa 

q=matrix(0,4,4( 

diag(q)=1 

part1=(ybar1-theta.hat1)%*%t(ybar1-theta.hat1( 

landa1=q+(N-1)*s1+(N*k)/(N+k)*part1 

 

#we get heta constrained emprical bayes 

#******** for estimate constrained emprical bayes landa must be positive 

theta.ceb1=w[j]*ybar1 

theta.ceb4=abs(landa1)^.5%*%theta.star1 

v=.01 

#theta.ceb.total=matrix(0,3,3( 

theta.ceb2=(v)*landa1%*%theta.star1 

)v*sum(diag(landa1))+t(theta.star1)%*%(theta.star1))->lo 

as.numeric(lo)->lo 

theta.ceb3=lo^-1*theta.ceb2 

(theta.ceb3+theta.ceb4)->km 
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theta.ceb5=(1-w[j])*(km( 

theta.ceb1=(theta.ceb1+theta.ceb5( 

#*************** this part we estimate emprical restricted bayes risk********** 

#***************** we need the theta parameter********************* 

theta=theta.hat1 

W=matrix(0,4,4( 

diag(W)=1 

#W=solve(s1( 

#***************** we suposs that it know parameter 

 

part1=w[j]*t(theta)%*%theta 

part2=t(theta.star1-ybar1)%*%W%*%(theta.star1-ybar1( 

part3=t(theta)%*%(theta( 

part4=t(theta.star1-theta.hat1)%*%W%*%(theta.star1-theta.hat1( 

risk1=part1*part2+(1-w[j])*part3%*%part4 

 

#******************** risk of ybar*************** 

part6=t(ybar1-theta)%*%(ybar1-theta( 

risk.ybar1=(1-w[j])*part3%*%part6 
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#******************* estimate risk theta hat************** 

part8=t(theta.hat1-ybar1)%*%(theta.hat1-ybar1( 

risk.theta.hat1=w[j]*part8 

 

#********************* out put of function ******************  

 

y5=cbind(y5,y55( 

ybar=cbind(ybar,ybar1( 

s=cbind(s,s1( 

theta.hat=cbind(theta.hat,theta.hat1( 

theta.star=cbind(theta.star,theta.star2( 

landa=cbind(landa,landa1( 

theta.ceb=cbind(theta.ceb,theta.ceb1( 

risk.ybar2=c(risk.ybar2,risk.ybar1( 

risk.theta.hat2=c(risk.theta.hat2,risk.theta.hat1( 

risk=c(risk,risk1( 

{ 

#******************************** y5 is matrix of multivariate 

y5[,c(-1,-2,-3,-4)]->y5 

ybar[,c(-1)]->ybar 
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s[,c(-1,-2,-3,-4)]->s 

theta.hat[,-1]->theta.hat 

theta.star[,-1]->theta.star 

landa[,c(-1,-2,-3,-4)]->landa 

apply(ybar,2,mean)->mean.ybar 

apply(theta.hat,2,mean)->mean.theta.hat 

#theta.ceb[,c(-1)]=theta.ceb 

 

mean.risk.ybar=c(mean.risk.ybar,mean(risk.ybar2(( 

mean.risk.theta.hat=c(mean.risk.theta.hat,mean(risk.theta.hat2(( 

mean.risk=c(mean.risk,mean(risk,na.rm=T(( 

#risk[,-1]=risk 

 

{ 

return(y5,ybar,s,theta.hat,theta.star,landa. 

mean.ybar,mean.theta.hat,theta.ceb,risk,mean.risk,mean.risk.ybar 

.risk.theta.hat2,mean.risk.theta.hat( 

{ 

r(y)->kj 

kj$mean.risk->risk.ceb 

kj$mean.risk.ybar->risk.mle 
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w=seq(.01,1,.01( 

 

 plot(risk.mle~w,col=10,type="l",lwd=2,axes=F,font.lab=6,ylab="risk campare mle ana 

CEB",col.lab=10,col.axis="blue",col.main="red ("  

grid(c=3( 

title(main="compar tow method for estimate theta",col.main=54,font.main=6( 

par(new=T( 

 

plot1=plot(risk.ceb~w,col=4,type="l",lwd=2,font.axis=8,axes=T,font.lab=8,ylab="Risk of CEB 

estimator",col.lab="black",col.axis="black",col.main="red ("  

grid(c="red ("  

savePlot("c:\\work\\my project\\CEB1.eps",plot1( 

 

plot(risk.ceb~w,col=4,type="l",ylim=c(min(risk.ceb,risk.mle)-100,max(risk.mle,risk.ceb)+100(( 

par(new=T( 

 plot(risk.mle~w,col=3,type="l",ylim=c(min(risk.ceb,risk.mle)-100,max(risk.ceb,risk.mle)+100(( 

 

kj$mean.risk.theta.hat->risk.theta.hat 

plot2=plot(risk.theta.hat~w,col=4,type="l",lty=2,lwd=2,font.axis=8,axes=T,font.lab=8,ylab="Ris

k of CB estimator",col.lab="black",col.axis="black",col.main="red ("  

grid(c="red ("  

savePlot("c:\\work\\my project\\CB.eps",plot2( 
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plot(risk.ceb~w,col=3,type="l",axes=F( 

par(new=T( 

plot(risk.theta.hat~w,col=4,type="l",axes=T,ylab="Risk of CB estimator"( 

 

plot(risk.ceb~w,col=4,type="l",ylim=c(min(risk.theta.hat,risk.mle)-

100,max(risk.theta.hat,risk.ceb)+100)) 

par(new=T) 

 plot(risk.theta.hat~w,col=3,type="l",ylim=c(min(risk.theta.hat,risk.ceb)-

100,max(risk.theta.hat,risk.ceb)+100)) 

 

#seq(.01,1,.01)->w 

#theta.ceb.total=matrix(0,4,4) 

#risk=matrix(0,1,1) 

#mean.risk=c)( 

#mean.theta.ceb=c)( 

#we get heta restricted emprical bayes 

#we get heta restricted emprical bayes 

#theta.ceb1=w[i]*ybar1 

#theta.ceb4=landa1^.5%*%theta.hat1 

v=5 

#theta.ceb.total=matrix(0,3,3) 

#theta.ceb2=(2*v)*landa1 

#theta.ceb3=(theta.ceb2)/(v*t(landa1)+matrix(rep(t(theta.star1)%*%theta.star1,16),4)) 
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#( theta.ceb3+theta.ceb4)->km 

#theta.ceb5=(1-w[i])*(km) 

#theta.ceb=(matrix(rep(theta.ceb1,9),3)+theta.ceb5) 

#theta.ceb.total=cbind(theta.ceb.total,theta.ceb) 

#mean.theta.ceb=c(mean.theta.ceb,mean(theta.ceb)) 

#***************** we need the theta parameter********************* 

#theta=theta.hat1 

#W=matrix(0,4,4) 

#diag(W)=1 

#***************** we suposs that it know parameter 

#part1=w[i]*t(theta)%*%theta 

#part2=t(theta.star1-ybar1)%*%W%*%(theta.star1-ybar1) 

#part3=t(theta)%*%(theta) 

#part4=t(theta.star1-theta.hat1)%*%W%*%(theta.star1-theta.hat1) 

#risk1=part1*part2+(1-w[i])*part3%*%part4 

#risk=cbind(risk,risk1) 

#mean.risk=c(mean.risk,mean(risk1)) 

 

r(y)$theta.hat->lk 

apply(lk,1,mean) 

seq(.01,1,.01)->w 

theta.ceb.total=matrix(0,4,1) 

risk=matrix(0,4,1) 
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mean.risk=c)( 

mean.theta.ceb=c)( 

for (i in 1:100  (}  

theta.ceb1=w[i]*ybar 

theta.ceb4=landa^.5%*%theta.hat 

v=5 

#theta.ceb.total=matrix(0,3,3( 

theta.ceb2=(2*v)*landa 

theta.ceb3=(theta.ceb2)/(v*t(landa)+t(theta.hat)%*%theta.hat( 

theta.ceb5=(1-w[i])*(theta.ceb3+theta.ceb4( 

theta.ceb=(theta.ceb1+theta.ceb5( 

theta.ceb.total=cbind(theta.ceb.total,theta.ceb( 

mean.theta.ceb=c(mean.theta.ceb,mean(theta.ceb(( 

#***************** we need the theta parameter********************* 

theta=theta.hat 

W=matrix(0,4,4( 

diag(W)=1 

#***************** we suposs that it know parameter 

 

part1=w[i]*t(theta)%*%theta 

part2=t(theta.star-ybar)%*%W%*%(theta.star-ybar( 
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part3=t(theta)%*%(theta( 

part4=t(theta.star-theta.hat)%*%W%*%(theta.star-theta.hat( 

risk1=part1*part2+(1-w[i])*part3%*%part4 

risk=cbind(risk,risk1( 

mean.risk=c(mean.risk,mean(risk1(( 

{ 

 

diff=c)( 

e=c(1,4,5,8,9,12,13,16,17,20,21,24,25,28,29. 

97،99،98،94،71،70،77،78،73،73،87،89،88،84،81.  

80،87،88،83،83،47،49،48،44،31،30،37،38،33،33،37 

, (139،38،34،01  

#while(i<=100){ 

diff=c)( 

 for (i in 1:length(e)-1 ) 

{ 

diff=c(diff,sum(apply(y,2,mean)-apply(y5[,e[i]:e[i+1]],2,mean))) 

i=i+1 

} 

i=1:25 

require(base) 
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Abstract 

One of the important issues in theoretical statistics is the estimation and studying of their 

specifications on unknown parameters of the statistical models. About the estimation, estimators 

are compared together by different items like: bias, risk, efficiency and …; one of the items 

which is mostly recognized by the investigators, is the level of estimators‘s risk under specific 

loss function. In other words, the lower the risk the better the estimator would be. Using old 

known information in statistical models is usually considered as a term which at last results in 

restricted models. The estimator, created by restricted models is called restricted estimator (RE). 

In this thesis for the normal and multivariate normal models, the constrained Bayes estimator 

(CEB) and other types of estimators like: preliminary test estimator (PTE) and the constrained 

empirical Bayes estimator (CEBE) (in some parts) are considered and their risks are compared 

together. 

 

Key words: Balanced loss function, Multivariate Student’s t, Normal-inverted Wishart, Constraid 

Bayes estimator, Emperical Bayes estimator, Preliminary test estimator. 
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