


ریاضͬ علوم دانش΄ده
عددی آنالیز گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

با دیفرانسیل معادلات عددی ازحل برخͬ از استفاده با جزئͬ هامشتقات ΁موج
محمودی معصومه نگارنده:

راهنما استاد
طهرانͬ احسنͬ حجت دکتر

مشاور استاد
قوتمند مهدی دکتر

١٣٩٧ بهمن ٩



ଘ ৎقد৤م
඼ෙय़باৣم و ୍ସ భما و ৮در

রوده ا৯د. ୀا৤م ಺ൕ഍ॡن و ख़حࢇم ௵਩ی و کار तدا و دॼ࡬وز یاوری ঙࢤواره ز৯دਛی دॴوار ی ୓ی و ୓ یਠ൏। భ ଒
ا॥ت. ૼن ز৯دਛی భ اਙঀی ੪ॸف ଡشاি ଒ ঙࢡඥرم

ସ୍م భاୀ و ऒواଽان و

و



گزاری سپاس

اوست اختیار در ما روح و جسم که است بی همتایی ی·انه مختص سپاس و حمد
است. نهاده وجودمان در را دانش و علم مسیر در پوییدن و

و بوده من حامͬ و پشتیبان همواره که مادرم و پدر دستان بر ͬ زنم م بوسه آغاز در
هستم. زحماتشان مدیون را موفقیت هایم

قوتمند مهدی دکتر و طهرانͬ احسنͬ دکتر آقای جناب از ͬ کنم م قدردانͬ و تش΄ر سپس
کردند. یاری ام این کار انجام در صبورانه و کشیدند برایم که زحماتͬ پاس به

شدم. کامران خود همت منتهای بر خدا از کردم طلب چه هر که خدا ش΄ر

محمودی معصومه
١٣٩٧ بهمن ٩

ز



نامه تعهد
دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی محمودی معصومه اینجانب
معادلات عددی حل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ علوم
حجت راهنمایی تحت ، ها ΁موج از برخͬ از استفاده با جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل

ͬ شوم: م متعهد طهرانͬ احسنͬ
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
محمودی معصومه
١٣٩٧ بهمن ٩

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح



چ΄یده
موج΁ های از جدید نسبتا عددی روش های از محاسباتͬ مطالعه ΁ی پایان نامه، این در
و جدید روش بین مقایسه ΁ی شده است. استفاده خطͬ دیفرانسیل معادلات حل برای هار
پایان این هدف است. شده ایجاد خطͬ دیفرانسیل معادلات برای ΁کلاسی های روش از برخͬ
ساده جدید روش است. روش ها سایر به نسبت آن مزیت و حاضر روش کارایی نمایش نامه،
آن ها از دقیق تر یا و ΁نزدی کلاسی΄ͬ روش های از برخͬ نتایج به آن عددی نتایج و ͬ باشد م

است.

΁موج پیوسته، ΁موج تبدیلات مرزی، مقدار مسئله اولیه، مقدار مسئله کلیدی: کلمات
هار. ΁موج تبدیل هار، مقیاس تابع هار،

ی



مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
١ مقدمه ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوتاه مروری ١ . ١
٢ . . . . . دیفرانسیل معادلات حل در موج΁ ها توسعه از مختصر تاریخچه ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلͬ ضرب فضای ١ . ٣
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L٢ فضای ١ . ٣ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعامد ١ . ٣ . ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوریه تبدیل از پایه مفاهیم ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوریه تبدیل ١ . ۴ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (CWT)پیوسته ΁موج تبدیل ۵ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقیاس ١ . ۵ . ١

١٣ دیفرانسیل معادلات برای عددی روش های بر مروری ٢
١۴ . . . . . . . . . معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های ٢ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . اولیه مقدار مسائل برای عددی روش های ٢ . ١ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . مرزی مقدار مسائل برای عددی روش های ٢ . ١ . ٢
٢٢ . . . . . . . . جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای متناهͬ تفاضل روش ٢ . ٢

٢۵ ΁موج آنالیز ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁موج تبدیلات ٣ . ١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . آن معکوس و پیوسته ΁موج تبدیلات ٣ . ١ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته ΁موج تبدیلات ٣ . ١ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁موج سری ٣ . ١ . ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁موج نظریه برتری های ٣ . ٢

ک



مطالب فهرست ل
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوریه تبدیل با ΁موج تبدیل مقایسه ٣ . ٣

٣۵ هار ΁موج ۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار موج΁ های ١ . ۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار مقیاس تابع ١ . ١ . ۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . هار مقیاس تابع اساسͬ خواص ١ . ٢ . ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار ΁موج ͬ های ویژگ ٢ . ۴
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁موج هم محلͬ روش ٣ . ۴
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم محلͬ روش ٣ . ١ . ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار ΁موج تبدیل ۴ . ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابع تقریب ۵ . ۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار ΁موج هم·رایی تحلیل و تجزیه ۶ . ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار ΁موج از انتگرال گیری ٧ . ۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار ΁موج ضربی عملیاتͬ ماتریس ٨ . ۴

۵٣ دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۵
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات برای حل روش ١ . ۵
۵۵ . . . . . . . خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل ٢ . ۵
٧٨ . . . . . . . . . خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج روش ٣ . ۵
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴ . ۵

٩٣ جزئͬ مشتقات از استفاده با هار، ΁موج از مقایسه ای روش های بررسͬ ۶
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار ΁موج روش ١ . ۶
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع تقریب ٢ . ۶
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشمیت روش ٣ . ۶
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نی΄ولسون میلز روش ۴ . ۶
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرانکل فورت دو روش ۵ . ۶
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۶ . ۶
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ١ . ۶ . ۶

١٠۵ ͽمراج



تصاویر فهرست
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار ΁موج ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دابیشز مادر ΁موج ١ . ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرایستا سی·نال ΁ی از نمونه ای ١ . ٣
٨ . . . . . . هرتز ۵٠ و ٢٠ ،١٠ فرکانس۵ͬ، جزء چهار دارای ایستا سی·نال ۴ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ . ١ ش΄ل سی·نال فوریه تبدیل ۵ . ١
٩ . . . . . هرتز ۵٠ و ٢٠ ،١٠ فرکانس۵ͬ، جزء چهار دارای غیرایستا سی·نال ۶ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ . ١ ش΄ل سی·نال فوریه تبدیل ١ . ٧
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . کسینوسͬ تابع ΁ی مختلف مقیاس های ١ . ٨
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاه م΄زی΄ͬ ΁موج از نمودرای ٣ . ١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار مقیاس تابع نمودار ١ . ۴
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ عنصر نمودار ٢ . ۴
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ١ . ۴ مثال در ،f طرح ٣ . ۴
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ . ۴
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ . ۴
٣٩ . . . . . . . . . . . . هستند. مجزا تکیه گاه دارای ϕ(x− j) و ϕ(x− k) ۶ . ۴
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ψ(x) هار ΁موج ٧ . ۴
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مادر ΁موج نمودار ٨ . ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه هار تابع هشت ٩ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ١ . ۵ مثال دقیق و عددی جواب های ١ . ۵
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ١ . ۵ مثال ΁موج جواب در خطا ٢ . ۵
۶٠ . . . . . . (۴ مرتبه رانگ کوتای و هار (جواب دقیق و عددی جواب های ٣ . ۵
۶١ . . . ٢ . ٢ . ۵ مثال برای ۴ مرتبه ی کوتای رانگ و هار ΁موج روش خطای ۴ . ۵
۶٢ ٢ . ٢ . ۵ مثال در ماکزیمم مطلق خطای و ماکزیمم نسبی خطای بین مقایسه ۵ . ۵

م



تصاویر فهرست ن
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ٣ . ۵ مثال دقیق و عددی جواب های ۶ . ۵
۶۶ . ٢ . ٣ . ۵ مثال دستگاه برای ۴ مرتبه رانگ کوتای و هار ΁موج روش خطای ٧ . ۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ . ٢ . ۵ مثال دقیق و عددی جواب های ٨ . ۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ . ٢ . ۵ مثال هار خطای نمودار ٩ . ۵
٧٣ ۴ . ٢ . ۵ مثال در ماکزیمم مطلق خطای و ماکزیمم نسبی خطای بین مقایسه ١٠ . ۵
٧۵ . . متناهͬ) تفاضل و خطͬ پرتابی هار، (جواب عددی و دقیق جواب های ١١ . ۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ . ٢ . ۵ مثال در خطا ١٢ . ۵
٨۴ . . . . . . t = ٠٫٠١ در موج شبه معادله برای دقیق و عددی جواب های ١٣ . ۵
٨۵ . . . . . . . t = ٠٫١ در موج شبه معادله برای دقیق و عددی جواب های ١۴ . ۵
٨۶ . . . . . . . t = ٠٫٢ در موج شبه معادله برای دقیق و عددی جواب های ١۵ . ۵
١٠٣ . . . . . . . . . . t مختلف نقاط برای ١ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه ١ . ۶
١٠۴ . . . . . . . . . t مختلف نقاط برای ٢ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه ٢ . ۶
١٠۴ . . . . . . . . . t مختلف نقاط برای ٣ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه ٣ . ۶



جداول فهرست
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر روش عددی نتایج ٢ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . چهار مرتبه و ΁ی مرتبه تیلور روش های نتایج ٢ . ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RK4 و RK2 نتایج ٢ . ٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ پرتابی نتایج ۴ . ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ تفاضل روش نتایج ۵ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . موج شبه معادله برای متناهͬ تفاضل روش نتیجه ۶ . ٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . هار پایه ای تابع برای اندیس محاسبات ١ . ۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ١ . ۵ مثال عددی جواب های ١ . ۵
۶٠ . . . . . . . . ٢ . ٢ . ۵ مثال ۴،برای مرتبه رانگ کوتای و هار ΁موج روش ٢ . ۵
۶١ . . . . (٢ . ۵) مثال برای ۴ مرتبه کوتای رانگ و هار ΁موج روش خطای ٣ . ۵
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . اولیه مقدار مسئله برای هار ΁موج هم·رایی ۴ . ۵
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ٣ . ۵ مثال عددی جواب ۵ . ۵
۶۵ . ٢ . ٣ . ۵ مثال دستگاه برای ۴ مرتبه رانگ کوتای و هار ΁موج روش خطای ۶ . ۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ . ٢ . ۵ مثال عددی جواب های ٧ . ۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . مرزی مقدار مسئله برای هار ΁موج هم·رایی ٨ . ۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ . ٢ . ۵ مثال عددی جواب ٩ . ۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معادله ماکزیمم مطلق خطای ١١ . ۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ . ٢ . ۵ مثال در خطا ١٠ . ۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ کلین‐گوردن معادله عددی نتایج ١٢ . ۵
٨١ . . . . . . . . . . . متفاوت زمان های در معادله ماکزیمم مطلق خطای ١٣ . ۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . t = ٠٫٠١ در موج شبه معادله عددی نتایج ١۴ . ۵
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . t = ٠٫١ در موج شبه معادله عددی نتایج ١۵ . ۵
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . t = ٠٫٢ در موج شبه معادله عددی نتایج ١۶ . ۵
٨٧ . . . . . . . . . . . مختلف زمان های در معادله مطلق خطای حداکثر ١٧ . ۵
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . t = ٠٫١ زمان در انتشار معادله عددی نتایج ١٨ . ۵

س



جداول فهرست ع
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . t = ٠٫١ زمان در انتشار معادله عددی نتایج ١٩ . ۵
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . t = ٠٫٠١ برای ١ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه ١ . ۶
١٠١ . . . . . . . . . . . . t = ٠٫٠١ برای ١ . ۶ . ۶ مثال مطلق خطای مقایسه ٢ . ۶
١٠١ . . . . . . . . . . . . . t = ٠٫٠١ برای ٢ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه ٣ . ۶
١٠٢ . . . . . . . . . . . . t = ٠٫٠١ برای ٢ . ۶ . ۶ مثال مطلق خطای مقایسه ۴ . ۶
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . t = ٠٫٠١ برای ٣ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه ۵ . ۶
١٠٣ . . . . . . . . . . . . t = ٠٫٠١ برای ٣ . ۶ . ۶ مثال مطلق خطای مقایسه ۶ . ۶



١ فصل
مقدمه

کوتاه مروری ١ . ١
΁فیزی ریاضیات، در مختلف مسائل حل برای حاضر جدید روش ΁ی ١ ΁موج تحلیل و تجزیه
جواب نظیر تابع ΁ی نمایش برای توانند مͬ که هستند توابعͬ موج΁ ها است[٧]. مهندسͬ و

شوند. استفاده ٣ جزئͬ دیفرانسیل معادلات و ٢ معمولͬ دیفرانسیل معادلات
فشرده سازی در این است. شده استفاده ΁موج سی·نال پردازش در اغلب ΁موج تجزیه تحلیل
مانند تابع، ΁ی ΁موج تبدیل ͬ رود. م به کار نیز سی·نال شناسایی در همچنین و سی·نال
این حال، با است. ایستا پدیده مولفه های تحلیل و تجزیه برای قدرتمند ابزار ΁ی فوریه، تبدیل
مقدار تابع آن در که است ناپایداری پدیده تحلیل و تجزیه توانایی مزیت دارای ΁موج تبدیل
مختلف زمینه های در گسترده به طور که است تابعͬ تنها ریاضͬ مختلط مقدار یا حقیقͬ
انسان به مربوط کاربردهای و کامپیوتری نرم افزارهای مخابرات، پزش΄ͬ، عمدتا کاربردی،
تشخیص برای اس΄ن در ͬ تواند م ΁موج خاص، حالت در است. شده گرفته قرار استفاده مورد
انسانͬ حساس زمینه این در خود کار دقیق اجرای برای پزش΄ان به ΁کم منظور به بیماری
΁کم مخابرات زمینه در فیلم و صدا های سی·نال رمزگذاری به ͬ تواند م همچنین، شود. یافت

١Wavelet
٢Ordinary Differential Equations
٣Partial Differential Equations



مقدمه ٢
اطلاعاتͬ سازمان های به موثر به طور ͬ تواند م که دارد وجود دی·ری مفید کاربردهای کند.
تروریستͬ، فعالیت های حالت در و امنیتͬ اهداف برای انسان بدن دقیق جزییات تشخیص برای
به عنوان کند. ΁کم انسانͬ امنیتͬ استفاده های دی·ر و کشتͬ خراب΄اری هواپیما، سقوط
تایید و شناسایی برای ΁موج کاربرد از متحده ایالات (FBI) فدرال اداری تحقیقات مثال،
تکنولوژی که ͬ رود م انتظار چنین آینده، در ͬ کند. م استفاده انسان میلیون ها انگشت های
انسانͬ رفاه بر اساسͬ به طور این و داد خواهد پوشش را کاربردی برنامه هزاران ریاضͬ، ΁موج

[٣٠ ،٩ ،٨ ،٧] دارد. را مم΄ن نتیجه بهترین به رسیدن به مشروط درمان و بهداشت و

معادلات حل در موج΁ ها توسعه از مختصر تاریخچه ١ . ٢
دیفرانسیل

ایده های تاثیر تحت ،١٩٨٠ دهه اوایل در ،۵ گراسمن و ۴ مورلت به توجه با ”΁موج” کلمه
است. ΁کوچ موج معنای به ”ondelete” فرانسوی کلمه از آنها کاربردی و نظری ریاضیات
اختصاص خود به را ΁موج نام و یافت تغییر ”wave” به ”onde” انگلیسͬ ترجمه با بعدها
و برق مهندسͬ کوانتومͬ، ΁فیزی ریاضیات، زمینه های در مستقل به طور موج΁ ها داد[٧].

است. یافته توسعه پزش΄ͬ تکنولوژی
١٨٠٧ سال در ۶ فوریه جوزف توسط است، شده ها ΁موج به منجر که ریاضیات اصلͬ شاخه
منجر فرکانس تحلیل و تجزیه با فوریه تلاش های شد. آغاز او فرکانسͬ تحلیل نظریه های با
متناوب توابع که است حقیقت این اساس بر فوریه کار شد. فوریه معروف تحلیل و تجزیه به
سهم داده شوند[۶]. نمایش کسینوس ها و سینوس ها از خطͬ ترکیب ΁ی عنوان به ͬ توانند م
خود زمانͬ دامنه طریق از را f تابع ΁ی تبدیل، این باشد. مͬ فوریه تبدیل فوریه، دی·ر ΁وکم

ͬ کند[٢٨]. م تبدیل خود فرکانس دامنه به
این است. ١٩١٠ سال در ٧ هار آلفرد سبب به ΁موج برای بعدی شده شناخته ارتباط
شده ظاهر بود، نوشته خود دکترای درجه به دستیابی برای او نامه  پایان پیوست در ΁موج

است. ͹واض بسیار ΁موج برای هار ΁کم و سهم است.
هار آلفرد ،١٩١٠ سال در است. ΁موج خانواده ترین قدیمͬ و ترین ساده معروف، هار ΁موج
تعمیم های رو، این از دهد. مͬ نمایش را مستطیلͬ پالس جفت ΁ی که کرد معرفͬ را تابعͬ

کنید. مشاهده را ١ . ١ ش΄ل است[٩]. شده پیشنهاد متنوعͬ
۴Morlet
۵Grossman
۶Josef Fourier
٧Alfred Haar



٣ دیفرانسیل معادلات حل در موج΁ ها توسعه از مختصر تاریخچه

هار ΁موج :١ . ١ ش΄ل

΁ی در زمان از بار ΁ی تنها ١٩۵۴ سال حدود تا موج΁ ها، در هار سهم و شراکت از پس
موج΁ ها از ٨ لوی پاول که بود هنگامͬ هم آن و شد برده بهره و استفاده توابع درباره تحقیق
مقیاس های با پایه ای تابع که کرد کشف او کرد. استفاده براونͬ حرکت روی خود تحقیق در
پایه ای توابع به نسبت بهتر پایه ΁ی هار) ΁موج (یعنͬ است، تولیدشده هار توسط که مختلف
مانند شوند، ش΄سته مختلفͬ بازه های به ͬ توانند م که هار پایه ای توابع برخلاف، است. فوریه
بنابراین، هستند. بازه ΁ی دارای تنها فوریه پایه ای توابع ،١ تا ١٢ و ١٢ تا ٠ از بازه یا ١ تا ٠ از بازه

باشد. دقیق تر بسیار تابع ΁ی بازه مدل سازی در ͬ تواند م هار ΁موج
توصیف برای ”΁موج” مفهوم از که بود محققͬ اولین ٩ مورلت جین ،١٩٧۵ سال در

ͬ شدند. م نامیده ثابت شیب موج΁ های آن ها ویژه، به کرد[٨]. استفاده خود توابع
هار، ΁موج حقیقت، در داد. تعمیم را هار ΁موج ١٠ دابیشز اینگراید ،١٩٨٠ دهه در
حل برای ΁موج روش های کنید. مشاهده را ١ . ٢ ش΄ل است. ΁ی مرتبه دابیشز ΁موج

شدند[٩]. اعمال ١٩٩٠ دهه آغاز از دیفرانسیل معادلات

دابیشز مادر ΁موج :١ . ٢ ش΄ل
٨Paul Levy
٩Jean Morlet

١٠Ingrid Daubechies



مقدمه ۴
دیفرانسیل معادلات حل برای را ΁موج روش ΁ی ١٢ هسیائو و ١١ چن ،١٩٩٧ سال در
سپس و داده بسط را دیفرانسیل معادله در مشتق مرتبه بالاترین روش این در کردند. معرفͬ
ماتریس آن ها کار، ساده سازی برای ͬ شود. م گرفته انتگرال جواب به رسیدن منظور به بسط از
دینامی΄ͬ دستگاه در را اعمال، و کردند معرفͬ هار تابع بردار انتگرال های برای را هار عملیاتͬ
کاربرد ΁ی [١۶ ،١۵]١٣ ΁لپی ،٢٠١۴ تا ٢٠٠۵ سال از دادند. قرار هار تحلیل و تجزیه برای
با دیفرانسیل معادلات عددی جواب و خطͬ انتگرال معادلات جواب برای را هار ΁موج از
معادلات حل برای را هار ΁موج روش های او این رو، از داد، ارائه هار های ΁موج از استفاده
هار موج΁ های کاربرد ،΁لپی کرد. معرفͬ غیرخطͬ انتگرال دیفرانسیل معادلات و تکاملͬ
΁موج روش او کرد. عرضه بالا مرتبه دیفرانسیل و انتگرال معادلات حل برای را غیرهم·ن
تا ٢٠٠٩ سال های در داد. ارائه بالاتر مرتبه دیفرانسیل معادلات و انتگرال معادلات برای را هار
برنامه های در را دیفرانسیل معادله چندین جواب ،[١٧ هم΄ارانش[١٣، و ١۴ هاریهاران ،٢٠١۴
طول با شعاع معادله نور، انتشار گرما، انتشار معادله آنها، میان در کردند. پیدا کاربردی
معادلات از برخͬ و سینوسͬ گوردن معادله غیرخطͬ، و خطͬ کلین‐گوردن معادله متناهͬ،
[١۶]١۵ کاسترو ،٢٠٠٧ سال در است. شده حل هار ΁موج روش توسط غیرخطͬ سهموی
΁ی از استفاده با فشرده صفحات ΁استاتی تحلیل و تجزیه برای را ΁موج هم محلͬ روش ΁ی
΁موج روش ΁ی ،[٢١]١۶ فضل‐ای‐هاگ ،٢٠١٠ سال در کرد. معرفͬ لایه عقلانͬ نظریه
عمران ،٢٠١٣ تا ٢٠١٠ سال های از کرد. معرفͬ ٨ مرتبه از مرزی مقدار مسائل حل برای را هار
͹واض داد. ارائه بیضوی عددی جواب های برای را ΁موج هم محلͬ روش ΁ی ، [٢٣]١٧ عزیز
ساخته خود مجذوب را زیادی محققان ΁موج روش های موضوع گذشته سال ١٠ در که است

است. مسائل از بسیاری حل در آن توانایی سبب به این و است.

داخلͬ ضرب فضای ١ . ٣
⟨ ·, · ⟩ : V ×V 7→ C تابع V مختلط برداری فضای ΁ی روی ١٨ داخلͬ ضرب ΁ی .١ . ٣ . ١ تعریف

کند: صدق زیر خواص در که باشد
⟨v, v⟩ > ٠ داریم: v ̸= ٠ که به طوری ∀v ∈ V .١

⟨v, w⟩ = ⟨w, v⟩ ∀v, w ∈ V .٢
١١Chen
١٢Hsiao
١٣Lepik
١۴Hariharan
١۵Castro
١۶Fazal-I-Haq
١٧Imran Aziz
١٨Inner product



۵ داخلͬ ضرب فضای
⟨cv, w⟩ = ⟨v, w⟩ ∀v, w ∈ V , ∀c ∈ C .٣

⟨u+ v, w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v, w⟩ ∀v, w, u ∈ V .۴
ͬ شود. م نامیده داخلͬ ضرب فضای ΁ی داخلͬ ضرب ΁ی با برداری فضای ΁ی

L٢ فضای ١ . ٣ . ١
روی انتگرال پذیر مربع توابع همه مجموعه ی L٢([a, b]) فضای a ≤ x ≤ b بازه ΁ی برای

دی·ر: به عبارت است، a ≤ x ≤ b

L٢([a, b]) =
{
f : [a, b] → C

∣∣ ∫ b

a
|f(t)|٢dt <∞

}
شوند، گرفته نظر در b = ١ و a = ٠ اگر مثال برای است. نامتناهͬ بعد از L٢([a, b]) فضای
f(t) = −١

t تابع دارد. تعلق L٢([a, b]) به و است خطͬ مستقل ١, t, t٢, · · · توابع مجموعه ∫آنگاه ١٠ ١
t

٢
dt = ∞ چون ندارد، تعلق L٢([a, b]) به که است تابع ΁ی از مثالͬ

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت L٢([a, b]) روی داخلͬ ضرب .١ . ٣ . ٢ تعریف
⟨f, g⟩L٢ =

∫ b

a
f(t)g(t)dt, ∀ f, g ∈ L٢[a, b]

تعامد ١ . ٣ . ٢
باشد: داخلͬ ضرب فضای ΁ی V کنید فرض

.⟨x, y⟩ = ٠ هرگاه: ͬ شود، م گفته متعامد y و x بردارهای ‐
داشته واحد طول ei هر اگر ͬ شود، م گفته ی΄ه متعامد i = ١,٢, · · · , N ،ei بردارهای گردایه ‐

باشند. عمود هم بر ej و ei ، i ̸= j برای و ||ei|| = ١ یعنͬ باشد.
از ΁ی هر بر V١ در بردار هر برای اگر ͬ شوند م گفته متعامد V از V٢ و V١ فضای زیر دو ‐

باشد. عمود V٢ بردارهای
زیرا: متعامدند L٢[−π, π] در g(t) = cos(t) و f(t) = sin(t) توابع .١ . ٣ . ١ مثال

⟨f, g⟩ =
∫ π

−π
sin(t) cos(t)dt = ٠

متعامد L٢[−π, π] در cos(t)√
π

و sin(t)√
π

توابع ، ∫ π
−π(cos(t))

٢dt = π و ∫ π
−π(sin(t))

٢dt = π چون
ی΄ه اند.



مقدمه ۶

فوریه تبدیل از پایه مفاهیم ۴ . ١
(م΄ان) زمان طول در آن مشخصات که است سی·نالͬ ، ١٩ غیرایستا سی·نال .١ . ۴ . ١ تعریف
با مواجهه در تبدیل این است. ٢٠ فوریه تبدیل سی·نال، آنالیز ΁کلاسی ابزار ͬ کند. م تغییر

ͬ کند. م عمل ضعیف غیرایستا سی·نال های

غیرایستا سی·نال ΁ی از نمونه ای :١ . ٣ ش΄ل

فوریه تبدیل ١ . ۴ . ١
به صورت ͬ تواند م تناوبی تابع هر که داد نشان فوریه، جوزف فرانسوی ͬ دان ریاض ،١٩ قرن در
و تناوبی سی·نال های به او ایده بعد، سال ها شود. داده نمایش مختلط نمایی توابع مجموع
موجبات که شد ارائه ٢١(FFT) ال·وریتم ،١٩۶۵ سال در شد. داده تعمیم ناپیوسته غیرتناوبی

کرد. فراهم را فوریه تبدیل بیشتر معروفیت
که: است زیر ش΄ل به فوریه تبدیل کار طرز

تجزیه متفاوت فرکانس های با مختلط نمایی توابع سری ΁ی به را سی·نال هر فوریه تبدیل
ͬ شود: م تعریف زیر معادله دو با آن کار طرز ͬ کند. م

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) · e−٢jπft (١ . ١)

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) · e−٢jπft (١ . ٢)

١٩Non-stationary
٢٠Fourier Transform
٢١Fast Fourier Transform



٧ فوریه تبدیل از پایه مفاهیم
تبدیل X و نظر مورد سی·نال نشان دهنده x فرکانس، f زمان، نشان دهنده t فوق، معادله در
ͬ شود. م استفاده سی·نال مختلف نمایش دو کردن متمایز برای قرار داد این است. آن یافته
x(t) یعنͬ ،X(f) فوریه تبدیل عکس (١ . ٢) معادله و x(t) فوریه تبدیل نشان دهنده (١ . ١) معادله
در نمایی عبارت ΁ی در ،x(t) سی·نال ͬ کنیم: م بررسͬ دقیق تر را (١ . ١) معادله حال است.
(مطلب است شده محاسبه زمان ها تمام براي آن مجموع سپس و ضرب f خاص فرکانس ΁ی

میشود). داده شرح ادامه در که زمان هاست تمام براي عبارت این جا در مهم
شود: نوشته هم زیر ش΄ل به ͬ تواند م (١ . ١) معادله در نمایی عبارت که کنید توجه

cos(٢πft) + j sin(٢πft) (١ . ٣)
فرکانس سینوس از موهومͬ قسمت ΁ی و f فرکانس کسینوس از حقیقͬ قسمت ΁ی داراي که
مختلط عبارت ΁ی در اصلͬ سی·نال ضرب ͬ گیرد، م صورت ͽواق در که کاري بنابراین است. f
هم با حاصل ضرب ها این سپس ͬ باشد. م f فرکانس کسینوس هاي و سینوس ها شامل که است
فرکانس در ،x(t) سی·نال که گفت ͬ توان م بود، بزرگͬ مقدار ͽحاصل جم اگر ͬ شوند. م ͽجم
را سی·نال از عمده ای قسمت f سی·نال که معنا بدین است. غالب طیفͬ جزء ΁ی دارای f

نیست. f فرکانس دارای اصلا سی·نال یعنͬ شد، صفر رابطه این اگر است. داده تش΄یل
f فرکانس در بزرگͬ مقدار سی·نال اگر ͬ شود. م ضرب f فرکانس سینوسͬ عبارت در سی·نال
نسبتا مقدار هم آن ها حاصل ضرب و بود خواهند هم زمان سینوسͬ عبارت با جزء این باشد،
فرکانسͬ جزء دارای x سی·نال که است این نشان دهنده امر این ͬ دهد. م بدست را بزرگͬ

ͬ باشد. م f در عمده ای
کوچ΄ͬ نسبتا مقدار حاصل ضرب نباشد، عمده ای جزء دارای f فرکانس در x(t) سی·نال اگر

بود. خواهد
چپ سمت ͬ شود. م محاسبه زمان روی بر (١ . ١) معادله در نظر مورد مجموع که کنید توجه
باید f مقادیر تک تک ازای به ͽحاصل جم این بنابراین، است. فرکانس از تابعͬ عبارت این

شود. محاسبه
بی نهایت منفͬ از زمان ها تمام به مربوط شده، ذکر ͽجم در شده ارائه اطلاعات .١ . ۴ . ١ تذکر
در ی΄سانͬ تاثیر باشد افتاده اتفاق f فرکانس زمانͬ هر در یعنͬ ͬ باشد. م بی نهایت مثبت تا
سی·نال هایی برای فوریه تبدیل چرا که این است نشان دهنده خصوصیت این دارد. ͽحاصل جم

نیست. مناسب غیرایستا)، می΄نند(سی·نال های تغییر زمان طول در که
دارد وجود سی·نال در خاص فرکانسͬ جزء ΁ی آیا که ͬ گوید م فوریه تبدیل که کنید توجه
΁ی پردازش قبل که است مهم این است. جزء این وقوع زمان از مستقل اطلاعات این خیر. یا

خیر. یا هست ایستا سی·نال آیا که بدانیم فوریه تبدیل با سی·نال
است: زیر سی·نال نشان دهنده ۴ . ١ ش΄ل

x(t) = cos(٢π۵t) + cos(٢π١٠t) + cos(٢π٢٠t) + cos(٢π۵٠t) (۴ . ١)



مقدمه ٨
اتفاق زمان ها تمام در که است هرتز ۵٠ و ٢٠ ،١٠ ،۵ فرکانسͬ جز چهار دارای سی·نال این
مقادیر برای ش΄ل این در فرکانس محور است. سی·نال این فوریه تبدیل ۵ . ١ ش΄ل افتاده اند.
دارد. ادامه بی نهایت تا تابع این پیوسته فوریه تبدیل برای است. شده داده نشان محدودی
تا (حداقل) آن فرکانس محور که کرده ایم محاسبه را گسسته فوریه تبدیل اینجا در ما ͽواق در

است. متقارن شده منتقل سی·نال و ͬ رود م بالا سی·نال فرکانس های نمونه برابر دو
کنید. توجه است، مختلف فرکانس چهار نشان دهنده که ۵ . ١ ش΄ل در موجود قله چهار به

هرتز ۵٠ و ٢٠ ،١٠ فرکانس۵ͬ، جزء چهار دارای ایستا سی·نال :۴ . ١ ش΄ل

۴ . ١ ش΄ل سی·نال فوریه تبدیل :۵ . ١ ش΄ل

و است سینوسوئید سی·نال ΁ی نیز سی·نال این کنید. نگاه ۶ . ١ ش΄ل سی·نال به حال
١ . ٧ ش΄ل داده اند. رخ متفاوتͬ زمان هاي در اجزاء این لی΄ن دارد. را فرکانس چهار همان

ͬ دهد. م نشان را سی·نال فوریه تبدیل
چهار به است. قبلͬ سی·نال شبیه (تقریباً) نیز سی·نال این تبدیل ͬ ر ود، م انتظار که همان طور



٩ فوریه تبدیل از پایه مفاهیم
بین در که مانندهایی نویز کنید. توجه دارند، وجود هرتز ۵٠ و ٢٠ ،١٠ ،۵ نقاط در که قله اي
آن جا از و دارد وجود سی·نال در هم فرکانس ها این که است آن نشان دهنده دارد، وجود قله دو
دلیل و ͬ باشند م کوچ΄ͬ مقادیر دارای نیستند، نظر مورد سی·نال طیف در عمده ای اجزای که
که کنید توجه به خصوص است. مختلف فرکانس های بین ناگهانͬ تغییرات هم آن ها پیدایش
مناسبی فیلترهای از استفاده با است( کرده تغییر ثانیه میلͬ ٢۵٠ اطراف در زمان بعد در چ·ونه

نیست). مربوط ما بحث موضوع به مسئله این البته که برد، بین از را نویز ها این ͬ توان م

هرتز ۵٠ و ٢٠ ،١٠ فرکانس۵ͬ، جزء چهار دارای غیرایستا سی·نال :۶ . ١ ش΄ل

۶ . ١ ش΄ل سی·نال فوریه تبدیل :١ . ٧ ش΄ل

متوجه فوق مثال در که همانطور باشید. شده آشنا فوریه تبدیل پایه مفاهیم با باید این جا تا
دو هر فوریه تبدیل دهد. تمیز هم از را فوق سی·نال دو به خوبی ͬ تواند نم فوریه تبدیل شدید،
تبدیل بنابراین ͬ باشند. م ی΄سانͬ فرکانسͬ اجزا شامل چون هستند ی΄ͬ تقریبا فوق سی·نال
آن ها طیف زمان طول در که غیرایستا، سی·نال های تحلیل برای مناسبی ابزار ͬ تواند نم فوریه



مقدمه ١٠
و نباشد مهم خاص فرکانسͬ جز ΁ی دادن رخ زمان که مواقعͬ در البته باشد. ͬ کند، م تغییر

باشد. مفید ͬ تواند م فوریه تبدیل باشد، مدنظر مختلف فرکانس های وجود فقط
کرد: تعریف زیر ش΄ل به ͬ توان م را ٢π تناوب دوره با تناوبی تابع .٢ . ۴ . ١ تعریف

a٠ +
∞∑
k=١

(ak cos(kx) + bk sin(kx)) (۵ . ١)

ͬ شوند: م محاسبه زیر به صورت bk و ak ،a٠ ضرایب آن در که
a٠ =

١
٢
∫ ٢π

٠
f(x)dx, ak =

١
π

∫ ٢π
٠

f(x) cos(kx)dx, bk =
١
π

∫ ٢π
٠

f(x) sin(kx)dx

ͬ شود. م نامیده فوریه سری (۵ . ١) سری

(CWT)پیوسته ΁موج تبدیل ۵ . ١
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت پیوسته٢٢ ΁موج تبدیل

CWTψx = Ψψ
x = (τ, s) =

١√
|s|

∫
x(t)ψ

(
t− τ

s

)
dt (۶ . ١)

τ متغیر دو از است تابعͬ شده، تبدیل سی·نال ͬ شود، م دیده فوق معادله در که همان طور
مادر ΁موج و است تبدیل تابع ψ(t) هستند. مقیاس و انتقال پارامترهای ترتیب به که ،s و
داده توضیح ادامه در که ΁موج تحلیل مهم خصوصیت دو دلیل به نام این ͬ شود. م نامیده

است. یافته تخصیص شده،
پنجره) یا (بلوک تابع که است معنͬ این با مرتبط کوچ΄ͬ .΁کوچ موج یعنͬ ΁موج عبارت
ش΄ل دارای تابع که است معنͬ بدین نیز موج است. فشرده) گاه (تکیه محدود طول دارای
که متفاوت پشتیبان های و م΄ان ها با توابع که دارد این بر دلالت مادر عبارت است. نوسان
دی·ر، بیان به هستند. مادر ΁موج یا اصلͬ تابع ΁ی حاصل ͬ شوند، م استفاده تبدیل فرآیند
معنایی همان به انتقال عبارت است. پنجره توابع ساخت برای اولیه نمونه ΁ی مادر ΁موج
ͬ دهد، م م΄ان تغییر سی·نال طول در پنجره که فرآیندی به و بود فوریه تبدیل در که هست
دارد. دلالت تبدیل فضای در زمانͬ اطلاعات بر عبارت، این که است بدیهͬ ͬ شود. م مربوط
مقیاس نام با پارامتری عوض در نداریم، فرکانس پارامتر فوریه، تبدیل خلاف بر حالت این در

ͬ شود. م داده توضیح بیشتر جزئیات با ادامه در که دارد وجود

مقیاس ١ . ۵ . ١
ͬ شود. م استفاده نقشه ها در که است مقیاسͬ مشابه ،΁موج تحلیل و تجزیه در پارامتر این
مقیاس های و سی·نال) (از جزئیات فاقد کلͬ دید ΁ی دهنده نشان بالا مقیاس های نقشه، همانند

٢٢Continuous Wavelet Transforms



١١ (CWT)پیوسته ΁موج تبدیل
پایین فرکانس های مورد در مشابه، به طور هستند. بیشتر تفضیل با دید ΁ی نشان دهنده پایین
را سی·نال ΁ی محدوده تمام معمولا (که سی·نال ΁ی کلͬ اطلاعات نمایانگر بالا) (مقیاس های
جزئͬ اطلاعات نمایانگر پایین) (مقیاس های بالا فرکانس های ͬ که حال در هستند ͬ پوشانند)، م
ͬ باشند. م ͬ شود) م کوتاه نسبتا زمان ΁ی به مربوط معمولا (که سی·نال در پنهان ال·وی ΁ی

است: شده آورده زیر ش΄ل در مختلف مقیاس های به مربوط کسینوسͬ سی·نال های

کسینوسͬ تابع ΁ی مختلف مقیاس های :١ . ٨ ش΄ل

سی·نال دوره تمام بالا) (فرکانس های پایین مقیاس های علمͬ، کاربردهای در خوشبختانه
انفجاری به صورت زمان طول در و ͬ گیرند برنم در شده، داده نشان ش΄ل در آنچه برخلاف را
سی·نال دوره تمام در معمولا پایین) بالا(فرکانس های مقیاس های ͬ که حال در ͬ شوند م ظاهر

دارند. تداوم
کند. باز یا فشرده را سی·نال ΁ی است مم΄ن ریاضͬ، عملیات ΁ی به عنوان مقیاس گذاری
نشان دهنده کوچ΄تر مقیاس های و شده باز سی·نال های نشان دهنده بزرگ تر مقیاس های
حاصل مشابه کسینوسͬ ΁ی از ١ . ٨ ش΄ل سی·نال های تمام هستند. شده فشرده سی·نال های
ش΄ل در هستند. کسینوس ΁ی شده فشرده یا شده باز نسخه های دی·ر به عبارت شده اند.

است. مقیاس بزرگ ترین s = ١ و کوچ΁ ترین s = ٠٫٠۵ ،١ . ٨
و s > ١ اگر است، f(t) شده) (فشرده شده منقبض f(si) آنگاه باشد، ریاضͬ تابع ΁ی f(t) اگر

.s < ١ باشیم داشته ͬ که صورت در است، شده باز نسخه ΁ی
فوق عبارت عکس یعنͬ شده، استفاده مخرج در مقیاس ،΁موج تبدیل تعریف در حال این با

ͬ کند. م فشرده را سی·نال s < ١ و باز را سی·نال s > ١ است، برقرار





٢ فصل
برای عددی روش های بر مروری

دیفرانسیل معادلات

توابع کاربردی، مسائل در است. آن مشتقات به وابسته مجهول تابعͬ دیفرانسیل، معادله ΁ی
هستند. تغییرات میزان نشان دهنده آن ها، مشتقات و کمیت نشان دهنده

اقتصاد و مهندسͬ علوم، در فیزی΄ͬ مسائل مدل سازی در را مهمͬ نقش دیفرانسیل معادلات
،΁ال΄ترواستاتی صدا، نظیر طبیعͬ پدیده های از گسترده محدوده ای همچنین ͬ کنند. م ایفا
پدیده های این ͬ کنند. م توصیف را کوانتومͬ ΁م΄انی و ΁الاستی سیال، جریان ،΁ال΄ترودینامی
کرد. (PDEs) فرمول بندی ١ جزئͬ دیفرانسیل معادلات منظر از ͬ توان م را ظاهرمجزا به فیزی΄ͬ
برد، کار به دیفرانسیل معادلات از برخͬ حل برای ͬ توان م را تحلیلͬ روش های ͬ که، حال در
عددی روش های کرد. محاسبه تحلیلͬ به روش ͬ توان نم را دیفرانسیل معادلات بیشتر ولی΄ن
(معمولͬ دیفرانسیل معادلات که ͬ شود م گرفته نظر در دیفرانسیل معادلات حل برای زمانͬ

شوند. حل تحلیلͬ روش های توسط مستقیم طور به نتوانند جزئͬ) یا
روش از: عبارتند معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای موجود عددی روش های از برخͬ
روش های چند گامͬ، روش های کوتا، رونگه روش های بالاتر، مرتبه تیلور روش های اویلر،

متناهͬ. تفاضل روش های و ٢ خطͬ پرتابی
١Partial Differential Equations
٢Shooting Methods



دیفرانسیل معادلات برای عددی روش های بر مروری ١۴
روش های از: عبارتند جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای کلاسی΄ͬ عددی روش های از برخͬ
چند روش های و (ADM)آدومیان تجزیه روش متناهͬ، عنصر روش متناهͬ، دیفرانسیل

. ٣ شب΄ه ای

معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های ٢ . ١
دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های از برخͬ درباره مختصر شرح ΁ی بخش، این در
تیلور های روش اویلر، روش روش های IVP۵ اولیه مقدار مسائل برای ͬ دهیم. م ارائه ۴ معمولͬ
مرزی مقدار مسائل برای همچنین ͬ کنیم. م بررسͬ را کوتا رونگه روش های و بالاتر مرتبه از

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را متناهͬ تفاضل روش های و خطͬ پرتابی روش های BVP۶

اولیه مقدار مسائل برای عددی روش های ٢ . ١ . ١
ͬ گیریم: م نظر در را ΁ی مرتبه از زیر اولیه مقدار مسئله

du

dx
= f(x, u), a ≤ x ≤ b, u(a) = α. (٢ . ١)

ͬ کنیم. م بیان را اولیه مقدار مسائل برای عددی روش سه بعد بخش های در

اویلر روش
وی است. شده معرفͬ ٧ اویلر لئونارد به  نام سوییسͬ ͬ دان ریاض و فیزی΁ دان توسط اویلر روش
نظریه و ΁کوچ بی نهایت انتگرال و دیفرانسیل حساب مانند زمینه هایی در مهم اکتشافاتͬ به

داد. ارائه را مدرن ریاضیات اصطلاحات از بسیاری و یافت دست گراف
ͬ شود. م محسوب اولیه  مقدار مسائل حل برای تقریبی تکنی΄ͬ و ابتدایی روشͬ اویلر، روش

.[٢٩ ،٢۶] است (٢ . ١) اولیه مقدار مسئله برای تقریبی جواب ΁ی آوردن به دست هدف،
دی·ر نقاط در تقریبی جواب سپس و ͬ آید م دست به داده شده نقاط در تقریبی جواب ابتدا،

محاسبه شود. ͬ تواند م درونیابی با بازه
به صورت: زیر بازه N به [a, b] بازه ابتدا روش این در

xi = a+ ih, i = ٠, ١,٢, · · · , N (٢ . ٢)
٣Multi gride
۴Ordinary Differential Equations
۵Initial Value Problems
۶Boundary Value Problems
٧Leonahard Euler



١۵ معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های
آن در که

h =
b− a

N
= xi+١ − xi, (٢ . ٣)

داریم: u′برای اول مرتبه پیشرو تفاضل فرمول از استفاده با سپس ͬ شود. م تقسیم

u(xi+١)− u(xi)

h
− h

٢u′′(ξ) = f(xi, u(xi)) (۴ . ٢)

داریم: ui = u(xi) گرفتن نظر در و −h٢u′′(ξ) خطا جمله حذف با

u٠ = α,

ui+١ = ui + hf(xi, ui), i = ٠, ١, · · · , N − ١. (۵ . ٢)

است. (٢ . ١) اولیه مقدار مسئله برای اویلر روش این

زیر اولیه مقدار مسئله جواب تقریب برای اویلر روش از .٢ . ١ . ١ مثال

u′ =
sin(٢x)− ٢xu

x٢ , ١ ≤ x ≤ ٢, u(١) = ٢,

دقیق جواب با
u(x) =

۴ + cos(٢)− cos(٢x)
٢x٢ ,

ͬ کنیم. م استفاده زیر بازه N = ١٠ با همراه و

h =
١
١٠ ,

f(x, u) =
sin(٢x)− ٢xu

x٢ ,

u٠ = u(١) = ٢,
ui+١ = ui + hf(xi, ui), ∀i = ١,٢, · · · ,٩.

است. شده ارائه ٢ . ١ جدول در اویلر روش نتایج



دیفرانسیل معادلات برای عددی روش های بر مروری ١۶
i xi ui

٠ ١٫٠ ٢٫٠٠٠٠٠٠٠
١ ١٫١ ١٫۶٩٠٩٢٩٧
٢ ١٫٢ ١٫۴۵٠٣٠۵٩
٣ ١٫٣ ١٫٢۵۵۴٩۵۴
۴ ١٫۴ ١٫٠٩٢٨۴۵٣
۵ ١٫۵ ٠٫٩۵٣٨١۵٧
۶ ١٫۶ ٠٫٨٣٢٩١٢٣
٧ ١٫٧ ٠٫٧٢۶۵١٨١
٨ ١٫٨ ٠٫۶٣٢٢٠٨١
٩ ١٫٩ ٠٫۵۴٨٣٠٠٣

١٠ ٢٫٠ ٠٫۴٧٣۶٣۵۵
اویلر روش عددی نتایج :٢ . ١ جدول

اولیه مقدار مسائل حل برای بالاتر مرتبه تیلور روش های
خطاهای با روش هایی به بیشتر دقت با تقریب هایی برای است. ΁ی مرتبه از اویلر روش در خطا
مشتق تقریب برای تیلور قضیه در بیشتری جملات از منظور این برای داریم. نیاز بالاتر مرتبه
روش است. بالاتر مرتبه از تیلور روش ΁ی نتیجه و ͬ کنیم م استفاده اولیه مقدار مسئله ΁ی در

.[٢٩ ،٢۶] است ΁ی مرتبه تیلور روش ΁ی اویلر،
است: زیر به صورت (٢ . ١) اولیه مقدار مسئله برای n ‐ ام مرتبه تیلور روش

u٠ = α,

ui+١ = ui + hT (n)(xi, ui). (۶ . ٢)

آن در که

T (n)(xi, ui) = f(xi, ui) +
h

٢f ′(xi, ui) + · · ·+ h(n−١)f (n−١)(xi, ui). (٢ . ٧)

،٢ . ٢ جدول ͬ گیریم، م نظر در را ٢ . ١ . ١ مثال در شده داده اولیه مقدار مسئله .٢ . ١ . ٢ مثال
΁ی مرتبه تیلور روش های از استفاده با ٢ . ١ . ١ مثال در اولیه مقدار مسئله برای را جواب تقریب

ͬ دهد. م نشان زیر بازه N = ١٠ با را چهار مرتبه و
است. شده داده جدول٢ . ٢ در چهار مرتبه و ΁ی مرتبه تیلور روش های نتایج



١٧ معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های
i xi ui ΁ی مرتبه ui چهار مرتبه
٠ ١٫٠ ٢٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٢٫٠٠٠٠٠٠٠
١ ١٫١ ١٫۶٩٠٩٢٩٧ ١٫٧٢۴١٨٢٩
٢ ١٫٢ ١٫۴۵٠٣٠۵٩ ١٫۵٠٠۵٢٧۴
٣ ١٫٣ ١٫٢۵۵۴٩۵۴ ١٫٣١٣٩٢٩٣
۴ ١٫۴ ١٫٠٩٢٨۴۵٣ ١٫١۵۴٧٠٩١
۵ ١٫۵ ٠٫٩۵٣٨١۵٧ ١٫٠١۶۵٠٢۴
۶ ١٫۶ ٠٫٨٣٢٩١٢٣ ٠٫٨٩۵٠٣۶١
٧ ١٫٧ ٠٫٧٢۶۵١٨١ ٠٫٧٨٧٣٨٨٣
٨ ١٫٨ ٠٫۶٣٢٢٠٨١ ٠٫۶٩١۵٢۴١
٩ ١٫٩ ٠٫۵۴٨٣٠٠٣ ٠٫۶٠۵٩٩۶۵
١٠ ٢٫٠ ٠٫۴٧٣۶٣۵۵ ٠٫۵٢٩٧۴٧٢

چهار مرتبه و ΁ی مرتبه تیلور روش های نتایج :٢ . ٢ جدول

اولیه مقدار مسائل حل برای کوتا رونگه روش های

پیچیده ͬ یابد م افزایش مرتبه که همانطور بالاتر مرتبه از تیلور روش های در مشتقات محاسبه
محاسبه های تنها و ͬ کنند م اجتناب مشتقاتͬ چنین محاسبه از کوتاه رونگه روش های ͬ شود. م

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد کاربردی
میانͬ نقطه روش یا دوم مرتبه کوتای رونگه روش

ͬ شود: م بیان زیر به صورت روش این

u٠ = α,

k١ = hf(xi, ui),

k٢ = hf(xi +
h

٢ , ui +
١
٢k١),

ui+١ = ui + k٢, i = ٠, ١,٢, · · · , N − ١. (٢ . ٨)



دیفرانسیل معادلات برای عددی روش های بر مروری ١٨
(RK4) چهار مرتبه کوتای رونگه روش

ͬ شود: م بیان زیر به صورت روش این
u٠ = α,

k١ = hf(xi, ui), (٢ . ٩)
k٢ = hf(xi +

h

٢ , ui +
١
٢k١), (٢ . ١٠)

k٣ = hf(xi +
h

٢ , ui +
١
٢k٢), (٢ . ١١)

k۴ = hf(xi+١, ui + k٣), (٢ . ١٢)
ui+١ = ui +

١
۶(k١ + ٢k٢ + ٢k٣ + k۴), i = ٠, ١,٢, · · · , N − ١. (٢ . ١٣)

ͬ گیریم: م نظر در را (٢ . ١) اولیه مقدار مسئله .٢ . ١ . ٣ مثال
u′ =

sin(٢x)− ٢xu
x٢ , ١ ≤ x ≤ ٢, u(١) = ٢.

از استفاده با (RK4) چهار مرتبه کوتای رونگه روش و (RK2) میانͬ نقطه روش وسیله به جواب
است. شده  ارائه ٢ . ٣ جدول در N = ١٠

i xi RK2 RK4

٠ ١٫٠ ٢٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٢٫٠٠٠٠٠٠٠٠
١ ١٫١ ١٫٧٢۵١۵٢٩ ١٫٧٢۴١١۵٧
٢ ١٫٢ ١٫۵٠١٩٩١١ ١٫۵٠٠۴٣۶٢
٣ ١٫٣ ١٫٣١۵۶۴٠۶ ١٫٣١٣٨٣٢۵
۴ ١٫۴ ١٫١۵۶۵٣٩١ ١٫١۵۴۶١۴۵
۵ ١٫۵ ١٫٠١٨٣٨٣۴ ١٫٠١۶۴١٣۴
۶ ١٫۶ ٠٫٨٩۶٩٣٢۶ ٠٫٨٩۴٩۵٣٨
٧ ١٫٧ ٠٫٧٨٩٢٨١۶ ٠٫٧٨٧٣١٢٧
٨ ١٫٨ ٠٫۶٩٣۴٠۴١ ٠٫۶٩١۴۵۵٠
٩ ١٫٩ ٠٫۶٠٧٨۵٧٠ ٠٫۶٠٩٩٣٣٣
١٠ ٢٫٠ ٠٫۵٣١۵٨٣٩ ٠٫۵٢٩۶۶٨٩٣

RK4 و RK2 نتایج :٢ . ٣ جدول

مرزی مقدار مسائل برای عددی روش های ٢ . ١ . ٢
است. مرزی شرایط از مجموعه ΁ی همراه به دیفرانسیل معادله ΁ی مرزی، مقدار مسئله ΁ی
شرایط در که است دیفرانسیل معادله برای جوابی مرزی مقدار مسئله ΁ی برای جواب ΁ی



١٩ معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های
ͬ کند. م صدق نیز مرزی

ͬ دهیم. م ارائه دوم مرتبه خطͬ مرزی مقدار مسائل تقریبی حل برای روش دو بخش این در
است. خطͬ متناهͬ تفاضل روش روش، دومین و خطͬ پرتابی روش روش، اولین

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را دوم مرتبه خطͬ مرزی مقدار مسئله ΁ی
u′′ = p(x)u′ + q(x)u+ r(x) a ≤ x ≤ b, (١۴ . ٢)
u(a) = α, u(b) = β.

خطͬ پرتابی روش
مرزی مقدار مسئله جای·زینͬ اساس بر خطͬ، مرزی مقدار مسائل برای خطͬ پرتابی روش
از خطͬ ترکیب ΁ی ، مرزی مقدار مسئله جواب رو این از است. اولیه مقدار مسئله دو با خطͬ

است. اولیه مقدار مسئله دو جواب های
u′′١ = p(x)u′١ + q(x)u١ + r(x), a ≤ x ≤ b, (١۵ . ٢)
u١(a) = α, u′١(a) = ٠ .

و
u′′٢ = p(x)u′٢ + q(x)u٢, a ≤ x ≤ b, (١۶ . ٢)
u٢(a) = ٠, u′٢(a) = β .

است: زیر به صورت (١۴ . ٢) معادله مرزی مقدار مسئله جواب
u(xi) = u١(xi) +

β − u١(b)
u٢(b)

u٢(xi). (٢ . ١٧)

هستند. (١۶ . ٢) و (١۵ . ٢) معادلات جواب های ترتیب به u٢ و u١ آن در که
ͬ گیریم: م نظر در را زیر مرزی مقدار مسئله .۴ . ٢ . ١ مثال

u′′ = −٣u′ + ٢u+ ٢x+ ٣, ٠ ≤ x ≤ ١, u(٠) = ٢, u(١) = ١.
ͬ کنیم. م استفاده N = ١٠ با خطͬ پرتابی روش از

ͬ کنیم: م تبدیل زیر به صورت اولیه مقدار مسئله دو به را مسئله این ابتدا
u′′١ = −٣u′١ + ٢u١ + ٢x+ ٣, ٠ ≤ x ≤ ١, u(٠)١ = ٢, u(١)١ = ١

و
u′′٢ = −٣u′٢ + ٢u٢ + ٢x+ ٣, ٠ ≤ x ≤ ١, u(٠)٢ = ٢, u(١)٢ = ١



دیفرانسیل معادلات برای عددی روش های بر مروری ٢٠
است: زیر به صورت مرزی مقدار مسئله جواب

u(xi) = u١(xi) +
١ − u(١)١
u(١)٢ u٢(xi)

شده ارائه ۴ . ٢ جدول در ، مرزی مقدار مسئله با همراه اولیه مقدار مسئله دو گسسته جواب
است.

i xi u١(xi) u٢(xi) u(xi)

٠ ٠٫٠ ٢٫٠٠٠٠٠٠٠٠ −٧٫١٩۶١۶٣١٣ ٢٫٠٠٠٠٠٠٠٠
١ ٠٫١ ١٫۴٠٨۴٣١٧١ −۴٫٧٧۴٧٠٨٣٨ ١٫۴٠٨۴٣١٧١
٢ ٠٫٢ ١٫٠٢٢٢۶٣٧۵ −٣٫٠۴۶٠۵۶٣۴ ١٫٠٢٢٢۶٣٧۵
٣ ٠٫٣ ٠٫٧٨٣٣١٧٧۶ −١٫٨٠٠٧۶٣٩۴ ٠٫٧٨٣٣١٧٧۶
۴ ٠٫۴ ٠٫۶۵١٠٣٩٠۴ −٠٫٨٩٢٠٢۶۴٨ ٠٫۶۵١٠٣٩٠۴
۵ ٠٫۵ ٠٫۵٩٧٢٢٧٨٩ −٠٫٢١۶٩٠۵۴٣ ٠٫۵٩٧٢٢٧٨٩
۶ ٠٫۶ ٠٫۶٠٢٣۴٩٩٨ −٠٫٢٩۶٨٢٠١۴ ٠٫۶٠٢٣۴٩٩٨
٧ ٠٫٧ ٠٫۶۵٢٩۵٢٨٣ ٠٫۶٩٩٨۶٣٣٠ ٠٫۶۵٢٩۵٢٨٣
٨ ٠٫٨ ٠٫٧٣٩٨۵۶٩٩ ١٫٠٢٧٨٨٠٢٨ ٠٫٧٣٩٨۵۶٩٩
٩ ٠٫٩ ٠٫٨۵۶٨٨٩٩٣ ١٫٣٠۵٩٨٩٢۵ ٠٫٨۵۶٨٨٩٩٣
١٠ ١٫٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ١٫۵۵١٩٣۵٧۴ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠

خطͬ پرتابی نتایج :۴ . ٢ جدول

خطͬ مرزی مقدار مسائل برای متناهͬ تفاضل روش های
در روش این از ͬ کنیم. م مرور مرزی مقدار مسئله برای را متناهͬ تفاضل بخش،روش این در

کرد. خواهیم استفاده هار ΁موج روش های مقایسه برای فصل(۵)
متناهͬ تفاضل روش اصلͬ ایده

فرمول های از استفاده با را مشتقات سپس ͬ کنیم، م تقسیم بازه ها زیر عضواز ΁ی به را دامنه
معادلات از خطͬ دستگاه ΁ی نتیجه ͬ زنیم. م تقریب درونͬ نقطه هر در عددی مشتق گیری

است.
جواب خطͬ دستگاه جواب ͬ نامیم. م [٢٩ ،٢۶] پیوسته مسئله گسسته سازی را روند این

است. خطͬ مرزی مقدار مسئله گسسته



٢١ معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های
ͬ گیریم: م نظر در را زیر مرزی مقدار مسئله .۵ . ٢ . ١ مثال

u′′ = ۴(u− x), ٠ ≤ x ≤ ١, u(٠) = ٠, u(١) = ٢

ͬ کنیم. م استفاده جواب تقریب برای ،N = ٩ با خطͬ متناهͬ تفاضل روش از
با: برابرند شب΄ه ای نقاط هستند) مرزی نقاط x١٠ و x٠)، h = b−a

N+١ = ١١٠ لذا،

x٠ x١ x٢ x٣ x۴ x۵ x۶ x٧ x٨ x٩ x١٠
٠٫٠ ٠٫١ ٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫۵ ٠٫۶ ٠٫٧ ٠٫٨ ٠٫٩ ١٫٠

خطا جمله و کرده استفاده u′′(xi), i = ١,٢, · · · ,٩ برای دوم مرتبه مرکزی تفاضل فرمول از
داریم: این رو از ͬ کنیم، م حذف را

ui+١ − ٢ui + ui−١
h٢ = ۴ui − ۴xi,

١٠٠(ui+١ − ٢ui + ui−١) = ۴٠٠ui − ۴٠٠xi, i = ١,٢, · · · ,٩
u٠ = ٠, u١٠ = ٢

است. شده ارائه ۵ . ٢ جدول در نتایج ͬ کنیم. م حل گسسته جواب به رسیدن برای را دستگاه

i xi u(xi)

٠ ٠٫٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠٠
١ ٠٫١ ٠٫١٠٨٨٢٣٧٨
٢ ٠٫٢ ٠٫٢٢٢٠۵٩۴۶
٣ ٠٫٣ ٠٫٣۴١٩١٢٩٧
۴ ٠٫۴ ٠٫۴٧١۶٩٣٢۴
۵ ٠٫۵ ٠٫۶١۶٣۶٣۶۴
۶ ٠٫۶ ٠٫٧٨٣٣۶٩٢۴
٧ ٠٫٧ ٠٫٩٨٣٨٧٧۶۴
٨ ٠٫٨ ١٫٢٣۴۶۴٠٢۴
٩ ٠٫٩ ١٫۵۶٠٧٨۴١۴
١٠ ١٫٠ ٢٫٠٠٠٠٠٠٠٠

متناهͬ تفاضل روش نتایج :۵ . ٢ جدول



دیفرانسیل معادلات برای عددی روش های بر مروری ٢٢

دیفرانسیل معادلات حل برای متناهͬ تفاضل روش ٢ . ٢
جزئͬ

برای متناهͬ تفاضلات روش های در مرزی، مقدار مسائل برای متناهͬ تفاضل روش های مشابه
برای حال، این با ͬ کنیم. م جای·زین عددی مشتق گیری فرمول های با را مشتقات PDE ها،
گسسته سازی برای است. ͹مسط ناحیه ΁ی مستقل)،دامنه متغیر (دو بعدی دو PDE  های
دستیابی برای درونͬ ٨ شب΄ه ای نقطه هر در را مشتقات و ͬ کنیم م تولید شب΄ه ΁ی مسئله،

ͬ زنیم. م تقریب خطͬ دستگاه به
ͬ گیریم: م نظر در را زیر موج شبه معادله .٢ . ٢ . ١ مثال

utt −
x٢
٢ uxx = ٠, ٠ < x < ١, ٠ < t < ٠٫٠١

u(٠, t) = ٠, u(١, t) = ١ + sinh(t)

u(x, ٠) = x, ut(x, ٠) = x٢

استفاده [٠, ٠٫٠١] از بازه زیر M = ٢٠ و [٠, ١] از بازه زیر N + ١ = ٣٢ با متناهͬ تفاضل روش از
ͬ کنیم. م

است. h = ١٣٢ با برابر م΄انͬ مرحله گام
است. k = ١٢٠ با برابر زمانͬ مرحله گام

xi = ih, i = ٠, ١,٢, · · · , N. tj = jk, j = ٠, ١, · · · ,M − ١
داریم: باشد، u(xi, tj) جواب تقریب uij ͬ کنیم م فرض

utt(xi, tj) =
xi

٢
٢ uxx(xi, tj)

حذف و (xi, tj) شب΄ه ای نقطه در uxx و utt برای ٢n ام مرتبه مرکزی تفاضل فرمول از استفاده با
داریم: خطا، جمله

ui,j+١ − ٢ui,j + ui,j−١
k٢ =

xi
٢

٢
ui+١,j − ٢ui, j + ui−١,j

h٢

ui,j+١ − ٢ui,j + ui,j−١ =
k٢

٢h٢xi٢[ui+١,j − ٢ui, j + ui−١,j ],

فرض :با λ =
k٢

٢h٢
ui,j+١ = λxi

٢ui+١,j + ١)٢ − λxi
٢)ui,j − λxi

٢ui−١,j − ui,j−١
٨Grid point



٢٣ جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای متناهͬ تفاضل روش
داریم: j + ١ جای به j + ٢ جای·زینͬ با که

ui,j+٢ = λxi
٢ui+١,j+١ + ١)٢ − λxi

٢)ui,j+١ − λxi
٢ui−١,j+١ − ui,j

i = ١,٢,٣,۴, · · · ,٣٢ و j = ١,٢,٣,۴, · · · ,٢٠.
uN+١,j = ١ + sinh(jk) و uoj = ٠ که: ͬ کنند م ایجاب مرزی شرایط

ui,N+١ = (ih)٢ و ui٠ = ih که: ͬ کند م ایجاب اولیه شرایط

i xi ui

١ ٠٫٠٣١٢۵ ٠٫٠٣١٢۵٩٧۶
٣ ٠٫٠٩٣٧۵ ٠٫٠٩٣٨٣٧٨٩٣۴
۵ ٠٫١۵۶٢۵ ٠٫١۵۶۴٩۴١۴۶٣
٧ ٠٫٢١٨٧۵ ٠٫٢١٩٢٢٨۵٢۶۵
٩ ٠٫٢٨١٢۵ ٠٫٢٨٢٠۴١٠٣٩٢
١١ ٠٫٣۴٣٧۵ ٠٫٣۴۴٩٣١۶۶١٠
١٣ ٠٫۴٠۶٢۵ ٠٫۴٠٧٩٠٠۴٢٣٧
١۵ ٠٫۴۶٨٧۵ ٠٫۴٧٠٩۴٧٣٠٨٩
١٧ ٠٫۵٣١٢۵ ٠٫۵٣۴٠٧٢٣١۵٠
١٩ ٠٫۵٩٣٧۵ ٠٫۵٩٧٢٧۵۴٣٢٠
٢١ ٠٫۶۵۶٢۵ ٠٫۶۶٠۵۵۶٧١٨٠
٢٣ ٠٫٧١٨٧۵ ٠٫٧٢٣٩١۶١١٢٠
٢۵ ٠٫٧٨١٢۵ ٠٫٧٨٧٣۵٣۶٢٨٠
٢٧ ٠٫٨۴٣٧۵ ٠٫٨۵٠٨۶٩٢۶۶٠
٢٩ ٠٫٩٠۶٢۵ ٠٫٩١۴۴۶٣٠٣١٠
٣١ ٠٫٩۶٨٧۵ ٠٫٩٧٨١٣۴٩٣۶٠

موج شبه معادله برای متناهͬ تفاضل روش نتیجه :۶ . ٢ جدول





٣ فصل
΁موج آنالیز

΁موج برد. کار به توابع از بزرگ مجموعه ΁ی گسترش برای پایه به عنوان ͬ توان م را موج΁ ها
فوریه سری در استفاده مورد سینوسͬ ͬ های منحن آن در که است، ΁کوچ موج ΁ی معنای به
فروپاشͬ سرعت به که است نوسانͬ ΁موج ΁ی خلاصه، به طور هستند. بزرگ موج های
فروپاشͬ دچار که کسینوسͬ و سینوس ͬ کند؛ م استفاده مثلثاتͬ توابع از فوریه سری ͬ کند. م
پایه ها تابع، ΁ی ΁موج تعمیم در هستند. نامتناهͬ تکیه گاه دارای آن ها یعنͬ ͬ شوند، نم

هستند. متناهͬ تکیه گاه دارای آن ها یعنͬ ͬ پاشند، فرو م سرعت به که هستند موج΁ هایی

΁موج تبدیلات ٣ . ١
برای جدید ریاضͬ ابزار ΁ی و معرفͬ را ١ ΁موج تبدیلات ایده ی مورلت، جین ،١٩٨٢ سال در

کرد. فراهم ΁موج تحلیل و تجزیه
زیر شرایط در که ͬ باشد، م ψ(x) تابع ΁ی مادر، ΁موج ΁ی مادر). (موج΁ های ٣ . ١ . ١ تعریف

ͬ کند: م صدق
.١

cψ =

∫ ∞

٠
|ψ(w)|٢

|w|
dw <∞ (٣ . ١)

١Wavelet Transforms



΁موج آنالیز ٢۶
داریم: نتیجه ΁ی به عنوان .[۶ است[۴، ψ(x) فوریه تبدیل ψ(w) آن در ∫که ∞

−∞
ψ(x)dx = ٠ (٣ . ٢)

یعنͬ، است. واحد تابع از ΁موج تابع ΁ی .٢∫ ∞

−∞
|ψ(x)|٢dx = ١ (٣ . ٣)

معادله دو هر در که خود دامنه در مربعͬ تابع انتگرال گیری برای تابع ΁ی آن در که
ناصفر خروجͬ و ورودی  دارای باید ΁موج تابع است. شده تعریف (٣ . ٣) و (٣ . ٢)

باشند.
باشد. مشتق پذیر بار بی نهایت است مم΄ن اغلب حتͬ که است، هموار ψ .٣

است. تکه ای چند جمله ای ΁ی ψ مثال به عنوان است، محاسباتͬ مناسب فرم ΁ی دارای ،ψ .۴
معین کراندار بازه ΁ی خارج در تابع مقادیر تمام یعنͬ است، فشرده تکیه گاه دارای ، ψ .۵

هستند. صفر

ͬ شود. م ساخته به صورت انتقال و مقیاس با مادر ΁موج طریق از ،ψa,b(x) ΁موج ΁ی

ψa,b(x) =
١√
|a|
ψ

(
x− b

a

)
, a, b ∈ R, a ̸= ٠ (۴ . ٣)

پارامتر ͬ کند. م اندازه گیری را فشردگͬ درجه و است مقیاس یا مقیاس گیری پارامتر ،aپارامتر
ͬ کند. م تعیین را ΁موج م΄ان x ‐ امین که هست انتقال پارامتر ،b

مادر ΁موج (x دامنه در کوچ΄تر (تکیه گاه فشرده حالت در ΁موج آنگاه باشد، |a| < اگر ١
ψa,b(x) آنگاه ،|a| > ͬ که ١ هنگام دی·ر، سوی از است. بالاتر فرکانس های با متناظر اساساً و
این رو از ͬ باشد. م کوچ΄تر فرکانس دو با متناظر و است ψ(x) از بزرگ تر x پهنای ΁ی دارای
موفقیت برای اصلͬ دلیل این هستند. خود فرکانس با متناسب فضای پهنای دارای موج΁ ها
است. زمانͬ فرکانسͬ سی·نال تحلیل و تجزیه و سی·نال پردازش در مورلت جین موج΁ های

دارد: وجود ΁موج تبدیل نوع سه
. ۴ ΁موج سری و (DWT)٣ گسسته ΁موج تبدیل ، (CWT)٢ پیوسته ΁موج تبدیل

تابعͬ به را گسسته تابع ΁ی ،DWT و ͬ کند م تبدیل پیوسته تابع به را پیوسته تابع ΁ی ،CWT

ͬ کند. م تبدیل گسسته تابعͬ به را پیوسته تابع ΁ی ،΁موج سری و ͬ کند م تبدیل گسسته
٢Continuous Wavelet Transforms
٣Discrete Wavelet Transforms
۴Wavelet Series



٢٧ ΁موج تبدیلات

آن معکوس و پیوسته ΁موج تبدیلات ٣ . ١ . ١
به صورت ψ مادر ΁موج به توجه با f(x) ∈ L٢ تابع پیوسته ΁موج تبدیل [۵] .٣ . ١ . ٢ تعریف

است: شده تعریف زیر
Wψf(a, b) =

∫ ∞

−∞
f(x)ψa,bdx (۵ . ٣)

آن در که
ψa,b(x) =

١√
|a|
ψ

(
x− b

a

)
, a ̸= ٠ (۶ . ٣)

نتیجه، به عنوان است. نرمال سازی عامل ΁ی ١√
|a|

= a−
١٢ عامل .٣ . ١ . ٣ تعریف

∥ψa,b∥٢ = ∥ψ∥٢ (٣ . ٧)∫ ∞

−∞
|ψa,b(x)|٢dx =

∫ ∞

−∞
|ψ(x)|٢dx (٣ . ٨)

ب·یرید: نظر در را زیر م΄زی΄ͬ کلاه ΁موج .٣ . ١ . ١ مثال

ψ(x) = (١ − ٢x٢)e−x٢

همچنین
ψa,b(x) =

١√
|a|
ψ

(
x− b

a

)
=

١√
|a|

(١ − ٢
(
x− b

a

)٢
)e−(x−b

a
)٢

داریم: صحیح عدد هر برای b انتقال عامل و a = ١ ثابت گرفتن نظر در با
ψ١,b = ψ(x− b) = (١ − ٢(x− b)٢)e−(x−b)٢

ببینید) را ٣ . ١ (ش΄ل

آن در به ترتیب که است، م΄زی΄ͬ کلاه ΁موج نمودار ٣ . ١(ب) و ٣ . ١(آ) ش΄ل
a = ١, b = ٢ a = ١, b = −٢

داریم: a ∈ R, a ̸= ٠ (اتساع) مقیاس عامل پارامتر و b = ٠ گرفتن نظر در ثابت با همچنین

ψa,٠ =
١√
|a|
ψ

(
x

a

)
=

١√
|a|
ψ(١ − ٢

(
x

a

)٢
)e−(x

a
)٢

ببینید. ٣ . ١(ج) ش΄ل در را کشش موج a > ١ مقیاس عامل ͬ توانید م که باشید داشته توجه
است. رؤیت قابل ٣ . ١(د) ش΄ل در ΁کوچ موج ٠ < a < ١ برای



΁موج آنالیز ٢٨

ψ٢−,١ = (١ − ٢(x+ ٢(٢)e−(x+٢)٢ (ب) ψ١,٢ = (١ − ٢(x− ٢(٢)e−(x−٢)٢ (آ)

ψ ١٣ ,٠ =
√١)٣ − ٢(٣x)٢)e−(٣x)٢ (د)

ψ٣,٠ = ٣√١
(١ − ٢(x٣)٢)e−x٣ ٢ (ج)

کلاه م΄زی΄ͬ ΁موج از نمودرای :٣ . ١ ش΄ل



٢٩ ΁موج تبدیلات
معکوس] ΁موج ۶][تبدیل ،۴] .۴ . ٣ . ١ تعریف

باشد، ψ(x) فوریه تبدیل ψ(w) کنید فرض
ψ(x) =

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−iwxdx (٣ . ٩)

معکوس CWT باشد،آن گاه ψ(x) مادر ΁موج ΁ی با f(x) تابع از CWT ΁ی Wψf(a, b) اگر
ͬ شود: م بیان زیر رابطه توسط

f(x) =
١
cψ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

١
|a|٢Wψf(a, b)ψa,b(x)dadb (٣ . ١٠)

شده داده زیر عبارت به وسیله و دارد بستگͬ ΁موج انتخاب به که است ثابت ΁ی cψ آن در که
: است

cψ =

∫ ∞

−∞

|ψ(w)|٢
|W |

dw <∞ (٣ . ١١)
باشد. متناهͬ و مثبت cψ هرگاه است، موجود معکوس CWT

دارای و است شده تعریف R روی که باشد هموار تابعͬ ψ کنید فرض [٣] .۵ . ٣ . ١ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر رابطه توسط را ψj,k تابع j, k ∈ Z برای است. فشرده تکیه گاه

ψj,k(x) = ٢ j٢ (٢jx− k), x ∈ R (٣ . ١٢)
است. ψ مادر ΁موج k واحد با انتقال ΁ی و j واحد با مقیاس ΁ی ψj,k تابع

ب·یرید. نظر در را ψ(x) = x٢ تابع انتقال، و مقیاس تاثیر نمایش برای .٣ . ١ . ٢ مثال
زیر انتقال و مقیاس توابع از

ψj,k(x) = ٢ j٢ (٢jx− k) = ٢ j٢ (٢jx− k)٢, x ∈ R, j, k ∈ Z

داریم: k = ٠ ثابت با j مقیاس نقش درک برای
ψj,٠(x) = ٢ j٢ψ(٢x) = ٢ j٢ (٢jx)٢ j ∈ Z, x ∈ R

(ب)
(آ)

٣ . ٢ ش΄ل



΁موج آنالیز ٣٠
مادر” ΁موج” در ،k = ٠ ثابت با ،j مقیاس نقش (آ).

مادر” ΁موج ” j،در = ٠ ثابت با ،k انتقال نقش (ب).
j اگر اما است، فشرده نمودار با مشابه ψj,٠ نمودار آن گاه باشد، مثبت j اگر ٣ . ٢(آ)، ش΄ل در
ͬ سازی محل ٣ . ٢(آ) ش΄ل مانند ولͬ ͬ باشد، م ψ نمودار با مشابه ψj,٠ نمودار آن گاه باشد، منفͬ

ͬ کنیم. م استفاده انتقال و مقیاس توابع از ،k انتقال نقش درک برای همچنین است. شده
Fi(x) = ٠
ψ٠,k = ψ(x− k) = (x− k)٢ k ∈ Z, x ∈ R

سمت به ولͬ است، ψ نمودار با مشابه ψ٠,k نمودار آن گاه باشد، مثبت k اگر ٣ . ٢(آ)، ش΄ل در
به ولͬ است. ψ نمودار با مشابه ψ٠,k نمودار آن گاه باشد، منفͬ k اگر است، یافته انتقال راست

است. یافته انتقال ٣ . ٢(ب)، ش΄ل مانند چپ سمت
آن در که است L٢(R) برای متعامد پایه ΁ی {ψj,k}j,k∈Z ΁موج دستگاه [٣] .۶ . ٣ . ١ تعریف

ψj,k = ٢ j٢ψ(٢jx− k), x ∈ R (٣ . ١٣)
wj,k = ⟨f(x), ψj,k(x)⟩nn = ٢ j٢wψf

( ١
٢j ,٢

k
j

)
(١۴ . ٣)

است. متعامد (−∞,∞) روی {ψj,k(x)}j,k∈Z دستگاه [٣] .٣ . ١ . ١ قضیه
∫ ∞

−∞
ψj,k(x)ψĴ ,K̂(x)d =


١, j = Ĵ , k = K̂,

٠, نقاط .سایر
(١۵ . ٣)

گسسته ΁موج تبدیلات ٣ . ١ . ٢
[٩] گسسته). ΁موج (تبدیل ٣ . ١ . ٧ تعریف

با b پارامتر و ٢−j با a مقیاس پارامتر جای·زینͬ با (٣ . ٢) انتگرال پیوسته، ΁موج تبدیل در
ͬ شود: م زیر رابطه به تبدیل k٢−j

wψf(٢−j , k٢−j) = ٢− j٢
∫ ∞

−∞
f(x)ψ(٢jx− k)dx (١۶ . ٣)

΁موج سری ٣ . ١ . ٣
داده {fn}∞n=٠ ساده توابع از مجموعه ΁ی منظر از تابع ΁ی سری بسط خاص، شرایط تحت

با: است برابر شده
f(x) =

∞∑
n=٠

anfn(x) (٣ . ١٧)



٣١ ΁موج تبدیلات
an ضرایب یافتن در ما به که کنند صدق خاصͬ شرایط در باید {fn}∞n=٠ مجموعه و تابع
تعمیم را p = L تناوبی دوره از متناوب تابع ΁ی تیلور، سری مثال به عنوان ͬ کند. م ΁کم
در است. تحلیلͬ {(x − x٠)n}∞n=٠ متعامد دستگاه از استفاده با x٠ نقطه در که ͬ دهد م
متعامد مثلثاتͬ دستگاه های از استفاده با را مربعͬ انتگرال پذیر تابع ΁ی فوریه سری ͬ که حال
در را ضرایب ͬ توانیم م [−L,L] در سیستمͬ چنین با ͬ دهد. م بسط {sin(nπxL ), cos(nπxL )}∞n=٠

کنیم. محاسبه تابع بسط
[٣] .(΁موج (سری ٣ . ١ . ٨ تعریف

ͬ باشد: م زیر به صورت شده داده f تابع ΁ی ΁موج سری بسط
f(x) =

∑
j∈Z

∑
k∈Z

cj,kψj,k(x) =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

⟨f, ψj,k⟩fj,k (٣ . ١٨)

ͬ شوند: م تعریف زیر رابطه به وسیله منحصر بفرد به طور ⟨f, ψj,k⟩ یا cj,k ضرایب آن در که
cj,k = ⟨f, ψj,k⟩ =

∫ ∞

−∞
f(x)ψj,k(x)dx (٣ . ١٩)

آن در که
ψj,k = ٢jψ(٢jx− k)

به تنها ما یعنͬ ͬ شود. م تعیین ψ تابع توسط کامل به طور {ψj,k}j,k∈Z ΁موج دستگاه
΁موج داریم. نیاز (٣ . ١٩) معادله در استفاده برای ψ منفرد تابع درباره اطلاعات ذخیره سازی
΁موج سری تعمیم وجود برای شده ارائه ٣ . ١ . ١ تعریف در که شده بیان شرایط در باید مادر

کند. صدق
تا داریم نیاز این رو از باشد. فوق ͬ های ویژگ تمام دارای ψ که نداریم انتظار ما خصوص به

هستند. نیاز مورد داریم ذهن در آن ها از که کاربردی در که کنیم دقت ͬ هایی ویژگ روی
باید هستیم، آن ها فرکانسͬ محتوای همچنین و توابع زمانͬ رفتار با کار نیازمند که حالاتͬ در
آن در تابع که کنیم جای·زین نیاز مورد عضوی با ψ̄ یا ψ فشرده تکیه گاه را دلخواهͬ عضو
نیاز ΁ی به عنوان ͬ تواند م ψ تابع برای فرمول بندی ͬ کند. م میل صفر به سرعت به حداقل

به طوری که: دارند، وجود c, α > ٠ ثابت های که باشد
|ψ(x)| ≤ ce−α|x|, ∀x ∈ R

شده داده تابع ΁ی تقریب برای ΁موج سری هم·رایی فرض با فوق رابطه از است مم΄ن
کنیم، استفاده زیر به صورت

f(x) ≈
∑
j=−n

∑
k=−N

Cj,kψj,k(x)

.[٣] n ∈ N بزرگ کافͬ اندازه به مقدار برای



΁موج آنالیز ٣٢

΁موج نظریه برتری های ٣ . ٢
زمان دامنه در را همزمان ͬ سازی محل ΁ی آن ها که است این موج΁ ها مزیت بیشترین .١

ͬ دهند. م نمایش فرکانس و
است. دیفرانسیل معادلات حل در ΁موج تبدیل بالای سرعت ΁موج بعدی مزیت .٢

سی·نال در را ریز جزییات تا ͬ سازد م قادر را آن ها که هستند بزرگͬ مزیت دارای موج΁ ها .٣
ریز بسیار جزییات منزوی سازی برای ͬ توانند م ΁کوچ بسیار های ΁موج کنند. مجزا
جزییات قادرند بزرگ بسیار موج΁ های که، حالͬ در شوند. استفاده سی·نال ΁ی در

کنند. شناسایی را درست
شود. استفاده مولفه موج΁ های به سی·نال ΁ی تجزیه برای ͬ تواند م ΁موج تبدیل ΁ی .۴
استفاده با را شده داده f تابع از خوب تقریب ΁ی است مم΄ن اغلب ،΁موج نظریه در .۵
فوریه تبدیل با مقایسه در بزرگ دستاورد ΁ی که آورد، به دست ضریب کمͬ تعداد تنها از

است.
و تجزیه نقاط گرایش ها، نظیر اطلاعات جنبه های افشای به قادر ،΁موج نظریه .۶

است. تشابهͬ خود و بالاتر مشتقات در ͬ هایی ناپیوستگ
بدون یا فشرده تحسینͬ قابل تخریب بدون را سی·نال ΁ی ͬ تواند م اغلب ΁موج نظریه .٧

سازد. اختلال

فوریه تبدیل با ΁موج تبدیل مقایسه ٣ . ٣
ایستا سی·نال های از مجموعه ای تحلیل و تجزیه برای قدرتمند ابزار ΁ی فوریه تبدیل .١
(سی·نال های کسینوس و سینوس مثال، به عنوان خواص). در تغییر بدون سی·نال ΁ی) است
اجرای به قادر ΁موج تبدیل مقابل، در ͬ شوند. م پردازش فوریه کاربرد توسط سینوسͬ)

.[٨ ،٧] است غیرایستا و ایستا سی·نال های
شده اثبات قدیمͬ سی·نال پردازش خاص نواحͬ در بودن مفید منظور به فوریه تبدیل .٢
فوریه تبدیل به نسبت موج΁ ها ریاضͬ طراحͬ که باشید داشته توجه باید اما است.

.[٨ ͬ باشد[٧، م فوریه تبدیل شامل ΁موج ریاضیات ویژه، به طور و است گسترده تر
موج΁ ها هستند. متفاوت فرکانسͬ و زمانͬ دامنه های در اساساً فوریه و ΁موج تبدیلات .٣
برخͬ در فوریه عمل΄رد که حالͬ در اند، شده ͬ سازی محل خوبی به فرکانس و زمان در
داری آن ها دوی هر که حالͬ در است. شده استاندارد آن ها ͬ سازی محل دامنه های از



٣٣ فوریه تبدیل با ΁موج تبدیل مقایسه
بهتری نمایش ΁موج هستند، شده ͬ سازی محل فرکانس و زمان از خارج خوبی تاثیرات

.[٩ ،٢ ،٧] ͬ دهد م نمایش ۵ والنوت دقتͬ چند تحلیل و تجزیه با را
توانایی دارای ΁موج تبدیل اما است، ψ(x) منفرد مقیاسͬ تابع ΁ی بر متکͬ فوریه تبدیل .۴
[٩ ،٨] مقالات در که است ψa,b(x) توابع از پارامتری دو سری ΁ی تولید و تابع حرکت

است. شده تعریف

۵Walnut





۴ فصل
هار ΁موج

گسترش مسائل از بسیاری برای را ریاضͬ کاربردهای ،΁موج آنالیز یا ΁موج تبدیل اخیراً،
موج΁ های آن ها معروف  ترین و ساده ترین از ی΄ͬ دارد، وجود بسیاری موج΁ های است. داده

هستند. هار
که است شده مسائلͬ از بسیاری حل برای موثر روشͬ به تبدیل هار، ΁موج سادگͬ دلیل به
از بعدی، فصل در رو، این از هستند. اقتصاد و مهندسͬ علوم، از زیادی شاخه های از ناشͬ
١ آلفرد هار توسط ابتدا هار، تابع کرد. خواهیم استفاده دیفرانسیل معادلات حل برای موج΁ ها
یافت. توسعه دی·ران توسط سپس و شد معرفͬ ١٩١٠ سال در وی دکترای نامه پایان پیوست در
٢ متعامد ΁موج ͬ ترین قدیم و ساده ترین که است فرد مستطیلͬ، پالس جفت ΁ی هار تابع
متنوعͬ تعمیم های و دارد وجود هار تابع از متفاوتͬ تعاریف است. ٣ فشرده تکیه گاه با همراه

.[٢۵ ،٩] است شده استفاده

١Alfred Haar
٢Orthonormal wavelet
٣Compact support



هار ΁موج ٣۶

هار موج΁ های ١ . ۴
هار مقیاس تابع ١ . ١ . ۴

دو این ͬ کنند. م ایفا ΁موج تحلیل و تجزیه در اساسͬ نقش ψ ΁موج و ϕ مقیاس توابع
سی·نال ها باز سازی یا برهم زدن برای ͬ توانند م که ͬ کنند م تولید را توابع از خانواده ای تابع،
΁موج” ψ و پدر” ΁موج” ϕ که است، ψ و ϕ شامل خانواده بر تاکید برای شوند. استفاده

ͬ نامیم. م مادر”

هار مقیاس تابع اساسͬ خواص ١ . ٢ . ۴
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ͬ نامیم، م نیز پدر ΁موج که را هار مقیاس تابع [٢] .١ . ١ . ۴ تعریف

ϕ(x) =


١, ٠ ≤ x ≤ ١,
٠, نقاط .سایر

(١ . ۴)

هار مقیاس تابع نمودار :١ . ۴ ش΄ل

(فرض راست سمت به واحد k اما است، ϕ با مشابه ϕ(x− k) تابع نمودار [۵ ،٢] .١ . ١ . ۴ تذکر
است. شده منتقل است) مثبت k کنید

کرد، خواهیم استفاده زیر به صورت توابع تمام فضای برای V٠ از .١ . ١ . ۴ نمادگذاری
∑
k∈Z

akϕ(x− k), ak ∈ R (٢ . ۴)

است. منفͬ یا مثبت صحیح اعداد از متناهͬ مجموعه هر به محدود k آن در که
توصیف ΁ی است، ناپیوسته x = k + ١ و x = k در ϕ(x− k) که آن جایی از [٢] .١ . ٢ . ۴ تذکر
اعداد در مم΄ن ͬ هایی ناپیوستگ با ثابت قطعه ای توابع تمام شامل که است این V٠ از جای·زین
که معناست این به آن که است فشرده یا متناهͬ تکیه گاهͬ دارای V٠ عنصر هر است. صحیح



٣٧ هار موج΁ های
٢ . ۴ ش΄ل در V٠ معمولͬ عنصر ΁ی نمودار است. صفر کران دار مجموعه ΁ی بیرون در عنصر

است. شده ارائه

معمولͬ عنصر نمودار :٢ . ۴ ش΄ل

اعداد تمام در ͬ هایی نا پیوستگ دارای است مم΄ن V٠ در تابع ΁ی که باشید داشته توجه
است. پیوسته x = ٢ در پیشین مجموع آن گاه a١ = a٢ اگر مثال به عنوان نباشد. صحیح

تابع .١ . ١ . ۴ مثال
f(x) = ٣ϕ(x)− ϕ(x− ١) + ٢ϕ(x− ٢) + ٢ϕ(x− ٣)− ٢ϕ(x− ۴) ∈ V٠

را ٣ . ۴ ش΄ل ندارد، ناپیوستگͬ x = ٣ در اما است، ناپیوستگͬ دارای x = ٠, ١,٢,۴,۵ در
کنید. مشاهده

١ . ١ . ۴ مثال در ،f طرح :٣ . ۴ ش΄ل

به عنوان داریم. نیاز بالا فرکانس سی·نال های تحلیل و تجزیه برای باری΁ تر بلوک هایی به ما
را ۴ . ۴ ش΄ل است، ϕ(x) پهنای از نیمͬ با برابر ϕ(٢x) شده ی ساخته بلوک های پهنای مثال،

کنید. مشاهده



هار ΁موج ٣٨

۴ . ۴ ش΄ل

راست سمت به واحد k٢ ولͬ است، ϕ(٢x) تابع نمودار همان ϕ(٢x−k) = ϕ(٢(x− k٢)) تابع
.[۵ ،٢] است شده منتقل

باشد: زیر به صورت توابع فضای V١ کنید فرض .١ . ٢ . ۴ نمادگذاری
∑
k∈Z

akϕ(٢x− k) ak ∈ R (٣ . ۴)

در مم΄ن ͬ هایی ناپیوستگ با همراه متناهͬ تکیه گاه از تکه ای ثابت فضای V١ هندسͬ، نظر از
است. {٠,± ١٢ ,±٣٢±,١ , · · · } صحیح های نیمه

تابع .١ . ٢ . ۴ مثال
f(x) = ٣ϕ(٢x)− ϕ(٢x− ١)− ٢ϕ(٢x− ٢) + ٢ϕ(٢x− ٣) ∈ V١

است. ناپیوستگͬ دارای شده داده نشان ۵ . ۴ ش΄ل در که همان گونه ٣ و x = ٠, ١٢ , ١, ٣٢ , ۵٢ در

۵ . ۴ ش΄ل

در موجود ͬ های پیوستگ با تکه ای ثابت توابع همه فضای ،V٠ فضای [٢] .١ . ٢ . ۴ تعریف
ͬ های ناپیوستگ با تکه ای ثابت توابع همه فضای ،V٠ فضای است. صحیح اعداد مجموعه

است. {٢n+١٢ : n ∈ Z} صحیح های نیمه در موجود



٣٩ هار موج΁ های
͹سط در مرحله ای تابع فضای باشد. نامنفͬ صحیح عدد ΁ی j کنید فرض [٢] .١ . ٣ . ۴ تعریف

مجموعه وسیله به شده تولید فضاهای برای ͬ شود م داده نمایش Vj وسیله به که ،j
{· · · , ϕ(٢jx+ ١), ϕ(٢jx), ϕ(٢jx− ١), ϕ(٢jx− ٢), · · · }

که است متناهͬ تکیه گاه از تکه ای ثابت توابع فضای Vj است. شده تعریف حقیقͬ اعداد روی
شده اند. گنجانده {· · · ,− ١٢j , ٠, ١٢j ,

٢٢j ,
٣٢j , · · · } مجموعه در ͬ ها ناپیوستگ آن در

ͬ شود: م اعمال غیره و V١ ⊂ V٢ برای روند همان
V٠ ⊂ V١ ⊂ · · ·Vj−١ ⊂ Vj ⊂ Vj+١ · · ·

اما است، V١ به متعلق ϕ(٢x) تابع مثال، به عنوان است. اکید کردن محدود این .١ . ٣ . ۴ تذکر
است). ناپیوسته x = ١٢ در ϕ(٢x) (زیرا ندارد تعلق V٠ به

باشد. Vj به متعلق f(٢jx) اگر تنها و اگر است، V٠ به متعلق f(x) تابع ΁ی [٢] .١ . ١ . ۴ قضیه
باشد. V٠ به متعلق f(٢−jx) اگر وتنها اگر است Vj به متعلق f(x) تابع

مولفه هر برای L٢ فضای در {ϕ(x−k), k ∈ Z} نا صفر توابع از مجموعه ΁ی [١٠] .١ . ٢ . ۴ قضیه
است. متعامد Vj

∥ϕ(x− k)∥٢
L٢ =

∫ ∞

−∞
ϕ(x− k)٢dx =

∫ k+١
k

١ dx = ١ (۴ . ۴)
⟨ϕ(x− j), ϕ(x− k)⟩L٢ =

∫ ∞

−∞
ϕ(x− j)ϕ(x− k)dx = ٠, j ̸= k (۵ . ۴)

هستند. مجزا تکیه گاه دارای ϕ(x− j) و ϕ(x− k) :۶ . ۴ ش΄ل

است. Vj متعامد پایه ΁ی {٢ j٢ϕ(٢jx−k),k∈Z} توابع مجموعه [١١] .١ . ٣ . ۴ قضیه
تابع [١۵] .۴ . ١ . ۴ تعریف

ψ(x) =


١, ٠ ≤ x < ١٢ ,
−١, ١٢ ≤ x < ١,
٠, نقاط .سایر

(۶ . ۴)



هار ΁موج ۴٠
ͬ نامیم. م مادر ΁موج را

اما است، ψ ∈ L٢(R) و ∫∞
−∞ ψ(x)dx = ٠ ͹واض به طور و مختلط تکیه گاه دارای هار ΁موج

است. نا پیوسته ΁موج این

ψ(x) هار ΁موج :٧ . ۴ ش΄ل

[۵] .۵ . ١ . ۴ تعریف
(M ∈ N) M هر برای هرگاه است، M رسیدن صفر به لحظه دارای ΁موج ∫گویند ∞

−∞
xmψ(x)dx = ٠, m = ٠, ١, · · · ,M − ١. (٧ . ۴)

رسیدن صفر به لحظه عدد که ͬ یابد م افزایش زمانͬ ΁موج همواری [٣٠ ،٢٨] .۴ . ١ . ۴ تذکر
یابد. افزایش

صفر I از خارج هرگاه است، I روی پیوسته تکیه گاه دارای ،ψ هار ΁موج [٢٨] .۵ . ١ . ۴ تذکر
شود.

از است، ٢M − ١ طول از حداقل آن تکیه گاه آن گاه باشد، M شدن صفر لحظه دارای ψ اگر
است. ΁ی با برابر که است مینیمم تکیه گاهͬ دارای ΁موج این رو

مادر ΁موج نمودار :٨ . ۴ ش΄ل



۴١ هار ΁موج ͬ های ویژگ
به صورت تابع این تنها اگر و اگر است، متعامد V٠ برای V١ در تابع ΁ی [١۴] .۶ . ١ . ۴ تعریف

باشد. زیر
∑
k∈Z

akψ(x− k) ak ∈ R (٨ . ۴)

است زیر صورت دارای که باشد توابعͬ تمام فضای W٠ کنیم فرض
∑
k∈Z

akψ(x− k) ak ∈ R

صورت، این در هستند. ناصفر akها از متناهͬ تعداد تنها که ͬ کنیم م فرض دوباره آن در که
دی·ر بیان به است. V١ در V٠ از متعامد متمم W٠

V١ = V٠ ⊕W٠

باشد: زیر فرم به توابعͬ فضای Wj کنیم فرض [٢] .۴ . ١ . ۴ قضیه
∑
k∈Z

akψ(٢jx− k) ak ∈ R (٩ . ۴)

و است Vj+١ در Vj از متعامد متمم Wj هستند. ناصفر akها از متناهͬ تعداد تنها آن در که
ͬ نویسیم: م

Vj+١ = Vj ⊕Wj (١٠ . ۴)
نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را هار ΁موج [٢] .١ . ٧ . ۴ تعریف
ψ(x) = ϕ(٢x)− ϕ(٢x− ١) (١١ . ۴)

هار ΁موج ͬ های ویژگ ٢ . ۴
نیست. پیوسته اما است. شده ͬ سازی محل خوبی به ،x دامنه در هار ΁موج .١

.٢∫ ∞

٠
ψ(x)dx = ٠ و

∫ ∞

٠
|ψ(x)|٢dx = ١ (١٢ . ۴)

ϕ(x), ϕ(٢x), ϕ(۴x), · · · , ϕ(٢jx) خطͬ ترکیب توسط ͬ توان م را پیوسته حقیقͬ تابع هر .٣
تابع هر آن در که ͬ دهد م تعمیم را تابعͬ فضای این زد. تقریب آن یافته انتقال توابع و

زد. تقریب پیوسته توابع توسط ͬ توان م را



هار ΁موج ۴٢
ثابت توابع از خطͬ ترکیب توسط ͬ توان م را پیوسته حقیقͬ تابع هر .۴

ψ(x), ψ(٢x), ψ(۴x), · · · , ψ(٢jx)
زد. تقریب آن یافته انتقال توابع و

مختلف مقیاس های با ΁موج توابع از خطͬ ترکیب به صورت ͬ توان م را ΁موج تابع ΁ی .۵
نوشت:

ψ(x) = ϕ(٢x)− ϕ(٢x− ١) (١٣ . ۴)
تابع مقیاس : برای مشابه به طور

ϕ(x) = ϕ(٢x)− ϕ(٢x− ١) (١۴ . ۴)

یعنͬ هستند. متعامد هار توابع .۶∫ ∞

−∞
٢jṁψ(٢jx− k)(٢mx− n)dx = δjṁδkṅ (١۵ . ۴)

داد. بسط هار سری های به ͬ توان م را هار توابع انتگرال .٧

΁موج هم محلͬ روش ٣ . ۴
استفاده اصلͬ ایده است. شده استفاده دیفرانسیل معادلات عددی حل در [٩] هم محلͬ روش
دامنه که است فیزی΄ͬ فضای در هم محلͬ) (نقاط نقطه ای مقادیر در فعال عددی عمل·رهای از
های روش کلͬ، حالت در ͬ کند. م محاسبه را آن جواب و تقسیم نقاط از تعداد ΁ی به صورت را
ͬ شوند م تولید شب΄ه ای های ساختار انواع از برخͬ و ΁موج ΁ی انتخاب با ΁موج هم محلͬ

شد. خواهند اقتباس محاسباتͬ به طور که
ͬ آورد. م به دست غیری΄نواخت شب΄ه های روی را متناهͬ تفاضلات آن ها از ی΄ͬ حقیقت، در

است. راست سر کاری ΁موج هم محلͬ روش در ͬ سازی غیرخط عملیات

هم محلͬ روش ٣ . ١ . ۴
ریاضیات در را مسائل از بسیاری ͬ توانیم م آن توسط که ͬ کند م فراهم استراتژی هم محلͬ روش
داشته L خطͬ عمل·ر ΁ی کنید فرض ͬ دهیم. م ارائه کلͬ توصیف ΁ی ابتدا کنیم. حل کاربردی

کنیم حل را زیر معادله ی بخواهیم و دیفرانسیل) عمل·ر یا انتگرال عمل·ر ΁ی باشیم(مانند
Lu = w (١۶ . ۴)



۴٣ هار ΁موج تبدیل
معادله حل برای تقریبی روش های برخͬ است. جستجو مورد u مفروض، w معادله این در
سعͬ سپس و ͬ کنند م شروع {v١, v٢, · · · , vn} پایه ای بردارهای مجموعه ΁ی انتخاب با (١۶ . ۴)

کنند. حل زیر ش΄ل به u بردار ΁ی با را (١۶ . ۴) معادله ی ͬ کنند م
u = c١v١ + c٢v٢ + · · ·+ cnvn (١٧ . ۴)

داریم: است، خطͬ عمل·ر ΁ی L چون
Lu =

n∑
j=١

cjLvj

ͬ شود: م زیر معادله ی به منجر (١۶ . ۴) معادله ی بنابراین و
n∑
j=١

cjLvj = w (١٨ . ۴)

ولͬ بود. نخواهیم c١, c٢, · · · , cn ضرایب به نسبت (١٨ . ۴) دستگاه حل به قادر ما کلͬ، به طور
و w ، u بردارهای هم محلͬ روش در سازیم. برقرار تقریبا را (١٨ . ۴) دستگاه ͬ توانیم م احتمالا
و w توابع مقادیر که داریم نیاز بنابراین هستند. مشترک دامنه ΁ی روی بر توابعͬ هم·ͬ vj

باشند: ی΄سان شده تعیین پیش از نقطه n در ∑n
j=١ cjLvj

n∑
j=١

cj(Lvj)(ti) = w(ti) (١ ≤ i ≤ n) (١٩ . ۴)

محاسبه را cj مجهول ضریب n مقادیر ͬ توانیم م آن از که است خطͬ معادله n دستگاه ΁ی این
درایه های (Lvj)(ti) با ماتریس که شوند انتخاب به گونه ای باید ti نقاط و vj توابع البته، کنیم.

باشد. نامنفرد

هار ΁موج تبدیل ۴ . ۴
[١٧ است:[١۵، زیر به صورت هار ΁موج دستگاه

hi(x) = ٢ j٢ψ(٢jx− k) =


١, x ∈ [ε١, ε٢),
−١, x ∈ [ε٢, ε٣),
٠, نقاط .سایر

(٢٠ . ۴)

آن: در که
ε١ =

k

m
, ε٢ =

k + ٠٫۵
m

, ε٣ =
k + ١
m

و
m = ٢j , j = ٠, ١,٢, · · · , J, k = ٠, ١,٢, · · · ,m− ١



هار ΁موج ۴۴
است. (͹سط (تغییر مقیاس بندی یا اتساع پارامتر یا ΁موج ͹سط دهنده نشان j

ͬ دهد. م نشان را انتقال پارامتر k
ͬ دهد. م نشان را دقت ماکزیمم ͹سط J

ͬ شود. م تعیین i = m+ k + ١ توسط hi(x) در i شاخص
i = ٢M = ٢J+١ برابر i ماکزیمم مقدار و i = ٢ داریم، k = ٠ و m− ١ مینیمم مقادیر حالت در

است.
به صورت که است هار  ΁موج خانواده برای مادر ΁موج یا مقیاس تابع ،h١(x) تابع ،i = ١ برای

ͬ شود: م تعریف زیر

h١(x) =


١, x ∈ [٠, ١),
٠, نقاط .سایر

(٢١ . ۴)

تعریف زیر به صورت که است هار  ΁موج خانواده برای مادر ΁موج h٢(x) تابع ،i = ٢ برای
ͬ شود: م

h٢(x) =


١, ٠ ≤ x < ١٢ ,
−١, ١٢ ≤ x < ١,
٠, نقاط .سایر

(٢٢ . ۴)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت h٣(x) تابع ،i = ٣ برای

h٣(x) =


١, ٠ ≤ x < ١۴ ,
−١, ١٢ ≤ x < ٢۴ ,
٠, نقاط .سایر

(٢٣ . ۴)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت h۴(x) تابع ،i = ۴ برای

h۴(x) =


١, ٢۴ ≤ x < ٣۴ ,
−١, ٣۴ ≤ x < ۴۴ ,
٠, نقاط .سایر

(٢۴ . ۴)

متعامد پایه ΁ی تش΄یل این رو، از و هستند متعامد ی΄دی·ر با هار موج΁ های .١ . ۴ . ۴ قضیه
است: شده داده نمایش زیر به صورت که ͬ دهند م

∫ ١
٠ hihldx =


٢j , i = l = ٢J + k + ١,
٠, i ̸= l .

(٢۵ . ۴)



۴۵ تابع تقریب
j ٠ ١ ١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ · · · · · ·

k ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٢ ٣ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ · · · · · ·

i = ٢j+k+١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢ ١٣ · · · · · ·

هار پایه ای تابع برای اندیس محاسبات :١ . ۴ جدول

اولیه هار تابع هشت :٩ . ۴ ش΄ل

که شده اند داده نمایش ٩ . ۴ ش΄ل در h٨(x) تا h١(x) از متعامد هار موج΁ های مجموعه
مقیاس  تابع را h١(x) پایه اولین هستند. منفرد مربعͬ موج΁ های از خانوداه ای ΁ی شامل
مربعͬ موج ،h٢(x) پایه دومین است. ΁ی با برابر کامل واحد زمانͬ بازه برای که ͬ نامیم م
طریق از h٨(x) تا h٣(x) پایه های یعنͬ دی·ر پایه های ͬ نامیم. م مادر ΁موج که است اساسͬ

ͬ شوند. م تولید عمل·ر دو توسط h٢(x)

تابع تقریب ۵ . ۴
زد: تقریب زیر به صورت ͬ توان م را u(x) ∈ L٠]٢, ١) تابع هر

u(x) =
∞∑
i=٠

anhn, i ∈ {٠} ∪ N (٢۶ . ۴)



هار ΁موج ۴۶
ͬ شوند: م تعیین زیر به صورت an ضرایب آن در که

a٠ =

∫ ١
٠ u(x)h٠(x)dx, an = ٢j

∫ ١
٠ u(x)hi(x)dx (٢٧ . ۴)

آن در که
n = ٢j + k, j ≥ ٠, ٠ ≤ k ≤ ٢j , x ∈ [٠, ١)

گردد: کمینه زیر ϵ خطای نرم به طوری که
ϵ =

∫ ١
٠

[
u(x)−

m−١∑
i=٠

aihi(x)

]٢
dx, m = ٢j , j ∈ {٠} ∪ N (٢٨ . ۴)

آن گاه باشد ثابت تکه ای u(x) اگر است. شرط نامتناهͬ تعداد شامل u(x) سری تعمیم معمولا،
ͬ شود. م تقریب زده بازه زیر هر طͬ در تکه ای ثابت به صورت سری  ها از بسیاری یا و خود توسط

هار ΁موج هم·رایی تحلیل و تجزیه ۶ . ۴
با: مشتق پذیر تابعͬ f(x) که کنید فرض

|f(x)| ≤ K, ∀x ∈ (a, b), |f ′(x)| ≤ K.

ارائه زیر به صورت f(x) تابع برای هار ΁موج تقریب است. مثبت ثابت ΁ی K آن در که  باشد،
ͬ شود: م

fM (x) =

٢M∑
i=١

aihi(x) (٢٩ . ۴)

زیر رابطه توسط ΁موج تقریب برای خطا نرم مربع که دادند نشان [٢١] شهسواران و بابلیان
است: شده ارائه

∥f(x)− fM (x)∥٢ =
k٣

١٢M٢ (٣٠ . ۴)
بنابراین

.∥f(x)− fM (x)∥٢ = O
( ١
M

)

ماکزیمم مطلق خطای = L∞ = max ·|uel (x)− ual (x)| (٣١ . ۴)
ماکزیمم نسبی خطای = Lmre =

L∞
uel (x)

(٣٢ . ۴)
xl هم محلͬ نقاط l‐امین th در هار و دقیق جواب های ترتیب به ual و uel آن در که

هستند. l = ١,٢, · · · ,٢m
ͬ کنیم. م انتخاب [٠, ١] عددی مثال هر برای را محاسباتͬ دامنه



۴٧ هار ΁موج از انتگرال گیری

هار ΁موج از انتگرال گیری ٧ . ۴
انتگرال ۴(CHM) هسیائو و چن روش از استفاده با زیر دیفرانسیل معادلات از تا ͬ خواهیم م ما
کرد[١۶]. خواهیم صحبت اساسͬ روش این درباره واض͹ تر به صورت بعدی فصل در و ب·یریم

Pi,α(x) =

∫ x

A

∫ x

A
· · ·

∫ x

A
hi(τ)dτ

α︸ ︷︷ ︸
(α−بار)

=
١

(α− ١)
∫ x

A
(x− τ)α−١hi(τ)dτ (٣٣ . ۴)

است. hi(τ) تابع با متناظر α = ٠ حالت
این ادامه با کرد. محاسبه تحلیلͬ به طور ͬ توان م را انتگرال این ،hi(x)مقدار گرفتن در نظر با

داریم: روند

Pα,i(x) =



٠, x < ε١,
١
α! [x− ε١]α, x ∈ [ε١, ε٢],
١
α!{[x− ε١]α − ٢[x− ε٢]α}, x ∈ [ε٢, ε٣],
١
α!{[x− ε١]α − ٢[x− ε٢]α + [x− ε٣]}, x > ε٣.

(٣۴ . ۴)

: داریم ε٢ = B و ε١ = A ،i = ١ حالت در است. برقرار i > ١ برای فرمول این
P١,α(x) =

١
α!

(a−A)α

ͬ گیرند: م قرار استفاده مورد زیر انتگرال های ،[١۶] هار روش در
Pi,١(x) =

∫ x

٠
hi(τ)dτ (٣۵ . ۴)

Pi,١(x) =


x− ε١, x ∈ [ε١, ε٢),
ε٣ − x, x ∈ [ε٢, ε٣),
٠, نقاط .سایر

(٣۶ . ۴)

Pi,v+١(x) =
∫ x

٠ Pi,v(τ)dτ , v = ١,٢,٣, · · · (٣٧ . ۴)
شده اند: ارائه زیر روابط توسط شده محاسبه Pi,v+١(x), v = ١,٢,٣, · · · از برخͬ رای

Pi,٢ =



٠, x ∈ [٠, ε١),
(x−ε١)٢

٢ , x ∈ [ε١, ε٢),
١۴m٢ − (ε٣−x)٢

٢ , x ∈ [ε٢, ε٣),
١۴m٢ , x ∈ [ε٣, ١).

(٣٨ . ۴)

۴Chen and Hsiao Method



هار ΁موج ۴٨

Pi,٣ =



٠, x ∈ [٠, ε١),
(x−ε١)٣

۶ , x ∈ [ε١, ε٢),
(x−ε٢)۴m٢ − (ε٣−x)٣

۶ , x ∈ [ε٢, ε٣),
x−ε٢۴m٢ , x ∈ [ε٣, ١].

(٣٩ . ۴)

Pi,۴ =



٠, x ∈ [٠, ε١),
(x−ε١)۴

٢۴ , x ∈ [ε١, ε٢),
(x−ε٢)٨m٢ − (ε٣−x)۴

٢۴ + ١١٩٢m۴ , x ∈ [ε٢, ε٣),
x−ε٢٨m٢ + ١١٩٢m۴ , x ∈ [ε٣, ١].

(۴٠ . ۴)

ͬ آیند. م به دست مشابه روندی در Pi,v(x), v = ۵,۶, · · · برای مشابه به طور

هار ΁موج ضربی عملیاتͬ ماتریس ٨ . ۴
به  دیفرانسیل معادله هر برای ͬ توان م را شدند محاسبه (۴٠ . ۴)‐(٣۶ . ۴) در که انتگرال هایی

برد[١۴]. کار
٢m به را x ∈ [٠, ١] بازه منظور، این برای بپردازیم. ماتریس فرمول بندی بررسͬ به کافیست
هم محلͬ نقاط .m = ٢j آن در که هستند، ∆x = ١٢m طول به کدام هر که ͬ کنیم م تقسیم افراز

زد: خواهیم تقریب زیر به صورت را تابع هر آن در که ͬ کنیم م تعریف را
xl =

٢l − ١
۴m , for l = ١,٢, · · · ,٢m (۴١ . ۴)

که H٢m×٢m ضرایب ماتریس به دستیابی منظور به را hi(x) هار تابع هم محلͬ، نقاط این در
ͬ کنیم. م گسسته سازی ͬ نامیم م هار ماتریس را آن

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت H هار ضرایب ماتریس
H(m)(i, l) = hi(xl ) (۴٢ . ۴)

ͬ کنیم: م تعریف H محاسبه برای را هار توابع از بردار ΁ی
h(m)(x) = [h٠(x), h١(x), · · · , hm−١(x)]T (۴٣ . ۴)

زیر به صورت هار ماتریس ستون هر محاسبه برای بردارها این است. بردار بعد m آن در که
ͬ شوند: م استفاده

H(m) =

[
h(m)

( ١
۴m

)
, h(m)

( ٣
۴m

)
, · · · , h(m)

(۴m− ١
۴m

)]T (۴۴ . ۴)



۴٩ هار ΁موج ضربی عملیاتͬ ماتریس
هستند. Pv(i, l) = Pi,v(l) عناصر دارای Pv انتگرال ماتریس های

طریق از را P(m) آن ها کردند. تعریف متفاوت روندی در را انتگرال ماتریس هسیائو، و چن
کردند، محاسبه زیر ∫معادله x

٠ h(m)(τ)dτ = P(m)h(m)(x), x ∈ [٠, ١) (۴۵ . ۴)
نامیده انتگرال گیری عملیاتͬ ماتریس که است P(m) = P(m×n) مربعͬ ماتریس با برابر نتیجه

.[١٣] ͬ شود م
است: برقرار زیر بازگشتͬ رابطه که ͬ دهد م نشان هسیائو و چن روش

P(m) =
١

٢m
٢mP(m٢ ×m٢ ) −H(m٢ ×m٢ )

H−١
(m٢ ×m٢ ) O(m٢ ×m٢ )

 (۴۶ . ۴)

است. صفر ماتریس ،O(m٢ ×m٢ ) آن در که
H(m) = [h(m)(x٠), h(m)(x١), · · · , h(m)(xm−١)]T (۴٧ . ۴)

آن در ١که
m

≤ xl ≤
l

m
و H−١

(m×m) =
١
m
HT

(m×m)diag(r)

آن  از شوند. اجرا مرتبه ΁ی تنها باید H(m) و P(m) برای محاسبات که باشید داشته توجه باید
از بیشتر را هار تبدیل سرعت پدیده، این هستند، بسیاری صفرهای شامل H−١ و H که جایی

.[١٩] است هار ΁موج سری های سریع هم·رایی دلایل از ی΄ͬ این ͬ کند، م فوریه تبدیل
.[١٧] ͬ یابد م خاتمه زیر متناهͬ شرایط در u(x) بنابراین،

u(x) ∼=
m−١∑
i=٠

anhn(x) = a
T
(m)h(m)(x) (۴٨ . ۴)

شده اند: تعریف زیر به صورت h(m)(x) هار تابع بردار و aT(m) ضریب بردار آن در که

aT(m) = [a٠, a١, · · · , am−١] , h(m)(x) = [h٠(x), h١(x), · · · , hm−١(x)]T

هار ماتریس های .٨ . ١ . ۴ مثال
H(١) = [١] ͬ کنیم: م کار به شروع ΁ی مرتبه از هار ماتریس با

دوم مرتبه هار ماتریس .١
کرد: بیان زیر به صورت ͬ توان م x = ١۴ , l = ١,٣ با همراه را اولیه هار تابع بردار دو

h(٢)
( ١
۴
)
= [h٠

( ١
۴
)
, h١

( ١
۴
)
]T = [١, ١]T

h(٢)
(٣
۴
)
= [h٠

(٣
۴
)
, h١

(٣
۴
)
]T = [١−,١]T



هار ΁موج ۵٠
نوشت: زیر فرم به ͬ توان م را ماتریس این که

H(٢) = [h(٢)
( ١
۴
)
, h(٢)

(٣
۴
)
]T =

١ ١
١ −١


چهارم مرتبه از هار ماتریس .٢

زیر به صورت ͬ توان م را x = ١٨ , l = ١,٣,۵,٧ از بااستفاده را دوم هار تابع ابتدابردارهای
کرد: بیان

h(۴)
( ١٨

)
= [h٠

( ١٨
)
, h١

( ١٨
)
, h٢

( ١٨
)
, h٣

( ١٨
)
]T = [١, ١, ١, ٠]T

h(۴)
(٣٨

)
= [h٠

(٣٨
)
, h١

(٣٨
)
, h٢

(٣٨
)
, h٣

(٣٨
)
]T = [١, ١−,١, ٠]T

h(۴)
(۵٨

)
= [h٠

(۵٨
)
, h١

(۵٨
)
, h٢

(۵٨
)
, h٣

(۵٨
)
]T = [١−,١, ٠, ١]T

h(۴)
(٧٨

)
= [h٠

(٧٨
)
, h١

(٧٨
)
, h٢

(٧٨
)
, h٣

(٧٨
)
]T = [١−,١, ١−,٠]T

نوشت: زیر فرم به ͬ توان م را ماتریس این که

H(۴)(x) =
[
h(۴)

( ١٨
)
, h(۴)

(٣٨
)
, h(۴)

(۵٨
)
, h(۴)

(٧٨
)]T

=


١ ١ ١ ١
١ ١ −١ −١
١ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ −١


نوشت: زیر هشت مرتبه هار ماتریس به صورت ͬ توان م را روش همان .٣

H(٨) =



١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ −١ −١ −١ −١
١ ١ −١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ −١ −١
١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١


شد داده نمایش که صورتͬ همان به انتگرال گیری عملیاتͬ ماتریس .٨ . ٢ . ۴ مثال

P(١) =
[ ١٢

] ͬ کنیم: م کار به شروع ΁ی مرتبه عملیاتͬ ماتریس با
عملیاتͬ ماتریس و است آمده به دست بازگشتͬ فرمول توسط دوم مرتبه عملیاتͬ ماتریس .١

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ΁ی رتبه از

P(٢) =
١
۴
٢ −١

١ ٠




۵١ هار ΁موج ضربی عملیاتͬ ماتریس
عملیاتͬ ماتریس و است آمده به دست بازگشتͬ فرمول توسط چهار مرتبه عملیاتͬ ماتریس .٢

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت دوم رتبه از

P(۴) =
١

١۶


٨ −۴ −٢ −٢
۴ ٠ −٢ ٢
١ ١ ٠ ٠
١ −١ ٠ ٠


ماتریس و است آمده به دست بازگشتͬ فرمول توسط هشت مرتبه عملیاتͬ ماتریس .٣

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت چهار رتبه از عملیاتͬ

P(۴) =
١

۶۴



٣٢ −١۶ −٨ −٨ −۴ −۴ −۴ −۴
١۶ ٠ −٨ ٨ −۴ −۴ ۴ ۴
۴ ۴ ٠ ٠ −۴ ۴ ٠ ٠
۴ ۴ ٠ ٠ −۴ ۴ ٠ ٠
١ ١ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −١ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −١ ٠ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠







۵ فصل
معادلات برای ΁موج روش های

دیفرانسیل
فشرده سازی تصاویر، پردازش دیفرانسیل، معادلات نظیر کاربردها از بسیاری در ΁موج توابع
از پایان نامه، این ͬ شوند.در م ظاهر جذاب بسیار به طور کامپیوتری گرافی΁ های و اطلاعات
استفاده جزئͬ دیفرانسیل معادلات و معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای هار ΁موج روش
دیفرانسیل معادلات و دوم مرتبه خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات فصل، این در ͬ کنیم. م

ͬ گیریم. م نظر در را خطͬ جزئͬ

دیفرانسیل معادلات برای حل روش ١ . ۵
است این ΁موج اساسͬ نقص است. فشرده تکیه گاه با متعامد ΁موج ساده ترین هار، ΁موج
بردن به کار این رو از ندارد، وجود مشتق ناپیوستگͬ نقاط در آن جایی که از و نیست پیوسته که

نیست. مم΄ن مستقیم به طور دیفرانسیل معادلات حل برای هار ΁موج
توابع که است این روش اولین دارد. وجود ناپیوستگͬ مش΄ل این از اجتناب برای روش دو
١ کاتانͬ توسط روش این کرد. مرتب درونیاب اسپلاین های با ͬ توان م را ثابت قطعه ای هار
یعنͬ هار ΁موج اصلͬ مزیت که کند مͬ پیچیده را حل روند زیادی حد تا روش این شد. ارائه

١Cattani



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۵۴
برد. مͬ بین از را ان سادگͬ

٣ هسیائو و ٢ چن روش از استفاده کنیم، مͬ اتخاذ که روشͬ همان یعنͬ روش دومین
پیشنهاد جواب بسط جای به را دیفرانسیل معادله مشتق مرتبه بالاترین بسط آن ها است.
مشتق های تمام و جواب بسط تا گرفته انتگرال مشتق مرتبه تعداد به بسط، از سپس دادند.
و ͬ کنیم م شروع جواب توانͬ سری های بسط با توانͬ، سری های روش در آید. به دست آن
΁موج بسط با این جا، در ͬ آوریم. م به دست دیفرانسیل گیری طریق از را مشتقات بسط سپس
΁موج بسط و انتگرال گیری طریق از را خود جواب و ͬ کنیم م کار به شروع مشتق بالاترین از

ͬ آوریم. م به دست را پایین تر مرتبه مشتقات به متعلق
هسیائو، و چن کرد. خواهیم اتخاذ را ۴ (CHM)هسیائو روش و چن روش پایان نامه این در
معادلات و (ODE) معمولͬ دیفرانسیل معادلات خطͬ دستگاه حل با را خود روش احتمالات

.[٢۴ دادند[٢٣، نمایش (PDE) جزئͬ دیفرانسیل
΁ی به دیفرانسیل معادله ΁ی تبدیل ،(CHM)هسیائو و چن روش ΁تکنی اصلͬ ایده
کاهش یا حل روند و ͬ باشد م متغیر متناهͬ تعداد شامل که است؛ جبری معادلات از دستگاه

.[١٨ است[١٧، شده ساده اساس این بر یا و یافته
΁موج برای روش این شده اند. گنجانده انتگرال گیری ثابت های از استفاده با مرزی شرایط

.[٢٠ است[١٨، یافته تحقق هسیائو و چن روش توسط هار
است: شده داده زیر گام ͷپن در که

ͬ دهیم. م بسط را هار سری در مشتق بالاترین دیفرانسیل، معادله در گام(١)

شده داده شرایط از استفاده با u(x) مجهول تابع به رسیدن تا (١) گام در موجود بسط گام(٢)
روش، این با ͬ گیریم، م انتگرال برسیم جواب این به متعلق جواب توسعه به که زمانͬ تا

ͬ شوند. م ظاهر معادله در آن ها مشتقات تمام بسط و جواب بسط

ͬ کنیم م جای·زین معادله در را آمده به دست (٢) گام در که را آن مشتقات و جواب بسط گام(٣)
داده دقت ΁ی برای ،l = ١,٢, · · · ,٢m،xl = l−٠٫۵٢m یا xl = ٢l−١۴m هم محلͬ نقاط در و

است. جبری معادلات از دستگاهͬ نتیجه ͬ کنیم. م محاسبه ،Mشده

حل ai ΁موج ضرایب برای را (٣) گام در آمده به دست جبری معادلات دستگاه گام(۴)
ͬ کنیم. م

ͬ کنیم. م جای·زین M دقت با جواب به رسیدن برای جواب بسط در را ai ضرایب گام(۵)
٢Chen
٣Hsiao
۴Chen and Hsiao Method



۵۵ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل

معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل ٢ . ۵
خطͬ

روش از استفاده با را دوم مرتبه از خطͬ (ODE) معمولͬ دیفرانسیل معادله بخش، این در
ͬ کنیم. م حل هار ΁موج

است، زیر به صورت دو مرتبه از خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادله کلͬ صورت
u′′ + µ١(x)u′(x) + µ٢(x)u(x) = f(x) , x ∈ [a, b] (١ . ۵)

بازه ͬ گیریم. م نظر در را ٢M = ٢J+١ رو، این از کنیم. اجرا را J دقت ͹سط تا داریم قصد
٢M × ٢M بعد از ماتریس ها و ∆x = b−a٢M رو این از شد، خواهد تقسیم بازه زیر ٢M به [a, b]

هستند.

اولیه مقدار مسائل
سری از دو مرتبه خطͬ اولیه مقدار مسئله برای جواب ها تقریب شرح و توصیف منظور به

ͬ کنیم. م استفاده هار  ΁موج
ͬ گیریم: م نظر در را زیر دوم مرتبه خطͬ اولیه مقدار مسئله کلͬ فرم
u′′ + µ١(x)u′(x) + µ٢(x)u(x) = f(x) (٢ . ۵)

در µ٢(x) و µ١(x) ضرایب ͬ کنیم م فرض آن در که u(٠) = α , u′(٠) = σ اولیه شرایط با
هستند. پذیر بسط هار سری های

.[٢۴ ،٢٢ ،٢١ ͬ کنیم[١۵، م پیروی را ΁لپی کار روند از تقریب، شروع برای
که ͬ کنیم م فرض گام(١)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aihi(x), (٣ . ۵)
است. شده داده M دقت، ͹سط ΁ی برای

ͬ گیریم: م انتگرال زیر رابطه به رسیدن منظور به x تا ٠ و(۵ . ۴)از (٣ . ۵) روابط از اکنون گام(٢)
u′(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,١(x) + u′(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,١(x) + σ (۴ . ۵)

u(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + xσ + u(٠)

=

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + xσ + α (۵ . ۵)



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۵۶
و ساده سازی با سپس ͬ کنیم، م جای·زین (٢ . ۵) رابطه در را (۵ . ۵) تا (٣ . ۵) روابط گام(٣)

داریم: l = ١,٢, · · · ,٢m و xl = ٢l−١۴m هم محلͬ نقاط در محاسبه
٢M∑
i=١

ai[hi(xl ) + µ١(xl )Pi,١(xl ) + µ٢(xl )Pi,٢(xl )]

= f(xl )− µ١(xl )σ − µ٢(xl )[xlσ − α] (۶ . ۵)

ͬ کنیم. م حل ai ΁موج ضرایب برای را (٣) گام در ͽواق دستگاه گام(۴)
جواب ΁موج سری های بسط در ai ضرایب از استفاده با u(x) برای را عددی جواب گام(۵)

ͬ آوریم. م به دست
است. یافته تعمیم مشابه روشͬ در نیز بالاتر اولیه مرتبه مقدار مسائل برای روند، همین

ͬ گیریم: م نظر در را زیر دوم مرتبه هم·ن اولیه مقدار مسئله .٢ . ١ . ۵ مثال
u′′(x) +

١
۴u(x) = ٠, ٠ < x < ١,

u(٠) = ١, u′(٠) = ٠.
دقیق جواب با

u(x) = cos(
x

٢)

(J = ٣) هار ΁موج از سه ͹سط از استفاده با

ͬ دهیم، م بسط را ،u′′(x) مشتق بالاترین گام(١)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aihi(x)

ͬ گیریم: م انتگرال x تا ٠ از فوق رابطه طرف دو هر از گام(٢)
∫ x

٠ u′′(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aihi(τ)dτ

⇒ u′(x)− u(٠) =
٢M∑
i=١

ai

∫ x

٠ hi(τ)dτ

u′(x) =
٢M∑
i=١

aiPi,١(x) + ١



۵٧ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل
ͬ گیریم: م انتگرال x تا ٠ از جدید رابطه طرف دو هر از دوباره،
∫ x

٠
u′(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aiPi,١(x)

u(x)− u(٠) =
٢M∑
i=١

ai

∫ x

٠ aiPi,١(x)

=

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)

u(x) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + ١

محاسبه xl هم محلͬ نقاط در و ͬ کنیم م جای·ذاری معادله در را آن مشتقات و u(x) گام(٣)
ͬ نماییم. م

u′′(x) +
١
۴u(x) = ٠

٢M∑
i=١

aihi(x) +
١
۴

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) = − ١
۴

٢M∑
i=١

ai

[
hi(x) +

١
۴

٢M∑
i=١

Pi,٢(x)
]
= − ١

۴ , l = ١,٢, · · · , ١۶

به دست را  ai ΁موج ضرایب ͬ کنیم، م حل مستقیم روش با را خطͬ معادله دستگاه گام(۴)
ͬ آوریم. م

ͬ کنیم. م جای·ذاری جواب به دستیابی برای u(x) در را (۴) گام از حاصل ضرایب گام(۵)
ͬ دهد. م نشان را مختلف نقاط در دقیق و تقریبی ۵ . ١جواب های جدول

٢ . ١ . ۵ مثال دقیق و عددی جواب های :١ . ۵ ش΄ل



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۵٨
(xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب خطا

١ ۶٫٠٠٠ × ٨−١٠ ٠.٩٩٩٨٧٧٩٩ ٠.٩٩٩٨٧٧٩٣
٣ ٣٫۴٠٠ × ٧−١٠ ٠.٩٩٨٩٠١٩٠ ٠.٩٩٨٩٠١۵٧
۵ ۴٫١٠٠ × ٧−١٠ ٠.٩٩۶۵٠٢١ ٠.٩٩۶٩۴٩٧٩
٧ ١٫٢۵٠ × ١٠−۶ ٠.٩٩۴٠٢۵٧۶ ٠.٩٩۴٠٢۴۵٢
٩ ١٫۴٠٠ × ١٠−۶ ٠.٩٩٠١٢٩٩٩ ٠.٩٩٠١٢٨۵٩
١١ ٢٫٧٨٠ × ١٠−۶ ٠.٩٨۵٢۶٨۶٠ ٠.٩٨۵٢۶۵٨٢
١٣ ٣٫٠١٠ × ١٠−۶ ٠.٩٧٩۴۴٣٩٧ ٠.٩٧٩۴۴٠٩۵
١۵ ۴٫٩۴٠ × ١٠−۶ ٠.٩٧٢۶۶۴۶١ ٠.٩٧٢۶۵٩۶٨
١٧ ۵٫٢۴٠ × ١٠−۶ ٠.٩۶۴٩٣٣٨۵ ٠.٩۶۴٩٢٨۶٢
١٩ ٧٫۶٩٠ × ١٠−۶ ٠.٩۵۶٢۶٣٠١ ٠.٩۵۶٢۵۵٣٢
٢١ ٨٫٠۵٠ × ١٠−۶ ٠.٩۴۶۶۵۶٣١ ٠.٩۴۶۶۴٨٢۶
٢٣ ١٫١٠١ × ١٠−۵ ٠.٩٣۶١٢٧٨٣ ٠.٩٣۶١١۶٨١
٢۵ ١٫١۴٣ × ١٠−۵ ٠.٩٢۴۶٨٢۶٩ ٠.٩٢۴۶٧١٢۶
٢٧ ١٫۴٨٩ × ١٠−۵ ٠.٩١٢٣٣٧۶٨ ٠.٩١٢٣٢٢٧٨
٢٩ ١٫۵٣۶ × ١٠−۵ ٠.٨٩٩٠٩٨٨٠ ٠.٨٩٩٠٨٣۴۴
٣٠ ١٫٩٢٩ × ١٠−۵ ٠.٨٨۴٩٨۵۴۵ ٠.٨٨۴۶۶١۶

٢ . ١ . ۵ مثال عددی جواب های :١ . ۵ جدول

٢ . ١ . ۵ مثال ΁موج جواب در خطا :٢ . ۵ ش΄ل



۵٩ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل
ͬ گیریم: م نظر در را دوم مرتبه غیر هم·ن اولیه مقدار مسئله .٢ . ٢ . ۵ مثال

u′′(x) + u(x) = sin(x) + x cos(x), ٠ < x < ١,
u(٠) = ١, u′(٠) = ١.

دقیق جواب با
u(x) = cos(x) +

۵
۴ sin(x) +

١
۴(x٢ sin(x)− x cos(x))

(J = ٣ هار(یعنͬ ΁موج از سه ͹سط از استفاده با
ͬ دهیم، م بسط را ،u′′(x) یعنͬ مشتق بالاترین گام(١)

u′′(x) =
٢M∑
i=١

aihi(x)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از فوق رابطه طرف دو هر از ∫گام(٢) x

٠ u′′(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aihi(τ)dτ

⇒ u′(x)− u′(٠) =
٢M∑
i=١

ai

∫ x

٠
hi(τ)dτ

u′(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,١(x) + ١

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از را جدید رابطه طرف دو هر ∫دوباره، x

٠
u′(τ)dτ =

∫ x

٠
aiPi,١(τ)dτ +

∫ x

٠
dτ

u(x)− u(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + x

⇒ u(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + x+ ١

محاسبه xl هم محلͬ نقاط در و ͬ کنیم م جای·ذاری معادله در را آن مشتقات و u(x) گام(٣)
ͬ نماییم: م

u′′(x) + u(x) = sin(x) + x cos(x)

٢M∑
i=١

ai[hi(xl ) + Pi,٢(xl )] = sin(xl )xl cos(xl )− xl − ١, l = ١,٢, · · · , ١۶

را ai ΁موج ضرایب و ͬ کنیم م حل را (٣) گام در موجود خطͬ معادلات دستگاه گام(۴)
ͬ آوریم. م به دست



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۶٠
ͬ کنیم. م جای·ذاری جواب به دستیابی برای u(x) در را (۴) گام از حاصل ضرایب گام(۵)

ͬ دهد. م نشان را مختلف نقاط در دقیق و تقریبی جواب های جدول۵ . ٢

(۴ مرتبه رانگ کوتای و هار (جواب دقیق و عددی جواب های :٣ . ۵ ش΄ل

(xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب ۴ مرتبه کوتا رانگ
١ ١٫٠٣٠٧۶۶٨۴ ١٫٠٣٠٧٩٩٣٠۵ ١٫٠٣٠٧۶۶٨۴
٣ ١٫٠٨٩۴٩۵٧١ ١٫٠٨٩۶٣٧۴۴ ١٫٠٨٩۴٩۵٧٢
۵ ١٫١۴۴۶٩٩۶٩ ١٫۴۴٨٩٢٢٢ ١٫١۴۴۶٩٩۶٩
٧ ١٫٩۶۶۴٣٢۴ ١٫١٩۶٩۵٣٢٩ ١٫١٩۶۶۴٣٢۵
٩ ١٫٢۴۵۵٩۴١١ ١٫٢۴۵٩۵٣٢٩ ١٫٢۴۵۵٩۴١١
١١ ١٫٢٩١٨١٨۵٣ ١٫٢٩٢٢٩٠١۵ ١٫٢٩١٨١٨۵٣
١٣ ١٫٣٣۵۵٧۶۵٩ ١٫٣٣۶٠٩٣٢٠ ١٫٣٣۵۵٧۶۵٩
١۵ ١٫٣٧٧١١٧۶٧ ١٫٣٧٧٣۵۵٧ ١٫٣٧٧١١٧۶٨
١٧ ١٫۴١۶۶٧۶٠۵ ١٫۴١٧٣٣٣١١ ١٫۴١۶۶٧۶٠۶
١٩ ١٫۴۵۴۴۶۶٧۴ ١٫۴۵۵٢٠٧۶٩ ١٫۴۵۴۴۶۶٧۵
٢١ ١٫۴٩٠۶٨١۴٨ ١٫۴٩١۴۵۴٠٩ ١٫۴٩٠۶٨١۵٠
٢٣ ١٫۵٢۵۴٨۵١٣ ١٫۵٢۶٣١٩٠۴ ١٫۵٢۵۴٨۵١۴
٢۵ ١٫۵۵٩٠١٢٢٢ ١٫۵۵٩٨۶٨٨٩ ١٫۵۵٩٠١٢٢٣
٢٧ ١٫۵٩١٣۶٣٩٠ ١٫۵٩٢٢۵۵٠۴ ١٫۵٩١٣۶٣٩١
٢٩ ١٫۶٢٢۶٠۵٣١ ١٫۶٢٣۵٠٩٣۵ ١٫۶٢٢۶٠۵٣٢
٣١ ١٫۶۵٢٧۶٣٢٠ ١٫۶۵٣۶٧١٧۵ ١٫۶۵٢٧۶٣٢١

٢ . ٢ . ۵ مثال ۴،برای مرتبه رانگ کوتای و هار ΁موج روش :٢ . ۵ جدول



۶١ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل

٢ . ٢ . ۵ مثال برای ۴ مرتبه ی کوتای رانگ و هار ΁موج روش خطای :۴ . ۵ ش΄ل

(xl/٣٢) هار خطای ۴ مربته کوتا رانگ خطای
١ ٢٫٢۶١٠ × ١٠−۵ ٨−١٠×١

٣ ١٫۴١٧٣ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

۵ ١٫٩٢۵٣ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

٧ ٣٫١٠٠۴ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

٩ ٣٫۵٨٩۶ × ١٠−۴ ٧−١٠×١

١١ ۴٫٧١۶٣ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

١٣ ۵٫١۶۶٢ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

١۵ ۶٫١٧٩٠ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

١٧ ۶٫۵٧٠۵ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

١٩ ٧٫۴٠٩۵ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

٢١ ٧٫٧٢۶٠ × ١٠−۴ ٧−١٠×٢

٢٣ ٨٫٣٣٩٠ × ١٠−۴ ٧−١٠×١

٢۵ ٨٫۵۶۶٣ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

٢٧ ٨٫٩١١٣ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

٢٩ ٩٫٠۴٠۴ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

٣١ ٩٫٠٨۵۵ × ١٠−۴ ٨−١٠×١

(٢ . ۵) مثال برای ۴ مرتبه کوتای رانگ و هار ΁موج روش خطای :٣ . ۵ جدول



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۶٢
Lmre L∞ نسبت L∞ ٢M دقت ͹سط
J=٣ ١۶ ٩٫٠٨۵۵ × ١٠−۴ ۵٫۶٠٢۴ × ١٠−۴

J=۴ ٣٢ ٢٫٢٧٣۵ × ١٠−۴ ٠٫٢۵٢۵٠۴۴٨١٠ ١٫٣٨٨١ × ١٠−۴

J=۵ ۶۴ ۵٫۶٩١٠ × ١٠−۵ ٠٫٢۵٠٣١٨٨٩١۶ ٣٫۴۴٣٣ × ١٠−۵

J=۶ ١٢٨ ١٫۴٢٢٠ × ١٠−۵ ٠٫٢۴٩٨۶٨٢١٣٠ ٨٫۵۶۵۵ × ١٠−۶

J=٧ ٢۵۶ ٣٫۵۶٠٠ × ١٠−۶ ٠٫٢۵٠٣۵١۶١٧۴ ٢٫١۴٩١ × ١٠−۶

J=٨ ۵١٢ ٨٫٩٠١٠ × ٧−١٠ ٠٫٢۵٠٠٢٨٠٨٩٩ ۵٫٣۴٣٣ × ٧−١٠

J=٩ ١٠٢۴ ٢٫٢٠١١ × ٧−١٠ ٠٫٢۴٧٢٨۶٨٢١٧ ١٫٣٢٠١ × ٧−١٠

J=١٠ ٢٠٨۴ ۶٫٠٠١٢ × ٨−١٠ ٠٫٢٧٢۶۴۵۴٩۵۴ ٣٫۵٩٠١ × ٨−١٠

اولیه مقدار مسئله برای هار ΁موج هم·رایی :۴ . ۵ جدول

مثال در ماکزیمم مطلق خطای و ماکزیمم نسبی خطای بین مقایسه :۵ . ۵ ش΄ل
٢ . ٢ . ۵

ͬ گیریم: م نظر در را زیر چهار مرتبه اولیه مقدار مسئله .٢ . ٣ . ۵ مثال
u(۴)(x) + xu(x) = ١۶ sin(٢x) + x sin(٢x), ٠ < x < ١,
u(٠) = ٠, u′(٠) = ٢, u′′(٠) = ٠ u′′′(٠) = −٨.

دقیق جواب با
u(x) = sin(٢x)

(J = هار(٣ ΁موج سه ͹سط از استفاده با



۶٣ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل
ͬ دهیم. م بسط را u(۴) یعنͬ مشتق بالاترین گام(١)

u(۴)(x) =
٢M∑
i=١

aihi(x)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از فوق رابطه طرف دو هر از گام(٢)
∫ x

٠ u(۴)(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aihi(τ)dτ

u′′′(x)− u′′′(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,١(x) ⇒ u′′′(x) =
٢M∑
i=١

aiPi,١(x) + u′′′(٠)

u′′′(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,١(x)− ٨

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از جدید رابطه طرف دو هر از دوباره،
∫ x

٠ u′′′(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aiPi,١(τ)dτ −
∫ x

٠ ٨dτ

⇒ u′′(x)− u′′(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)− ٨x

⇒ u′′(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)− ٨x

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از جدید رابطه طرف دو هر از دوباره،
∫ x

٠ u′′(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aiPi,٢(τ)dτ −
∫ x

٠ ٨(τ)dτ

u′(x)− u′(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,٣(x)− ۴x٢

u′(x) =
٢M∑
i=١

aiPi,٣(x)− ۴x٢ + ٢

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از جدید رابطه طرف دو هر از دوباره،
∫ x

٠ u′(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aiPi,٣(τ)dτ −
∫ x

٠ ۴(τ)٢dτ +
∫ x

٠ ٢dτ

u(x)− u(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,۴(x)−
۴
٣x٣ + ٢x

u(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,۴(x)−
۴
٣x٣ + ٢x



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۶۴
محاسبه ،xl هم محلͬ نقاط در و ͬ کنیم م جای·ذاری معادله در آن مشتقات و u(x) گام(٣)

ͬ نماییم: م
u(۴)(x) + xu(x) = ١۶ sin(٢x) + x sin(٢x)
٢M∑
i=١

aihi(x)x

( ٢M∑
i=١

aiPi,۴(x)−
۴
٣x٣ + ٢x

)
= ١۶ sin(٢x) + x sin(٢x)

٢M∑
i=١

ai[hi(xl ) + xlPi,۴(xl )] = ١۶ sin(٢xl ) + xl sin(٢xl ) + ۴
٣x۴

l − ٢x٢
l , l = ١,٢, · · · , ١۶

 
ͬ آوریم. م به دست را ai ،΁موج ضرایب ͬ کنیم. م حل را خطͬ معادله دستگاه گام(۴)

ͬ کنیم. م جای·ذاری جواب به دستیابی برای u(x) در را گام(۴) از حاصل ضرایب گام(۵)
است. مختلف نقاط در تقریبی و دقیق جواب های نشان دهنده جدول۵ . ۵

(xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب دستگاه برای ۴ مرتبه رانگ کوتای
١ ٠٫٠۶٢۴۵٩٣٢ ٠٫٠۶٢۴۵٩٣٩ ٠٫٠۶٢۴۵٩٣١
٣ ٠٫١٨۶۴٠٣٣٠ ٠٫١٨۶۴٠٧۶١ ٠٫١٨۶۴٠٣٢٨
۵ ٠٫٣٠٧۴٣٨۵١ ٠٫٣٠٧۴۶٢٠٧ ٠٫٣٠٧۴٣٨۶۴
٧ ٠٫۴٢٣۶٧۶٢۶ ٠٫۴٢٣٧۴٠۶٣ ٠٫۴٢٣۶٧٧۴١
٩ ٠٫۵٣٣٣٠٢۶٧ ٠٫۵٣٣۴٣٧٢۶ ٠٫۵٣٣٣٠٨٠۴
١١ ٠٫۶٣۴۶٠٧٠٨ ٠٫۶٣۴٨۴۴٠٩ ٠٫۶٣۴۶٢۵٠٢
١٣ ٠٫٧٢۶٠٠٨۶۶ ٠٫٧٢۶٣٨٣۵۴ ٠٫٧٢۶٠۵٧٣۴
١۵ ٠٫٨٢۶٠٨١١١ ٠٫٨٠۶۶٢٧٧۵ ٠٫٨٠۶١٩۵٢٢
١٧ ٠٫٨٧٣۵٧۴٩۴ ٠٫٨٧۴٣٢۵٧۶ ٠٫٨٧٣٨١۴٧١
١٩ ٠٫٩٢٧۴٣۶٩٢ ٠٫٩٢٨۴١٩٠١ ٠٫٩٢٧٨٩٩۶٨
٢١ ٠٫٩۶۶٨٢۶۵۶ ٠٫٩۶٨٠۶١۵٩ ٠٫٩۶٧۶۶٠٨٨
٢٣ ٠٫٩٩١١٢٩١٩ ٠٫٩٩٢۶٣٠٧٢ ٠٫٩٩٢۵۵١٧٣
٢۵ ٠٫٩٩٩٩۶۵۵٩ ١٫٠٠١٧٣٨۵٧ ١٫٠٠٢٢٨٠٣٧
٢٧ ٠٫٩٩٣١٩٧٨۵ ٠٫٩٩۵٢٣۶٨۵ ٠٫٩٩۶٨١٨٠٣
٢٩ ٠٫٩٧٠٩٣١۶٠ ٠٫٩٧٣٢١٩١۴ ٠٫٩٧۶۴٠٣٢۴
٣١ ٠٫٩٣٣۵١۴٢٨ ٠٫٩٣۶٠١٩٠۵ ٠٫٩۴١۵۴١٩٠

٢ . ٣ . ۵ مثال عددی جواب :۵ . ۵ جدول



۶۵ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل

٢ . ٣ . ۵ مثال دقیق و عددی جواب های :۶ . ۵ ش΄ل

(xl/٣٢) هار خطای دستگاه برای ۴ مرتبه رانگ کوتای خطای
١ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠١
٣ ٠٫٠٠٠٠٠۴٣١ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠٢
۵ ٠٫٠٠٠٠٢٣۵۶ ٠٫٠٠٠٠٠٠١٣
٧ ٠٫٠٠٠٠۶۴٣٧ ٠٫٠٠٠٠٠١١۵
٩ ٠٫٠٠٠١٣۴۵٩ ٠٫٠٠٠٠٠۵٣٧
١١ ٠٫٠٠٠٢٣٧٠١ ٠٫٠٠٠٠١٧٩۴
١٣ ٠٫٠٠٠٣٧۴٨٨ ٠٫٠٠٠٠۴٨۶٨
١۵ ٠٫٠٠٠۵۴۶۶۴ ٠٫٠٠٠١١۴١١
١٧ ٠٫٠٠٠٧۵٠٨٢ ٠٫٠٠٠٢٣٩٧٧
١٩ ٠٫٠٠٠٩٨٢١٠ ٠٫٠٠٠۴۶٢٧۶
٢١ ٠٫٠٠١٢٣۵٠۴ ٠٫٠٠٠٨٣۴٣٢
٢٣ ٠٫٠٠١۵٠١۵٣ ٠٫٠٠١۴٢٢۵۴
٢۵ ٠٫٠٠١٧٧٧٢٩٨ ٠٫٠٠٢٣١۴٧٨
٢٧ ٠٫٠٠٢٠٣٩٠٠ ٠٫٠٠٣۶٢٠١٨
٢٩ ٠٫٠٠٢٢٨٧۵۵ ٠٫٠٠۵۴٧١۶٢
٣١ ٠٫٠٠٢۵٠۴٧٧ ٠٫٠٠٨٠٢٧۶٢

٢ . ٣ . ۵ مثال دستگاه برای ۴ مرتبه رانگ کوتای و هار ΁موج روش خطای :۶ . ۵ جدول



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۶۶

٢ . ٣ . ۵ مثال دستگاه برای ۴ مرتبه رانگ کوتای و هار ΁موج روش خطای :٧ . ۵ ش΄ل

مرزی مقدار مسائل برای کلͬ جواب
مسائل عددی حل برای هار پایه ای توابع با ساده هم محلͬ روش ΁ی ایجاد بخش این از هدف
مختلف مهندسͬ کاربردهای ریاضͬ مدل سازی از ناشͬ که است خطͬ دوم مرتبه مرزی مقدار
و [٠, ١] بازه در شده تعریف مرزی مقدار مسائل بر هار، موج΁ های کاربرد بررسͬ برای است.

ͬ کنیم. م تمرکز زیر نوع از
است: به صورتزیر دو مرتبه خطͬ مرزی  مقدار مسئله کلͬ فرم

u′′(x) + µ١(x)u′(x) + µ٢u(x) = f(x), ٠ < x < ١ (٧ . ۵)
است: زیر مرزی شرایط از مجموعه چهار به مشروط

u′(٠) = α١, u′(١) = β١; /١ حالت
u(٠) = α٢, u(١) = β٢; /٢ حالت
u′(٠) = α٣, u(١) = β٣; /٣ حالت
u(٠) = α۴, u′(١) = β۴; /۴ حالت

هستند. حقیقͬ ثابت های β١, β٢, β٣, β۴ و α١, α٢, α٣, α۴ آن در که
ͬ کنیم: م معرفͬ را زیر نماد و پیروی [٢٧ ،٢۴ ،٢١ ،١۵] ΁لپی کار روند از

ci,١ =

∫ ١
٠ Pi,١(τ)dτ

(١)′u؛ = β١ و u′(٠) = α١ با u′′(x) = Φ(x, u(x), u′(x)) /١ حالت
ͬ گیریم. م نظر در را زیر رابطه گام(١)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aihi(x) (٨ . ۵)



۶٧ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل
ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از (٨ . ۵) رابطه از اکنون گام(٢)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,١(x) + u′(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,١(x) + α١ (٩ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از (٩ . ۵) رابطه از حال
∫ ١
x
u′′(τ)dτ =

∫ ١
x

٢M∑
i=١

aihi(τ)dτ

∫ ١
x
u′′(τ)dτ =

٢M∑
i=١

[

∫ ١
٠ aihi(τ)dτ −

∫ x

٠ aihi(τ)dτ ]

β١ − u′(x) = a١ −
٢M∑
i=١

aiPi,١(x) (١٠ . ۵)

داریم: (١٠ . ۵) و (٩ . ۵) روابط براساس
a١ = β١ − α١

با: برابرند متناظر تقریب های این رو، از

u′′(x) = (β١ − α١)h١(x) +
٢M∑
i=٢

aihi(x) (١١ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از (١١ . ۵) رابطه از

u′ = α١ + (β١ − α١)P١,١(x) +
٢M∑
i=٢

aiPi,١(x) (١٢ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از (١٢ . ۵) رابطه از دوباره،

u(x) = u(٠) + α١x+ (β١ − α١)P١,٢(x) +
٢M∑
i=٢

aiPi,٢(x) (١٣ . ۵)

دیفرانسیل معادله در را u′′(x) و u′(x) ،u(x) مقدار جای·زینͬ با را معادلات دستگاه گام(٣)
،xl = ٢l−١۴m هم محلͬ نقاط در محاسبه و ساده سازی با سپس و ͬ آوریم م به دست

داریم: l = ١,٢, · · · ,٢m

(β١ − α١)h١(xl) +
٢M∑
i=٢

aihi(xl) = Φ

(
xl, α١ + (β١ − α١)P١,١(xl)+

٢M∑
i=٢

aiPi,١(xl), u(٠) + α١xl + (β١ − α١)P١,٢(xl) +
٢M∑
i=٢

aiPi,٢(xl)
)
.

حل i ̸= ١ برای ai و u(٠) مجهولات برای را جبری معادلات از فوق دستگاه گام(۴)
ͬ کنیم. م



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ۶٨
ͬ آوریم. م به دست (١٣ . ۵) در u(x) برای را عددی جواب گام(۵)

u(٠) = α٢, u(١) = β٢; با u′′(x) = Φ(x, u(x), u′(x)) /٢ حالت
ͬ گیریم: م نظر در را زیر رابطه گام(١)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aihi(x) (١۴ . ۵)

ͬ گیریم: م انتگرال x تا ٠ از (١۴ . ۵) رابطه از گام(٢)
u′(x) = u′(٠) +

٢M∑
i=١

aiPi,١(x) (١۵ . ۵)
ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از (١۵ . ۵) رابطه از دوباره،

u(x) = u(٠) + xu′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) (١۶ . ۵)
ͬ کنیم: م جای·زین زیر رابطه به رسیدن منظور به (١۶ . ۵) معادله در را x = ١ حال

u(١) = u(٠) + u′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢

β٢ = α٢ + u′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢

u′(٠) = β٢ − α٢ −
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢

u′(x) = α٢ + x(β٢ − α٢ −
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢) +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)

u(x) = α٢ + xβ٢ − xα٢ − x

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) (١٧ . ۵)

u′(x) = β٢ − α٢ −
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) (١٨ . ۵)

دیفرانسیل معادله در u′′(x) و u′(x) ،u(x) مقادیر جای·زینͬ با را معادلات دستگاه گام(٣)
xl = هم محلͬ نقاط محاسبه و ساده سازی با سپس ͬ آوریم، م به دست شده داده

داریم: ٢l−١۴m , l = ١,٢, · · · ,٢m
٢M∑
i=١

aihi(xl) = Φ( xl, α٢ + xlβ٢ − xl

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢+
٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl), β٢ − α٢ −
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl) ),

l = ١,٢, · · · , ١۶ (١٩ . ۵)



۶٩ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل
ͬ کنیم. م حل ai مجهولات برای را معادلات از فوق دستگاه گام(۴)

ͬ آوریم. م به دست (١٧ . ۵) در u(x) برای را عددی جواب گام(۵)
(١)u؛ = β٣ و u′(٠) = α٣ با u′′(x) = Φ(x, u(x), u′(x)) /٣ حالت

ͬ گیریم: م نظر در را زیر رابطه گام(١)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aihi(x) (٢٠ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از (٢٠ . ۵) رابطه از حال گام(٢)

u′(x) = u′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,١(x)

u′(x) = α٣ +

٢M∑
i=١

aiPi,١(x) (٢١ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از (٢١ . ۵) رابطه از دوباره،

u(١)− u(x) = α٣
∫ ١
x

(τ)dτ −
٢M∑
i=١

[ai

∫ ١
٠
Pi,١(τ)dτ + ai

∫ x

٠
Pi,١(τ)dτ ]

u(١)− u(x) = α١)٣ − x)−
٢M∑
i=١

aiCi,١ +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)

u(x) = β٣ − α١)٣ − x)−
٢M∑
i=١

aiCi,١ +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) (٢٢ . ۵)

ͬ کنیم م جای·ذاری شده داده دیفرانسیل معادله در را u′′(x) و u′(x)،u(x) مقادیر گام(٣)
نقاط در محاسبه و ساده سازی با سپس ͬ شود، م حاصل معادلات دستگاه و   

داریم: xl = ٢l−١۴m , l = ١,٢, · · · ,٢m هم محلͬ
٢M∑
i=١

aihi = Φ(xl, β٣ − α١)٣ − xl)

−
٢M∑
i=١

aiCi,١ +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl), α٣ +

٢M∑
i=١

aiPi,١(xl))

ͬ کنیم. م حل ai مجهولات برای را فوق معادلات دستگاه گام(۴)
ͬ آوریم. م (۵ . ٢٢)به دست رابطه در u(x) برای را عددی جواب گام(۵)

(٠)u؛ = α۴, u′(١) = β۴ با u′′(x) = Φ(x, u(x), u′(x)) /۴ حالت



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٧٠
ͬ گیریم: م نظر در را زیر رابطه گام(١)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aihi(x) (٢٣ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از τ به نسبت (٢٣ . ۵) رابطه از حال گام(٢)

u′(١)− u′(x) =

٢M∑
i=١

ai

∫ ١
٠ hi(τ)dτ −

٢M∑
i=١

ai

∫ x

٠ hi(τ)dτ

u′(x) = u′(١)− a١ +
٢M∑
i=١

aiPi,١(x)

u′(x) = β۴ − a١ +
٢M∑
i=١

aiPi,١(x) (٢۴ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از τ به نسبت (٢۴ . ۵) رابطه از دوباره،

u(x) = u(٠) + (β۴ − a١)x+
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)

u(x) = α۴ + (β۴ − a١)x+

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) (٢۵ . ۵)

ͬ کنیم م جای·ذاری شده داده دیفرانسیل معادله در را u′′(x) و u′(x)،u(x) مقادیر گام(٣)
هم محلͬ نقاط در محاسبه و ساده سازی با سپس ͬ شود، م حاصل معادلات دستگاه و

داریم: xl = ٢l−١۴m , l = ١,٢, · · · ,٢m
٢M∑
i=١

aihi(xl) = Φ(xl, α۴ + (β۴ − a١)xl +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl), β۴ − a١ +
٢M∑
i=١

aiPi,١(xl))

حل هم محلͬ روش از استفاده با ، ai مجهولات برای را فوق معادلات دستگاه گام(۴)
ͬ کنیم. م

ͬ آوریم. م به دست (٢۵ . ۵) رابطه در u(x) برای را عددی جواب گام(۵)
ͬ گیریم. م نظر در را زیر دوم مرتبه هم·ن مرزی مقدار ۵ . ٢ . ۴. مسائل مثال

u′′(x)− ۵u′(x) = ٠, ٠ < x < ١,
u(٠) = ١, u(١) = ٠.

دقیق جواب با
u(x) =

e۵ − e۵x
e۵ − ١

(J = ٣ (یعنͬ هار ΁موج سوم ͹سط از استفاده با



٧١ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل
ͬ دهیم. م بسط ΁موج سری در را u′′(x) گام(١)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aihi(x)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از فوق رابطه طرف دو هر از گام(٢)
∫ x

٠ u′′(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aihi(τ)dτ

u′(x)− u′(٠) =
٢M∑
i=١

ai

∫ x

٠ hi(τ)dτ

u′(x) = u′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,١(x)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از فوق رابطه طرف دو هر از دوباره،

u(x) = u(٠) + xu′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)

ͬ کنیم. م جای·زین u′(٠) تعیین برای را u(١) حال

u(١) = u(٠) + u′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢

u′(٠) = −١ −
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢

u(x) = u(٠)− x− x
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)

u(x) = ١ − x− x

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)

بررسͬ xl هم محلͬ نقاط در و ͬ کنیم م جای·ذاری معادله در را آن مشتقات و u(x) گام(٣)
ͬ کنیم. م

u′′(x)− ۵u′(x) = ٠
٢M∑
i=١

ai[hi(xl) + ۵Pi,(١)٢− ۵Pi,١(xl)] = −۵, l = ١,٢, · · · , ١۶

΁موج ضرایب برای را خطͬ معادلات دستگاه و ͬ کنیم م بررسͬ xl هم محلͬ نقاط در گام(۴)
ͬ کنیم. م حل ai

ͬ کنیم. م جای·ذاری جواب به رسیدن برای u(x) در را ضرایب گام(۵)



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٧٢
ͬ دهد. م نشان را مختلف نقاط در دقیق جواب های ٧ . ۵ جدول

xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب خطا
١ ٠٫٩٩٨٨۵٢٧۶ ٠٫٩٩٨٨۵۵٠٧ ٠٫٠٠٠٠٠٢٣١
٣ ٠٫٩٩۵٩۴٣۴١ ٠٫٩٩۵٩۵١٢١ ٠٫٠٠٠٠٠٧٨٠
۵ ٠٫٩٩١٩۶۶٧٩ ٠٫٩٩١٩٨١۴٧ ٠٫٠٠٠٠١۴۶٨
٧ ٠٫٩٨۶۵٣١۴٠ ٠٫٩٨۶۵۵۴۶٢ ٠٫٠٠٠٠٢٣٢٢
٩ ٠٫٩٧٩١٠٢١١ ٠٫٩٧٩١٣۵٨٢ ٠٫٠٠٠٠٣٣٧١
١١ ٠٫٩۶٨٩۴٧۴٧ ٠٫٩۶٨٩٩٣٩١ ٠٫٠٠٠٠۴۶۴۴
١٣ ٠٫٩۵۵٠۶٧٧٢ ٠٫٩۵۵١٢٩٣۵ ٠٫٠٠٠٠۶١۶٣
١۵ ٠٫٩٣۶٠٩۶٣۵ ٠٫٩٣۶١٧۵٧٣ ٠٫٠٠٠٠٧٩٣٨
١٧ ٠٫٩١٠١۶۵۵۶ ٠٫٩١٠٢۶۵٠٨ ٠٫٠٠٠٠٩٩۵٢
١٩ ٠٫٨٧۴٢٢٢٣٨ ٠٫٨٧۴٨۴٣٧٨ ٠٫٠٠٠١٢١۴١
٢١ ٠٫٨٢۶٢٧٧٢٩ ٠٫٨٢۶۴٢٠٩١ ٠٫٠٠٠١۴٣۶٢
٢٣ ٠٫٧۶٠٠۶٠٧١ ٠٫٧۶٠٢٢۴١٧ ٠٫٠٠٠١۶٣۶۴
٢۵ ٠٫۶۶٩۵۵٣٣٧ ٠٫۶۶٩٧٢٩۵۵ ٠٫٠٠٠١٧۶١٧
٢٧ ٠٫۵۴۵٨۴۴۵١ ٠٫۵۴۶٠١٨٣٩ ٠٫٠٠٠١٧٣٨٨
٢٩ ٠٫٣٧۶٧۵۴۵۴ ٠٫٣٧۶٨٩٨٣٧ ٠٫٠٠٠١۴٣٨٣
٣١ ٠٫١۴۵۶٣۵٩۶ ٠٫١۴۵٧٠١٩۵ ٠٫٠٠٠٠۶۵٩٨

۴ . ٢ . ۵ مثال عددی جواب های :٧ . ۵ جدول

۴ . ٢ . ۵ مثال دقیق و عددی جواب های :٨ . ۵ ش΄ل



٧٣ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل

۴ . ٢ . ۵ مثال هار خطای نمودار :٩ . ۵ ش΄ل

مثال در ماکزیمم مطلق خطای و ماکزیمم نسبی خطای بین مقایسه :١٠ . ۵ ش΄ل
۴ . ٢ . ۵

دقت ͹سط ٢M L∞ L∞ نسبت
J=٣ ١۶ ١٫٧۶١٧ × ١٠−۴

J=۴ ٣٢ ۴٫٣٣٣٢ × ١٠−۵ ٠٫٢۴۵٩۶٨٧١٠٠
J=۵ ۶۴ ١٫٠۵١٧ × ١٠−۵ ٠٫٢۴٢٧١٠٩٠٨۴
J=۶ ١٢٨ ۶٫۴٩۶١ × ١٠−۶ ٠٫٢۵۴۵٠٠٨۵٣۵
J=٧ ٢۵۶ ١٫۶۵٣٢ × ١٠−۶ ٠٫٢۵٠١۵۵٠٠٨٢
J=٨ ۵١٢ ۴٫١٣۵٧ × ٧−١٠ ٠٫٢۵٠٠٩٠١٣٠٩
J=٩ ١٠٢۴ ١٫٠٣۴٣ × ٧−١٠ ٠٫٢۴٩۵٨١٠۴٣٣
J=١٠ ٢٠۴٨ ٢٫۵٨١۴ × ٨−١٠ ٠٫٢۴٩١٢۴۵٨٠٣

مرزی مقدار مسئله برای هار ΁موج هم·رایی :٨ . ۵ جدول



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٧۴
ͬ گیریم: م نظر در را زیر دوم مرتبه غیرهم·ن مرزی مقدار مسئله .۵ . ٢ . ۵ مثال

u′′(x) + u(x) = sin(x) + x cos(x), ٠ < x < ١,
u(٠) = ١, u(١) = ١٫۶۶٧۴٣٣.

دقیق جواب با
u(x) = cos(x) +

۵
۴ sin(x) +

١
۴(x٢ sin(x)− x cos(x))

(J = ٣ هار(یعنͬ ΁موج سوم ͹سط از استفاده با
ͬ دهیم، م بسط را ΁موج سری در u′′(x) گام(١)

u′′(x) =

٢M∑
i=١

aihi(x)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از فوق رابطه طرف دو هر از گام(٢)
∫ x

٠
u′′(τ)dτ =

∫ x

٠
٢M∑
i=١

aihi(τ)dτ

u′(x)− u′(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,١(x)

u′(x) = u′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,١(x)

ͬ گیریم. م انتگرال x تا ٠ از فوق رابطه طرف دو هر از دوباره،

u(x)− u(٠) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + xu′(٠)

u(x) = u(٠) + xu′(٠) +
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)

کرد پیدا زیر رابطه گرفتن نظر در با ͬ توان م را u′(٠) است، مجهول u′(٠) آن در که
u(١) = ١٫۶۶٧۴٣٣
u(١) =

٢M∑
i=١

aiPi,٢ + u′(٠) + ١

u′(٠) = ٠٫۶۶٧۴٣٣ −
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢

u(x) =

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)− x

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ + ٠٫۶۶٧۴٣٣x+ ١



٧۵ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل
ͬ کنیم م جای·ذاری معادله را در آن مشتقات و u(x) گام(٣)

u′′(x) + u(x) = sin(x) + x cos(x)

٢M∑
i=١

aihi(x) +
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ + ١ + x
[
−

٢M∑
i=١

aiPi,(١)١ + ٠٫۶۶٧۴٣٣]
= sin(x) + x cos(x)

٢M∑
i=١

ai[hi(xl) + Pi,٢(xl)− xlPi,(١)٢]
= sin(xl) + xl cos(xl)− ٠٫۶۶٧۴٣٣xl − ١,
l = ١,٢, · · · , ١۶

΁موج ضرایب برای را خطͬ معادلات دستگاه و ͬ کنیم م بررسͬ xl هم محلͬ نقاط در گام(۴)
ͬ کنیم. م حل ai

ͬ کنیم. م جای·ذاری جواب به رسیدن برای u(x) در را ضرایب گام(۵)

متناهͬ) تفاضل و خطͬ پرتابی هار، (جواب عددی و دقیق جواب های :١١ . ۵ ش΄ل



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٧۶

۵ . ٢ . ۵ مثال در خطا :١٢ . ۵ ش΄ل

(xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب متناهͬ تفاضل خطͬ پرتابی روش
١ ١٫٠٣٠٧۶۶٨۴ ١٫٠٣٧٣١١٩۴ ١٫٠١٢٢٣٠١٧ ١٫٠٢٢٨١٠٠
٣ ١٫٠٨٩۴٩۵٧١ ١٫١٠٢۴٠۶٧٢ ١٫٠٣٩۴٢۴٩۵ ١٫٠٣٩۴١٨٩٧
۵ ١٫١۴۴۶٩٩۶٩ ١٫١۵٩۶۶٨٨١ ١٫٠۶٩٩۵٠٨۶ ١٫٠۶٩٩۴١٣۶
٧ ١٫١٩۶۶۴٣٢۴ ١٫٢٠٨١۶٧۴۵ ١٫١٠٣۴۴۶٨٠ ١٫١٠٣۴٣۴۴١٨
٩ ١٫٢۴۵۵٩۴١١ ١٫٢۵۶۶٧۵۴٢ ١٫١٣٩۵٧٢٧٢ ١٫١٣٩۵۵٧٩١
١١ ١٫٢٩١٨١٨۵٣ ١٫٢٩٧٠٣۶۵٨ ١٫١٧٨٠١٢٠۴ ١٫١٧٧٩٩۴۵٣
١٣ ١٫٣٣۵۵٧۶۵٩ ١٫٣٣۶۶٧۶٠٩ ١٫٢١٨۴٧۴٠٣ ١٫٢١٨۴۵۴٨۴
١۵ ١٫٣٧٧١١٧۶٧ ١٫٣٧٢۶٠٧٣٠ ١٫٢۶٠۶٩۶٢١ ١٫٢۶٠٠۶٧۵٩
١٧ ١٫۴١۶۶٧۶٠۵ ١٫۴١۵٢۶٠۶۶ ١٫٣٠۴۴۴۶٧٧ ١٫٣٠۴۴٢۵٩٨
١٩ ١٫۴۵۴۴۶۶٧۴ ١٫۴۵٠۵٠٨٧٣ ١٫٣۴٩۵٢۶٩٠ ١٫٣۴٩۵٠٧٢٧
٢١ ١٫۴٩٠۶٨١۴٨ ١٫۴٨٣٣٩٩۵٨ ١٫٣٩۵٧٧٣١۶ ١٫٣٩۵٧۵٣۴٠
٢٣ ١٫۵٢۵۴٨۵١٣ ١٫۵٣۴۴٨٨۴۵ ١٫۴۴٣٠۵٩٧۴ ١٫۴۴٣٠٩١۶٠
٢۵ ١٫۵۵٩٠١٢٢٢ ١٫۵۴٩۵١٣١٢ ١٫۴٩١٣٠٠٧۵ ١٫۴٩١٢٨۵٠۵
٢٧ ١٫۵٩١٣۶٣٩٠ ١٫۵٨٣۴٨٠٨٠ ١٫۵۴٠۴۵٢۴٢ ١٫۵۴٠۴۴٠۶٢
٢٩ ١٫۶٢٢۶٠۵٣١ ١٫۶١٧٠٣٨٩٩ ١٫۵٩٠۵١۵١٨ ١٫۵٩٠۵٠٧٠٠
٣١ ١٫۶۵٢٧۶٣٢٠ ١٫۶۵٠۶۶٣٨۵ ١٫۶۴١۵٣۵٧٧ ١٫۶۴١۵٣٢٧٨

۵ . ٢ . ۵ مثال عددی جواب :٩ . ۵ جدول



٧٧ خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج تبدیل
مطلق خطای حداکثر

هار جواب متناهͬ تفاضل خطͬ پرتابی روش
٠٫٠١۴٩۶٩١٢ ٠٫٢١٣٨٠۶۴٩ ٠٫٢١٣٨٢۴٠٠

معادله ماکزیمم مطلق خطای :١١ . ۵ جدول

(xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب خطͬ پرتابی روش خطای
١ ٠٫٠٠۶۵۴۵١٠ ٠٫٠١٨۵٣۶۶٧ ٠٫٠١٨٨۵٣٨٧۴
٣ ٠٫٠١٢٩١١٠١ ٠٫٠۵٠٠٧٠٧۵ ٠٫٠۵٠٠٧۶٧۴
۵ ٠٫٠١۴٩۶٩١٢ ٠٫٠٧۴٧۴٨٨٣ ٠٫٠٧۴٧۵٨٣٣
٧ ٠٫٠١١۵٢۴٢١ ٠٫٠٩٣١٩۶۴۴ ٠٫٠٩٣٢٠٩٠٧
٩ ٠٫٠١١٠٨١٣١ ٠٫١۵۶٠٢١٣٩ ٠٫١۵۶٣۶٢٠
١١ ٠٫٠٠۵٢١٨٠۵ ٠٫٢١٣٨٠۶۴٩ ٠٫٢١٣٨٢۴٠٠
١٣ ٠٫٠٠١٠٩٩۵٠ ٠٫١١٧١٠٢۵۶ ٠٫١١٧١٢١٧۵
١۵ ٠٫٠٠۴۵١٠٣٧ ٠٫١١۶۴٢١۴۶ ٠٫١١۶۴۴١٧۵
١٧ ٠٫٠٠١۴١۵٣٩ ٠٫١١٢٢٢٩٢٨ ٠٫١١٢٢۵٠٠٧
١٩ ٠٫٠٠٣٩۵٨٠١ ٠٫١٠۵٠٣٩٨۴ ٠٫١٠۴٩۶٠۴۶
٢١ ٠٫٠٠٧٧٢٨١٩٠ ٠٫٠٩۴٩٠٨٣٢ ٠٫٩۴٩٢٨٠٩
٢٣ ٠٫٠٠٩٠٠٣٣٢ ٠٫٠٨٢۴٢۵٣٩ ٠٫٠٨٢۴۴٣۵٣
٢۵ ٠٫٠٠٩۴٩٩١٠ ٠٫٠۶٧٧١١۴٧ ٠٫٠۶٧٧٢٧١۶
٢٧ ٠٫٠٠٧٨٨٣١٠ ٠٫٠۵٠٩١١۴٨ ٠٫٠۵٠٩٢٣٨٨
٢٩ ٠٫٠٠۵۵۶۶٣٢ ٠٫٠٣٢٠٧٠١٣ ٠٫٠٣٢٠٩٨٣١
٣١ ٠٫٠٠٢٠٩٩٣۵ ٣٠٫٠١١٢٢٧۴ ٠٫٠١١٢٣٠۴١

۵ . ٢ . ۵ مثال در خطا :١٠ . ۵ جدول



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٧٨

جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج روش ٣ . ۵
خطͬ

دو از ͬ کنیم. م بررسͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای را هار ΁موج روش بخش، این در
دو هر ۶ موج. شبه معادله و ۵ کلین‐گوردن مشهور معادله ͬ کنیم: م استفاده مسئله مدل
و u̇ = ut, u̇

′ = utx نمادگذاری از هستند. بعد ΁ی در دو مرتبه خطͬ هم·ن نوع از معادله
کرد. خواهیم استفاده غیره

شروط بسط توسط جبری، معادلات از دستگاه ΁ی به مسئله کاهش شامل ابتدا روش این
پس است. شرط متناهͬ تعداد با هار ΁موج سری های به عنوان معادله در ماکزیمم مشتق
و ͬ کنیم م استفاده کردیم ایجاد قبلͬ بخش های در که هار ΁موج عملیاتͬ ماتریس از آن، از

ͬ نماییم. م استفاده ΁موج ضریب برای را خطͬ جبری معادلات دستگاه از سپس
را زیر خطͬ [١٧] ٧ کلین‐گوردن معادله .٣ . ١ . ۵ مثال

utt − uxx = u, ٠ < x < ١ (٢۶ . ۵)
اولیه شرایط تحت

u(x, ٠) = ١ + sin(x), ut(x, ٠) = ٠ (٢٧ . ۵)
مرزی شرایط و

u(٠, t) = u(١, t) = ٠, t > ٠. (٢٨ . ۵)
دقیق جواب با

u(x, t) = sin(x) + cosh(x)

ͬ گیریم. م نظر در
ͬ گیریم: م نظر در J = ۴ دقت ͹سط از استفاده با را زیر رابطه دو گام(١)

ts =
(s− ١)
N

, s = ١,٢, · · · , N.
ͬ کنیم: م فرض

xl =
٢l− ١
۴m , l = ١,٢, · · · ,٢m.

۵Klein-Gordon
۶Wave-like
٧Klein-Gordon



٧٩ خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج روش
ͬ دهیم. م بسط را هار ΁موج از ü′′(x, t) عبارت

ü′′(x, t) =

٢M∑
i=١

aihi(x), t ∈ (ts, ts+١], (٢٩ . ۵)

است. ثابت t ∈ (ts, ts+١] زیر بازه در ai ستونͬ بردار آن در که
ͬ گیریم. م انتگرال مرتبه دو x تا ٠ از و t تا ts از t به نسبت (٣٠ . ۵) معادله از گام(٢)

u̇′′(x, t) = (t− ts)

٢M∑
i=١

aihi(x) + u̇′′(x, ts), (٣٠ . ۵)

u′′(x, t) =
(t− ts)

٢
٢

٢M∑
i=١

aihi(x) + (t− ts)u̇
′′(x, ts) + u′′(x, ts) (٣١ . ۵)

ü′(x, t) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + ü′(٠, t) (٣٢ . ۵)

ü(x, t) =

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + ü(٠, t) + xü′(٠, t) (٣٣ . ۵)

u̇(x, t) = (t− ts)

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + u̇(x, ts) + u̇(٠, t)− u̇(٠, ts)
+ x[u̇′(٠, t)− u̇′(٠, ts)] (٣۴ . ۵)
u(x, t) =

(t− ts)
٢

٢
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + u(x, ts) + (t− ts)u̇(x, ts) + u(٠, t)
− u(٠, ts)− (t− ts)u̇(٠, ts) + x[u′(x, ts)− (u′(٠, ts))− (t− ts)u̇

′(٠, ts)] (٣۵ . ۵)
ͬ شوند: م تبدیل زیر روابط به مرزی شرایط از استفاده با (٣۵ . ۵)‐(٣٣ . ۵) معادلات

ü(x, t) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)− x
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ (٣۶ . ۵)

u̇(x, t) = (t− ts)

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + u̇(x, ts)

− x(t− ts)

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ (٣٧ . ۵)

u(x, t) =
(t− ts)

٢
٢

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + u(x, ts) + (t− ts)u̇(x, ts)

− x

٢(t− ts)
٢ ٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ (٣٨ . ۵)

استفاده با t = ts+١ و x = xl در را (٣۵ . ۵) معادلات و (٣١ . ۵)‐(٣٠ . ۵) معادلات مقدار



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٨٠
آن در که ͬ کنیم. م بررسͬ ∆t = ts+١ − ts  از

u̇′′(xl, ts+١) = ∆t

٢M∑
i=١

aihi(xl) + u̇′′(xl, ts), (٣٩ . ۵)

u′′(xl, ts+١) =
∆t٢
٢

٢M∑
i=١

aihi(xl) + ∆tu̇′′(xl, ts) + u′′(xl, ts) (۴٠ . ۵)

ü(xl, ts+١) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl)− xl

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ (۴١ . ۵)

u̇(xl, ts+١) = ∆t

٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl) + u̇(xl, ts) + ∆txl

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ (۴٢ . ۵)

u(xl, ts+١) =
∆t٢
٢

٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl) + u(xl, ts) + ∆tu̇(xl, ts)

− ١
٢∆t٢xl

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ (۴٣ . ۵)
.xl = ٢l−١۴m , l = ١,٢, · · · ,٢m که

است: زیر به صورت کلͬ طرح گام(٣)
ü(xl, ts+١)− u′′(xl, ts+١) = u(xl, ts+١) (۴۴ . ۵)
(i.e.) ü(xl, ts+١) = u(xl, ts+١) + u′′(xl, ts+١) (۴۵ . ۵)
ai

[٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl)− xl

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢−∆t٢
٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl) +
١
٢∆t٢xl

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢
]

= u(xl, ts) + ∆t[u̇(xl, ts) + u̇′′(xl, ts)] + u′′(xl, ts) (۴۶ . ۵)
ͬ شوند. م محاسبه (۴۶ . ۵) خطͬ معادله دستگاه طریق از ai هار ضرایب بردار گام(۴)

ͬ شود: م تعیین زیر به صورت [١٧] از (۴٣ . ۵) معادله طبق مسئله جواب گام(۵)
u(xl, ٠) = ١ + sin(xl)

u′(xl, ٠) = cos(xl), u′′(xl, ٠) = − sin(xl), u̇′′(xl, ٠) = ٠,
u̇(xl, ٠) = ٠

(ADM) ٨ ادومیان تجزیه روش
جواب برای اغلب و هستند ادومیان تجزیه روش های از ١٠ تقسیم و ٩ تسخیر روش های
شامل آن ها . است سهموی و بیضوی نوع از جزئͬ دیفرانسیل معادلات محاسباتͬ و موازی

٨Adomain Decomposition Method
٩Conquer

١٠Dividing



٨١ خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج روش
شب΄ه گسسته سازی های برای تکنی΁ هایی گسسته، معادلات حل برای تکراری ال·وریتم های
را روش این برای تعریف ΁ی هستند. ناهم·ن تقریب های برای تکنی΁ هایی و غیر تطبیقͬ

یافت. [٢۶] مقاله در ͬ توان م
شده اند. حاصل [١٧] مقاله طریق از ١٣ . ۵ جدول و ١٢ . ۵ جدول در موجود نتایج

است. مختلف نقاط در تقریبی و دقیق جواب های نشان دهنده ١٢ . ۵ جدول

xl دقیق جواب هار جواب
٠٫٠١۵ ٢٫۴۵٣ × ١٠−۵ ٢٫١٣٣ × ١٠−۵

٠٫٠۴۶ ٩٫٧٧٢ × ١٠−۵ ٩٫٣٨۵ × ١٠−۵

٠٫٠٧٨ ٢٫۵٢۵ × ١٠−۴ ٢٫۵۴٩ × ١٠−۴

٠٫١٠٩ ١٫١٧١ × ١٠−۴ ١٫١١٨ × ١٠−۴

٠٫۴۵٣ ۴٫۵۴١ × ١٠−۴ ۴٫۵۵۶ × ١٠−۴

٠٫۴٨۴ ٢٫١١٢ × ١٠−۴ ٢٫١۵٣ × ١٠−۴

٠٫۵١۵ ٣٫٣٢٢ × ١٠−۵ ٣٫٣۴٢ × ١٠−۵

خطͬ کلین‐گوردن معادله عددی نتایج :١٢ . ۵ جدول

t
مطلق خطای حداکثر

هار جواب آدومیان روش
٠٫١ ۵٫٢٠١ × ١١−١٠ ٣٫٢٠١ × ١٠−١٠

٠٫٣ ۴٫۴٢٧ × ٨−١٠ ٣٫١٢١ × ٧−١٠

٠٫۵ ٢٫٣٢۵ × ١٠−۵ ١٫٩٠٧ × ٣−١٠

متفاوت زمان های در معادله ماکزیمم مطلق خطای :١٣ . ۵ جدول

[١٩] را زیر بعدی تک موج شبه معادله .٣ . ٢ . ۵ مثال
utt −

x٢
٢ uxx = ٠, ٠ < x < ١, t > ٠ (۴٧ . ۵)

اولیه شرایط به توجه با
u(x, ٠) = x, u̇(x, ٠) = x٢ (۴٨ . ۵)

مرزی شرایط و
u(٠, t) = ٠, u(١, t) = ١ + sinh(t) t > ٠ (۴٩ . ۵)



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٨٢
است: زیر به صورت دقیق جواب ͬ گیریم، م نظر در

u(x, t) = x+ x٢ sinh(t)

J = ٣ دقت ͹سط از استفاده با را زیر رابطه دو گام(١)
ͬ گیریم: م نظر در

ts =
(s− ١)
N

, s = ١,٢, · · · , N

ͬ کنیم: م فرض
xl =

٢l− ١
۴m , l = ١,٢, · · · ,٢m

ͬ دهیم. م بسط زیر به صورت را ü′′(x, t) عبارت هار ΁موج در حال

ü′′(x, t) =

٢M∑
i=١

aihi(x), t ∈ [ts, ts+١] (۵٠ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال مرتبه دو x تا ٠ از x به نسبت و t تا ts از t به نسبت (۵٠ . ۵) معادله از گام(٢)

u̇′′(x, t) = (t− ts)
٢M∑
i=١

aihi(x) + u̇′′(x, ts), (۵١ . ۵)

u′′(x, t) =
(t− ts)

٢
٢

٢M∑
i=١

aihi(x)(t− ts)u̇
′′(x, ts) + u′′(x, ts) (۵٢ . ۵)

u′(x, t) =
(t− ts)

٢
٢

٢M∑
i=١

aiPi(x) + (t− ts)[u̇
′(x, ts)− u̇′(٠, ts)]

+ u′(x, ts)− u′(٠, ts) + u′(٠, t) (۵٣ . ۵)
u(x, t) =

(t− ts)
٢

٢
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + (t− ts)[u̇(x, ts)− u̇(٠, ts)
− xu̇′(٠, ts)] + u(x, t)− u(٠, ts)− x[u′(٠, ts)− u′(٠, t)] + u(٠, t) (۵۴ . ۵)

u̇(x, t) = (t− ts)
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + [u̇(x, ts)− u̇(٠, ts) + xu̇′(٠, ts)]
+ xu̇′(٠, t) + u̇(٠, t) (۵۵ . ۵)

ü(x, t) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)− xü′(٠, t) + ü(٠, t) (۵۶ . ۵)



٨٣ خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج روش
داریم: مرزی و اولیه شرایط از استفاده با را زیر معادلات

u(x, ٠) = x, u̇(x, ٠) = x٢ ٠ < x < ١
u(٠, t) = g٠(t) = ٠
u(٠, ts) = g٠(ts) = ٠
u(١, ts) = g١(ts) = ١ + sinh(ts)

u̇(٠, ts) = g′٠(ts) = ٠
u̇(١, ts) = g′١(ts) = cosh(ts)

ü(٠, ts) = g′′٠(ts) = ٠
ü(١, ts) = g′′١ (ts) = sinh(ts)

داریم: شرایط، از استفاده با و ͬ دهیم م قرار (۵۵ . ۵) و (۵٣ . ۵) فرمول های در را x = ١

u′(٠, t)− u′(٠, ts) = −(t− ts)
٢

٢
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ + (t− ts)[cosh(ts)

− u̇′(٠, ts)] + (١ + sinh(t)− ١ − sinh(ts) (۵٧ . ۵)
ü′(٠, t) = −

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢− sinh(t) (۵٨ . ۵)

ͬ کنیم م جای·ذاری (۶٠ . ۵) طریق از (۵٢ . ۵) معادلات در را (۵٨ . ۵) و (۵٧ . ۵) معادلات
ͬ کنیم. م بررسͬ را t = ts+١ و x = xl مقادیر و

u′′(xl, ts+١) =
(ts+١ − ts)

٢
٢

٢M∑
i=١

aihi(xl) + (ts+١ − ts)u̇
′′(xl, ts) + u′′(xl, ts) (۵٩ . ۵)

u′(xl, ts+١) =
∆t٢
٢

٢M∑
i=١

aiPi(xl) + ∆tu̇′(xl, ts)− u′(xl, ts)−
∆t٢
٢

٢M∑
i=١

aiPi(xl) + ∆t[cosh(ts)] + sinh(ts+١)− sinh(ts) (۶٠ . ۵)

u(xl, ts+١) =
∆t٢
٢

٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl) + ∆t[u̇(xl, ts)− u̇(٠, ts)] + u(xl, ts)

− u(٠, ts)− xl
∆t٢
٢

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢− xl∆t cosh(ts)− xl[١ + sinh(ts)− ١ − sinh(ts+١)]

(۶١ . ۵)



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٨۴

u̇(xl, ts+١) = ∆t

٢M∑
i=١

aiPi,٢(xl) + [u̇(xl, ts)− u̇(٠, ts)]

−∆txl

٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ + xl cosh(ts) + xl cosh(ts+١) (۶٢ . ۵)

ü(xl, ts+١) =
٢M∑
i=١

ai[Pi,٢(xl)− xlPi,(١)٢] + xl sinh(ts+١) (۶٣ . ۵)

Pi,(١)٢ =


٠٫۵ if i = ١
١۴m٢ if i > ١

داریم: (۶٣ . ۵) معادله طریق از موج شبه معادله در مقدار جای·زینͬ از پس گام(٣)
٢M∑
i=١

ai[Pi,٢(xl)− xlPi,(١)٢] = xl
٢

٢ u′′(xl, ts) + xl sinh(ts+١) (۶۴ . ۵)

ͬ باشد. م جبری (۴٧ . ۵) مشابه موج معادله طبق (۶۴ . ۵) معادله

معادله طریق از بنابراین، ͬ کنیم. م حل ai هار ΁موج ضرایب برای را جبری معادلات گام(۴)
روند این است. دقیق جواب به ΁نزدی بسیار که ͬ آوریم م به دست را u جواب ،(۶١ . ۵)

است: شده آغاز زیر مقادیر با جواب

u(xl, ٠) = xl, ut(xl, ٠) = xl
٢, u′(xl, ٠) = ٠, u′′(xl, ٠) = ٠

ͬ کنیم. م جای·ذاری جواب به دستیابی برای u(x, t) در را ضریب گام(۵)

t = ٠٫٠١ در موج شبه معادله برای دقیق و عددی جواب های :١٣ . ۵ ش΄ل



٨۵ خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج روش

t = ٠٫١ در موج شبه معادله برای دقیق و عددی جواب های :١۴ . ۵ ش΄ل

(xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب متناهͬ تفاضل
١ ٠٫٠٣١٢۵٩٧۶۵٧ ٠٫٠٣١٢۵٩٩٢٩٨ ٠٫٠٣١٢۵٩٧۶۴٨
٣ ٠٫٠٩٣٨٣٧٨٩٢٠ ٠٫٠٩٣٨٣٨٠٢٢٣ ٠٫٠٩٣٨٣٧٨٩٣۴
۵ ٠٫١۵۶۴٩۴١۴۴۶ ٠٫١۵۶۴٩۴٢٣٩٨ ٠٫١۵۶۴٩۴١۴۶٣
٧ ٠٫٢١٩٢٢٨۵٢٣۶ ٠٫٢١٩٢٢٨۵٨٢۴ ٠٫٢١٩٢٢٨۵٢۶۵
٩ ٠٫٢٨٢٠۴١٠٢٨٨ ٠٫٢٨٢٠۴١٠۴٩٩ ٠٫٢٨٢٠۴١٠٣٩٢
١١ ٠٫٣۴۴٩٣١۶۶٠٣ ٠٫٣۴۴٩٣١۶۴٢۴ ٠٫٣۴۴٩٣١۶۶١٠
١٣ ٠٫۴٠٧٩٠٠۴١٨١ ٠٫۴٠٧٩٠٠٣۵٩٩ ٠٫۴٠٧٩٠٠۴٢٣٧
١۵ ٠٫۴٧٠٩۴٧٣٠٢٢ ٠٫۴٧٠٩۴٧٢٠٢۵ ٠٫۴٧٠٩۴٧٣٠٨٩
١٧ ٠٫۵٣۴٠٧٢٣١٢۶ ٠٫۵٣۴٠٧٢١٧٠٠ ٠٫۵٣۴٠٧٢٣١۵٠
١٩ ٠٫۵٩٧٢٧۵۴۴٩٣ ٠٫۵٩٧٢٧۵٢۶٢۵ ٠٫۵٩٧٢٧۵۴٣٢٠
٢١ ٠٫۶۶٠۵۵۶٧١٢۴ ٠٫۶۶٠۵۵۶۴٨٠٠ ٠٫۶۶٠۵۵۶٧١٨٠
٢٣ ٠٫٧٢٣٩١۶١٠١٧ ٠٫٧٢٣٩١۵٨٢٢۵ ٠٫٧٢٣٩١۶١١٢٠
٢۵ ٠٫٧٨٧٣۵٣۶١٧٣ ٠٫٧٨٧٢۵٢٩٠١١ ٠٫٧٨٧٣۵٣۶٢٨٠
٢٧ ٠٫٨۵٠٨۶٩٢۵٩٢ ٠٫٨۵٠٨۶٨٨٨٢۶ ٠٫٨۵٠٨۶٩٢۶۶٠
٢٩ ٠٫٩١۴۴۶٣٠٢٧۵ ٠٫٩١۴۴۶٢۶٠٠١ ٠٫٩١۴۴۶٣٠٣١٠
٣١ ٠٫٩٧٨١٣۴٩٢٢٠ ٠٫٩٧٨١٣۴۴۴٢۶ ٠٫٩٧٨١٣۴٩٣۶٠
t = ٠٫٠١ در موج شبه معادله عددی نتایج :١۴ . ۵ جدول



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٨۶
(xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب متناهͬ تفاضل

١ ٠٫٠٣١٣۴٧٨١٩١ ٠٫٠٣١٣٣٧٢١۶۴ ٠٫٠٣١٣۴٨٣٠۵۶
٣ ٠٫٠٩۴۶٣٠٣٧١٨ ٠٫٠٩۴۵٩٧۵٨۵١ ٠٫٠٩۴۶٣١۵٠١۵
۵ ٠٫١۵٨۶٩۵۴٧٧٣ ٠٫١۵٨۶٣٩٢٠٣٣ ٠٫١۵٨۶٩٧٢۵٧۵
٧ ٠٫٢٢٣۵۴٣١٣۵۵ ٠٫٢٢٣۴۶٢٠٨٠۵ ٠٫٢٢٣۵۴۵۵۴٨٩
٩ ٠٫٢٨٩١٧٣٣۴۶۴ ٠٫٢٨٩٠۶۶٢٠٩٣ ٠٫٢٨٩١٧۶۴٠١٣
١١ ٠٫٣۵۵۵٨۶١١٠١ ٠٫٣۵۵۴۵١۵٣۵۴ ٠٫٣۵۵۵٨٩٧٩٠٢
١٣ ٠٫۴٢٢٧٨١۴٢۶۵ ٠٫۴٢٢۶١٨١٠٢۶ ٠٫۴٢٢٧٨۵٧۴۶٠
١۵ ٠٫۴٩٠٧۵٩٢٩۵٧ ٠٫۴٩٠۵۶۶٢٢۶۶ ٠٫۴٩٠٧۶۴٢٣٧۶
١٧ ٠٫۵۵٩۵١٩٧١٧۵ ٠٫۵۵٩٢٩۵۶۵٣٢ ٠٫۵۵٩۵٢۵٢٧۶٠
١٩ ٠٫۶٢٩٠۶٢۶٩٢١ ٠٫۶٢٨٨٠۴۵۴١٢ ٠٫۶٢٩٠۶٨٨٧۴٠
٢١ ٠٫۶٩٩٣٨٨٢١٩۵ ٠٫۶٩٩٠٩۴٣٧٢٣ ٠٫۶٩٩٣٩۴٩٩٧٠
٢٣ ٠٫٧٧٠۴٩۶٢٩٩۶ ٠٫٧٧٠١٧۵٨٧٨۴ ٠٫٧٧٠۵٠٣٧٠۶٠
٢۵ ٠٫٨۴٢٣٨۶٩٣٢۴ ٠٫٨۴٢٠۴٠۴٢٣٢ ٠٫٨۴٢٣٩۴٩۶١٠
٢٧ ٠٫٩١۵٠۶٠١١٧٩ ٠٫٩١۴۶٢۵۴۵۶۶ ٠٫٩١۵٠۶٨٧۴٢٠
٢٩ ٠٫٩٨٨۵١۵٨۵۶٢ ٠٫٩٨٧٩٨١٣١۵١ ٠٫٩٨٨۵٢۵٠٧٧٠
٣١ ١٫٠۶٢٧۵۴١۴٧٢ ١٫٠۶٢۴٧٢۵۶۶۵ ١٫٠۶٢٧۶٢٠٧۶٠

t = ٠٫١ در موج شبه معادله عددی نتایج :١۵ . ۵ جدول

t = ٠٫٢ در موج شبه معادله برای دقیق و عددی جواب های :١۵ . ۵ ش΄ل



٨٧ خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج روش
(xl/٣٢) دقیق جواب هار جواب متناهͬ تفاضل

١ ٠٫٠٣١۴۴۶۶١٧١ ٠٫٠٣١۵٠٩٠۵٢٧ ٠٫٠٣١۴۵٠۵١٢٩
٣ ٠٫٠٩۵۵١٩۵۵۴٧ ٠٫٠٩۵٧٠٠٠١٠٠ ٠٫٠٩۵۵٢٨۶٣٣٨
۵ ٠٫١۶١١۶۵۴٢٩٧ ٠٫١۶١۴۵۴٧٧٠١ ٠٫١۶١١٧٩۶۶۴۶
٧ ٠٫٢٢٨٣٨۴٢۴٢٣ ٠٫٢٢٨۶٨۵١۴١۴ ٠٫٢٢٨۴٠٣۵٩٩١
٩ ٠٫٢٩٧١٧۵٩٩٢٣ ٠٫٢٩٧۵۵٣٣٣٨٠ ٠٫٢٩٧٢٠٠۴۵٢٧
١١ ٠٫٠٣۶٧۵۴٠۶٧٩٩ ٠٫٣۶٧٩٧۶٧۵٩۵ ٠٫٣۶٧۵٧٠٢١٢۶
١٣ ٠٫۴٣٩۴٧٨٣٠۵١ ٠٫۴٣٩٩٧١١۵٧١ ٠٫۴٣٩۵١٢٨٨٩۴
١۵ ٠٫۵١٢٩٨٨٨۶٧٧ ٠٫۵١٣۵١۵٠١٠٧ ٠٫۵١٣٠٢٨۴٧٨٢
١٧ ٠٫۵٨٨٠٧٢٣۶٧٩ ٠٫۵٨٨۶٣١٩٠۶٣ ٠٫۵٨٨١١۶٩٨٨٠
١٩ ٠٫۶۶۴٧٢٨٨٠۵۵ ٠٫۶۶۵٣٠٨۴٧٣٠ ٠٫۶۶۴٧٧٨٣۶٢٠
٢١ ٠٫٧۴٢٩۵٨١٨٠٧ ٠٫٧۴٣۶٨١٠٠٢۶ ٠٫٧۴٣٠١٢۶٨۶٠
٢٣ ٠٫٨٢٢٧٢٠۴٩٣۵ ٠٫٨٢٣٣۵٧١۴۶٠ ٠٫٨٢٢٨١٩٩١۵٠
٢۵ ٠٫٩٠۴١٣۵٧۴٣٧ ٠٫٩٠۴٧٢٧١٨۶٧ ٠٫٩٠۴٢٠٠٠۶٣٠
٢٧ ٠٫٩٨٧٠٨٣٩٣١۴ ٠٫٩٨٧٠١٧٣٧٣٠ ٠٫٩٨٧١۵٣١٠٠٠
٢٩ ١٫٠٧١۶٠۵٠۵۶٧ ١٫٠٧٢١۵٨۶٧۶٣ ١٫٠٧١۶٧۶۵٠۵٠
٣١ ١٫١۵٧۶٩٩١١٩۵ ١٫١۵٨٢٢٠١٢۵٢ ١٫١۵٧٧۴٠۵۶٨٠

t = ٠٫٢ در موج شبه معادله عددی نتایج :١۶ . ۵ جدول

t
مطلق خطای حداکثر

هار جواب متناهͬ تفاضل
٠٫٠١ ۴٫٧٩٣۴ × ٧−١٠ ١٫٧۴٠٠ × ٨−١٠

٠٫١ ٣٫۴۶۵١ × ١٠−۴ ٨٫٠٢٨٧ × ١٠−۶

٠٫٢ ٧٫٢٢٨٢ × ١٠−۴ ٧٫١۴۴٨ × ١٠−۵

مختلف زمان های در معادله مطلق خطای حداکثر :١٧ . ۵ جدول

بعدی تک انتشار معادله .٣ . ٣ . ۵ مثال
ut = uxx, ٠ < x < ١, t > ٠ (۶۵ . ۵)

اولیه شرایط با را
u(x, ٠) = sin(πx) (۶۶ . ۵)



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٨٨
مرزی شرایط و

u(٠, t) = u(١, t) = ٠, t > ٠ (۶٧ . ۵)
دقیق جواب با

u(x, t) = e−π
٢t sin(πx)

ͬ گیریم. م نظر در
ͬ گیریم: م نظر در را زیر رابطه گام(١)

xl =
٢l− ١
۴m , l = ١,٢, · · · ,٢m.

ͬ دهیم. م بسط x تا ٠ از زمانͬ گام از استفاده رابا هار ΁موج از ü′′(x, t) عبارت حال،

u̇′′(x, t) =
٢M∑
i=١

aihi(x), t ∈ (٠, t] (۶٨ . ۵)

ͬ گیریم. م انتگرال مرتبه دو x تا ٠ از و مرتبه ΁ی t تا ٠ از t به توجه با (۶٢ . ۵) معادله از گام(٢)
u′′(x, t) = t

٢M∑
i=١

aihi(x)− π٢ sin(πx) (۶٩ . ۵)

u′(x, t) = t

٢M∑
i=١

aiPi,١(x)− π cos(πx) + π (٧٠ . ۵)

u(x, t) = t
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)− sin(πx) + πx (٧١ . ۵)

حال
u̇′(x, t) =

٢M∑
i=١

aiPi,١(x) + u̇′(٠, t) (٧٢ . ۵)

u̇(x, t) =

٢M∑
i=١

aiPi,٢(x) + xu̇′(٠, t) + u̇(٠, t) (٧٣ . ۵)

(٧٣ . ۵) معادله در u̇′(٠, t) به تا ͬ دهیم م قرار ΁ی با برابر مرزی شرایط از استفاده با را x
یابیم. دست

u̇′(٠, t) = −
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ (٧۴ . ۵)

u̇(x, t) =
٢M∑
i=١

aiPi,٢(x)− x
٢M∑
i=١

aiPi,(١)٢ (٧۵ . ۵)

, xl =
٢l−١۴m آن در که ͬ کنیم. م بررسͬ زمانͬ گام از استفاده با و x = xl در را معادلات

l = ١,٢, · · · ,٢m.



٨٩ خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای هار ΁موج روش
است: زیر به صورت کلͬ طرح گام(٣)

u̇(xl, t) = u′′(xl, t) (٧۶ . ۵)
٢M∑
i=١

ai
[
thi(xl)− Pi,٢(xl) + xlPi,(١)٢] = π٢ sin(πxl) (٧٧ . ۵)

جواب صورت، این در ͬ کنیم. م حل ai هار ΁موج ضرایب برای را جبری معادلات این گام(۴)
ͬ آوریم. م به دست (٧٧ . ۵) معادله از را u

ͬ کنیم. م جای·ذاری جواب به رسیدن برای u(x, t) در را ضریب گام(۵)
هار. ΁موج (J = ٣) دقت ͹سط از استفاده با

است. مختلف نقاط در تقریبی و دقیق جواب نشان دهنده ١٨ . ۵ جدول

l xl دقیق جواب هار جواب خطای مربوطه
١ ٠٫٠۶٢۵٠٠٠٠ ٠٫٠٠٧٣١٧۶٣ ٠٫٠٠٧٣١٨۵٩ ١٫٣٠٩٢٩۶۴۶٨٠٠٧ × ١٠−۴

٢ ٠٫١٢۵٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠١۴۶٣٢۴۴ ٠٫٠١۴۶٣۴٣٣ ١٫٢٨٧۶۴۴۵٢۶٣٧٢ × ١٠−۴

٣ ٠٫١٨٧۵٠٠٠٠ ٠٫٠٢١٩۴١۶١ ٠٫٠٢١٩۴۴٣۶ ١٫٢۵١٨٨٣٢۵٢٨٩٣ × ١٠−۴

۴ ٠٫٢۵٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٢٩٢۴٢٣٢ ٠٫٠٢٩٢۴۵٨۴ ١٫٢٠٢۵٠١٢۶١١۶٧ × ١٠−۴

۵ ٠٫٣١٢۵٠٠٠٠ ٠٫٠٣۶٣۵٣١٧۶ ٠٫٠٣۶۵٣۵٩٢ ١٫١۴٠١٨٣٩۵١۶٣٠ × ١٠−۴

۶ ٠٫٣٧۵٠٠٠٠٠ ٠٫٠۴٣٨٠٧١١ ٠٫٠۴٣٨١١٧٨ ١٫٠۶۵٨١۴٨۵۶۴٧٢ × ١٠−۴

٧ ٠٫۴٣٧۵٠٠٠٠ ٠٫٠۵١٠۶۵۵٧ ٠٫٠۵١٠٧٠۵٨ ٩٫٨٠۴٧٧٣٧۶٣٩٩٨ × ١٠−۵

٨ ٠٫۵٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠۵٨٣٠۴٣۵ ٠٫٠۵٨٣٠٩۵١ ٨٫٨۵۴۵۶٩٠٩۵٢٠٠ × ١٠−۵

٩ ٠٫۵۶٢۵٠٠٠٠ ٠٫٠۶۵۵٢٠۶۵ ٠٫٠۶۵۵٢۵٧٨ ٧٫٨٢٢۴٣٣٨۴٠٨٨۶ × ١٠−۵

١٠ ٠٫۶٢۵٠٠٠٠٠ ٠٫٠٧٢٧١١۶٩ ٠٫٠٧٢٧١۶۵٨ ۶٫٧٢۵٣۴١٩۴٣۶۵٣ × ١٠−۵

١١ ٠٫۶٨٧۵٠٠٠٠ ٠٫٠٧٩٨٧۴٧٠ ٠٫٠٧٩٨٧٩١۶ ۵٫۵٨٢٣٧۵۵۵١۵١۴ × ١٠−۵

١٢ ٠٫٧۵٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٨٧٠٠۶٩٢ ٠٫٠٨٧٠١٠٧۶ ۴٫۴١۴٧۶٢٧۵٩٠٩٩ × ١٠−۵

١٣ ٠٫٨١٢۵٠٠٠٠ ٠٫٠٩۴١٠۵۵٩ ٠٫٠٩۴١٠٨۶۴ ٣٫٢۴۵٩١٩۶٩٣٢۵۶ × ١٠−۵

١۴ ٠٫٨٧۵٠٠٠٠٠ ٠٫١٠١١۶٧٩٨ ٠٫١٠١١٧٠١١ ٢٫١٠١۴٩٧٠۵٨٢٢٩ × ١٠−۵

١۵ ٠٫٩٣٧۵٠٠٠٠ ٠٫١٠٨١٩١٣٧ ٠٫١٠٨١٩٢۴٧ ١٫٠٠٩۴٣١٢١٧۵١۶ × ١٠−۵

t = ٠٫١ زمان در انتشار معادله عددی نتایج :١٨ . ۵ جدول

است. شده استفاده هار ΁موج (J = ۴) دقت ͹سط از



دیفرانسیل معادلات برای ΁موج روش های ٩٠
l xl دقیق جواب هار جواب خطای مربوطه
١ ٠٫٠٣١٢۵٠٠٠ ٠٫٠٠٣۶۵٨٩٩ ٠٫٠٠٣۶۵٩۴٧ ١٫٣١٢٨١١٩٩١٠٠۵ × ١٠−۴

٣ ٠٫٠٩٣٧۵٠٠٠ ٠٫٠١٠٩٧۵۵٧ ٠٫٠١٠٩٧۶٩٩ ١٫٢٩٨٣۵١۵۴٧١۶۵ × ١٠−۴

۵ ٠٫١۵۶٢۵٠٠٠ ٠٫٠١٨٢٨٧٩١ ٠٫٠١٨٢٩٠٢٣ ١٫٢۶٩۶٢۵٧٧٨٧۵۴ × ١٠−۴

٧ ٠٫٢١٨٧۵٠٠٠ ٠٫٠٢۵۵٩٣٢٠ ٠٫٠٢۵۵٩۶٣۴ ١٫٢٢٧٠٢۵٣٠٧٨۶٣ × ١٠−۴

٩ ٠٫٢٨١٢۵٠٠٠ ٠٫٠٣٢٨٨٨۶٢ ٠٫٠٣٢٨٩٢۴٧ ١٫١٧١١٣٧٠٢۴۶١١ × ١٠−۴

١١ ٠٫٣۴٣٧۵٠٠٠ ٠٫٠۴٠١٧١٣٧ ٠٫٠۴٠١٧۵٨٠ ١٫١٠٢٧۴۵٢٣٩٠٢١ × ١٠−۴

١٣ ٠٫۴٠۶٢۵٠٠٠ ٠٫٠۴٧۴٣٨۶٣ ٠٫٠۴٧۴۴٣۴٨ ١٫٠٢٢٨٣٣٢٢٠٩٠١ × ١٠−۴

١۵ ٠٫۴۶٨٧۵٠٠٠ ٠٫٠۵۴۶٨٧۶٠ ٠٫٠۵۴۶٩٢٧٠ ٩٫٣٢۵٨۵١٣٣٠۶٢۶ × ١٠−۵

١٧ ٠٫۵٣١٢۵٠٠٠ ٠٫٠۶١٩١۵۴٩ ٠٫٠۶١٩٢٠۶۵ ٨٫٣٣٣٨٨٣۶٠٩١١٧ × ١٠−۵

١٩ ٠٫۵٩٣٧۵٠٠٠ ٠٫٠۶٩١١٩۵٠ ٠٫٠۶٩١٢۴۵٣ ٧٫٢۶٨٣۶٢۴۵٢۵٣٧ × ١٠−۵

٢١ ٠٫۶۵۶٢۵٠٠٠ ٠٫٠٧۶٢٩۶٨٧ ٠٫٠٧۶٣٠١۵۶ ۶٫١۴٧٣١٢٢٨٢٧۵۶ × ١٠−۵

٢٣ ٠٫٧١٨٧۵٠٠٠ ٠٫٠٨٣۴۴۴٨٣ ٠٫٠٨٣۴۴٩٠٠ ۴٫٩٩٠٨٨۴١۴٧١٩٠ × ١٠−۵

٢۵ ٠٫٧٨١٢۵٠٠٠ ٠٫٠٩٠۵۶٠۶٢ ٠٫٠٩٠۵۶۴٠٨ ٣٫٨٢١٣٩۵۶٣۴٧٨٩ × ١٠−۵

٢٧ ٠٫٨۴٣٧۵٠٠٠ ٠٫٠٩٧۶۴١۴٩ ٠٫٠٩٧۶۴۴٠٩ ٢٫۶۶٣٣٧۵١٧٩١١ × ١٠−۵

٢٩ ٠٫٩٠۶٢۵٠٠٠ ٠٫١٠۴۶٨۴٧٢ ٠٫١٠۴۶٨۶٣۴ ١٫۵۴٣۶١٠٨۴۴١۶۶ × ١٠−۵

٣١ ٠٫٩۶٨٧۵٠٠٠ ٠٫١١١۶٨٧۶٠ ٠٫١١١۶٨٨١۵ ۴٫٩١٢٠٣٧۶٢٩۶٠۵ × ١٠−۶

t = ٠٫١ زمان در انتشار معادله عددی نتایج :١٩ . ۵ جدول

گیری نتیجه ۴ . ۵
کامپیوتر در آسانͬ به ͬ توان م را آن ال·وریتم و است کارآمد محاسباتͬ نظر از هار ΁موج روش

کرد. اجرا
مثال های به است. دقیق و معتبر ΁کلاسی عددی روش که داد نشان عددی مقایسه های .١

شود. رجوع ٣ . ٢ . ۵ ،٣ . ١ . ۵ ،۵ . ٢ . ۵ ،٢ . ٣ . ۵ ،٢ . ٢ . ۵
بدون مرزی و اولیه مقدار مسائل برای ͬ تواند م که است این روش، این ممتاز ویژگͬ .٢
اعمال کوتا رانگ روش برای نیاز مورد اولیه مقدار مسائل به مرزی مقدار مسائل تبدیل
مستقیم به طور پیچیدگͬ هیچ بدون مرزی و اولیه شرایط هار، ΁موج روش در کرد.

ͬ شوند. م اجرا
با و است تحلیلͬ تابع ΁ی دهنده ارائه هار موج΁ های سریع هم·رایی و ساده کاربرد .٣



٩١ گیری نتیجه
دیفرانسیل معادلات و جزیی دیفرانسیل معادلات عددی جواب توابع این از استفاده

ͬ آید. م به دست معمولͬ
سبب به مزیت این و است کم محاسباتͬ هزینه های و سادگͬ روش، این اصلͬ مزیت .۴
رو، این از ͬ باشد، م توجه قابل ΁موج ضرایب کم تعداد و تبدیل ماتریس های بودن تُنک
انعطاف پذیر و کم محاسباتͬ هزینه های دارای سریع، ساده، معتبر، بسیار حاضر روش

است.
است، بی نهایت نرم دوم مرتبه با برابر روش هم·رایی که ͬ دهند م نشان محاسباتͬ نتایج .۵

دارد. بررسͬ به نیاز اما





۶ فصل
΁موج از مقایسه ای روش های بررسͬ

عددی روش های از استفاده با هار،
مشتقات دیفرانسیل معادلات برای

جزئͬ

دیفرانسیل معادلات با مهندسͬ مسائل در شده مواجه فرآیندهای و فیزی΄ͬ پدیده های بیشتر
توصیف به جزئͬ مشتقات دیفرانسیل معادلات از استفاده با ͬ شوند. م کنترل جزئͬ مشتقات با
جریان آهن، راه خطوط در جریان مانند سیالات ΁م΄انی زمینه های در نظر مورد پدیده های
زمینͬ، زیر آلاینده های پراکندگͬ هوا، آلودگͬ اتمسفر، ΁دینامی اقیانوس، هوای جریانات خون،
داخلͬ. احتراق موتورهای و گاز توربین جریان هادی، نیمه تجهیزات برای پلاسما راکتورهای
با ساختار بارگذاری و پلاستیسته کشش، ارتعاشات، در موجود مسائل جامدات ΁م΄انی در
ال΄ترومغناطیسͬ و صوتͬ امواج انتشار و ͬ شود م کنترل جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
ͬ شود. م پرداخته مختلط دیفرانسیل معادلات وسیله به نیز جرم و گرما انتقال مش΄لات و
دیفرانسیل معادلات از بیشتر مراتب به جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی شبیه سازی

است. معمولͬ



جزئͬ مشتقات از استفاده با هار، ΁موج از مقایسه ای روش های بررسͬ ٩۴
از دیفرانسیل معادلات عددی حل راه یافتن برای ΁موج و عددی روش های از بسیاری در
معادلات حل برای ریاضͬ ابزار اخیرا ΁موج تحلیل و تجزیه ͬ شود. م استفاده جزئͬ مشتقات
موج΁ ها است، جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات و غیرخطͬ و خطͬ معمولͬ دیفرانسیل
داده ها حذف و داده ها سازی فشرده تصویر، سازی فشرده قبیل از متعددی رشته های در نیز

ͬ شوند. م استفاده غیره و
دهه اوایل از جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات مختلف انواع حل برای ΁موج روش های
یافتن برای که هستند ریاضͬ ابزارهای جپیشف لژاندر، هار، ΁موج است. شده استفاده ١٩٩٠
برای ΁موج روش های ͬ شود. م استفاده جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل راه
ابزار ΁ی ΁موج است. گرفته قرار بحث مورد مقالات از بسیاری در دیفرانسیل معادلات حل
کوانتومͬ میدان نظریه دیجیتال، تصاویر پردازش در ای گسترده طور به است، ریاضͬ قدرتمند
حل برای استفاده مورد موج΁  های رایج ترین است. شده استفاده عددی تحلیل و تجزیه و
چپیشف ΁موج متوالͬ، تقریب ΁هارمونی ΁موج هار، ΁موج انتگرال، و دیفرانسیل معادلات

هستند. لژاندر ΁موج و

هار ΁موج روش ١ . ۶
علوم در تحقیقاتͬ زمینه های و ارتباطات در سی·نال پردازش برای گسترده طور به هار ΁موج
معادلات حل برای ١٩٨٠ دهه ͬ شود.از م برده کار به شناسͬ زیست و شیمͬ ریاضͬ، ،΁فیزی
معادلات حل برای ΁موج ال·وریتم های است. شده برده کار به جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل

است. هم محلͬ روش های یا گالرکین تکنی΁ های براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل
دیفرانسیل معادلات حل برای ،΁موج حل های راه سازی ساده برای تلاش ها تمام که است ͹واض
هار موج΁ های از خانواده ΁ی دارد ام΄ان کار این برای که است. خوشایند جزئͬ مشتقات با
این رو از هستند. تکه ای ثابت توابع شامل ، ΁ی مرتبه ١ دابیشز هار موج΁ های شود. ایجاد

هستند. فشرده متعامد موج΁ های ساده ترین
وجود ناپیوستگͬ نقاط در مشتق که جایی آن از آن هاست، ناپیوستگͬ هار ΁موج ضعف
مستقیم طور به ͬ تواند نم جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای هار ΁موج ندارد،

دارد: وجود حالت دو شرایط براین غلبه برای شود. اعمال
B‐اسپلاین)، مثال عنوان درون یابی(به اسپلاین های با هار ΁موج کردن مرتب •

. انتگرال روش از استفاده •
M = ٢J مقدار تعریف با بایستͬ هستند ثابت B و A آن در که ،[A,B] بازه گرفتن نظر در با
ͬ شود. م تقسیم برابر طول با ٢Mبازه های زیر به [A,B] بازه است. ͹سط حداکثر J که جایی

١Haar Wavelets Daubechies



٩۵ هار ΁موج روش
پارامتر و j = ٠, ١,٢, . . . , J اتساع پارامتر حال .∆x = (B − A)/٢M مجموعه زیر هر طول
محاسبه i = m + k + ١ فرمول طبق i اندیس .m = ٢j x،که = ٠, ١,٢, . . . ,m − ١ انتقال
i = ٢m ،i مقدار حداکثر و i = ٢ و k = ٠ و m = ١ مقدار حداقل مقادیر، درمورد ͬ شود. م

است.

hi(x) =


١, ξ١(i) ≤ x < ξ٢(i)
−١, ξ٢(i) ≤ x < ξ٣(i)
٠, otherwise

(١ . ۶)

آن در که
ξ١(i) = A+ ٢kµ∆x,
ξ٢(i) = A+ (٢k + ١)µ∆x,
ξ٣(i) = A+ ٢(k + ١)µ∆x,
µ =

M

m
.

داریم: [A,B] در مقیاس تابع مطابق ،i = ١ مقدار فرض با

h١(x) =


١, A ≤ x ≤ B

٠, otherwise

(٢ . ۶)

داریم، نیاز انتگرال به جزئͬ، مشتق دیفرانسیل معادله r‐اُمین حل برای
Pn,i =

∫ x

A

∫ x

A
. . .

∫ x

A
hi(t)dt

n =
١

(n− ١)!
∫ x

A
(x− t)n−١hi(t)dt. (٣ . ۶)

l‐اُمین دهنده نشان x̄l که هستند، l = ١,٢, . . . ,٢M ، xl = ٠٫۵(x̄l−١ + x̄l) محلͬ هم نقاط
که ،P انتگرال گیری  عملیاتͬ ماتریس است. l = ١,٢, . . . ,٢M ، x̄l = A+ l∆x شب΄ه نقطه

ͬ شود: م تعریف زیر رابطه صورت به ͬ باشد م ٢M مربعͬ ماتریس ΁ی
Pi,١ =

∫ x

٠ hidt (۴ . ۶)

Pi,n+١ =

∫ x

٠ Pi,ndt (۵ . ۶)
.n = ١,٢,٣, . . . که

(۶ . ۶)

Pα,i(x) =



٠, x < ξ١(i)
١

(α)!{(x− ξ١(i))α}, x ∈ [ξ١(i), ξ٢(i)]
١

(α)!{(x− ξ١(i))α − ٢(x− ξ٢(i))α}, x ∈ [ξ٢(i), ξ٣(i)]
١

(α)!{(x− ξ١(i))α − ٢(x− ξ٢(i))α + (x− ξ٣(i))α}, x > ξ٣(i)



جزئͬ مشتقات از استفاده با هار، ΁موج از مقایسه ای روش های بررسͬ ٩۶
داد: تعمیم زیر صورت به هار ΁موج شرایط در ͬ توان م را u̇′′(x, t) بسط کنید فرض

u̇′′(x, t) =
٢M∑
i=١

aihi(x), t ∈ (ts, ts+١) (٧ . ۶)

داریم: ،x تا از٠ ،x به نسبت دوباره و t تا ts از t به نسبت فوق معادله انتگرال گیری با

u′′(x, t) = (t− ts)

٢M∑
i=١

aihi(x) + u′′(x, ts) (٨ . ۶)

u′(x, t) = (t− ts)

٢M∑
i=١

aiP١,i(x) + u′(x, ts)− u′(٠, ts) + u′(٠, t), (٩ . ۶)

u(x, t) = (t− ts)
٢M∑
i=١

αiP٢,i(x)+u(x, ts)−u(٠, ts)−x[u′(٠, ts)−u′(٠, t)] +u(٠, t), (١٠ . ۶)

u̇(x, t) =
٢M∑
i=١

αiP٢,i(x) + x+ u̇′(٠, t), (١١ . ۶)

داریم: مرزی و اولیه شرایط از
u(x, ٠) = f(x), u(٠, t) = g٠(t), u(١, t) = g١(t), u(٠, ts) = g٠(ts), u(١, ts) = g١(ts),
u̇(٠, t) = ġ٠(t), u̇(١, t) = ġ١(t).

داریم: شده، برده کار به شرایط از استفاده با و (١١ . ۶) و (١٠ . ۶) فرمول های در x = ١ در

u′(٠, t)− u′(٠, ts) = −(t− ts)
٢M∑
i=١

aiP٢,i(١) + g١(t)− g١(ts) + g٠(ts) + g٠(t) (١٢ . ۶)

u̇′(٠, t) = −
٢M∑
i=١

aiP٢,i(١) + ġ٠(t) + g̈١(t) (١٣ . ۶)

با قبول قابل نتایج کنیم، تعویض (١١ . ۶)‐(٨ . ۶) معادلات با (١٣ . ۶) و (١٢ . ۶) معادلات اگر
ͬ شود: م حاصل t→ ts+١ و x→ x١ فرض

u′′(xl, ts+١) = (ts+١ − ts)

٢M∑
i=١

aihi(xl) + u′′(xl, ts), (١۴ . ۶)

u′(xl, ts+١) = (ts+١ − ts)
٢M∑
i=١

aiP١,i(xl)− (ts+١ − ts)
٢M∑
i=١

aiP١,i(١)
+u′(xl, ts) + g١(ts+١)− g١(ts) + g٠(ts)− g٠(ts+١), (١۵ . ۶)



٩٧ توابع تقریب

u(xl,ts+١) = (ts+١ − ts)

٢M∑
i=١

aiP٢,i(xl)

+xl[(ts+١ − ts)

٢M∑
i=١

aiP٢,i(xl)− g١(ts+١) + g١(ts) + g٠(ts) + g٠(ts+١)]

+u(xlts) + g٠(ts+١)− g٠(ts), (١۶ . ۶)

u̇(xl, ts+١) =
٢M∑
i=١

aiP٢,i(xl)

+ xl[

٢M∑
i=١

aiP٢,i(١)ġ٠(ts+١)− ġ١(ts+١)] + ġ٠(ts+١), (١٧ . ۶)

که: ͬ دانیم م اما

P٢,i(١) =


٠٫۵, i = ١,
١۴m٢ , i > ١,

(١٨ . ۶)

΁موج ضریب اینجا در ͬ شود. م استفاده ͬ کند، م میل ts+١ تا ts از که شده، داده طرح در
ͬ آید. م بدست جزئͬ مشتقات با دیفراسیل معادلات حل راه و شده محاسبه

توابع تقریب ٢ . ۶
هستند: متعامد ی΄دی·ر با هار موج΁ های همه ی دانیم مͬ

∫ ١
٠ hi(x)hl(x)dx =


٢−j , i = l = ٢j + k,

٠, i ̸= l.

(١٩ . ۶)

y(x) انتگرال پذیر مربع تابع هر ͬ کنند. م ایجاد را خوب خیلͬ تبدیل پایه ی ΁ی آن ها بنابراین
یابد: گسترش بی نهایت شرایط از هار سری ΁ی توسط ͬ تواند م [٠, ١] فاصله در

y(x) =
∞∑
i=١

cihi(x) (٢٠ . ۶)

ͬ آید: م بدست زیر بصورت هار ضریب عنوان به ci که،

c٠ =

∫ ١
٠ y(x)h٠(x)dx (٢١ . ۶)

ci = ٢j
∫ ١

٠ y(x)hi(x)dx (٢٢ . ۶)



جزئͬ مشتقات از استفاده با هار، ΁موج از مقایسه ای روش های بررسͬ ٩٨
حداقل به ϵ پذیر انتگرال مربع خطای بطوری΄ه x ∈ [٠, ١] ،٠ ≤ k < ٢j و i = ٢j + k, j ≥ ٠ که،

ͬ رسد: م
ϵ =

∫ ١
٠ [y(x)−

m∑
i=١

cihi(x)]
٢dx (٢٣ . ۶)

اگر است. نهایت بی شرایط دارای (٢٠ . ۶) سری بسط معمولا ،m = ٢j و j = ٠, ١,٢,٣, . . . که
ͬ  شود م زده تقریب ثابت تکه ای صورت به بازه زیر هر در باشد ثابت تکه ای صورت به y(x) تابع 

که: معنͬ بدین شود. محدود متناهͬ جمله m در ͬ تواند م y(x) این صورت  در
y(x) ∼=

m∑
i=١

cihi(x) = cTmhm(x) (٢۴ . ۶)
cTm = [c١, c٢, . . . , cm] ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به hm(x) هار تابع بردارهای و cTm ضریب که

hm(x) = [h١(x), h٢(x), . . . , hm(x)]T و

٢ اشمیت روش ٣ . ۶
در δt زمانͬ بازه ی در و x جهت در ∆x فاصله با را x − t صفحه در ش΄ل مستطیل مش ΁ی

داریم، (x, t) = (ih, jk) ٣ مش نقطه ΁ی ͬ دهیم م نشان ͬ گیریم. م نظر در t جهت
∂u

∂t
=
ui,j+١ − ui,j

∆t
(٢۵ . ۶)

∂u

∂x
=
ui+١,j − ui−١,j

∆x
(٢۶ . ۶)

∂٢u
∂x٢ =

ui−١,j − ٢ui,j + ui+١,j
(∆x)٢ (٢٧ . ۶)

بدست رابطه از استفاده با ͬ دهیم. م تغییر شده داده جزئͬ دیفرانسیل معادله در را مقادیر این
X(i− ١) نقاط در معین تابع مقادیر نظر از گره ای نقطه ی ,i)‐اُمین j + ١) در را u مقدار آمده

ͬ کنیم. م مشخص tj لحظه در X(i+ ١) و

نی΄ولسون۴ میلز روش ۴ . ۶
‐j+١ و j‐اُمین در مرکزی تفاضل تقریبی میانگین با ∂٢u/∂x٢ و ∂u/∂x روش این به توجه با

ͬ شوند. م جای·زین زمانͬ بازه اُمین
∂u

∂t
=
ui,j+١ − ui,j

∆t
(٢٨ . ۶)

٢Schmidt Method
٣Mesh Point
۴Crank-Nicolson Method



٩٩ فرانکل فورت دو روش
∂u

∂t
=

١
٢{

ui+١,j+١ − ui−١,j+١
∆x

+
ui+١,j − ui−١,j

∆x
} (٢٩ . ۶)

∂٢u
∂x٢ =

١
٢{

ui−١,j+١ − ٢ui,j+١ + ui+١,j+١
(∆x)٢ +

ui−١,j − ٢ui,j + ui+١,j
(∆x)٢ } (٣٠ . ۶)

بدست رابطه از استفاده با ͬ دهیم. م تغییر شده داده جزئͬ دیفرانسیل معادله در را مقادیر این
X(i− ١) نقاط در معین تابع مقادیر نظر از گره ای نقطه ی ,i)‐اُمین j + ١) در را u مقدار آمده

ͬ کنیم. م مشخص tj لحظه در X(i+ ١) و X(i) ،

فرانک۵ فورت دو روش ۵ . ۶
کنیم، جای·ذاری مرکزی تفاضل تقریب با را جزئͬ دیفرانسیل معادلات از آمده بدست مشتق اگر

داریم:
∂u

∂t
=
ui,j+١ − ui,j−١٢∆t (٣١ . ۶)

∂u

∂x
=
ui+١,j − ui−١,j

∆x
(٣٢ . ۶)

∂٢u
∂x٢ =

ui−١,j − ٢ui,j + ui+١,j
(∆x)٢ (٣٣ . ۶)

ͬ کنیم. م جای·زین آمده بدست ی رابطه در را شده داده جزئͬ دیفرانسیل معادله مقدار
ui,j =

ui,j+١ + ui,j−١٢ (٣۴ . ۶)
ͬ شود. م نامیده فرانکل فورت دو تفاضل،روش ش΄ل این

۵Du-Fort-Frankel Method
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عددی مثال های ۶ . ۶
را زیر جزئͬ مشتقات معادله .١ . ۶ . ۶ مثال

∂u

∂t
=
∂٢u
∂x٢

١ . ۶ جدول ͬ کنیم. م حل u(x, ٠) = sin(πx), u(٠, t) = u(١, t) = ٠ مرزی و اولیه شرایط تحت
نشان را t = ٠٫٠١ برای مطلق خطای مقایسه ٢ . ۶ جدول و t = ٠٫٠١ برای عددی نتایج مقایسه
عددی جواب های مقایسه  ١ . ۶ ش΄ل ͬ آوریم. م بدست ∆t = ٠٫٠٠١ برای عددی نتایج ͬ دهند. م

ͬ دهد. م نشان t = ٠٫٠٠١, ٠٫٠١, ٠٫٠١۵, ٠٫٠٢, ٠٫١ برای مختلف
دو‐فورت‐فرانک میلز نی΄ولسون اشمیت هار دقیق xl/١۶

٠٫١٧۶٨ ٠٫١٧۶٨ ٠٫١٧۶٨ ٠٫١٧۶٨ ٠٫١٧۶٨ ١
٠٫۵٠٣۴ ٠٫۵٠٣۵ ٠٫۵٠٣٣ ٠٫۵٠٣۶ ٠٫۵٠٣۴ ٣
٠٫٧۵٣۴ ٠٫٧۵٣۶ ٠٫٧۵٣٢ ٠٫٧۵٣٧ ٠٫٧۵٣٣ ۵
٠٫٨٨٨٧ ٠٫٨٨٨٩ ٠٫٨٨٨۵ ٠٫٨٨٩١ ٠٫٨٨٨۶ ٧
٠٫٨٨٨٧ ٠٫٨٨٨٩ ٠٫٨٨٨۵ ٠٫٨٨٩١ ٠٫٨٨٨۶ ٩
٠٫٧۵٣۴ ٠٫٧۵٣۶ ٠٫٧۵٣٢ ٠٫٧۵٣٧ ٠٫٧۵٣٣ ١١
٠٫۵٠٣۴ ٠٫۵٠٣۵ ٠٫۵٠٣٣ ٠٫۵٠٣۶ ٠٫۵٠٣۴ ١٣
٠٫١٧۶٨ ٠٫١٧۶٨ ٠٫١٧۶٨ ٠٫١٧۶٨ ٠٫١٧۶٨ ١۵
t = ٠٫٠١ برای ١ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه :١ . ۶ جدول



١٠١ عددی مثال های
دو‐فورت‐فرانک میلز نی΄ولسون اشمیت هار xl/١۶

٠٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠ ١
٠٫٠٠٠٠٠ ١ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ٢ × ١٠−۴ ٣
١ × ١٠−۴ ٣ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ۴ × ١٠−۴ ۵
١ × ١٠−۴ ٣ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ۵ × ١٠−۴ ٧
١ × ١٠−۴ ٣ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ۵ × ١٠−۴ ٩
١ × ١٠−۴ ٣ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ۴ × ١٠−۴ ١١
٠٫٠٠٠٠٠ ١ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ٢ × ١٠−۴ ١٣
٠٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠ ١۵

t = ٠٫٠١ برای ١ . ۶ . ۶ مثال مطلق خطای مقایسه :٢ . ۶ جدول

را زیر جزئͬ مشتقات معادله .٢ . ۶ . ۶ مثال
∂u

∂t
=
∂٢u
∂x٢

ͬ کنیم. م حل u(x, ٠) = sinπx + sin٢πx, u(٠, t) = ٠, u(١, t) = ٠ مرزی و اولیه شرایط تحت
برای مطلق خطای مقایسه ۴ . ۶ جدول و t = ٠٫٠١ برای عددی نتایج مقایسه ٣ . ۶ جدول
مقایسه  ٢ . ۶ ش΄ل ͬ آوریم. م بدست ∆t = ٠٫٠٠١ برای عددی نتایج ͬ دهند. م نشان را t = ٠٫٠١

ͬ دهد. م نشان t = ٠٫٠٠١, ٠٫٠١, ٠٫٠١۵, ٠٫٠٢, ٠٫٠۵ برای مختلف عددی جواب های

دو‐فورت‐فرانک میلز نی΄ولسون اشمیت هار دقیق xl/١۶
٠٫۴٣۵٠ ٠٫۴٣۶٠ ٠٫۴٣٣٩ ٠٫۴٣٧٣ ٠٫۴٣۴۶ ١
١٫١٢۶٩ ١٫١٢٩٢ ١٫١٢۴١ ١٫١٣٢٣ ١٫١٢۵٩ ٣
١٫٣٧۶٨ ١٫٣٧٩٢ ١٫٣٧۴٠ ١٫٣٨٢۴ ١٫٣٧۵٩ ۵
١٫١۴۶٩ ١٫١۴٨٠ ١٫١۴۵۶ ١٫١۴٩۵ ١٫١۴۶۵ ٧
٠٫۶٣٠۵ ٠٫۶٢٩٧ ٠٫۶٣١٣ ٠٫۶٢٨۶ ٠٫۶٣٠٧ ٩
٠٫١٣٠٠ ٠٫١٢٧٩ ٠٫١٣٢۴ ٠٫١٢۵٠ ٠٫١٣٠٨ ١١
−٠٫١٢٠٠ −٠٫١٢٢١ −٠٫١١٧۶ −٠٫١٢۵١ −٠٫١١٩٢ ١٣
−٠٫٠٨١۵ −٠٫٠٨٢٣ −٠٫٠٨٠۴ −٠٫٠٨٣۶ −٠٫٠٨١١ ١۵

t = ٠٫٠١ برای ٢ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه :٣ . ۶ جدول



جزئͬ مشتقات از استفاده با هار، ΁موج از مقایسه ای روش های بررسͬ ١٠٢
دو‐فورت‐فرانک میلز نی΄ولسون اشمیت هار xl/١۶

۴ × ١٠−۴ ١٫۴ × ٣−١٠ ٧ × ١٠−۴ ٢٫٧ × ٣−١٠ ١
١٫٠ × ٣−١٠ ٣٫٣ × ٣−١٠ ١٫٨ × ٣−١٠ ۶٫۴ × ٣−١٠ ٣
٩ × ١٠−۴ ٣٫٣ × ٣−١٠ ١٫٩ × ٣−١٠ ۶٫۶ × ٣−١٠ ۵
۴ × ١٠−۴ ١٫۵ × ٣−١٠ ٩ × ١٠−۴ ٣٫٠ × ٣−١٠ ٧
٢ × ١٠−۴ ١٫٠ × ٣−١٠ ۶ × ١٠−۴ ٢٫١ × ٣−١٠ ٩
٨ × ١٠−۴ ٢٫٩ × ٣−١٠ ١٫۶ × ٣−١٠ ۵٫٨ × ٣−١٠ ١١
٨ × ١٠−۴ ٢٫٩ × ٣−١٠ ١٫۶ × ٣−١٠ ۵٫٩ × ٣−١٠ ١٣
۴ × ١٠−۴ ١٫٢ × ٣−١٠ ٧ × ١٠−۴ ٢٫۵ × ٣−١٠ ١۵
t = ٠٫٠١ برای ٢ . ۶ . ۶ مثال مطلق خطای مقایسه :۴ . ۶ جدول

را زیر جزئͬ مشتقات معادله .٣ . ۶ . ۶ مثال
∂u

∂t
=
∂٢u
∂x٢

ͬ کنیم. م حل u(x, ٠) = ١ + ٢x+ ٣ sinπx, u(٠, t) = ١, u(١, t) = ٣ مرزی و اولیه شرایط تحت
برای مطلق خطای مقایسه ۶ . ۶ جدول و t = ٠٫٠١ برای عددی نتایج مقایسه ۵ . ۶ جدول
مقایسه  ٣ . ۶ ش΄ل ͬ آوریم. م بدست ∆t = ٠٫٠٠١ برای عددی نتایج ͬ دهند. م نشان را t = ٠٫٠١

ͬ دهد. م نشان t = ٠٫٠٠١, ٠٫٠١, ٠٫٠١۵, ٠٫٠٢, ٠٫١ برای مختلف عددی جواب های

دو‐فورت‐فرانک میلز نی΄ولسون اشمیت هار دقیق xl/١۶
١٫۶۵۵٣ ١٫۶۵۵۴ ١٫۶۵۵٢ ١٫۶۵۵۵ ١٫۶۵۵٣ ١
٢٫٨٨۵٢ ٢٫٨٨۵۵ ٢٫٨٨۴٨ ٢٫٨٨۵٩ ٢٫٨٨۵١ ٣
٣٫٨٨۵١ ٣٫٨٨۵٧ ٣٫٨٨۴۶ ٣٫٨٨۶٢ ٣٫٨٨۵٠ ۵
۴٫۵۴١٠ ۴٫۵۴١٧ ۴٫۵۴٠۴ ۴٫۵۴٢٢ ۴٫۵۴٠٨ ٧
۴٫٧٩١٠ ۴٫٧٩١٧ ۴٫٧٩٠۴ ۴٫٧٩٢٢ ۴٫٧٩٠٨ ٩
۴٫۶٣۵١ ۴٫۶٣۵٧ ۴٫۶٣۴۶ ۴٫۶٣۶٢ ۴٫۶٣۵٠ ١١
۴٫١٣۵٢ ۴٫١٣۵۵ ۴٫١٣۴٨ ۴٫١٣۵٩ ۴٫١٣۵١ ١٣
٣٫۴٠۵٣ ٣٫۴٠۵۴ ٣٫۴٠۵٢ ٣٫۴٠۵۵ ٣٫۴٠۵٣ ١۵
t = ٠٫٠١ برای ٣ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه :۵ . ۶ جدول



١٠٣ عددی مثال های
دو‐فورت‐فرانک میلز نی΄ولسون اشمیت هار xl/١۶

٠٫٠٠٠٠٠ ١ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ٣ × ١٠−۴ ١
١ × ١٠−۴ ۴ × ١٠−۴ ٣ × ١٠−۴ ٨ × ١٠−۴ ٣
١ × ١٠−۴ ٧ × ١٠−۴ ۴ × ١٠−۴ ١٫٢ × ٣−١٠ ۵
٢ × ١٠−۴ ٩ × ١٠−۴ ۴ × ١٠−۴ ١٫۴ × ٣−١٠ ٧
٢ × ١٠−۴ ٩ × ١٠−۴ ۴ × ١٠−۴ ١٫۴ × ٣−١٠ ٩
١ × ١٠−۴ ٧ × ١٠−۴ ۴ × ١٠−۴ ١٫٢ × ٣−١٠ ١١
١ × ١٠−۴ ۴ × ١٠−۴ ٣ × ١٠−۴ ٨ × ١٠−۴ ١٣
٠٫٠٠٠٠٠ ١ × ١٠−۴ ١ × ١٠−۴ ٣ × ١٠−۴ ١۵
t = ٠٫٠١ برای ٣ . ۶ . ۶ مثال مطلق خطای مقایسه :۶ . ۶ جدول

گیری نتیجه ١ . ۶ . ۶
روش اشمیت، روش مانند محدود متمایز روش های از حاصل عددی نتایج که، ͬ شود م نتیجه
از مطلق خطاهای است. هار ΁موج روش به شبیه بسیار فرانکل فورت دو روش و نی΄ولسون
فرانکل فورت دو روش و نی΄ولسون روش اشمیت، روش که ͬ دهد م نشان عددی نمونه های

است. هار ΁موج روش معنͬ به

t مختلف نقاط برای ١ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه :١ . ۶ ش΄ل



جزئͬ مشتقات از استفاده با هار، ΁موج از مقایسه ای روش های بررسͬ ١٠۴

t مختلف نقاط برای ٢ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه :٢ . ۶ ش΄ل

t مختلف نقاط برای ٣ . ۶ . ۶ مثال عددی نتایج مقایسه :٣ . ۶ ش΄ل
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Abstract

In this thesis. a computational study of the relatively new numerical methods of Haar wavelets
for solving linear differential equations is used. A comparison between the new method and some
classical methods for linear differential equations has been made. The aim is to show the efficiency
of the presented method and its advantage over other method. The new method is simple and its
numerical results are close or more accurate than some classical methods.

keywords:Initial Value Problem, Partial Value Problem value, Continuous wavelet transforms,
Haar wavelet, Haar scale function, Haar wavelet transform.
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