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سپاس گزاری

پروردگار کبریایی پیش·اه به شوق ΁اش با را سپاس ها خالصانه ترین و صمیمانه ترین
در خاضعانه هستم، و، بوده ح΄متش مبهوت همواره که او میدارم، تقدیم مهربانم

ͬ نهم. م خاک بر بندگͬ و خضوع پیشانͬ بی΄رانش الطاف برابر
راهنمایی های با که فتحعلͬ جعفر دکتر آقای جناب گرانقدرم راهنمای استاد از

سپاس·زارم. صمیمانه بوده اند من مشوق همیشه ارزنده شان
مسئلت ایشان برای روزافزون توفیق و عزت با عمر طول آرزوی متعال ازخداوند

ͬ نمایم. م
مهرداد دکتر آقای جناب گرانقدرم مشاور استاد الطاف از را خود سپاس نهایت
بی نظیرشان حوصله ی و صبر و نی΄و خلق با همواره که ارجمندی استاد دارم، غزنوی
اغماض مورد را حقیر این نقایص خود، بزرگواری با و بودند سوالاتم تمامͬ پاسخ·وی

ͬ دادند. م قرار
هادی محمد دکتر آقای جناب و ناظمͬ علیرضا دکتر آقای جناب محترم اساتید از
سپاس·زارم. بسیار گرفتند عهده به را پایان نامه داوری و مطالعه زحمت که اس΄ندری نوری
در که تکمیلͬ تحصیلات نماینده آل هوز عبدالʓه دکتر آقای جناب محترم استاد از

سپاس·زارم. بسیار ͬ کنند م شرکت اینجناب دفاع جلسه
متعال خداوند از روزافزون موفقیت و سلامتͬ آرزوی عزیزان این تمامͬ برای

ͬ نمایم. م مسئلت

عباسͬ مرضیه
١٣٩٧ بهمن

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی عباسͬ مرضیه اینجانب
چند کوله پشتͬ مسأله حل برای ال·وریتم هایی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد فتحعلͬ جعفر راهنمایی تحت ، هدفه
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
عباسͬ مرضیه
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
یافتن برای ریاضͬ خطͬ برنامه ریزی فرمول بندی بر مبتنͬ جدید روش ΁ی پایان نامه، این در
محدودی تعداد و ͬ شود م پیشنهاد ΁ی و صفر دو هدفه پشتͬ کوله مسأله کارا جواب های همه
΁ی و صفر هدفه دو پشتͬ کوله  مسأله کارای جواب های کردن پیدا برای را تک هدفه مسائل از

است. شده آورده چندهدفه کوله پشتͬ مسأله حل برای ال·وریتم هایی پایان در ͬ شود. م حل

بهینه سازی چندهدفه، کوله پشتͬ مسأله ،΁ی و صفر دوهدفه کوله پشتͬ مسأله کلیدی: کلمات
پراکنده جستوجوی مورچه، کلنͬ

ک



ل

گفتار پیش
و هدفه دو هدفه، تک کوله پشتͬ مسأله حل برای ال·وریتم هایی بیان به پایان نامه، این در

ͬ پردازیم. م فراابتکاری روش های از استفاده با چندهدفه
ضعیف کارای و کارا نقاط چندهدفه، و دوهدفه هدفه، تک کوله پشتͬ مسائل با ابتدا در
که است معمولͬ کوله پشتͬ مسأله از توسعه ΁ی چندهدفه کوله پشتͬ مسأله ͬ شویم. م آشنا

ͬ گیرد. م نظر در را معیار ΁ی از بیش
کران و شاخه ال·وریتم و حریصانه ال·وریتم ΁وی صفر هدفه تک کوله پشتͬ مسأله حل برای

است. شده استفاده
اختیار در هستند خاصͬ ارزش و وزن دارای کدام هر که اشیا از مجموعه ای کنید فرض
شده انتخاب اشیا وزن که کنیم انتخاب گونه ای به را آن ها از تعدادی ͬ خواهیم م دارید.
علت شود. بیشینه آن ها ارزش و باشد شده تعیین پیش از مقدار ΁ی از مساوی یا کوچ΄تر
با آن را باید و دارد محدود اندازه با ͬ ای پشت کوله که است جهانگردی مسأله، این نام·ذاری
از ͬ خواهد م کوهنورد ΁ی کنید فرض ریاضͬ نظر از کند. پر اشیا از مم΄ن صورت مفیدترین
حداکثر است. cj ارزش و aj وزن دارای j ام Ͱش ببرد. خود همراه به را تعدادی Ͱش n بین
b از آن ها وزن مجموع که ببرد همراه را کالاهایی چه او است. b ببرد همراه ͬ تواند م که وزنͬ

باشند؟ ارزش بیشترین دارای و نشود بیشتر
ͬ کنیم: م تعریف مسأله کردن مدل برای

xj =


١, ببرد همراه به را j Ͱش اگر
٠, صورت این غیر در

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را پشتͬ کوله مسأله مدل

Max

n∑
j=١

cjxj

s.t.

n∑
j=١

ajxj ≤ b

xj ∈ {٠, ١} j ∈ {١, · · · , n}



م
بصورت مسأله مدل است. شده آورده هدفه دو کوله پشتͬ مسائل حل برای ال·وریتمͬ ادامه در

Max(f(x), g(x))

s.t.

n∑
i=١

aijxij ≤Wj

xij ∈ {٠, ١}, j = ١, . . . ,m

(١)

است.
فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسائل حل برای روشͬ سه فصل در
روش سپس کرده ایم، توصیف را ال·وریتمش و مورچ·ان اجتماع روش ابتدا است. شده ارائه

آورده ایم. کوله پشتͬ مسأله حل برای آن را ال·وریتم و پراکنده جستجوی
است: زیر صورت به کوله پشتͬ مسأله کلͬ حالت

Max(f١(x), f٢(x), . . . , fs(x))
s.t.

Aix ≤ bi i = ١,٢, · · · ,m
xj ∈ {٠, ١} j = ١,٢, · · · , n

(٢)

(i = ١, · · · ,m) هر برای و f(x) = (f١(x), f٢(x), . . . , fr(x)) (r = ١, . . . , s) هر برای آن در که
.X = (x١, x٢, . . . , xn)T و Ai = (ai١, ai٢, . . . , ain)

است. شده پرداخته روش ها ارزیابی به مثالͬ ارائه با پایان در
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

تاریخچه ١ . ١
هدفه چند و هدفه تک پشتͬ کوله مسأله مورد در اولیه ای مفاهیم و تعاریف فصل این در
است معمولͬ پشتͬ کوله مسأله از توسعه ΁ی هدفه چند پشتͬ کوله مسأله است. شده آورده
بنابراین هستند، کامل  ‐ NP هدفه تک مسائل ͬ گیرد. م نظر در را معیار ΁ی از بیشتر که
یا کران و شاخه پویا، ریزی برنامه مانند ضمنͬ شمارش روش های از که است پیش بینͬ قابل
شود. استفاده کارا جواب های تقریب برای فراابتکاری روش های خصوص به ابتکاری روش های
تاریخچه در مغلوب غیر جواب های تمام از مجموعه ای آوردن بدست برای دی·ری روش های
هم΄اران و ٢ [٢] کپتیوو توسط اخیرا و ١ [١] وایز توسط کران و شاخه روی΄رد دارد. وجود

است. شده بررسͬ
هم΄اران و ۴ دکرو و [٣] ٣ بیتران وسیله به روش هایی ΁ی و صفر چندهدفه مسأله حل برای
او کرد. استفاده کارا جواب های تولید برای آزادسازی ΁تکنی از بیتران است. شده ارائه [۴]
برای که آزادسازی مسأله کارای جواب های که کرد ثابت و کرد تعریف سازی آزاد مسأله ΁ی
نتایج هم΄اران و دکرو باشند. اصلͬ مسأله برای کارا ͬ توانند م هستند، شدنͬ اصلͬ مسأله

1Visee
2Captivo
3Bitran
4Deckro



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
دادند پیشنهاد دی·ر روش ΁ی [۵] هم΄اران و ۵ لیو کردند. مقایسه بیتران با را خود محاسباتͬ
واحد ΁ی آن ها کردند. استفاده کارا جواب های تولید برای داده ها پوششͬ تحلیل ΁تکنی از و
دو ال·وریتم ΁ی و کردند تعریف مسأله از شدنͬ جواب هر به مربوط (DMU) ۶ گیری تصمیم

کردند. ایجاد ها DMU ارزیابی و تولید برای مرحله ای

تعاریف ١ . ٢
دارید. اختیار در هستند خاصͬ ارزش و وزن دارای کدام هر که اشیا از مجموعه ای کنید فرض
یا کوچ΄تر شده انتخاب اشیا وزن که کنیم انتخاب گونه ای به را آن ها از تعدادی ͬ خواهیم م
این نام·ذاری علت شود. بیشینه آن ها ارزش و باشد شده تعیین پیش از مقدار ΁ی از مساوی
صورت مفیدترین با آن را باید و دارد محدود اندازه با ͬ ای پشت کوله که است جهانگردی مسأله،
تعدادی Ͱش n بین از ͬ خواهد م کوهنورد ΁ی کنید فرض ریاضͬ نظر از کند. پر اشیا از مم΄ن
همراه ͬ تواند م که وزنͬ حداکثر است. cj ارزش و aj وزن دارای j ام Ͱش ببرد. خود همراه به را
دارای و نشود بیشتر b از آن ها وزن مجموع که ببرد همراه را کالاهایی چه او است. b ببرد

باشند؟ ارزش بیشترین
ͬ کنیم: م تعریف مسأله کردن مدل برای

xj =


١, ببرد همراه به را j Ͱش اگر
٠, صورت این غیر در

(١ . ١)

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را پشتͬ کوله مسأله مدل

Max
n∑

j=١
cjxj

s.t.

n∑
j=١

ajxj ≤ b

xj ∈ {٠, ١} j ∈ {١, · · · , n}
کالاهایی بخواهد کوهنورد مثلا باشد. نظر مورد هدف دو پشتͬ کوله مسأله در کنید فرض حال
این به باشد. او برای راحتͬ بیشترین و ارزش بیشترین دارای که باشد داشته همراه خود با را
به هدفه دو پشتͬ کوله مسأله مدل ͬ گویند. م ٧ هدفه دو پشتͬ کوله مسائل مسائل، گونه

5Liu
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٣ تعاریف
ͬ باشد: م زیر صورت

Max(f(x), g(x))

s.t.

n∑
j=١

ajxj ≤ b

xj ∈ {٠, ١} j ∈ {١, . . . , n}

(١ . ٢)

پشتͬ کوله مسأله از دی·ر تعمیمͬ شود. ماکزیمم باید که هستند توابعͬ g(x) و f(x) آن در که
مورد هدف تابع چندین هدف، تابع ΁ی جای به آن در که ٨است هدفه چند پشتͬ کوله مسأله

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به هدفه چند پشتͬ کوله مسأله ͬ گیرد. م قرار بررسͬ
Max(f١(x), f٢(x), . . . , fs(x))
s.t.

Aix ≤ bi i = ١,٢, . . . ,m
xj ∈ {٠, ١} j = ١,٢, . . . , n

(١ . ٣)

(i = ١, · · · ,m) هر برای و f(x) = (f١(x), f٢(x), . . . , fr(x)) (r = ١, . . . , s) هر برای آن در که
.X = (x١, x٢, . . . , xn)T و Ai = (ai١, ai٢, . . . , ain)

تعریف زیر صورت به که ͬ نامند م مسأله شدنͬ جواب های مجموعه ΁ی که را X مجموعه
ͬ شود: م

X = {x|Aix ≤ bi, xj ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . ,m , j = ١, . . . , n}
ب·یرید: نظر در را زیر چندهدفه ریزی برنامه مسأله .١ . ٢ . ١ تعریف

Max(f١(x), f٢(x), . . . , fk(x))
Min(g١(x), g٢(x), . . . , gt(x))
s.t. x ∈ X

(۴ . ١)

است. شدنͬ ناحیه X و هدف توابع g١, g٢, . . . , gt و f١, f٢, . . . , fk که
باشد نداشته وجود x٠ ∈ X نقطه ΁ی اگر فقط و اگر است فوق مسأله کارای جواب ΁ی x̄ ∈ X

به طوری΄ه:

(f١(x٠), . . . , fk(x٠),−g١(x٠), . . . ,−gt(x٠)) ≥ (f١(x̄), . . . , fk(x̄),−g١(x̄), . . . ,−gt(x̄)) (۵ . ١)
بردار است، (١ . ٣) مسأله شدنͬ جواب های مجموعه X که x ∈ X هر با متناظر .١ . ٢ . ٢ تعریف

ب·یرید: نظر در زیر صورت به را y

8Multi-objective Knapsack Problem



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴

y = (y١, y٢, . . . , ys)T = (c١x, c٢x, . . . , csx)T

برای اگر است غالب y٠ = (y٠١ , y٠٢, . . . , y٠
s) بردار بر y = (y١, y٢, . . . , ys) بردار که ͬ شود م گفته

. yl > y٠
l به طوری΄ه باشد داشته وجود l ΁ی حداقل و yr ≥ y٠

r ، r(r = ١,٢, . . . , s) هر
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که F مجموعه .١ . ٢ . ٣ تعریف

F = {Y |Y = (c١x, c٢x, . . . , csx)T , Aix ≤ bi , i = ١,٢, . . . ,m , xj ∈ {٠, ١} , j = ١, . . . , n}
ͬ شود. م نامیده (١ . ٣) مسأله در هدف توابع مقادیر فضای

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که g بردار .۴ . ١ . ٢ تعریف

g = (g١, g٢, . . . , gs)T = (c١x∗١, c٢x∗٢, . . . , csx∗s)T

بهینه مقدار x∗i که ͬ شود، م نامیده ایده  آل بردار ΁ی
max cix

x ∈ X

است.
Max(f١(x), . . . , fs(x)) مسأله برای ضعیف کارای نقطه ΁ی را x̄ ∈ X نقطه .۵ . ١ . ٢ تعریف

. f(x) > f(x̄) که باشد نداشته وجود دی·ری x ∈ X هیچ هرگاه گویند
ͬ دهیم. م ارائه را چندهدفه کوله پشتͬ مسائل از نوع دو رسمͬ تعریف اینجا، در .۶ . ١ . ٢ تعریف
زیر صورت به که ، ٩ (MOKP-١ ) محدودیت ΁ی با ΁ی و صفر هدفه چند کوله پشتͬ مسأله

ͬ شود: م فرمول بندی
Max Z(x) = (Z١(x), Z٢(x), . . . , Zi(x), . . . , Zm(x))

s.t.

n∑
j=١

wjxj ≤W

xj ∈ {٠, ١}, j ∈ {١,٢, . . . , n}

(۶ . ١)

چندین با ΁ی و صفر چندهدفه پشتͬ کوله مسأله چندهدفه، پشتͬ کوله مسأله دوم مدل
تعداد در تنها است، (MOKP-١ ) مسأله ریاضͬ فرمول همانند که ١٠ (MOKP-٢ ) است قید

9Multi Objective Knapsack Problem-1
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۵ حریصانه ال·وریتم
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به بنابراین است. متفاوت محدودیت ها

Max Z(x) = (Z١(x), Z٢(x), . . . , Zi(x), . . . , Zm(x))

s.t.

n∑
j=١

wi
jxj ≤Wi, i ∈ {١,٢, . . . ,m}

xj ∈ {٠, ١}, j ∈ {١,٢, . . . , n}

(١ . ٧)

متغیرها تعداد n ͬ دهد. م نشان را هدف تابع ‐امین i ، Zi(x) =
∑n

j=١ cijxj آن در که
است. هدف توابع تعداد m و است

حریصانه ال·وریتم ١ . ٣
ساختاری با که است ال·وریتم ها طراحͬ پرکاربرد و مشهور روش های از ی΄ͬ ١١ حریصانه روش
بهینه سازی مسائل حل در اغلب روش این ͬ شود. م استفاده مسائل از بسیاری حل در ساده
است. پویا برنامه ریزی مانند روش هایی برای مناسبی جای·زین ͽمواق پاره ای در و شده استفاده
دارد؛ خود مشابه روش های به نسبت بهتری اجرایی مرتبه ی و سرعت روش این کلͬ حالت در

نشود. ختم سراسری بهینه ی جواب ΁ی به است مم΄ن مسئله با متناسب اما
هر در یعنͬ است. بعدی و قبلͬ گام از مستقل گام هر در هدف به رسیدن حریصانه روش در
صورت انتخاب هایی چه قبلͬ مراحل در که این از مستقل نهایی، هدف به رسیدن برای مرحله
ظاهر در که انتخابی باشد، داشته پی در انتخاب هایی چه است مم΄ن فعلͬ انتخاب و گرفته
روش روش، این به که است دلیل همین به ͬ پذیرد. م صورت است مم΄ن انتخاب بهترین
مسیر در ͬ شود، م خانه ای وارد حریص و عجول دزد ΁ی که زمانͬ ͬ شود. م گفته حریصانه
چندان حالت این در وی ͬ اندازد. م کیسه داخل را ارزشͬ با کالای و وسیله هر خود حرکت
گرانبهاتری اشیاء چه آینده در است مم΄ن و برداشته قبلا را اشیائͬ چه که ͬ کند نم توجهͬ
کرده انتخاب را آن ارزش ترین با خود دست دم اشیاء بین از تنها گام هر در او آورد. دست به
در که زمانͬ دارد. نیز دی·ری عمومͬ کاربردهای روش این ͬ کند. م اضافه قبلͬ وسایل به و
حساب ΁ی با وی ͬ شود، م داده فروشنده تحویل اس΄ناس ΁ی فروش·اه ΁ی از خرید مقابل
کرده تولید را پول باقیمانده ی مم΄ن س΄ه های و اس΄ناس ها حداقل با ͬ کند م سعͬ سرانگشتͬ

باشد. حریصانه روش است مم΄ن سرانگشتͬ حساب این دهد. تحویل خریدار به و
جواب ساختن برای تهͬ) (مانند اولیه مجموعه ΁ی از که است این حریصانه روش اصلͬ ایده
انتخاب را است بهتر بقیه به نسبت که جواب از قسمتͬ تکرار هر در و ͬ کند م شروع مسأله
جواب ΁ی ͬ تواند م ولͬ آورد دست به را بهینه جواب حریصانه روش که نیست تضمینͬ ͬ کند. م

دارند. شروع برای اولیه جواب ΁ی به نیاز که باشد روش هایی برای مناسب اولیه
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اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
برای ١٢ دای΄سترا روش مانند ͬ کند م پیدا را بهینه جواب حریصانه روش ال·وریتم ها بعضͬ در
باشد، منفͬ رئوس وزن اگر ولͬ است. حریصانه روش که شب΄ه در مسیر کوتاهترین کردن پیدا

کند. پیدا ͬ تواند نم را بهینه جواب دای΄سترا حریصانه روش

حریصانه روش ساختار ١ . ٣ . ١
عنصر این است. موجود عناصر از عنصر ΁ی انتخاب مرحله، هر در حریصانه روش کلیت
مسیر این طͬ در ͬ شود. م اضافه نهایی عناصر مجموعه به که است مسئله جواب از قسمتͬ

ͬ افتد: م اتفاق زیر گام های

جواب مجموعه به شدن اضافه برای عنصر ΁ی گام این در حریصانه: انتخاب روال . ١
است. عنصر آن ارزش شدن، اضافه برای عنصر انتخاب روال یا معیار ͬ شود. م انتخاب

ͬ شود. م انتخاب آنها ارزشترین با که دارد ارزشͬ عنصر هر مسئله نوع به بسته

شود بررسͬ باید حریصانه، صورت به عنصر ΁ی انتخاب از پس افزودن: و ام΄ان سنجͬ . ٢
اضافه گاهͬ نه. یا دارد وجود قبلͬ جواب های مجموعه به آن کردن اضافه ام΄ان آیا که
اگر نمود. توجه آن به باید که ͬ کند م نقض را مسئله اولیه ی شرایط از ی΄ͬ عنصر شدن
کنار وگرنه شد؛ خواهد اضافه عنصر نکند، نقض را شرطͬ هیچ عنصر این کردن اضافه
اگر ͬ شود. م انتخاب شدن اضافه برای دی·ری عنصر اول گام اساس بر و شده گذاشته

ͬ رسد. م اتمام به ال·وریتم اجرای باشد، نداشته وجود انتخاب برای دی·ری گزینه ی

باید جواب، مجموعه به جدید عنصر ΁ی شدن اضافه و ٢ گام اتمام از پس مرحله هر در . ٣
اول گام به باشیم نرسیده اگر نه؟ یا رسیده ایم مطلوب جواب ΁ی به آیا که کنیم بررسͬ

ͬ دهیم. م ادامه بعدی مراحل در را چرخه و رفته

جواب مجموعه به حریصانه روش به عنصر ΁ی مرحله هر طͬ حریصانه روش در ساده، زبان به
بعدی عناصر و عنصر مش΄ل، نبود صورت در و شده بررسͬ محدودیت ها شرط شده، اضافه
نهایی شرط ΁ی به اگر گام ها این طͬ در ͬ شوند. م اضافه جواب مجموعه به ترتیب همین به
نداشته وجود جواب مجموعه به کردن اضافه برای دی·ری عنصر انتخاب ام΄ان یا برسیم، خاص
ͬ شود. م ارائه بهینه جواب عنوان به آمده دست به جواب مجموعه و یافته پایان ال·وریتم باشد،
مجموعه به عناصر شدن اضافه ترتیب مسئله، نوع اساس بر است مم΄ن که باشید داشته توجه

باشد. داشته اهمیت جواب
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٧ تک هدفه کوله پشتͬ مسأله حل برای حریصانه ال·وریتم

تک هدفه کوله پشتͬ مسأله حل برای حریصانه ال·وریتم ۴ . ١
حسب بر نزولͬ ترتیب به را اشیا که است ترتیب این به کوله پشتͬ مسأله برای حریصانه ال·وریتم
تعداد بیشترین یعنͬ ͬ کند. م شروع ١ شماره Ͱش از سپس ͬ کند، م مرتب وزن واحد به ارزش
نماند. باقͬ نوع آن برای  ͬ خال جای دی·ر که زمانͬ تا ͬ دهد، م قرار کوله پشتͬ در آن را از مم΄ن
نداریم) اشیا تعداد برای محدودیتͬ اینجا، در که کنید دقت ) ͬ رود م بعدی Ͱش سراغ سپس
بسیار بهینه ͺپاس از ال·وریتم این خروجͬ است مم΄ن باشد، محدود Ͱش هر از مجاز تعداد اگر

باشد. دور

سازی (آزاد پیوسته کوله پشتͬ مسائل برای حریصانه ال·وریتم ١ . ۴ . ١
شده)

مختلفͬ وزن های که است ارزشͬ پر وسایل از کوله پشتͬ ΁ی کردن پر هدف مسئله این در
ارزش و نشده بیشتر مجاز حد از آن بار وزن که شود پر نحوی به باید کوله پشتͬ این دارند.
΁ی و صفر کوله پشتͬ خلاف بر پیوسته کوله پشتͬ مسئله ی در باشد. بیشینه آن داخل وسایل
وسایل به و کرده جدا را ‐ پارچه مثل ‐ وسیله ΁ی از کسری بتوان که دارد وجود ام΄ان این

کرد. اضافه کوله پشتͬ داخل
ب·یرید: نظر در را زیر مسأله .١ . ۴ . ١ مثال

Max Z = ٢۵x١ + ٢۴x٢ + ١۵x٣ + ١٨x۴
١٨x١ + ١۵x٢ + ١٠x٣ + ١۴x۴ ≤ ٢۶
xi ∈ {٠, ١}, ١ ≤ i ≤ n

ͬ کنیم: م بررسͬ ادامه در را مسئله این حل برای مختلف استراتژی های

اول: استراتژی
با برابر آن را با متناسب متغیر و کنید انتخاب را است ارزش بیشترین دارای که را شͰ ای ابتدا
بقیه به نسبت بیشتری ارزش دارای که بعدی Ͱش این از استفاده با سپس ب·یرید. نظر در ΁ی

داریم: فوق مثال در نمونه برای دهید. ادامه را روند همین و کنید انتخاب را است
x١ = ١, x٢ = x٣ = x۴ = ٠ =⇒ Z∗ = ٢۵

بنابراین: داریم. شده سازی آزاد مدل کنیم، عوض ٠ ≤ xi ≤ ١ شرط با را xi ∈ {٠, شرط{١ اگر
x١ = ١, x٢ = ٨١۵ , x٣ = x۴ = ٠ =⇒ Z∗ = ٣٧٫٨



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
دوم: استراتژی

x٢ آن از بعد و x٣ متغیر به مربوط اینجا در که کنید انتخاب را Ͱش سب΄ترین مرحله این در
ͬ کنیم. م حل را مسأله و ͬ گیریم م نظر در ΁ی با برابر را x٣ با متناسب متغیر است.

x٣ = ١, x۴ = ١, x٣ = ٠, x٢ = ٠ =⇒ Z∗ = ٣٣
داریم: شده سازی آزاد مدل در

x٣ = ١, x۴ = ١, x٢ = ٢١۵ , x١ = ٠ =⇒ Z∗ = ٣۶٫٢

سوم: استراتژی
و ͬ گیریم م نظر در ΁ی با برابر آنرا با متناسب متغیر و آورده دست به را pi

wi
مقدار بیشترین

ͬ کنیم. م حل را مسأله

pi
wi

= (
٢۵
١٨ ,

٢۴
١۵ ,

١۵
١٠ ,

١٨
١۴) = (١٫٣٩, ١٫۶٠, ١٫۵, ١٫٢٣)

x٢ = ١, x٣ = ١, x۴ = ٠, x١ = ٠ =⇒ Z∗ = ٣٩
شده: سازی آزاد حالت در بنابراین

pi
wi

= (
٢۵
١٨ ,

٢۴
١۵ ,

١۵
١٠ , ,

١٨
١۴) = (١٫٣٩, ١٫۶٠, ١٫۵, ١٫٢٣)

x٢ = ١, x٣ = ١, x١ =
١

١٨ , x۴ = ٠ =⇒ Z∗ = ۴٠٫٣٨
بطوری΄ه: باشند شده مرتب متغیرها کوله پشتͬ مسأله در اگر .١ . ۴ . ١ قضیه

vi/wi ≥ vi+١/wi+١ (i = ١,٢, . . . , N − ١)
بهینه جواب آنگاه

max
N∑
i=١

vixi

s.t.

N∑
i=١

wixi ≤W

xi ≧ ٠, i = ١, . . . , N
اگر xi = ٠, i = ١, . . . , N و است x١ = W

w١ , x٢ = x٣ = . . . , xN = ٠ با برابر vi > ٠ اگر
و xi ≤ ui(i = ١ . . . , N) یعنͬ v١, v٢, . . . , vt+١ > ٠ و باشند کراندار متغیرها اگر . vi ≤ ٠



٩ کران و شاخه روش
تا ui با برابر xi(i = ١, . . . , t ≤ N) جای·زاری و ، i = ١ شروع با بهینه جواب w١u١ ≤ W

متغیرهای با xt+١ = (w −
∑t

i=١ wiui)/wt+١ جای·زاری با سپس و ∑t+١
i=١ wiui > W ͬ که زمان

خطͬ برنامه ریزی بهینه جواب آنگاه vk ≤ ١)٠ ≤ k ≤ t + ١) اگر برسد. صفر به ͬ مانده باق
است. i = k, k + ١, . . . , N برای xi = ٠ و است i = ١, . . . , k − ١ برای xi = ui

کران و شاخه روش ۵ . ١
است. سازی بهینه مسائل برای ال·وریتم طراحͬ ال·وی ΁ی کران و شاخه روش .١ . ۵ . ١ تعریف
در ͬ کند. م پیمایش را مسئله احتمالͬ جواب های حالات فضای جستجوی ΁ی در روش این
ریشه ی که ͬ شود م گرفته نظر در درخت ΁ی صورت به احتمالͬ جواب های مجموعه ی اینجا
هستنند، احتمالͬ های جواب از مجموعه هایی زیر آن انشعابات و جواب ها همه ی با متناظر آن
با را شاخه جواب های مجموعه ال·وریتم شاخه، زیر ΁ی جواب های مجموعه پیمایش از قبل
زیر که درصورتͬ و ͬ کند م ΁چ کلͬ طور به سازی بهینه مسئله ی جواب بالای و پایین کران
صرف شاخه زیر کل پیمایش از باشد، نداشته را مسئله برای بهتری جواب تولید توانایی شاخه

ͬ شود. م نظر

روش ͬ های ویژگ ١ . ۵ . ١
نشده پیدا آن ها برای جمله ای چند زمان با ال·وریتمͬ که سازی ای بهینه مسائل حل برای
روش ͬ شود. م استفاده دارند پایینͬ اجرای زمان که نمایی پیچیدگͬ با ال·وریتم هایی از است،

است. مناسبی گزینه ی مسائل ΁سب این در کران و شاخه

روش کلͬ ساختار ٢ . ۵ . ١
f مقدار برای پایینͬ کران g تابع و کند کمینه را f تابع که دهیم ارائه ال·وریتمͬ بخواهیم اگر
خواهد زیر ش΄ل به روش این کلͬ ساختار باشد، حالات فضای از درخت زیر ΁ی راس های در

بود:
این از ، ͬ دهیم م قرار f(x) با برابر را B مقدار و ͬ کنیم م پیدا x دلخواه جواب ΁ی ابتدا . ١
بود. خواهد جستجو نقطه این تا آمده بدست جواب بهترین دهنده ی نشان B مقدار پس
به را حالات فضای درخت ریشه ی و گرفته نظر در حالات فضای راس های از صف ΁ی . ٢

ͬ کنیم. م اضافه آن
ͬ کنیم. م تکرار شود خالͬ صف که وقتͬ تا را بعد مراحل . ٣

کشیده بیرون صف داخل از راس ΁ی .a



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
، f(x) < b و باشد x مثلا مسئله از خاص جوابی دهنده ی نشان راس این که صورتͬ در .b
قرار B درون را f(x) مقدار نتیجه در است کنون تا شده یافته جواب بهترین جواب این

ͬ دهیم. م
Ni مثلا راس این انشعابات همه ی ازای به صورت این غیر در .c

: g(Ni) < B اگر .d
اضافه لیست به را Ni پس برسد. جواب بهتری به است مم΄ن انشعاب این :i

ͬ کنیم. م
از آن جواب های پایین کران چون ندارد ارزشͬ انشعاب این صورت این غیر در :ii

است. بزرگ  تر مسأله جواب بالای کران
بازگرد. ٣ دستور به .e

کوله پشتͬ مسأله برای کران و شاخه ال·وریتم ۶ . ١
تبدیل شده سازی آزاد حالت به را مسأله ابتدا کوله پشتͬ مسأله برای کران و شاخه ال·وریتم در
کران و شاخه روش و آورده دست به را جواب ها حریصانه ال·وریتم از استفاده با سپس ͬ کنیم م

ب·یرید: نظر در را زیر مثال ͬ کنیم. م سازی پیاده را
کنید: حل کران و شاخه روش با را زیر کوله پشتͬ مسأله .١ . ۶ . ١ مثال

Max R = ٢٣x١ + ١٩x٢ + ٢٨x٣ + ١۴x۴ + ۴۴x۵
٨x١ + ٧x٢ + ١١x٣ + ۶x۴ + ١٩x۵ ≤ ٢۵
x١ = x٢ = x٣ = x۴ = x۵ = ١یا٠

است: زیر بصورت مسأله این سازی آزاد
Max R = ٢٣x١ + ١٩x٢ + ٢٨x٣ + ١۴x۴ + ۴۴x۵

٨x١ + ٧x٢ + ١١x٣ + ۶x۴ + ١٩x۵ ≤ ٢۵
٠ ≤ x١, x٢, x٣, x۴, x۵ ≤ ١

و ͬ گیریم م نظر در ΁ی با برابر آنرا با متناسب متغیر و آورده دست به را pi
wi

مقدار بیشترین
ͬ کنیم. م حل را مسأله

pi
wi

= (
٢٣
٨ ,

١٩
٧ ,

٢٨
١١ ,

١۴
۶ ,

۴۴
١٩ ) = (٢٫٨٧,٢٫٧١,٢٫۵۴,٢٫٣٣,٢٫٣١)

x١ = ١, x٢ = ١, x٣ =
١٠
١١ , x۴ = x۵ = ٠ =⇒ R٠ = ۶٧٫۴۵



١١ کوله پشتͬ مسأله برای کران و شاخه ال·وریتم
با ، R١ = ۶۵٫٢۶ آنگاه باشد، x٣ = ٠ اگر ͬ زنیم. م [١٠١١ ] < x٣ < [١٠١١ ] + ١ روی را شاخه بنابراین
آنگاه x٣ = ١ اگر ͬ گردد. م ͽقط شاخه و ͬ شود م واحد از بزرگتر کسر x۴ متغیر شاخه این ادامه
پس x١ = x٣ = ١, x٢ = ۶٧ , x۴ = x۵ = ٠ مرحله این در ͬ زنیم، م شاخه دوباره ، R٢ = ۶٧٫٢٨

ͬ زنیم. م x٢ متغیر روی را شاخه یعنͬ
دارند صفر مقدار یا ها متغیر تمامͬ و R٣ = ۶۵ مقدار است x۵ = ٠ چون آنگاه x٢ = ٠ اگر

ͬ شود. م تمام اینجا و ͬ گیرند م ΁ی مقدار یا و
ͬ یابد. م ادامه مسأله و R۴ = ۶٧٫١٢٧ مقدار x٢ = ١ اگر ولͬ

مسأله یا و آیند دست به صفر یا ΁ی یا متغیرها تمامͬ که ͬ یابد م ادامه زمانͬ تا روند این
ͬ کنید: م ملاحظه مثال این برای را کران و شاخه روش زیر ش΄ل در باشد. نداشته جوابی دی·ر

R٠ = ۶٧٫۴۵

R١ = ۶۵٫٢۶ R٢ = ۶٧٫٢٨

R۴ = ۶٧٫١٢٧R٣ = ۶۵

x١ = x٣ = x۴ = ١, x٢ = x۵ = ٠ R۵ = ۶٣٫٣٢ ندارد جواب

x٣ = ٠ x٣ = ١

x٢ = ٠ x٢ = ١

x١ = ٠ x١ = ١





٢ فصل
پشتͬ کوله مسأله حل برای ال·وریتمͬ

دوهدفه

مقدمه ٢ . ١
روش ͬ کنیم. م بیان دوهدفه پشتͬ کوله مسأله حل برای را [۶] در شده ارائه روش فصل این در
محدودیت ها با را ΁ی و صفر دوهدفه پشتͬ کوله مسأله کارا ی جواب های همه ی شده پیشنهاد

ͬ کند. م پیدا دی·ر ͽمراج در شده ارائه روش های به نسبت کمتری متغیرهای و

هدفه دو کوله پشتͬ مسأله ٢ . ٢
ب·یرید: درنظر را زیر دوهدفه پشتͬ کوله مسأله

P١ : Max(f(x), g(x))

s.t.

n∑
i=١

aijxij ≤Wj j = ١, . . . ,m
xij ∈ {٠, ١}

(٢ . ١)



دوهدفه پشتͬ کوله مسأله حل برای ال·وریتمͬ ١۴
مسأله این حل برای کنیم. ماکزیمم زمان ΁ی در را هدف تابع دو هر که است این هدف

ͬ گیریم: م نظر در را P٣ و P٢ هدفه تک پشتͬ کوله مسأله دو اول ما

P٢ : Max f(x)

s.t.

n∑
i=١

aijxij ≤Wj j = ١, · · · ,m
xij ∈ {٠, ١}

(٢ . ٢)

P٣ : Max g(x)

s.t.

n∑
i=١

aijxij ≤Wj j = ١, · · · ,m
xij ∈ {٠, ١}

(٢ . ٣)

ما دوم گام در باشد. P٣ مسأله بهینه جواب x∗٢ و P٢ مسأله بهینه جواب x∗١ که کنید فرض
ͬ کنیم. م حل را زیر هدفه تک مسائل

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به مسأله اول تکرار در
(KP١):΁ی مرحله پشتͬ کوله مسأله

KP١(P۴) : Max(f(x) + g(x))

s.t.

f(x) > f(x∗١)−Mt١١
f(x) > f(x∗٢)−Mt١٢
g(x) > g(x∗١)−Mt٢١
g(x) > g(x∗٢)−Mt٢٢
n∑

i=١
aijxij ≤Wj

t١١ + t١٢ = ١
t٢١ + t٢٢ = ١
xij ∈ {٠, ١}, tiq ∈ {٠, ١}, q = ٢, j = ١, · · · ,m

(۴ . ٢)

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به مسأله تکرار ‐امین k در است. بزرگ مثبت عدد ΁ی M که



١۵ ال·وریتم و اصلͬ نتیجه
(KPk) کوله پشتͬ مسأله مرحله ‐امین k

KPk(P۵) : Max(f(x) + g(x))

s.t.

n∑
i=١

aijxij ≤Wj

f(x) ≥ f(x∗q)−Mt١q, q = ١, · · · , k − ١
g(x) ≥ g(x∗q)−Mt٢q, q = ١, · · · , k − ١
t١q + t٢q = ١, q = ١, · · · , k − ١
xij ∈ {٠, ١} ∀i, j

t١q, t٢q ∈ {٠, ١}, q = ١, · · · , k − ١, j = ١, · · · ,m

(۵ . ٢)

P١ محدودیت تعداد m که است محدودیت m + ٣ × (k − ١) دارای تکرار ‐امین k در مسأله
روند این است. P١ متغیر های تعداد n که است متغیر n+ ٢× (k − ١) دارای همچنین است.
دست به نتایج بهترین از ی΄ͬ مشابه آن بهینه جواب یا شود نشدنͬ مسأله ͬ که زمان تا دارد ادامه
تعیین را آن ها همه باید ما باشد دگرین بهینه جواب های دارای مسأله اگر باشد. قبلͬ آمده
تعداد چون ͬ شود. م پیدا کارا جواب ΁ی حداقل شده، پیشنهاد ال·وریتم تکرار هر در کنیم.
از برخͬ ال·وریتم، تکرار هر در که آنجا از هم·راست. ال·وریتم است متناهͬ شدنͬ جواب های
در است. زیاد محاسبات نیازمند مسائل حل ͬ شود م اضافه قبلͬ تکرار مسأله به محدودیت ها

آورده ایم. مش΄ل این ͽرف برای را لم تعدادی بعدی بخش

ال·وریتم و اصلͬ نتیجه ٢ . ٣
داد: کاهش ͬ توان م زیر صورت به را KP١ مسأله .٢ . ٣ . ١ لم

(NKP١)

Max(f(x) + g(x))

s.t.

f(x) > f(x∗٢)
g(x) > g(x∗١)
n∑

i=١
aijxij ≤Wj

xij ∈ {٠, ١}, j = ١, · · · ,m

(۶ . ٢)

برقرار P۴ مسأله اول محدودیت است، f(x) مقدار ماکزیمم f(x∗١) چون ، t١١ = ٠ اگر برهان.
طور به . t١٢ = ٠ پس t١١ + t١٢ = ١ چون . t١١ = ١ بنابراین نداریم. شدنͬ جواب ما و نیست



دوهدفه پشتͬ کوله مسأله حل برای ال·وریتمͬ ١۶
است. (۶ . ٢) صورت به مسأله مدل بنابراین است. همین طور نیز t٢٢ و t٢١ برای مشابه

داریم: ما تکرار ‐امین k برای .٢ . ٣ . ٢ لم

(NKPk)

Max(f(x) + g(x))

s.t.

f(x) ≥ f(x∗٢)
g(x) ≥ g(x∗١)
f(x) ≥ f(x∗k−١)−Mt١
g(x) ≥ g(x∗k−١)−Mt٢
n∑

i=١
aijxij ≤Wj

t١ + t٢ = ١, xij ∈ {٠, ١}, t١, t٢ ∈ {٠, ١}, j = ١, · · · ,m

(٢ . ٧)

است. تکرار ‐امین (k − ١) در مسأله بهینه جواب x∗
k−١ که

محدودیت است. P٣ مسأله بهینه جواب x∗٢ و P٢ مسأله بهینه جواب x∗١ که ͬ دانیم م برهان.
P٢ مسأله جواب بر تکرار ‐امین k جواب که ͬ کند م تضمین g(x) > g(x∗١) f(x)و > f(x∗٢)
باشد. قبلͬ تکرار های جواب بر غالب باید تکرار ‐امین k جواب همچنین دارد. تسلط P٣ و
صادق باید g(x) > g(x∗

k−١) −Mt٢ یا f(x) > f(x∗
k−١) −Mt١ محدودیت های از ی΄ͬ بنابراین

کوچ΄تری ارزش و یابد بهبود باید قبلͬ جواب های به توجه با g(x) یا f(x) اینکه دلیل به باشد.
اگر باشد. صادق شرط این ͬ شود م باعث t١ + t٢ = ١ محدودیت باشد. داشته قبل به نسبت
k‐ام مرحله در چون باشد. g(xk) > g(x∗

k−١) آنگاه باشد، صادق f(x) > f(x∗
k−١) محدودیت

یعنͬ ͬ شود م بدتر ‐ام (k−١) حله مر از هدف تابع مقدار بنابراین ͬ شود م اضافه مسأله به قید
g(x∗k) > f(x∗

k−١) باید f(x∗k) > f(x∗
k−١) چون f(x∗k) + g(x∗k) < f(x∗

k−١ + g(x∗
k−١)) داریم:

.

ال·وریتم ۴ . ٢
اولیه دهͬ مقدار :٠ مرحله

که ͬ کنیم، م اضافه G مجموعه به را بهینه جواب و ͬ کنیم م حل را P٢ مسأله : ٠ − ١ گام
است. بهینه جواب از مجموعه ای G مجموعه

ͬ کنیم، م اضافه G مجموعه به را بهینه جواب و ͬ کنیم م حل را P٣ مسأله : ٠− ٢ گام



١٧ ال·وریتم

روش تکرار :١ مرحله
جواب و کنید، حل P٣ و P٢ بهینه جواب های از استفاده با را P۵ مسأله . k = ١ : ١ − ١ گام

کنید. اضافه G مجموعه به را بهینه
اضافه G مجموعه به را بهینه جواب و کنید حل را (NKPk) مسأله . k = k + ١ : ١− ٢ گام

کنید.
به صورت این غیر در بروید. ٢ مرحله به است، قبلͬ تکرار با برابر بهینه جواب اگر : ٣−١ گام

بروید. (١− ٢) گام

توقف :٢ مرحله
کنید. توقف شده اند. مشخص بهینه جواب های تمام

Min(Max(f(x) + g(x))) = f(x∗٢) + g(x∗١) .١ . ۴ . ٢ لم
ترتیب به ، g(x) و f(x) پایین حد و مقدار min ، (NKPk) اول محدودیت های دو طبق برهان.
خواهد f(x∗٢) + g(x∗١) ، Max(f(x) + g(x)) تابع مقدار min بنابراین هستند. g(x∗١) و f(x∗٢)

شد.
ͬ آید. م دست به (NKP١) مسأله حل وسیله به f(x) + g(x) مقدار Max .٢ . ۴ . ٢ لم

صورت xiبه ∈ Z که وقتͬ شده پیشنهاد ال·وریتم تکرار های تعداد برای بالا کران .٣ . ۴ . ٢ لم
است: زیر

Max(Max(f(x) + g(x)))−Min(Max(f(x) + g(x)))

Min(f(x) + g(x)در xiضریب)
(٢ . ٨)

صحیح اند، متغیرها چون ͬ دهد. م ما به را f(x)+g(x) مقدار Max و Min قبل، لم های برهان.
برابر Min(Max(f(x) + g(x))) و Max(Max(f(x) + g(x))) مقادیر که زمانͬ ال·وریتم بنابراین

بنابراین: ͬ یابد. م پایان شوند،
Max(Max(f(x) + g(x)))−Min(f(x) + g(x)در xiضریب) ∗ k = Min(Max(f(x) + g(x)))

K(K > تکرار در شد، مشاهده قبل بخش در که همانطور ͬ باشد. م فوق کسر با برابر k بنابران
افزایش با بنابراین داریم. متغیر n + ٢(k − ١) و محدودیت m + ٣(k − ١) با مسأله ΁ی ،١)
پیشنهادی روش برای ͬ که حال در ͬ یابد؛ م افزایش محدودیت ها و متغیرها تعداد تکرار، ΁ی
(k > ١) برای متغیر n + ٢ و محدودیت m + ۵ با برابر و ثابت متغیرها و محدودیت ها تعداد

است.



دوهدفه پشتͬ کوله مسأله حل برای ال·وریتمͬ ١٨

عددی مثال ۵ . ٢
است. شده ارائه عددی مثال ΁ی شده، پیشنهاد روش دادن نشان برای بخش، این در

ب·یرید: نظر در را زیر ΁ی و صفر پشتͬ کوله دوهدفه مسأله .١ . ۵ . ٢ مثال

Max ٩X١ + ۶X٢ + ۵X٣ + ٣X۴ + ۵X۵ + ٢X۶ + ۵X٧ + ١٠X٨ +X٩ + ۶X١٠
Max ١۵X١ + ١٢X٢ + ٨X٣ + ١١X۴ + ١۴X۵ + ١٠X۶ + ١۴X٧ + ٩X٨ + ١١X٩ + ١۴X١٠
s.t.

٢٠٠X١ + ١۵٠X٢ + ١۶٠X٣ + ۵٠٠X۴ + ٢۶٠X۵ + ١۴٠X۶ + ٢٠٠X٧ + ۴٠٠X٨ + ٢۵٠X٩ + ١٢٠X١٠ ≤ ١٢۵٠
١۴X١ + ٨٣X٢ + ٩۴X٣ + ٣X۴ + ٢۶X۵ + ١۴X۶ + ۶۵X٧ + ٨X٨ + ١١X٩ + ٨٧X١٠ ≤ ٢۵٠
Xi ∈ {٠, ١}, i = ١, · · · , ١٠.

اولیه دهͬ ٠:مقدار مرحله
گام٠ ‐ ١:

(p٢) :Max ٩X١ + ۶X٢ + ۵X٣ + ٣X۴ + ۵X۵ + ٢X۶ + ۵X٧ + ١٠X٨ +X٩ + ۶X١٠
s.t.

٢٠٠X١ + ١۵٠X٢ + ١۶٠X٣ + ۵٠٠X۴ + ٢۶٠X۵ + ١۴٠X۶ + ٢٠٠X٧ + ۴٠٠X٨ + ٢۵٠X٩ + ١٢٠X١٠ ≤ ١٢۵٠
١۴X١ + ٨٣X٢ + ٩۴X٣ + ٣X۴ + ٢۶X۵ + ١۴X۶ + ۶۵X٧ + ٨X٨ + ١١X٩ + ٨٧X١٠ ≤ ٢۵٠
Xi ∈ {٠, ١}, i = ١, · · · , ١٠.

:٠ ‐ ٢ گام
Max ١۵X١ + ١٢X٢ + ٨X٣ + ١١X۴ + ١۴X۵ + ١٠X۶ + ١۴X٧ + ٩X٨ + ١١X٩ + ١۴X١٠
s.t.

٢٠٠X١ + ١۵٠X٢ + ١۶٠X٣ + ۵٠٠X۴ + ٢۶٠X۵ + ١۴٠X۶ + ٢٠٠X٧ + ۴٠٠X٨ + ٢۵٠X٩ + ١٢٠X١٠ ≤ ١٢۵٠
١۴X١ + ٨٣X٢ + ٩۴X٣ + ٣X۴ + ٢۶X۵ + ١۴X۶ + ۶۵X٧ + ٨X٨ + ١١X٩ + ٨٧X١٠ ≤ ٢۵٠
Xi ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . , ١٠.

به منحصر بهینه جواب های X ′ = {١, ٠, ٠, ٠, ١, ١, ١, ٠, ١, ١} و X = {١, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ١}
بنابراین: هستند. ۶۴ و ٢٨ ترتیب به هدف تابع مقادیر با P٣ و P٢ مسائل فرد

.G = {(١, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ١), (١, ٠, ٠, ١, ١, ١, ٠, ١, ١)}



١٩ عددی مثال

:١ مرحله
k = ١ : ١− ١ گام

Max ٢۴X١ + ١٨X٢ + ١٣X٣ + ١۴X۴ + ١٩X۵ + ١٢X۶ + ١٩X٧ + ١٩X٨ + ١٢X٩ + ٢٠X١٠
s.t.

٩X١ + ۶X٢ + ۵X٣ + ٣X۴ + ۵X۵ + ٢X۶ + ۵X٧ + ١٠X٨ +X٩ + ۶X١٠ > ٢٨
١۵X١ + ١٢X٢ + ٨X٣ + ١١X۴ + ١۴X۵ + ١٠X۶ + ١۴X٧ + ٩X٨ + ١١X٩ + ١۴X١٠ > ۶۴
٢٠٠X١ + ١۵٠X٢ + ١۶٠X٣ + ۵٠٠X۴ + ٢۶٠X۵ + ١۴٠X۶ + ٢٠٠X٧ + ۴٠٠X٨ + ٢۵٠X٩ + ١٢٠X١٠ ≤ ١٢۵٠
١۴X١ + ٨٣X٢ + ٩۴X٣ + ٣X۴ + ٢۶X۵ + ١۴X۶ + ۶۵X٧ + ٨X٨ + ١١X٩ + ٨٧X١٠ ≤ ٢۵٠
Xi ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . , ١٠.

دست به ٧۶ و ٢٩ هدف تابع مقدار با X = {١, ١, ٠, ٠, ١, ١, ٠, ٠, ١, ١} فوق، مسأله حل با
بنابراین: ͬ آوریم. م

.G = {(١, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ١), (١, ٠, ٠, ٠, ١, ١, ١, ٠, ١, ١, ), (١, ١, ٠, ٠, ١, ١, ٠, ٠, ١, ١)}
k = ٢ : ١− ٢ گام

Max ٢۴X١ + ١٨X٢ + ١٣X٣ + ١۴X۴ + ١٩X۵ + ١٢X۶ + ١٩X٧ + ١٩X٨ + ١٢X٩ + ٢٠X١٠
s.t.

٩X١ + ۶X٢ + ۵X٣ + ٣X۴ + ۵X۵ + ٢X۶ + ۵X٧ + ١٠X٨ +X٩ + ۶X١٠ > ٢٨,
١۵X١ + ١٢X٢ + ٨X٣ + ١١X۴ + ١۴X۵ + ١٠X۶ + ١۴X٧ + ٩X٨ + ١١X٩ + ١۴X١٠ > ۶۴,
Mt١ + ٩X١ + ۶X٢ + ۵X٣ + ٣X۴ + ۵X۵ + ٢X۶ + ۵X٧ + ١٠X٨ +X٩ + ۶X١٠ > ٢٩,
Mt٢ + ١۵X١ + ١٢X٢ + ٨X٣ + ١١X۴ + ١۴X۵ + ١٠X۶ + ١۴X٧ + ٩X٨ + ١١X٩ + ١۴X١٠ > ٧۶,
t١ + t٢ = ١,
٢٠٠X١ + ١۵٠X٢ + ١۶٠X٣ + ۵٠٠X۴ + ٢۶٠X۵ + ١۴٠X۶ + ٢٠٠X٧ + ۴٠٠X٨ + ٢۵٠X٩ + ١٢٠X١٠ ≤ ١٢۵٠,
١۴X١ + ٨٣X٢ + ٩۴X٣ + ٣X۴ + ٢۶X۵ + ١۴X۶ + ۶۵X٧ + ٨X٨ + ١١X٩ + ٨٧X١٠ ≤ ٢۵٠,
Xi ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . , ١٠,
t١, t٢ ∈ {٠, ١}.

٣۵ هدف تابع مقدار با X = {١, ٠, ٠, ٠, ١, ٠, ١, ١, ٠, ١} ، M = ١٠٠٠٠ برای فوق مسأله حل با
بنابراین: ͬ آوریم. م دست به ۶۶ و

G = {(١, ١, ٠, ٠, , ١, ٠, ٠, ١, ٠, ١), (١, ٠, ٠, ٠, ١, ١, ١, ٠, ١, ١), (١, ١, ٠, ٠, ١, ١, ٠, ٠, ١, ١), (١, ٠, ٠, ٠, ١, ٠, ١, ١, ٠, ١)}



دوهدفه پشتͬ کوله مسأله حل برای ال·وریتمͬ ٢٠
k = ٣ : ٢− ٢ گام

Max ٢۴X١ + ١٨X٢ + ١٣X٣ + ١۴X۴ + ١٩X۵ + ١٢X۶ + ١٩X٧ + ١٩X٨ + ١٢X٩ + ٢٠X١٠
s.t.

٩X١ + ۶X٢ + ۵X٣ + ٣X۴ + ۵X۵ + ٢X۶ + ۵X٧ + ١٠X٨ +X٩ + ۶X١٠ > ٢٨,
١۵X١ + ١٢X٢ + ٨X٣ + ١١X۴ + ١۴X۵ + ١٠X۶ + ١۴X٧ + ٩X٨ + ١١X٩ + ١۴X١٠ > ۶۴,
Mt١ + ٩X١ + ۶X٢ + ۵X٣ + ٣X۴ + ۵X۵ + ٢X۶ + ۵X٧ + ١٠X٨ +X٩ + ۶X١٠ > ٣۵,
Mt٢ + ١۵X١ + ١٢X٢ + ٨X٣ + ١١X۴ + ١۴X۵ + ١٠X۶ + ١۴X٧ + ٩X٨ + ١١X٩ + ١۴X١٠ > ۶۶,
t١ + t٢ = ١,
٢٠٠X١ + ١۵٠X٢ + ١۶٠X٣ + ۵٠٠X۴ + ٢۶٠X۵ + ١۴٠X۶ + ٢٠٠X٧ + ۴٠٠X٨ + ٢۵٠X٩ + ١٢٠X١٠ ≤ ١٢۵٠,
١۴X١ + ٨٣X٢ + ٩۴X٣ + ٣X۴ + ٢۶X۵ + ١۴X۶ + ۶۵X٧ + ٨X٨ + ١١X٩ + ٨٧X١٠ ≤ ٢۵٠,
Xi ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . , ١٠,
t١, t٢ ∈ {٠, ١}.

X = {١, ١, ٠, ٠, ١, ١, ٠, ٠, ١, ١} ͬ آوریم م دست به ما ، M = ١٠٠٠٠ برای فوق مسأله حل با
چون و است ͬ باشد، م کارا جواب های مجموعه که G مجموعه  در آمده دست به جواب های
جواب های ͬ یابد. م خاتمه ال·وریتم است، قبل مراحل در بهینه جواب با برابر آمده دست به جواب

نهایی
هستند. G = {(١, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ١), (١, ٠, ٠, ٠, ١, ١, ١, ٠, ١, ١, ), (١, ١, ٠, ٠, ١, ١, ٠, ٠, ١, ١, ), (١, ٠, ٠, ٠, ١, ٠, ١, ١, ٠, ١)}



٣ فصل
با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل

فراابتکاری ΁تکنی از استفاده

مقدمه ٣ . ١
[١١] در که ͬ پردازیم م پشتͬ کوله مسأله حل برای ترکیبی روش ΁ی بررسͬ به فصل، این در
مسأله ͬ شود، م استفاده چندهدفه مسأله نوع دو حل برای شده پیشنهاد روش است. آمده
در مسأله این قید. چندین با هدفه چند پشتͬ کوله مسأله و قید ΁ی با چندهدفه پشتͬ کوله
ͬ شود. م ظاهر بودجه کنترل و گذاری سرمایه پروژه های انتخاب مانند عملͬ شرایط از بسیاری
دقیق ال·وریتم های که ͬ کنیم م استفاده ابتکاری روش های یا دقیق ال·وریتم های از ما معمولا
به اما ͬ کند، نم تضمین را دقیق جواب ابتکاری روش ولͬ ͬ کنند م فراهم را دقیقͬ جواب های

آوریم. دست به را خوبی تقریبی جواب های که ͬ دهد م را اجازه این ما به کلͬ طور
و مورچه اجتماع سازی بهینه است: شده تش΄یل فراابتکاری ΁تکنی دو از پیشنهادی روش
شده بحث مورچه اجتماع سازی بهینه مورد در ابتدا در فصل این در پراکنده. جستجوی روش

ͬ پردازد. م پراکنده جستجوی روش به سپس است؛



فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٢٢

مورچ·ان غذای جستجوی در رفتار ٣ . ٢
گونه هیچ بدون را خود لانه و غذا منبع بین مسیر کوتاه ترین ͬ توانند م مورچه ها چ·ونه
گونه های از بعضͬ رفتارهای مطالعات کنند؟ پیدا فعال یا مرکزی دیداری، هدایتͬ م΄انیسم
برای مورچه ها حرکت در شانسͬ و تصادفͬ ال·وی ΁ی که است داده نشان مورچه ها واقعͬ
داده قرار مورچه ها لانه حوالͬ در محلͬ در غذا منبع ΁ی اینکه محض به دارد. وجود غذا یافتن
΁ی به رسیدن به منجر نهایت در و یافته بیشتری سازماندهͬ مرور به تصادفͬ ال·وی ͬ شود، م
مورچه ها که ͬ شود م دیده جادویی صورت به و انجامید خواهد مورچه ها، توسط مشابه مسیر
پیدا را غذا منبع که مورچه هایی تأثیر نتیجه عجیب رفتار این کرده اند. پیدا را مسیر کوتاه ترین
صورت به مورچه ها گونه های از بعضͬ در است مم΄ن تأثیر این است. مورچه ها سایر بر کرده اند
در که است شده داده نشان باشد. مستقیم غیر صورت به دی·ر گونه های بعضͬ و مستقیم
اتفاق مستقیم غیر صورت به دی·ر مورچه های گیری کار به با تأثیر این مورچه گونه های اغلب
نام به ارتباطͬ م΄انیسم ΁ی طریق از مورچه ها سایر با یافته اند را غذا که مورچه هایی ͬ افتد. م
مقداری و ͬ کند م پیدا را غذا منبع ΁ی مورچه ΁ی که زمانͬ ͬ نمایند. م برقرار ارتباط فرومون اثر
ͬ نمایند. م منتشر ١ فرومون نام به شیمیایی ماده خود حرکت مسیر در ͬ برد، م خانه به غذا
مسیر فرومون غلظت به مسیر انتخاب هنگام در ͬ گردند، م غذا دنبال به که مورچه ها بقیه
هر دارند. انتخاب برای بیشتری احتمال بیشتر، فرومون غلظت با مسیرهای ͬ نمایند. م توجه
و یافته افزایش مسیر آن فرومون غلظت نمایند، عبور مسیر ΁ی از بیشتری مورچه های چقدر

ͬ شوند. م علاقه مند مسیر آن به نسبت نیز بیشتری مورچه های نتیجه، در

1Pheromone



٢٣ مورچ·ان اجتماع سازی بهینه از ساده ای ش΄ل

غذا منبع و لانه بین مسیر کوتاه ترین یافتن در مورچه رفتار :٣ . ١ ش΄ل

مورچ·ان اجتماع سازی بهینه از ساده ای ش΄ل ٣ . ٣
واقعͬ مورچه های رفتار دیدگاه از تصادفͬ متداول روش ΁ی ، ٢ مورچ·ان اجتماع سازی بهینه
G = (V,E) گراف ΁ی در رأس دو بین مسیر کوتاه ترین یافتن عمومͬ، مسأله است. طبیعت در
ب·یرید. نظر در را ͬ کند م بیان را رأس ها بین ارتباط که است ماتریسͬ E و رأس ها Vمجموعه که
صورت به است، شده ساخته ام k مورچه توسط که ، Lk طول، دارد. رأس nG = |V گراف| این
(i, j) یال هر به ، τij فرومون غلظت ΁ی حالت، این در ͬ گردد. م تعریف مقصد تا مبدأ فاصله

ͬ شود. م داده تخصیص گراف، از
به تصادفͬ مقدار ΁ی یال، هر به ابتدا در ،٣ (SACO) ساده مورچ·ان اجتماع سازی بهینه در
نبود علت به ال·وریتم ابتدای در اصل، در ͬ شود. م داده تخصیص ، τij(٠) اولیه، فرومون عنوان
ͬ نمایند. م انتخاب را مسیرها تصادفͬ طور به مورچه ها آن، کم خیلͬ مقدار یا فرومون غلظت
(SACO) تکرار هر در ͬ شود. م داده قرار مبدأ رأس در ،k = ١, . . . , nk مورچه ها، از تعدادی
مورچه هر رأس، هر در ͬ سازد. م مقصد و مبدأ بین را مسیر ΁ی پله پله صورت به مورچه هر ،
رأس در k مورچه اگر ͬ برد. م کار به خود مسیر بعدی یال تعیین برای را گیری تصمیم فرایند
تعیین زیر ش΄ل به گذر احتمال تابع ΁ی اساس بر را j ∈ Nk

i بعدی رأس باشد، داشته قرار i

2Ant Colony Optimization
3Simple Ant Colony Optimization



فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٢۴
ͬ نمایند: م

pkij(t) =


ταij(t)∑

j∈Nk
i
ταij(t)

, j ∈ Nk
i اگر

٠, صورت این غیر در
(٣ . ١)

هر برای اگر ͬ باشد. م i رأس در k مورچه برای انتخاب قابل یال های مجموعه Nk
i آن در که

مورچه صورتی΄ه (در ͬ شود م گرفته نظر در i رأس پیشین رأس آنگاه Nk
i = ∅ ، k مورچه و i رأس

را مش΄لͬ ولͬ ͬ گردد، م حلقه ΁ی ایجاد به منجر مسأله این ͬ گردد). برم برسد، بسته مسیر به
حلقه ها مقصد، و مبدأ بین مسیر معرفͬ هنگام در مقصد، به رسیدن از پس زیرا ͬ کند نم ایجاد
غلظت اثر به بخشیدن شدت برای مثبت ثابت مقدار ΁ی α بالا، معادله در ͬ گردند. م حذف
تصادفͬ رفتارهای تأثیر و داده افزایش را فرومون غلظت اهمیت ، α بزرگ مقدار است. فرومون

ͬ گردد. م محلͬ بهینه ΁ی سمت به سریع هم·رایی به منجر و ͬ کند م کمتر را
حلقه های و ساختند را مقصد تا مبدأ بین کامل مسیر ΁ی مورچه ها، تمامͬ آنکه از بعد
مقداری و ͬ نماید م دنبال مبدأ رأس سمت به را خود ردپای مورچه هر شدند، حذف احتمالͬ

ͬ نماید: م منتشر زیر قاعده با مطابق شده، طͬ مسیر روی (i, j) یال هر در فرومون،

∆τkij ∝
١

Lk(t)
(٣ . ٢)

ͬ باشد. م t زمانͬ مرحله در kام مورچه توسط شده ساخته مسیر طول معرف Lk(t) آن در که
ͬ گردد: م هنگام به زیر قاعده با مطابق مسیر هر فرومون غلظت میزان نتیجه، در

τij(t+ ١) = τij(t) +

nk∑
k=١

∆τkij(t) (٣ . ٣)

روی جدید چ·الͬ مقداری  ،(٣ . ٢) معادله از استفاده با ͬ باشد. م مورچه ها تعداد nk آن در که
با مورچه ها توسط که دارد مسیرهایی کیفیت به بستگͬ مقدار این و ͬ گردد م تولید یال هر
یال هر در فرومون مقداری مورچه هر دی·ر، عبارت به است. شده ساخته یال آن از استفاده
΁ی در موجود فرومون میزان تکرار، ΁ی از بعد ͬ گذارد. م جا به مسیرش کیفیت با متناسب
قبلͬ مقدار با شده اضافه چ·الͬ مقدار ͬ یابد. م تغییر یال از عبوری مورچه های به توجه با یال

ͬ گردد. م هنگام به (٣ . ٣) معادله طبق مسیر آن فرومون چ·الͬ
طͬ مسیر طول عکس صورت به ساده تابع ΁ی با جواب هر کیفیت مقدار ، SACO در
دهنده نشان xk(t) اگر کرد. تعریف ͬ توان م نیز دی·ری معیارهای البته ͬ گردد. م بیان شده
عمده در ͬ کند. م بیان را جواب آن کیفیت f(xk(t)) آنگاه باشد، t زمانͬ مرحله در جواب ΁ی
شاخص های از بعضͬ با متناسب فرومون مقادیر آن در که صریح، ارزیابی روش ΁ی از موارد
ͬ گردد. م استفاده فرومون انتشار میزان تعیین برای هستند، شده ساخته جواب های کیفͬ



٢۵ SACO ال·وریتم
بیشتر مقدار صورت، آن در باشد داشته مسیر طول با عکس رابطه انتشاری فرومون مقدار اگر
مقدار که ͬ گردد م موجب است) شده ساخته جواب بودن بدتر دهنده نشان (که f(xk(t))

نشان را ال·وریتم ساختار زیر ال·وریتم گردد. منتشر مسیر آن در ١
f(xk(t))

فرومون کمتری
قاعده چند مثال برای کرد. استفاده ͬ توان م متعددی توقف قواعد ال·وریتم، این در ͬ دهد. م

آمده اند: زیر در
گرفت. انجام تکرار ها از ماکزیممͬ تعداد که زمانͬ توقف . ١

(f(xk(t)) ≤ ϵ) شد ساخته قبول قابل جواب ΁ی که زمانͬ توقف . ٢
کردند. پیروی مشابه مسیر ΁ی از ها) آن اغلب (یا مورچه ها تمامͬ که زمانͬ توقف . ٣

شوند کمتری جذابیت دارای آن اجزای تمامͬ که ͬ گردد م موجب طولانͬ مسیر ΁ی بنابراین،
گردد). منتشر آنها در کمتری (فرومون

به سرعت به مورچه ها که شد داده نشان [١٢] ͽمرج در باینری پل مسأله اولیه، آزمایشات در
جای·زین مسیرهای گردید، سپری زمان کمͬ مقدار اینکه از پس و ͬ شوند م هم·را جواب ΁ی
زودرس، هم·رایی از جلوگیری و بیشتر کاوش در مورچه ها اجبار برای ͬ کنند. م انتخاب را
ساخت از قبل ال·وریتم، از تکرار هر در مسیر ΁ی در فرومون شدت مقدار که شد داده اجازه
(تبخیر) کاهش مسیر هر فرومون شدت از مقداری حالت، این در شود. تبخیر دچار مسیر،
انجام زیر معادله طبق فرومون شدت مقدار سازی هنگام به نحوه حالت این در ͬ کند. م پیدا

ͬ گردد: م
τij ← (١− ρ)τij(t) (۴ . ٣)

ͬ دهد. م نمایش را مرحله هر در فرومون تبخیر نرخ که است ثابت مقدار ΁ی ρ ∈ [٠, ١] آن در که
گذشته در شده گرفته (تصمیمات گذشته وقایع از درصدی شدن فراموش به منجر تبخیر این
پارامتر ΁ی دی·ر عبارت به و ͬ گردد م گذشته) در شده انتخاب مسیرهای دی·ر عبارت به یا
کم گذشته به توجه تبخیر، بالای نرخ ، ρ بالای مقادیر برای است. جستجو تاریخچه کنترلͬ
باشد، ρ = ١ صورتی΄ه در ͬ گیرد. م خود به شانسͬ و تصادفͬ وضعیت بیشتر جستجو و شده

بود. خواهد شانسͬ و تصادفͬ کاملا جستجو

SACO ال·وریتم ۴ . ٣
کنید؛ تنظیم ΁کوچ تصادفͬ مقدار ΁ی با برابر را τij(٠) مقدار . ١

؛ t = ٠ دهید قرار . ٢
دهید؛ قرار اصلͬ رأس های روی مورچه nk . ٣



فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٢۶
شود)؛ برآورده توقف قاعده که زمانͬ (تا تکرار . ۴

دهید: انجام k = ١, . . . , nk مورچه هر برای ١ . ۴
بسازید؛ را xk(t) مسیر ΁ی ٢ . ۴

xk(t)؛ = ∅ ٣ . ۴
برسید): مقصد به که زمانͬ (تا تکرار ۴ . ۴

کنید؛ انتخاب (٣ . ١) معادله در شده تعریف احتمال پایه بر را بعدی رأس ١ . ۴ . ۴
کنید؛ اضافه xk(t) مسیر به را (i, j) یال ٢ . ۴ . ۴

کنید؛ خارج xk(t) از را حلقه ها کلیه ۵ . ۴
کنید؛ محاسبه را (f(xk(t))) مسیر طول ۶ . ۴

پایان؛ . ۵
دهید: انجام گراف از (i, j) یال هر برای . ۶

فرومون؛ تبخیر ١ . ۶
؛ (۴ . ٣) معادله از استفاده با ، τij(t) فرومون، کاهش ٢ . ۶

پایان؛ . ٧
دهید: انجام k = ١, . . . , nk مورچه هر برای . ٨

دهید: انجام xk(t) از (i, j) یال هر برای ٨ . ١
∆τk =

١
f(xk(t))

کنید؛ بهنگام (٣ . ٣) معادله از استفاده با را τij(t) مقادیر ٨ . ٢
پایان؛ ٨ . ٢
پایان؛ . ٩

t = t+ ١ . ١٠
کنید. چاپ جواب بهترین عنوان به را f(xk(t)) کمترین با xk(t) مسیر . ١١



٢٧ مورچ·ان اجتماع سازی بهینه

مورچ·ان اجتماع سازی بهینه ۵ . ٣
ͬ کند، م انتخاب را هدف ΁ی مورچه ΁ی ،[١٢] هم΄ارانش ۴و آلیا تحقیقات طبق

دسترس در که آن هایی میان در را نقاط بهترین انتخاب، این اساس بر و (i ∈ {١, . . . ,m})
را شده انتخاب قبلا مسیرهای که است حافظه دارای مورچه هر ͬ کند. م انتخاب هستند
از بعد ͬ کند. م نظر صرف باشد شده انتخاب بار ΁ی از بیش که رأس هر از و ͬ کند م ذخیره

ͬ شود. م انجام رأس هر فرومون مسیرهای رسانͬ روز به مرحله، این
گرفتن نظر در از حاصل که است قواعدی با مطابق ، j ∈ {١, . . . , n} رأس عنصر ΁ی انتخاب
تعریف زیر صورت به قانون این است، رأس این به مربوط اکتشافͬ اطلاعات و فرومون مقدار

است: شده
pj =

(τ ij)
α ∗ (ηij)β∑

∀y∈cand(τ
i
y)

α ∗ (ηiy)β

٠ < pi ≤ ١, τ ij , ηij > ٠, α, β ≥ ٠
(۵ . ٣)

جذابیت (که کارایی و ابتکاری اطلاعات و فرومون ها مقدار دهنده نشان ترتیب به ηij و τ ij که
پارامتر دو ترتیب به β و α است. i هدف عمل΄رد در j مورد به مربوط ͬ کند) م بیان را حرکت
استفاده مورد فرومونͬ اطلاعات باشد، α = ٠ اگر ͬ کند، م تعیین را ηij و τ ij اهمیت که هستند
تصادفͬ جستجوی حالت ال·وریتم و ͬ گردد م فراموش جستجو گذشته سابقه و ͬ گیرد نم قرار
ساختار ال·وریتم و ͬ گردد م نظر صرف  حرکت ها جذابیت باشد، β = ٠ اگر ͬ گیرد. م خود به را
΁ی y و ͬ باشد م کاندید اشیا تمام شامل که است لیستͬ cand ͬ گیرد. م خود به را SACO
صورت به cand است مم΄ن حلقه، ایجاد از جلوگیری برای است. لیست این از عمومͬ عنصر
گردد. تعریف نشده اند ملاقات k مورچه توسط تاکنون که همسایه ای رأس های تمامͬ مجموعه
مورچه ΁ی ͬ که زمان هر ͬ گردد. م تعریف مورچه هر برای ممنوع لیست ΁ی منظور این برای
برای ͬ گردد. م اضافه مورچه ممنوع لیست به رأس آن ͬ نماید، م ملاقات را جدید رأس ΁ی
مجموعه از ممنوع،  لیست در گرفته قرار رأس های شود، ملاقات ی΁  بار تنها رأس ΁ی اینکه
برای ترتیب به پشتͬ کوله مسأله نوع به بسته کوله پشتͬ مسأله در ͬ گردند. م خارج cand

کرد: محاسبه زیر طریق از ͬ توان م را اطلاعات ، MOKP-و ٢ MOKP-١ 
ηij = cij/wj , ηij = cij/w

i
j

ͬ شود: م انجام زیر صورت به فرومون ها رسانͬ روز به
τ ij = (١− ρ) ∗ τ ij +△τ ij (۶ . ٣)

فرومون رسانͬ روز به نرخ دهنده نشان △τ ij و (ρ ∈ [٠, ١]) است تبخیر نرخ دهنده نشان ρ که
شده، ساخته جواب کیفیت به توجه با مقدار این است. j ∈ {١, . . . , n} مورد در گرفته قرار
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فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٢٨
هدف تابع ‐امین i در سود بالاترین z′′i که △τ ij = ١)/١+ z′i− z′′i ) است: شده تعریف تر دقیق

است. اجرا آغاز از هدف تابع ‐امین i از حاصل سود بالاترین z′i و است فعلͬ چرخه برای
مقدار دو بین مورد هر در موجود فرومون مقدار نتایج، سریع هم·رایی از جلوگیری برای

. τmin ≤ τ ij ≤ τmax یعنͬ است، محدود
زیر ال·وریتم در MOKP-و ٢ MOKP-برای ١ ACO پیشنهادی ال·وریتم از مربوطه کد شبه

ͬ شود: م مشخص زیر روش های با کد شبه این است. شده ارائه
و فرومون عوامل اولیه مقداردهͬ مثال،  طور به مسأله، متغیرهای اولیه مقداردهͬ . ١

ͬ کند. م ذخیره را غالب و کارا جواب های تمام از مجموعه ای که لیستͬ
اساس بر و ͬ کند م انتخاب را هدف ΁ی تصادفͬ طور به مورچه هر جواب، ساز و ساخت . ٢
ͬ کند. م انتخاب را لیست موارد بهترین شد، تعیین بالا در که احتمالͬ قاعده طبق آن،
و دور جواب های بهترین به مربوط رأس در فرومون دار دنباله مسیرهای رسانͬ روز به . ٣

ͬ کند. م ذخیره را کارا جواب های که لیستͬ رسانͬ روز به
كرد: بيان زير صورت به ͯ توان م كلͯ حالت در را مورچه ال·وريتم هاي

مورچه ها تعداد و مسیر انتخاب به مربوط پارامترهای و اولیه فرومون ،τmax تعیین اول: گام
.t = ٠ دادن قرار و

بهنگام و جواب هر برای محلͬ جستجوی و مورچه هر برای جواب ΁ی ساختن دوم: گام
آمده. دست به مسیر هر در فرومون کردن

جواب ها بهترین در فرومون کردن بهنگام سوم: گام
دوم گام به و داده تغییر را مسیر انتخاب پارامترهای آنگاه t + ١ < τmax اگر چهارم: گام

ͬ رویم. م
ال·وریتم. پایان و جواب بهترین انتخاب پنجم: گام

MOKP-و ٢ MOKP-مسأله ١ برای ACO ال·وریتم
بخش. هر به مربوط فرومون مسیرهای اولیه مقداردهͬ (τ ij ← τmax) . ١

ͬ کند.) م ذخیره را کارا جواب های تمام که لیستͬ اولیه (مقداردهͬ S ← ∅ . ٢
ͬ کند. م مشخص را مورچه ها تعداد A . ٣

تا و است، رسیده بخش یا دور تعداد حداکثر به که زمانͬ تا |A| تا (k = ١) (برای تکرار . ۴
شود:) انجام زیر مراحل cand ̸= ∅ که زمانͬ

دهید. قرار fi آن را و کنید، انتخاب {z١, . . . , zi, . . . , zm} هدف تابع ΁ی تصادفͬ طور به ۴ . ١



٢٩ مورچ·ان اجتماع سازی بهینه
ͬ کند.) م ذخیره را شده ساخته جواب k مورچه توسط که (لیستͬ sk ← ∅ ۴ . ٢

قرار cand در آن را و {١, . . . , j, . . . , n} کنید انتخاب را sk انتخابی نامزدهای از لیستͬ ۴ . ٣
دهید.

دهید. قرار j در و کنید انتخاب pj(cand) احتمال با را Ͱش ΁ی ۴ . ۴
محدودیت) نقض (بدون sk ← sk ∪ {j} ۴ . ۵

.cand رسانͬ روز به ۴ . ۶
شود: انجام زیر مراحل m تا i = ١ برای . ۵
شود: انجام زیر مراحل n تا j = ١ برای

فرومون) (تبخیر τ ij ← (١− ρ)τ ij ۵ . ١
τ ij ← τ ij +∆τ ij آن گاه ( j ∈ sk (اگر ۵ . ٢

τ ij ← τmin آن گاه (τ ij < τmin) اگر ۵ . ٣
τ ij ← τmax آن گاه (τ ij > τmax) اگر ۵ . ۴

S ← S ∪|A|
k=١ sk . ۶
پایان . ٧



فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٣٠

پراکنده جستجوی روش ۶ . ٣
جستجوی ال·وریتم تکاملͬ، روش های دی·ر همانند : ۵ پراکندگͬ جستجوی ابتکاری فرا ال·وریتم
برای رویه هایی از و ͬ کنند م کار جواب ها از جمعیتͬ با جواب، ΁ی با کار به جای پراکندگͬ،
مهم ͬ های ویژگ از ی΄ͬ ͬ کنند. م استفاده جدید جمعیت ساخت به منظور جواب ها ترکیب
همچنین ۶و (TS) ممنوعه جستجوی ابتکاری فرا ال·وریتم با آن تنگاتنگ ارتباط روی΄رد این
از مؤثر استفاده برای اصولͬ همراه به تطبیقͬ حافظه از برخورداری برای اصولͬ از استفاده
دارند مشترکͬ ریشه ممنوعه جستجوی و پراکندگͬ جستجوی ال·وریتم ͽدرواق است. حافظه
اگرچه ͬ شد. م بررسͬ TS چهارچوب در موجود فرایندهای جزء از ی΄ͬ به عنوان ابتدایی SS و
تا شده باعث امر این نکرده اند. توجهͬ جزء این به TS پیاده سازی های و TS ادبیات از خیلͬ
تکاملͬ ال·وریتم ΁ی به صورت را آن اندکͬ مطالعات که اواخر این تا پراکنده جستجوی مزیت
تقریباً زیرا است نسبی به طور ” “مستقل (کلمه بماند. باقͬ ناشناخته گرفتند، نظر در مستقل
برای کرده اند. استفاده TS تطبیقͬ حافظه ͬ های طراح از برخͬ از SS پیاده سازی های تمامͬ
از که ͬ کنیم م تمرکز SS از اجزایی روی بر مقاله این در ما شود، شناخته بهتر TS روش اینکه
کار جواب ها از مجموعه ای روی بر تصادفͬ جستجوی هستند.) مجزا TS با مرتبط فرایندهای
جواب های تا ͬ کند م ترکیب ی΄دی·ر با را جواب ها این و گویند ͽمرج مجموعه آن به که ͬ کند م
از جدید جواب که هست طوری جواب ها ترکیب برای اصلͬ م΄انیسم شوند. ساخته جدید
اندازه ،΁ژنتی ال·وریتم در ”جمعیت” برخلاف شود. ساخته دی·ر جواب دو خطͬ ترکیب
جستجوی ال·وریتم است. ΁کوچ تقریباً پراکندگͬ جستجوی ال·وریتم در ͽمرج مجموعه
΁ی طͬ جدید، جواب های ساخت باهدف را ͽمرج مجموعه از جزء دو از بیش یا دو پراکندگͬ
ͽمرج مجموعه زیرمجموعه های تعداد که دلیل این به ͬ کند. م انتخاب ΁سیستماتی فرایند
جواب ترکیبات تولید فرایند ΁ی حتͬ ͬ شود، م زیاد خیلͬ عضوی) ͷپن تا عضوی دو (مثلا́
تعداد ͬ تواند م دارد، زیرمجموعه ها این مطلوب مثال های انتخاب در زیادی غربال·ری که
ͽمرج مجموعه اعضای تعداد تا است ضروری بسیار پس نماید، تولید را ترکیبات از زیادی
مسائل برای آمیز موفقیت بصورت که است تکاملͬ روش ΁ی پراکنده جستوجوی باشد. کم
١٩٧٠ دهه در روش این اساسͬ مفاهیم و اصول ͬ رود. م ب΄ار سازی بهینه مورد در سخت
گیری تصمیم قواعد ترکیب برای ١٩۶٠ دهه تاریخ به که شد پیشنهاد فرمول هایی اساس بر
دی·ر تکاملͬ روش های خلاف بر پراکنده جستجوی ͬ گشت. م باز مسئله محدودیت های و
طرح های و ها روش که است شده پی ریزی قضیه این اساس بر ،(΁ژنتی ال·وریتم های (مانند
به توسل مزایای با مقایسه در مهم تری مزایای جدید، جواب های ایجاد برای ΁سیستماتی
این است. برجمعیت مبتنͬ تکاملͬ روش ΁ی پراکنده جستجوی روش دارند. تصادفͬ انتخاب
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٣١ پراکنده جستجوی روش
مسائل برای اکتشافͬ مطالعه ΁ی انجام حال در و شد معرفͬ رسما [٢١] گالور٧ وسیله به روش
انتخاب پیش روش های SS روش جواب ها، همه ترکیب برای بود. صحیح خطͬ ریزی برنامه
،ͽمرج مجموعه نام به جواب ها از مجموعه ای روی بر و ͬ کند م پذیر ام΄ان منطق از را شده
و MOKP-مورد ١ در ͬ کند. م عمل ͬ دهد، م تش΄یل را نمونه جواب های بهترین معمولا که
پیشنهادی SS روش ͬ گیرد. م نظر در را جواب ها تنوع فقط جواب بهترین مفهوم MOKP-٢ 
است. شده ارائه [٨] هم΄اران و داسیلوا٨ گومز توسط که است SS روش نتیجه فصل، این در
سازماندهͬ است کرده توصیف گالور که SS روش معمولͬ ساختار اساس بر پیشنهادی روش
است. شده ترکیب است شده داده توضیح قبل بخش در که ACO ال·وریتم با که است، شده

تنوع روش ١ . ۶ . ٣
ͬ شود. م جواب ها اولیه مجموعه  یعنͬ مختلف جواب های از مجموعه ای ایجاد شامل روش این
اولیه مجموعه آوردن دست به برای قبلͬ بخش در شده توصیف ACO روش از ما مورد این در

ͬ کنیم. م استفاده کارا جواب از

بهبود روش ٢ . ۶ . ٣
به برای ACO روش از مورد، این در است. تنوع روش از جواب ها ارتقا هدف با روش این
جواب های به شدت به جواب ها بهبود روش ͬ کنیم. م استفاده کیفͬ جواب های آوردن دست

شد. خواهد اعمال ترکیبی روش طریق از شده تولید

روش رسانͬ روز به و ͽمرج مجموعه تولید ٣ . ۶ . ٣
از تعداد b از شده تش΄یل ͽمرج مجموعه ΁ی حفظ و ایجاد برای ،ͽمرج مجموعه روزرسانͬ به
شود)، نمͬ بیشتر ٢٠ از مثال برای و است کم معمولا b مقدار (که شده یافته جواب های بهترین
سازد. فراهم را روش این دی·ر قسمت های توسط مؤثر دسترسͬ تا است شده سازماندهͬ که
در اساسا ͬ شوند. م بندی طبقه ͽمرج مجموعه در خود تنوع یا کیفیت با مطابق جواب ها
(مجموعه جواب ها از مجموعه ای تا ͬ شوند م انتخاب اصلͬ نمونه از جواب ها بهترین روش این
در ͬ شوند. م ترکیب جدید جواب های آوردن دست به برای آخر در که دهند تش΄یل را (ͽمرج
طور به ͬ گیرد. م نظر در اولیه مجموعه از را جواب ها تنوع فقط ”بهترین” مفهوم مورد، این
مرتب زیر، انطباق قابل غیر مقادیر به توجه با su ∈ S(u = ١,٢, . . . , |S|) جواب هر تر، دقیق

7Golver
8Gomesdasilva



فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٣٢
است: شده

drefu = ||sref − su|| =
n∑

j=١
|xrefj − xuj |

u = ١,٢, . . . , |S|
جواب های مستقیم غیر مقادیر آن از که جوابی یعنͬ ͬ دهد. م نشان را ͽمرج جواب sref که
u = هر برای ∑m

i=١ zi(xu) وزن مقدار با su ∈ S به مربوط جواب این ͬ شود. م تعریف دی·ر
است، شده ساخته S از R ͽمرج مجموعه جواب ها، همه مرتب سازی از پس است. ١,٢, . . . , |S|
تعریف منظور به گروه هر از جواب ΁ی و ی΄سان، جواب های تعداد با گرو ه ها به آن تقسیم با

ͬ گیریم. م نظر در ͽمرج مجموعه در را عنصر ٢٠ حداکثر است. شده انتخاب ͽمرج

زیرمجموعه تولید روش ۴ . ۶ . ٣
تقسیم جدید موارد ایجاد برای جواب ها از زیرمجموعه ای به ͽمرج مجموعه مرحله این در
ما زیرمجموعه، هر در جواب ها بین تمایز اکتشاف اساس بر ترکیبی روش عنوان به ͬ شود. م
وسیله به زیرمجموعه ها مورد این در ͬ کنیم. م استفاده R از متفاوتͬ بسیار جواب های از نباید
داشت. خواهد وجود ترکیب |R| − ١ بنابراین ͬ شود. م تش΄یل R از جواب متوالͬ جفت های
که لیستͬ ͬ شود. م ایجاد تابو(ممنوع) لیست ΁ی جواب ها، تکراری ترکیب از جلوگیری برای

ͬ شود. م ذخیره قبلͬ متناظر جفت های همه ی

جواب ترکیبی روش ۵ . ۶ . ٣
ایجاد روش توسط شده ایجاد زیرمجموعه های از معین زیرمجموعه ΁ی تا جواب، ترکیب روش
از جواب هایی روش، این در کند. تبدیل ترکیبی جواب بردار چند یا ΁ی به را زیرمجموعه
کنید فرض ͬ شوند، م ترکیب جدید موارد آوردن دست به برای شده ساخته زیرمجموعه های
دهنده نشان z١ و z٠ آن در که زیرمجموعه،  ΁ی از کارا جواب دو s١ = {z١, x١} و s٠ = {z٠, x٠}
آغازگر جواب s٠ ، گالور نام·ذاری در باشد. مربوط کارای جواب های x١ و x٠ و غالب بردارهای
شناسایی برای هدایت جواب ͬ شود. م نامیده (راهنما) هدایت جواب s١ و ͬ شود م نامیده
آن را تا باشد اولیه جواب در تغییر باید آن مقادیر که ͬ شود م استفاده گیرنده تصمیم متغیرهای
ͬ آید. م دست به جدید جواب های s٠ از s١ ͬ های ویژگ دادن قرار با یعنͬ کند؛ هدایت جواب به
و (x٠

j = ١ با (مواردی ͬ شوند م شناسایی ͬ شوند م حذف s٠ از که مواردی طوردقیق تر،  به
آن ها کارایی x٠

j = ١ با مواردی .(x٠
j = ٠ با (مواردی وارد شوند s٠ به باید که اقلامͬ همچنین

اساس بر آن ها کارایی x٠
j = ٠ با مواردی و شده اند مرتب کاهش قابل غیر مقادیر به توجه با

موارد دادن قرار و کمتر کارایی با موارد حذف برای راهͬ شده اند، مرتب افزایش قابل غیر مقادیر
ηij = maxm

i=١{cij/wj}معادلات از استفاده با مورد هر به مربوط کارایی است. کارایی بالاترین با



٣٣ پراکنده جستجوی روش
که آن جا از ͬ شود. م محاسبه MOKP-و ٢ MOKP-برای ١ ترتیب به ηij = maxm

i=١{cij/wi
j} و

ترکیبی روش دی·ر ی΄بار و ͬ شوند م مبادله جواب ها است، s٠ به s١ از متفاوت s١ به s٠ از مسیر
ͬ شود. م اعمال بالا

توسط است، که شده ارائه زیر در MOKP-و ٢ MOKP-برای ١ شده پیشنهاد SS ال·وریتم
ͬ شود: م مشخص زیر اصلͬ روش های

مسأله متغیرهای اولیه دهͬ مقدار . ١
ACO ال·وریتم از استفاده با اولیه مجموعه آوردن دست به . ٢

ترکیبی روش از استفاده و زیرمجموعه ها تعریف ،ͽمرج مجموعه رسانͬ روز به و ساخت . ٣
جدید جواب های آوردن دست به برای

کارا یا غیرمغلوب جواب های تمام شامل لیست رسانͬ روز به . ۴

MOKP-و ٢ MOKP-برای ١ SS ال·وریتم
ͬ کند.) م ذخیره را کارا جواب های تمام که لیستͬ اولیه ی (مقداردهͬ S ← ∅ . ١

ذخیره ترکیبی روش از را نتیجه جواب های تمام که لیستͬ اولیه (مقداردهͬ Ŝ ← ∅ . ٢
ͬ کند.) م

ذخیره را قبلͬ ترکیب های همه که لیستͬ یعنͬ، تابو. لیست اولیه مقداردهͬ Tabu← ∅ . ٣
ͬ کند. م

S در ACO ال·وریتم ب΄ارگیری با اولیه کارای مجموعه دادن قرار . ۴
برسید.) بخش هر مقدار ماکزیمم به ͬ که زمان تکرار(تا . ۵

(ͽمرج مجموعه اولیه (مقداردهͬ R← ∅ ۵ . ١
دهید. قرار Sref در و بیابید ∑m

i=١ zi(xu)(S) وزن مقدار با Su ۵ . ٢
محاسبه را مقادیر drefu ←

∑n
j=١ |xrefj − xuj | معادله از استفاده با ،|S| تا u = ١ برای . ۶

کنید.
کنید. مرتب نزولͬ غیر مقادیر به توجه با را S لیست . ٧

R← R ∪|s|
u=١ Su . ٨



فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٣۴
دهید: انجام را زیر مراحل آن گاه ،({Rr, Rr+١} /∈ tabu) اگر ،|R| − ١ تا (r = ١) برای . ٩

Ŝ ← Ŝ ∪ {(Rr, Rr+١)}
Ŝ ← Ŝ ∪ {(Rr+١, Rr)}

tabu← tabu ∪ {Rr, Rr+١}
S ← S ∪ Ŝ

پایان. . ١٠

SS و ACO روش های ترکیب برای استراتژی ٣ . ٧
روش آن در که SS و ACO روش از متش΄ل اخیر بخش دو در شده انجام سازی های پیاده
راهبردهای دی·ر خاص، استراتژی این بر علاوه ͬ شود. م اعمال ACO روش اجرای از بعد SS 
از قبل SS ال·وریتم آن در که ترکیبی مثلا شود،  گرفته نظر در است مم΄ن روش هردو ترکیب
΁ی یعنͬ اضافͬ، اجرای به نیاز جای·زین این حال، این با ͬ شود. م اجرا ACO ال·وریتم اعمال
را ه های ͬ شود م پیشنهاد وجود این با دارد. جواب ها اولیه مجموعه تولید برای جدید روش

شود: ارائه زیر ترکیبی
ال·وریتم یعنͬ ͬ شوند، م اجرا جداگانه ای چرخه های در روش دو این : ACO-SS١ ترکیب . ١
ͬ شود. م اجرا SS دوم مرحله در و ACO اول مرحله در چرخه: دو عنوان به آمده دست به
دقیق تر، روش طور به ͬ شود، م اجرا معمولͬ چرخه ΁ی در روش دو هر : ACO-SS٢ ترکیب . ٢
دو هر از که است این ایده است. شده گنجانده ACO روش به مربوط چرخه در SS
عبارت به شود. استفاده جداگانه صورت به شده تولید نتایج متقابل بهبود برای روش
جواب های یافتن یا و بهبود برای SS روش مورچه،  هر توسط جواب ساختن از پس دی·ر، 

ͬ شود. م ͬ کند، استفاده م ΁کم چرخه ها زیر در جدید مورچه های به که جدید
ترکیب از پس دقیق تر، طور به است. ACO-SS٢ ال·وریتم مانند : ACO-SS٣ ترکیب . ٣

ͬ شود. م اجرا دوباره SS روش ACO-SS٢

محاسباتͬ نتایج ٣ . ٨
توسط است، شده تولید نمونه از استفاده با تصادفͬ صورت به که MOKP-نمونه های ١
را مواردی MOKP-به ٢ مربوط موارد و است شده ارائه [١٣] در هم΄اران و ٩ کلینگمن
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٣۵ مختلف انواع مقایسه
در پیشرفت ال·وریتم نتایج و موارد این ͬ کنند. م استفاده را شده تعریف [١۴] در ١٠ زیتلر که
C‐اندازه از عمل΄رد مقایسه برای است. دسترسͬ قابل زوریخ) فناوری مؤسسه سایت (وب

ͬ کنیم: م استفاده شده است معرفͬ [١۵] در ١١ تائل و زیتلر در که

C(S′, S′′) =
|{z′′ ∈ S′′ : ∃z′ ∈ S′; z′ ≽ z′′}|

|S′′|

ضعیف کارای z′ توسط z′′ بردار یعنͬ است، z′′i ≤ z′i  ،i ∈ {١, . . . ,m} هر برای یعنͬ z′ ≽ z′′ که
غالب یا و برابرند S′ نقاط با S′′ در نقاط همه این که یعنͬ ، C(S′, S′′) = ١ که وقتͬ است.
مجموعه توسط S′′ در نقاط از کدام هیچ این که یعنͬ  ، C(S′, S′′) = ٠ اگر ͬ که حال در هستند؛
زیرا: شود، گرفته نظر در باید C(S′′, S′) و C(S′, S′′) که کنید توجه ͬ شود. نم پوشیده S′

C‐اندازه توسط آمده دست به مقادیر اساس بر برنامه ها اجرای .C(S′, S′′) ̸= ١ − C(S′′, S′)

است. شده داده نشان ٣ . ١ جدول در ال·وریتمͬ پارامترهای ͬ شود. م انجام اجرا ١٠ به مربوطه

پارامتر تنظیمات :٣ . ١ جدول
variant α β Aco SS Ants ρ τmin τmax |R|

ACO-SS1 1 4 4000 60 100 0.01 0.01 6 20

ACO-SS2 1 4 2500 8 100 0.01 0.01 6 20

ACO-SS3 1 4 2000 10 100 0.01 0.01 6 20

مختلف انواع مقایسه ٣ . ٩
MOKP-موارد ١ مورد در C‐اندازه در ACO-SS ال·وریتم سه بین مقایسه  ای ،٣ . ٢ جدول در
و ACO-SS٢ با مقایسه در ACO-SS٣ که دید ͬ توان م جدول این از است. گرفته صورت
دقیقا ͬ کند. م تولید بهتر نتایج نوعͬ مورد، ١٠٠ و هدف ٢ با n١٠٠l٢ مثال در ACO-SS١
تنها ͬ که حال در ͬ شود، م داده پوشش ACO-SS٣ توسط ACO-SS٢ نتایج از ٪٧٧٫۴ حدود
ACO- نتایج از ٪٧٨٫۶ ͬ شود. م داده پوشش ACO-SS٢ توسط ACO-SS٣ نتایج از ٪٧۴٫٢
کارای ACO-SS٣ نتایج ٧٨٫٣٪از تنها و ͬ گیرند م قرار پوشش تحت ACO-SS٣ توسط SS١
شده مشاهده n١٠٠l٣ نمونه برای مشابه طور به هستند. ACO-SS١ با برابر یا ضعیف
ACO- نتایج از حدود است، گزینه بهترین همچنان ACO-SS٣ ال·وریتم نتایج که است
در آمده اند، بدست ACO-SS٣ توسط یا هستند ضعیف کارای ACO-SS٢ نتایج از و SS١
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فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٣۶
ACO- و ACO-SS١ از که آن هایی با ACO-SS٣ نتایج از ٪۶٢٫٣ و ٪٣٩٫٨ تنها ͬ که حال
به ACO-SS١ ال·وریتم n٢۵٠l٢ مورد برای حال، این با ͬ شوند. م پوشیده ترتیب به SS٢
ACO- موارد، بقیه در دارد. ACO-SS٣ و ACO-SS١ به نسبت بهتری نتایج ͬ رسد م نظر
ال·وریتم های بین مشخص تعادل ΁ی بنابراین است. دی·ر ال·وریتم دو از بهتر شدت به SS٢
دی·ری از بهتر دقیق طور به مورد دو در دو هر که دارد، وجود ACO-SS٣ و ACO-SS٢
هیچ΄دام که ͬ شود م مشاهده Mokp-٢ ، به شده اعمال ال·وریتم سه عمل΄رد مقایسه است.
تعادلͬ یعنͬ، نیستند، آزمایش مورد موارد تمام در دی·ری از بهتر کامل طور به ال·وریتم ها از
همان در را خوبی عمل΄رد دو هر دارد، وجود ACO-SS٢ و ACO-SS١ ال·وریتم های بین
مثال های در ACO-SS١ ال·وریتم کنید) مشاهده را ٣ . ٣ (جدول ͬ دهند م نشان مورد تعداد
موارد در را بهتری عمل΄رد ACO-SS٢ ͬ که حال در و ztn٧۵٠l٢؛ و ztn٢۵٠l٢, ztn۵٠٠l٢
به ACO-SS٣ که ͬ شود م دیده همچنین ͬ دهد. م نشان ztn٢۵٠l٣ و ztn١٠٠l٢, ztn١٠٠l٣
٣ . ٣ و ٣ . ٢ ش΄ل نیست. آزمایش مورد هر در ACO-SS٢ و ACO-SS١ از بهتر وجه هیچ
با هدفه دو موارد برای را ACO-SS٣ و ACO-SS٢ و ACO-SS١ توسط سازش سطوح
ده از بیش غیرمغلوب مجموعه های ͬ دهد. م نشان MOKP-و ٢ MOKP-برای ١ بخش ۵٠٠
سه این بین ΁کوچ توازن ΁ی MOKP-برای ١ که ͬ دهد م نشان ارقام این ͬ شود.  م اجرا بار
بهترین وضوح به ACO-SS١ که ͬ دانیم م ما MOKP-برای ٢ ͬ که حال در دارد، وجود نوع

است. ال·وریتم



٣٧ مختلف انواع مقایسه

(MOKP-١ ) C‐اندازه گیری از استفاده با ACO-SS نوع سه مقایسه :٣ . ٢ جدول
Instance C(1,2) C(2,1) C(1,3) C(3,1) C(2,3) C(3,2)

Average n100l2 0.776 0.757 0.783 0.786 0.742 0.744

Max 0.846 0.831 0.883 0.929 0.914 0.903

Min 0.724 0.613 0.667 0.636 0.571 0.651

Average n100l3 0.425 0.713 0.398 0.718 0.623 0.660

Max 0.498 0.779 0.494 0.758 0.680 0.722

Min 0.378 0.628 0.356 0.647 0.535 0.555

Average n250l2 0.661 0.437 0.649 0.465 0.501 0.610

Max 0.888 0.750 0.876 0.629 0.856 0.884

Min 0.357 0.169 0.497 0.222 0.218 0.281

Average n500l2 0.396 0.413 0.433 0.364 0.508 0.461

Max 0.618 0.646 0.628 0.452 0.863 0.801

Min 0.201 0.185 0.302 0.202 0.200 0.145

Average n750l2 0.286 0.346 0.322 0.296 0.550 0.374

Max 0.457 0.504 0.427 0.411 0.913 0.646

Min 0.151 0.213 0.163 0.057 0.294 0.054



فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ٣٨

(MOKP-٢ ) C‐اندازه گیری از استفاده با ACO-SS نوع سه مقایسه :٣ . ٣ جدول
Instance C(1,2) C(2,1) C(1,3) C(3,1) C(2,3) C(3,2)

Average ztn100l2 0.497 0.552 0.550 0.519 0.594 0.494

Max 0.831 0.877 0.924 0.939 0.841 0.758

Min 0.231 0.284 0.191 0.194 0.414 0.186

Average ztn100l3 0.337 0.431 0.374 0.388 0.462 0.383

Max 0.764 0.635 0.588 0.723 0.870 0.735

Min 0.104 0.096 0.068 0.167 0.141 0.025

Average ztn250l2 0.648 0.287 0.682 0.234 0.433 0.503

Max 1.000 0.932 1.000 0.846 0.990 1.000

Min 0.007 0.000 0.016 0.000 0.000 0.000

Average ztn250l3 0.030 0.553 0.038 0.448 0.437 0.382

Max 0.092 0.732 0.100 0.595 0.831 0.895

Min 0.005 0.469 0.008 0.219 0.037 0.020

Average ztn500l2 0.583 0.254 0.475 0.325 0.374 0.551

Max 1.000 0.628 1.000 0.772 1.000 1.000

Min 0.139 0.000 0.004 0.000 0.000 0.000

Average ztn750l2 0.433 0.139 0.461 0.168 0.367 0.560

Max 0.718 0.353 0.788 0.693 1.000 1.000

Min 0.161 0.000 0.013 0.000 0.000 0.000



٣٩ مختلف انواع مقایسه

(MOKP-١ ) Ͱش ۵٠٠ با مثال برای سازش سطوح :٣ . ٢ ش΄ل

(MOKP-٢ ) Ͱش ۵٠٠ با مثال برای سازش سطوح :٣ . ٣ ش΄ل



فراابتکاری ΁تکنی از استفاده با چندهدفه پشتͬ کوله مسأله حل ۴٠

تکاملͬ ال·وریتم های با ACO-SS مقایسه ٣ . ١٠
ال·وریتم های با بوده، قبلͬ بخش در بهتر عمل΄رد دارای که MOKP-از ٢ نمونه هر برای اینجا در
ال·وریتم و [١٩] در NSGA و [١٨] در NPGA و [١٧] در HLGA و [١۶] در FFGA ΁ژنتی

است. گرفته صورت مقایسه ای است،  آمده [٢٠] در VEGA و [١۵] در SPEA تکاملͬ
ACO-SS ال·وریتم بین مقایسه با مطابق را C‐اندازه گیری مقادیر ۴ . ٣ جدول ستون هر

ͬ دهد: م نشان ال·وریتم ها از مجموعه ای و (١ (ستون
و NPGA به مربوط چهارم و HLGA به مربوط سوم ستون و FFGA به مربوط دوم ستون
نتیجه وضوح به ͬ توان م جدول این از است. VEGA هفتم و SPEA ششم و NSGA پنجم
است. دی·ر ال·وریتم های نتایج از بهتر وضوح به ACO-SS روش های از حاصل نتایج که گرفت
از که را نتایجͬ HLGA و FFGA ال·وریتم از حاصل نتایج که ندارد وجود سناریویی هیچ
از ٪١٠٠  ، ACO-SS نتایج ͬ که حال در دهد؛ پوشش را است شده حاصل ACO-SS ال·وریتم
ACO- نتایج از کوچ΄ͬ بخش تنها دی·ر، ال·وریتم های در ͬ دهد. م پوشش را ال·وریتم ها این
استثنا تنها ͬ کند. نم ACO-SS از بهتر را آن ها که است بدیهͬ که هستند ضعیف کارای SS
حدود در است. ACO-SS از بهتر تائل و زیتلر نتایج که ͬ شود م یافت ztn٢۵٠l٢ مثال در
در هستند، ACO-SS ال·وریتم با برابر یا هستند ضعیف کارای SPEA روش نتایج از ٪١٨٫٧

ͬ شود. م داده پوشش SPEA روش از استفاده با ACO-SS نتایج از ٪۵٩ حدود ͬ که حال

نتیجه گیری ٣ . ١١
حل برای که است شده طراحͬ SS و ACO روش بر مبتنͬ ترکیبی ال·وریتم فصل، این در
روش های در است. شده ارائه MOKP-و ٢ MOKP-چندهدفه ١ کوله پشتͬ مسأله نوع دو
تدوین SS روش توسط سپس و ͬ شود م تولید ACO ال·وریتم توسط ابتدا نتایج پیشرفته،

ͬ شود: م منجر روش سه به که ͬ شود، م تشدید و شده
ACO-SS١ . ١
ACO-SS٢ . ٢
ACO-SS٣ . ٣



۴١ نتیجه گیری
مربوط اول که جایی ͬ باشد، م مختلف چرخه دو در روش دو هر اجرای شامل مورد اولین
تولید نتایج متقابل بهبود برای روش دو دوم،  مورد در ͬ باشد. م SS دوم و ACO ال·وریتم به
ͬ شود. م نامیده ACO روش چرخه هر در SS روش ͬ شود. م استفاده جداگانه صورت به شده
دوباره پایان در SS یعنͬ است، جای·زین ACO-SS٢ گسترش شامل سوم مورد نهایت، در

ͬ شود. م اجرا
نتایج آزمایشات مورد در تقریبا ال·وریتم بهترین ACO-SS روش دی·ر روش های با مقایسه در
به قادر SS و ACO روش های از ترکیبی که ͬ دهد م نشان محاسباتͬ آزمایش های از حاصل

است. جالبی نتایج ارائه

C‐اندازه گیری از استفاده با تکاملͬ ال·وریتم های بهترین مقایسه :۴ . ٣ جدول
(MOKP-٢ )

Instance (1)-(2) (2)-(1) (1)-(3) (3)-(1) (1)-(4) (4)-(1) (1)-(5) (5)-(1) (1)-(6) (6)-(1) (1)-(7) (7)-(1)

Average ztn100l2 1.000 0.000 1.000 0.000 0.991 0.005 0.882 0.058 0.630 0.248 0.904 0.039

Max 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.051 1.000 0.182 0.947 0.446 0.966 0.082

Min 1.000 0.000 1.000 0.000 0.909 0.000 0.714 0.000 0.456 0.000 0.765 0.000

Average ztn100l3 1.000 0.000 0.999 0.000 0.996 0.001 0.991 0.001 0.928 0.019 0.966 0.006

Max 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.005 1.000 0.007 0.994 0.060 1.000 0.022

Min 1.000 0.000 0.989 0.000 0.984 0.000 0.973 0.000 0.767 0.000 0.911 0.000

Average ztn250l2 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 0.187 0.590 1.000 0.000

Max 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 0.596 0.833 1.000 0.000

Min 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.285 1.000 0.000

Average ztn250l3 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000

Max 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000

Min 1.000 0.000 1.008 0.000 1.000 0.000 1.000 0.997 0.000 1.000 0.000 0.005

Average ztn500l2 - - 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 0.927 0.014 1.000 0.000

Max - - 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.081 1.000 0.000

Min - - 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 0.667 0.000 1.000 0.000

Average ztn750l2 - - 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 0.776 0.000 1.000 0.000

Max - - 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000

Min - - 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 0.556 0.000 1.000 0.000
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Aabstract

In this thesis, we propose a new procedure based on linear mathematical programming for-

mulation to find all efficient solutions of bi-objective 0-1 knapsack problem. We solve a limited

number of single objective problems to find efficient solutions of bi-objective 0-1 knapsack prob-

lem. In the end, algorithms have been developed to solve the multi-objective knapsack problem.

Keywords: Bi-objective 0-1 knapsack problem,Multi-objectove knapsack problem, Ant Colony

Optimization, Scatter Search
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