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ǃƭƙاơ Ǫاس ǃŧ ،ͬȢŮƍذȡ Žود از و اŲɓار ǃƽƹȔ از ͬ ƍان ǀاƊǀا و ƻɔƞơ ɔŨƢŭر Ǫاس ǃŧ
ŨɔŮƎǪان ƿɓرŮǅŧ روزȡاران ƿɓرŭردƉ ƿɓا در ǃȔ وŵودƍان ƌžŧدɔƼا ȡرƼای و Ɖرƍار
ǁǪاƎǄان در ŭرس و ͬǀرداȡرƉ و ŬƉا Ƭرɓادرس ǃȔ ŧزرƎȡان Ǆ Ŧƹưای Ǫاس ǃŧ ،ŬƉا
ͬ ǁȔد.... ƽǀ ƌȔروƬ Ǆرȡز ǃȔ درɓغƎان ɒŧ Ǆ ŬŨźƼای Ǫاس ǃŧ و ͬ ȡراɓد Ƽ ŬơاŶƍ ǃŧ

.ƻǁȔ ͬ Ƽ ƻɓدƱŭ ƽǄسرم و Ƽادرم پدرم، ǃŧ را ǃƸاƉر ƿɓا
ɔǁȔد. ƻɓدƱŭ را Žود ǃƼاǀ انɓاǪ

و
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Ǝŭ΄ر و Ʊŭدɓر

ǃȔ ŶŹازی رƕا ɔƉد دŮȔر آưای ǁŵاب Ƽاǃɓ ام Ǫر و ارزǁƽƍد اŮƉاد از ǫƉاس و Ǝŭ΄ر
ŧا و ŧرده ام ǅŧره Ǆا اƎɓان ǃŨائƍ ɒŧ ƊƼاơدت Ǆای و ŭدرƎƊɓان ƔɔƬ Ǫر ƖźƼر از
آƉان را ɔƊƼر ƿɓا ƽɔǪودن و ƉاǁŮŽد آƍ΄ار ƻɓراŧ ǃǄراɔŧ از را راه درƎŮƉان رƽǁǄود Ǆای
Ȕرده ام ƷɓدŨŭ ͬǁƍرو و اɔƼد ǃŧ را راه ƿɓا ͬ Ǆای ȢŮƊŽ اƎɓان ɓاری ŧا ǃȔ Źال ƽǀودǀد.
اƎɓان اžŮƬار ƼوŨŵات و ŧوده Ǆ ŬŨźƼاƎɓان ǪاžƉ·وی ɓزدǀ آǁɓدۀ در ƻǀواŮŧ اɔƼدوارم

.ƻɓاƽǀ ƻǄراƬ را Žود ƍاȡرد ǃŧ
ƻƹơ داƎǀ·اه از Žواه ͬƭŶǀ دŮȔر آưاɓان ͬƼراȡ اƉاɔŭد از ǃȔ ƻǀدا ͬ Ƽ لازم Žود ŧر
آưای ƍاǄرود، ͬŮƢǁƑ داƎǀ·اه ȡراƱǀدر اŮƉاد و داƼغان داƎǀ·اه از اŧری دŮȔر و ŬƢǁƑ
ǃŧ را ǫƉاƉ·ذاری Ŭɓاǅǀ ȡرǁŮƬد ŧرǅơده را ǃƸاƉر ƿɓا داوری ŬƽŹز ǃȔ ɔƒƱŭ ɒŧر دŮȔر

.ƻɓاƽǁŧ را ͬǀدرداư و Ǝŭ΄ر ƽȔال اƎɓان ǃǀداǁƼودƉ ƞǀرات از و آورده Ʒƽơ

رɔƍدی سɔƢده
ǐǒǘǖ Ƽاه اسǁƭد

ز
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ح
ǃƼاǀ ǅƢŭد

ͬƕاɓر ƹơوم ƔحƼ ͬƕاɓر ǃŮƍر ارƍد ͬƉاǁƍارȔ داŶƎǀوی رɔƍدی سɔƢده ŦǀاŶǁɓا
دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات ǁǄدسͬ ǃƢƸطاƼ ǁơوان ŧا ǃƼاǀ انɓاǪ ǀوǁƊɓده ƍاǄرود، داƎǀ·اه

ͬ ƍوم: Ƽ ǅƢŮƼد حŶازی رƕا سɔد ɒɓاƽǁǄرا Ŭźŭ ، کسری ǃŨŭرƼ از
ŧرŽوردار ŬƸاƑا و ŬźƑ از و ŬƉا ƍده اŶǀام ŦǀاŶǁɓا ƘƉوŭ ǃƼاǀ انɓاǪ ƿɓا در ƱɔƱźŭات چ

.ŬƉا
ƍده اǁŮƉاد اƭŮƉاده Ƽورد ͽŵرƼ ǃŧ Ǫژوȡ ƌǄران، دɓ·ر ǪژوǄ ƌǄای ŴɓاŮǀ از اƭŮƉاده در چ

.ŬƉا
Ƽدرک ǀوع ǵɔǄ ŬƬاɓدر ŧرای دɓ·ری Ƭرد ɓا Žود، ƘƉوŭ ǁȔون ŭا ،ǃƼاǀ انɓاǪ ƿɓا ŦƸاƚƼ چ

.ŬƉا Ǝǀده ǃɓارا ŵ ǵɔǄا در اɔŮƼازی ɓا
ǀام ŧا žŮƊƼرج ƱƼالات و دارد، ƯƹƢŭ ƍاǄرود ͬŮƢǁƑ داƎǀ·اه ǃŧ اűر، ƿɓا ǁƢƼوی ƱŹوق چ
ŽواǄد Ƕاپ ǃŧ “ Shahrood University of Technology “ ɓا “ ƍاǄرود ͬŮƢǁƑ داƎǀ·اه “

رɔƉد.
ŧوده اǀد، ŭاɔűرȡذار ǃƼاǀ انɓاǪ ͬƹƑا ŴɓاŮǀ آوردن ŬƉد ǃŧ در ǃȔ اƬرادی ƽŭام ǁƢƼوی ƱŹوق چ

ͬ ȡردد. Ƽ Ŭɓاơر ǃƼاǀ انɓاǪ از žŮƊƼرج ƱƼالات در
آǅǀا) ŧاǄ ŬƬای (ɓا زǀده Ƽوŵود از ǃȔ Ƽواردی در ،ǃƼاǀ انɓاǪ ƿɓا اŶǀام ƷŹراƼ ƽŭام در چ

.ŬƉا ƍده Ŭɓاơر ͬưلاŽا اƑول و Ƙŧواƕ ،ŬƉا ƍده اƭŮƉاده
اƬراد ͬƒžƍ اƙلاơات Źوزه ǃŧ ǃȔ Ƽواردی در ،ǃƼاǀ انɓاǪ ƿɓا اŶǀام ƷŹراƼ ƽŭام در چ
ƍده Ŭɓاơر ͬǀاƊǀا اŽلاق اƑول و رازداری ƷƑا ،(ŬƉا ƍده اƭŮƉاده (ɓا ǃŮƬاɓ ͬƉرŮƉد

.ŬƉا
رɔƍدی سɔƢده
ǐǒǘǖ Ƽاه اسǁƭد

Ǝǀر Ưح و ŴɓاŮǀ Ŭɔ΄ƸاƼ
ŧرǀاǄ ǃƼای ŮȔاب، žŮƊƼرج، ( ƱƼالات آن ƒźƼولات و اűر ƿɓا ǁƢƼوی ƱŹوق ƽŭام چ
ƍاǄرود ͬŮƢǁƑ داƎǀ·اه ǃŧ ƯƹƢŮƼ ƍده) ǃŮŽاƉ ɔǅŶŭزات و ǀرم اƬزارǄا راɓاǃǀ ای،

ƍود. ذȔر ǃƙوŧرƼ ͬƽƹơ ŭوɔƸدات در ،ͬƖŮƱƼ źǀو ǃŧ ŧاɓد ŦƹƚƼ ƿɓا ͬ ŧاƍد. Ƽ
ͬ ŧاƍد. ƽǀ ŶƼاز ƠŨǁƼ ذȔر ŧدون ǃƼاǀ انɓاǪ ƿɓا در Ƽوŵود ŴɓاŮǀ و اƙلاơات از اƭŮƉاده چ
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چ΄ɔده
ȡروه Ǆای Ȕارŧرد Ƭراɔȡر و ǃŨǀاŵ ǃƽǄ ͬƉررŧ Źاƕر، دŮȔری ǃƸاƉر ɔǁŧادی و źƼوری Ƽوƕوع
ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ͬơواǀا ͬ ŧاƍد. Ƽ ƊȔری دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات در ǃƉدǁǄ و ͬƸ
ɔǀز و ͬƬرƢƼ ǃƸاƉر ƿɓا در ƊȔری دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات و ƊȔری و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ
ƢƼادلات ǃŧ ͬǄروȡ آǀاɔƸز ǅƭƼوم ǃƼادا در ͬ ƍود. Ƽ ɔŧان ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب از ͬŭاƼدƱƼ
ȡروه Ǆای ƽȔ ŧا ƢƼادلات، ƿɓا Ʊŭارن Ǆای ƿŮƬاɓ از ƈǪ و ͬ ƍود Ƽ داده ƻɔƽƢŭ ƍده ͬƬرƢƼ
ƽȔ ŧا ǃȔ ƍد ŽواǄد داده Ǝǀان ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƬاɓ ƢƼادلات ƿɓا ŧرای ǀاوردا ŵواب Ǆای Ʊŭارن
ŽواǁǄد ǃŨƉاźƼ ƊȔری و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ،ͬƸ ͬǄروȡ آǀاɔƸز
ŧا ǁŮƊǄد. Ʊŭارن Ǆا ǃɓاǪ ŧر ŵدɓد ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ در Ƽا راƽǁǄای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿɓا ƍد.
ͬƸ Ʊŭارن Ǆای ƿɔɔƢŭ ŧرای ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ɒɓاورداǀ źƼ ŦƉاǁƼ ƍروط ƿŮƬرȡ ƞǀر در
،ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر و ȔاǪوŭو ƊȔری ƯŮƎƼ دو Ǆر ŧا ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات
ƢƼادلات‐ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ŬƉا ƍده اŨűات ǃƸاƉر ƿɓا در ǃȔ ǃɔƖư ای ƽȔ ŧا ͬ ƍود. Ƽ ǃŮŽاƉ
در ŬƸوǅƉ ŧرای آƼد. ŽواǄد ŬƉد ǃŧ Ʊŭارن Ǆا از اƭŮƉاده ŧا ƊȔری ǃŨŭرƼ اȢŮǀرال ƷɔƊǀراƭɓد
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư و Ʊŭارن ȡروه Ǆای ƿŮƬاɓ در آن Ȕارŧرد و ͬƬرƢƼ ƷǫɔƼ اƬزار ǀرم źƼاŨƉات اŶǀام

ƍد. ŽواǄد ɔŧان ƊȔری و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات

ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ƊȔری، ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ɔƹȔدی: ƽƹȔات
،ͬƸ Ʊŭارǅǀای ،ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری اȢŮǀرال ،ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ȔاǪوŭو، ƯŮƎƼ ƊȔری،

.ƷǫɔƼ ،ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư اوƹɓر‐لاȡراǀژ، ƢƼادلات ǀوŭر، ǃɔƖư ǀاوردا، ŵواب Ǆای

ی
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ǃƼاǀ انɓپا از ƱƼالات ŬسɔƸ

1. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi,Symmetry properties, similarity reduction and exact solu-

tions of fractional Boussinesq equation, International Journal of Geometric Methods in

Modern Physics 14(6) (2017), 1750083 (15 pages).

Abstract: In this paper, some properties of the time fractional Boussinesq equa-

tion are presented. Group analysis of the time fractional Boussinesq equation

with Riemann-Liouville derivative is performed and the corresponding opti-

mal system of subgroups are determined. Next, we apply the obtained opti-

mal systems for constructing reduced fractional ordinary differential equations

(FODEs). Finally, we show how to derive exact solutions to time fractional

Boussinesq equation via invariant subspace method.

2. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Analyzing Lie symmetry and constructing conservation

laws for time-fractional Benny-Lin equation. International Journal of Geometric Methods

in Modern Physics, 14(12) (2017) 1750170 (25 pages).

Abstract: This paper investigates the invariance properties of the time frac-

tional Benny-Lin equation with Riemann-Liouville and Caputo derivatives. This

equation can be reduced to the Kawahara equation, fifth-order Kdv equation, the

Kuramoto-Sivashinsky equation and Navier-Stokes equation. By using the Lie

group analysis method of fractional differential equations (FDEs), we derive Lie

symmetries for the Benny-Lin equation. Conservation laws for this equation are

obtained with the aid of the concept of nonlinear self-adjointness and the frac-

tional generalization of the Noether’s operators. Furthermore, by means of the

invariant subspace method, exact solutions of the equation are also constructed.

3. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi and Elham Dastranj, Approximate symmetry analysis of

nonlinear Rayleigh-wave equation. International Journal of Geometric Methods in Modern

Physics, 15(4) (2018) 1850055 (18 pages).

Abstract: In this paper, the Lie approximate symmetry analysis is applied to

investigate the new exact solutions of the Rayleigh-wave equation. The power

series method is employed to solve some of the obtained reduced ordinary dif-

ferential equations with a small parameter. We yield the new analytical solutions

ل
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م
with small parameter which is effectively obtained by the proposed method. The

concept of nonlinear self-adjointness is used to construct the conservation laws

for Rayleigh-wave equation. It is shown that this equation is approximately non-

linearly self-adjoint and therefore desired conservation laws can be found using

appropriate formal Lagrangians.

4. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Lie symmetry approach for The Vlasov–Maxwell system

of equations, Journal of Geometry and Physics, 132 (2018) 1-12,

Abstract: The present paper is intended for the investigation of the fractional

integro-differential system called Vlasov-Maxwell system. The method is based

on using the geometric vector fields of the symmetries. This system arises for

interaction of charged particles in plasma. The fractional derivative is consid-

ered in both the Caputo and Riemann-Liouville sense. Under some suitable

conditions, we construct the infinitesimal criterion of invariance for detecting

Lie symmetries of these equations. In this study, Lie symmetry method for con-

structing the similarity solutions of the considered system is implemented. The

theory is constructed step by step and carefully to apply in the Vlasov-Maxwell

system.

5. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Self-adjointness, Conservation laws and Invariant Solutions

of the Buckmaster Equation, Computational Methods for Differential Equations, Accepted.

Abstract: The present paper considers the group analysis of extended (1+1)-

dimensional Buckmaster equation and its conservation laws. Symmetry oper-

ators of Buckmaster equation are found via Lie algorithm of differential equa-

tions. The method of non-linear self-adjointness is applied to the considered

equation. The infinite set of conservation laws associated with the finite al-

gebra of Lie point symmetries of the Buckmaster equation is computed. The

corresponding conserved quantities are obtained from their respective densities.

Furthermore, the similarity reductions corresponding to the symmetries of the

equation are constructed.

6. S.Reza Hejazi, A.Naderifard, S.Rashidi, Conservation Laws and Similarity Reduction of

the Zoomeron Equation, Vestnik KRAUNC. Fiz.-mat. Nauki. 14(3) (2016), 7-13.

Abstract: In this study, we consider a 4-th order (1+1)-dimensional PDE called
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ن
Zoomeron equation. Some conservation laws are derived based on direct method.

We also derived some similarity solutions using the symmetries.

ƌǄاƴ Ƣŧدي، دو Źرارت اƱŮǀال ǃƸادƢƼ Ǆاي Ʊŭارن ŶŹازی، Ɖيدرƕا رƍيدي، ƢƉيده .ǖ
،Ǒ ƽƍاره ،ǐ دوره ،ǐ Ɖال ͯƚŽغير و ƘƹŮžƼ ƉيǄ ƻŮƊاي ،Ưيưد Ǆاي ŵواب و ǃŨŭرƼ

.ǐǔ ŭا ǘ ƐƑ ، ǐǒǘǕ زŮƊƼان
ͬƹيƊǀراƭدي ƹƽơ·رǄای از دǃŮƉ اي از ǅŧره ȡيری ŧا ǃƸاƱƼ ƿاي در چ΄ɔده:
ǃƸادƢƼ Ưيưد ŵواب Ǆاي Ʒيƹźŭ ǃŧ ƷيƊǀراƭدي ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ǀام ǃŧ
اƱŮǀال ͬƹƴ ǃƸادƢƼ اŮŧدا ǃƴ Ƒورت ƿديŧ .ƻردازيǪ ͬ Ƽ Ƣŧدی دو Źرارت اƱŮǀال
ŬƉد  ǃŧ ŧا Žاص ŹاǄ ŬƸای در ƈǫƉ ƴرده ͬƬرƢƼ را Ƣŧدی دو Źرارت
ƢƼادلات Ưيưد ب Ǆای ŵوا ǃƹŹرƼ Ǆر در Ƽذƴور ͬƹيƊǀراƭدي ƹƽơ·رǄای آوردن
Ǆر ǃŧ ƻيƽƢŭ Ʒŧاư روش ƿاي ŬƉا ذƴر ƍايان .ŬƬيا ƻيǄواŽ را آƼده ŬƉد ǃŧ

.ŬƉا ƷيƊǀراƭدي ƢƼادلات از دȢŮƉاه ǀوع
8. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Group Analysis and Similarity Solutions of the Buckmaster

Equation, 13th International Seminar on Differential Equations, Dynamical Systems and

Applications, Department of Mathematical Sciences, Isfahan University of Technology, Is-

fahan, Iran, 15-13 July 2016.

Abstract: This paper addresses an extended (1 + 1)-dimensional Buckmaster

equation. By Lie method, the symmetries of Buckmaster equation are found.

Then similarity reduction cor- responding to the symmetries of the equation

in the question is constructed. Also the Lie symmetry analysis leads to many

plethora of solutions to the equation.

9. S.Reza Hejazi, Saeede Rashidi, Approximate Symmetries and Conservation Laws of The

Van der Pol Equation, Iranian Conference on Mathematical Physics,Qom University of

Technology, p90, 3 November 2016.

Abstract: This paper addresses a two dimensional differential equation that

called Van der Pol equation. The first-order approximate symmetries for the

Van der Pol equation by the method of approximate transformation groups are

computed. Then the set of conservation law associated with the algebra of ap-

proximate symmetries of the Van der Pol equation is constructed.

10. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Exact Solutions of Time-Fractional Diffusivity Equation

Using Lie Point Symmetry Method, 48th Annual Iranian Mathematics Conference, Bu-Ali
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س
Sina University, Hamedan, Iran, 22-25 August , 2017.

Abstract: Given a time fractional nonlinear partial differential equation. In

this paper, we perform group analysis of the time fractional diffusivity equa-

tion with Riemann Liouville derivative. Lie point symmetries of this equation

is investigated and compared. Examples of using the obtained symmetries for

constructing exact solutions of the equation under consideration are presented.

As a result, the reduced fractional ordinary differential equations are deduced,

and some group invariant solutions in explicit form are obtained as well.

11. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Lie point symmetries for a class of fractional order integro-

differential equations, 14th International Seminar on Differential Equations, Dynamical

Systems and Applications, The institute for Advanced Studies in Basic Sciences (IASBS),

Zanjan, Iran, 17-19 July 2018.

Abstract: The present paper is intended for the investigation of the fractional

integro-differential equation. The fractional derivative is considered in both the

Caputo and Riemann-Liouville sense. Under some suitable conditions, we con-

strucrt the infinitesimal criterion of invariance for detecting Lie symmetries of

these equations. An example is provided to illustrate the main results. This ex-

ample shows that this approach is easy to implement and accurate when applied

to fractional integro-differential equations.

12. Saeede Rashidi, S.Reza Hejazi, Lie symmetry analysis and similarity reduction of the time

fractional Regularized Long-Wave equation, 49th Annual Iranian Mathematics Conference,

Iran University of Science and Technology, Tehran, Iran, 23-26 August, 2018.

Abstract: In this paper, group analysis of the time fractional Regularized Long-

Wave equation with Riemann- Liouville derivative is performed. Using the Lie

point symmetries of Regularized Long-Wave equation, it is shown that it can be

transformed into a nonlinear ordinary differential equation of fractional order
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ƷصƬ
پŮƭ·Ǝɔار

را ƿǄذ ǃȔ ای ǃƹئƊƼ ƿɓرŭ ͬ ƉاƉا ŵزئͬ، ɓا و ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ŧا ǃǅŵواƼ ȢǁǄام
اŧداع ǁŧای ȠǁƉ ǃȔ ŬƉا ɔǶزی ƽǄان ƿɓا .ŬƉا آن ŧرای ͬƹŹ روش ǃارائ ͬ ǁȔد Ƽ درɔȡر
ȡروه Ǆای ƞǀرǃɓ ای ƍد. ƻǄوزدǀ ưرن ǃǀاɔƼ در ǐͬƸ ƈƬوƉ Ƽارɓوس ƘƉوŭ ƻǅƼ ƞǀرǃɓ ای
ǃŮŽاǁƍ ͬƸ ȡروه Ǆای ǃɓرƞǀ ǁơوان ǃŧ ǅŵان ƉراƉر در اǁȔون و ƽǀود ǃارائ ͬƸ ǃȔ ǃŮƉوɔǪ
ƿɔǁǷƽǄ و Ȕارŧردی و ƔźƼ ǃƹƽŵ از ͬƕاɓر ƹơوم ͬƼاƽŭ در ͬǀراواƬ Ȕارŧرد Ǆای دارای ͬ ƍود Ƽ
Ʊŭارن ȡروه Ǆای Ȕارŧرد Ǆای ǁŮƊǄد. رɓاɔƕات ǃɓاǪ ŧر ǃȔ ŬƉا ͬƼوƹơ Ɖاɓر و ͬƉدǁǅƼ ،ɓزɔƬ
ǃƉدǁǄ Ũŵری، ŭوǪوƸوژی ͬ ŭوان Ƽ آǅǀا ǃƹƽŵ از ǃȔ ǁŮƊǄد ȡوǀاȡون و ǁŮƼوع ɔƊŧار ͬƸ ǃŮƉوɔǪ
ɔǀا΄Ƽ ŮǁȔرل، ǃɓرƞǀ ơددی، آǀاɔƸز Žاص، Ơŧواŭ اƢƎǀاب، ǃɓرƞǀ ǀاوردا، ǃɓرƞǀ ،ƷɔƊǀراƭɓد
ͬƸ ȡروه ǃɓرƞǀ ŧا ɒɓاǁƍآ اǀدک ŧا ƿɓا ŧاوŵود ŧرد. ǀام غɔره و ͬƼوŮǀوآȔ ɔǀا΄Ƽ ،ɔƉلاȔ

.ŬƉا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃǁɔƼز در آن ͬƹƑا Ȕارŧرد ǃȔ ƻɔŧاɓ ͬ Ƽدر
را ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ǃȔ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از Ʊŭارن ȡروه ƿŮƬاɓ ǃƹئƊƼ ǃȔ داد Ǝǀان ͬƸ
Ʊŭارن Ǆای ƿŮƬاɓ ǃƹئƊƼ ǃŧ ،ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ از ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ͬǁƢɓ ͬ دارǀد، Ƽ ǃȢǀ ǀاوردا
ƿɔǁǷƽǄ وی ͬ ɓاŧد. Ƽ ƌǄاȔ آن ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای ŧرای ǃƒžƎƼ ƢƼادلات از ͬƚŽ
ǃƸادƢƼ ɓ ǃŧ را ǃƸادƢƼ آن ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ از ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ɓ ǃȔ داد Ǝǀان
ŧا Ʊŭارن Ǆا ƿɓا ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ Ƽورد در و ͬ دǄد Ƽ ƌǄاȔ ŮƽȔر ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد
از داد. ŽواǁǄد ǃŶɔŮǀ را ǃƸادƢƼ ŵواب Ǆای ɔȡری اȢŮǀرال Ũ΄ɓار ƈǫƉ و ǃƸادƢƼ ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ
Žاǀواده ،ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ از ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ǃȔ ŧود آن رɔƉد آن ǃŧ ͬƸ ǃȔ دɓ·ری ŴɓاŮǀ

ǐMarius Lie Sophus
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Ůƭ·ƎɔǪار Ǒ
Ũǀاƍد، Ʊŭارن از ǃŮƉاŽرŧ ǀاوردای ŵواب ǃȔ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ از ɒŧواŵ Ǆر از ǪارŮƼری ɓ

ͬ ǁȔد. Ƽ ŭوɔƸد
ǃƹƽŵ از ǃȔ دارد ͬǀراواƬ ƼزǄ Ŭɓای ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ Ʊŭارن ȡروه ƿŮƍدا
ǁŧدی رده ƿɓا Ȕرد. اƍاره ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ŵواب Ǆای ǁŧدی ǃƱŨƙ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ آǅǀا
ɓ΄دɓ·ر ǃŧ ƷɓدŨŭ Ʒŧاư Ʊŭارن ȡروه ƼوƸد Ǆای ǃƹɔƉو ǃŧ ǃȔ ɒŧواŵ دو Ǆر ǃȔ ŬƉا Ƒورت ƿɓا ǃŧ
در ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư Ʊŭارن ȡروه ȔارŧردǄای دɓ·ر از .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در ǃŮƉد ɓ در را ŧاǁƍد
اȢŮǀرال ɓ Ʊŭارن ȡروه Ǆای ƿɔŧ ارŨŭاط ǃȔ Ȕرد اŨűات ǃɔƖư ای ǐǘǐǗ Ɖال در ǀوŭر .ŬƉا ɓزɔƬ
ŧرưراری ǀوŭر اưداƼات دɓ·ر از ͬ داد. Ƽ Ǝǀان را اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات ͬ Ǆای ȡژɓو ŧا ŭغɔɔرات
ǃارائ ǃŧ ŶǁƼر ǁŭاƝر ƿɓا .ŬƉا ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư و Ʊŭارن ȡروه Ǆای ƿɔŧ ɓ ǃŧ ɓ ǁŭاƝری
Ʊŭارن Ǆای ŧا Ʊŭارن Ǆا ƿɓا ͬƹƑا ƭŭاوت ȡردɓد. ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن Ǆای ǀام ǃŧ Ʊŭارن Ǆا از ͬơوǀ
ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ǃŧ ͬȢŮƊŧوا ŧر ơلاوه ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای ƱŮƎƼات ǃŧ آǅǀا ͬȢŮƊŧوا ͬƉدǁǄ
ǃǶ و ͬƉدǁǄ Ʊŭارن Ǆای از ǃǶ ǃȔ ͬŭراɔɔغŭ ǃƹئƊƼ ɓ ǪاراŮƼری ɓ Ǆرȡروه .ŬƉا ǃŮƊŧوا و
ƙور ǃŧ و ȡردد ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ŭوɔƸد ǃŧ ŶǁƼر ͬ ŭواǀد Ƽ ɔ·ŧرد Ǝǀأت ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن Ǆای از

Ȕرد. ɔƞǀر Ʊŭارن Ǆا ƿɓا ͬŭراɔɔغŭ ǃƹئƊƼ ɓ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون Ǆر ȕƢƼوس
ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ ͬƉررŧ ǃŧ ǃȔ ŬƉا رɓاɔƕات از ƍاǃŽ ای ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب
ƽǄزƼان ŬƉدر ͬ ƍوǀد. Ƽ ǀاɔƼده ƊȔری اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ اƒŮŽار ǃŧ ǃȔ ͬ Ǫردازد Ƽ ŸɔźƑ غɔر
ɔǀز ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ŵرǄ ǃưای ƿɔŮƊžǀ ɔƉلاȔ ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ɔȡری Ʒ΄ƍ ŧا
،ǑƷɓووɔƸ Ƕون ǅƎƼوری رɓاɔƕداǀان ƘƉوŭ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب زƼان ƙول در ƍد. زده
ƿɓا ŬƱɔƱŹ ƍد. ȡذاری ǃɓاǪ دɓ·ران و ǗƷŧآ ،ǖǃɓورƬ ،ǕدɓاƊɓوǄ ،ǔژǀراȡلا ،Ǔرƹɓاو ،ǒدƸواǀروȡ
ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ ƷƼاƍ ǃȔ ǁŮƊǄد ɒɓاǄر·ƹƽơ اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر دو Ǆر ǃȔ ŬƉا
ͬǀراواƬ ȔارŧردǄای دارای ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ǁŮƊǄد. Žاص ͬŮƸاŹ ǁơوان ǃŧ ɔǀز ŸɔźƑ
اƽŮŹال، و آƼار ،ͬ΄ɔǀروŮ΄Ƹا Ǆ ǃ΄Ũƍای ،ͬ΄ɔǀا΄Ƽ دȢŮƉاه Ǆای ŮǁȔرل ǃɓرƞǀ ƍاره Ǆا، ŵرɓان در
Ǫردازش ،ɔŮǪا ،ͬƽɔƍروŮ΄Ƹا ،ƷžƹžŮƼ و ǃŧاƎŮƼ Žود ƉاŮŽارǄای در ͬ΄ɔƼاǁɓد ƬرآǁɓدǄای
ƫɔƑوŭ ŧرای ưدرǁƽŭد اŧزاری ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب .ŬƉا دɓ·ر ƹơوم ɔƊŧاری و ͬƸاǁ·ɔƉ
از ɔƊŧاری ŬƱɔƱŹدر ͬ دǄد. Ƽ ǃارائ ȡوǀاȡون روǀدǄای و Ƽواد ͬŮűورا و ŹاǃƞƬ ای ͬ Ǆای ȡژɓو
ɔǀز Žود ƿɔƎɔǪ ͬǀاƼز ǃǷžɓارŭ ǃŧ ǃ΄ƹŧ ǀدارǀد ͬȢŮƊŧ Źال زƼان ǃŧ ƘƱƬ ͬ΄ɓزɔƬ Ǫدɓده Ǆای
ƊȔری ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ ŭئوری ŧا را آǅǀا ͬ ŭوان Ƽ Ƒورت ƿɓا در ǃȔ دارǀد ͬȢŮƊŧوا
در ƊȔری ƱŮƎƼات ͬƹƑا اɔŮƼاز ƿɓا .[ǘǘ ،ǘǖ ،Ǘǐ ،ǖǒ ،Ǖǘ ،ǔǘ ،ǐǕ ،Ǘ] Ȕرد Ɖازی Ƽدل

.ŬƉا ƍده ǃŮƍاȢǀا ǀادɓده ŧودن Ƽؤűر و ƻǅƼ وŵود ŧا آǅǀا ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ Ƽدل Ǆای ŧا ǃƊɓاƱƼ
ǃƸاƉر ƿɓا در Ƽا ƽŭرȔز ͬƸو دارد وŵود ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƱŮƎƼات ŧرای ͬŭاوƭŮƼ ƢŭرǄ ƫɓای
ƷŹ ŧرای ƍده ǃارائ روش Ǆای .ŬƉا ȔاǪوŭو و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ͬǁƢɓ آن ƢƼروف ŭر ǃǀوȡ دو ŧر
ǃŧ ƱƼالات از ͬƽȔ Ƣŭداد ͬƸو ǁŮƊǄد ƭŮƼاوت ƱƼالات در ƊȔری ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
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از ͬ΄ɓ ƿɓا و ǪرداǃŮŽ اǀد ƊȔری ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ ͬƸ ͬǄروȡ آǀاɔƸز روش ƠɔƉوŭ
ŮƽȔر ƢƼادلات ƿɔǁǷƽǄ ǃƸاƉر ƿɓا در ͬ ƍود. Ƽ دŨǀال ǃƸاƉر ƿɓا در ǃȔ ŬƉا ͬƹƑا اǄداف
ƷƼاƍ ǃȔ ƢƼادلات ƿɓا .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƬرƢƼ را ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƍدۀ ǃŮŽاǁƍ
Ǫدɓده Ǆای از ɔƊŧاری ǁŮƊǄد، ͬƹɔƊǀراƭɓد ŮƼغɔرǄای ɓا و ƯŮƎƼ ɓا اȢŮǀرال ǀوع از ͬŭلاƽŵ
ƢƼادلات ƿɓا ŧا ƘŨŭرƼ ƱƼالات ŮƎɔŧر ͬ ǁǁȔد. Ƽ ƫɔƑوŭ را Ƽواد در ȡرƼا ƌǀاƉر ǃƹƽŵ از ͬ΄ɓزɔƬ
ǃȔ ͬȔدǀا روش Ǆای ɔƼان در ǪرداǃŮŽ اǀد. ƢƼادلات ƿɓا ŧرای ŵواب ɒɓاŮ΄ɓ و وŵود اŨűات ǃŧ
ǃƸاƉر ƿɓا در ǃȔ ŬƉاǄ روش ƿɓرŮǅŧ از ɓ ͬǄروȡ آǀاɔƸز روش ƍده ǃارائ ƢƼادلات ƿɓا ƷŹ ŧرای

.ƻɓا ǃŮŽرداǪ آن ǃŧ
اǀواع ͬƬرƢƼ ƈǫƉ و ɔǀازǄا  ƌɔǪ ɔŧان ǃŧ اŮŧدا ŬƉا ƼرƉوم ǃȔ ǁǶان ǃƸاƉر ƿɓا دوم ƷƒƬ در
ƊȔری ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƈǫƉ و دƭɓراƷƊǀ‐اȢŮǀرال و ɒŨɓرƱŭ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
از ͬŭاƼدƱƼ ƿɔǁǷƽǄ ƷƒƬ ƿɓا در .ƻɓا ǃŮŽرداǪ ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات و
ͬƢƉ Ɖوم ƷƒƬ در .ŬƉا ƍده ذȔر Žواǁǀده ŮƎɔŧر ɒɓاǁƍآ Ŭǅŵ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب
ƢƼادلات ƷŹ در آن از ǃŮƬرȡرŧ روش Ǆای و Ʊŭارن ǅƭƼوم ǃŧ Ũŵری و ͬ΄ɓزɔƬ دɓد ŧا ŬƉا ƍده
داده ƘƊŧ دوم ƷƒƬ در ƍده ͬƬرƢƼ ƢƼادلات اǀواع ǃŧ Ʊŭارن روش ƷƒƬ ƿɓا در .ƻɓردازǫŧ
ǅǶارم ƷƒƬ در ƍد. ŽواǄد ǃارائ Ůǅŧر درک Ŭǅŵ ŦƉاǁƼ ͬƸاŲƼ ɔǀز ǄرȔدام ŧرای و ƍد ŽواǄد
ƿŮƬاɓ ŧرای ƷǪ‐انƼرǄ روش و اŧراƽɔȡوف روش ،ƻɔƱŮƊƼ روش ǃƹƽŵ از ƫƹŮžƼ روش ƿɓدǁǶ
ƍد. ŽواǄد ɔŧان روش Ǆر Ƽزاɓای و ŦɓاƢƼ و ǃارائ ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای ǅǶارم ƷƒƬ در ƍده ɔŧان روش Ǆای از ƻŶǁǪ ƷƒƬ در
اƬزار ǀرم ͬƬرƢƼ ǃŧ ɔǀز ƻƎƍ ƷƒƬ در .ŬƬرȡ ƻɔǄواŽ ǅŧره ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال
و Ʊŭارن ƿŮƬاɓ ƻŮɓور·Ƹا اŵرای ǃŧ اƬزار ǀرم ƿɓا ƽȔ ŧا و ŬƉا ƍده ǃŮŽرداǪ Maple ͬŭاŨƉاźƼ

.ŬŽرداǪ ƻɔǄواŽ ƢƼادلات اǀواع ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
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ƷصƬ
ɔǀاز Ǆا  ƌɔپ

ͬǀولاƙ از ǪرɔǄز ŧرای Ƹذا ،ŬƉا ƹƭɔǁƼدǄا ǁǄدƉۀ ǃŧ ƷƼاȔ اƍراف ƹŮƊƼزم ǀوŮƍار ƿɓا ƚƼاƢƸۀ
زɓر و ƹƭɔǁƼد Ǆا Ƕون ǃɓاǪ ƫɓارƢŭ از ɔƊŧاری ŶƼدد ɔŧان از ŦƸاƚƼ ͬ·Ƕارǫ΄ɓ اŶɓاد و Ȕلام ƍدن
.ƻɔɓاƽǀ ͬ Ƽ Žودداری ... و ƽƼاس ƖƬای ،ͬƹɔƊǀراƭɓد Ƭرم Ǆای ŧرداری، ɔƼدان Ǆای ƹƭɔǁƼدǄا،
،[ǐ٠Ǒ ،ǖǔ ،ǖǓ ،ǕǑ] ǷƽǄون ǃɓاǪ ǃƉدǁǄ ŮȔاب Ǆای اŲȔر در ƍده ɓاد ƫɓارƢŭ ŬƉا ذȔر ǃŧ لازم
Ƭراوان ŬɔƽǄا Ŭǅŵ ǃŧ ƽǀاɓد. ǃƢŵراƼ آǅǀا ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ Ƹزوم Ƒورت در Žواǁǀده و ƍده ŬƬاɓ
ƱƼدƼات ɔŧان ǃŧ ƷƒƬ ƿɓا در ǀوŮƍار ƿɓا Ƽوƕوع ŧا آن ارŨŭاط و آǅǀا ƷŹ در ƢƼادلات ƉاŮŽار
.ŬŽرداǪ ƻɔǄواŽ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ͬƬرƢƼ ɔǀز و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات اǀواع ͬƬرƢƼ و

Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات ǁǄدسͬ ساخŮار ǐ . Ǒ
ɔƹȔدی ƌƱǀ ŧود، ƍده ͬǁɔŧ ƌɔǪ ƿŭوɔǀ اźƉاق ƘƉوŭ ŮƎɔǪر ǃȔ ƻƹơ در Ƽوűر اƱǀلاب ŧا
ŲƼال Ǆای ƍد. آƍ΄ار آن Ƭراوان Ȕارŧرد Ǆای و رɓاɔƕات در ŵزئͬ ƱŮƎƼات ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
Ƽدل Ɖازی ŵزئͬ ƱŮƎƼات ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƘƉوŭ ͬ΄ɓزɔƬ ƿɓادɔǁŧ Ǫدɓده Ǆای از ͬǅŵوŭ Ʒŧاư

ͬ ƍوǀد. Ƽ
ǅǁƎɔǪاد ƿɔŮƊžǀ ǀام ǃŧ ɓا و آǅǀا ƫƎȔ از ƈǪ ǃƹƑاƬلاŧ ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŮƎɔŧر
ͬƼوŮǀواȔ ɔǀا΄Ƽ آǅǀا، ƢƼادلات و زǄ ǃǁɔƼا ƿɓا ǃƹƽŵ از ͬ ƍوǀد، Ƽ ǀاƼ·ذاری آǅǀا ǁǁȔدȡان
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ Ǖ
ƈɔƙاǁغƼروŮ΄Ƹا ،(ǒƿɔŮƎɔǀا ǃƸادƢƼ) ơام ŬɔŨƊǀ ǃɓرƞǀ ،(Ǒراکɓد و ǐرȢǁɓرودƍ (ƢƼادلات
،(ͬƚŽ غɔر ƍرودȢǁɓر ،Ǖلاچŧ‐ولƊȔاƼ ،ǔالǁ΄ɓا (ƢƼادلات ɔŮǪا ƻƹơ ،(ǓولƊȔاƼ ǃƸادƢƼ)
ɒɓاǀاƉر اŧر ،(ǐǐƈɓر Ȕورŭوجǐ٠‐دو ،ǘƈȔوŮƉا‐Ǘرɓوǀ ،ǖرƹɓاو (ƢƼادلات ɔƉالات ɔǀا΄Ƽ
ɔƼاǁɓد ɔǄدرو و ƈɔƙاǁغƼ ،(ǐǓوƉولا ǃƸادƢƼ) ǪلاƽƉا ǃɓرƞǀ ،(ǐǒداǀلا‐ǐǑرگŧزǁɔȡ ǃƸادƢƼ)
واǄ ƌǁȔای ͬƉررŧ ȡرƼا)، ǃƸادƢƼ) ɔƼاǁɓد ŭرƼو ،(ƈȔوŮƉر‐اɓوǀ ɔǀز و ƼاƊȔول (ƢƼادلات
‐ǐǗƹŧ ǃƸادƢƼ) اƒŮưاد و ͬƸاƼ ،(ǐǖوفǀو΄ƊɔǪ‐ǐǕͬ΄ƉروŮǪ‐ǐǔ ƽƹȔوȡروف ǃƸادƢƼ) ɒɓاɔƽɔƍ
ŧرای ǁŮƊǄد دɓ·ر ɔƊŧاری و (ǑǐوƼوɔȡاǀ‐Ǒوگ٠ǄزŮɔƬ ǃƸادƢƼ ) ͬƉاǁƍ Ŧƒơ ƻƹơ ،(ǐǘزƸوƍ
اǀواع ǃȕǁɓا وŵود ŧا ŬƉاŶǁɓا ͬƉاƉا Ʒ΄ƎƼ ƽǀاɔɓد. رŵوع [ǖǕ] ǃŧ ŮƎɔŧر ƽǀوǄ ǃǀای و ŲƼال Ǆا
ǃŮŽاǁƍ ŬɔŨƊǀ و ȔواŮǀوم ،ɔƉلاȔ ɓزɔƬ از ƻơا ͬ΄ɓزɔƬ Ƽدل Ǆای ǁơوان ǃŧ ƢƼادلات ƿɓا
ǅǁŭا Ƽوارد اŲȔر در ǁŮƊǄد. ƷŹ Ʒŧاư ͬŮžƉ ǃŧ ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƿɓا اŲȔر ƍده اǀد،
.ŬƉا ͬƉدǁǄ و ơددی ɔǷɔǪده ɒŨɓرƱŭ ƙرح Ǆای ͬŹراƙ آǅǀا، Ǆ ƷŹای راه درک و ǃŨƉاźƼ راه
ƿɓا در .ƻɔŮƊǄ آǅǀا ǃɓاǪ ͬƹɔƹźŭ Žواص از ͬƱɔƽơ درک ɔǀازǁƼد ƢƼادلات ƿɓا ƷŹ ŧرای ƈǪ

Ȕرد. ƻɔǄواŽ ͬƉررŧ را ƢƼادلات ƿɓا ͬƉدǁǄ ƉاŮŽار ƌžŧ
و ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ƿɔŧ راǃƚŧ ای ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ از ƞǁƼور
ƽŭام ƖƬای را ƷƼاȔ ƖƬای .ŬƉا ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ǃŧ ŬŨƊǀ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای ƱŮƎƼات
ƖƬای ͬƬرƢƼ ǃŧ ƱƼدƼات ͬȔدǀا از Ƣŧد ǃƼادا در .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در ǃŮƊŧوا و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای

.[ǖǔ] ƻɓردازǪ ͬ Ƽ Ŭŵ
Ƣŭداد دارای ،f(x1, · · · , xp) ŮƼ‐pغɔره ƱƼدار ͬƱɔƱŹ ƽǄوار Ơŧاŭ ɓ

pk =

(

p+ k − 1

k

)

Ƒورت ǃŧ ƱŮƎƼات ƿɓا ǃȔ ŬƉا k ǃŨŭرƼ از ƽŮƼاɓز ŵزئͬ ƯŮƎƼ
∂Jf(x) =

∂kf

∂xj1∂xj2 · · · ∂xjk

k ̸= J ǃŨŭرƼ از 1 ⩽ jk ⩽ p J = (j1, · · · , jk) ƱŮƼارن ǃǀاȡدǁǶ اǀدǄ ƈɓای ŧا ǃȔ ŧود ŽواǁǄد
Ƣŭداد ǃŧ ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا را (u1, · · · , uq) ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر q اȡر ƿɓراŧاǁŧ .ŬƉا ƍده ȡذاری ƽǀاد
k‐ام ǃŨŭرƼ ƱŮƎƼات ͬƼاƽŭ دادن Ǝǀان ŧرای 1 ⩽ α ⩽ q ،uαJ ƽŮƼاɓز ƒŮžƼات qk = qpk

.ƻɓدار ɔǀاز u = f(x) Ơŧاŭ ɓ از uαJ = ∂Jf
α(x) ƽŮƼاɓز

n‐ام ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای ،E = X × U ≃ Rp × Rq ƷƼاȔ ƖƬای ŧرای
J (n) = J (n)E = X × U (n)

ǐSchrödinger
ǑDirac
ǒEinstein
ǓMaxwell
ǔEikonal
ǕBloch
ǖEuler
ǗNavier

ǘStokes
ǐ٠Korteweg
ǐǐde Vries
ǐǑGinzburg
ǐǒLanda
ǐǓVlasov
ǐǔKolmogorov

ǐǕPetrovsky
ǐǖPiskounov
ǐǗBlack
ǐǘScholes
Ǒ٠Fitzhugh
ǑǐNagumo
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ǖ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƉدǁǄ ƉاŮŽار
Ƣŧد از ͬƉدɔƹưا ƖƬای ɓ

p+ p(n) ≡ p+ q

(

p+ n

n

)

،uαJ ƯŮƎƼ ƒŮžƼات و uα ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر q ،xi ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر p ƷƼاƍ آن ƒŮžƼات ǃȔ ŬƉا
ƌɓاƽǀ u(n) ŧا U (n) (ŭار) ƽơودی ƖƬای در Ʊǀاط ͬ ŧاƍد. Ƽ1 ⩽ J ⩽ n ǃŨŭرƼ از ،α = 1, · · · , q
ƿɓراŧاǁŧ ͬ ŧاǁƍد. Ƽ n ǃŨŭرƼ ŭا آǅǀا ƱŮƎƼات و ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر Ǆای ǃƽǄ ƷƼاƍ و ͬ ƍوǀد Ƽ داده
ƯŮƎƼ ƒŮžƼات Ƕون ͬ ƍوǀد. Ƽ داده ƌɓاƽǀ (x, u(n)) ŧا z ∈ J (n) ͬƸوƽƢƼ ǃƚƱǀ ƒŮžƼات
ƒŭوɓری ŬƍاȢǀ ɓ ƈǪ ͬ دǄد Ƽ Ʒɔ΄Ǝŭ u(n+k) ƯŮƎƼ ƒŮžƼات از ǃơوƽŶƼ زɓر ɓ u(n)
وŵود Ŭŵ ƖƬای روی πn+kn (x, u(n+k)) = (x, u(n)) ǃƚŧرا ŧا πn+kn : J (n+k) → J (n) ͬƢɔŨƙ
M ⊂ E اȡر .ŬƉا E = J0 ǃŧ J (n) از ƒŭوɓر ɓ πn0 (x, u(n)) = (x, u) ǃȔ ŬƉا ذȔر Ʒŧاư دارد.
ƖƬای ŧاز ǃơوƽŶƼ زɓر ɓ J (n)M = (πn0 )

−1M ⊂ J (n)E ƈǫƉ ŧاƍد، E ŧاز ǃơوƽŶƼ زɓر ɓ
ͬ ǁȔد. Ƽ ŧازŭاب M ǃŧ را ƒŭوɓر ǃȔ ŬƉا n‐ام ǃŨŭرƼ Ŭŵ

از ŧاز ǃơوƽŶƼ زɓر ɓ روی ǃȔ F : J (n) → R ƱƼدار ͬƱɔƱŹ ƽǄوار Ơŧاŭ ɓ .ǐ . ǐ . Ǒ ƫɓرƢŭ
ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده n‐ام ǃŨŭرƼ ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ ɓ ،ŬƉا ƍده ƫɓرƢŭ n‐ام ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای

ƷƑاŹ n‐ام ǃŨŭرƼ ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ ɓ ưراردادن ƭƑر از n ǃŨŭرƼ ͬƹɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ Ǆر
ǃŨŭرƼ ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ ƘƉوŭ uxx+uyy = 0 ǃźƭƑ در ǑǑلاسǪلا ǃƸادƢƼ ŲƼال ǁơوان ǃŧ ͬ ƍود. Ƽ
ƒŮžƼات دارای E = R2 × R آن در و ƍده ƫɓرƢŭ J (2)E روی ǃȔ F (x, u(2)) = uxx + uyy دوم
ǃŧ n‐ام ǃŨŭرƼ ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ Ǆر ǃȔ ŧاɔƍد ǃŮƍدا ǃŵوŭ ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ͬ ŧاƍد، Ƽ (x, y, u)

ƑرƬا ƿɓا و ͬ ǁȔد Ƽ ƫɓرƢŭ ŧالاŭر ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای Ǆر روی ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ ɓ ŽودȔار ƙور
(x, u(n+k)) ƒŮžƼات از ای ǃơوƽŶƼ زɓر ǁơوان ǃŧ J (n) از (x, u(n)) ƒŮžƼات ƿŮƬرȡ درƞǀر ŧا
ɓ از ƱŮƎƼات ǃȔ ŬƉا ƢƼادǃƸ ای ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ͽưوا در ͬ ɔȡرد. Ƽ Ƒورت J (n+k) از
ǃƸادƢƼ ،ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ͬ ǁȔد. Ƽ ƘŨŭرƼ ɓ΄دɓ·ر ǃŧ را ŮƼغɔر ǁǶد ɓا ɓ ǃŧ ǃŮƊŧوا Ơŧاŭ
ŧاƍد ǃŮƍدا ͬȢŮƊŧ ŮƼغɔر ɓ ǃŧ ƘƱƬ u Ơŧاŭ اȡر ͬ ƍود Ƽ ǀاɔƼده (ODE) ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد
ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ آن ŮƼغɔر ɓ از ŮƎɔŧر ǃŧ u ͬȢŮƊŧوا Ƒورت در و
آن در ƍده ƝاǄر ƯŮƎƼ ǃŨŭرƼ ƿɓرŭالاŧ ƷɔƉراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ǃŨŭرƼ ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده (PDE)
Ǝǀده ƝاǄر ǃƸادƢƼ آن در u Ơŧاŭ از ͬƱŮƎƼ ǵɔǄ اȡر ŬƉا ƭƑر ǃƸادƢƼ ɓ ǃŨŭرƼ .ŬƉا ǃƸادƢƼ
ǑǒزŮɔǁŨɓلا آǁƍای ƽǀاد ŬƊžǀ دارد. وŵود ŵزئͬ ƱŮƎƼات دادن Ǝǀان ŧرای Ŵɓرا ƽǀاد دو ŧاƍد.
Ȕار ǃŧ ŮƼغɔر ɓ ŧا Ơŧاŭ ɓ از ͬƸوƽƢƼ ƱŮƎƼات دادن Ǝǀان ŧرای و ŧوده d Ƒورت ǃŧ ǃȔ ŬƉا
Ȕار ǃŧ ŮƼغɔر ɓ از ƌɔŧ ŧا Ơŧاŭ ɓ ƯŮƎƼ داده Ǝǀان ŧرای و ͬ ŧاƍد Ƽ ∂ دوم ƽǀاد و ͬ رود، Ƽ
.ŬƉا ƈɓدǀا از اƭŮƉاده ŵزئͬ ƱŮƎƼات دادن Ǝǀان ŧرای ƿɓز·ɓاŵ ƍده ǃƑلاŽ ƽǀاد ͬ رود. Ƽ
Ǝǀان ŧرای و ∂2u/∂x2 دǁǄده Ǝǀان uxx ǃ΄ɔƸاŹدر ͬ ŧاƍد Ƽ ∂u/∂t دǁǄده Ǝǀان ut ŲƼال ŧرای

.ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اƭŮƉاده uxxy ƎƬرده ƽǀاد از ∂3u/∂x2∂y دادن
ǑǑLaplace ǑǒLeibniz
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ Ǘ
Ƒورت ǃŧ n‐ام ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ‐m دȢŮƉاه ɓ .Ǒ . ǐ . Ǒ ƫɓرƢŭ

∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, · · · ,m, (ǐ . Ǒ)

Ƒورت ǃŧ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر q و x = (x1, · · · , xp) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر p دارای ǃȔ ͬ ƍود Ƽ داده Ǝǀان
ͬ ŧاƍد. Ƽ n ǃŨŭرƼ ŭا x ǃŧ ŬŨƊǀ u ƱŮƎƼات دǁǄده Ǝǀان u(n) ͬ ŧاƍد. Ƽ u = (u1, · · · , uq)
Ȕردن ƭƑر ŧا ͬ ƍود، Ƽ داده ƌɓاƽǀ ∆ = 0 ŧا اƒŮŽار ǃŧ Ŧƹاغ ǃȔ (ǐ . Ǒ) ƢƼادلات دȢŮƉاه
‐n ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای روی ƍده ƫɓرƢŭ ∆ν : J (n) → R ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧواŭ از ǃơوƽŶƼ ɓ
ƌɓاǄ ǃƭƸؤƼ ͬƼاƽŭ در ∆(x, u(n)) = (∆1(x, u

(n)), · · · ,∆m(x, u
(n))) Ơŧاŭ ͬ ƍود. Ƽ ƷƑاŹ ام

ƖƬای ǃŧ X × U (n) Ŭŵ ƖƬای از ƽǄوار ŬƍاȢǀ ɓ ∆ ƈǪ ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƬرȡ درƞǀر ƽǄوار
ͬ ŧاƍد. Ƽ Rm Ƣŧدی m ͬƉدɔƹưا

Ŭŵ ƖƬای در ƽƎƼول ǁǶدȡوǀای ɓ ƘƉوŭ ͬ ŭواǀد Ƽ (ǐ . Ǒ) ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ دȢŮƉاه
Ƭرم ǃŧ n‐ام ǃŨŭرƼ

S∆ =
{

(x, u(n))|∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, · · · ,m

}

, (Ǒ . Ǒ)
ƢƼادلات دȢŮƉاه در Ƒادق (x, u(n)) ∈ J (n) Ʊǀاط ƽŭام ƷƼاƍ ȡوǀا ǁǶد ƿɓا ƍود. ƫɓرƢŭ ɔǀز
ƈɓرŭاƼ ǃȔ ͬǁƢƼ ƿɓا ǃŧ ǁŮƊǄد ƻƞǁƼ S∆ ͬ·ɓاƊƽǄ در ͬ·ƽǄ ∆ν ƍده ƫɓرƢŭ Ơŧواŭ ͬ ŧاƍد. Ƽ
را m ƼاƽɔƊȔال ǃŨŭر S∆ روی ŵا ǃƽǄ (x, u(n)) Ŭŵ ŮƼغɔرǄای ǃŧ ŬŨƊǀ ∆ν Ơŧواŭ ƿɔŧوȔژا
Ƣŧد از J (n) از ƹƭɔǁƼد زɓر ɓ S∆ ŧاƍد ƭƼروض ƢƼادلات دȢŮƉاه ǃŨŭر r اȡر ŧاƍد. ǃŮƍدا
را S∆ ،πnX : J (n) → X ƒŭوɓری ŬƍاȢǀ ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ƭرض ƿɔǁǷƽǄ Ƽا ͬ ŧاƍد. Ƽ p + q

(

p+n
n

)

ͬ Ȣǀارد. Ƽ ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ƖƬای از ŧاز  ǃơوƽŶƼ زɓر روی ǃŧ
را ƻɔŮƊǄ روǃŧ رو آǅǀا ŧا ǃƸاƉر ƿɓا در ǃȔ را ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات اǀواع از ͬŽرŧ ǃƼادا در

Ȕرد. ƻɔǄواŽ ͬƉررŧ

ɒŨɓرƱŭ Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات Ǒ . Ǒ
ƢƼادلات ƿɓا ǁŮƊǄد. ɒŨɓرƱŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ɓزɔƬ در ƢƼادلات Ȕارŧرد Ǫر اǀواع از ͬ΄ɓ
.ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان ϵ ŧا را آن ǃȔ ǁŮƊǄد اŮŽلال ǪاراŮƼر ǀام ǃŧ ͬ΄ǶوȔ ǪاراŮƼر ƷƼاƍ Žود Ƒورت در
.ŬƬرȡ ƻɔǄواŽ ƞǀر در ϵ در Ŭưد ǃŨŭرƼ ƿɔƸاو در را ɒŨɓرƱŭ ƢƼادلات Ƽا ƌžŧ ƿɓا ͬƼاƽŭ در
ǃƢŵراƼ [ǓǓ] ƠŨǁƼ ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ ƢƼادلات ƿɓا ŮƎɔŧر Ȕارŧرد Ǆای و ŲƼال Ǆا ƿŮƬاɓ ŧرای Žواǁǀده

ƍد. ŽواǄد ǃارائ ͬŭاƼدƱƼ ƽǀادȡذاری Ǆای و ƫɓارƢŭ ͬŽرŧ ǃƼادا در ƽǀاɓد.

Ǆا ƫɓرƢŭو ƽǀادǄا ǐ . Ǒ . Ǒ
ǪاراŮƼر ɓ و x = (x1, x2, · · · , xn) ŮƼغɔر n از ǃȔ ƻɓدار وȔار Ɖر f(x, ϵ) Ơŧواŭ ŧا Ƽا ƌžŧ ƿɓا در
ƿɓا ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƬرȡ ƞǀر در ϵ = 0 ͬ·ɓاƊƽǄ ɓ در ƼوƢƕاً ǪاراŮƼر ƿɓا ǃȔ ŬƉا ƍده Ʒɔ΄Ǝŭ ϵ
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ǘ ɒŨɓرƱŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
Ƒادق Ƒورت در ǁŮƊǄد. ǃŮƉوɔǪ ɔǀز آǅǀا ŧالاŭر ŦŭراƼ Ǆای ƯŮƎƼ در ɔǀز و Ǆا x ،ϵ در Ơŧواŭ

ƍرط در f(x, ϵ) Ơŧاŭ ŧودن
lim
ϵ→0

f(x, ϵ)

ϵp
= 0,

ǃŮƭȡ ϵp از ŮƽȔر ǃŨŭرƼ از f Ƒورت ƿɓا در ǃȔ Ŭƍوǀ f(x, ϵ) = O(ϵp) Ƒورت ǃŧ را آن ͬ ŭوان Ƽ
C > 0 Ŭŧاű ɓ ƻɔɓوȡ ͬƼ Ȕرد، ɔŧان ŭوان ͬƼ ɔǀز دɓ·ری Ƒورت ǃŧ را ŧالا ƍرط . ƍود ͬƼ

ǃȔ دارد وŵود
|f(x, ϵ)| ⩽ C|ϵ|p+1;

: ǃȔ دارد وŵود ϵ = 0 ͬ·ɓاƊƽǄ در φ(x, ϵ) ͬƹɔƹźŭ Ơŧاŭ ɓ Ŭƭȡ ŭوان ͬƼ ƢƼادل ƙور ǃŧاɓ

f(x, ϵ) = ϵp+1φ(x, ϵ).

ǃƚŧرا اȡر
f(x, ϵ)− g(x, ϵ) = O(ϵp),

Ƒورت ǃŧ و ƍوǀد ͬƼ ǃŮƭȡ ƊƼاوی ƱŭرŨɓاً ( O(ϵp) ƚŽای ɓ (ŧا f, g Ơŧواŭ آȢǀاه ŧاƍد ŧرưرار
ƍوǀد؛ ͬƼ ǃŮƍوǀ زɓر

f(x, ϵ) = g(x, ϵ) +O(ϵp),

ارزی ƻǄ ǃƚŧرا ɓ ƍد ƫɓرƢŭ ŧالا در ǃȔ ɒŨɓرƱŭ Ɗŭاوی .f ≈ g Ŭƍوǀ ŭوان ͬƼ اƒŮŽار ǃŧ ɓا
ɓ اƖơای g(x, ϵ) و f(x, ϵ) ǃȔ Ȕرد ƫɓرƢŭ ǃǀوȢǁɓا ŭوان ͬƼ را ارزی ƻǄ رده ǁȔد. ͬƼ ƫɓرƢŭ
ǃȔ ɔǁȔد Ƭرض ɔ·ŧرɓد، ƞǀر در را f(x, ϵ) Ơŧاŭ ɓ .f ≈ g اȡر ƘƱƬ و اȡر ǁŮƊǄد ارزی ƻǄ رده

ǃƹƽŵ ای ǁǶد
f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x)

ǃŧ ϵ ŭواǅǀای در ϵ = 0 Źول f(x, ϵ) ƹɔŭور ƘƊŧ از ǃȔ ŬƉا p ǃŵدر از ɒŨɓرƱŭ ǃƹƽŵ ای ǁǶد
ƘƊŧ ŧا ͬ ŭوان Ƽ را g ≈ f Ơŧاŭ Ǆر ƈǫƉ . ŬƉا آƼده ŬƉد

g(x, ϵ) = f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x) +O(ϵp)

ƌɓاƽǀ ǃŶɔŮǀ در داد. ƌɓاƽǀ

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x)

Ơŧواŭ از ارزی ƻǄ رده ،ƿɓا ǁŧاŧر ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده f ƷƼاƍ Ơŧواŭ ارزی ƻǄ رده از ƢŮƼارف ͬƎɓاƽǀ
ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ f0(x), f1(x), · · · , fp(x) Ơŧاŭ (p+ 1) Ȕردن ŦŭرƼ ŧا f(x, ϵ) ≈ g(x, ϵ)
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǐ٠

ϵ پاراŮƼر ŧا ɒŨɓرƱŭ ƢƼادلات Ǒ . Ǒ . Ǒ
ŧا ƍوǀد ͬƼ ƝاǄر ͬƕاɓر Ɖازی Ǆای Ƽدل در ǃȔ ͬƹɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ƽوارد از ای Ǫاره در
ϵ ŧا را آن ǃȔ ǶوȔ ǪاراŮƼر ƿɓا .[Ǔǒ ،ǓǑ] ͬ ƍوǀد Ƽ ǃارائ ǶوȔ ǪاراŮƼر ɓ ƷƼاƍ ǃƹƽŵ ی

ŬƉا زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ƢƼادلات ƿɓا ͬƹȔ Ƒورت ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده اŮŽلال ǪاراŮƼر ،ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان
F (z, ϵ) ≡ F0(z) + ϵF1(z) ≈ 0. (ǒ . Ǒ)

ǁơوان ǃŧ ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده (ǒ . Ǒ) اŮŽلال ɒŨɓرƱŭ ǃƸادƢƼ اŮŽلال غɔر ƌžŧ F0(z) = 0 ǃƸادƢƼ
ŬƉا ɒŨɓرƱŭ ǃƸادƢƼ ɓ زɓر ǃƸادƢƼ ŲƼال

F (x, y, ϵ) ≡ y2+ϵ − ϵx2 − 1 = O(ϵ), (Ǔ . Ǒ)
:ƻɓدار Ŭưد ǃŵدر ƽǄان ŧا Ƭوق ǃƸادƢƼ ͬƊɓوǀازŧ از Ƣŧد

F (x, y, ϵ) ≡ y2 − ϵ(x2 − y2 ln y)− 1 ≈ 0. (ǔ . Ǒ)
ǃƸادƢƼ ،ǶوȔ ǪاراŮƼر ɓ ŧا دوم ǃŨŭرƼ از ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ɔƼان در دɓ·ر ͬƸاŲƼ

ǀوƉاȢǀر
y′′ + y + ϵ(y′3 − y′) = 0, (Ǖ . Ǒ)

.ŬƉا ŧرŽوردار ƱƼالات در وɓژه ای ŵاɓ·اه از و ŬƉا ǅƎƼور ǑǓ ƷǪ در ون ǃƸادƢƼ ǃŧ ǃȔ ͬ ŧاƍد Ƽ
در ون ŧاŮƸازار ǀام ǃŧ ǁƹǄد ƷǄا ŧرق ǁǅƼدس و ɔƬزɓ دان ɓ ƘƉوŭ ŧار ƿɔŮƊžǀ ǃƸادƢƼ ƿɓا
ŬƉا ǪاŮƊɓار غɔر ǀوƉاȢǀر ɓ ǃƸادƢƼ ،ǃƸادƢƼ ƿɓا ɔƼاǁɓد در ƍد. ƫƎȔ آزƼاƎɓ·اه در Ǫول
ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬƉاǁƍ ŬƊɓز در .ŬƉا زƼان از ͬƢŧاŭ ǃȔ ŧوده ǀوƉاȢǀر Ƽ΄ان دǁǄده Ǝǀان y ǃȔ
و ŬƉا ǃŮƬاɓ ŮƊȡرش ǀورون Ǆا Ʒƽơ ŮǪاǄ ƷɔƊǀای ŧرای ͬƸدƼ ǁơوان ǃŧ ƚƊƼ ɔƼدان ɓ در
ƸوǄ ǃƸای از اƭŮƉاده ŧا ͬ΄ɓرŮ΄Ƹا ƼدارǄای در źƼدود ǃŽرǶ ǀوع ɓ ǁơوان ǃŧ Źاƕر Źال در

ͬ رود. Ƽ Ȕار ǃŧ Žلاء
ͬ ŧاƍد: Ƽ زɓر Ƭرم ǃŧ ǃȔ ŬƉا Ƽوج ͬƚŽ غɔر اŮŽلال ǃƸادƢƼ دɓ·ر ͬƸاŲƼ

utt − (u2ux)x + ϵut = 0. (ǖ . Ǒ)
اƎŮǀار ƫɔƑوŭ ŧرای ǃȔ ŬƉا دوم ǃŨŭرƼ ƻǅƼ ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ɔǀز ǃƸادƢƼ ƿɓا
آب، اƼواج (ǷƽǄون ͬ΄ɔǀا΄Ƽ Ǆای Ƽوج از ƻơا ͬ دǄد، Ƽ روی ɔƉلاȔ ɓزɔƬ در ǃȔ ͬŵواƼا
از ͬ΄ǶوȔ ǪاراŮƼر ɒŨɓرƱŭ ŬƸاŹ در ͬ رود. Ƽ Ȕار ǃŧ ǀوری اƼواج و (ǃƸزƸز اƼواج و Ƒوت اƼواج
(ǖ . Ǒ) ǃƸادƢƼ اŮŽلال غɔر ƌžŧ ǁ΄ɔƼد. اŶɓاد اƼواج اƎŮǀار Ʒ΄ƍ در ͬƸلاŮŽا ǀاƹƢƼوم ͬƢŨǁƼ
Ƭراوان ƢƼادلات Ƒورت ƿɔƽǄ ǃŧ ͬ ŧاƍد. Ƽ ut آن اŮŽلال ƌžŧ و utt − (u2ux)x Ƒورت ǃŧ

زد. ŲƼال ͬ ŭوان Ƽ ɒŨɓرƱŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از دɓ·ری
ǑǓVan der Pol
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ǐǐ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات

دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات ǒ . Ǒ
‐ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃƹƽŵ از دارǀد وŵود ͬƚŽ غɔر ƹƽơ·رǄای ŧا ƢƼادلات از زɓادی اǀواع
ŮƽȔر ǃȔ دɓ·ر ɔƊŧاری و ͬƬادƒŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŭأɔŽری، ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات اȢŮǀرال،
ƹơوم از ɔƊŧاری در و رɓاɔƕات در ͬǀولاƙ ɔƊŧار Ƽدت Ǆای ŧرای ƢƼادلات ƿɓا ƍده اǀد. ǃŮŽاǁƍ
[ǔǕ] ǃŧ را Žواǁǀده ŮƎɔŧر ŲƼال Ǆای دɓدن Ŭǅŵ ŧوده اǀد. ǃƢƸاƚƼ Ƽورد ͬƉدǁǅƼ ȔارŧردǄای و

.ƻɔǄد ͬ Ƽ ارŵاع
ƷƼاƍ زƼان ƻǄ ǃȔ ŬƉا ƢƼادǃƸ ای (IDE) دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ ɓ رɓاɔƕات، در
‐ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ آن ŧاǁƍد Ŭŧاű اȢŮǀرال ɓ Źدود اȡر .ŬƉا Ơŧاŭ ɓ ƱŮƎƼات و اȢŮǀرال
ƢƼادǃƸ ی ،ǃƸادƢƼ آن ŧاƍد، ŮƼغɔر اȢŮǀرال Źدود از ͬ΄ɓ اȡر و Ǒǔ ƻƹǄردƬ اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ اȢŮǀرال،
ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا اȢŮǀرال درون در ǅǁŭا ǀاƹƢƼوم ͬƢŧاŭ اȡر .[ǐ٠ǒ] ͬ ƍود Ƽ ǀاɔƼده ǑǕ وŮƸرا اȢŮǀرال
ǃŮƍدا اȢŮǀرال ɔŧرون و درون در ǀاƹƢƼوم ͬƢŧاŭ اȡر و اول، ǀوع اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ را ǃƸادƢƼ آن

اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ ŲƼال ŧرای ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده دوم ǀوع اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ ،ǃƸادƢƼ آن ƻɔƍاŧ
u(x) = x+

1

2

∫ 1

−1
(x− t)u(t)dt, (Ǘ . Ǒ)

ƷƼاƍ ǃȔ ƢƼادǃƸ ای Ǆر ǃȔ ƻɔǀداŧ ŬƉا ŦƸاŵ .ŬƉا دوم ازǀوع ƻƹǄردƬ اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ ɓ
ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ ŧاƍد u(x) ƹƢƼوم ǀا Ơŧاŭ ɓ از ƱŮƎƼات و اȢŮǀرال

Ƒورت ǃŧ ƻƹǄردƬ ǀوع از ƷɔƊǀراƭɓرال‐دȢŮǀا ǃƸادƢƼ ŭوźɔƕات ƿɓا ŧا
u(k)(x) = f(x) +

∫ b

a
K(x, t)u(t)dt, u(k) =

dku

dxk
,

ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ وŮƸرا ǀوع از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ و

u(k)(x) = f(x) +

∫ x

a
K(x, t)u(t)dt, u(k) =

dku

dxk
.

ƞǀرǄ ǃɓای ǃɓاǪ ǃȔ ǁŮƊǄد (KE) ͬƎŨǁŵ ƢƼادلات دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال، ƢƼادلات ƿɓرŭ روفƢƼ
ͬƎŨǁŵ ǃƸادƢƼ ͬ دǁǄد. Ƽ Ʒɔ΄Ǝŭ را ͬȢŮžƸ و رادɓواɔŮȔو ǪلاƽƉا، ،Ưɔưر ȡازǄای ͬƎŨǁŵ
ǃƸادƢƼ و ǪلاƽƉا ɓزɔƬ در ولاƉو و لاǀدا ƢƼادلات ،Ưɔưر ȡازǄای ɔƼاǁɓد در ǑǖƿƼزŮƸوŧ
Ơŧاŭ ͬǀاƼز ƷƼاȕŭ ،ͬƎŨǁŵ ƢƼادلات ǁŮƊǄد. ǃƹƽŵ ƿɓا از اƱƢǀاد ǃɓرƞǀ در ǑǗ ͬ΄ƉوǶوƸوƽƉا
ɓون ȡاز، ƼوƸ΄ول Ǆای Ƽاǁǀد ǁŮƊǄد اƢƭǀال و ƷƢƬ در ɓ΄دɓ·ر ŧا ǃȔ ذرات ͬŽرŧ از (DE) Ơɓوزŭ
اƽŮŹال ͬƸا·Ƕ Ơŧاŭ ɓ ǁƢƼای ǃŧ DE ͬ ǁǁȔد. Ƽ ƫɔƑوŭ را غɔره و ƯƹƢƼ ذرات اŮ΄Ƹرون Ǆا، Ǆا،
ƢƼادلات ƻŮƊɔƉ .ŬƉا ƍده ƫɓرƢŭ ذرات از ͬ΄ɔƼاǁɓد ŮƼغɔر Ǆای ƖƬای در ǃȔ ŬƉا غɔرơادی

ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر Ƒورت ǃŧ (IDEs) دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال
W

(

F (x, y, y1, · · · , ym),
∫

X
f(x, y, y1, · · · , yk)dx1 · · · dxl

)

= 0, (ǘ . Ǒ)
ǑǔFredholm
ǑǕVolterra

ǑǖBoltzmann ǑǗSmoluchowski
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǐǑ
دžƸواه f و W,F Ơŧواŭ x = (x1, · · · , xn) و l ≤ n و ǁŮƊǄد دžƸواه ͬƢɔŨƙ اơداد n,m, k, l ǃȔ
ǁǁȔد. ƿɔƽƖŭ را ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای ŵواب وŵود ŭا ŧاǁƍد ƻƞǁƼ ͬƬاȔ اǀدازه ǃŧ ŧاɓد ǃȔ ǁŮƊǄد
ǃơوƽŶƼ دǁǄده Ǝǀان ym ƽǀاد .ŬƉا دžƸواه ɔǀز ( X (Źوزه Ǆا اȢŮǀرال Źدود ǃƸادƢƼ ƿɓا در

:ŬƉا m ǃŨŭرƼ از ŵزئͬ ƱŮƎƼات ǃƽǄ
ym =

{

∂my

∂xi1 · · · ∂xim ≡ ∂xi1 · · · ∂ximy ≡ yi1···im

}

. (ǐ٠ . Ǒ)

ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ǃŧ ŧاƍد f = 0 ǃȔ ͬŭورƑ در (Ǘ . Ǒ) ǃƸادƢƼ
در ǃȔ دارǀد وŵود دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات از ͬǀراواƬ ŲƼال Ǆای ƍد ɔŧان ǃȔ ƽǄاƚǀور

Ȕرد. ƻɔǄواŽ اƍاره آǅǀا از ǃǀوƽǀ دو ǃŧ ǃƼادا
ǀاɔƼده ǑǘƈŭاȔ ǃƸادƢƼ ǃȔ ŬƉا ƿƼزŮƸوŧ ͬƎŨǁŵ ǃƸادƢƼ از Ƽدل ƿɓرŭ ادهƉ زɓر ǃƸادƢƼ

ͬ ƍود. Ƽ
∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ F

∂f

∂v
= J(f, f), (ǐǐ . Ǒ)

:ƻɓدار Ƭوق ǃƸادƢƼ در
J(f, f) =

∫ ∞

−∞

dw

∫

−ππg(θ)[f(v′)f(w′)− f(v)f(w)]dθ. (ǐǑ . Ǒ)

ɔǀروی F و اȢŮǀرال ŧرŽورد ƹƽơ·ر J(f, f) و DE Ơɓوزŭ Ơŧاŭ ƽǄان f = f(t, v, x) اŶǁɓا در
ǃȔ ŬƉا ǀرƼال Ƙɓراƍ ŧا ذرات ŧرǄ ƌǁȔ ƻǄای ǃŧ ǃŮƊŧوا ƷǀرȔ g(θ) = g(−θ) .ŬƉا ͬŵارŽ

∫ π

−π
g(θ)dθ = 1. (ǐǒ . Ǒ)

ƢƼادلات دȢŮƉاه از ͬ ŭوان Ƽ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات از دɓ·ر ƻǅƼ ŲƼال ɓ ǁơوان ǃŧ
ǪلاƽƉا ŧاردار اŵزای Ơɓوزŭ Ơŧاŭ ƫɔƑوŭ ŧرای ƢƼادلات دȢŮƉاه ƿɓا ŧرد. ǀام ولاƉو‐ƼاƊȔول

از: ŬƊŭارŨơ دȢŮƉاه ƿɓا Ƒورت ͬ رود. Ƽ Ȕار ǃŧ ŬŨŲƼ ɓون Ǆای و اŮ΄Ƹرون Ǆا ǷƽǄون


































∂tfα + u∂xfα +
qα
mα

E∂ufα = 0,

∂tE +
∑

α

qα
ϵ0

∫ +∞

−∞

ufαdu = 0,

∂xE −
∑

α

qα
ϵ0

∫ +∞

−∞

fαdu = 0,

(ǐǓ . Ǒ)

v = (u, 0, 0) ŬơرƉ ŧردار از x ǃƭƸؤƼ u ،E = (E, 0, 0) ŧرداری ɔƼدان از x ǃƭƸوƼ E = E(t, x) ǃȔ
ǃŧ mα و qα ƢƼادلات دȢŮƉاه ƿɓا در ǁŮƊǄد. ǪلاƽƉا ƼؤǄ ǃƭƸای Ơɓوزŭ Ơŧاŭ fα = f(t, x, u) و

.[ǐ٠ǔ] ͬ ŧاƍد Ƽ Žلأ ͬ΄ɓرŮ΄Ƹا ͬǄذردȡ Ŧɓرƕ ϵ0 و ذرات ƿɓا ŵرم و ŧار Ŧɔŭرŭ
ǑǘKac
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ǐǒ ƊȔری اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب

کسری اŮǀگرال و Ʒɔسǀراƭɓد حساب Ǔ . Ǒ
ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ از ƼرƉوم اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ ƻɔǄاƭƼ ƻɔƽƢŭ ƽǄان ͽưوا در ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب
ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب اŮŽراع زƼان ǃŧ ƊŹاب ƿɓا ŭارǷžɓۀ .ŬƉا ŸɔźƑ غɔر دžƸواه ƼرŨŭۀ ǃŧ
ƢƼادلات از ͬƽɔƽƢŭ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات .[Ǖǒ] ͬ ȡردد Ƽ ŧاز ƿŭوɔǀ و لاŮɔǁŨɓز ƘƉوŭ
ǁŮƊǄد. ƫƹŮžƼ ƹơوم در زɓادی Ȕارŧرد Ǆای دارای و ŧوده ŸɔźƑ غɔر ƼرŨŭۀ ǃŧ ƯŧاƉ ƷɔƊǀراƭɓد
Ǫدɓده Ǆای دŭ Ưɔưر ƫɔƑوŭ ƷɔƸد ǃŧ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد Ƽدل Ǆای ǃȔ ŬƉا داده Ǝǀان ƚƼاƢƸات
ͬƬرƢƼ ǃŧ ƌžŧ ƿɓا در ǁŮƊǄد. ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد Ƽدل Ǆای از ȔارآƼدŭر ɔƊŧار ͬƚŽ غɔر

.ŬŽرداǪ ƻɔǄواŽ ƊŹاب ƿɓا ƱƼدƼات

کسری ƼحاسŨات ǃخچɓارŭ ǐ . Ǔ . Ǒ
ƿɓا ŧاƍد. ͬƕاɓر رǄ ǃŮƍای ͬƼاƽŭ ƿɔŧ در ƻɔǄاƭƼ ƿɓرŭ ͬ ƉاƉا از ͬ΄ɓ ƍاɓد ƯŮƎƼ ǅƭƼوم
ͬ ŭوان Ƽ ǃƹƽŵ ƿɓا از ،Ŭƍدا آن از ͬźƕوا و ƢŮƼدد ƭŭاɔƉر ͬ ŭوان Ƽ و دارد ͬ΄ɓزɔƬ ǁƢƼای ǅƭƼوم
ƝاǄراً ŧرد. ǀام را ƿɔƢƼ Ůƍاب و ŬơرƉ ŧا ƍده ͬƙ ƬاǃƹƑ ی ƿɔŧ راǃƚŧ ی و ŭغɔɔرات ɔƼزان
ƽǀودار زɓر در ƒźƼور ŬŹاƊƼ آن ͬƉدǁǄ ǁƢƼای ǃȔ ŬƉا ͬŭاوƭŮƼ ȔاƼلا́ ǅƭƼوم اȢŮǀرال ǅƭƼوم
اŶǀام Ȕار ŲƼال ǁơوان ǃŧ Ȕرد. ƫɓرƢŭ آن ŧرای زɓادی ȔارŧردǄای ͬ ŭوان Ƽ ɓزɔƬ در و ŬƉا
ŬƉا ͬǅɓدŧ ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ƻŶŹ و ƎƬار ǃƚŧرا اȢŮǀرال از ͬ΄ɔƼاǁɓودƼرŭ Ƭرآǁɓد ɓ در ƍده
Ũǀوده اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ ͬ΄ɓزɔƬ و ͬƉدǁǄ ƫƹŮžƼ Ƣŭاɔŧر ƻɔŮƊǄ آن دŨǀال ǃŧ اŶǁɓا در Ƽا ǃǷǀآ

.ƻɔŮƊǄ ǅƭƼوم دو ƿɓا از ƊȔری ƽƢƼول غɔر Ƒورت ǃارائ ɒǪ در و
و لاŮɔǁŨɓز ƿɔŧ ƍده ŧدل و رد ǀاǄ ǃƼای از ƽŶƼوǃơ ای ǃŧ ŧار ƿɔŮƊžǀ در ƊȔری ƯŮƎƼ اɓده
ƿɓا ǪرɔƉد ǄوŮɔǪال ǃǷǀآ .[Ǘ٠] ͬ ƍود Ƽ داده ŬŨƊǀ ǐǕǘǔ ŮǫƉاŨƼر ͬ ام Ɖ żɓارŭ در ǒال٠ŮɔǪوǄ
ͺƉاǪ لاŮɔǁŨɓز داد؟ ŽواǄد روی ǃǶ ƻɓرɔ·ŧ 1

2 ŧا ŧراŧر را n ، dnydxn ≡ Dny ƯŮƎƼ در اȡر ǃȔ ŧود
ŧرای ǃȔ ͬƎƉرǪ ƿɔŮƊžǀ .Ŭƍوǀ ͬǄاǁŮƼاǀ Ɖری ɓ Ƒورت ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را d 1

2 اƽŮŹالا˟ ǃȔ داد
اǪراŭور اƽơال دوŧار ŧا زɓرا ŬƉا آری ͺƉاǪ دارد؟ وŵود D 1

2 آɓا ǃȔ ŬƉا ƿɓا ͬ ƍود Ƽ ƚƼرح Ƽا
ɔǀز ͬƭǁƼ Ǆnای ŧرای Dn آɓا ǃȔ ŬƉا ƿɓا دɓ·ر Ɖوال رɔƉد. ƻɔǄواŽ (D

1
2 )2 = D ǃŧ ƼذȔور

اȢŮǀرال اǪراŭور ƽǄان ͬƭǁƼ ŭوان ŧا ƍده ƚƼرح اǪراŭور ǃȔ ŬƉا ƿɓا ͺƉاǪ ɔŽر؟ ɓا دارد وŵود
.ŬƉا ƊȔری

ǃŮƍدا ƊȔری ƽǀای ŧا ƱŮƎƼات ŧا ǃƚŧرا در ǒǑƈɔƸوا و ǒǐͬƸوǀرŧ ŧا ƻǄ ͬŭاŨŭا΄Ƽ لاŮɔŮŨɓز
ƘƉاوا و Ʒɓاوا ǃŧ ǃǁɔƼز ƿɓا در ɔŭاƽŮƊɔƉ ƌɔŧ و ƻȔ ƚƼاƢƸات ƿɔƊžǀ ͬ رƉد Ƽ ƞǀر ǃŧ .ŬƉا
ƻǄدŶǄ ưرن در ǄرǁǶد ͬ ȡردد. Ƽرŧ ǒǔرنƽƸوǄ و ǒǓƿƽɓر ، ǒǒƷɓووɔƸ ƘƉوŭ ƻǄوزدǀ ưرن
ǃǷǀآ داǃŮƍ اǀد. ͬǀاɓاƍ Ǆ ƽȔای ǃǁɔƼز ƿɓا در ɔǀز و... ǒǕژǀراȡلا و اوƹɓر ƷɔŨư از ͬǀداǁƽƎǀدا

ǒ٠Hopital
ǒǐJ. Bernoulli
ǒǑWallis

ǒǒJ. Liouville
ǒǓG. F. B. Riemman

ǒǔHolmgren
ǒǕLagrange
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǐǓ
ǃƸاƉر ƿɓا در ƍد. ƊȔری źƼاŨƉات ǀام ǃŧ رɓاɔƕات در ͬŲźŨƼ ɔȡ Ʒ΄ƍری ŧرای Ǫاǃɓ ای ƍد ɔŧان
آǅǀا ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ Ǆای ǃǀوƽǀ Ƽاǁǀد ƊȔری ǃŨŭرƼ اȢŮǀرال Ǆای و ƱŮƎƼات ǃȔ Ȕرد ƻɔǄواŽ ɔŧان

ͬ Ǝȡاǁɓد. Ƽ Ƽا روی ǃŧ را رɓاɔƕات از ŵدɓدی Ƣŧد و ŧوده ƘƊŧ و ƈƽƸ Ʒŧاư ͬȡادƉ ǃŧ
،ǒǗوف΄ɔǁŮƸ‐ǒǖدƸواǀروȡ ǃƹƽŵ ƿɓا از دارد وŵود ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƯŮƎƼ ŧرای ͬŭاوƭŮƼ ƫɓارƢŭ
ƫɓارƢŭ ƿɓا ƿɓرŭاǁƍآ ǀام ŧرد. ǀام ͬ ŭوان Ƽ ǓǑراس و ǓǐرƹɔƼ ،ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ،Ǔو٠ŭوǪاȔ ،ǒǘ رɓز
ŧرƽƍرد، ͬ ŭوان Ƽ ƯŮƎƼ دو ƿɓا ŧرای ͬǀراواƬ Ƽزاɓای ǁŮƊǄد. ȔاǪوŭو و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر Ƽا ŧرای
ǃŧ ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ Ƽرزی Ƙɓراƍاŧ را ƷائƊƼ ǁŧدی ƬرƼول اƼ΄ان ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ǃȕǁɓا ǃƹƽŵ از
ƯŮƎƼ ƿɓا ŧا Ȕار لاǪلاس ƷɓدŨŭ ƽȔ ŧا ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ƷɓدŨŭ اƼ΄ان ƿɔǁǷƽǄ ͬ دǄد. Ƽ ŬƉد
ŧا آǅǀا ƷƼاȔ Ɖازȡاری از ǃȔ ǁŮƊǄد ͬƒưواǀ دارای ƫɓارƢŭ ƿɓا از ɓرǄ اƼا ͬ ƽǀاɓد. Ƽ ŵذاب را
ŬƉا ƿɓا ŬƉا وارد ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ǃŧ ǃȔ ͬŭراداɓا از ǃǀوƽǀ ŧرای ͬ ȔاǄد. Ƽ ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ
‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ .ƻɓدار دوم ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ ƿŮƊǀدا ǃŧ ɔǀاز اول ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ ǃŨƉاźƼ ŧرای ǃȔ
ǃƽǄ ƿɓا ŧا .ŬƊɔǀ ƭƑر Ŭŧاű ơدد از ƯŮƎƼ ǃȕǁɓا ǃƹƽŵ از ŬƊǄ ͬƒưواǀ دارای ɔǀز ƷɓووɔƸ
ƢƼادلات ƌžŧ در وɓژه ǃŧ ƱƱźƼان ɔƼان در ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر و ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ŬɔŧوŨźƼ ƷɔƸد ǃŧ
و ŦŮȔ اɔŽر ǃǄد ǁǶد در .ŬƉا اŮƉوار ƯŮƎƼ دو ƿɓا روی ŧر Ƽا Ȕار ƽŭرȔز ŵزئͬ، ƷɔƊǀراƭɓد
ͬƸاƽŵا ͬƉررŧ Ȕرده اǀد. ɔǪدا اƒŮŽاص ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ƘƊŧ و ǃارائ ǃŧ زɓادی ƱƼالات
در .ŬƉا ƍده ǃارائ [ǘǔ] در راس ƘƉوŭ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ŮƊȡرش و ǃǷžɓارŭ درŧاره
ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر Ǆای ͬ Ǆای ȡژɓو و ƫɓارƢŭ ǃŧ ŮƎɔŧر [ǖǒ] و [ǘǖ] Ƽاǁǀد ǃǁɔƼز ƿɓا در ǃŧاƎƼ ŦŮȔ
ƯŮƎƼ ƫƹŮžƼ ƫɓارƢŭ از ȡردآوری ƿɓرŭ ƷƒƭƼ .ŬƉا ƍده ǃŮŽرداǪ ƊȔری ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال و
ƍده اŶǀام [Ǘǐ] در ǓǒͬǁŧادلاǪ اɓ·ور ƘƉوŭ ƊȔری ƊŹاب ǃǁɔƼز در آن Ȕارŧرد Ǆای و ƊȔری

.ŬƉا

گاƼا Ơŧاŭ Ǒ . Ǔ . Ǒ
ͬƱɔƱŹ اơداد ͬƼاƽŭ ŧرای ƷɓورŮȔاƬ ƘƊŧ ƽǄان ȡاƼا Ơŧاŭ ŧرای Ɖاده زŧان ǃŧ ƫɓرƢŭ ƿɓرŭ ادیɔǁŧ
اƍاره زɓر Źد ǃŧ ŧاɓد ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا ȡاƼا Ơŧاŭ از ƷƼاȔ و ͽƼاŵ ƫɓرƢŭ ɓ ƻɔǄواžŧ اȡر .ŬƉا

ƍد: ǅǁƎɔǪاد اوƹɓر ƘƉوŭ ǃȔ ƻɔǁȔ
Γ(x) = lim

N→∞

N !Nx

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
.

:ŬƉا راŭ Ŵɓر Ŧƹاغ آن ͬƸراȢŮǀا ƫɓرƢŭ اƼا
Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt, x > 0. (ǐǔ . Ǒ)

ǃŶɔŮǀ ǃȔ رɔƉد ƻɔǄواŽ Γ(x + 1) = xΓ(x) ͬŮƎȡازŧ ǃƚŧرا ǃŧ ŵز ǃŧ ŵز اȢŮǀرال ƽȔ ŧا
ƷɓورŮȔاƬ n ŬŨŲƼ ŸɔźƑ ơدد Ǆر ŧرای ،Γ(1) = 1 Ƭرض ŧا .ŬƉا اوƹɓر ƫɓرƢŭ از ƻɔƱŮƊƼ

ǒǖGrünwald
ǒǗLetnikov
ǒǘRiesz

Ǔ٠Caputo
ǓǐMiller

ǓǑRoss
ǓǒIgor Podlubny
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ǐǔ ƊȔری اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب
Ƒورت ǃŧ ͬŮƎȡازŧ ǃƚŧرا ͬƊɓوǀازŧ ŧا .Ŭƍدا ƻɔǄواŽ n! = n(n − 1) · · · 2 · 1 Ƒورت ǃŧ را
ͬ ŭوان Ƽ n ≤ N ŧرای ŧود. ŽواǄد ͬǄاǁŮƼاǀ Γ(0) ǃȔ ŬƬاɓ ƻɔǄواŽدر Γ(x− 1) = Γ(x)/(x− 1)

:Ŭƍوǀ
Γ(−n)
Γ(−N)

= (−N)(−N + 1) · · · (−n− 2)(−n− 1) = (−1)N−1N !

n!
.

ƫɔƑوŭ زɓر Ƒورت ǃŧ ǃȔ ŬƉا ͬǄاǁŮƼ و ƱƼدار ȓŭ Ǆxا ͬƼاƽŭ ŧرای ȡاƼا Ơŧاŭ از 1/Γ(x) ƈȔوƢƼ
ͬ ƍود: Ƽ

1

Γ(x)
∼ x1/2−x√

2π
ex, x→ ∞.

ƻɔǄواŽ ǅŧره زɓر Ũơارت از ŸɔźƑ غɔر ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد و اȢŮǀرال ƹƽơ·رǄای ƻɔƽƢŭ ŧرای
ŧرد:

Γ(j − q)

Γ(−q)Γ(j + 1)
,

دوǃƹƽŵ ای Ũơارت ɓ از Ƽا و ŧاƍد ͬ ŭواǀد Ƽ Ǆرơددی q و ͬƭǁƼرɔغ ŸɔźƑ ơدد ɓ j آن در ǃȔ
Ʒ΄ƍ ǃŧ

Γ(j − q)

Γ(−q)Γ(j + 1)
=

(

j − q − 1

j

)

= (−1)j
(

q

j

)

, (ǐǕ . Ǒ)
ŧرای ɔǀز دɓ·ری ɔƍوه ی ǃȔ ŬƉا ƕروری ǃŮȕǀ ƿɓا ǃŧ ǃŵوŭ .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اƭŮƉاده آن ɔŧان ŧرای

از: ŬƉا Ũơارت آن و دارد وŵود ŸɓرƑ Ƒورت ǃŧ ȡاƼا Ơŧاŭ ɔŧان
Γ(x) =

∫ 1

0
tx−1e−tdt+

∫ ∞

1
tx−1e−tdt.

Ơŧاŭ ɓ دوم ǃƹƽŵ و ŬƉا ɒɓاƽǀ Ơŧاŭ ŧرای Ɖری ƘƊŧ ƽǄان Ƭوق Ũơارت از ǃƹƽŵ ƿɔŮƊžǀ
ͬ ǁȔد: Ƽ ƫɓرƢŭ را ƷƼاȔ

Γ(z) =

∞
∑

k=0

(−1)k

k!

1

k + z
+ کامل ,تابع z = −n, n = 0, 1, 2, · · · .

ŬƉا ƱƼدار ƘƹŮžƼ Ơŧاŭ ɓ ͬ ƍود، Ƽ ǀاɔƼده ɔǀز اȢŮǀرال Ơŧاŭ ǃȔ ƷƼاȔ Ơŧاŭ ɓ ƘƹŮžƼ آǀاɔƸز در
ƷɔƊǀراƭɓد ƘƹŮžƼ ƙور ǃŧ ،ƘƹŮžƼ اơداد ǃźƭƑ روی داǃǁƼ اش از ͬǄاǁŮƼ Ʊǀاط ƽŭام در ǃȔ

ǁŮƊǄد. ɒɓاƽǀ Ơŧواŭ و Ǆا ǃƹƽŵ ای ǁǶد ƷƼاȔ Ơŧواŭ از Ɖاده ɔƊŧار ƽǀوǄ ǃǀای .ŬƉا Ǫذɓر

کسری اŮǀگرال و Ʒɔسǀراƭɓد ƹƽơ·رǄای ǒ . Ǔ . Ǒ
ƱŮƎƼات از ƫƹŮžƼ ƫɓرƢŭ دو وی داد. اŶǀام ƊȔری ƊŹاŧان در را ͬƢɔƉو ƚƼاƢƸات ƷɓووɔƸ

ɒɓاƽǀ Ɖری در را Ơŧواŭ ƫɓرƢŭ ƿɔŮƊžǀ در داد. ǃارائ ƊȔری
f(x) =

∞
∑

k=0

ck exp(akx),
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǐǕ
ͬŮƸاŹ Ƽاǁǀد ŬƉدر ،ǃƹƽŵ ǃŧ ǃƹƽŵ اƽơال ŧا را Ƭوق Ɖری α ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ او داد. ƘƊŧ
ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ ƫɓرƢŭ ƻɔƽƢŭ ŧا ƈǫƉ Ȕرد. ƫɓرƢŭ ŬƉا ŬŨŲƼ ŸɔźƑ ơدد ɓ α ǃȔ
را زɓر ƬرƼول (α ∈ C ŧا n ∈ N ŵاɓ·ذاری (ŧا ƊȔری ŬƸاŹ ǃŧ dn

dxn exp(ax) = Dneax = aneax

آورد: ŬƉد ǃŧ
Dαf(x) =

∞
∑

k=0

cka
α
k exp(akx). (ǐǖ . Ǒ)

ŬƊɔƸاŹدر ƿɓا ͬ ȡردد. Ƽرŧ (ǐǖ . Ǒ) Ɖری ɒɓرا·ƽǄ ŧرای α اžŮǀاب ǃŧ ƫɓرƢŭ ƿɓا ŬɓدودźƼ
ǀوع روی ưوی ŭری ŬɓدودźƼ آن، ŵای ǃŧ اƼا .Ŭƍداǀ α اžŮǀاب در ͬŮɓدودźƼ دوم ƫɓرƢŭ ǃȔ
ƯŮƎƼ ،b دžƸواه ǪاراŮƼر ŧا F (x) =

1

xb
ǀوع از Ơŧواŭ ŧرای ƷɓووɔƸ .Ŭƍدا ǃŮƬر Ȕار ǃŧ Ơŧواŭ

Ƒورت ǃŧ را α ǃŨŭرƼ از ƊȔری
Dαx−b =

(−1)αΓ(b+ α)

Γ(b)
x−b−α.

ƱƼالات در را ƫɓارƢŭ ƿɓا ƷɓووɔƸ ،ƫɓرƢŭ دو Ǆر در Ƽوŵود źƼدودǄ Ŭɓای وŵود ŧا داد. ƘƊŧ
Ɖال در Ȕرد. اƭŮƉاده ǃƉدǁǄ و ɔǀا΄Ƽ ،ɓزɔƬ در Ȕارŧردی ƷائƊƼ از Ƣŭدادی ŧرای Žود Ƣŧدی
ǅǁƎɔǪاد ƭŮƼاوت ƫɓرƢŭ ɓ ƿƽɓر داد. اŶǀام ƹɔŭور Ɖری ƻɔƽƢŭ روی ͬƱɔƱźŭ ƿƽɓر ،ǐǗǓǖ
Ȕارŧردی ŸɔźƑ غɔر ƽǀاǄای ŧا ͬǀواŭ Ɖری Ǆای ŧرای و ͬ ƍد Ƽ ƿɔƢƼ اȢŮǀرال ɓ ƷƼاƍ ǃȔ Ȕرد
Ȕرد: ǅǁƎɔǪاد زɓر Ƒورت ǃŧ را f(x) ƭƼروض Ơŧاŭ ŧرای α ǃŨŭرƼ از ƊȔری اȢŮǀرال ƫɓرƢŭ او ŧود.

D−αf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−1f(t)dt+ ψ(x). (ǐǗ . Ǒ)

ȡروǀواƸد ƿɓا ƹƢƼوم ưرار از .ŬƉا c ͬǁƢɓ اȢŮǀرال ƿɔɓاǪ در Ƽوŵود اǅŧام Ŭƹơ ǃŧ ψ(x) Ơŧاŭ وŵود
ŧرای ƿɔƢƼ اȢŮǀرال ƬرƼول ɓ ǃŧ و Ȕرد ǃǶارǫ΄ɓ را ƷɓووɔƸ و ƿƽɓر ŴɓاŮǀ ŧار ƿɔŮƊžǀ ǃȔ ŧود
ƽǄان ψ(x) Ʒƽ΄Ƽ Ơŧاŭ ŧدون و c = 0 ƿɔɓاǪ Źد ŧا (ǐǗ . Ǒ) ǃƸادƢƼ رɔƉد. α‐ام ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ

ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر اȢŮǀرال اƼروزه ǃȔ ŬƉا ɔǶزی
ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری اȢŮǀرال اƼروزی ƫɓرƢŭ در cD

−α
x f(x) ƽǀاد Ƽورد در را ͬŭاȕǀ Źال

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را زɓر اȢŮǀرال ƽǀاد .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ɓادآوری
cD

−α
x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−1f(t)dt, Re(α) > 0. (ǐǘ . Ǒ)

در −α ŵای ǃŧ α ŵاɓ·ذاری ŧا (و ƊȔری اȢŮǀرال ŧرای ŵدɓد ŦŮȔ از ͬŽرŧ در ǁǄوز ǃȔ ƽǀاد ƿɓا
ƌɓاƽǀ ƿɓا اƼا ƍد. ǃŮŽاƉ ǓǓƈɓوɓد ƘƉوŭ ŧار ƿɔƸاو ͬ ƍود، Ƽ اƭŮƉاده ƊȔری) ƯŮƎƼ ƫɓرƢŭ

:ǃƹƽŵ از اŬƉ؛ ǃŮƬرȡ ͬƭƹŮžƼ ǀام Ǆای ،ƿɔɓاǪ Źد اžŮǀاب ǀوع ǃŧ ǃŮƊŧ
0D

−α
x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1f(t)dt, ƿƽɓر ƬرƼول

(Ǒ٠ . Ǒ)
−∞D

−α
x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

−∞

(x− t)α−1f(t)dt. ƷɓووɔƸ ƬرƼول
ǓǓH. T. Davis
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ǐǖ ƊȔری اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب
ͬ دǄد. Ƽ Ǝǀان را ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ǃŧ (ǐǘ . Ǒ) ƬرƼول ǀام ȡذاری Ŭƹơ ƬرƼول، دو ƿɓا

(ǐǘ . Ǒ) در α ǪاراŮƼر ŬƼلاơ در ƘƱƬ ƊȔری ɔȡ ƯŮƎƼری و اȢŮǀرال ɔȡری ƽǀاد ǃȕǁɓا وŵود ŧا
ŭغɔɔر ŧا ƻɔƱŮƊƼ ƙور ǃŧ ƊȔری، ɔȡ ƯŮƎƼری ǃŧ ƊȔری اȢŮǀرال ɔȡری ƔɓوƢŭ ͬ ǁȔد، Ƽ Ƭرق
ͽưوا در ǃȔ ŬƉا Ŭƹơ ƿɓا ǃŧ ƿɓا ƍود؛ ƷƑاŹ ͬ ŭواǀد ƽǀ (ǐǘ . Ǒ) ŬƉرا ŬƽƉ در α ŬƼلاơ
زɓر Ƒورت ǃŧ را ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر  ƯŮƎƼ Ƹذا .ŬƉراȡوا ͬƹȔ ƙور ǃŧ ∫ xc (x− t)−α−1f(t)dt اȢŮǀرال

:ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ƫɓرƢŭ

cD
α
xf(x) = cD

n−β
x f(x)

= cD
n
xcD

−β
x f(x) =

dn

dxn

(

1

Γ(β)

∫ x

c
(x− t)β−1f(t)dt

)

, (Ǒǐ . Ǒ)
.0 < β = n− α < 1 و ŬƉا α از ŧرزگ ŭر ŸɔźƑ ơدد ƿɓرŭ ǶوȔ n = [α] ǃȔ

(c = 0) ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ ǃȔ داد Ǝǀان ŭوان ͬƼ ͬȡادƉ ǃŧ (Ǒǐ . Ǒ) ƫɓرƢŭ از اƭŮƉاده ŧا
ŧا ŬƉا ŧراŧر b دžƸواه ǪاراŮƼر ŧا f(x) = xb Ơŧاŭ ŧرای

0D
α
xx

b =
Γ(b+ 1)

Γ(b− α+ 1)
xb−α.

ƿŮƬرȡ ƞǀر در ŧا او ǐǘǐǖ Ɖال در .ŬƉا ƊǁƼوب ǓǔƷɓو ƊȔری اȢŮǀرال  ǃŧ Ŧƹاغ (ǐǘ . Ǒ) ƬرƼول
ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را 0 < α < 1 ŧرای ƊȔری اȢŮǀرال ǃȔ داد Ǝǀان ͬŭاŨƉاźƼ اŶǀام و ǃɓورƬ ƷɓدŨŭ

:Ŭƍوǀ زɓر Ƒورت Ǆای
Iα+φ(x) =

1

Γ(α)

∫ x

−∞

(x− t)α−1φ(t)dt,

Iα−φ(x) =
1

Γ(α)

∫ +∞

x
(x− t)α−1φ(t)dt. (ǑǑ . Ǒ)

ǃƢƉوŭ ǅƭƼوم Ƹزوم و ƽǀوده ŭر ŬžƉ را آǅǀا ŧا Ȕار ƷɓوɔƸ‐ƿƽɓر ƱŮƎƼات ͬ Ǆای ȡژɓو از ͬŽرŧ
در ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر اȡر ŲƼال ǁơوان ǃŧ ͬ Ɖازد. Ƽ ƽǀاɓان را ƊȔری ƱŮƎƼات ŧرای ŭری ǃŮƬاɓ
ŬƸاŹ ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا در ǃɔƸاو ƍروط ŧاƍد ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ǀوع از ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ
ƢƼادلات در ǃɔƸاو ƍروط ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ƫɓرƢŭ از اƭŮƉاده ŧا ǃȔ ŬƊɔƸاŹ در ƿɓا ǁŮƊǄد ƊȔری

ͬ ŧاǁƍد. Ƽ (ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ) ɔƉلاȔ ŬƸاŹ ǃŧ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد

ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر کسری اŮǀگرال Ǔ . Ǔ . Ǒ
ŬƉا ͬƸراȢŮǀا ƷɓدŨŭ ،ƻɓورŽ ͬ Ƽرŧ آن ǃŧ Ƽ΄رراً ƊȔری ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال ɓ از ǃȔ ͬƭɓارƢŭ از ͬ΄ɓ
ǓǕͬƍوȔ ƬرƼول Ƽا ƫɓرƢŭ ƿɓا Ɖازی ǃɔŨƍ ŧرای ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر اȢŮǀرال ǃȔ
(0, t) ͬǄاǁŮƼ ŧازه Ǆر در و ǃŮƉوɔǪ f(ζ) ɔǁȔد Ƭرض .ƻɔɓاƽǀ ͬ Ƽ ɓادآوری را ǃǀاȡدǁǶ اȢŮǀرال ŧرای

ǓǔWeyl ǓǕCauchy
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǐǗ
:ƻɓدار Ƒورت ƿɓا در ŧاƍد اȢŮǀرال Ǫذɓر

D−nf(t) =

∫ t

0

∫ tn−1

0
· · ·
∫ t1

0
f(t0)dt0 · · · dtn−2dtn−1

=
1

(n− 1)!

∫ t

0

f(s)

(t− s)1−n
ds, n = 1, 2, · · · ,

ơدد ͬǀاƎǀاŵ ͬ دǄد. Ƽ Ǝǀان را اȢŮǀرال ɔȡری ŧار n ،D−n ɓا f (−n) و D0f(t) = f(t) آن در ǃȔ
ƊȔری اȢŮǀرال ،Γ(n) ǃŮƉوɔǪ Ơŧاŭ ŧا (n − 1)! ǃŮƊƊȡ ƷɓورŮȔاƬ و α ͬƱɔƱŹ ơدد ŧا n ŸɔźƑ

را زɓر ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر
aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s)ds,

aI
α
t f(t) در ƊȔری ɔȡری اȢŮǀرال ƹƽơ·ر ǃŧ Ƽرŧوط Źد دو t و a ͬ دǄد.اǀدǄ ƈɓای Ƽ ǃŶɔŮǀ

ͬ ǁǁȔد. Ƽ اƭŮƉاده R−α
D ƽǀاد از Iα ƊȔری اȢŮǀرال ŵای ǃŧ ŦŮȔ از ͬƖƢŧ در ͬ دǁǄد. Ƽ ƌɓاƽǀ را

ƊȔری ƱŮƎƼات از Ȕارŧردی و ƭŮƼاوت ƫɓرƢŭ دو ƷưداŹ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری اȢŮǀرال ƽȔ ŧا
ͬǁƢɓ n = [α] + 1 و ŮƼغɔره دو Ơŧاŭ ɓ f اȡر ƱƼدƼات ƿɓا ŧا ƍوǀد. ǁŧدی ƬرƼول ͬ ŭواǁǀد Ƽ
ǃŧ ŬŨƊǀ α ǃŨŭرƼ از ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ǩǶ اȢŮǀرال آȢǀاه ŧاƍد t ∈ [0, T ] ɔǀز و n − 1 < α < n

ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ ǃǀوȢǁɓا t ŮƼغɔر
(0I

α
t )f(t, x) =

1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ, x)

(t− τ)1−α
dτ, t > 0. (Ǒǒ . Ǒ)

:ƻɓدار α ǃŨŭرƼ از ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ŬƉرا اȢŮǀرال ƫɓرƢŭ ŧرای
(tI

α
T )f(t, x) =

1

Γ(α)

∫ T

t

f(τ, x)

(τ − t)1−α
dτ, t < T. (ǑǓ . Ǒ)

ƊȔری اȢŮǀرال ŧرای را زɓر ͬ Ǆای ȡژɓو ŧاƍد t ≥ 0 ŧرای ǃŮƉوɔǪ ͬƢŧاŭ f(t) ǃȕǁɓا Ƭرض ŧا
ŧرƽƍرد. ͬ ŭوان Ƽ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر

▶ lim
α→0

Iα(f(t)) = f(t),

▶ Iαt (I
β
t f(t)) = Iβt (I

α
t f(t)) = Iα+βt f(t), α, β ∈ R+,

▶ Iα(λf(t) + g(t)) = λIα(f(t)) + Iα(g(t)) α ∈ R+, λ ∈ C,

▶ Iαt t
γ =

Γ(γ + 1)

Γ(α+ γ + 1)
tα+γ , Iαt C =

C

Γ(α+ 1)
tα,

.ŬƉا آƼده [Ǘǐ] ͽŵرƼ در Ƭوق ͬ Ǆای ȡژɓو اŨűات .ŬƉا Ŭŧاű ơدد C و γ ≥ −1 ǃȔ

ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر کسری ƯŮƎƼ ǔ . Ǔ . Ǒ
ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب Žلاف ŧر ǃȔ ͬ دǄد Ƽ Ǝǀان ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب در ƒŮžƼر ƚƼاǃƢƸ ای
Ŧƹاغ ǃȔ ͬƍرو ƍوǀد. ƫɓرƢŭ ͬƭƹŮžƼ روش Ǆای ǃŧ ŬƉا ƿ΄ƽƼ ƊȔری ƱŮƎƼات ،ɔƉلاȔ
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ǐǘ ƊȔری اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب
ƊȔری ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال ǃŧ آن ƻɔƽƢŭ و ǃǀاȡدǁǶ اȢŮǀرال از ͬ ƍود Ƽ اƭŮƉاده ƫɓارƢŭ ƿɓا ɔŧان ŧرای
ŧا ɓا و لاŮɔǁŨɓز) (اɓده ƊȔری ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال ȕŭرار ŧا ɓا ƈǫƉ ƊȔری ƱŮƎƼات ͬ ɔȡرد. Ƽ ǅŧره

ͬ ƍوǀد. Ƽ ƫɓرƢŭ (ƿƽɓر (ǅǁƎɔǪاد ƊȔری ǃŨŭرƼ اȢŮǀرال از ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ

ƊȔری ƯŮƎƼ ،n = [α] + 1 ͬ ƍودو Ƽ ƫɓرƢŭ [a, b] ŧازه روی ǃȔ f(x) Ơŧاŭ ŧرای .ǐ . Ǔ . Ǒ ƫɓرƢŭ
ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ ǃǀوȢǁɓا Ŧɔŭرŭ ǃŧ α > 0 ǃŨŭرƼ از زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ŬƉرا و ǩǶ

aD
α
t f(t) = Dn

t (aI
n−α
t f(t)) =

1

Γ(n− α)

(

d

dt

)n ∫ t

a

f(s)

(t− s)α−n+1
ds, (Ǒǔ . Ǒ)

tD
α
b f(t) = (−1)nDn

t (tI
n−α
b f(t)) =

(−1)n

Γ(n− α)

(

d

dt

)n ∫ b

t

f(s)

(s− t)α−n+1
ds. (ǑǕ . Ǒ)

:ŬƉا ƍده ɔŧان Ʒɓذ در ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ͬƉاƉا ͬ Ǆای ȡژɓو از ͬŽرŧ

▶ Dα
t D

m
t f(t) = Dα+m

t f(t) ̸= DmDαf(t), m = 0, 1, 2, · · ·

▶ Dα
t I

α
t f(t) = f(t), Dα−n

t f(t) = In−αt f(t),

▶ Dα
t t
γ =

Γ(γ + 1)

Γ(γ − α+ 1)
tγ−α, Dα

t C =
C

Γ(1− α)
t−α,

N ǃŧ ƯƹƢŮƼ m و n و m − 1 < β ⩽ m و n − 1 < α ⩽ n ǃǷǀاǁǶ β > 0 و α > 0 ƻɔǁȔ Ƭرض
:ƻɓدار ƈǫƉ α+ β < n و ŧاǁƍد

(aD
α
aD

β)f(x) = (aD
α+βf)(x)−

m
∑

j=1

(aD
β−jf)(a)

(x− a)−j−α

Γ(1− j − α)

.ŬƉا آƼده [Ǘǐ] ͽŵرƼ در Ƭوق ͬ Ǆای ȡژɓو اŨűات .ŬƉا Ŭŧاű ơدد C و γ ≥ −1 ǃȔ

کاپوŭو کسری ƯŮƎƼ Ǖ . Ǔ . Ǒ
اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ ǃɓرƞǀ ǃƢƉوŭ در ͬƽǅƼ ƌƱǀ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ از (ǐ . Ǔ . Ǒ) ƫɓرƢŭ
ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƷŹ ǃƹƽŵ از ƔźƼ رɓاɔƕات در آن ȔارŧردǄای و ƊȔری ǃŨŭرƼ از
ǁȕŭوƸوژی Źال ƿɓا ŧا ƽǀود. اƭɓا Ɖری Ǆا ǁŧ ͽƽŵدی و ŵدɓد Ȕلاس از Ơŧواŭ ƫɓرƢŭ ،ŸɔźƑ
ƱƼالات ŧودǀد. ƊȔری ƯŮƎƼ از ͬƕاɓر ƫɓارƢŭ در Žاص ƞǀر Ŷŭدɓد ǃŧ ɔǀازǁƼد ŵدɓد Ǆای
ŧرای ƊȔری ƱŮƎƼات از ŵاƼدات ɔǀا΄Ƽ و ǃŮɔƊɔŮƉوآلا΄Ɗɓو ǃǁɔƼز در ƒžŧوص ƍده ƎŮǁƼر
Ƽدل ŧرای ͬƕاɓر Ǆای Ƽدل از اƭŮƉاده .[Ǘǔ] ͬ ȡرǁŮƬد Ƽ ǅŧره Ƽواد ͬ Ǆای ȡژɓو Ůǅŧر ƫɔƑوŭ
ͬ ƍدǀد Ƽ رƽǁǄون را ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از اƭŮƉاده ͬ΄ɓوژƸژئو Ǫدɓده Ǆای Ɖازی
ƯŮƎƼ ǃǀاƭƉاŮƼ ͬ ƍد. Ƽ ƈŹ ͬŭادلاƢƼ ƿɔǁǶ ŧرای Ƽرزی Ƙɓراƍ ƬرƼول ǁŧدی Ƹزوم ǃŶɔŮǀدر و
t = a ŧازه ƿɔɓاǪ در ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ Źد ƷƼاƍ Ƽرزی Ƙɓراƍ ǃŧ ŶǁƼر ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ Ǒ٠
ŲƼال ǁơوان ǃŧ ƍد، ŽواǄد

lim
t→a

aD
α−1
t f(t) = b1,

lim
t→a

aD
α−2
t f(t) = b2,

...
lim
t→a

aD
α−n
t f(t) = bn,

ȔاǪوŭو ǀام ǃŧ ɒɓاɔƸاŮɓا رɓاɔƕدان ǐǘǕǖ Ɖال در ǁŮƊǄد. Ŭŧاű k = 1, 2, · · ·n ǃȔ Ǆbkا ͬƼاƽŭ ǃȔ
از ͬ΄ɓ ŧود. ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƱŮƎƼات اǪراŭور از ŵدɓدی ƫɓرƢŭ Źاوی ǃȔ Ȕرد ƎŮǁƼر ƱƼاǃƸ ای
ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای Ƽرزی Ƙɓراƍ ǃȔ ŬƉا ƿɓا ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ اɔŮƼازات ƿɓرŮȡزرŧ
ƯŮƎƼ Źد ƷƼاƍ ͬǁƢɓ ͬ ŧاƍد Ƽ ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ƭرم ƽǄان ȔاǪوŭو، ƯŮƎƼ ŧا
Ȕرد. ƻɔǄواŽ ɔŧان را ƯŮƎƼ ƿɓا ƫɓرƢŭ ǃƼادا ŧود.در ŽواǁǄد t = a ŧازه ƿɔɓاǪ در ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ
ƊȔری ƯŮƎƼ ،n = [α]+ 1 و ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ [a, b] ŧازه روی ǃȔ f(x) Ơŧاŭ ŧرای .Ǒ . Ǔ . Ǒ ƫɓرƢŭ

ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ ǃǀوȢǁɓا Ŧɔŭرŭ ǃŧ α > 0 ǃŨŭرƼ از زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ȔاǪوŭو ŬƉرا و ǩǶ
C
aD

α
t f(t) =a I

n−α
t (Dn

t f(t)) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(s)

(t− s)α−n+1
ds, (Ǒǖ . Ǒ)

C
t D

α
b f(t) = (−1)ntI

n−α
b (Dn

t f(t)) =
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

f (n)(s)

(s− t)α−n+1
ds. (ǑǗ . Ǒ)

Žلاف ŧر Ŭŧاű ơدد از ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ǃȔ ŬƉا ƿɓا ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ͬ Ǆای ȡژɓو از دɓ·ر ͬ΄ɓ
ͬ ƍود. Ƽ ƭƑر ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ

ƯŮƎƼ ŧا آن ɒɓاŶŧاŵ ơدم ŧرƽƍرد ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ŧرای ͬ ŭوان Ƽ ǃȔ ͬŭاɔƑوƒŽ دɓ·ر از
ŧاƍد m ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ از ͬƸوƽƢƼ ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر Dm ƻɔǁȔ Ƭرض اȡر ǃ΄ɓورƙ ǃŧ .ŬƉا ͬƸوƽƢƼ

آȢǀاه
CDα

t D
m
t = CDα+m

t ̸= Dm
t

CDα
t .

کاپوŭو ƯŮƎƼ و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ƿɔŧ راŧطǃ   ی ǖ . Ǔ . Ǒ
ŧرای CaDα

t و aD
α
t ƯŮƎƼ دو Ǆر ǃȔ ŧاƍد ǁǶان f ∈ A1[a, b] و n = [α] + 1 αو ≥ 0 ɔǁȔد Ƭرض

ŧود: ŽواǄد ŧرưرار ƯŮƎƼ دو ƿɓا ƿɔŧ زɓر راǃƚŧ ی Ƒورت ƿɓا در ŧاƍد ǃŮƍدا وŵود آن
C
aD

α
t f(t) = aD

α
t f(t)−

n−1
∑

k=0

Dkf(a)

Γ(k − α+ 1)
(t− a)k−α. (Ǒǘ . Ǒ)

کسری ƱŮƎƼات ͬ Ǆای وɓژگ Ǘ . Ǔ . Ǒ
ŧود. ŽواǄد źƼاŨƉات در ƊȔری ƱŮƎƼات ǪرȔارŧرد ͬ Ǆای ȡژɓو ŧر Ƽا ƽŭرȔز ƌžŧ ƿɓا در

ŧودن خطͬ (ǐ
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Ǒǐ ƊȔری اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب
:ŬƉا ͬƚŽ ƹƽơ·ر ɓ ƊȔری ƯŮƎƼ ،ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ ŧا ǃŧاƎƼ ŬƉدر

Dα
t (λf(t) + µg(t)) = λDα

t f(t) + µDα
t g(t), (ǒ٠ . Ǒ)

.ŬƉا ƷŨư Ǆ ƌžŧای در ƍده ɔŧان ƊȔری ƱŮƎƼات از ɓرǄ دǁǄده Ǝǀان Dα ǃȔ

کسری ƯŮƎƼ ŧرای لاŮɔǁŨɓز ưاơده (Ǒ
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ ƊȔری ƱŮƎƼات ŧرای لاŮɔǁŨɓز ưاơده

Dα
t [f(t)g(t)] =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

Dα−n
t f(t)Dn

t g(t). (ǒǐ . Ǒ)
کسری ƱŮƎƼات ŧرای زɔŶǀره ای ưاơده (ǒ

از ƊȔری ƯŮƎƼ ،Ơŧاŭ دو ƕرب از ƊȔری ƯŮƎƼ ŧرای لاŮɔǁŨɓز ưاơده ɔƭƼد ŴɓاŮǀ از ͬ΄ɓ
ŧاƍد: ŦɔȔرŭ Ơŧاŭ ɓ Ψ(t) ǃȔ ɔǁȔد Ƭرض .ŬƉا ŦɔȔرŭ Ơŧاŭ

Ψ(t) = Ψ(ϕ(t)),

:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ Ψ(t) Ơŧاŭ از α‐ام ǃŨŭرƼ ƊȔری ƯŮƎƼ

Dα
t (Ψ(ϕ(t))) =

tαΨ(ϕ(t))

Γ(1− α)
+

∞
∑

k=1

Cαk
k!tk−α

Γ(k − α+ 1)

k
∑

m=1

(Dm
ϕ Ψ(ϕ))ϕ=ϕ(t) ×

×
∑

k
∏

r=1

1

ar!

(

(Dr
tϕ)(t)

r!

)ar

, (ǒǑ . Ǒ)

ǃǶ ǁǶان ŬƉا ak, · · · , a2, a1 ͬƭǁƼاǀ ŮƼغɔر ƱƼادɓر ŭرŨɔȔات ƽŭام روی ∑k ƽŶƼوع و t > 0 ǃȔ
.ƻɓدار را ∑k

r ar = m ɔǀز و ∑k
r=1 rar = k

کسری ƱŮƎƼات از لاپلاس ƷɓدŨŭ ǘ . Ǔ . Ǒ
ƫɓرƢŭ ŧا s ƘƹŮžƼ ŮƼغɔر از F (s) Ơŧاŭ .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ آغاز لاǪلاس ƷɓدŨŭ ͬƬرƢƼ ŧا را ƌžŧ ƿɓا

F (s) = L{f(t) : s} =

∫ ∞

0
e−stf(t)dt, (ǒǒ . Ǒ)

ǃŨŭرƼ از ŧاɓد f(t) Ơŧاŭ اȢŮǀرال ƿɓا وŵود ŧرای ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده f(t) Ơŧاŭ از لاǪلاس ƷɓدŨŭ
ǃȔ دارǀد وŵود ǁǶان M و T ŬŨŲƼ Ŭŧواű ͬǁƢɓ ŧاƍد؛ α ɒɓاƽǀ
e−αt|f(t)| ≤M, ∀t > T

t→ ∞ ǃȔ ͬǀاƼز ƿɔƢƼ ɒɓاƽǀ Ơŧاŭ ɓ ǃŧ ŬŨƊǀ Ɖرŭ Ơɓری رƍد Ũǀاɓد f(t) Ơŧاŭ دɓ·ر Ũơارت ǃŧ
Ʒ΄ƍ ǃŧ F (s) از ȕƢƼوس لاǪلاس ƷɓدŨŭ از اƭŮƉاده ŧا ͬ ŭواǀد Ƽ f(t) ͬƹƑا Ơŧاŭ ŧاƍد. ǃŮƍدا

f(t) = L−1{F (s); t} =

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s)ds, c = Re(s) > c0, (ǒǓ . Ǒ)
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǑǑ
ưرار (ǒǒ . Ǒ) لاǪلاس اȢŮǀرال ƽǄ·رای ȔاƼلا́ ǃźƭƑ ƻɔǀ ŬƉرا ŬƊư در c0 ǃȔ ƍود ɒŧاɓازŧ
ƕرب از لاǪلاس ƷɓدŨŭ ǃȕǀآ ŬƊžǀ .ŬƉا ƻǅƼ ͬȡژɓو دو دارای Ƽا دɓدȡاه از ƷɓدŨŭ ƿɓا دارد.

:ͬǁƢɓ ŬƉا Ơŧاŭدو آن از لاǪلاس ƷɓدŨŭ ƕرب ŧا ŧراŧر Ơŧاŭ دو
L{f(t) ∗ g(t); s} = F (s)G(s). (ǒǔ . Ǒ)

ɔŧان زɓر Ƒورت ǃŧ ǃȔ ŬƉا f(t) Ơŧاŭ از n‐ام ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ از لاǪلاس ƷɓدŨŭ دوم
ͬ ƍود: Ƽ

L{fn(t); s} = snF (s)−
n−1
∑

k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1
∑

k=0

skf (n−k−1)(0). (ǒǕ . Ǒ)

ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر کسری ƯŮƎƼ از لاپلاس ƷɓدŨŭ
ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر Ƒورت ǃŧ f(t) Ơŧاŭ از α ǃŨŭرƼ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ لاǪلاس ƷɓدŨŭ

L{0Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

n−1
∑

k=0

sk[0D
α−k−1
t f(t)]t=0, (n− 1 ≤ α < n). (ǒǖ . Ǒ)

کاپوŭو کسری ƯŮƎƼ از لاپلاس ƷɓدŨŭ
ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر Ƒورت ǃŧ ȔاǪوŭو ƊȔری ƯŮƎƼ از لاǪلاس ƷɓدŨŭ

L{C0 Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

n−1
∑

k=0

sα−k−1f (k)(0), (n− 1 ≤ α < n). (ǒǗ . Ǒ)

ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر Ơŧاŭ ǐ٠ . Ǔ . Ǒ
ƻɔƽƢŭ ͬ ǁȔد. Ƽ اƭɓا ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŭئوری در ͬƽǅƼ ƌƱǀ ،ez ɒɓاƽǀ Ơŧاŭ

ͬ ƍود Ƽ داده Ǝǀان زɓر Ƒورت ǃŧ ǃȔ ǪاراŮƼری ɓ ŬƸاŹ ǃŧ Ơŧاŭ ƿɓا
Eα(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(1 + αk)
, (ǒǘ . Ǒ)

از دɓ·ری ƿɔƱƱźƼ ƘƉوŭ Ơŧاŭ ƿɓا ƢŧدǄا ƍد. ͬƬرƢƼ ǐǘ٠ǔ Ɖال ŮɔƼاگ‐ƹƭƸرǓǖدر ƘƉوŭ
ƍد. ͬƉررŧ ǐǘǔǒ Ɖال در ǔرت٠ŨƼاǄ و ǐǘǓǗ Ɖال در ǓǘولاردǪ ،ǐǘ٠ǔ Ɖال در ǓǗƿƽɓو ǃƹƽŵ

ƫɓرƢŭ ŧا ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر ǪاراŮƼری دو Ơŧاŭ
Eα,β(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(β + αk)
, α > 0, β > 0, (Ǔ٠ . Ǒ)

ǓǖMittage-Leffler
ǓǗWiman

ǓǘPollard ǔ٠Humbert
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Ǒǒ ƊȔری اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب
در ǔǐراوالȡآ ƘƉوŭ ŧار ƿɔŮƊžǀ ͬ ǁȔد Ƽ ŧازی ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب در ͬƽǅƼ ƌƱǀ ǃȔ
ͬƸو ɓاǁŮƬد ŬƉد ƫɓرƢŭ ƿɓا ǃŧ ŮƎƼرȔاً ǄاŨƼرت و آȡروال ǃȕǁɓا ŧاوŵود ƍد. ͬƬرƢƼ ǐǘǔǒ Ɖال
زɓر Ƙŧروا ƽǀودǀد. اƭŮƉاده Ơŧاŭ ƿɓا دادن Ǝǀان ŧرای ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر ƽǀادȡذاری و ǀام ƽǄان از

ͬ ƍود: Ƽ ƷƑاŹ ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر Ơŧاŭ ƫɓرƢŭ از ƻɔƱŮƊƼ ƙور ǃŧ
E1,1(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(1 + k)
= ez, (Ǔǐ . Ǒ)

E2,2(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(2 + 2k)
=

sinh
√
z√

z
, (ǓǑ . Ǒ)

E2,1(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(1 + 2k)
= cosh

√
z. (Ǔǒ . Ǒ)

Ơŧاŭ از ƯŮƎƼ Ƒورت ƿɓا در ،a ∈ R و α, β, γ > 0 ɔǁȔد Ƭرض .Eα = Eα,1 ǃȔ ŬƉا ذȔر Ʒŧاư
ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر

Dγ [tβ−1Eα,β(at
α)] = tβ−γ−1Eα,β−γ(at

α), (ǓǓ . Ǒ)
Dα[Eα(at

α)] = aEα(at
α). (Ǔǔ . Ǒ)

از: ŬƉا Ũơارت α > 0 ǃŨŭرƼ از ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر Ơŧاŭ از لاǪلاس ƷɓدŨŭ
L {Eα(atα)} =

sα−1

sα − a
, s > |a|1/α. (ǓǕ . Ǒ)

ƻɓدار ɒɓاƽǀ Ơŧاŭ ƘƊŧ Ɖری از اƭŮƉاده ŧا s > a ŧرای ŬƱɔƱŹ در
1

s− α
=

∫ ∞

0
e−steatdt =

∞
∑

k=0

ak

k!

∫ ∞

0
e−sttkdt =

∞
∑

k=0

ak

k!

k!

sk+1
=

∞
∑

k=0

ak

sk+1
.

:ƻɓدار ɔǀز ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر Ơŧاŭ ŧرای ǃŧاƎƼ ƙور ǃŧ
L {Eα(atα)} =

∞
∑

k=0

ak

Γ(αk + 1)

∫ ∞

0
e−sttαkdt =

∞
∑

k=0

ak

Γ(αk + 1)

Γ(αk + 1)

sαk+1

=

∞
∑

k=0

ak

sαk+1
= sα−1

∞
∑

k=0

ak

(sα)k+1
=

sα−1

sα − a
.

ŧود: ŽواǄد زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα) Ơŧاŭ از لاǪلاس ƷɓدŨŭ ƍد، ɔŧان ǃǷǀآ ǃŧ ǃŵوŭ ŧا

L{tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα)} =

∫ ∞

0
tαk+β−1e−stE

(k)
α,β(±atα)dt

=
k!sα−β

(sα ∓ a)k+1
, s > |a|1/α, (Ǔǖ . Ǒ)

.ŬƉا k‐ام ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ E(k)
α,β(z) =

dk

dzk
Eα,β(z) از ƞǁƼور ǃȔ

ǔǐAgarwal
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǑǓ

کسری Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات ǔ . Ǒ
ǀوع از ƱŮƎƼات درŧردارǀده ǃȔ ŬƉا ͬƹɔƊǀراƭɓد  ǃƸادƢƼ (FDE) ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ
ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ͬƽɔƽƢŭ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات .ŬƉا ƊȔری
در آǅǀا ȕŭرارƍوǀده ƝاǄر Žاƙر ǃŧ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات اɔŽر Ɖال Ǆای در ǁŮƊǄد.
اƽŮŹال، ،ͬƕاɓر ɓزɔƬ ،ͬƉاǁƍ ŬƊɓز ،ͬƽɔƍروŮ΄Ƹا ɔƉالات، ɔǀا΄Ƽ در ƫƹŮžƼ ȔارŧردǄای
ǃŮƉد دو ǃŧ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧوده اǀد. ǃƢƸاƚƼ و ǃŵوŭ Ƽورد ɔƊŧار غɔره و ͬƉدǁǅƼ
ƿɓا ǃŧ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ͬƹȔ Ƒورت ͬ ƍوǀد. Ƽ ǁŧدی ƻɔƊƱŭ ͬƚŽ‐رɔغ و ͬƚŽ

:ŬƉا Ƒورت
F (t, x, u, ut, ux, uy, uz, uxx, uyy, · · · , Dα

t u,
CDβ

xu,D
γ
yu, · · · ) = 0, (ǓǗ . Ǒ)

ɓا و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƫƹŮžƼ ƱŮƎƼات و u = u(t, x, y, z, · · · ) ŦƊŹرŧ ǃƹƽŵ ای ǁǶد F آن در ǃȔ
0 < α, β, γ < 1 Ƒورت ǃŧ ƊȔری ƱŮƎƼات ǃŨŭرƼ .ŬƉا ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ǃŧ ŬŨƊǀ u ƊȔری

Ȕرد. ƻɔǄواŽ اƍاره ƢƼادلات ƿɓا ƿɓرŭ ŬƬروƢƼ از Ƽورد ǁǶد ǃŧ ŲƼال ŧرای .ŬƉا
ͬƹȔ Ƒورت ŧا ȡرƼا ŬɓداǄ  ɔƉلاȔ ƢƼادǃƸ ی .ǐ . ǔ . Ǒ Ƽثال

∂T

∂t
=

∂

∂x

[

D
∂T

∂x

]

, x ∈ (0,∞), t > 0,

t زƼان در x ǃƚƱǀ در دƼا T (x, t) ǃƸادƢƼ ƿɓا در .ŬƉا ɓزɔƬ و رɓاɔƕات در آǁƍا ǀام ƢƼادلات از
ǃɔŹاǀ از ƒŽوص ǃŧ Ƽاده ɓ در ȡرƼا اƱŮǀال ŬơرƉ ƽǄان ǃȔ ŬƉاƼرȡ اƎŮǀار Ŭŧاű Ŧɓرƕ D و
ǃɔŹاǀ ɓ در را ȡرƼا اƎŮǀار ǃƸادƢƼ ƿɓا زد Źدس ͬ ŭوان Ƽ ǃȔ ƽǄاƚǀور .ŬƉا Ɖرد ǃɔŹاǀ ǃŧ ȡرم
ƍد ǃارائ ǔǑاردیǁɔƼ ƘƉوŭ Ƣŧد Ǆا ǃƸادƢƼ ƿɓا ƻɔƽƢŭ ͬ دǄد. Ƽ Ǝǀان زƼان ƙول در Ƽاده ɓ از

ͬ ƍود: Ƽ ƿɓز·ɓاŵ ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƯŮƎƼ ŧا زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ آن در ǃȔ
∂αT

∂tα
=

∂

∂x

[

D
∂T

∂x

]

, x ∈ (0,∞), t > 0. (Ǔǘ . Ǒ)
ŬƉا α ǃŨŭرƼ از زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ دǁǄده ی Ǝǀان ∂αT

∂tα
آن در ǃȔ

.ŬƉا ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ از ƽǀوǃǀ ای ǃƸادƢƼ ƿɓا .[ǑǕ]
اƎŮǀار ƫɔƑوŭ ŧرای ͬƕاɓر Ƽدل ɓ KdV اƒŮŽار ǃŧ ɓا ǔǒƈɓدور Ȕورŭوج ǃƸادƢƼ .Ǒ . ǔ . Ǒ Ƽثال
ŬŨƊǀ ƊȔری ŬƸاŹ در KdV ǀوع از ƢƼادلات ͬƹȔ Ƒورت .ŬƉا آب Ưƽơ ƻȔ ƚƉوح در اƼواج

ŬƉا زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ زƼان ǃŧ
∂αu

∂tα
= uNx +AuPux, 0 < α < 1, P > 0, uNx =

∂Nu

∂xN
(ǔ٠ . Ǒ)

،ǔǓ ŧرȡرز ƊȔری ǃƸادƢƼ ǃŧ Ŧɔŭرŭ ǃŧ (ǔ٠ . Ǒ) ǃƸادƢƼ ،N = 2, 3, 5 ɔǀز و P = 1 ƿŮƬرȡرƞǀ در ŧا
.[Ǔ٠] ͬ ƍود Ƽ ƷɓدŨŭ ƻŶǁǪ ǃŨŭرƼ KdV و KdV

ǔǑMainardi
ǔǒKorteweg-de Vries

ǔǓBurgers
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Ǒǔ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات
ǃƸادƢƼ ŬƉا ǪرȔارŧرد و ƢƼروف ɔƊŧار آن ƊȔری ŬƸاŹ ǃȔ ͬŭادلاƢƼ از دɓ·ر ͬ΄ɓ .ǒ . ǔ . Ǒ Ƽثال
Ƽاده ɓ در را ذرات ɔƼ΄رو ͬƢƽŵ ŬȔرŹ رŮƬار ،ɓزɔƬ در ǃƸادƢƼ ƿɓا .[Ǒǘ] ͬ ŧاƍد Ƽ اƎŮǀار
ǃƸادƢƼ ƿɓا رɓاɔƕات در ǁȔد. ͬƼ ƫɔƑوŭ ،ŬƉا ذره ɔƼ΄رو Ǆر ͬƬادƒŭ ŬȔرŹ از ͬƍاǀ ǃȔ
ƹơوم ،ͬȡدǀز ƹơوم اƙلاơات، ƹơوم Ƽواد، ƹơوم Ƽاǁǀد ǔǔوفȔارƼ Ƭرآǁɓد ŧا ƘŨŭرƼ Ƽوƕوơات در

از: ŬƉا Ũơارت ǃƸادƢƼ ƿɓا Ƒورت .ŬƉا ǪرȔارŧرد ɔƊŧار غɔره و ،ͬơاƽŮŵا
Dα
t u = (k(u)ux)x, (ǔǐ . Ǒ)

ƯŮƎƼ دǁǄده Ǝǀان Dα
t و 0 < α ⩽ 2 ،Ơŧاŭ ɓ k(u) و Ƽ΄ان و زƼان از واǃŮƊŧ ای ŮƼغɔر u ǃȔ

ƷɓدŨŭ ͬŭاوƭŮƼ ƊȔری ƢƼادلات ǃŧ α ŧازه ŭغɔɔر ŧا ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬ ŧاƍد. Ƽ زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری
ŧرای اƎŮǀار، ǃƸادƢƼ ǃŧ α = 1 ŧرای اƎŮǀار، زɓر ǃƸادƢƼ ǃŧ α ∈ (0, 1) ŧرای ŲƼلا ͬ ƍود. Ƽ

ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ Ƽوج ɔŲȕŭر ǃƸادƢƼ ǃŧ α = 2 ŧرای و Ƽوج اƎŮǀار ǃƸادƢƼ ǃŧ α ∈ (1, 2)

ƷɓدŨŭ روش ƷɔŨư از دارد وŵود ͬŭاوƭŮƼ روش Ǆای ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ƷŹ ŧرای
Ɖری روش ،ǔǖǃɓورƬ ƷɓدŨŭ روش ،ǔǕƿɔƹƼ ƷɓدŨŭ روش ƷɔŨư از ͬƹɔƹźŭ روش Ǆای لاǪلاس
ͬƉررŧ ŧرای Ƽؤűر روش ɓ ơددی. روش Ǆای از ɔƊŧاری و ǀاوردا زɓرƖƬای روش ،ͬǀواŭ Ǆای
از ͬ΄ɓ Ʊŭارن .ŬƉا ͬǄروȡ آǀاɔƸز روش ƊȔری، ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ŵواب ƿŮŽاƉ و
اŧزار ɓ ȡروه Ǆا ǃɓرƞǀ ǃȔ ƻɔǀدا ͬ Ƽ ɒŧوŽ ǃŧ .ŬƉا ƌɓاǄ دهɓدǪ و ŬƢɔŨƙ ͬƉاƉا ͬ Ǆای ȡژɓو
ͬ Ǆای ȡژɓو .ŬƉا ɒɓزŵ ƱŮƎƼات ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʒɔƹźŭ و ǃɓزŶŭ ŧرای ŬŹرا و Ƭراɔȡر
ƱƼالات ͬŽرŧ در اɔŽرا .ŬƉا ǃŮƬرȡ ưرار ǃƢƸاƚƼ Ƽورد ŮƊȡرده ƙور ǃŧ ǃŮƍذȡدر ǄPDEا ͬǀارƱŭ
ƙور ǃŧ ͬŭآ Ǆ ƷƒƬای در .ŬƉا ƍده داده ƘƊŧ ɔǀز ǄFDEا ǃŧ Ʊŭارن ȡروه ȔارآƼد ǃɓرƞǀ ͬƽƹơ

داد. ƻɔǄواŽ ƍرح را روش ƿɓا ƷƒƭƼ

کسری ǃŨŭرƼ از دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات Ǖ . Ǒ
Ǫردازش در ͬǀراواƬ ȔارŧردǄای دارای ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ƍد اƍاره اŮŧداً ǃȔ ƽǄان ƙور
ȡرƼا ƌǀاƉر و ɒɓاƼرȡ Ǆ ƻŮƊɔƉای ،ͬ΄ɓوژƸوɔŧ ŧاǄ ŬƬای ɔǷɔǪده، دǁɓاǄ ɔƼای ،ͬƸاǁ·ɔƉ
ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ǃŧ زɓادی ǪژوǄ ƌǄای اɔŽر Ɖال ǁǶد در ͬ ŧاƍد. Ƽ
اŨűات Ŭǅŵ ɒɓاɓاƖư اŨűات ǃŧ ƚƼاƢƸات ƿɓا اŲȔر .ŬƉا ƍده داده Ɛɔƒžŭ (FIDEs) ƊȔری
وŵود ŧرای Ƽرزی Ƙɓراƍ ͬƉررŧ ǃŧ دɓ·ر ͬŽرŧ ͬ Ǫردازǀد. Ƽ ƢƼادلات ƿɓا ŧرای ŵواب وŵود
ƿɓا ŧا ͬƉدǁǄ روɓ΄رد ŧا ͬŭاƢƸاƚƼ اǀدک ɔƼان ƿɓا در ǪرداǃŮŽ اǀد. ƢƼادلات ƿɓا ŧرای ŵواب
ƢƼادلات ƒŽوص در ƍده اŶǀام ͬƉدǁǄ ǪژوǄ ƌǄای ɔƼان در اǀد. Ȕرده ŧرŽورد ƚƼاƢƸات
در ͬ ƍود. Ƽ دɓده ƭŮƼاوت ƫɓرƢŭ دو ƢƼادلات ƿɓا ŧرای ƊȔری، ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال

.ŬŽرداǪ ƻɔǄواŽ اƒŮŽار ǃŧ ƫɓارƢŭ ƿɓا ǃŧ ǃƼادا
ǔǔMarkov
ǔǕMellin

ǔǖFourier
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǑǕ

ǃŨŭرƼ از دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات از ƫɓرƢŭ ƿɔŮخسǀ ǐ . Ǖ . Ǒ
کسری

ǃŮƉوɔǪ ƙور ǃŧ Ơŧواŭ ƿɓا ǃ΄ɓورƙ  ǃŧ ŧاƍد f(x) Ơŧواŭ Ȕلاس دǁǄده Ǝǀان ACm[a, b] ɔǁȔد Ƭرض
ǃŮƉوɔǪ ȔاƼلا́ f (m−1)(x) ƯŮƎƼ و ǁŮƊǄد Ǫذɓر ƯŮƎƼ m − 1 ǃŨŭرƼ ŭا [a, b] ǃŮƊŧ ی ŧازه روی
ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ǀوع از ƊȔری Ǆ ƯŮƎƼای وŵود ŧرای ͬƬاȔ ƍرط .f (m−1)(x) ∈ AC[a, b] :ŬƉا
ǃȔ ŬƉا ƿɓا ،ϕ(x) Ơŧاŭ ŧرای (ǑǗ . Ǒ) و (Ǒǖ . Ǒ) ƫɓرƢŭ ŧا ȔاǪوŭو و (ǑǕ . Ǒ) و (Ǒǔ . Ǒ) ƫɓرƢŭ ŧا
ŮƼغɔر Ǆای ɓ ŬƉا ǅƭƼوم دو ƷƼاƍ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧاƍد. ǃŮƍدا ƯƹƢŭ ACm[a, b] ŧازه ǃŧ

.ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧواŭ دɓ·ری و ͬƹɔƊǀراƭɓد
ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر u = u(x) و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ŧردار x = (x1, · · ·xn) ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . Ǖ . Ǒ ƫɓرƢŭ

ǁŮƊǄد: زɓر Ƒورت ǃŧ ŮƼغɔرǄای ͬƹɔƊǀراƭɓد ŮƼغɔرǄای ŧاƍد.
u(1) = {ui1}, u(2) = {ui1i2}, · · ·u(k) = {ui1i2···ik} (ǔǑ . Ǒ)

ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر Ƙŧروا ƻŮƊɔƉ ŧا ǃȔ
ui1 = Di1(u), ui1i2 = Di2(ui1) = Di2Di1(u), · · ·

ui1i2···ik = Dik(ui1i2···ik−1
) = DikDik−1

· · ·Di1(u), (i1, i2, · · · , ik = 1, 2, · · · , n).

آن ŧرای زɓر ƫɓرƢŭ ǃȔ ŬƉا xi ǃŧ ŬŨƊǀ ͬƹȔ ƷɔƊǀراƭɓد ƹƽơ·ر دǁǄده Ǝǀان Di ƫɓرƢŭ ƿɓا در
:ŬƉا ƍده ǃارائ

Di =
∂

∂xi
+ ui

∂

∂u
+ uij

∂

∂uj
+ uijk

∂

∂ujk
+ · · · . (ǔǒ . Ǒ)

Ȕرد. ƻɔǄواŽ ͬƬرƢƼ را ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ǃƼدƱƼ ƿɓا از Ƣŧد
ŧا ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای از Ƽا ƫɓرƢŭ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات از ǀوع ƿɓا در
اŮŧدا .ŬƉا ƭŮƼاوت ɓا ƊȔری ɓا ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات در ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای

Ƒورت ǃŧ Ƣŧ‐nدی اƚƊƸوح ŮƼوازی ɓ Ω ɔǁȔد Ƭرض
Ω = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn], −∞ < ai < bi <∞, (i = 1, · · · , n).

ƙور ǃŧ ƹƽơ·رǄا ƿɓا از ǄرȔدام .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را ƹƽơ·رǄا از ǀوع ǃƉ Ƽا ƫɓرƢŭ ƿɓا در ŧاƍد.
Ʒƽơ ،x ∈ Ω ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ŧردار از xi(i = 1, · · · , n) ƒŮžƼات از ǄرȔدام ǃŧ ŬŨƊǀ ƷƱŮƊƼ
ƹƽơ·رǄای ،Di ɔȡری ƷɔƊǀراƭɓد ƹƽơ·رǄای ǁŮƊǄد: Ƒورت ƿɓا ǃŧ ƹƽơ·رǄا ƿɓا ͬ ǁǁȔد. Ƽ
اȢŮǀرال ƹƽơ·رǄای و ،αi ∈ (0, 1) ǃŨŭرƼ از Iαi

i+
≡ aiI

αi
xi ǩǶ ŬƽƉ از ƊȔری ɔȡری اȢŮǀرال

در ƹƽơ·رǄا ƿɓا Ȕردن ŦŭرƼ ŧا .βi ∈ (0, 1) ǃŨŭرƼ −Iβiiاز ≡ xiI
βi
bi

ŬƉرا ŬƽƉ از ƊȔری ɔȡری
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Ǒǖ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات
:ƻɓدار ƈɓرŭاƼ ɓ

B =











D1 D2 · · ·Dn

Iα1
1+

Iα2
2+

· · · Iαn
n+

Iβ11− Iβ22− · · · Iβnn−











, αi, βi ∈ (0, 1) (i = 1, 2, · · · , n),

ͬ ŧاǁƍد: Ƽ زɓر Ƒورت ǃŧ ƈɓرŭاƼ ƿɓا دراǄ ǃɓای

Bδ
i =



















Iαi

i+
, δ = +1,

Di, δ = 0,

Iβii− , δ = −1.

(ǔǓ . Ǒ)

ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƹƽơ·ر Ǆای ŬƸاŹ ǃŧ را ͬƹɔƊǀراƭɓد ŮƼغɔر Ǆای ǅƭƼوم Ƽا Źال
.ƻɔǄد ͬ Ƽ ƻɔƽƢŭ ƊȔری

ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای ŧرروی (ǒ . Ǒ) ƹƽơ·رǄای ŧردن Ȕ ǃŧار ǃŶɔŮǀ u[k] ŮƼغɔر Ǆای .Ǒ . Ǖ . Ǒ ƫɓرƢŭ
ͬ ƍوǀد: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر Ƙŧروا ŧا و ŧوده u

u[1] = {uδ1i1 } ≡ {Bδ1
i1
(u)},

u[2] = {uδ1δ2i1i2
} ≡ {Bδ2

i2
(uδ1i1 )} = {Bδ2

i2
Bδ1
i1
(u)}, · · · , (ǔǔ . Ǒ)

u[k] = {uδ1δ2···δki1i2···ik
} ≡ {Bδk

ik
(u
δ1δ2···δk−1

i1i2···ik−1
)} = {Bδk

ik
B
δk−1

ik−1
· · ·Bδ1

i1
(u)}, · · · ,

(i1, i2, · · · , ik = 1, 2, · · · , n, δ1, δ2, · · · , δk = −1, 0, 1),

وƕوح ǃŧ ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ͬƚŽ ŮƼغɔرǄای ŮƼغɔرǄا، ƿɓا
Ȕ ǃŧارŧردن ƷƑاŹ u(k)) ͬ ƍود Ƽ ɔǀز u(k) ŮƼغɔرǄای ǃơوƽŶƼ ƷƼاƍ u[k] ŮƼغɔرǄای ǃơوƽŶƼ

.(ŬƉا u ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای روی ŧر ƷƼاȔ ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر
‐ƷɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ x, u, u[1], · · · ŮƼغɔرǄای ͬǄاǁŮƼ Ƣŭداد ǃŧ ǃŮƊŧوا Fͬƹɔƹźŭ Ơŧاŭ .ǒ . Ǖ . Ǒ ƫɓرƢŭ
‐ƷɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ در (ǔǔ . Ǒ) Ƭرم ǃŧ ŮƼغɔرǄای از k ǃŨŭرƼ ƿɓرŭالاŧ ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده ƊȔری اȢŮǀرال

اȢŮǀرال
F = F (x, u, u[1], u[2], · · · , u[k]), k <∞, (ǔǕ . Ǒ)

را ͬǄاǁŮƼ ƼرǄ ǃŨŭای از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال Ơŧواŭ ǃƽǄ ǃơوƽŶƼ ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده Ơŧاŭ ǃŨŭرƼ
را ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ ͬ ŭوان Ƽ ŧالا ƱƼدƼات ŧا .ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان F ŧا

Ȕرد: ƫɓرƢŭ ƿɔǁǶ
F = F (x, u, u[1], u[2], · · · , u[k]) = 0. (ǔǖ . Ǒ)

ƈǪ .ŬƉا ƊȔری و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ دو Ǆر از اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƹƽơ·رǄای ƷƼاƍ ǃƸادƢƼ ƿɓا
اȢŮǀرال ƢƼادلات ،ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƷƼاƍ Žاص ŹاǄ ŬƸای در ǃƸادƢƼ ƿɓا ǃȔ Ŭƭȡ ͬ ŭوان Ƽ
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ɔǀاز Ǆا  ƌɔǪ ǑǗ
ǃŮŽاǁƍ ŮƽȔر ǃŮƉد و ȔاǪوŭو ɓا و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر Ǆ ƯŮƎƼای ŧا ƊȔری ƢƼادلات ƊȔری، ǃŨŭرƼ از

.ŬƉا دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ƍده ی
:[ǕǕ] Ȕرد اƍاره ƊȔری ǀوƉاȢǀر ǃƸادƢƼ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ƢƼادلات ƿɓا از ͬƸاŲƼ ǁơوان ǃŧ

xD
α
1 (
C
0 D

α
xu)− w2u = 0, x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), (ǔǗ . Ǒ)

Ȕرد: ͬƊɓوǀازŧ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ را ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬ ŭوان Ƽ ͽưوا در
(−1)Dx

(

xI
1−α
1 (0I

1−α
x Dx(u))

)

− w2u = 0.

ƽǀوǃǀ ای .ŬƉا ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ŮƼغɔر ɓ u ǃȔ ͬ ƍود Ƽ دɓده وƕوح ǃŧ
ƊȔری Ƽوج ǃƸادƢƼ ƢƼادلات، ƿɓا از دɓ·ر

utt = −C
xD

α
1 (0D

α
xu), x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), (ǔǘ . Ǒ)

ͬ ŧاƍد. Ƽ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ŮƼغɔر ɓ u ɔǀز Ƭوق ǃƸادƢƼ در .ŬƉا

کسری ǃŨŭرƼ از دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات از ƫɓرƢŭ ƿɔƼدو Ǒ . Ǖ . Ǒ
ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ƫɓرƢŭ ǀوع ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات از ƫɓرƢŭ ƿɓدرا
ƷƼاƍ ƢƼادلات از ǀوع ƿɓا ǀدارد. ƊȔری ɓا ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧا ͬŭاوƭŭ ǃŮƊŧوا
Ƒورت ǃŧ ƢƼادلات ƿɓا ͬƹȔ Ƒورت ǁŮƊǄد. ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƯŮƎƼ و اȢŮǀرال ǀوع از ɒɓاǄ ǃƹƽŵ

Dα
t u(t, x) = G

(

F (t, x, u, u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

, (Ǖ٠ . Ǒ)
ɓا و

CDα
t u(t, x) = G

(

F (t, x, u, u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

, (Ǖǐ . Ǒ)
ŮƼغɔر x = (x1, x2 · · · , xp) و l ≤ p ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ǁŮƊǄد دžƸواه ͬƢɔŨƙ اơدا l و P,m, k ǃȔ ŬƉا
ǀوع از زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ u ŮƼغɔر از ƊȔری ƯŮƎƼ Dα

t ɔǀز و x و t از ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ u و ƷƱŮƊƼ
ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƬرȡرƞǀدر t ∈ (0, T ] و 0 < α < 1 ƯŮƎƼ ƿɓا در .ŬƉا ȔاǪوŭو ɓا و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر
ƍود. ƿɔƽƖŭ آǅǀا ŧرای ŵواب وŵود ǃȔ ͬ ƍوǀد Ƽ Ƭرض ƻƞǁƼ و ǃŮƉوɔǪ دžƸواه، f و G,F Ơŧواŭ
دžƸواه ɔǀز آن ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ǃŮƬرȡ ƞǀر در X ǃɔŹاǀ اȢŮǀرال Źدود (Ǖǐ . Ǒ) و (Ǖ٠ . Ǒ) ƢƼادلات در

Ƒورت ǃŧ um ƽǀاد .ŬƉا
um =

{

∂mu

∂xi1 · · · ∂xim ≡ ∂xi1 · · · ∂ximu ≡ ui1···im

}

,

ɓ ǃŧ ŧاƍد f = 0 اȡر Ƭوق ƢƼادلات از Ǆر Ȕدام .ŬƉا m ǃŨŭرƼ از ɒɓزŵ ƯŮƎƼ دǁǄده Ǝǀان
ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ
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Ǒǘ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات
ولاƉو‐ƼاƊȔول ƊȔری دȢŮƉاه ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ƢƼادلات ƿɓا از ƻǅƼ ŲƼال ɓ ǁơوان ǃŧ



























∂αt f + u∂βxf +
q

m
E∂uf = 0,

∂αt E +
q

ϵ0

∫ +∞

−∞

ufdu = 0,

∂βxE − q

ϵ0

∫ +∞

−∞

fdu = 0,

(ǕǑ . Ǒ)

ƱŮƎƼات دǁǄده Ǝǀان ∂βxE و ∂αt E, ∂βxf, ∂αt f و 0 < α, β ≤ 1 Ƭوق دȢŮƉاه در .[Ǘǘ] Ȕرد اƍاره
ǁŮƊǄد. ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری

Ŭƍادداɓ
ǃŮƍدا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƉدǁǄ ƉاŮŽار ŧر ͬƸاƽŵا Ƽروری ǃȔ ŧود آن ŧر ͬƢƉ ƷƒƬ ƿɓا در
ƹơوم در Ȕارŧرد ŧرای ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ŮƊȡرده ای اǀواع ƍد اƍاره ǃȔ ƽǄاƚǀور .ƻɔƍاŧ
،ͬ΄ɔǀا΄Ƽ ،ɒɓاɔƽɔƍ ،ͬ΄ɓزɔƬ Ǫدɓده Ǆای ǃƹƽŵ از Ǫدɓده Ǆا اǀواع ƫɔƑوŭ و ƫƹŮžƼ ͬƉدǁǅƼ
ɔǪدا ǅƝور غɔره و ǀورون Ǆا و ͬƊŹ اǀدام Ǆای ͬŮŹ و ͬƼوŮǀواȔ ،ͬƊɔƙاǁغƼروŮ΄Ƹا ،ͬƊɔƙاǁغƼ
ƉاŮŽار ŬŽاǁƍ ƹŮƊƼزم ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƽȔ ŧا ͬƢɔŨƙ Ǫدɓده Ǆای Ƽدل Ɖازی Ȕرده اǀد.
ŬŽاǁƍ ŧرای و ͬƬرƢƼ ƢƼادلات ǪرȔارŧرد اǀواع از ͬŽرŧ ƷƒƬ ƿɓا در .ŬƉاǅǀآ ŮƊȡرده اǀواع و
ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ɔȡری Ʒ΄ƍ ŧا ƽǄزƼان ŬƉدر ƍد. ǃارائ آǅǀا از ƽƹƼوس Ǆای ŲƼال Ůǅŧر
ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب .ŬƬرȡ Ʒ΄ƍ ɔǀز ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ƻǄدŶǄ ưرن در ɔƉلاȔ
ɔƉلاȔ ǃǀوƽǀ ǷƽǄون ɔǀز ،ŬƉا ƊȔری ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال و ƱŮƎƼات درŧرɔȡرǀده ǃȔ ƊȔری
از ǃȔ ͬƹƒƬ در ͬ ƽǀاɓد. Ƽ ŵذاب را آن ŧا Ȕار و ɒɓاǁƍآ ǃȔ ŬƉا ͬǀراواƬ ȔارŧردǄای دارای آن
در و ƍد ɔŧان ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƊŹاب ŧا Ȕار ƱƼدƼات و ƫɓارƢŭ و ǃǷžɓارŭ Ŭƍذȡ رو ƌɔǪ
ƍده ی ǃŮŽاǁƍ ŮƽȔر ƢƼادلات ͬǁƢɓ ǃƸاƉر ƿɓا در اƍاره Ƽورد ͬƹƑا Ƽوƕوع ǃŧ ɔǀز ȡرɓزی اǅŮǀا
ǃŧ ͬŭآ Ǆای ƷƒƬ در .ƻɓردȔ ǃارائ آǅǀا از ŲƼال Ǆای و ƻɓزد ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال

.ŬŽرداǪ ƻɔǄواŽ ƷƒƬ ƿɓا در ƍده ͬƬرƢƼ ƢƼادلات ȡروه ƷŹ Ǆای روش ǃŧ Ʒɔƒƭŭ
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ƷصƬ
و Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن گروه Ǆای

اŮǀگرال
ͬƉاƉا اɓده Ǆای از ɔƊŧاری ͬƸ ƈƬوƉ Ƽارɓوس ǀروژی رɓاɔƕدان ƌɔǪ ưرن ɓ از ƌɔŧ درŹدود
Źال ƿɔơ در و Ɖاده Ǫاǃɓ ای ƙور ǃŧ اɓده Ǆا ƿɓا اŲȔر Ȕرد. ƚƼرح را ͬǀارƱŭ روش Ǆای ƈǪ در
ͬƸ روش  ͬ دǁǄد. Ƽ Ʒɔ΄Ǝŭ را ƱɔƱźŭات از ɔƊŧاری اƉاس ƻǄ ǁǄوز ǃȔ ǁŮƊǄد ƠɔƉو ǁǶان
ŵدɓد ƢƼادلات ŧا Ȕار ŧرای را ưدرǁƽŭد اŧراز از ͬƢɔƉو ƫɔƙ و ŧوده ارزǁƽƍد و Ȕارŧردی ɔƊŧار

ɔ·ŧرد. ǀادɓده را ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧا Ȕار ȢǁǄام آǅǀا ƌƱǀ ͬ ŭواǀد ƽǀ ͬƊȔ و داده Ȕارŧر ǃŧ
آن Ǆا ƘƉوŭ ŭوɔƸدƍده ǀاورداǄای و ͬǀارƱŭ ȡروه Ǆای ƘƉوŭ را ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƷŹ ͬƸ
ŧرای Ũŵری ȡروه از ǐواƸاȡ ƈɓاور ǃȔ ŧود ǃŮƬرȡ Ʒ΄ƍ آن ŵا از Ȕار ƿɓا اɓده داد، ưرار ͬƉررŧ Ƽورد
ŧا ǃŮƉوɔǪ ȡروه Ǆای ŧر را Žود ƚƼاƢƸات ͬƸ ƈƬوƉ ŧود. Ȕرده اƭŮƉاده Ũŵری ƢƼادلات ƷŹ
ŧر ͬǁŮŨƼ ǃȔ روش ƿɓا ƽǀود. آغاز Ǆا   ODE ƷŹ ŧرای ɔŭاƽŮƊɔƉ و ͬƬاƎŮȔا Ǆ ɔǁȕŭای Ǆدف
Ƒرف را Žود اŶơاب اɔȢǀز ŭوان ŭا Ŭƍدا آن ŧر را وی ŬƉا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از اȢŮǀرال ɔȡری
ȡروه Ǆا ƿɓا زɓرا ǁȔد. ͬƸ ȡروه Ǆای ǅƭƼوم اƉاس ŧر ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƞǀرǃɓ ی ŮƊȡرش
Ɖاɓر و ͬƉدǁǅƼ ،ɓزɔƬ در دارǀد Ȕارŧردی و ƔźƼ رɓاɔƕات در ǃȔ ɒɓاǄردŧارȔ ŧر ơلاوه
،ƷɔƊǀراƭɓد ǃƉدǁǄ Ũŵری، ŭوǪوƸوژی Ƕون ɒɓاǄ ǃŽاƍ ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŮƬرȡ Ȕار ǃŧ ɔǀز ǃɓاǪ ƹơوم
ɔǀا΄Ƽ ŮǁȔرل، ƞǀرǃɓ ی ơددی، آǀاɔƸز Žاص، Ơŧواŭ اƢƎǀاب، ƞǀرǃɓ ی ǀاورداǄا، ƞǀرǃɓ ی

ǐÉvariste Galois

ǒǐ
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǒǑ
دارǀد ƉروȔار آن ȔارŧردǄای و ͬƸ ȡروه Ǆای ŧا ƍدت ǃŧ غɔره و ŬɔŨƊǀ ،ɔƉلاȔ و ȔواŮǀوم
ƢƼادلات در ͬƹƑا ƠŨǁƼ ǁơوان ǃŧ را ͬƸ ȡروه Ǆای Ȕارŧرد Ƹزوم ƹơوم ƿɓا از ɓ Ǆر ǃŧ اƍراف و
دɓدȡاه ŧا ͽưواƼ ŮƎɔŧر در ͬƸ ȡروه Ǆای ǃȔ ŬƉا ذȔر ƍاɓان ǃŮŨƸا ͬ Ɖازد. Ƽ آƍ΄ار ƷɔƊǀراƭɓد
ͬǀارƱŭ ȡروه ǁơوان Ŭźŭ اوưات ͬǄاȡ ǃ΄ƹŧ ͬ ƍوǀد، ƽǀ ŧرده Ȕار ǃŧ رɓاɔƕات در Žود ƔźƼ
ͬƕاɓر ͬ Ǆای ȡژɓو از ɔƊŧاری ǃȔ ͬ ƍوǀد Ƽ ƝاǄر ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ͬ΄ɔƼاǁɓد دȢŮƉاه ɓ
Ʒɔƹźŭ را دȢŮƉاه رŮƬار ƻɔƱŮƊƼرɔغ و ƻɔƱŮƊƼ ƙور ǃŧ ... و ͬȡادƉ‐ƻɔǀ Ǫ ƷŹذɓری، ƷŲƼ آن

ͬ ǁǁȔد. Ƽ
ŭوی ǃŧ دȢŮƉاه ƿɓا ŵواب ƹƭɔǁƼد از ͬƹɓدŨŭ Ǆر ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ Ʊŭارن
دȢŮƉاه ƽǄان از دɓ·ر ŵواب ǃŧ را دȢŮƉاه ɓ از ɒŧواŵ Ǆر Ʊŭارن ƷɓدŨŭ ɓ ͬǁƢɓ .ŬƉا Žودش
ͬ΄ɓوژƸوǪوŭ Ƒورت ǃŧ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه از ǃŮƉوɔǪ Ʊŭارن Ǆای ǃŶɔŮǀ در ͬ Ȣǀارد. Ƽ
از ŮƊȡرده ای اǀواع ǁŮƊɔǀد. ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای ǃŧ źƼدود ƘƱƬ رو ƿɓا از و اǀد ƍده ƫɓرƢŭ
ɔƉلاȔ غɔر آǃǁɓ ای، ،ƫɔƢƕ Ʊŭارن Ǆای ŧالاŭر، ǃŨŭرƼ ŧرŽوردی، ǃƚƱǀ ای، ǷƽǄون Ʊŭارن Ǆا
دȢŮƉاه Ǆر ƷƑا در Ȕرد. ƻɔǄواŽ اƍاره آǅǀا از ͬŽرŧ ǃŧ ƷƒƬ ƿɓا در ǃȔ دارǀد وŵود ... و
.ŬƉا ɒɓاǄ ارنƱŭ ƿɔǁǶ از اƭŮƉاده و ƿŮƬاɓ ǃƸأƊƼ .ŬƉا Ʊŭارن دارای ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ
ǃŧ ǃȔ را ͬŭلاɓدŨŭ ŧاɓد ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه Ʊŭارن ɓ Ȕردن ɔǪدا ŧرای ƽơلا́،
ͬ ǁǁȔد Ƽ Ʒƽơ ǃŮƊŧوا و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای ƷƼاƍ اƢŨƸد ͬǄاǁŮƼ ƖƬاǄای روی ͬƢƕوƼ Ʒ΄ƍ
ŮƼغɔر Ǆای ǃŧ źƼدود Ũŭدɓلات ƿɓا ͬ ƍود Ƽ دɓده Ƣŧداً ǃȔ ƽǄاƚǀور ǃǶرȡا .ƻɓرɔ·ŧ ƞǀر در را
ǃȔ ͬŭلاɓدŨŭ ŧا دȢŮƉاه ŵواب Ǆای روی Ʊŭارǅǀا ǁŮƊɔǀد. PDE دȢŮƉاه ɓ از ǃŮƊŧوا و ƷƱŮƊƼ

ͬ ǁǁȔد. Ƽ Ʒƽơ Ȕرده، اƽơال آن Ǆا ȡراف روی
ƻơا ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ǃȔ ɒɓا ǃƚƱǀ Ũŭدɓلات از ͬƸ ȡروه  ƿŮƬاɓ ŧرای ǃȔ داد Ǝǀان ͬƸ
ǃŧ ǃŮƊŧوا ͬƚŽ دȢŮƉاه ŬƉا لازم Ʊŭارن) (ȡروه ͬ دارǀد Ƽ ǃȢǀ ǀاوردا را ŵزئͬ ɓا و ͬƸوƽƢƼ از
داد Ǝǀان ƿɔǁǷƽǄ وی .ƻɔɓاƽǀ ƷŹ را آن ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸدǄای ŧرای ǃƒžƎƼ ƢƼادلات
) ǃƸادƢƼ ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ ŦŵوƼ PDE ŬƸاŹ در ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ از ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای ǃȔ
ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ ǃŧ ͷŮǁƼ ODE ŬƸاŹ در و ( ƍده اƽơال ɒɓداŮŧا Ƙɓراƍ Ǆر ƿŮƬرȡ ƞǀر در ŧدون
ͬ ƍود. Ƽ ǃŧاƎŮƼ ŵواب Ǆای ɓا و ǀاوردا ŵواب Ǆای ǀام ǃŧ ǁŮƊǄد ǀاوردا Ʊŭارن ȡروه Ŭźŭ ǃȔ وɓژه
ŵواب ǃȔ ƹƢƼوم ŵواب Ǆر از ،ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ از Ʊŭارن ȡروه ɓ ǃȔ Ȕرد اŨűات او ơلاوه ǃŧ
از ŭ ƻǅƼر ͬ ǁȔد. Ƽ ŭوɔƸد را ŵواب Ǆا از ǪاراŮƼری ɓ Žاǀواده ɓ Ũǀاƍد Ʊŭارن از ͬƍاǀ ǀاوردای

.ŬƊǄ ɔǀز ͬƚŽ غɔر ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات روی ŧر اŵرا Ʒŧاư ͬƸ Ȕار ǃȕǁɓا ǃƽǄ
ǃȔ ŬƉا ͬǀراواƬ ƼزǄ Ŭɓای دارای ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ Ʊŭارن ȡروه ƿŮƍدا
ƿɓا Ȕرد. اƍاره ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ŵواب Ǆای ǁŧ ǃƱŨƙدی ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ǃƹƽŵ آن از
Ʒŧاư Ʊŭارن ȡروه ƼوƸد Ǆای از ͬŽرŧ ǃƹɔƉو ǃŧ ǃȔ را ɒŧواŵ دو Ǆر ǃȔ ŬƉا ǃǀوȢǁɓا رده ǁŧدی
ȡروه Ǆا، ƿɓا اƭŮƉاده Ǆای دɓ·ر از .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در ǃŮƉد ɓ در را ŧاǁƍد ɓ΄دɓ·ر ǃŧ ƷɓدŨŭ
.ŬƉاǅǀآ ƽȔ ŧا دžƸواه ͬƢŧاŭ ɓا ǪاراŮƼر اƉاس ŧر ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǁŧ ǃƱŨƙدی اƼ΄ان
آǅǀا ͬƚŽ غɔر ǀوع وɓژه ǃŧ ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات روی ŧر ͬƸ ǃɓرƞǀ از ƻɔƱŮƊƼ Ȕارŧرد
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ǒǒ Ũŭدɓلات و ͬƸ ȡروه Ǆای
ǃȔ آŶǀا از ŧاƍد ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ɓ دارای ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ اȡر ͬŮŹ .ŬƉا źƼدود
ŵواب Ǆای ǃơوƽŶƼ از ͬ΄ǶوȔ ǃơوƽŶƼ زɓر ƘƱƬ Ʊŭارن ƿɓا از آƼده ŬƉد ǃŧ ǀاوردای ŵواب Ǆای
ƽȔ ŧا را Ƽرزی Ƙɓراƍ ƷائƊƼ از ͬƽȔ Ƣŭداد رو ƿɓا از ͬ دǄد، Ƽ ǃŶɔŮǀ را ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ƿɓا
ŮƎɔŧر Ȕارŧرد Ǆای ƿŮƬاɓ ǃŧ ŵزئͬ، ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ ͬƸ Ȕار ƻɔƽƢŭ Ȕرد. ƷŹ ͬ ŭوان Ƽ آن
ȢǀاǄ Ŭƍای ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ Ȕارŧرد Ǆا ƿɓا از .ŬƉا ǃŮƍدا ƽŭرȔز ƢƼادلات ƿɓا در ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای
دȢŮƉاه ɓ Ʊŭارن Ǆای ƖƬاǄای ƘƊŧ Ƽرزی، Ƙɓراƍ ƷائƊƼ ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ و Ɖازی ͬƚŽ
Ʊŭارن Ǆا Ȕارŧرد Ǆای ƘƊŧ ŧالاŭر، ǃŨŭرƼ Ʊŭارن Ǆای و ͬƢƕوƼ Ʊŭارن Ǆای ǃŧ ƍده داده PDE

ƿŮƬاɓ ͬ ƍوǀد، Ƽ دȢŮƉاه Ǆا ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ǃŧ ŶǁƼر ǃȔ ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن Ǆای ǃŧ
دȢŮƉاه Ƽؤűر ƷŹ و ŬƉا ɔƉلاȔ غɔر روش ǃŧ ͬƸ روش ƘƊŧ از ͬƍاǀ ǃȔ ŮƎɔŧر ŵواب Ǆای
ǀرم اƬزاری źƼاŨƉات ǃƢƉوŭ Ưɓرƙ از ɒɓاŭدǁǶ ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ɓا Ʊŭارن Ǆا از ƿɔƢƼراƬ ͬƚŽ
در Mathematica و Maple Ƕون ɒɓاǄ زارƬرم اǀ از اƭŮƉاده و ȔاɔǫƼوŭر Ȕارɔȡری ǃŧ ƽǀود. اƍاره
روǀدی از ǃȔ ǁŮƊǄد ͬŭاŨƉاźƼ دارای ǃŮƉوɔǪ زɓراȡروه Ǆای ŬƉا Ƭاɓده ǃŧ ɔƭƼد ǃǁɔƼز ƿɓا

ͬ ƽǀاǁɓد. Ƽ ɔǪروی ͬƽŮɓور·Ƹا
ɓادآور را ͬƸ ȡروه Ǆای ƒŽوص در ͬŭاƼدƱƼ و ƫɓارƢŭ Ʊŭارن، ͬƉاƉا ƻɔǄاƭƼ ɔŧان از ƷŨư

ƍد. ƻɔǄواŽ

Ũŭدɓلات و ͬƸ گروه Ǆای ǐ . ǒ
دارای ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ŬƉا Ƣŧدی r ƽǄوار ƹƭɔǁƼدی Ǫ‐rاراŮƼری، ͬƸ ȡروه ɓ .ǐ . ǐ . ǒ ƫɓرƢŭ
m وارون Ɖاز و ƕرب ŬƍاȢǀ دو و ŬƉدارا را آن ŽاǄ ŬɔƑای ƽŭام و ŧوده ȡروه Ũŵری ƉاŮŽار

ƕاǄ ǃƚŧای ŧا ǃȔ i و
m : G×G→ G, i : G→ G,

m(g.h) = g.h, g, h ∈ G i(g) = g−1, g ∈ G,

ǁŮƊǄد. ƹƭɔǁƼدǄا  ƿɔŧ ƽǄوار ɒɓاǄ ŬƍاȢǀ ͬ ƍوǀد، Ƽ ƫɓرƢŭ
Ʒƽơ ǃȔ ŬƉا ͬƸ ȡروه از Ɖاده ŲƼال ɓ ƹƭɔǁƼد ƉاŮŽار ŧا Rr ͬƉدɔƹưا ƖƬای .ǐ . ǐ . ǒ Ƽثال

ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ −x ŧردار ŧا وارون ŬƍاȢǀ و (x, y) 7→ x+ y ͽƽŵ ŧردار ŧا آن در ȡروه
ɓاد G = SO(2) ǃźƭƑ در دوران ȡروه از ͬƸ ȡروه Ǆای از دɓ·ر ͬƸاŲƼ ͬǀواǁơ ǃŧ .Ǒ . ǐ . ǒ Ƽثال

Ƒورت ǃŧ ǃȔ ƻɔǁȔ ͬƼ

G =











cos θ − sin θ

sin θ cos θ



 : 0 ⩽ θ < 2π







,

ͬ ŧاƍد: Ƽ زɓر Ƒورت ǃŧ ϵ ǪاراŮƼر ŧا ȡروه Ʒƽơ و ŬƉا دوران ǃɓزاو θ آن در ǃȔ ŬƉا
Ψ(ϵ, (x, y)) = (x cos ϵ− y sin ϵ, x sin ϵ+ y cos ϵ).
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǒǓ
ǃȔ ŬƉا آن از زɓرƹƭɔǁƼدی و ǃơوƽŶƼ زɓر ،G ͬƸ ȡروه از H ͬƸ ȡروه زɓر ɓ .Ǒ . ǐ . ǒ ƫɓرƢŭ

ͬ ƍوǀد. Ƽ ƫɓرƢŭ H ŧرای ǃŧاƎƼ Ʒ΄ƍ ǃŧ ɔǀز m و i ȢǀاǄ Ŭƍای .ŬƉا ͬƸ ȡروه ɓ ɔǀز Žود

M ƹƭɔǁƼد روی ǃȔ G ƷɓدŨŭ ȡروه ɓ ŧاƍد. ƽǄوار ƹƭɔǁƼد ɓ M ɔǁȔد Ƭرض .ǒ . ǐ . ǒ ƫɓرƢŭ
(g, x) → g.x ǃƚŧاƕاŧ ϕ : G×M →M ŬƍاȢǀ ǃȔ ƍرط ƿɓا ŧا ɔ·ŧرɓد، ƞǀر در را ͬ ǁȔد Ƽ Ʒƽơ

ǁȔد: Ƒدق زɓر Ƙɓراƍ در

i) (g.h).x = g.(h.x),

ii) e.x = x.

از Ʒƽơ ͬ ŭوان Ƽ Ʒ΄ƍ ƿɔƽǄ ǃŧ ͬ ǁȔد. Ƽ Ʒƽơ M روی ǩǶ از G ƻɔɓوȡ ͬ Ƽ Ƒورت ƿɓا در
ƷɓدŨŭ ɓ را g آȢǀاه ŧاƍد g ∈ G و M روی ƷɓدŨŭ ȡروه ɓ G Ǆرȡاه Ȕرد. ƫɓرƢŭ ɔǀز را ŬƉرا
ͬƊɓوǀازŧ ϕg : M → M Ƒورت ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را ϕ ƷɓدŨŭ ŬƍاȢǀ g ƷɓدŨŭ Ǆر ازای ǃŧ .ƻɔƼاǀ ͬ Ƽ
x Ũŭدɓلات ƽŭام ǃơوƽŶƼ آȢǀاه ŧاƍد x ∈ M اȡر .ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان ϕg = g ŧا اƒŮŽار ǃŧ ǃȔ Ȕرد
ƼدارǄا .ƻɔƼاǀ ͬ Ƽ G ƷɓدŨŭ Ŭźŭ x Ƽدار را G.x = {g.x : g ∈ G} ͬǁƢɓ G Ũŭدɓلات ȡروه Ŭźŭ

.[ǖǔ] ǁŮƊǄد ƹƭɔǁƼد زɓر ͬ·ƽǄ

Ƒورت ǃŧ x ∈M ازای ǃŧ را ͬ ǁǁȔد Ƽ Ʒƽơ ͬǀاƽǄ Ɩơو Ƒورت ǃŧ ǃȔ G اƖơای از ǃŮƉد آن

Gx = {g : g.x = x},

ƫɓرƢŭ ŧا GM ǀاǁƼد. x Ɖاز Ǫاɓدار  ȡروه ،ŬƉا G از ͬǄروȡرɓز ǃȔ را ȡروه آن و داده ƌɓاƽǀ
ǃŧ G آȢǀاه ŧاƍد، GM = {e} Ǆرȡاه .ƻɔƼاǀ G Ƭراɔȡر Ɖاز Ǫاɓدار ȡروه زɓر را GM =

∩

x∈M Gx

Ʒƽơ Ƽؤűر ƼوƢƕاً ƙور ǃŧ G ƻɔɓوȡ ŧاƍد، ǃŮƊƊȡ GM ƉاŮŽار اȡر و ͬ ǁȔد Ƽ Ʒƽơ Ƽؤűر ƙور
ͬ ǁȔد. Ƽ

ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا ،x ∈M Ǆر ازای ǃŧ Ǆرȡاه ͬ ǁȔد، Ƽ Ʒƽơ M روی آزاد ƙور ǃŧ G Ũŭدɓلات ȡروه
Ʒƽơ Ŭɓاǅǀ در ͬ ǀاǁƼد. Ƽ ƢŮƼدی را Ʒƽơ ǁȔد ŭوɔƸد Ƽدار ɓ ǅǁŭا G Ʒƽơ Ǆرȡاه .Gx = {e}
x ∈ M ǃƚƱǀ Ǆر اȡر ǀاǁƼد ƻƞǁƼ و ŧاǁƍد Ƣŧد ƻǄ G Ƽدارت ǃɔƹȔ Ǆرȡاه ǀاǁƼد ƻƞǁƼ ƻɔǀ را G

ŧاƍد. ǁŨƽǄد p Ƽدار ŧا آن اŮƍراک ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ŧاƍد ǶوȔ دžƸواه ǃŧ ͬ·ɓاƊƽǄ ɓ دارای

Ơŧاŭ ɓ ŧاƍد. M ƹƭɔǁƼد روی ǁǁȔده Ʒƽơ Ũŭدɓلات ȡروه ɓ G ɔǁȔد Ƭرض .Ǔ . ǐ . ǒ ƫɓرƢŭ
ŧاز ǃơوƽŶƼ زɓر روی ǃȔ ŬƉا I : M → R Ƽاǁǀد ƱƼدار ͬƱɔƱŹ ͬƢŧاŭ ͬƢƕوƼ ǀ‐Gاوردای

Ƒورت ǃŧ ͬǀاƽǄ Ɩơو از Vx ⊂ G ͬ·ɓاƊƽǄ در g ∈ Vx ƷɓدŨŭ Ǆر و x ∈ U Ǆر ŧرای U ⊂ M

ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا g.x ∈ U ǃ΄ɓورƙ ǃŧ g ∈ G و x ∈ U Ǆر ŧرای اȡر ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ I(g.x) = I(x)

.ƻɔƼاǀ ͬ Ƽ Ƭراɔȡر ǀاوردای را I آȢǀاه ،I(g.x) = I(x)
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ǒǔ Ũŭدɓلات و ͬƸ ȡروه Ǆای

ͬƸرŨŵ ǐ . ǐ . ǒ
ȡروه Ʒƽơ Ŭźŭ ǃȔ دارǀد وŵود آن روی ͬƑاŽ ŧرداری ɔƼدان Ǆای ŧاƍد، ͬƸ ȡروه ɓ G اȡر
ǃȔ ͬ Ɖازǀد Ƽ ͬǄاǁŮƼاǀ Ƣŧد ŧا ŧرداری ƖƬای ɓ ǀاوردا ŧرداری ɔƼدان Ǆای ƿɓا ǁŮƊǄد. ǀاوردا
در ǃȔ ͬȡژɓو Ǆر اƉاƉاً ͬ ȡوǁɓد. Ƽ G ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای ƽŶƼوǃơ ی ɓا ͬƸرŨŵ آن ǃŧ

ͬ ƍود. Ƽ ŬƬاɓ ɔǀز آن ͬƸرŨŵ در ŧاƍد ƭƼروض ͬƸ ȡروه
روی v ŧرداری ɔƼدان ŧاƍد. M ƹƭɔǁƼد روی Ũŭدɓلات ȡروه ɓ G ɔǁȔد Ƭرض .ǔ . ǐ . ǒ ƫɓرƢŭ
ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا ƍود ƫɓرƢŭ g.x ǃȔ x ∈ M و g ∈ G Ǆر ازای ǃŧ Ǆرȡاه ƻɔɓوȡ ǀ‐Gاوردا را M

. g∗(vx) = vg.x

ɔƼدان Ǆای ƽŭام ƽŶƼوǃơ ی ǁȔد Ʒƽơ (ŬƉرا) ǩǶ از Žودش Gروی ɔǁȔد Ƭرض .Ǖ . ǐ . ǒ ƫɓرƢŭ
ǩǶ ͬƸرŨŵ ŧودن اɓزوƼورف ȡوǁɓد. G (ŬƉرا) ǩǶ ͬƸرŨŵ را (ŬƉرا) ǩǶ ǀاوردای ŧرداری
ͬƼاƽŭدر و ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان g ŧا را G ͬƸ ȡروه ͬƸرŨŵ .[ǕǑ] ŬƉا اŨűات Ʒŧاư ŧاɓ΄دɓ·ر ŬƉرا و

.ŬƉا ǩǶ ͬƸرŨŵ ،ͬƸرŨŵ از ƞǁƼورƼان ǀوŮƍار ƿɓا
ƽƼاس ƖƬای ƿŮƬاɓ ŧا ͬǁƢɓ .g ≃ TeG Ƒورت ƿɓا در ŧاƍد ͬƸ ȡروه ɓ G Ǆرȡاه .ǐ . ǐ . ǒ ǃɔƖư

.ŬƬاɓ را آن ͬƸ Ũŵر ͬ ŭوان Ƽ ȡروه ͬǀاƽǄ Ɩơو در ͬƸ ȡروه Ǆر
.[ǕǑ] برهان.

Ȕرد اƍاره GL(n,R) ơام ͬƚŽ ͬƸ ȡروه ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ͬƸرŨŵ ŧرای ͬƸاŲƼ ǁơوان ǃŧ .ǒ . ǐ . ǒ Ƽثال
ͬƚŽ ͬƸ ȡروه در ͬƸرŨŵ ͬ ŧاǁƍد. Ƽ n × n ͬƢŧرƼ ƼاŭرǄ ƈɓای ǃơوƽŶƼ ƽǄان آن ͬƸ Ũŵر ǃȔ

ͬ ŧاƍد. Ƽ ƭƑر اűر ŧا n× n ƼاŭرǄ ƈɓای ǃơوƽŶƼ ɔǀز SL(n,R) Žاص

ɒɓاƽǀ Ŭƍگاǀ Ǒ . ǐ . ǒ
ŬƍاȢǀ را exp : g → G ŬƍاȢǀ .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را g ͬƸرŨŵ ŧا G ͬƸ ȡروه .ǖ . ǐ . ǒ ƫɓرƢŭ

ǀاǁƼد. ɒɓاƽǀ
ƻƊɔƬوƼئوƭɓد ɓ exp آȢǀاه ŧاƍد e ∈ G ͬ·ɓاƊƽǄ ɓ V ɔǀز و 0 ∈ g ͬ·ɓاƊƽǄ ɓ U Ǆرȡاه

ͬ ǁȔد. Ƽ ŧرưرار V و U ƿɔŧ
Ǆر ŧرای Ƒورت ƿɓا در ŧاƍد g ͬƸرŨŵ ŧا ǁŨƽǄد ͬƸ ȡروه ɓ G ɔǁȔد Ƭرض .Ǒ . ǐ . ǒ ǃɔƖư
ƿɓدŧ ͬ ŧاƍد Ƽ ɒɓاƽǀ ȢǀاǄ Ŭƍای ƕرب Ƒورت ǃŧ ɔŧان Ʒŧاư g ƷŲƼ G Ɩơو Ǆر v1, · · · ,vk ∈ g

ǃȔ ǁƢƼا
g = exp(v1)o · · · o exp(vk).
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǒǕ
ƕرب و Ɩơو Ǆر ŧا ǁŮƼاƝر ɒɓاƽǀ ȢǀاǄ Ŭƍای źƼاǃŨƉ ی و ͬƸرŨŵ ɓ اƖơای ƿŮƍدا ŧا ƈǪ
ǃŧ [ǓǓ] ͽŵرƼ در ǃɔƖư ƿɓا ŧرǄان آورد. ŬƉد ǃŧ را ȡروه ƷɓدŨŭ ǃƚŧاƕ ͬ ŭوان Ƽ ƻǄ در آǅǀا

.ŬƉا آƼده Ʒɔƒƭŭ
از ͬ ŭوان Ƽ ƼوƸد آن ƷɓدŨŭ ȡروه آوردن ŬƉد ǃŧ ŧرای ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا را ȡروه ƼوƸد ǃǷǀاǁǶ

ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ
x̄ = expaX(x), ȳ = expaX(y), (ǐ . ǒ)

آن در ǃȔ Ȕرد اƭŮƉاده
expaX = 1 +

a

1!
X +

a2

2!
X2 + · · ·+ as

s!
Xs + · · · .

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را زɓر ƼوƸد .Ǔ . ǐ . ǒ Ƽثال
X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
.

ŧرای را Xs(x) و Xs(y) ŧاɓد ƻɔǁȔ ɔǪدا را ƷɓدŨŭ ȡروه ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ از اƭŮƉاده ŧا ǃȕǁɓا ŧرای
: ŬƉا زɓر ƍرح ǃŧ آن ɒɓداŮŧا ǃƹƽŵدǁǶ ƻɔŧاɔŧ s = 1, 2, · · ·

X(x) = x2, X2(x) = X(X(x)) = X(x2) = 2!x3, X3(x) = X(2!x3) = 3!x4.

ǃȔ ƻɔǀز ͬƼ Źدس اƱŮƉرا ǃŧ ƈǫƉ
Xs(x) = s!xs+1.

ͬǁƢɓ .ƻɔɓاƽǀ ͬ Ƽ اŨűات را Ƭوق Źدس ɒɓراƱŮƉا اŮƉدلال ƽȔ ŧا
Xs+1(x) = X(s!xs+1) = (s+ 1)!x2xs = (s+ 1)!xs+2.

:ƻɓدار y ŧرای Ʒ΄ƍ ƿɔƽǄ ǃŧ
X(y) = xy, X2(y) = X(xy) = yX(x) + xX(y) = yx2 + xxy = 2!yx2,

X3(y) = 2![yX(x2) + x2X(y)] = 3!yx3,

:ƻɔǀز ͬ Ƽ Źدس اƱŮƉرا ǃŧ ŶƼدداً ƈǪ
Xs(y) = s!yxs,

:ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اŨűات را آن ɒɓراƱŮƉا اŮƉدلال از اƭŮƉاده ŧا و
Xs+1(y) = s!X(yxs) = s![syxs+1 + xs(xy)] = (s+ 1)!yxs+1,
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ǒǖ Ũŭدɓلات و ͬƸ ȡروه Ǆای
ǃŶɔŮǀ ǃŧ ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ در Ũơارت ƿɓا ͬǀاƎǀاŵ ŧا

expaX(x) = x+ ax2 + · · ·+ asxs+1 + · · · ,

ǃȔ ǃŮȕǀ ƿɓا و x(1+ ax+ · · ·+ asxs+ · · · ) Ƒورت ǃŧ ŬƉرا ƙرف ͬƊɓوǀازŧ ŧا رɔƉد. ƻɔǄواŽ
:ƻɓدار ŬƉا |ax| < 1 ƍرط ǃŧ 1

1− ax
Ơŧاŭ ƹɔŭور ƘƊŧ آƍ΄ارا ǪراŮǀز ƷŽدا Ɖری

x̄ = expaX(x) =
x

1− ax
.

ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ ƿɔǁǷƽǄ
expaX(y) = y + ayx+ a2yx2 + · · ·+ asyxs + · · ·

= y(1 + ax+ a2x2 + · · ·+ asyxs + · · · ),

: ǃŶɔŮǀ در
ȳ = expaX(y) =

y

1− ax
.

از: Ũơارǁŭد ƞǀر Ƽورد Ũŭدɓلات ȡروه ƈǪ
x̄ =

x

1− ax
, ȳ =

y

1− ax
.

کوچ Ŭɓاǅǀ ɒŧ گروه Ʒƽơ ǒ . ǐ . ǒ
Ψ(g, x) = g.x ƷɓدŨŭ ŧا M ƹƭɔǁƼد روی ǁǁȔده Ʒƽơ ͬƢƕوƼ Ũŭدɓلات از ȡروه ɓ G ɔǁȔد Ƭرض
وŵود M روی G از g ͬƸرŨŵ از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ Ʒƽơ ƈǫƉ ŧاƍد. (g, x) ∈ U ⊂ G×M ŧرای
آن ƍار ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ƫɓرƢŭ M روی ŧرداری ɔƼدان را ψ(v) آȢǀاه ŧاƍد v ∈ g اȡر ͬǁƢɓ دارد.
ŬƉاǁƢƼ ƿɓدŧ ƿɓا .ŬƉا M روی G ȡروه از exp(ϵv) ǪاراŮƼری ɓ ȡروه زɓر Ʒƽơ ŧر ƯŨƚǁƼ

:ƻɓدار x ∈M ŧرای ǃȔ

ψ(v)|x =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

Ψ(exp(ϵv), x) = dΨx(v|e), (Ǒ . ǒ)

 ͬ ƸرŨŵ و ŬƬرȢǀ ƞǀر در را Ψ ŬƍاȢǀ ǃŧ ŸɓرƑ ارŵاع ͬ ŭوان Ƽ .ŬƉا Ψx(g) ≡ Ψ(g.x) آن در ǃȔ
ƞǀر در Ɗ΄ɓان ͬ دǁǄد Ƽ Ʒɔ΄Ǝŭ را M روی ŧرداری ɔƼدان  ͬ ƸرŨŵ ǃȔ Ψ(g) آن ŬƍاȢǀ ŧا را g

:ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ǅŧره زɓر ƬرƼول از Ũŭدɓلات ȡروه از  ͬ ƸرŨŵ ƿŮŽاƉ ŧرای دɓ·ر Ũơارت ǃŧ .ƻɓرɔ·ŧ

v|x =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

Ψ(ϵ, x) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

exp(ϵv)x, v ∈ g. (ǒ . ǒ)

ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده G ȡروه Ʒƽơ از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد v ŧرداری ɔƼدان
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǒǗ
ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در ǃźƭƑدر را دوران ȡروه .ǔ . ǐ . ǒ Ƽثال

Ψ(ϵ, (x, y)) = (x cos ϵ− y sin ϵ, x sin ϵ+ y cos ϵ).

ŧرای ǃȔ ŬƉا v = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y Ƭرم ǃŧ ŧرداری ɔƼدان ɓ آن ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد
:ƻɓدار آǅǀا

ξ(x, y) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

(x cos ϵ− y sin ϵ) = −y,

η(x, y) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

(x sin ϵ+ y cos ϵ) = x,

.ŬƉا ȡروه ƿɓا ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد v = −y∂x + x∂y ƿɓراŧاǁŧ

کوچ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ɒɓاورداǀ Ǔ . ǐ . ǒ
ɔǷɔǪدۀ و ͬƚŽ رɔغ Ƙɓراƍ ͬǁɓز·ɓاŵ اƼ΄ان ͬƸ ȡروه Ǆای ƞǀرɓۀ ƻɔƞơ ŭواǁƽǀدی Ǆای از ɓ
ɒɓاورداǀ ارز  ƻǄ و ͬƚŽ ƍرط ŧا Ũŭدɓلات ȡروه ɓ Ŭźŭ Ơŧاŭ ɓا ǃơوƽŶƼ زɓر ɓ ɒɓاورداǀ
Ŭɓاǅǀ ɒŧ źƼ ƿɓا .ŬƉا ȡروه Ʒƽơ از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای Ŭźŭ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ
دȢŮƉاه Ǆای Ʊŭارن ȡروه Ǆای ƐɔžƎŭ ŧرای را ͬƽǅƼ ɔƹȔد و ŧوده اŨűات Ʒŧاư ͬȡادƉ ǃŧ ǶوȔ

ͬ ȡذارد. Ƽ اɔŮŽارƼان در ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
ŧاƍد. M ƹƭɔǁƼد روی ǁǁȔده Ʒƽơ ǁŨƽǄد Ũŭدɓلات از ȡروه ɓ G ƻɔǁȔ Ƭرض .ǐ . ǐ . ǒ گزاره
و x ∈ M ŧرای اȡر ƘƱƬ و اȡر ŬƉاورداǀ G ȡروه Ŭźŭ I : M → R ƱƼدار ͬƱɔƱŹ و ƽǄوار Ơŧاŭ

:ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا v ∈ g

v(I) = 0. (Ǔ . ǒ)
.[ǖǔ] برهان.

ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ɓ v =
∑m

i=1 ξ
i(x)∂/∂xi و ǪاراŮƼری ɓ Ơŧاŭ ɓ u = I(x) Ǆرȡاه

:ƻɓدار ƈǪ v(I) = 0 ŧاɓد ŧاƍد G Ŭźŭ ǀاوردا ɓ I ǃȕǀآ ŧرای ŧاƍد
v =

m
∑

i=1

ξi(x)
∂u

∂xi
= 0. (ǔ . ǒ)

:ƻɔɓاƽǀ ͬ Ƽ ƷŹ را زɓر ǃƒžƎƼ دȢŮƉاه I ƿŮƬاɓ ŧرای Źال
dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
. (Ǖ . ǒ)

ͬ ƍود: Ƽ ǃŮƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ Ƭوق ǃƸادƢƼ ŧرای ͬƹȔ ŵواب
I1(x1, · · ·xm) = c1, · · · , Im−1(x1, · · ·xm) = cm−1, (ǖ . ǒ)
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ǒǘ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
Im−1, · · · , I1 ǁŮƊǄد. Ǆcjا از ƷƱŮƊƼ ͬƢŧواŭ ǄIi(x)ا و ɔȡری اȢŮǀرال Ŭŧواű cm−1, · · · c1 آن در ǃȔ
.ŬƉاǅǀآ از ͬƢŧاŭ دɓ·ری ɒɓاورداǀ Ǆر ǃȔ ǁŮƊǄد (Ǖ . ǒ) دȢŮƉاه ŧرای ͬƢŧاŭ ƷƱŮƊƼ ɒɓاǄ وابŵ

ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر Ƒورت ǃŧ ŮƼغɔره ǃƉ ƖƬای روی SO(2) ȡروه Ʒƽơ .Ǖ . ǐ . ǒ Ƽثال
(x, y, z) 7−→

(

x cos ϵ− y sin ϵ, x sin ϵ+ y cos ϵ,
sin ϵ+ z cos ϵ

cos ϵ− z sin ϵ

)

.

:ŬƉا زɓر Ƭرم ǃŧ Ʒƽơ ƿɓا از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد
v = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
+ (1 + z2)

∂

∂z
.

ƒžƎƼۀ ǃƸادƢƼ دȢŮƉاه ƷŹ ŧا
dx

−y =
dy

x
=

dz

(1 + z2)
,

ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ w =
xz − y

yz + x
و r =√x2 + y2 Ƒورت ǃŧ ǀاوردا Ơŧاŭ دو

ͬǄداددŮƼا ǔ . ǐ . ǒ
ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ƖƬای ƽǀودن ǃƬاƕا از n‐ام ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای ƍد ɔŧان ŮƎɔǪر ǃȔ ƽǄاƚǀور
ͬƉررŧ ŧا .ŬƉا p+ qp(n) Ƣŧد دارای و ͬ ƍود Ƽ ƷƑاŹ n‐ام ǃŨŭرƼ ŭا ɒɓزŵ ƱŮƎƼات ƖƬای ǃŧ
Ȕلاف ɓ ŵز ŬƊɔǀ ɔǶزی ƉاŮŽار ƿɓا و دارد ͬƉدǁǄ ƉاŮŽار ɓ Jn ǃȔ دɓد ͬ ŭوان Ƽ Ưɔưد
Ǝǀان ŧرای لازم ƖƬای دƱɔưا ƖƬا ƿɓا .ŬƉا qp(n) آن ŭارǄای Ƣŧد ǃȔ X ƹƭɔǁƼد روی ŧرداری

.ŬƉا f Ơŧاŭ ƹɔŭور ƘƊŧ دادن
ŧاƍد. ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر دو ŧا Ơŧاŭ ɓ u = f(x, y) ɔǁȔد Ƭرض .ǖ . ǐ . ǒ Ƽثال

:ƻɓدار ƿɓا ǁŧاŧر ƻɔƊɓوǁŧ دوم ǃŨŭرƼ ŭا را Ơŧاŭ ŵزئͬ ƱŮƎƼات ǃȔ ŬƉا ͬƬاȔ J2 ƿŮƬاɓ ŧرای
J2 = {(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)} ≃ R

8

ŭا Ơŧاŭ اŮƼداد را ƌƹƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای ͬǅǁƼ Ơŧاŭ ɓ n‐ام ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای .Ǘ . ǐ . ǒ ƫɓرƢŭ
.ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان u(n) = f (n)(x) ŧا را آن و ƻɔƼاǀ ͬ Ƽ n‐ام ǃŨŭرƼ

ŧا: ŬƉا ŧراŧر ƷŨư ŲƼال در f Ơŧاŭ دوم ǃŨŭرƼ اŮƼداد ƿɓا ǁŧاŧر
f (2)(x, y) = (f ; fx, fy; fxx, fxy, fyy)

Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای Ǒ . ǒ
Ƽاǁǀد ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ l دȢŮƉاه ɓ

∆σ

(

x, u(n)
)

= 0, σ = 1, . . . , l,
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای Ǔ٠
n ǃŨŭرƼ ŭا u ƱŮƎƼات و u =

(

u1, . . . , uq
) ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر q و x =

(

x1, . . . , xp
) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر p ŧا

از ƽǄوار ŵواب ɓ ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ∆ : Jn → Rm Ơŧواŭ ŧرای دȢŮƉاه ƿɓا .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را
ͬ ŧاƍد Ƽ u = f(x) Ƭرم ǃŧ x = (x1, . . . , xp) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای از ƽǄوار ͬƢŧاŭ ͬǄاȢŮƉد ƿɔǁǶ

ǃȔ
∆σ

(

x, f (n)(x)
)

= 0, σ = 1, . . . , l,

: دǁǄد ͬƼ ƌɓاƽǀ زɓر ƽǀاد ŧا را r ǃŨŭرƼ از u Ơŧاŭ ŵزئͬ ƱŮƎƼات
∂ru =

{

uαj1,...,jr |α = 1, . . . , q; j1, . . . , jr = 1, . . . , p
}

=

{

∂ruα (x)

∂xj1 , . . . , ∂xjr
|α = 1, . . . , q; j1, . . . , jr = 1, . . . , p

}

.

از ͬƢƕوƼ ͬǄروȡ ،∆ = 0 ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ŧرای Ʊŭارن ȡروه ɓ .ǐ . Ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
Ǆر ǃȔ ƙ ǃŧوری Ȕرده، Ʒƽơ O Ƽاǁǀد E از ŧاز ǃơوƽŶƼرɓز ɓ روی ǃȔ ŬƉا G Ƽاǁǀد Ũŭدɓلات

ͬ ǁȔد. Ƽ ƷɓدŨŭ دɓ·ری ŵواب ǃŧ را ∆ = 0 دȢŮƉاه از ŵواب
ƿɓا از .ŬŽرداǪ ƻɔǄواŽ Ơŧاŭ ɓ روی g ∈ G Ƽاǁǀد ƷɓدŨŭ ɓ ƹƽơ΄رد źǀوه ɔŧان ǃŧ اŮŧدا

ȡراف ŧا را u = f(x) Ơŧاŭ ͬ ƍود. Ƽ Ƭرض ͬƸ ȡروه ɓ G Ũŭدɓلات ȡروه ƈǪ
Γf = {(x, f(x)) : x ∈ Ω} ⊂ E,

g ƷɓدŨŭ Źال ͬ ɔȡرد. Ƽ ưرار f Ơŧاŭ ƫɓرƢŭ داǁƼۀ درون Ω ǃơوƽŶƼ آن در ǃȔ ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در
Ʒ΄ƍ ǃŧ را f Ơŧاŭ ȡراف روی

g.Γf = {(x̄, ū) : (x, u) ∈ Γf},

ƽǄوار ƙور ǃŧ G Ǆرȡاه اƼا ŧود. žǀواǄد ŵدɓد ͬƢŧاŭ ȡراف Žود g.Γf ƸزوƼاً ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ƫɓرƢŭ
ͬ ŭوان Ƽ Ω داǁƼۀ ŦƉاǁƼ اžŮǀاب ŧا دارد، ǃȢǀ Ŭŧاű را f ȡراف ،G ͬǀاƽǄ ƒǁơر و Ȕرده Ʒƽơ
ǃȔ ǁƢƼا ƿɓا ǃŧ ͬ دارد، Ƽ ǃȢǀ ǀاوردا را f Ơŧاŭ ȡراف G ͬǀاƽǄ ƒǁơر Źول ƼوƢƕاً g ƷɓدŨŭ ǃȔ دɓد

g.Γf = Γf̄ . (Ǘ . ǒ)
g ƷɓدŨŭ Ŭźŭ f Ơŧاŭ ȡراف ɓاŮƬۀ ƷɓدŨŭ ƽǄان (Ǘ . ǒ) در f̄ از ƞǁƼور ǃȔ ŧاɔƍد ǃŮƍدا ǃŵوŭ
ǃŧ اƽŵالا˟ ǃƼادا در ǃȔ ŬƉا Ƽوŵود f Ơŧاŭ ɓاŮƬۀ ƷɓدŨŭ ȡراف ƿŮƬاɓ ŧرای ͬƹȔ روش ɓ .ŬƉا

ɔ·ŧرɓد: درƞǀر زɓر Ƭرم ǃŧ را g ƷɓدŨŭ Ȕرد. ƻɔǄواŽ اƍاره آن
(x̄, ū) = g.(x.u) = (φg(x, u), ψg(x, u)), (ǘ . ǒ)

Ƒورت ǃŧ x ∈ Ω ŧرای f̄ Ơŧاŭ ȡراف ƒŮžƼات آȢǀاه ǁŮƊǄد. ƽǄوار ͬƢŧواŭ ψg و φg آن در ǃȔ
x̄ = φg(x, f(x)) = φgo(Id× f)(x), (ǐ٠ . ǒ)
ū = ψg(x, f(x)) = ψgo(Id× f)(x),
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Ǔǐ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
(ǐ٠ . ǒ) ǃƚŧرا از را x ŧاɓد f̄ ƿŮƬاɓ ŧرای .ŬƉا X روی ͬǀاƽǄ Ơŧاŭ Id آن در ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ
ͬǀاƽǄ Ɩơو ɓزدǀ g ɓ ازای ǃŧ .φeo(Id×f) = Id ǃȔ ŬƉا ƕوا g = e ازای ǃŧ ƽǀود. Źذف

ƻɓدار ͬǁƽƕ Ơŧاŭ ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧا ƿɓراŧاǁŧ و ŬƉا ƿɔȕŭرɔغ φo(Id× f) ƿɔŧوȔژا ،e

x = [φgo(Id× f)]−1 (x̄). (ǐǐ . ǒ)

:ƻɓدار f̄ در (ǐǐ . ǒ) ŵاɓ·ذاری ŧا Źال

f̄ = g.f = [ψgo(Id× f)] o [φgo(Id× f)]−1 ,

ͬ ƍود: Ƽ ǃŮŽاƉ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ f̄ ǃƚŧاƕ φg Ȕردن وارون و x Źذف ŧا Ƹذا

ū = f̄(x̄) = f(φ−1
g (x̄)) = f(φg−1(x̄)). (ǐǑ . ǒ)

G = SO(2) دوران Ǆای ȡروه .X ≃ U ≃ R ƿɓا ǁŧاŧر و p = q = 1 ƻɔǁȔ Ƭرض .ǐ . Ǒ . ǒ Ƽثال
:ƻɓدار ŧاƍد G از Ɩơوی θ اȡر .[ǖǔ] ɔ·ŧرɓد ƞǀر در را E ≃ R روی

(x̄, ū) = θ.(x, u) =
(

x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ
)

. (ǐǒ . ǒ)

SO(2) Ʒƽơ ǃȔ ŬƉا ƕوا ŧاƍد Γf ȡراف ŧا R2 روی Ơŧاŭ ɓ u = f(x) ƻɔǁȔ Ƭرض اȡر اƼا
ŧازۀ ɓ روی f اȡر ƿɓا ǁŧاŧر .θ زاوɓۀ اǀدازۀ ǃŧ آن ȡراف دوران ŵز ŬƊɔǀ ɔǶزی f Ơŧاŭ روی
ȡراف ɓاŮƬۀ دوران ȡراف Žود θ.Γf آȢǀاه Ũǀاƍد ŧزرگ ͬƹɔŽ |θ| و ƍده ƫɓرƢŭ [a, b] Ƽاǁǀد ͬǄاǁŮƼ

ƭƼروض Ơŧاŭ اȡر Źال ͬ ŧاƍد. Ƽ f Ơŧاŭ

f(x) = ax+ b, (ǐǓ . ǒ)

ǃȔ ŬƉا ƕوا ŬƸاŹ ƿɓا در ƻɓرɔ·ŧ ƞǀر در را

(x̄, ū) = θ.(x, u) =
(

x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ
)

. (ǐǔ . ǒ)

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ دȢŮƉاه از x Źذف ŧا

x =
x̄+ b sin θ

cos θ − a sin θ
. (ǐǕ . ǒ)

و Ȕرده ŵاɓ·ذاری f̄ در (ǐǕ . ǒ) از را x ،θ زاوɓۀ Ŭźŭ (ǐǓ . ǒ) Ơŧاŭ ɓاŮƬۀ ƷɓدŨŭ ƿŮƬاɓ ŧرای ƈǪ
ͬ آɓد: Ƽ در زɓر Ƒورت ǃŧ f̄ ƿɓا ǁŧاŧر

ū = f̄(x̄) =
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̄+

b

cos θ − a sin θ
. (ǐǖ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǓǑ

گروه Ʒƽơ ͬǄد اŮƼداد ǐ . Ǒ . ǒ
ƖƬای از M ⊂ X × U ŧاز ƽŶƼوơۀ زɓر ɓ روی ǃȔ ŧاƍد Ũŭدɓلات ȡروه ɓ G ƻɔǁȔ Ƭرض
ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای روی G ȡروه از ƍده اƱƸا Ʒƽơ ɓ ͬ ǁȔد. Ƽ Ʒƽơ ǃŮƊŧوا و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای
را آن و ͬ ƍود Ƽ ǀاɔƼده M روی G ȡروه Ʒƽơ از n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد ǃȔ دارد وŵود M (n) n‐ام

Ơŧاŭ ƱŮƎƼات ǃȔ ŬƉا ƍده ƫɓرƢŭ ǁǶان ͬǄد اŮƼداد ƿɓا .ƻɔǄد ͬ Ƽ ƌɓاƽǀ G(n) ɓا pr(n)G ŧا
از ƞǁƼور دɓ·ر ɔŧان ǃŧ ͬ ǁȔد. Ƽ ǁŮƼاƝر ū = f̄(x) ǃŮƬاɓ ƷɓدŨŭ Ơŧاŭ ƱŮƎƼات ǃŧ را u = f(x)

u = f(x) Ơŧاŭ n‐ام ǃŨŭرƼ ŭا ŵزئͬ ƱŮƎƼات روی ǃŧ آن Ʒƽơ ƻɔƽƢŭ ȡروه، ɓ Ʒƽơ اŮƼداد
Ơŧاŭ ŬƉا ͬǀاƽǄ ͬ·ɓاƊƽǄ در ǃȔ ŧاƍد G Ũŭدɓلات ȡروه از ƒǁơر ɓ g اȡر ƈǪ ͬ ŧاƍد. Ƽ
ŧا آȢǀاه ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ (x̄0, ū0) = g.(x0, u0) ǁŮƼاƝر ƚƱǀۀ ͬ·ɓاƊƽǄ در ɔǀز g.f آن ƷɓدŨŭ

Ƒورت: ǃŧ M روی آن اŮƼداد ،g :M →M Ƒورت ǃŧ Ơŧاŭ ɓ ǁơوان ǃŧ g ƿŮƬرȡ درƞǀر
g(n) :M (n) →M (n), (ǐǗ . ǒ)

ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ (x0, u(n)0 ) ∈M (n) دžƸواه ƚƱǀۀ Ǆر ازای ǃŧ g(n).(x0, u(n)0 ) = (x̄0, ū
(n)
0 ) ǃƚŧاƕ ŧا

ǐ . Ǒ . ǒ ŲƼال ƽǄاǁǀد را E روی SO(2) ȡروه Ʒƽơ ŧاƍد. E = R× R ƻɔǁȔ Ƭرض .Ǒ . Ǒ . ǒ Ƽثال
ŬƸاŹ ƿɓا در .ƻɔǄد اŮƼداد ɓ ƼرŨŭۀ ŭا را Ʒƽơ ƿɓا ƻɔǄواŽ ͬ Ƽ .[ǖǔ] ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در
ƫɓرƢŭ ƯŨƙ آȢǀاه ŧاƍد E روی Ơŧاŭ ɓ f(x) = u اȡر ƻɔǀدا ͬ Ƽ .J(1)(E) = R × R(1) ≃ R3

:ƻɓدار زɓر Ƒورت ǃŧ را f اول ǃŨŭرƼ اŮƼداد Ǘ . ǐ . ǒ
f (1)(x) = (f(x), f ′(x)).

ǃŧ ͬƹɓدŨŭ ƿŮƬاɓ Ǆدف ŧاƍد. SO(2) از ͬƹɓدŨŭ θ و J1(E) از ǃƚƱǀ ای (x0, u0, u0x) ƻɔǁȔ Ƭرض
Ƒورت

θ(1).(x0, u0, u0x) = (x̄0, ū0, ū0x),

ǃƹƽŵ ای اǁǶ.ŬƉد
f(x) = u0 + u0x(x− x0) = u0x.x+ (u0 − u0xx

0), (ǐǘ . ǒ)
ɓاŮƬۀ ƷɓدŨŭ (ǐǘ . ǒ) Ơŧاŭ ǃŧ ǃŵوŭ ŧا .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را f ′(x0) = u0x و f(x0) = u0 آن در ǃȔ را

ͬ ŧاƍد: Ƽ زɓر ͬƚŽ Ơŧاŭ θ زاوɓۀ Ŭźŭ f
f̄(x̄) = θ.f(x̄) =

sin θ + u0x cos θ

cos θ − u0x sin θ
x̄+

u0 − x0u0x
cos θ − u0x sin θ

, u0x ̸= cot θ. (Ǒ٠ . ǒ)
ƿɓراŧاǁŧ

x̄0 = x0 cos θ − u0 sin θ,

PDF Compressor Free Version 



Ǔǒ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
ǃŶɔŮǀ در و

ū0 = f̄(x̄0) = x0 sin θ + u0 cos θ.

:ƻɓدار ū0 از ɔȢƱŮƎƼری ŧار  ɓ ŧا Źال
ū0x = f̄ ′(x̄0) =

sin θ + u0x cos θ

cos θ − u0x sin θ
.

.Ŭƍوǀ زɓر Ƭرم ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را J(1) روی SO(2)(1) ƹƽơ·روه اول ƼرŨŭۀ اŮƼداد ƕاƚŧۀ ƿɓا ǁŧاŧر
θ(1).(x, u, ux) =

(

x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,
sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ

)

, |θ| < |arccotux|.

Ʒƽơ ƽǄاǁǀد (x, u) ŮƼغɔر Ǆای روی SO(2)(1) Ʒƽơ ͬ ƍود Ƽ ƎƼاǄده ǃȔ ǃǀوȢǀاƽǄ Ƭوق ŲƼال در
ͬƹȔ ƙور ǃŧ ͬ ǁȔد. Ƽ Ʒƽơ ƭŮƼاوت ͬŭورƑ ǃŧ ux روی ǅǁŭا و ŬƉاǄرɔغŮƼ ƿɓا روی SO(2)

Ʒƽơ ƢƼادل G(n) Ʒƽơ k ≤ n ƼرŨŭۀ ǃŧ Ʒƽơ ƿɓا ƷɔƹƱŭ ŧا ǁȔد، Ʒƽơ (x, u(n)) روی G(n) اȡر
اȡر ǃȔ ǁƢƼا ƿɓدŧ .ŬƉا ͬ΄ɓ G Ʒƽơ ŧا G(0) Ʒƽơ k = 0 ŧرای وɓژه ǃŧ ŧود. ŽواǄد G(k)

ƷƼاƍ u(k) ŧاƍد πnk (x, u(n)) = (x, u(k)) ƕاƚŧۀ ŧا ͬƢɔŨƙ ƒŭوɓر ŬƍاȢǀ πnk : M (n) → M (n)

ŲƼال: ǁơوان ǃŧ .#J ≤ k آن در ǃȔ ŬƉا uαJ ƼؤǄ ǃƭƸای از ǃŮƉد آن
π21(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) = (x, y;u;ux, uy).

Ʊŭارن Ǆا و ŧرداری ɔƼدان Ǆای اŮƼداد Ǒ . Ǒ . ǒ
آن Ǆا از ǃȔ داد اŮƼداد ͬ ŭوان Ƽ ɔǀز را ŧرداری ɔƼدان Ǆای ǃȔ ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان ،ƌžŧ ƿɓا در
ȡام ƿɔŮƊžǀ Ƭرآǁɓد ƿɓا ǃȔ ŬƉا ذȔر Ʒŧاư ͬ ȡردد. Ƽ ɓاد ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸدǄای ǁơ ǃŧوان

ͬ ƍود. Ƽ ƊźƼوب ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ƿŮƬاɓ راŮƉای در
روی ƽǄوار ͬƢŧاŭ F (x, u(n)) و ŧوده ŧاز ƽŶƼوǃơ ای O ⊂ E ǃȔ ɔǁȔد Ƭرض .Ǒ . Ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
ƌɓاƽǀ DiF (x, u

(n+1)) ŧا را آن ǃȔ xi ǃŧ ŬŨƊǀ F ƷƼاȔ ƯŮƎƼ از ƞǁƼور ŧاƍد. J (n)(O)

ͬ ŧاƍد Ƽ ƻǅƼ ͬȡژɓو ƿɓا دارای و ƍده ƫɓرƢŭ J (n+1)(O) روی ǃȔ ŬƉا ƽǄوار ͬƢŧاŭ ،ƻɔǄد ͬ Ƽ 
آن ȡاه: ŧاƍد، ƽǄوار ͬƢŧاŭ u = f(x) Ǆرȡاه ǃȔ

DiF (x, f
(n+1)(x)) =

∂

∂xi
[F (x, f (n)(x))].

ƬرƼول ͬ ȡردد، Ƽ ƷƑاŹ زɔŶǀری ƯŮƎƼ ưاơده از ƘƉوŮƼ ƙ ǃŧور ǃȔ زɓر ƻƸ ǃȔ ŬƉا ذȔر ƍاɓان
.[ǖǔ] ͬ ƽǀاɓد Ƽ ǃارائ ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر ɓ ŦƸاư در ƷƼاȔ ƯŮƎƼ ǃŨƉاźƼ ƞǁƼور ǃŧ ͬźɓرƑ

Ǆرȡاه ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در J (n)(O) Ŭŵ ƖƬای روی را F (x, u(n)) Ơŧاŭ .ǐ . Ǒ . ǒ ƻƸ
آن ȡاه: ŧاƍد. uαJ,i = ∂uα

J

∂xi
و ŧوده ǃǀاȡدǁǶ ƈɓدǀا ɓ J = (j1, . . . , jk)

DiF =
∂F

∂xi
+

q
∑

α=1

∑

J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
, (Ǒǐ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǓǓ
آن ȡاه: ŧاƍد، (x, y, u) ƒŮžƼات ŧا E ≃ R2 × R Ǆرȡاه ŲƼال، ǁơ ǃŧوان

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ . . . ,

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ . . . ,

ŧالاŭر ŦŭراƼ ƷƼاȔ ƯŮƎƼ ،Ŧɔŭرŭ ƿɔƽǄ ǃŧ ͬ ŧاǁƍد. Ƽ x, y ǃŧ ŬŨƊǀ F ƷƼاȔ ƯŮƎƼ Ŧɔŭرŭ ǃŧ
ƽǀود: ɔŧان زɓر Ƒ ǃŧورت J = (j1, . . . , jk) ǃǀاȡدǁǶ ƈɓدǀا ǃŧ ŬŨƊǀ ͬ ŭوان Ƽ را

DJ = Dj1 ·Dj2 · · ·Djk .

ɔƼدان Ǆای اŮƼداد ǃŨƉاźƼ źǀوه ی ǃȔ ƻɓردازǫŧ ǃɔƖư ای ǃارائ ǃŧ ŭا ͬ ŧاƍد Ƽ ɔǅƼا Ƙɓراƍ اǁȔون
ͬ دǄد. Ƽ ŬƉد ǃŧ را ŧرداری

روی ɔƼدان ŧرداری ɓ v و E = X × U از ŧاز ǃơوƽŶƼرɓز ɓ M ƻɓرɔȡ .ǒ . Ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
ɓ ،ƻɔǄد ͬ Ƽ انƎǀ v(n) ŧا را v n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد ŧاƍد. exp(εv) Ǫ‐ɓاراŮƼری ȡروه ŧا M
Ǫ‐ɓاراŮƼری ǃŮƬاɓ اŮƼداد ȡروه ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد آن ǃŧ ǃȔ ŧMوده (n) روی ŧرداری ɔƼدان

:ǃȔ ǁƢƼا ƿɓدŧ ͬ ȡوǁɓد. Ƽ [exp(εv)](n)

v(n)
∣

∣

∣

(x,u(n))
=

d

dε

∣

∣

∣

∣

∣

ε=0

[exp(εv)](n)(x, u(n)), (x, u(n)) ∈M (n), (ǑǑ . ǒ)

ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در R2 روی SO(2) ȡروه Ʒƽơ .ǒ . Ǒ . ǒ Ƽثال
v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
,

Ǫ‐ɓاراŮƼری ȡروه Ʒƽơ ɔƞǀر
exp(εv)(x, u) = (x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε),

: ƻɓدار (Ǒ٠ . ǒ) ǃƚŧرا ƯŧاƚƼ ͬ ŧاƍد. Ƽ
[exp(εv)](n)(x, u, ux) =

(

x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε,
sin ε+ ux cos ε

cos ε− ux sin ε

)

,

ŧا: ŬƉا ŧراŧر ƷɓدŨŭ ǃȔ دɓد ͬ ŭوان Ƽ (ǑǑ . ǒ) ƬرƼول ƽȔ ǃŧ
v(1) = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+ (1 + u2x)

∂

∂ux
. (Ǒǒ . ǒ)

Ǆرȡاه ŬƉا ƼاƽɔƊȔال رǃŨŭ ی از ∆ : J (n) −→ Rm ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه .Ǔ . Ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
ͬǁƢɓ آن ƿɔŧوȔژا ƈɓرŭاƼ

J∆(x, u
(n)) =

(∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)

m×(p+qp(n))
,

ŧاƍد. m ǃŨŭر از
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Ǔǔ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
ƼاƽɔƊȔال رǃŨŭ ی از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از دȢŮƉاه ɓ ∆ = 0 ƻɔǁȔ Ƭرض .ǐ . Ǒ . ǒ ǃɔƖư
ǃȔ ŧاƍد Ũŭدɓلات از ͬƢƕوƼ ȡروه G اȡر ŧاƍد، O Ƽاǁǀد E از ŧاز ǃơوƽŶƼرɓز ɓ در Ƣŭرƍ ƫɓده
ȡروه ǁơ ǃŧوان را G ،∆ = 0 آن ȡاه ŧاƍد، آن ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ɓ v و Ȕرده Ʒƽơ O روی

اȡر: ͬ Ǫذɓرد. Ƽ Ʊŭارن
v(n)(∆) = 0, Ǆرȡاه ∆ = 0. (ǑǓ . ǒ)

[ǖǓ] برهان.
ɔƼدان ɓ اŮƼداد ǃŨƉاźƼ ŧرای ͬźɓرƑ ƬرƼول ǃارائ ƹŮƊƼزم Ƭوق ǃɔƖư Ȕارɔȡری ǃŧ روش

.ŬƉا ŧرداری
ƻɔǁȔ Ƭرض .Ǒ . Ǒ . ǒ ǃɔƖư

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ϕα(x, u)
∂

∂uα
,

ɓ v ɔƼدان ŧرداری n‐ام ǃŨŭرƼدادŮƼا ŧاƍد. O ⊂ E ŧاز ǃơوƽŶƼرɓز روی ɔƼدان ŧرداری ɓ
Ʒ΄ƍ ǃŧ ɔƼدان ŧرداری

v(n) = v +

q
∑

α=1

∑

J

ϕJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
, (Ǒǔ . ǒ)

ƬرƼول ŧا (Ǒǔ . ǒ) در ϕJα Ŧɓراƕ ǃȔ ͬ ŧاƍد Ƽ J (n)(O) روی

ϕJα(x, u
(n)) = DJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi
)

+

p
∑

i=1

ξiuαJ,i , (ǑǕ . ǒ)

Ũơارت ŬƉا ذȔر ƍاɓان ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŮŽاƉ

Qα = ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi ,

.ƻɔƼاǀ ͬ Ƽ v ɔƼدان ŧرداری ǃƒžƎƼ را (ǑǕ . ǒ) در
ȡروه ɓ gε = exp(εv) ƻɔǁȔ Ƭرض .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اŨűات n = 1 ازای ǃŧ اŮŧدا را ǃɔƖư برهان.

ͬ آɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر ƬرƼول ŧا آن ƷɓدŨŭ ǃȔ ŧاƍد v ŧرداری ɔƼدان ɔƞǀر Ǫ‐ɓاراŮƼری
(x̄, ū) = gε.(x, u) = (Φε(x, u),Ψε(x, u)),

:ƻɓدار ɔǀز و
ξi(x, u) =

d

dε

∣

∣

∣

ε=0
Φiε(x, u), i = 1, · · · , p, (Ǒǖ . ǒ)

ϕα(x, u) =
d

dε

∣

∣

∣

ε=0
Ψα
ε (x, u), α = 1, · · · , q,
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǓǕ
Ơŧاŭ (x, u(1)) ∈ J1(O) و (x, u) ∈ E ازای ǃŧ ǁŮƊǄد. Ψε و Φε ƼؤǄ ǃƭƸای Ψα

ε و Φiεǃ΄ɓورƙ ǃŧ
ƭƼروض uαi =

∂fα(x)

∂xi
و uα = fα(x) ƼؤǄ ǃƭƸای و u(1) = f (1)(x) ƼرŨŭۀ اŮƼداد ŧا u = f(x)

زɓر Ƒورت ǃŧ و ŬƉا ƫɓرƢŭ Žوش gε Ŭźŭ f ƷɓدŨŭ ǶوȔ ͬƬاȔ اǀدازۀ ǃŧ ε اžŮǀاب ŧا .ŬƉا
ͬ ƍود: Ƽ داده ƌɓاƽǀ

ū = f̄ε(x̄) = (gε.f)(x̄) = [Ψεo(Id× f)]o[Φεo(Id× f)−1(x̄)].

Ƭرض ŧا Jf̄ε(x) = (∂f̄αε /∂x̄
i) ƿɔŧوȔژا ƈɓرŭاƼ زɔŶǀره ای ƯŮƎƼ از اƭŮƉاده ŧا

Ʒ΄ƍ ǃŧ x = [Φεo(Id× f)]−1(x)

Jf̄ε(x̄) = J[Ψεo(Id× f)](x).
{

J[Φεo(Id× f)](x)−1
}

, (ǑǗ . ǒ)
ƿŮƬاɓ ŧرای ͬ دǄد. Ƽ ŬƉد ǃŧ را g(1)ε اول ǃŨŭرƼ اŮƼداد (ǑǗ . ǒ) ƬرƼول ƘƊŧ ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƍوǀ
ƻɔǄد ưرار Ŭɓاǅǀ در و ǃŮƬرȡ ƯŮƎƼ ε ǃŧ ŬŨƊǀ (ǑǗ . ǒ) از ŧاɓد ،v(1) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد

آȢǀاه ŧاƍد، ε ǃŧ ǃŮƊŧوا Ơŧواŭ از Ǫذɓر وارون ͬƢŧرƼ ƈɓرŭاƼ ɓ Ξ(ε) اȡر .ε = 0

d

dε
[Ξ(ε)−1] = −Ξ(ε)−1dΞ(ε)

dε
Ξ(ε)−1.

:ƻɓدار ŧاƍد ε = 0 Ǆرȡاه
Φ0(x, f(x)) = x, Ψ0(x, f(x)) = f(x), (Ǒǘ . ǒ)

آȢǀاه: ŧاƍد p× p ͬǀاƽǄ ƈɓرŭاƼ I اȡر ƿɓراŧاǁŧ
J[Φ0o(Id× f)](x) = Id, J[Ψ0o(Id× f)](x) = Jf(x).

ƷƑاŹ زɓر Ƙŧروا لاŮɔǁŨɓز ưاơدۀ از اƭŮƉاده و ε = 0 ƚƱǀۀ در (ǑǗ . ǒ) از ɔȡری ƯŮƎƼ ŧا Źال
ͬ ƍوǀد: Ƽ

d

dε

∣

∣

∣

ε=0
Jf̄ε(x̄) =

d

dε

∣

∣

∣

ε=0
J[Ψεo(Id× f)](x)− Jf(x).

d

dε

∣

∣

∣

ε=0
J[Φεo(Id× f)](x)

= J[ϕ o(Id× f)](x)− Jf(x).J[ξ o(Id× f)](x). (ǒ٠ . ǒ)
ŧردار دو ϕ = (ϕ1, · · · , ϕq)T و ξ = (ξ1, · · · , ξp)T ŧالا Ũơارت دوم Ɗŭاوی در ǃȔ ƍود ǃŵوŭ
ƐžƎƼ v(1) در را ∂/∂uαk Ũơارت ϕkα Ŧɓراƕ (ǒ٠ . ǒ) راƚŧۀ ƈɓرŭاƼ دراǄ ǃɓای ǁŮƊǄد. ͬǀوŮƉ

ŧا: ŬƉا ŧراŧر ,α)‐ام k) دراɓۀ ŲƼال ǁơوان ǃŧ ͬ ǁǁȔد. Ƽ
ϕkα(x, f

(1)(x)) =
∂

∂xk
[ϕα(x, f(x))]−

p
∑

i=1

∂fα

∂xi
∂

∂xk
[ξi(x, f(x))].

زɓر Ƒورت ǃŧ ŧالا راƚŧۀ ƷƼاȔ ƯŮƎƼ ŧ΄ارɔȡری ŧا ،uαk,i = ∂2uα/∂xk∂xi ƻɔǄد ưرار اȡر Ƹذا
ͬ ƍود: Ƽ ͬƊɓوǀازŧ

ϕkα(x, u
(1)) = Dk[ϕα(x, u)]−

p
∑

i=1

Dk[ξ
k(x, u)]uαi

= Dk

[

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi
]

+

p
∑

i=1

ξiuαki. (ǒǐ . ǒ)
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Ǔǖ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
ͬ ŭوان Ƽ را J(n+1)(O) ǃȔ ƻɔǁȔ ǃŵوŭ ŧاɓد اŮŧدا .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اŨűات ͬƼوƽơ ŬƸاŹ در را ǃɔƖư Źال
را uαJ n)‐ام + 1) ƼرŨŭۀ ƯŮƎƼ (زɓرا .ŬƬرȡ ƞǀر در J(1)(J(n)(O)) از ɒɓاƖƬ زɓر ǁơوان ǃŧ
اƱŮƉرا ƽȔ ǃŧ ƈǪ (.ŬƬرȡ ƞǀر در n‐ام ƼرŨŭۀ ƱŮƎƼات اول ƼرŨŭۀ ƯŮƎƼ ǁơوان ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ
در ŧرداری ɔƼدان ɓ v(n−1) ƻɔǁȔ Ƭرض .ŬŽاƉ Ƒورت ƿɓدŧ v(n−1) روی از را v(n) ͬ ŭوان Ƽ
J(J(n−1)(O)) در ŧرداری ɔƼدان ɓ ǃŧ آن دادن اŮƼداد ŧار ɓ ŧا ƿɓراŧاǁŧ ŧاƍد. J(n−1)(O)

α = 1, · · · , q و J = (j1, · · · , jk) ،1 ≤ k ≤ p ǁǶدȡاǀۀ ƈɓدǀا ازای ǃŧ آن Ŧɓراƕ ǃȔ ƻɔƉر ͬ Ƽ
ƼرŨŭۀ اŮƼداد در ∂/∂uαJ,k Ŧɓراƕ (ǒǐ . ǒ) ǃŧ ǃŵوŭ ŧا Źال ŧود. ŽواǁǄد uαJ,k = ∂uαJ/∂x

k ŧا ŧراŧر
ŧا: ŧود ŽواǁǄد ŧراŧر v(n−1) اول

ϕJ,kα = Dkϕ
J
α −

p
∑

i=1

Dkξ
k.uαJ,i. (ǒǑ . ǒ)

źƼاŨƉات در اƼر ƿɓا ͬ ǁȔد. Ƽ Ƒدق (ǒǑ . ǒ) در (ǑǕ . ǒ) ƬرƼول ƻɔǄد Ǝǀان ŬƉا ͬƬاȔ Źال
ϕJ,kα = Dk

{

DJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi
)

+

p
∑

i=1

ξiuαJ,i

}

−
p
∑

i=1

Dkξ.u
α
J,i

= DkDJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi

)

+

p
∑

i=1

(Dkξ
i.uαJ,i + ξiuJ,i,k)−

p
∑

i=1

Dkξ
i.uαJ,i

= DkDJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuαi

)

+

p
∑

i=1

ξiuJ,i,k ,

.ŬƉا Ŭɓرؤ Ʒŧاư
درƞǀر را ͬ ǁȔد Ƽ Ʒƽơ X × U ≃ R × R روی ǃȔ را SO(2) دوران ȡروه ŶƼدداً .Ǔ . Ǒ . ǒ Ƽثال

:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ آن ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ǃȔ ƻɔǀدا ͬ Ƽ ɔ·ŧرɓد.
v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
,

زɓر Ƒورت ǃŧ ŧرداری ɔƼدان ƿɓا از اŮƼداد ƿɔƸاو ƈǪ ŬƉا ϕ = x و ξ = −u ŬƸاŹ ƿɓا در
ŧود: ŽواǄد

pr(1)v = v + ϕx
∂

∂ux

آن در ǃȔ
ϕx = Dx(ϕ− ξux) + ξuxx = Dx(x+ uux)− uuxx = 1 + u2x.

زɓر روش ŧا v دوم ǃŨŭرƼ ǃŨŭرƼ اŮƼداد در ∂/∂uxx از ϕxx Ŧɓراƕ Ʒ΄ƍ ƿɔƽǄ ǃŧ
ϕxx = D2

x(ϕ− ξux) + ξuxxx = D2
x(x+ uux)− uuxxx = 3uxuxx,

ͬ آɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر ͬŮƎȡازŧ ƬرƼول اƭŮƉاده ŧا ɓا
ϕxx = Dxϕ

x − uxxDxξ = Dx(1 + u2x) + uxuxx = 3uxuxx.
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǓǗ
ͬ آɓد: Ƽ در زɓر Ƒورت ǃŧ SO(2) ȡروه دوم ǃŨŭرƼ اŮƼداد ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ƈǪ

v(2) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (1 + u2x)

∂

∂ux
+ 3uxuxx

∂

∂uxx
. (ǒǒ . ǒ)

ƽŶƼوơۀ زɓر M ƹƭɔǁƼد روی ǁǁȔده Ʒƽơ Ũŭدɓلات از ȡروه ɓ G ƻɔǁȔ Ƭرض .ǔ . Ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
I : M (n) → R Ƽاǁǀد ƽǄوار Ơŧاŭ ɓ G از n‐ام ǃŨŭرƼ ͬƹɔƊǀراƭɓد ǀاوردای ɓ.دƍاŧ X × U

ƿɓا ǃŧ ǀاورداŬƉ؛ G n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد Ŭźŭ I ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ŬƉا u ƱŮƎƼات و u ،x ǃŧ ǃŮƊŧوا
:ǃȔ ǁƢƼا

I
(

g(n).(x, u(n))
)

= I(x, u(n)).

ͬƹɔƊǀراƭɓد ǀاوردای (ǔ . Ǒ . ǒ) ƫɓرƢŭ ǃŧ ǃŵوŭ ŧا ƻɓردȡ ͬ Ƽ ŧاز (Ǖ . ǐ . ǒ) ŲƼال ǃŧ .ǔ . Ǒ . ǒ Ƽثال
ͬ ǁȔد. Ƽ Ƒدق I(g.(x, u)) = I(x, u) ƍرط در ǃȔ ŬƉا I : E → R Ƕون ͬƢŧاŭ ƭƑر ƼرŨŭۀ
ǀاوردای ɓ r ƿɓا ǁŧاŧر .ŬƉا ƞǀر Ƽورد Ơŧاŭ r =

√
x2 + u2 اŶǁɓا در ǃȔ Ȕرد ͬƉررŧ ͬ ŭوان Ƽ

Ơŧواŭ ǃȔ دɓد ͬ ŭوان Ƽ Ŧɔŭرŭ ƿɔƽǄ ǃŧ .ŬƉا ͬƸوƽƢƼ ǀاوردای ɓ ɓا ƭƑر ƼرŨŭۀ ͬƹɔƊǀراƭɓد
w =

xux − u

x+ uux
, k =

uxx

(1 + u2x)
3/2

,

ǁŮƊǄد. Ɖوم و دوم ǃŨŭرƼ ͬƹɔƊǀراƭɓد ǀاورداǄای Ŧɔŭرŭ ǃŧ ǩǶ ŬƽƉ از
Ǆرȡاه ƻɔɓوȡ ͬƢŧاŭ ƷƱŮƊƼ را Ik, · · · , I1 ͬƹɔƊǀراƭɓد ǀاورداǄای .Ǖ . Ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ

dI1 ∧ · · · ∧ dIk ̸= 0,

اȡر ƻɔɓوȡ ͬƢŧاŭ ƷƱŮƊƼ اɔȔداً و
dx ∧ du(n−1) ∧ dI1 ∧ · · · dIk ̸= 0.

ŧرای Ƒورت ƿɓا در ŧاǁƍد. O ⊂ E روی ŧرداری ɔƼدان دو w و v ƻɔǁȔ Ƭرض .ǒ . Ǒ . ǒ ǃɔƖư
ŧرưرارǀد: زɓر ͬ Ǆای ȡژɓو n ∈ N Ǆر

1)(αv + βw)(n) = αv(n) + βw(n), α, β ∈ R,

2)[v,w](n) = [v(n),w(n)].

.[ǖǔ] برهان.
ͬ آɓد. Ƽ Ƭوق ǃɔƖư از ƻɔƱŮƊƼ ƙور ǃŧ زɓر ŶɔŮǀۀ

روی ƍده ƫɓرƢŭ ƼاƽɔƊȔال رŨŭۀ از ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ ∆ = 0 ƻɔǁȔ Ƭرض .ǐ . Ǒ . ǒ ǃŶɔŮǀ
ɔƼدان Ǆای از ͬƸرŨŵ ɓ دȢŮƉاه ƿɓا ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ Ʊŭارن Ǆای ƽŭام ƽŶƼوơۀ ŧاƍد. O ⊂ E

ƿɓا Ʊŭارن Ǆای ȡروه ŧاƍد، ͬǄاǁŮƼ Ƣŧد ŧا ͬƸرŨŵ ƿɓا اȡر آن ŧر ơلاوه ͬ Ɖازد. Ƽ O روی ŧرداری
.ŬƉا O روی Ũŭدɓلات از ͬƢƕوƼ ͬƸ ȡروه ɓ ƻŮƊɔƉ
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Ǔǘ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
.[ǖǔ] برهان.

و ŬɔƽǄراǪ ƷƼاơ دو ŦɔȔرŭ ŧرای ͬƕاɓر Ƽدل ƿɓرŭ ادهƉ ŭوان ͬƼ را ŧرȡرز ƢƼادƸۀ .Ǖ . Ǒ . ǒ Ƽثال
و ɓزɔƬ ǁŭوع از Ǫر و ŮƊȡرده Źوزۀ در اǀرژی اŭلاف و ƌžǪ ɔǀز و ͬƚŽ غɔر رŮƬارǄای ͬƉاƉا
ƘƉوŭ ǐǘǐǔ Ɖال در ŧار ƿɔŮƊžǀ ǃƸادƢƼ ƿɓا آورد. ƊŹاب ǃŧ ȡازǄا ɔƼاǁɓد و اƼواج ɔǀا΄Ƽ
ŧر را Žود ǃƢƸاƚƼ ǒرزȡرŧ Ƽارǁɔŭوس ƈǀاǄژو ǐǘǓǗ Ɖال در ƢŧدǄا ƍد. ͬƬرƢƼ ǑƿƽŮŧ Ǆری

Ʒ΄ƍ ǃŧ ͬƚŽ غɔر PDE ɓ ǃƸادƢƼ ƿɓا Ȕرد. آغاز آن روی
ut = uxx + u2x, (ǒǓ . ǒ)

ŬƉا ƢƼروف ŧرȡرز ƷɔƊǀاŮǪ ǃƸادƢƼ ǃŧ و ƍده ƫɓرƢŭ E ≃ R2 × R ƷƼاȔ ƖƬای روی ǃȔ ŬƉا
ɔƼدان دوم ǃŨŭرƼ اŮƼداد ǃȔ ŬƉا لازم Ʊŭارن Ǆا ƿŮƬاɓ ŧرای ،ŬƉا دوم ǃŨŭرƼ ǃƸادƢƼ Ƕون .[ǖǔ]

ŧرداری
v = ξ1(x, t, u)

∂

∂x
+ ξ2(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
,

را Ʊŭارن Ǆا (ǐ . Ǒ . ǒ) ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧا و داده اŮƼداد دو ǃŨŭرƼ ŭا ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ E روی ǃȔ را
.ƻɔŧاɔŧ

ŧا: ŬƉا ŧراŧر v دوم ǃŨŭرƼ اŮƼداد
v(2) = v + ϕx

∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
,

،ŬƉا Q = ϕ− ξ1ux− ξ2ut ،v ŧرداری ɔƼدان ǃƒžƎƼ ǃȔ ƿɓا و (ǑǕ . ǒ) ƬرƼول از اƭŮƉاده ŧا و
:ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد     ǃŧ زɓر در را ϕx, ϕt, ϕxx, ϕxt, ϕtt ͬǁƢɓ v2 Ŧɓراƕ

ϕx = DxQ+ ξ1uxx = ϕx + (ϕu − ξ1x)ux − ξ2xut − ξ1uu
2
x − ξ2uu− xut,

ϕt = DtQ+ ξ1uxt + ξ2utt = ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu
2
t ,

ϕxx = D2
xQ+ ξ1uxxx + ξ2uxxt = ϕxx + (2ϕxuξ

1
xx)ux − ξ2xxut + (ϕuu − 2ξ1xu)u

2
x

−2ξ2xuuxut − ξ1uuu
3
x − ξ2uuu

2
xut + (ϕu − 2ξ1x)uxx − 2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx − 2ξ2uuxuxt,

ϕxt = DxDtQ+ ξ1uxxt + ξ2uxtt = ϕxt + (ϕut − ξ1xt)ux + (ϕxu − ξ2xt)ut

−ξ1utu2x − ξ2xuu
2
t + (ϕuu − ξ1xu − ξ1ut)uxut − ξ1uuu

2
xut − ξ2uuuxu

2
t − ξ1t uxx

+(ϕu − ξ1x − ξ2t )uxt − ξ1uuxxut − 2ξ1uuxuxt − 2ξ2uutuxt − ξ2xutt − ξ2uuxutt,

ϕtt = D2
tQ+ ξ1uttt + ξ2uxtt = ϕtt + (2ϕut − ξ1tt)ut − ξ1ttux

+(ϕuu − 2ξ2ut)− 2ξ1utuxut − ξ2uuu
3
t − ξ1uuuxu

2
t + (ϕu − 2ξ2t )utt

−2ξ1t uxt − 3ξ2uututt − ξ1uuxutt − 2ξ1uutux.

:ƻɓدار ŧرȡرز ǃƸادƢƼ ŧر v(2) دادن اűر ŧا Źال
ϕt = ϕxx + 2uxϕ

x, (ǒǔ . ǒ)
ǑHarry Bateman ǒJohannes Martinus Burgers
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǔ٠
ͬƚŽ PDE دȢŮƉاه ǃŧ (ǒǔ . ǒ) در اŮƼداد Ŧɓراƕ ŵاɓ·ذاری ŧا

ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu
2
t = ϕxx + (2ϕxu − ξ1xx)ux − ξ2xxut

+(ϕuu − 2ξ1xu)u
2
x − 2ξ2xuuxut

−ξ1uuu3x − ξ2uuu
2
xut + (ϕu − 2x)uxx

−2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx − ξ2uutuxx

−2ξ2uuxuxt + 2ϕxux + 2(ϕu − ξ1x)u
2
x

−2ξ2xutux − 2ξ1uu
3
x − 2ξ2uu

2
xut,

:ƻɓدار ŧالا در ut = u2x + uxx ưراردان ŧا ǃȔ ƻɔƉر ͬ Ƽ
ϕt − ξ1t ux + (ϕu − ξ2t )ut − ξ1uuxut − ξ2uu

2
t = ϕxx + (2ϕxu − ξ1xx)ux − ξ2xxut

+(ϕuu − 2ξ1xu)ut − (ϕuu − 2ξ1xu)uxx

−2ξ2xuuxut − ξ1uuu
3
x − ξ2uuu

2
t + ξ2uuutuxx

+(ϕu − 2ξ1x)uxx − 2ξ2xuxt − 3ξ1uuxuxx

−ξ2uutuxx − 2ξ2uuxuxt + 2ϕxux

+2(ϕu − ξ1x)ut − 2(ϕu − ξ1x)uxx

−2ξ2xutux − 2ξ1uu
3
x − 2ξ2uu

2
t + 2ξ2uutuxx,

(ǐ . ǒ) ŵدول ǃŧ ŧالا Ɗŭاوی ƙرف دو در u Ơŧاŭ ƱŮƎƼات Ŧɓراƕ دادن ưرار ƊƼاوی ŧا Źال
ƷƱŮƊƼ u و x ǃŧ ŬŨƊǀ ξ2 ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƐžƎƼ ŵدول در (ǐǐ) و (ǘ) ƢƼادǃƸ ی از .ƻɔƉر ͬ Ƽ
ƢƼادǃƸ ی از .ŬƉا ƷƱŮƊƼ u ǃŧ ŬŨƊǀ ξ1 ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƐžƎƼ (ǐ٠) ƢƼادǃƸ ی از ƿɔǁǶ ƻǄ .ŬƉا
ǃŶɔŮǀ (ǒ) ƢƼادǃƸ ی از ƈǪ .ϕ = α(x, t)e−u + β(x, t) ƿɓراŧاǁŧ ϕu = −ϕuu ͬ ƍود Ƽ ǃŶɔŮǀ (Ǖ)
ǃŧ ǃŵوŭ ŧا ƈǪ ξ1xx = 0 ͬǁƢɓ ŬƉا اول ǃŵدر از x ǃŧ ŬŨƊǀ ξ1 ƈǪ ξ2t = 2ξ1x ǃȔ ͬ ƍود Ƽ

Ƒورت: ƿɓا در و ξ1t = −2ϕxu − 2ϕx ͬ ƍود Ƽ ǃŶɔŮǀ (Ǒ) ƢƼادǃƸ ی
ξ1t = −2ϕxu − 2ϕx = −2βx ⇒ β = −1

8ξ
2
ttx

2 − 1
2σtx+ ρ(t).

:ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ǃŶɔŮǀ ϕt = ϕxx از و
ξ1 = c1 + c4x+ 2c5 + 4c6xt,

ξ2 = c2 + 2c4t+ 4c6t
2,

ϕ = α(x, t)e−u + c3 − c5x− 2c6t− c6x
2.

.αt = αxx ŬƉا Źرارت ǃƸادƢƼ از ͬǄواžƸد ŵواب α(x, t) و ǁŮƊǄد دžƸواه Ŭŧواű c1, . . . , c6 ǃȔ
ͬ ƍود: Ƽ ŭوɔƸد زɓر ŧردارǄای ƘƉوŭ Ʊŭارن Ǆا ͬƸ Ũŵر ƖƬای ƿɓراŧاǁŧ

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = ∂u,

v4 = x∂x + 2t∂t, v5 = 2t∂x − x∂u,

v6 = 4tx∂x + 4t2 − (x2 + 2t)∂u, vα = α(x, t)e−u∂u.
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ǔǐ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
ǃƹƽŵ ای Ǆا ȓŭ Ŧɓراƕ

1 ϕxx = ϕt (ǐ)
ux 2ϕxu − ξ1xx + 2ϕx = −ξ1t (Ǒ)
ut ξ2xx + ϕuu − 2ξ1xu + 2ϕu − 2ξx = ϕu − ξ2t (ǒ)
uxut −2ξ2xu − 2ξ2x = ξ1u (Ǔ)
u2t −ξ2uu − 2ξ2u = ξ2u (ǔ)
uxx 2ξ1xu − ϕuu + ϕu − 2ξ1x − 2ϕu + 2ξ1x = 0 (Ǖ)
u3x ξ1uu − 2ξ1u = 0 (ǖ)
utuxx ξ2uu − ξ2u − 2ξ2u = 0 (Ǘ)
uxt −2ξ2x = 0 (ǘ)
uxuxx −3ξ1u = 0 (ǐ٠)
uxuxt −2ξ2u = 0 (ǐǐ)

ǃƹƽŵ ای Ǆا ȓŭ و Ŧɓراƕ ŵدول :ǐ . ǒ ŵدول

:ƻɓدار ŧرداری ɔƼدان Ǆای ƿɓا ɔƞǀر ɒɓاƽǀ Ơŧاŭ ǃŨƉاźƼ ŧا Ŭɓاǅǀ در
g1 := exp(εv1)(x, t, u) = (x+ ε, t, u),

g2 := exp(εv2)(x, t, u) = (x, t+ ε, u),

g3 := exp(εv3)(x, t, u) = (x, t, u+ ε),

g4 := exp(εv4)(x, t, u) = (eεx, e2εt, u),

g5 := exp(εv5)(x, t, u) = (x+ 2εt, t,−2tε2 − xε+ u),

g6 := exp(εv6)(x, t, u) =

(

x

1− 4εt
,

t

1− 4εt
, u

√
1− 4εt exp

{ −εx2
1− 4εt

})

,

gα := exp(εvα)(x, t, u) = (x, t, u+ εα(x, t)).

ƿɓا در ،ƻɔǄد اűر آن روی را Ʊŭارن Ǆا و ŧاƍد ƼذȔور ƢƼادǃƸ ی ŧرای ŵواب ɓ u = f(x, t) اȡر
ͬ آɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ǃƸادƢƼ ŧرای ŵدɓد ɒɓاǄ وابŵ Ƒورت

u1 = f(x− ε, t),

u2 = f(x, t− ε),

u3 = f(x, t− ε),

u4 = f(e−εx, e−2εt),

u5 = f(x− 2εt, t) + εx− ε2t,

u6 =
1√

1 + 4εt
exp

{ −εx2
1 + 4εt

}

f

(

x

1 + 4εt
,

t

1 + 4εt

)

,

uα = f(x, t) + εα(x, t).
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǔǑ
ɓ u6 ǃŧ ǃŵوŭ ŧا Ƹذا .ŬƉا (ǒǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ از ŵواب ɓ u = c ǃȔ ŬƉا ͬǅɓدŧ ŲƼال ǁơ ǃŧوان

آɓد. ͬƼ ŬƉد ǃŧ u =
c√

1 + 4εt
exp

{ −εx2
1 + 4εt

}

Ʒ΄ƍ ǃŧ ŵدɓد ŵواب
Ȕار ǃŧ ƻȔ ͬȡدǁŨƊǶ ŧا ɔƉال ورǄ ǃưای ŵرɓان Ǆای ƫɔƑوŭ در ǓرŮƊƼ ŧاک ǃƸادƢƼ .ǖ . Ǒ . ǒ Ƽثال
ͬ دǄد. Ƽ رخ ƍدن ƻŽ Ƕون Ǫدɓده Ǆا از ɔƊŧاری در ǀازک ƻȔراŮƼ ورǄ ǃưای ɔƼاǁɓد ͬ رود. Ƽ
از ŮƎɔŧر ͬƸوƙ Ɖازی ƎƬرده زƼان در ǀازک اƊŵام در ǃȔ ŬƉا ǀاǪاɓداری از ȡوǃǀ ای ƍدن ƻŽ
ورق Ǆای ƍدن ƻŽ ͬ ƍود. Ƽ ǃźƭƑ از Žارج در ƍدن ƻŽ ŦŵوƼ و داده رخ Ͱƍ Ʒƽźŭ ǃǀاŮƉآ
ŮƊƼر ŧاک ǃƸادƢƼ .ŬƬرȡ ưرار ǃƢƸاƚƼ Ƽورد ǔƿƽŽاǀ و ŮƊƼر ŧاک Ƕون اƬرادی ƘƉوŭ دوƢŧدی

:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ Ƣŧدی دو
ut = (u4)xx + (u3)xx. (ǒǕ . ǒ)

ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ E ≃ R2×R ƷƼاȔ ƖƬای روی ǃȔ ŬƉا ͬƚŽ غɔر ƢƼادǃƸ ای ŮƊƼر ŧاک ǃƸادƢƼ
ǪاراŮƼری ɓ ȡروه .[ǘ٠] ƻɔŧاɔŧ را ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬƸ ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای ƻɓدار ƒưد ŲƼال ƿɓا در

Ƒورت ǃŧ ͬ ƍوǀد Ƽ ǃŮƬرɓذǪ ǃƸادƢƼ ƿɓا ƘƉوŭ ǃȔ ɔǪوǃŮƉ ای Ũŭدɓلات از
t̄ = t̄(t, x, u), x̄ = x̄(t, x, u), ū = ū(t, x, u),

ͬ ǁǁȔد. Ƽ ŬƍاȢǀ ǃƸادƢƼ ƿɓا از دɓ·ر ɒŧواŵ ǃŧ را ŮƊƼر ŧاک ǃƸادƢƼ از ɒŧواŵ Ǆر ǃȔ ǁŮƊǄد
Ƒورت ǃŧ Ƭوق Ũŭدɓلات ȡروه ǃŧ ǃŮƊŧوا ŧرداری ɔƼدان

v = τ(x, t, u)
∂

∂t
+ ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂u
, (ǒǖ . ǒ)

Ƭوق ŧرداری ɔƼدان ŬƉا لازم ŬƉا دوم ǃŨŭرƼ ǃƸادƢƼ ɓ ŮƊƼر ŧاک ǃȕǁɓا ǃŧ ǃŵوŭ ŧا .ŬƉا
ƬرƼول ƽȔ ŧا را (ǒǖ . ǒ) ŧرداری ɔƼدان دوم ƼرŨŭۀ اŮƼداد .ƻɔǄدŧ اŮƼداد دوم ǃŨŭرƼ ŭا را

ŧا: ŬƉا ŧراŧر (Ǒǔ . ǒ)
v(2) = τ

∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ ηt

∂

∂ut
+ ηx

∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
,

Ƒورت ǃŧ را ŮƊƼر ŧاک ǃƸادƢƼ
ut − 4uxxu

3 − 12u2xu
2 − 3u2ux = 0, (ǒǗ . ǒ)

ɒɓاورداǀ ƍرط (ǐ . Ǒ . ǒ) ǃɔƖư ƯŨƙ اȡر .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƊɓوǀازŧ
v(2)(ut − 4uxxu

3 − 12u2xu
2 − 3u2ux)

∣

∣

∣(ǒǗ . ǒ) = 0, (ǒǘ . ǒ)
ɔƼدان ǃƒžƎƼ ͬ Ǫذɓرد. Ƽ Ʊŭارن ȡروه ƼوƸد ǁơوان ǃŧ را (ǒǖ . ǒ) ƼوƸد ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧاƍد ŧرưرار
ǃƸادƢƼ ǃŧ (ǒǗ . ǒ) ŧر v(2) ƼوƸد دادن اűر ŧا .ŬƉا Q = η − τut − ξux Ƒورت ǃŧ v ŧرداری

رɔƉد: ƻɔǄواŽ زɓر ǃƒžƎƼ
ηt − 6ηuxu− 24ηuu2x − 12ηuxxu

2 − 3ηxu2 − 24ηxuxu
2 − 4ηxxu3 = 0. (Ǔ٠ . ǒ)

ǓBuckmaster ǔNachman
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ǔǒ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
.ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ (Ǔ٠ . ǒ) در را Ŧɓراƕ (ǑǕ . ǒ) ƬرƼول ƽȔ ŧا

ηx = DxQ+ ξuxx + τuxt = ηx + (ηu − ξx)ux − τxut − ξuu
2
x − τuuxut,

ηt = DtQ+ ξuxt + τutt = ηt − ξtux + (ηu − τt)ut − ξuuxut − τuu
2
t ,

ηxx = D2
xQ+ ξuxxx + τuxxt = ηxx + (2ηxuξxx)ux − τxxut + (ηuu − 2ξxu)u

2
x − ξuuu

3
x

−2τxuuxut − τuuu
2
xut + (ηu − 2ξx)uxx − 2τxuxt − 3ξuuxuxx − 2τuuxuxt,

ͬƚŽ PDE دȢŮƉاه ǃŧ (Ǔ٠ . ǒ) ǃƸادƢƼ در Ƭوق Ŧɓراƕ ŵاɓ·ذاری ŧا
τu = τx = τtt = ξt = ξu = 0,

ξx = τt, η = τtu.

ͬ آǁɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر Ƒورت ǃŧ η و ξ, τ ƱƼادɓر Ƭوق دȢŮƉاه ƷŹ ŧا
τ(x, t, u) = c3t+ c1, ξ(x, t, u) = −c3x+ c2, η(x, t, u) = −c3u, (Ǔǐ . ǒ)

ŭوɔƸد زɓر ŧردارǄای ƘƉوŭ Ǆا Ʊŭارن ͬƸرŨŵ ƖƬای ƿɓراŧاǁŧ ǁŮƊǄد. دžƸواه ͬŮŧواű Ǆا ci ǃȔ
ͬ ƍود: Ƽ

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = t

∂

∂t
− x

∂

∂x
− u

∂

∂u
. (ǓǑ . ǒ)

ǁŮƊǄد: زɓر Ƒورت ǃŧ Ǆا Xi ƘƉوŭ ƍده ŭوɔƸد ǪاراŮƼری ɓ ȡروه
G1 : (t+ ϵ, x, u), G2 : (t, x+ ϵ, u), G3 : (te

ϵ, xe−ϵ, ue−ϵ).

اȡر ǃȔ داد Ǝǀان ͬ ŭوان Ƽ ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ از اƭŮƉاده ŧا ،ŬƉا Ʊŭارن ȡروه ɓ Gi Ǆر Ƕون
Ơŧواŭ آȢǀاه ŧاǁƍد ŮƊƼر ŧاک ǃƸادƢƼ از ɒŧواŵ u = f(t, x)

u(1) = f(t− ϵ, x), u(2) = f(t, x− ϵ), u(3) = f(e−ϵt, eϵx, eϵu),

ǁŮƊǄد. ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای دɓ·ری ŵواب Ǆای ɔǀز ŬƉا ͬƱɔƱŹ ơدد ɓ ϵ ǪاراŮƼر آǅǀا در ǃȔ
ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ʒɔƹźŭ دو‐Ƣŧدی ƹƭɔǁƼد ɓ در را Źرارت اƱŮǀال ǃƸادƢƼ Ʊŭارن ȡروه .Ǘ . Ǒ . ǒ Ƽثال

Ƒورت ǃŧ را Źرارت اƱŮǀال ǃƸادƢƼ .[ǒ]
ut − uxx − uyy = 0, (Ǔǒ . ǒ)

ƙول در را دƼا ŭغɔɔرات ɓا ȡرƼا اƎŮǀار ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬ داɔǀد Ƽ ǃȔ ǃǀوȢǀاƽǄ .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را
ɓ و y و x ،t ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر ǃƉ ǃƸادƢƼ ƿɓا در ͬ دǄد. Ƽ Ǝǀان Ƽاده از ǃɔŹاǀ ɓ در زƼان
ǁŮƼاƝر ŧرداری ɔƼدان Źال . E = X × U (2) و q = 1 و p = 3 ƿɓراŧاǁŧ ،ƻɓدار u ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر

:ŬƉا زɓر Ƒ ǃŧورت
v = τ(x, t, u)

∂

∂t
+ ξ(x, t, u)

∂

∂x
+ φ(x, t, u)

∂

∂y
+ η(x, t, u)

∂

∂u
, (ǓǓ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǔǓ
Ƒ ǃŧورت آن دوم اŮƼداد

v(2) = v + ηx
∂

∂ux
+ ηt

∂

∂ut
+ ηy

∂

∂uy
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxt

∂

∂uxt

+ηtt
∂

∂utt
+ ηyy

∂

∂uyy
+ ηxy

∂

∂uxy
+ ηty

∂

∂uty
,

Ƒورت ǃŧ (Ǔǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ ŧرای ɒɓاورداǀ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ źƼ (ǐ . Ǒ . ǒ) ǃɔƖư ƯŨƙ ͬ ŧاƍد. Ƽ

0 = v(2)(ut − uxx − uyy)|ut−uxx−uyy=0 = (ηt − ηxx − ηyy)|ut−uxx−uyy=0, (Ǔǔ . ǒ)

:ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ Ƭوق راƚŧۀ در را Ŧɓراƕ (ǑǕ . ǒ) ƬرƼول ƽȔ ŧا .ŬƉا

ηt = DtQ+ ξuxt + τutt + φuyt

= ηt − φtuy − ξtux + (ηu − τt)ut − ξuuxut − φuutuy − τuu
2
t ,

ηx = DxQ+ ξuxx + τuxt + φuxy

= ηx − φxuy − τxut + (ηu − ξx)ux − τuuxut − φuuxuy − ξuu
2
x,

ηy = DxQ+ ξuxx + τuxt + φuyy

= ηy − τyut − ξyux + (ηu − φy)uy − ξuuxuy − τuuyut − φuu
2
y,

ηxx = −τuuutu2x − ξuuu
3
x − φuuu

2
xuy − 2τxuutux − 2ξxuu

2
x − 2φxuuxuy + ηuuu

2
x

−τuutuxx − 2τuuxutx − 3ξuuxuxx − 2φuuxuxy − φuuyuxx + 2uxηxu

−τxxut − ξx,xux − φx,xuy + ηuuxx − 2τxutx − 2ξxuxx − 2φxuxy + ηxx,

ηyy = −τuuutu2y − ξuuuxu
2
y − φuuu

3
y − 2τyuutuy − 2ξyuuxuy − 2φyuu

2
y + ηuuu

2
y

−τuutuyy − 2τuuyuty − ξuuxuyy − 2ξuuyuxy − 3φuuyuyy − τyyut

−ξyyux − φyyuy + 2uyηyu + ηuuyy − 2τyuty − 2ξyuxy − 2φyuyy + ηyy.

:ƻɓدار ηyy و ηxx ،ηt ŧرای ƍده ǃارائ ƬرƼول Ǆای و (Ǔǔ . ǒ) ǃƚŧرا از اƭŮƉاده ŧا

0 = ηt − φtuy − ξtux + (ηu − τt)ut − ξuuxut − φuutuy − τuu
2
t + τuuutu

2
x

+ξuuu
3
x + φuuu

2
xuy + 2τxuutux + 2ξxuu

2
x + 2φxuuxuy − ηuuu

2
x

+τuutuxx + 2τuuxutx + 3ξuuxuxx + 2φuuxuxy + φuuyuxx − 2uxηxu

+τxxut + ξx,xux + φx,xuy − ηuuxx + 2τxutx + 2ξxuxx + 2φxuxy − ηxx

+τuuutu
2
y + ξuuuxu

2
y + φuuu

3
y + 2τyuutuy + 2ξyuuxuy + 2φyuu

2
y − ηuuu

2
y

+τuutuyy + 2τuuyuty + ξuuxuyy + 2ξuuyuxy + 3φuuyuyy + τyyut

+ξyyux + φyyuy − 2uyηyu − ηuuyy + 2τyuty + 2ξyuxy + 2φyuyy − ηyy.
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ǔǔ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
:ƻɓدار ǃƹƽŵ ای Ǆا ɓ Ŧɓراƕ دادن ưرار ƭƑر ŧراŧر وɔǀز ut = uxx + uyy دادن ưرار ŧا
ηtu = −1

2
τtt, ηuu = 0, ηux = −1

2
ξt, ηuy = −1

2
φt, ηxx = ηt − ηyy,

τu = τx = τy = τttt = ξu = ξtt = φu = φtt = φtx = φxx = 0,

φy =
1

2
τt, ξx =

1

2
τt, ξy = −φx. (ǓǕ . ǒ)

ͬ دǄد: Ƽ ǃŶɔŮǀ η و φ ،ξ ،τ ŧرای را زɓر ƱƼادɓر (ǓǕ . ǒ) ǃƒžƎƼ ƢƼادلات دȢŮƉاه ƷŹ
τ =

1

2
c1t

2 + c2t+ c3,

ξ =
1

2
(c1x− 4c7)t+

1

2
c2x− c4y + c8,

φ =
1

2
(c1y + 2c5)t+ c4x+

1

2
yc2 + c6,

η = −1

8
c1(x

2 + y2 + 4t)u− 1

2
c5yu− c7xu+ uc9 + α(t, x, y), (Ǔǖ . ǒ)

ƘƉوŭ Ǆا Ʊŭارن ͬƸرŨŵ ƖƬای ƿɓراŧاǁŧ ǁŮƊǄد. دžƸواه ͬŮŧواű Ǆciا ɔǀز و αt = αxx + αyy ǃȔ
ͬ ƍود: Ƽ ŭوɔƸد زɓر ŧردارǄای

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = ∂y, v4 = u∂u,

v5 = y∂x − x∂y, v6 = x∂x + y∂y + 2t∂t,

v7 = t∂x −
1

2
xu∂u, v8 = t∂y −

1

2
yu∂u,

v9 =
1

2
t2∂t +

1

2
xt∂x +

1

2
ty∂y −

1

8
(x2 + y2 + 4t)u∂u,

vα = α(t, x, y)∂u, (ǓǗ . ǒ)
:ŬƉا زɓر ƍرح ǃŧ Ũŭدɓلات از Ǫ‐ɓاراŮƼری ȡروه ƼوƸد ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆر

G1 : (t, x+ ε, y, u),

G2 : (t+ ε, x, y, u),

G3 : (t, x, y + ε, u),

G4 : (t, x, y, e
εu),

G5 : (t, x+ εy, y − εx, u),

G6 : (te
2ε, eεx, eεy, u),

G7 :
(

t, x+ tε, y, ue−
1
2
xε
)

,

G8 :
(

t, x, y + εt, ue−
1
2
yε
)

,

G9 :

(

t

1− 4εt
,

x

1− 4εt
,

y

1− 4εt
, u

√
1− 4εt exp

{−εx2 − εy2

1− 4εt

})

,

. Gα : (t, x, y, u+ εα(t, x, y)) .
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǔǕ
ƿɓراŧاǁŧ ŧاƍد Ƣŧدی دو Źرارت اƱŮǀال ǃƸادƢƼ از ɒŧواŵ u = f(t, x, y) ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ƭرض Źال

Ǫ‐ɓاراŮƼری اȡ.ŬƉروه آن از ŵدɓدی ŵواب ũ = f(t̃, x̃, ỹ)

G9(t̃, x̃, ỹ, ũ) =

(

t

1− 4εt
,

x

1− 4εt
,

y

1− 4εt
, u

√
1− 4εt exp

[−εx2 − εy2

1− 4εt

])

,

ƈǫƉ .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را

ũ = f

(

t

1 + 4εt
,

x

1 + 4εt
,

y

1 + 4εt

) exp
(

−εx2−εy2

1+4εt

)

√
1 + 4εt

,

ͬ ŧاƍد. Ƽ Źرارت اƱŮǀال ǃƸادƢƼ از ɒŧواŵ ɔǀز

ŧرخوردی Ũŭدɓلات ǒ . ǒ
ƌžŧ ƿɓا ǃƢƸاƚƼ .ƻɓوƍ آǁƍا ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای ŧا ŬƉا لازم ŧرŽوردی Ũŭدɓلات ͬƬرƢƼ از ƷŨư
ارŵاع [ǖǓ] ǃŧ آن Ŭǅŵ ǃŧ را Žواǁǀده ǃȔ ͬƹɔƊǀراƭɓد Ƭرم Ǆای درŧاره ͬŭاƼدƱƼ ƿŮƊǀدا ɔǀازǁƼد

.ƻɔǄد ͬ Ƽ

ŧرŽوردی Ƭرم ɓ J (n) n‐ام ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای روی θ ͬƹɔƊǀراƭɓد Ƭ‐ɓرم ،ɓ .ǐ . ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
Ǆر u = f(x) اȡر دɓ·ر Ũơارت ǃŧ ƍود. ƭƑر ǃŮƬاɓ اŮƼداد Ơŧواŭ ƽŭام ƘƉوŭ اȡر ͬ ƍود Ƽ ǀاɔƼده
ǃŧ θ از ǁƎȔده ƈǪ ŬƍاȢǀ ƈǫƉ ŧاƍد، f (n) : X → J (n) n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد ŧا ƽǄواری Ơŧاŭ

:ͬǁƢɓ ƍود، ƭƑر ŧاɓد f (n) ŧا X

(f (n))∗θ = 0.

ƖƬای روی ɔ·ŧرɓد. درƞǀر ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر ɓ ŧا را ͬŮƸاŹ .ǐ . ǒ . ǒ Ƽثال
θ = adx + bdu + cdp Ƒورت ǃŧ Ƭ‐ɓرم ɓ p = ux, u, x ƒŮžƼات ŧا J (1) اول ǃŨŭرƼ Ŭŵ
p = f ′(x) اول ǃŨŭرƼ اŮƼداد دارای u = f(x) Ơŧاŭ ǁŮƊǄد. p, u, x از ͬƢŧواŭ c, b, a ǃȔ ،ŬƉا

ŧا ŬƉا ŧراŧر (f (1))∗θ ǃŶɔŮǀدر ،ŬƉا

[a(x, f(x), f ′(x)) + b(x, f(x), f ′(x))f ′(x) + c(x, f(x), f ′(x))f ′′(x)]dx,

θ = b(x, u, p)θ0 ǃŶɔŮǀدر .a = −bp و c = 0 اȡر ǅǁŭا و اȡر ƍد ŽواǄد ƭƑر Ǆا f ͬƼاƽŭ ŧرای ǃȔ
روǀد ƿɔƽǄ اŶǀام ŧا ŧاƍد. θ0 = du−pdx = du−uxdx ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای از ɒŨɓرƕ ƸزوƼاً ŧاɓد
ͬ دǄد Ƽ Ǝǀان ǃŧاƎƼ źƼاŨƉات q = uxx ǃƬاƕا ƒŮžƼات ŧا J (2) دوم ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای ŧرای
،θ = bθ0+ cθ1 اȡر ƘƱƬ و اȡر ŬƉا ŧرŽوردی Ƭرم ɓ θ = adx+ bdu+ cdp+ edq Ƭ‐ɓرم ǃȔ

.ŬƉا Ƣŧدی Ǫاɓۀ ŧرŽوردی Ƭرم θ1 = dp− qdx = dux − uxxdx ǃȔ
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ǔǖ ŧرŽوردی Ũŭدɓلات
ŧا θ =

∑

J,α P
α
J θ

α
J ͬƚŽ ŦɔȔرŭ Ƒورت ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ J (n) روی ŧرŽوردی Ƭرم Ǆر .ǐ . ǒ . ǒ ǃɔƖư

Ǫاɓۀ ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای از PαJ (x, u(n)) ƽǄوار Ơŧواŭ Ƒورت ǃŧ ɒŨɓراƕ

θαJ = duαJ −
p
∑

i=1

uαJ,idx
i, α = 1, · · · , q, 0 ≤ J < n, (Ǔǘ . ǒ)

ǃȔ ŬƉا ذȔر Ʒŧاư .ƻɔƼاǀ ͬ Ƽ θαJ ŧرŽوردی Ƭرم ƼرŨŭۀ را #J Ƽا Ƭوق راƚŧۀ در ƍود. ǃŮƍوǀ
دارǀد. n− 1 ŹداŲȔر ƼرŨŭۀ J (n) روی ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای

.[ǖǓ] برهان.
ͬǁƢɓ u = f(x) Ơŧاŭ اŮƼداد ،n ƼرŨŭۀ Ŭŵ ƖƬای از u(n) = F (x) ŧرش ɓ .Ǒ . ǒ . ǒ ǃɔƖư
ͬǁƢƼ ƿɓا ǃŧ ǁȔد؛ ƭƑر را J (n) روی ŧرŽوردی ƬرǅƼای ǃƽǄ F اȡر ƘƱƬ و اȡر ŬƉا F = f (n)

:ǃȔ
F ∗θαJ = 0, α = 1, · · · , q, 0 ≤ #J < n, (ǔ٠ . ǒ)

اȡر ƘƱƬ و اȡر ŬƉا u = f (n)(x) ɓاŮƬۀ اŮƼداد Ơŧاŭ ȡراف Γ(n) ⊂ J (n) Ƣŧدی p ƹƭɔǁƼد  زɓر ɓ
.θαJ |Γ(n) = 0 ͬǁƢɓودƍ ƭƑر آن روی ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای ƽǄۀ

.[ǖǓ] برهان.
.ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا u(x) ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ و x = (x1, · · · , xn) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر n ɔǁȔد Ƭرض

Ʒ΄ƍ ǃŧ ŬƉا ͬƹɓدŨŭ ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ .Ǒ . ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
(x̄)i = f i(x, u, ∂u),

ū = g(x, u, ∂u), (ǔǐ . ǒ)
ūi = hi(x, u, ∂u),

ƍرط ƜƬاŹ ƿɔǁǷƽǄ و ŬƉا ɓ ǃŧ ɓ (x, u, ∂u) ƖƬای در ɔǀز و i = 1, · · · , n آن در ǃȔ
ͬǁƢɓ ،ŬƉا ŧرŽوردی

dū = ūidx̄
i. (ǔǑ . ǒ)

غɔر در ŧاǁƍد، ǃŮƍدا ͬȢŮƊŧوا u اول ǃŨŭرƼ ƱŮƎƼات ǃŧ g و f i Ơŧواŭ ǃȔ ŬƉا آن ŧر Ƭرض
.ŬƉا ǃƚƱǀ ای ƷɓدŨŭ ɓ ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ اƒǁɓورت

ͬ ƍود Ƽ ǃŮŽاǁƍ ͬȡژɓو ƿɓا ŧا g ǃƚƱǀ ای ƷɓدŨŭ Ǆر از g(n) : J (n) → J (n) n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد
ǃŮƬاɓ ƷɓدŨŭ Ơŧاŭ از ǃŮƬاɓ اŮƼداد ȡراف ǃŧ را Ơŧاŭ Ǆر از ǃŮƬاɓ اŮƼداد ȡراف Ǆر ƷɓدŨŭ ƿɓا ǃȔ
ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای ǃŧ را ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای g(n) ǃȔ ͬ ǁȔد Ƽ ɔŧان (Ǒ . ǒ . ǒ) ǃɔƖư ͬ ǁȔد. Ƽ ŬƍاȢǀ
ǃŧ را ŧرŽوردی Ƭرم Ǆر ǃȔ Ψ : J (n) → J (n) ͬƢƕوƼ ƻƊɔƬورƼئوƭɓد دɓ·ر، ƙرف از ͬ Ȣǀارد. Ƽ
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǔǗ
ŧا ǃŮƬاɓ اŮƼداد Ơŧواŭ ȡراف Ǆای Ƕون ɔ·ŧرɓد، درƞǀر را ͬ ǁȔد Ƽ ŬƍاȢǀ دɓ·ر ŧرŽوردی Ƭرم
ǃŮƬاɓ اŮƼداد ȡراف از Ψ[Γ

(n)
f ] ƒŭوɓر ͬ ƍوǀد، Ƽ ǃŮŽاǁƍ آن روی ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای Ȕردن ƭƑر

ƿɓا ǁŧاŧر .ŬƉا u = f̄(x) ɓاŮƬۀ ƷɓدŨŭ Ơŧاŭ از n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد ȡراف ،u = f(x) Ơŧاŭ ɓ
ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƬرȡ Ȕار ǃŧ u = f(x) Ơŧواŭ روی Ψ از Ʒƽơ ɓ ƫɓرƢŭ ŧرای Ψ[Γ

(n)
f ] = Γ

(n)

f̄

ǃŨŭرƼ از ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ Ψ : J (n) → J (n) ͬƢƕوƼ ƻƊɔƬورƼئوƭɓد ɓ .ǒ . ǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
Ƭرم Ǆر θ اȡر ǃȔ ͬǁƢƼ ƿɓا ǃŧ ŧاƍد، ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای ƖƬای ƜƬاŹ اȡر ͬ ǁȔد Ƽ ƫɓرƢŭ n

.ŬƉا ŧرŽوردی Ƭرم ɓ ɔǀز (Ψ(n))∗θ ƈǫƉ ŧاƍد، J (n) روی ŧرŽوردی
ƷɓدŨŭ ɓ ،ŬƉا ŬɔƽǄا Ǫر ɔƊŧار ͬǀوŮƹɔƽǄ ɔǀا΄Ƽ در ǃȔ ǕدرǀژاƸ ƷɓدŨŭ .Ǒ . ǒ . ǒ Ƽثال

Ʒ΄ƍ ǃŧ اول ǃŨŭرƼ ŧرŽوردی
x̄ = p, ū = u− xp, p̄ = −x, (ǔǒ . ǒ)

ɓ΄دɓ·ر ŧا دƱɔưا ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای ŬƸاŹ ƿɓا در .[ǖǓ] p̄ = ūx̄ ɔǀز و p = ux آن در ǃȔ ŬƉا
ͬǁƢɓ ǁŮƊǄد ȠǁǄاƽǄ

dū− p̄dx̄ = du− pdx,

ƷɓدŨŭ ŧاƍد، ͬƢŧاŭ Ǆر u = f(x) ͬ ǁȔد.اȡر Ƽ ƫɓرƢŭ J (1) روی ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ (ǔǒ . ǒ) ƈǪ
Ƒورت ǃŧ آن از ū = f̄(x̄) Ƹژاǀدر

x̄ = f ′(x), ū = f(x)− xf ′(x),

زɔŶǀره ای ưاơده ƽȔ ŧا .fxx(x) ̸= 0 اȡر ƘƱƬ و اȡر ŬƉا ƫɓرƢŭ وشŽ ƼوƢƕاً و ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ
.ŬƊǄ ɔǀز ŧرŽوردی ƍرط در Ƒادق ǃȔ p̄ = −x = −(f ′)−1(x̄) ǃȔ ͬ ƍود Ƽ اŨűات

Ƒورت ǃŧ اول ƼرŨŭۀ ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ از ͬƑاŽ ŬƸاŹ Ƹژاǀدر ƷɓدŨŭ
x̄ = χ(x, u, p), ū = ψ(x, u, p), p̄ = π(x, u, p), (ǔǓ . ǒ)

ƷɓدŨŭ ɓ (ǔǓ . ǒ) ǃȕǁɓا ƍرط .ŬƉا ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر ɓ دارای ǃȔ ŬƉا
ǃȔ ŬƉا ƿɓا ǁȔد ƫɓرƢŭ ŧرŽوردی

Ψ∗(dū− p̄dx̄) = dψ − πdχ = λ(du− pdx), (ǔǔ . ǒ)
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ λ(x, u, p) Ƽاǁǀد ͬƢŧاŭ ŧرای ǃȔ

ψx − πχx = −pλ, ψu − πχu = λ, ψp − πχp = 0.

ǕLegendre
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ǔǘ ŧرŽوردی Ũŭدɓلات
Ƙŧروا ŧاɓد (ǔǓ . ǒ) ǃȔ ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ǃŶɔŮǀ λ Źذف ŧا

ψx + pψu = π(χx + pχu), ψp − πχp = 0, (ǔǕ . ǒ)
ƫɓرƢŭ ǃŮƬاɓ اŮƼداد ǃƚƱǀ ای ƷɓدŨŭ ɓ (ǔǓ . ǒ) Ũŭدɓلات ŧاƍد. Ƒادق Ũŭدɓلات ƿɓا ŧرای
اول ƍرط ŬƸاŹ ƿɓا در ǃȔ ŧاǁƍد، p ƯŮƎƼ ƒŮžƼات از ƷƱŮƊƼ ψ و χ اȡر ƘƱƬ و اȡر ͬ ǁǁȔد Ƽ

ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ اول ƼرŨŭۀ اŮƼداد ƬرƼول ǃŧ (ǔǕ . ǒ) در
g ،f i Ơŧواŭ اȡر ǅǁŭا و اȡر ͬ ǁǁȔد، Ƽ ƫɓرƢŭ ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ (ǔǐ . ǒ) Ƙŧروا .ǒ . ǒ . ǒ ǃɔƖư

ǁǁȔد: Ƒدق زɓر Ƙŧروا در i = 1, · · · p ŧرای hi و
∂g

∂ui
= hj

∂f j

∂ui
,

∂g

∂xi
+ ui

∂g

∂u
= hj

(

∂f j

∂xi
+ ui

∂f j

∂u

)

. (ǔǖ . ǒ)
Ƭرم ǃŧ اول ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای روی ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ φ ƻɔǁȔ Ƭرض برهان.

φ : J (1) → J (1)

(xi, u, ui) → (f i, g, hi),

ƿɓا ǃŧ ŧاƍد، ŧرŽوردی Ƭرم Ǆای ƜƬاŹ ŧاɓد φ ،(ǒ . ǒ . ǒ) ƫɓرƢŭ ǃŧ ǁŧا Ƒورت ƿɓا در ŧاƍد.
ƻɓدار آȢǀاه ŧاƍد ŧرŽوردی Ƭرم ɓ θ = dū− ūidx̄

i اȡر ǃȔ ͬǁƢƼ
φ∗ : Ω(J (1)) → Ω(J (1))

φ∗(θ) = λω,

ŧرŽوردی Ƭرم ɓ ω ɔǀز و x ǃŧ ŬŨƊǀ u ƯŮƎƼ و u ،x از ͬƢŧاŭ λ و J (1) دوȡان ƖƬای Ω ǃȔ
ƿɓا ǁŧاŧر .ŬƉا Ω(J (1)) روی

φ∗(dū− ūjdx̄
j) = d(u∗oφ)− (u∗joφ)d(x

j∗oφ)

⇒ dg − hjdf
j = λ(du− uidx

i)

⇒
(

∂g

∂xi
dxi +

∂g

∂u
du+

∂g

∂ui
dui

)

− hj

(

∂f j

∂xi
dxi +

∂f j

∂u
du+

∂f j

∂ui
dui

)

= λdu− λuidx
i.

ͬ ƍود: Ƽ ǃŮƬرȡ ǃŶɔŮǀ Ʒɓذ ǃƚŧرا ǃƉ ŧالا Ƙŧروا از
∂g

∂xi
− hj

∂f j

∂xi
= −λui, (∗)

∂g

∂u
− hj

∂f j

∂u
= λ, (∗∗)

∂g

∂ui
− hj

∂f j

∂ui
= 0, (∗ ∗ ∗)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای Ǖ٠
در −ui ƕرب ŧا ǃƼادا در ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ ǃƹƑاƬلاŧ را (ǔǖ . ǒ) ǃƚŧرا ƿɔŮƊžǀ (∗ ∗ ∗) ǃƚŧرا ǃȔ

:ƻɓدار (∗) ŧا آن دادن ưرار ŧراŧر و (∗∗)

−ui
∂g

∂u
+ uihj

∂f j

∂u
=

∂g

∂xi
− hj

∂f j

∂xi
,

Ƭوق Ƙŧروا ͬƼاƽŭ ǃȔ ŬƉا ذȔر ǃŧ لازم ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ را (ǔǖ . ǒ) در دوم ǃƚŧرا Ƭوراً ɔǀز ƿɓا ǃȔ
ǁŮƊǄد. Ǫذɓر ŬƎȡرŧ

ǃŧ ŧرŽوردی Ũŭدɓلات از Ǫ‐ɓاراŮƼری ͬƸ ȡروه (ǔǐ . ǒ) ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɔǁȔد Ƭرض Źال
ŧاƍد: زɓر Ƒورت

(x̄)i = xi + εξi(x, u, ∂u) +O(ε2),

ū = u+ εη(x, u, ∂u) +O(ε2),

ūi = ui + εη
(1)
i (x, u, ∂u) +O(ε2), (ǔǗ . ǒ)

:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ آن ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ɔǀز و i = 1, · · · , p آن در ǃȔ
v = ξi(x, u, ∂u)

∂

∂xi
+ η(x, u, ∂u)

∂

∂u
+ η

(1)
i (x, u, ∂u)

∂

∂ui
. (ǔǘ . ǒ)

.Ŭƍدا ƻɔǄواŽ را زɓر ǃɔƖư ƈǫƉ
ͬ ǁǁȔد Ƽ ƫɓرƢŭ ŧرŽوردی Ũŭدɓلات از Ǫ‐ɓاراŮƼری ͬƸ ȡروه ɓ (ǔǗ . ǒ) Ƙŧروا .Ǔ . ǒ . ǒ ǃɔƖư

ǁǁȔد: Ƒدق زɓر Ƙŧروا در η و ξ Ơŧواŭ اȡر ƘƱƬ و اȡر
∂η

∂ui
− uj

∂ξj

∂ui
= 0, i = 1, · · · , n. (Ǖ٠ . ǒ)

.[ǐǘ] برهان.

ŧالاŭر ǃŨŭرƼ Ũŭدɓلات Ǔ . ǒ
ƢƼادلات Ʒɔƹźŭ ŧرای ǃȔ ǁŮƊǄد Q ƒžƎƼۀ ŧا ͬŭلاɓدŨŭ ŧرŽوردی Ũŭدɓلات ǃȔ ȡردɓد ǃƞŹلاƼ
ƢƼادلات در ȕǁȔاش و ɒɓاوȔوا ɒɓاǀواŭ ͬŭلاɓدŨŭ ƿɔǁǶ اƼا ǁŮƊǄد. ŦƉاǁƼ اول ǃŨŭرƼ PDE

ͽƬر ǃŧ ƽǀود ͬƢƉ و ŬŽرداǪ Ƽوƕوع ƿɓا ǃŧ ͬƸ ŧار ƿɔƸاو Ŭǅŵ ƿɔƽǄ ǃŧ ǀدارǀد. را ŧالاŭر ǃŨŭرƼ
Ũŭدɓلات Ȕدام ǃȔ Ȕرد ƚƼرح ǃǀوȢǁɓا را ͬƎƉرǪ ǖدǀلا΄ŧ ،ͬƸ Ƽوازات ǃŧ ǫŧردازد. ǃƒɔƱǀ ƿɓا

Ʒ΄ƍ ǃŧ ͬƹɔƊǀراƭɓد Ƭرم Ǆای ǃȔ ǁŮƊǄد
du = uidx

i, dui = uijdx
j , (Ǖǐ . ǒ)

ǖA.V. Backlund
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Ǖǐ ŧالاŭر ǃŨŭرƼ Ũŭدɓلات
Ǆ ƻŽا Ũŭدɓلات از ͬƑاŽ ǀوع ǃȔ ŬƬاɓ ͬŭلاɓدŨŭ در را Ɖؤال ƿɓا ͺƉاǪ او ͬ دارǀد؟ Ƽ ǃȢǀ ǀاوردا را
ͬŭلاɓدŨŭ ǃȔ داد Ÿɔƕوŭ ͬƸ ǐǗǖǓ Ɖال در اƼا ǁŮƊǄد. Ƣŧ‐ǃƉدی ƖƬای در روǄ ǃɓا و ǃźƭƑ در
ƍد ŧ΄لاǀد ƎƼوق Žود ͬƸ ƫƎȔ ƿɓا و ǁŮƊǄد Ƭوق Ƙɓراƍ واŵد ǃȔ Ƽوŵودǀد ŧالاŭر ŦŭراƼ از
را ͬŭلاɓدŨŭ ŧ΄لاǀد دǄد. ǃارائ ǐǗǖǕ Ɖال در ƍده اƑلاح و ŭر Ưɔƽơ Ƒورت ǃŧ را Žود ŴɓاŮǀ ŭا

ŧاƕاƚŧۀ
x̄i = ξi(x, u(k)), ūα = ψα(x, u(k)), (ǕǑ . ǒ)

ƖƬای ǃŧ u = (u1, · · · , uq) ǃŮƊŧوا و x = (x1, · · · , xp) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای ŧا E ƷƼاȔ ƖƬای از
ǃȢǀ ǀاوردا را (Ǖǐ . ǒ) Ƭرم Ǆای ͬŭلاɓدŨŭ ƿɔǁǶ داد Ǝǀان و Ȕرد ͬƬرƢƼ E k‐ام ǃŨŭرƼ Ŭŵ
Ũŭدɓلات ͬ ŧاƍد، Ƽ u ŵزئͬ ŬǀاƱŮƎƼ دǁǄدۀ Ǝǀان u(k) آن در ǃȔ Ũŭدɓلات ǃǀوȢǁɓا ǃŧ ͬ دارǀد. Ƽ
ŧاƍد ǃƚƱǀ ای ǃǀ ǃȕǀآ ƍرط ǃŧ J (k)(E) ŭوی ǃŧ ɓ ǃŧ ɓ ŬƉا ͬƹɓدŨŭ ǃȔ ƻɔɓوȡ ͬ Ƽ ŧالاŭر ǃŨŭرƼ

ŧرŽوردی. ǃǀ
زɓر ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه

x̄i = f i(x, u, ε) = eεvxi, i = 1, · · · , p,

ūα = gα(x, u, ε) = eεvuα, α = 1, · · · , q, (Ǖǒ . ǒ)
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα
,

Ŭźŭ ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ƭرض را {uα = Θα(x)} روǄ ǃɓای از Žاǀواده ای Źال ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در را
Θ روɓۀ روی (x, u) ƚƱǀۀ Ũŭدɓلات ƿɓا ε ƱƼادɓر از ͬŽرŧ ŧرای ǁŮƊɔǀد. ǀاوردا (Ǖǒ . ǒ) Ũŭدɓلات

ƢƼادلات ŧا (x̄, ū) ƚƱǀۀ ǃŧ را
x̄i = f i(x,Θ(x), ε), i = 1, · · · , p,

ūα = gα(x,Θ(x), ε), α = 1, · · · , q, (ǕǓ . ǒ)
ŵاɓ·ذاری ŧا (ǕǓ . ǒ) Ƙŧروا از ͬ ŭوان Ƽ را x, ε ƿɓا ŧرای ͬ ǁȔد. Ƽ ƷɓدŨŭ

x = f(x̄, ū,−ε),

آȢǀاه Ȕرد. Źذف
ū = g

(

f(x̄, ū, ε),Θ(f(x̄, ū,−ε)), ε
)

= g
(

e−εvx̄,Θ(e−εv), ε
)

, (Ǖǔ . ǒ)
آن در ǃȔ

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα

=

p
∑

i=1

ξi(x̄, ū)
∂

∂x̄i
+

q
∑

α=1

ηα(x̄, ū)
∂

∂ūα
.
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǕǑ
:ƻɓدار (Ǖǔ . ǒ) در (x̄, ū,−ε) ŵای ǃŧ (x, u, ε) ŵاɓ·ذاری ŧا

u = g
(

eεvx,Θ(eεv),−ε
)

= g
(

f(x, u, ε),Θ(f(x, u, ε)),−ε
)

. (ǕǕ . ǒ)
ǀاوردا (Ǖǒ . ǒ) Ũŭدɓلات Ŭźŭ {uα = Θα(x)} Ǆای ǃɓرو Žاǀوادۀ ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . Ǔ . ǒ ǃɔƖư
ǪاراŮƼری ɓ Ǆای ǃɓرو Žاǀوادۀ ǃŧ را Ǆا ǃɓرو از Žاǀواده ƿɓا (ǕǕ . ǒ) ƷɓدŨŭ اƒǁɓورت در ŧاƍد.

ͬ ǁȔد. Ƽ ƒŭوɓر {uα = Θα(x, ε)}

ŧالاŭر ŦŭراƼ Ǫ ɓاراŮƼری Ũŭدɓلات ǃŧ ŧرŽوردی ɓا ǪاراŮƼری ɓ ȡروه Ǆای ƻɔƽƢŭ ŧرای
Ʒƽơ ŵای ǃŧ u = u(x) Ơŧواŭ ƖƬای روی ȡروه Ʒƽơ دɓدȡاه از را روǄ ǃɓا ƒŭوɓر źǀوۀ ŬƉا لازم
Žاǀوادۀ ƷɓدŨŭ ŧا ŧاɓد را Ȕاری ƿɔǁǶ .ƻɔǁȔ ͬƉررŧ اول ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای ɓا ƷƼاȔ ƖƬای روی

Ũŭدɓلات Ŭźŭ {uα = Θα(x, ε)} ǪاراŮƼری ɓ روǄ ǃɓای Žاǀوادۀ ǃŧ {uα = Θα(x)} روǄ ǃɓای
x̄ = x,

ū = η(x, ε) = (eεṽu)
∣

∣

u=Θ(x)
,

را (Ǖǒ . ǒ) Ũŭدɓلات آȢǀاه ŧاƍد. Ƭوق ƷɓدŨŭ ɔƞǀر ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ṽ اȡر داد. اŶǀام
Ȕرد ͬƊɓوǀازŧ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ

x̄i = xi + εξi(x,Θ(x)) +O(ε2), i = 1 · · · p,

ūα = uα + εηα(x,Θ(x)) +O(ε2), α = 1 · · · q. (Ǖǖ . ǒ)
(Ǖǖ . ǒ) در ǃƸادƢƼ ƿɔŮƊžǀ از Ȕرد. Źذف (Ǖǖ . ǒ) دوم ǃƸادƢƼ از را x ŧاɓد ηα(x, ε) ƿŮƬاɓ ŧرای

:ƻɓدار
xi = x̄i − εξi(x̄,Θ(x̄)) +O(ε2), i = 1, · · · , p. (ǕǗ . ǒ)

Ƒورت ǃŧ ηα Ơŧاŭ ε = 0 Źول آن ƘƊŧ و (Ǖǖ . ǒ) در (ǕǗ . ǒ) ưراردادن ŧا اǁȔون
ηα(x̄, ε) = Θα(x̄) + ε

[

ηα(x̄,Θ(x̄))− ∂Θα(x̄)

∂x̄i
ξi(x̄,Θ(x̄))

]

+O(ε2), (Ǖǘ . ǒ)
روǄ ǃɓای Žاǀوادۀ ƷɓدŨŭ ƒŭوɓر (Ǖǘ . ǒ) در x̄ ŵای ǃŧ x ŵاɓ·ذاری ŧا Źال ͬ ƍود. Ƽ ǃŨƉاźƼ
Žاǀوادۀ دɓ·ر ɔŧان ǃŧ .ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ (Ǖǖ . ǒ) ǪاراŮƼری ɓ Ũŭدɓلات Ŭźŭ را {uα = Θα(x)}

روǄ ǃɓای از Ǫ‐ɓاراŮƼری Žاǀوادۀ ǃŧ {uα = Θα(x, ε)} روǄ ǃɓای
ūα = η(x, ε)

= θα(x) + ε
[

ηα(x,Θ(x))− ∂Θα(x)

∂x̄i
ξi(x,Θ(x))

]

+O(ε2), α = 1, · · · , q,
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Ǖǒ ͬƢƕوƼ Ũŭدɓلات
ŮƼغɔر Ǆای ƷɓدŨŭ ƿɓا Ŭźŭ ǃȔ ɔ·ŧرɓد ƞǀر در را ɒɓاǄ ǃɓرو از ǃŮƉد آن Źال ͬ ƍوǀد. Ƽ ƒŭوɓر

ǃȔ ǁƢƼا ƿɓا ǃŧ ͬ Ƽاǁǀد Ƽ ͬưاŧ ǀاوردا آǅǀا ƷƱŮƊƼ
x̄i = xi, i = 1, · · · , p,

ūα = uα + ε
[

ηα(x, u)− uαi ξ
i(x, u)

]

+O(ε2), α = 1, · · · , q. (ǖ٠ . ǒ)
Ʒ΄ƍ ǃŧ Ƭوق ƷɓدŨŭ ɔƞǀر ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ƿɓا ǁŧاŧر

ṽ =

q
∑

α=1

[

ηα(x, u)−
p
∑

i=1

uαi ξ
i(x, u)

] ∂

∂uα
, (ǖǐ . ǒ)

ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد (ͬƹƼاȕŭ) ǃƒžƎƼ Ʒ΄ƍ را ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ƿɓا ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƍوǀ
ͬ ǀاǁƼد. Ƽ v

آȢǀاه ŧاƍد، اƱŮǀال ǪاراŮƼری ɓ ƷɓدŨŭ ȡروه و E = R2 اȡر .ǐ . Ǔ . ǒ Ƽثال
x̄ = x+ ε, ū = u,

ƻɓدار ŬƸاŹ ƿɓا در Ƹذا
v =

∂

∂x
, ṽ = −ux

∂

∂u
.

Ƒورت ǃŧ ͬƊǀاŶŭ ƷɓدŨŭ ǃȔ ͬŮƸاŹ در اƼا
x̄ = eεx, ū = e2εu,

ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ ƷɓدŨŭ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧاƍد،
v = x

∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, v = (2u− xux)

∂

∂u
.

ͬƢƕوƼ Ũŭدɓلات ǔ . ǒ
ɓ ͬƸ ȡروه Ǆای ǅƭƼوم از ͬƽɔƽƢŭ ǃȔ ƍد ŽواǄد ͬƬرƢƼ Ũŭدɓلات از دɓ·ر ͬơوǀ ǃƼادا در
ǃŨŭرƼ ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ ͬƹɓدŨŭ ǃŧ ṽ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری

Ʒ΄ƍ ǃŧ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا ŧالاŭر
ṽ =

q
∑

α=1

η̃α(x, u, u(n))
∂

∂uα
, (ǖǑ . ǒ)

ͬ ŧاƍد. Ƽ n ≥ 1 ǃŨŭرƼ ŹداŲȔر ŭا ƱŮƎƼات ǃŧ ǃŮƊŧوا آن ƼؤǄ ǃƭƸای ǃȔ ȡوǃǀ ای ǃŧ ŬƉا
Ƒورت ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را (ǖǑ . ǒ) ƼوƸد ɔƞǀر ƷɓدŨŭ

x̄i = xi, i = 1, · · · , p,

ūα = uα + εη̃α(x, u(k)) +O(ε2), α = 1, · · · , q, (ǖǒ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǕǓ
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧاɓد (ǖǒ . ǒ) ƷɓدŨŭ در ŧالاŭر ŦŭراƼ ƽŵلات źƼاŨƉۀ ŧرای داد. ƌɓاƽǀ
ازای ǃŧ ƿɓا ǁŧاŧر Ȕرد. ͬƉررŧ ƱŮƎƼات ŧر را ƼوƸد ƿɓا Ʒƽơ Ůŧوان ŭا داد اŮƼداد را (ǖǑ . ǒ)

و k = 2, 3, · · · ŧرای ɔǀز و i, j = 1, · · · , p و α = 1, · · · , q

η̃
(1)α
i = Diη̃

α,

η̃
(k)α
i1,··· ,ik

= Dik η̃
(k−1)α
ii···ik−1

, (ǖǓ . ǒ)
ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر ŧرداری ɔƼدان ŧا (ṽ (اŮƼداد ǃŮƬاɓ ƠɔƉوŭ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد

ṽ(∞) = η̃α
∂

∂uα
+ η̃

(1)α
i

∂

∂uαi
+ · · ·+ η̃

(k)α
i1,··· ,ik

∂

∂uαi1···ik
+ · · · . (ǖǔ . ǒ)

Ʒ΄ƍ ǃŧ ǪاراŮƼری ɓ Ũŭدɓلات از ŧالاŭر ǃŨŭرƼ ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ ɓ .ǐ . ǔ . ǒ ƫɓرƢŭ
x̄i = xi, i = 1, · · · , p,

ūα = eεṽ
(∞)
uα = uα +

∞
∑

j=1

εj

j!
(ṽ(∞))(j−1)η̃α, α = 1, · · · , q, (ǖǕ . ǒ)

ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƍوǀ
اƍاره آن ǃŧ ǃƼادا در ǃȔ ŬƉا ͬƹƑا ͬȡژɓو دو دارای ŧالاŭر ǃŨŭرƼ از ǪاراŮƼری ɓ ƷɓدŨŭ Ǆر

ͬ ƍود. Ƽ
ŬƉا ǪاراŮƼری ɓ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ͬƸ ȡروه ɓ ارز ƻǄ ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭرǄ (ǐ

Ʒ΄ƍ ǃŧ η̃α Ǆر اȡر ǅǁŭا و اȡر
η̃α = ηα(x, u)− uαi ξ

i(x, u),

ǃŧ ͬȢŮƊŧ ǵɔǄ و ŧاƍد ͬƚŽ Ǆuαiا اول ǃŨŭرƼ ƱŮƎƼات ǃŧ ŬŨƊǀ ǅǁŭا η̃α Ǆر ͬǁƢɓ ƍود، ǃŮƍوǀ
ŧاƍد. ǃŮƍداǀ u ŧالاŭر ǃŨŭرƼ ƱŮƎƼات

ǪاراŮƼری ɓ ŧرŽوردی Ũŭدɓلات از ͬƸ ȡروه ɓ ارز ƻǄ ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ Ǆر (Ǒ
Ƒورت ǃŧ Ůŧوان را η̃α و ŧوده q = 1 اȡر ǅǁŭا و اȡر ŬƉا

η̃α = η̃α(x, u(1)),

ŧاƍد. u اول ǃŨŭرƼ ƱŮƎƼات از ͬƚŽ غɔر ɓا ͬƚŽ ŦɔȔرŭ Ƒورت ǃŧ Ǆη̃αا ͬǁƢɓ .Ŭƍوǀ
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ ɓ .ǐ . ǔ . ǒ ǃɔƖư

v = Q(x, u, u(1))
∂

∂u
,

ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه Ǆای از ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ ارز ƻǄ
v =

p
∑

i=1

ξi(x, u(1))
∂

∂xi
+ η(x, u(1))

∂

∂u
+

p
∑

i=1

η
(1)
i (x, u(1))

∂

∂ui
,
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Ǖǔ ŧالاŭر ǃŨŭرƼ Ʊŭارن Ǆای و ŧرŽوردی Ʊŭارن Ǆای
ͬ ǁǁȔد: Ƽ Ƒدق زɓر Ũơارات در ƼوƸد ƿɓا Ŧɓراƕ ǃȔ ͬƽƊư ǃŧ ͬ ŧاƍد، Ƽ

ξi(x, u(1)) =
∂Q

∂ui
,

η(x, u(1)) = ui
∂Q

∂ui
−Q, i = 1, · · · , p,

η
(1)
i (x, u(1)) = −∂Q

∂ui
− ui

∂Q

∂u
.

[ǐǘ] برهان.
Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ Ǆر ǃȔ ŬƉا آن ǃɔƖư ƿɓا ƻɔƱŮƊƼ ǃŶɔŮǀ

ǶوȔ
v = η(x, u, u(1))

∂

∂u
,

ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه Ǆای از ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا ارز ƻǄ Ů΄ɓا ƙور ǃŧ
.ŬƉا آن ƒžƎƼۀ η(x, u,(1) ) ǃȔ ͬ ŧاƍد Ƽ

ŦŭراƼ ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ Ũŭدɓلات ǃȔ ŬƉا آن Ȕرد ǃŵوŭ آن ǃŧ ŧاɓد ǃȔ ͬƽǅƼ ǃŮȕǀ
ͬƸ ȡروه Ǆای از ŧرŽوردی ƷɓدŨŭ ɓ ǃǀ و ǁŮƊǄد ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ ɓ ǃǀ ŧالاŭر،

ͬ ǀاǁƼد. Ƽ ǀوŭر ƷɓدŨŭ ɓ ɓا ŧ‐ͬƸ΄لاǀد ƷɓدŨŭ را ͬŭلاɓدŨŭ ƿɔǁǶ ǪاراŮƼری. ɓ
ƷɓدŨŭ v = uxx∂/∂u+ · · · ƹƽơ·ر p = q = 1 ازای ǃŧ .ǐ . ǔ . ǒ Ƽثال
x̄ = x, ū = u+

∞
∑

j=1

εj

j!
u2x ,

.ŬƉا ŧالاŭر ǃŨŭرƼ ƷɓدŨŭ ɓ ǃȔ ͬ ǁȔد Ƽ ŭوɔƸد را
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد .Ǒ . ǔ . ǒ Ƽثال

ṽ =

(

1

2
u2ux + 2uxuxxx +

3

5
uxxxxx

)

∂

∂u
,

.ŬƉا ut + uux + uxxx = 0 ،KdV ƢƼادƸۀ ŧرای ŧالاŭر ǃŨŭرƼ ƷɓدŨŭ ɓ

ŧالاŭر ǃŨŭرƼ Ʊŭارن Ǆای و ŧرخوردی Ʊŭارن Ǆای Ǖ . ǒ
و اȡر ͬ دارد Ƽ ǃȢǀ ǀاوردا را ∆ = 0 ŵزئͬ ƢƼادلات دȢŮƉاه (ǖǕ . ǒ) ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ

ŧرداری ɔƼدان ͬǁƢɓ ƷɓدŨŭ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد اȡر ǅǁŭا
v(n) = η̃α

∂

∂uα
+ η̃

(1)α
i

∂

∂uαi
+ · · ·+ η̃

(k)α
i1···in

∂

∂uαi1···in
, (ǖǖ . ǒ)

Žاǀواده Ǆر ͬǁƢɓ دارد. ǃȢǀ ǀاوردا را آن n‐ام ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای در را ǃƸادƢƼ ŵواب Ǆای ƹƭɔǁƼد
Ȣǁŧارد. ŵواب Ǆا ǃɓرو از دɓ·ری Žاǀواده ǃŧ را ŵواب Ǆا ǃɓرو از
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǕǕ
ͬǁƢɓ آن n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد ǃȔ (ǖǕ . ǒ) ƷɓدŨŭ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆر .ǐ . Ǖ . ǒ ƫɓرƢŭ
ŧالاŭر ǃŨŭرƼ Ʊŭارن ɓا ŧرŽوردی Ʊŭارن ɓ دارد ǃȢǀ ǀاوردا را ∆ = 0 ƢƼادلات دȢŮƉاه (ǖǖ . ǒ)

.ŬƉا دȢŮƉاه ŧرای
ǃɔƖư ǃŧاƎƼ و داده ǃارائ را ɒɓاǄ ارنƱŭ ƿɔǁǶ źƼاŨƉۀ ƻŮɓور·Ƹا ͬ آɓد Ƽ ǃƼادا در ǃȔ ǃɔƖư ای
ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای ƿŮƬاɓ ŧرای ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ɒɓاورداǀ

.ŬƉا
k ≥ 0 ǃŨŭرƼ از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ɓ v =

∑q
α=1 η̃

α(x, u, u(k))∂/∂uα Ǆرȡاه .ǐ . Ǖ . ǒ ǃɔƖư
دȢŮƉاه آȢǀاه ŧاƍد، آن n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد v(n) و (ǖǕ . ǒ) ǪاراŮƼری ɓ ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ ŧرای
و اȡر ͬ Ǫذɓرد Ƽ ŧالاŭر ǃŨŭرƼ ɓا ŧرŽوردی ǃƚƱǀ ای، Ʊŭارن ɓ ǁơوان ǃŧ را v ،∆ = 0 ƢƼادلات

.v(n)(∆) = 0 اȡر ǅǁŭا
ǃŨŭرƼ و ŧرŽوردی ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای ǃȔ ͬ ƍوǀد Ƽ ͬƬرƢƼ Ʊŭارن Ǆا از دɓ·ر ͬơوǀ ǃƼادا در

ͬ ƍود. Ƽ ɓاد ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن Ǆای ǁơوان ǃŧ آǅǀا از و ǁŮƊǄد آن Ǆا از ͬƑاŽ ŬƸاŹ ŧالاŭر
Ƒورت ǃŧ ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان ɓ .Ǒ . Ǖ . ǒ ƫɓرƢŭ

v =

p
∑

i=1

ξ(x, u(n))
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ηα(x, u(n))
∂

∂uα
, (ǖǗ . ǒ)

ͬ ŧاǁƍد. Ƽ ƽǄوار Ơŧواŭ ηα و ξi Ơŧواŭ ǃȔ ͬƽƊư ǃŧ ͬ ƍود Ƽ ɔŧان
E ≃ R×R ƖƬای روی ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان ɓ v = xux∂x+uxx∂u ŲƼال ǁơوان ǃŧ

.ŬƉا
Ʒ΄ƍ ǃŧ ŧرداری ɔƼدان ɓ (ǖǗ . ǒ) ŧرداری ɔƼدان n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد .ǒ . Ǖ . ǒ ƫɓرƢŭ

v(n) =

p
∑

i=1

ξ(x, u(n))
∂

∂xi
+

q
∑

α=0

∑

#J≤n

ηαJ (x, u
(n))

∂

∂uαJ
,

و ŧوده ǃǀاȡدǁǶ ƈɓدǀا ɓ J ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ŬƉا

ηαJ = DJ

(

ηα −
p
∑

i=1

ξiuαi

)

+

p
∑

i=1

ξiuαJ,i . (ǖǘ . ǒ)

ŧا: ŬƉا ŧراŧر Ƭوق ŲƼال در ŧرداری ɔƼدان اول ǃŨŭرƼ اŮƼداد ƬرƼول ƿɓا از اƭŮƉاده ŧا
v(1) = xux

∂

∂x
+ uxx

∂

∂u
+ [uxxx − (xuxx + ux)u]

∂

∂ux
.

Dx(uxx − xu2x) + xuxuxx = Dx(uxx) − Dx(xux)ux Ưɓرƙ از Ƭوق اŮƼداد در ∂/∂ux Ŧɓرƕ
ͬ ƍود. Ƽ ǃŨƉاźƼ
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Ǖǖ ŧالاŭر ǃŨŭرƼ Ʊŭارن Ǆای و ŧرŽوردی Ʊŭارن Ǆای
ɔƼدان ɓ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ǃŨŭرƼ اŮƼداد ͬ ŭوان Ƽ ƷŨư ŬƽƊư در ŧالاŭر ŦŭراƼ Ũŭدɓلات ƽǄاǁǀد
ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان ɓ v اȡر ǃȔ Ƒورت ƿɓا ǃŧ Ȕرد. ƫɓرƢŭ را ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری

آȢǀاه: ŧاƍد
v(∞) =

p
∑

i=1

ξi
∂

∂xi
+

q
∑

α=0

∑

J

ηαJ
∂

∂uαJ
, (Ǘ٠ . ǒ)

ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ ɓ F (x, u(n)) اȡر ǃȔ Ȕرد ǃŵوŭ ŧاɓد اƼا ͬ ƍود. Ƽ ɔŧان (ǖǘ . ǒ) ƬرƼول ŧا ηαJ و
ǅǁŭا F اȡر وɓژه ǃŧ .ŬƉا ͬƹɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ ɓ ŶƼدداً v(∞)(F ) = v(n)(F ) ŧاƍد، n‐ام ǃŨŭرƼ
ǃŨƉاźƼ ŧرای (Ǘ٠ . ǒ) ƽŵلات از ͬǄاǁŮƼ Ƣŭداد ŧاƍد ǃŮƊŧوا u ͬǄاǁŮƼ ǃŨŭرƼ ŭا ƱŮƎƼات ǃŧ
ͬ ŭوان Ƽ ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان Ǆای ŧرای ͬƉدǁǄ ɔŨƢŭر ɓ ǃŮƭȡ ƿɓا از .ŬƊɔƬاȔ v(∞)(F )

Ʊŭارن ɓ ǁơوان ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان Ǆر ǃȔ ŬƉا ƿɓا آن و Ȕرد اžŮƉراج
ɒɓاورداǀ ǃɔƖư داد. ưرار ƞǀر Ƽد ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ ŧرای ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ

.ŬƉا ŧرưرار ɔǀز اŶǁɓا ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ
ŧرای ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ Ʊŭارن ɓ v ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان .Ǒ . Ǖ . ǒ ǃɔƖư

ƢƼادلات دȢŮƉاه
∆ν(x, u

(n)) = 0, ν = 1, · · · ,m,

اȡر ǅǁŭا و اȡر ،ŬƉا
v(∞)(∆ν) = 0. (Ǘǐ . ǒ)

k‐ام ǃŨŭرƼ ƱŮƎƼات ǃŧ v ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان Ŧɓراƕ اȡر ǃɔƖư ƿɓا ǃŧ ǃŵوŭ ŧا
ͬ ƍود. Ƽ ǃŮƊŧوا (n+k)‐ام ǃŨŭرƼ ƱŮƎƼات ǃŧ (Ǘ٠ . ǒ) ƬرƼول ŬƉرا ŬƽƉ آȢǀاه ŧاƍد، ǃŮƊŧوا
ǃŨŭرƼ اŮƼداد و ∆ روی ͬƚɓراƍ ŬƉا لازم ǁȔد اűر ŵواب Ǆا ɔƹȔۀ روی (Ǘǐ . ǒ) راƚŧۀ ǃȕǀآ ŧرای

.ƻɔǄد ưرار s = 0, 1, · · · ŧرای ∆(s) آن s‐ام

ǁƢƼا ƿɓا ǃŧ ǁŮƊǄد ŨŭاɔǄده غɔر Ȕلا́ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه Ǆای ɔƹȔۀ Ƭراگɔر: Ƭرض
ǫƹŹذɓرǀد. ƼوƢƕاً و ƼاƽɔƊȔال ǃŨŭر از دو Ǆر آǅǀا اŮƼداد و دȢŮƉاه Žود ǃȔ

ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای źƼاŨƉۀ ǃŧاƎƼ ƷƑا در ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن Ǆای źƼاŨƉۀ
.ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƬرƢƼ را ŧرداری ɔƼدان Ǆای از Žاص ͬơوǀ آن از ƌɔǪ اƼا .ŬƉا

Ơŧواŭ از ɒɓاŭ‐q ɓ Q(x, u(n)) = (Q1(x, u
(n)), · · · , Qq(x, u(n))) ɔǁȔد Ƭرض .Ǔ . Ǖ . ǒ ƫɓرƢŭ

ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان ŧاǁƍد. ͬƹɔƊǀراƭɓد ƽǄوار
vQ =

q
∑

α=1

Qα(x, u
(n))

∂

∂uα
, (ǗǑ . ǒ)

ɔƼدان ɓ ǃȔ دɓد ͬ ŭوان Ƽ ƿɓراŧاǁŧ ͬ ǀاǁƼد. Ƽ آن ƒžƎƼۀ را Q و ͬƹƼاȕŭ ŧرداری ɔƼدان ɓ را
ͬ ƍود. Ƽ ǃŮŽاƉ ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان در ∂xi Ŧɓراƕ دادن ưرار ƭƑر ŧا ͬƹƼاȕŭ ŧرداری
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǕǗ
ǃƚŧرا ŧا (ǗǑ . ǒ) ŧرداری ɔƼدان Ŭɓاǅǀ ɒŧ ǃŨŭرƼ اŮƼداد

vQ =
∑

α,J

DJQα
∂

∂uαJ
,

Ƒورت ǃŧ را ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان ɓ ƒžƎƼۀ Ǆرȡاه ͬ ƍوǀد. Ƽ ɔŧان

Qα = ηα −
p
∑

i=1

ξiuαi , α = 1, · · · , q, (Ǘǒ . ǒ)

ŬƉد ǃŧ ͬƹƼاȕŭ ƌɓاƽǀ ɓ ͬ ŭوان Ƽ ɓاǃŮƬ ای ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان ƿɔǁǶ ŧرای آȢǀاه ɔǁȔد ɔŧان
.ŬƉا ƍده آورده زɓر ƻƸ در ŦƹƚƼ ƿɓا آورد.

ŬƉا ∆ = 0 ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه Ʊŭارن ɓ ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرداری ɔƼدان ɓ .ǐ . Ǖ . ǒ ƻƸ
ŧاƍد. آن ͬƹƼاȕŭ ƌɓاƽǀ vQ اȡر ǅǁŭا و اȡر

ǃɔŨƍ Źدودی ŭا روش ƿɓا .ƻɓردȡ ͬ Ƽازŧ ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن Ǆای źƼاŨƉۀ źǀوه ǃŧ Źال
آن ͬƹƼاȕŭ ŬƸاŹ ǃŧ را ƞǀر Ƽورد Ʊŭارن ŧاɓد اŮŧدا ǃȔ ƍرط ƿɓا ŧا ŬƉاǄ ارنƱŭ Ɖاɓر źƼاŨƉۀ
ǃƼادا در ͬ ǁȔد. Ƽ ƽȔ q ǃŧ p + q از ǅŶƼول Ơŧواŭ Ƣŭداد ƌǄاȔ ǃŧ اƼر ƿɓا زɓرا Ȕرد ƷɓدŨŭ

.ƻɓآور ͬ Ƽ ŲƼال ǁǶد روش ƿɓا ƿɔɔŨŭ ŧرای
.[ǖǓ] ŬƉا ut = uux ͬƚŽ غɔر Ƽوج ǃƸادƢƼ ɓاŮƬۀ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن Ǆای ƿŮƬاɓ Ǆدف .ǐ . Ǖ . ǒ Ƽثال
ازای ǃŧ ŧاƍد. ͬƹƼاȕŭ Ʒ΄ƍ ǃŧ آن ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن ɓ vQ = Q(x, t, u(n))∂u ɔǁȔد Ƭرض اŮŧدا
روǀد ƿɓا ŧا داد. ưرار ǃƸادƢƼ از را uux ͬǁƢɓ آن ƱƼدار ͬ ŭوان Ƽ t ǃŧ ŬŨƊǀ u ƱŮƎƼات از ɓرǄ
ƙور ǃŧ Ʊŭارن Ǆر ƈǪ .ƻɔǄد ͬ Ƽ ưرار ... و u2uxx+2uu2x ،utt ŵای ǃŧ ،uuxx+u2x ،uxt ŵای ǃŧ
ǃŧ ǃƸادƢƼ ŧر را ɒɓاورداǀ ƍرط Źال ͬ ƍود. Ƽ ɔƞǀر Q = Q(x, t, u, ux, uxx, · · · ) ƒžƎƼۀ ǃŧ Ů΄ɓا

Ƒورت
v(∞)(ut − uux) = 0 ⇒ DtQ = uDxQ+ uxQ, (ǗǓ . ǒ)

Q = Q(x, t, u, ux, uxx) ƒžƎƼۀ ǃŧ دوم ǃŨŭرƼ Ʊŭارن Ǆای źƼاŨƉۀ ŧرای اƼا ،ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اƽơال
Ƒورت ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را (ǗǓ . ǒ) راƚŧۀ Ƹذا .ƻɓدǁƼازɔǀ

∂Q

∂t
− u

∂Q

∂x
+ u2x

∂Q

∂ux
+ 3uxuxx

∂Q

∂uxx
= uxQ,

Ʒ΄ƍ ǃŧ Q Ơŧاŭ ǃƸادƢƼ ƿɓا ƷŹ ŧا Ȕرد. ͬƊɓوǀازŧ
Q = uxf

(

x+ tu, u, t+
1

ux
,
uxx
u3x

)

,

Ƒورت ǃŧ ŧاɓد ǃƸادƢƼ ƒžƎƼۀ (Ǘǒ . ǒ) ƬرƼول ƯŧاƚƼ ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ
Q = η(x, t, u)− uxξ

1(x, t, u)− uuxξ
2(x, t, u),
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Ǖǘ ŧالاŭر ǃŨŭرƼ Ʊŭارن Ǆای و ŧرŽوردی Ʊŭارن Ǆای
ǃȔ ŧاƍد

v = ξ1∂x + ξ2∂t + η∂u,

Ƭرم ǃŧ ǃƒžƎƼ η = −tη − ξ1 − uξ2 Ƕون ͬƢŧاŭ ازای ǃŧ .ŬƉا آن ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد
Q = u− xη(x+ tu, u) + (tux + 1)η(x+ tu, u),

ͬƑاŽ ŬƸاŹ در .ŬƬرȡ ƞǀر در ξ2 و ξ1 ŧرای را ƽƍ ɒŧاری ƱƼادɓر ͬ ŭوان Ƽ Ƒورت ƿɓا در .ƻɓدار
ͬƉدǁǄ Ʊŭارن Ǆر ƈǪ ͬ ƍود. Ƽ ƭƑر Q زɓرا ،ŬƉا ͬǅɓدŧ v ͬƹƼاȕŭ Ƭرم ،ξ1 + uξ2 = 0 ǃȔ

ŧرداری ɔƼدان ŧا ارز ƻǄ ǃƸادƢƼ
v = −(η + tη)

∂

∂x
+ η

∂

∂u
,

ŧر آن ɔƞǀر Ʒƽơ ǃȔ ɔǁȔد źŭدɓد ɒɓاǄ ارنƱŭ ǃŧ را ǃƸأƊƼ اȡر Źال .ŬƉا ξ2 = 0 ازای ǃŧ
ɔƞǀر ȡروه زɓر ƒŭوɓرǪذɓر)، (Ũŭدɓلات ŧاƍد ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر Ǆای از ƷƱŮƊƼ ،ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای

ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای ƘƉوŭ Ũŭدɓلات ƿɓا
v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = x∂x + t∂t,

v4 = a∂x + u∂u, v5 = t∂x − ∂u, v6 = x∂t + u2∂u,

v7 = xt∂x + t2∂t − (x+ tu)∂u, v8 = x2∂x + xt∂t + (x+ tu)u∂u,

ͬ ƍوǀد. Ƽ ŭوɔƸد
ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŨƉاźƼ ut = uxx+u

2
x ŧرȡر ƢƼادƸۀ ɓاŮƬۀ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن Ǆای ŲƼال ƿɓا در .Ǒ . Ǖ . ǒ Ƽثال

Q = Q(x, t, u, ux, uxx, Qxxx) ƒžƎƼۀ ŧا را v = Q(x, t, u(n))∂u ͬƹƼاȕŭ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد
:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ ɒɓاورداǀ Ƙɓراƍ اƽơال ŧا ƷŨư ŲƼال ƯŧاƚƼ .[ǖǔ] ɔ·ŧرɓد ƞǀر در

DtQ = D2
xQ+ 2uxDxQ. (Ǘǔ . ǒ)

ưرار ǃƸادƢƼ از را آن ƱƼدار t ǃŧ ŬŨƊǀ u ƯŮƎƼ ŵای ǃŧ) (Ǘǔ . ǒ) در لازم Ŧɓراƕ ŵاɓ·ذاری ŧا
Ʒ΄ƍ ǃŧ ƿɔƬآ ŦɔȔرŭ دارای uxxx ǃŧ ŬŨƊǀ Q دɔǄد)

Q = α(t)uxxx +Q′(x, t, u, ux, uxx),

ͬ آɓد، Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر ƢƼادƸۀ (Ǘǔ . ǒ) در Q ŵاɓ·ذاری ŧا .ŬƉا
6αuxxuxxx + αtuxxx = Q′

uxxuxxu
2
xxx + 2Q′

uxuxxuxxuxxx

+2Q′
uuxxuxuxxx + 2Q′

xuxxuxxx,

ƿɔƬآ ŦɔȔرŭ دارای uxx ǃŧ ŬŨƊǀ Q′ ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƷƑاŹ ǃŶɔŮǀ آن ƷŹ ŧا
Q′ = 3αuxuxx +

(

1

2
αtx+ β(t)

)

uxx +Q′′(x, t, u, ux),
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǖ٠
Ƒورت ǃŧ (Ǘǔ . ǒ) در u2xx Ŧɓرƕ اƼا .ŬƉا

6αux + αtx+ 2β = Q′′
uxux ,

:ƻɓدار ƿɓراŧاǁŧ ،ŬƉا
Q = α(uxxx + 2uxuxx + u3x) +

(

1

2
αtx+ β

)

(uxx + u2x)

+A(x, t, u)ux + B(x, t, u).

Ũơارت ƿɔǁǷƽǄ
(

3αtux +
1

2
αttx+ βt

)

uxx = (2Auux + 3αtux + 2Ax)uxx,

و ŬƉا u از ƷƱŮƊƼ A ǃȔ ͬ آɓد Ƽرŧ ǃŮƭȡ ƿɓا از .ŬƉا uxx ƷƼاƍ ǃȔ ŬƊɓا ǃƹƽŵ ǅǁŭا
A =

1

8
αttx

2 +
1

2
βtx+ γ(t).

ǃȔ ͬ دǄد Ƽ Ǝǀان źƼاƉاŧات ǃƼادا
B(x, t, u) = ρ(x, t)e−u + σ(x, t).

Ʒ΄ƍ ǃŧux Ŧɓرƕ źƼاŨƉۀ ŧا
1

8
αtttx

2 +
1

2
βttx+ γt = 2σx +

1

4
αtt,

Ƒورت ǃŧ σ Ơŧاŭ ƕاƚŧۀ
σ(x, t) =

1

48
αtttx

3 +
1

8
βttx

2 +

(

1

2
γt −

1

8
αtt

)

x+ δ(t),

Ũơارت ŬƉا u ƱŮƎƼات از ƷƱŮƊƼ ǃȔ (Ǘǔ . ǒ) در ǃȔ ǃƹƽŵ ای ǅǁŭا Ŭɓاǅǀ در ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ
ρte

−u + σt = ρxxe
−u + σxx,

Ơŧواŭ و ŬƉا ρt = ρxx ȡرƼای اƱŮǀال ƢƼادƸۀ از ŵواب ɓ ρ Ơŧاŭ ǃȔ دɓد ͬ ŭوان Ƽ ƈǪ .ŬƉا
ƢƼادلات دȢŮƉاه در δ و γ, β, α

αtttt = βttt = 0, γtt =
1

2
αttt, δt =

1

4
βtt,

ŵواب Ǆای ǃŧ ͷŮǁƼ دȢŮƉاه ƿɓا ƷŹ.دǁǁȔ ͬ Ƽ Ƒدق
α(t) = c9t

3 + c8t
2 + c7t+ c6, β(t) = c5t

2 + c4t+ c3,

γ(t) =
3

2
c9t

2 + c2t+ c1, δ(t) =
1

2
c5t+ c0,
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ǖǐ ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات
Ɖوم ǃŨŭرƼ ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ Ʊŭارن Ǆای Ƹذا ǁŮƊǄد. ͬǄواžƸد űاǄ Ŭŧای c9, · · · , c0 ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ƍده

Ƒورت ǃŧ ɒɓاǄ ǃƒžƎƼ دارای ŧرȡر ƢƼادƸۀ
Q0 = 1,

Q1 = ux,

Q2 = tux +
1

2
x,

Q3 = uxx + u2x,

Q4 = t(uxx + u2x) +
1

2
xux,

Q5 = t2(uxx + u2x) + txux

(

1

2
t+

1

4
+ x2

)

,

Q6 = uxxx + 3uxuxx + u3x,

Q7 = t(uxxx + 3uxuxx + u3x) +
1

2
x(uxx + u2x),

Q8 = t2(uxxx + 3uxuxx + u3x + tx(uxx + u2x) +

(

1

2
t+

1

4
x2
)

ux,

Q9 = t3(uxxx + 3uxuxx + u3x) +
3

2
t2x(uxx + u2x) +

(

3

2
t2 +

3

4
tx2
)

ux +

(

3

4
tx+

1

8
x3
)

,

Ƣŧدی Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƒžƎƼۀ ɓ ƽǄراه ǃŧ
Qρ = ρ(x, t)e−u,

ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای Qρ ƽǄراه ǃŧ Q5, · · · , Q0 Ǆ ǃƒžƎƼای ǃȔ دɓد ͬ ŭوان Ƽ ͬŮŹرا ǃŧ .ŬƉا
ارز ƻǄ Q4 ŲƼلا́ ͬ ǁǁȔد. Ƽ ŭوɔƸد را ǃƸادƢƼ

Q̃4 = tux +
1

2
xux,

ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ɔƞǀر ƒžƎƼۀ ǃȔ ŧوده
v4 = −1

2
x
∂

∂x
− t

∂

∂t
,

.ŬƉا

ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات ǖ . ǒ
ɔǁȔد Ƭرض ɔ·ŧرɓد ƞǀر در را f(x, ϵ) Ơŧاŭ ɓ

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x),

ǃŧ ϵ ŭوان Ǆای در ϵ = 0 Źول f(x, ϵ) ƹɔŭور ƘƊŧ از ǃȔ ŬƉا p ǃŵدر از ɒŨɓرƱŭ ǃƹƽŵ ای ǁǶد
دارد: را زɓر Ƭرم g ≈ f Ơŧاŭ Ǆر ƈǫƉ . ŬƉا آƼده ŬƉد

g(x, ϵ) = f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x) +O(ϵp).
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǖǑ
Ơŧاŭ ǃŶɔŮǀ در

f0(x) + ϵf1(x) + · · ·+ ϵpfp(x),

ƻǄ ،Ȕلاس ƿɓا ǁŧاŧر ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده f ƷƼاƍ Ơŧواŭ ارزی ƻǄ Ȕلاس از ƢŮƼارف ƌɓاƽǀ ɓ
ǃŧ fp(x) ...،f1(x) ،f0(x) Ơŧاŭ p + 1 ǃơوƽŶƼ Ȕردن ŦŭرƼ ŧا f(x, ϵ) ≈ g(x, ϵ) Ơŧواŭ از ارزی
ŦŭرƼ ƽŶƼوǄ ǃơای ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات ȡروه Ǆای ŭئوری در ǃȔ ŬƉا ƿɓا ŬɔƢưوا ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد

Ƒورت ǃŧ a ͬǄروȡ ǪاراŮƼر و x ǃŧ ǃŮƊŧوا ƽǄوار ŧرداری Ơŧواŭ از
f0(x, a), f1(x, a), · · · , fp(x, a),

Ƒورت ǃŧ Ũŭدɓلات ƿɓا در ͬŭاƒŮžƼ Ơŧواŭ ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŮƬرȡ ƞǀر در
f i0(x, a), f

i
1(x, a), · · · , f ip(x, a) i = 1, · · · , n,

ǃƚŧرا ŧا را ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات از G ǪاراŮƼری ɓ Žاǀواده Źال ǁŮƊǄد.
x̄i ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a) + · · ·+ ϵpf ip(x, a), i = 1, · · · , n, (ǗǕ . ǒ)

x̄ = (x̄1, · · · , x̄n) ∈ Rn Ʊǀاط ǃŧ را x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn Ʊǀاط ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ƫɓرƢŭ
Ǫذɓر وارون Ũŭدɓلات رده Ƽاǁǀد ͬ Ȣǀارد. Ƽ

x̄ = f(x, a, ϵ), (Ǘǖ . ǒ)
ǃǷǀاǁǶ f = f(f1, · · · , fn) ŧرداری Ơŧواŭ ŧا

f i(x, a, ϵ) ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a) + · · ·+ ϵpf ip(x, a), i = 1, · · · , n,

ƍرط ơلاوه ǃŧ .ŬƉا ͬƱɔƱŹ ǪاراŮƼر ɓ a و
f(x, 0, ϵ) ≈ x,

در a ƱƼدار Ǆر ŧرای ɔǀز اŶǁɓا ƍد ͬƬرƢƼ ƷƒƬ ƿɓا در ǃȔ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات .ŬƉا ŧرưرار ɔǀز
،f(x, a, ϵ) ≈ x ǃƸادƢƼ ͬ·ɓاƊƽǄ ƿɓا در ǃȔ ƿɓا و ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ a = 0 ǶوȔ ͬ·ɓاƊƽǄ ɓ

ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ را a = 0

ǪاراŮƼری ɓ ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات ȡروه (Ǘǖ . ǒ) Ũŭدɓلات ǃơوƽŶƼ .(ɒŨريƱŭ (Ũŭديلات ǐ . ǖ . ǒ ƫɓرƢŭ
ƍرط اȡر ͬ ƍود Ƽ ǀاɔƼده

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ),

.[Ǒ] ŧاƍد ŧرưرار
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ǖǒ ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات
دɓ·ری Ơŧاŭ Ǆر ŧا را f ͬ ŭوان Ƽ ŧاƍد لازم Ǆرŵا ،ͬƸ ȡروه ŭئوری ŧرŽلاف اŶǁɓا .ǐ . ǖ . ǒ ǃلاحظƼ

Ȕرد. ƿɓز·ɓاŵ g ≈ f ƷŲƼ
:[Ǒ] ɔ·ŧرɓد ƞǀر در را زɓر Ơŧواŭ و n = 1 ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . ǖ . ǒ Ƽثال

f(x, a, ϵ) = x+ a

(

1 + ϵx+
1

2
ϵa

)

,

g(x, a, ϵ) = x+ a

(

(1 + ϵx)

(

1 +
1

2
ϵa

))

.

ͬǁƢɓ ǁŮƊǄد، ƊƼاوی Ŭưد ǃŨŭرƼ ƿɔƸاو در Ơŧواŭ ƿɓا
g(x, a, ϵ) = f(x, a, ϵ) + ϵ2φ(x, a), φ(x, a) =

1

2
a2x,

ŬƱɔƱŹ در ͬ ǁǁȔد Ƽ Ƒدق ɒŨɓرƱŭ ȡروه ͬȡژɓو در و
f(g(x, a, ϵ), b, ϵ) = g(x, a, ϵ) + b

(

1 + ϵg(x, a, ϵ) +
1

2
ϵb

)

= x+ a(1 + ϵx)

(

1 +
1

2
ϵa

)

+ b

[

1 + ϵx+ ϵa(1 + ϵx)

(

1 +
1

2
ϵa

)

+
1

2
ϵb

]

= x+ (a+ b)

[

1 + ϵx+
1

2
(a+ b)

]

+ ϵ2φ(x, a, b, ϵ)

= f(x, a+ b, ϵ) + ϵ2φ(x, a, b, ϵ),

.ŬƉا φ(x, a, b, ϵ) = 1
2a(ax+ ab+ 2bx+ ϵabx) ǃȔ

ͬƹɔƊǀراƭɓد ͬƚŽ ƹƽơ·رǄای Ȕلاس ͬ ƍود Ƽ داده (Ǘǖ . ǒ) ŧا ǃȔ G ɒŨɓرƱŭ ȡروه ɓ ƼوƸد
Ƒورت ǃŧ اول ǃŨŭرƼ

v = ξi(x, ϵ)
∂

∂xi
, (ǗǗ . ǒ)

ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ͬ ŧاƍد Ƽ
ξi(x, ϵ) ≈ ξi0(x) + ϵξi1(x) + · · ·+ ϵpξip(x),

ǃƚŧرا ŧا ξp, · · · , ξ1, ξ0 ŧرداری ɔƼدان Ǆای Ŧɓراƕ و
ξiν(x) =

∂f iν(x, a)

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

a=0

, ν = 0, · · · , p i = 1, · · · , n,

Ƒورت ǃŧ ɒŨɓرƱŭ ȡروه ƼوƸد ƈǪ ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŨƉاźƼ
v ≈ (ξi0(x) + ϵξi1(x) + · · ·+ ϵpξip(x))

∂

∂xi
, (Ǘǘ . ǒ)

Ǆ Űźŧای در .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اƭŮƉاده Ɗŭاوی ƽǀاد از آن در ŦɓرƱŭ ŬƼلاơ ŵای ǃŧ ƈǪ ƿɓا از ǃȔ ŬƉا
ɔǀز و ͬ ƍود Ƽ ǃŮƬرȡ ƞǀر در p ⩾ 1 دžƸواه ǃŨŭرƼ ɓ از O(ϵp) ƚŽای ɓ ŧا ŧراŧری Ǆا ŭئوری،

ͬ ƍوǀد. Ƽ Ɖاده ŭر Ũơارت Ǆا p = 1 دادن ưرار ŧا
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǖǓ

ͬƸ ɒŨɓرƱŭ ƢƼادلات ǐ . ǖ . ǒ
ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در زɓر Ƭرم ǃŧ را Ŭưد اول ǃŨŭرƼ در ǪاراŮƼری ɓ ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه Ǆای

x̄i ≈ f i0(x, a) + ϵf i1(x, a), i = 1, · · · , n. (ǘ٠ . ǒ)
ɔǁȔد Ƭرض

v = v0 + ϵv1, (ǘǐ . ǒ)
:ƻɓدار آن در ǃȔ ŧاƍد ƍده داده ɒŨɓرƱŭ ƹƽơ·ر ɓ

v0 = ξi0(x)
∂

∂xi
, v1 = ξi1(x)

∂

∂xi
.

ƒŮžƼات ŧا x̄ = x̄0 + ϵx̄1 Ʊǀاط ǃŧ x Ʊǀاط از (ǘ٠ . ǒ)رƝاǁŮƼ ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ
x̄i = x̄i0 + ϵx̄i1, (ǘǑ . ǒ)

آن در ǃȔ
x̄i0 = f i0(x, a), x̄i1 = f i1(x, a),

ͬ ƍود: Ƽ ƿɔɔƢŭ زɓر ƢƼادلات ŧا
dx̄i0
da

= ξi0(x̄0), x̄i0
∣

∣

a=0
= xi, i = 1, · · · , n, (ǘǒ . ǒ)

dx̄i1
da

=
n
∑

k=1

∂ξi0(x)

∂xk

∣

∣

∣

x=x̄0
x̄k1 + ξi1(x̄0), x̄i1

∣

∣

a=0
= 0. (ǘǓ . ǒ)

ƼوƸد ƿŮƍدا Ƒورت در ƈǪ ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده ͬƸ ɒŨɓرƱŭ ƢƼادلات (ǘǓ . ǒ) و (ǘǒ . ǒ) ƢƼادلات
ŲƼال ǁǶد ǃɔƖư دو ɔŧان از Ƣŧد ǃƼادا در Ȕرد. ƿɔɔƢŭ را Ũŭدɓلات ͬ ŭوان Ƽ ƢƼادلات ƿɓا ƽȔ ŧا

. Ȕرد ƻɔǄواŽ ذȔر
ͬƹɔƹźŭ (x0, 0) ǃƚƱǀ از ͬ·ɓاƊƽǄ ɓ در ǃȔ g(x, ϵ) و f(x, ϵ) Ơŧواŭ ǃȔ ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . ǖ . ǒ ǃɔƖư

ƍرط در ǁŮƊǄد،
g(x, ϵ) = f(x, ϵ) +O(ϵp),

ƊƼاǄ ǃƸای از ɒɓاǄ وابŵ Ŧɔŭرŭ ǃŧ x̄ = x̄(t, ϵ) و x = x(t, ϵ) ǃȔ ɔǁȔد Ƭرض ɔǀز و ͬ ǁǁȔد Ƽ Ƒدق
ŧاǁƍد زɓر

dx

dt
= f(x, ϵ), x

∣

∣

t=0
= α(ϵ),

dx̄

dt
= g(x̄, ϵ), x̄

∣

∣

t=0
= β(ϵ),

:ƻɓدار ƈǫƉ β(ϵ) = α(ϵ) +O(ϵp) و α(0) = β(0) = x0 ǃȔ
x̄(t, ϵ) = x(t, ϵ) +O(ϵp).
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ǖǔ ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات
Ƒورت ǃŧ را ͬƍوȔ Ʊŭارن ǃƸاƊƼ

dx

dt
≈ f(x, ϵ), x

∣

∣

t=0
≈ α(ϵ),

Ƒورت ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ǃƸأƊƼ ƿɓا در را ǃƸادƢƼ ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در
dx

dt
= g(x, ϵ), g(x, ϵ) ≈ f(x, ϵ),

ŬƸاŹ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ɔǀز را ǃƸأƊƼ ƿɓا در Ƽوŵود ƍرط Ȕرد. ͬƊɓوǀازŧ
x
∣

∣

t=0
= β(ϵ), β(ϵ) ≈ α(ϵ),

ǃƸاƊƼ ŧرای ŵواب ɓ وŵود Ƒورت در ͬǁƢɓ ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ را ƷŹ ɒɓاŮ΄ɓ ǃɔƖư ƿɓا .Ŭƍوǀ
O(ϵp) ǃŨŭرƼ از ƚŽای ɓ ŧا ǃŮŨƸا ŧاƍد ŧراŧر ƱŭرŨɓا ǃɔƸاو ŵواب ŧا ǃȔ دɓ·ری ŵواب Ǆر ͬƍوȔ

.ŬƉا ǃƸاƊƼ ƿɓا از ŵواب ɓ ɔǀز
زɓر ƽƼاس ŧرداری ɔƼدان ŧا ɒŨɓرƱŭ ȡروه ɓ (Ǘǖ . ǒ) Ũŭدɓلات ǃȔ ɔǁȔد Ƭرض .Ǒ . ǖ . ǒ ǃɔƖư

: ͬ دǁǄد Ƽ Ʒɔ΄Ǝŭ
ξ(x, ϵ) ≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a

∣

∣

∣

∣

a=0

,

ͬ ǁȔد Ƽ Ƒدق زɓر ŬɔƑاŽ در f(x, a, ϵ) Ơŧاŭ ƈǫƉ
∂f(x, a, ϵ)

∂a
≈ ξ(f(x, a, ϵ), ϵ).

ͬƍوȔ ɒŨɓرƱŭ ǃƸاƊƼ از x′ = f(x.a, ϵ) ƷŹ ،ξ(x, ϵ) ƽǄوار Ơŧاŭ Ǆر ŧرای ،ƈȕơرŧ
dx′

da
≈ ξ(x′, ϵ), x′

∣

∣

a=0
≈ x,

ͬ ǁȔد. Ƽ ƿɔɔƢŭ a ͬǄروȡ ǪاراŮƼر ŧا ǪاراŮƼری ɓ ȡروه ɓ
ͬƸ ɒŨɓرƱŭ ǃƸادƢƼ ƽǄان ͬƍوȔ ɒŨɓرƱŭ ǃƸاƊƼ ǃȔ ŬƊɔǀ ƕرر ɒŧ ǃŮȕǀ ƿɓا ɓادآوری ǃŮŨƸا

.ŬƉا
Ũŭدɓلات از ɒŨɓرƱŭ ȡروه ɓ f(x, a, ϵ) ɔǁȔد Ƭرض .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اŨűات را ŬƬر ƙرف اŮŧدا برهان.

:ƻɓدار (ǐ . ǖ . ǒ) ƫɓرƢŭ ǁŧاŧر آȢǀاه ͬ دǄد. Ƽ x′ = f(x, a, ϵ)

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ)

⇒ f(f(x, a, ϵ), 0, ϵ) +
∂f(f(x, a, ϵ), b, ϵ)

∂b

∣

∣

∣

∣

b=0

.b+O(b)

≈ f(x, a, ϵ) +
∂f(x, a, ϵ)

∂a
.b+O(b),
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǖǕ
ŧر اɔŽر Ũơارت ƙرف دو ƻɔƊƱŭ و ǃɔƖư Ƭرض ɔǀز و f(x, 0, ϵ) ≈ x ǃȔ ŦƹƚƼ ƿɓا از اƭŮƉاده ŧا

: ƻɓدار ƭƑر ŬƽƉ ǃŧ ƷƑاŹ Ũơارت دادن ƷɔƼ Ŭɓاǅǀ در و b
f(x, a, ϵ) + ξ(f(x, a, ϵ), ϵ).b+O(b)

≈ f(x, a, ϵ) +
∂f(x, a, ϵ)

∂a
.b+O(b)

b ŧر ƻيƊƱŭ ŧا ξ(f(x, a, ϵ), ϵ) + O(b)

b
≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a
+

O(b)

b
,

=⇒ ξ(f(x, a, ϵ), ϵ) ≈ ∂f(x, a, ϵ)

∂a
.

.ŬƉا ͬƍوȔ ɒŨɓرƱŭ ǃƸاƊƼ از ƷŹ ɓ x′ = f(x, a, ϵ) Ơŧاŭ ǃȔ ɔǁȔد Ƭرض ŬƎȡرŧ اŨűات ŧرای
ɒŨɓرƱŭ ƍرط ŬƉا ͬƬاȔ، ͬ ǁȔد Ƽ ƿɔɔƢŭ ɒŨɓرƱŭ ȡروه ɓ f(x, a, ϵ) ǃȕǁɓا اŨűات ŧرای

f(f(x, a, ϵ), b, ϵ) ≈ f(x, a+ b, ϵ),

Ŭŧاű x, a در ǃȔ k′(b, ϵ) و k(b, ϵ) ŧا را ŧالا Ũơارت ŬƉرا ƙرف و ǩǶ ƙرف .ƻɔǁȔ ͬƉررŧ را
ǃƸاƊƼ در آن Ǆا ŬƎȡرŧ Ƭرض ǃŧ ǃŵوŭ ŧا .ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان (b, ϵ) از ͬƢŧواŭ ǁơوان ǃŧ را ǁŮƊǄد

:ͬǁƢɓ ͬ ǁǁȔد، Ƽ Ƒدق ͬƍوȔ ɒŨɓرƱŭ
∂k

∂b
≈ ξ(k, ϵ), k

∣

∣

b=0
≈ g(x, a, ϵ),

∂k′

∂b
≈ ξ(k′, ϵ), k′

∣

∣

b=0
≈ g(x, a, ϵ),

ƻɓدار را k(b, ϵ) ≈ k′(b, ϵ) ɒŨɓرƱŭ Ɗŭاوی و ŬƉا Ů΄ɓا ŵواب ƿɓا (ǐ . ǖ . ǒ) ǃɔƖư ǃŧ ǃŵوŭ ŧا Źال
ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ را ƞǀر Ƽورد ɒŨɓرƱŭ ƍرط ƿɓا و

ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا ɔǀز و ŧاƍد n = 1 ɔǁȔد Ƭرض .Ǒ . ǖ . ǒ Ƽثال
v = (1 + ϵx)

∂

∂x
.

:[Ǒ] ͬ ƍوǀد Ƽ ǃŮƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ (ǘǓ . ǒ) و (ǘǒ . ǒ) ƢƼادلات و ξ1(x) = x و ξ0(x) = 1 اŶǁɓا
dx̄0
da

= 1, x̄0
∣

∣

a=0
= x,

dx̄1
da

= x̄0, x̄1
∣

∣

a=0
= 0,

:ƻɓدار آǅǀا ƷŹ ŧا و
∫

dx̄0 =

∫

da⇒ x̄0 = a+ c⇒ x̄0 = a+ x,

dx̄1
da

= x̄0 ⇒
∫

dx̄1 =

∫

(a+ c)da

=⇒ x̄1 =
a2

2
+ ax+ c⇒ x̄1 = ax+

a2

2
.
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ǖǖ ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات
Ʒ΄ƍ ǃŧ ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه ǃŶɔŮǀ در

x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(

ax+
a2

2

)

,

ͬ ŧاƍد. Ƽ
ɔ·ŧرɓد ƞǀر در را زɓر ƼوƸد و ŧاƍد n = 2 ɔǁȔد Ƭرض .ǒ . ǖ . ǒ Ƽثال

v = (1 + ϵx2)
∂

∂x
+ ϵxy

∂

∂y
,

Ƒورت ǃŧ (ǘǓ . ǒ) و (ǘǒ . ǒ) ƢƼادلات و ξ1(x, y) = (x2, xy) و ξ0(x, y) = (1, 0) اŶǁɓا
dx̄0
da

= 1,
dȳ0
da

= 0, x̄0
∣

∣

a=0
= x, ȳ0

∣

∣

a=0
= y,

dx̄1
da

= (x̄0)
2,

dȳ1
da

= x̄0ȳ0, x̄1
∣

∣

a=0
= 0, ȳ1

∣

∣

a=0
= 0,

:ƻɓدار Ƭوق ƢƼادلات از ɔȡری اȢŮǀرال ŧا .[Ǒ] ͬ ƍوǀد Ƽ ǃŮƍوǀ
x̄0 = x+ a, ȳ0 = y,

x̄1 =

∫

(x+ a)2da =

∫

(x2 + 2ax+ a2)da = ax2 + a2x+
a3

3
,

ȳ1 =

∫

(xy + ay)da = xya+
a2

2
y.

Ƒورت ǃŧ ɒŨɓرƱŭ ȡروه ǃŶɔŮǀ در
x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(

ax2 + a2x+
a3

3

)

,

ȳ ≈ y + ϵ

(

axy +
a2

2
y

)

,

ŧود. ŽواǄد
ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه و ƻɔǁȔ ƷŹ را ͬƸ ɒŨɓرƱŭ ƢƼادلات ƻɓدار ƒưد ɔǀز ŲƼال ƿɓا در .Ǔ . ǖ . ǒ Ƽثال

ƼوƸد ŧرای را
v =

(

t+
ϵ

6
t
) ∂

∂t
−
(

u+
ϵ

3
tu
) ∂

∂u
, (ǘǔ . ǒ)

ǃŧ ͬƸ ɒŨɓرƱŭ ƢƼادلات ƈǪ ξ1(t, u) =
(

1
6 t,

−1
3 tu

) و ξ0(t, u) = (t,−u) اŶǁɓا در .[Ǒ] ƻɔŧاɔŧ
Ƒورت

dt̄0
da

= t̄0, t̄0
∣

∣

a=0
= t,

dū0
da

= −ū0, ū0
∣

∣

a=0
= u,
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǖǗ
ƻɓدار ɔǀز و ͬ ƍوǀد Ƽ ǃŮƍوǀ

dt̄1
da

=
1

6
t̄0, t̄1

∣

∣

a=0
= 0,

dū1
da

=
−1

3
t̄0ū0, ū1

∣

∣

a=0
= 0,

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ Ƭوق ƢƼادلات از ɔȡری اȢŮǀرال ŧا ǃȔ
ln t̄0 = a+ C ⇒ ln t = C ⇒ t̄0 = ea+t,

ln ū0 = C − a⇒ ū0 = eu−a,

و
dt̄1
da

=
1

6
(ea+t) ⇒ t̄1 =

∫ (

1

6
ea+t

)

da⇒ t̄1 =
1

6
ea+t,

dū1
da

=
1

3
(ea+t)(eu−a) =⇒ ū1 =

1

3
et+ua.

از: Ũơارǁŭد ǃǀوȢǁɓا ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات ȡروه ƈǪ
t̄ ≈ ea+t + ϵ

1

6
ea+t,

ū ≈ eu−a + ϵ
1

3
et+ua.

ɒŨɓرƱŭ ɒɓاƽǀ Ŭƍگاǀ Ǒ . ǖ . ǒ
ɒŨɓرƱŭ ȡروه ƼوƸد از اƭŮƉاده ŧا ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات ȡروه آوردن ŬƉد ǃŧ ŧرای ɔǀز دɓ·ر روش ɓ

.[ǓǑ] ƻɓردازǪ ͬ Ƽ آن ǃŧ ǃƼادا در ǃȔ ŬƉا ƢƼروف ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ روش ǃŧ ǃȔ دارد وŵود
ƹƽơ·ر .ǒ . ǖ . ǒ ǃɔƖư

v = v0 + ϵv1, (ǘǕ . ǒ)
ǃȔ ϵ ǶوȔ ǪاراŮƼر ɓ ŧا را

v0 = ξi0(x)
∂

∂xi
, v1 = ξi1(x)

∂

∂xi
, (ǘǖ . ǒ)

ǁŮƼاƝر ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در
x̄i = x̄i0 + ϵx̄i1, i = 1, · · · , n, (ǘǗ . ǒ)

: ͬ ƍوǀد Ƽ ƿɔɔƢŭ زɓر ƢƼادلات ŧا
x̄i0 = eav0(xi), x̄i1 =≪ av0, av1 ≫ (x̄i0), i = 1, · · · , n, (ǘǘ . ǒ)
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ǖǘ ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات
Ƙŧروا آن در ǃȔ

eav0 = 1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · · , (ǐ٠٠ . ǒ)

و
≪ av0, av1 ≫= av1 +

a2

2!
[v0,v1] +

a3

3!
[v0, [v0,v1]] + · · · . (ǐ٠ǐ . ǒ)

ŭوɔƸد ǪاراŮƼری ɓ ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه X = v0 + ϵv1 ɒŨɓرƱŭ ƹƽơ·ر دɓ·ر Ũơارت ǃŧ .ƻɓدار را
ͬ آɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ ŧا ǃȔ ͬ ǁȔد Ƽ

x̄i = (1 + ϵ≪ av0, av1 ≫)eav0(xi), i = 1, · · · , n. (ǐ٠Ǒ . ǒ)
:ƻɓدار ɒɓاƽǀ ƘƊŧ ƫɓرƢŭ ǃŧ ǃŵوŭ ŧا ɔǀز و (ǘǕ . ǒ)ر·ƹƽơ ŵاɓ·ذاری ŧا برهان.

e(v0+ϵv1) = 1 + a(v0 + ϵv1) +
a2

2!
(v0 + ϵv1)

2 +
a3

3!
(v0 + ϵv1)

3 + · · · .

Ƒورت ǃŧ را ϵ در ɓ ǃŵدر از ƽŵلات Źال
ea(v0+ϵv1) ≈ 1 + av0 +

a2

2!
X2

0 +
a3

3!
v3
0 + · · ·+ ϵ

{

av1

+
a2

2!
(v0v1 + v1v0) +

a3

3!
(v2

0v1 + v0v1v0 + v1v
2
0)

+
a4

4!
(v3

0v1 + v2
0v1v

2
0 + v1v

3
0) + · · ·

}

, (ǐ٠ǒ . ǒ)
اźŭادǄای از اƭŮƉاده ŧا .ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ

v0v1 = v1v0 + [v0,v1],

v2
0v1 + v0v1v0 = 2v1v

2
0 + 3[v0,v1]v0 + [v0, [v0,v1]], · · · ,

Ƭرم ǃŧ را (ǐ٠ǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ
ea(v0+ϵv1) ≈ 1 + av0 +

a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

+ϵ
{

av1

(

1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)

+
a2

2!
[v0,v1]

(

1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)

+
a3

3!
[v0, [v0,v1]]

(

1 + av0 +
a2

2!
v2
0 +

a3

3!
v3
0 + · · ·

)

+ · · ·
}

,

ƻɓدار ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ از اƭŮƉاده ŧا رو ƿɓا از .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƊɓوǀازŧ
ea(v0+ϵv1) ≈ (1 + ϵ≪ av0, av1 ≫)eav0 . (ǐ٠Ǔ . ǒ)

ǃŨŭرƼ در و ƍده ǃŮƍوǀ (ǘǕ . ǒ) ƹƽơ·ر ŧرای ǃȔ x̄i = eav(xi) ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ دɓ·ر Ũơارت ǃŧ
ǃŧ (ǘǗ . ǒ) Ũŭدɓلات ȡروه ǃŨƉاźƼ دارد.ŧا را (ǐ٠Ǒ . ǒ) Ƭرم ƍده، ǃŨƉاźƼ ϵ ǃŧ ŬŨƊǀ Ŭưد اول

ͬ ǁȔد. Ƽ ƷƼاȔ را ŧرǄان ƿɓا و ƻɔƉر ͬ Ƽ (ǘǘ . ǒ) ǃƸادƢƼ
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای Ǘ٠
ƹƽơ·ر ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه (ǒ . ǖ . ǒ) ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧا ƻɓدار ƒưد ŲƼال ƿɓا در .ǔ . ǖ . ǒ Ƽثال

ƿɓا ǁŧاŧر v0 =
∂
∂x و v1 = x ∂

∂x اŶǁɓا .[Ǒ] ƻɓآور ŬƉد ǃŧ را v = (1 + ϵx) ∂∂x

v0(x) = 1, v2
0(x) = v3

0(x) = · · · = 0,

Ƒورت ǃŧ ɔǀز ɒŨɓرƱŭ ȔروǄ ǃƍای و
[v0,v1] =

∂

∂x
= v0,

[v0, [v0,v1]] = [v0,v0] = 0, · · · ,

ǃŶɔŮǀ در ŧود. ŽواǁǄد
x̄0 = eav0(x) = x+ a,

≪ av0, av1 ≫=

(

av +
a2

2!

)

∂

∂x
,

Ʒ΄ƍ ǃŧ ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه ƈǪ
x̄1 =≪ av0, av1 ≫ (x̄0) =

(

ax+
a2

2!

)

∂

∂x
(x+ a) = ax+

a2

2!
.

x̄ ≈ x+ a+ ϵ

(

ax+
a2

2!

)

,

.ŬƉا
.ƻɓرŧ ͬ Ƽ Ǫاɓان ǃŧ را ƌžŧ ƿɓا ŭر ƷƼاȔ ŲƼال ɓ ŧا Źال

:[Ǒ] ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را زɓر ƹƽơ·ر .Ǖ . ǖ . ǒ Ƽثال
v = (1 + ϵ[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2])

∂

∂x1
+ 2ϵx1

(

x2
∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)

.

:ƻɓدار زɓر Ƒورت ǃŧ را v = v0 + ϵv1اŶǁɓا در
v0 =

∂

∂x1

v1 = ((x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2)
∂

∂x1

+ 2x1
(

x2
∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)

.

ͬ ǁȔد Ƽ ŭوɔƸد را زɓر ƷɓدŨŭ ȡروه v0 ƹƽơ·ر
v0(x

1) = 1, v2
0(x

1) = v3
0(x

1) = · · · = 0

x̄10 = expaX0(x1) = x1 + a,

x̄j0 = xj , j = 2, 3, 4.
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Ǘǐ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای
Ƒورت ǃŧ ɔǀز را ɒŨɓرƱŭ ȔروǄ ǃƍای و

[v0,v1] = 2

(

x1 +
∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)

,

[v0, [v0,v1]] = 2
∂

∂x1
, [v0, [v0, [v0,v1]]] = 0 · · · .

ͬ ɔȡرد: Ƽ را زɓر Ƭرم (ǐ٠ǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ ǃŶɔŮǀ در .ƻɓدار
≪ av0, av1 ≫ =

(

[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +
1

3
a3
)

∂

∂x1

+ (2ax1 + a2)

(

x2
∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ x4

∂

∂x4

)

.

ǃȔ ͬ دǄد Ƽ ǃŶɔŮǀ (ǘǘ . ǒ) ƿɓا ǁŧاŧر
x̄11 =≪ av0, av1 ≫ (x̄10) = [(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +

1

3
a3,

x̄j1 = (2ax1 + a2)xj , j = 2, 3, 4.

:ƻɔƉر ͬ Ƽ زɓر ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه ǃŧ ƈǫƉ و
x̄1 ≈ x̄10 + ϵx̄11 = x1 + a+ ϵ

(

[(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2]a+ x1a2 +
1

3
a3
)

,

x̄j ≈ x̄j0 + ϵx̄j1 = xj + ϵ(2ax1 + a2)xj , j = 2, 3, 4.

ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای Ǘ . ǒ
ŧاƍد ǪاراŮƼری ɓ ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه ɓ G ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . Ǘ . ǒ ƫɓرƢŭ

z̄i = f(z.a.ϵ) ≡ f i0(z, a) + ϵf i1(z, a), i = 1, · · · , N. (ǐ٠ǔ . ǒ)
ɒŨɓرƱŭ ǃƸادƢƼ ɓ

F (z, ϵ) ≡ F0(z) + ϵF1(z) ≈ 0, (ǐ٠Ǖ . ǒ)
Ũŭدɓلات ȡروه ǁơوان ǃŧ را G دɓ·ر Ũơارت ǃŧ ɓا و ͬ ƍود Ƽ ǀاɔƼده ɒŨريƱŭ ǀاوردای G ǃŧ ŬŨƊǀ
(ǐ٠Ǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ در z = (z1, · · · , zN ) ǃȔ F (z̄, ϵ) ≈ F (f(z, a, ϵ), ϵ) = O(ϵ) اȡر ͬ Ǫذɓرد Ƽ ɒŨɓرƱŭ
k ǃŨŭرƼ از ɒŨɓرƱŭ ǃƸادƢƼ ɓ (ǐ٠Ǖ . ǒ) ƈǫƉ z = (x, u, u(1), · · · , u(k)) اȡر ͬ ǁȔد. Ƽ Ƒدق

.ŬƉا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن ȡروه ɓ G و ͬ ƍود Ƽ ǀاɔƼده

پاɓدار Ʊŭارن Ǆای و ǃخصƎƼ ƢƼادلات ǐ . Ǘ . ǒ
ͬ دǄد. Ƽ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای ƿɔɔƢŭ ŧرای źƼ ɓزير ǃيƖư
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǗǑ
ŧاƼوƸد (ǐ٠ǔ . ǒ) ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات ȡروه Ŭźŭ (ǐ٠Ǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ .ǐ . Ǘ . ǒ ǃɔƖư

v = v0 + ϵv1 ≡ ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi
(ǐ٠ǖ . ǒ)

اȡر ƘƱƬ و اȡر ŬƉا ǀاوردا
vF (z, ϵ)

∣

∣

F≈0
= O(ϵ),

ɓا
[v0F0(z) + ϵ(v1F0(z) + v0F1(z))](ǐ٠Ǖ . ǒ) = O(ϵ). (ǐ٠Ǘ . ǒ)

اول ǃŨŭرƼ در ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ (ǐ٠ǖ . ǒ)در و (ǐ٠Ǖ . ǒ) ŵاي·ذاری ŧا (ǐ٠Ǘ . ǒ) ǃƸادƢƼ برهان.
Ʊŭارن ͬ ǁƴد Ƽ Ƒدق (ǐ٠Ǘ . ǒ) ǃƸادƢƼ در ǃƴ (ǐ٠ǖ . ǒ) ƹƽơ·ر ͬ آيد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ϵ ǃŧ ŬŨƊǀ Ŭưد
ͬ ƍود Ƽ ǀاƼيده (ǐ٠Ǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ ƘƉوŭ ƍده ǃŮƬذيرǪ ɒŨريƱŭ ƹƽơ·ر يا ،ƳǶوƴ Ŭايǅǀ ɒŧ ɒŨريƱŭ

ͬ ƍود. Ƽ ǀاƼيده ɒŨريƱŭ Ʊŭارن Ǆای ŧرای ƿييƢŭ ǃƸادƢƼ (ǐ٠Ǘ . ǒ) ǃƸادƢƼ ǃŶيŮǀ در و
Ȕرد. ƻɔǄواŽ ǃارائ را آن اŨűات و ذȔر ǃɔƖư ƿɓا از Ȕاŭ ƷƼری Ƒورت ǃƼادا در

Ǆای ŮƼغير در n < N ،F (z, ϵ) = (F 1(z, ϵ), · · · , Fn(z, ϵ)) Ơŧاŭ ǃƴ ǁƴيد Ƭرض .Ǒ . Ǘ . ǒ ǃɔƖư
ǁƴد: Ƒدق زير ƍرط در و ŧاƍد ͬƹيƹźŭ ŭواƼاً z, ϵ

rankF ′(z, 0)|F (z,0)=0 = n, (ǐ٠ǘ . ǒ)
ɒŨريƱŭ ǃƸادƢƼ ǃƵǁاي ŧرای .i = 1, · · · , N و ν = 1, · · · , n ŧرای F ′(z, ϵ) =∥ ∂F ν(z,ϵ)

∂zi
∥ ǃƴ

F (z, ϵ) = O(ϵp), (ǐǐ٠ . ǒ)
زير Ũŭديلات از ɒŨريƱŭ ȡروه Ŭźŭ

z̄ = f(z, a, ϵ) +O(ϵp),

ƼوƸد ŧا
v = ξ(z, ϵ)

∂

∂z
, ξ =

∂f

∂a

∣

∣

∣

∣

a=0

+O(ϵ), (ǐǐǐ . ǒ)
ǃƴ ŬƉا ͬƬاƴ و لازم ŧاƍد ǀاوردا

vF (z, ϵ)
∣

∣(ǐǐ٠ . ǒ) = O(ϵ). (ǐǐǑ . ǒ)
ǃƸادƢƼ ɒاوردايǀ ŧرای F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 ƍرط ǁƴيد Ƭرض .ƻيǁƴ ͬ Ƽ اŨűات را Ƹزوم اŮŧدا برهان.

:ͬǁƢɓ ŧاƍد ŧرưرار (ǐǐ٠ . ǒ) ɒŨريƱŭ
F (f(z, a, ϵ), ϵ)

∣

∣(ǐǐ٠ . ǒ) = O(ϵp).
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Ǘǒ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای
:ƻɓدار ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ از اƭŮƉاده ŧا

v = v0 + ϵv1 = ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi
(

ξi0(z)
∂

∂zi
+ ϵξi1(z)

∂

∂zi

)

(F0(z) + ϵF1(z))

∣

∣

∣

∣

F0(z)+ϵF1(z)≈0

ξi0(z)
∂

∂zi
F0(z) + ϵξi0(z)

∂

∂zi
F1(z) + ϵξi1(z)

∂

∂zi
F0(z)

∣

∣

∣

∣

F (z,ϵ)≈0

= 0,

ŧرای (ǐǐǑ . ǒ) ǃƴ ǁƴيد Ƭرض ƻيǁƴ ͬ Ƽ اŨűات را ŬƎȡرŧ ͬ دǄد.Źال Ƽ ǃŶيŮǀ را (ǐǐǑ . ǒ) ƿاي و
ɒŨريƱŭ ǃƸادƢƼ ɒاوردايǀ Źال ،ŬƉا Ƒادق (ǐ٠ǘ . ǒ) ƍرط در ǃƴ ŧاƍد ŧرưرار F (z, ϵ) Ơŧاŭ

Ƒورت ǃŧ را ŵديدی ŮƼغيرǄای ƞǁƼور ƿاي ŧرای .ƻيǁƴ ͬ Ƽ اŨűات را (ǐǐ٠ . ǒ)
yN = HN−n(z, ϵ), · · · , yn+1 = H1(z, ϵ), yn = Fn(z, ϵ), · · · , y1 = F 1(z, ϵ),

ͬƢŧاŭ ƷƱŮƊƼHN−n, · · · , H1, Fn, · · · , F 1 Ơŧواŭ ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƬرƢƼ zN , · · · , z1 ŵای ǃŧ
و (ǐ٠ǘ . ǒ) ͬƹƑا ɒŨريƱŭ ǃƸادƢƼ ŵديد ŮƼغيرǄای در (ƳǶوƴ ͯƬاƴ اǀدازه ǃŧ ϵ (ŧرای ǁŮƊǄد.

ͬ ȡيرǀد: Ƽ را زير Ƭرم Ŧيŭرŭ ǃŧ (ǐǐǑ . ǒ) ƍرط و (ǐǐǐ . ǒ)
yν = θνp(y, ϵ), ν + 1, · · · , n,

v = ηi(y, ϵ)
∂

∂yi
, ηi ≈ ξj(x, ϵ)

∂yi(x, ϵ)

∂xj
,

ην(θ1p, · · · , θnp , yn+1, · · · , yN ) = O(ϵ), ν = 1, · · · , n,

ͬƍوƴ ɒŨريƱŭ ǃƸاƊƼ ŧا y ŮƼغيرǄای ƿɓراŧاǁŧ .ƻɓدار را θνp = O(ϵp) آن در ǃƴ
dȳν

da
≈ ην(ȳ1, · · · , ȳn, ȳn+1, · · · , ȳN , ϵ), ȳν

∣

∣

a=0
= θνp(y, ϵ),

dȳk

da
≈ ηk(ȳ1, · · · , ȳn, ȳn+1, · · · , ȳN , ϵ), ȳk

∣

∣

a=0
= yk, k = n+ 1, · · · , N,

Ƒورت ǃŧ ŵواب ƿɓا و ŬƉا ي΄Ůا ǃƸاƊƼ ƿاي ŵواب (ǐ . ǖ . ǒ) ǃيƖư ƯŧاƚƼ ͬ ƍوǀد. Ƽ ƿييƢŭ
Ũơارت ǃŧ ǃيƸاو ŮƼغيرǄای اƉاس ŧر ͬƊɓوǀازŧ ŧا ŧود. ŽواǄد ȳ = (θ1p, · · · , θnp , yn+1, · · · , yN )
و F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 ɒŨريƱŭ ǃƸادƢƼ ͬǁƢي ƿاي و ƻɔƉر ͬ Ƽ ν = 1, · · · , n ŧرای F ν(z̄, ϵ) = O(ϵp)

ͬ ƍود. Ƽ اŨűات ǃيƖư
را زɓر Ũŭديلات از ɒŨريƱŭ ȡروه Ƽا p = 1 و z = (x, y) و N = 2 ǁƴيد Ƭرض .ǐ . Ǘ . ǒ Ƽثال

x̄ ≈ x+ a+

(

x2a+ xa2 +
a3

3

)

ϵ,

ȳ ≈ y +

(

xya+ y
a2

2

)

ϵ, (ǐǐǒ . ǒ)
ƳǶوƴ Ŭايǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا

v = (1 + ϵx2)
∂

∂x
+ ϵxy

∂

∂y
, (ǐǐǓ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǗǓ
ɒŨريƱŭ ǃƸادƢƼ ƻيǄد Ǝǀان ƻɓدار ƒưد .[Ǒ] ƻيريȡ ͬ Ƽ ƞǀر در

F (x, y, ϵ) ≡ y2+ϵ − ϵx2 − 1 = O(ϵ), (ǐǐǔ . ǒ)
ŧرای .ƻيǁƴ ͬ Ƽ ͬƉررŧ را (ǐǐǔ . ǒ) ɒاوردايǀ ŬƊžǀ .ŬƉا ǀاوردا (ǐǐǒ . ǒ) Ũŭديلات ǃŧ ŬŨƊǀ

Ʒ΄ƍ ǃŧ Ŭưد ǃŵدر ƽǄان ŧا را (ǐǐǔ . ǒ) ǃƸادƢƼ اŮŧدا ƞǁƼور ƿاي
F̄ (x, y, ϵ) ≡ y2 − ϵ(x2 − y2 ln y)− 1 ≈ 0,

ƻداري (ǐǐǒ . ǒ) ƷديŨŭ از اƭŮƉاده ŧا ƈǫƉ .ƻيǁƴ ͬ Ƽ ͬƊويǀازŧ
F̄ (x̄, ȳ, ϵ) = ȳ2 − ϵ(x̄2 − ȳ2 ln ȳ)− 1 ≈ y2 − ϵ(x2 − y2 ln y)− 1 + ϵ(2xa+ a2)(y2 − 1)

+ ϵ(2xa+ a2)(y2 − 1)

= F̄ (x, y, ϵ) + ϵ(2xa+ a2)[F̄ (x, y, ϵ) + ϵ(x2 − y2 ln y)]

= [1 + ϵ(2ax+ a2)]F̄ (x, y, ϵ) +O(ϵ),

Ơŧاŭ ƿاي .F̄ (x̄, ȳ, ϵ)∣∣(ǐǐǔ . ǒ) ≈ 0 ǃȔ ŬƉا ǃŮȕǀ ƿɓا ŧياȢǀر F (f(z, a, ϵ), ϵ) ≈ 0 Ɗŭاوی Ƹزوم ǃƴ
ŧرای (ǐǐǑ . ǒ) źƼ ƽȔ ŧا ͬ ŭواǀد Ƽ ɒاوردايǀ ƈǪ ͬ ǁƴد Ƽ Ƒدق (ǐ٠ǘ . ǒ) ɒاوردايǀ ƍرط در

ƻداري ƈǪ ƍود ͬƉررŧ (ǐǐǓ . ǒ) ƹƽơ·ر
vF = (2 + ϵ)ϵxy2+ϵ − 2ϵx(1 + ϵx2)

= 2ϵx(y2+ϵ − 1) +O(ϵ) = 2ϵx(F + ϵx2) +O(ϵ)

= 2ϵxF + 2ϵ2x3 +O(ϵ)

= 2ϵxF +O(ϵ).

.ŬƉا ǀاوردا ȡروه ǃŧ ŬŨƊǀ F ǃƸادƢƼ ͬ دǄد Ƽ Ǝǀان ƿاي و vF = 0 ƈǪ F = 0 Ƕون
ƍود ǃŮƍوǀ زير Ƒورت ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ (ǐ٠Ǘ . ǒ) ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ .ǐ . Ǘ . ǒ ǃلاحظƼ

v0F0(z) = λ(z)F0(z), (ǐǐǕ . ǒ)
v1F0(z) + v0F1(z) = λ(z)F1(z), (ǐǐǖ . ǒ)

اŽير ǃƸادƢƼ ͬ ƍود. Ƽ ŵاي·ذاری (ǐǐǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ در ƈǫƉ و ƿييƢŭ (ǐǐǕ . ǒ) ǃƸادƢƼ ŧا λ(z) ǃƴ
ŧاƍد. ŧرưرار F0(z) = 0 ŵواب Ǆای ƽŭام ŧرای ŧايد

ŬƉد ǃŧ را زير ǃɔƖư ،Ưيưد Ʊŭارن Ǆای از ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ ŧا (ǐǐǕ . ǒ) ǃƸادƢƼ ǃƊايƱƼ ŧا
.ƻآوري ͬ Ƽ
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Ǘǔ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای
،v0 ̸= 0 ǃƴ ǫŧذيرد را v = v0 + ϵv1 ƼوƸد ŧا ɒŨريƱŭ ȡروه (ǐ٠Ǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ اȡر .ǒ . Ǘ . ǒ ǃɔƖư

ƹƽơ·ر آȢǀاه
v0 = ξi0(z)

∂

∂zi
, (ǐǐǗ . ǒ)

ǃƸادƢƼ ŧرای Ʊŭارن ɓ
F0(z) = 0, (ǐǐǘ . ǒ)

.ŬƉا
ǃƸادƢƼ از ƷƼاƴ Ʊŭارن Ƴي v0 اȡر ǃƴ ŬƉا ƕوا (ǐǐǖ . ǒ) (ǐǐǕ . ǒ)و ǃƸادƢƼ از .Ǒ . Ǘ . ǒ ǃلاحظƼ

.ŬƉا (ǐ٠Ǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ از ɒŨريƱŭ Ʊŭارن Ƴي v = ϵv0 ƈǫƉ ŧاƍد، (ǐǐǘ . ǒ)
و (ǃŮƭƍآ (غير اŮŽلال غير ǃƸادƢƼ Ƴي Ŧيŭرŭ ǃŧ (ǐ٠Ǖ . ǒ) و (ǐǐǘ . ǒ) ǃƸادƢƼ .Ǒ . Ǘ . ǒ ƫɓرƢŭ
Ǫايدار Ʊŭارن ي v0 ƹƽơ·ر ǒ . Ǘ . ǒ ǃيƖư Ƙرايƍ Ŭźŭ ƍوǀد. ͬƼ ǀاƼيده اŮŽلال ǃƸادƢƼ ɓ
ŧرای v = v0+ ϵv1 ǁŮƼاƝر ɒŨريƱŭ Ʊŭارن ƼوƸد ƍود. ͬƼ ǀاƼيده (ǐǐǘ . ǒ) اŮŽلال غير ǃƸادƢƼاز
ǃƸادƢƼ از v0 ƳǶوƴ Ŭايǅǀ ɒŧ Ʊŭارن از ƻɔƽƢŭ Ƴي ͽưوا در F0(z) + ϵF1(z) ≈ 0 اŮŽلال ǃƸادƢƼ
Ǫايدار (ǐǐǘ . ǒ) ǃƸادƢƼ از Ũŵر ͬƸ Ǆای Ʊŭارن ŧيŮƎر اȡر ŧاƍد. ͬƼ ϵF1(z) اŮŽلال ŧا (ǐǐǘ . ǒ)

ͬ ŧرد. Ƽ ارث ǃŧ را اŮŽلال غير ǃƸادƢƼ Ʊŭارǅǀای (ǐ٠Ǖ . ǒ) اŮŽلال ǃƸادƢƼ ǃƴ ƻوييȡ ͬ Ƽ ŧاƍد

 ɒŨريƱŭ Ǆای Ʊŭارن ǃŨحاسƼ Ǒ . Ǘ . ǒ
ƢƼادلات از (ǐ٠ǖ . ǒ) ɒŨريƱŭ Ʊŭارن Ǆای ǃŨƉاźƼ ŧرای ƳǶوƴ Ŭايǅǀ ɒŧ روش Ƴي (ǒ . Ǘ . ǒ) ǃيƖư
ǀياز را زير (ȡام) ǃƹŹرƼ ǃƉ روش ƿاي Ɖازی Ǫياده ͬ ǁƴد. Ƽ ƿييƢŭ ،ƳǶوƴ ǪاراŮƼر ŧا ƷيƊǀراƭدي

دارد.
ǃƸادƢƼ ƷŹ ŧا ،F0(z) = 0 اŮŽلال غير ƢƼادلات از v0 Ưيưد Ʊŭارن Ǆای ǃŨƉاźƼ گام: ƿɔŮخسǀ

زير ǃƒžƎƼ
v0F0(z)

∣

∣

F0(z)=0
= 0. (ǐǑ٠ . ǒ)

ƹƢƼوم ŧا و (ǐǐǖ . ǒ)،(ǐǐǕ . ǒ) ،(ǐ٠Ǖ . ǒ) ƢƼادلات ŬيƑاŽ ŧا H ͬ΄ƽƴ Ơŧاŭ ƿييƢŭ گام: ƿɔƼدو
زير Ƒورت ǃŧ F1(z) و v0 ŧودن

H =
1

ϵ

[

v0(F0(z) + ϵF1(z))
∣

∣

F0(z)+ϵF1(z)=0

]

. (ǐǑǐ . ǒ)

زɓر Ƒورت ǃŧ ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ ƷŹ ŧا v1 Ǆای ƹƽơ·ر ǃŨƉاźƼ گام: ƿɔƼسو
v1F0(z)

∣

∣

F0(z)=0
+H = 0. (ǐǑǑ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǗǕ

ɒŨريƱŭ Ʊŭارن Ǆای از Ƽثال Ǆای ǒ . Ǘ . ǒ
Ƽوج ͬƚŽغير ǃƸادƢƼ ɒŨريƱŭ Ʊŭارن Ǆای ŲƼال ƿɓا در .Ǒ . Ǘ . ǒ Ƽثال

utt − (u2ux)x + ϵut = 0, (ǐǑǒ . ǒ)

ͬƹȔ Ƭرم ǃŧ را ɒŨريƱŭ ȡروه ƼوƸدǄای .[ǓǑ] ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ǃŨƉاźƼ را ƍد ͬƬرƢƼ دوم ƷƒƬ در ǃȔ

v = v0 + ϵv1 ≡ (τ0 + ϵτ1)
∂

∂t
+ (ξ0 + ϵξ1)

∂

∂x
+ (η0 + ϵη1)

∂

∂u
, (ǐǑǓ . ǒ)

ǁŮƊǄد. u و x, t از ای ǃŮŽاǁƍاǀ Ơŧواŭ τν , ξν , ην(ν = 0, 1) ǃƴ ƻɔƊɓوǀ ͬ Ƽ
اŮŽلال غير ǃƸادƢƼ از v0 Ưيưد Ʊŭارن Ǆای ŧرای (ǐǑ٠ . ǒ) ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ ƷŹ ŧا گام: ƿɔŮخسǀ

utt − (u2ux)x = 0, (ǐǑǔ . ǒ)

ͬ آǁɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر Ƙŧروا

τ0 = C1 + C3t, ξ0 = C2 + (C3 + C4)x, η0 = C4u, (ǐǑǕ . ǒ)

ǃŶيŮǀ در ǁŮƊǄد. دžƸواه Ŭŧواű C1, · · ·C4 ǃƴ

v0 = (C1 + C3t)
∂

∂t
+ (C2 + C3x+ C4x)

∂

∂x
+ C4u

∂

∂u
. (ǐǑǖ . ǒ)

ͬ Ǫذيرد: Ƽ را زير ǪايǄ ǃای ŧا Ƣŧدی ǅǶار ͬƸرŨŵ (ǐǑǔ . ǒ) ǃƸادƢƼ دي·ر Ũơارت ǃŧ

v0
1 =

∂

∂t
, v0

2 =
∂

∂x
, v0

3 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
, v0

4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
, (ǐǑǗ . ǒ)

Ơŧاŭ ƻيǁƴ ŵاي·ذاری (ǐǑǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ در را v0 ƼوƸد از (ǐǑǖ . ǒ) Ũơارت اȡر گام: ƿɔƼدو
ͬ ƍود: Ƽ ƷƑاŹ زير ǃƒžƎƼ

H = C3ut,

ƻɓدار ،(ǐǑǑ . ǒ) ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ ƷŹ از گام: ƿɔƼسو
v1(utt − u2uxx − 2uu2x)

∣

∣

∣

∣(ǐǑǔ . ǒ)
+ C3ut = 0, (ǐǑǘ . ǒ)

ǃƸادƢƼ در Ƽوŵود u Ǆ ƯŮƎƼای ǃŧ v1 = τ1
∂

∂t
+ξ1

∂

∂x
+η1

∂

∂u
ƹƽơ·ر اŮƼداد دǁǄده Ǝǀان v1 ǃƴ

ŧر ǃƹƽŵ ای ǁǶد ǃŧ (ǐǑǘ . ǒ) ǃƸادƢƼ ǩǶ ƙرف در utt = (u2ux)x ŵاي·ذاری ŧا .ŬƉا (ǐǑǒ . ǒ)
ǃŶɔŮǀ ǃŧ ،Ŧرايƕ ưراردادن ƭƑر ƊƼاوی ŧا رɔƉد. ƻɔǄواŽ ux, ut, uxx, utx ŮƼغيرǄای ŦƊŹ

ƻɔƉر ͬ Ƽ زɓر
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Ǘǖ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای
τ1 = τ1(t), ξ1 = ξ1(x), 3τ ′′1 = C3, ξ′′1 = 0, η1 = [ξ′1(x)− τ ′1(t)]u.

ƿɓراŧاǁŧ
τ1 = A1 +A3t+

1

6
C3t

2,

ξ1 = A2 + (A3 +A4)x, (ǐǒ٠ . ǒ)
η1 =

(

A4 −
1

3
C3t

)

u.

(ǐǑǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ ŧرای را زير ɒŨريƱŭ Ʊŭارن Ǆای (ǐǑǓ . ǒ) در (ǐǒ٠ . ǒ) و (ǐǑǕ . ǒ)اي·ذاریŵ ŧا
:ƻآوري ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
+
ϵ

6

(

t2
∂

∂t
− 2tu

∂

∂u

)

,

v4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
, v5 = ϵv1, v6 = ϵv2, v7 = ϵv4, v8 = ϵv3. (ǐǒǐ . ǒ)

ͬ دǁǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ را v8 = ϵ
(

t ∂∂t + x ∂
∂x

) ƼوƸد (ǐǒ٠ . ǒ) ƢƼادلات ǃƴ ǁƴيد ǃŵوŭ .ǒ . Ǘ . ǒ ǃلاحظƼ
ƍود. ǃŮƍوǀ (ǐǒǐ . ǒ) در ƍده داده Ƭرم ǃŧ ŭواǀد ͬƼ v8 ƹƽơ·ر ،Ŭưد اول ǃŨŭرƼ در ǃŮŨƸا

ƹƽơ·رǄای ǃƴ ͬ دǄد Ƽ Ǝǀان ƍده، ǃŨƉاźƼ Ŭưد اول ǃŨŭرƼ در ǃƴ ،ͬƸ ǃƍروƴ از زير ŵدول
ŭوƸيد ǪاراŮƼری Ǘ ɒŨريƱŭ ƷديŨŭ ȡروه ɓ ǃŶيŮǀ در و ͬ ǁƴد Ƽ ŭوƸيد Ƣŧدی Ǘ ͯƸرŨŵ Ƴي (ǐǒǐ . ǒ)

ͬ ǁƴد. Ƽ

[ , ] v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

v1 0 0 v1 +
1
3
(v8 − v7) 0 0 0 0 v5

v2 0 0 v2 v2 0 0 v6 v6

v3 −v1 − 1
3
(v8 − v7) −v2 0 0 −v5 −v6 0 0

v4 0 −v2 0 0 0 −v6 0 0

v5 0 0 v5 0 0 0 0 0

v6 0 0 v6 v6 0 0 0 0

v7 0 −v6 0 0 0 0 0 0

v8 −v5 −v6 0 0 0 0 0 0

ɒŨريƱŭ ƴروǄ ǃƍای :Ǒ . ǒ ŵدول

ƯŧاƚƼ ͬƸو ǁŮƊǄد، ͬǅديŧ v8,v7,v6,v5 Ʊŭارن Ǆای ǃǶرȡا ǃƴ ͬ دǄد Ƽ Ǝǀان ŧالا ŵدول
ǀيز ǪاراŮƼری ǁǶد ƷديŨŭ ȡروه Ǆای ƿŮŽاƉ ŧرای ɔǀز و ͬƸرŨŵ ƿŮŽاƉ ŧرای (Ǒ . Ǘ . ǒ) ǃƞŹلاƼ

لازǁƼد.
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǗǗ
ǃƸادƢƼ از (ǐǑǗ . ǒ) Ʊŭارن Ǆای ǃƽǄ ǃƴ ͬ دǄد Ƽ Ǝǀان (ǐǒǐ . ǒ) ƢƼادلات .Ǔ . Ǘ . ǒ ǃلاحظƼ
(ǐǑǔ . ǒ) اŮŽلال غير ǃƸادƢƼ Ʊŭارن Ǆای (ǐǑǒ . ǒ) اŮŽلال ǃƸادƢƼ ǃŶيŮǀ در ǁŮƊǄد Ǫايدار (ǐǑǔ . ǒ)

ͬ ŧرد. Ƽ ارث ǃŧ را
:[ǓǑ] ŧ·يريد ƞǀر در را زير ǃƸادƢƼ .ǒ . Ǘ . ǒ Ƽثال

utt − (u−4ux)x + ϵut = 0. (ǐǒǑ . ǒ)
اŮŽلال غير ǃƸادƢƼ گام: ƿɔŮخسǀ

utt − (u−4ux)x = 0, (ǐǒǒ . ǒ)
ͬ Ǫذيرد: Ƽ را زير ƼوƸدǄای Ƣŧدی ǔ ͬƸرŨŵ

v0
1 =

∂

∂t
, v0

2 =
∂

∂x
, v0

3 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
,

v0
4 = x

∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
, v5 = t2

∂

∂t
+ tu

∂

∂u
. (ǐǒǓ . ǒ)

ͬ دǄد: Ƽ ǃŶɔŮǀ را زير ǃƒžƎƼ Ơŧاŭ (ǐǑǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ گام: ƿɔƼدو
H = C3ut + 2C5tut + C5u.

Ƽاǁǀد Źال ͬ ƍوǀد. Ƽ ƭƑر ŧراŧر C5 و C3 ƱƼادɓر (ǐǑǑ . ǒ) ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ ƷŹ ŧا گام: ƿɔƼسو
:ƻآوري ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر Ƒورت ǃŧ را (ǐǒǑ . ǒ) اŮŽلال ǃƸادƢƼ از ɒŨريƱŭ Ʊŭارن Ǆای ƷŨư ŲƼال

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = ϵ

(

t
∂

∂t
+ x

∂

∂x

)

, v4 = x
∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
,

v5 = ϵv1, v6 = ϵv2, v7 = ϵv4, v8 = ϵ

(

t2
∂

∂t
+ tu

∂

∂u

)

. (ǐǒǔ . ǒ)
ǀيǁŮƊد Ǫايدار (ǐǒǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ از (ǐǒǓ . ǒ) Ʊŭارن            Ǆای ǃƽǄ ǃƴ ͬ دǄد Ƽ Ǝǀان (ǐǒǔ . ǒ) ƢƼادلات

ƹƽơ·رǄای ͬǁƢي
v0
3 = t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
, v0

5 = t2
∂

∂t
+ tu

∂

∂u
,

اŮŽلال غير ǃƸادƢƼ Ʊŭارǅǀای (ǐǒǑ . ǒ) اŮŽلال ǃƸادƢƼ ǃŶيŮǀدر Ǫايدارǀد. غير (ǐǒǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ از
ͬ ŧرد. ƽǀ ارث ǃŧرا (ǐǒǒ . ǒ)

Ưيưد Ʊŭارن ǃƉ ƘƱƬ ϵ ̸= 0 دžƸواه ǪاراŮƼر ŧا (ǐǒǑ . ǒ) و (ǐǑǒ . ǒ) ƢƼادلات .ǔ . Ǘ . ǒ ǃلاحظƼ
Ǆای ƹƽơ·ر (ǐǑǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ Ưيưد Ʊŭارǅǀای ͬǁƢي دارد.

v1 =
∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v4 = x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

Ǆای ƹƽơ·ر (ǐǒǑ . ǒ)ǃƸادƢƼ از Ưيưد Ʊŭارǅǀای و (ǐǒǐ . ǒ) از
v1 =

∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v4 = x

∂

∂x
− 1

2
u
∂

∂u
,

ǁŮƊǄد. (ǐǒǔ . ǒ) ǃƸادƢƼ از
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Ǘǘ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای
.[ǗǗ] ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ را ǗوجƼ‐ͬƹɓر ǃƸادƢƼ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای ŲƼال ƿɓا در .Ǔ . Ǘ . ǒ Ƽثال

:ŬƉا زɓر Ƭرم ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬƹȔ Ƒورت

utt = uxx + uyy + ϵ(ut − u3t ). (ǐǒǕ . ǒ)

ǃŧ را ͬ ƍود Ƽ ǃŮƬرɓذǪ (ǐǒǕ . ǒ) ǃƸادƢƼ ƘƉوŭ ǃȔ ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات ȡروه از ɒŨɓرƱŭ ȡروه ƼوƸد
Ƒورت

v = v0 + ϵv1 ≡ (τ0 + ϵτ1)
∂

∂t
+ (ξ0 + ϵξ1)

∂

∂x
+ (η0 + ϵη1)

∂

∂u
, (ǐǒǖ . ǒ)

ȡذاری اűر ŧا ǁŮƊǄد. u و x ،t از ǀاƹƢƼوم ͬƢŧواŭ ην(ν = 0, 1) و τν , ξν ǃȔ ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در
اŮŽلال غɔر ǃƸادƢƼ روی v0 Ʊŭارن از دوم ǃŨŭرƼ اŮƼداد

utt − uxx − uyy = 0, (ǐǒǗ . ǒ)

:ƻɓدار (ǐǑ٠ . ǒ) ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ ƷŹ و

τ0 =
1

20
(−15C2t

2 − 5C1yt− 30C3xt+ 20C8t− 15C2x
2) + C9x+

1

2
C2y

2

+yC5 + C10,

ξ0 = −3

4
C3x

2 +
1

20
(−30C2tx− 5C1yx+ 20C8x)−

3

4
C3t

2 − 1

2
C3y

2 + tC9

−yC6 + C11,

ζ0 =
1

2
C1y

2 +
1

8
(8C2ty + 8C3xy + 8C4y − C1t

2 + C1x
2) + C5t+ C6x+ C7,

η0 = −1

2
C2tu− 1

2
C3xu+

3

4
C1yu+ C4u+ C8u, (ǐǒǘ . ǒ)

:ŬƉا زɓر Ʊŭارن Ǆای دارای (ǐǒǗ . ǒ) ǃƸادƢƼ ƈǪ ǁŮƊǄد. دžƸواه Ŭŧواű C11, · · · , C1 ǃȔ

v0
1 = −1

4
yt
∂

∂t
− 1

4
xy

∂

∂x
+

(

1

2
y2 − 1

8
t2 +

1

8
x2
)

∂

∂y
+

3

4
yu

∂

∂u
,

v0
2 =

(

−3

4
t2 − 3

4
x2 +

1

2
y2
)

∂

∂t
− 3

2
tx

∂

∂x
+ yt

∂

∂y
− 1

2
tu

∂

∂u
,

v0
3 = −3

2
xt
∂

∂t
+

(

−1

2
y2 − 3

4
t2 − 3

4
x2
)

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
− 1

2
xu

∂

∂u
,

v0
4 = u

∂

∂u
+ y

∂

∂y
, v0

5 = y
∂

∂t
+ t

∂

∂y
,

v0
6 = x

∂

∂y
− y

∂

∂x
, v0

7 =
∂

∂y
, v0

8 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

v0
9 = x

∂

∂t
+ t

∂

∂x
, v0

10 =
∂

∂t
, v0

11 =
∂

∂x
. (ǐǓ٠ . ǒ)

ǗRayleigh-wave
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǘ٠
Ƒورت ǃŧH ͬ΄ƽȔ Ơŧاŭ (ǐǑǐ . ǒ) ǃƚŧرا در (ǐǓ٠ . ǒ) ƼوƸد Ǆای از ͬƚŽ ŦɔȔرŭ ŵاɓ·ذاری ŧا Źال

H = −3

2
C2uu

2
t +

11

2
C2tu3t −

7

2
utC2t+

11

2
C3xu

3
t −

7

2
utC3x+

17

4
C1yu

3
t

−9

4
utC1y −

3

2
uxtC3 −

3

2
uxC2x− 3C9u

2
tux −

1

4
uytC1 + uyC2y − 3C5u

2
tuy

+uyC5 − C8u
3
t + utC8 + 4C4u

3
t − 2ut1C4 + uyC9 +

1

2
uC2 +

9

2
C3tu

2
tux

+
9

2
C2xu

2
tux +

3

4
C1tu

2
tuy − 3C2yu

2
tuy, (ǐǓǐ . ǒ)

ƷŹ ŧا ǃȔ ŬƉا v1 ƹƽơ·رǄای ǃŨƉاźƼ Ǆدف ،H ͬ΄ƽȔ Ơŧاŭ ǃŨƉاźƼ از Ƣŧد ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ
ŬƉد ǃŧ زɓر Ƒورت ǃŧ را (ǐǒǕ . ǒ) اŮŽلال ǃƸادƢƼ ŧرای ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ

:ƻɓآور ͬ Ƽ
v1 = −1

4
yt
∂

∂t
− 1

4
xy

∂

∂x
+

(

1

2
y2 − 1

8
t2 +

1

8
x2
)

∂

∂y
+

3

4
yu

∂

∂u
,

v2 =

(

−3

4
t2 − 3

4
x2 +

1

2
y2
)

∂

∂t
− 3

2
tx

∂

∂x
+ yt

∂

∂y
− 1

2
tu

∂

∂u
,

v3 = −3

2
xt
∂

∂t
+

(

−1

2
y2 − 3

4
t2 − 3

4
x2
)

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
− 1

2
xu

∂

∂u
,

v4 = u
∂

∂u
+ y

∂

∂y
, v5 = y

∂

∂t
+ t

∂

∂y
,

v6 = x
∂

∂y
− y

∂

∂x
, v7 =

∂

∂y
,

v8 = t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
+ ϵ

(

−1

8
(t2 + x2)

∂

∂t
− 1

4
tx

∂

∂x
− 1

4
tu

∂

∂u

)

,

v9 = x
∂

∂t
+ t

∂

∂x
, v10 =

∂

∂t
, v11 =

∂

∂x
,

v12 = ϵv1, v13 = ϵv2, v14 = ϵv3, v15 = ϵv4, v16 = εv5,

v17 = ϵv6, v18 = ϵv7, v19 = ϵ

(

t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ u

∂

∂u

)

, v20 = ϵv9,

v21 = ϵv10, v22 = ϵv11. (ǐǓǑ . ǒ)
آن در ǃȔ x̄i = x̄0i + ϵx̄1i را Ǫ‐ɓاراŮƼری ɒŨɓرƱŭ Ũŭدɓلات ȡروه v = v0 + ϵv1 ɒŨɓرƱŭ ƼوƸد
Ǆر ŧرای دɓ·ر Ũơارت ǃŧ ͬ ƽǀاɓد. Ƽ ŭوɔƸد ɒŨɓرƱŭ ɒɓاƽǀ ŬƍاȢǀ از اƭŮƉاده ŧا ،(i = 1, · · ·n)

ŧود: ŽواǄد ǃŨƉاźƼ Ʒŧاư زɓر Ƙŧروا از اƭŮƉاده ŧا gi ɒŨɓرƱŭ ƷɓدŨŭ ȡروه vi ƼوƸد
x̄0i = eav

0
(xi) x̄1i =≪ av0, av1 ≫ (x̄0i ), i = 1, · · · , n, (ǐǓǒ . ǒ)

و x4 = u, x3 = y, x2 = x, x1 = t آن در ǃȔ
exp(av0) = 1 + av0 +

a2

2!
(v0)2 +

a3

3!
(v0)3 + · · · , (ǐǓǓ . ǒ)

ɔǀز و
≪ av0, av1 ≫ (x̄0i ) = av1 +

a2

2!
[v0,v1] +

a3

3!
[v0, [v0,v1]] + · · · . (ǐǓǔ . ǒ)
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ǘǐ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ͬǀارƱŭ Ʒɔƹźŭ
:ƻɓدار ƈǪ







































































































































































































































































































g1 : (t, x, y, u) 7→
(

−1
4ayt+ t,−1

4axy + x,
(

1
2y

2 − 1
8 t

2 + 1
8x

2
)

a+ y, 34ayu+ u
)

,

g2 : (t, x, y, u) 7→
((

−3
4 t

2 − 3
4x

2 + 1
2y

2
)

a+ t,−3
2atx+ x, aty + y,−1

2atu+ u
)

,

g3 : (t, x, y, u) 7→
(

−3
2atx+ t,

(

−1
2y

2 − 3
4 t

2 − 3
4x

2
)

a+ x, axy + y,−1
2atu+ u

)

,

g4 : (t, x, y, u) 7→ (t, x, yea, uea),

g5 : (t, x, y, u) 7→ ((−y
2 + t

2)e
−a + (y2 + t

2)e
a, x,−(−y

2 + t
2)e

−a + (y2 + t
2)e

a, u),

g6 : (t, x, y, u) 7→ (t,−y sin(a) + x cos(a), y cos(a) + x sin(a), u),

g7 : (t, x, y, u) 7→ (t, x, y + a, u),

g8 : (t, x, y, u) 7→
((

t− 1
8ϵt

2 − 1
8ϵx

2
)

a+ t, ax− 1
4aϵtx+ x, y, au− 1

4aϵtu
)

,

g9 : (t, x, y, u) 7→ ((−x
2 + t

2)e
−a + (x2 + t

2)e
a,−(−x

2 + t
2)e

−a + (x2 + t
2)e

a, y, u),

g10 : (t, x, y, u) 7→ (t+ a, x, y, u),

g11 : (t, x, y, u) 7→ (t, x+ a, y, u),

g12 : (t, x, y, u) 7→
(

(

−1
4ayt+ t

)

eϵ,
(

−1
4axy + x

)

eϵ,
(

1
2y

2 − 1
8 t

2 + 1
8x

2
)

aeϵ

+yeϵ,
(

3
4ayu+ u

)

eϵ
)

,

g13 : (t, x, y, u) 7→
(

(

−3
4 t

2 − 3
4x

2 + 1
2y

2
)

aeϵ + teϵ,
(

−3
2atx+ x

)

eϵ,

(aty + y)eϵ,
(

−1
2atu+ u

)

eϵ
)

,

g14 : (t, x, y, u) 7→
(

(

−3
2atx+ t

)

eϵ,
(

−1
2y

2 − 3
4 t

2 − 3
4x

2
)

aeϵ + xeϵ,

(axy + y)eϵ,
(

−1
2atu+ u

)

eϵ
)

,

g15 : (t, x, y, u) 7→ (t, x, yeϵa, ueϵa),

g16 : (t, x, y, u) 7→ ((−y
2 + t

2)e
−ϵa + (y2 + t

2)e
ϵa, x, (y2 + t

2)e
ϵa − (−y

2 + t
2)e

−ϵa, u),

g17 : (t, x, y, u) 7→ (t,−y sin(ϵa) + x cos(ϵa), y cos(ϵa) + x sin(ϵa), u),

g18 : (t, x, y, u) 7→ (t, x, y + ϵa, u),

g19 : (t, x, y, u) 7→ (teϵa, xeϵa, y, ueϵa),

g20 : (t, x, y, u) 7→ ((−x
2 + t

2)e
−ϵa + (x2 + t

2)e
ϵa, (x2 + t

2)e
ϵa − (−x

2 + t
2)e

−ϵa, y, u),

g21 : (t, x, y, u) 7→ (t+ ϵa, x, y, u),

g22 : (t, x, y, u) 7→ (t, x+ ϵa, y, u).

(ǐǓǕ . ǒ)

کسری Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ͬǀارƱŭ Ʒɔƹحŭ ǘ . ǒ
ƘƉوŭ ŧار ƿɔŮƊžǀ ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ȡروه Ʊŭارن Ǆای Ʒɔƹźŭ و ǃɓزŶŭ
داده ƠɔƉوŭ ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ [ǑǗ] ǃƸاƱƼ در ƌǀارا΄ƽǄ و ǘزوفɓازȡ
،ǒ٠ ،Ǒǘ ،ǑǓ ،ǐǔ ،ǐǓ] ƠŧاǁƼ ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ ƒŽوص ƿɓا در ŮƎɔŧر ͬǄاȡآ Ŭǅŵ Žواǁǀده ƍد.
ƿɓا در ƯŮƎƼ ƱƼالات اŲȔر در ŬƉا ذȔر ǃŧ لازم ƽǀاɓد. رŵوع [ǐ٠Ǔ ،ǘǕ ،Ǖ٠ ،ǔǖ ،ǒǑ ،ǒǐ

ǘGazizov
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǘǑ
ƯŮƎƼ [ǑǗ] در ƌǀارا΄ƽǄ و ȡازɓزوف .ŬƉا ȔاǪوŭو ɓا و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ǀوع دو از ͬ΄ɓ ƢƼادلات
ŧرای را اŮƼداد ƬرƼول و ǃŮƬرȡ ƞǀر در ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ǀوع از را ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
از ͬƽɔƽƢŭ ƍد ŽواǄد ɔŧان ǃƼادا در ǃǷǀآ ɓاǃŮƬ اǀد. ƢƼادلات ƿɓا ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای ƿŮƬاɓ

.ŬƉا ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ ͬƸ Ʊŭارن ȡروه ǃɓرƞǀ

کسری ͬƸوƽƢƼ Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊǀطǃ ای Ʊŭارن Ǆای ǐ . ǘ . ǒ
ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را زɓر Ƭرم ǃŧ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر ɓ ƷƼاƍ FODE ǃƸادƢƼ

F (x, y, aD
α
xy, aD

α+1
x y, · · · ) = 0, α ∈ R

+. (ǐǓǖ . ǒ)
ǃŮƉوɔǪ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از (ε) ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه ɓ Ŭźŭ (ǐǓǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ ɔǁȔد Ƭرض

x̄ = x+ εξ(x, y) +O(ε2),

ȳ = y + εη(x, y) +O(ε2),

ȳ(n)(x̄) = y(n)(x) + εη(n) +O(ε2), n ∈ N (ǐǓǗ . ǒ)
aD

α
x̄ ȳ = aD

α
xy + εη(α) +O(ε2),

...
Ŭɓاǅǀ ɒŧ α‐ام و n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد η(α) و η(n) و ȔوǄ Ƕا Ŭɓاǅǀ ɒŧ η و ξ ǃȔ ŬƉاورداǀ

ͬ ǁȔد: Ƽ Ƒدق زɓر ǃƚŧرا در η n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد ǃȔ ƻɔǀدا ͬ Ƽ ǁŮƊǄد. ȔوǄ Ƕا
η(n) = D(η(n−1))− y(n)D(ξ),

ͬ ƍود: Ƽ داده زɓر ǃƚŧرا ŧا و ŬƉا ƷƼاȔ ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر D آن در ǃȔ
D =

∂

∂x
+ y(1)

∂

∂y
+ y(2)

∂

∂y(1)
+ · · ·

Ƒورت ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ η(n) ƘƊŧ .ŬƉا x ǃŧ ŬŨƊǀ y n‐ام ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ ƽǀاɓاȢǀر y(n) ǃ΄ɓورƙ ǃŧ
ƍود: ǃŮƍوǀ زɓر

η(n) = Dn(η − ξy(1)) + ξy(n+1). (ǐǓǘ . ǒ)
Ŭźŭ ŧاɓد ɔǀز آن ƿɓا ǁŧاŧر ،ŬƉا Ŭŧاű ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ƫɓرƢŭ در اȢŮǀرال ƿɔɓاǪ Źد Ƕون

دارد: ɒǪ در را زɓر ǃŶɔŮǀ ɒɓاورداǀ ƍرط ƿɔǁǶ ŧاƍد، ǀاوردا (ǐǓǗ . ǒ) Ũŭدɓلات
ξ(x, y)|x=a = 0. (ǐǔ٠ . ǒ)

Ƒورت ǃŧ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ ǃŧ ǃŮƊŧوا (α ∈ R+) α‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد .ǐ . ǘ . ǒ ǃɔƖư
:ŬƉا زɓر

η(α) = aD
α
x (η − ξy(1)) + ξ aD

α+1
x y. (ǐǔǐ . ǒ)
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ǘǒ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ͬǀارƱŭ Ʒɔƹźŭ
ǃƚŧرا ŧا ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ لاŮɔǁŨɓز ưاơده ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ɓادآوری برهان.

aD
α
x

(

f(x)g(x)
)

=
∞
∑

n=0

(

α

n

)

aD
α−n
x f(x)g(n)(x), α > 0, (ǐǔǑ . ǒ)

ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ لاŮɔǁŨɓز ưاơده از اƭŮƉاده ŧا .(αn) = Γ(1+α)
Γ(α−n+1)Γ(n+1) ƻɓدار آن در ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ɔŧان

:ƻɓدار g = y و f = 1 ŧرای
aD

α
x̄ ȳ(x̄) =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

(x̄− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
ȳ(n)(x̄). (ǐǔǒ . ǒ)

:ƻɓدار (ǐǓǗ . ǒ) ǃƚŧرا در (ǐǔǒ . ǒ) ǃƚŧرا ŧ΄ارɔȡری ŧا
η(α) =

d

dε

[

aD
α
x̄ ȳ(x̄)

]

ε=0
=

∞
∑

n=0

(

α

n

)

(x− a)n−αη(n)

Γ(n− α+ 1)

+
∞
∑

n=0

ξ
(n− α)(x− a)n−α−1y(n)

Γ(n− α+ 1)
. (ǐǔǓ . ǒ)

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ (ǐǔǓ . ǒ) ǃƚŧرا در (ǐǓǘ . ǒ) ǃƚŧرا ŵاɓ·ذاری ŧا
η(α) =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

(x− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
Dn(η − ξy(1)(x)) +

∞
∑

n=0

ξ
(x− a)n−α

Γ(n− α+ 1)
y(n+1)(x)

+

∞
∑

n=0

ξ

(

α

n

)

(n− α)(x− a)n−α−1y(n)

Γ(n− α+ 1)
. (ǐǔǔ . ǒ)

و ǃƹƽŵ ƿɔƼدو در n − 1 ŧا n ͬǁɓز·ɓاŵ و ǃƹƽŵ ƿɔŮƊžǀ در (ǐǔǒ . ǒ) ŧردن ŧ΄ار ŧا ơلاوه، ǃŧ
ͬ ƍود: Ƽ ƷƑاŹ زɓر Ũơارت (ǐǔǔ . ǒ) ǃƸادƢƼ از ǃƹƽŵ ƿɔƼوƉ در n = 0 ŵاɓ·ذاری

η(α) = aD
α
x (η − ξy(1)) +

∞
∑

n=1

ξ

(

α

n− 1

)

(x− a)n−α−1

Γ(n− α)
y(n)(x)

−ξα(x− a)−α−1

Γ(1− α)
y(x) +

∞
∑

n=1

ξ

(

α

n

)

(n− α)(x− a)n−α−1y(n)(x)

Γ(n− α+ 1)
. (ǐǔǕ . ǒ)

ͬ آɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر ǃŶɔŮǀ ( α
n−1

)

+
(

α
n

)

=
(

α+1
n

) راƚŧۀ از اƭŮƉاده ŧا
η(α) = aD

α
x (η − ξy(1)) +

∞
∑

n=0

ξ

(

α+ 1

n

)

(x− a)n−α−1ξy(n)

Γ(n− α)

= aD
α
x (η − ξy(1)) + ξaD

α+1
x y

= aD
α
x (η)− aD

α
x

(

ξy(1)
)

+ ξaD
α+1
x y, (ǐǔǖ . ǒ)

ǃȔ ͬǀاƼز ǃȔ ŬƉا ƕروری ǃŮȕǀ ƿɓا ǃŧ ǃŵوŭ .ŬƉا ƞǀر Ƽورد اŮƼداد ƬرƼول ƽǄان ƿɓا ǃȔ
.ŬƉا ŧراŧر (ǐǓǘ . ǒ) ͬǁƢɓ Ǆا PDE ŧرای آن ɔƉلاȔ ǃǀوƽǀ ƽǄان ŧا اŮƼداد ƬرƼول α = n

źƼاŨƉات اŶǀام ǃȔ Ɖاده ŭری Ʒ΄ƍ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را (ǐǔǖ . ǒ) ƬرƼول ǃȔ ŬƉا ذȔر ǃŧ لازم
ǃƚŧرا از اƭŮƉاده ŧا .Ŭƍوǀ ɔǀز ŧاƍد، راŭ ŬŹر آن ŧا ȔوǄ Ƕا Ŭɓاǅǀ ɒŧ

aD
α
x

(

y(1)(x)
)

= aD
α+1
x y − (x− a)−α−1y(a)

Γ(−α) , (ǐǔǗ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǘǓ
،ŬƉا ƍده ǃارائ Ơŧاŭ ɓ ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƯŮƎƼ از ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ŧرای [Ǘǐ] ƠŨǁƼ در ǃȔ
ǃƹƽŵ ƿɔƼدو ƈǪ ،ξ(a) = 0 ،ƻɓدار (ǐǔǗ . ǒ) راƚŧۀ در ǃȕǁɓا و (ǐǔ٠ . ǒ) راƚŧۀ ǃŧ ǃŵوŭ ŧا ɔǀز و

ƍد: ŽواǄد ǃŮƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ (ǐǔǖ . ǒ) راƚŧۀ ŬƉرا ƙرف در

aD
α
x

(

ξy(1)(x)
)

= aD
α
x (D(ξy)− yDξ) = aD

α+1
x (ξy)− aD

α
x (yDξ) (ǐǔǘ . ǒ)

:ƿɓا ǁŧاŧر و

η(α) = aD
α
x (η) + aD

α
x (yDξ)− aD

α+1
x (ξy) + ξaD

α+1
x y. (ǐǕ٠ . ǒ)

از اƭŮƉاده ƿɔǁǷƽǄ و (ǐǕ٠ . ǒ) راƚŧۀ در (ǐǔǑ . ǒ) ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ لاŮɔǁŨɓز ưاơده ŧ΄ارɔȡری ŧا
:Ŭƍوǀ ͬ ŭوان Ƽ (α+1

n+1

)

=
(

α
n

)

(

α+1
n+1

) راƚŧۀ

η(α) = aD
α
x (η) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)

aD
α−n
x yDn+1

x ξ +

∞
∑

n=1

(

α+ 1

n

)

aD
α+1−n
x yDn

xξ

= aD
α
x (η) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)

aD
α−n
x yDn+1

x ξ +

∞
∑

n=0

(

α+ 1

n+ 1

)

aD
α−n
x yDn+1

x ξ

= aD
α
x (η) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)(

n− α

n+ 1

)

aD
α−n
x yDn+1

x ξ. (ǐǕǐ . ǒ)

کسری ǄODEای از ƢƼادǃƸ ای دو دسŮگاه ͬƸ Ʊŭارن Ʒɔƹحŭ Ǒ . ǘ . ǒ
ǃŧ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ŧا ƊȔری ǃŨŭرƼ ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ƢƼادǃƸ ای دو دȢŮƉاه

Ƒورت
dαu

dtα
= f(t, u, v), (ǐǕǑ . ǒ)

dαv

dtα
= g(t, u, v), (ǐǕǒ . ǒ)

ɓ ȡروه Ŭźŭ (ǐǕǒ . ǒ) و (ǐǕǑ . ǒ) ƢƼادلات ɔǁȔد Ƭرض ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در g و f دžƸواه Ơŧواŭ ŧا
ǃŮƉوɔǪ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از (ε) ǪاراŮƼری

t̄ = t+ εξ(t, u, v) +O(ε2),

ū = u+ εηu(t, u, v) +O(ε2),

v̄ = v + εηv(t, u, v) +O(ε2),

aD
α
t̄ ū = aD

α
t u+ εη(α)u +O(ε2),

aD
α
t̄ v̄ = aD

α
t v + εη(α)v +O(ε2),
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ǘǔ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ͬǀارƱŭ Ʒɔƹźŭ
Ƭرم ǃŧ ǃȔ ǁŮƊǄد ͬ΄ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای η

(α)
v و η

(α)
u Ƭوق Ũŭدɓلات در ŧاǁƍد. ǀاوردا

ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃŮƍوǀ زɓر Ɖری Ǆای
η(α)u = aD

α
t (ηu)− αDt(ξ)aD

α
t (u) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)(

n− α

n+ 1

)

aD
α−n
t (u)Dn+1

t (ξ),

η(α)v = aD
α
t (ηv)− αDt(ξ)aD

α
t (v) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)(

n− α

n+ 1

)

aD
α−n
t (v)Dn+1

t (ξ).

Ƒورت ǃŧ را v ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد
v = ξ(t, u, v)

∂

∂t
+ ηu(t, u, v)

∂

∂u
+ ηv(t, u, v)

∂

∂v
, (ǐǕǓ . ǒ)

از (ǐǕǓ . ǒ) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƹƽơ·ر Ŧɓراƕ ƿŮƬاɓ ŧرای ǃƒžƎƼ ƢƼادلات .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در
ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃŶɔŮǀ زɓر ƢƼادلات از ƻǄ ارزی Ũŭدɓلات

(

η(α)u − ξ
∂f

∂t
− ηu

∂f

∂u
− ηv

∂f

∂v

)

∣

∣

∣

dαu
dtα

=f(t,u,v), d
αv

dtα
=g(t,u,v)

= 0,

(

η(α)v − ξ
∂g

∂t
− ηu

∂g

∂u
− ηv

∂g

∂v

)

∣

∣

∣

dαu
dtα

=f(t,u,v), d
αv

dtα
=g(t,u,v)

= 0.

ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ƢƼادǃƸ ای دو دȢŮƉاه ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای Ƭوق ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ƷŹ ŧا
.[ǖǘ] آƼد ŽواǄد ŬƉد ǃŧ ƊȔری ǃŨŭرƼ ͬƸوƽƢƼ

Ƭرم ǃŧ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ ŧا ǐ٠ͬŭا΄ɓر ƊȔری ǃƸادƢƼ ŲƼال ǁơوان ǃŧ .ǐ . ǘ . ǒ Ƽثال
aD

α
xy(x) = Ay2 +By + C, x > 0, α ∈ (0, 1), (ǐǕǔ . ǒ)

‐ɓ ȡروه ɓ Ŭźŭ ͬŭا΄ɓر ǃƸادƢƼ ƻɔǁȔ Ƭرض ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در x از C و B ،A دžƸواه Ơŧواŭ ŧا
ǃƸادƢƼ ƿɓراŧاǁŧ .[ǖǘ] ŬƉاورداǀ (ǐǓǗ . ǒ) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری

Ƒورت ǃŧ ɒɓاورداǀ
η(α) = ξ

[

dA

dx
y2 +

dB

dx
y +

dC

dx

]

+ η(2Ay +B), (ǐǕǕ . ǒ)
در ƍده ǃارائ η(α) ƘƊŧ ŵاɓ·ذاری ŧا ͬ ǁȔد. Ƽ Ƒدق (ǐǕǔ . ǒ) ƢƼادǃƸ ی در y(x) ǃȔ ŧود ŽواǄد

رɔƉد: ƻɔǄواŽ زɓر راƚŧۀ ǃŧ (ǐǕǕ . ǒ) ǃƸادƢƼ در ،(ǐǕǐ . ǒ)
aD

α
x (η) +

∞
∑

n=0

(

α

n

)(

n− α

n+ 1

)

dn+1ξ

dxn+1 a
Dα−n
x y

= η(2Ay +B) + ξ

[

dA

dx
y2 +

dB

dx
y +

dC

dx

]

, (ǐǕǖ . ǒ)
ƞǁƼور ǃŧ .ŬƊɔǀ ƷŹ Ʒŧاư η(x, y) و ξ(x, y) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای ŧرای ͬƹȔ ƙور ǃŧ ǃȔ

ŧاǁƍد: زɓر Ƭرم ǃŧ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ƭرض ،(ǐǕǖ . ǒ) ƷŹ
ξ = ξ(x), η = p(x)y + q(x),

ǐ٠Riccati
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǘǕ
Ƭوق Ƙŧروا ŵاɓ·ذاری ŧا ƍد. ŽواǁǄد ƿɔɔƢŭ ǃȔ ǁŮƊǄد ͬƼوƹƢƼاǀ دžƸواه Ơŧواŭ q(x) و p(x) ǃȔ

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ (ǐǕǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ در

aD
α
x q(x) +

[

p(x)− α
dξ

dx

]

aD
α
xy +

∞
∑

n=0

(

α

n

)[

dnp

dxn
+

(

n− α

n+ 1

)

dn+1ξ

dxn+1

]

aD
α−n
x y

= [p(x)y + q(x)](2Ay +B) + ξ

[

dA

dx
y2 +

dB

dx
y +

dC

dx

]

.

:ƻɓدار Ƭوق ǃƚŧرا در ͬŭا΄ɓر ǃƸادƢƼ ŧ΄ارɔȡری ŧا

aD
α
x q(x)− α

dξ

dx
Ay2 − α

dξ

dx
By +

[

p(x)− α
dξ

dx

]

C

+
∞
∑

n=0

(

α

n

)[

dnp

dxn
+

(

n− α

n+ 1

)

dn+1ξ

dxn+1

]

aD
α−n
x y

= Ap(x)y2 + 2Aq(x)y +Bq(x) + ξ

[

dA

dx
y2 +

dB

dx
y +

dC

dx

]

.

ƍد: ŽواǄد ǃŮƬا΄ƍ ǃƒžƎƼ ƢƼادلات از زɓر ƿɔƢƼ Ƭرا دȢŮƉاه ǃŧ Ƭوق ǃƸادƢƼ وƕوح ǃŧ
A
dξ

dx
+

1

α

dA

dx
ξ =

p(x)

α
A, (ǐǕǗ . ǒ)

B
dξ

dx
+

1

α

dB

dx
ξ = −2

q(x)

α
A, (ǐǕǘ . ǒ)

C
dξ

dx
+

1

α

dC

dx
ξ =

1

α
[p(x)C − 0D

α
x q(x)−Bq(x)], (ǐǖ٠ . ǒ)

dnp

dxn
+

(

n− α

n+ 1

)

dn+1ξ

dxn+1
= 0, n ∈ N. (ǐǖǐ . ǒ)

ͬ دǄد: Ƽ ǃŶɔŮǀ ξ(0) = 0 ǃŧ ǃŵوŭ ŧا (ǐǖǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ
ξ(x) = cxn+1, p(x) = c(α− n)xn, n ∈ N0 = N ∪ {0},

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ (ǐǕǗ . ǒ) ǃƸادƢƼ از .ŬƉا دžƸواه Ŭŧاű c ǃ΄ɓورƙ ǃŧ
A(x) = k1x

n(1−α)−2α,

q(x) = 0 ǃȔ ŬƬرȡ ǃŶɔŮǀ ͬ ŭوان Ƽ (ǐǖ٠ . ǒ) و (ǐǕǘ . ǒ) ƢƼادلات از .ŬƉا دžƸواه Ŭŧاű ɔǀز k1 ǃȔ
k2 و k1 دžƸواه Ŭŧواű ŧا C(x) و B(x) آȢǀاه q(x) = 0 ǃȔ ͬǀاƼز ŧاɔƍد ǃŮƍدا ɓاد ǃŧ .q(x) ̸= 0 ɓا

ŧود: ŽواǁǄد زɓر Ƭرم ǃŧ
B(x) = k2x

−(n+1)α, C(x) = k3x
−n(α+1).

:ͬƹȔ Ƒورت ŧا ͬŭا΄ɓر ǃƸادƢƼ ƿɓا ǁŧاŧر

aD
α
xy = x−nα

[

k1x
n−2αy2 + k2x

−αy + k3x
−n
]

, (ǐǖǑ . ǒ)
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ǘǖ ƊȔری ǃŨŭرƼ از ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای
Ũŭدɓلات ȡروه Ŭźŭ

x̄ = x+ εcxn+1,

ȳ = y + εc(α− n)xny,

ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا
v = xn+1 ∂

∂x
+ (α− n)xny

∂

∂y
, n ∈ N0.

ͬ ŧاƍد. Ƽ ǀاوردا

ŵزئͬ Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ Ʊǀطǃ ای Ʊŭارن Ǆای ǐ٠ . ǒ
کسری ǃŨŭرƼ از

ŮƼغɔر دو ŧا ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ͬƸ Ʊŭارن Ʒɔƹźŭ درŧاره ͬŭاɔزئŵ ƌžŧ ƿɓا در
ƞǀر در را زɓر ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ Ȕرد. ƻɔǄواŽ ǃارائ را ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ و ƷƱŮƊƼ

ɔ·ŧرɓد:
∂αt u = F (t, x, u, ux, uxx, uxxx, · · · ), ∆ = ∂αt u− F, (ǐǖǒ . ǒ)

و x ǃŧ ŬŨƊǀ u ɒɓزŵ ƱŮƎƼات ux, uxx · · · ŧوده ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر u و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر t, x آن در ǃȔ
ͬ ŧاƍد. Ƽ زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ u ƊȔری ƯŮƎƼ ƽǀاد ∂αt u

Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ɓ v و Ȕرده Ʒƽơ O روی ǃȔ ŧاƍد Ũŭدɓلات از ͬƢƕوƼ ȡروه G ƻɔǁȔ Ƭرض
روی ɔƼدان ŧرداری ɓ v و E = X × U از ŧاز ǃơوƽŶƼرɓز ɓ O ƿɔǁǷƽǄ ŧاƍد، آن ǶوȔ
،ƻɔǄد ͬ Ƽ انƎǀ v(α,n) ŧا را v ,α)‐ام n) ǃŨŭرƼ اŮƼداد ŧاƍد. exp(εv) Ǫ‐ɓاراŮƼری ȡروه ŧا O
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد آن ǃŧ و ŧوده ,α)‐ام n) ǃŨŭرƼ Ŭŵ ƖƬای روی ŧرداری ɔƼدان ɓ ǃȔ

:ǃȔ ǁƢƼا ƿɓدŧ ͬ ȡوǁɓد. Ƽ [ exp(εv)](α,n) Ǫ‐ɓاراŮƼری ȡروه
v(α,n)

∣

∣

∣

(x,u(n)
=

d

dε

∣

∣

∣

ε=0

[

exp(εv)
](α,n)

(x, u(n)), (ǐǖǓ . ǒ)
از ε ǪاراŮƼر ŧا ͬƸ ǪاراŮƼری ɓ ȡروه ɓ ǁơوان ǃŧ G ƻɔǁȔ Ƭرض ،ͬŭاƼدƱƼ ƫɓارƢŭ ƿɓا ŧا

ŧاƍد: ƍده داده زɓر Ƒورت ǃŧ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ Ũŭدɓلات

t̄ = φ(t, x, u, ε), x̄ = ψ(t, x, u, ε), ū = π(t, x, u, ε). (ǐǖǔ . ǒ)
ƻǄ آن ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ Ũŭدɓلات ƿɔɔƢŭ ŧا G Ʊŭارن ȡروه ƿŮŽاƉ ،ͬƸ ȡروه Ǆای ǃɓرƞǀ ƯŨƙ ŧر
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǘǗ
:ƻɓدار ƈǪ ŬƉا ارز

t̄ = t+ ετ(t, x, u) +O(ε2),

x̄ = x+ εξ(t, x, u) +O(ε2),

ū = u+ εη(t, x, u) +O(ε2),

ūαt̄ = uαt + εηα,t(t, x, u) +O(ε2),

ūx̄ = ux + εηx(t, x, u) +O(ε2),

ūx̄x̄ = uxx + εηxx(t, x, u) +O(ε2),

ūx̄x̄x̄ = uxxx + εηxxx(t, x, u) +O(ε2),

... (ǐǖǕ . ǒ)
ŧرداری ɔƼدان ƘƉوŭ (ǐǖǕ . ǒ) ȡروه ǃŧ ǃŮƊŧوا ͬƸرŨŵ

v = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
, (ǐǖǖ . ǒ)

Ƙŧروا از آن Ǆای ǃƭƸؤƼ ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ŭوɔƸد
dt̄

dε

∣

∣

∣

ε=0
= τ(t, x, u),

dx̄

dε

∣

∣

∣

ε=0
= ξ(t, x, u),

dū

dε

∣

∣

∣

ε=0
= ζ(t, x, u), (ǐǖǗ . ǒ)

(ǐǖǕ . ǒ) Ũŭدɓلات ȡروه (ǐǖǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ ،ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ źƼ ŧا ƯŧاƚƼ ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŨƉاźƼ
ƿɓرŭالاŧ اŮƼداد ǃŨŭرƼ) ǃŮƬاɓ اŮƼداد ƼوƸد اűر اȡر ǅǁŭا و اȡر ͬ Ǫذɓرد Ƽ Ʊŭارن ȡروه ǁơوان ǃŧ را
ƭƑر آن ŵواǅŧای ƹƭɔǁƼد روی (ǐǖǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ روی (.ŬƉا ǃƸادƢƼ در ƍده ƝاǄر ƯŮƎƼ ǃŨŭرƼ

دɓ·ر Ũơارت ǃŧ ƍود.
v(α,n)(∆)

∣

∣

∆=0
= 0, α ∈ (0, 1). (ǐǖǘ . ǒ)
ŧا ŬƉا ŧراŧر v ŧرداری ɔƼدان (α, n) ǃŨŭرƼ اŮƼداد

v(α,n) = v + ηα,t∂∂αt u + ηx∂ux + ηxx∂uxx + ηxxx∂uxxx + ηxxxx∂uxxxx + · · · , (ǐǗ٠ . ǒ)
ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃŨƉاźƼ زɓر ƬرƼول Ǆای ŧا و... ηxxx ،ηxx ، ηx اŮƼداد Ŧɓراƕ ǃȔ

ηx = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ),

ηxx = Dx(η
x)− utxDx(τ)− uxxDx(ξ),

ηxxx = Dx(η
xx)− utxxDx(τ)− uxxxDx(ξ),

ηxxxx = Dx(η
xxx)− utxxxDx(τ)− uxxxxDx(ξ),

... (ǐǗǐ . ǒ)
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ǘǘ ƊȔری ǃŨŭرƼ از ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای
ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃارائ زɓر Ƙŧروا ŧا و ǁŮƊǄد x و t ǃŧ ŬŨƊǀ ͬƹȔ ƯŮƎƼ ǁǁȔده ɔŧان Dx و Dt ƽǀادǄای

Dt = ∂t + ut∂u + utt∂ut + uxt∂ux + · · · ,

Dx = ∂x + ux∂u + utx∂ut + uxx∂ux + · · · .

ͬ ƍود: Ƽ ǃŨƉاźƼ زɓر ǃƚŧرا ŧا (ǐǗ٠ . ǒ) اǪراŭور در ηα,t Ŧɓرƕ
ηα,t = Dα

t (η) + ξDα
t (ux)−Dα

t (ξux) +Dα
t (Dt(τ)u)−Dα+1

t (τu) + τDα+1
t (u).

ͬ ƍود: Ƽ داده زɓر ƬرƼول ŧا ǃȔ ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ لاŮɔǁŨɓز ưاơده از اƭŮƉاده ŧا
Dα
t (f(t)g(t)) =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

Dn
t f(t)D

α−n
t g(t),

آن در ǃȔ
(

α

n

)

=
Γ(α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1− n)
, D0

t f(t) = f(t), Dn+1
t f(t) = Dt(D

n
t f(t)),

آƼد: ŽواǄد ŬƉد ǃŧ زɓر Ɗŭاوی Ǆای
ξDα

t (ux)−Dα
t (ξux) = −

∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)D

α−n
t (ux),

و
Dα
t (uDt(τ))−Dα+1

t (τu) + τDα+1
t (u) = −αDt(τ)D

α
t u−

∞
∑

n=1

(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)Dα−n

t (u).

:ƻɓدار ǃŶɔŮǀ در
ηα,t = Dα

t (η)− αDt(τ)D
α
t u−

∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)D

α−n
t (ux)−

∞
∑

n=1

(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)Dα−n

t (u).

ŬƉا زɓر Ƭرم ǃŧ ŦɔȔرŭ Ơŧاŭ ŧرای ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ زɔŶǀری ưاơده
dαf(g(t))

dtα
=

∞
∑

n=0

Un
n!

dnf(z)

dzn
|z=g(t),

Ũơارت ŧا آن در Un ǃȔ
Un =

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

gk(t)∂αt (g
n−k(t)),

ƻɔǄواŽ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ŧرای ͬźɓرƑ Ũơارت ǃŧ źƼاŨƉات ƿɓا اŶǀام از Ƣŧد ͬ ƍود. Ƽ ǃارائ
رɔƉد:

Dα
t = ∂αt η + ηu∂

α
t u− u∂αt ηu +

∞
∑

n=1

(

α

n

)

∂nt ηu∂
α−n
t u+ µ,
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐ٠٠
ͬ آɓد Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر ƬرƼول از ŧالا ǃƚŧرا در µ و

µ =

∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

l=0

(

α

n

)(

n

m

)(

k

l

)

tn−α

k!Γ(n+ 1− α)
(−u)l ∂

m

∂tm
(uk−l)

∂n−m+kη

∂tn−m∂uk
.

ŧراŧر µ آȢǀاه ŧاƍد ͬƚŽ u ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ǃŧ ŬŨƊǀ η اȡر ǃȔ ŬƉا ƕروری ǃŮȕǀ ƿɓا ǃŧ ǃŵوŭ
Ȕردن ǃƑلاŽ ŧا Ŭɓاǅǀ در .ŬƉا µ ǃƚŧرا در ∂kη

∂uk
, k ≥ 2 ƯŮƎƼ وŵود آن ƷɔƸد و ŬƉا ƭƑر

رɔƉد ƻɔǄواŽ ηα,t ŧرای زɓر ŸɓرƑ ƬرƼول ǃŧ ƍده آورده اŮƉدلال Ǆای
ηα,t =

∞
∑

n=1

[(

α

n

)

∂nt ηu −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)

]

∂α−nt u−
∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)∂

α−n
t (ux)

+∂αt η + (ηu − αDt(τ))∂
α
t u− u∂αt ηu + µ. (ǐǗǑ . ǒ)

v(α,n) ͬƹɔƊǀراƭɓد ƹ·ƽơر ،(ǐǖǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ ƘƉوŭ ƍده ǃŮƬرɓذǪ Ʊŭارن Ǆای Ȕردن ƐžƎƼ ŧرای
ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر Ǆای ŦƊŹ ŧر را آƼده ŬƉد ǃŧ Ƙŧروا ƈǫƉ و داده اűر (ǐǖǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ روی را
ƿɓا ǃŶɔŮǀ در ǃǷǀآ .ƻɔǄد ͬ Ƽ ưرار ƭƑر ŧراŧر را آǅǀا Ŧɓراƕ و Ȕرده دǁŧ ǃŮƉدی آǅǀا ƱŮƎƼات و
ŧا ǁŮƊǄد. Ǆا FDE و ǄPDEا ǀوع از ǃƒžƎƼ ƢƼادلات از دǃŮƉ ای ƻɓا آورده ŬƉد ǃŧ اƽơال

رɔƉد. ƻɔǄواŽ Űźŧ Ƽورد ǃƸادƢƼ Ʊŭارǅǀای ǃŧ ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ƿɓا ƷŹ
ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ŧرȡر ƊȔری ǃƸادƢƼ .ǐ . ǐ٠ . ǒ Ƽثال

∂αt u = uxx +Aupux, (ǐǗǒ . ǒ)
ƍده ǃŮŽاǁƍ ŧرȡر ǃƸادƢƼ ǃŧ Ƭوق ǃƸادƢƼ p = 1 و α = 1 ưراردادن ŧا .[ǘǕ] ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را
ƌžŧ ƿɓا در ƍده ɔŧان روش ŧا را ƊȔری ǃƸادƢƼ ƿɓا Ʊŭارن Ǆای ƻɓدار ƒưد ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ

Ƒورت ǃŧ ŧرȡر ƊȔری ǃƸادƢƼ ŧرای ɒɓاورداǀ źƼ (ǐǖǘ . ǒ) ǃƚŧرا از اƭŮƉاده ŧا .ƻɔŧاɔŧ
(

η(α,t) − ηxx −Aupηx − pηup−1ux

) ∣

∣

∣(ǐǗǒ . ǒ) = 0, (ǐǗǓ . ǒ)
ƻɔŧاɓ ͬ Ƽدر (ǐǗǑ . ǒ) و (ǐǗǐ . ǒ) Ƙŧروا از η(α,t), ηxx, ηx ƽŵلات Ȕردن ƿɓز·ɓاŵ ŧا ŧود. ŽواǄد
ŧا دارد. ͬȢŮƊŧ n = 1, 2, · · · ŧرای Dα−n

t u,Dα−n
t ux و ux, uxx, uxt, ut, · · · ǃŧ Ƭوق ǃƸادƢƼ ǃȔ

ͬƚŽ ƢƼادلات از ƿɔƢƼراƬ ƻŮƊɔƉ ɓ ǃŧ u ƱŮƎƼات از ƫƹŮžƼ ŭواǅǀای ưراردادن ƭƑر ŧراŧر
ưرارǀد: ƿɓا از ƢƼادلات ƿɓا رɔƉد. ƻɔǄواŽ ƊȔری غɔر و ƊȔری

ξu = ξt = τu = τx = ηuu = 0,
(

α

n

)

∂nt (ηu)−
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ) = 0 n = 1, 2, · · · , (ǐǗǔ . ǒ)

ξ′′(x)−Aupατ ′(t)− 2ηxu +Aupξ′(x)−Apηup−1 = 0,

2ξ′(x)− ατ ′(t) = 0, ∂αt (η)− u∂αt (ηu)− ηxx −Aupηx = 0.

Ƒورت ǃŧ η و ξ, τ Ơŧواŭ دȢŮƉاه ƿɓا ƷŹ ŧا ǃŶɔŮǀ در
ξ = C0x+ C1, τ =

2C0t

α
, η =

−C0u

p
, (ǐǗǕ . ǒ)
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ǐ٠ǐ ƊȔری ǃŨŭرƼ از ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای
ǃƸادƢƼ ŧرای ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای ƈǪ ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ C1 و C0 دžƸواه Ŭŧواű ŧا

از: Ũơارǁŭد (ǐǗǒ . ǒ)
v1 =

∂

∂x
, v2 = x

∂

∂x
+

2t

α

∂

∂t
− u

p

∂

∂u
. (ǐǗǖ . ǒ)

ŬƉا زɓر ƍرح ǃŧ Ǫ‐ɓاراŮƼری ȡروه ɓ ƼوƸد ،ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای ƿɓا از ɓرǄ
G1 : (x+ ε, t, u),

G2 : (xe
ε, te

2
α
ε, ue

1
p
ε
).

Ũŭدɓلات ȡروه ƿɓا Ŭźŭ ŵواب ƿɓا ǃŮƬاɓ ƷɓدŨŭ آȢǀاه ŧاƍد ŧرȡر ǃƸادƢƼ از ɒŧواŵ u(x, t) اȡر ͬǁƢɓ
ͬ ŧاƍد. Ƽ ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای ɒŧواŵ ɔǀز ũ = (x̃, t̃) ͬǁƢɓ

ƘƊŧ ŧا ŧاƍد ɔǀز ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ƷƼاƍ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ŵای ǃŧ ǃȔ ƢƼادǃƸ ای ŧرای
:ƻɓدار ȔاǪوŭو ƊȔری ƯŮƎƼ ǃŧ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ Ũŭدɓلات

C ūαt̄ = Cuαt + ε Cηα,t(t, x, u) +O(ε2), (ǐǗǗ . ǒ)
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ آن در اŮƼداد ƬرƼول و

Cηα,t = CDα
t (η) + ξ CDα

t (ux)− CDα
t (ξux) + τDα

t (ut)−Dα
t (τut). (ǐǗǘ . ǒ)

Ƒورت ǃŧ ƻŶǁǪ ǃŨŭرƼ FPDE ɓ ǐǐƿɔƸ‐ͬǁŧ ƊȔری ǃƸادƢƼ .Ǒ . ǐ٠ . ǒ Ƽثال
uαt + uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux = 0, (ǐǘ٠ . ǒ)

0 < α < 1, β > 0, γ ∈ R,

ǅǶار ǃŧ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات در ͬƸ ȡروه آǀاɔƸز روش ƠɔƉوŭ ŲƼال ƿɓا Ǆدف .[Ǘǖ] ŬƉا
(ǐǘ٠ . ǒ) ǃƸادƢƼ β = 0 و α = 1 ŧرای .ŬƉا ƿɔƸ‐ͬǁŧ ǃƸادƢƼ ŧرای ƱŮƎƼات از ƭŮƼاوت ŬƸاŹ

ǐǑاراǄاواȔ ǃƸادƢƼ ǃŧ
ut + λuux + µuxxx + γuxxxxx = 0, (ǐǘǐ . ǒ)

ͬ ǁȔد. Ƽ ƫɔƑوŭ را ͬźƚƉ ƌƎȔ ŧا آب اƼواج ،γ و µ, λ دžƸواه Ŭŧواű ŧرای ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƷɓدŨŭ
ŧرای دɓ·ر ͬŮƸاŹ در ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ ƻŶǁǪ ǃŨŭرƼ KdV ǃƸادƢƼ ǃŧ ȔاواǄارا ǃƸادƢƼ λ = 0 ŧرای

ǐǒͬ΄ƊǁɔƍواɔƉ‐وŭوƼاروȔ ǃƸادƢƼ ǃŧ (ǐǘ٠ . ǒ) ǃƸادƢƼ β = 1 و γ = 0 ،α = 1

ut + uux + uxx + uxxxx = 0, (ǐǘǑ . ǒ)
Ƽا Ǆدف .ŬƉا ƱƉوط Źال در ͬƢɓاƼ از ǀازک غƎاء در اƼواج ǁǁȔده ƫɔƑوŭ ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƷɓدŨŭ
ȡروه  Ǆای ǃŨƉاźƼ ɔǀز و ƿɔƸ‐ͬǁŧ ǃƸادƢƼ زƼان‐ƊȔری Ǆ ƻɔƽƢŭای ǁŧدی ƬرƼول ŲƼال ƿɓا در

ǐǐBenny-Lin
ǐǑKawahara

ǐǒKuramoto-Sivashinsky
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐ٠Ǒ
Ƒورت ǃŧ زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƿɔƸ‐ͬǁŧ ƊȔری ǃƸادƢƼ Ǆ ƻɔƽƢŭای Ƭرض Ǆا ƿɓا Ŭźŭ .ŬƉاǅǀآ Ʊŭارن

ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃŮƍوǀ زɓر
ut = −Jαt (uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux), (ǐǘǒ . ǒ)
ut = −D1−α

t (uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux), (ǐǘǓ . ǒ)
ut = −((Jαt u)(J

α
t ux) + Jαt uxxx + β(Jαt uxx + Jαt uxxxx)

+γJαt uxxxxx + Jαt ux)), (ǐǘǔ . ǒ)
ut = −((D1−α

t u)(D1−α
t ux) +D1−α

t uxxx + β(D1−α
t uxx +D1−α

t uxxxx)

+γD1−α
t uxxxxx +D1−α

t ux). (ǐǘǕ . ǒ)
‐ƿƽɓر ǀوع از ƊȔری ǩǶ ƯŮƎƼ و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ǩǶ اȢŮǀرال Ŧɔŭرŭ ǃŧD1−α

t و Jαt آǅǀا در ǃȔ
Ȕرد ͬƊɓوǀازŧ ȡوǃǀ ای ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را Ƭوق ƢƼادلات ǁŮƊǄد. زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ 1−α ǃŨŭرƼ از ƷɓووɔƸ
ŧا ŬƱɔƱŹ در ŧاƍد. ƿɔƸ‐ͬǁŧ ɔƉلاȔ ǃƸادƢƼ ŬƉرا ŬƽƉ دƱɔưا آǅǀا ŬƉرا ŬƽƉ آن در ǃȔ
u ŵای ǃŧ v ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر ŵاɓ·ذاری و (ǐǘǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ ŬƽƉ دو روی Dα

t ƹƽơ·ر Ȕردن Ʒƽơ
رɔƉد: ƻɔǄواŽ زɓر ǃƸادƢƼ ǃŧ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ͬ Ǆای ȡژɓو از ǅŧره ɔȡری ɔǀز و

Dα
t vt = −(vvx + vxxx + β(vxx + vxxxx) + γvxxxxx + vx). (ǐǘǖ . ǒ)

Ƒورت ǃŧ ɔǀز (ǐǘǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ روش ƿɓا ŧا
ut = −DtJ

α
t (uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux),

:ƻɓدار t ǃŧ ŬŨƊǀ ǃƸادƢƼ ƙرف دو از ɔȡری اȢŮǀرال ŧا ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ
u(t, x)− u(0, x) = −Jαt (uux + uxxx + β(uxx + uxxxx) + γuxxxxx + ux).

Ƣŧد .ƻɔɓاƽǀ ͬ Ƽ اƽơال ŧالا ǃƸادƢƼ ƙرف دو روی ŧر را CDα
t ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر ƷŨư Ƽاǁǀد Źال

:ƻɓدار v ŧا u ͬǁɓز·ɓاŵ از
CDα

t v = −(vvx + vxxx + β(vxx + vxxxx) + γvxxxxx + vx). (ǐǘǗ . ǒ)
ƕوا Ƒورت ƿɓا در .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƬرƢƼ v = Jαt u Ƒورت ǃŧ را ŮƼغɔر ɓ (ǐǘǔ . ǒ) ǃƸادƢƼ در

ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ (ǐǘǔ . ǒ) ǃƸادƢƼ ƈǪ Dα
t v = u ǃȔ ŬƉا

D1+α
t v = −(vvx + vxxx + β(vxx + vxxxx) + γvxxxxx + vx). (ǐǘǘ . ǒ)

u = J1−α
t v Ƒورت ǃŧ را آن ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر و ƻɔǄد ͬ Ƽ ŮƼغɔر ŭغɔɔر (ǐǘǕ . ǒ) ǃƸادƢƼ در ƉراŶǀام

ͬ ŭواǀد Ƽ ǃƸادƢƼ ƿɓا ƈǪ ut = DtJ
1−α
t v = Dα

t v ɔǀز و D1−α
t J1−α

t v = v Ƕون .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƬرƢƼ
ƍود: ǃŮƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ

Dα
t v = −(vvx + vxxx + β(vxx + vxxxx) + γvxxxxx + vx). (Ǒ٠٠ . ǒ)
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ǐ٠ǒ ƊȔری ǃŨŭرƼ از ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬƸ ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن Ǆای
ƻɔǄواŽ ƿɔƸ‐ͬǁŧ ƊȔری ǃƸادƢƼ از ƭŮƼاوت (ǐǘǖ . ǒ)‐(Ǒ٠٠ . ǒ) ƻɔƽƢŭ ǅǶار ǃŧ Ƽا ǃŶɔŮǀدر
ͬ΄ɓ ƊȔری ƯŮƎƼ ǃŨŭرƼ (Ǒ٠٠ . ǒ) و (ǐǘǗ . ǒ) ƢƼادلات در ǃȔ ŧاɔƍد ǃŮƍدا Žاƙر ǃŧ رɔƉد.
ƷɓدŨŭ ƿɔƸ‐ͬǁŧ ɔƉلاȔ ǃƸادƢƼ ǃŧ α = 1 دادن ưرار ŧا ƢƼادلات ƿɓا و ŧود ŽواǄد ŮƽȔر
و ŧود ŽواǄد (1, 2) ŧازه ƿɔŧ (ǐǘǘ . ǒ) و (ǐǘǖ . ǒ) ƢƼادلات در ƊȔری ƯŮƎƼ ǃŨŭرƼ ͬ ƍوǀد. Ƽ
ͬ ŭوان Ƽ ŭوźɔƕات ƿɓا ŧا ͬ ƍوǀد. Ƽ ƷɓدŨŭ ƿɔƸ‐ͬǁŧ ɔƉلاȔ ǃƸادƢƼ ǃŧ α = 0 دادن ưرار ŧا

Ȕرد: ͬƊɓوǀازŧ زɓر ͬƹȔ Ƭرم ǃŧ را (ǐǘǖ . ǒ)‐(Ǒ٠٠ . ǒ) ƢƼادلات
F (t, x, u,D

χ(α)
t u, ux, · · · , uxxxxx) ≡ D

χ(α)
t u+ uux + uxxx + β(uxx + uxxxx)

+γuxxxxx + ux. (Ǒ٠ǐ . ǒ)
.ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان Dχ(α)

t ŧا را (Ǒ٠٠ . ǒ)‐(ǐǘǖ . ǒ) در ƊȔری ƹƽơ·ر Ǆای اǀواع از ɓ Ǆر اŶǁɓا در
ȡروه Ŭźŭ (Ǒ٠ǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ ǃȔ ɔǁȔد Ƭرض .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ǃŨƉاźƼ را ƢƼادلات ƿɓا Ʊŭارن Ǆای Źال

(ϵ) ǪاراŮƼری ɓ
t̄ = t+ ϵτ(t, x, u) +O(ϵ2),

x̄ = x+ ϵξ(t, x, u) +O(ϵ2),

ū = u+ ϵη(t, x, u) +O(ϵ2),

ūαt̄ = uαt + ϵη0α(t, x, u) +O(ϵ2), (Ǒ٠Ǒ . ǒ)
ūx̄ = ux + ϵη11(t, x, u) +O(ϵ2),

ūx̄x̄ = uxx + ϵη12(t, x, u) +O(ϵ2),

ūx̄x̄x̄ = uxxx + ϵη13(t, x, u) +O(ϵ2),

...
،ǐ ǃŨŭرƼ از Ǆای ƼوƸد η0α و η13 ،η12 ،η11 و ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ Ŧɓراƕ τ ،ξ ǃ΄ɓورƙ ǃŧ .ŬƉاورداǀ
:ŬƉا زɓر Ƭرم ǃŧ ŧرداری ɔƼدان Ǆای ǃơوƽŶƼ Ʊŭارن Ǆا ƿɓا ǃŧ ǃŮƊŧوا ͬƸرŨŵ ǁŮƊǄد. α و ǒ ،Ǒ

v = τ(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. (Ǒ٠ǒ . ǒ)

ɒɓاورداǀ ƍرط در ŧاɓد ƈǫƉ ǁȔد ŭوɔƸد (Ǒ٠ǐ . ǒ)ǃƸادƢƼ ŧرای Ʊŭارن ɓ ŧرداری ɔƼدان ƿɓا اȡر
ǁȔد؛ Ƒدق زɓر

v(α,5)v(F (t, x, u,Dγ(α)
t u, ux, · · · , uxxxxx))

∣

∣

∣

(F=0)
= 0, (Ǒ٠Ǔ . ǒ)

:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ (Ǒ٠ǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ ŧرای (Ǒ٠ǒ . ǒ) ƼوƸد اŮƼداد ǃȔ
v(α,5) = τ

∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ η0α

∂

∂(Dγ(α)
t u)

+ η11
∂

∂ux
+ η12

∂

∂uxx

+η13
∂

∂uxxx
+ η14

∂

∂uxxxx
+ η15

∂

∂uxxxxx
, (Ǒ٠ǔ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐ٠Ǔ
از: Ũơارǁŭد η15 و η12 ،η11 ƿɔǁǷƽǄ

η11 = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ)

η12 = Dx(η
1
1)− utxDx(τ)− uxxDx(ξ)

η13 = Dx(η
1
2)− utxxDx(τ)− uxxxDx(ξ)

η14 = Dx(η
1
3)− utxxxDx(τ)− uxxxxDx(ξ)

η15 = Dx(η
1
4)− utxxxxDx(τ)− uxxxxxDx(ξ). (Ǒ٠Ǖ . ǒ)

ͬ ƍود: Ƽ داده ƘƊŧ زɓر Ƒورت ǃŧ η15 ŧرای اŮƼداد ƬرƼول ŲƼال ǁơوان ǃŧ
η15 = Dx(η

1
4)− utxxxxDx(τ)− uxxxxxDx(ξ)

−30τxxuuutuxuxx − 30τxuuuutuxxux
2 − 60τxuuuxutxuxx − 20τxuuuxutuxxx

−10τuuuuutuxxux
3 − 30τuuuutxuxxux

2 − 10τuuuutuxxxux
2 − 5uτuuuxutuxxxx

−20τuuuxutxuxxx − 15τuuuuxutuxx
2 − 30τuuuxuxxutxx − 60ξuuuxuxxuxxx

−10τuuutuxxuxxx + 5ηxuuuuux
4 − ξxuuuuux

5 + 15ηxuuuxx
2 − 10τxxutxxx

+5ηxuuxxxx − 10ξxxuxxxx + 10ηxxuuxxx − 10ξxxxuxxx − 10ξxxxuuux
3

−5ξxxxxuux
2 + 10ηxxxuuux

2 + 5ηxxxxuux − τxxxxxut − ξxxxxxux

−5τxxxxut,x − 5ξxxxxuxx − 10ξxxuuuux
4 + 10ηxxuuuux

3 − 30ξxxuuxx
2

+ηuuuuuux
5 − ξuuuuuux

6 − 15ξuuuxx
3 − 10ξuuxxx

2 − 5τxutxxxx

−5ξxuxxxxx − 50ξxuuuuxxux
3 + 30ηxuuuuxxux

2 − 30τxuuutxxux
2

−30ξxxxuuxuxx − 10τxxuuuutux
3 − 30τxxuuutxux

2 − 60ξxxuuuxxux
2

−30τxxuutxuxx − 30τxxuuxutxx − 10τxxuutuxxx − 40ξxxuuxuxxx

−5τxxxxuutux − 10τxxxuutuxx − 20τxxxuuxutx − 45ξuuuux
2uxx

2

−5τuuuuux
4utx − 15tauuuutxux,x

2 + 10ηuuuxxuxxx − 10τuuxxutxxx

−15ξuuxxuxxxx − 5τuutxuxxxx − 10τuutxxuxxx − 5τuuxutxxxx

−τuutuxxxxx − 6ξuuxuxxxxx + 5ηuuuxuxxxx + 15ηuuuuxuxx
2

−15ξuuuuux
4ux,x + 10ηuuuuux

3uxx − 10τuuuux
3utxx − 20ξuuuux

3uxxx

+10ηuuuux
2uxxx − 15ξuuux

2uxxxx − 10τuuux
2utxxx − 20τxuutxuxxx

−15τxuuutuxx
2 − 30τxuuxxutxx − 50ξxuux,xuxxx − 20τxuuxutxxx

−5τxuutuxxxx − 25ξxuuxuxxxx + 20ηxuuuxuxxx − 75ξxuuuxuxx
2 + 10ηxxxuuxx

−5τxuuuuutux
4 − 20τxuuuux

3utx − 50ξxuuuxxxux
2 + 30ηxxuuuxuxx + ηxxxxx

−10τxxxuuutux
2 − 10τxxxutxx + ηuuxxxxx − τuuuuuutux

5. (Ǒ٠ǖ . ǒ)
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ǐ٠ǔ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
از: ŬƊŭارŨơ (Ǒ٠ǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ ŧرای ɒɓاورداǀ źƼ ƿɓراŧاǁŧ

(

η0α + ηux + η11u+ η13 + β(η12 + η14) + γη15 + η11
) ∣

∣

F=0
= 0. (Ǒ٠Ǘ . ǒ)

ŭوان Ǆای ưراردادن ƭƑر ŧراŧر ɔǀز و Ƭوق راǄ ǃƚŧای از η15 و η13 ،η12 ،η11 ƱƼادɓر ŵاɓ·ذاری ŧا Źال
‐(Ǒ٠٠ . ǒ) ƢƼادلات ǃȔ ƻɔŧاɓ ͬ Ƽدر ǃƒžƎƼ ƢƼادلات دȢŮƉاه Ǆای ƷŹ ɔǀز و ƭƑر ŧا u ƯŮƎƼ

ǁŮƊǄد: زɓر ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن دارای (ǐǘǖ . ǒ)
v =

∂

∂x
. (Ǒ٠ǘ . ǒ)

دارای و ͬ ƍود Ƽ ƷɓدŨŭ ȔاواǄارا ǃƸادƢƼ ƽǄان ǃŧ β = 0 ŧا و ux ǃƹƽŵ ŧدون (Ǒ٠ǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ
:ŬƉا زɓر ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن

v =
∂

∂x
. (Ǒǐ٠ . ǒ)

ƻŶǁǪ ǃŨŭرƼ KdV ǃƸادƢƼ ǃŧ ux و uux Ŧɓراƕ ƿŮƬرȡ ƞǀر در ƭƑر و β = 0 ŧا (Ǒ٠ǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ
ͬ Ǫذɓرد: Ƽ را زɓر Ʊŭارن Ǆای و ͬ ƍود Ƽ ƷɓدŨŭ

v1 =
∂

∂x
, v2 = u

∂

∂u
, v3 = g(t, x)

∂

∂u
, (Ǒǐǐ . ǒ)

ǃƸادƢƼ .ŬƉا Dχ(α)
t g = gxxx + γgxxxxx ǃƸادƢƼ از ͬǄواžƸد ŵواب Ǆر g = g(t, x) اŶǁɓا در ǃȔ

ŧا ǃŧاƎƼ و ͬ΄ƊǁɔƍواɔƉ‐وŭوƼاروȔ ǃƸادƢƼ ǃŧ uxxx و ux Źذف و γ = 0 ،β = 1 ŧا (Ǒ٠ǐ . ǒ)
دارد: را زɓر Ʊŭارن ȔاواǄارا ǃƸادƢƼ

v =
∂

∂x
. (ǑǐǑ . ǒ)

ƷɓدŨŭ ƈȔوŮƉر‐اɓوǀ ǃƸادƢƼ ǃŧ uxxxx و uxxx Ŧɓراƕ Ȕردن ƭƑر ɔǀز و γ = 0 ŧا (Ǒ٠ǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ
ͬ ƍود: Ƽ ǃŶɔŮǀ آن ŧرای را زɓر Ʊŭارن Ǆای و ͬ ƍود Ƽ

v1 =
∂

∂x
, v2 = 2t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
− αu

∂

∂u
. (Ǒǐǒ . ǒ)

دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ǐǐ . ǒ
ɔ·ŧرɓد: درƞǀر زɓر Ƒورت ǃŧ را (IDEs) دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ƻŮƊɔƉ ɓ
W

(

F (x, y, y1, · · · , ym),
∫

X
f(x, y, y1, · · · , yk)dx1 · · · dxl

)

= 0, (ǑǐǓ . ǒ)
و دžƸواه f و W,F Ơŧواŭ x = (x1, · · · , xn) و l ≤ n و ǁŮƊǄد دžƸواه ͬƢɔŨƙ اơداد n,m, k, l ǃȔ
اȢŮǀرال Źدود ǃƸادƢƼ ƿɓا در ǁǁȔد. ƿɔƽƖŭ را ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای ŵواب وŵود ŭا ǁŮƊǄد ƻƞǁƼ
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐ٠Ǖ
ǃŨŭرƼ از ŵزئͬ ƱŮƎƼات ǃƽǄ ǃơوƽŶƼ دǁǄده Ǝǀان ym ƽǀاد .ŬƉا دžƸواه ɔǀز ( X (Źوزه Ǆا

:ŬƉا m
ym =

{

∂my

∂xi1 · · · ∂xim ≡ ∂xi1 · · · ∂ximy ≡ yi1···im

}

. (Ǒǐǔ . ǒ)
در ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ǃŧ ŧاƍد f = 0 ǃȔ ͬŭورƑ در (ǑǐǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ
ǃŧ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ǃƢƸاƚƼ ǃŧ Žاص ǃŵوŭ Ȕارŧردی و ƔźƼ ͬƕاɓر ŭئوری Ǆای
ͬǀارƱŭ Žواص ŧا ƻɔƱŮƊƼ ƙور ǃŧ روش ƿɓا ǃŮŨƸا ǃȔ ،ŬƉا ǃŮƬرȡ Ƒورت ǀاوردا ŵواب Ǆای روش
از ǃŮƉد ƿɓا Ǆای Ʊŭارن ͬƉررŧ ǃŧ ƻɓدار ƒưد ƌžŧ ƿɓا در .ŬƉا ارŨŭاط در ƢƼادلات ƿɓا
ɓ دŨǀال ǃŧ Ƽا ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در را (ǑǐǓ . ǒ) ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه .ƻɓردازǫŧ ƢƼادلات

Ƒورت ǃŧ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ͬƸ Ʊŭارن ȡروه
x̃i = eεvxi = xi + εξi(x, y) +O(ε2), ỹ = eεvy = xi + εη(x, y) +O(ε2), (ǑǐǕ . ǒ)

ǃŮƬرɓذǪ ǃƸادƢƼ ƿɓا ƘƉوŭ ǃȔ Ũŭدɓلات ȡروه ƿɓا ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ƻɔŮƊǄ
از: ŬƊŭارŨơ ͬ ƍود Ƽ

v = ξi(x, y)∂xi + η(x, y)∂y. (Ǒǐǖ . ǒ)
ƱŮƎƼات و ǃŮƊŧوا و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای از Ŭŵ ƖƬای ǃŧ را ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات ȡروه ƿɓا Ƽا اǁȔون

داد: ƻɔǄواŽ ƘƊŧ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر Ǆای
x̃i = eεv

(m)
xi = xi + εξi(x, y) +O(ε2),

ỹ = eεv
(m)
y = y + εη(x, y) +O(ε2),

ỹi = eεv
(m)
yi = yi + εηi(x, y, y1) +O(ε2),

...
ỹi1···im = eεv

(m)
yi1···im = yi1···im + εηi1···im(x, y, y1, · · · , ym) +O(ε2). (ǑǐǗ . ǒ)

ŧود: ŽواǄد زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ Ũŭدɓلات ȡروه ƿɓا ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ƼوƸد
v(m) = v + ηi∂yi + · · ·+ ηi1···im∂yi1 ···yim . (Ǒǐǘ . ǒ)

ͬŮƎȡازŧ Ƙŧروا ƘƉوŭ ƍده اǀد ƝاǄر ƍده داده ƘƊŧ Ũŭدɓلات ȡروه در ǃȔ ηi, · · · , ηi1···im Ŧɓراƕ
ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃارائ زɓر

ηi = Diη − yiDiξ
j ,

...
ηi1···im = Dimηi1···im−1 − yi1···im−1jDimξ

j + · · · . (ǑǑ٠ . ǒ)
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ǐ٠ǖ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
Ƒورت ǃŧ Di ͬƹȔ ƯŮƎƼ

Di = ∂i + yi∂y + yij∂(yj) + yii1···inj∂(yi1···in ) + · · · , (ǑǑǐ . ǒ)
ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ

دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات ŧرای ɒɓاورداǀ حƼ ǐ . ǐǐ . ǒ
ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات ƈǪ .ŬƉا آن ŵواب Ǆای ƖƬای ɒɓاورداǀ ǁƢƼای ǃŧ ǃƸادƢƼ ɓ ɒɓاورداǀ
ɔŨƢŭر ǃŧ ͬ Ȣǀارد. Ƽ ǃƸادƢƼ ƿɓا از ỹ(x̃) دɓ·ر ŵواب ǃŧ را ǃƸادƢƼ از y(x) ŵواب Ǆر (ǑǐǗ . ǒ)
ͬǁƢƼ ƿɓا ǃŧ ƿɓا ƍوǀد، داده ƌɓاƽǀ Ŭŵ ƖƬای در ȡراƎƬان ŧا y(x) ŵواب Ǆای اȡر ،ͬƉدǁǄ

ͬ Ƽاǀد: Ƽ ͬưاŧ ŧرưرار زɓر źƼ ǃȔ ŬƉا
W (F, I) = 0 =⇒W (F̃ , Ĩ) = 0, (ǑǑǑ . ǒ)

Ũŭدɓلات ƘƊŧ ŧا F̃ ≡ F (0̃) و Ĩ و ŬƉا (ǑǐǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ در اȢŮǀرال Źاوی ǃƹƽŵ ƽǄان I ǃȔ
ƢƼادلات روی را (ǑǐǗ . ǒ) ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ Ũŭدɓلات Ƽا (ǑǑǑ . ǒ) ƫɓرƢŭ ǃŧ ǁŧا آƼده اǀد. ŬƉد ǃŧ
Ơŧواŭ ƿɓا ƹɔŭور Ɖری fدر و W,F Ơŧواŭ ƠɔƉوŭ ŧا ƈǫƉ ،ƻɔǁȔ ͬ Ƽ اƽơال دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال
ƻɔǄواŽ ɔŧان (Ǒǐǘ . ǒ) ǃŮƬاɓ ƠɔƉوŭ ƼوƸد ŦƊŹرŧ را (ǑǐǓ . ǒ) ŭغɔɔر اȢŮǀرال، در ŮƼغɔر ŭغɔɔر و
ƭƑر ŧراŧر ε ƱƼادɓر ͬƼاƽŭ ŧرای ŧاɓد ŭغɔɔر ƿɓا ǃȔ ƻɔŧاɓ ͬ Ƽدر (ǑǑǑ . ǒ) Ʊŭارن ƫɓرƢŭ از Ȕرد.
ɓ ŧرای رɔƉد. ƻɔǄواŽ (ǑǐǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ ŧرای ɒɓاورداǀ źƼ ɓ ǃŧ Ŭɓاǅǀ در ƈǪ ŧاƍد.
ǁŮƊǄد ͬǅɓدŧ ǶوȔ ŭغɔɔرات ͬŽرŧ y = (y1, · · · , yp) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر p ŧا ƢƼادلات از دȢŮƉاه
ƹɔŭور Ɖری ǃŧ W Ơŧاŭ ƘƊŧ ŧا ͬ ŧاƍد. Ƽ دȢŮƉاه از ǃƸادƢƼرǄ ǃŧ اƽơال Ʒŧاư źƼ ƿɓا ŴɓاŮǀ و

:ƻɓدار
W (F̃ , Ĩ) =W (F, I) +

∂W

∂F
∆F +

∂W

∂I
∆I + · · · .

ǃŨƉاźƼ زɓر Ƒورت ǃŧ F ƹɔŭور Ɖری ƘƊŧ ŧا (ǑǐǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ ͬƹɔƊǀراƭɓد ǃƹƽŵ از ∆F ŭغɔɔرات
ͬ ƍود: Ƽ

∆F = F (x̃, ỹ, ỹ1, · · · , ỹm)− F (x, y, y1, · · · , ym)

= F
(

x1 + εξ1 +O(ε2), · · · , xn + εξn +O(ε2), y + εη +O(ε2), y1 + εη1 +O(ε2),

· · · , yn + εηn +O(ε2), yi1,···im + εηi1···im +O(ε2)
)

− F (x, y, y1, · · · , ym)

= ε
[

ξi∂xiF + η∂yF + ηi∂yiF + · · ·+ ηi1···im∂yi1 · · · ∂yimF
]

+O(ε2).

Ƭرم ǃŧ را ŧالا ŴɓاŮǀ ƻɔǀواŭ ͬ Ƽ(Ǒǐǘ . ǒ) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ƫɓرƢŭ ŦŨƉ ǃŧ
∆F = εv(m)F (x, y, y1, · · · , ym) +O(ε2),
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐ٠Ǘ
ɒɓاورداǀ źƼ ǃŧ را Ƽا ∆F = 0 ƍرط ƿɓا ǁŧاŧر .ƻɔǁȔ ͬƊɓوǀازŧ
v(m)F (x, y, y1, · · · , ym) = 0,

Ŭźŭ را (ǑǐǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ از اȢŮǀرال ŬƽƊư ŭغɔɔرات Źال ͬ رƉاǀد. Ƽ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای
:ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ǃŨƉاźƼ زɓر Ƒورت ǃŧ (ǑǐǗ . ǒ) Ũŭدɓلات

∆I =

∫

x̃
f(x̃, ỹ, ỹ1, · · · , ỹk)dx̃1 · · · dx̃l −

∫

X
f(x, y, y1, · · · , yk)dx1 · · · dxl,

ƻɔǄواŽ ŭغɔɔر (ǑǐǗ . ǒ) Ũŭدɓلات Ŭźŭ اول اȢŮǀرال در را ŮƼغɔر Ǆا źƼاŨƉات، Ǫاɓان ŭا ƈǪ ƿɓاز
:ͬǁƢɓ داد،

{x̃1 · · · x̃l} 7→ {x1 · · ·xl}.

ŧا ŧود ŽواǁǄد ŧراŧر ɒŧوȔژا ƈɓرŭاƼ ǁơاƑر Ƒورت ƿɓا در
∂x̃i

∂xj
= δij + ε

∂ξi

∂xj
+O(ε2), i, j = 1, · · · , l.

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ ǁŮƊǄد، O(ε2) ǃŨŭرƼ از ƈɓرŭاƼ ƚưری غɔر ǁơاƑر ǃȕǁɓا ƷɔƸد ǃŧ
∂(x̃1 · · · x̃l)
∂(x1 · · ·xl) =

(

1 + ε
∂ξ1

∂x1

)

· · ·
(

1 + ε
∂ξl

∂xl

)

+O(ε2) = 1 + ε

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi
+O(ε2).

از: ŬƊŭارŨơ اȢŮǀرال ǃƹƽŵ از ∆I ŭغɔɔر ǃŶɔŮǀ در

∆I =

∫

X

[(

1 + ε
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

)

f
(

x1 + εξ1 +O(ε2), · · · , xn + εξn +O(ε2),

y + εη +O(ε2), y1 + εη1 +O(ε2), · · · , yn + εηn +O(ε2), · · · ,

yi1,···ik + εηi1···ik +O(ε2)
)

− f(x, y, y1, · · · , yk)
]

dx1 · · · dxl +O(ε2).

:ƻɓدار ƹɔŭور Ɖری ǃŧf Ơŧاŭ ƘƊŧ ŧا

∆I = ε

∫

X

[

ξi∂xif + η∂yf + ηi∂yif + · · ·

+ηi1···ik∂yi1 · · · ∂yik f + f
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +O(ε2).

ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را ŧالا ŴɓاŮǀ ƻɓرȢǁŧ Ƽوƕوع ǃŧ (Ǒǐǘ . ǒ) ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ƼوƸد ƫɓرƢŭ ƞǀر ǃƚƱǀ از اȡر
Ȕرد: ͬƊɓوǀازŧ زɓر Ƒورت

∆I = ε

∫

X

[

v(k)f(x, y, y1, · · · , yk) + f(x, y, y1, · · · , yk)
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +O(ε2).
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ǐ٠ǘ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
از زɓر ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ źƼ ǃŧ (ǑǑǑ . ǒ) ǃƚŧرا ǃȔ ƻɔǁɔŧ ͬ Ƽ ŧالا در ƍده ǃارائ źƼاŨƉات از
ͬ ƍود: Ƽ ŶǁƼر (ǑǐǕ . ǒ) Ũŭدɓلات Ŭźŭ (ǑǐǓ . ǒ) ǀوع از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ɒɓاورداǀ

(

∂W

∂F
v(m)F +

∂W

∂I

∫

X

[

v(k)f + f

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl
)∣

∣

∣

∣

∣(ǑǐǓ . ǒ)
= 0. (ǑǑǒ . ǒ)

(ǑǑǒ . ǒ) ɒɓاورداǀ źƼ ŧاɓد ،(ǑǐǓ . ǒ) Ƭرم ǃŧ ƢƼادلات از ƻŮƊɔƉ ɓ Ʊŭارن Ǆای ƿŮƬاɓ ŧرای
ɓ از ƌɔŧ ǃƸادƢƼ ǃȔ ͬŮƸاŹ ǃŧ Ƭوق Ƽوارد ƻɔƽƢŭ ŧرد. ŧ΄ار ƻŮƊɔƉ ƢƼادلات از ɓرǄ ŧرای را

اȡر ŲƼال ŧرای .ŬƉا Ɖاده دارد اȢŮǀرال ǃƹƽŵ
I1 =

∫

X1

f(.)dx1 · · · dxl, I2 =

∫

X2

g(.)dx1 · · · dxp, · · ·

Ƒورت ǃŧ زɓر ǃƹƽŵ ɒɓاورداǀ źƼ در ƈǫƉ ŧاƍد، (ǑǐǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ در اȢŮǀرال ƽŵلات
ƍد ŽواǄد ƝاǄر ƽŶƼوع

∂W

∂I1

∫

X1

[

v(k)f + f
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +

+
∂W

∂I2

∫

X2

[

v(k)g + g

p
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxp + · · · .

ولاƉوف‐ ǃƸادƢƼ ŲƼال ǁơوان ǃŧ) W = F + I Ƒورت ǃŧ (ǑǐǓ . ǒ) ǃƸادƢƼ ǃȔ ͬŮƸاŹ در
ŧود ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ (ǑǑǒ . ǒ) ɒɓاورداǀ źƼ ŧاƍد، (ǐǓولƊȔاƼ

(

v(m) +

∫

X

[

v(k)f + f
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl
)∣

∣

∣

∣

∣(ǑǐǓ . ǒ)
= 0.

ǃŧ ƘƱƬ و Źذف را ͬƬاƕا ƽŵلات دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال، ƢƼادلات ŧر źƼ ƿɓا Ȕ ǃŧارŧردن در
ŮƼغɔر Ǆای ŦƊŹ ŧر را آƼده ŬƉد ǃŧ Ƙŧروا ƈǫƉ .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ŬɓاƭȔ ƕروری ƽŵلات ƿŮƍوǀ
ǃȔ ǃǷǀآ ǃŧ .ƻɔǄد ͬ Ƽ ưرار ƭƑر ŧراŧر را آǅǀا Ŧɓراƕ و Ȕرده دǁŧ ǃŮƉدی آǅǀا ƱŮƎƼات و ǃŮƊŧوا
ƢƼادلات ƿɓا .ƻɔɓوȡ ͬ Ƽ ǃƒžƎƼ ƢƼادلات آن ǃŧ ǃȔ ŬƉا ƢƼادلات از ͬƽŮƊɔƉ ƻɔƉر ͬ Ƽ
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد و ǁŮƊǄد ξi, η Ŧɓراƕ ŧرای ͬƚŽ و دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ͬŭادلاƢƼ

ͬ ƍوǀد. Ƽ ƿɔɔƢŭ آن Ǆا ƘƉوŭ (Ǒǐǖ . ǒ)
ǁǶد ŧرŽوردیِ غɔر ǪلاƽƉاǄای ŧرای را ولاƉوف‐ƼاƊȔول ƢƼادلات ƻŮƊɔƉ .ǐ . ǐǐ . ǒ Ƽثال

از: ŬƊŭارŨơ ͬƊɔƙاǁغƼ ɔƼدان ŧدون Ƣŧدی ɓ ƼؤǃƭƸ ای
∂tfi + u∂xfi +

qi
mi
E∂ufi = 0,

∂tE +
∑

i

qi
ϵ0

∫ ∞

−∞

ufidu = 0, (ǑǑǓ . ǒ)
∂xE +

∑

i

qi
ϵ0

∫ ∞

−∞

fidu = 0.

ǐǓVlasov-Maxwell
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǐ٠
x ǃƭƸؤƼ u ،E = (E, 0, 0) ͬ΄ɓرŮ΄Ƹا ŧرداری ɔƼدان از x ǃƭƸؤƼ E = E(t, x) ƢƼادلات ƿɓا در
mi و qi ƿɔǁǷƽǄ و Ǫ‐iلاƽƉا ǃƭƸؤƼ از Ơɓوزŭ Ơŧاŭ fi = fi(t, x, u) و v = (u, 0, 0) ŬơرƉ ŧرادر
Žلأ ͬ΄ɓرŮ΄Ƹا ͬǄذردȡ Ŭŧاű ϵ0 ƻŮƊɔƉ ƿɓا در .[ǐ٠ǔ] ͬ ŧاǁƍد Ƽ i‐ذره Ǆا ŵرم و ŧار Ŧɔŭرŭ ǃŧ

.ŬƉا
ǁŮƊǄد: زɓر Ƒورت ǃŧ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از (Ǒǐǖ . ǒ) ƼوƸد Ǆای ŬƸاŹ ƿɓا در

v = τ∂t + ξ∂x + ρ∂u +
∑

i

ηi∂fi + ζ∂E . (ǑǑǔ . ǒ)

ƻɓدار (ǑǑǒ . ǒ) ɒɓاورداǀ źƼ از اƭŮƉاده ŧا
0 = ∂fiτ = ∂fiξ = ∂fiρ = ∂Eτ = ∂Eξ = ∂Eρ,

ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ،ŬƉا±∞ اȢŮǀرال  Ǆا ͬƼاƽŭ در اȢŮǀرال Źدود ǃȔ ǃŮȕǀ ƿɓا ƿŮƍدا ƞǀر در ŧا و
از: ŧود ŽواǁǄد Ũơارت

0 = ∂tζ = ∂xζ = ∂fiζ, 0 = u∂uτ − ∂uξ,

0 = ∂tηi + u∂xηi +
qi
mi
E∂uηi, 0 = u∂tτ − ∂tρξ + ρ+ u2∂xτ − u∂xξ,

0 =
∑

j

E

(

qi
mi

− qj
mj

)

(∂ufj)∂fjηi, 0 =
∑

j

qj
ϵ0

(

u

∫

fjdu−
∫

ufjdu

)

∂Eηi,

0 = (∂tτ − ∂Eζ)
∑

j

qj
ϵ0

∫

ufjdu− (∂tξ)
∑

j

qj
ϵ0

∫

fjdu+

+
∑

j

qj
ϵ0

∫

(ρfj + uηj + ufj∂uρ)du,

0 = (∂Eζ − ∂xξ)
∑

j

qj
ϵ0

∫

fjdu− (∂xτ)
∑

j

qj
ϵ0

∫

ufjdu−
∑

j

qj
ϵ0

∫

(ηj + fj∂uρ)du.

از ͬ ŭوان Ƽ ͬȡادƉ ǃŧ .ŬƊɔǀ ŧراŧر i ŧا ǃȔ ŬƉا دɓ·ری ƈɓدǀا j Ƭوق ǃƒžƎƼ ƢƼادلات در
رɔƉد: زɓر ƬرƼول Ǆای ǃŧ ǃƒžƎƼ ƢƼادلات

0 = ∂uτ = ∂uξ = ∂tηi = ∂xηi = ∂uηi = ∂Eηi = ∂fjηi, ∀ i ̸= j, ζ = λ1E,

ͬ رƉاǀد: Ƽ زɓر ƢƼادلات ǃŧ را Ƽا آŽر دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ دو ،i Ǆر ŧرای و
0 =

∫

[fi(u∂uτ − λ1u+ ρ+ u∂uρ)uηi]du, 0 =

∫

[fi(λ1 − ∂xξ + u∂xτ − ∂uρ)ηi]du.

Ŭɓاǅǀ در ǁŮƊǄد. (t, x, u, fi) از ͬƹɔƹźŭ ͬƢŧواŭ (ǑǐǗ . ǒ) ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ƭرض Ƽا
:ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ŧرای را زɓر ŵواب Ǆای źƼاŨƉات ƽȔ ŧا

τ = −1

3
(λ1 + λ2)t+ λ3, ξ =

1

3
(λ1 − 2λ2)x+ λ4t+ λ5,

ρ =
1

3
(2λ1 − λ2)u+ λ4, ηi = λ2fi, ζ = λ1E.
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ǐǐǐ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
ƼوƸد در ŵواب Ǆا ƿɓا ŵاɓ·ذاری ŧا ǁŮƊǄد. دžƸواه ǪاراŮƼر Ǆای λ1, · · · , λ5 ŧالا Ƙŧروا در
ŧراŧر ɔǀز آن ǃȔ ،ͬ΄ɓ Ŷŧز ǪاراŮƼر Ǆا ǃƽǄ دادن ưرار ƭƑر ŧراŧر و (ǑǑǔ . ǒ) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ

رɔƉد: ƻɔǄواŽ زɓر ƼوƸد Ǆای ǃŧ ͬ ƍود، Ƽ Ƭرض ƭƑر
v1 = ∂t, v2 = ∂x, v3 = t∂x + ∂u, (ǑǑǕ . ǒ)
v4 = −t∂t + x∂x + 2u∂u + 3E∂E , v5 = −t∂t − 2x∂x − u∂u + 3

∑

i

fi∂fi ,

ŭوɔƸد را ولاƉوف‐ƼاƊȔول ƢƼادلات ͬǀارƱŭ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات ȡروه ͬƸرŨŵ ƼوƸد Ǆا ƿɓا ǃȔ
ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃارائ زɓر Ƙŧروا ŧا ƼوƸد Ǆا ƿɔŧ ƭƑر غɔر (ͬƸ (ȔروǄ ǃƍای ŵاŶŧاȡر Ǆای ͬ ǁȔد. Ƽ

[v1,v3] = v2, [v1,v4] = −v1, [v1,v5] = −v1, [v2,v4] = v2,

[v2,v5] = −2v2, [v3,v4] = 2v3, [v3,v5] = −v3.

ǃŨŭرƼ از دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ǐǑ . ǒ
کسری

،(ǔǖ . Ǒ) Ƒورت Ǆای ǃŧ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات از ǃǀوȡ ǃƉ دوم ƷƒƬ در
Ʊŭارن Ǆای ƻɓدار ƒưد ƌžŧ ƿɓا در ƍد. ǃارائ ɔǀز ɒɓاǄ الŲƼ آǅǀا ŧرای و ͬƬرƢƼ (Ǖǐ . Ǒ) و (Ǖ٠ . Ǒ)

.ƻɔǄد ƍرح ɒɓاǄ الŲƼ ƽȔ ŧا را ƢƼادلات ƿɓا
Ƒورت ǃŧ را ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ

F = F (x, u, u[1], u[2], · · · , u[k]) = 0. (ǑǑǖ . ǒ)
ƞǀر در (ǔǔ . Ǒ) راƚŧۀ در ƍده ͬƬرƢƼ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ͬƚŽ ŮƼغɔر Ǆای ŧا
ƊȔری و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ دو Ǆر از اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƹƽơ·رǄای ƷƼاƍ ǃƸادƢƼ ƿɓا ɔ·ŧرɓد.
،ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƷƼاƍ Žاص ŹاǄ ŬƸای در ǃƸادƢƼ ƿɓا ǃȔ Ŭƭȡ ͬ ŭوان Ƽ ƈǪ .ŬƉا
و ȔاǪوŭو ɓا و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر Ǆ ƯŮƎƼای ŧا ƊȔری ƢƼادلات ƊȔری، ǃŨŭرƼ از اȢŮǀرال ƢƼادلات

.ŬƉا دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ƍده ی ǃŮŽاǁƍ ŮƽȔر ǃŮƉد

ͬƸ Ʊǀطǃ ای Ʊŭارن Ǆای ǐ . ǐǑ . ǒ
ŧاƍد زɓر Ƒورت ǃŧ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از Ǫ‐ɓاراŮƼری ȡروه ɓ G ɔǁȔد Ƭرض

x̄i = φi(x, u, ε), φi|ε=0 = xi (i = 1, 2, · · · , n),

ū = ψ(x, u, ε), ψ|ε=0 = u, (ǑǑǗ . ǒ)

PDF Compressor Free Version 



اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǐǑ
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ ȡروه ƿɓا ŧا ǁŮƼاƝر ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƹƽơ·ر ǃȔ

v = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u
, (ǑǑǘ . ǒ)

:ŬƉا ǃŨƉاźƼ Ʒŧاư زɓر Ƙŧروا از آن ƒŮžƼات Ǆای و
ξi =

∂φi

∂ε

∣

∣

∣

ε=0
(i = 1, 2, · · · , n), η =

∂ψ

∂ε

∣

∣

∣

ε=0
. (Ǒǒ٠ . ǒ)

ͬƹɔƊǀراƭɓد ŮƼغɔر Ǆای ǃŧ G ȡروه اŮƼداد Ǆای Ɖاɓر و ƿɔƼدو ،ƿɔƸاو ،ɔƉلاȔ ͬǄروȡ آǀاɔƸز در
G(k) ȡروه ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد اŮƼداد ƻɔǀدا ͬ Ƽ .ŬƉا ƍده ͬƬرƢƼ غɔره و u(2) ،u(1) ǃƙوŧرƼ
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ k‐ام) ƼرŨŭۀ ɓاŮƬۀ اŮƼداد (ƹƽơ·ر k‐ام ǃŨŭرƼ ŭا ͬƹɔƊǀراƭɓد ŮƼغɔر Ǆای ǃŧ

v = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u
+

k
∑

s=1

ζi1,i2,··· ,is
∂

∂ui1,i2,··· ,is
. (Ǒǒǐ . ǒ)

:Ŭƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ را آن ͬ ŭوان Ƽ ǃȔ ͬ ƍود Ƽ داده اŮƼداد ƬرƼول ŧا ζi1,i2,··· ,is ƒŮžƼات

ζi1,i2,··· ,is = Di1Di2 · · ·Dis(W ) + ξjuji1,i2,··· ,is , W = η − ξjuj .

ǃŨŭرƼ ŭا دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ŮƼغɔر Ǆای ƽŭام ǃŧ G[k] ȡروه ƹƽơ·ر اŮƼداد ǃȔ داد Ǝǀان ͬ ŭوان Ƽ
دارد: را زɓر Ƒورت k‐ام

v[k] = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u
+

k
∑

s=1

ζδ1δ2···δsi1,i2,··· ,is

∂

∂uδ1δ2···δsi1,i2,··· ,is

. (ǑǒǑ . ǒ)

آن در ǃȔ
ζδ1δ2···δsi1,i2,··· ,is

= Bδs
is
· · ·Bδ2

i2
Bδ1
i1
(W ) + ξjDj(u

δ1δ2···δs
i1,i2,··· ,is

), (Ǒǒǒ . ǒ)
.(r = 1, 2, · · · , s) آن در ǃȔ ŬƊǄ ɔǀز δr روی ǃ΄ƹŧ ir اǀدǄ ƈɓای روی ǅǁŭا ǃǀ Ƣƽŵوǀد ǃ΄ɓورƚŧ

ƊȔری ǀوƉاȢǀر ǃƸادƢƼ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ƢƼادلات ƿɓا از ͬƸاŲƼ ǁơوان ǃŧ .ǐ . ǐǑ . ǒ Ƽثال
xD

α
1 (
C
0 D

α
xu)− w2u = 0, x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), (ǑǒǓ . ǒ)

Ʊŭارن دارای ǃƸادƢƼ ƿɓا ǃȔ ƻɔŧاɓ ͬ Ƽ در (Ǒǒǒ . ǒ) و (ǑǒǑ . ǒ) ǃƚŧرا از اƭŮƉاده ŧا Ȕرد. اƍاره
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ǃŧ اƱŮǀال ƹƽơ·ر ƿɓا اŮƼداد ƿɔǁǷƽǄ .ŬƉا v = ∂

∂x

v =
∂

∂x
+ [−C

0 D
α
x (ux) +Dx(

C
0 D

α
xu)]

∂

∂(C0 D
α
xu)

. (Ǒǒǔ . ǒ)
:ƻɓدار ƍد ƚƼرح دوم ƷƒƬ در ǃȔ ƿƽɓر ŧا ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ƿɔŧ ارŨŭاط ǃŧ ǃŵوŭ ŧا ǃȔ

C
0 D

α
x (ux) = Dx(

C
0 D

α
xu) +

1

Γ(1− α)

ux(0)

xα
,

ƊȔری ƯŮƎƼ ǃŧ ƭƑر اŮƼداد دارای x اƱŮǀال ƹƽơ·ر ux(0) = 0 ƍرط ŧودن ŧرưرار Ƒورت در ǃȔ
.ŬƉا ȔاǪوŭو
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ǐǐǒ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را زɓر ƊȔری دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ Źال

Dα
t u(t, x) = G

(

F (t, x, u, u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

, (ǑǒǕ . ǒ)
ŮƼغɔر x = (x1, x2 · · · , xp) و l ≤ p ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ǁŮƊǄد دžƸواه ͬƢɔŨƙ اơدا l و P,m, k ǃȔ
ǀوع از زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ u ŮƼغɔر از ƊȔری ƯŮƎƼ Dα

t ɔǀز و x و t از ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ u و ƷƱŮƊƼ
ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ͬƸ Ʊŭارن ȡروه دŨǀال ǃŧ اŶǁɓا در .ŬƉا ȔاǪوŭو ɓا و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر

t̄ = t+ ϵτ(t, xi, u) +O(ϵ2),

x̄i = xi + ϵξi(t, xi, u) +O(ϵ2),

ū = u+ ϵη(t, xi, u) +O(ϵ2), i = 1, 2 · · · , p, (Ǒǒǖ . ǒ)
ƼوƸد ،ͬƸ ȡروه Ǆای آǀاɔƸز ǃɓرƞǀ ƯŨƙرŧ ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŮƬرɓذǪ ƢƼادلات ƿɓا ƘƉوŭ ǃȔ ƻɔƍاŧ ͬ Ƽ

Ƒورت: ǃŧ i = 1. · · · , p ŧرای (Ǒǒǖ . ǒ) از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ
v = τ(t, xi, u)

∂

∂t
+ ξi(t, xi, u)

∂

∂xi
+ η(t, xi, u)

∂

∂u
, (ǑǒǗ . ǒ)

ƠɔƉوŭ ŧا .ƻɔŧاɔŧ را آن ǃŧ ǃŮƊŧوا ͬƸرŨŵ ŬƉا ͬƬاȔ ƘƱƬ ȡروه ƿɓا ƿɔɔƢŭ ŧرای ŧود. ŽواǄد
،ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر Ǆای ƱŮƎƼات و ǃŮƊŧوا و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای Ŭŵ ƖƬای ǃŧ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات

Ƒورت: ǃŧ Ũŭدɓلات ƿɓا
ūαt = uα,t + ϵηαt (t, x

i, u) +O(ϵ2),

ūi = ui + ϵηi(t, x
i, u, u1) +O(ϵ2),

...
ūi1···im = ui1···im + ϵηi1···im(t, x

i, u, u1, · · · , um) +O(ϵ2). (Ǒǒǘ . ǒ)
Ƒورت ǃŧ ɔǀز آن ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ƼوƸد و

v(α,m) = v + ηα,t∂uαt + ηi∂ui + · · ·+ ηi1···im∂ui1···im , (ǑǓ٠ . ǒ)
و m ŭا ǐ ŦŭراƼ از ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ Ŧɓراƕ η(α,t) و ηi1···im , · · · , ηi ǃȔ ŧود ŽواǁǄد

ǁŮƊǄد. α

ǃŨŭرƼ دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات ŧرای ɒɓاورداǀ حƼ Ǒ . ǐǑ . ǒ
کسری

آن ŵواب ƖƬای ɒɓاورداǀ ǁƢƼای ǃŧ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ɒɓاورداǀ
ŵواب ǃŧ را دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ ɓ از u(t, x) ɒŧواŵ Ǆر Ũŭدɓلات ȡروه ƈǪ .ŬƉا
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǐǓ
ͬ Ȣǀارد: Ƽ زɓر Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا از ū(t̄, x̄) دɓ·ر

Dα
t u(t, x) = G

(

F (t, x, u, u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

⇓ (ǑǓǐ . ǒ)
Dα
t ū(t̄, x̄) = G

(

F (t̄, x̄, ū, ū1, · · · , ūm),
∫

X̄
f(t̄, x̄, ū, ū1, · · · , ūk)dx̄1 · · · dx̄l

)

.

(ǑǓǑ . ǒ)
ƊȔری ƯŮƎƼ اƱŮǀال از Ƣŧد و ƻɔǄد ͬ Ƽ ŭغɔɔر را (ǑǒǕ . ǒ) ǃƸادƢƼ ƝاǄری Ƒورت ͬȡادƉ ŧرای

:ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƊɓوǀازŧ زɓر Ƭرم ǃŧ را آن ŬƉرا ŬƽƉ ǃŧ
H

(

F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um),
∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl

)

= 0

⇓

H(F, I) = 0, (ǑǓǒ . ǒ)
ǃƸادƢƼ روی را Ũŭدɓلات (ǑǓǒ . ǒ) ƫɓرƢŭ ƯŧاƚƼ .ŬƉا اȢŮǀرال Źاوی ǃƹƽŵ ͬǁƢƼ ǃŧ I آن در ǃȔ
Źال .ƻɔǄد ͬ Ƽ ƘƊŧ ε ǃŧ ŬŨƊǀ Ŭưد اول ǃŨŭرƼ ŭا را ƽŵلات ƽǀوده اƽơال دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال
ɔŧان ǃŮƬاɓ ǃƢƉوŭ ƼوƸد Ǆای ŦƊŹرŧ را ŭغɔɔرات ƈǫƉ .ƻɔǄد ͬ Ƽ ƹɔŭور Ɖری ƘƊŧ را f و F ،H

:ƻɓدار ƹɔŭور Ɖری در H Ơŧاŭ ƘƊŧ ŧا .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ
H(F̄ , Ī) = H(F, I) +

∂H

∂F
∆F +

∂H

∂I
∆I +

1

2!

∂2H

∂2F
∆2F +

1

2!

∂2H

∂2I
∆2I + · · · .

ƘƊŧ را F Ơŧاŭ ͬ ŭوان Ƽ ،(ǑǓǒ . ǒ) ǃƸادƢƼ در ͬƹɔƊǀراƭɓد ƌžŧ در ∆F ŭغɔɔرات źƼاŨƉۀ ŧرای
:ͬǁƢɓ داد، ƹɔŭور Ɖری

∆F = F (t̄, x̄, ū, ūαt , ū1, · · · , ūm)− F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um)

= F
(

t+ ϵτ +O(ϵ2), x1 + ϵξ1 +O(ϵ2), · · · , xn + ϵξn +O(ϵ2), u+ ϵη +O(ϵ2),

uαt + ϵηα,t +O(ϵ2), u1 + ϵη1 +O(ϵ2), · · · , un + ϵηn +O(ϵ2), · · · ,

ui1,···im + ϵηi1,···im +O(ϵ2)
)

− F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um)

= ϵ
[

τ∂tF + ξi∂xiF + η∂uF + ηα,t∂uαt F + ηi∂uiF + · · ·+ ηi1,···im∂ui1 · · · ∂uimF
]

+O(ϵ2).

:Ŭƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را ŧالا ŴɓاŮǀ (ǑǓ٠ . ǒ) ǃŮƬاɓ ƻɔƽƢŭ ƼوƸد ƫɓرƢŭ از اƭŮƉاده ŧا
∆F = ϵv(α,m)F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um) +O(ϵ2).

źƼ ǃȔ v(α,m)F (t, x, u, uαt , u1, · · · , um) = 0 ǃȔ ͬ دǄد Ƽ ǃŶɔŮǀ ∆F = 0 ƍرط ƿɓراŧاǁŧ
در را اȢŮǀرال ƹƽŵۀ ŭغɔɔرات Źال ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده اȢŮǀرال ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادƸۀ ŧرای ɒɓاورداǀ

:ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را (ǑǓǒ . ǒ) ƢƼادƸۀ
∆I =

∫

X̄
f(t̄, x̄, ū, ū1, · · · , ūk)dx̄1 · · · dx̄l −

∫

X
f(t, x, u, u1, · · · , uk)dx1 · · · dxl,
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ǐǐǔ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
:ƻɔǄد ͬ Ƽ ŭغɔɔر اȢŮǀرال ƿɔƸاو در را ŮƼغɔرǄا (Ǒǒǘ . ǒ) و (Ǒǒǖ . ǒ) Ũŭدɓلات Ŭźŭ

{

x̄1, · · · , x̄l
}

7→
{

x1, · · · , xl
}

.

از: Ũơارǁŭد ɒŧوȔژا ƈɓرŭاƼ ǁơاƑر ƈǪ
∂x̄i

∂xj
= δij + ϵ

∂ξi

∂xj
+O(ϵ2), i, j = 1, · · · , l.

:ƻɓدار ƈǪ ǁŮƊǄد O(ϵ) ǃŨŭرƼ از ƈɓرŭاƼ در ƚưری غɔر ǁơاƑر Ƕون
∂(x̄1, · · · , x̄l)
∂(x1, · · · , xl) =

(

1 + ϵ
∂ξ1

∂x1

)

· · ·
(

1 + ϵ
∂ξl

∂xl

)

+ o(ϵ2) = 1 + ϵ

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi
+O(ϵ2).

ͬ ƍود: Ƽ ǃŮƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ اȢŮǀرال ǃƹƽŵ از ∆I ŭغɔɔرات ƢŮƼاŨưاً
∫

X

[(

1 + ϵ

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi
+O(ϵ2)

)

f
(

t+ ϵτ +O(ϵ2), x1 + ϵξ1 +O(ϵ2), · · · ,

xn + ϵξn +O(ϵ2), u+ ϵη +O(ϵ2), u1 + ϵη1 +O(ϵ2), · · · , un + ϵηn +O(ϵ2),

· · · , ui1,···ik + ϵηi1,···ik +O(ϵ2)
)

− f(t, x, u, u1, · · · , uk)
]

dx1 · · · dxl +O(ϵ2).

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ ƹɔŭور Ɖری ǃŧ f Ơŧاŭ ƘƊŧ ŧا
∆I = ϵ

∫

X

[

τ∂tf + ξi∂xif + η∂uf + ηi∂uif + · · ·

+ηi1,···ik∂ui1 · · · ∂uik f + f

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +O(ϵ2).

زɓر Ƒورت ǃŧ را Ƭوق ŴɓاŮǀ ͬ ŭوان Ƽ ،(ǑǓ٠ . ǒ) ǃŮƬاɓ ǃƢƉوŭ ƼوƸد ƫɓرƢŭ ǃŧ دوŧاره ͬǄاȢǀ ŧا
Ȕرد: ͬƊɓوǀازŧ

∆I = ϵ

∫

X

[

v(k)f(t, x, u, u1, · · · , uk)

+f(t, x, u, u1, · · · , uk)
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl +O(ϵ2).

‐ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ɒɓاورداǀ źƼ ǃȔ ŬƉا ƎƼاǄده Ʒŧاư ƍده ǃارائ źƼاŨƉات ŧا
ͬ ƍود: Ƽ ƷɓدŨŭ زɓر Ƒورت ǃŧ اȢŮǀرال

(

∂H

∂F
v(α,m)F +

∂H

∂I

∫

X

[

v(k)f + f

l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl
)∣

∣

∣

∣

∣

H(F,I)=0

= 0. (ǑǓǓ . ǒ)

از: ŬƊŭارŨơ ɒɓاورداǀ źƼ H = F + I ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا ǃȔ ͬŮƸاŹ در و
(

v(α,m)F +

∫

X

[

v(k)f + f
l
∑

i=1

∂ξi

∂xi

]

dx1 · · · dxl
)∣

∣

∣

∣

∣

H=0

= 0. (ǑǓǔ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǐǕ
ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ .Ǒ . ǐǑ . ǒ Ƽثال

Dα
t u+ uxxx + uux +

∫ +∞

−∞

udx = 0, (ǑǓǕ . ǒ)
،ŬƉا x و t ƷƱŮƊƼ Ǆای ŮƼغɔر از ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ u = u(t, x) ǃȔ.ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را
ƻɔƽƢŭ ƼوƸد ŬƸاŹ ƿɓا در .ŬƉا t ǃŧ ŬŨƊǀ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ Dα

t و 0 < α < 1

ŧا: ŬƉا ŧراŧر ǃŮƬاɓ
v(α,3) = τ∂t + ξ∂x + η∂u + ηα,t∂uαt + ηα∂ux + ηxxx∂uxxx . (ǑǓǖ . ǒ)

ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ ɒɓاورداǀ źƼ (Ǒǒǘ . ǒ) و (Ǒǒǖ . ǒ) Ũŭدɓلات از اƭŮƉاده ŧا
(

ηα,t + ηxxxx + ηux + uηx +

∫

[η + uξx]dx

) ∣

∣

∣

∣(ǑǓǕ . ǒ)
= 0. (ǑǓǗ . ǒ)

ͬ ƍود: Ƽ ɔŧان زɓر ŸɓرƑ Ʒ΄ƍ ǃŧ ηxxx و ηx Ƭرم ǃȔ ŬƉا ͬƸاŹ در ƿɓا
ηx = ηx + ηuux − τxut − ξxux − ξuu

2
x − τuutux,

ηxxx = ηxxx + (3ηxxu − ξxxx)ux − τxxxut + 3(ηxuu − ξxxu)u
2
x − 3τxxuuxut

+(ηuuu − 3ξxuu)u
3
x + 3(ηxu − ξxx)uxx − 3τxxuxt − 3τxuuu

2
xut

+3(ηuu − 3ξxu)uxuxx − 3τxuutuxx − 6τxuuxtux − 3τxuxxt + (ηu − 3ξx)uxxx

−ξxxxu4x − 6ξuuu
2
xuxx − 3τuuu

2
xutx − τuuuu

3
xut − 3ξuu

2
xx3τuuxxtux

−3τuuxtuxx − 3τuuuxxuxut − 4ξuuxxxuxτuuxxxut.

دȢŮƉاه ǃŧ u ƱŮƎƼات Ŧɓراƕ ưراردادن ƭƑر ŧراŧر و (ǐǗǑ . ǒ) ǃƸادƢƼ از ηα,t Ũơارت ŵاɓ·ذاری ŧا
ƍده اǀد): Źذف اȢŮǀرال (Źدود رɔƉد ƻɔǄواŽ زɓر ƒžƎƼۀ ǃƸادƢƼ

ξu = ξt = τu = τx = ξxxx = ηuu = 0,
(

α

n

)

∂nt ηu −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ) = 0 ŧرای n = 1, 2, · · · ,

η − uξx + 3ηxxu + αuτt = 0,

ηxu − ξxx = 0, (ǑǓǘ . ǒ)
ατt − 3ξx = 0,

∂αt η − u∂αt ηu + ηxxx + uηx = 0,

ατt

∫

udx− ηu

∫

udx+

∫

(η + uξx)dx = 0.

ͬ رƉاǀد: Ƽ زɓر ǃŶɔŮǀ ǃŧ را Ƽا دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ǃƸادƢƼ ƿɓرŽآ
∫

[u(ατt − ηu) + η + uξx] dx = 0.
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ǐǐǖ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ را ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆای ǃƒžƎƼ ƢƼادلات دȢŮƉاه ƿɓا ƷŹ ŧا

ξ = c1, τ = c2, η = 0. (Ǒǔ٠ . ǒ)
ƯŮƎƼ دارای زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ǃƸادƢƼ ƿɓا زɓرا ͬ Ǫذɓرد ƽǀ را زƼان در اƱŮǀال ƷɓدŨŭ (ǑǓǕ . ǒ) ǃƸادƢƼ
ƿɓراŧاǁŧ ،ŬƉا Ŭŧاű ƯŮƎƼ ƿɓا ƫɓرƢŭ در اȢŮǀرال ƿɔɓاǪ Źد Ƕون و ŬƉا ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری

ƍرط ŦŵوƼ ɒɓاورداǀ ƿɓا و ŧاƍد ǀاوردا (Ǒǒǘ . ǒ) Ũŭدɓلات ǃŧ ŬŨƊǀ ŧاɓد t = 0 ǃƸادƢƼ
τ(t, x, u)|t=0 = 0,

.ŬƉا (ǑǓǕ . ǒ) ǃƸادƢƼ ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ǅǁŭا v = ∂
∂x ƼوƸد ŧا Ƽ΄ان اƱŮǀال ƈǪ ͬ ƍود. Ƽ

ولاƉو‐ ƊȔری دȢŮƉاه ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ƢƼادلات ƿɓا از ƻǅƼ ŲƼال ɓ ǁơوان ǃŧ .ǒ . ǐǑ . ǒ Ƽثال
ƼاƊȔول



























∂αt f + u∂βxf +
q

m
E∂uf = 0,

∂αt E +
q

ϵ0

∫ +∞

−∞

ufdu = 0,

∂βxE − q

ϵ0

∫ +∞

−∞

fdu = 0,

(Ǒǔǐ . ǒ)

ƱŮƎƼات دǁǄده Ǝǀان ∂βxE و ∂αt E ،∂βxf ،∂αt f و 0 < α, β ≤ 1 Ƭوق دȢŮƉاه در Ȕرد. اƍاره
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ دȢŮƉاه ƿɓا ŧرای Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد .[Ǘǘ] ǁŮƊǄد ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری

v = τ∂t + ξ∂x + ρ∂u + η∂f + ζ∂E . (ǑǔǑ . ǒ)
Ƒورت ǃŧ ɒɓاورداǀ źƼ ƈǪ































(

ηα,t + uηβ,x + ρ∂βxf +
q

m
ζ∂uf +

q

m
Eηu

) ∣

∣

∣(Ǒǔǐ . ǒ) = 0,
[

ζα,t +
q

ϵo

∫ (

ρf + uη + (uf)
∂ρ

∂u

)

du

] ∣

∣

∣

∣(Ǒǔǐ . ǒ)
= 0,

[

ζβ,x − q

ϵo

∫ (

η + f
∂ρ

∂u

)

du

] ∣

∣

∣

∣(Ǒǔǐ . ǒ)
= 0,

(Ǒǔǒ . ǒ)

ƊȔری ǃŨŭرƼ از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد اŮƼداد Ŧɓراƕ ηα,t, ηβ,x, ζα,t, ζβ,x ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ǃŮƍوǀ
از: Ũơارǁŭد ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸدǄای ƿɓا ŸɓرƑ Ƒورت ǁŮƊǄد.

ηα,t = ∂αt η +

∞
∑

n=1

[(

α

n

)

∂nt ηf −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)

]

∂α−nt f

+

∞
∑

n=1

(

α

n

)

∂nt ηE∂
α−n
t E −

∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)∂

α−n
t fx

−
∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ρ)∂

α−n
t fu + (ηf − αDtτ)∂

α
t f

+(ηE∂
α
t E − E∂αt ηE)− f∂αt ηf + µt1,1 + µt1,2, (ǑǔǓ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǐǗ

ηβ,x = ∂βxη +

∞
∑

n=1

[(

β

n

)

∂nxηf −
(

β

n+ 1

)

Dn+1
x (ξ)

]

∂β−nx f

+

∞
∑

n=1

(

β

n

)

∂nxηE∂
β−n
x E −

∞
∑

n=1

(

β

n

)

Dn
x(τ)∂

β−n
x ft

−
∞
∑

n=1

(

β

n

)

Dn
x(ρ)∂

β−n
x fu + (ηf − βDxξ)∂

β
xf

+(ηE∂
β
xE − E∂βxηE)− f∂βxηf + µx1,1 + µx1,2, (Ǒǔǔ . ǒ)

ζα,t = ∂αt ζ +
∞
∑

n=1

[(

α

n

)

∂nt ζE −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ)

]

∂α−nt E

+

∞
∑

n=1

(

α

n

)

∂nt ζf∂
α−n
t f −

∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ξ)∂

α−n
t Ex

−
∞
∑

n=1

(

α

n

)

Dn
t (ρ)∂

α−n
t Eu + (ζE − αDtτ)∂

α
t E

+(ζf∂
α
t f − f∂αt ζf )− E∂αt ζE + µt2,1 + µt2,2, (ǑǔǕ . ǒ)

ζβ,x = ∂βx ζ +

∞
∑

n=1

[(

β

n

)

∂nx ζE −
(

β

n+ 1

)

Dn+1
x (ξ)

]

∂β−nx E

+

∞
∑

n=1

(

β

n

)

∂nx ζf∂
β−n
x f −

∞
∑

n=1

(

β

n

)

Dn
x(τ)∂

β−n
x Et

−
∞
∑

n=1

(

β

n

)

Dn
x(ρ)∂

β−n
x Eu + (ζE − βDxξ)∂

β
xE

+(ζf∂
β
xf − f∂βx ζf )− E∂βx ζE + µx2,1 + µx2,2, (Ǒǔǖ . ǒ)

ͬ ƍوǀد: Ƽ ɔŧان زɓر Ƙŧروا ŧا µx2,2 و µx2,1 ،µt1,2 ،µt1,1 ǃȔ

µt1,1 =

∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

r=0

(

α

n

)(

n

m

)(

k

r

)

1

k!

tn−α

Γ(n+ 1− α)

×(−f)r ∂
m

∂tm
(fk−r)

∂n−m+kη

∂tn−m∂fk
,

µt1,2 =

∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

r=0

(

α

n

)(

n

m

)(

k

r

)

1

k!

tn−α

Γ(n+ 1− α)

×(−E)r
∂m

∂tm
(Ek−r)

∂n−m+kη

∂tn−m∂Ek
,

µx2,1 =
∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

r=0

(

β

n

)(

n

m

)(

k

r

)

1

k!

xn−β

Γ(n+ 1− β)

×(−f)r ∂
m

∂xm
(fk−r)

∂n−m+kζ

∂xn−m∂fk
,

µx2,2 =

∞
∑

n=2

n
∑

m=2

m
∑

k=2

k−1
∑

r=0

(

β

n

)(

n

m

)(

k

r

)

1

k!

xn−β

Γ(n+ 1− β)

×(−E)r
∂m

∂xm
(Ek−r)

∂n−m+kζ

∂xn−m∂Ek
. (ǑǔǗ . ǒ)
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ǐǐǘ ƊȔری ǃŨŭرƼ از دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای
و اŮƼداد ƬرƼول Ǆای از اƭŮƉاده ŧا ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ (ǑǔǗ . ǒ) ŧا ǃŧاƎƼ µt2,1 و µt2,1 ،µx1,2 ،µx1,1
و x, t ǃŧ ŬŨƊǀ E و f ŵزئͬ ƱŮƎƼات در ƫƹŮžƼ ǃƹƽŵ ای Ǆای ɓ Ŧɓراƕ ưراردادن ƭƑر ŧراŧر

:ŬƉا زɓر Ƭرم ǃŧ ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ǃơوƽŶƼ ،u

∂fτ = ∂Eτ = ∂fξ = ∂Eξ = ∂fρ = ∂Eρ = ∂fζ = ∂Eη = 0,

∂xτ = ∂uτ = ∂xρ = ∂tρ = ∂tξ = ∂uξ = 0,
(

α

n

)

∂nt ηf −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ) = 0 ŧرای n = 1, 2, · · · ,

(

α

n

)

∂nt ζE −
(

α

n+ 1

)

Dn+1
t (τ) = 0 ŧرای n = 1, 2, · · · ,

(

β

n

)

∂nxηf −
(

β

n+ 1

)

Dn+1
x (ξ) = 0 ŧرای n = 1, 2, · · · ,

(

β

n

)

∂nx ζE −
(

β

n+ 1

)

Dn+1
x (ξ) = 0 ŧرای n = 1, 2, · · · ,

αu∂tτ − βu∂xξ + ρ = 0,
q

m
(α∂tτE + ζ − E∂uρ) = 0,

(α∂tτ − ∂Eζ)

(

q

ϵ0

∫

duuf

)

+
q

ϵ0

∫

du[ρf + uη + (uf)∂uρ] = 0,

(∂Eζ − β∂xξ)

(

q

ϵ0

∫

duf

)

− q

ϵ0

∫

du[η + f∂uρ] = 0,

∂αt η − f∂αt ηf + u∂βxη − uf∂βxηf +
q

m
E∂uη = 0,

∂αt ζ − E∂αt ζE = 0, ∂βx ζ − E∂βx ζE = 0.

ͬƹȔ ŵواب ǃŧ Ƭوق ǄFIDEای و ǄFDEا از ͬǄاǁŮƼاǀ ƻŮƊɔƉ از ɔȡری اȢŮǀرال ŧا

τ = c3t+ c4, ξ = c1x+ c2, ρ = u(c1β − c3α),

η = −c1βf − c3αf, ζ = E(c1β − 2c3α), (Ǒǔǘ . ǒ)

در اȢŮǀرال از a ƿɔɓاǪ Źد Ƕون ơلاوه ǃŧ رɔƉد. ƻɔǄواŽ ci(i = 1, 2, 3, 4) دžƸواه Ŭŧواű ŧا
ŧاɓد x = 0 و t = 0 ǃƸادƢƼ ،ŬƉا Ŭŧاű ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر

ƍروط و ŧاǁƍد ǀاوردا Ũŭدɓلات Ŭźŭ

τ |t=0 = 0, ξ|x=0 = 0. (ǑǕ٠ . ǒ)

ǃȔ ͬ΄ɓ ŵز ǃŧ (Ǒǔǘ . ǒ) ǪاراŮƼرǄای ǃƽǄ ưراردادن ƭƑر ŧراŧر ŧا .Ŭƍدا ƻɔǄواŽ a = 0 ŧرای را
ͬ ƍوǀد: Ƽ ƷƑاŹ زɓر ƼوƸد Ǆای ،ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ƭرض 1 ŧراŧر ƻǄ را آن

v1 = x
∂

∂x
+ βu

∂

∂u
− βf

∂

∂f
+ βE

∂

∂E
,

v2 = t
∂

∂t
− αu

∂

∂u
− αf

∂

∂f
− 2αE

∂

∂E
. (ǑǕǐ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǑ٠

ƿŮƬاɓ و ƢƼادلات ǃŨŭرƼ ƌǄکا در Ʊŭارن Ǆا کارŧرد ǐǒ . ǒ
Ưɔưد ŵواب Ǆای

ǁǁȔده ƫɔƑوŭ ŲƼال ƙور ǃŧ ǃȔ ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ɔǷɔǪده دȢŮƉاه ɓ ŧا ǃ΄ɔƼاȢǁǄ
دȢŮƉاه ŧرای Ưɔưد ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ Ǆدف ƿɔƸاو ƻɓوƍ ͬ Ƽ ǃǅŵواƼ ،ŬƉا ͬ΄ɓزɔƬ Ǫدɓدۀ ɓ
ɒŧوŽ ŦɓرƱŭ ͬ ŭواǀد Ƽ ǃȔ ŬƉا ơددی روش ŵواب، ƿŮƬاɓ روش Ǆای از ͬ΄ɓ .ŬƉا ƞǀر Ƽورد
ŽواǄد ǃارائ ͬǄروȡ ǀاوردای روش ǁơوان Ŭźŭ اŶǁɓا در ǃȔ ͬƍرو ŧدǄد. دȢŮƉاه ŵواب ŧرای
ǃŮƉد ƻɔǀواŭ ͬ Ƽ آǅǀا ƽȔ ǃŧ ǃȔ ͬ ŧاƍد Ƽ ǃŧاƎŮƼ ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ ŧرای ɒŨƉاǁƼ ɔǁȕŭ ƍد،
دȢŮƉاه ɓ ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب Ǆای ǅƭƼوم .ƻɓآور ŬƉد ǃŧ را دȢŮƉاه ŵواب Ǆای از ͬƢɔƉو
ͬƸ ǃȕǁɓا ŭا ƍد ǃارائ ƫƹŮžƼ ŮƼون در ͬơوǁŮƼ ƙور ǃŧ ǐǗǔ٠ Ɖال ŭا ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
از ǃŮƉد آن ǃŧ ǃƸاƱƼ ƿɓا در ͬƸ Ȕرد. ɔŧان اƼروزی ǁƢƼای ǃŧ را آن ،[ǕǓ] ،ƌŭالاƱƼ از ͬ΄ɓ در
ǃƸاƱƼ ƿɓا در ǁŮƊǄد. ǀاوردا ŧرŽوردی Ũŭدɓلات Ŭźŭ ǃȔ ŬŽرداǪ ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب Ǆای
ȡروه ɓ Ŭźŭ ǃȔ ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر دو ŧا ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŵواب Ǆای ǃȔ داد Ǝǀان وی
ǃǀاƭƉأŮƼ اƼا .ŬƉا Ǫذɓر اƼ΄ان ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƷŹ ŧا ǁŮƊǄد ǀاوردا ǪاراŮƼری ɓ
ƈǪ ǁǶدی .ŬƊŧروƬ ǅŵان از ƻƎǶ Ɖازد Ȕارŧردی را Žود اƎŮȔاƬات Ůŧواǀد ǃȔ آن از ƌɔǪ ͬƸ
Ƽورد در ͬƸ ŴɓاŮǀ از Žاص ŹاǄ ŬƸای ،[ǕǗ] ǐǕƷƎɔƼ و ،[ǖ٠] ǐǔانȡورƼ ا .ͬŵ ا. ،ͬƸ Ƽرگ از
ƻɔƽƢŭ ŴɓاŮǀ ɔǀز ،[ǖǗ] ǐǖوفȔاǀاɓاوز آǅǀا دŨǀال ǃŧ دادǀد. ŮƊȡرش را ǪاراŮƼری ɓ Ʊŭارن ȡروه
زɓادی Ƣŭداد ŭلاش Ǆا ƿɓا از ƌɔǪ اƼا دŬƉ آورد. ǃŧ ͬƸ ɓاǄ ǃŮƬای از ͬǄاȡآ ŧدون را ɓاŭ ǃŮƬری
ǃȕǀآ از ƷƬغا ŧود، ƍده ǃارائ ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب Ǆای Ƽورد در ƫƹŮžƼ ǀوǄ ǃŮƍای در ŲƼال

.ŬƉا ŧوده Ƭوق رɓاɔƕداǀان ɔƭƎȔات از Žاص ŹاǄ ŬƸای ͬ·ƽǄ
ƢƼادلات دȢŮƉاه Ưɔưد ŵواب Ǆای رŮƬار Ÿɔƕوŭ در ͬƢɔƉو ɔƊŧار ŭأɔűرات ŵواب Ǆا ƿɓا
آن ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ Űźŧ ƿɓا در ǃȔ ɔǁŧادی ǃɔƖư ͬŭارŨơ ǃŧ ɓا ǃɔƖư ƿɔƸاو دارǀد. ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد
Ǫ‐rاراŮƼری ͬǀارƱŭ ȡروه ɓ Ŭźŭ ǃȔ دȢŮƉاه ŵواب Ǆای از ǃŮƉد آن ǃȔ ŬƉا آن Ȕرد اƍاره
ƼرŨŭۀ از واŹد r آن ƼرŨŭۀ ǃȔ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ ƷŹ ŧا ͬ ŭوان Ƽ را ŬƉاورداǀ
ͬ΄ɓ Ʊŭارن ȡروه ǪاراŮƼر Ǆای Ƣŭداد اȡر ƒŽوص ǃŧ آورد. ŬƉد ǃŧ ،ŬƉا ŮƽȔر ͬƹƑا دȢŮƉاه
ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب Ǆای ɔƹȔۀ آȢǀاه ،r = p− 1 ͬǁƢɓ ŧاƍد، ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای Ƣŭداد از ŮƽȔر
ͬ ŭوان Ƽ Ƽوارد ͬŽرŧ در ͬŮŹ ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ ƷŹ ŧا
Ǆدف ǃȔ ǁŮƊǄد ͬƱɔưد ŵواب Ǆای ƽǄان ͬ ƍوǀد Ƽ ɔǪدا ǃȔ ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب Ǆای ǃȔ دɓد

.ŬƉا ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ ƷŹ ɒɓاǅǀ

ǐǔA. J. A. Morgan
ǐǕA. D. Michal

ǐǖL. V. Ovsiannikov
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ǐǑǐ Ưɔưد ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ و ƢƼادلات ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ در Ʊŭارن Ǆا Ȕارŧرد

ͬǄگرو ǀاوردای ŵواب Ǆای ƿŮساخ ǐ . ǐǒ . ǒ
ƖƬای از O Ƽاǁǀد ŧاز ƽŶƼوơۀ زɓر ɓ روی ǃȔ ∆ = 0 Ƽاǁǀد ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ
Ũŭدɓلات از ȡروه ɓ G ƻɔǁȔ Ƭرض .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ ،E ≃ Rp+q ƷƼاȔ
ɓ را دȢŮƉاه ƿɓا از u = f(x) ŵواب ͬƹȔ ƙور ǃŧ ͬ ǁȔد. Ƽ Ʒƽơ O روی ǃȔ ŧاƍد ͬƢƕوƼ
ŵواب ɓ دɓ·ر ɔŨƢŭر ǃŧ ƽŧاǀد. ͬưاŧ ǀاوردا ȡروه Ũŭدɓلات Ŭźŭ اȡر ƻɔɓوȡ ͬ Ƽ ǀ‐Gاوردا ŵواب
آن ȡراف ǃȔ ŬƉا ɒŧواŵ u = f(x) Ƽاǁǀد ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ از ǀ‐Gاوردا

.ŬƉا O از ǀ‐Gاوردا ƽŶƼوơۀ زɓر ɓ ƼوƢƕاً Γf = {(x, f(x))} ⊂ O

دȢŮƉاه از ǀاوردا ŵواب ،α = 1, · · · , q ،uα = Θα(x) ƼؤǄ ǃƭƸای ŧا u = Θ(x) .ǐ . ǐǒ . ǒ ƫɓرƢŭ
اȡر ǅǁŭا و اȡر ŬƉا ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن از ƷƑاŹ ∆ν(x, u, u

(n)) = 0 ،PDE

ŧاƍد. ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ǃŧ ŬŨƊǀ ǀاوردا ƹƭɔǁƼد ɓ α Ǆر ŧرای uα = Θα(x) (i)
ŧاƍد. ∆ν(x, u, u

(n)) = 0 از ɒŧواŵ u = Θ(x) (ii)
ŧا ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن دارای ∆ν(x, u, u

(n)) = 0 ،PDE دȢŮƉاه اȡر ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ǃŶɔŮǀ ƫɓرƢŭ از
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ηα(x, u)
∂

∂uα
, (ǑǕǑ . ǒ)

ŧاƍد زɓر ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ͬƹƼاȕŭ Ƭرم ƢƼادل ƙور ǃŧ ɓا

ṽ =

q
∑

α=1

[

ηα(x, u)−
p
∑

t=1

uαi ξ
i(x, u)

]

∂

∂uα
,

از ǀاوردا ŵuواب = Θ(x) ƿɔǁǷƽǄ و ξ(x, u) ̸= 0 ɔǀز و ξ(x, u) = (ξ1(x, u), · · · , ξp(x, u)) ǃȔ
ǁȔد: Ƒدق زɓر Ƙɓراƍ در u = Θ(x) اȡر ǅǁŭا و اȡر ŬƉا آن ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن از ƷƑاŹ و دȢŮƉاه

(i)

v(uα −Θα(x))|u=Θ(x) = 0, α = 1, · · · , q,

↔ ηα(x,Θ(x))− ξi(x,Θ(x))
∂Θα(x)

∂xi
= 0, α = 1, · · · , q, (ǑǕǒ . ǒ)

↔ ṽuα|u=Θ(x) = 0, α = 1, · · · , q,

(ii)

∆ν(x, u, · · · , ∂(n)u) = 0, u = Θ(x), ν = 1, · · · , l,

↔ ∆ν(x,Θ(x), ∂Θ(x), · · · , ∂(n)Θ(x)) = 0, ν = 1, · · · , l. (ǑǕǓ . ǒ)
ɔǀز و ij = 1, · · · , p آن در ǃȔ ∂(j)Θα(x)/(∂xi1 · · · ∂xij ) از ŬƉا Ũơارت ∂(j)Θ(x) ،(ǑǕǓ . ǒ) در
v ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ǃŧ ŬŨƊǀ ǀاوردا ɒɓاǄ ǃɓرو (ǑǕǒ . ǒ) در ƢƼادلات ŵواب Ǆای .j = q, · · · , n
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǑǑ
Žاص ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ ŧرای ͬƍرو ɔŧاȢǀر ŬƱɔƱŹ در (ǑǕǓ . ǒ) و (ǑǕǒ . ǒ) ƢƼادلات ǁŮƊǄد.

ǁŮƊǄد. ∆ν(x, u, u
(n)) = 0 ،PDE دȢŮƉاه از

ƢƼادلات از ͬƚŽ دȢŮƉاه ƷŹ ŧرای v ƼوƸد ŧا PDE دȢŮƉاه ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ƿŮƍدا ŧا
را u = Θ(x) ǀاوردای ŵواب Ǆای و ƹƽơ΄رد ͬ ŭوان Ƽ روش دو ǃŧ (ǑǕǓ . ǒ) و (ǑǕǒ . ǒ) ǃƒžƎƼ

.ŬƬاɓ

ǀاوردا صورت Ǆای روش Ǒ . ǐǒ . ǒ
Ƒورت ǃŧ را u = Θ(x) ŧرای ǃƒžƎƼ ƢƼادلات

dx1

ξ1(x, u)
= · · · = dxp

ξp(x, u)
=

du1

η1(x, u)
= · · · = duq

ηq(x, u)
(ǑǕǔ . ǒ)

ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ǃŧ ǃŵوŭ ŧا ،(ǑǕǒ . ǒ) ǃɓرو ɒɓاورداǀ Ƙɓراƍ اŮŧدا ƻɓدار ƒưد ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در
ƷƱŮƊƼ űاǄ Ŭŧای p+q−1 ،v1(x, u), · · · , vq(x, u) و y1(x, u), · · · , yp−1(x, u) اȡر .ƻɔŧاɔŧ را Ƭوق
∂(v1, · · · , vq)
∂(u1, · · · , up) ̸= 0 ƿɔŧوȔژا ŧا (ǑǕǔ . ǒ) ODE از ǃƒžƎƼ ƢƼادلات دȢŮƉاه ƷŹ از ƷƑاŹ ͬƢŧاŭ
ɒɓاورداǀ Ʒ΄ƍ ǃŧ ͬǁƽƕ Ƒورت ǃŧ ،(ǑǕǒ . ǒ) ƢƼادلات از u = Θ(x) ͬƼوƽơ ŵواب آȢǀاه ŧاǁƍد،

ͬ ƍود: Ƽ ɔŧان زɓر
vλ(x, u) = Hλ(y1(x, u), · · · , yp−1(x, u)), (ǑǕǕ . ǒ)

ǃȔ ŬƉا ƕروری ǃŮȕǀ ƿɓا ǃŧ ǃŵوŭ λ = 1, · · · , q و ŬƉا دžƸواه Ǫذɓر ƷɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ Hλ ǃȔ
ǃŧ ŬŨƊǀ ͬƢŧاŭ ƷƱŮƊƼ ǀاورداǄای p+ q− 1 ،v1(x, u), · · · , vq(x, u) و y1(x, u), · · · , yp−1(x, u)

ŧرای ɔǀوǀاȔ ƒŮžƼات ƿɓراŧاǁŧ ͬ ŧاǁƍد. Ƽ v ƼوƸد ŧا ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه
‐(p + q) ،yp(x, u) ɔǁȔد Ƭرض ǁŮƊǄد. v ƼوƸد ŧا ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه
ƷɓدŨŭ ƘƉوŭ ∆(x, u) دȢŮƉاه اȡر .ŬƉا Ƒادق vyp = 1 در ǃȔ ŧاƍد ɔǀوǀاȔ ƒŮžƼات ƿɔƼا
y = (y1, · · · , yp) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای ŧا ،∆̃(y, v) دȢŮƉاه ǃŧ ǁŮƼاƝرش Ǫذɓر ȕƢƼوس ǃƚƱǀ ای
دارای ،∆̃(y, v) ƍده ƷɓدŨŭ دȢŮƉاه آȢǀاه ƍود، ƷɓدŨŭ v = (v1, · · · , vq) ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای و

از ŬƉا Ũơارت ǃȔ ŬƉا اƱŮǀال ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن
(y∗)i = yi, i = 1, · · · , p− 1,

(y∗)p = yp + ε,

(v∗)λ = vλ, λ = 1, · · · , q.

در و ͬ ƍود ƽǀ ƝاǄر ∆̃(y, v) ƍده ƷɓدŨŭ PDE دȢŮƉاه در ŸɓرƑ ƙور ǃŧ yp ŮƼغɔر ƿɓراŧاǁŧ
ƙور ǃŧ Žود ǃŧوǀ ǃŧ ǃȔ ŬƉا (ǑǕǕ . ǒ) Ƭرم ǃŧ ͬƑوƒŽ ŵواب Ǆای دارای دȢŮƉاه ƿɓا ǃŶɔŮǀ
∆(x, u) دȢŮƉاه از ǀاوردا ŵواب Ǆای آǅǀا ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ͬ ǁȔد Ƽ ƫɓرƢŭ را u = Θ(x) Ơŧواŭ ͬǁƽƕ
اƉاس ŧر ͬǁƽƕ ƙور ǃŧ ǃȔ ŬƉا ɒɓاورداǀ ŵواب Ǆای دارای ∆(x, u) دȢŮƉاه ،ͬǁƢɓ ͬ ŧاǁƍد، Ƽ
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ǐǑǒ Ưɔưد ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ و ƢƼادلات ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ در Ʊŭارن Ǆا Ȕارŧرد
دȢŮƉاه ƷŹ ŧا ǀاوردا ŵواب Ǆای ƿɓا Žاص، ŬƸاŹ در ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ (ǑǕǕ . ǒ) ǀاوردای Ƭرم
ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر q و y1, · · · , yp−1 ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر p − 1 ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ǃŮƬاɓ ƌǄاȔ
Ƭرم ŵاɓ·ذاری ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ǃŮƬاɓ ƌǄاȔ دȢŮƉاه ͬ ƍوǀد. Ƽ ƷƑاŹ v1, · · · , vq

دȢŮƉاه ǃŧ ŬƸاŹ ƿɓا ǃȔ ŬƉا آن ŧر Ƭرض ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ∆(x, u) دȢŮƉاه در (ǑǕǕ . ǒ) ǀاوردا
ŧرای آȢǀاه ∂ξ/∂u = 0 اȡر ǃȔ ɔǁȔد ǃŵوŭ Ǝǀود. ŶǁƼر ƿɔȕŭ ǃƸادƢƼ ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
،ŬƉا ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر دو دارای ∆(x, u) ͬŮưو ŬƸاŹ ƿɓا در .yi = yi(x) ƻɓدار ،i = 1, · · · , p− 1

ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر ǁơوان ǃŧ yi = y1 ŧا ODE دȢŮƉاه ɓ ǃŧ ǃŮƬاɓ ƌǄاȔ دȢŮƉاه ،p = 2 ͬǁƢɓ
ƍد. ŽواǄد ƷɓدŨŭ

ƻɔƱŮسƼ ŵاɓ·ذاری روش ǒ . ǐǒ . ǒ
(ǑǕǓ . ǒ) ǀاوردا ǃɓرو ƍرط ƢƼادلات Ůǀوان ǃȔ ŬƉا ƕروری ͬƼاȢǁǄ ɔƍوه ƿɓا از اƭŮƉاده Ƹزوم
ŧدون .ŬƬاɓ (ǑǕǕ . ǒ) ǃƒžƎƼ ODE دȢŮƉاه ŧرای ͬƼوƽơ ŵواب Ůǀوان ͬǁƢɓ Ȕرد، ƷŹ را
را (ǑǕǔ . ǒ) دȢŮƉاه Ƒورت ƿɓا در ξp(x, u) ̸= 0 ǃȔ Ȕرد Ƭرض ͬ ŭوان Ƽ ǃƸأƊƼ ŬɔƹȔ از ƿŮƉاȔ

:Ŭƍوǀ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ
∂uλ

∂xp
=
ηλ(x, u)

ξp(x, u)
−

p−1
∑

i=1

ξi(x, u)

ξp(x, u)

∂uλ

∂xi
, λ = 1, · · · , q. (ǑǕǖ . ǒ)

ǃŧ ŬŨƊǀ u ƱŮƎƼات ƷƼاƍ ǃƹƽŵ ای Ǆر ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ǃŶɔŮǀ آن ƷɔƊǀراƭɓد و (ǑǕǖ . ǒ) ǁŧاŧر
ŮƼغɔر Ǆای ǃŧ ŬŨƊǀ u ƱŮƎƼات ƽǄاǁǀد u و x از ͬŭلاƽŵ ŦƊŹ ŧر ͬ ŭوان Ƽ را xp ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر
ƱŮƎƼات و (ǑǕǖ . ǒ) ƻɔƱŮƊƼ ŵاɓ·ذاری از Ƣŧد ƿɓراŧاǁŧ داد. ƌɓاƽǀ x1, · · · , xp−1 ƷƱŮƊƼ
ɓ ƻɔƱŮƊƼ ƙور ǃŧ ،ŬƉا ƍده ƝاǄر دȢŮƉاه در ǃȔ xp ǃŧ ŬŨƊǀ ŵزئͬ ƯŮƎƼ Ǆر ŧرای آن
ŮƼغɔر p − 1 ،u1, · · · , uq ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر q ƷƼاƍ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات از ǃŮƬاɓ ƌǄاȔ دȢŮƉاه
ͬ ƍود. Ƽ ƷƑاŹ xp ǪاراŮƼر و x1, · · · , xp−1 ǃŧ ŬŨƊǀ u1, · · · , uq ƱŮƎƼات ،x1, · · · , xp−1 ƷƱŮƊƼ
ǀاوردای ŵواب ŭوɔƸد ŦŨƉ ،ǃŮƬاɓ ƌǄاȔ ƢƼادلات دȢŮƉاه از u = Φ(x1, · · · , xp−1 : xp) ŵواب

ͬ ƍود. Ƽ ∆(x, u) دȢŮƉاه ŧرای u = Θ(x)

ǅǶار‐Ƣŧدی Ʊŭارن ȡروه ŧا uxxx+uux+ut = 0 ƕاƚŧۀ ŧا PDE ɓ KdV ǃƸادƢƼ .ǐ . ǐǒ . ǒ Ƽثال
ͬ ƍوǀد: Ƽ ŭوɔƸد زɓر ƼوƸد Ǆای ŧا آن ɔƞǀر ͬƸرŨŵ ǃȔ ŬƉا

v1 = ∂x, Ƽ΄ان اƱŮǀال
v2 = ∂t, زƼان اƱŮǀال
v3 = t∂x + ∂u, ȡاǃƹɔƸ ای ŬȔرŹ
v4 = x∂x + 3t∂t − 2u∂u. ƈǀاŶŭ

Ǝǀان ǃŨƉاźƼ .[ǖǔ] ƻɔǄد ƌǄاȔ ͬƸرŨŵ اƱŮǀال ƼوƸد Ǆای ǃŧ ŬŨƊǀ را ǃƸادƢƼ ƻɔǄواŽ ͬ Ƽ
از اƭŮƉاده ŧا ǁŮƊǄد. ǃƸادƢƼ اƱŮǀال Ũŭدɓلات ɔƞǀر ǀاوردای دو v = u و y = x− ct ǃȔ ͬ دǄد Ƽ
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǑǓ
.ƻɔƊɓوǀ ͬ Ƽ v و y ŦƊŹرŧ را ǃƸادƢƼ در Ƽوŵود ƱŮƎƼات زɔŶǀره ای ƯŮƎƼ ưاơدۀ

ut = uyyt = vyyt = −cvy, vx = uyyx = vy,

uxxx = vyyyyx = vyy.

ODE ƢƼادƸۀ KdV ǃƸادƢƼ در ƱŮƎƼات ƿɓا ŵاɓ·ذاری ŧا
vyyy + vvy − cvy = 0, (ǑǕǗ . ǒ)

اول ǃŨŭرƼ ƢƼادƸۀ ɒǪ در ɒǪ اȢŮǀرال ɔȡری دوŧار ŧا ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƷƑاŹ
3v2y + v3 − 3cv2 − 6k1v + k2 = 0, (ǑǕǘ . ǒ)

ͬƢŧاŭ ͬ ƍود Ƽ ƷƑاŹ (ǑǕǘ . ǒ) ƢƼادƸۀ ƷŹ ŧا ǃȔ KdV ƢƼادƸۀ ͬƼوƽơ ͬ آɓد.ŵواب Ƽ ŬƉد ǃŧ
|x| → ∞ و u→ 0 اȡر .ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان u = f(x−ct+δ) ŧا را آن ǃȔ ŬƉا (x−ct+δ) از Ɩɔŧوی

ŵواب و ƍده ƭƑر دو Ǆر k2 و k1 (ǑǕǘ . ǒ) ƢƼادƸۀ در آȢǀاه
u = 3c sech2

(

1

2

√
2y + δ

)

,

در y ŵای ǃŧ x− ct ŵاɓ·ذاری ŧا .ŬƉا Ƽوج اƎŮǀار ŬơرƉ c ǪاراŮƼر آن در ǃȔ ͬ آɓد Ƽ ŬƉد ǃŧ
ŵواب Ƭوق، ŵواب

u(x, t) = 3c sech2
(

1

2

√
2(x− ct) + δ

)

,

آƼد. ŽواǄد ŬƉد ǃŧ u = −12/(x + δ)2 ƿɔȕŭ ŵواب c = 0 ازای ǃŧ ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƷƑاŹ
آǅǀا از ǃȔ ǁŮƊǄد KdV ƢƼادƸۀ ŧرای ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب Ǆای از ƽǀوǃǀ   ای Ƭوق ŵواب Ǆای
ŵواب Ǆات از ǀوع ƿɓا ǃŧ ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب Ǆای اƼا ͬ ƍود. Ƽ ɓاد ɔƉار Ƽوج ŵواب Ǆای ǃŧ
ȡاǃƹɔƸ ای ŬȔرŹ ƷɓدŨŭ ɔƞǀر ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب Ǆای ƻɓدار ƒưد ǃƼادا در ͬ ƍوǀد. ƽǀ źƼدود
ŧوده ƷɓدŨŭ ƿɓا ͬƢŧاŭ ƷƱŮƊƼ ǀاورداǄای v = tu− x و y = t ،t > 0 ازای ǃŧ .ƻɓآور ŬƉد ǃŧ را

از: Ũơارǁŭد ŵدɓد ƱŮƎƼات و
ut = (yvy − v − x)y−2, ux = y−1, uxxx = 0.

ŶǁƼر آن ƷŹ ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ǃŶɔŮǀ vy = 0 ƢƼادƸۀ KdV ƢƼادƸۀ در ƱŮƎƼات ƿɓا ŧاŵاɓ·ذاری Źال
t > 0 ازای ǃŧ اƼا ͬ ȡردد. Ƽ ȡاǃƹɔƸ ای ŬȔرŹ ƷɓدŨŭ ŧرای u =

x+ δ

t
ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب ǃŧ

y = t−1/3x, v = t2/3u,

ǀاورداǄا ƿɓا ƿŮƬرȡ ƞǀر در ŧا ŵدɓد ƱŮƎƼات و ͬ ŧاǁƍد Ƽ ƈǀاŶŭ ƷɓدŨŭ ɔƞǀر ƯŮƊƼ ǀاوردای دو
از: Ũơارǁŭد

ut =
1

3
t−5/3(yvy + 2v), ux = t−1vy, uxxx = t−5/3vyyy.
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ǐǑǔ Ưɔưد ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ و ƢƼادلات ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ در Ʊŭارن Ǆا Ȕارŧرد
:ŬƉراɓز ODE ƷɓدŨŭ ƿɓا Ŭźŭ ǃŮƬاɓ ƌǄاȔ ƢƼادƸۀ ƿɓراŧاǁŧ

vyyy + vvy −
1

3
yvy −

2

3
v = 0.

ƷɓدŨŭ Ŭźŭ اƼا ŬƊɔǀ ƿ΄ƽƼ Ƽوŵود روش Ǆای ŧا Ɖوم ǃŨŭرƼ ƢƼادƸۀ ƿɓا ƷŹ
ƢƼادƸۀ ǃŧ Ƭوق ƢƼادƸۀ v = dw/dy − 1/6w3

wyyy −
1

6
w2wy −

1

3
ywy −

1

3
w = 0,

ƢƼادƸۀ ǃŧ ɔȡری اȢŮǀرال Ũ΄ɓار ŧا ǃȔ ƍده ƷɓدŨŭ
wyy −

1

18
w3 − 2

3
yw − k = 0,

را ƈǀاŶŭ ƷɓدŨŭ ɔƞǀر ͬǄروȡ ǀاوردای ŵواب آن ƷŹ و ŬƉا ƷŹ Ʒŧاư ǃȔ ͬ ɓاŧد Ƽ ƌǄاȔ
ͬ Ɖازد. Ƽ

اƎŮǀار ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ .Ǒ . ǐǒ . ǒ Ƽثال
Dα
t u = kuxx, 0 < α < 1, (Ǒǖ٠ . ǒ)

ǃƸادƢƼ ƿɓا در ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر ǃȕǁɓا Ƭرض ŧا .[Ǒǘ] ɔ·ŧرɓد ƞǀر در را ŬƉا Ŭŧاű ɓ آن در k ǃȔ
ͬ Ǫذɓرد: Ƽ Ʊŭارن ȡروه ǁơوان ǃŧ را زɓر ƹƽơ·ر Ǆای ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧاƍد، ȔاǪوŭو ɓا و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر

v1 =
∂

∂x
, v2 = t

∂

∂t
+
α

2
x
∂

∂x
,

v3 = u
∂

∂u
, v∞ = h(t, x)

∂

∂x
.

ƼوƸد ŧا Ũŭدɓلات ȡروه Ŭźŭ ǀاوردا ŵواب
v1 + ρv3 =

∂

∂x
+ ρu

∂

∂u
,

:ŬƉا زɓر Ƭرم ǃŧ
u(t, x) = eρxϕ(t),

:ŬƉا Ƒادق زɓر ǃƸادƢƼ در ϕ(t) ǃȔ
Dα
t ϕ(t) = kρ2ϕ(t),

ŵواب ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ ŧرای ǃȔ
u(t, x) = eρxtα−1Eα,α(kρ

2tα),

ŵواب ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ ŧرای و
u(t, x) = eρxEα,1(kρ

2tα),

ƫɓرƢŭ ŧا ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر Ơŧاŭ ƽǄان Eα,β ŵواب دو ƿɓا در ǃȔ ŬƉا ذȔر ǃŧ لازم ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ را
.ŬƉا Eα,β(z) =∑∞

m=0

zm

Γ(αz + β)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǑǕ
ŦɔȔرŭ ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در را داɓره ای žƼزن در Ƕاه ɓ درون در ͬơاƢƍ ŵرɓان .ǒ . ǐǒ . ǒ Ƽثال
ɓا و ƻȔ ŭراǪ ƻȔذɓری ŧا ɔƉال ŧرای ɔŭاŮƉا ŵرɓان ŧرای ͬƉدار ưاǀون و اǀرژی ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون

ͬ ƍود: Ƽ ǀاɔƼده ǁǁȔده Ơɓوزŭ ǃƸادƢƼ ǃȔ ͬ دǄد Ƽ ǃŶɔŮǀ PDE ɓ ،Ŭŧاű
∂2ρ

∂r2
+

1

r

∂ρ

∂r
=

ϕµct
0.000264k

∂ρ

∂t
,

ǁŮƊǄد ǃƸأƊƼ از ͬŮŧواű k و ct ،µ ،ϕ ɔǀز و t زƼان در Ƕاه از r ǃƹƑاƬ در ƎƬار ρ ǃƸادƢƼ ƿɓا در
از ƷƱŮƊƼ Ǫذɓری Ʒƹžŭ ϕ و ͬǀاƊƎȔ µ ƭǀوذ Ǫذɓری، k ŭراǪ ƻȔذɓری، ct ǁŮƊɔǀد. ρ از ͬƢŧاŭ ǃȔ
ͬƉدǁǅƼ در Ȕارŧرد Ǫر و ƻǅƼ ɔƊŧار ƢƼادلات از ͬ΄ɓ ǃƸادƢƼ ƿɓا ǁŮƊǄد. ƬرƼول ƿɓا در ƎƬار
∂ρ

∂t
Ŧɓرƕ ɔǀز و ƊȔری ŬƸاŹ در را ǃƸادƢƼ ƿɓا در دوم ƯŮƎƼ ǃȔ ͬŭورƑ در .[ǘǐ] ŬƉا Ŭƭǀ

:ƻɔǁȔ ͬƊɓوǀازŧ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ƻɔǀواŭ ͬ Ƽ را ǃƸادƢƼ ƻɔǁȔ Ƭرض η Ŭŧاű را
∂αρ

∂tα
= η

∂2ρ

∂r2
+
η

r

∂ρ

∂r
, (Ǒǖǐ . ǒ)

Ƒورت ǃŧ (ǑǖǑ . ǒ) ǃƸادƢƼ Ǆای Ʊŭارن .ŬƉا t ∈ (0, T ], (T ≤ ∞) و 0 < α < 1 ǃƸادƢƼ ƿɓا در
:

v1 = αr
∂

∂r
+ 2t

∂

∂t
+ (ρα− ρ)

∂

∂ρ
,

v2 = 2
∂

∂r
− ρ

r

∂

∂ρ
, v3 = ρ

∂

∂ρ
, v∞ = h(r, t)

∂

∂ρ
. (ǑǖǑ . ǒ)

ǃƒžƎƼ ǃƸادƢƼ ƷŹ ŧا v1 ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا ǁŮƼاƝر ǃŧاƎŮƼ ŮƼغɔر Ǆای ŧود. ŽواǁǄد
ͬ ƍوǀد: Ƽ ŬƬاɓ زɓر

dr

αr
=
dt

2t
=

dρ

ρα− ρ
. (Ǒǖǒ . ǒ)

ǃƸادƢƼ ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ دŨǀال ǃŧ Źال ǁŮƊǄد. ρr
1−α
α و r−2/αt Ƒورت ǃŧ ǀاوردا Ǆا ŬƸاŹ ƿɓا در

Ƭرم ǃŧ ŵواب ɓ ŧا (Ǒǖǐ . ǒ)
ρ(t, r) = r

α−1
α θ(tr

−2
α ).

زɓر Ƭرم ǃŧ ǃŧاƎŮƼ ŵواب دارای ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ ŧا (Ǒǖǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ ƈǪ .ƻɔŮƊǄ
:ŬƉا

ρ(t, r) = r
α−1
α θ(z), z = tr

−2
α .

ŧود: ƻɔǄواŽ زɓر źƼاŨƉات اŶǀام ɔǀازǁƼد θ(z) ŧرای ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ƿŮƬاɓ ƞǁƼور ǃŧ
∂αρ

∂tα
=

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

ρ(r, τ)

(t− τ)α
dτ =

1

Γ(1− α)
r

−2
α
d

dz

∫ z

0

r
α−1
α θ(y)r−2

(z − y)α
r

2
α dy

= r
−2α+2

α
1

Γ(1− α)

d

dz

∫ z

0

θ(y)

(z − y)α
dy, (ǑǖǓ . ǒ)

PDF Compressor Free Version 



ǐǑǖ Ưɔưد ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ و ƢƼادلات ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ در Ʊŭارن Ǆا Ȕارŧرد
:ƻɓدار ǃŶɔŮǀ در .ŬƉا y = τr

−2
α Ƭوق راƚŧۀ در

∂αt ρ(t, r) = r
−2α+2

α ∂αz θ(z). (Ǒǖǔ . ǒ)
رɔƉد: ƻɔǄواŽ زɓر ǃŮƬاɓ ƌǄاȔ ǃƸادƢƼ ǃŧ ،(Ǒǖǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ در ŧالا Ũơارت ŵاɓ·ذاری ŧا
∂αz θ(z) = r

α−3
α η

1− α

α2
θ(tr

−2
α ) + r

α−5
α η

2− 2α

α2
θ′(tr

−2
α ) + tr

−4
α η

2α+ 4

α2
θ′(tr

−2
α )

+t2r
−6
α η

4

α2
θ′′(tr

−2
α ) + r

α−3
α η

α− 1

α
θ(tr

−2
α ) + tr

α−5
α η

−2

α
θ(tr

−2
α ). (ǑǖǕ . ǒ)

ǃɓرو ƍرط از ɔȡری اȢŮǀرال ŧا .ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ را v2 ƼوƸد ŧا ȡروه Ŭźŭ ǀاوردا ŵواب Źال
ǀاوردای

2
dρ

ρ
=
dr

r
,

ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƯŮƎƼ ŧا (Ǒǖǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ ƿɓراŧاǁŧ .Ŭƍدا ƻɔǄواŽ را √
r و t ǀاوردا ŮƼغɔرǄای

(Ǒǖǐ . ǒ) ǃƸادƢƼ در ŵواب ƿɓا Ȕردن وارد ŧا .ŬƉا ρ(t, r) =
√
rθ(t) ǀاوردای ŵواب دارای

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ
Dα
t ρ(t, r) =

(

−η
4

)

r−3/2θ(t) +
( η

2r

)

r−1/2θ(t).

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ را زɓر ǃŮƬاɓ ƌǄاȔ ǃƸادƢƼ ƿɓراŧاǁŧ
Dα
t θ(t) =

( η

4r2

)

θ(t), (Ǒǖǖ . ǒ)
لاǪلاس ƷɓدŨŭ ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ɓادآوری .ŬƉا ƷŹ Ʒŧاư لاǪلاس ƷɓدŨŭ ɔǁȕŭ ƽȔ ŧا Ƭوق ǃƸادƢƼ

:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ α > 0 ǃŨŭرƼ از ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ از

L{Dα
t f(t)} = sαf̄(s)−

n−1
∑

k=0

sk
(

Dα−k−1
t f(t)

)

t=0
, n− 1 ≤ α < n. (ǑǖǗ . ǒ)

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ (Ǒǖǖ . ǒ) ƙرف دو از لاǪلاس ƷɓدŨŭ اƽơال ŧا ƈǪ

sαL{θ(t)} −
n−1
∑

k=1

s0[Dα−k−1
t θ(t)]t=0 =

( η

4r2

)

θ̄(s), (Ǒǖǘ . ǒ)

ƍود: ǃŮƍوǀ ɔǀز زɓر Ƭرم ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ ǃȔ
θ̄(s)

(

sα − η

4r2

)

= s0,

:ƻɓدار Ƭوق راƚŧۀ ƙرف دو ŧر لاǪلاس ƷɓدŨŭ ȕƢƼوس اƽơال ŧا
θ(t) = tα−1Eα,α

( η

4r2
tα
)

, (ǑǗ٠ . ǒ)
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اȢŮǀرال و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن ȡروه Ǆای ǐǑǗ
ͬ دǄد: Ƽ ǃŶɔŮǀ را زɓر Ưɔưد ŵواب ǃȔ

ρ(t, r) =
√
rtα−1Eα,α

( η

4r2
tα
)

, (ǑǗǐ . ǒ)
Ơŧاŭ از لاǪلاس ƷɓدŨŭ ǃȔ ƻɔǀداŧ ŧاɓد .ŬƉا ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر دو‐ǪاراŮƼری Ơŧاŭ Eα,β(z) آن در ǃȔ

ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα)

L
{

tαk+β−1E
(k)
α,β(±atα)

}

=

∫ ∞

0
tαk+β−1e−stE

(k)
α,β(±atα)dt

=
k!sα−β

(sα ∓ a)k+1
, ℜ(s) > |a| 1α ,

در را (Ǒǖǖ . ǒ) ǃƸادƢƼ Źال .ŬƉا ŮɔƼاگ‐ƹƭƸر Ơŧاŭ ƯŮƎƼ E
(k)
α,β(y) ≡ dk

dyk
Eα,β(y) آن در ǃȔ

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در ŬƉا ȔاǪوŭو آن در ƊȔری ƯŮƎƼ ǃȔ ͬŮƸاŹ
CDα

t θ(t) =
( η

4r2

)

θ(t). (ǑǗǑ . ǒ)
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ α > 0 ǃŨŭرƼ ŧا ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ از لاǪلاس ƷɓدŨŭ

L{CDα
t f(t)} = sαf̄(s)−

n−1
∑

k=0

sα−k−1f (k)(0), n− 1 < α ≤ n. (ǑǗǒ . ǒ)

رɔƉد: ƻɔǄواŽ زɓر ǃŶɔŮǀ ǃŧ (ǑǗǑ . ǒ) ƙرف دو ŧر لاǪلاس ƷɓدŨŭ اƽơال ŧا
sαθ̄(s)− sα−1θ(0) =

( η

4r2

)

θ̄(s). (ǑǗǓ . ǒ)
غɔر دžƸواه Ŭŧاű ɓ b ǃȔ θ(0) = b ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ƭرض ͬǅɓدŧ غɔر ŵواب آوردن ŬƉد ǃŧ ŧرای

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ ƈǪ ،ŬƉا ƭƑر
θ̄(s) =

sα−1b

sα −
( η
4r2

) , (ǑǗǔ . ǒ)

Ưɔưد ŵواب ȕƢƼوس لاǪلاس ƷɓدŨŭ اƽơال ŧا ƿɓراŧاǁŧ
ρ(t, r) =

√
rbEα,1

( η

4r2
tα
)

. (ǑǗǕ . ǒ)
.ŬŽاƉ ƻɔǄواŽ را

Ŭƍادداɓ
ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ǅƭƼوم ŧا ɔǁŧادی ƙور ǃŧ ŭا ƍد ͬƢƉ Ŭƍذȡ رو ƌɔǪ از ǃȔ ͬƹƒƬ در
ƷŹ در Ʊŭارن ȡروه Ǆای Ȕارŧرد Ǆای از ͬŽرŧ ǃƼادا در .ƻɓوƍ آǁƍا آن Ǆا اǀواع و ƷɔƊǀراƭɓد
زǄ ǃǁɔƼای در ͬƽǅƼ ƌƱǀ Ʊŭارن ƍد. ǃارائ ƢƼادلات ͬ Ǆای ȡژɓو ɔŧان و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات

PDF Compressor Free Version 



ǐǑǘ Ưɔưد ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ و ƢƼادلات ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ در Ʊŭارن Ǆا Ȕارŧرد
ŧرای ưدرǁƽŭد و Ƽؤűر روش ɓ ͬƸ روش ƻɔǀداɔƼ ǃȔ ǃǀوȢǀاƽǄ ͬ ǁȔد. Ƽ اƭɓا ŬƢɔŨƙ در ƫƹŮžƼ
Ʊŭارن ȡروه źƼاŨƉۀ روش ͬ ŧاƍد. Ƽ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای Ưɔưد ŵواب Ǆای آوردن ŬƉد ǃŧ
źƼاŨƉۀ ŧرای را ŸɓرƑ ƬرƼول ǐǗورƸاو و ƍد ǁŧا ͬƸ ƘƉوŭ ŧار ƿɔŮƊžǀ اŮƼداد ƬرƼول وƹɔƉۀ ǃŧ
و ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ǃŧ ǃȔ دارǀد وŵود ƽƍ ɒŧاری ͽŵراƼ .[ǖǖ] Ȕرد ǃارائ Ʊŭارن Ǆا
[ǘǗ ،ǖǔ ،Ǔǐ ،ǐǘ] ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ Ůǅŧر ɒɓاǁƍآ Ŭǅŵ Žواǁǀده ǃȔ ǪرداǃŮŽ اǀد آǅǀا ͬƉدǁǄ Ʒɔƹźŭ

ƽǀاɓد. ǃƢŵراƼ
آن Ǆا اƬزون روز اƭŮƉاده ƷɔƸد ǃŧ ƊȔری ǃŨŭرƼ ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŮƍذȡ دǄ ǃǄای در
ƹơوم Ɖاɓر و ͬƉدǁǅƼ ɔŧوƸوژی، اƒŮưاد، ،ɓزɔƬ در ƫƹŮžƼ ͬƚŽرɔغ Ǫدɓده Ǆای ƫɔƑوŭ در
ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬ Ǆای ȡژɓو ͬƉررŧ ǃŧ زɓادی ƱƼالات ŧوده اǀد. ǃŵوŭ Ƽورد ɔƊŧار
ͬǀراواƬ روش Ǆای ŬƉا ذȔر ƍاɓان ǪرداǃŮŽ اǀد. آǅǀا ŧرای Ưɔưد ŵواب Ǆای ƿŮŽاƉ و ƊȔری
از ǃȔ دارǀد وŵود ͬƚŽ غɔر ǄFDEای ŧرای ŸɓرƑ و Ưɔưد ơددی، ŵواب Ǆای ƿŮŽاƉ ŧرای
روش ،ɒǪوŭوƼوǄ اŮŽلال روش ،ƷɓدŨŭ روش ،ǐǘƿɔƼادو ǃɓزŶŭ روش ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ آǅǀا ǃƹƽŵ
ŭا ƽǀوده اǀد ŭلاش ɔƊŧاری ǀوǁƊɓدȡان اɔŽرا Ȕرد. اƍاره ŭغɔɔرات ȕŭرار روش و ǃƸادƢƼ‐رɓز
ŲƼال (ŧرای دǁǄد ƘƊŧ ƊȔری ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ را ͬƸ ͬǄروȡ آǀاɔƸز روش Ǆای
ƢƼادلات ɒɓاورداǀ ǃȔ ŧود آن ŧر Ƽا ͬƢƉ ɔǀز ƷƒƬ ƿɓا در .([ǘǕ ،ǒ٠ ،Ǒǘ ،ǑǗ ،ǑǕ ،ǑǓ]
.ƻɓرɔ·ŧ Ȕار ǃŧ آǅǀا ŧرای Ưɔưد ŵواب ƿŮŽاƉ ŧرای را Ũŭدɓلات ȡروه Ŭźŭ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد
از دžƸواه ȡروه ɓ Ŭźŭ ǄFDEا ɒɓاورداǀ ͬƉررŧ ŧرای را ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ روش راŮƉا ƿɓا در
از ɔȡری اȢŮǀرال ŧرای آƼده ŬƉد ǃŧ Ʊŭارن Ǆای از Ŭɓاǅǀ در .ƻɔŮƬرȡ Ȕار ǃŧ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات
ƢƼادلات ŧرای وɓژه ŵواب Ǆای ƿŮƬاɓ ŧرای ɔǀز و ƊȔری ƱŮƎƼات ŧا ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
اŶǁɓا در ǃǷǀآ .ƻɓودƽǀ اƭŮƉاده ȔاǪوŭو ɔǀز و ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ ŧا ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد
ŧا اȢŮǀرال ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ ͬƸ ͬǄروȡ آǀاɔƸز روش ƻɔƽƢŭ ƍد ͬƉررŧ ŧار ƿɔŮƊžǀ ŧرای

ƍد. داده ƍرح و ƘƊŧ ŲƼال ǁǶد ƽȔ ŧا ͬƹȔ ŭئوری ɔŧان از Ƣŧد ǃȔ ŧود ƊȔری ǃŨŭرƼ

ǐǗOlver ǐǘAdomin
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ƷصƬ
Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư

Ȕدام ǃȔ ǁǁȔد ͬƼ ƫɔƑوŭ آǅǀا ǁŮƊǄد، ͬƉاƉا ͬ΄ɓزɔƬ ǅŵان از Ƽا درک ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
ưاǀون ŲƼال، ǁơوان ǃŧ ǁŮƭɔŧد. اƭŭاق ŬƢɔŨƙ در ŭواǁǀد ͬƽǀ ɓا ŭواǁǀد ͬƼ ƬرآǁɓدǄا از ɓ
Ǆر ǁȔد، ͬƽǀ ŭغɔɔر ǃƸزوɓا ƻŮƊɔƉ ɓ در اǀرژی ƷȔ ƱƼدار ǃȔ ǁȔد ͬƼ ɔŧان اǀرژی از ͬȢŮƊɓاǪ
ͬƕاɓر و ɓزɔƬ در ͬƭƹŮžƼ ƫɓارƢŭ دارای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư دǄد. Ʒ΄ƍ ŭغɔɔر ŬƉا ƿ΄ƽƼ ǁǶد
اǀدازه Ʒŧاư ƐžƎƼ ͬȡژɓو ɓ ȕǀردن ŭغɔɔر ǁƢƼای ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ ،ɓزɔƬ در ǁŮƊǄد.
ƿɔǀواư ǃƹƽŵ از .ŬƉا زƼان ƙول در ƻŮƊɔƉ ŭغɔɔر وŵود ŧا ǃƸزوɓا ͬ΄ɓزɔƬ ƻŮƊɔƉ ɓ از ɔȡری
ǃɓزاو ŬȔرŹ ͬȢŮƊɓاǪ ،ͬƚŽ ŬȔرŹ ͬȢŮƊɓاǪ اǀرژی، ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ͬ ŭوان Ƽ Ưɔưد ͬȢŮƊɓاǪ
در ɔǀز ɒŨɓرƱŭ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư از ɔƊŧاری ƽǀوǄ ǃǀای ŧرد. ǀام را ͬ΄ɓرŮ΄Ƹا ŧار ͬȢŮƊɓاǪ و ای
Ƣŭداد زوج Ǆا، Ʊŭارن ŵرم، Ƽاǁǀد ƱƼادɓری ͬȢŮƊɓاǪ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ ǃƹƽŵ آن از ǃȔ دارد وŵود ɓزɔƬ
اƼا ،ͬ΄ɓزɔƬ ƬرآǁɓدǄای از ͬƑاŽ رده Ǆای در ƱƼادɓر ƿɓا ŧرد. ǀام غɔره و ŧارɓون Ƣŭداد ŮǫƸون،

ƍود. ͬƼ ƜƭŹ Ƽوارد ǃƽǄ در ǃǀ
ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ǁơوان ǃŧ ͬƕاɓر Ƒورت ǃŧ ƽƢƼولا ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ
ɔŧان ưاǀون ƿɓا ͬ ƍود. Ƽ ɔŧان ͬ دǄد، Ƽ را ŬɔƽȔ آن اƱŮǀال و ŬɔƽȔ ɓ ƱƼدار ƿɔŧ راǃƚŧ ای ǃȔ
ŬɔƽȔ ƱƼدار ŧا ͬ ŭواǀد Ƽ ƘƱƬ ƻŶŹ درون ɓا ǃƚƱǀ ɓ در ŬɔƽȔ ɓ ͬȢŮƊɓاǪ ƱƼدار ǃȔ ǁȔد ͬƼ
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư Ƽورد در ƻǅƼ ŴɓاŮǀ از ͬ΄ɓ ǁȔد. ŭغɔɔر دارد، ŵرɓان آن از Žارج ɓا ƻŶŹ در ǃȔ
در ƽŮƼاɓز Ʊŭارن ɓ و ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون Ǆر ƿɔŧ ǃȔ ǁȔد ͬƼ ɔŧان ǃɔƖư ƿɓا .ŬƉا ǐرŭوǀ ǃɔƖư

ǐNoether

ǐǒǐ
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǒǑ
ǃŮƊŧوا Ʊŭارن ǅƭƼوم ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǅƭƼوم ƈǪ ŬƉا Ƽوŵود ɓ ǃŧ ɓ ǁŭاƝر ɓ ŬƢɔŨƙ

.ŬƉا
ŧرای آǅǀا ǁŮƊǄد. زɓادی Ƭواɓد دارای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃƢƸاƚƼ در
ǁŮƊǄد. ƻǅƼ ŵواب  Ǆا ɒɓاŮ΄ɓ و وŵود اŨűات ŧرای و ͬƚŽ ȢǀاǄ Ŭƍای اȢŮǀرال Ǫذɓری ƯɔƱźŭ
روش  Ǆای ǃƢƉوŭ و ŵواب Ǆا ͬƼوƽơ رŮƬار و Ǫاɓداری آǀاɔƸز ŧرای ƿɔǁǷƽǄ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿɓا
ǃȔ ŬƉا ƈǀورژاɓد Ƭرم ǃŧ ͬƎɓاƽǀ PDE دȢŮƉاه ɓ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ͬ ƍوǀد. Ƽ اƭŮƉاده ơددی
ͬǅɓدŧ غɔر ƈǀورژاɓد ƌɓاƽǀ Ǆر ͬƹȔ ŬƸاŹ در ͬ ƍود. Ƽ ƭƑر PDE دȢŮƉاه ŵواب Ǆای ƽŭام روی
(ƬاŮȔورǄا)، ͬƢƕوƼ Ŧɓراƕ از ͬ دǄد، Ƽ ǃŶɔŮǀ را PDE دȢŮƉاه از ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǃȔ
ǃŧ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای ƱŮƎƼات ͬǄاǁŮƼ Ƣŭداد ƿɔǁǷƽǄ و ǃŮƊŧوا و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ǃŧ ƘŨŭرƼ
ǃŮƊŧوا و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ǃŧ ǃŮƊŧوا ،ƈǀورژاɓد ƌɓاƽǀ Ǆر ǃȔ ͬ ƍود Ƽ Ŭŧاű ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد
ƹƽơ·رǄای اȡر ،ƈȕơرŧ ͬ ƍود. Ƽ Ǫوچ اوƹɓر ƹƽơ·رǄای ƘƉوŭ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر Ǆای ƱŮƎƼات و
ƱŮƎƼات و ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ƷƼاƍ ͬƎɓاƽǀ در ƍده ƝاǄر ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای ǃŧ Ƽرŧوط اوƹɓر
ŧود. ŽواǄد ƈǀورژاɓد ƌɓاƽǀ ɓ ƌɓاƽǀ آن آȢǀاه Ɖازد، Ǫوچ را ƌɓاƽǀ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای
Ŧɓراƕ از ƽŶƼوǃơ ای اȡر ǅǁŭا و اȡر ŬƉا ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون دارای PDE دȢŮƉاه Ǆر ƿɓراŧاǁŧ
اوƹɓر ƹƽơ·رǄای ƘƉوŭ دȢŮƉاه، در PDE Ǆر ŧا آǅǀا ͬƚŽ ŦɔȔرŭ ǃȔ ŧاƍد Ƽوŵود ͬƢƕوƼ

ƍود. Ǫوچ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر Ǆر ǃŧ Ƽرŧوط
از ƽŶƼوǃơ ای ƿŮƬاɓ ǃƸأƊƼ ǃŧ ،PDF دȢŮƉاه ɓ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ǃƸأƊƼ ƿɓا ǁŧاŧر
اوƹɓر ƹƽơ·رǄای ƘƉوŭ دȢŮƉاه PDE Ǆر ŧا آǅǀا ͬƚŽ ŦɔȔرŭ ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ͬǅŮǁƼ ͬƢƕوƼ Ŧɓراƕ
ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ŭوɔƸد Űơاŧ ǃȔ ͬƢƕوƼ Ŧɓراƕ از ƽŶƼوǃơ ای Ǆر ŧرای ơلاوه، ǃŧ ͬ ƍود. Ƽ Ǫوچ
دارد. وŵود ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ͬ Ǆای Ƹا·Ƕ و ƍار آوردن ŬƉدŧ ŧرای ͬƸراȢŮǀا ƬرƼول ɓ ͬ ƍود Ƽ
ƽƢƼولا˟ ǃȔ ͬ آǁɓد Ƽ ŬƉد ǃŧ ͬƢƕوƼ Ŧɓراƕ ƍدن ƐžƎƼ از Ƣŧد ƻɔƱŮƊƼ ǃŨƉاźƼ از آǅǀا Ŧƹاغ

ͬ ǁǁȔد. Ƽ ɓاد ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư źƼاŨƉۀ ŧرای ƻɔƱŮƊƼ روش ǁơوان ǃŧ آن از
را ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا ɓ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ اȡر ǃȔ داد Ǝǀان ǀوŭر ǐǘǐǗ Ɖال در
ɓ دارد ǃȢǀ Ǫاɓا را ͬƢŧاŭ Ʒƽơ ǃȔ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه Ǆر آȢǀاه ǫŧذɓرد،
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƍار ŧرای ͬƸوƼرƬ ǀوŭر Žاص، ŬƸاŹ در داد. ŽواǄد ǃŶɔŮǀ را ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون
ŧوɓر ǐǘǕǖ Ɖال در داد. ƠɔƉوŭ را ǀوŭر ǃɔƖư ǑƿȡاǄ‐ƷɔƊŧ ɓار ǐǘǑǐ Ɖال در ƽǀود. ǃارائ
ǃŧ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ͬƸ ȡروه Ǆای ƘƉوŭ ǃǀو·Ƕ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿɔǁǶ ƽŭام ǃȔ داد Ǝǀان

ͬ ƍوǀد. Ƽ ƷƑاŹ ͬƎǷɔǪ Ƭرم
ǃɓاǪرŧ ǃȔ ͬƚŽرɔغ ͬưاźƸا Žود ͬƹȔ ǅƭƼوم ǒوفƽɔȡراŧا اچ. Ʒɔǀ ǀام ǃŧ Ƭردی Ɖال Ǆای در
ŬƉا ƽǀوده  ͬƬرƢƼ ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای را ŬƉا ưراردادی لاȡراǀژی ǅƭƼوم
ͬƚŽرɔغ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃȔ ƽǀود Ŭŧاű وی .[Ǔǘ]‐[ǓǕ]
ƻŮɓور·Ƹا داد Ǝǀان ƿɔǁǷƽǄ وی .ŬƉا ǃŮƊŧوا ƢƼادلات ƿɓا از ɒɓاǄ اهȢŮƉد ɓا و اźƸاق Žود
.ŬƉا اƭŮƉاده Ʒŧاư ɔǀز ƢƼادلات ƿɓا ŧرای ŧود ƍده ͬƬرƢƼ [ǔǐ] و [ǔ٠] در ŮƎɔǪر ǃȔ ƉوǁƼدی

ǑErich Bessel-Hagen ǒNail H. Ibragimov
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ǐǒǒ ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
ŬƉد ǃŧ لاȡراǀژی ŧر ǀوŭر ƹƽơ·ر Ǆای دادن اűر ŧا ƻŮɓور·Ƹا ƿɓا در ͬȢŮƊɓاǪ ŧرادر ƼؤǄ ǃƭƸای
ͬǄاȢŮƉد ɓا و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư روɓ΄رد ƿɓا ŧا ͬ آǁɓد. Ƽ
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư از اƭŮƉاده ŧا ǁŮƊǄد، ưراردادی لاȡراǀژی دارای ǅǁŭا ǃȔ ƢƼادلات ƿɓازا Ʒ΄ƎŮƼ
روش Ǆای ͬƼاƽŭ ƷƒƬ ƿɓا در .([ǔǔ] ،[ǔǓ] ،[Ǒǒ] ،[ǐǒ] ،[ǐǐ] ،[ǘ]) ͬ ƍوǀد Ƽ ǃŮŽاƉ آǅǀا

Ȕرد. ƻɔǄواŽ ذȔر را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای ƍده ɓاد

ͬƢƕوƼ پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư ǐ . Ǔ
ŮƼغɔر p ŧا را R(x, u) := ∆ν(x, u, u

(n)) = 0 ŵزئͬ ƱŮƎƼات ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه
ƞǀر در زɓر Ƒورت ǃŧ n ǃŨŭرƼ از u = (u1, · · · , uq) ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر q و x = (x1, · · · , xp) ƷƱŮƊƼ

ɔ·ŧرɓد:
∆ν(x, u, u

(n)) = 0, ν = 1, · · · , l. (ǐ . Ǔ)
ƈǀورژاɓد Ƭرم ǃŧ ͬƎɓاƽǀ R(x, u) ،PDE دȢŮƉاه ŧرای ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون .ǐ . ǐ . Ǔ ƫɓرƢŭ

DiΦ
i[u] = D1Φ

1[u] + · · ·+DnΦ
n[u] = 0, (Ǒ . Ǔ)

،i = 1, · · · , n ŧرای ،(Ǒ . Ǔ) راƚŧۀ در .ŬƉا ŧرưرار PDE دȢŮƉاه ŵواب Ǆای ƽǄۀ ŧرای ǃȔ ŬƉا
ƯŮƎƼ ƼرŨŭۀ ƿɓرŮȡزرŧ و ͬ ǀاǁƼد Ƽ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ƍارǄای را Φi[u] = Φi(x, u, ∂u, · · · , ∂ru)

ȡوǁɓد. ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ƼرŨŭۀ را ŬƉا ƍده ƝاǄر Φi[u] ƌɓاƽǀ در ǃȔ (r)

ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون آȢǀاه ŧاƍد، t زƼان R(x, u) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای از ͬ΄ɓ اȡر .ǐ . ǐ . Ǔ ǃلاحظƼ
Ƒورت ǃŧ (Ǒ . Ǔ)

DtΨ[u] +D1Φ
1[u] + · · ·+Dn−1Φ

n−1[u] = 0, (ǒ . Ǔ)
. ͬ ǀاǁƼد Ƽ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ͬƸا·Ƕ را Ψ[u] ǃȔ ŧود ŽواǄد

از ͬ΄ɓ دارد. ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬǄاǁŮƼاǀ Ƣŭداد ƿɔƢƼ PDE دȢŮƉاه Ǆر .ǐ . ǐ . Ǔ Ƽثال
KdV ƢƼادƸۀ ǃǁɔƼز ƿɓا در ƢƼروف ŲƼال Ǆای

ut + uux + uxxx = 0,

Ƙŧروا ŧا Ŧɔŭرŭ ǃŧ ǃȔ اǀرژی و ŮƎȡاور ŵرم، ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ŧر ơلاوه .[Ǒ٠] ŬƉا
Dt(u) +Dx

(

1

2
u2 + uxx

)

= 0,

Dt

(

1

2
u2
)

+Dx

(

1

3
u3 + uuxx −

1

2
u2x

)

= 0,

Dt

(

1

6
u3 − 1

2
u2x

)

+Dx

(

1

8
u4 − uu2x +

1

2
(u2uxx + u2xx)− uxuxxx

)

= 0,
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǒǓ
ŧا ǃȔ دارǀد ɔǀز ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư از ͬǄاǁŮƼاǀ دŨǀاƸۀ ɓ KdV ƢƼادƸۀ ͬ ƍوǀد، Ƽ داده

Ũơارت
Dt

(

5

72
u4 − 5

6
uu2x +

1

2
u2xx

)

+Dx

( 1

18
u5 − 5

12
u2u2x +

5

6
u2xuxx

+
4

3
uu2xx −

5

3
uuxuxxx −

1

2
u2xxx + uxxuxxxx

)

= 0,

Ƒورت ǃŧ ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư KdV ǃƸادƢƼ ͬ ƍود. Ƽ ǃارائ
Dt

(

1

2
tu2 − xu

)

+Dx

(

−1

2
xu2 + tuuxx −

1

2
tu2x − xuxx + ux

)

= 0,

ưاǀون ƿɓا ƍده اǀد. ƝاǄر t و x ŮƼغɔرǄای ǃŧ ƻɔƱŮƊƼ ͬȢŮƊŧوا ŧا ͬŭلاƽŵ آن در ǃȔ دارد
ͬ رود. Ƽ Ȕار ǃŧ ͬźƚƉ Ƽوج ɓ در ŵرم ƼرȔز ŬȔرŹ ƫɔƑوŭ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ

ŬƉا R(x, u) دȢŮƉاه ŧرای ͬǅɓدŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ ،(Ǒ . Ǔ) ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون .Ǒ . ǐ . Ǔ ƫɓرƢŭ
u ƱŮƎƼات و u ،x از ͬƢŧواŭ H i[u] و M i[u] ǃȔ ŧاǁƍد آن ƍارǄای Φi[u] = M i[u] +H i[u] اȡر
ŧاƍد. ŧرưرار DiH

i[u] ≡ 0 راƚŧۀ و ƍود ƭƑر دȢŮƉاه ŵواب Ǆای روی M i[u] ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ǁŮƊǄد
PDE دȢŮƉاه ŲƼال ǁơوان ǃŧ

vx = u, vt = K(u)ux,

اول ƼرŨŭۀ از ͬǅɓدŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون دارای
Dt [u(u− vx)] +Dx [2(vt − k(u)ux)] = 0,

Ƒورت ǃŧ دوم ƼرŨŭۀ از ͬǅɓدŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɔǀز و
Dt(uxx)−Dx(utx) = 0,

ƞǀر در را div(Curlf) = 0 ͬ ŭوان Ƽ ͬǅɓدŧ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư از ƻǅƼ ŲƼال ɓ ǁơوان ǃŧ .ŬƉا
.ŬƉا R3 در ŧرداری ͬƢŧاŭ f(x) آن در ǃȔ ŬƬرȡ

اȡر ǀاǁƼد ƢƼادل را DiΨ
i[u] = 0 و DiΦ

i[u] = 0 ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون دو .ǒ . ǐ . Ǔ ƫɓرƢŭ
Di(Φ

i[u]−Ψi[u]) = 0,

ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƷƼاƍ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư از ارزی ƻǄ رده ɓ ŧاƍد. ͬǅɓدŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ
.ŬƉا ͬǅɓدŧ غɔر ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ ŧا ƢƼادل

PDE دȢŮƉاه ɓ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای ƫƹŮžƼ روش Ǆای اǀواع ͬƉررŧ ǃŧ ǃƼادا در
.ŬŽرداǪ ƻɔǄواŽ
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ǐǒǔ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ŧرای ͬƢŧاŭ ƿɔƢƼاǀ Ŧɓراƕ

پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư ŧرای ͬƢŧاŭ ƿɔƢƼاǀ Ŧɓراƕ Ǒ . Ǔ
ƢƼادلات ͬƚŽ ŦɔȔرŭ از ͬǅɓدŧ غɔر ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ،R(x, u) دȢŮƉاه ŧرای ،ͬƹȔ ŬƸاŹ در
ͬǅɓدŧ غɔر ƈǀورژاɓد ƌɓاƽǀ ǃȔ Ǆ ǃƒžƎƼا) (ƬاŮȔورǄا، ͬƑاŽ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ,ŧR(xا u) دȢŮƉاه
و ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای ،ɒɓاǄ ƌɓاƽǀ ƿɔǁǶ ƿŮƬاɓ ŧرای ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ͬ دǁǄد، Ƽ ǃŶɔŮǀ را
ƿɓز·ɓاŵ ͬǄواžƸد Ơŧواŭ ŧا ƍده اǀد، ƝاǄر ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ɓا PDE دȢŮƉاه در ǃȔ آǅǀا ƱŮƎƼات
،PDE دȢŮƉاه ŵواب Ǆای ƽŭام روی ƷƑاŹ ͬƊǀورژاɓد ƽǀاǄ ƌɓای ͬƹƽơ ƿɔǁǶ ŧا ͬ ƍوǀد. Ƽ

ͬ ƍوǀد. Ƽ ƭƑر R(x, u)

ŧرای Λν [U ]lν=1 = Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)lν=1 ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ƽŶƼوǃơ ای Žاص، ŬƸاŹ در
اźŭاد اȡر ͬ ǁǁȔد Ƽ ŭوɔƸد را ͬƊǀورژاɓد ƌɓاƽǀ R(x, u) ،PDE دȢŮƉاه

Λν [U ]∆ν [U ] ≡ DiΦ
i[U ], (Ǔ . Ǔ)

ŧاƍد، ƿɔȕŭاǀ Λν [U ] اȡر ،U(x) = u(x) ŵواب روی آȢǀاه ŧاƍد، ŧرưرار U(x) دžƸواه Ơŧواŭ ŧرای
Ƒورت ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ دارای

Λν [u]∆ν [u] = DiΦ
i[u] = 0, (ǔ . Ǔ)

،PDE دȢŮƉاه از U(x) = u(x) ŵواب روی Ǆرȡاه ،ŬƉا ƿɔȕŭ Λν [U ] ͬƢŧاŭ Ŧɓرƕ .ŬƉا
ŧا زɓرا ͬ ɔȡرǀد، Ƽ ưرار اƭŮƉاده Ƽورد ƿɔȕŭاǀ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ Ʒƽơ در ŧاƍد. ƿɔȕŭ Ơŧاŭ R(x, u)
ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǃȔ رɔƉد ƻɔǄواŽ ͬƊǀورژاɓد ƽǀاǄ ƌɓای ǃŧ ƿɔȕŭ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ƿŮƬرȡ ƞǀر در
،PDE دȢŮƉاه ŧرای ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŬƸاŹ ƿɓا در ͬ ŧاǁƍد. ƽǀ دȢŮƉاه ŧرای

ͬ ǁȔد. Ƽ ɔǪدا ƌǄاȔ ͬƢƕوƼ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ƽŶƼوǃơ ای ƿŮƬاɓ ǃŧ R(x, u)
Ƒورت ǃŧ j = 1, · · · , q ŧرای U j ŧرای اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر .ǐ . Ǒ . Ǔ ƫɓرƢŭ

EUj =
∂

∂U j
−Di

∂

∂U ji
+ · · ·+ (−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂U ji1···is
+ · · · , (Ǖ . Ǔ)

ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ
Ƒورت ǃŧ ͬƊǀورژاɓد ƌɓاƽǀ Ǆر اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر ǃȔ دɓد ͬ ŭوان Ƽ ،ƻɔƱŮƊƼ źƼاŨƉۀ ŧا

اźŭاد Žاص، ŬƸاŹ در ͬ ǁȔد. Ƽ Ǫوچ را DiΦ
i[U ] = 0

EUj (DiΦ
i(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)) ≡ 0, j = 1, · · · , q, (ǖ . Ǔ)

اƉ΄اƸری ƌɓاƽǀ ǅǁŭا ͬǁƢɓ ŬƉا Ƒادق ɔǀز ŦƹƚƼ ƿɓا ƈȕơ .ŬƉا ŧرưرار دžƸواه U(x) Ǆر ŧرای
ͷŮǁƼ زɓر ǃɔƖư ǃŧ Ƽوƕوع ƿɓا .ŬƉا ƈǀورژاɓد ƌɓاƽǀ ͬ ƍود Ƽ Ǫوچ اوƹɓر ƹƽơ·ر ƘƉوŭ ǃȔ

ͬ ƍود. Ƽ
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǒǕ
U(x) دžƸواه Ơŧاŭ ŧرای j = 1, · · · , q ،EUjF (x, U, ∂U, · · · , ∂sU) ≡ 0 ƢƼادلات .ǐ . Ǒ . Ǔ ǃɔƖư

اȡر ǅǁŭا و اȡر ŬƉا ŧرưرار
F (x, U, ∂U, · · · , ∂sU) ≡ DiΨ

i(x, U, ∂U, · · · , ∂s−1U),

ŧاƍد. ŧرưرار i = 1, · · · , q آن در ǃȔ Ψi(x, U, ∂U, · · · , ∂s−1U) Ơŧواŭ ŧرای
.[Ǒ٠] برهان.

ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư و ͬƢƕوƼ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ƿɔŧ ارŨŭاط زɓر ǃɔƖư (ǐ . Ǒ . Ǔ) ǃɔƖư ǃŧ ǁŧا
ͬ ǁȔد. Ƽ ƐžƎƼ را

ƿɔǀواư {Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)}lν=1 ƿɔȕŭاǀ ͬƢƕوƼ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ƽŶƼوǃơ ای .Ǒ . Ǒ . Ǔ ǃɔƖư
اźŭاد اȡر ǅǁŭا و اȡر ͬ ǁȔد Ƽ ŭوɔƸد را R(x, u) = ∆ν(x, u

(n)) دȢŮƉاه ͬȢŮƊɓاǪ
EUj (Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)∆ν(x, u

(n))) ≡ 0, j = 1, · · · , q, (Ǘ . Ǔ)
ŧاƍد. ŧرưرار U(x) دžƸواه Ơŧاŭ ŧرای

.[Ǒ٠] برهان.

Ŧɓراƕ ƽŭام ƿŮƬاɓ ŧرای ͬƚŽ ƒžƎƼۀ ƢƼادلات از ƽŶƼوǃơ ای (Ǘ . Ǔ) ƢƼادلات ǃơوƽŶƼ از
Ơŧاŭ Ǆر ŧرای (Ǘ . Ǔ) ƢƼادلات Ƕون ͬ ƍود. Ƽ ǃŶɔŮǀ R(x, u) دȢŮƉاه ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬƢŧاŭ
ͬƹƱŮƊƼ ŮƼغɔر Ǆای ǁơوان ǃŧ را آن ƱŮƎƼات ƽŭام و U j ͬ ŭوان Ƽ ،ŬƉا ŧرưرار U(x) دžƸواه
ƢƼادلات از ͬƚŽ دȢŮƉاه ǃŧ (Ǘ . Ǔ) ͬƚŽ PDE دȢŮƉاه ƿɓراŧاǁŧ ،ŬƬرȡ ƞǀر در xi ǃŧ ŬŨƊǀ
دȢŮƉاه ŧرای ͬƢƕوƼ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ɒɓاǄ ǃơوƽŶƼ آن ŵواب Ǆای ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƷɓدŨŭ ǃƒžƎƼ

ŧود. ŽواǁǄد R(x, u) ،PDE

ƷŹ Ʒŧاư ƎɔǪرو ƱŮƎƼات اƉاس ŧر ǃȔ PDE دȢŮƉاه ŧرای ŬƉا ƻǅƼ ǃŮȕǀ ƿɓا ǃŧ ǃŵوŭ
دȢŮƉاه از PDE Ǆر ɔǁȔد Ƭرض Žاص، ŬƸاŹ در .ŬƉا ŧرưرار (Ǒ . Ǒ . Ǔ) ǃɔƖư ƈȕơ ŧاƍد،

ƍده ƷŹ Ƭرم ǃŧ Ůŧوان را R(x, u) ،r ǃŨŭرƼ
Rν [u] = ujνiν,1···iν,s −Gν(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) = 0, ν = 1, · · · , l, (ǘ . Ǔ)

ƽŶƼوǃơ ای {ujνiν,1···iν,s} ،(ǘ . Ǔ) در . 1 ⩽ iν,1 · · · iν,s ⩽ p ،1 ⩽ jν ⩽ q ،s ⩽ k ǃ΄ɓورƙ ǃŧ Ŭƍوǀ
و آن Ǆا از Ȕدام ǵɔǄ ǃȔ ͬȡژɓو ƿɓا ŧا ŬƉا S ǃŨŭرƼ از ͬƚŽ ƷƱŮƊƼ ƎɔǪرو ƯŮƎƼ l Ƣŭداد ƷƼاƍ
ǃƸأƊƼ ŬɔƹȔ از ƿŮƉاȔ ŧدون ƿɓا ǁŧاŧر Ǝǀده اǀد. ƝاǄر {Gν [u]}lν=1 در آن Ǆا ǃŧ Ƽرŧوط ƱŮƎƼات
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư از Φi[U ] ƍارǄای در ͬ ŭوان Ƽ را آǅǀا ǃŧ Ƽرŧوط ƱŮƎƼات و ƎɔǪرو ƱŮƎƼات ƽŭام

ͬ ƍود. Ƽ ǃŶɔŮǀ ŦƹƚƼ ƿɓا از زɓر ǃɔƖư Ȕرد. Źذف
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ǐǒǖ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ ŧرای ƻɔƱŮƊƼ روش
ƷŹ Ƭرم ǃŧ ǃȔ R(x, u) دȢŮƉاه از DiΦ

i[U ] = 0 ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون Ǆر ŧرای .ǒ . Ǒ . Ǔ ǃɔƖư
Ƭرم ǃŧ را آن Ǆا ͬ ŭوان Ƽ ǃȔدارد وŵود ͬƸادƢƼ ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƍده، ɔŧان (ǘ . Ǔ) ƍده

ǃƒžƎƼ
DiΦ̃

i[U ] = Λ̃ν [U ](U jνiν,1···iν,s −Gν [U ]), (ǐ٠ . Ǔ)
ƽŵلات ƷƼاƍ ǃȔ ɒɓاǄارƍ و {Λ̃ν [U ]}lν=1 ƿɔȕŭاǀ ͬƢƕوƼ Ŧɓراƕ ƽŶƼوơۀ از ͬŭلاƽŵ ŧا

.Ŭƍوǀ ǁŮƊɔǀد، U jνiν,1···iν,s
.[Ǒ٠] برهان.

ƷƑاŹ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƽŭام ͬƉاƉا ƙور ǃŧ ǃȔ ŬƉا ƿɓا در (ǒ . Ǒ . Ǔ) ǃɔƖư ͬƹƑا ŬɔƽǄا
ƐžƎƼ ارزی ƻǄ Źد ŭا ƍده، ɔŧان ƍده ƷŹ Ƭرم ǃŧ ǃȔ را R(x, u) دȢŮƉاه ،ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ƍده

ͬ ǁȔد. Ƽ

پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư ƿŮساخ ŧرای ƻɔƱŮسƼ روش ǒ . Ǔ
ͬ دǁǄد Ƽ ǃارائ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای را ͬƽŮɓور·Ƹا روش ،(ǒ . Ǒ . Ǔ) و (Ǒ . Ǒ . Ǔ) Ǆ ǃɔƖưای

Ȕرد: ɔŧان زɓر Ƒورت ǃŧ را آن ͬ ŭوان Ƽ و ͬ ȡوǁɓد Ƽ ƻɔƱŮƊƼ روش آن ǃŧ ǃȔ
ɔŧاɔŧد. را {Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)}lν=1 ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ǃơوƽŶƼ R(x, u) دȢŮƉاه ŧرای (ǐ

ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ƽŭام ƿŮƬاɓ ƞǁƼور ǃŧ U(x) دžƸواه Ơŧاŭ ŧرای را (Ǘ . Ǔ) ǃƒžƎƼ ƢƼادلات (Ǒ
ƽǀاɔɓد. ƷŹ

زɓر راƚŧۀ در ǃȔ ɔǁȔد ɔǪدا را Φi(x, U, ∂U, · · · , ∂rU) ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ŧا ǁŮƼاƝر ƍارǄای (ǒ
ͬ ǁǁȔد Ƽ Ƒدق

Λν(x, U, ∂U, · · · , ∂rU)∆ν(x, u
(n)) ≡ DiΦ

i(x, U, ∂U, · · · , ∂rU). (ǐǐ . Ǔ)

ƽŭام ŧرای DiΦ
i(x, u, ∂u, · · · , ∂ru) ≡ 0 ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ ͬƢŧاŭ Ŧɓرƕ و ƍار Ǆر (Ǔ

ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ u(x) ŵواب Ǆای
ƍده ƷŹ ŬƸاŹ در را R(x, u) دȢŮƉاه ŬƉا Ůǅŧر (Ǘ . Ǔ) ƒžƎƼۀ ƢƼادلات ƷŹ ŧرای Ʒƽơ در
ƍده ƷŹ Ƒورت ǃŧ R(x, u) دȢŮƉاه ͬŮưو Žاص ŬƸاŹ در .Ŭƍوǀ ƎɔǪرو Ǆ ƯŮƎƼای ǃŧ ŬŨƊǀ
آǁɓد. ŬƉد ǃŧ ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƽŭام ǃȔ ͬ ǁȔد Ƽ ƿɔƽƖŭ (ǒ . Ǒ . Ǔ) ǃɔƖư ͬ ƍود Ƽ ǃŮƍوǀ
ͬ ǁǁȔد) ƽǀ ŭوɔƸد ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǃȔ) ƿɔȕŭ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ƍده، ƷŹ دȢŮƉاه ŬƸاŹ در ơلاوه ǃŧ
ƍارǄا ،ǃŶɔŮǀ در و ƍد ŽواǁǄد Źذف ͬ دǁǄد) Ƽ ǃŶɔŮǀ را ͬǅɓدŧ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃȔ) ͬǅɓدŧ و
از ɔǷɔǪده ŹاǄ ŬƸای در ɓا ،(ǐǐ . Ǔ) ǃƸادƢƼ ƿɔƬرƙ ǃƊɓاƱƼ ŧا ƻɔƱŮƊƼ Ƒورت ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǒǗ
از ͬŽرŧ در ɔǀز ɔȡری اȢŮǀرال ǃŮŨƸا Ȕرد. ɔǪدا ɔȡری اȢŮǀرال ŧا PDE دȢŮƉاه ɓا ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ
ƻɔǄواŽ اƭŮƉاده ɒǪوŭوƼوǄ ƹƽơ·ر از Ʒ΄ƎƼ ƿɓا ͽƬر ŧرای ǃȔ ƍد ŽواǄد ɔǷɔǪده ɔƊŧار Ƽوارد

ƍد. ŽواǄد اƍاره آن ǃŧ ǃƼادا در ǃȔ Ȕرد

کوƍͬ‐کواƸس΄ͬ Ƭرم ǐ . ǒ . Ǔ
ƍارǄای و ͬǅɓدŧ غɔر ͬƢƕوƼ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ƽŶƼوǄ ǃơای ƿɔŧ ɓ ǃŧ ɓ ǁŭاƝر ،ͬƹȔ ŬƸاŹ در

.ŬƉا ŧرưرار ͬ Ǫذɓرǀد Ƽ Ǔͬ΄ƊƸواȔ‐ͬƍوȔ Ƭرم ǃȔ PDE دȢŮƉاه Ǆای ŧرای ǅǁŭا ͬǅɓدŧ غɔر
اȡر ،ŬƉا xj ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر ǃŧ ŬŨƊǀ ͬ΄ƊƸواȔ‐ͬƍوȔ Ƭرم ǃŧ R(x, u) دȢŮƉاه .ǐ . ǒ . Ǔ ƫɓرƢŭ
ƷŹ Ʒŧاư xj ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر ǃŧ ŬŨƊǀ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر Ǆر ƯŮƎƼ ǃŨŭرƼ ƿɓرŮƎɔŧ ǃŧ ŬŨƊǀ دȢŮƉاه

ͬǁƢɓ ŧاƍد،
∂sν

∂(xj)sν
uν = Gν(x, u, ∂u, · · · , ∂ru), 1 ≤ sν ≤ r, ν = 1, · · · , q, (ǐǑ . Ǔ)

ŬƉا ƍده ƝاǄر (ǐǑ . Ǔ) از PDE Ǆر ŬƉرا ŬƽƉ در ǃȔ xj ǃŧ ŬŨƊǀ Ǆ ƯŮƎƼای ǃƽǄ آن در ǃȔ
.ŬƉا ǩǶ ŬƽƉ Ǆ ƯŮƎƼای از ŮƽȔری ǃŨŭرƼ دارای

Ƒورت ƿɓا در ǫŧذɓرد. را (ǐǑ . Ǔ) ͬ΄ƊƸواȔ‐ͬƍوȔ Ƭرم PDE دȢŮƉاه ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . ǒ . Ǔ ǃɔƖư
ɓ ǁŭاƝر ơلاوه ǃŧ ͬ ƍود. Ƽ ǃŶɔŮǀ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ͬǅɓدŧ غɔر ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƽŭام
از ƷƱŮƊƼ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ƽŶƼوǄ ǃơای و ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư از ارزی ƻǄ رده Ǆای ƿɔŧ ͬ΄ɓ ǃŧ

دارد. وŵود xj ǃŧ ŬŨƊǀ uν Ǆ ƯŮƎƼای
.[ǐ٠] برهان.

ǃŧ ŬŨƊǀ PDE دȢŮƉاه ɓ از ͬ΄ƊƸواȔ‐ͬƍوȔ Ƭرم ǃȔ ƽǀود ǃŵوŭ ǃŮȕǀ ƿɓا ǃŧ ŧاɓد
ƿɓراŧاǁŧ .ŬƉا ƍده ƷŹ دȢŮƉاه از ͬƑاŽ ŬƸاŹ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای ƽŭام ŧرای ƎɔǪرو Ǆ ƯŮƎƼای
Ƣŭداد ŧا آن ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای Ƣŭداد اȡر ͬ Ǫذɓرد Ƽ ͬ΄ƊƸواȔ‐ͬƍوȔ Ƭرم PDE دȢŮƉاه ɓ

ŧاƍد. ŧراŧر دȢŮƉاه ǄPDEای

.ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƉررŧ را زɓر ŲƼال ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƻɔƱŮƊƼ روش Ůǅŧر درک ŧرای
Ƒورت ǃŧ (u2 = v ،u1 = u) ƹŭ·راف ͬƚŽ غɔر ƢƼادلات دȢŮƉاه .ǐ . ǒ . Ǔ Ƽثال

R1[u, v] = vt − (u2 + 1)ux − u = 0,

R2[u, v] = ut − vx = 0, (ǐǒ . Ǔ)
vt ƎɔǪرو Ǆ ƯŮƎƼای ŧا اول، ǃŨŭرƼ ͬ΄ƊƸواȔ‐ͬƍوȔ Ƭرم ǃŧ دȢŮƉاه ƿɓا .[Ǒ٠] ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ

Ƭرم ǃŧ ͬƢƕوƼ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ŧاɓد .ŬƉا ut و
Λ1 = ξ(x, t, U, V ), Λ2 = ϕ(x, t, U, V ), (ǐǓ . Ǔ)

ǓKovalevskaya
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ǐǒǘ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ ŧرای ƻɔƱŮƊƼ روش
از Ũơارǁŭد اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر ƽŵلات .ƻɔŧاɔŧ PDE دȢŮƉاه ŧرای را

EU =
∂

∂U
−Dx

∂

∂Ux
−Dt

∂

∂Ut
, EV =

∂

∂V
−Dx

∂

∂Vx
−Dt

∂

∂Vt
.

Ƒورت ǃŧ (ǐǓ . Ǔ) ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ŧرای (Ǘ . Ǔ) ǃƒžƎƼ ƢƼادلات
EU
[

ξ(x, t, U, V )(Vt − (U2 + 1)Ux − U) + ϕ(x, t, U, V )(Ut − Vx)
]

≡ 0,

(ǐǔ . Ǔ)
EV
[

ξ(x, t, U, V )(Vt − (U2 + 1)Ux − U) + ϕ(x, t, U, V )(Ut − Vx)
]

≡ 0,

ƢƼادلات ǁŮƊǄد. ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای از ͬǄواžƸد Ơŧواŭ V (x, t) و U(x, t) ǃ΄ɓورƙ ǃŧ ŧود ŽواǁǄد
ͬƚŽ PDE دȢŮƉاه ǃŧ Vx و Ut, Vt, Ux ǃŧ ŬŨƊǀ (Ǘ . Ǔ)

ϕV − ξU = 0, ϕU − (U2 + 1)ξV = 0,

ϕx − ξt − UξV = 0, (U2 + 1)ξx − ϕt − UξU − ξ = 0 (ǐǕ . Ǔ)
از ͬƢƕوƼ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ǃơوƽŶƼ ǁǪ (ǐǕ . Ǔ) ǃƒžƎƼ دȢŮƉاه ŵواب Ǆای ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃɓزŶŭ

Ʒ΄ƍ ǃŧ ƭƑر ǃŨŭرƼ
(ξ1, ϕ1) = (0, 1), (ξ2, ϕ2) =

(

t, x− 1

2
t2
)

,

(ξ3, ϕ3) = (1,−t), (ξ4, ϕ4) =
(

ex+
1
2
U2+V , Uex+

1
2
U2+V

)

,

(ξ5, ϕ5) =
(

ex+
1
2
U2−V ,−Uex+

1
2
U2−V

)

, (ǐǖ . Ǔ)
ǃƒžƎƼ ŧا ƭƑر ƼرŨŭۀ از ͬǅɓدŧ غɔر ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ (ξ.ϕ) Ǆر ǃȔ ͬ ŧاǁƍد Ƽ

DtΨ(x, t, U, V ) +DxΦ(x, t, U, V ) ≡ ξ(x, t, U, V )R1[U, V ] + ϕ(x, t, U, V )R2[U, V ],

Ũơارات Ƭوق، راƚŧۀ ƿɔƬرƙ در ǃŧاƎƼ ƯŮƎƼ ƽŵلات دادن ưرار ƊƼاوی ŧا ͬ ǁȔد. Ƽ ŭوɔƸد
ΨU = EUΨ = ϕ, ΨV = EVΨ = ξ,

ΦU = ξ
∂R1

∂Ux
+ ϕ

∂R2

∂Ux
, ΦV = ξ

∂R1

∂Vx
+ ϕ

∂R2

∂Vx
= −ϕ,

Ψt +Φx = −Uξ, (ǐǗ . Ǔ)
،ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ƽŶƼوǃơ ای Ǆر ŧرای (ǐǗ . Ǔ) ƢƼادلات از ɔȡری اȢŮǀرال ŧا و ͬ ƍوǀد Ƽ ƷƑاŹ

Ƒورت ǃŧ (ǐǒ . Ǔ) ،PDE دȢŮƉاه ŧرای ƭƑر ǃŨŭرƼ ͬƚŽ ƷƱŮƊƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ͷǁǪ
Dtu+Dx[−v] = 0,

Dt

[

(x− 1

2
t2)u+ tv

]

+Dx

[

(−x+
1

2
t2)v − t(

1

3
u3 + u)

]

= 0,

Dt[v − tu] +Dx

[

(tv − (
1

3
u3 + u)

]

= 0, (ǐǘ . Ǔ)
Dt

[

ex+
1
2
u2+v

]

+Dx[−uex+
1
2
u2+v

]

= 0,

Dt

[

ex+
1
2
u2−v

]

+Dx[ue
x+ 1

2
u2−v

]

= 0,
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǓ٠
ƽǀاɔɓد. ǃƢŵراƼ [Ǒǐ] ǃŧ ŮƎɔŧر ŵزئɔات ŧرای ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ

ǀوŭر ǃɔƖư Ǔ . Ǔ
ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای ǀوŭر) ǃɔƖư) Žود ǅƎƼور ƻŮɓور·Ƹا ǀوŭر ͬƼا ǐǘǐǗ Ɖال در
ͬǀاƼز .[ǖǐ] ƽǀود ǃارائ ͬ Ǫذɓرǀد، Ƽ را ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا ǃȔ ͬƹɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه Ǆای ŧرای
،ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا اŮƊȔرم Ǆای آȢǀاه ͬ Ǫذɓرد، Ƽ را ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ǃȔ
ͬ ǀاǁƼد. Ƽ لاȡراǀژ اوƹɓر ƢƼادلات را آǅǀا ǃȔ ͬ دǄد Ƽ ǃŶɔŮǀ را ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ɓ
آȢǀاه ŧاƍد، Ƽوŵود ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا از ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ɓ اȡر ǃȔ داد Ǝǀان ǀوŭر ŬƸاŹ ƿɓا در
Ʊŭارن از ɒɓاǄ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƷƼاƍ ŸɓرƑ ͬƸوƼرƬ ƘƉوŭ ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ƍارǄای

ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا از لاȡراǀژی) ͬƸا·Ƕ) لاȡراǀژی و ǃƚƱǀ ای

‐لاگراǀژ اوƹɓر ƢƼادلات ǐ . Ǔ . Ǔ
و U = (U1(x), · · · , Um(x)) دžƸواه Ơŧاŭ m و x = (x1, · · · , xn) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر n ŧا J [u] ȓƢŧاŭ

Ƒورت ǃŧ را اǀد ƍده ƫɓرƢŭ Ω ǃǁƼدا روی ǃȔ k ƼرŨŭۀ ŭا آǅǀا Ǆ ƯŮƎƼای
J [U ] =

∫

Ω
L[U ]dx =

∫

Ω
L(x, U, ∂U, · · · , ∂kU)dx, (Ǒ٠ . Ǔ)

ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا را J [U ] ȓƢŧاŭ و لاȡراǀژی را L[U ] = L(x, U, ∂U, · · · , ∂kU) Ơŧاŭ ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در
v(x) آن در ǃȔ ŬƉا U(x) → U(x) + εv(x) Ƒورت ǃŧ U از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ŭغɔɔر ͬ ǀاǁƼد. Ƽ
ͬ ƍوǀد. Ƽ ƭƑر Ω ǃǁƼدا از ∂Ω Ƽرز روی ŧر k − 1 ǃŨŭرƼ از آن ƱŮƎƼات و Žودش ǃȔ ŬƉا ͬƢŧاŭ

Ʒ΄ƍ ǃŧ L[U ] لاȡراǀژی در ǁŮƼاƝر ŭغɔɔر
δL = L(x, U + εv, ∂U + ε∂v, · · · , ∂kU + ε∂kv)− L(x, U, ∂U, · · · , ∂kU)

= ε

(

∂L[U ]

∂Uσ
vσ +

∂L[U ]

∂Uσj
vσj + · · ·+ ∂L[U ]

∂Uσj1···jk
vσj1···jk

)

+O(ε2), (Ǒǐ . Ǔ)

ǃȔ داد Ǝǀان ͬ ŭوان Ƽ ŵز ǃŧ ŵز ɔȡری اȢŮǀرال ŧار ƿɓدǁǶ ŧا و ŬƉا
δL = ε(vσEUσ(L[U ]) +DiW

i[U, v]) +O(ε2), (ǑǑ . Ǔ)
ͬ ƍود: Ƽ ǃارائ زɓر ǃƚŧرا ŧا W i[U, v] و ŬƉا Uσ ǃŧ ŬŨƊǀ اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر EUσ ǃȔ

W i[U, v] = vσ

(

∂L[U ]

∂Uσi
+ · · ·+ (−1)k−1Dj1 · · ·Djk−1

∂L[U ]

∂Uσij1···jk−1

)

+vσj1

(

∂L[U ]

∂Uσij1
+ · · ·+ (−1)k−2Dj2 · · ·Djk−1

∂L[U ]

∂Uσij1j2···jk−1

)

+ · · ·+ vσj1···jk−1

∂L[U ]

∂Uσij1j2···jk−1

. (Ǒǒ . Ǔ)
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ǐǓǐ ǀوŭر ǃɔƖư
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ J [U ] در ǁŮƼاƝر ŭغɔɔر ،ƈǀورژاɓد ǃɔƖư و (ǑǑ . Ǔ) ƌɓاƽǀ ǃŧ ǁŧا

δJ = J [U + εv]− J [U ] =

∫

Ω
δLdx

= ε

∫

Ω

(

vσEUσ(L[U ]) +DlW
l[U, v]

)

dx+O(ε2)

= ε

(∫

Ω
vσEUσ(L[U ])dx+

∫

∂Ω
W l[U, v]nldS

)

+O(ε2), (ǑǓ . Ǔ)
ǀرƼال ŧردار ǁơوان ǃŧ n = (n1, · · · , nn) ŧا Ω ǃǁƼدا از ∂Ω Ƽرز روی ƚƉ اȢŮǀرال ɔŧاȢǀر ∫∂Ω ǃȔ
δJ از O(ε) ǃƹƽŵ آȢǀاه ŧاƍد، J [U ] ƻƼرŮƊȔا U = u(x) اȡر ،ƿɓراŧاǁŧ .ŬƉا ǃ΄ɓ Ɖوی ŧرون

:ƿɓراŧاǁŧ و ƍود ƭƑر ŧاɓد
∫

Ω
vσEuσ(L[U ])dx = 0, (Ǒǔ . Ǔ)

J [U ] ƻƼرŮƊȔا U = u(x) اȡر ،ƿɓراŧاǁŧ .ŬƉا Ω ǃǁƼدا روی ƍده ƫɓرƢŭ دžƸواه Ơŧاŭ v(x) ǃȔ
PDE دȢŮƉاه در ŧاɓد u(x) آȢǀاه ŧاƍد،

Euσ(L[U ]) =
∂L[U ]

∂uσ
+ · · ·+ (−1)kDj1 · · ·Djk

∂L[U ]

∂Uσj1···jk
= 0, σ = 1, · · · ,m, (ǑǕ . Ǔ)

ƷƑا از U = u(x) ƻƼرŮƊȔا ǃȔ ͬ ǀاǁƼد Ƽ لاȡراǀژ اوƹɓر ƢƼادلات را (ǑǕ . Ǔ) ƢƼادلات ǁȔد. Ƒدق
ͬ ƍود. Ƽ اŨűات زɓر ǃɔƖư ƿɓراŧاǁŧ .ŬƉا Ƒادق ƢƼادلات ƿɓا در J [u] ͬŭراɔɔغŭ

ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا ƻƼرŮƊȔا U(x) = u(x) ƽǄوار Ơŧاŭ اȡر .ǐ . Ǔ . Ǔ ǃɔƖư
J [U ] =

∫

Ω
L[U ]dx,

Ƒدق (ǑǕ . Ǔ) اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات در u(x) آȢǀاه ŧاƍد، L[U ] = L(x, U, ∂U, · · · , ∂kU) ŧا
ͬ ǁȔد. Ƽ

ǀوŭر ǃɔƖư از ǀوŭر ƻŮɓور·Ƹا Ǒ . Ǔ . Ǔ
ŬƉا لازم ƻŮɓور·Ƹا ƿɓا در .ŬŽرداǪ ƻɔǄواŽ ǀوŭر ǃɔƖư از ǀوŭر ƻŮɓور·Ƹا ɔŧان ǃŧ ƌžŧ ƿɓا در

ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از Ǫ‐ɓاراŮƼری ͬƸ ȡروه Ŭźŭ J [U ] ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا ǃȔ
x̃i = xi + εξi(x, U) +O(ε2), i = 1, · · · , n,

Ũα = Uα + εηα(x, U) +O(ε2), α = 1, · · · ,m, (Ǒǖ . Ǔ)
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا

v = ξ(x, U)
∂

∂xi
+ ηα(x, U)

∂

∂Uα
=

n
∑

i=1

ξi(x, U)
∂

∂xi
+

m
∑

α=1

ηα(x, U)
∂

∂Uα
, (ǑǗ . Ǔ)
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǓǑ
اȡر ǅǁŭا و اȡر ŬƉا ŧرưرار ɒɓاورداǀ ŧاƍد. ǀاوردا

∫

Ω̃
L[Ũ ]dx̃ =

∫

Ω
L[U ]dx,

از: ŬƊŭارŨơ (Ǒǖ . Ǔ) ƷɓدŨŭ ƿɔŧوȔژا .ŬƉا (Ǒǖ . Ǔ) ǃƚƱǀ ای ƷɓدŨŭ Ŭźŭ Ω ƒŭوɓر Ω̃ ǃȔ
J = det(Dix̃

i) = 1 + εDiξ
i(x, U) +O(ε2), (Ǒǘ . Ǔ)

Ũơارت ƿɓا ǁŧاŧر ،ŬƉا Ũŭدɓلات از ͬƸ ȡروه (Ǒǖ . Ǔ) Ƕون ơلاوه، ǃŧ .dx̃ = Jdx Ƒورت ƿɓا در
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ k‐ام ǃŨŭرƼ ƠɔƉوŭ از ͬŭلاƽŵ دارای ǃȔ ŬƉا ŧرưرار L[Ũ ] = eεv

(k)
L[U ]

(Ǒǖ . Ǔ) ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه ǀوŭر، ƻŮɓور·Ƹا در ǃŶɔŮǀ در .ŬƉا (ǑǗ . Ǔ)
ǃƚŧرا اȡر ǅǁŭا و اȡر ŬƉا J [U ] ŧرای ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن

∫

Ω
(Jeεv

(k) − 1)L[U ]dx = ε

∫

Ω

(

L[U ](Diξ
i(x, U)) + v(k)L[U ]

)

dx+O(ε2), (ǒ٠ . Ǔ)
ǃƹƽŵ آȢǀاه ŧاƍد، (Ǒǖ . Ǔ) ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن دارای J [U ] اȡر ،ƿɓراŧاǁŧ ŧاƍد. ŧرưرار U(x) Ǆر ŧرای

:ŬƉا ŧرưرار زɓر اźŭاد ǃŶɔŮǀ در و ƍد ŽواǄد ƭƑر (ǒ٠ . Ǔ) در O(ε)

L[U ]Diξ
i(x, U) + v(k)L[U ] ≡ 0. (ǒǐ . Ǔ)

ͬƢƕوƼ Ũŭدɓلات از Žاǀواده ای ŧا (Ǒǖ . Ǔ) ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه ǃȔ ƻɔǀدا ͬ Ƽ
Ƒورت ǃŧ

x̃i = xi, i = 1, · · · , n,

Ũα = Uα + ε[ηα(x, U)− Uαi ξ
i(x, U)] +O(ε2), α = 1, · · · ,m, (ǒǑ . Ǔ)

ǃŧ U ŵاɓ·ذاری ŧا ǃȔ ṽ(k) ͬǁƢɓ ǁŮƼاƝرش k‐ام ǃŨŭرƼ ǃŮƬاɓ اŮƼداد ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ŧا
.ŬƉا ƢƼادل ƍدǀد، ɔŧان (ǖǐ . ǒ) و (ǖ٠ . ǒ) Ƙŧروا ƘƉوŭ u ŵای

ƼؤǄ ǃƭƸای دارای U(x) → U(x) + εv(x) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ŭغɔɔر ،(ǒǑ . Ǔ) ƷɓدŨŭ Ŭźŭ
vα(x) = η̃α[U ] = ηα(x, U)− Uαi ξ

i(x, U),

ͬ ƍود Ƽ ǃŶɔŮǀ (ǒǑ . Ǔ) از ͬǄروȡ Žواص ǁŧاŧر Ƣŧلاوه، ͬ ŧاǁƍد. Ƽ(ǒǑ . Ǔ) ƷɓدŨŭ از ͬŭلاƽŵ ŧا
ǃȔ

δL = εṽ(k)L[U ] +O(ε2), (ǒǒ . Ǔ)
ŬƉا ŧرưرار زɓر ǃƚŧرا ƿɓراŧاǁŧ

∫

Ω
δLdx = ε

∫

Ω
ṽ(k)L[U ]dx+O(ε2). (ǒǓ . Ǔ)

ƻɓدار ،vα(x) = η̃α[U ] = ηα(x, U)− Uαi ξ
i(x, U) ŧا (ǑǓ . Ǔ) و (ǒǓ . Ǔ) Ƙŧروا ǃƊɓاƱƼ از Ƣŧد

ṽ(k)L[U ] ≡ η̃αEUα(L[U ]) +DiW
i[U, η̃α[U ]], (ǒǔ . Ǔ)

ͬ ƍود. Ƽ ɔŧان (Ǒǒ . Ǔ) ǃƚŧرا ƘƉوŭ W i[U, η̃α[U ]] آن در ǃȔ
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ǐǓǒ ǀوŭر ǃɔƖư
از ǪاراŮƼری ɓ ȡروه از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد k‐ام ǃŨŭرƼدادŮƼا v(k) ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . Ǔ . Ǔ ƻƸ
ɓ Ũŭدɓلات از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد k‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد ṽ(k) و (Ǒǖ . Ǔ) ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات
ŧاƍد، ͬǄواžƸد Ơŧاŭ F (U) = F (x, U, ∂U, · · · , ∂kU) اȡر ŧاƍد. (ǒǑ . Ǔ) آن ƢƼادل ǪاراŮƼری

ŬƉا ŧرưرار زɓر اźŭاد آȢǀاه
v(k)F [U ] + F [U ]Diξ

i(x, U) ≡ ṽ(k)F [U ] +Di(F [U ]ξi(x, U)). (ǒǕ . Ǔ)
.[Ǒ٠] برهان.

ͬ ƍود. Ƽ ǃŶɔŮǀ زɓر ǃɔƖư آƼد، ŧالا در ǃǷǀآ ǁŧاŧر
ƍده ǃŶɔŮǀ ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا از (ǐ . Ǔ) ،R(x, u) دȢŮƉاه ɔǁȔد Ƭرض ǀوŭر). ǃɔƖư) .Ǒ . Ǔ . Ǔ ǃɔƖư
ǃȔ ŧاƍد (Ǒǔ . Ǔ) اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات از ƽŶƼوǃơ ای ƭƼروض، PDE دȢŮƉاه ͬǁƢɓ ŧاƍد،
ŧاƍد. L[U ] لاȡراǀژی ŧا (Ǒ٠ . Ǔ) J [U ] ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا U(x) = u(x) ƻƼرŮƊȔا u(x) ŵواب Ǆای
و ŧاƍد J [U ] از ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن (Ǒǖ . Ǔ) ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه ɔǁȔد Ƭرض
ƿɓا در ŧاƍد. ƍده ƫɓرƢŭ (Ǒǔ . Ǔ) راƚŧۀ ƘƉوŭ v(x) و U(x) دžƸواه Ơŧواŭ ŧرای W i[U, u] ɔǀز

راƚŧۀ اولا˟ Ƒورت
η̃α[U ]EUα(L[U ]) ≡ −Di

(

ξi(x, U)L[U ] +W i[U, η̃α[U ]]
)

, (ǒǖ . Ǔ)
دȢŮƉاه از ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ƽŶƼوǃơ ای {η̃α[U ]}mα=1 ͬǁƢɓ .ŬƉا ŧرưرار U(x) دžƸواه Ơŧاŭ ŧرای

ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون űاɔǀاً .ŬƉا (Ǒǔ . Ǔ) اوƹɓر‐لاȡراǀژ
Di

(

ξi(x, u)L[u] +W i[u, η̃α[u]]
)

= 0, (ǒǗ . Ǔ)
.ŬƉا ŧ(Ǒǔ . Ǔ)رưرار اوƹɓر‐لاȡراǀژ دȢŮƉاه از u = Θ(x) ŵواب Ǆر ŧرای

ǃŶɔŮǀ (ǒǐ . Ǔ) اźŭاد از Ƒورت ƿɓا در ،F [U ] = L[U ] ưراردɔǄد (ǒǕ . Ǔ) اźŭاد در برهان.
ǃƚŧرا ͬ ƍود، Ƽ

ṽ(k)L[U ] +Di(L[U ]ξ(x, U)) ≡ 0, (ǒǘ . Ǔ)
(ǒǕ . Ǔ) راƚŧۀ از ṽ(k)L[U ] ŵای ǃŧ (ǒǘ . Ǔ) راƚŧۀ در .ŬƉا ŧرưرار U(x) دžƸواه Ơŧاŭ ŧرای
اوƹɓر‐ دȢŮƉاه ŵواب U(x) = u(x) اȡر ͬ ƍود. Ƽ ƷƑاŹ (ǒǖ . Ǔ) آȢǀاه دɔǄد، ưرار را ƌɓاوƊƼ
(ǒǗ . Ǔ) ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون و ͬ ƍود Ƽ ƭƑر (ǒǖ . Ǔ) راƚŧۀ ǩǶ ŬƽƉ آȢǀاه ŧاƍد، (Ǒǔ . Ǔ) لاȡراǀژ

ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ

ǀوŭر ǃɔƖư ƻɔƽƢŭ ǒ . Ǔ . Ǔ
Ũŭدɓلات از ƷƑاŹ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای را ǀوŭر ǃɔƖư ی [ǐǗ] ،ǔرɓوŧ ،ǐǘǕǖ Ɖال در
ǃŨŭرƼ Ũŭدɓلات ǃŧ ŬŨƊǀ ، J [U ] ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا Žاص، ŬƸاŹ ƿɓا در داد. ƻɔƽƢŭ ŧالاŭر، ǃŨŭرƼ

ǔT. H. Boyer
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǓǓ
ǀاوردا ͬŭلاɓدŨŭ ƿɔǁǶ ǃŧ ŬŨƊǀ ،L[U ] ͬǁƢɓ آن، لاȡراǀژی Ǆرȡاه ŬƉا ǀاوردا ǪاراŮƼری ɓ ŧالاŭر

ŧاƍد.
ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . Ǔ . Ǔ ƫɓرƢŭ

ṽ =

m
∑

α=1

η̃α(x, U, U (s))
∂

∂Uα
, (Ǔ٠ . Ǔ)

ǃȔ ŧاƍد، ṽ(∞) اŮƼداد ŧا ŧالاŭر ǃŨŭرƼ ͬƢƕوƼ Ũŭدɓلات ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد
η̃α[U ] ≡ η̃α[x, U, U (s)],

اȡر وǅǁŭا اȡر ŬƉا J [U ] ŧرای ͬƢƕوƼ Ʊŭارن ɓ ƷɓدŨŭ ƿɓا
ṽ(∞)L[U ] ≡ DiA

i[U ], (Ǔǐ . Ǔ)
ǃŧṽ(∞) Ƭوق راƚŧۀ در ŧاƍد. ŧرưرار ، Ai[U ] = Ai(x, U, ∂U, . . . , ∂rU) Ơŧواŭ از ای ǃơوƽŶƼ ŧرای

ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر Ƒورت
ṽ(∞) = η̃µ

∂

∂uµ
+ η̃

(1)µ
i

∂

∂uµi
+ . . .+ η̃

(p)µ
i1...ip

∂

∂uµi1...ip
+ · · · .

ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ .Ǒ . Ǔ . Ǔ ƫɓرƢŭ
x̃i = xi, i = 1, . . . , n,

ũα = uα + εη̃α(x, u(k)) + O(ε2), α = 1, . . . , q,

ŧرای ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن را، ŬƉا J [U ] ŧرای ͬƢƕوƼ Ʊŭارن ɓ ǃȔ ،ṽ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ŧاƼوƸد
ͬ ǀاǁƼد. Ƽ J [U ]

ƷƑا از ،R(x, U) Ƽاǁǀد ،PDE دȢŮƉاه ɔǁȔد Ƭرض ǀوŭر). ǃɔƖư از ŧوɓر ƻɔƽƢŭ) .ǒ . Ǔ . Ǔ ǃɔƖư
اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات از ای ǃơوƽŶƼ ƭƼروض، PDE دȢŮƉاه ،ͬǁƢɓ ŧاƍد، ƍده ǃŶɔŮǀ ͬŭراɔɔغŭ
لاȡراǀژی ŧا ، J [U ] ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا از U(x) = u(x) ƻƼرŮƊȔا u(x) ŵواǅŧای ǃȔ ŧاƍد (Ǒǔ . Ǔ)
ǃŧ ،(Ǔ٠ . Ǔ) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ŧاƼوƸد ͬƢƕوƼ Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه ŧاƍد. L [U ]

v(x)و U(x) دžƸواه Ơŧواŭ ŧرای W l[U, u] ǃǶاǁǶ ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در J [U ] از ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن ǁơوان
اƒǁɓورت در ŧاƍد، ƍده ƫɓرƢŭ (Ǒǒ . Ǔ) ǃƚŧرا ƘƉوŭ

ǃƚŧرا •

η̃α[U ]EUα(L [U ]) ≡ Di

(

Ai[U ]−W i[U, η̃α[U ]]
)

, (ǓǑ . Ǔ)
ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ از ƽŶƼوǃơ ای ، {η̃α[U ]}mα=1 ͬǁƢɓ ،ŬƉا ŧرưرار U(x) دžƸواه Ơŧاŭ ŧرای

.ŬƉا (Ǒǒ . Ǔ) اوƹɓر‐لاȡراǀژ دȢŮƉاه ŧرای
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ǐǓǔ ǀوŭر ǃɔƖư
ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون •

Di

(

W i[U, η̃α[u]]−Ai[u]
)

= 0, (Ǔǒ . Ǔ)
.ŬƉراراưرŧ (Ǒǒ . Ǔ) اوƹɓر‐لاȡراǀژ دȢŮƉاه از u = Θ(x) ŵواب Ǆر ŧرای

U(x) → U(x) + εv(x) ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ŭغɔɔر ،(Ǔ٠ . Ǔ) ƼوƸد ŧا ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ ŧرای برهان.
ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ (ǒǒ . Ǔ) ǃƸادƢƼ ،ƿɓراŧاǁŧ .ŬƉا ṽα(x) = η̃α[U ] ƼؤǄ ǃƭƸای دارای

δL = εṽ(∞)L[U ] +O(ε2), (ǓǓ . Ǔ)
ƻɓدار (ǑǑ . Ǔ) از اƼا

δL = ε
(

η̃α[U ]EUα(L[U ]) +Di(W
i[U, η̃[U ]])

)

+O(ε2), (Ǔǔ . Ǔ)
ƿɓا ǁŧاŧر

ṽ(∞)L[U ] = η̃α[U ]EUα(L[U ]) +Di(W
i[U, η̃[U ]]), (ǓǕ . Ǔ)

J[U ] ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن (Ǔ٠ . Ǔ) ͬƢƕوƼ ƷɓدŨŭ ǃ΄ɔɓاŶǀآ از .ŬƉا ŧرưرار U(x) دžƸواه Ơŧواŭ ŧرای
،(Ǔǐ . Ǔ) از (ǓǕ . Ǔ) در ṽ(∞)L[U ] ͬǁɓز·ɓاŵاŧ .ŬƉا ŧرưرار (Ǔǐ . Ǔ) ƢƼادلات ǃŶɔŮǀ در ،ŬƉا
ŧاƍد، (Ǒǔ . Ǔ) اوƹɓر‐لاȡراǀژ دȢŮƉاه ŵواب U(x) = u(x) اȡر ͬ ƍود. Ƽ ǃŶɔŮǀ (ǓǑ . Ǔ) اźŭاد

ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ (Ǔǒ . Ǔ) ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون و ͬ ƍود Ƽ ƭƑر (ǓǑ . Ǔ) راƚŧۀ ǩǶ ŬƽƉ آȢǀاه
ƼذȔور ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون آȢǀاه ŧاƍد، ƍده ƷƑاŹ ǀوŭر ǃɔƖư از ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون اȡر .Ǔ . Ǔ . Ǔ ǃɔƖư

آɓد.  ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ ɔǀز ŧوɓر) ƻŮɓور·Ƹا) ǀوŭر ǃɔƖư ƻɔƽƢŭ از
ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǃŧ ŶǁƼر (Ǒǖ . Ǔ) ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری ɓ ͬƸ ȡروه ɔǁȔد Ƭرض برهان.

:ƻɓدار ǃŶɔŮǀ در .ŬƉا ŧرưرار (ǒǘ . Ǔ) اźŭاد Ƒورت ƿɓا در ŧاƍد. ƍده
ṽ(k)L[U ] = ṽ(∞)L[U ] = DiA

i[U ], (Ǔǖ . Ǔ)
ɓ ͬƸ ȡروه ŧرای ƍرط ǅǁŭا (Ǔǖ . Ǔ) ǃƸادƢƼ اƼا .Ai[U ] = Di(L[U ]ξi(x, U)) آن در ǃ΄ɓورƚŧ
ͬǀاƊ΄ɓ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ،ƿɓا ǁŧاŧر .ŬƉا J[U ] از ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن ǃȔ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات از ǪاراŮƼری

ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ǀوŭر ǃɔƖư ƻɔƽƢŭ ŧرای
Ƒورت ǃŧ Ǖوردونȡ‐ƿɔƹȔ Ƽوج ǃƸادƢƼ .ǐ . Ǔ . Ǔ Ƽثال

R[u] = uxt + g(u) = 0, (ǓǗ . Ǔ)
ǕKlein-Gordon
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǓǕ
ǃƸادƢƼ ƿɓا .[Ǒ٠] ͬ ŧاƍد Ƽ ǃƸادƢƼ ͬƼوƽơ ͬƚŽ غɔر ƌǁȔ ƻǄرŧ ǃƹƽŵ g(u) ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ

ͬ ŧاƍد: Ƽ زɓر Ƒورت ǃŧ لاȡراǀژی، و ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا دارای
J [U ] =

∫

L[U ]dtdx, (Ǔǘ . Ǔ)

L[U ] = −1

2
UtUx + h(U), h′(U) = g(U). (ǔ٠ . Ǔ)

زɓر ưرار از ȡوردون ـ ƿɔƹȔ ǃƸادƢƼ Ʊŭارن Ǆای
v1 = ut

∂

∂u
, v2 = ux

∂

∂u
, v3 = (tut − xux)

∂

∂u
, (ǔǐ . Ǔ)

Ʒƽơ ǁŮƊǄد. ،J [U ] ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا ŧرای ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن Ƭوق، Ʊŭارن ǃƉ Ǆر ƍده اǀد. ǃŨƉاźƼ
ͬƼ ǃŶɔŮǀ را زɓر ͬƊǀورژاɓد ƽǀاǄ ƌɓای ، (ǔ٠ . Ǔ) لاȡراǀژی روی Ƭوق Ʊŭارن Ǆای ǃŮƬاɓ اŮƼداد

دǄد:
ṽ
(∞)
1 L[U ] = −Dt

(

1

2
UtUx + h(U)

)

,

ṽ
(∞)
2 L[U ] = −Dx

(

1

2
UtUx + h(U)

)

,

ṽ
(∞)
3 L[U ] = −Dt

(

1

2
tUtUx + th(U)

)

+Dx

(

1

2
xUtUx + xh(U)

)

. (ǔǑ . Ǔ)
ͬ ƍوǀد: Ƽ زɓر ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ǃŧ ŶǁƼر ،(ǔǐ . Ǔ) Ʊŭارن Ǆای ŧوɓر ƻŮɓور·Ƹا ǃŧ ǁŧا

Λ1[U ] = η̃1[U ] = Ut, Λ2[U ] = η̃2[U ] = Ux, Λ3[U ] = η̃3[U ] = tUt − xUx. (ǔǒ . Ǔ)
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƍارǄای اȢŮǀرال ɔȡری، ŧا ͬ ŭوان Ƽ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ͬȡادƉ ǃŧ ǃŵوŭاŧ ŲƼال ƿɓا در

.ƻɔǁȔ ͬƼ ǃŨƉاźƼ را ƍارǄا ǀوŭر ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧا اŶǁɓا در ͬƸو ŬƬاɓ را
لاȡراǀژی از اƭŮƉاده ŧا ،i = 1, 2 راŧرای W i[U, v] ƱƼادɓر اŮŧدا . x1 = t و x2 = x دɔǄد ưرار

از: Ũơارǁŭد ƱƼادɓر ƿɓا .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ǃŨƉاźƼ (Ǒǒ . Ǔ) ǃƚŧرا از ƿŮƬرȡ ƽȔ و ،(ǔ٠ . Ǔ)
W 1[U, v] = −1

2
vUx, W 2[U, v] = −1

2
vUt. (ǔǓ . Ǔ)

:ƻɓدار ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǃƉ ŧرای (ǔǑ . Ǔ) راƚŧۀ از اƭŮƉاده ŧا ƈǫƉ
(A1

1, A
2
1) =

(

−1

2
UtUx − h(U), 0

)

,

(A1
2, A

2
2) =

(

0,−1

2
UtUx − h(U)

)

,

(A1
3, A

2
3) =

(

−1

2
tUtUx − th(U),

1

2
xUtUx + h(U)

)

. (ǔǔ . Ǔ)
Ŧɔŭرŭ ƿɓدŧ (ǔǑ . Ǔ) ŧا ǁŮƼاƝر ،ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǃƉ اƒǁɓورت در

Dt (h[u])−Dx

(

1

2
U2
t

)

= 0,

Dx (h[u])−Dt

(

1

2
U2
x

)

= 0,

Dt

(

1

2
xU2

x + th[u]

)

−Dx

(

1

2
tU2

t + xh[u]

)

= 0, (ǔǕ . Ǔ)
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ǐǓǖ ǀوŭر ǃɔƖư
ƽǀاɔɓد. ǃƢŵراƼ [ǑǑ] ƠŨǁƼ ǃŧ źƼاŨƉات، ŮƎɔŧر ŵزئɔات ƎƼاǄده ŧرای ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ

ǀوŭر ǃɔƖư ƼحدودǄ Ŭɓای Ǔ . Ǔ . Ǔ
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ƞǁƼور ǃŧ ǀوŭر ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧرای ͬƭƹŮžƼ ͬŭذا źƼدودǄ Ŭɓای
ͬǁƢɓ ͬ ƍود Ƽ Ƽرŧوط ͬŭراɔɔغŭ دȢŮƉاه Ǆای ǃŧ آن Ǆا ƿɔƸاو دارد. وŵود R(x, u) دȢŮƉاه ͬƢƕوƼ
Ƣŭداد ǃŶɔŮǀدر ŧاƍد. اźƸاق Žود ŧاɓد R(x, u) ŧا ǁŮƼاƝر (ǃƍرƬ ƯŮƎƼ) ǁǁȔده ͬƚŽ ƹƽơ·ر
ŮƎɔŧر ŵزئɔات از اƙلاع ŧرای ŧاǁƍد. Ɗ΄ɓان ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای Ƣŭداد ŧا ŧاɓد دȢŮƉاه ǄPDEای

لاȡراǀژی ŧرای ͬźɓرƑ ƬرƼول ŧاɓد ơلاوه ǃŧ ƽǀاɔɓد. ǃƢŵراƼ [ǖǔ] و [Ǒ٠] ͽŵراƼ ǃŧ ͬ ŭواɔǀد Ƽ
ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀرا ͬŭراɔɔغŭ دȢŮƉاه آن اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات ǃȔ ŬƬاɓ L[U ]

دارد. وŵود ŭغɔɔرات PDE دȢŮƉاه از ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن Ǆای ǃŨƉاźƼ در ͬŭلا΄ƎƼ ƿɔǁǷƽǄ
ŮƼغɔرǄای ƱŮƎƼات ǃŧ ǃŮƊŧوا ͬƢƕوƼ Ʊŭارن Ǆای ŧاɓد ƭƼروض، PDE دȢŮƉاه ŧرای ،ǃȕǁɓا اول
ŧاɓد L[U ] لاȡراǀژی ŧرای ŸɓرƑ ƬرƼول ƿŮƬاɓ از Ƣŧد دوم، .ŬƬاɓ ƞǀر Ƽورد ǃŨŭرƼ ŭا را ǃŮƊŧوا
ͬǁƢɓ ͬ دارǀد، Ƽ ǃȢǀ ǀاوردا را L[U ] لاȡراǀژی دȢŮƉاه، Ʊŭارن Ǆای از ɓ Ȕدام ǃȔ ƽǀود ͬƉررŧ

.ŬƉا ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن Ʊŭارن، Ȕدام
(ŧرŽوردی) ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات Ʒƽơ Ŭźŭ زɓرا ،ŬƉا ƒŮžƼات ǃŧ ǃŮƊŧوا ǀوŭر روش ƉراŶǀام،
دارای ǃȔ ƍود ƷɓدŨŭ ͬǄاȢŮƉد ǃŧ ŬƉا ƿ΄ƽƼ ŬƉا ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا دارای ǃȔ ͬŭادلاƢƼ دȢŮƉاه

Ũǀاƍد. ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا
روش ƿɓا ͬ ŧاƍد. Ƽ Ƭوق ƷائƊƼ ƽŭام از Ƭارغ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای ƻɔƱŮƊƼ روش
ǃŧ ŧرد. Ȕار ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ Ũǀاƍد، ɓا ŧاƍد ͬŭراɔɔغŭ ǃȔ PDE دȢŮƉاه Ǆر ŧرای ƻɔƱŮƊƼ ƙور ǃŧ را

.ŬƊɔǀ لاȡراǀژی وŵود ơدم ɓا وŵود از ͬŭاơلاƙا ƿŮƍدا ŧرای ͬƼزوƸ ơلاوه
ͬ ƍود Ƽ ǃŶɔŮǀ ƿɓا ǃŧ ŶǁƼر ƷƑا ƿɓا ͬ ŧاƍد. Ƽ ƒŮžƼات اžŮǀاب از ƷƱŮƊƼ ƻɔƱŮƊƼ روش

ͬ Ȣǀارǀد. Ƽ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃŧ را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư (ŧرŽوردی) ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات ǃȔ
در ŧرưرارǀد، U(x) Ƽاǁǀد ͬǄواžƸد Ơŧاŭ Ǆر ŧرای (Ǘ . Ǔ) ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ƻɔƱŮƊƼ روش در
ǃƒžƎƼ ƢƼادلات  ǃơوƽŶƼ زɓر Ʊŭار ن Ǆا ƒžƎƼۀ ƢƼادلات ،ͬŭراɔɔغŭ دȢŮƉاه Ǆای در ǃȔ ͬŭورƑ
ƢƼادلات ƷŹ ͬŮžƉ ǃŧ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ǃƒžƎƼ ƢƼادلات ƷŹ ͬƬرƙ از ǁŮƊǄد. ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ

.ŬƊɔǀ ͬƢƕوƼ Ʊŭارن Ǆای ǃƒžƎƼ
ͬ ŭوان Ƽ ŧاƍد آƼده ŬƉد ǃŧ آن لاȡراǀژی و ŧاƍد ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا دارای PDE دȢŮƉاه اȡر
ƻɔƱŮƊƼ روش از اƭŮƉاده ŧا اŮŧدا، ǃȔ Ŧɔŭرŭ ƿɓا ǃŧ ƽǀود. ŦɔȔرŭ ǀوŭر روش ŧا را ƻɔƱŮƊƼ روش
ǄرȔدام ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن Ǆای ƈǫƉ و ŬƬاɓ را ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃŧ Ƽرŧوط ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ
را ǄرȔدام ŧا ǁŮƼاƝر ƈǀورژاɓد Ƭرم ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن Ǆر ŧرای دوم، ǃƹŹرƼ در Ȕرد. ǃŨƉاźƼ را
ارŨŭاط در (Ǒǒ . Ǔ) ƬرƼول از اƭŮƉاده ŧا Ɖوم، ǃƹŹرƼ در آورد. ŬƉد ǃŧ ŧوɓر ƻŮɓور·Ƹا ƘƉوŭ
ǃȔ ƻɔƱŮƊƼ روش ƫƢƕ ŦɔȔرŭ ƿɓا ŧا ǃŮŨƸا .ŬƬاɓ را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư (Ǔǒ . Ǔ) ŧوɓر ƬرƼول ŧا
Ȕار ͬŮžƉ ͬƸو ƍد ŽواǄد ŧرƙرف ŬƉا ͬƢŧاŭ Ŧɓرƕ Ǆر ŧا ǁŮƼاƝر ͬƸا·Ƕ و ƍار ƿŮƬاɓ ƽǄان
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǓǗ
.ŬƉا ͬưاŧ ǁǷƽǄان

اŧراگƽɔوف روش ǔ . Ǔ
،ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای لاȡراǀژی ƿŮƬاɓ دƍواری ɔǀز و ǀوŭر ǃɔƖư źƼدودǄ Ŭɓای ǃŧ ƞǀر
غɔر ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ از ŵدɓدی ƫɓرƢŭ [ǔǑ] اش ǃƸاƱƼ در اŧراƽɔȡوف
آورد. ŬƉدŧ (ͬƚŽرɔغ ɓا ͬƚŽ) دžƸواه ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ Ǆر ŧرای ɒɓژǀراȡلا و Ȕرد ǃارائ ͬƚŽ
ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای Ƣŭداد ŧا ƌŭادلاƢƼ Ƣŭداد ǃȔ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه Ǆر ŧرای ،ƿɓراŧاǁŧ
Ʊŭارن Ǆای ƽŭام ͬưاźƸا ƢƼادلات ǃ΄ɔɓاŶǀآ از Ȕرد. اƭŮƉاده ǀوŭر ǃɔƖư از ͬ ŭوان Ƽ ŧاƍد ŧراŧر
ȡروه Ǆای از ɓ Ǆر ŧا ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ɔƼان ǁŭاƝر ɓ ͬ ŭوان Ƽ ͬ ŧرǀد Ƽ ارث ǃŧ را ͬƹƑا ǃƸادƢƼ
ŧدون رو ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư و ƽǀود ŧرưرار ŧ΄لاǀد) ͬƸ) ŧالاŭر ǃŨŭرƼ ŧرŽوردی، ǃƚƱǀ ای، Ʊŭارن
ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧا ƌžŧ ƿɓا در Ȕرد. ǃŨƉاźƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ɔƉلاȔ لاȡراǀژی

.ƻɔǄد ͬ Ƽ ǃارائ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای ͬƱɔưد ƬرƼول [ǔǑ] و [ǓǗ] ، [ǓǕ] اŧراƽɔȡوف
ŮƼغɔر n ŧا k ǃŨŭرƼ از R (x, u) := ∆σ [u] ŵزئͬ ƱŮƎƼات ŧا ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه
زɓر Ƒورت ǃŧ N = m Ƭرض ŧا u =

(

u1, . . . , um
) ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر m و x =

(

x1, . . . , xn
) ƷƱŮƊƼ

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در
∆α [u] = ∆α

(

x, u, ∂u, . . . , ∂ku
)

= 0, α = 1, . . . ,m. (ǔǖ . Ǔ)
اȡر

L =
m
∑

β=1

vβ∆β
(

x, u, ∂u, . . . , ∂ku
)

, (ǔǗ . Ǔ)

ƢƼادلات Ƒورت ƿɓدرا ŧاƍد، (ǔǖ . Ǔ) ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ŧرای ưراردادی لاȡراǀژی
Ƒورت ǃŧ ،(ǔǖ . Ǔ) دȢŮƉاه ŧرای ͬưاźƸا

(∆α)∗
(

x, u, v, ∂u, . . . , ∂ku, ∂kv
)

=
δL

δuα
= 0, (ǔǘ . Ǔ)

ƹƽơ·ر ،δ/δuα و ǁŮƊǄد ŵدɓد ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای v =
(

v1, . . . , vm
) ǃȔ ͬƽƊư ǃŧ ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ

ǃƚŧرا ŧا ǃȔ ،ŬƉا اوƹɓر‐لاȡراǀژ
δ

δuα
=

∂

∂uα
+

∞
∑

s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂uαi1···is
, α = 1, · · ·m, (Ǖ٠ . Ǔ)

Ȕرد. اƍاره آن ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ
Ǆرȡاه ȡوǁɓد ͬƚŽ غɔر اźƸاق Žود را (ǔǖ . Ǔ) ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه .ǐ . ǔ . Ǔ ƫɓرƢŭ

ŵاɓ·ذاری ŧا ،(ǔǖ . Ǔ) دȢŮƉاه از u ŵواب Ǆای ǃƽǄ روی (ǔǘ . Ǔ) ͬưاźƸا دȢŮƉاه
vα = φα (x, u) α = 1, . . . ,m,
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ǐǓǘ اŧراƽɔȡوف روش
دɓ·ر Ũơارت ǃŧ ǁȔد. Ƒدق ،φ(x, u) ̸= 0 ǃȔ ƙوری ǃŧ

(∆α)∗
(

x, u, φ(x, u), . . . , u(s), φ(s)
)

= λβα∆
β , (Ǖǐ . Ǔ)

Ƒورت ǃŧ ɒɓاǄ ƯŮƎƼ φ(σ) و ǁŮƊǄد Ŧɓراƕ Ǆا λβα = λβα (x, u, ∂u, . . . , ∂su) ǃȔ
φ(σ) = {Di1 · · ·Diσ (φ

α(x, u))}, σ = 1, · · · , s,

ǁŮƊǄد. φ = (φ1, · · · , φm) و v = (v1, · · · , vm) Ƣŧدی m ŧردارǄای φ و v و
ƢƼادلات دȢŮƉاه Ƭوق، ƫɓرƢŭ در .ŬƉا رده زɓر ǃƉ ƷƼاƍ ͬƚŽرɔغ ͬưاźƸا Žود ǅƭƼوم
،(ǔǘ . Ǔ) از آƼده ŬƉد ǃŧ ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ Ǆرȡاه ȡوǁɓد، اźƸاق Žود اɔȔداً را (ǔǖ . Ǔ) ƷɔƊǀراƭɓد
و ،v = φ(u) ŵاɓ·ذاری ŧا ƍود. λ Ŧɓرƕ ɓ ŧا ǃƸادƢƼ Žود ǃŧ ƷɓدŨŭ u = v ŵاɓ·ذاری ŧا
ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ŧاƍد ŧرưرار φ′(u) ̸= 0 و φ′(u) = ∥∂φ′(u)

∂uβ
∥ ƍرط ǃȔ ͬŭورƑ در

دȢŮƉاه ŧاƍد u و x ƷƼاƍ v = φ(x, u) ŵاɓ·ذاری Ǆرȡاه ͬ ǀاǁƼد. Ƽ اźƸاق Žود ǃŨƍ را (ǔǖ . Ǔ)
اźƸاق Žود را آن ،v = φ

(

x, u, ∂u, . . . , ∂ku
) اȡر و ͬ ǀاǁƼد Ƽ ƫɔƢƕ اźƸاق Žود را ƢƼادلات

ͬ ǀاǁƼد. Ƽ ͬƹɔƊǀراƭɓد ŵاɓ·ذاری ŧا ͬƚŽرɔغ
KdV ǃƸادƢƼ .ǐ . ǔ . Ǔ Ƽثال

ut = uxxx + uux,

لاȡراǀژی .[Ǔǒ] ƻɔɓاƽǀ ƐžƎƼ را ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬưاźƸوداŽ ǀوع ƻɓدار ƒưد ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در
از: ŬƉا Ũơارت ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای ưراردادی

L = v(ut − uxxx − uux) = vut − vuxxx − vuux.

Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای ɔǀز اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر
δ

δu
=

∂

∂u
−Dx

∂

∂ux
−Dt

∂

∂ut
−DxDxDx

∂

∂uxxx
,

: ŧود ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ اźƸاق ǃƸادƢƼ ƿɓا ǁŧاŧر ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ
δL

δu
= −vux −Dx(−vu)−Dt(v)− (Dx)

3(−v)

= uvx − vt + vxxx,

ǃƸادƢƼ ɓ KdV ǃƸادƢƼ ƈǪ ƍد. ŽواǄد ƷɓدŨŭ KdV ǃƸادƢƼ ǃŧ u ǃŧ v ƷɓدŨŭ ŧا وƕوح ǃŧ ǃȔ
.ŬƉا اźƸاق Žود اɔȔداً

ŬƸاŹ در را Ƽوج ͬƚŽ غɔر ǃƸادƢƼ .Ǒ . ǔ . Ǔ Ƽثال
utt − uxx + u2t − u2x = 0,
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǔ٠
از: ŬƉا Ũơارت ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای ưراردادی لاȡراǀژی ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در
L = vF = vutt − vuxx + vu2t − vu2x.

غɔر ǃƸادƢƼ ŧرای ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ ǃȔ دɓد ƻɔǄواŽ لاȡراǀژی ƿɓا ŧر اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر اƽơال ŧا
:[Ǔǒ] ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ Ƽوج ͬƚŽ

F ∗ =
δL

δu
= vtt − vxx − 2vutt − 2utvt + 2vuxx + 2uxvx = 0, (ǕǑ . Ǔ)

اɔȔداً ǃƸادƢƼ ƿɓا ƈǪ ƍد žǀواǄد ƷɓدŨŭ ͬƚŽ غɔر Ƽوج ǃƸادƢƼ ǃŧ u ǃŧ v ƷɓدŨŭ ŧا وƕوح ǃŧ ǃȔ
Ƭرم ǃŧ ưراردادی لاȡراǀژی ƿŮƍدا ŧا ،ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در v = φ(u) Źال .ŬƊɔǀ اźƸاق Žود

L = φutt − φuxx + φu2t − φu2x, (Ǖǒ . Ǔ)
:ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ŧراŧر ǃƸادƢƼ از ɒŨɓرƕ ŧا را آن ǃȔ ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ

φ′(2utt − 2uxx − u2t + u2x) + φ(−2utt + 2uxx) + φ′′(u2t − u2x) =

= λ(utt − uxx) + λ(u2t − u2x),

ǃŨƍ ǃƸادƢƼ ɓ ǃŧ Ƽوج ͬƚŽ غɔر ǃƸادƢƼ v = eu ŵاɓ·ذاری ŧا ƻɔŧاɓ ͬ Ƽ در źƼاŨƉات اŶǀام ŧا
ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ اźƸاق Žود

ͬƚŽ غɔر دوم ǃŨŭرƼ ͬƹƼاȕŭ ǃƸادƢƼ .ǒ . ǔ . Ǔ Ƽثال
ut = (f (u)ux)x + (g (u)uy)y + (h (u)uz)z , (ǕǓ . Ǔ)

دƼا ŭاɔűر Ŭźŭ Źرارت اƎŮǀار Ŧɓرƕ ǃȔ ͬ ǁȔد Ƽ ƫɔƑوŭ ǀاƊƽǄاȢǀرد Ƽواد ŧا را Źرارت اƱŮǀال
Ŭŧاű ɓ ŴɔǄ و ǁŮƊǄد ͬƚŽ ƷƱŮƊƼ h (u) ،g (u) ،f (u) دžƸواه و ŬŨŲƼ Ŧɓراƕ .[Ǔǒ] ŬƉا

ͬǁƢɓ ǁŮƊɔǀد
f ′ (u) ̸= 0 g′ (u) ̸= 0, h′ (u) ̸= 0. (Ǖǔ . Ǔ)

Ƒورت ǃŧ (ǕǓ . Ǔ) ǃƸادƢƼ ƍده داده ƘƊŧ Ƭرم
F ≡ −ut + f (u)uxx + g (u)uyy + h (u)uzz + f ′ (u)u2x + g′ (u)u2y + h′ (u)u2z,

از: ŬƉا Ũơارت (ǕǓ . Ǔ) ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ (ǔǘ . Ǔ) ǃƚŧرا از اƭŮƉاده ŧا و ͬ ŧاƍد Ƽ
F ∗ ≡ −vt + f (u) vxx + g (u) vyy + h (u) vzz = 0.

لازم ƱŮƎƼات و v = φ(t, x, y, z, u) ŵاɓ·ذاری ŧا
vα ≡ Dα (φ) = φuuα + φα, α = t, x, y, z,

vαα ≡ D2
α (φ) = φuu2α + φuuu

2
α + 2φαuuα + φ2α, α = t, x, y, z,

PDF Compressor Free Version 



ǐǔǐ اŧراƽɔȡوف روش
:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ ،(Ǖǐ . Ǔ) ͬƚŽ غɔر ͬưاźƸا Žود ƍرط در

λ = 0, φu = 0, vt = φt, vxx = φxx, vyy = φyy, vzz = φzz.

ͬ ƍود، Ƽ داده ƌǄاȔ زɓر ǃƚŧرا ǃŧ ͬƚŽرɔغ ͬưاźƸا Žود ƍرط ǃŶɔŮǀدر
−φt + f (u)φxx + g (u)φyy + h (u)φzz = 0.

:ƻɓدار (Ǖǔ . Ǔ) Ƙɓراƍ و h (u) ،g (u) ،f (u) ͬƚŽ اƱŮƉلال ǃŧ ǁŧا
φt = 0, φxx = 0, φyy = 0, φzz = 0.

:ƻɔƉر ͬ Ƽ زɓر ǃƚŧرا ǃŧ دȢŮƉاه ɓ در ŧالا ƢƼادلات ƷŹاز
v = a1xyz + a2xy + a3xz + a4yz + a5x+ a6y + a7z + a8, (ǕǕ . Ǔ)

.ŬƉا Ƒادق (ǕǕ . Ǔ) در v ŵاɓ·ذاری ŧا ͬƚŽرɔغ ͬưاźƸا Žود Ƙɓراƍ در ǃƸادƢƼ ƿɓراŧاǁŧ
ɓ ،(ǔǖ . Ǔ) ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ǃȔ ƻɔǁȔ Ƭرض اŧراƽɔȡوف) ǃɔƖư) .ǐ . ǔ . Ǔ ǃɔƖư
ŧالاŭر ŦŭراƼ و ŧرŽوردی ǃƚƱǀ ای، Ʊŭارن Ǆر Ƒورت ƿɓا در ŧاƍد. ͬƚŽ غɔر اźƸاق Žود ǃƸادƢƼ
Ci ƼؤǄ ǃƭƸای ǃȔ ͬ ƍود Ƽ ،Di

(

Ci
)

= 0 Ƭرم ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ ǃŧ ŶǁƼر ،(ǔǖ . Ǔ) دȢŮƉاه
ͬ آǁɓد: Ƽ ŬƉدŧ زɓر ǃƚŧرا از

Ci = ξiL+W σ

[

∂L

∂uσi
−Dj

(

∂L

∂uσij

)

+DjDk

(

∂L

∂uσijk

)

− . . .

]

(Ǖǖ . Ǔ)

+Dj (W
σ)

[

∂L

∂uσij
−Dk

(

∂L

∂uσijk

)

+ . . .

]

+DjDk (W
σ)

[

∂L

∂uσijk
− . . .

]

+ . . .

.L = vβ∆β و W σ = ησ − ξjuσj آن در ǃȔ ǃ΄ɓورƙ ǃŧ
ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را ǀوŭر ƹƽơ·ری اźŭاد برهان.

v +Di(ξ
i) =Wα δ

δuα
+DiN

i. (ǕǗ . Ǔ)
Ƒورت ǃŧ ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد v اźŭاد ƿɓا در

v = ξi
∂

∂xi
+ ηα

∂

∂uα
+ ζαi

∂

∂uαi
+ ζαi1i2

∂

∂uαi1i2
+ · · · , (Ǖǘ . Ǔ)

Ƒورت ǃŧ اŮƼداد ƬرƼول ŧا آن Ŧɓراƕ دɓ·ر و ǁŮƊǄد دžƸواه Ơŧواŭ آن در ηα و ξi Ŧɓراƕ ǃȔ ŬƉا
ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃŨƉاźƼ زɓر

ζαi = Di(W
α) + ξjuαij , ζαi1i2 = Di1Di2(W

α) + ξjuαji1i2 . (ǖ٠ . Ǔ)
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǔǑ
داده زɓر راƚŧۀ ŧا Ni ƹƽơ·ر ƿɔǁǷƽǄ و ŧوده اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر δ

δuα
،(ǕǗ . Ǔ) اźŭاد در

ͬ ƍود: Ƽ
Ni = ξi +Wα δ

δuαi
+

∞
∑

s=1

Di1 · · ·Djs(W
α)

δ

δuαii1···is
, i = 1, · · · , n. (ǖǐ . Ǔ)

ǃȔ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ŧا ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃŧ ǃŮƊŧوا ǀوŭر، ǃɔƖư ǃȔ ƻɓوƍ ͬ Ƽ ɓادآور
اŨűات ƿɓا و ŬƉا ƍده اŨűات ŭغɔɔرات ƊŹاب ƽȔ ŧا اŮŧداً ͬ ƍود، Ƽ ǃŶɔŮǀ ŭغɔɔرات اƑول از
ƞǀر در زɓر Ƒورت ǃŧ را اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات ǃǷǀاǁǶ ͬǁƢɓ .ŬƉا آن ŧرای ͬǁɓز·ɓاŵ ͽưوا در

:ƻɓرɔ·ŧ
δL

δuα
= 0, α = 1, · · · ,m. (ǖǑ . Ǔ)

ɔǀز و ͬ ƍود Ƽ ǃŮƬرɓذǪ Ʊŭارن ǁơوان ǃŧ (ǖǑ . Ǔ) ǃƸادƢƼ ƘƉوŭ (Ǖǘ . Ǔ) ƼوƸد ƻɔǁȔ Ƭرض ɔǀز و
ŭغɔɔرات اȢŮǀرال

∫

L(x, u, , u(1), · · · )dx,

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ را زɓر Ɗŭاوی ƈǫƉ ͬ Ƽاǀد، Ƽ ͬưاŧ ǀاوردا v ƼوƸد ŧا Ũŭدɓلات ȡروه Ŭźŭ
v(L) +Di(ξ

i)L = 0. (ǖǒ . Ǔ)
:ǃȔ Ƒورت ƿɓا ǃŧ ،ƻɔǁȔ اƽơال L روی را (ǕǗ . Ǔ) راƚŧۀ Ɖوی دو اȡر ،ƿɓراŧاǁŧ

v(L) +Di(ξ
i)L =Wα δL

δuα
+Di[N

i(L)],

ƼؤǄ ǃƭƸای ŧا ŧردار ǃȔ دɓد ƻɔǄواŽ ،(ǖǒ . Ǔ) و (ǖǑ . Ǔ) ƿŮƬرȡ درƞǀر ŧا
Ci = Ni(L), 1 = 1, · · · , n, (ǖǓ . Ǔ)

ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ƢƼادƸۀ در
Di(C

i)
∣

∣(ǖǑ . Ǔ) = 0, (ǖǔ . Ǔ)
Ǆ ƯŮƎƼای ǃŧ źƼدود ƘƱƬ را (ǖǐ . Ǔ) ƹƽơ·ر ،ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư źƼاŨƉۀ ȢǁǄام در ͬ ǁȔد. Ƽ Ƒدق
را ŧرǄان ƿɓا و ƍد ŽواǁǄد ǃŨƉاźƼ (ǕǗ . Ǔ) راƚŧۀ از Ǆا Ci و Ȕرد ƻɔǄواŽ لاȡراǀژی در درɔȡر

ͬ ǁȔد. Ƽ ƷƼاȔ

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را زɓر Ƒورت ǃŧ ɓ ƼرŨŭۀ ͬƚŽ ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ .ǐ . ǔ . Ǔ گزاره
L[y] = a0y

(s) + a1y
(s−1) + · · ·+ as−2y

′′ + as−1y
′ + asy, (ǖǕ . Ǔ)
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ǐǔǒ اŧراƽɔȡوف روش
Ƒورت ǃŧ اȡر ŬƉا ƷƼاȔ ƷɔƊǀراƭɓد ɓ L[y] و ai = ai(x) ǃȔ

L[y] = Dx

(

Ψ(x, y, y′, · · · , y(s−1))
)

, (ǖǖ . Ǔ)
z = ϕ(x) اȡر ǅǁŭا و اȡر ŬƉا (ǖǕ . Ǔ) ǃƸادƢƼ ŧرای ɔȡری اȢŮǀرال ƷƼاơ ɓ ϕ(x) Ơŧاŭ ŧاƍد.

ͬưاźƸا ƢƼادƸۀ از ŵواب ɓ ϕ(x) ̸= 0 ǃȔ
L∗[z] = 0, (ǖǗ . Ǔ)

ŧا را (ǖǕ . Ǔ) ǃƸادƢƼ ƼرŨŭۀ ͬ ŭوان Ƽ (ǖǗ . Ǔ) ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ از ϕ(x) ŵواب ƿŮƊǀدا ŧا ŧاƍد.
ǃƸادƢƼ از ɔȡری اȢŮǀرال

ϕ(x)L[y] = Dx

(

Ψ(x, y, y′, · · · , y(s−1))
)

,

Ʒ΄ƍ ǃŧ آن ƿŮƍوǀ و
Ψ(x, y, y′, · · · , y(s−1)) = C1, (ǖǘ . Ǔ)

ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر راƚŧۀ ŧا Ψ و دžƸواه Ŭŧاű ɓ C1 (ǖǘ . Ǔ) ǃƸادƢƼ در داد. ƌǄاȔ
Ψ = N(zL[y])

∣

∣

w=y
. (Ǘ٠ . Ǔ)

.[Ǔǒ] برهان.
:[Ǔǒ] ɔ·ŧرɓد ƞǀر در را زɓر ƿ·ƽǄ دوم ƼرŨŭۀ ǃƸادƢƼ .Ǔ . ǔ . Ǔ Ƽثال

f ′′ +
sinx

x2
f ′ +

(

cosx

x2
− sinx

x3

)

f = 0. (Ǘǐ . Ǔ)
زɓرا ͬ ǁȔد ƽǀ Ƒدق δF

δf = 0 ͬǁƢɓ ͬƹȔ ƷɔƊǀراƭɓد ƍرط در ǃƸادƢƼ ƿɓا ǩǶ ƙرف
δ

δf

[

f ′′ +
sinx

x2
f ′ +

(

cosx

x2
− sinx

x3

)

f

]

=
sinx

x2
.

(Ǘǐ . Ǔ) ƢƼادƸۀ ŧرای ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ ŧرد. Ȕار ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ آن Ƽورد در را (ǐ . ǔ . Ǔ) ȡزاره ƿɓا ǁŧاŧر
ŬƉراɓز Ƒورت ǃŧ

z′′ +
sinx

x2
z′ +

sinx

x3
z = 0.

:ƻɓدار (Ǘ٠ . Ǔ) در آن ŵاɓ·ذاری ŧا ǃȔ ،ŬƉا z = x Ƭوق ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ ŧرای ͬǅɓدŧ ŵواب
Ψ = N

[

xf ′′ +
sinx

x
f ′ +

(

cosx

x
− sinx

x2

)

f

]

=
sinx

x
w − w + xw′.

ͬ ƍود: Ƽ ǃŮƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای (ǖǘ . Ǔ) راƚŧۀ ƿɓراŧاǁŧ
xf ′ +

(

sinx

x
− 1

)

f = C1.
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǔǓ
Ƒورت ǃŧ را (Ǘǐ . Ǔ) ǃƸادƢƼ ŧرای ͬƹȔ ŵواب اول ǃŨŭرƼ ͬƚŽ ǃƸادƢƼ ƿɓا از ɔȡری اȢŮǀرال ŧا

:ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر
f =

(

C2 + C1

∫

1

x2
e
∫

sin x

x2
dxdx

)

xe−
∫

sin x

x2
dx.

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را ŮƊƼر ŧاک ǃƸادƢƼ .ǔ . ǔ . Ǔ Ƽثال
ut = (u4)xx + (u3)x. (ǗǑ . Ǔ)

Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای ưراردادی لاȡراǀژی
L = v

(

ut − 4u3uxx − 12u2u2x − 3u2ux
)

, (Ǘǒ . Ǔ)
از: ŬƉا Ũơارت آن ŧرای ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ و ŬƉا

F ∗ ≡ −vt − 4u3vxx + 3u2vx. (ǗǓ . Ǔ)
v = C Ŧɓرƕ ŧا اźƸاق Žود ͬƚŽ غɔر ǃƸادƢƼ ɓ ǃƸادƢƼ ƿɓا ƻɔŧاɓ ͬ Ƽ در źƼاŨƉات اŶǀام ŧا ǃȔ
ǃŨƉاźƼ ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƻɔǄواŽ ͬ Ƽ .[ǘ٠] ŬƉا Ŭŧاű ơدد ɓ C ǃȔ ŬƉا

ǁŮƊǄد: زɓر Ƒورت ǃŧ ŮƊƼر ŧاک ǃƸادƢƼ Ʊŭارن Ǆای .ƻɔǁȔ
v1 =

∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = t

∂

∂t
− x

∂

∂x
− u

∂

∂u
. (Ǘǔ . Ǔ)

ǃƸادƢƼ ŵواب Ǆای روی (Ǘǒ . Ǔ) لاȡراǀژی Ƕون و ǃƸادƢƼ ŧودن اźƸاق Žود ͬƚŽ غɔر ǃŧ ǃŵوŭ ŧا
Ƽوŵود Ǆ ƯŮƎƼای ǃŧ ǃŵوŭ ŧا و ƽǀود Źذف (Ǖǖ . Ǔ) ǃƚŧرا از را ξL ǃƹƽŵ ͬ ŭوان Ƽ ͬ ƍود Ƽ ƭƑر

Ȕرد: ͬƊɓوǀازŧ زɓر Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای را (Ǖǖ . Ǔ) ǃƚŧرا لاȡراǀژی در
Ci =Wα

[

∂L

∂uαi
−Dj

(

∂L

∂uαij

)]

+Dj(W
α)

[

∂L

∂uαij

]

. (ǗǕ . Ǔ)
زɓر ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار Ǆای v = A ŵاɓ·ذاری ɔǀز و (Ǘǒ . Ǔ) لاȡراǀژی و Ƭوق ǃƚŧرا از اƭŮƉاده ŧا

ͬ ƍوǀد: Ƽ ƷƑاŹ
C1 =WA, (Ǘǖ . Ǔ)
C2 =W [−24u2uxA− 3u2A−Dx(−4u3A)] +Dx(W )(−4u3A).

Ƒورت ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار W = −ut ǃƒžƎƼ ŧا v = ∂
∂t ƹƽơ·ر :v1 ƹƽơ·ر ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون

ͬ دǄد: Ƽ ǃŶɔŮǀ را زɓر ƼؤǄ ǃƭƸای ŧا C = (C1, C2)

C1 = −Aut, C2 = A
(

12u2uxut + 3u2ut + 4u3utx
)

. (ǗǗ . Ǔ)
Ƭرض رɔƉد. ƻɔǄواŽ ŵدɓد ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃŧ زɓر ͬǅɓدŧ ŮƽȔر و ɔƭƼد ɔƹƽơات اŶǀام ŧا Źال

ɔǁȔد:
C1|(ǗǑ . Ǔ) = C̃1 +D2(H

2) + · · ·+Dn(H
n). (Ǘǘ . Ǔ)
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ǐǔǔ اŧراƽɔȡوف روش
ارز ƻǄ ŧردار ŧا ͬ ŭواǀد Ƽ C = (C1, C2, · · · , Cm) ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار ƿɓراŧاǁŧ

C̃ = (C̃1, C̃2, · · · , C̃m) = 0, (ǘ٠ . Ǔ)
از: Ũơارǁŭد آن ƼؤǄ ǃƭƸای ǃȔ ƍود ƿɓز·ɓاŵ

C̃1, C̃2 = C2 +D1(H
2), · · · , C̃m = Cm +D1(H

m). (ǘǐ . Ǔ)
ƹƽơ·ر ŧودن Ǫذɓر ŵاŵ ǃŧای ƷƑا ŧر ،(ǘ٠ . Ǔ) ŧردار ǃŧ C = (C1, C2, · · · , Cm) ŧردار از رɔƉدن

:ǃȔ ǁƢƼا ƿɓا ǃŧ ŬƉا اŮƉوار ͬƹȔ ƯŮƎƼ
D1D2(H

2) = D2D1(H
2), D1Dn(H

n) = DnD1(H
n),

ͬȢŮƊɓاǪ ǃƸادƢƼ ƿɓراŧاǁŧ
[

Dt(C
1) +Dx(C

2)
]

∣

∣

∣(ǗǑ . Ǔ) = 0, (ǘǑ . Ǔ)
:ŬƉا زɓر ͬȢŮƊɓاǪ ƢƼادƸۀ ŧا ارز ƻǄ C = (C1, C2, · · · , Cm) ŧردار ŧرای

[Di(C̃i)](ǗǑ . Ǔ) = 0.

ͬȢŮƊɓاǪ ŧردارǄای ǃŧ (ǗǗ . Ǔ) ŧردار ŧرای Ƭوق ɔƹƽơات ƿŮƬرȡ ƞǀر در ŧا
C̃1 = −Aut − utx, C̃2 = A

(

12u2uxut + 3u2ut + 4u3utx
)

+ utt, (ǘǒ . Ǔ)
ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ (ǘǒ . Ǔ) ŧردارǄای ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ǃƸادƢƼ ƈǪ رɔƉد. ƻɔǄواŽ
Dt(C̃1) +Dx(C̃2) = Autt − uttx + 24Auutu

2
x + 12Au2utuxx + 24Au2uxutx

+6Auuxut + 3Au2utx + 12Au2uxutx + 4Au3utxx + uttx

∣

∣

∣(ǗǑ . Ǔ) = 0.

ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار W = −ux ǃƒžƎƼ ŧا v = ∂
∂x ƹƽơ·ر :v2 ƹƽơ·ر ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون

:ŬƉدارا را زɓر ƼؤǄ ǃƭƸای ŧا C = (C1, C2) Ƒورت
C1 = −Aux, C2 = A

(

12u2u2x + 3u2ux + 4u3uxx
)

. (ǘǓ . Ǔ)
ǃƹƽŵ اƱŮǀال ŧا ƻɔƊɓوǁŧ −Aux − uxx +Dx(ux), Ƒورت ǃŧ را C1 اȡر ǃȔ Ȕرد ƎƼاǄده ͬ ŭوان Ƽ

:ƻɓدار C2 ǃŧ C1 از Dx(ux)

C̃1 = −Aux − uxx, C̃2 = A
(

12u2u2x + 3u2ux + 4u3uxx
)

+ utx. (ǘǔ . Ǔ)
W = −u− tut+xux ǃƒžƎƼ ŧا v = t ∂∂t −x ∂

∂x −u ∂
∂u ƹƽơ·ر :v3 ƹƽơ·ر ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون

ͬ ƍود: Ƽ زɓر ƼؤǄ ǃƭƸای ŧا C = (C1, C2) Ƒورت ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار ǃŧ ŶǁƼر
C1 = A(−u− tut + xux),

C2 = A(12u3ux + 3u3 − 12xu2u2x − 3xu2ux

+12tu2uxut + 3tu2ut − 4xu3uxx + 4tu3uxt). (ǘǕ . Ǔ)
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǔǕ

ƻɔƱŮسƼ روش سازی ǃǁɔǅŧ Ǖ . Ǔ
ǃȔ Ƕرا ŧود، ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ͬ Ǆای Ƹا·Ƕ و ƍارǄا ǃŨƉاźƼ در ƻɔƱŮƊƼ روش ƽơده ƫƢƕ
ƱŮƎƼات و ǃŮƊŧوا ŮƼغɔرǄای ŧراƉاس ǃƹƽŵ ای ǁǶد دو ،ƻɔƱŮƊƼ Ƒورت ǃŧ ŧاɓد ɓا روش ƿɓا در
ǃȔ ͬƑاŽ ƬرƼول Ǆای ŧا ǃȔ ƿɓا ɓا ŧاǁƍد Ƒادق ͬƊǀورژاɓد ƌɓاƽǀ در ǃȔ Ȕرد ŶŮƊŵو آن Ǆا
در ǃ΄ɔŭورƑدر رɔƉد، Žود Ǆدف ǃŧ ͬ ŧاǁƍد Ƽ ƢŮƼدد ƽŵلات از ɔȡری اȢŮǀرال ƷƼاƍ ƽƢƼولا˟
اƼ΄ان ͬȡادƉ ǃŧ ɔȡری اȢŮǀرال ŬƉا ŧالا ŦŭراƼ ƱŮƎƼات ƷƼاƍ PDE دȢŮƉاه ǃȔ ɔǷɔǪده Ƽوارد
ƻɔǄواŽ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای دɓ·ری روش ͬƬرƢƼ ǃŧ ƌžŧ ƿɓا در ͬ ŧاƍد. ƽǀ Ǫذɓر
ͬ Ǆای Ƹا·Ƕ و ƍارǄا ǃŨƉاźƼ در را ƻɔƱŮƊƼ روش ƽơده ƫƢƕ ͬ ŭواǀد Ƽ زɓادی Źد ŭا ǃȔ ،ŬŽرداǪ

. ǁȔد ͽƭŭرƼ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون

Ʒان‐پƼرǄ روش ƻŮɓور·Ƹا ǐ . Ǖ . Ǔ
ǃȔ Ȕردǀد ǃارائ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای را ͬƍرو ǗƷǪ داȡلاس و ǖانƼرǄ ͬƹɓو Ǒ٠ǐ٠ Ɖال در
[ǗǑ ،ǒǖ] ŬƉا اŮƉوار ƷɔƊǀراƭɓد ǃƉدǁǄ و ͬƚŽ Ũŵر ŭغɔɔرات، ƊŹاب از ɒɓاǄ روش اƉاس ŧر

: ŬƉا زɓر ƍرح ǃŧ ͬƢƕوƼ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای ƷǪ‐انƼرǄ ƻŮɓور·Ƹا .
ǃŧ را t اȡر ǃȔ ǁƢƼا ƿɓا ǃŧ ŧاƍد. ͬƹƼاȕŭ Ƒورت ǃŧ ŧاɓد ƞǀر Ƽورد PDE روش ƿɓا در .ǐ
اƉاس ŧر ŧاɓد t ǃŧ ǃŮŨƊǀ u ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ƯŮƎƼ ƻɓرɔ·ŧ ƞǀر در ͬƹƼاȕŭ ŮƼغɔر ǁơوان

ƍود. ɔŧان ǃŮƊŧوا ƱŮƎƼات دɓ·ر
ǃȔ ɔ·ŧرɓد ƞǀر در ͬŭلاƽŵ از (ƿɔƢƼاǀ Ŧɓراƕ (ŧا ͬƚŽ ŦɔȔرŭ Ƒورت ǃŧ را Ǆا ͬƸا·Ƕ .Ǒ

ŧاǁƍد. ǀاوردا PDE ƈǀاŶŭ Ǆای Ʊŭارن ǃŧ ŬŨƊǀ
ƿɓا از و Ȕرد Źذف ǃƸادƢƼ از را ut ƽŵلات ŭوان ͬƼ ŬƉا ͬƹƼاȕŭ Ƭرم ǃŧ ǃƸادƢƼ Ƕون .ǒ
اƭŮƉاده دارد؛ ƭƑر ŧا ŧراŧر ͬƹƑاŹ Ƽاǀده، ͬưاŧ Ưɔưد Ũơارت ŧر اوƹɓر ƹƽơ·ر اűر ǃȔ ǃƸاƊƼ
ƞǀر در Ŧɓراƕ دȢŮƉاه، ƿɓا ƷŹ ŧا .ƻɔƉرŧ ƿɔƢƼاǀ Ŧɓراƕ از ͬƚŽ دȢŮƉاه ǃŧ ŭا ƽǀود

ƍوǀد. ͬƼ ǃŨƉاźƼ ƍده ǃŮƬرȡ
ŽواǄد ƫɓرƢŭ ǃƼادا در ǃȔ) ،ɒǪوŭوƼوǄ ƹƽơ·ر از اƭŮƉاده ŧا Ŧɓراƕ ƍدن ƐžƎƼ از ƈǪ .Ǔ

ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŨƉاźƼ ƭƼروض، Ŧɓراƕ ŧا ǁŮƼاƝر ƍارǄای ƍد.)
ƍوǀد. ͬƼ ǃŨƉاźƼ آƼده ŬƉدŧ ƍارǄای و ͬƸا·Ƕ ŧا ǁŮƼاƝر ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư .ǔ

ƍود، ǃŮƍوǀ ͬƹƼاȕŭ Ƭرم ǃŧ ŧاɓد ƭƼروض ǃƸادƢƼ ǃȔ ŬƉا ƿɓا روش ƿɓا اƽơال źƼدودǄ Ŭɓای از
ŧاɓد ƍده ǃŮƬرȡ ƞǀر در ͬƸا·Ƕ ǃȕǀآ دوم ŬɓدودźƼ ǀدارد. وŵود ͬǀا΄Ƽا ƿɔǁǶ ǃƎɔƽǄ ǃȔ

ǖWilly Hereman ǗDouglas Poole
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ǐǔǖ ƻɔƱŮƊƼ روش Ɖازی ǃǁɔǅŧ
ǃŧ ،ǃƼادا در Ũǀاǁƍد. Ƽوŵود ɒɓاǄ ارنƱŭ ƿɔǁǶ ŬƉا ƿ΄ƽƼ ǃȔ ŧاƍد ͬƊǀاŶŭ Ʊŭارن Ǆای دارای
ƹƽơ·ر ،ƿɓراŧاǁŧ .ƻɓردازǪ ͬ Ƽ ،ŬƉا ƍده ƚƼرح [ǗǓ] در ǃȔ Žاص ɒǪوŭوƼوǄ ƹƽơ·ر ɓ ͬƬرƢƼ
ƹƽơ·رǄای ŦƊŹرŧ ǃȔ [Ǒǔ ،Ǒ٠] در ƍده ƚƼرح ƹƽơ·رǄای ŧا ،Ʒɓذ در ƍده ƫɓرƢŭ ɒǪوŭوƼوǄ

ͬ ŧاƍد. Ƽ ƭŮƼاوت ͬ ƍوǀد، Ƽ ǃŮŽاƉ ŧالاŭر ǃŨŭرƼ اوƹɓر
ǃƭƸؤƼ دو ŧا ،ŬƉا ŧرداری ƹƽơ·ر Ƣŧدی، دو ɒǪوŭوƼوǄ ƹƽơ·ر .ǐ . Ǖ . Ǔ ƫɓرƢŭ

(

Hx
u(x,t)(f), H

t
u(x,t)(f)

)

, (ǘǖ . Ǔ)
آن در ǃȔ

Hx
u(x,t)(f) =

∫ 1

0

q
∑

j=1

Ixuj (f)[λu]
dλ

λ
,

Ht
u(x,t)(f) =

∫ 1

0

q
∑

j=1

Ituj (f)[λu]
dλ

λ
, (ǘǗ . Ǔ)

از ŨơItارǁŭد
uj(x,t)

(f) و Ix
uj(x,t)

(f) اȢŮǀرال زɓر Ơŧواŭ و

Ixuj (f) =

Mj
1

∑

k1=1

Mj
2

∑

k2=0

[

k1−1
∑

i1=0

k2
∑

i2=0

Bxuj
xi1 ti2

(−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2

]

∂f

∂uj
xk1 tk2

,

Ituj (f) =

Mj
1

∑

k1=0

Mj
2

∑

k2=1

[

k1
∑

i1=0

k2−1
∑

i2=0

Btuj
xi1 ti2

(−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1

]

∂f

∂uj
xk1 tk2

, (ǘǘ . Ǔ)
Ũơارǁŭد ͬŭاɔŨɔȔرŭ Ŧɓراƕ ŧاǁƍد. ͬƼ t و x ǃŧ ŬŨƊǀ ،u در f ƱŮƎƼات Ŧɔŭرŭ ǃŧ M j

2 و M j
1 ǃȔ

از
Bx = B(i1, i2, k1, k2) =

(

i1+i2
i1

)(

k1+k2−i1−i2−1
k1−i1−1

)

(

k1+k2
k1

) , (ǐ٠٠ . Ǔ)

Bt = B(i1, i2, k1, k2) =

(

i1+i2
i2

)(

k1+k2−i1−i2−1
k2−i2−1

)

(

k1+k2
k2

) . (ǐ٠ǐ . Ǔ)
ǃƭƸؤƼ ǃƉ ŧا ،ŬƉا ŧرداری ƹƽơ·ر Ƣŧدی، ǃƉ ɒǪوŭوƼوǄ ƹƽơ·ر .Ǒ . Ǖ . Ǔ ƫɓرƢŭ

(

Ht
u(t,x,z)f,H

x
u(t,x,x)f,H

z
u(t,x,x)f

)

, (ǐ٠Ǒ . Ǔ)
ŬƉا زɓر Ƭرم ǃŧ x ǃƭƸؤƼ آن در ǃȔ

Hx
u(t,x,z)(f) =

∫ 1

0





q
∑

j=1

Ixuj (f)



 [λu]
dλ

λ
, (ǐ٠ǒ . Ǔ)

از ŬƉا Ũơارت Ix
uj(t,x,z)

(f) اȢŮǀرال زɓر Ơŧاŭ ͬ ƍوǀد. Ƽ ƫɓرƢŭ ǃŧاƎƼ ƙور ǃŧ z و t ƼؤǄ ǃƭƸای و

Ixuj (f) =

Mj
1

∑

k1=1

Mj
2

∑

k2=0

Mj
3

∑

k3=0

[

k1−1
∑

i1=0

k2
∑

i2=0

k3
∑

i3=0

Bxuj
xi1 ti2zi3

(−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2(−Dz)
k3−i3

]

∂f

∂uj
xk1 tk2zk3

. (ǐ٠Ǔ . Ǔ)
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǔǗ
Ƒورت ǃŧ Ƭوق ǃƚŧرا در ͬŭاɔŨɔȔرŭ Ŧɓرƕ

Bx =

(

i1+i2+i3
i1

)(

i2+i3
i2

)(

k1+k2+k3−i1−i2−i3−1
k1−i1−1

)(

k2+k3−i2−i3
k2−i2

)

(

k1+k2+k3
k1

)(

k2+k3
k2

) , (ǐ٠ǔ . Ǔ)

ǁŮƊǄد. ƫɓرƢŭ Ʒŧاư Bz و Bt ،Iz
uj
f ،It

uj
f ǃŧاƎƼ ƙور ǃŧ ƍ ͬƼود. ƫɓرƢŭ

ǃŧ F Ƕون ͬƢŧاŭ ͬǁƢɓ ŧاƍد، Ưɔưد ͬƢŧاŭ f = f
(

t, x,u(M) (t, x)
) ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . Ǖ . Ǔ ǃɔƖư

دو ŬƸاŹ ŧرای Ƒورت ƿɓا در .f = DivF ǃȔ ŧاƍد Ƽوŵود F = F
(

t, x,u(M−1) (t, x)
) Ƒورت

ŬƸاŹ در ǃŧاƎƼ ƙور ǃŧ .ŬƉا ŧرưرار F = Div−1 (f) =
(

Ht
u(t,x) (f) , H

x
u(t,x) (f)

) ǃƚŧرا Ƣŧدی
.F = Div−1 (f) =

(

Ht
u(t,x,z) (f) , H

x
u(t,x,x) (f) , H

z
u(t,x,x) (f)

) ƻɓدار Ƣŧدی ǃƉ
.[Ǘǒ] برهان.

ƍده ǃǁɔǅŧ ƻɔƱŮسƼ روش Ǒ . Ǖ . Ǔ
ǃƹŹرƼ ͬ ƍود. Ƽ Ɖازی ɔǪاده ǃƹŹرƼ ǅǶار در ƻɔƱŮƊƼ روش ƻŮɓور·Ƹا ƍد ƎƼاǄده ǃȔ ǃǀوȢǀاƽǄ
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿɔƢƼاǀ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ǃơوƽŶƼ ƿŮƬاɓ ŧرای ƿɔƢƼاǀ ͬƢŧاŭ ƿŮƬرȡ ƞǀر در ŬƊžǀ
ƱŮƎƼات ǃŨŭرƼ ŭا ƽǀود اƭŮƉاده ͬ΄źƼ از ǃȔ دارد وŵود اƼ΄ان ƿɓا ǃƹŹرƼ ƿɓا در .ŬƉا ͬƢƕوƼ
از اƭŮƉاده źƼ ƿɓا ƍود. ƐžƎƼ Źدودی ŭا ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ǃŧ ŬŨƊǀ ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر
ͬ ŭوان Ƽ را PDE دȢŮƉاه اȢŮǀرال ƬاŮȔورǄای .ŬƉا PDE دȢŮƉاه ŧرای اȢŮǀرال ƬاŮȔور دŮƉور
ƬاŮȔورǄای در ǃȔ ͬŭاƱŮƎƼ ǃŨŭرƼ ƽǀود. ǃŨƉاźƼ Ɖاده دŮƉور ɓ ŧا ƷǫɔƼ اƬزار ǀرم ƽȔ ŧا
Ƽوارد اŲȔر در ͬ ƍوǀد Ƽ ƝاǄر ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ در ǃȔ ͬŭاƱŮƎƼ ǃŨŭرƼ ŧا ͬ ƍوǀد Ƽ ƝاǄر اȢŮǀرال
ƞǀر Ƽورد ƱŮƎƼات ǃŨŭرƼ ŬƊɔƬاȔ ،ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ƿŮƬرȡ ƞǀر در ȢǁǄام ƿɓراŧاǁŧ .ŬƉا Ɗ΄ɓان

.ƻɓرɔ·ŧ ƞǀر در اȢŮǀرال ƬاŮȔورǄای ƱŮƎƼات ǃŨŭرƼ ŭا را
و ƍارǄا ǃȔ ɒɓاŵ ͬǁƢɓ ͬ اŮƬد Ƽ اƭŭاق ƻɔƱŮƊƼ روش ƻŮɓور·Ƹا Ɖوم ǃƹŹرƼ در Ƣŧد ŭغɔɔر
ƢƼادلات Ƽوارد ͬŽرŧ در ǃȔ Ƕرا ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŨƉاźƼ (ǐǐ . Ǔ) ƷŹ ŧا ƻɔƱŮƊƼ Ƒورت ǃŧ  ͬ Ƹا·Ƕ
ƿɓا در ͬ ŧاǁƍد. ƽǀ ƷŹ Ʒŧاư PDE دȢŮƉاه Ǆای و ƢƼادلات از ͬƖƢŧ ŧرای (ǐǐ . Ǔ) ǃƒžƎƼ
اȕǁɓار ŧرای ɔƭƼدی اŧزار ǃȔ ƻɔŧاɓ ͬ Ƽ را ͬ Ǆا Ƹا·Ƕ و ƍارǄا ɒǪوŭوƼوǄ ƹƽơ·ر از اƭŮƉاده ŧا ǃƹŹرƼ

:ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ͬƊɓوǀ ŧاز زɓر Ƒورت ǃŧ را ƻɔƱŮƊƼ روش ƻŮɓور·Ƹا ƍد، ɔŧان ǃȔ ͬŭراɔɔغŭ ŧا .ŬƉا
ƍده ƝاǄر ƱŮƎƼات ǃŨŭرƼ ƍدن ƐžƎƼ ŧرای را R (x, u) دȢŮƉاه اȢŮǀرال ƬاŮȔورǄای .ǐ

ƽǀاɔɓد. ǃŨƉاźƼ ƷǫɔƼ اƬزار ǀرم ƽȔ ǃŧ ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ در
Ƭرم ǃŧ آن در ɒŨɓراƕ ŶŮƊŵوی ǃŧ ŬƊɓاŧ ͬ Ƽ R(x, u) ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه ŧرای .Ǒ

ǫŧردازɓد. {Λσ (x, U, . . . , ∂rU)}lσ=1

ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ƽŭام ƿŮƬاɓ ƞǁƼ ǃŧور u(x) دžƸواه Ơŧاŭ ŧرای را (Ǘ . Ǔ) ǃƒžƎƼ ƢƼادلات .ǒ
ƽǀاɔɓد.  ƷŹ
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ǐǔǘ ƻɔƱŮƊƼ روش Ɖازی ǃǁɔǅŧ
ƽǀاɔɓد. اƭŮƉاده Φi[u] ͬƢŧاŭ Ŧɓراƕ ŧا ǁŮƼاƝر ƍارǄای ƿŮƬاɓ ŧرای ɒǪوŭوƼوǄ ƹƽơ·ر از .Ǔ
ŧرای DiΦ

i (x, u, . . . , ∂ru) = 0 ͬȢŮƊɓاǪ ونǀاư ɓ ، ͬƢŧاŭ Ŧɓرƕ و ƍار Ǆر ،Ŭɓاǅǀ در .ǔ
ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ u(x) Ǆای ŵواب ƽŭام

ƙور ƽǄان ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در را F [x, u] = ut−uux−uxxx = 0 Ƭرم ǃŧ KdV ǃƸادƢƼ .ǐ . Ǖ . Ǔ Ƽثال
ŧاǁƍد: ͬƼ زɓر Ƒورت ǃŧ KdV ǃƸادƢƼ ŧرای Ŧɓراƕ ،ŬƉا آƼده ƻɔƱŮƊƼ روش در ǃȔ

Λ1 = 1,

Λ2 = u,

Λ3 = tu+ x,

Λ4 =
u2

2
+ uxx,

.[ǗǓ] آورد ŬƉدŧ ƷǪ‐انƼرǄ روش از اƭŮƉاده ŧا را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬ ŭوان Ƽ Λi ŧاǄر ǁŮƼاƝر ǃȔ
Ŧɓرƕ ŧا ǁŮƼاƝر ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư źƼاŨƉات، ͬǀولاƙ روǀد ƷɔƸد ǃŧ اŶǁɓا در

Λ3 = tu+ x, (ǐ٠Ǖ . Ǔ)
را f اŮŧدا ͬ ƍود. Ƽ اǁŮŵاب آǅǀا آوردن از ǃȔ ͬ ŧاǁƍد Ƽ ǃŧاƎƼ ŴɓاŮǀ Ɖاɓر و ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ را

Ƒورت ǃŧ F ǃƸادƢƼ در Λ3 Ŧɓرƕ از ɒŧرƖƹƑاŹ Ƒورت ǃŧ
f = Λ3.F [x, u] = (tu+ x)(ut − uux − uxxx), (ǐ٠ǖ . Ǔ)

ǃƚŧرا ͬǁƢɓ ƿɓا و ŧاƍد ͬƼ ǐو ǒ Ŧɔŭرŭ ǃŧ tو x ǃŧ ŬŨƊǀ ƯŮƎƼ ǃŨŭرƼ ƿɓرŮƎɔŧ .ƻɔƊɓوǀ ͬ Ƽ
از: ŬƉا Ũơارت ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای (ǘǘ . Ǔ)

Itu(f) =

3
∑

k1=0

1
∑

k2=1

[

k1
∑

i1=0

k2−1
∑

i2=0

Btuxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1(−Dt)

k2−i2−1

]

∂f

∂uxk1 tk2
.

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ ،ƻɓرɔ·ŧ ƞǀر در k2 = 1 و k1 = 0 ǃƚŧرا ƿɓا در اȡر
Itu(f) =

[

0
∑

i1=0

0
∑

i2=0

Btu(−Dx)
0(−Dt)

0

]

∂f

∂ut
= u(tu+ x),

ψtu(x,t)(f) =

∫ 1

0
(It(f))[λu]

dλ

λ
=

∫ 1

0
(λu(λtu+ x))

dλ

λ

=
u2

2
t+ xu,

اȢŮǀرال زɓر Ơŧاŭ ŧرای ƍد. ŽواǁǄد ƭƑر (k1 = و3 k1 = و2 k1 = 1) ŧا k2 = 1 ŹاǄ ŬƸای Ɖاɓر
Ʒ΄ƍ ǃŧ ǃƚŧرا ƿɓا Ixu(f)

Ixu(f) =

3
∑

k1=1

1
∑

k2=0

[

k1−1
∑

i1=0

k2
∑

i2=0

Bxuxi1 ti2 (−Dx)
k1−i1−1(−Dt)

k2−i2

]

∂f

∂uxk1 tk2
, (ǐ٠Ǘ . Ǔ)

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ را زɓر Źالات ،ƫƹŮžƼ ǄKiای ŧرای آن ǁŧدی ŬƸاŹ ŧا ǃȔ ŧود ŽواǄد

PDF Compressor Free Version 



ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǕ٠
k2 = 0 و k1 = 1 : (ǐ) ŬƸاŹ چ

Ix1 =
[

∑0
i1=0

∑0
i2=0B

xu(−Dx)
0(−Dt)

0
]

∂f
∂ux

= −u(tu2 + ux),

k2 = 0 و k1 = 2 : (Ǒ) ŬƸاŹ چ
Ix2 =

[

∑0
i1=0

∑0
i2=0B

xu(−Dx)
0(−Dt)

0
]

∂f
∂ux

= −u2(tu+ x),

k2 = 0 و k1 = 3 : (ǒ) ŬƸاŹ چ
Ix3 =

[

∑2
i1=0

∑0
i2=0B

xuxi1 ti2 (−Dx)
2−i1(−Dt)

0
]

∂f
∂uxxx

,

i2 = 0 و i1 = 0 : (ǐ*ǒ) ŬƸاŹ ••

Ix3∗1 = Bx
[

u(−Dx)
2(−Dt)

0
] ∂f
∂uxxx

= −tuuxx,

i2 = 0 و i1 = 1 : (Ǒ*ǒ) ŬƸاŹ ••

Ix3∗2 = Bx
[

ux(−Dx)
1(−Dt)

0
] ∂f
∂uxxx

= ux(tux + 1),

i2 = 0 و i1 = 2 : (ǒ*ǒ) ŬƸاŹ ••

Ix3∗3 = Bx
[

uxx(−Dx)
0(−Dt)

0
] ∂f
∂uxxx

= −uxx(tu+ x),

Ƒورت ǃŧ اȢŮǀرال زɓر Ơŧاŭ از x ǃƭƸؤƼ ƿɓراŧاǁŧ
Ix(f) = −u(tu2 + ux)− tuuxx + ux(tux + 1)− uxx(tu+ x),

ͬ آɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر Ƒورت ǃŧ ، Λ3 Ŧɓرƕ ŧا ǁŮƼاƝر ƍده ŭوɔƸد ƍار Ƹذا ŧود. ŽواǄد
ϕx =

∫ 1
0 (I

x(f))[λu]dλλ =
−1

3
tu3 − 1

2
u2x+

1

2
tu2x − tuuxx − xuxx + ux. (ǐ٠ǘ . Ǔ)

ǃȔ Ȕرد ǃŨƉاźƼ را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ɔǀز Λ4 و Λ2و Λ1 Ŧɓراƕ ŧا ǁŮƼاƝر ͬ ŭوان Ƽ ǃŧاƎƼ Ưɓرƙ ǃŧ
.ƻɓا Ȕرده ǃƑلاŽ (ǐ . Ǔ) ŵدول در را آن ŴɓاŮǀ

ɒŨɓرƱŭ Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư ǖ . Ǔ
ǃȔ ǁƢƼا ƿɓا ǃŧ ͬ دǄد. Ƽ Ǝǀان را ͬưاźƸا Žود ǅƭƼوم ͬƽƹơ ŬɔƽǄا ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ
ǃŮƊŧوا اźƸاق Žود ͬƚŽ غɔر ɓا و ͬƚŽ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ƽŭام Ʊŭارن Ǆای ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư

داد. ƻɔƽƢŭ ͬ ŭوان Ƽ ɔǀز ɒŨɓرƱŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ را ͬưاźƸا Žود ǅƭƼوم .ŬƉا
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ǐǕǐ ɒŨɓرƱŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư

ƷǪ‐انƼرǄ روش از اƭŮƉاده ŧا Λi Ŧɓراƕ ŧا ǁŮƼاƝر ƍارǄای و ͬƸا·Ƕ :ǐ . Ǔ ŵدول
Λi ψti ϕxi

Λ1 = 1 ψt1 = u ϕx1 = −1
2
u2 − uuxx

Λ2 = u ψt2 =
1
2
u2 ϕx2 = 1

2
u2x − 1

3
u3 − uxx

Λ3 = tu+ x ψt3 =
1
2
tu2 + xu ϕx3 = −1

3
tu3 − 1

2
u2x+ 1

2
tu2x − tuuxx − xuxx + ux

Λ4 =
1
2
u2 + uxx ψt4 =

1
6
u3 + 1

2
uuxx ϕx4 = −1

8
u4 − 1

2
(uuxt + u2uxx − uxut − u2xx)

ɓ ƽȔ ǃŧ را ɒŨɓرƱŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ روǀد اŶǁɓا در
را رƼ‐ͬƹɓوج ǃƸادƢƼ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای (Ǔ . Ǘ . ǒ) ŲƼال در ƌɔǪ ƷƒƬ در .ƻɔǄد ͬ Ƽ ƍرح ŲƼال

:Ŭƍوǀ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ را ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬƚŽ غɔر ƹƽơ·ر .ƻɔŮƬاɓ
F ≡ utt − uxx − uyy − ε(ut − u3t ) = 0. (ǐǐ٠ . Ǔ)

:[ǗǗ] ͬ ƍود Ƽ ͬƬرƢƼ زɓر Ƒورت ǃŧ رƼ‐ͬƹɓوج ǃƸادƢƼ ŧرای ưراردادی لاȡراǀژی
L = v[utt − uxx − uyy − ε(ut − u3t )]. (ǐǐǐ . Ǔ)

از: ŬƉا Ũơارت (ǐǐ٠ . Ǔ) ͬƚŽ غɔر ƹƽơ·ر ŧرای F ∗ ͬưاźƸا ƹƽơ·ر ،ƿɓراŧاǁŧ
F ∗ ≡ δL

δu
= vtt − vxx − vyy + εvt − 3εvtu

2
t − 6εvututt, (ǐǐǑ . Ǔ)

ŬƉا زɓر Ƭرم ŧا اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر δ
δu آن در ǃȔ

δ

δu
=

∂

∂u
+

∞
∑

s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂ui1,···is
. (ǐǐǒ . Ǔ)

ƭƑر ͬǅɓدŧ ƙور ǃŧ ǃȔ ɒŨɓرƱŭ ɒŨɓرƕ اȡر ƻɔƼاǀ اźƸاق Žود ɒŨɓرƱŭ ƙور ǃŧ را (ǐǐ٠ . Ǔ) ǃƸادƢƼ
Ƒورت ǃŧ ŬƊɔǀ

v ≈ φ(t, x, y, u) + εψ(t, x, y, u), (ǐǐǓ . Ǔ)
ǃƸادƢƼ در ɒŨɓرƱŭ ƙور ǃŧ (ǐǐǑ . Ǔ) ƫɓرƢŭ ŧا F ∗ و (ǐǐ٠ . Ǔ) ƫɓرƢŭ ŧا F ǃȔ ŧاƍد Ƽوŵود ǁǶان

ŧاǁƍد: Ƒادق زɓر ε در Ŭưد اول ǃŨŭرƼ ŧا
F ∗
∣

∣

v=φ+εψ
= λF. (ǐǐǔ . Ǔ)

ͬǁƢɓ ŬƉا اźƸاق Žود ͬƚŽ غɔر utt−uxx−uyy = 0 اŮŽلال غɔر ǃƸادƢƼ ǃȔ ŧاɔƍد ǃŮƍدا ǃŵوŭ
ŵاɓ·ذاری ŧا vtt − vxx − vyy = 0 ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ ŧا

v = a1txy + a2tx+ a3ty + a4xy + a5t+ a6x+ a7y + a8u+ a9, (ǐǐǕ . Ǔ)
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǕǑ
Ŧɓرƕ دŨǀال ǃŧ (ǐǐ٠ . Ǔ) اŮŽلال ǃƸادƢƼ ŬƸاŹ در ƈǪ .ŬƉا ƯŨƚǁƼ a1, · · · a9 دžƸواه Ŭŧواű ŧا

Ƭرم ŧا v
v = a1txy + a2tx+ a3ty + a4xy + a5t+

+a6x+ a7y + a8u+ a9 + εψ(t, x, y, u). (ǐǐǖ . Ǔ)
(ǐǐǔ . Ǔ) ǃƸادƢƼ در ε ŧدون ǃƹƽŵ ،F ∗ از (ǐǐǑ . Ǔ) ƫɓرƢŭ در (ǐǐǖ . Ǔ) ŵاɓ·ذاری از Ƣŧد .ƻɔŮƊǄ
(ǐǐǔ . Ǔ) ǃƸادƢƼ ƈǫƉ ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ را λ = a8 و ͬ ƍود Ƽ Źذف (ǐǐǕ . Ǔ) ŵاɓ·ذاری ƉاŮŽار ŧا

:ƻɔɓاƽǀ ͬ Ƽ ͬƊɓوǀازŧ زɓر Ƒورت ǃŧ را
εut(2ψtu + a8) + εu2t (ψuu − 3a1xy − 3a2x− 3a3y − 3a5) + εuttψu − 2εuxψxu

−εu2xψuu − εuxxψu − 2εuyψyu − εu2yψuu − εuyyψu − 3εu3ta8

+εututt(−6a1txy − 6a2tx− 6a3ty − 6a4xy − 6a5t− 6a6x− 6a7y − 6a8u− 6a9)

+ε(ψtt − ψxx − ψyy + a1xy + a2x+ a3y + a5) = −εa8ut + εa8u
3
t . (ǐǐǗ . Ǔ)

:ǃȔ ͬ دǄد Ƽ ǃŶɔŮǀ (ǐǐǗ . Ǔ) ǃƸادƢƼ از ƘŽ ƿɔŮƊžǀ در utt Ŧɓرƕ ŧا ǃƹƽŵ
ψu = 0,

:ƻɓدار ƈǪ
ψxu = ψuu = ψtu = ψyu = 0.

:Ŭƍدا ƻɔǄواŽ را زɓر ŴɓاŮǀ ƈǫƉ و ƍد ŽواǄد ƭƑر (ǐǐǗ . Ǔ) اول ƘŽ در ǪراŮǀز ƿɔƼدو ǁŧاŧرای
ψtt = ψxx = ψyy = 0,

:ƻɓدار Ƭوق ƢƼادلات ƷŹ و ǃƸادƢƼ ɔȡری اȢŮǀرال و źƼاŨƉات از Ƣŧد
ψ = a10txy + a11tx+ a12ty + a13xy + a14t+ a15x+ a16y + a17.

Ƒورت ǃŧ ɒŨɓرƱŭ ͬưاźƸا Žود Ŧɓرƕ و ŬƉا اźƸاق Žود ƱŭرŨɓاً رƼ‐ͬƹɓوج ǃƸادƢƼ ǃŶɔŮǀ در
:ŬƉا زɓر

v ≈ a1txy + a2tx+ a3ty + a4xy + a5t+ a6x+ a7y + a8u+ a9 + ε(a10txy

+a11tx+ a12ty + a13xy + a14t+ a15x+ a16y + a17). (ǐǐǘ . Ǔ)
Ƒورت ǃŧ را ɒŨɓرƱŭ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬ ŭوان Ƽ Źال

[Dt(C
t) +Dx(C

x) +Dy(C
y)]
∣

∣(ǐǐ٠ . Ǔ) = 0, (ǐǑ٠ . Ǔ)
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ǐǕǒ ɒŨɓرƱŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
ƍوǀد: ǃŮƍوǀ زɓر Ƭرم ǃŧ ͬ ŭواǁǀد Ƽ و ǁŮƊǄد ͬȢŮƊɓاǪ ŧردارǄای Cy و Ct ǃȔ .ƻɓازƊŧ

Ci =W

(

∂L

∂ui
−Dj

∂L

∂uij
+Djk

∂L

∂uijk
− · · ·

)

+Dj(W )

(

∂

∂uij
−Dk

∂

∂uijk
+ · · ·

)

+ · · · . (ǐǑǐ . Ǔ)
(ǐǑǐ . Ǔ) ͬƹȔ ƬرƼول ،(ǐǓǑ . ǒ) ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای از اƭŮƉاده ŧا (ǐ٠ǘ . Ǔ) رƼ‐ͬƹɓوج ǃƸادƢƼ ŧرای

از: Ũơارǁŭد ͬȢŮƊɓاǪ ŧردارǄای (ǐǐǘ . Ǔ) ɒŨɓرƱŭ Ŧɓرƕ ŵاɓ·ذاری و
Ct =W

[

∂L

∂ut
−Dt

(

∂L

∂utt

)]

+Dt(W )
∂L

∂utt
=W [−εv + 3εu2t v − vt] +Dt(W )v,

Cx =W

[

−Dx

(

∂L

∂uxx

)]

+Dx(W )
∂L

∂uxx
=W [vx]−Dx(W )v

Cy =W

[

−Dy

(

∂L

∂uyy

)]

+Dy(W )
∂L

∂uyy
=W [vy]−Dy(W )v, (ǐǑǑ . Ǔ)

ƞǀر در (ǐǓǑ . ǒ) از را v8 ƼوƸد ŲƼال ǁơوان ǃŧ .ŬƉا v ƼوƸد ǃƒžƎƼ W آǅǀا در ǃ΄ɓورƙ ǃŧ
:ƻɓدار ŬƸاŹ ƿɓا در ɔ·ŧرɓد.

W = u− tut − xux + ε

(

−1

4
tu+

1

8
(t2 + x2)ut +

1

4
txux

)

.

Ƒورت ǃŧ دžƸواه Ŧɓراƕ ŧا (ǐǐǘ . Ǔ) ɒŨɓرƱŭ ͬƢŧاŭ Ŧɓرƕ ŵاɓ·ذاری ŧا را źƼاŨƉات ƿɓا ƈǫƉ
Žود Ŧɓرƕ ƈǪ .ƻɔɓاƽǀ ͬ Ƽ Ɖاده ŭر a1 = a11 = 1, a2 = · · · = a10 = a12 = · · · = a17 = 0

Ƒورت ǃŧ ŬƸاŹ ƿɓا در ɒŨɓرƱŭ ͬưاźƸا
v = txy + εtxy,

ŬƉا Ũơارت v8 Ʊŭارن ŧرای (ε در Ŭưد اول ǃŨŭرƼ (در ɒŨɓرƱŭ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿɓراŧاǁŧ .ŬƉا
از:

Ct = (u− tut − xux)(−εtxy + 3εtxyu2t − xy − εxy)− εxy

(

− 1

4
tu

+
1

8
(t2 + x2)ut +

1

4
txux

)

+ (−tutt − xutx)(txy + εtxy)

+εtxy

(

− 1

4
u+

1

8
(t2 + x2)utt +

1

4
xux +

1

4
txutx

)

,

Cx = (u− tut − xux)(ty + εty) + εty

(

− 1

4
tu+

1

8
(t2 + x2)ut +

1

4
txux

)

+(tutx + xuxx)(txy + εtxy)− εtxy

(

1

4
xut +

1

8
(t2 + x2)utx +

1

4
txuxx

)

,

Cy = (u− tut − xux)(tx+ εtx) + εtx

(

− 1

4
tu+

1

8
(t2 + x2)ut +

1

4
txux

)

(−uy + tuty + xuxy)(txy + εtxy)

−εtxy
(

− 1

4
tuy +

1

8
(t2 + x2)uty +

1

4
txuxy

)

.
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ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǕǓ
ǁŮƊǄد. ǃŨƉاźƼ Ʒŧاư (ǐǓǑ . ǒ) ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای Ɖاɓر ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃŧاƎƼ ƙور ǃŧ

Ŭƍادداɓ
ưدرǁƽŭدی ɔƊŧار اŧزار ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬƕاɓر و ͬ΄ɓزɔƬ ƞǀر ǃƚƱǀ از ƍد، اƍاره ǃȔ ǃǀوȢǀاƽǄ
دارای ǃƢƸاƚƼ Ƽورد ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه اȡر ǁŮƊǄد. ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃƢƸاƚƼ در
ƿɔŧ ارŨŭاط ͬ ƍود. Ƽ ƿɔƽƖŭ آن ŧرای ŵواب وŵود و اȢŮǀرال Ǫذɓری ŧاƍد ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
ɓ در ŧار ƿɔŮƊžǀ ͬ ǁȔد، Ƽ اƭɓا Ƽدرن ɓزɔƬ در ͬƉاƉا ƌƱǀ ǃȔ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư و Ʊŭارن Ǆا
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای روش ƿɓا وŵود ƿɓا ŧا .[ǖǐ] ƍد ͬƬرƢƼ ǀوŭر ƘƉوŭ ارزǁƽƍد ǃƸاƱƼ
ɓا ͬƹƼاȕŭ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ ƻɔƽƢŭ Ʒŧاư روش ƿɓا ǃȕǁɓا ǃƹƽŵ از ŬƉا ͬƒưواǀ دارای
در ŧاɓد اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات از Ʊŭارن ɓ ơلاوه ǃŧ .ŬƊɔǀ Ƭرد ǃŨŭرƼ از ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات
Ɛưواǀ ƿɓا وŵود .ŬƉا ŭغɔɔرات اȢŮǀرال ƿŮƍدا ǃȢǀ ǀاوردا آن و ŧاƍد Ƒادق ͬƬاƕا ƍرط ɓ
ƘƉوŭ ǀوŭر ǃɔƖư از ͬƽɔƽƢŭ [ǔǒ] در ŧرآǁɓد. ͽǀواƼ ƿɓا ͽƬر Ƒدد در ŭا Ŭƍدا آن راŧر ƿɓرɓاƉ
ͬ ǁȔد. Ƽ اŨűات را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư وŵود ŧرای ͬƬاȔ و لازم ƍرط ǃȔ ŬƉا ƍده ǃارائ اŧراƽɔȡوف
ͬƹɔƊǀراƭɓد ƹƽơ·ر Ũŭدɓلات، ȡروه از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد ǃŧ ǃȔ ǀوŭر ƹƽơ·ری اźŭاد اƉاس ŧر
ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ ŧرای ȔارآƼد و Ɖاده ƻŮɓور·Ƹا ɓ ،ŬƉا ǃŮƊŧوا ǀوŭر ƹƽơ·رǄای و اوƹɓر‐لاȡراǀژ
ͬƹƒƬ در ͬ ƍود. Ƽ ǃŮŽاƉ ͬ Ǫذɓرǀد، Ƽ لاȡراǀژی ǃȔ ͬŭادلاƢƼ Ʊŭارن Ǆای از اƭŮƉاده ŧا ͬȢŮƊɓاǪ
ǃȔ ͬŭادلاƢƼ ŧرای ͬƚŽ غɔر ɓا ͬƚŽ ͬưاźƸا Žود ǅƭƼوم ǃȔ ƻɓداد Ǝǀان Ŭƍذȡ رو ƌɔǪ از ǃȔ
Ȕارŧردی و ƻǅƼ ɔƊŧار ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ ŧرای ǀدارǀد، را آن ɔƉلاȔ ǅƭƼوم در لاȡراǀژی
ɔǀز ͬƚŽ غɔر ɓا ͬƚŽ ƢƼادلات از ͬǄاȢŮƉد Ǆر ǃŧ ƻɔƽƢŭ Ʒŧاư روش ƿɓا ǃȕǁɓا ƻǅƼ ǃŮȕǀ .ŬƉا
.ŬŽاƉ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات دȢŮƉاه Ǆای ŧرای را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬ ŭوان Ƽ ͬȡادƉ ǃŧ و ŬƊǄ
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ƷصƬ
ƢƼادلات پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư

کسری ǃŨŭرƼ دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ŧاƍد، اوƹɓر‐لاȡراǀژ ǃƸادƢƼ ɓ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ اȡر ǃȔ ƻɔŮƊǀدا ŮƎɔǪر
ǃƸادƢƼ ƿɓا از ǃƚƱǀ ای ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن Ǆای ƽȔ ŧا ǀوŭر ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧا ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای
ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا از اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ǃȔ ƻɔǁȔ ͬ Ƽ آوری ɓاد ͬ ƍوǀد. Ƽ ǃŮŽاƉ
ŬƉد ǃŧ آن در اȢŮǀراƸده ǁơوان ǃŧ لاȡراǀژی Ơŧاŭ ɓ ŧا ŭغɔɔرات اȢŮǀرال Ɖازی ƻƽɔǁɔƼ ŧا
ƊȔری ƱŮƎƼات ǃŧ ǃŮƊŧوا ɒɓژǀراȡلا ǐوɓر ǀام ǃŧ Ƭردی ǐǘǘǕ Ɖال در ŧار ƿɔŮƊžǀ ͬ آɓد. Ƽ
اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات از ɔƊŧاری Ǆ ƻɔƽƢŭای ǃŮƍذȡ ǃǄد دو ƙول در .[ǘǓ]ودƽǀ ͬƬرƢƼ را
ƻɔƽƢŭ ŴɓاŮǀ ƿɓا ǃɓاǪرŧ .[ǘǓ ،Ǖǐ ،ǒǘ ،ǖ ،Ǖ ،ǔ] ŬƉا ƍده ǃارائ ƊȔری Ǆ ƯŮƎƼای اǀواع ŧا
ƿɔǀواư ɔǀز Ƽواردی در ƿɔǁǷƽǄ .[ǖǑ ،Ǖǖ ،Ǖǔ ،Ǒǖ ،ǐǖ ،ǐǑ] ƍد ǃŮŽاƉ ǀوŭر ǃɔƖư از ƊȔری
.ŬƉا آƼده ŬƉد ǃŧ ǁŮƊǄد لاȡراǀژی دارای ǃȔ ɒɓاǄ اȢŮƉد و ƢƼادلات ŧرای ƊȔری ͬȢŮƊɓاǪ
اƱŮǀال ƢƼادلات ƊȔری، اƎŮǀار ǃƸادƢƼ Ƽاǁǀد ɓزɔƬ در Ȕارŧرد Ǫر ƢƼادلات ŮƎɔŧر اوƑاف ƿɓا ŧا
ɔƉلاȔ ǅƭƼوم ǃŧ لاȡراǀژی دارای و Ũǀوده اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات ƊȔری ͬƎŨǁŵ ƢƼادلات و
ɒŧاɔŮƉد Ʒŧاư ǀوŭر ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧا ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƢƼادلات، ƿɓا ŧرای ƿɓراŧاǁŧ ǁŮƊɔǀد. آن

.ƻɔŮƊǄ آǅǀا ƿŮƬاɓ ŧرای ŵدɓدی روɓ΄رد ɔǀازǁƼد و ŬƊɔǀ
ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای ͬǁɓز·ɓاŵ روش اŧراƽɔȡوف ƻɔǀدا ͬ Ƽ ǃȔ ǃǀوȢǀاƽǄ

ǐRiewe

ǐǕǔ
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǕǕ
Žود ǅƭƼوم ǃɓاǪرŧ روش ƿɓا ƽǀود. ǃارائ ǁŮƊǄد لاȡراǀژی Ƭاưد ǃȔ ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃȔ ƽǀود Ŭŧاű وی .ŬƉا اŮƉوار ưراردادی لاȡراǀژی اƉاس ŧر ͬƚŽ غɔر ͬưاźƸا
ɒɓاǄ اهȢŮƉد ɓا و ǁŮƊǄد ͬưاźƸا Žود ͬƚŽ غɔر ǃȔ ͬƹɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ǃŧ ͬ ŭواǁǀد Ƽ
ǃȔ ͬƽŮɓور·Ƹا ƯŨƙ ŧر ͬȢŮƊɓاǪ ŧردارǄای ƼؤǄ ǃƭƸای ƍوǀد. ǃŮƊŧوا ƢƼادلات ƿɓا از Ʒ΄ƎŮƼ
روɓ΄رد ƿɓا ƽȔ ŧا ͬ ƍوǀد. Ƽ ƷƑاŹ لاȡراǀژی Ơŧاŭ ŧر ǀوŭر ƹƽơ·رǄای اƽơال ŧا Ȕرد اŨűات او
ǅǁŭا ǃȔ آǅǀا از Ʒ΄ƎŮƼ ɒɓاǄ اهȢŮƉد ɓا و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƢƼادلات ͬƼاƽŭ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
.[Ǔǘ ،ǓǗ ،Ǔǖ ،ǘ] ͬ ƍوǀد Ƽ ǃŮŽاƉ آǅǀا Ʊŭارن Ǆای ƽȔ ŧا ǁŮƊǄد ưراردادی لاȡراǀژی دارای
ǃȔ ƻɔǄد ͬ Ƽ Ǝǀان ƊȔری، ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ ǀوŭر ǃɔƖư ƻɔƽƢŭ از Ƣŧد ،ƷƒƬ ƿɓا در
لاȡراǀژی دارای ǃȔ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ ƻɔƽƢŭ Ʒŧاư ͬƚŽ غɔر ͬưاźƸا Žود ǅƭƼوم
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ ŧرای ͬ ŭوان Ƽ ǅƭƼوم ƿɓا از و ŧوده ɔǀز ǁŮƊɔǀد آن ɔƉلاȔ ǅƭƼوم در

.ŬƊŵ ǅŧره ͬŭادلاƢƼ ƿɔǁǶ ŧرای

ŭغɔɔرات حساب از کسری ƢƼادلات ŧرای ǀوŭر ǃɔƖư ǐ . ǔ
p ƷƼاƍ ƖƬا ƿɓا ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در ƷƼاȔ ƖƬای ǁơوان ǃŧ را M = T × U ≃ Rp × Rq ƹƭɔǁƼد
u(n) اŶǁɓا در .ŬƉا u = (u1, u2, · · · , uq) ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر q و t = (t1, t2, · · · , tp) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر
ƱŮƎƼات ǃŨŭرƼ دǁǄده Ǝǀان m ≤ α, β < m + 1 و ŬƉا n ǃŨŭرƼ ŭا u ƱŮƎƼات دǁǄده Ǝǀان

Ƒورت ǃŧ ŧرداری ɔƼدان ǃȔدɔǁȔ Ƭرض ǁŮƊǄد. ƊȔری

v =

p
∑

i=1

ξi
∂

∂ti
+

q
∑

j=1

ηj
∂

∂uj
,

Ƒورت ǃŧ ŧرداری ɔƼدان ƿɓا Q = (Q1, · · · , Qq) ƼؤǃƭƸ ای q ǃƒžƎƼ و

Qσ(t, u
(1)) = ησ −

p
∑

i=1

ξi
∂uσ

∂ti
, σ = 1, 2, · · · , q,

Ƒورت ǃŧ ŧرداری ɔƼدان ƿɓا n‐ام ǃŨŭرƼ اŮƼداد ŧاƍد.

v(n) = v
(n)
Q +

p
∑

i=1

ξiDi, (ǐ . ǔ)

Ƙŧروا ŧا v(n)
Q و vQ آن در ǃȔ ŬƉا

vQ =

q
∑

σ=1

Qσ(t, u
(1))

∂

∂uσ
, v

(n)
Q =

q
∑

σ=1

∑

J

DJQσ
∂

∂uσJ
,

و 1 ≤ jk ≤ p ŧا J = (j1, · · · , jk) ǃǀاȡدǁǶ ƈɓدǀا روی Ƭوق Ƙŧروا در ͽƽŵ ͬ ƍوǀد. Ƽ داده
.ŬƉا k ≥ 0
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ǐǕǖ ŭغɔɔرات ƊŹاب از ƊȔری ƢƼادلات ŧرای ǀوŭر ǃɔƖư
Ƒورت ƿɓا در ν ∈ R

+
0 و ŧاǁƍد [a, b] ŧازه روی C1 Ȕلاس از g و f ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . ǐ . ǔ ƫɓرƢŭ

:ƻɔɓاƽǀ ͬ Ƽ ͬƬرƢƼ را زɓر ȡذاری ƽǀاد
Dν
t (f, g) = −g tDν

b f + f aD
ν
t g.

.[ǔǗ] ŬƉا t ∈ [a, b] Ƭوق ǃƚŧرا در
ƘƱƬ و اȡر ͬ ƍود Ƽ ǃŮƭȡ ƊȔری ͬȢŮƊɓاǪ ŬɔƽȔ P (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u) ŬɔƽȔ .Ǒ . ǐ . ǔ ƫɓرƢŭ

ŧاƍد زɓر Ƭرم ǃŧ اȡر
P (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u) =

m
∑

i=1

P 1
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)P

2
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u),

ǃƚŧرا در ǃȔ P 2
i و P 1

i Ƭرم ǃŧ ͬƢŧواŭ و m ∈ N ŧرای
Dγi
t

(

P
j1i
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)P

j2i
i (t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)
)

= 0,

ƢƼادلات ŵواب Ǆای ͬƼاƽŭ روی ŧر j2i = 1 و j1i = 2 ɓا j2i = 2 و j1i = 1 ،γi ∈ {α, β, 1} ŧرای
ǁŮƊǄد. Ƒادق ƊȔری اوƹɓر‐لاȡراǀژ

ǃƚŧرا ŧا k‐ام ǃŨŭرƼ اوƹɓر ƹƽơ·ر 1 ≤ k ≤ q ŧرای .ǒ . ǐ . ǔ ƫɓرƢŭ
Ek =

∑

J

(−D)J
∂

∂uαJ
+ tD

α
b

∂

∂aDα
t u

+ aD
β
t

∂

∂tD
β
b u
, (Ǒ . ǔ)

ǃƸادƢƼ ǃŧ Ƭوق ǃƚŧرا و tD
β
b = − d

dt
و aD

α
t =

d

dt
ƻɓدار α, β ∈ N ŧرای آن در ǃȔ ͬ ƍود Ƽ داده

ͬ ƍود. Ƽ ƷɓدŨŭ اŮƉاǀدارد اوƹɓر‐لاȡراǀژ
Ƒورت ǃŧ ͬȕƢŧاŭ L(u) ɔǁȔد Ƭرض .ǐ . ǐ . ǔ ǃɔƖư

L(u) =

∫ b

a
L(t, u(n), aD

α
t u, tD

β
b u)dt, (ǒ . ǔ)

ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ŬƉرا و ǩǶ ƊȔری ǃŮƉوɔǪ ͬŭاƱŮƎƼ دارای ،u(t) Ơŧواŭ ǃơوƽŶƼ روی ǃȔ ŧاƍد
u(a) = ua Ƽرزی Ƙɓراƍ در Ơŧواŭ ƿɓا ƿɔǁǷƽǄ و ƍده اǀد ƫɓرƢŭ ،[a, b] ŧازه روی β و α ǃŨŭرƼ از
ŧاƍد u(t) Ơŧاŭ در ƻƼرŮƊȔا دارای L(u) ǃȕǁɓا ŧرای لازم ƍرط آȢǀاه ǁŮƊǄد. Ƒادق u(b) = ub و

ŧاƍد: Ƒادق زɓر اوƹɓر‐لاȡراǀژ ǃƸادƢƼ در u(t) ǃȔ ŬƉا آن
Ek(L) = 0, k = 1, · · · , q. (Ǔ . ǔ)

[Ǒǖ] برهان.
ɓ ͬ ǁȔد Ƽ Ʒƽơ M ⊂ C ×U ƹƭɔǁƼد روی ǃȔ G Ũŭدɓلات از ͬƢƕوƼ ȡروه ɓ .Ǔ . ǐ . ǔ ƫɓرƢŭ
و ŧاƍد ƍده ƫɓرƢŭ Ω ⊆ C روی ǃȔ u = f(t) ازای ǃŧ اȡر ŬƉا (ǒ . ǔ) از ŭغɔɔرات Ʊŭارن ȡروه

Ƒورت ƿɓا در .ū = f̄(t̄) = g.f(t̄) ǃȔ ŧاƍد ǁǶان g ∈ G ͬ ɔȡرد، Ƽ ưرار M در آن ȡراف
∫

Ω
L(t, f (n)(t), aD

α
t u, tD

β
b u)dt =

∫

Ω̄
L(t̄, f̄ (n)(t̄), aD

α
t̄ ū, t̄D

β
b ū)dt̄. (ǔ . ǔ)
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǕǗ
Ũŭدɓلات ȡروه g ∈ G Ǆر ŧرای ŬƉا ذȔر ǃŧ لازم

(t̄, ū) = g.(t, u) = (Ψ(t, u, ε),Π(t, u, ε)),

ͬƊɓوǀازŧ زɓر Ƭرم ǃŧ را (ǒ . ǔ) ͬ ŭوان Ƽ ƈǪ ƍود، ǃŮƬرȡ ƞǀر در ŮƼغɔر ŭغɔɔر ǁơوان ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ
Ȕرد:

∫

Ω̄
L(t̄, f̄ (n)(t̄), aD

α
t̄ ū, t̄D

β
b ū)detJg(t, u

1)dt, (Ǖ . ǔ)
:ŬƉا زɓر دراǄ ǃɓای دارای ƿɔŧوȔژا ƈɓرŭاƼ ǃȔ

J ijg (t, u, ε) = DiΨ
j(t, u, ε).

Ʊŭارن ȡروه ɓ ͬ ǁȔد، Ƽ Ʒƽơ M ƹƭɔǁƼد روی ǃȔ G Ũŭدɓلات از ǁŨƽǄد ȡروه .Ǒ . ǐ . ǔ ǃɔƖư
ǃƚŧرا اȡر ƘƱƬ و اȡر ŬƉا (ǒ . ǔ) ȓƢŧاŭ از ͬŭراɔɔغŭ

v(α,β)(L) + LDivξ = 0, (ǖ . ǔ)
ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد Ǆر ŧرای

v =

p
∑

i=1

ξi
∂

∂ti
+

q
∑

j=1

ηj
∂

∂uj
,

ͬƹȔ ƈǀورژاɓد دǁǄده Ǝǀان (ǖ . ǔ) ǃƚŧرا در Divξ ǃȔ ŬƉا ذȔر ƍاɓان ŧاƍد. ŧرưرار ،G ȡروه از
.ŬƉا ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξp) ɒɓاŭ‐p از

ŧاɓد اȢŮǀراƸده Ǆا ،ŬƉا ŧرưرار u = f(x) Ơŧواŭ ǃƽǄ ŧرای (Ǖ . ǔ) و (ǔ . ǔ) راƚŧۀ Ƕون برهان.
:ǃȔ ǁƢƼا ƿɓا ǃŧ ŧاǁƍد ŧراŧر ɓ΄دɓ·ر ŧا (t, u(n)) ∈M (n) Ǆر ŧرای

L(t̄, f̄ (n)(t̄), aD
α
t̄ ū, t̄D

β
b ū)detJg(t, u

1) = L(t, f (n)(t), aD
α
t u, tD

β
b u)dt. (Ǘ . ǔ)

g = gε = exp(εv) ƻɔǄد ͬ Ƽ ưرار ،(Ǘ . ǔ) ǃƚŧرا از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ǃžƊǀ آوردن ŬƉد ǃŧ ŧرای
:ƻɓدار ε ǃŧ ŬŨƊǀ ɔȡری ƯŮƎƼ از ƈǪ و

(v(α,β)(L) + LDivξ)detJgε = 0,

زɓرا
d

dt
[detJgε(t, u

(1))] = Divξ(g(1)ε .(t, u(1)))detJgε(t, u
(1)),

ɔǀز و
d

dt

∣

∣

∣

ε=0
[exp(εv)](n)(t, u(n)) = v(n)|(t,u(n)), ∀(t, u(n)) ∈M (n).

ɔǀز ŬƎȡرŧ اŨűات و ƍد اŨűات (ǖ . ǔ) Ƹزوم Ŧɔŭرŭ ƿɓا ǃŧ .ŬƉا ͬǀاƽǄ ŬƍاȢǀ gε ،ε = 0 در
.[ǔǗ] ŬƉا ͬǅɓدŧ
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ǐǕǘ ŭغɔɔرات ƊŹاب از ƊȔری ƢƼادلات ŧرای ǀوŭر ǃɔƖư
ƿɔǁǷƽǄ و ŧاƍد (ǔ . ǔ) از ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن ȡروه ɓ G ɔǁȔد Ƭرض .ǒ . ǐ . ǔ ǃɔƖư

v =

p
∑

i=1

ξi
∂

∂ti
+

q
∑

j=1

ηj
∂

∂uj
,

ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǃƒžƎƼ Q = (Q1, · · · , Qq) آȢǀاه ŧاƍد. G از ǶوȔ Ŭɓاǅǀ ɒŧ ƼوƸد
Ƒورت ǃŧ Ơŧواŭ از ɒɓاŭ‐p ɓ دɓ·ر Ũơارت ǃŧ .ŬƉا E(L) = 0 اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƢƼادلات

ǃȔ ŬƉا Ƽوŵود ǁǶان P (x, u(α,β)) = (P1, P2, · · · , Pp)

DivP = Q.E(L) =

q
∑

ν=1

QνEν(L).

:ƻɓدار (ǖ . ǔ) در (ǐ . ǔ) اŮƼداد ƬرƼول ŵاɓ·ذاری ŧا برهان.
0 = v(α,β)(L) + LDivξ

= v
(α,β)
Q (L) +

p
∑

i=1

ξiDiL+ L

p
∑

i=1

Diξ
i

= v
(α,β)
Q (L) + Div(Lξ)

=
∑

α,J

DJQα
∂L

∂uαJ
+Div(Lξ)

=
∑

α,J

Qα(−D)J
∂L

∂uαJ
+Div

(

Qα
∂L

∂uαJ
+ Lξ

)

=

q
∑

α=1

QαEα(L) + DivP.

.ŬƉا اوƹɓر‐لاȡراǀژ ǃƸادƢƼ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون P = Qα
∂L
∂uα

J
+ Lξ ƻɓردȔ Ŭŧاű ƈǪ

ȓƢŧاŭ ŧرای ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن ɓ v = η∂u اȡر .ǐ . ǐ . ǔ Ƽثال
L(u) =

∫ b

a
L(t, u, u1, aD

α
t u)dt,

Ơŧاŭ ƈǀورژاɓد ƿɓراŧاǁŧ ،ŬƉا Q = η ǃƒžƎƼ و ξ = 0 Ʊŭارن ƿɓا ŧرای ǃȕǀآ ǃŧ ǃŵوŭ ŧا ŧاƍد،
:[ǔǗ] ͬ ƍود Ƽ ǃŨƉاźƼ زɓر روش ǃŧ ŲƼال ƿɓا در (ǒ . ǐ . ǔ) ǃɔƖư در P

v(α)(L) + LDivξ −Q.E(L) =

(

η∂u+
∂η

∂t
∂ut + aD

α
t η∂aDα

t u

)

(L)− η
(

∂uL

−Dt∂uαt L+ tD
α
b ∂aDα

t u
L
)

=
∂η

∂t
∂utL+ ηDt∂uαt L+ aD

α
t η∂aDα

t u
L− η tD

α
b ∂aDα

t u
L

= Dt

(

η
∂L

∂uαt

)

+ aD
α
t (∂aDα

t
L, η).

ȓƢŧاŭ ŧرای ͬŭراɔɔغŭ Ʊŭارن ɓ v = ξ∂t+ η∂u اȡر .Ǒ . ǐ . ǔ Ƽثال
L(u) =

∫ b

a
L(t, u, aD

α
t u, tD

β
b u)dt,
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǖ٠
Ƒورت ǃŧ Ʊŭارن ƿɓا ŧرای ǃƒžƎƼ ǃ΄ɔɓاŶǀآ از ŧاƍد،

Q = η − ξ
∂u

∂t
,

از: ŬƉا Ũơارت ŲƼال ƿɓا در (ǒ . ǐ . ǔ) ǃɔƖư در P Ơŧاŭ ƈǀورژاɓد ƿɓراŧاǁŧ .[ǔǗ] ŬƉا
v(α)(L) + LDivξ −Q.E(L) = ξ∂tL+ ξ∂uL

∂u

∂t
+ ξ∂uαt L aD

α+1
t u

ξ∂aDα
t u
L tD

β+1
b u+ L

∂ξ

∂t
− η tD

α
b ∂uαt L+ tD

α
a η∂uαt L− ηaD

β
t ∂aDα

t u
L+ tD

β
aη∂aDα

t u
L

+ξ
∂u

∂t
tD

α
b ∂uαt L− ∂uαt L aD

α
t

(

∂u

∂t
ξ

)

+ ξ
∂u

∂t
aD

β
t ∂aDα

t u
L− ∂aDα

t u
L aD

β
t

(

∂u

∂t
ξ

)

= D(Lξ) +Dα(∂uαt L, η)−Dβ(∂
aDα

t u
L, η)−Dα

(

∂uαt L, ξ
∂u

∂t

)

−Dβ

(

∂
aDα

t u
L, ξ

∂u

∂t

)

.

ǃŨŭرƼ Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات خطͬ غɔر ͬưحاƸا خود Ǒ . ǔ
کسری

ƢƼادلات ŧرای آǅǀا ƫɓرƢŭ ǃŧاƎƼ ƊȔری ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƫɓرƢŭ
ŮƼغɔر دو ŧا ƊȔری ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ƻɔǁȔ Ƭرض ǃǶاǁǶ ͬǁƢɓ .ŬƉا ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ
ǃŧ آن در ƼؤǄ ǃƭƸا ǃȔ C = (Ct, Cx) ŧردار ،ƻɔƍاŧ ǃŮƍدا u ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ و x و t ƷƱŮƊƼ
Ƽورد ǃƸادƢƼ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار ǁŮƊǄد، Cx = Cx(t, x, u, · · · ) و Ct = Ct(t, x, u, · · · ) Ƒورت
ǁȔد: Ƒدق زɓر ͬȢŮƊɓاǪ ǃƸادƢƼ در ƊȔری ǃƸادƢƼ ŵواب Ǆای ƽŭام ŧرای اȡر ͬ ƍود Ƽ ǀاɔƼده ƞǀر

DtC
t +DxC

x = 0. (ǘ . ǔ)
Ct ƼؤǄ ǃƭƸای اȡر ͬ ƍوǀد Ƽ ǀاɔƼده ǃƸادƢƼ ŧرای ͬǅɓدŧ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ɓ

ƍوǀد. ƭƑر ǃƸادƢƼ ŵواب Ǆای ƽŭام روی آن از Cx و
Ƒورت ǃŧ u از ͬƢŧاŭ k ǃȔ ͬŮƸاŹ در در را (Ǒǖ٠ . ǒ) زƼان‐ƊȔری اƎŮǀار ǃƸادƢƼ .ǐ . Ǒ . ǔ Ƽثال

زɓر
Dα
t u = (K(u)ux)x, α ∈ (0, 2), t ∈ (0, T ]. (ǐ٠ . ǔ)

ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ƊȔری ƯŮƎƼ ƿŮƬرȡ ƞǀر در ŧا ǃƸادƢƼ ƿɓا ɔ·ŧرɓد. ƞǀر در را ŬƉا
Ƒورت: ǃŧ (ǘ . ǔ) ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون Ƭرم

Ct = Dn−1
t (0I

n−α
t u), Cx = −k(u)ux, n = 1, 2,

ǃŮƍوǀ زɓر ͬȢŮƊɓاǪ Ƭرم ǃŧ ͬ ŭواǀد Ƽ ŬƉا ȔاǪوŭو ǀوع از ǃƸادƢƼ ƯŮƎƼ ǃ΄ɔŮƸاŹ در ƍود. ǃŮƍوǀ
ƍود:

Ct =0 I
n+1−α(Dn

t u), Cx = −k(u)ux, n = 1, 2.
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ǐǖǐ ǀوŭر ƊȔری ƹƽơ·رǄای
ǃƸادƢƼ ɓ ɔƉلاȔ اƎŮǀار ǃƸادƢƼ ƽǄاǁǀد ŬƉدر (ǐ٠ . ǔ) ƊȔری زƼان اƎŮǀار ǃƸادƢƼ
ŧا ͬŭراɔɔغŭ ƷƑا از ͬ ŭواǀد ƽǀ (ǐ٠ . ǔ) ǃƸادƢƼ ǃȔ ŬƉاǁƢƼ ƿɓا ǃŧ ƿɓا .ŬƊɔǀ اوƹɓر‐لاȡراǀژ
و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ اȢŮǀرال و ƯŮƎƼ Ǆر و u و t و x ŮƼغɔرǄای ǃŧ ǃŮƊŧوا لاȡراǀژی Ɖازی ƻƽɔǁɔƼ
آن ɔƉلاȔ ǅƭƼوم ǃŧ لاȡراǀژی دارای (ǐ٠ . ǔ) ǃƸادƢƼ ƈǪ ƍود. ǃŶɔŮǀ ،u ǃŧ ǃŮƊŧوا ƊȔری ɓا

:ŬƉراɓز Ƒورت ǃŧ (ǐ٠ . ǔ) ǃƸادƢƼ ŧرای ưراردادی لاȡراǀژی .ŬƊɔǀ
L = v(t, x)[Dα

t u− k′(u)u2x − k(u)uxx], (ǐǐ . ǔ)
Ƒورت ǃŧ اȢŮǀرال Ʒƽơ ưراردادی لاȡراǀژی ƿɓا ŧا .ŬƉا ŵدɓد ŮƼغɔر ɓ آن در v ǃȔ

∫ T

0

∫

Ω
L(t, x, u, v,Dα

t u, ux, uxx)dxdt, (ǐǑ . ǔ)
Ƭرم ǃŧ (ǐǑ . ǔ) Ʒƽơ ŧا ǁŮƼاƝر u ǃŧ ŬŨƊǀ اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر Źال ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ

δ

δu
=

∂

∂u
+ (Dα

t )
∗ ∂

∂Dα
t u

−Dx
∂

∂ux
+D2

x

∂

∂uxx
, (ǐǒ . ǔ)

ȔاǪوŭو و ƷɓووɔƸ‐انƽɓر ƊȔری ƱŮƎƼات ŧرای .ŬƉا Dα
t از ͬưاźƸا ƹƽơ·ر (Dα

t )
∗ ǃȔ ŬƉا

ǁŮƊǄد: زɓر Ƭرم ǃŧ ǁŮƼاƝر ͬưاźƸا ƹƽơ·رǄای
(0D

α
t )

∗ = (−1)n tI
n−α
T (Dn

t ) ≡ C
t D

α
T ,

(C0 D
α
t )

∗ = (−1)nDn
t (tI

n−α
T ) ≡ tD

α
T . (ǐǓ . ǔ)

ƢƼادلات ŬƸاŹ ǃŧاƎƼ .ŬƉا n − α ǃŨŭرƼ از ƊȔری اȢŮǀرال ŬƉرا ƹƽơ·ر tI
n−α
T اŶǁɓا در

Ƒورت ǃŧ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ ،ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ͬƚŽ غɔر ƷɔƊǀراƭɓد
ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر

δL

δu
= 0. (ǐǔ . ǔ)

ŧود: ŽواǄد زɓر Ƭرم ǃŧ زƼان‐ƊȔری اƎŮǀار ǃƸادƢƼ ŧرای ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ ŲƼال ǁơوان ǃŧ
(Dα

t )
∗v − k(u)vxx = 0, n = [α] + 1, α ∈ (0, 2). (ǐǕ . ǔ)

ƽǀود. ƫɓرƢŭ ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای را ͬƚŽ غɔر ͬưاźƸا Žود ǅƭƼوم ͬ ŭوان Ƽ Źال
u ŵواب Ǆای ƽŭام ŧرای (ǐǕ . ǔ) ͬưاźƸا ǃƸادƢƼ اȡر ŬƉا اźƸاق Žود ͬƚŽ غɔر (ǐ٠ . ǔ) ǃƸادƢƼ
ŧاƍد. Ƒادق ŧاƍد، ƭƑر ƫƸاžƼ φ(t, x, u) ǃȕǀآ ƍرط ǃŧ v = φ(t, x, u) ŵاɓ·ذاری ŧا ǃƸادƢƼ از

ǀوŭر کسری ƹƽơ·رǄای ǒ . ǔ
ŬžƉ ɔƊŧار ǀوŭر ǃɔƖư از اƭŮƉاده ŧا ƻɔƱŮƊƼ روش ŧا ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ ǃȕǀآ ǃŧ ǃŵوŭ ŧا
ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿɓا ƿŮƬاɓ ŧرای Ɖاده ŭری روش ،ŬƉا
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǖǑ
ŧر ǀوŭر ƹƽơ·رǄای Ʒƽơ از ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار ƼؤǄ ǃƭƸای روش ƿɓا در ƍد. ǃارائ ƷŨư ƷƒƬ در
ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ǀوŭر اźŭاد ƽǄان ɓا ƹƽơ·ری اźŭاد از ƹƽơ·رǄا ƿɓا ͬ ƍوǀد. Ƽ ƷƑاŹ لاȡراǀژی
Ƒورت ǃŧ اźŭاد ƿɓا u(t, x) ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر ɓ و x و t ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔر دو ŧا ƭƼروض ŬƸاŹ ŧرای

ͬ ƍود: Ƽ ǃŮƍوǀ زɓر
ṽ +Dt(ξ

0)I +Dx(ξ
1)I =W

δ

δu
+DtN

t +DxN
x. (ǐǖ . ǔ)

اŮƼداد ṽ و ǀوŭر ƹƽơ·رǄای Nx و Nt اوƹɓر‐لاȡراǀژ، ƹƽơ·ر δ

δu
،ͬǀاƽǄ ƹƽơ·ر I Ƭوق اźŭاد در

ƊȔری ɓا و ŸɔźƑ ǃŨŭرƼ ƱŮƎƼات ƽŭام ŧرای ǃȔ ŬƉا ͬƸ ǃƚƱǀ ای Ʊŭارن ȡروه ƼوƸد از ŦƉاǁƼ
از: ŬƉا Ũơارت ǃƸادƢƼ در ɔȡر در ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر از

v = ξ0(t, x, u)
∂

∂t
+ ξ1(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
,

Ʒƽơ ǃƚƱǀ ای Ũŭدɓلات ȡروه اŮƼداد .ŬƉا W = η − ξ0ut − ξ1ux Ƒورت ǃŧ آن ǃƒžƎƼ ǃȔ
(ǐǗǘ . ǒ) و (ǐǗǑ . ǒ) ƬرƼو ل Ǆای و (ǐ٠ . ǒ) ƌžŧ در ƊȔری ŮƼغɔرǄای ŧا ɒɓاƖƬ روی ǁǁȔده
زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ ǃȔ ͬŮƸاŹ ŧرای .ŬƉا ƍده داده ƍرح Ʒɔƒƭŭ ǃŧ Ɖوم ƷƒƬ از

Ƒورت ǃŧ Nt ƹƽơ·ر ŧاƍد ƷɓووɔƸ‐ƿƽɓر ǀوع از ǃƸادƢƼ در Ƽوŵود

Nt = ξ0I +
n−1
∑

k=0

(−1)k0D
α−1−k
t (W )Dk

t

∂

∂(0Dα
t u)

− (−1)nJ

(

W,Dn
t

∂

∂(0Dα
t u)

)

, (ǐǗ . ǔ)

ƹƽơ·ر ŧاƍد ȔاǪوŭو Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ در Ƽوŵود زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ ǃȔ ͬŮƸاŹ در و
Ƒورت ǃŧ Nt

Nt = ξ0I +

n−1
∑

k=0

Dk
t (W )Dα−1−k

T

∂

∂(C0 D
α
t u)

− J

(

Dn
t (W ),

∂

∂(C0 D
α
t u)

)

, (ǐǘ . ǔ)

ǃƚŧرا ŧا ǃȔ ŬƉا ͬƸراȢŮǀا ،ŬƉا ƍده داده Ǝǀان J ŧا ǃǷǀآ Ƭوق Ƙŧروا در .ŬƉا
J(f, g) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

∫ T

t

f(τ, x)g(µ, x)

(µ− τ)α+1−n
dµdτ, (Ǒ٠ . ǔ)

:ŬƉا زɓر ͬȡژɓو دارای و ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ
DtJ(f, g) = f tI

n−α
T g − g 0I

n−α
t f. (Ǒǐ . ǔ)

ŽواǄد آن ɔƉلاȔ ŬƸاŹ Ƽاǁǀد Nx ƻɔƍاŧ ǃŮƍداǀ x ŮƼغɔر ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ ǃ΄ɔŭورƑ در
،ǃƸادƢƼ آن از ƍده ǃŮƬرɓذǪ ƼوƸد Ǆر و ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ از ŵواب Ǆر ŧرای Źال ŧود.
ǩǶ ŬƽƉ اƽơال ƿɓا ŧا .ƻɔǄد ͬ Ƽ اűر ưردادی لاȡراǀژی روی را (ǐǖ . ǔ) ǀوŭر اźŭاد ŬƽƉ دو

ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ ǀوŭر اźŭاد
(

ṽL+Dt(ξ
0)L+Dx(ξ

1)L
) ∣

∣

(FDE)=0
= 0,
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ǐǖǒ ǀوŭر ƊȔری ƹƽơ·رǄای
ƭƑر ŧراŧر اوƹɓر‐لاȡراǀژ ǃƸادƢƼ ƊȔری، ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ŧودن اźƸاق Žود ͬƚŽ غɔر ƷɔƸد ǃŧ

ͬ ƍود: Ƽ ǃŮƍوǀ زɓر Ƒورت ǃŧ ǀوŭر ƹƽơ·ری اźŭاد ŬƉرا ŬƽƉ ƈǪ ͬ ƍود Ƽ
Dt(N

tL) +Dx(N
xL)
∣

∣

∣

(FDE)=0
= 0, (ǑǑ . ǔ)

ͬ ƍوǀد: Ƽ ƷƑاŹ زɓر راƚŧۀ از ŸɓرƑ ƙور ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ŧردارǄای ƿɓراŧاǁŧ
Ct = NtL, Cx = NxL (Ǒǒ . ǔ)

ǃȔ ɔ·ŧرɓد. درƞǀر ŶƼدداً را ƍد ͬƬرƢƼ (Ǒ . ǐ٠ . ǒ) ŲƼال در ǃȔ ƿɔƸ‐ͬǁŧ ǃƸادƢƼ .ǐ . ǒ . ǔ Ƽثال
ƹƽơ·ر .ŬƉا زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƱŮƎƼات ƹƽơ·رǄای اǀواع از ɓرǄ دǁǄده Ǝǀان Dχ(α)

t

ǃƚŧرا ŧا ǃƸادƢƼ از F ͬƚŽ غɔر ƹƽơ·ر ǃŧ F ∗ ͬưاźƸا
F ∗ =

δL

δu
= (D

χ(α)
t )∗v − vxu+ β(vxx + vxxxx)− vxxx − γvxxxxx − vx, (ǑǓ . ǔ)

ͬ ƍود: Ƽ ͬƬرƢƼ زɓر Ƒورت ǃŧ ƿɔƸ‐ͬǁŧ ǃƸادƢƼ ŧرای ưراردادی لاȡراǀژی .[Ǘǖ] ͬ ƍود Ƽ داده
L = vF = vD

χ(α)
t u+ vuux + vuxxx + βv(uxx + uxxxx) + γvuxxxxx + vux, (Ǒǔ . ǔ)

زɓر Ƒورت ǃŧ δ

δu
اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر ƈǫƉ ŧاƍد، ǃŮƍدا ƯƹƢŭ [0, T ] ŧازه ǃŧ t ƻɔǁȔ Ƭرض

:ŬƉا
δ

δu
=

∂

∂u
+ (D

χ(α)
t )∗

∂

∂(D
χ(α)
t u)

+

∞
∑

s=1

(−1)sDi1 · · ·Dis

∂

∂ui1,···is
. (ǑǕ . ǔ)

ƹƽơ·رǄای از ɓرǄ ŧرای ͬưاźƸا ƹƽơ·ر .ŬƉا (Dχ(α)
t u) از ͬưاźƸا ƹƽơ·ر (D

χ(α)
t )∗ Ƭوق ǃƚŧرا در

ŧا ͬ ƍود. Ƽ ƫɓرƢŭ ŶƼزا ƙور ǃŧ ،(Ǒ . ǐ٠ . ǒ) ŲƼال در ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای ƍده ǃŮƬرȡ ƞǀر در ƯŮƎƼ
ǁŮƊǄد: زɓر Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا در ƯŮƎƼ ƫƹŮžƼ ŹاǄ ŬƸای ŧرای ͬưاźƸا ƹƽơ·ر ƱƼدƼات ƿɓا

(D
χ(α)
t )∗ ≡ (Dα

t Dt)
∗ = tD

α
TDt,

(D
χ(α)
t )∗ ≡ (CDα

t )
∗ = tD

α
T ,

(D
χ(α)
t )∗ ≡ (D1+α

t )∗ = C
t D

1+α
T ,

(D
χ(α)
t )∗ ≡ (Dα

t )
∗ = C

t D
α
T . (Ǒǖ . ǔ)

‐ͬǁŧ ƊȔری‐زƼان ǃƸادƢƼ Ȕردن اźƸاق Žود ͬƚŽ غɔر اƼ΄ان ǃȔ ɒɓاǄφ(t, x, u) ƽŭام Źال
زɓر Ƒورت ǃŧ φ(t, x, u) ŵاɓ·ذاری (Ǒǔ . ǔ) ǃƚŧرا در .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ ǃŨƉاźƼ را ͬ ǁȔد Ƽ ƻǄراƬ را ƿɔƸ

:ŬƉا
φ = ϕ(t)ψ(x). (ǑǗ . ǔ)

:ƻɓدار (ǑǓ . ǔ) ǃƸادƢƼ در Ƭوق Ũơارت ŵاɓ·ذاری ŧا
ψ(x)(D

χ(α)
t )∗(ϕ(t))

+ϕ(t)
[

β
(

ψ′′(x) + ψ′′′′(x)
)

− ψ′(x)(1 + u)− ψ′′′(x)− γψ′′′′′(x)
]

= 0,
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǖǓ
ͬ ƍود: Ƽ ɔȕƭŭ زɓر ǃƸادƢƼ دو ǃŧ Ƭوق ǃƸادƢƼ

(D
χ(α)
t )∗(ϕ(t)) = 0,

β
(

ψ′′(x) + ψ′′′′(x)
)

− ψ′(x)(1 + u)− ψ′′′(x)− γψ′′′′′(x) = 0.

از ǃƸادƢƼ ƿɔŮƊžǀ ƷŹ ŧا ƈǪ .ŬƉا ǃŮƊŧوا D
χ(α)
t ƊȔری ƯŮƎƼ ƹƽơ·ر ǀوع ǃŧ ϕ(t) Ơŧاŭ

:ƻɓدار Ƭوق ƢƼادلات
(D

χ(α)
t )∗ϕ(t) = (Dα

t Dt(ϕ(t)))
∗ = 0 : ϕ(t) = c1(T − t)α + c2, (Ǒǘ . ǔ)

(D
χ(α)
t )∗ϕ(t) = (CDα

t ϕ(t))
∗ = 0 : ϕ(t) = c1(T − t)α−1, (ǒ٠ . ǔ)

(D
χ(α)
t )∗ϕ(t) = (D1+α

t ϕ(t))∗ = 0 : ϕ(t) = c1t+ c2, (ǒǐ . ǔ)
(D

χ(α)
t )∗ϕ(t) = (Dα

t ϕ(t))
∗ = 0 ϕ(t) = c1. (ǒǑ . ǔ)

ŧرای لاǪلاس ƷɓدŨŭ از (ǒǐ . ǔ) ǃƸادƢƼ در ŬƉا ذȔر ǃŧ لازم ǁŮƊǄد. دžƸواه Ŭŧواű c2 و c1 ǃȔ
:ǃȔ ǁƢƼا ƿɓا ǃŧ ͬ ƍود Ƽ اƭŮƉاده ƊȔری‐زƼان ȔاǪوŭو ƯŮƎƼ

LCt D
α
Tϕ(t) = sαϕ(s)− 1 ⇒ ϕ(t) = c1t

n + c2t
n−1,

ψ(x) ƿɔƸ‐ͬǁŧ ǃƸادƢƼ ŧرای ͬ دǄد. Ƽ ǃŶɔŮǀ را ϕ(t) = c1(t) + c2 ŵواب 0 < α < 1 ŧرای ǃȔ
Ƒورت ǃŧ ψ(x) ȔاواǄارا ǃƸادƢƼ ŧرای . ŬƉا Ŭŧاű

ψ(x) = c1 + c2 exp

[

−1

2

√

−2γ(1 +
√−4γu+ 1)x

γ

]

(ǒǒ . ǔ)

+c3 exp

[

1

2

√

−2γ(1 +
√−4γu+ 1)x

γ

]

+ c4 exp

[

−1

2

√
2
√

γ(−1 +
√−4γu+ 1)x

γ

]

+c5 exp

[

1

2

√
2
√

γ(−1 +
√−4γu+ 1)x

γ

]

.

:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ ψ(x) ƻŶǁǪ ǃŨŭرƼ KdV ǃƸادƢƼ ŧرای .ŬƉا
ψ(x) = c1 + c2x+ c3x

2 + c4 sin

(

x√
γ

)

+ c5 cos

(

x√
γ

)

. (ǒǓ . ǔ)
از: ŬƉا Ũơارت ψ(x) ͬ΄ƊǁɔƍواɔƉ‐وŭوƼاروȔ ǃƸادƢƼ ŧرای

ψ(x) = c1 + c2 exp







(

I(108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3

√
3

− 1

12

+(108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3 + 12I

√
3− 12

)

x

(108u+ 12
√
81u2 + 12)1/3







+c3 exp







(

I(108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3

√
3

1

12

−(108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3 + 12I

√
3 + 12

)

x

(108u+ 12
√
81u2 + 12)1/3







+c4 exp

[

1

6

((108u+ 12
√
81u2 + 12)2/3 − 12)x

(108u+ 12
√
81u2 + 12)1/3

]

. (ǒǔ . ǔ)
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ǐǖǔ ǀوŭر ƊȔری ƹƽơ·رǄای
:ƻɓدار ψ(x) ƈȔوŮƉر‐اɓوǀ ǃƸادƢƼ ŧرای Ŭɓاǅǀ در و

ψ(x) = c1 + c2e
ux. (ǒǕ . ǔ)

ƷɔƸد ǃŧ .ŬƉا اźƸاق Žود ͬƚŽ غɔر Žود Źالات ͬƼاƽŭ در (ǑǓ . ǔ) ǃƸادƢƼ ǃȔ ƍد Ŭŧاű ƈǪ
ͬƹȔ ƬرƼول ŧا ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار از x ǃƭƸؤƼ ǀدارد، x ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ (ǑǓ . ǔ) ǃƸادƢƼ ǃȕǁɓا
زɓر ǃƚŧرا ŧا Nx ǀوŭر ͬ ƍود.ƹƽơ·ر Ƽ ŬƬاɓ Ʊŭارن Ǆا ǃŧ ǃŮƊŧوا ͬȢŮƊɓاǪ ŧردارǄای ǃŨƉاźƼ ŧرای

ͬ ƍود: Ƽ داده
Nx = ξI +W

(

∂

∂ux
−Dx

∂

∂uxx
+D2

x

∂

∂uxxx
−D3

x

∂

∂uxxxx
+D4

x

∂

∂uxxxxx

)

+Dx(W )

(

∂

∂uxx
−Dx

∂

∂uxxx
+D2

x

∂

∂uxxxx
−D3

x

∂

∂uxxxxx

)

+D2
x(W )

(

∂

∂uxxx
−Dx

∂

∂uxxxx
+D2

x

∂

∂uxxxxx

)

+D3
x(W )

(

∂

∂uxxxx

−Dx
∂

∂uxxxxx

)

+D4
x(W )

(

∂

∂uxxxxx

)

. (ǒǖ . ǔ)
:ŬƉا زɓر Ƭرم ǃŧ Nt آȢǀاه ŧاƍد، Dα

t ut Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ در زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ اȡر

Nt = τI + J1−α
t Dt(W )

∂

∂(Dα
t ut)

−W tJ
1−α
T Dt

∂

∂(Dα
t ut)

+J

(

Dt(W ), Dt
∂

∂(Dα
t ut)

)

, (ǒǗ . ǔ)
Ƒورت: ǃŧ Nt ǃƭƸؤƼ CDα

t ŧرای
Nt = τI +W tJ

1−α
T

∂

∂(CDα
t u)

− J

(

Dt(W ),
∂

∂(CDα
t u)

)

, (ǒǘ . ǔ)
Ƒورت: ǃŧ Nt ǃƭƸؤƼ D1+α

t u ŧرای و ŬƉا
Nt = τI +Dα

t (W )
∂

∂(D1+α
t u)

− J1−α
t (W )Dt

∂

∂(D1+α
t u)

+− J

(

W,D2
t

∂

∂(D1+α
t u)

)

, (Ǔ٠ . ǔ)
از: ŬƉا Ũơارت Nt ǃƭƸؤƼ Dα

t u ŧرای و ŧود ŽواǄد
Nt = τI + J1−α

t (W )
∂

∂(Dα
t u)

+ J

(

W,Dt
∂

∂(Dα
t u)

)

. (Ǔǐ . ǔ)
ǃŧ آن در زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ ǃȔ ƢƼادǃƸ ای ŧرای را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƻɓدار ƒưد چ
Ơŧاŭ ŧا v = φ(t, x) ŵاɓ·ذاری ŧا (Ǒǔ . ǔ) لاȡراǀژی .ƻɔɓاƽǀ ǃŨƉاźƼ ،ŬƉا Dα+1

t Ƒورت
: از ŬƉا Ũơارت ،ψ(x) = c و ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ (Ǒǘ . ǔ) ǃƚŧرا ŧا ǃȔ ϕ(t)

L = (c1(T − t)α + c2)
(

Dα+1
t u+ uux + β(uxx + uxxxx)

+uxxx + γuxxxxx + ux
)

. (ǓǑ . ǔ)
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǖǕ
(Ǒ٠ǘ . ǒ) Ʊŭارن از W = −ux Ƒورت ǃŧ ǃƒžƎƼ ƿŮƬرȡ ƞǀر در و (ǒǗ . ǔ) از اƭŮƉاده ŧا

ŧود: ŽواǄد زɓر Ƒورت ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار

Ct = c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + αuxJ

1−α
T ((T − t)α−1)

−αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2J
1−α
t utx

= c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + Γ(1 + α)ux (Ǔǒ . ǔ)

−αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2J
1−α
t utx,

Cx = −(c1(T − t)α + c2) (uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux) .

ǃŧ آن در زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ ǃȔ ƢƼادǃƸ ای ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮƬاɓ ŧرای چ
Ũơارت ŧا ϕ(t) Ơŧاŭ ŧا v = φ(t, x) ŵاɓ·ذاری ŧا (Ǒǔ . ǔ) لاȡراǀژی ،ŬƉا CDα

t Ƒورت
ƍد: ŽواǄد ƫɓرƢŭ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ،ψ(x) = c و (ǒ٠ . ǔ)

L = (c1(T − t)α−1)
(

CDα
t u+ uux + β(uxx + uxxxx)

+uxxx + γuxxxxx + ux
)

. (ǓǓ . ǔ)

ŬƉا Ũơارت ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار (Ǒ٠ǘ . ǒ) Ʊŭارن از W = −ux ǃƒžƎƼ و (ǒǘ . ǔ) ŧ΄ارɔȡری ŧا
از:

Ct = c1

[

− uxJ
1−α
T ((T − t)α−1) + J(utx, (T − t)α−1)

]

= c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

, (Ǔǔ . ǔ)
Cx = −(c1(T − t)α−1) (uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux) .

ŧا (Ǒǔ . ǔ) لاȡراǀژی ،ŬƉا D1+α
t ǃŨŭرƼ از زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ ǃȔ ͬŮƸاŹ در چ

را زɓر Ƭرم ،ψ(x) = c ɔǀز و (ǒǐ . ǔ) در ƍده ƫɓرƢŭ ϕ(t) Ơŧاŭ ŧا v = φ(t, x) ŵاɓ·ذاری
:Ŭƍدا ŽواǄد

L = (c1t+ c2)
(

D1+α
t u+ uux + β(uxx + uxxxx)

+uxxx + γuxxxxx + ux
)

. (ǓǕ . ǔ)

(Ǒ٠ǘ . ǒ) Ʊŭارن از W = −ux ǃƒžƎƼ و (Ǔ٠ . ǔ) ƫɓرƢŭ ŧا Nt ǃƭƸؤƼ از ɔȡری ǅŧره ŧا
ͬ ƍود: Ƽ ǃŨƉاźƼ زɓر Ʒ΄ƍ ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار

Ct = −c1
[

tDα
t (ux)− J1−α

t (ux)
]

− c2D
α
t (ux),

Cx = (c1t+ c2) (uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux) . (Ǔǖ . ǔ)
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ǐǖǖ ǀوŭر ƊȔری ƹƽơ·رǄای
آن در زƼان ǃŧ ŬŨƊǀ ƊȔری ƯŮƎƼ ǃȔ ƢƼادǃƸ ای ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǃŨƉاźƼ ŧرای چ
ǃƚŧرا ŧا ǃȔ ϕ(t) Ơŧاŭ ŧا v = φ(t, x) ŵاɓ·ذاری ŧا (Ǒǔ . ǔ) لاȡراǀژی ،ŬƉا Dα

t Ƒورت ǃŧ
:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ ،ψ(x) = c و ͬ ƍود Ƽ ƫɓرƢŭ (ǒǑ . ǔ)

L = (c1)
(

Dα
t u+ uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux

)

. (ǓǗ . ǔ)
(Ǒ٠ǘ . ǒ) Ʊŭارن از W = −ux Ƒورت ǃŧ ǃƒžƎƼ ƿŮƬرȡ ƞǀر در و (Ǔǐ . ǔ) از اƭŮƉاده ŧا

ƍد: ŽواǄد ǃŨƉاźƼ زɓر Ƒورت ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار
Ct = c1J

1−α
t (ux),

Cx = c1 (uux + β(uxx + uxxxx) + uxxx + γuxxxxx + ux) . (Ǔǘ . ǔ)
ͬƹȔ Ƭرم ŧا ȔاواǄارا ǃƸادƢƼ ŧرای را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư Źال

D
χ(α)
t u+ λuux + µuxxx + γuxxxxx = 0, (ǔ٠ . ǔ)

Ƒورت ǃŧ ͬǀارƱŭ ǃƸادƢƼ ƿɓا .ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ ƍده، ͬƬرƢƼ ƊȔری ƯŮƎƼ ŬƸاŹ ǅǶار در
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬ آɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ (ǒǒ . ǔ) ǃƚŧرا ŧا ɔǀز ψ(x) و W = −ux ƈǪ دارد v = ∂

∂x

آƼده اǀد. (ǐ . ǔ) ŵدول در ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧا ǁŮƼاƝر
ƻŶǁǪ ǃŨŭرƼ KdV ǃƸادƢƼ ŧرای

D
χ(α)
t u+ µuxxx + γuxxxxx = 0, (ǔǐ . ǔ)

Ƒورت ǃŧ ɒɓاǄ ارنƱŭ دارای ǃȔ
v1 =

∂

∂x
, v2 = u

∂

∂u
, v3 = g(t, x)

∂

∂u
,

(Ǒ . ǔ) ŵدول در ǁŮƼاƝر ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬ ƍود، Ƽ ǃارائ (ǒǓ . ǔ) ǃƚŧرا ŧا ψ(x) و ŬƉا
اǀد. آƼده

ƊȔری ŬƸاŹ در ͬ΄ƊǁɔƍواɔƉ‐وŭوƼوروȔ ǃƸادƢƼ
D
χ(α)
t u+ uux + uxx + uxxxx = 0, (ǔǑ . ǔ)

ŬƉد ǃŧ (ǒǔ . ǔ) ǃƚŧرا ŧا ɔǀز ψ(x) و W = −ux ƈǪ دارد v = ∂
∂x

Ƒورت ǃŧ ͬǀارƱŭ
آƼده اǀد. (ǒ . ǔ) ŵدول در ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧا ǁŮƼاƝر ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ͬ آɓد. Ƽ

ƈȔوŮƉر‐اɓوǀ ǃƸادƢƼ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
D
χ(α)
t u+ uux + uxx = 0, (ǔǒ . ǔ)

Ƒورت ǃŧ ɒɓاǄ ارنƱŭ ŧا ƊȔری ƱŮƎƼات از ŬƸاŹ ǅǶار در
v1 =

∂

∂x
, v2 = 2t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
− αu

∂

∂u
.

اǀد. آƼده (Ǔ . ǔ) ŵدول در ،(ǒǕ . ǔ) ǃƚŧرا ŧا ψ(x) و
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǖǗ

ƊȔری ƱŮƎƼات ŧا ȔاواǄارا ǃƸادƢƼ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư :ǐ . ǔ ŵدول
ƊȔری ƯŮƎƼ ǀوع Ct,x ͬȢŮƊɓاǪ ǃƭƸؤƼ

Ct = ψ(x)c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + Γ(1 + α)ux

+αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2ψ(x)J
1−α
t utx,

D
χ(α)
t = Dα+1

t Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

− ux
(

λuψ(x) + µD2
x(ψ(x))

+γD4
x(ψ(x))

)

− uxx
(

− µDx(ψ(x))− γD3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

µψ(x) + γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))

−uxxxxxγψ(x)
]

.

Ct = ψ(x)c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

,

D
χ(α)
t = CDα

t Cx = (c1(T − t)α−1)
[

− ux
(

λuψ(x) + µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γD3
x(ψ(x))

)

− uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

Ct = −ψ(x)c1
[

tDα
t (ux)− J1−α

t (ux)
]

− c2ψ(x)D
α
t (ux),

D
χ(α)
t = D1+α

t Cx = (c1t+ c2)
[

− ux
(

λuψ(x) + µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γD3
x(ψ(x))

)

− uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

Ct = −c1ψ(x)J1−α
t (ux),

D
χ(α)
t = Dα

t Cx = (c1)
[

− ux
(

λuψ(x) + µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γD3
x(ψ(x))

)

− uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

دƭɓراǀسƷɔ‐اŮǀگرال ƢƼادلات ŧرای پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư Ǔ . ǔ
کسری ǃŨŭرƼ

‐ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃŧ را ǀوŭر ƹƽơ·ری اźŭاد و ǀوŭر ƹƽơ·رǄای ƻɓدار ƒưد ƌžŧ ƿɓا در
را Ψ[u] ȓƢŧاŭ .ƻɔŧاɔŧ را ƢƼادلات ƿɓا ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư آǅǀا ƽȔ ǃŧ و داده ƘƊŧ ǃŨŭرƼ اȢŮǀرال
x = (x1, · · ·xn) ƷƱŮƊƼ ŮƼغɔرǄای ŦƊŹ ŧر L ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال Ơŧاŭ ɓ ŧا

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را ،Ω ǃǁƼدا روی اȢŮǀراƸده ǁơوان ǃŧ k‐ام ǃŨŭرƼ از u ǃŮƊŧوا ŮƼغɔر و

Ψ[u] =

∫

Ω
L(x, u, u[1], u[2], · · · , u[k])dx, L ∈ F . (ǔǓ . ǔ)

ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده اȢŮǀرال Ʒƽơ Ψ[u] ȓƢŧاŭ و لاȡراǀژی L(x, u, u[1], u[2], · · · , u[k]) Ơŧاŭ
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ǐǖǘ ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư

ƊȔری ƱŮƎƼات ŧا ƻŶǁǪ ǃŨŭرƼ KdV ǃƸادƢƼ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ŧردارǄای :Ǒ . ǔ ŵدول
ƊȔری ƯŮƎƼ ǀوع W Ct,x ͬȢŮƊɓاǪ ǃƭƸؤƼ

Ct = ψ(x)c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + Γ(1 + α)ux

+αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2ψ(x)J
1−α
t utx,

−ux Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

− ux
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

− uxxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

D
χ(α)
t = Dα+1

t Ct = ψ(x)c1

[

(T − t)αJ1−α
t ut + Γ(1 + α)u

−αJ(ut, (T − t)α−1)
]

+ c2ψ(x)J
1−α
t ut,

u Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

u
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

+ux
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

+ uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

− γuxxxDx(ψ(x)) + uxxxxγψ(x)
]

.

Ct = ψ(x)c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

,

−ux Cx = (c1(T − t)α−1)
[

− ux
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

− uxxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

D
χ(α)
t = CDα

t Ct = ψ(x)c1

[

uΓ(α)− J(ut, (T − t)α−1)
]

,

u Cx = (c1(T − t)α−1)
[

u
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

+ux
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

+ uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

− γuxxxDx(ψ(x)) + uxxxxγψ(x)
]

.

Ct = −ψ(x)c1
[

tDα
t (ux)− J1−α

t (ux)
]

− c2ψ(x)D
α
t (ux),

−ux Cx = (c1t+ c2)
[

− ux
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

− uxxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

D
χ(α)
t = D1+α

t Ct = ψ(x)c1

[

tDα
t (u)− J1−α

t (u)
]

+ c2ψ(x)D
α
t (u),

u Cx = (c1t+ c2)
[

u
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

+ux
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

+ uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

− γuxxxDx(ψ(x)) + uxxxxγψ(x)
]

.

Ct = −c1ψ(x)J1−α
t (ux),

−ux Cx = c1

[

− ux
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

−uxx
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

− uxxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

+ γuxxxxDx(ψ(x))− uxxxxxγψ(x)
]

.

D
χ(α)
t = Dα

t Ct = c1ψ(x)J
1−α
t (u),

u Cx = c1

[

u
(

µD2
x(ψ(x)) + γD4

x(ψ(x))
)

+ux
(

− µDx(ψ(x))− γ(D3
x(ψ(x))

)

+ uxx
(

µψ(x)

+γD2
x(ψ(x))

)

− γuxxxDx(ψ(x)) + uxxxxγψ(x)
]

.
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǗ٠

ƱŮƎƼات ŧا ͬ΄ƊǁɔƍواɔƉ‐وŭوƼوروȔ ǃƸادƢƼ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ŧردارǄای :ǒ . ǔ ŵدول
ƊȔری

ƊȔری ƯŮƎƼ ǀوع Ct,x ͬȢŮƊɓاǪ ǃƭƸؤƼ
Ct = ψ(x)c1

[

(T − t)αJ1−α
t utx + Γ(1 + α)ux

+αJ(utx, (T − t)α−1)
]

+ c2ψ(x)J
1−α
t utx,

D
χ(α)
t = Dα+1

t Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

− ux
(

uψ(x)−Dx(ψ(x))−D3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

ψ(x) +D2
x(ψ(x))

)

+ uxxxDx(ψ(x))− uxxxxψ(x)
]

.

Ct = ψ(x)c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

,

D
χ(α)
t = CDα

t Cx = (c1(T − t)α−1)
[

− ux
(

uψ(x)−Dx(ψ(x))−D3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

ψ(x) +D2
x(ψ(x))

)

+ uxxxDx(ψ(x))− uxxxxψ(x)
]

.

Ct = −ψ(x)c1
[

tDα
t (ux)− J1−α

t (ux)
]

− c2ψ(x)D
α
t (ux),

D
χ(α)
t = D1+α

t Cx = (c1t+ c2)
[

− ux
(

uψ(x)−Dx(ψ(x))−D3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

ψ(x) +D2
x(ψ(x))

)

+ uxxxDx(ψ(x))− uxxxxψ(x)
]

.

Ct = −c1ψ(x)J1−α
t (ux),

D
χ(α)
t = Dα

t Cx = (c1)
[

− ux
(

uψ(x)−Dx(ψ(x))−D3
x(ψ(x))

)

−uxx
(

ψ(x) +D2
x(ψ(x))

)

+ uxxxDx(ψ(x))− uxxxxψ(x)
]

.

Ƙɓراƍ در u(x) Ơŧاŭ ǃȕǁɓا Ƭرض ŧا

u(x1, · · · , xn)|xr=ar = µar(x
1, · · · , xr−1, xr+1, · · · , xn),

u(x1, · · · , xn)|xr=br = µbr(x
1, · · · , xr−1, xr+1, · · · , xn),

Bδs
is
· · ·Bδ1

i1
(u)|xr=ar = µaδ1···δsri1···is

(x1, · · · , xr−1, xr+1, · · · , xn), (ǔǔ . ǔ)
Bδs
is
· · ·Bδ1

i1
(u)|xr=br = µbδ1···δsri1···is

(x1, · · · , xr−1, xr+1, · · · , xn),

(i1, · · · , is = 1, 2, · · · , n, δ1, · · · , δs = −1, 0, 1),

(s = 1, 2, · · · , k − 1, r = 1, 2, · · · , n),

ǃŨƉاźƼ را (ǔǓ . ǔ) ȓƢŧاŭ ƻƼرŮƊȔا ǁȔد، Ƒدق µb···r··· و µa···r··· Ŭŧاű Ơŧواŭ ŧا Ω ǃǁƼدا Ƽرز در
از ǄرȔدام .ƻɓرɔȡ ͬ Ƽ ƞǀر در را ƹƽơ·رǄا از ǀوع ǃƉ Ƽا ƫɓرƢŭ ƿɓا در ǃȔ ƻɓوƍ ͬ Ƽ ɓادآور .ƻɔǁȔ ͬ Ƽ
ŮƼغɔرǄای ŧردار از xi(i = 1, · · · , n) ƒŮžƼات از ǄرȔدام ǃŧ ŬŨƊǀ ƷƱŮƊƼ ƙور ǃŧ ƹƽơ·رǄا ƿɓا
ƷɔƊǀراƭɓد ƹƽơ·رǄای ǁŮƊǄد: Ƒورت ƿɓا ǃŧ ƹƽơ·رǄا ƿɓا ͬ ǁǁȔد. Ƽ Ʒƽơ ،x ∈ Ω ƷƱŮƊƼ
،αi ∈ (0, 1) ǃŨŭرƼ از Iαi

i+
≡ aiI

αi
xi ǩǶ ŬƽƉ از ƊȔری ɔȡری اȢŮǀرال ƹƽơ·رǄای ،Di ɔȡری

ŦŭرƼ ŧا .βi ∈ (0, 1) ǃŨŭرƼ −Iβiiاز ≡ xiI
βi
bi

ŬƉرا ŬƽƉ از ƊȔری ɔȡری اȢŮǀرال ƹƽơ·رǄای و
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ǐǗǐ ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư

ƊȔری ƱŮƎƼات ŧا ƈȔوŮƉر‐اɓوǀ ǃƸادƢƼ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ŧردارǄای :Ǔ . ǔ ŵدول
ƊȔری ƯŮƎƼ ǀوع W Ct,x ͬȢŮƊɓاǪ ǃƭƸؤƼ

Ct = (d1 + d2e
ux)
[

c1(T − t)αJ1−α
t utx + c2J

1−α
t utx

−ux +c1Γ(1 + α)ux + αc1J(utx, (T − t)α−1)
]

,

Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

− ux(d1u− d2xuxe
ux)

−uxx(d1 + d2e
ux)
]

.

D
χ(α)
t = Dα+1

t Ct = (d1 + d2e
ux)
[

− c1(T − t)αJ1−α
t (αut + 2ut

+2tutt + αxutx)− c1Γ(1 + α)(αut + 2ut + 2tutt

−(αu+ 2tut + αxux) +αxutx) + c2ψ(x)J
1−α
t ut + c1αJ((αut+

+2ut + 2tutt + αxutx), (T − t)α−1)
]

,

Cx = (c1(T − t)α + c2)
[

(−αu− 2tut − αxux)(d1u

−d2xuxeux) + (−2αux − 2tutx − αxuxx)(d1 + d2e
ux)
]

.

Ct = (d1 + d2e
ux)c1

[

− uxΓ(α) + J(utx, (T − t)α−1)
]

,

−ux Cx = (c1(T − t)α−1)
[

− ux(d1u− d2xuxe
ux)

−uxx(d1 + d2e
ux)
]

.

D
χ(α)
t = CDα

t Ct = (d1 + d2e
ux)c1

[

(−(αu+ 2tut + αxux)Γ(α)

−J((αut + 2ut + 2tutt + αxutx), (T − t)α−1)
]

,

−(αu+ 2tut + αxux) Cx = (c1(T − t)α−1)
[

(−αu− 2tut − αxux)(d1u

−d2xuxeux) + (−2αux − 2tutx − αxuxx)(d1 + d2e
ux)
]

.

Ct = (d1 + d2e
ux)
[

− c1tD
α
t (ux) + c1J

1−α
t (ux)

−ux −c2Dα
t (ux)

]

,

Cx = (c1t+ c2)
[

− ux(d1u− d2xuxe
ux)

−uxx(d1 + d2e
ux)
]

.

D
χ(α)
t = D1+α

t Ct = (d1 + d2e
ux)
[

c1tD
α
t ((−αu− 2tut − αxux))

−c1J1−α
t (−αu− 2tut − αxux) + c2D

α
t (−αu

−(αu+ 2tut + αxux) −2tut − αxux)
]

,

Cx = (c1t+ c2)
[

(−αu− 2tut − αxux)(d1u

−d2xuxeux) + (−2αux − 2tutx − αxuxx)(d1 + d2e
ux)
]

.

Ct = −c1(d1 + d2e
ux)J1−α

t (ux),

−ux Cx = c1

[

− ux(d1u− d2xuxe
ux)− uxx(d1 + d2e

ux)
]

.

D
χ(α)
t = Dα

t Ct = c1(d1 + d2e
ux)J1−α

t (−αu− 2tut − αxux),

−(αu+ 2tut + αxux) Cx = c1

[

(−αu− 2tut − αxux)(d1u− d2xuxe
ux)

+(−2αux − 2tutx − αxuxx)(d1 + d2e
ux)
]

.
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǗǑ
:ƻɓدار ƈɓرŭاƼ ɓ در ƹƽơ·رǄا ƿɓا Ȕردن

B =











D1 D2 · · ·Dn

Iα1
1+

Iα2
2+

· · · Iαn
n+

Iβ11− Iβ22− · · · Iβnn−











, αi, βi ∈ (0, 1) (i = 1, 2, · · · , n),

ͬ ŧاǁƍد: Ƽ زɓر Ƒورت ǃŧ ƈɓرŭاƼ ƿɓا دراǄ ǃɓای

Bδ
i =



















Iαi

i+
, δ = +1,

Di, δ = 0,

Iβii− , δ = −1.

(ǔǕ . ǔ)

u(x) ∈ ACk(Ω) Ơŧاŭ در را Žود ƻƼرŮƊȔا ƱƼدار (ǔǓ . ǔ) ȓƢŧاŭ ǃȕǀآ ŧرای لازم ƍرط .ǐ . Ǔ . ǔ ƻƸ
اوƹɓر‐لاȡراǀژ ǃƸادƢƼ در Ơŧاŭ ƿɓا ǃȔ ŬƉا ƿɓا ǁȔد اɔŮŽار ،ŬƉا Ƒادق (ǔǔ . ǔ) ƍروط در ǃȔ

ŧاƍد: Ƒادق زɓر
δL

δu
= 0, (ǔǖ . ǔ)

ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر ǃƚŧرا ŧا اوƹɓر‐لاȡراǀژ ƹƽơ·ر ǃȔ
δ

δu
=

∂

∂u
+

k
∑

s=1

(Bδ1
i1
)∗(Bδ2

i2
)∗ · · · (Bδs

is
)∗

∂

∂uδ1δ2···δsi1i2···is

. (ǔǗ . ǔ)

.[ǕǕ] برهان.
Ƒورت ǃŧ (ǔǕ . ǔ) ƹƽơ·رǄای ǃŧ (Bδj

ij
)∗, (j = 1 · · · s) Ƽزدوج ƹƽơ·رǄای

(Bδ
i )

∗ =



















Iαi

i−, δ = +1,

−Di, δ = 0,

Iβii+, δ = −1,

(ǔǘ . ǔ)

:ƻɓدار ͽưوا در زɓرا ͬ ƍوǀد Ƽ ƫɓرƢŭ
D∗
i = −Di, (Iαi+)

∗ ≡ (aiI
α
xi)

∗ = xiI
α
bi ≡ Iαi−,

(Iβi−)
∗ ≡ (xiI

β
bi
)∗ = aiI

β
xi

≡ Iβi+.

ǃƚŧرا ŧا ͬ ǁȔد Ƽ Ʒƽơ {f(x), g(x)} (x ∈ Ω) Ơŧواŭ از ŦŭرƼ زوج روی ǃȔ Jδ(i) ƹƽơ·ر ơلاوه ǃŧ
ͬ ƍود: Ƽ ƫɓرƢŭ زɓر

Jδ(i)f, g =































− 1
Γ(αi)

∫ xi

ai

∫ bi

xi

f |xi=tg|xi=s
(s− t)1−αi

dsdt, δ = +1,

fg, δ = 0,

1
Γ(βi)

∫ xi

ai

∫ bi

xi

f |xi=sg|xi=t
(s− t)1−βi

dsdt, δ = −1.

(Ǖ٠ . ǔ)
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ǐǗǒ ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
ͬ ƍوǀد: Ƽ ƘŨŭرƼ ɓ΄دɓ·ر ǃŧ زɓر اźŭاد ŧا Bδ

i و Jδ(i) ƹƽơ·رǄای
Di(J

δ
(i){f, g}) = Bδ

i f · g − f · (Bδ
i )

∗g. (Ǖǐ . ǔ)
ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد Ơŧاŭ و ͬƹɔƊǀراƭɓد ŮƼغɔرǄای ŧرای ǀوŭر ƹƽơ·ری اźŭاد ،ƻɔǀدا ͬ Ƽ ǃȔ ǃǀوȢǀاƽǄ

دارد: زɓر Ƒورت ǃŧ ͬƼرƬ F k‐ام

v(k)(F ) +Dt(τ)F +Dxi(ξ
i)F =W

δF

δu
+Dt(N

(k)
t F ) +Dx(N

(k)
xi
F ), (ǕǑ . ǔ)

Nxi و Nt و آن ǃƒžƎƼ W = η − τut − ξiui و ͬƸ ȡروه ƼوƸد از ŦƉاǁƼ اŮƼداد v(k) ǃȔ
ͬ ƍوǀد: Ƽ ǃارائ زɓر ǃƚŧرا ŧا ǃȔ ǃȔ ǁŮƊǄد ǀوŭر ƹƽơ·رǄای

N
(k)
xi
F = ξiF +W

(

∂F

∂ui
+

k−1
∑

s=1

(−1)sDj1 · · ·Djs

∂F

∂uij1···js

)

+

+

k−1
∑

r=1

Dl1 · · ·Dlr(W )

[

∂F

∂uil1···lr
+

k−1−r
∑

s=1

(−1)sDj1 · · ·Djs

∂F

∂uil1···lrj1···js

]

. (Ǖǒ . ǔ)

دارد. وŵود ɔǀز N(k)
t ŧرای ƬرƼول ƿɔƽǄ ǃŧاƎƼ

ƊȔری ǃŨŭرƼ ǀوŭر ƹƽơ·ری اźŭاد ƊȔری، دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ŮƼغɔرǄای ŧرای .ǐ . Ǔ . ǔ ǃɔƖư
:ƻɓدار زɓر Ƒورت ǃŧ را

v[k](F ) +Di(ξ
i)F =W

δF

δu
+Di(N

i
[k]F ). (ǕǓ . ǔ)

ǁŮƊǄد: زɓر Ƒورت ǃŧ Ni
[k] ǀوŭر ƊȔری ƹƽơ·رǄای اŶǁɓا در

Ni
[k]F = ξiF + Jδ1(i)

{

W,
∂F

∂uδ1i

}

+

k
∑

s=2

[

Jδ1(i)

{

W, (Bδ2
j2
)∗ · · · (Bδs

js
)∗

∂F

∂uδ1δ2···δsij2···js

}

+

+

s
∑

r=2

Jδr(i)

{

B
δr−1

jr−1
· · ·Bδ1

j1
(W ), (B

δr+1

jr+1
)∗ · · · (Bδs

js
)∗

∂F

∂u
δ1···δr−1δrδr+1···δs
j1···jr−1ijr+1···js

}]

. (Ǖǔ . ǔ)

.[ǕǕ] برهان.
ǀوŭر ƹƽơ·رǄای ŧاƍد، k = m+1 ǃŨŭرƼ از ƊȔری دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ͬƚŽ Ơŧاŭ Ǆر f اȡر

ŧود: ŽواǁǄد زɓر ŬƸاŹ ǅǶار ǃŧ

F = F (x, u, aD
α
xu) اول: ŬƸاŹ

Nx
[m+1]F = ξxF +

m−1
∑

r=1

(−1)r−1
aD

α−r
x (W ) ·Dr−1

x

∂F

∂(aDα
xu)

+

+(−1)m−1
aI
m−α
x (W ) ·Dm−1

x

(

∂F

∂(aDα
xu)

)

+(−1)mJ+1
(x)

{

W,Dm
x

∂F

∂(aDα
xu)

}

, (ǕǕ . ǔ)
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ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ǐǗǓ
F = F (x, u, xD

α
b u) دوم: ŬƸاŹ

Nx
[m+1]F = ξxF −

m−1
∑

r=1

xD
α−r
b (W ) ·Dr−1

x

∂F

∂(xDα
b u)

− xI
m−α
b (W ) ·Dm−1

x

(

∂F

∂(xDα
b u)

)

+J−1
(x)

{

W,Dm
x

∂F

∂(xDα
b u)

}

, (Ǖǖ . ǔ)
F = F (x, u, CaD

α
xu) Ɖوم: ŬƸاŹ

Nx
[m+1]F = ξxF +

m−1
∑

r=1

Dr−1
x W · xDα−r

b

∂F

∂(CaD
α
xu)

+Dm−1
x (W ) · xIm−α

b

∂F

∂(CaD
α
xu)

+J+1
(x)

{

Dm
x (W ),

∂F

∂(CaD
α
xu)

}

, (ǕǗ . ǔ)
F = F (x, u, CxD

α
b u) ǅǶارم: ŬƸاŹ

Nx
[m+1]F = ξxF +

m−1
∑

r=1

(−1)r−1Dr−1
x W · aDα−r

x

∂F

∂(CxD
α
b u)

+

+(−1)m−1Dm−1
x (W ) · aIm−α

x

∂F

∂(CxD
α
b u)

+(−1)mJ−1
(x)

{

Dm
x (W ),

∂F

∂(CxD
α
b u)

}

. (Ǖǘ . ǔ)
.ŬƉا m− α ŧا ŧراŧر J±1

(x) در ƊȔری اȢŮǀرال ǃŨŭرƼ ǃȔ ƻƍاŧ ǃŮƍدا Žاƙر ǃŧ
ɔ·ŧرɓد ƞǀر در را ƊȔری ǀوƉاȢǀر ǃƸادƢƼ .ǐ . Ǔ . ǔ Ƽثال

xD
α
1 (
C
0 D

α
xu)− w2u = 0, x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), (ǖ٠ . ǔ)

ŬƉا زɓر لاȡراǀژی دارای Ƭوق ǃƸادƢƼ .[ǕǕ] ŬƉا v = ∂
∂x Ʊŭارن دارای ǃƸادƢƼ ƿɓا

L =
1

2
[(C0 D

α
xu)

2 − w2u2]. (ǖǐ . ǔ)
(Ǖǒ . ǔ) ǃƚŧرا از اƭŮƉاده ŧا و ŬƉا ͬƸوƽƢƼ ƊȔری ǃŨŭرƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ (ǖ٠ . ǔ) ǃƸادƢƼ

Ƒورت ǃŧ ͬȢŮƊɓاǪ ŧردار از x ǃƭƸؤƼ (ǖǐ . ǔ) لاȡراǀژی و
Cx = NxL = ξxL+W xI

1−α
1

(

∂L

∂(C0 D
α
xu)

)

+ J+1
(x)

{

Dx(W ),
∂L

∂(C0 D
α
xu)

}

.

اƱŮǀال ȡروه ƼوƸد ŧرای .ŬƉا 1−α ŧراŧر J±1
(x) ƹƽơ·ر در ƊȔری اȢŮǀرال ǃŨŭرƼ اŶǁɓا، در .ŬƉا

ƻɓدار ǃŶɔŮǀ در W = −ux و ξx = 1 ،v = ∂
∂x

Cx =
1

2
[(C0 D

α
xu)

2 − w2u2]− ux xI
1−α
1 (C0 D

α
xu) +

1

Γ(1− α)

∫ x

0

∫ 1

x

utt
C
0 D

α
s u

(s− t)α
ds dt.

:ŬƉا زɓر Ƒورت ǃŧ اȢŮǀرال ƿɓرŽآ ǃȔ
1

Γ(1− α)

∫ x

0

∫ 1

x

utt
C
0 D

α
s u

(s− t)α
ds dt =

=
1

Γ(1− α)

∫ x

0
utt

[∫ 1

t

C
0 D

α
s u

(s− t)α
ds−

∫ x

t

C
0 D

α
s u

(s− t)α
ds

]

dt

= ux xI
1−α
1 (C0 D

α
xu) +

∫ x

0

[

ut tD
α
1 (
C
0 D

α
t u)− C

0 D
α
t u 0D

α
t (ut)

]

dt.
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ǐǗǔ ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư
از: ŬƉا Ũơارت (ǖ٠ . ǔ) ǃƸادƢƼ ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǃȔ ƻɔǁɔŧ ͬ Ƽ ǃŶɔŮǀ ɓ ǁơوان ǃŧ Źال

Cx =
1

2
[(C0 D

α
xu)

2 − w2u2] +

∫ x

0

[

ut tD
α
1 (
C
0 D

α
t u)− C

0 D
α
t u 0D

α
t (ut)

]

dt,

:ƻɓدار دوم اȢŮǀرال در ŵزء ǃŧ ŵزء ɔȡری اȢŮǀرال ŧا
Cx = −1

2
[(C0 D

α
xu)

2 + w2u2] + (C0 D
α
xu)

2|x=0 +

+

∫ x

0

[

ut tD
α
1 (
C
0 D

α
t u) +Dt(

C
0 D

α
t u)0D

α
t (ut)

]

dt. (ǖǑ . ǔ)
ŬƉرا ŬƽƉ در ǃƹƽŵ ƿɔƼوƉ و ƿɔƼدو ǀوƉاȢǀر) ɔƉلاȔ ǃƸادƢƼ ŬƸاŹ) α = 1 ŬƸاŹ در
ǀوƉاȢǀر ɓ از ƷɔƊǀاŮǪ و ͬƎŨǁŵ اǀرژی Ǆای ƽŶƼوع ǃŧ ƷɓدŨŭ Cx و ͬ ƍوǀد Ƽ ƭƑر (ǖǑ . ǔ)
ɓ از ƷƼاȔ اǀرژی (ǖǑ . ǔ) ͬȢŮƊɓاǪ ŬɔƽȔ ƿɓراŧاǁŧ .Cx = (u2x + w2u2)/2 ƍد: ŽواǄد

.ŬƉا اǀرژی ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون ǁŮƼاƝر ͬȢŮƊɓاǪ ưاǀون و ŧود ŽواǄد ƊȔری ǀواƉاȢǀر

Ŭƍادداɓ
ƢƼادلات اǀواع ŧرای ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ ŧرای Ƽؤűر ͬƍرو ƷƒƬ ƿɓا در ƍده ɔŧان ŴɓاŮǀ
ͬ دǄد. Ƽ ǃارائ دارǀد، ƊȔری دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال لاȡراǀژی ǃȔ ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال
ƿɓا در ǃȔ ǀوŭری ƹƽơ·رǄای ŬƊɔƬاȔ Ʊŭارن Ǆا از اƭŮƉاده ŧا ͬȢŮƊɓاǪ ƼؤǄ ǃƭƸای ƿŮƬاɓ ŧرای
ͬƼاƽŭ ǃȕǀآ وŵود ŧا .ƻɔǁȔ اƽơال لاȡراǀژی روی ŧر را ƍد ǃŨƉاźƼ آن ŸɓرƑ ƬرƼول ƷƒƬ
ƢƼادلات از ͬǄاȢŮƉد Ǆر ǃŧ ͬȡادƉ ǃŧ آǅǀا ͬ·ƽǄ ƍد، ǃارائ ƢƼادǄ ǃƸا ȓŭ ŧرای ƬرƼول Ǆا
Žود ǅƭƼوم ƿɔǁǷƽǄ ƷƒƬ ƿɓا در ǁŮƊǄد. ƻɔƽƢŭ Ʒŧاư ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال
اƼ΄ان ǃȔ ƍد داده ƻɔƽƢŭ ƊȔری ǃŨŭرƼ دƭɓراƷɔƊǀ‐اȢŮǀرال ƢƼادلات ǃŧ ͬƚŽ غɔر ͬưاźƸا
ͬ دǄد. Ƽ ǃƙوŧرƼ Ƽدل Ǆای و Ƽدرن ͬ΄ɓزɔƬ Ǫدɓده Ǆای ɔƊŧاری ŧرای را ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư ƿŮŽاƉ
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ƷصƬ
اƬزار ǀرم از اسƭŮاده

ŧازی رɓاɔƕات ͬƹȔ ŬƬرƎɔǪ در ͬƽǅƼ ƌƱǀ ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ǃɓرƞǀ Źاƕر Źال در
ƫƹŮžƼ زǄ ǃǁɔƼای در Ǫدɓده Ǆا از ɔƊŧاری ƷƼاȔ ƫɔƑوŭ در Ƽا ǃŧ ƷɔƊǀراƭɓد ƢƼادلات ͬ ǁȔد. Ƽ
ͬƚŽ غɔر ǄPDEای ͬƉررŧ ،ƻŮƊɔŧ ưرن اŮŧدای از ǁǁȔد. ͬƼ ƽȔ ͬƉدǁǅƼ و ƔźƼ ƹơوم
źƼاŨƉات در ͬƹƑا Ǆای اɓده ǃȔ ŬƉا ذȔر ǃŧ لازم .ŬƉا ŧوده ɔƊŧاری ƱɔƱźŭات ƷƱŮƊƼ ǃǁɔƼز
وŵود ƿɓا ŧا ƍد. ǃارائ ǐǗǘ٠ Ɖال در ǐارهȕǀواǪ ǁǄری ƘƉوŭ اŮŧدا ǄPDEا ƷŹ ŧرای ͬƹƽơ
Ũǀود دŮƉرس در ɓا زƼان آن در ǃȔ ŬƉا ǁȕŭوƸوژی ǃŧ ɔǀازǁƼد ͬŭادلاƢƼ ƿɔǁǶ ƷŹ Ǆ ɔǁȕŭای
Ǆ ƻŮƊɔƉای و ȔاɔǫƼوŭرǄا اŧر ȔاǫƼوŭرǄا، وŵود اƼروز، Ƽدرن رɓاɔƕات در ŧود. źƼدود ɓا و
Ŭǅŵ ͬ ŭواǁǀد Ƽ ǃȔ ǁŮƊǄد ɔǀروǁƼد ɒɓاǄزارŧا Mathematica و Maple Ƽاǁǀد ȔاɔǫƼوŭری Ũŵری
ǃŧ دارد، źƼدودی ŬɔƬرƝ آǅǀا اŶǀام ŧرای اƊǀان ǃȔ ͬƕاɓر ͬǀولاƙ و ɔǷɔǪده źƼاŨƉات اŶǀام

ƍوǀد. ǃŮƬرȡ ƽȔ
ƘƉوŭ ǃȔ Ƽوŵود ȔاɔǫƼوŭری Ũŵری Ǆ ƻŮƊɔƉای و ͬƕاɓر اƬزارǄای ǀرم اŨǀوه ɔƼان در
اƭŮƉاده ͬƕاɓر ɔǷɔǪده źƼاŨƉات ŧرای دɔǀا ƉرŭاƉر در ǁǅƼدƉان و رɓاɔƕداǀان و ǪژوƎǄ·ران
روش ŧودن ŬŹرا آن ƷɔƸد و ŬƉا Mathematica و Maple ƻŮƊɔƉ دو ŧر ŮƎɔŧر ŭاɔȔد ͬ ƍوǀد، Ƽ

.ŬƉا دŮƉورات اŵرای و اƸ·ورǄ ƻŮɓا Ɖازی ɔǪاده
ŧرای ǀرم اƬزاری و ͬƽŮɓور·Ƹا روǅƍای از ŲƼال و ǃǀوƽǀ ƿɓدǁǶ ɔŧان ƷƒƬ ƿɓا ͬƹƑا Ǆدف
ɔƊŧاری دɓدن Ŭǅŵ ͬ ŭواǀد Ƽ ǁƼد ǃưلاơ Žواǁǀده ǃŮŨƸا .ŬƉا ƷŨư ƒƬول در ƍده ɔŧان ƷائƊƼ
Ƽوج ŵواب Ǆای روش Ũŭدɓلات، روش Ƕون ɒɓاǅƍرو ŧا ƫƹŮžƼ ǄPDEای ƷŹ ƽǀوǄ ǃǀای از

ǐH. Poincarée

ǐǗǖ
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اƬزار ǀرم از اƭŮƉاده ǐǗǗ
،ƿɔƼآدو ǃɓزŶŭ روش ،ǃƒžƎƼ روش ،ͬǄروȡ آǀاɔƸز روش Ǆای ŮƼغɔرǄا، ŵداƉازی روش ɔƉار،
[ǐ٠ǐ] ƠŨǁƼ ǃŧ Mathematica و Maple ƽȔ ŧا دɓ·ر، روش Ǆای ɔƊŧاری و źƼدود ƽŮƼاɓز روش

ƽǀاɓد. رŵوع

Maple از ƼخŮصری ͬƬرƢƼ ǐ . Ǖ
ŧا ͬ ŭواǀد Ƽ ͬȡادƉ ǃŧ ƿɓادƽǀ źƼاŨƉات آن در ǃȔ ŬƉا ȔاǫƼوŭری Ũŵری ƻŮƊɔƉ ɓ Maple

ưاǄ Ŭɔƹŧای دارای ƿɔǁǷƽǄ اƬزار ǀرم ƿɓا ƍود. ŦɔȔرŭ Ưɔưد ɓا و ɒŨɓرƱŭ ơددی، źƼاŨƉات
ƽǀاɔɓد. ǃƢŵراƼ [ǐ٠٠] و [ǒǓ] ،[Ǔ] ǃŧ ŮƎɔŧر ŵزئɔات ƿŮƊǀدا اŧ.ŬƉرای ưدرǁƽŭدی ͬ΄ɔƬراȡ
واŭرƸو داƎǀ·اه در ƿɓادƽǀ ͬŭاŨƉاźƼ ȡروه ƘƉوŭ Maple از ǃɔƸاو Ǆ ǃžƊǀای و ǅƭƼوم ƿɔŮƊžǀ
ͬǀاƉروز رŧ و ǃƢƉوŭ ƍد. ƈɔƉأŭ ǐǘǗǗ Ɖال در Maplesoft ŬȔرƍ ƍد. ǃارائ ǐǘǗ٠ ǃǄد Ʒɓاوا در
از ͬŭاƱɔƱźŭ ȡروه Ǆای ŬȔارƎƼ ŧا واŭرƸو داƎǀ·اه در ͬŭاƱɔƱźŭ آزƼاƎɓ·اه Ǆای در ƽơدŭاً Maple

ƍد. اŶǀام داƎǀ·اه Ǆا Ɖاɓر
.ŬƉا ƍده Ʒɔ΄Ǝŭ ǃǀاžŧاŮȔ و (ǃɓاǪ źƼاŨƉات (Ƽوŭور ǃŮƊǄ ،Ƙŧرا ƌžŧ ǃƉ از Maple

Ʒɔ΄Ǝŭ را ƻŮƊɔƉ از ͬ΄ǶوȔ ƌžŧ اǀد ƍده ǃŮƍوǀ C ͬƊɓوǀ ǃƼاǀرŧ زŧان در ǃȔ ǃŮƊǄ و Ƙŧرا
،Ƙŧرا ƌžŧ ͬ ƍوǀد. Ƽ Ɖازی ɔǪاده ͬ ƍود، Ƽ آغاز Maple از ƌžŧ ɓ ǃȔ ͬǀاƼز و ͬ دǁǄد Ƽ
را ƻŮƊɔƉ ŧا Ȕارŧر ارŨŭاƙات Ɖاɓر و Ơŧواŭ ƻɔƉرŭ ،ͬŵروŽ ƌɓاƽǀ ،ͬƕاɓر Ũơارات ورودی
Ȕارŧر ورودی ،ǃŮƊǄ ͬ ƍود. Ƽ ǀاɔƼده Maple worksheet Ƙŧرا در Ȕار ƘɔźƼ ͬ ǁȔد. Ƽ ŬɓرɓدƼ
ͬ Ǫردازد. Ƽ Ɖازی ذɔŽره ǃŧ ƈǫƉ و ͬ دǄد Ƽ اŶǀام را ǃɓاǪ Ũŵری ɔƹƽơات ƽǀوده، ɔƊƭŭر را
زŧان در ǃȔ ͬƹƑا ǃǀاžŧاŮȔ .ŬƉاǄ ǃŮƊŧ ƽŶƼوơۀ و ͬƹƑا ǃǀاžŧاŮȔ ƌžŧ دو ƷƼاƍ ǃǀاžŧاŮȔ

.ŬƉا رɓاɔƕات در Ŵɓرا Ơŧواŭ از ɔƊŧاری ƷƼاƍ ŬƉا ƍده ǃŮƍوǀ Maple ͬƊɓوǀ ǃƼاǀرŧ

ƻǅƼ ƽǀاد Ǆای ŧرخͬ ǐ . ǐ . Ǖ
(؛) وɓرȡول ǃƚƱǀ ƽǀاد Ǆای ͬ رود. Ƽ Ȕار ǃŧ Maple در دŮƉور ɓا و Ơŧاŭ Ȕردن ǩɓاŭ ŧرای (گ) ƽǀاد
،Maple Ơŧاŭ ǃŨƉاźƼ ŧرای دŮƉور ɓا Ơŧاŭ اǅŮǀای در Enter ǃƽȔد دادن ƎƬار ŧا (:) ǃƚƱǀ دو ɓا
ƽȔ ƻŮƊɔƉ ɓ دارای ƿɔǁǷƽǄ Maple ͬ رود. Ƽ Ȕار ǃŧ ŵدɓد ƘŽ Ȕردن وارد و ŴɓاŮǀ ƌɓاƽǀ
ŬɓلاɓاǄ ɓا و راƽǁǄا ŶǁǪره از اƭŮƉاده ɓا Ơŧاŭ ɓ ǀام ƿŮƍوǀ ŧا ŲƼال ǁơوان ǃŧ ŬƉا ƿɓلاǀآ
آن درŧاره ͽŵرƼ ƌžŧ اƙلاơات ǃŧ ͬ ŭوان Ƽ Ctrl− F1 دادن ƎƬار ƈǫƉ و Ơŧاŭ ɓ Ȕردن
ƷائƊƼ از Maple ǃƞƬاŹ ƽǀودن Ǫاک و ŵدɓد Ƭرآǁɓد ɓ ƍروع ŧرای Ȕرد. ɔǪدا ͬƉرŮƉد Ơŧاŭ
ɓ ƙول در ͬƹŨư ŴɓاŮǀ .ƻɔƊɓوǀ ͬ Ƽ را restart ǃƽƹȔ Ȕار ƘɔźƼ ǃźƭƑ اŮŧدای در و ͬƹŨư
ɒŧاɓازŧ ͬƹŨư ǃŶɔŮǀ ƿɔƼا‐k ،% ƿŮƍوǀ ŧار k ŧا و ƍوǀد ɒŧاɓازŧ (%) ƽǀاد ŧا ͬ ŭواǁǀد Ƽ ǃƹئƊƼ
ƿɔǁǷƽǄ ŮƼون ƍوǀد. ذȔر ƘŽ ɓ در (#) ŬƼلاơ از Ƣŧد ͬ ŭواǁǀد Ƽ ŭوźɔƕات ƍد. ŽواǄد
Ǝǀود ŬƬاɓدر ǃƼاǀرŧ از ͬŵروŽ اȡر ƍوǀد. وارد ǃƼاǀرŧ ɓ ƙول در Insert → text ŧا ͬ ŭواǁǀد Ƽ
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ǐǗǘ Maple از ƒŮžƼری ͬƬرƢƼ
ƹƽơ·ر ɓ ورودی ɓا Ơŧاŭ ɓ ǀام در ͬǄاŨŮƍا ŬƉا ƿ΄ƽƼ ƍود ŬƬاɓدر ͬŮƉادرǀ ͬŵروŽ ɓا و
ǃȔ ƻɔŮƊǄ وɓژه ای Ǆ ǃŮƊŧای از اƭŮƉاده ǃŧ ɔǀازǁƼد ɔƹƽơات ͬŽرŧ اŶǀام ŧرای ŧاƍد. داده رخ
ŧا ŲƼال ǁǶد ƽȔ ŧا ǃƼادا در Ȕرد. ͬǀواŽراƬ with(package) دŮƉور ƽȔ ŧا را آǅǀا ͬ ŭوان Ƽ

ƍد. ƻɔǄواŽ آǁƍا اƬزار ǀرم ƿɓا از اƭŮƉاده روش

Mapleƽک ŧا Ʒɔسǀراƭɓد ǃƸادƢƼ Ʊǀطǃ ای Ʊŭارن Ǆای ǃŨحاسƼ Ǒ . ǐ . Ǖ
ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را ŧاک‐ŮƊƼر ǃƸادƢƼ ǃǀوƽǀ ŧرای اŶǁɓا در

ut = (u4)xx + (u3)xx.

:ƻɓآور ŬƉد ǃŧ Maple ƽȔ ŧا را ǃƸادƢƼ ƿɓا Ʊŭارن Ǆای ƻɓدار ƒưد
restart :

with(PDEtools); declare((u)(x, t), (xi, eta)(x, t, u));

DepVars := [u](x, t); U := diff_table(u(x, t));
pde[1] := U[t]− 12 ∗ U[ ]2 ∗ U[x]2 − 4 ∗ U[ ]3 ∗ U[x, x]− 3 ∗ U[ ]2 ∗ U[x] = 0;

DetSys := DeterminingPDE(pde[1]); pdsolve(%);

G := Infinitesimals(pde[1], DepVars);

ͬ دǄد: Ƽ Ǝǀان را زɓر ͬŵروŽ دŮƉور ƿɓرŽآ
G := [ξ[x](x, t, u) = 0, ξ[t](x, t, u) = 1, η[u](x, t, u) = 0],

[ξ[x](x, t, u) = 1, ξ[t](x, t, u) = 0, η[u](x, t, u) = 0],

[ξ[x](x, t, u) = −x, ξ[t](x, t, u) = t, η[u](x, t, u) = −u].

Ʊŭارن ǃƉ آن ǃŶɔŮǀ ǃȔ
v1 =

∂

∂t
, v2 =

∂

∂x
, v3 = t

∂

∂t
− x

∂

∂x
− u

∂

∂u
.

Ǆر Ʊŭارن Ǆای ͬ ŭوان Ƽ آن ŵای ǃŧ ǃƸادƢƼ Ǆر ͬǁɓز·ɓاŵ و Ƭوق دŮƉور ƽȔ ŧا ŧود. ŽواǄد
Ȕرد. ǃŨƉاźƼ را ƭƼروض ǃƸادƢƼ

Mapleƽک ŧا Ʒɔسǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای ǃŨحاسƼ ǒ . ǐ . Ǖ
ɔ·ŧرɓد: درƞǀر را رƼ‐ͬƹɓوج ɒŨɓرƱŭ ǃƸادƢƼ

utt = uxx + uyy + ϵ(ut − u3t ).
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اƬزار ǀرم از اƭŮƉاده ǐǘ٠
:ƻɓآور ͬ Ƽ ŬƉد ǃŧ را ǃƸادƢƼ ƿɓا ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای Maple ƽȔ ŧا

restart :

with(DifferentialGeometry) : with(Tools) : with(PDEtools) :

with(JetCalculus) : with(LieAlgebras) : DGsetup([t, x, y], [u], M, 4);

eq := u[1, 1]− u[2, 2]− u[3, 3]; alias(tau[0] = tau[0](t, x, y, u[])) :

alias(xi[0] = xi[0](t, x, y, u[])) : alias(zeta[0] = zeta[0](t, x, y, u[])) :

alias(eta[0] = eta[0](t, x, y, u[])) :

Z[1] := evalDG(tau[0] ∗ Dt + xi[0] ∗ Dx + zeta[0] ∗ Dy + eta[0] ∗ Du[]);

alias(tau[1] = tau[1](t, x, y, u[])) : alias(xi[1] = xi[1](t, x, y, u[])) :

alias(zeta[1] = zeta[1](t, x, y, u[])) : alias(eta[1] = eta[1](t, x, y, u[])) :

Z[2] := evalDG(tau[1] ∗ Dt + xi[1] ∗ Dx + zeta[1] ∗ Dy + eta[1] ∗ Du[]);

X := evalDG(Z[1] + epsilon ∗ Z[2]); Z3 := Prolong(Z[1], 2) :

EQ := LieDerivative(Z3, eq) : subs(u[1, 1] = u[2, 2]− u[3, 3], EQ) :

EQ1 := expand(%);

sys :={coeffs(EQ1, [u[2], u[1], u[3], u[1, 2], u[2, 2], u[3, 3], u[2, 3], u[1, 3],

u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 2], u[1, 1, 2, 2], u[1, 2, 2, 2],

u[2, 2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 1, 2], u[1, 1, 1, 2, 2], u[1, 1, 2, 2, 2], u[1, 2, 2, 2, 2],

u[2, 2, 2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 1, 1, 2], u[1, 1, 1, 1, 2, 2], u[1, 1, 1, 2, 2, 2],

u[1, 1, 2, 2, 2, 2], u[1, 2, 2, 2, 2, 2], u[2, 2, 2, 2, 2, 2]]); }sol := pdsolve(sys);

Z[1] := ((−3/4 ∗ _B2 ∗ t2 + 1/4 ∗ (−_B1 ∗ y− 6 ∗ B3 ∗ x+ 4 ∗ _B8) ∗ t
+1/4 ∗ (−3 ∗ x2 + 2 ∗ y2) ∗ _B2+ _B9 ∗ x+ y ∗ _B5+ _B10) ∗ Dt
+(−3/4 ∗ _B3 ∗ x2 + 1/4 ∗ (−_B1 ∗ y− 6 ∗ _B2 ∗ t+ 4 ∗ _B8) ∗ x
+1/4 ∗ (−3 ∗ t2 − 2 ∗ y2) ∗ _B3+ t ∗ _B9− y ∗ B6+ _B11) ∗ Dx
+((1/2) ∗ _B1 ∗ y2 + (1/8 ∗ (8 ∗ _B2 ∗ t+ 8 ∗ _B3 ∗ x+ 8 ∗ _B4)) ∗ y
+(1/8 ∗ (−t2 + x2)) ∗ _B1+ _B5 ∗ t+ _B6 ∗ x+ _B7) ∗ Dy
+(−1/2 ∗ u[ ] ∗ _B2 ∗ t− 1/2 ∗ u[ ] ∗ _B3 ∗ x+ 1/2 ∗ u[ ] ∗ (3/2) ∗ _B1 ∗ y
+1/2 ∗ u[ ] ∗ 2 ∗ _B4+ 1/2 ∗ u[ ] ∗ 2 ∗ _B8) ∗ Du[ ]);
Z4 := Prolong(Z[1], 4) :

eq1 := u[1, 1]− u[2, 2]− u[3, 3]− epsilon ∗ u[1] + epsilon ∗ u[1]3;

EQ1 := LieDerivative(Z4, eq1) :

subs(u[1, 1] = u[2, 2]− u[3, 3]− epsilon ∗ u[1] + epsilon ∗ u[1]3, EQ1) :
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ǐǘǐ Maple از ƒŮžƼری ͬƬرƢƼ
EQ2 := expand(%); H := (1/epsilon) ∗ EQ2 : H := simplify(%);

B1 := Prolong(Z[2], 2) : E := LieDerivative(B1, eq) :

subs(u[1, 1] = u[2, 2]− u[3, 3], E) : E1 := expand(% + H);

sys1 :={coeffs(E1, [u[2], u[1], u[3], u[1, 2], u[2, 2], u[2, 3], u[3, 3], u[1, 3],

u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 2], u[1, 1, 2, 2], u[1, 2, 2, 2],

u[2, 2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 1, 2], u[1, 1, 1, 2, 2], u[1, 1, 2, 2, 2], u[1, 2, 2, 2, 2],

u[2, 2, 2, 2, 2], u[1, 1, 1, 1, 1, 1], u[1, 1, 1, 1, 1, 2], u[1, 1, 1, 1, 2, 2], u[1, 1, 1, 2, 2, 2],

u[1, 1, 2, 2, 2, 2], u[1, 2, 2, 2, 2, 2], u[2, 2, 2, 2, 2, 2]])}

n := nops(sys1); sys4 := [seq(sys1[i] = 0, i = 1..n)] :

pdsolve(sys4, parameters = _B2,_B1,_B5,_B9,_B3,_B4,_B8);
ƷƒƬ در ǃȔ (ǐǓǑ . ǒ) ɒŨɓرƱŭ Ʊŭارن Ǆای Ǆ_Ciا و Ǆ_Biا دžƸواه Ŭŧواű ǃŧ دادن ƱƼدار ŧا ǃȔ

ͬ آǁɓد. Ƽ ŬƉد ǃŧ ƍد، ǃŨƉاźƼ Ɖوم

Mapleƽک ŧا کسری Ʒɔسǀراƭɓد ƢƼادلات Ʊŭارن Ǆای ǃŨحاسƼ Ǔ . ǐ . Ǖ
ƻɔŮƊǄ ŵدɓدی ǃŮƊŧ از اƭŮƉاده ɔǀازǁƼد ƊȔری ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ Ʊŭارن Ǆای ǃŨƉاźƼ ŧرای
FracSym ǃȔ ǃŮƊŧ ƿɓا .ŬƉا ƍده اƬزوده Maple ǃŧ ǑوفȔاɓوǶ ͬƊ΄Ƹا ƘƉوŭ Ǒ٠٠Ǖ Ɖال در ǃȔ
ŧر آن آدرس ǃŧ read دŮƉور ŧا و ƍده Ŧƒǀ ȔاɔǫƼوŭر ƻŮƊɔƉ روی ǃǀاȡداŵ ƙور ǃŧ ŧاɓد دارد ǀام
ŲƼال ǁơوان ǃŧ Ȕرد. ͬǀواŽراƬ را آن with(FracSym) دŮƉور ŧا ƈǫƉ و Ȕرد اƍاره ƻŮƊɔƉ روی

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را ƍد ͬƬرƢƼ Ɖوم ƷƒƬ در ǃȔ ǁǁȔده Ơɓوزŭ ǃƸادƢƼ
∂αρ

∂tα
= η

∂2ρ

∂r2
+
η

r

∂ρ

∂r
,

دŮƉورات ƽȔ ŧا ǃƸادƢƼ ƿɓا Ʊŭارن Ǆای .ŬƉا t ∈ (0, T ], (T ≤ ∞) و 0 < α < 1 ǃƸادƢƼ ƿɓا در
ͬ آǁɓد: Ƽ ŬƉد ǃŧ زɓر روش ǃŧ Maple در

restart : read(”address/fracsym/ASPv4.6.3.mpl”) :

with(ASP) : with(desolv) :

read(”address/fracsym/FracSym.v1.16.txt”) : with(FracSym) :

Rfracdiff(u(x, t), t, alpha); Rfracdiff(u(x, t)& ∗ v(x, t), t, alpha);

Rfracdiff(v(x, t)& ∗ u(x, t), t, alpha); Rfracdiff(u(x, t)& ∗ v(x, t), t, 2);

TotalD(xi[x](x, t), x, 2); evalTotalD([%], [T], [x]);

ǑAlexei F. Cheviakov

PDF Compressor Free Version 



اƬزار ǀرم از اƭŮƉاده ǐǘǑ
fde1 := Rfracdiff(u(x, t), t, alpha) = (k) ∗ diff(u(x, t), x, x)

+(k/x) ∗ diff(u(x, t), x);

deteqs := fracDet([fde1], [u], [x, t], 2, alpha = 0.1..1);

sol1 := pdesolv(expand(deteqs[1]), deteqs[3], deteqs[4]);

subs(sol1[3], deteqs[2]);

داد: ŽواǄد Ǝǀان را زɓر ͬŵروŽ دŮƉور ƿɓرŽآ
sol1 := [ξ[x](x, t, u) = C2αx+ 2C4, ξ[t](x, t, u) = 2C2t+ C1,

η[u](x, t, u) = F5(x, t) + uαC2 − uC4/x+ uC5 − uC2], [F5(x, t), C5, C4, C2, C1]

ƍد: ŽواǄد ƷƑاŹ ǁǁȔده Ơɓوزŭ ǃƸادƢƼ ŧرای زɓر Ʊŭارن Ǆای دžƸواه Ŭŧواű ǃŧ ƱƼداردادن ŧا ǃȔ
v1 = αr

∂

∂r
+ 2t

∂

∂t
+ (ρα− ρ)

∂

∂ρ
,

v2 = 2
∂

∂r
− ρ

r

∂

∂ρ
, v3 = ρ

∂

∂ρ
, v∞ = h(r, t)

∂

∂ρ
.

Mapleƽک ŧا پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư ͬƢŧاŭ ƿɔƢƼاǀ Ŧɓراƕ ǃŨحاسƼ ǔ . ǐ . Ǖ
ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را (u2 = v ،u1 = u) ƹŭ·راف ͬƚŽ غɔر ƢƼادلات دȢŮƉاه

R1[u, v] = vt − (u2 + 1)ux − u = 0,

R2[u, v] = ut − vx = 0.

ͬ ƍود: Ƽ ƿɔɔƢŭ زɓر Ƒورت ǃŧ ǃƸادƢƼ ƿɓا ŧرای را ͬƢŧاŭ ƿɔƢƼاǀ Ŧɓراƕ
restart : with(DifferentialGeometry) : with(JetCalculus) :

with(Tools) : DGsetup([x, t], [u, U, v, V], J, 1);

EQ1 := v[2]− (u[ ]2 + 1) ∗ u[1]− u[ ]; R1 := V[2]− (U[ ]2 + 1) ∗ U[1]− U[ ];

EQ2 := u[2]− v[1]; R2 := U[2]− V[1];

D1 := S− > TotalDiff(S, x); D2 := S− > TotalDiff(S, t);

EULER1 := S− > diff(S, U[ ])− D1(diff(S, U[1]))− D2(diff(S, U[2]));

EULER2 := S− > diff(S, V[ ])− D1(diff(S, V[1]))− D2(diff(S, V[2]));

alias(Lambda1 = Lambda1(x, t, U[ ], V[ ])); alias(Lambda2 = Lambda2(x, t, U[ ], V[ ]));

eq1 := EULER1(Lambda1 ∗ R1+ Lambda2 ∗ R2);

eq2 := EULER2(Lambda1 ∗ R1+ Lambda2 ∗ R2);

simplify(eq1); simplify(eq2);
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ǐǘǒ Maple از ƒŮžƼری ͬƬرƢƼ
with(PDEtools) : PDEtools[declare]((lambda1, lambda2)(x, t, u[ ], v[ ]));

with(PDEtools) : PDEtools[declare]((lambda1, lambda2)(x, t, u[ ], v[ ]));

with(DEtools, diff_table);
Lambda1 := diff_table(lambda1(x, t, u[ ], v[ ]));
Lambda2 := diff_table(lambda2(x, t, u[ ], v[ ]));
eq1 := Lambda1[u[ ]]− Lambda2[v[ ]];

eq2 := Lambda2[u[ ]]− Lambda1[v[ ]] ∗ (u[ ]2 + 1) = 0;

eq3 := Lambda1[x] ∗ (u[ ]2 + 1)− Lambda2[t]− Lambda1[u[ ]]− Lambda1[ ] = 0;

sys := [eq1, eq2, eq3]; pdsolve(sys);

Maple ƽک ŧا پاɓسŮگͬ ƿɔǀواư ǃŨحاسƼ Ǖ . ǐ . Ǖ
ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را KdV ǃƸادƢƼ

uxxx + uux + ut = 0,

:ƻɔǁȔ ͬ Ƽ Ʒƽơ زɓر روش ǃŧ Maple ƽȔ ŧا ǃƸادƢƼ ƿɓا ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư آوردن ŬƉد ǃŧ ŧرای
restart : with(DifferentialGeometry) : with(Tools) : with(JetCalculus) :

DGsetup([x, t], [u], M, 3) : PDE := u[2] + u[ ] ∗ u[1] + u[1, 1, 1];

DE := DifferentialEquationData([PDE], [u[2]]) : DE1 := Prolong(DE, 4) :

iota := Transformation(DE1) : alias(Q = Q(x, t, u[])) : EulerLagrange(Q ∗ PDE) :

op(%) : Pullback(iota,%) : expand(%) :

sys :={coeffs(%, [u[1], u[1, 1], u[1, 1, 1]])}; pdsolve(sys);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) : alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− 1 ∗ PDE :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])}; pdsolve(%);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) : alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− u[] ∗ PDE : expand(%) :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])}; pdsolve(%);

alias(P1 = P1(x, u[], u[1], u[1, 1])) : alias(P2 = P2(x, u[], u[1], u[1, 1])) :

TotalDiff(P1, x) + TotalDiff(P2, t)− (t ∗ u[]− x) ∗ PDE : expand(%) :

{coeffs(%, [u[1, 2], u[2, 2], u[1, 1, 1], u[1, 1, 2], u[1, 2, 2], u[2, 2, 2]])}; pdsolve(%);
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اƬزار ǀرم از اƭŮƉاده ǐǘǓ

Maple ƽک ŧا ŵزئͬ Ʒɔسǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ǃŨŭرƼ ƌǄکا ǖ . ǐ . Ǖ
ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ آن Ʊŭارن Ǆای از اƭŮƉاده ŧا را ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ Ǆر ͬ ŭوان Ƽ Maple ƽȔ ŧا
ƷɓدŨŭ ͬƸوƽƢƼ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ɓا و ŮƽȔر ǃŨŭرƼ ŧا ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ɓ ǃŧ و داد

ɔ·ŧرɓد: ƞǀر در را Ƣŧدی دو Źرارات اƱŮǀال ǃƸادƢƼ ŲƼال ǁơوان ǃŧ Ȕرد.
ut = uxx + uyy,

:ŬƉا زɓر Ʊŭارن Ǆای دارای ǃƸادƢƼ ƿɓا
v1 = ∂x, v2 = ∂y, v3 = ∂t, v4 = u∂u, v5 = y∂x − x∂y,

v6 =
x

2
∂x +

y

2
∂y + t∂t, v7 = t∂x −

1

2
xu∂u,

v8 = t∂y +
1

2
yu∂u, v9 =

1

2
xt∂x +

1

2
yt∂y +

1

2
t2∂t −

1

8
(x2 + y2 + 4t)u∂u.

ƻɔǄواŽ ǃŨŭرƼ ƌǄاȔ را ǃƸادƢƼ v5 و v3 Ʊŭارن دو از اƭŮƉاده ŧا زɓر دŮƉور ƽȔ ŧا ǃǀوƽǀ ŧرای
داد:

restart; with(PDEtools); with(DifferentialGeometry) :

DGsetup([t, x, y, u], M);

PDE := diff(u(t, x, y), t)− diff(u(t, x, y), x, x)− diff(u(t, x, y), y, y) = 0;

v[3] := evalDG(Dt);

with(PDEtools, InvariantTransformation,

ChangeSymmetry, InfinitesimalGenerator);

with(PDEtools, SimilarityTransformation,

ChangeSymmetry, InfinitesimalGenerator);

S1 := [xi[1] = 0, xi[2] = 1, xi[3] = 0, eta[1] = 0];

InvariantTransformation(S1, u(t, x, y), v(r, q, z));

ITR, TR := SimilarityTransformation(S1, u(t, x, y), v(r, q, z));

tr := t = q, x = z, y = r, u(t, x, y) = v(r, q); dchange(tr, PDE) : simplify(%);

v[5] := evalDG(y ∗ Dx − x ∗ Dy);

S5 := [xi[1] = 0, xi[2] = y, xi[3] = −x, eta[1] = 0];

InvariantTransformation(S5, u(t, x, y), v(r, q, z));

ITR, TR := SimilarityTransformation(S5, u(t, x, y), v(r, q, z));

tr := {t = q, x = tan(z) ∗ RootOf((tan(z)2 + 1) ∗ Z2 − r),
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ǐǘǔ Maple از ƒŮžƼری ͬƬرƢƼ
y = RootOf((tan(z)2 + 1) ∗ Z2 − r), u(t, x, y) = v(r, q)};

dchange(tr, PDE) : simplify(%);

: ŵزئͬ ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ǃŧ Ƣŧدی دو Źرارت اƱŮǀال ǃƸادƢƼ v3 = ∂t Ʊŭارن از اƭŮƉاده ŧا ǃȔ
∂2v(r, q)

∂q2
+
∂2v(r, q)

∂r2
= 0,

ŵزئͬ: ƷɔƊǀراƭɓد ǃƸادƢƼ ǃŧ Źرارت اƱŮǀال ǃƸادƢƼ v5 = y∂x − x∂y Ʊŭارن ƽȔ ŧا و
4
∂2v(r, q)

∂r2
r + 4

∂v(r, q)

∂r
− ∂v(r, q)

∂q
= 0,

ͬ ɓاŧد. Ƽ ƌǄاȔ

Ŭƍادداɓ
ɔƊŧاری ͬ ŭوان Ƽ Maple ȔاɔǫƼوŭری Ũŵری ƻŮƊɔƉ ƽȔ ŧا ǃȔ ƍد ɔŧان اƒŮŽار ǃŧ ƷƒƬ ƿɓا در
ͬǀاƊǀا ƚŽای ŧدون و ŧالا Ŭưادŧ و زƼان در ɒɓوŵ ǃƬرƑ ŧا را ͬƸ ȡروه Ǆای ǃǁɔƼز در źƼاŨƉات از
ŧرای ɔƭƼدی دŮƉورات ،ŬƉا ƍده ǃŮƍوǀ Maple ŧرای ǃȔ ɒɓاǄ ǃŮƊŧ اǀواع در داد. اŶǀام
ͬȢŮƊɓاǪ ƿɔǀواư و ͬǄروȡ ǁŧدی ǃƱŨƙ ɔǀز و ɒŨɓرƱŭ و ŧالاŭر ǃŨŭرƼ و ŧرŽوردی Ʊŭارن Ǆای ƿŮƬاɓ
و ͬƉدǁǄ اƍ΄ال اǀواع ƻɔƉرŭ ŧرای Ɖاده ͬŭوراŮƉد دارای ƿɔǁǷƽǄ Maple ͬ ƍود. Ƽ ŬƬاɓ
ƙور ǃŧ آن ǃƽɔƽƕ Ǆ ǃŮƊŧای و ǃƼاǀرŧ ƿɓا .ŬƉا ȡوǀاȡون ƢƼادلات ŧرای Ʒ΄ƍ و ƽǀودار ƻƉر
ǃƢƉوŭ و ͬǀاƉر روز ǃŧ Źال در ŬơرƉ ǃŧ و ŧوده ƿɔƱƱźƼ و ǀوǁƊɓدȡان اƭŮƉاده Ƽورد ǃŮƉوɔǪ
Ȣǀارش زƼان ŭا .ŬƉا Ȕارŧران ͬƼاƽŭ ŧرای آƉان و ƷǅƉ اƭŮƉاده ƞǁƼور ǃŧ ƍدن Ȕارŧردی ŭر و
اŶǀام Ǒ٠ǐǗ Ƽارس در آن ͬǀاƉروزر ǃŧ ƿɓرŽآ و ƍده ǃارائ Maple از ǃžƊǀ ǐǗ ǃƼاǀ Ǫاɓان ƿɓا

.ŬƉا ƍده
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Abstract

The main topic of the present dissertation is to study the inclusive application of Lie groups and
geometry in fractional integro-differential equations. In this thesis, some types of differential equa-
tions of integer and fractional order and fractional integro-differential equation are introduced and
also, the basic concepts of fractional calculus are stated. Next, group analysis is extended to the dif-
ferential equations and after finding symmetries, invariant solutions of these equations are founded.
It is shown that by using this group analysis Conservation laws of differential equations of integer
and fractional order are calculated. These conservation laws lead us to find new solutions based on
symmetries. Under some suitable conditions, the infinitesimal criterion of invariance for detecting
Lie symmetries of fractional integro-differential equations with fractional derivative in both the
Caputo and Riemann–Liouville sense is constructed. Then by using the proved theorem for sym-
metries, the conservation laws of these equations are abtained. For simplicity in computing, the
Maple software and its application in finding symmetry groups and the conservation laws of the
differential equations of the integer and the fractional order are introduced.

key words: Fractional differential equations, Fractional integro-differential equations, Ca-
puto derivative, Riemann-Liouville derivative, Riemann-Liouville fractional integral, Lie sym-
metries, Invariant solutions, Noether’s theorem, Euler-Lagrange equations, Conservation laws,
Maple.
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