


ریاضͬ علوم دانش΄ده

آمار ارشد کارشناسͬ پایان نامه

رگرسیون مدل های در بیزی فضاییاستنباط گشتاوری
اندخس نسیم نگارنده:

راهنما استاد
باغیشنͬ حسین دکتر

١٣٩٧ بهمن



ଘ ৎقدم
ইുیده ا৯د ീযیاری ਠ൏।ی গدف شان ଘ رণیدن راه భ  ইسای ૡঙه

িشده ا৯د... ฬاঃید راه اଌن భ و
ده িشان ໆرਠ൏।ی آن ୀاୀభ ণୃیدی کاری ਠ൏।ی از ଽگاه

ਗی ॴود... راक़ت
(ع)» عਚی «امام

و



سپاس گزاری...

یا! ೯دا
آड़وࣾت. ऒواকم ऒود را ජ໑دن ଡچࢉو یاड़وز، ૼن ଘ را زಶඌীن ଡچࢉو و،

کاری तدا ਟی پاداش،  کار ਟی سلاح، गھاد ਟی ঙاه، رಶ౮ن ৗوঃیدی، భ ධ්ر شࢁࡣت، భ تلاش وਮ࣪ق ૼن ଘ
ീঝتاਅی ਟی ৶ࢤود، ऒوਟی ਟی ریا، ا৷مان ਟی ฬن، ೯دक़ت ਟی ฬم، എࠝ࢟ت ਟی ࠩوام، ॠذب سࢆوت، భ
دو॥ت ਟی آنૢه داಶඍن دو॥ت و ॒ࢣࡁࢹت اಪࣤوه భ ඛھاਪی ਟی ওوس، ࠙ق ਟی ହور، मناࠥت ਟی خاਗی،

૽ن... روزی ৯د، دا
 از ່وਣی، و خق ૮ࣹن با صدر، ૐॣه ل భ  باࢽࣂਣുی ඌࣹن دනر آ༚ی পناب دॼوز؛ و شاീীه و لات با اণتاد از
و دارم را اංඖنان و ඟ়شࢁ ৩ھاশࢌ রود، ഊฬم૰ن ୀام ଔرسا اଌن ا৳مام اীشان अور دون و ষ࣒ࢤود৯د భغ ૼن ୀ ଏଷ اଌن భ ঊمਔی

ਗی ৶مام. ৎعاฮی و بارک و৯د ೯دا భگاه از کاঃیاਟی و سلاਠঃی آرزوی ୁرদوار آن ୀای
اଌن ଓฬ پایان داوری و ॡطاૐॹه زॐ࢟ت  رࣣದی ख़مدرضا دනر آ༚ی পناب و شاوی داود دනر آ༚ی পناب داوران از

دارم. را ඟ়شࢁ ل ଡ࣓ماേ઼ ඟ໊د৯د ৎ࣫ل را جاষࢋ
ࣜੁख़ی భ جاষه ૡঙه ॐماশࢌ ی با ห ৶ࢤود৯د ່اকم فࢁඟی آساীش و روی آراज़ش  ෙय़باৣم، ୀدار و ସ୍م భما و ৮در از ঙࢠൾن

ਗی ৶مام. ণپاسࢂචاری ୀساৣم، ا৳مام ଘ ا૮ࣹن  ଘ࡛و را ਉభی ଓฬ پایان ඵز و ূࡗજیਚی ජ໑اࢋ ॡطوب،
اندخس نسیم
١٣٩٧ بهمن

ز



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم دانش΄ده آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی اندخس نسیم این جانب
گشتاوری رگرسیون مدل های در بیزی استنباط عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ

ͬ شوم: م متعهد باغیشنͬ حسین دکتر راهنمایی تحت ، فضایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این جانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
اندخس نسیم
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح



چ΄یده
هدف که گرفته اند قرار توجه مورد میانگین رگرسیون از فراتر متنوعͬ رگرسیونͬ مدل های امروزه
فقط (نه تبیینͬ متغیرهای شرط به ͺپاس شرطͬ توزیع ͬ های ویژگ از وسیعͬ طیف بررسͬ آن ها
دم بر رگرسیونͬ متغیرهای تاثیر بررسͬ هدف است مم΄ن نمونه، به عنوان است. میانگین)
عوامل تا هستند علاقه مند پزش΄ان کودکان، سلامت مطالعات حوزه در مثلا باشد. ͺپاس توزیع
به دنبال پژوهش·ران زلزله شناسͬ، مطالعات در یا کنند؛ شناسایی را کودکان تغذیه سوء بر موثر
رسیدن برای معمول مدل های ͬ دهد. م رخ زلزله سهم·ین ترین که هستند شرایطͬ شناخت
مدل های در آماری استنباط اصلͬ چالش هستند. چندکͬ رگرسیون هدف، مدل های این به
تابع بهینه سازی نیازمند که است مطالعه تحت داده های به آن ها برازش در چندکͬ، رگرسیون
رگرسیونͬ مدل های محاسباتͬ مش΄لات به توجه با است. خطͬ برنامه ریزی اساس بر هدف
که هستند اشاره مورد هدف برای مناسبی جانشین گشتاوری رگرسیون مدل های رده چندکͬ،
مدل پایان نامه، این در گرفته اند. قرار استفاده و توجه مورد کمتر فضایی ͅ های پاس برای به ویژه
و برازش برای بیزی رهیافت ی از و کرده معرفͬ فضایی ͅ های پاس برای را گشتاوری رگرسیون
توسط تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ توابع مدل بندی همچنین ͬ کنیم. م استفاده مدل استنباط
نظر مد تخته و میخ پیشین های توسط خطͬ اثرات با متغیر انتخاب و جریمه ای اسپلاین های

هستند.

تنظیم سازی گاوسͬ،  مارکوفͬ تصادفͬ میدان گشتاوری، رگرسیون چندکͬ، رگرسیون کلیدی: کلمات
تخته. و میخ پیشین جریمه ای، اسپلاین های بیزی،

ی



پیش گفتار
رگرسیونͬ مدل ی به کارگیری از هدف آن ها در که دارند وجود بسیاری کاربردهای امروزه
مانند ͺپاس توزیع ͬ های ویژگ سایر بر بل΄ه میانگین بر فقط نه تبیینͬ متغیرهای تاثیر بررسͬ
خانوار ی درآمد بدانیم باشیم علاقه مند است مم΄ن نمونه، به عنوان است. چندک ها یا میانه،
برای مساله این ویژه به طور و است؛ خانوار خوراک سرانه برای ماهیانه هزینه از تابعͬ چه
به مربوط دولتͬ ارگان ی برای دارند، ضعیفͬ مالͬ توان که پایین) (دم کم درآمد خانوارهای
یا فرین مقادیر بررسͬ اصلͬ هدف مساله ای چنین در است. نظر مد جامعه، آن اجتماعͬ رفاه

است. تبیینͬ، متغیرهای شرط به ،ͺپاس شرطͬ توزیع دم همان
ایده هستند. چندکͬ رگرسیون مدل های هدف، این به رسیدن برای معمول مدل های
مدل های اصلͬ چالش شد. مطرح ١٩٧٨ سال در باست و کوئنکر توسط چندکͬ رگرسیون
است مشتق ناپذیر هدف تابع ی بهینه سازی نیازمند که است آن ها برازش چندکͬ رگرسیون
مدل های محاسباتͬ چالش این به توجه با شود. انجام خطͬ برنامه ریزی اساس بر باید و
در که شدند معرفͬ ١٩٨٧ پاول و نیوی توسط گشتاوری رگرسیون مدل های چندکͬ،  رگرسیون
گشتاوری رگرسیون بیزی مدل ی پایان نامه، این در گرفته اند. قرار توجه مورد اخیر سال های
خلاصه، به طور ͬ کنیم. م معرفͬ فضایی اثر و تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ اثرات حضور در را

است: زیر صورت به پایان نامه این ساختار
ͬ کنیم. م ارایه را اولیه مفاهیم و تعاریف اول، فصل در •

آن ها مقایسه به و کرده معرفͬ را چندکͬ و گشتاوری رگرسیون مدل های دوم،  فصل در •
ͬ پردازیم. م

اثرات و فضایی اثرات بر تمرکز با را، گشتاوری رگرسیون بیزی مدل سوم، فصل در •
کم با را مدل بیزی استنباط نحوه و ͬ کنیم م معرفͬ تبیینͬ، متغیرهای غیرخطͬ

ͬ کنیم. م بیان مارکوفͬ زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های
پیشنهادی مدل عمل΄رد بررسͬ به واقعͬ مثال دو و شبیه سازی مثال دو با چهارم، فصل در •

ͬ پردازیم. م
پایان نامه در ارایه شده نتایج بازتولید برای نوشته شده برنامه های از گزیده ای نیز پیوست در •

است. آمده شده اند، نوشته R محیط در که

ل



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

سمینار اولین چندکͬ”، و گشتاوری ”رگرسیون .(١٣٩٧) ح. باغیشنͬ، ن.، اندخس، .١
مدرس. تربیت دانش·اه ایران، آمار دانشجویی

ن



مطالب فهرست
ش تصاویر فهرست
ث جداول فهرست
١ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیون بر ای مقدمه ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ رگرسیون ١ . ٢ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته خطͬ مدل های ١ . ٣
۴ . . . . . . . . . . . تکراری وزنͬ دوم توان های کمترین روش ١ . ٣ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل های ١ . ٣ . ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط رهیافت های ۴ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط کلاسی رهیافت ١ . ۴ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط بیزی رهیافت ٢ . ۴ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . مارکوفͬ زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های ۵ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم ١ . ۵ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیبز نمونه گیر ٢ . ۵ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . گیبز درون هستینگز متروپلیس ال·وریتم ٣ . ۵ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسپلاین ۶ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B‐اسپلاین ها ١ . ۶ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . (P‐اسپلاین ها) جریمه ای اسپلاین های ٢ . ۶ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی داده های ١ . ٧
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوسͬ مارکوفͬ تصادفͬ فرآیند ١ . ٧ . ١

٢۵ گشتاوری و چندکͬ رگرسیون ٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١

ف



مطالب فهرست ص
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندکͬ رگرسیون ٢ . ٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها چندک ٢ . ٢ . ١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . بهینه سازی طریق از چندک ها محاسبه ٢ . ٢ . ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندکͬ رگرسیون مدل ٢ . ٢ . ٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاوری رگرسیون ٢ . ٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاوری رگرسیون تاریخچه ٢ . ٣ . ١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاوری رگرسیون مدل ٢ . ٣ . ٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاوری رگرسیون تفسیرپذیری ٢ . ٣ . ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . چندکͬ و گشتاوری رگرسیون معایب و مزایا ۴ . ٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعͬ مثال مدل  ها: عمل΄رد مقایسه ۵ . ٢

۴١ فضایی گشتاوری رگرسیون بیزی مدل ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنظیم سازی ٣ . ١
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی تنظیم سازی ٣ . ١ . ١
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی گشتاوری رگرسیون مدل معرفͬ ٣ . ٢
۴٨ . . . . . . . . . . . . . بیزی گشتاوری رگرسیون مدل در تنظیم سازی ٣ . ٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ اثرات ٣ . ٣ . ١
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ اثرات ٣ . ٣ . ٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی اثرات ٣ . ٣ . ٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل استنباط ۴ . ٣

۵٣ واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بوستینگ برآورد روش ٢ . ۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ اثرات مدل بندی اول: مثال ٣ . ۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . آن ها تحلیل و شبیه سازی نتایج ٣ . ١ . ۴
۵٨ . . . . . . . . . . تخته و میخ پیشین با ثابت اثرات انتخاب دوم: مثال ۴ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . آن ها تحلیل و شبیه سازی نتایج ١ . ۴ . ۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . تانزانیا کودکان سوءتغذیه واقعͬ: مثال ۵ . ۴
٧١ . . . . . . . . . . . . هند کودکان سوءتغذیه داده مجموعه دوم: مثال ۶ . ۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و نتیجه گیری ٧ . ۴

٧٧ آ 
٧٧ . . . . غیرخطͬ اثرات مدل بندی برای شبیه سازی مثال به مربوط R کد آ  . ١
٧٩ . . . . . تخته و میخ پیشین های پایه بر شبیه سازی مثال به مربوط R کد آ  . ٢



ق مطالب فهرست
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . هند کودکان سوءتغذیه به مربوط R کد آ  . ٣

٨٣ ͽمراج



تصاویر فهرست
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیان تابع ٢ . ١

نیوی از برگرفته استاندارد. نرمال توزیع برای µ(τ) گشتاور تابع و η(θ) چندک تابع ٢ . ٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١٩٨٧) پاول و

نمودار چپ)، سمت (ش΄ل استاندارد نرمال توزیع نظری گشتاورهای و چندک ها ٢ . ٣
نمونه ای برای راست) سمت (ش΄ل گشتاور‐گشتاور و وسط) (ش΄ل چندک‐چندک

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاندارد نرمال توزیع از تایی هزار
٣۶ . . . . . توزیع پارامترهای از متفاوتͬ مقادیر ازای به نامتقارن نرمال چ·الͬ تابع ۴ . ٢

و راست) (سمت گشتاوری رگرسیون مدل های با برازش شده رگرسیون خط های ۵ . ٢
٣٩ . . . . . . . . . میانگین رگرسیون همراه به ٠٫۵ مرتبه چپ) (سمت چندکͬ

و راست) (سمت گشتاوری رگرسیون مدل های با برازش شده رگرسیون خط های ۶ . ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . τ مختلف مرتبه های با چپ) (سمت چندکͬ

برای LAWS و بوستینگ بیزی، روش سه برای RMSE مقادیر جعبه ای نمودارهای ١ . ۴
۵٧ هستند. M۴ تا M١ مدل های به مربوط ترتیب به د تا آ ش΄ل .τ مختلف مرتبه های

روش های با (کلاسی) اطمینان و (بیزی) اعتبار فاصله های پهنای معیارهای مقادیر ٢ . ۴
ه د، ش΄ل های و M١ مدل به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های پیشنهادی. برازش
معیار به مربوط ممتد ͬ های منحن هم چنین هستند. M٢ مدل به مربوط و و
میانگین معیار به مربوط خط چین و ͬ نیمم م معیار به مربوط نقطه چین ماکسیمم،

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. پهنا
روش های با (کلاسی) اطمینان و (بیزی) اعتبار فاصله های پهنای معیارهای مقادیر ٣ . ۴
و و ه د، ش΄ل های و M٣ مدل به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های پیشنهادی. برازش
ماکسیمم، معیار به مربوط ممتد ͬ های منحن هم چنین هستند. M۴ مدل به مربوط

۶١ هستند. پهنا میانگین معیار به مربوط خط چین و ͬ نیمم م معیار به مربوط نقطه چین
مرتبه های برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای انتخاب احتمال جعبه ای نمودارهای ۴ . ۴
نمونه حجم به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M۵ مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵

۶٢ . . . . . . هستند. n = ۵٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های و n = ٢٠
ش



تصاویر فهرست ت
مرتبه های برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای انتخاب احتمال جعبه ای نمودارهای ۵ . ۴
به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M١ و M۵ ترکیبی مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵

۶٣ هستند. n = ٢٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های و n = ١٠٠ نمونه حجم
مرتبه های برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای انتخاب احتمال جعبه ای نمودارهای ۶ . ۴
به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M١ و M۵ ترکیبی مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵

۶۴ هستند. n = ١٠٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های و n = ۵٠ نمونه حجم
برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای رگرسیونͬ ضرایب برآورد جعبه ای نمودارهای ٧ . ۴
حجم به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M۵ مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵ مرتبه های

۶۵ . . . هستند. n = ۵٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های و n = ٢٠ نمونه
برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای رگرسیونͬ ضرایب برآورد جعبه ای نمودارهای ٨ . ۴
ج و ب آ، ش΄ل های .M١ و M۵ ترکیبی مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵ مرتبه های
n = ٢٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های و n = ١٠٠ نمونه حجم به مربوط

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند.
برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای رگرسیونͬ ضرایب برآورد جعبه ای نمودارهای ٩ . ۴
ج و ب آ، ش΄ل های .M١ و M۵ ترکیبی مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵ مرتبه های
n = ١٠٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های و n = ۵٠ نمونه حجم به مربوط

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند.
۶٨ . . . . . . . . تانزانیا داده مجموعه پیوسته تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ اثرات ١٠ . ۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تانزانیا داده های فضایی اثر برآورد ١١ . ۴

مرتبه سه برای هند داده مجموعه در تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ اثرات برآوردهای ١٢ . ۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ = ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هند داده مجموعه فضایی اثر برآورد ١٣ . ۴



جداول فهرست
٧١ . . . . . . . . تانزانیا سوءتغذیه داده های برای ثابت اثرات پارامترهای برآورد ١ . ۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل تبیینͬ متغیرهای ٢ . ۴

ث



١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١ . ١
کاربردی زمینه های از بسیاری در آماری مدل های پرکاربردترین و معمول ترین از ی΄ͬ رگرسیون١
ͬ دهند، م قرار هدف را ͺپاس شرطͬ توزیع میانگین معمولا رگرسیون،  کلاسی مدل های است.

ͬ شناسند. م رگرسیونͬ تابع به عنوان را E(y|x) شرطͬ میانگین به طوری که
اطلاعات ͬ تواند نم تنهایی به آن از آگاهͬ است، تمرکز معیارهای از ی΄ͬ میانگین که آن جا از
نتواند است مم΄ن کلاسی میانگین رگرسیون پس باشد، داشته همراه به توزیع ش΄ل از کاملͬ
آورد. به دست مختلف سطوح در را مطالعه تحت تصادفͬ توزیع ش΄ل درباره کافͬ اطلاعات
میانه، مانند دارد، قرار توزیع ͬ های ویژگ سایر بر آن ها تمرکز که دارند وجود مسائلͬ طرفͬ، از
تا هستند علاقه مند پزش΄ان کودکان، سلامت حوزه در مثال به عنوان گشتاورها؛ و چندک ها
پژوهش·ران شناسͬ، زلزله مطالعات در یا کنند؛ شناسایی را کودکان سوءتغذیه بر مؤثر عوامل

ͬ دهد. م رخ زلزله سهم·ین ترین که هستند شرایطͬ شناخت دنبال به
چندک٢ͬ رگرسیون مدل های مانند رگرسیونͬ مدل های از دی·ری تعمیم های موارد این در
با پایان نامه، این در .(٢٠١٣ نیب، و ٢٠١٠ هم΄اران، و (ریج شده اند معرفͬ گشتاوری٣ و

١Regression
٢Quantile Regression
٣Expectile Regression



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
فضایی داده های تحلیل برای آن ها بیزی مدل بندی به گشتاوری رگرسیون مدل های بر تمرکز
و رگرسیونͬ اثرات ناپارامتری مدل بندی اصلͬ، هدف این کنار در ͬ پردازیم. م غیرفضایی و

است. گرفته قرار ما نظر مد است، معروف نیز تنظیم سازی به که بیزی متغیر انتخاب

رگرسیون بر ای مقدمه ١ . ٢
مقدار ی به «بازگشت به عنوان آمار، در اما است برگشت معنͬ به لغوی نظر از رگرسیون واژه
درباره مقاله ای گالتون، فرانسیس ،١٨٧٧ سال در ͬ شود. م استفاده میانگین» یا متوسط
بلند، قد پدران دارای پسران قد متوسط که کرد بیان آن در و کرد منتشر میانگین به بازگشت
از بلندتر قد، کوتاه پدران دارای پسران قد متوسط همین طور است. پدران شان قد از کوتاه تر
پدران قد داده های در را میانگین به بازگشت پدیده گالتون ترتیب، این به است. پدران شان قد

کرد. تأیید پسران و
تحقیقات پیرسون کارل اما بود، داده نسبت رگرسیون به شناختͬ زیست مفهومͬ گالتون،
میانگین» به «بازگشت پدیده بر تأکید برای گالتون، داد. توسعه آماری مفاهیم برای را گالتون
آن با مرتبط آماری تکنی های و رگرسیونͬ تحلیل امروزه اما کرد، استفاده رگرسیون تحلیل از

ͬ شود. م استفاده متغیرها بین ارتباط مدل سازی و بررسͬ برای

خطͬ رگرسیون ١ . ٢ . ١
متغیر رگرسیون، این در است. خطͬ رگرسیون متغیر، دو بین رگرسیونͬ رابطه ساده ترین
تبیینͬ متغیر بر y ͺپاس متغیر رگرسیون از زمانͬ است. پارامترها از خطͬ ترکیب ی ،y ͺپاس
متغیرهای بین همبستگͬ باشد. داشته وجود همبستگͬ متغیرها بین که ͬ شود، م صحبت x

ͬ گذارد. م تأثیر y ͺپاس متغیر بر چقدر ،x تبیینͬ متغیر در تغییر که است معنͬ بدین ،y و x

در دارد. وجود ارتباطͬ متغیر دو بین ͬ شود م فرض ابتدا در رگرسیونͬ، تحلیل ی در
رسم با باشد. داشته وجود متغیر دو بین خط ی به صورت باید ارتباط این خطͬ، رگرسیون
این نشان دهنده نمودار که صورتͬ در است. بررسͬ قابل ارتباط نوع این پراکنش، نمودار
ارتباط این حالت این در شده اند، پراکنده مستقیم خط ی امتداد در تقریبا داده ها که باشد
است. خط شیب β١ و مبدأ از عرض β٠ آن در که ͬ شود م داده نشان y = β٠ + β١x به صورت
رخ خطا مقداری آزمایش محیطͬ شرایط یا متغیرها اندازه گیری در است مم΄ن که آن جایی از

ͬ شود: م بازنویسͬ زیر به صورت اولیه معادله دهد،
y = β٠ + β١x+ ϵ. (١ . ١)

است. تصادفͬ خطای ϵ که ͬ شود م نامیده ساده خطͬ رگرسیون معادله ی (١ . ١) معادله
ی΄دی·ر از مستقل است، صفر آن ها، میانگین نتیجه در و خطاها مجموع ͬ شود م فرض معمولا



٣ تعمیم یافته خطͬ مدل های
منزله به را (١ . ١) معادله ͬ توان م باشد، E(ϵ) = ٠ چنان چه است. ثابت آن ها واریانس و هستند
مدل خطͬ رابطه ی به صورت ͺپاس شرطͬ میانگین آن در که دانست میانگین رگرسیون ی

ͬ شود: م
E(y|x) = β٠ + β١x.

ی امتداد در x تبیینͬ متغیر مختلف سطوح در y میانگین های که ͬ کند م بیان مدل این
است توزیعͬ دارای تبیینͬ متغیر از سط هر در y متغیر دی·ر به عبارت دارند. قرار راست خط

گرفته اند. جای راست خط ی روی توزیع ها این میانگین های که
نیستند. موردنظر متعددی مسائل در آن ها، بودن پرکاربرد کنار در خطͬ مدل های رده
مدل های رده موارد، این در هستند. همبسته و ناگاوسͬ ͺپاس متغیرهای ͬ که زمان به ویژه

ͬ کنیم. م معرفͬ ادامه در که است معمول انتخاب (GLMMs) تعمیم یافته۴ خطͬ آمیخته

تعمیم یافته خطͬ مدل های ١ . ٣
شدند. معرفͬ (١٩٧٢) ودربرن و نلدر توسط بار اولین (GLMs) تعمیم یافته۵ خطͬ مدل های رده
ͺپاس متغیر که مواردی به معمولͬ رگرسیون که ͬ آورند م فراهم را ام΄ان این مدل ها این
جمله که است این بر فرض کلاسی خطͬ مدل های در شود. داده توسعه نیست، نرمال
مدل های در ͬ که حال در هستند؛ نرمال توزیع دارای و مستقل تصادفͬ متغیرهای خطای
ارتباط تبیینͬ متغیرهای و ͅ ها پاس میانگین بین پیوند۶ تابع ی از استفاده با تعمیم یافته خطͬ
مدل های از گسترده ای رده تعمیم یافته خطͬ مدل های که است واض ͬ شود. م برقرار خطͬ
ͬ شوند. م شمرده کلاسی خطͬ مدل های از تعمیمͬ به عنوان که ͬ آورند م فراهم را آماری
مدل های مبانͬ (٢٠٠١) سیرل و م کولا و (١٩٩١) توتز و فارمیر ،(١٩٨٩) نلدر و م کولاگ
توزیع تعمیم یافته خطͬ مدل های در کرده اند. تبیین را آن ها در استنباط و تعمیم یافته خطͬ

به صورت احتمال چ·الͬ تابع با نمایی توزیع های خانواده از عضوی ͺپاس متغیرهای
f(y|θ, ϕ) = exp{[yθ − b(θ)]/a(ϕ) + c(y, ϕ)}

هستند. معلوم توابعͬ c(·) و a(·) ،b(·) و پراکندگͬ پارامتر ϕ کانونͬ، پارامتر θ آن در که است، 
.Var(Y ) = a(ϕ)

∂٢b(θ)
∂θ٢ و µ = E(Y ) =

∂b(θ)

∂θ
که است به  گونه ای b(·) تابع همچنین

داده ها، استقلال پذیره با آن گاه دهیم، نشان ،i = ١,٢, · · · , n ،yi با را ͺپاس متغیر گاه هر
به صورت GLM ی در رگرسیونͬ مدل

g(µi) = x′
iβ

۴Generalized Linear Mixed Models
۵Generalized Linear Model
۶Link Function



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
و p بعد با رگرسیونͬ ضرایب بردار β ،p بعد با تبیینͬ متغیرهای xiها، آن در که ͬ شود، م بیان
است: مؤلفه سه دارای تعمیم یافته خطͬ مدل ی بنابراین ͬ دهند. م نشان را پیوند تابع g(·)
این ͬ شود. م مشخص آن احتمال توزیع و y ͺپاس متغیر به وسیله که تصادفͬ مؤلفه .١

است. نمایی توزیع های خانواده از عضوی توزیع
است. معروف خط٧ͬ پیش گوی به و است تبیینͬ متغیرهای شامل که روند مؤلفه .٢
ͬ کند. م تعیین را E(y) و روند مؤلفه از خطͬ ترکیبی بین رابطه که پیوند تابع ی .٣

به صورت g(·) اگر و همانͬ تابع را پیوند تابع باشد، ηi = g(µi) = µi به صورت g(·) پیوند تابع اگر
ͬ نامند. م کانونͬ پیوند تابع ی را آن باشد، ηi = g(µi) = θi

تکراری وزنͬ دوم توان های کمترین روش ١ . ٣ . ١
ب·یرید: نظر در را زیر خطͬ پیش گوی

ηi = x′
iβ =

p∑
j=١

xijβj i = ١,٢, · · · , n

پیش گوی که کنید فرض است. ͺپاس متغیر iام مشاهده برای خطͬ پیش گوی ηi آن در که
به صورت مشتق پذیر پیوند تابع ی با E(yi) = µi به ηi خطͬ

g(µi) = ηi, i = ١,٢, · · · , n
درستنمایی تابع دهیم، نشان ℓi(β) با را درستنمایی تابع در مشاهده هر سهم اگر باشد. مرتبط

به صورت رگرسیونͬ پارامترهای

ℓ(β) =

n∑
i=١

ℓi(β) (١ . ٢)

را (١ . ٢) درستنمایی تابع باید β ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای محاسبه برای است.
مشتق های از استفاده با βj پارامترهای به نسبت (١ . ٢) تابع مشتق کنیم. ماکسیمم β به نسبت

ͬ شود: م محاسبه زیر روابط از زنجیری
∂ℓi(β)

∂βj
=

n∑
i=١

∂ℓi
∂θi

∂θi
∂µi

∂µi

∂ηi

∂ηi
∂βj

. (١ . ٣)

آن در که
∂ℓ

∂θi
= yi + b′(θi) =

yi − µi

ϕ

٧Linear Predictor



۵ تعمیم یافته خطͬ مدل های
داریم و

µi = −b′(θi)

∂µi

∂θi
= −b′′(θi) = Var(µi)

∂θi
∂µi

=
١

Var(µi)

∂ηi
∂βj

=
∂

∂βj
{β٠ + β١xi١ + · · ·+ βjxij + · · ·+ βkxik}

= xij

(٢٠١٣ (اگرستͬ، داشت خواهیم بالا روابط به توجه با
∂ℓi
∂βj

=

n∑
i=١

(yi − µi)xij
ϕVar(µi)

∂µi

∂ηi
(۴ . ١)

=
n∑

i=١
(yi − µi)xij
Var(yi)

∂µi

∂ηi
(۵ . ١)

داریم صفر، برابر مشاهدات همه برای (۴ . ١) مشتق دادن قرار مساوی با و
n∑

i=١
(yi − µi)xij
Var(yi)

∂µi

∂ηi
= ٠. (۶ . ١)

عددی روش های از باید آن حل برای و است غیرخطͬ β از تابعͬ به عنوان (۶ . ١) امتیاز معادله
کرد. استفاده

پارامترها بردار مجانبی کوواریانس ماتریس تعمیم یافته خطͬ مدل های در درستنمایی تابع
با است برابر اطلاع ماتریس ͬ کند. م تعیین را

E

(
∂٢ℓi

∂βj∂βh

)
= −E

[(
∂ℓi
∂βj

)٢]
= − xijxih

Var(yi)

(
∂µi

∂ηi

)٢
.

نتیجه در
E

(
−∂٢ℓ(β)
∂βj∂βh

)
=

n∑
i=١

xijxih
Var(yi)

(
∂µi

∂ηi

)٢

است: زیر به صورت (i, h) ترکیب های تمام برای ماتریسͬ نمایش و
I = X ′WX

داریم i = ١,٢, · · · , n هر برای و است تبیینͬ متغیرهای از حاصل طرح ماتریس X آن در که
W = diag(w1, · · · ,wn), wi =

(∂µi/∂ηi)
2

Var(yi)
.

با است برابر مجانبی کوواریانس ماتریس بنابراین
Î−١ = (X ′ŴX)−١



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
است. شده مقداردهͬ β̂ با که است W ماتریس همان Ŵ که

تعمیم یافته خطͬ مدل های در ماکسیمم درستنمایی به روش پارامترها برآورد در I ماتریس
به دست فیشر٨ ال·وریتم نام به  تکراری روش ی از استفاده با برآوردها این ͬ رود. م به کار

ͬ آیند. م

فیشر ال·وریتم
غیرخطͬ معادلات در تعمیم یافته خطͬ رگرسیون مدل پارامترهای برآورد برای فیشر ال·وریتم
روش های از استفاده هستند، غیرخطͬ پارامترها برآورد معادله های آن که به دلیل ͬ رود. م به کار
آوردن به دست روش است. پارامترها برآورد آوردن به دست برای مناسب راه حل ی عددی

:(٢٠١٣ (اگرستͬ، است زیر شرح به ال·وریتم این با برآوردها
فرمول آن گاه باشد. β̂ ماکسیمم درستنمایی برآورد از تقریب ‐امین t ،β(t) کنید فرض

از: است عبارت فیشر ال·وریتم
β(t+١) = β(t) + (X ′WX)−١g(t) (١ . ٧)

از عبارتست β(t) اول مشتق بردار (۴ . ١) رابطه به توجه با که
g(t)(β) =

∂l(β)

∂(β)
.

بردارهای از ͬ توان م ال·وریتم این آغازین مقادیر برای
β̂
(٠)

= (X ′X)−١X ′y

یا
β̂
(٠)

= (X ′X)−١X ′g(y)

برآوردها تا ͬ شود م نتیجه β برای مختلفͬ برآوردهای (١ . ٧) معادله تکرار با کرد. استفاده
ͬ کند. م بیشینه را درستنمایی تابع ͽواق در آخر مرحله برآورد هم·رایی، از بعد شوند. هم·را
آماری نرم افزارهای در تعمیم یافته خطͬ مدل های در پارامترها برآورد برای فیشر ال·وریتم

ببینید). R در را glm (تابع شده اند پیاده سازی
نوعͬ ͽواق در ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای یافتن برای فیشر ال·وریتم از استفاده
موضوع این اهمیت به توجه با است. موزون٩ دوم توان های کمترین روش از متوالͬ استفاده

ͬ دهیم. م شرح اختصار به را ال·وریتم این بعد، فصل های در آن از استفاده و
از حاصل طرح ماتریس X آن در که شود گرفته نظر در Y = Xβ + ϵ خطͬ مدل اگر
V با برابر ϵ کوواریانس ماتریس و است n × p بعد با تبیینͬ متغیرهای بردار برای مشاهدات

٨Fisher Algorithm
٩Weighted Least Squares



٧ تعمیم یافته خطͬ مدل های
است: زیر به صورت β موزون دوم توان های کمترین برآوردگر باشد،

β̂ = (X ′V −١X)X ′V −١Y.

ͬ شود: م حاصل زیر معادله wi قطری اعضای و I = X ′WX از استفاده با
I(t)β(t) + g(t) = X ′W (t)Y (t)

هستند: زیر ش΄ل به Y (t) اعضای که
Y

(t)
i =

∑
j

xijβ
(t)
j + (yi − µ

(t)
i )

∂η
(t)
i

∂µ
(t)
i

= η
(t)
i + (yi − µ

(t)
i )

∂η
(t)
i

∂µ
(t)
i

ͬ شود: م تبدیل زیر ش΄ل به فیشر ال·وریتم و
(X ′W (t)X)β(t+١) = X ′W (t)Y (t).

معکوس و X ماتریس ،Y (t) ͺپاس متغیر با خطͬ مدل برازش برای نرمال معادله ای معادله، این
کمترین روش به و است موزون دوم توان های کمترین از استفاده با ،W (t) کوواریانس ماتریس
ͬ گیرد. م انجام وزن دهͬ بار دو گام هر در زیرا است معروف تکراری١٠ بازموزون دوم توان های

است: زیر ش΄ل به نیز معادله جواب
β(t+١) = (X ′W (t)X)−١X ′W (t)Y (t).

یعنͬ ͬ شود، م ارزیابی y در که است g پیوند تابع ͬ شده خط صورت Y رابطه، این در
g(yi) ≈ g(µi) + (yi − µi)g

′(µi) = ηi + (yi − µi)

(
∂ηi
∂µi

)
Yi.

Y
(t)
i با آن iام مؤلفه که است عضوهایی دارای Y اصلاح شده ͺپاس متغیر ال·وریتم، t گام در

β(t+١) جدید برآورد تا ͬ شود م رگرسیون W (t) وزن با Y (t) گام، این در ͬ شود. م زده تقریب
ͺپاس متغیر ی و η(t+١) = x′β(t+١) جدید خطͬ پیش گوی ی برآورد این از آید. به دست

ͬ شود. م حاصل بعدی مرحله برای Y (t+١) اصلاح شده

تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل های ١ . ٣ . ٢
پنهان تصادفͬ متغیرهای شامل که ͬ شود م استفاده GLMMs از نباشند، مستقل داده ها وقتͬ
مدل ها این در دی·ر، به عبارت .(٢٠٠۵ گاتوی، و (اس΄ابنبرگر است تصادفͬ اثرات بیان برای
تصادفͬ اثرات کردن اضافه با آن ها بین همبستگͬ و تعدیل شرطͬ استقلال به استقلال پذیره

١٠Iteratively Re-weighted Least Squares



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
متغیرهای بردار y = (y١, · · · , yn)′ کنید فرض ͬ شود. م وارد مدل به پنهان متغیرهای طریق از
بردار u = (u١, · · · , uq)′ و ثابت اثرات به مربوط تبیینͬ متغیرهای از n× p ماتریسͬ X ،ͺپاس
اثرات با متناظر تبیینͬ متغیرهای از n× q ماتریس Z = (z١, · · · , zn)

′ و q بعد با تصادفͬ اثرات
مستقل ͺپاس متغیرهای ͬ شود م فرض صورت، این در باشند. پنهان متغیرهای یا تصادفͬ
شرطͬ میانگین بین به طوری که شده اند، استخراج نمایی توزیع های خانواده ی از و شرطͬ

به صورت خطͬ ارتباط پنهان متغیرهای و ͺپاس
g(E[y|X,Z]) = Xβ + Zu

همبستگͬ بیانگر ͬ توانند م تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل های در پنهان متغیرهای دارد. وجود
ͬ شود م فرض اغلب باشد. داده ها بین وابستگͬ از دی·ر صورت های یا خوشه بندی فضایی،
هستند Σθ واریانس ماتریس و صفر میانگین با چند متغیره نرمال توزیع دارای پنهان متغیرهای

است. همبستگͬ به مربوط پارامترهای بردار θ که

آماری استنباط رهیافت های ۴ . ١
داده ها نظر مورد ͬ های ویژگ مورد در دانش، آوردن به دست برای که آماری روش های مجموعه
در مشاهده شده داده های اساس بر اطلاعات، کسب ͬ گویند. م آماری استنباط را ͬ روند م به کار
عمومͬ به طور آماری استنباط است. آماری استنباط هدف مهم ترین بررسͬ مورد مسئله مورد

ͬ شود: م شامل را اصلͬ رهیافت دو
است. درستنمایی١٢ روش بر مبتنͬ عمده به طور که ، ١١کلاسی رهیافت •

بیزی١٣ رهیافت •

آماری استنباط کلاسی رهیافت ١ . ۴ . ١
در ͬ شوند. م فرض نامعلوم معمولا ولͬ ثابت کمیت هایی مدل پارامترهای ،کلاسی آمار در
این ͬ شود. م تعبیر پیشامد آن وقوع نسبی فراوانͬ با برابر پیشامد ی احتمال رهیافت، این
عدم آن در که ͬ شود م گرفته نظر در تکرار قابل پیشامدهای برای احتمال که معناست بدین
وقوع حتمیت عدم ͬ که صورت در ͬ شود. م تعریف پیشامد ها بودن تصادفͬ دلیل به حتمیت
پارامتر ها احتمالͬ خواص ͬ توان نم باشد، پیشامد آن در مورد آگاهͬ عدم دلیل به پیشامد
محسوب پایه ای اصول از ی΄ͬ رهیافت این در تکرارپذیری١۴ اصل بنابراین آورد. به دست را

١١Classical Approach
١٢Likelihood-Based
١٣Bayesian
١۴Repeated Measure Principle



٩ آماری استنباط رهیافت های
میانگین برای ٩۵% اطمینان فاصله ی اگر ،کلاسی رهیافت در مثال، به عنوان ͬ شود. م
فاصله این در میانگین این که احتمال که نیست معنͬ به این باشد، [−١, ١] جامعه، نامعلوم
و کنید نمونه گیری زیادی به دفعات اگر که است معنͬ بدین بل΄ه است؛ ٠٫٩۵ برابر ب·یرد،  قرار
واقعͬ میانگین شامل فاصله ها این موارد ٩۵% در ͬ رود م انتظار بسازید، ٩۵% اطمینان فاصله

باشند.

ماکسیمم درستنمایی روش
روش آماری، پارامتری مدل های نامعلوم پارامتر های برآورد برای معمول روش های از ی΄ͬ
روش این ͬ شود. م یاد MLE به عنوان اختصار به که دارد نام ١۵ ماکسیمم درستنمایی برآورد
(١٨٢١) گاوس توسط بار نخستین که باشد آماردانان بین در کلاسی روش متداول ترین شاید
جانشینͬ به عنوان فیشر توسط ١٩٢۵ سال در گسترده تری صورت به آن از پس و شد گرفته به کار
درستنمایی تابع ابتدا روش،  این معرفͬ برای گرفت. قرار استفاده مورد گشتاوری روش برای

ͬ کنیم. م تعریف را
را x درستنمایی تابع ،X = x داده شده مقدار هر برای درستنمایی). (تابع .١ . ۴ . ١ تعریف
به صورت که ͬ کنیم م تعریف ،f(x|θ) یعنͬ ،x توأم) احتمال (تابع توأم احتمال چ·الͬ تابع

بنابراین ͬ دهیم. م نمایش L(θ) نماد با را آن و ͬ شود م گرفته نظر در θ پارامتر از تابعͬ
L(θ) = f(x|θ).

است: ضروری ادامه در نکته چند ذکر
نیست. مشتق پذیر θ به نسبت لزوما L(θ) درستنمایی تابع •

متناسب بل΄ه نیست، احتمال) (تابع احتمال چ·الͬ تابع ی لزوما L(θ) درستنمایی تابع •
است. احتمال چ·الͬ تابع با

ͬ های چ·ال خانواده از توزیعͬ از nتایی تصادفͬ نمونه ی X١, X٢, · · · , Xn اگر •
{f(x|θ) : θ ∈ Θ}

آن   گاه باشند،
L(θ) =

n∏
i=١

f(xi|θ)

به طوری که باشد، θ برای برآوردگری δ(x) اگر ماکسیمم). درستنمایی (برآوردگر .٢ . ۴ . ١ تعریف
١۵Maximum Liklihood Estimation



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
الف)

Pθ(δ(X) ∈ Θ) = ١ ∀θ ⊆ Rp

ب)
L(δ(X) ≥ L(θ)) ∀θ ⊆ Rp

درستنمایی برآوردگر معمولا ͬ شود. م تعریف θ ماکسیمم درستنمایی برآوردگر به عنوان δ(X) آن گاه
 ̂θ تعریف اساس بر همچنین نیست. به فرد منحصر لزوما و ͬ دهند م نمایش θ̂ با را θ ماکسیمم

(١٣٩١ (پارسیان،
L(θ̂) = sup

θ∈Θ
L(θ).

آماری استنباط بیزی رهیافت ٢ . ۴ . ١
بیزی رهیافت در است. بیزی رهیافت آماری، استنباط در منعطف و کاربردی رهیافت ی
نظر در پیشین توزیع نام به احتمالͬ توزیع ی از تحققͬ به عنوان ،θ نامعلوم و واقعͬ پارامتر
پارامتر که هستند باور این بر کلاسی آماردان های که است حالͬ در این ͬ شود. م گرفته
تعیین همچنین آورد. حساب به تصادفͬ متغیر ی به صورت ͬ توان م دشواری به را نامعلوم
آماردان های دارد. بستگͬ آماردان ها عقیده و نظر به نیز متغیری چنین برای احتمالͬ توزیع
نهفته اطلاعات و پیشین توزیع توسط شخصͬ اطلاعات ترکیب با که هستند باور این بر بیزی
بیزی، استنباط در اگر شد. نزدی واقعیت به ͬ توان م درستنمایی، تابع توسط داده ها در
شود، زیاد نمونه حجم اگر مثال به طور یعنͬ یابد، افزایش داده ها از حاصل اطلاعات میزان
،کلاسی و بیزی برآوردگرهای که است این بر انتظار پس ͬ شود. م ناچیز پیشین توزیع اثر
چشم·یری اختلاف است مم΄ن باشد، کوچ نمونه اگر اما باشند. داشته ی΄سانͬ عمل΄رد
ظاهر کلاسی استنباط از قوی تر بسیار ͬ تواند م بیزی استنباط صورت این در شود. حاصل
پیشین١۶ توزیع از به روزتری نسخه داده ها، از استفاده با ͬ توان م دیدگاه این در به علاوه شود.

آورد. به دست دارد، نام پسین١٧ توزیع که را جدید احتمال توزیع و ساخت
سال در بیز توماس بار اولین که ͬ گردد برم بیز قضیه به آماری استنباط بیزی دیدگاه پایه

شد. مطرح ١٧۶٣
ی E و نمونه فضای از افراز ی A١, A٢, · · · , An کنید فرض بیز). (قضیه .١ . ۴ . ١ قضیه

نوشت ͬ توان م i = ١, · · · , n هر برای صورت این در باشد. دلخواه پیشامد
P(Ai|E) =

P(E|Ai)P(Ai)∑n
i=١ P(E|Ai)P(Ai)

.

١۶Prior Distribution
١٧Posterior Distribution



١١ آماری استنباط رهیافت های
مشاهده شده E وقتͬ ،P(Ai|E) به P(Ai) از Ai شانس رساندن به روز برای روش ی قضیه این
.(١٩٣۶ (جفریز، ͬ نامند م پسین احتمال را P(Ai|E) و پیشین احتمال را P(Ai) ͬ باشد. م است،

ͬ شود: م بازنویسͬ زیر به صورت چ·الͬ تابع برای قضیه این
π(θ|x) = f(x|θ)π(θ)∫

Θ f(x|θ)π(θ)dθ

θ پسین توزیع احتمال چ·الͬ تابع π(θ|x) و پیشین توزیع احتمال چ·الͬ تابع π(θ) آن در که
است، ثابت عدد ی آن حاصل و بوده θ از مستقل ∫Θ f(x|θ)π(θ)dθ مقدار که آن جا از است.
زیر به صورت را پسین توزیع و کرده خودداری انتگرال محاسبه از معمولا π(θ|x) محاسبه در

ͬ کنند: م بیان
π(θ|x) ∝ f(x|θ)π(θ).

پیشین توزیع
مقدار درباره آماردانان پیشین اطلاعات بیان کننده که ͬ دهند م نشان π(θ) با را θ پیشین توزیع
دانسته های و اطلاعات داده، هر گونه گردآوری و مشاهده از قبل دی·ر، بیان به است. θ نامعلوم
Θ فضای در θ مقادیر گرفتن قرار شانس که باشد باور این بر ͬ کند م متقاعد را وی آماردان، قبلͬ
بنایراین، شوند. بیان توزیع ی قالب در ͬ توانند م باورهایی چنین ͬ شود م فرض است. چ·ونه
ͬ شوند. م خلاصه است، پیشین توزیع همان که توزیع ی قالب در اطلاعات این همه مجموعه
هرگاه گویند، سره را π(θ) احتمال چ·الͬ تابع با توزیع سره١٨). پیشین (توزیع .٣ . ۴ . ١ ∫تعریف

Θ
π(θ)d(θ) < ∞.

گویند، ناسره را π(θ) چ·الͬ تابع با پیشین توزیع ناسره١٩). پیشین (توزیع .۴ . ۴ . ١ تعریف
∫هرگاه

Θ
π(θ)dθ = +∞.

مم΄ن باشد، ناسره اگر اما بود؛ خواهد سره حتما پسین توزیع باشد، سره پیشین توزیع اگر
برای ناسره پیشین توزیع از ͬ توان م زمانͬ باشید داشته توجه شود. سره پسین توزیع است
آماری استنباط صورت این غیر در باشد. سره آمده به دست پسین توزیع که کرد استفاده θ
بررسͬ شود،  استفاده ناسره پیشین توزیع ی از بیزی مدل در اگر پس بود. خواهد غیرمم΄ن

ͬ شود. م تبدیل مهم و کلیدی مسأله ی به پسین بودن سره
برای را π(θ) احتمال چ·الͬ تابع با پیشین توزیع مزدوج٢٠). پیشین (توزیع .۵ . ۴ . ١ تعریف
خانواده به متعلق آن پسین توزیع هرگاه گویند،  مزدوج f(x|θ) احتمال چ·الͬ تابع با مدل

.(٢٠٠٧ (رابرت، باشد π(θ) پیشین توزیع
١٨proper
١٩Improper
٢٠Conjugate Prior



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢
پیشین پیشین ، توزیع های مهم ترین از ی΄ͬ ͬ بخش٢١). ناآگاه پیشین (توزیع .۶ . ۴ . ١ تعریف
استفاده مورد نباشد، موجود پارامتر مورد در چندانͬ اطلاع که مواردی در و است ͬ بخش ناآگاه
مم΄ن پیشامدهای همه به را ی΄سانͬ احتمال ͬ کند م سعͬ آماردان حالت این در ͬ گیرد. م قرار
انتخاب که ͬ شود م تعریف (K > ٠) ،π(θ) ∝ K به صورت ͬ بخش ناآگاه پیشین دهد. تخصیص

صورت به پسین توزیع ͬ بخش ناآگاه پیشین انتخاب با است. اختیاری K
π(θ|x) ∝ Kf(x|θ) = KL(θ) (١ . ٨)

صورت آن در باشد،  نامحدود پارامتر فضای دامنه روی بررسͬ مورد متغیر اگر ͬ شود. م بیان
ͬ کند. م ایجاد ناسره پیشین توزیع پیشین، توزیع به عنوان ی΄نواخت ثابت مقدار ی تخصیص
.(١٩٩٢ برنارد، و (برگر ͬ پذیرد م صورت مختلفͬ روش های به (١ . ٨) رابطه در K انتخاب نحوه
جفریز٢٣ ͬ بخش ناآگاه پیشین و ٢٢ ی΄نواخت ͬ بخش ناآگاه پیشین به ͬ توان م مثال، به عنوان

کرد. اشاره
K = ١ انتخاب با (١٨١٢) لاپلاس بار نخستین برای ی΄نواخت: ͬ بخش ناآگاه پیشین
ی΄نواخت ͬ بخش ناآگاه پیشین به که به کار برد π(θ) ∝ ١ به صورت را ͬ بخش ناآگاه پیشین

است. معروف
اساس بر که را ͬ بخش نا آگاه پیشین توزیع (١٩۴۶) جفریز جفریز: ͬ بخش ناآگاه پیشین

اگر داد. ارائه بود،  شده پایه ریزی فیشر٢۴ اطلاع ماتریس
I(θ) = (Iij(θ)) i, j = ١, · · · p

آن در که باشد، فیشر اطلاع ماتریس
Iij(θ) = −Eθ

[
∂٢

∂θi∂θj
log f(x|θ)

]

صورت به جفریز پیشین توزیع آن گاه
π(θ) ∝

√
detI(θ)

است. ماتریس دترمینان det از منظور که ͬ شود، م تعریف

پسین توزیع
است؛ چندگانه انتگرال های محاسبه مستلزم پسین توزیع محاسبه آماری،  مسائل ساده ترین در
وجود آن ها حل برای متعارف روش های و است مش΄ل چندگانه انتگرال های از بسیاری انجام اما

٢١Noninformative Prior
٢٢Noninformative Uniform Prior
٢٣Noninformative Jeffreys Prior
٢۴Fisher Information



١٣ آماری استنباط رهیافت های
پسین،  توزیع های تقریب روش های از کلͬ رده ی آن هاست. تقریبی حل راه،  تنها و ندارد
،(٢٠١٠ کسلا، و (رابرت پذیرش٢۶ و رد روش های مانند نمونه گیری٢۵ بر مبتنͬ روش های
با هستند. (MCMC)مارکوف٢٨ͬ زنجیر کارلوی مونت نمونه گیری و مهم٢٧ نقاط نمونه گیری
نیازی دی·ر پسین،  توزیع اساس بر بیزی استنباط های انجام برای روش ها، این از استفاده
(انتگرال گیری های پیچیده توزیع های گشتاورهای محاسبه و پیچیده توابع بهینه سازی به

ͬ کنیم. م معرفͬ را روش ها این از برخͬ ادامه در نداریم. پیچیده)

نمونه گیری بر مبتنͬ پسین توزیع تقریب روش های
به تنها پیچیده، بیزی مدل های مانند کاربرد ها از بسیاری در نامعلوم چ·الͬ توابع محاسبه
دارند. را سهم بیشترین کارلویی مونت روش های میان این در و بوده مم΄ن شبیه سازی کم
محاسباتͬ نتایج به دستیابی منظور به م΄رر نمونه گیری بر متکͬ کارلویی مونت روش های
ͬ شود،  م استفاده شبیه سازی برای تصادفͬ اعداد از آن در که روش هایی کلͬ،  به طور هستند.
از برگرفته حقیقت در کارلو مونت کلمه ͬ شوند. م نامیده کارلویی مونت شبیه سازی روش های
تصادفͬ برای آن ها در که است، فرانسه کشور در کارلو مونت بندر در مشهور تفریحͬ مراکز
از گسترده استفاده .(٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت ͬ شد م استفاده تصادفͬ اعداد از بازی ها کردن
مشهور مقاله ای در که شد شروع متروپلیس نام به فیزی΄دانͬ توسط ١٩۴٩ سال از روش این

کرد. معرفͬ را روش این
ترجیح عددی روش های بر کارلویی مونت روش از استفاده دلیل چند به بیزی استنباط در
را انتگرال ها حل در عددی روش های مش΄ل کارلویی مونت روش این که اول ͬ شود. م داده
بیشتری وزن انتگرال،  زیر تابع چ·ال تر نواحͬ به کارلویی مونت روش های دی·ر به عبارت ندارد؛ 
وزن ش΄ل ی به نواحͬ زیر همه عددی روش های در ͬ که حال در ͬ دهد م تقریب محاسبه در
روش های که است بالا بسیار بیزی مسائل اغلب در پارامتر فضای بعد دوم، ͬ شوند. م داده
دقت سوم، است. نیاز مورد قبول قابل تقریب ی آوردن به دست برای پیچیده ای عددی
از کارلویی مونت روش های ͬ که حال در ͬ یابد، م کاهش بعد افزایش با معمولا عددی روش های
مونت روش های اصلͬ ایده .(٢٠١٠ و ٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت هستند بعد از مستقل دقت،  نظر
تولید مشخص، احتمال چ·الͬ تابع ی اساس بر ریاضͬ امید ی به انتگرال تبدیل کارلویی،
این تقریب برای (٢٠٠۵ (گات، بزرگ٢٩ اعداد قوی قانون از استفاده و چ·الͬ تابع این از نمونه

است: زیر انتگرال محاسبه اصلͬ مسأله ͽواق در است. ریاضͬ امید
J = Ef [h(X)] =

∫
χ
h(x)f(x)dx

٢۵Sampling Base Methods
٢۶Accept-Reject Methods
٢٧Importence Sampling
٢٨Markov Chain Monte Carlo Algorithm
٢٩Strong Low of Large Number



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۴
چ·الͬ، تابع ی f(·) تابع است. بعدی چند یا ی ،X تصادفͬ متغیر تکیه گاه χ آن در که
ال·وریتم است. مقدار حقیقͬ تابع ی نیز h(·) و بسته٣٠ جزئͬ به طور یا بسته ش΄ل دارای

کرد: بیان زیر صورت به ͬ توان م را کارلویی مونت روش

کنید. تولید f(·) چ·الͬ تابع از mتایی تصادفͬ نمونه ی •

کنید. محاسبه را ١
m

∑m
j=١ h(xj) مقدار ،h(·) تابع در مقدار این جای·ذاری با •

یعنͬ است،  ریاضͬ امید برآورد ی فوق مقدار بزرگ،  اعداد قوی قانون بنابر

h̄m =
١
m

m∑
j=١

h(xj) a.s.−→ Ef [h(x)].

این که محض به بنابراین، است. آماری برآورد ی دقت مانند تقریب این دقت این، بر علاوه
علاقه مورد کمیت های محاسبه برای ͬ توان م آن از شود، تولید f(·) توزیع از x١, · · · , xm نمونه

کرد. استفاده f(x) احتمال چ·الͬ تابع با توزیع
اغلب در که است دلخواه توزیع ی از نمونه تولید کارلویی، مونت روش در اصلͬ مسأله
نمونه تولید غیرمستقیم روش های از باید و نیست ام΄ان پذیر نمونه مستقیم تولید موارد
نمونه  گیری و (MH) ٣١ متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم .(٢٠٠٠ هم΄اران، و (چن کنیم استفاده
ͬ پردازیم. م آن ها معرفͬ به ادامه در که هستند غیر مستقیم نمونه تولید روش های جمله از گیبز٣٢

مارکوفͬ زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های ۵ . ١
برای است، بالا پارامترها بعد و نیست دسترس در پسین توزیع بسته صورت که مواردی در
توزیع تقریب روش های از ی΄ͬ ͬ شود. م استفاده تقریبی روش های از آن، تقریبی محاسبه
ال·وریتم های مش΄ل این ͽرف برای است. کارلویی مونت شبیه سازی روش های از استفاده پسین
غیرمستقیم به طور که شدند معرفͬ (١٩٧٠ هستینگز، ١٩۴٩؛ هم΄اران، و (متروپلیس MCMC

مبتنͬ MCMC ال·وریتم های م΄انیسم ͬ پردازند. م مفروض احتمالͬ توزیع ی از نمونه تولید به
مورد پسین توزیع همان آن، مانای توزیع که است مارکوف زنجیر ی از وابسته نمونه تولید بر
بزرگ کافͬ اندازه به تولید شده کارلویی مونت نمونه حجم اگر صورت، این  در است. نظر
یعنͬ مطلوب، توزیع از نمونه هایی به عنوان حاصل زنجیر حالت های بعد، به جایی از باشد،

ͬ شوند. م گرفته نظر در پسین، توزیع
٣٠Partially Closed Form
٣١Metropolis-Hastings Algorithm
٣٢Gibbs Sampling



١۵ مارکوفͬ زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های

متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم ١ . ۵ . ١
و شد پیشنهاد (١٩٣۵) هم΄اران و متروپلیس توسط ابتدا متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم
با مشابه ساختاری ال·وریتم این یافت. تدوین کامل به طور (١٩٧٠) هستینگز توسط سپس
نمونه های به عنوان پیشنهادی توزیع ی توسط که را مشاهداتͬ و دارد پذیرش و رد ساختار
با و داده قرار ارزیابی مورد احتمالͬ قاعده ی براساس ͬ شوند، م پیشنهاد پسین توزیع از مم΄ن
پیشنهادی توزیع ی به ال·وریتم، این از استفاده برای اساس این بر ͬ پذیرد. م معینͬ احتمال
حالت فضای ال·وریتم این در است. موثر هم·رایی سرعت و دقت بر آن انتخاب که است نیاز
کنید فرض و ب·یرید نظر در را است، احتمال اندازه ی که w̄ و q ≥ ١ که X ∈ Rq زنجیر
g(·|·) همچنین و باشد π(·) مانای تابع دارای w̄ و زنجیر، جاری حالت نشان دهنده X(k) = x

زیر به صورت X(k+١) به روزرسانͬ برای MH ال·وریتم باشد. پیشنهادی چ·الͬ نشان دهنده
ͬ آید: م به دست

g(y|x) پیشنهادی چ·الͬ تابع از y تولید (١
آن در که α(x, y) پذیرش احتمال محاسبه (٢

α(x, y) = min

{
١, π(y)g(x|y)

π(x)g(y|x)

}
.١−α(x, y) احتمال با X(k+١) = x دادن قرار و α(x, y) احتمال با X(k+١) = y دادن قرار (٣
کفایت مناسب به صورت پسین توزیع شناخت که است آن ال·وریتم این مطلوب ͬ های ویژگ
،{X(k+١)}ͬتصادف متغیرهای از مجموعه ای پسین، توزیع داشتن شرط با ال·وریتم این ͬ کند. م
ما ال·وریتم، این نمونه ها، این تولید برای ͬ کند. م تولید پی در پی به طور ،k = ١,٢, · · · برای
زمان در احتمال ،x چ·الͬ تابع تابع، این ͬ کند. م g(y|x) پیشنهادی چ·الͬ تعیین به ملزم را

است. k زمان در آن مقدار به توجه با ،k + ١
مقادیری پیشنهادی توزیع اگر ͬ شود. م نامیده هستینگز فوق رابطه در موجود نسبت
خیلͬ زنجیر اما ͬ شوند، م پذیرفته پیشنهادها همیشه تقریبا کند، پیشنهاد را x به نزدی
توزیع اگر همچنین شود. هم·را ال·وریتم تا ͬ کشد م طول زیادی زمان و ͬ کند م حرکت کند
هم باز و ͬ شوند م رد همیشه تقریبا پیشنهادها کند، پیشنهاد را x از دور مقادیر پیشنهادی
تبدیل نحوی به را پیشنهادی توزیع ͬ توان م تنظیم کمͬ با ͬ شود. م هم·را کندی به زنجیر
باشد برخوردار مناسبی پذیرش نرخ از ال·وریتم و نشوند قبول یا رد م΄ررا پیشنهادها که کرد

.(١٩٩٧ هم΄اران، و (رابرتز

گیبز نمونه گیر ٢ . ۵ . ١
معرفͬ تصویری مدل های پردازش در (١٩٨۴) گمان و گمان توسط ابتدا گیبز نمونه گیری روش
محاسبه برای نمونه گیری مبنای بر روشͬ به عنوان (١٩٩٠) اسمیت و گلفاند توسط سپس شد.

شد. پیشنهاد بیزی استنباط چارچوب در کناری ͬ های چ·ال



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۶
اصطلاحا که پارامترها سایر به شرط مختلف، پارامترهای شرطͬ پسین توزیع از گیبز ال·وریتم
استفاده هدف پسین توزیع از نمونه گیری برای ͬ شوند، م نامیده کامل٣٣ شرطͬ پسین توزیع

ͬ گیریم. م نظر در را مرحله ای دو ساده حالت ال·وریتم معرفͬ برای ͬ کند. م
به دست زیر روش به متغیره دو توام توزیع از مارکوف زنجیر ی مرحله ای دو نمونه گیری
شرطͬ ͬ های چ·ال با f(x, y) توام احتمال چ·الͬ تابع دارای y و x تصادفͬ متغیر دو اگر ͬ آید. م
زیر مراحل طبق (x(t), y(t)) مارکوف زنجیر ی مرحله ای دو گیبز نمونه گیر باشند، fx|y و fy|x

ͬ کند: م تولید
برای ب·یر. نظر در را x(٠) مفروض مقدار دومرحله ای). گیبز (نمونه گیری .١ ال·وریتم

کن: تولید زیر مرحله دو اجرای با را (x(t), y(t)) نمونه های t = ١,٢, . . .
y(t) ∼ fy|x(·|x(t−١)) .١
x(t) ∼ fx|y(·|y(t)) .٢

از نمونه تولید و باشند داشته بسته ای صورت شرطͬ ͬ های چ·ال ͬ که صورت در ١ ال·وریتم
(x(t+١), y(t+١)) آن گاه باشند، f توزیع از (x(t), y(t)) اگر ͬ شود. م اجرا سادگͬ به باشد، ساده آن ها
بعد ͬ که صورت در است. f زنجیر، این مانای توزیع دی·ر به عبارت بود، خواهند f توزیع از نیز
داده تعمیم مشابه به طور چندمرحله ای گیبز نمونه گیر ال·وریتم باشد،  دو از بیشتر متغیرها

ͬ شود. م

گیبز درون هستینگز متروپلیس ال·وریتم ٣ . ۵ . ١
کرد، شبیه سازی کامل شرطͬ ͬ های چ·ال از سادگͬ به نتوان که مواقعͬ برای را گیبز نمونه گیر
از شبیه سازی i = ١,٢, · · · ,m برای کنید فرض مثال، به عنوان داد. تعمیم آسانͬ به ͬ توان م

fi(xi|x(t+١)
١ , · · · , x(t+١)

i−١ , x
(t)

i+١, · · · , x(t)m )

ال·وریتم (در آن از نمونه تولید برای ͬ توان م حالت این در باشد. مش΄ل t + ١ مرحله در
توزیع که MH ال·وریتم ی با گام این نتیجه در کرد. استفاده MH ال·وریتم از گیبز) نمونه گیری
ال·وریتم نوع این ͬ شود. م جای·زین است، fi(xi|x(t+١)

١ , · · · , x(t+١)
i−١ , x

(t)

i+١, · · · , x
(t)
m ) آن مانای

متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم آن به که ͬ شود م تش΄یل MH و گیبز ال·وریتم دو ترکیب از
دشوار کامل شرطͬ چ·الͬ ی از بیشتر شبیه سازی ͬ که صورت در ͬ گویند. م گیبز٣۴ تحت
کرد ترکیب MH ال·وریتم با را گیبز نمونه گیر از مختلفͬ مراحل ترتیب همین به ͬ توان م باشد،

.(١٩٩۶ هم΄اران،  و (گیل΄ز
٣٣Full Conditional Postrior Distribution
٣۴Metropolis-within-Gibbs Algorithm



١٧ اسپلاین

اسپلاین ۶ . ١
ی ایجاد در داده ها مهم ال·وهای از استفاده پراکنش، نمودار ی کردن٣۵ هموار آمار در
از تابعͬ برحسب ͺپاس متغیر خلاصه سازی برای تابعͬ هموارکننده٣۶ ی است. تقریبی تابع
پراکنش، نمودارهای هموارکننده های انواع از ی΄ͬ است. X١, X٢, · · · , Xp تبیینͬ متغیرهای

هستند. اسپلاین ها٣٧
مشاهدات که بازه ای کل تقسیم اساس بر اسپلاین ها بر مبتنͬ برازش روش عمل΄رد م΄انیسم
به p ≥ ١ درجه از منحنͬ ی زیربازه هر در سپس است. زیربازه تعدادی به دارند قرار آن در
هم به (گره ها٣٨) زیربازه ها بین مرزی نقاط در ͬ ها منحن که ͬ شود م داده برازش مشاهدات

بازه در که باشیم داشته مشاهده تعدادی کنید فرض ͬ شوند. م متصل
[t٠ = min(xi), tm+١ = max(xi)]

آن گاه کنیم، تقسیم [t٠, t١], [t١, t٢], · · · , [tm, tm+١] فواصل به را بازه طول اگر دارند. قرار
ی باشد، p مرتبه از چند جمله ای ی به صورت بازه هر در ،f برازش شده منحنͬ چنان چه

داشت: خواهیم زیر شرایط با p مرتبه از اسپلاین تابع
است. پیوسته ،j = ١,٢, · · · ,m ،tj گره هر در f تابع •

هستند. پیوسته گره ها در و دارند وجود p− ١ مرتبه تا f تابع مشتق های •
است: زیر صورت به اسپلاین توابع کلͬ ضابطه شرایط، این با

f(x) =

p∑
k=٠

βkx
k +

m∑
j=١

βp+j(x− tj)
p
+

(x− tj)
p =


x− tj x > tj

٠ x < tj

است. ضرایب بردار β = (β٠, · · · , βp+m) آن در که

پایه توابع
بردارهای از مجموعه ای برداری، فضای ی در پایه٣٩ مجموعه ی از منظور خطͬ جبر در
را برداری فضای در دی·ر بردار هر و باشند خطͬ مستقل به طوری که است فضا آن در موجود

٣۵Smoothing
٣۶Smoother
٣٧Splines
٣٨Nodes
٣٩Bases Set



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٨
ضرایب با دو درجه چندجمله ای مثال برای آورد. به دست بردارها آن خطͬ ترکیب از بتوان

به صورت ͬ توان م را حقیقͬ
y = ١a+ bt+ ct٢

برای c و b ،a ضرایب با {١, t, t٢, · · · } چندجمله ای پایه توابع خطͬ ترکیب از ͽواق در که نوشت
ͬ شود. م حاصل مؤلفه ها سایر برای صفر و اول مؤلفه سه

B‐اسپلاین ها ١ . ۶ . ١
پیوستگͬ گره ها در که هستند k = p − ١ مرتبه از چندجمله ای هایی B‐اسپلاین، پایه توابع
م΄انیزم ͬ دهند. م پوشش را مشاهدات کل از کوچ΄ͬ نواحͬ پایه، توابع این از کدام هر و دارند
ساختن نحوه در تفاوت تنها است، معمولͬ اسپلاین های مشابه اسپلاین، نوع این در کار
پایه توابع باشد، گره ها از نانزولͬ دنباله ی t = (t(k−١), · · · , t(m+k)) اگر است. پایه توابع

با B‐اسپلاین

Bk−١
j , j = −(k − ١), · · · ,m

است. p+m+ ١ B‐اسپلاینͬ پایه توابع تعداد ͬ شوند. م نمادگذاری
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت (k = ١) صفر مرتبه از B‐اسپلاینͬ پایه تابع

B٠
j =

١ tj ≤ x ≤ tj+١
٠ صورت این غیر در

استفاده پایین تر مرتبه های پایه توابع از مرتبه هر پایه توابع ساخت برای (١٩٧٨) بور دی
زیر به صورت دلخواه درجه هر از را B‐اسپلاین ها ͬ توان م بازگشتͬ، رابطه ی اساس بر کرد.

کرد: محاسبه
Bp

j (x) = Bk−١
j (x) =

x− tj
tj+k−١ − tj

Bk−٢
j (x) +

tj+k − x

tj+k − tj+١
Bk−٢

j+١ , j = −(k − ١), · · · ,m.

(١ . ٩)
بر که آورد به دست را (k = ٢) ی مرتبه B‐اسپلاین های ͬ توان م ،(١ . ٩) معادله به توجه با

ͬ شوند: م تعریف پایین تر درجات پایه توابع اساس
B١

j (x) =
x− tj

tj+١ − tj
B٠

j (x) +
tj+٢ − x

tj+٢ − tj+١
B٠

j+١(x) (١ . ١٠)

=


x− tj

tj+١ − tj
tj ≤ x < tj+١

tj+٢ − x

tj+٢ − tj+١
tj+١ ≤ x < tj+٢

ͬ آیند. م به دست ی درجه معادلات تعداد (١ . ١٠) رابطه در گره ها جای·ذاری با



١٩ اسپلاین
و ͬ ها ویژگ هم آن دلیل شده اند. ͽواق محبوب تر محققان بین سه و دو مرتبه های پایه توابع
B‐اسپلاین ها زمینه در بیشتر اطلاعات برای دارند. توابع این که است خوبی انعطاف پذیری

کنید. مراجعه (١٩٧٧) دی بور و (١٩٩٣) دایرکس به
هستند: زیر شرح به p = k − ١ مرتبه B‐اسپلاین  مهم ͬ های ویژگ برخͬ

است. p درجه از تکه p+ ١ شامل p درجه با پایه تابع هر •
هستند. پیوسته گره ها در هم مجاور چندجمله ای تکه های •

است. مشتق پذیر و پیوسته p− ١ مرتبه تا ١ مرتبه از گره ها در •
دارند. هم پوشانͬ B‐اسپلاین پایه توابع •

یعنͬ هستند، مثبت تکیه گاه شان روی پایه توابع •
Bk−١

j (x) > ٠ x ∈ [tj , tj+m].

یعنͬ است. ی برابر توابع این مقادیر ͽجم •
m∑

j=−(k−١)
Bk−١

j (x) = ١.

(P‐اسپلاین ها) جریمه ای اسپلاین های ٢ . ۶ . ١
استفاده با را مشاهدات این برازش روند بخواهیم و باشیم داشته داده زوج n تعداد کنید فرض
کند: کمینه را زیر کمیت مقدار که است بهتر B‐اسپلاینͬ تابع کنیم. برآورد ها B‐اسپلاین از

S =
n∑

i=١

yi −
m∑

j=−(k−١)
αjB

k
j (x)


٢
.

تعدیل شده تغییرات بیشترین برازش شده منحنͬ ب·یریم، نظر در زیاد نسبتا را گره ها تعداد اگر
در و کرد خواهد عبور بیشتری مشاهدات تعداد از عبارتͬ به داد، خواهد نشان را داده ها توسط
ͬ شود م کمینه که تابعͬ بنابراین شد. خواهد کمتر خطا دوم توان های مجموع مقدار نتیجه
بازه های زیر به منجر یابد، افزایش گره ها تعدا اگر اما دارد. معکوس رابطه رابطه ها تعداد با
پارامترهای باید آن پیرو و داشت خواهیم بیشتری پایه توابع نتیجه در و ͬ شود م بیشتری
برابر را گره ها تعداد معمولا است، نامعلوم گره ها تعداد آن جایی که از کنیم. برآورد را بیشتری
بیش برازش۴٠ مسأله با است مم΄ن صورت این در که ͬ گیرند م نظر در مشاهدات تعداد با
را خود بودن هموار حالت منحنͬ و ͬ شود م زیاد منحنͬ نوسانات عبارتͬ به شویم. مواجه
تعداد (برحسب مدل پیچیدگͬ کاهش و مناسب برازش بین باید بنابراین ͬ دهد. م دست از

۴٠Over Prediction



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٠
گره ها موقعیت و تعداد انتخاب برای (٢٠٠٢) روپرت شود. ایجاد تعادل ی کافͬ) گره های
از جلوگیری و کنترل برای .min(N۴ ,٣۵) با است برابر گره ها تعداد آن در که کرد معرفͬ روشͬ
اضافه برازش منحنͬ برای جریمه ای که داد پیشنهاد (١٩٨٨ و ١٩٨۶) اسیلوان برازش، بیش
به هموارسازی۴١ جریمه به عنوان را برازش شده منحنͬ دوم مشتق دوم توان انتگرال او شود.

افزود: زیر صورت به برازش خطای دوم توان تابع

S =

n∑
i=١

yi −
m∑

j=−(k−١)
αjB

k
j (xi)


٢
+ λ

∫ xmax

xmin


m∑

j=−(k−١)
αjB

n
j (x)


٢
.

برای خاصͬ تأکید هیچ شد. رایج هموارساز جریمه به عنوان دوم مشتق انتگرال او از بعد
کرد استفاده نیز پایین تر یا بالاتر مراتب مشتقات از ͬ توان م حقیقت در ندارد وجود دوم مشتق
بالاتر مراتب مشتق و ͬ شود م خطͬ برازش و ساده معادلات به منجر اول مشتق که درحالͬ
جریمه از آن ها برازش در که اسپلاین هایی شد. خواهد طولانͬ و پیچیده محسابات به منجر
شدند معروف (P‐اسپلاین) جریمه ای۴٢ اسپلاین های به عنوان ͬ شود، م استفاده هموارساز
جریمه ای اسپلاین های ͽواق در است. ناهمواری جریمه و B‐اسپلاین ها آن اصلͬ اجزای که
از مجموعͬ جملات ضرایب اختلاف روی جریمه جمله ی و B‐اسپلاینͬ پایه ی از ترکیبی
است. جریمه ای اسپلاین های در قوت نقطه و اساسͬ بخش جریمه جمله است. اسپلاین توابع

فضایی داده های ١ . ٧
مشخصه های دارای و شده اند گردآوری فضایی ناحیه ی در که هستند گونه ای به داده ها از برخͬ
فضای در آن ها گرفتن قرار م΄ان و موقعیت از ناشͬ آن ها وابستگͬ نوعͬ به و هستند م΄انͬ
م΄ان ناحیه، ی خاک در معدنͬ ماده نوع ی غلظت مثال، به عنوان است. بررسͬ مورد
که هستند داده هایی جنگل، ی در درختان م΄ان و بزرگ شهر ی در جاده ای تصادفات
آماری کلاسی های روش  از داده ها نوع این تحلیل برای هستند. م΄انͬ های مشخصه دارای
نوع این ͽواق در کرد. استفاده ͬ توان نم استوارند، مشاهدات توزیعͬ هم و استقلال پذیره بر که
تحلیل به که است آمار از شاخه ای فضایی آمار هستند. فضایی ͬ های همبستگ دارای ها داده
مشاهدات موقعیت های بین فاصله از تابعͬ آن ها وابستگͬ که م΄انͬ های مشخصه با داده های
هم، از دورتر مشاهدات و وابسته تر هم به نزدی مشاهدات حالت این در ͬ پردازد. م باشد،

ͬ شوند. م نامیده فضایی داده های داده ها، نوع این دارند. کم تری وابستگͬ
موقعیت فضای باشد. پیوسته یا گسسته است مم΄ن اندازه گیری مورد متغیر فضایی آمار در
نامنظم یا منظم ناحیه ای، یا نقطه ای گسسته، یا پیوسته است مم΄ن نیز مشاهدات م΄ان یا
در متغیر مقدار اگر و ناحیه ای موقعیت ͬ شود، م ثبت ناحیه ی در متغیر مقدار وقتͬ باشد.

۴١Smoothing Penalty
۴٢Penalizaton Spline



٢١ فضایی داده های
در است. نقطه ای موقعیت شود، اندازه گیری معین جغرافیایی عرض و طول ثابت، نقطه ی
در و منظم موقعیت ها باشند، داشته قرار هم از مساوی فواصل در نقاط اگر نقطه ای موقعیت
اندازه هم و ش΄ل هم ناحیه ها اگر ناحیه ای م΄ان های مورد در نامنظم اند. صورت این غیر
مشاهدات موقعیت ها، انواع به توجه با نامنظم اند. صورت این غیر در و منظم ناحیه ها باشند،
نقطه ای۴۵ ال·و و مشب΄ه ای۴۴ داده های زمین آماری۴٣، داده های عمده، گروه سه به فضایی

ͬ شوند. م تقسیم

فضایی داده های انواع
ناحیه ای در مشخص و ثابت موقعیت های در داده ها نوع این زمین آماری: داد های •
باشد. پیوسته یا گسسته است مم΄ن بررسͬ مورد متغیر ͬ شوند. م مشاهده پیوسته
معدن، ی داخل در معدنͬ مواد غلظت ͬ توان م پیوسته حالت برای مثال به عنوان
ͬ توان م گسسته حالت برای و هواشناسͬ ایستگاه های در ثبت شده باران ریزش مقدار
ساحل ی طول در نمونه گیری شده م΄ان های از تعدادی در دریایی جانور نوعͬ تعداد

برد. نام را

این که هستند، ناحیه ای م΄ان های به مربوط داده ها نوع این مشب΄ه ای: داده های •
در که زمین سط از ماهواره ای تصاویر باشند. نامنظم یا منظم است مم΄ن م΄ان ها
تقسیم R٢ در منظم مشب΄ه به صورت کوچ تصویر عنصر تعدادی به زمین سط آن
در سرطان به مبتلا افراد تعداد است. منظم مشب΄ه ای داده های برای مثالͬ شده است،
به طور است. نامنظم مشب΄ه ای داده های برای مثالͬ کشور درمانͬ خدمات مناطق تمام
است، مشاهدات احتمالͬ مدل بندی مشب΄ه ای فضایی داده های تحلیل از هدف معمول
نظر مد جدید موقعیت ی در متغیر مقدار پیش گویی معمولا زمین آمار در ͬ که درصورت

است.

است. تصادفͬ متغیر خود مشاهده شده موقعیت یا م΄ان حالت این در نقطه ای: ال·و •
صفت ی آن ها در که ناحیه اند ی در م΄ان ها از متناهͬ تعدادی شامل نقطه ای ال·و
کامل به طور دسته سه به نقطه ای ال·وهای معمول به طور ͬ شود. م اندازه گیری خاص
مثال ی ͬ شود. م اقدام آن ها مدل بندی به و تقسیم خوشه ای و منظم فضایی، تصادفͬ
موقعیت یا جنگلͬ ناحیه ی در درختان از گونه ای موقعیت مشاهدات نوع این برای

است. زلزله مراکز
۴٣Geostatistical Data
۴۴Lattice Data
۴۵Point Pattern



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٢

گاوسͬ مارکوفͬ تصادفͬ فرآیند ١ . ٧ . ١
وضعیت که است زمان یا مرحله اندیس با تصادفͬ متغیرهای از مجموعه ای تصادفͬ فرآیند
اندیس و تصادفͬ متغیرهای ͬ دهد. م نمایش دوره ی طول در را تصادفͬ آزمایش پدیده ی
تصادفͬ متغیر Xt کنید فرض باشند. بعدی چند نیز و پیوسته و گسسته نوع از ͬ توانند م آن ها
صورت، این در باشد. شده تعریف S وضعیت فضای و T پارامتر فضای در که باشد t با متناسب
هر ازای به Xt آن در که گویند تصادفͬ فرآیند ی را {Xt; t ∈ T} تصادفͬ متغیرهای مجموعه

است. تصادفͬ متغیر ی t ∈ T

از متناهͬ خطͬ ترکیب هر هرگاه ب·یرید. نظر در را {Xt; t ∈ T} تصادفͬ فرآیند حال
ͬ نامند. م (نرمال) گاوسͬ فرآیند ی را Xt باشد، نرمال توزیع دارای Xt تصادفͬ متغیرهای
،T ⊂ Rd اندیس گذار مجموعه اگر دارند. مختلف علوم در مختلفͬ کاربردهای فرآیندها این
به عنوان ͬ شود. م داده تعمیم تصادفͬ میدان به تصادفͬ فرآیند تعریف آن گاه باشد، d > ١
که حالتͬ در .T ⊂ R٣ فضایی‐زمانͬ داده های در یا است T ⊂ R٢ فضایی داده های در مثال

ͬ گویند. م (GRF) گاوس۴۶ͬ تصادفͬ میدان ی حاصل میدان به باشد، گاوسͬ فرآیند
(GMRFs) گاوس۴٧ͬ مارکوفͬ تصادفͬ میدان های ها، GRF از پرکاربرد بسیار زیررده ی
بهترین ͬ شوند. م استفاده گسترده به طور مشب΄ه ای داده های مدل بندی برای به ویژه که هستند
گراف است. گراف تعریف از استفاده گاوسͬ، تصادفͬ میدان ی مارکوفͬ ویژگͬ تفهیم برای راه
زوج به صورت و شده اند وصل به هم یال ها از خانواده ای توسط که است رأس ها از مجموعه ای g

یال های ε و رئوس از غیرتهͬ و متناهͬ مجموعه ای ν آن در که ͬ شود، م داده نشان (ν, ε) مرتب
ͬ نامند. م نشاندار را گراف باشند، ν = ١, · · · , n به صورت رأس ها اگر است. آن

µ میانگین با چندمتغیره نرمال توزیع دارای x = (x١, · · · , xn)′ تصادفͬ بردار کنید فرض
ε آن در که باشد نشاندار گرافͬ g = (ν, ε) کنید فرض همچنین باشد. Σ کوواریانس ماتریس و
تنها و اگر ندارند، مشترکͬ یال هیچ j و i رأس های به طوری که است، i, j زوج های همه شامل
از منظور ͬ شود. م نامیده g گراف به نسبت (GMRF) ی x صورت این در ،xi ⊥ xj |x−ij اگر
بین ارتباط ،GMRF برای رسمͬ تعریف ی بیان از قبل است. شرطͬ استقلال · ⊥ ·|· نماد
شرطͬ استقلال بر تأثیری µ که آن جا از ͬ کنیم. م بیان را نرمال توزیع پارامترهای و g گراف
فقط شرطͬ استقلال به مربوط اطلاعات گرفت نتیجه ͬ توان م ندارد، x درایه های دوبه دوی
ماتریس پس شده اند. پنهان ،Q دقت، ماتریس یعنͬ آن معکوس یا Σ کوواریانس ماتریس در

ͬ کند. م بازی GMRF تحلیل در مهمͬ نقش دقت
µ میانگین بردار با چندمتغیره نرمال توزیع دارای x اگر .(٢٠٠۵ هلد، و (رو .١ . ٧ . ١ قضیه
صفر برابر Qij یعنͬ ،Q ماتریس ijام درایه آن گاه باشد، Q > ٠ مثبت معین دقت ماتریس و

.xi ⊥ xj |x−ij اگر تنها و اگر است، 
۴۶Gaussian Random Field
۴٧Gaussian Markov Random Fields



٢٣ فضایی داده های
بر و ͬ کنند م مشخص را g گراف ،Q ماتریس ناصفر درایه های ،١ . ٧ . ١ قضیه به توجه با

کرد. بررسͬ را xj و xi شرطͬ استقلال ͬ توان م آن ها اساس
گاوسͬ مارکوفͬ تصادفͬ میدان ی x = (x١, · · · , xn)′ ∈ Rn تصادفͬ بردار .١ . ٧ . ١ تعریف
تابع اگر تنها و اگر است، Q > ٠ دقت ماتریس و µ میانگین با G = (ν, ε) نشاندار گراف تحت

به صورت آن چ·الͬ
f(x) = (٢π)−n٢ |Q|

١٢ exp{− ١
٢(x − µ)′Q(x − µ)}

i ̸= j که i, j ∈ ν هر برای و باشد
Qij ̸= ٠ ⇔ {i, j} ∈ ε.

این که آن هاست دقت ماتریس بودن تنک در گاوسͬ مارکوفͬ میدان های اساسͬ مزیت
محاسباتͬ مزیت این است. ماتریس تجزیه در عددی روش های بالای سرعت اصلͬ دلیل ویژگͬ
است. اهمیت حائز شدت به شود، انجام بارها و بارها باید ماتریس تجزیه که مواردی در به ویژه
برای ال·وریتم تکرار هر در که است MCMC نمونه گیری روش های اجرای موارد، این از ی΄ͬ

شود. تجزیه (کوواریانس) دقت ماتریس باید فضایی مدل ی پسین توزیع از نمونه تولید





٢ فصل
گشتاوری و چندکͬ رگرسیون

مقدمه ٢ . ١
که گرفته اند قرار توجه مورد میانگین رگرسیون از غیر متنوعͬ رگرسیونͬ مدل های امروزه
مطالعات حوزه در مثال به عنوان کرد. اشاره چندکͬ و نما میانه، رگرسیون مدل های به ͬ توان م
شناسایی را کودکان سوء تغذیه بر موثر عوامل تا هستند علاقه مند پزش΄ان کودکان، سلامت
آن ها در که هستند شرایطͬ شناخت دنبال به پژوهش·ران زلزله شناسͬ، مطالعات در یا کنند؛
دم بررسͬ رگرسیونͬ مدل هدف مسائل، این گونه در ͬ دهد. م رخ طوفان ها سهم·ین ترین
این به رسیدن برای معمول مدل های است. تبیینͬ متغیرهای شرط به ͺپاس شرطͬ توزیع

هستند. چندکͬ رگرسیونͬ مدل های هدف،
وجود داده ها، برازش برای چندکͬ، رگرسیون مدل های در آماری استنباط اصلͬ چالش
چالش این دلیل هستیم. آن ͬ نیمم سازی م نیازمند که است مدل هدف تابع در قدرمطلق تابع
گشتاوری رگرسیون مدل است. خود دامنه نقاط از برخͬ در هدف تابع نبودن مشتق پذیر نیز
تابع بودن مشتق پذیر هم آن دلیل است؛ مش΄ل این فاقد است، گرفته قرار توجه مورد اخیرا که
قدرمطلق با دوم توان تابع شدن جای·زین دلیل به ویژگͬ این که است تابع دامنه کل در هدف

است.
به سپس و ͬ کنیم م معرفͬ را گشتاوری و چندکͬ رگرسیون مدل دو ابتدا فصل این در

ͬ پردازیم. م آن ها مقایسه و ͬ ها ویژگ بررسͬ



گشتاوری و چندکͬ رگرسیون ٢۶

چندکͬ رگرسیون ٢ . ٢
ها چندک ٢ . ٢ . ١

و ͺپاس بین رابطه یعنͬ ͬ کند. م تمرکز میانگین روی کلاسی رگرسیون تحلیل که ͬ دانیم م
برازش و مدل بندی ایده ͬ شود. م توصیف ͺپاس شرطͬ میانگین تابع توسط تبیینͬ متغیرهای
مدل جمله از رگرسیون مدل بندی روش های از وسیعͬ خانواده هسته شرطͬ، میانگین تابع
مدل های ناهم واریانس١، خطای با مدل های چند متغیره، رگرسیون ساده، خطͬ رگرسیون

است. غیر خطͬ رگرسیون مدل های و (١٩٩٠ (هاردل، ناپارامتری رگرسیون
محدودیت های اما هستند سر راست و راحت تفسیر، و محاسبه در شرطͬ میانگین  مدل های

دارند: را زیر
شرطͬ میانگین مدل تبیینͬ، متغیر های ثابت مقادیر برای ͺپاس کردن خلاصه هنگام •

یابد. تعمیم غیرمرکزی موقعیت های به ͬ تواند نم
ͬ شویم. نم رو به رو مدل پذیره های با همیشه واقعͬ جهان در •

افزایش به منجر که هستند سنگین دم توزیع های دارای معمولا اجتماعͬ پدیده های •
نظر در را موضوع این ͬ توانند نم شرطͬ میانگین مدل های و ͬ شوند م پرت داده های

ب·یرند.
رگرسیون از استفاده کرد، بر طرف را محدودیت ها این از برخͬ ͬ توان م که روش هایی از ی΄ͬ
میانه است، چوله خطا ها توزیع که مواقعͬ میانگین، رگرسیون با مقایسه در است. میانه
محاسباتͬ، نظر از است. مفیدتری اطلاعات حاوی داده ها، مرکزی شاخص ی به عنوان
ͬ نیمم م را توابعͬ باید میانه رگرسیون برای ولͬ است اجرا قابل به راحتͬ میانگین رگرسیون

است. بیشتری محاسباتͬ توان و عددی ͬ نیمم سازی م به نیاز که کرد
چندک ͬ شود. م داده تعمیم صدک و ده چارک، خاص عبارت های به چندک مفهوم
چندک ها بنابراین است. p جامعه سهم آن از قبل که ͬ کند م مشخص را ͺپاس از مقداری pام،
تمرکز م΄ان که است خاص چندک ی میانه کنند. مشخص را توزیع از موقعیتͬ هر ͬ توانند م
است چندکͬ رگرسیون از خاص حالت ی شرطͬ میانه رگرسیون ͬ کند. م توصیف را توزیع
دی·ر ͬ شود. م مدل بندی تبیینͬ متغیرهای از تابعͬ به عنوان ٠٫۵ مرتبه با چندک آن در که

کنند. توصیف را توزیع ی غیرمرکزی وضعیت های ͬ توانند م نیز چندک ها
را f : (a, b) −→ R تابع ،−∞ ≤ a < b ≤ +∞ کنید فرض محدب). (تابع .٢ . ٢ . ١ تعریف

نوشت بتوان ٠ ≤ t ≤ ١ که t هر و x١, x٢ ∈ (a, b) عدد دو هر ازای به هرگاه گویند، محدب
f(tx١ + (١ − t)x٢) ≤ tf(x١) + (١ − t)f(x٢).

١Heteroscedastic Error



٢٧ چندکͬ رگرسیون
تجمعͬ توزیع تابع با تصادفͬ متغیر X اگر

F(x) = P(X ≤ x)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت τ مرتبه چندک باشد،
η(τ) = Q(τ) = F−١(τ) = inf{x : F(x) ≥ τ}

است. F−١( ١
٢) معادل میانه که کنید توجه .τ ∈ [٠, ١] آن در که

در ͽواق در آورد. به دست ساده بهینه سازی مسأله ی از استفاده با ͬ توان م را چندک ها
تصادفͬ متغیر ی چندک های برای نقطه ای برآورد ی آوردن به دست هدف ساده، مسأله این

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت زیان تابع منظور این برای است. F توزیع تابع با
ρτ (ν) = |ν||τ − I(ν ≤ ٠)|. (٢ . ١)

و محدب تابع ی تابع،  این ͬ نامند. م نیز بررس٢ͬ تابع را (٢ . ١) زیان تابع که کنید توجه
ͬ نیمم م با ͬ توان م را خاص چندک ی باشد، پیوسته تصادفͬ متغیر ی X اگر است. نامتقارن
نوشت ͬ توان م ͽواق در آورد. به دست u به نسبت X − u در (٢ . ١) زیان تابع ریاضͬ امید کردن
min
u

E(ρτ (X − u)) = min
u

E[|X − u||τ − I(X ≤ u)|]

= min
u

E[(I(X ≤ u)− τ)|X − u|]

= min
u

[−
∫ u

−∞
(x− u)dF (x)− τE[|X − u|]]

= min
u

[−
∫ u

−∞
(x− u)dF (x) + τ

∫ u

−∞
(x− u)dF (x)− τ

∫ ∞

u
(x− u)dF (x)]

= min
u

[(τ − ١)
∫ u

−∞
(x− u)dF (x)− τ

∫ ∞

u
(x− u)dF (x)].

مرتبه چندک و کرد حل را معادله ͬ توان م صفر برابر زیان تابع ریاضͬ امید مشتق دادن قرار با
ͬ آید: م به دست زیر معادله حل از qτ یعنͬ τ

(τ − ١)
∫ qτ

−∞
dF(x) + τ

∫ ∞

qτ

dF (x) = ٠.
است: بازنویسͬ قابل زیر به صورت معادله این

F(qτ )− τ = ٠.
پس

F(qτ ) = τ

است. پیوسته حالت در X تصادفͬ متغیر τ مرتبه چندک qτ بنابراین و
٢Check function



گشتاوری و چندکͬ رگرسیون ٢٨

نمونه چندک های
یعنͬ: تجربی توزیع تابع توسط F ͬ که زمان

Fn(x) = n−١ n∑
i=١

I(Xi ≤ qτ )

ͬ شود: م محاسبه زیر ͬ نیمم سازی م مسأله حل از τ مرتبه نمونه ای چندک شود، جای·زین
q̂t = argmin

q∈R

n∑
i=١

ρτ (xi − q)

= argmin
q∈R

[τ
∑
xi≥q

(xi − q) + (τ − ١)∑
xi<q

(xi − q)].

ͽواق در کردند. ارائه نمونه ای چندک های کردن پیدا برای (١٩٩٧) باست و کوئنکر را روش این
است. چندکͬ رگرسیون مفهوم به آن تعمیم روش، این معرفͬ از آن ها هدف

بهینه سازی طریق از چندک ها محاسبه ٢ . ٢ . ٢
که همان طور درست کرد. مطرح ͬ نیمم سازی م مسأله ͬ توان به عنوان م را چندک ها محاسبه
باقیمانده ها دوم توان مجموع ͬ نیمم سازی م مسأله حل به عنوان را نمونه میانگین ͬ توان م
کرد. تعریف ͬ توان م نیز را باقیمانده ها قدرمطلق مجموع ͬ نیمم سازی م مسأله کرد،  تعریف
قدرمطلق مجموع ͬ نیمم سازی م در که ͬ کند م بیان تابع مقدار قدرمطلق خطͬ تکه ای تقارن
فرض دی·ر، به عبارت شوند. فرض ی΄سان باید منفͬ و مثبت باقیمانده های تعداد باقیمانده ها، 

هستند. برابر میانه پایین و بالا مشاهدات تعداد ͬ شود م
است،  میانه نتیجه اش قدرمطلق،  مقدار تقارن که آن جایی از چندک ها، دی·ر مورد در
وزن های دادن با ساده، به طور باقیمانده  ها، قدرمطلق وزنͬ نامتقارن مجموع ͬ نیمم کردن م

بود. خواهد چندک ها سایر نتیجه اش منفͬ،  و مثبت باقیمانده های به متفاوت
است: زیر مسأله جواب نمونه، میانگین که ͬ دانیم م
min
µ∈R

n∑
i=١

(yi − µ)٢.

p بعد با x تبیینͬ متغیرهای شرط به y ͺپاس متغیر شرطͬ میانگین بیان خواهان اگر پس
آورد: به دست زیر معادله حل طریق از ͬ توان م را β بنابراین ،µ(x) = x′β به طوری که باشیم،

min
β∈Rp

n∑
i=١

(yi − x′iβ)
٢.

است: زیر معادله جواب β̂τ قرار دهیم، Qτ (y|x) = x′βτ به صورت را شرطͬ چندک تابع اگر
min
β∈Rp

n∑
i=١

ρτ (yi − x′iβτ )



٢٩ چندکͬ رگرسیون

زیان تابع :٢ . ١ ش΄ل
ش΄ل در (٢ . ١) زیان تابع نمودار است. (٢ . ١) رابطه در ͬ شده معرف زیان تابع ρτ (·) آن در که

است. داده شده نمایش ٢ . ١

چندکͬ رگرسیون مدل ٢ . ٢ . ٣
ارزیابی را تبیینͬ متغیرهای شرط به ͺپاس متغیر توزیع چندک های بین رابطه چندکͬ رگرسیون
ͺپاس و تبیینͬ متغیر های بین ارتباط از را دقیق تری نگرش چندکͬ رگرسیون مدل ͬ کند. م
مدل این با شد. معرفͬ میلادی ١٩٧٨ سال در باست و کوئنکر توسط مدل این ͬ کند. م فراهم

آورد. به دست تبیینͬ متغیرهای مختلف سطوح در را توزیع ش΄ل ͬ توان م
است: زیر صورت به τ مرتبه چندکͬ رگرسیون مدل

yi = ηiτ + ϵiτ Fϵiτ (٠) = P(ϵiτ ≤ ٠) = τ (٢ . ٢)
ητ پیش گوی است. شده مقدار دهͬ صفر در که است ϵiτ تجمعͬ توزیع تابع Fϵτ (·) به طوری که

است: زیر به صورت خطͬ پیش گوی مثلا است، تبیینͬ متغیرهای شامل
ητ = β٠ +

p∑
k=١

βkxk

τ ∈ (٠, ١) مدلͬ چنین در است. p بعد با تبیینͬ متغیرهای بردار x = (x١, . . . , xp)′ آن در که
ͬ دهد. م قرار هدف را ͺپاس توزیع مرکز که ͬ آید م به دست میانه رگرسیون τ = ٠٫۵ به ازای و
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صفر پذیرش ͬ شود. م نتیجه ͺپاس توزیع بالای یا پایین دم ،τ −→ ١ یا τ −→ ٠ اگر همچنین
متناظر ητ که دارد بر در را نتیجه این ،(٢ . ٢) معادله در خطا جمله توزیع τ مرتبه چندک بودن
تمام ازای به ϵ تصادفͬ متغیر ام τ چندک ͬ که هنگام است. ͺپاس توزیع τ مرتبه چندک با
کلاسی میانگین رگرسیون مدل معادل (٢ . ٢) مدل باشد، صفر برابر تبیینͬ متغیر سطوح

است.
متغیرهای به میانگین تنها نه آن در که است توجه مورد شرایطͬ در چندکͬ رگرسیون
هستند. تبیینͬ متغیرهای از تابعͬ نیز ͺپاس توزیع ͬ های ویژگ سایر بل΄ه است وابسته تبیینͬ
روش از مدل پارامترهای برآورد برای کلاسی میانگین رگرسیون در ͬ دانیم م که همان طور
بهینه سازی با چندکͬ رگرسیون در کلاسی برآوردگر اما ͬ شود، م استفاده دوم توان های کمترین
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت که ͬ آید م به دست نامتقارن٣ موزون ͬ مانده های باق مطلق قدر معیار

n∑
i=١

ωτ (yi, ηiτ )|yi − ηiτ | (٢ . ٣)

وزن ها و هستند پیش گو مقادیر و مشاهده شده ͅ های پاس ،i = ١, · · · , n ،ηiτ و yi آن در که
:(٢٠٠۵ (کوئنکر، ͬ شوند م تعریف زیر به صورت

ωτ (yi, ηiτ ) =

١ − τ yi ≤ ηiτ

τ yi > ηiτ

روش به نسبت که دارد خط۴ͬ برنامه ریزی روش های به نیاز ،(٢ . ٣) هدف تابع ͬ نیمم سازی م
ͬ کند. م مساله وارد مضاعف محاسباتͬ پیچیدگͬ دوم، توان های کمترین

گشتاوری رگرسیون ٢ . ٣
گشتاوری رگرسیون تاریخچه ٢ . ٣ . ١

بر ویژه ای تمرکز آماردانان رگرسیونͬ،  مدل های توسعه و پیشرفت به توجه با اخیر سال های در
روش حالت این در دارند. میانگین رگرسیون با مقایسه در ͺپاس توزیع مختلف شاخص های
مشتق ناپذیری به توجه با پرداختیم. آن معرفͬ به پیش تر که است چندکͬ رگرسیون استاندارد،
توان بهینه سازی با مقایسه در پیچیده تری محاسبات که چندکͬ رگرسیون مدل هدف تابع
توسط رگرسیونͬ، پارامترهای حسب بر هدف تابع این ͬ نیمم سازی م است، دارا کلاسی دوم
شد باعث چندکͬ رگرسیون محاسباتͬ چالش این ͬ شود. م انجام خطͬ برنامه ریزی روش های
پاول و نیوی توسط است، نامتقارن وزنͬ دوم توان باقیمانده بر متکͬ که گشتاوری رگرسیون تا
روش از استفاده با ͬ توان م را گشتاوری رگرسیون برآورد که آن جایی از شود. معرفͬ (١٩٨٧)

٣Asymmetrically Weighted Absolute Residual Criterion
۴Linear Programming
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مورد توجه بسیار اخیر سال های در مدل این آورد، به دست ساده وزنͬ دوم توان های کمترین

گرفته است. قرار
به عنوان شده اند. پیشنهاد گشتاوری رگرسیون مدل تعمیم برای پیچیده تری مدل های امروزه
ایلزر، و (اشنیبل اسپلاین ها با تبیینͬ متغیرهای غیر خطͬ اثرات کردن وارد به ͬ توان م مثال
ابزاری۵ متغیرهای مدل بندی و (٢٠١٢ نیب، و (سوبتکا فضایی ͅ های پاس مدل بندی ،(٢٠٠٩

کرد. اشاره (٢٠١٣ هم΄اران، و (سوبتکا
دوم توان های کمترین برآورد برای گشتاوری رگرسیون مدل های اولیه نتایج ͬ که حال در
بوستینگ۶ مانند جای·زین برآورد روش های ،(٢٠١٣ هم΄اران، و (سوبتکا هستند دسترس در
خودگردان سازی٧ روش های بر تکیه با (٢٠١٢) نیب و سوبتکا توسط گشتاورها معرفͬ برای
بوستینگ گشتاور از جدیدی نوع (٢٠١۵) زو و یانگ شده اند. معرفͬ نیز استنباط انجام برای
روی΄رد در پشتیبان٨ بردار ماشین مدل های از (٢٠١۵) استینوارت و فاروگ و کردند معرفͬ را
زمانͬ سری های تحلیل برای اتورگرسیو گشتاوری مدل کردند. ال·وبرداری گشتاورها برآورد
متغیره دو نرمال توزیع ی از (٢٠١۶) پاول و ماجومدار اخیرا شد. معرفͬ (٢٠٠٨) تیلور توسط

کردند. استفاده صفر گشتاورهای با فضایی رگرسیون معرفͬ برای
نرمال توزیع بر که کرد خواهیم معرفͬ را گشتاوری رگرسیون از بیزی مدل ی سوم فصل در
چندکͬ رگرسیون به شبیه بسیار روش این است. متکͬ ͺپاس توزیع به عنوان (AND) نامتقارن٩
نرمال مدل البته است. شده استفاده (ALD) نامتقارن١٠ لاپلاس توزیع از آن در که است بیزی
م΄ان‐مقیاس١١ برحسب توزیعͬ به صورت نامتقارن لاپلاس مدل مانند ͬ توان نم را نامتقارن
به دست آن حسب بر بیزی حالت برای مناسبی پیشنهادی توزیع بتوان به طوری که نوشت،
(٢٠٠٩) یو و رِد و (٢٠١١) کوبایاشͬ و کوزومͬ ،(٢٠١١) رو و یو به بیشتر جزئیات برای آورد.

کنید. مراجعه
به طوری که است، آن بودن راست سر گشتاوری رگرسیون بیزی فرمول بندی مزایای از ی΄ͬ
اثرات از استفاده ام΄ان مثال، به عنوان گنجاند. آن در را پیچیده تری اثرات ͬ توان م به راحتͬ
تصادفͬ میدان های کم به فضایی اثرات اسپلاین ها، کم به تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ
(٢٠١٠ هم΄اران،  و (فهرمیر تخته١٣ و میخ پیشین های مانند انقباض١٢ͬ فرآیندهای و مارکوفͬ،

است. دستیابی قابل به راحتͬ
۵Instrumental Variable
۶Boosting
٧Bootstrap
٨Support Vector Machine-type
٩Asymmetric Normal Distribution

١٠Asymmetric Laplace Distribution
١١Location-Scale
١٢Shrinkage Processes
١٣Spike and Slab Priors
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گشتاوری رگرسیون مدل ٢ . ٣ . ٢
دلیل به و شد پیشنهاد ١٩٨٧ سال در پاول و نیوی توسط بار اولین گشتاوری رگرسیون مدل
در را (٢ . ٢) مدل همان است. گرفته قرار توجه مورد اخیر، سال های در محاسباتͬ، مزایای

به صورت که ب·یرید نظر
yi = ηiτ + ϵiτ i = ١,٢, · · · , n

به وابسته پیش گوی ی ηiτ و مستقل خطاهای ϵiτ ،ͺپاس پیوسته متغیر yi آن در که است،
ͬ کند. م تعیین را ͺپاس توزیع دنباله محدوده که است τ ∈ (٠, ١) نامتقارن پارامتر

پیشنهاد (١٩٨٧) پاول و نیوی چندکͬ، رگرسیون برای مناسب جانشینͬ آوردن به دست برای
ͬ شود، م تعریف زیر به صورت که نامتقارن دوم توان زیان تابع با (٢ . ١) بررسͬ تابع کردند

شود: جای·زین
ρτ (ν) = |τ − I(ν ≤ ٠)|ν٢, τ ∈ (٠, ١). (۴ . ٢)

هدف تابع کردن ͬ نیمم م از β̂τ رگرسیونͬ برآوردگرهای بنابراین
n∑

i=١
ρτ (yi − xiβτ )

رگرسیون بررسͬ تابع جانشین (۴ . ٢) بررسͬ تابع آن در که ͬ شوند، م نتیجه β بردار روی
است. شده چندکͬ

µ(τ) عددی پارامتر پاول و نیوی رگرسیونͬ، پارامترهای برآوردگرهای رده شناسایی برای
تابع ͬ نیمم کننده م که گرفتند نظر در را

E[ρτ (Y −m)− ρτ (Y )]

میانگین وجود فرض با Y تصادفͬ متغیر توزیع به نسبت ریاضͬ امید آن در که است، m روی
است: زیر معادله جواب µ(τ) که دادند نشان آن ها ͬ شود. م محاسبه آن،
µ(τ)− E(Y ) =

٢τ − ١
١ − τ

∫
[µ(τ),∞]

(y − µ(τ))dF(y) (۵ . ٢)
است. Y تصادفͬ متغیر توزیع تابع F(y) آن در که

دم در Y آن که شرط به Y تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید ͬ های ویژگ توسط µ(τ) تعریف، این با
τ از تابعͬ به عنوان را µ(τ) پارامتر پاول و نیوی تفسیر، این با ͬ شود. م تعیین گیرد، قرار توزیع
تابع با مشابه خیلͬ ش΄لͬ به µ(τ) گشتاور تابع خواندند. (τ مرتبه (گشتاور گشتاور تابع نام با
اثبات برای ͬ کند. م (خلاصه سازی) مشخص سازی١۴ را توزیع تابع ͬ های ویژگ ،Q(τ) چندک
مجموعه بیانگر IF کنید فرض ابتدا کردند. اثبات و بیان را زیر قضیه پاول و نیوی ادعا این

است. {y| ٠ < F(y) < ١}
١۴Characterize
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برای بنابراین باشد. داشته وجود E(y) = m کنید فرض .(١٩٨٧ پاول، و (نیوی .٢ . ٣ . ١ قضیه
زیر ͬ های ویژگ دارای و دارد وجود (۵ . ٢) معادله برای µ(τ) مثل ی΄تا ͺپاس ی ،٠ < τ < ١ هر

است:
است. صعودی ی΄نوای اکیدا ،µ(τ) : (٠, ١) → R ش΄ل به تابع ی به عنوان µ(τ) الف)

ͬ کند. م تصویر IF به را (٠, ١) فاصله µ(τ) و است IF ،µ(τ) دامنه ب)
،µ̃(τ) یعنͬ ،Ỹ متغیر τ مرتبه گشتاور ،a > ٠ آن در که ،Ỹ = aY + b خطͬ تبدیل برای ج)

تساوی در
µ̃(τ) = aµ(τ) + b

ͬ کند م صدق
y ̸= m برای و است پیوسته مشتق پذیر نیز µ(τ) آن گاه باشد، پیوسته مشتق پذیر F(y) اگر د)

داریم y = µ(τy) که به طوری τy و IF در
F(y) =

−[y −m+ τyµ
′(τy)(١ − ٢τy)]

µ′(τy)(١ − ٢τy)٢ (۶ . ٢)
برای تساوی این حدی، حالت در است. τ به نسبت گشتاور تابع مشتق µ′(τ) آن در که

است. برقرار τy = ١٢ و y = m

و م΄ان به نسبت τ مرتبه گشتاور ،τ مرتبه چندک مشابه ͬ کند، م بیان قضیه ج) ویژگͬ
µ(τ) تابع که هستند آن بیانگر د) و ب) ͬ های ویژگ مهمتر، همه از است. هم وردا١۵ مقیاس
مجموعه µ(τ) دامنه ب)، ویژگͬ به توجه با ͬ کند. م مشخص سازی را Y تصادفͬ متغیر توزیع
ارایه مشتق اش و µ(τ) حسب بر F(y) برای نمایشͬ (۶ . ٢) معادله ،IF در y هر برای و است IF

ͬ دهد. م
است: زیر به صورت ،µ(τ) تابع برای جانشین معادله ی

τ

١ − τ
=

[∫
(−∞,µ(τ))

(µ(τ)− y)dF(y)

][∫
(µ(τ),∞)

(y − µ(τ))dF(y)

]−١
.

معادله یعنͬ چندک  ها، برای مشابهͬ رابطه با معادله این مقایسه از
τ

١ − τ
=

F(η(τ))

١ − F(η(τ))

چندک ها، با مشابه ش΄لͬ به دمͬ، ͬ های ریاض امید توسط گشتاورها که دید ͬ توان م به سادگͬ
ͬ کنند. م شناسایی را توزیع تابع

چند ک ها مشابه ͬ های ویژگ گشتاورها ،٢ . ٣ . ١ قضیه بر بنا گفت، ͬ توان م مجموع در پس
توزیع برای گشتاور و چندک تابع دو ٢ . ٢ ش΄ل در شباهت، این از شهودی درک برای دارند.
تابع به نسبت کمتری شیب گشتاور تابع τ = ٠٫۵ نزدی΄ͬ در شده اند. رسم استاندارد نرمال

است. بزرگ تری شیب دارای τ = ١ یا τ = ٠ نزدی΄ͬ در و دارد چندک
١۵Equivariant
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پاول و نیوی از برگرفته استاندارد. نرمال توزیع برای µ(τ) گشتاور تابع و η(θ) چندک تابع :٢ . ٢ ش΄ل
.(١٩٨٧)

در .P(ϵiτ ≤ ٠) = τ نیز چندکͬ رگرسیون در و E(ϵiτ ) = ٠ ͬ دانیم م میانگین رگرسیون در
گشتاور با برابر ηiτ پیش گوی که است این بیان گر زیر عبارت گشتاوری رگرسیون در مقابل،

است: yi ͺپاس τام
argmin

β
E(ωτ (ϵiτ )|ϵiτ − e|٢) = ٠.

به صورت که نامتقارن موزون ͬ مانده های باق دوم توان معیار از گشتاوری، رگرسیون مدل در
ͬ کنند: م استفاده مدل برازش برای ͬ شود، م تعریف زیر

n∑
i=١

ωτ (yi, ηiτ )(yi − ηiτ )
٢. (٢ . ٧)

تابع بودن مشتق پذیر دلیل (به پارامترها برآورد که دارد را بزرگ مزیت این معیار این از استفاده
محاسبه قابل تکراری وزنͬ دوم توان های کمترین روش با مدل) پارامترهای به نسبت هدف
رگرسیون مدل در ،ͽواق در نیست. خطͬ برنامه ریزی روش های از استفاده به نیاز و هستند
ازای به مدل این در است. y ͺپاس τ مرتبه گشتاور ητ پیش·وی که ͬ شود م فرض گشتاوری
دارد، راحتͬ تفسیرپذیری که منظر این از که ͬ شود م نتیجه میانگین رگرسیون مدل ،τ = ٠٫۵

باشد. داشته برتری ͬ تواند م میانه رگرسیون به نسبت
ͺپاس توزیع مشخص سازی در چندک ها برای مناسبی جانشین گشتاورها که آن جایی از
مختلف ͬ های ویژگ مطالعه در چندکͬ رگرسیون برای جانشینͬ ͬ تواند م مدل این هستند،
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ش΄ل به توجه با حتͬ ببینید). را ٢ . ٣ ش΄ل چپ سمت (نمودارهای باشد ͺپاس شرطͬ توزیع
میل با کنند. مشخص بهتر را توزیع بتوانند گشتاورها است مم΄ن که دریافت ͬ توان م ٢ . ٣
عمده بود. خواهند توجه مورد توزیع فرین بخش های ،ی یا صفر سمت به τ مرتبه کردن
گشتاور و صفر چندک به جز زیرا است، چندکͬ رگرسیون مشابه گشتاوری رگرسیون ͬ های ویژگ
است. نشده گرفته نظر در خطا شرایط مورد در دی·ری پذیره هیچ خطا، τ مرتبه بودن صفر
دنبال را توزیع ها از مختلفͬ انواع است مم΄ن یا باشند ناهم پراش ͬ توانند م خطاها ،ͽواق در

کنند.

چندک‐ نمودار چپ)، سمت (ش΄ل استاندارد نرمال توزیع نظری گشتاورهای و چندک ها :٢ . ٣ ش΄ل
نرمال توزیع از تایی هزار نمونه ای برای راست) سمت (ش΄ل گشتاور‐گشتاور و وسط) (ش΄ل چندک

استاندارد

که داریم نیاز ͺپاس توزیع ی به بیزی، چارچوب ی در گشتاوری رگرسیون تعریف برای
از بیزی چندکͬ رگرسیون در شود. حاصل آن درستنمایی تابع از (٢ . ٧) بهینه سازی معیار
ͬ شود. م استفاده نامتقارن نرمال توزیع از گشتاوری رگرسیون در و نامتقارن لاپلاس توزیع

ͬ شود: م فرض یعنͬ
y ∼ AN(µ, σ٢, τ)

است: زیر به صورت آن واریانس و میانگین چ·الͬ، تابع که

f(y) =
٢√
σ٢π

√ ١
١ − τ

+

√١
τ

−١
exp

(
− ١
σ٢ωτ (y, µ)(y − µ)٢

)

E(y) = µ+
σ

(
√
τ) +

√١ − τ

( ١ − ٢τ√
πτ(١ − τ)

)

Var(y) =
σ٢

√
τ +

√١ − τ

[ ١
٢
(√١ − τ

τ
+

√
τ

١ − τ

)
− ١

√
τ +

√١ − τ

(
(١ − ٢τ)٢
πτ(١ − τ)

)]
.



گشتاوری و چندکͬ رگرسیون ٣۶
این درستنمایی کردن ماکسیمم .µi = ηi = x′β ͬ دهیم م قرار گشتاوری رگرسیونͬ مدل در
است. ی΄سان توزیع ل·اریتمͬ هسته با چون است، (٢ . ٧) کمیت کردن کمینه با معادل توزیع،
پارامترهای از متفاوت مجموعه دو برای را نامتقارن نرمال توزیع چ·الͬ تابع منحنͬ ۴ . ٢ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان آن

(ب) (آ)
توزیع پارامترهای از متفاوتͬ مقادیر ازای به نامتقارن نرمال چ·الͬ تابع :۴ . ٢ ش΄ل

گشتاوری رگرسیون تفسیرپذیری ٢ . ٣ . ٣
را آن ها ͬ توان م زیر دیدگاه های با اما ندارند، چندک ها مانند راحتͬ تفسیرپذیری گشتاورها

کرد: تفسیر
،êτ داده ها، روی از نتیجه شده گشتاوری برآورد y١, · · · , yn مانند i.i.d نمونه های برای •

دقیق تر به عبارت است. مشاهدات از وزنͬ میانگین ی
êτ =

n∑
i=١

ωiyi

رگرسیونͬ گشتاورهای نتیجه در است. وابسته برآورد شده گشتاور به ωi وزن های آن در که
شرطͬ تبیینͬ متغیرهای بردار روی که مشابه وزنͬ میانگین ی به عنوان ͬ توانند م

شوند. گرفته نظر در شده اند،
صدق زیر رابطه در گشتاورهایی چنین τ مرتبه یعنͬ هستند، دم ریاضͬ امید گشتاورها •

:(٢٠١۶ هم΄اران، و (والدمن ͬ کند م
τ =

∫ eτ
−∞|y − eτ |f(y)dy∫∞
−∞|y − eτ |f(y)dy

. (٢ . ٨)



٣٧ چندکͬ و گشتاوری رگرسیون معایب و مزایا
برآورد ͬ شود. م تعیین جزئ١۶ͬ گشتاور ی توسط eτ که ͬ دهد م نشان رابطه ای چنین

است: محاسبه قابل زیر به صورت مشاهدات از نمونه ی اساس بر (٢ . ٨) رابطه در τ

τ =

∑
i:yi<eτ

|yi − eτ |∑n
i=١|yi − eτ |

.

این به .(١٩٩۶ تانگ، و (یو است وزنͬ ثقل مرکز ی eτ گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین •
است بیشتر ͬ شود،  م داده مرکز به که وزن هایی باشد، نزدی مرکز به τ چه هر که معنا

ͬ شود. م بیشتر دم ها وزن باشد،  نزدی دم ها به τ چه هر و
مجموعه ای بل΄ه ͬ کنند،  نم استفاده خاص مرتبه ی با گشتاور ی از محققین معمولا •
گشتاورها از مجموعه ای زیرا ͬ گیرند، م نظر در مختلف مرتبه های با را گشتاورها از
اختیار در کاملͬ اطلاعات تبیینͬ متغیرهای شرط به ͺپاس شرطͬ توزیع ش΄ل درباره
متغیرهای شرط به y شرطͬ توزیع آیا داد تشخیص ͬ توان م به ویژه، ͬ دهد. م قرار محقق
گشتاورها به وسیله چندک ها این، علاوه بر خیر. یا است کشیده یا چوله ناهم·ن، تبیینͬ
برآورد با باشد، چندک ها برآورد به علاقه مند کسͬ اگر بنابراین هستند. محاسبه قابل
(٢٠١۵) هم΄اران و والتراپ و (١٩٩١) افرون دهد. انجام را کار این ͬ تواند م گشتاورها

کرده اند. بیان را موضوع این بیشتر جزئیات با

چندکͬ و گشتاوری رگرسیون معایب و مزایا ۴ . ٢
بیان را آن ها معایب و مزایا و کرده مقایسه را چندکͬ و گشتاوری رگرسیون قسمت، این در

ͬ کنیم: م
تابع است. آن هدف تابع در چندکͬ رگرسیون به نسبت گشتاوری رگرسیون اصلͬ مزیت •
ام΄ان ویژگͬ همین است. مشتق پذیر رگرسیونͬ ضرایب به نسبت گشتاوری مدل هدف
و پارامترها برآورد برای را تکراری وزنͬ دوم توان های کمترین روش از راحت استفاده
اهمیت زمانͬ موضوع این ͬ کند. م فراهم گشتاوری رگرسیون مدل برازش نتیجه در
سروکار خطͬ مدل به نسبت پیچیده تری رگرسیونͬ مدل های با که ͬ کند م پیدا بیشتری
و زمانͬ وابستگͬ ساختارهای با مدل های یا تصادفͬ، اثرات با مدل برازش مثلا داریم.
برنامه ریزی مش΄ل که ͬ شود م سبب مزیت این است. پیچیده محاسباتͬ نظر از فضایی

شود. برطرف چندکͬ رگرسیون خطͬ
مرتبه با گشتاور ͬ گیرند: م نظر در خاص حالت ی به عنوان را ریاضͬ امید گشتاورها •
٠٫۵ مرتبه با گشتاوری رگرسیون تفسیر بنابراین است. توزیع میانگین با برابر τ = ٠٫۵
و است برعکس مساله مرتبه ها سایر برای البته است. میانگین رگرسیون تفسیر همان

١۶Partial Moment



گشتاوری و چندکͬ رگرسیون ٣٨
از مستقیمͬ تفسیر ͽواق در است. گشتاوری از راحت تر چندکͬ مدل های تفسیرپذیری
قابل کرد، مطرح ͬ توان م چندکͬ رگرسیون برای که آن چه مشابه گشتاوری رگرسیون
زیر داده ها درصد ١٠٠τ که گفت ͬ توان م τ مرتبه چندکͬ رگرسیون برای نیست. ارایه
رگرسیون برای ولͬ است درک قابل سادگͬ به و خط بالای بقیه و هستند رگرسیون خط
و والتراپ توسط غیرمستقیم تفسیری ندارد. وجود مستقیم تفسیر این گشتاوری

است. شده ارایه (٢٠١۴) هم΄اران
از کاراتر داده ها، تحلیل در گشتاورها از استفاده که دادند نشان (١٩٨٧) پاول و نیوی •
مشاهدات فاصله بر گشتاوری رگرسیون که است آن کارایی این دلیل است. چندک ها
مقدار ی از داده ها چندکͬ رگرسیون در ͬ که حال در است، متکͬ رگرسیونͬ پیش·وی از
که دارد هم را هزینه این مزیت این البته ͬ شوند. م گرفته نظر در بیشتر یا کمتر آستانه

ͬ یابد. م افزایش پرت نقاط به نسبت آن حساسیت
داریم انتظار بنابراین ب·ذرد. رگرسیونͬ) ضریب p) نقطه p از باید چندکͬ رگرسیون خط •
را محدودیت این گشتاوری رگرسیون ولͬ نباشد. هموار داده ها به برازش شده منحنͬ

.(٢٠١٢ نیب، و (سبوتکا است هموارتر برازش شده منحنͬ و ندارد
در .(٢٠١۴ هم΄اران، و (والتراپ کرد برآورد را چندک ها گشتاورها، برآورد با ͬ توان م •
صورت این در که هستند، ١٧ͽمتقاط مختلف چندک های که هستند موقعیت هایی عمل
(٢٠١۴) هم΄اران و والتراپ کرد. نخواهد ارایه داده ها از درستͬ تفسیر چندکͬ رگرسیون
خواهد رخ کمتر مش΄ل این کنیم بازیابی را چندک ها گشتاورها، طریق از اگر دادند نشان

داد.
دلیل به شود،  استفاده گشتاوری رگرسیون از که ͬ شود م توصیه بیان شده، ͬ های ویژگ به توجه با

دارند. چندک ها از بهتری ͬ های ویژگ بعضا و ͬ دهند م نتیجه را چندک ها گشتاورها،  این که

واقعͬ مثال مدل  ها: عمل΄رد مقایسه ۵ . ٢
غذایی سبد هزینه به مربوط داده مجموعه ی از پیشنهادی، مدل دو عمل΄رد نمایش برای
به مدل دو هر برای خطͬ پیش·وی کردیم. استفاده خانوار ٢٣۵ شامل آن ها درآمد و خانوار

صورت
ηi = β٠ + β١Incomei, i = ١, . . . ,٢٣۵

رگرسیون دو ،R محیط در expectreg و quantreg بسته دو از استفاده با شد. گرفته نظر در
نیز را میانگین رگرسیون مقایسه برای دادیم. برازش داده ها به را گشتاوری و چندکͬ خطͬ
رگرسیون خط که است معلوم به وضوح ͬ کنید. م مشاهده ۵ . ٢ ش΄ل در را نتیجه و دادیم برازش

١٧Crisscross



٣٩ واقعͬ مثال مدل  ها: عمل΄رد مقایسه

چندکͬ و راست) (سمت گشتاوری رگرسیون مدل های با برازش شده رگرسیون خط های :۵ . ٢ ش΄ل
میانگین رگرسیون همراه به ٠٫۵ مرتبه چپ) (سمت

ͬ که حال در است، شده متمایل داده ها پراکنش پایین قسمت در پرت داده دو سمت به میانگین
مرتبه گشتاوری رگرسیون خط طرفͬ از نیست. حساس آن ها حضور به نسبت میانه رگرسیون
ͺپاس توزیع ͬ های ویژگ سایر مطالعه هدف با است. شده ی΄ͬ میانگین رگرسیون خط با ٠٫۵

مختلف مرتبه های با رگرسیونͬ خط های است، خانوار غذایی سبد هزینه که
τ ∈ {٠٫٠۵, ٠٫١, ٠٫٢۵, ٠٫٧۵, ٠٫٩, ٠٫٩۵}

دو هر عمل΄رد ͬ شود. م مشاهده ۶ . ٢ ش΄ل در نتیجه دادیم. برازش مدل دو هر برای نیز را
ͺپاس شرطͬ توزیع از بیشتری پراکندگͬ چندکͬ مدل که تفاوت این با است ی΄سان تقریبا مدل

است. گرفته نظر در را



گشتاوری و چندکͬ رگرسیون ۴٠

چندکͬ و راست) (سمت گشتاوری رگرسیون مدل های با برازش شده رگرسیون خط های :۶ . ٢ ش΄ل
τ مختلف مرتبه های با چپ) (سمت



٣ فصل
فضایی گشتاوری رگرسیون بیزی مدل

اثرات بر تمرکز با را شد بیان دوم فصل در که گشتاوری رگرسیون مدل بیزی حالت فصل این در
(جریمه منظم سازی١ بحث به مناسب پیشین های اعمال طریق از ͬ کنیم. م معرفͬ فضایی
بیان را مدل پسین توزیع تقریب یا استنباط پایان، در ͬ پردازیم. م مدل پیچیدگͬ کردن٢)

ͬ کنیم. م
آن مختلف روش های و کرده صحبت تنظیم سازی درباره ابتدا بیزی، مدل معرفͬ از قبل

ͬ کنیم. م معرفͬ را

تنظیم سازی ٣ . ١
رگرسیونͬ ضرایب برآورد روش های متداول ترین از ی΄ͬ ،(OLS) دوم٣ توان های کمترین روش
آن ساده نسبتا محاسبات روش، این ͬ های ویژگ مهم ترین از است. رگرسیونͬ مدل های در
ͬ کند م ثابت که دارد وجود راستا این در نیز گاوس‐مارکوف۴ معروف قضیه آن بر علاوه  است.
وضعیت های اما است. OLS برآوردگر رگرسیونͬ، پارامترهای نااریب خطͬ برآوردگر بهترین
ͬ که هنگام ͬ کند. نم رفتار خوبی به برآوردگر این آن ها، از برخͬ در که دارند وجود متفاوتͬ

١Regularisation
٢Penalized
٣Least Squares
۴Gauss-Markov Theorem



فضایی گشتاوری رگرسیون بیزی مدل ۴٢
ب·ذارند. زیادی تاثیر OLS برآوردگر بر ͬ توانند م پرت داده های دارند، سنگین دم توزیع خطاها
شدت به X رگرسیونͬ طرح ماتریس ستون های وقتͬ یا است زیاد پارامترها تعداد ͬ که وقت
OLS برآوردگر واریانس دارد، وجود هم خط۵ͬ داده ها در دی·ر، به عبارت یا هستند همبسته
خیلͬ دوم توان های کمترین برآوردهای قدرمطلق که معناست بدان این ͬ یابد. م افزایش
متفاوت نمونه های ارائه با یعنͬ ͬ کند. م تولید ناپایداری۶ برآوردهای نتیجه در و ͬ شود م بزرگ

هستند. زیاد واریانس ولͬ کم اریبی دارای اغلب برآوردها، این اندازه
توضیح، برای است. جریمه تکنی از استفاده مسائل این با مواجهه برای روش ها از ی΄ͬ

خطͬ رگرسیون مدل
y = Xβ + ϵ

p بردار β = (β١, · · · , βp)′ ،ͺپاس بعدی n بردار y = (y١, · · · , yn)′ آن در که ب·یرید، نظر در را
ϵ = (ϵ١, · · · , ϵn)′ و تبیینͬ متغیرهای شامل طرح n × p Xماتریس رگرسیونͬ، ضرایب بعدی
کمینه جای به جریمه ای٧ دوم توان های کمترین روش در است. خطا جمله های بعدی n بردار

رابطه در که خطا دوم توان های مجموع تابع کردن
SSE(β) = y′y − ٢y′Xβ + β′X ′Xβ

ͬ شود: م کمینه زیر جریمه شده  SSE تابع است، شده تعریف
SSE(β) + Pλ(β) (٣ . ١)

ͬ کند. م جریمه را نامعلوم پارامترهای بزرگتر مقادیر که است جریمه تابع ی Pλ(β) آن در که
موازنه که ͬ شود م ظاهر (λ) تنظیم کننده٨ پارامتر ی حداقل با هموار جریمه شده روش های

ͬ کند. م کنترل را جریمه تابع و SSE تابع بین
ͺپاس متغیر با آن ها از برخͬ اما دارند وجود مهم تبیینͬ متغیرهای از تعدادی کنید فرض
هستند آماری تحلیل گران دلخواه همواره کمتر متغیرهای تعداد با مدل هایی هستند. نامرتبط
قابلیت و ͬ کنند م بیان ساده صورت به را علمͬ متغیرهای بین روابط مدل ها این گونه که چرا
متغیر انتخاب روش های زیاد، زمان صرف و محاسباتͬ هزینه های دارند. بیشتری تفسیرپذیری
رو به رو بالا بعد با داده ها از استفاده زمینه در جدی بسیار چالش های با را کلاسی و سنتͬ
آسان، آن از استفاده که ͬ کند م انتخاب را مدلͬ آماری، مدل انتخاب خوب روش ی کرده اند.
کامل، مدل SSE تابع کردن کمینه آن جایی که از باشد. دی·ران برای توضیح قابل و فهم قابل
متغیرها از زیرمجموعه ی است شده پیشنهاد ͬ کند، م تولید را بزرگ واریانس با برآوردگری
مش΄ل شود. انتخاب مدل، انتخاب معیارهای از برخͬ یا مدل در آن ها ͬ داری معن اساس بر

۵Colinearity
۶Unstable Estimates
٧Least Quadratic Penalty
٨Tuning Parameter



۴٣ تنظیم سازی
همه که هستند استفاده قابل زمانͬ معیارها که است این دارد وجود رهیافت این در که اساسͬ
با نمایی صورت به مم΄ن مجموعه های زیر همه تعداد اما باشند. شده شناخته مم΄ن مدل های
محاسبات ۵٠ یا ۴٠ از بزرگ تر pهای برای عملا امروزی، رایانه های با و ͬ شود م زیاد ،p افزایش
به گام و پس رو١٠ پیش رو٩، انتخاب مانند اصلاح شده ای روش های دلیل بدین نیست. مم΄ن
که مش΄لاتͬ از ی΄ͬ شده اند. پیشنهاد پس رو، و پیش رو انتخاب های از ترکیبی به عنوان گام١١،
در کوچ΄ͬ تغییر با که معنͬ این به است. روش ها این بودن گسسته کرد، اشاره آن به ͬ توان م
زیرمجموعه١٢ انتخاب رهیافت نتیجه در ͬ آیند. م به دست متفاوتͬ کاملا برآوردهای داده ها،

است. همراه زیادی تغییر پذیری با و بوده ناپایدار اغلب
آماری، مدل سازی های در متغیرها تعداد کاهش و متغیر انتخاب در کردن جریمه ایده
گروه کرد: تقسیم کلͬ گروه دو به ͬ توان م را کردن جریمه روش باشد. مفید بسیار ͬ تواند م
انتخاب معیارهای معرفͬ به منجر که هستند مدل اندازه کردن جریمه بر مبتنͬ روش های اول،
ی΄ͬ آمده اند. پدید اطلاع نظریه اساس بر مدل انتخاب معیارهای از زیادی تعداد شده اند. مدل
معرفͬ (١٩٧٣) آکایی توسط که است (AIC) ١٣آکایی اطلاع معیار آن ها، پرکاربردترین از

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و شد
AIC = −٢ℓ+ ٢p

مدل در موجود پارامترهای تعداد p و ماکسیمم شده درستنمایی تابع ل·اریتم ℓ آن، در که
این معرفͬ از بعد دارد. برتری مدل ها سایر از کمتر، AIC با زیرمجموعه مدل هر است.
شوارتز، (BIC؛ بیزی١۴ اطلاع معیار آن ها معروف ترین که آمده اند پدید دی·ری معیارهای معیار،

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و است (١٩٧٨
BIC = −٢ℓ+ p ln(n)

است. نمونه حجم ،n آن در که
به که هستند تبیینͬ متغیرهای تک تک کردن جریمه بر مبتنͬ روش های دوم، گروه
متغیرها تعداد که زمانͬ به ویژه و هستند معروف جریمه شده دوم توان های کمترین روش های
هستند. توجه مورد پزش΄ͬ)، و بیولوژی΄ͬ مطالعات (مثل است بیشتر خیلͬ مشاهدات تعداد از
قابل کارآمدتری محاسباتͬ روش های با و پیوسته پایدارتر، متغیر انتخاب در روش ها این
مناسب جریمه تابع ی که کردند ارائه را ویژگͬ سه (٢٠٠١) لͬ و فن هستند. دستیابی

باشد: داشته را آن ها باید
٩Forward

١٠Backward
١١Stepwise
١٢Subset selection
١٣Akaike Information Criterion
١۴Bayesian Information Criterion



فضایی گشتاوری رگرسیون بیزی مدل ۴۴
پارامتر بزرگ مقادیر به برآوردشده پارامتر باید برآوردگر، اریبی از جلوگیری به منظور نااریبی:

باشد. نزدی نامعلوم
برآوردشده پارامترهای خودکار به صورت که باشد داشته آستانه حد ی باید برآوردگر تنک١۵ͬ:

شود. کاسته مدل پیچیدگͬ از وسیله بدین تا ب·یرد، نظر در صفر را کوچ
باشد. پایدار مدل پیش گویی های تا باشد پیوسته باید آمده به دست برآوردگر پیوستگͬ:

به طوری که شوند استاندارد تبیینͬ متغیرهای ابتدا است بهتر جریمه، تکنی بردن به کار برای
که به گونه ای ͬ شود، م مرکزی نیز ͺپاس متغیر باشد. ی آن ها، واریانس و صفر آن ها میانگین

دی·ر به عبارت شود. صفر برابر آن میانگین
Ȳ = ٠ X̄j = ٠ X ′

jXj = n ∀j.

بازیابی زیر به صورت ͬ توان م مدل، برازش از بعد را مقیاس در تغییرات است توضیح به لازم
کرد:

Xijβj =
Xij

a
aβj = X̃ij β̃j X̃ij =

Xij

a
β̃j = aβj .

βj تا کرد تقسیم a بر را β̃j ͺپاس ͬ توان م سادگͬ به شود، تقسیم a بر Xj اگر دی·ر به عبارت
آورد. به دست را اولیه

ریج برآورد
از ی΄ͬ شده اند. ارائه خطͬ مدل های در هم خطͬ مش΄ل بر غلبه برای متعددی روش های
کنارد و هورل توسط که است ریج١۶ رگرسیون هم خطͬ، مش΄ل حل برای روش ها موثرترین

است: زیر به صورت ریج برآورد شد. معرفͬ (١٩٧٠)

β̂ridge = argmin
β

(y −Xβ)′(y −Xβ) + λ

n∑
j=١

βj
٢
 = (X ′X + λIp)

−١X ′y

ͬ شود م تبدیل OLS برآورد به ریج برآورد باشد، λ = ٠ اگر است. تنظیم کننده پارامتر λ آن در که
متفاوت مجموعه ی ،λ هر برای هم چنین ͬ کند. م میل صفر به ریج برآورد شود، بزرگ λ اگر و
که است ١١+λ

β̂ به صورت ریج برآوردگر X ′X = Ip ͬ که حالت در ͬ آید. م به دست ضرایب برآورد از
را برآوردها ریج، جریمه به کارگیری ͬ دهد. م نشان را انقباض یعنͬ ریج رگرسیون اساسͬ ویژگͬ
کاهش را برآوردها واریانس اما ͬ شود م اریبی آمدن به وجود باعث که ͬ کند م منقبض صفر به

ͬ سازد. م فراهم را تنکͬ شرط جریمه تابع این دی·ر طرف از ͬ دهد. م
نباشد، کامل رتبه X ′X ماتریس اگر زیرا ندارند وجود همیشه OLS برآوردگرهای طرفͬ، از
وجود همیشه ریج برآوردگر اما ندارد. وجود OLS برای ی΄تا ͺپاس و نیست معکوس پذیر X ′X

١۵Sparse
١۶Ridge



۴۵ تنظیم سازی
همین طور است. معکوس پذیر همیشه X ′X + λIp ماتریس ،X ماتریس هر برای زیرا دارد.
این که است OLS برآوردگر MSE از کمتر ریج برآوردگر MSE که دارد وجود λای ،β هر برای
باشد درست کاملا برازش شده مدل اگر حتͬ که ͬ کند م بیان زیرا است، ارزشمند بسیار نتیجه
کردن منقبض با را بهتری برآوردگر ͬ توان م همیشه کند، پیروی مشخص شده دقیق توزیع از و
کمتر تغییرپذیری با برآوردهایی تا ͬ کند م کم ریج روش چه اگر آورد. به دست صفر سمت به

هست: نیز زیر نقص های دارای اما آیند، به دست
ͬ کند. م منقبض صفر سمت به نیز را بزرگتر واقعͬ مقادیر با ضرایب •

مدل بی اهمیت تبیینͬ متغیرهای که معنͬ این به دارد، وجود مدل تفسیرپذیری مش΄ل •
دارند. حضور مدل در هنوز ولͬ شوند منقبض صفر به است مم΄ن

لاسو برآورد
در شود. استفاده (٣ . ١) رابطه در λ

∑p
j=١ |βj | جریمه تابع از کرد پیشنهاد (١٩٩۶) تیبشیرانͬ

ͬ آید: م به دست زیر به صورت β برآوردگر نتیجه،

β̂lasso = argmin
β

(y −Xβ)′(y −Xβ) + λ

p∑
j=٠

|βj |

 .

عنوان به دوم توان جای به قدرمطلق تابع از استفاده ریج، برآوردگر با لاسو برآوردگر تفاوت تنها
دارد. نتیجه شده برآورد بر چشم گیری تاثیر اما است، جزئͬ بسیار تغییر این اگرچه است. جریمه
منقبض صفر سمت به را آن ها ضرایب، قدرمطلق مقادیر کردن جریمه ریج، برآوردگر مشابه
ͬ دهد. م قرار صفر برابر دقیقا را ضرایب از برخͬ ریج، برآوردگر برخلاف وجود، این با اما ͬ کند م
بسته ای صورت لاسو ریج، روش برخلاف ͬ دهد. م انجام نیز متغیر انتخاب جریمه، تابع این لذا
لحاظ به لاسو روش ͬ شوند. م برآورد عددی به صورت ضرایب بردار λ مقدار هر برای و ندارد
به نسبت و است داده نشان خود از قبولͬ قابل عمل΄رد برآوردگرها پیش گویی دقت و پایداری
جواب های تولید به منجر هم چنین، و دارد بالایی پیش گویی دقت ͽمواق اکثر ریج رگرسیون
رگرسیون (٢٠٠۴) افرون که دارد پیچیده ای بسیار محاسبات روش این اما ͬ شود. م تنک
بزرگ ضرایب لاسو، روش در کرد. مطرح لاسو برآوردگر محاسبه برای را زاویه١٧ کمترین
را مدل در حضور فرصت کوچ تر ضرایب و ͬ شوند م منقبض صفر سمت به و جریمه نیز
نااریبی ویژگͬ دارای لاسو، برآوردگر نتیجه در و ͬ شود م برآوردی بیش باعث که ͬ کنند م پیدا
تعداد اگر کردند. معرفͬ را اس΄د١٨ جریمه  تابع (٢٠٠١) لͬ و فن راستا، این در نیست.
در را متغیر n حداکثر حضور اجازه  لاسو، برآوردگر باشد، نمونه حجم از بیش متغیرها واقعͬ
دی·ر مش΄ل است. شده ͽرف (٢٠٠۵) هستͬ و ژو به وسیله مش΄ل این که ͬ دهد م نهایی مدل

١٧Least Angle Regression
١٨Smoothly Clipped Absolute Deviation Skad



فضایی گشتاوری رگرسیون بیزی مدل ۴۶
صورت و برآوردگر این سازگاری برای لازم شرط (٢٠٠۶) ژو است. آن ناسازگاری لاسو، برآوردگر

کرد. معرفͬ را آن از اصلاح شده ای

جریمه شده رگرسیون در تنظیم کننده پارامتر انتخاب
این هستند. وابسته λ تنظیم کننده پارامتر به شدیدا جریمه شده، روش های که است بدیهͬ
داده ها باشد، کوچ بسیار λ وقتͬ ͬ کنند. م کنترل را جریمه و برازش بین موازنه پارامتر،
خیلͬ λ وقتͬ دارد. بزرگͬ واریانس که ͬ شود م تولید مدلͬ نتیجه در و ͬ شوند م بیش برازش
دارند. بزرگͬ اریبی که ͬ شود م مدل هایی به منجر و ͬ شوند م کم برازش داده ها باشد، بزرگ
اریبی بین موازنه تا ͬ دهد م اجازه آن تغییر که است تنظیم کننده پارامتر ی λ پارامتر بنابراین
هر از استفاده در قدم اولین پارامتر، این انتخاب که است بدیهͬ برسد. تعادل به واریانس و

است. جریمه ای تابع
از و ثابت مقدار ی پارامترها بعد جریمه های آن ها در که اطلاع، معیارهای برخلاف
مشاهدات اساس بر جریمه شده رگرسیون در تنظیم کننده پارامتر مقدار است، تعیین شده پیش
بیشترین که روشͬ اما دارند. وجود پارامترها این یافتن برای مختلفͬ روش های ͬ آید. م به دست
تا (λ به ازای (برآوردگر β̂λ اساس بر پیش گویی ها که است این مبنای بر دارد، را استفاده مورد
برازش برای هم داده ها مجموعه از اگر کند. بازیابی را ͺپاس واقعͬ مقدار ͬ تواند م اندازه چه
شد. خواهد بیش برازشͬ به منجر آن گاه شود، استفاده پیش گویی دقت برآورد برای هم و مدل
ی شود، تقسیم قسمت دو به داده ها مجموعه که ͬ شود م مطرح صورت این به ایده ی
اندازه چه تا برازش شده مدل که این ارزیابی برای دی·ری و مدل برازش برای آن از قسمت
تعداد که است زمانͬ اساسͬ مساله کند. پیش گویی دوم قسمت در را مشاهدات ͬ تواند م
از بخشͬ از و کرد تقسیم قسمت دو به را آن ها به راحتͬ بتوان که نباشد بزرگ آنقدر مشاهدات

کرد. استفاده λ برآورد برای تنهایی به آن ها
تقسیم قسمت K به را داده ها که است متقابل١٩ اعتبارسنجͬ دی·ر، پیشنهادی روش
که قسمتͬ روی مخاطره سپس و ͬ شود م داده برازش زیرمجموعه K − ١ به مدل ͬ کند؛ م
نهایت در و ͬ شود م تکرار قسمت هر برای رویه این ͬ شود. م محاسبه است، شده گذاشته کنار
١٠ یا ۵ برابر K ͬ شود م فرض معمولا ͬ شود. م محاسبه نتایج این همه روی مخاطره ها میانگین
روش ی ͬ شود. م گذاشته کنار مشاهدات از ی΄ͬ تنها که است معنͬ بدین ،K = n اگر است.
که داده هاست از مجموعه ای روی بر آن آزمودن مدل، ی پیش گویی قدرت اندازه گیری برای
به داده کاوی و ماشین یادگیری متخصصان باشند. نگرفته قرار استفاده مورد مدل برازش در
شده استفاده مدل برازش برای که داده ای مجموعه به و آزمون مجموعه مجموعه ای، چنین

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت معیار این حالت، این در ͬ گویند. م آموزشͬ مجموعه است،
CV =

١
n

∑
(yi − ŷ−i

λ )٢

١٩Cross Validation
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در مشاهده iامین که است مدلͬ توسط iام مشاهده پیش گویی مقدار بیان گر ŷ−i

λ آن، در که
این که بود خواهد λای با متناظر نظر مورد λ این صورت، در است. نداشته نقش آن برازش

کند. کمینه را معیار
متقابل اعتبارسنجͬ معیار (١٩٧٩) واهبا و کروان است. وقت گیر بسیار CV(λ) محاسبه 

کردند: معرفͬ زیر به صورت CV(λ) برای جای·زینͬ به عنوان را (GCV) تعمیم یافته٢٠
GCV(λ) =

(y − ŷλ)
′(y − ŷλ)

n
(١ − tr(A(λ))

n

)٢

ماتریس اثر tr(A) و است A(λ) تصویر٢١ ماتریس تحت برازش شده مقادیر بردار ŷλ آن، در که
است. A

بیزی تنظیم سازی ٣ . ١ . ١
بدیهͬ پس ͬ شود، م انجام پسین توزیع بر مبتنͬ استنباط ها همه بیزی دیدگاه در که آن جا از
تبیینͬ متغیرهای کردن خارج نتیجه در (و مدل حد از بیش پیچیدگͬ کردن جریمه که است
بیزی، دیدگاه در هدف، این به رسیدن برای شود. ظاهر پسین توزیع در باید ناچیز) اثرات با
بیزی٢٢ تنظیم سازی به که رگرسیونͬ، مدل ی در تبیینͬ متغیرهای ضرایب بردار کردن جریمه
وارد مدل، پسین توزیع بر آن تاثیر و ضرایب بردار روی پیشین توزیع تعریف با است، معروف

ͬ شود. م
پیشین توزیع از رگرسیونͬ ضرایب بردار برای خطͬ رگرسیونͬ مدل در اگر نمونه، به عنوان
هدف تابع کردن ͬ نیمم م با معادل حاصل پسین توزیع کردن ماکسیمم کنیم، استفاده نرمال
پارامترهای برای دوگانه) (نمایی لاپلاس پیشین توزیع از اگر یا شد. خواهد ریج رگرسیون
ͬ نیمم م با معادل حاصل، پسین توزیع چ·الͬ تابع کردن ماکسیمم کنیم، استفاده رگرسیونͬ
نیز تنظیم ساز پارامترهای که است ذکر به لازم شد. خواهد لاسو رگرسیون هدف تابع کردن
از ͬ توان م آن ها مناسب انتخاب برای که ͬ شوند م ظاهر پیشین توزیع ابرپارامترهای نقش در

کرد. استفاده کلاسی دیدگاه مشابه روش های
ضرایب پیشین نوع انتخاب به بیزی، کردن جریمه یا تنظیم سازی روش انتخاب بنابراین
و خطͬ اثرات نوع دو هر برای را تنظیم سازی فصل، این در ͬ شود. م منتهͬ رگرسیونͬ
استفاده تخته و میخ پیشین های از خطͬ اثرات تنظیم سازی برای ͬ گیریم. م نظر در غیرخطͬ
بیزی متغیر انتخاب برای (١٩٨٨) بیوچامپ و میچل توسط ابتدا تخته و میخ پیشین ͬ کنیم. م
رگرسیونͬ ضریب هر تخته، و میخ پیشین های شد. معرفͬ نرمال خطͬ رگرسیونͬ مدل های با
یا نرمال مانند پیوسته،  توزیع ی و (میخ) βi = ٠ در نقطه ای جرم ی از مخلوط٢٣ͬ با را βi

٢٠Generalized Cross Validation
٢١Projection Matrix
٢٢Bayesian Regularisation
٢٣Mixture



فضایی گشتاوری رگرسیون بیزی مدل ۴٨
توزیع شد،  معرفͬ بیوچامپ و میچل توسط که اصلͬ کار در ͬ کند. م مدل (تخته)، ی΄نواخت

است. ی΄نواخت توزیع و صفر نقطه بر متمرکز دیراک اندازه از ترکیبی تخته و میخ

بیزی گشتاوری رگرسیون مدل معرفͬ ٣ . ٢
برای ناپارامتری نسخه ی از ،τ مرتبه گشتاور برای (٢ . ٢) گشتاوری رگرسیون مدل به توجه با

ͬ کنیم: م استفاده زیر به صورت η پیش گوی
ηi = γ٠ +

p∑
j=١

fj(zi)

برای را غیرخطͬ و خطͬ اثرات از متفاوتͬ انواع fj(zj) توابع و پیش گو کلͬ سط γ٠ آن در که
مدل بندی در لازم انعطاف جمع٢۴ͬ پیش گوی تعریف این ͬ دهند. م نشان zi تبیینͬ متغیرهای

ͬ کند. م ایجاد فضایی و زمانͬ غیرخطͬ، اثرات انواع کردن وارد برای را رگرسیونͬ
ͬ کنیم. م استفاده اسپلاین ها از توابع این در تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ اثر کردن وارد برای

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را fj توابع از کدام هر و هستند،  پایه ساز توابع اسپلاین ها
fj(z) =

K∑
k=١

βjkBk(z),

هستند. اسپلاین٢۵ ضرایب βjk و اسپلاین پایه توابع Bk(z) آن در که
ͬ توان م که است نرمال گرفته ایم،  نظر در بیزی مدل در اسپلاین ضرایب برای که پیشینͬ

کرد: تعریف زیر به صورت را آن
π(βj|θj) ∝ exp

(
− ١

٢βj
′Kj(θj)βj

)
ساختاری وابستگͬ پذیره های مختلف انواع نشان دهنده که است دقت ماتریس Kj(θj) آن در که
است. تبیینͬ متغیرهای از مجموعه ای برای تنظیم سازی و همواری مانند fj تابع مورد در
آزادی درجه یا انقباض کنترل برای آن ها از کدام هر که است ابرپارامترهایی شامل θj بردار

ͬ شود. م استفاده هموارسازی
پیشین های برای K دقت ماتریس تعیین و پارامتری ضرایب پیشین های معرفͬ از قبل

ͬ کنیم. م مطرح را مدل این اثرات بیزی تنظیم سازی بحث ابتدا اسپلاین، ضرایب

بیزی گشتاوری رگرسیون مدل در تنظیم سازی ٣ . ٣
اثرات برای که ͬ آید م به دست پیشین ها اعمال با بیزی گشتاوری رگرسیون مدل در تنظیم سازی

است. متفاوت غیرخطͬ و خطͬ
٢۴��Additive Pridector
٢۵Coefficients Spline



۴٩ بیزی گشتاوری رگرسیون مدل در تنظیم سازی

خطͬ اثرات ٣ . ٣ . ١
توزیع واریانس بر تخته و میخ روش اعمال خطͬ، اثرات تنظیم سازی برای مهم روی΄رد ی
برای دی·ری مختلف روش های البته .(٢٠١٠ هم΄اران، و (فرمیر است رگرسیونͬ ضرایب پیشین
میخ ابرپیشین از ما بخش این در ولͬ است؛ سرراست آن ها از استفاده که دارند وجود هدف این
ͬ کنیم. م استفاده ضرایب پیشین توزیع به عنوان نرمال توزیع واریانس ابرپارامتر برای تخته ١و
δ٢
j

قطری مولفه های با قطری ماتریسͬ ی Kj(θj) ͬ کنیم م فرض خطͬ، اثرات تنظیم برای
ͬ گیریم. م نظر در δ٢ها

j برای را تخته و میخ توزیع ی که به طوری است،
تخته شامل آن از قسمتͬ که است آمیخته توزیع ی دارای δ٢

j ابرپارامتر) ͽواق (در پارامتر
به طور ͬ دهد. م میل صفر سمت به را رگرسیونͬ پارامتر که است میخ شامل دی·ر قسمت و

به صورت را نظر مورد توزیع (IG) معکوس گامای توزیع انتخاب با دقیق،

δ٢
j |Ij ∼ (١ − Ij)IG(aδ٢

j
, ν٠bδ٢

j
) + IjIG(aδ٢

j
, bδ٢

j
)

صفر سمت به رگرسیونͬ ضریب کردن منقبض ،ν٠ اضافͬ پارامتر افزودن با ͬ کنیم. م تعریف
انتخاب کوچ کافͬ اندازه به پارامتر این اگر ،ͽواق در ͬ دهد. م رخ معکوس گامای توزیع در
رگرسیونͬ ضریب نتیجه در و ͬ شود م میخ ش΄ل با متناظر معکوس گامای توزیع ش΄ل شود،
توزیع پارامترهای و ٠٫٠٠٠٠١ برابر را ν٠ مقدار پایان نامه، این در ͬ کند. م میل صفر سمت به
توزیعͬ آمیختگͬ مؤلفه ͬ گیریم. م نظر در bδ٢

j
= ٠٫٠٠٠۵ و aδ٢

j
= ٠٫٠٠٠١ را معکوس گامای

توزیع دارای ͬ کنیم م فرض که ͬ شود م کنترل Ij پارامتر با ͬ شود، م نمونه گیری آن از δ٢
j که

است. ω ∼ Beta(aω, bω) ابرپیشین با Ij ∼ Bin(1, ω) برنولͬ پیشین
جانشین ی کرد. ω برای بتا توزیع جای·زین را ͬ بخش ناآگاه پیشین توزیع ی ͬ توان م
کند ایجاد مدل در را پارامترها از زیادی یا کم تعداد که است پیشینͬ توزیع تعریف دی·ر
با واقعͬ و شبیه سازی مثال های دو هر برای پایان نامه این در .(٢٠١۶ هم΄اران، و (والدمن
شده استفاده ω برای استاندارد ی΄نواخت ͬ بخش نا آگاه پیشین توزیع از ،aω = bω = ١ انتخاب
است Bin(1, ω∗) مزدوج Ij |· کامل شرطͬ چ·الͬ پیشین،  توزیع های این دوی هر برای است.

آن در که

ω∗ =
ωIG(δ٢

j , aω, bω)

ωIG(δ٢
j , aω, bω) + (١ − ω)IG(δ٢

j , aω, ν٠bω)

ω|· ∼ Beta

aω +
k∑

j=١
Ij , bω + k −

k∑
j=١

Ij

 .



فضایی گشتاوری رگرسیون بیزی مدل ۵٠

غیرخطͬ اثرات ٣ . ٣ . ٢
مارکس، و (ایلرز جریمه ای٢۶ اسپلاین های با را پیوسته تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ اثرات
(٢٠٠۶ لانگ، و (برزگر جریمه ای اسپلاین های بیزی فرمول بندی ͬ کنیم. م مدل بندی (١٩٩۶

است. دقت ماتریس و B‐اسپلاین پایه توابع شامل که دارد Bj طرح ماتریس به نیاز
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت Kj(θj) دقت ماتریس غیرخطͬ اثرات برای

Kj(θj) =
١
δ٢
j

D′
kDk

هموارساز پارامتر δ٢
j ١٣٩۴)و اریه، (پایان نامه kام مرتبه اسپلاین٢٧ تفاضلͬ ماتریس Dk آن در که

که به طوری ͬ کنیم، م استفاده پیشین به عنوان معکوس گامای توزیع از δ٢
j پارامتر برای است.

δ٢
j ∼ IG(aδ٢

j
, bδ٢

j
).

ͬ کنیم. م اختیار قبل مشابه را bδ٢
j

و aδ٢
j

مقادیر نیز حالت این در

فضایی اثرات ٣ . ٣ . ٣
استفاده (٢٠٠۵ هولد، و (رو GMRFها از فضایی، اثرات مدل بندی برای پایان نامه، این در
دقت ماتریس و نواحͬ برای نشان گر تابع شامل Bj طرح ماتریس مدل،  این در ͬ کنیم. م
پارامتر δ٢

j و نواحͬ همسای·ͬ یا مجاورت٢٨ ماتریس Kj آن در که است، Kj(θj) =
١
δ٢
j

Kj

است. هموارساز
توزیع از آن برای و ͬ شود م استفاده فضایی پیوسته اثرات برای تنها δ٢

j هموارساز پارامتر
توزیع های به انتخاب این ͬ کنیم. م استفاده δ٢

j ∼ IG(aδ٢
j
, bδ٢

j
) به صورت معکوس گامای پیشین

ͬ شود. م منتهͬ معکوس گامای خانواده همان از کامل شرطͬ

مدل استنباط ۴ . ٣
نمادگذاری زیر به صورت که شود، محاسبه مدل پسین توزیع باید آن استنباط و مدل برازش برای

ͬ شود: م
π({βj}, {δj}, σ٢|y, X)

معکوس گامای توزیع ی نیز σ٢ برای پیشین توزیع است. خطا جمله واریانس σ٢ آن در که
را پارامترها این مقادیر پایان نامه این در است. ،σ٢ ∼ IG(a٠, b٠) یعنͬ ،b٠ و a٠ پارامترهای با

کردیم. انتخاب b٠ = ١ و a٠ = ٠٫٠٠٠١ برابر
٢۶Penalized Splines
٢٧Spline Difference Matrix
٢٨Adjacency Matrix



۵١ مدل استنباط
برای نتیجه در ندارد. بسته ای صورت تعریف شده، پیشین های به توجه با مدل پسین
نمونه گیری روش ها این از ی΄ͬ کرد. استفاده تقریبی روش های از باید آن اساس بر استنباط

است. MCMC ال·وریتم از حالتͬ که است گیبز
ͬ کنیم: م استفاده زیر کامل شرطͬ ͬ های چ·ال از نمونه تولید برای

σ٢|· ∼ IG(a٠ + n

٢ , b٠ +
n∑

i=١
ϵ٢
i ωi)

βj |θj ∼ exp

(
− ١
σ٢ (Bjβj − η−j − y)′W (Bjβj − η−j − y)− ١

٢δ٢
j

βj
′Kj(θj)βj

)

δ٢
j ∼


خطͬ اثرات (١ − Ij)IG

(
aδ٢

j
+ ٠/۵, ν٠bδ٢

j
+ ٠/۵βj٢

)
+IjIG

(
aδ٢

j
+ ٠/۵, bδ٢

j
+ ٠/۵βj٢

)
غیرخطͬ اثرات IG

(
aδ٢

j
+ rk(Kj)/٢, bδ٢

j
+ ٠/۵γTKjγ

)
،ͺپاس مشاهدات بردار y است، مدل jام رگرسیونͬ ضریب به مربوط طرح ماتریس Bj آن در که
W = diag(ω(y١, η١), · · · , ω(yn, ηn)) و مؤلفه امین j بدون کامل پیش گوی η−j = η − Bjβj

است. وزن ها شامل قطری ماتریس
بنابراین ندارد. شناخته شده ای ش΄ل βj |θj چ·الͬ اما شده اند، شناخته δ٢

j و σ٢ ͬ های چ·ال
مرحله این در گیبز نمونه گیری کرد. استفاده گیبز نمونه گیری از مستقیم به طور ͬ توان نم
متروپلیس‐ ال·وریتم اجرای برای ͬ شود. م انجام متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم ی توسط
بخش این در ͬ شده معرف پیشنهادی توزیع داریم. نیاز پیشنهادی توزیع به گیبز درون هستینگز

ͬ شود: م تعیین زیر به صورت آن کوواریانس ماتریس و میانگین که است چندمتغیره نرمال
µj = ΣjB

′
jW (y − η−j)

Σj =

(
B′

jWBj + σ٢Kj(θj)

)−١
.

قاعده این که ͬ شود م منتهͬ زیر قاعده به ها βj به روز رسانͬ پیشنهادی توزیع این به توجه با
را آن دلیل به همین است. آمده به دست (IWLS) تکراری وزنͬ دوم توان های کمترین روش از

ͬ نامند: م IWLS پیشنهادی
β̂
[t+١]
j = (B′

jWBj + σ٢Kj(θj))
−١B′

jW (y − η−j)

ͬ شود. م استفاده مدل پارامترهای درباره  استنباط برای آمده به دست نمونه های از





۴ فصل
و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی

واقعͬ

مقدمه ١ . ۴
را پیشنهادی گشتاوری رگرسیون بیزی مدل عمل΄رد شبیه سازی مثال دو با فصل این در
مورد هم زمان، به طور رگرسیونͬ، تبینͬ متغیرهای ناپارامتری مدل بندی و متغیر انتخاب در
انجام متفاوت غیرخطͬ اثرات انتخاب با ͽجام مطالعه ی اول، مثال در داده ایم. قرار بررسͬ
روش دو با بیزی دیدگاه در تبیینͬ متغیرهای اثرات ناپارامتری برآورد عمل΄رد و است شده
پیشین های عمل΄رد بررسͬ به دوم مثال در است. شده مقایسه LAWS و بوستینگ١ برآورد

پرداخته ایم. مهم تبیینͬ متغیرهای انتخاب در تخته و میخ
کودکان سوءتغذیه شامل واقعͬ داده مجموعه دو پیشنهادی، مدل کاربست نمایش برای
فضایی داده های نوع از مجموعه دو هر که شده اند تحلیل نیز هند، و تانزانیا کشورهای در
قد،  سن، شامل تبیینͬ متغیرهای تأثیر بررسͬ هدف مثال، دو هر در هستند. مشب΄ه ای
به توجه با است. آنان سوءتغذیه بر کودکان س΄ونت م΄ان اطلاعات و کودک و مادر اطلاعات
است تبیینͬ متغیرهای شرط به ͺپاس شرطͬ توزیع دم بر ما تمرکز داده ها، این تحلیل هدف

کرده ایم. استفاده گشتاوری رگرسیون مدل ی از آن به دستیابی برای که
١Boosting



واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ۵۴
را روش این خلاصه به طور ابتدا مقایسه،  برای بوستینگ برآورد روش از استفاده  به توجه با
است. (٢٠٠٧) هوتورن و بوهلمن مقاله از برگرفته روش این به مربوط مطالب ͬ کنیم. م معرفͬ

بوستینگ برآورد روش ٢ . ۴
ابتدا روش این است. آماری مدل ی پارامترهای برآورد برای قدرتمند رهیافت ی بوستینگ
گرفته به کار شد، معرفͬ (١٩٩۶) شایپر و فروند توسط که آدابوست٢ رده بندی ال·وریتم در
و (بوهمن یافت تعمیم ماشین یادگیری مانند مهم مسائل از برخͬ به آن از بعد اما شد.
تولید به که است شده پیشنهاد گروهͬ روش به عنوان ابتدا در بوستینگ روش .(٢٠٠٧ هوتورن،
جمعͬ مدل سازی به عنوان بوستینگ آماری اصطلاح در است. متکͬ چندگانه٣ پیش گوهای
متغیرهای دارای که مدل برازش به ”جمعͬ” کلمه کنید دقت ͬ شود. م معرفͬ مرحله ای۴
اشاره ساده برآوردگرهای جمعͬ ترکیب ی به بل΄ه ͬ کند، نم دلالت است، جمعͬ تبیینͬ
بسته از استفاده با آماری مدل های برازش برای بوستینگ برآورد فرآیند کاربردی جنبه دارد.
مدل،  برازش برای که توابعͬ بسته این است. شده تشریح (R نرم  افزار (در mboost نرم افزاری

است. کرده فراهم را ͬ شود م استفاده متغیر انتخاب و پیش گویی در
بیان مواجه ایم، فضایی داده های با که حالتͬ در را بوستینگ ال·وریتم بخش، این در
{s١, . . . , sn} فضایی موقعیت n در ͺپاس بردار ابتدا ال·وریتم، جزییات تشریح برای ͬ کنیم. م
برآورد ͬ خواهیم م کنید فرض این، علاوه بر ͬ دهیم. م نشان Y = (Y (s١), . . . , Y (sn))

′ با را
ℓ(θ,y) با را درستنمایی تابع ل·اریتم و آوریم به دست را θ بعدی d پارامتر درستنمایی ماکسیمم
برای بوستینگ ال·وریتم است. ͺپاس بردار مشاهده شده مقدار y آن در که ͬ دهیم م نشان
تابع که معنͬ این به ͬ کند. م عمل مؤلفه به مؤلفه روش ی به صورت ،θ پارامتر بردار برآورد
برآوردهای مراحل تمام پایان در ͬ شود. م ماکسیمم جدا، به طور مؤلفه هر برحسب درستنمایی
این رو از ͬ شود. م نتیجه مدل پارامترهای ماکسیمم درستنمایی برآوردهای به عنوان نتیجه شده
انتخاب شده مؤلفه تنها از استفاده با θ جاری مقدار و ͬ شود م انتخاب مؤلفه ی تکرار،  هر در
به طور ͬ شوند. م فرض ثابت θ بردار مؤلفه های سایر مقادیر که به گونه ای ͬ شود، م به روزرسانͬ

کرد: تقسیم زیر مرحله سه به ͬ توان م را بوستینگ ال·وریتم هر دقیق تر،
شماره t به طوری که ͬ شوند،  م محاسبه مؤلفه هر برای ،j = ١, · · · , d ،δ(t)j ذاتͬ نموهای .١
تابعͬ به عنوان ℓ(θj ,y) گرفتن نظر در مبنای بر δ(t)j ذاتͬ نمو هر ͬ دهد. م نشان را تکرار
تعیین خود،  قبلͬ مقادیر در دی·ر مؤلفه های تمام گرفتن نظر در ثابت با θj از فقط
برآورد این آوردن به دست برای .θ(t)l = θ

(t−١)
l ،l ̸= j تمام ازای به یعنͬ ͬ شود؛  م

٢Adaboost Algorithm
٣Multivariate Predictors
۴Stagewise Additive Modeling



۵۵ غیرخطͬ اثرات مدل بندی اول: مثال
نیوتون‐ روش یا گرادیان صعودی سازی روش های از ͬ توان م ماکسیمم، درستنمایی

کرد. استفاده رافسون

.θ(t)l = θ
(t−١)
l ،l ̸= j به ازای و θ

(t)
j = θ

(t−١)
j + δ

(t)
j که باشد θ از مقداری θ(t:j) کنید فرض .٢

مؤلفه ها بقیه داشتن نگه ثابت و پارامتر به عنوان مؤلفه هر گرفتن نظر در با صورت این در
بردارهای بین از حال ͬ آید. م به دست پارامتری بردارهای از رده ای خود،  قبلͬ مقادیر در
مقدار بیشترین درستنمایی تابع آن به ازای که ͬ شود م انتخاب برداری ،θ(t:١), · · · , θ(t:d)

که کند اختیار به گونه ای را st مؤلفه دی·ر به عبارت باشد. داشته را

st = argmax
j

ℓ(θ(t:j),y) j = ١, · · · , d.

ͬ شود. م به روزرسانͬ θ(t) = θ(t:st) دادن قرار θ با بردار .٣

برآوردگر به نظم) شرایط (تحت θ(t) آن گاه شوند، تکرار متوالͬ به طور مرحله سه این اگر
ادامه هم·رایی زمان به رسیدن تا ال·وریتم تکرار ͬ شود. م هم·را ماکسیمم درستنمایی
مؤلفه برآورد پیچیده، به ویژه مدل های برازش در بوستینگ روش مناسب ͬ های ویژگ ͬ یابد. م
عددی لحاظ از مجزا مؤلفه ی از استفاده با مدل به روزرسانͬ زیرا است، پارامترها مؤلفه به

است. مؤلفه ها تمامͬ همزمان برازش برای تلاش از ساده تر

غیرخطͬ اثرات مدل بندی اول: مثال ٣ . ۴
گرفته ایم. نظر در ͺپاس متغیر تولید برای را مختلف سناریوی چهار شبیه سازی، مطالعه این در
به صورت که هستند داده ها، تولید برای متفاوت ضوابط با غیرخطͬ توابع شامل سناریوها این

ͬ شوند: م فهرست زیر

M١ : y = ۵ exp(−٠/۵z٢) + ϵ

M٢ : y = ۵ sin(٢z) + ϵ

M٣ : y = ۵ exp(−٠/۵z٢) + ۵ sin(٢z) + ϵ

M۴ : y = sin(٢(۴z − ٢)) + ٢ exp(−١۶٢(z − ٠/۵)٢) + ϵ

،M۴ برای و U(٠,٣) توزیع دارای z تبیینͬ متغیر ،M٣ و M٢ ،M١ سناریوهای برای که به طوری
که شده اند گرفته نظر در طوری سناریو، چهار این در f(z) توابع است. U(٠, ١) توزیع دارای

دهند. نتیجه را مختلف ناهمواری های با و غیرخطͬ توابع از مختلفͬ انواع



واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ۵۶
گرفتیم: نظر در متفاوت توزیع دو نیز خطا جمله برای

E١ : M١,٢,٣ N(٠, ٠/۵z٢)
M۴ N(٠, (٠/٢ + |z − ٠/۵|)٢)

E٢ : M١,٢,٣ Exp

(١
z

)
M۴ Exp

( ١
٠/٢ + |z − ٠/۵|

)
.

نمونه اندازه دو با داده مجموعه ١٠٠ ،f(z) تابع و خطا توزیع ترکیب های از ی هر برای
مرتبه های با گشتاوری رگرسیون مدل های همچنین کردیم. تولید n = ١٠٠,۵٠٠

τ ∈ {٠/٠٢, ٠/٠۵, ٠/١, ٠/٢, ٠/۵, ٠/٨, ٠/٩, ٠/٩۵, ٠/٩٨}
دادیم. برازش شبیه سازی، مختلف سناریوهای تحت تولیدشده، داده های همه برای را

سوزاندن دوره ی با ٣۵٠٠٠ برابر را کارلویی مونت نمونه حجم مدل ها، بیزی برآورد برای
طول تولیدشده، نمونه های وابستگͬ کاهش منظور به همچنین کردیم. انتخاب ۵٠٠٠ برابر
اساس بر بیزی روش برای گزارش شده نتایج همه تنظیمات، این با گرفتیم. نظر در ٣٠ را گام
تبیینͬ متغیر غیرخطͬ اثر مدل ها،  همه در آمده اند. به دست ١٠٠٠ حجم به نهایی نمونه ی
روش دو است. شده مدل بندی داخلͬ گره ٢٢ با و م΄عبی B‐اسپلاین های از استفاده با z

و (سبوتکا هستند پیاده سازی قابل expecterg نرم افزاری بسته در LAWS و بوستینگ برازش
.(٢٠١۴ هم΄اران،

دو ،(LAWS و بوستینگ بیزی، (شامل مدل برازش رهیافت های عمل΄رد ارزیابی برای
دادیم: قرار نظر مد را هدف

ریشه معیار از ،f برآوردشده تابع کیفیت سنجش برای .f(z) غیرخطͬ تابع بازیابی دقت .١
تعریف زیر به صورت که کردیم استفاده برآوردشده تابع برای خطا دوم توان های میانگین

ͬ شود: م
RMSE(fτ ) =

√
(fτ − f̂τ )′(fτ − f̂τ )

است. τ مرتبه با گشتاوری رگرسیون برای برازش شده تابع f̂τ آن در که
ماکسیمم معیار از کار این برای .f(z) برای حاصل اعتبار و اطمینان فواصل مقایسه .٢
برای نتیجه شده (LAWS روش (برای اطمینان و بیزی) روش (برای اعتبار فواصل طول

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت که کردیم استفاده f(z)
max Ŵidth(CI(fτ (zi))) = max

k

(
f̂
[k]
τ,U (zi)− f̂

[k]
τ,L(zi)

)
شمارنده k ͬ دهند، م نشان را فاصله پایینͬ و بالایی حد به ترتیب fL و fU آن در که
فاصله و اول سناریوی سه برای (٠,٣) فاصله در نقطه ١٠٠ شامل zi مقادیر و است تکرار



۵٧ غیرخطͬ اثرات مدل بندی اول: مثال
انتخاب ی΄سان فاصله های با دنباله ی به صورت که است چهارم سناریوی برای (٠, ١)
نیز تکرار ١٠٠ تمام بین را فاصله ها طول ͬ نیمم م و میانگین مشابه به طور شده اند.
نبوده توجه مورد هدف این در بوستینگ روش که است ذکر به لازم کردیم. محاسبه
است. زمان بر بسیار محاسباتͬ نظر از روش این در اطمینان فاصله محاسبه زیرا است،

است. شده استفاده مجانبی اطمینان فاصله های از نیز LAWS روش برای

(ب) (آ)

(د) (ج)
برای LAWS و بوستینگ بیزی، روش سه برای RMSE مقادیر جعبه ای نمودارهای :١ . ۴ ش΄ل

هستند. M۴ تا M١ مدل های به مربوط ترتیب به د تا آ ش΄ل .τ مختلف مرتبه های



واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ۵٨

آن ها تحلیل و شبیه سازی نتایج ٣ . ١ . ۴
مرتبه های و مدل ها برازش روش سه هر برای را RMSE مقادیر جعبه ای نمودارهای ،١ . ۴ ش΄ل
بازیابی در بیزی روش که است واض کاملا ͬ دهد. م نشان است، n = ١٠٠ که زمانͬ ،τ مختلف
رقیب روش دو از بهتر خیلͬ ی΄نواخت به طور ،τ مرتبه هر ازای به تبیینͬ، متغیر غیرخطͬ تابع
نسبت که ͬ شود م دیده τ = ٠٫٩٨ برای M٢ مدل در استثنا ی فقط است. کرده عمل خود
تقریبا بوستینگ و LAWS روش دو طرفͬ از است. شده ظاهر ضعیف تر کمͬ خود رقیب دو به
غیرخطͬ اثر برآورد دقت مدل ها، اکثر در همچنین دارند. مدل ها تمام در ی΄سانͬ عمل΄رد
برای مشابهͬ نتیجه است. بالا) دم (به ویژه دمͬ مرتبه های از بالاتر مرکزی مرتبه های برای

کرده ایم. خودداری آن گزارش از که ͬ آید م به دست باشد، n = ۵٠٠ که حالتͬ
چهار برای را اطمینان و اعتبار فاصله های طول به مربوط معیارهای ٣ . ۴ و ٢ . ۴ ش΄ل های
ش΄ل ها این به توجه با ͬ دهند. م نشان n = ١٠٠ برای و منتخب τ مرتبه چند و مختلف مدل
کاملا بیزی روش فاصله، پهنای میانگین و ماکسیمم معیار دو منظر از که است واض کاملا
ی΄سان تقریبا روش دو عمل΄رد پهنا، ͬ نیمم م معیار حسب بر ولͬ است؛ LAWS روش از برتر

است. کرده عمل بهتر LAWS روش مواردی در حتͬ و است
چارچوب و گشتاوری رگرسیون مدل بیزی برازش روش ͬ توان م مجموع، در بنابراین،
تایید موجود، رقیب روش های به نسبت را جریمه ای اسپلاین های با غیرخطͬ اثرات مدل بندی

دانست. برتر و کرد

و میخ پیشین با ثابت اثرات انتخاب دوم: مثال ۴ . ۴
تخته

شده ارایه (١٩٩۴ (تیبشیرانͬ، لاسو اصلͬ مقاله در که است مدلͬ به نزدی شبیه سازی این
رگرسیون مدل از را داده ها اول، سناریوی در گرفتیم. نظر در را مختلف سناریوی دو است.

کردیم: تولید زیر ساده خطͬ

M۵ : y = ٣ + ٣x١ + ١٫۵x٢ + ٠x٣ + ٠x۴ + ٢x۵ + ٠x٧ + ٠x٨ + ϵ

مدل، این در هستند. صفر بقیه و دارند ͬ دار معن اثر مدل در تبیینͬ متغیر سه تنها آن در که
صفر، میانگین بردار با چندمتغیره نرمال توزیع ی از را ٨ بعد با x تبیینͬ متغیرهای بردار
تعریف طوری کوواریانس ماتریس درایه های آن در که کردیم، تولید Σ کوواریانس ماتریس و

برابر متغیر دو هر زوجͬ همبستگͬ و ١ برابر متغیرها همه معیار انحراف که شدند

Corr(xk, xl) = ٠٫۵|k−l|



۵٩ تخته و میخ پیشین با ثابت اثرات انتخاب دوم: مثال
نیز را داده ها نمونه حجم کردیم. تولید ϵ ∼ N(٣√,٠) توزیع از را خطا جمله همچنین باشد.

کردیم. تکرار بار ١٠٠ را شبیه سازی و گرفتیم نظر در n = ٢٠,۵٠, ١٠٠ مختلف اندازه سه
در ثابت، اثرات با تبیینͬ متغیرهای انتخاب در پیشنهادی روش توانایی ازریابی برای
و خطͬ اثرات از ترکیبی تا کردیم اضافه M۵ مدل به را M١ مدل f(z) تابع دوم سناریوی

برابر را گشتاوری مرتبه های نیز رگرسیونͬ مدل برای باشیم. داشته غیرخطͬ
τ ∈ {٠٫٠۵, ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨, ٠٫٩۵}

مثال مشابه بیزی، روش برای تنظیمات سایر و کارلویی مونت نمونه حجم گرفتیم. نظر در
شدند. انتخاب اول

آن ها تحلیل و شبیه سازی نتایج ١ . ۴ . ۴
(انتخاب مدل در آن ها ورود احتمال و رگرسیونͬ پارامترهای برآورد معیار دو نتایج، نمایش برای
انتخاب احتمال جعبه ای نمودارهای ۶ . ۴ و ،۵ . ۴ ،۴ . ۴ ش΄ل های دادیم. قرار نظر مد را متغیر)
٩ . ۴ تا ٧ . ۴ ش΄ل های و ͬ دهند م نشان تکرار ١٠٠ در سناریو دو هر برای را متغیرها شدن
نمایش مطرح شده سناریوی دو هر برای تکرار ١٠٠ در را ثابت ضرایب پارامترهای برآوردهای

ͬ دهند. م
مهم و ͬ دار معن متغیرهای شدن انتخاب احتمال که ͬ دهند م نشان نتایج موارد، همه در
برای مقابل، در است. ١ به نزدی حتͬ و بالا بسیار مطرح شده سناریوی دو هر در x۵ و x٢ ،x١
پارامترها برآورد نمودارهای همچنین است. ٠٫۵ از کمتر احتمال این بی اثر، متغیرهای سایر
پارامترهای سایر و است β۵ و β٢ ،β١ ضرایب واقعͬ مقادیر برآورد در کوچ اریبی از حاکͬ
در مناسبی عمل΄رد تخته و میخ پیشین کلͬ، به طور شده اند. برآورد صفر به نزدی بی اهمیت

دارد. گشتاوری رگرسیون در گشتاوری مختلف مرتبه های ازای به متغیر انتخاب
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(ب) (آ)

(د) (ج)

(و) (ه)
روش های با (کلاسی) اطمینان و (بیزی) اعتبار فاصله های پهنای معیارهای مقادیر :٢ . ۴ ش΄ل
M٢ مدل به مربوط و و ه د، ش΄ل های و M١ مدل به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های پیشنهادی. برازش
و ͬ نیمم م معیار به مربوط نقطه چین ماکسیمم، معیار به مربوط ممتد ͬ های منحن هم چنین هستند.

هستند. پهنا میانگین معیار به مربوط خط چین



۶١ تخته و میخ پیشین با ثابت اثرات انتخاب دوم: مثال

(ب) (آ)

(د) (ج)

(و) (ه)
روش های با (کلاسی) اطمینان و (بیزی) اعتبار فاصله های پهنای معیارهای مقادیر :٣ . ۴ ش΄ل
M۴ مدل به مربوط و و ه د، ش΄ل های و M٣ مدل به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های پیشنهادی. برازش
و ͬ نیمم م معیار به مربوط نقطه چین ماکسیمم، معیار به مربوط ممتد ͬ های منحن هم چنین هستند.

هستند. پهنا میانگین معیار به مربوط خط چین
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(ب) (آ)

(د) (ج)

(و) (ه)
مرتبه های برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای انتخاب احتمال جعبه ای نمودارهای :۴ . ۴ ش΄ل
ه د، ش΄ل های و n = ٢٠ نمونه حجم به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M۵ مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵

هستند. n = ۵٠ نمونه حجم به مربوط و و



۶٣ تخته و میخ پیشین با ثابت اثرات انتخاب دوم: مثال

(ب) (آ)

(د) (ج)

(و) (ه)
مرتبه های برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای انتخاب احتمال جعبه ای نمودارهای :۵ . ۴ ش΄ل
و n = ١٠٠ نمونه حجم به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M١ و M۵ ترکیبی مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵

هستند. n = ٢٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های
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(ب) (آ)

(د) (ج)

(و) (ه)
مرتبه های برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای انتخاب احتمال جعبه ای نمودارهای :۶ . ۴ ش΄ل
و n = ۵٠ نمونه حجم به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M١ و M۵ ترکیبی مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵

هستند. n = ١٠٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های



۶۵ تخته و میخ پیشین با ثابت اثرات انتخاب دوم: مثال

(ب) (آ)

(د) (ج)

(و) (ه)
برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای رگرسیونͬ ضرایب برآورد جعبه ای نمودارهای :٧ . ۴ ش΄ل
و n = ٢٠ نمونه حجم به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M۵ مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵ مرتبه های

هستند. n = ۵٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های



واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ۶۶

(ب) (آ)

(د) (ج)

(و) (ه)
برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای رگرسیونͬ ضرایب برآورد جعبه ای نمودارهای :٨ . ۴ ش΄ل
نمونه حجم به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M١ و M۵ ترکیبی مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵ مرتبه های

هستند. n = ٢٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های و n = ١٠٠



۶٧ تخته و میخ پیشین با ثابت اثرات انتخاب دوم: مثال

(ب) (آ)

(د) (ج)

(و) (ه)
برای ثابت اثرات با تبیینͬ متغیرهای رگرسیونͬ ضرایب برآورد جعبه ای نمودارهای :٩ . ۴ ش΄ل
نمونه حجم به مربوط ج و ب آ، ش΄ل های .M١ و M۵ ترکیبی مدل در τ = ٠٫٠۵, ٠٫۵, ٠٫٩۵ مرتبه های

هستند. n = ١٠٠ نمونه حجم به مربوط و و ه د، ش΄ل های و n = ۵٠



واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ۶٨

مادر BMI خطͬ غیر اثر (ب) مادر سن غیرخطͬ اثر (آ)
تانزانیا داده مجموعه پیوسته تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ اثرات :١٠ . ۴ ش΄ل

تانزانیا کودکان سوءتغذیه واقعͬ: مثال ۵ . ۴
سازمان است. توسعه حال در کشورهای در مش΄لات مهم ترین از ی΄ͬ کودکان سوءتغذیه
مادران سلامت خانواده، برنامه ریزی بهداشت،  و نفوس آمارگیری جمعیت،  و سلامت بر نظارت
کشور ٧۵ برای برنامه این داده های ͬ دهد. م انجام را دی·ر موارد و تغذیه و مالاریا کودکان، و

هستند. دسترس در www.measuredhs.com سایت در تحقیقاتͬ اهداف منظور به
این داده مجموعه گرفته است. قرار بررسͬ مورد ١٩٩٢ سال در تانزانیا کودکان سوءتغدیه
نام به معیاری iام، کودک برای مساله، این در ͺپاس متغیر است. مشاهده ۵٣٨٩ شامل مثال

به صورت که است z-score

z− score =
(ALi −MAI)

σ

ͬ شود، م محاسبه کودک سن و قد اساس بر که است شاخصͬ AIi آن در که ͬ شود، م محاسبه
سالم کودکان جامعه در نظر مورد شاخص استاندارد انحراف و میانه به ترتیب نیز σ و MAI

انحراف و −١٧٧٫٩ با برابر سالم جامعه میانه داده، مجموعه این برای هستند. مقایسه، قابل
تغذیه ای شاخص کودکان ٩٠٪ مقدار، دو این با شدند. گرفته نظر در برابر ١۴٢٫٢۴ آن استاندارد

دارند. ١٠٨٫٠۵ و −۴۵۵٫٠٠ بین شاخصͬ آن ها ٩۵٪ و صفر از کمتر
،(sex) جنسیت ،(BMI) بدن توده شاخص شامل نیز مجموعه این در تبیینͬ متغیرهای
سابقه کودک، تولد هنگام در مادر وزن مانند مادر مورد در اطلاعاتͬ و  ،(age) کودکان سن و
اطلاعات و بی کار) یا استخدام :work) او فعلͬ اشتغال و ͽمقط چهار در (Edu) او آموزشͬ
وضعیت ͬ شوند: م قسمت دو شامل س΄ونت به مربوط اطلاعات است. س΄ونت محل به مربوط



۶٩ تانزانیا کودکان سوءتغذیه واقعͬ: مثال

٠٫٢ گشتاور (ب) ٠٫٠۵ گشتاور (آ)

٠٫٩۵ گشتاور (د) ٠٫٨ گشتاور (ج)
تانزانیا داده های فضایی اثر برآورد :١١ . ۴ ش΄ل

شاخص و است، (RS) روستایی و شهری سط دو با دودویی تبیینͬ متغیر ی که س΄ونت
ͬ کنند. م زندگͬ استان کدام در فرزند و مادر ͬ دهد م نشان که فضایی

مدل ی کودکان، سوء تغذیه بر موثر عوامل بررسͬ هدف به توجه با داده ها، این برای
بیزی جریمه ای اسپلاین های با غیرخطͬ اثرات شد. گرفته نظر در فضایی گشتاوری رگرسیون
اثر پیوسته تبیینͬ متغیرهای برای شدند. مدل وارد مارکوفͬ تصادفͬ میدان ی با فضایی اثر و
رگرسیون مدل ثابت. اثر دودویی یا رسته ای متغیرهای برای و شدند گرفته نظر در غیرخطͬ



واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ٧٠
است: زیر صورت به نظر مورد

z− scorei = β٠ + β١RSiτ + β٢Eduiτ + β٣workiτ
+ β۴sexiτ + f١(ageiτ ) + f٢(BMIiτ ) + ϵiτ .

مختلف، مرتبه های گشتاورهای در رسته ای تبیینͬ متغیرهای اهمیت تعیین و تنظیم سازی برای
نظر در با نظر مورد مدل شد. استفاده تخته و میخ پیشین های از شبیه سازی مثال های مشابه

مرتبه های گرفتن
τ = {٠٫٠۵, ٠٫١, ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨, ٠٫٩, ٠٫٩۵}

داده ها این به نیز چندکͬ رگرسیون مدل مقایسه، برای همچنین شد. داده برازش داده ها به
شد. برازش

١ . ۴ جدول است. (٢٠١٧) هم΄اران و والدمن مقاله از برگرفته مثال این گزارش شده نتایج
هر برای ͬ دهد. م نشان را خطͬ اثرات با تبیینͬ متغیرهای رگرسیونͬ ضرایب برآورد نتایج
و اثر برآورد بالا اعداد شده اند. داده نمایش مختلف) τهای (برای اعداد از سطر دو متغیر،
گفت ͬ توان م جدول نتایج به توجه با ͬ دهند. م نشان را مدل به متغیر ورود احتمال زیر اعداد
قسمت های در ͬ که حال در دارد،  مثبت اثر شرطͬ توزیع پایین دم در مادر استخدام •
چندان کودکان سپءتغذیه بر متغیر این نظر به بالا دم به جز البته دارد. منفͬ اثر دی·ر

نیست. ͬ دار معن
بیشتر هستند، بالا به متوسطه تحصیلات دارای مادران شان که کودکانͬ در سوءتغذیه •
بی سواد ها، به نسبت عالͬ تحصیلات سط با مادران برای به ویژه متغیر این است.

است. ͬ دار معن کاملا
و مزارع به نزدی΄ͬ که کرد تفسیر این گونه ͬ توان م نیز را روستا در س΄ونت مثبت تأثیر •

است. برخوردار بالایی اهمیت از خانواده ها نزدی پیوند
دختران از پسران کلͬ به طور که کرد اظهار ͬ توان م جنسیت، منفͬ تأثیر به توجه با •

هستند. کوتاه تر
داده نشان ١٠ . ۴ ش΄ل در چندکͬ و گشتاوری مدل دو توسط برآوردشده غیرخطͬ اثرات
است، (٢٠٠١) هم΄اران و کاندالا توسط آمده به دست نتایج به نزدی بسیار نتایج این شده اند.
همان طور گرفته اند. قرار بررسͬ مورد میانگین رگرسیون مدل ی در داده ها مجموعه آن در که
است افزایش حال در تقریبا سوءتغذیه سال·ͬ، ٣۵ تا مادر سن افزایش با ͬ کنید م مشاهده که
مرتبه های ازای به فضایی، اثر برآورد پهنه بندی نقشه ͬ یابد. م کاهش تدریج به آن از پس و
ͬ توان م ش΄ل به توجه با است. شده داده نمایش ١١ . ۴ ش΄ل در گشتاوری، رگرسیون در مختلف
مساله ی کودکان سوءتغذیه تانزانیا، غربی شمال و شمالͬ بخش های در که دید روشنͬ به

است. جدی



٧١ هند کودکان سوءتغذیه داده مجموعه دوم: مثال

تانزانیا سوءتغذیه داده های برای ثابت اثرات پارامترهای برآورد :١ . ۴ جدول
τ/متغیر ٠٫٠۵ ٠٫٢ ٠٫٨ ٠٫٩۵

مادر شغل ۴٫٩۵٣ ٠٫۴٩۵ −۶٫١۵٣ −١۴٫٨٠٣
بی کار ٠٫۴۵ ٠٫١٢ ٠٫۴٨٣ ٠٫٧٠٢

مادر تحصیلات تحصیلات هیچ بدون
”دبستان” −۵٫٧٢٧ −١٫٠١۶ −٩٫٣٠۵ −٢٠٫٧١٢

٠٫۴٧٨ ٠٫١٩٩ ٠٫۵۶٠ ٠٫٧٧۶
”راهنمایی” ١٨٫٩٨٧ ١۴٫۶۵٩ ١٫٧۴٢ −١١٫١٣٠

٠٫٧۵٩ ٠٫٧٠١ ٠٫٢۴۶ ٠٫۶۴۵
” عالͬ آموزش ” ۶٠٫٩۵۵ ۵٧٫۴٠۴ ۶١٫٢٣۴ ٧٧٫٨٨۴

٠٫٩۵۵ ٠٫٩۴٧ ٠٫٩۵۴ ٠٫٩٨٣
مادر س΄ونت محل ١٣٫١۵۵ ١۴٫٠٧١ ١١٫٠۵٠ ۴٫٨٧٩

”شهری” ٠٫۶۵٩ ٠٫٧٠٠ ٠٫۶٣٣ ٠٫۴٢۴
کودک جنسیت −۵٫۶۶۶ −۵٫٨١٨ −۴٫١٢٨ −٣٫٣۶۵

”مونث” ٠٫۴٩٩ ٠٫۴۵٩ ٠٫٣۵۶ ٠٫٣۴٣

هند کودکان سوءتغذیه داده مجموعه دوم: مثال ۶ . ۴
این داده های است. گرفته قرار بررسͬ مورد ٢٠٠۶ و ٢٠٠۵ سال در هند کودکان سوءتغذیه
به و است سوءتغذیه شاخص اول مثال مشابه ͺپاس متغیر است. مشاهده ۴٠٠٠ شامل مثال
و سن و کودکان برای BMI و سن شامل نیز تبیینͬ متغیرهای ͬ شود. م محاسبه ش΄ل همان
اطلاعات است. کودکان س΄ونت محل ناحیه اطلاعات همین طور و است مادران برای BMI

داده مجموعه این است. آمده ٢ . ۴ جدول در داده مجموعه این در موجود متغیرهای به مربوط
است. دسترس در expectreg بسته در

مدل تبیینͬ متغیرهای :٢ . ۴ جدول
y z-score

cbmi کودک BMI

cage کودک سن
mbmi مادر BMI

mage مادر سن
disth کودک زندگͬ محل



واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ٧٢
گرفتیم. نظر در غیرخطͬ را اثرات همه تبیینͬ، متغیرهای پیوسته ماهیت به توجه با
کودک س΄ونت محل متغیر و z-score ͺپاس متغیر با فضایی گشتاوری رگرسیون مدل بنابراین

است: زیر صورت به فضایی، اثر به عنوان
yi = β٠ + f١(cageiτ ) + f٢(cbmiiτ ) + f٣(mageiτ ) + f۴(mbmiiτ ) + δiτ + ϵiτ

فضایی ساختار با مارکوفͬ تصادفͬ میدان ی ͬ کنیم م فرض که است فضایی اثر δτ آن در که
برازش برای ͬ شود. م ساخته هند کشور نواحͬ مجاورت ماتریس طریق از که است مشب΄ه ای

مختلف مرتبه های نیز گشتاوری رگرسیون مدل
τ = {٠٫٠۵, ٠٫١, ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨, ٠٫٩۵, ٠٫٩٨}

مورد مدل برازش ناحیه) ۴٢٢) هند کشور نواحͬ بزرگ تعداد به توجه با گرفتیم. نظر در را
بود. زمان بر بسیار نظر

١٢ . ۴ ش΄ل در ،τ = ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨ به ازای تبیینͬ، متغیرهای غیرخطͬ اثرات برآوردهای
باشد؛ ثابت ͬ تواند م مادر وزن تبیینͬ متغیر ش΄ل، این نتایج به توجه با شده اند. داده نمایش
سن اثر سال·ͬ ١٢ حدود تا ش΄ل، این آ بخش به توجه با هستند. غیرخطͬ متغیرها سایر ولͬ
کاهش را سوء تغذیه و شده معکوس اثر این آن از پس است. نزولͬ ولͬ مثبت سوء تغذیه بر
متغیر برای است. برقرار شرطͬ توزیع بالای و پایین دم دو هر و مرکز برای روند این ͬ دهد. م
آن ها BMI که کودکانͬ برای کرد. مشاهده را مشابه روندی ͬ توان م نیز کودکان BMI تبیینͬ
مورد در جالب نتیجه است. منفͬ موارد سایر در و مثبت سوء تغذیه اثر است، ١٨ حدود زیر
است. نزول حال در و کمتر چاق تر مادران در سوء تغذیه ͬ دهد م نشان که است BMIمادران

ͬ شود. م دیده کمتر کودکان در سوء تغذیه دارد، بالاتری BMI مادر چه هر یعنͬ
نشان مختلف، مرتبه های ازای به داده، مجموعه این برای را فضایی اثر نیز ١٣ . ۴ ش΄ل
ͬ توان م مختلف، مرتبه های برای برآوردشده اثر در ناچیز بسیار اختلاف به توجه با ͬ دهد. م
حال عین در ندارد. چندانͬ تاثیر ͺپاس شرطͬ توزیع مختلف ͬ های ویژگ بر فضایی اثر گفت
بر فضایی ͬ دار معن اثر هند، کشور نواحͬ همه در برآوردشده مقادیر بودن مثبت به توجه با
سایر از هند کشور مرکز و شرقͬ نواحͬ در تاثیر این ͬ شود. م دیده کاملا سوء تغذیه افزایش

است. بیشتر نواحͬ



٧٣ هند کودکان سوءتغذیه داده مجموعه دوم: مثال

کودک وزن اثر (ب) کودک سن اثر (آ)

مادر وزن اثر (د) مادر سن اثر (ج)
مرتبه سه برای هند داده مجموعه در تبیینͬ متغیرهای غیرخطͬ اثرات برآوردهای :١٢ . ۴ ش΄ل

τ = ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨



واقعͬ و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی ٧۴

٠٫۵ گشتاور (ب) ٠٫٠۵ گشتاور (آ)

٠٫٩۵ گشتاور (د) ٠٫٨ گشتاور (ج)
هند داده مجموعه فضایی اثر برآورد :١٣ . ۴ ش΄ل



٧۵ پیشنهادات و نتیجه گیری

پیشنهادات و نتیجه گیری ٧ . ۴
هر مزایای و معایب و کردیم معرفͬ را گشتاوری و چندکͬ رگرسیون مدل پایان نامه این در
در فضایی اثرات برای را گشتاوری رگرسیون بیزی مدل دادیم. قرار بررسͬ مورد را کدام
آن تنظیم سازی به مناسب پیشین های از استفاده با مدل، پیچیدگͬ ͽرف برای گرفتیم. نظر
توزیع های اساس بر را مناسب MCMC ال·وریتم مدل، پسین توزیع تقریب برای و پرداختیم
مدل عمل΄رد واقعͬ، و شبیه سازی مثال های با پایان، در کردیم. بازگو IRWLS پیشنهادی
را غیرخطͬ اثرات ناپارامتری مدل بندی و متغیر انتخاب بحث و پیشنهادی گشتاوری بیزی

کردیم. بررسͬ
به گشتاوری مدل تعمیم غیرنرمال، ͅ های پاس برای گشتاوری رگرسیون مدل های معرفͬ
جمله از چندمتغیره،  گشتاوری رگرسیون مدل های ساخت و غیرخطͬ، گشتاوری مدل های

ͬ باشند. م اقدام و بررسͬ قابل تحقیق آینده به عنوان که هستند مواردی





آ  پیوست

مدل بندی برای شبیه سازی مثال به مربوط R کد آ  . ١
غیرخطͬ اثرات

### generating data with Scenario M1-E1

gen.data <- function(n, z){

y1 <- 5*exp(-0.5*z^2)

e <- rnorm(n, 0, sqrt(0.5*z^2))

y <- y1 + e

dt <- data.frame(cbind(z,y1,y))

return(dt)}

z.pred = seq(0, 3, length.out=100)

y1.pred <- 5*exp(-0.5*z.pred^2)

r = 100; n = 100

par1 = array(NA, c(r, 9, n))

par2 = array(NA, c(r, 9, n))

par2.L = array(NA, c(r, 9, length(z.pred)))

par2.U = array(NA, c(r, 9, length(z.pred)))

cov.laws = array(NA, c(r, 9, length(z.pred)))



٧٨
width.laws = array(NA, c(r, 9, length(z.pred)))

par3.02 matrix(NA, ncol=r, nrow=n)

#

par3.02.L = matrix(NA, ncol=r,

nrow=length(z.pred))

#

par3.02.U = matrix(NA, ncol=r, nrow=length(z.pred))

cov.bayes.02 = matrix(NA, ncol=r, nrow=length(z.pred))

width.bayes.02 = matrix(NA, ncol=r, nrow=length(z.pred))

#####

for(i in 1:r){

print(i)

#

dt = gen.data(n=n, z=runif(n, 0, 3))

#

z.pred = seq(0, 3, length.out=100)

dt.pred = gen.data(n=length(z.pred), z=z.pred)

## boosting method

fit1 = expectreg.boost(y ~ bbs(z), data=dt, expectiles =

c(0.02, 0.05 ,0.1, 0.2, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98))$fitted

par1[i, ,] = fit1

## AWLS method

fit22 = expectreg.ls(y ~ rb(z, "pspline"), data=dt,

expectiles = c(0.02, 0.05,0.1, 0.2, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98))

par2[i, ,] = fit22$fitted

# pred.laws = predict(fit22, newdata=z)$fitted

fit2 = expectreg.ls(y ~ rb(z, "pspline"), data=dt.pred,

expectiles = c(0.02, 0.05,0.1, 0.2, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98), ci=TRUE)

par2.L[i, ,] = matrix(unlist(lapply(confint(fit2),

"[", 1:length(z.pred))), ncol=9, byrow=F)

par2.U[i, ,] = matrix(unlist(lapply(confint(fit2)

,"[", (length(z.pred)+1):(2*length(z.pred)))),

ncol=9, byrow=F)

##



٧٩ تخته و میخ پیشین های پایه بر شبیه سازی مثال به مربوط R کد
cov.laws[i,,] = (par2.L[i,,] <= dt.pred$y1 & dt.pred$y1 <= par2.U[i,,])

width.laws[i,,] = par2.U[i,,]- par2.L[i,,]

## Bayesian method

y = dt$y

z = as.matrix(dt$z)

y.pred = dt.pred$y

z.pred = as.matrix(dt.pred$z)

##

fit3 = exp_bayes(y, z=z, tau= 0.02, B=35000, burn = 5000, thin = 30)

par3.02[,i] = fit3$fitted

rmse.bayes.02[i] = sqrt(mean((par3.02[,i]-dt$y1)^2))

# prediction

fit3 = exp_bayes(y.pred, z=z.pred, tau= 0.02,

B=35000, burn = 5000, thin = 30)

par3.02.L[, i] = fit3$lower

par3.02.U[,i] = fit3$upper

##

cov.bayes.02[,i] = (par3.02.L[,i] <= dt.pred$y1

& dt.pred$y1 <= par3.02.U[,i])

width.bayes.02[,i] = par3.02.U[,i] - par3.02.L[,i] }

پیشین های پایه بر شبیه سازی مثال به مربوط R کد آ  . ٢
تخته و میخ

gen.data <- function(n){

x = mvrnorm(n, rep(0,8), H)

e = rnorm(n, 0, sqrt(3))

y = 3+3*x[,1]+1.5*x[,2]+0*x[,3]+0*x[,4]+

2*x[,5]+0*x[,6]+0*x[,7]+0*x[,8] + e # + y1

#

dt = data.frame(cbind(y,x))

return(dt)}

r = 100; n = 100



٨٠
beta.hat.05 = matrix(NA, nrow= r, ncol=9)

#

prob.inc.05 = matrix(NA, nrow= r, ncol=8)

#####

for(i in 1:r){

print(i)

dt = gen.data(n=n)

## Bayesian method

y = dt$y

Xspsl <- as.matrix(dt[,-1])

fit3 = exp_bayes(y, xspsl = Xspsl, tau= 0.05, B=3500, burn = 500,

thin = 3)

beta.hat.05[i,] = apply(fit3$b, 2, mean)

prob.inc.05[i,] = apply(fit3$delr, 2, mean)

هند کودکان سوءتغذیه به مربوط R کد آ  . ٣
data(india)

data("india.bnd")

#

z.score = (india$stunting+177.9)/142.24

india = as.data.frame(cbind("y"=z.score, india))

y = india$y

z = as.matrix(india[,3:6])

distH = india$distH

#

fit.02 = exp_bayes(y,

## linear

#x=NULL,

## spike und slab regularisation

#xspsl = NULL,

## nonlinear effect

z=z,

## spatial effect



٨١ هند کودکان سوءتغذیه به مربوط R کد
geo = distH,

map = india.bnd,

## expectile

tau=0.02,

## length

B=15000,

## burnin

burn = 5000,

## thinning

thin = 10 )
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Abstract
Today, statisticians are developing a variety of regression models beyond the mean regres-
sion where the purpose is to study different aspects of the conditional distribution of the
response given some covariates. Primarily, we are interested in examining the effect of
covariates on the tail of the distribution of the response variable; e.g., in the area of child
health, physicians are interested in identifying the factors affecting child malnutrition; and
in earthquake studies, researchers are seeking to know the conditions under which the most
devastating earthquakes occur. Conventional models for achieving this goal are quantile
regression models. The primary challenge of statistical inference in quantile regression
models is their fitting to the data under study, which requires optimization of the objec-
tive function based on linear programming. Considering this computational challenge, the
class of expectile regression models is an appropriate alternative, particularly for spatial
responses. In this thesis, we restate an expectile regression model for spatial responses
and use a Bayesian approach to fit the model and implement inference. Also, we consider
the modeling of nonlinear functions of covariates by using penalized splines and variable
selection of covariates with linear effects by the spike and slab priors.

keywords: Quantile regression, Expectile regression, Gaussian Markov random field,
Bayesian regularisation, Penalized splines, Spike and slab prior.
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