


ریاضͬ علوم دانش΄ده

آمار ارشد کارشناسͬ پایان نامه

و نرخ داده های رگرسیونͬ سیمپل΄ستحلیل توزیع از استفاده با نسبت
مل΄ͬ سیما نگارنده:

راهنما استاد
شاهسونͬ داود دکتر

١٣٩٧ بهمن



ଘ با॰د، ৎقد৤م شا૛ീীه ඟ໋ا
دوণتاৣم و خاৗواده

রوده ا৯د. ૼن ज़࡭وق ূࡗજࣱل ජ໑ا భ ঙࢤواره ଒

و



ণپاس ච໋اری...
ඣ໑ید ا৯درش ඟشࢁ ଘ و ا॥ت ঻඼້ࢌ ड़وࣿب طاࢼࢾش ଒ ऋل و ସ را ی ೯دا ज़ࢸت
াس ذات. ग़ࡶජح ਗی آید ୀ औون و ا॥ت নیات ഊمد ਗی رود ඼່و ଒ ৑ࡶਈی ଽ ೸৑࢟ت.

واࣿب. شࢁඟی ਠേ೸৑ی ଽ ୀ و ا॥ت ड़وओود ೸৑࢟ت دو ৑ࡶਈی ଽ భ
ਗی دارم. ৎقد৤م رঘ࣒ࢤودী୓شان ୀای شا঒࡬و਩ی دන඿ر آ༚ی راঘ࣒ما، اণتاد ख़ࡗතر ଘ را ऒود ণپاس

दدردا਩ی ෼ل وฮی ৖ور ਵࣣعاد آ༚ی اীشان ඟ໋اਗی داি࡮࡝وی و باࢽࣂਣുی دන඿ر آ༚ی ،ଡزا඼່ اণتاد از
ଘ ජ໑ا و রود৯د ঻نده دلࢂਗඟی راه اଌن భ ঙࢤواره ଒ ر਑ࣣದی دන඿ر آ༚ی ඟ໋ا৑قدر، اণتاد از دارم. را

دارم. را ඟ়شࢁ ෼ل ৶ࢤود৯د؛ دࠩوت شඇൢباਪی و ධ්ر
୓ ਝی پاس ଘ ಻ඌࣹن زاده آ༚ی و لاଔ زاده خاৣم ا५دی، خاৣم از دارم را ඟ়شࢁ ෼ل

রود৯د. ঻نده راঘ࣒مای و دو॥ت یک কم औون ଒ ارز৯ده شان
دارم. را ඟ়شࢁ ৩ھاশࢌ রود৯د، دلࢂਗඟی باࠥث ঙࢤواره ଒ دوণتان ૡঙه از پایان భ

مل΄ͬ سیما
١٣٩٧ بهمن

ز



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم دانش΄ده آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی مل΄ͬ سیما این جانب
با نسبت و نرخ داده های رگرسیونͬ تحلیل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ

ͬ شوم: م متعهد شاهسونͬ داود راهنمایی تحت ، سیمپل΄س توزیع از استفاده
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این جانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
مل΄ͬ سیما
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح



چ΄یده
(٠, ١) تغییرات دامنه در نسبت یا نرخ نوع از ͺپاس متغیر ͬ که هنگام رگرسیون، مسائل در
حالتͬ در ͬ شود. م استفاده پروبیت یا ΁لجستی رگرسیونͬ مدل های از معمول به طور است،
به خوبی به ͬ توانند نم و نبوده مناسب مذکور مدل های باشد، چوله داده ها این توزیع که
با و بوده متقارن نرمال و ΁لجستی یعنͬ آن ها بنایی زیر توزیع های زیرا شوند، برازش داده ها
΁ی به عنوان سیمپل΄س،  رگرسیونͬ مدل پایان نامه، این در است. تعارض در بودن چوله ماهیت
معکوس گوسͬ توزیع بر مبتنͬ سیمپل΄س، توزیع ابتدا شده است. معرفͬ جای·زین، حل راه
گوسͬ شبیه سازی اساس بر را سیمپل΄س داده های شبیه سازی نحوه و نموده مطرح را آمیخته
«مدل های قالب در سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل که آن جا از ͬ کنیم. م بیان آمیخته معکوس
مدل های روش همانند و نموده معرفͬ را پراکندگͬ مدل های لذا است، طرح قابل پراکندگͬ»
دو شامل سیمپل΄س توزیع چون ͬ کنیم. م برآورد را مرتبط پارامترهای تعمیم یافته، خطͬ
کرده بررسͬ واریانس، پارامتر بودن متغیر و ثابت حالت دو در را برآورد مسئله است، پارامتر
سیمپل΄س رگرسیون از ͬ جوییم. م بهره مطلب درک برای متنوع شبیه سازی مثال های از و
و کارایی واقعͬ، مثال دو از استفاده با و کرده استفاده نیز طولͬ داده های مدل سازی برای

ͬ کنیم. م بررسͬ داده ها، نوع این با را سیمپل΄س رگرسیون عمل΄رد

مدل های تصادفͬ، متغیر تولید نسبت،  و نرخ داده های پراکندگͬ، مدل های کلیدی: کلمات
معادلات طولͬ، داده های سیمپل΄س، رگرسیونͬ مدل سیمپل΄س، توزیع تعمیم یافته، خطͬ

تعميم يافته. برآورديابی

ی



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

از استفاده با نسبت و نرخ داده های ”مدل بندی ،(١٣٩٧) د. شاهسونͬ، س.، مل΄ͬ، .١
مدرس. تربیت دانش·اه ایران، آمار دانشجویی سمینار اولین سیمپل΄س”، توزیع

ل



مطالب فهرست
ق تصاویر فهرست
ش جداول فهرست
١ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١. ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکندگͬ مدل های ١. ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکندگͬ مدل های خواص ١. ٢. ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم درستنمایی برآورد ١. ٢. ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل دقت اندازه گیری معیارهای ١. ٣

١۵ سیمپل΄س توزیع ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس گوسͬ توزیع ٢. ١
١٧ . . . . . . . . . . . . معکوس گوسͬ توزیع گشتاور مولد تابع ٢. ١. ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس تسمیه وجه ٢. ١. ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . معکوس گوسͬ توزیع خواص برخͬ ٢. ١. ٣
٢٠ . . . . . . . . . معکوس گوسͬ توزیع از تصادفͬ مقادیر تولید ۴ .٢. ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیخته معکوس گوسͬ توزیع ٢. ٢
٢۴ . . . . . . آمیخته معکوس گوسͬ توزیع از تصادفͬ مقادیر تولید ٢. ٢. ١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیمپل΄س توزیع ٢. ٣
٢٧ . . . سیمپل΄س توزیع و آمیخته معکوس گوسͬ توزیع بین رابطه ٢. ٣. ١
٢٨ . . . . . . . . . . . سیمپل΄س توزیع از تصادفͬ مقادیر تولید ٢. ٣. ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . سیمپل΄س توزیع خواص برخͬ ٢. ٣. ٣

٣٣ سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیمپل΄س تعمیم یافته خطͬ مدل ٣. ١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل برازش ٣. ١. ١

س



مطالب فهرست ع
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انحراف آماره ٣. ١. ٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراكندگͬ پارامتر برآورد ٣. ١. ٣
۴٠ . . . . . . . سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل برای ͬ مانده ها باق تحلیل ۴ .٣. ١
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ۵ .٣. ١
۴۴ . . . . . . . . . . متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ٣. ٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل معرفͬ ٣. ٢. ١
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل برازش ٣. ٢. ٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ٣. ٢. ٣

۵١ طولͬ نسبت داده های تحلیل برای حاشیه ای مدل ۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طولͬ داده های معرفͬ ١ .۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طولͬ داده های ساختار ١. ١ .۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . طولͬ داده های تحلیل ضرورت و اهداف ١. ٢ .۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعميم يافته برآورديابی معادلات روش ٢ .۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی توزیع های خانواده ٢. ١ .۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبه درستنمایی تابع ٢. ٢ .۴
۵٧ . . . . . . طولͬ نسبت داده های تحلیل برای سیمپل΄س حاشیه ای مدل ٣ .۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاشیه ای مدل ٣. ١ .۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد برای GEEs روش ٣. ٢ .۴

مرتبه و (GEE1) اول مرتبه تعميم يافته برآورديابی معادلات روش ٣. ٣ .۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (GEE2) دوم
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . تعميم يافته برآورديابی معادلات انواع ۴ .٣ .۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ مانده ها باق تحلیل ۵ .٣ .۴

۶٧ R با آن برازش و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد ۵
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ .۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعͬ مثال دو در مدل کاربرد ٢ .۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . محیطͬ خون بنیادی سلول داده های ٢. ١ .۵
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چشم جراحͬ داده های ٢. ٢ .۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری ٣ .۵

٨٣ آ
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MIG توزیع از تصادفͬ عدد تولید آ. ١
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گودامب اطلاع ماتریس آ. ٢
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R نرم افزار دستورات آ. ٣



ف مطالب فهرست
٩۵ ͽمراج



تصاویر فهرست
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس گوسͬ چ·الͬ توابع نمودار ٢. ١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیمپل΄س چ·الͬ تابع نمودار ٢. ٢
٢٧ . . . . (ͽمقط (منحنͬ نرمال و توپر) (منحنͬ سیمپل΄س چ·الͬ توابع نمودار ٢. ٣
٢٩ سیمپل΄س توزیع از تصادفͬ اعداد بافت نگار همراه به توپر) (منحنͬ چ·الͬ نمودار ۴ .٢

تصادفͬ اعداد (ͽمقط (منحنͬ چ·الͬ هسته همراه به توپر) (منحنͬ چ·الͬ نمودار ۵ .٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیمپل΄س توزیع از
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندک‐چندک نمودار ۶ .٢

خطͬ پیش·وی با ،(٢. ١١) مدل پارامترهای برآوردهای چندک‐چندک نمودار ٣. ١
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١۵ .٣)

پراکندگͬ پارامتر و میانگین رگرسیونͬ ضرایب برآوردهای چندک‐چندک نمودار ٣. ٢
۴٩ . . . . . . . . . . . . . .۵٠٠ تکرار تعداد و n = ۴٠٠ برای (٢۴ .٣) مدل در
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کودکان خواندن قدرت نمودار ١ .۴

پیرسون، ͬ مانده های باق با سیمپل΄س رگرسیون مدل های برازش نی΄ویی بررسͬ ١ .۵
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PBSC مثال در
٨٠ . . . . چشم. جراحͬ مثال در مختلف، تاخیر چهار در خودهمبستگͬ بررسͬ ٢ .۵
٨١ . . . . . . . . چشم جراحͬ مثال در مدل برازش نی΄ویی و پیوند تابع بررسͬ ٣ .۵

ق



جداول فهرست
۶ . . . . . . . . . . . . پراکندگͬ مدل های برخͬ واریانس تابع و انحراف تابع ١. ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن ها اول مشتق و پیوند توابع برخͬ ١. ٢
٣٩ . . . نمايی خانواده به متعلق توزيع های از برخͬ مقياس بندی شده انحراف آماره ٣. ١
۴١ (١۴ .٣) خطͬ پیش·وی با (٢. ١١) مدل ضرایب برآورد برای شبیه سازی نتایج خلاصه  ٣. ٢
۴٢ (١۵ .٣) خطͬ پیش·وی با (٢. ١١) مدل ضرایب برآورد برای شبیه سازی نتایج خلاصه  ٣. ٣

(٢۴ .٣) خطͬ پیش·وی با (٢. ١١) مدل ضرایب برآورد برای شبیه سازی نتایج خلاصه  ۴ .٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طولͬ مطالعات در داده ها ساختار ١ .۴
۵٧ نمايی توزیع های خانواده از توزيع چند برای شبه در ستنمایی و واريانس تابع ضوابط ٢ .۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . (١ .۵) مدل پیرسون استاندارد ͬ مانده باق ١ .۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١ .۵) مدل پارامترهای برآورد ٢ .۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢ .۵) مدل پیرسون استاندارد ͬ مانده باق ٣ .۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢ .۵) مدل پارامترهای برآورد ۴ .۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل دو برای AIC مقایسه ۵ .۵
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١. ١
کلͬ صورت که ͬ کند م بیان را تبیینͬ متغیرهای و ͺپاس متغیر بین روابط آماری، مدل سازی

از است عبارت مدل ها این
ͺپاس متغیر = ΁سیستماتی مولفه + تصادفͬ خطای مولفه

خطای مولفه و است تبیینͬ متغیرهای برحسب ͺپاس متغیر تغییرات حاوی ΁سیستماتی مولفه
است. نشده بیان ΁سیستماتی مولفه توسط که است ͺپاس تغییرات از سهمͬ حاوی تصادفͬ

به صورت ،Y ͺپاس متغیر مشاهده شده مقدار n برای آماری مدل ΁ی کلͬ فرمول بندی
yi = ηi + ϵi, i = ١, · · · , n

به نسبت ͬ تواند م ηi مولفه خطاست. مولفه ϵi و ΁سیستماتی مولفه همان ηi که ͬ شود م بیان
نظیر خطͬ صورت های خود، پارامترهای

ηi = β٠ + β١xi
ηi = β٠ + β١xi + β٢x٢

i

ηi = β٠ + β١xi١ + β٢xi٢ + · · ·+ βpxip



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
نظیر این که یا باشد داشته

ηi = β٠ + exp {β١xi}
ηi = xi/(β٠ + β١xi)

X١, · · · , Xp تبیینͬ متغیرهای مقادیر xi١, · · · , xip آن در که باشد، غیرخطͬ پارامترها به نسبت
هستند.

آن گاه باشد. ,X١ وابسته · · · , Xp تبیینͬ متغیر p این مقادیر به خطͬ به صورت Yi کنید فرض
این که فرض با

ηi = β٠ + β١xi١ + β٢xi٢ + · · ·+ βpxip = xT
i β

این نامند. خطͬ»٢ «پیش·وی را ηi =
∑p

j=٠ βjxij کل١ͬ، خطͬ مدل ΁ی را مفروض مدل
متداول وضعیت در به طوری که داده اختصاص خود به را آماری مباحث از وسیعͬ طیف مدل
اصلͬ، مولفه های رگرسیون جریمه شده، رگرسیون قبیل از مباحثͬ تبیینͬ، متغیرهای هم خطͬ

ͬ کنند. م خودنمایی جزئͬ دوم توان های کمترین رگرسیون
ͬ شوند. م آماری استنباط در تسهیل موجب که هستند حاکم پذیره هایی خطͬ،  درمدل های
مشترک واریانس و صفر میانگین با ناهمبسته تصادفͬ متغیرهای ها ϵi که ͬ شود م فرض اغلب

یعنͬ هستند. σ٢
µi = E(Yi) = ηi, V(Yi) = σ٢·

داریم ،ϵi ∼ N(٠, σ٢) ها، ϵ برای نرمال توزیعͬ پذیره اعمال با این، بر علاوه
Yi ∼ N(ηi, σ

٢)·

ͬ کنیم م خلاصه زیر به صورت را فوق موارد
هم چنین و ،E(Yi) = µi هستند،  µi میانگین با مستقل تصادفͬ متغیرهای ها Yi .١

.Yi ∼ N(µi, σ
٢)

ͬ شود، م مدل سازی خطͬ ΁سیستماتی مولفه با ،ͺپاس متغیر بر تبیینͬ متغیر p تاثیر .٢
.ηi =∑p

j=٠ βjxij یعنͬ
.µi = ηi از است عبارت ٢ و ١ بین ارتباط .٣

داد تعمیم زیر به صورت ͬ توان م را بالا سه گانه صور
نیست. نرمال لزوما Yi توزیع .١

1 General Linear Model
2 Linear Predictor



٣ مقدمه
.µi = g(ηi) یعنͬ باشد،  ηi از تابعͬ ͬ تواند م µi .٢

باشد. غیرخطͬ ͬ تواند م ΁سیستماتی مولفه .٣
را (١٩٨٩ نلدر، و کالا ΁م) (GLM) تعمیم یافته»٣ خطͬ «مدل های مبانͬ مفاهیم این
هستند. کلͬ خطͬ مدل های از تعمیمͬ تعمیم یافته، خطͬ مدل های ͽواق در ͬ دهند. م ش΄ل
نوع تشخیص نیازمند رگرسیون تحلیل که است آن از حاکͬ تعمیم یافته، خطͬ مدل های نظریه
به (١٩٩٧) جرجنسن نرمال،  توزیع بودن پرکاربرد و بودن معروف علیرغم است. ͺپاس متغیر
است استثنا ΁ی نرمال توزیع کم، پراکندگͬ با داده های برای به جز که داشت اشاره نکته این
توصیف که کرد یادآوری ما به نیز برجسته،  آماردان  ،(١٩۵٣) فیشر باشد. قانون ΁ی این که تا

گیرد. صورت آن ها طبیعͬ ماهیت و ذات به توجه با باید داده ها
که دهند نشان GLM رده معرفͬ با توانستند که بودند کسانͬ اولین (١٩٧٢) ودربرن و نلدر
ͽواق در کرد. تحلیل واحد چارچوب ΁ی با ͬ توان م را نرمال غیر داده های از وسیعͬ طیف

شده، یعنͬ داده بسط نمایی توزیع های خانواده  برای GLM

است. نمایی توزیع های خانواده در توزیعͬ دارای Yi تصادفͬ متغیر .١
.ηi =∑p

j=٠ βjxij ͬ شوند، م مدل وارد ΁سیستماتی مولفه طریق از تصادفͬ متغیرهای .٢
یعنͬ ͬ شود، م مرتبط ηi به g پیوند»۴ «تابع نام به تابعͬ طریق از ،µi یعنͬ Yi میانگین .٣

.ηi = g(µi)

چنین برازش برای معدودی مدل های است،  نسبت و نرخ جنس از ͺپاس متغیر ͬ که هنگام
استفاده مورد بیزی آمار در اغلب که بتا توزیع در هستند. سودمند و شده معرفͬ داده هایی
متغیرهای چنین مدل سازی برای را آن پارامترها، از مناسبی تبدیل با ͬ توان م ͬ گیرد، م قرار
نسبت و نرخ ͅ های پاس برای را بتا رگرسیونͬ مدل (٢٠٠۴) سریباری و فراری برد. به کار پاسخͬ
betareg بسته توسط R نرم افزار در مرتبط، آماری استنباط و برآورد روش های و بردند به کار

.(٢٠١٠ هم΄اران، و (سریباری شد عملیاتͬ
توزیع مبنای بر GLM مدل ͬ شود، م اضافه مدل سازی به پراکندگͬ پارامتر وقتͬ وجود، این با
جنس از پیوسته داده های تحلیل برای (١٩٩١ جرجنسن، و نیلسن (بارندروف، سیمپل΄س۵
از وسیعͬ رده شامل سیمپل΄س توزیع .(٢٠١۴ ژو، و (ژنگ شد شناخته نیرومندتر نسبت،
مدل ΁ی سیمپل΄س توزیع ͽواق در است. (٠, ١) بازه در آن ها دامنه که است توزیع هایی

دارد. نمایی پراکندگͬ مدل های با مشترکͬ تحلیلͬ خواص و است پراکندگͬ

3 Generalized Linear Models
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اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
است. کرده ایفا را موثری نقش سیمپل΄س توزیع نیز، طولͬ داده های تحلیل بحث در
سیمپل΄س آمیخته اثرات مدل های و (٢٠٠٠ تن، و (سانگ سیمپل΄س۶ حاشیه ای مدل های

هستند. موارد این جمله از نیز (٢٠٠٨ هم΄اران،  و (ژو

گوسͬ توزیع با آن رابطه و کرده آغاز ٢ فصل در سیمپل΄س توزیع معرفͬ با پایان نامه، این در
مدل سپس ͬ دهیم. م شرح را سیمپل΄س تصادفͬ اعداد شبیه سازی نحوه و آمیخته٧ معکوس
معرفͬ به ۴ فصل در ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد ٣ فصل در را سیمپل΄س تعمیم یافته خطͬ
فصل در سرانجام ͬ پردازیم. م (GEEs) تعمیم یافته٩ برآوریابی معادلات روش و طول٨ͬ داده های
simplexreg بسته از استفاده با سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل های در داده ها تحلیل و برازش به ۵

ͬ دهیم. م نمایش واقعͬ مثال دو با را مدل کاربرد سپس و ͬ پردازیم م ،R نرم افزار در موجود
آن به ١. ٢ بخش در که هستیم پراکندگͬ مدل های اجمالͬ معرفͬ نیازمند ،٣ فصل به ورود برای
رگرسیونͬ مدل و رگرسیون مفهوم از مستقل کاملا ،٢ فصل که است ذکر به لازم ͬ پردازیم. م
ͬ تواند م باشد علاقه مند آن رگرسیونͬ بحث به صرفا خواننده ͬ که صورت در و است سیمپل΄س
دنبال ٣ فصل از را سیمپل΄س رگرسیون بحث ،٢. ٣ بخش در سیمپل΄س چ·الͬ دانستن با فقط

کند.

پراکندگͬ مدل های ١. ٢
«مدل های که مدل ها از بزرگ تری رده به (١٩٩٧) جرجنسن توسط ،GLM بر حاکم اصلͬ ایده
مورد در کلͬ عقیده مدل ها این در شد. داده تعمیم ͬ شوند، م نامیده (DM) پراکندگͬ»١٠
طیف صورت این در ͬ یابد. م تعمیم «پراکندگͬ» و «موقعیت»١١ به «مقیاس» و «م΄ان»
مثبت مثبت،  داده های نظیر گونه هایی و ͬ شود م داده پوشش نرمال،  غیر داده های از وسیعͬ
مدل های توسط ͬ توانند م جهت١٢ͬ داده های و دودویی داده های شمارشͬ، داده های صفر، و
مهمͬ رده ͽواق در گیرند؛ قرار مدل سازی و تحلیل مورد آن ها ذاتͬ ماهیت حفظ با و پراکندگͬ
دوم، توان های مجموع نقش آن در که است تعمیم یافته خطͬ مدل های پراکندگͬ، مدل های از
مدل انتخاب و برازش برای مهم ابزاری که «انحراف»١٣ نام به دی·ری مفهوم به مبنا، به عنوان

ͬ شود. م داده تعمیم است،
΁کلاسی خطͬ رگرسیون در اساسͬ نقش که را نرمال توزیع پراکندگͬ، مدل های تشریح برای
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۵ پراکندگͬ مدل های
یعنͬ N(µ, σ٢) چ·الͬ در ب·یرید. نظر در ͬ کند، م ایفا

f(x) =
٢√١πσ٢ exp

{
−(y − µ)٢

٢σ٢
}

اندازه گیری را µ میانگین و y مشاهده بین تفاوت١۴ که است اقلیدسͬ فاصله ΁ی (y−µ)٢ جمله
دستیابی و F آماره تش΄یل برای رگرسیون، تحلیل در تفاوت، اندازه گیری معیار این ͬ کند. م

ͬ شود. م استفاده برازش نی΄ویی به
فاصله آن در که داد ارائه را پراکندگͬ مدل های (١٩٩٢) جرجنسن نرمال، چ·الͬ از ال·وپذیری با
ͬ شود. م گرفته نظر در d(y;µ) نماد با و تفاوت مفهوم از ͬ تری کل به صورت (y − µ)٢ اقلیدسͬ
خانواده ای ،σ٢ پراکندگͬ پارامتر و µ م΄ان پارامتر با DM(µ, σ٢) پراکندگͬ مدل .١. ٢. ١ تعریف

است: زیر به صورت چ·الͬ تابع دارای که توزیع هاست از
f(y;µ, σ٢) = a(y;σ٢) exp

{
−١
٢σ٢d(y;µ)

}
y ∈ C (١. ١)

. Ω ⊆ C ⊆ R عموما و است µ از مستقل و a ≥ ٠ نرمال ساز ثابت و σ٢ > ٠ ،µ ∈ Ω آن در که
از مجزا به طور GLMها) در β (یا µ برآورد لذا نیست، µ شامل نرمال ساز ثابت که آن جا از
بسیار خاصیت این داشت. خواهد بر در را پارامترها برآورد سهولت که ͬ شود م انجام σ٢ برآورد
و بوده برقرار نرمال توزیع در ͬ شود، م شناخته درستنمایی١۵ متعامدسازی به عنوان که مفید

برجاست. پا نیز پراکندگͬ مدل های در
است: زیر شرط دو دارای و (y, µ) ∈ C×Ω که نامیده انحراف١۶ تابع را d(., .) متغیره دو تابع

آن گاه ،y = µ باشند، برابر باهم انتظار مورد µ و y مشاهده ͬ که وقت .١
d(y; y) = ٠, ∀y ∈ Ω·

آن گاه نباشند، برابر باهم انتظار مورد µ و y مشاهده که وقتͬ .٢
d(y;µ) > ٠, ∀y ̸= µ·

با (y, µ) به نسبت d(y;µ) تابع دوم مرتبه مشتق های اگر ͬ شود م نامیده منظم١٧ انحراف، تابع
باشند برابر هم

∂٢d
∂y٢ (y; y) =

∂٢d
∂µ٢ (y;µ)

∣∣∣∣
µ=y

> ٠, ∀y ∈ Ω.
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اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
ͬ شود م تعریف زیر به شرح V : Ω −→ (٠,∞) واریانس١٨ تابع منظم، انحراف تابع برای

V(µ) =
٢

∂٢d
∂µ٢ (y;µ)

∣∣
y=µ

, µ ∈ Ω. (١. ٢)

در متناظرشان V واریانس تابع و d انحراف تابع به همراه معروف پراکندگͬ مدل های از برخͬ
شده اند. معرفͬ ١. ١ جدول

پراکندگͬ مدل های برخͬ واریانس تابع و انحراف تابع :١. ١ جدول
توزیع d C Ω V(µ)

نرمال (y − µ)٢ (−∞,∞) (−∞,∞) ١

پواسون ٢(y log y

µ
− y + µ) {٠, ١, . . . } (٠,∞) µ

معکوس گوسͬ (y − µ)٢
yµ٢ (٠,∞) (٠,∞) µ٣

سیمپل΄س (y − µ)٢

y (١ − y)µ٢ (١ − µ)
٢ (٠, ١) (٠, ١) µ١)٣ − µ)٣

پراکندگͬ مدل های قالب در را پواسون و نرمال توزیع های گرفتن قرار چ·ونگͬ زیر، مثال دو در
ͬ کنیم. م بررسͬ

y ∈ C = R و d(y;µ) = (y−µ)٢ آن در که ب·یرید نظر در را N(µ, σ٢) نرمال توزیع .١. ٢. ١ مثال
صفر با برابر ،y = µ ͬ که صورت در و است نامنفͬ d تابع که است ͹واض .µ ∈ Ω = R هم چنین و

است: زیر به صورت d دوم و اول مرتبه مشتق های نتیجه در است.
∂d

∂µ
= −٢(y − µ),

∂٢d
∂µ٢ = ٢

آورد به دست ͬ توان م (١. ٢) رابطه به توجه با را واریانس تابع سپس
V(µ) =

٢
٢ = ١

ب·یرید نظر در را µ پارامتر با پواسون توزیع .١. ٢. ٢ مثال
f(y;µ) =

µy

y!
e−µ, y ∈ {٠, ١, . . . };µ ∈ Ω = (٠,∞),

18 Variance Function



٧ پراکندگͬ مدل های
با است معادل که

f(y;µ) =
١
y!

exp {y logµ− µ} ·

باشد، دارا باید d که شرایطͬ به توجه با زیرا نیست؛ انحراف تابع ΁ی {y logµ − µ} این جا در
تقسیم و ضرب  exp{y log y − y} عبارت در را فوق رابطه حال .d ̸= ٠ داریم y = µ وقتͬ

داریم نتیجه در ͬ کنیم؛ م
p(y;µ) =

{ ١
y!

exp(y log y − y)

}
exp

{
− ١

٢٢(y log y − y − y logµ+ µ)

}
.

داریم (١. ١) در DM تعریف و بالا رابطه به توجه با حال
d(y;µ) = ٢(y log y

µ
− y + µ)

a(y, σ٢) = ١
y!

exp {y log y − y}

σ٢ = ١·
این که دهیم نشان ͬ است کاف است، منظم انحراف تابع ΁ی d تابع این که دادن نشان برای

داریم µ هر برای است. صفر ی΄تای مینیمم دارای محدب تابع
∂d

∂y
= ٢(log y − logµ),

∂٢
∂y٢ =

٢
y
·

است معنͬ این به و ،y > µ اگر است مثبت و y < µ اگر است منفͬ اول مشتق که است ͹واض
با نتیجه در است؛ y = µ در صفر ی΄تای مقدار مینیمم با محدب تابع ΁ی d انحراف تابع که

داریم (١. ٢) رابطه در واریانس تابع تعریف به توجه
V(µ) =

٢
∂٢d
∂µ٢

=
٢
٢y
µ٢

=
٢
٢
µ

= µ·

پراکندگͬ مدل های خواص ١. ٢. ١
آن گاه باشد منظم انحراف تابع d اگر .١ خاصیت

∂٢d
∂y٢ (y; y) =

∂٢d
∂µ٢ (y; y) = − ∂٢d

∂µ∂y
(y; y), ∀y ∈ Ω. (١. ٣)

داریم انحراف تعریف از استفاده با برهان.
d(y; y) = d(µ;µ) = ٠, d(y;µ) ≥ ٠, ∀y, µ ∈ Ω

مینیمم ΁ی دارای d(.;µ) مشابه به طور و است y در ی΄تا مینیمم ΁ی دارای d(y; .) یعنͬ
بنابراین است، µ در ی΄تا

∂d

∂µ
(y; y) =

∂d

∂y
(y; y) = ٠. (۴ .١)



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
ͬ شود. م حاصل y به نسبت (۴ .١) معادله دو مشتق از استفاده با سادگͬ به (١. ٣) نتیجه

است زیر به صورت (µ٠, µ٠) نزدی΄ͬ در منظم انحراف تیلور بسط .٢ خاصیت

d(µ٠ + xδ;µ٠ +mδ) =
δ٢

V(µ٠)(x−m)٢ +O(δ٢)

است. واریانس تابع همان V(.) آن در که

داریم (۴ .١) به توجه با برهان.
d(µ٠ + xδ;µ٠ +mδ) = d(µ٠, µ٠) + ∂d

∂µ
(xδ) +

∂d

∂y
(mδ)

+
١
٢
∂d٢
∂µ٢ (µ٠, µ٠)(δ٢x٢) + ١

٢٢ ∂d٢
∂µ∂y

(µ٠, µ٠)(δm)(δx)

+
١
٢
∂d٢
∂y٢ (µ٠, µ٠)(δ٢m٢) +O(δ٢)

داریم: بنابراین هستند، صفر بالا عبارت راست سمت اول جمله سه که آن جا از

d(µ٠ + xδ;µ٠ +mδ) =
δ٢

V(µ٠)x
٢ +

δ٢
V(µ٠)٢xm+

δ٢
V(µ٠)m

٢ +O(δ٢)

=
δ٢

V(µ٠)(x−m)٢ +O(δ٢)·

پارامتر برآورد آوردن به دست و ندارد بسته ای صورت a(.) نرمال ساز ثابت که آن جایی از
نقطه زینͬ تقریب که ،a(.) نرمال ساز ثابت از تقریبی است؛ دشواری کار σ٢ پراکندگͬ

ͬ آوریم. م به دست زیر گزاره از استفاده با را است، ΁کوچ پراکندگͬ با چ·الͬ برای
،DM منظم، پراکندگͬ مدل ΁ی چ·الͬ ،σ٢ −→ ٠ هرگاه زین١٩ͬ) نقطه (تقریب .٣ خاصیت

شود تقریب زیر به صورت ͬ تواند م
f(y;µ, σ٢) ≃ {٢πσ٢V(y)}−

١٢ exp{− ١
٢σ٢d(y;µ)}

به صورت نرمال ساز ثابت ،σ٢ −→ ٠ وقتͬ ب·وییم این که با است معادل فوق رابطه که
ͬ شود: م تقریب زیر

a(y;σ٢) ≃ {٢πσ٢V(y)}−
١٢ (۵ .١)

19 Saddlepoint Approximation



٩ پراکندگͬ مدل های
کاکس و نیلسن بارندروف، به اثبات برای است. واریانس تابع همان V(.) آن در که

کنید. رجوع (١٩٨٩)
گرفت. نتیجه است، آمده زیر در که را مجانبی نرمال خاصیت ͬ توان م ٣ و ٢ خواص از
تقریب با پراکندگͬ مدل ΁ی Y ∼ DM(µ٠ +σµ, σ٢) کنید فرض مجانبی) (نرمال .۴ خاصیت

داریم است؛ ی΄نواخت (۵ .١) در هم·رایی یعنͬ است، ی΄نواخت هم·رای زینͬ نقطه
Y − µ٠
σ

d−→ N(µ,V(µ٠)), σ٢ −→ ٠· (۶ .١)
داریم ΁کوچ ͬ های پراکندگ برای دی·ر، به عبارتͬ

DM(µ٠ + σµ, σ٢) ≃ N(µ٠ + σµ, σ٢V(µ٠))·

ماکسیمم درستنمایی برآورد ١. ٢. ٢
ͬ پردازیم. م پراکندگͬ مدل های اساس بر GLM در ماکسیمم درستنمایی برآورد به بخش این در
مصداقͬ yiها آن در که ب·یرید، نظر در را i = ١, . . . ,m ،(yi, xi) مقطعͬ داده مجموعه ΁ی
قرار .g(µi) = xT

i β و Yi ∼ DM(µi, σ
٢) هستند Yi توزیع هم و مستقل تصادفͬ متغیرهای از

θ = (β, σ٢) پارامتر بردار برای درستنمایی .µ = (µ١, . . . , µm)T و y = (y١, . . . , ym)T ͬ دهیم م
است زیر به صورت

L(θ;y) =
m∏
i=١

a(yi;σ
٢) exp

{
− ١

٢σ٢d(yi;µi)
}
,β ∈ Rp+١, σ٢ > ٠.

ͬ شود م بیان زیر به صورت نیز درستنمایی ل·اریتم
ℓ(θ;y) =

m∑
i=١

log a(yi;σ
٢)− ١

٢σ٢
m∑
i=١

d(yi;µi)

=
m∑
i=١

log a(yi;σ
٢)− ١

٢σ٢D(y;µ)

(١. ٧)

β به وابسته فقط D(y;µ) =
∑m

i=١ d(yi;µi) و β از غیرخطͬ تابع ΁ی µi = µi(β) آن در که
است. خطͬ رگرسیون مدل در ͬ مانده باق دوم توان های مجموع مشابه D تابع است.

است: زیر به صورت β رگرسیونͬ ضریب برای امتیاز تابع
U(y;β) =

∂ℓ(θ)

∂β
= − ١

٢σ٢
m∑
i=١

∂d(yi;µi)

∂µi

∂µi
∂β

·

نمادگذاری u با را انحراف٢٠ امتیاز تابع هم چنین و ηi = xT
i β با را خطͬ پیش·وی iامین

داریم ͬ کنیم. م
u(yi;µi) = − ١

٢
∂d(yi;µi)

∂µi
, i = ١, . . . ,m. (١. ٨)

20 Deviance Scores Function



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
∂µi
∂β

=
∂µi
∂ηi

∂ηi
∂β

= {g′(µi)}−١xi

توابع از برخͬ ١. ٢ جدول در است. µ به نسبت پیوند، تابع اول مرتبه مشتق g′(µi) آن در که
است. آمده آن ها مشتق و پیوند

آن ها اول مشتق و پیوند توابع برخͬ :١. ٢ جدول

مدل پیوند تابع پیوند تابع مشتق Ω

دوجمله ای سیمپل΄س، log(
µ

١ − µ
)

١
µ(١ − µ)

µ ∈ (٠, ١)

منفͬ دوجمله ای معکوس، گوسͬ پواسون، log(µ)
١
µ

µ ∈ (٠,∞)

گاما ١
µ

− ١
µ٢ µ ∈ (٠,∞)

نوشت ͬ توان م زیر به صورت را امتیاز تابع حال
U(y;β) =

١
σ٢

m∑
i=١

xi
١

g′(µi)
u(yi;µi). (١. ٩)

ͬ شود م حاصل زیر معادله حل از β پارامتر ماکسیمم درستنمایی برآورد
m∑
i=١

xi
١

g′(µi)
u(yi;µi) = ٠· (١. ١٠)

نظم،  شرایط تحت نیست؛ σ٢ پراکندگͬ پارامتر شامل (١. ١٠) معادله که داشت دقت باید
یعنͬ است، β برای سازگار برآوردگر ΁ی β̂m ماکسیمم درستنمایی برآوردگر

β̂m
P−→ β,m −→ ∞

ماتریس I(θ) که است I−١(θ) کواریانس ماتریس و صفر میانگین با مجانبی نرمال دارای و
ͬ شود م بیان زیر به صورت که است فیشر اطلاع

I(θ) = −E{U′(Y;β)}

=
١
σ٢

m∑
i=١

xi
١

{g′(µi)}٢E{−u′(Yi;µi)}xT
i

=
m∑
i=١

xiwix
T
i

= XTWX·



١١ پراکندگͬ مدل های
W هم چنین ͬ باشد. م xi آن سطر iامین که است m× (p+ ١) بعد با ماتریس ΁ی X آن در که

ͬ شود م بیان زیر به صورت که است wi آن قطری عنصر iامین که است قطری ماتریس ΁ی
wi =

١
σ٢

١
{g′(µi)}٢E{−u′(Yi, µi)}, i = ١, . . . ,m·

باشد گونه ای به a(y, σ٢) اگر یعنͬ باشد، داشته وجود مدل در پراکندگͬ پارامتر ͬ که زمان
نرمال ساز، ثابت مشابه آن ماکسیمم درستنمایی برآورد برای باشد،  مقدور آن مشتق گیری که
صورت دارای نرمال ساز ثابت که زمانͬ اما گرفت؛ مشتق آن از نرمال توزیع مانند است کافͬ
مش΄ل این ͽرف برای که است پیچیده ای عددی حل دارای σ٢ به نسبت آن مشتق نباشد، بسته
مجانبی  نرمال خاصیت از استفاده روش، اولین ͬ شود. م پیشنهاد روش دو σ٢ پارامتر برآورد و

آن در که است پراکندگͬ ΁کوچ
log a(y;σ٢) ≃ − ١

٢ log σ٢·

است زیر به صورت σ٢ به نسبت درستنمایی ل·اریتم تقریب ،(١. ٧) رابطه در تقریب این اعمال با
− m

٢σ٢ +
١

٢σ۴D(y;µ) = ٠
ͬ شود م زیر به صورت σ٢ برآورد به منجر که

σ̂٢ =
١
m
D(y; µ̂) =

١
m

m∑
i=١

d(yi, µ̂i).

برآوردگر است. انحراف برآورد از میانگینͬ که ͬ نامند م جرجنسن برآوردگر را برآوردگر این
دهیم، انجام تصحیح آن آزادی درجه های روی اگر حتͬ نیست، نااریب کلͬ حالت در جرجنسن
σ٢ پارامتر که ͬ شود م پیشنهاد وقتͬ فقط رابطه این کنیم. m جای·زین را m − (p + ١) یعنͬ

باشد. (< ۵) ΁کوچ
که است گشتاوری ویژگͬ از استفاده σ٢ از نااریب برآوردگر ΁ی آوردن به دست برای دوم روش

ͬ پردازیم. م آن به زیر در
آن گاه باشد، منظم انحراف ΁ی d(y;µ) و Y ∼ DM(µ, σ٢) اگر .١. ٢. ١ گزاره

E{u(Y ;µ)} = ٠,
V{u(Y ;µ)} = σ٢E{−u′(Y ;µ)}

است. (١. ٨) رابطه در ،µ به نسبت اول مشتق u′ آن در که
قرار صفر برابر و گرفته مشتق آن از µ به نسبت حال ،∫ f(y;µ, σ٢)dy = ١ که ͬ دانیم م برهان.

ͬ دهیم م
− ١

٢σ٢
∫
d′(y;µ)f(y;µ, σ٢)dy = ٠,



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢
ͬ شود م نتیجه و گرفته مشتق µ به نسبت دی·ر بار .E{d′(Y ;µ)} = ٠ گفت ͬ توان م این که یا

− ١
٢σ٢

∫
{d′(y;µ)}٢f(y;µ, σ٢)dy +

∫
d′′(y;µ)f(y;µ, σ٢)dy = ٠

گوییم معادل،  به طور یا
E{d′′(Y ;µ)} =

١
٢σ٢E{d′(Y ;µ)}٢ =

١
٢σ٢V{d′(Y ;µ)}.

از است عبارت که کرد؛ بازنویسͬ را بالا رابطه ͬ توان م ،(١. ٨) رابطه به توجه با
V{u(Y ;µ)} = σ٢E{−u′(Y ;µ)}. (١. ١١)

این کرد. برآورد گشتاورها روش با را σ٢ پراکندگͬ پارامتر ͬ توان م نتیجه این اساس بر
از است عبارت برآوردگر

σ̂٢ =

∑m
i=١(ui − ū)٢∑m

i=١(−u′i)
,

.ū =
١
m

∑m
i=١ ui و u′i = u′(yi, µ̂i) ،ui = u(yi, µ̂i) آن در که

مدل دقت اندازه گیری معیارهای ١. ٣
استفاده با که دارند وجود ͺپاس متغیر برآورد در مدل ها توانایی ارزیابی برای معیارهایی آمار در
اندازه گیری با معیارها این کرد. مقایسه ی΁ دی·ر با را مختلف مدل های نتایج ͬ توان م آن ها از
متفاوتͬ معیارهای ͬ کنند. م مقایسه و ارزیابی را نتایج مدل، ΁ی برآورد دقت یا برآورد خطای

کرد. خواهیم اشاره معیار چند به بخش، این در که دارند وجود هدف این برای

خطا دوم توان میانگین
است. (MSE) ٢١ خطا دوم توان میانگین معیار مدل، برآورد خطای اندازه گیری راه های از ی΄ͬ
پارامتر، با ΁ی برآوردگر دو مقایسه یا و نااریب برآوردگرهای با اریب برآوردگرهای مقایسه برای

ͬ گردد: م محاسبه زیر به صورت آن مقدار و است مفیدی معیار MSE متفاوت، اریبی های
MSE

(
θ̂
)
= E

[(
θ − θ̂

)٢]
به MSE (θ) ͬ که صورت در است. پارامتر شده برآورد مقدار θ̂ و پارامتر واقعͬ مقدار θ آن در که

ͬ باشد. م θ̂ بودن سازگار٢٢ بیان گر کند، میل صفر سمت
21 Mean Squared Error
22 Consistency



١٣ مدل دقت اندازه گیری معیارهای

اریبی
برای است، Pθ : θ ∈ Θ توزیع های خانواده از توزیعͬ با تصادفͬ متغیر ΁ی X که δ (X) آماره

،θ ∈ Θ ΁ی برای اگر ͬ شود م گفته اریب٢٣ γ (θ)
Eθ [δ (X)] ̸= γ (θ)

است: زیر به صورت γ (θ) برآورد در δ (X) برآوردگر اریبی آن گاه
b (θ) = Eθ [δ (X)]− γ (θ)

΁آکایی اطلاع معیار
نامزد چند بین از آماری مدل بهترین انتخاب برای معیاری ،(AIC) ٢۴΁آکایی اطلاع معیار
ͬ گیرد م نظر در توام، پیچیدگͬ، به طور با همراه را مدل برازش نی΄ویی معیار، این است.
بر رقیب مدل چند مشاهده شده، داده های با شد. پیشنهاد ١٩٧۴ سال در ΁آکایی توسط که
کلͬ، حالت در است. بهترین AIC کمترین با مدل و ͬ شوند م رتبه بندی AIC مقدار حسب

به صورت AIC

AIC = −٢ log (L) + ٢p
برای درستنمایی تابع ماکسیمم مقدار L و مدل پارامترهای تعداد p آن در که ͬ شود م تعریف
CV آماره کردن مینیمم معادل AIC کردن مینیمم مجانبی به طور است. برآورد  شده مدل
است شده باعث ویژگͬ این است. برقرار خطͬ، مدل فقط نه مدلͬ، هر برای نتیجه این است.

شود. توصیه AIC از استفاده است، پیش·ویی هدف که زمانͬ

بیزی اطلاع معیار
زیر به صورت (BIC) بیزی٢۵ اطلاع معیار

BIC = −٢ log (L) + p log(n)

به نسبت معیار این سنگین تر جریمه دلیل به است. نمونه حجم n آن در که ͬ شود م تعریف
مدلͬ یا است AIC اساس بر منتخب مدل همان یا ͬ شود، م انتخاب BIC توسط که مدلͬ ،AIC

کمتر. پارامتر تعداد با است

23 Bias
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٢ فصل
سیمپل΄س توزیع

مقدمه
است، سیمپل΄س نوع از ͺپاس متغیر با رگرسیونͬ مدل بررسͬ که پایان نامه این هدف به توجه با
از تبدیلͬ سیمپل΄س، توزیع که آن جا از دارد. اختصاص سیمپل΄س توزیع شناخت به فصل این
آمیخته معکوس گوسͬ توزیع و معکوس١ گوسͬ توزیع ابتدا است، آمیخته معکوس گوسͬ توزیع
را سیمپل΄س تصادفͬ اعداد تولید و آن خواص سیمپل΄س، توزیع سپس و ͬ کنیم م مطرح را

ͬ کنیم. م تشریح

معکوس گوسͬ توزیع ٢. ١
به عنوان هم چنین و اعتماد قابلیت تحلیل در توزیع ها پرکاربردترین از ی΄ͬ معکوس گوسͬ توزیع
مثبت داده های تحلیل در توزیع این هم چنین است. خرابی زمان و عمر طول برای مدلͬ
سال در شرودینگر توسط معکوس گوسͬ توزیع ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد نیز راست به چوله
براونͬ» حرکت در گذر لحظه «اولین توزیع عنوان تحت آن فیزی΄ͬ مهم خواص به دلیل ١٩١۵
معکوس گوسͬ توزیع بین توجهͬ قابل شباهت های به (١٩٨٨) چی΄ارا و فول΄ز شد. معرفͬ
را تعمیم یافته معکوس گوسͬ توزیع تابع (١٩٩١) جرجنسن کرده اند. اشاره گوسͬ خانواده و

1Inverse Gaussian Distribution



سیمپل΄س توزیع ١۶
نظری خواص و پیدایش درباره گسترده مطالعه ای هم چنین کرد. بیان را آن خواص و معرفͬ
(٢٠٠٢) ناتارجان و مادول΄ار گرفت. صورت (١٩٩٩) سشادری توسط معکوس گوسͬ توزیع
نشان و کردند بررسͬ را چول·ͬ و کشیدگͬ تقارن، جمله از توزیع این مختلف خصوصیات
داده ها ͬ که صورت در و است نمایی توزیع های خانواده به متعلق معکوس گوسͬ توزیع که دادند
استفاده گوسͬ توزیع برای جای·زینͬ به عنوان ͬ تواند م باشند، مثبت چول·ͬ دارای و نامنفͬ
انجام مطالعاتͬ معکوس گوسͬ متغیر وارون توزیع درباره (٢٠٠٧) وانگ و مادول΄ار شود.
و تبدیل ها و آمیخته معکوس گوسͬ توزیع معرفͬ به (٢٠٠٩) هم΄اران و بالاکیریشنان دادند.
و کردند معرفͬ توزیع گشتاورهای محاسبه برای جدید روش ΁ی و پرداختند آن گشتاورهای

کردند. استفاده مناسب مدل انتخاب برای توزیع گشتاورهای از
از ی΄ͬ هستند. چول·ͬ دارای و نبوده متقارن داده ها موارد از بسیاری در داده ها، تحلیل در

است. چوله داده های مسئله در توزیع این مهم کاربردهای
باشد زیر احتمال چ·الͬ تابع دارای X مثبت و پیوسته تصادفͬ متغیر اگر .٢. ١. ١ تعریف

f
(
x; ξ, ϵ٢

)
=
(٢πϵ٢x٣)−١٢

exp

{
− (x− ξ)٢

٢ξ٢ϵ٢x

}
, x > ٠, ϵ٢ > ٠, ξ > ٠ (٢. ١)

توزیع میانگین ξ پارامتر که است X ∼ IG(ξ, ϵ٢) نماد با معکوس گوسͬ توزیع دارای X آن گاه
است. مقیاس پارامتر ϵ٢ و

نشان ϵ٢ و ξ از مختلفͬ مقادیر ازای به ٢. ١ ش΄ل در معکوس گوسͬ چ·الͬ تابع نمودار
از عبارتند معکوس گوسͬ توزیع واریانس و ریاضͬ امید شده است. داده

E (X) = ξ

V (X) = ξ٣ϵ٢

پارامترهای ,Xو ١
X

طبیعͬ آماره های با پارامتری دو نمایی خانواده ΁ی معکوس گوسͬ توزیع
است. −١

٢ξ٢ϵ٢ ,
−١
٢ϵ٢ طبیعͬ

به صورت توزیع استاندارد صورت (٢. ١) چ·الͬ در ϵ = ١ و ξ = ١ دادن قرار با
f (x; ١, ١) = (٢πx٣)−١٢

exp

{
− (x− ٢(١

٢x
}

دنباله ای احتمال نسبت آزمون ΁ی در نمونه توزیع حدی ش΄ل ͽواق در که ͬ شود م حاصل
استاندارد والد توزیع آن را اوقات گاهͬ این رو، از است. آمده به دست والد توسط که ͬ باشد م

گویند.
هستند زیر به  صورت به ترتیب معکوس گوسͬ تجمعͬ توزیع تابع و چ·الͬ تابع ،ϵ٢ = ١ برای

fIG (x; ξ) =
(٢πx٣)−١٢

exp

{
− (x− ξ)٢

٢ξ٢x

}
(٢. ٢)



١٧ معکوس گوسͬ توزیع

برای معکوس گوسͬ چ·الͬ تابع نمودار (ب)
.ϵ٢ مختلف مقادیر و ξ = ١

برای معکوس گوسͬ چ·الͬ تابع نمودار (آ)
.ξ مختلف مقادیر و ϵ٢ = ١

معکوس گوسͬ چ·الͬ توابع نمودار :٢. ١ ش΄ل

FIG(x; ξ) = Φ(
١√
x

x− ξ

ξ
) + exp(

٢
ξ
)Φ(− ١√

x

x+ ξ

ξ
) x > ٠, ξ > ٠

است. استاندارد نرمال تجمعͬ توزیع تابع Φ(.) آن در که

معکوس گوسͬ توزیع گشتاور مولد تابع ٢. ١. ١
این صورت در باشد، X ∼ IG(ξ, ϵ٢) تصادفͬ متغیر اگر

MX(t) =

∫ ∞

٠ etxf(x; ξ, ϵ٢)dx = e
١

ξϵ٢
∫ ∞

٠

{ ١
٢πϵ٢x٣

} ١٢
exp

{
−(x٢ + ξ٢)− ٢ξ٢x٢t

٢ξ٢ϵ٢x

}
dx

نوشت ͬ توان م که

−(x٢ + ξ٢)− ٢ξ٢x٢t
٢ξ٢ϵ٢x =

−
(√١ − ٢ξ٢ϵ٢tx− ξ

)٢

٢ξ٢ϵ٢x − ١
ξϵ٢
√

١ − ٢ξ٢ϵ٢t

=
−(x− ξ′)٢

٢ξ′٢ϵ٢x − ١
ξϵ٢
√

١ − ٢ξ٢ϵ٢t

داریم MX(t) نمایش انتگرال در بالا رابطه جای·ذاری با .ξ′ = ξ(١ − ٢ξ٢ϵ٢t) ١٢
آن در که

MX(t) = exp

{ ١
ξϵ٢
}
exp

{
−١
ξϵ٢
√

١ − ٢ξ٢ϵ٢t
}∫ ∞

٠

√ ١
٢πϵ٢x٣ exp

{
−(x− ξ′)٢

٢ξ′٢ϵ٢x
}
dx



سیمپل΄س توزیع ١٨
است. ϵ٢ و ξ′ پارامترهای با معکوس گوسͬ توزیع ΁ی احتمال چ·الͬ تابع بالا انتگرال زیر تابع
به صورت معکوس گوسͬ گشتاور مولد تابع نتیجه در و است ΁ی با برابر انتگرال، مقدار بنابراین

است: زیر
MX(t) = exp

{ ١
ξϵ٢

[
١ −

(١ − ٢ξ٢ϵ٢t
) ١٢
]}

, t <
١

٢ξ٢ϵ٢

معکوس تسمیه وجه ٢. ١. ٢
متغیر انباشتگ٢ͬ مولد تابع باشد، X تصادفͬ متغیر گشتاور مولد تابع دهنده نشان MX(t) اگر

ͬ شود م تعریف زیر به صورت X تصادفͬ
ψ(t) = logMX(t) = log E[etX ]

باشد، بنابراین X نامنفͬ تصادفͬ متغیر لاپلاس تبدیل ل·اریتم دهنده نشان LX(t) اگر حال
داریم

LX(t) = log E[e−tX ] = ψ(−t)

دو تصادفͬ متغیر از جفت هایی انباشتگͬ مولد تابع بین وارون ارتباطͬ تویدی ١٩۴۵ سال در
نمود. ارائه معکوس گوسͬ و نرمال گاما،  و پواسون منفͬ، جمله ای دو و جمله ای

وارون ارتباط این سپس ͬ شود، م معرفͬ معکوس تصادفͬ متغیرهای کلͬ حالت ابتدا این جا در
گیرند. قرار بررسͬ مورد هستند خاصیت این دارای که تصادفͬ متغیرهای جفت مورد در

به LY (t) و LX(t) اگر تنها و اگر ی΄دی·رند معکوس Y و X تصادفͬ متغیرهای .٢. ١. ٢ تعریف
کند صدق زیر شرایط در مشترک دامنه در t مقدار هر ازا

i)LX(t) = αL(t) ii)LY (t) = βL−١(t) (٢. ٣)
مقادیر β و α است، X تصادفͬ متغیر لاپلاس تبدیل ل·اریتم دهنده نشان LX(t) آن در که
متغیرهای با متناظر توزیع های .L(L−١(t)) = t یعنͬ ͬ باشد، م L(t) تابع وارون L−١(t) و ثابت

ͬ نامند. م معکوس توزیع های را معکوس تصادفͬ
چ·الͬ تابع با σ٢ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای X تصادفͬ متغیر کنید فرض

باشد زیر احتمال
f(x) =

٢√١πσ٢ exp

{
−(x− ξ)٢

٢σ٢
}
, x ∈ R, ξ > ٠, σ > ٠

آن گاه
E[etX ] = exp

{
ξt+

σ٢t٢
٢
}

=⇒ LX(t) = ξ
(σ٢t٢

٢ξ − t
)
, t ∈ R

2 Cumulant Generating Function



١٩ معکوس گوسͬ توزیع

که دید ͬ توان م به راحتͬ ،L(t) = σ٢t٢
٢ξ − t و α = ξ فرض با

L−١(t) = ξ

σ٢
[
١ − (١ +

٢σ٢
ξ
t)

١٢
]

t <
ξ

٢σ٢

داریم ١
ϵ٢ =

ξ٣
σ٢ دادن قرار با

L−١(t) = ١
ξ٢ϵ٢

[١ − (١ + ٢ξ٢ϵ٢t) ١٢
]

t <
١

٢ξ٢ϵ٢

آن گاه باشد، (٢. ١) احتمال چ·الͬ تابع دارای Y تصادفͬ متغیر اگر حال
LY (t) =

١
ξϵ٢

[١ − (١ + ٢ξ٢ϵ٢t) ١٢
]
= ξL−١(t) t <

١
٢ξ٢ϵ٢

و X تصادفͬ متغیرهای مورد در (٢. ٣) روابط t < ١
٢ξ٢ϵ٢ مقادیر تمام ازای به β = ξ فرض با

است. نرمال تصادفͬ متغیر معکوس Y تصادفͬ متغیر یعنͬ ͬ شود؛ م حفظ Y

معکوس گوسͬ توزیع خواص برخͬ ٢. ١. ٣
ͬ باشد م برخوردار خواصͬ از ΁کلاسی توزیع های از بسیاری با مقایسه در معکوس گوسͬ توزیع
این ͬ های ویژگ مهم ترین از برخͬ بررسͬ به زیر در است. نرمال توزیع مشابه آن ها از بعضͬ که

ͬ پردازیم. م توزیع
kX ∼ IG

(
kξ, kϵ٢

)
, k > ٠ آن گاه X iid∼ IG

(
ξ, ϵ٢

) اگر ‐١ ویژگͬ
∑
Xi ∼ IG

(
nξ, n٢ϵ٢

) آن گاه Xi
iid∼ IG

(
ξ, ϵ٢

)
, i = ١, · · · , n اگر ‐٢ ویژگͬ

X̄ ∼ IG
(
ξ, nϵ٢

) آن گاه Xi
iid∼ IG

(
ξ, ϵ٢

)
, i = ١, · · · , n اگر ‐٣ ویژگͬ

‐۴ ویژگͬ
رابطه به صورت چ·الͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر اگر (١٩۶٨ (شاستر، .٢. ١. ١ قضیه

آن گاه باشد، (٢. ١)
(X − ξ)٢
Xξ٢ϵ٢ ∼ χ٢

(١)

رابطه در آن چ·الͬ تابع که X ∼ IG(ξ, ١) اگر معکوس٣) گوسͬ توزیع (وارون ‐۵ ویژگͬ
گوسͬ توزیع (وارون X−١ تصادفͬ متغیر احتمال چ·الͬ تابع آن گاه شد، داده (٢. ٢)

است زیر به صورت ͬ دهیم، م نشان X ∼ RIG(ξ, ١) نماد با را آن که معکوس)
fRIG(x; ξ) =

(٢πx)−١٢ exp

{
−(١ − ξx)٢

٢ξ٢x

}
(۴ .٢)

3 Reciprocal Inverse Gaussian Distribution



سیمپل΄س توزیع ٢٠
به صورت نیز آن تجمعͬ توزیع تابع و

FRIG(x; ξ) = ١ − FIG(
١
x
, ξ)

= ١ − Φ(
١√
x

١ − ξx

ξ
)− exp(

٢
ξ
)Φ(− ١√

x

١ + ξx

ξ
)

(۵ .٢)

است.
متغیر تغییر روش اصول به بنا و (٢. ٢) رابطه به توجه با ،(۴ .٢) رابطه اثبات برای برهان.

ͬ دانیم م
fRIG(x; ξ) =

١
x٢ fIG(

١
x
; ξ) (۶ .٢)

لذا و است تبدیل ژاکوبین ١
x٢ که

fRIG(x; ξ) =
١
x٢
[
(٢πx−٣)− ١٢ exp

{
−(x−١ − ξ)٢

٢ξ٢x−١
}]

=

[
(٢πx)− ١٢ exp

{
−(x−١ − ξ)٢

٢ξ٢x−١
x٢
x٢
}]

=

[
(٢πx)− ١٢ exp

{
−x٢(x−٢ + ξ٢ − ٢ξx−١)

٢ξ٢x

}]

=

[
(٢πx)− ١٢ exp

{
−(١ + x٢ξ٢ − ٢ξx)

٢ξ٢x

}]

=

[
(٢πx)− ١٢ exp

{
−(١ − ξx)٢

٢ξ٢x

}]

داریم (۵ .٢) رابطه اثبات برای حال
P (X 6 t) = FX(t) = P (

١
X

> ١
t
) = P (Y > ١

t
) = ١ − FY (

١
t
)·

بنابراین
FY (t) = ١ − FX(

١
t
)·

٢. ٢ بخش در آمیخته معکوس گوسͬ توزیع توصیف در ویژگͬ این از که است ذکر به لازم
کرد. خواهیم استفاده

معکوس گوسͬ توزیع از تصادفͬ مقادیر تولید ۴ .٢. ١
داد نشان ͬ توان م سادگͬ به باشد، F توزیع تابع دارای X پیوسته تصادفͬ متغیر کنید فرض
آسانͬ به F وارون تابع اگر حال است. (٠, ١) بازه روی ی΄نواخت توزیع دارای Y = F (X) که



٢١ معکوس گوسͬ توزیع
پیروی F توزیع از که تصادفͬ اعداد ،F معکوس آوردن به دست با ͬ توان م باشد محاسبه قابل
در را آن ها و شوند اختیار (٠, ١) بازه در تصادفͬ اعدادی است کافͬ کرد. تولید را ͬ کنند م
گوسͬ توزیع مورد در شود. محاسبه متناظر متغیر مقادیر و دهند قرار معکوس تابع ضابطه

نیست. ام΄ان پذیر به راحتͬ F معکوس محاسبه توزیع، تابع پیچیده ش΄ل به دلیل معکوس
گوسͬ توزیع ΁ی از تصادفͬ مشاهدات تولید برای روشͬ ١٩٧۶ سال در هم΄اران و می΄ائیل
معکوس، گوسͬ توزیع ۴ ویژگͬ به توجه با .X ∼ IG(ξ, ϵ٢) کنید فرض کردند. ارائه معکوس
΁ی با آوریم به دست Z حسب بر را X اگر است، Z =

(X − ξ)٢
Xξ٢ϵ٢ ∼ χ٢

(١) آن در که ،٢. ١. ١ قضیه
معادله این ریشه های X(٢) و X(١) کنید فرض هستیم. مواجه X حسب بر دو درجه معادله

داریم باشند؛

X(١) = ξ +
ξ٢ϵ٢Z

٢ − ξϵ٢
٢
√

۴ξZ
ϵ٢ + ξ٢Z٢, X(٢) = ξ٢

X(١) · (٢. ٧)
Z تصادفͬ متغیر ΁ی تولید فرض با ریشه ها انتخاب شرطͬ احتمال هم΄ارانش و می΄ائیل
با کوچ΁ تر ریشه که دادند نشان و نمودند محاسبه را آزادی درجه ΁ی با کای دو توزیع از
توزیع از را Z اگر پس ͬ شود. م انتخاب X(١)

ξ +X(١) احتمال با ، دی·ر ریشه و ξ

ξ +X(١) احتمال
گوسͬ متغیر مقادیر به ͬ توان م (٢. ٧) روابط با آن گاه کنیم، تولید آزادی درجه ΁ی با کای دو

ξ

ξ +X(١) موفقیت احتمال با برنولͬ آزمایش ΁ی که صورت این به کرد؛ پیدا معکوس دست
کنید. رجوع (١٩٧۶) هم΄اران، و می΄ائیل به اثبات برای ͬ دهیم؛ م انجام

کافͬ آزادی، درجه ΁ی با کای دو توزیع از مشاهده ΁ی تولید برای که است ذکر به لازم
نرمال مشاهده ΁ی تولید برای و نماییم مجذور را استاندارد نرمال توزیع از مشاهده ΁ی است

ͬ کنیم م استفاده زیر تبدیلات از استاندارد
Z١ =

√
−٢ lnU١ cos٢πU٢ , Z٢ =

√
−٢ lnU١ sin٢πU٢

متغیر دو Z٢ و Z١ ،(٠, ١) بازه در ی΄نواخت توزیع از مستقل مشاهده دو U٢ و U١ آن در که
هستند. مستقل استاندارد نرمال

داد. ارائه زیر به صورت را معکوس گوسͬ تصادفͬ اعداد تولید ال·وریتم ͬ توان م بنابراین
معکوس گوسͬ از تصادفͬ اعداد تولید ال·وریتم .٢. ١. ١ ال·وریتم

ͬ کنیم. م تولید آزادی درجه ΁ی با کای دو توزیع از Z تصادفͬ اعداد ‐١ گام
محاسبه (٢. ٧) رابطه براساس را ،X(١) کوچ΁ تر، ریشه ،١ گام در تصادفͬ عدد هر برای ‐٢ گام

ͬ کنیم. م
ͬ کنیم. م اجرا p = ξ

ξ +X(١) موفقیت احتمال با برنولͬ آزمایش ΁ی ‐٣ گام
گوسͬ توزیع از مشاهده ای به عنوان را X(١) ریشه باشد موفقیت آزمایش نتیجه اگر ‐۴ گام

ͬ شود. م انتخاب X(٢) بزرگ تر ریشه این صورت غیر در و ͬ کنیم م انتخاب معکوس



سیمپل΄س توزیع ٢٢
است. X(١)X(٢) = ξ٢ معادله ریشه های بین رابطه

آمیخته معکوس گوسͬ توزیع ٢. ٢
آن گشتاورهای و تبدیل ها و آمیخته معکوس گوسͬ توزیع (٢٠٠٩) هم΄اران و بالاکیریشنان
در کردند. معرفͬ توزیع این گشتاورهای محاسبه برای جدید روش ΁ی و کرده معرفͬ را
بسیار نیز آمیخته توزیع های دارند. بسیاری اهمیت چوله مدل های داده ها، پارامتری تحلیل
آمیخته معکوس گوسͬ توزیع ͬ باشند. م نیز خوبی آماری خصوصیات دارای و انعطاف پذیرند
گوسͬ توزیع روی تبدیلاتͬ انجام با دارد. زیادی کاربرد که است آماری مدل های از ی΄ͬ
مختلف موقعیت های در که ͬ آیند م به دست جدیدی پارامتری توزیع های آمیخته معکوس

مفیدند.
تصادفͬ متغیرهای احتمال چ·الͬ توابع به ترتیب fX٢(x) و fX١(x) کنید فرض .٢. ٢. ١ تعریف

باشد: زیر چ·الͬ دارای اگر گویند، گسسته آمیخته را X تصادفͬ متغیر باشند. X٢ و X١

fX(x) = (١ − p) fX١(x) + pfX٢(x), x > ٠, ٠ ≤ p ≤ ١.
،ξ م΄ان پارامترهای با آمیخته معکوس گوسͬ توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٢. ٢. ٢ تعریف

باشد زیر به صورت آن احتمال چ·الͬ تابع هرگاه است، p آمیختگͬ پارامتر و ϵ٢ مقیاس
fX(x) = ϕ

( ١√
ξϵ٢

[√
x

ξ
−
√
ξ

x

]) ١√
ϵ٢x٣

[
١ − p+

px

ξ

]
, x > ٠ (٢. ٨)

X ∼MIG(x; ξ, ϵ٢, p) نماد با را توزیع این است. استاندارد نرمال احتمال چ·الͬ تابع ϕ(.) آن در که
ͬ دهند. م نشان

به چوله و آمیخته توزیع های از انعطاف پذیر خانواده ΁ی آمیخته،  معکوس گوسͬ توزیع
است. راست

،X ∼MIG(ξ, ϵ٢, p) باشد، آمیخته معکوس گوسͬ توزیع Xدارای تصادفͬ متغیر اگر .٢. ٢. ١ قضیه
آن گاه

CX ∼MIG(Cξ,Cϵ٢, p) الف)
آن که است، زیر چ·الͬ تابع دارای ( آمیخته۴ معکوس گوسͬ توزیع (وارون R = X−١ ب)

ͬ دهیم م نشان ١
X

∼MIG(
١
ξ
,

١
ξ٢ϵ٢ , ١ − p) نماد با اختصار به را

fR(r) = ϕ

 ١√
ξϵ٢

√ ١
rξ

−
√
rξ

 ١
r٢

(١ − p)

√
r٣
ϵ٢ + p

√
r

ξ٢ϵ٢

 , r > ٠·
4 Reciprocal Mixture Inverse Gaussian Distribution



٢٣ آمیخته معکوس گوسͬ توزیع
ͬ شود. م حاصل مستقیما نتیجه متغیر تغییر با الف: برهان.

داریم (٢. ٨) رابطه در | − ١
r٢ | تبدیل ژاکوبین و x =

١
r

متغیر تغییر با ب:

fR(r) = ϕ

 ١√
ξϵ٢

√ ١
ξr

−
√
ξ
١
r

 ١√
ϵ١)٢

r )
٣

[
١ − p+

p١
r

ξ

]
× ١
r٢

= ϕ

 ١√
ξϵ٢

√ ١
rξ

−
√
rξ

 ١
r٢

(١ − p)

√
r٣
ϵ٢ + p

√
r

ξ٢ϵ٢


ͬ شود. م کامل اثبات و

دارای X تصادفͬ متغیر آن گاه ،X−١٢ ∼ IG(ξ−١, ξ٢ϵ٢) و X١ ∼ IG(ξ, ϵ٢) اگر .٢. ٢. ١ گزاره
احتمال با X٢ و ١ − p احتمال با X١ که p و ϵ٢ ،ξ پارامترهای با آمیخته معکوس گوسͬ توزیع

به صورت آن احتمال چ·الͬ تابع و است p
f
(
x; ξ, ϵ٢, p

)
=
(٢πϵ٢x٣)− ١٢

(
١ − p+

px

ξ

)
exp

{
− ١

٢ϵ٢
(x− ξ)٢
ξ٢x

}
, x > ٠ (٢. ٩)

است.
ͬ دانیم م (٢. ١) رابطه به بنا برهان.

fX١(x) =
(٢πϵ٢x٣)−١٢

exp

{
− (x− ξ)٢

٢ξ٢ϵ٢x

}
, x > ٠, ϵ٢ > ٠, ξ > ٠

به مربوط چ·الͬ حال .D(x, ξ)

ϵ٢ =
D(x−١, ξ−١)

ξ٢ϵ٢ و D(x, ξ) =
(x− ξ)٢
ξ٢x و X−١٢ = U قرار دهید

ͬ آوریم م به دست زیر به صورت بالا رابطه به بنا و X−١٢ ∼ IG(ξ−١, ξ٢ϵ٢) این که به توجه با را آن

fU (u) =
(٢πξ٢ϵ٢u٣)−١٢

exp

−D
(
u, ξ−١)

٢ξ٢ϵ٢


به صورت را آن ͬ توان م (۶ .٢) رابطه از که هستیم X٢ خود توزیع آوردن به دست نیازمند حال

آورد به دست زیر
fX٢(u) =

١
u٢ fU (

١
u
)

=
١
u٢
(٢πξ٢ϵ٢u−٣)−١٢

exp

−D
(
u−١, ξ−١)

٢ξ٢ϵ٢


⇒ fX٢(x) =

(٢πξ٢ϵ٢x
)−١٢

exp

{
−D (x, ξ)

٢ϵ٢
}

داریم: (٢. ٢. ١) تعریف به توجه با حال
fX(x) = (١ − p)

(٢πϵ٢x٣)−١٢
exp

{
− (x− ξ)٢

٢ξ٢ϵ٢x

}
+ p

(٢πξ٢ϵ٢x
)−١٢

exp

{
− (x− ξ)٢

٢ξ٢ϵ٢x

}

ͬ آید. م به دست (٢. ٩) رابطه ساده سازی، و مشترک جمله از گرفتن فاکتور با بنابراین



سیمپل΄س توزیع ٢۴

آمیخته معکوس گوسͬ توزیع از تصادفͬ مقادیر تولید ٢. ٢. ١
و X١ ∼ IG(ξ, ϵ٢) آن ها توزیع که ب·یرید نظر در را X٢ و X١ هم از مستقل تصادفͬ متغیرهای

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را X تصادفͬ متغیر اکنون است. X−١٢ ∼ IG(ξ−١, ξ٢ϵ٢)

X =

X١ ١ − p احتمال با
X٢ p احتمال با

به صورت ͬ توان م X٢را که دادند نشان (١٩٧٠) کاتز و جانسون است. X٢ X١و از آمیخته ای که
.X٣ ∼ ξ٢ϵ٢χ٢

(١) که ببینید)، را آ. ١ (ضمیمه نوشت X١ +X٣ خطͬ ترکیب
آن در که ،X = X١ + V نوشت ͬ توان م پس

V =

٠ ١ − p احتمال با
X٣ p احتمال با

مستقلند. V و X١ هم چنین و
گوسͬ توزیع از X تصادفͬ مقادیر تولید برای ساده شبیه سازی روش ΁ی فوق مطالب طبق

است. بیان قابل زیر شرح به آمیخته معکوس
آمیخته معکوس گوسͬ از تصادفͬ اعداد تولید ال·وریتم .٢. ٢. ١ ال·وریتم

(۴ .٢. ١ بخش (زیر X١ ∼ IG(ξ, ϵ٢) توزیع  از تصادفͬ متغیر مقادیر تولید ‐١ گام
X٣ = ξ٢ϵ٢W ͬ دهیم م قرار و W ∼ χ٢

(١) توزیع تابع از تصادفͬ متغیر مقادیر تولید ‐٢ گام
U ∼ U(٠, ١) ی΄نواخت، توزیع از تصادفͬ اعداد تولید ‐٣ گام

.X = X١ این صورت غیر در ،X = X١ +X٣ ،U < p اگر ‐۴ گام
پارامترهای با آمیخته معکوس گوسͬ توزیع از تولیدشده تصادفͬ متغیر X صورت این در

ͬ باشد. م مذکور

سیمپل΄س توزیع ٢. ٣
و نیلسن (بارندروف، است تعمیم یافته معکوس گوسͬ توزیع از برگرفته سیمپل΄س توزیع

ͬ شود م تعریف زیر به صورت آن احتمال چ·الͬ تابع که (١٩٩١ جرجنسن،
(٢. ١٠)

f
(
y;α١, α٢, µ, σ٢) = c

(
α١, α٢, µ, σ٢) yα١−١ (١ − y)

α١−٢
exp

{
− ١

٢σ٢dα١,α٢ (y;µ)
}
, y ∈ (٠, ١)

،dα١,α٢ (y;µ) و نرمال ساز ثابت c(α١, α٢, µ, σ٢) و توزیع پارامترهای σ٢ و µ  ،α٢ ،α١ آن در که
به صورت که است انحراف

dα١,α٢ (y;µ) = µ٢α١−١ (١ − µ)
٢α١−٢ (y − µ)٢

y (١ − y)



٢۵ سیمپل΄س توزیع
است: زیر به صورت نیز آن واریانس تابع و ͬ شود م تعریف

Vα١,α٢(µ) = µ٢(١−α١)(١ − µ)٢(١−α٢).

را (٢. ١٠) چ·الͬ .σ٢ > ٠ و (α١, α٢)T ∈ R٢ ،µ ∈ (٠, ١) از عبارتند توزیع پارامترهای دامنه
ͬ دهند. م نمایش Y ∼ S

(
α١, α٢, µ, σ٢) با را آن و ͬ نامند م کل۵ͬ سیمپل΄س توزیع هم چنین

،Y ∼ Beta (α١, α٢) ،α٢ و α١ پارامترهای با بتا توزیع دارای Y آن گاه σ٢ −→ ∞ و α١, α٢ > ٠ اگر
است.

سیمپل΄س را آن که (α١, α٢) = (− ١٢ ,− ١٢) که ͬ است زمان (٢. ١٠) توزیع از خاصͬ حالت
برای و برده پیش را خود کار استاندارد سیمپل΄س توزیع با پس این از و گویند استاندارد

ͬ نامیم. م سیمپل΄س» «توریع را آن سهولت
با سیمپل΄س توزیع دارای را Y تصادفͬ متغیر سیمپل΄س) تصادفͬ (متغیر .٢. ٣. ١ تعریف
نشان Y ∼ S−(µ, σ٢) نماد با و گویند σ٢ > ٠ پراکندگͬ پارامتر و µ ∈ (٠, ١) م΄ان پارامتر

باشد زیر به صورت آن چ·الͬ تابع اگر ͬ دهند م

f(y;µ, σ٢) =
[٢πσ٢ {y (١ − y)}٣]− ١٢

exp

{
− ١

٢σ٢d (y;µ)
}
, y ∈ (٠, ١) (٢. ١١)

آن در که
d(y;µ) =

(y − µ)٢
y (١ − y)µ٢ (١ − µ)

٢ ·

زیر به صورت را Y واریانس ،(١٩٩٧) جرجنسن

τ٢ = µ (١ − µ)− ٢√١σ٢ exp

{ ١
٢σ٢µ٢ (١ − µ)

٢
}
Γ

{ ١
٢ ,

١
٢σ٢µ٢ (١ − µ)

٢
}

است. Γ (a, b) =
∫∞
b ta−١e−tdt به صورت ناکامل، گامای تابع ،Γ (a, b) آن در که کرد محاسبه

نشان پراکندگͬ و م΄ان متفاوت پارامترهای با را سیمپل΄س چ·الͬ تابع نمودار ٢. ٢ ش΄ل
توزیع های از بزرگ کلاس ΁ی شامل سیمپل΄س توزیع ͬ شود، م ملاحظه که همان گونه ͬ دهد. م
چند این صورت غیر در و مˀدی تک توزیع ،σ ≤ ۴√٣ اگر به طوری که است (٠, ١) محدوده در
١,٢٢,۴٢ با برابر σ٢ با متناظر به ترتیب سوم و دوم و اول ردیف ش΄ل، این در بود. خواهد مˀدی
٠٫١, ٠٫۵, ٠٫٧ با برابر µ با متناظر به ترتیب راست از سوم و دوم و اول ستون هم چنین است،

است.
به متعلق سیمپل΄س توزیع که دریافت ͬ توان م آسانͬ به (١. ١) و (٢. ١١) رابطه مقایسه در

است. پراکندگͬ مدل های خانواده
5General Simplex Distribution



سیمپل΄س توزیع ٢۶

سیمپل΄س چ·الͬ تابع نمودار :٢. ٢ ش΄ل
ببینید) را ١. ٢. ٢ (بخش (١. ٧) رابطه و ،(۶ .١) رابطه پراکندگͬ، مدل های ۴ خاصیت به توجه با

آن گاه  ،σ٢ −→ ٠ اگر که گفت ͬ توان م
Y − µ

σ
√

V(µ)

d−→ N(٠, ١) (٢. ١٢)

است. واریانس تابع V(µ) = µ٣ (١ − µ)
٣ آن در که

΁ی در را N(µ, σ٢V(µ)) نرمال و سیمپل΄س احتمال چ·الͬ نمودار موضوع، این بررسͬ برای
.( ٢. ٣ (ش΄ل کرده ایم رسم مختلف های σ٢ و µ به ازای و قاب

است برابر σ٢ با متناظر به ترتیب سوم و دوم و اول ردیف قبل، همانند نیز ش΄ل این در
٠٫١, ٠٫۵, ٠٫٧ با برابر µ با متناظر به ترتیب سوم و دوم و اول ستون هم چنین .١,٢٢,۴٢ با
با بیشتری تطابق نرمال توزیع کوچ΁ تر، σ٢ به ازای است، مشخص که همان گونه است.



٢٧ سیمپل΄س توزیع
دارد. سیمپل΄س توزیع

(ͽمقط (منحنͬ نرمال و توپر) (منحنͬ سیمپل΄س چ·الͬ توابع نمودار :٢. ٣ ش΄ل

سیمپل΄س توزیع و آمیخته معکوس گوسͬ توزیع بین رابطه ٢. ٣. ١
دهیم قرار و X ∼MIG(ξ, ϵ٢, p) اگر

µ =
ξ

١ + ξ
, σ٢ =

ϵ٢
(١ − p)٢ = ϵ٢ (١ − ξ)

٢

آن گاه
Y =

X

١ +X
∼ S−(µ, σ٢)·



سیمپل΄س توزیع ٢٨
با ͬ تواند م سیمپل΄س توزیع یعنͬ کنید. رجوع (٢٠٠١) ژو و (١٩٩٧) جرجنسن به اثبات برای
کلیدی ترین موضوع، این آید. به دست آمیخته، معکوس گوسͬ توزیع بر متغیری تغییر اعمال

ͬ کنیم. م دنبال را آن بعد بخش در که است سیمپل΄س تصادفͬ اعداد تولید در نکته

سیمپل΄س توزیع از تصادفͬ مقادیر تولید ٢. ٣. ٢
تولید ال·وریتم لذا ،Y =

X

١ +X
∼ S−(µ, σ٢) آن گاه :X ∼ MIG(ξ, ϵ٢) اگر این که به توجه با

که است MIG توزیع از تصادفͬ اعداد تولید ال·وریتم همان دقیقا سیمپل΄س تصادفͬ اعداد
ͬ آید. م به دست بالا رابطه از Y مقادیر انتها، در

بخش زیر استناد به و سیمپل΄س، توزیع از تصادفͬ اعداد تولید برای ͬ توان م را ال·وریتم این
کرد: خلاصه زیر به صورت ٢. ٢. ١

سیمپل΄س توزیع از تصادفͬ اعداد تولید ال·وریتم .٢. ٣. ١ ال·وریتم
.p = µ, ξ =

µ

١ − µ
, ϵ٢ = σ٢ (١ − µ)

٢ دهید قرار ‐١ گام
بخش (زیر X ∼ MIG(ξ, ϵ٢, p) آمیخته، معکوس گوسͬ توزیع از را X تصادفͬ عدد ‐٢ گام

کنید. تولید ،(٢. ٢. ١
.Y =

X

١ +X
دهید قرار سیمپل΄س تصادفͬ عدد تولید برای ‐٣ گام

توزیع چ·الͬ با سیمپل΄س توزیع از تولیدشده داده های تطابق بررسͬ
سیمپل΄س

سیمپل΄س توزیع از تولیدشده تصادفͬ عدد ۵٠٠ بافت نگار بیانگر نمودار هر ،۴ .٢ ش΄ل در
تابع ͬ شود، م ملاحظه که همان طور است. S−(µ, σ٢) سیمپل΄س چ·الͬ تابع هم چنین و
۵ .٢ ش΄ل در هم چنین است. کرده ایجاد بافت نگار برای مناسبی پوشش سیمپل΄س چ·الͬ
تابع و سیمپل΄س توزیع از تولیدشده تصادفͬ عدد ١۵٠٠ با چ·الͬ هسته بیانگر نمودار هر

است. S−(µ, σ٢) سیمپل΄س چ·الͬ
به R نرم افزار در simplexreg بسته افزار در سیمپل΄س احتمالͬ توزیع به مربوط دستورات

هستند: زیر شرح

dsimplex(x, mu, sig)

psimplex(q, mu, sig)

qsimplex(p, mu, sig)

rsimplex(n, mu, sig)



٢٩ سیمپل΄س توزیع
تصادفͬ اعداد تولید و چندک تابع تجمعͬ، توزیع تابع احتمال، چ·الͬ تابع به ترتیب که

هستند.

سیمپل΄س توزیع از تصادفͬ اعداد بافت نگار همراه به توپر) (منحنͬ چ·الͬ نمودار :۴ .٢ ش΄ل



سیمپل΄س توزیع ٣٠

از تصادفͬ اعداد (ͽمقط (منحنͬ چ·الͬ هسته همراه به توپر) (منحنͬ چ·الͬ نمودار :۵ .٢ ش΄ل
سیمپل΄س توزیع

Q-Q نمودار توسط مجانبی نرمال نظریه بررسͬ
آن گاه σ٢ −→ ٠ اگر این که بر مبنͬ (٢. ١٢) رابطه در مندرج نرمال تقریب بررسͬ برای
مختلف های σ٢ و µ = ٠٫۵ با را سیمپل΄س تصادفͬ عدد ۵٠٠ تعداد ، Y − µ

σ
√
V(µ)

d−→ N(٠, ١)
چندک نمودار بصری ابزار از بودن، نرمال آزمون برای و کرده تولید (١۶,۴,٢, ١, ٠٫۵, ٠٫٠١)
مجانبی نرمال ͬ توان م ͬ شود، م دیده ۶ .٢ ش΄ل در که همان طور کرده ایم. استفاده چندک

گرفت. نتیجه را بودن



٣١ سیمپل΄س توزیع

(ج) (ب) (آ)

(و) (ه) (د)
چندک‐چندک نمودار :۶ .٢ ش΄ل

سیمپل΄س توزیع خواص برخͬ ٢. ٣. ٣
آن گاه E[Y ] = µ با  ،Y ∼ S−(µ, σ٢, p) اگر

(١)E {d(Y ;µ)} = σ٢

(٢)E{(Y − µ)d′(Y ;µ)
}
= −٢σ٢

(٣)E {(Y − µ)d(Y ;µ)} = ٠
(۴)E{d′(Y ;µ)

}
= ٠

(۵) ١
٢E
{
d′′(Y ;µ)

}
=

٣σ٢
µ(١ − µ)

+
١

µ١)٣ − µ)٣
(۶)V {d(Y ;µ)} = ٢(σ٢)٢

(٧)V {u(Y ;µ)} =
٣σ۴

µ(١ − µ)
+

σ٢
µ١)٣ − µ)٣ ·



سیمپل΄س توزیع ٣٢
که ͬ دانیم م ͬ کنیم؛ م شروع (٢) قسمت اثبات با برهان.

٠ = E[(Y − µ)] =

∫ ١
٠ (y − µ)f(y;µ, σ٢)dy,

گرفته مشتق µ به نسبت طرفین از حال
٠ =

d

dµ

∫ ١
٠ (y − µ)a(y;σ٢) exp

{
−١
٢σ٢d(y;µ)

}
dy

=

∫ ١
٠ a(y;σ٢)

[
−١ exp

{
−١
٢σ٢d(y;µ)

}]
+

∫ ١
٠ a(y;σ٢)

[
(y − µ)

d′(y;µ)

٢σ٢ exp

{
−١
٢σ٢d(y;µ)

}]
= −١ − ١

٢σ٢E[(Y − µ)d′(Y ;µ)]

.E[(Y − µ)d′(Y ;µ)] = −٢σ٢ یعنͬ ͬ شود؛ م کامل اثبات نتیجه در
ریاضͬ امید سپس و کرده استفاده (۵ .٣) رابطه و (٣) قسمت از (۴) قسمت اثبات برای

ͬ گیریم. م
نوشت ͬ توان م و ͬ کنیم م استفاده (٣) و (٢) ،(١) قسمت های از (۵) قسمت اثبات برای

١
٢d′′(y;µ) =

١
µ(١ − µ)

d(y;µ) +
١ − ٢µ

µ١)٢ − µ)٢ (y − µ)d(y;µ)

+
١

µ١)٣ − µ)٣ +
١ − ٢µ

µ۴(١ − µ)۴ (y − µ)

− ١
µ(١ − µ)

(y − µ)d′(y;µ)− ٢)٢µ− ١)
µ۴(١ − µ)۴ (y − µ).

ͬ شود م نتیجه و ͬ گیریم م ریاضͬ امید فوق رابطه از حال
١
٢E{d′′(Y ;µ)} =

١
µ(١ − µ)

[
E{d(Y ;µ)} − E{(Y − µ)d′(Y ;µ)}

]
+

١ − ٢µ
µ١)٢ − µ)٢E{(Y − µ)d(Y ;µ)}+ ١

µ١)٣ − µ)٣

=
٣σ٢

µ(١ − µ)
+

١
µ١)٣ − µ)٣ ·

و سانگ ،(٢٠٠١) ژو ،(٢٠٠٠) تن و سانگ ،(١٩٩٧) جرجنسن به موارد سایر اثبات برای
کنید. رجوع (٢٠١۴) ژو و ژنگ ،(٢٠٠۴) هم΄اران



٣ فصل
سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل

 مقدمه
پیوسته به طور که پاسخͬ متغیر مدل بندی برای را مناسب رگرسیونͬ مدل ΁ی فصل، این در
معرفͬ سیمپل΄س١ رگرسیون به نام ͬ شود، م اندازه گیری  ،y ∈ (٠, ١) یعنͬ واحد، فاصله در
در که سیمپل΄س توزیع از ͺپاس متغیر پیروی پذیره اساس بر رگرسیونͬ مدل این ͬ کنیم. م

شده است. نهاده بنا شد، داده توضیح مفصل به طور قبل فصل
مدل برای استنباط روند است، پراکندگͬ مدل های از عضوی سیمپل΄س توزیع که آن جایی از
بنابراین است. تعمیم یافته خطͬ مدل های و پراکندگͬ مدل های مشابه سیمپل΄س، رگرسیونͬ
شبیه سازی، مطالعه با پایان، در ͬ دهیم. م انجام ماکسیمم درستنمایی روش با را مدل برازش

ͬ دهیم. م قرار ارزیابی مورد را مدل

سیمپل΄س تعمیم یافته خطͬ مدل ٣. ١
که وابسته ای متغیرهای مدل بندی برای را (SGLM) سیمپل΄س٢ تعمیم یافته خطͬ مدل ما
پیروی پذیره اساس بر مدل که ͬ کنیم م معرفͬ ͬ گیرند،  م مقدار واحد فاصله در پیوسته به طور

1 Simplex Regression
2 Simplex Generalized Linear Model

٣٣



سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ٣۴
تابع که ،Yi | xi ∼ S−(µi, σ

٢) که است این بر فرض است. سیمپل΄س توزیع از ͺپاس متغیر
شده است. داده نشان σ٢ پراکندگͬ پارامتر و µi میانگین با (٢. ١١) رابطه در آن احتمال چ·الͬ

ͬ باشد م زیر به صورت مدل خطͬ پیش·وی میانگین، پارامتر به عنوان µi گرفتن نظر در با
ηi = g(µi) = xT

i β

بوده پیوند تابع g : (٠, ١) −→ (−∞,∞) آن در که گویند هم·ن٣ سیمپل΄س مدل را مدل این
β و i = ١,٢, . . . , n که است تبیینͬ متغیر p برای iام مشاهده شامل عنصری p بردار ΁ی xi و
تابعͬ حسب بر Y ͺپاس متغیر مدل سازی ما هدف است. رگرسیون مجهول پارامترهای بردار
(١٩٩٧) جرجنسن توسط که است تعمیم یافته خطͬ مدل های از نمونه ΁ی این است. x از
مانند پیوند تابع های سایر گرچه ͬ کنیم،  م استفاده لجیت پیوند تابع از این جا در شد؛ معرفͬ

شوند. استفاده ͬ توانند م نیز پروبیت

مدل برازش ٣. ١. ١
(IRWLS) تکراری۴ بازموزون دوم توان های کمترین روش از SGLM در β پارامترهای برآورد برای
به نمونه ΁ی برای درستنمایی تابع ل·اریتم ب·یرید؛ نظر در را (٢. ١١) رابطه ͬ کنیم. م استفاده

است زیر به صورت n حجم
ℓ(β, σ٢) =

n∑
i=١

ℓi(βi, σ
٢)

= − ١
٢

n∑
i=١

{
d(yi;µi)

σ٢ − log σ٢ + h(yi)

}

= − ١
٢σ٢

n∑
i=١

d(yi;µi)−
n

٢ log σ٢ − ١
٢

n∑
i=١

h(yi)

زیر، لجیت تابع توسط µi ∈ (٠, ١) طریق از ℓi تابع .h(yi) = log
{٢π[yi(١ − yi)]

٣} آن در که
ͬ شود م β به وابسته

ηi = g(µi) = log
µi١ − µi

= xT
i β.

ب·یرید نظر در را درستنمایی تابع جزئͬ مشتق های مجهول، پارامترهای برآورد یافتن برای
ℓi(β)

∂βj
= − ١

٢σ٢
n∑

i=١
∂d(yi;µi)

∂βj

داریم زنجیره ای قاعده به بنا که
ℓ(β)

∂βj
= − ١

٢σ٢
n∑

i=١
∂d(yi;µi)

∂µi

∂µi
∂ηi

∂ηi
∂βj

·

3 Homogeneous Simplex Model
4 Iteratively Re-Weighted Least Squares



٣۵ سیمپل΄س تعمیم یافته خطͬ مدل
ͬ کنیم م خلاصه و محاسبه زیر به صورت را فوق مجموع در جمله سه از ΁ی هر اکنون

∂d(yi;µi)

∂µi
= d′(yi;µi) (٣. ١)

∂µi
∂ηi

=
١

g′(µi)
(٣. ٢)

∂ηi
∂βj

=
∂

∂βj
xT
i β =

∂

∂βj
(xi١β١ + xi٢β٢ + · · ·+ xijβj + · · ·+ xipβp) = xij (٣. ٣)

داریم (٣. ٣) و (٣. ٢) ،(٣. ١) روابط به توجه با نهایت در
∂ℓ(β)

∂βj
= − ١

٢σ٢
n∑

i=١
d′(yi;µi)

١
g′(µi)

xij =

n∑
i=١

cixij

که آن جا از و

∂ℓ(β)

∂β
=



∂

∂β١
ℓ(β)

∂

∂β٢
ℓ(β)

...

∂

∂βp
ℓ(β)


داریم

∂ℓ(β)

∂β
=



∑n
i=١ cixi١∑n
i=١ cixi٢...∑n
i=١ cixip

 = c١


x١١
x١٢...
x١p

+ . . .+ cn


xn١
xn٢...
xnp

 ·

داریم نتیجه در
∂ℓ(β)

∂β
=

n∑
i=١

xici = −
n∑

i=١
xi
d′(yi;µi)

٢σ٢g′(µi)
·

کنیم محاسبه را فیشر اطلاع تابع بایستͬ IRWLS روش از استفاده برای

I(β) = −E

(
∂٢ℓ (β)
∂β∂βT

)



سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ٣۶
اما

∂

∂βT

(
∂ℓ(β)

∂β

)
=

∂

∂βT

− n∑
i=١

xi
d′(yi;µi)

٢σ٢g′(µi)


= − ١

٢σ٢
n∑

i=١
xi

∂

∂βT

[
d′(yi;µi)

g′(µi)

]

= − ١
٢σ٢

n∑
i=١

xi
∂

∂µi

(
d′(yi;µi)

g′(µi)

)
∂µi
∂ηi

∂ηi

∂βT

= − ١
٢σ٢

n∑
i=١

xi

[
d′′(yi;µi).g

′(µi)

{g′(µi)}٢ − g′′(µi).d
′(yi;µi)

{g′(µi)}٢
] ١
g′(µi)

xT
i

از است عبارت I(β) تابع بنابراین
I(β) =

١
٢σ٢

n∑
i=١

xi

(
E[d′′(yi;µi)]

g′(µi)
− E[d′(yi;µi)]g

′′(µi)

(g′{µi)}٢
) ١
g′(µi)

xT
i

نظر در با و E {d′(Y ;µ)} = ٠ ،(٢. ٣. ٣) زیربخش از سیمپل΄س توزیع ۴ شماره خاصیت به بنا
گرفتن

wi =
E[d′′(yi;µi)]

٢σ٢{g′(µi)}٢
داریم نهایت در

I(β) =
n∑

i=١
xiwix

T
i (۴ .٣)

یعنͬ ،٢. ٣. ٣ زیربخش از سیمپل΄س توزیع ۵ شماره خاصیت به توجه با که
داریم ، ١

٢E {d′′(Y ;µ)} =
٣σ٢

µ(١ − µ)
+

١
µ١)٣ − µ)٣

wi =
١

σ٢{g′(µi)}٢
(٣σ٢

πi
+

١
π٣
i

)

.πi = µi(١ − µi) آن در که
ͬ آوریم م به دست نیز را βjها با متناظر امتیاز تابع حال

U(β) =
∂ℓ(β)

∂β
= −

n∑
i=١

xT
i

d′(yi;µi)

٢σ٢g′(µi)

= −
n∑

i=١
xT
i

E[d′′(yi;µi)]

٢σ٢{g′(µi)}٢
d′(yi;µi)g

′(µi)

E[d′′(yi;µi)]
·

ͬ دانیم م
u(y;µ) = − ١

٢d′(y;µ)
=

y − µ

µ(١ − µ)

{
d(y;µ) +

١
µ١)٢ − µ)٢

}
·

(۵ .٣)



٣٧ سیمپل΄س تعمیم یافته خطͬ مدل
بنابراین

U(β) =

n∑
i=١

xT
i wi

٢u(yi;µi)g′(µi)
٢σ٢wi{g′(µi)}٢

=

n∑
i=١

xT
i wi

(
u(yi;µi)

σ٢wig′(µi)

)
=

n∑
i=١

xT
i wi (si − g(µi))

=

n∑
i=١

xT
i wi (si − ηi)

(۶ .٣)

.si = g(µi) +
u(yi, µi)

σ٢
i wig′(µi)

آن در که
که ͬ باشد م β k)امین + ١) برآوردگر که است، تکراری ال·وریتم ΁ی نشان دهنده روند، این

است: زیر به صورت
βk+١ = βk + I−١ (βk

)
U
(
βk
) (٣. ٧)

داریم (٣. ٧) رایطه در (۶ .٣) و (۴ .٣) روابط به توجه با حال
β(k+١) = β(k) +

( m∑
i=١

xT
i w

(k)
i xi

)−١ k∑
i=١

xT
i w

(k)
i

(
s
(k)
i − η

(k)
i

)
·

انحراف آماره ٣. ١. ٢
توزيع دارای آن ها ͺپاس متغير كه آشيانه ای۵ رگرسيونͬ مدل های از مجموعه ای مقايسه برای
دوم توان مجموع اساس بر كه ͬ شود م استفاده واريانس۶ تحليل روش از عموما است، نرمال
تعميم انحراف تحليل به اين GLMs برای هستند. داده ها پذيری تغيير كننده بيان مختلف

ͬ يابد. م
مورد مدل برای درستنمایی تابع ماکسیمم مقدار دهنده نشان به ترتیب L̂f و L̂c كنيد فرض
مقیاس بندی شده٩ انحراف آماره باشند. تبیینͬ) متغیرهای تمام با (مدلͬ اشباع شده٨ مدل و نظر٧

ͬ شود م تعریف زیر به صورت مدل ΁ی برای
D∗ = −٢ log

(
L̂c

L̂f

)
= −٢{log L̂c − log L̂f

} (٣. ٨)

توزيع دارای مجانبی به طور احتمال در و دارد درستنمايی تابع دو نسبت با مشابه ای ش΄ل كه
پارامترهای تعداد p و پارامترها كل تعداد n آن در كه است، آزادی درجه n − p با كای دو

5 Nested
6 Analysis of Variance (ANOVA)
7 Current Model
8 Full Model
9 Scaled Deviance



سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ٣٨
داشتن فرض با داده ها برای شده اند. برآورد مدل برازش در كه است نامعلومͬ رگرسيونͬ
كای دو توزيع دارای دقيقا آماره اين باشد همانͬ پیوند تابع و معلوم واريانس وقتͬ نرمال توزيع
مفيد كای دو تقريب است مم΄ن پارامترها، تعداد نبودن ثابت دليل به كلͬ حالت در اما است.
اميد تقريبی مقدار باشد، برقرار χ٢

n−p تقريب و شود برازش مناسب مدل يك ͬ كه زمان نباشد.
است. n− p برابر (٣. ٨) رابطه رياضͬ

زیر درستنمایی تابع ل·اریتم به توجه با GLMs در

log L(β) =
n∑

i=١

{١
ϕ
[θiyi + c (θi)] + d (ϕ, yi)

}

داریم
log L̂c =

n∑
i=١

{١
ϕ

[
θ̂iyi + c

(
θ̂i

)]
+ d (ϕ, yi)

}
است. θi ماکسیمم درستنمایی  برآورد ،θ̂i آن در که

این که از استفاده با حال است؛ θi برآورد با متناظر θ̃i و است yi = µi برآورد اشباع شده مدل در
کرد محاسبه زیر  به صورت را θ̃i ͬ توان م ،µi = −c′ (θi)

−c′
(
θ̃i

)
= yi

سپس
log L̂f =

n∑
i=١

{١
ϕ

[
θ̃iyi + c

(
θ̃i

)]
+ d (ϕ, yi)

}
آخر در و

D∗ =
٢
ϕ

n∑
i=١

{(
θ̃i − θ̂i

)
yi + c

(
θ̃i

)
− c

(
θ̂i

)}
کرد بیان زیر به صورت ͬ توان م را انحراف آماره حال
D = ϕD∗ (٣. ٩)

حاصلضرب با برابر انحراف آماره حقيقت در است. پراکندگͬ پارامتر ϕ و انحراف Dآماره آن در که
كوچك تر يا بزرگ تر ثابت مقدار اين كه زمانͬ و است مقياس بندی شده انحراف در ثابت مقداری
از ͬ كند. م ايفا رگرسيونͬ تحليل های در مهمͬ نقش مقدار دو اين بين تمايز شود، يك از
آماره مقدار ٣. ١ جدول ͬ شود. م تعریف ϕ پراكندگͬ پارامتر از مستقل انحراف آماره رو، اين
نشان نمايی خانواده به متعلق معروف توزيع های از برخͬ برای را مقياس بندی شده انحراف
،c نظر مورد مدل مقايسه برای درستنمايی نسبت ل·اريتم آماره انحراف، آماره ͽواق در ͬ دهد. م
تمام ͬ كند م بيان كه است فرضͬ آزمون برای آماره ای به عبارتͬ يا و است f اشباع شده مدل با
هستند. صفر برابر نیستند، نظر مورد مدل در و دارند وجود اشباع شده مدل در كه پارامترهايی
اضافه پارامترهای سودمندی به نسبت تصميم گيری انحراف آماره محاسبه از هدف حقيقت در
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نمايی خانواده به متعلق توزيع های از برخͬ مقياس بندی شده انحراف آماره :٣. ١ جدول
توزیع بندی شده مقياس انحراف آماره
نرمال ∑

i(yi − µi)
٢

پواسون ٢∑i

(
yi ln

( yi
µi

)
− (yi − µi)

)

گاما ٢∑i

(
yi − µi

µi

− ln
( yi
µi

))

معکوس گوسͬ ∑
i

(yi − µi)
٢

yiµ
٢
i

ني΄ويی آزمون آماره همان پواسون رگرسيون مدل برای آماره اين است. نظر مورد مدل به شده
مقادير با مشاهده شده مقادير مقايسه وسيله به آزمون اين كه است مدل اين برای برازش

ͬ شود. م انجام برازش شده،

پراكندگͬ پارامتر برآورد ٣. ١. ٣
در و است ذهن از دور باشد، معلوم σ٢ پراكندگͬ پارامتر آن كه فرض داده ها تحليل در عموما
پارامتر حالت دراين ͬ باشد. م آن برآورد به ملزم محقق و است نامعلوم پارامتر اين موارد اكثر

نمود برآورد زير عبارت از استفاده با و گشتاوری روش توسط ͬ توان م را پراکندگͬ
σ̂٢ =

١
n− p

n∑
i=١

wir̂i (٣. ١٠)

در كه است نامعلومͬ رگرسيونͬ پارامترهای تعداد p و مشاهدات كل تعداد n نيز آن در كه
شده اند برآورد ،r̂i = (Yi − µ̂i)√

V(µ̂i)
به ش΄ل پيرسون ͬ مانده های باق كمك به مدل متداول برازش

انتخاب دلخواه به آن ها، تمام يا Yi از مقادير برخͬ برای محقق كه است معلوم وزن يك wi و
ͬ كند. م

مبنای بر دارد. وجود نيز انحراف آماره بر مبنͬ دي·ری برآوردگر پراكندگͬ، پارامتر برآورد براي
ͬ شود م تعریف زیر به ش΄ل σ٢ برای گشتاوری برآورد يك (٣. ٩) و (٣. ٨) روابط

σ̂٢ =
١

n− p

n∑
i=١

d(yi;µi) (٣. ١١)

.(٢٠٠۵ فوكيانوز، و (كيديم است نااريب مجانبی به طور گشتاوری برآوردگر اين
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سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل برای ͬ مانده ها باق تحلیل ۴ .٣. ١
هدف ͬ کنیم. م معرفͬ را ͬ مانده ها باق انواع و ͬ پردازیم م ͬ مانده ها باق تحلیل به بخش، این در
بر تبیینͬ متغیرهای تاثیر تشخیص و مدل برازش نی΄ویی ارزیابی ͬ مانده ها، باق تحلیل از
را آن برآوردشده مقدار از مشاهده شده مقدار يك انحراف حقيقت در است. ͺپاس متغیر روی
مدل سازی Y = X(β)+ϵبه صورت Y ͺپاس متغيرهای آن در كه مدل يك در ͬ نامند. م ͬ مانده باق
ͺپاس ͬ مانده های باق هستند، ،ϵ ∼ N(٠, σ٢) توزیع، هم و مستقل ϵ مولفه های آن در و ͬ شوند م

ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت i = ١, · · · , n مقادیر برای متناظر
êi = yi − µ̂i

ساده ترین و است β رگرسیون ضرایب بردار ML برآورد از حاصل برازش شده مقدار µ̂i آن در كه
است. ͬ مانده باق نوع

و فراری که است پیرسونͬ ͬ مانده های باق استفاده، مورد ͬ مانده های باق انواع از دی·ر ی΄ͬ
بیان زیر به صورت و نامیدند استانداردشده معمولͬ ͬ مانده های باق را آن (٢٠٠۴) سریباری

ͬ شود: م
rpi =

yi − µ̂i√
V̂(yi)

=
yi − µ̂i
τ̂i

· (٣. ١٢)

σ٢ پراکندگͬ پارامتر که بیش پراکنده داده های برای ندارد، بسته ای صورت V(yi) که آن جایی از
پیرسون ͬ مانده  باق ͬ کند، م میل µ(١ − µ) سمت به ͺپاس متغیر واریانس و است بزرگ خیلͬ

با است برابر مجانبی
rai =

yi − µ̂i√
µ̂i(١ − µ̂i)

. (٣. ١٣)

درست مدل اگر ͬ مانده ها، باق از استفاده با نظر مد مدل برازش نی΄ویی ارزیابی برای حال
و باشند مجانبی استاندارد نرمال توزیع دارای باید ͬ مانده ها باق آن گاه باشد، شده انتخاب
ال·وی هیچ نمایش بدون ͬ مانده ها، باق مقابل در برآوردشده مقادیر پراکنش نمودار در نقاط

دارند. قرار (−٢,٢) بازه در عمدتا منظمͬ

شبیه سازی مطالعه ۵ .٣. ١
این در که سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل پارامترهای برآوردگرهای ͬ های ویژگ بخش، این در
ͬ دهیم. م قرار ارزیابی مورد متفاوتͬ نمونه حجم های برای کردیم، بیان نظری به طور فصل، 
برازش نحوه شده اند. اجرا simplexreg بسته ΁کم با و R نرم افزار محیط در شبیه سازی ها
تشریح کامل به طور ۵ فصل در را simplexreg بسته از استفاده با سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ΁ی

کرد. خواهیم



۴١ سیمپل΄س تعمیم یافته خطͬ مدل
اول مثال .٣. ١. ١ مثال

به صورت خطͬ پیش·وی ͬ کنیم م فرض ،(٢. ١١) مدل در شبیه سازی، اول مثال برای
logit(µi) = β٠ + β١x١i, i = ١, · · · , n. (١۴ .٣)

مقادیر شدند. انتخاب σ٢ = ٢ پراکندگͬ پارامتر و (β٠, β١) = (١٫۵, ٠٫۵) آن در که باشد،
بررسͬ برای هم چنین کردیم؛ تولید ٠٫۶ موفقیت احتمال با برنولͬ توزیع از را x١ تبیینͬ متغیر
٣. ٢ جدول در گرفتیم. نظر در را n = ٣٠,۵٠, ١٠٠,٢٠٠,۴٠٠ نمونه حجم ͷپن روش، عمل΄رد
محاسبه تکرار، ۵٠٠ در حاصله برآوردهای از میانگین گیری با که پارامتر هر نهایی برآوردهای

شده اند. داده نشان شده،

(١۴ .٣) خطͬ پیش·وی با (٢. ١١) مدل ضرایب برآورد برای شبیه سازی نتایج خلاصه  :٣. ٢ جدول
اریبی MSE Stdev برآورد واقعͬ مقدار پارامترها نمونه حجم
٠٫٠١۴ ٠٫٠٢۶٨ ٠٫١۶٣۴ ١٫۵١۴٠ ١٫۵ β٠

−٠٫٠٢۵٧ ٠٫٠٣٩ ٠٫١٩۶٣ ٠٫۴٧۴٢ ٠٫۵ β١ ٣٠
−٠٫٣٩٠٣ ٠٫٢٢١٢ ٠٫٢۶٢٨ ١٫۶٠٩۶ ٢ σ٢

٠٫٠١٣١ ٠٫٠١٣ ٠٫١١٣۶ ١٫۵١٣١ ١٫۵ β٠
−٠٫٠٢٧١ ٠٫٠٢ ٠٫١٣٩٣ ٠٫۴٧٢٨ ٠٫۵ β١ ۵٠
−٠٫٢٩١٧ ٠٫١٣٧٩ ٠٫٢٣٠١ ١٫٧٠٨٢ ٢ σ٢

٠٫٠٠۵٧ ٠٫٠٠۵٨ ٠٫٠٧۶٢ ١٫۵٠۵٧ ١٫۵ β٠
−٠٫٠١۴١ ٠٫٠٠٨٩ ٠٫٠٩٣۵ ٠٫۴٨۵٨ ٠٫۵ β١ ١٠٠
−٠٫٢٠۶٧ ٠٫٠۶٩ ٠٫١۶٢۶ ١٫٧٩٣٢ ٢ σ٢

٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠۵٩٧ ١٫۵٠٢٢ ١٫۵ β٠
−٠٫٠٠۶٨ ٠٫٠٠۵٣ ٠٫٠٧٣٢ ٠٫۴٩٣١ ٠٫۵ β١ ٢٠٠
−٠٫١۶٠١ ٠٫٠٣٨۵ ٠٫١١٣۶ ١٫٨٣٩٨ ٢ σ٢

٠٫٠٠١١ ٠٫٠٠١۶ ٠٫٠۴٠٣ ١٫۵٠١١ ١٫۵ β٠
−٠٫٠٠٢٨ ٠٫٠٠٢٣ ٠٫٠۴٨٧ ٠٫۴٩٧١ ٠٫۵ β١ ۴٠٠
−٠٫١١٧ ٠٫٠٢١١ ٠٫٠٨۶٢ ١٫٨٨٢٩ ٢ σ٢

مقادیر به ΁نزدی بسیار پارامترها، برآورد مقادیر میانگین است مشخص که همان گونه
افزایش معیار، خطای کاهش واسطه به برآوردها این دقت نمونه، حجم افزایش با و است واقعͬ
است صفر به هم·را و کاهش حال در برآوردها MSE نمونه، حجم افزایش با هم چنین ͬ یابد. م
برای را برآوردگرها سازگاری ͬ توان م بنابراین، است. ناچیز نیز برآوردگرها اریبی مقادیر و

گرفت. نتیجه نیز متوسط و ΁کوچ نمونه حجم های
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دوم مثال .٣. ١. ٢ مثال

به صورت خطͬ پیش·وی که ͬ کنیم م فرض ،(٢. ١١) مدل در شبیه سازی برای
logit(µi) = β٠ + β١x١i + β٢x٢i, i = ١, · · · , n. (١۵ .٣)

شدند. انتخاب σ٢ = ٢ پراکندگͬ پارامتر و (β٠, β١, β٢) = (١٫۵, ٠٫۵,−٠٫۵) آن در که باشد،
U(٠,۵) توزیع از را x٢ مقادیر و ٠٫۶ موفقیت احتمال با برنولͬ توزیع از را x١ تبیینͬ متغیر مقادیر
n = ٣٠,۵٠, ١٠٠,٢٠٠,۴٠٠ نمونه حجم ͷپن روش، عمل΄رد بررسͬ برای هم چنین کردیم. تولید
برآوردهای از میانگین گیری با که پارامتر هر نهایی برآوردهای ٣. ٣ جدول در گرفتیم. نظر در را

شده اند. داده نشان شده، محاسبه تکرار، ۵٠٠ در حاصله

(١۵ .٣) خطͬ پیش·وی با (٢. ١١) مدل ضرایب برآورد برای شبیه سازی نتایج خلاصه  :٣. ٣ جدول
اریبی MSE Stdev برآورد واقعͬ مقدار پارامترها نمونه حجم
−٠٫١١۶ ٠٫٠۶٠٧ ٠٫٢١٨٧ ١٫٣٨۴ ١٫۵ β٠
−٠٫٠٢٣۶ ٠٫٠٣٠٨ ٠٫١٧۵١ ٠٫۴٧۶۴ ٠٫۵ β١ ٣٠
٠٫٠۴۶٣ ٠٫٠٠۶ ٠٫٠۶٣ −٠٫۴۵٣٧ −٠٫۵ β٢
−٠٫۶٢٢٢ ٠٫٠٩۵٧ ٠٫٢٨ ١٫٣٧٧٨ ٢ σ٢

−٠٫٠٨۶۶ ٠٫٠٣٨١ ٠٫١٧۶٧ ١٫۴١٣۴ ١٫۵ β٠
−٠٫٠٣۶٨ ٠٫٠٢٧١ ٠٫١۶٢٢ ٠٫۴۶٣٢ ٠٫۵ β١ ۵٠
٠٫٠٣٧٢ ٠٫٠٠۴٣ ٠٫٠۵۴٧ −٠٫۴۶٢٨ −٠٫۵ β٢
−٠٫۵٣٣۵ ١٫١۵٩۶ ٠٫١٧۵٧ ١٫۴۶۶۵ ٢ σ٢

−٠٫٠٩١٣ ٠٫٠٢٨۶ ٠٫١۴۶٣ ١٫۴٠٨٧ ١٫۵ β٠
−٠٫٠١٢۶ ٠٫٠١٧٣ ٠٫١٣۴۴ ٠٫۴٨٧۴ ٠٫۵ β١ ١٠٠
٠٫٠۴٢٢ ٠٫٠٠٣٨ ٠٫٠۴۶۵ −٠٫۴۵٧٨ −٠٫۵ β٢
−٠٫۴۵٨ ٠٫۵٧٢۵ ٠٫١۵١٣ ١٫۵۴٢ ٢ σ٢

−٠٫٠٧۵ ٠٫٠٠۵٩ ٠٫٠٢۵۵ ١٫۴٢۵ ١٫۵ β٠
−٠٫١٠٧٨ ٠٫٠١١٩ ٠٫٠٢٧ ٠٫٣٩٢٢ ٠٫۵ β١ ٢٠٠
٠٫٠۵٠۵ ٠٫٠٠٢۵ ٠٫٠٠۶٣ −٠٫۴۴٩۵ −٠٫۵ β٢
−٠٫٣٠۵ ٠٫٠٢۴٨ ٠٫٠٢٢٩ ١٫۶٩۵ ٢ σ٢

٠٫٠١۶ ٠٫٠٠۴۶ ٠٫٠۶٨٣ ١٫۵٠١۶ ١٫۵ β٠
−٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠٣٣ ٠٫٠۵٨٢ ٠٫۴٩٨٧ ٠٫۵ β١ ۴٠٠
−٠٫٠٠١۵ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٢ −٠٫۵٠١۵ −٠٫۵ β٢
٠٫٠٠۶٩ ٠٫١۴۶۵ ٢٫٠٠۶٩ ٢ σ٢
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ͬ توان م نیز این جا در و هستند اول مثال مشابه برآوردگرها، معیار انحراف تغییرات روند
برآورد پارامترهای چندک‐چندک نمودارهای ،٣. ١ ش΄ل گرفت. نتیجه را برآوردگرها سازگاری
ͬ دهد. م نمایش (١۵ .٣) خطͬ پیش·وی برای را شبیه سازی شده داده مجموعه ۵٠٠ در شده
نرمال توزیع زیرا گرفت، نتیجه را برآوردگرها مجانبی نرمال ͬ توان م نمودارها، این به توجه با
که گفت ͬ توان م آمده به دست نتایج به توجه با است. برآوردگرها توزیع برای مناسبی تقریب

است. اعتماد قابل پیشنهادی روش

(ب) (آ)

(د) (ج)
(١۵ .٣) خطͬ پیش·وی با ،(٢. ١١) مدل پارامترهای برآوردهای چندک‐چندک نمودار :٣. ١ ش΄ل



سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ۴۴

متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ٣. ٢
بود، ثابت ،σ٢ پراکندگͬ، پارامتر که حالتͬ برای را سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل قبل بخش در

دادیم. قرار بررسͬ مورد
است، تبیینͬ متغیرهای از تابعͬ خود و متغیر σ٢

i پارامتر که حالتͬ برای را مدل بخش،  این در
ͬ پردازیم. م ماکسیمم درستنمایی روش از استفاده با مدل برازش به هم چنین ͬ دهیم. م تعمیم

مدل معرفͬ ٣. ٢. ١
(٢. ١١) به صورت سیمپل΄س توزیع دارای y ͺپاس متغیر کردیم، بیان قبل فصل در که همان طور
به طوری که است،  مشاهدات از تابعͬ نیز σ٢ پراکندگͬ پارامتر ͬ کنیم م فرض اکنون است.
تاثیر آن روی بر است، ها xi از زیرمجموعه ای ͬ توانند م که zi, i = ١, . . . ,m تبیینͬ متغیرهای

شوند: مدل بندی زیر به صورت yi برای پراکندگͬ پارامتر و میانگین کنید فرض دارند.
g(µi) = η١i = xT

i β, h(σ٢
i ) = η٢i = zT

i γ· (١۶ .٣)
سیمپل΄س را مدل این .h : (٠,∞) −→ (−∞,∞) و g : (٠, ١) −→ (−∞,∞) آن در که
γ و β ͬ باشند؛ م مشتق پذیر و ی΄نوا اکیدا پیوند، تابع دو هر آن در که گویند ناهم·ن١٠
 ،η٢i و η١i هم چنین است؛ پراکندگͬ و میانگین توابع برای نامعلوم پارامترهای بردارهای نیز

ͬ باشند. م معلوم تبیینͬ متغیرهای zi و xi و ͬ اند خط پیش·وهای
تابع اما ،g(µ) = log

µ

١ − µ
شده، معرفͬ ٢ فصل در که است پیوندی تابع همان g(.) پیوند تابع

.h(σ٢
i ) = log σ٢

i یعنͬ است، ل·اریتمͬ پیوند تابع ͬ شود،  م گرفته نظر در h(.) برای که پیوندی

مدل برازش ٣. ٢. ٢
سیمپل΄س رگرسیون مدل این برای ،n حجم به نمونه ΁ی برای درستنمایی ل·اریتم تابع

است زیر به صورت
ℓ(β,γ) =

n∑
i=١

ℓi(µi, σ
٢
i ) (٣. ١٧)

آن در که
ℓi(βi, γi) = − ١

٢
m∑
i=١

{
d(yi;µi)

σ٢
i

− log σ٢
i

}
·

از توابعͬ به ترتیب شده اند، تعریف (١۶ .٣) رابطه در که σ٢
i = h−١(η٢i) و µi = g−١(η١i) توابع

را γ با متناظر امتیاز تابع باید ،٣. ١. ١ زیربخش مشابه پارامترها، برآورد برای ͬ باشند. م γ و β
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۴۵ متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل
آوریم. به دست نیز

ل·اریتم تابع از مشتق گیری با ،U امتیاز تابع محاسبه برای زنجیره ای، قاعده از استفاده با
داریم j = ١, · · · , n ،γj به نسبت ،(٣. ١٧) درستنمایی

U(γ) =
∂ℓ(β,γ)

∂γj
= − ١

٢
n∑

i=١

{
∂d(yi;µi)− log(σ٢

i )

∂σ٢
i

∂σ٢
i

dη٢i
dη٢i
∂γj

}
· (٣. ١٨)

به ترتیب را آن راست سمت مجموع جزئͬ مشتق های باید ،(٣. ١٨) محاسبه برای بنابراین
نوشت ͬ توان م .(٢٠١۴ ژو، و (ژانگ کنیم جای·ذاری و محاسبه
∂d(yi;µi)

∂σ٢
i

=
(−d(yi;µi)

(σ٢
i )

٢ +
١
σ٢
i

) (٣. ١٩)
داریم ،σ٢

i = h−١(η٢i) این که به توجه با حال
∂σ٢

i

dη٢i
=

١
h′(σ٢

i )
, (٣. ٢٠)

و
dη٢i
∂γj

= zij (٣. ٢١)
ͬ شود م نتیجه ،(٣. ١٨) رابطه در (٣. ٢١) و (٣. ٢٠) ،(٣. ١٩) جای·ذاری با نهایت در

U(γ) = − ١
٢

n∑
i=١
(−d(yi;µi)

(σ٢
i )

٢ +
١
σ٢
i

) ١
h′(σ٢

i )
zij

ͬ دهیم م قرار
vi =

d(yi;µi)− σ٢
i٢(σ٢

i )
٢h′(σ٢

i )
, i = ١, . . . , n.

کرد بازنویسͬ زیر به صورت را رابطه ͬ توان م حال
U(γ) =

n∑
i=١

zTi vi (٣. ٢٢)

ریاضͬ امید درستنمایی، ل·اریتم تابع دوم مشتق از باید درستنمایی، تابع معادله های حل برای
نوشت: ͬ توان م منظور به همین ب·یریم.

I(γ) = −E

(
∂٢ℓ (γ)
∂γ∂γT

)
·

ͬ گیریم. م ریاضͬ امید سپس کرده محاسبه را ریاضͬ امید داخل عبارت ابتدا

∂٢ℓ (γ)
∂γ∂γT

=
∂

∂γ

[
− ١

٢
n∑

i=١
(−d(yi;µi)

(σ٢
i )

٢ +
١
σ٢
i

) ١
h′(σ٢

i )
zi

]

= − ١
٢

n∑
i=١

∂

∂σ٢
i

[ ١
h′(σ٢

i )

(−d(yi;µi)
(σ٢

i )
٢ +

١
σ٢
i

)] ∂σ٢
i

∂η٢i
∂η٢i
∂γT

zi



سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ۴۶
ͬ کنیم م نویسͬ باز را بالا فرمول زنجیره ای قاعده از استفاده با

∂٢ℓ (γ)
∂γ∂γT

= − ١
٢

n∑
i=١

∂

∂σ٢
i

[
−d(yi;µi)
h′(σ٢

i )(σ
٢
i )

٢ +
١

h′(σ٢
i )σ

٢
i

] ١
h′(σ٢

i )
zTi zi

= − ١
٢

n∑
i=١

[(
h′′(σ٢

i )(σ
٢
i )

٢ + ٢σ٢
i h

′(σ٢
i )
)
d(yi;µi)

h′٢(σ٢
i )(σ

٢
i )

۴ −
h′′(σ٢

i )σ
٢
i + h′(σ٢

i )

h′٢(σ٢
i )(σ

٢
i )

٢
] ١
h′(σ٢

i )
zTi zi

= −
n∑

i=١

[
zTi zi(h

′′(σ٢
i )σ

٢
i d(yi;µi) + ٢h′(σ٢

i )d(yi;µi))٢h′٣(σ٢
i )(σ

٢
i )

٣
]

+

n∑
i=١

[
zTi zi(h

′′(σ٢
i )σ

٢
i + h′(σ٢

i ))٢h′٣(σ٢
i )(σ

٢
i )

٢
]

= −
n∑

i=١

[
zTi zih

′′(σ٢
i )σ

٢
i d(yi;µi)٢h′٣(σ٢

i )(σ
٢
i )

٣
]
−

n∑
i=١

[ ٢zTi zid(yi;µi)٢h′٢(σ٢
i )(σ

٢
i )

٣
]
+

n∑
i=١

[
zTi zih

′′(σ٢
i )٢h′٣(σ٢

i )σ
٢
i

]

+

n∑
i=١

[
zTi zi٢h′٢(σ٢

i )(σ
٢
i )

٢
]

=

n∑
i=١

ziz
T
i h

′′(σ٢
i )٢h′٣(σ٢

i )

(
− d(yi;µi)

(σ٢
i )

٢ +
١
σ٢
i

)
−

n∑
i=١

ziz
T
i٢h′٢(σ٢
i )

(٢d(yi;µi)
(σ٢

i )
٣ − ١

(σ٢
i )

٢
)

داریم ٢. ٣. ٣ زیربخش در ۴ ویژگͬ به توجه با ͬ گیریم؛ م ریاضͬ امید طرفین از حال
E[−∂

٢ℓ (γ)
∂γ∂γT

] =
n∑

i=١
ziz

T
i٢h′٢(σ٢
i )

( ١
(σ٢

i )
٢
)

ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر به صورت را بالا رابطه ͬ توان م
= E[−∂

٢ℓ (γ)
∂γ∂γT

] =
n∑

i=١
zTi qizi (٣. ٢٣)

برآوردگر که است، تکراری ال·وریتم ΁ی نشان دهنده روند این .qi = ١
٢(σ٢

i )
٢h′٢(σ٢

i )
آن در که

است: زیر به صورت (٣. ٢٣) و (٣. ٢٢) روابط و (٣. ٧) رابطه به توجه با γ k)امین + ١)
γ(k+١) = γ(k) +

( n∑
i=١

zTi qizi

)−١ n∑
i=١

zTi v
(k)
i

شبیه سازی مطالعه ٣. ٢. ٣
بخش این در که تفاوت این با شد، انجام قبل بخش در که است صورتͬ به همان کار روند
پارامتر همانند پراکندگͬ، پارامتر برای باید یعنͬ است. تابع ΁ی به صورت مدل پراکندگͬ پارامتر
برای لجیت پیوند تابع از استفاده با را شبیه سازی مطالعه نتیجه در کنیم. عمل ،µ میانگین،
به صورت را نظر مورد مدل دادیم. انجام پراکندگͬ، پارامتر برای ل·اریتمͬ پیوند تابع و میانگین
logit(µi) = η١i = β٠+β١x١i+β٢x٢i, log(σ٢

i ) = η٢i = γ٠+γ١z١i, i = ١, · · · , n (٢۴ .٣)



۴٧ متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل
(γ٠, γ١) = و (β٠, β١, β٢) = (١, ٠٫۵,−١) از عبارتند ضرایب واقعͬ مقادیر که گرفتیم، نظر در
با برنولͬ توزیع و N(٠, ١) توزیع از به ترتیب را x٢ و x١ تبیینͬ متغیرهای مقادیر .(۵, ٠٫٣)
تولید N(٠, ١) توزیع از نیز را z١ تبیینͬ متغیر مقادیر کردیم. تولید ،٠٫۶ موفقیت احتمال
را n = ٣٠,۵٠, ١٠٠,٢٠٠,۴٠٠ نمونه حجم ͷپن روش، عمل΄رد بررسͬ برای هم چنین کردیم.
برآوردهای از میانگین گیری با که پارامترها نهایی برآوردهای ۴ .٣ جدول در گرفتیم. نظر در
کاهش MSE نمونه حجم افزایش با که شده اند داده نشان شده محاسبه تکرار، ۵٠٠ در حاصله

است. ناچیز برآوردگرها اریبی هم چنین و یافته
برای را شبیه سازی شده داده مجموعه از برآوردشده مقادیر چ·الͬ منحنͬ نیز ٣. ٢ ش΄ل
بودن خوب بر دی·ری تایید نیز ش΄ل این ͬ دهد. م نمایش n = ۴٠٠ با (٢۴ .٣) مدل ضرایب
آمده، به دست نتایج به توجه با است. مدل پارامتر برآوردگرهای توزیع برای نرمال تقریب

گرفت. نتیجه را پیشنهادی برازش روش مناسب عمل΄رد ͬ توان م



سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل ۴٨

(٢۴ .٣) خطͬ پیش·وی با (٢. ١١) مدل ضرایب برآورد برای شبیه سازی نتایج خلاصه  :۴ .٣ جدول
اریبی MSE Stdev برآورد میانگین واقعͬ مقدار پارامترها نمونه حجم

٠٫٠۶٩٣ ٠٫٢٠٠۵ ٠٫۴۴٢٨ ١٫٠۶٩٣ ١ β٠
٠٫٠٣٢ ٠٫٠٩٩۶ ٠٫٣١۴٣ ٠٫۵٣٢ ٠٫۵ β١

−٠٫٠۴٧۶ ٠٫٢٩١۶ ٠٫۵٣٨۵ −١٫٠۴٧۶ −١ β٢ ٣٠
−٠٫١٨٩۴ ٠٫١١٠٢ ٠٫٢٧٢٩ ۴٫٨١٠۶ ۵ γ٠
−٠٫٠٢۶٧ ٠٫١٠٣٨ ٠٫٣٢١۵ ٠٫٢٧٣٣ ٠٫٣ γ١
٠٫٠۵٣١ ٠٫١١٣٧ ٠٫٣٣٣٣ ١٫٠۵٣١ ١ β٠
٠٫٠۵۶ ٠٫٠۵٧ ٠٫٢٣٢٣ ٠٫۵۵۶ ٠٫۵ β١

−٠٫٠۵٩٩ ٠٫١٨٣٧ ٠٫۴٢۴٩ −١٫٠۵٩٩ −١ β٢ ۵٠
−٠٫١٣٠۶ ٠٫٠۶٠٢ ٠٫٢٠٨١ ۴٫٨۶٩٣ ۵ γ٠
−٠٫٠٠١ ٠٫٠۴۴۶ ٠٫٢١١۴ ٠٫٢٩٨٩ ٠٫٣ γ١
٠٫٠۶٢ ٠٫٠٧٣۶ ٠٫٢۶۴۴ ١٫٠۶٢ ١ β٠

٠٫٠٢۶۵ ٠٫٠٢٢٨ ٠٫١۴٨٩ ٠٫۵٢۶۵ ٠٫۵ β١
−٠٫٠۵٨٩ ٠٫٠٩٧٩ ٠٫٣٠٧٧ −١٫٠۵٨٩ −١ β٢ ١٠٠
−٠٫٠۵٩۶ ٠٫٠٢۴ ٠٫١۴٣۴ ۴٫٩۴٠٣ ۵ γ٠
−٠٫٠١۵۴ ٠٫٠٢٢۵ ٠٫٢٨۴۵ ٠٫٢٨۴۵ ٠٫٣ γ١
٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٢۴٧ ٠٫١۵٧٣ ١٫٠٠٧٩ ١ β٠
٠٫٠١۴٩ ٠٫٠٠٨٩ ٠٫٠٩٣۵ ٠٫۵١۴٩ ٠٫۵ β١
−٠٫٠٠۶ ٠٫٠٣٩٣ ٠٫١٩٨۴ −١٫٠٠۶ −١ β٢ ٢٠٠
−٠٫٠٢٩٣ ٠٫٠١٠۶ ٠٫٠٩٩ ۴٫٩٧٠۶ ۵ γ٠
٠٫٠٠٢۶ ٠٫٠١١١ ٠٫١٠۵۵ ٫٣٠٢۶ ٠٫٣ γ١
٠٫٠٠١٣ ٠٫٠١١۴ ٠٫١٠۶٨ ١٫٠٠١٣ ١ β٠
٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٠۴۴ ٠٫٠۶۶۵ ٠٫۵٠٧٩ ٠٫۵ β١
٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠١٧٣ ٠٫١٣١۶ −٠٫٩٩٣ −١ β٢ ۴٠٠
−٠٫٠١۴١ ٠٫٠٠۵۶ ٠٫٠٧٣٧ ۴٫٩٨۵٩ ۵ γ٠
−٠٫٠٠۶٣ ٠٫٠٠۴۶ ٠٫٠۶٨ ٠٫٢٩٣۶ ٠٫٣ γ١
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(آ)

(ج) (ب)

(ه) (د)
مدل در پراکندگͬ پارامتر و میانگین رگرسیونͬ ضرایب برآوردهای چندک‐چندک نمودار :٣. ٢ ش΄ل

.۵٠٠ تکرار تعداد و n = ۴٠٠ برای (٢۴ .٣)





۴ فصل
داده های تحلیل برای حاشیه ای مدل

طولͬ نسبت

 مقدمه
به اقتصادی و اجتماعͬ علوم نظیر علوم، از بسیاری در طولͬ مطالعات از استفاده امروزه
دلیل به زمانͬ، سری و مقطعͬ مطالعات با قیاس در طولͬ مطالعات است. یافته رواج خوبی
مطالعه جهت بیشتری قابلیت از ͬ نمایند، م بررسͬ زمان طول در را نظر مورد واحدهای این که

برخوردارند. مختلف پدیده های
همبستگͬ وجود به دليل هستیم، مواجه داده ها در تكراری اندازه های با كه موقعيت هايی در
معادلات بايستͬ و نماییم استفاده خطͬ مدل های از ͬ توانیم نم اندازه ها، بين واحد هر برای
استقلال پذیره های كلاسيك خطͬ رگرسيون مدل يك  در زيرا بریم، كار به را دي·ری برآورديابی
از تصادفͬ متغيرهای و مشاهدات بين خطͬ ارتباط وجود و واريانس بودن ثابت مشاهدات،
واريانس دانستن تنها GLM در و است تحليل نتايج بودن صحيح برای مدل، تعريف الزامات
يا خطͬ تابعͬ به مشاهدات ميانگين بودن وابسته و ميانگين از تابعͬ به عنوان مشاهدات،
تحليل هايی از استفاده ͬ كه حال در است. كافͬ پیوند، تابع توسط تبیینͬ متغيرهای از غيرخطͬ
استنباط  نيز و واريانس مولفه های برآورد نبودن صحيح موجب همبستگͬ گرفتن نظر در بدون
انواع معرفͬ به ١ فصل در دليل همين به ͬ شود. م رگرسيونͬ ضرايب بردار به نسبت اشتباه

۵١



طولͬ نسبت داده های تحلیل برای حاشیه ای مدل ۵٢
اين تحليل و بررسͬ منظور به و پرداختيم آن ها به مربوط مباحث و GLM و خطͬ مدل های
شبه درستنمایی١ روش دارد، وجود آن ها مشاهدات بين همبستگͬ كه تكراری داده های نوع
GLM توسط روش اين كه ͬ شود م معرفͬ بعدی بخش های در GEEs عنوان با GLM مبنای بر

ͬ دهد. م ارائه مدل پارامترهای برای نااريب و كارا برآوردهايی

طولͬ داده های معرفͬ ١ .۴
ͬ شوند، م شناخته پانل٢ͬ داده های عنوان با جامعه شناسͬ و اقتصاد در که طولͬ داده های
به دست مشخص واحدهای از متوالͬ زمان های در که ͬ شود م گفته داده هایی مجموعه به
در زمانͬ. بعد و (واحدها) مقطعͬ بعد هستند: بعد دو دارای داده ها این بنابراین ͬ آیند. م
هستند. طولͬ داده های از خاصͬ حالت های زمانͬ سری داده های و مقطعͬ داده های نتیجه

طولͬ داده های ساختار ١. ١ .۴
آن در و داده قرار بررسͬ مورد متوالͬ زمان های در را مشخصͬ واحدهای طولͬ، مطالعات
به صورت ͬ توان م را داده هایی چنین ͬ شوند. م اندازه گیری تبیینͬ متغیرهای و ͺپاس متغیر
tام زمان در iام واحد به مربوط ͺپاس متغیر مقدار yit جدول این در داد: نمایش ١ .۴ جدول

طولͬ مطالعات در داده ها ساختار :١ .۴ جدول
واحد

١ · · · i · · · n

١ (y١١, x١١١, · · · , x١١k) · · · (yi١, xi١١, · · · , xi١k) · · · (yn١, · · · , x١n١, x١nk)

... ... · · ·
... · · ·

...

زمان t (y١t, x١t١, · · · , x١tk) · · · (yit, xit١, · · · , xitk) · · · (ynt, · · · , xnt١, xntk)

... ... · · ·
... · · ·

...

T (y١T , x١T١, · · · , x١Tk) · · · (yiT , xiT١, · · · , xiTk) · · · (ynT , · · · , xnT١, xnTk)

به ترتیب نیز n و T ͬ باشد. م iام واحد و tام زمان به مربوط تبیینͬ متغیر rامین مقدار xitr و
1 Quasi-Likelihood
2 Panel Data
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مربوط ١ .۴ جدول شوند. بررسͬ که هستند واحدهایی تعداد و زمانͬ دوره های تعداد معرف
زمانͬ، دوره T در و مساوی به طور واحدها تمام زیرا ͬ باشد م متعادل طولͬ مطالعه ΁ی به
زمانͬ دوره Ti در iام واحد آن در که دارند وجود مواردی هم چنین گرفته اند. قرار ارزیابی مورد

گویند. نامتعادل را مطالعه ای چنین ͬ شود. م اندازه گیری
داده ها زمانͬ ماهیت (واحدها) ستون ها و داده ها مقطعͬ ماهیت (زمان) سطرها ١ .۴ جدول در
نظر در شده اند جمͽ آوری tام زمان در که را داده هایی اگر مثال، به عنوان ͬ دهند. م نشان را
بنابراین داده ایم. قرار بررسͬ مورد زمان از ͽمقط ΁ی در تنها را واحد n تمام ͽواق در ب·یریم
در را iام واحد به مربوط داده های مثلا اگر اما ͬ باشند. م مقطعͬ داده ها زمانͬ، دوره هر برای
داده ها بنابراین داده ایم؛ قرار بررسͬ مورد متوالͬ زمان های در را واحد ΁ی تنها ب·یریم، نظر

ͬ باشند. م زمانͬ سری

طولͬ داده های تحلیل ضرورت و اهداف ١. ٢ .۴
متغیرها، بین رابطه به دستیابی بر علاوه زمان، طول در واحدها مشاهدات جمͽ آوری با
تحلیل در نتیجه در داد. قرار مطالعه مورد نیز را زمان طول در واحدها تغییرات ͬ توان م

هستیم: روبرو زیر هدف سه با طولͬ داده های
زمان. طول در واحدها تغییرات مطالعه .١

.(ͺپاس متغیر روی بر پیش·و متغیرهای (اثر متغیرها بین رابطه مطالعه .٢
متغیرها. بین رابطه بر زمان تاثیر مطالعه .٣

ͬ شود. م اشاره (٢٠٠٢) هم΄اران و دی·ل از زیر مثال به بهتر درک برای
که آمده اند به دست کودکان خواندن قدرت به مربوط طولͬ مطالعه ΁ی از داده ها ١ .۴ ش΄ل در
داده ها مقطعͬ بعد است. شده اندازه گیری بار دو کودک، هر مطالعه توانایی شاخص آن در
در ͬ که حال در ͬ دهد؛ م نشان را زمان گذشت با کودکان خواندن قدرت کاهش (آ)، قسمت در
ͬ توان م مجموع در است. زمان گذشت با کودک هر توانایی افزایش بیان کننده (ب)، قسمت
توانایی کودکان همه دارد؛ بالاتری ͹سط جوان تر کودکان در خواندن توانایی ͬ که حال در گفت
مشاهده هدف با که طولͬ داده های تحلیل بنابراین ͬ بخشند. م بهبود زمان گذشت با را خود
صرفا یا مقطعͬ صرفا داده های به نسبت ͬ گیرد، م انجام زمان طول در پدیده ها رفتار تغییر

برخوردارند. ویژه ای اهمیت از زمانͬ
پیچیدگͬ که آن ها بعدی دو ماهیت و طولͬ داده های از حاصل اطلاعات بودن حجیم بر علاوه
رو چالش با را داده ها این تحلیل که دارد وجود نیز دی·ری دلیل ͬ شوند، م سبب را داده ها
مشاهدات استقلال پایه بر مبتنͬ متداول آماری روش های پذیره های خلاف بر ͬ سازد. م برو
ͬ باشند. م مستقل واحدها سایر مشاهدات از و بوده درونͬ همبستگͬ دارای واحد هر به مربوط
ضروری امری همبستگͬ این گرفتن نظر در علمͬ، استنباط به رسیدن جهت که است ͹واض
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(ب) (آ)
کودکان خواندن قدرت نمودار :١ .۴ ش΄ل

است.
و رگرسیون قبیل از ΁کلاسی آماری روش های که است مواردی مهم ترین جمله از بالا دلایل

نیستند. داده ها این تحلیل به قادر تنهایی به زمانͬ سری های

تعميم يافته برآورديابی معادلات روش ٢ .۴
برآورديابی روش يك به عنوان (١٩٨۶) زي·ر و ليانگ توسط تعميم يافته برآورديابی معادلات روش
از تعميمͬ تعميم يافته، برآورديابی معادله شد. معرفͬ وابسته، مشاهدات با GLM در مناسب
است. شبه درستنمايی اساس بر كلاسيك رگرسيونͬ مدل های در متداول برآورديابی روش های
رگرسيونͬ مدل های در متداول روش های از كاراتر بسيار طولͬ داده های تحليل در روش اين

كلاسيك است.
مبنای٣ همبستگͬ ماتريس های گرفتن نظر در با مشاهدات بين همبستگͬ ديدگاه اين در
كارايی بهبود در همبستگͬ ساختارهای اين از درستͬ تعيين كه ͬ شود م مدل سازی مختلف
واريانس مولفه های و رگرسيونͬ ضرايب برآورد بود. خواهد موثر رگرسيونͬ ضرايب برآورديابی
اميد توسط مبنا، همبستگͬ ماتريس از متفاوت ساختارهای فرض به توجه با روش اين در
احتمال توزيع تعيين به نيازی لذا و ͬ آيند م به دست جامعه فرضͬ توزيع واريانس و رياضͬ

نيست. درستنمايی تابع يا مشاهدات كامل حاشيه ای
3 Working Correlation Matrix



۵۵ تعميم يافته برآورديابی معادلات روش

نمایی توزیع های خانواده ٢. ١ .۴
احتمال چ·الͬ تابع بتوان اگر گوییم،  نمایی توزیع های خانواده عضو را توزیع ها از خانواده ای

نوشت: زیر به صورت آن را
fY (y) = exp

{١
ϕ
[θy + c (θ)] + d (ϕ, y)

}
پراکندگͬ پارامتر ϕ و است ͺپاس متغیر ریاضͬ امید از تابعͬ که است طبیعͬ پارامتر θ آن در که
معلوم توابع d (ϕ, y) و c (θ) و است ی΄سان ͺپاس متغیرهای تمامͬ برای که است مقیاس یا
اعضای از بسیاری برای ͬ باشند. م نمایی توزیع های خانواده به مربوط چ·الͬ نوع با متناظر

است. ١ یا σ٢ با برابر ϕ خانواده این
واریانس و ریاضͬ امید باشد، نمایی توزیع های خانواده از توزیعͬ داری Y تصادفͬ متغیر اگر

ͬ شوند: م محاسبه زیر به صورت آن
E (Y ) = µ = −c′ (θ) (١ .۴)

V (Y ) = σ٢ = −c′′ (θ)ϕ· (٢ .۴)
گاما، نمایی، دوجمله ای، پواسون، نرمال، توزیع به ͬ توان م معروف نمایی توزیع های جمله از

ب·یرید: نظر در را پواسون توزیع مثال، به عنوان کرد. اشاره معکوس گوسͬ و بتا
f (y) =

e−µµy

y!

نوشت: نمایی توزیع های خانواده ش΄ل به آن را ͬ توان م که
exp {[y logµ− µ]− log y!}

داریم: (٢ .۴) و (١ .۴) روابط به توجه با آن در که
ϕ = ١, θ = log µ, c (θ) = −eθ, d (ϕ, y) = − log y!

E (Y ) = µ = −c′ (θ) = eθ, V (Y ) = µ = −c′′ (θ)ϕ = eθ

شبه درستنمایی تابع ٢. ٢ .۴
است ͺپاس متغير بر تبیینͬ متغيرهای تأثير بررسͬ رگرسيون مختلف مدل های برازش از هدف
كمك محقق به مدل پارامترهای مورد در استنباط شود. انجام داده ها تحليل نتايج آن در که
ͬ كه حال در ͬ باشد، م گذار اثر ͺپاس متغير روی تبیینͬ متغير كدام دهد تشخيص تا ͬ كند م
شده اند. گرفته نظر در ثابت باشند، داشته تداخلͬ اثر ͬ توانستند م كه تبیینͬ متغيرهای ساير
دو ͬ سازند. م مشخص را اثر اهميت و توانايی مدل، برآوردشده پارامترهای اندازه حقيقت در

دارند. وجود پارامترها استنباط برای متمايز ديدگاه
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است برآورد توابع نظر نقطه از بهينه برآورد ديدگاه اين كلاسيك: دوم توان های كمترين ‐١

است. شده معرفͬ (١٩۶٠) گودامب توسط كه

پايه ای به عنوان و شده معرفͬ (١٩٧۴) ودربرن توسط كه ديدگاهͬ :ML با مشابه روشͬ ‐٢
و هاردين ١٩٩٧؛ (هيد شد ناميده شبه درستنمايی روش که است GLMs تحليل برای

.(٢٠٠٢ هيلب،

نمایی توزیع های خانواده به و وابسته اند ͺپاس مقادير كه زمانͬ جمله از تحليل ها از برخͬ در
دليل اين به است. غيرمم΄ن درستنمايی تابع از كاملͬ و صحيح ش΄ل به دسترسͬ دارند، تعلق
كه جايی در بهينه، برآورد تابع ديدگاه از ويژه حالتͬ به عنوان ͬ تواند م (١٩٧۴) ودربرن ديدگاه
تابع روی پذیره های وی شود. گرفته نظر در شده، محدود خاص رده ای به برآورد تابع فضای
کرد جاي·زين جامعه، واريانس و ميانگين بين رابطه براساس تنها تابعͬ تعريف با را احتمال

دارند. درستنمايی ل·اريتم تابع با مشابه ͬ هايی ويژگ و معادلات كه
معادله به وسيله را U =

∂ℓ

∂µ
امتياز تابع رگرسيونͬ مدل يك در شبه درستنمايی تابع معرفͬ برای

زير به ش΄ل (٢ .۴) و (١ .۴) روابط و زنجیره ای قاعده از استفاده با كه ب·يريد نظر در مشتق
ͬ شود: م ساده

∂ℓ

∂µ
=
∂ℓ

∂θ

∂θ

∂µ
=
y + c′(θ)

ϕ

−١
c′′(θ)

=
y − µ

V (y)
·

برقرار تابع اين برای E

[
∂٢ℓ
∂θ٢

i

+

(
∂ℓ

∂θi

)٢]
= ٠ و E

[
∂ℓ

∂θi

]
= ٠ روابط كه ͬ كنيم م يادآوری

برآورد تابع يك اين و ͬ كند م رفتار امتياز تابع يك مشتق مانند U = ٠ معادله اين رو از است.
مرتبه گشتاورهای بين رابطه كمك به شبه درستنمايی رو اين از ͬ شود. م ناميده شبه امتياز۴
شده است: تعريف زير به صورت كه ͬ پردازد م پارامترها برآورد به جامعه فرضͬ توزيع دوم و اول

Q(y;µ) =

∫ µ

y

y − µ

V (µ)
dµ·

و ͬ شود م تعريف V (Yi) = ϕV (µi) به صورت ميانگين از تابعͬ به عنوان ͺپاس واريانس هم چنين
هر برای معادلات اين كه ͬ كند م اشاره هم چنين وی است. نظر مورد توزيع پراكندگͬ پارامتر ϕ
توزیع های خانواده از عضوی با متناظر معادلات انتگرال كه زمانͬ حتͬ توزيع، تابع از انتخابی
تابع ضوابط شد. خواهد حل نباشد، معلوم پارامتر توزيع كه زمانͬ حتͬ يا نباشند نمايی
فهرست ٢ .۴ جدول در نمايی توزیع های خانواده از توزيع چند برای شبه درستنمایی و واريانس

شده اند.
4 Quasi Score
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نمايی توزیع های خانواده از توزيع چند برای شبه در ستنمایی و واريانس تابع ضوابط :٢ .۴ جدول
توزیع V(µ) Q(µ)

نرمال ١ − ١
٢
∑

(y − µ)٢

برنولͬ µ(١ − µ) y ln(µ/(١ − µ)) + ln(١ − µ)

پواسون µ y ln(µ)− µ

گاما µ٢ −(y/µ+ ln(µ))

معکوس گوسͬ µ+ µ٢ y(ln(µ)− ٢ ln(µ+ ١))

داده های تحلیل برای سیمپل΄س حاشیه ای مدل ٣ .۴
طولͬ نسبت

مشاهدات برای (١٩٨٨) پرنتيس و (١٩٨۶) زي·ر و ليانگ توسط كه GEEs روش از خاصͬ حالت
اين در دي·ر، به عبارت است. (١٩٧۴) ودربرن شبه درستنمايی روش شده است؛ ارائه وابسته
ساختار نام به ماتريسͬ ساختار يك توسط داده ها، تحليل در نيز مشاهدات بين وابستگͬ روش
اول مرتبه گشتاورهای توسط را پارامترها برآورد روش اين ͬ شود. م منظور مبنا همبستگͬ
روش يا مشاهدات كامل حاشيه ای احتمال توزيع اساس بر نه و جامعه فرضͬ توزيع دوم و
به طور و است GLM برای كاربرد در آن ͬ های ويژگ از که ͬ دهد م انجام كامل درستنمايی
دوم مرتبه گشتاور از و رگرسيونͬ ضرايب برآورد برای جامعه اول مرتبه گشتاور از مستقيم
بين همبستگͬ پارامترهای برآورد برای ͽواق در و كوواريانس و واريانس مولفه های برآورد برای
کارایی رگرسيونͬ، ضرايب برآورديابی در دليل اين به و ͬ گيرد م بهره گروه، يك در واحدها

دارد. بيشتری

حاشیه ای مدل ٣. ١ .۴
jامین نشان دهنده و (j = ١, · · · , ni, i = ١, · · · ,m) برای ͺپاس متغیر مقادیر yij کنید فرض
هر با متناظر متوالͬ زمان های tij , j = ١, · · · , ni هم چنین و باشد واحد iامین روی اندازه
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xijk, k = ١, · · · , p این بر علاوه است. شده انجام اندازه گیری زمان ها آن در که است واحد
فرض حال است. متناظر (ͺپاس (متغیر yij مقدار هر با که است تبیینͬ متغییرهای از متش΄ل
(Yij ∼ S−(µij , σ

٢
ij)) سیمپل΄س توزیع از هستند Yij تصادفͬ متغیرهای مصداق که yij کنید

µij ∈ (٠, ١) مذکور توزیع در کنند. پیروی است، آمده (٢. ١١) رابطه در آن چ·الͬ تابع که
متغیرها از تابعͬ ͬ توانند م پارامتر دو هر و هستند پراکندگͬ پارامتر σ٢

ij > ٠ و میانگین پارامتر
از Y١, · · · , Ym آن در که Y i = (Yi١, · · · , Yini)

T ,xij = (xij١, · · · , xijp)T ͬ دهیم م قرار باشند.
مستقل اند. هم

است: زیر به صورت سیمپل΄س حاشیه ای مدل کلͬ مشخصات
برای مدلͬ که زیر به صورت iام نمونه برای ͺپاس احتمال یا حاشیه ای میانگین اول مولفه ‐١

ͬ شود م تعریف است، جامعه متوسط اثرات توصیف
g(µij) = xT

ijβ

g : (٠, ١) −→ و رگرسیونͬ ضرایب از بعدی p بردار β = (β٠, · · · , βp−١)T آن در که
است. لجیت پیوند تابع (−∞,∞)

به عنوان σ٢
ij > ٠ گرفتن نظر در با است؛ پراکندگͬ پارامتر توصیف برای مدلͬ دوم، مولفه ‐٢

zij است مم΄ن (که است zij متغیرهای از تابعͬ که خطͬ پیش·وی پراکندگͬ، پارامتر
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت باشند) xijها از زیرمجموعه ای

h(σ٢
ij) = zT

ijγ

h : (٠,∞) −→ (−∞,∞) و است مبدا از عرض γ٠ که γ = (γ٠, · · · , γr−١)T آن در که
نوشت: زیر به صورت  ͬ توان م را σ٢

ij هم چنین است. ل·اریتمͬ پیوند تابع

σ٢
ij = exp(zT

ijγ) =
r−١∏
k=٠

(eγk)zijk = eγ٠
r−١∏
k=١

(eγk)zijk ·

گیرد. قرار توجه مورد ͬ تواند م جمع۶ͬ ساختار و هستند رسته ای۵ داده های zij جایی که
در متغیر پراکندگͬ مدل سازی ،۵ فصل در چشم جراحͬ داده های مثال در مثال، برای

است زیر به صورت داده ها) در گاز غلظت ͹سط (تاثیر متفاوت تیمار ٣
σ٢
ij = σ٠ + σ١zij١ + σ٢zij٢

نشان دهنده σ٠ به طوری که هستند؛ ٢ ١و تیمار به مربوط ظاهری متغیرهای  ،zijk آن در که
است. ٣ تیمار پراکندگͬ

5 Categorical Covariates
6 Additive Structure



۵٩ طولͬ نسبت داده های تحلیل برای سیمپل΄س حاشیه ای مدل
که Yik و Yij بین همبستگͬ است؛ همبستگͬ ساختار مدل سازی برای سوم مولفه ‐٣
است، α = (α١, · · · , αq)

T فرعͬ پارامترهای احتمالا و حاشیه ای میانگین های از تابعͬ
ͬ شود م تعریف زیر به صورت

Corr(Yij , Yik) = ρ(µij , µik,α)

از مختلفͬ انواع است. نامعلوم پارامترهای از برداری α و معلوم تابعͬ ρ آن در که
مورد سه که گیرند قرار استفاده مورد ρ تابع برای است مم΄ن همبستگͬ ساختارهای
ساختار و ٨(AR(1)) اول مرتبه اتورگرسیو تبادل پذیر٧، طولͬ، داده های تحلیل در رایج

هستند. ٩m مرتبه وابسته همبستگͬ

پارامترها برآورد برای GEEs روش ٣. ٢ .۴
تعریف زیر به صورت امتیاز بردار ،µi = (µi١, · · · , µini)

T ،i هر برای میانگین بردار به توجه با
ͬ شود م

ui = (ui١, · · · , uini)
T , uij = − ١

٢d′(yij ;µij)
٢٠٠٠)؛ تان، و (سانگ E(ui) = ٠ گرفت نتیجه ͬ توان م که E(uij) = ٠ نظم، شرایط تحت که

با برابراست (١. ١١) رابطه طبق uij واریانس حال
var(uij) =

σ٢
ij٢ E

{
d′′(Yij ;µij)

}
=

٣σ۴
ij

µij(١ − µij)
+

σ٢
ij

v(µij)
·

زير به صورت GEEs روش در ،i = ١, · · · , n مقادير برای iام ͺپاس بردار كوواريانس ماتريس
ͬ شود م تعريف

V i = diag
١٢ {var(sij)}R(α)diag

١٢ {var(sij)}

است. (ni × ni) قطری ماتريس يك j = ١, · · · , ni مقادير برای diag ١٢ {var(sij)} آن در که
ͬ شود م ناميده مبنا همبستگͬ ماتريس كه است (ni×ni) ماتريس يك R(α) كميت هم چنين،
را بردار اين كه ͬ شود م مشخص است، (q×١) برداری که α فرعͬ پارامتر بردار با كامل به طور و
به صورت را مبنا بردار شود. برآورد مدل برازش روند در ͬ بایست م و ͬ نامند م همبستگͬ پارامتر

ͬ کنیم. م تعریف si = diag{v(µij)}ui

معادلات از غيرخطͬ سيستم يك شامل ،β رگرسيون ضرايب بردار برآورد برای GEEs روش
اين ͬ شود؛ م حل نيوتن‐رافسون ال·وريتم با تكراری به طور عموما كه است β حسب بر

هستند زير به صورت معادلات
Ψ١(β,γ,α) =

m∑
i=١

DT
i AiV

−١
i si = ٠ (٣ .۴)

7 Exchangeable Correlation
8 Autoregressive Correlation(AR)
9 M-Dependent Correlation



طولͬ نسبت داده های تحلیل برای حاشیه ای مدل ۶٠

جزئͬ مشتقات از (p × ni) ماتریس DT
i =

∂µT
i

∂β
و Ai = diag{σ−٢

ij v(µij)var(uij)} آن در که
است. Yi ͺپاس بردار كوواريانس ماتريس V i و رگرسيون ضرايب به نسبت واحد iامين ميانگين
آن ها، برقراری صورت در كه است نياز اول مرتبه گشتاورهای از پذیره هايی به تنها روش اين در
لازم تنها كه است آن در GEEs روش مزيت بود. خواهند سازگار رگرسيون ضرايب برآوردهای
ضرايب برآورد صورت اين در كه باشند شده مشخص صحيح به طور ميانگين پارامترهای است
صحيح به صورت مبنا همبستگͬ ماتريس ساختار اگر حتͬ موضوع اين و سازگارند رگرسيونͬ

.(١٩٩٩ شين، و (پارك است برقرار نيز باشد، نشده تعيين
يك در مشاهدات بين همبستگͬ مدل سازی GEEs روش ͬ های ويژگ از شد، گفته چنان چه
كارآمدی بهبود در همبستگͬ ساختار صحيح انتخاب و است مبنا همبستگͬ ماتريس با واحد
صحيحͬ همبستگͬ ماتريس است لازم منظور اين به است. موثر رگرسيونͬ ضرايب برآورديابی
كنيم. محاسبه Yi بردار از درستͬ كوواريانس ماتريس بتوانیم تا باشيم داشته iام ͺپاس بردار از
(هورتن آيد تحليل به دست برای مناسبی V i تا شود انتخاب صحيح Ri(α) كميت بايد ͽواق در

.(٢٠٠٣ هيلب، و هاردين و ١٩٩٩ ليپسيتز، و
لازم و است نامعلوم عموما كه ͬ شود م تعيين α فرعͬ پارامتر بردار با مبنا همبستگͬ ماتريس

شود. برآورد β رگرسيونͬ ضرايب به همراه تكراری برازش روند در است
معادله يك j = ١, · · · , ni و i = ١, · · · ,m مقادير برای α همبستگͬ پارامتر بردار برآورد در

ͬ شود م تعريف زير به صورت برآورديابی

Ψ٣(β,γ,α) =

m∑
i=١

(
∂ξTi
∂α

)
H−١

i (ri − ξi) = [٠]q×١ (۴ .۴)

مقادير از (q × q) قطری است ماتريسͬ که کواریانس ماتریس ،Hi و ξi = E(ri)q×١ آن در که
q =

(ni٢
) و پيرسون مانده ijامین ،rij آن در كه است ri = (ri١, ri٢, · · · , rini−١, rini) و واريانس

از مبنا، همبستگͬ ماتريس كردن پارامتری كه ͬ دهد م نتيجه برآورديابی معادله اين است.
به دست r̂ij مقادير بايستͬ α همبستگͬ پارامترهای برآورد برای و است ξi = E(ri) معادله طريق

شوند. پيرسون مانده های جانشين ،β̂ متداول برآورد از آمده
دارند. وجود مبنا همبستگͬ متفاوت ماتريس ساختارهای با ارتباط در ي΄سانͬ ديدگاه های
همبسته ي΄سان به طور يا نكنند پيروی مشخصͬ مرتبه از واحد يك درون مشاهدات است مم΄ن
نتيجه در شوند. گرفته نظر در واحد يك درون مشاهدات روی بر پيچيده تری فرض های يا باشند
تا اضافͬ پارامترهای از بردار يك شايد و است محقق نظر مد متفاوت ساختاری حالتͬ هر در
لازم اضافͬ پارامتر (maxni٢

)
− ni با پارامترهای از كاملͬ ماتريس يا پارامتر (maxni)− ١ حدود

باشد.

به توجه با مبنا همبستگͬ ماتريس ساختارهای از را انتخاب هايی محققين اساس اين بر
از تعدادی بعدی قسمت های در كه كرده اند فراهم نظر مد مدل های و بررسͬ مورد موضوع



۶١ طولͬ نسبت داده های تحلیل برای سیمپل΄س حاشیه ای مدل
معرفͬ آن ها، به مربوط α همبستگͬ مولفه های برآورد برای ساده فرمول هايی با همراه را آن ها
عبارت در ارائه شده برآورديابی معادله از مستقيم به طور فرمول ها حالات تمام در ͬ كنيم. م

ͬ شود. م نتيجه (۴ .۴)

اول مرتبه اتورگرسيو همبستگͬ ساختار
ͬ گيرد. م نظر در واحدها درون مختلف مشاهدات برای را زمانͬ همبستگͬ يك ساختار اين
اين باشند داشته طبيعͬ مرتبه ای واحدها، درون در تكراری مشاهدات همبستگͬ اگر ͽواق در
ͬ توانند م واحدها پزش΄ͬ، مطالعات در مثال، برای دهد. نشان آن را ͬ تواند م خوبی به ساختار
آن ها از مشخصͬ ويژگͬ مقدار متوالͬ ماه های در كه باشند تكراری اندازه های با بيمارانͬ
مقادير برای اول مرتبه اتورگرسيو همبستگͬ ساختار كلͬ حالت در شده است. اندازه گيری

ͬ شود م تعريف زير به صورت t = ١, · · · , ni زمان های و i = ١, · · · , n

Corr(Yit, Yit′) =

α|t−t′| t ̸= t′

١ t = t′
(۵ .۴)

مانده های  ،(۴ .۴) برآورديابی معادله توسط α همبستگͬ پارامتر برآورد مقدار تعريف اين در
است زیر به صورت (٣. ١٠) رابطه و r̂it پيرسون

α̂ =
١
ϕ̂

n∑
i=١

[∑nt−٠
t=١ r̂itr̂i,t+٠

ni
, · · · ,

∑nt−ℓ
t=١ r̂itr̂i,t+ℓ

ni

]

بيش برای صفر، غير همبستگͬ خود  ،ℓ مرتبه اتورگرسيو فرآيند يك كه است آن توجه قابل نكته
باشد، محقق توجه مورد تبیینͬ متغير چهار كه زمانͬ برای نمونه به عنوان و دارد تاخیر ℓ از

ͬ شود م نويسͬ باز زير ماتريسͬ به ش΄ل (۵ .۴) ساختار

AR(1) =


١ α α٢ α٣
α ١ α α٢
α٢ α ١ α

α٣ α٢ α ١



تبادل پذیر همبستگͬ ساختار
اين از ساده ای تعميم در است. همانͬ ماتريس يك همبستگͬ ماتريس ساختار ش΄ل ساده ترين
همبستگͬ واحدها درون در مشاهدات برخͬ كه كرد فرض ͬ توان م مستقل همبستگͬ ساختار
,j)امين l) مقدار و ͬ شود م اضافه ماتريس به فرعͬ پارامتر يك حقيقت در و باشند داشته مشترك
كلͬ حالت در j = ١, · · · , ni و i = ١, · · · , n مقادير برای مبنا همبستگͬ ماتريس اين از عنصر



طولͬ نسبت داده های تحلیل برای حاشیه ای مدل ۶٢
ͬ شود م تعريف زير ش΄ل به

Corr(Yij , Yil) =

١ j = l

α j ̸= l
⇔ R(α) =


١ α · · · α

α ١ · · · α

... ... ... ...
α α · · · ١


زمانͬ وابستگͬ تكراری اندازه های آن ها در كه داده هايی مجموعه برای همبستگͬ ساختار اين
يك α فرعͬ پارامتر حالت اين در است. معتبر آن ها، از جاي·شتͬ هر برای هم چنين و ندارند

ͬ شود م برآورد زير معادله توسط و (۴ .۴) برآوردیابی معادله كمك به كه است اس΄الر

α̂ =
١
ϕ̂

n∑
i=١

[∑ni

j=١
∑ni

l=١ r̂ij r̂il −
∑ni

j=١ r̂٢
ij

ni(ni − ١)
]

استفاده ϕ پراكندگͬ پارامتر برآورد برای (٣. ١٠) رابطه و r̂ij پيرسون مانده های برآورد از آن در كه
همبستگͬ و مساوی١٠ همبستگͬ ساختار جمله از دي·ر نام چندين تحت ساختار اين ͬ شود. م

ͬ شود. م شناخته آماری مختلف مباحث در نيز مشترك١١

m مرتبه وابسته همبستگͬ ساختار
واحدهای از معينͬ تعداد برای مشاهدات بين همبستگͬ است مم΄ن زمانͬ، سری مباحث در
همبستگͬ ماتريس ساختار حالت اين در باشد. محقق نظر مد آن ها تمامͬ برای نه و زمانͬ

ͬ شود م تعريف زير ش΄ل به j = ١, · · · , ni و i = ١, · · · , n مقادير برای

Corr(Yij , Yi,j+t) =


١ t = ٠
αt t = ١,٢, · · · ,m
٠ t > m

مانده های توسط را α̂t همبستگͬ پارامترهای ͬ توان م t = ١, · · · ,m مقادير برای قبل مشابه
نمود برآورد زير به صورت (٣. ١٠) رابطه و (۴ .۴) برآورديابی معادله ،r̂ij شده برآورد پيرسون

α̂t =
١

(Nt − p)ϕ̂

n∑
i=١

∑
j≤ni−t

r̂ij r̂i,j+t

است. Nt =
∑n

i=١(ni − t) و رگرسیونͬ ضرایب بردار بعد p آن در که
ماتريس آن آن گاه گيرد، قرار استفاده مورد ٣ بعد با ماتريسͬ مدل سازی در اگر مثال، برای

10 Equal Correlation
11 Common Correlation



۶٣ طولͬ نسبت داده های تحلیل برای سیمپل΄س حاشیه ای مدل
دارد را زير ساختار

R(α) =


١ α١ α٢ α٣
α١ ١ α١ α٢
α٢ α١ ١ α١
α٣ α٢ α١ ١



و (GEE1) اول مرتبه تعميم يافته برآورديابی معادلات روش ٣. ٣ .۴
(GEE2) دوم مرتبه

داده ها، تحليل در انتخاب شده مبنا همبستگͬ ماتريس مقدار اگر GEEs روش به مدل سازی در
پارامترهای برآورد در روش اين است مم΄ن باشد حقيقͬ همبستگͬ ماتريس از متفاوت بسيار
كه كرده اند توصيه را دي·ر ساختاری مدل سازی محققان منظور اين به باشد. ناكارآمد مدل
اين ͬ شود. م اعمال تحليل در نيز بالاتر مرتبه گشتاورهای توسط همبستگͬ ساختار يك آن در
است α همبستگͬ پارامتر برای اضافͬ برآورديابی معادله يك گرفتن نظر در شامل تغييرپذيری
معادله آن، ساده تر ش΄ل و ͬ نامند م (GEE2) دوم مرتبه تعميم يافته برآورديابی معادله آن را كه
روش از تعميم هايی روش دو اين ͽواق در است. (GEE1) اول مرتبه تعميم يافته برآورديابی

.(٢٠٠١ زورن، ؛ ٢٠٠٩ لͬ، و (بالمͬ هستند GEEs

و است β رگرسيونͬ ضرايب بردار برآورد برای GEE2 روش كارايی به همان تقريبا GEE1 روش
توصيه GEE2 روش از استفاده باشد، محقق نظر مد توجه ای قابل كارايی بهبود كه زمانͬ تنها
تحليل در و ͬ شوند م داده ترجيح GEE1 ساده معادلات مجموعه کلͬ حالت در ͬ شود. م

دارند. بيشتری كاربرد وابسته داده های
معادلات از مجموعه ΁ی کردن اضافه با ،GEE2 روش در ،(١٩٩١) ژائو و پرنتیس به توجه با
به صورت شده١٢، استاندارد امتیاز ͬ مانده های باق براساس همبستگͬ پارامترهای برای شده برآورد

ͬ شود: م تعریف زیر
rij =

uij√
var(uij)

=
uij√

σ٢
ij٢ E {d′′(Yij ;µij)}

· (۶ .۴)

E(rijrij′) = Corr(uij , uij′) = و var(rij) = ١ ،E(rij) = ٠ گشتاوری خواص که دید ͬ توان م به راحتͬ
است. برقرار امتیاز ͬ مانده های باق برای Corr(sij , sij′)

ͬ شود م تعریف زیر به صورت برآوردیابی معادله ،γ رگرسیون ضرایب برآورد برای حال

Ψ٢(β,γ,α) =

m∑
i=١

(
∂σT

i

∂γ

)
Σ−١

i (di − σi) = ٠ (٧ .۴)
12 Standardised Score Residuals



طولͬ نسبت داده های تحلیل برای حاشیه ای مدل ۶۴
.σi = E(di) = (σ٢

i١, · · · , σ٢
ini

)T و کواریانس ماتریس Σi ،di = (d(yi١;µi١), · · · , d(yini ;µini))
T آن در که

،θ = (β,γ,α) پارامترهای برای برآورديابی معادلات بسط توسط GEEs روش تعميم با
ͬ شوند م حاصل زير به صورت GEE2 معادلات

Υ(θ) = Υ(β,γ,α) =


Ψ١(β,γ,α)

Ψ٢(β,γ,α)

Ψ٣(β,γ,α)

 = ٠· (٨ .۴)

استاندارد١٣ نظریه طبق رو این از .E(Υ(θ)) = ٠ زیرا است، نااریب Υ(θ) = ٠ برآوردیابی معادله
و است سازگار برآوردگری ،θ̂ = (β̂, γ̂, α̂) برآوردگر نظم، شرایط تحت برآوردیابی معادلات
mJ−١(θ) کواریانس ماتریس و صفر میانگین با متغیره چند گاوسͬ مجانبی به طور m ١٢ (θ̂−θ)

ماتریس آن در که است؛ J(θ) = STR−١S به صورت گودامب١۴ اطلاع ماتریس J(θ) که است
است. R = E{Υ(θ)ΥT (θ)} با برابر تغییرپذیری ماتریس و S = E{∂Υ(θ)/∂θT } حساسیت
ببینید). آ. ٢ را (ضمیمه شود رجوع (٢٠٠۴) هم΄اران و سانگ به بیشتر جزئیات مشاهده برای
زیر به صورت ͬ توان م را (٨ .۴) معادله برای θ̂ حل نیوتن‐رافسون، ال·وریتم از استفاده با

آورد به دست
θ(k+١) = θ(k) − S−١Υ(θ(k))·

تعميم يافته برآورديابی معادلات انواع ۴ .٣ .۴
كرده اند پيشنهاد داده ها درون واحدهای ساختار برای را مدل ها از رده بندی دو محققان برخͬ
در تصادفͬ اثر كارگيری به و ميانگين محاسبه نحوه مبنای بر تقسيم بندی اين حقيقت در كه
روش های مجموعه از گوناگون نوع دو به عنوان آن ها معرفͬ به بخش اين در كه است مدل

.( ٢٠٠٣ هيلب، و (هاردين ͬ پردازيم م GEEs

جامعه١۵ متوسط مدل
نظر در واحدها تمام روی متوسط اثرات واسطه به را واحدها درون همبستگͬ مقدار كه مدلͬ
در ͬ نامند. م جمعيت متوسط مدل را است مطرح حاشيه ای مدل يك به عنوان و ͬ گيرد م
ͬ كند م فرض واحدها سطوح كوواريانس ساختار برای را مشخصه سازی يك مدل اين حقيقت
تمام اطلاعات ميان در گرفتن ميانگين با را سطوح همبستگͬ يا كوواريانس مقدار آن گاه و
جامعه متوسط مدل های نوع از شرطͬ ͅ های پاس و انتقال١۶ͬ مدل های ͬ كند. م برآورد واحدها

13 Standard Theory
14 Godambe
15 Population Averaged
16 Transitional



۶۵ طولͬ نسبت داده های تحلیل برای سیمپل΄س حاشیه ای مدل
ͺپاس مقادير متداول همبستگͬ مقدار بايستͬ كه زمانͬ طولͬ مطالعات تحليل در و هستند

ͬ شوند. م استفاده شود، داده نشان قبلͬ ͅ های پاس روی

ويژه١٧ واحد مدل
بيان آن ها سطوح تصادفͬ مولفه های كردن مطرح توسط را واحدها داخل همبستگͬ مدل اين
ͬ كند، م اشاره ͹سط كوواريانس يك به ͬ كه حال در واحد، يك اثر معرفͬ واسطه به و ͬ كند م
ͬ شود. م برآورد خاص، واحد يك تنها اطلاعات از استفاده با اثر هر مدل اين در ͬ آيد. م به دست

هستند. مدل نوع اين از تصادفͬ و ثابت اثرات با مدل ها

ͬ مانده ها باق تحلیل ۵ .٣ .۴
کلیدی، مدل پذیره های برای تشخیص که شود استفاده ͬ مانده باق نوع دو از ͬ شود م پیشنهاد

یعنͬ
حاشیه ای توزیع های (١

پیوند توابع (٢
همبستگͬ ساختار (٣

ͬ مانده های باق دی·ری و است (۶ .۴) در rij استانداردشده امتیاز ͬ مانده  های باق اولͬ، شود. ایجاد
var(Yij) که آن جایی از است. eij = (yij − µij)/

√
var(Yij) پیرسون شده استاندارد معمولͬ

جای·زین با eij یا rij از نمونه هماورد ندارد. بسته ای صورت است، ناکامل گامای تابع شامل
ͬ دهند. م نشان êij یا r̂ij با را آن ها که ͬ آید م به دست متناظر تخمین های با پارامترها کردن
زیر در خاص مدل فرض نقض به مربوط قوی سی·نال های شناسایی برای ͬ مانده ها باق تحلیل

است. شده آورده
واریانس‐ رابطه بررسͬ آن هدف که m̂ij مقابل در êij نمودار با ͬ تواند م سیمپل΄س توزیع پذیره
µij میانگین از مستقل ”var(eij) = ١ باشد، درست پذیره این اگر شود. کنترل است، میانگین
(امید صفر در افقͬ خط اطراف در تصادفͬ به طور باید نمودار در موجود نقاط بنابراین، است.
ظاهری واکنش گونه هر شوند. پخش −٢ و ٢ بین افقͬ نوار در ٩۵٪ تقریب با ͬ مانده ها) باق
تحقیقات ͬ دهد. م نشان را ضعیف مدل ΁ی برازش احتمالا یا توزیع پذیره از تخطͬ امر این از
این است بزرگ σ٢ که آن جایی از است. نیاز مورد خروجͬ چنین عامل شناسایی برای بیشتری
مشابه حالت ΁ی µ(١ − µ) کنترل تحت میانگین، واریانس رابطه زیرا است اعتماد قابل روش

دارد. دوجمله ای توزیع با
17 Subject Specific



طولͬ نسبت داده های تحلیل برای حاشیه ای مدل ۶۶
پیش·وی مقابل در aij تعدیل یافته وابسته متغیر نمودار نلدر(١٩٨٩)، و م΁ کالا به توجه با

ͬ کنیم: م تعریف حال ͬ کنیم. م استفاده انتخاب شده، پیوند تابع بررسͬ برای η̂ij خطͬ

ai = g(µi) +

{ ٣σ۴
ij

µij(١ − µij)
+

σ٢
ij

v(µij)

}−١٢
u(yi;µi) (٩ .۴)

اگر است. var(ai) = E
{
ai − g(µij)

٢} = ١ و E(uij) = ٠ زیرا E(ai) = g(µij) که است ͹واض
که را مستقیم خط ΁ی باید η̂ij = xT

ijβ̂ مقابل در âi برآورد نمودار باشد، مناسب پیوند تابع
ͬ گیرند، م قرار η̂ij ± ٢ حدود پایین و بالا محدودیت های با باند ΁ی در نقاط ٩۵٪ تقریب با
مدل برای را پیوند تابع بهترین تعمیم یافته خطͬ مدل های مانند نمودار این دهد. نشان
استفاده، مورد پیوند شدید نقض گونه هر برای رسمͬ غیر بررسͬ به فقط بل΄ه ͬ دهد نم پیشنهاد

ͬ پردازد. م
ساختارهای اما است دشوار طولͬ داده های همبستگͬ ساختار حقیقͬ مدل سازی چه اگر
زده تخمین موثر به طور که ͬ دهند م را ام΄ان این رگرسیون، ضرایب به صحیح همبستگͬ
ͬ مانده ها باق آنالیز طریق از GEEs در استفاده شده همبستگͬ تناسب ارزیابی بنابراین، شوند.

که باشید داشته توجه است. مهم
Corr(rij , rij′) = Corr(ai, ai′)

استاندادشده امتیاز ͬ مانده باق با برابر ai متغیر واقعͬ همبستگͬ که است آن از حاکͬ امر این
در شده ارائه اکتشافͬ روش های از برخͬ ͬ توان م داده ها، همبستگͬ ارزیابی برای است. rij

برد. به کار را (٢٠٠٢) هم΄اران و دی·ل ٣ .۴ بخش



۵ فصل
و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد

R با آن برازش

 
مدل های برای را قبلͬ فصل های در مطرح شده استنباط های استخراج نحوه فصل، این در
با را مدل کاربرد سپس ͬ دهیم. م شرح simplexreg بسته از استفاده با سیمپل΄س رگرسیونͬ
نشان چشم جراحͬ داده های و محیطͬ خون بنیادی سلول داده های شامل واقعͬ مثال دو

ͬ دهیم. م

مقدمه ١ .۵
حد تا که شده  است طراحͬ طوری ،simplexreg() سیمپل΄س، رگرسیونͬ مدل برازش تابع
به کار GLM برازش برای که (٢٠٠٩ ،١R توسعه مرکزی (تیم استاندارد glm() تابع مشابه ام΄ان
ͬ توان م simplexreg() در که است آن تابع دو این بین اساسͬ تفاوت ΁ی باشد. ͬ رود، م
نتیجه در و کرد لحاظ تابع این در را هستند پراکندگͬ پارامتر و میانگین معرف که معادله هایی
به دست ضرایب از مجموعه دو و خطͬ پیش·وی دو تبیینͬ، متغیرهای از متفاوت ماتریس دو

1R Development Core Team
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R با آن برازش و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد ۶٨
است : زیر به صورت R در simplexreg() از استفاده روش آورد.

simplexreg(formula, data, subset, na.action,

link = c("logit", "probit", "cloglog", "neglog"), corr = "Ind", id = NULL,

control = simplexreg.control(...), model = TRUE, y = TRUE, x = FALSE, ...)

از هستند. (١٩٩٢ هستͬ، و (چمبرز استاندارد مدل مشخصات شامل اول، آرگومان چهار
استفاده ،GLM تابع مشابه خطͬ، پیش·وهای و رگرسیون مدل کردن مشخص برای formula
corr و پیوند تابع نوع معرف link آرگومان ͬ شوند. م مشخص data توسط داده ها ͬ شود. م
تعیین و است منطقͬ مقدار ΁ی معرف model آرگومان ͬ کند. م تعیین را همبستگͬ ساختار
simplexreg بسته در شود. ظاهر مدل مختصات simplexreg.fitتابع خروجͬ مقادیر از که ͬ کند م
رگرسیونͬ مدل در استنباط ها استخراج برای که زیر توابع به ͬ توان م آن با مرتبط بسته های و

کرد: اشاره هستند، مفید سیمپل΄س
ͬ دهد. م ارائه را داده شده برازش رگرسیونͬ مدل از خلاصه ای summary() •

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد مدل، برآوردشده ضرایب استخراج برای coef() •

ͬ دهد. م ارائه را برآوردگرها کواریانس ماتریس vcov() •

برد. بهره آن از ͬ توان م جدید داده های پیش گویی برای predict() •

ͬ دهد. م انجام را مشاهده شده داده های برای میانگین ها برازش fitted() •

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد ͬ مانده ها باق استخراج برای residuals() •

ͬ دهد. م نمایش را پارامترها برآورد و مشاهدات تخمین estfun() •

با ترتیب به مدل اصلͬ مولفه های و مدل ماتریس مولفه های مدل، مولفه های استخراج •

ͬ گیرد. م صورت model.frame() و model.matrix() ،terms() توابع
ͬ دهد. م ارائه را برازش شده درستنمایی ل·اریتم loglik() •

برد. بهره آن از ͬ توان م مدل مناسب نمودارهای رسم برای plot() •

است: زیر به صورت که است مدل محاسبات برای دی·ری ابزار ΁ی simplexreg.fit تابع

simplexreg.fit(y, x, z = NULL, t = NULL, link = "logit", corr = "Ind",

id = NULL, control = simplexreg.control())



۶٩ مقدمه
گزینه سه شامل و ͬ کند م مشخص حاشیه ای مدل در را همبستگͬ ساختار corr آرگومان
”AR(1)” و ”Exc” ،”Ind” با به ترتیب را آن ها که است اول مرتبه اتورگرسیو و تبادل پذیر مستقل،
مدل این صورت در که ͬ گیرد م را ”Ind” مقدار corr آرگومان پیش فرض، به طور ͬ دهند. م نشان
به عنوان اگر simplexreg() تابع در است. ،SGLM تعمیم یافته، خطͬ مدل معادل حاشیه ای
برای تنها x٢ و x١ تبیینͬ متغیرهای آن گاه باشد، y ∼ x١ + x٢ به صورت formula مثال
فرض ثابت σ٢ حالت این در ͬ شوند. م گرفته نظر در سیمپل΄س رگرسیون میانگین مدل بندی
در ͬ شده معرف مدل همان که است همانͬ پیوند تابع h(.) و zi = ١ دی·ر، به عبارت ͬ شود. م
y ∼ x١+x٢ | z١+z٢ به صورت بخش دو شامل formula چنان چه اما است. ٣. ١ بخش ٣ فصل
در ͬ شده معرف مدل که است z٢ و z١ تبیینͬ متغیرهای از تابعͬ نیز σ٢ حالت این در باشد،
از حاشیه ای سیمپل΄س مدل های طولͬ، نسبت داده های برای ͬ باشد. م ٣. ٢ بخش ٣ فصل
حال ͬ شود. م تش΄یل همبستگͬ ساختار و پراکنش٢ ال·وی جامعه، میانگین اثرات جز، سه
پارامتر با مدل معرف شود، گرفته نظر در y ∼ x١ + x١|٢|t قسمتͬ سه به صورت formula اگر
حاشیه ای مدل های برای باشد y ∼ x١ + x٢|z١ + z٢|t به صورت اگر و است ثابت پراکندگͬ
t پارامتر ͬ رود. م به کار (corr = ”Exc” یا ”AR(1)”) متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س

است. زمان کم΄ͬ متغیر به مربوط formula در و simplexreg.fit تابع در
h(σ٢) = log پراکندگͬ پارامتر برای و g(µ) = logit میانگین برای پیش فرض پیوند تابع

داد. تغییر ،link انتخاب با ͬ توان م را µ میانگین برای پیوند تابع است.
”logit”, ”probit”, ”cloglog”, ”neglog” شامل glm() در مجاز پیوند توابع همان µبرای مجاز توابع

هستند. دوم ریشه و ل·اریتمͬ همانͬ، توابع ،σ٢ برای و

plot(x, type = c("residuals", "corr", "GOF"), res = "adjvar", lag = 1, ...)

ͬ مانده ها باق تحلیل type = ”residuals” اگر ͬ کند. م مشخص را نمودار نوع type آرگومان
دارد وجود آن برای انتخاب چهار که ͬ گیرد م صورت

رابطه در که ͬ شود م محاسبه پیرسون استانداردشده ͬ مانده باق آن گاه res : stdPerr اگر .١
است. آمده (٣. ١٢)

رابطه در که ͬ شود م محاسبه پیرسون ͬ مانده باق از تقریبی آن گاه res : appstdPerr اگر .٢
است. آمده (٣. ١٣)

رابطه در که ͬ شود م محاسبه امتیاز استاندارده شده ͬ مانده باق آن گاه res : stdscor اگر .٣
است. آمده (۶ .۴)

(٩ .۴) رابطه در که ͬ شود م محاسبه تعدیل یافته، وابسته متغیر آن گاه res : adjvar اگر .۴
است. آمده

2Pattern of Dispersion



R با آن برازش و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد ٧٠
مقابل در مدل، خطای تشخیص نیز و واریانس میانگین رابطه بررسͬ منظور به اول مورد سه
در تعدیل یافته وابسته متغیر چهارم، مورد از استفاده با ͬ که حال در ͬ شوند. م رسم µ میانگین

ͬ شود. م رسم پیوند تابع بررسͬ برای η خطͬ پیش·وی مقابل
خودهمبستگͬ بررسͬ برای ، lag در ͬ دهد. م نشان را همبستگͬ ساختار type = ”corr” آرگومان
باشد type = ”GOF” آرگومان هرگاه و ͬ شود م استفاده امتیاز استانداردشده ͬ مانده های باق از

ͬ شود. م رسم زمان متغیرهای مقابل در جزئͬ انحراف

واقعͬ مثال دو در مدل کاربرد ٢ .۵
فصل های در بیان شده نظری مباحث آن ها توسط که است کاربردی مثال های شامل بخش این

ͬ کنیم. م تشریح کاربردی به صورت را چهارم و سوم

محیطͬ خون بنیادی سلول داده های ٢. ١ .۵
΁هماتولوژی سریع بهبود برای گسترده ای به طور (PBSC) محیط٣ͬ خون بنیادی سلول پیوندهای
مجدد بازسازی ͬ شود. م استفاده بدخیم خونͬ اختلالات انواع برای تراپی۴ میِلوبِل˼یتیو از پس
مغز در پیوند برای بنیادی سلول های کافͬ تعداد تزریق به گسترده ای به طور ،۵΁هماتوپوئتی
نشان (٢٠٠٢) هم΄اران و آلان مطالعه در که همان طور دارد. بستگͬ می΄رو۶ محیط استخوان
و PBSC کافͬ برداشت مهم نشانه  ΁ی به عنوان CD34+ زنده سلول های مقدار شد، داده
این در ͬ شود. م گرفته نظر در ΁هماتوپوئتی پیوند کننده  پیش بینͬ ΁ی به عنوان هم چنین
ͬ درمانͬ شیم دوزهای از پس را PBSC با اتولوگ پیوند که کردند موافقت بیمار ٢۴٢ مطالعه
‐ سرطان مؤسسه در هماتوپوئید بنیادی سلول های آزمایش·اه در ٢٠٠٨ و ٢٠٠٣ سال های در
مورد در اطلاعاتͬ شامل داده ها این کنند. ثبت را اطلاعات و دریافت آلبرتا، درمانͬ خدمات
sdac نام با ،PBSC پیوند به مربوط داده های است. بیماران بالینͬ ͬ های ویژگ و جنس سن،
و (بیمار) مشاهده ٢٣٩ شامل داده مجموعه این شده است. گنجانده simplexreg بسته در ،

است: زیر شرح به  تبیینͬ متغیر ۵

3 Peripheral Blood Stem Cell
4 Myeloablative Therapy
5 Hematopoietic
6 Micro-Environment



٧١ واقعͬ مثال دو در مدل کاربرد
بیماران سن :age •

هستند مرد نفر، ١٧١ یعنͬ آن ها اکثر که بیماران جنسیت :gender •

CD34+ زنده سلول های میزان :rcd •

پروتکل معرف chemo = ١ و روزه ΁ی پروتکل معرف chemo = ٠ ظاهری؛ متغیر :chemo •

است روزه سه
سنین سایر و گرفته نظر در پایه سن به عنوان age < ۴٠ یافته؛ تعدیل سن متغیر :ageadj •

ͬ شوند م کم ۴٠ عدد از
است. زیر شرح به simplexreg بسته در موجود sdac داده های از بخشͬ

ثابت پراکندگͬ پارامتر
µi برای خطͬ پیش·وی گرفتیم. نظر در σ٢ پراکندگͬ پارامتر بودن ثابت فرض با را مدل ابتدا

به صورت
logit(µi) = β٠ + β١ageadj+ β٢chemo (١ .۵)

داد برازش داده ها روی بر را (١ .۵) مدل ͬ توان م زیر دستورات با است.
library(simplexreg)

data("sdac", package="simplexreg")

sim.glm1 <- simplexreg(rcd ~ ageadj + chemo, data = sdac)

summary(sim.glm1)



R با آن برازش و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد ٧٢
مرحله در تکرار ۶ با مذکور نتایج شده اند. گزارش ٢ .۵ جدول در (١ .۵) مدل برازش نتایج
مربوطه مقدار ‐p و ١٠۵٫٣ آن درستنمایی ل·اریتم که آمده به دست ٢٣۵ انحراف با و بهینه سازی
و ageadj متغیرهای ضرایب و مبدا از عرض ͬ شود م ملاحظه که همان طور است. ٠٫۴٩ برابر

هستند. ͬ دار معن chemo

(١ .۵) مدل پیرسون استاندارد ͬ مانده باق :١ .۵ جدول
مقدار کوچ΄ترین اول چارک میانه سوم چارک مقدار بزرگترین

−٢٫٨٢۵ −٠٫۵٨۵ −٠٫٠٠٨ ٠٫۴٩٧ ١٫٣٩۶

(١ .۵) مدل پارامترهای برآورد :٢ .۵ جدول
پارامترها برآورد Std.Err z-value Pr(>|z|)

مبدا از عرض ١٫١٠٠٢ ٠٫١۴١ ٧٫٨٢١ ۵٫٢۶e−١۵∗∗∗

ageadj ٠٫٠١٣ ٠٫٠٠۶ ٢٫٠٨٢ ٠٫٠٣٧٣∗

chemo ٠٫٢۶۶ ٠٫١٢۴ ٢٫١٢٩ ٠٫٠٣٣٣∗

ͬ دهد. م نشان را ٠٫١ ͹سط ′.′ و ٠٫٠۵ ͹سط ′∗′ ،٠٫٠٠١ ͹سط ′ ∗ ∗′ ،٠ ͹سط ′ ∗ ∗∗′

متغیر پراکندگͬ پارامتر
دادیم برازش نیز باشد تبیینͬ متغیرهای از تابعͬ σ٢ که حالتͬ برای را مدل قسمت، این در

هستند: زیر به صورت خطͬ پیش·وهای آن در که
logit(µi) = β٠ + β١ageadj+ β٢chemo log(σ٢

i ) = γ٠ + γ١age· (٢ .۵)
است زیر به صورت R در مدل این برازش کد

data("sdac", package="simplexreg")

sim.glm2 <- simplexreg(rcd~ageadj+chemo|age, link = "logit", data = sdac)

summary(sim.glm2)

گزارش ۴ .۵ جدول در ٢٣٩ انحراف با و تکرار ۶ با (٢ .۵) مدل پارامترهای برازش نتایج
است. ٠٫۴٣ معادل مربوطه p‐مقدار و ٩٩٫۵١ برابر درستنمایی ل·اریتم است. شده

نقص معنای به این و است ٠٫۴٣ و ٠٫۴٩ به ترتیب مدل دو هر برای کای دو آزمون p‐مقدار

نیست. برازش



٧٣ واقعͬ مثال دو در مدل کاربرد

(٢ .۵) مدل پیرسون استاندارد ͬ مانده باق :٣ .۵ جدول
مقدار کوچ΄ترین اول چارک میانه سوم چارک مقدار بزرگترین

−٣٫٠٨٢ −٠٫۵٣٩ −٠٫٠٠٣ ٠٫۴٩۶ ١٫۴۴٨

(٢ .۵) مدل پارامترهای برآورد :۴ .۵ جدول
پارامترها برآورد Std.Err z-value Pr(>|z|)

مبدا از عرض ١٫١١۵ ٠٫١۴١ ٧٫٨٩ ٣٫٠٣e−١۵∗∗∗

ageadj ٠٫٠١٣ ٠٫٠٠۶۴ ٢٫٠١٧ ٠٫٠۴٣٧∗

chemo ٠٫٢۵١ ٠٫١٢١ ٢٫٠۶٨ ٠٫٠٣٨۶∗

مبدا از عرض ٢٫۶٠٧ ٠٫٣۶۶ ٧٫١٠٧ ١٫١٨e−١٢∗∗∗

age −٠٫٠١۵ ٠٫٠٠۶ −٢٫١٨١ ٠٫٠٢٩∗

ͬ دهد. م نشان را ٠٫١ ͹سط ′.′ و ٠٫٠۵ ͹سط ′∗′ ،٠٫٠٠١ ͹سط ′ ∗ ∗′ ،٠ ͹سط ′ ∗ ∗∗′

نشان را متغیر و ثابت σ٢ با مدل دو برای BIC و AIC ملاک های ،۶ .۵ و ۵ .۵ جدول
عمل بهتر ثابت پراکندگͬ پارامتر با مدل یعنͬ ،(١ .۵) مدل مقدار، دو این به توجه با ͬ دهند. م

است. کرده

مدل دو برای AIC مقایسه :۵ .۵ جدول
مدل آزادی درجه AIC

(١ .۵) ثابت پراکندگͬ با ۴ −٢٠٢٫۵۴٧
(٢ .۵) متغیر پراکندگͬ با ۵ −١٨٩٫٠٣

مدل دو برای BIC مقایسه :۶ .۵ جدول
مدل آزادی درجه BIC

(١ .۵) ثابت پراکندگͬ با ۴ −١٨٨٫۶۴٠٨
(٢ .۵) متغیر پراکندگͬ با ۵ −١٧١٫۶۴٧٧

برابر در ͬ مانده ها باق نمودار رسم توسط ͬ مانده ها باق واریانس بودن ثابت فرض بررسͬ
خاصͬ ساختار نمودار، این چنان چه ͬ گیرد. م صورت شده، داده برازش مقادیر میانگین
ͬ مانده ها باق واریانس بودن ثابت فرض ͬ توان م نباشد، قیفͬ ش΄ل به مثلا ندهد، نشان را



R با آن برازش و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد ٧۴
با مدل دو برای که نمودارها این ͬ شود م ملاحظه ١ .۵ ش΄ل در که همان طور پذیرفت. را
بازه در نقاط از ٩٧٪ حدود و ͬ دهند نم نشان را خاصͬ ساختار هستند، متغیر و ثابت پراکندگͬ
پذیرفت. را ͬ مانده ها باق واریانس بودن ثابت فرض ͬ توان م بنابراین دارند. قرار (−١٫٩۶, ١٫٩۶)

ͬ مانده های باق دقیق توزیع بررسͬ (ب)
متغیر پراکندگͬ پارامتر با مدل برای پیرسون

پیرسون ͬ مانده های باق دقیق توزیع بررسͬ (آ)
ثابت پراکندگͬ پارامتر با مدل برای

مثال در پیرسون، ͬ مانده های باق با سیمپل΄س رگرسیون مدل های برازش نی΄ویی بررسͬ :١ .۵ ش΄ل
PBSC

چشم جراحͬ داده های ٢. ٢ .۵
تزریق از استفاده تاثیر بررسͬ برای را C3F8 گاز به مربوط داده های (٢٠٠٢) هم΄اران و سانگ
مجددا را (١٩٩٢) هم΄اران و میرز توسط که شب΄یه  ترمیم ͬ های جراح در چشم، درون گاز این
گنجانده R نرم افزار در simplexreg بسته در ،retinal شب΄یه، به مربوط داده های کردند. بررسͬ
غلظت ͹سط سه با گاز است. چشم در ͬ مانده باق گاز حجم درصد ،ͺپاس متغیر شده است.
است. شده تزریق جراحͬ عمل از قبل بیمار ٣١ چشم داخل به ٢۵٪ و ٢٠٪ ،١۵٪ متفاوت،
گاز حجم و شدند پی·یری بار) ۵ متوسط به طور ) بار ٨ تا ٣ ماهه، سه دوره ΁ی در سپس
اولیه، هدف ͬ شود. م ثبت گاز حجم ابتدایی درصد به عنوان بعدی، دفعات در چشم در موجود
چشم داخل گاز شدن فاسد نرخ بر بیماران چشم در تزریق شده گاز غلظت ͹سط تاثیرگذاری
است: زیر شرح به  تبیینͬ متغیر ۶ و (بیماران) مشاهده ١٨١ شامل داده مجموعه این است.



٧۵ واقعͬ مثال دو در مدل کاربرد
چشم در ͬ مانده باق گاز حجم درصد :Gas •

گاز تزریق از پس روزهای زمان بندی :Time •

(log(Time)) زمان ل·اریتم :LogT •

LogT دوم توان :LogT2 •

͹سط یعنͬ Level = −١ اگر چشم؛ داخل اولیه گاز غلظت سطوح ظاهری؛ متغیر :Level •

٢۵٪ گاز غلظت ͹سط Level = ١ و ٢٠٪ گاز غلظت ͹سط Level = ٠ ،١۵٪ گاز غلظت
بیماران نشان دهنده عامل ΁ی :ID •

تعیین از قبل زیر است. شرح به simplexreg بسته در موجود retinal داده های از بخشͬ
بررسͬ متفاوت تاخیرهای در خودهمبستگͬ نمودار طریق از را همبستگͬ ساختار ابتدا مدل،

ͬ کنیم. م

ثابت پراکندگͬ پارامتر
چشم جراحͬ داده های برای را پیاپی٧ همبستگͬ بدون سیمپل΄س تعمیم یافته خطͬ مدل ابتدا
نشان yij نماد با را tij روز در بیمار iامین برای گاز غلظت ͹سط jامین ͬ گیریم؛ م نظر در

ͬ شود: م بیان زیر به صورت ظاهری متغیرهای ͬ دهیم. م

xij =
gasij − ٢٠

۵


١ ١۵% غلظت ͹سط با گاز
٠ ٢٠% غلظت ͹سط با گاز
−١ ٢۵% غلظت ͹سط با گاز

7 Serial Correlation



R با آن برازش و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد ٧۶
در که ͬ شود م داده نشان yk ∼ S−(µk, σ

٢) به صورت ما ͺپاس متغیر ،k توسط ij جای·زینͬ با
خطͬ پیش·وی است. موجود مشاهدات کل تعداد N =

∑n
i=١ ni = ١٨١ و k = ١, · · · , N آن

است زیر به صورت µk برای

logit(µk) = β٠ + β١ log(tk) + β٢ log٢(tk) + β٣xk (٣ .۵)

(٣ .۵) مدل ͬ توان م زیر دستورات با است. مشاهده زمان تا گاز تزریق از پس روزها تعداد tk  که
است. xk همان Level این جا در داد؛ برازش داده ها این روی بر را

data("retinal", package = "simplexreg")

sim.glm3 <- simplexreg(Gas ~ LogT + LogT2 + Level,

data = retinal, id = ID)

summary(sim.glm3)

با و تکرار ٢٣ با مذکور نتایج شده اند. گزارش ٨ .۵ جدول در (٣ .۵) مدل برازش نتایج
٠٫۴٨۶است. p‐مقدار ٣٩١٫٢و با برابر آن درستنمایی ل·اریتم که آمده اند به دست ١٧٧ انحراف
ͬ دار معن Level و LogT2 متغیرهای ضرایب و مبدا از عرض ͬ شود، م ملاحظه که همان طور

هستند.

(٣ .۵) مدل پیرسون استاندارد ͬ مانده باق :٧ .۵ جدول
مقدار کوچ΄ترین اول چارک میانه سوم چارک مقدار بزرگترین

−۴٫٠١٣ −٠٫٣٢٧ ٠٫٠٧ ٠٫۴۴١ ٣٫۶۵٩

(٣ .۵) مدل پارامترهای برآورد :٨ .۵ جدول
پارامترها برآورد Std.Err z-value Pr(>|z|)

مبدا از عرض ٢٫۶٨۵ ٠٫٣٢۶ ٨٫٢٣١ < ٢e− ١۶∗∗∗

LogT ٠٫٠۶۵ ٠٫٣۴۶ ٠٫١٨٨ ٠٫٨۵١
LogT2 −٠٫٣٣۵ ٠٫٠٨۴٧ −٣٫٩۵٩ ٧٫۵٣e− ٠۵∗∗∗

Level ٠٫٣٢۵ ٠٫١۴٧ ٢٫٢٠٨ ٠٫٠٢٧∗

ͬ دهد. م نشان را ٠٫١ ͹سط ′.′ و ٠٫٠۵ ͹سط ′∗′ ،٠٫٠٠١ ͹سط ′ ∗ ∗′ ،٠ ͹سط ′ ∗ ∗∗′



٧٧ واقعͬ مثال دو در مدل کاربرد

متغیر پراکندگͬ پارامتر
ͬ دهیم. م برازش است ظاهری متغیرهای از تابعͬ σ٢ که حالتͬ برای را مدل قسمت، این در

هستند: زیر به صورت خطͬ پیش·وهای
logit(µk) = β٠ + β١ log(tk) + β٢ log٢(tk) + β٣xk σ٢

k = σ٠ + σ١ log(tk) + σ٢xk (۴ .۵)
ͬ شود م انجام زیر کد با R در مدل این برازش

sim.glm4 <- simplexreg(Gas ~ LogT + LogT2 + Level | LogT + Level,

data = retinal, id = ID)

summary(sim.glm4)

و ٣٧٠٫٢ آن درستنمایی ل·اریتم که آمده اند به دست ١٨١ انحراف با و تکرار ٢٠ با مذکور نتایج
سیمپل΄س حاشیه ای مدل برای پارامتر، هر برآورد ١٠ .۵ جدول در است. ٠٫۴٠٢۶ p‐مقدارش

ساختار در LogT ضریب که ͬ دهد م نشان نتایج شده است. داده نشان متغیر پراکندگͬ پارامتر با
شود. حذف بایستͬ و نبوده ͬ دار معن میانگین پیش·وی

(۴ .۵) مدل پیرسون استاندارد ͬ مانده باق :٩ .۵ جدول
مقدار کوچ΄ترین اول چارک میانه سوم چارک مقدار بزرگترین

−۴٫٣۶٧ −٠٫٣١٩ ٠٫٠۶۵ ٠٫٣٩١ ۴٫۴٢

(۴ .۵) مدل پارامترهای برآورد :١٠ .۵ جدول
پارامترها برآورد Std.Err z-value Pr(>|z|)

مبدا از عرض ٢٫٧١٧ ٠٫٣۵ ٧٫٧۶٣ ٨٫٣٢e− ١۵∗∗∗

LogT −٠٫٠٢ ٠٫٣۴۶ −٠٫٠۵٩ ٠٫٩۵٢
LogT2 −٠٫٣١٢۶٣ ٠٫٠٨١١٧ −٣٫٨۵١ ٠٫٠٠٠١∗∗∗

Level ٠٫۴٠۵ ٠٫١۴۵ ٢٫٧٩٢ ٠٫٠٠۵∗∗

مبدا از عرض ۶٫١۵۵ ٠٫١٩٨ ٣٠٫٩۵٧ < ٢e− ١۶∗∗∗

LogT −٠٫۴۵٨ ٠٫٠٨٠۴ −۵٫٧٠١ ١٫١٩e− ٠٨∗∗∗

Level −٠٫۴٩٣ ٠٫١۴٢ −٣٫۴۵۶ ٠٫٠٠٠۵∗∗∗

ͬ دهد. م نشان را ٠٫١ ͹سط ′.′ و ٠٫٠۵ ͹سط ′∗′ ،٠٫٠٠١ ͹سط ′ ∗ ∗′ ،٠ ͹سط ′ ∗ ∗∗′



R با آن برازش و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد ٧٨

همبستگͬ ساختار و متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س حاشیه ای مدل
Exc

ͬ گیریم. م نظر در متغیر به صورت را سیمپل΄س حاشیه ای مدل پراکندگͬ پارامتر قسمت، این در
پارامتر بر زمان تاثیر بررسͬ برای (Exc) تبادل پذیر همبستگͬ ساختار به توجه با هم چنین

ͬ شوند: م معرفͬ زیر به صورت خطͬ پیش·وهای پراکندگͬ،
(۵ .۵)

logit(µij) = β٠ + β١ log(tij) + β٢ log٢(tij) + β٣xij σ٢
ij = σ٠ + σ١ log(tij) + σ٢ log٢(tij)·

انحراف با و تکرار ١٧ با مذکور نتایج آمده است. ١٢ .۵ در مدل برازش نتایج زیر،  کد اجرای با
است. آمده به دست ١٧٧

sim.gee1 <- simplexreg(Gas ~ LogT + LogT2 + Level | LogT + Level | Time,

corr = "Exc", id = ID, data = retinal)

summary(sim.gee1)

(۵ .۵) مدل پیرسون استاندارد ͬ مانده باق :١١ .۵ جدول
مقدار کوچ΄ترین اول چارک میانه سوم چارک مقدار بزرگترین

−٣٫٨ −٠٫٢۵١ ٠٫١٣۶ ٠٫۴٧٢ ۵٫٠۴٢

(۵ .۵) مدل در Exc همبستگͬ ساختار با پارامترها برآورد :١٢ .۵ جدول
پارامترها برآورد Std.Err z-value Pr(>|z|)

مبدا از عرض ٢٫۶۵۴ ٠٫٣٠٣ ٨٫٧۶ < ٢e− ١۶∗∗∗

LogT ٠٫١۶ ٠٫٢۴۴ ٠٫۶۵٧ ٠٫۵١١
LogT2 −٠٫٣٧٩ ٠٫٠۶۴ −۵٫٩١۵ ٣٫٣١e− ٠٩∗∗∗

Level ٠٫٢۵ ٠٫١٩٩ ١٫٢۵٣ ٠٫٢١
α −١٫٣٨٨ ٠٫۴٨٩ −٢٫٨٣۴ ٠٫٠٠۴۶∗∗

ρ ٠٫٢۴٩ ٠٫١٢٢ ٢٫٠۴١ ٠٫٠۴١∗

ͬ دهد. م نشان را ٠٫١ ͹سط ′.′ و ٠٫٠۵ ͹سط ′∗′ ،٠٫٠٠١ ͹سط ′ ∗ ∗′ ،٠ ͹سط ′ ∗ ∗∗′

از بایستͬ و نیستند ͬ دار معن Level و LogT ضرایب که ͬ دهد م نشان ١٢ .۵ جدول نتایج
شود. برازش مجددا مذکور مدل و شده حذف مدل



٧٩ واقعͬ مثال دو در مدل کاربرد

همبستگͬ ساختار و متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س حاشیه ای مدل
AR(1)

داده های در اول مرتبه همبستگͬ اتورگرسیو ساختار از استفاده با مجددا را (۵ .۵) مدل اکنون
ͬ دهیم م برازش زیر کد توسط طولͬ،

sim.gee2 <- simplexreg(Gas ~ LogT + LogT2 + Level | LogT + Level | Time,

corr = "AR1", id = ID, data = retinal)

summary(sim.gee2)

هر برآورد ١۴ .۵ جدول در آمده اند. به دست ١٨١ انحراف با و تکرار ٢۵ با مذکور نتایج
AR(1) همبستگͬ ساختار و متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س حاشیه ای مدل برای پارامتر،
و میانگین پیش·وی در Level و LogT ضرایب قبل همانند این جا در شده است. داده نشان
شوند. حذف مذکور مدل از باید متغیرها این و نیستند ͬ دار معن پراکندگͬ پیش·وی در Level

AR(1) همبستگͬ ساختار با (۵ .۵) مدل پیرسون استاندارد ͬ مانده باق :١٣ .۵ جدول
مقدار کوچ΄ترین اول چارک میانه سوم چارک مقدار بزرگترین

−۴٫۵٨ −٠٫٣۴۵ ٠٫٠۵٩ ٠٫٣٩١ ۴٫۶٣٧

(۵ .۵) مدل در AR(1) همبستگͬ ساختار با پارامترها برآورد :١۴ .۵ جدول
پارامترها برآورد Std.Err z-value Pr(>|z|)

مبدا از عرض ٢٫٧٢١ ٠٫٢٠٣ ١٣٫۴٢۵ < ٢e− ١۶∗∗∗

LogT ٠٫٠٣۴ ٠٫٣١٢ ٠٫١٠٩ ٠٫٩١٣
LogT2 −٠٫٣٢٩ ٠٫٠٨۵ −٣٫٨۶٩ ٠٫٠٠٠١∗∗∗

Level ٠٫۴٠٩ ٠٫٢١۶ ١٫٨٨٧ ٠٫٠۵٩.

مبدا از عرض ۶٫١۵٣ ٠٫٣۵١ ١٧٫۵١١ < ٢e− ١۶∗∗∗

LogT −٠٫۴۵٧ ٠٫١۶٩ −٢٫۶٩٩ ٠٫٠٠٧∗∗

Level −٠٫۴٩٢ ٠٫٣۵۶ −١٫٣٨١ ٠٫١۶٧
α −٠٫٣۴٩ ٠٫١٨۶ −١٫٨٧٢ ٠٫٠۶١.

ρ ٠٫٧٠۵ ٠٫١٣١ ۵٫٣۶٣ ٨٫١٧e− ٠٨∗∗∗

ͬ دهد. م نشان را ٠٫١ ͹سط ′.′ و ٠٫٠۵ ͹سط ′∗′ ،٠٫٠٠١ ͹سط ′ ∗ ∗′ ،٠ ͹سط ′ ∗ ∗∗′

نتایج و محاسبه تاخیر چهار در ͬ ها خودهمبستگ میزان همبستگͬ، ساختار صحت بررسͬ برای



R با آن برازش و سیمپل΄س رگرسیونͬ مدل کاربرد ٨٠
اول، تاخیر در خودهمبستگͬ که دریافت ͬ توان م که شده اند؛ رسم ٢ .۵ ش΄ل نمودار در آن
تاخیر در به طوری که ͬ یابد، م کاهش خودهمبستگͬ تاخیر، افزایش با و است قوی تر ، lag= ١
AR(1) همبستگͬ ساختار که است مشخص نتیجه در ͬ شود. م ناچیز خودهمبستگͬ چهارم،
نشان ηi خطͬ پیش·وی برابر در âij متغیر نمودار ،٣ .۵ (آ) ش΄ل در است. مناسب داده ها برای

lag = ٢ خودهمبستگͬ بررسͬ (ب) lag = ١ خودهمبستگͬ بررسͬ (آ)

lag = ۴ خودهمبستگͬ بررسͬ (د) lag = ٣ خودهمبستگͬ بررسͬ (ج)
چشم. جراحͬ مثال در مختلف، تاخیر چهار در خودهمبستگͬ بررسͬ :٢ .۵ ش΄ل

خطͬ روند ΁ی نشان دهنده که دارند قرار ٩۵٪ اطمینان نوار در نقاط از ٩٧٪ و است شده داده
مدل بندی برای مناسب انتخاب ΁ی که است لجیت پیوند تابع عمل΄رد گویای هم چنین است.
با سیمپل΄س حاشیه ای مدل برازش نی΄ویی آزمون نشان دهنده ،٣ .۵ (ب) ش΄ل داده هاست.
بودن خوب بیانگر که است اول مرتبه اتورگرسیو همبستگͬ ساختار و متغیر پراکندگͬ پارامتر
نکرده عمل خوب مدل هشتم تاخیر در این که به توجه با حتͬ است؛ مدل بودن اعتماد قابل و



٨١ نتیجه گیری
همبستگͬ ساختار و متغیر پراکندگͬ پارامتر با سیمپل΄س حاشیه ای مدل این که نتیجه است.

است. داشته مناسبی عمل΄رد اول مرتبه اتورگرسیو

برازش نی΄ویی آزمون (ب) پیوند تابع بررسͬ (آ)
چشم جراحͬ مثال در مدل برازش نی΄ویی و پیوند تابع بررسͬ :٣ .۵ ش΄ل

نتیجه گیری ٣ .۵
فاصله در پیوسته به طور که ͅ هایی پاس برای مناسب رگرسیونͬ مدل ΁ی پایان نامه، این در
توزیع از ͺپاس متغیر پیروی پذیره اساس بر رگرسیونͬ مدل این شد. ارائه ͬ کنند، م تغییر واحد

است. سیمپل΄س
پارامتر که حالتͬ دو هر در مدل پارامترهای برآورد انجام شده، شبیه سازی مطالعات طبق
واسطه به برآوردها این دقت است؛ اعتماد قابل و سازگار برآوردی باشد، متغیر و ثابت پراکندگͬ

ͬ یابد. م افزایش معیار، خطای کاهش
مدل بندی نیز پراکندگͬ پارامتر که حالتͬ برای میانگین، پارامتر مدل بندی بر علاوه را مدل ما
برخͬ در گرفتند. قرار بررسͬ مورد متنوعͬ مدل های پایان نامه، این در کردیم. بررسͬ ͬ شود، م
داده های تحلیل به دی·ر برخͬ در و گرفت قرار نظر مد مشاهدات بین استقلال پذیره آن ها، لز

پرداختیم. است، آن ها ساختار لاینفک جز همبستگͬ که طولͬ
اعداد تولید و چندک تابع تجمعͬ، توزیع تابع چ·الͬ، تابع ،R در simplexreg بسته ΁کم به
از استفاده با سیمپل΄س رگرسیون ͬ مانده های باق تحلیل به و داده قرار بررسͬ مورد را تصادفͬ

پرداختیم. تعمیم یافته برآوردیابی معادلات و ماکسیمم درستنمایی روش





آ پیوست

MIG توزیع از تصادفͬ عدد تولید آ. ١
جرجنسن پیشنهادی روش از آمیخته معکوس گوسͬ توزیع از تصادفͬ متغیر تولید برای

ͬ باشد: م زیر به صورت X گشتاور مولد تابع آن در که ͬ کنیم م استفاده (١٩٩١)
m(s; ξ, ϵ٢, p) = (١ − p)m١(s; ξ, ϵ٢) + pm٢(s; ξ, ϵ٢)

ͬ باشند. م X٢ و X١ گشتاورهای مولد تابع ترتیب به m٢ و m١ آن در که
داریم (١٩٩٣) سشادری از حال

m١(s; ξ, ϵ٢) = exp

١
ϵ

 ١
ξϵ

−
( ١
ξ٢ϵ٢ − ٢s

) ١٢
 .

داریم (١٩٧٠) کاتز و جانسون از و
m٢(s; ξ, ϵ٢) = m١(s; ξ, ϵ٢)m٣(s; ξ, ϵ٢),

با است برابر m٣ آن در که
m٣(s; ξ, ϵ٢) = (١ − ٢ξ٢ϵ٢s)− ١٢ ·

زیر به صورت هم از مستقل X٣ و X١ که است X٣ ∼ ξ٢ϵ٢χ٢
(١) گشتاور مولد تابع همان m٣

ͬ باشند م
m(s; ξ, ϵ٢, p) = m١(s; ξ, ϵ١](٢ − p+ pm٣(s; ξ٢ϵ٢)].



٨۴
آن در که ،X = X١ + V نوشت ͬ توان م که

V =

٠ ١ − p احتمال با
X٣ p احتمال با

.X١ ∼ IG(ξ, ϵ٢) و مستقل هم از V و X١ هم چنین و

گودامب اطلاع ماتریس آ. ٢
است زیر به صورت (٣ × ٣) ماتریس ΁ی حساسیت،  ماتریس

S = E{∂Υ(θ)

∂θT
} =


S١١ S١٢ S١٣
S٢١ S٢٢ S٢٣
S٣١ S٣٢ S٣٣


زیرا است صفر با برابر نیز ،S٢١ چهارم، مولفه .S٢٣ = ٠ و S١٣ = ٠ ، S١٢ = ٠ آن در که

کرد بازنویسͬ زیر به ش΄ل را S ماتریس ͬ توان م نتیجه در E[uij؛ ] = ٠

S =


S١١ ٠ ٠
٠ S٢٢ ٠

S٣١ S٣٢ S٣٣


است زیر به صورت فوق ماتریس وارون حال

S−١ =


S−١١١ ٠ ٠

٠ S−١٢٢ ٠
−S٣٣S٣١S−١١١ −S−١٣٣S٣٢S−١٢٢ S−١٣٣


rijrij′ توزیع که زمانͬ و هستند وارون اصلͬ،  قطری روی مولفه های تمام که داشت توجه باید
صفرند. با برابر نیز S٣٢ و S٣١ مولفه های باشند،  پراکندگͬ و میانگین پارامترهای از مستقل

با برابرند S ماتریس اصلͬ قطر روی مولفه های

S١١ = −
n∑

i=١
DT

i AiV
−١
i AiDi

S٢٢ = −
n∑

i=١
(∂σT

i

∂γ

)
Σ−١

i

( ∂σi

∂γT

)

S٣٣ = −
n∑

i=١
(∂ξTi
∂α

)
H−١

i

( ∂ξi
∂αT

)



٨۵ R نرم افزار دستورات
است زیر به صورت ٣ × ٣ ماتریس ΁ی R متغیر ماتریس

R = E{Υ(θ)ΥT (θ)}


V١١ V١٢ V١٣
V٢١ V٢٢ V٢٣
V٣١ V٣٢ V٣٣


است آمده زیر در آن مولفه های که

V١١ = E{Ψ١ΨT١ } =
n∑

i=١
DT

i AiV
−١
i cov(si)V

−١
i AiDi

V١٢ = E{Ψ١ΨT٢} =

n∑
i=١

DT
i AiV

−١
i cov(si,di)Σ

−١
i

( ∂σi

∂γT

)
V١٣ = E{Ψ١ΨT٣} =

n∑
i=١

DT
i AiV

−١
i cov(si, ri)H

−١
i

( ∂ξi
∂αT

)
V٢٢ = E{Ψ٢ΨT٢} =

n∑
i=١
(∂σT

i

∂γ

)
Σ−١

i cov(di)Σ
−١
i

( ∂σi

∂γT

)
V٢٣ = E{Ψ٢ΨT٣} =

n∑
i=١
(∂σT

i

∂γ

)
Σ−١

i cov(di, ri)H
−١
i

( ∂ξi
∂αT

)
V٣٣ = E{Ψ٣ΨT٣} =

n∑
i=١
(∂ξTi
∂α

)
H−١

i cov(ri)H
−١
i

( ∂ξi
∂αT

)
·

.V٣٢ = V٢٣T و V٣١ = V١٣T ،V٢١ = V١٢T که ͬ دانیم م
طریق از cov(ui) برآورد که cov(wi) = diag{v(µij)}cov(ui)diag{v(µij)} این که به توجه با

کرد. جای·ذاری ûiû
T
i با را cov(ui) ͬ توان م عبارت این در و ͬ آید م به دست µ̂ijها برآورد

R نرم افزار دستورات آ. ٣
٢. ١ ش΄ل

x<-seq(0,3,0.01)

f<-(2*pi*x^3)^(-1/2)*(exp((-(x-1)^2)/(2*x)))

f1<-(2*pi*x^3)^(-1/2)*(exp((-(x-2)^2)/(8*x)))

f2<-(2*pi*x^3)^(-1/2)*(exp((-(x-5)^2)/(50*x)))

plot(x, f, type="l", ylim=c(0, 3), col=3, lwd=2)

lines(x, f1, lty=2, col=4, lwd=2)

lines(x, f2, lty=4, col=6, lwd=2)

legend(2.3,3, c(expression(xi==1), expression(xi==2), expression(xi==5)),



٨۶
col=c(3,4,6), text.col="black", lty=c(1,2,4) ,lwd=2,

merge=TRUE, bg="white")

xlab='x'

f<-(2*pi*x^3)^(-1/2)*(exp((-(x-1)^2)/(2*x)))

f1<-(2*(2*pi*x^3))^(-1/2)*(exp((-(x-1)^2)/(4*x)))

f2<-(5*(2*pi*x^3))^(-1/2)*(exp((-(x-1)^2)/(10*x)))

plot(x, f, type="l", ylim=c(0,3), col=3, lwd=2)

lines(x, f1, lty=2, col=4, lwd=2)

lines(x, f2, lty=4, col=6, lwd=2)

legend(2.3,3, c(expression(epsilon^2==1), expression(epsilon^2==2),

expression(epsilon^2==5)), col=c(3,4,6), text.col="black",

lty=c(1,2,4), merge=TRUE, bg="white", lwd=2)

xlab='x'

٢. ٢ ش΄ل
library(simplexreg)

f=function(x,a,b){

dsimplex(x,a,b)

}

curve(f(x,0.1,4), c(0,1), col="red", xlim=c(0,1), ylim=c(0,18),

main=expression(mu==0.1), xlab=' ', ylab=expression(sigma^2==4^2))

٢. ٣ ش΄ل
library(simplexreg)

f=function(x,a,b){

dsimplex(x,a,b)

}

curve(f(x,0.1,4), c(0,1),col="red", xlim=c(0,1), ylim=c(0,15),

main=expression(mu==0.1), xlab=' ', ylab=expression(sigma^2==4^2))

par(new=TRUE)

v=sqrt((0.1*0.9)^3)

curve(dnorm(x,0.1,v*4), xlim=c(0,1), lty=2, ylim=c(0,15),

main=' ', xlab=' ', ylab=' ')



٨٧ R نرم افزار دستورات

۴ .٢ ش΄ل
## or plotting (histogram):

rsimplot <- function(n, mu, sigma) {

x <- seq(0.01, 0.99, 0.01)

for (j in 1:length(sigma)) {

for (i in 1:length(mu)) {

hist(rsimplex(n, mu[i], sigma[j]), density = 50,

xlim = c(0, 1), ylim = c(0, max(dsimplex(x, mu[i], sigma[j])) + 0.5),

freq = F, breaks = 20, xlab = " ", ylab = " ", main = NULL)

lines(x, dsimplex(x, mu[i], sigma[j]), type = "l", col = "red")

}

}

}

par(mfrow = c(3, 3), mar = c(2, 2, 2, 2), cex = 0.55)

rsimplot(5000, c(0.1, 0.5, 0.7), c(4, 2, 1))

۵ .٢ ش΄ل
## plotting (Kernel density):

rsimplot <- function(n, mu, sigma) {

x <- seq(0.01, 0.99, 0.01)

for (j in 1:length(sigma)) {

for (i in 1:length(mu)) {

plot(x, dsimplex(x, mu[i], sigma[j]),

ylim = c(0, max(dsimplex(x, mu[i], sigma[j])) + 0.5),

type = "l", col = "red")

lines(density(rsimplex(n, mu[i], sigma[j])), lty = 2)

}

}

}

par(mfrow = c(3, 3), mar = c(2, 2, 2, 2), cex = 0.55)

rsimplot(5000, c(0.1, 0.5, 0.7), c(4, 2, 1))



٨٨

۶ .٢ ش΄ل
library(simplexreg)

z<-array(0,dim=c(500,1))

mu=0.5

sigma=0.01

xx=rsimplex(500,mu,sigma)

for (i in 1:500){

z[i]=(xx[i] -mu)/(sigma*sqrt((mu^3)*(1-mu)^3))

}

qqnorm(z,main=expression(sigma^2==0.01),xlab="",ylab="")

qqline(z, col = 2,lwd=2)

١ .۵ ش΄ل
plot(sim.glm1, type="residuals", res="stdPerr", ylim=c(-3,3))

plot(sim.glm2, type="residuals", res="stdPerr", ylim = c(-3,3))

٢ .۵ ش΄ل
plot(sim.glm3, type="corr", xlim=c(-2.5,2.5), ylim=c(-2.5,2.5), pch=16)

plot(sim.glm3, type="corr", lag=2, xlim=c(-2.5,2.5),

ylim=c(-2.5,2.5), pch=16)

plot(sim.glm3, type="corr", lag=3, xlim=c(-2.5,2.5),

ylim=c(-2.5,2.5), pch=16)

plot(sim.glm3, type="corr", lag=4, xlim=c(-2.5,2.5),

ylim=c(-2.5,2.5), pch=16)

٣ .۵ ش΄ل
plot(sim.gee2, type="residuals", ylim=c(-6,6), pch=16)

plot(sim.gee2, type="GOF", xlab="Days after Gas Injection", ylim=c(0,40))

٣ فصل شبیه سازی دوم مثال به مربوط کد
library(Formula)
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library(simplexreg)

remove(list=ls())

M=500

param = matrix (NA, nrow = M, ncol = 3)

param1 = matrix (NA, nrow = M, ncol = 1)

par = matrix (NA, nrow = M, ncol = 4)

beta0=rep(0,M)

beta1=rep(0,M)

beta2=rep(0,M)

sigma1=rep(0,M)

for (j in 1:M)

{

#Data generation from differnt seeds

set.seed(12345+j)

print(j)

n = 200

beta=c(1.5,0.5,-0.5)

sigma=sqrt(4)

x1 = rep(1,length(n))

x2 = rbinom(n,1,0.6)

x3=runif(n, 0, 5)

X = cbind(x1,x2,x3)

eta = X%*%beta

mu = exp(eta)/(1+exp(eta))

y <- rep(0, n)

for (i in 1:n){

y[i] <- rsimplex(1, mu[i],sqrt(sigma))

}

data=data.frame(cbind(y,X))

try({

# Error in svd(w) : infinite or missing values in 'x'

fit=simplexreg(y ~ x2+x3 , data=data, link="logit")

param[j,] = as.vector(unlist(fit$fixef[,1]))

param1[j,] = as.vector(unlist(fit$Dispersion))
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})

summary(fit)

beta0[j]=fit$fixef[1]

beta1[j]=fit$fixef[2]

beta2[j]=fit$fixef[3]

sigma1[j]=fit$Dispersion

}

#All coefficients in one matrix

A<-matrix(NA,nrow=M,ncol=4)

for(j in 1:3){

A[,1]<-beta0

A[,2]<-beta1

A[,3]<-beta2

A[,4]<-sigma1

}

index<-which((rowSums(abs(A))>4))

A<-A[-index,]

A

#Final estimation of coefficients

beta.and.gamma.hat<-colMeans(A)

beta.and.gamma.hat

#Standard deviation of all coefficients after remove outliers

sd<-GMCM:::colSds(A)

sd

# Computing bias

b0=beta.and.gamma.hat[1]-1.5

b1=beta.and.gamma.hat[2]-0.5

b2=beta.and.gamma.hat[3]+0.5

s=beta.and.gamma.hat[4]-2

#Computing MSE

betaa=c(1.5,0.5,-0.5,2)

Mse=numeric(4)

for (k in 1:4){

mse=function(x) mean((x-betaa[k])^2)
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Mse[k]=mse(A[,k])

}

Mse

#Computing variances

var1=mean((beta0-mean(beta0))^2)

var2=mean((beta1-mean(beta1))^2)

var3=mean((beta2-mean(beta2))^2)

var4=mean((sigma1-mean(sigma1))^2)

f1=(beta0-mean(beta0))/sqrt(var1)

f2=(beta1-mean(beta1))/sqrt(var2)

f3=(beta2-mean(beta1))/sqrt(var3)

f4=(sigma1-mean(sigma1))/sqrt(var4)

#Computing qq-plot

qqnorm(f1,main=expression(beta[0]), xlab="", ylab="")

qqline(f1, col=2, lwd=2)

qqnorm(f2, main=expression(beta[1]), xlab="", ylab="")

qqline(f2, col = 2, lwd=2)

qqnorm(f3, main=expression(beta[2]), xlab="", ylab="")

qqline(f3, col = 2, lwd=2)

qqnorm(f4, main=expression(sigma^2), xlab="", ylab="")

qqline(f4, col = 2, lwd=2)

٣ فصل شبیه سازی سوم مثال به مربوط کد
library(Formula)

library(simplexreg)

remove(list=ls())

M=500

param = matrix (NA, nrow = M, ncol = 3)

param1 = matrix (NA, nrow = M, ncol = 2)

par = matrix (NA, nrow = M, ncol = 5)

beta0=rep(0,M)

beta1=rep(0,M)

beta2=rep(0,M)
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gamma0=rep(0,M)

gamma1=rep(0,M)

for (j in 1:M)

{

#Data generation from differnt seeds

set.seed(12345+j)

print(j)

n = 400

beta=c(1,0.5,-1)

sigma=sqrt(2)

x1 = rep(1,length(n))

x2 = rnorm(n)

x3 = rbinom(n,1,0.6)

X = cbind(x1,x2,x3)

eta = X%*%beta

mu = exp(eta)/(1+exp(eta))

gamma=c(5,0.3)

z1=rep(1,length(n))

z2=rnorm(n)

Z = cbind(z1,z2)

dispersion =Z%*%gamma

sigma1 = exp(dispersion)

y <- rep(0, n)

for (i in 1:n){

y[i] <- rsimplex(1, mu[i], sqrt(sigma1[i]))

}

data=data.frame(cbind(y,X,Z))

try({

#Error in svd(w) : infinite or missing values in 'x'

fit=simplexreg(y ~ x2+x3 | z2, data=data, link="logit")

param[j,] = as.vector(unlist(fit$fixef[,1]))

param1[j,] = as.vector(unlist(fit$dispar[,1]))

})

summary(fit)
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beta0[j]=fit$fixef[1]

beta1[j]=fit$fixef[2]

beta2[j]=fit$fixef[3]

gamma0[j]=fit$dispar[1]

gamma1[j]=fit$dispar[2]

}

#All coefficients in one matrix

A<-matrix(NA,nrow=M,ncol=5)

for(j in 1:5){

A[,1]<-beta0

A[,2]<-beta1

A[,3]<-beta2

A[,4]<-gamma0

A[,5]<-gamma1

}

index<-which((rowSums(abs(A))>10))

A<-A[-index,]

A

#Final estimation of coefficients

beta.and.gamma.hat<-colMeans(A)

beta.and.gamma.hat

# Standard deviation of all coefficients after remove outliers

sd<-GMCM:::colSds(A)

sd

# Computing bias

b0=beta.and.gamma.hat[1]-1

b1=beta.and.gamma.hat[2]-0.5

b2=beta.and.gamma.hat[3]+1

g0=beta.and.gamma.hat[4]-5

g1=beta.and.gamma.hat[5]-0.3

#Computing MSE

betaa=c(1, 0.5,- 1, 5, 0.3)

Mse=numeric(5)

for (k in 1:5){
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mse=function(x) mean((x-betaa[k])^2)

Mse[k]=mse(A[,k])

}

Mse

#Computing variances

var1=mean((A[,1]-mean(A[,1]))^2)

var2=mean((A[,2]-mean(A[,2]))^2)

var3=mean((A[,3]-mean(A[,3]))^2)

var4=mean((A[,4]-mean(A[,4]))^2)

var5=mean((A[,5]-mean(A[,5]))^2)

f1=(A[,1]-mean(A[,1]))/sqrt(var1)

f2=(A[,2]-mean(A[,2]))/sqrt(var2)

f3=(A[,3]-mean(A[,3]))/sqrt(var3)

f4=(A[,4]-mean(A[,4]))/sqrt(var4)

f5=(A[,5]-mean(A[,5]))/sqrt(var5)

#Computing qq-plot

qqnorm(f1, main=expression(beta[0]), xlab="", ylab="")

qqline(f1, col=2, lwd=2)

qqnorm(f2, main=expression(beta[1]), xlab="", ylab="")

qqline(f2, col=2, lwd=2)

qqnorm(f3, main=expression(beta[2]), xlab="", ylab="")

qqline(f3, col=2, lwd=2)

qqnorm(f4, main=expression(gamma[0]), xlab="", ylab="")

qqline(f4, col=2, lwd=2)

qqnorm(f5, main=expression(gamma[1]), xlab="", ylab="")

qqline(f5, col=2, lwd=2)
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Abstract

In regression problems, Logistic and Probit models are commonly used for proportional re-

sponse variable in unit interval (0, 1). But when the distribution of proportional response

is highly skewed, these two models are not suitable, because their underlying distribution

i.e. Logistic and Normal are symmetric, hence a contradiction is made. In this thesis,

”Simplex regression” is introduced as an alternative solution. Firstly, Simplex distribution

based on mixture inverse Gaussian distribution is introduced. Secondly, Simplex simula-

tion studies are made to assert the capabilities of the distribution. As Simplex regression

can be defined on the framework of ”Dispersion models”, we explain it first, thereafter,

similar to generalized linear models methods, the regression parameters are estimated in

two ways: heterogeneous and homogeneous variance. Modeling the longitudinal data by

Simplex regression is the last subject in this note. All models are also evaluated by simu-

lation and real examples.

Keywords: Dispersion models, Proportional data, Random variable generation, General-

ized linear models, Simplex distribution, Simplex regression models, Longitudinal data,

Generalized estimating equations.
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