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مقدس: وجود دو به تقد
ما تا شد سپید موهایشان برسیم، توانا به ما تا شدند ناتوان که آنان
راان روشن گر و ما وجود گرماش تا سوختند عاشقانه و ، شو سفید رو

گرانقدرم مادر و بزرگوار پدر باشند:

به تقد
است بوده من پشتیبان و راه حال ه در که مهربا سر

عزیزم برادر و خواهران و

ه



سپاس گزاری...

بندگانش به تا بخشید دانایی و توانایی انسان به که مهربان خداوند مخصوص سپاس
خویش راحت از نماید. یاری شان مش΄لاتشان حل در و کند مهربانͬ ورزد، شفقت
نگیرد انباز خلوص این در و کند معامله او با دارد، مقدم را هم نوعان آسایش و ب·ذرد

است. بصیر و سمیع پروردگار که باشد خوش و
« الح΄مه و ال΄تاب یعلمهم و یزکیهم و »

راهنمایی هایشان با که قوتمند مهدی دکتر آقای جناب گرامͬ استاد از است شایسته
آقای محترم اساتید از همچنین نمایم. تش΄ر بسیار نموده اند ΁کم امر این در مرا

سپاس·زارم. ناظمͬ علیرضا دکتر آقای و مس فروش علͬ دکتر
را آرامش و نمودند یاری مرا خالصانه که مهربانم همسر و عزیز مادر گرامͬ، پدر از
که امیدوارم ͬ کنم. م تش΄ر نمایم تدوین را پایان نامه این بتوانم تا آوردند فراهم برایم
از دارم خالصانه تش΄ر پایان در بزداید. را خستگیتان غبار نسیم گونه تلاشم حاصل

نموده اند. یاری مهم این رساندن انجام به در مرا نوعͬ به که کسانͬ همه

محمودی فاطمه
١٣٩٧ دی

و



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی محمودی فاطمه اینجانب
انتگرال معادلات حل برای شبه طیفͬ روش های عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد جزی قوتمند مهدی راهنمایی تحت ،
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
محمودی فاطمه
١٣٩٧ دی

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز



چ΄یده
انتگرال معادلات عددی حل لژاندر و چبیشف چندجمله ای های از استفاده با پایان نامه این در
معادلات حل برای انتگرال ماتریس براساس شبه طیفͬ روش است. شده پرداخته ولترا‐فردهلم
معادلات و انتگرال معادلات جواب ͬ شود. م ارائه انتگرال‐دیفرانسیل معادلات و انتگرال
برای پایدار و موثر روش ΁ی سپس ͬ آید. م به دست هم محلͬ نقاط در انتگرال‐دیفرانسیل
ارائه لژاندر انتگرال ماتریس های بازگشتͬ رابطه طریق از شبه طیفͬ انتگرال ماتریس محاسبه
انتگرال معادله ΁ی توسط L∞ و L٢ فضای دو هر در روش هم·رایی آنالیز علاوه براین ͬ شود. م

ͬ شود. م داده نشان عددی نتایج با هم·رایی سرعت و ͬ گردد م ارائه خطͬ

چندجمله ای لژاندر، چندجمله ای انتگرال‐دیفرانسیل، معادلات انتگرال، معادلات کلیدی: کلمات
شبه طیفͬ انتگرال ماتریس هم محلͬ، نقاط شبه طیفͬ، روش چبیشف،

ط
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١ فصل
مقدمات و اولیه مفاهیم

تاریخچه ١ . ١
کوانتومͬ ΁م΄انی نجوم، مانند علوم شاخه های از بسیاری در ولترا‐فردهلم انتگرال معادلات
ͬ شود م ارائه ΁ال΄تروستاتی مسائل برای انتگرال معادلات تقریبی حل ͬ شود. م استفاده غیره و
شده انجام کارهای از بسیاری است. دشوار انتگرال معادلات از بسیاری دقیق حل راه .[۶]
روش مانند دوبعدی انتگرال معادلات برای کارامد و پیشرفته روش های توسعه بر تمرکز با
و آدومیان تجزیه تغییرات، تکرار گالرکین، متوالͬ، تقریب چبیشف، ،چندجمله ای هم بستگͬ

دید. ͬ توان م [١۵–٧] در را هموتوپی انتگرال
عملͬ و نظری دیدگاه از مفید بسیار ابزار ΁ی لژاندر های چندجمله ای گذشته، دهه چند در
وجود زیادی عددی موضوعات دارد. زیادی اهمیت عددی تحلیل و تجزیه در و است بوده 
بسط جای گذاری روش ها این در .[٣١ ،٢٩ ،٢١] ͬ کند م استفاده لژاندر روش های از که دارند
تقریب ΁ی ١ کیلͬ است. شده به کار تکمیلͬ شرایط به همراه معادله در جواب تابع تقریبی
ارائه غیرخطͬ و خطͬ انتگرال معادلات حل برای را مرکب گاوسͬ قواعد از مرحله ای چند
تابع جای·زینͬ روش شامل طیفͬ، روش های در اصلͬ ایده دی·ر سوی از .[٢٧] کرده است
u مشتقات محاسبه شامل همچنین و قطͽ شده سری های بسط ΁ی از استفاده با u جواب
عملͬ و تئوری نظر از انتگرال ها برای تقریب بهترین یافتن هدف، است. سری مشتق توسط

١Kelly



مقدمات و اولیه مفاهیم ٢
دقت دارای موارد بسیاری در متناهͬ تفاضلات روش با مقایسه در طیفͬ روش های است.
عناصر روش ١٩۶٠ متناهͬ، تفاضلات روش ١٩۵٠ دهه های در کلͬ به طور و است مناسب تر
روش های ایده از استفاده داشته اند. را خود موفقیت اوج طیفͯ روش های ١٩٧٠ و متناهͬ
مربوط ال·وریتم های اولین ساخت است. توابع بسط و درون یابی اندازه به قدمتͬ دارای طیفͬ
به ͬ توان م همچنین ͬ گردد. برم ٢ لانکز کارهای و ١٩٣٨ سال های به طیفͬ روش های به
روش های کنون تا نمود. اشاره ١٩۶٠ سال های در دی·ر افراد و ۴ الیوتفوکس و ٣ دنشو کارهای
ولترا‐فردهلم انتگرال معادلات ۵ پچپت است. شده ارائه انتگرال معادلات حل برای متفاوتͬ
و ولترا‐فردهلم انتگرال معادلات حل برای را هم محلͯ روش ۶ کاوتن کرد، بررسͯ را آمیخته

برده اند. به کار غیرخطͯ ولترا‐فردهلم انتگرال معادلات برای را هم محلͬ روش ٧ بورنر

اولیه مفاهیم و تعاریف ١ . ٢
است. شده نگارش [٣٩] و [۵–١] براساس فصل این

اندازه پذیر توابع
τ باشد X زیرمجموعه های از گردایه ای J ناتهͬ، مجموعه ΁ی X کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه: نامند X در توپولوژی ΁ی را
X,∅ ∈ τ .١

U
∩
V ∈ τ آن گاه U, V ∈ J اگر .٢

∪
α

Vα ∈ τ آن گاه باشد τ اعضای از دلخواه گردایه ΁ی {Vα}τ∈I اگر .٣

ͬ نامند. م ΁توپولوژی فضای را (X, τ)

X روی جبر ΁ی A ،A ∈ ٢X به طوری که باشد مجموعه ΁ی X کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
اگر ͬ شود م نامیده

∀A,B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A

∀A ∈ A ⇒ X ∼ A ∈ A

٢Lanczos
٣Denshow
۴Elliottfox
۵Pachpatte
۶Kauthen
٧Brunner



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف
باشد، A در {An}∞n=٠ دنباله هر برای هرگاه است، ‐جبر σ A روی جبر ΁ی .١ . ٢ . ٣ تعریف

داریم:
∞∪
i=١

Ai ∈ A

که S از σ‐جبر کوچ΄ترین باشد، ΁توپولوژی فضای ΁ی (S, τ) کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود. م نامیده S از برل مجموعه ΁ی باشد τ شامل

باشد توپولوژی فضای ΁ی (X, τ) اگر باشد، X روی ‐جبر σ ΁ی B کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
است. برل مجموعه ΁ی B به طوری که نامند اندازه پذیر فضای ΁ی را (X,B)

σ‐جبر ΁ی B و باشد X روی یافته گسترش حقیقͬ تابع ΁ی f کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
کند: صدق زیر خاصیت چهار از ی΄ͬ در f هرگاه نامند اندازه پذیر را f تابع باشد، X روی

∀α {x : f(x) < α} ∈ B

∀α {x : f(x) ≤ α} ∈ B

∀α {x : f(x) > α} ∈ B

∀α {x : f(x) ≥ α} ∈ B

دقیق جواب ΁ی به عددی جواب ΁ی نزدی΄ͬ که است نیاز اوقات خیلͬ آنالیزعددی، در
از مقیاس ΁ی است نیاز شود داده ͺپاس سوال این به کلͬ به طور اینکه برای کنند. بررسͬ را
خطͬ فضای ΁ی در نرم ΁ی باشند. داشته دقیق جواب و عددی جواب بین تفاضل، قدرمطلق

ͬ کند. م فراهم را مقیاس این
ͬ نامند م نرم ΁ی ،∥.∥ : E → [٠,∞) تابع باشد، برداری فضای ΁یE کنید فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف

کند. صدق زیر خواص در اگر
(i) ∀x ∈ E , ∥x∥ ≥ ٠ , ∥x∥ = ٠ ⇐⇒ x = ٠

(ii) ∀x ∈ E , ∀λ ∈ R, ∥λx∥ = |λ|∥x∥

(iii) ∀x, y ∈ E , ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥

خاصیت و ͬ گویند م نرم نیم آن به ندهد، نتیجه x = ٠ الزاما ∥x∥ = ٠ اول خاصیت در اگر
ͬ شود. نامیده م مثلث نامساوی سوم

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ‐نرم p باشد، ١ ≤ p ≤ ∞ کنید فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف

∥x∥p =
( n∑

i=٠
∥xi∥p

) ١
p



مقدمات و اولیه مفاهیم ۴
‐نرم p به همراه زیر نرم ͬ شود. م نامیده اقلیدسͬ نرم باشد، p = ٢ مقدار اگر .١ . ٢ . ٩ تعریف

هستند. Cn در معروف نرم های از
∥x∥∞ = max١≤i≤n

|xi|

زیر به صورت به ترتیب f تابع از L∞ و Lp نرم های ، f ∈ C[a, b] تابع هر به ازای .١ . ٢ . ١٠ تعریف
ͬ شود م بیان

∥f∥p =
(∫ b

a
(f(x))pdx

)١/p

∥f∥∞ = max
x∈[a,b]

∥f(x)∥

باشد. N از مستقل و مثبت همواره C و N٠ ≜ N
∪
{٠} کنید فرض

زیر: نرم به توجه با L∞ فضای .١ . ٢ . ١١ تعریف
∥ν(τ)∥∞ ≜ ess sup

τ∈(−١,١)
|ν(τ)| (١ . ١)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت
L∞(−١, ١) ≜ {ν(τ) : (−١, روی(١ ∞∥ν(τ)∥وν(τ)اندازه پذیر <∞} (١ . ٢)

زیر: نرم به توجه با L٢ فضای .١ . ٢ . ١٢ تعریف

∥ν(τ)∥ ≜
(∫ ١

−١
ν٢(τ)dτ

)١/٢
. (١ . ٣)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت
L١−)٢, ١) ≜ {ν(τ) : (−١, روی(١ ∥ν(τ)∥وν(τ)اندازه پذیر <∞} (۴ . ١)

شبه نرم: تعریف به توجه با سوبولوف فضای .١ . ٢ . ١٣ تعریف

∥ν(τ)∥Hm(−١,١) ≜
(

m∑
j=٠

∥ν(j)(τ)∥٢
)١/٢

(١ . ۵آ)

|ν(τ)|Hm(−١,١) ≜ ∥ν(m)(τ)∥ (١ . ۵ب)
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت m ∈ N٠ برای

Hm(−١, ١) ≜ {ν(τ) : ν(j)(τ) ∈ L١−)٢, ١), ٠ ≤ j ≤ m}, (۶ . ١)



۵ آن خواص و چبیشف چندجمله ای

متعامد چندجمله ای های
وزن تابع w(x) و شده باشند تعریف [a, b] بازه ی بر g و f توابع کنید فرض .١۴ . ١ . ٢ تعریف
w(x) وزن تابع به نسبت g و f توابع داخلͬ حاصل ضرب دراین صورت باشد، (a, b) بر نامنفͬ

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت
⟨f, g⟩ =

∫ b

a
f(x)g(x)w(x)dx

گویند متعامد (a, b) بازه بر w وزن تابع به نسبت را {φn}∞n=٠ توابع دنباله ی .١۵ . ١ . ٢ تعریف
باشد. n ̸= m و ⟨φn, φm⟩ = ٠ هرگاه

وزن تابع به نسبت متعامد چندجمله ای های از دنباله ای {φn}∞n=٠ کنید فرض .١ . ٢ . ١ قضیه
آن گاه باشد، m درجه از چندجمله ای ΁ی f(x) اگر باشد. [a, b] بازه روی w(x)

f(x) =

m∑
n=٠

⟨f, φn⟩
⟨φn, φn⟩

φn(x)

آن خواص و چبیشف چندجمله ای ١ . ٣
را ͬ توان آن ها م که هستند متعامد چندجمله ای های از دنباله ΁ی چبیشف چندجمله ای های
پافنوتͬ روس نام از چندجمله ای ها این نام نوشت. بازگشتͬ به صورت فیبوناتچͬ دنباله مانند
چندجمله ای ها این کرد. معرفͬ ١٨۵۴ سال در بار اولین را آن ها که شده برگرفته چبیشف
ͬ کنیم. م بررسͬ را ͬ دهند م نشان T با که اول آن ها نوع این جا در که هستند نوع چهار
بسیار را خطا آن ها از استفاده با و دارد کاربرد تابع تقریب در بیشتر چبیشف چندجمله ای های

ͬ دهد. م کاهش
زیر رابطه با که است n درجه از x شامل چندجمله ای ΁ی اول نوع چبیشف چندجمله ای Tn(x)

ͬ شود: م تعریف
Tn(x) = cos(nθ), x = cos θ (١ . ٧)

ͬ آید: م به دست زیر بازگشتͬ رابطه (١ . ٧) تعریف با
T٠(x) = ١, T١(x) = x, Tn(x) = ٢xTn−١(x)− Tn−٢(x), n = ٢,٣, . . . (١ . ٨)

است. موثر بسیار {Tn(x)}∞n=٠ چندجمله ای های تمام تولید برای بازگشتͬ به صورت که

متعامد چندجمله ای به عنوان چبیشف    چندجمله ای
به صورت را داخلͬ ضرب

⟨f, g⟩ =
∫ b

a
w(x)f(x)g(x)dx



مقدمات و اولیه مفاهیم ۶
کلͬ: به طور ͬ شود. م تعریف w = (١ − x٢)− ١٢ وزن تابع و [a, b] = [−١, ١] بازه در

⟨Tn, Tm⟩ =
∫
R
w(x)Tn(x)Tm(x)dx = δmnKn = δmn


π n = ٠
π٢ n > ٠

آن خواص و لژاندر چندجمله ای ۴ . ١
است. n = ٠, ١,٢, . . . ،Pn(x) متعامد جمله ای های چند از دنباله ای لژاندر چندجمله ای های

به طوری که باشد، [−١, ١] بین نقاط مجموعه x٠, x١, . . . , xN و صحیح عدد ΁ی N ≥ ١ اگر
−١ ≤ x٠ < x١ < · · · < xN−١ < xN ≤ +١

شناخته لژاندر‐گاوس‐لوباتو نقاط یعنͬ (١ − x٢)P ′
N (x) صفرهای به عنوان نقاط این باشد.

f(x) اگر مثال به عنوان کنید، توجه لژاندر چندجمله ای های قطͽ شده سری های به ͬ شود. م
است: زیر به صورت (PNf)(x) با f(x) تابع تقریب سپس باشد، انتگرال پذیر [−١, ١] بازه ی روی

(PNf)(x) =

N∑
n=٠

anPn(x)

به طوری که
an =

٢n+ ١
٢

N∑
j=٠

f(xj)Pn(xj).

است: زیر به صورت که شد، معرفͬ [۵٩] ٨ بل توسط رودری·ر فرمول از لژاندر چندجمله ای
Pn(x) =

١
٢nn!

dn

dxn
(x٢ − ١)n. (١ . ٩)

بسط ΁ی به صورت {Pn(x)}
کرد: بیان زیر به صورت x توان براساس ͬ توان م را لژاندر چندجمله ای

Pn(x) =

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k xn−٢k (١ . ١٠)

آن در که
c
(n)
k =

(−١)k(٢n− ٢k)!
٢n(n− k)!(n− ٢k)!k!

و
[n/٢] =


n/٢, nزوج
(n− ٢/(١, nفرد

٨Bell



٧ آن خواص و لژاندر چندجمله ای
هنگام گردکردن خطای تاثیر است بهتر ͬ دهد م رخ ناپایداری گاهͬ آن جایی که از است.

ب·یریم. نظر در را (١ . ١٠) بازگشتͬ رابطه از استفاده

لژاندر چندجمله ای های تعامد
لژاندر چندجمله  ای های w(x) = ١ وزن تابع با −١ ≤ x ≤ ١ بازه در L٢ داخلͬ ضرب به توجه با

.[۵٩] هستند ∫متعامد ١
−١
Pn(x)Pm(x)dx =

٢
٢n+ ١δnm (١ . ١١)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت δnm آن در به طوری که

δnm =


٠ n ̸= m

١ n = m

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت لژاندر چندجمله ای بازگشتͬ فرمول
(n+ ١)Pn+١(x) = (٢n+ ١)xPn(x)− nPn−١(x), n = ١,٢, . . . (١ . ١٢)

که: کنید توجه است. P٠(x) = ١, P١(x) = x به طوری که
Pn(±١) = (±١)n (١ . ١٣)

داریم: همچنین و
P ′
n+١(x) = xP ′

n(x) + (n+ ١)Pn(x), n = ٠, ١,٢, . . . (١۴ . ١)
نوشت: زیر به فرم ͬ توان م را لژاندر چندجمله ای .١ . ۴ . ١ قضیه

Pn(x) = Ψnx
n + پایین درجه با چندجمله ای (١۵ . ١)

به طوری که:
Ψn =

(٢n− ١)!
٢n−١(n− ١)!n!

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را بازگشتͬ(١ . ١٢) فرمول برهان.
Pn(x) =

٢n− ١
n

xPn−١(x)−
(n− ١)
n

Pn−٢(x) (١۶ . ١)
همچنین و

Pn−١(x) =
٢n− ٣
n− ١ xPn−٢(x)−

(n− ٢)
n− ١ Pn−٣(x) (١ . ١٧)



مقدمات و اولیه مفاهیم ٨
ͬ آید: م به دست (١۶ . ١) در جای گذاری(١ . ١٧) با

Pn(x) =
(٢n− ١)

n
x

{
(٢n− ٣)
(n− ١) xPn−٢(x)−

(n− ٢)
(n− ١)Pn−٣(x)

}
− (n− ١)

n
Pn−٢(x)

=
(٢n− ٢)(١n− ٣)

n(n− ١) x٢Pn−٢(x)− · · ·

(٢n− ٢)(١n− ٢)(٣n− ۵) · · · (٣)(١)
n(n− ١)(n− ٢) · · · (٣)(٢)(١) xnP٠(x) + پایین درجه با چندجمله ای

Pn(x) =Ψnx
n + پایین درجه با چندجمله ای

داریم: بنابراین
Ψn =

(٢n− ٢)(١n− ٢)(٣n− ۵) · · · (٣)(١)
n(n− ١)(n− ٢) · · · (٣)(٢)(١) =

(٢n− ١)!!
n!

=
(٢n− ١)!

٢n−١(n− ١)!n!
است. n!! = n(n− ٢)(n− ۴) . . . (٣)(١) که

انتگرال معادلات ۵ . ١
این در فوریه انتگرال حرارت، نظریه روی ١٨١١ سال در فوریه ریاضیات تکامل و پیشرفت با
١٨٣٢ سال در دهند. قرار فوریه انتگرال تئوری را انتگرال معادلات مبدا که شد باعث سال ها
انتگرال معادلات توسعه در مهم گامͬ و کرد حل را انتگرال معادلات از خاصͬ رده ٩ لیوویل
بویس‐ بود. انتگرال معادلات ΁کم به دیفرانسیل معادلات حل چ·ونگͬ که شد برداشته
ظاهر انتگرال علامت زیر مجهول تابع که معادلاتͬ بود کسͬ اولین ١٨٨٨ سال در ١٠ ریموند
مورد را y(x) = ∫∞٠ e−xtf(t)dt انتگرال معادله لاپلاس البته نامید. انتگرال معادلات را ͬ شود م

نمود. مطرح را انتگرال معادلات نظریه بار اولین برای و داد قرار بررسͬ
داشته قرار انتگرال علامت زیر u(x) مجهول تابع آن در که است معادله ای انتگرال معادله ΁ی
شود معلوم باید که است مجهول تابع u(x) آن در که انتگرال معادلات ΁ی از نمونه ΁ی باشد،

است: زیر به صورت
u(x) = f(x) +

∫ β(x)

α(x)
K(x, t)u(t)dt (١ . ١٨)

ͬ تر کل حالت در و
ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, t)u(t)dt.

حدود β(x) ، α(x) و مجهول تابع u(x) و انتگرال معادله هسته K(x, t) معلوم، تابع f(x) که
ͬ رسیم. م (١ . ١٨) معادله به ϕ(x) ̸= ٠ اگر و است معلوم ضریب λ و انتگرال

به رسیدن برای کند. صدق (١ . ١٨) رابطه در به طوری که است u(x) مجهول تابع تعیین هدف
٩Liouville

١٠Bois-Reymond



٩ انتگرال معادلات
ͬ شود. م اشاره روش ها این از بعضͬ به ادامه در که برده شده به کار مختلفͬ روش های هدف این
آن ها بر ͽجام بندی تقسیم ΁ی آن وسیع کاربردهای و انتگرال معادلات توسعه ی به توجه با
مهندسͬ و ΁فیزی مختلف مسائل در طرف ΁ی از این که به خصوص ͬ رسد. م نظر به ضروری
انواع حل جهت که راه هایی دی·ر طرفͬ از و ͬ شوند م ظاهر انتگرال معادلات از خاصͬ انواع
بندی دسته زیر به صورت انتگرال معادلات متفاوتند. است شده  ارائه معادلات نوع این مختلف

ͬ شوند: م
ولترا انتگرال معادلات .١

فردهلم انتگرال معادلات .٢
انتگرال‐دیفرانسیل معادلات .٣

منفرد انتگرال معادلات .۴

ولترا انتگرال معادلات
به فرم که ͬ شود، م ظاهر x از تابعͬ به صورت انتگرال گیری حدود از ی΄ͬ معادلات نوع این در

است: زیر
ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)u(t)dt

ͬ شود: م تبدیل اول نوع ولترا انتگرال معادلات به ϕ(x) = ٠ ͬ که صورت در .(i)
f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)u(t)dt = ٠

ͬ شود: م نامیده دوم نوع ولترای انتگرال معادلات ϕ(x) ̸= ٠ اگر .(ii)
u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)u(t)dt

ͬ شود: م نامیده هم·ن ولترا انتگرال معادلات f(x) = ٠ اگر .(iii)
u(x) = λ

∫ x

a
k(x, t)u(t)dt

انتگرال‐دیفرانسیل معادله ΁ی به شود ظاهر چپ طرف در u(x) مشتقات ͬ که صورت در .(iv)
ͬ شود. م تبدیل ولترا

فردهلم انتگرال معادلات
این استاندارد ش΄ل هستند. ثابت مقادیری انتگرال گیری حدود انتگرال معادلات نوع این در

است: زیر به صورت انتگرال نوع
ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)u(t)dt



مقدمات و اولیه مفاهیم ١٠
خاص: حالت های

ϕ(x) = ٠ اگر .(i)
f(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)u(t)dt = ٠

ͬ شود. م تبدیل اول نوع فردهلم انتگرال معادلات به

نشان زیر به صورت که ͬ شود م تبدیل دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات به ϕ(x) = ١ اگر .(ii)
ͬ شود داده م

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)u(t)dt

ͬ شود م تبدیل هم·ن فردهلم انتگرال  معادلات به f(x) = ٠ اگر .(iii)

u(x) = λ

∫ b

a
k(x, t)u(t)dt

بعدی چند انتگرال معادلات
D =

∏d
i=٠[ai, bi] کنیم فرض است. وابسته متغیر چند به مجهول تابع معادلات نوع این  در

∀x, t ∈ D , x = (x١, . . . , xd) نماد ،d > ١ و ai, bi ∈ R است، Rd در کراندار و بسته مجموعه ΁ی
معادله باشد. i = ١,٢, . . . , d ، xi < ti اگر x < t گویند x, t ∈ D هر برای ب·یرید، نظر در را

زیر به صورت اول نوع کلͬ خطͬ d‐بعدی فردهلم

f(x) = λ

∫
D
k(x, t)u(t)dt, x ∈ D

مجهول u(t) تابع و داده شده f(x) و k(x, t) وتوابع است عددی پارامتر ΁ی λ آن در که است
u جواب تابع زیرا ͬ شوند م طبقه بندی ͽبدوض معادلات به عنوان معمولا معادلاتͬ چنین است.
خطͬ d‐بعدی فردهلم معادله دارند. حساسیت f داده های تابع در ΁کوچ تغییرات به نسبت

است: زیر به فرم دوم نوع

u(x) = f(x) + λ

∫
D
k(x, t)u(t)dt, x ∈ D

به بالا معادلات آن گاه k(x, t) = ٠ باشیم داشته x < t برای اگر بعدی، ΁ی حالت با مشابه
نوشت: زیر به فرم ͬ توان م و ͬ شود م تبدیل دوم و اول نوع خطͬ ‐بعدی d ولترای معادلات

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)u(t)dt, x ∈ D



١١ انتگرال معادلات

انتگرال‐دیفرانسیل معادلات
ظاهر آن مشتقات دی·ر طرف در و انتگرال علامت زیر u(x) مجهول تابع که انتگرالͬ معادلات به
معادلات نوع این در که کرد توجه باید البته ͬ گویند. م انتگرال‐دیفرانسیل معادلات شود،
و انتگرال خارج در غیره و u′′(x), u′(x) یعنͬ آن مشتق های از ی΄ͬ حداقل و u(x) مجهول تابع
معادله ΁ی تبدیل در انتگرال‐دیفرانسیل معادلات دارند. قرار انتگرال علامت زیر در همچنین
بندی دسته ͬ شود. م ظاهر نیتز لایب قاعده از استفاده با انتگرال معادله ΁ی به دیفرانسیل

ͬ باشد. م انتگرال معادلات بندی دسته مانند انتگرال‐دیفرانسیل معادلات
ͬ باشد: م انتگرال‐دیفرانسیل معادلات انواع از نمونه هایی زیر مثال های

u′(x) = x−
∫ ١

٠ ex−tu(t)dt u(٠) = ٠ (١ . ١٩)

u′′(x) = −x+

∫ x

٠
(x− t)u(t)dt , u(٠) = ٠ , u′(٠) = −١ (١ . ٢٠)

انتگرال‐ معادله (١ . ٢٠) معادله و فردهلم خطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادله (١ . ١٩) معادله
معادله ΁ی در هم با انتگرال و مشتق توابع معادلات نوع این در که است ولترا خطͬ دیفرانسیل

دارند. حضور





٢ فصل
چندجمله ای روش های مقایسه

لژاندر و چبیشف

مقدمه ٢ . ١
معادلات تقریبی جواب آوردن به دست برای را لژاندر و چبیشف چندجمله ای فصل این در
با را انتگرال معادلات عددی حل روش ترتیب این به ͬ کنیم. م استفاده ولترا‐فردهلم انتگرال
عددی مثال های نظر، مورد روش های کارایی دادن نشان برای ͬ کنیم. م بررسͬ روش دو این

است. [۵۶] مقاله براساس فصل این نگارش ͬ دهیم. م ارائه
ب·یرید: نظر در را زیر ولترا‐فردهلم دوبعدی انتگرال معادله

u(x, t) = f(x, t) +

∫ t

−١
∫ ١
−١(x− y)−αu(y, z)dydz, (x, t) ∈ [−١, ١]× [−١, ١] (٢ . ١)

ͬ باشد. م آبل مسئله نوع از هسته ، k(x, y) = (x− y)−α تابع است. α ∈ [٠, ١)   به طوری که

چبیشف چندجمله ای روش ٢ . ٢
عددی محاسبه برای که را اول نوع چبیشف چندجمله ای ͬ های ویژگ برخͬ بخش این در
براساس تقریب این ͬ کنیم. م معرفͬ ͬ شود م استفاده ولترا‐فردهلم بعدی دو انتگرال معادلات



لژاندر و چبیشف چندجمله ای روش های مقایسه ١۴
است. زیر به صورت u(x, t) مجهول تابع تقریب

u(x, t) =
∞∑
i=٠

∞∑
j=٠

aijTi(x)Tj(t), x, t ∈ [٠, ١] (٢ . ٢)

چندجمله ای ها Tj(t) و Ti(x) ͬ شوند. م محاسبه که هستند مجهول ضرایبی aij به طوری که
هستند. اول نوع چبیشف

داریم: (٢ . ١) در (٢ . ٢) معادله جای گذاری با
N∑
i=٠

N∑
j=٠

aijTi(x)Tj(t)−
∫ t

−١

∫ ١
−١

(x− y)−α ×
N∑
i=٠

N∑
j=٠

aijTi(y)Tj(z)dydz = f(x, t). (٢ . ٣)

داریم چبیشف‐گاوس‐لوباتو هم محلͬ نقاط برای
xr = cos

(rπ
N

)
, ts = cos

(sπ
N

)
r, s = ٠, ١, . . . , N. (۴ . ٢)

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را (٢ . ٣) معادله
N∑
i=٠

N∑
j=٠

aij

[
Ti(xr)Tj(ts)−

∫ ts

−١
∫ ١
−١(xr − y)−αTi(y)Tj(z)dydz

]
= f(xr, ts). (۵ . ٢)

با است. مجهول (N+١)٢ با معادله (N+١)٢ شامل آمده به دست خطͬ جبری معادلات دستگاه
ͬ کنیم. م جای گذاری (٢ . ٢) معادله در و ͬ آوریم م به دست را aij مجهول مقدار دستگاه این حل

لژاندر چندجمله ای روش ٢ . ٣
انتگرال معادلات عددی محاسبه برای که را لژاندر چندجمله ای ͬ های ویژگ برخͬ بخش این در
u(x, t) مجهول تابع تقریب اساس بر روش این ͬ کنیم. م معرفͬ ͬ کنیم م استفاده بعدی دو

:[١–١٩۶] است زیر به صورت
u(x, t) =

∞∑
i=٠

∞∑
j=٠

cijPi(x)Pj(t) (۶ . ٢)

چندجمله ای ها Pj(t) ،Pi(x) به طوری که ͬ شوند. م تعیین که هستند مجهول ضرایبی cij

هستند. لژاندر
ͬ آید: م به دست (٢ . ١) در (۶ . ٢) معادله جای گذاری با

N∑
i=٠

N∑
j=٠

cijPi(x)Pj(t)−
∫ t

−١
∫ ١
−١(x− y)−α ×

N∑
i=٠

N∑
j=٠

cijPi(y)Pj(z)dydz = f(x, t) (٢ . ٧)

داریم: .r, s = ٠, ١, . . . , N , t = ts , x = xr ͬ دهیم م قرار
N∑
i=٠

N∑
j=٠

cij

[
Pi(xr)Pj(ts)−

∫ ts

−١

∫ ١
−١

(xr − y)−αPi(y)Pj(z)dydz

]
= f(xr, ts). (٢ . ٨)



١۵ عددی نتایج
به صورت [−١, ١] فاصله در [٢٠] شده انتخاب هم محلͬ نقطه چندین توسط cij مجهول ضرایب

شده اند: تعریف زیر

xr = −١ +
٢r
N
, ts = −١ +

٢s
N

r, s = ٠, ١, . . . , N, (٢ . ٩)

با است. مجهول (N+١)٢ با معادله (N+١)٢ شامل آمده به دست خطͬ جبری معادلات دستگاه
ͬ کنیم. م جای گذاری (۶ . ٢) معادله در و ͬ آوریم م به دست را cij مجهول مقدار دستگاه این حل

عددی نتایج ۴ . ٢
شده ارائه ولترا‐فردهلم دوبعدی انتگرال معادلات عددی نمونه های از برخͬ بخش این در

به دست آورده ایم. Maple 16 از استفاده با را نتایج  است.

ب·یرید: نظر در را زیر ولترا‐فردهلم انتگرال معادله .١ . ۴ . ٢ مثال

u(x, t) = f(x, t) +

∫ t

−١
∫ ١
−١

(x− y)−
١٢u(y, z)dydz (٢ . ١٠)

به طوری که

f(x, t) = x٢ + t٢ − ١
٢)٣√x+ ١ − ٢√x− ١)(t٣ + ١)

+
√
x+ ١(t+ ١)(− ١۶

١۵x٢ +
٨
١۵x− ٢

۵
)

+
√
x− ١(t+ ١)(١۶

١۵x٢ +
٨
١۵x+

٢
۵
)

است. u(x, t) = x٢ + t٢ معادله دقیق جواب

استفاده با ͬ کنیم. م اعمال (٢ . ١٠) معادله برای را اول نوع چبیشف چندجمله ای های .١
داریم: بنابراین N = ٢ برای (۴ . ٢) هم محلͬ نقاط از

x٠ = ١ , x١ = ٠ , x٢ = −١ , t٠ = ١ , t١ = ٠ , t٢ = −١ .

داریم: N = ٢ برای

u(x, t) =
٢∑

i=٠

٢∑
j=٠

aijTi(x)Tj(t) (٢ . ١١)



لژاندر و چبیشف چندجمله ای روش های مقایسه ١۶
داریم: (٢ . ١٠) در (٢ . ١١) معادله جای گذاری با

٢∑
i=٠

٢∑
j=٠

aij

[
Ti(xr)Tj(ts)−

∫ ts

−١
∫ ١
−١(xr − y)−

١٢Ti(y)Tj(z)dydz

]

= x٢
r + t٢s − ١

٢)٣√xr + ١ − ٢√xr − ١)(t٣s + ١)
− ١۶

١۵
√
xr + ١x٢

r (ts + ١) + ٨
١۵
√
xr + ١xr(ts + ١)

− ٢
۵
√
xr + ١(ts + ١) + ١۶

١۵
√
xr − ١x٢

r (ts + ١)
+

٨
١۵
√
xr − ١xr(ts + ١) + ٢

۵
√
xr − ١(ts + ١).

(٢ . ١٢)

معادله ٩ با جبری خطͬ معادلات دستگاه به (٢ . ١٢) معادله در هم محلͬ نقاط اعمال با
ͬ آید: م به دست  زیر به صورت ضرایب دستگاه این حل با ͬ رسیم. م مجهول ٩ و

a٠٠ = ١, a٠١ = ٠, a٠٢ =
١
٢ , a١٠ = ٠, a١١ = ٠, a١٢ = ٠, a٢٠ =

١
٢ , a٢١ = ٠, a٢٢ = ٠.

ͬ آید. م به دست تقریبی جواب (٢ . ١١) معادله در ضرایب این جای گذاری با
نقاط از استفاده با ͬ کنیم م اعمال (٢ . ١٠) معادله روی را لژاندر چندجمله ای روش .٢

داریم: N = ٢ برای (٢ . ٩) هم محلͬ
x٠ = −١ , x١ = ٠ , x٢ = ١ , t٠ = −١ , t١ = ٠ , t٢ = ١.

داریم: N = ٢ برای همچنین

u(x, t) =

٢∑
i=٠

٢∑
j=٠

cijPi(x)Pj(t). (٢ . ١٣)

داریم: (٢ . ١٠) در (٢ . ١٣) معادله جای گذاری با
٢∑

i=٠

٢∑
j=٠

cij

[
Pi(xr)Pj(ts)−

∫ ts

−١

∫ ١
−١

(xr − y)−
١٢Pi(y)Pj(z)dydz

]

= x٢
r + t٢s − ١

٢)٣√xr + ١ − ٢√xr − ١)(t٣s + ١)
− ١۶

١۵
√
xr + ١x٢

r (ts + ١) + ٨
١۵
√
xr + ١xr(ts + ١

− ٢
۵
√
xr + ١(ts + ١) + ١۶

١۵
√
xr − ١x٢

r (ts + ١)
+

٨
١۵
√
xr − ١xr(ts + ١) + ٢

۵
√
xr − ١(ts + ١)

(١۴ . ٢)

معادله ٩ با جبری خطͬ معادلات دستگاه به (١۴ . ٢) معادله در هم محلͬ نقاط اعمال با
به دست آوردیم: زیر به صورت را ضرایب دستگاه این حل با ͬ رسیم. م مجهول ٩ و

c٠٠ =
٢
٣ , c٠١ = ٠, c٠٢ =

٢
٣ , c١٠ = ٠, c١١ = ٠, c١٢ = ٠, c٢٠ =

٢
٣ , c٢١ = ٠, c٢٢ = ٠.



١٧ عددی نتایج

چبیشف و لژاندر چندجمله ای روش به مثال٢ . ۴ . ١ تقریبی حل :٢ . ١ ش΄ل
که ͬ آید م به دست تقریبی جواب (٢ . ١٣) معادله در i, j = ٠, . . . ,٢ ،cij جای گذاری با

.(٢ . ١ (ش΄ل نمود مقایسه دقیق جواب با ͬ توان م
ب·یرید: نظر در را زیر ولترا‐فردهلم انتگرال معادله .٢ . ۴ . ٢ مثال

u(x, t) = f(x, t) +

∫ t

−١
∫ ١
−١(x− y)−

١٢u(y, z)dydz (١۵ . ٢)
به طوری که:

f(x, t) = x cos(t) + ١٫١٢١٩۶١٣١٣√x− ١x
− ١٫١٢١٩۶١٣١٣√x+ ١x+ ٠٫۵۶۶٩٨٠۶۵۶۶√x− ١
+ ٠٫۵۶۶٩٨٠۶۵۶۶√x+ ١ + ٠٫۶۶۶۶۶۶۶۶۶٧√x+ ١ sin(t)
− ١٫٣٣٣٣٣٣٣٣٣√x+ ١ sin(t)x+ ٠٫۶۶۶۶۶۶۶۶۶٧√x− ١ sin(t)
+ ١٫٣٣٣٣٣٣٣٣٣√x− ١ sin(t)x

است. مسئله دقیق جواب u(x, t) = x cos(t)

نقاط (۴ . ٢) معادله در N = ٣ برای اول نوع چبیشف چندجمله ای روش اعمال با .١
ͬ آید: م به دست هم محلͬ

x٠ = ١, x١ =
١
٢ , x٢ =

−١
٢ , x٣ = −١

t٠ = ١, t١ =
١
٢ , t٢ =

−١
٢ , t٣ = −١

داریم: معادله، تقریبی حل برای
u(x, t) =

٣∑
i=٠

٣∑
j=٠

aijTi(x)Tj(t) (١۶ . ٢)



لژاندر و چبیشف چندجمله ای روش های مقایسه ١٨
داریم: (١۵ . ٢) معادله در (١۶ . ٢) معادله جای گذاری با

٣∑
i=٠

٣∑
j=٠

aij

[
Ti(xr)Tj(ts)−

∫ ts

−١
∫ ١
−١(xr − y)−

١٢Ti(y)Tj(z)dydz

]

= xr cos(ts) + ١٫١٢١٩۶١٣١٣√xr − ١xr
− ١٫١٢١٩۶١٣١٣√xr + ١xr + ٠٫۵۶۶٩٨٠۶۵۶۶√xr − ١
+ ٠٫۵۶۶٩٨٠۶۵۶۶√xr + ١ + ٠٫۶۶۶۶۶۶۶۶۶٧√xr + ١ sin(ts)
− ١٫٣٣٣٣٣٣٣٣٣√xr + ١ sin(ts)xr + ٠٫۶۶۶۶۶۶۶۶۶٧√xr − ١ sin(ts)
+ ١٫٣٣٣٣٣٣٣٣٣√xr − ١ sin(ts)xr

(٢ . ١٧)

معادله ١۶ با جبری خطͬ دستگاه ΁ی (٢ . ١٧) معادله در هم محلͬ نقاط جای گذاری با
ͬ آوریم. م به دست ضرایب دستگاه این حل با ͬ آید. م به دست مجهول ١۶ و

a٠٠ = −٠٫٠٠۵١١۵١٨۶٩۶٠ − ٠٫٠٠٣٣١۵٠٨٧٢٢٢I,
a٠١ = −٠٫٠١٠١۴٠۴۶٨٢٣ − ٠٫٠٠۴٩١٣۶٣٨۶۴۴١I,
a٠٢ = −٠٫٠٠٧۴٩٣٩٩۶١٢۵ + ٠٫٠٠١٢٩۵۶٨٢۶٨٨I,
a٠٣ = −٠٫٠٠٢۴۶٨٧١۴٧۶٣ + ٠٫٠٠٢٨٩۴٢٣۴١٩۵I,
a١٠ = ٠٫٧۶٧۴۵۴٧٧٠١ − ٠٫٠٠۴٢٣٩۶٧١٠٨٧I,
a١١ = ٠٫٠٠٣١١۶۴٩٩٠۴٨ − ٠٫٠٠٧٩٠٨٠۶٢٠٢٣I,
a١٢ = −٠٫٢٢۶٠٨٩۵۶٣٠ − ٠٫٠٠۶٨۶٢١۶١۵٩۶I,
a١٣ = −٠٫٠٠٢٠۵٣۵٩٧۶٧٧ − ٠٫٠٠٣١٩٣٧٧٠٨٧٧I,
a٢٠ = ٠٫٠٠١٧۴۴٢۶٠٩١۴ + ٠٫٠٠٠٠٧۵٨۴۴۴٧۵۵۵I,
a٢١ = ٠٫٠٠٢٨٢۶٢٠٠٧٨۵ + ٠٫٠٠٠٧٣٩۶٨٢٨٢٧٧I,
a٢٢ = ٠٫٠٠٣٢۶٨٠۵٢٢٧٩ − ٠٫٠٠٠۶٣۶٢٩۶٩۶٨۶I,
a٢٣ = ٠٫٠٠٢١٨۶١١٢۵٨٠ − ٠٫٠٠٠۶١٧۵٣۴٨۶٩٠I,
a٣٠ = ٠٫٠٠٠٢٣١۵۶۶١٩۵٨ + ٠٫٠٠٠٢٢٩٩٣٨٩٢۶۴I,
a٣١ = ٠٫٠٠٠٢٣٠٧٩۵۴٩٧٣ − ٠٫٠٠٠٠٨٠١٣٨٢٠٢٢۴I,
a٣٢ = ٠٫٠٠٠٠۶٣٣٣٠٠٧۴٧١ + ٠٫٠٠٠١۶١۶٧۴٩١٠٢I,
a٣٣ = ٠٫٠٠٠٠۶۴١٠٠٨١۶١٨ + ٠٫٠٠٠۴٧١٧۵١٩٩۵٩I, I٢ = −١

استفاده با ͬ کنیم. م Nاعمال = ٣ برای (١۵ . ٢) معادله برای را لژاندر چندجمله ای روش .٢



١٩ عددی نتایج
داریم: (٢ . ٩) هم محلͬ نقاط از

x٠ = −١, x١ =
−١
٣ , x٢ =

١
٣ , x٣ = ١

t٠ = −١, t١ =
−١
٣ , t٢ =

١
٣ , t٣ = ١,

داریم: N = ٣ برای
u(x, t) =

٣∑
i=٠

٣∑
j=٠

cijPi(x)Pj(t). (٢ . ١٨)

داریم: (١۵ . ٢) معادله در (٢ . ١٨) معادله جای گذاری با
٣∑

i=٠

٣∑
j=٠

cij

[
Pi(xr)Pj(ts)−

∫ ts

−١
∫ ١
−١(xr − y)−

١٢Pi(y)Pj(z)dydz

]

= xr cos(ts) + ١٫١٢١٩۶١٣١٣√xr − ١xr
− ١٫١٢١٩۶١٣١٣√xr + ١xr + ٠٫۵۶۶٩٨٠۶۵۶۶√xr − ١
+ ٠٫۵۶۶٩٨٠۶۵۶۶√xr + ١ + ٠٫۶۶۶۶۶۶۶۶۶٧√xr + ١ sin(ts)
− ١٫٣٣٣٣٣٣٣٣٣√xr + ١ sin(ts)xr + ٠٫۶۶۶۶۶۶۶۶۶٧√xr − ١ sin(ts)
+ ١٫٣٣٣٣٣٣٣٣٣√xr − ١ sin(ts)xr

(٢ . ١٩)

معادله ١۶ با خطͬ جبری دستگاه ΁ی (٢ . ١٩) معادله در هم محلͬ نقاط جای گذاری با
به: ͬ رسیم م دستگاه این حل با ͬ آید. م به دست مجهول ١۶ و

c٠٠ = −٠٫٠٠٢٨١٣١٣۵۵٣ − ٠٫٠٠٢۶٨۴٠٩٢۴٨۴I,
c٠١ = −٠٫٠١٠۵٨۶٧٠٩١٢ − ٠٫٠٠۴٧٨٢۵٧٣١٣٠I,
c٠٢ = −٠٫٠١١۵۴٩٢٨٨٣۶ + ٠٫٠٠۴۴٢۵۴۶١١٩٠I,
c٠٣ = −٠٫٠٠٣٧٧۵٧١٢٧۵٧ + ٠٫٠٠۶۵٢٣٩۴١٨٧۶I,
c١٠ = ٠٫٨۴۵٨۶۶٣٢٠٩ − ٠٫٠٠۵٢٢٩٨۶۴٧۵۵I,
c١١ = ٠٫٠٠٢١٨٨٢١٩٠۵٠ − ٠٫٠١١۵٩۴٣۶١١١I,
c١٢ = −٠٫٣٠٨۶٨٧٣٨٧٠ − ٠٫٠١٠۶۶۴۵٣٧٢۶I,
c١٣ = −٠٫٠٠۵٣١١۵٩٠٨۶۴ − ٠٫٠٠۴٣٠٠٠۴١١١٠I,
c٢٠ = ٠٫٠٠۵۶٢٣٠٩۶۵٩٧ + ٠٫٠٠١٨٠١۵٢٢٢٨۵I,
c٢١ = ٠٫٠٠٩١٧۵٠١۵۵۵١ + ٠٫٠٠٠٩٣١٠٢٧۶٩۵٢I,
c٢٢ = ٠٫٠٠٧١۶٨٧١۶١١۴ − ٠٫٠٠٣۶۶٧٨٨٠۴٩٠I,
c٢٣ = ٠٫٠٠٣۶١۶٧٩٧٣٨٧ − ٠٫٠٠٢٧٩٧٣٨۵۶٧٩I,



لژاندر و چبیشف چندجمله ای روش های مقایسه ٢٠
c٣٠ = ٠٫٠٠١٨١۴٣۴٠۵۴٨ + ٠٫٠٠٣٩۶١١۴۴۴٣٧I,
c٣١ = ٠٫٠٠٣۵۶٧٧٢٣١٩٠ + ٠٫٠٠۵٢٩١٣٢١٠٢٠I,
c٣٢ = ٠٫٠٠٢٩٨٠٨۶٧۶۵٠ + ٠٫٠٠٢١۵۵٣۶٢٢٨٢I,
c٣٣ = ٠٫٠٠١٢٢٧۴٨۵٠۵۵ + ٠٫٠٠٠٨٢۵١٨۵۶۴١٣I.

ͬ آوریم. م به دست را تقریبی جواب (٢ . ١٨) معادله در ثابت ها این جای گذاری با
داده نشان ۶ . ٢ و ۴ . ٢ ش΄ل و ٢ . ١ جدول در و شده محاسبه مطلق خطای ٢ . ۴ . ٢ مثال در
۵ . ٢ و ٢ . ٣ ش΄ل در تقریبی جواب ، ٢ . ٢ ش΄ل در دقیق جواب ٢ . ۴ . ٢ مثال در است.  شده 
داده نشان ۶ . ٢ و ۴ . ٢ ش΄ل در مطلق خطای و لژاندر و چبیشف چندجمله ای روش های توسط

است.  شده 

مثال٢ . ۴ . ٢ دقیق حل :٢ . ٢ ش΄ل

چبیشف چندجمله ای روش ٢ . ۴ . ٢به مثال تقریبی حل :٢ . ٣ ش΄ل



٢١ عددی نتایج

(x, t) خطای مطلق چبیشف خطای مطلق لژاندر
(٠, ٠) ٧٫١۶٢١۵۴٧۶٧ × ٣−١٠ ۶٫٩٨٩٧٨ × ٣−١٠

(٠, ٠٫٢) ٩٫۴٩٣٩٩٧١٧۴ × ٣−١٠ ٩٫۶۶٨٨ × ٣−١٠

(٠٫٢, ٠٫۴) ٣٫٩٣٢٨٠٢ × ١٠−۴ ٣٫۶٧١۴٢٢ × ٣−١٠

(٠٫۴, ٠٫۴) ۴٫۶۶٢٢٠۶ × ١٠−۴ ١٫١۶٧٧۴۵۵ × ٣−١٠

(٠٫۶, ٠٫٢) ١٫٣٢۴۴ × ١٠−۴ ٣٫٢٣٢٣١٧١ × ٣−١٠

(٠٫٨, ٠٫۶) ٧٫٢١۵٧۶۶ × ١٠−۴ ۵٫٩۵٩٩ × ٣−١٠

(١٫٠, ٠٫۴) ۴٫٠٩٨٢۴۵ × ١٠−۴ ١٫٣۶۶۶ × ٢−١٠

(١٫٠, ٠٫٨) ٩٫٩٢١٧٧٨ × ١٠−۴ ١٫۴۴١۴ × ٢−١٠

در لژاندر و چبیشف چندجمله ای روش ٢ . ۴ . ٢توسط مثال عددی نتایج :٢ . ١ جدول
N = ٣

نتایج به توجه با چبیشف، چندجمله ای روش به مثال٢ . ۴ . ٢ مطلق خطای :۴ . ٢ ش΄ل
در است. لژاندر چندجمله ای روش از بهتر چبیشف چندجمله ای روش که دید ͬ توان م

ͬ دهد. م نشان را روش کارایی (٠٫۶, ٠٫٢) و (٠٫۴, ٠٫۴) ،(٠٫٢, ٠٫۴) نقاط ٢ . ١ جدول



لژاندر و چبیشف چندجمله ای روش های مقایسه ٢٢

لژاندر چندجمله ای روش به ٢ . ۴ . ٢ مثال تقریبی حل :۵ . ٢ ش΄ل

لژاندر چندجمله ای روش مثال٢ . ۴ . ٢به مطلق خطای :۶ . ٢ ش΄ل



٣ فصل
حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش

انتگرال معادلات
نظری و علمͬ نظر از انتگرال معادلات جواب برای مناسب تقریب یافتن هدف، فصل این در
بسط از استفاده با انتگرال گیری ماتریس آوردن به دست برای جدید روشͬ ادامه، در است.
مراتب مشتق های برای تقریب هایی روش این ͬ گردد. م معرفͬ P (x) لژاندر چندجمله ای توانͬ
بالاتر مشتقات برای لژاندر چندجمله ای های از متوالͬ انتگرال گیری های طریق از تابع بالاتر
به کار انتگرال‐دیفرانسیل معادلات و انتگرال معادلات حل برای روش این ͬ کند. م ایجاد

است. [٣٩] مقاله براساس فصل این نگارش ͬ رود. م

مقدمه ٣ . ١
کرد: ارائه زیر به صورت انتگرال محاسبه برای را چبیشف تقریب [٢٣] ١ جندی ∫ال x

−١
f(t)dt, −١ ≤ x ≤ ١ (٣ . ١)

نمود: تعریف زیر به صورت B مربعͬ ماتریس ]عناصر ∫ x

−١ f(t)dt
]
= B[f ] (٣ . ٢)

١El-gendi



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ٢۴
به صورت (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو نقاط در f(x) مقادیر از ستونͬ ماتریس [f ] آن در که
که (٣ . ١) انتگرال تقریب برای روش ΁ی [٢۵] ٣ کو و ٢ هاتزیاورمدیس است. xi = − cos iπ

N

است چبیشف بسط براساس که مشابه(٣ . ٢) ماتریس تعریف برای را دارد نام ماتریسͬ جبر
کرد. معرفͬ

مهمͬ نقش بنابراین ͬ دهد، م ارائه را لژاندر چندجمله ای انتگرال m‐اُمین محاسبه زیر قضیه
ͬ کند. م ایفا فصل این در را

نظر از به ترتیب (١ . ١٠) لژاندر چندجمله ای از (m ≥ ٢) انتگرال m‐اُمین .٣ . ١ . ١ قضیه
ͬ شود: م بیان زیر به صورت لژاندر چندجمله ای های

(ImPn)(x) =

∫ x

−١
∫ tm−١

−١ · · ·
∫ t١

−١ Pn(t٠)dt٠dt١ · · · dtm−١ (٣ . ٣)

=

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

{
(n− ٢k)!

(n− ٢k +m)!
[xn−٢k+m − (−١)n−٢k+m]

−
m−١∑
r=١

r∑
s=٠

(−١)n−٢k+m−r(n− ٢k)!xs
(r − s)!s!(n− ٢k +m− r)!

}
,

به طوری که:

(I١Pn)(x) =

[n/٢]∑
k=٠

a
(n)
k [xn−٢k+١ − (−١)n−٢k+١], (۴ . ٣)

a
(n)
k =

(−١)k(٢n− ٢k)!
٢n(n− k)!(n− ٢k + ١)!k!

داریم: m = ١ برای ریاضͬ استقرای روش به برهان.
∫ x

−١ Pn(t)dt =

∫ x

−١
[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k tn−٢kdt

=

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

١
n− ٢k + ١(tn−٢k+١)x−١

=

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

١
n− ٢k + ١ [xn−٢k+١ − (−١)n−٢k+١]

=

[n/٢]∑
k=٠

a
(n)
k [xn−٢k+١ − (−١)n−٢k+١]

داریم: مسئله فرض به توجه با
∫ x

−١ Pn(t)dt =

[n/٢]∑
k=٠

a
(n)
k [xn−٢k+١ − (−١)n−٢k+١]

٢Hatziavramidi
٣ku



٢۵ مقدمه
داریم: m = ٢ ∫برای x

−١
∫ t١

−١ Pn(t)dtdt١ =

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

∫ x

−١
∫ t١

−١ t
n−٢kdtdt١

=

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

١
n− ٢k + ١

∫ x

−١(t
n−٢k+١ − (−١)n−٢k+١)dt١

ͬ دهیم: م قرار
I =

∫ x

−١[t
n−٢k+١١ − (−١)n−٢k+١]dt١

=
١

n− ٢k + ٢ tn−٢k+١١ |x−١ − t(١−)١n−٢k+١|x−١

=
١

n− ٢k + ٢(xn−٢k+٢ − (−١)n−٢k+٢)− x(−١)n−٢k+١ − (−١)n−٢k+١

داریم: انتگرال معادله در جای گذاری ∫با x

−١
∫ t١

−١ Pn(t)dtdt١ =

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

(n− ٢k)!
(n− ٢k + ٢)! [xn−٢k+٢ − (−١)n−٢k+٢]

−
[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

(n− ٢k)!
(n− ٢k + ١)! (−١)n−٢k+١(x+ ١)

داریم: m = j + ١ برای حال است، برقرار m = j برای قضیه ͬ کنیم م ∫فرض x

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pn(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

∫ x

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ t
n−٢kdtdt١ . . .dtm−١

نوشت: ͬ توان م را t١ انتگرال
=

∫ x

−١

{ [n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

∫ x

−١ . . .
∫ x

−١ t
n−٢kdt . . . dt

}
dt

=

∫ x

−١

{ [n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

{
(n− ٢k)!

(n− ٢k + j)!
[xn−٢k+j − (−١)n−٢k+j ]

−
j−١∑
r=١

(n− ٢k)!
(n− ٢k + j − r)!

(−١)n−٢k+j−rηr

}}
dt

=

[n/٢]∑
k=٠

c
(n)
k

{
(n− ٢k)!

(n− ٢k + j + ١)! [xn−٢k+j+١ − (−١)n−٢k+j+١]

−
j∑

r=١
(n− ٢k)!

(n− ٢k + j − r + ١)! (−١)n−٢k+j−r+١ηr
}
,

به طوری که:
ηr =

∫ x

−١
∫ tr−١

−١ . . .

∫ t٢

−١
∫ t١

−١ dt٠dt١ . . .dtr−١ =

r∑
s=٠

xs

(r − s)!s!

است. برقرار m ≥ ٢ مثبت صحیح عدد هر برای قضیه این بنابراین،



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ٢۶

لژاندر شبه طیفͬ تقریب ٣ . ٢
منظور این برای ͬ کنیم. م ارائه f(x) ∈ C∞[−١, ١] تابع هر برای را لژاندر تقریب بخش این در

ب·یرید: نظر در را گره ها از مجموعه سه این
الفاصله متساوی نقاط مجموعه .١

S١ =

{
xi = −١ +

٢i
N
, i = ٠, ١, . . . , N

}
چبیشف‐گاوس‐لوباتو نقاط مجموعه .٢

S٢ =

{
xi = cos

iπ

N
, i = ٠, ١, . . . , N

}
لژاندر‐گاوس‐لوباتو نقاط مجموعه .٣

S٣ =

{
xi : (١ − x٢

i )P
′
N (xi) = ٠, i = ٠, ١, . . . , N

}
است. تقریب Nدرجه که

یعنͬ: باشد، f(x) تابع برای لژاندر شده ͽقط بسط توسط تقریبی fN (x) اگر .٣ . ٢ . ١ قضیه
(PNf)(x) = fN (x) =

N∑
j=٠

ajPj(x) (۵ . ٣)
سپس:

aj ≈
٢j + ١

٢
∫ ١
−١ Pj(x)f(x)dx, j = ٠, ١, . . . , N. (۶ . ٣)

باشد انتگرال پذیر [−١, ١] بازه ی روی f(x) اگر برهان.
f(x) =

∞∑
j=٠

ajPj(x)

داریم: طرفین در Pi(x) ضرب با
⟨f, Pi⟩ =

∞∑
j=٠

aj⟨Pj , Pi⟩

داریم: (١ . ١١) لژاندر چندجمله ای های بودن متعامد به ∫باتوجه ١
−١ f(x)Pj(x)dx =

٢aj٢j + ١
بنابراین:

aj =
٢j + ١

٢
∫ ١
−١ f(x)Pj(x)dx



٢٧ لژاندر شبه طیفͬ تقریب
این صورت در باشد. لژاندر چندجمله ای توسط f(x) تابع تقریب fN (x) کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه

داریم: را زیر حالت سه
سپس ،x ∈ S١ اگر اول. حالت

aj ≈
٢j + ١
N

N∑
k=٠

′′

Pj(xk)f(xk) (٣ . ٧)
سپس ،x ∈ S٢ اگر دوم. حالت

آ.
(٣ . ٨)

aj ≈
٢j + ١

٢



١
N٢ f(x٠) + (−١)j

N٢ f(xN ) +
N−١∑
k=١

٢
NCk

×
{

١ −
[N/٢]∑
l=١

٢
C٢l(۴l٢ − ١) cos

٢lkπ
N

}
Pj(xk)f(xk), Nفرد

١
N١−٢f(x٠) + (−١)j

N١−٢f(xN ) +

N−١∑
k=١

٢
NCk

×
{

١ −
[N/٢]∑
l=١

٢
C٢l(۴l٢ − ١) cos

٢lkπ
N

}
Pj(xk)f(xk), Nزوج

ب.
aj ≈ −π(٢j + ١)

٢N
N∑
k=٠

′′

Pj(xk)f(xk), j = ٠, ١, . . . , N (٣ . ٩)

سپس ،x ∈ S٢ اگر سوم. حالت
aj ≈

٢j + ١
N(N − ١)

N∑
k=٠

Pj(xk)f(xN )

[PN−١(xk)]٢
, j = ٠, ١, . . . , N (٣ . ١٠)

دارد. ١٢ ضریب جمله آخرین و اولین معنͬ به سری علامت روی (′′) علامت که کنید توجه
داریم: ذوزنقه قاعده ΁کم به اول: حالت ∫برهان. b

a
g(x)dx = h

N∑
k=٠

′′

g(xk)−
(b− a)h٢

١٢ g٢(ξ) , h =
b− a

N

داریم: [−١, ١] بازه ی در (۶ . ٣) معادله در ذوزنقه  قاعده به کارگیری با
aj =

٢j + ١
٢ (

٢
N

)

N∑
k=٠

′′

Pj(xk)f(xk)− (
٢
١٢)(

٢٢
N٢ )H

(٢)
j (ξ) (٣ . ١١)

=
٢j + ١
N

N∑
k=٠

′′

Pj(xk)f(xk)−
٢

٣N٢H
(٢)
j (ξ), j = ٠, ١, . . . , N

پس است. x = ξ در [−١, ١] بازه در Hj(x) = Pj(x)f(x) تابع دوم مشتق ،H(٢)
j (ξ)



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ٢٨

aj ≈
٢j + ١
N

N∑
k=٠

′′

Pj(xk)f(xk)

دوم: حالت
داریم: (۶ . ٣) معادله در شده تعریف ضرایب برای [٢٢] ۴ کلنشا‐کرتیس معادله اعمال با ∫آ. ١

−١ f(x)dx ≈
N∑
i=٠

wif(xi)

هستند: زیر به صورت وزن ها توسط انتگرال گیری تقریب های

w٠ = wN =


١
N٢ , Nفرد

١
N١−٢ , Nزوج

و
wi =

٢
NCi

{
١ −

[N/٢]∑
k=١

٢
C٢k(۴k٢ − ١) cos

٢kiπ
N

}
, i = ٠, ١, . . . , N − ١.

داریم: سپس s = ١, . . . , N − ١ و Cs = ١ و C٠ = CN = ٢ به طوری که
∫ ١
−١ f(x)dx ≈

N∑
i=٠

wif(xi) = w٠f(x٠) + wNf(xN ) +

N−١∑
i=١

wif(xi)

داریم: مفروضات جای گذاری با

aj ≈
٢j + ١

٢



١
N٢ f(x٠) + (−١)j

N٢ f(xN ) +

N−١∑
i=١

٢
NCi

×
{

١ −
[N−٢]∑
k=١

٢
C٢k(k٢ − ١) cos

٢ikπ
N

}
Pj(xi)f(xi) , Nفرد

١
N١−٢f(x٠) + (−١)j

N١−٢f(xN ) +

N−١∑
i=١

٢
NCi

×
{

١ −
[N−٢]∑
k=١

٢
C٢k(۴k٢ − ١) cos

ikπ

N

}
Pj(xi)f(xi) , Nزوج

استفاده x = cos θ متغیر تغییر از معادله(٣ . ۶) توسط شده تعریف ضرایب کردن پیدا برای ب.
داریم: سپس ͬ کنیم. م

aj = −٢j + ١
٢

∫ π

٠ Pj(θ)f(θ)dθ

۴Clenshaw-Curtis



٢٩ لژاندر شبه طیفͬ تقریب
رابطه به ،θi = iπ

N , i = ٠, ١, . . . , N الفاصله متساوی نقاط با مرکب ذوزنقه قاعده ΁کم با
رسید: خواهیم زیر

aj = −π(٢j + ١)
٢N

N∑
k=٠

′′

Pj(xk)f(xk) +
(٢j + ١)π٣

٢۴N٢ H
(٢)
j (ξ) (٣ . ١٢)

داریم: لذا
aj ≈ −π(٢j + ١)

٢N
N∑
k=٠

′′

Pj(xk)f(xk)

معادله در شده تعریف ضرایب محاسبه برای را [٣٢ ،٣١] لژاندر گاوس قاعده سوم: حالت
لژاندر‐ نقطه N+١ در شبه طیفͬ روش های در انتگرال گیری تقریب از ͬ کنیم. م اعمال (۶ . ٣)

ͬ رسیم: م زیر رابطه به گاوس‐لوباتو
∫ b

a
f(x)dx =

N∑
i=٠

wif(xi) +

∫ b

a

f (٢N+٢)(ξ)
(٢N + ٢)! x٢N+٢dx ,

داریم: ∫لذا b

a
f(x)dx =

N∑
k=٠

wkf(xk) + ٢ f (٢N+٢)(ξ)
(٢N + ٢)(٣N + ٢)! ,

انتگرال گیری تقریب و هستند انتگرال گیری وزن های wk و ٠ ≤ k ≤ N ،ξ ∈ [−١, ١] به طوری که
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت وزن ها براساس

wk = w(xk) =


٢

N(N−١) , k = ٠, N
٢

N(N−١)[PN−١(xk)]٢ , k = ١, . . . , N − ١

داریم: ،PN−(١)١ = ١, PN−(١−)١ = (−١)N−١ که آن جا از

wk =
٢

N(N − ١)[PN−١(xk)]٢
, k = ٠, . . . , N

و

aj =
٢j + ١

٢
N∑
k=٠

wkPj(xk)f(xk) +
٢H(٢N+٢)

j (ξ)

(٢N + ٢)(٣N + ٢)! , i = ٠, ١, . . . , N (٣ . ١٣)

داریم: wk باجای گذاری بنابراین

aj ≈
٢j + ١

N(N − ١)
N∑
k=٠

Pj(xk)f(xk)

[PN−١(xk)]٢
, j = ٠, ١, . . . , N



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ٣٠
است: زیر به صورت f(x) تابع لژاندر تقریب

f(x) ≈
N∑
j=٠

N∑
k=٠

′′٢j + ١
N

Pj(xk)f(xk)Pj(x) , xk ∈ S١ (١۴ . ٣)

f(x) ≈
N∑
j=٠

N∑
k=٠

′′

− π(٢j + ١)
٢N Pj(xk)f(xk)Pj(x) , xk ∈ S٢ (١۵ . ٣)

f(x) ≈
N∑
j=٠

N∑
k=٠

′′ ٢j + ١
N(N − ١)

Pj(xk)f(xk)

[PN−١(xk)]٢
Pj(x) , xk ∈ S٣ (١۶ . ٣)

لژاندر شبه طیفͬ انتگرال ماتریس ٣ . ٣
ترتیب به (PNf)(t) چندجمله ای ΁ی با انتگرال تابع درون یابی توسط را f(x) تابع انتگرال
(N + ١) در ∫ x

−١(PNf)(t)dt انتگرال مقادیر ،ͽواق در ͬ زنیم. م تقریب S١, S٢, S٣ نقطه سه در
فرم به ͬ تواند م این رو از و شود بیان داده شده تابع از خطͬ ترکیب ΁ی به صورت ͬ توانند م نقطه

نوشته شود: زیر ماتریسͬ


∫ x٠
−١(PNf)(t)dt...

...∫ xN

−١ (PNf)(t)dt


=


b٠٠ . . . b٠N... ... ...
bN٠ . . . bNN

×



f(x٠)...
...

f(xN )


(٣ . ١٧)

هم محلͬ نقاط در f(x) تابع مقادیر از متش΄ل بردار ΁ی [f(x٠), f(x١), . . . , f(xN )]T طوری که به
به طور را (٣ . ١٧) معادله است. لژاندر شبه طیفͬ ماتریس عناصر i, j = ٠, ١, . . . , N Bو = (bij) و

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م ساده تر
[ ∫ x

−١
(PNf)(t)dt

]
= B[(PNf)(t)] (٣ . ١٨)

دراین صورت شود، زده تقریب S١, S٢, S٣ نقاط در لژاندر چندجمله ای با f(x) تابع اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه
ͬ کند: م صدق زیر رابطه در i, j = ٠, ١, . . . , N ،B =

(
b
(m)
ij

) ماتریس
∫ x

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ · · ·dtm−١ =

N∑
j=٠

b
(m)
ij f(xj), i = ٠, ١, . . . , N (٣ . ١٩)

داریم: m = ١ برای اول: حالت



٣١ لژاندر شبه طیفͬ انتگرال ماتریس

(i) b
(١)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

٢j + ١
N

e(j)n Pj(xk)
{
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١} , xi, xk ∈ S١ (٣ . ٢٠)

(ii) b(١)ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

−π(٢j + ١)
٢N e(j)n Pj(xk)

{
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١} , xi, xk ∈ S٢ (٣ . ٢١)

(iii) b(١)ij =
N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xi)]٢

e(j)n Pj(xk)
{
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١} , xi, xk ∈ S٣

(٣ . ٢٢)

داریم: m ≥ ٢ برای دوم: حالت

(i) b
(m)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

c(j)n

٢j + ١
N

Pj(xk) (٣ . ٢٣)

×
{

(j − ٢n)!
(j − ٢n+m)!

[
xj−٢n+m
i − (−١)j−٢n+m

]
−

m−١∑
r=١

r∑
s=٠

(−١)j−٢n+m−r(j − ٢n)!xsi
(r − s)!s!(j − ٢n+m− r)!

}
, xi, xk ∈ S١ ٠ ≤ i, k ≤ N

(ii) b
(m)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

−π(٢j + ١)
٢N c(j)n Pj(xk) (٢۴ . ٣)

×
{

(j − ٢n)!
(j − ٢n+m)!

[
xj−٢n+m
i − (−١)j−٢n+m

]
−

m−١∑
r=١

r∑
s=٠

(−١)j−٢n+m−r(j − ٢n)!xsi
(r − s)!s!(j − ٢n+m− r)!

}
, xi, xk ∈ S٢ ٠ ≤ i, k ≤ N

(iii) b
(m)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xk)]٢

c(j)n Pj(xk) (٢۵ . ٣)

×
{

(j − ٢n)!
(j − ٢n+m)!

[
xj−٢n+m
i − (−١)j−٢n+m

]
−

m−١∑
r=١

r∑
s=٠

(−١)j−٢n+m−r(j − ٢n)!xsi
(r − s)!s!(j − ٢n+m− r)!

}
, xi, xk ∈ S٣ ٠ ≤ i, k ≤ N

:m = ١ برای اول: حالت برهان.

(١۴ . ٣) معادله به توجه با سپس ب·یرید نظر در را S١ نقطه در لژاندر چندجمله ای تقریب (i)



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ٣٢
: ∫داریم xi

−١ f(x)dx =

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١ Pj(x)dx

=

N∑
k=٠

′′{ N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)

∫ xi

−١ Pj(x)dx

}
f(xk)

=

N∑
k=٠

′′

b
(١)
ij f(xk),

به طوری که
b
(١)
ij =

N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)

∫ xi

−١ Pj(x)dx, i, k = ٠, ١, . . . , N
داریم: (۴ . ٣) معادله به توجه با

b
(١)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

٢j + ١
N

e(j)n Pj(xk)
{
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١}, i, k = ٠, ١, . . . , N.

داریم: ب·یریم. نظر در S٢ نقطه در لژاندر ای چندجمله از تقریبی را f(x) تابع (ii)∫ xi

−١ f(x)dx =

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

−π(٢j + ١)
٢N Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١ Pj(x)dx

=

N∑
k=٠

′′{ N∑
j=٠

−π(٢j + ١)
٢N Pj(xk)

∫ xi

−١ Pj(x)dx

}
f(xk)

=

N∑
k=٠

′′

b
(١)
ij f(xk),

به طوری که
b
(١)
ij =

N∑
j=٠

−π(٢j + ١)
٢N Pj(xk)

∫ xi

−١ Pj(x)dx, i, k = ٠, ١, . . . , N

داریم: (۴ . ٣) معادله ٣ . ١ . ١ قضیه از
b
(١)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

−π(٢j + ١)
٢N e(j)n Pj(xk)

{
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١}, i, k = ٠, ١, . . . , N.

داریم: ب·یرید. نظر در را S٣ نقطه در لژاندر چندجمله ای تقریب (iii)∫ xi

−١ f(x)dx =

N∑
k=٠

N∑
j=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xi)]٢

Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١ Pj(x)dx

=
N∑
k=٠

{ N∑
j=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xi)]٢

Pj(xk)

∫ xi

−١
Pj(x)dx

}
f(xk)

=

N∑
k=٠

b
(١)
ij f(xk),



٣٣ لژاندر شبه طیفͬ انتگرال ماتریس
به طوری که

b
(١)
ij =

N∑
j=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xi)]٢

Pj(xk)

∫ xi

−١
Pj(x)dx, i, k = ٠, ١, . . . , N.

داریم: (۴ . ٣) معادله ٣ . ١ . ١ قضیه به توجه با

b
(١)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xi)]٢

e(j)n Pj(xk)
{
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١} ,

i, k = ٠, ١, . . . , N.
:m ≥ ٢ برای دوم: حالت

داریم: (١۴ . ٣) معادله از انتگرال m‐اُمین با سپس باشد، x ∈ S١ اگر (i)∫ xi

−١
∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=

N∑
k=٠

′′{ N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١
}
f(xk)

∫سپس xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =

N∑
k=٠

′′

b
(m)
ij f(xk),

به طوری که

b
(m)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

c(j)n

٢j + ١
N

Pj(xk)

{
(j − ٢n)!

(j − ٢n+m)!

[
xj−٢n+m
i − (−١)j−٢n+m

]

−
m−١∑
r=١

r∑
s=٠

(−١)j−٢n+m−r(j − ٢n)!xsi
(r − s)!s!(j − ٢n+m− r)!

}
, xi, xk ∈ S١ ٠ ≤ i, k ≤ N.

ͬ شود: م حاصل زیر (٣ . ١۵)  فرم معادله از انتگرال m‐اُمین با سپس باشد، x ∈ S٢ اگر (ii)∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

−π(٢j + ١)
٢N Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=

N∑
k=٠

′′{ N∑
j=٠

−π(٢j + ١)
٢N Pj(xk)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١
}
f(xk)



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ٣۴
∫سپس xi

−١
∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =

N∑
k=٠

′′

b
(m)
ij f(xk)

به طوری که

b
(m)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

−π(٢j + ١)
٢N c(j)n Pj(xk)

{
(j − ٢n)!

(j − ٢n+m)!

[
xj−٢n+m
i − (−١)j−٢n+m

]

−
m−١∑
r=١

r∑
s=٠

(−١)j−٢n+m−r(j − ٢n)!xsi
(r − s)!s!(j − ٢n+m− r)!

}
, xi, xk ∈ S٢ ٠ ≤ i, k ≤ N.

ͬ رسیم: م زیر فرم به (١۶ . ٣) معادله از انتگرال m‐اُمین با سپس باشد، x ∈ S٣ اگر (iii)∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=

N∑
k=٠

N∑
j=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xk)]٢

Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=

N∑
k=٠

{ N∑
j=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xk)]٢

Pj(xk)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١
}
f(xk)

∫سپس xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =

N∑
k=٠

b
(m)
ij f(xk),

به طوری که

b
(m)
ij =

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

٢j + ١
N(N − ١)[PN−١(xk)]٢

c(j)n Pj(xk)

{
(j − ٢n)!

(j − ٢n+m)!

[
xj−٢n+m
i − (−١)j−٢n+m

]

−
m−١∑
r=١

r∑
s=٠

(−١)j−٢n+m−r(j − ٢n)!xsi
(r − s)!s!(j − ٢n+m− r)!

}
, xi, xk ∈ S٣ ٠ ≤ i, k ≤ N.

خطا کران ۴ . ٣
انتگرال روش کراندار خطای هم چنین و محاسبه f(x) تابع تقریب کراندار خطای بخش، این در

ͬ شود. م زده تخمین نیز لژاندر
شود: تقریب زیر به صورت را f(x) ∈ C∞[−١, ١] کنیم فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه

f(x) ∼= (PNf)(x) =

N∑
k=٠

akPk(x), (٢۶ . ٣)



٣۵ خطا کران
به طوری که: دارد وجود ξ ∈ [−١, ١] دراین صورت

RN (x, ξ) = f(x)− (PNf)(x) =
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١
PN+١(x) (٣ . ٢٧)

و
∥RN (x, ξ)∥ ≤ max

−١≤ξ≤١
١

(N + ١)!KN+١
∥f (N+١)(ξ)∥

آن در  که
KN+١ =

(٢N + ١)!
٢N (N + ١)!N !

.

است.
ب·یرید: نظر در را زیر تابع برهان.

g(x) = f(x)− (PNf)(x)− ρPN+١(x).

داریم: سپس باشد. PN+١(x̄) ̸= ٠ و دارد x̄ در ریشه ΁ی g(x) که ͬ کنیم م انتخاب طوری ρ

f(x̄)− (PNf)(x̄)− ρPN+١(x̄) = ٠,
بنابراین

ρ =
f(x̄)− (PNf)(x̄)

PN+١(x̄)
.

نتیجه PN+١(x) ∈ CN+١−]١, ١] و (PNf)(x) ∈ CN [−١, ١] ،f(x) ∈ C∞[−١, ١] به باتوجه
همچنین و دارد ریشه ΁ی حداقل g(N+١)(x) بنابراین دارد. ریشه N + ١ از بیش g(x) ͬ شود م

به طوری که ξ = ξ(x) دارد وجود [−١, ١] بازه در
g(N+١)(ξ) = f (N+١)(ξ)− (PNf)

(N+١)(ξ)− ρP
(N+١)
N+١ (ξ) = ٠

داریم: ،(PNf)
(N+١)(ξ) = ٠ و ١ . ۴ . ١ قضیه ΁کم با

P
(N+١)
N+١ (ξ) = (N + ١)!KN+١,

سپس
ρ =

f (N+١)(ξ)
(N + ١)!KN+١

(٣ . ٢٨)
داریم: (٣ . ٢٨) و (٣ . ٢٧) معادلات به توجه با

f (N+١)(ξ)
(N + ١)!KN+١

=
f(x̄)− (PNf)(x̄)

PN+١(x̄)
ͬ رسیم: م زیر رابطه به بالا رابطه کردن ساده با حال

f(x̄)− (PNf)(x̄) =
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١
PN+١(x̄)



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ٣۶
ͬ شود: م حاصل زیر به صورت خطا کران

∥RN (x, ξ)∥ = ∥f(x̄)− (PNf)(x̄)∥

=
١

(N + ١)!KN+١
∥f (N+١)(ξ)∥∥PN+١(x̄)∥

≤ max
−١≤ξ≤١

١
(N + ١)!KN+١

∥f (N+١)(ξ)∥.

مانند عددی بنابراین ͬ زنیم. م تقریب (٢۶ . ٣) معادله توسط را f(x) تابع .٢ . ۴ . ٣ قضیه
به طوری که دارد وجود ξ = ξ(x) ∈ [−١, ١]

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =
N∑
j=٠

b
(m)
ij f(xj) + ∆N (ℓ, xi, ξ), (٣ . ٢٩)

است. برقرار i = ٠, ١, . . . , N و ℓ = ١,٢,٣ ، xi ∈ Sℓ برای
داریم: m = ١ برای اول: حالت

(i) ∆N (١, xi, ξ) = − ٢
٣N٢

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

e(j)n H
(٢)
j (ξ)

[
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١] (٣ . ٣٠)

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

[(N+١)/٢]∑
n=٠

e(N+١)
n

[
xN−٢n+٢
i − (−١)N−٢n+٢]

(ii) ∆N (٢, xi, ξ) = (٢j + ١)π٣
٢۴N٢

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

e(j)n H
(٢)
j (ξ)

[
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١] (٣ . ٣١)

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

[(N+١)/٢]∑
n=٠

e(N+١)
n

[
xN−٢n+٢
i − (−١)N−٢n+٢]

(iii) ∆N (٣, xi, ξ) = ٢
(٢N + ٢)(٣N + ٢)!

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

e(j)n H
(٢N+٢)
j (ξ) (٣ . ٣٢)

×
[
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١]+ f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

×
[(N+١)/٢]∑

n=٠
e(N+١)
n

[
xN−٢n+٢
i − (−١)N−٢n+٢]



٣٧ خطا کران
داریم: m ≥ ٢ برای دوم: حالت

(i) ∆N (١, xi, ξ) = − ٢
٣N٢

N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

(٣ . ٣٣)
+

f (N+١)(ξ)
(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

(ii) ∆N (٢, xi, ξ) = (٢j + ١)π٣
٢۴N٢

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

H
(٢)
j (ξ) (٣۴ . ٣)

×
∫ xi

−١

∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
Pj(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

(iii) ∆N (٣, xi, ξ) = ٢
(٢N + ٢)(٣N + ٢)!

N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

H
(٢N+٢)
j (ξ) (٣۵ . ٣)

×
∫ xi

−١
∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
Pj(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١

∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

است. لژاندر انتگرال روش خطای برآورد ∆N (ℓ, xi, ξ) به طوری که
داریم: m = ١ برای اول: حالت برهان.

(٣ . ٢٧) و (٣ . ١١) معادلات از سپس شود، تقریب (٢۶ . ٣) معادله توسط f(x) تابع اگر (i)
داریم:

f(x) =

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)Pj(x)f(xk)−
٢

٣N٢
N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)Pj(x)+

f (N+١)(ξ)
(N + ١)!KN+١

PN+١(x).

داریم: f(x) از انتگرال گیری ∫با xi

−١
f(x)dx =

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١
Pj(x)dx− ٢

٣N٢
N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)

∫ xi

−١
Pj(x)dx

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١ PN+١(x)dx.

داریم: (٣ . ٢٠) و (۴ . ٣) معادلات جای گذاری با
∫ xi

−١
f(x)dx =

N∑
k=٠

′′

bijf(xk)−
٢

٣N٢
N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

e(j)n H
(٢)
j (ξ)

[
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١]

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

[(N+١)/٢]∑
n=٠

e(N+١)
n

[
xN−٢n+٢
i − (−١)N−٢n+٢]



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ٣٨
داریم: ∫بنابراین xi

−١ f(x)dx =

N∑
k=٠

′′

bijf(xk) + ∆N (١, xi, ξ)
(٣ . ٢٧) و (٣ . ١٢) معادلات از سپس شود، تقریب (٢۶ . ٣) معادله توسط f(x) تابع اگر (ii)

داریم :
f(x) = −π(٢j + ١)

٢N
N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

Pj(xk)Pj(x)f(xk) +
(٢j + ١)π٣

٢۴N٢
N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)Pj(x)

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١
PN+١(x).

: داریم f(x) از انتگرال گیری با ∫سپس xi

−١ f(x)dx = −π(٢j + ١)
٢N

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١ Pj(x)dx+
(٢j + ١)π٣

٢۴N٢
N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)

×
∫ xi

−١ Pj(x)dx+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١ PN+١(x)d(x).

داریم: (٣ . ٢١) و (۴ . ٣) معادلات جای گذاری ∫با xi

−١
f(x)dx =

N∑
k=٠

′′

bijf(xk) +
(٢j + ١)π٣

٢۴N٢
N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

e(j)n H
(٢)
j (ξ)

[
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١]

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

[(N+١)/٢]∑
n=٠

e(N+١)
n

[
xN−٢n+٢
i − (−١)N−٢n+٢]

∫سپس xi

−١ f(x)dx =

N∑
k=٠

′′

bijf(xk) + ∆N (٢, xi, ξ).
ͬ شود: م حاصل زیر رابطه (٢۶ . ٣) معادله توسط f(x) تقریب با (iii)

f(x) =
٢j + ١

N(N − ١)
N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

Pj(xk)Pj(x)

[PN−١(xi)]٢
f(xk)

+
٢

(٢N + ٢)(٣N + ٢)!
N∑
j=٠

H
(٢N+٢)
j (ξ)Pj(x) +

f (N+١)(ξ)
(N + ١)!KN+١

PN+١(x).

و (۴ . ٣) معادلات جای گذاری و f(x) معادله از انتگرال گیری با قبل همانند اکنون
: داریم (٣ . ٢٢)∫ xi

−١ f(x)dx =

N∑
k=٠

bijf(xk) +
٢

(٢N + ٢)(٣N + ٢)!
N∑
j=٠

[j/٢]∑
n=٠

e(j)n H
(٢N+٢)
j (ξ)

×
[
xj−٢n+١
i − (−١)j−٢n+١]+ f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

[(N+١)/٢]∑
n=٠

e(N+١)
n

×
[
xN−٢n+٢
i − (−١)N−٢n+٢].



٣٩ خطا کران
∫سپس xi

−١ f(x)dx =

N∑
k=٠

bijf(xk) + ∆N (٣, xi, ξ).

: داریم m ≥ ٢ برای دوم: حالت
: داریم (٣ . ٢٧) و (٣ . ١١) معادلات از استفاده با و (٢۶ . ٣) معادله توسط f(x) تقریب با (i)

f(x) =

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)Pj(x)f(xk)

− ٢
٣N٢

N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)Pj(x) +

f (N+١)(ξ)
(N + ١)!KN+١

PN+١(x).

: داریم بازه این در f(x) از انتگرال گیری ∫با xi

−١

∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

٢j + ١
N

Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

− ٢
٣N٢

N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
Pj(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

: داریم (٣ . ٢٣) و (٣ . ٣) معادلات جای گذاری ∫با xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=
N∑
k=٠

′′

b
(m)
ij f(xk)−

٢
٣N٢

N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١.

: داریم بنابراین
∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =

N∑
k=٠

′′

b
(m)
ij f(xk) + ∆N (١, xi, ξ),

: داریم (٣ . ٢٧) و (٣ . ١٢) معادلات و (٢۶ . ٣) معادله ΁کم به f(x) تقریب با (ii)

f(x) =

N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

−π(٢j + ١)
٢N Pj(xk)Pj(x)f(xk) +

(٢j + ١)π٣
٢۴N٢

N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)Pj(x)

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١
PN+١(x).



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ۴٠
داریم: بازه این در f(x) از انتگرال گیری ∫با xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

=
N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

−π(٢j + ١)
٢N Pj(xk)f(xk)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
Pj(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١

+
(٢j + ١)π٣

٢۴N٢
N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١

∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١.

: داریم (٢۴ . ٣) و (٣ . ٣) معادلات جای گذاری با
∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١ =

N∑
k=٠

′′

b
(m)
ij f(xk)

+
(٢j + ١)π٣

٢۴N٢
N∑
j=٠

H
(٢)
j (ξ)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١

∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١.

: داریم سپس
∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =

N∑
k=٠

′′

b
(m)
ij f(xk) + ∆N (٢, xi, ξ),

: داریم (٣ . ٢٧) و (٣ . ١٣) معادلات و (٢۶ . ٣) معادله ΁کم به f(x) تقریب با (iii)

f(x) =
٢j + ١

N(N − ١)
N∑
k=٠

′′ N∑
j=٠

Pj(xk)Pj(x)

[PN−١(xK)]٢ f(xk)

+
٢

(٢N + ٢)!(٣N + ٢)!
N∑
j=٠

H
(٢N+٢)
j (ξ)Pj(x) +

f (N+١)(ξ)
(N + ١)!KN+١

PN+١(x).

: داریم بازه این در f(x) از انتگرال گیری ∫با xi

−١

∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =

٢j + ١
N(N − ١)

N∑
k=٠

N∑
j=٠

Pj(xk)f(xk)

[PN−١(xk)]٢
∫ xi

−١
∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

+
٢

(٢N + ٢)!(٣N + ٢)!
N∑
j=٠

H
(٢N+٢)
j (ξ)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١
. . .

∫ t١

−١
PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١.



۴١ عددی نتایج
: داریم (٢۵ . ٣) و (٣ . ٣) معادلات جای گذاری ∫با xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١

=
N∑
k=٠

b
(m)
ij f(xk) +

٢
(٢N + ٢)!(٣N + ٢)!

N∑
j=٠

H
(٢N+٢)
j (ξ)

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ Pj(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١

+
f (N+١)(ξ)

(N + ١)!KN+١

∫ xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ PN+١(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١.

به: ͬ رسیم م ∫حال xi

−١
∫ tm−١

−١ . . .

∫ t١

−١ f(t٠)dt٠dt١ . . . dtm−١ =

N∑
k=٠

b
(m)
ij f(xk) + ∆N (٣, xi, ξ)

عددی نتایج ۵ . ٣
است. شده ارائه لژاندر انتگرال گیری روش از استفاده با عددی نمونه های از برخͬ بخش این در

ب·یرید: نظر در را زیر توابع .١ . ۵ . ٣ مثال
f١(x) =

∫ ١
−١

cosxdx, f٢(x) =
∫ ١
−١
exdx.

مقایسه ایم. برده کار به دقیق حل راه با مقایسه و انتگرال ها تقریبی حل برای را لژاندر روش
٣ . ٢ و ٣ . ١ جدول در S١, S٢, S٣ نقاط توسط انتگرال اولین برای مطلق خطای حداکثر بین

ͬ دهد. م نشان را لژاندر انتگرال گیری روش دقت و کارایی حاصل نتایج ͬ شود. م دیده
ب·یرید: نظر در را زیر انتگرال معادلات

I(y(x)) = h(x)−
∫
Ω
k(x, t, y(x))y(t)dt = ٠, (٣۶ . ٣)

شده  بررسͬ [٢٨] ۵ نرتروپ و کلͬ و [٢٧] کلͬ توسط مسئله این است. Ω = [a, b] به طوری که
است. پیوسته تابع ΁ی h(x) و هسته k(x, t, y(x)) آن در که است

داریم: لژاندر، طیفͬ روش ΁کم به مسئله این حل برای
I(y٠, y١, . . . , yN ) = h(xi)−

N∑
j=٠

bijk(xi, tj , y(xi))y(ti) = ٠, i = ٠, ١, . . . , N. (٣ . ٣٧)

کنیم فرض
yi = y(xi) =

N∑
j=٠

ajPj(xi)

۵Northrup



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ۴٢
f١(x) N

x ∈ S٣ x ∈ S٢ x ∈ S١
۴٫٩۴D − ٠۵ ٣٫٧٩D − ٠۵ ٣٫٧٩D − ٠۵ ۴
٢٫٨۶D − ١٠ ١٫١١D − ١٠ ١٫١١D − ١٠ ٨
٧٫٧٧D − ١۶ ٩٫٩٩D − ١۶ ٩٫٩٩D − ١۶ ١۶

١ . ۵ . ٣ مثال برای مطلق خطای حداکثر :٣ . ١ جدول

f٢(x) N

x ∈ S٣ x ∈ S٢ x ∈ S١
٢٫۴١D − ٠۴ ٣٫۴۶D − ٠۴ ٢٫٧٧D − ٠۴ ۴
٢٫٢٧D − ٠٩ ٢٫٩٢D − ٠٩ ٧٫١٧D − ٠٩ ٨
١٫٢٢D − ١۵ ١٫۵۵D − ١۵ ١٫٨٣D − ١۵ ١۶

١ . ۵ . ٣ مثال برای مطلق خطای حداکثر :٣ . ٢ جدول

کردن ͬ مم مین اصلͬ مسئله باشند. B ماتریس عناصر i, j = ٠, ١, . . . , N ،bij و

J =
N∑

m=٠
I٢
m(y) (٣ . ٣٨)

روش از شود. ͬ مم مین J به طوری که y٠, y١, . . . , yN مجهول بردار محاسبه ی برای است.
.[٢۴] ͬ گیریم م ΁کم بعدی دو درون یابی

ب·یرید: نظر در را زیر ولترا انتگرال معادله .٢ . ۵ . ٣ مثال
y(x) = x+

∫ ١
٠
(t− x)y(t)dt, ٠ ≤ x ≤ ١

΁کم به بررسͬ مورد روش از آمده به دست نتایج است. معادله دقیق جواب y(x) = sin(x)

نمودار ٣ . ١ ش΄ل ͬ شود. م مشاهده ٣ . ٣ جدول در N = ۴ برای چبیشف‐گاوس‐لوباتو نقاط
ͬ دهد. م نشان [٠, ١] بازه ی در را مختلف نقاط برای عددی مقادیر مقایسه

انتگرال‐دیفرانسیل معادلات
ب·یرید: نظر در را زیر انتگرال‐دیفرانسیل معادله

m∑
k=٠

aky
(k)(x) +

∫ x

٠ k(x, t, y(x))y(t)dt = g(x) (٣ . ٣٩)



۴٣ عددی نتایج

خطا حاضر روش ال‐جیندی اصلͬ جواب (CGL)نقاط
٠٫٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠٠٠

٠٫٣٠D − ٠۶ ٠٫١۴۵٩٢۴٠١ ٠٫١۴۵٩٢١ ٠٫١۴۵٩٢٣٧١ ٠٫١۴۶۴۴۶۶١
٠٫۴٩D − ٠۶ ٠٫۴٧٩۴٢۵٠۵ ٠٫۴٧٩۴٣٨ ٠٫۴٧٩۴٢۵۵۴ ٠٫۵٠٠٠٠٠٠٠
٠٫۶٧D − ٠٧ ٠٫٧۵٣۶٢٠٩٠ ٠٫٧۵٣۶١۵ ٠٫٧۵٣۶٢٠٨۴ ٠٫٨۵٣۵۵٣٣٩
٠٫٧٩D − ٠٩ ٠٫٨۴١۴٧٠٩٩ ٠٫٨۴١۴۶٨ ٠٫٨۴١۴٧٠٩٨ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠

N = ۴ در ٢ . ۵ . ٣ مثال برای آمده به دست نتایج :٣ . ٣ جدول

[٢۶] حداکثرخطا تاو[٢۶] روش حداکثرخطا حاضر روش اصلͬ جواب S١
٠٫٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠

٠٫۵٧D − ١١ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ٠٫٨٧D − ٠٨ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ٠٫٢٠
٠٫٢٣D − ٠٧ ١٫١٧٣۵١٠٨۵ ٠٫١٣D − ٠٧ ١٫١٧٣۵١٠٨٧ ١٫١٧٣۵١٠٨٧ ٠٫۴٠
٠٫٣١D − ٠۵ ١٫۴٣٣٣٢۶٢٣ ٠٫١۴D − ٠٧ ١٫۴٣٣٣٢٩۴٢ ١٫۴٣٣٣٢٩۴١ ٠٫۶٠
٠٫١١D − ٠۴ ١٫٨٩۶٣٧۵٩۶ ٠٫٨١D − ٠٨ ١٫٨٩۶۴٨٠٨٨ ١٫٨٩۶۴٨٠٨٨ ٠٫٨٠
٠٫١۶D − ٠٣ ٢٫٧١۶۶۶۶۶٧ ٠٫٢۶D − ١۴ ٢٫٧١٨٢٨١٨٣ ٢٫٧١٨٢٨١٨٣ ١٫٠٠

N = ١٠ در ٢ . ۵ . ٣ مثال برای آمده به دست نتایج :۴ . ٣ جدول

نقاط برای نتیجه ͬ شود م مشاهده مختلف، نقاط در ٢ . ۵ . ٣ مثال حل :٣ . ١ ش΄ل
است. دقیق جواب مانند کمͬ (CGL) نقاط و ی΄سان دقیق جواب و (LGL)



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ۴۴
زیر اولیه شرایط با

am = ١, y(r)(٠) = Ar, r = ٠, ١, , . . . ,m, (۴٣ . ٠)
باشد. x از تابعͬ ͬ تواند م ak ضرایب و است y(x) ساده مشتق m‐اُمین ،y(m)(x) به طوری که

داریم: ͬ بریم. م به کار مسئله حل برای را لژاندر شبه طیفͬ روش
y(m+١)(x) = u(x)

ͬ گیریم: م انتگرال معادله طرفین از (۴٣ . ٠) شرایط اعمال و بودن انتگرال پذیر پیوسته به توجه با
y(m)(x) =

∫ x

٠ u(t)dt+ Cm

y(m−١)(x) =
∫ x

٠
∫ t١

٠
u(t٠)dt٠dt١ + xCm + Cm−١

...
y(١)(x) =

∫ x

٠

∫ tm−١

٠
. . .

∫ t١

٠
u(t٠)dt٠dt١ . . .dtm−١ +

m∑
r=١

Crx
r−١

y(x) =

∫ x

٠
∫ tm

٠ . . .

∫ t١

٠ u(t٠)dt٠dt١ . . . dtm +

m∑
r=١

Crx
r

ͬ بریم: م به کار بالا مسئله حل برای را لژاندر شبه طیفͬ تقریب
y(m)(x) =

N∑
j=٠

bijuj + Cm

y(m−١)(x) =
N∑
j=٠

b
(٢)
ij uj + Cmx+ Cm−١

...
y(١)(x) =

N∑
j=٠

b
(m)
ij uj +

m∑
r=١

Crx
r−١

y(x) =

N∑
j=٠

b
(m+١)
ij uj +

m∑
r=١

Crx
r

ͬ رسیم: م زیر معادلات دستگاه به (٣ . ٣٩) معادله در باجای گذاری
Ii(u) =

m−١∑
k=٠

[
ak

n∑
j=٠

b
(m−k+١)
ij uj +

m−١∑
r=k

Crx
r−k
i

]

+

n∑
k=٠

bikk

[
xi, xj ,

( n∑
s=٠

b
(m+١)
js uj +

m∑
r=٠

Crx
r
j

)
,

( n∑
j=٠

b
(m)
ij uj +

m∑
r=٠

Crx
r
i

)]
− g(xi) = ٠, i = ٠, ١, . . . , n,

(۴٣ . ١)

است. J =
∑n

k=١ I٢
k کردن ͬ مم مین اصلͬ مسئله بنابراین



۴۵ عددی نتایج

N = ١۶ نقطه در ۴ . ۵ . ٣ مثال حل :٣ . ٢ ش΄ل
معادله .٣ . ۵ . ٣ مثال

y′(x) = ١ + ٢x− y(x) +

∫ x

٠ x(١ + ٢x)et(x−t)y(t)dt

است. y(x) = ex
٢ معادله دقیق جواب ب·یرید. نظر در t ≤ ١ ،٠ ≤ x و y(٠) = ١ اولیه مقدار با

دستگاه به In+١ = y(٠)−١ شرط با y′(x) = u(x) ͬ دهیم م قرار ابتدا نظر مورد روش به توجه با
ͬ رسیم: م زیر معادلات

Ii(u) =
N∑
j=٠

b
(١)
ij uj + C٠ −

{
١ + ٢xi −

( N∑
s=٠

b
(٢)
js uj +

١∑
r=٠

Crx
r
j

)}

−
N∑
k=٠

bik

[
xi(١ + ٢xi)exk(xk−xi)

( N∑
s=٠

b
(٢)
js uj +

١∑
r=٠

Crx
r
j

)]
= ٠

داده شده است. نشان ٣ . ٧ تا ۴ . ٣ جدول های در عددی نتایج
معادله .۴ . ۵ . ٣ مثال

y′′(x)− (۴x٢ + ٢)y(x) +
∫ x

٠ xt(y′(t) + y(t)(١ − ٢t))١/٢dt = x(ex
٢/٢ − ١),

اولیه شرایط با
y(٠) = ١, y′(٠) = ٠, ٠ ≤ x, t ≤ ١

y′′(x) = u(x) ͬ گیریم م نظر در است. y(x) = ex
٢ معادله دقیق جواب ب·یرید. نظر در را

٣ . ٨ جدول در را نظر مورد روش از آمده به دست نتایج ͬ کنیم. م حل را مسئله قبل مثال مانند
ͬ شود. م دیده ٣ . ٢ ش΄ل نمودار در مختلف نقاط از استفاده با نتایج دید. ͬ توان م



انتگرال معادلات حل برای لژاندر شبه طیفͬ روش ۴۶

[٢۶] حداکثرخطا تاو[٢۶] روش حداکثرخطا حاضر روش اصلͬ جواب S١
٠٫٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠

٠٫١۶D − ١۵ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ٠٫۶۴D − ١۴ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ٠٫٢٠
٠٫١١D − ١٠ ١٫١٧٣۵١٠٨۵ ٠٫۴۴D − ١۴ ١٫١٧٣۵١٠٨٧ ١٫١٧٣۵١٠٨٧ ٠٫۴٠
٠٫٧٢D − ٠٨ ١٫۴٣٣٣٢٩۴١ ٠٫١١D − ١٣ ١٫۴٣٣٣٢٩۴١ ١٫۴٣٣٣٢٩۴١ ٠٫۶٠
٠٫٧۵D − ٠۶ ١٫٨٩۶۴٨٠١٣ ٠٫١٧D − ١٣ ١٫٨٩۶۴٨٠٨٨ ١٫٨٩۶۴٨٠٨٨ ٠٫٨٠
٠٫٢٧D − ٠۴ ٢٫٧١٨٢۵٣٩٧ ٠٫٩۴D − ١٣ ٢٫٧١٨٢٨١٨٣ ٢٫٧١٨٢٨١٨٣ ١٫٠٠

N = ١۵ در ٣ . ۵ . ٣ مثال برای آمده به دست نتایج :۵ . ٣ جدول

[٢۶] حداکثرخطا تاو[٢۶] روش حداکثرخطا حاضر روش اصلͬ جواب S١
٠٫٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠

٠٫١٠D − ١٨ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ٠٫٢٢D − ١۵ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ١٫٠۴٠٨١٠٧٧ ٠٫٢٠
٠٫۴۴D − ١۶ ١٫١٧٣۵١٠٨٧ ٠٫۴۴D − ١۵ ١٫١٧٣۵١٠٨٧ ١٫١٧٣۵١٠٨٧ ٠٫۴٠
٠٫٣٣D − ١٢ ١٫۴٣٣٣٢٩۴١ ٠٫۶۶D − ١۵ ١٫۴٣٣٣٢٩۴١ ١٫۴٣٣٣٢٩۴١ ٠٫۶٠
٠٫١٩D − ٠٩ ١٫٨٩۶۴٨٠٨٨ ٠٫٢٢D − ١۵ ١٫٨٩۶۴٨٠٨٨ ١٫٨٩۶۴٨٠٨٨ ٠٫٨٠
٠٫٢٧D − ٠٧ ٢٫٧١٨٢٨١٨٠ ٠٫٨٨D − ١۵ ٢٫٧١٨٢٨١٨٣ ٢٫٧١٨٢٨١٨٣ ١٫٠٠

N = ٢٠ در ٣ . ۵ . ٣ مثال برای آمده به دست نتایج :۶ . ٣ جدول

استاندارد[٣٠] م΄روگلو[٣٠] چبیشف[٣٠] لژاندر[٣٠] لژاندر S١
٠٫٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٠٠ ٠٫۶٢D − ١٢ ٠٫١٣D − ١١ ٠٫٠٠٠٠٠٠ ٠٫٠٠

٠٫۵۶D − ١١ ٠٫٣۶D − ٠٧ ٠٫۵٠D − ٠٨ ٠٫٢٨D − ٠٧ ٠٫٨٧D − ٠٨ ٠٫٢٠
٠٫٢٣D − ٠٧ ٠٫١۶D − ٠۶ ٠٫٣٢D − ٠٧ ٠٫۵٧D − ٠٧ ٠٫١٣D − ٠٧ ٠٫۴٠
٠٫٣٠D − ٠۵ ٠٫۴۴D − ٠۶ ٠٫١۵D − ٠۵ ٠٫۴٢D − ٠۶ ٠٫١۴D − ٠٧ ٠٫۶٠
٠٫٩۵D − ٠۴ ٠٫١١D − ٠۵ ٠٫٩٣D − ٠۴ ٠٫٢۵D − ٠۴ ٠٫٨١D − ٠٨ ٠٫٨٠
٠٫١٣D − ٠٢ ٠٫٢٧D − ٠۵ ٠٫٢٣D − ٠٢ ٠٫۵۶D − ٠٣ ٠٫٢۶D − ١۴ ١٫٠٠

دی·ر روش های با مقایسه در ٣ . ۵ . ٣ مثال حداکثرخطای :٣ . ٧ جدول



۴٧ عددی نتایج

x ∈ S٣ x ∈ S٢ x ∈ S١ N

٠٫١٧D − ٠٢ ٠٫٩٧D − ٠٣ ٠٫١۶D − ٠٢ ۴
٠٫١٠D − ٠۵ ٠٫۶٢D − ٠۶ ٠٫۵۶D − ٠۶ ٨
٠٫٢١D − ٠٩ ٠٫١٢D − ٠٩ ٠٫١۵D − ٠٩ ١٢
٠٫٢٠D − ١٣ ٠٫١١D − ١٣ ٠٫١۵D − ١٣ ١۶
٠٫۴٣D − ١۵ ٠٫٣٨D − ١۵ ٠٫٢٧D − ١۵ ٢٠
٠٫٢١D − ١۴ ٠٫٢١D − ١۴ ٠٫١٧D − ١۴ ٢۴
٠٫۶٣D − ١۴ ٠٫۶۶D − ١۴ ٠٫۵٩D − ١۴ ٢٨
٠٫۵٩D − ١۴ ٠٫٧۴D − ١۴ ٠٫۵٩D − ١۴ ٣٢
٠٫١۴D − ١۴ ٠٫١۴D − ١۴ ٠٫١٣D − ١۴ ٣۶

دی·ر روش های با مقایسه در ٣ . ۵ . ٣ مثال حداکثرخطای :٣ . ٨ جدول





۴ فصل
برای آنالیزهم·رایی و شبه طیفͬ روش

انتگرال‐دیفرانسیل معادلات حل
بالا مرتبه

انتگرال‐ معادلات حل برای انتگرال ماتریس محاسبه براساس شبه طیفͬ روش ΁ی فصل این در
است. [۵٧] مقاله براساس فصل این نگارش ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را دیفرانسیل

مقدمه ١ . ۴
مدل سازی انتگرال‐دیفرانسیل معادلات به صورت ͬ توان م را طبیعت در پدیده ها از بسیاری
است. یافته توسعه معادلات این حل برای عددی روش های از وسیعͬ دسته تاکنون کرد.
روش های از ی΄ͬ شبه طیفͬ روش های آن ها، بین از .[۵٢ ،۵١ ،۴۶ ،۴۵ ،۴٢ ،٣٩ ،٣٧ ،٣۵]
آن ها توانایی دی·ر، روش های به نسبت شبه طیفͬ روش های اصلͬ مزیت است. بوده مطمئن
(یعنͬ طیفͬ به طور هم·رایی ͬ که حال در است، بالا دقت با تقریب هایی آوردن به دست برای
.[۴٨] است معروف طیفͬ” ”دقت به که ͬ باشد، م هموار مسائل برای بالا) هم·رایی نرخ با
و دیفرانسیل روش شوند: تقسیم بندی اصلͬ دسته دو در ͬ تواند م شبه طیفͬ روش کلͬ به طور
هم محلͬ نقاط تعداد ͬ که زمان دیفرانسیل روش به نسبت شبه طیفͬ انتگرال روش که انتگرال،



بالا مرتبه انتگرال‐دیفرانسیل معادلات حل برای آنالیزهم·رایی و شبه طیفͬ روش ۵٠
معادلات حل برای را شبه طیفͬ انتگرال روش فصل این در .[۴٢ ،۴٠] است بهتر باشد زیاد

ͬ د هیم. م قرار بررسͬ مورد انتگرال‐دیفرانسیل
تبدیل با ابتدا در که به این صورت است، انتگرال ماتریس براساس شبه طیفͬ انتگرال گیری روش
شبه طیفͬ انتگرال ماتریس توسط انتگرال معادلات به انتگرال‐دیفرانسیل معادلات کردن
شبه طیفͬ انتگرال ماتریس محاسبه برای جدید روشͬ ١ ال‐باربری ͬ کنیم. م بررسͬ را آن ها
جیندی ال به تازگͬ و کرده  ارائه آن مشتقات و چبیشف چندجمله ای بین دقیق رابطه اساس بر
چندجمله ای های متوالͬ انتگرال برای صریح فرمول از استفاده با را انتگرال ماتریس [۴١] ٢

است. کرده  بررسͬ چبیشف
لژاندر‐ و لژاندر‐گاوس هم محلͬ نقاط برای را شبه طیفͬ انتگرال ماتریس پایان نامه این در
محاسبه برای پایدار روشͬ لژاندر انتگرال ماتریس محاسبه با و کرده بررسͬ گاوس‐رادو
و L٢ فضای دو هر در را هم·رایی آنالیز همچنین، ͬ دهیم. م ارائه شبه طیفͬ انتگرال ماتریس
تئوری صورت به را هم·رایی سرعت که ͬ دهیم م ارائه خطͬ انتگرال معادله ΁ی طریق از L∞

ͬ کند. م توجیه

لژاندر انتگرال ماتریس محاسبه و تعریف ٢ . ۴
(LG) لژاندر‐گاوس هم محلͬ نقاط با لژاندر انتگرال ماتریس محاسبه و تعریف بخش این در

است. داده شده  نشان (LGR) ولژاندر‐گاوس‐رادو

لژاندر انتگرال ماتریس تعریف
−١ = τ٠ < τ١ < یعنͬ LG نقاط برای ℓ ≥ ١ مرتبه از لژاندر انتگرال ماتریس .٢ . ١ . ۴ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ، · · · < τN+١ = ١
Lℓ

kj ≜
∫ τk

−١
∫ σℓ

−١ . . .
∫ σ٣

−١
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ

Lj(σ١)dσ١dσ٢ . . .dσℓ−١dσℓ, (١ . ۴)

(k = ١,٢, . . . , N + ١, j = ٠, ١, . . . , N − ١).
{τ̂i ∈ (−١, ١]}N

i=١ بازه در LGR نقاط برای ℓ ≥ ١ مرتبه از لژاندر انتگرال ماتریس .٢ . ٢ . ۴ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ، −١ = τ̂٠ < τ̂١ < · · · < τ̂N = ١ یعنͬ

L̂
ℓ
kj ≜

∫ τ̂k

−١
∫ σℓ

−١ . . .
∫ σ٣

−١
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ

Lj(σ١)dσ١dσ٢ . . .dσℓ−١dσℓ, (٢ . ۴)

(k = ١,٢, . . . , N, j = ٠, ١, . . . , N − ١).
١Elbarbary
٢Elgindy



۵١ لژاندر انتگرال ماتریس محاسبه و تعریف

لژاندر انتگرال ماتریس محاسبه
ͬ کنیم. م بیان زیر قضیه به صورت را لژاندر انتگرال ماتریس محاسبه روش حال

است: زیر به صورت {τi}Ni=١ LG نقاط برای ℓ ≥ ٢ مرتبه از لژاندر انتگرال ماتریس .٢ . ١ . ۴ قضیه

Lℓ
kj =


Lℓ−١

k١ +Lℓ−١
k٠ , j = ٠

١
٢j + ١

(
Lℓ−١

k,j+١ −Lℓ−١
k,j−١

)
, j ≥ ١ (٣ . ۴)

به طوری که

L١
kj =


L١(τk) + L٠(τk) , j = ٠

١
٢j + ١

(
Lj+١(τk)− Lj−١(τk)

)
, j ≥ ١ (۴ . ۴)

دارد. وجود مشابهͬ نتایج نیز {τi}Ni=١ در LGR نقاط برای

داریم: j = ٠ برای [۵۴] ٣ گ·ن بائور انتگرال فرمول طبق ∫برهان. x

−١C
(α)٠ (x)dx = C

(α)٠ (x) + C
(α)

١ (x),

∫ x

−١C
(α)

١ (x)dx = a١(C(α)

٢ (x)− C
(α)٠ (x)).

داریم j ≥ ١ برای همچنین
∫ x

−١C
α
j (x)dx =

١
٢(j + α)

(
a٢Cα

j+١(x) + a٣Cα
j−١(x) + (−١)j(a٢ + a٣)

)
,

آن در به طوری که

a١ =
١ + ٢α

۴(١ + α)
, a٢ =

j + ٢α
(j + ١) , a٣ = − j

(j + ٢α− ١) .

داریم: α = ١٢ برای گ·ن بائور چندجمله ای های به توجه با حال

∫ σ٢

−١ Lj(σ١)dσ١ =


L١(σ٢) + L٠(σ٢) , j = ٠

١
٢j + ١

(
Lj+١(σ٢)− Lj−١(σ٢)

)
, j ≥ ١ (۵ . ۴)

٣Gegenbauer



بالا مرتبه انتگرال‐دیفرانسیل معادلات حل برای آنالیزهم·رایی و شبه طیفͬ روش ۵٢
داریم: (١ . ۴) معادله در (۵ . ۴) معادله باجای گذاری

Lℓ
kj =

∫ τk

−١
∫ σℓ

−١ . . .
∫ σ٣

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ−١

∫ σ٢

−١ Lj(σ١)dσ١︸ ︷︷ ︸
(۵ . ۴)

dσ٢ . . . dσℓ−١dσℓ (۶ . ۴)

=



∫ τk

−١
. . .

∫ σ٣

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ−١

L١(σ٢)dσ٢ . . . dσℓ +
∫ τk

−١ . . .
∫ σ٣

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ−١

L٠(σ٢)dσ٢ . . . dσℓ , j = ٠

١
٢j + ١

(∫ τk

−١
. . .

∫ σ٣

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ−١

Lj+١(σ٢)dσ٢ . . . dσℓ−

∫ τk

−١
. . .

∫ σ٣

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ−١

Lj−١(σ٢)dσ٢ . . . dσℓ
)
, j ≥ ١

دهیم قرار (١ . ۴) معادله در اگر همچنین ͬ رسیم، م (٣ . ۴) معادله به Lℓ−١
kj تعریف به توجه با

داریم: ℓ = ١
L١

kj =

∫ τk

−١
Lj(σ١)dσ١

است. برقرار (۴ . ۴) معادله که دید ͬ توان م (۵ . ۴) معادله به توجه با
محاسبه با لژاندر) چندجمله ای تعامد (به علت پایدار و ساده حلͬ راه ٢ . ١ . ۴ قضیه .٢ . ١ . ۴ نکته
لژاندر انتگرال ماتریس محاسبه برای پایدار و کارآمد روش ΁ی به منجر لژاندر چندجمله ای های

ͬ شود. م بسیار دقت با لژاندر نقاط از تعداد هر برای بالا مرتبه

شبه طیفͬ انتگرال ماتریس محاسبه و تعریف ٣ . ۴
ترتیب به LGR و LG نقاط برای شبه طیفͬ انتگرال ماتریس محاسبه و تعریف بخش، این در

است. شده  بیان

شبه طیفͬ انتگرال ماتریس تعریف
بازه در LG نقاط برای ℓ ≥ ١ درجه از شبه طیفͬ انتگرال ماتریس .٣ . ١ . ۴ تعریف

است: برقرار زیر به صورت −١ = τ٠ < τ١ < · · · < τN+١ = ١ یعنͬ {τi ∈ (−١, ١)}N
i=١

Iℓ
ki ≜

∫ τk

−١
∫ σℓ

−١ . . .
∫ σ٣

−١
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ

Li(σ١)dσ١dσ٢ . . .dσℓ−١dσℓ, (٧ . ۴)

(k = ١,٢, . . . , N + ١, i = ٠, ١, . . . , N).



۵٣ شبه طیفͬ انتگرال ماتریس محاسبه و تعریف
درون یابی نقاط به وابسته (N−١) مرتبه از لاگرانژ درون یابی چندجمله ای {Li(τ)}Ni=١ به طوری که

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت {τi}Ni=١

Li(τ) ≜
N∏
j=١
j ̸=i

τ − τj
τi − τj

, i = ١,٢, . . . , N. (٨ . ۴)

بازه در LGR نقاط برای ℓ ≥ ١ مرتبه از شبه طیفͬ انتگرال ماتریس .٣ . ٢ . ۴ تعریف
است: برقرار زیر به صورت −١ = τ̂٠ < τ̂١ < · · · < τ̂N = ١ یعنͬ {τ̂i ∈ (−١, ١]}N

i=١

Î
ℓ
ki ≜

∫ τ̂k

−١
∫ σℓ

−١ . . .
∫ σ٣

−١
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ

L̂i(σ١)dσ١dσ٢ . . . dσℓ−١dσℓ, (٩ . ۴)

(k = ١,٢, . . . , N, i = ٠, ١, . . . , N)

ͬ شود. م درون یابی {τ̂i}Ni=١ نقاط با که شده است تعریف (٨ . ۴) معادله در {L̂i(τ)}Ni=١ که

شبه طیفͬ انتگرال ماتریس محاسبه
انتگرال های محاسبه چ·ونگͬ در بالا شبه طیفͬ انتگرال ماتریس آوردن به دست اصلͬ هدف
درون یاب چندجمله ای ابتدا کار، این در است. لاگرانژ درون یاب چندجمله ای های از متوالͬ
انتگرال گیری با سپس و گرفته نظر در لژاندر چندجمله ای های مجموع به صورت را لاگرانژ
بعدی بخش در اصلͬ نتایج ͬ دهیم. م انتقال لژاندر چندجمله ای متوالͬ انتگرال به متوالͬ،

است. آمده
وزن تابع π(τ) و [−١, ١] بازه ی روی متعامد چندجمله ای {P π

j (τ)}
N−١
j=٠ کنید فرض .٣ . ١ . ۴ لم

است، وزن تابع π(τ) این که به توجه با کنید فرض همچنین باشد. نرمال ساز عامل {λπj }
N−١
j=٠ و

لاگرانژ درون یابی چندجمله ای این صورت در باشد. گاوسͬ نقاط از مجموعه ای {τπi , ωπ
i }Ni=١

ͬ باشد: م زیر به صورت {τπi }Ni=١ نقاط به مربوط
Lπ
i (τ) = ωπ

i

N−١∑
j=٠

P π
j (τ

π
i )

λπj
P π
j (τ), i = ١,٢, . . . , N. (١٠ . ۴)

دارد. وجود انتگرال گیری وزن های و رادو نقاط انواع برای مشابهͬ نتیجه ی
داریم: گاوس‐لوباتو انتگرال گیری از استفاده با [۴۴] به توجه با برهان.

INu(x) =

N∑
n=٠

ũnP
(a)
n (x) , ũn =

١
γ̃ n

N∑
j=٠

u(xj)P
(a)
n (xj)wj

توسط گسسته سازی تقریب با باشد، نرمال ساز عامل γ̃n و انتگرال گیری وزن wj آن در که
زیر: به صورت گاوسͬ انتگرال گیری

INu(z) =
N∑

n=٠
ũnP

(a)
n (z) , ũn =

١
γ̃ n

N∑
j=٠

u(zj)P
(a)
n (zj)uj
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INu درون یاب و گسسته بسط ضریب ũn و [−١, ١] بازه تمام در شده تعریف تابع u(x) کنید فرض

به صورت: باشد zj گاوسͬ ۴ کوادرتور نقاط در u
INu(zj) = u(zj)

داریم: دهیم، قرار چندجمله ای تقریب در را گسسته بسط ضرایب اگر
INu(z) =

N∑
n=٠

ũnP
(a)
n (z)

=

N∑
n=٠

(١
γ̃ n

N∑
j=٠

u(zj)P
(a)
n (zj)uj

)
P (a)
n (z)

=
N∑
j=٠

u(zj)

(
uj

N∑
n=٠

١
γ̃ n

P (a)
n (z)P (a)

n (zj)uj

)

=

N∑
j=٠

u(zj)lj(z)

به طوری که
lj(z) = uj

N∑
n=٠

١
γ̃ n

P a
n (z)P

a
n (zj)

متعامد چندجمله ای P a
n و گاوسͬ انتگرال گیری وزن uj و لاگرانژ چندجمله ای lj(z) آن در که

ͬ شود. م کامل اثبات بنابراین ͬ باشد، م
دقیقا {τi}Ni=١ بازه در LG نقاط برای ℓ ≥ ١ مرتبه از شبه طیفͬ انتگرال ماتریس .٣ . ١ . ۴ قضیه

به صورت:
Iℓ
ki = ωi

N−١∑
j=٠

Lj(τi)

λj
Lℓ

kj (١١ . ۴)

LGR نقاط برای را نتیجه همین ͬ باشد. م لژاندر‐گاوس انتگرال گیری وزن {ωi}Ni=١ که است
داریم. {τ̂i}Ni=١ در

داریم: {τi, ωi}Ni=٠ مجموعه برای ٣ . ١ . ۴ لم به توجه با برهان.

Li(τ) = ωi

N−١∑
j=٠

Lj(τi)

λj
Lj(τ), i = ١,٢, . . . , N. (١٢ . ۴)

داریم: (٧ . ۴) معادله در (١٢ . ۴) معادله جای گذاری با

Iℓ
ki = ωi

N−١∑
j=٠

Lj(τi)

λj

(∫ τk

−١
∫ σℓ

−١ . . .
∫ σ٣

−١
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ℓ

Lj(σ١)dσ١dσ٢ . . .dσℓ−١dσℓ
)

(١٣ . ۴)

ͬ رسیم. م (١١ . ۴) معادله به (١ . ۴) معادله در Lℓ
kj تعریف به توجه با

۴quadrature



۵۵ شبه طیفͬ انتگرال روش
ماتریس های مانند شبه طیفͬ انتگرال ماتریس های که  ͬ دهد م نشان ٣ . ١ . ۴ قضیه .٣ . ١ . ۴ نکته
محاسبه برای شبه طیفͬ انتگرال محاسبات همه زیرا ͬ شوند م محاسبه ͽخوش وض لژاندر انتگرال

است. شده برده به کار Lℓ و λj ،Lj(τ)

شبه طیفͬ انتگرال روش ۴ . ۴
شرح انتگرال‐دیفرانسیل معادلات حل برای را شبه طیفͬ انتگرال روش جزئیات بخش این در
معادلات سپس و تبدیل انتگرال معادلات به را انتگرال‐دیفرانسیل معادلات ابتدا ͬ دهیم. م

ͬ کنیم. م محاسبه هم محلͬ نقاط از استفاده با را انتگرال

ثابت ضرایب با خطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادلات
اولیه مقدار مسئله

،ϑ ≥ ١ به طوری که {ϕ̄q}ηq=١ و {ϕp}νp=٠ ثابت ضرایب با انتگرال‐دیفرانسیل معادلات کنیم فرض
ب·یرید: نظر در را باشد η ≥ ١ و ν ≤ ϑ− ١

g(ϑ)(t) +

ν∑
p=٠

ϕp · g(p)(t) +
η∑

q=١
ϕ̄q ·

∫ t

t٠
. . .

∫ s٢

t٠︸ ︷︷ ︸
q

(rq(t, s١)g(s١))ds١ . . . dsq (١۴ . ۴)

= f(t), t ∈ [t٠, tf ]

اولیه مقدار به توجه با
g(j)(t٠) = χj , j = ٠, ١, . . . , ϑ− ١. (١۵ . ۴)

متغیر: تغییر با
t =

tf − t٠
٢ τ +

tf + t٠
٢ , τ ∈ [−١, ١], (١۶ . ۴)

داریم: [−١, ١] در انتگرال‐دیفرانسیل معادله به (١۴ . ۴) معادله تبدیل برای

g(ϑ)(τ) +
ν∑

p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp · g(p)(τ) +
η∑

q=١
( tf − t٠

٢
)ϑ+q

ϕ̄q (١٧ . ۴)

×
∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
q

(rq(τ, σ١; t٠, tf )g(σ١))dσ١ . . .dσq =
( tf − t٠

٢
)ϑ
f(τ ; t٠, tf ),

اولیه مقدار با
g(j)(−١) = ( tf − t٠

٢
)j
χj , j = ٠, ١, . . . , ϑ− ١ (١٨ . ۴)
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استفاده آن مشتقات و g(t) یافته تبدیل توابع برای را نمادها همان نمادها، در جزئͬ تغییر با
حاصل (١٧ . ۴) معادله حالت دو هر روی مستقیم به طور ϑ مرتبه انتگرال ادامه در ͬ کنیم. م

ͬ شود. م

g(τ) +
ν∑

p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp ·
∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−p

g(σ١)dσ١ . . .dσϑ−p +

η∑
q=١
( tf − t٠

٢
)ϑ+q

ϕ̄q (١٩ . ۴)

×
∫ τ

−١ . . .
∫ τ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

ρq(τ١)dτ١ . . . dτϑ =

ϑ−١∑
j=٠

g(j)(−١)
j!

(τ + ١)j +
ν∑

p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp

×
p−١∑
j=٠

g(j)(−١)
(j + ϑ− p)!

(τ + ١)j+ϑ−p +
( tf − t٠

٢
)ϑ ·

∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

f(σ١; t٠, tf )dσ١ . . . dσϑ,

به طوری که
ρq(τ) ≜

∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
q

(rq(τ, σ١; t٠, tf )g(σ١))dσ١ . . . dσq (٢٠ . ۴)

انتگرال‐دیفرانسیل معادله با مطابق انتگرال معادله (١٩ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات بنابراین
نقاط جای گذاری از استفاده با (١٩ . ۴) انتگرال معادله حال، است. (١۵ . ۴) و (١۴ . ۴) معادلات

ͬ شود: م حاصل زیر به صورت شبه طیفͬ انتگرال ماتریس توسط {τ̂k ∈ (−١, ١]}N
k=١ در LGR

ĝk +

ν∑
p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp ·

(
N∑
i=١

Î
ϑ−p
ki ĝi

)
(٢١ . ۴)

+

η∑
q=١

( tf − t٠
٢

)ϑ+p
ϕ̄q ·

(
N∑
i=١

Î
ϑ
kiρ̂

q
i

)
=

ϑ−١∑
j=٠

g(j)(−١)
j!

(τ̂k + ١)j

+

ν∑
p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp ·
p−١∑
j=٠

g(j)(−١)
(j + ϑ− p)!

(τ̂k + ١)j+ϑ−p

+
( tf − t٠

٢
)ϑ

·

(
N∑
i=١

Î
ϑ
kif(τ̂i; t٠, tf )

)
, k = ١,٢, . . . , N

LGR نقاط برای شبه طیفͬ انتگرال ماتریس {Îϑ−p
ki }νp=٠ و Î

ϑ
ki و {ĝk ≈ g(τ̂k)}Nk=١ به طوری که

ͬ کنیم: م تعریف است.
ρ̂qi ≜

∫ τ̂

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
q

(rq(τ̂i, σ١; t٠, tf )g(σ١))dσ١ . . .dσq (٢٢ . ۴)

=

(
N∑
j=١

Î
q
ij · (rq(τ̂i, υ̂j ; t٠, tf )ĝj)

)
,
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هستند. {τ̂}N

k=١ همانند LGR نقاط {υ̂j}Nj=١ آن در که
تش΄یل {ĝk}Nk=١ متغیرهای با جبری خطͬ معادلات دستگاه ΁ی (٢١ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات
حل شود. باید اصلͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادله تقریبی حل آوردن به دست برای که ͬ دهد م

مرزی مقدار مسئله
به طوری که: است، مرزی مقدار مسئله و (١۴ . ۴) معادله از ترکیبی مسئله این

g(δj)(t) |t=tδj
= χδj , j = ٠, ١, . . . , ϑ− ١, (٢٣ . ۴)

معادله ابتدا است. برقرار ٠ ≤ δ٠, . . . , δϑ−١ ≤ ϑ − ١ و t٠ ≤ tδ٠ , . . . , tδϑ−١ ≤ tf به طوری که
کنید: فرض ͬ کنیم. م تبدیل انتگرال معادله به  را انتگرال‐دیفرانسیل

h(τ) ≜ g(ϑ)(τ) (٢۴ . ۴)
داریم: سپس

g(τ) =

∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

h(σ١)dσ١ . . . dσϑ +

ϑ−١∑
j=٠

g(j)(−١)
j!

(τ + ١)j (۴ . ٢۵آ)

= ϱ(τ) +
ϑ−١∑
j=٠

g(j)(−١)
j!

(τ + ١)j

g(p)(τ) =

∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−p

h(σ١)dσ١ . . . dσϑ−p +
ϑ−١∑
j=p

g(j)(−١)
(j − p)!

(τ + ١)j−p (۴ . ٢۵ب)

g(δj)(τ) =

∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−δj

h(σ١)dσ١ . . . dσϑ−δj +

ϑ−١∑
j=δj

g(j)(−١)
(j − δj)!

(τ + ١)j−δj (۴ . ٢۵ج)

ϱ(τ) ≜
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

h(σ١)dσ١ . . .dσϑ (٢۶ . ۴)

زیر معادله به (١٧ . ۴) معادله در (۴ . ٢۵ب) و (۴ . ٢۵آ) و (٢۴ . ۴) معادلات جای گذاری با حال
ͬ رسیم: م

h(τ) +
ν∑

p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp ·
∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−p

h(σ١)dσ١ . . . dσϑ−p (٢٧ . ۴)

+

η∑
q=١

( tf − t٠
٢

)ϑ+q
ϕ̄q ·

∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
q

(rq(τ, σ١; t٠, tf )ϱ(σ١))dσ١ . . .dσq
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=
( tf − t٠

٢
)ϑ
f(τ ; t٠, tf )−

ν∑
p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp ·
ϑ−١∑
j=p

g(j)(−١)
(j − p)!

(τ + ١)j−p

−
η∑

q=١

( tf − t٠
٢

)ϑ+q
ϕ̄q ·

ϑ−١∑
j=٠

g(j)(−١)
j!

·
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
q

(rq(τ, σ١; t٠, tf )(σ١ + ١)j)dσ١ . . . dσq

داریم: (١۶ . ۴) معادله از استفاده با و (٢٣ . ۴) معادله در مرزی شرایط با علاوه بر این،
g(δj)(τ) |τ=τδj

=
( tf − t٠

٢
)δj

χδj , j = ٠, ١, . . . , ϑ− ١. (٢٨ . ۴)
داشت: خواهیم (۴ . ٢۵ج) معادله با (٢٨ . ۴) معادله ترکیب ∫از τδj

−١ . . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−δj

h(σ١)dσ١ . . . dσϑ−δj +

ϑ−١∑
j=δj

g(j)(−١)
(j − δj)!

(τδj + ١)j−δj (٢٩ . ۴)

=
( tf − t٠

٢
)δj

χδj , j = ٠, ١, . . . , ϑ− ١
(١۴ . ۴) انتگرال‐دیفرانسیل معادله با متناظر انتگرال (۴ . ٢٩)معادله (۴ . ٢٧)و معادلات بنابراین،

بازه در LGR هم محلͬ نقاط توسط را (٢٧ . ۴) انتگرال معادله اکنون است. (٢٣ . ۴) و
به طوری که: ͬ زنیم، م تقریب شبه طیفͬ انتگرال ماتریس با {τ̂k ∈ (−١, ١]}N

k=١

ĥk +

ν∑
p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp ·

(
N∑
i=١

Î
ϑ−p
ki ĥi

)
+

η∑
q=١

( tf − t٠
٢

)ϑ+q
ϕ̄q (٣٠ . ۴)

×

(
N∑
i=١

Î
q
ki · (rq(τ̂k, υ̂i; t٠, tf )ϱ̂i)

)
=
( tf − t٠

٢
)ϑ
f(τ̂k; t٠, tf )

−
ν∑

p=٠
( tf − t٠

٢
)ϑ−p

ϕp ·
ϑ−١∑
j=p

g(j)(−١)
(j − p)!

(τ̂k + ١)j−p −
η∑

q=١

( tf − t٠
٢

)ϑ+q
ϕ̄q

×
ϑ−١∑
j=٠

g(j)(−١)
j!

·

(
N∑
i=١

Î
q
ki ·
(
rq(τ̂k, υ̂i; t٠, tf )(υ̂i + ١)j)),

ͬ کنیم: م تعریف است. {ĥk ≈ h(τ̂k)}Nk=١ به طوری که
ϱ̂i ≜

∫ τ̂i

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

h(σ١)dσ١ . . . dσϑ =

(
N∑
i=١

Î
ϑ
ij ĥj

)
.

زد: تقریب ͬ توان م زیر به صورت را (٢٩ . ۴) معادله )علاوه براین
N∑
i=١

ϖ̂
δj
i ĥi

)
+

ϑ−١∑
j=δj

g(j)(−١)
(j − δj)!

(τδj +١)j−δj =
( tf − t٠

٢
)δj

χδj , j = ٠, ١, . . . , ϑ−١ (٣١ . ۴)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ϖ̂δj
i آن در که

ϖ̂
δj
i ≜

∫ τδj

−١ . . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−δj

L̂i(σ١)dσ١ . . .dσϑ−δj , i = ١,٢, . . . , N, j = ٠, ١, . . . , ϑ−١. (٣٢ . ۴)



۵٩ شبه طیفͬ انتگرال روش
و {ĥk}Nk=١ متغیرهای با از جبری خطͬ معادلات دستگاه ΁ی (٣١ . ۴) و (٣٠ . ۴) معادلات
مورد متغیرهای آوردن به دست و فوق دستگاه حل از بعد ͬ دهد. م تش΄یل {g(j)(−١)}ϑ−١

j=٠
ͬ شود: م حاصل زیر به صورت نهایی جواب (۴ . ٢۵آ) معادله طریق از نظر

ĝk =

(
N∑
i=١

Î
ϑ
kiĥi

)
+

ϑ−١∑
j=٠

g(j)(−١)
j!

(τ̂k + ١)j , k = ١,٢, . . . , N. (٣٣ . ۴)

متغیر ضرایب با خطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادلات
،ϑ ≥ ١ به طوری که {ψ̄q(t)}ηq=١ و {ψp(t)}νp=٠ متغیر ضرایب با خطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادله

ب·یرید: نظر در را باشد η ≥ ١ و ν ≤ ϑ− ١
gϑ(t) +

ν∑
p=٠

ψp(t) · g(p)(t) +
η∑

q=١
ψ̄q(t) ·

∫ t

t٠
. . .

∫ s٢

t٠︸ ︷︷ ︸
q

(rq(t, s١)g(s١))ds١ . . . dsq = f(t), (٣۴ . ۴)

برای داریم. نیز را (٢٣ . ۴) معادله در مرزی شرایط همچنین و (١۵ . ۴) معادله در اولیه شرایط
هم محلͬ نقاط از حاصل مربوطه ی خطͬ جبری دستگاه انتگرال‐دیفرانسیل، معادلات این
ψp(τ̂k; t٠, tf ) ش΄ل به به ترتیب ((٣١ . ۴) معادله (همچنین (٣٠ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات با LGR

ͬ شود. م جای·زین ϕ̄q و ϕp با ψ̄q(τ̂k; t٠, tf ) و

غیرخطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادلات
شرایط و (١۵ . ۴) معادله از اولیه شرایط به توجه با را زیر غیرخطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادله
باشد، q١, . . . , qη ≥ ١ و ٠ ≤ p١ < · · · < pν ≤ ϑ− ١ ،ϑ ≥ ١ به طوری که (٢٣ . ۴) معادله از مرزی

ب·یرید. نظر در
Q
(
t, g(ϑ)(t), g(p١)(t), . . . , g(pν)(t),

∫ t

t٠
. . .

∫ s٢

t٠︸ ︷︷ ︸
q١

R١(t, s١, g(s١))ds١ . . . dsq١ , . . . , (٣۵ . ۴)
∫ t

t٠
. . .

∫ s٢

t٠︸ ︷︷ ︸
qη

Rη(t, s١, g(s١))ds١ . . .dsqη
)
= ٠.

انتگرال‐دیفرانسیل معادله به τ متغیر تغییر اعمال و (٣۵ . ۴) و (١۶ . ۴) معادلات از استفاده با
داریم: ͬ شود، م تبدیل متناظر

Q
(
τ, g(ϑ)(τ), g(p١)(τ), . . . , g(pν)(τ),

∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
q١

R١(τ, σ١, g(σ١); t٠, tf )dσ١ . . .dσq١ (٣۶ . ۴)

, . . . ,

∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
qη

Rη(τ, σ١, g(σ١); t٠, tf )dσ١ . . . dσqη ; t٠, tf
)
= ٠.



بالا مرتبه انتگرال‐دیفرانسیل معادلات حل برای آنالیزهم·رایی و شبه طیفͬ روش ۶٠
داریم: (٣۶ . ۴) معادله در (۴ . ٢۵ب) و (۴ . ٢۵آ) و (٢۴ . ۴) معادلات جای گذاری با

Q
(
τ, h(τ),

∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−p١

h(σ١)dσ١ . . . dσϑ−p١ , . . . ,
∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−pν

h(σ١)dσ١ . . .dσϑ−pν , (٣٧ . ۴)
∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
q١

R١(τ, σ١, ϱ(σ١); t٠, tf )dσ١ . . . dσq١ , . . . ,

∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
qη

Rη(τ, σ١, ϱ(σ١); t٠, tf )dσ١ . . . dσqη ; t٠, tf
)
= ٠.

با متناظر انتگرال معادله (٢٩ . ۴) معادله همچنین و (٣٧ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات بنابراین
است. (٣۵ . ۴) و (٢٣ . ۴) و (١۵ . ۴) انتگرال‐دیفرانسیل معادلات

شبه طیفͬ انتگرال ماتریس با LGR هم محلͬ نقاط از استفاده با انتگرال(۴ . ٣٧) معادله حال،
داریم: ͬ شود، م زده تقریب

Q

(
τ̂k, ĥk,

(
N∑
i=١

Î
ϑ−p١
ki ĥi

)
, . . . ,

(
N∑
i=١

Î
ϑ−pν
ki ĥi

)
,

(
N∑
i=١

Î
q١
kiR̂

١
i

)
, . . . , (٣٨ . ۴)

(
N∑
i=١

Î
qη
ki R̂

η
i

)
; t٠, tf

)
= ٠, k = ١,٢, . . . , N

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت R̂j
i به طوری که

R̂j
i ≜ Rj(τ̂k, υ̂i, ϱ̂i; t٠, tf ), j = ١,٢, . . . , η. (٣٩ . ۴)

معادله (همچنین (٣٨ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات خطͬ، انتگرال‐دیفرانسیل معادله با مقایسه در
جبری معادلات دستگاه ΁ی ({gj(−١)}ϑ−١

j=٠ و {ĥk}Nk=١ (همچنین {ĥk}Nk=١ متغیر با ((٣١ . ۴)
برای نیوتن روش مانند روشͬ غیرخطͬ دستگاه حل برای بنابراین ͬ دهند. م تش΄یل غیرخطͬ
برای پایان در باشد، مناسب باید ({gj(−١)}ϑ−١

j=٠ و {ĥk}Nk=١ (همچنین {ĥk}Nk=١ آوردن به دست
ͬ شود. م استفاده (٣٣ . ۴) معادله از {ĝk}Nk=١ آوردن به دست

هم·رایی آنالیز ۵ . ۴
هر در LGR هم محلͬ نقاط برای را پیشنهادی شبه طیفͬ روش هم·رایی آنالیز بخش، این در
نیز LG هم محلͬ نقاط برای ͬ توان م را نتایج همین البته ͬ کنیم، م بررسͬ L٢ و L∞ فضای دو

داد. توسعه
سمت در که L٢ نرم های از برخͬ فقط لژاندر، چندجمله ای تقریب خطاهای کران از بعضͬ در

مناسب ترند شبه نرم ها بنابراین ͬ شوند. م بررسͬ ͬ شود، م ظاهر (١ . ۵آ) معادله راست
|ν(τ)|Hm;N (−١,١) ≜

(
m∑

j=min(m,N+١)
∥ν(j)(τ)∥٢

)١/٢
(۴٠ . ۴)



۶١ هم·رایی آنالیز
داریم: N ≥ m− ١ هرگاه باشید داشته توجه

|ν(τ)|Hm;N (−١,١) = |ν(τ)|Hm(−١,١) (۴١ . ۴)
داریم: سپس m ≥ ١ و ν(τ) ∈ Hm(−١, ١) کنید فرض .١ . ۵ . ۴ لم

∥ν(τ)− T̂Nν(τ)∥ ≤ CN−m|ν(τ)|Hm;N (−١,١), (۴ . ۴٢آ)
∥ν(τ)− T̂Nν(τ)∥∞ ≤ CN

٣۴−m|ν(τ)|Hm;N (−١,١). (۴ . ۴٢ب)
برای نتایج همین است. {τ̂i}N+١

i=١ LGR نقاط با متناظر لاگرانژ درون یابی تابع T̂N (·) به طوری که
ͬ آید. م به دست LGR و LG نقاط

توسط برهان.
∥u− INu∥L(١,١−)٢ ≤ CN (−m)|u|Hm;N (−١,١)

و
∥r − Iα,βN ν∥L∞(I) ≤ CN

٣۴−m|ν|Hm;N (I)

ͬ شود. م اثبات [۵٠] (٣.١٠) معادله و [٣۴] معادله(٣٣.۵.۴) از

خطا معادله
ب·یرید: نظر در را زیر معادله کلیت، دادن دست از بدون

g(τ) = f(τ) +

∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

g(σ١)dσ١ . . . dσϑ, τ ∈ [−١, ١] (۴٣ . ۴)

به دست آمده (۴ . ۴) بخش در انتگرال معادله مهم پارامترهای {τ̂k}N+١
k=١ LGR هم محلͬ نقاط با

است.
g(τ̂k) = f(τ̂k) +

∫ τ̂k

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

g(σ١)dσ١ . . .dσϑ, (۴۴ . ۴)

و
ĝk = f(τ̂k) +

(
N+١∑
i=١

Î
ϑ
kiĝi

)
, (۴۵ . ۴)

داریم: (۴۴ . ۴) از (۴۵ . ۴) معادله تفریق با است. برقرار {ĝk ≈ g(τ̂k)}N+١
k=١ به طوری که است،

g(τ̂k)− ĝk =

∫ τ̂k

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

g(σ١)dσ١ . . .dσϑ −

(
N+١∑
i=١

Î
ϑ
kiĝi

)
(۴۶ . ۴)

=

∫ τ̂k

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . . dσϑ



بالا مرتبه انتگرال‐دیفرانسیل معادلات حل برای آنالیزهم·رایی و شبه طیفͬ روش ۶٢
داریم: به طوری که

e(τ) ≜ g(τ)− ĝN (τ) (۴ . ۴٧آ)
ĝN (τ) ≜

N+١∑
k=١

ĝkL̂k(τ) (۴ . ۴٧ب)

ͬ کنیم، م ͽجم k = N + ١ تا k = ١ از و ضرب (۴۶ . ۴) معادله طرف دو در را L̂k(τ)

N+١∑
k=١

L̂k(τ)g(τ̂k)−
N+١∑
k=١

L̂k(τ)ĝk =
N+١∑
k=١

L̂k(τ)

(∫ τ̂k

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . . dσϑ
)

داریم: بنابراین
T̂Ng(τ)− ĝN (τ) = T̂N

(∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . . dσϑ
) (۴٨ . ۴)

داریم: (۴٨ . ۴) معادله در (۴ . ۴٧آ) معادله جای گذاری با حال
e(τ) =

∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . .dσϑ + ε١(τ) + ε٢(τ) (۴٩ . ۴)

به طوری که:
ε١(τ) ≜ g(τ)− T̂Ng(τ) (۴ . ۵٠آ)
ε٢(τ) ≜ T̂N

(∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . .dσϑ
)
−
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . .dσϑ (۴ . ۵٠ب)

: به ͬ رسیم م (۴٩ . ۴) معادله توسط
|e(τ)| ≤

∣∣∣∣∣
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . . dσϑ
∣∣∣∣∣+ |ε١(τ)|+ |ε٢(τ)| (۵١ . ۴)

≤ C

∫ τ

−١
|e(σ)|dσ + |ε١(τ)|+ |ε٢(τ)|

ͬ شود. م حاصل آن ساده ی مشتقات برخͬ و کوشͬ انتگرال فرمول از دوم نامساوی

L∞ در خطا تخمین
تقریبی جواب ĝN (τ) و (۴٣ . ۴) انتگرال معادله دقیق جواب g(τ) کنید فرض .١ . ۵ . ۴ قضیه
باشد m ≥ ١ و g(τ) ∈ Hm(−١, ١) اگر ͬ آید. م به دست (۴ . ۴٧ب) و (۴۵ . ۴) معادله از که باشد
داریم: بزرگ کافͬ اندازه به های N برای بنابراین تعریف شود، (۴ . ۴٧آ) معادله توسط e(τ) و

∥e(τ)∥∞ ≤ CN
٣۴−m|g(τ)|Hm;N (−١,١), (۵٢ . ۴)



۶٣ هم·رایی آنالیز
داریم: [۴٩ ،۴٧] به توجه با ۵ گرونوال استاندارد نامساوی و (۵١ . ۴) معادله توسط برهان.

∥e(τ)∥∞ ≤ C
٢∑

j=١
∥εj(τ)∥∞ (۵٣ . ۴)

داریم: (۴ . ۴٢ب) معادله به توجه با حال
∥ε١(τ)∥∞ = ∥g(τ)− T̂Ng(τ)∥∞ (۵۴ . ۴)

≤ CN
٣۴−m|g(τ)|Hm;N (−١,١),

ͬ شود: م نتیجه m = ١ برای
∥ε٢(τ)∥∞ ≤ CN− ١۴

∣∣∣∣∣
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . . dσϑ
∣∣∣∣∣
H١;N (−١,١)

(۵۵ . ۴)

= CN− ١۴
∥∥∥∥∥
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−١

e(σ١)dσ١ . . . dσϑ−١
∥∥∥∥∥

≤ CN− ١۴
∥∥∥∥∥
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−١

e(σ١)dσ١ . . . dσϑ−١
∥∥∥∥∥
∞

≤ CN− ١۴ ∥e(τ)∥∞.

(۵٢ . ۴) معادله N بودن بزرگ کافͬ اندازه به و (۵۵ . ۴) تا (۵٣ . ۴) معادلات ترکیب با حال
ͬ شود. م حاصل

L٢ در خطا تخمین
تقریبی جواب ĝN (τ) و (۴٣ . ۴) انتگرال معادله دقیق جواب g(τ) کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ قضیه
باشد m ≥ ١ و g(τ) ∈ Hm(−١, ١) اگر ͬ آید. م به دست (۴ . ۴٧ب) و (۴۵ . ۴) معادله از که باشد

داریم: بزرگ کافͬ اندازه به های N برای لذا تعریف شود، (۴ . ۴٧آ) معادله توسط e(τ) و
∥e(τ)∥ ≤ CN−m|g(τ)|Hm;N (−١,١), (۵۶ . ۴)

داریم: [۴٩ ،۴٧] به توجه با گرونوال استاندارد نامساوی و (۵١ . ۴) معادله توسط برهان.

∥e(τ)∥ ≤ C

٢∑
j=١

∥εj(τ)∥ (۵٧ . ۴)

داریم: (۴ . ۴٢آ) معادله به توجه با حال
∥ε١(τ)∥ ≤ CN−m|g(τ)|Hm;N (−١,١), (۵٨ . ۴)

۵standard Grownwall inequality



بالا مرتبه انتگرال‐دیفرانسیل معادلات حل برای آنالیزهم·رایی و شبه طیفͬ روش ۶۴
داریم: ،N بودن بزرگ کافͬ اندازه به توجه با و m = ١ برای

∥ε٢(τ)∥ ≤ CN−١
∣∣∣∣∣
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ

e(σ١)dσ١ . . . dσϑ
∣∣∣∣∣
H١;N (−١,١)

(۵٩ . ۴)

= CN−١
∥∥∥∥∥
∫ τ

−١ . . .
∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−١

e(σ١)dσ١ . . .dσϑ−١
∥∥∥∥∥

≤ CN−١
∥∥∥∥∥
∫ τ

−١
. . .

∫ σ٢

−١︸ ︷︷ ︸
ϑ−١

e(σ١)dσ١ . . .dσϑ−١
∥∥∥∥∥
∞

≤ CN−١∥e(τ)∥∞.

(۵٢ . ۴) معادله در ∥e(τ)∥∞ نتیجه به توجه با (۵٩ . ۴) معادله تا (۵٧ . ۴) معادله ترکیب با حال
ͬ شود. م حاصل (۵۶ . ۴) معادله

عددی نتایج ۶ . ۴
ب·یرید: نظر در را زیر [۴۶] انتگرال‐دیفرانسیل معادله .١ . ۶ . ۴ مثال

g′′(t) + g(t) + tet · g′(t) + et ·
∫ t

٠ esg(s)ds = ٢e−t − t+ tet, t ∈ [٠, ١] (۶٠ . ۴)
این به وضوح باشد. مسئله دقیق جواب g(t) = e−t و اولیه شرایط g(٠) = −g′(٠) = ١ که
ψ̄١(t) = et (t)ψ١و = tet, ψ٠(t) = ١ متغیر ضرایب دارای خطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادله

ͬ باشد. م
که ͬ کنیم م حل LG هم محلͬ نقاط در شبه طیفͬ روش توسط را انتگرال‐دیفرانسیل معادله این
متغیرهای با (٣٠ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات مانند خطͬ جبری معادلات دستگاه ΁ی به نتیجه در
LG نقاط برای (٣٣ . ۴) معادله نظیر نهایی جواب علاوه براین ͬ شود. م تبدیل {hk ≈ h(τk)}Nk=١

است: زیر به صورت

gk =

(
N∑
i=١

Iϑ
kihi

)
+

ϑ−١∑
j=٠

g(j)(−١)
j!

(τk + ١)j , k = ١,٢, . . . , N + ١, (۶١ . ۴)

روش برای L∞ نرم در تقریبی خطاهای است. gN+١ ≈ g(+١) و {gk ≈ g(τk)}N+١
k=١ به طوری که

روش که ͬ شود م نتیجه داده شده است. ۴ . ١نشان ش΄ل در [٣٩] ۶ ال‐کادی و بررسͬ مورد
Nهای برای بررسͬ مورد روش اما ͬ کند نم عمل به درستͬ N > ٨۵ برای ال کادی تقریبی
روش به نسبت بهتری پایداری بررسͬ مورد روش بنابراین ͬ کند. م عمل به خوبی هم بزرگ
روش دو هر از حاصل خطͬ دستگاه های شرطͬ اعداد از لیستͬ ١ . ۴ جدول دارد. ال‐کادی

۶El-Kady



۶۵ عددی نتایج

روش و بررسͬ مورد روش برای L∞ نرم در ١ . ۶ . ۴ مثال تقریبی خطای :١ . ۴ ش΄ل
ال‐کادی

١٠٠ ٨٠ ۶٠ ۴٠ ٢٠ N

‐ ٣٫۶٢٨٨ × ١٠١٨ ۶٫٨٣۶٢ × ١٠٨ ۴٫٠۶٨١ ۴٫٠٠٨۵ ال‐کادی روش
۴٫١٠۴١ ۴٫٠٩٨٠ ۴٫٠٨٨٠ ۴٫٠۶٨١ ۴٫٠٠٨۵ حاضر روش
٣٠٠٠ ٢٠٠٠ ١۵٠٠ ١٠٠٠ ۵٠٠ N

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ال‐کادی روش
۴٫١٢٧٣ ۴٫١٢۶٩ ۴٫١٢۶۵ ۴٫١٢۵٧ ۴٫١٢٣٣ حاضر روش

ال‐کادی روش و حاضر روش مثال۴ . ۶ . ١برای شرطͬ اعداد :١ . ۴ جدول

N از مستقل بررسͬ مورد روش برای شرطͬ عدد ͬ بینیم م که همان طور ͬ دهد. م نشان را
١ . ۴ ش΄ل در حاصل نتایج به توجه با ͬ که درحال است، بزرگ تر Nهای برای ۴٫١٢ برابر تقریبی

نیست. بزرگ Nهای برای خوبی شرایط دارای ال‐کادی روش از حاصل خطͬ دستگاه
ب·یرید: نظر در را زیر [۴٢] انتگرال‐دیفرانسیل معادله .٢ . ۶ . ۴ مثال

g(٣)(t) + t ·
∫ π٢

٠ sg′(s)ds = sin(t)− t, t ∈ [٠, π٢ ], (۶٢ . ۴)
اولیه شرایط با

g(٠) = ١, g′(٠) = ٠, g′′(٠) = −١, (۶٣ . ۴)
معادلات انواع جزء مستقیم به طور معادله این ͬ باشد. م دقیق جواب g(t) = cos(t) به طوری که
h(t) ≜ g(٣)(t) به صورت h(t) تعریف با اما نیست، کرده ایم توصیف که انتگرال‐دیفرانسیلͬ
هم محلͬ نقاط با پیشنهادی شبه طیفͬ روش بنابراین، کرد. اصلاح انتگرال  معادله به ͬ توان م
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روش و بررسͬ مورد روش برای L٢ نرم در ٢ . ۶ . ۴ مثال خطای تقریبی :٢ . ۴ ش΄ل
ال‐کادی

١٠٠ ٨٠ ۶٠ ۴٠ ٢٠ N

‐ ۵٫٣٧٩۵ × ١٠٢١ ١٫٣١٩۴ × ١٠١٢ ٢٫٢٩۶٧ ٢٫٣١٢٠ ال‐کادی روش
٢٫٢٨٧۶ ٢٫٢٨٩١ ٢٫٢٩١۶ ٢٫٢٩۶٧ ٢٫٣١٢٠ حاضر روش

٣٠٠٠ ٢٠٠٠ ١۵٠٠ ١٠٠٠ ۵٠٠ N

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ال‐کادی روش
٢٫٢٨١٩ ٢٫٢٨٢٠ ٢٫٢٨٢١ ٢٫٢٨٢٣ ٢٫٢٨٢٩ حاضر روش

ال‐کادی روش و حاضر روش برای مثال۴ . ۶ . ٢ شرایط تعداد :٢ . ۴ جدول

حاصل خطͬ جبری معادلات دستگاه و ͬ شود م اعمال انتگرال‐دیفرانسیل معادله به نیز LGR

نرم در تقریبی خطاهای ͬ باشد. م {ĥ}N
k=١ متغیرهای با (٣٠ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات مانند آن از

همان طور است شده داده نشان ٢ . ۴ ش΄ل در ال‐کادی روش و بررسͬ مورد روش برای L٢
مانده ثابت N ≥ ١۵ برای که است ١−١٠۵ حدودا حاضر روش برای خطا ͬ شود، م مشاهده که
ͬ یابد. م افزایش توجهͬ قابل به میزان N ≥ ۵٠ برای ال‐کادی روش خطای ͬ که در حال است،
سرعت و ͬ یابد، م کاهش N ≤ ١۵ برای خطͬ به صورت خطا روش دو هر برای علاوه براین،
دستگاه های شرطͬ اعداد از لیستͬ ٢ . ۴ جدول نمود. مشاهدهه ͬ توان م را طیفͬ هم·رایی
حاصل خطͬ دستگاه که ͬ شود م نتیجه به راحتͬ ͬ دهد. م نشان را روش دو هر از حاصل خطͬ
Nهای برای ال‐کادی روش از حاصل نتایج ͬ که درحال دارد، بهتری شرایط حاضر روش از

نیستند. خوبی شرایط دارای بزرگ
ب·یرید: نظر در را زیر [٣۶ انتگرال‐دیفرانسیل[٣٣، معادله .٣ . ۶ . ۴ مثال

g′(t) + g(t)− t(١ + ٢t) ·
∫ t

٠ es(t−s)g(s)ds = ١ + ٢t, t ∈ [٠, ١], (۶۴ . ۴)



۶٧ عددی نتایج

٣ . ۶ . ۴ مثال دقیق خطای حداکثر :٣ . ۴ ش΄ل
ͬ باشد. م دقیق جواب g(t) = et

٢ اینکه به توجه با و g(٠) = ١ اولیه شرایط با
به صورت انتگرال‐دیفرانسیل معادله خطͬ متغیر ضرایب دارای نیز معادله این مثال۴ . ۶ . ١ مانند
بررسͬ مورد شبه طیفͬ روش توسط است. r١(t, s) = es(t−s) و ψ̄١(t) = −t(١ + ٢t), ψ٠(t) = ١
حل را انتگرال‐دیفرانسیل معادله این [٣۶] چبیشف طیفͬ روش و LG هم محلͬ نقاط در
خطای حداکثر و ͬ شود م مشاهده ٣ . ۴ ش΄ل در را روش دو هر تقریبی خطای ͬ کنیم. م

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را نقطه ای
∥e(τ̃k)∥∞ ≜ max١≤k≤N

|g(τ̃k)− g̃k|, (۶۵ . ۴)
سرعت به وضوح ͬ باشد. م {τ̃k}Nk=١ هم محلͬ نقاط در g(τ) عددی حل {g̃k}Nk=به طوری که١
شده پیشنهاد شبه طیفͬ روش که ͬ بینیم م و ͬ شود م مشاهده روش دو هر برای هم·رایی

است[٣۶]. چبیشف طیفͬ روش از دشوارتر کمͬ
ب·یرید: نظر در را زیر انتگرال‐دیفرانسیل[۵٣] معادله .۴ . ۶ . ۴ مثال

g′(t)−
∫ t

٠ g(٣)(t)dt = et − ١
٣e٣t + ١

٣ , t ∈ [٠, ١], (۶۶ . ۴)
ͬ باشد. م مسئله دقیق جواب g(t) = et که کنید توجه و g(٠) = ١ اولیه شرایط با

انتگرال‐دیفرانسیل معادله معادله، این فوق خطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادلات برخلاف
هم محلͬ نقاط در شده پیشنهاد شبه طیفͬ روش توسط را معادله این بنابراین، است. غیرخطͬ
متغیرهای با حاصل غیرخطͬ جبری معادلات دستگاه و کردیم تبدیل انتگرال معادلات به LGR

در L∞ و L٢ نرم دو هر در تقریبی خطاهای کردیم. حل نیوتن‐رافسون روش با را {ĥk}Nk=١
این به ͬ شود. م مشاهده قبل مانند هم·رایی سرعت دوباره و است داده شده نشان ش΄ل۴ . ۴
روش غیرخطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادلات در عددی دقیق جواب آوردن به دست ترتیب،

است. مش΄ل ساز شبه طیفͬ
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L٢ و L∞ نرم دو هر ۴ . ۶ . ۴در مثال تقریبی خطای :۴ . ۴ ش΄ل

نتیجه گیری ٧ . ۴
این صورت به ͬ یا بند م گسترش درون یابی چندجمله ای براساس توابع شبه طیفͬ، روش در
نتایج گره ای نقاط دلخواه انتخاب که آن جا از هستند. مشترک بسط دارای گره ای نقاط که
بهترین آوردن به دست برای گاوسͬ انتگرال گیری مختلف نقاط دارد، درون یابی در ضعیفͬ
نقاط در درون یابی چندجمله ای های این مشتقات است. شده انتخاب تابع ΁ی درون یابی دقت
شبه طیفͬ روش های از مهم جنبه دو این ͬ شود. م تعیین مشتق گیری ماتریس توسط گره ای
آن ها گاوسͬ، انتگرال گیری نقاط و آزمون توابع به عنوان درون یابی چندجمله ای انتخاب یعنͬ

ͬ کند. م متمایز دی·ر روش های از را
معرفͬ لژاندر چندجمله ای ΁کم با پیوسته تابع ΁ی از تقریبی سوم فصل در پایان نامه این در
΁ی که است بوده S٣ و S٢, S١ مختلف نقاط روی لژاندر تقریب بر مبتنͬ روش این کردیم.
به منجر روش این آوردیم. به دست متوالͬ تقریب های انتگرال برای را جدید عملͬ ماتریس
معادلات و غیرخطͬ و خطͬ انتگرال معادلات دو هر برای ͬ تواند م که شده دقیقͬ بسیار نتایج
را شبه طیفͬ انتگرال گیری روش ΁ی چهارم فصل در رود. به کار موفقیت با انتگرال‐دیفرانسیل
ماتریس بازگشتͬ رابطه طریق از هم محلͬ نقاط برای شبه طیفͬ انتگرال ماتریس محاسبه برای
دو هر در شبه طیفͬ شده پیشنهاد روش برای را هم·رایی آنالیز دادیم. ارائه لژاندر انتگرال
نمودارهای و جدول ها دادیم. ارائه خطͬ انتگرال معادلات ΁ی طریق از L∞ و L٢ فضای
به دست ال‐کادی توسط که مقادیری و مذکور روش برای تقریبی و مطلق خطای حداکثر
Nهای برای حاضر روش از حاصل خطͬ دستگاه که رسیدیم نتیجه این به شد. ارائه آمده
شبه طیفͬ روش بین را هم·رایی سرعت دارد. ال‐کادی روش به نسبت بهتری شرایط بزرگ
از بهتر حدودی تا شبه طیفͬ روش که شد مشاهده و کردیم بررسͬ چبیشف طیفͬ روش و
عددی دقیق جواب برای روش این که شد مشاهده همچنین و است بوده چبیشف طیفͬ روش

ͬ شود. م مواجه مش΄ل با غیرخطͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادلات در
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Abstract

In this thesis, The Chebyshev and Legendre polynomials are used to numerical solution the Volterra-
Fredholm integral equations. Then, a pseudospectral method is proposed based on the integral
matrix for solving integral equations and integro-differential equations. The solution of the inte-
gral equations and the integro-differential equations are obtained at the collocation points. Then,
an efficient and stable approach to computing the pseudospectral integration matrix is presented
through a recursive relationship of Legendre integration matrices. Furthermore, the convergence
analysis of the method is given in both L∞ and L2 spaces via a linear integral equations and the
convergence rate is shown by numerical results.
Keywords: Integral equations, integro-differential equations, Legendre polynomials, Chebyshev
polynomials, Pseudospectral method, Collocation points, Integral pseudospectral matrices.
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