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چ΋یده
-kتایی محدب توابع و k-تایی گون ستاره توابع از هایی رده به مربوط قضایای و تعاریف بیان به پایان�نامه این در
قرار مطالعه مورد مذبور های رده روی را آنها خواص از ͳبرخ انتگرال عملΎر چند ͳمعرف با همچنین پردازیم، ͳم
ͳم ͳبررس را باز ی ی΋ه Έدیس در ͳتحلیل توابع روی انتگرال عملΎرهای ارزی تک برای معیارهایی و دهیم ͳم

کنیم.

انتگرال عملΎر محدب، توابع گون، ستار توابع ارز، تک توابع ،ͳتحلیل توابع کلیدی: واژه�های



پیشΎفتار

f(z١) = f(z٢) باشد ارز تک تابع f اگر بنابراین نامیم. ͳم ارز تک را باشد ͳم Έی به Έی که ͳتحلیل تابع

خم ارز تک تابع ͳهندس نظر از و دارد صفر مخالف مشتق ارز تک تابع ͳتحلیل نظر از . z١ = z٢ دهد ͳم نتیجه

و خواص این ترکیب ͳونگΎچ جهت در ͳفراوان تحقیقات و نگارد.مطالعات ͳم ساده های خم بر را ساده های

گرفت. انجام باشند داشته ͳتحلیل یا ͳهندس سرشت که قضایی اثبات برای دیΎر خواص

و نامید S را باشند ͳم ارز تک و ͳتحلیل باز ی ی΋ه Έدیس در که ͳتوابع ی رده ١ [١٩٧۵] سیلورمن ابتدا در

پرداخت. آنها اکسترمال توابع و ͳپوشش قضایای ͳبررس به رده این های رده زیر از ͳکامل شرح با

اکر و ͳگون همچنین و داد قرار مطالعه مورد را ͳمنف ضرایب با توابع از ای رده زیر خواص ٢ کاناس[٢٠٠٠]

ی رده روی بر را S ی رده روی بر من سیلور توسط آمده بدست نتایج (k, n, α)−ST ی رده ͳمعرف با ٣ [٢٠٠۵]

میداریم. بر آنها تعمیم جهت در ͳگام نامه پایان این ی ارائه با نیز گرفتند.ما را نتایج بهترین و کردند ͳبررس مذبور

استفاده مورد بعدی فصول در که است شده داده اختصاص قضایایی و تعاریف بیان به اول فصل راستا، این در

ضرایب با k-تایی محدب توابع و k-تایی گون ستاره توابع از هایی رده تعریف به دوم، فصل در گیرند، ͳم قرار

رده روی را آنها خواص از ͳبرخ انتگرال عملΎر دو ͳمعرف با سوم، فصل در پردازیم. ͳم مربوطه قضایای و ͳمنف

Έدیس در ͳتحلیل توابع روی انتگرال عملΎر چند ارزی تک برای معیارهایی نهایت، در و دهیم ͳم شرح مذبور های

دهیم. ͳم قرار مطالعه مورد را باز ی ی΋ه

١H. Silverman
٢S. Kanas
٣Ozlem Guney, Sumer Eker
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١ فصل

ͳمقدمات مفاهیم و نیازها پیش

تعاریف و گذاری نماد ١.١

شود. ͳم استفاده زیر نمادهای از نامه پایان این در

ͳحقیق اعداد مجموعه R

مختلط اعداد مجموعه C

r شعاع و ζ مرکز به باز Έدیس U(ζ, r) = {z ∈ C; |z − ζ| < r}

باز ی ی΋ه Έدیس U = U(٠,١)

باشد. ͳم بعد فصول در نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف شامل بخش این

بطوری΋ه باشند. ͳم axn صورت به جمله هر که است جملات از ͳمجموع ای جمله چند Έی تعریف١.١.١.

نام مختلط ای جمله چند مختلط، ضرایب با ای جمله چند Έی همچنین و است متغیر Έی x و توان n ضریب، a

دارد. نام آن ی مرتبه ای جمله چند Έی توان بیشترین دارد.

ای قاعده توان ͳم را Y مجموعه به X مجموعه از تابع Έی باشند مجموعه دو Y و X هرگاه .٢.١.١ تعریف

نسبت را f(x) چون Y ی مجموعه از عضو Έی فقط و Έی x چون X ی مجموعه عضو هر به که کرد تعریف

دهیم. ͳم نشان f : X → Y با را Y به X از f تابع دهد، ͳم

عناصری همه مجموعه نیز f تابع برد است. X مجموعه همان شود ͳم داده نمایش domf با که f تابع دامنه

١



ͳمقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١ ٢فصل

دهیم: ͳم نشان Imf یا ranf با را f تابع برد باشند f تحت X از عضوی تصویر که است y از

ranf = {y ∈ Y : ∃x(x ∈ X ∧ y = f(x)}

باشد. پذیر مشتق z٠ ͳΎهمسای Έی در هرگاه گوییم ͳتحلیلz٠ در را f تابع تعریف٣.١.١.

Έدیس در که f(z)باشد = z + a٢z
٢ + ... ش΋ل به توابع از ای رده H کنیم فرض (قرارداد) تعریف١.١.۴.

باشند. ͳم ͳتحلیل U = {z ∈ C; |z| < ١} باز ی ی΋ه

دهند. ͳم نشان D با معمولا را میدان شود. ͳم نامیده میدان باز، و همبند مجموعه هر تعریف١.١.۵.

برای و باشد UR = {z ∈ C :| z |< R} Έدیس در ͳتابع f(z) کنیم فرض ١ شوارتز) (لم تعریف١.١.۶.

اینصورت: در شود. صفر ،m دفعات تعداد با z = ٠ در f(z) اگر .| f(z) |< M ،M ثابت

| f(z) |≤ M

Rm
| z |m (z ∈ UR)

که شود ͳم برقرار ͳزمان تساوی فوق، ی رابطه در

f(z) = eiθ
M

Rm
zm

است. ثابت θ بطوری΋ه

S ی رده ٢.١

شرایط با و باشند ͳم ارز تک و ͳتحلیل U در f(z)که = z+a٢z
٢+ ... توابع ی همه از ای رده تعریف١.٢.١.

دهیم. ͳم نشان S با را گردند ͳم نرمالیزه f ′(٠) = ١ ، f(٠) = ٠

.g(z) = z
√

f(z٢)
z٢

∈ S آنگاه f(z) ∈ S اگر .٢.٢.١ لم

١Schwarz



ͳمقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١ ٣فصل

√
f(z٢) = e(

١
٢ ) log f(z

٢) که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√

f(z٢)
z٢

نویسیم ͳم ،
√
f(z٢)جای به تذکر:

کند. ͳم ͳمعن بی را

داریم: لذا f(z) = z + a٢z
٢ + ... دهیم ͳم قرار . g(z) = z

√
f(z٢)
z٢

اگر اثبات.

g(z) = z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + ... (١.١)

.g′(٠) = ١ و g(٠) = ٠ و باشد ͳم ͳتحلیل واحد Έدیس بر g(z) تابع فتیم)، گر نظر در را √ ͳاصل ی (شاخه

و f(z٢١) = f(z٢٢) اینصورت در z١
√

f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢
ͳیعن g(z١) = g(z٢) اگر ارزی: تک اثبات

که شود ͳم ملاحظه (١.١) از و .z١ = −z٢ یا z١ = z٢ ͳیعن z٢١ = z٢٢ داریم باشد، ͳم Έی به Έی f چون

پس است تناقض در فرض با که دهد ͳم نتیجه را g(z١) = −g(z٢) تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تابع g(z)

� شود. ͳم اثبات g(z) ارزی تک و z١ = z٢

[١۶] .|a٢| ≤ ٢ آنگاه باشد g(z) = z
√

f(z٢)
z٢

∈ S اگر .٣.٢.١ قضیه

g(z) = z
١−eiαz٢

= z
√

f(z٢)
z٢

آنگاه باشد ͳحقیق α و a٢ = ٢eiα اگر ،٣.٢.١ ی قضیه در (تابعکوئب) مثال.

لذا

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + ...

رسیم: ͳم زیر تابع به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=

١
۴
(
١+ z

١− z
)٢ − ١

۴

تا −١
۴ از ͳمنف ͳحقیق محور امتداد در که ای صفحه بر را |z| < ١ قرص تابع این است معروف کوئب تابع به که

نگارد. ͳم است شده بریده ∞

.|c| ≥ ١
۴ آنگاه ، c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش) .۴.٢.١ قضیه



ͳمقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١ ۴فصل

باشد ͳم S به متعلق نیز g(z) = cf(z)
c−f(z)

تابع پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z
٢ + ... دانیم ͳم اثبات.

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + ...

:ͳطرف از |a٢ + ١
c
| ≤ ٢ داریم ٣.٢.١ ی قضیه به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

داریم: لذا | a٢ |≤ ٢ پس f(z) ∈ S چون و

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴
.

�

آنگاه: z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .۵.٢.١ لم

Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} = r

∂

∂r
log |f ′(z)|.

گرفت. نظر در |z| < ١ برای را log f ′(z) از ای شاخه توان ͳم پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون اثبات.

لذا: f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

داریم: r در فوق ی رابطه طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: ͳحقیق های قسمت ی محاسبه با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re{zf

′′(z)

f ′(z)
}.

�



ͳمقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١ ۵فصل

آنگاه: f(z) ∈ S اگر .۶.٢.١ قضیه

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

ͳم خودش بر را واحد قرص و پوشاست و Έی به Έی ،ͳتحلیل w = z+z٠
١+z٠z

(|z٠| < ١) تابع دانیم ͳم اثبات.

داریم: است، ارز تک و ͳتحلیل (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f( z+z٠
١+z٠z

) = b٠ + b١z + b٢z
٢ تابع لذا نگارد.

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢

=
١
٢
(f ′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

S در g(z)−g(٠)
g′(٠) = z + b٢

b١
z٢ + ... تابع اینکه به توجه با باشد، ͳنم S به متعلق پس باشد ͳنم نرمالیزه g(z) چون

:ͳیعن | b٢
b١
| ≤ ٢ ،٣.٢.١ قضیه بنابر لذا گیرد ͳم قرار

١
٢
|f

′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠| ≤ ٢

داریم: ٢|z٠|
١−|z٢|٠ در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠

١− |z٢|٠
| ≤ ۴|z٠|

١− |z٢|٠

دهیم: ͳم قرار است دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢

١− r٢
| ≤ ۴r

١− r٢

لذا: است واق΄ ٢r٢
١−r٢

مرکز به و ۴r
١−r٢

شعاع به ای دایره در zf ′′(z)
f ′(z)

ͳیعن

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

:ͳیعن Re zf
′′(z)

f ′(z)
= r ∂

∂r
log |f ′(z)| دانیم ͳم ۵.٢.١ لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢



ͳمقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١ ۶فصل

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

گیریم: ͳم انتگرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال

log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

و

log
١− r

(١+ r)٣
≤ log |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣

نتیجه: در

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

�

بالای کران لذا ، k′(z) = ١+z
(١−z)٣

با است برابر k(z) = z
(١−z)٢

= z + ٢z٢ + ... کوئب تابع مشتق مثال.

شود. ͳم تعیین z = −r در پایین وکران z = r در تابع این مورد در ۶.٢.١ ی قضیه

آنگاه: f(z) ∈ S اگر .٧.٢.١ قضیه

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
, (|z| = r < ١).

خط Έی با z به را ٠ ی نقطه ، |f ′(z)| ≤ ١+r
(١−r)٣

داریم |z| = r < ١ برای ۶.٢.١ ی قضیه به بنا اثبات.

گیریم: ͳم انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

بنا |f(z)| < ١
۴ اگر و

r
(١+r)٢

≤ |f(z)| آنگاه |f(z)| ≥ ١
۴ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+r)٢
≤ ١

۴ نامساوی

تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن تصویر که است موجود z تا ٠ از ی΋ه ی دایره داخل c مسیر ۴.٢.١ ی قضیه به
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اینصورت: در پوشاند ͳم را f(z)

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: ۶.٢.١ ی قضیه به بنا ͳطرف از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

داریم: لذا

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.

�

در تابع این مورد در ٧.٢.١ ی قضیه بالای کران k(z) = z
(١−z)٢

= z + ٢z٢ + ... کوئب تابع برای مثال.

شود. ͳم تعیین z = −r در پایین کران و z = r

.|an| ≤ en ،n هر برای آنگاه باشد S در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n اگر (Littlewood′s) .٨.٢.١ قضیه

[١۶]

برای آنگاه باشد داشته ͳحقیق ضرایب و باشد S ی رده در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .٩.٢.١ قضیه

.|an| ≤ n داریم n هر

دهیم: ͳم قرار z = reiθ ،r < ١ برای اثبات.

Imf(z) = v(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ

داریم: π تا ٠ از یابی انتگرال و sinnθ در فوق ی رابطه طرفین ضرب با

٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (٢.١)
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ی رابطه به توجه با

| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

که: شود ͳم نتیجه (٢.١) ی رابطه از لذا | sinnθ| ≤ n| sin θ| که داد نشان توان ͳم استقرایی روش به و

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ (٣.١)

:(٠ < r < ١,٠ < θ < π)، v(reiθ) ̸= ٠ دهیم ͳم نشان سپس

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iv(reiθ)

باشد داشته ثابت جبری علامت ٠ < θ < π ی فاصله در بایست ͳم است پیوسته ͳتابع θ به نسبت v(reiθ) چون

لذا:

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sin θdθ| = ٢

π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ. (۴.١)

� گردد. ͳم ثابت قضیه r → ١ با و آید ͳم بدست |anrn| ≤ nr ی رابطه (٣.١) در (۴.١) ͳزینΎجای با

S∗ ی رده ٣.١

z٠ به را D از نقطه هر که ͳمستقیم خط پاره هرگاه گوییم گون ستاره z٠ به نسبت را D میدان تعریف١.٣.١.

f(z) با |z| < قرص١ هرگاه گوییم گون ستاره مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تابع بΎیرد. قرار D در کند ͳم وصل

دهند. ͳم نشان S∗ با را S ی رده زیر این است، گون ستاره w = ٠ به نسبت که شود نگاشته ͳمیدان بر

بر را |z| < r < قرص١ هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ اینصورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٢.٣.١ لم

بنگارد. گون ستاره میدان
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اگر باشد f(z) تابع در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗ کنیم فرض ابتدا اثبات.

در g(z) = f−١(tf(z)) تابع لذا باشد) ͳم گون ستاره D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنگاه ،w ∈ D

توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون کند ͳم صدق |g(z)| < ١ نامساوی در آنجا در و است ͳتحلیل |z| < ١

با z١ای ی نقطه برای اینصورت در کنیم ͳم انتخاب را w١ ∈ Dr ی نقطه اکنون ،|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به

داریم: ٠ < t < ١ دلخواه، t برای ،|z١| < ١

|f−١(tw١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

ها، t ی همه و Dr در ها w١ ی همه برای مطلب این چون دارد قرار Dr در tw١ که است ͳمعن بدان این ͳول

است. گون ستاره w = ٠ به نسبت Dr میدان است درست ٠ < t < ١

ای، t٠ برای بطوری΋ه است موجود w٠ ∈ D نقطه آنگاه باشد نداشته قرار S∗ ی رده در f(z) اگر عکس، به

تصویرش بطوری΋ه کنیم ͳم انتخاب را |z| < r < ١ قرص اینک باشد ͳنم D به متعلق t٠w٠ ، (٠ < t٠ < ١)

میدان بر را |z| < ١، f(z) پس نیست Dr به متعلق t٠w٠ ی نقطه Dr ⊂ D چون باشد w٠ ی نقطه شامل Dr

� نگارد. ͳنم گون ستاره

اگر: تنها و اگر f(z) ∈ S∗ اینصورت در f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

Re{zf
′(z)

f(z)
} > ٠.

گون ستاره میدان Έی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ .٢.٣.١ لم به توجه با اثبات.

ͳول باشد Dr در باید w = f(reiθ) تا w = ٠ از ͳشعاع بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π)θ هر برای معادل بیان به باشد

ͳم ͳشعاع بردار اینصورت غیر در زیرا است اکید صعودی θ به نسبت ͳتابع arg f(reiθ) که است ͳمعن بدان این

گردد. مشخص ∂
∂θ

arg f(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تابع Έی پس کند قط΄ نقطه دو در حداقل را Dr مرز بایست

بنابراین: arg f(reiθ) = Im log f(reiθ) ͳول

∂

∂θ
{Im log f(reiθ)} = Im{ ∂

∂θ
log f(reiθ)} = Im{ire

iθf ′(reiθ)

f(reiθ)
} = Re{zf

′(z)

f(z)
} > ٠
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�

در که باشد ͳم w ی صفحه |z| < ١ تصویر زیرا دارد قرار S∗ ی رده در k(z) = z
(١−z)٢

کوئب تابع مثال.

همچنین: و است شده بریده ∞ تا −١
۴ پرتو امتداد

Re{zk
′(z)

k(z)
} = Re{١+ z

١− z
} > ٠.

.|an| ≤ n، n هر برای آنگاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۴.٣.١ قضیه

تابع f(z) ̸= ٠ ، ٠ < |z| < ١ برای چون اثبات.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=

١+
∑∞

n=٢ nanz
n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵.١)

نوشت: زیر صورت به را آن توان ͳم است ͳتحلیل |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n (۶.١)

دانیم: ͳم ٣.٢.١ ی قضیه به بنا Re{P (z)} > ٠ داریم f(z) ∈ S∗ ، |z| < ١ برای ͳطرف از

|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, ... (٧.١)

داریم: (۶.١) و (۵.١) از

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

αnz
n)

رسیم: ͳم زیر ی رابطه به ضرایب دادن قرار تساوی با

kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + ...+ a٢αk−٢ + αk−١

معادل: صورت به یا و

(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + ...+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, ...) (٨.١)
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لذا: برد ب΋ار (٨.١) در را مثلث نامساوی توان ͳم (٧.١) کران از استفاده با

(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ ...+ |a٢|+ ١)

اینصورت: در |ak| ≤ k ، k = ٢,٣, ..., n− ١ برای کنیم فرض سپس ، |a٢| ≤ ٢ یابیم ͳم در فوق ی رابطه از

(n− ١)|an| ≤ ٢[(n− ١) + (n− ٢) + ...+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢

� است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا گردد ͳبرم |an| ≤ n به این و

هرگاه: شود ͳم نامیده (٠ ≤ α < ١) α مرتبه از گون ستاره f(z) ∈ S تابع تعریف٣.١.۵.

Re{zf
′

f
} > α (|z| < ١).

دهیم. ͳم نشان S∗(α) به را S ی رده زیر این

اگر (٠ ≤ α < ١) ، f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

.f(z) ∈ S∗(α) آنگاه

داریم: دارد قرار ١ مرکز به و ١−α شعاع به دایره Έی در z f ′(z)
f(z)

دهیم نشان کافیست ۵.٣.١ تعریف به بنا اثبات.

|z f
′

f
−١| = |zf

′ − f

f
| = |

∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn

z +
∑∞

n=٢ anz
n

| ≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١

١−
∑∞

n=٢ |an||z|n−١ ≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر باشد ͳم ١− α بالای کران دارای ͳقبل بیان

∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|)

.| zf ′

f
−١| ≤ ١−α بنابراین است برقرار رابطه این فرض به بنا

∑∞
n=٢(n−α)|an| ≤ ١−α با است معادل که

�
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K ی رده ۴.١

در کند ͳم وصل بهم را D از نقطه دو هر که ͳمستقیم خط پاره هرگاه گوییم محدب را D میدان تعریف١.۴.١.

بΎیرد. قرار D

نگاشته محدب میدان Έی بر f(z) با |z| < ١ قرص هرگاه گوییم محدب را f(z) ∈ S تابع تعریف١.۴.٢.

دهیم. ͳم نشان K با را S ی رده زیر این شود،

|z| < r < ١ قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ K اینصورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه

کند. تصویر محدب میدان بر را

نقاط باشد. f(z) تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ K کنیم فرض ابتدا اثبات.

Dr در هم tw١ + (١− t)w٢, (٠ < t < ١) خط پاره که دهیم نشان باید کنیم، ͳم انتخاب Dr در را w٢ ، w١

از بدون .w٢ = f(z٢) و w١ = f(z١) که باشند موجود |z| < ١ قرص در z٢ ، z١ نقاط بایست ͳم دارد، قرار

g(z) = tf(( z١
z٢
)z)+ (١− t)f(z) تابع تحت |z| < ١ تصویر آنگاه |z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست

شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است ͳتحلیل |z| < ١ در h(z) = f−١(g(z)) تابع لذا است. واق΄ D در

بویژه: .|h(z)| ≤ |z| شوارتز لم موجب به کند، ͳم صدق h(٠) = ٠ و |h(z)| < ١

|h(z٢)| = |f−١(tw١ + (١− t)w٢)| ≤ |z٢| < r (٩.١)

(٩.١) بنابر ͳول tw١)+١− t)w٢ = f(z٠) که است موجود |z| < قرص١ در ای z٠ ی نقطه ،Dr ⊂ D چون

tw١ + (١− t)w٢ خط پاره بر نقطه هر پس باشد |z| < ١ قرص در بایست ͳم نیز f−١(f(z٠)) = z٠ ی نقطه

دارد. قرار Dr در

در نقطه دو این ماربر خط پاره که دارد وجود D در نقطه دو آنگاه نباشد K ی رده در f(z) اگر بالعکس،

باشد. نقطه دو این شامل Dr تصویرش که کنیم ͳم انتخاب |z| < r < ١ مانند ͳقرص اینک ندارد. قرار D
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قرص f(z) لذا باشد، داشته قرار Dr در تواند ͳنم کند ͳم وصل بهم را نقطه دو این که ͳخط پاره Dr ⊂ D چون

� کند. ͳنم تصویر محدب میدان Έی بر را |z| < r

f(z) ∈ K اینصورت در . f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد ͳتحلیل |z| < ١ در f(z) فرضکنیم .۴.۴.١ قضیه

اگر: تنها و اگر

Re{١+
zf ′′(z)

f ′(z)
} > ٠ (|z| < ١)

نظر از باشد. محدب میدان Έی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ K ،٣.۴.١ لم به بنا اثبات.

مماس و نگارد ͳم بسته ساده مرز Έی بر را |z| = r < ١ دایره w = f(reiθ) تابع که است ͳمعن بدان این ͳهندس

در مماس خط که ای زاویه دانیم ͳم گردد. ͳم حرکت ساعت های عقربه خلاف جهت در θافزایش با مرز، این بر

با: است برابر سازد ͳم ͳحقیق محور با w ی صفحه

π

٢
+ θ + arg f ′(z)

گردد: ͳم مشخص زیر شرط با محدب تابع لذا

∂

∂θ
(
π

٢
+ θ + arg f ′(reiθ)) > ٠

داریم:

١+
∂

∂θ
(Im log f ′(reiθ)) = ١+ Im{ireiθ f

′′(reiθ)

f ′(reiθ)
} = Re{١+

zf ′′(z)

f ′(z)
} > ٠

�

در . f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ با باشد D در ͳتحلیل تابع Έی f کنیم فرض ال΋ساندر) ٢ ) .۵.۴.١ قضیه

. zf ′ ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K اینصورت

٢Alexander
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اینصورت: در g(z) = zf ′(z) اگر اثبات.

{zg
′(z)

g(z)
} = {١+

zf ′′(z)

f ′(z)
} > ٠

� باشد. چنین نیز راست سمت تابع اگر تنها و اگر است مثبت و ͳتحلیل D در چپ سمت تابع لذا

.|an| ≤ ١ ، n هر برای اینصورت در باشد K در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.۴.١ قضیه

۴.٣.١ ی قضیه به بنا لذا دارد، قرار S∗ در zf ′(z) = z +
∑∞

n=٢ nanz
n تابع ۵.۴.١ قضیه به توجه با اثبات.

� .|an| ≤ ١ و n|an| ≤ n ، n هر برای

.|c| ≥ ١
٢ اینصورت در |z| < ١ برای f(z) ̸= c و f(z) ∈ K اگر .٧.۴.١ قضیه

z٠ متمایز ی نقطه دو است، ارز تک |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ ͳ΋کم تابع دهیم ͳم نشان ابتدا اثبات.

اینصورت: در کنیم ͳم انتخاب واحد قرص در z١ و

g(z٠)− g(z١) = (c− f(z٠))
٢ − (c− f(z١))

٢ = (f(z٠)− f(z١))(f(z٠) + f(z١)− ٢c)

١
٢ [f(z٠)+f(z١)]ی نقطه است، محدب f(z) چون همچنین باشد ͳم تکارز f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

g(z) ارزی تک و f(z٠) + f(z١)− ٢c ̸= ٠ پس باشد c مساوی تواند ͳنم لذا است متعلق |z| < ١ تصویر به

است. S در زیر نرمال تابع g(z) = c٢ − ٢cz + z٢ + ... چون شود. ͳم ثابت

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c
= z + (

−z٢

٢c
) + ...

یابیم ͳدرم ͳپوشش ی قضیه بردن ب΋ار با نیست صفر آنجا در هرگز g(z) زیرا h(z) ̸= c
٢ ، |z| < ١ در بعلاوه

� |c| ≥ ١
٢ یا و |

c
٢ | ≥

١
۴

: |z| = r < ١ برای آنگاه f(z) ∈ K اگر .٨.۴.١ قضیه

١
(١+ r)٢

≤ |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

.
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ͳم خودش بر را واحد قرص و پوشاست و Έی به Έی ،ͳتحلیل w = z+z٠
١+z٠z

, (|z٠| < ١) تابع دانیم ͳم اثبات.

تابع پس نگارد

g(z) = f(
z + z٠
١+ z٠z

) = b٠ + b١z + b٢z
٢

داریم: است ارز تک و ͳتحلیل |z| < ١ ازاء به نیز

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢

=
١
٢
(f ′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

تابع اینکه به توجه با ندارد. قرار S ی رده در g(z) لذا باشد ͳنم نرمالیزه g(z) تابع چون

g(z)− g(٠)
g′(٠)

= z +
b٢
b١
z٢ + ...

: ۶.۴.١ ی قضیه به بنا پس دارد وجود نیز K در لذا گیرد ͳم قرار S در

١
٢
|f

′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠| ≤ ١

داریم: ٢|z٠|
١−|z٢|٠ در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠

١− |z٢|٠
| ≤ ٢|z٠|

١− |z٢|٠

داریم: است دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢

١− r٢
| ≤ ٢r

١− r٢

⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

⇒ ٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢
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گیریم: ͳم انتگرال r تا ٠ از حال

−٢ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log(١− r)

لذا:

١
(١+ r)٢

≤ |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

.

�

: |z| = r < ١ برای آنگاه f(z) ∈ K اگر .٩.۴.١ قضیه

r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r
.

مستقیم خط Έی با z به را ٠ ی نقطه |f ′(z)| ≤ ١
(١−r)٢

داریم |z| = r < ١ برای ٨.۴.١ قضیه به بنا اثبات.

گیریم: ͳم انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r

طبق |f(z)| < ١
۴ اگر و r

(١+r)
≤ |f(z)| لذا |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است، برقرار همواره r
(١+r)

≤ ١
۴ نامساوی

f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن تصویر که است موجود z تا ٠ از ی΋ه ی دایره داخل c مسیر ͳپوشش ی قضیه

اینصورت: در پوشاند ͳم را

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

قبل: ی قضیه به بنا ͳطرف از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١
(١+ t)٢

dt =
r

(١+ r)

داریم: لذا

r

(١+ r)
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)

�
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T ی رده ۵.١

و ارز تک تابع Έی گوییم باشد ͳمنف ضرایب با ͳتوابع شامل S از ای رده زیر T کنیم فرض .١.۵.١ تعریف

[۵ ،١۵] کنیم. بیان f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|znل΋ش به را آن بتوانیم هرگاه دارد قرار T در f ͳتحلیل

.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ اگر تنها و اگر دارد قرار T در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع .٢.۵.١ قضیه

واحد Έدیس در f(z) ،f(z) ∈ T چون .
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ آنگاه f(z) ∈ T اگر دهیم ͳم نشان ابتدا اثبات.

بنابراین: f ′(z) = ١−
∑∞

n=٢ n|an|zn−١ ̸= ٠ اینصورت در است ارز تک U

.f ′(r) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ̸= ٠ (z = r)

بنابراین ,
∑N

n=٢ n|an| > ١ بطوری΋ه دارد وجود N مثبت اندیس اینصورت در .
∑∞

n=٢ n|an| > ١ کنیم فرض

لذا:
∑N

n=٢ n|an|rn−١
٠ > ١ که ٠ < r٠ < ١ دارد وجود

f ′(r٠) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١
٠ ≤ ١−

N∑
n=٢

n|an|rn−١
٠ < ٠

فرض با این و f ′(r١) = ٠ بطوری΋ه ٠ < r١ < r٠ دارد وجود پس f ′(٠) = ١ و است پیوسته f ′(r) چون

.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ و باطل خلف فرض لذا باشد ͳم تناقض در f ′(z) ̸= ٠

اینصورت: در .
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ کنیم فرض عکس، به

Re(f ′(z)) = Re(١−
∞∑
n=٢

n|an|zn−١) > ١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ٠

،z١ ̸= z٢ و z١, z٢ ∈ U برای پس

Re
f(z١)− f(z٢)

z١ − z٢
=

∫ ١

٠
Ref ′[z١ + t(z٢ − z١)]dt

� . f(z) ∈ T و است ارز تک U در f(z) لذا
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: اینصورت در f(z) ∈ T اگر .٣.۵.١ قضیه

r − ١
٢
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١
٢
r٢ (|z| = r)

بنابراین: ٢
∑∞

n=٢ |an| ≤
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ داریم ٢.۵.١ ی قضیه به بنا اثبات.

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١
٢
r٢

و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١
٢
r٢

داریم: لذا

r − ١
٢
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١
٢
r٢ (|z| = r).

�

با حال ،
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ هرگاه باشد ͳم T ی رده به متعلق f(z) = z − ١
٢z

٢ تابع ٢.۵.١ قضیه به بنا مثال.

در ٣.۵.١ ی قضیه ی بالا کران لذا کند ͳم صدق فوق شرط در f(z) تابع بوضوح a٢ = ١
٢ و n = ٢ ͳزینΎجای

شود. ͳم تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد

آنگاه: f(z) ∈ T اگر .۴.۵.١ قضیه

١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).

دانیم: ͳم اثبات.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١+ r

و

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≥ ١− r
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− r
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داریم: لذا

١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).

�

ͳم تعیین z = −r در پایین کران و z = r در ۴.۵.١ ی قضیه بالای کران f(z) = z − ١
٢z

٢ تابع برای مثال.

شود.

باشند. T ی رده به متعلق fm(z) = z −
∑∞

j=٢ |aj,m|zj, (m = ١,٢, ..., n) توابع کنیم فرض .۵.۵.١ قضیه

دارد قرار T ی رده در نیز h(z) =
∑n

m=١ cmfm(z), (cm ≥ صورت(٠ به شده تعریف h(z) تابع اینصورت در

.
∑n

m=١ cm = ١ بطوری΋ه

بنویسیم: میتوانیم h(z) از ͳتعریف طبق اثبات.

h(z) = z −
∞∑
j=٢

(
n∑

m=١

cm|aj,m|)zj

m = ١,٢, ..., n که
∑∞

j=٢ j|aj,m| ≤ ١ داریم لذا دارد، قرار T در fm(z) ، m = ١,٢, ..., n هر برای چون

ببینیم: میتوانیم ،بنابراین

∞∑
j=٢

j(
n∑

m=١

cm|aj,m|) =
n∑

m=١

cm(
∞∑
j=٢

j|aj,m|) ≤
n∑

m=١

cm = ١

� دارد. قرار T در h(z) دهد ͳم نتیجه که

کنیم فرض اکسترمال) (توابع .۶.۵.١ قضیه

fn(z) = z − ١
n
zn, f١(z) = z (n = ٢,٣, ...).

λn ≥ ٠ بطوری΋ه کنیم بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) ش΋ل به آنرا بتوانیم اگر تنها و اگر f(z) ∈ T اینصورت ∞∑در
n=١ λn = ١،
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کنیم: فرض اثبات.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z) = λ١z +
∞∑
n=٢

λn(z −
١
n
zn)

= λ١z +
∞∑
n=٢

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn =

∞∑
n=١

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn

اینصورت: در
∞∑
n=٢

λn
١
n
n =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١

.f(z) ∈ T ، ٢.۵.١ ی قضیه بر بنا لذا

و λ١ = ١−
∑∞

n=٢ λn دهیم ͳم قرار |an| ≤
١
n
, (n = ٢,٣, ...) چون ،f(z) ∈ T کنیم فرض عکس، به

لذا: λn = n|an|

f(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn = z −
∞∑
n=٢

١
n
λnz

n = z −
∞∑
n=٢

λn[z − fn(z)]

= z −
∞∑
n=٢

λnz +
∞∑
n=٢

λnfn(z) = (١−
∞∑
n=٢

λn)z +
∞∑
n=٢

λnfn(z)

= λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z).

�

C(α) ، T ∗ ی رده ۶.١

هرگاه: شود ͳم نامیده (٠ ≤ α < ١)α ی مرتبه از گون ستاره f(z) ∈ T تابع تعریف١.۶.١.

Re{zf
′

f
} > α (|z| < ١).

دهیم. ͳم نشان T ∗(α) با را T ی رده زیر این
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هرگاه شود ͳم نامیده (٠ ≤ α < ١)α ی مرتبه از محدب f(z) ∈ T تابع تعریف١.۶.٢.

Re{١+
zf ′′

f ′ } > α (|z| < ١).

دهیم. ͳم نشان C(α) با را T ی رده زیر این

اگر: تنها و اگر دارد قرار T ∗(α) در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع Έی .٣.۶.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

لذا: f(z) ∈ T ∗(α) کنیم فرض اثبات.

Re{zf
′

f
} = Re{z −

∑∞
n=٢ n|an|zn

z −
∑∞

n=٢ |an|zn
} > α (|z| < ١) (١٠.١)

داریم: (ͳحقیق مقدار Έی z (که z → ١ هرگاه (١٠.١) ی رابطه در

١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ α(١−
∞∑
n=٢

|an|)

بنابراین:
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

اگر حال
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

داریم: دارد. قرار ١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره Έی در zf ′

f
دهیم نشان کافیست

|zf
′

f
−١| = |zf

′ − f

f
| = |

∑∞
n=٢(n− ١)anzn

z +
∑∞

n=٢ anz
n

| ≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١

١−
∑∞

n=٢ |an||z|n−١ ≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر باشد ͳم ١− α بالای کران دارای فوق عبارت

∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|).

� است. برقرار فرض به بنا نیز رابطه این و
∑∞

n=٢(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل فوق ی رابطه که
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اگر: تنها و اگر دارد قرار C(α) در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع .۴.۶.١ نتیجه

∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

دانیم: ͳم (|z| < ١) برای . f(z) ∈ C(α) کنیم فرض اثبات.

Re{١+
zf ′′

f ′ } = Re{١−
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an|zn−١

١−
∑∞

n=٢ n|an|zn−١ } = Re{١−
∑∞

n=٢ n
٢|an|zn−١

١−
∑∞

n=٢ n|an|zn−١ } > α

(١١.١)

داریم: (ͳحقیق مقدار Έی z (که z → ١ هرگاه (١١.١) رابطه در

١−
∞∑
n=٢

n٢|an| ≥ α(١−
∞∑
n=٢

n|an|)

بنابراین:
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α.

اگر حال
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

لذا: دارد. قرار ١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره Έی در ١+ zf ′′

f ′ دهیم ͳم نشان کافیست

|١+
zf ′′

f ′ − ١| = |zf
′′

f ′ | = |
∑∞

n=٢ n(n− ١)anzn−١

١−
∑∞

n=٢ nanz
n−١ |

≤
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an||z|n−١

١−
∑∞

n=٢ n|an||z|n−١ ≤
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ n|an|

اگر باشد ͳم ١− α بالای کران دارای فوق عبارت

∞∑
n=٢

n(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

n|an|).

� است. برقرار فرض به بنا نیز رابطه این و
∑∞

n=٢ n(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل فوق ی رابطه که
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اینصورت: در f(z) ∈ T ∗(α) اگر .۵.۶.١ قضیه

r − ١− α

٢− α
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢− α
r٢ (|z| = r)

: دانیم ͳم ٣.۶.١ قضیه به بنا اثبات.

(٢− α)
∞∑
n=٢

|an| ≤
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

بنابراین:

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١− α

٢− α
r٢

مشابه: بطور و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١− α

٢− α
r٢

شود: ͳم نتیجه لذا

r − ١− α

٢− α
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢− α
r٢ (|z| = r).

�

هرگاه است T ∗ ی رده به متعلق f(z) = z − (١−α)
(٢−α)

z٢ تابع ٣.۶.١ ی قضیه به بنا مثال.

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

ی قضیه بالای کران لذا کند، ͳم صدق فوق شرط در f(z) تابع بوضوح a٢ = (١−α)
(٢−α)

و n = ٢ ͳزینΎجای با حال

شود. ͳم تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ۵.۶.١

اینصورت: در f(z) ∈ T ∗(α) اگر .۶.۶.١ قضیه

١− ١)٢− α)

٢− α
r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+

١)٢− α)

٢− α
r (|z| = r)
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داریم: اثبات.

|f ′| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an| (١٢.١)

دانیم: ͳم ٣.۶.١ ی قضیه بنابر همچنین و

∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١− α + α
∞∑
n=٢

|an| ≤ ١− α +
α(١− α)

٢− α
=

١)٢− α)

٢− α
(١٣.١)

دیΎر: طرف از شود، ͳم نتیجه ح΋م راست طرف (١٢.١) (١٣.١)در عبارت ͳزینΎجای با

|f ′| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≥ ١− r

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− ١)٢− α)

٢− α
r.

�

تعیین z = −r در پایین کران و z = r در ۶.۶.١ ی قضیه بالای کران f(z) = z − (١−α)
(٢−α)

z٢ تابع برای مثال.

شود. ͳم

اینصورت: در f(z) ∈ C(α) اگر .٧.۶.١ نتیجه

r − ١− α

٢)٢− α)
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢)٢− α)
r٢ (|z| = r)

: داریم ۴.۶.١ نتیجه به بنا اثبات.

٢)٢− α)
∞∑
n=٢

|an| ≤
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

بنابراین:

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١− α

٢)٢− α)
r٢

مشابه: بطور و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١− α

٢)٢− α)
r٢



ͳمقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١ ٢۵فصل

شود: ͳم نتیجه لذا

r − ١− α

٢)٢− α)
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢)٢− α)
r٢ (|z| = r).

�

اینصورت: در f(z) ∈ C(α) اگر .٨.۶.١ نتیجه

١− ١− α

٢− α
r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+

١− α

٢− α
r (|z| = r)

داریم: اثبات.

|f ′| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an| (١۴.١)

دانیم: ͳم ۴.۶.١ نتیجه بنابر همچنین و

∞∑
n=٢

n٢|an| ≤ ١− α + ٢α
∞∑
n=٢

|an| ≤ ١− α +
α(١− α)

٢− α
=

١)٢− α)

٢− α
(١۵.١)

یا

∞∑
n=٢

n|an| ≤
١− α

٢− α
(١۶.١)

دیΎر: طرف از شود، ͳم نتیجه ح΋م راست طرف (١۴.١) (١۶.١)در عبارت ͳزینΎجای با

|f ′| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≥ ١− r
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− ١− α

٢− α
r.

�

کنیم فرض اکسترمال) (توابع .٩.۶.١ قضیه

fn(z) = z − (١− α)

(n− α)
zn, f١(z) = z (n = ٢,٣, ...).

بطوری΋ه کنیم بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) ش΋ل به آنرا بتوانیم اگر تنها و اگر f(z) ∈ T ∗(α) اینصورت ∞∑در
n=١ λn = ١، λn ≥ ٠



ͳمقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١ ٢۶فصل

کنیم: فرض اثبات.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = z −
∞∑
n=٢

λn
(١− α)

(n− α)
zn

اینصورت: در
∞∑
n=٢

λn
١− α

n− α
(
n− α

١− α
) =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١

.f(z) ∈ T ∗(α) لذا

چون .f(z) ∈ T ∗(α) کنیم فرض بالعکس،

|an| ≤
١− α

n− α
(n = ٢,٣, ...)

دهیم: ͳم قرار

λn =
(n− α)|an|

١− α
, λ١ = ١−

∞∑
n=٢

λn (n = ٢,٣, ...)

� کند. ͳم کامل را برهان این و f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) اینصورت در

.f(z) ∈ T ∗( ٢
٣−α

) آنگاه f(z) ∈ C(α) اگر .١٠.۶.١ قضیه

کنیم: ثابت باید ۴.۶.١ نتیجه و ی١.۶.٣ قضیه به بنا اثبات.

∞∑
n=٢

n(n− α)

١− α
|an| ≤ ١ ⇒

∞∑
n=٢

n− ٢
٣−α

١− ٢
٣−α

|an| ≤ ١.

دهیم: نشان کافیست

n(n− α)

١− α
≥
n− ٢

٣−α

١− ٢
٣−α

=
n(٣− α)− ٢

١− α
(n = ٢,٣, ...)

� .n٢ − ٣n+ ٢ ≥ ٠, (n = ٢,٣, ...) که اینست با معادل فوق عبارت و



٢ فصل

k-تایی گون ستاره توابع از ای رده زیر

بدست نتایج سپس و کنیم ͳم مطرح را k-تایی محدب و k-تایی گون ستاره توابع از ͳتعریف ابتدا فصل، این در

کنیم. ͳم ͳبررس مذکور های رده روی بر را ١ فصل در شده ͳمعرف های رده روی بر من سیلور توسط آمده

k − UCV ، k − ST های رده ١.٢

هر تصویر هرگاه گوییم ی΋نواخت k-محدب را f(z) ∈ H تابع ،٠ ≤ k < ∞ کنیم فرض .١.١.٢ تعریف

[٩] دهند. ͳم نشان k − UCV با را رده این باشد. محدب |ζ| ≤ k که ζ مرکز به γ مدور کمان

آنگاه: ٠ ≤ k <∞ که f(z) ∈ k − UCV اگر [٩] .٢.١.٢ قضیه

Re{١+
zf ′′(z)

f ′(z)
} > k|zf

′′(z)

f ′(z)
| (z ∈ U)

یا

Re{١+
(z − ζ)f ′′(z)

f ′(z)
} ≥ ٠ , (z ∈ U) , |ζ| ≤ k

شود: ͳم تعریف زیر صورت به k − ST ی رده تعریف٣.١.٢.

k − ST := {f ∈ S : f(z) = zg′(z), g ∈ k − UCV } , ٠ ≤ k <∞

[٧] آید. ͳم دست به گون ستاره توابع از ST ی رده باشد k = ٠ که ͳزمان

٢٧



K-تایی گون ستاره توابع از ای رده زیر .٢ ٢٨فصل

آنگاه: ٠ ≤ k <∞ ، f(z) ∈ k − ST ،اگر f(z) ∈ S تابع برای [٧] .۴.١.٢ قضیه

Re{zf
′(z)

f(z)
} > k|zf

′(z)

f(z)
− ١| (z ∈ U)

یا

Re{ζ
z
+

(z − ζ)f ′(z)

f(z)
} ≥ ٠ , (z ∈ U) , |ζ| ≤ k

برقرار ٠ ≤ k <∞ ،k برای
∑∞

n=٢[n(k+ ١)− k]|an| ≤ ١ شرط f(z) ∈ H تابع برای اگر .۵.١.٢ قضیه

.f(z) ∈ k − ST اینصورت در باشد

دهیم: نشان کافیست اثبات.

k|zf
′(z)

f(z)
− ١| −Re{zf

′(z)

f(z)
− ١} < ١

داریم:

k|zf
′(z)

f(z)
− ١| −Re{zf

′(z)

f(z)
− ١} ≤ (k + ١)|zf

′(z)

f(z)
− ١|

= (k + ١)|
∑∞

n=٢(n− ١)anzn−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ | ≤ (k + ١)

∑∞
n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

که ͳمادام f(z) ∈ k − ST بنابراین

(k + ١)
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

≤ ١

� است. برقرار ح΋م لذا

∑∞
n=٢[n(k+١)−k]|an| ≤ ١ در an = ١

[n(k+١)−k]
ͳزینΎجای با . fe(z) = z− zn

[n(k+١)−k]
فرضکنیم مثال.

طرفین منظور بدین .fe(z) ∈ k − ST دهیم نشان کافیست لذا کند، ͳم صدق فوق شرط در fe(z) تابع بوضوح

نامساوی

Re{zf
′
e(z)

fe(z)
} > k|zf

′
e(z)

fe(z)
− ١|



K-تایی گون ستاره توابع از ای رده زیر .٢ ٢٩فصل

کنیم: ͳم محاسبه را

k|zf
′
e(z)

fe(z)
− ١| = k| (١− n)zn−١

n(k + ١)− k − zn−١ | ≤
k

k + ١

و

Re{zf
′
e(z)

fe(z)
} = Re{n(k + ١)− k − nzn−١

n(k + ١)− k − zn−١ } ≥ k

k + ١

است. برقرار ح΋م ۴.١.٢ قضیه به بنا لذا

(k, n, α)− ST ی رده ٢.٢

Έدیس در که باشد f(z) = z−
∑∞

m=n+١ amz
m, am ≥ ٠, n ∈ N ش΋ل به توابع از ای A(n)رده کنیم فرض

توابع از (k, n, α)− UCV ی رده زیر و گون ستاره توابع از (k, n, α)− ST ی رده زیر هستند، ͳتحلیل U باز

[١٣] شود. ͳم تعریف زیر صورت به U باز ی ی΋ه Έدیس در محدب

(٠ ≤ α < ١)α مقدار برای هرگاه دارد قرار (k, n, α)−UCV ی رده در f(z) ∈ A(n) تابع تعریف١.٢.٢.

کند: صدق زیر شرط در . |ζ| ≤ k, k ≥ ٠ ، z ∈ U ،

Re{١+
(z − ζ)f ′′(z)

f ′(z)
} ≥ α.

(٠ ≤ α < ١)α مقدار برای هرگاه دارد قرار (k, n, α)− ST ی رده در f(z) ∈ A(n) تابع تعریف٢.٢.٢.

کند: صدق زیر شرط در . |ζ| ≤ k, k ≥ ٠ ، z ∈ U ،

Re{ζ
z
+

(z − ζ)f ′(z)

f(z)
} ≥ α

.(k,١,٠)− ST ≡ k − ST ∩ A(n) و (٠,١, α)− ST ≡ T ∗(α) دانیم ͳم

اگر: تنها و اگر دارد قرار (k, n, α)− ST ی رده در f(z) ∈ A(n) تابع .٣.٢.٢ قضیه

∞∑
m=n+١

[k(m− ١) +m− α]am ≤ ١− α (١.٢)



K-تایی گون ستاره توابع از ای رده زیر .٢ ٣٠فصل

اینصورت: در f(z) ∈ (k, n, α)− ST کنیم فرض اثبات.

{ζ
z
+

(z − ζ)f ′(z)

f(z)
} = {ζ

z
+

(z − ζ)(١−
∑∞

m=n+١mamz
m−١)

z −
∑∞

m=n+١ amz
m

}

آنگاه: ζ → −k+ و z → ١− که کنیم انتخاب را ζ و z ͳحقیق اعداد اگر

{
١−

∑∞
m=n+١mam + k

∑∞
m=n+١ am − k

∑∞
m=n+١mam

١−
∑∞

m=n+١ am
} ≥ α

یا
∞∑

m=n+١

[k(m− ١) +m− α]am ≤ ١− α

است. برقرار ح΋م لذا

:|z| < ١ برای اینصورت در باشد برقرار (١.٢) ی رابطه کنیم فرض بالعکس،

{ζ
z
+

(z − ζ)f ′(z)

f(z)
} = {ζ

z
+

(z − ζ)(١−
∑∞

m=n+١mamz
m−١)

z −
∑∞

m=n+١ amz
m

}

{
١−

∑∞
m=n+١mamz

m−١ + ζ
∑∞

m=n+١(m− ١)amzm−٢

١−
∑∞

m=n+١ amz
m−١ }

: آنگاه ζ → −k+ باشیم داشته ζ ͳحقیق مقادیر برای و z → ١− اگر

Re{ζ
z
+

(z − ζ)f ′(z)

f(z)
} =

١−
∑∞

m=n+١[k(m− ١) +m]am

١−
∑∞

m=n+١ am
(٢.٢)

داریم: (١.٢) ی رابطه به توجه با

∞∑
m=n+١

[km+m− k]am ≤ ١− α + α
∞∑

m=n+١

am

رسیم: ͳم زیر نامساوی به (٢.٢) ی رابطه در ͳزینΎجای با

Re{ζ
z
+

(z − ζ)f ′(z)

f(z)
} ≥

α(١−
∑∞

m=n+١ am)

١−
∑∞

m=n+١ am
= α

� .f(z) ∈ (k, n, α)− ST اینصورت در



K-تایی گون ستاره توابع از ای رده زیر .٢ ٣١فصل

:|z| = r برای آنگاه f(z) ∈ (k, n, α)− ST اگر .۴.٢.٢ قضیه

r − ١− α

(١+ k)n+ (١− α)
rn+١ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

(١+ k)n+ (١− α)
rn+١

داریم: (١.٢) ی رابطه بر بنا اثبات.

∞∑
m=n+١

am ≤ ١− α

(١+ k)n+ (١− α)
(٣.٢)

اینصورت: در

|f(z)| ≤ r +
∞∑

m=n+١

amr
m ≤ r + rn+١

∞∑
m=n+١

am ≤ r +
١− α

(١+ k)n+ (١− α)
rn+١

مشابه: بطور

|f(z)| ≥ r −
∞∑

m=n+١

amr
m ≥ r − rn+١

∞∑
m=n+١

am ≥ r − ١− α

(١+ k)n+ (١− α)
rn+١.

�

در an+١ = ١−α
(١+k)n+(١−α)

و m = n+ ١ ͳزینΎجای با ،f(z) = z − ١−α
(١+k)n+(١−α)

zn+١ کنیم فرض مثال.

بالا کران لذا کند، ͳم صدق فوق شرط در f(z) تابع بوضوح
∑∞

m=n+١[k(m − ١) +m − α]am ≤ ١ − α

شود. ͳم تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ۴.٢.٢ ی قضیه

:|z| = r برای آنگاه f(z) ∈ (k, n, α)− ST اگر .۵.٢.٢ قضیه

١− (١− α)(n+ ١)
(١+ k)n+ (١− α)

rn ≤ |f ′(z)| ≤ ١+
(١− α)(n+ ١)

(١+ k)n+ (١− α)
rn.

داشت: خواهیم ٣.٢.٢ ی قضیه و (٣.٢) ی رابطه بنابر اثبات.

(
∞∑

m=n+١

am ≤ ١− α

(١+ k)n+ (١− α)
)(n+ ١) ⇒

∞∑
m=n+١

mam ≤ (١− α)(n+ ١)
(١+ k)n+ (١− α)



K-تایی گون ستاره توابع از ای رده زیر .٢ ٣٢فصل

داریم: |z| = r < ١ برای نتیجه، در

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑

m=n+١

mam|z|m−١ ≤ ١+ rn
∞∑

m=n+١

mam ≤ ١+
(١− α)(n+ ١)

(١+ k)n+ (١− α)
rn

و

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑

m=n+١

mam|z|m−١ ≥ ١− rn
∞∑

m=n+١

mam ≥ ١− (١− α)(n+ ١)
(١+ k)n+ (١− α)

rn.

� باشد. ͳم برقرار ح΋م لذا

در پایین کران و z = r در ۵.٢.٢ ی قضیه بالای کران f(z) = z − (١−α)(n+١)
(١+k)n+(١−α)

zn+١ تابع برای مثال.

شود. ͳم تعیین z = −r

g(z) = z−
∑∞

m=n+١ bmz
m, bm ≥ ٠ و f(z) = z−

∑∞
m=n+١ amz

m, am ≥ ٠ توابع اگر .۶.٢.٢ قضیه

،٠ ≤ λ ≤ ١ برای اینصورت در باشند شده داده (k, n, α)− ST ی رده در

h(z) = (١− λ)f(z) + λg(z) = z −
∞∑

m=n+١

cmz
m, cm ≥ ٠

دارد. قرار (k, n, α)− ST ی رده در

داریم: ٣.٢.٢ ی قضیه بنابر f(z), g(z) ∈ (k, n, α)− ST کنیم فرض اثبات.

[k(m− ١) +m− α]am ≤ ١− α

و

[k(m− ١) +m− α]bm ≤ ١− α

ببینیم: توانیم ͳم بنابراین

∞∑
m=n+١

[k(m− ١) +m− α]cm =
∞∑

m=n+١

[k(m− ١) +m− α][(١− λ)am + λbm]



K-تایی گون ستاره توابع از ای رده زیر .٢ ٣٣فصل

(١− λ)
∞∑

m=n+١

[k(m− ١) +m− α]am + λ
∞∑

m=n+١

[k(m− ١) +m− α]bm

≤ (١− λ)(١− α) + λ(١− α) = ١− α

� کند. ͳم کامل را قضیه برهان این

f(z) = z−
∑∞

m=n+١ amz
m, am ≥ ٠ تابع دو از f ∗g ی شده اصلاح هادامارد حاصلضرب تعریف٧.٢.٢.

شود: ͳم نوشته زیر صورت به g(z) = z −
∑∞

m=n+١ bmz
m, bm ≥ ٠ و

(f ∗ g)(z) = z −
∞∑

m=n+١

ambmz
m

بطوری΋ه: (f ∗ g) ∈ (k, n, β)− ST اینصورت در f(z), g(z) ∈ (k, n, α)− ST اگر .٨.٢.٢ قضیه

β =
(١+ k)n+ ١)٢− α)− (١− α)٢

(١+ k)n+ ١)٢− α)

داریم: ٣.٢.٢ ی قضیه بنابر اثبات.

∞∑
m=n+١

[k(m− ١) +m− α]

١− α
bm ≤ ١,

∞∑
m=n+١

[k(m− ١) +m− α]

١− α
am ≤ ١ (۴.٢)

بطوری΋ه: کنیم ͳم انتخاب را ای β بزرگترین

∞∑
m=n+١

[k(m− ١) +m− β]

١− β
ambm ≤ ١ (۵.٢)

دانیم: ͳم شوارتز نامساوی و (۴.٢) از

∞∑
m=n+١

[k(m− ١) +m− α]

١− α

√
ambm ≤ ١ (۶.٢)

اگر: است برقرار (۵.٢) ی رابطه لذا

[k(m− ١) +m− β]

١− β
ambm ≤ [k(m− ١) +m− α]

١− α

√
ambm
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یا

ambm√
ambm

=
√
ambm ≤ ١− β[k(m− ١) +m− α]

١− α[k(m− ١) +m− β]

داریم: (۶.٢) ی رابطه √از
ambm ≤ ١− α

[k(m− ١) +m− α]

اگر: بنابراین

١− α

[k(m− ١) +m− α]
≤ ١− β[k(m− ١) +m− α]

١− α[k(m− ١) +m− β]

⇒ (١− α)٢[k(m− ١) +m− β] ≤ (١− β)[k(m− ١) +m− α]٢

⇒ (١− α)٢[k(m− ١) +m− β] ≤ [k(m− ١) +m− α]٢ − β[k(m− ١) +m− α]٢

⇒ (١− α)٢[k(m− ١) +m]− β(١− α)٢ ≤ [k(m− ١) +m− α]٢ − β[k(m− ١) +m− α]٢

⇒ β([k(m− ١) +m− α]٢ − (١− α)٢) ≤ [k(m− ١) +m− α]٢ − (١− α)٢[k(m− ١) +m]

لذا:

β ≤ [k(m− ١) +m− α]٢ − (١− α)٢[k(m− ١) +m]

[k(m− ١) +m− α]٢ − (١− α)٢

کنیم: ͳم تعریف زیر بصورت را Θ(m) تابع است. برقرار (۵.٢) ی رابطه اینصورت در

Θ(m) =
[k(m− ١) +m− α]٢ − (١− α)٢[k(m− ١) +m]

[k(m− ١) +m− α]٢ − (١− α)٢

دید: توان ͳم

β ≤ Θ(n+ ١) = (١+ k)n+ ١)٢− α)− (١− α)٢

(١+ k)n+ ١)٢− α)

� شود. ͳم اثبات ح΋م لذا
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در ΀واض طور به (٠ ≤ α < ١)α و ٠ ≤ k <∞ که f(z) = g(z) = z − ١−α
(١+k)n+(١−α)

zn+١ توابع مثال.

کنیم: ͳم ثابت کنند ͳم صدق فوق ی قضیه شرایط

f ∗ g = z − cn+١z
n+١ = z − (

١− α

(١+ k)n+ (١− α)
)٢zn+١ ∈ (k, n, β)− ST

دهیم: نشان کافیست ٣.٢.٢ ی قضیه به بنا

(n(k + ١) + ١)cn+١ − ١
cn+١ − ١

≤ β

داریم: فوق کسر کردن ساده و (n(k+١)+١)cn+١−١
cn+١−١ عبارت در cn+١ ͳزینΎجای با

(n(k + ١) + ١)cn+١ − ١
cn+١ − ١

≤ (١+ k)n+ ١)٢− α)− (١− α)٢

(١+ k)n+ ١)٢− α)

شود. ͳم حاصل مطلوب ی نتیجه لذا

کنیم فرض اکسترمال) (توابع .٩.٢.٢ قضیه

fn(z) = z, fm(z) = z − ١− α

k(m− ١) +m− α
zm m = n+ ١, n+ ٢, ...

کنیم بیان f(z) =
∑∞

m=n λmfm(z) ش΋ل به آنرا بتوانیم اگر تنها و اگر f(z) ∈ (k, n, α)−ST اینصورت در

.
∑∞

m=n λm = ١,m ≥ n برای λm ≥ ٠ بطوری΋ه

اینصورت: در f(z) =
∑∞

m=n λmfm(z) کنیم فرض اثبات.

f(z) = λnfn(z) +
∞∑

m=n+١

λmfm(z) = λnz +
∞∑

m=n+١

λmz −
∞∑

m=n+١

λm
١− α

k(m− ١) +m− α
zm

(
∞∑

m=n

λm)z −
∞∑

m=n+١

λm
١− α

k(m− ١) +m− α
zm = z −

∞∑
m=n+١

λm
١− α

k(m− ١) +m− α
zm

بنابراین:

∞∑
m=n+١

λm(
١− α

k(m− ١) +m− α
)(
k(m− ١) +m− α

١− α
) =

∞∑
m=n+١

λm =
∞∑

m=n

λm−λn = ١−λn ≤ ١
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.f(z) ∈ (k, n, α)− ST لذا

چون: f(z) ∈ (k, n, α)− ST کنیم فرض بالعکس،

|am| ≤
١− α

k(m− ١) +m− α
m = n+ ١, n+ ٢, ...

دهیم: ͳم قرار

λn = ١−
∞∑

m=n+١

λm, λm =
k(m− ١) +m− α

١− α
m = n+ ١, n+ ٢, ...

بنابراین:

f(z) = z −
∞∑

m=n+١

amz
m = z −

∞∑
m=n+١

١− α

k(m− ١) +m− α
λmz

m

= z −
∞∑

m=n+١

λm(z − fm(z)) = (١−
∞∑

m=n+١

λm)z +
∞∑

m=n+١

λmfm(z)

= λnz +
∞∑

m=n+١

λmfm(z) = λnfn(z) +
∞∑

m=n+١

λmfm(z) =
∞∑

m=n

λmfm(z)

� کند. ͳم کامل را قضیه برهان این و



٣ فصل

توابع از هایی رده روی انتگرال عملΎر دو ͳبررس
محدبk-تایی و k-تایی گون ستاره

و (k, n, α)− ST های رده روی بر آنها خواص از ͳبرخ ی مطالعه به انتگرال عملΎر دو ͳمعرف با فصل، این در

پردازیم. ͳم (k, n, α)− UCV

باشد. مختلط ی صفحه از بازی ی ی΋ه Έدیس U = {z ∈ C, |z| < ١} کنیم فرض منظور، این برای

در که f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n ش΋ل به توابع از ای رده و U در ͳتحلیل توابع از ای رده ترتیب به A و H(U)

شوند. ͳم تعریف هستند ͳتحلیل U باز ی ی΋ه Έدیس

ͳتعاریفمقدمات ١.٣

پرداخت. ρα(b) و φ∗
α(b) ی رده دو ی مطالعه به [۶] در ١ فراسین

باشد ͳم (٠ ≤ α < ١)،α نوع و (b ∈ C − {٠})،b ی مرتبه از گون ستاره f(z) ∈ A تابع تعریف١.١.٣.

z ∈ U ی همه برای هرگاه

Re{١+
١
b
(
zf ′(z)

f(z)
− ١)} > α.

شود. ͳم داده نمایش φ∗
α(b) نماد با و

١Frasin

٣٧
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هرگاه باشد ͳم (٠ ≤ α < ١)،α نوع و (b ∈ C−{٠})،b ی مرتبه از محدب f(z) ∈ A تابع تعریف٢.١.٣.

z ∈ U ی همه برای

Re{١+
١
b

zf ′′(z)

f ′(z)
} > α.

شود. ͳم داده نمایش ρα(b) نماد با و

انتگرال عملΎر ͳمعرف به [٣ ،٢] در ٢ بریز ،٢٠٠٢ سال در

Fn(z) =

∫ z

٠
(
f١(t)

t
)α١ .....(

fn(t)

t
)αndt

انتگرال عملΎر و

Fα١,...,αn(z) =

∫ z

٠
(f ′

١(t))
α١ ...(f ′

n(t))
αndt

پرداخت. αi > ٠ برای

به شد ͳمعرف بالا در که ͳانتگرال ی عملΎرها گرفتن نظر در با [۴] در ۴ ͳگون و ٣ بریز همچون ͳریاضیدانان

رسیدند: زیر نتایج به و پرداختند ρα(b) و φ∗
α(b) های رده روی آنها خواص از ͳبرخ ی مطالعه

α ، i ∈ {١, ..., n} برای αi > ٠ خواص با ͳحقیق مقادیر i ∈ {١, ..., n} ،αi کنیم فرض .٣.١.٣ قضیه

و (٠ ≤ α < ١) ،ͳحقیق عددی

٠ ≤ (α− ١)
n∑

i=١

αi + ١ < ١.

بطوری΋ه: ، Fn ∈ ργ(b) ،آنگاه b ∈ C− و{٠} i = {١, ..., n} برای fi ∈ φ∗
α(b) اگر

γ = (α− ١)
n∑

i=١

αi + ١.

٢N. Breaz
٣D. Breaz
۴Guney
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کنیم: ͳم محاسبه را Fn برای دوم و اول مرتبه مشتقات ابتدا اثبات.

Fn(z) =

∫ z

٠
(
f١(t)

t
)α١ · ... · (fn(t)

t
)αndt

داریم:

F ′
n(z) = (

f١(z)

z
)α١ · ... · (fn(z)

z
)αn

و

F ′′
n (z) =

n∑
i=١

αi(
zf ′

i(z)− fi(z)

zfi(z)
)F ′

n(z).

داریم: بالا های تساوی از

F ′′
n (z)

F ′
n(z)

= α١(
zf ′

١(z)− f١(z)

zf١(z)
) + ...+ αn(

zf ′
n(z)− fn(z)

zfn(z)
)

و

F ′′
n (z)

F ′
n(z)

= α١(
f ′
١(z)

f١(z)
− ١
z
) + ...+ αn(

f ′
n(z)

fn(z)
− ١
z
) (١.٣)

داریم: ١
b
و z در (١.٣) ی رابطه طرفین ضرب با

١
b

zF ′′
n (z)

F ′
n(z)

=
١
b

n∑
i=١

αi(
zf ′

i(z)

fi(z)
− ١) =

n∑
i=١

αi[١+
١
b
(
zf ′

i(z)

fi(z)
− ١)]−

n∑
i=١

αi (٢.٣)

با: است معادل (٢.٣) ی رابطه

١+
١
b

zF ′′
n (z)

F ′
n(z)

=
n∑

i=١

αi[١+
١
b
(
zf ′

i(z)

fi(z)
− ١)]−

n∑
i=١

αi + ١ (٣.٣)

که: گیریم ͳم نتیجه و کنیم ͳم محاسبه را (٣.٣) جملات ͳحقیق قسمت نهایت، در

Re{١+
١
b

zF ′′
n (z)

F ′
n(z)

} =
n∑

i=١

αiRe[١+
١
b
(
zf ′

i(z)

fi(z)
− ١)]−

n∑
i=١

αi + ١ (۴.٣)
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داریم: ،١.١.٣ تعریف و (۴.٣) ی رابطه بردن ب΋ار با ، i = {١, ..., n} برای fi ∈ φ∗
α(b) چون

Re{١+
١
b

zF ′′
n (z)

F ′
n(z)

} ≥ (α− ١)
n∑

i=١

αi + ١ (۵.٣)

بطوری΋ه: Fn ∈ ργ(b) لذا ،٠ < (α− ١)
∑n

i=١ αi + ١ ≤ ١ چون

γ = (α− ١)
n∑

i=١

αi + ١.

�

و b ∈ C− {٠} ،αi > ٠ ،٠ ≤ α < ١ ،fi ∈ ρα(b) کنیم فرض .۴.١.٣ قضیه

٠ ≤ (α− ١)
n∑

i=١

αi + ١ < ١

بطوری΋ه: ،Fα١,...,αn ∈ ρη(b) اینصورت در .i ∈ {١, ..., n} برای

η = (α− ١)
n∑

i=١

αi + ١.

کنیم: ͳم محاسبه را Fα١,...,αn برای دوم و اول مرتبه مشتقات ابتدا اثبات.

Fα١,...,αn(z) =

∫ z

٠
(f ′

١(t))
α١ ...(f ′

n(t))
αndt

داریم:

F ′
α١,...,αn

(z) = (f ′
١(z))

α١ ...(f ′
n(z))

αn

و

F ′′
α١,...,αn

(z) =
n∑

i=١

αi
(f ′′

i (z))(f
′
i(z))

αi

(f ′
i(z))

داریم: بالا های تساوی از

F ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
= α١

f ′′
١ (z)

f ′
١(z)

+ ...+ αn
f ′′
n(z)

f ′
n(z)

(۶.٣)
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داریم: z
b
در (۶.٣) ی رابطه ضرب با سپس

١
b

zF ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
= α١

١
b

zf ′′
١ (z)

f ′
١(z)

+ ...+ αn
١
b

zf ′′
n(z)

f ′
n(z)

. (٧.٣)

با: است با معادل (٧.٣) ی رابطه

١+
١
b

zF ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
=

n∑
i=١

αi(١+
١
b

zf ′′
i (z)

f ′
i(z)

)−
n∑

i=١

αi + ١. (٨.٣)

کنیم: ͳم محاسبه را (٨.٣) تساوی طرفین ͳحقیق های قسمت نتیجه، در

Re{١+
١
b

zF ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
} =

n∑
i=١

αiRe(١+
١
b

zf ′′
i (z)

f ′
i(z)

)−
n∑

i=١

αi + ١. (٩.٣)

داریم: ،٢.١.٣ تعریف و (٩.٣) ی رابطه بردن ب΋ار با ، i = {١, ..., n} برای fi ∈ ρα(b) چون

Re{١+
١
b

zF ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
} > (α− ١)

n∑
i=١

αi + ١. (١٠.٣)

بطوری΋ه: ، Fα١,...,αn ∈ ρη(b) لذا ، ٠ ≤ (α− ١)
∑n

i=١ αi + ١ < ١ چون

η = (α− ١)
n∑

i=١

αi + ١.

�

زیر شرط در هرگاه دارد قرار (k, n, α)− ST ی رده در f(z) ∈ A(n) تابع شد، بیان ٢ فصل :در یادآوری

کند: صدق

Re{ζ
z
+

(z − ζ)f ′(z)

f(z)
} ≥ α (١١.٣)

. |ζ| ≤ k, k ≥ ٠ ، z ∈ U ، (٠ ≤ α < ١) بطوری΋ه

هرگاه: دارد قرار (k, n, α)− UCV ی رده در f(z) ∈ A(n) تابع همچنین و

Re{١+
(z − ζ)f ′′(z)

f ′(z)
} ≥ α (١٢.٣)
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. |ζ| ≤ k, k ≥ ٠ ، z ∈ U ، (٠ ≤ α < ١) بطوری΋ه

به و گیریم ͳم نظر در را U در k-تایی محدب توابع و k-تایی گون ستاره توابع از هایی رده اینجا، در حال

رسیم: ͳم ذیل نتایج به و پردازیم ͳم فوق های رده روی بر شده ͳمعرف انتگرال های عملΎر خواص از ͳبرخ ͳبررس

انتگرال خواصعملΎرهای ͳبررس ٢.٣

و αi > ٠ اگر i = {١, ..., n} هر برای fi ∈ (k, n, γi)− ST کنیم فرض .١.٢.٣ قضیه

٠ ≤ ١−
n∑

i=١

(١− γi)αi < ١

بطوری΋ه: Fn ∈ (k, n, γ)− UCV اینصورت در ٠ ≤ k <∞ که | ζ |≤ k و

γ = ١−
n∑

i=١

(١− γi)αi.

کنیم: ͳم محاسبه را Fn برای دوم و اول مرتبه مشتقات ابتدا اثبات.

Fn(z) =

∫ z

٠
(
f١(t)

t
)α١ .....(

fn(t)

t
)αndt

داریم:

F ′
n(z) = (

f١(z)

z
)α١ .....(

fn(z)

z
)αn

و

F ′′
n (z) =

n∑
i=١

αi(
zf ′

i(z)− fi(z)

zfi(z)
)F ′

n(z)

داریم: بالا های تساوی از

F ′′
n (z)

F ′
n(z)

= α١(
zf ′

١(z)− f١(z)

zf١(z)
) + ...+ αn(

zf ′
n(z)− fn(z)

zfn(z)
)

و

F ′′
n (z)

F ′
n(z)

= α١(
f ′
١(z)

f١(z)
− ١
z
) + ...+ αn(

f ′
n(z)

fn(z)
− ١
z
) (١٣.٣)
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داریم: z − ζ در (١٣.٣) ی رابطه طرفین ضرب با

(z − ζ)
F ′′
n (z)

F ′
n(z)

=
n∑

i=١

αi((z − ζ)
f ′
i(z)

fi(z)
+
ζ

z
)−

n∑
i=١

αi (١۴.٣)

با: است معادل (١۴.٣) ی رابطه

١+ (z − ζ)
F ′′
n (z)

F ′
n(z)

=
n∑

i=١

αi((z − ζ)
f ′
i(z)

fi(z)
+
ζ

z
)−

n∑
i=١

αi + ١ (١۵.٣)

که: گیریم ͳم نتیجه و کنیم ͳم محاسبه را (١۵.٣) جملات ͳحقیق قسمت نهایت، در

Re{١+ (z − ζ)
F ′′
n (z)

F ′
n(z)

} =
n∑

i=١

αiRe{(z − ζ)
f ′
i(z)

fi(z)
+
ζ

z
} −

n∑
i=١

αi + ١ (١۶.٣)

(١١.٣) نامساوی و (١۶.٣) ی رابطه بردن ب΋ار با ، i = {١, ..., n} هر برای fi ∈ (k, n, γi) − ST چون

داریم:

Re{١+ (z − ζ)
F ′′
n (z)

F ′
n(z)

} ≥ ١−
n∑

i=١

(١− γi)αi (١٧.٣)

بطوری΋ه: Fn ∈ (k, n, γ)− UCV لذا ،٠ ≤ ١−
∑n

i=١)١− γi)αi < ١ چون

γ = ١−
n∑

i=١

(١− γi)αi.

�

و αi > ٠ اگر i = {١, ..., n} هر برای fi ∈ (k, n, γi)− UCV کنیم فرض .٢.٢.٣ قضیه

٠ ≤ ١−
n∑

i=١

(١− γi)αi < ١

بطوری΋ه: Fα١,...,αn ∈ (k, n, γ)− UCV اینصورت در ٠ ≤ k <∞ که | ζ |≤ k و

γ = ١−
n∑

i=١

(١− γi)αi



K-تایی محدب و K-تایی گون ستاره توابع از هایی رده روی انتگرال عملΎر دو ͳبررس .٣ ۴۴فصل

کنیم: ͳم محاسبه را Fα١,...,αn برای دوم و اول مرتبه مشتقات ابتدا اثبات.

Fα١,...,αn(z) =

∫ z

٠
(f ′

١(t))
α١ ...(f ′

n(t))
αndt

داریم:

F ′
α١,...,αn

(z) = (f ′
١(z))

α١ ...(f ′
n(z))

αn

و

F ′′
α١,...,αn

(z) =
n∑

i=١

αi
(f ′′

i (z))(f
′
i(z))

αi

(f ′
i(z))

داریم: بالا های تساوی از

F ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
= α١

f ′′
١ (z)

f ′
١(z)

+ ...+ αn
f ′′
n(z)

f ′
n(z)

(١٨.٣)

داریم: (z − ζ) در (١٨.٣) ی رابطه ضرب با سپس

(z − ζ)F ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
= α١

(z − ζ)f ′′
١ (z)

f ′
١(z)

+ ...+ αn
(z − ζ)f ′′

n(z)

f ′
n(z)

=
n∑

i=١

αi(
(z − ζ)f ′′

n(z)

f ′
n(z)

)

(١٩.٣)

با: است با معادل (١٩.٣) ی رابطه

١+
(z − ζ)F ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
= ١+

n∑
i=١

αi((z − ζ)
f ′′
n(z)

f ′
n(z)

) (٢٠.٣)

کنیم: ͳم محاسبه را (٢٠.٣) تساوی طرفین ͳحقیق های قسمت نتیجه، در

Re{١+
(z − ζ)F ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
} = ١+

n∑
i=١

αiRe{(z − ζ)
f ′′
i (z)

f ′
i(z)

+ ١} −
n∑

i=١

αi (٢١.٣)

(١٢.٣) نامساوی و (٢١.٣) ی رابطه بردن ب΋ار با ، i = {١, ..., n} برای fi ∈ (k, n, γi) − UCV چون

داریم:

Re{١+
(z − ζ)F ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
} ≥ ١+

n∑
i=١

αi(γi)−
n∑

i=١

αi ≥ ١−
n∑

i=١

(١− γi)αi (٢٢.٣)



K-تایی محدب و K-تایی گون ستاره توابع از هایی رده روی انتگرال عملΎر دو ͳبررس .٣ ۴۵فصل

بطوری΋ه: ، Fα١,...,αn ∈ (k, n, γ)− UCV لذا ، ٠ ≤ ١−
∑n

i=١)١− γi)αi < ١ چون

γ = ١−
n∑

i=١

(١− γi)αi.

�



۴ فصل

انتگرال عملΎر تکارزی

مطالعه مورد را باز ی دیسΈی΋ه در ͳتحلیل توابع روی انتگرال عملΎرهای ارزی تک برای معیارهایی فصل این در

دهیم. ͳم قرار

پردازیم. ͳم انتگرال عملΎر چند از ͳتعریف بیان به ابتدا منظور این برای

باشد. f(٠) = f ′(٠)− ١ = ٠ و اند ͳتحلیل باز ی ی΋ه Έدیس در که f(z) توابع از ای رده A کنیم فرض

باشند. ͳم ارز تک U در که f(z) ∈ A توابع شامل A از ای رده زیر S

: [١٧] شود ͳم بیان ش΋ل بدین γ, β ∈ C برای Jγ,β انتگرال عملΎر الف)

Jγ,β(z) = {١
γ

∫ z

٠
u−β(f(u))

١
γ
+β−١du}γ (z ∈ U). (١.۴)

،γ, (γ ̸= مختلط(٠ مقادیر Aو ی رده به متعلق f(z) توابع برای Mγرا انتگرال عملΎر ١ م΋انو و مایلر ب)

کردند: تعریف زیر بصورت

Mγ(z) = {١
γ

∫ z

٠
(f(u))

١
γ u−١du}γ (z ∈ U) (٢.۴)

داریم باشد، ͳم U در f(z) گون ستاره توابع شامل S از ای رده زیر S∗ که γ > ٠ و f(z) ∈ S∗ برای دانیم ͳم

رسیم. ͳمMγ(z) انتگرال عملΎر به (١.۴) ی رابطه در β = ١ کردن جایΎزین با همچنین . [١١]Mγ ∈ S

١Miler , Mocanu

۴۶



انتگرال عملΎر ارزی تک .۴ ۴٧فصل

انتگرال عملΎر β ∈ C− {٠} و ١
γ
= ١ دادن قرار با ،(١.۴) رابطه در ( پ

Kβ(z) =

∫ z

٠
(
f(u)

u
)βdu (z ∈ U) (٣.۴)

[٨]. است معروف ٢ مرکس انتگرال عملΎر به که آید ͳم بدست

انتگرال عملΎر به (١.۴) ی رابطه در β = ١ ١و
γ
= ١ ͳزینΎجای با ( ت

J١,١(z) =

∫ z

٠

f(u)

u
du (۴.۴)

است. معروف ٣ ال΋ساندر انتگرال عملΎر به که رسیم ͳم

داریم: دهیم، قرار β = ٠ ، (١.۴) ی رابطه در هرگاه ( ث

Jγ,٠(z) = {١
γ

∫ z

٠
(f(u))

١
γ
−١du}γ (۵.۴)

۴ لیبرا انتگرال عملΎر ( ج

L[f ](z) =
٢
z

∫ z

٠
f(t). (۶.۴)

صورت بدین باشد، ͳم لیبرا انتگرال عملΎر از ͳتعمیم که ۵ برناردی انتگرال عملΎر γ = ١,٢, ... برای ( چ

شود: ͳم بیان

Lγ[f ](z) =
١+ γ

zγ

∫ z

٠
f(t)tγ−١dt. (٧.۴)

٢Kim-Merkes
٣Alexander
۴Libera
۵Bernardi



انتگرال عملΎر ارزی تک .۴ ۴٨فصل

انتگرال عملΎر تکارزیچند برای معیارهایی تعیین ١.۴

بپردازیم. Jγ,β انتگرال عملΎر ارزی تک ͳبررس به کنیم ͳم ͳسع اینجا در حال

داریم: احتیاج زیر های لم به منظور این برای

در f(z)، z ∈ U برای اگر .f(z) ∈ A و Re(α) > ٠ که مختلط عددی α کنیم فرض ([١۴]) .١.١.۴ لم

شرط

١− | z |٢Reα

Reα
| zf

′′(z)

f ′(z)
|≤ ١

تابع اینصورت در کند. صدق

Fα(z) = {α
∫ z

٠
uα−١f ′(u)du}

١
α

دارد. قرار S ی رده در

برای و باشد UR = {z ∈ C :| z |< R} Έدیس در ͳتابع f(z) کنیم فرض ([١٠] شوارتز ۶ ) .٢.١.۴ لم

اینصورت: در شود. صفر ،m دفعات تعداد با z = ٠ در f(z) اگر .| f(z) |< M ،M ثابت

| f(z) |≤ M

Rm
| z |m (z ∈ UR)

که شود ͳم برقرار ͳزمان تساوی فوق، ی رابطه در

f(z) = eiθ
M

Rm
zm

است. ثابت θ بطوری΋ه

برای f اگر باشد. f(٠) = ٠ با U در ͳتحلیل ͳتابع f کنیم فرض ([١ ،١٢] کاراتئودری ٧ ) .٣.١.۴ لم

شرط Mدر > ٠ مقادیر

Ref(z) ≤M

۶Schwarz
٧Caratheodory



انتگرال عملΎر ارزی تک .۴ ۴٩فصل

آنگاه: کند صدق

(١− | z |) | f(z) |≤ ٢M |z| (z ∈ U).

z ∈ U برای اگر .f(z) = z+a٢z
٢+ ...،f ∈ A، Re١

γ
> ٠ که مختلط عددی γ کنیم فرض .۴.١.۴ قضیه

،β ∈ C و θ ∈ [٠,٢π] ،

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤

| γ | Re١
γ

۴(١+ | γ || β − ١ |)
٠ < Re

١
γ
< ١ (٨.۴)

یا

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ | γ |

۴(١+ | γ || β − ١ |)
Re

١
γ
≥ ١ (٩.۴)

است. S ی رده به متعلق Jγ,β انتگرال عملΎر آنگاه

گیریم: ͳم نظر در ش΋ل بدین را Jγ,β انتگرال عملΎر اثبات.

Jγ,β(z) = {١
γ

∫ z

٠
u

١
γ
−١(

f(u)

u
)
١
γ
+β−١du}γ (z ∈ U). (١٠.۴)

تابع کنیم فرض

g(z) =

∫ z

٠
(
f(u)

u
)
١
γ
+β−١du. (١١.۴)

داریم: باشد. U در

zg′′(z)

g′(z)
= (

١
γ
+ β − ١)(zf

′(z)

f(z)
− ١) (١٢.۴)

تابع

ψ(z) = eiθ(
zf ′(z)

f(z)
− ١) (z ∈ U), θ ∈ [٠,٢π] (١٣.۴)



انتگرال عملΎر ارزی تک .۴ ۵٠فصل

. ψ(٠) = ٠ که بینیم ͳم و گیریم ͳم نظر در را

آوریم: ͳم بدست ٣.١.۴ لم و (٨.۴) بنابر Re١
γ
∈ (٠,١) برای

| ψ(z) |≤
| z || γ | Re١

γ

١)٢− | z |)(١+ | γ || β − ١ |)
(z ∈ U , β ∈ C). (١۴.۴)

داریم: ،٣.١.۴ لم و (٩.۴) از Re١
γ
∈ [١,∞) برای

| ψ(z) |≤ | z || γ |
١)٢− | z |)(١+ | γ || β − ١ |)

(z ∈ U , β ∈ C). (١۵.۴)

که: گیریم ͳم نتیجه (١۴.۴) و (١٢.۴) از

١− | z |٢Re ١
γ

Re١
γ

| zg
′′(z)

g′(z)
|≤ (١− | z |٢Re ١

γ ) | z |
١)٢− | z |)

(z ∈ U), Re١
γ
∈ (٠,١). (١۶.۴)

داریم: z ∈ U , Re١
γ
∈ (٠,١) برای چون

١− | z |٢Re ١
γ≤ ١− | z |٢ .

آوریم: ͳم بدست (١۶.۴) از z ∈ U , Re١
γ
∈ (٠,١) برای

١− | z |٢Re ١
γ

Re١
γ

| zg
′′(z)

g′(z)
|≤ ١. (١٧.۴)

داریم: Re١
γ
∈ [١,∞) برای

١− | z |٢Re ١
γ

Re١
γ

|≤ ١− | z |٢ (z ∈ U)

که: گیریم ͳم نتیجه (١۵.۴) و (١٢.۴) بر بنا Re١
γ
∈ [١,∞) برای

١− | z |٢Re ١
γ

Re١
γ

| zg
′′(z)

g′(z)
|≤ ١. (١٨.۴)

� دارد. قرار S ی رده در Jγ,β که شود ͳم نتیجه ،١.١.۴ لم و (١٨.۴) و (١٧.۴) بر بنا



انتگرال عملΎر ارزی تک .۴ ۵١فصل

z ∈ U برای اگر .f(z) = z+a٢z
٢+ ...،f ∈ A، Re١

γ
> ٠ که مختلط عددی γ فرضکنیم .۵.١.۴ نتیجه

،β ∈ C و θ ∈ [٠,٢π] ،

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤

| γ | Re١
γ

۴
Re

١
γ
∈ (٠,١) (١٩.۴)

یا

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ | γ |

۴
Re

١
γ
∈ [١,∞) (٢٠.۴)

باشد. ͳم S ی رده به متعلق کردیم تعریف (٢.۴) در Mγکه انتگرال عملΎر آنگاه

� شود. ͳم حاصل نتیجه ۴.١.۴ ی قضیه در β = ١ ͳزینΎجای با اثبات.

θ ∈ [٠,٢π] و z ∈ U برای اگر .f(z) = z+a٢z
٢+ ...،f ∈ A و β ∈ C−{٠} فرضکنیم .۶.١.۴ نتیجه

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ ١

۴(١+ | β − ١ |)

دارد. قرار S ی رده در (٣.۴) در شده تعریف Kβ انتگرال عملΎر آنگاه

� شود. ͳم حاصل نتیجه ۴.١.۴ ی قضیه در γ = ١ دادن قرار با اثبات.

z ∈ U برای اگر .f(z) = z+a٢z
٢+ ...،f ∈ A، Re١

γ
> ٠ که مختلط عددی γ فرضکنیم .٧.١.۴ نتیجه

،β ∈ C و θ ∈ [٠,٢π] ،

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤

| γ | Re١
γ

۴(١+ | γ |)
Re

١
γ
∈ (٠,١)

یا

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ | γ |

۴(١+ | γ |)
Re

١
γ
∈ [١,∞)

است. S ی رده به متعلق (۵.۴) در شده داده Jγ,٠ انتگرال عملΎر آنگاه



انتگرال عملΎر ارزی تک .۴ ۵٢فصل

� شود. ͳم حاصل نتیجه ۴.١.۴ ی قضیه در β = ٠ دادن قرار با اثبات.

f(z) = z+a٢z
٢+... ،f(z) ∈ A و β ∈ C ، a = Re١

γ
> ٠ که مختلط عددی γ فرضکنیم .٨.١.۴ قضیه

z ∈ U برای اگر باشد.

| zf
′(z)

f(z)
− ١ |≤ (٢a+ ١) ٢a+١

٢a | γ |
١)٢+ | γ || β − ١ |)

(٢١.۴)

دارد. قرار S ی رده در شد تعریف (١.۴) در که Jγ,β انتگرال عملΎر آنگاه

تابع گیریم. ͳم نظر در ، U در (١١.۴) ش΋ل به را g(z) تابع و (١٠.۴) فرم به را Jγ,β انتگرال عملΎر اثبات.

داریم: p(z) = zg′′(z)
g′(z)

, z ∈ U کنیم: ͳم تعریف چنین را p(z)

p(z) =
zg′′(z)

g′(z)
= (

١
γ
+ β − ١)(zf

′(z)

f(z)
− ١). (٢٢.۴)

آوریم: ͳم بدست z ∈ U برای و(۴.٢٢) (٢١.۴) بر بنا

| p(z) |≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢

داریم: (٢.١.۴) لم بردن ب΋ار با کند، ͳم صدق p(٠) = ٠ شرط در p تابع

| p(z) |≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢
| z | (z ∈ U). (٢٣.۴)

که: گیریم ͳم نتیجه z ∈ U برای (٢٣.۴) از

١− | z |٢a

a
| zg

′′(z)

g′(z)
|≤ (٢a+ ١) ٢a+١

٢a

٢
(١− | z |٢a)

a
| z | (٢۴.۴)

| z |≤ ١ برای چون

max{١− | z |٢a

a
| z |} =

٢
(٢a+ ١) ٢a+١

٢a



انتگرال عملΎر ارزی تک .۴ ۵٣فصل

داریم: (٢۴.۴) بر بنا z ∈ U برای

١− | z |٢a

a
| zg

′′(z)

g′(z)
|≤ ١ (٢۵.۴)

� دارد. قرار S ی رده در Jγ,β انتگرال عملΎر که شود ͳم نتیجه ١.١.۴، لم و g′ = (f(z)
z
)
١
γ
+β−١ و (٢۵.۴) از

f(z) = z + a٢z
٢ + ... فرم به f(z) ∈ A و a = Re١

γ
> ٠ که مختلط عددی γ کنیم فرض .٩.١.۴ نتیجه

z ∈ U برای اگر باشد.

| zf
′(z)

f(z)
− ١ |≤ (٢a+ ١) ٢a+١

٢a

٢
| γ | (٢۶.۴)

دارد. قرار S ی رده در شد تعریف (٢.۴) در Mγکه انتگرال عملΎر آنگاه

� باشد. ͳم S ی رده به Mγمتعلق که شود ͳم نتیجه ٨.١.۴ قضیه در β = ١ دادن قرار با اثبات.

f(z) = z+a٢z
٢+ ... فرم به f(z) ∈ A و β ∈ C−{٠,١} که مختلط عددی γ فرضکنیم .١٠.١.۴ نتیجه

z ∈ U برای اگر باشد.

| zf
′(z)

f(z)
− ١ |≤ ٣

√
٣

١)٢+ | β − ١ |)
(٢٧.۴)

دارد. قرار S ی رده در شد تعریف (٣.۴) در که Kβ انتگرال عملΎر آنگاه

� باشد. ͳم S ی رده به متعلق Kβ گرفت نتیجه توان ͳم ٨.١.۴ ی قضیه در ١
γ
= ١ دادن قرار با اثبات.

z ∈ U برای اگر . f(z) = z + a٢z
٢ + ... ، f(z) ∈ A کنیم فرض .١١.١.۴ نتیجه

| zf
′(z)

f(z)
− ١ |≤ ٣

√
٣

٢
(٢٨.۴)

دارد. قرار S ی رده در شد تعریف (۴.۴) در که J١,١ انتگرال عملΎر آنگاه

� شود. ͳم حاصل نتیجه ٨.١.۴ ی قضیه در β = ١ و ١
γ
= ١ ͳزینΎجای با اثبات.
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f(z) = z+a٢z
٢+ ... فرم به f(z) ∈ A و a = Re١

γ
> ٠ که مختلط عددی γ کنیم فرض .١٢.١.۴ نتیجه

z ∈ U برای اگر باشد.

| zf
′(z)

f(z)
− ١ |≤ (٢a+ ١) ٢a+١

٢a

٢
| γ |

١+ | γ |
(٢٩.۴)

دارد. قرار S ی رده در شد تعریف (۵.۴) در که Jγ,٠ انتگرال عملΎر آنگاه

� .Jγ,٠ ∈ S داریم ٨.١.۴ ی قضیه در β = ٠ برای اثبات.

را آن ارزی تک سپس و پردازیم، ͳم Jγ١,...,γn,β انتگرال عملΎر از ͳتعریف بیان به ابتدا قسمت، این در حال

کنیم. ͳم ͳبررس

اعداد و i = ١, ..., n ، fi ∈ A توابع برای را Jγ١,...,γn,β انتگرال عملΎر [١٧] ٨ پس΋ار .١٣.١.۴ تعریف

کرد: تعریف زیر بصورت β ̸= ٠ و i = ١, ..., n ، γi ̸= ٠ که γi مختلط

Jγ١,...,γn,β(z) = {
n∑

i=١

١
γi

∫ z

٠
u−β

n∏
i=١

(fi(u))
١
γi

+β−١}
١∑n

i=١
١
γi du. (٣٠.۴)

،i = ١, n ،fi(z) = z+a٢z
٢+ ... ،Re ١

γi
> ٠ که باشند مختلط اعدادی β ، γi کنیم فرض .١۴.١.۴ قضیه

،β ∈ C و θ ∈ [٠,٢π] ، z ∈ U برای اگر .fi ∈ A

Re{eiθ(zf
′
i(z)

fi(z)
− ١)} ≤

| γi | Re ١
γi

۴(١+ | γi || β − ١ |)
٠ < Re

١
γi
< ١ (٣١.۴)

یا

Re{eiθ(zf
′
i(z)

fi(z)
− ١)} ≤ | γi |

۴(١+ | γi || β − ١ |)
Re

١
γi

≥ ١ (٣٢.۴)

باشد. ͳم S ی رده به متعلق Jγ١,...,γn,β انتگرال عملΎر آنگاه

٨V. Pescar
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کنیم: ͳم تعریف ش΋ل بدین را Jγ١,...,γn,β انتگرال عملΎر اثبات.

Jγ١,...,γn,β(z) = {
n∑

i=١

١
γi

∫ z

٠

n∏
i=١

u
١
γi

−١
(
fi(u)

u
)

١
γi

+β−١}
١∑n

i=١
١
γi du. (٣٣.۴)

تابع

h(z) =

∫ z

٠

n∏
i=١

(
fi(u)

u
)

١
γi

+β−١
du. (٣۴.۴)

داریم: گیریم. ͳم نظر در U در را

zh′′(z)

h′(z)
=

n∑
i=١

(
١
γi

+ β − ١)(zf
′
i(z)

fi(z)
− ١). (٣۵.۴)

تابع

ψ(z) = eiθ(
zf ′

i(z)

fi(z)
− ١) (z ∈ U), θ ∈ [٠,٢π], i = ١, n (٣۶.۴)

. ψ(٠) = ٠ که بینیم ͳم و گیریم ͳم نظر در را

آوریم: ͳم بدست ،٣.١.۴ لم و (٣١.۴) بنابر Re ١
γi

∈ (٠,١) برای

| ψ(z) |≤
| z || γi | Re ١

γi

١)٢− | z |)(١+ | γi || β − ١ |)
(z ∈ U , β ∈ C, i = ١, n). (٣٧.۴)

داریم: ،٣.١.۴ لم و (٣٢.۴) از Re ١
γi

∈ [١,∞) برای

| ψ(z) |≤ | z || γi |
١)٢− | z |)(١+ | γi || β − ١ |)

(z ∈ U , β ∈ C, i = ١, n). (٣٨.۴)

که: شود ͳم نتیجه (٣٧.۴) و (٣۵.۴) از

١− | z |٢Re ١
γi

Re ١
γi

| zg
′′(z)

g′(z)
|≤ (١− | z |٢Re ١

γi ) | z |
١)٢− | z |)

(z ∈ U), Re ١
γi

∈ (٠,١). (٣٩.۴)

داریم: z ∈ U , i = ١, n, Re ١
γi

∈ (٠,١) برای چون

١− | z |٢Re ١
γi≤ ١− | z |٢ .



انتگرال عملΎر ارزی تک .۴ ۵۶فصل

آوریم: ͳم بدست (٣٩.۴) از z ∈ U , i = ١, n, Re ١
γi

∈ (٠,١) برای

١− | z |٢Re ١
γi

Re ١
γi

| zh
′′(z)

h′(z)
|≤ ١. (۴٠.۴)

داریم: i = ١, n, Re ١
γi

∈ [١,∞) برای

١− | z |٢Re ١
γi

Re ١
γi

|≤ ١− | z |٢ (z ∈ U)

آوریم: ͳم بدست (٣٨.۴) و (٣۵.۴) بر بنا i = ١, n, Re ١
γi

∈ [١,∞) برای

١− | z |٢Re ١
γi

Re ١
γi

| zh
′′(z)

h′(z)
|≤ ١. (۴١.۴)

� دارد. قرار S ی رده در Jγ١,...,γ٢,β که شود ͳم نتیجه ،١.١.۴ لم و (۴١.۴) و (۴٠.۴) بر بنا

به fi(z) ∈ A و β ∈ C ، a = Re ١
γi
> ٠ بطوری΋ه باشند مختلط اعدادی ها γi کنیم فرض .١۵.١.۴ قضیه

، z ∈ U برای اگر باشد. i = ١, n ، fi(z) = z + a٢z
٢ + ... فرم

| zf
′
i(z)

fi(z)
− ١ |≤ (٢a+ ١) ٢a+١

٢a | γi |
١)٢+ | γi || β − ١ |)

(۴٢.۴)

دارد. قرار S ی رده در شد، تعریف (٣٠.۴) در که Jγ١,...,γ٢,β انتگرال عملΎر آنگاه

گیریم. ͳم نظر در ،U در (٣۴.۴) ش΋ل به را h(z) تابع و (٣٣.۴) فرم به را Jγ١,...,γ٢,β انتگرال عملΎر اثبات.

کنیم: ͳم تعریف اینچنین را k(z) تابع

k(z) =
zh′′(z)

h′(z)
(z ∈ U)

: داریم

k(z) =
zh′′(z)

h′(z)
=

n∑
i=١

(
١
γi

+ β − ١)(zf
′
i(z)

fi(z)
− ١). (۴٣.۴)
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داریم: z ∈ U برای و(۴.۴٣) (۴٢.۴) بر بنا

| k(z) |≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢

داریم: ٢.١.۴ لم بردن ب΋ار با کند، ͳم صدق k(٠) = ٠ شرط در k تابع

| k(z) |≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢
| z | (z ∈ U). (۴۴.۴)

که: گیریم ͳم نتیجه z ∈ U برای (۴۴.۴) از

١− | z |٢a

a
| zh

′′(z)

h′(z)
|≤ (٢a+ ١) ٢a+١

٢a

٢
(١− | z |٢a)

a
| z | (۴۵.۴)

چون

max
|z|≤١

{١− | z |٢a

a
| z |} =

٢
(٢a+ ١) ٢a+١

٢a

داریم: (۴۵.۴) بر بنا z ∈ U برای

١− | z |٢a

a
| zh

′′(z)

h′(z)
|≤ ١ (۴۶.۴)

S ی رده در Jγ١,...,γ٢,β انتگرال عملΎر که شود ͳم نتیجه ١.١.۴ لم و h′ =
∏n

i=١(
fi(z)
z

)
١
γi

+β−١ و (۴۶.۴) از

� دارد. قرار
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الفبایی فهرست

٣٨ ،Fα١,...,αn(z)

٣٨ ،Fn(z)

١ تابع، برد
١ تابع،

١٢ محدب، تابع
٣ کوئب، تابع

١٩ اکسترمال، توابع
٣٣ هادامارد، حاصلضرب

١ دامنه،
٨ گون، ستاره

۴۶ ،Jγ,β انتگرال عملΎر
۵۴ ، Jγ١,...,γn,β انتگرال عملΎر

۴۶ ،Mγ انتگرال عملΎر
۴٧ ال΋ساندر، انتگرال عملΎر
۴٧ برناردی، انتگرال عملΎر

۴٧ لیبرا، انتگرال عملΎر
۴٧ مرکس، انتگرال عملΎر

٧ ،Littlewood‘s قضیه
١٣ ال΋ساندر، قضیه

٣ پوشش، قضیه
٢ شوارتز، لم

۴٨ کاراتئودری، لم
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Abstract

In this thesis, is to show some properties of functions belonging to the class (k, n, α) −
ST , and we present some properties for two general integral operators on the classes
(k, n, α)− ST and (k, n, α)− UCV .

Keywords: Analytic function, univalence function, starlike function, convex function,
integral operator.
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