


ریاضͬ علوم دانش΄ده

عملیات در تحقیق گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

بهینه سازی روش های از کاربرد ΁برایی مربعات کمترین پشتیبان بردار
دیفرانسیل معادلات از رده ای حل

برزمینͬ فاطمه نگارنده:

راهنما استاد

ناظمͬ علیرضا دکتر

١٣٩٧ ماه بهمن



ͬ شان آسمان مهر که آنان به ͬ کنم م تقدیم را آموخته هایم ماحصل
است. ͬ ام زمین آلام آرام بخش

زندگیم، نگاه سرسبزترین به پدرم مهر پر روح تکیه گاهم، استوار ترین به
مادرم زیبای چشمان

کنم. نثار پایتان خاک به تا نداشتم ارزان ازین سنگ تر گران ره آوردی
عزیزم. مادر مهرت پر دستان بر بوسه

ز



سپاس گزاری...

از ͬ دانم م خود رسیده،وظیفه سرانجام به پروژه این خداوند فضل به که اینک
پروژه این اجرای در که ناظمͬ علیرضا دکتر آقای جناب گرامͬ استاد بی دریغ زحمات

باشم. داشته را قدردانͬ و تش΄ر فرموده اند،کمال یاري مرا
. خواهانم را شما افزون روز توفیق و سلامتͬ متعال خداوند از همواره

برزمینͬ فاطمه
١٣٩٧ ماه بهمن

ح



نامه تعهد
علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی برزمینͬ فاطمه اینجانب
بهینه سازی روش های از کاربرد ΁ی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ
راهنمایی تحت ، دیفرانسیل معادلات از رده ای حل برای مربعات کمترین پشتیبان بردار

ͬ شوم: م متعهد ناظمͬ علیرضا
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
برزمینͬ فاطمه
١٣٩٧ ماه بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
پشتیبان بردار ماشین های روش بر مبتنͬ جدید روش ΁ی پایان نامه، این از دوم فصل در
است. شده پیشنهاد غیرخطͬ و خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای مربعات کمترین
حداقل به برای آن ها پارامترهای که است شده ارائه LS-SVM از استفاده با تقریبی جواب
و خطͬ معادلات سیستم ΁ی حل با پارامترها این ͬ شود. م تنظیم خطا تابع ΁ی رساندن
و اولیه شرایط با معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای روش این ͬ آیند. م به دست غیرخطͬ
روش های با مقایسه در پیشنهادی روش کارآیی نشان دهنده عددی نتایج است. مناسب مرزی
بسیار تابع تخمین مسأله های و ال·و تشخیص در پشتیبانͬ بردار ماشین های است. موجود
کمترین پشتیبانͬ بردار ماشین های از استفاده پایان نامه این از سوم فصل در بوده اند. موفق
جواب ͬ کنیم. م معرفͬ بازخورد کنترل با غیرخطͬ سیستم های بهینه کنترل برای را مربعات
پشتیبان بردار ماشین های برای نتایج ͬ شود. م مشخص غیرخطͬ معادلات از ای مجموعه با
LS-SVM کنترل از استفاده مزایای است. گرفته قرار بحث مورد شعاعͬ پایه هسته تابع با
از استفاده هنگام در و ͬ شود نم تعیین کننده کنترل برای پنهان لایه تعداد هیچ که است این

شود. مشخص گاوسͬ هسته های برای نباید مرکزی هیچ مرسر، شرایط
بهینه مسأله در اضافͬ مجهولات به عنوان را حالت متغیرهای مسیر، که است حالͬ در این
به منجر معمول، طور به ΁کلاسی عصبی شب΄ه های روش های که حالͬ در ͬ گیرد، م سازی
داده های تعداد با برابر مجهولات تعداد SVM روش در ͬ شود. م پارامتری سازی بهینه مسائل

است. آموزش

معمولͬ، دیفرانسیل معادلات مربعات، کمترین پشتیبان بردار ماشین های کلیدی: کلمات
پشتیبان، بردار ماشین عصبی، بهینه کنترل هم محلͬ، روش تقریبی، جواب های بسته فرم

شعاعͬ. پایه توابع

ک
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١۶ . . . . . . . . . . . . . . . .SVM از استفاده با رگرسیونͬ خطا برآورد ۴ . ١

[٠, ١٠] بازه در مساوی فاصله با نقطه ١٠ (a). ١ مسأله برای عددی نتایج ٢ . ١
بازه در مساوی فاصله با نقطه ٢۵ (b). شده است. استفاده آموزش برای
بازه در غیری΄نواخت نقاط (c). شده است. استفاده آموزش برای [٠, ١٠]
مطلق خطاهای (d). شده است. استفاده آموزش برای نقطه ١٠ ،[٠, ١٠]
تقسیم مساوی قسمت ٩ به [٠, ١٠] ͬ که زمان [٠, ١٢] بازه در آمده به دست
[٠, ١٠] ͬ که زمان [٠, ١٢] بازه در آمده به دست مطلق خطاهای (e). ͬ شوند. م
آمده به دست مطلق خطاهای (f). ͬ شوند. م تقسیم مساوی قسمت ٢۴ به

۴٢ ͬ شوند. م تقسیم غیری΄نواخت قسمت ٩ به [٠, ١٠] ͬ که زمان [٠, ١٢] بازه در
[٠, ١٠] بازه در مساوی فاصله با نقطه ٢٠ ،٢ مسأله برای عددی نتایج (a). ٢ . ٢
٢٠ ،٣ مسأله برای عددی نتایج (b). شده است. استفاده آموزش برای
(d). شده است. استفاده آموزش برای [٠, ٠٫۵] بازه در مساوی فاصله با نقطه
برای [٠, ١] بازه در مساوی فاصله با نقطه ١٠ ،۴ مسأله برای عددی نتایج

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده است. استفاده آموزش
با ͬ شود. م حل [٠, ١٠۵] بازه روی ١ مسأله وقتͬ y(t) − ŷ(t) باقیمانده a. ۵ . ٢
y(t)− آمده به دست نتایج b. هم محلͬ. نقطه ۵٠ و زیربازه ۵٠٠٠ از استفاده

۴٣ . هم محلͬ. نقطه ۵٠٠٠ و زیربازه ۵٠٠ از استفاده با مسائل برخͬ برای ŷ(t)
[٠, ١] بازه در مساوی فاصله با نقطه ١٠ ،۵ مسأله برای عددی نتایج (a). ٢ . ٣
نقطه ١٠ ،۶ مسأله برای عددی نتایج (b). شده است. استفاده آموزش برای
نتایج (c). شده است. استفاده آموزش برای [٠,٢] بازه در مساوی فاصله با
آموزش برای [٠, ١] بازه در مساوی فاصله با نقطه ١٠ ،٧ مسأله برای عددی

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده است. استفاده
س



تصاویر فهرست ع
مسأله برای log١٠(σ) .σ مدل پارامتر آمده به دست نتایج حساسیت میزان ۴ . ٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده است. رسم ۶ و ٢
و RBF هسته با مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین های با بهینه کنترل ٣ . ١
ردیابی[خط برای اول حالت متغیر ͬ دهد. م نشان را مرسر شرایط از استفاده
است. بسته حلقه سیستم شبیه سازی توسط واقعͬ حالت متغیر بریده] بریده
مورد اولیه حالت به عنوان مبدأ با کنترل برای k = ١, · · · ,٢٠ داده های

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرفتند. قرار استفاده



١ فصل
مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی

دهید تشخیص که بخواهند شما از و بدهند قرار شما اختیار در گلابی و سیب تعدادی اگر
پیچیده زیاد ظاهراً مسأله این ͬ کنید؟ م چه دارند، تعلق میوه نوع دو از دسته کدام به ΁ی هر
خیلͬ کند.به علاوه، جدا هم از را آن ها به راحتͬ مشاهده اساس بر ͬ تواند م هرکسͬ نیست،
تشخیص را گلابی نه و هستند سیب نه که اشیائͬ بقیه و کثیف فاسد، تکه های که نیست سخت

داد.
ماشینͬ اما نیست، مش΄لͬ نظر به ی΄دی·ر از گلابی ها و سیب ها تشخیص مسأله این چه اگر
که باشد تصمیم گیری مبنای باید چیزی چه مثلا است. پیچیده بیش و کم فرآیند این کردن
شاید آن؟ رنگ یا آن اندازه است، Ͱش آن وزن آیا «گلابی»؟ یا است «سیب» Ͱش ΁ی ب·وییم
کنید فکر لحظه ای ͬ هاست. ویژگ این همه از ترکیبی احتمالا باشد؟ آن طعم یا بو آن، ش΄ل
است گ˼لͬ کمͬ آن روی که را سیب ΁ی چ·ونه داریم، را Ͱش ΁ی بوی و رنگ از اندازه هایی ما

گ˼لͬ؟ Ͱش ΁ی یا است سیب ΁ی آن آیا ͬ شود؟ م رده بندی
کلاس ها(در از مجموعه ΁ی به جدید Ͱش ΁ی تخصیص است: رده بندی مسأله همان این
جداسازی عمل باید که کننده ای رده بندی هستند. معلوم پیش از گلابی ها)که یا سیب ها این جا
از مجموعه ای پایه بر دهد)، تخصیص خروجͬ برچسب ΁ی ورودی Ͱش هر به دهد(یا انجام را
تا «گلابی» و «سیب» از ͬ تواند م است، عمومͬ کاملا «Ͱش» واژه ی این جا در است. مثال ها

باشد[١۵]. متغیر «΁موزی «صدای تا گفتاری» «سی·نال های از نویس»، دست «ارقام



مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی ٢

سرپرست به وسیله یادگیری نظریه ١ . ١
از بسیاری موارد در دهد؟ انجام ͬ دهیم م آن به که را دستوراتͬ فقط ͬ تواند م ماشین آیا
این داد. شرح ال·وریتم با را آن ها ͬ توان نم که دهد انجام را وظایفͬ که ͬ خواهیم م ماشین
محاسبه که موقعͬ یا ندارد وجود دسترسͬ قابل و مشخص ریاضͬ مدل ͬ که هنگام مسأله
روش های از استفاده با مسأله این کردن ͬ آید.حل م پیش باشد گران خیلͬ یا نشدنͬ راه حل
نوشته های دست در را اعداد شناسایی مثال به عنوان است. غیرمم΄ن ΁کلاسی برنامه نویسͬ
است). آموزش ماشین زمینه در ΁کلاسی مسأله های از ی΄ͬ موضوع ب·یرید(این نظر در مختلف
ͬ توانیم م احتمالا کنیم. بررسͬ دی·ری دیدگاه ΁ی از را مسأله داریم نیاز مسأله این حل برای
به که تفاوت این با ͬ دهیم م آموزش را کودکان که شیوه ای همان به دهیم آموزش را ماشین
تابع هایی به را آن ها توجه اما ͬ دهیم. نم را تئوری مسائل و تعاریف و مفاهیم خلاصه آن ها
معلم ͬ گیرند م یاد را الفبا حروف خواندن بچه ها چ·ونه ͬ کنیم. م جلب خروجͬ و ورودی از
نشان را مثال هایی آن ها به اما ͬ گوید نم مجزا به طور را حروف کاربرد و دقیق تعریف آن ها به
مثال ها این زیاد کردن تمرین و دقت با شاگرد رفته اند. به کار آن ها در حروف این که ͬ دهد م
حروف نوع به شاگردان اگر پایان در ͬ کند م پیدا را حرف آن مشخصات از کلͬ استنباط ΁ی
اصلͬ و آش΄ار مقصودهای از دهند. تشخیص و بخوانند متن در را لغات ͬ توانند م کنند فکر
روش های سری ΁ی به این جا در است. آینده مشاهدات صحیح کردن بندی دسته ١ آموزش
به عنوان آموزش چ·ونه داریم. نیاز داده روی بر تاثیرشان از روشنͬ تاثیرهای یا دسته بندی
محاسبات کلͬ و است بزرگͬ خیلͬ کار مسأله این حل ͬ شود؟ م فرموله ریاضͬ مسأله در مثال

ͬ شود. م برنامه نویسͬ سخت و پر زحمت مسائل از سری ΁ی شامل زیرا دارد،

آموزش مسأله سازی مدل ١ . ١ . ١
قسمت سه این است، اصلͬ قسمت سه شامل که ͬ دهد م شرح را کلͬ مدل ΁ی آموزش مسأله
و ͬ کند م مربوط داده به را d برچسب ΁ی که ٣ سرپرست ΁ی ،٢ داده از:تولید کننده عبارتند

ͬ گرداند. برم ۴ سرپرست ͺپاس عنوان تحت را d خروجͬ که آموزش ماشین 
را پیش·ویی بهترین که عمل΄رد ΁ی ساختن برای تلاش ͬ باشد، م سرپرست از تقلید هدف
با موضوع این است. شده تولید داده های پایه بر که ͬ آورد م به دست سرپرست ͬ های خروج از

دارد. فرق کنیم مشخص را سرپرست ͺپاس با سرپرست عمل΄رد تا ͬ کنیم م تلاش اینکه
مشخص را کند فعالیت آن در باید آموزش ماشین سرپرست که محیطͬ ، کننده تولید
آن ها توزیع و هستند هم از مستقل که ͬ کند م تولید را x ∈ Rm بردارهای حقیقت در ͬ کند. م

١Learning
٢Generator
٣Supervisor
۴Supervisor response



٣ بهینه سازی مسأله
با را درست یا واقعͬ مقدار سرپرست ͬ کند. م مشخص P (x) احتمال توزیع ΁ی به توجه با را
که است y = F (x) شامل فرض این ͬ کند م منصوب P (y|x) شرطͬ احتمال توزیع به توجه
دوتایی دسته بندی مسأله با موضوع این در ͬ کند. م مربوط x تمام به را ثابتͬ d ΁ی سرپرست
و +١ منفͬ و مثبت مقادیر برای که است ١ عدد شامل خروجͬ بنابراین داریم. سروکار ۵
به ͬ شود م تعریف x → F (x, a) نگاشت از مم΄ن مجموعه ای با آموزش ماشین ͬ گیرد. م −١
΁ی مثال به عنوان .A ≡ (w, b) ∈ Rm+١ که است A پارامتری فضای از عضوی a طوری که
Rm در نقطه ΁ی موقعیت ͬ شود، م تعریف {x : ⟨w, x⟩+ b = ٠} صفحه ابر با که آموزش ماشین
در نتایج ͬ دهد.این م نشان را w, x ∈ Rm بردار دو داخلͬ ضرب ⟨w, x⟩ که ͬ کند م مشخص را

است: زیر به صورت آموزش ماشین

f(x, (w, b)) = sign(⟨w, x⟩+ b), (w, b) ∈ Rm+١.

یاد تصمیم تابع عنوان تحت ͬ کند م نگاشت ١+و١− توی به را x که f : RM → {−١+,١} تابع
ͬ شود. م

بهینه سازی مسأله ١ . ٢
مسأله این در فرض که گرفت نظر در بهینه سازی مسأله ΁ی به صورت را آموزش مسأله ͬ توان م
مسأله معمولا ͬ باشد[١]. م ۶ مخاطره تابع تابع، این که است بحرانͬ تابع ΁ی کردن مینیمم
تابع هایی به فقط پشتیبان بردار تئوری در که ͬ شود م مطرح سری  قید هایی ΁ی با بهینه سازی
این که فرض با هستند. خطͬ آن ها قیود هم چنین و هستند دوم درجه و محدب که داریم توجه

ͬ کنیم. م حل را مسأله این است، محدب هدف تابع
مسأله که تابعͬ برای کافͬ و لازم شرط که ͬ کنیم م بررسͬ را لاگرانژ روش بخش این در
΁ی که ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را ٧ دوگانͬ مسأله این بر علاوه ͬ کند. م فراهم کند حل را
١٧٩٧ سال به لاگرانژ مسأله پیدایش ͬ کند. م ایفا پشتیبان بردار ماشین مسأله در اساسͬ نقش

ͬ گردد. بر م میلادی
فرم به که شرط هایی و قیدها مورد در ٨ کان‐تاکر توسط تئوری این میلادی ١٩۵١ درسال
ͬ باشد. م مطرح کان‐تاکر تئوری عنوان تحت تعمیم این که شد داده تعمیم هستند نامساوی

بازه ی در که i = ١, · · · ,m ،hi و i = ١, · · · , k ،f, gi توابع بهینه سازی). (مسأله ١ . ٢ . ١ تعریف
۵Binary classification theory
۶Risk function
٧Duality
٨Kahn-Tucker



مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی ۴
ب·یرید: نظر در شده اند تعریف Ω ⊆ Rn

minimize f(w)

subject to gi(w) ≤ ٠, i = ١, · · · , k,
hi(w) = ٠, i = ١, · · · ,m,

w ∈ Ω,

(١ . ١)

ها  hi و نامساوی قیدهای gi قیدهای و ͬ شوند م نامیده ارزش تابع یا هدف f(w)تابع آن در که
به صورت ها  i تمام برای را تابع ها این کار در سادگͬ برای ͬ شوند. م نامیده تساوی قیدهای

ͬ نویسیم: م زیر برداری

h(w) = ٠,
g(w) ≤ ٠,

«مقدار عنوان تحت f بهینه مقدار .g = (g١, g٢, · · · , gk) ،h = (h١, h٢, · · · , hm) آن در که
یا ام΄ان پذیر ناحیه F = {w ∈ Ω : g(w) ≤ ٠, h(w) = ٠} ناحیه به ͬ شود. م یاد مسأله» بهینه
شرایط تمام آن بر علاوه و شده تعریف آن روی f که است ناحیه ای این ͬ گوییم. م شدنͬ ناحیه

ͬ کنند. م صدق آن در هم قیدها و
فقط و اگر ͬ گوییم م ٩ سراسری مینیمم ͬ باشد م مسأله بهینه مقدار که w∗ ∈ F جواب به
مینیمم w∗ نقطه به و باشد f(w) < f(w∗) به طوری که باشد نداشته وجود w ∈ F هیچ اگر
که w ∈ Ω هر برای طوری که به ϵ > ٠ باشد داشته وجود اگر گوییم f(w) برای ١٠ محلͬ

باشیم: داشته ||w − w∗|| < ϵ

f(w) ≥ f(w∗).

شرایط و قیدها تمام و هدف تابع اگر ͬ نامیم م ١١ برنامه ریزی خطͬ را (١ . ١) بهینه سازی مسأله
غیر خطͬ برنامه ریزی مسأله را آن باشد غیرخطͬ فوق موارد از ی΄ͬ اگر و باشند خطͬ مسأله
فرم به صورت هدف تابع اگر گوییم ١٢ دوم درجه برنامه ریزی مسأله این به هم چنین ͬ گویند. م

باشند. خطͬ مسأله قیدهای تمام و باشد دوم درجه
٩Global minimum

١٠Local minimum
١١Linear programming
١٢Quadratic programming



۵ بهینه سازی مسأله

محدب. تابع ΁ی از نمونه ای :١ . ١ ش΄ل

هستند. ١٣ فعال قید های مسأله این در مهم مفهوم ΁ی
باشد ناحیه شدنͬ مرز در w اگر بنابراین باشد. gi(w) = ٠ هرگاه گوییم فعال w در را gi قید

هستند. فعال قیدها تمام
ͬ دهیم. م توضیح مجموعه ها روی آن را خواص از سری ΁ی و محدب تابع ابتدا

w, u ∈ Ω هر برای هرگاه گوییم محدب را Ω ⊆ Rn مجموعه بودن). (محدب ١ . ٢ . ٢ تعریف
محدب Ω ⊆ Rn دی·ر، به عبارت .(θw + (١ − θ)u) ∈ Ω باشیم: ،داشته θ ∈ (٠, ١) هر برای و
در ͬ کند م متصل ی΄دی·ر به را دو آن که پاره خطͬ w, u ∈ Ω دلخواه عضو دو هر برای اگر است

باشد. Ω
زیر رابطه θ ∈ (٠, ١) تمام برای هرگاه گوییم محدب w ∈ Rn برای را f(w) تابع .١ . ٢ . ٣ تعریف

باشد: برقرار
f(θw + (١ − θ)u) ≤ θf(w) + (١ − θ)f(u).

گوییم. محدب اکیداً نظر مورد تابع نیفتد اتفاق تساوی بالا نامساوی در اگر
f(w) = Aw + b به صورت b بردارهای و A ماتریس های بعضͬ برای که تابعͬ .۴ . ١ . ٢ تعریف
مسأله هستند. مقعر هم و محدب هم آفین توابع ͬ شود. م نامیده ١۴ آفین تابع شود تعریف
برنامه ریزی مسأله عنوان تحت محدب مجموعه های روی بر محدب توابع کردن مینیمم
جوا ب های تمام محدب حالت در چون هستند جالب خیلͬ مسائل این ͬ شود. م بیان ١۵ محدب
تابع که صورتͬ در ی΄تاست سراسری جواب هم چنین و هستند مسأله سراسری محلͬ،جواب

باشند. محدب اکیدا قیود توابع از ی΄ͬ یا و هدف
١٣Active constraints
١۴Affin
١۵Convex programming problem



مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی ۶
به هم هدف تابع و شود محدود خطͬ قیدهای به ͬ تواند م پشتیبان بردار ماشین مسأله
درجه برنامه ریزی مسائل به فقط بعد قسمت در دلیل همین به باشد. دوم درجه و محدب فرم

ͬ پردازیم. م دوم
شود. مطرح مینیمم سازی مسأله ΁ی عنوان تحت ͬ تواند م بهینه سازی مسأله به طور کلͬ،
مینیمم سازی مسأله ΁ی به ͬ توان ١−م در آن هدف تابع ضرب با را سازی ماکزیمم مسأله ͽواق در

کرد. تبدیل

لاگرانژ روش ١ . ٣
به صورت که نامقیˁد بهینه سازی مسائل در ͬ کنیم. م شروع ساده حالت های سری ΁ی با

minimize f(x)

subject to hi(x) = ٠, i = ١, · · · ,m, (١ . ٢)
صفر مساوی با است مم΄ن سادگͬ به هدف تابع موضعͬ یا محلͬ بهینه مقدار ͬ شوند، م بیان

ͬ آید. م به دست اولیه متغیرهای به نسبت f(x) تابع مشتق دادن قرار
∂f(w∗)
∂w = ٠ که است این باشد f(w) مینیم جواب w∗ اینکه برای لازم شرط .([۵١]) ١ . ٣ . ١ قضیه

ͬ شود. م نیز کافͬ شرط به تبدیل محدب تابع های برای شرط این باشد.
سری ΁ی که لاگرانژ تابع عنوان تحت ͬ کنیم م تعریف تابعͬ مقیˁد، بهینه سازی مسائل در

ͬ دهد. م مسأله در موجود قیدهای و هدف تابع درمورد واحدی اطلاعات
را هدف تابع که است (١ . ٢)تابعͬ مسأله با متناظر لاگرانژ تابع لاگرانژ). (تابع ١ . ٣ . ١ تعریف

ͬ کند. م تعریف ،hi(w) = ٠, i = ١, · · · ,m ͬˁکم قید های از خطͬ ترکیبی همراه به
L(w,α) = f(w) +

m∑
i=١

αihi(w),

ͬ شوند. م نامیده لاگرانژ αi،ضرایب ضرایب به طوری که
و باشد آن هدف f(w)تابع که باشیم مواجه بهینه سازی مسأله با کنیم فرض .١ . ٣ . ٢ قضیه
برای لازم شرط ،آن گاه f, hi ∈ C به طوری که باشند مسأله قیدهای ،hi(w), i = ١, · · · ,m

است: زیر به صورت باشد بهینه سازی مسأله جواب w∗ این که
∂L

∂w
(w∗, α∗) = ٠,

∂L

∂α
(w∗, α∗) = ٠.

تبدیل مسأله این حل است. محدب تابعͬ L(w,α) ͬ که صورت در هست هم کافͬ شرط این
این حل با ͬ باشد. م شرط ها تعداد m به طوری که ͬ شود م معادله n + m با دستگاهͬ حل به



٧ لاگرانژ روش
را شرط ها تمام بهینه جواب که داریم توجه . ͬ آید م به دست مسأله جواب معادلات دستگاه

است،یعنͬ f(w∗) مقدار برابر بهینه جواب در لاگرانژ تابع مقدار پس ͬ کند م صفر به تبدیل

L(w∗, α∗) = f(w∗).

هستند. تساوی قیود به صورت فقط بهینه سازی مسأله شرایط که است حالتͬ برای فوق تعریف
به باشند تساوی هایی فرم به این که جای به شرط ها این که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ حالا
لاگرانژ یافته تعمیم حالت تا ͬ کند م مجبور را ما موضوع این باشند. نامساوی سری ΁ی فرم

کنیم. تعریف را
ب·یرید: نظر در را زیر بهینه سازی کلͬ مسأله لاگرانژ). یافته تعمیم (تابع ١ . ٣ . ٢ تعریف

minimize f(w)

subject to gi(w) ≤ ٠, i = ١, · · · , k,
hi(w) = ٠, j = ١, · · · ,m,

w ∈ Ω.

(١ . ٣)

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را لاگرانژ یافته تعمیم تابع

L(w,α, β) = f(w) +
k∑

i=١
αigi(w) +

m∑
j=١

βjhj(w) = f(w) + αT g(w) + βTh(w),

و αT = (α١, · · · , αk) هستند، آزاد βj،j = ١, · · · ,m و αi ≥ ٠،i = ١, · · · , k آن در که
.βT = (β١, · · · , βm)

است. دوگان و اولیه متغیرهای حسب بر تابعͬ لاگرانژ تابع
(١ . ٣ . ١)داشتیم تعریف در که اولیه مسأله کنید فرض .( دوگان لاگرانژ (مسأله ١ . ٣ . ٣ تعریف
با است. ماکزیمم سازی مسأله ΁ی مینیمم سازی، مسأله ΁ی دوگان که ͬ دانیم م است. برقرار
حسب بر تابعͬ به صورت دوگان مسأله هدف تابع لاگرانژ، تابع در بهینگͬ شرایط دادن قرار
دوگان ͬ شوند.مسأله م بیان دوگان متغیرهای حسب بر نیز مسأله شرایط و دوگان متغیرهای

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را
max
α≥٠ θ(α, β) = inf

w
L(w,α, β).

است. مسأله جواب کند ماکزیمم را دوگان مسأله هدف تابع که مقداری مسأله این در
زیر رابطه دوگان مسأله و اولیه بهینه سازی مسأله بین ضعیف). دوگان (قضیه ١ . ٣ . ٣ قضیه

است: برقرار
f(w) ≥ θ(α, β).



مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی ٨
تابع مقدار که است این ͬ دهد م قضیه این که مستقیمͬ نتیجه دوگان). (ش΄اف ۴ . ١ . ٣ تعریف
هدف تابع مقدار دی·ر به عبارت یا ͬ شود م محدود اولیه هدف تابع مقدار توسط دوگان هدف
ش΄اف عنوان تحت مقدار دو این تفاوت ͬ باشد. م دوگان هدف تابع مقدار برای بالایی حد اولیه
w∗ آن گاه هستند برقرار قیدها که وقتͬ باشد f(w∗) = θ(α∗, β∗) اگر ͬ شود. م شناخته دوگان
توابع مقادیر که هنگامͬ هستند. دوگان و اولیه مسأله بهینه جواب های ترتیب به (α∗, β∗) و
و ͬ شود م تبدیل تساوی به قبل قضیه در نامساوی باشند ی΄سان دوگان و اولیه مسأله هدف

ͬ کند: م حاصل را زیر نتیجه موضوع این
∀i, α∗

i gi(w
∗) = ٠.

مسأله بود خواهیم قادر وقت آن کنیم مقایسه دوگان مسأله مقدار با را اولیه مقدار اگر بنابراین
را بهینه جواب ͬ توانیم م کند میل صفر سمت به دوگان ش΄اف اگر کنیم. تست را بهینه سازی

کنیم. پیدا
زینͬ نقطه کردن تعریف با فوق مقدار دو این به توجه بدون زینͬ). (نقطه ۵ . ١ . ٣ تعریف
تایی سه به صورت زینͬ نگیریم.نقطه نظر در را دوگانگͬ مش΄ل و ش΄اف دی·ر ی΁ بار ͬ توانیم م

کند: برقرار زیر رابطه به طوری که ͬ شود م تعریف (w∗, α∗, β∗)

L(w∗, α, β) ≤ L(w∗, α∗, β∗) ≤ L(w,α∗, β∗),

تحت و ͬ شود م مینیمم w تحت لاگرانژ تابع ͬ باشد. م برقرار w ∈ Ω تمام برای رابطه این که
ͬ شود. م ماکزیمم (α, β)

و w∗ باشد اولیه لاگرانژ تابع برای زینͬ نقطه (w∗, α∗, β∗) تایی سه اگر .([٢٢]) ۴ . ١ . ٣ قضیه
وجود هم نسبی دوگان ش΄اف و هستند دوگان و اولیه مسأله بهینه جواب به ترتیب (α∗, β∗)

ندارد،یعنͬ
f(w∗) = θ(α∗, β∗).

مقدار دارای بهینه حالت در دوگان و اولیه مسائل که است نکته این ضامن بعد قضیه
ͬ کنیم. م استفاده مسائل حل برای قضیه این از پشتیبان بردار ماشین در که هستند، ی΄سان
تابع بهینه مقدار با اولیه هدف تابع بهینه مقدار قوی[۵٧]). دوگان (قضیه ۵ . ١ . ٣ قضیه
باشد، محدب Ω دامنه کنید (١ . ٣)فرض بهینه سازی مسأله در یعنͬ است. برابر دوگان هدف
صفر برابر دوگان ش΄اف آ  ن گاه باشد بهینه جواب دارای بهینه سازی(١ . ٣) مسأله ͬ که در صورت

است.

کان‐تاکر شرایط ۴ . ١
محدب f ∈ C١ ب·یرید.اگر نظر در (١ . ٣)را اولیه بهینه سازی مسأله (کان‐تاکر). ١ . ۴ . ١ قضیه
کافͬ و لازم شرط باشند. خطͬ مستقل هستند فعال w∗ در که gi بردارهای مجموعه و باشد



٩ کان‐تاکر شرایط
طوری که: به β∗ و α∗ باشد داشته وجود که است این باشد بهینه جواب w∗ اینکه برای

∂L

∂w
(w∗, α∗, β∗) = ٠,

∂L

∂β
(w∗, α∗, β∗) = ٠,

α∗
i gi(w

∗) = ٠, i = ١, · · · , k,
gi(w

∗) ≤ ٠, i = ١, · · · , k,
α∗
i ≥ ٠, i = ١, · · · , k.

بیان گزاره این ͬ شود. م یاد «١۶ کان‐تاکر م΄مل «شرط عنوان تحت α∗
i gi(w

∗) = ٠ رابطه
باشند. صفر غیر ͬ توانند نم gi(w∗) و α∗

i جفت که ͬ کند م
αigi که کنیم،جایی مینیمم را اولیه لاگرانژ که مجبوریم بهینه سازی مسأله حل برای
کاهش αi = ٠ به وسیله مجموع کل مقدار باشد gi < ٠ اگر دارند، مثبتͬ مقدار مجموع

است. αi > ٠ ͬ ماند م باقͬ که محدودیتͬ gi = ٠ اگر دی·ر به عبارت یا ͬ یابد. م
١٧ اکید م΄مل گوییم آنگاه α∗

i = gi(w
∗) = ٠ به طوری که باشد نداشته وجود i هیچ اگر

است. برقرار

بهینه سازی مسأله حل چون ͬ دهند م قرار اختیار در مهمͬ ابزار دوگان متغیرهای معرفͬ
متغیرهای به بستگͬ دوگان مسأله است. اولیه مسأله حل از آسان تر ͽمواق از بسیاری در دوگان

گردد. ماکزیمم باید آسان تر قیدهای تحت و ندارد اولیه
آوریم؟ به دست باید چ·ونه را دوگان

متغیرهای به نسبت را اولیه لاگرانژ مشتق ابتدا ͬ آید م به دست مرحله دو در مسأله ΁ی دوگان
این ͬ کنیم. م جای·ذاری لاگرانژ تابع در را آمده به دست روابط سپس و ͬ دهیم م قرار صفر اولیه
به صورت دوگان متغیرهای به وابسته جواب و ͬ برد م بین از را اولیه متغیرهای به وابستگͬ کار

است: زیر
max
α≥٠ θ(α, β) = inf

w
L(w,α, β).

ͬ باشد. م پشتیبان ماشین بردار تئوری در استاندارد ΁تکنی ΁ی این
فضاهایی در کار اجازه هسته روش های از استفاده با دوگان روش پشتیبان بردار ماشین در
در که داده هایی مقدار کاهش باعث کان‐تاکر شرایط و ͬ دهند م قرار اختیار در بالا ابعاد با
دوگان متغیرهای دارای فعال قیدهای تنها ͬ شود. هستیم،م درگیر آن ها با آموزش مرحله
میزان به هستیم درگیر مرحله این در آن ها با که متغیرهایی تعداد درنتیجه ͬ باشند. م غیرصفر

ͬ کنند. م پیدا کاهش چشم·یری
١۶KT complementarity condition
١٧Strict complementarity



مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی ١٠

پشتیبان بردار ماشین ۵ . ١
اطلاعاتͬ سیستم های طراحͬ در مهم فاکتور ΁ی به عنوان ١٨ ال·و شناسایی مفاهیم و مسأله
قدرتمندی تحلیل روش های بر مبتنͬ شناسایی تئوری است. گرفته قرار زیادی توجه مورد
این در علاقه میزان دارد. مخابرات و کنترل سیستم های در وسیعͬ کاربردهای که است
موضوع ΁ی ͬ باشد.به طوری که م و بوده گسترش حال در و٧٠) ۶٠ دهه در رشته(مخصوصاً
مانند پایه علوم و مهندسͬ قبیل از مختلفͬ آکادمی΄ͬ رشته های برای تحقیقاتͬ مشترک
و کامپیوتر علم و اطلاعات بیولوژی،تئوری روان شناسͬ، زبان شناسͬ، شیمͬ، آمار، ،΁فیزی
از ال·و شناسایی مسأله از خاصͬ ͬ های ویژگ بر تحقیقاتͬ حوزه های از ΁ی هر است. گشته غیره
تصمیم گیری های برای تحلیلͬ تکنی΁ های توسعه فیزیولوژی΄ͬ، فرایندهای مدل سازی قبیل
ال·وهای یا داده ها جداسازی جز چیزی عملا́ ال·و، شناسایی مسأله دارند. تاکید ΁اتوماتی
انجام باید کار چند ال·و شناسایی سیستم ΁ی طراحͬ در نیست. مختلف دستجات بین ورودی
شناسا سیستم به که ورودی بردارهای یا و ال·وها به راباید شناسایی مورد اشیاء نخست گیرد:
ͬ آیند. م به د ست اندازه گیری طریق از ورودی بردار مولفه های نمود. تبدیل ͬ گردند م اعمال
هندسͬ نظر از ͬ کند. م بیان را نظر مورد شͬء از ویژگͬ ΁ی شده، اندازه گیری کمیت هر
اقلیدسͬ بعدی چند فضای در نقطه ΁ی به عنوان ͬ توان م را شناسایی موضوع یا شͬء هر
اندازه گیری ورودی داده های روی از مهم مشخصه های استخراج دوم کار گرفت. نظر در
گویند. شاخص استخراج اصطلاحاً کار این به ͬ باشد، م ال·و ها بردار ابعاد کاهش و شده
مشترک خاص طبقه آن به متعلق ال·وهای تمامͬ در که هستند آن هایی طبقه ΁ی مشخصه های
ͬ گردند. م حذف هستند مشترک طبقه ها تمامͬ در که مشخصه ها بردار از عناصری ͬ باشند. م
برای ،΁اتوماتی بهینه تصمیم گیری جهت روندی که است این ال·و، شناسایی در کار سومین
یعنͬ ساده، ش΄ل به ال·و شناسایی مسأله ریاضͬ بیان به آوریم. به دست ال·وها طبقه بندی
تصمیم گیری برای اقلیدسͬ چند بعدی فضای که طبقاتͬ از ی΄ͬ به ورودی ال·وهای تخصیص
دسته بندی و شناسایی در جدید ایده های از ی΄ͬ است. شده تقسیم آن ها از متناهͬ تعداد به
بسیار خواص دارای پشتیبان بردار ماشین است. ١٩ (SVM) یا پشتیبان بردار ماشین ال·وها،
آموزش در SVM اینکه جمله از ͬ سازد م مناسب ال·و شناسایی برای را آن که است ارزشمندی
ͬ کند. م بنا تعمیم حداکثر با را کننده ها دسته بندی ندارد، را محلͬ بهینه های مش΄ل خود
راحتͬ به را غیرخطͬ تمایز توابع و ͬ کند م تعیین بهینه به صورت را خود توپولوژی و ساختار
اولین ͬ دهد. م تش΄یل هیلبرت فضای در حاصل ضرب مفهوم از استفاده با کم محاسبات با و
آن معیار و شد ارائه ٢٠ فیشر توسط میلادی ١٩٣۶ سال در ال·وها طبقه بندی برای ال·وریتم
و ال·وریتم ها از بسیاری بود. آموزشͬ ال·وهای طبقه بندی خطای کردن کم بودن، بهینه برای

١٨Pattern recognition
١٩Support Vector machine
٢٠Fisher



١١ پشتیبان بردار ماشین از استفاده با رگرسیون
استراتژی همین از است شده ارائه ال·و کننده های طبقه بندی برای کنون تا که نیز روش هایی
مستقیم طور به کننده طبقه بندی تعمیم و خاصیت روش ها این از ΁ی هیچ در ͬ کند. م پیروی
دارای نیز شده طراحͬ کننده ی طبقه بندی و است نشده داده دخالت روش هزینه ی تابع در
΁ی به عنوان را ال·و کننده ی دسته بندی طراحͬ اگر ͬ باشد. م کمͬ دهندگͬ تعمیم خاصیت
تابع در محلͬ بهینه های مش΄ل با روش ها این از بسیاری ب·یریم نظر در بهینه سازی مسأله
و دارد وجود نیز دی·ری ش΄ل ͬ آیند. م گرفتار محلͬ بهینه های دام در و هستند مواجه هزینه
تعیین مثال به عنوان که است طراحͬ از قبل کننده دسته بندی توپولوژی و ساختار تعیین آن
در گاوسͬ توابع ،تعداد ٢١ MLPعصبی شب΄ه های در مخفͬ لایه ی گره های بهینه های تعداد
مارکف پنهان مدل در گاوسͬ توابع و حالت ها بهینه ی تعداد یا و ٢٢ RBFعصبی شب΄ه های
نتوانیم قبلͬ شده ی پیشنهاد روش های با عمل در که ͬ شوند م باعث عوامل این همه ͬ باشد. م
١٩۶۵ سال در ٢٣ ΁وپنی ولادمیر نام به روسͬ محقق برسیم. بهینه کننده ی دسته بندی ΁ی به
یادگیری آماری نظریه و برداشت کننده ها دسته بندی طراحͬ در مهم بسیار گامͬ میلادی
داد. ارائه اساس این بر را پشتیبان بردار ماشین های و نهاد بنا مستح΄م تری به صورت را

هستند: زیر خواص دارای پشتیبان بردار ماشین های
تعمیم حداکثر با کننده دسته بندی طراحͬ .١

هزینه تابع سراسری بهینه به رسیدن .٢
کننده طبقه بندی برای بهینه توپولوژی و ساختار خودکار تعیین .٣

حاصل ضرب مفهوم و غیرخطͬ هسته های از استفاده با غیرخطͬ تمایز توابع کردن مدل .۴
هیلبرت. فضاهای در داخلͬ

پشتیبان بردار ماشین از استفاده با رگرسیون ۶ . ١
چیست؟ رگرسیون ١ . ۶ . ١

مفهوم رساندن جهت اغلب و است معنͬ«بازگشت» به لغت فرهنگ در رگرسیون واژه تاریخچه:
مرور به پدیده ها برخͬ که معنͬ ͬ رود.بدین م میانگین»به کار یا متوسط مقدار ΁ی به «بازگشت

ͬ کنند. م میل متوسط مقدار ΁ی طرف به ͬˁکم نظر از زمان
همین در که مقاله ای در ٢۴ گالتون فرانسیس میلادی ١٨٧٧ سال در پیش سال ١٠٠ از بیش
پدرانشان قد از کمتر قدبلند، پدران دارای پسران قد متوسط که داشت اظهار کرد منتشر زمینه

٢١Multi-layer perceptron
٢٢Radial-basis function
٢٣Veladimir Vapnik
٢۴Francis Galton



مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی ١٢
پدرانشان قد از بیشتر نیز کوتاه قد پدران دارای پسران قد متوسط مشابه نحو به ͬ باشد. م
داده هایش در را میانگین طرف به بازگشت پدیده گالتون ترتیب این به است. شده گزارش
او کارهای اما داشت شناختͬ زیست مفهومͬ رگرسیون گالتون برای داد. قرار تاکید مورد
بر تاکید برای گالتون گرچه شد. داده توسعه آماری مفاهیم برای ٢۵ پیرسون کارل توسط
امروزه حال هر به اما کرد، استفاده رگرسیون تحلیل متوسط»از مقدار سمت به پدیده«بازگشت
ͬ شود. م برده به کار متغیرها بین روابط به مربوط مطالعات به اشاره جهت رگرسیون تحلیل واژه

داده ها. پراکندگͬ نمودار :١ . ٢ ش΄ل

پراکندگͬ نمودار
متغیرهاست. بین ارتباط مدل سازی و بررسͬ برای آماری تکنی΄ͬ و فن رگرسیونͬ تحلیل حقیقت در
زیستͬ، علوم مدیریت، اقتصاد، ،΁فیزی مهندسͬ، جمله از زمینه ای هر در تقریبا رگرسیون
تحلیل گفت ͬ توان م است. نیاز مورد پیش بینͬ و برآورد برای اجتماعͬ علوم و بیولوژی
رگرسیونͬ تحلیل از خلاصه ای است. آماری تکنی΁ های بین در روش پرکاربردترین رگرسیونͬ،

است: زیر به صورت
و دارد وجود متغیر دو بین خط ΁ی ش΄ل به رابطه ΁ی که ͬ زند م حدس تحلیل گر ابتدا در
در نقاطͬ به صورت را داده ها این و ͬ پردازد م متغیر دو از ͬˁکم اطلاعات جمͽ آوری به سپس

.(١ . ٢) ͬ کند، م رسم بعدی دو نمودار ΁ی
تحلیل های در مهمͬ بسیار نقش ͬ شود م گفته ٢۶ پراکندگͬ نمودار آن به که نمودار این

ͬ کند. م ایفا متغیرها بین ارتباط نمایش و رگرسیونͬ
΁ی امتداد در دقیق) لزوماً تقریباً(نه داده ها که باشد این نشان دهنده نمودار ͬ که، صورت در
به صورت خطͬ ارتباط این شده(١ . ٣)و تاییده تحلیل گر حدس شده اند، پراکنده مستقیم خط

ͬ شود: م داده نمایش زیر
y = ax+ b,

٢۵Karl Pearson
٢۶Scatter plot



١٣ پشتیبان بردار ماشین از استفاده با رگرسیون

رگرسیونͬ. خط برآورد :١ . ٣ ش΄ل

است. خط این شیب a و مبدا از عرض b آن در که

خطا و متغیرها
آن از که ͬ خورد م چشم به تفاوت کمͬ رگرسیونͬ خط روی بر آن ها تصویر و نقاط از برخͬ بین

ͬ کنیم: م اصلاح زیر به صورت را اولیه معادله بنابراین ͬ کنیم. م یاد برآورد خطای به عنوان

y = ax+ b+ ε.

ͬ شود. م نامیده خطͬ رگرسیونͬ مدل ΁ی فوق معادله

رگرسیونͬ روش های
شوند. برآورده b و a مجهول پارامترهای است کافͬ و شد معرفͬ رگرسیونͬ مدل مرحله این تا
روش ازجمله ͬ شود م انجام مختلف روش های از استفاده با مدل سازی در پارامترها برآورد
در استفاده مورد روش های از ی΄ͬ که خطا مربعات کمترین روش خطا. مربعات کمترین
و میلادی ١٨٠۵ سال در فرانسوی ریاضیدان ٢٧ لژاندر توسط بار اولین است رگرسیونͬ تحلیل
شد. برده به کار نجومͬ مطالعات در و معرفͬ میلادی ١٨٠٩ سال در آلمانͬ ریاضیدان گاوس٢٨
بخش در که است بوده موفقیت آمیز بسیار رگرسیون در نیز پشتیبان بردار ماشین روش های
در ٢٩ هم΄ارانش و ΁وپنی توسط بار اولین رگرسیون روشSVMدر ͬ کنیم. م اشاره آن به بعد
ͬ نامند. م ٣٠(SV R) پشتیبان بردار رگرسیون را روش این .[٢٣] شد معرفͬ میلادی ١٩٩۶ سال

٢٧Legendre
٢٨Gauss
٢٩Vladimir Vapnik, Harris Drucker, Chris Burges, Linda Kaufman and Alex Smola
٣٠Support Vector Regression



مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی ١۴

رگرسیون در پشتیبان بردار ماشین از استفاده ٢ . ۶ . ١
xi ∈ Rn که (x١, y١), (x٢, y٢), · · · , (xn, yn) ∈ Rn × R شده داده آموزشͬ نمونه های برای
تابع کردن پیدا هدف است. f(xi) تابع مقدار متناظر yi و است ورودی فضای در نقطه ای
در باشد. ε ،yi هدف مقدار از آن فاصله ،حداکثر xi آموزشͬ نمونه های همه برای که f(x) خطͬ
ͬ باشد. م مجاز است، ε از کمتر که انحراف هر ،[١٩٩۵،΁وپنی] ٣١ پشتیبان ε ‐ بردار رگرسیون
مینیمم سازی SV R هدف .w ∈ Rn, b ∈ R آن در که ب·یرید نظر در را f(x) = ⟨w, x⟩+ b تابع
مسأله این باشد. ε از کمتر yi خروجͬ مقادیر از f(x) انحراف ͬ که به قسم است w اقلیدسͬ نرم

ͬ شود: م بیان زیر به صورت محدب بهینه سازی

minimize
١
٢∥w∥٢ + C

n∑
i=١

(ξi + ξ′i)

subject to yi − ⟨w, xi⟩ − b ≤ ε+ ξi, i = ١, · · · , n, (۴ . ١)
⟨w, xi⟩+ b− yi ≤ ε+ ξ′i, i = ١, · · · , n,
ξi, ξ

′
i ≥ ٠, i = ١, · · · , n.

دوگان ساختن برای ͬ شوند. م مشخص کاربر توسط C εو انحراف پارامتر دو که کنید توجه
محدودیت های متناظر αi ͬ کنیم. م معرفͬ را αi, α

′
i کم΄ͬ بهینه سازی(١ . ۴)متغیرهای مسأله

برای لاگرانژ ضرایب حقیقت در متغیرها این است. ξ′i کم΄ͬ محدودیت متناظر α′
i و ξi شامل

SV،مسأله کننده های رده بندی طراحͬ در رفته به کار روش های مشابه هستند. اولیه مسأله
لاگرانژین تابع که ͬ کنیم م حل اولیه متغیرهای لاگرانژین تش΄یل با را فوق مقید بهینه سازی

است: زیر به صورت

LP (w,b, ξi, ξ
′
i, αi, α

′
i, βi, β

′
i) =

١
٢wTw + C

n∑
i=١

(ξi + ξ′i)−
n∑

i=١
(βiξi + β′

iξ
′
i)

−
n∑

i=١
αi(w

Txi + b− yi + ε+ ξi)−
n∑

i=١
α′
i(yi − wTxi − b+ ε+ ξ′i).

میمنیمم w, b, ξi, ξ
′
i اولیه متغیرهای به نسبت باید LP (w, b, ξi, ξ

′
i, αi, α

′
i, βi, β

′
i) لاگرانژین تابع ΁ی

جواب نقطه در تابع بنابراین گردد. ماکزیمم αi, α
′
i, βi, β

′
i نامنفͬ لاگرانژ ضرایب به نسبت و شود

است. زینͬ نقطه دارای (w∗, b∗, ξ∗i , ξ
′∗
i ) بهینه

٣١ε - SV Regression



١۵ پشتیبان بردار ماشین از استفاده با رگرسیون
یعنͬ: ͬ شود، م صفر اولیه متغیرهای به نسبت LP جزئͬ مشتقات بهینه جواب در

∂LP

∂w
= w −

n∑
i=١

(αi − α′
i)xi = ٠, (۵ . ١)

∂LP

∂b
=

n∑
i=١

(αi − α′
i) = ٠, (۶ . ١)

∂LP

∂ξi
= C − αi − βi = ٠, (١ . ٧)

∂LP

∂ξ′i
= C − α′

i − β′
i = ٠. (١ . ٨)

رگرسیون برای (۴ . ١) بهینه سازی مسأله دوگان مرسر، قضیه و KKT شرایط از استفاده با
است: زیر به صورت SVM از استفاده با خطͬ

maximum Ld(α, α
′) =

n∑
i=١

yi(α− α′
i)−

١
٢

n∑
i=١

n∑
j=١

(αi − α′
i)(αj − α′

j)x
T
i xj − ε

n∑
i=١

(αi + α′
i)

subject to

n∑
i=١

(αi − α′
i) = ٠ (١ . ٩)

٠ ≤ αi ≤ C, i = ١, · · · , n,
٠ ≤ α′

i ≤ C, i = ١, · · · , n.
شده بیان α′ و α لاگرانژ ضرایب از عباراتͬ به صورت تنها Ld(α, α

′) لاگرانژین که کنید توجه
در است. برابر دو SVM کننده رده بندی اندازه به نسبت فوق مسأله اندازه اگرچه، است.
H هسین ماتریس و (αi

′ تا n و αi تا n) داریم خطͬ رگرسیون برای مجهول متغیر ٢n اینجا
دوم درجه بهینه سازی مسأله است. ٢n × ٢n ماتریس ΁ی رگرسیون بهینه سازی مسأله برای

شود: فرمول بندی زیر ماتریسͬ ش΄ل به صورت ͬ تواند م فوق استاندارد
minimaze Ld(α) =

١
٢αTHα+ fTα,

، α = (α١, α٢, · · · , αn, α
′١, α′٢, · · · , α′

n) آن در که باشند، مسأله(١ . ٩)برقرار قیود که قسمͬ به
خطͬ)است و رگرسیون ΁ی (در Gij = [xTi xj ] مولفه های با ماتریسͬ G که H =

 G −G

−G G


f = [ε− y١, ε− y٢, · · · , ε− yn, ε+ y١, ε+ y٢, · · · , ε+ yn].

از آن به جای معمولا و بود ٣٢ ͽبدوض ماتریس ΁ی بالا، در شده گفته Gij که کنید (توجه
ͬ شود). م استفاده Gij = [xTi xj + ١]

تعداد آموزش، مرحله از بعد ͬ دهد. م نتیجه را (αi, α
′
i) لاگرانژ ضریب جفت n آموزش مرحله

΁ی حداقل که آن جا از است. پشتیبان بردارهای تعداد مساوی α′
i یا αi ناصفر پارامترهای

٣٢Badly conditioned matrix



مقدماتͬ مفاهیم و ال·و شناسایی ١۶
صفر همیشه α′

i و αi حاصل ضرب لذا است، صفر (i = ١, · · · , n)(αi, α
′
i) جفت هر از مولفه

.αiα
′
i = ٠ یعنͬ است،

هستند: برقرار زیر KKT م΄مل شرایط بهینگͬ در
αi(w

Txi + b− yi + ε+ ξi) = ٠, (١ . ١٠)
α′
i(−wTxi − b+ yi + ε+ ξi

′) = ٠, (١ . ١١)
βiξi = (C − αi)ξi = ٠, (١ . ١٢)
β′
iξ

′
i = (C − α′

i)ξ
′
i = ٠, (١ . ١٣)

اگر مشابه است.به طور برقرار ξi = ٠ ،شرط ٠ < αi < C برای که ͬ دهند م نشان فوق شرایط
داریم: ٠ < αi و α′

i < C هر برای و ξ′i = ٠ ،آنگاه ٠ < α′
i < C

(wTxi + b− yi + ε) = ٠,
(−wTxi − b+ yi + ε) = ٠.

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت b
b = yi − ⟨w, xi⟩ − ε, ٠ < αi ≤ C, i = ١, · · · , n.
b = yi − ⟨w, xi⟩+ ε, ٠ < αi ≤ C i = ١, · · · , n.

خط به نسبت ε از بیشتر انحراف دارای که هستند داده هایی مورد در (١ . ١٣) (١ . ١٢)و شرایط
به عبارتͬ یا .α′

i = C ،آنگاه ξ′i > ٠ اگر و αi = C ،آنگاه ξi > ٠ اگر یعنͬ ͬ باشند، م رگرسیون
پایین که داده هایی برای و αi = C هستند، مجاز خطای با محدوده بالای که داده هایی برای
ͬ نامند. م مقیˁد پشتیبان بردارهای را نقاط ،این α′

i = C هستند، مجاز خطای با محدوده
αi دوی هر ، |y − f(x)| < ε جایی که یا مجاز، ناحیه داخل تمرینͬ نقاط همه برای هم چنین
صفحه در تاثیری و نیستند پشتیبان) SV(بردار آن ها از ΁هیچ ی لذا هستند صفر مساوی α′

i و
ندارند. تصمیم

.SVM از استفاده با رگرسیونͬ خطا برآورد :۴ . ١ ش΄ل



١٧ پشتیبان بردار ماشین از استفاده با رگرسیون
از استفاده ،با α′

i و αi بهینه ضرایب داشتن با و بهینه سازی(١ . ٩) مسأله حل از پس اما
ͬ آید: م به دست زیر به صورت رگرسیون ابرصفحه برای بهینه وزنͬ بردار بهینگͬ(١ . ۵) شرط

w٠ =
n∑

i=١
(αi − α′

i)xi. (١۴ . ١)

ͬ آید: م به دست زیر به صورت رگرسیون بهینه صفحه ابر و
wT٠ x+ b =

n∑
i=١

(αi − α′
i)x

T
i x+ b. (١۵ . ١)

خط امتداد در را داده ها ͬ کنید. م ملاحظه را داده ها پراکندگͬ نمونه ΁(١ . ۴)ی ش΄ل در
نمونه های دادن قرار با است. شده رسم سیاه رنگ به خط این که کرده ایم تولید y = ٣x+ ۴
خط برآورد یعنͬ ͬ رسیم م (w, b) = (٢٫٨٧,۴٫١٢) بهینه جواب به (١ . ٩) مسأله در شده داده
خوبی بسیار تقریب که ͬ باشد م y = ٢٫٨٧x + ۴٫١٢ به صورت SVM از استفاده با رگرسیونͬ

است.
حالت به تعمیم ΁ی ͬ باشد. م غیر خطͬ رگرسیون مسائل حل است، توجه مورد بیشتر آنچه
خطͬ کننده رده بندی از استفاده با غیرخطͬ کننده رده بندی توسعه روش مشابه غیرخطͬ
است) بالایی خیلͬ بعد دارای معمولا ویژگͬ(که فضای به نگاشت ΁ی به وسیله یعنͬ است،
متناظر را غیرخطͬ رگرسیون تابع سپس و ͬ بریم م خطͬ رگرسیون قابلیت با فضای به را داده ها

ͬ آوریم. م به دست ویژگͬ فضای در خطͬ رگرسیون معادله
غیرخطͬ رگرسیون برای بهینه سازی مسأله دوگان مرسر، قضیه KKTو شرایط از استفاده با

است: زیر به صورت SVM از استفاده با
maximum F (α, α′) =

n∑
i=١

yi(αi − α′
i)

− ١
٢

n∑
i=١

n∑
j=١

(αi − α′
i)(αj − α′

j)K(xi, xj)− ε

n∑
i=١

(αi + α′
i)

subject to
n∑

i=١
(αi − α′

i) = ٠ (١۶ . ١)
٠ ≤ αi ≤ C, i = ١, · · · , n,
٠ ≤ αi ≤ C, i = ١, · · · , n.

ͬ آید: م به دست زیر wبه صورت بهینگͬ شرایط از
w =

n∑
i=١

(αi − α′
i)Φ(xi). (١ . ١٧)

ͬ شود: م بیان زیر به صورت f(x) = ⟨w, x⟩+ b تخمین تابع بنابراین
f(x) =

n∑
i=١

(αi − α′
i)K(xi, x) + b. (١ . ١٨)





٢ فصل
دیفرانسیل معادلات تقریبی حل
پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ

مربعات کمترین

مقدمه ٢ . ١
برنامه های از گسترده ای طیف در و فیزی΄ͬ پدیده های ریاضͬ فرمول بندی در دیفرانسیل معادلات
باید جواب که مرزی شرایط نوع به بسته ͬ رود. م به کار مهندسͬ و علوم در به ویژه کاربردی،
دسته دو به ͬ توان م را ١ معمولͬ دیفرانسیل معادلات به مربوط مسائل شود، برآورده آن در
روش های کلͬ، حالت در . ٣ مرزی مقدار مسائل و ٢ اولیه مقدار مسائل کرد: تقسیم اصلͬ
شود. اعمال باید عددی روش های بنابراین و نیست دسترس در مسائل این حل برای تحلیلͬ
متناه۵ͬ، ،تفاضلات ۴ کوتا رانگ قبیل از دیفرانسیل معادلات حل برای متعددی روش های

١ODE
٢IVP
٣BVP
۴Runge-Kutta
۵Finite difference



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ٢٠
کلͬ، به طور .[۵۶ ،٣٧] یافته اند توسعه ٧ هم محلͬ روش های و ۶ اصلاح گر کننده پیش بینͬ
روش های ͬ شوند: م تقسیم دسته دو به مرزی مقدار  مسائل جواب تقریب برای عددی روش های

وزنͬ. ͬ مانده باق روش های و پرتابی روش مانند تفاضلͬ
کند. تبدیل اولیه مقدار مسأله ΁ی به را مسأله تا ͬ کند م تلاش فرد پرتابی روش های در
اولیه نقاط در مشتق مقادیر از خوب ام΄ان حد تا تقریب ΁ی کردن فراهم به وسیله ی کار این
΁ی به مسأله کاهش روی΄رد شایع ترین بالاتر مرتبه دیفرانسیل معادلات مورد ͬ شود.در م انجام
از ی΄ͬ به وسیله ی آمده به دست دستگاه حل سپس و اول مرتبه دیفرانسیل معادلات از دستگاه

است. گرفته قرار مطالعه مورد [١۴ ،١٨ ،٣٨] ͽمراج در که است، موجود روش های
شدن اجر ا برای زیادی زمان به نیاز روش این که کرده اند ادعا نویسندگان برخͬ چند هر

.[١٧ ،۶٢] است بالایی محاسباتͬ پیچیدگͬ دارای و دارد کامپیوتر روی
شده تعیین پیش از خاص نقاط در آرایه ΁ی قالب در را جواب سنتͬ عددی روش های اکثر
دهند. ارائه دامنه کل برای را جواب تا دارند نیاز نیز درونیابی روش ΁ی به و ͬ دهند م ارائه
داده افزایش را روش مرتبه یا است مجبور شخص باشیم، داشته دقیق روش ΁ی این که برای

ͬ دهند. م افزایش را محاسبات هزینه دو هر این ها دهد. کاهش را بندی مش اندازه یا
بدون و مستقیم به طور را جدیدی روش های که است شده  تلاش نقص این بر غلبه برای
΁ی ارائه به منجر این کنیم. ایجاد اول مرتبه دیفرانسیل معادلات سیستم به مساله کاهش
این از ی΄ͬ ͬ شود. م اجتناب اضافͬ تکرار از رو این از و ͬ شود م بسته به فرم تقریبی جواب
[٢۴] در ٨ کانگ و لͬ .[٣ ،٢٨] است عصبی شب΄ه مدل های از استفاده بر مبتنͬ روش رده ها،

کردند. استفاده اول درجه دیفرانسیل معادلات حل برای هاپفیلد عصبی شب΄ه مدل های از
معادلات حل برای ٩ پیشرو عصبی شب΄ه های بر مبتنͬ روش ΁ی [٢٩] در نویسندگان
عبارت دو مجموع به صورت جواب تابع روش این در دادند. ارائه جزئͬ و معمولͬ دیفرانسیل
مرزی / ابتدایی شرایط نیست، تنظیم قابل پارامتر های حاوی که جمله اولین ͬ شود: م بیان

. است آموزش برای شده پیش بینͬ عصبی شب΄ه ΁ی شامل دوم وجمله ͬ کند م تضمین را
عمومͬ تقریب کنندگͬ مانند خوبی ͬ های ویژگ ΁کلاسی عصبی شب΄ه های این که ͬ رغم عل
یافتن روش های از بسیاری وجود مش΄ل، اولین ͬ برند. م ͷرن معضل دو از هنوز آن ها دارند،
کنیم. انتخاب را پنهان لایه های تعداد چ·ونه که است این دوم مش΄ل است. محلͬ مینیمم
مسائل و ال·و تشخیص حل برای قدرتمند روش ΁ی (SVM) پشتیبان بردار ماشین های

.[٩ است[۶۶، عمل΄رد تخمین
رگرسیون مسأله ΁ی سپس و ͬ نگارد م بالاتر بعد با فضا ΁ی به را داده ها روش،شخص این در
حداقل روش ͬ شود. م دوم درجه برنامه ریزی مسأله حل به منجر این ͬ کند. م حل را خطͬ

۶Predictor-Corrector
٧Colloncation methods
٨Lee and Kong
٩Feed-Forward



٢١ مسأله بیان
بررسͬ مورد یادگیری در مسائلͬ و داده ها طبقه بندی تابع، تخمین برای LS-SVM مربعات
بجای مساوی قیود شامل مسأله فرمول بندی حالت، این در [٣١ ،٣٢ است.[٣٣، قرارگرفته

است. نامساوی قیود
خطͬ معادلات از مجموعه ای حل با داده ها طبقه بندی مسأله و رگرسیون برای آموزش
حل برای LS-SVM بر مبتنͬ جدید روی΄رد ΁ی معرفͬ پایان نامه این از ͬ شود.هدف م انجام

است. معمولͬ دیفرانسیل معادلات

مسأله بیان ٢ . ٢
LS-SVM معرفͬ برای کوتاه مقدمه ΁ی ” آ ” قسمت در ͬ  پردازد. م مسأله بیان به بخش این
کند. برجسته فصل این در نظر مورد مسأله برای را تفاوت تا است شده داده رگرسیون برای

ͬ شوند. م تعریف ͬ شوند م استفاده بعدی بخش های در که عمل·رها از برخͬ نهایت، در
نظر در زیر به صورت را زمان به وابسته ضرایب با m‐ام مرتبه خطͬ ODE کلͬ، به طور

ب·یرید:
L[y] =

m∑
l=٠

fl(t)y
(l)(t) = r(t), t ∈ [a, c]. (٢ . ١)

است مسأله دامنه [a, c] ، m‐ام مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله عمل·ر نشان دهنده L آن در که
از l‐ام مشتق دهنده نشان y(l)(t) است. معلوم تابع ΁ی fL(t) است. ورودی سی·نال r(t) و
به صورت بالا دیفرانسیل معادلات حل برای مرزی یا اولیه شرایط m−١ ΁است.ی t به نسبت y

ͬ شود. م داده زیر
IVP

Ieµ[y(t)] = pµ, µ = ٠, . . . ,m− ١;
BVP

Beµ[y(t)] = qµ, µ = ٠, . . . ,m− ١;
داده شده اند. اس΄الرهای qµ و pµ هستند. مرزی شرایط Beµ و است اولیه شرایط Ieµ آن در که

ͬ گیرد: م نظر در زیر به صورت را آزمایشͬ جواب ΁ی [٢۵] و [٢٩] در شده داده روش های
y(t) = H(t) + F (t,N(t, P )),

خروجͬ F (t,N(t, P )) عبارت دومین و ͬ کند م برآورد را مرزی / اولیه شرایط H(t) آن در که
و [٢٩] در شده ارائه روش های با مقایسه در است. P پارامتر و t ورودی با عصبی شب΄ه ΁ی



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ٢٢
بهینه سازی ، مسأله ΁ی محدودیت های به عنوان مرزی / اولیه شرایط ترکیب با را مدل [٢۵]

ͬ شود. م محاسبات پیچیدگͬ کاهش باعث توجهͬ قابل به طور این ͬ کنیم. م

LS-SVM رگرسیون آ:
داده و xi ∈ R ورودی داده های با {xi, yi}Ni=١ را شده داده آموزشͬ مجموعه ΁ی دهید، اجازه
استفاده بعدی ΁ی ورودی فضای ΁ی از فقط این جا، در ب·یریم. نظر در را yi ∈ R خروجͬ های
است. y(x) = wtφ(x) + b به صورت مدل ΁ی برآورد رگرسیون مسأله ΁ی در هدف ͬ کنیم. م

شود[٣٣]: نوشته زیر به صورت ͬ تواند م رگرسیون برای LS-SVM اولیه مدل
minimize

w,b,e

١
٢wTw +

γ

٢eT e

subject to yi = wTφ(xi) + b+ ei, i = ١, . . . , N.

(٢ . ٢)

دستگاه حل از (٢ . ٢) مسأله از دوگان جواب سپس است. w ∈ Rh bو ∈ R ، γ ∈ R+ آن در که
ͬ آید: م به دست زیر Ω+ IN/γ ١N

١TN ٠
 ·

 α

b

 =

 y

٠
 (٢ . ٣)

k مثبت معین هسته ماتریس عنصرij‐ام ، Ωij = K(xi, xj) = φ(xi)
Tφ(xj) آن در که

هم چنین: است.
١N = [١, . . . , ١]T ∈ RN , α = [α١, . . . , αN ]T , y = [y١, . . . , yN ]T .

است: زیر به صورت دوگان فرم در مدل است. همانͬ ماتریس IN و

y(x) =

N∑
i=١

αiK(x, xi) + b.

به عنوان مجهول به عنوان w گرفتن نظر در و e حذف با مسأله ، b = ٠ اگر که است ذکر به لازم
به صورت کلͬ، حالت در φ نگاشت ، LS-SVM روی΄رد در اما ͬ شود. م شناخته ١٠ ریج رگرسیون
مورد هسته ترفند بنابراین، باشد. بی نهایت بعد دارای ͬ تواند م و است نشده شناخته صریح

ͬ شود[٣٢]. م حل دوگان حالت در مسأله و ͬ گیرد م قرار استفاده
در مستقیم به طور yi هدف مقادیر ͬ کنیم، م برخورد دیفرانسیل معادلات با ͬ که هنگام
وجود، این با ͬ شود. نم اعمال مستقیم به طور رگرسیون روی΄رد بنابراین نیستند، دسترس
رگرسیون مسأله با آن جواب یافتن برای یادگیری فرآیند در را دیفرانسیل معادلات ͬ توانیم م

کنیم. تلفیق
ŷ(t) = wTφ(t) + b.

١٠Ridge regression



٢٣ خطͬ ODE برای روش ساخت
از ͬ گیریم. م نظر در دیفرانسیل معادله جواب برای تقریبی به عنوان را صریح مدل اکنون
معادله با را مدل باید ندارد، وجود داده ای دیفرانسیل معادله از یادگیری به منظور که آن جایی
با کنیم. تعریف را هسته تابع مشتق باید بنابراین، کنیم. جای·زین شده داده دیفرانسیل
تابع مشتقات بر حسب ͬ توانند م φ طبیعͬ نگاشت مشتقات ،[۶۶] مرسر قضیه از استفاده
استفاده بعدی بخش های در که را زیر دیفرانسیل عمل·ر اکنون شوند[۴٩]. نوشته هسته

ͬ کنیم: م تعریف ͬ شود م
∇m

n =
∂n+m

∂un∂vm
. (۴ . ٢)

که: داد نشان ͬ توان م φ(u)Tφ(v) = k(u, v) اگر
[φ(n)(u)]Tφ(m)(v) = ∇m

n [φ(u)Tφ(v)] = ∇m
n [K(u, v)] =

∂n+mK(u, v)

∂un∂vm
. (۵ . ٢)

(با هسته تابع عمل΄رد لحاظ از را طبیعͬ نگاشت مشتقات تمام ͬ توان م ،(۵ . ٢) از استفاده با
روابط مثال، به عنوان کرد. بیان است) مشتق پذیر کافͬ اندازه به هسته تابع این که به توجه

برقرارند: زیر
∇٠١[k(u, v)] =

∂(φ(u)Tφ(v))

∂u
= φ(١)(u)Tφ(v),

∇١٠[k(u, v)] =
∂(φ(u)Tφ(v))

∂v
= φ(u)Tφ(١)(v),

∇٢٠[k(u, v)] = ∂٢(φ(u)Tφ(v))
∂u٢ = φ(٢)(u)Tφ(v).

خطͬ ODE برای روش ساخت ٢ . ٣
است. ŷ(t) = wTφ(t) + b به صورت (٢ . ١) برای کلͬ تقریبی جواب ΁ی که ͬ کنیم م فرض
مطلوب مقدار آوردن به دست برای شوند. مشخص باید که هستند نامعین b و w آن در که
نقاط کنید فرض .[١۶] داد قرار استفاده مورد ͬ توان م را هم محلͬ روش های پارامترها، این
بنابراین، شوند. انتخاب γ =

{
a = t١ < t٢ < · · · < tN = c

} به صورت [a, c] بازه از هم محلͬ
شوند: پیدا زیر بهینه سازی مسأله حل با باید b و w

اولیه مقدار مسأله برای
minimize

ŷ

١
٢

N∑
i=١

[(L[ŷ]− r)(ti)]
٢

subject to Ieµ[ŷ(t)] = pµ, µ = ٠, . . . ,m− ١,
(۶ . ٢)

نهایی مقدار مسأله برای
minimize

ŷ

١
٢

N∑
i=١

[(L[ŷ]− r)(ti)]
٢

subject to Beµ[ŷ(t)] = qµ, µ = ٠, . . . ,m− ١,
(٢ . ٧)



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ٢۴
در ͬ شود. م استفاده یادگیری فرآیند برای کلͬ به طور که است محل هم نقاط تعداد N آن در که
ͬ دهیم. م تش΄یل خطͬ ODE های حل برای را LS-SVM چارچوب در بهینه سازی مسأله ادامه،
نظر در ͬ شوند، م استفاده بعدی بخش های در که را زیر علامت های نمادگذاری، سادگͬ برای

ͬ گیریم: م
[∇m

n K](t, s) = [∇m
n K(u, v)]

∣∣∣∣
u=t,v=s

,

[Ωm
n ]i,j = ∇m

n [K(u, v)]

∣∣∣∣
u=ti,v=tj

=
∂n+mK(u, v)

∂un∂vm

∣∣∣∣
u=ti,v=tj

,

[Ω٠٠]i,j = ∇٠٠[K(u, v)]

∣∣∣∣
u=ti,v=tj

= K(ti, tj),

΁ی انتخاب برای Mk:l,m:n نشانه ی است. Ωm
n ماتریس عضو (i.j)‐امین ،[Ωm

n ]i,j آن در که
M:,j و M سطر ،i‐امین Mi,: است. ستون n تا m و سطر L تا k ،M ماتریس از ماتریس زیر

است. M ستون j‐امین

اول مرتبه اولیه مقدار :مسأله آ
ب·یرید: نظر در را زیر IVP مثال، اولین به عنوان

y′(t)− f١(t)y(t) = r(t), y(a) = p١, a ≤ t ≤ c. (٢ . ٨)
به دست زیر بهینه سازی مسأله جواب با ͬ توان م را مسأله تقریبی جواب ، LS-SVM چارچوب در

آورد:
minimize

w,b,e

١
٢wTw +

γ

٢eT e

subject to wTφ′(ti) = f١(ti)[wTφ(ti) + b]+ (٢ . ٩)

r(ti) + ei, i = ٢, . . . , N,

wTφ(t١) + b = p١.

جواب گرفتن نظر در با محدودیت هایی با LS-SVM هزینه تابع ترکیب به وسیله مسأله این
برآورده برای (٢ . ٩) مسأله ͬ آید م به دست LS-SVM مدل توسط شده داده ، ŷ(t) = wTφ(t)+ b

ͬ رود. م به کار {ti}Ni=١ هم محل نقاط در اولیه مقادیر با شده داده دیفرانسیل معادلات کردن
کردن پیدا که است خطͬ محدودیت های تحت دوم درجه برنامه ریزی مسأله ΁ی (٢ . ٩) مسأله

ͬ کند. م پذیر ام΄ان را کارا جواب



٢۵ خطͬ ODE برای روش ساخت
γ ∈ R+ و K(t, s) = φ(t)Tφ(s) با K : R× R → R مثبت معین هسته ای تابع ΁ی .٢ . ٣ . ١ لم

است. شده داده
ͬ آید: م به دست زیر دوگان مسأله حل با (٢ . ٩) مسأله جواب

K + IN−١/γ hp١ −f١
hp١T ١ ١
−f١T ١ ٠

 ·


α

β

b

 =


r

p١
٠

 (٢ . ١٠)

α =
[
α٢, · · · , αN

]T
, f١ =

[
f١(t٢), · · · , f١(tN )

]T ∈ RN−١,
r =

[
r(t٢), · · · , r(tN )

]T ∈ RN−١,
K = Ω̃١١ −D١Ω̃٠١ − Ω̃١٠D١ +D١Ω̃٠٠D١,
hp١ = [Ω١٠]T١,٢:N −D١[Ω٠٠]T١,٢:N .

(٢ . ١١)

است. اصلͬ قطر روی f١ عناصر با قطری ماتریس ΁ی D١

[Ωm
n ]١,٢:N =

[
[Ωm

n ]١,٢, · · · , [Ωm
n ]١,N

]
,

Ω̃m
n = [Ωm

n ]٢:N,٢:N ,

،n,m = ٠, ١ برای
K ∈ R(N−١)×(N−١),
hp١ ∈ RN−١.

است: زیر به صورت (٢ . ٩) مقید بهینه سازی مسأله از لاگرانژ تابع اثبات.

L(w, b, ei, αi, β) =
١
٢wTw +

γ

٢eT e−
N∑
i=٢

αi[w
T
(
φ′(ti)− f١(ti)φ(ti)

)
− f١(ti)b− ri − ei]

− β(wTφ(t١) + b− p١)

سپس ri = r(ti) داریم i = ٢, · · · , N برای و هستند لاگرانژ ضرایب β و {αi}Ni=٢ آن در که
است: زیر شرح به (KKT ) بهینه شرایط

∂L
∂w = ٠ → w =

∑N
i=٢ αi[φ

′(ti)− f١(ti)φ(ti)] + βφ(t١),
∂L
∂b = ٠ →

∑N
i=٢ αif١(ti)− β = ٠,

∂L
∂ei

= ٠ → ei = −αi
γ i = ٢, . . . , N,

∂L
∂αi

= ٠ → ri = wT (φ′(ti)− f١(ti)φ(ti))− f١(ti)b− ei, i = ٢, . . . , N,

∂L
∂β = ٠ → p١ = wTφ(t١) + b.



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ٢۶
به صورت دوگان فرم در جواب مرسر، قضیه از استفاده و {ei}Ni=٢ و w اولیه متغیر حذف از سپس

ͬ شود: م داده ]زیر
f١(ti)[wTφ(t) + b] + r(ti)

]
= wTφ′(ti) + ei

ri =
∑N

j=٢ αj [φ
′(tj)− f١(tj)φ(tj) + βφ(t١)] [φ′(ti)− f١(ti)φ(ti)]− f١(ti)b− ei

ri =
∑N

j=٢ αj [φ
′(tj)φ

′(ti)− f١(ti)φ′(tj)φ(ti)− f١(tj)φ(tj)φ′(ti) + f١(tj)f١(ti)φ(tj)φ(ti)
+βφ(t١)φ′(ti)− βf١(ti)φ(t١)φ(ti)]− f١(ti)b− ei

ri =
∑N

j=٢ αj [Ω
١١(j, i)− f١(ti)[Ω٠١(j, i)− f١(tj)Ω٠٠(j, i)]− f١(tj)Ω١٠(j, i)]

+β[Ω١)١٠, i)− f١(ti)Ω١)٠٠, i)] + αi
γ − f١(ti)b

p١ =
∑N

j=٢ αj [Ω
٠١(j, ١)− f١(tj)Ω٠٠(j, ١)] + βΩ١)٠٠, ١) + b

٠ =
∑N

j=٢ αjf١(tj)− β

گرفته شده به کار دیفرانسیل عمل·ر از است، مثبت معین تابع ΁ی K(x, y) = φ(x) ·φ(y) وقتͬ
ͬ کنیم: م استفاده زیر در

∇m
n =

∂n+m

∂n∂m
,[

φ(n)(x)
]
.φ(m)(y) = ∇m

n [φ(x)φ(y)] = ∇m
n [K(x, y)] ,

∇٠١ [K(x, y)] = φ(١)(x).φ(y), ∇٠٠ [K(x, y)] = φ(x).φ(y) = K(x, y),

∇١٠ [K(x, y)] = φ(x).φ(١)(y), ∇١١ [K(x, y)] = φ(١)(x).φ(١)(y).

داریم: بنابراین

ŷ(t) =

N∑
i=٢

αi

[
∇٠١K(ti, t)− f١(ti)∇٠٠K(ti, t)

]
+ β∇٠٠K(t١, t) + b.

ͬ شود: م زیر به صورت دوگان فرم در مدل

ŷ =
N∑
i=٢

αi

(
[∇٠١K](ti, t)− f١(ti)[∇٠٠K](ti, t)

)
+ β[∇٠٠K](t١, t) + b.

است. هسته تابع K که جایی

دوم مرتبه مرزی مقدار و اولیه مقدار :مسائل ب
ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت دوم مرتبه IVP

y′′ = f١(t)y′(t) + f٢(t)y(t) + r(t), t ∈ [a, c]



٢٧ خطͬ ODE برای روش ساخت
y(a) = p١, y′(a) = p٢.

ͬ شود: م حاصل زیر بهینه سازی مسأله حل با ŷ(t) = wTφ(t) + b تقریبی، جواب
minimize

w,b,e

١
٢wTw +

γ

٢eT e

subjecto wTφ′′(ti) = f١(ti)wTφ′(ti) (٢ . ١٢)
+ f٢(ti)[wTφ(ti) + b] + r(ti) + ei, i = ٢, . . . , N,

wTφ(t١) + b = p١,
wTφ′(t١) = p٢.

، K : R× R → R مثبت معین هسته ای تابع ΁ی کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ لم
به دست زیر دوگان مسأله حل با (٢ . ١٢) جواب است. شده داده γ ∈ R+ و K(t, s) = φ(t)Tφ(s)

ͬ آید: م
K + IN−١/γ hp١ hp٢ −f٢

hp١T ١ ٠ ١
hp٢T ٠ [Ω١١]١,١ ٠
−f٢T ١ ٠ ٠

 ·


α

β١
β٢
b

 =


r

p١
p٢
٠

 (٢ . ١٣)

α =
[
α٢, · · · , αN

]T
, f١ =

[
f١(t٢), · · · , f١(tN )

]T ∈ RN−١,
f٢ =

[
f٢(t٢), · · · , f٢(tN )

]T ∈ RN−١,
r =

[
r(t٢), · · · , r(tN )

]T ∈ RN−١, (١۴ . ٢)
K = Ω̃٢٢ −D١Ω̃١٢ −D٢Ω̃٠٢ − Ω̃٢١D١ − Ω̃٢٠D٢ +D١Ω̃١١D١ +D١Ω̃١٠D٢ +D٢Ω̃٠١D١ +D٢Ω̃٠٠D٢,
hp١ = [Ω٢٠ ]T١,٢:N −D١[Ω١٠]T١,٢:N −D٢[Ω٠٠]T١,٢:N ,

hp٢ = [Ω٢١ ]T١,٢:N −D١[Ω١١]T١,٢:N −D٢[Ω٠١]T١,٢:N .

و هستند. اصلͬ قطری روی f١, f٢ عناصر با قطری ماتریس های D٢ و D١

K ∈ R(N−١)×(N−١),

و
hp١, hp٢ ∈ RN−١.

داریم: m = ٠, ١ و n = ٠, ١ برای
[Ωm

n ]١,٢:N =
[
[Ωm

n ]١,٢, · · · , [Ωm
n ]١,N

]
.

داریم: n,m = ٠, ١,٢ برای و
Ωm
n = [Ωm

n ]٢:N,٢:N ·



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ٢٨
ب·یرید: نظر در را زیر لاگرانژ تابع اثبات.

L(w, b, ei, αi, β١, β٢) =
١
٢wTw +

γ

٢eT e−
N∑
i=٢

αi

[
wT [φ′′(ti)− f١(ti)φ′(ti)− f٢(ti)φ(ti)]

− f٢(ti)b− ri − ei
]
− β١

[
wTφ(t١) + b− p١

]
− β٢[wTφ′(t١)− p٢] (١۵ . ٢)

است: زیر به شرح K.K.T بهینگͬ شرایط هستند. لاگرانژ ضرایب β٢ و β١ و {αi}Ni=٢ آن در که

∂L
∂w = ٠ → w =

∑N
i=٢ αi [φ

′′
i − f١(ti)φ′

i − f٢(ti)φi] + β١φ١ + β٢φ′٢,
∂L
∂b = ٠ →

∑N
i=٢ αif٢(ti)− β١ = ٠,

∂L
∂ei

= ٠ → ei =
−αi
γ , i = ٢, · · · , N,

∂L
∂αi

= ٠ → ri = wT [φ′′
i − f١(ti)φ′

i − f٢(ti)φi]− f٢(ti)b− ei,

∂L
∂β١ = ٠ → wTφ١ + b = p١,
∂L
∂β٢ = ٠ → wTφ′١ = p٢,
φi = φ(ti), φ′

i = φ′(ti), φ′′
i = φ′′(ti), i = ٢, · · · , N.

ri =

[∑N
j=٢ αj [φ

′′
j − f١(tj)φ′

j − f٢(tj)φj ] + β١φ١ + β٢φ′٢
][

φ′′
i − f١(ti)φ′

i − f٢(ti)φi

]
−f٢(ti)b− ei

ri =
∑N

j=٢ αj

[
φ′′
jφ

′′
i − f١(ti)φ′′

jφ
′
i − f٢(ti)φ′′

jφi − f١(tj)φ′
jφ

′′
i + f١(tj)f١(ti)φ′

jφ
′
i+

f١(tj)f٢(ti)φ′
jφi − f٢(tj)φjφ

′′
i

+f٢(tj)f١(ti)φjφ
′
i + f٢(tj)f٢(ti)φjφi

]
+ β١φ١φ′′

i

−β١φ١f١(ti)φ′
i − β١φ١f٢(ti)φi + β٢φ′٢φ′′

i

−β٢φ′٢f١(ti)φ′
i − β٢φ′٢f٢(ti)φi − f٢(ti)b− ei

ri =
∑N

j=٢ αj [Ω
٢٢(j, i)− Ω١٢(j, i)f١(ti)− Ω٠٢(j, i)f٢(ti)− Ω٢١ (j, i)f١(tj) + Ω١١(j, i)f١(tj)f١(ti)

+Ω٠١(j, i)f١(tj)f٢(ti)− Ω٢٠(j, i)f٢(tj) + Ω١٠(j, i)f٢(tj)f١(ti) + Ω٠٠(j, i)f٢(tj)f٢(ti)]
+β١Ω١)٢٠, i)− β١f١(ti)Ω١)١٠, i)− β١f٢(ti)Ω١)٠٠, i) + β٢Ω٢١ (١, i)− β٢f١(ti)Ω١)١١, i)
−β٢f٢(ti)Ω١)٠١, i)− f٢(ti)b− ei

ri =
∑N

j=٢ αj [Ω
٢٢(j, i)− f١(ti)[Ω١٢(j, i)− f١(tj)Ω١١(j, i)− f٢(tj)Ω١٠(j, i)]

−f٢(ti)[Ω٠٢(j, i)− f١(tj)Ω٠١(j, i)− f٢(tj)Ω٠٠(j, i)]− f١(tj)Ω٢١ (j, i)
−f٢(tj)Ω٢٠(j, i)] + β١[Ω١)٢٠, i)− f١(ti)Ω١)١٠, i)− f٢(ti)Ω١)٠٠, i)]
+β٢[Ω٢١ (١, i)− f١(ti)Ω١)١١, i)− f٢(ti)Ω١)٠١, i)] + αi

γ − f٢(ti)b
p١ = wTφ(t١) + b p٢ = wTφ′(t١)



٢٩ BVP حالت


p١ =
∑N

j=٢ αj [Ω
٠٢(j, ١)− f١(tj)Ω٠١(j, ١)− f٢(tj)Ω٠٠(j, ١)] + β١Ω١)٠٠, ١) + β٢Ω١)٠١, ١) + b,

p٢ =
∑N

j=٢ αj [Ω
١٢(j, ١)− f١(tj)Ω١١(j, ١)− f٢(tj)Ω١٠(j, ١)] + β١Ω١)١٠, ١) + β٢Ω١)١١, ١),∑N

j=٢ αjf٢(tj)− β١ = ٠.
→ y(t) =

∑N
i=٢ αi

[
∇٠٢k(ti, t)− f١(ti)∇٠١k(ti, t)− f٢(ti)∇٠٠k(ti, t)

]
+ β٠٠∇١k(t١, t)

+β٠١∇٢k(t١, t) + b,

→ y′(t) =
∑N

i=٢ αi[∇١٢k(ti, t)− f١(ti)∇١١k(ti, t)− f٢(ti)∇١٠k(ti, t)] + β١٠∇١k(t١, t).
+β١١∇٢k(t١, t)

ͬ شوند: م بیان زیر به صورت دوگان درفرم آن مشتق و جواب برای LS-SVM مدل

ŷ(t) =

N∑
i=٢

αi

(
[∇٠٢K](ti, t)− f١(ti)[∇٠١K](ti, t)

− f٢(ti)[∇٠٠K](ti, t)

)
+ β١[∇٠٠k](t١, t) + β٢[∇٠١K](t١, t) + b,

dŷ(t)

dt
=

N∑
i=٢

αi

(
[∇١٢K](ti, t)− f١(ti)[∆١١K](ti, t)

− f٢(ti)[∇١٠K](ti, t)

)
+ β١[∇١٠K](t١, t)

+ β٢[∇١١K](t١, t).

BVP حالت ۴ . ٢
ب·یرید: نظر در زیر به صورت را ODE از دوم مرتبه BVP ΁ی

y′′(t) = f١(t)y′(t) + f٢(t)y(t) + r(t), t ∈ [a, c].

y(a) = p١, y(c) = q١.

آورد: به دست زیر بهینه سازی مسأله حل با ͬ توان م را جواب بسته فرم پارامترهای سپس

minimize
w,b,e

١
٢wTw +

γ

٢eT e



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ٣٠
subject to wTφ′′(ti) = f١(ti)wTφ′(ti)

+ f٢(ti)[wTφ(ti) + b] + r(ti) + ei,

i = ٢, . . . , N − ١, (١۶ . ٢)
wTφ(t١) + b = p١,
wTφ(tN ) + b = q١.

با (١۶ . ٢) مسأله جواب و لاگرانژ استخراج برای ͬ توان م را روش همان K.K.T روش مبنای بر
آورد: به دست زیر خطͬ دستگاه حل

K + IN−٢/γ hp١ hq١ −f٢
hp١T ١ [Ω٠٠]N,١ ١
hq١T [Ω٠٠]N,١ ١ ١
−f٢T ١ ١ ٠

 ·


α

β١
β٢
b

 =


r

p١
q١
٠

 (٢ . ١٧)

α =
[
α٢, · · · , αN−١

]T
, f١ =

[
f١(t٢), · · · , f١(tN−١)

]T ∈ RN−٢,
f٢ =

[
f٢(t٢), · · · , f٢(tN−١)

]T ∈ RN−٢,
r =

[
r(t٢), · · · , r(tN−١)

]T ∈ RN−٢,
K = Ω̃٢٢ −D١Ω̃١٢ −D٢Ω̃٠٢ − Ω̃٢١D١ − Ω̃٢٠D٢ +D١Ω̃١١D١ +D١Ω̃١٠D٢ +D٢Ω̃٠١D١ +D٢Ω̃٠٠D٢,
hp١ = [Ω٢٠ ]T١,٢:N−١ −D١[Ω١٠]T١,٢:N−١ −D٢[Ω٠٠]T١,٢:N−١,
hq١ = [Ω٢٠ ]TN,٢:N−١ −D١[Ω١٠]TN,٢:N−١ −D٢[Ω٠٠]TN,٢:N−١.

هستند. اصلͬ قطری روی f١, f٢ عناصر با قطری ماتریس های D٢ و D١

K ∈ R(N−٢)×(N−٢),

و
hp١, hq١ ∈ RN−٢.

[Ωm
n ]١,٢:N−١ =

[
[Ωm

n ]١,٢, · · · , [Ωm
n ]١,N−١

]
.

داریم: m = ٠, ١ و n = ٠, ١ برای
[Ωm

n ]N,٢:N−١ =
[
[Ωm

n ]N,٢, · · · , [Ωm
n ]N,N−١

]
.

داریم: n,m = ٠, ١,٢ برای و
Ωm
n = [Ωm

n ]٢:N−١,٢:N−١.



٣١ BVP حالت
ب·یرید: نظر در را (١۶ . ٢) سازی بهینه مسأله از لاگرانژ تابع اثبات.

L(w, b, ei, αi, β١, β٢) =
١
٢wTw +

γ

٢eT e−
N−١∑
i=٢

αi

[
wT
[
φ′′(ti)− f١(ti)φ′(ti)

]
− f٢(ti)φ(ti)

]
− f٢(ti)− ri − ei

]
− β١

[
wTφ(t١) + b− p١

]
− β٢

[
wTφ(tN ) + b− q١

]
هستند. لاگرانژ ضرایب β٢ و β١ و {αi}N−١

i=١ آن در که
است: زیر شرح به K.K.T بهینگͬ شرایط

∂L

∂w
= ٠ → w =

N−١∑
i=٢

αi

[
φ′′(ti)− f١(ti)φ′(ti)− f٢(ti)φ(ti)

]
+ β١φ(t١) + β٢φ(tN ),

∂L

∂b
= ٠ →

N−١∑
i=٢

αif٢(ti)− β = ٠,
∂L

∂ei
= ٠ → ei =

−αi

γ
, i = ٢, · · · , N − ١,

∂L

∂αi
= ٠ → ri = wT

[
φ′′(ti)− f١(ti)φ′(ti)− f٢(ti)φ(ti)

]
− f٢(ti)b− ei

∂L

∂β١
= ٠ → wTφ(t١) + b = p١

∂L

∂β٢
= ٠ → wTφ(tN ) + b = q١

ri =

N−١∑
j=٢

αj

[
φ′′
j − f١(tj)φ′

j − f٢(tj)φj + β١φ١ + β٢φN

][
φ′′
i − f١(ti)φ′

i − f٢(ti)φi

]
− f٢(ti)b− ei

ri =

N−١∑
j=٢

αj

[
φ′′
jφ

′′
i − f١(ti)φ′′

jφ
′
i − f٢(ti)φ′′

jφi − f١(tj)φ′
jφ

′′
i + f١(tj)f١(ti)φ′

jφ
′
i + f١(tj)f٢(ti)φ′

jφi

− f٢(tj)φjφ
′′
i + f٢(tj)f١(ti)φjφ

′
i + f٢(tj)f٢(ti)φjφi

]
+ βφ١φ′′

i − f١(ti)β١φ١φ′
i

− f٢(ti)β١φ١φi + β٢φNφ′′
i − f١(ti)β٢φNφ′

i − f٢(ti)β٢φNφi − f٢(ti)b− ei

ri =

N−١∑
j=٢

αj

[
Ω٢٢(j, i)− f١(ti)

[
Ω١٢(j, i)− f١(tj)Ω١١(j, i)− f٢(tj)Ω١٠(j, i)

]]
− f٢(ti)

[
Ω٠٢(j, i)− f١(tj)Ω٠١(j, i)− f٢(tj)Ω٠٠(j, i)

]
− f١(tj)Ω٢١ (j, i)

− f٢(tj)Ω٢٠(j, i) + β١
[
Ω١)٢٠, i)− f١(ti)Ω١)١٠, i)− f٢(ti)Ω١)٠٠, i)]

+ β٢
[
Ω١)٢٠, i)− f١(ti)Ω١)١٠, i)− f٢(ti)Ω١)٠٠, i)]− f٢(ti)b+

αi

γ

p١ = wTφ(t١) + b, q١ = wTφ(tN ) + b,
p١ =

∑N−١
j=٢ αj

[
Ω٠٢(j, ١)− f١(tj)Ω٠١(j, ١)− f٢(tj)Ω٠٠(j, ١)]+ β١Ω١)٠٠, ١) + β٢Ω١)٠٠, ١) + b,

q١ =
∑N−١

j=٢ αj

[
Ω١٢(j, i)− f١(tj)Ω١١(j, i)− f٢(tj)Ω٠٠(j, ١)]+ β١Ω١)٠٠, ١) + β٢Ω١)١٠, ١) + b,

٠ =
∑N−١

j=٢ αjf٢(tj)− β١.



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ٣٢

y(t) =

N−١∑
i=٢

αi

[
∇٠٢k(ti, t)− f١(ti)∇٠١k(ti, t)− f٢(ti)∇٠٠k(ti, t)

]
+ β٠٠∇١k(t١, t) + β٠٠∇٢k(tN , t) + b,

y′(t) =

N−١∑
i=٢

αi

[
∇١٢k(ti, t)− f١(ti)∇١١k(ti, t)− f٢(ti)∇١٠k(ti, t)

]
+ β١٠∇١k(t١, t) + β١٠∇٢k(tN , t).

ͬ شود: م بیان زیر به صورت دوگان فرم به آن مشتق و جواب برای LS-SVM مدل
ŷ(t) =

N−١∑
i=٢

αi

(
[∇٠٢K](ti, t)− f١(ti)[∇٠١K](ti, t)

− f٢(ti)[∇٠٠K](ti, t)

)
+ β١[∇٠٠K](t١, t)

+ β٢[∇٠٠K](tN , t) + b,

dŷ(t)

dt
=

N−١∑
i=٢

αi

(
[∇١٢K](ti, t)− f١(ti)[∇١١K](ti, t)

− f٢(ti)[∇١٠K](ti, t)

)
+ β١[∇١٠K](t١, t)

+ β٢[∇١٠K](tN , t).

m‐ام مرتبه خطͬ ODE : پ
ب·یرید: نظر در زیر فرم به را m‐ام معمولͬ IVP های اکنون

y(m)(t)−
m∑
i=١

fi(t)y
(m−i)(t) = r(t), t ∈ [a, c].


y(a) = p١,
y(i−١)(a) = pi, i = ٢, . . . ,m.

(٢ . ١٨)

آید: به دست زیر بهینه سازی مسأله حل با ͬ تواند م تقریبی جواب
minimize

w,b,e

١
٢wTw +

γ

٢eT e

subject to wTφ(m)(ti) =wT

 m∑
k=١

fk(ti)φ
(m−k)
i

+ fm(ti)b+ r(ti) + ei,i = ٢, . . . ,m,

wTφ(t١) + b = p١, (٢ . ١٩)
wTφ(i−١)(t١) = pi, i = ٢, . . . ,m.



٣٣ BVP حالت
K(t, s) = φ(t)Tφ(s) با K : R×R → R مثبت معین هسته ای تابع ΁ی کنید فرض .١ . ۴ . ٢ لم
مسأله حل با (٢ . ١٩) برای جواب است. شده داده γ ∈ R+ و ثابت منظم سازی پارامترهای با

ͬ آید: م به دست زیر دوگان
K + IN−١/γ Kin −fm

KT
in ∆ C

−fm
T CT ٠

 ·


α

β

b

 =


r

p

٠

 (٢ . ٢٠)

fk = [fk(t٢), · · · , fk(tN )]T ∈ RN−١, k = ١, · · · ,m,

hpl[Ω
m
ℓ−١]T١,٢:N −

m∑
k=١

Dk[Ω
m−k
ℓ−١ ]T١,٢:N , ℓ = ١, · · · ,m,

Kin = [hp١, · · · , hpm] ∈ R(N−١)×m, hpl ∈ RN−١,
p = [p١, · · · , pm]T ∈ Rm, C = [١, ٠, · · · , ٠]T ∈ Rm,

r = [r(t٢), · · · , r(tN )]
T ∈ RN−١, α = [α٢, · · · , αN ]T ,

β = [β١, · · · , βm]T , Ω̃١ = [Ω̃٠
m, · · · , Ω̃m−١

m ]T ,

D̄ = [Dm, · · · , D١], Ω̄ =


Ω̃٠٠ · · · Ω̃٠

m−١... ... ...
Ω̃m−١٠ · · · Ω̃m−١

m−١


K = Ω̃m

m − D̄Ω̄١ − Ω̄T١ D̄T + D̄Ω̄D̄T ,

∆ =


[Ω٠٠]١,١ · · · [Ω٠

m−١,١[١... ... ...
[Ωm−١٠ ]١,١ · · · [Ωm−١

m−١,١[١


m×m

D̄ و Ω̄١ و Ω̄ هم چنین است. اصلͬ قطر روی {fi}mi=١ عناصر با قطری ماتریس ΁ی {Di}mi=١
داریم: هم چنین و Ω̃m

n = [Ωn
m]٢:N,٢:N و هستند کننده مسدود ماتریس

K ∈ R(N−١)×(N−١).

ب·یرید: نظر در را زیر لاگرانژ تابع اثبات.

L(w, b, ei, αi, βi) =
١
٢wTw +

γ

٢eT e−
N∑
i=٢

αi[w
T (φm(ti)−

N∑
k=١

fk(ti)

φ(m−k)(ti))− fm(ti)b− ri − ei]− β١
(
wTφ(t١) + b− p١

)
− β٢

(
wT φ́(t١)− p٢

)
− · · · − βm

(
wTφ(m−١)(t١)− pm

)
.
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هستند. لاگرانژ ضرایب βi و {αi}N−١

i=١ آن در که
است: زیر صورت به K.K.T بهینگͬ شرایط

∂L

∂w
= ٠ →w =

N∑
i=٢

αi

[
φ(m)(ti)−

N∑
k=١

fk(ti)φ
(m−k)(ti)

]
+ β١φ(t١)

+ β٢φ′(t١) + · · ·+ βmφ(m−١)(t١)
∂L

∂b
= ٠ →

N∑
i=٢

αifm(ti)− β١ = ٠
∂L

∂αi
= ٠ →ri = wT

[
φ(m)(ti)−

N∑
k=١

fk(ti)φ
(m−k)(ti)

]
− fm(ti)b− ei

∂L

∂ei
= ٠ →γei = −αi, i = ٢, · · · , N.

∂L

∂βi
= ٠ →

[
wTφ(t١) + b− p١

]
−
[
wTφ′(t١)− p٢

]
− · · · −

[
wTφ(m−١)(t١)− pm

]
ri =

N∑
j=٢

αj

[
φ(m)(tj)−

m∑
k=١

fk(tj)φ
(m−k)(tj)

]
+
[
βφ(t١) + βφ′(t١) + · · ·+ βmφ(m−١)(t١)

]
[
φ(m)(ti)−

m∑
L=١

fL(ti)φ
(m−L)(ti)

]
− fm(ti)b− ei

ri =

N∑
j=٢

αj

[
φ(m)(tj)φ

(m)(ti)− φ(m)(tj)

m∑
L=١

fL(ti)φ
(m−L)(ti)−

m∑
k=١

fk(tj)φ
(m−k)(tj)φ

(m)(ti)

+
m∑
k=١

m∑
L=١

fk(tj)φ
(m−k)(tj)fL(ti)φ

(m−L)(ti)
]
+ β١φ(t١)φ(m)(ti)

− β١φ(t١)
m∑

L=١
fL(ti)φ

(m−L)(ti) + · · ·+ βmφ(m−١)(t١)φ(m)(ti)− βmφ(m−١)(ti)
m∑

L=١
fL(ti)φ

(m−١)(ti)− fm(ti)b− ei

ͬ دهد: م ارائه را زیر معادلات مجموعه ،KKTمطلوب شرایط از {ei}Ni=٢ و w حذف با



ri =
∑N

j=٢ αj [[Ω
m
m]j,i

−
∑m

l=١ fl(ti)
(
[Ωm−l

m ]j,i −
∑m

k=١ fk(tj)[Ωm−l
m−k]j,i

)
−
∑m

k=١ fk(tj)[Ωm
m−k]j,i

+
∑m

l=١ βl
(
[Ωm

l−١[١,i −
∑m

k=١ fk(ti)[Ωm−k
l−١ ]١,i

)
+αi

γ − fm(ti)b, i = ٢, . . . , N.



٣۵ BVP حالت


p١ =
∑N

j=٢ αj

(
[Ω٠

m]j,١ −
∑m

k=١ fk(tj)[Ω٠
m−k]j,١

)
+
∑m

k=١ βk[Ω٠
k−١,١[١ + b,

...
pm =

∑N
j=٢ αj

(
[Ωm−١

m ]j,١ −
∑m

k=١ fk(tj)[Ωm−١
m−k]j,١

)
+
∑m

k=١ βk[Ωm−١
k−١ ]١,١,

٠ =
∑N

j=٢ αjfm(tj)− β١.

نوشته شود: زیر به صورت دوگان فرم در ͬ تواند م آن مشتقات و جواب برای LS-SVM مدل

ŷ(t) =
N∑
i=٢

αi

[∇٠
mK](ti, t)−

m∑
k=١

fk(ti)[∇٠
m−kK](ti, t)


+

m∑
k=١

βk[∇٠
k−١K](t١, t) + b,

dpŷ(t)

dtp
=

N∑
i=٢

αi

[∇p
mK](ti, t)−

m∑
k=١

fk(ti)[∇p
m−kK](ti, t)


+

m∑
k=١

βk[∇p
k−١K](t١, t), p = ١, . . . ,m− ١.

غیرخطͬ ODE مسأله برای فرمول بندی ت:
اول مرتبه ODEهای حل برای LS-SVM اساس بر را بهینه سازی مسأله ΁ی بخش، این در

ͬ سازیم: م زیر به صورت غیرخطͬ
y′ = f(t, y), y(a) = p١, a ≤ t ≤ c. (٢ . ٢١)

ͬ کنیم.مجهولات م شروع است ŷ(t) = wTφ(t) + b به صورت تقریبی جواب این که فرض با
ارائه را زیر غیرخطͬ بهینه سازی مسأله ͬ شوند. م معرفͬ w در خطͬ قیود حفظ برای yi اضافͬ

ͬ دهیم: م
minimize
w,b,e,ϵ,yi

١
٢wTw +

γ

٢eT e+
γ

٢ξT ξ

subject to wTφ′(ti) = f(ti, yi) + ei, i = ٢, . . . , N.

wTφ(t١) + b = p١,
yi = wTφ(ti) + b+ ξi, i = ٢, . . . , N.
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است: زیر به صورت بالا، مقید بهینه سازی مسأله برای لاگرانژ تابع

L(w, b, ei, εi, yi, αi, ηi, β) =
١
٢wTw +

γ

٢eT e+
γ

٢ξT ξ

−
N∑
i=٢

αi

(
wT φ́(ti)− f(ti, yi)− ei

)
− β

(
wTφ(t١) + b− p١

)
−

N∑
i=٢

ηi
(
yi − wTφ(ti)− b− ξi

)
.

{ei}Ni=٢, {ξi}Ni=٢, و w اولیه متغیرهای حذف و KKT مطلوب شرایط آوردن به دست از پس
زیر غیرخطͬ دستگاه حل با دوگان فرم در جواب مرسر، قضیه از استفاده با و i = ٢, · · · , N

ͬ آید: م به دست


Ω̂١١ Ω̃١٠ h١T ٠N−١ ٠(N−١)×(N−١)
(Ω̃١٠)T Ω̂٠٠ h٠T ١N−١ −IN−١
h١ h٠ [Ω٠٠]١,١ ١ ٠T

N−١
٠T
N−١ IT

N−١ ١ ٠ ٠T
N−١

D(y) IN−١ ٠N−١ ٠N−١ ٠(N−١)×(N−١)


·



α

η

β

b

y


=



f(y)

٠N−١
p١
٠

٠N−١


(٢ . ٢٢)

آن: در که
Ω̂١١ = Ω̃١١ + IN−١/γ, Ω̂٠٠ = Ω̃٠٠ + IN−١/γ,
D(y) = diag

(
f ′(y)

)
,

f(y) = [f(t٢, y٢), · · · , f(tN , yN )]T ,

f ′(y) =
[∂f(t, y)

∂y

∣∣∣∣
t=t٢,y=y٢

, · · · , ∂f(t, y)
∂y

∣∣∣∣
t=tN ,y=yN

]
,

α = [α٢, · · · , αN ]T , η = [η٢, · · · , ηN ]T ,

y = [y٢, · · · , yN ]T , Ω̃٠٠ = [Ω٠٠]٢:N,٢:N ,

Ω̃١١ = [Ω١١]٢:N,٢:N , Ω̃١٠ = [Ω١٠]٢:N,٢:N ,

h٠ =
[
[Ω٠٠]١,٢, · · · , [Ω٠٠]١,N

]
,

h١ =
[
[Ω١٠]١,٢, · · · , [Ω١٠]١,N

]
,

ON−١ = [٠, · · · , ٠]T ∈ RN−١.

(٢ . ٢٣)

است، (y, b, β, η, α) مجهول ٣N − ١ با ٣N − ١ معادلات شامل که (٢ . ٢٣) غیرخطͬ سیستم
ͬ شود: م دوگانه زیر فرم در مدل ͬ شود. م حل نیوتن روش با

ŷ(t) =
N∑
i=٢

αi[∇٠١K](ti, t) +
N∑
i=٢

ηi[∇٠٠K](ti, t) + β[∇٠٠K](t١, t) + b. (٢۴ . ٢)



٣٧ مدل انتخاب و عملیات اجرای

مدل انتخاب و عملیات اجرای ۵ . ٢
طولانͬ زمانͬ فاصله در آ:جواب

زمانͬ فاصله ΁ی برای شده داده دیفرانسیل معادله ΁ی آن در که را شرایطͬ حاضر حال در
باید آن از پس ، دقت بهبود برای که است به ذکر لازم ͬ کنیم. م بررسͬ شود حل باید [a, c] بزرگ
ͬ شود. م بالاتر بعد با معادلات سیستم ΁ی به منجر روی΄رد این دهیم. افزایش هم نقاط تعداد
موثر، بزرگ زمان بندی فواصل به مربوط مسائل حل برای پیشنهادی روش پیاده سازی برای

دارد[٧]. کاربرد دامنه تجزیه روش
ͬ شود. م تجزیه ،Ξ = ∪s

k=١Ξk به صورت دامنه برد ،S بخش های به ، Ξ = [a, c] دامنه ابتدا
سپس است. ŷk(t) = wT

k φ(t)+bk به صورت زیر بخش k‐امین در تقریبی جواب که کنیم فرض
جواب ͬ شود. م حل قبلͬ بخش های در توصیف شده روش از استفاده با k دامنه زیر هر در مسأله
برای اولیه) (مقدار شروع نقطه به عنوان Ξ زیردامنه در نهایی نقطه در شده محاسبه تقریبی

ͬ شود. م استفاده Ξk+١ و Ξk دامنه زیر در جواب
از که شد، خواهد معادلات کوچ΁ تر سیستم های S حل به منجر روی΄رد این از استفاده
گرفتن نظر در با حاصل شده معادلات بزرگ بسیار سیستم ΁ی حل از کارآمدتر محاسباتͬ لحاظ
شده مشخص ١ ال·وریتم در روش این است. هم پوشانͬ) نقاط کل تعداد همان (با دامنه کل

است.
بزرگ فاصله ΁ی در جواب تقریب :١ ال·وریتم

تنظیم پارامتر : ب
تمام برای این جا، در دارد. بستگͬ تنظیم پارامترهای انتخاب به LS-SVM مدل عمل΄رد
و γ تنظیم پارامتر توسط مدل ΁ی بنابراین، ͬ شود. م استفاده گاوس RBF هسته آزمایش ها
گرفته نظر در γ ثابت برای باید بزرگ کاملا مقدار ΁ی ͬ شود. م تعیین σ هسته باند پهنای
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خوبی به محدودیت ها آن، معادل یا و ͬ رسد م حداقل به شدت به e خطای که به طوری شود،

ͬ شود. م برآورده
بازه با مسأله برای جز به بود، ١٠١٠ مقدار γ برای شده انتخاب مقدار آزمایشات، تمام در
که چپ سمت پارامتر تنها بنابراین، ͬ شود. م انتخاب ١٠۵ بد وضعͬ از جلوگیری برای که بزرگ
محدوده از استفاده با σ بهینه مقادیر فصل، این در است. هسته باند پهنای شود، تنظیم باید

ͬ آید. م به دست σ ام΄ان ͬ دار معن
V =

{
vi =

(ti+ti+١)٢ , i = ١, . . . , N − میانه ای{١ نقاط از مجموعه ای سنجͬ اعتبار مجموعه
(MSE) مربع متوسط خطای که مقادیری سپس هستند. آموزش نقاط {ti}Ni=١ آن در که است

است. شده انتخاب اعتبارسنجͬ مجموعه این در برساند حداقل به را
از بیش معمول به طور γ برای بزرگ فوق العاده مقدار ΁ی موارد، بعضͬ در .١ . ۵ . ٢ ملاحظه

کند. بودن معکوس ناپذیر به ΁نزدی گفته شده، موارد در را ماتریس ͬ تواند م ١٠٧

عددی نتایج ۶ . ٢
مرتبه سه و اول مرتبه چهار مسأله، هفت مورد در را پیشنهادی روش عمل΄رد بخش، این در
آمده به دست جواب های بین مقایسه ای ،۵ مسأله و اول مسأله سه برای ͬ کنیم. م بررسͬ دوم
[٢٩] آنچه با ۶ و ۴ مسأله عددی نتایج شده است. انجام پیشنهادی روش جواب های و [٢۵] در
است، منفرد مسأله ΁ی و ندارد تحلیلͬ جواب هیچ که ،٧ مسأله شده است. مقایسه ارائه شده
ͬ شود. م مقایسه است شده گزارش [٢٧] در که آنچه با شده محاسبه جواب و است شده حل

جواب با را دقیق جواب پیشنهادی، روش تعمیم قابلیت و تقریبی قابلیت دادن نشان برای
پیشنهاد روش این، بر علاوه ͬ کنیم. م مقایسه بررسͬ مورد دامنه بیرون و درون شده محاسبه
ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد زیاد بسیار زمانͬ فاصله ΁ی برای ١ مسأله حل برای موفقیت با شده

داریم: بنابراین ͬ شود. م استفاده زیر RBF هسته آزمایش ها تمام برای
∇٠١[K(u, v)] = −٢(u− v)

σ٢ K(u, v)

∇١٠[K(u, v)] =
٢(u− v)

σ٢ K(u, v)

∇٠٢[K(u, v)] =

[۴(u− v)٢
σ۴ − ٢

σ٢
]
K(u, v).

اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلات آ:
ب·یرید: نظر در را زیر اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلات :١ مسأله
d

dt
y(t) + ٢y(t) = sin(t) y(٠) = ١, t ∈ [٠, ١٠].



٣٩ عددی نتایج
در نتایج و است شده مقایسه دقیق جواب با پیشنهادی روش از آمده به دست تقریبی جواب
از پیشنهادی روش که است ͹واض آمده، به دست نتایج از است. شده داده نشان (٢ . ١) ش΄ل
دامنه از خارج نقاط همچنین براین، علاوه است. [٢۵] در شده گفته روش از بهتر دقت نظر
مطلق خطای که ͬ دهند م نشان (e) و (d) ،(٢ . ١) ش΄ل و دادیم، قرار توجه مورد را آموزش
تعداد افزایش با ͬ رود، م انتظار که همان طور است. کم معادله دامنه نزدی΄ͬ در نقاط برای
(f) و (c) ،(٢ . ١) ش΄ل ͬ یابد. م کاهش آموزش دامنه از خارج و داخل در خطا آموزش، نقاط
آموزش نقاط ایجاد برای غیری΄نواخت گسسته سازی ͬ که زمان ͬ دهد م نشان را روش عمل΄رد

ͬ شود. م استفاده
در زیر به صورت را غیرخطͬ سینوسͬ ΁تحری با اول مرتبه دیفرانسیل معادله :٢ مسأله

ب·یرید: نظر
d

dt
y(t) + ٢y(t) = t٣ sin( t٢) y(٠) = ١, t ∈ [٠, ١٠].

ti = (i − ١)h, i = ١, · · · , N از استفاده با t١ = ٠, · · · , t٢٠ = ١٠ نقطه ی ٢٠ به [٠, ١٠] فاصله
محاسبه جواب با را دقیق جواب (a) ، (٢ . ٢) ش΄ل در است. شده تقسیم h = ١٠

N−١ ͬ که زمان
ͬ کنیم. م مقایسه معادله دامنه از خارج و داخل دی·ر نقاط هم چنین و شب΄ه نقاط در شده
بیان (٢ . ١) جدول در [٠, ١٠] حوزه از خارج و داخل نقاط برای آمده به دست مطلق خطاهای
آمده به دست جواب به نسبت بیشتری دقت آمده به دست جواب که است ͹واض است. شده

است. شده استفاده کمتر آموزشͬ نقاط تعداد اینکه وجود با دارد. [٢۵]
مطلق خطای حداکثر و ͬ گیرد م قرار استفاده مورد آموزش برای مساوی فاصله با  نقطه ١٠٠

است. ٢۵ × ٢−١٠ حدود [٢۵] در گفته شده روابط در شده داده نشان
هیچ که ب·یرید نظر در را زیر غیرخطͬ اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله مسأله٣:

ندارد: تحلیلͬ جواب

d

dt
y(t) = y(t)٢ + t٢, y(٠) = ١, t ∈ [٠, ٠٫۵].

ͬ شود. م استفاده آموزش فرآیند برای شده داده زمانͬ فاصله در مساوی بافاصله نقطه بیست
ساخته MATLAB توسط آمده به دست جواب و پیشنهادی روش از آمده به دست تقریبی جواب
به مطلق خطاهای ͬ شود. م داده نمایش (b) ،(٢ . ٢) ش΄ل در ODE۴۵ کننده حل در شده

شده اند. خلاصه (٢ . ١) جدول در [٠, ٠٫۵] دامنه از خارج و داخل نقاط برای آمده دست
با ͬ دهد، م نشان دقت لحاظ از شده توصیف روش به نسبت را بهتر عمل΄رد پیشنهادی روش

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد کمتر آموزشͬ نقاط تعداد این که وجود



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ۴٠
مسأله دامنه ||y − ŷ||∞ MSE STD

٢ داخلͬ ۴٫۵۶ × ٣−١٠ ١٫۴٧ × ١٠−۶ ١٫١۶ × ٣−١٠

خارجͬ ۴٫۶٢ × ١−١٠ ٣٫٨۵ × ٢−١٠ ١٫۵۶ × ١−١٠

٣ داخلͬ ۵٫۴٣ × ٣−١٠ ٨٫٩۴ × ١٠−۶ ١٫۶٠ × ٣−١٠

خارجͬ ٨٫۴۶ × ٢−١٠ ١٫۴٩ × ٣−١٠ ٢٫٢٧ × ٢−١٠

۴ داخلͬ ١٫۴۶ × ١٠−۴ ٨٫١۵ × ٩−١٠ ٣٫٩٠ × ١٠−۵

خارجͬ ۶٫٧۶ × ٢−١٠ ۵٫۵٣ × ١٠−۴ ٢٫٢٠ × ٢−١٠

٢-۴ مسائل حل برای پیشنهادی روش عددی نتایج :٢ . ١ جدول

است. استاندارد انحراف STD و است. مربعات کمترین خطای میانگین MSE نکته:
ب·یرید: نظر در زمان با متغیر ضریب با را اول مرتبه دیفرانسیل معادله :۴ مسأله

d

dt
y(t) +

(
t+

١ + ٣t٢
١ + t+ t٣

)
y(t) = t٣ + ٢t+ t٢ ١ + ٣t٢

١ + t+ t٣ ,

y(٠) = ١, t ∈ [٠, ١].
برای شده داده بازه در مساوی فاصله با نقطه ده [٢٩] در شده گزارش نتایج با مقایسه به منظور
پیشنهادی روش طریق از آمده به دست جواب و تحلیلͬ جواب ͬ شود. م استفاده آموزش روند
داخل در نقاط برای آمده به دست مطلق خطاهای ͬ شوند. م داده نمایش (c) ،(٢ . ٢) ش΄ل در
بر را پیشنهادی روش بودن بهتر که شده است، بیان جدول(٢ . ١) در [٠ ،١] دامنه از خارج و

ͬ دهد. م نشان ،[٢٩] در شده گفته روابط در شده توصیف روش

دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل :معادله ب
نظر در متغیر متفاوت ورودی سی·نال با را زیر دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله :۵ مسأله

: ب·یرید
d٢
dt٢ y(t) + y(t) = ٢ + ٢ sin(۴t) cos(٣t),

y(٠) = ١, y(١) = ٠.
جواب ͬ شود. م استفاده آموزش فرآیند برای شده داده زمانͬ بازه در مساوی فاصله با نقطه ده
داده نمایش (a) ،(٢ . ٣) ش΄ل در پیشنهادی روش طریق از آمده به دست جواب و تحلیلͬ
(٢ . ٢) جدول در [٠, ١] بازه از خارج و داخل نقاط برای آمده به دست مطلق خطاهای ͬ شود. م
ͬ دهد. م نشان [٢۵] در شده توصیف روش بر را پیشنهادی روش برتری که است، شده بیان



۴١ عددی نتایج
نظر در را زمان با متغیر ورودی سی·نال با دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله :۶ مسأله

ب·یرید:
d٢
dt٢ y(t) +

١
۵

d

dt
y(t) + y(t) = − ١

۵e
−t۵ cos(t),

y(٠) = ١, ý(٠) = ١.
تحلیلͬ جواب ͬ شود. م استفاده آموزش فرآیند برای [٠,٢] بازه در مساوی فاصله با نقطه ده
است. شده داده نشان (b) ،(٢ . ٣) ش΄ل در پیشنهادی روش توسط آمده به دست جواب و
بیان (٢ . ٢) جدول در [٠,٢] بازه از خارج و داخل نقاط برای آمده به دست مطلق خطاهای
نشان [٢٩] در شده توصیف روش با مقایسه در را پیشنهادی روش بهبود دوباره که شده اند

است. ٨ × ١٠−۴ ، [٠,٢] دامنه از خارج مطلق خطای حداکثر ͬ دهد. م
تحلیلͬ روش هیچ که ب·يريد نظر در را زیر دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله :٧ مسأله

ندارد: وجود آن جواب یافتن برای
d٢
dt٢ y(t) +

١
t

d

dt
y(t)− ١

t
cos(t) = ٠, y(٠) = ٠, y′(٠) = ١,

y(t) =

∫ t

٠
sin(x)

x
dx.

به دست نتایج و شوند مͬ استفاده آموزشͬ نقاط به عنوان [٠, ١] بازه در مساوی فاصله با نقطه ده
خطای حداکثر شده اند. بیان (٢ . ٢) جدول در و شده داده نشان (c) ،(٢ . ٣) ش΄ل در آمده
است. [٢٧] در ١۴ × ١−١٠ از کوچ΄تر که است ۶٫۵١ × ٢−١٠ برابر [٠, ١] دامنه از خارج مطلق

مسأله دامنه متغیر ||y − ŷ||∞ MSE STD

۵ داخلͬ y ١٫١۴ × ١٠−۶ ۴٫١۶ × ١٣−١٠ ۶٫۴٣ × ٧−١٠

y′ ۴٫٨١ × ١٠−۵ ۶٫٧٨ × ١١−١٠ ٨٫٢١ × ١٠−۶

خارجͬ y ۴٫٢٠ × ٢−١٠ ٢٫۶۴ × ١٠−۴ ١٫٢۶ × ٢−١٠

y′ ١٫٠٠ × ١−١٠ ٣٫٢٧ × ٣−١٠ ٣٫٨٧ × ٢−١٠

۶ داخلͬ y ۵٫٨٨ × ١٠−۶ ١٫۴٩ × ١١−١٠ ١٫۶٣ × ١٠−۶

y′ ٧٫٣۴ × ١٠−۶ ٢٫١٨ × ١١−١٠ ٣٫٢٨ × ١٠−۶

خارجͬ Y ٣٫٩۶ × ١٠−۴ ٢٫٣٩ × ٨−١٠ ١٫١٩ × ١٠−۴

y′ ۵٫١۵ × ١٠−۴ ٧٫١١ × ٨−١٠ ١٫٧۴ × ١٠−۴

٧ داخلͬ y ۶٫۶۴ × ٩−١٠ ٢٫٠١ × ١−١٠۶ ۴٫٠٧ × ٩−١٠

y′ ٨٫۴١ × ٨−١٠ ١٫٣٠ × ١−١٠۵ ٣٫۵٩ × ٨−١٠

خارجͬ y ۶٫۵١ × ٢−١٠ ٣٫٩٠ × ١٠−۴ ١٫۶۵ × ٢−١٠

y′ ٧٫٨٠ × ٢−١٠ ٧٫٣١ × ١٠−۴ ٢٫١۵ × ٢−١٠

۵-٧ مسائل حل برای پیشنهادی روش عددی نتایج :٢ . ٢ جدول



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با معمولͬ دیفرانسیل معادلات تقریبی حل ۴٢
است. استاندارد انحراف STD و است. مربعات کمترین خطای میانگین MSE نکته:

[٠, ١٠] بازه در مساوی فاصله با نقطه ١٠ (a). ١ مسأله برای عددی نتایج :٢ . ١ ش΄ل
برای [٠, ١٠] بازه در مساوی فاصله با نقطه ٢۵ (b). شده است. استفاده آموزش برای
برای نقطه ١٠ ،[٠, ١٠] بازه در غیری΄نواخت نقاط (c). شده است. استفاده آموزش
ͬ که زمان [٠, ١٢] بازه در آمده به دست مطلق خطاهای (d). شده است. استفاده آموزش
در آمده به دست مطلق خطاهای (e). ͬ شوند. م تقسیم مساوی قسمت ٩ به [٠, ١٠]
خطاهای (f). ͬ شوند. م تقسیم مساوی قسمت ٢۴ به [٠, ١٠] ͬ که زمان [٠, ١٢] بازه
تقسیم غیری΄نواخت قسمت ٩ به [٠, ١٠] ͬ که زمان [٠, ١٢] بازه در آمده به دست مطلق

ͬ شوند. م

[٠, ١٠] بازه در مساوی فاصله با نقطه ٢٠ ،٢ مسأله برای عددی نتایج (a). :٢ . ٢ ش΄ل
فاصله با نقطه ٢٠ ،٣ مسأله برای عددی نتایج (b). شده است. استفاده آموزش برای
مسأله برای عددی نتایج (d). شده است. استفاده آموزش برای [٠, ٠٫۵] بازه در مساوی

شده است. استفاده آموزش برای [٠, ١] بازه در مساوی فاصله با نقطه ١٠ ،۴



۴٣ عددی نتایج

با ͬ شود. م حل [٠, ١٠۵] بازه روی ١ مسأله وقتͬ y(t) − ŷ(t) باقیمانده a. :۵ . ٢ ش΄ل
هم محلͬ. نقطه ۵٠ و زیربازه ۵٠٠٠ از استفاده

۵٠٠٠ و زیربازه ۵٠٠ از استفاده با مسائل برخͬ برای y(t)− ŷ(t) آمده به دست نتایج b.
هم محلͬ. نقطه

[٠, ١] بازه در مساوی فاصله با نقطه ١٠ ،۵ مسأله برای عددی نتایج (a). :٢ . ٣ ش΄ل
فاصله با نقطه ١٠ ،۶ مسأله برای عددی نتایج (b). شده است. استفاده آموزش برای
مسأله برای عددی نتایج (c). شده است. استفاده آموزش برای [٠,٢] بازه در مساوی

شده است. استفاده آموزش برای [٠, ١] بازه در مساوی فاصله با نقطه ١٠ ،٧

مسأله برای log١٠(σ) .σ مدل پارامتر آمده به دست نتایج حساسیت میزان :۴ . ٢ ش΄ل
شده است. رسم ۶ و ٢





٣ فصل
بردار ماشین با بهینه کنترل مسأله حل

مربعات کمترین پشتیبان

مقدمه ٣ . ١
بر مبتنͬ شیوه های با دینامی΄ͬ، بازپرداخت و زمان طریق از بازپرداخت معرفͬ که آ ن جا از
عصبی شب΄ه های از استفاده با دینامی΄ͬ سیستم های برای عقب گردانͬ جواب های یا گرادیان
در مرحله، کنترل مسأله مدل، بر مبتنͬ روی΄ردهای از بسیاری میان در است، کرده تمرکز
مثال، به عنوان است. گرفته قرار مطالعه مورد عصبی کنترل برای ساختار چندین با ترکیب
΁ی اساس بر تریلر کامیون پشتیبان گیری مسأله به بازگشتͬ اعمال (١٩٩٠) ١ ویدرو و نگوین

کردند. اعمال را کارخانه این برای عصبی شب΄ه شبیه ساز
مطالعه مورد بهینه کنترل زمینه در استاتی΄ͬ حالت در کننده کنترل ΁ی کامل بازخورد در
۴ دی مور و ٣ وندوال و ٢ سوی΄نز در واقعͬ زمان بهینه موردی مطالعه . است گرفته قرار
به عنوان پایانͬ نقطه در ثبات با معکوس چرخشͬ آونگ و معکوس آونگ ΁ی چرخش مسأله

١Nguyen and Widrow
٢Suykens
٣Vandewalle
۴De Moor,1996



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با بهینه کنترل مسأله حل ۴۶
معمولͬ یا فوری عصبی كننده های كنترل مجهول وزن در پارامتری بهینه سازی مسأله ΁ی
مربعات کمترین روش N‐مرحله ای بهینه کنترل مساله حل مورد در فصل این در ͬ باشد. م
و ال·و تشخیص مساله حل برای اخیرا پشتیبان بردار ماشین های ͬ کنیم. م بحث ۵ پشتیبان

شده اند. معرفͬ تابع تخمین عمل΄رد برآورد مسائل
ابر صفحه ΁ی و ͬ نگارد م بزرگتر ورودی فضای ΁ی به را داده ΁ی تشخیص روش این در
سپس ͬ دهد. م قرار استفاده مورد را مرسر طریق،قضیه این از ͬ سازد. م فضا این در جدا کننده
از اصلͬ فرمول بندی در ͬ شود. م نوشته داده نقاط ا ز وزن دار مجموع ΁ی به صورت جواب
نقاط دارد. صفر وزن زیادی مقدار که ͬ شود م حل دوم درجه برنامه ریزی مسأله ΁ی، مسأله
هسته تابع پارامترهای ͬ شوند. م نامیده پشتیبان بردارهای صفر، غیر وزن های به مربوط داده

برسد. حداقل به کلͬ خطای در که کرد انتخاب طوری ͬ توان م را
چند جمله ای یا (RBF) رادیال شب΄ه های ، ۶ اسپیلاین ها از استفاده ام΄ان این ها از ی΄ͬ
مفهوم و ساختار ΁ریس کاهش اصل گرفتن نظر در با است. هسته به عنوان ٧ پرسپترون ها
SVM پشتیبان مربعات کمترین با جواب پیچیدگͬ و کیفیت خالص، ترکیبی ترکیبات با ظرفیت

ندارد. بستگͬ ورودی فضای ابعاد به مستقیم به طور
‐ϵ ازتابع اصل، در ͬ کنیم. م استفاده پشتیبان بردار ماشین های از SVM کنترل روش در

است. شده استفاده تابع تقویت مسأله برای ٩ ΁وپنی ٨ حساسیت
سوی΄نز و ١٢ ووک و ١١ گمرمن و ١٠ ساندرز توسط مربعات کمترین مسأله دی·ر، طرف از
مسأله ، LS-SVM با بهینه کنترل روش در تابع، تخمین مسأله های برای ١۴ وندروال و ١٣
΁ی در LS-SVM کننده کنترل به مربوط بهینه سازی مسأله و N‐مرحله ای مطلوب کنترل
با پارامتری بهینه سازی مسأله ΁ی تشخیص اولͬ در است. شده گنجانده مسأله فرمول بندی
ͬ شود.هر م تعیین وزن ها شدن تحقق وضعیت بردار آن در که ͬ شود م حل مجهول وزن های
کنترل تابع تعیین برای نیاز مورد پنهان لایه های تعداد انتخاب روش این نقص ΁ی چند
ͬ کند م انتخاب مراکز برای منظمͬ نقاط شخص که زمانͬ RBF شب΄ه های در هم چنین است.
شخص که بهینه ای مسیر از مراکز SVM کنترل روش در ͬ برد. م ͷرن بالا بعد معضل از
فضای در فقط عصبی شب΄ه استاندارد روش های به علاوه ͬ کند. م متابعت ͬ آورد م به دست
به طوری که ͬ شوند م بررسͬ دوگان فضای در SVM روش های ͬ که، حال در ͬ کند م کار اولیه

۵(LS-SVM)
۶Splines
٧Perceptrons
٨ε-insensitive
٩Vapnik

١٠Saunders
١١Gammerman
١٢Vovk
١٣Suykens
١۴Vandewalle



۴٧ N‐مرحله  مطلوب کنترل مسأله
در موجود وزن های تعداد نه است، شده داده آموزش نقاط تعداد مساوی مجهولات تعداد

باشد. بی نهایت ͬ تواند م که اولیه فضای
بیان را N‐مرحله مطلوب کنترل مسأله ٢ بخش در است: زیر شرح به فصل این مطالب
،۴ بخش در ͬ کنیم. م بررسͬ را پشتیبان بردار ماشین های روی بر کار ٣ بخش در ͬ کنیم. م

ͬ کنیم. م توصیف را پشتیبان بردار ماشین مربعات کمترین مسأله توسط بهینه کنترل

N‐مرحله  مطلوب کنترل مسأله ٣ . ٢
ب·یرید: نظر در را زیر N‐مرحله ای بهینه کنترل مسأله

minJN (xk, uk) = ρ(xN+١) +
N∑
k=١

h(xk, uk). (٣ . ١)

دینامی΄ͬ سیستم های تحت
xk+١ = f(xk, uk), k = ١, · · · , N (x١معلوم)

دوم درجه تابع انتخاب نمونه ΁ی هستند. مثبتͬ توابع h(·, ·) و ρ(·) ∈ Rn که
R = RT > ٠ و Q = QT > ٠ با ρ(xN+١) = xT

N+١QxN+١ و h(xk, uk) = xTkQxk + uTkRuk

هستند. مشتق پذیر پیوسته بطور دوبار f(·, ·) و h(·, ·) ، ρ(·) توابع ͬ شود م است.فرض
مورد روش های است. سیستم ورودی uk ∈ R است، حالت بردار نشان دهنده ی xk ∈ Rn

ͬ شوند. نم محدود ورودی تک سیستم های به تنها فصل این در بحث
ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را لاگرانژ ΁ی بهینه، کنترل قانون به دست آوردن برای

LN (xk, uk;λk) = JN (xk, uk) +
N∑
k=١

λT
k [xk+١ − f(xk, uk)], (٣ . ٢)

است: زیر به صورت شرایط هستند. لاگرانژ ضرایب λkها که

∂LN
∂xk

= ∂h
∂xk

+ λk−١ −
(

∂f
∂xk

)T
λk = ٠, k = ٢, · · · , N الحاقͬ) (معادله

∂LN
∂xN+١ =

∂ρ
∂xN+١ + λN = ٠, الحاقͬ) (شرط های

∂LN
∂uk

= ∂h
∂uk

− λT
k

∂f
∂uk

= ٠, k = ١, · · · , N تغییراتͬ) (شرط
∂LN
∂λk

= xk+١ − f(xk, uk) = ٠, k = ١, · · · , N دینامی΄ͬ) (دستگاه

(٣ . ٣)

نامحدود، زمانͬ افق با خطͬ دینامی΄ͬ سیستم شرایط تحت دوم درجه تابع ΁ی حالت برای
کلͬ به طور حال، این با شود. داده نمایش کامل بازخورد کنترل با ͬ تواند م بهینه کنترل قانون
مم΄ن بهینه کنترل قانون شود، ارائه حالت بازخورد توسط ͬ تواند نم مطلوب کنترل قانون



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با بهینه کنترل مسأله حل ۴٨
کردن پیدا به علاقه مند اغلب وجود، این با باشد. داشته بستگͬ هم  الحاقͬ متغیر های به است

هستیم: زیر بهینه کنترل یافتن برای راهبرد ΁ی

uk = g(xk), (۴ . ٣)

کنترل قانون ΁ی فصل، این در است شده پارامتری عصبی شب΄ه معماری ΁ی توسط g(·) که
SVM روش که آن جایی ͬ کنیم.از م بررسͬ پشتیبان بردار ماشین های برای را (۴ . ٣) معادله در
استاندارد عصبی شب΄ه های با مقایسه در روی΄رد این نیست، پارامتری مدل سازی روی΄رد ΁ی

است. راست سر بسیار RBF و MLP مثل

تابع تخمین برای پشتیبان بردار روش ٣ . ٣
ب·یرید: نظر در را زیر رگرسیون توابع از مجموعه ای

F (X ) = W Tφ(X ) + B, (۵ . ٣)

داده های Xi ∈ Rm ͬ دهد. م نشان را داده ها تعداد M که {Xi,Yi}Mi=١ آموزشͬ داده های با
ورودی داده های φ : Rm → Rnh غیرخطͬ هستند.نگاشت خروجͬ داده های Yi ∈ R و ورودی
و B ∈ R آن در که ͬ نگارد م باشد) بی نهایت ابعاد ͬ تواند م (که بالا بعد فضای ΁ی به را

است. ١۵ تجربی خطر کردن حداقل هدف پشتیبان، بردار روش در .W ∈ Rnh

Remp(W ,B) =
١
M

M∑
i=١

|Yi − W Tφ(Xi)− B|ε. (۶ . ٣)

΁وپنی ١۶ ε‐حساسیت تابع بردن به کار با ͬ شود. م تعریف W TW ≤ cn ، φn از عناصری تحت
به صورت: زیان تابع به عنوان

|Y − F (X )|ε =


٠, اگر |Y − F (X )| ≤ ε

|Y − F (X )| − ε, نقاط .سایر

(٣ . ٧)

ͬ شود: م ارائه زیر بهینه سازی مسأله به صورت تخمین مسأله

min
W ,B,ξ∗,ξ

Jε(W , ξ∗, ξ) =
١
٢W TW + γ


M∑
i=١

ξ∗i +

M∑
i=١

ξi

 (٣ . ٨)

١۵ ٍEmpircal risk
١۶ε-insensitive



۴٩ تابع تخمین برای پشتیبان بردار روش
محدودیت ها به توجه با

Yi − W Tφ(Xi)− B ≤ ε+ ξ∗i , i = ١, · · · ,M
−Yi + W Tφ(Xi) + B ≤ ε+ ξi, i = ١, · · · ,M
ξ∗i ≥ ٠, i = ١, · · · ,M
ξi ≥ ٠, i = ١, · · · ,M

داریم: صورت این در است. مثبت ثابت γ و ١٧ کمبود متغیرهای ξi و ξ∗i آن در که

W =

M∑
i=١

(α∗
i − αi)φ(Xi),

لاگرانژ ضرایب و ͬ آیند م به دست دوم درجه برنامه ریزی مسأله ΁ی حل با αi و α∗
i آن در که

(α∗
i−αi) برای غیرصفر مقادیر به مربوط داده نقاط هستند. دوم و اول محدود یت های با متناظر

هستند. صفر با برابر مقادیر این از بسیاری معمول، به طور ͬ شوند. م نامیده پشتیبان بردارهای
ͬ آید: م به دست دوگان فضای در زیر مدل نهایت، در

F (X ) =

M∑
i=١

(α∗
i − αi)K(Xi,X ), (٣ . ٩)

است: زیر به صورت ١٨ مرسر شرایط مبنای بر K هسته تابع که
K(Xi,X ) = φ(Xi)

Tφ(X ), (٣ . ١٠)
، ١٩ چندجمله ای ها خطͬ، حالت شامل هسته تابع این انتخاب برای متعددی گزینه های
نفوذ خواهیم کرد. تمرکز RBF هسته بر فصل این ادامه در دارند. وجود RBF ٢٠ اسپلاین ها،
قرار بررسͬ مورد ، (١٩٩۵) ΁وپنی در نظرسنجͬ در تعمیم تابع بر پشتیبان بردارهای تعداد

است: زیر به صورت ‐حساسیت ε زیان تابع انتخاب برای توسعه ΁ی گرفته است.

Jε,p(W , ξ∗, ξ) =
١
٢W TW + γ


M∑
i=١

(ξ∗i )
p +

M∑
i=١

(ξi)
p

 , (٣ . ١١)

ͬ آید: م به دست زیر رگرسیون تابع p = ٢ برای ͬ آید. م به دست (٣ . ٨) معادله ی p = ١ با که

min
W ,β,ξ

JLS(W , β, ξ) =
١
٢W TW + γ

١
٢

M∑
i=١

ξ٢
i (٣ . ١٢)

١٧slack
١٨Mercer’s condition
١٩Polynomail
٢٠Spliens



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با بهینه کنترل مسأله حل ۵٠
تساوی قیود تحت

Yi = W Tφ(Xi) + β + ξi, i = ١, · · · ,M.

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را لاگرانژین تابع

LLS(W , β, ξ;α) = JLS(W ,B, ξ)−
M∑
i=١

αi(W
Tφ(Xi) + B + ξi − Yi), (٣ . ١٣)

هستند. لاگرانژ ضرایب αi آن در که
است: زیر به صورت کاروش ‐ کان ‐ تاکر بهینگͬ شرایط

∂LLS
∂W = ٠ → W =

∑M
i=١ αiφ(Xi),

∂LLS
∂B = ٠ →

∑M
i=١ αi = ٠,

∂LLS
∂εi

= ٠ → αi = γξi, i = i, · · · ,M

∂LLS
∂αi

= ٠ → W Tφ(Xi) + B + ξi − Yi = ٠, i = i, · · · ,M

(١۴ . ٣)

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را (١۴ . ٣) ،دستگاه εi و W حذف از ٠پس ١⃗T
١⃗ Ω+ γ−١I

B

α

 =

 ٠
Y

 (١۵ . ٣)

با
X =

[
X١, · · · ,XM

]
Y =

[
Y١, · · · ,YM

]
١⃗ =

[١, · · · , ١]
α =

[
α١, · · · , αM

]
و

Ωij = K(Xi,Xj) = φ(Xi)
Tφ(Xj), i, j = ١, · · · , N. (١۶ . ٣)

پشتیبان بردار ماشین های با بهینه کنترل ۴ . ٣
شوند. گرفته نظر در {xk, uk}Nk=١ به صورت {Xi,Yi}Mi=١ با متناظر آموزشͬ داده های کنید فرض

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را N‐مرحله ای بهینه کنترل مسأله

minJN (xk, uk, w, ek) = JN (xk, uk) +
١
٢wTw + γ

١
٢

N∑
k=١

e٢
k (٣ . ١٧)



۵١ پشتیبان بردار ماشین های با بهینه کنترل
دینامی΄ͬ سیستم تحت

xk+١ = f(xk, uk), k = ١, · · · , N (x١معلوم)

کنترل قانون و
uk = wTφ(xk) + ek, k = ١, · · · , N (٣ . ١٨)

پنهان لایه های تعداد nh با φ(·) : Rn → Rnh ͬ شود، م تعریف (٣ . ١) معادله ی JN آن در که
حقیقͬ کنترل سی·نال ͬ شود. م تعریف φ(·) از ، باشد) داشته بی نهایت ابعاد ͬ تواند م (که
با φ(xk) = xk به صورت، خطͬ کنترل حالت است.در wTφ(xk) ͬ رود م به کار دستگاه برای که
مرسر شرایط از شده است، معرفͬ ابتدا در که همان طور پشتیبان بردار روش داریم. nh = n

معادله ی RBF حالت برای بسازیم. را φ(·) که نیست لازم که به این معنͬ ͬ گیرد، م بهره ٢١
زیراست: به صورت (٣ . ١٨)

uk =

nh∑
i=١

wi exp

(
− ١
σ٢ ∥xk − ci∥٢٢

)
+ ek, (٣ . ١٩)

مجموعه ͬ توان م مثال برای شده است. انتخاب ثابت ΁ی σ و شده انتخاب مراکز ci ∈ Rn که
کرد. انتخاب {xk}Nk=١ برابر را ، {ci}nh

i=١
ͬ گیریم: م نظر در را زیر لاگرانژ تابع مطلوب کنترل قانون کردن پیدا برای

L (xk, uk,ek, w, λk, αk) = JN (xk, uk) +
١
٢wTw + γ

١
٢

N∑
k=١

e٢
k

+
N∑
k=١

λT
k [xk+١ − f(xk, uk)] +

N∑
k=١

αk[uk − wTφ(xk)− ek]. (٣ . ٢٠)

ͬ شود: م داده زیر به صورت بهینگͬ شرایط

∂L
∂xk

= ∂h
∂xk

+ λk−١ −
(

∂f
∂xk

)T
λk − αk

∂
∂xk

[wTφ(xk)] = ٠, k = ٢, · · · , N الحاقͬ) (معادله
∂L

∂xN+١ = ∂ρ
∂xN+١ + λN = ٠, الحاقͬ) (شرط

∂L
∂uk

= ∂h
∂uk

− λT
k

∂f
∂uk

+ αk = ٠, k = ١, · · · , N تغییراتͬ) (شرط
∂L
∂w = w −

∑N
k=١ αkφ(xk) = ٠, پشتیبان) (بردار

∂L
∂ek

= γek − αk = ٠, k = ١, · · · , N پشتیبان) (ارزش
∂L
∂λk

= xk+١ − f(xk, uk) = ٠, k = ١, · · · , N دینامی΄ͬ) (دستگاه
∂L
∂αk

= uk − wTφ(xk)− ek = ٠, k = ١, · · · , N (SVM (کنترل
(٣ . ٢١)

٢١Mercer’s condition



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با بهینه کنترل مسأله حل ۵٢
داریم: RBF هسته های برای

∂

∂xk
[wTφ(xk)] = −٢∑

i

wi exp

(
− ١
σ٢ ∥xk − ci∥٢٢

)
× (xk − ci)

σ٢ . (٣ . ٢٢)
زیر است: به صورت (٣ . ٢١) غیرخطͬ معادلات از مجموعه ای

F١(xk, xN+١, uk, w, ek, λk, αk) = ٠, (٣ . ٢٣)
برحسب عددی به صورت ͬ تواند م (٣ . ٢١) معادله و شده داده x١ آن در که k = ١, · · · , N برای

شود. حل مجهول متغیرهای
w =

∑
k

αkφ(xk),

که هسته هایی برای شود. استفاده (٣ . ٢١) معادله در ͬ تواند م مرسر شرایط ، SVM نظریه در
کرد. اعمال (٣ . ٢٣) معادله به را زیر شرط ͬ توان م ͬ کنند م برآورده را مرسر شرایط

K(xk, xl) = φ(xk)
Tφ(xl). (٢۴ . ٣)

داریم: RBF هسته های برای
K(xk, xl) = exp(−η∥xk − xl∥٢٢), (٢۵ . ٣)

ندارد. وجود (٣ . ١٩) معادله ci مراکز (٢۵ . ٣) معادله در که است ͹واض است. مثبت ثابت η که
ͬ آید: م دست به زیر به صورت غیرخطͬ معادلات از مجموعه ای ،w حذف از پس

F٢(xk, xN+١, uk, λk, αk) = ٠, (٢۶ . ٣)
مرسر، شرط اعمال از پس به طورخاص، داده شده است. x١ آن در که k = ١, · · · , N برای

داریم:

∂h
∂xk

+ λk−١ −
(

∂f
∂xk

)T
λk − αk

∑N
l=١ αl

∂K(xk,xl)
∂xk

= ٠, k = ٢, · · · , N
∂ρ

∂xN+١ + λN = ٠,
∂h
∂uk

− λT
k

∂f
∂uk

+ αk = ٠, k = ١, · · · , N
xk+١ − f(xk, uk) = ٠, k = ١, · · · , N
uk −

∑N
l=١ αlK(xl,xk)−αk

γ = ٠, k = ١, · · · , N

(٣ . ٢٧)

داریم: RBF هسته های برای
∂K(xk, xl)

∂xk
= −٢η(xk − xl) exp(−η∥xk − xl∥٢٢). (٣ . ٢٨)

ͬ شود: م اعمال زیر به صورت کنترل سی·نال بنابراین
uk =

N∑
l=١

αlK(xl, xk), (٣ . ٢٩)



۵٣ شبیه سازی نمونه های
واقعͬ حالت بردار xk و شده است حاصل (٣ . ٢٧) غیرخطͬ معادله حل از {xl}Nl=١ و {αl}Nl=١ که
کنترل سی·نال برای پشتیبان بردار داده های به عنوان {xl}Nl=١ داده های است. k زمان در
صفر با برابر (٣ . ٢٩) معادله ی در ek که داشته باشید توجه براین، علاوه ͬ شود. م استفاده

است.

شبیه سازی نمونه های ۵ . ٣
:١ مثال ١ . ۵ . ٣

کار به ٢٢ نارندا در شده ارائه مثال روی بر را ۴ بخش LS-SVM بهینه کنترل روش این جا در
ͬ گیریم: م نظر در را زیر غیرخطͬ سیستم ͬ بریم. م

x١,k+١ = ٠٫١x١,k + ٢ uk+x٢,k١(uk+x٢,k)٢

x٢,k+١ = ٠٫١x٢,k + uk

(
٢ +

u٢
k١+x٢١,k+x٢٢,k

) (٣ . ٣٠)

با را ٢٣ ردیابی مسأله ΁ی ما

h(xk, uk) = (xk − xrk)
TQ(xk − xrk) + uTkRuk,

و
ρ(xN+١) = (xN+١ − xrN+١)TQ(xN+١ − xrN+١),

انتخاب و اول حالت متغیر ردیابی در هدف ͬ گیریم. م نظر در است، ردیابی ͽمرج مسیر xrk که
وضعیت است. N = ٢٠ و k = ١, N با xrk = [sin(٢πk٢٠ ); cos(٢πk٢٠ )] برای R = ١ و Q = {١, ٠٫٠٠١}
گرفته شده است. نظر در wTφ([xk;x

r
k]) کنترل قانون به عنوان داده شده است. x١ = [٠; ٠] اولیه

مرسر شرایط از که شده است داده  نشان (٣ . ٢٧) مدل برای شبیه سازی نتایج (٣ . ١) ش΄ل در
با Matlab بهینه سازی ابزار جعبه از استفاده با غیرخطͬ معادلات مجموعه ͬ کند. م استفاده

ͬ شود. م حل γ = ١٠٠ برای شده) حذف ek (متغیر xk, uk, λk, αk, σ مجهولات
x̂k+١ = f(x̂k,

∑N
l=١ αlK(xl, x̂k)) بسته حلقه سیستم برای را سازی شبیه نتایج (٣ . ١) ش΄ل

زمانͬ افق با و مبدأ از غیر به اولیه شرایط به توجه با کننده کنترل ͬ دهد. م نشان RBF هسته با
نظر در با را مشابهͬ نتایج مرسر شرایط از استفاده بدون (٣ . ٢٢) مدل ͬ شود. م داده N = ٢٠

ͬ دهد. م ارائه {xi} با برابر {ci} مراکز گرفتن
٢٢Narendra
٢٣Tracking



مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین با بهینه کنترل مسأله حل ۵۴

نتیجه گیری ۶ . ٣
از خطͬ دیفرانسیل معادلات حل برای LS-SVM بر مبتنͬ جدید روش ΁ی پایان نامه، این در
مسائل در شد. داده توسعه اول مرتبه غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات هم چنین و m مرتبه
[٢۵ در[٢٩، شده توصیف روش های به نسبت پایان نامه این در شده ارائه روش شده، حل
΁ی برای دیفرانسیل معادلات حل به قادر پیشنهادی روش هم چنین دارد. بیشتری کارآیی
حل برای ͬ توان م را پیشنهادی روش است. بالا دقت با جواب پیش بینͬ برای طولانͬ بازه
این در داد. توسعه جزئͬ دیفرانسیل معادلات و معمولͬ دیفرانسیل معادلات از سیستم ΁ی
کردیم. معرفͬ بهینه کنترل مسائل حل برای را پشتیبان بردار ماشین های از استفاده پایان نامه
از متش΄ل غیرخطͬ حالت تابع کنترل کننده ΁ی برای ‐مرحله ای N مطلوب کنترل مسأله
گرفته نظر در مربعات کمترین بنابراين، است. شده فرمول بندی پشتیبان بردار ماشین های
كه ͯ شود م نامساوی محدوديت هاي جاي به مساوی محدوديت هاي به منجر كه  شده است،

ͬ شود. م ناشͬ ΁وپنی ε‐حساسیت زیان تابع از مثال به عنوان
هنوز SVM ͬ های ویژگ دی·ر اما نیست، مناسب پراکنده داده های برای مربعات کمترین روش
RBF هسته برای مرکزی هیچ که واقعیت این و مرسر شرایط مانند هستند، اجرا قابل هم
مبنای بر مساوی قید ΁ی بهینه کنترل مسأله بودن مناسب منظور به گرچه ͬ شود. نم تعیین

است. SVM از استفاده برای انگیزه ای پشتیبان، بردار ماشین های
است. شده طراحͬ ش΄ل ΁ی به مربعات کمترین SVM برای و کنترل مسأله برای هدف تابع
روی΄رد این نقص ΁ی ͬ شود. م مشخص غیرخطͬ معادلات از مجموعه ای با جواب سپس
است. LS-SVM مساوی محدودیت در حتͬ مجهولات، از بسیاری شامل مسأله که است این
داده شده است. کمتر مجهولات تعداد با LS-SVM بهینه کنترل جای·زین فرمول ΁ی بنابراین

دی·ر با LS-SVM کنترل اصلͬ تفاوت ΁ی گرفته است. قرار بحث مورد کنترل در محلͬ هم·رایی
در حالت بردار دنباله اول مورد در که است این RBF خاص به طور و عصبی کننده های کنترل
بهینه سازی مسأله برای جواب به عنوان و ͬ کند م پشتیبان کنترل سی·نال از شده گرفته نظر
را پارامتری بهینه سازی مسأله اغلب دومͬ برای ͬ که درحال ͬ شود، م استفاده مقید غیرخطͬ

ͬ کند. م حل مجهول اتصال وزن های برای
در نظر مورد نقاط تعداد با برابر کنترل قانون در RBF هسته با LS-SVM پنهان لایه های تعداد
باشد. بی نهایت ͬ تواند م پارامترها تعداد اولیه فضای در ͬ که، درحال است. گسسته زمان چرخه



۵۵ نتیجه گیری

RBF هسته با مربعات کمترین پشتیبان بردار ماشین های با بهینه کنترل :٣ . ١ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را مرسر شرایط از استفاده و

شبیه سازی توسط واقعͬ حالت متغیر بریده] بریده ردیابی[خط برای اول حالت متغیر
حالت به عنوان مبدأ با کنترل برای k = ١, · · · ,٢٠ داده های است. بسته حلقه سیستم

گرفتند. قرار استفاده مورد اولیه
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Abstract

In this thesis a new approach based on Least Squares Support Vector Machines (LS-SVMs) is
proposed for solving linear and nonlinear ordinary differential equations (ODEs). The approxi-
mate solution is presented in closed form by means of LSSVMs, whose parameters are adjusted to
minimize an appropriate error function. For the linear and nonlinear cases, these parameters are
obtained by solving a system of linear and nonlinear equations respectively. The method is well
suited for solving mildly stiff, nonstiff and singular ordinary differential equations with initial and
boundary conditions. Numerical results demonstrate the efficiency of the proposed method over
existing methods. support vector machines have been very successful in pattern recognition and
function estimation problems. In this paper we introduce the use of least squares support vector
machines (LS-SVM’s) for the optimal control of nonlinear systems. Linear and neural full static
state feedback controllers are considered. The problem is formulated in such a way that it in-
corporates the N-stage optimal control problem as well as a least squares support vector machine
approach for mapping the state space into the action space. The solution is characterized by a set
of nonlinear equations. An alternative formulation as a constrained nonlinear optimization prob-
lem in less unknowns is given, together with a method for imposing local stability in the LS-SVM
control scheme. The results are discussed for support vector machines with radial basis function
kernel. Advantages of LS-SVM control are that no number of hidden units has to be determined
for the controller and that no centers have to be specified for the Gaussian kernels when applying
Mercer’s condition. The curse of dimensionality is avoided in comparison with defining ning a
regular grid for the centers in classical radial basis function networks. This is at the expense of
taking the trajectory of state variables as additional unknowns in the optimization problem, while
classical neural network approaches typically lead to parametric optimization problems. In the
SVM methodology the number of unknowns equals the number of training data.

keywords: Least squares support vector machines, Ordinary differential equations, Closed form
approximate solution, Collocation method, neural optimal contorol, Support vector machines, Ra-
dial basis functions.
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