


ریاضͬ علوم دانش΄ده
ریاضͬ آمار گرایش آمار، گروه رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

در M‐برآوردها قوی وابستهسازگاری خطاهای با خطͬ منفͬمدل های زبرجمعͬ
نژاد حیدری  حسین نگارنده:

راهنما استاد
اقبال نگار دکتر

مشاور استاد
باغیشنͬ حسین دکتر

١٣٩٧ بهمن



و پدر به ͬ کنم م تقدیم را خود پایان نامه
و ͬ ها سخت تمام در که خانواده  ام و مادر

بوده اند. کنارم در مش΄لات

ز



سپاس گزاری...

زحمت های از و داده من به که را نعمت هایی تمام خاطر به سپاس گزارم بی نهایت را خدا
سرکار گرامͬ استاد از هم چنین سپاس گزارم بوده اند من کنار در همیشه که خانواده ام
خاطر به باغیشنͬ حسین دکتر آقای جناب محترم استاد و اقبال نگار دکتر خانم
و تقدیر کشیده اند من برای نامه پایان این طول در که راهنمایی هایی و زحمت ها

ͬ کنم. م تش΄ر

نژاد حیدری  حسین
١٣٩٧ بهمن

ح



نامه تعهد
علوم دانش΄ده آمارریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی نژاد حیدری  حسین اینجانب
M‐برآوردها قوی سازگاری عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ
متعهد اقبال نگار راهنمایی تحت ، منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با خطͬ مدل های در

ͬ شوم: م
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
نژاد حیدری  حسین
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
خطاهای با خطͬ مدل پارامترهای M‐برآوردهای قوی سازگاری شرایط پایان نامه این در
شرایط بهبود موجود نتایج است. گرفته قرار بررسͬ مورد (NSD)ͬمنف زبرجمعͬ وابسته تصادفͬ

ͬ باشند. م NSD خطاهای به استقلال حالت در شده ارائه روش های از تعمیمͬ و گشتاوری

استوار. رگرسیون منفͬ، زبرجمعͬ وابسته قوی، سازگاری کلیدی: کلمات

ک



پیش·فتار
ی هم·رایی مرتبه آوردن به دست و مرکزی حد قضیه در را مهمͬ نقش کامل هم·رایی
بسیار رده ی منفͬ زبرجمعͬ تصادفͬ متغیرهای ͬ کند. م ایفا تصادفͬ متغیرهای از دنباله
دنباله به ͬ توان م رده، این از خاص مواردی عنوان به که هستند وابسته دنباله های از وسیع
وابسته تصادفͬ متغیرهای مفهوم نمود. اشاره منفͬ پیوندی متغیرهای و مستقل متغیر های
منفͬ زبرجمعͬ وابستگͬ که آن جا از است. زبرجمعͬ توابع رده بر مبتنͬ منفͬ زبرجمعͬ
نامساوی های هم چنین و گشتاوری نامساوی های در است، منفͬ پیوندی وابستگͬ از تعمیمͬ
تصادفͬ متغیرهای کامل هم·رایی از حوزه این محققین ͬ شود. م ͽواق مفید متعددی احتمالͬ
رگرسیونͬ، مدل های جمله از آماری، استنباط زمینه های از بسیاری در منفͬ زبرجمعͬ وابسته
داریم، اختیار در که داده هایی برای بودن مستقل شرط موارد اکثر در کرده اند. استفاده
متغیرهای اساسͬ ͬ های ویژگ برخͬ بررسͬ بر علاوه پایان نامه این در بنابراین، نیست. برقرار
جملات با خطͬ مدل های در M‐برآوردها قوی سازگاری منفͬ، زبرجمعͬ وابسته تصادفͬ
در هم چنین ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد شرایط برخͬ تحت را منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطای
پایان نامه این مطالب محتوای ͬ پردازیم. م نظری نتایج ارزیابی به شبیه سازی مطالعه با انتها

است: شده تدوین زیر به صورت
نیاز آن ها به اصلͬ نتایج اثبات در که اولیه مفاهیم و تعاریف برخͬ بیان به اول فصل در •

ͬ پردازیم. م داریم،
استوار رگرسیونͬ مدل پارامترهای برآورد روش های برخͬ و استواری مفهوم دوم فصل در •

ͬ کنیم. م معرفͬ
را NSD خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری کامل هم·رایی شرایط سوم فصل در •

ͬ کنیم. م بررسͬ
فصل کامل هم·رایی نظری نتایج شبیه سازی ابزارهای از استفاده با چهارم فصل در •

ͬ کنیم. م ارزیابی را سوم
ͬ باشد. م شبیه سازی نتایج تولید باز برای R افزار نرم کدهای شامل پایان نامه پیوست •

ل



مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
ق جداول فهرست
١ اولیه مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم·رایی انواع ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نابرابری ها ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابستگͬ انواع ١ . ٣
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفͬ زبرجمعͬ وابستگͬ ١ . ٣ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ ها وابستگ از دی·ر برخͬ معرفͬ ١ . ٣ . ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیون ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ رگرسیون ١ . ۴ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه رگرسیون ٢ . ۴ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرت نقاط ۵ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرتصادفͬ ترتیب های ۶ . ١

١٧ استوار آماری روش های ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استواری ٢ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م΄ان پارامتر استوار برآورد ٢ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار رگرسیون ٢ . ٣
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M‐برآوردگر ٢ . ٣ . ١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L‐برآوردگر ٢ . ٣ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R‐برآوردگر ٢ . ٣ . ٣

٣۵ منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ٣
٣۵ . . . . . . . . . رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری ٣ . ١

س



مطالب فهرست ع
۵۵ شبیه سازی مطالعات ۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندمتغیره نرمال توزیع ١ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندمتغیره تͬ توزیع ٢ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری و بحث ٢ . ١ . ۴

۶١ ͽمراج
۶٧ چهار و دو فصل سازی شبیه کدهای آ 
۶٧ استوار رگرسیون و دوم توان های کمترین رگرسیون مدل به مربوط کدهای آ  . ١
۶٩ . . . . . . . . . . . چندمتغیره نرمال توزیع به مربوط کدهای آ  . ١ . ١
٧١ . . . . . . . . . . . . چندمتغیره تͬ توزیع به مربوط کدهای آ  . ١ . ٢
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . ضرایب میانگین به مربوط کدهای آ  . ١ . ٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . . جعبه ای نمودارهای به مربوط کدهای آ  . ١ . ۴



تصاویر فهرست
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشاهده ٢١ با دوم توان های کمترین ٢ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشاهده ١٧ با دوم توان های کمترین ٢ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشاهده ٢١ با استوار رگرسیون ٢ . ٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . چندمتغیره نرمال از استفاده با ضرایب سازگاری ١ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . تͬ توزیع چندمتغیره از استفاده با ضرایب سازگاری ٢ . ۴
۵٨ . . . . . ۴٠ نمونه حجم برای ضرایب برآورد به مربوط باکس پلات نمودار ٣ . ۴
۵٨ . . . . ٢٠٠ نمونه حجم برای ضرایب برآورد به مربوط باکس پلات نمودار ۴ . ۴
۵٨ . . . . ١٠٠٠ نمونه حجم برای ضرایب برآورد به مربوط باکس پلات نمودار ۵ . ۴

ف



جداول فهرست
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرتصادفͬ ترتیب های از تعدادی ١ . ١
٢٨ . . . . . . . شده اند پیشنهاد مانده ها وزن توزیع برای که توابعͬ از بعضͬ ٢ . ١
۵٩ . . . . . مختلف نمونه های حجم برای ضرایب برآورد به مربوط میانگین ١ . ۴

ق



١ فصل
اولیه مفاهیم

بیان داریم احتیاج آن به بعدی فصل های در که قضیه هایی و تعاریف برخͬ فصل این در
کاتز و مازی ،(١٩٩۴) گات ،(٢٠٠٠) هو از فصل این مطالب عمده گردآوری برای ͬ کنیم، م
خطͬ رگرسیون کتاب و نوقایی زاده، فلاح اسدی، مقاله پاشاکایی، ارشد نامه پایان ،(٢٠٠١)

کرده ایم. استفاده (١٣٩١) لاری عبدالرضابازرگان

هم·رایی انواع ١ . ١
نرخ تعیین در ویژه به ریاضͬ آمار حدی، قضایای احتمال، در مهمͬ نقش کامل هم·رایی
زیر صورت به شد، بیان (١٩۴٧) رابینز و هسو توسط بار اولین هم·رایی این دارد، هم·رایی

شد. تعریف
تصادفͬ متغیر به کامل١ هم·رای را {Xn, n ⩾ ١} تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای .١ . ١ . ١ تعریف

باشیم داشته ε > ٠ هر ازای به هرگاه گویند، X

+∞∑
n=١

P (|Xn −X| > ε) <∞

ͬ دهیم. م نشان Xn
c.c.−−→ X نماد با را آن هم چنین

١Compelet Convergence



اولیه مفاهیم ٢
هم·رای را X تصادفͬ متغیر به {Xn, n ≥ ١} تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای .١ . ١ . ٢ تعریف

هرگاه گویند، یقین٢ به قریب
P ({ω : Xn(ω) −→ X(ω);n −→ ∞}) = ١

معادل به طور یا
P ({ω : Xn(ω) ↛ X(ω);n −→ ∞}) = ٠

ͬ دهیم. م نشان Xn
a.s.−−→ X نماد با را آن و

متغیر به کامل طور به و تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {Xn, n ⩾ ١} کنید فرض .١ . ١ . ١ قضیه
ͬ باشد. م هم·را X به نیز یقین به قریب طور به دنباله این باشد، هم·را X تصادفͬ

یقین به قریب طور به و تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {Xn, n ⩾ ١} کنید فرض .١ . ١ . ٢ قضیه
ͬ باشد. م هم·را C ثابت به نیز کامل طور به دنباله این باشد، هم·را C مثل ثابتͬ به

به باشند نامنفͬ تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {Xn, n ⩾ ١} کنید فرض (فاتو). ١ . ١ . ١ لم
آن گاه ͬ ها، ریاض امید وجود شرط

E(lim inf
n−→∞

Xn) ≤ lim inf
n−→∞

EXn.

آن گاه باشد دلخواه پیشامدهای از دنباله ی {An, n ≥ ١} کنید فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
P (An i.o.) = P (lim sup

n−→∞
An)

را زیر لم این صورت در که بار) بی نهایت (تقریبا بی افتد اتفاق An از زیادی تعداد یعنͬ ٣i.o.
داریم

ͬ باشد م زیر حالت دو به کانتل۴ͬ برل لم .١ . ١ . ٢ لم
اگر باشد، دلخواه پیشامدهای از دنباله ی {An, n ⩾ ١} کنید فرض ‐١

+∞∑
n=١

P (An) <∞

آن گاه
P (An; i.o.) = ٠.

باشد مستقل پیشامدهای از دنباله ی {An, n ⩾ ١} کنید فرض ‐٢
+∞∑
n=١

P (An) = +∞

اگر تنها و اگر
P (An i.o.) = ١.

٢Almost Surely
٣Infinity Often
۴Borel-Cantelli Lemmas



٣ نابرابری ها

نابرابری ها ١ . ٢
و احتمال ها دقیق مقدار نتوانیم اگر زیرا دارند. احتمال نظریه در کلیدی نقش نابرابری ها
نظر مورد مقادیر برای کران هایی ͬ توان م نابرابری ها از استفاده با کنیم، محاسبه را گشتاورها
دی·ر عبارت به ͬ شود. م محسوب مش΄لات ͽرف جهت کلیدی مناسب نابرابری ی کرد. پیدا
از برخͬ زیر در است. اعتمادتر قابل نهایی جواب باشد نزدی تر واقعͬ مقدار به کران چه هر

ͬ کنیم. م معرفͬ را (١٩٩۴) گات کتاب از نابرابری ها
و r مثبت حقیقͬ عدد هر برای آن گاه تصادفͬ متغیر X کنید فرض : مارکف۵ نابرابری ‐١

x > ٠
P (|X| > x) ⩽ E|X|r

xr
.

باشند مستقل تصادفͬ متغیرهای X١, X٢, . . . , Xn کنید فرض : هافدینگ۶ نابرابری ‐٢
Sn = کنید فرض هم چنین .P (ak ≤ Xk ≤ bk) = ١ ،k = ١,٢, . . . , n برای  طوری که

x > ٠ برای آن گاه باشد. جزئͬ مجموعه های ،n ≥ ١ ،∑n
k=١Xk

P (Sn − ESn > x) ≤ exp

{
−٢x٢∑n

k=١(bk − ak)٢
}
.

طوری که باشند مستقل تصادفͬ متغیرهای Y و X کنید فرض : گشتاوری٧ نابرابری ‐۴
آن گاه باشد، مثبت حقیقͬ عدد ی r و ،E|Y |r <∞ و E|X|r <∞

E|X + Y |r ⩽ ٢r(E|X|r + E|Y |r).

اگر p−١ + q−١ = ١ ،p > ١ و q > ١ حقیقͬ عدد هر برای کنید فرض : هولدر٨ نابرابری ‐۵
آ ن گاه E|Y |q <∞ و E|X|p <∞

E|XY | ≤ (E|X|p)
١
p (E|Y |q)

١
q .

نابرابری آن گاه دهیم قرار p = q = ٢ اگر هولدر نابرابری در : شوارتز٩ کوشͬ نابرابری ‐۶
ͬ آید: م به ست زیر به صورت شوارتز کوشͬ

E|XY | ≤ (E|X|٢) ١٢ (E|Y |٢) ١٢ .

۵Markov’s Inequality
۶Hoffiding’s Inequality
٧R-mean’s Inequality
٨Holder’s Inequality
٩Cauchy-Shwats Inequality



اولیه مفاهیم ۴
عدد هر برای و باشد تصادفͬ متغیرهای Y و X کنید فرض : مینکوفس΄١٠ͬ نابرابری ‐٧

آن گاه باشد. E|Y |p <∞ و E|X|p <∞ ،p > ١ حقیقͬ
(E|X + Y |p)

١
p ≤ (E|X|p)

١
p + (E|Y |p)

١
p .

وابستگͬ انواع ١ . ٣
دربر را تصادفͬ متغیرهای دنباله از بزرگͬ رده ی که ͬ ها وابستگ انواع معرفͬ به بخش دراین

ͬ پردازیم. م ͬ گیرند م

منفͬ زبرجمعͬ وابستگͬ ١ . ٣ . ١
هو توسط که است ͬ ها وابستگ از نوعͬ (NSD) منف١١ͬ زبرجمعͬ وابسته تصادفͬ متغیرهای

است شده استفاده زبرجمعͬ توابع از آن پایه در که شد مطرح (٢٠٠٠)
هر برای اگر ͬ شود م نامیده زبرجمعͬ ϕ : Rn −→ R تابع (١٩٧٧ (کمپرمن، .١ . ٣ . ١ تعریف

x,y ∈ Rn

ϕ(x ∨ y) + ϕ(x ∧ y) ⩾ ϕ(x) + ϕ(y).

مولفه ا ی١٣ مینیمم دهنده ی نشان ∧ و مولفه ای١٢ ماکسیمم دهنده ی نشان ∨ بالا رابطه در
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به که است،

x ∨ y = (x١ ∨ y١, x٢ ∨ y٢, . . . , xn ∨ yn)

و
x ∧ y = (x١ ∧ y١, x٢ ∧ y٢, . . . , xn ∧ yn).

ی نبودن یا بودن زبرجمعͬ آن از استفاده با ͬ توان م که کرد بیان را روشͬ (١٩٧٧) کمپرمن
کرد. مشخص را تابع

زبرجمعͬ ϕ آن گاه باشد، پیوسته دوم مرتبه جزئͬ مشتق دارای ϕ تابع کنید فرض .١ . ٣ . ١ لم
هرگاه است

∂٢ϕ(x)
∂xi∂xj

≥ ٠ ١ ⩽ i ̸= j ≤ n. (١ . ١)
١٠Mincowski Inequality
١١Negatively Superadditive Dependent
١٢Maximum Componentwise
١٣Minimum Componentwise



۵ وابستگͬ انواع
تابع هر برای هرگاه گویند، NSD را X = (X١, X٢ . . . , Xn) تصادفͬ بردار .١ . ٣ . ٢ تعریف

ϕ زبرجمعͬ
Eϕ(X١, X٢, . . . , Xn) ≤ Eϕ(Y١, Y٢, . . . , Yn).

Yi و Xi ،i = ١,٢, . . . , n هر ازای به هم چنین هستند، مستقل تصادفͬ متغیرهای Yiها که
هستند. هم توزیع

هر برای هرگاه گویند NSD تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای را {Xn, n ⩾ ١} .١ . ٣ . ٣ تعریف
باشد. NSD ،(X١, X٢, . . . , Xn) ،n ≥ ١

آن گاه باشند نانزولͬ f١, f٢, . . . , fn توابع و NSD ،(X١, X٢, . . . , Xn) کنید فرض .١ . ٣ . ٢ لم
ͬ باشند. م NSD ،f١(X١), f٢(X٢), . . . , fn(Xn)

نیز ϕ(f١(x١), f٢(x٢), . . . , fn(xn)
) داریم ،ϕ زبرجمعͬ تابع هر برای (١ . ١) معادله بنابر برهان.

چون است، زبرجمعͬ
∂٢ϕ(f١(x١), f٢(x٢), . . . , fn(xn)

)
∂xi∂xj

=
∂٢ϕ(f١(x١), f٢(x٢), . . . , fn(xn)

)
∂fi(xi)∂fj(xj)

· ∂fi(xi)
∂xi

· ∂fj(xj)
∂xj

≥ ٠.

است. برقرار نیز باشند ناصعودی f١, f٢, . . . , fn برای بالا روابط .١ . ٣ . ١ ملاحظه

ͬ ها وابستگ از دی·ر برخͬ معرفͬ ١ . ٣ . ٢
هر برای اگر گویند (NA) منف١۴ͬ پیوند را X = (X١, X٢, . . . , Xn) تصادفͬ بردار .۴ . ١ . ٣ تعریف

باشیم داشته {١,٢, . . . , n} از B و A مانند هم از جدا زیرمجموعه های جفت
Cov (f١ (Xi, i ∈ A) , f٢ (Xj , j ∈ B)) ≤ ٠. (١ . ٢)

مزیت های از ی΄ͬ ͬ باشد. م موجود آن ها کواریانس که هستند صعودی توابع f٢ و f١ که
مختلفͬ ش΄ل های است مم΄ن (١ . ٢) معادله در f٢ و f١ که است این NA تصادفͬ متغیرهای

ͬ شوند. م منجر زیادی مفید متغیره چند نامساوی های به این رو از باشند داشته را
y و x هر برای هرگاه گویند (ND) منف١۵ͬ وابسته را Y و X تصادفͬ متغیرهای .۵ . ١ . ٣ تعریف

R عضو
P (X ≤ x, Y ≤ y) ≤ P (X ≤ x)P (Y ≤ y) . (١ . ٣)

١۴Negatively Associate
١۵Negatively Dependent



اولیه مفاهیم ۶
برای اگر گویند (PND) منف١۶ͬ وابسته دو به دو A مجموعه x, y ∈ R هر برای .۶ . ١ . ٣ تعریف
اشاره (١ . ٣) رابطه در آن چه به توجه با است. برقرار (١ . ٣) رابطه  در تصادفͬ متغیر جفت هر

آن گاه شده
P (X > x, Y > y) ≤ P (X > x)P (Y > y) . (۴ . ١)

هستند. معادل (١ . ٣) و (۴ . ١) این رو از است (١ . ٣) معنͬ به (۴ . ١) ،x, y ∈ R جفت هر برای
متغیر سه از بیشتر یا سه مجموعه ای برای (١ . ٣) و (۴ . ١) دادند نشان (١٩٨١) قوش و ابراهیمͬ

نیستند. معادل تصادفͬ
ͬ باشد. م (٢٠١١) یانگ جͬ و وو و (٢٠٠٠) هو مقاله از شده آورده زیر در که مثال هایی

،(١, ٠, ١) ،(١, ١, ٠) مقادیر که ب·یرید نظر در را X٣ و ،X٢ ،X١ تصادفͬ متغیرهای .١ . ٣ . ١ مثال
X٣ و ،X٢ ،X١ تصادفͬ متغیرهای جفت هر برای دارند، ١۴ احتمال کدام هر (٠, ٠, ٠) و (٠, ١, ١)

x١, x٢, x٣ هر برای بنابراین است، برقرار (۴ . ١) و (١ . ٣) این رو از و مستقل دو دوبه
P (X١ > x١, X٢ > x٢, X٣ > x٣) ≤ P (X١ > x١)P (X٢ > x٢)P (X٣ > x٣)

P (X١ ≤ ٠, X٢ ≤ ٠, X٣ ≤ ٠) = P (X١ = ٠, X٢ = ٠, X٣ = ٠) = P (٠, ٠, ٠) = ١
۴

P (X١ ≤ ٠) = P (X١ = ٠) = P (٠, ١, ١) + P (٠, ٠, ٠) = ١
۴ +

١
۴ =

١
٢

P (X٢ ≤ ٠) = P (X٢ = ٠) = P (١, ٠, ١) + P (٠, ٠, ٠) = ١
۴ +

١
۴ =

١
٢

P (X٣ ≤ ٠) = P (X٣ = ٠) = P (١, ١, ٠) + P (٠, ٠, ٠) = ١
۴ +

١
۴ =

١
٢

آن گاه
P (X١ ≤ ٠, X٢ ≤ ٠, X٣ ≤ ٠) = ١

۴ ≰
١
٨ = P (X١ ≤ ٠)P (X٢ ≤ ٠)P (X٣ ≤ ٠) .

تصادفͬ متغیرهای از تصادفͬ بردار ی X = (X١, X٢, X٣, X۴) کنید فرض .١ . ٣ . ٢ مثال
کنید فرض باشد زیر احتمال تابع با گسسته

(X١،X٢)
حاشیه ای احتمال تابع (١،١) (١،٠) (٠،١) (٠،٠)

٠٫٢۴ ٠٫٠۵٧٧ ٠٫٠۶٢٣ ٠٫٠۶٢٣ ٠٫٠۵٧٧ (٠،٠)

(X٣, X۴)
٠٫٢۶ ٠٫٠۶٢٣ ٠٫٠۶٧٧ ٠٫٠۶٧٧ ٠٫٠۶٢٣ (٠،١)
٠٫٢۶ ٠٫٠۶٢٣ ٠٫٠۶٧٧ ٠٫٠۶٧٧ ٠٫٠۶٢٣ (١،٠)
٠٫٢۴ ٠٫٠۵٧٧ ٠٫٠۶٢٣ ٠٫٠۶٢٣ ٠٫٠۵٧٧ (١،١)

٠٫٢۴ ٠٫٢۶ ٠٫٢۶ ٠٫٢۴ حاشیه ای احتمال تابع

١۶Pairwise Negatively Dependent



٧ وابستگͬ انواع
(X١, X٢, X٣, X۴) d

== (X٢, X١, X٣, X۴) d
== (X٢, X١, X۴, X٣) d

== (X٣, X۴, X١, X٢)

به که طوری ͬ گیریم م نظر در را ϕ مانند زبرجمعͬ تابعͬ شود، کم مساله کلیت از این که بدون
x = (x١, x٢, x٣, x۴) هر ازای

ϕ (x١, x٢, x٣, x۴) = ϕ (x٢, x١, x٣, x۴) = ϕ (x٢, x١, x۴, x٣) = ϕ (x١, x٢, x۴, x٣)

تعریف به استناد با هستند ثابت تصادفͬ متغیرهای جای·شت به نسبت X زبرجمعͬ تابع ͽواق در
آن در که زبرجمعͬ تابع

ϕ (x) + ϕ (y) ≤ ϕ (x ∧ y) + ϕ (x ∨ y)

نتیجه در
٢ϕ٠٠٠١ ≤ ϕ٠٠٠٠ + ϕ٠٠١١, ٢ϕ٠١١١ ≤ ϕ٠٠١١ + ϕ١١١١, ٢ϕ٠١٠١ ≤ ϕ٠٠٠١ + ϕ٠١١١

برای ب·یرید، نظر در را ϕ٠٠١٠ و ϕ٠٠٠١ تابع دو نمونه عنوان به ϕijkl = ϕ(i, j, k, l) آن در که
ͬ نیمم م بنابراین هستند، صفر دو هر این که دلیل به مولفه اولین در مولفه ای ͬ نیمم م حالت
را مولفه ای ماکسیمم حالت هم چنین بعدی مولفه های برای ترتیب همین به بود خواهد صفر

داریم بالا روابط از استفاده با و مشابه استدلالͬ با بنابراین ͬ آوریم م به دست
٢۶ϕ٠١٠١ ≤ ۶ϕ٠٠٠٠ + ١٢ϕ٠٠١١ + ۶ϕ١١١١ + ϕ٠٠٠١ + ϕ٠١١١

از ͬ باشد م NSD ،X این صورت در ͬ باشد. م درست فوق نابرابری جدول اعداد به توجه با حال
منفͬ پیوند وابستگͬ به توجه با طرفͬ

P
(
Xi = ١; i = ١,٢,٣,۴) < P (X١ = X٢ = ١)P (X٣ = X۴ = ١)

این که به توجه با
cov(f(XA), g(XB) ≤ ٠, f(XA) = I{X١ = X٢ = ١}, g(XB) = I{X٣ = X۴ = ١}

بنابراین
E(f(XA)g(XB))− E(fXA)Eg(XB) = P (X١ = X٢ = X٣ = X۴ = ١)

− P (X١ = X٢ = ١)P (X٣ = X۴ = ١)
= ٫٠۵٧٧ − ٫٠۵٧۶ ⩽̸ ٠.

(۵ . ١)

نیست برقرار فوق نامساوی که ͬ کنیم م ملاحظه جدول اعداد از جای·ذاری با است حالͬ در این
منفͬ زبرجمعͬ که ͬ رسیم م نتیجه این به مثال این از که بود نخواهد NA ،X ͬ گیریم م نتیجه که
نابرابری های از برخͬ در ͬ تواند م مهم نتیجه این که ͬ باشد م منفͬ پیوندی وابستگͬ از تعمیمͬ

کند. ایفا را بسزایی نقش گشتاوری نابرابری و احتمال



اولیه مفاهیم ٨
آن گاه (x١, x٢, . . . , xn) ∈ Rn حقیقͬ عدد هر برای باشد NSD ،(X١, X٢, . . . , Xn) اگر .١ . ٣ . ٣ لم

P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, . . . , Xn ≤ xn) ≤ P (X١ ≤ x١)P (X٢ ≤ x٢) . . . P (Xn ≤ xn)

=

n∏
i=١

P (Xi ≤ xi).

و xi به نسبت I {Xi ≤ xi} تابع بودن نزولͬ به توجه با (x١, x٢, . . . , xn) ∈ Rn هر برای برهان.
داریم Xiها بودن NSD و ϕ(x) =∏n

i=١ I(Xi ≤ xi) تابع بودن زبرجمعͬ
P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, . . . , Xn ≤ xn) = E(I {X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, . . . , Xn ≤ xn})

= E

 n∏
i=١

I {Xi ≤ xi}


≤ E

 n∏
i=١

I {Yi ≤ xi}


=

n∏
i=١

E(I {Yi ≤ xi})

=

n∏
i=١

P (Xi ≤ xi)

(۶ . ١)

دارند. را (NSD) شرایط همان Yiها فوق رابطه در که
(x١, x٢, . . . , xn) ∈ Rn حقیقͬ عدد هر برای باشد NSD ،(X١, X٢, . . . , Xn) برای اگر .۴ . ١ . ٣ لم

آن گاه
P (X١ ≥ x١, X٢ ≥ x٢, . . . , Xn ≥ xn) ≤ P (X١ ≥ x١)P (X٢ ≥ x٢) . . . P (Xn ≥ xn)

=
n∏

i=١
P (Xi ≥ xi).

داریم: قبل لم برهان مشابه استدلال با برهان.
P (X١ ≥ x١, X٢ ≥ x٢, . . . , Xn ≥ xn) = E(I {X١ ≥ x١, X٢ ≥ x٢, . . . , Xn ≥ xn}

= E

 n∏
i=١

I {Xi ≥ xi}


≤ E

 n∏
i=١

I {Yi ≥ xi}


=

n∏
i=١

E(I {Yi ≥ xi})

=

n∏
i=١

P (Xi ≥ xi).

(١ . ٧)

دارند. را (NSD) شرایط همان Yiها فوق رابطه در که



٩ رگرسیون

رگرسیون ۴ . ١
با و برد کار به را واژه این گالتن بار نخستین است. برگشت معنͬ به لغت در رگرسیون١٧
روی از گالتن داد. قرار مطالعه مورد را پسران و پدران قامت طول میانگین بین ارتباط آن
کوتاه)، قد(یا بلند خیلͬ والدین به متعلق پسران قامت طول که گرفت نتیجه مشاهداتش
(یا بلندی به نه البته ولͬ است، بوده متوسط قامت طول از کوتاهتر) (یا بلندتر همرفته روی
متوسط حد ارثͬ قد برگشت عنوان به ١٨۵۵ سال در گیری نتیجه این والدینشان قد کوتاهͬ)

شد. منتشر

خطͬ رگرسیون ١ . ۴ . ١
افراد توسط تبیینͬ، متغیرهای مجموعه و ͺپاس متغیر بر حاکم ریاضͬ) (ضابطه ارتباطͬ مدل
تعیین آن ها ذهنͬ و عینͬ قضاوت های یا دانش مبنای بر مطالعه، مورد زمینه در متخصص
مدل ی باشد، داشته بر در را زیادی نامعلوم پارامترهای ͬ تواند م که مدل این ͬ شود. م
باشد، داشته وجود تبیینͬ متغیر ی تنها رگرسیونͬ معادله در اگر ͬ شود. م نامیده پارامتری
متغیرهای اثر بررسͬ هدف رگرسیونͬ، مدل ی در ͬ نامند. م ساده خطͬ رگرسیونͬ مدل را آن
بزرگتر بعدی ͬ توان م (که X با را تبیینͬ متغیرهای معمولا است. ͺپاس متغیر روی بر تبیینͬ
خطͬ ͬ تواند م ضابطه این هم چنین ͬ دهند. م نمایش Y با را ͺپاس متغیر و باشد) داشته ی از
رابطه مورد در غیرخطͬ، یا خطͬ رابطه از منظور که باشیم داشته توجه باید باشد. غیرخطͬ یا
معادله وارد غیرخطͬ یا خطͬ طور به رگرسیونͬ پارامترهای ͽواق در بل΄ه نیست ها Xi و Y بین
رابطه است مم΄ن که چند هر ͬ اند خط زیر روابط از هری مثال عنوان به ͬ شوند. م رگرسیون

نباشد: خطͬ است مم΄ن Y و X بین
Y = β٠ + β١X + ε

Y = β٠ + β١eX + ε

Y = β٠ + β١ logX + ε

از مثال هایی است. مشاهده قابل غیر و تصادفͬ متغیری که ͬ باشد م خطا جمله ε هم چنین
از عبارتند رگرسیونͬ مدل ی

لازم زمان مدت بر تبیینͬ) (متغیر دستگاه ی ساخت در لازم قطعات تعداد اثر بررسͬ •
(ͺپاس (متغیر آن تولید بر

(ͺپاس (متغیر ملͬ خالص تولید بر تبیینͬ) (متغیر ملͬ خالص سرانه تاثیر بررسͬ •
(ͺپاس (متغیر قلب ضربان تعداد بر تبیینͬ) (متغیر سن تاثیر بررسͬ •

١٧Regression



اولیه مفاهیم ١٠
X که حالͬ در است، پیوسته تصادفͬ متغیر ی Y ͺپاس متغیر خطͬ، رگرسیونͬ مدل در
ͬ شود. م اندازه  گیری قابل اغماضͬ قابل خطای با و کنترل تحلیل گر توسط و نبوده تصادفͬ
منظور کلͬ، به طور دارد. وجود احتمال توزیع ی Y برای X مم΄ن مقدار هر ازای به بنابراین
به ،X از تابعͬ حسب بر را Y یا ،X از تابعͬ حسب بر را E (Y |x) که است این رگرسیونͬ مدل از

بنابراین ͬ شود، م فرض صفر آن ریاضͬ امید که ، ε خطا جمله ی همراه
Y = β٠ + β١X + ε, E (Y |x) = β٠ + β١X

هستند. معادل دو هر که
پذیره چهار نیز خطͬ رگرسیونͬ مدل برای ͬ شود. م ساخته پذیره هایی بر مبتنͬ آماری مدل هر

ͬ باشند: م زیر به صورت که ͬ شود م گرفته نظر در
E؛ (Y |x) رگرسیونͬ تابع ضابطه بودن خطͬ •

خطا؛ جمله واریانس بودن ثابت •
خطا؛ مولفه های بودن ناهمبسته •

خطاها. بودن نرمال نیاز) حسب (بر •

چندگانه رگرسیون ٢ . ۴ . ١
باشد، مربوط x١, x٢, . . . , xk رگرسیونͬ متغیر k به ͺپاس متغیر است مم΄ن کلͬ حالت در

است زیر به صورت رگرسیونͬ مدل بنابراین
Y = β٠ + β١x١ + β٢x٢ + . . .+ βkxk + ε, i = ١,٢, . . . , n (١ . ٨)

متغیرهای و ͬ باشند م کنترل ناپذیر تصادفͬ متغیرهای εها آن در که کرد ارائه ͬ توان م را
و σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای ͬ شود م فرض و ͬ شود م نامیده خطا
از استفاده با باید و هستند مجهول β٠, β١, β٢, . . . , βk و σ٢ پارامترهای هستند. ناهمبسته
ͺپاس Yiها آن در که Y١, Y٢, . . . , Yk از عبارتند داده ها ͬ شود م فرض شوند. برآورد داده ها
برای (١ . ٨) معادله ی بنابر یعنͬ است، xi١, xi٢, . . . , xik مستقل متغیرهای از سط k با متناظر

نوشت ͬ توان م i = ١,٢, . . . , n مقادیر
Yi = β٠ + β١xi١ + β٢xi٢ + . . .+ βkxik + εi. (١ . ٩)

در است b٠, b١, . . . , bk ترتیب به β٠, β١, β٢, . . . , βk برای برآوردهایی آوردن دست به ما هدف که
معادله ی آوردن دست به نتیجه

Ŷ = b٠ + b١x١ + b٢x٢ + . . .+ bkxk (١ . ١٠)



١١ رگرسیون
است. x١, x٢, . . . , xk ازای در برآورد مقدار دهنده ی نشان Ŷ آن در که رگرسیون، برآورد برای
روش که ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد کننده پیش بینͬ معادله ی عنوان به (١ . ١٠) معادله آن گاه
خطͬ و خطͬ رگرسیون پارامترهای برآورد برای مفید بسیار روشͬ دوم توان های کمترین

ͬ باشد. م چندگانه
را انحراف ها دوم توان های مجموع که ͬ کنیم م انتخاب گونه ای به را b٠, b١, . . . , bk برآوردهای
ترتیب به که هنگامͬ زیر معادله در که ͬ آوریم م دست به گونه ای به را آن ها یعنͬ کند کمینه

کنند تولید را مم΄ن مقدار کمترین ͬ شوند، م β٠, β١, β٢, . . . , βk جای·زین
S =

n∑
i=١

ε٢
i =

n∑
i=١

(Yi − β٠ − β١xi١ − β٢xi٢ − . . .− βkxik)
٢ (١ . ١١)

معادله ی از گرفتن مشتق با b٠, b١, . . . , bk برآوردهای انتگرال، و دیفرانسیل حساب از استفاده با
یعنͬ ͬ آیند. م دست به آن ها، دادن قرار صفر مساوی و β٠, β١, β٢, . . . , βk نسبت (١ . ١١)

∂S

∂β٠ = −٢
n∑

i=١
(Yi − β٠ − β١xi١ − β٢xi٢ − . . .− βkxik) = ٠

∂S

∂β١
= −٢

n∑
i=١

xi١ (Yi − β٠ − β١xi١ − β٢xi٢ − . . .− βkxik) = ٠
...

∂S

∂βk
= −٢

n∑
i=١

xik (Yi − β٠ − β١xi١ − β٢xi٢ − . . .− βkxik) = ٠

مساوی و بالا معادله های در β٠, β١, β٢, . . . , βk جای به ترتیب به b٠, b١, . . . , bk کردن جای·زین با
داریم کردن مرتب از پس آن ها دادن قرار صفر

n∑
i=١

Yi = nb٠ + b١
n∑

i=١
xi١ + b٢

n∑
i=١

xi٢ + . . .+ bk

n∑
i=١

xik

n∑
i=١

xi١Yi = b٠
n∑

i=١
xi١ + b١

n∑
i=١

x٢
i١ + b٢

n∑
i=١

xi١xi٢ + . . .+ bk

n∑
i=١

xi١xik

...
n∑

i=١
xikYi = b٠

n∑
i=١

xik + b١
n∑

i=١
xi١xik + b٢

n∑
i=١

xi٢xik + . . .+ bk

n∑
i=١

x٢
ik

استفاده ماتریسͬ روش از که است بهتر نرمال معادله های این حل برای که ͬ شود م ملاحظه
ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت که شود

Y =


Y١
Y٢...
Yn

 X =


١ x١١ x١٢ · · · x١k
١ x٢١ x٢٢ · · · x٢k... ... ... ... ...
١ xn١ xn٢ · · · xnk





اولیه مفاهیم ١٢
داریم هم چنین

ε =


ε١
ε٢...
εn

 , β =



β٠
β١
β٢...
βk


, b =



b٠
b١
b٢...
bk


n× ١ بردار ی ε و (k + ١)× ١ بردار ی β ،n× (k + ١) ماتریس ی X ،n× ١ بردار ی Y
به ͬ توان م را (١ . ٩) چندگانه خطͬ رگرسیون مدل که ͬ شود م ملاحظه ترتیب این به هستند.

نوشت زیر صورت
Y = Xβ + ε (١ . ١٢)

نوشت زیر صورت به ͬ توان م را نرمال معادله ی هم چنین
(
X′X

)
b = X′Y (١ . ١٣)

زیرا
S =

n∑
i=١

ε٢
i = ε′ε

= (Y −Xβ)′ (Y −Xβ)

= Y′Y −Y′Xβ − β′X′Y + β′X′Xβ

β′X′Y = پس است، برابر خود ترانهاده ی با نتیجه در و است ١× ١ ماتریس ی β′X′Y چون
داشت خواهیم و Y′Xβ

S =

n∑
i=١

ε٢
i = Y′Y − ٢β′X′Y + β′X′Xβ (١۴ . ١)

صفر مساوی و β جای به b کردن جای·زین با و β بردار به نسبت (١۴ . ١) از گرفتن مشتق با
عبارتند X′Y و X′X ماتریس های ͬ آیند. م دست به (١ . ١٣) نرمال معادله های آن، دادن قرار

از

X′X =


n

∑n
i=١ xi١

∑n
i=١ xi٢ · · ·

∑n
i=١ xik∑n

i=١ xi١
∑n

i=١ x٢
i١

∑n
i=١ xi١xi٢ · · ·

∑n
i=١ xi١xik... ... ... ... ...∑n

i=١ xik
∑n

i=١ xi١xik
∑n

i=١ xi٢xik · · ·
∑n

i=١ x٢
ik

 , X′Y =



∑n
i=١ Yi∑n

i=١ xi١Yi...∑n
i=١ xikYi


داریم X′X ماتریس بودن پذیر معکوس فرض با

b =
(
X′X

)−١
X′Y.



١٣ پرت نقاط

پرت نقاط ۵ . ١
زیادی فاصله ی که ͬ شود م گفته نقاطͬ به پرت نقاط عبارتͬ به یا پرت داده های .١ . ۵ . ١ تعریف
جمͽ آوری در اشتباه جمله از مختلفͬ دلایل به داده ها گونه این که باشند، داشته نقاط سایر از
ͬ آیند م وجود به . . . و نمونه گیری برای کم تجربه افراد وجود نامناسب، اندازه گیری ابزار داده ها،

ͬ کنیم: م اشاره آن ها از مواردی به زیر در که دارند را مختلفͬ تعاریف رگرسیون در و
دی·ر نقطه ی n − ١ خطͬ برازش از که هستند نقاطͬ رگرسیونͬ: افتاده ی دور نقاط •

باشند. داشته را زیادی فاصله ی
استیودنت باقیمانده ای قدرمطلق که هستند نقاطͬ باقیمانده ای: افتاده ی دور نقاط •

باشند. داشته را بزرگͬ شده ی استاندارد عبارتͬ به یا باشند داشته را بزرگͬ شده ای
نقاط دی·ر از آن ها y و x مختصات که هستند نقاطͬ :(x, y) فضای از افتاده دور نقاط •

باشند. داشته را زیادی فاصله ی
چه اطلاعات تفسیر و آنالیز به مربوط مراحل تمام در پرت داده های این که به توجه با
نتیجه گیری م΄ان موارد بعضͬ و هستند تاثیرگذار مفهومͬ لحاظ از چه و ساختاری لحاظ از
پایایی لحاظ از آماری علمͬ خطاهای دچار و ندارد وجود شده جمͽ آوری اطلاعات از منطقͬ
آن ها اصلاح جهت در اقدام و پرت داده های تشخیص و شناسایی بنابراین ͬ شویم، م روایی و
شناسایی برای را مختلفͬ روش های آماردانان که ͬ باشد، م تحقیقات تمامͬ در ضروری امری

کرد: اشاره زیر موارد به ͬ توان م روش ها این جمله از دادند. ارائه پرت نقاط این
استیودنت شده حذف باقیمانده های شده: استیودنت شده حذف باقیمانده های از استفاده •
داده ی مجموعه ی در که رگرسیونͬ مدل در که ͬ شود م گفته باقیمانده هایی به شده
برای بنابراین ͬ شود، م محاسبه باقیمانده ها iام مورد حذف با ͬ رسد م نظر به پرت iام

ͬ کنیم م استفاده زیر صورت به مشاهده مقدار بینͬ پیش مقدار بینͬ پیش
Ŷ(−i) (xi١, xi٢, . . . , xin) = β̂٠(−i) + β̂(−i)xi١ + . . .+ β̂(−i)xik

استاندارد خطای بر و آوریم به دست آن واقعͬ مقدار از را شده برازش مقدار این تفاوت اگر
صورت به که ͬ آید م به دست شده استیودنت شده ی حذف باقیمانده های کنیم تقسیم آن

ͬ باشد م زیر
T =

Yi − Ŷ(−i) (xi١, xi٢, . . . , xin)
σ̂(−i)√١−hii

مشاهده را X مشاهدات تمام که H = X (X′X)−١ X′ ماتریس در iام عامل همان ،hii
آزادی درجه (n− ١) − k − ١ = n − k − ٢ با استیودنت −t توزیع دارای T ͬ کنیم. م
باقیمانده −t یا شده استیودنت شده حذف باقیمانده های به دلیل همین به ͬ باشد، م



اولیه مفاهیم ١۴
داده ی که است آن دهنده ی نشان باشد ٣ یا ٢ از بزرگتر T اگر معمولا که ͬ گویند م نیز

کنیم. بررسͬ را علت که است نیاز مورد و دارد وجود پرت
جعبه  ای نمودار از استفاده با پرت داده ی تشخیص برای جعبه ای: نمودار از استفاده •
داده   های جزء گیرند قرار نمودار دامنه از خارج مشاهدات که داده ای مجموعه هر برای

ͬ    آیند. م شمار به پرت
از خارج که را داده هایی پرت نقاط شناسایی برای پراکنش نمودار در پراکنش: نمودار •

ͬ گیریم م نظر در پرت داده ی جزء را ب·یرد قرار داده ها سایر محدوده ی
فاصله مربع اندازه  از کوک فاصله از استفاده با پرت داده ی تشخیص برای کوک١٨: فاصله •
حذف براساس آمده به دست برآورد β̂(−i) و نقاط تمام روی مربعات حداقل برآورد β̂ بین

ͬ باشد م زیر صورت به فاصله ای اندازه ی این که است کرده پیشنهاده را نقطه iامین

Di (M, c) =

(
β̂(−i) − β̂

)′
M
(
β̂(−i) − β̂

)
c

, i = ١,٢, . . . , n (١۵ . ١)
معمولا که ͬ شوند م تعریف c = pMSE و M = X′X برابر ترتیب به c و M ،(١۵ . ١) در که

ͬ شوند. م شناسایی پرت نقطه ی عنوان به باشد Di > ١ که را نقاطͬ
دارد وجود پرت نقاط شناسایی برای زیادی روش های که کنیم اشاره باید قسمت این پایان در
برد نام ͬ توان م که را دی·ری روش  های جمله از کردیم. اشاره مورد چند به فقط بالا در ما که
مرکز از نقطه iامین فاصله موزون مربعات مجموع از استفاده هیستوگرام، نمودار از استفاده

هستند. . . . و داده ها

غیرتصادفͬ ترتیب های ۶ . ١
مجانبی مرتبه ی توصیف برای نمادهایی که ͬ دهند م نشان را O و o با را غیرتصادفͬ ترتیب های
با غیرتصادفͬ ترتیب های از تعاریفͬ (١٩٩٨) وارت در ون ͬ باشند. م غیرتصادفͬ کمیت های
ͬ باشد. م زیر شرح به که داد ارائه مناسب نمادهای همراه به احتمال در هم·رایی ترتیب به توجه

گوییم ب·یرید. نظر در را {bn;n ≥ ١} و {an;n ≥ ١} ثابت اعداد از دنباله دو .١ . ۶ . ١ تعریف
به باشند داشته وجود N (ε) صحیح عدد و K (ε) > ٠ ،ε > ٠ هر برای هرگاه ،bn = O (an)

آن گاه ،n ≥ N (ε) هر برای طوری که
∣∣bn∣∣ < K (ε)

∣∣an∣∣.
١٨Cook Interval



١۵ غیرتصادفͬ ترتیب های
گوییم ب·یرید. نظر در را {bn;n ≥ ١} و {an;n ≥ ١} ثابت اعداد از دنباله دو .٢ . ۶ . ١ تعریف

هرگاه ،bn = o (an)

lim
n−→∞

∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ = ٠.

ترتیب های ،C مثل حقیقͬ ثابت هر برای شد، اشاره آن به بالا در که تعاریفͬ از استفاده با
،Xn = O

(
nC
) اگر هم چنین Cano (١) ، CanO (١) با معادل ترتیب به که ،o (an) و ،O (an)

ͬ های ویژگ از برخͬ نیست. برقرار رابطه عکس اما ͬ گیرد م قرار Xn = O
(
nC+١) آن گاه

اسحاقͬ ارشد کارشناسͬ نامه پایان از که است شده آورده زیر جدول در غیرتصادفͬ ترتیب های
ͬ کنیم. م فرض k = max {a, b} و حقیقͬ اعداد b و a جدول این در که شده استفاده (١٣٩٢)

غیرتصادفͬ ترتیب های از تعدادی :١ . ١ جدول
ترکیب عمل·ر ͽجم عمل·رد ضرب عمل·رد

o (O (na)) = o (na) o (na) + o
(
nb
)
= o

(
nk
)

o (na) o
(
nb
)
= o

(
na+b

) ١
O (o (na)) = O (na) O (na) +O

(
nb
)
= O

(
nk
)

O (na)O
(
nb
)
= O

(
na+b

) ٢
O (O (na)) = O (na) O (na) + o

(
nb
)
= O

(
nk
)

O (na) o
(
nb
)
= o

(
na+b

) ٣





٢ فصل
استوار آماری روش های

م΄انͬ، پارامترهای برآورد جمله از استوار آماری روش های استواری، شرح به فصل این در
درمورد دوم توان های کمترین با آن مقایسه ی و آن تاریخچه ی و استوار رگرسیون مقیاسͬ،
،(١٣٨۴) اقبال ارشد کارشناسͬ نامه پایان ،(١٧٩٩) هوگ از فصل این مطالب عمده پرت نقاط
ابراهیم سید ترجمه پ الیزابت مونتگمری، داگلاس خطͬ رگرسیون تحلیل بر مقدمه ای کتاب
ͬ پردازیم. م (١٩٩٨) دراپر کاربردی رگرسیون تحلیل و تجزیه کتاب و (١٣٨۶) پاریزی رضوی

استواری ٢ . ١
مناسب و بودن معتبر معنͬ به روش، ی بودن استوار آماری، متون در استوار١ روش های
پذیره های از کم انحراف تاثیر تحت آماری روش ی ویژگͬ هرگاه دی·ر عبارت به است آن بودن
برآوردگری نمونه، میانگین ،x̄ مثال برای گوییم، استوار را آماری روش آن نگیرند، قرار اساسͬ
مقدار نمونه اعضای از ی΄ͬ حداقل اگر یعنͬ نیست. استوار ولͬ است، جامعه میانگین برای
بسیار x̄ باشد)، پرت (داده ی باشد نیامده نظر مورد جامعه ی از و باشد داشته را بزرگͬ خیلͬ
م΄ان پارامتر برای استوار برآوردگری نمونه میانه ی مقابل در است جامعه میانگین از متفاوت
تعداد به پرت نقاط اگر حتͬ زیرا است. جامعه) میانگین برای جامعه، توزیع تقارن صورت (در
آزمون و اطمینان بازه ی مبحث در استواری ͬ کند. نم تغییر میانه مقدار باشند، نیز [n−١٢

]
١Robust Method



استوار آماری روش های ١٨
برای درصد (١ − α) اطمینان بازه ی X̄± tn−١(α٢ ) S√

n
مثال برای ͬ شود، م مطرح نیز فرضیه ها
است. استوار نرمال، جامعه ی میانگین

چقدر اطمینان بازه ی کارایی و دقت بر مشاهدات نبودن نرمال که ͬ شود م مطرح سوال این
ضریب بر اندازه چه به کم، میزان به جامعه بودن نرمال پذیره ی از انحراف یعنͬ ͬ گذارد؟ م تاثیر

ͬ گذارد؟ م تاثیر بازه طول متوسط بر میزان چه به و بازه واقعͬ اطمینان
که صورتͬ در جامعه نبودن نرمال تاثیر که است این داد سوال این به ͬ توان م که را جوابی
متقارن جامعه اگر ولͬ است اندک بسیار واقعͬ اطمینان ضریب بر بماند باقͬ متقارن جامعه
‐t فاصله ای برآورد گفت ͬ توان م بنابراین ͬ یابد. م کاهش شدت به اطمینان ضریب نباشد،
نااستوار ب·یرد، فاصله تقارن از توزیع اگر و استوار باشد، متقارن جامعه که مادامͬ استیودنت
گونه ای به دوم توان های کمترین روش اصلاح برای استواری روش های اساس این بر است.
از ی΄ͬ که آنجا از دارد. نهایی برآوردگر روی بر را کمتری تاثیر افتاده دور نقاط که هستند،
توسط پرت)، داده های تحلیل و تجزیه مورد (در ͬ باشد م استوار رگرسیون رگرسیون، اقسام
به زمینه این در کتاب هایی و مقالات که گردید معرفͬ بار اولین برای (١٩۵٣) باکس جورج
(١٩۶٢) توکͬ جان کتاب ها این جمله از کرد استفاده آنها از ͬ توان م که است رسیده چاپ
داشته هوبر را سهم بیشترین شاید ͬ            دهد، م توضیح داده ها موقعیت و م΄ان مورد در که است
زمینه این در عطف نقطه ی ١٩٧٣ و ١٩٧٢ ،١٩۶۴ سال های در او اساسͬ مقاله های که باشد
است مرکزی مفهوم ی که استواری برآورد در منحنͬ تاثیر از همپل فرانک هم چنین هستند.
مقاله به ͬ تواند م باشد داشته منحنͬ تاثیر به علاقه ای کسͬ اگر رو این از ͬ کند، م صحبت

کند. مراجعه (١٩٧۴) همپل
توزیع دارای Yiها مشاهدات وقتͬ ب·یرید. نظر در را Yi = X′

iβ + ei رگرسیون خطͬ مدل
نباشند، نرمال توزیع دارای مشاهدات اگر اما ͬ دهد، م را β از خوبی برآورد هستند نرمال
منحنͬ که هستیم مشاهداتͬ دارای منحنͬ انتهای در زیرا دهد. ارائه را خوبی برآورد ͬ تواند نم
کارا دوم توان های کمترین روش که ͬ باشد م نرمال از ضخیم تر عبارتͬ به یا پهن تر دم نرمال
پرت نقاط این ͬ کنند. م ایجاد پرت نقاط معمولا را توزیع ضخیم شاخه های این که نیست
کمترین برازش در پرت داده های ͬ گذارند. م تاثیر دوم توآن های کمترین برآوردگرهای بر
دور این تشخیص و تعیین نتیجه در که ͬ کشد م خود سمت به زیادی حد در را دوم توان های
کوچ مصنوعͬ و ساختگͬ طور به آن ها به مربوط باقیمانده ی زیرا ͬ شود م مش΄ل افتاده ها
آماری کاربران که کند برطرف را مش΄ل این که باشیم راه حلͬ دنبال باید بنابراین ͬ باشند. م
روش اگر که ͬ رود م کار به مشاهداتͬ اثر کاهش برای ͬ دهند، م پیشنهاد استوار٢را رگرسیون
ͬ خواهد م استواری روش اینکه یعنͬ داشت خواهند بالایی گذاری تاثیر دوم توان های کمترین 
نقاط تشخیص وسیله این به که ب·ذارد کنار را بزرگ افتاده های دور با مرتبط باقیمانده های
پرت داده های به نسبت نبودن برحساس علاوه استوار رگرسیون ͬ شود. م ساده تر خیلͬ پرت
درصد ٩۵ تا ٩٠ کارایی دارای استوار رگرسیون هستند نرمال توزیع داری مشاهدات که زمانͬ

٢Robust Regression



١٩ م΄ان پارامتر استوار برآورد
ͬ باشد. م دوم توان های کمترین به نسبت

این در ما که ͬ کنند، م استفاده آنها تعمیم و استواری روش های از بیشتر آماردانان امروزه
‐R بروآردگرها۴و ‐L M‐برآوردگر٣، جمله از ͬ پردازیم م آنها از مورد چند معرفͬ به بخش
شده اشاره استواری روش های از برخͬ بررسͬ نامه پایان این در ما اصلͬ هدف برآوردگرها۵.
هر ͬ توان م سازگاری ها این از برخͬ وسیله به که است این ͬ کنند م تاکید که روش هایی است،

گیرد. قرار استفاده مورد شود استفاده آن ها تعمیم یا دوم توان های کمترین زمان

م΄ان پارامتر استوار برآورد ٢ . ٢
برای −∞ < θ < +∞ نامعلوم θ م΄ان پارامتر و ،f(x) احتمال چ·الͬ تابع با توزیع ی در
از تصادفͬ نمونه ی ی X١, X٢, . . . , Xn که کنید فرض ،f(x − θ) چ·الͬ تابع آوردن بدست
از استفاده م΄ان پارامتر برآورد برای مشهور روش های از ی΄ͬ ͬ دهد، م نشان را توزیع این

نشان دهیم L(θ) با را نمایی درست تابع اگر است. ماکسیمم درست نمایی

lnL(θ) =
n∑

i=١
lnf(xi − θ) = −

n∑
i=١

ρ(xi − θ) (٢ . ١)

ͬ شود م حاصل زیر صورت به نتیجه گرفتن مشتق با که ،ρ(x) = − ln f(x) که
∂lnL(θ)

∂θ
= −

n∑
i=١

f ′(xi − θ)

f(xi − θ)
=

n∑
i=١

ψ(xi − θ) (٢ . ٢)

آن گاه ρ′(x) = ψ(x) اگر
n∑

i=١
ψ(xi − θ) = ٠ (٢ . ٣)

ماکسیمم درست نمایی برآوردگر کند صدق بالا رابطه در که θای به ͬ کند. م ماکسیمم را L(θ)
کنید: توجه زیر مثال های به ͬ دهیم، م نمایش θ̂ با را آن و گوییم

نرمال ‐١
ρ(x) =

x٢
٢ + c (۴ . ٢)

و ψ(x) = x این صورت در
n∑

i=١
(xi − θ) = ٠ =⇒ θ̂ = x̄ (۵ . ٢)

٣M estimator
۴L estimator
۵R estimator



استوار آماری روش های ٢٠
دوگانه۶ نمایی ‐٢

ρ(x) = |x|+ c (۶ . ٢)

ͬ باشد. م نمونه میانه θ̂ این صورت در است، ψ(x) =

−١ x < ٠
١ x > ٠

این که به توجه با

کوش٧ͬ ‐٣
ρ(x) = ln(١ + x٢) + c (٢ . ٧)

ͬ شود. م حل تکرار روش با θ̂ بنابراین ψ(x) = ٢x١+x٢ اینکه به توجه با و
هم چنین است کراندار کوشͬ و دوگانه نمایی مربوط مثال های در ψ تابع که باشید داشته توجه
این که ͬ     شود م نزدی صفر به مجانبی طور به x افزایش با کوشͬ توزیع به مربوط مثال در
توان کمترین برآوردگر دی·ر سوی از ولͬ ͬ گیرند نم قرار پرت نقاط تاثیر تحت خیلͬ جواب ها
دوم توان کمترین برآوردگر دارد، قرار پرت نقاط تاثیر تحت شدت به نرمال مثال در x̄ دوم
بنابراین نیست. خوب شود، گرفته نظر در کوشͬ مانند پهن دم توزیع که حالتͬ اندازه به x̄
٩۵ تا کارایی(٩٠ یعنͬ باشد کارا تقریبا که هستیم برآوردگری دنبال به ما استواری برآورد در
از کمͬ مقدار اوقات گاهͬ نرمال فرضیه تحت است، نرمال توزیع که حالتͬ برای درصدی)،

ͬ شود. م کاسته درصد) ۵ به نزدی (تقریبا کاریی
برآوردگرهای از مجانبی واریانس ماکسیمم کردن مینیمم ͽواق (در خاص نظری دلیل ی برای
برآورد استوار، برآوردگر برای که داد پیشنهاد (١٩۶۴) هوبر توزیع ها)، از کلاس ی به مربوط
و مرکز در نرمال ی مانند چ·الͬ به مربوط م΄ان پارامتر از نمایی درست ماکسیمم کننده

اگر است هوبر تابع ρ تابع خاص طور به ͬ شود. م استفاده دم ها در دوگانه نمایی

ρ(x) =


١٢x٢ |x| ⩽ k

k|x| − k٢
٢ k < |x|

(٢ . ٨)

ͬ باشد م زیر صورت به آن به مربوط ψ تابع هم چنین

ψ(x) =


−k x < −k

x −k ≤ x ≤ k

k k < x

(٢ . ٩)

نیست)، خاص ψ تابع این از (لزوما نوع این از برآوردگر ی ͬ شود. م حل تکراری روش با که
از دی·ر ی΄ͬ ͬ نامیم، م M‐برآوردگر را این که ͬ دهیم م نمایش θ̂ با را حالت این برای برآوردگر

۶Double Exponential
٧Cauchy



٢١ م΄ان پارامتر استوار برآورد
است. زیر صورت به M‐برآوردگرها ͬ های ویژگ

توسط موارد این سپس باشد، x١, x٢, . . . , xn خاص نمونه برای برآوردگر ی θ̂ کنید فرض
برآورگر این باشد. شده برابر سه θ̂ از انحراف مثال عنوان به باشد شده جای·زین آنها از بعضͬ
ثابت مقیاس آوردن به  دست برای نیست. ی΄سان لزوما یافته تعدیل نمونه از استفاده با θ̂ جدید

کنیم حل را زیر معادله ͬ توانیم م ما برآوردگر این از
n∑

i=١
ψ

(
xi − θ

d

)
= ٠ (٢ . ١٠)

شده استفاده خوب آماره ی d خاص طور به است. مقیاس پارامتر برابر استوار برآورد ی d که
است حل راه این در

d =
median

∣∣xi −median(xi)
∣∣(٠٫۶٧۴۵) . (٢ . ١١)

تقریبا باشد بزرگ n اگر است. ٠٫۶٧۴۵ بر تقسیم مطلق قدر انحراف میانه ،d کسر صورت
نمونه استاندار معیار انحراف معمولا ͬ شود. م حاصل نرمال توزیع ی از نمونه ͽواق در d ≈ σ

و ͬ گیرد م قرار افتاده دور نقاط تاثیر تحت خیلͬ زیرا ͬ شود نم استفاده d مقدار ی عنوان به s
نیست. استوار نتیجه در

باشد، نرمال پایه ای توزیع اگر ͬ دهد. م پیشنهاد را مناسب مقدار d انتخاب از ویژه طرح این
را سوال ها بیشترین ما نرمال، حالت در ͬ شود. م θ̂ کارایی بردن بالا باعث k ساز هموار ثابت

داشت خواهیم نابرابری برآورد xi∣∣∣∣برای − θ

d

∣∣∣∣ ≤ k (٢ . ١٢)

که زیرا
ψ

(
xi − θ

d

)
=
xi − θ

d
. (٢ . ١٣)

توزیع از برآوردگری عنوان به θ̂ = X̄ سپس باشند نابرابری  این از سوال ها همه ی اگر ͽواق در
است. نرمال

هوبر روش از است k = ١٫۵ وقتͬ است. ١٫۵ به نزدی معمولا k آن گاه ،d ≈ σ اگر
از بیش کارایی دارای نرمال فرض تحت باشد، ( معلوم d ) معلوم σ اگر ͬ شود. م استفاده
در که رسیدند نتیجه این به (١٩٧٢ ) هم΄اران و اندروز .(١٩۶۴ (هوبر ͬ باشد م درصدی ٠٫٩۵
هستند نرمال غیر توزیع ها که موارد از بسیاری در اما ͬ شود، م بهتر کارایی سنگین دم شرایط
کاهش کارایی از کمͬ بسیار مقدار ͬ شود م باعث این که شود برآورد باید σ پارامتر نامعلوم، σ و

است. n ≥ ١٠ که زمانͬ یابد
شده آورده زیر در ͬ گیرد م قرار استفاده مورد عموما که دی·ر ψ توابع



استوار آماری روش های ٢٢
همپل٨ (a, b, c) .١

ψ(x) = (signx)



|x| ٠ ≤ |x| < a

a a ≤ |x| < b

a c−|x|
c−b b ≤ |x| < c

٠ c ≤ |x|

(١۴ . ٢)

ͬ باشد م زیر صورت به کرد انتخاب a, b, c ثابتها برای ͬ توان م که را ثابتͬ و خوب مقادیر
a = ١٫٧ b = ٣٫۴ c = ٨٫۵. (١۵ . ٢)

ͬ باشد م زیر به صورت که اندروز٩ k‐موج .٢

ψ(x) =


sin(xk ) |x| ≤ kπ

٠ |x| > kπ

(١۶ . ٢)

،k = ١٫٣٣٩ و معلوم، مقیاس پارامتر اگر ͽواق در است، ٢ برابر یا ،k = ١٫۵ مقادیر با
چیزی ͬ شود م کم کارایی از کمͬ مقدار دی·ر عبارت به است ایده ال ما برای شرایط

درصد. ۵ به نزدی
توک١٠ͬ وزنͬ k‐دو .٣

ψ(x) =


x
(١ −

(
x
k

)٢(٢
|x| ≤ k

٠ |x| > k

(٢ . ١٧)

برای شرایط ،k = ۴٫۶٨۵ و باشد، معلوم مقیاس پارامتر اگر ͽواق در است، ۶ یا k = ۵ مقادیر با
درصد. ۵ به نزدی چیزیی ͬ شود م کم کارایی از کمͬ مقدار دی·ر عبارت به است ایده ال ما
مناسبی جای·زین و هستند هم به شبیه بسیار توکͬ وزنͬ دو و اندروز موج که است ذکر به لازم
محدب تابع سه این و شده داده پیوند ψ تابع سه این با ρ تابع زیرا ͬ باشند م ی΄دی·ر برای
با باشد داشته وجود تکرار روش در خاصͬ هم·رایی مش΄لات است مم΄ن اگرچه نیستند،
قرار استفاده مورد شرایط سری ی تحت باید اما بوده آمیز موفقیت روش این اینکه به توجه

گیرد.
M‐برآوردگر ،θ̂ یعنͬ ͬ کنیم م پیدا θ̂ برای را جوابی ما تکرار روش با کنید فرض مثال عنوان به
ͬ شود م آسان تقریبا آخر معادله کراندار فرد ψ تابع هر برای ∑n

i=١ ψ (xi−θ̂)
d = ٠ بطوری΄ه باشد

٨Hampel
٩(k) Wave of Andrews

١٠(k) Biweight of Tukey



٢٣ استوار رگرسیون
θ پارامتر درباره درستͬ مقدار بسط تیلور، سری توسط چپ سمت اعضای کردن جای·زین با

d ≈ σ که زمانͬ تقریب این از ͬ باشد. م
√
n(θ̂ − θ) ≈

σ[
∑n

i=١ ψ(xi−θ
σ )]/

√
n

[
∑n

i=١ ψ′(xi−θ
σ )]/n

(٢ . ١٨)
ͬ باشد م زیر واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای عبارت این و

σ٢E
[
ψ٢(x−θ

σ )
]

[
E(ψ′(x−θ

σ ))
]٢ (٢ . ١٩)

صورت به که σ و انتظار مورد مقدار از تقریبی باید ما ͬ دانیم، نم را آن چ·الͬ که آن جا از البته
آوریم. به دست را است مجانبی

است زیر به صورت √n(θ̂ − θ) واریانس ای بر تقریب ی
s٢١ =

d٢[ ١
n

∑n
i ψ

٢(xi−θ̂
d )]

[( ١
n)
∑n

i=١(ψ′(xi−θ̂
d ))]٢

(٢ . ٢٠)
ͬ باشد. م استاندارد نرمال توزیع دارای تقریبا که √

n(θ̂ − θ)/s١ بزرگ های n برای
از استفاده با ͬ توان م √

n− ١(θ̂ − θ)/s١ برای بهتری تقریبی توزیع کرد بررسͬ (١٩٧٠) هوبر
n − ١ از کمتر آزادی درجه دارای حتͬ یا کرد پیدا n − ١ آزادی درجه با t خانواده از عضوی

دهیم. انجام آماری استنباط θ مورد در ͬ توانیم م ما تقریبی توزیع های این از ی΄ͬ با باشد.
دی·ر طرح های از حاصل نتایج هم چنین ایده این براساس را اطمینان فواصل (١٩٧۶) گروس
نسبتا فواصل (ایجاد کارایی و درصدی) ٩۵ اطمینان (ضریب استواری اعتبار و کرد بررسͬ را

کرد. پیدا را کوتاه)

استوار رگرسیون ٢ . ٣
رگرسیون این رو از ͬ گیرند م قرار افتاده دور نقاط تاثیر تحت کلاسی رگرسیون که حالتͬ در
رگرسیون مدل ͬ کند م کم را افتاده دور نقاط این تاثیر استوار روش های از استفاده با استوار

ب·یرید نظر در را زیر
Y = X⊤

i β + ε, i = ١,٢, . . . , n (٢ . ٢١)
رتبه ماتریس ی X′X که طوری n× p بعد با است طرح ماتریس X ،n× ١ تصادفͬ برداری Y
عناصر که است n× ١ تصادفͬ بردار ε و است مجهول ضرایب از p× ١ بردار ی β است، کامل
پارامتر رهیافت مشابه برای هستند. ( نرمال (مثلا صفر حول متقارن توزیع ی از نمونه ای آن

کنیم مینیمم را زیر مجموعه ͬ خواهیم م ما م΄ان،
n∑

i=١
ρ

(
Yi −X⊤

i β

d

)
(٢ . ٢٢)



استوار آماری روش های ٢۴
مقیاس پارامتر برآورد d و است X ماتریس از سطر مین i ،Xi و Y از عنصر امین i ،Yi آن در که
βj با که را، β عناصر به مربوط اول مرتبه جزیی مشتقات معادله است. ε به مربوط توزیع
با ارز هم کار این ͬ کنیم م مشاهده که همانطور ͬ دهیم. م قرار صفر برابر ͬ دهیم، م نمایش

ͬ باشد م زیر رابطه از جواب ماکسیم یافتن
n∑

i=١
xijψ

(
Yi −X⊤

i β

d

)
= ٠, j = ٠, ١, . . . , p (٢ . ٢٣)

نیاز چیز دو به کار این برای بیاوریم به دست را β از حاصل β٠ برآورد ابتدا بخواهیم کنید فرض
داریم

مقیاس پارامتر از حاصل d استوار برآورد •
β̂ آوردن بدست برای شروع نقطه •

به را رگرسیونͬ ضرایب بتواند ( خطاها مطلق قدر مجموع کردن (مینیمم L١ برآوردگر اگر
است. واحد نمونه ی در میانه به شبیه چیزیی ͬ کند م راحت مارا کار این که کند پیدا خوبی
تقسیم غیرصفر باقیمانده های قدرمطلق مقادیر میانه مقیاس، پارمتر برآورد برای این بر علاوه
L١ زمینه در زیادی تلاش دانان آمار چه اگر ͬ باشد. م م΄ان پارامتر مورد مانند ٫۶٧۴۵ بر
به مقیاس و β پارامتر برآورد برای بنابراین بودند، ناراضͬ حال این با اما کردند برآوردگرها
فقط ال·ریتم این که ͬ رویم، م داتر(١٩٧٧) توسط شده معرفͬ ال·وریتم سراغ همزمان صورت
شبیه روش این ͬ کنیم م مشاهده که همان طور است. شده داده توضیح هوبر در ψ تابع برای
از ی΄ͬ فقط روش این که کنیم توجه هم نکته این به باید البته ͬ باشد. م دوم توان های کمترین
شروع اولیه برآوردهای از برخͬ با دهید اجازه است شده ذکر داتر مقاله در که است روش هایی
به ما باشند مقیاس و β پارامتر برای معمولͬ برآوردهای خوبی به است مم΄ن d٠ و β٠ کنیم،

ͬ کنیم م عمل زیر صورت
ͬ کنیم م محاسبه زیر به صورت را باقیمانده ها •

zi = Yi −X⊤
i β٠, i = ١,٢, . . . , n (٢۴ . ٢)

ͬ آوریم م به دست زیر به صورت مقیاس پارامتر از برآوردگر ی •
d٢١ =

١
(n− ١)E (ψ٢) n∑

i

(
ψ

(
zi
d٠
))٢

d٢٠ (٢۵ . ٢)
که است تصادفͬ متغیر ی ω و هوبراست ψ٢(w) مقادیر ریاضͬ امید ،E(ψ٢) آن در که

ͬ کند. م پیروی استاندارد نرمال توزیع از
ͬ شوند م تعیین زیر به صورت شده١١ وینزوریده باقیمانده های •

∆i = ψ

(
zi
d١

)
d١ (٢۶ . ٢)

١١Winsorize the Residuals



٢۵ استوار رگرسیون
اما | zid١ | ≤ k اگر هستند، zi معادل ψ ( zi

d١
)
d١ شده وینزوریده باقیمانده ها که کنید توجه

درمورد بیشتر اطلاعات کسب برای ،(zi < −kd١) kd١ < zi اگر (−kd١) kd١ با است برابر
شود. مراجعه (١٩۶٨) توکͬ و دی΄سون به کردن وینزوریده

وینزوریده باقیمانده های که شرطͬ به رگرسیونͬ ضرایب دوم١٢ توان های کمترین برآورد •
ͬ باشد م زیر به صورت باشند شده مشاهده شده

ξ̂٠ =
(
X ′X

)−١
X ′∆٠ (٢ . ٢٧)

است. ∆٢∆,١, . . . ,∆n از حاصل p× ١ ستونͬ بردار ی ∆٠ (٢ . ٢٧) که
یعنͬ کنید محاسبه β از جدید برآورد ی •

β = β٠ + qξ̂٠ (٢ . ٢٨)
ͬ باشد م زیر ش΄ل به q فاکتور از مناسب انتخاب ی دریافت داتر

q = min

[ ١
Φ(k)− Φ(−k)

, ١٫٩
]

(٢ . ٢٩)
ͬ باشد. م استاندارد نرمال توزیع تابع Φ که

این ͬ شوند. م تکرار ͷپن تا ی مراحل برای اولیه مقادیر عنوان به d١ و β١ جدید، برآوردهای با
داریم این صورت در ͬ دهیم م ادامه i = ١,٢, . . . , p را تکراری روند

|qξ̂im| < εdm+١, |dm+١ − dm| < εdm+١ (٢ . ٣٠)
از قطری عنصر امین i ،xii و ξ̂m از مولفه امین -i ،ξ̂im مناسب تحمل سط ی ε > ٠ آن در که
βm+١ بردن کار به با را مقیاس پارامتر و β و کنید متوقف را تکرار زمان این در است (X′X)−١
توان های کمترین برای روش این که کند مشخص دقیقا باید خواننده کنید. برآورد dm+١ و

خیر. یا است دوم
مرحله و است شده وینزوریده باقیمانده های برای دوم توان های کمترین چهار مرحله البته
واقعͬ باقیمانده های از حاصل برابر ٠∆هایی و q = ١ شامل β با را دوم کمترین برآورد ͷپن
برای که است جالب هم چنین ͬ دهد. م ارائه β٠ اولیه برآورد هر برای شده) وینزوریده (غیر

محاسبه ی
در جویی صرف باعث خود این که است تکراری روند بار ی محاسبه ی به نیاز (X′X)−١
ال·وریتم از استفاده با مقیاس پارامتر و β٠ از خوب استوار برآورد ی سپس ͬ شود، م محاسبات
روش های (برخͬ روش ها دی·ر یا مطلق مقدار کمترین روش های با داتر توسط شده معرفͬ
نقاط مش΄ل ͬ توانیم م ما ͬ آوریم. م بدست باشد) مناسبت تر بسیار است مم΄ن که ناپارامتری
مانند کنیم برطرف ψ صعودی تابع ی و β̃٠ و d̃٠ استوار برآوردهای بردن کار به با را پرت
برای مناسبی جای·زین ͬ تواند م موزون، دوم توان های کمترین موارد این در وزنͬ یا موجͬ

باشد. استفاده
١٢Least squares Estimates



استوار آماری روش های ٢۶

M‐برآوردگر ٢ . ٣ . ١
از گیری مشتق با کنیم مینیمم j = ١,٢, . . . , k،βj پارامترهای به نسبت را (٢ . ٢٢) معادله
ͬ شود م زیر ش΄ل به معادله p = k + ١ به منجر پارامترها تک به تک به نسبت (٢ . ٢٢) معادله

n∑
i=١

xijψ

(
Yi −X⊤

i β
)

d
(٢ . ٣١)

عددی جواب و ندارند واضحͬ جواب کل در معادله ها این باشد. X′
i = ١, Xi١, Xi٢, . . . , Xik

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را وزن ها (١٩٧۴) توکͬ و بیتون همانند است. نیاز م΄رر

Wiβ =

ψ

{
(Yi−X⊤

i β)
d

}
(Yi−X⊤

i β)
d

(٢ . ٣٢)

(٢ . ٣١) معادله اینرو از ͬ کنیم م تعریف ی با را آن بیافتد اتفاق Yi−X⊤
i β دقیقا که صورتͬ در و

کرد بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توان م را
n∑

i=١
xijWiβ

(
Yi −X⊤

i β
)

j = ٠, ١,٢, . . . , n (٢ . ٣٣)

آن گاه
n∑

i=١
xijWiβX

′
iβ =

n∑
i=١

xijWjβYi, j = ٠, ١,٢, . . . , n (٣۴ . ٢)

کرد بازنویسͬ زیر ماتریسͬ به صورت ͬ توان م که
X′WβXβ = X′WβY (٣۵ . ٢)

نرمال معادلات صورت به وضوح به معادلات این Wβ =W١β,W٢β, . . . ,Wnβ بالا روابط در که
کمترین نوع معادلات آن ها دقیق تر طور (به هستند. یافته تعمیم دوم توان های کمترین
کردن حل مش΄ل .( ͬ باشد م وزن ها از قطری ماتریس ی Wβ زیرا هستند وزنͬ دوم توان های
حل را مش΄ل این قدیمͬ ساده روش ی از استفاده با دارد. بستگͬ β به Wβ که است این آن
توان های کمترین از استفاده با (شاید ͬ گیریم م را β از β̂٠ اولیه برآورد ی طریقͬ به ͬ نماییم م
رسیدن برای را (٣۵ . ٢) معادله و β̂٠ همان Wβبرای یعنͬ ͬ کنیم، م محاسبه W٠را مقدار دوم).
β̂١ به W١ از استفاده با سپس ͬ رسیم. م W١ به β̂١ از استفاده با ͬ کنیم. م حل β̂١ جواب به
(روند ͬ دهد. م رخ سرعت به هم·رایی معمولا ͬ دهیم. م ادامه ترتیب همین به و ͬ رسیم م
دوم توان های کمترین برنامه ی تنها شود). متوقف گام ها از منتخبی تعداد ی بعد ͬ تواند م

شود نوشته زیر صورت به م΄رر ͬ تواند م MINITAB در مثلا است، احتیاج
β̂q+١ =

(
X′WqX

)−١
X′WqY (٣۶ . ٢)



٢٧ استوار رگرسیون
١. مثلا شده تعیین پیش از مقدار ی از کمتر برآوردها همه ی که زمانͬ است مم΄ن روند و
از ͬ شود. م متوقف شده، تعیین گام تعداد ی از بعد یا کنند تغییر درصد، .٠١ یا درصد
x =

(Yi−X⊤
i β)

d آن در که وابسته    اند (∂ρ(x))
∂x
x مقدار به وزن ها که ͬ شود م مشاهده (٢ . ٣٢) معادله

تابع به شده آورده که زیر جدول در ρ(x) انتخاب های همه ی برای ͬ توانیم م بنابراین ͬ باشد. م
تابع از انتخاب ی اساس بخصوص ρ(x) ی انتخاب وضوح به کنیم. نگاه W (x) =

(∂ρ(x))
∂x
x

مختلف مقادیر انواع در شده مقیاس باقیمانده های به دادن اختصاص برای کاربر که است وزنͬ
کند. تعریف ρ(x) برای را خود وزن تابع راحتͬ به حتͬ ͬ تواند م شخصͬ دارد نیاز

برآورد به نیاز و شده اند تعریف x =
(Yi−X⊤

i β)
d برحسب (٢ . ٣٢) در وزن ها که ͬ کنیم م یادآوری

است زیر صورت به کرده پیدا محبوبیت حدی تا استوار انتخاب ی دارد. d مقیاس
d =

median|ei −median(ei)|
٠٫۶٧۴۵ (٢ . ٣٧)

نااریب تقریبا برآوردگری باشند شده توزیع نرمال صورت به خطاها و بزرگ کافͬ قدر به n اگر
مخرج در چاپی اشتباه ی با همپل از پیشنهاد (این داد. خواهد به دست SdYi = σ از را
که مخرجͬ با دی·ر جاهای در گاهͬ هم چنین است. شده داده ١٩٧٢ هم΄اران و اندروز در
مقیاسͬ عامل چندین است). شده داده نشان ١٫۴٨٢۶ همانند شده معکوس حاضر حال در
انتخاب ببینید را هولاند(١٩٧٧) و هیل مثال برای شده اند، بررسͬ و پیشنهاد نیز جای·زین
رگرسیونͬ پارامتر برآوردهای که معنا این به گذاشت، خواهد باقیمانده ها روی اثری d واقعͬ

نیستند. ثابت d انتخاب بر استوار
تابع ٨ این جمله از است ψ تابع ٨ از حاصل استوار برآوردهای مقایسه (١٩٧٧) والش و هلند
توسعه Ins اقتصادی تحقیقات ملͬ دفتر کامپیوتری مرکز در که استوار آماری های بسته برآورد
موج برآورد برای k = ١٫۵ ساز، هموار ثابت ی خودشان گزارش از مثال، برای است. یافته
کارایی دارای است، نرمال توزیع دارای باشد شده معلوم و d = σ که صورتͬ در و است مناسب
وزن تابع یا اندروز موج تابع مانند ψ تابع مطلوب ͬ های ویژگ از ی΄ͬ است. ٩۵درصد از بیش
بهتر ͬ کنیم م استفاده هوبر روش از ما که زمانͬ افتاده دور نقاط شناسایی برای توکͬ دوتایی
البته ͬ شود. م داده بد داده ها ی نقطه یا پرت نقاط به صفر وزن موارد از بسیاری در و ͬ شوند م
به گیرند، مͬ قرار استفاده مورد آن ها) دوم(تعمیم توان های کمترین روش های که زمان هر
سری رگرسیون، ،ANOVA شامل دارد.که وجود استواری روش های از استفاده ام΄ان ظاهر
توابع درمورد بیشتر اطلاعات برای تشخیص، و متغیره چند تحلیل و تجزیه اسپلاین، زمانͬ،

کنید رجوع زیر جدول به وزن توابع و ρ



استوار آماری روش های ٢٨

جدول٢ . ١:بعضͬازتوابعͬکهبرایتوزیعوزنمانده هاپیشنهادشده اند
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٢٩ استوار رگرسیون

L‐برآوردگر ٢ . ٣ . ٢
ترتیبی آماره های ب·یرید نظر در θ م΄ان پارامتر با پیوسته توزیع ی از تصادفͬ نمونه ی
که ͬ باشد. م ترتیبی آماره  های از خطͬ ترکیب برآوردگر -L ی X(١), X(٢), . . . , X(n) نمونه،

ͬ باشند م برآوردگرها -L از نمونه هایی زیر موارد
نمونه میانه ١

X̄α =

∑n−[nα]

i=[nα]+١X(i)

n− ٢ [nα]
, i = [nα] + ١, . . . , n− [nα] (٢ . ٣٨)

وزن های با ۶۶ ٢٣ و ۵٠ ،٣٣ ١٣ صدکهای با وزنͬ میانگین ی که گست ویرث١٣ برآوردگر ‐٣
ͬ باشد. م ٠/٣ و ٠/۴ ،٠/٣

به مربوط چارک های سومین، و دومین اولین، موزون میانگین که میانگین، سه توکͬ ‐٣
ͬ باشند. م ١۴ و ١٢ ، ١۴ وزن دارای آن ها

طور به که است شده داده توضیح ،(١٩٧٢) وهم΄اران اندروز توسط برآورگرها -L سایر و این
استفاده با زیرا نیست برآورگرها -M درمورد روشنͬ رگرسیون وضعیت دارای برآوردگرها -L کلͬ

ͬ باشد م زیر صورت به ρ از
ρ(x) = |x| (٢ . ٣٩)

ͬ گیرد. م نظر در رگرسیون) وضعیت سط و میانه سط) برآوردگر ی عنوان به را میانه که
زیر صورت به ،ρ تابع صدک ها سایر آوردن بدست برای بیابد تعدیل آسانͬ به ͬ تواند م این و

ͬ باشد م

ψ(x) =


− (١ − p)x x < ٠
p(x) x ≥ ٠

(۴٢ . ٠)

سط اینکه یا است، (١٠٠p)th صدک تراز سط از برآوردی و نمونه تک ی در (١٠٠p)th صدک
کنید. مراجعه (١٩٧٨) باست و کوکنر به بیشتر اطلاعات برای که رگرسیون وضعیت

رگرسیونͬ مسائل در گست ویرث و توکͬ از آن ها مانند برآوردها از (تعاریف) تعمیم است روشن
پیش بینͬ شامل آموزشͬ اطلاعات مانند موارد از بسیاری در این بر علاوه ͬ شود، م برده کار به
علاوه که ͬ گیرد، م قرار استفاده مورد SAT,ACT نمرات و دبیرستان رتبه دبیرستان، عمل΄رد از
برآوردهای بنابراین باشند دی·ر صدک های از برخͬ به علاقه مند برخͬ دارد احتمال این بر
کار به متوسط سط یا سط ی پیش بینͬ برای سایر با هم چنین تنهایی به ͬ توانند م صدکͬ

شود. برده

١٣Gastwirth’ s Estimator



استوار آماری روش های ٣٠

R‐برآوردگر ٢ . ٣ . ٣
دی·ری روش شد بحث آن درباره ی مفصل طور به که M‐برآوردگر بر علاوه رتبه ای برآوردگر
روشن تر برای ͬ باشد. م رتبه ها براساس R‐برآوردگر روش دارد وجود استوار رگرسیون n∑برای

i=١
(
Yi −X⊤

i β
)٢ مربعات حداقل تابع در رتبه ای عامل ی کردن جانشین کلͬ، روش شدن

β از تابع ی Ri رتبه ی بنابراین ͬ گوییم. م R-برآوردگر ،(Yi −X⊤
i β
) رتبه R‐برآوردگر اگر
داریم بنابراین ͬ باشد. م

n∑
i=١

(
Yi −X⊤

i β
)
Ri (۴٢ . ١)

تعمیم a(١) ≤ a(٢) ≤ . . . ≤ a(n) نمرات با ١,٢, . . . , n رتبه ها کردن جای·زین با ͬ توان م که
ͬ باشد م زیر صورت به هدف تابع اینصورت در که دهیم(٢ . ۴١)

min
β

n∑
i=١

(
Yi −X⊤

i β
)
aRi (۴٢ . ٢)

ͬ باشد م زیر صورت به نمره ها از مثال دو البته
به که ویل΄΄سون (رتبه ها) نمرات ب·یرد قرار مساوی رتبه ها با را امتیاز تابع اگر .٢ . ٣ . ١ مثال

ͬ باشد م زیر صورت
a(i) = i (۴٢ . ٣)

ͬ باشد م زیر صورت به که نمرات میانه .٢ . ٣ . ٢ مثال

a(i) =


−١ i < (n+١)٢
١ i >

(n+٢)
٢

(۴۴ . ٢)

است p کردن حل با ارز هم رساندن ها حداقل این که کرد ثابت (١٩٧٢) جی΄ل
n∑

i=١
xija(Ri) = ٠, j = ١,٢, . . . , p (۴۵ . ٢)

این بر علاوه Ri و a(.) در ناپیوستگͬ دلیل به زیرا ͬ شود م حل تقریبی صورت به (۴۵ . ٢) معادله
توسط ͬ شود م داده مشخص) مجانبی خواص (داشتن خوب نمرات که است معلوم به خوبی

a(i) = ϕ

[
i

(n+ ١)
]

(۴۶ . ٢)
داریم هم چنین و

ϕ(t) =

[
−f ′F−١(t)

]
f
[
F−١(t)] (۴٢ . ٧)

(۴٢ . ٧) و (۴۶ . ٢) به مربوط مثال های



٣١ استوار رگرسیون
داریم آن گاه باشد نرمال f .٢ . ٣ . ٣ مثال

ϕ(t) = Φ−١(t), ٠ < t < ١ (۴٢ . ٨)
ͬ باشند. م نرمال نمرات این صورت در

آن گاه باشد گانه دو نمایی f اگر .۴ . ٢ . ٣ مثال

ϕ(t) =


−١ ٠ < t < ١٢
١ ١٢ < t < ١

(۴٢ . ٩)

ͬ دهد. م را نمرات میانه صورت این در
آن گاه باشد لجستی f .۵ . ٢ . ٣ مثال

ϕ(t) = ٢(t)− ١, ٠ < t < ١ (۵٢ . ٠)
ͬ دهد. م را ویل΄΄سون نمرات این صورت در

M−برآوردگر و R−برآوردگر ،ψ تابع و a(.) مشخص نمرات با کرد ثابت (١٩٧٧) جورکاکووا
داریم نیاز آن به که دی·ری شراط جمله از بود خواهند معادل مجانبی طور به

ϕ(t) = c١ψ
[
F−١(t)

]
+ c٢ (۵٢ . ١)

باشند. معادل که باشند (٢ . ۵١)ثابت در c٢ و c١ که است لازم این صورت در که
هم زیرا کنیم استفاده M‐برآوردگر از که است این ͬ تر منطق (۵٢ . ١) به توجه با .٢ . ٣ . ١ ملاحظه
L‐برآوردگر برآورد کاربرد ͬ شود. م صرف کمتری زمان هم و دارد احتیاج را کمتری محاسبات
رگرسیون لارسن و دنͬ ͬ باشد. نم R‐برآوردگر و M‐برآوردگر سادگͬ به رگرسیون زمینه در
تقسیم گروه هایی به را داده ها رگرسیون متغیر ی برای آن در که ͬ کند م تشریح را قطعه قطعه
به قدم تعمیمم ͬ دهند. م برازش را مستقیم خط گروه ها نقل مرکز گیری کار به و ͬ کنند م
(١٩٧٧a, ١٩٧۴) لئون و موسا‐هامودا ͬ رود. م کار به چندگانه رگرسیون برای تکنی این قدم
که ͬ کنند م پیشنهاد x ازای به y تکراری مشاهدات با ساده خطͬ رگرسیون برای را روش هایی

ͬ باشد. م y شده حذف مقادیر گذاشتن کنار و آراستن مستلزم
‐M حاضر حال در که داریم باور یابد ادامه L‐برآورد و R‐برآورد مورد در تحقیقات هرگاه
کامپیوتری برنامه ی از سادگͬ به آن ها ͬ باشند. م قبول تر قابل رگرسیونͬ مسائل برای برآوردگرها
مشخص را گذار تاثیر نقاط وزن ها تکرار آخرین در و ͬ آیند م بدست موزون مربعات حداقل

هستند. مش΄ل تر M‐برآوردگر از محاسباتͬ نظر از برآورگر L و R آوردن به دست و ͬ کنند م
بین ارتباط برای ͬ باشد م توده کاهش به مربوط آن داده های شده آورده زیر در که مثالͬ
از ͽموق چه و استوار رگرسیون از ͽموق چه که کلاسی رگرسیون و استوار رگرسیون مدل

کنیم. استفاده کلاسی رگرسیون



استوار آماری روش های ٣٢
نیتری اسید به آمونیاک اکسید تبدیل کارخانه ی از که توده کاهش داده های .۶ . ٢ . ٣ مثال
مستقل متغیر سه و ͬ باشند مشاهده م ٢١ دارای که است شده  تشریح ١٩٨٠ وود و دانیل توسط
نمودار با همراه خطͬ رگرسیون اسید)، غلظت و ورودی کننده خنک آب حرارت هوا، (جریان
مشاهده، ٢١ برای دوم توان های کمترین اول حالت ͬ دهیم، م ارائه داده مجموعه این برای
پرت داده ی چهار حالت این در که ͬ باشند م پرت داده ی چهار دارای مشاهده ٢١ دوم حالت
حالت و ͬ هیم م انجام را ساده خطͬ رگرسیون باقیمانده مشاهده ١٧ برای و ͬ گذاریم م کنار را

ͬ دهیم م انجام شده، استفاده استوار رگرسیون مشاهده ٢١ برای آخر
MSE = ٩٫٣۵ و ͬ باشد م زیر صورت به تقریبا مشاهده ٢١ برای خطͬ رگرسیون مدل •

ͬ باشد. م
Ŷ = −۴٠ + ٠٫٧X١ + ١٫٣X٢ − ٠٫١۵X٣

مشاهده ٢١ با دوم توان های کمترین :٢ . ١ ش΄ل

اینکه و ͬ باشد م زیر صورت به پرت داده ی ۴ که مشاهده ١٧ برای خطͬ رگرسیونͬ مدل •
است. MSE = ٣۴٫٣٧

Ŷ = −٣٧٫٧ + ٠٫٨X١ + ٠٫۶X٢ − ٫٠٧X٣



٣٣ استوار رگرسیون

مشاهده ١٧ با دوم توان های کمترین :٢ . ٢ ش΄ل
ͬ باشد. م MSE = ٨٫۵ و است زیر صورت به مشاهده برای٢١ استوار رگرسیون مدل •

Ŷ = −۴١ + ٠٫٨X١ + ٠٫٩X٢ − ٠٫١٢X٣

مشاهده ٢١ با استوار رگرسیون :٢ . ٣ ش΄ل

‐M روش از که استوار حالت در که است این در مدل سه فرق ͬ کنیم م مشاهده که همان طور
هستیم مواجه کمتری خطای با شده استفاده MASS پ΄یج و R نرم افزار از استفاده با برآوردگر



استوار آماری روش های ٣۴
زیادی خطای اما باشد بهتر ش΄ل پرت داده های حذف با ظاهر در شاید دی·ر حالت دو به نسبت
نباید که هستند مهمͬ داده های احتمالا ͬ کنیم م حذف مدل از که را داده هایی چون داریم را
داشته بر در را بهتری نتیجه ی که کنیم استفاده روشͬ از است بهتر پس کنیم حذف را آن ها

ͬ کند. م حل را مش΄لات این استوار رگرسیون که باشد



٣ فصل
خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری

منفͬ زبرجمعͬ وابسته

استفاده آن ها شناسایی برای بهتری روش از که داریم نیاز مدل در پرت داده ی وجود به توجه با
متغیرهای برای شده انجام که کارهایی بیشتر ولͬ ͬ کنیم م استفاده M‐برآورد روش از که کنیم
تصادفͬ متغیرهای خصوصا وابسته تصادفͬ متغیرهای برای است موجود نتایج مستقل تصادفͬ

.NSD وابسته

رگرسیونͬ مدل پارامترهای قویM‐برآودهای سازگاری ٣ . ١
M‐برآوردها١ قوی سازگاری درباره کردیم استفاده (٢٠١۵) هو و وانگ مقاله از که بخش این در
ͬ کنیم م بحث وابسته منفͬ زبرجمعͬ تصادفͬ خطاهای با خطͬ مدل در رگرسیونͬ پارامترهای
مستقل تصادفͬ خطاهای برای موجود نتایج تعمیم و گشتاوری شرایط بهبود آن نتیجه ی که

است.
ب·یرید نظر در را زیر رگرسیون خطͬ مدل

١strong consistency of M-estimates



منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ٣۶

Yi = X⊤
i β + ei, i = ١,٢, . . . , n (٣ . ١)

خطاهای بردار ei رگرسیونͬ، مجهول پارامتر β ∈ Rp ͬ باشد، م معلوم p×١ بردار xi (٣ . ١) در که
ͬ شود م تعریف زیر به صورت β برای M‐برآورد ی β̂n هستند. تصادفͬ

min
n∑

i=١
ρ(ei) = min

β

n∑
i=١

ρ
(
Yi −X⊤

i β
) (٣ . ٢)

اشاره زیر موارد به ͬ توان م نمونه برای ͬ باشد، م غیری΄نوا و محدب تابعͬ ρ ،(٣ . ٢) رابطه در
کرد.

هوبر •
ρ(x) =

(
x٢I {|x| ⩽ c}

)
/٢ +

(
c|x| − c٢/٢) I {|x| > c} , c > ٠,

رگرسیون٢ͬ چارک های •
ρ(x) = ρα(x) = αxI {x > ٠} − (١ − α)xI {x ⩽ ٠} , ٠ < α < ١.

(١٩٨١) و (١٩٧٣) هوبر را M‐برآودها مجانبی ویژگͬ به مربوط کار از توجهͬ قابل مقدار
قرار مطالعه مورد را (١٩٩٣) چن و رائو ژائو، M‐برآوردها ضعیف سازگاری کرد، بررسͬ
را M‐برآوردها عمومͬ کلاس ی برای قوی بهادر از نمایشͬ (١٩٩۶) شائو و هͬ دادند،
از مجانبی بسط از بالاتر مرتبه ی (٢٠٠٠) سارگالیس و کول دادند، قرار مطالعه مورد مورد
طول با متحرک میانگین ی خطاها که زمانͬ رگرسیونͬ پارامتر از M‐برآوردها کلاس ی
پایدار M‐برآوردهای قوی سازگاری (٢٠٠٢) ژائو کردند، ارائه ͬ دهند م تش΄یل را طولانͬ عمر
مجانبی توزیع های داد، قرار مطالعه مورد را ضعیف شرایط برخͬ تحت رگرسیون ضرایب از
کردند، استخراج (٢٠٠۴) هͬ و کویی را فضایی حالت با مرتبط خطاهای با M‐برآوردها

وابسته که خطاهایی با رگرسیونͬ پارامترهای از M‐برآوردها مجانبی خاصیت (٢٠٠٧) وو
آورد، به دست مرکزی حد قضیه ی ی و M‐برآوردها از قوی بهادر نمایش و ضعف هستند،
هنگامͬ خطͬ مدل در رگرسیونͬ پارامتر از M‐برآوردها مجانبی حرکت (٢٠٠٩) لین و لͬ گاو،
و وو میا، کردند، بررسͬ را شده α−آمیخته ثابت، مدل در تصادفͬ متغیرهای از هری که
وو کردند، استخراج رگرسیونͬ ضرایب در M‐برآوردها بازگشتͬ مجانبی خواص (٢٠٠٩) لیو
وابسته تصادفͬ خطاهای با رگرسیونͬ پارامترهای برای M‐برآوردها قوی سازگاری (٢٠١١)
که زمانͬ رگرسیونͬ پارامتر با M‐برآوردها متوسط انحراف (٢٠١٢) فان کرد، مطالعه منفͬ
به ͬ توان م بیشتر اطلاعات برای کرد، بررسͬ باشد آمیخته ϕ مانا دنباله ی به صورت خطا

٢Regression Quantiles



٣٧ رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری
،(١٩٨۴) لͬ و چن ،(١٩٧٩) مارونا یوهای به مراجعه با M‐برآوردها کنید مراجعه زیر ͽمراج
میا ،(١٩٩۵،١٩٩۶) ژائو چن ،(١٩٩٢) وو رائو بای (١٩٩٢a،b)، ژائو و رائو ،(١٩٨٨) وو و چن
،(٢٠٠٢) یانگ ،(٢٠٠٠) ژائو ،(٢٠٠٠) وجدا و لیس برلاینت، ،(١٩٩٧) شͬ و ژائو ،(١٩٩۶) وو و

.(٢٠٠١۴) نادراجا و ویدرز ،(٢٠٠۵،٢٠٠۶) وو
ͬ پردازیم. م شده انجام ͬ ها همبستگ برای که مطالعاتͬ به ادامه در

از برخͬ هم چنین نیست، منفͬ پیوند معنای به NSD که داد نشان مثالͬ ارائه با (٢٠٠٠) هو
چند توزیع های از تعدادی که داد نشان و داد ارائه NSD برای اساسͬ قضیه سه و پایه ای خواص
مطرح (١٩٩٨) ساکسنا و آلام توسط NA هستند. NSD خاصیت دارای شده شناخته متغیره
کاربرد برای ͬ توان م را وابستگͬ خاصیت (٢٠٠۶) نلسن دارد، NSD به اشاره NA این که و
متغیرهای به اقتصادی دید با (٢٠١٣) هاردله و جاورکͬ،دارنته کرد، اعمال مفصل نظریه
چریستوفیتس دادن، قرار اقتصادی کاربرد روی تمرکزشون بیشتر و کردند نگاه NSD تصادفͬ
مورد هستند نیز NA خاصیت دارای باشند NSD که وابسته ای متغیرهای (٢٠٠۴) واگلاتو و
درجه فرم های برای بزرگ اعداد قوی قانون (٢٠١٠) بزرگنیا و امینͬ اقبال، دادند، قرار بررسͬ
دنباله ی و هستند، نامنفͬ متغیرها این که فرض این تحت NSD تصادفͬ متغیرهای در دوم
(٢٠١١) آن ها همچنین کردند، مطرح r ≥ ١ و n ≥ ١ هر برای EXr

n ≤ ∞ با {Xn, n ≥ ١}
کراندار تصادفͬ متغیرهای از نامنفͬ دنباله در دوم درجه فرم های برای را کلموگروف نامساوی
و یقین به قریب هم·رایی ثابت قضیه (٢٠١٣) هم΄اران و شن دادند. ارئه NSD ی΄نواخت
دادند. قرار مطالعه مورد را NSD تصادفͬ متغیرهای از وزنͬ مقادیر برای قوی پایداری هم چنین
و چپ بامشتقات R در که ͬ کنیم م فرض غیری΄نوا و محدب تابع ی را ρ نامه پایان این در

و ψ−(u) ≤ ψ(u) ≤ ψ+(u) و u ∈ R ،ψ تابع هر برای ψ+ و ψ− راست

Sn =

n∑
i=١

xix
⊤
i , dn = max١≤i≤n

x⊤
i S

−١
n xi (٣ . ٣)

است. Sn٠ > ٠ ،n٠ طبیعͬ عدد هر برای که
زیر صورت به نتیجه (٣ . ٢) رابطه رساندن حداقل با β̂n از M‐برآورد قوی سازگاری با رابطه در

ͬ باشد م
هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای از دنباله ی {ei, i ≥ ١} که کنید فرض .٣ . ١ . ١ قضیه

طوری     که باشد، داشته وجود l٢ و l١ مثبت ثابت های و
E (ρ (ei + u)− ρ (ei)) ≥ l١u٢, | u |< l٢, i ≥ ١ (۴ . ٣)

و
E | ψ+ (ei ±∆) |m ≤ hm <∞, i ≥ ١,m ≥ ١,

dn = O
(
n−δ

) (۵ . ٣)



منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ٣٨
.β̂n

a.s.−−→ β ،n −→ ∞ وقتͬ آن گاه δ و hm (m = ١,٢, . . .) ،∆ مثبت ثابت های از برخͬ برای

قضیه در گشتاوری شرایط توسط شده اعمال محدودیت β̂ قوی سازگاری برای این رو از
به زیر شرط کردن جای·زین با ͬ توان م که داد نشان (٢٠٠٢) یانگ است، قوی خیلͬ (٣ . ١ . ١)

بخشید. بهبود را نتیجه (۵ . ٣) جای

E | ψ+ (ei ±∆) |
٢
δ<∞ ٠ < δ ≤ ١

ψ و ρ توابع برای شرایط برخͬ معرفͬ به نیاز NSD خطاهای حالت در بالا نتایج تعمیم برای
ͬ باشد: م

u ∈ R و h ∈ (٠,∆) ،ψ هر برای طوری که دارد وجود ∆ و C٠ مثبت ثابت مقادیر :A١ •
آن گاه

ψ (u+ h)− ψ (u) ≤ C٠.

آن گاه | u |< ∆ اگر طوری که دارد وجود ∆ و C١ مثبت ثابت های و E (ψ(e١)) = ٠ :A٢ •
| Eψ (e١ + u) |≥ C١ | u | .

٠ < δ ≤ ١ برای :A٣ •
dn = O

(
n−δ

)
.

٠ < δ < ١ برای :A۴ •
E | ψ(e١) |١/δ<∞.

،C٢ > ٠ بعضͬ برای | ψ(u) |≤ C٢ یا باشد ی΄نوا u به نسبت ψ (u+ h) − ψ(u) :A۵ •
h ∈ (٠,∆) و u ∈ R

از M‐برآوردها ͬ کنند م بررسͬ آن ها اغلب و است استاندارد A۴ تا A١ شرایط .٣ . ١ . ١ ملاحظه
محدودیت A١ شرط (٢٠٠٢) ژائو مثال برای هستند مستقل خطاها که زمانͬ خطͬ مدل های
کمترین حداقل شامل A١ که است برقرار و ͬ کند، نم ایجاد M‐برآوردها خانواده در مش΄لͬ و
دی·ر از استوارتر آن ها بین برآورد همه ی و دوم توان های برآورد کمترین و مطلق انحراف

کنید. مطالعه را (٢٠٠٢) ژائو و (١٩٩٢b) رائو و ژائو مثال برای ͬ باشد م برآوردها
M‐برآوردها قوی سازگاری و وابسته خطاهای به کردن توزیع برای A۵ شرط .٣ . ١ . ٢ ملاحظه
توابع و است برقرار آن ها برای A۵ شرایط شده آورده زیر در که مثال هایی است. نیاز مورد

است. برقرار A۵ و Aشرایط١ شده آورده زیر مثال های در که ψ(x)



٣٩ رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری
هوبر برآوردگر .٣ . ١ . ١ مثال

ρ(x) =

(
x٢I {| x |≤ c}

)
٢ +

(
c | x | −c

٢
٢
)
I {| x |> c}

ͬ باشد م زیر به صورت دوم٣ توان های کمترین برآوردگر .٣ . ١ . ٢ مثال
ρ(x) = x٢.

ͬ باشد: م زیر بصورت آن ψ(x) تابع که
ψ(x) = ٢x.

ͬ باشد م زیر به صورت مطلق۴ انحراف کمترین برآورد .٣ . ١ . ٣ مثال
ρ(x) =| x | .

ͬ باشد: م زیر به صورت آن ψ(x) تابع که
ψ(x) = signx.

ͬ باشد م زیر به صورت چندکͬ رگرسیون .۴ . ٣ . ١ مثال
ρ(x) = αxI {x > ٠} − (١ − α)xI {x ≤ ٠}

کنیم توجه نکات این به است لازم بنویسیم را ψ(x) این که از قبل

αI {x > ٠} =


α x > ٠
٠ o.w.

(۶ . ٣)

(١ − α) I {x ≤ ٠} =


١ − α x ≤ ٠ ٠ < α < ١
٠ o.w.

(٣ . ٧)

ͬ باشد م زیر به صورت ψ(x) تابع (٣ . ٧) و (۶ . ٣) به توجه با
ψ(x) = α− I {x ≤ ٠}

به است گشتاوری شرایط در (٢٠٠٢) یانگ قضیه از تعمیمͬ (٢٠٠٢) ژائو توسط زیر قضیه
شد بیان زیر صورت

٣Least Squares Estimator
۴absolute deviation estimator
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و هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {ei, i ≥ ١} کنید فرض .٣ . ١ . ٢ قضیه
آن گاه δ = ١ و E | ψ(e١) |q< ∞ ،q > ١ ی حداقل طوری که باشد برقرار A۴ تا A١ شرایط

.β̂n
a.s.−−→ β ،n −→ ∞ وقتͬ

متغیرهای از سطر هر ارایه های برای کامل هم·رایی نتیجه  ی (٢٠١۴) هم΄اران و وانگ
برای β̂n M‐برآوردها قوی سازگاری بخش این در اصلͬ هدف که کردند مطرح NSD تصادفͬ
کم گشتاوری شرایط محدودیت و استقلال فرض ما که است NSD خطای با مدل(٣ . ١) در β

داریم زیر قضیه بنابراین ͬ کنیم م
هم توزیع تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {ei, i ≥ ١} کنید فرض (٣ . ١) مدل در .٣ . ١ . ٣ قضیه

.β̂n
a.s.−−→ β ،n −→ ∞ وقتͬ آن گاه باشد، برقرار A۵ تا A١ شرایط و NSD و

و δ = ١ است نیاز مورد هم چنین q > ١ برخͬ برای E | ψ(e١) |q≤ ∞ شرط و (٣ . ١ . ٢) قضیه
دادن تعمیم و قضیه(٣ . ١ . ٣) این رو از δ = ١ و q > ١ ،E | ψ(e١) |q≤ ∞ نیاز بدون (٣ . ١ . ٣) قضیه
شرایط تحت NSD تصادفͬ خطاهای صورت به مستقل تصادفͬ خطاهای برای (٣ . ١ . ٢) قضیه
ثابت های C,C٠, C١, C٢, C٣, . . . نمادها این بخش این در ͬ کنیم م اعمال ضعیف تر گشتاوری
و مجموعه نشانگر تابع I(A) باشند، متفاوت مختلف جاهای در است مم΄ن که هستند مثبت
لم های و ͬ دهیم م توضیح آوردیم را لم سه ابتدا زیر در ͬ دهد. م نشان را x صحیح قسمت [x]

فصل این قضیه ها اثبات برای شده داده توضیح ی فصل در است نیاز مورد که دی·ری
طوری که باشد NSD تصادفͬ متغیرهای از دنباله ی {Xn, n ≥ ١} که کنید فرض .٣ . ١ . ١ لم
آن گاه B٢

n =
∑n

i=١EX٢
i کنید فرض .| Xn |≤ b a.s. ،b > ٠ و EXn = ٠ ،n ≥ ١ هر برای

ε > ٠ هر برای

P

∣∣∣∣ n∑
i=١

Xi

∣∣∣∣ > ε

 ≤ ٢ exp

{
− ε٢

٢ (٢B٢
n + bε

)} . (٣ . ٨)

کنید. مراجعه آن به بیشتر اطلاعات ͬ باشد.برای م (٢٠١٣) هم΄اران و شن از برگرفته زیر لم
آن گاه باشد، NSD تصادفͬ متغیرهای از دنباله ی {Xn, n ≥ ١} کنید فرض .٣ . ١ . ٢ n∑لم

i=١Xi آن گاه ١ < p ≤ ٢ n∑که
i=١E | Xn |p<∞ ،p برخͬ و EXn = ٠ ،n هر برای اگر ‐١

ͬ باشد. م یقین به قریب هم·رای
n −→ ∞ وقتͬ آن گاه E | X١ |<∞ و هم توزیع Xnها اگر ‐٢

١
n

n∑
i

Xi
a.s.−−→ EX١

{ank, n ≥ ١, k ≥ ١} و NSDͬتصادف متغیرهای از دنباله ی {Xn, n ≥ ١} کنید فرض .٣ . ١ . ٣ لم
هم چنین باشد حقیقͬ اعداد از آرایه ی



۴١ رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری
وقتͬ max١≤k≤n | ank |= O(n−١) هم چنین EXn = ٠ و هم توزیع Xnها کنید فرض ‐١

آن گاه n −→ ∞

n∑
i=١

ankXk
a.s.−−→ ٠. (٣ . ٩)

تصادفͬ متغیر و t ≥ ٠ هر برای طوری که به دارد وجود C > ٠ ثابت ی که کنید فرض ‐٢
P (| Xn |> t) ≤ CP (| X |> t) ،X

کنید فرض به علاوه و E | X |max
{
q, ١
µ

}
<∞ ،µ > ٠ و ٠ < q ≤ ٢ بعضͬ برای کنید فرض

این که و است مثبت حقیقͬ عدد ی D که | ank |≤ Dk−µ ،k ≥ ١ و n ≥ ١ هر برای
بالا در آن وجود که q مقدار ∑∞

k=١ | ank |q≤ Dn−ν ،n ≥ ١ هر و ،ν > ٠ از بعضͬ برای
آن گاه EXn = ٠ کنید فرض بعلاوه q ∈ (١,٢] مثال برای است، ی از بزرگتر شود فرض

n هر برای
Tn =

∞∑
k=١

ankXk
a.s.−−→ ٠, n −→ ∞. (٣ . ١٠)

،n ≥ ١ ،k ≥ ١ هر برای کنید فرض شود کم چیزیی مساله کلیت از این که بدون برهان.
E | X١ | که کنیم انتخاب طوری را M باشد شده داده ε > ٠ کنید فرض به علاوه ank ≥ ٠

ͬ کنیم م تعریف و I (| X١ |> M) < ε

X ′
k = −MI (Xk < −M) +XkI (| Xk |≤M) +MI (Xk > M)

ͬ کنیم م تعریف و X ′′
k = Xk −X ′

k هم چنین
Y ′
k = X ′

K − EX ′
k, Y

′′
K = X

′′
k − EX

′′
k

ͬ باشد م زیر صورت به ٢M کران دارای ی΄نواخت طور به Y ′
k و EY ′

k = ٠ این که به توجه با
|Y ′

k| = |X ′
k − E(X ′

k)| ≤ |X ′
k|+ |E(X ′

k)| ≤ |X ′
k|+ E|X ′

k| ≤M +M

و ثابت C ی داخل ͬ بریم م را کران ها این تمام ͬ باشد م مشخصͬ کران دارای ank هم چنین
حا  صل زیر به صورت نتیجه x ∈ R هر برای ex ≤ ١ + x + ١٢x٢e|x| و نابرابری ها از استفاده با

ͬ شود م

E exp
{
tankY

′
k

}
≤ ١ + E

{
t٢
٢ a٢

nkY
′٢
k exp

(
tank | Y ′

k |
)}

≤ ١ +
Ct٢
n٢ exp

(
Ct

n

)
≤ exp

{
Ct٢
n٢ exp

(
Ct

n

)}
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١ . ٣ . ٣ و ١ . ٣ . ٢ لم های از استفاده با t > ٠ هر برای ͬ آید م به دست ١ + x ≤ ex از آخر رابطه که

u > ٠ هر برای آن گاه ͬ                باشد م NSD خاصیت مورد در که ی فصل

E


n∑

i=١
uXi

 ≤
n∏

i=١
E exp {uXi} (٣ . ١١)

حاصل را زیر به        صورت نتیجه مارکف نامساوی و (٣ . ١١) از استفاده با و t = ٢logn
ε دادن قرار با

ͬ              شود م
∞∑
n=١

P

 n∑
k=١

ankY
′
k > ε

 ≤
∞∑
n=١

E exp
{∑n

k=١ anktY ′
k

}
etε

≤
∞∑
n=١

∏n
k=١E exp

{∑n
k=١ anktY ′

k

}
etε

≤
∞∑
n=١

exp

{
−tε+ n

(
Ct٢
n٢ exp

(
Ct

n

))}

=

∞∑
n=١

exp

−٢ log n+

۴C log٢
n

ε٢
n

exp

{٢C log n

nε

}
=

∞∑
n=١

exp
{
−٢ log n+ C

}
≤ C

∞∑
n=١

exp
{
−٢logn}

= C

∞∑
n=١

exp
(
log n−٢)

= C
∞∑
n=١

n−٢ <∞

ͬ کند. م میل صفر سمت به نابرابری که که ͬ شود م نتیجه کانتلͬ برل لم از استفاده با
ͬ کنیم م تعریف هم چنین N = [٢ν + ١] کنیم فرض برهان.

X
(١)
k = XkI

(
Xk >

εkk
µ

ND

)
X

(٢)
nk = XkI

(
ankXk ≤ n

−ν٢q
)
+ a

(−١)
nk n

−ν٢q I
(
ankXk > n

−ν٢q
)

X
(٣)
nk = Xk −X

(١)
k −X

(٢)
nk

T (١)
n =

∞∑
k=١

ankX
(١)
k

T (i)
n =

∞∑
k=١

ankX
(i)
nk i = ٢,٣
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ͬ شود م حاصل زیر صورت به Tn مجموع حاصل که ͬ کنید م ملاحظه

Tn = T (١)
n + T (٢)

n + T (٣)
n

Tn = T (١)
n + T (٢)

n + T (٣)
n =

∞∑
k=١

ankX
(١)
k +

∞∑
k=١

ankX
(٢)
nk +

∞∑
k=١

ankX
(٣)
nk

=
∞∑
k=١

ankX
(١)
k +

∞∑
k=١

ankX
(٢)
nk +

∞∑
k=١

ank

(
Xk −X

(١)
nk −X

(٢)
nk

)
ͬ شود م حاصل زیر صورت به نتیجه کردن ساده از بعد که
Tn =

∞∑
k=١

ankXk

ε بنابراین E | X |
١
µ< ∞ و ε > ٠ هر برای ∑∞

k=١ P
(
| X |> kµε

ND

)
< ∞ که داد نشان ͬ توان م

∞∑متناهͬ
k=١ P

(
| Xk |> kµεk

ND

) احتمال مجموعه ی ،εk ↓ ٠ وقتͬ با که دارد وجود k به وابسته
آن گاه کانتلͬ برل لم از استفاده با که ͬ شود م

P

(
| Xk |> kµεk

ND
, i.o.

)
= ٠

که دهد رخ متناهͬ خیلͬ تعداد در م·ر ͬ دهد نم رخ همیشه بالا رابطه ی این که به توجه با
خیلͬ k برای یعنͬ ͬ دهد م رخ شماری انگشت تعداد در پس است متناظر بالا با زیر رابطه ی

t > ٠ هر برای بنابراین ͬ دهد، م رخ محدودی
∞∑
k=١

| Xk |t I
(
| Xk |> kµεk

ND

)
<∞ a.s. (٣ . ١٢)

ضریب بنابراین است متناهͬ q ∈
(٠,٢) ازای به و شوارتز کوشͬ نامساوی از استفاده با سپس

باشد برقرار زیر رابطه ی که ͬ کنیم م انتخاب طوری را C
∞∑
k=١

a٢
nk ≤ C

∞∑
k=١

| ank |q

صفر سمت به آخر نامساوی آن گاه است، (٣ . ١٢)متناهͬ رابطه ی مثبتͬ t هر ازای به آن گاه
ͬ کند. م میل

٠ ≤ T (١)
n =

∞∑
k=١

ankX
(١)
k ≤

 ∞∑
k=١

a٢
nk

 ١٢  ∞∑
k=١

X٢
k I

(
Xk >

kµεk
ND

) ١٢

≤ C

 ∞∑
k=١

| ank |q
 ١٢  ∞∑

k=١
X٢

k I

(
Xk >

kµεk
ND

) ١٢

≤ Cn
−ν٢

 ∞∑
k=١

X٢
k I

(
Xk >

kµεk
ND

) ١٢
−→ ٠ a.s.

(٣ . ١٣)



منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ۴۴
داریم n ν٢q ankX٢

nk برابر Ynk گرفتن نظر در با
Ynk = n

ν٢q ankXkI
{
ank ≤ n

− ν٢q
}
+ I

{
ankXk > n

− ν٢q
}

،n ≥ ١ ثابت هر برای و ١ . ٣ . ٢ لم است، Xk از صعودی تابع ی Ynk این که به توجه با
f١, f٢, . . . , fn اگر و NSD ،Xk چون است، NSD تصادفͬ متغیرهای از دنباله ی {Ynk, k ≥ ١}
با است. NSD ،Ynk بنابراین است NSD ،f١ (X١) , f٢ (X٢) , . . . , fn (Xn) آن گاه باشد، نانزولͬ

ͬ شود م نتیجه ٠ < q ≤ ١ و y ≤ ١ هر برای ey ≤ ١ + ٢ | y |q نابرابری از استفاده
E exp (Ynk) ≤ ١ + ٢E | Ynk |q≤ exp

(٢E | Ynk |q
)
.

ey ≤ نامساوی این براساس که ١ < q ≤ ٢ وقتͬ EYnk ≤ ١ و Ynk ≤ ١ باشید داشته توجه
که ͬ شود م نتیجه ١ < q ≤ ٢ و y ≤ ١ برای ١ + y+ | y |q

E exp (Ynk) ≤ ١ + EYnk + E | Ynk |q

≤ ١ + ١ + E | Ynk |q

≤ ١ + exp {E|Ynk|q}

≤ ٢ exp (E | Ynk |q)

≤ ٢ exp
(٢E | Ynk |q

)
.

داریم ٠ < q ≤ ٢ برای بنابراین
E exp (Ynk) ≤ ٢ exp

(٢E | Ynk |q
)
. (١۴ . ٣)

استفاده با بنابراین E | X(٢)
nk |q≤ E | Xk |q≤ CE | X |q هم چنین ،X(٢)

nk ≤ Xk اینکه به توجه با
نامنفͬ توانͬ هر با exp ͬ باشد، م تصادفͬ متغیرهای از نامنفͬ دنباله ای که ١ . ١ . ١ لم شرایط از
داریم (١۴ . ٣) هم چنین ͬ باشد، م NSD خاصیت درمورد که (٣ . ١١) و ١ . ١ . ١ لم از سپس ͬ باشد م

ͬ شود م حاصل زیر به صورت نتیجه آن گاه

E exp
(
n
ν٢qT (٢)

n

)
= E exp

n ν٢q
∞∑
k=١

ankX
(٢)
nk


= E lim inf exp

 m∑
k=١

Ynk


≤ lim inf

m−→∞

m∏
k=١

E exp (Ynk)

≤ lim inf
m−→∞

٢ exp

٢Cn ν٢
m∑
k=١

| ank |q E | X |q


≤ ٢ exp
(
Cn

ν٢ .n−ν
)
≤ C.



۴۵ رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری
زیرا است متناهͬ سری چون ∑∞

n=١ P
(
T
(٢)
n ≥ ε

)
≤ C

∑∞
n=١ exp

(
−n

ν٢q ε
) این که به توجه با

و هم·را سری ی C∑∞
n=١ ١

expnα
نتیجه در پس هم·راست سری ی ∑∞

n=١ ١
expnα

α > ٠
است برقرار زیر رابطه ی ε > ٠ هر به ازای آن گاه است متناهͬ

∞∑
n=١

P
(
T (٢)
n ≥ ε

)
≤

∞∑
n=١

exp
(
−n

ν٢q ε
)
E exp

(
n
ν٢qT (٢)

n

)
≤ ∞

ε > ٠ هر برای ͬ  شود م نتیجه کانتلͬ برل لم از استفاده با
P

(
lim sup
n−→∞

T (٢)
n > ε

)
≤ P

(
T (٢)
n ≥ ε, i.o.

)
= ٠

بنابراین
lim sup
n−→∞

T (٢)
n ≤ ٠ a.s. (١۵ . ٣)

شرط این از k > K هر برای εk < ε٢ که طوری به ͬ کنیم م انتخاب را k ثابت صحیح عدد ی
آن گاه n ≥ n٠ به ازای دارد وجود n٠ ،∑∞

k=١ | ank |q≤ Dn−ν

K∑
k=١

ankX
(٣)
nk ≤

(
Dn−ν

) ١
q

K∑
k=١

εk
ND

kµ <
ε

٢
کنید فرض n > n٠ هر برای

Dn =
{
k|k > K, ankXk ≥ n

−ν٢q
}

EXk = ٠ و ٠ < q ≤ ٢ ∞∑با
k=١ aqnkE | Xk |q<∞ ،n ثابت برای که کنیم توجه نکته این به باید

ͬ آید م به دست ،(١٩٧۴) استوت از (٢.١٢.٢) قضیه و ٣ . ١ . ٢ لم از استفاده با ١ < q ≤ ٢ برای
| Tn |<∞ a.s. که آنجا از نتیجه در هستند یقین به قریب هم·رای و متناهͬ هم·ͬ Tnها که
Dn در dn عناصر از تعدادی هستند، ی احتمال با متناهͬ مجموعه ی Dn بنابراین هستند،

بنابراین ͬ کند م مشخص
∞∑

k=K+١
ankX

(٣)
nk ≤

∑
k∈Dn

Dk−µk
µεk
ND

≤ dn
ε

٢N

رابطه این به توجه با ازین رو dn ≥ N که دارد اشاره ∑∞
k=K+١ ankX(٣)

nk ≥ ε٢ بنابراین
،P (Y > ε٢

این( معادل و هستند، متناهͬ dn و P (X + Y > ε) ≤ P
(
X > ε٢

)
+P

(
Y > ε٢

)
زیر صورت به نتیجه که ͬ گیریم م نظر در را نامساوی اول قسمت ما پس هستند نامتناهͬ dn

ͬ شود م حاصل
P
(
T (٣)
n ≥ ε

)
≤ P

(
K∑
k

ankX
(٣)
nk ≥ ε

٢
)



منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ۴۶
حاصلضرب مساوی کمتر توام احتمال خاصیتNSDو به باتوجه دارد متناهNͬوجود تعدا سپس
بودن متناهͬ و مارکف نامساوی و P (Xk > ε) ≤ CP (X > ε) رابطه ی به توجه با هم چنین

ͬ شود م حاصل زیر صورت به نتایج آن گاه ∑∞
n=١ aqnk ≤ Dn−ν عبارت

P
(
T (٣)
n ≥ ε

)
≤ P

(
K∑
k

ankX
(٣)
nk ≥ ε

٢
)

≤ P
{
k > K,Xk > a−١

nkn
−ν٢q
}

≤
∑

١≤k١<k٢<...<kN≤n

P
(
Xk١ > a−١

nk١n
−ν٢q , . . . , XkN > a−١

nkN
n

−ν٢q
)

≤
∑

١≤k١<k٢<...<kN≤n

N∏
i=١

P
(
| Xki |> a−١

nki
n

−ν٢q
)

≤

C n∑
k=١

P
(
| X |> a−١

nkn
−ν٢q
)N

≤ C

 n∑
k=١

aqnkn
ν٢E | X |q

N

ͬ شود م نتیجه ∑∞
n=١ aqnk ≤ Dn−ν رابطه ی بودن متناهͬ از

∞∑
n=١

aqnkn
ν٢ ≤ Dn−νn

ν٢ = Dn
−ν٢ ≤ Cn

−Nν٢ .

آن گاه ،ε > ٠ هر برای بنابراین Nν٢ ،N انتخاب با
∞∑
n=١

P
(
T (٣)
n ≥ ε

)
<∞

ͬ شود م حاصل زیر صورت به نتیجه کانتلͬ آن گاه برل لم به توجه با
∞∑
n=١

P
(
T (٣)
n ≥ ε

)
= ٠

اصلͬ نتیجه ی اثبات
ͬ رویم م اصلͬ نتیجه ی اثبات سراغ داشتیم اینجا تا که قضیه هایی و لم ها براساس

آن گاه β̂∗
n = S

١٢
n β̂n اینکه و βn = S

١٢
nβ و xni = S

− ١٢
n xi کنید فرض (٣ . ١ . ٣) قضیه برهان.

n∑
i=١

xnix
⊤
ni = Ip,

n∑
i=١

∥xni∥٢ = p, dn = max١≤i≤n
∥xni∥٢ (١۶ . ٣)



۴٧ رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری
صورت این در که ͬ باشد، م Rp روی اقلیدوسͬ اندازه ی ∥.∥ و p× p همانͬ ماتریس ی Ip که

کنیم بازنویسͬ زیر فرم به را (٣ . ١) مدل ͬ توانیم م
Yi = x⊤

niβn + ei, i = ١,٢, . . . , n (٣ . ١٧)
ͬ باشد م زیر صورت به باقیمانده ها مجموع آن گاه

n∑
i=١

ρ
(
Yi − x⊤

niβ̂
∗
n

)
= min

β

n∑
i=١

ρ
(
Yi − x⊤

niβ̂
) (٣ . ١٨)

واحد، گوی u اینکه و βn = ٠ ،(٣ . ١٧) مدل در و β = ٠ (٣ . ١) مدل در کنید فرض
هر برای کنید فرض dn ≤ C٣n−δ که A٣ شرط از ͬ کند م پیروی این که ،{β : β ∈ Rp, ∥β∥ = ١}
،٢C٣ε < ∆ کرد فرض ͬ توان م مساله کلیت دادن دست از بدون باشد، شده داده ε > ٠ ثابت

کنیم توجه زیر نکات به است احتیاج بنویسیم را اصلͬ تعریف اینکه از قبل ͬ کنیم م تعریف
n∑

i=١

∫ ω⊤
niγ

٠ {ψ (ei + t)− ψ (ei)} dt =
n∑

i=١

{
ρ
(
ei + ω⊤

niγ
)
− ρ (ei)

}
−

n∑
i=١

ψ (ei)ω
⊤
niγ

=

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγ

٠ {ψ (ei + t)− ψ (ei)}dt+
n∑

i=١
ψ (ei)ω

⊤
niγ

داریم آن گاه
Dn (β) =

n∑
i=١

{
ρ
(
ei − x⊤

niβ
)
− ρ (ei)

}
, β ∈ Rp

Dn

(
εn

δ٢γ
)
=

n∑
i=١

{
ρ
(
ei − εn

δ٢x⊤
niγ
)
− ρ (ei)

}
=

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγ

٠ {ψ (ei + t)− ψ (ei)}dt+
n∑

i=١
ω⊤
niγψ (ei)

= I١n (γ) + I٢n (γ)

تابع دو مجموع به Dn

(
εn

δ٢γ
) افراز به توجه با هم چنین γ ∈ U و ωni = −εn

δ٢xni که جایی
آن گاه sup−I٢n (γ) ≤ sup | −I٢n (γ) | اینکه و I٢n (γ) و I١n (γ)

inf
γ∈U

Dn

(
εn

δ٢γ
)
≥ inf

γ∈U
I١n (γ) + inf

γ∈U
I٢n (γ)

= inf
γ∈U

I١n (γ)− sup
γ∈U

−I٢n (γ)

≥ inf
γ∈U

I١n (γ)− sup | I(٢n) (γ) |

(٣ . ١٩)

سپس ͬ شود، م کم بخش هر قطر بنابراین U١, U٢, . . . , UN ͬ کنیم، م تقسیم بخش N به را U

محدب مجموعه کوچ΄ترین Tj کنید فرض هم چنین ͬ گیرد، م قرار N ≤
(٢n٢ + ١)p و n−٢

و sup مقادیر تابع بسته همسای·ͬ ی در شده ذکر مورد سه Tj ثابت برای که باشند Uj بسته



منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ۴٨
مساوی بزرگتر چون است inf درباره ی که نامساوی اول قسمت و ͬ کند، م اختیار را خود inf

sup شده تبدیل inf هم بعدی نامساوی برای و ͬ   باشد م inf دارای بنابراین ͬ گیرد م قرار صفر
ͬ باشد م زیر بصورت که

طوری که γij ∈ Tj دارد وجود ω⊤
niγ ≥ ٠ اگر γ ∈ Tj هر برای •

ω⊤
niγij = inf

{
ω⊤
niγ : γ ∈ Tj

}
طوری که γij ∈ Tj دارد وجود ω⊤

niγ ≤ ٠ اگر γ ∈ Tj هر برای •
ω⊤
niγij = sup

{
ω⊤
niγ : γ ∈ Tj

}
γij ∈ Tj دارد وجود بنابراین γ٢ ∈ Tj برای و ω⊤

niγ٢ < ٠ و γ١ ∈ Tj برای ω⊤
niγ١ > ٠ اگر •

طوری که
√
γ١ ∈ Tj ∃ ω⊤

niγ١ > ٠ =⇒ inf
{
ω⊤
niγ١, γ١ ∈ Tj

}
= ω⊤

niγij

√
γ٢ ∈ Tj ∃ ω⊤

niγ٢ < ٠ =⇒ sup
{
ω⊤
niγ٢, γ٢ ∈ Tj

}
= ω⊤

niγij

صورت به نتیجه sup+ inf حاصل از هم چنین −ω⊤
niγij برابر inf به sup کردن تبدیل با که

ͬ شود م حاصل زیر
ω⊤
niγij = ٠

ͬ کنیم م تعریف بنابراین
G (t) = Eψ (ei + t) , Ψi (t) = ψ (ei + t)− ψ (ei)−G (t) , t ∈ R

بسته ی محدب مجموعه ی کوچ΄ترین Tj و ١ ≤ j ≤ N اینکه و ψ ی΄نوایی گرفتن نظر در با
در که ͬ باشد م U برای بزرگتری پوشش ͬ باشد، م U١, U٢, . . . , UN که Tj اجتماع و ͬ باشد م U

حاصل زیر صورت به نتایج ب·یریم inf طرفین از هم چنین U ⊆ Tj یا U ⊆
∪

j Tj این صورت
ͬ شود م

inf
γ∈U

I١n (γ) ≥ inf١≤j≤N
inf
γ∈Tj

I١n (γ)

≥ inf١≤j≤N

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγij

٠ {ψ (ei + t)− ψ (ei)} dt

= inf١≤j≤N

n∑
i=١

∫ ω′
niγij

٠ G (t) dt

{∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t) dt+
∑n

i=١
∫ ω⊤

niγij٠ Ψi (t) dt∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t)

}

= inf١≤j≤N

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγij

٠
G (t) dt

{
١ +

∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ Ψi (t) dt∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t) dt

}

≥ inf١≤j≤N

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγij

٠ G (t) dt

١ −

∣∣∣∣∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ Ψi (t) dt

∣∣∣∣∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t) dt


(٣ . ٢٠)



۴٩ رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری
γij ∈ Tj و γ ∈ Uj کنید فرض است، (٢٠٠٠،p.١۴٢۵) ژائو از نامساوی(٣ . ٢٠) آخرین در که
داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای است شده Tj و Uj از که تعاریفͬ و از(٣ . ١۶) استفاده با باشد،

n∑
i=١

(
x⊤
niγ
)٢

−
n∑

i=١

(
x⊤
niγij

)٢
≤
∣∣∣∣ n∑
i=١

(
x⊤
niγij

)٢
−

n∑
i=١

(
x⊤
niγ
)٢ ∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ n∑
i=١

γ⊤ijxnix
⊤
niγij −

n∑
i=١

γ⊤xnix
⊤
niγ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n∑
i=١

(γij − γ)⊤ xnix
⊤
ni (γij + γ)

∣∣∣∣
≤

n∑
i=١

∥γij − γ∥∥xni∥٢ (∥γij − γ∥+ ٢∥γ∥)
≤

n∑
i=١

n−٢ (n−٢ + ٢) ∥xni∥٢

≤ ٣pn−٢

<
١
٢ .

(٣ . ٢١)

ͬ آوریم م بدست بزرگ کافͬ اندازه ی به nهای و ١ < j ≤ N برای سپس
n∑

i=١

(
x⊤
niγ
)٢

−
n∑

i=١

(
x⊤
niγij

)٢
≤ ١

٢
n∑

i=١

(
x⊤
niγij

)٢
≥

n∑
i=١

(
x⊤
niγ
)٢

− ١
٢

= γ⊤

 n∑
i=١

xnix
⊤
ni

 γ − ١
٢

= ∥γ∥ − ١
٢

= ١ − ١
٢

=
١
٢

(٣ . ٢٢)

آن گاه xni = S
−١٢
n xi و dn = ∥xni∥٢ اینکه به توجه با ε انتخاب و (٣ . ١٣) از استفاده با

dn = x⊤
niS

−١٢
n xi = x⊤

i

(
S

−١٢
n

)⊤
S

−١٢
n xi

رابطه که x⊤
ni = o

(
n

−δ٢
)
≤ C٣ بنابراین ͬ باشد م o(n−δ٢

) مرتبه از x⊤
ni و dn = o

(
n−δ

) که چون
ͬ گیرد م قرار زیر به صورت

x⊤
i S

−١
n xi ≤ dn = o

(
n−δ

)
است لازم زیر نامساوی برقراری برای بالا مقدمات

|ω⊤
niγij | = |εn

δ٢x⊤
niγij | ≤ C٣ε∥γij∥ ≤ C٣ε

(١ + n−٢) < ٢C٣ε < ∆ (٣ . ٢٣)



منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ۵٠
Aشرط٢ با j = ١,٢, . . . , N هم چنین i = ١,٢, . . . , n برای و بزرگ کافͬ اندازه به های n برای

ͬ باشد م زیر صورت به نتیجه (٣ . ٢٢) و
inf١≤j≤N

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγij

٠
G (t) dt ≥ inf١≤j≤N

C١
n∑

i=١

∫ ω⊤
niγij

٠
tdt

= inf١≤j≤N

C١ε٢nδ
٢

n∑
i=١

(
x⊤
niγij

)٢

≥ C١ε٢nδ
۴

ͬ کنیم م تعریف آن گاه ١ ≤ j ≤ N برای Y (j)
ni =

∫ ω⊤
niγij٠ Ψi (t) Y∣∣مجموعه (j)

ni

∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ ω⊤
niγij

٠ (ψ (ei + t)− ψ (ei)−G (t)) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ ω⊤
niγij

٠ (ψ (ei + t)− ψ (ei)− Eψ (ei + t)) dt

∣∣∣∣
(٢۴ . ٣)

X−E(X) < آن گاه X < C٠ اگر که ∫ (X − E(X)) dt رابطه و (٢۴ . ٣) به توجه با هم چنین
درباره در بحث به ادامه در که نامساوی هایی دارند که کران هایی به توجه با و ͬ باشد م ٢C٠

است برقرار ͬ پردازیم م آن هایی
نیز ١ ≤ j ≤ N برای ei در Y

(j)
ni همچنین و باشد، ی΄نوا ei در ψ (ei + t) − ψ (ei) اگر •

ͬ باشد م زیر صورت به نتیجه ی΄ͬ (٣ . ٢٣) و A١ شرط با بنابراین باشد. ی΄نوا
|Y (j)

ni | ≤ ٢C٠|ω⊤
niγij | < ٢C٠٢C٣ε = ۴C٠C٣ε = C۴

و نامنفͬ عبارت چون A١ شرط و گات ٩.٢ قضیه ی به توجه با ١ ≤ j ≤ N برای
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را نامساوی ها است انتگرال پذیر

n∑
i=١

var
(
Y

(j)
ni

)
≤

n∑
i=١

E

{∫ ω⊤
niγij

٠ (ψ (ei + t)− ψ (ei)) dt

}٢

=

n∑
i=١

E

[{∫ ω⊤
niγij

٠ (ψ (ei + t)− ψ (ei)) dt

}{∫ ω⊤
niγij

٠ (ψ (ei + t)− ψ (ei)) dt

}]

≤ C٠
n∑

i=١
|ω⊤

niγij |
∫ ω⊤

niγij

٠ Eψ (ei + t)− Eψ (ei) dt

= C٠
n∑

i=١
|ω⊤

niγij |
∫ ω⊤

niγij

٠ G (t) dt

≤ C۴٢
n∑

i=١

∫ ω⊤
niγij

٠
G (t) dt

ͬ کنیم م تعریف زیر بصورت را An پیشامد و

An =

 sup
١≤j≤N

∣∣∣∣∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ Ψi (t) dt

∣∣∣∣∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t) dt
≥ ١

٢





۵١ رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری
ͬ شود م نتیجه ٣ . ١ . ١ لم و N ≤

(٢n٢ + ١)p از

P (An) ≤
N∑
j=١

P

∣∣∣∣ n∑
i=١

Y
(j)
ni

∣∣∣∣ ≥ ١
٢

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγij

٠ G (t) dt


≤ ٢

N∑
j=١

exp

−
١۴
(∑n

i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t) dt
)٢

٢)٢ × C۴٢
∑n

i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t) dt+C۴ × ١٢
∑n

i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t) dt
)


= ٢
N∑
j=١

exp

− ١
١٢C۴

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγij

٠
G (t) dt


≤ ٢)٢n٢ + ١)p exp(−C۵nδ

)
(٢۵ . ٣)

اینکه و |ψ (x)| ≤ C٢ که زمانͬ است این دی·ر حالت •

Y
(j)
ni =

∫ ω⊤
niγij

٠ (ψ (ei + t)− Eψ (ei + t)) dt−
∫ ω⊤

niγij

٠ ψ (ei) dt

= Y
(j)

ni١ − Y
(j)

ni٢

ͬ کنیم م مشاهده آن گاه ١ ≤ j ≤ N برای ی΄نوا ei در Y (j)

ni٢ و Y (j)

ni١ باشید داشته توجه
|Y (j)

nil | ≤ ٢C٢|ω⊤
niγij | ≤ ۴C٢C٣ε = C⊤۴ , l = ١,٢

n∑
i=١

var
(
Y

(j)
nil

)
≤

n∑
i=١

۴C٢٢
(
ω⊤
niγij

)٢

≤ ۴C٢٢ε٢nδ
n∑

i=١

(
x⊤
niγij

)٢

≤ ۴C٢٢ε٢nδ
(
n−٢ + ٢(١

≤ C

n∑
i=١

∫ ω⊤
niγij

٠ G (t) dt.

دهیم نشان ͬ توانیم م (٢۵ . ٣) اثبات از مشابه طور به

P (An) ≤
N∑
j=١

P

∣∣∣∣ n∑
i=١

Y
(j)

ni١
∣∣∣∣ ≥ ١

۴
n∑

i=١

∫ ω⊤
niγij

٠
G (t) dt


+

N∑
j=١

P

∣∣∣∣ n∑
i=١

Y
(j)

ni٢
∣∣∣∣ ≥ ١

۴
n∑

i=١

∫ ω⊤
niγij

٠
G (t) dt


≤ ۴(٢n٢ + ١)p exp(−C′۵nδ

)
.

که ͬ شود م نتیجه کانتلͬ بورل لم از استفاده با .∑n
i=١ P (An) < ∞ ترتیب بدین



منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ۵٢
داریم بزرگ کافͬ اندازه به های n برای ی احتمال با ازاین رو ،P (An, i.o.) = ٠

sup
١≤j≤N

∣∣∣∣∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ Ψi (t) dt

∣∣∣∣∑n
i=١
∫ ω⊤

niγij٠ G (t) dt
<

١
٢

آن گاه بزرگ کافͬ اندازه ی به های n برای ی احتمال با (٣ . ٢٠) رابطه ی به توجه با
inf
γ∈U

I١n (γ) ≥
C١ε٢nδ

٨ (٢۶ . ٣)
کرد خواهیم استفاده زیر تعاریف از ما اکنون

xni =


xni١
xni٢...
xnip

 γ =


γ١
γ٢...
γp

 ani =


xnik

n
δ٢

١ ≤ i ≤ n k = ١,٢, . . . , p
٠ i ≥ n

و |xnik| ≤ ∥xni∥ ≤ d
١٢
n ≤

√
C٣n

−δ٢ ،k = ١,٢, . . . , p ثابت با و (۵ . ٣) و (١۶ . ٣) ترکیب
که ͬ بینیم م بنابراین ∑n

i=١ x٢
nik = ١ اینکه

|ani| ≤
√

C٣n−δ, n ≥ ١ (٣ . ٢٧)
ψ تابع اینکه و هستند NSD eiها (٣ . ٢٧) و ٣ . ١ . ٣ از اول قسمت توسط δ = ١ برای
نتیجه که است برقرار (٣ . ٩) شرایط بنابراین ͬ باشد م NSD نیز ψ (ei) پس ͬ باشد م ی΄نوا

ͬ شود حاصل م زیر به صورت
n−

١٢
n∑

i=١
xnikψ (ei) =

n∑
i=١

aniψ (ei) −→ ٠ a.s.

ͬ شود م حاصل زیر صورت به نتیجه δ ≤ ١٢ برای و
n∑

i=١
a٢
ni =

١
nδ

n∑
i=١

x٢
nik = n−δ (٣ . ٢٨)

صورت به نتیجه ͬ کنیم م استفاده شوارتز کوشͬ نامساوی از اینکه و ١٢ < δ < ١ برای
ͬ شود م زیرحاصل

n∑
i=١

|ani|
١
δ =

١
n

١٢

n∑
i=١

|xnik|
١
δ ≤ n

١٢

١
n

n∑
i=١

x٢
nik

 ١٢δ
= n−

١٢δ+ ١٢ (٣ . ٢٩)

پس ͬ باشد م ی΄نوا ψ تابع اینکه و هستند NSD eiها C۴ شرط ٣ . ١ . ٣ لم دوم قسمت از
تا (٣ . ٢٧) فرمول و است، برقرار (٣ . ١ . ٣) لم شرایط بنابراین ͬ باشد م NSD نیز ψ (ei)

ͬ شود م زیر صورت به نتیجه (٣ . ٢٩)
n−

δ٢
n∑

i=١
xnikψ (ei) =

n∑
i=١

aniψ (ei) −→ ٠ a.s.



۵٣ رگرسیونͬ مدل پارامترهای M‐برآودهای قوی سازگاری
استفاده شوارتز کوشͬ نامساویی از نامساوی ادامه در که ٠ < δ ≤ ١ برای بنابراین

آن گاه ͬ کنیم م
n−δ sup

γ∈U

∣∣∣∣I٢n (γ) ∣∣∣∣ = n−δ sup
γ∈U

∣∣∣∣ n∑
i=١

ω⊤
niγψ (ei)

∣∣∣∣
= n−δ sup

γ∈U

∣∣∣∣ n∑
i=١

εn
δ٢x′

niγψ (ei)

∣∣∣∣
= εn−

δ٢ sup
γ∈U

∣∣∣∣ n∑
i=١

p∑
k=١

xnikγkψ (ei)

∣∣∣∣
≤ εn−

δ٢ sup
γ∈U

√√√√√ p∑
k=١

 n∑
i=١

xnikψ (ei)

٢
.

√√√√ p∑
k=١

γ٢
k

≤ ε

√√√√√ p∑
k=١

n− δ٢
n∑

i=١
xnikψ (ei)

٢
−→ ٠ a.s.

زیر صورت به نتیجه بزرگ کافͬ اندازه ی به nهای برای ی احتمال با ͬ دهد م نشان که
ͬ باشد م

sup
γ∈U

|I٢n (γ)| ≤
C٣ε٢nδ

١۶ (٣ . ٣٠)
بزرگ کافͬ اندازه ی به های n برای ی احتمال با (٣ . ٣٠) و (٢۶ . ٣) ،(٣ . ١٩) ترکیب با

است زیر صورت به نتیجه
inf
γ∈U

Dn

(
εn

δ٢γ
)
≥ C٣ε٢nδ

١۶
برای (٣ . ١٨) تعریف از استفاده با هم چنین Dn (٠) = ٠ دانستن Dn (٠) بودن محدب از

ͬ شود م حاصل زیر نتیجه ی β̂∗n{
inf
γ∈U

Dn

(
εn

δ٢γ
)
> ٠

}
⊂
{
∥β̂∗n∥ ≤ εn

δ٢
}
.

بزرگ کافͬ اندازه ی به nهای برای ی احتمال با شده داده ε > ٠ هر برای نتیجه در
∥β̂∗n∥ ≤ εn

δ٢

ͬ شود م حاصل زیر صورت به نتیجه که
n−

δ٢ ∥β̂∗n∥ −→ ٠ a.s. (٣ . ٣١)
نتیجه این از ما است A متناهͬ ماتریس ویژه مقدار کوچ΄ترین ξ (A) باشید داشته توجه

آن گاه باشند p مرتبه از متناهͬ ماتریس دو B و A اگر که ͬ کنیم م استفاده
tr (AB) ≥ µ (A) ξ (B)



منفͬ زبرجمعͬ وابسته خطاهای با M‐برآوردها قوی سازگاری ۵۴
ببنید. (١٩٩۵) ژائو و چن به مراجعه با که A از ویژه مقدار بزرگترین µ (A) که جایی

آن گاه Sn ≥ SM > ٠ طوری که n > n٠ و M = n٠ گرفتن نظر در با اکنون
ξ (SM ) (ξ (Sn))

−١ = ξ (SM )µ
(
S−١
n

)
≤ tr

(
S−١
n SM

)
=

M∑
i=١

x′
iS

−١
n xi

≤ Mdn

≤ MC٣n−δ

بنابراین
(
ξ

(
S

١٢
n

))−١
≤ C۶n−

δ٢ طوری که دارد وجود C۶ مثبت ثابت ی نتیجه در
ͬ آید م بدست زیر نتیجه

∥β̂n∥ ≤
(
ξ

(
S

١٢
n

))−١
∥S

١٢
n β̂n∥ ≤ C۶n−

δ٢ ∥S
١٢
n β̂n∥ = C۶n−

δ٢ ∥β̂∗n∥ −→ ٠ a.s



۴ فصل
شبیه سازی مطالعات

مهندسͬ پیچیده فرایند های یا سیستم ها تحلیل و طراحͬ برای قدرتمند ابزار ی شبیه سازی
عمل در که دهند انجام را آزمایش هایی که ͬ دهد م را ام΄ان این کنندگان استفاده به که است

ͬ باشند. م زیادی بسیار هزینه ی دارای یا غیرمم΄ن
مثال های ͬ شود. م شبیه سازی بارها پرتاب عملیات ماهواره ی پرتاب از قبل مثال عنوان به
شبیه سازی فرآیند . و... موش ی شلی هواپیما، ی شدن بلند کرده اند مطرح را زیادی

گردید: آغاز تلویزیون و رادیو انتشار شروع با مطابق بیستم قرن از آمار علم در
از استفاده است، شده متداول و معمول کسͬ هر زندگͬ در وسایل این از استفاده که همانطور

است. یافته گسترش آماری شاخه های از بسیاری در شبیه سازی
و گسسته توزیع های از تصادفͬ داده های تولید به ͬ توان م آمار در سازی شبیه کاربردهای از
ͺپاس برای هم چنین کرد اشاره ... و انتگرال ها محاسبه تصادفͬ، شبه اعداد تولید پیوسته،
جواب و کرد استفاده شبیه سازی از ͬ توان م ندارد جواب آن ها برای آمار نظریه که سوالاتͬ به
استفاده با شده معرفͬ برآوردگرهای سازگاری ارزیابی برای پایان نامه این در آورد به دست تجربی

ب·یرید. نظر در را زیر خطͬ رگرسیون مدل شبیه سازی، مدل ی از
Yi = −١ + ٠٫۶X+ ei, i = ١,٢, . . . , n

شده استفاده mvtnorm و MASS پ΄یج از و گرفته انجام R افزار نرم با سازی شبیه مطالعات
شده شبیه سازی مشاهدات است. آمده پیوست در سازی شبیه به مربوط کدهای که است
از باشد NSD خطاها توزیع این که برای هستند. NSD eiهای و خطͬ رگرسیون مدل براساس



شبیه سازی مطالعات ۵۶
(٢٠٠٠) هو مقاله براساس کرده ایم. استفاده چندمتغیره تͬ یا و چندمتغیره نرمال توزیع دو
باشد منفͬ تͬ مقیاس ماتریس و نرمال توزیع کواریانس ماتریس اصلͬ قطر غیر درایه های باید
به صورت سازی شبیه مراحل در مقیاس کواریانس ماتریس متغیره چند تͬ و نرمال توزیع در

ͬ باشد م زیر
σii = ١ σij = − ١

n− ١ .
ͬ رویم. م استوار رگرسیون مدل سراغ بعدی مرحله ی کردیم تولید را NSD داده های این که از بعد
داریم. ρ(x) تابع به احتیاج استوار رگرسیونͬ مدل برای سه و دو فصل در شد اشاره که همان طور
براساس R در استوار رگرسیونͬ مدل از گرفته ایم. نظر در را هوبر تابع شبیه سازی این در ما
نظر در n = ٢٠,۴٠,۶٠,٨٠, ١٠٠, ١۵٠,٢٠٠,۵٠٠, ١٠٠٠ را نمونه ها حجم و ͬ کنیم م استفاده rlm

ͬ باشد م زیر به صورت سازی شبیه نتیجه ͬ گیریم. م

چندمتغیره نرمال توزیع ١ . ۴
ولͬ است زیاد ١MSE کم نمونه های حجم برای که است واض شده برازش منحنͬ به توجه با
واقعͬ مقدار به شده برازش منحنͬ نتیجه در ͬ یابد، م کاهش MSE نمونه ها حجم افزایش با

ͬ دهد. م کم نمونه های حجم به نسبت را قبول تری قابل برآورد و ͬ شود م نزدی تر

چندمتغیره نرمال از استفاده با ضرایب سازگاری :١ . ۴ ش΄ل

١Mean Square Error



۵٧ چندمتغیره تͬ توزیع

چندمتغیره تͬ توزیع ٢ . ۴
ولͬ ͬ باشند م زیادی نسبتا MSE دارای چندمتغیره تͬ توزیع ͬ کنیم م مشاهده که طور همان
کردیم اشاره آن به بالا در که شرایطͬ تمام و ͬ یابد م کاهش MSE نمونه حجم افزایش با باز
ایده آل تری نتیجه دنبال ما چون و ͬ هد م نشان را β̂ سازگاری که است برقرار نیز تͬ توزیع برای
به را بهتری سازگاری زیرا کنیم استفاده متغیره چند نرمال توزیع از است بهتر پس ͬ باشیم م
همه، از مهم تر و بهتر سازگاری بعد به مرحله ای ی از یعنͬ است هموارتر منحنͬ و ͬ دهد م ما

ͬ باشد م زیر به صورت آن نمودار که ͬ شود، م بهتر منحنͬ برازش

تͬ توزیع چندمتغیره از استفاده با ضرایب سازگاری :٢ . ۴ ش΄ل
مشاهده که همان طور n = ۴٠,٢٠٠, ١٠٠٠ نمونه های برای آمده زیر در که جعبه ای نمودار
ͬ شود م نزدی ضرایب واقعͬ مقدار به نمونه حجم افزایش با استوار رگرسیون مدل در ͬ کنید م
که ͬ باشند م پرت داده ی دهنده ی نشان هستند اطمینان فواصل از خارج که داده هایی که

ندارند تاثیری هیچ مدل در یعنͬ



شبیه سازی مطالعات ۵٨

۴٠ نمونه حجم برای ضرایب برآورد به مربوط باکس پلات نمودار :٣ . ۴ ش΄ل

٢٠٠ نمونه حجم برای ضرایب برآورد به مربوط باکس پلات نمودار :۴ . ۴ ش΄ل

١٠٠٠ نمونه حجم برای ضرایب برآورد به مربوط باکس پلات نمودار :۵ . ۴ ش΄ل



۵٩ چندمتغیره تͬ توزیع

مختلف نمونه های حجم برای ضرایب برآورد به مربوط میانگین :١ . ۴ جدول
تعداد β٠ β١
n = ٢٠ ‐٠/٩٨۶٠ ٠/۶١٩۵
n = ۴٠ ‐٠/٩٩١٩ ٠/۵٢۵٧
n = ۶٠ ‐١/٠٢٠١ ٠/۵٩١٩
n = ٨٠ ‐٠/٩٨۵٠ ٠/۶٠۶۵
n = ١٠٠ ‐٠/٩٩١٣ ٠/۵٩۶۶
n = ١۵٠ ‐١/٠٠٣۴ ٠/۵٩٠٩
n = ٢٠٠ ‐٠/٩٨٩٧ ٠/۵٧٨۵
n = ۵٠٠ ‐٠/٩٩۶٣ ٠/۶٠٠٨
n = ١٠٠٠ ‐٠/٩٩۶٩ ٠/۵٩٠٨
n = ١٠٠٠٠ ‐٠/٩٩۶٠۵ ٠/۵٩٢۵

جدول در که مختلف نمونه های حجم برای استوار رگرسیون مدل در ضرایب برآورد میانگین
رگرسیون ضرایب برابر تقریبا کم نمونه های حجم برای ضرایب میانگین برآورد شده آورده (١ . ۴)
برآوردها این ͬ دهیم م افزایش را نمونه حجم هرچه ولͬ است دوم توان های کمترین خطͬ مدل
ͬ شود، م نزدی دوم توان های کمترین خطͬ رگرسیونͬ مدل ضرایب به کامل طور به تقریبا
نزدی واقعͬ مقدار به تقریبا حلقه زیاد تکرار و نمونه حجم افزایش با مشاهده که همانطور

ͬ رساند. م را سازگاری مفهوم همون این که شدن

نتیجه گیری و بحث ٢ . ١ . ۴
خطاها جمله ی هم چنین کردیم فرض را استوار رگرسیون مدل ی نامه پایان این در •
این در ما هدف که ͬ باشد م NSD وابستگͬ ساختار با وابسته تصادفͬ متغیرهای را
برای تضمینͬ نتیجه این که بوده β̂n قوی سازگاری دادن نشان استوار رگرسیونͬ مدل
شبیه سازی مطالعات از استفاده با که ͬ باشد، م استوار رگرسیون مدل در کامل هم·رایی

دادیم. نشان را سازگاری این
کلͬ حالت در است آن بودن مناسب و بودن معتبر معنͬ به آماری، متون در استوار روش •
رگرسیون کرد. تعریف استواری را کم پذیره ها از کم انحراف به نبودن حساس ͬ توان م
توزیع دارای مشاهدات که زمانͬ پرت داده های به نسبت نبودن حساس بر علاوه استوار
ͬ باشد. م دوم توان های کمترین به نسبت درصدی ٩۵ تا ٩٠ کارایی دارای هستند نرمال



شبیه سازی مطالعات ۶٠
NA تصادفͬ متغیرهای که ͬ هاست وابستگ از بزرگ بسیار رده ی ی NSD وابستگͬ رده •
برقرار متغیرها از رده دو این برای شده ارایه نتیجه بنابراین ͬ شود م شامل را مستقل و
نظر از تصادفͬ متغیر نوع دو این با رگرسیونͬ مدل در خطا جمله ͬ توان م که ͬ باشد م
برای استوار رگرسیون برآوردگر کامل هم·رایی بررسͬ که گرفت نتیجه کامل هم·رایی

کرد. استفاده آن از ͬ توان م آینده در که است موضوعͬ وابستگͬ رده های سایر
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آ  پیوست
چهار و دو فصل سازی شبیه کدهای

توان های کمترین رگرسیون مدل به مربوط کدهای آ  . ١
استوار رگرسیون و دوم

rm(list=ls())

library(MASS)

library(HoRM)

data <- read.csv("G:/data1.csv")

Y <- c(data$Y)

X0 <- c(rep(1,21))

X1 <- c(data$X1)

X2 <- c(data$X2)

X3 <- c(data$X3)

X <- matrix(c(Y,X1 ,X2 ,X3 ), nrow = 21, ncol = 4)

X

Xls <- matrix(c(X0,X1 ,X2 ,X3 ), nrow = 21, ncol = 4)

LS <- lm(Y ~. , data=data)

۶٧



چهار و دو فصل سازی شبیه کدهای ۶٨
summary(LS)

names(LS)

beta1 <- c(LS$coefficients)

beta01 <- as.matrix(beta1)

Y01 <- as.matrix(Y)

dim(t(Y01))

dim(Y01)

dim(t(beta01))

dim(t(Xls))

SSE_b0 <- t(Y01)%*%Y01 - t(beta01)%*%t(Xls)%*%Y01

MSE_b0 <- (SSE_b0)/(21-3)

MSE_b0

se.ls <- LS$residuals

plote<-qqnorm(se.ls)

qqline(se.ls, col="red",lWd=3)

names(LS)

data_o <- X[-c(1,3,4,21),]

data_o

da <- as.data.frame(data_o)

LS1 <- lm(V1 ~. , data=da)

summary(LS1)

se.LS1<-LS1$residuals

Yhat <- (-37.6)+(0.8*X1)+(0.58*X2)+((-0.07)*X3)

resi <- Y-Yhat

resi

beta2 <- c(LS1$coefficients)

beta02 <- as.matrix(beta2)

SSE_b2 <- t(Y01)%*%Y01 - t(beta02)%*%t(Xls)%*%Y01

MSE_b02 <- (SSE_b2)/(21-3)

MSE_b02

plote<-qqnorm(se.LS1)

qqline(se.LS1, col="red",lWd=4)

#########################

mod.bisq1 <- rlm(Y ~., data=data, method="M")



۶٩ استوار رگرسیون و دوم توان های کمترین رگرسیون مدل به مربوط کدهای
names(mod.bisq1)

summary(mod.bisq1)

se.M <- mod.bisq1$residuals

plote<-qqnorm(se.M)

qqline(se.M, col="red",lWd=4)

beta5 <- c(mod.bisq1$coefficients)

beta05 <- as.matrix(beta5)

SSE_b5 <- t(Y01)%*%Y01 - t(beta05)%*%t(Xls)%*%Y01

MSE_b05 <- (SSE_b5)/(21-3)

MSE_b05

چندمتغیره نرمال توزیع به مربوط کدهای آ  . ١ . ١
library(MASS)

library(mvtnorm)

remove(list=ls())

set.seed(2314)

gen.data<-function(beta0, beta1, n){

### generating NSD errors from a multivariate normal dist.

a=-1/(n-1)

M=a*matrix(rep(1,n*n),ncol=n)

diag(M)=rep(1,n)

eigen(M)$values

epsilon<-as.vector(rmvnorm(1, mean=rep(0, nrow(M)), sigma=100*M))

### generating covariate x

x=rnorm(n)

### generating data from a linear model with NSD errors

y = beta0 + beta1*x+ epsilon

##

dt = data.frame(cbind(x,y))

return(dt)

}

dt = gen.data(beta0=-1, beta1=.6, n=100)

### M-estimation of the model



چهار و دو فصل سازی شبیه کدهای ٧٠
#fit = rlm(y~x, psi= psi.huber, data=dt, method='M', scale.est="Huber")

#summary(fit)

#fit$coef

MSE <- function(B, n){

Est = matrix(NA, nrow=B, ncol=2)

bias = mse = rep(NA, 2)

beta0 = -1; beta1 = 0.6

for (i in 1:B){

dt <- gen.data(beta0=beta0, beta1=beta1, n=n)

fit = rlm(y~x, psi= psi.huber, data=dt, method='M', scale.est="Huber")

Est[i,] = fit$coef

}

bias = apply(Est, 2, mean)-c(beta0, beta1)

mse = apply((Est-c(beta0, beta1))^2, 2, mean)

return(list(Est=Est, bias=bias, mse=mse))

}

n = c(20, 40, 60, 80, 100, 150, 200, 500, 1000)

res.n20 = MSE(n=n[1], B=500)

res.n40 = MSE(n=n[2], B=500)

res.n60 = MSE(n=n[3], B=500)

res.n80 = MSE(n=n[4], B=500)

res.n100 = MSE(n=n[5], B=500)

res.n150 = MSE(n=n[6], B=500)

res.n200 = MSE(n=n[7], B=500)

res.n500 = MSE(n=n[8], B=500)

res.n1000 = MSE(n=n[9], B=500)

par(mfrow=c(1,2))

plot(c(res.n20$mse[1], res.n40$mse[1], res.n60$mse[1],

res.n80$mse[1], res.n100$mse[1], res.n150$mse[1], res.n200$mse[1],

res.n500$mse[1], res.n1000$mse[1]), type="l", ylab="MSE",

xlab="sample size", main=expression(beta[0]))

plot(c(res.n20$mse[2], res.n40$mse[2], res.n60$mse[2],

res.n80$mse[2], res.n100$mse[2], res.n150$mse[2],

res.n200$mse[2], res.n500$mse[2], res.n1000$mse[2]),



٧١ استوار رگرسیون و دوم توان های کمترین رگرسیون مدل به مربوط کدهای
type="l", ylab="MSE", xlab="sample size", main=expression(beta[1]))

چندمتغیره تͬ توزیع به مربوط کدهای آ  . ١ . ٢
library(MASS)

library(mvtnorm)

remove(list=ls())

set.seed(2314)

gen.data<-function(beta0, beta1, n){

### generating NSD errors from a multivariate normal dist.

a=-1/(n-1)

M=a*matrix(rep(1,n*n),ncol=n)

diag(M)=rep(1,n)

eigen(M)$values

epsilon<-as.vector(rmvt(1, sigma=100*M, df=3))

### generating covariate x

x=rnorm(n)

### generating data from a linear model with NSD errors

y = beta0 + beta1*x+ epsilon

##

dt = data.frame(cbind(x,y))

return(dt)

}

dt = gen.data(beta0=-1, beta1=.6, n=100)

### M-estimation of the model

#fit = rlm(y~x, psi= psi.huber, data=dt, method='M', scale.est="Huber")

#summary(fit)

#fit$coef

MSE <- function(B, n){

Est = matrix(NA, nrow=B, ncol=2)

bias = mse = rep(NA, 2)

beta0 = -1; beta1 = 0.6

for (i in 1:B){

dt <- gen.data(beta0=beta0, beta1=beta1, n=n)



چهار و دو فصل سازی شبیه کدهای ٧٢
fit = rlm(y~x, psi= psi.huber, data=dt, method='M', scale.est="Huber")

Est[i,] = fit$coef

}

bias = apply(Est, 2, mean)-c(beta0, beta1)

mse = apply((Est-c(beta0, beta1))^2, 2, mean)

return(list(Est=Est, bias=bias, mse=mse))

}

n = c(20, 40, 60, 80, 100, 150, 200, 500, 1000)

res.n20 = MSE(n=n[1], B=500)

res.n40 = MSE(n=n[2], B=500)

res.n60 = MSE(n=n[3], B=500)

res.n80 = MSE(n=n[4], B=500)

res.n100 = MSE(n=n[5], B=500)

res.n150 = MSE(n=n[6], B=500)

res.n200 = MSE(n=n[7], B=500)

res.n500 = MSE(n=n[8], B=500)

res.n1000 = MSE(n=n[9], B=500)

par(mfrow=c(1,2))

plot(c(res.n20$mse[1], res.n40$mse[1], res.n60$mse[1],

res.n80$mse[1], res.n100$mse[1], res.n150$mse[1], res.n200$mse[1],

res.n500$mse[1], res.n1000$mse[1]), type="l", ylab="MSE", xlab="sample size",

main=expression(beta[0]))

plot(c(res.n20$mse[2], res.n40$mse[2], res.n60$mse[2],

res.n80$mse[2], res.n100$mse[2], res.n150$mse[2],

res.n200$mse[2], res.n500$mse[2], res.n1000$mse[2]),

type="l", ylab="MSE", xlab="sample size", main=expression(beta[1]))

ضرایب میانگین به مربوط کدهای آ  . ١ . ٣
res.n20 = MSE(n=n[1], B=500)

mean(res.n20$Est[,1])

mean(res.n20$Est[,2])

res.n40 = MSE(n=n[2], B=500)

mean(res.n40$Est[,1])



٧٣ استوار رگرسیون و دوم توان های کمترین رگرسیون مدل به مربوط کدهای
mean(res.n40$Est[,2])

res.n60 = MSE(n=n[3], B=500)

mean(res.n60$Est[,1])

mean(res.n60$Est[,2])

res.n80 = MSE(n=n[4], B=500)

mean(res.n80$Est[,1])

mean(res.n80$Est[,2])

res.n100 = MSE(n=n[5], B=500)

mean(res.n100$Est[,1])

mean(res.n100$Est[,2])

res.n150 = MSE(n=n[6], B=500)

mean(res.n150$Est[,1])

mean(res.n150$Est[,2])

res.n200 = MSE(n=n[7], B=500)

mean(res.n200$Est[,1])

mean(res.n200$Est[,2])

res.n500 = MSE(n=n[8], B=500)

mean(res.n500$Est[,1])

mean(res.n500$Est[,2])

res.n1000 = MSE(n=n[9], B=500)

mean(res.n1000$Est[,1])

mean(res.n1000$Est[,2])

res.n10000 = MSE(n=n[9], B=1000)

mean(res.n10000$Est[,1])

mean(res.n10000$Est[,2])

جعبه ای نمودارهای به مربوط کدهای آ  . ١ . ۴
res.n40 = MSE(n=n[2], B=50)

boxplot(res.n40$Est)

res.n200 = MSE(n=n[7], B=500)

boxplot(res.n200$Est)

res.n1000 = MSE(n=n[9], B=500)

boxplot(res.n1000$Est)



Aabstract

In this thesis we discuss the strong consistency of M-estimates of the regression parameters in a
linear model with negatively superadditive dependent (NSD) random errors. The result improves
themoment condition and generalises the case of independent random errors to that of NSD random
errors.
key words: Strong consistency, Negatively superadditive dependent, Robust regression.
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