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یا...١ ೯دا

گذشته زیستن برای که لحظه ای بی ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
آن تا ب·ذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت است،

ͬ داری. م دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را،
به خاطر کشیدن زندانͬ تو، به خاطر دیدن، ش΄نجه که ͬ دانند م همه و ͬ دانͬ م تو
من که توست شادی از است. من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو، پای به بردن ͷرن و تو
و ͬ درخشد م خسته ام چشمان در امید برق که توست رهایی امید از ͬ خندم، م دل در
ͬ توانم نم ͬ کنم. م احساس ریه هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از
افتاده، و ضعیف جمله های و ساده کلمات زیر در که را ش·فتͬ نیروی بزنم. حرف خوب

دریاب. کرده ام پنهان
برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که ͬ دانند م همه و ͬ دانͬ م تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من، نگاه در امیدی
آموخت. خواهم خود را مردن چ·ونه بیاموز، من به را زیستن چ·ونه تو،

بی سلاح، جهاد بی همراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΄ست، در تلاش توفیق من به
بی نام، عظمت بی عوام، مذهب بی دنیا، دین س΄وت، در فداکاری بی پاداش، کار
عشق بی غرور، قناعت بی خامͬ، گستاخͬ بی نمود، خوبی بی ریا، ایمان بی نان، خدمت
کن. روزی بداند، دوست بی آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی هوس،

঒ࡣت ೯دا باز ॴوم، ඛ঺ھا ඛ঺ھا ଌୃن ඟ໋ا

ಶඍن ॥୓ت... ৯دا ૡঙه جا಻ඎিن او

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ

و



... ণپاس ච໋اری

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی کران لطف با که را ح΄یم خداوندگار سپاس
آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه  آغاز در
ایشان ارزنده راهنمایی های از که کنم قدردانͬ و تش΄ر صمیمانه فتحعلͬ، جعفر دکتر
انسانیت و علم م΄تب شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل پژوهش، پیشبرد راستای در

هستم. ایشان والای منش و
این در که وجودش، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم، همسر از
همچنین دارم. را قدردانͬ و سپاس نهایت بود من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین
قدردانͬ و تش΄ر کمال شده اند متقبل را رساله این داوری زحمت که محترمͬ اساتید از

دارم. را

نظری مرتضͬ
١٣٩٧ بهمن

ز
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خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “
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در بوده اند، تاثیرگذار رساله اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت رساله از مستخرج مقالات
آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته
نظری مرتضͬ
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون رساله این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح



چ΄یده
در که است تحقیقاتͬ زمینه های کاربردی ترین از تاسیسات و تسهیلات م΄ان یابی
است. زیادی بسیار کاربردهای دارای و است شده گسترده علوم شاخه های از بسیاری
واقعͬ دنیای شاخصه های با که تسهیلات و تاسیسات م΄ان یابی از مدل هایی امروزه
دلیل همین به است. گرفته قرار بررسͬ مورد بیشتر باشند داشته بیشتری تطابق
تطابق دلیل به آرمانͬ و متعادل م΄ان یابی پشتیبان، م΄ان یابی معکوس، م΄ان یابی
ضمن رساله این در این رو از گرفته اند. قرار توجه مورد دارند واقعیت در که بیشتری
مسائل مانند  ͬ اصلاح م΄ان یابی مسائل میانه، ‐ p ΁کلاسی م΄ان یابی مسائل معرفͬ
و درختͬ شب΄ه های روی بر ناخوشایند و ناخوشایند نیمه حالت در پشتیبان ٢ ‐میانه
داده ایم قرار بررسͬ مورد را پیوسته فضای در آرمانͬ پشتیبان وسیله ای چند مسئله
کرده ایم. ارائه مسائل این حل برای را قضایا اثبات بر مبتنͬ کارآمد روش هایی و
٢ ‐میانه مسائل بودجه ای محدودیت نوع و هزینه حداقل نوع معکوس همچنین
نموده ریاضͬ مدل بندی R٢ پیوسته فضای و گراف ها گسسته فضای در را پشتیبان
فراابتکاری ال·وریتم های و وایزفیلد شبه تکراری روش های مدل ها این حل  برای و
محدودیت نوع معکوس نیز انتها در کرده ایم. ارائه را پرندگان بهینه سازی و فرهنگͬ
گراف ها روی بر را متعادل سرویس دهنده ‐ ٢ مسئله ΁ی هزینه حداقل و بودجه ای
ارائه آن حل برای O(n log n) مرتبه از ابتکاری ال·وریتم دو و داده قرار بررسͬ مورد

نموده ایم.

هزینه، حداقل نوع معکوس بودجه ای، محدودیت نوع معکوس کلیدی: کلمات
متعادل. ٢ ‐میانه م΄ان یابی آرمانͬ، م΄ان یابی پشتیبان، م΄ان یابی

ی
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١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فراابتکاری ال·وریتم های ۶ . ۶
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . پرندگان بهینه سازی ال·وریتم ١ . ۶ . ۶
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . فرهنگͬ فراابتکاری ال·وریتم ٢ . ۶ . ۶
١١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسباتͬ نتایج ٧ . ۶
١٢٧ متعادل م΄ان یابی مسئله معکوس ٧
١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله تعریف ٧ . ١
١٢٩ متعادل ٢ ‐سرویس دهنده هزینه حداقل نوع معکوس ٧ . ٢

٢ ‐سرویس دهنده مسئله هزینه حداقل معکوس حل ال·وریتم ٧ . ٢ . ١
١٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل
١٣۵ . . . . متعادل سرویس دهنده ‐ ٢ بودجه ای محدودیت معکوس ٧ . ٣
١۴١ ͽمراج



تصاویر فهرست
٣ . . . . . .Θ و Ω ،O مجانبی نمادهای برای ترسیمͬ مثال های ١ . ١
۵ . . . . . . . . . . شده. تعریف کلاس های مجموعه از تصویری ١ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . یال. شش و راس هفت با درختͬ ٢ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . .(v۵, v۶) یال و v۶راس حذف از حاصل درخت ٢ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . .(v۵, v٧) یال و vراس٧ حذف از حاصل درخت ٢ . ٣
٣١ . . . . . . . . . . . .(v٢, v۵) یال و v۵راس حذف از حاصل درخت ۴ . ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال. ͷپن و راس شش با درختͬ ۵ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . .(v١, v۶) یال حذف از حاصل درخت های زیر ۶ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . .(v١, v٢) یال حذف از حاصل درخت های زیر ٢ . ٧
٣۴ . . . . . . . . . . . . .(v٢, v٣) یال حذف از حاصل درخت های زیر ٢ . ٨
٣۴ . . . . . . . . . . . . .(v٢, v۵) یال حذف از حاصل درخت های زیر ٢ . ٩
٣۵ . . . . . . . . . . . . .(v٢, v۴) یال حذف از حاصل درخت های زیر ٢ . ١٠
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن. بدون درخت ٢ . ١١
۶٠ . . . . . . . . . . . . . ͬ باشد. م ١ ‐میانه ،m رأس که درختͬ ٣ . ١
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . .s رأس در دار ریشه درخت های زیر ٣ . ٢
۶۶ . . . . . . . . . . . . آرمانͬ. م΄ان یابی مسئله گرافی΄ͬ نمایش ٣ . ٣
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس. ۴ با T درخت ١ . ۴

٠ ≤ تغییرات به نسبت مسئله، جواب سه برای هدف تابع مقادیر ٢ . ۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ρ ≤ ١
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس. ۵ با مسیر ΁ی ٣ . ۴

به نسبت ،{v٢, v۵} و {v١, v۵} جواب های به ازای هدف تابع مقادیر ۴ . ۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٠ ≤ ρ ≤ ١ تغییرات

شده ارائه فیلد شبه‐وایز ال·وریتم هم·رایی سرعت نمودار نمودار ١ . ۵
٨٩ . . . . . . . . . . .p = ٢ حالت برای تکرار تعداد با مقایسه در

ق



تصاویر فهرست ر
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . بالعکس. و جامعه بر فرهنگ تاثیر ١ . ۶
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . فرهنگͬ. ال·وریتم کارکرد از نمایی ٢ . ۶

−٢ نقاط و مش΄ͬ) (ستاره بهینه نقاط قرمز)، (مریع اولیه نقاط ٣ . ۶
١١٣ . . . .B = ٨٠ و n = ٢۵ ،ρ = ٠/٣ برای آبی) بعلاوه (نقاط میانه

ρ = حالت برای IPSO ،PSO روش های، عمل΄رد مقایسه ای نمودار ۴ . ۶
١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .B = ٨٠ و n = ٢۵ ،٠/٣

ρ = حالت برای IPSO ،PSO روش های، عمل΄رد مقایسه ای نمودار ۵ . ۶
١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .B = ٨٠ و n = ٢۵ ،٠
١٢١ . . . β = ١٨٠ حالت برای تکرار تعداد برحسب هدف تابع مقادیر ۶ . ۶

p = حالت برای (دایره) نهایی نقاط و (مربع) اولیه نقاط مختصات ٧ . ۶
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β = ١٨٠ و ٢

p = حالت برای (دایره) نهایی نقاط و (مربع) اولیه نقاط مختصات ٨ . ۶
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β = ١٨٠ و ۴

p = حالت برای (دایره) نهایی نقاط و (مربع) اولیه نقاط مختصات ٩ . ۶
١٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β = ١٨٠ و ۵

p = حالت برای (دایره) نهایی نقاط و (مربع) اولیه نقاط مختصات ١٠ . ۶
١٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β = ١٨٠ و ١٠
١٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس ٩ با T درخت ٧ . ١
١٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس. ١٠ با مسیر ΁ی ٧ . ٢
١٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس ٩ با G گراف ٧ . ٣



جداول فهرست
سرویس دهنده های بین وزن و (Pi = (ai, bi)) موجود وسیله های مختصات ١ . ۵

٨٧ . . . . . . . . . (wji, j = ١, . . . ,۵) موجود. وسیله های و جدید
٨٨ . . . . . . . . .(vjl) جدید سرویس دهنده های بین مربوط وزن ٢ . ۵

،i = ١, . . . ,m حالت در k = ۴ و p = ٢ برای آمده بدست نتایج ٣ . ۵
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Ri = ٠/۵

Ri = ٠/۵ ،i = ١, . . . ,m و k = ۴ حالت برای آمده بدست نتایج ۴ . ۵
٨٨ . . . . . . . . . . . . . تکرار. ٢٠٠ در p مختلف مقادیر برای

نسبت دی·ر، مقالات با حاضر ال·وریتم از آمده بدست نتایج مقایسه ۵ . ۵
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p مختلف مقادیر به

،B = ۴٠ حالت برای BR2MP مسئله هدف تابع مقدار بر ρ تاثیرات ١ . ۶
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n = ١٠ و p = ٢

،B = ٣۵٠ حالت برای BR2MP مسئله هدف تابع مقدار بر ρ تاثیرات ٢ . ۶
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n = ۵٠ و p = ٢

،ρ = ٠/۵ حالت برای BR2MP مسئله هدف تابع مقدار بر ρ تاثیرات ٣ . ۶
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n = ٨٠ و B = ٧٠٠

ρ = حالت برای BR2MP مسئله هدف تابع مقدار بر ،B تاثیرات ۴ . ۶
١١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n = ٣٠ و p = ٣ ،٠/٣
١١٨ . . . . . . . . آن  ها. وزن همراه به (مشتری  ها ) نقاط مختصات ۵ . ۶

p = نرم  های برای ،β = ١٨٠ بودجه با شده شبیه  سازی نتایج ۶ . ۶
١١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢,۴,۵, ١٠

تعداد حسب بر ، p = ٢,۴,۵, ١٠ نرم  های به ازای هدف تابع مقادیر ٧ . ۶
١٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکرار

n = با ،CA و PSO ،IPSO روش  های از آمده بدست نتایج مقایسه ٨ . ۶
نرم  های به نسبت t = ١٠٠٠ تکرار تعداد و ρ = ٠٫۵ ،β = ٧۵٠ ،۴٠

١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p = ١, ١٫۵,٢,۵, ١٠
ش



جداول فهرست ت
n = با CA و PSO ،IPSO روش  های از آمده بدست نتایج مقایسه ٩ . ۶
β = به نسبت t = ١٠٠٠ تکرار تعداد و ρ = ٠٫٣ ،p = ٢ ،۴٠

١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١٠٠,٣٠٠,۵٠٠,٧٠٠
n = با CA و PSO ،IPSO روش  های از آمده بدست نتایج مقایسه ١٠ . ۶
ρ = به نسبت t = ١٠٠٠ تکرار تعداد و β = ۵٠٠ ،p = ٢ ،۴٠

١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٠, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٨
تعداد با CA و PSO ،IPSO روش  های از آمده بدست نتایج مقایسه ١١ . ۶

١٢۵ . . . . . . . . . . متفاوت. ش΄ست  های ضریب و بودجه نقاط،
١٣٣ . . . . . . . . . . . . . . .T دخت رئوس وزن در تغییر هزینه ٧ . ١
١٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . رئوس وزن در تغییرات هزینه ٧ . ٢
١٣٨ . . . . . . . . . . .G گراف در رئوس وزن تغییر از حاصل هزینه ٧ . ٣



١ فصل
مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

شده ارائه فصل این در رساله این بعدی فصل های نیاز مورد پایه ای و مقدماتͬ تعاریف
است. شده برگرفته [١٠٢ ،٩٢ ،۶۴ ،٣٨] ͽمراج از فصل این مطالب است.

پیچیدگͬ آنالیز از مقدماتͬ مفاهیم ١ . ١
در که شد خواهد معرفͬ پیچیدگ١ͬ آنالیز به مربوط مفاهیم و تعاریف قسمت این در

ͬ روند. م ب΄ار ال·وریتم ها اجرای٢ زمان تفسیر

حسابی، عملیات تعداد از است عبارت ال·وریتم ΁ی اجرای زمان .١ . ١ . ١ تعریف
بیانگر n اگر مسئله. ΁ی حل برای ال·وریتم اجرای طول در جای·زینͬ و مقایسه ای
داده نمایش T (n) با معمولا˟ ال·وریتم اجرای زمان آنگاه باشد، ورودی داده های تعداد

ͬ شود. م
رفتار توابع، دقیق رفتار گرفتن درنظر به جای ال·وریتم ها تحلیل و تجزیه بحث در
میزان و ال·وریتم اجرای زمان تخمین برای ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد آن ها مجانبی

1Complexity
2Running time



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢
نمادها این ͬ شود. م استفاده مجانبی نمادهای نام به نمادهایی از آن، پیچیدگͬ
تحلیل در و ͬ شوند م محاسبه خاصͬ روش طبق کدام هر که Ω و Θ ،O از عبارتند

دارند. فراوانͬ کاربرد ال·وریتم ها
،f(n) ∈ O(g(n)) یا f(n) = O(g(n)) گویند ،g(n) مفروض تابع برای .١ . ١ . ٢ تعریف
باشد داشته وجود n٠ مانند طبیعͬ عدد ΁ی و β مانند مثبت حقیقͬ مقدار ΁ی اگر

باشیم: داشته ،n ≥ n٠ هر به ازای که به طوری
٠ ≤ f(n) ≤ βg(n).

اگر .f(n) = O(g(n)) آنگاه ،limn→∞
f(n)
g(n)

̸= ∞ اگر گفت، ͬ توان م دی·ر به عبارتͬ
تعریف f(n) تابع برای مجانبی بالای کران به عنوان βg(n) آنگاه ،f(n) = O(g(n))

ͬ دهد. م نشان را O نماد برای مثال ΁ی الف، ١ . ١ ش΄ل ͬ شود. م
،f(n) ∈ Ω(g(n)) یا f(n) = Ω(g(n)) گویند ،g(n) مفروض تابع به ازای .١ . ١ . ٣ تعریف
باشد داشته وجود n٠ مانند طبیعͬ عدد ΁ی و β مانند مثبت حقیقͬ مقدار ΁ی اگر

باشیم: داشته ،n ≥ n٠ هر ازای به که به طوری
٠ ≤ βg(n) ≤ f(n).

اگر .f(n) = Ω(g(n)) آنگاه ،limn→∞
f(n)
g(n)

̸= ٠ اگر که گفت ͬ  توان م دی·ر به عبارت
تعریف f(n) تابع برای مجانبی پایین کران به عنوان βg(n) آنگاه ،f(n) = Ω(g(n))

ͬ دهد. م نشان را Ω نماد برای گرافی΄ͬ مثال ΁ی ب، ١ . ١ ش΄ل ͬ شود. م
f(n) ∈ یا f(n) = Θ(g(n)) گویند شده، داده g(n) تابع ΁ی به ازای .۴ . ١ . ١ تعریف
وجود n٠ مانند طبیعͬ عدد ΁ی و β٢ ،β١ مانند مثبت حقیقͬ مقادیر اگر ،Θ(g(n))

باشیم: داشته ،n ≥ n٠ هر ازای به که به طوری باشد داشته
٠ ≤ β١g(n) ≤ f(n) ≤ β٢g(n).

α آن در که f(n) = Θ(g(n)) آنگاه ،limn→∞
f(n)
g(n)

= α اگر گفت ͬ توان م دی·ر، به عبارت
مجانبی پایین کران را β١g(n) آنگاه ،f(n) = Θ(g(n)) اگر است. مثبت ثابت عدد ΁ی
ترسیمͬ مثال ΁ی ج، ١ . ١ ش΄ل گویند. f(n) تابع برای مجانبی بالای کران β٢g(n) و

ͬ دهد. م نشان را Θ نماد برای



٣ پیچیدگͬ آنالیز از مقدماتͬ مفاهیم

.Θ و Ω ،O مجانبی نمادهای برای ترسیمͬ مثال های :١ . ١ ش΄ل
T (n) = هرگاه است چندجمله ای اجرای زمان دارای ال·وریتم ΁ی .۵ . ١ . ١ تعریف

ثابت است. طبیعͬ عدد ΁ی k آن در که ،O(nk)

پیچیدگͬ هرگاه است چندجمله ای شبه اجرای زمان دارای ال·وریتم ΁ی .۶ . ١ . ١ تعریف
باشد. آن ها بزرگͬ و ورودی داده های اندازه از چندجمله ای ΁ی آن زمانͬ

بازگشتͬ معادلات حل برای اصلͬ قضیه
ش΄ل به بازگشتͬ معادلات حل برای روشͬ اصلͬ، قضیه
T (n) = aT (n/b) + f(n). (١ . ١)

است. مثبت تابع ΁ی f(n) و بوده ثابتͬ اعداد b > ١ و a ≥ ١ آن در که ͬ کند، م ارائه
با مسئله زیر a به که ͬ باشد م n اندازه با ال·وریتم ΁ی اجرای زمان بیانگر فوق رابطه
مسئله ها زیر نتایج ادغام و مسئله تقسیم برای لازم زمان است. شده تقسیم n

b
اندازه

ͬ شود. م بیان f(n) تابع با
ب·یرید. نظر در را (١ . ١) بازگشتͬ معادله اصلͬ) (قضیه .١ . ١ . ١ قضیه

آنگاه ،f(n) = O(nlogb a−ε) باشیم داشته ε > ٠ مانند ثابت عدد ΁ی برای اگر •
.T (n) = Θ(nlogb a) داشت خواهیم

.T (n) = Θ(nlogb a log n) آنگاه ،f(n) = Θ(nlogb a) اگر •
اگر نیز و ،f(n) = Ω(nlogb a+ε) باشیم داشته ε > ٠ مانند ثابت عدد ΁ی برای اگر •
باشد داشته وجود c < ١ ثابت عدد ΁ی ،n بزرگ کافͬ اندازۀ به مقدارهای برای

.T (n) = Θ(f(n)) آنگاه ،af(n/b) ≤ cf(n) که به طوری



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۴
یا ”بله“ جواب دارای همواره اگر ͬ گویند م تصمیم گیری مسئله را مسئله ΁ی
(کران U کران ΁ی کردن اضافه با ͬ توان م را بهینه سازی مسئله ΁ی باشد. ”خیر“
مسئله ΁ی به زیر سؤالات بررسͬ و شود بهینه باید که مقداری روی پایین)، یا بالا

کرد: تبدیل تصمیم گیری
هدف تابع مقدار که دارد وجود شدنͬ جواب ΁ی آیا مینیمم سازی: مسئله برای . ١

باشد؟ U حداکثر آن برای
هدف تابع مقدار که دارد وجود شدنͬ جواب آیا ماکزیمم سازی: مسئله برای . ٢

باشد؟ U حداقل آن برای
مسئله آنگاه کند، حل را تصمیم گیری مسئله بتواند ال·وریتم ΁ی اگر که است ذکر قابل
را بهینه  سازی مسئله ال·وریتم، ΁ی اگر همچنین کرد. خواهد حل نیز را بهینه سازی
چندجمله ای زمان در نیز را تصمیم گیری مسئله آنگاه کند، حل چندجمله ای زمان در

کرد. خواهد حل

است، تبدیل قابل چندجمله ای زمان در B مسئله ΁ی به A مسئله .١ . ١ . ٧ تعریف
که: به طوری باشد موجود R تبدیل تابع ΁ی هرگاه

باشد، A برای (”خیر“) “ ”بله ورودی ΁ی x اگر ،x ورودی داده هر ازای به . ١
برعکس. و کند فراهم B برای (”خیر“) ”بله“ ورودی ΁ی R(x) آنگاه

باشد. محاسبه قابل چند جمله ای زمان در R(x) مقدار . ٢

است تبدیل قابل چندجمله ای زمان در B مسئله به A مسئله گویند دی·ر، به عبارتͬ
نمونه ΁ی به را A از نمونه هر که به طوری باشد موجود چندجمله ای ال·وریتم ΁ی اگر
΁ی به چندجمله ای زمان در A مسئله ΁ی اگر کند. تبدیل ی΄سان جواب های با B از

ͬ نویسند: م آنگاه باشد، تبدیل قابل B مسئله

A ≤p B.

زمان در که است تصمیم گیری مسائل از مجموعه ای ،٣P دسته .١ . ١ . ٨ تعریف
باشند. حل قابل چندجمله ای
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۵ گراف ها به مربوط اولیه تعاریف
چندجمله ای زمان در که است مسائلͬ از دسته آن شامل ۴NP کلاس .١ . ١ . ٩ تعریف
΁ی ”خیر“ یا ”بله“ ارزش چندجمله ای زمان ΁ی در ͬ توان م ولͬ ͬ باشند نم حل قابل

داد. تشخیص را کاندید جواب

Q′ ∈ NP هر برای اگر است NP‐سخت نوع از Q مسئله ΁ی گویند .١ . ١ . ١٠ تعریف
باشیم: داشته

Q′ ≤p Q.

ͬ دهد. م نشان را شده تعریف کلاس های مجموعه از تصویری ١ . ٢ ش΄ل

شده. تعریف کلاس های مجموعه از تصویری :١ . ٢ ش΄ل

گراف ها به مربوط اولیه تعاریف ١ . ٢
زیر همه مجموعه E و تهͬ غیر و متناهͬ مجموعه ای V اگر (گراف). .١ . ٢ . ١ تعریف
نامیده گراف ΁ی ،G = (V,E) جفت این صورت در باشد، V عضوی دو مجموعه های
G گراف یال های مجموعه و رئوس مجموعه ترتیب به ،E و V مجموعه های ͬ شود. م
ͬ نامند. م یال ΁ی را E عضو هر و گره یا راس ΁ی را V عضو هر همچنین ͬ باشند. م

خط پاره ΁ی توسط یال هر و نقطه ΁ی با راس هر گراف ΁ی تصویری نمایش در
ͬ شود. م داده نشان خمیده یا راست
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مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۶
را آن ها باشند یال ΁ی روی راس دو اگر G گراف در مجاور). (رئوس .١ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ نامند. م مجاور راس دو
کند وصل خودش به را راسͬ که یالͬ G مفروض گراف در (طوقه). .١ . ٢ . ٣ تعریف

ͬ شود. م نامیده طوقه
راس دو یال ΁ی از بیش گرافͬ در اگر چندگانه). گراف و ساده (گراف .۴ . ١ . ٢ تعریف
گرافͬ ͬ نامند. م چندگانه یال های را یال ها آن و چندگانه را گراف کند وصل هم به را

است. معروف ساده گراف به ندارد چندگانه یال و طوقه که
w(v) حقیقͬ عدد ΁ی v راس هر به G گراف در اگر دار). وزن (گراف .۵ . ١ . ٢ تعریف

ͬ نامند. م وزن دار گراف ΁ی را گراف آن شود داده نسبت
گراف باشد. گراف ΁ی G = (V,E) که کنید فرض گراف). (زیر .۶ . ١ . ٢ تعریف

.E ′ ⊂ E و V ′ ⊂ V هرگاه گویند G گراف زیر را G′ = (V ′, E ′)

از است عبارت G گراف در v دلخواه راس درجه راس). ΁ی (درجه .١ . ٢ . ٧ تعریف
ͬ دهند. م نشان deg(v) نماد با را v راس درجه ͬ گذرد. م راس آن از که یال هایی تعداد
از ناتهͬ و متناهͬ دنباله ای از است عبارت G از گشت ΁ی (گشت). .١ . ٢ . ٨ تعریف
vi−١ رئوس ،١ ≤ i ≤ k به ازای که W = v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk چون G یال های و رئوس
به عبارت یا ،vk تا v٠ از گشت ΁ی W گویند این صورت در هستند. ei یال سر دو vi و

است. گشت ‐ (v٠, vk) ΁ی دی·ر
نشان p(v٠, vk) نماد با که G گراف در vk تا v٠ از مسیر ΁ی (مسیر). .١ . ٢ . ٩ تعریف
... ،v٢ ،v١ رئوس که به گونه ای v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk گشت از است عبارت ͬ شود م داده

ͬ شوند) م متمایز هم ek و ... ،e٢ ،e١ یال های نتیجه در (که باشند. متمایز vk و
از داشت. خواهیم کار و سر ساده گراف های با رساله این در که است ذکر به لازم
به صورت را p(v٠, vk) مسیر ͬ توان م نداریم چندگانه یال ساده گراف های در چون طرفͬ
داد. نشان e١e٢ · · · ek یال های از دنباله ای به صورت یا v٠v١v٢ · · · vk رئوس از دنباله ای
l(p(v٠, vk)) نماد با که p(v٠, vk) = e١e٢ · · · ek مسیر طول مسیر). ١ . ٢ . ١٠.(طول تعریف
مسیر آن دهنده تش΄یل یال های تمام طول مجموع با است برابر ͬ شود م داده نشان



٧ مرتب سازی و جستجو روش های از مقدماتͬ
یعنͬ:

l(p(v٠, vk)) =
k∑

i=١
l(ei).

گراف از دلخواه راس دو u, v ∈ V اگر گراف). در راس دو بین (فاصله .١ . ٢ . ١١ تعریف
و u راس دو بین مسیرهای همه مجموعه از باشد عبارت P [u, v] و باشند G مفروض
برابر ͬ شود م داده نشان d(u, v) نماد با که v و u راس دو بین فاصله این صورت در .v

یعنͬ: رئوس، این از گذرنده مسیر کوتاه ترین طول با است

d(u, v) = min
pi(u,v)∈P [u,v]

(l(pi(u, v))) .

بین هرگاه گویند، همبند را جهت بدون گراف ΁ی همبند). (گراف .١ . ٢ . ١٢ تعریف
ͬ نامند. م ناهمبند را آن صورت این غیر در باشد. موجود مسیری آن دلخواه راس دو هر

و ابتدایی نقطه که مسیری از است عبارت گراف در دور ΁ی (دور). .١ . ٢ . ١٣ تعریف
باشد. ی΄ͬ آن انتهایی

نامیده درخت ،G = (V,E) دور بدون و همبند گراف هر (درخت). .١۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود. م

آن در كه است گرافͬ ،G \ {e} ،G گراف از e = (i, j) یال انقباض .١۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شوند. م منطبق هم بر j و i یعنͬ آن انتهای دو بل΄ه ͬ شود م حذف e يال تنها نه
متصل j و i رأس دو به که یالͬ هر و ͬ گیرند م نظر در رأس ΁ی را j و i دی·ر به عبارتͬ

ͬ کنند. م متصل رأس این به را ͬ شود م

G = (V,E) گراف از انقباضͬ را Ĝ = (V̂ , Ê) گراف انقباضͬ). (گراف .١۶ . ١ . ٢ تعریف
باشد. آمده وجود به G گراف از یال هایی متوالͬ انقباض با هرگاه ͬ نامند م

مرتب سازی و جستجو روش های از مقدماتͬ ١ . ٣
شد. خواهند معرفͬ مرتب سازی و جستجو روش های به مربوط مفاهیم قسمت این در



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٨

دودویی جستجوی روش ١ . ٣ . ١
شده داده مرتب آرایه ΁ی در عددی مقدار ΁ی یافتن برای روش ΁ی دودویی جستجوی
جستجو مورد x و شده مرتب صعودی صورت به A شده داده آرایه کنید فرض است.
برابر عضو این با x اگر ͬ شود. م مقایسه A آرایه وسط عضو با x روش، این در باشد.
در جستجو آنگاه باشد، بزرگتر وسط عضو از x اگر ͬ شود. م تمام جستجو آنگاه بود،
ͬ شود. م انجام آرایه پایینͬ بخش در جستجو این صورت غیر در و آرایه بالایی بخش
جستجوی ال·وریتم ͬ یابد. م ادامه نظر مورد عضو یافتن تا بازگشتͬ به صورت رویه این

است: زیر شرح به دودویی

ͬ کند) م پیدا A مرتب آرایه در را x عددی (مقدار .١ . ٣ . ١ ال·وریتم
شروع

.k = ٠ و j = n ،i = ١ دهید قرار . ١ گام

بیابید. را m = ⌊ i+j٢ مقدار⌊ . ٢ گام

شوید. متوقف و k = m دهید قرار آنگاه ،x = A[m] اگر . ٣ گام

.i = m+١ دهید قرار این صورت غیر در ،j = m−١ دهید قرار آنگاه ،x < A[m] اگر . ۴ گام

ندارد وجود A آرایه در x عضو این صورت غیر در بروید، ٢ گام به آنگاه ،i ≤ j اگر . ۵ گام
شوید. متوقف و

پایان.
.[٩] ͬ باشد م O(log n) برابر دودویی جستجوی ال·وریتم اجرای زمان

ادغامͬ مرتب سازی ١ . ٣ . ٢
این ͬ باشد. م موجود مرتب سازی روش های سریع ترین از ی΄ͬ ادغام۵ͬ مرتب سازی
خلاصه زیر به صورت آن ال·وریتم و کرده عمل حل و تقسیم روش اساس بر مرتب سازی

ͬ شود: م
5Merge Sort



٩ مرتب سازی و جستجو روش های از مقدماتͬ
سپس، ͬ شود. م تقسیم ی΄سان تقریباً اندازه با آرایه زیر دو به نظر مورد آرایه ابتدا
مرتب سازی خود از استفاده با بازگشتͬ صورت به عمل (این ͬ شود م مرتب آرایه زیر هر

ͬ شود. م ادغام ی΄دی·ر با مرتب آرایه زیر دو نهایت، در ͬ شود). م انجام ادغامͬ
΁ی ال·وریتم این ورودی ͬ کند. م بیان بیشتر جزئیات با را رویه این زیر ال·وریتم
π : {١, · · · , n} → جای·شت ΁ی آن خروجͬ و بوده a١, · · · , an حقیقͬ عدد n شامل آرایه

.aπ(i) ≤ aπ(i+١) داریم ،i = ١, · · · , n− ١ هر برای که به طوری ͬ باشد، م {١, · · · , n}

(MERGE-SORT(a١, · · · , an)) .١ . ٣ . ٢ ال·وریتم
شروع

شوید. متوقف و π(١) = ١ دهید قرار آنگاه ،n = ١ اگر . ١ گام

دهید قرار . ٢ گام

m =⌊n٢⌋,

ρ =MERGE-SORT(a١, · · · , am),

σ =MERGE-SORT(am+١, · · · , an).

دهید: انجام را زیر عملیات . ٣ گام

.l = ١ و k = ١ دهید قرار ١.٣
دهید: انجام ،l ≤ n−m و k ≤ m که زمانͬ تا

.k = k + ١ و π(k + l − ١) = ρ(k) دهید قرار آنگاه ،aρ(k) ≤ am+σ(l) اگر
.l = l + ١ و π(k + l − ١) = m+ σ(l) دهید قرار این صورت، غیر در

.k = k + ١ و π(k + l − ١) = ρ(k) دهید قرار ،k ≤ m که زمانͬ تا ٢.٣
.l = l + ١ و π(k + l − ١) = m+ σ(l) دهید قرار ،l ≤ n−m که زمانͬ تا ٣.٣

پایان.
شدن مرتب به نیاز عضو n کردن مرتب ال·وریتم، این بازگشتͬ تعریف اساس بر
ͬ شوند. م ادغام آرایه زیر دو این مرحله، این از پس دارد. عضوی n٢ تقریبا آرایه زیر دو



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٠
خواهد اتفاق مقایسه n حداکثر عضو، n با مجموع در که آرایه، زیر دو ادغام جهت

نوشت: ͬ توان م پس افتاد.
T (n) = ٢T (n٢) + n.

نتیجه مرتب سازی برای O(n log n) اجرای زمان اصلͬ“ ”قضیه از استفاده با حال
ͬ شود. م

گراف ها در عرضͬ و عمقͬ جستجوی ١ . ٣ . ٣
به عمق٧ͬ، جستجوی و ، BFS به اختصار عرض۶ͬ، جستجوی گراف ها، نظریۀ در
بسیاری اساس و پایه و ͬ باشند م گراف ها پیمایش مهم ال·وریتم های از ، DFS اختصار
نظر در را s مفروض رأس و G = (V,E) گراف هستند. ترکیبیاتͬ ال·وریتم های از
کلیه شامل که است s رأس در ریشه با درخت ΁ی جستجوها این خروجͬ ب·یرید.
جستجو طͬ در پیمایش تحت گراف رئوس ͬ باشد. م s از دسترس قابل راس های
وقتͬ بوده، سفید ابتدا در رأس هر ͬ شوند. م رنگ وضعیت شان شدن مشخص جهت
بررسͬ آن مجاور راس های کلیه وقتͬ و شده طوسͬ ͬ شود م کشف بار اولین برای

ͬ شود. م سیاه شدند،

عرضͬ جستجوی
است. گراف ͹سط به ͹سط جستجوی گراف، پیمایش برای عرضͬ جستجوی روش
͹سط در را آن و ͬ شود م شروع ریشه به عنوان رأس ΁ی از جستجو روش این ال·وریتم
دیده ͹سط آخرین راس های همسایه های همه مرحله هر در سپس ͬ دهد. م قرار ΁ی
ͬ گذارد. م بعدی ͹سط در را آن ها و ͬ کند م بازدید نشده اند دیده حال به تا که را شده
دیده قبلا́ ،͹سط آخرین راس های همسایه های همه که ͬ شود م متوقف زمانͬ روند این
به سپس و کرده بازدید را رأس ΁ی همسایه های همه بار هر ال·وریتم، باشند. شده
این شد. خواهد پیمایش ͹سط به ͹سط گراف، بنابراین و ͬ رود م بعدی رأس سراغ

شود. پیمایش گراف همه که ͬ یابد م ادامه آن قدر روند
(BFS(G, s)) .١ . ٣ . ٣ ال·وریتم

شروع
.color(u) = white دهید قرار u ∈ V رأس هر به ازای . ١ گام

6Breadth-First Search
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١١ مرتب سازی و جستجو روش های از مقدماتͬ
.Q = ∅ دهید قرار . ٢ گام

کنید. Q صف وارد را s . ٣ گام
دهید: انجام ،Q ̸= ∅ که زمانͬ تا . ۴ گام

بنامید. u را آن و کنید خارج را Q صف عضو اولین ١.۴
دهید قرار آنگاه ،color(v) = white اگر v مانند u مجاور رأس هر به ازای ٢.۴

color(v) = gray
کنید. وارد Q صف به را v رأس
.color(u) = black دهید قرار ٣.۴

پایان.

عمقͬ جستجوی
پیداست نامش از که همان طور گراف، پیمایش برای اول عمق جستجوی روش
در و ͬ شود م شروع ریشه از ال·وریتم است. مم΄ن حد تا گراف در عمیق تر جستجوی
ترتیب به جاری رأس خروجͬ یال های طریق از را جاری رأس همسایه های مرحله هر
برای بازگشتͬ صورت به تاکنون، نشده دیده همسایه با شدن روبه رو محض به و بررسͬ
دیده قبلا́ همسایه ها همه که صورتͬ در ͬ شود. م اجرا جاری رأس عنوان به رأس آن
از که ͬ یابد م ادامه رأسͬ برای ال·وریتم اجرای و ͬ کند م عقب گرد ال·وریتم باشند، شده
بیشتر و بیشتر عمق به ام΄ان، حد در ال·وریتم به عبارتͬ رسیده ایم. جاری رأس به آن
تا ͬ یابد م ادامه آن قدر روند این ͬ گردد. م بر عقب به بن بست با مواجهه در و ͬ رود م
به صورت را زیر رویه ابتدا شوند. دیده ریشه از دستیابی قابل رأس های همه ی اینکه

ͬ پردازیم: م اصلͬ ال·وریتم بیان به سپس و بیان ال·وریتم زیر ΁ی
DFS-VISIT(G, v) رویه

.color(u) = gray دهید قرار . ١
v مانند u مجاور رأس هر به ازای . ٢

DFS-VISIT(G, v) ،π(v) = u دهید قرار آنگاه ،color(v) = white اگر
کنید. وارد Q صف به را v رأس و کنید فراخوانͬ را

.color(u) = black دهید قرار . ٣



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٢
(DFS(G)) .۴ . ١ . ٣ ال·وریتم

شروع
.color(u) = white دهید قرار u ∈ V رأس هر به ازای . ١ گام

DFS-VISIT(G, u) رویه آنگاه ،color(u) = white اگر ،u ∈ V رأس هر به ازای . ٢ گام
کنید. فراخوانͬ را

پایان.
پیمایش بار ΁ی دقیقاً زمینه گراف یال هر شده، ارائه جستجوی روش دو در
شد. خواهد بازدید بار ΁ی دقیقاً ریشه از دسترسͬ قابل رأس هر همچنین ͬ شود. م
O(|V (G)| + |E(G)|) با برابر عرضͬ و عمقͬ جستجوی دو هر زمانͬ پیچیدگͬ پس

ͬ باشد. م



٢ فصل
΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای

بهینه استقرار نحوه و محل یافتن دنبال به وقتͬ که هستند مسائلͬ م΄ان یابی مسائل
با هستیم، م΄ان یابی بر مؤثر متغیرهای و عوامل اساس بر سرویس دهنده چند یا ΁ی
مشتری تعدادی که است این بر فرض مسائل این در معمولا˟ ͬ شویم. م مواجه آن ها
استقرار برای م΄ان بهترین ͬ خواهیم م و موجودند تقاضا) نقطه یا (سرویس گیرنده
محیطͬ تأثیرات نقل، و حمل هزینه که بیابیم به گونه ای را جدید سرویس دهندگان
انصاف رعایت و سرویس توزیع نحوه کیفیت، سود، سرویس دهͬ، زمان نامطلوب،
بهینه مسئله شرایط به بسته غیره، و بازار در سهم بیشترین کسب آن، در برابری و

شوند.
ͬ باشد م تحقیقاتͬ زمینه های کاربردی ترین از تسهیلات، و تأسیسات م΄ان یابی
ͬ توان م شاخه ها این جمله از است. شده گسترده علوم شاخه های از بسیاری در که
جغرافیا، صنایع، مهندسͬ منابع، تخصیص و مدیریت علوم عملیات، در تحقیق به
علوم شهری، برنامه ریزی برق، مهندسͬ بازاریابی، ریاضیات، کامپیوتر، علوم اقتصاد،

کرد. اشاره مرتبط شاخه های دی·ر و نظامͬ
کارخانه ها، انبارها، م΄ان یابی ͬ توان م م΄ان یابی مسائل معروف کاربردهای از
پاس·اه های ͬ ها، نشان آتش فروش، ͬ های نمایندگ بیمارستان ها، کارخانه، آلات ماشین
نفت، چاه های خطر، آژیر مدارها، در ال΄ترونی΄ͬ اجزاء مسافربری، پایانه های پلیس،

برد. نام را غیره و آزمایش·اه ها نیروگاه ها، نظامͬ، تأسیسات



΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ١۴

م΄ان یابی نظریه در تحقیق عمده زمینه های ٢ . ١
میلادی هفدهم قرن در که داد نسبت زمانͬ به را م΄ان یابی مسئله پیدایش بتوان شاید
داده صفحه در نقطه سه کنید ”فرض نمود: مطرح صورت این به را مسئله ای فرما١
داده نقطه سه تا آن فاصله های مجموع که بیابید به گونه ای را چهارم نقطه است، شده
موجود نقطه سه اگر که کرد مشاهده ١۶۴٠ سال در توریچل٢ͬ گردد.” کمینه شده
مثلث های محیطͬ دایره های برخورد محل ب·یریم، نظر در مثلث ΁ی رأس سه را
ͬ شوند، م ساخته آن بیرون به رو و اصلͬ مثلث اضلاع روی بر که الاضلاعͬ متساوی
سال در ͬ نامند. م توریچلͬ نقطه را بهینه نقطه دلیل، بدین است. مسئله جواب
١٢٠ نظر، مورد نقطه سه و توریچلͬ نقطه بین زاویه که داد نشان کاوالیری٣ ١۶۴٧
الاضلاع متساوی مثلث ΁ی اگر که کرد ثابت ١٧۵٠ سال در سیمپسون۴ است. درجه
بر که نقطه سه این از ی΄ͬ به مثلث این رئوس و شود گذرانده شده داده نقطه سه بر
را توریچلͬ نقطه خط، سه این ͽتقاط محل شود، وصل گرفته قرار مقابل ͽضل روی

ͬ نامند. م سیمپسون خطوط را خط سه این رو این از ͬ کند. م مشخص
رأس ΁ی در که دهند تش΄یل را مثلثͬ شده داده نقطه سه که مستثنایی حالت
تا ماند، باقͬ حل بدون ١٨٣۴ سال تا باشد، داشته درجه ١٢٠ مساوی یا بیشتر زاویه
است، درجه ١٢٠ مساوی یا بیشتر زاویه دارای که رأسͬ همان کرد ثابت هینن۵ اینکه
هم با سیمپسون خطوط طول کرد ثابت همچنین او ͬ باشد. م مسئله بهینه جواب
است. برابر نیز شده داده نقطه سه از بهینه نقطه فاصله با آن ها طول و هستند مساوی
کوهن٧ ١٩۶٧ سال در بعدها کرد. مطرح فرما مسئله برای را دوگانͬ مفهوم فسبندر۶
وی تحقیقات از جالبی نتایج و داد قرار بررسͬ مورد را دوگانͬ مفهوم مبسوطͬ به طور

.[٩۵] گردید منتشر
شدن منتشر با ͬ گیرد، م قرار استفاده مورد امروزه که ش΄لͬ به م΄ان یابی نظریه
شد متولد Uber den standortder indvstrien عنوان تحت ١٩٠٩ سال در وبر آلفرد کتاب
ارائه کارخانه ای صنایع مورد در را خود تحقیقات نتایج کتاب این در وبر .[١۴١ ،١]
توسط کاربردی به صورت م΄ان یابی مسئله تعریف اولین که گفت ͬ توان م ͽواق در کرد.

.[١۴١] است شده ارائه وبر٨
است. معلوم اولیه مواد محل اینکه اول است. اساسͬ اصل سه دارای وبر نظریه

1Fermat
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١۵ م΄ان یابی نظریه در تحقیق عمده زمینه های
متناهͬ م΄ان ها این تعداد است. مشخص مشتریان مصرف میزان و م΄ان اینکه دوم
امتیازات و دارد اختیار در نامحدودی بازار کننده تولید هر هستند. هم از جدا و است
عرضه برای ثابت م΄ان چندین اینکه سوم ندارد. وجود م΄ان انتخاب نظر از انحصاری
نبوده جابجایی و تحرک قابلیت دارای کار نیروی این به طوری که دارد وجود کار نیروی

است. نامحدود آن عرضه و
ح΄یم٩ͬ، ١٩۶۴ سال در که شد شروع زمانͬ از م΄ان یابی روی بر جدی مطالعات اما
او .[٧۵] کرد مطرح مینیماکس١١ و مجموع١٠ کمترین صورت دو به را هدف تابع
ح΄یمͬ ͽواق در داد. انجام شب΄ه ها روی م΄ان یابی مسائل روی بر مطالعاتͬ همچنین
به زمان آن از نمود. معرفͬ را p–میانه مسئله و ابداع را p‐میانه روابط که بود کسͬ

است. گرفته انجام م΄ان یابی مسائل روی بر زیادی مطالعات بعد
را آن ها استقرار م΄ان ͬ خواهیم م که سرویس دهندگانͬ م΄ان یابی مسائل در معمولا˟
ͬ آوریم. م حساب به را آن ها مثبت تأثیرات تنها و ͬ شوند م گرفته نظر در مطلوب بیابیم،
ͬ شود. م تلقͬ دافعه نوعͬ آن ها از بودن دور و جاذبه نوعͬ آن ها به بودن ΁نزدی بنابراین
که هستیم روبه رو سرویس دهندگانͬ و فعالیت ها با امروزی پیشرفته و مدرن ͽجوام در
دارند. خود پیرامون محیط بر نیز مخربی و منفͬ تأثیرات خدمات، ارائه بر علاوه
را جامعه نیاز مورد کالای کارگاه هستند. مورد این آش΄ار مثال تولیدی، کارگاه های
که حال عین در ورزشͬ مراکز است. زیست محیط آلاینده دی·ر طرف از و کرده تولید
ͬ توانند م دهند، ارائه را مناسب تفریحͬ و ورزشͬ ام΄انات و باشند دسترس در باید
نیز را قبیل این از مش΄لاتͬ یا و جمعیت ازدحام صدا، و سر همچون منفͬ تأثیرات

باشند. داشته
بیشتری انطباق دارند، خود در همزمان به طور را ویژگͬ دو هر که مدل هایی مطالعه
دیرینگ١٢ و گلدمن است. پیشرفت حال در سرعت به و دارد کاربردی و واقعͬ مسائل با
که کردند پیشنهاد را مواردی که بودند کسانͬ اولین [٣۶] گارفینکل١٣ و چرچ و [٧١]
فرض مشتریان مدل ها، دسته این در گرفتند. نام مضر١۴ م΄ان یابی مدل های بعدها
به بودن نزدی΁ تر در سعͬ دی·ر و ͬ گذارند م کنار را سرویس دهنده ها بودن مطلوب
مدل ها این از کاربردی عنوان به ͬ کنند. م دوری آن ها از حدی تا و نداشته را آن ها
اشاره زباله دفن اماکن و آب تصفیه مراکز هسته ای، راکتورهای م΄ان یابی به ͬ توان م
و ͬ کند م ایجاد دافعه نوعͬ سرویس دهندگان نوع این ͬ های ویژگ حقیقت در کرد.

کنند. دور خود از را آن ها مشتریان که ͬ شود م سبب
9Hakimi
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11Minimax
12Golman and Dearing
13Church and Garfinkel
14Obnoxious



΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ١۶
و هندلر١۵ توسط م΄ان یابی مختلف مدل های طبقه بندی اولین گفت ͬ توان م
هاماچر١٧ توسط جمله از دی·ری طبقه بندی های آن از پس .[٧٧] شد ارائه میرچندان١۶ͬ
زمینه این در شده انجام کارهای از ͬ هایی بررس همچنین .[٧۶] شد انجام نی΄ل١٨ و
هانسن٢٢ ،[٩٣] پروزن٢١ و کرارپ٢٠ ،[١٣٢] هم΄اران و تانسل١٩ جمله آن از که شد ارائه
اس΄اتلا٢٧ و اس΄اپارا٢۶ ،[٣۵] کاپانرا٢۵ ،[١١۵] دس΄ین٢۴ و اون٢٣ ،[٧٨] هم΄اران و
کرده اند. ارائه را م΄ان یابی مختلف زمینه های در شده انجام کارهای از لیستͬ [١٢۴]

.[۴١] نموده اند بیان را م΄ان یابی مسائل کاربردهای نیز هم΄اران و کارنت٢٨
م΄ان یابی مسائل روی بر گوناگونͬ مطالعات نیز اخیر دهه دو در در ویژه به طور
در را هاب گسسته م΄ان یابی مسئله ٢٩ کامپبل نمونه به عنوان که است گرفته صورت
تک مسئله به ٣٠ کلامروس ٢٠٠١ سال در .[٣۴] داد قرار مطالعه مورد ١٩٩۴ سال
ابتکاری حل راه ΁ی و قطعͬ ال·وریتم ΁ی و پرداخت وجهͬ چند ͽموان با وسیله ای
هوشمند ال·وریتم ٢٠٠٢ سال در هم΄اران و ٣١ براتکورن .[٩٠] کرد ارائه آن برای
همچنین .[٢١] کردند ارائه پوشش م΄ان یابی مسائل از وسیعͬ رده برای سریعͬ
.[١٢۵] شد ارائه هم΄اران و ٣٢ سنͬ توسط ٢٠٠۵ سال در قیمت و شاخه روی΄رد ΁ی
سطحͬ دو م΄ان یابی مسئله برای حریصانه شبه ال·وریتمͬ ٢٠٠۶ سال در زانگ٣٣
مسئله گوناگون مدل های سورال٣۵ و ساهین٣۴ ٢٠٠٧ سال در .[١۴۶] کرد پیشنهاد
٣٧در بیامون و ٣۶΁بالسی .[١٢٢] دادند قرار بررسͬ مورد را مراتبی سلسله م΄ان یابی
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١٧ م΄ان یابی مسائل اساسͬ مولفه های
.[١٠] پرداختند دوستانه بشر کم΁ های مسئله برای م΄ان یابی مسئله به ٢٠٠٨ سال
مطلق خطای مقدار کمترین با م΄ان یابی مسئله به فتحعلͬ و جمالیان ٢٠٠٩ سال در
های وزن با وسیله ای چند میانه ٣٨مسئله کال΄سی΄س ٢٠١١ سال در .[٨۵] پرداختند
مسئله هم΄اران و فرهانͬ .[٨٧] داد قرار مطالعه مورد را گراف روی منفͬ و مثبت
به ل٣٩ͬ ٢٠١٣ سال در دادند. قرار مطالعه مورد ٢٠١٢ سال در را پوشش م΄ان یابی
نمود ارائه آن حل برای تقریبی ال·وریتمͬ و پرداخت ظرفیت بدون م΄ان یابی مسئله
رقابتͬ م΄ان یابی مسئله برای را کران و شاخه ال·وریتم برسنو۴٠ سال همین در .[٩٧]
شب کرم ΁ژنتی ترکیبی ال·وریتم میرحسنͬ و رحمانͬ ٢٠١۴ سال در .[١۶] نمود ارائه
به ٢٠١۵ سال ۴١در هو .[١١٩] کردند معرفͬ ظرفیت با م΄ان یابی مسئله برای را تاب
آن برای را تابو تکراری ابتکاری ال·وریتم ΁ی و پرداخته منبع تک ظرفیت با مسئله
چند ظرفیت با م΄ان یابی مسئله هم΄اران و مانتویا۴٢ ٢٠١۶ سال در .[٨٢] کرد ارائه
افزون روز افزایش دلیل به حاضر حال در .[١٠۶] دادند قرار مطالعه مورد را محصوله
به پژوهش·ران و محققین از بسیاری روزمره، زندگͬ در م΄ان یابی مسائل کاربردهای

.[١١٨ ،۴۵ ،١٣۵] پرداخته اند عملیات در تحقیق از شاخه این در مطالعه
که سرویس دهنده هایی سایز و تعداد فواصل، هدف، توابع در م΄ان یابی مسائل
نوع به بسته این رو از هستند. متفاوت دی·ر عامل چندین در و شوند تاسیس باید
مسئله مختلف مدل های به مختلف شاخص های این از ΁ی هر از استفاده با و هدف

یافت. خواهیم دست م΄ان یابی

م΄ان یابی مسائل اساسͬ مولفه های ٢ . ٢
که ͬ باشد م ͬ ای اساس مولفه های و عناصر دارای م΄ان یابی مسئله ΁ی کلͬ حالت در

شد. خواهد اشاره آن ها به ادامه در

م΄ان یابی مسائل فضای ٢ . ٢ . ١
است: زیر دسته سه از ی΄ͬ م΄ان یابی مسائل فضای معمولا˟

پیوسته فضای •
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΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ١٨
متغیرهایی توسط یعنͬ باشند، پیوسته تقاضا نقاط و تأسیسات م΄ان فضای هرگاه
پیوسته را مدل شود، مشخص مختصات نظیر ͬ کنند، م تغییر پیوسته به صورت که
پیدا Rd d‐بعدی فضای در باید را سرویس دهنده م΄ان مدل ها این در ͬ گویند. م
ͬ شوند. م تعریف بعدی دو حداقل فضای در پیوسته م΄ان یابی مسائل اکثر نمود.
مورد بیشتر آن ها بصری ادراک قابلیت و هندسͬ ͬ های ویژگ خاطر به بعدی دو مسائل
آنالیز و هندسه ابزارهای از پیوسته م΄ان یابی مسائل با مواجه در ͬ گیرند. م قرار توجه
ͬ شود. م استفاده ͬ شود) م استفاده تقعر و تحدب ͬ های ویژگ از معمولا˟ که تابعͬ (آنالیز

گسسته فضای •
سرویس دهندگان م΄ان باید آن ها در که هستند مدل هایی گسسته م΄ان یابی مدل های
از متناهͬ مجموعه ای مدل ها این در شوند. پیدا شده تعیین پیش از نقاط روی تنها
در ͬ شوند. م داده نشان گسسته متغیرهای توسط که است شده داده کاندیدا نقاط
کاملͬ و ͽجام لیست ͬ توان نم گسسته مدل های خلاف بر پیوسته م΄انیابی مدل های
م΄ان ایجاد مدل های را پیوسته مدل های جهت این از داد. ارائه را دسترس در نقاط از

خوانده اند. نیز م΄ان انتخاب مدل های را گسسته مدل های و
شب΄ه ای فضای •

م΄ان یابی مسائل از دی·ر رده ای شب΄ه ای فضاهای روی بر م΄ان یابی مسائل به طورکلͬ
سرویس دهنده ها تاسیس برای م΄ان بهترین یافتن برای جستجو به که است گسسته

ͬ پردازد. م شب΄ه روی
مفروض شب΄ه روی نقاط از مجموعه ای کردن پیدا هدف مسائل، از رده این در یعنͬ
تقاضا نقاط تا (سرویس دهنده ها) نقاط این سرویس دهͬ کل هزینه که به  طوری است

شود. کمینه (مشتری ها)
مسائلͬ کلͬ حالت در که دارند وجود مسائلͬ شب΄ه ای، فضای با م΄ان یابی حوزه در
مسئله میانه، ‐ p م΄ان یابی مسئله ͬ توان م مسائل این جمله از هستند. NP‐سخت

نام را پوشش م΄ان یابی مسئله و ظرفیت بدون م΄ان یابی مسئله مرکز، ‐ p م΄ان یابی
و پرداختند گراف روی میانه ‐ p مسئله حل به بارت۴۴ و تیتز۴٣ ١٩۶٨ سال در برد.
و کو۴۵ ١٩٩١ سال در .[١٣۴] کردند ارائه راسͬ میانه ‐ p یافتن برای جدید روشͬ
با مرکز ‐ ٣ و مرکز ‐ ٢ وزن دار مسئله برای O(n) زمانͬ پیچیدگͬ با ال·وریتمͬ ل۴۶ͬ
که دادند نشان ١٩٧٩ سال در ح΄یمͬ و کاروین۴٧ .[٩١] کردند ارائه مستطیلͬ فاصله
ارائه ال·وریتمͬ و است سخت ‐NP مسئله ای شب΄ه روی میانه ‐ p م΄ان یابی مسئله
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١٩ م΄ان یابی مسائل اساسͬ مولفه های
ال·وریتمͬ ١٩٧٩ سال در آن ها همچنین . [٨٨] ͬ یابد م را درخت میانه ‐ p که کردند
مقاله ای در کامپبل ١٩٩۴ سال در .[٨٩] نمودند ارائه شب΄ه روی مرکز ‐ p یافتن برای
فرمول بندی هاب”، گسسته م΄ان یابی مسئله صحیح عدد ”فرمول بندی عنوان تحت
p مسئله هاب، میانه ‐ p مسئله شامل هاب مسائل از نوع چهار برای را صحیح عدد
در .[٣۴] نمود ارائه هاب پوشش مسئله و هاب ظرفیت بدون مسئله هاب، مرکز ‐

.[٧۴] کرد ارائه پوشش مسئله حل برای ساده ابتکاری روشͬ حدادی ١٩٩٧ سال
میانه ‐ p مسئله برای متعددی همسای·ͬ جستجوی روش های سال همین در
در کریشنامورت۵١ͬ و ارنست۵٠ .[٧٩] است شده ارائه ملادونویچ۴٩ و هانسن۴٨ توسط
بدون هاب میانه ‐ p چندوسیله ای تخصیص مسئله به مقاله ای انتشار با ١٩٩٨ سال
ارائه آن حل برای ابتکاری ال·وریتمͬ همچنین و قطعͬ ال·وریتمͬ و پرداختند ظرفیت
تک تخصیص مسئله حل برای کارامدی روش ٢٠٠١ سال در ایبری۵٢ .[۵٠] کردند
از بزرگتر مثالͬ مطالعه این در وی کرد. ارائه هاب چهار یا سه با هاب ‐ p وسیله ای
ال·وریتم ٢٠٠۶ سال در فتحعلͬ .[۴٧] کرد حل را پیشین شده حل مثال های سایر
. [۵۴] کرد ارائه منفͬ و مثبت های وزن با میانه ‐ p مسائل حل برای را ΁ژنتی
مسائل حل برای را همسای·ͬ جستجوی ال·وریتم زاده تقͬ و فتحعلͬ سال همین در
و گالینیر۵٣ ٢٠٠٧ سال در .[۵٧] کردند ارائه منفͬ و مثبت وزن های با میانه ‐ p

آن حل برای دقیق ال·وریتم سه و دادند قرار بررسͬ مورد را پوششͬ مسئله هرتز۵۴
مورد و نموده ارائه نیز را ال·وریتم سه این ابتکاری حالت آن ها همچنین نمودند. ارائه
و گسترده به  طور مسائل این از کدام هر سال ها این طͬ در .[٧٢] دادند قرار آنالیز
امروزه و گرفتند قرار برسͬ و مطالعه مورد پژوهش·ران و محققین از بسیاری توسط
به عنوان است. شده ارائه ها زمینه این از ΁ی هر در ارزنده ای و جالب بسیار نتایج
پرکاربردترین از نوع دو ادامه در نمود. اشاره [١٣۶ ،١١۶ ،٣٧] ͽمراج به ͬ توان م نمونه

شد. خواهند معرفͬ گسسته م΄ان یابی مسائل

سرویس دهندگان ٢ . ٢ . ٢
ب·یرید: نظر در را زیر حالت های باشد. سرویس دهنده ها تعداد p کنید فرض

شود. مستقر باید دهنده) (سرویس فعالیت ΁ی فقط حالت این در ؛ P =١ . ١
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΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٢٠
باید سرویس دهنده ها استقرار محل کردن پیدا بر علاوه حالت این در P؛ >١ . ٢

شوند. مشخص نیز را سرویس دهندگان به مشتریان تخصیص چ·ونگͬ
بین ارتباط است مم΄ن ͬ شوند، م م΄ان یابی سرویس دهنده چند که حالتͬ در
برآورده را هدف این که مدل هایی باشد. اهمیت دارای نیز جدید سرویس دهندگان
از مثالͬ به عنوان هستند. جدید سرویس دهندگان بین وزن دار فاصله شامل ͬ کنند م
و شدن پراکنده آن در که کرد اشاره نظامͬ تأسیسات م΄ان یابی به ͬ توان م مورد این
کاهش را آسیب پذیری و خسارت و ضرر میزان جدید سرویس دهندگان داشتن فاصله
پراکنده در سعͬ تصمیم گیرنده فست فودها، یا و گاز پمپ های م΄ان یابی در ͬ دهد. م
مبنای بر کند. جلوگیری ی΄دی·ر با آن ها مستقیم رقابت ایجاد از تا دارد آن ها کردن

دارد: وجود مختلف مدل نوع دو پارامتر این
است. ثابت آن در جدید سرویس دهندگان تعداد که مدل هایی . ١

است. متغیر آن در جدید سرویس دهندگان تعداد که مدل هایی . ٢
که دی·ری متغیر باید زیرا هستند، اول نوع مدل های از پیچیده تر دوم نوع مدل های
م΄ان یابی مدل های در شود. اضافه مدل به است سرویس دهندگان تعداد دهنده نشان
با تصمیم گیرنده که است این بر فرض مدل ها از بسیاری در ͬ دهد. م رخ حالت دو
در ندارد. وجود آن در سرویس دهنده ای هیچ که ͬ شود م روبه رو خالͬ فضای ΁ی
موجود سرویس دهنده تعدادی ͬ شود، م نامیده شرط۵۵ͬ م΄ان یابی که دی·ر حالتͬ
بین مختلف ارتباط نوع سه حداقل است. دی·ری تعداد کردن اضافه هدف و هستند

باشد: داشته وجود ͬ تواند م سرویس دهندگان
م΄ان یابی در مثلا́ شود، گرفته نظر در سرویس دهندگان و مشتریان بین فاصله فقط . ١

کشور. ΁ی در زباله دفن محل چند
موش΄ͬ سایت های م΄ان یابی مثلا́ شود، محاسبه سرویس دهندگان بین فاصله فقط . ٢

جمعیت. بدون ناحیه ΁ی در
تعدادی م΄ان یابی مثلا́ شود، گرفته نظر در بالا در شده ذکر فاصله نوع دو هر . ٣

جمعیت. دارای ناحیه ΁ی در هسته ای سایت

فاصله اندازه گیری ٢ . ٢ . ٣
م΄ان یابی، مسائل در است. اشیا بودن دور میزان تشخیص برای عددی معیار ΁ی فاصله
باشد آن ها م΄انͬ موقعیت به وابسته مستقیماً تأسیسات بین ارتباط که ͬ شود م فرض
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٢١ م΄ان یابی مسائل اساسͬ مولفه های
محوری نقشͬ فاصله مفهوم بنابراین ͬ شود. م بیان فاصله از تابعͬ ش΄ل به معمولا˟ و
مختلفͬ اندازه های مسئله شرایط و موقعیت به توجه با دارد. پیوسته م΄ان یابی در
فاصله تخمین تابع عنوان به نرم ها روند از استفاده ͬ روند. م کار به فاصله ارزیابی برای
پیشنهاد موریس۵۶ و لاو توسط بار اولین پیوسته فضای با م΄ان یابی مسئله ΁ی در
دادند قرار مطالعه مورد را بلوک۵٨ͬ نرم های از استفاده نیز وندل۵٧ و وارد .[٩٩] شد
از معمولا˟ سرویس دهندگان و مشتریان بین فاصله اندازه گیری برای .[١۴٠ ،١٣٩]

ͬ شود: م استفاده زیر مترهای
y = (y١, y٢) و x = (x١, x٢) نقطه دو بین فاصله این ۵٩:(Lp مینکوفس΄ͬ(نرم فاصله

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت صفحه در
Lp(x, y) = (k١|x١ − y١|p + k٢|x٢ − y٢|p)١/p; ١ ≤ p ≤ ∞.

مختلف جهت های در فاصله که مسائلͬ کردن مدل برای مینکوفس΄ͬ فاصله
فاصله Lpها، خانواده بین از م΄ان یابی مسائل در است. مناسب ندارد، تقارن
k١= و p=١ با (منهتن) مستطیلͬ فاصله و k١= k١=٢ همچنین و p=٢ با اقلیدسͬ
فاصله های کردن مدل برای اقلیدسͬ فاصله هستند. استفاده مورد بیشتر k١=٢
(به خیابانͬ فاصله های کردن مدل برای مستطیلͬ فاصله و دریایی یا هوایی

هستند. مناسب نباشند) ی΁ طرفه خیابان ها اینکه شرط
محاسبه برای است. شب΄ه روی نقطه دو بین مسیر کوتاه ترین با برابر شب΄ه ای: فاصله
ͬ توان م جمله آن از که است شده پیشنهاد مختلفͬ ال·وریتم های فاصله این

.[١۴] برد نام را فلوید۶١ و دای΄سترا۶٠ ال·وریتم های

وزن ۴ . ٢ . ٢
مختلف یا ی΄سان متغیر، یا ثابت وزن های دارای ͬ توانند م هدف تابع در فاصله ها
وزن ها از (مشتریان) ثابت نقطه هر در تقاضا میزان کردن مشخص برای گاهͬ باشند.
مسیر، طول دهنده نشان ͬ تواند م یال وزن شب΄ه ای، مسائل در ͬ شود. م استفاده
از مواردی و خدمات ارائه و یال از استفاده هزینه و مخاطره میزان یال، پیمایش زمان

باشد. قبیل این
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΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٢٢

مشتریان ۵ . ٢ . ٢
است لازم لذا است. شده منظور نیز مشتری ها نقش م΄ان یابی مدل های از تعدادی در
مشتریان است مم΄ن مثال، برای باشد. مشخص آن ها تقاضای میزان و توزیع نحوه که
رئوس مثلا́ فضا، از مخصوصͬ نقاط در یا و شده اند توزیع ناحیه ΁ی در ی΄نواخت به طور
΁ی به است مم΄ن مشتریان باشد. فاصله از تابعͬ تقاضا میزان و دارند قرار شب΄ه ΁ی
آن در که باشند آزاد آن انتخاب در است مم΄ن یا و یابند اختصاص سرویس دهنده
مراجعه سرویس دهنده نزدی΁ ترین به مشتریان همیشه آیا که است این سؤال صورت

هستند. دخیل مشتری توسط سرویس دهنده انتخاب در دی·ری عوامل یا ͬ کنند م

تصمیم گیرنده اهداف ۶ . ٢ . ٢
م΄ان دنبال به ͬ تواند م تصمیم گیرنده یعنͬ باشد. هدفه چند یا ΁ی ͬ تواند م مدل
باشد. همزمان به طور هدف چند یا هدف ΁ی تحت سرویس دهنده استقرار برای بهینه

دارند: وجود دسته سه حداقل هدفه تک مدل های بین در
مینیماکس۶٣. مجموع۶٢، کمترین فاصله: از تابعͬ مینیمم سازی . ١
ماکزیمین۶۵. مجموع۶۴، بیشترین فاصله: از تابعͬ ماکزیمم سازی . ٢

فاصله. از ترکیبی تابع های . ٣

م΄انیابی پرکاربرد هدف های تابع ٢ . ٢ . ٧
هر درباره مختصری توضیح با م΄ان یابی معروف هدف توابع از لیستͬ بخش، این در

است. شده ارائه کدام
کند. بیشینه را وزن دار فاصله های مجموع که شب΄ه روی نقطه ای ماکزین۶۶:

را مشتریان و سرویس دهنده بین فاصله بیشترین که شب΄ه روی نقطه ای مرکز:
کند. کمینه

روی نقطه ای هر و آن بین فواصل ماکزیمم که شب΄ه روی نقطه ای کل۶٧ͬ: مرکز
مسئله جواب که است این در مرکز مسئله با مسئله این تفاوت کند. کمینه را شب΄ه
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٢٣ م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ
یال ها روی جمله از آن جای هر ͬ تواند م و نیست شب΄ه رئوس از ی΄ͬ لزوماً کلͬ مرکز

گیرد. قرار نیز
مشتری بین فواصل مجموع که صفحه روی نقطه p وبر۶٨: وسیله ای چند مسئله

ͬ کنند. م کمینه را سرویس د هنده نزدی΁ ترین و
را مشتریان و سرویس دهنده بین فواصل مجموع که شب΄ه روی نقطه ای میانه۶٩:

کند. کمینه
شب΄ه روی نقطه هر و آن بین فواصل مجموع که شب΄ه روی نقطه ای کل٧٠ͬ: میانه
کلͬ مرکز مسئله جواب که است این در میانه مسئله با مسئله این کند.تفاوت کمینه را
قرار نیز یال ها روی جمله از آن جای هر ͬ تواند م و نیست شب΄ه رئوس از ی΄ͬ لزوماً

گیرد.
مشتری بین فواصل مجموع که به گونه ای شب΄ه روی نقطه p استقرار p‐میانه٧١:

گردد. کمینه سرویس دهنده نزدی΄ترین تا
مشتری بین فاصله بیشترین که به گونه ای شب΄ه روی نقطه p استقرار p‐مرکز٧٢:

گردد. کمینه سرویس دهنده ها و

م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ ٢ . ٣
است. آمده پرکاربرد م΄ان یابی مسائل مدل های برخͬ بخش این در

پیوسته وسیله ای چند م΄ان یابی مسئله ٢ . ٣ . ١
چند یا ΁ی م΄ان یافتن به دنبال بعدی) (دو پیوسته م΄ان یابی مسائل به طورکلͬ،
:[٩٩] است زیر به صورت مسئله این کلͬ ش΄ل هستند. صفحه روی بر سرویس دهنده

minW (X) =
m∑
i=١

n∑
j=١

w١ijd(Xi, Aj) +
m−١∑
i=١

m∑
r=i+١

w٢ird(Xi, Xr). (٢ . ١)

م΄ان مختصات Xi = (ai1, ai2), i = 1, · · · ,m, X = (X1, X2, · · · , Xm) آن در که
هستند. تقاضا مراکز n مختصات j = ١, · · · , n ،Aj = (aj١, aj٢) و سرویس دهنده ها

به ترتیب i = ١, · · · ,m−١, r = i+١, · · · ,m ،w٢ir و i = ١, · · · ,m, j = ١, · · · , n ،w١ij
انتقال هزینه و ام ‐ j تقاضای مرکز به ام ‐ i سرویس دهنده از کالا انتقال هزینه
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΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٢۴
و d(Xi, Aj) همچنین هستند. ام ‐ r سرویس دهنده به ام ‐ i سرویس دهنده از کالا
فاصله و ام ‐ j تقاضای مرکز و ام ‐ i سرویس دهنده بین فاصله به ترتیب d(Xi, Xr)

هستند. ام ‐ r و ام ‐ i سرویس دهͬ مرکز دو بین
زیر وسیله ای تک مسئله به ٢ . ١ مسئله این صورت در ،m = ١ که شود فرض اگر

ͬ شود: م تبدیل

minW (X) =
n∑

j=١
wjd(X,Aj). (٢ . ٢)

مسئله به که است پیوسته م΄ان یابی مسائل شده ترین شناخته از ی΄ͬ اخیر مسئله
است. موجود صفحه در نقطه n مسئله این در است. معروف وبر ‐ فرما وسیله ای تک
موجود نقاط فواصل کل مجموع به  طوری΄ه است صفحه در جدید نقطه ای یافتن هدف
باشد به گونه ای X کردن پیدا هدف اگر همچنین .[٩٩] شود کمینه بهینه نقطه تا
تک مسئله را مسئله آنگاه شود، کمینه موجود نقطه دورترین تا X وزنͬ فاصله که

است: زیر به صورت که گویند مینیماکس وسیله ای

min max
i=١,...,nwid(X,Ai).

کرد ارائه وبر ‐ فرما مسئله حل برای تکراری روشͬ وایزفیلد٧٣ ١٩٣٧ سال در
مسئله برای را وایزفیلد تکراری ال·وریتم بار اولین برای ١٩۵٨ سال در مهلͬ .[١۴٢]
فرانسیس٧۴ ١٩۶۴ سال در .[٩٩] داد گسترش اقلیدسͬ نرم با وسیله ای چند م΄ان یابی
و وسولوزک٧۵ͬ .[۶٠] داد قرار بررسͬ مورد را مستطیلͬ نرم با وسیله ای چند مسئله
نقاط مقاصد بین در مستطیلͬ فاصله با صفحه در م΄ان یابی به ١٩٧١ سال در لاو٧۶
مسئله ١٩٧۴ سال در وسولوزکͬ همچنین .[١۴۴] پرداختند مستطیلͬ نواحͬ و
و درزنر٧٧ ١٩٧٨ سال در . [١۴٣] نمود بیان را صفحه در بهینه خط م΄ان یابی
در همچنین .[۴۶] کردند بررسͬ را کروی ͹سط روی م΄ان یابی مسئله وسولوزکͬ
دادند ادامه را زمینه این در مطالعه محققان و پژوهش·ران از برخͬ نیز اخیر سال های

.[٣٢ ،٢٠] است شده جدیدی نتایج حصول به منجر که
و گیرند قرار موجود نقاط در ͬ تواند م تنها جدید وسائل م΄ان گسسته حالت در
م΄ان و داشته قرار شب΄ه ΁ی روی موجود نقاط که است وقتͬ آن از خاصͬ حالت
به صورت هدف تابع وقتͬ حالت این در باشند. شب΄ه از نقطه ای باید نیز جدید وسائل
ͬ نامند. م مرکز و میانه مسئله را مسئله ترتیب به است، مینیماکس یا و مجموع کمترین
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٢۵ م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ
ترتیب به مسائل این آنگاه باشد، جدید وسیله p م΄ان کردن پیدا هدف اگر همچنین

ͬ شوند. م نامیده ‐مرکز p و ‐میانه p مسائل

آن ریاضͬ مدل و p‐میانه مسئله ٢ . ٣ . ٢
مراکز م΄ان یابی به ͬ توان م جمله آن از که دارد فراوانͬ کاربردهای ‐میانه p مسئله
ایستگاه های نظامͬ، مراکز اداری، مراکز کالا، توزیع مراکز کامپیوتری، ارتباطͬ شب΄ه 

کرد. اشاره پستͬ مراکز و اتوبوس
در که شوند، انتخاب شب΄ه از نقطه ای هر ͬ توانند م میانه ها ‐میانه، p مسئله در
نقاط کردن پیدا هدف اگر اما گویند. محض٧٨ ‐میانه p مسئله را مسئله حالت این
زیر قضیه ͬ نامند. م رأس٧٩ͬ ‐میانه p مسئله را مسئله باشد رأس ها روی تنها میانه
΁ی شامل ‐میانه p جواب های مجموعه که ͬ کند م بیان شد، ارائه ح΄یمͬ توسط که

.[٧۵] است رأسͬ ‐میانه p جواب

مجموعه در رأس p از متش΄ل مجموعه ΁ی حداقل .[٧۵] (ح΄یمͬ). ٢ . ٣ . ١ قضیه
باشد. ‐میانه p مسئله برای جواب ΁ی که دارد وجود ‐میانه p جواب های

برای شود حل شمارشͬ به صورت مسئله اگر فوق رأسͬ بهینگͬ خاصیت به توجه با
انتخاب n به p=١ برای مثلا́ ͬ باشد. م انتخاب (n

p

) به نیاز رأس n بین از میانه p انتخاب
ͬ باشد م نیاز O(n٢) زمان به یعنͬ شود محاسبه را F (X) باید رأس هر برای که است نیاز
زیاد روش این زمانͬ پیچیدگͬ بزرگ ‐های p برای کلͬ حالت در .n = |V | آن در که

. [۶٣] ͬ باشد م ‐سخت NP مسئله و شده
که است شده برده کار به ‐میانه p مسئله حل برای مختلفͬ تقریبی روش های
از استفاده با روش هایی خطͬ، برنامه ریزی بر مبتنͬ روش های ͬ توان م جمله آن از

برد. نام را ابتکاری روش های و گراف ها
و صفر خطͬ برنامه ریزی مسئله ΁ی به زیر صورت به ͬ توان م را ‐میانه p مسئله
به صورت میانه ‐ p مسئله صحیح عدد و ΁ی و صفر برنامه ریزی مدل کرد. تبدیل ΁ی
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΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٢۶
:[۴٣] است زیر

(P١١) min
n∑

i=١

n∑
j=١

dijxij

s.t
n∑

i=١
xij = wj, j = ١, ..., n,

n∑
i=١

yi = p,

xij ≤ yiwj, i, j = ١, ..., n,
xij ≥ ٠, yi ∈ {٠, ١}, i, j = ١, ..., n,

(٢ . ٣)
آن در که

yi =

١ شود انتخاب سرویس دهنده به عنوان ام ‐ i راس اگر
٠ صورت این غیر در

و i‐ام راس بین فاصله ،dij و است j‐ام راس روی مشتری تقاضای میزان ،wj و
است ام ‐ j مشتری تقاضای از مقداری i, j = ١, · · · , n ،xij همچنین ͬ باشد. م j‐ام

اول قیود مجموعه (P١١) مدل در ͬ شود. م برآورده ام ‐ i سرویس دهنده توسط که
ͬ کند م بیان دوم قید شود. داده پوشش باید مشتری هر نیاز تمام که ͬ دهند م نشان
باید ابتدا اینکه بر دارند دلالت سوم قیود مجموعه است. p سرویس دهنده ها تعداد که
مدل شود. انجام سرویس دهͬ سپس و شود تاسیس ام ‐ i م΄ان در سرویس دهنده

:[۴٣] نمود فرمول بندی نیز زیر ΁ی و صفر مدل ΁ی به صورت ͬ توان م را (P١١)

(P١٢) min
n∑

i=١

n∑
j=١

wjdijxij

s.t
n∑

i=١
xij = ١, j = ١, ..., n,

n∑
i=١

yi = p,

xij ≤ yi, i, j = ١, ..., n,
xij, yi ∈ {٠, ١}, i, j = ١, ..., n.



٢٧ م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ
به صورت که است i, j = ١, · · · , n ،xij متغیر تعریف در قبل مدل و مدل این تفاوت

ͬ شود: م تعریف زیر ΁ی و صفر

xij =

١ شود سرویس دهͬ i م΄ان سرویس دهنده توسط ام ‐ j م΄ان مشتری اگر
٠ صورت این غیر در

ͬ تواند م فقط ام ‐ j م΄ان مشتری که است آن بیانگر اول قیود مجموعه همچنین
هستند. قبل حالت همانند قیود بقیه شود. سرویس دهͬ راس ΁ی از

است شده ارائه مارنزانا٨٠ توسط که p‐میانه مسئله برای ابتکاری روش های از ی΄ͬ
.[١٠٠] ͬ باشد م ٨١ همسای·ͬ جستجوی روش

وسیله p م΄ان شامل مجموعه ای یعنͬ مسئله، برای شدنͬ جواب ΁ی از روش این
گره های مجموعه ͬ شود. م داده نسبت وسیله نزدی΁ ترین به تقاضا نقاط و شده شروع
در ͬ دهند. م تش΄یل وسیله آن اطراف همسای·ͬ ΁ی وسیله هر به شده داده نسبت
داده م΄ان تغییر جدید م΄ان این به وسیله و شده حل ١ ‐میانه مسئله همسای·ͬ،  هر
شدند، پیدا دوباره وسائل م΄ان ͬ ها همسای· تمام برای که هنگامͬ سپس ͬ شود. م
تغییری دی·ر ͬ که زمان تا ͬ شود، م تکرار عمل و آورده به دست را جدید ͬ های همسای·

نگیرد. صورت وسائل م΄ان یا ͬ ها همسای· در
برای آن در که کرده اند ارائه ال·وریتمͬ نیز [١٣۴] بارت و تیتز فوق روش اساس بر
هدف تابع که صورتͬ در و شده بررسͬ ترتیب به رأس ها دی·ر وسیله، ΁ی م΄ان تغییر
حاصل جواب در بهبودی دی·ر ͬ که زمان تا روند ͬ گیرد. م انجام م΄ان تغییر یافت بهبود
البته بخشید. بهبود را شده داده جواب ΁ی ͬ توان م روش این با ͬ یابد. م ادامه نشود
و هانسن است. مؤثر ال·وریتم سرعت در اولیه جواب و جدید م΄ان های انتخاب نحوه
که کرده اند حل متغیر همسای·ͬ جستجوی روش با را p‐میانه مسئله [٧٩] ملادنویچ
گرفته نظر در همسایه عنوان به دارند اختلاف عضو k(k ≤ p) در که جواب دو آن در

ͬ شوند. م
تغییر روش اساس بر و حریصانه٨٢ ال·وریتمͬ صورت به که نیز ابتکاری روش ΁ی
به دست ١ ‐میانه نقطه ابتدا آن در که است آمده [٣٩] ͽمرج در ͬ باشد، م وسائل م΄ان
مجموعه این به رأس ΁ی گام هر در سپس ͬ گیرد. م قرار جواب مجموعه در و آمده
انتخاب رأس های جای·زین را دی·ری رأس ͬ توان م آیا که ͬ شود م بررسͬ و شده اضافه
را رأس جواب، بودن مثبت صورت در خیر. یا یابد کاهش هدف تابع تا کرد شده
تقریبی جواب ΁ی گام p از پس ͬ شود. م انجام بررسͬ عمل دوباره و کرده جای·زین
پیدا را رأس p شامل S مانند مجموعه ΁ی ال·وریتم این ͬ آید. م به دست مسئله برای
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΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٢٨
p شامل که X مانند دی·ر مجموعه هر برای ولͬ نیست بهینه جواب لزوماً که ͬ کند م
F (S) ≤ داریم آنگاه باشند، مشترک رأس p − ١ دارای S و X اگر باشد شب΄ه از رأس

.F (X)

روش های است رفته به کار p‐میانه مسئله برای که ابتکاری روش های دی·ر از
را ΁ژنتی ال·وریتم که کسانͬ اولین است. ممنوع٨۴ جستجوی و ٨٣΁ژنتی ال·وریتم
و دیبل٨٧ سپس بودند. [٨۴] گودچایلد٨۶ و ٨۵ͷهاس بردند، کار به p‐میانه مسئله برای
استفاده با روش هایی [۴٠] هم΄اران و کورا٩٠ و [۴٩] هم΄اران و ارکوت٨٩ ،[۴۴] دشام٨٨
تابو جستجوی از استفاده با کردند. ارائه p‐میانه مسئله برای ΁ژنتی ال·وریتم های از
‐p مسئله برای روش هایی [١٢١] هم΄اران و رلند٩٢ و [١٠٧] هم΄اران و مورنو٩١ نیز

کرده اند. ارائه میانه
یافت، بهینه جواب برای کران هایی بتوان اگر ابتکاری روش ΁ی کارایی بررسͬ برای
شده ΁نزدی بهینه جواب به ابتکاری روش ΁ی جواب آیا که کرد تعیین ͬ توان م آنگاه
لاگرانژ٩٣ کاهشͬ روش بهینه، جواب برای کرانͬ تعیین برای روش ΁ی خیر. یا است
ضرایب نام به ضرایبی با همراه محدودیت چند یا ΁ی انتقال با روش این در است.
آن جواب که ͬ شود م اصلͬ مسئله جای·زین جدید مسئله ΁ی هدف تابع به لاگرانژ،
ͽمراج در p‐میانه مسئله برای لاگرانژ کاهشͬ روش است. اصلͬ مسئله برای کرانͬ
(ابتکاری گوناگون تقریبی روش های روی بر نیز [٧٧] ͽدرمرج است. آمده [۴٣] و [۶١]
است. آمده عمل به ͬ هایی بررس شده ارائه مختلف افراد توسط که ریاضͬ) برنامه ریزی و
پیچیدگͬ با دقیق ال·وریتمͬ ح΄یمͬ و کریو٩۴ درخت، روی p‐میانه مسئله برای
با ال·وریتمͬ با را آن  ها حل روش تمیر٩۵ بعدها .[٨٨] کرده اند ارائه O(p٢n٢) زمانͬ

.[١٣١] بخشید بهبود O(pn٢) زمانͬ پیچیدگͬ
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٢٩ م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ

درخت روی میانه ‐ ١ مسئله
حل که داد نشان و پرداخت شب΄ه ها روی میانه ΁ی مسئله به ١٩٧١ سال در گلدمن
.[١٠۵] ͬ باشد م O(n٣) زمانͬ پیچیدگͬ دارای شمارش روش از استفاده با مسئله این
اکثریت ال·وریتم زیر لم سه اساس بر باشد درخت شب΄ه که حالتͬ برای وی همچنین

نمود. ارائه ͬ باشد م O(n) زمانͬ پیچیدگͬ دارای که را وزنͬ
T و S اگر همچنین باشد. مفروض v١, v٢, . . . , vn راس n با درختͬ X اگر .٢ . ٣ . ١ لم

و t ∈ T ، s ∈ S که باشند (vs, vt) یال حذف از حاصل درخت زیر دو

W (S) =
∑
x∈S

w(x),

W (T ) =
∑
x∈T

w(x).

ͬ باشد. م ͽواق S درخت زیر در m میانه آنگاه W (S) ≥ W (T ) اگر
شود. مراجعه [١٠۵] ͽمرج به برهان.

X درخت از (s, t) یال حذف از که باشند درخت زیر دو T و S که شود فرض .٢ . ٣ . ٢ لم
X درخت روی میانه یافتن مسئله آنگاه W (S) ≥ W (T ) اگر حال باشند. آمده دست به
است S درخت همان NS آن در که NS درخت زیر روی میانه یافتن به ͬ شود م تبدیل

است. شده جای·زین w(s) +W (T ) با s راس وزن که تفاوت این با
شود. مراجعه [١٠۵] ͽمرج به برهان.

همه وزن های مجموع نصف از بیشتر (گراف) درخت ΁ی از راسͬ وزن اگر .٢ . ٣ . ٣ لم
ͬ باشد. م درخت میانه راس آن آنگاه باشد رئوس

شود. مراجعه [١٠۵] ͽمرج به برهان.

وزنͬ اکثریت ال·وریتم
است. مسئله جواب راس همان کنید توقف است راس ΁ی شامل X اگر اول. گام



΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٣٠

چهارم گام به آنگاه w(v) ≥ W (X)

٢ اگر v مانند انتهایی راس هر به ازای دوم. گام
بروید. سوم گام به این صورت غیر در بروید.

کرده اضافه u راس به را v راس وزن باشد. v مجاور راس u کنید فرض سوم. گام
برگردید. ΁ی گام به و کنید حذف را (u, v) یال و v راس و
است. مسئله جواب v راس کنید. توقف چهارم. گام

به :[٢ . ١ [ش΄ل ب·یرید نظر در را یال شش و راس هفت با X درخت .٢ . ٣ . ١ مثال

یال. شش و راس هفت با درختͬ :٢ . ١ ش΄ل

.W (X) = ٢٠ وضوح
را v۶ راس وزن w۶ ≱

W (X)

٢ = ١٠ که آنجایی از ͬ کنیم. م شروع v۶ دلخواه راس از
از ͬ کنیم. م حذف X درخت از را (v۵, v۶) یال و کرده اضافه v۵ یعنͬ آن مجاور راس به

ͬ شود. م تبدیل ٢ . ٢ صورت به X درخت و w۵ = ۵ این رو

.(v۵, v۶) یال و v۶راس حذف از حاصل درخت :٢ . ٢ ش΄ل



٣١ م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ
که آنجایی از ͬ کنیم. م انتخاب را v٧ دلخواه راس و ͬ گردیم م بر اول گام به حال
را راس دو این بین یال و افزوده v۵ یعنͬ آن مجاور راس به را v٧ راس وزن w٧ ≱ ١٠

ͬ شود. م حاصل w۵ = ٨ با ٢ . ٣ درخت که ͬ کنیم م حذف

.(v۵, v٧) یال و vراس٧ حذف از حاصل درخت :٢ . ٣ ش΄ل

w۵ ≱ ١٠ که آنجایی از ͬ گیریم. م نظر در را v۵ راس و ͬ گردیم م بر اول گام به دوباره
حذف را راس دو این بین یال و افزوده v٢ یعنͬ آن مجاور راس به را راس این وزن
و ͬ گردیم م بر اول گام به حال ͬ شود. م حاصل w٢ = ١٣ با ۴ . ٢ درخت که ͬ کنیم م

.(v٢, v۵) یال و v۵راس حذف از حاصل درخت :۴ . ٢ ش΄ل

نتیجه و ͬ کنیم م توقف w٢ = ١٣ > ١٠ که آنجایی از ͬ گیریم. م نظر در را v٢ راس
است. X درخت میانه v٢ راس که ͬ شود م



΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٣٢

درخت روی میانه ‐ ٢ مسئله
روش از استفاده با مسئله این حل ب·یرید. نظر در را شب΄ه روی میانه ‐ ٢ مسئله
باشد درخت شب΄ه که حالتͬ برای اما ͬ باشد م O(n٣) زمانͬ پیچیدگͬ دارای شمارشͬ

نمود: ارائه زیر به صورت را یال حذف خطͬ ال·وریتم گلدمن
[١٠۵] یال حذف ال·وریتم

با X درخت یال های تمام مجموعه E = {e١, e٢, . . . , en−١} کنید فرض اول. گام
زیر دو نتیجه در ͬ کنیم. م حذف را ei یال i = ١,٢, . . . , n − ١ ازای به باشد. راس n

ͬ نامیم. م T٢ei و T١ei ترتیب به که ͬ شود م حاصل درخت
و T١ei درخت زیر دو از ΁ی هر در وزنͬ اکثریت ال·وریتم از استفاده با دوم. گام

ͬ کنیم. م نام گذاری m٢i و m١i ترتیب به و ͬ یابیم م را میانه ΁ی T٢ei
به T٢ei و T١ei درخت زیر هردو برای را f٢ei و f١ei هدف توابع مقدار سوم. گام
به زیر به صورت اصلͬ مسئله برای نهایی هزینه تا ͬ کنیم م ͽجم هم با و آورده دست

آید: دست
fei = f١ei + f٢ei .

کنید فرض ͬ یابیم. م را fei مقدار کمترین i = ١,٢, . . . , n− ١ به ازای چهارم. گام
m٢k و m١k صورت این در باشد. آمده دست به ek یال حذف با مقدار کمترین این

.fek = f١ek + f٢ek از است عبارت بهینه مقدار و ͬ باشند م X درخت میانه های
ب·یرید. نظر در را واحد یال های طول با ۵ . ٢ درخت .٢ . ٣ . ٢ مثال

یال. ͷپن و راس شش با درختͬ :۵ . ٢ ش΄ل
زیر دو یال این حذف با کنیم. حذف را v۶ و v١ راس دو بین یال کنید فرض ابتدا
ال·وریتم از استفاده با شده اند. داده نشان ۶ . ٢ ش΄ل در که ͬ شود م حاصل درخت
عبارتند ترتیب به که ͬ یابیم م را میانه ΁ی درخت زیر دو این از ΁ی هر در وزنͬ اکثریت



٣٣ م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ
به صورت هزینه تابع بنابراین دوم. درخت زیر در v٢ راس و اول درخت زیر در v۶ راس از

است: زیر
f(v٢, v۶) = f١ + f٢ = ٠ + ۶ = ۶

.(v١, v۶) یال حذف از حاصل درخت های زیر :۶ . ٢ ش΄ل
به درخت زیر دو این صورت در کنیم. حذف را v٢ و v١ رئوس بین یال بعد مرحله در
مقدار و v۶ و v٢ رئوس از عبارتند میانه ها نتیجه در ͬ آید. م به دست ٢ . ٧ ش΄ل صورت

با: است برابر هدف تابع
f(v۶, v٢) = f١ + f٢ = ١ + ۵ = ۶.

شده اند داده نشان ٢ . ٨ ش΄ل در که درخت زیر دو v٣ و v٢ رئوس بین یال حذف با حال

.(v١, v٢) یال حذف از حاصل درخت های زیر :٢ . ٧ ش΄ل
هدف تابع مقدار و v٣ و v٢ رئوس از عبارتند میانه ها حالت این در ͬ آیند. م به دست



΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٣۴

.(v٢, v٣) یال حذف از حاصل درخت های زیر :٢ . ٨ ش΄ل
است: زیر به صورت

f(v٣, v٢) = f١ + f٢ = ١١ + ٠ = ١١.
این در ͬ شود. م نتیجه ٢ . ٩ ش΄ل درخت های زیر v۵ و v٢ رئوس بین یال حذف از

با: است برابر هدف تابع مقدار و v۵ و v٢ رئوس از عبارتند میانه ها صورت
f(v۵, v٢) = f١ + f٢ = ١٠ + ٠ = ١٠.

میانه ها که ͬ شود م نتیجه ٢ . ١٠ ش΄ل v۴ و v٢ رئوس بین یال حذف با نهایت در و

.(v٢, v۵) یال حذف از حاصل درخت های زیر :٢ . ٩ ش΄ل
با: است برابر هدف تابع مقدار و v۴ و v٢ رئوس از عبارتند

f(v۴, v٢) = f١ + f٢ = ١٠ + ٠ = ١٠.
ͬ آید. م به دست هزینه تابع مقدار کمترین (v١, v۶) یال حذف با که ͬ شود م ملاحظه

.X درخت میانه دو مجموعه از است عبارت {v٢, v۶} رئوس مجموعه لذا



٣۵ م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ

.(v٢, v۴) یال حذف از حاصل درخت های زیر :٢ . ١٠ ش΄ل

مرکز ‐ p م΄ان یابی مسئله ٢ . ٣ . ٣

شب΄ه روی سرویس دهنده p م΄ان تعیین از است عبارت مرکز ‐ p م΄ان یابی مسئله
کمینه سرویس دهنده نزدی΄ترین تا مشتری ها وزن دار فاصله بیشترین که به طوری
از سرویس دهنده p م΄ان شامل مجموعه ΁ی X = {x١, . . . , xp} کنید فرض شود.

داریم: مرکز ‐ p مسئله در آنگاه باشد. N شب΄ه

min
X

( max
j=١,...,nwjD(vj, X)). (۴ . ٢)

آن در که

D(vj, X) = min
xi∈X

(d(vj, xi)).



΁کلاسی م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ٣۶
است زیر به صورت مرکز ‐ p مسئله برای صحیح عدد و ΁ی و صفر برنامه ریزی مدل

:[۴٣]
(P١٣) minZ

s.t
n∑

i=١
xij = wj, j = ١, ..., n,

n∑
i=١

yi = p,

xij ≤ yiwj, i, j = ١, ..., n,
Z ≥

n∑
i=١

xijdij, j = ١, . . . , n,
xij ≥ ٠, yi ∈ {٠, ١}, i, j = ١, ..., n,

(۵ . ٢)
تعریف میانه ‐ p مسئله مدل مانند i, j = ١, · · · , n ،xij و i = ١, · · · , n ،yi آن در که
باید مشتری هر نیاز تمام که ͬ دهند م نشان اول قیود مجموعه اخیر مدل در ͬ شوند. م
مجموعه است. p ها سرویس دهنده تعداد که ͬ کند م بیان دوم قید شود. داده پوشش
شود تاسیس ام ‐ i م΄ان در سرویس دهنده باید ابتدا اینکه بر دارند دلالت سوم قیود

شود. انجام سرویس دهͬ سپس و
شب΄ه روی مرکز ΁ی یافتن به تبدیل مسئله آنگاه باشد p = ١ اگر (۵ . ٢) مدل در

ͬ شود. م نامیده راسͬ مرکز مدل این حل از آمده به دست بهینه جواب ͬ شود. م
دادند قرار مطالعه مورد درخت شب΄ه روی بر را مرکز ‐ p مسئله هم΄اران و کوکاینه
این برای خطͬ ال·وریتم اسلیتر سپس . [٨١] نمودند ارائه آن برای خطͬ ال·وریتم و
به ١٩٧٣ سال در هندلر همچنین .[١٢٩] نمود ارائه ١٩٨٢ سال در شب΄ه روی مسئله
به مینی΄ا ١٩٨۵ سال در پرداخت[٨٠]. وزن بدون درخت شب΄ه روی مسئله این حل
پرداخت نباشد بیشتر l خاص مقدار از مسیر طول که زمانͬ مرکزی مسیر مسئله حل

.[١٠۴]

وزن بدون درخت روی مرکز ΁ی مسئله
دورترین فاصله که نقطه ای یافتن از است عبارت مرکز مسئله شد گفته که همان طور
راس n از متش΄ل X درخت باشد. مم΄ن مقدار کمترین دارای آن از درخت در نقطه

: نمود ارائه مرکز یافتن برای را زیر ال·وریتم هندلر ب·یرید. نظر در را v١, v٢, . . . , vn



٣٧ م΄ان یابی مهم مسائل برخͬ
مرکز[٨٠] ΁ی ال·وریتم

کنید. انتخاب X درخت در را v١ دلخواه راس اول. گام
بنامید. v٢ را آن و بیابید را v١ از راس دورترین دوم. گام

بنامید. v٣ را آن و بیابید را v٢ از راس دورترین سوم. گام
ͬ باشد. م X درخت مرکز v٣ و v٢ راس دو بین مسیر میانͬ نقطه چهارم. گام

یال های طول با ٢ . ١١ ش΄ل در شده داده نشان X وزن بدون درخت .٢ . ٣ . ٣ مثال
ب·یرید. نظر در را واحد

راس هندلر ال·وریتم اساس بر منظور بدین بیابیم. را درخت این مرکز ͬ خواهیم م
همچنین .v١ راس از است عبارت آن از راس دورترین ͬ کنیم. م انتخاب را v٨ دلخواه
بین مسیر میانͬ نقطه نهایت در .v٧ راس از است عبارت v١ راس از راس دورترین

ͬ باشد. م X درخت مرکز v۴ راس راس بنابراین است. v۴ راس v٧ و v١ رئوس

وزن. بدون درخت :٢ . ١١ ش΄ل





٣ فصل
اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای

م΄ان یابی مسائل اخیر سال های در شده، ارائه ΁کلاسی م΄ان یابی مسائل با تقابل در
و قطعیت عدم مدل های ترفیع/تنزیل، مدل های معکوس، مدل های شامل اصلاحͬ
آن ها بررسͬ به ادامه در که گرفته اند قرار توجه مورد بسیار آرمانͬ م΄ان یابی مدل های

ͬ پردازیم. م

پشتیبان م΄ان یابی مسائل ٣ . ١
و سرویس دهنده ها وزن که است مسائلͬ به علاقه مند سنتͬ به طور م΄ان یابی نظریه
΁ی که نیست ام΄ان پذیر این اغلب اما است. مشخص دقیقا آن ها بودن دسترس در
زندگͬ داده های از مهمͬ بخش باشیم. داشته پارامترها این تمامͬ از دقیق برآورد
تغییر زمان با است مم΄ن پارامترها این و است قطعیت عدم شامل اغلب واقعͬ،
بررسͬ قطعیت عدم شامل م΄ان یابی مدل های اخیر سال های در بنابراین کنند.
و اشنایدر١ است. گرفته قرار مطالعه مورد و تعریف آن ها حالت های برخͬ و شده
اوقات بعضͬ مدل این در که کردند بررسͬ را اطمینان قابلیت مدل ،[١٣٠] دس΄ین٢
به شده داده اختصاص مشتریان و بخورند ش΄ست سرویس دهنده ها است مم΄ن

1Snyder
2Daskin



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۴٠
ب·یرند. سرویس کار حال در سرویس دهنده های از مجبورند سرویس دهنده ها این
کردند بررسͬ اطمینان قابلیت مدل همانند را ٢ ‐میانه مسئله هم΄ارانش٣ و وو وانگ
شده ای داده احتمال ΁ی با است مم΄ن سرویس دهنده هر مدل این در .[١٣٨]
فرض این با بخورد، ش΄ست سرویس دهنده ΁ی که این محض به بخورد. ش΄ست
دی·ر سرویس دهنده بخورند، ش΄ست زمان هم به طور ͬ توانند نم سرویس دهنده ها که
یافتن دنبال به آن در که را مدل این آن ها ͬ گیرد. م عهده به را سرویس دهͬ مسئولیت
سرویس دهنده های به رئوس تمام از وزنͬ فواصل مجموع که بودند رئوس از زوج ΁ی
زمان با ال·وریتم ΁ی و نامیدند پشتیبان۴ ٢ ‐میانه مسئله کند، کمینه را کار حال در

است. بررسͬ مورد درخت رئوس تعداد n که دادند پیشنهاد آن برای O(nlogn)

پشتیبان ٢ ‐میانه م΄ان یابی مسئله ٣ . ١ . ١
V (G) که باشد G = (V (G), E(G), w, l) جهت بدون ساده گراف G که کنید فرض
و رأس ها وزنͬ تابع w : V (G) 7−→ R+ ،G یال های مجموعه E(G) و رأس ها مجموعه

که است m مانند رأسͬ G از میانه ΁ی یال ها باشد. طول تابع l : E(G) 7−→ R+

∑
v∈V (G)

w(v)dG(m, v) = min
u∈V (G)

∑
v∈V (G)

w(v)dG(u, v). (٣ . ١)

استفاده V ⊆ V (G) با D(V, u) نماد v∈V∑از w(v)dG(u, v) نمایش شدن ساده تر برای
برای ͬ شود. م داده نمایش d(u, v) نماد با v و u رأس دو بین فاصله همچنین ͬ شود. م
U = {x : d(x, u) ⩽ d(x, v)} که ∏(u, v) = (U, V ) دهید قرار (u, v) رأس زوج هر
΁ی V و U مجموعه های از ΁هری درخت ΁ی در که کنید توجه .V = V (T ) − U و
e ∈ E(T ) یال حذف با ͬ توان م را مجموعه دو این که ͬ کنند م تولید را همبند زیرگراف

آورد. به دست
٢ ‐میانه مسئله در سرویس دهنده دو ش΄ست احتمال های ρ٢ و ρ١ شود فرض
م΄ان u١ که ͬ شود نشان داده م (u١, u٢) رأس زوج ΁ی با مسئله جواب باشند. پشتیبان
ρ٢ ش΄ست احتمال با سرویس دهنده م΄ان u٢ و ρ١ ش΄ست احتمال با سرویس دهنده

است.
به رأس ها تمام از فاصله مجموع کردن کمینه پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله هدف

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت که است کار حال در سرویس دهنده های مجموعه
Cρ(v١, v٢) =(١ − ρ)

(∑
v

w(v)d(v, {v١, v٢})
)

+ρ
(∑

v

w(v)d(v, v٢) +
∑
v

w(v)d(v, v١)
)
. (٣ . ٢)

3Wang Wu
4Backup 2-Median Problem



۴١ پشتیبان م΄ان یابی مسائل

درخت روی پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله ٣ . ١ . ٢
درخت روی پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله است. داده شده  ρ ش΄ست احتمال و T درخت
کمینه را زیر هدف تابع که به گونه ای ͬ کند م جستجو را (m١,m٢) رئوس از زوج ΁ی T

کند:
Cρ(v١, v٢) = (١ − ρ)

(
D(V١, v١) +D(V٢, v٢)

)
+ ρ
(
D(V١, v١) +D(V٢, v١)

)
+ ρ
(
D(V١, v٢) +D(V٢, v٢)

= D(V١, v١) + ρD(V٢, v١) +D(V٢, v٢) + ρD(V١, v٢) (٣ . ٣)
ͬ باشد. م (V١, V٢) =

∏
(v١, v٢) و v١, v٢ ∈ V (T ) آن در که

مسئله حل روش
بررسͬ وزن دار رأس های با درخت های روی پشتیبان، ٢ ‐میانه مسئله قسمت این در
است. شده ریشه دار m یعنͬ خود میانه در T ورودی درخت کنید فرض است. شده
است درخت روی ΁کلاسی ٢ ‐میانه مسئله در یال حذف روش مشابه شده، ارائه روش
میانه دو s١, s٢ کنید فرض است. داده شده توضیح مختصر به صورت دوم فصل در که

.(S١, S٢) =
∏
(s١, s٢) دهید قرار باشند. T

میانه های به ترتیب باید s٢ و s١ که نشان داده شده است [٩۴ ،٧٠] ͽمراج در
برای مشابه نتیجه ΁ی ٣ . ١ . ١ لم در باشند. S٢ و S١ توسط شده ایجاد زیردرخت های
y پدر x که e = (x, y) ∈ E یال ΁ی برای بیان شده است. پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله
درخت در e یال حذف از به دست آمده درخت زیر دو Y (e) و X(e) کنید فرض است،
و w(x) + ρw(Ty) با برابر به ترتیب y و x وزن های و است X(e) در x که باشند T

ͬ مانده باق یال های تمام طول و دی·ر رأس های تمام وزن باشند. w(y) + ρw(T − Ty)

نمادگذاری Xu(e) با X(e) از u در ریشه دار شده درخت زیر ͬ شوند. نم داده تغییر
شده است. ریشه دار v در که است Y (e) از درختͬ زیر Yv(e) مشابه به طور ͬ شود. م

T درخت مختلف رأس های روی پشتیبان ٢ ‐میانه (m١,m٢) اگر [١٣٨] .٣ . ١ . ١ لم
یال ΁ی e = (x, y) که هستند Y (e) و X(e) میانه های ترتیب به m٢ و m١ آنگاه باشد،

است. m٢ و m١ مرکزی

یال حذف با باشد. y پدر x و E(T ) در یالͬ e = (x, y) که کنید فرض .٣ . ١ . ١ تعریف
زیر میانه و بالا میانه x رأس شامل زیردرخت میانه ͬ شود. م حاصل زیردرخت دو e



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۴٢
mL و mU نمادهای با به ترتیب و ͬ شوند م نامیده e یال پایین میانه y شامل درخت

ͬ شوند. م داده نشان
دارد، قرار ٣ . ١ . ١ لم پایه بر است شده ارائه مسئله حل برای ادامه در که ال·وریتمͬ

شود. یافت میانه زوج ΁ی e یال هر به ازای باید نتیجه در

w(Tu) ≤ و w(Tv) ≥ w(V )⧸٢ اگر تنها و اگر است T میانه v رأس [١٣٨] .٣ . ١ . ١ قضیه
.V از u فرزند هر برای w(V )⧸٢

هدف تابع باشند. Y (e) و X(e) رأس های مجموعه به ترتیب VL و VU اگر حال
یعنͬ: ͬ شود م بازنویسͬ یال به وابسته هزینه تابع به صورت

C
′

ρ(e) = D(VL,mL) + ρD(VU ,mL) +D(VU ,mU) + ρD(VL,mU) (۴ . ٣)
.(VL, VU) =

∏
(mL,mU) و هستند e یال میانه های زوج (mL,mU) آن در که

که ͬ شود م نامیده ،[١٣٨] ۵ ٢ ‐میانه پشتیبان پشتیبان، ٢ ‐میانه یافتن ال·وریتم
ͬ کند. م عمل زیر ش΄ل به

میانه ی ابتدا همزمان، به صورت یال ΁ی پایین و بالا میانه های محاسبه به جای
ͬ شود. م محاسبه (۴ (خط یال ها تمام بالای میانه سپس و ،( ٣ (خط یال ها تمام پایین
نمایش ١ ≤ i ≤ n که ei با آن ها از ΁هری و شده اندیس گذاری i با E یال های
UPPER − و LOWER − MEDIAN زیربرنامه های اجرای از پس ͬ شوند. م داده
بنابراین ͬ شود. م ذخیره MU [i] و ML[i] در ei یال هر میانه های زوج ،MEDIAN

هزینه کمینه ترین و محاسبه میانه ها از زوج هر ازای به را یال به وابسته هزینه ͬ توان م
.(١١ تا ۶ کرد.(خط پیدا را یال به وابسته

بنابراین ب·یرند، قرار رأس ΁ی در است مم΄ن سرویس دهنده دو که کنید توجه
΁ی در سرویس دهنده دو اگر که است بدیهͬ شود. بررسͬ نیز مورد این که است نیاز
cρ(m,m) بنابراین است. انتخاب بهترین ، T درخت میانه یعنͬ m گیرند، قرار رأس
پشتیبان ٢ ‐میانه و ͬ شود م مقایسه میانه ها از زوج بهترین یال به وابسته هزینه با

(١٣ تا ١٢ آن هاست.(خط مینیمم ترین

BACKUP٢MEDIAN(T, ρ) ال·وریتم کد شبه
سرویس دهنده. هر برای ρ ش΄ست احتمال و T درخت ورودی:

ورودی. درخت پشتیبان ٢ ‐میانه خروجͬ:
بده. قرار m متغیر در را T درخت میانه (١)

5BACKUP2MEDIAN



۴٣ پشتیبان م΄ان یابی مسائل
بده. قرار T ∗ در را شده است ریشه دار m در که T درخت (٢)

تمام آن اجرای از پس و کرده فراخوانͬ را LOWER−MEDIAN(T ∗) زیربرنامه (٣)
بده. قرار ML آرایه در را یال ها پایین میانه های

تمام آن اجرای از پس و کرده فراخوانͬ را UPPER−MEDIAN(T ∗) زیربرنامه (۴)
بده. قرار MU آرایه در را یال ها بالای میانه های

بده. قرار ∞ مقدار با برابر را opt متغیر (۵)
.i = ١ (۶)

برو. (١٠) گام به غیر این صورت در برو (٨) گام به آنگاه C ′
ρ(ei) < opt اگر (٧)

بده. قرار opt متغیر در را C
′
ρ(ei) مقدار (٨)

کن. ذخیره i∗ در را i متغیر مقدار (٩)
.i = i+ ١ (١٠)

. برو (١٢) گام به غیر این صورت در برو (٧) گام به i < n اگر (١١)
(١۴) گام به غیراین صورت در کن اجرا را (١٣) گام آنگاه C ′

ρ(ei∗) > Cρ(m.m) اگر (١٢)
. برو

است. T ورودی درخت پشتیبان ٢ ‐میانه (m,m) کنید، توقف (١٣)
است. T ورودی درخت پشتیبان ٢ ‐میانه (ML[i

∗],MU [i
∗]) کنید، توقف (١۴)

[١٣٨] ͽمرج در بالا میانه و پایین میانه یال، به وابسته هزینه تابع محاسبه جزئیات
است. آمده

در ͬ توان م را میانه ها زوج تمام برای C ′
ρ یعنͬ یال به وابسته هزینه [١٣٨] .٣ . ١ . ٢ لم

نمود. محاسبه خطͬ زمان
LOWER−MEDIAN(T ∗) زیربرنامه کد شبه

شده است. ریشه دار خود میانه در که T ∗ درخت ورودی:
است. T ∗ یال های تمام ازای به پایین میانه های حاوی که L آرایه خروجͬ:

در شده ریشه دار زیردرخت همان که w(Tv) مقدار T ∗ درخت از v رأس هر برای (١)
ͬ باشد. م w(v) +

∑
u∈C(v) w(u) برابر w(Tv) وزن کن. محاسبه را است، v رأس



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۴۴
شده داده توضیح اول فصل در که ترتیب پس پیمایش ترتیب را رأس ها مجموعه (٢)

دهید. قرار (v١, v٢, ..., vn) در و نموده مرتب است،
.i = ١ (٣)

دهید. قرار ei متغیر در را پدرش و vi بین یال (۴)
برو. (٧) گام به غیراین صورت در ،(۶) گام به است برگ ΁ی vi اگر (۵)

بده. قرار L[i] آرایه در را vi را ٔس (۶)
بده. قرار λ متغیر در را w(Tvi) + ρw(T − Tvi) مقدار (٧)

بده. قرار u متغیر در w(Tu) = maxx∈C(vi)w(Tx) که را u مانند vi از فرزندی (٨)
بده. قرار g متغیر در را Y ((vi, u)) زیردرخت میانه (٩)

برو. (١٢) گام به غیراین صورت در ،(١١) گام به ، g ̸= vi و w(Tg) < λ/٢ اگر (١٠)
برو. (١٠) گام به و کرده g جای·زین را g رأس پدر (١١)

کن. ذخیره L[i] در را g متغیر (١٢)
.i = i+ ١ (١٣)

. برو (١۵) گام به غیراین صورت در برو (۴) گام به i < n اگر (١۴)
ͬ باشد. م یال ها تمام پایین میانه های شامل L آرایه (١۵)

زیردرخت سنگین ترین در پایین میانه همیشه ، LOWER −MEDIAN زیربرنامه در
جستجو ٣ . ١ . ١ قضیه از استفاده با آن کردن پیدا با و ͬ شود م جستجو ریشه به ΁نزدی

ͬ یابد. م پایان
UPPER−MEDIAN(T ∗) زیربرنامه کد شبه

است. شده  ریشه دار خود میانه در که T ∗ درخت ورودی:
است. T ∗ یال های تمام ازای به بالا میانه های حاوی که U آرایه خروجͬ:

کن. محاسبه را w(Tv) مقدار T ∗ درخت از v رأس هر برای (١)
بده. قرار Tv١ در را m از شاخه سنگین ترین (٢)

بده. قرار Tv٢ در را m از شاخه سنگین ترین دومین (٣)
بده. قرار mv١ در را Tv١ زیردرخت میانه (۴)



۴۵ معکوس م΄ان یابی مسائل
کن. ذخیره mv٢ در را Tv٢ زیردرخت میانه (۵)

کن. ذخیره Path١ در را mv١ به ریشه از مسیر (۶)
کن. ذخیره Path٢ در نیز را mv٢ به ریشه از مسیر (٧)

بده. قرار (e١, e٢, ..., en−١) در و نموده مرتب دلخواه به را یال ها (٨)
.i = ١ (٩)

. برو (١٢) گام به غیراین صورت در برو (١١) گام به آنگاه ei ∈ Tv١ اگر (١٠)
کن. ذخیره U [i] در را w(Tv) ≥ w(X(ei))٢ با Path٢ مسیر در v رأس پایین ترین (١١)
کن. ذخیره U [i] در را w(Tv) ≥ w(X(ei))٢ با Path١ مسیر در v رأس پایین ترین (١٢)

.i = i+ ١ (١٣)
برو. (١۵) گام به غیراین صورت در برو (١٠) گام به i < n اگر (١۴)

برگردان. را U آرایه (١۵)
T درخت پشتیبان ٢ ‐میانه ،BACKUP٢MEDIAN ال·وریتم [١٣٨] .٣ . ١ . ٢ قضیه

ͬ کند. م محاسبه O(n log n) زمان در را
ͬ شود: م نتیجه زیر قضیه فوق لم برپایه

٢ ‐میانه ΁ی داده شده است. ρ٢ و ρ١ ش΄ست احتمال های [١٣٨] .٣ . ١ . ٣ قضیه
شود. محاسبه O(nlogn) زمان در ͬ تواند م وزن دار رئوس با درخت برای پشتیبان

معکوس م΄ان یابی مسائل ٣ . ٢
سپس و ͬ شود م ارائه معکوس م΄ان یابی مسئله از کلͬ بیان ΁ی ابتدا بخش، این در
گرفته صورت مهم کارهای از خلاصه ای و شده معرفͬ معکوس م΄انیابی مسائل انواع

ͬ شوند. م معرفͬ نوع هر به مربوط
یالͬ (طول های سیستم ورودی پارامترهای از برخͬ معکوس م΄ان یابی مدل ΁ی در
(یا ارزان ترین با حقیقͬ) فضای روی نقاط مختصات یا وزن ها گراف، راسͬ وزن های یا
قبل از تسهیلات م΄انͬ موقعیت اینکه تا ͬ شوند م داده تغییر مم΄ن روش پرسود ترین)
درمدل های یابند. بهبود ام΄ان حد تا یا شده بهینه جدید پارامترهای تحت شده معین
توجه با تسهیلات، م΄ان یابی به اقدام از قبل سیستم ورودی پارامترهای ترفیع/تنزیل،



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۴۶
تاسیسات استقرار محل سپس و ͬ شوند م داده تغییر بهینه ش΄ل به شده داده بودجه به

ͬ شوند. م م΄ان یابی جدید پارامترهای تحت
فاصله تابع با ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض

d : X ×X → R+

باشد. Rk, k ≥ ١ حقیقͬ فضای یا و شب΄ه ΁ی ͬ تواند م ΁متری فضای این باشد.
و بوده ΁متری فضای این روی م΄ان یابی مسئله ΁ی (LOC) کنید فرض همچنین،
وزن های شامل ͬ تواند م θ مثال به عنوان باشد. (LOC) مسئله پارامترهای بردار θ ∈ Rn

روی نقطه ای مختصات یا و نقاط وزن یا و باشد شب΄ه ها روی یالͬ طول های یا و راسͬ
جواب های کلیه مجموعه Sθ کنید فرض علاوه، به باشد. Rk, k ≥ ١ حقیقͬ فضای
(LOC) مسئله هدف تابع f(θ, S) و باشد θ پارامتر بردار تحت (LOC) مسئله شدنͬ
صورت به را (LOC) مسئله ͬ توان م مفروضات این با باشد. S ∈ Sθ شدنͬ جواب برای

نوشت. زیر
(LOC) min f(θ, S)

s.t. S ∈ Sθ. (۵ . ٣)
باشد. (LOC) م΄ان یابی مسئله از مفروض جوابی S∗ ∈ Sθ کنید فرض علاوه به
به توجه با θ̃ به θ پارامتر بردار اصلاح از است عبارت معکوس م΄ان یابی مسائل هدف
که به طوری مم΄ن)، روش (پرسود ترین مم΄ن روش ارزان ترین به محدودیت ها برخͬ
شده بهینه θ̃ جدید پارامتر بردار تحت (LOC) مسئله برای S∗ مفروض شدنͬ جواب
مسئله متناظر (تنزیل) ترفیع م΄ان یابی مسائل هدف یابد. بهبود مم΄ن حد تا یا
هدف مقدار که به طوری است، θ̃ به θ پارامتر بردار تغییر ،(LOC) ΁کلاسی م΄ان یابی
مم΄ن حد تا بودجه محدودیت به توجه با و θ̃ جدید پارامتر بردار تحت (LOC) مسئله
iامین افزایش از حاصله) سود p+i ) شده تحمیل هزینه c+i کنید فرض شود. (بدتر) بهتر
حاصله) سود p−i ) شده تحمیل هزینه c−i و بوده واحد ΁ی اندازه به θ بردار از θi مولفه
g(p, θ̃)) هزینه تابع g(c, θ̃) کنید فرض همچنین باشد. واحد ΁ی اندازه به θi کاهش از
که نتوانیم شاید طرفͬ، از باشد. c هزینه بردار با θ̃ به θ پارامتر بردار اصلاح سود) تابع
محدودیت هایی مجموعه B کنید فرض این رو از کنیم. اصلاح دلخواه به طور را θ بردار
تابع g(p, θ̃)) g(c, θ̃) هزینه تابع کند. صدق آن ها در باید θ̃ جدید پارامتر بردار که باشد
تابع برای τ = c پارامتر گرفتن نظر در با ͬ شود. م بررسͬ مختلفͬ حالت های در سود)
معکوس م΄ان یابی مسائل توابع این حالت های از برخͬ سود، تابع برای τ = p و هزینه

: از عبارتند گرفته اند قرار توجه مورد بیشتر
خطͬ: نرم تحت سود) (تابع هزینه تابع •

g(τ, θ̃) =
n∑

i=١

(
τ+i max

{٠, θ̃i − θi

}
+ τ−i max

{٠, θi − θ̃i

})
. (۶ . ٣)



۴٧ معکوس م΄ان یابی مسائل
جمعͬ: نوع همینگ فاصله تحت سود) (تابع هزینه تابع •

g(τ, θ̃) =
n∑

i=١

(
τ+i H(θ̃i, θi) + τ−i H

(
θi, θ̃i

))
. (٣ . ٧)

صورت به H(θ̃, θ) همینگ فاصله که به طوری

H(θ̃, θ) =

١ θ ̸= θ̃,

٠ θ = θ̃,

تنگنا: نوع همینگ فاصله تحت سود) (تابع هزینه تابع ͬ شود. م تعریف
چبیشف: نرم تحت سود) (تابع هزینه تابع

g(τ, θ̃) = max
i=١,...,n max

{
τ+i max

{٠, θ̃i − θi

}
, τ−i max

{٠, θi − θ̃i

}}
. (٣ . ٨)

تنگنا: نوع ترکیبی نرم تحت سود) (تابع هزینه تابع •
g(τ, θ̃) = max

i=١,...,n max
{
τ+i H(θ̃i, θi) + τ+i max

{٠, θ̃i − θi

}
,

τ−i H
(
θi, θ̃i

)
+ τ−i max

{٠, θi − θ̃i

}}
. (٣ . ٩)

تعریف نیز را دی·ری هزینه توابع ͬ توان م تصمیم گیرنده هدف به توجه با همچنین
ب·یرید: نظر در زیر به صورت را B مجموعه کرد.

B =
{
θ̃ : u− ≤ θ̃ ≤ u+ , φ(θ̃, θ) ≤ β, u+, u− ∈ Rn

}
.

کند. صدق u− پایین کران و u+ بالا کران قید در باید شده اصلاح پارامتر بردار آن در که
تصمیم نظرات اعمال برای اضافͬ محدودیت ΁ی به عنوان ، φ(θ̃, θ) ≤ β قید همچنین
فراوانͬ کاربردهای دارای معکوس م΄ان یابی مسئله است. شده گرفته نظر در گیرنده
نظر در را شهر ΁ی قطار ایستگاه ͬ شود. م اشاره مورد ΁ی به اینجا در که ͬ باشد م
به آن انتقال ام΄ان و است شده خارج بهینگͬ از آن م΄ان زمان گذشت با که ب·یرید
شهری سیستم پارامترهای از برخͬ ͬ تواند م شهر آن شهردار ندارد. وجود دی·ر نقاط
کمترین با را شهر جمعیتͬ آرایش یا و شهری نقل و حمل خطوط یا خیابان ها مانند
شب΄ه ١ ‐میانه م΄ان ΁ی به تبدیل قطار ایستگاه کنونͬ م΄ان اینکه تا دهد تغییر هزینه

شهر شود. آن با متناظر
معرفͬ پژوهشͬ نشریات در اصلاحͬ م΄ان یابی مدل های متداول ترین از برخͬ

از: عبارتند که شده اند
۶ سود هزینه/حداکثر حداقل معکوس م΄ان یابی مسائل •

6(Inverse location problems)



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۴٨
٧ مقید بودجه معکوس م΄ان یابی مسائل •

٨ تنزیل و ترفیع م΄ان یابی مسائل •
گرفته صورت کارهای از تاریخچه ای همراه به مدل ها این مختصر تشریح به ادامه در

ͬ شود. م پرداخته مدل ها این جواب روی΄ردهای برخͬ و

سود هزینه/حداکثر حداقل معکوس م΄ان یابی مدل ٣ . ٢ . ١
،θ پارامتر بردار با (X, d) متری فضای در (LOC) مفروض م΄ان یابی مسئله برای
،S∗ ∈ Sθ مفروض شدنͬ جواب ΁ی و f(θ, S) هدف تابع ،Sθ شدنͬ جواب های مجموعه
فرمول بندی زیر به صورت متناظر سود) (حداکثر هزینه حداقل معکوس م΄ان یابی مسئله

ͬ شود: م
(max)min g(c, θ̃)

s.t. f(θ̃, S∗) ≤ f(θ̃, S) ∀S ∈ Sθ̃,

θ̃ ∈ B, (٣ . ١٠)
و بوده θ̃ به θ پارامتری بردار اصلاح به مربوط سود) (تابع هزینه تابع g(c, θ̃) آن در که
این کند. صدق آن ها در باید θ̃ شده اصلاح بردار که است محدودیت هایی مجموعه B
΁ی ،(LOC) ΁کلاسی م΄ان یابی مسئله نوع و g(c, θ̃) تابع تعریف نحوه به بسته مسئله

است. غیرخطͬ یا خطͬ بهینه سازی مسئله

سود هزینه/حداکثر حداقل معکوس میانه م΄ان یابی مسائل بر مروری
وزن تغییرات با هزینه حداقل معکوس ١ ‐میانه مسئله هم΄اران و برکارد ٢٠٠۴ سال در
p‐میانه مسئله ابتدا آن ها دادند. قرار بررسͬ مورد [٣٠] ͽمرج در را نقاط به مربوط
برنامه ریزی مدل ΁ی به صورت (X, d) متری فضای در را گسسته هزینه حداقل معکوس
مدل این متغیرهای و قیود تعداد بودن متناهͬ به توجه با و کردند فرمول بندی خطͬ
در که گسسته، هزینه حداقل معکوس p‐میانه مسئله گرفتند. نتیجه را زیر گزاره
قابل چند جمله ای زمان در باشند، حقیقͬ وزن هر دارای است مم΄ن مشتریان آن
نباشد. ورودی پارامتر ΁ی به عنوان و باشد ثابت p مقدار که شرط این با است، حل
حداقل معکوس ناخوشایند p‐میانه مسئله فوق، گزاره اساس بر که باشید داشته توجه
‐ ١ مسئله ادامه، در آن ها است. حل قابل چند جمله ای زمان در نیز گسسته هزینه
و داده قرار بررسͬ مورد صفحه و درخت ها روی را گسسته هزینه حداقل معکوس میانه

7(Reverse location problems)
8(Up- and downgrading location problems)



۴٩ معکوس م΄ان یابی مسائل
برکارد ،٢٠٠٨ سال در دادند. ارائه آن ها برای O(n log n) اجرای زمان با ال·وریتم هایی
زمان در را راسͬ وزن تغییرات با هزینه حداقل معکوس فرما‐وبر مسئله قلوی٩ و
١ ‐میانه مسئله زمینه در مقاله ای هم΄اران و باروقͬ .[٢۵] نمودند حل O(n log n)

ثابت آن در که دادند ارائه Rd روی نقطه ای مختصات تغییر با هزینه حداقل معکوس
‐NP مسئله این شود، اندازه گیری خطͬ نرم با نقاط بین فواصل که صورتͬ در نمودند
باشند، ی΄سان نقاط وزن که این فرض با که کردند ثابت همچنین آن ها است. سخت
نتیجه در و یافته کاهش کوله پشتͬ مسئله d به هزینه حداقل معکوس ١ ‐میانه مسئله
نرم تحت مسئله این که نمودند ثابت ایشان ضمن در است. حل قابل O(nd) زمان در
است حل قابل O(nd) زمان در اقلیدسͬ نرم با و بوده NP‐سخت صفحه در چبیشف

.[١٢]
گراف ها، دور روی راسͬ وزن تغییرات با هزینه حداقل معکوس ١ ‐میانه مسئله برای
مسئله ΁ی به صورت ͬ توان م را مسئله این که دادند نشان [٣١] هم΄اران و برکارد
ماتریس فرمول بندی این در که کرد فرمول بندی کراندار متغیرهای با خطͬ برنامه ریزی
کلاس دو به ͬ توان م را ماتریس این ستون های است: خاص ساختاری دارای قیدها
آن ها ͬ یابند. م کاهش سطر هر در ماتریس مولفه های کلاس هر در که کرد افراز
سال در نمودند. حل O(n٢) زمان در را مسئله و برده بهره جالب خاصیت این از
درخت روی راسͬ وزن تغییرات با هزینه حداقل معکوس ١ ‐میانه مسئله قلوی ،٢٠٠٨
به بود، شده ارائه O(n log n) ال·وریتم آن برای هم΄اران و برکارد توسط قبلا́ که را
داد نشان رو این از و کرده فرمول بندی پیوسته پشتͬ کوله مدل مدل ΁ی صورت
نشان [١٣] هم΄اران و باروقͬ .[۶٢] است حل قابل خطͬ زمان در مسئله این که
شب΄ه های روی یالͬ طول تغییرات با هزینه حداقل معکوس p‐میانه مسئله که دادند
حداقل معکوس ٢ ‐میانه مسئله تبدیل با آن ها وجود این با است. NP‐سخت کلͬ
که دادند نشان خطͬ برنامه ریزی مدل های از متناهͬ دنباله  به درخت ها روی هزینه
خطͬ ال·وریتمͬ این، بر علاوه است. حل قابل جمله ای چند زمان در مسئله این
همان طور دادند. ارائه ستاره گراف های روی هزینه حداقل معکوس ٢ ‐میانه برای
مستقل درخت ١ ‐میانه م΄ان که ͬ دهد م نشان ٢ . ٣ . ٣ نتیجه شد، اشاره نیز قبلا́ که
توپولوژی ͬ یابد، م کاهش صفر به درخت از یالͬ طول وقتͬ اما است. یال ها طول از
قرار الشعاع تحت درخت ١ ‐میانه م΄ان است مم΄ن طریق این از و یافته تغییر درخت
١ ‐میانه مسئله و کرده استفاده جالب خاصیت این از ١١ رهبرنیا و ١٠ سپاسیان ب·یرد.
در را رئوس وزن و یال ها طول همزمان تغییرات با درخت روی هزینه حداقل معکوس
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اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۵٠
حداقل معکوس ١ ‐میانه مسئله ژنگ١٣ و گوان١٢ .[١٢٧] نمودند حل O(n log n) زمان
مورد همینگ فاصله و چبیشف نرم تحت را درخت روی راسͬ وزن تغییرات با هزینه
نوع همینگ فاصله تحت مسئله این که دادند نشان آن ها .[٧٣] دادند قرار بررسͬ
است. NP‐سخت نتیجه در و بوده ΁ی و صفر پشتͬ کوله مسئله ΁ی با معادل جمعͬ
خطͬ اجرای زمان با ال·وریتمͬ چبیشف نرم تحت مذکور مسئله برای آن ها همچنین
O(n log n) زمان های با مختلف ال·وریتم دو وزن دار همینگ‐تنگنای فاصله تحت و
معکوس ١ ‐میانه مسئله هم΄اران و لانکشو١۴ ،٢٠١٣ سال در دادند. ارائه O(n) و
خطͬ ال·وریتمͬ آن ها کردند. بررسͬ را حقیقͬ یالͬ وزن تغییرات با هزینه حداقل
که دادند نشان آن ها همچنین کردند. ارائه نامنفͬ یالͬ وزن اصلاحات با مسئله برای
یالͬ وزن های که حالتͬ در همینگ فاصله تحت هزینه حداقل معکوس ١ ‐میانه مسئله
NP‐سخت مسائل کلاس از باشند منفͬ مقادیر اختیار به مجاز درخت یافته بهبود
خطͬ نرم های تحت مسئله برای چندجمله ای اجرای زمان با ال·وریتم هایی و است
با ترکیبیاتͬ ال·وریتم ΁ی نگوین١۵ ،٢٠١۶ سال در .[٩٨] کردند پیشنهاد چبیشف و
رأسͬ وزن های تغییرات با هزینه حداقل معکوس ١‐میانه مسئله برای O(n log n) زمان
بلوک هر در یال ها طول که است این بر فرض آن در که کرد ارائه بلوکͬ گراف های روی
قطعͬ غیر هزینه های با معکوس ١ ‐میانه مسئله چ١۶ͬ و نگوین .[١١٠] هستند ی΄سان
برای O(n٢ log n) زمان با ال·وریتمͬ و دادند قرار بررسͬ مورد را درختͬ شب΄ه های روی
ارائه α ∈ [٠, ١] اطمینان ͹سط هر در بهینه جواب معکوس توزیع تابع آوردن بدست
یافته تعمیم تاب شب کرم فراابتکاری ال·وریتم ΁ی بخته١٨ و ͬ زاده١٧ عل اخیرا کردند.
و وزن تغییرات با هزینه حداقل معکوس p‐میانه مسئله بهینه جواب تقریب برای

.[٢] کردند ارائه مختلف نرم های تحت حقیقͬ k‐بعدی فضای در نقاط مختصات
،٢٠٠٧ سال در هزینه حداقل معکوس ناخوشایند میانه م΄ان یابی مسائل زمینه در
را یالͬ طول تغییرات با هزینه حداقل معکوس ناخوشایند ١ ‐میانه مسئله ١٩ گسنر
است NP‐سخت کلͬ گراف های روی مسئله این که نمود ثابت و داد قرار بررسͬ مورد
مسئله تبدیل طریق از و گرفته نظر در درخت ها روی را مسئله این ادامه در وی .[۶٧]
با نظر مورد مسئله برای حلͬ روش توانست هزینه کمترین با گردش مسئله ΁ی به
ناخوشایند ١ ‐میانه مسئله گسنر کار ادامه در قلوی کند. ارائه O(n log n) اجرای زمان
برای و گرفته نظر در مسیر ΁ی روی راسͬ وزن تغییرات با را هزینه حداقل معکوس

12Guan
13Zhang
14Longshu
15Nguyen
16Chi
17Alizadeh
18Bakhteh
19Gassner



۵١ معکوس م΄ان یابی مسائل
معکوس ١ ‐میانه ناخوشایند مسئله ایشان همچنین داد. ارائه خطͬ ال·وریتمͬ آن
به صورت را آن و کرده بررسͬ دورگراف روی را راسͬ وزن تغییرات با هزینه حداقل
‐p مسئله [١١۴] نگوین اخیرا .[۶٢] کرد مدل بندی خطͬ برنامه ریزی مسئله ΁ی
درخت روی (p ≥ ٢) یالͬ طول تغییرات با هزینه حداقل معکوس ناخوشایند میانه
هزینه حداقل معکوس ناخوشایند ٢ ‐میانه م΄ان یابی مسائل از دنباله ای به صورت را
تحت هزینه حداقل معکوس ناخوشایند ٢ ‐میانه م΄ان یابی مسئله برای و کرده بیان
نمود. ارائه O(n log n) اجرای زمان با ال·وریتم هایی تنگنا همینگ فاصله و چبیشف نرم
نرم تحت هزینه حداقل معکوس ناخوشایند ٢ ‐میانه م΄ان یابی مسئله برای همچنین

کرد. ارائه خطͬ اجرای زمان با ال·وریتمͬ ستاره گراف روی خطͬ

هزینه حداقل معکوس مرکز م΄ان یابی مسائل بر مروری
گرفت، صورت هزینه حداقل معکوس مرکز م΄ان یابی مسائل زمینه در که کاری اولین
معکوس ١ ‐مرکز مسئله که کردند ثابت هم΄ارانش و کای٢٠ آن در که بود ١٩٩٩ سال در
NP‐سخت وزن بدون جهت دار گراف های روی یالͬ طول باتغییرات هزینه حداقل
چند جمله ای زمان در مطالعه تحت مرکز م΄ان یابی مسئله که آن حال ،[٣٣] است
روی را مسئله این بعد سال های در محققان دی·ر نکته، این به توجه با است. حل قابل
مربوط بخش در که همان طور دادند. قرار بررسͬ مورد درخت مانند خاصͬ گراف های
بهینگͬ خاصیت که نمود ثابت ح΄یمͬ شد، اشاره نیز ΁کلاسی م΄ان یابی مسائل به
معکوس مرکز مسئله بررسͬ در لذا ͬ باشد. نم برقرار مرکز م΄ان یابی مسائل برای راسͬ
جداگانه به طور معکوس مطلق مرکز و معکوس راسͬ مرکز حالت دو باید هزینه حداقل
معکوس ”راسͬ“ مرکز مسئله ،٢٠٠٨ سال در ژانگ و یانگ٢١ شوند. گرفته نظر در
[١۴۵] گرفته نظر در وزن بدون درخت های روی را یالͬ طول تغییرات با هزینه حداقل
در که حالتͬ یعنͬ بمانند، باقͬ مثبت شده اصلاح یال های کلیه طول که حالتͬ برای و
آن ها دادند. ارائه O(n٢ log n) حل روش ΁ی نباشد، مجاز درخت توپولوژی تغییر آن
مسئله باشد، مجاز نیز درخت توپولوژِی تغییر که حالتͬ در که کردند اشاره همچنین
برکارد و ͬ زاده عل مولف، دو این کار ادامه در است. حل قابل O(n٣ log n) زمان در
بررسͬ مورد را هزینه حداقل معکوس مرکز مسئله مطلق و راسͬ حالت دو هر [۵]
بدون حالت در O(n٢) به را ژانگ و یانگ توسط شده ارائه اجرای زمان و داده قرار
تحقیق در برکارد و ͬ زاده عل دادند. بهبود دی·ر حالت در را O(n٣) به و توپولوژی تغییر
گرفته نظر در ی΄سان هزینه ضرایب با را هزینه حداقل معکوس مرکز مسئله [۶] بعدی
ذکر قابل کردند. حل O(n log n) زمان در را مسئله مطلق و راسͬ حالت دو هر و
دلخواه هزینه های با یالͬ طول افزایش حالت در فقط معکوس مرکز مسئله که است
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اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۵٢
حل روش آن برای و گرفته قرار بررسͬ مورد [٣] در هم΄ارانش و ͬ زاده عل توسط قبلا́
”ناخوشایند“ مرکز مسئله ٢٠١٢ سال در برکارد و ͬ زاده عل بود. شده ارائه O(n log n)

بررسͬ مورد وزن بدون گراف های روی یالͬ طول تغییرات با را هزینه حداقل معکوس
مرکز م΄ان یابی مسائل زمینه در شده انجام مطالعه اولین کار این . [۴] دادند قرار
بودن NP‐سخت چسین٢٢ و نگوین اخیرا است. هزینه حداقل معکوس ناخوشایند
کردند[١١٢]. اثبات را کاکتوس گراف های روی هزینه حداقل معکوس ١ ‐مرکز مسئله
درخت روی ١ ‐مرکز مسئله برای O(n٢) زمان با ال·وریتم ΁ی آنه٢٣ و نگوین این بر علاوه
و نگوین هدف تابع خاص ساختار به توجه با کردند[١١١]. ارائه راسͬ وزن تغییرات با
چبیشف نرم تحت درخت ها روی هزینه حداقل معکوس ١ ‐مرکز مسئله برای سپاسیان
تغییرات بدون و O(n log n) زمان از ال·وریتم هایی توپولوژی تغییرات با همینگ فاصله و
و ͬ زاده عل ،٢٠١٧ سال در .[١١٣] کردند ارائه O(n٢) زمان از ال·وریتم هایی توپولوژی
معکوس رأسͬ ناخوشایند مرکز مسئله برای بهینه ترکیبیاتͬ ال·وریتم های [٧] اعتماد٢۴
که دادند نشان آن ها دقیق تر، به طور کردند. ارائه کلͬ گراف های روی هزینه حداقل
برای و است حل قابل خطͬ زمان در مطالعه مورد مسئله یالͬ طول های افزایش تحت
نگوین اخیراً دادند. ارائه O(n٣) اجرای زمان با ال·وریتمͬ یال ها طول در کاهش حالت
زمان با ال·وریتمͬ گراف ها دور روی هزینه حداقل معکوس رأسͬ ١ ‐مرکز مسئله برای

.[١٠٩] است داده پیشنهاد O(n٢ log n)

مقید بودجه معکوس م΄ان یابی مدل ٣ . ٢ . ٢
م΄ان یابی مسئله مفروض شدنͬ جواب ΁ی S∗ ∈ Sθ ͬ شود م فرض نیز مسئله این در
ͬ شود م فرض همچنین باشد. θ پارامتر بردار تحت (X, d) متری فضای در (LOC)

مجموعه B و بوده θ پارامترهای اصلاح برای شده گرفته نظر در بودجه B ∈ R+

فرض با کنند. صدق آن ها در باید شده اصلاح پارامترهای که باشد محدودیت هایی
شدنͬ جواب به ازای (LOC) ΁کلاسی م΄ان یابی مسئله هدف تابع f(θ, S∗) که این
مسئله ΁ی باشد، θ̃ به θ پارامترهای اصلاح به مربوط هزینه تابع g(c, θ̃) و بوده S∗

ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت به مقید بودجه معکوس م΄ان یابی
min f(θ̃, S∗)

s.t. g(c, θ̃) ≤ B,

θ̃ ∈ B. (٣ . ١١)
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۵٣ معکوس م΄ان یابی مسائل
را مفروض جواب ΁ی که نیست این هدف معکوس مسئله نوع این در که کنید توجه
با را ΁کلاسی مسئله هدف تابع مقدار ͬ خواهیم م بل΄ه کنیم، بهینه جواب به تبدیل

دهیم. بهبود مم΄ن حد تا بودجه محدودیت به توجه

مقید بودجه معکوس میانه م΄ان یابی مسائل بر مروری
بودجه معکوس ١ ‐میانه مسئله ١٩٩٢ سال در بار اولین برای هم΄ارانش و برمن
ارائه خطͬ ال·وریتم ΁ی آن برای و داده قرار بررسͬ مورد را درخت ΁ی روی مقید
١ ‐میانه مسئله که کردند ثابت [٢۶] هم΄ارانش و برکارد ،٢٠٠۶ سال در .[١٩] دادند
و است NP‐سخت کلͬ گراف های روی یالͬ طول تغییرات با مقید بودجه معکوس
مقید بودجه معکوس ٢‐میانه مسئله دادند. ارائه خطͬ ال·وریتم گراف ها دور برای
آن برای و گرفت قرار بررسͬ مورد [٢٧] در هم΄ارانش و برکارد توسط درخت ها روی
‐ ٢ مسئله هم΄ارش و ٢۵ ونگ ٢٠١٠ سال در شد. ارائه O(n log n) زمان با ال·وریتم ΁ی
روی مقید بودجه معکوس ٣‐میانه مسئله به را دورها روی مقید بودجه معکوس میانه
چندجمله ای زمان در مسئله این که دادند نشان طریق این از و کرده تبدیل مسیر ΁ی
معکوس ١ ‐میانه مسئله [٨۶] هم΄اران و یانگ ،٢٠١٢ سال در .[١٣٧] است حل قابل
و داده قرار بررسͬ مورد را درختͬ شب΄ه های روی اضافه محدودیت ΁ی با مقید بودجه
مسئله ها زیر این و بوده معادل مسئله زیر دو به تقسیم قابل مدل این که دادند نشان
نمود. حل حریصانه ال·وریتم و مینیمم برش ال·وریتم ΁ی توسط ترتیب به ͬ توان م را

مقید بودجه معکوس مرکز م΄ان یابی مسائل بر مروری
با مقید بودجه معکوس مرکز مسئله که کرد ثابت ١٩٩۴ سال در برمن٢۶ بار اولین
هم΄ارانش و ژانگ .[١٧] است NP‐سخت کلͬ گراف های روی یالͬ طول های تغییرات
و داده قرار بررسͬ مورد درخت ها روی را مقید بودجه معکوس مرکز مسئله [١۴٧]
مسئله نگوین ،٢٠١۵ سال در کردند. ارائه آن برای O(n٢ log n) زمان با ال·وریتمͬ
داد قرار بررسͬ مورد را وزن دار درخت های روی بودجه  محدودیت با معکوس ١‐مرکز
O(n٢) زمان از ال·وریتمͬ ی΄سان هزینه های با و خطͬ نرم تحت مسئله این برای و
را مقید بودجه ناخوشایند ١‐مرکز مسئله [٨] اعتماد و ͬ زاده عل .[١٠٨] کرد ارائه
مختلف نرم های تحت مسئله این برای و دادند قرار ارزیابی مورد کلͬ گراف های روی
مسئله ٢٠١٧ سال در نویسندگان این نمودند. ارائه خطͬ زمان با جواب روی΄ردهای
قرار بررسͬ مورد را درخت روی بودجه محدودیت نوع معکوس انتخابی مرکز م΄ان یابی
پیچیدگͬ با ال·وریتم هایی همینگ فاصله و چبیشف نرم  تحت مسئله این برای و دادند
انتخابی ناخوشایند مرکز مسئله [۵٢] ͽمرج در .[۵١] کردند ارائه چندجمله ای زمانͬ
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اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۵۴
با مسئله این برای و گرفت قرار بررسͬ مورد گراف ها دور روی مقید بودجه معکوس
اعتماد اخیراً، شد. ارائه O(n log n) زمان با ترکیبیاتͬ ال·وریتم  یالͬ طول های تغییرات
را مقید بودجه معکوس انتخابی ناخوشایند مرکز م΄ان یابی مسئله [۵٣] ͬ زاده عل و
و پیوسته تغییرات با مسئله این برای آن ها کردند. بررسͬ درختͬ شب΄ه های روی
آن ها بعلاوه کردند. پیشنهاد O(n٢) زمان با ال·وریتم هایی یالͬ طول های در صحیح
کاهش O(n) به ال·وریتم زمان باشند ی΄سان تغییرات هزینه های اگر که دادند نشان

.[١٠٨] ͬ یابد م

تنزیل و ترفیع م΄ان یابی مدل های ٣ . ٢ . ٣
باشد. مطالعه تحت سیستم پارامترهای اصلاح برای موجود بودجه B ∈ R+ کنید فرض
تغییر هدف ،(LOC) ΁کلاسی م΄ان یابی مسئله متناظر (تنزیل) ترفیع مسئله ΁ی در
پارامتر بردار تحت (LOC) مسئله هدف مقدار که به طوری است، θ̃ به θ پارامتر بردار
این ͬ توان م لذا شود. (بدتر) بهتر مم΄ن حد تا بودجه محدودیت به توجه با و θ̃ جدید

کرد: فرمول بندی زیر به صورت را مسئله
min(max) f(θ̃, S)

s.t. g(c, θ̃) ≤ B,

θ̃ ∈ B, S ∈ Sθ̃, (٣ . ١٢)
صدق آن ها در باید θ̃ شده اصلاح بردار که است محدودیت هایی مجموعه B آن در که
است. θ̃ جدید پارامترهای تحت (LOC) مسئله شدنͬ جواب های مجموعه Sθ̃ و کند
قبلͬ، معکوس م΄ان یابی مسائل برخلاف م΄ان یابی مسائل نوع این در که کنید توجه
مشخص بهبود برای (LOC) ΁کلاسی م΄ان یابی مسئله از خاصͬ شدنͬ جواب هیچ
ولͬ داشته معکوس م΄ان یابی مسائل با ضعیفتری ارتباط مسائل، نوع این ͬ شود. نم
را آن ها ͬ توان م ͬ گیرند، م قرار شب΄ه بهبود م΄ان یابی مسائل حوزه در اینکه دلیل به

کرد. محسوب معکوس م΄ان یابی مسائل جزو

تنزیل و ترفیع م΄ان یابی مسائل بر مروری
شب΄ه روی راسͬ وزن تغییرات با ١ ‐میانه تنزیل و ترفیع م΄ان یابی مسئله گسنر
ارائه O(n٢) ال·وریتم ΁ی ١ ‐میانه ترفیع م΄ان یابی مسئله برای و گرفته نظر در را
زمان در ١ ‐میانه تنزیل م΄ان یابی مسئله که نمود ثابت همچنین وی .[۶۵] نمود
΁ی از استفاده با درخت، خاص گراف برای ضمن در ͬ باشد. م حل قابل چند جمله ای

نمود. ارائه O(n log n) اجرای زمان با ال·وریتمͬ تقعر، خاصیت



۵۵ معکوس م΄ان یابی مسائل
تنزیل و ترفیع م΄ان یابی مسئله دی·ر، مطالعه ای طͬ ٢٠٠٨ سال در وی بعلاوه
مسئله که داد نشان و [۶۶] کرده بررسͬ را شب΄ه روی رئوس وزن تغییرات با ١ ‐مرکز
ضمن در است. حل قابل O(n٢) زمان در فاصله ماتریس بودن معلوم با ١ ‐مرکز ترفیع
بوده NP‐سخت قویاً کلͬ گراف های روی ١ ‐مرکز تنزیل مسئله که نمود ثابت وی
تنزیل مسئله وی ،٢٠٠٩ سال در است. حل قابل O(n٢) زمان در درخت ها روی ولͬ
مقاله این در .[۶٨] داد قرار بررسͬ مورد منهتن نرم تحت را صفحه روی ١ ‐میانه
با ال·وریتم ΁ی آن برای و گرفته قرار بررسͬ مورد بازی ها نظریه دید از مذکور مسئله
را ١‐میانه تنزیل و ترفیع مسئله پلاستریا٢٧ است. شده  ارائه O(n log٢ n) اجرای زمان
نشان وی داد. قرار بررسͬ مورد نقاط وزن در قطعیت عدم فرض با و اقلیدسͬ نرم تحت
در و است پیوسته م΄ان یابی‐تخصیص مسائل خانواده به متعلق ترفیع مسئله که داد
ͬ یابد. م کاهش ناپذیر مشتق اما محدب بهینه سازی مسئله ΁ی به تنزیل مسئله مقابل
جواب ال·وریتم های بهینه، جواب های از ساختاری ͬ های ویژگ بررسͬ با سپس ایشان
رهبرنیا و سپاسیان ،٢٠١۵ سال در .[١١٧] نمود ارائه مسئله این برای چندجمله ای
در کلͬ گراف های روی رأسͬ وزن تغییرات با p‐میانه ترفیع مسئله که کردند ثابت
هزینه های با مسیر ΁ی روی مسئله همین برای و ͬ باشد م حل قابل چندجمله ای زمان
‐ ١ ترفیع مسئله [١٢۶] سپاسیان اخیرا .[١٢٨] دادند ارائه خطͬ ال·وریتم ΁ی ی΄سان
دادند نشان و کردند بررسͬ را درختͬ شب΄ه های روی یالͬ طول های تغییرات با مرکز
روی مسئله که دادند نشان ایشان است. حل پذیر چندجمله ای زمان در مسئله این که
هزینه های با مسئله برای و است حل پذیر O(n٢ log n٢) زمان در وزن بدون درخت های

کردند. ارائه O(n٢ log n) زمان با ترکیبیاتͬ ال·وریتم ΁ی ی΄سان

معکوس م΄ان یابی مسائل از برخͬ بر مروری ۴ . ٣ . ٢
ͬ شود. م پرداخته پرکاربرد معکوس م΄ان یابی مسائل از برخͬ بررسͬ به قسمت این در

معکوس p‐میانه مسئله
p١, p٢, . . . , pn مشتری نقطه n و باشد d متر تابع با ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض
مورد در (که باشد شده داده ͬ باشند م w١, w٢, . . . , wn وزن های دارای به ترتیب که
΁متری فضای در کنید فرض هستند). مثبت wi ; i = ١,٢, . . . , n وزن های ،΁کلاسی
مشتریان، وزن اصلاح با که است این هدف و مشخص s١, s٢, . . . , sp نقطه p ،X
اگر که کنید فرض شود. مسئله ‐میانه p شده، تعیین پیش از نقاط این مجموعه
به طور و شده ci نامنفͬ هزینه متحمل شود، داده افزایش واحد ΁ی به اندازه wi وزن
و شده di نامنفͬ هزینه متحمل یابد، کاهش واحد ΁ی اندازه به wi وزن اگر مشابه
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اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۵۶
دلخواه به طور ͬ تواند نم مشتریان وزن کاهش و افزایش این که داشت توجه باید البته
تبعیت پایین کران ΁ی و بالا کران ΁ی از و ͬ باشد م کراندار مشتریان وزن و شود انجام
شده اصلاح وزن که ب·یرد صورت طوری مشتریان وزن اصلاح این باید پس ͬ کند. م
با معکوس ‐میانه p مسئله ادامه در باشد. داشته قرار شده داده کران های بین در

ͬ شود. م بیان متغیر رئوس وزن

متغیر رئوس وزن با معکوس p‐میانه مسئله

داده کران های در که ١ ≤ i ≤ n ،w∗
i جدید وزن های کردن پیدا از است عبارت مسئله

تعیین پیش از نقاط مجموعه که به گونه ای ،wi ≤ w∗
i ≤ wi یعنͬ: دارند، قرار شده

کل هزینه و شوند مسئله p‐میانه ΁ی جدید وزن های نسبت به {s١, s٢, . . . , sp} شده
مسئله ͬ توان م گراف ها) (مثلا́ گسسته مسائل مورد در شود. کمینه وزن ها تغییر برای

کرد. توصیف خطͬ برنامه ریزی ΁ی به وسیله را معکوس p‐میانه

مشتری ها آن عناصر که باشد متناهͬ مجموعه ΁ی U = {u١, u٢, . . . , un} کنید فرض
مجموعه که کنید فرض علاوه، به است. wi وزن دارای ui مشتری هر باشند.
مم΄ن سرویس دهندگان تمامͬ شامل متناهͬ مجموعه ΁ی V = {v١, v٢, . . . , vm}
کلاس φ اگر حال باشد. v سرویس دهنده و u مشتری بین فاصله d(u, v) و باشد
اینکه برای کافͬ و لازم شرط باشد. |S| = p کاردینال با S ⊆ V زیرمجموعه های همه
شود مسئله p‐میانه ΁ی i = ١, . . . , n ،wi وزن های نسبت به {s١, s٢, . . . , sp} مجموعه

که: است این

n∑
i=١

wi min
k=١,...,p d(ui, sk) ≤

n∑
i=١

wimin
vk∈S

d(ui, vk), ∀S ∈ φ.

و باشد pi برابر ͬ یابد م افزایش wi یعنͬ i‐ام مشتری وزن که مقداری کنید فرض حال
مسئله آنگاه باشد qi با برابر ͬ یابد م کاهش i‐ام مشتری وزن که مقداری مشابه به طور



۵٧ معکوس م΄ان یابی مسائل
شود: نوشته زیر به  صورت ͬ تواند م معکوس p‐میانه

min
n∑

i=١
(cipi + diqi) (٣ . ١٣)

s.t. :

n∑
i=١

(wi + pi − qi)aiS ≤ ٠, ∀S ∈ φ, (١۴ . ٣)
wi − qi ≥ wi, i = ١,٢, . . . , n, (١۵ . ٣)
wi + pi ≤ wi, i = ١,٢, . . . , n, (١۶ . ٣)
pi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n, (٣ . ١٧)
qi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n, (٣ . ١٨)

فوق: مدل در که

aiS = min(d(ui, s١), d(ui, s٢), . . . , d(ui, sp))−min
vk∈S

d(ui, vk).

اصلاح وزن ها اگر که ͬ کند م بیان ͽواق در (١۴ . ٣) عبارت فوق، برنامه ریزی مدل در
وزن های این نسبت به کند، پیدا تغییر wi + pi − qi به i‐ام رأس وزن یعنͬ شوند،
شوند معرفͬ مسئله p‐میانه به عنوان {s١, . . . , sp} شده تعیین پیش از مجموعه جدید،

یعنͬ:
n∑

i=١
(wi + pi − qi) min

k=١,...,p d(ui, sk) ≤
n∑

i=١
(wi + pi − qi)min

vk∈S
d(ui, vk),

کران وزن ها چون همچنین است. (١۴ . ٣) رابطه همان ͽواق در عبارت این که
داریم: پس کنند، تبعیت کران  ها این از جدید وزن های باید وزن ها اصلاح از بعد  دارند،

wi ≤ wi + pi ≤ wi, wi ≤ wi − qi ≤ wi.

مسائل بنابراین ͬ شود. م نتیجه (١۶ . ٣) و (١۵ . ٣) عبارات راحتͬ به فوق روابط از
نباشد، ورودی پارامتر ΁ی و باشد معلوم p اینکه بر مشروط گسسته معکوس p‐میانه
O
((

p
m

)) برنامه فوق، برنامه ریزی به توجه با ͬ باشد. م حل قابل چندجمله ای زمان در
ͬ باشد. م استفاده قابل ΁کوچ نسبتاً ‐میانه p مسائل برای بنابراین و دارد محدودیت
همیشه ͬ توان م ،di و ci بودن نامنفͬ فرض از استفاده با که باشید داشته توجه
با است. صفر برابر qi و pi مقادیر از ی΄ͬ بهینه، جواب های از ی΄ͬ در که کرد فرض
یا و منفͬ مشتریان وزن که  ͬ زمان برای ͬ تواند م فوق مدل بالا، ملاحظات به توجه



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۵٨
چندجمله ای زمان در و شود گرفته کار به  باشد (آمیخته)، منفͬ و مثبت به صورت

داریم: خلاصه طور به است. حل قابل

هر است مم΄ن مشتریان که گسسته، معکوس ‐میانه p مسئله .[٣٠] .٣ . ٢ . ١ گزاره
نباشد، ورودی پارامتر ΁ی و باشد ثابت p اینکه بر مشروط باشند، داشته حقیقͬ وزن

ͬ باشد. م حل قابل چندجمله ای زمان در

متغیر یال های طول با معکوس p‐میانه مسئله
و V = {v١, . . . , vn} رئوس مجموعه با متصل گراف ΁ی G = (V,E) کنید فرض
p ≤ n (که باشد شده داده p ثابت ΁ی و ،|E| = m که باشد E یال های مجموعه
کننده مشخص dl(vi, vj) و است le مثبت طول ΁ی دارای e ∈ E یال هر ͬ باشد). م
به باشد. l بردار طول نسبت به G گراف در vj ∈ V به vi ∈ V از مسیر کوتاه ترین طول
مسئله در باشد. w(v) مثبت رأسͬ وزن ΁ی دارای v ∈ V رأس هر که کنید فرض علاوه
یا و رئوس روی (یعنͬ ͬ باشد م سرویس دهنده p م΄ان یابی هدف ΁کلاسی p‐میانه

شود کمینه سرویس دهنده نزدی΁ ترین به رأس هر از وزنͬ فاصله مجموع که یال ها)
΁ی که شد بیان ٢ . ٣ . ١ قضیه در ͬ شود. م نامیده ‐میانه p ΁ی آن بهینه جواب که
رأسͬ بهینگͬ خاصیت خاصیت، این که دارد، قرار رئوس مجموعه میان بهینه جواب

ͬ شود. م نامیده
طول اصلاح ͽواق در متغیر یال های طول با معکوس ‐میانه p مسئله در هدف
{m١, . . . ,mp} شده تعیین پیش از رئوس مجموعه که است هزینه کمترین با یال ها
شود، داده افزایش واحد ΁ی اندازه به le اگر که کنید فرض شود. مسئله ‐میانه p ΁ی
یابد، کاهش واحد ΁ی اندازه به le اگر مشابه به طور و شده c+e نامنفͬ هزینه متحمل
با برابر به ترتیب x−

e و x+
e کنید فرض همچنین است. شده c−e نامنفͬ هزینه متحمل

این که داریم توجه (البته ͬ کند م پیدا کاهش و افزایش le یال طول که باشد مقداری
به x−

e و x+
e که است این بر فرض و شود انجام دلخواه طور به ͬ تواند نم کاهش و افزایش

همه مجموعه φ کنید فرض حال ͬ کنند). م تبعیت u−
e و u+

e بالای کران های از ترتیب
معکوس ‐میانه p مسئله بنابراین باشد. |S| = p کاردینال با S ⊆ V زیرمجموعه های

ͬ شود: م بیان زیر به صورت G گراف روی متغیر یال های طول با
برقرار را زیر خاصیت سه که l̃e = le + x+

e − x−
e به le ; e ∈ E یال های طول اصلاح

کند:
یعنͬ: شود، مسئله ‐میانه p ΁ی {m١, . . . ,mp} مجموعه ،l̃ نسبت به G گراف در •∑

v∈V

w(v) min
i=١,...,p dl̃(v,mi) ≤

∑
v∈V

w(v) min
vk∈S

dl̃(v, vk), ∀S ∈ φ.



۵٩ معکوس م΄ان یابی مسائل
باشد: برقرار زیر روابط e ∈ E هر برای یعنͬ باشد، برقرار محدودیت ها کران •

٠ ≤ x−
e ≤ u−

e , ٠ ≤ x+
e ≤ u+

e .

شود: کمینه زیر خطͬ هزینه تابع •
∑
e∈E

(c+e x
+
e + c−e x

−
e ).

هر ͬ باشد. م غیرخطͬ برنامه ریزی مدل ΁ی معکوس ‐میانه p مسئله فرمول بندی این
فرمول بندی ΁ی ͬ توان م باشد، درخت ΁ی گراف اگر که است شده بیان [١٣] در چند

داد. ارائه آن برای خطͬ

حل روش و درخت روی معکوس ١ ‐میانه مسئله
شده داده E یال های مجموعه و V رئوس مجموعه با T = (V,E) درخت کنید فرض
vi رأس هر است، V = {v١, v٢, . . . , vn} به صورت (مشتریان) رئوس مجموعه که باشد
باشد درخت این رئوس وزن های مجموع Wهمچنین و باشد wi نامنفͬ وزن دارای

یعنͬ:

W =
n∑

i=١
wi.

چنان باید را درخت رئوس وزن ،T = (V,E) درخت روی معکوس ١ ‐میانه مسئله در
که شود، ͽواق مسئله ١ ‐میانه به عنوان شده، تعیین پیش از نقطه ΁ی که داد تغییر
ͽواق در مسئله این در هدف ͬ شویم. م هزینه هایی متحمل وزن ها تغییر این برای البته
p‐میانه مسئله برای کلͬ حالت در آن ریاضͬ مدل که است هزینه ها این کردن کمینه
١ ‐میانه مسئله حل روش ادامه در است شده بیان ۴ . ٣ . ٢ بخش در گراف روی معکوس

ͬ شود. م ارائه است آمده [٣٠] در که معکوس،
درخت شده داده وزن های نسبت به T درخت ١ ‐میانه ΁ی ،m رأس کنید فرض
(ش΄ل نباشد شده داده وزن های نسبت به درخت ١ ‐میانه s ̸= m که s رأس و باشد

ببینید). را ٣ . ١
١ ‐میانه به عنوان شده اصلاح وزن های نسبت به s رأس که ͬ باشد م این هدف
زیر ،S رأس به متصل یال k حذف با باشد، k درجه از ،s رأس اگر شود. ͽواق درخت
شامل شده، تولید زیردرخت های این از ی΄ͬ ͬ آید. م به دست T١, . . . , Tk درخت های
بنا طرفͬ از باشد. Tk درخت، زیر این کنید فرض است، m رأس یعنͬ مسئله ١ ‐میانه
که ͬ شود م نتیجه شد، بیان ٢ . ٣ . ٣ در که بهینگͬ ΁مح همچنین و ٢ . ٣ . ١ قضیه بر



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۶٠

m

s

≤ W٢

≤ W٢

≤ W٢

≤ W٢ ≤ W٢

ͬ باشد. م ١ ‐میانه ،m رأس که درختͬ :٣ . ١ ش΄ل
باید درخت ها زیر بقیه پس دارد، را درخت کل وزن نصف از بیشتر وزنͬ Tk درخت زیر

یعنͬ: باشند داشته درخت کل وزن نصف از کمتر وزنͬ
w(Ti) <

W

٢ , ∀i = ١, . . . , k − ١.
همچنین: و

w(Tk) >
W

٢ .

و است ١ ‐میانه ΁ی ،m رأس که ͬ کند م پیروی حقیقت این از ͽواق در فوق نتایج
شده ͽواق است، ریشه دار m رأس در که ،≤ W٢ وزن با درخت های زیر از ی΄ͬ در s رأس
،m در شده ریشه دار درخت زیر همان در T١, . . . , Tk−١ درخت های زیر چون حال است.
باشند. داشته درخت کل وزن نصف از کمتر وزنͬ باید آن ها گرفته اند، قرار ≤ W٢ وزن با
رئوس فعلͬ وزن های مجموع Wi و کند مشخص را s رأس فعلͬ وزن W٠ کنید فرض

: ب·یرید نظر در کند. مشخص را Ti ; i = ١, . . . , k درخت های زیر در

H =
k∑

i=٠
Wi٢ .

وزن ͽواق در پس شوند، داده تغییر i = ١, . . . , n ،wi وزن های باید مسئله، حل برای
در ͬ کنند. م پیدا تغییر i = ٠, . . . , k ،Wi یعنͬ ،Ti درخت های زیر وزن همچنین و W٠
زیر به صورت که ͬ کند م بازی را مهمͬ نقش بهینگ٢٨ͬ ش΄اف مقدار مسئله، حل روند

ͬ شود: م تعریف
D = Wk −H.

28Optimality Gap



۶١ معکوس م΄ان یابی مسائل

m

s
T١

T٢
Tk−١

Tk

.s رأس در دار ریشه درخت های زیر :٣ . ٢ ش΄ل

اگر بود خواهد ١ ‐میانه ،s رأس آنگاه W١ ≤ W٢ , . . . ,Wk−١ ≤ W٢ اگر .[٣٠] .٣ . ٢ . ١ لم
.D = ٠ اگر تنها و

زیرا: Wk =
W٢ اگر تنها و اگر D = ٠ ͬ دانیم م برهان.

D = ٠ ⇐⇒ Wk −H = ٠
⇐⇒ Wk =

(W٠٢ + . . .+
Wk٢
)

⇐⇒ Wk =
W

٢
بود. خواهد درخت ١ ‐میانه s رأس حالت این در که ͬ یابیم م در ٢ . ٣ . ٣ لم بر بنا پس

(یعنͬ موجود وزن های نسبت به ١ ‐میانه رأس چون مسئله مفروضات از استفاده با
نیست، درخت ١ ‐میانه ΁ی ،s رأس همچنین و دارد قرار Tk درخت زیر در (m رأس
ش΄اف تعریف به بنا بنابراین دارد، درخت وزن نصف از بیشتر وزنͬ Tk درخت زیر پس
ͽواق مسئله ١ ‐میانه به عنوان s رأس اینکه برای است، مثبت مقداری ،D بهینگͬ،
صفر مقدار به تا شده کم رئوس وزن های تغییر این با D مقدار باید ٣ . ٢ . ١ لم بنابر شود

برسد.
تغییر T١, . . . , Tk−١ درخت های زیر در رأس ΁ی یا s رأس وزن واحد δ اندازه به اگر
مقدار بهینگͬ، ش΄اف تعریف بر بنا و ͬ کند م تغییر δ٢ اندازه به H مقدار آنگاه شود، داده



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۶٢
ͬ شود: م نتیجه بنابراین ͬ کند. م تغییر − δ٢ اندازه به نیز D

Dnew = Wk − (H +
δ

٢) = Wk −H − δ

٢ = D − δ

٢ .

شود، داده تغییر را Tk درخت زیر در رأس ΁ی وزن واحد δ اندازه به اگر همچنین
تغییر δ٢ اندازه به را H مقدار همچنین و δ اندازه به را Wk وزن مقدار وزن، تغییر این
بنابراین ͬ کند، م تغییر δ٢ اندازه به D مقدار بهینگͬ، ش΄اف تعریف بر بنا پس ͬ دهد، م

ͬ شود: م نتیجه
Dnew = (Wk + δ)− (H +

δ

٢) = D + δ − δ

٢ = D +
δ

٢ .

رئوس، وزن تغییر از استفاده با D مقدار کاهش برای فوق، گفته های بنابر حال
داد: انجام را زیر عملیات ͬ توان م

.i = ١,٢, . . . , k − ١ ،Ti درختان زیر در ͽواق رئوس یا ،s رأس وزن افزایش •
.Tk درخت زیر در ͽواق رئوس وزن کاهش •

در وزن تغییر ΁ی به وسیله باید ͬ کند، م بیشتر را D که عملیاتͬ هر دی·ر، طرف از
با ͽواق در که D مقدار افزایش و کاهش این اما شود) کم D (مقدار گردد خنثͬ رئوس
که صورتͬ در دارد، دنبال به را هزینه هایی ͬ افتد م اتفاق رئوس وزن تغییر از استفاده
افزایش بدون را مسئله ͬ توان م طرفͬ از همچنین و است هزینه ها این کاهش هدف
روی فقط عملیات بنابراین کرد. حل آن، از بعد بهینگͬ ش΄اف کردن خنثͬ و D مقدار

ͬ شود. م محدود بالا در شده ذکر موارد از استفاده با ،D مقدار کاهش
مطالب به توجه با همچنین و شد بیان ۴ . ٣ . ٢ در که d و c هزینه ضرایب به توجه با
،Ti درخت های زیر در ͽواق رئوس همچنین و (s رأس (یعنͬ درخت ریشه برای فوق،
در ͽواق رئوس برای همچنین ͬ شود. م گرفته نظر در c هزینه ضرایب i = ١,٢, . . . , k−١
تعداد ،T درخت اینکه به توجه با ͬ شود. م گرفته نظر در d هزینه ضرایب Tk درخت زیر
صعودی به طور که باشد، {١,٢, . . . , n} مجموعه از جای·شت ΁ی φ اگر دارد، رأس n

داریم: باشد، شده مرتب لیست ΁ی در هزینه ضرایب
rφ(١) ≤ rφ(٢) ≤ · · · ≤ rφ(n).

i = ١,٢, . . . , k− ١ ،Ti درخت های زیر در ͽواق رئوس از ی΄ͬ یا و s رأس ،vφ(l) رأس اگر
اگر یعنͬ این صورت غیر در و است cφ(l) همان ͽواق در rφ(l) هزینه ضریب آنگاه باشد،
در rφ(l) هزینه ضریب آنگاه باشد Tk درخت زیر در ͽواق رئوس از ی΄ͬ به متعلق vφ(l)

کاهش برای حالت این در .rφ(١) = c١ که کنید فرض حال است. dφ(l) همان ͽواق
چون اما داد. افزایش p١ اندازه به را w١ وزن ͬ توان م D یعنͬ بهینگͬ ش΄اف مقدار
زیر حالت دو است. کراندار w١ چون باشد دلخواه به صورت ͬ تواند نم وزن افزایش این

ͬ شود: م متمایز



۶٣ معکوس م΄ان یابی مسائل
حین در ولͬ ͬ یابد م افزایش p١ به اندازه w١ وزن که است وقتͬ حالت این اول: حالت
صفر برابر D مقدار برسیم w١ وزن بالای کران به اینکه از قبل وزن افزایش این

داریم: حالت این در یعنͬ رسیده ایم. بهینه جواب به و شده
D = ٠ =⇒ Wk − (H +

p١٢ ) = ٠ =⇒ Wk = H +
p١٢ .

ͬ باشد: م زیر به صورت p١ مقدار بنابراین
p١ = ٢(Wk −H) = ٢(Wk −

k∑
i=٠

Wi٢ ) = ٢( ١
٢Wk −

١
٢

k−١∑
i=٠

Wi) = Wk −
k−١∑
i=٠

Wi.

w١ بالای کران از کمتر جدید وزن شود اضافه w١ وزن به فوق مقدار اگر که
بعد Tk درخت زیر در رئوس وزن مقدار حالت این در که کرد توجه باید ͬ شود. م
مطالب بنابر طرفͬ از است. درخت وزن کل نصف با برابر دقیقاً وزن ها اصلاح از
فعلͬ جواب ٣ . ٢ . ١ لم بنابر پس است، w(Ti) <

W٢ ; ∀i = ١, . . . , k− ١ شده گفته
است. بهینه

یعنͬ ͬ شود م داده افزایش p١ اندازه به w١ وزن که است وقتͬ حالت این دوم: حالت
پس است. رسیده w١ وزن بالای کران به وزن افزایش این در و w∗١ = w١ + p١

داریم:
p١ = w١ − w١.

داریم: و است نشده صفر برابر هنوز D مقدار ولͬ
Dnew = D − p١٢ .

این از بیشتر ͬ تواند نم p١ مقدار چون نرسیده ایم، بهینه جواب به فعلا́ بنابراین
حذف لیست از rφ(١) و ͬ شود م اضافه w١ وزن به p١ مقدار لذا کند، پیدا افزایش

رفت. rφ(٢) یعنͬ لیست، بعدی عنصر به باید و شد خواهد
یعنͬ باشد d١ لیست، عنصر اولین شود فرض ͬ گیریم، م نظر در را دی·ر صورت حال
وزن باید بهینگͬ ش΄اف کاهش برای و دارد قرار Tk درخت زیر در v١ پس ،rφ(١) = d١
ͬ تواند نم وزن کاهش این ،w١ بودن کراندار بنابر اما شود کم q١ اندازه به رأس این
گرفته نظر در متمایز به صورت مورد دو قبل مورد مشابه شود. انجام دلخواه به صورت

ͬ شود: م
حین در ولͬ ͬ یابد م کاهش q١ اندازه به ،w١ وزن که است وقتͬ حالت این اول: حالت
صفر برابر D مقدار برسیم w١ وزن پایین کران به اینکه از قبل وزن کاهش این

داریم: حالت این در یعنͬ یافته ایم. دست بهینه جواب به و شده
D = ٠ =⇒ (Wk − q١)− (H − q١٢ ) = ٠ =⇒ Wk −H − q١ +

q١٢ = ٠.



اصلاحͬ م΄ان یابی مسائل بر مقدمه ای ۶۴
است: زیر به صورت q١ مقدار بنابراین

q١ = ٢(Wk −H) = ٢(Wk −
k∑

i=٠
Wi٢ ) = ٢( ١

٢Wk −
١
٢

k−١∑
i=٠

Wi) = Wk −
k−١∑
i=٠

Wi.

w١ پایین کران از بیشتر جدید، وزن شود، کم w١ وزن از فوق مقدار اگر که
از بعد Tk درخت زیر در رئوس، وزن مقدار حالت این در که داریم توجه ͬ باشد. م
مطالب بنابر طرفͬ از ͬ باشد. م درخت وزن کل نصف با برابر دقیقاً وزن ها اصلاح
جواب (٣ . ٢ . ١) لم بر بنا پس ͬ باشد، م w(Ti) <

W٢ ; ∀i = ١, . . . , k−١ شده گفته
است. بهینه فعلͬ

w∗١ = یعنͬ ͬ یابد، م کاهش q١ اندازه به ،w١ وزن که است وقتͬ حالت این دوم: حالت
ͬ شود: م نتیجه پس رسیده ،w١ وزن پایین کران به وزن کاهش این در و w١ − q١

q١ = w١ − w١.

داریم: و است نشده صفر برابر هنوز D مقدار ولͬ
Dnew = D − q١٢ .

کاهش این از بیشتر ͬ تواند نم q١ مقدار چون نرسیده ایم، بهینه جواب به فعلا́ لذا
باید و شده حذف لیست از ،rφ(١) و ͬ شود م کم w١ وزن از q١ مقدار لذا کند، پیدا

رفت. rφ(٢) یعنͬ لیست، بعدی عنصر به
روی معکوس ١ ‐میانه مسئله حل برای ͬ توان م که شد مشاهده فوق ملاحظات در
ضرایب لیست ابتدا که این صورت به رفت، پیش حریصانه روش ΁ی با درخت، ΁ی
بر و شده انتخاب لیست این عنصر اولین سپس شده، مرتب صعودی به صورت هزینه
افزایش این در اگر داد. کاهش یا افزایش را آن با متناظر وزن شده، گفته مطالب طبق
حذف لیست از را عنصر این شدیم، مواجه متناظر وزن پایین یا بالا کران با کاهش و
از ΁ی هر در اول حالت به اینکه محض به ͬ شود. م پردازش لیست بعدی عنصر و کرده
ͬ باشد. م درخت ١ ‐میانه ΁ی به عنوان s رأس ͬ کنیم. م توقف رسیدیم، فوق مورد دو
که وزن ها دی·ر توزیع هر هزینه، ضرایب مرتب سازی بر بنا که گرفت نظر در باید البته
خواهد را مساوی یا بیشتر هزینه ای شود، ͽواق درخت ١ ‐میانه ΁ی s رأس شود باعث
ال·وریتم به بهینه جواب به رسیدن برای شده، گفته مطالب بر بنا نتیجه، در داشت.

رسید: خواهیم زیر
درخت: روی معکوس ١ ‐میانه مسئله حل ال·وریتم

کنید. محاسبه را W =
∑n

i=١ wi یعنͬ درخت کل وزن گام١:
کنید. محاسبه را s رأس در شده ریشه دار درختان زیر وزن گام٢:



۶۵ آرمانͬ م΄ان یابی مسئله
وزن های کنید، توقف داشتند، W٢ مساوی یا کمتر وزنͬ درخت ها زیر همه اگر •

بوده اند. بهینه قبل از شده داده
این وزن همچنین و T٠ را وزن بیشترین با زیردرخت این صورت، غیر در •

بنامید. W٠ را زیردرخت
T٠ درخت زیر از خارج رأسͬ یا s رأس خود vi رأس اگر ،i = ١,٢, . . . , n برای گام٣:

.ri = di دهید قرار این صورت غیر در ،ri = ci دهید قرار است،
.R = {r١, r٢, . . . , rn} و D = W٠ − W٢ دهید قرار گام۴:

این صورت غیر در کنید. پیدا را ri مثلا́ R عنصر کوچ΁ ترین آنگاه ،R ̸= ∅ اگر گام۵:
ندارد. وجود مسئله برای شدنͬ جواب ΁ی

و pi = min(٢D,wi − wi) ; D = D − pi/٢ دهید قرار آنگاه باشد، ri = ci اگر گام۶:
.qi = min(٢D,wi − wi) ; D = D − qi/٢ دهید قرار این صورت غیر در

این صورت غیر در است، آمده به دست بهینه جواب کنید، توقف آنگاه ،D = ٠ اگر گام٧:
برگردید. ۵ گام به

ال·وریتمͬ ΁ی به وسیله درخت، روی معکوس ١ ‐میانه مسئله .[٣٠] .٣ . ٢ . ٢ گزاره
است. حل قابل O(n log n) زمان در حریصانه، نوع از

آرمانͬ م΄ان یابی مسئله ٣ . ٣
که م΄ان يابی  ای مدل  های ايجاد برای زيادی بسيار تلاش  های اخير، دهه  های طول در
ی΄ͬ است. گرفته انجام ͬ   گيرند، م نظر در را واقعͬ دنيای از بيشتری مشخصه  های
شده ظاهر عمليات در تحقيق اخير نظريه  های در که مهمͬ و پرکاربرد مشخصه  های

است. آرمانͬ” ”م΄انيابی مفهوم است،
وبر م΄ان یابی مسئله از خاص مسئله ΁ي بار اولين براي [۵٩] هم΄اران و فتحعلͬ
در را آرمانͬ شعاع ΁ي ،pi تقاضای نقطه هر برای مسئله اين در آن ها کردند. مطرح را
متناظر شعاع با برابر را تقاضا نقاط و جديد تسهيلات بين فاصله حداقل و گرفتند نظر
برای م΄انͬ به ندرت واقعيت در که آن جايی از کردند، تعيين ،ri يعنͯ تقاضا نقطه هر با
آن ها لذا شود، ،ri دقيقا ،pi تقاضای نقاط تا آن فاصله که دارد وجود جديد تسهيلات
از استفاده با آن  ها بودند. خطا مربعات وزنͯ مجموع کردن کمينه به دنبال مدل اين در
پیشنهاد اقلیدسͬ نرم تحت مسئله حل برای ال·وریتمͬ ΁کوچ مربع بزرگ مربع روش
با مسئله برای خطͬ برنامه  ریزی مدل ΁ی ،[٨۵] فتحعلͬ و جمالیان سپس کردند.

کردند. ارائه خطا قدرمطلق وزنͬ مجموع کردن کمینه هدف
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مربعات مجموع کردن کمینه مسئله بررسͬ به جمالیان[۵۶]، و فتحعلͬ اخیرا
آن  ها نامیدند. (GSWLP) آرمان٢٩ͬ مربعͬ وبر م΄ان یابی مسئله را آن و پرداخته خطا
اقلیدسͬ نرم تحت فوق مسئله حل به پرندگان شبیه سازی ال·وریتم از استفاده با

پرداختند.

آرمانͬ وبر م΄ان یابی مسئله ٣ . ٣ . ١
wi, i = ١, ..., n (مناطق/سرویس گیرنده ها)، موجود نقاط ،pi, i = ١, ..., n کنید فرض
همچنین باشند. pi مناطق با متناظر شعاع های و وزن ها به ترتیب ri, i = ١, ..., n و
م΄ان یابی مسئله ΁ی این صورت در pi است. منطقه تا مجهول نقطه فاصله d(x, pi)

:[۵٩] کند کمینه را زیر هدف تابع به طوری΄ه است x مانند نقطه ای به دنبال آرمانͬ وبر

F (x) =
n∑

i=١
wi

(
d(x, pi)− ri

)٢
. (٣ . ١٩)

را شده تعیین کران های از نزدی΄ͬ و دوری خطای میزان ،(٣ . ١٩) مدل ͽواق در
نقطه ͷپن برای را آرمانͬ م΄ان یابی مسئله گرافی΄ͬ نمایش ٣ . ٣ ش΄ل ͬ کند. م کمینه

ͬ دهد. م نشان را متفاوت آرمانͬ شعاع های با تقاضا

آرمانͬ. م΄ان یابی مسئله گرافی΄ͬ نمایش :٣ . ٣ ش΄ل
29Goal Square Weber Location Problem,



۶٧ آرمانͬ م΄ان یابی مسئله
داشته قرار r شعاع به دایره ای روی نقاط تمام اگر مسئله، این از مثالͬ به عنوان
،∀i ri = r یعنͬ باشد، r با برابر سرویس دهنده هر برای مفروض آرمانͬ شعاع و باشند
صفر با برابر هدف تابع مقدار و بود خواهد مسئله بهینه جواب فوق دایره مرکز آنگاه

است.
زیادی کاربرد های مسئله این آرمانͬ، م΄ان یابی مسئله تعبیر و توجیه به توجه با
دارد. زباله ͽدف اماکن و استادیوم ها نیروگاه ها، ماشین الات، کارخانه ها، استقرار در
اقلیدسͬ نرم تحت ، (٣ . ١٩) آرمانͬ م΄ان یابی مسئله برای زیر خواص گفت ͬ توان م

است. برقرار
نیست. محدب (٣ . ١٩) مسئله هدف تابع .[۵٩] .٣ . ٣ . ١ لم

و باشند موجود R٢ فضای در p١, ...pn نقطه n کنید فرض .[۵٩] .٣ . ٣ . ١ تعریف
RH٣ = ،RH٢ = (amin, bmax) ،RH١ = (amin, bmin) ͬ کنیم م تعریف .pi = (ai, bi)

آن در که RH۴ = (amax, bmax) و ،(amax, bmin)

amin = min {ai − ri|i = ١, · · · , n},
amax = max {ai + ri|i = ١, · · · , n},
bmin = min {bi − ri|i = ١, · · · , n},
bmax = max {bi + ri|i = ١, · · · , n}.

،RH١ نقاط مستطیلͬ پوسته در (٣ . ١٩) مسئله بهینه جواب .[۵٩] .٣ . ٣ . ١ قضیه
دارد. قرار RH۴ و RH٣ ،RH٢

هم΄اران و فتحعلͬ توسط (٣ . ١٩) مسئله حل برای ال·وریتم BSSSͬهندس روش ΁ی
شرط از استفاده با نیز [۵۶] در هم΄اران و فتحعلͬ همچنین است. شده ارائه [۵٩] در
ارائه (٣ . ١٩) مسئله حل برای زیر به صورت را شبه وایزفیلد روش ΁ی بهینگͬ، لازم

کرده اند.
∂F

∂x
= ٢

n∑
i=١

wi

(١ − ri
d(x, pi)

)
(x− pi). (٣ . ٢٠)

بازگشتͬ عبارت ثابت، نقطه روش از استفاده با و ،(٣ . ٢٠) رابطه شدن ساده از پس
ͬ آید: م دست به زیر

x(k+١) =
∑n

i=١ wi

(١ − ri
d(x(k),pi)

)
pi∑n

i=١ wi

(١ − ri
d(x(k),pi)

) (٣ . ٢١)
مسئله بهینه جواب به ͬ توان م ،x(٠) مانند اولیه شروع نقطه ΁ی از استفاده با حال

یافت. دست (٣ . ١٩)
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مطلق خطای کمترین با وبر م΄ان یابی مسئله ٣ . ٣ . ٢
به جای خطا جمله در که تفاوت این با است، (٣ . ١٩) مسئله همان ͽواق در مسئله این
مسئله بررسͬ به بخش این است. شده استفاده آن ها مطلق قدر از جملات مجذور
آمده [٨۵] ͽمرج در که فاصله تابع به عنوان بلوکͬ نرم و مطلق خطای با نظر مورد

ͬ پردازد. م است،
به صورت مطلق خطای کمترین با وبر مسئله قبل، بخش فرضیات گرفتن نظر در با

:[٨۵] ͬ شود م فرموله زیر
minF (x) =

n∑
i=١

wi

∣∣d(x, pi)− ri
∣∣. (٣ . ٢٢)

΁ی d(., .) که حالتͬ در است. برقرار (٣ . ٢٢) مسئله برای نیز ٣ . ٣ . ١ قضیه و ٣ . ٣ . ١ لم
ͬ شود: م نوشته زیر به صورت فوق مسئله مدل باشد، بلوکͬ نرم

minF (x) =
n∑

i=١
wi

∣∣||x, pi||B − ri
∣∣. (٣ . ٢٣)

برنامه ریزی مسئله ΁ی به صورت را (٣ . ٢٣) مسئله ͬ توان م بلوکͬ نرم تعریف به توجه با لذا
:[٨۵] یعنͬ نمود تبدیل خطͬ

ͬ دهیم: م قرار i = ١,٢, , ..., n هر برای
||x− pi||B =

r∑
g=١

wi

(
λ+
gi + λ−

gi

)
, x− pi =

r∑
g=١
(
λ+
gi − λ−

gi

)
bg,

و
z+i − z−i = ||x− pi||B − ri.

نوشت: ͬ توان م لذا
min

n∑
i=١

wi(z
+
i + z−i ) (٢۴ . ٣)

r∑
g=١

wi

(
λ+
gi + λ−

gi

)
− z+i + z−i = ri, i = ١, ..., n,

x− pi =
r∑

g=١
(
λ+
gi − λ−

gi

)
bg, i = ١, ..., n,

z+i , z
−
i ≥ ٠, i = ١, ..., n,

λ+
gi, λ

−
gi ≥ ٠, i = ١, ..., n, g = ١,٢, ..., n.

دارد. محدودیت ٣n و متغیر ٢n+ ٢rn+ ٢ ،(٢۴ . ٣) مدل که شود توجه



۴ فصل
پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله

درخت روی نیمه ناخوشایند/ناخوشایند

مقدمه ١ . ۴
که سرویس دهنده هایی یعنͬ نیمه ناخوشایند١، سرویس دهندگان اخیر، سال های در
خود به را بسیاری توجه شوند م΄ان یابی مشتریان از بخشͬ از به دور است مطلوب

کرده است. جلب
را منفͬ و مثبت وزن های با م΄ان یابی مدل که بودند کسانͬ اولین کراروپ و برکارد
برای را خطͬ زمان با ال·وریتم ΁ی آن ها .[٢٩] دادند قرار مطالعه مورد شب΄ه ها روی
آن در دور دو از ΁ی هیچ که همبندی گراف یعنͬ کاکتوس، روی ١ ‐میانه مسئله
هم΄ارانش و برکارد همچنین دادند. بسط نداشته باشند، مشترک رأس ΁ی از بیشتر
تابع دو آن ها .[٢٢] ͬ کردند بررس را درخت ها روی نیمه ناخوشایند ٢ ‐میانه مسئله
فاصله کمترین مجموع دارد سعͬ هدف تابع اولین دادند. پیشنهاد را متفاوت هدف
وزنͬ مجموع دوم هدف تابع ͬ که در حال کند کمینه را ( MWD ) رئوس تمام روی وزنͬ
کمینه ( WMD ) ،v رئوس تمام روی را سرویس دهنده به ،v راس از فاصله کمترین

1Semi obnoxious facility



درخت روی نیمه ناخوشایند/ناخوشایند پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله ٧٠
کار برده، به نظر مورد مسئله برای را قضایا از تعدادی آن ها ،MWD مدل برای ͬ کند. م
زمان با ال·وریتم ΁ی درخت، روی O(n٢) زمان با ال·وریتم ΁ی ٢ ‐میانه یافتن برای و
برای اما کردند. مطرح مسیر روی خطͬ زمان با ال·وریتم ΁ی و ستاره روی O(n log n)

اجرا O(n٣) زمان در که درخت روی ال·وریتم ΁ی توانستند تنها آن ها ،MWD مدل
آن زمانͬ پیچیدگͬ کنیم جستجو رئوس روی تنها را میانه ها اگر که بیابند را ͬ شود م
.[١۵] یافتند بهبود هم΄ارانش و بنکوکزی توسط نتایج این ͬ یابد. م کاهش O(n٢) به
و مثبت وزن با رئوس با درخت روی ٢ ‐میانه ،MWD مدل برای که دادند نشان آن ها
،WMD مدل برای همچنین آن ها پاسͺ داده شود. O(n log n) زمان در ͬ تواند م منفͬ
دادند. پیشنهاد ͬ دهد، م نشان را درخت ارتفاع h که O(nh log٢ n) زمان با ال·وریتم ΁ی
نشان هم΄ارانش و برکارد داشته باشد، وجود منفͬ وزن تنها ͬ که زمان دی·ر طرف از
به دست خطͬ زمان در ،MWD هدف تابع با ٢ ‐میانه مسئله بهینه جواب که دادند
هاتزل و برکارد باشد، دور ΁ی بررسͬ مورد شب΄ه که زمانͬ همچنین .[٢۴] ͬ آید م
با ال·وریتم ΁ی و MWD مدل برای خطͬ زمان با ال·وریتم ΁ی ٢ ‐میانه، مسئله برای
فتحعلͬ، و برکارد p = ٣ حالت برای .[٢٨] کاربردند به WMD مدل برای O(n٢) زمان
O(n٣) زمان با ال·وریتمͬ و درخت روی WMD مدل برای O(n۵) زمان با ال·وریتمͬ

.[٢٣] کردند ارائه هستند، رئوس به محدود میانه ها که وقتͬ
و شد بیان سوم فصل در که درخت  روی پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله به توجه با لذا
بر کردیم، اشاره آن به مقدمه در که منفͬ ‐ مثبت وزن با ٢ ‐میانه مسئله همچنین
مدل با نیمه ناخوشایند پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله مسئله، دو این ترکیب با تا شدیم آن

کنیم. تعریف را MWD

ناخوشایند نیمه پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله ٢ . ۴
وزن ،T درخت در vi رأس هر و باشد رأس n با درخت ΁ی T = (V,E) کنید فرض
بین مسیر کوتاهترین ترتیب به d(x, y) و P [x, y] کنید فرض باشد. داشته را wi دلخواه
از زیردرختͬ Tv کنید فرض T یال هر به ازای باشد. آن ها بین فاصله و ،y و x رأس دو
.Tu = T \ Tv و v ∈ Tv که به قسمͬ شده، ایجاد e(v, u) ∈ T یال حذف از که باشد T

ͬ کنیم: م تعریف T ′ ⊆ T زیردرخت هر برای همچنین

W (T ′) =
∑
vi∈T ′

wi.

٢ ‐میانه مسئله در سرویس دهنده دو ش΄ست احتمال ρ٢ و ρ١ کنید فرض همچنین
که ͬ کنیم م فرض مسئله شدن ساده تر برای باشند. نیمه ناخوشایند پشتیبان



٧١ ناخوشایند نیمه پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله

ρ١ = ρ٢ = ρ.

مورد فاصله مجموع کردن کمینه هدف نیمه ناخوشایند، پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله در
ͬ خواهیم م یعنͬ است کار حال در سرویس دهنده های مجموعه به رئوس تمام از انتظار

شود: کمینه را زیر هدف تابع
F (v١, v٢) = (١ − ρ)

∑
v∈V

min١≤i≤٢w(v)d(v, vi)

+ρ
[∑
v∈V

w(v)d(v, v١) +
∑
v∈V

w(v)d(v, v٢)
]

ͬ دهیم م نشان m با را T از نقطه ای باشند. بحث مورد مسئله ͺپاس v٢ و v١ کنید فرض
P (v١, v٢) مسیر در یالͬ e(x, y) کنید فرض .d(v١,m) = d(v٢,m) و m ∈ P (v١, v٢) که
x رأس کنید فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون است. m نقطه شامل که باشد
΁ی m اگر این بر علاوه باشد. داشته قرار ͬ کند م متصل m به را v١ که مسیری روی

است. x بر منطبق که ͬ کنیم م فرض باشد، رأس
و d(v١, vi) ≤ d(v٢, vi) : داریم ،vj ∈ TY و vi ∈ TX رأس هر برای چون طرفͬ از
و Tx در نامنفͬ وزن با رئوس که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین ،d(v١, vj) > d(v٢, vj)
v٢ از ͬ مانده باق رئوس ͬ شوند. م سرویس دهͬ v١ توسط ،Ty در منفͬ وزن با رئوس
در که دی·ر رئوس تمامͬ و x که ͬ کنیم م فرض باشد m = x (اگر ͬ گیرند. م سرویس

ͬ گیرند.) م سرویس m١ از دارند، قرار m٢ و m١ از ی΄سانͬ فاصله
به طوری΄ه: ͬ کنیم م افراز V٢ و V١ رأسͬ مجموعه دو به را V رئوس مجموعه ما بنابراین

V١ = {v|d(v, x) ≤ d(v, y), w(v) ≥ ٠} ∪ {v|d(v, x) ≥ d(v, y), w(v) ≤ ٠},
و

V٢ = V \ V١.

است. v٢ و v١ بین مسیر میانͬ نقطه شامل که است یالͬ e(x, y)
کنید: فرض

D(V, u) =
∑
v∈V

w(v)d(v, u).

زیر صورت به ͬ توان م را نیمه ناخوشایند پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله هدف تابع نتیجه در
کرد: بازنویسͬ

F (v١, v٢) = (١ − ρ)[D(V١, v١) +D(V٢, v٢)] + ρ[D(V١, v١) +D(V٢, v١) +D(V١, v٢) +D(V٢, v٢)]

= D(V١, v١) + ρD(V٢, v١) + ρD(V١, v٢) +D(V٢, v٢).
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است نیمه ناخوشایند مسئله از خاص حالت ΁ی ناخوشایند مسئله که کرد توجه باید
را V٢ و V١ مجموعه های مورد این در بنابراین است. منفͬ رئوس تمام وزن آن در که

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت
V١ = {v ∈ V |d(v, x) ≥ d(v, y)},

و
V٢ = {v ∈ V |d(v, x) < d(v, y)}.

درخت ها روی خاصیت چند ٢ . ١ . ۴
روی بر نامنفͬ وزن های با ΁کلاسی میانه ‐٢ مسئله ΁ی برای مهم بسیار خاصیت ΁ی
خاصیت این نموده ایم. بیان ٢ . ٣ . ١ قضیه در که است راسͬ بهینگͬ خاصیت شب΄ه ها
حال این با .[٢٢] ͬ باشد نم برقرار منفͬ) و (مثبت دلخواه وزن های با گراف هایی برای
برای خاصیت این درختͬ جهت دار غیر شب΄ه ΁ی در که دادند نشان هم΄اران و برکارد

.[٢٢] است برقرار MWD مدل
نیمه ناخوشایند پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله ΁ی برای را راسͬ بهینگͬ خاصیت زیر لم در ما

ͬ کنیم. م بیان درخت ΁ی روی بر
بهینه جواب ΁ی نیمه ناخوشایند پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله در T درخت برای .٢ . ١ . ۴ لم

دارند. قرار T درخت رئوس روی سرویس دهنده ها تمام به طوری΄ه دارد وجود
برهان.

سرویس دهنده ها تمام که باشد نداشته وجود جوابی هیچ که کنید فرض خلف برهان به
مسئله بهینه جواب ΁ی (m١,m٢) کنید فرض باشند. داشته قرار T درخت رئوس روی
همچنین باشد. درخت روی رأسͬ غیر نقطه ΁ی ،m١ به طوری΄ه، است T درخت روی
است T درخت رئوس از زیرمجموعه ای ،V١ و است m١ شامل یال e(vr, vq) کنید فرض
نظر در را است m١ به وابسته که زیر هدف تابع ͬ شوند. م سرویس دهͬ m١ توسط که

ͬ گیریم: م
F (m١,m٢) = D(V١,m١) + ρD(V٢,m١) + ρD(V١,m٢) +D(V٢,m٢)

داریم: نتیجه در .V٢ = V \ V١ که
D(V١,m١) + ρD(V٢,m١) =



٧٣ ناخوشایند نیمه پشتیبان ٢ ‐میانه ∑مسئله
v∈V١∩Tvr

w(v)
(
d(v, vr) + d(vr,m١)

)
+

∑
v∈V١\Tvr

w(v)
(
d(v, vr)− d(vr,m١)

)
+ρ
[ ∑
v∈V٢∩Tvr

w(v)
(
d(v, vr) + d(vr,m١)

)
+

∑
v∈V٢\Tvr

w(v)
(
d(v, vr)− d(vr,m١)

)]
=

∑
v∈V١∩Tvr

w(v)d(v, vr) +
∑

v∈V١\Tvr

w(v)d(v, vr)

+ρ
[ ∑
v∈V٢∩Tvr

w(v)d(v, vr) +
∑

v∈V٢\Tvr

w(v)d(v, vr)
]

+
( ∑
v∈V١∩Tvr

w(v)−
∑

v∈V١\Tvr

w(v) + ρ
[ ∑
v∈V٢∩Tvr

w(v)−
∑

v∈V٢\Tvr

w(v)
])
d(vr,m١)

= D(V١, vr) + ρD(V٢, vr)

+
[٢( ∑

v∈V١∩Tvr

w(v) + ρ
∑

v∈V٢∩Tvr

w(v))− w(TV١)− ρw(T (V٢))
]
d(vr,m١).

دهید: قرار
K =

[٢( ∑
v∈V١∩Tvr

w(v) + ρ
∑

v∈V٢∩Tvr

w(v))− w(TV١)− ρw(T (V٢))
]
.

داریم: بنابراین
D(V١,m١) + ρD(V٢,m١) = D(V١, vr) + ρD(V٢, vr) +Kd(vr,m١).

d(vr, vi) < داریم، P (vr,m١) یال قطعه روی vi نقطه هر برای چون ،K ≥ ٠ اگر حال
است. تناقض این که ،F (vi,m٢) < F (m١,m٢) که، ͬ شود م نتیجه بنابراین ،d(vr,m١)

d(vr, vj) > داریم، P (m١, vq) یال قطعه روی vj نقطه هر برای چون ،K < ٠ اگر و
m٢ و vq به طوری΄ه ،F (vq,m٢) < F (m١,m٢) که، گرفت نتیجه ͬ توان م پس ،d(vr,m١)

اثبات ح΄م و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض نیز این که هستند رأس دو هر
ͬ شود. م

روی بر منفͬ و مثبت وزن های با ٢ ‐میانه مسئله حل برای کارآمد روش ΁ی
.[٢٢] است شده ارائه هم΄ارانش و برکارد توسط که است یال حذف روش درخت،
با پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله جواب کردن پیدا برای یال حذف روش این همچنین
قرار استفاده مورد هم΄ارانش و وانگ توسط نیز درخت ها روی بر مثبت وزن های
وزن با پشتیبان میانه ‐ ٢ مسئله برای یال حذف روش این اما .[١٣٨] است گرفته
بهینگͬ خاصیت به توجه با بنابراین ͬ باشد. نم اجرا قابل درخت ها روی بر منفͬ و مثبت
پشتیبان میانه ‐ ٢ مسئله بهینه جواب ΁ی ͬ توان م است آمده ٢ . ١ . ۴ لم در که راسͬ

نمود. پیدا O(n٣) زمان در را درخت ها روی بر منفͬ و مثبت وزن با



درخت روی نیمه ناخوشایند/ناخوشایند پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله ٧۴

نا خوشایند. پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله ٣ . ۴
است نیمه ناخوشایند مسئله ΁ی از خاصͬ حالت که ناخوشایند مسئله قسمت این در
وزن دارای راسͬ هیچ ناخوشایند م΄ان یابی مدل ΁ی در داده ایم. قرار بررسͬ مورد را

نیست. مثبت
و رئوس مجموعه به ترتیب w(v) و V = {v١, v٢, ...vn} که را T = (V,E) درخت
،T درخت روی بر ناخوشایند مسئله ΁ی ب·یرید. نظر در را ͬ باشند م راس هر وزن
داشته دی·ر به عبارت باشد. منفͬ T درخت رئوس تمام وزن آن در که است مسئله ای
آن به دنبال پشتیبان، ٢ ‐میانه ناخوشایند مسئله ΁ی در .w(v) < ٠,∀v ∈ V باشیم

کنیم: کمینه را زیر هدف تابع که هستیم

F (v١, v٢) = (١ − ρ)
∑

v∈V,w(v)<٠
min١≤i≤٢w(v)d(v, vi)

+ ρ[
∑

v∈V,w(v)<٠
w(v)d(v, v١) +

∑
v∈V,w(v)<٠

w(v)d(v, v٢)]. (١ . ۴)

‐ ٢ مسئله ΁ی در است. پشتیبان ماکسین ‐ ٢ مسئله ΁ی با معادل (١ . ۴) هدف تابع
و ،w(v) ≥ ٠,∀v ∈ V دی·ر به عبارت ͬ باشد م مثبت رئوس تمام وزن پشتیبان ماکسین

شود: بیشینه باید زیر هدف تابع

F١(v١, v٢) = (١ − ρ)
∑

v∈V,w(v)≥٠
max١≤i≤٢w(v)d(v, vi)

+ ρ[
∑

v∈V,w(v)≥٠
w(v)d(v, v١) +

∑
v∈V,w(v)≥٠

w(v)d(v, v٢)]. (٢ . ۴)

روی ماکسین ‐ ٢ مسئله جواب که دادند نشان [٢۴] مقاله در هم΄ارنش و برکارد
داده ایم نشان زیر مثال در دارد. قرار درخت قطر انتهایی راس دو روی بر درخت، ΁ی

ͬ باشد. نم برقرار پشتیبان ٢ ‐ماکسین مسئله ΁ی برای خاصیت این که
که حالتͬ در ب·یرید. نظر در را ١ . ۴ ش΄ل به صورت راس ۴ با ،T درخت .٣ . ١ . ۴ مثال
بهینه جواب حالت این در هستیم، مواجه ΁کلاسی ماکسین ‐ ٢ مسئله ΁ی با ρ = ٠
جواب {v١, v۴} لذا دارد. قرار درخت مسیر بزرگترین انتهایی راس دو روی بر مسئله

. F١(v١, v۴) = ۴۵٫۵ به طوری΄ه، ͬ باشد م حالت این در مسئله بهینه
{v١, v۴} راس جفت به ازای مسئله هدف تابع مقدار باشد ρ > ٠ که حالتͬ در اما



٧۵ نا خوشایند. پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله

راس. ۴ با T درخت :١ . ۴ ش΄ل
ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت

F١(v١, v۴) = (١ − ρ)۴۵٫۵ + ρ(٢۵٫۵ + ٢۵٫۵) = ۴۵٫۵ + ۵٫۵ρ.
پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله برای جواب به عنوان {v١, v٣} راس دو انتخاب با آن که حال

: رسید خواهیم زیر ش΄ل به هدفͬ تابع مقدار به ناخوشایند

F١(v١, v٣) = (١ − ρ)۴٣ + ρ(٢۵٫۵ + ٣۶٫۵) = ۴٣ + ١٩ρ.
بنابراین . F١(v١, v٣) ≥ F١(v١, v۴) این صورت در ،٠٫١٨۵ < ρ ≤ ١ اگر بنابراین
پشتیبان ماکسین ‐ ٢ مسئله بهینه جواب ͬ تواند نم درخت ΁ی قطر انتهایی راس دو

باشد.
و {v١, v٣} ،{v١, v۴} جواب سه به نسبت را مسئله هدف تابع مقادیر ٢ . ۴ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان ρ پارامتر تغییرات به نسبت {v٣, v۴}
روی بر ماکسین ‐ ١ مسئله بهینه جواب که داد نشان [١٣٣] مقاله در تینگ
جواب شد ذکر نیز قسمت این در که همان طور طرفͬ از دارد. قرار T درخت برگ های
قرار T درخت مسیر بزرگ ترین انتهایی راس دو روی بر نیز ماکسین ‐ ٢ مساله بهینه
پشتیبان ٢ ‐ماکسین مسئله بهینه جواب لزوما که ͬ دهد م نشان ٣ . ٢ . ۴ مثال دارد.

ندارد. قرار T درخت برگ های روی بر
ب·یرید. نظر در را ٣ . ۴ ش΄ل در داده شده نشان مسیر .٣ . ٢ . ۴ مثال

ͬ  آید: م بدست زیر به صورت {v١, v۵} جواب به ازای هدف تابع مقدار
F١(v١, v۵) = (١ − ρ)(٧ + ۵٢) + ρ(١۵ + ۵٣) = ۵٩ + ٩ρ.
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٠ ≤ ρ ≤ ١ تغییرات به نسبت مسئله، جواب سه برای هدف تابع مقادیر :٢ . ۴ ش΄ل

است: زیر به صورت نیز {v٢, v۵} جواب به ازای هدف تابع مقدار دی·ر، طرف از

F١(v٢, v۵) = (١ − ρ)(۵ + ۵٢) + ρ(١٨ + ۵٣) = ۵٧ + ١۴ρ.

که ͬ شود م نتیجه این صورت در ،٢۵ < ρ ≤ ١ یا ۵٩ + ٩ρ ≤ ۵٧ + ١۴ρ اگر بنابراین
.F١(v٢, v۵) ≥ F١(v١, v۵)

مسئله بهینه جواب از قسمتͬ به عنوان ͬ تواند نم ،v١ (برگ) انتهایی راس بنابراین
به نسبت {v٢, v۵} و {v١, v۵} جواب های به ازای را هدف تابع مقادیر ۴ . ۴ ش΄ل باشد.

ͬ دهد. نشان م ٠ ≤ ρ ≤ ١ مختلف مقادیر

راس. ۵ با مسیر ΁ی :٣ . ۴ ش΄ل



٧٧ نا خوشایند. پشتیبان ٢ ‐میانه مسئله

تغییرات به نسبت ،{v٢, v۵} و {v١, v۵} جواب های به ازای هدف تابع مقادیر :۴ . ۴ ش΄ل
٠ ≤ ρ ≤ ١

٢ ‐ماکسین مسئله بهینه جواب کردن پیدا برای بالا مطالب به توجه با بنابراین
پشتیبان ٢ ‐ماکسین مسئله حل بنابراین داریم، هدف تابع مقایسه (n٢) به نیاز پشتیبان

است. O(n٣) معادل ͬ ای زمان پیچیدگͬ دارای





۵ فصل
پشتیبان م΄ان یابی مسئله

آرمانͬ چندوسیله ای

تحت آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله ١ . ۵
lp نرم

ساختار به توجه با کنیم، احداث شهر ΁ی در را فروش·اهͬ ͬ خواهیم م کنید فرض
پرجمعیت مناطق و شهر مرکز به فروش·اه هرچه جمعیت، توزیع و نحوه شهری، زندگͬ
و حمل هزینه متوسط و یافته افزایش ساکنان دسترسͬ طرف ΁ی از باشد نزدی΁ تر
دی·ر طرف از و ͬ شود م برآورده خوبی به مشتریان تقاضای و شده کاسته آن ها نقل
غیره) و مالیات و زمین (خرید زیادی هزینه های جای·اه های چنین در فروش·اه احداث
هم·ͬ که ͬ کند م مش΄ل دچار را تردد آن، از ناشͬ ΁ترافی و صوتͬ آلودگͬ دارد، پی در
احداث برای تصمیم گیری . است شهر مرکز به فروش·اه نزدی΄ͬ نامطلوب آثار جمله از
دشواری و پیچیده کار هستیم روبه رو آن با واقعͬ دنیای در که سرویس دهندگانͬ چنین
برای که ͬ باشد م این است شده پیشنهاد مسائل این مدلسازی برای که ایده ای . است
که شود گرفته نظر در آرمانͬ) (شعاع مشترک کران ΁ی شهر مرکز از نزدی΄ͬ و دوری



آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله ٨٠
ͬ رسیم. م آرمانͬ م΄ان یابی مسائل به نهایت در

سرویس دهنده هر برای کردیم، اشاره آن به رساله این ٣ . ٣ بخش در که [۵۶] به توجه با
و Pi = (ai, bi) که کنید فرض ͬ گیریم. م نظر در را Ri آرمانͬ شعاع ،Pi موجود
رساله، این ٢ . ٣ . ١ بخش مفروضات تمام گرفتن نظر در با باشند. Xj = (xj, yj)

مدل بندی زیر به صورت ͬ توان م را آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله ΁ی
نمود: ریاضͬ

minFR(X١, . . . , Xm) =
k+١∑
t=١

αt−١fR(Xt, . . . , Xm). (١ . ۵)
به طوری که

fR(Xt, . . . , Xm) =
n∑

i=١

m∑
j=t

wij (lp(Xj, Pi)−Ri)
٢ +

m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjllp(Xj, Xl). (٢ . ۵)

ͬ باشند. م سرویس دهنده ها ش΄ست احتمال αi‐ها و
داریم: (١ . ۵) مسئله مورد در را زیر قضیه

گسترش پوسته در آرمانͬ، چندوسیله ای پشتیبان مسئله بهینه جواب .١ . ١ . ۵ قضیه
دارد. قرار Pi = (ai, bi) نقاط مستطیلͬ یافته

که ب·یرید نظر در برهان.

amin = min{ai −Ri | i = ١, . . . , n},
amax = max{ai +Ri | i = ١, . . . n},
bmin = min{bi −Ri | i = ١, . . . , n},
bmax = max{bi +Ri | i = ١, . . . , n}.

RH٣ = ،RH٢ = (amin, bmax) ،RH١ = (amin, bmin) نقاط مجموعه همچنین باشد.
و باشد Xj = (xj, yj) کنید فرض ب·یرید. نظر در را RH۴ = (amax, bmin) و (amax, bmax)

RH۴ و RH٣ ،RH٢ ،RH١ نقاط مستطیلͬ پوسته از خارج Xj ،j = ١, . . . , n هر برای
باشد. داشته قرار

در X ′
j = (amax, yj) دهیم قرار اگر بنابراین .xj > amax کنید فرض اول حالت در

داریم: این صورت
lp(Xj, Pi) = (|xj − ai|p + |yj − bi|p)

١
p > (|amax − ai|p + |yj − bi|p)

١
p = lp(X

′
j, Pi) > Ri



٨١ lp نرم تحت آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله
که: گرفت نتیجه ͬ توان م بالا رابطه به توجه با

(
(|xj − ai|p + |yj − bi|p)

١
p −Ri

)٢
>
(
(|amax − ai|p + |yj − bi|p)

١
p −Ri

)٢

داریم: ،wij ضرائب بودن مثبت به توجه با بنابراین
n∑

i=١

m∑
j=t

wij

(
(|xj − ai|p + |yj − bi|p)

١
p −Ri

)٢
>

n∑
i=١

m∑
j=t

wij

(
(|amax − ai|p + |yj − bi|p)

١
p −Ri

)٢

→
m∑
i=١

m∑
j=t

wij

(
(|xj − ai|p + |yj − bi|p)

١
p −Ri

)٢
+

m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjl (|xj − xl|p + |yj − yl|p)
١
p >

n∑
i=١

m∑
j=t

wij

(
(|amax − ai|p + |yi − bi|p)

١
p −Ri

)٢
+

m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjl (|amax − xl|p + |yj − yl|p)
١
p

گفت: ͬ توان م پس

fR(Xt, . . . , Xm) > fR(X
′
t, . . . , X

′
m)

→ F =
k+١∑
t=١

αt−١f(Xt, . . . , Xm) > FR =
k+١∑
t=١

αt−١fR(X ′
t, . . . , X

′
m).

باشد. بهینه جواب ͬ تواند نم Xj = (xj, yj) بنابراین
مشابه کاملا́ به صورت نیز yj > bmax و yj < bmin ،xj < amin که حالت هایی برای
نتیجه بنابراین باشند. بهینه جواب های ͬ توانند نم Xj نقاط که نمود اثبات ͬ توان م
RH٣ ،RH٢ ،RH١ نقاط از حاصل مستطیلͬ پوسته در مسئله بهینه جواب که ͬ شود م

دارد. قرار RH۴ و
مم΄ن آرمانͬ، چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله هدف تابع مشتقات .١ . ١ . ۵ لم

باشند. نشده تعریف صفحه از جایی هر در است
مشتق مخرج که صفحه از نقاطͬ در گفت ͬ توان م هدف تابع از مشتق گیری با برهان.

است. نشده تعریف مشتق ͬ شود، م صفر (١ . ۵) رابطه
قرار باشد مشتق پذیر (١ . ۵) مسئله هدف تابع اینکه برای ،١ . ١ . ۵ لم به توجه با

ͬ دهیم: م

fh
R(Xt, . . . , Xm) =

n∑
i=١

m∑
j=t

wij

(
lhp (Xj, Pi)−Ri

)٢
+

m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjll
h
p (Xj, Xl). (٣ . ۵)



آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله ٨٢
به طوری که:

lhp (Xj, Pi) =

((
(xj − ai)

٢ + ϵ
) p٢

+
(
(yj − bi)

٢ + ϵ
) p٢
) ١

p

. (۴ . ۵)
و

lhp (Xj, Xl) =

((
(xj − xl)

٢ + ϵ
) p٢

+
(
(yj − yl)

٢ + ϵ
) p٢
) ١

p

. (۵ . ۵)
شدن بهینه به دنبال (١ . ۵) رابطه شدن بهینه جای به بالا روابط به توجه با بنابراین

هستیم: زیر رابطه

minF h
R(X١, . . . , Xm) =

k+١∑
t=١

αt−١fh
R(Xt, . . . , Xm). (۶ . ۵)

هدف تابع که ͬ کنیم م بیان زیر لم در ͬ نامیم. م (١ . ۵) رابطه تقریب را (۶ . ۵) رابطه
رابطه یعنͬ اصلͬ مسئله هدف تابع به ،(۶ . ۵) رابطه یعنͬ شده، زده تقریب مسئله

. است هم·را (١ . ۵)
اصلͬ مسئله هدف تابع به F h

R(X١, . . . , Xm) شده ی زده تقریب هدف تابع .١ . ٢ . ۵ لم
داریم: و است هم·را FR(X١, . . . , Xm) یعنͬ

(ϵ → ٠) ⇒ max{|F h
R(X١, . . . , Xm)− FR(X١, . . . , Xm)|} → ٠.

داریم: (٣ . ۵) و (٢ . ۵) به توجه با برهان.

fh
R(Xt, . . . , Xm)− fR(Xt, . . . , Xm) =

n∑
i=١

m∑
j=t

wij

(((
(xj − ai)

٢ + ϵ
) p٢

+
(
(yj − bi)

٢ + ϵ
) p٢
) ١

p

−Ri

)٢

−
n∑

i=١

m∑
j=t

wij

(
(|xj − ai|p + |yj − bi|p)

١
p −Ri

)٢

+
m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjl

((
(xj − xl)

٢ + ϵ
) p٢

+
(
(yj − yl)

٢ + ϵ
) p٢
) ١

p

−
m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjl (|xj − xl|p + |yj − yl|p)
١
p .



٨٣ lp نرم تحت آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله
نامساوی از استفاده با و s۴ = Ri ،s٣ = ϵ٠٫۵ ،s٢ = yj − bi ،s١ = xj − ai دادن قرار با

داریم: مینکوفس΄ͬ
(((

(xj − ai)
٢ + ϵ

) p٢
+
(
(yj − bi)

٢ + ϵ
) p٢
) ١

p

−Ri

)٢

−
(
(|xj − ai|p + |yj − bi|p)

١
p −Ri

)٢
=(

(s٢١ + s٢٣)
p٢ + (s٢٢ + s٢٣)

p٢
) ٢

p − (|s١|p + |s٢|p)
٢
p

− ٢s۴
((

(s٢١ + s٢٣)
p٢ + (s٢٢ + s٢٣)

p٢
) ١

p − (|s١|p + |s٢|p)
١
p

)
⩽ ۴ ١

p s٢٣ + ٢ p+١
p s۴s٣ = ۴ ١

p ϵ+ ٢ p+١
p s۴s٣ = ۴ ١

p ϵ+ ٢ p+١
p ϵ٠٫۵Ri.

گرفت: نتیجه ͬ توان م بنابراین
n∑

i=١

m∑
j=t

wij

(((
(xj − ai)

٢ + ϵ
) p٢

+
(
(yj − bi)

٢ + ϵ
) p٢
) ١

p

−Ri

)٢

−
n∑

i=١

m∑
j=t

wij

(
(|xj − ai|p + |yj − bi|p)

١
p −Ri

)٢
⩽

۴ ١
p ϵ

(
n∑

i=١

m∑
j=t

wij

)
+ ٢ p+١

p ϵ٠٫۵
(

n∑
i=١

m∑
j=t

wijRi

)
.

کرد: اثبات ͬ توان م نیز مشابه به طور
m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjl

((
(xj − xl)

٢ + ϵ
) p٢

+
(
(yj − yl)

٢ + ϵ
) p٢
) ١

p

−
m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjl (|xj − xl|p + |yj − yl|p)
١
p ⩽

m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

(
vjl٢ ١

p ϵ
)
.

ͬ شود: م نتیجه بالا روابط به توجه با بنابراین

fh
R(Xt, . . . , Xm)− fR(Xt, . . . , Xm) ⩽ ۴ ١

p ϵ

(
n∑

i=١

m∑
j=t

wij

)

+٢ p+١
p ϵ٠٫۵

(
n∑

i=١

m∑
j=t

wijRi

)
+ ٢ ١

p ϵ

m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjl

 .



آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله ٨۴
داریم: (١ . ۵) و (۶ . ۵) رابطه به توجه با پس

max{|F h
R(X١, . . . , Xm)− FR(X١, . . . , Xm)|} =

k+١∑
t=١

αt−١
(
|F h

R(Xt, . . . , Xm)− FR(Xt, . . . , Xm)|
)
⩽ ۴ ١

p ϵ

(
k+١∑
t=١

αt−١
(

n∑
i=١

m∑
j=t

wij

))

+ ٢ ١
p ϵ

k+١∑
t=١

αt−١

m−١∑
j=t

m∑
l=j+١

vjl

+ ٢ p+١
p ϵ٠٫۵

(
k+١∑
t=١

αt−١
(

n∑
i=١

m∑
j=t

wijRi

))
.

گرفت: نتیجه ͬ توان م ،ϵ → ٠ که زمانͬ بالا رابطه به توجه با

max{|F h
R(X١, . . . , Xm)− FR(X١, . . . , Xm)|} → ٠

روش ΁ی ͬ توان م هدف تابع بودن مشتق پذیر و ١ . ٢ . ۵ لم این به توجه با حال
داد. ارائه (۶ . ۵) مسئله حل برای فیلد شبه‐وایز

شبه وایزفیلد ال·وریتم ٢ . ۵
داریم: این صورت در ب·یریم نظر در (۶ . ۵) رابطه برای را بهینگͬ لازم شرط اگر

∂F h
R(Xt, . . . , Xm)

∂xr

=
٢∑n

i=١
(
wir(San −Ri) · (xr − ai)

(San)p−١Ran

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj(xr − xj)

SxrjRxrj

)
, r = t, . . . ,m,

٠, r = ١, . . . , t− ١,
(٧ . ۵)

و
∂F h

R(Xt, . . . , Xm)

∂yr
=

٢∑n
i=١ wir

(San −Ri) · (yr − bi)

(San)p−١Rbn
+
∑

j=t
j ̸=r

vrj(yr − yj)

SxrjRrj

, r = t, . . . ,m,

٠, r = ١, . . . , t− ١,
(٨ . ۵)



٨۵ شبه وایزفیلد ال·وریتم
به طوری که:



San =
((

(xr − ai)
٢ + ϵ

) p٢ +
(
(yr − bi)

٢ + ϵ
) p٢
) ١

p

,

Sxrj =
((

(xr − xj)
٢ + ϵ

) p٢ +
(
(yr − yj)

٢ + ϵ
) p٢
) p−١

p

,

Rari =
(
(xr − ai)

٢ + ϵ
) ٢−p٢ ,

Rbn =
(
(yr − bi)

٢ + ϵ
) ٢−p

p ,

Rxrj =
(
(xr − xj)

٢ + ϵ
) ٢−p

p ,

Ryrj =
(
(yr − yj)

٢ + ϵ
) ٢−p

p .

(٩ . ۵)

داریم: چون بنابراین
∂F h

R(X١, . . . , Xm)

∂xr

= α٠∂F
h
R(X١, . . . , Xm)

∂rr
+ . . .+ αk

∂F h
R(Xk+١, . . . , Xm)

∂xr

.

و
∂F h

R(X١, . . . , Xm)

∂yr
= α٠∂F

h
R(X١, . . . , Xm)

∂yr
+ . . .+ αk

∂F h
R(Xk+١, . . . , Xm)

∂yr
.

گرفت: نتیجه ͬ توان م بنابراین
∂F h

R(X١, . . . , Xm)

∂xr

=
∑r

t=١ αt−١
(∑n

i=١
(٢wir(San −Ri) · (xr − ai)

(San)p−١Rari

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj(xr − xj)

SxrjRxrj

))
, r = ١, . . . , k,

∑k+١
t=١ αt−١

(∑n
i=١
(٢wir(San −Ri) · (xr − ai)

(San)p−١Rari

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj(xr − xj)

SxrjRxrj

))
, r = k + ١, . . . ,m,

(١٠ . ۵)
و

∂F h
R(X١, . . . , Xm)

∂yr
=

∑r
t=١ αt−١

(∑n
i=١
(٢wir(San −Ri) · (yr − bi)

(San)p−١Rbri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj(yr − yj)

SxrjRyrj

))
, r = ١, . . . , k,

∑k+١
t=١ αt−١

(∑n
i=١
(٢wir(San −Ri) · (yr − ai)

(San)p−١Rbri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj(yr − yj)

SxrjRyrj

))
, r = k + ١, . . . ,m,

(١١ . ۵)



آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله ٨۶
تکراری رابطه به  yr و xr کردن پیدا و (١١ . ۵) و (١٠ . ۵) دادن قرار صفر مساوی با لذا

ͬ رسیم: م زیر
(١٢ . ۵)

xc+١
r =



∑r
t=١ αt−١

(∑n
i=١
(٢wir(Sa

c
ri −Ri) · ai

(Sacri)
p−١Racri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrjx

c
j

Sxc
rjRxc

rj

))
∑r

t=١ αt−١
(∑n

i=١
(٢wir(Sa

c
ri −Ri)

(Sacri)
p−١Racri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj

Sxc
rjRxc

rj

)) , r = ١, . . . , k,

∑k+١
t=١ αt−١

(∑n
i=١
(٢wir(Sa

c
ri −Ri) · ai

(Sacri)
p−١Racri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrjx

c
j

Sxc
rjRxc

rj

))
∑k+١

t=١ αt−١
(∑n

i=١
(٢wir(Sa

c
ri −Ri)

(Sacri)
p−١Racri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj

Sxc
rjRxc

rj

)) , r = k + ١, . . . ,m,

و
(١٣ . ۵)

yc+١
r =



∑r
t=١ αt−١

(∑n
i=١
(٢wir(Sa

c
ri −Ri) · bi

(Sacri)
p−١Rbcri

)
+
∑

j=t
j≠r

(
vrjy

c
j

Sxc
rjRycrj

))
∑r

t=١ αt−١
(∑n

i=١
(٢wir(Sa

c
ri −Ri)

(Sacri)
p−١Rbcri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj

Sxc
rjRycrj

)) , r = ١, . . . , k,

∑k+١
t=١ αt−١

(∑n
i=١
(٢wir(Sa

c
ri −Ri) · ai

(Sacri)
p−١Rbcri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrjy

c
j

Sxc
rjRycrj

))
∑k+١

t=١ αt−١
(∑n

i=١
(٢wir(Sa

c
ri −Ri)

(Sacri)
p−١Rbcri

)
+
∑

j=t
j ̸=r

(
vrj

Sxc
rjRycrj

)) , r = k + ١, . . . ,m,

روابط در توقف شرط ͬ باشد. م مرحله هر در ال·وریتم تکرار ،c از منظور آن در که
خطای حداکثر e به طوری که گرفت نظر در |F c

h − F c−١
h | < e ͬ توان م را بالا بازگشتͬ

است. بالا تکراری ال·وریتم

محاسباتͬ نتایج ٣ . ۵
صورت به که m = ۵ و n = ١٠ با عددی مثال ΁ی نتایج قسمت این در .٣ . ١ . ۵ مثال
شده آورده αiها و k ،p چون مختلفͬ پارامترهای به نسبت است شده تولید تصادفͬ
مسئله اولیه پارامترهای و موجود وسائل مختصات بیانگر ٢ . ۵ و ١ . ۵ جداول است.
دو هر بین وزن و (wij) جدید سرویس دهنده های و موجود وسائل بین وزن همچون

ͬ باشد. م جدید سرویس دهنده
حالات برای p = ٢ و k = ۴ برای مسئله حل از حاصل نتایج ،٣ . ۵ جدول در
هر برای Ri = ٠/۵ و α۴ = ٠/٢ ،α٣ = ٠/۴ ،α٢ = ٠/۶ ،α١ = ٠/٨ ،α٠ = ٠/٢
مقادیر به نسبت مذکور مسئله حل نتایج نیز ۴ . ۵ جدول در است. آمده i = ١, . . . , n



٨٧ محاسباتͬ نتایج
١ . ۵ نمودار است. شده آورده i = ١, . . . , n هر برای Ri = ٠/۵ حالت در ،p مختلف
نشان تکرار تعداد با مقایسه در را شده ارائه فیلد شبه‐وایز روش هم·رایی سرعت نیز

است. شده گرفته نظر در |F c
h − F c−١

h | < ٠/٠٠١ نیز توقف شرط ͬ دهد.همچنین م
΁ی با این صورت در شوند گرفته نظر در صفر با برابر Riها تمامͬ اگر فوق مسئله در
توسط مسئله حالت این که هستیم مواجه پشتیبان چندوسیله ای م΄ان یابی مسئله
مقایسه ای نتایج ۵ . ۵ جدول در است. گرفته قرار بررسͬ مورد [۵۵] مقاله در فتحعلͬ

است. شده آورده [۵۵] مقاله مثال با حاضر مثال

بین وزن و (Pi = (ai, bi)) موجود وسیله های مختصات :١ . ۵ جدول
(wji, j = ١, . . . ,۵) موجود. وسیله های و جدید سرویس دهنده های
(i) Pi = (ai, bi) w١i w٢i w٣i w۴i w۵i
١ (٠, ١٢) ۴ ٣ ٠ ١ ٢
٢ (٢, ١) ٠ ۶ ٠ ٢ ٣
٣ (١٠,٢) ٢ ٠ ٨ ٣ ١
۴ (۶, ١٢) ٠ ٠ ١٠ ۴ ۵
۵ (٢٠, ١٠) ۶ ٨ ٢ ١ ٣
۶ (۵,٢٠) ۵ ١ ۶ ٣ ۴
٧ (١۵, ١۵) ٢ ۴ ٧ ٢ ۵
٨ (٢٢,۵) ٧ ۵ ٠ ٢ ۴
٩ (٢٠,٢۵) ١ ٢ ٣ ۴ ۵
١٠ (٢۵,٢۵) ١٨ ١ ۵ ۴ ٢



آرمانͬ چندوسیله ای پشتیبان م΄ان یابی مسئله ٨٨

.(vjl) جدید سرویس دهنده های بین مربوط وزن :٢ . ۵ جدول
۵ ۴ ٣ ٢ ١ جدید سرویس دهنده
۵ ۴ ١ ۶ ٠ ١
٣ ٢ ۴ ٠ ۶ ٢
٢ ۵ ٠ ۴ ١ ٣
٨ ٠ ۵ ٢ ۴ ۴
٠ ٨ ٢ ٣ ۵ ۵

.Ri = ٠/۵ ،i = ١, . . . ,m حالت در k = ۴ و p = ٢ برای آمده بدست نتایج :٣ . ۵ جدول
تکرار ١ ٢ . . . ۶ ٧
X١ (٣/۶٠,٣/٣١) (١۶/١١, ١۴/٨٢) . . . (١٨/٠١, ١۶/۶٠) (١٨/٠١, ١۶/۶٠)
X٢ (٢/٨٢,٢/٠۶) (١٣/١١,٩/٧۵) . . . (١٣/۶٠, ١٠/٢١) (١٣/۶٠, ١٠/٢١)
X٣ (٣/٣٠,٣/٨۴) (١١/۵٨, ١٣/۴۶) . . . (١٢/٣٠, ١۴/١۵) (١٢/٣٠, ١۴/١۵)
X۴ (١/٩٣,٢/١١) (١٢/١٣, ١٣/٢٣) . . . (١٣/٢٠, ١۴/٣۵) (١٣/٢٠, ١۴/٣۵)
X۵ (٢/٨٨,٣/٠٨) (١١/٧٧, ١٢/۵٧) . . . (١٢/٩٣, ١٣/٨۶) (١٢/٩٣, ١٣/٨۶)
F h
R ٧٧۵٠٧/١ ٢٧٣٨۶/١ . . . ٢۶٩٠٣/٩ ٢۶٩٠٣/٩

FR ٧٧۵٠۶/۶ ٢٧٣٨۵/٧ . . . ٢۶٩٠٣/۵ ٢۶٩٠٣/۵

برای Ri = ٠/۵ ،i = ١, . . . ,m و k = ۴ حالت برای آمده بدست نتایج :۴ . ۵ جدول
تکرار. ٢٠٠ در p مختلف مقادیر

تکرار p = ١ p = ٢ p = ٣ p = ١٠
X١ (٢٠/٢٧, ١٧/٢٩) (١٨/٠١, ١۶/۶٠) (١۶/٧۵, ١۶/١٢) (١٧/۶٣,٨/٠٩)
X٢ (١۴/١٣,٩/٩٧) (١٣/۶٠, ١٠/٢١) (١٣/۴۴, ١١/٠٨) (١١/٢۴,٨/٣٣)
X٣ (١٠/۵٧, ١۵/٠٨) (١٢/٣٠, ١۴/١۵) (١٢/٣٣, ١٣/٧٩) (١٩/٣١, ١٠/٨٧)
X۴ (١۴/٠٨, ١۴/٢۵) (١٣/٢٠, ١۴/٣۵) (١٢/٩٩, ١۴/٢٨) (١٧/۵۴,٧/٠۵)
X۵ (١۴/١٠, ١۴/٢۵) (١٢/٩٣, ١٣/٨۶) (١٢/٩٩, ١۴/٢٧) (٧/٧٣,٢٠/١١)
F h
R ۴٩٣١٣/٠ ٢٧٣٨۶/١ ٢٢۶۵٧/١ ٣٢١٠٧/٠

FR ۴٩٣٠٩/١ ٢٧٣٨۵/٧ ٢٢۶۵۶/٣ ٣٢١٠۶/٨



٨٩ محاسباتͬ نتایج

به نسبت دی·ر، مقالات با حاضر ال·وریتم از آمده بدست نتایج مقایسه :۵ . ۵ جدول
.p مختلف مقادیر

Ri, p FR [۵۵] فتحعلͬ
Ri = ٠, p = ١ ٣٢۵٢/٣۶١ ٣٢۵٢/٣
Ri = ٠, p = ٢ ٢۴٢١/٨٩٧ ٢۴۴٣/٠
Ri = ٠, p = ١٠ ٢٠٧۶/٨١٢ ٢٠٧۶/٩

در شده ارائه فیلد شبه‐وایز ال·وریتم هم·رایی سرعت نمودار نمودار :١ . ۵ ش΄ل
.p = ٢ حالت برای تکرار تعداد با مقایسه





۶ فصل
پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل

ͬ شود. م بیان فصل این در نیاز مورد نمادگذاری های و مفاهیم قسمت این در
،V (G) که باشد جهت بدون و ساده گراف ΁ی ،G = (V (G), E(G), w, l) کنید فرض
و رأس ها وزنͬ تابع ،w : V (G) → R+ یال ها، مجموعه ،E(G) رأس ها، مجموعه
را G گراف رأس های وزنͬ مجموع باشد. G گراف یال های طول تابع ،l : E(G) → R+

به طوری که ͬ دهیم م نمایش ،w(G) نماد با
w(G) =

∑
v∈V (G)

w(v)dG(u, v). (١ . ۶)

طولͬ مجموع به صورت و است G گراف در v و u رأس دو بین فاصله dG(u, v)

باشیم داشته G گراف در اگر ͬ شود. م تعریف ،u و v رأس دو بین مسیر کوتاه ترین
ͬ دهیم. م نشان ،G[U ] به صورت را U شامل G گراف زیر این صورت در ،U ⊆ V (G)

،P [u, v] به صورت را u و v راس دو بین ی΄تا مسیر ΁ی ،T = (V,E) درخت در همچنین
ͬ دهیم. م نمایش

ͬ دهیم: م قرار (u, v) رأس زوج هر برای
Π(u, v) = (U, V ). (٢ . ۶)

در ،(٢ . ۶) تعریف به توجه با .V = V (T )− U و U = {x|d(x, u) ≤ d(x, v} به طوری که
این ͬ کنند. م تولید را همبند گراف زیر ΁ی ،V و U مجموعه های از ΁ی هر درخت ΁ی



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ٩٢
و است v و u مرکزی یال e یال که ͬ آید م به دست e ∈ E(T ) یال حذف با مجموعه دو

است. P [u, v] مسیر میانͬ نقطه همان
م΄ان یابی مسئله ΁ی کردیم، اشاره رساله این ٣ . ١ . ١ بخش در قبلا که همان طور
تابع به طوری΄ه ͬ باشد م (m١,m٢) مانند راس جفت ΁ی دنبال به پشتیبان ٢ ‐میانه

: [١٣٨] کند کمینه را زیر هدف
F (m١,m٢) = (١ − ρ)

∑
vi∈V

w(vi)d(vi, {m١,m٢}) + ρ
∑
vi∈V

w(vi)d(vi,m١)

+ ρ
∑
vi∈V

w(vi)d(vi,m٢). (٣ . ۶)

وزن همچون مسئله اصلͬ پارامترهای در تغییر با ͬ خواهیم م معکوس حالت در
m١ دلخواه رأس دو مم΄ن هزینه کمترین با و نقاط مختصات یا و یال ها طول نقاط،
هزینه حداقل نوع معکوس قسمت این در شوند. پشتیبان میانه ‐ ٢ به تبدیل m٢ و
در تغییر با گسسته حالت در را پشتیبان میانه ‐ ٢ مسئله بودجه ای محدودیت نوع و

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد گراف یال های طول و گراف رئوس وزن

پشتیبان میانه ‐ ٢ مسئله هزینه حداقل نوع معکوس ١ . ۶
رئوس وزن در تغییر با

در تغییر روش به (BI2MP) پشتیبان١ میانه ‐ ٢ مسئله هزینه حداقل نوع معکوس در
هزینه، کمترین با و گراف ΁ی رئوس وزن در تغییر با تا هستیم آن به دنبال رئوس، وزن
گراف رئوس تعداد n کنید فرض نماییم. بهینه را (m١,m٢) شده تعیین پیش از رأس دو
متحمل شده هزینه c−i و vi رأس وزن واحد هر افزایش از متحمل شده هزینه c+i و باشد G
و افزایش میزان به ترتیب نیز qi و pi همچنین باشند. vi راس وزن واحد هر کاهش از
رئوس وزن تغییر از متحمل شده هزینه بنابراین هستند. wi یعنͬ vi رئوس وزن کاهش
دی·ر طرف از ͬ باشد. م

n∑
i=١

(c+i pi + c−i qi) با برابر هستیم آن شدن کمینه به دنبال که
نامساوی ،uj, uk ∈ V (G) هر برای باید لذا شوند. بهینه باید (m١,m٢) رأس زوج نیز
٢ ‐میانه مسئله هدف تابع مقدار ،F (m١,m٢) باشد. برقرار F (m١,m٢) ≤ F (uj, uk)

است. شده بیان (٣ . ۶) رابطه در که ͬ باشد م پشتیبان
فرمول  بندی زیر به صورت گراف رئوس وزن در تغییر روش با BI2MP مسئله حال

ͬ شود: م
1Backup Inverse 2 Median Problem



٩٣ رئوس وزن در تغییر با پشتیبان میانه ‐ ٢ مسئله هزینه حداقل نوع معکوس

min
n∑

i=١
(c+i pi + c−i qi) (۴ . ۶)

s.t.

(١ − ρ)
n∑

i=١
ŵid(vi, {m١,m٢}) + ρ

n∑
i=١

ŵid(vi,m١) + ρ

n∑
i=١

ŵid(vi,m٢) ≤

(١ − ρ)
n∑

i=١
ŵid(vi, {uj, uk}) + p

(
n∑

i=١
ŵid(vi, uj) +

n∑
i=١

ŵid(vi, uk)

)
, ∀uj, uk ∈ V,

(۵ . ۶)
ŵi = wi + pi − qi, i = ١, · · · , n, (۶ . ۶)
pi, qi ≥ ٠, i = ١, · · · , n, (٧ . ۶)

،O(n٢) مرتبه از محدودیت های تعداد با و خطͬ برنامه ریزی مدل ΁ی بالا مدل
است. N‐سخت مسائل نوع از کلͬ، گراف های روی بالا، بهینه سازی مسئله ͬ باشد. م

کرده ایم. بررسͬ درخت ها مانند خاصͬ گراف های برای را مسئله این ما لذا
ͬ باشند. م مشخص مسئله جواب به عنوان (m١,m٢) رأس دو ،BI2MP مسئله در
Y (e) و X(e) زیردرخت های میانه های به ترتیب ،m٢ و m١ ،٣ . ١ . ١ لم به توجه با لذا

داریم: ،X(e) زیردرخت برای m١ بودن میانه تعریف طبق لذا ͬ باشند. م
∑

vi∈X(e)\{x}

ŵid(vi,m١) + (ŵ(x) + ρŵ(Ty)) d(x,m١) ≤
∑

vi∈X(e)\{x}

ŵid(vi, uj)

+ (ŵ(x) + ρŵ(Ty)) d(x, uj), ∀uj ∈ V, (٨ . ۶)

داریم: لذا است میانه Y (e) زیردرخت در m٢ چون مشابه به طور

∑
vi∈Y (e)\{y}

ŵid(vi,m٢) + (ŵ(y) + ρŵ(T − Ty)) d(x,m٢) ≤
∑

vi∈Y (e)\{y}

ŵid(vi, uk)

+ (ŵ(y) + ρŵ(T − Ty)) d(y, uk), ∀uk ∈ V, (٩ . ۶)

کردن جای·ذاری با همچنین ͬ شود. م (۵ . ۶) رابطه جای·زین (٩ . ۶) و (٨ . ۶) روابط
BI2MP مسئله ریاضͬ، عملیات مقداری و (٩ . ۶) و (٨ . ۶) روابط در (۶ . ۶) محدودیت



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ٩۴
ͬ شود: م مدل بندی زیر به صورت درخت، رئوس وزن در تغییر با را

min

n∑
i=١

(c+i pi + c−i qi) (١٠ . ۶)

s.t.

∑
vi∈X(e)

(γijpi) + ργxj
∑

vi∈Ty

pi −
∑

vi∈X(e)

(γijqj)− ργxj
∑

vi∈Ty

qi ≤ −

 ∑
vi∈X(e)

(γijwi) + ργxjw(Ty)


∀j∈n

,

(١١ . ۶)

ργ′
yk

∑
vi∈(T−Ty)

pi +
∑

vi∈Ty

(γ′
ikpi)− ργ′

yk

∑
vi∈(T−Ty)

qi −
∑

vi∈Ty

(γ′
ikqi) ≤ −

 ∑
vi∈Ty

(γ′
ikwi) + ργ′

ykw(T − Ty)


∀k∈n

,

(١٢ . ۶)
pi, qi ≥ ٠, i = ١, · · · , n. (١٣ . ۶)

ثابتͬ مقادیر γ′
ik و γ′

yk ،γij ،γxj ضرایب تمامͬ (١٢ . ۶) و (١١ . ۶) محدودیت های در
داریم: و هستند

d(vi,m١)− d(vi, ui) = γij,

d(x,m١)− d(x, ui) = γxj,

d(vi,m٢)− d(vi, uk) = γ′
ik,

d(y,m٢)− d(y, uk) = γ′
yk.

(١۴ . ۶)

نمود: بازنویسͬ زیر به صورت را مسئله این ͬ توان م بنابراین
min{CtX | AX ⩽ b,X ⩾ ٠}. (١۵ . ۶)

آن: در که
C = (c+١ , c+٢ , . . . , c+n , c−١ , c−٢ , . . . , c−n ),

X t = (p١, p٢, . . . , pn, q١, q٢, . . . , qn),

A = [B | −B] .

(١۶ . ۶)

B =



{i|Vi∈X(e)}︷ ︸︸ ︷

γi١...
γin

ργ′
y١...

ργ′
yn



{j|Vj∈Y (e)}︷ ︸︸ ︷

ργx١...
ργxn

γ′
j١...

γ′
jn




. (١٧ . ۶)



٩۵ یال  طول در تغییر با پشتیبان مسئله٢−میانه هزینه حداقل نوع معکوس
برنامه ریزی مسئله ΁ی از را درخت روی رئوس وزن در تغییر با BI2MP مسئله ΁ی بنابراین
و خطͬ برنامه ریزی مسئله ΁ی به ،O(n٢) مرتبه از محدودیت هایی تعداد با خطͬ

کرده ایم. تبدیل محدودیت O(n) = ٢n− ٢ با حداکثر

پشتیبان مسئله٢−میانه هزینه حداقل نوع معکوس ٢ . ۶
یال  طول در تغییر با

c−i و ei = (vi, vi+١) یال طول واحد هر افزایش از شده متحمل هزینه c+i کنید فرض
میزان به ترتیب x+

ei
و x+

ei
باشند. ei یال طول واحد هر کاهش از شده متحمل هزینه

کوتاه ترین dl(vi, uj) و است ei یال طول lei که ͬ باشند م ei یال طول کاهش و افزایش
کمترین با ͬ خواهیم م مسئله این در ͬ باشد. م G گراف در (vi, uj) رأس دو بین مسیر
دو ،

n∑
i=١

(c+i x
+
ei
+ c−i x

−
ei
) کردن کمینه یعنͬ گراف یال های طول تغییر از مم΄ن هزینه

با BI2MP مسئله بنابراین شوند. پشتیبان میانه −٢ به تبدیل ،m٢ و m١ دلخواه رأس
ͬ کنیم: م مدل زیر به صورت را یال طول در تغییر

min
n∑

i=١
(c+i x

+
ei
+ c−i x

−
ei
) (١٨ . ۶)

s.t.

(١ − ρ
n∑

i=١
ŵid

l̂(vi, {m١,m٢}) + ρ
n∑

i=١
ŵid

l̂(vi,m١) + ρ
n∑

i=١
ŵdl̂(vi,m٢)

⩽ (١ − ρ)
n∑

i=١
ŵid

l̂(vi, {uj, uk}) + ρ

(
n∑

i=١
ŵid

l̂(vi, uj)
n∑

i=١
ŵid

l̂(vi, uk)

)
, ∀uj, uk ∈ V

(١٩ . ۶)
l̂i = li + x+

ei
− x−

ei
, ∀ei ∈ E, (٢٠ . ۶)

٠ ⩽ x+
ei
⩽ u+

ei
, ∀ei ∈ E, (٢١ . ۶)

٠ ⩽ x+
ei
⩽ u+

ei
, ∀ei ∈ E. (٢٢ . ۶)

برای بالا مسئله است. O(n٢) محدودیت های تعداد با و غیر خطͬ مدل ΁ی بالا مدل
΁ی را نظر مورد گراف اگر ولͬ است. سخت −NP مسئله ΁ی نوع از کلͬ، گراف ΁ی
بیان خطͬ برنامه ریزی مدل ΁ی به صورت را بالا مدل ͬ توان م ب·یریم نظر در درخت

کرد.
m٢ و m١ همچنین ،V = {v١, . . . , vn} که باشد درخت ΁ی ،T = (V,E) کنید فرض



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ٩۶
میانه −٢ مسئله معکوس در که آنجایی از شوند. بهینه ͬ خواهیم م که باشند رأسͬ دو
بنابراین هستند، مشخص قبل از مسئله جواب های به عنوان m٢ و m١ حاضر، پشتیبان
X(e) درخت های زیر میانه های به ترتیب m٢ و m١ گفت، ͬ توان م ٣ . ١ . ١ لم به توجه با
داریم: X(e) درخت زیر برای m١ بودن میانه شرط به توجه با بنابراین هستند. Y (e) ∑و

vi∈X(e)\{x}

wid
l̂(vi,m١) + (w(x) + ρw(Ty)) d

l̂(x,m١) ⩽

∑
vi∈X(e)\{x}

wid
l̂(vi, ui) + (w(x) + ρw(Ty)) d

l̂(x, uj),∀uj ∈ V, (٢٣ . ۶)

داریم: طرفͬ (vi,m١)dl̂از = dl(vi,m١) +
∑

e∈P (vi,m١)(x
+
e − x−

e ),

dl̂(vi, uj) = dl(vi, uj) +
∑

e∈P (vi,uj)
(x+

e − x−
e ).

(٢۴ . ۶)

داریم: (٢٣ . ۶) شرط در (٢۴ . ۶) دادن قرار با
∑

vi∈X(e)

wi

 ∑
ei∈P [vi,m١]

(x+
ei
− x−

ei
)−

∑
ei∈P [vi,uj ]

(x+
ei
− x−

ei
)

+ ρw(Ty)
∑

ei∈P [x,m١]
(x+

ei
− x−

ei
)

− ρw(Ty)
∑

ei∈P [x,uj ]

(x+
ei
− x−

ei
) ⩽ −

 ∑
vi∈X(e)

wiγij + ρw(Ty)γxj

 ,∀uj ∈ V, (٢۵ . ۶)

داریم: Y (e) زیردرخت در ،m٢ بودن میانه شرط برای مشابه به طور و
∑

vi∈Y (e)

wi

 ∑
ei∈P [vi,m٢]

(x+ei − x−ei)−
∑

ei∈P [vi,uk]

(x+ei − x−ei)

+ ρw(T − Ty)
∑

ei∈P [y,m٢]
(x+ei − x−ei)

− ρw(Ty)
∑

ei∈P [y,uk]

(x+ei − x−ei) ⩽ −

 ∑
vi∈Y (e)

wiγ
′
ik + ρw(T − Ty)γ

′
yk

 ,∀uk ∈ V, (٢۶ . ۶)

آن: در که

dl(vi,m١)− dl(vi, uj) = γij,

dl(x,m١)− dl(x, uj) = γxj,

dl(vi,m٢)− dl(vi, uk) = γ′
ik,

dl(y,m٢)− dl(y, uk) = γ′
yk.

(٢٧ . ۶)

تغییر با BI2MP مسئله ،(١٩ . ۶) محدودیت به جای (٢۶ . ۶) و (٢۵ . ۶) دادن قرار با



٩٧ رئوس وزن در تغییر با پشتیبان مسئله٢−میانه بودجه ای محدودیت نوع معکوس
ͬ شود: م مدل بندی زیر به صورت یال طول

min
n∑

i=١
(c+i x

+
ei
+ c−i x

−
ei
) (٢٨ . ۶)

s.t.

∑
vi∈X(e)

wi

 ∑
ei∈P [vi,m١]

(x+
ei
− x−

ei
)−

∑
ei∈P [vi,uj ]

(x+
ei
− x−

ei
)

+ ρw(Ty)
∑

ei∈P [x,m١]
(x+

ei
− x−

ei
)

− ρw(Ty)
∑

ei∈P [x,uj ]

(x+
ei
− x−

ei
) ⩽ −

 ∑
vi∈X(e)

wiγij + ρw(Ty)γxj

 ,∀uj ∈ V, (٢٩ . ۶)
∑

vi∈X(e)

wi

 ∑
ei∈P [vi,m١]

(x+
ei
− x−

ei
)−

∑
ei∈P [vi,uj ]

(x+
ei
− x−

ei
)

+ ρw(Ty)
∑

ei∈P [x,m١]
(x+

ei
− x−

ei
)

− ρw(Ty)
∑

ei∈P [x,uj ]

(x+
ei
− x−

ei
) ⩽ −

 ∑
vi∈Y (e)

wiγ
′
ik + ρw(T − Ty)γ

′
yk

 ,∀uk ∈ V,

(٣٠ . ۶)
٠ ⩽ x+

ei
⩽ u+

ei
,∀ei ∈ E(T ), (٣١ . ۶)

٠ ⩽ x+
ei
⩽ u+

ei
,∀ei ∈ E(T ), (٣٢ . ۶)

O(n) = ٢n حداکثر با و مسیر ΁ی روی خطͬ بهینه سازی مسئله ΁ی بالا مدل
هستند. یال طول در کاهش یا افزایش میزان حداکثر نیز u−

ei
و u+

ei
است. محدودیت

مسئله٢−میانه بودجه ای محدودیت نوع معکوس ٣ . ۶
رئوس وزن در تغییر با پشتیبان

پشتیبان٢ مسئله٢−میانه بودجه ای محدودیت نوع معکوس بررسͬ به قسمت این در
ͬ پردازیم. م رئوس وزن در تغییر با (BR2MP)

رئوس وزن یعنͬ مسئله پارامتر تغییر برای نظر مورد بودجه ،B > ٠ کنید فرض
پشتیبان، مسئله ΁ی در که باشند رأسͬ دو m٢ و m١ کنید، فرض همچنین باشد، (wv)

بودجه ای محدودیت نوع از معکوس مسئله ΁ی شوند. میانه −٢ به تبدیل ͬ خواهیم م
به مم΄ن حد تا را m٢ و m١ دلخواه رأس دو ،B > ٠ بودجه ی با که است این به دنبال
رأس با آن فاصله و ،dl١(v) با را m١ رأس و ،v رأس بین فاصله کند. ΁نزدی شدن بهینه
رأس وزن کاهش و افزایش میزان به ترتیب را qv و pv و ͬ دهیم م نمایش ،dl٢(v) با را m٢

2Backup Reverse 2 Median Problem



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ٩٨
رأس وزن کاهش و افزایش از شده متحمل هزینه همچنین ͬ کنیم. م تعریف wv یعنͬ v
با BR2MP مسئله کلͬ مدل این صورت در ͬ دهیم، م نمایش c−v و c+v با به ترتیب را v

است: زیر به صورت رئوس وزن در تغییر

min(١ − ρ)
∑

v∈V (G)

min
i=١,٢{ŵvd

l
i(v)}+ ρ

 ∑
v∈V (G)

ŵv

(
dl١(v) + dl١(v)

) (٣٣ . ۶)

s.t.

ŵv = wv + pv − qv, ∀v ∈ V (G), (٣۴ . ۶)∑
v∈V (G)

fv(pv, qv) ⩽ B, (٣۵ . ۶)
pv, qv ⩾ ٠, ∀v ∈ V (G). (٣۶ . ۶)

است پشتیبان میانه −٢ مسئله ΁ی برای (٣ . ۶) هدف تابع همان (٣٣ . ۶) هدف تابع
گردد. بهینه ام΄ان حد تا ŵv به wv تغییر یعنͬ رئوس وزن در تغییر با است قرار که
گراف رئوس وزن تغییر صرف B بودجه ی به اندازه تنها هستیم مجاز نیز دی·ر طرف از

داریم: لذا کنیم.
fv(pv, qv)− c+v pv + c−v qv = C · (pv, qv), (٣٧ . ۶)

فرض ͬ توان م شود وارد خللͬ مسئله کلیت به اینکه بدون است. مثبت بردار ΁ی C که
و نموده بازنویسͬ نیز زیر به صورت ͬ توان م را (٣۵ . ۶) محدودیت بنابراین .C = ١ کرد

کرد. کار B̃ با B ∑به جای
v∈V (G)

pv + qv =
B

C
= B̃. (٣٨ . ۶)

نیز dl٢(v) و d١١(v) مقادیر بنابراین هستند، مشخص مقادیر m٢ و m١ که آنجایی از
و (٣٣ . ۶) هدف تابع که است مشخص به وضوح است. ثابت نیز v ∈ V (G) هر برای
برنامه ریزی مسئله ΁ی با بنابراین هستند. خطͬ (٣۶ . ۶) تا (٣۴ . ۶) محدودیت های

هستیم. روبرو خطͬ

٢−میانه مسئله بودجه ای محدودیت نوع معکوس ۴ . ۶
یال طول در تغییر با پشتیبان

گراف یال طول یعنͬ مسئله پارامتر تغییر برای نظر مورد بودجه B > ٠ کنید فرض
پشتیبان مسئله ΁ی در که باشند رأسͬ دو m٢ و m١ کنید فرض همچنین باشد.



٩٩ نقاط مختصات در تغییر با پیوسته فضای در پشتیبان میانه −٢ مسئله معکوس
با را m١ رأس و ،v رأس بین فاصله مشابه به طور شوند. میانه −٢ به تبدیل ͬ خواهیم م
کلͬ مدل این صورت در ͬ دهیم. م نمایش ،dl٢(v) با را m٢ رأس با را آن فاصله و dl١(v)

است: زیر به صورت یال طول در تغییر با BR2MP مسئله

min(١ − ρ)
∑

v∈V (G)

min
i−١,٢{wvd

l̂
i(v)}+ ρ

 ∑
v∈V (G)

wv

(
dl̂١(v) + dl̂١(v)

) (٣٩ . ۶)

s.t.

l̂e = le + xe, ∀e ∈ E(G), (۴٠ . ۶)∑
v∈V (G)

fe(xe) ⩽ B, (۴١ . ۶)
٠ ⩽ xe ⩽ ue, ∀e ∈ E(G). (۴٢ . ۶)

را یالͬ طول تغییرات حداکثر نیز ue و است یالͬ طول تغییرات میزان xe بالا روابط در
نیز ∑

v∈V (G)

fe(xe) ͬ دهد. م نمایش را e = (vi, vi+١) یال طول ،le همچنین ͬ کند. م بیان
گرفت: نظر در زیر به صورت ͬ توان م که ͬ باشد م یال طول تغییرات از ناشͬ هزینه تابع

∑
v∈V (G)

fe(xe) =
∑

v∈V (G)

cvxe. (۴٣ . ۶)

پیوسته فضای در پشتیبان ٢−میانه مسئله معکوس ۵ . ۶
نقاط مختصات در تغییر با

(BR2MP) پشتیبان میانه −٢ مسئله بودجه ای محدودیت نوع معکوس قسمت این در
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد نقاط مختصات در تغییر روش به را

(از دلخواه نقطه دو ،Xi = (xi١, . . . , xik) نقاط مختصات در تغییر با ͬ خواهیم م
حالت به ام΄ان حد تا محدود بودجه ΁ی از استفاده با را m٢ و m١ شده) تعیین پیش
Ci = هزینه ی Xi نقاط مختصات واحد هر تغییر کنید فرض کنیم. ΁نزدی بهینه
مختص تغییر از شده متحمل هزینه Cit به طوری که کند، تحمیل ما بر را (Ci١, . . . , Cik)

p−i = (p−
i١, . . . , p−ik) و P+

i = (p+
i١, . . . , p+ik) بردارهای مشابه به طور است. Xi نقطه t−ام

ͬ کنیم. م تعریف Xi نقاط مختصات کاهش و افزایش میزان به ترتیب را
مدل بندی زیر به صورت نقاط مختصات در تغییر با همراه BR2MP مسئله بنابراین



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١٠٠
ͬ شود: م

Ω١ :

min(١ − ρ)
n∑

i=١

(
wi min

t=١,٢{d(X̂i,mt)}
)
+ ρ

n∑
i=١

(
wid(X̂i,m١) + d(X̂i,m٢)

) (۴۴ . ۶)
s.t. (۴۵ . ۶)
Xi = Xi + P+

i − P−
i , i = ١, . . . , n, (۴۶ . ۶)

n∑
i=١

fd(P
+
i , P−

i ),⩽ B, (۴٧ . ۶)
P+
i , P−

i ⩾ ٠, i = ١, . . . , n, (۴٨ . ۶)
تعریف زیر به صورت و ͬ باشد م نقاط مختصات تغییر از ناشͬ هزینه تابع ،fd(P+

i , P−
i ) که

ͬ شود: م
fd(P

+
i , P−

i ) = C+
i P

+
i + C−

i P
−
i . (۴٩ . ۶)

΁ی ،(۴٨ . ۶) تا (۴۶ . ۶) محدودیت های و (۴۴ . ۶) هدف تابع با برنامه ریزی مدل
تابع در min

t=١,٢{d(X̂i,mt)} عبارت وجود به دلیل و است غیرخطͬ بهینه سازی مسئله
است. نامحدب هدف

پشتیبان میانه −٢ مسئله بودجه ای محدودیت نوع معکوس ١ . ۵ . ۶
.lp نرم با صفحه در
کنیم: تعریف (m١,m٢) نقاط ∏ابرای

(m١,m٢) = (I١, I٢). (۵٠ . ۶)
به طوری که:

I١ = {i | d(Xi,m١) ⩽ d(Xi,m٢)}, (۵١ . ۶)
و

I٢ = {١,٢, . . . , n}\I١. (۵٢ . ۶)
این صورت در باشد، Xi = (xi١, xi٢) نقاط مختصات تغییرات میزان ξ١ = (ζi١, ζin) اگر
بازنویسͬ زیر به صورت صفحه در ،Ω١ مسئله مدل ،I٢ و I١ مجموعه های به توجه با



١٠١ نقاط مختصات در تغییر با پیوسته فضای در پشتیبان میانه −٢ مسئله معکوس
ͬ شود: م

Ω٢ :

min f(ζ١١, . . . , ζ١n, ζ١٢, . . . , ζn٢) =

(١ − ρ)
∑
i∈I١

wi (|xi + ζi١ − a١|p + |yi + ζi٢ − b١|p)
١
p

+ (١ − ρ)
∑
i∈I٢

wi (|xi + ζi١ − a٢|p + |yi + ζi٢ − b٢|p)
١
p

+ ρ
∑

i∈I١∪I٢
wi (|xi + ζi١ − a١|p + |yi + ζi٢ − b١|p)

١
p

+ ρ(
∑

i∈I١∪I٢
wi (|xi + ζi١ − a٢|p + |yi + ζi٢ − b٢|p)

١
p (۵٣ . ۶)

s.t.

n∑
i=١

(ζi١ + ζi٢) ⩽ β, (۵۴ . ۶)
ζi١, ζi٢ ∈ R, ∀i = ١, . . . , n. (۵۵ . ۶)

کرد. بیان فوق مدل برای ͬ توان م را زیر لم دو حال
است. محدب Ω٢ مسئله هدف تابع .١ . ۵ . ۶ لم

ͬ دهیم: م قرار برهان.
(ζi١, a١ − xi, ζi٢, b١ − yi) = (s١, s٢, s٣, s۴) = S

داریم: این صورت در .٠ < λ < ١ و f(S) = (|s١ − s٢|p + |s٣ − s۴|p)
١
p کنید فرض

f(λS ′ + (١ − λ)S ′′) =[∣∣ (λs′١ + (١ − λ)s′′١)− (λs′٢ + (١ − λ)s′′٢)
∣∣p + ∣∣ (λs′٣ + (١ − λ)s′′٣)−

(
λs′۴ + (١ − λ)s′′۴

) ∣∣] ١
p

=
[∣∣ (λ(s′١ − s′٢) + (١ − λ)(s′′١ − s′′٢))

∣∣p + ∣∣ (λ(s′٣ − s′۴) + (١ − λ)(s′′٣ − s′′۴
) ∣∣p] ١

p

⩽
[
|λ(s′١ − s′٢)|p + |λ(s′٣ − s′۴|p

] ١
p +

[
|(١ − λ)(s′′١ − s′′٢)|p + |(١ − λ)(s′′٣ − s′′۴)|p

] ١
p

= λ
(
|s′١ − s′٢|p + |s′٣ − s′۴|p

) ١
p + (١ − λ)

(
|s′′١ − s′′٢|p + |s′′٣ − s′′۴|p

) ١
p

= λf(S ′) + (١ − λ)f(S ′′)

است. محدب f(S) = (|xi + ζi١ − a١|p + |yi + ζi٢ − b٢|p)
١
p تابع بنابراین



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١٠٢
تابع شمارا تعداد ͽجم اینکه به توجه با و ،ρ و wi ضرائب بودن مثبت به توجه با لذا

عبارت: که گرفت نتیجه ͬ توان م ͬ باشد، م محدب محدب،

(١ − ρ)
∑
i∈I١

wi (|xi + ζi١ − a١|p + |yi + ζi٢ − b١|p)
١
p

نیز هدف تابع دی·ر قسمت های که نمود ثابت ͬ توان م مشابه به طور است. محدب
ͬ باشد م محدب محدب، تابع چند ͽجم اینکه به توجه با بنابراین ͬ باشند. م محدب

است. محدب نیز Ω٢ مسئله هدف تابع که گرفت نتیجه ͬ توان م

است. نشده تعریف نقاط، از بعضͬ در ،Ω٢ مسئله هدف تابع مشتقات .٢ . ۵ . ۶ لم

نشده تعریف ͬ گردد، م صفر آن ها مخرج که نقاطͬ در هدف تابع مشتقات برهان.
هستند.

مسئله هدف تابع جزئͬ مشتقات ناپیوستگͬ نقاط که آن برای ،٢ . ۵ . ۶ لم به توجه با
رابطه به را است مثبت و ΁کوچ عدد ΁ی که ،ε مقدار ͬ توان م ببریم، بین از را Ω٢
تابع از تقریبی بنابراین باشد. پیوسته همواره آن جزئͬ مشتقات تا نمود اضافه (۵٣ . ۶)

ͬ آید: م بدست زیر به صورت ،Ω٢ مسئله هدف
Ω٢ : (BR٢MPH)

min fh(ζ١١, . . . ζn١, ζ١٢, . . . ζn٢) =

(١ − ρ)
∑
i∈I١

wi

((
(xi + ζi١ − a٢(١ + ε)

p٢
)
+
(
(yi + ζi٢ − b٢(١ + ε

) p٢
) ١

p

+ (١ − ρ)
∑
i∈I٢

wi

((
(xi + ζi١ − a٢(٢ + ε)

p٢
)
+
(
(yi + ζi٢ − b٢(٢ + ε

) p٢
) ١

p

+ ρ
∑

i∈I١∪I٢
wi

((
(xi + ζi١ − a٢(١ + ε)

p٢
)
+
(
(yi + ζi٢ − b٢(١ + ε

) p٢
) ١

p

+ ρ
∑

i∈I١∪I٢
wi

((
(xi + ζi١ − a٢(٢ + ε)

p٢
)
+
(
(yi + ζi٢ − b٢(٢ + ε

) p٢
) ١

p (۵۶ . ۶)

،Ω٢ مسئله هدف تابع مقدار با ،(BR2MPH) Ω٣ مسئله هدف تابع مقدار ε → ٠ وقتͬ
نمود. مشاهده ،٣ . ۵ . ۶ لم در ͬ توان م را موضوع این ͬ شود. م برابر



١٠٣ نقاط مختصات در تغییر با پیوسته فضای در پشتیبان میانه −٢ مسئله معکوس
مسئله هدف تابع به ε مقدار کردن اضافه از حاصل خطای ،ε → ٠ وقتͬ .٣ . ۵ . ۶ لم

داریم: و ͬ کند م میل صفر به Ω٣

max{fh − f} ⩽ Mε = (١ + ρ)٢ ١
p ε

١
p

(
n∑

i=١
wi

)
. (۵٧ . ۶)

باشد s٣ = ε٠٫۵ و s٢ = (yi + ζi٢ − b١) ،s١ = (xi + ζi١ − a١) ͬ دهیم، م قرار برهان.
داریم ))بنابراین

(xi + ζi١ − a٢(١ + ε
) p٢

+
(
(yi + ζi٢ − b٢(١ + ε

) p٢
) ١

p

=
(
(s٢١ + s٢٢)

p٢ + (s٢٢ + s٢٢)
p٢
) ١

p

⩽
((

s١ + s٢(٢) p٢
+
(
(s٢ + s٢(٢) p٢

) ١
p

= ((s١ + s٢)p + (s٢ + s٢)p)
١
p (۵٨ . ۶)

گفت ͬ توان م مینکوفس΄ͬ نامساوی از استفاده با همچنین
((s١ + s٢)p + (s٢ + s٢)p)

١
p ⩽ (sp١ + sp٢)

١
p + (sp٢ + sp٢)

١
p = (sp١ + sp٢)

١
p + ٢ ١

p ε
١
p

= ((xi + ζi١ − a١)p + (yi + ζi٢ − b٢)p)
١
p + ٢ ١

p ε
١
p (۵٩ . ۶)

داریم ))بنابراین
xi + ζi١ − a٢(١ + ε

) p٢
+
(
(yi + ζi٢ − b٢(١ + ε

) p٢
) ١

p

− ((xi + ζi١ − a١)p + (yi + ζi٢ − b١)p)
١
p ⩽ ٢ ١

p ε
١
p

ͬ شود نتیجه م بنابراین
∑
i∈I١

wi

[((
(xi + ζi١ − a٢(١ + ε

) p٢
+
(
(yi + ζi٢ − b٢(١ + ε

) p٢
) ١

p

−

((xi + ζi١ − a١)p + (yi + ζi٢ − b١)p)
١
p

]
⩽ ٢ ١

p ε
١
p

∑
i∈I١

wi. (۶٠ . ۶)

بیان نیز (۵۶ . ۶) هدف تابع دی·ر قسمت های برای را اثبات این ͬ توان م مشابه به طور
داریم بنابراین کرد.

fh − f ⩽ (١ − ρ)٢ ١
p ε

١
p

∑
i∈I١

wi + (١ − ρ)٢ ١
p ε

١
p

∑
i∈I٢

wi + ٢ ١
p ε

١
pρ

∑
i∈I١∪I٢

wi + ٢ ١
p ε

١
pρ

∑
i∈I١∪I٢

wi

= (١ + ρ)٢ ١٢ ε
١
p

∑
i∈I١

wi +
∑
i∈I٢

wi

 = (١ + ρ)٢ ١
p ε

١
p

∑
i∈I١∪I٢

wi. (۶١ . ۶)

ͬ کند. م میل صفر به خطا این صورت در ε → ٠ وقتͬ (۶١ . ۶) رابطه در



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١٠۴
اندازه هر به بتوان تا باشد، بزرگ کافͬ به اندازه نظر مورد بودجه که خاصͬ حالت در
استفاده با ͬ توان م ،( B → ∞ (یعنͬ، نمود ΁نزدی سرویس دهنده ها به را نقاط دلخواه
بازگشتͬ ال·وریتم ΁ی ،Ω٣ مسئله شدن بهینه برای ١ . ۵ . ۶ لم و بهینگͬ لازم شرط از

داریم: لذا نمود. ارائه
∂fh
∂ζi١

=
wi(xi + ζi١ − a١)

DxSxa١
∣∣
i∈I١ + ρ

wi(xi + ζi١ − a١)
DxSxa١

∣∣
i∈I٢

+
wi(xi + ζi١ − a٢)

D′xSxa٢
∣∣
i∈I٢ + ρ

wi(xi + ζi١ − a٢)
D′xSxa٢

∣∣
i∈I١ , (۶٢ . ۶)

مشابه: به طور و
∂fh
∂ζi٢

=
wi(yi + ζi٢ − b١)

DxSyb١
∣∣
i∈I١ + ρ

wi(yi + ζi٢ − b١)
DxSyb١

∣∣
i∈I٢

+
wi(yi + ζi٢ − b٢)

D′xSyb٢
∣∣
i∈I٢ + ρ

wi(yi + ζi٢ − b٢)
D′xSyb٢

∣∣
i∈I١ , (۶٣ . ۶)

ͬ شود: م نتیجه (۶٣ . ۶) و (۶٢ . ۶) روابط دادن قرار صفر با مساوی از

Ψk+١
i١ =



wiαi١
DxkSxk

a١
+

ρwiαi٢
D′xkSxk

a٢
wi

DxkSxk
a١

+
ρwi

D′xkSxk
a٢

, i ∈ I١,

ρwiαi١
DxkSxk

a١
+

wiαi٢
D′xkSxk

a٢
ρwi

DxkSxk
a١

+
wi

D′xkSxk
a٢

, i ∈ I٢,

(۶۴ . ۶)

و

Ψk+١
i٢ =



wiα
′
i١

DxkSykb١
+

ρwiα
′
i٢

D′xkSxk
b٢

wi

DxkSykb١
+

ρwi

D′xkSxk
b٢

, i ∈ I١,

ρwiα
′
i١

DxkSykb١
+

wiα
′
i٢

D′xkSxk
b٢

ρwi

DxkSykb١
+

wi

D′xkSykb٢

, i ∈ I٢,

(۶۵ . ۶)

که:

αi١ = a١ − xi,

αi٢ = a٢ − xi,

α′
i١ = b١ − yi,

α′
i٢ = b٢ − yi.

(۶۶ . ۶)



١٠۵ فراابتکاری ال·وریتم های
و

Dx =

((
(xi + ζi١ − a٢(١ + ε

) p٢
+
(
(yi + ζi٢ − b٢(١ + ε

) p٢
) p−١

p

,

D′x =

((
(xi + ζi١ − a٢(٢ + ε

) p٢
+
(
(yi + ζi٢ − b٢(٢ + ε

) p٢
) p−١

p

,

Sxa١ =
((

(xi + ζi١ − a٢(١ + ε
) p٢
) ٢−p

p

,

Sxa٢ =

((
(xi + ζi١ − a٢(٢ + ε

) p٢
) ٢−p

p

,

Syb١ =
((

(yi + ζi٢ − b٢(١ + ε
) p٢
) ٢−p

p

,

Syb٢ =

((
(yi + ζi٢ − b٢(٢ + ε

) p٢
) ٢−p

p

.

(۶٧ . ۶)

بازگشتͬ روابط از ͬ توان م باشد بزرگ کافͬ به اندازه نظر مورد بودجه که وقتͬ بنابراین
باشد محدود نظر مورد بودجه وقتͬ اینجا در ما نمود. استفاده (۶۵ . ۶) و (۶۴ . ۶)
نموده ایم. مقایسه هم با را نتایج و نموده حل فراابتکاری ال·وریتم های با را Ω٢ مسئله

فراابتکاری ال·وریتم های ۶ . ۶
تابع تا ͬ دهند م تغییر به گونه ای را طراحͬ متغیرهای مقادیر بهينه سازی، ال·وریتم های
کلͬ به طور ͬ توان م را بهينه سازی روش های شود. بیشینه يا و کمینه نظر مورد هدف
جستجو روش های نمود. تقسيم جستجو روش های و گراديانͬ روش هايی گروه دو به
کارايی است، دشوار هدف تابع از گرفتن مشتق که مواردی در و حجیم مسائل برای
فوق تکاملͬ روشهای برتری مورد در صراحت به ͬ توان نم همچنین دارند. زيادی
مسئله به مسئله ای از ،([٨٣]) ٣NFLT نظریه طبق امر این و داد نظر ی΄دی·ر به نسبت
شدت به و ،([١٠٣])) سخت −NP مسئله  ای با که فصل این در است. متفاوت دی·ر
،(PSO) پرندگان۴ بهینه سازی روش های از داریم، سروکار فراوان قیود با همراه غیرخطͬ
فرهنگ۶ͬ فراابتکاری ال·وریتم و ،(IPSO) پرندگان۵ بهینه سازی بهبودیافته ال·وریتم

است. شده استفاده (CA)
ساده تکرار م΄انیسم ΁ی از ال·وریتم  ها، این  گونه ΁کم به مسئله ΁ی حل برای
شروع، پاسخ ها از اولیه تصادفͬ جمعیت ΁ی با ال·وریتم  ها این ͬ  شود. م گرفته بهره

3No Free Lunch Theorem (NFLT)
4Particle Swarm Optimization
5Improve Particle Swarm Optimization (IPSO)
6Cultural algorithm



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١٠۶
پدیده  های از الهام  گیری با ببخشند. بهبود را نتایج تا ͬ  کنند م تلاش نسل هر در و
،΁ژنتی ال·وریتم قبیل از بسیاری فراابتکاری و ابتکاری ال·وریتم  های طبیعͬ، مختلف
مراحل ͬ  توان م شده  اند. معرفͬ غیره و ذرات حرکت مصنوعͬ، عسل زنبور مورچ·ان،

: نمود بیان زیر به  صورت را ال·وریتم  ها این عمومͬ
اولیه. ͺپاس تصادفͬ جمعیت ایجاد (١

بهترین  ها. انتخاب و ͅ  ها پاس رتبه بندی مقایسه، ارزیابی، (٢
جمعیت با ادغام و تولید باز و طبیعͬ فرایند های از استفاده با جدید جمعیت ترکیب (٣

قبل.
مسئله. شرایط نشدن محقق صورت در ،(٢) مرحله به بازگشت (۴

مسئله. شرایط شدن محقق صورت در خروج (۵

پرندگان بهینه سازی ال·وریتم ١ . ۶ . ۶
کندی توسط ١٩٩۵ سال در که هستند مدرن و تکاملͬ روش های جمله از IPSO و PSO
مورچ·ان زنبورها، حشرات، مثل موجوداتͬ جمعͬ دسته رفتار از الهام با ابرهارت و
و خود آگاهͬ و اطلاعات براساس گروه این عضو هر است. شده ایجاد پرندگان و
نظر در اعضا از گروه هایی براساس ͬ توان م را روش این ͬ کند. م حرکت گروه اطلاعات

ͬ کنند. م حرکت هدف تابع برای مقدار بهترین دنبال به که گرفت
تغییر دائماً که ͬ باشند م سرعت و موقعیت مشخصه دو دارای اعضا این از کدام هر
به دنبال و ͬ کند م گردش مسئله طراحͬ فضای در عضو هر ͬ شود. م اصلاح و کرده
و گرفته نظر در نیز را خود موقعیت بهترین عضو هر دی·ر سوی از ͬ گردد، م بهینه نقطه
بهترین براساس اعضا این میان اطلاعات شدن بدل و رد ͬ دارد. م نگه خود حافظه در
سرعت و موقعیت مداوم اصلاح موجب اعضا، تمام نقطه بهترین و عضو هر برای نقاط

:[١٢٠] ͬ شود م زیر روابط طبق بر عضو هر
vij(t+ ١)ωtvij(t) + c١r١j [yij(t)− xij(t)] + c٢r٢j(t) [ȳj(t)− xij(t)] , (۶٨ . ۶)
xij(t+ ١) = xij(t) + vij(t), (۶٩ . ۶)

yi(t+ ١) =
yi, اگر f(xi(t+ ١)) ⩾ f(yi(t)),

xi(t+ ١), اگر f(xi(t+ ١)) < f(yi(t)),

(٧٠ . ۶)

به تا ذره که موقعیتͬ بهترین ،yi ذره، حرکت سرعت ،vi ذره، فعلͬ موقعیت ،xi(t)

یافت مجاور ذرات توسط کنون تا که است م΄انͬ بهترین ،ȳi است، کرده تجربه حال
است. شده

c١ = قسمت این در که است ذره هر شخصͬ تجارب به مربوط یادگیری ضریب ،c١
ͬ باشد م جامعه کل برای یادگیری ضریب ،c٢ مقابل در است. شده گرفته نظر در ٢.٠٢



١٠٧ فراابتکاری ال·وریتم های
گوناگونͬ نوع که ͬ شود م باعث ،r٢ و r١ دی·ر طرف از ͬ باشد. م c٢ = ٢.٠٢ اینجا در که
گیرد انجام فضا روی کامل تری جستجوی ش΄ل این به و بیاید وجود به جواب ها در
توزیع از تصادفͬ عدد ΁ی به صورت تکرار هر در رساله از قسمت این در r٢ و r١ .[١٢٠]
همان طور بنابراین ͬ شوند. م رسانͬ روز به تکرار هر در و شده تولید (٠, ١) بازه در نرمال
به طور ،j = ١,٢, . . . , n برای مولفه هر در ذره هر سرعت و موقعیت ͬ شود م مشاهده که

شد. خواهد رسانͬ روز به جداگانه
بالای مقدار ͬ کند. م تغییر ωmin تا ωmax از خطͬ به طور که ͬ باشد م وزنͬ ضریب ،ωi

نقطه تعیین برای را محلͬ جستجوی آن، پایین مقدار و کلͬ، جستجوی وزنͬ، ضریب
این بهینه، نقطه یافتن برای روش تکرار مراحل طͬ در بنابراین ͬ دهد. م انجام بهینه
به مرحله آخرین در این که تا ͬ یابد م کاهش زیر رابطه طبق و خطͬ به صورت ضریب

.[١٢٠] ͬ رسد م خود مقدار کمترین
ωt = ωmax −

(
ωmax − ωmin

tmax

)
· t. (٧١ . ۶)

،ωmin و ωmax مسئله، تکرار برای شده تعیین مراحل ماکزیمم ،tmax = ١٠٠٠ اینجا در
΁نزدی نقطه ΁ی به اعضا همه اگر شده اند. گرفته نظر در ،٠.٩ و ٠.٢ با برابر به ترتیب
هم·را مسئله حل یابد، کاهش شده ای تعیین مقدار تا ی΄دی·ر از اعضا فاصله یا و شوند،

ͬ آید. م به دست بهینه نقطه و شده
:[۴٢] ) ͬ باشد م زیر به صورت ،ωt وزنͬ ضریب ،IPSO روش در
ωt = ωmin + (ωmax − ωmin)

(
distj

maxdist

)
. (٧٢ . ۶)

فاصله بیشترین نیز ،maxdist و ȳi نقطه بهترین از j−ام عضو اقلیدسͬ فاصله distj که،
و نقاط بودن مشخص به توجه با مقادیر این .[۴٢] ͬ باشد م اعضا همه بین در ȳi تا

ͬ باشند. م محاسبه قابل تکرار، هر در جواب بهترین

فرهنگͬ فراابتکاری ال·وریتم ٢ . ۶ . ۶
تقابل ال·وریتم  ها، این گردید. مطرح ،[۴٨] رینولدز توسط فرهنگͬ ال·وریتم  های
ͬ  دهند. م قرار بررسͬ مورد هم با را اجتماعͬ فضای و فرهنگ فضای تاثیر و فرهنگͬ
بهینه  سازی مسائل حل برای حل راه ΁ی ارائه به منجر اجتماع، و فرهنگ تعامل و تقابل
در است. شده گرفته فرهنگͬ تکامل از فرهنگͬ ال·وریتم  های اصلͬ ایده ͬ شود. م
افراد و نخب·ان فرهنگ، تغییر و تولید در اجتماع، در افراد نقش و تکامل چ·ونگͬ
غیر یا مستقیم به  طور بیشتری و مهمتر تاثیر و نقش بیشتر، وزن با جامعه مشهور
با جامعه ثروتمند افراد مثال، به  عنوان داشت. خواهند فرهنگ و جامعه بر مستقیم
تغییر را جامعه) باور (فضای جامعه جاری رسوم و آداب ͬ  توانند م مالͬ تمول بر تکیه



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١٠٨
تبدیل فرهنگ به رفته رفته آن  ها، از جمعیت) (فضای جامعه افراد سایر تبعیت با و داده

شوند.
جستجو آن مبنای که ͬ  باشد م ارثͬ دو سیستم ΁ی فرهنگͬ ال·وریتم ΁ی کلͬ به  طور
داروین) تکاملͬ نظریه اساس بر ژنتی΄ͬ جزء ΁ی از نمایندگͬ (به  جمعیت فضای در
باور فضای این است. فرهنگͬ) جزء ΁ی از نمایندگͬ (به فرهنگ باور/ فضای و
تکاملͬ ال·وریتم  های سایر و ΁ژنتی نظیر ال·وریتم  هایی با را ال·وریتم این که است
شخصͬ رفتارهای مورد در را اطلاعاتͬ جمعیت فضای گفت، ͬ  توان م ͬ  کند. م متمایز
افراد فرهنگͬ اطلاعات باور فضای که حالͬ در ͬ  دهد م جامعه فنوتیپی ژنتی΄ͬ/ و
دائما و ͬ  کنند م کار هم با موازی به  صورت فضا دو هر .[۴٨] ͬ  کند م بیان را جامعه
ͬ   یابد م ادامه آن   قدر چرخه این ببینید). را ١ . ۶ (ش΄ل هستند ی΄دی·ر بر تاثیر حال در
هم·را جمعیت اعضای بهترین به جمعیت اعضای و فرهنگ بهترین به فرهنگ تا
تا ͬ  گردد م باعث ͬ  شود م انجام فرهنگ خود در که تغییراتͬ دی·ر طرف از شوند.

گردد. جابجا نیز جامعه اعتقادی فضای

بالعکس. و جامعه بر فرهنگ تاثیر :١ . ۶ ش΄ل

فرهنگͬ ال·وریتم مشخصه های
΁ی به  طور کلͬ ͬ  کنیم. م بیان را حاضر فرهنگͬ ال·وریتم مشخصه   های قسمت این در ما
جمعیت فضاي در ΁ژنتی ال·وریتم مانند را افراد ابتدا نسل هر در فرهنگͬ، ال·وریتم
افرادی پذیرش تابع توسط سپس ͬ  کند. م ارزیابی شایستگͬ تابع توسط و کرده وارد
تجربیات و ͬ  کند م انتخاب را هستند فرهنگͬ باور/ فضاي به دادن ش΄ل مناسب که را
(در ͬ  برد م کار به فرهنگ باور/ فضاي تغییر و ساختن براي را افراد شده پذیرفته
تکامل روي بر باور، فضاي در شده ایجاد فرهنگ ͬ  شود). م شبیه  سازي فرهنگ این جا
و جهش عمل·ر دادن تغییر با تأثیر این ͬ  گذارد. م تأثیر جمعیت فضاي در جمعیت

ͬ  گیرد. م صورت فرزندان تولید در عمل·ر، آن اعمال
جمعیت، فضای همچون مختلفͬ مشخصه  های دارای فرهنگͬ ال·وریتم ΁ی بنابراین



١٠٩ فراابتکاری ال·وریتم های
ارزیابی و انتخاب و تاثیر تابع اعتقادات/ تنظیم پذیرش، تابع /فرهنگ، باور فضای

ͬ  باشد. م
جمعیت فضای •

خود کار اولیه دهͬ مقدار با و ͬ  باشد م جمعیت اصلͬ فضای ͽواق در فضا این
در فرهنگ باور/ فضای در آن ذخیره  ی و فرهنگ استخراج و کرده شروع را
مسئله اولیه فضای همان اولیه نقاط فصل، این در ͬ  گیرد. م انجام قسمت این
فرهنگͬ، ال·وریتم ΁ی جمعیت مولفه ͬ  کنند. م تغییر تکرار هر در که ͬ  باشند م

است. ΁ژنتی ال·وریتم ΁ی در مولفه همین مشابه
انتخاب و ارزیابی •

توسط دارند قرار تکرار آن جمعیت فضای در که جمعیت اعضای باید تکرار هر در
دی·ر اعضای به نسبت اعضا این از ΁ی کدام شود مشخص تا شوند ارزیابی تابعͬ
بنابراین است. مسئله هدف تابع بیشتر دادن کاهش برتری، ملاک دارد. برتری
ارزیابی، تابع این نمود. معین مسئله هدف تابع همان ͬ  توان م را ارزیابی تابع
پی در را هدف تابع کاهش بیشترین که اعضایی انتخاب برای است معیاری

دارند.
باور فضای •

این ͬ  شود. م تقسیم مختلفͬ بخش  های به فرهنگͬ ال·وریتم ΁ی باور فضای
جستجو فضای از جمعیت که، هستند دانشͬ مختلف حوزه  های نماینده بخش  ها
جمعیتͬ، فضاي از موفق افراد شده عمومͬ تجربیات باور، فضاي در دارد.
و گرفته ش΄ل بعدي نسل  هاي و نسل سراسر در تجارب این و آمده به  دست
ͬ  شود. م مدل باور فضای در افراد فرهنگ اطلاعات ͽواق در لذا ͬ  شود. م ذخیره
ͬ  گردد. م منتقل آینده نسل  های به و است تأثیرگذار نسل  ها تمامͬ بر تجارب این

است. مؤثر جمعیت فضای کردن هرس براي فضا این ͽواق در
از افراد ساختن دور برای باور فضای که است جستجو فضای در ذره ΁ی فرد هر
به ΁نزدی و بخش امید ناحیه  های سمت به آن  ها دادن سوق و نامطلوب ناحیه  های
دانش موقعیتͬ(وضعͬ)، دانش نظیر مختلفͬ دانش  های ͬ  شود. م برده کار به جواب،
برای بازه دانش و تاریخچه دانش ریختͬ)، (مؤلفه توپوگرافͬ دانش ()معیار)، هنجار
هنجاری دانش و موقعیتͬ دانش دو از فصل این در شده  اند. تش΄یل باور فضای تش΄یل
هر در باور فضای ،B(t) کنید فرض کرد. خواهیم استفاده فرهنگ فضای تغییر برای

: داریم باشد، نسل
B(t) =

(
S(t), N(t)

)
.
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باور فضای هنجاری و (وضعͬ) موقعیتͬ مولفه  های به  ترتیب ،N(t) و S(t) به  طوری΄ه،

شوند.  ͬ م نامیده t‐ام نسل در
وضعͬ دانش •

نظر در وضعͬ مؤلفه به عنوان را جاری) نسل یا (و نسل هر جواب  های بهترین
اینجا در ͬ  شود. م گرفته نظر در هدف به عنوان فرهنگ در که نقطه  ای ͬ  گیریم، م

است. سراسری ذره بهترین شامل (وضعͬ) موقعیتͬ دانش
ͬ   شود: م روز به زیر رابطه طبق دانش این

S(t) = y(t+ ١) =
arc

{
f(xi(t))

} ns,...,١=mini)اگر
{f(xi(t))} < f(y(t))

)
,

y(t), صورت این غیر در
(٧٣ . ۶)

ͬ باشد. م تکرار هر در مسئله جواب xi(t) که،
هنجاری دانش •

از مجموعه  ای از که را امیدبخش و خوب بازه  های مجموعه دانش، منبع این
اگر ͬ  کند. م نگهداری مسأله از بعد هر براي است، شده استخراج خوب ذرات
مراجعه صورت در و ͬ  گیرند م خود به مناسبی ش΄ل هنجارها باشد رقابتͬ فضا

ͬ  شود. م حاصل جواب  ها بهبود نهایتاً هنجارها، به
که ،x = (x١, ...xD) یعنͬ، باشند مولفه چند دارای ͅ  ها پاس کنیم فرض اگر بنابراین
که ͬ   شود م تعریف بازه ΁ی آن   ها از ΁ی هر برای است، مسئله ابعاد تعداد معرف ،D
باور/ فضای در را شده پذیرش یا موجه افراد بازه، این ͬ   گویند. م هنجاری بازه آن به
داریم. شده پذیرش و موجه فضای ΁ی متغیر هر برای لذا ͬ  کند. م توصیف فرهنگͬ،

بیان ،N = {I١, I٢, ..., ID} به  صورت و ͬ  دهیم م نمایش ،N با را هنجاری مولفه
و xmin

i با ،Li که، ͬ  باشد م xi = (Ii, Li, Ui) و Ii = (xmin
i , xmax

i ) آن در که ͬ  کنیم. م
ͬ  باشند. م حدود آن در شایستگͬ تابع مقادیر ،Ui و Li و ͬ  باشند م مرتبط ،xmax

i با ،Ui

΁ی بالای حد و هدف تابع در ذره ΁ی مقدار پایین حد به ترتیب ،Ui و Li دی·ر به عبارت
جستجو فضای دانش این طبق تکرار هر در ͬ  باشد. م i‐ام بعد در هدف تابع در از ذره

ͬ  شود. م نزدی΄تر خوب ناحیه  های به و شده کوچ΄تر رفته رفته
پذیرش تابع •

انتخاب فرهنگ روی بر تاثیر برای را جمعیت از عضو ΁ی است تابعͬ پذیرش تابع
تاثیرگذار فرهنگ بر ͬ  توانند م افرادی چه که ͬ  کند م مشخص تابع این لذا ͬ  کند، م
پذیرش تابع فضای تکرار هر در پذیرش تابع توسط شده انتخاب افراد باشند.



١١١ فراابتکاری ال·وریتم های
پیاده  سازی ΁دینامی و ΁استاتی روش دو به پذیرش تابع ͬ  دهند. م ش΄ل را
در ͬ  شوند. م انتخاب جمعیت بهتر n٪ معمولا ،΁استاتی روش  های در ͬ  شود. م

هستند، تغییر قابل و نبوده ثابت موثر افراد تعداد ،΁دینامی روش در حالی΄ه
تابع برای (٧۴ . ۶) رابطه  ی از و ΁دینامی روش از ،[١٢٣] منبع اساس بر قسمت این  در

است. شده استفاده پذیرش
nB(t) =

ns.γ

t
. (٧۴ . ۶)

ns = ۵٠ شده ارائه مثال برای فصل این در که است جمعیت اندازه ns طوری΄ه  به
γ = ٠٫٣ فصل این در که است ΁ی و صفر بین تجربی ضریبی γ و است شده انتخاب
کاهش به رو nB(t) تکرار تعداد افزایش با که است. تکرار شمارنده t و است. شده فرض

ͬ  رود. م
اعتقادات تنظیم تاثیر/ تابع •

سراسری باور به آن ها کردن ΁نزدی و افراد دادن تغییر براي باور درفضای باورها
تحقق تأثیر تابع از استفاده با تغییرات این که ͬ  شوند م برده کار به کل) (بهینه

.[۴٨] ͬ  یابد م
این ͬ  گذارد، م تأثیر جمعیت فضای روی بر جهش عمل·ر از استفاده با باور فضای
این در ͬ باشد. م جهش جهت دی·ری و جهش اندازه ی΄ͬ است مم΄ن راه دو از تأثیر
تابع ،[۴٨] ͽمرج از هنجاری مولفه و وضعͬ مولفه به توجه با است شده سعͬ فصل
ͅ  ها پاس در تغییر اعمال برای فرهنگͬ، ال·وریتم ΁ی در بنابراین شود. استخراج تأثیر

: کنیم عمل زیر روش  های به ͬ  توانیم م
هنجاری. مولفه از استفاده (١

حرکت. جهت تعیین برای وضعͬ مولفه از استفاده (٢
میزان برای هنجاری مولفه از استفاده و جهت تعیین برای وضعͬ مولفه از استفاده (٣

حرکت.
حرکت. جهت هم و حرکت گام برای هم هنجاری مولفه های از استفاده (۴

تکرار هر در یعنͬ است شده استفاده ͅ  ها پاس در تغییر برای چهارم روش از فصل این در
داریم:

x
′

ij(t) =


xij(t) + δj.|N(٠, ١)|, xij(t) ≤ xmin

i (t),

xij(t)− δj.|N(٠, ١)|, xij(t) ≥ xmax
i (t),

xij(t) + θδj.|N(٠, ١)|, صورت این غیر در
(٧۵ . ۶)

نظر در θ = ٠٫۵ با برابر مقداری آن برای و است مقیاس  گذاری ضریب θ آن در که
برای فصل این در است. شده داده نمایش δj ≥ ٠ با حرکت مقدار همچنین گرفته  ایم.
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یعنͬ: کرده  ایم استفاده بازه طول از δj تعیین

δj(t) = α[xmin
i (t)− xmax

i (t)]. (٧۶ . ۶)

میانگین با نرمال توزیع با تصادفͬ متغیری N(٠, ١) همچنین .٠ < α = ٠٫٢ < ١ که
را حاضر فرهنگͬ ال·وریتم گام  های ͬ  توان م بنابراین است. ١ معیار انحراف و صفر

نمود. بیان زیر به  صورت
آن  ها. ارزیابی و اولیه جمعیت تولید :١ گام

اعتقادی. فضای سازی آماده :٢ گام
اعتقادی. فضای یا فرهنگ در تاثیر برای جمعیت اعضای انتخاب :٣ گام

منتخب. اعضای توسط اعتقادی فضای مولفه  های تغییر :۴ گام
آن  ها. ارزیابی و فعلͬ ͅ  های پاس بر فرهنگ تاثیر با جدید ͅ  های پاس تولید :۵ گام

مسئله. شرایط نشدن برآورده صورت در ٣ مرحله به بازگشت :۶ گام
نمود. مشاهده وضوح به ٢ . ۶ ش΄ل در ͬ  توان م را بالا مراحل

فرهنگͬ. ال·وریتم کارکرد از نمایی :٢ . ۶ ش΄ل



١١٣ محاسباتͬ نتایج

محاسباتͬ نتایج ٧ . ۶
حالت در پشتیبان ٢−میانه معکوس مسئله برای عددی مثال هایی قسمت این در
تغییر مختلف اثرات و است شده آورده نقاط مختصات در تغییر روش با پیوسته
ضریب و ،B بودجه مقدار ،p نرم در تغییر همچون مسئله مختلف پارامترهای در
نرم فصل، این در شده استفاده افزار نرم است. گرفته قرار بررسͬ مورد ρ ش΄ست
مشخصات با Fujitsu مدل تاپ لپ توسط که است بوده R2017b ورژن Matlab افزار

است. شده پیاده سازی Intel(R)CoreTM i۵ − ٢۴٣٠M,CPU,۴, ٠٠GB,RAM

پیوسته محیط در نقاط مختصات در تغییر با BR2MP مسئله مثال این در .٧ . ١ . ۶ مثال
فراابتکاری روش های با اقلیدسͬ نرم در ρ = ٠.٣ و B = ٢۵٠ بودجه با مشتری ٢٠ برای
را (مشتریان) اولیه نقاط جابجایی نحوه ٣ . ۶ نمودار است. شده حل IPSO و PSO

IPSO و PSO فراابتکاری ال·وریتم های عمل΄رد نیز ۵ . ۶ و ۴ . ۶ نمودار و ͬ دهد. م نشان
ͬ دهد. م نشان را رساله این در ρ = ٠/٣ و ρ = ٠ برای شده استفاده

اشاره نیز رساله متن در و ͬ کنید م مشاهده ۵ . ۶ و ۴ . ۶ نمودار در که همان طور
ͬ باشد. م بهتر PSO به نسبت IPSO عمل΄رد شد،

میانه −٢ نقاط و مش΄ͬ) (ستاره بهینه نقاط قرمز)، (مریع اولیه نقاط :٣ . ۶ ش΄ل
.B = ٨٠ و n = ٢۵ ،ρ = ٠/٣ برای آبی) بعلاوه (نقاط



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١١۴

،ρ = ٠/٣ حالت برای IPSO ،PSO روش های، عمل΄رد مقایسه ای نمودار :۴ . ۶ ش΄ل
.B = ٨٠ و n = ٢۵

،ρ = ٠ حالت برای IPSO ،PSO روش های، عمل΄رد مقایسه ای نمودار :۵ . ۶ ش΄ل
.B = ٨٠ و n = ٢۵

تغییر روش به پیوسته حالت در BR2MP مسئله روی بر ،ρ ش΄ست ضریب اثرات •
مختصات در

میانه ها از ی΄ͬ وقتͬ پشتیبان میانه −٢ مسئله ΁ی تعریف به توجه با کلͬ به طور



١١۵ محاسباتͬ نتایج
سرویس از مجبورند دهنده سرویس این مشتریان بخورد ش΄ست (سرویس  دهنده ها)
خواهد هدف تابع مقدار افزایش باعث امر این بنابراین ب·یرند سرویس دی·ر دهنده
میانه −٢ مسئله هدف تابع همان مذکور مسئله هدف تابع ،ρ = ٠ که زمانͬ شد.
،ρ ̸= ٠ زمانی΄ه ولͬ ب·یرید) نظر در صفر معادل را ρ ،(٣ . ۶) رابطه (در است. معمولͬ
اضافه مسئله هدف تابع به ρ∑vi∈V w(vi)d(vi,m٢) و ρ

∑
vi∈V w(vi)d(vi,m١) جمله دو

ضریب افزایش با بنابراین ͬ یابند. م افزایش نیز مقدار دو این ρ افزایش با و ͬ شوند م
در ͬ توان م را امر این ͬ یابد. م افزایش نیز BR2MP مسئله هدف تابع مقدار ρ ش΄ست

نمود. مشاهده ٢ . ۶ و ١ . ۶ جداول
آورده n = ١٠ و n = ۵٠ نقاط تعداد با عددی شبیه سازی دو مثال این در .٧ . ٢ . ۶ مثال

است. شده
B = ۴٠ بودجه و n = ١٠ ازای به را اقلیدسͬ نرم با هدف تابع مقدار ١ . ۶ جدول
نرم با هدف تابع مقدار نیز ٢ . ۶ جدول ͬ دهد. م نشان ،ρ مختلف مقادیر به نسبت
ͬ دهد. م نشان ρ مختلف مقادیر به نسبت B = ۴٠ بودجه و n = ۵٠ ازای به را اقلیدسͬ

p = ٢ ،B = ۴٠ حالت برای BR2MP مسئله هدف تابع مقدار بر ρ تاثیرات :١ . ۶ جدول
.n = ١٠ و

ρ Fpso Fipso CPU − Timepso(s) CPU − Timeipso(s)

٠ ۶٨/٨١ ٧٠/٠۴ ۶٣/٧۴ ٣٢/٢٣
٠/٣ ١۶۶/٩٠ ١۶۶/۵۶ ۵٠/۵٩ ٣١/١٠
٠/۵ ٢٢۵/٧۴ ٢٢۵/۴۴ ٣٩/٢٨ ٣٣/٢٩
٠/٧ ٢٨٧/٣٧ ٢٨٧/۴٩ ٣٨/١٧ ۴٧/٩٣
٠/٩ ٣۴۶/۴۶ ٣۴۵/۴٠ ٣٩/۵٨ ۴٨/٧۴

،B = ٣۵٠ حالت برای BR2MP مسئله هدف تابع مقدار بر ρ تاثیرات :٢ . ۶ جدول
.n = ۵٠ و p = ٢

ρ Fpso Fipso CPU − Timepso(s) CPU − Timeipso(s)

٠ ۶٣/٠٢ ۵٧١/٩٩ ١٢٣/٠۵ ١٢١/٧۵
٠/٣ ١/١٠E + ٠٣ ١/٠٧E + ٠٣ ٩١/٣٢ ٩٩/٨١
٠/۵ ١/۴٨E + ٠٣ ١/٣٩E + ٠٣ ٩٢/٩۴ ١٣۴/١٨
٠/٧ ٢/٠٠E + ٠٣ ١/۶٨E + ٠٣ ١٢٩/۴٢ ١٠٨/٣۵



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١١۶
روش به پیوسته حالت در BR2MP مسئله روی بر ،p نرم تغییر اثرات .٧ . ٣ . ۶ مثال

نقاط. مختصات در تغییر

بنابراین ͬ کند. م پیدا کاهش p مقدار افزایش با (lp (نرم dlp(Xi,mt) مقدار به طورکلͬ
اولیه نقاط p حالت به نسبت p′ حالت برای باشد، p < p′ که B ثابت بودجه ΁ی در
حالت به نسبت p′ حالت برای ،B ثابت بودجه لذا هستند. {m١,m٢} نقاط به نزدی΄تر
کاهش هدف تابع p مقدار افزایش با بنابراین ͬ دهد. م کاهش بیشتر را هدف تابع p

΁ی ٣ . ۶ جدول در نمود. مشاهده نیز ٣ . ۶ جدول در ͬ توان م را امر این ͬ کند. م پیدا
مقادیر به نسبت B = ٧٠٠ بودجه و ρ = ٠/۵ و n = ٨٠ نقاط تعداد با عددی مثال

است. شده آورده p مختلف

،ρ = ٠/۵ حالت برای BR2MP مسئله هدف تابع مقدار بر ρ تاثیرات :٣ . ۶ جدول
.n = ٨٠ و B = ٧٠٠

p Fpso Fipso CPU − Timepso(s) CPU − Timeipso(s)

١ ۵/٨١E + ٠٣ ۵/۶۴E + ٠٣ ۶٧۶/٠٩ ۴٨١/٠۶
٢ ۴/٧١E + ٠٣ ۴/۶۵E + ٠٣ ٣۵٣/٨٩ ٣٧٨/٣٧
۵ ۴/١٩E + ٠٣ ٣/٧۵E + ٠٣ ۵٢۶/١۴ ۴۶٢/٠۶
١٠ ٣/٨٣E + ٠٣ ٣/٣٩E + ٠٣ ٢۶٢/٣٢٨ ۶۵٧/۴۴

روش به پیوسته حالت در BR2MP مسئله روی بر ،B بودجه تغییر اثرات .۴ . ٧ . ۶ مثال
نقاط. مختصات در تغییر

جابجایی در را بیشتری تغییرات ͬ توان م که است معنͬ این به بودجه افزایش
بودجه، افزایش با که است موضوع این بیانگر امر این و کرد اعمال نقاط مختصات
بودجه، افزایش با ریاضͬ لحاظ از دی·ر به عبارت ͬ شود. م بخشیده بهبود هدف تابع
و یافته افزایش ͬ کند م ایجاد (۵۴ . ۶) رابطه یعنͬ مسئله محدودیت که جوابی فضای
اثرات (۴ . ۶) جدول شد. خواهد آن کاهش یعنͬ هدف، تابع مقدار بهبود باعث امر این
n = ٣٠ و p = ٣ ،ρ = ٠/٣ حالت برای شده شبیه سازی مسئله ΁ی بر را بودجه تغییر

ͬ دهد. م نشان را



١١٧ محاسباتͬ نتایج

،ρ = ٠/٣ حالت برای BR2MP مسئله هدف تابع مقدار بر ،B تاثیرات :۴ . ۶ جدول
.n = ٣٠ و p = ٣

B Fpso Fipso CPU − Timepso(s) CPU − Timeipso(s)

١٠٠ ۴٩۶/٩٠ ۴٧١/٧٩ ٧۵٠/٨٨ ۵۴١/٨٠
٢٠٠ ٣٢۶/٧٢ ٣١۴/۵٠ ١٢٠٧/٣٨ ۶٨٢/٣۶
۵٠٠ ٢۶٩/۴٨ ٢٢۵/۴٣ ٨٨٩/٩١ ٧۶٩/۵٢

را تقاضا نقطه هر به مربوط وزن و اولیه نقاط مشخصات ،۵ . ۶ جدول .۵ . ٧ . ۶ مثال
قابل ۶ . ۶ جدول در نیز مسئله حل از آمده بدست جواب های همچنین ͬ دهد. م نشان
نرم های برای را شده ارائه فرهنگͬ ال·وریتم عمل΄رد نیز ٧ . ۶ جدول است. مشاهده
به ازای تکرار تعدا حسب بر را هدف تابع مقدار ،۶ . ۶ ش΄ل ͬ کند. م بیان p مختلف
اولیه نقاط مختصات ١٠ . ۶ تا ٧ . ۶ ش΄ل های همچنین ͬ دهد. م نشان β = ١٨٠ بودجه 

ͬ دهد. م نشان p مختلف مقادیر به ازای را (دایره) نهایی و (مربع)



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١١٨

آن  ها. وزن همراه به (مشتری  ها ) نقاط مختصات :۵ . ۶ جدول
wi yi xi ردیف wi yi xi ردیف
٧ ٢/۵٣ ۵/٢٧ ٢۶ ۵ ۴/۴٣ ۵/۵٣ ١
٨ ٨/۶١ ٢/٠٣ ٢٧ ۶ ۵/٠٨ ٣ ٢
١٠ ٢/۴٢ ۶/٩٨ ٢٨ ١ ۶/۶١ ٩/١۴ ٣
۵ ٠/۶٨ ٧/٣۶ ٢٩ ۶ ٧/٨ ٢/۶۴ ۴
٩ ٠/٧٧ ۶/٣٢ ٣٠ ٣ ۶/٣۵ ۴/۵٢ ۵
۵ ٠ ۵/٧٨ ٣١ ۴ ١/۶٢ ٣/١٣ ۶
١ ٢/٠۶ ٧/۴١ ٣٢ ١٠ ۶/٩٧ ١/۶ ٧
٩ ۵/٠۴ ٧/٣٨ ٣٣ ٨ ٢/۶٨ ۵/٢۴ ٨
۴ ٣/٣١ ۶/٢٨ ٣۴ ٢ ۶/٣١ ۴/٨٧ ٩
٣ ۵/۶١ ٣/٩۶ ٣۵ ۶ ۴/٧ ٧/۵۵ ١٠
٧ ٠/٣۴ ٣/٣ ٣۶ ۶ ٠/۴۶ ٣/٣ ١١
٩ ١/٠٩ ۶/٣١ ٣٧ ٩ ٩/٩٣ ٣/٢٣ ١٢
٩ ١/۴۴ ٨/٩١ ٣٨ ٣ ٢/٠٢ ١/۶٩ ١٣
٣ ٢/٣٣ ۴/٩ ٣٩ ٧ ۵/٢۵ ٩/٠٨ ١۴
۴ ۶/۶۶ ۴/٢ ۴٠ ٢ ۶/۶٨ ۶/۶۵ ١۵
١٠ ۴/۴٩ ٢/۶٧ ۴١ ۴ ٨/٣٩ ١/۶٣ ١۶
٣ ۶/٢٧ ۴/٠١ ۴٢ ۴ ۴/٢٨ ١/٣٢ ١٧
٢ ٢/۴۴ ۴/٣۵ ۴٣ ١ ۵/٣٩ ٣/٠۴ ١٨
٨ ١/۴ ٢/۵۵ ۴۴ ١٠ ٨/٣٢ ۴/۶۶ ١٩
٣ ٣/٣٧ ۶/١۶ ۴۵ ٩ ٢/٧٨ ٠/١ ٢٠
١ ۶/۵٩ ٣/٩١ ۴۶ ٩ ٨/٨۵ ۵/٢ ٢١
۴ ۵/٩۴ ٧/٧۶ ۴٧ ١ ٨/۵۴ ٣/١٨ ٢٢
٨ ٣/٣٣ ٠/٨٧ ۴٨ ٨ ١/٩٧ ٨/٠۵ ٢٣
٧ ٨/٨٢ ٠/٠٩ ۴٩ ١ ٠/٣۴ ۶/٢۵ ٢۴
٨ ٩/۵ ۴/٢٢ ۵٠ ٣ ٩/٩٢ ٩/٧ ٢۵



١١٩ محاسباتͬ نتایج

p = ٢,۴,۵, ١٠ نرم  های برای ،β = ١٨٠ بودجه با شده شبیه  سازی نتایج :۶ . ۶ جدول
p = ١٠ p = ۵ p = ۴ p = ٢

ζi٢ ζi١ ζi٢ ζi١ ζi٢ ζi١ ζi٢ ζi١ ردیف
٠/٢٣ ٢/١۶ ٠/٠٨ ١/٩١ ٠/٠۴ ٣/٣۴ ٠/٩ ٠/٩ ١

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢
١/۴ ١/۴ ١/١۴ ١/١۴ ١/١٧ ١/١٧ ١/۵٣ ١/۵٣ ٣

٣/٠٢ ٠/۴ ٢/٢٣ ٠/٢۵ ٣/٠٨ ٠/٠۶ ١/٨٩ ٠/١١ ۴
١/۵١ ١/۵١ ١/۴۶ ١/۴۶ ١/۴٨ ١/۴٨ ١/٣۶ ١/٣۶ ۵
٢/۶٩ ٠/٩٣ ٣ ٠/١٢ ٣/٨٣ ١/٠۴ ٢/٩٢ ٠/٨۴ ۶
٢/١ ١/١٧ ٢/٢١ ٠/٩۴ ١/٧٩ ٠/٨٨ ١/۶٣ ١/۶٣ ٧

٢/۴۴ ٢/۴۴ ٢/٢۵ ٢/٢۵ ٢/٢٨ ٢/٢٨ ١/۶۶ ١/۶۶ ٨
١/٠۵ ٢/٣٣ ١/١۴ ١/٨ ١/٧٨ ١/٧٨ ١/٠٢ ٣/۵٨ ٩

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠
۵/١ ٠/۵ ۴/۵۵ ٠/٩۴ ۴/١٧ ٠/٩٩ ۴ ١/٠١ ١١

۴/٩٣ ٠/٨٨ ۵/٣۴ ٠/۶١ ۴/٨۴ ١/۵٧ ۴/٢ ١/١٣ ١٢
٢/۶٢ ٠/۵١ ٢/٨٢ ٠/٧٣ ٢/٨۴ ١/٠۶ ٢/۶٧ ٠/٧۴ ١٣
٠/۵٢ ١/٣۴ ٠/٠٢ ١/۴۶ ٠/٠۴ ١/۵۶ ١/٠٩ ١/٠٩ ١۴
١/۴١ ٠/۴٣ ١/٢٢ ١/٢٢ ١/٣٧ ١/٣٧ ٠/٩٧ ٠/٩٧ ١۵
٢/۶۶ ٠/٨٢ ٢/٧۶ ٠/٨۵ ٣/۴٣ ٠/٩۴ ٣/٧٧ ٠/٩ ١۶
١/٠۶ ١/٠۶ ٠/٨٢ ٠/٨٢ ٠/۶٩ ٠/۶٩ ١/۴٧ ١/۴٧ ١٧
٠/٨٢ ٠/٨٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٨
٢/٧۵ ٢/٧۵ ٢/٨٧ ١/٩١ ٢/٧٩ ٢/٧٩ ٢/٧۵ ٢/٧۵ ١٩
٢/٣١ ٢/٣١ ٢/٢٩ ٢/٢٩ ٢/٢١ ٢/٢١ ٢/٧ ٢/٧ ٢٠
۴/٢٣ ٢/٨۶ ۴/٣١ ٢/٢ ٣/٨٢ ٢/١۵ ٣/١۴ ١/۴٧ ٢١
٣/٩٧ ٠/۶٨ ۴/٠٢ ٠/٣٣ ٣/٣٢ ٠/٠۵ ٣/٢٣ ١/۶٢ ٢٢
٣/١٣ ٠/۶۴ ٢/٧٢ ٠/۵۶ ٢/٩٧ ١/٣۶ ٢/۶۶ ٠/١۶ ٢٣
۴/٢۵ ١/۴۴ ۴/٩٣ ١/٠۴ ۵/١۵ ٠/۶١ ٣/٨٨ ١/٨ ٢۴



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١٢٠

p = ١٠ p = ۵ p = ۴ p = ٢
ζi٢ ζi١ ζi٢ ζi١ ζi٢ ζi١ ζi٢ ζi١ ردیف

۵/٩٧ ١/٧۵ ۴/۶١ ٢/۴١ ۵/٣ ٢/٠١ ۴/٩۴ ١/٠١ ٢۵
٢/٨ ٢/٨ ٢/٣١ ٢/٣١ ١/٨٢ ١/٨٢ ٢/١ ٢/١ ٢۶
٣/٧ ٠/٢٢ ٣/٢۴ ١/٠۶ ٣/٧۴ ٠/۴٢ ٣/٧٢ ٠/٢٢ ٢٧
٢/۴١ ٠/۴٨ ٢/٣٨ ٠/٠۵ ٢/٠٩ ٠/۶٣ ٢/٧۵ ١/٧١ ٢٨
۴/٨ ٠/۵٣ ۴/٧۶ ٠/۵۴ ۴/۴۵ ٠/۴٣ ٣/۵٢ ٠/۵٩ ٢٩

٣/٨٩ ١/٢۴ ٣/٨۶ ١/١٢ ٣/۶٧ ١/٠٩ ۴/٣٨ ٢/٠۶ ٣٠
۴/٩٩ ٢/١٢ ۴/٣٨ ١/٧ ۴/٩٢ ٢/١٢ ۵/٣۴ ٢/٧۶ ٣١
٣/١٧ ٠/۶۵ ٣/۵۵ ٠/١۴ ٢/۵٧ ٠/۵٨ ٢/٢٢ ٠/١٨ ٣٢

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٣٣
١/٣۴ ١/٣۴ ١/٢١ ١/٢١ ١/۴٨ ١/۴٨ ١/۵۶ ١/۵۶ ٣۴
٠/٢٣ ١/١٩ ٠/۴٣ ١/٣٨ ٠/۴٣ ٢/۴۶ ٠/٠٣ ٠/٠٣ ٣۵
۵/٠٨ ٠/۶٣ ۴/۴۶ ٠/٩۵ ۵/٠٩v ١/٠٣ ٣/٨٨ ٠/٢٢ ٣۶
٣/٨۶ ٠/٧٢ ۵/٢٣ ١/٨٢ ٣/۴۵ ٠/٩۴ ٣/٧٨ ٠/٨١ ٣٧
٣/۶ ١/٧ ٣/٠۶ ٢/٠٩ ٣/٧ ١/٣٢ ٣/٠۴ ١/۴ ٣٨

٢/٨٣ ٢/٨٣ ٢/٣٣ ٢/٣٣ ٢/٣٣ ٢/٣٣ ٢/١٣ ٢/١٣ ٣٩
١/٢۵ ١/٢۵ ١/۶٩ ١/۶٩ ١/۴۶ ١/۴۶ ١/٢٩ ١/٢٩ ۴٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴١
١/۵٩ ١/۵٩ ١/۵ ١/۵ ١ ١ ١/۶۶ ١/۶۶ ۴٢
٢/٣ ٢/٣ ٢/٢ ٢/٢ ٢/۴٢ ٢/۴٢ ١/٧٨ ١/٧٨ ۴٣
٣/٠٧ ٠/۴٢ ٣/۵ ٠/۵۵ ٣/٧٢ ٠/٧٣ ٣/٣ ٠/۵۴ ۴۴
١/٣١ ١/٣١ ١/٧٢ ١/٧٢ ٢/٠۵ ٢/٠۵ ١/١۶ ١/١۶ ۴۵
١/٧۵ ١/٧۵ ١/۴٩ ١/۴٩ ١/١٧ ١/١٧ ١/١۵ ١/١۵ ۴۶
٠/۵٢ ٠/۵٢ ٠/۶۵ ٠/۶۵ ٠/۵٨ ٠/۵٨ ٠ ٠ ۴٧
١/۵٩ ١/۵٩ ١/٩٧ ١/٩٧ ٢/١ ٢/١ ١/۶۶ ١/۶۶ ۴٨
٣/٠۶ ٣/٠۶ ٣/٨ ١/۶۶ ٣/۴٧ ١/٩۶ ٢/٩٢ ٢/٩٢ ۴٩
۴/۴٢ ٢/١۵ ۴/۴٧ ٢/١٩ ۴/١٢ ١/۶۴ ۴/٠١ ٢/٠۵ ۵٠



١٢١ محاسباتͬ نتایج

تکرار تعداد حسب بر ، p = ٢,۴,۵, ١٠ نرم  های به ازای هدف تابع مقادیر :٧ . ۶ جدول
ردیف p = ٢ p = ۴ p = ۵ p = ١٠

١ ١٣٢/٨ ١٣٣/٢١ ١٣٠/١ ١٣١/١١
٢ ١١٩ ١٢۵/١٢ ١٢٩/٢ ١٢٧/٠٩
٣ ١٠٢ ١٢۵/١٢ ١٢٩/٢ ١١۶/٣۴
۴ ٨٠/٢٧ ١٢۵/١٢ ١٢٩/٢ ١٠۴/٢٨
۵ ۵٢/١٢ ١٢۵/١٢ ١٢٩/٢ ٩٠/۶٠٣
... ... ... ... ...

۴٩٩ ٣٢/٠٨ ١١/۵٨۴ ١٩/٣۵ ١٢/٨٧
۵٠٠ ٣٢/٠٨ ١١/۵٨۴ ١٩/٣۵ ١٢/٨٧

β = ١٨٠ حالت برای تکرار تعداد برحسب هدف تابع مقادیر :۶ . ۶ ش΄ل



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١٢٢

و p = ٢ حالت برای (دایره) نهایی نقاط و (مربع) اولیه نقاط مختصات :٧ . ۶ ش΄ل
β = ١٨٠

و p = ۴ حالت برای (دایره) نهایی نقاط و (مربع) اولیه نقاط مختصات :٨ . ۶ ش΄ل
β = ١٨٠



١٢٣ محاسباتͬ نتایج

و p = ۵ حالت برای (دایره) نهایی نقاط و (مربع) اولیه نقاط مختصات :٩ . ۶ ش΄ل
β = ١٨٠

و p = ١٠ حالت برای (دایره) نهایی نقاط و (مربع) اولیه نقاط مختصات :١٠ . ۶ ش΄ل
β = ١٨٠

نتایج با را روش این نتایج ادامه در فرهنگͬ، ال·وریتم کارایی بررسͬ جهت همچنین
ازدحام یافته بهبود ال·وریتم  و (PSO) ذرات ازدحام فراابتکاری ال·وریتم دو از حاصل
آن داده های که ،n = ۴٠ با مسئله ΁ی کار این برای کرده  ایم. مقایسه (IPSO) ذرات
ازای به حاصل نتایج است. شده حل شده ذکر روش سه با شده  اند تولید تصادفͬ به طور



پشتیبان ٢ ‐میانه معکوس مسائل ١٢۴
جداول در مختلف نرم  های تحت و متفاوت ش΄ست  های ضریب مختلف، بودجه  های

است. آمده ١٠ . ۶ تا ٨ . ۶

،n = ۴٠ با ،CA و PSO ،IPSO روش  های از آمده بدست نتایج مقایسه :٨ . ۶ جدول
.p = ١, ١٫۵,٢,۵, ١٠ نرم  های به نسبت t = ١٠٠٠ تکرار تعداد و ρ = ٠٫۵ ،β = ٧۵٠

CPUTime(CA) CPUTime(IPSO) CPUTime(PSO) CA IPSO PSO p Test#

١٧٠/١۵۶۴۴ ٢١۵/۶۶٧٢ ٢٢١/۵٩۵٧ ٢/٢۶E+٠٣ ٢/۵٨E+٠٣ ٢/٧۶E+٠٣ ١ ١
١٢۵/٣٢۵۶ ١٨۶/٩۴۴ ٢٢۵/۵۵١٧ ١/٩٢E+٠٣ ٢/٢۵E+٠٣ ٢/۴٠E+٠٣ ١/۵ ٢
٢٠٠/١۵۵ ٢٠۵/٠۴۶٨ ١٨٧/٨٣٧١ ١/٧۶E+٠٣ ٢/٠١E+٠٣ ٢/٠٩E+٠٣ ٢ ٣

١٨٩/۴۵٢۶ ٢٢۶/۴٧٣٣ ٢١۶/٨۶۶٩ ١/٣٠ E+٠٣ ١/۶٧E+٠٣ ١/٨٣E+٠٣ ۵ ۴
١۴٧/٢۵۶٨ ٢٣٧/٧٩۶ ١٩٨/۶٢٢٨ ١/۴٩ E+٠٣ ١/۵٩E+٠٣ ١/٨٠E+٠٣ ١٠ ۵

،n = ۴٠ با CA و PSO ،IPSO روش  های از آمده بدست نتایج مقایسه :٩ . ۶ جدول
.β = ١٠٠,٣٠٠,۵٠٠,٧٠٠ به نسبت t = ١٠٠٠ تکرار تعداد و ρ = ٠٫٣ ،p = ٢

CPUTime(CA) CPUTime(IPSO) CPUTime(PSO) CA IPSO PSO β Test#

٢٠٠/۴١٩٩ ٢١۶/٨۶٧٨ ٢٢٢/۴٣٢٢ ٣/١۵E+٠٣ ٣/٠٩E+٠٣ ٣/١٧E+٠٣ ١٠٠ ۶
١٧۵/٢٣۶۵ ٢١٨/۶۵٣٩ ٢۴۶/۵٧٣۶ ١/٣٨E+٠٣ ٢/۴۴E+٠٣ ٢/۵۵E+٠٣ ٣٠٠ ٧
١٠٢/١٢۵ ١١٣/١٢۵٩ ٢٣۴/٩٧٣٢ ١/٠٨E+٠٣ ١/٨٢E+٠٣ ٢/٠٠E+٠٣ ۵٠٠ ٨
١٨۴/١٢۵ ٢١۵/٠۶٨٩ ٢٣۴/١٨۴۶ ١/٢٢E+٠٣ ١/٣۶E+٠٣ ١/۴٨E+٠٣ ٧٠٠ ٩

،n = ۴٠ با CA و PSO ،IPSO روش  های از آمده بدست نتایج مقایسه :١٠ . ۶ جدول
.ρ = ٠, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٨ به نسبت t = ١٠٠٠ تکرار تعداد و β = ۵٠٠ ،p = ٢

CPUTime(CA) CPUTime(IPSO) CPUTime(PSO) CA IPSO PSO ρ Test#

٢١۶/۴١٩۴ ٢٢۵/٩۵٠۶ ٢٢٩/٠۵٨٢ ٩/٣۶E+٠٢ ٨/۵٨E+٠٢ ٩/٩٧E+٠٢ ٠ ١٠
٧۵/٢٣۶۵ ١١٣/١٢۵٩ ٢٣۴/٩٧٣٢ ٩۵۴/٢٣۶۵ ١/٨٢E+٠٣ ٢/٠٠E+٠٣ ٠/٣ ١١
١٠٢/١٢۵١ ١١٧/٧٨١١ ١٧٣/٩٢٨۴ ١٨٠۴/٢٣۶۵ ٢/۵٠E+٠٣ ٢/٨٨E+٠٣ ٠/۵ ١٢
١١۴/١٢۵٨ ١٣۶/۵٣٧۵ ٢٢١/١٢١٧ ٣/٣٢E+٠۴ ٣/۵٠E+٠٣ ٣/۶١E+٠٣ ٠/٨ ١٣

نقاط تعداد با مسائلͬ برای شده ذکر روش سه از حاصل نتایج ١١ . ۶ جدول در
که ͬ دهد م نشان نتایج است. آمده متفاوت ش΄ست  های ضریب و بودجه و مختلف
روش دو هر از محاسبه زمان نظر از هم و جواب کیفیت نظر از هم فرهنگͬ ال·وریتم
اولیه نقاط همان اولیه جمعیت شده ارائه ال·وریتم  های در است. کرده عمل بهتر دی·ر
گرفتند قرار بررسͬ مورد نیز دی·ری مختلف جمعیت  های البته شده اند. گرفته درنظر

نشد. حاصل توجهͬ قابل بهبود ولͬ



١٢۵ محاسباتͬ نتایج

تعداد با CA و PSO ،IPSO روش  های از آمده بدست نتایج مقایسه :١١ . ۶ جدول
متفاوت. ش΄ست  های ضریب و بودجه نقاط،

CPUTime(CA) CPUTime(IPSO) CPUTime(PSO) CA IPSO PSO ρ β n Test#

٩٠/٨٢١٣ ١١۴/۵١٠۵ ١٠۵/۶۵۴ ٨/٣٣E+٠٢ ٨/۵٣E+٠٢ ٨/۵۴E+٠٢ ٠ ١٨٠ ٢۵ ١۴
٩٨/۶٧١۴ ٩۵/٢۴٨۴ ١٠۵/١٧٢ ١/٠١E+٠٣ ١/٩٢E+٠٣ ١/٩٧E+٠٣ ٠/۵ ١٨٠ ٢۵ ١۵
١۴٠/٨١٨ ١۵٨/۵٩١٨ ٢١٣/١١٣ ٢/۶١ E+٠٣ ٢/٧١E+٠٣ ٢/٩٧E+٠٣ ٠ ۴٠٠ ۵٠ ١۶
١١٠/٠٩٨۵ ٢٢١/۴٩٢٧ ١١٧/٣٣٣٩ ۴/۶۶E+٠٣ ۵/٢۴E+٠٣ ۵/۴١E+٠٣ ٠/۵ ۴٠٠ ۵٠ ١٧
١٠٠/٠٩٨۵ ٢٣۴/۵٣۵٩ ٢٨٩/١۴۴۶ ۴/۴٢ E+٠٣ ۴/٨۴E+٠٣ ۵/٠۶E+٠٣ ٠ ٨٠٠ ٧٠ ١٨
١٢١/٨٣١٩ ٢١٨/٠٢۵ ٣۴٢/۵٧٨۴ ۴/۴۴ E+٠٣ ٧/٢١E+٠٣ ٨/٢٢E+٠٣ ٠/٣ ٨٠٠ ٧٠ ١٩
١٢۵/٨۴١٢ ۴٢۵/۵٣٢ ٣٩۵/٩١٢۵ ١/١١ E+٠۴ ١/٢٧E+٠۴ ١/٣١E+٠۴ ٠ ١۵٠٠ ١٠٠ ٢٠
١٣٢/١٨١١ ٢۶١/١١٣٣ ٢٧۴/١٧۵٧ ١/٠۵ E+٠۴ ١/۴٣E+٠۴ ١/۵۶E+٠۴ ٠/٢ ٢٠٠٠ ١٠٠ ٢١





٧ فصل
متعادل م΄ان یابی مسئله معکوس

گرفته است. قرار توجه مورد بسیار اخیر سال های در متعادل م΄ان یابی مسائل
استقرار با که است سرویس دهند ه هایی استقرار دنبال به مسائل از این گونه به طورکلͬ
خود حداکثر به تقاضا نقاط به سرویس دهͬ در برابری و تعادل سرویس دهندها، این
میان این در است. گرفته قرار پژوهش·ران از بسیاری بررسͬ مورد موضوع این برسد.
تابع این به طوری΄ه دادند قرار مطالعه مورد را متعادلͬ هدف تابع هادک٢ و ١΁گاوال
تسهیلات نزدی΄ترین و دورترین به تقاضا نقطه ΁ی از فاصله در اختلاف حداکثر هدف،
بیشترین به طوری΄ه سرویس دهنده p انتخاب مسئله هم΄اران، و برمن .[۶٩] بود
دادند قرار مطالعه مورد را شود کمینه سرویس دهنده هر به شده داده اختصاص وزن
اختلاف کردن کمینه دنبال به آن در که را متعادل م΄ان یابی مسئله مارین٣ .[١٨]
مطالعه مورد را بود سرویس دهندها  به شده داده اختصاص وزن حداقل و حداکثر بین

.[١٠١] داد قرار
م΄ان یابی مسئله ΁ی برای چندجمله ای ال·وریتم ΁ی ΁ی نیز زعفرانیه و فتحعلͬ
مسئله ΁ی نیز مارین و لانداته۴ .[۵٨] کردند ارائه درختͬ شب΄ه های روی بر متعادل

1Gavalec
2Hudec
3Marin
4Landete



متعادل م΄ان یابی مسئله معکوس ١٢٨
شده داده اختصاص وزن مجموع اختلاف کردن کمینه دنبال به آن در که را م΄ان یابی
پی΄لو۶ و بربت۵ͬ همچنین .[٩۶] دادند قرار بررسͬ مورد را بودند سرویس دهندگان به
ارائه سرویس دهندگان م΄ان یابی مسائل در تعادل معیار توصیف برای را خواص برخͬ

.[١١] کرده اند

مسئله تعریف ٧ . ١
رئوس مجموعه V به طوری΄ه باشد جهت بدون گراف ΁ی G = (V,E) کنید فرض
دارای نیز vi راس هر .|E| = m و |V | = n ، G گراف یال های مجموعه E ،G گراف
نظر در vi راس مشتریان تعداد به عنوان ͬ توان م را wi است.  wi نامنفͬ وزن ΁ی
نمود. تعبیر نیز vi راس تقاضای میزان به عنوان را wi ͬ توان م دی·ر به عبارت گرفت.
S ⊂ V هر برای است. G گراف در vj و vi راس دو بین مسیر کوتاهترین dij = d(vi, vj)

ͬ دهیم: م قرار

W (S) =
∑
vi∈S

wi.

است مشتریانͬ تعداد کردن کمینه هدف متعادل ٢ ‐سرویس دهنده مسئله ΁ی در
در دی·ر به عبارت ͬ شوند. م داده تخصیص مشتری بیشترین با سرویس دهنده  به که

است: زیر رابطه کردن کمینه هدف متعادل ٢ ‐سرویس دهنده مسئله ΁ی
min
Xp

(
max
k=١,٢

∑
i∈Vk,wi≥٠

wi

)
. (٧ . ١)

به ترتیب V٢ و V١ و سرویس دهنده ها مجموعه ،Xp = {m١,m٢} ،(٧ . ١) رابطه در
ͬ آیند م به دست زیر روابط از و ͬ یابند م تخصیص m٢ و m١ به که هستند رئوسͬ مجموعه

V١ = {vi; d(vi,m١) ≤ d(vi,m٢)}, (٧ . ٢)

V٢ = V \ V١. (٧ . ٣)
پارامتر در تغییر با ͬ خواهیم م متعادل ٢ ‐سرویس دهنده مسئله معکوس حالت در
بیشترین یا مم΄ن هزینه کمترین با m٢ و m١ شده تعیین پیش از راس دو رئوس، وزن
m١ سرویس دهنده  ی دو که است این بر فرض حاضر مسئله در شوند. بهینه سود،
وزن باید مسئله) شدن (بهینه تعادل به رسیدن برای بنابراین هستند. معلوم m٢ و
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١٢٩ متعادل ٢ ‐سرویس دهنده هزینه حداقل نوع معکوس
c+i معادل هزینه ای vi راس وزن واحد هر افزایش کنید فرض کند. تغییر گراف رئوس
و q+i کنید فرض باشد. داشته را c−i معادل هزینه ای vi راس وزن واحد هر کاهش و
وزن افزایش میزان برای همچنین باشند. wi وزن کاهش و افزایش مقدار به ترتیب q−i

ͬ دهیم: م قرار ͬ گیریم. م نظر در را u+
i بالای کران ΁ی ،wi

Q+ = {q+١ , q+٢ , ..., q+n }, Q− = {q−١ , q−٢ , ..., q−n },

.ŵi = wi + q+i − q−i ͬ دهیم م قرار ،i = ١, ..., n هر برای و
ͬ گیریم: م نظر در را زیر هدف تابع دو بنابراین

f١(Q+, Q−) =
n∑

i=١
(c+i q

+
i + c−i q

−
i ). (۴ . ٧)

f٢(Q+, Q−) = |
∑
i∈V١

ŵi −
∑
i∈V٢

ŵi|. (۵ . ٧)

صورتͬ در این و است صفر با برابر f٢ هدف تابع بهینه مقدار که داشت توجه باید
.W (V١) = W (V٢) که ͬ افتد م اتفاق

رسیدن برای vi رئوس وزن کاهش یا افزایش از ناشͬ کل هزینه بیانگر (۴ . ٧) رابطه
اوقات بعضͬ دی·ر طرف از است. تعادل شرط بیانگر (۵ . ٧) رابطه و است تعادل به
تعادل به رسیدن برای را رئوس وزن نتوان که ͬ شود م باعث بودجه در محدودیت
به که محدود نا و محدود بودجه با مسائل از نوع دو ادامه در این رو از نمود. تنظیم
خواهیم بررسͬ را دارند نام هزینه حداقل و بودجه ای محدودیت معکوس مسائل ترتیب

کرد.

متعادل ٢ ‐سرویس دهنده هزینه حداقل نوع معکوس ٧ . ٢
رسیدن تا رئوس وزن تنظیم برای نظر مورد بودجه که ͬ کنیم م فرض قسمت این در
حالت در ͬ نامیم. م هزینه حداقل نوع معکوس را مسئله این باشد. محدود نا تعادل به
کمترین با و رئوس وزن در تغییر با تا هستیم این دنبال به هزینه حداقل نوع معکوس
ͬ شوند م داده اختصاص m٢ و m١ سرویس دهنده های به که رئوسͬ وزن مم΄ن هزینه

گرفت: نظر در زیر به صورت را مسئله این مدل ͬ توان م بنابراین برسند. تعادل به



متعادل م΄ان یابی مسئله معکوس ١٣٠

p1 : min f١ =
n∑

i=١
(c+i q

+
i + c−i q

−
i ) (۶ . ٧)

s.t.

|
∑
i∈V١

ŵi −
∑
i∈V٢

ŵi| = ٠, (٧ . ٧)
ŵi = wi + q+i − q−i , i = ١,٢, ..., n. (٧ . ٨)
٠ ≤ q+i ≤ ui, i = ١,٢, ..., n. (٧ . ٩)
٠ ≤ q−i ≤ wi, i = ١,٢, ..., n. (٧ . ١٠)

نمود: جای·زین زیر محدودیت با ͬ توان م را (٧ . ٨) و (٧ . ٧) ∑محدودیت های
i∈V١

(wi + q+i − q−i )−
∑
i∈V٢

(wi + q+i − q−i ) = ٠. (٧ . ١١)

از ال·وریتم ΁ی ادامه در ͬ شود. م تبدیل خطͬ برنامه ریزی مدل ΁ی به مدل بنابراین
ͬ دهیم. م ارائه p1 مسئله حل برای را O(n log n) مرتبه

٢ ‐سرویس دهنده مسئله هزینه حداقل معکوس حل ال·وریتم ٧ . ٢ . ١
متعادل

و دارد قرار بهینه حالت در مسئله و است برقرار تعادل بنابراین ،W (V١) = W (V٢) اگر
بدون W (V١) ̸= W (V٢) اگر این صورت غیر در نیست. رئوس وزن در تغییر به نیازی
کرد. بیان ͬ توان م را زیر لم بنابراین .W (V١) > W (V٢) ͬ کنیم م فرض کلیت از کاستن
کاهش V١ رئوس مجموعه وزن باید یا شدنͬ جواب ΁ی به رسیدن برای .٧ . ٢ . ١ لم

شود. اضافه V٢ رئوس مجموعه وزن به یا کند پیدا
ͬ دهیم م قرار

D = {r١, r٢, ..., r٢n}

آن در که است c−i یا c+i یا ،ri که
r١ ≤ r٢ ≤ r٣ ≤ ... ≤ r٢n.

است مم΄ن r١ که ͬ کنیم م شروع r١ از هزینه کمترین با جواب ΁ی کردن پیدا برای
باید این صورت در vk ∈ V٢ اگر ͬ گیریم. م نظر در را r١ = c+k حالت ابتدا باشد. c−k یا c+k



١٣١ متعادل ٢ ‐سرویس دهنده هزینه حداقل نوع معکوس
اگر حال .q+k = min{W (V١) −W (V٢), u+

k } ͬ دهیم م قرار لذا کند پیدا افزایش W (V٢)
ͬ رویم. م r٢ سراغ به این صورت در vk ∈ V١

q−k = min{W (V١) − ͬ دهیم م قرار این صورت در vk ∈ V١ اگر ،r١ = c−k حالت در
تمامͬ و r١ ، r٢ برای روش این ادامه با ͬ رویم. م r٢ سراغ به vk ∈ V٢ اگر و W (V٢), wk}
ͬ کند: م بیان را مسئله حل ال·وریتم زیر کد شبه ͬ رسیم. م بهینه جواب ΁ی به ها r٢n

Algorithm [IE2FLP]7.

Input: The weighted graph G, two vertices m1 and m2 of G as location of facilities and

the cost of increasing and decreasing of vertices weights.

Output: The new weights of vertices ŵi for balancing the weights of vertices which as-

signed to the facilities inm1 andm2.

Initialization:

Set V1 = {vi ∈ V |d(vi,m1) ≤ d(vi,m2)} and V2 = V \ V1.

If W (V1) = W (V2) then Stop, the current weights are optimal.

If W (V1) > W (V2) then set V̂1 = V1 and V̂2 = V2,

Else set V̂1 = V2 and V̂2 = V1.

Sort the cost of changing vertices weights, i.e. c+1 , ..., c+n and c−1 , ..., c
−
n , in an increasing

order and called them r1, ..., r2n.

Iteration counter i := 0.

(For any vertex vi in V̂1 or V̂2, let ŵi be the weight of vi).

Set f1 := 0 and for i = 1, ..., n, ŵi = wi.

Iteration step:

While theW (V̂1) ̸= W (V̂2) do the following:

1. If ri = c+k and vi ∈ V̂2 then set

(a) q+k := min{W (V̂1)−W (V̂2), u
+
k },

(b) ŵk := wk + q+k ,

(c) f1 := f1 + riq
+
k .

7Inverse Equlity 2-Facility Location Problem



متعادل م΄ان یابی مسئله معکوس ١٣٢
End if

2. If ri = c−k and vi ∈ V̂1 then set

(a) q−k := min{W (V̂1)−W (V̂2), wk},

(b) ŵk := wk − q−k ,

(c) f1 := f1 + riq
−
k .

End if

3. Set i := i+ 1.

end while

مرتب برای و دارد، O(n) مرتبه از زمانͬ به نیاز ال·وریتم تکرار مراحل که آنجایی از
ͬ باشد، م O(n log n) مرتبه از زمانͬ به نیاز نزولͬ غیر به صورت هزینه ها مقادیر کردن

بود. خواهد O(n log n) مرتبه از شده ارائه ال·وریتم کلͬ پیچیدگͬ بنابراین
گرفتن نظر در با سرویس دهنده ‐ ٢ مسئله هزینه حداقل نوع معکوس .٧ . ٢ . ١ قضیه

است. حل قابل O(n log n) زمان در سرویس دهنده ها، بین تعادل
ب·یرید. نظر در را زیر مثال بالا ال·وریتم کارکرد دادن نشان برای

شده ارائه (مثال ب·یرید نظر در را ٧ . ١ ش΄ل در شده داده نشان درخت .٧ . ٢ . ١ مثال
جدول در درخت رئوس وزن واحد هر کاهش و افزایش هزینه .([١٨] برمن مقاله در

داریم: این صورت در .m٢ = v۶ و m١ = v٣ دهید قرار است. آمده ٧ . ١
V١ = {v١, v٢, v٣, v۴, v٩},

V٢ = {v۵, v۶, v٧, v٨},

به صورت هزینه ضرائب کردن مرتب با .W (V٢) = ٠٫۴ و W (V١) = ٠٫۶ آن در که
داریم: صعودی

r١ = c−٢ ≤ r٢ = c−١ ≤ r٣ = c+٢ ≤ r۴ = c+٣ ≤ r۵ = c+٧ ≤ r۶ = c−۵ ≤ r٧ = c−۴
≤ r٨ = c+۴ ≤ r٩ = c−۶ ≤ r١٠ = c−٨ ≤ r١١ = c−٣ ≤ r١٢ = c+١ ≤ r١٣ = c+۶

≤ r١۴ = c−٧ ≤ r١۵ = c+٨ ≤ r١۶ = c+۵ ≤ r١٧ = c−٩ ≤ r١٨ = c+٩ .



١٣٣ متعادل ٢ ‐سرویس دهنده هزینه حداقل نوع معکوس
.T دخت رئوس وزن در تغییر هزینه :٧ . ١ جدول

vi wi c+i c−i

v١ ٠٫٠۵ ١ ٠٫٢
v٢ ٠/١ ٠/٢۵ ٠/١
v٣ ٠/٢ ٠/٣ ١
v۴ ٠/١۵ ٠/٧ ٠/۶
v۵ ٠/١۵ ٢ ٠/۵
v۶ ٠/١ ١/۵ ٠/٧
v٧ ٠/١ ٠/۴ ١/۵
v٨ ٠/٠۵ ١/۵ ١
v٩ ٠/١ ٢ ٢

.f١ = ٠٫٠١ و ŵ٢ = ٠ ،q−٢ = ٠٫١ ͬ دهیم م قرار و کرده شروع r١ = c−٢ از بنابراین
q+٧ = ،ŵ١ = ٠ ،q−١ = ٠٫٠۵ به صورت بهینه مقادیر ال·وریتم تکرار مرحله ٣ از بعد

ͬ آیند. م به دست f١ = ٠٫٠۴ و ŵ٧ = ٠٫١۵ ،٠٫٠۵
تغییر واحد هر هزینه ب·یرید. نظر در (٧ . ٢ (ش΄ل را نقطه ١٠ با مسیر ΁ی .٧ . ٢ . ٢ مثال
.{m١ = v۴,m٢ = v٩} ͬ دهیم م قرار است. شده بیان ٧ . ٢ جدول در نیز رئوس وزن در

رئوس وزن در تغییرات هزینه :٧ . ٢ جدول
vi v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ v٧ v٨ v٩ v١٠
c+i ٠٫٢ ٠٫١ ٠٫٣ ٠٫١ ٠٫۵ ٠٫۴ ٠٫٣ ٠٫٧ ٠٫٢ ٠٫۴
c−i ٠٫٣ ٠٫٢ ٠٫١ ٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۶ ٠٫۵ ٠٫٨ ٠٫١ ٠٫٢

داریم: صعودی به صورت رئوس وزن در تغییر هزینه های کردن مرتب با
r١ = c+٢ ≤ r٢ = c+۴ ≤ r٣ = c−٣ ≤ r۴ = c−٩ ≤ r۵ = c+١ ≤ r۶ = c+٩ ≤ r٧ = c−٢ ≤

r٨ = c−١٠ ≤ r٩ = c+٣ ≤ r١٠ = c+٧ ≤ r١١ = c−١ ≤ r١٢ = c+۶ ≤ r١٣ = c+١٠ ≤ r١۴ = c−۴
≤ r١۵ = c−۵ ≤ r١۶ = c+۵ ≤ r١٧ = c−٧ ≤ r١٨ = c−۶ ≤ r١٩ = c+٧ ≤ r٢٠ = c−٨ .



متعادل م΄ان یابی مسئله معکوس ١٣۴

راس ٩ با T درخت :٧ . ١ ش΄ل

راس. ١٠ با مسیر ΁ی :٧ . ٢ ش΄ل

و

V١ = {v١, v٢, v٣, v۴, v۵, v۶}

V٢ = {v٧, v٨, v٩, v١٠}

در ͬ رسیم. م تعادل به تکرار بار ΁ی با و ،IE2FLP ال·وریتم اجرای با بنابراین
معادل هزینه ای تغییر این ͬ باشد. م q+٢ = ٠٫٠۵ رئوس وزن تغییرات مقدار این صورت
،Matlab R2017a افزار نرم از استفاده با بالا مسئله حل ͬ کند. م تحمیل ما به را ٠٫٠٠۵

ͬ باشد. م ٠٫٠٠۵ نیز تغییر این هزینه که ͬ دهد م را q−٣ = ٠٫٠۵ مقدار



١٣۵ متعادل سرویس دهنده ‐ ٢ بودجه ای محدودیت معکوس

سرویس دهنده ‐ ٢ بودجه ای محدودیت معکوس ٧ . ٣
متعادل

محدود بودجه ΁ی از استفاده با ͬ خواهیم م بودجه ای محدودیت نوع معکوس حالت در
(تعادل) شدن بهینه سمت به را مسئله ام΄ان حد تا رئوس وزن در تغییر با و (B > ٠ )
که است این بودجه ای محدودیت نوع معکوس حالت در هدف بنابراین ببریم. پیش
اختصاص وزن های مجموع اختلاف ام΄ان حد تا B > ٠ محدود بودجه از استفاده با
مسئله این مدل گردد. کمینه ام΄ان حد تا m٢ و m١ سرویس دهنده های به شده داده

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت
p2 : min f٢ = |

∑
i∈V١

(wi + q+i − q−i )−
∑
i∈V٢

(wi + q+i − q−i )| (٧ . ١٢)
s.t.

n∑
i=١

(c+i q
+
i + c−i q

−
i ) ≤ B, (٧ . ١٣)

٠ ≤ q+i ≤ ui, i = ١,٢, ..., n. (١۴ . ٧)
٠ ≤ q−i ≤ wi, i = ١,٢, ..., n. (١۵ . ٧)

ͬ دهیم: م قرار
y = |

∑
i∈V١

(wi + q+i − q−i )−
∑
i∈V٢

(wi + q+i − q−i )|.

ͬ شود: م تبدیل زیر خطͬ برنامه ریزی مدل به مسئله مدل بنابراین
p2 : f٢ =min y (١۶ . ٧)

s.t.

y ≥
∑
i∈V١

(wi + q+i − q−i )−
∑
i∈V٢

(wi + q+i − q−i ), (٧ . ١٧)
y ≥ −

∑
i∈V١

(wi + q+i − q−i ) +
∑
i∈V٢

(wi + q+i − q−i ), (٧ . ١٨)
n∑

i=١
(c+i q

+
i + c−i q

−
i ) ≤ B, (٧ . ١٩)

٠ ≤ q+i ≤ ui, i = ١,٢, ..., n. (٧ . ٢٠)
٠ ≤ q−i ≤ wi, i = ١,٢, ..., n. (٧ . ٢١)



متعادل م΄ان یابی مسئله معکوس ١٣۶
نیز را متعادل ٢ ‐سرویس دهنده مسئله بودجه ای محدودیت نوع معکوس مشابه به طور
ال·وریتم این جزئیات ادامه در نمود. حل O(n log n) مرتبه از ال·وریتم ΁ی با ͬ توان م

است. شده آورده
،q−i = ٠ و q+i = ٠ ،i = ١, ..., n هر برای این صورت در W (V١) = W (V٢) اگر
غیراین صورت در نیست. رئوس وزن در تغییر به نیازی و است مسئله بهینه جواب
مقدار به رسیدن برای .W (V١) > W (V٢) ͬ کنیم م فرض مسئله کلیت از کاستن بدون
با باید کار این و شود افزوده W (V٢) وزن به یا شود کاسته W (V١) وزن از باید بهینه
٧ . ٢ قسمت مشابه نمادگذاری  با شود. انجام B بودجه محدودیت با و هزینه کمترین
و c+١ , ..., c+n هزینه های شده مرتب مجموعه D که ،D = {r١, r٢, ..., r٢n} ͬ دهیم م قرار

باشد. c−١ , ..., c−n
ͬ دهیم: م قرار این صورت در ،vk ∈ V٢ و r١ = c+k اگر

q+k = min{B
c+k

, W (V١)−W (V٢), u+
k }.

این با زیرا داد افزایش را vk راس وزن ͬ توان نم این صورت در ،vk ∈ V١ اگر همچنین
طرف از ͬ گیریم. م نظر در را r٢ بنابراین شد. خواهیم دور (تعادل) بهینه حالت از کار

ͬ دهیم: م قرار این صورت در ،vk ∈ V١ اگر ،r١ = c−k که حالتͬ در دی·ر
q−k = min{B

c−k
, W (V١)−W (V٢), wk}.

جواب تکرار، ٢n همه برای روش این ادامه با رفت. خواهیم r٢ سراغ به ،vk ∈ V٢ اگر و
محدودیت نوع معکوس حل برای ͬ تواند م زیر ال·وریتم آمد. خواهد دست به بهینه

شود. برده کار به متعادل ٢ ‐سرویس دهنده مسئله بودجه ای
Algorithm [RE2FLP]8.

Input: The weighted graph G, two vertices m1 and m2 of G as location of facilities, the

total budget B, and the cost of increasing and decreasing of vertices weights.

Output: The new weights of vertices ŵi for minimizing the difference weights of vertices

which assigned to facilities inm1 andm2.

Initialization:

Set V1 = {vi ∈ V |d(vi,m1) ≤ d(vi,m2)} and V2 = V \ V1.

If W (V1) = W (V2) or B = 0 then Stop, the current weights are optimal.

If W (V1) > W (V2) then set V̂1 = V1 and V̂2 = V2,

8Reverse Equlity 2-Facility Location Problem



١٣٧ متعادل سرویس دهنده ‐ ٢ بودجه ای محدودیت معکوس
Else set V̂1 = V2 and V̂2 = V1.

Sort the cost of changing vertices weights, i.e. c+1 , ..., c+n and c−1 , ..., c
−
n , in an increasing

order and called them r1, ..., r2n.

Iteration counter i := 0.

(For any vertex vi in V̂1 or V̂2, let ŵi be the weight of vi).

Set f2 := W (V̂1)−W (V̂2) and for i = 1, ..., n, ŵi = wi.

Iteration step:

While theW (V̂1) ̸= W (V̂2) and B ̸= 0, do the following:

1. If ri = c+k and vi ∈ V̂2 then set

(a) q+k := min{ B
c+k
, W (V̂1)−W (V̂2), u

+
k },

(b) ŵk := wk + q+k ,

(c) B = B − c+k q
+
k ,

(d) f2 := f2 − q+k .

End if

2. If ri = c−k and vi ∈ V̂1 then set

(a) q−k := min{ B
c−k
, W (V̂1)−W (V̂2), wk},

(b) ŵk := wk − q−k ,

(c) B = B − c−k q
−
k ,

(d) f2 := f2 − q−k .

End if

3. Set i := i+ 1.

end while.

زیر قضیه بنابراین است. IE2FLP ال·وریتم مشابه نیز ال·وریتم این زمانͬ پیچیدگͬ
کرد. بیان RE2FLP ال·وریتم مورد در ͬ توان م را



متعادل م΄ان یابی مسئله معکوس ١٣٨
نظر در با سرویس دهنده ‐ ٢ مسئله بودجه ای محدودیت نوع معکوس .٧ . ٣ . ١ قضیه

است. حل قابل O(n log n) زمان در سرویس دهنده ها، بین تعادل گرفتن

حاصل هزینه های مجموعه ب·یرید نظر در ٧ . ٣ ش΄ل صورت به را G گراف .٧ . ٣ . ١ مثال

راس ٩ با G گراف :٧ . ٣ ش΄ل

است. آمده ٧ . ٣ جدول در راس هر وزن کاهش یا افزایش از

.G گراف در رئوس وزن تغییر از حاصل هزینه :٧ . ٣ جدول
vi v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ v٧ v٨ v٩
c+i ١ ١٫۵ ١٫٢ ١ ١٫٣ ١٫١ ١٫٢ ١٫٣ ١٫٢
c−i ١ ١٫۵ ١٫٢ ١ ١٫٣ ١٫١ ١٫٢ ١٫٣ ١٫٢

همچنین و باشد B = ٠٫٣ رئوس وزن در تغییر برای نظر مورد بودجه کنید فرض



١٣٩ متعادل سرویس دهنده ‐ ٢ بودجه ای محدودیت معکوس
داریم: این صورت در .m١ = v٢ و m٢ = v۵

V١ = {v١, v٢, v۶, v٩},

V٢ = {v٣, v۴, v۵, v٧, v٨},

رسیده صفر به نظر مورد بودجه تکرار ٢ از بعد لذا ،W (V٢) = ٠٫٧ و W (V١) = ١٫١ چون
داریم و

q−١ = ٠٫٢, q+۴ = ٠٫١, W (V̂١) = ٠٫٩, W (V̂٢) = ٠٫٨, f٢ = ٠٫١.
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Aabstract

Location theory is an important field of the operations research and has many applica-

tions in the real world. In recent years, some new versions of the facility location models,

called improvement facility location, involves the inverse location, backup facility loca-

tion, balanced facility location and goal locationmodels, have found an increasing interest.

In this thesis some improvement p-median problems are considered. Efficient methods

based on some properties of the desirable and undesirable backup 2-median problems on

a tree and the multi-facility backup goal location problem in continuous space are pre-

sented. Moreover, the inverse models of the backup 2-median problem with minimum

cost and limited budgeting in discrete and continuous space are considered. The Wiszfeld

like, particle swarm optimization and cultural optimization algorithms are used to solve

the inverse models. Finally, two O(n log n) algorithms are presented for solving the in-

verse and reverse balanced 2-median problems.

keywords: Inverse Problem; Reverse Problem; Backup Facility Location; Goal Lo-

cation; Balanced 2-Median Problem.
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