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وردگارا...
من عزˁت راه در که را مویشان ͬ توانم م نه
دست های برای نه و کنم سیاه شد، سفید
افتخار برای تلاش ثمره که بسته شان پینه
ده توفیقم پس دارم. مرهمͬ است، من
ثانیه های و باشم ش΄رگزارشان لحظه هر که
ب·ذارم. دست بودنشان عصای در را عمرم



ଘمقدৎ
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ح



سپاس گزاری...

بی کران دریای در را کوچ΄ش بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
به بزرگ آموزگارانͬ ناب اندیشه های دریچه از را آن وسعت تا ساخت قطره ای اندیشه،
انجام به حاضر پایان نامه نوازی هایش بنده سایه سار در که اکنون لذا نشیند. تماشا
اگر که آورم به جا بزرگوارانͬ از را سپاس مراتب تا ͬ دانم م لازم برخود است، رسیده

ͬ رسید. نم انجام به نامه پایان این هرگز نبود، یاری·رشان دست
مجتبی دکتر آقای جناب و علیرضاناظمͬ دکتر آقای جناب گرانقدرم استادان از ابتدا
دارم. را سپاس کمال داشتند، برعهده را پایان نامه این راهنمایی زحمت که میرلوحͬ
در که دوستانͬ تمامͬ و خانواده ام به ͬ ام زندگ همراهان مهربانان ترین به را آخر سپاس

ͬ کنم. م تقدیم بوده اند من کم رسان پروژه این انجام طول

وند شمس کͬ راضیه
١٣٩٧ بهمن

ط



نامه تعهد
علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی وند شمس کͬ راضیه اینجانب
سازي بهينه مسایل از اي رده بررسͯ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه ریاضͬ

ͬ شوم: م متعهد علیرضاناظمͬ راهنمایی تحت ، معاملاتͯ هاي هزینه با سهام سبد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
وند شمس کͬ راضیه
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ی



چ΄یده
مسائل از رده ای حل برای عصبی شب΄ه های مبنای بر عددی روش ی پایان نامه این در
را بهینگͬ شرایط ابتدا کار این برای ͬ دهیم. م ارائه معاملاتͬ هزینه های با مالͬ بهینه سازی
آن با متناظر عصبی شب΄ه مدل ی سپس ͬ نویسیم. م نظر مورد بهینه سازی مسأله برای
اصلͬ مسأله بهینه جواب متناظر عصبی شب΄ه تعادل نقطه که ͬ کنیم م ثابت ͬ کنیم. م طراحͬ
اثبات را شده ارائه مدل سراسری هم·رایی و پایه ای مناسب، لیاپانوف تابع ی ارائه با است.
ارائه را بهینه سازی از مقدماتͬ و ریاضͬ در مالͬ مفاهیم از تعاریفͬ منظور این به ͬ کنیم. م
درجه سازی بهینه مسائل حل برای را جدید گرادیانͬ عصبی شب΄ه مدل ی سپس ͬ دهیم، م
سهام سبد انتخاب مسائل حل برای جدید عصبی شب΄ه مدل ی ادامه در ͬ دهیم، م ارائه دوم
با مجاز سهام سبد انتخاب مسأله حل به پایان در و ͬ دهیم م ارائه گرفتن قرض فرض با بهینه

ͬ پردازیم. م شده ارائه عصبی شب΄ه از استفاده با معاملاتͬ هزینه های

در ارزش عصبی، شب΄ه های معاملاتͬ، هزینه های بهینه سازی، سهام، سبد کلیدی: کلمات
مشروط. ریس معرض در ارزش ،ریس معرض

ل
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١ فصل
اساسͬ مفاهیم و مقدمات

عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای ١ . ١
بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه های ١ . ١ . ١

مغز کار نحوه ش بدون و ͬ باشد م نرون١ به نام خاص سلولͬ عصبی، دستگاه اصلͬ واحد
ش΄ل و اندازه نظر از زیاد تفاوت های وجود با نرون ها است. نهفته آن در آدمͬ شعور راز و
است شده داده نشان (١ . ١) ش΄ل در که همان طور دارند. مشترکͬ مشخصه های ظاهری،
و دندریت ها دارند. نام دندریت٢ که ͬ شود م خارج کوتاه شاخ تعدادی نرون سلولͬ تنه از
به نام باری لوله ی طریق از و ͬ کنند م دریافت مجاور نرون های از را سی·نال ها سلولͬ، تنه
جانبی رشته تعدادی به خود انتهای در آکسون ͬ گردد. م منتقل دی·ر نرون های به آکسون٣
مرتبط نرون ها سایر دندریت های با و دارد نام آکسونͬ پایانه های که ͬ گردد م تقسیم باری
سیناپس ی ͬ نامند. م سیناپس۴ را دی·ر نرون دندریت و نرون ی آکسون بین ارتباط است.

1Neuron
2Dendrite
3Axon
4Synapse

١



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ٢
همه ͬ باشد. م سیناپس٧ͬ از بعد پایانه و سیناپس۶ͬ سیناپس۵ͬ،ش΄اف از قبل پایانه  از مرکب
ترکیب سی·نال های وسعت اگر و ͬ شوند م ترکیب نرون تنه در شده، جمͽ بندی سی·نال های
تولید خروجͬ سی·نال ی و ͬ شود م فعال شدن٨ تحری مرحله برسد، نرون آستانه به شده
خاص میزان ی در پالس ها از بخشͬ یا منفرد پالس ی به صورت سی·نال این ͬ شود. م
عصب‐ به نام موادی ترش موجب و ͬ یابد م انتقال سیناپسͬ پایانه های به آکسون موازات به
تحری را بعدی نرون و ͬ شود م پخش سیناپسͬ ش΄اف داخل در عصب‐رسانه ͬ شود. م رسانه
زیادی بسیار تعداد ͬ یابد. م انتقال دی·ری به نرون ی از سی·نال ی ترتیب این به و ͬ کند م

ͬ کنند. م برقرار ارتباط این صورت به نرون ی دندریت های با مختلف نرون های از آکسون

نرون. ی ساختار :١ . ١ ش΄ل

ͬ شوند: م تقسیم دسته سه به عمل΄ردشان به توجه با نرون ها
ͬ کنند. م منتقل مرکزی عصبی دستگاه به گیرنده ها از را پیام ها نرون ها این حسͬ: نرون های (١
و دارد قرار ... و پوست عضلات، حسͬ، اندام های در که است خاصͬ سلول گیرنده
تبدیل عصبی سی·نال های به را تغییرات این ͬ یابد، م در را شمیایی یا فیزی΄ͬ تغییرات

ͬ کند. م
کننده عمل اندام های به نخاعͬ طناب یا مغز از را پیام ها نرون ها این حرکتͬ: نرون های (٢

ͬ رسانند. م
دی·ر رابط نرون ی به و ͬ گیرند م حسͬ نرون های از را پیام ها نرون ها این رابط: نرون های (٣

5Presynaptic Terminal
6Synaptic Cleft
7Postsynaptic Terminal
8Firing



٣ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای
در فقط رابط نرون های ͬ رسانند. م حرکتͬ نرون ی به را پیام ها یا و ͬ دهند م انتقال

ͬ شوند. م یافت نخاعͬ طناب و چشم مغز،
،(تحری از (بعد سیناپس در ساختاری نسبتاً تغییری از است عبارت یادگیری از منظور حال

ͬ شود. م سیناپس کارایی افزایش باعث ساختاری تغییر این که

مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ١ . ١ . ٢
این از کوچ بسیار گوشه ای دادن نشان و بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه بر گذرا اشاره ای از بعد
ͬ پردازیم. م مصنوعͬ عصبی شب΄ه های یعنͬ اصلͬ موضوع به پیچیده فوق العاده و مرموز جهان
و ساختار از گرفته الهام افزاری نرم یا افزاری سخت مدل های مصنوع٩ͬ عصبی شب΄ه های
(به پردازشͬ عناصر شامل که هستند انسان عصبی سیستم های و بیولوژی΄ͬ نرون های رفتار
که است، ارتباطات به یافته اختصاص (وزن ها) ضرایب با آنها میان ارتباطات و نرون ها) نام
را مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ما پایان نامه این در دهند. مͬ تش΄یل را عصبی شب΄ه ساختار
مصنوعͬ عصبی شب΄ه های عبارت از استفاده به جای و کرد خواهیم فرض ریاضͬ مدل ی

برد. خواهیم به کار را عصبی شب΄ه های عبارت خلاصه به طور

... Σ f

x١

x٢

xn

wn

w٢

w١
xn+١ = ١

net O

b = −θ

خروجͬ

نرون. ی ریاضͬ مدل :١ . ٢ ش΄ل

حالت در نرون ی است. شده داده نمایش (١ . ٢) ش΄ل در نرون، ی شده شبیه سازی مدل
سی·نال های همان ورودی ها این دارد. (j = ١, . . . , n+١) xj ورودی n+١ از مجموعه ی کلͬ
(j = ١, . . . , n + ١) wj ͬ شوند. م فرستاده دی·ر نرون ی از یا محیط از که ͬ باشند م عصبی
باید که هستند این ها ͬ کنند. م ایفا را سیناپسͬ ساختار نقش هستند ͽواق آکسون ها روی که
باشد استوار قاعده ای چه بر تغییر این این که حال افتد اتفاق یادگیری فرآیند تا کنند تغییر
و ͬ دهند م نشان b با را −θ یعنͬ ورودی آخرین وزن دارد. تعلیم یا آموزش ال·وریتم به بستگͬ
و ... و w٢ و w١ در به ترتیب xn+١ و ... و x٢ و x١ عصبی سی·نال های ͬ نامند. م بایاس آن را

9Artificial Neural Networks



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ۴
وارد ͬ دهیم، م نشان net با را آن ش΄ل در که حاصل ضرب ها این مجموع و شده ضرب wn+١
خود کار حاصل و ͬ کند م عمل net روی تابع ی همانند نرون مرحله این در ͬ شوند. م نرون
تابع را تابع این ͬ فرستد. م دی·ر نرون های به راست طرف آکسون های طریق از را تابع) (برد

ͬ نامند. م ١٠ فعال سازی
تعریف R به Rn از تابع این شود فرض تابع به عنوان نرون اگر که ͬ کنیم م نشان خاطر البته
که ͬ باشد م ی΄سان راست طرف های آکسون تمام در نرون از خروجͬ سی·نال یعنͬ ͬ گردد. م
ارتباطͬ حسͬ، ͬ توانند م نرون ها شد اشاره قبلا́ که همان طور داده ایم. نمایش O با ش΄ل روی
نرون های طریق از و ͬ شود م دریافت حسͬ نرون های طریق از اطلاعات باشند. حرکتͬ یا و
اطلاعات به عصبی شب΄ه واکنش یا و عصبی شب΄ه کار نتیجه بالاخره و ͬ یابد م انتقال ارتباطͬ

.(١ . ٣) ش΄ل ͬ گردد م منتقل خارج به حرکتͬ نرون های طریق از شده دریافت
را ارتباطͬ نرون های و خروجͬ لایه را حرکتͬ های نرون ورودی، لایه را حسͬ نرون های
(١ . ٣) ش΄ل در البته گردد تش΄یل لایه چندین از تواند مͬ مخفͬ لایه گویند. مͬ نیز پنهان لایه

است. گرفته نظر در لایه تک را مخفͬ لایه

x١

x٢

z١
w١١

w٢٣

v١١

v٣١

z٢

I١

I٢

N١

N٢

N٣

O١

O٢

نرون های حسͬ نرون های ارتباطͬ نرون های حرکتͬ

خروجͬ. لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون ی ساختار :١ . ٣ ش΄ل
از: عبارت اند گیرند قرار مدنظر باید آن طراحͬ در که عصبی شب΄ه ی اصلͬ مشخصه های
تش΄یل لایه های تعداد و آن ها تعداد نرون ها، بین اتصالات نحوه عصبی: شب΄ه معماری

ͬ گوییم. م عصبی شب΄ه  معماری را ارتباطͬ نرون های بخش دهنده 
کرده اثر نرون های ورودی بر تا ب·یرد قرار نرون روی تابعͬ چه این که فعال سازی: تابع های
تعدادی (١ . ١) جدول در گویند. نرون آن فعال سازی تابع کند تولید را نرون خروجͬ و

است. شده داده نشان فعال سازی توابع مهم ترین از
و (wijها ͬ کنند م تغییر آن اساس بر آکسون ها روی وزن های که روشͬ آموزش: ال·وریتم
آموزش ال·وریتم را درآید مطلوب حالت به عصبی شب΄ه خروجͬ تا (١ . ٣ ش΄ل در vjkها

ͬ گوییم. م
10Activation Function



۵ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای
فعال سازی توابع :١ . ١ جدول

تابع ش΄ل تابع تعریف نام ردیف

f(x) =


٠ x < ٠,
١ x ≥ ٠. مقداره دو آستانه ای ١

f(x) =


−١ x < ٠,
١ x ≥ ٠. متقارن مقداره دو آستانه ای ٢

f(x) = x خطͬ ٣

f(x) =



−١, x < −١,
x, −١ ≤ x ≤ ١,
١, x > ١.

متقارن خطͬ آستانه ای ۴

f(x) =



٠, x < ٠,
x ٠,≤ x ≤ ١,
١, x > ١.

خطͬ آستانه ای ۵

f(x) = ١١+e−x سی·موئید ۶

را زیر عمومͬ خصوصیات مصنوعͬ عصبی شب΄ه های برای ͬ توان م قبل مطالب به توجه با
داد: نسبت

ͬ گیرد. م انجام عصبی) (سلول نرون نام به ساده بسیار عناصر در اطلاعات پردازش . ١
ͬ شوند. م مبادله آن ها بین اتصالات طریق از عصبی سلول های بین عصبی سی·نال های . ٢
معمولͬ عصبی شب΄ه های در که ͬ شود م داده نسبت وزن ی (آکسون) اتصال خط هر به . ٣

گردند. مͬ ضرب شده منتقل سی·نال های در ها وزن این
است. غیرخطͬ موارد اکثر در تابع این که ͬ باشد م فعال سازی تابع ی دارای نرون هر . ۴



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ۶
بازگشتͬ عصبی شب΄ه های

یا نرون همان به نرون ی از برگشتͬ سی·نال ی حداقل بازگشت١١ͬ، عصبی های شب΄ه در
حالت و دارد مͬ نگه را حافظه ای ای شب΄ه چنین دارد. وجود قبل لایه یا و لایه همان نرونهای
شب΄ه های این است. وابسته نیز شب΄ه قبل حالات به بل΄ه ورودی سی·نالهای به تنها نه بعد

ͬ شوند. م ظاهر اول مرتبه دیفرانسیل معادلات به صورت ریاضͬ مدل در معمولا˟ عصبی

b

bbbb

b

b

b b

بازگشتͬ. لایه دو عصبی شب΄ه های :۴ . ١ ش΄ل

عصبی شب΄ه تکامل تاریخچه ١ . ١ . ٣
والتر نام به آمار متخصص ی همراه به کلاچ١٢ م وارن نام به نرولوژیست ی ١٩۴٣ سال در
بود محاسبه گر عنصر ی ساده نرون این .[٧٧] دادند ارائه را نرون ریاضͬ مدل اولین پیتز١٣
عمل·ر ی از را آنها و ͬ کرد م ضرب وزن نام به ثابتͬ مقادیر در را ورودی نام به عناصری که
ثابتͬ مقادیر وزن ها مدل این در ͬ داد. م تش΄یل را نرون خروجͬ حاصل و ͬ داد م عبور خطͬ
بر نوشت. انسان مغز در یادگیری نحوه درباره کتابی [١٨] ١۴ هب دونالد ١٩۴٩ سال در بودند.
تعلیم در بعدها و است معروف هب قانون به که داد ارائه را نرون برای یادگیری قانون مبنا این
را نرون ها از مدلͬ [١] ١۵ کلارک و فارلͬ ١٩۵۴ سال در شد. استفاده آن از عصبی شب΄ه های
ͬ توان م که دادند نشان و نمودند پیاده سازی را هب قانون و کردند وصل هم به تصادفͬ به طور
اولین کامپیوتر علم پیشرفت با داد. تشخیص هم از تعلیم قانون این با را ورودی ال·وی دو
با ١٩۵٨ سال در IBM شرکت محقق روچستر١۶ ناتانیال توسط مصنوعͬ عصبی نرون از مدل

11Feedback (Recurrent) Neural Network
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14Donald Hebb
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٧ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای
م کلاچ ساده نرون ١٩۵٨ سال در [٢۵ ،٢۴] روزنبلات١٧ شد. شبیه سازی کامپیوتر از استفاده
پرسپترون را نرون این و کرد اضافه را وسازگاری یادگیری قابلیت آن به و کرد اصلاح را پیتز

است. عصبی شب΄ه های برای رسمͬ قانون اولین پرسپترون١٨ تعلیم قانون نامید.
ابداع را نرون ها از سطحͬ سه مدل ی هم΄ارانشان و هاف٢٠ مارسین و ویدرو١٩ برنارد
،١١] بود تطبیق٢٢ͬ” خطͬ عنصر ” حروف شده مختصر و شد نام گذاری آدلاین٢١ که کردند
قانون این نمودند. بیان گیری مشتق مبنای بر تعلیم قانون ی آدلاین برای و .[١۴ ،١٣ ،١٢
ساخته مادلاین٢٣ ی΄دی·ر به آدلاین چند کردن متصل از است. معروف α − LMS به تعلیم

نمودند. استفاده تلفن خطوط از اکو حذف برای مادلاین عصبی شب΄ه از هاف و ویدرو شد.
به کتابی [۵۵] مینس΄٢۴ͬ و پاپرت بود. عصبی شب΄ه برای رکود دوره ی آغاز ١٩۶٩ سال
استفاده با ͬ توان م را AND و OR گیت های اگرچه که دادند نشان و نوشتند پرسپترون نام
از ͬ توان نم لذا و ͬ باشد نم سازی پیاده قابل XOR گیت ولͬ کرد سازی پیاده پرسپترون از
[۶٠] ورباس٢۶ پال انتشار٢۵ پس ال·وریتم کرد. استفاده اطلاعات پردازش برای عصبی شب΄ه
این گردید. کشف مستقل به طور [١٩] هارت٢٧ رامل توسط بعدها و شد ارائه ١٩٧۴ درسال
عصبی شب΄ه های در آموزش ال·وریتم ی به عنوان گسترده به طور پیدایش زمان از ال·وریتم
شب΄ه دوباره تولد ͬ توان م را ١٩٨۶ تا ١٩٨٢ سال است. گرفته قرار استفاده مورد پیش خورد٢٨
عصبی شب΄ه ارائه اول داد. رخ زمینه این در مهم اتفاق دو سال ها این در دانست. عصبی
شد. منتشر ١٩٨٢ سال در که بود [٣٨] هاپفیلد٢٩ جان توسط انرژی تابع مفهوم و بازگشتͬ
هاپفیلد .[٣٩] هاپفیلدبود شب΄ه توسط (TSP) دوره گرد فروشنده مسأله حل اتفاق، دومین
افق و کرد استفاده بهینه سازی مسائل حل برای ͬ توان م بازگشتͬ شب΄ه این از که داد نشان

گشود. مصنوعͬ عصبی شب΄ه های در را جدیدی

عصبی شب΄ه های از استفاده با بهینه سازی مسائل حل تاریخچه ۴ . ١ . ١
بهینه، کنترل جمله از مهندسͬ و پایه علوم های رشته در مهم مسائل از گسترده ای طیف
مسائل به تبدیل قابل و... رگرسیون تحلیل توابع، تقریب تصویر، پردازش ساختمان، طراحͬ
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اساسͬ مفاهیم و مقدمات ٨
عددی بهینه سازی ال·وریتم های گذشته دهه های در هستند. غیرخطͬ و خطͬ بهینه سازی
نیاز مورد زمان که آن جا از شده اند. ارائه غیرخطͬ و خطͬ بهینه سازی مسائل حل برای فراوانͬ
بعد به وابسته بسیار غیرخطͬ بهینه سازی مسائل به خصوص و بهینه سازی مسائل حل برای
ی ͬ دهند. م نشان خود از کمͬ کارایی عددی ال·وریتم های بنابراین است مسأله ساختار و
عصبی شب΄ه های از استفاده بالا ابعاد با بهینه سازی مسائل حل برای کننده امیدوار رهیافت

ͬ باشد. م مصنوعͬ
برنامه ریزی مسائل حل برای را عصبی شب΄ه اولین [٧٠] هاپفیلد ٣٠و تانک ١٩٨۶ سال در
تابع که ͬ کند م تغییر به گونه ای تکرار هر در شب΄ه وضعیت که دادند نشان و کردند معرفͬ خطͬ
ͬ رسد م خود مینیمم نقطه به که جایی تا ͬ یابد م کاهش ی΄نواخت به طور آن با متناظر انرژی
را عصبی شب΄ه این آن ها ͬ باشد. م عصبی شب΄ه تعادل نقطه با متناظر مینیمم نقطه این و
فروشنده مسأله حل برای شب΄ه این از هم چنین کردند. سازی پیاده ال΄تری΄ͬ مدار ی توسط
نقطه این که به خصوص بود نقص هایی دارای شب΄ه این نمودند. استفاده شهر ٣٠ با دوره گرد
ͬ شد. نم حاصل مسأله از مطلوبی جواب لذا و ͬ کرد نم صدق ٣١KKT شرایط در شب΄ه تعادل
زمینه این در تا آورد به وجود محققین برای را خوبی بسیار انگیزه هاپفیلد کارهای وجود این با
هاپفیلد شب΄ه به متناهͬ جریمه پارامتر ی باافزودن [۴۵] چاو٣٢ و کندی کنند. فعالیت
با نمودند. استفاده محدب غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله حل برای آن از و دادند توسعه را آن
پارامتر اگر به خصوص است ناتوان دقیق بهینه نقطه یافتن در شب΄ه این جریمه پارامترهای

ͬ کند. م عمل به سختͬ شب΄ه این باشد بزرگ جریمه
توسط سوئیچ‐خازن٣٣ عصبی شب΄ه ی جریمه پارامتر بردن ب΄ار از جلوگیری برای
شب΄ه ی [١۶] شانبلات٣۵ و ما هم چنین شد. معرفͬ [۶٣] هم΄اران و رودری·ز‐وازک˼ز٣۴
آن دوم فاز در و بود چاو و کندی شب΄ه مشابه شب΄ه اول فاز که کردند ارائه فازی دو عصبی
نسبت دقیق تری جواب های روش این بنابراین ͬ شد م هم·را مسأله دقیق جواب به شب΄ه مسیر
شب΄ه دوم فاز پایداری که بود این در شب΄ه این مش΄ل ͬ داد. م ارائه چاو و کندی شب΄ه به
در جریمه پارامتر تأثیر اگرچه لذا و داشت جریمه پارامتر از بزرگ مقدار ی انتخاب به بستگͬ
نبود. پارامتر از مستقل هنوز اما بودند دقیق تر حاصل جواب های و بود یافته کاهش روش این
که کردند ارائه عصبی شب΄ه ی لاگرانژ روش برمبنای [۶٧] کنستانتینیدس٣۶ و ژانگ
شب΄ه این تعادل نقطه بود. غیرخطͬ مسائل حل به قادر و جریمه پارامتر از مستقل کاملا́
بود. هم·را حاصل شب΄ه هم چنین و ͬ کرد م صدق دوم و اول مرتبه بهینگͬ شرایط در عصبی
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٩ غیرخطͬ بهینه سازی بر مقدمه ای
مستقل و تصویر روش و گرادیان برمبنای را شب΄ه ای [۴] پتیسن٣٧ و بوزردوم ١٩٩٣ سال در
بود. کران دار متغیرهای با دوم درجه مسائل حل به قادر تنها که کردند ابداع جریمه پارامتر از
دوم درجه و خطͬ برنامه ریزی کلͬ مسائل ͬ توانست نم اما بود کارایی روش عمل در روش این

کند. حل را
غیرخطͬ بهینه سازی مسائل حل برای را مدل چندین [٨٧ ،٨۶ ،٨٣ ،٨٢] هم΄اران و ژیا٣٨
مسائل حل برای عصبی شب΄ه مدل چندین هم چنین کردند. ارائه غیرخطͬ و خطͬ قیود با

است. شده ارائه [۶٩ ،۶٨ ،۵۶ ،٢١ ،٣ ،٢] هم΄اران ٣٩و عفتͬ توسط غیرخطͬ بهینه سازی

غیرخطͬ بهینه سازی بر مقدمه ای ١ . ٢
نامیده محدب S ⊆ Rn ناتهͬ و محدب مجموعه روی f : Rn → R تابع .([۵٨]) ١ . ٢ . ١ تعریف

باشیم داشته α ∈ (٠, ١) و x, y ∈ S هر برای اگر ͬ شود م
f(αx+ (١ − α)y) ≤ αf(x) + (١ − α)f(y)

اکید به طور است، x ̸= y ͬ که زمان بالا نامساوی اگر ͬ شود م نامیده محدب اکیداً S روی f تابع
باشد. برقرار

ͬ شود: م گرفته نظر در زیر به صورت کلͬ حالت در غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله ی
min f(x)

s.t. gi(x) ≤ ٠, i = ١, ...,m, (١ . ١)
hj(x) = ٠, j = ١, ..., p,
x ∈ X ⊂ Rn,

بار دو توابع (j = ١, ..., p) hj : Rn → R و (i = ١, ...,m) gi : Rn → R ، f : Rn → R که
و g = (g١, g٢, ..., gm) برداری توابع نمادگذاری، در تسهیل برای هستند. پیوسته پذیر مشتق

ͬ نویسیم: م زیر به صورت را (١ . ١) و ͬ کنیم م معرفͬ را h = (h١, h٢, ..., hp)

min f(x)

s.t. g(x) ≤ ٠, (١ . ٢)
h(x) = ٠,
x ∈ X ⊂ Rn,
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اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١٠
،x ∈ X ⊂ Rn محدودیت و تابعͬ محدودیت های ،h(x) = ٠ و g(x) ≤ ٠ محدودیت های که
آفین h و باشند محدب X روی g و f توابع هرگاه ͬ شود. م نامیده مجموعه ای محدودیت
(١ . ٢) آن گاه باشد، b ∈ Rp و (٠ ≤ p < n) rank(A) = p ،A ∈ Rp×n ،h = Ax− b یعنͬ باشد
نامیده نامحدب۴١ بهینه سازی مسأله ی این صورت غیر در و محدب۴٠ بهینه سازی مسأله ی

ͬ شود. م
مسأله برای شدنͬ نقطه ی x∗ کنید فرض .([١٧] دوم۴٢ مرتبه کافͬ شرایط ) ١ . ٢ . ١ قضیه

که به طوری باشند داشته وجود λ ∈ Rp و µ ∈ Rm اگر باشد. (١ . ٢)
µ ≥ ٠, (١ . ٣)

µTg(x∗) = ٠, (۴ . ١)
∇f(x∗) + λT∇h(x∗) + µT∇g(x∗) = ٠, (۵ . ١)

هسین۴٣ ماتریس و

∇٢L(x∗, λ, µ) = ∇٢f(x∗) +
m∑
i=١

λi∇٢gi(x∗) +
p∑

j=١
µj∇٢hj(x∗) (۶ . ١)

زیرفضای بر
M(x∗) = {d|∇h(x∗)d = ٠,∇gj(x∗)d = ٠,∀j ∈ J(x∗)},

آن در که
J(x∗) = {j|gj(x∗) = ٠, µj > ٠, }

است. (١ . ٢) مسأله برای اکید۴۴ محلͬ مینیمم نقطه ی x∗ آن گاه باشد مثبت معین

دینامی΄ͬ سیستم های ١ . ٣
ب·یرید: نظر در را زیر دینامی΄ͬ سیستم .([٢]) ١ . ٣ . ١ تعریف
ẋ = f(x(t)), x(t٠) = x٠ ∈ Rn, (١ . ٧)

اگر ͬ شود م نامیده (١ . ٧) تعادل۴۵ نقطه ی x∗.باشد ͬ م Rn به Rn از تابع ی f آن در که
.f(x∗) = ٠

40Convex Optimization
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١١ دینامی΄ͬ سیستم های
(١ . ٧) جواب ی x(t) که ͬ کنیم م فرض .([٢] لیاپانوف۴۶ مفهوم به (پایداری ١ . ٣ . ٢ تعریف
،ε > ٠ هر و x٠ = x(t٠) هر برای اگر است لیاپانوف مفهوم به پایدار ،x∗ تنها تعادل نقطه باشد،

آن گاه ∥x(t٠)− x∗∥ < δ اگر که به طوری باشد داشته وجود δ > ٠ ی
∥x(t)− x∗∥ < ε, ∀t ≥ t٠.

b
ε

δ x∗

x٠

لیاپانوف. پایداری :۵ . ١ ش΄ل

جواب های مجموعه به سراسری۴٧ هم·رای (١ . ٧) دینامی΄ͬ سیستم .([٢]) ١ . ٣ . ٣ تعریف
مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر ͬ شود م گفته ͬ شود، م داده نمایش Ω∗ با که (١ . ٧)

کند: صدق زیر رابطه در x(t)
lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ٠,
آن در که

dist (x,Ω∗) = inf
y∈Ω∗

∥x− y∥ ,

ͬ دهد. م نشان را l٢ نرم ∥.∥ و
پایدار ͬ باشد، م ی΄تا که x∗ تعادل نقطه در (١ . ٧) دینامی΄ͬ سیستم .([٢]) ۴ . ١ . ٣ تعریف
صدق زیر شرط در و باشد پایدار لیاپانوف مفهوم به x∗ اگر ͬ شود م نامیده سراسری۴٨ مجانبی

کند:
lim
t→∞

x(t) = x∗.

(١ . ٧) سیستم به نسبت ناپذیر۴٩ تغییر مجموعه ی M ⊆ Rn مجموعه .([٢]) ۵ . ١ . ٣ تعریف
باشد. x(t) ∈M ،t ≥ t٠ هر ازای به ،t٠ ≥ ٠ و x(t٠) ∈M اگر ͬ شود م گفته

46Stability in the Sense of Lyapunov
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اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١٢

b
ε

δ x∗

x٠

مجانبی. پایداری :۶ . ١ ش΄ل

مم΄ن که باشد محدب و بسته مجموعه ی Ω ⊂ Rl که ͬ کنیم م فرض .([٢]) ۶ . ١ . ٣ تعریف
تعریف زیر به صورت و ͬ شود م نامیده تصویر۵٠ عمل·ر ی PΩ(x): Rl → Ω باشد. بی΄ران است

ͬ شود: م
PΩ(x) = argmin

v∈Ω
∥x− v∥ , (١ . ٨)

ͬ دهد. م نشان را l٢ نرم ∥.∥ که
ͬ کند م صدق شیتز لیپ شرط در E روی F : E ⊂ Rn → Rn تابع .([٢]) ١ . ٣ . ٧ تعریف
نقطه دو هر برای که به طوری باشد داشته وجود L ثابت اگر است) شیتز۵١ لیپ (پیوسته

باشیم: داشته x, y ∈ E

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L ∥x− y∥ .

‐ε ی ،x٠ ∈ E نقطه برای اگر ͬ شود م نامیده E روی محل۵٢ͬ شیتز لیپ پیوسته F تابع
نقطه دو هر برای که به طوری باشد داشته وجود L٠ ثابت ی و Nε(x٠) ⊂ E مانند همسای·ͬ

باشیم: داشته x, y ∈ Nε(x٠)

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L٠ ∥x− y∥ .

پیوسته به طور بار ی F اگر ب·یرید. نظر در را F : E ⊂ Rn → Rn تابع .([٢]) ١ . ٣ . ١ قضیه
است. محلͬ شیتز لیپ E روی F آن گاه ،F ∈ C١(E) یعنͬ باشد پذیر مشتق

F : Rn → Rn نگاشت .([٢]) ١ . ٣ . ٨ تعریف
باشیم: داشته x, y ∈ Rn نقطه دو هر برای اگر ͬ شود م نامیده ی΄نوا آ)

⟨x− y, F (x)− F (y)⟩ ≥ ٠.
50Projection Operator
51Lipschitz Continuous
52Locally Lipschitz Continuous



١٣ دینامی΄ͬ سیستم های
باشیم: داشته x, y ∈ Rn متمایز نقطه دو هر برای اگر ͬ شود م نامیده ی΄نوا اکیداً ب)

⟨x− y, F (x)− F (y)⟩ > ٠.
ͬ دهد. م نشان را داخلͬ ضرب ⟨·, ·⟩ که

زیر ش΄ل به تهͬ غیر مجموعه هر آن گاه ،g : Ω١⊂ Rl → R اگر .([٢]) ١ . ٣ . ٩ تعریف
L(r) = {u ∈ Ω١|g(u) ≤ r, r ∈ R}

ͬ شود. م نامیده g از ۵٣سط مجموعه ی
j = ١, ..., n و i = ١, ..., n ،mij آن عناصر که M(x) ،n×n ماتریس ی .([٢]) ١ . ٣ . ١٠ تعریف
نامیده مثبت۵۴ معین نیمه S روی شده اند، تعریف S⊂ Rn مجموعه روی که هستند توابعͬ

اگر ͬ شود م
vTM(x)v ≥ ٠, ∀v∈ Rn, ∀x ∈ S.

باشد. پذیر مشتق پیوسته به طور تابع ی V : Rn → R ͬ کنیم م فرض .([٢]) ١ . ٣ . ١١ تعریف
اگر ͬ شود م گفته بی کران شعاعͬ به طور V (x)

∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞.

آن گاه است. بی کران Ω١ آن در که باشد g : Ω١⊂ Rl → R که کنیم فرض .([۴٠]) ١ . ٣ . ١ لم
اگر وفقط اگر باشند مͬ کراندار g سط مجموعه های همه

lim
k→∞

g(uk) = +∞,

. lim
k→∞

∥∥uk∥∥ = +∞ و {uk} ⊂ Ω١ آن در که
باشد پیوسته Ω١ بسته مجموعه روی g : Ω١⊂ Rl → R که کنیم فرض .([۴٠]) ١ . ٣ . ٢ لم
کننده های مینیمم مجموعه اگر فقط و اگر ͬ باشند م کراندار g سط مجموعه های همه آن گاه

باشند. کراندار و غیرتهͬ g

مشتق پذیر پیوسته به طور K روی F : K⊂ Rl→ Rl تابع که کنیم فرض .([۴٠]) ١ . ٣ . ٢ قضیه
هر برای ∇F (x) آن ژاکوبین ماتریس اگر فقط و اگر است (اکیداً) ی΄نوا K روی F آن گاه باشد،

باشد. مثبت) (معین مثبت نیمه معین x ∈ K

به Rn از پیوسته تابع ی f که کنیم فرض (١ . ٧) دینامی΄ͬ سیستم در .([٣٩]) ١ . ٣ . ٣ قضیه
τ > t٠ که t ∈ [t٠, τ) ازای به x(t) محلͬ جواب ی ، x٠ ∈ Rn و t٠ ≥ ٠ هر برای آن گاه باشد، Rn

و ی΄تاست جواب آن گاه باشد محلͬ شیتز لیپ پیوسته x٠ در f اگر براین علاوه دارد. وجود
شود. داده توسعه +∞ تا ͬ تواند م τ آن گاه باشد شیتز لیپ پیوسته Rn در f اگر

53Level Set
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اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١۴
جواب ی به نتواند [t٠, τ) بازه در شده تعریف محلͬ جواب ی اگر .([٢]) ١ . ٣ . ١٢ تعریف
ماکسیمال جواب ی آن گاه یابد، گسترش باشد مͬ τ١ > t٠ که [t٠, τ١) بزرگتر بازه ی روی محلͬ
وجود ماکسیمال بازه ͬ شود. م نامیده جواب وجود ماکسیمال بازه ،[t٠, τ) بازه و ͬ شود م نامیده

ͬ شود. م تعریف [t٠, τ(x٠)) به صورت اغلب x٠ به مربوط جواب
t ∈ [t٠, τ(x٠)) ،x(t) اگر باشد. پیوسته تابع ی f : Rn → Rn کنیم فرض .([۴٣]) ۴ . ١ . ٣ قضیه

آن گاه τ(x٠) < +∞ و باشد ماکسیمال جواب ی
lim

t→τ(x٠)
∥x(t)∥ = +∞.

سیستم تعادل نقطه ی x = ٠ که کنید فرض .([٣٠] لیاپانوف پایداری (قضیه ۵ . ١ . ٣ قضیه
به طوری که: باشد مشتق پذیر پیوسته به طور تابع ی V : Rn → R و باشد (١ . ٧)

V (٠) = ٠ . ١
V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به . ٢
V̇ (x) ≤ ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به . ٣

بود. خواهد سیستم پایداری نقطه x = ٠ آن گاه
زیر شرایط در V (·) اگر ۵ . ١ . ٣ قضیه شرایط تحت .([٣٠] مجانبی پایداری (قضیه ۶ . ١ . ٣ قضیه

کند: صدق
V (٠) = ٠ . ١

V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به . ٢
V̇ (x) < ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به . ٣

بود. خواهد مجانبی پایدار x = ٠ آن گاه
V (·) اگر ۶ . ١ . ٣ قضیه شرایط تحت .([٣٠] سراسری مجانبی پایداری (قضیه ١ . ٣ . ٧ قضیه

است. سراسری مجانبی پایدار x = ٠ نقطه آن گاه باشد بی کران شعاعͬ به طور
مشتق پیوسته به طور تابع ی کنیم فرض .([٣٠] ل˼سال۵۵ تغییرناپذیری (اصل ١ . ٣ . ٨ قضیه

کنیم: فرض همچنین باشد، پذیر
باشد. (١ . ٧) سیستم جواب به نسبت پایدار و فشرده مجموعه ی M ⊂ Rn . ١

.V̇ (x) ≤ ٠ ،x ∈M ازای به . ٢
55LaSalle Principle of Invariance



١۵ دینامی΄ͬ سیستم های
.V̇ (x) = ٠ که به طوری باشد M نقاط همه مجموعه E . ٣

باشد. E در پایدار مجموعه بزرگترین N . ۴
داریم: ͬ باشد م t٠ ≥ ٠ که x(t٠) ∈M هر ازای به آن گاه

lim
t→∞

dist(x(t), N) = ٠.





٢ فصل
کارای گرادیانͬ عصبی شب΄ه مدل ی

برنامه ریزی مسائل حل برای جدید
دوم درجه ی

تحلیل مهندسͬ، و علمͬ کاربردهای از گسترده ای طیف در دوم درجه برنامه ریزی مسائل
همچنین، ͬ آیند. م وجود به غیره و ربات کنترل تصویر، بازسازی سی·نال، پردازش رگرسیون،
زده تقریب دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی ی با معمولا˟ غیرخطͬ بهینه سازی مسائل برخͬ

شود نوشته زیر ش΄ل به تواند مͬ دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی کلͬ، طور به ͬ شوند. م
minimize

١
٢xTWx+ cTx

subject to Ax = b,

x ≥ ٠.
شب΄ه های برخͬ مثال، برای شده اند. ارائه فوق مسئله ی برای عصبی شب΄ه های از بسیاری
ساختار ساده سازی منظور به .[٨٠] و [٧٩] ،[٢٠] شدند[١۵]، ارائه اولیه‐دوگان عصبی
استفاده با .[٣٧] و شد[۴۶] معرفͬ شده ساده دوگان عصبی شب΄ه ی دوگان، عصبی شب΄ه ی
دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی حل برای تصویری عصبی شب΄ه ی چندین تصویر، قضیه ی از
به طور که [٨٩] و [٨۴] ،[۴٩] ،[۴٧] ،[۴٨] ،[٣۶] ،[٢٩] ،[٢٧] ،[٢٨] شدند[٢٣]، داده توسعه

١٧



برنامه ریزی... مسائل حل برای جدید کارای گرادیانͬ عصبی شب΄ه مدل ی ١٨
شب΄ه ی چند وانگ و لیو ،[۴٧] و [۴٨] در بودند. هم·را دقیق بهینه ی جواب های به کلͬ
شب΄ه های دادند. پیشنهاد دوم درجه برنامه ریزی مسائل حل برای را تک لایه بازگشتͬ عصبی
مانند عصبی شب΄ه های سایر به نسبت ساده تری ساختاری پیچیدگͬ تک لایه بازگشتͬ عصبی

دارند. تصویری شب΄ه ی و لاگرانژی شب΄ه ی
محدودیت های با زیر دوم درجه برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی شب΄ه ی چند تنها حال، به تا

است. یافته توسعه نامساوی و تساوی
minimize

١
٢xTWx+ cTx

subject to Ax = b,

Bx ≤ d.

(٢ . ١)

حقیقͬ، متقارن مثبت معین نیمه n×n ماتریس ی W ،x = (x١, x٢, ..., xn)T ∈ Rn آن در که
.d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n ،rank(A) = m(٠ < m < n) ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn

طرفه ی نامساوی و تساوی محدودیت های با هم΄اران[٨١] و ژیا و وانگ[٩٠] و ژانگ
یا −∞ پایین کران دادن نشان کردند. عمل دوطرفه کران محدودیت های خاص حالات همانند
نامساعد عصبی شب΄ه های طراحͬ برای که دارد بزرگ کافͬ اندازه به اعداد به نیاز +∞ کران تا
ی (KKT کاراش‐کوهن‐تاکر( شرایط با مسئله این حل برای [٩] ناظمͬ و عفتͬ است.
بیشتری نورون های دارای عصبی شب΄ه ی این حال، این با دادند. پیشنهاد عصبی شب΄ه ی

دارد. قوی تری هم·رایی شرایط به نیاز و است

حل برای جدید عصبی شب΄ه ی ی توسعه ی نامه پایان این هدف فوق، مباحث انگیزه ی با
قوی تری هم·رایی شرایط و کمتر ساختاری پیچیدگͬ کمتر، حالت متغیرهای که است (٢ . ١)

دارد.

پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل ٢ . ١
ب·یرید: نظر در را زیر کلͬ به صورت محدب دوم درجه ریزی برنامه مساله ی

minimize
١
٢xTWx+ cTx

subject to Ax = b

Bx ≤ d,

(٢ . ٢)

متقارن، مثبت نیمه معین ماتریس ی W ∈ Rn×n ،x = (x١, x٢, . . . , xn)T ∈ Rn آن در که
است. d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n ، rank(A) = m (٠ < m < n) ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn

ی ارزتوسط نامقیدهم سازی مینیمم مسئله ی وجواب (٢ . ٢) مسئله جواب بین توانیم مͬ



١٩ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل
باجوابهای اش سراسری مینیمم که است تابعͬ شایسته تابع ایجادکنیم. ارتباط شایسته تابع
شودبرای مͬ درزیرتعریف که NCP توابع رده کند. مͬ مطابقت ١ (NCP) غیرخطͬ م΄مل مسأله

شود. مͬ استفاده شایسته تابع ی ساختن
کند: زیرصدق شوداگردرشرایط مͬ نامیده NCP تابع ی ϕ : R٢ → R تابع .٢ . ١ . ١ تعریف

ϕ(a, b) = ٠ ⇐⇒ a ≥ ٠, b ≥ ٠, ab = ٠.
زیرتعریف صورت وبه همواراست قویاًنیمه که است ٢ فیشربرمیستر متداول،تابع NCP تابع ی

شود: مͬ
ϕFB(a, b) = (a+ b)−

√
a٢ + b٢.

آیدیعنͬ مͬ دست به ϕFB مجذور وسیله به ψFB : R× R → R+ شایسته تابع
ψFB(a, b) =

١
٢∥ϕFB(a, b)∥٢.

است: شده زیرداده صورت نیزبه فیشربرمیسترآشفته تابع

ϕεFB(a, b) = (a+ b)−
√
a٢ + b٢ + ε, ε→ ٠+.

داریم: ε ∈ R هر برای .٢ . ١ . ١ گزاره
ϕεFB(a, b) = ٠ ⇔ a > ٠, b > ٠, ab = ε

٢ .
a, b به باتوجه ϕεFB(a, b) که است توجه قابل است. شده حذف وبرهان است بالابدیهͬ گزاره

باشد. εهموارمͬ > ٠ هر برای
به طوری باشند موجود P و Q ، u∗ ≥ ٠ اگر تنها و اگر است (٢ . ٢) بهینه ی جواب x∗ .٢ . ١ . ١ لم

کند: صدق زیر شرایط در (x∗, u∗)T که
(I − P )[Wx∗ + c+BTu∗] +Q(Ax∗ − b) = ٠ (٢ . ٣)
ϕϵFB(u

∗, d−Bx∗) = ٠ (۴ . ٢)
بهینه سازی مسائل برای KKT شرایط مطابق باشد، (٢ . ٢) بهینه ی جواب x∗ اگر برهان.
صدق زیر معادلات در که به طوری موجودند u∗ ≥ ٠ و (x∗T , v∗T , u∗T )T ،(١ . ٢ . ١) محدب

ͬ کنند. م
1Nonlinear Complementarity Problem
2Fisher Burmister



برنامه ریزی... مسائل حل برای جدید کارای گرادیانͬ عصبی شب΄ه مدل ی ٢٠

Wx∗ + c+AT v∗ +BTu∗ = ٠ (۵ . ٢)
Ax∗ = b (۶ . ٢)
d−Bx∗ ≥ ٠, u∗ ≥ ٠, (u∗)T (d−Bx∗) = ٠ (٢ . ٧)

که معنͬ این به هستند. معادل (٢ . ٧) و (۴ . ٢) که ͬ شود م دیده آسانͬ به
d−Bx∗ ≥ ٠, u∗ ≥ ٠, (u∗)T (d−Bx∗) = ٠ ⇐⇒ ϕϵFB(u

∗, d−Bx∗) = ٠
(۵ . ٢) از معادلند. (۶ . ٢) و (۵ . ٢) جواب های و (٢ . ٣) جواب های که ͬ دهیم م نشان ادامه، در

داریم
−A(Wx∗ + c+AT v∗ +BTu∗) = ٠

داریم (۶ . ٢) معادله ی با بالا معادله ی کردن ͽجم با
Ax∗ −A(Wx∗ + c)−AAT v∗ −ABTu∗ = b

بنابراین
AT v∗ = AT (AAT )−١(Ax∗ − b)−AT (AAT )−١A(Wx∗ + c+BTu∗) (٢ . ٨)

داریم (۵ . ٢) معادله ی در (٢ . ٨) جای·ذاری با
[I −AT (AAT )−١A](Wx∗ + c+BTu∗) +AT (AAT )−١(Ax∗ − b) = ٠

زیر به صورت را فوق معادله ی ͬ توان م ،Q = AT (AAT )−١ و P = AT (AAT )−١A دادن قرار با
نوشت

(I − P )[Wx∗ + c+BT (u∗ +Bx∗ − d)+] +Q(Ax∗ − b) = ٠
A ضرب با کند صدق (٢ . ٣) معادله ی در (x∗, u∗)T که به طوری باشد موجود u∗ اگر برعکس،

داریم (٢ . ٣) معادله ی طرفین در
A(I − P )[Wx∗ + c+BT (u∗ +Bx∗ − d)+] +AQ(Ax∗ − b) = ٠

داریم (٢ . ٣) از نتیجه در .Ax∗ − b = ٠ داریم پس ،AQ = I و A(I − P ) = ٠ که کنید توجه
داریم v∗ = (AAT )−١A(Wx∗ + c+BTu∗) دادن قرار با .(I − P )(Wx∗ + c+BTu∗) = ٠
Wx∗ + c+AT v∗ +BTu∗ =Wx∗ + c+BTu∗ −AT (AAT )−١A(Wx∗ + c+BTu∗)

= (I − P )(Wx∗ + c+BTu∗)

= ٠
. است شده ثابت ح΄م پس



٢١ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل
کند مͬ زیرصدق درمعادله y∗ = (x∗T , u∗T )T .٢ . ١ . ٢ لم

η(y) =

 (I − P )[Wx+ c+BTu] +Q(Ax− b)

ϕεFB (u, d−Bx)

 = ٠, (٢ . ٩)

باشد. (٢ . ٢) برای KKT نقطه ی ε→ ٠+ هر برای x∗ اگر اگروفقط
باشد،آنگاه: η(y∗) = ٠ کنید فرض برهان.

(I − P )[Wx∗ + c+BTu∗] +Q(Ax∗ − b), (٢ . ١٠)
ϕεFB (u∗, d−Bx∗) = ٠, for ε→ ٠+. (٢ . ١١)

اگر اگروفقط ϕεFB (u∗, d−Bx∗) = ٠ که یابیم درمͬ آسانͬ به ٢ . ١ . ١ ازگزاره
u∗ ≥ ٠, (Bx∗ − d) ≤ ٠, u∗T (Bx∗ − d) = ٠, for ε→ ٠+. (٢ . ١٢)

عکس کند. مͬ صدق KKT درشرایط y∗ = (x∗T , u∗T )T که یابیم درمͬ (٢ . ١٢) و (٢ . ١٠) از
است. بدیهͬ قضیه این

مسئله معادل (٢ . ٩) سیستم جواب که یابیم درمͬ راحتͬ به ٢ . ١ . ٢ لم از بااستفاده اکنون
هموارنامقیدزیراست: سازی مینیمم

min E(y) =
١
٢∥η(y)∥٢٢. (٢ . ١٣)

در E شایسته تابع است. (٢ . ٩) سیستم همواربرای شایسته تابع ی E(y) که است روشن
پذیراست. مشتق طورپیوسته به y ∈ IRm+n+l هر برای (٢ . ١٣)

شب΄ه ی ماطراحͬ هدف باشند. زمان به وابسته متغیرهای v(.), u(.), x(.) کنید فرض اکنون
E(y) انرژی ایستاازتابع نقطه ی همچنین کندکه مͬ رامعین تعادل نقطه ی که است عصبی
زیربرای عصبی شب΄ه مدل ساخت رابرای کاهش تندترین روش توانیم رومͬ ازاین باشد. مͬ

کنیم: زیراستفاده صورت به (٢ . ٩) مسئله حل
dy(t)

dt
= −k∇E(y(t)), k > ٠, (١۴ . ٢)

y(٠) = y٠, (١۵ . ٢)
دهد. مͬ رانشان (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) عصبی شب΄ه هم·رایی وسرعت است مقیاس عامل k که
(٢ . ٢) و (٢ . ١) حل برای ͬ توانند م (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) عصبی شب΄ه های چ·ونه اینکه دیدن برای

ͬ کنیم. م مقایسه موجود عصبی شب΄ه های مدل های از تعدادی با را این ما شوند. اعمال



برنامه ریزی... مسائل حل برای جدید کارای گرادیانͬ عصبی شب΄ه مدل ی ٢٢

موجود مدل های برخͬ با مقایسه ٢ . ٢
از استفاده برای ͬ نامند. م گرادیان مدل را آن که دارد وجود عصبی شب΄ه های مدل از نوع ی
بهینه سازی مسئله ی ی و محدودیت با بهینه سازی مسئله ی ی گرادیان، عصبی شب΄ه مدل
ایجاد عمل΄رد تابع روش توسط انرژی تابع سپس باشد. آمیز تقریب ͬ تواند م محدودیت بدون
مم΄ن مدل به عنوان مزیت ی است گرادیانͬ عصبی شب΄ه های مدل که توجه قابل ͬ شود. م
هم·رایی که این اما باشد. داشته وجود است انرژی تابع مشتقات از استفاده با مستقیماً است،
این، بر علاوه [٨٨] است. کمبود بی کران راه حل های مجموعه مورد در ویژه به نشده، تضمین
پارامتر عمل΄رد تنظیم قابل پارامتر هر به مجاز عمل΄رد تابع براساس گرادیان عصبی شب΄ه
درش΄ل اجراست افزارقابل سخت روی (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) عصبی چطورشب΄ه که این ͬ نامند. م

است. شده داده نشان ٢ . ١

(١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) عصبی شب΄ه برای ساده نموداربلوکͬ ی :٢ . ١ ش΄ل
محدودیت ها بهینه سازی (٢ . ٢) و (٢ . ١) مسئله ی مجاز، عمل΄رد روش مثال، به عنوان
شود. زده تقریب محدودیت بدون بهینه سازی مسئله ی ی رساندن حداقل به توسط ͬ تواند م

minimize Ē(x) =
١
٢xTWx+ cTx+

γ

٢{
p∑

k=١
[(Bkx− dk)

+]٢ +
l∑

q=١
(Aqx− bq)

٢},

داریم: سپس است گرادیانͬ عصبی شب΄ه های مدل است. عمل΄رد پارامتر ی γ آن در که
dx

dt
= −∇Ē(x) = −((Wx+ c) + γ[BT (Bx− d)+ +AT (Ax− b)]). (١۶ . ٢)

شب΄ه این .[۵٧] ͬ شود م نامیده چواس و کندی عصبی شب΄ه مدل ی به عنوان (١۶ . ٢) سیستم
بسیار عمل΄رد پارامترهای که وقتͬ اجرای برای بهینه راه حل ی و عمل΄رد پارامتر ی دلیل به

.[٧٣] ͬ باشد م ممنوع نیست دقیق هستند زیاد



٢٣ موجود مدل های برخͬ با مقایسه
(١۴ . ٢) تقریبی راه حل این به شده داده عمل΄رد پارامتر هر برای فقط شب΄ه این بنابراین،
(١۶ . ٢) عصبی شب΄ه چواس، و کندی که داد نشان ͬ توان م همچنین ͬ رسد. م (١۵ . ٢) و
محدب نویسͬ برنامه مسائل از برخͬ دقیق بهینه راه حل ی به و نیست، سراسری هم·رای

کرد. مشاهده [٧] در ۴ . ١ مثال ͬ توان م مثال، برای باشد.
ارائه پیشنهاد ی به عنوان (٢ . ٢) و (٢ . ١) حل برای را زیر عصبی شب΄ه مدل ناظمͬ ، [٨] در

داد:
dy

dt
= Φ(y), (٢ . ١٧)

y(t٠) = ٠, y(t) = (x(t)T , u(t)T , v(t)T )T , u(t٠) > ٠, (٢ . ١٨)
آن در که

Φ(y) =


−(Wx+ c+ ١٢BTu٢ +AT v)

diag(u١, u٢, . . . , up)(Bx− d)

Ax− b

 .
داد: ارائه (٢ . ٢) و (٢ . ١) مسائل حل برای را زیر عصبی شب΄ه همچنین ناظمͬ ، [٧] در

dx

dt
= −(Wx+ c+BT (u+Bx− d)+ +AT v), (٢ . ١٩)

du

dt
= (u+Bx− d)+ − u, (٢ . ٢٠)
dv

dt
= Ax− b. (٢ . ٢١)

داد: ارائه (٢ . ٢) و (٢ . ١) مسائل با سازی شبیه برای گرادیان مدل ی عفتͬ و ناظمͬ ، [٩] در
d(y(t))

dt
= −∇Ê(y(t)), (٢ . ٢٢)

y(٠) = y٠, y(t) = (x(t)T , u(t)T , v(t)T )T , (٢ . ٢٣)
آن در که

Ê(y) =
١
٢∥Ψ(y)∥٢, (٢۴ . ٢)

Φ(y) =


−(Wx+ c+AT v +BTu)

b−Ax

ϕεFB (u, d−Bx)

 = ٠, (٢۵ . ٢)

حالت متغیرهای ، (٢ . ٢٢) ‐ (٢ . ٢١) و (٢ . ٢٠) ‐ (٢ . ١٩) ، (٢ . ١٨) ‐ (٢ . ١٧) مدل های در
دارند. نورون n + p + l عصبی شب΄ه های بنابراین، دارند. وجود v ∈ Rl و u ∈ Rp ، x ∈ Rn

ما عصبی شب΄ه این، بر علاوه  دارند. نورون n+ p فقط (١۴ . ٢) در ما عصبی شب΄ه همچنین،
برنامه مسائل حل برای [٩] در شده پیشنهاد مدل گسترش ی و مدل از اصلاح ی به عنوان

است. محدب نویسͬ
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پایداری وتحلیل تجزیه ٢ . ٣
کنیم. مͬ رابررسͬ (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) عصبی مسیرشب΄ه هم·رایی بخش دراین

u∗ باشدآنگاه (٢ . ٢)KKT نقطه x∗ و نامنفرد ∇η(y) ژاکوبین ماتریس کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه
نقطه y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T دی·راگر ازسوی است. (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) عصبی شب΄ه تعادل نقطه
غیرمنفردباشدآنگاه (٢ . ٩) در η(y) ژاکوبین باشدوماتریس (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) عصبی شب΄ه تعادل

باشد. مͬ (٢ . ٢) مسئله KKT نقطه x∗

درمͬ روشنͬ به ٢ . ١ . ٢ ازلم باشد. (٢ . ٢) بهینه جواب x∗ ژاکوبین ماتریس کنید فرض برهان.
داریم: وضوح به ساده محاسبه بای .η(y∗) = ٠ که یابیم

∇E(y) = (∇η(y))T η(y), (٢۶ . ٢)
نقطه y∗ یعنͬ ∇E(y∗) = ٠ داریم (٢۶ . ٢) از بااستفاده است. η(y) ژاکوبین ماتریس ∇η(y) که

است. بدیهͬ قضیه عکس است، (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) دینامی΄ͬ مدل تعادل
فرداست. منحصربه (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) شده ارائه عصبی شب΄ه مدل تعادل نقطه .٢ . ٣ . ١ لم

برای KKT شرایط است ، x∗ فرد منحصربه بهینه جواب دارای (٢ . ٢) مسئله چون برهان.
ازقضیه برآن علاوه است. وکافͬ لازم y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T فرد منحصربه جواب داشتن
(١۴ . ٢) شده ارائه عصبی شب΄ه مدل تعادل نقطه ، (٢ . ٩) سیستم جواب که یابیم درمͬ ٢ . ٣ . ١

فرداست. منحصربه (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) شب΄ه تعادل نقطه بنابراین است. (١۵ . ٢) و
برای y∗ باشدآنگاه (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) تنهابرای تعادل نقطه ی y∗ کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه

است. پایدارمجانبی (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢)
نقطه ی y∗ چون براین علاوه .E(y∗) = ٠ و E(y) ≥ ٠ که کنیم مͬ ابتداملاحظه برهان.
وجودداردبه y∗ برای Ω∗ ⊆ Rn+m+l همسای·ͬ ی پس است (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) تنهابرای تعادل

طوری΄ه:
∇E(y∗) = ٠, and ∇E(y) ̸= ٠, ∀y ∈ Ω∗\{y∗}.

y ∈ Ω∗\{y∗} اگری صورت غیراین در .E(y) > ٠ داریم y ∈ Ω∗\{y∗} هر برای که کنیم ادعامͬ
∇E(y) = داریم (٢۶ . ٢) و (٢ . ١٣) از بااستفاده شودآنگاه E(y) = ٠. طوری΄ه باشدبه وجودداشته
تعادل نقطه ی y که فرض بااین وضوح به باشدکه مͬ (١۵ . ٢) تعادل نقطه ی y یعنͬ .٠

براین علاوه است. درتناقض است Ω∗ تنهادر
dE(y(t))

dt
= [∇E(y(t))]T

dy(t)

dt
= −k∥∇E(y(t))∥٢ ≤ ٠, (٢ . ٢٧)



٢۵ پایداری وتحلیل تجزیه
و

dE(y(t))

dt
< ٠, ∀y(t) ∈ Ω∗ and y(t) ̸= y∗.

است. پایدارمجانبی y∗ که یابیم درمͬ (۶ . ١ . ٣) قضیه از بااستفاده

و (١۴ . ٢) برای مسیر ی y٠ = y(٠, y٠) شروع نقطه با y = y(t, y٠) کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه
آن گاه: باشد کراندار L(y٠) = {y ∈ Rn+m+l : E(y) ≤ E(y٠)} سط مجموعه و باشد (١۵ . ٢)

کرانداراست. γ+(y٠) = {y(t, y٠)|t ≥ ٠} (a)

.limt→∞ y(t, y٠) = ȳ طوری΄ه به ȳ دارد وجود (b)

ͬ گوییم م آن گاه باشد (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) شب΄ه تعادل نقطه ی y∗ کنید فرض (a) برهان.
داریم: y(t, y٠), (t ≥ ٠) مسیر طول در E(y) مشتق محاسبه با .∇E(y∗) = ٠
dE(y(t))

dt
= [∇E(y(t))]T

dy

dt
= −k∥∇E(y(t))∥٢ ≤ ٠. (٢ . ٢٨)

است. غیرصعودی ی΄نواخت طور به E(y) ، y = y(t, y٠), (t ≥ ٠) مسیر طول در بنابراین
کرانداراست. γ+(y٠) = {y(t, y٠)|t ≥ ٠} یعنͬ است γ+(y٠) ⊆ L(y٠) بنابراین

درمسیرمستقیم است. نقاط از کراندار ای مجموعه γ+(y٠) = {y(t, y٠)|t ≥ ٠} ، (a) از بااستفاده (b)
دنباله زیر ی {y(t̄n, y٠)} ، t̄n → +∞, ٠ ≤ t̄١ ≤ ... ≤ t̄n ≤ ..., {t̄n}, ی΄نواخت صعودی دنباله
دارد وجود ȳ حدی نقطه بنابراین ͬ باشد. م نامتناهͬ نقاط زیادی تعداد از شده ساخته کراندار

طوری΄ه: به دارد وجود {tn} ⊆ {t̄n}, tn → +∞ دنباله زیر ی اینکه یعنͬ
lim

n→+∞
y(tn, y٠) = ȳ,

ͬ کند م صدق زیر رابطه در ȳ که
dE(y(t))

dt
= ٠,

ناپذیر تغییر مجموعه قضیه از استفاده با است. γ+(y٠) ، ω − limit نقطه ȳ ͬ دهد م نشان که
داریم: لسال

y(t, y٠) → ȳ ∈M as t→ ∞,

(١۴ . ٢) از است. K = {y(t, y٠)|dE(y(t,y٠))
dt = ٠} تغییرناپذیردر مجموعه بزرگترین M که

بنابراین .dvdt = ٠ ⇔ dE(y(t))
dt = ٠ و du

dt = ٠, dx
dt = ٠ شودکه مͬ نتیجه (٢ . ٢٨) و (١۵ . ٢) ،

از y(t, y٠) مسیر شروع، حالت y٠ ازهر بنابراین .ȳ ∈ D∗ داریم M ⊆ K ⊆ D∗ از بااستفاده
کند. مͬ راکامل برهان کندواین مͬ میل ȳ به (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢)



برنامه ریزی... مسائل حل برای جدید کارای گرادیانͬ عصبی شب΄ه مدل ی ٢۶
حل برای (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) عصبی شب΄ه آن گاه D∗ = {(x∗T , u∗T , v∗T )T } اگر .٢ . ٣ . ١ نتیجه
که است سراسری پایدارمجانبی y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T فرد منحصربه تعادل نقطه به (٢ . ٢)

شود. مͬ تعریف (٢ . ٢) بهینه نقاط مجموعه عنوان به D∗



٣ فصل
قرض فرض با بهینه سهام سبد انتخاب

گرفتن

مقدمه ٣ . ١
شده مطرح مارکویتز توسط ابتدا سهام، سبد انتخاب مسئله ی برای میانگین‐واریانس روش
میانگین‐ مدل است. داشته مدرن سهام سبد انتخاب نظریه توسعه در مهمͬ نقش که است،
فرموله برای .[٣٣, ٣۴] است کارا مرز ی ترسیم شامل سهام سبد انتخاب در مارکویتز واریانس
و میانگین بردار ی همچنین شود، زده تخمین احتمال توزیع است لازم مدل، این کردن
میانگین‐ سهام سبد انتخاب مسئله ی در ͬ گیرد. م قرار بحث مورد کوواریانس ماتریس ی
ووروس ،[۴٢] پرولد ،[۵] سزگو ،[٢۶] مرتون ،[۶١] شارپ ،[٧٨] شامل پیشین مطالعات واریانس،
کونو و کاوادی [۵٩] و یوشیموتو ،[١٠] جاروسلاوا و بست ،[۵٣] گراور و بست ،[۵٢] پنگ ،[۴١]
کوواریانس ماتریس و میانگین بردار که ͬ شود م فرض معمولا˟ آن ها تحقیقات در هستند.
کوواریانس ها و واریانس ها میانگین، بازده های همه ی که است معنͬ این به موضوع این معلوم
علاوه براین، شود. برآورد دقیق به طور سرمایه گذار ی توسط ͬ توان م را ریس΄ͬ دارایی های از
ͬ تواند م آینده در دارایی وضعیت که است این مارکویتز مدل از کردن استفاده برای اصلͬ فرض
برای فرض نوع این هرچند، یعنͬ شود، منعکس گذشته در دارایی داده های توسط به درستͬ
میانگین ها در تغییراتͬ دو هر ،[۵٢] گراور و بست است. سخت واقعͬ بازارهای در تغییر هر



گرفتن قرض فرض با بهینه سهام سبد انتخاب ٢٨
قرار بحث مورد را محاسباتͬ و تحلیلͬ دیدگاه از کارا بهادار اوراق سبد حساسیت مورد در
روی کوواریانس ها، و میانگین در خطاها تخمین اثرات مورد در [٧٢] زیمبا و چوپرا دادند.
کارا عصبی شب΄ه های درباره ی مطالعات از تعدادی کردند. بحث بهینه سهام سبد انتخاب
نقش همیشه که وقتͬ میانگین‐واریانس مدل حل از کارا سهام های سبد کردن پیدا برای
سهام ها سبد آوردن دست به برای این اما دارد، وجود است سهام سبد سازی بهینه در بنیادی
خیلͬ همبسته دارایی های روی نامنفͬ قیدهای مانند عمومͬ قیدهای تحت بسته قالب در

مدت). کوتاه فروش از است(جلوگیری دشوار
که کردند، پیشنهاد فازی احتمال براساس را سهام سبد انتخاب مدل [٣۵] هم΄اران و تاناکا
را احتمال مدل این زیرا شود گرفته نظر در مارکویتز مدل از طبیعͬ توسعه ی به عنوان ͬ تواند م
استفاده به وسیله را تخصصͬ دانش مشارکت اجازه روش این ͬ دهد. م توسعه فازی احتمال به
وضعیت و دارایی ها از آینده وضعیت بین تشابه درجه کردن منعکس برای ام΄ان، درجه از
دقیق به طور ͬ تواند نم دارایی از ریس و انتظار مورد بازده ͬ دهد.هرچند، م را قبلͬ دوره های
نͬ و ژانگ ͬ گذارد. م تأثیر مالͬ بازارهای روی که است نامعلومͬ عوامل زیرا شود پیش·ویی
که این بر فرض تحت ریس΄ͬ دارایی های برای مجاز کارای سهام سبد انتخاب مورد در [٧۶]
واقعͬ اطمینان عدم دادن نشان برای مجاز خطاهای دارایی از ریس و انتظار مورد بازده
وقتͬ مجاز کارای مرز از تحلیلͬ استخراج ی آن ها ͬ کنند م بحث دارد گذار سرمایه سهام های
گذاران سرمایه کامل، بازار در ͬ دهند. م قرار بحث مورد را ندارد وجود مدت کوتاه فروش که
دارایی های خرید برای ͬ توانند م نیز آن ها بل΄ه ͬ کنند، م خریداری را ریس΄ͬ دارایی های تنها نه
این دارند؟ گرفتن قرض برای درستͬ تصمیم گذاران سرمایه چ·ونه ب·یرند. قرض پول ریس΄ͬ

است. مهم بسیار سهام سبد انتخاب مسئله ی ی برای

گرفتن قرض با قبول قابل کارآمد سهام سبد مدل ٣ . ٢
است قادر سرمایه گذار که پولͬ مقدار حداکثر v و سرمایه گذار اولیه سرمایه ی w کنید فرض
این صورت غیر در ͬ گیریم، م نظر در گرفتن قرض در بالا کران ی را v باشند. ب·یرد امانت

ͬ کنیم: م استفاده زیر نشانه  های از ما بهتر، تشریح به منظور است. بی کران گرفتن قرض
j؛ = ١,٢, . . . , n ،j ریس΄ͬ دارایی انتظار مورد بازده ،rj

گرفتن؛ قرض بهره نرخ ،r∗j
j؛ = ١,٢, . . . , n ،j ریس΄ͬ دارایی در شده سرمایه گذاری مقدار ،xj

ریس΄ͬ؛ دارایی های از شده سرمایه گذاری مقدار بردار ،x = (x١, x٢, . . . , xn)T
انتظار؛ مورد بازده بردار ،r = (r١, r٢, . . . , rn)T

بازده ها؛ کوواریانس ماتریس ،V = (σij)n×n

،l = (١, ١, . . . , ١)T
مربوط واریانس و انتظار مورد بازده آن گاه باشد، مم΄ن ریس بدون نرخ با گرفتن قرض اگر



٢٩ گرفتن قرض با قبول قابل کارآمد سهام سبد مدل
.xTV x و rTx+ r∗(w − lTx) با است برابر به ترتیب x پرتفوی  به

تشریح زیر دوم درجه ی برنامه ریزی توسط است مم΄ن سهام ها سبد انتخاب مسئله ی بنابراین،
شود:

minimize xTV x

subject to rTx+ r∗(w − lTx) = µ,

w ≤ lTx ≤ w + v,

x ≥ ٠,

(٣ . ١)

روی شده مشاهده داده های کنید فرض است. پرتفوی ها از انتظار مورد بازده ی µ آن در که
از نوع n ،k = (١,٢, . . . ,m) گسسته زمان در شود. داده دوره m روی دارایی ها از بازده ها
در ͬ شود. م داده نشان rk = (rk١, rk٢, . . . , rkn)T بردار ی به صورت انتظار مورد نرخ های
شده داده داده های برای σij برآورد از فازی کوواریانس و rj برآورد از فازی وزنͬ میانگین ،[٣۵]

ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت که دارد، وجود
r̄j =

∑m
k=١(hkrkj)∑m

k=١ hk
, j = ١,٢, . . . , n, (٣ . ٢)

و
σ̄ij =

∑m
k=١(rki − r̄i)(rkj − r̄j)hk∑m

k=١ hk
, i, j = ١,٢, . . . , n, (٣ . ٣)

از آینده وضعیت بین شباهت میزان کننده منعکس که است ١ ام΄ان درجه    ی ی hk آن در که
j = ١,٢, . . . , n ،rj چون است. کارشناسان توسط شده ارائه نمونه ی kامین و دارایی بازارهای
ͬ کند، م تغییر دی·ر زمان به زمان ی از و دارد، وجود فازی نامعلوم اقتصادی محیط ی در
در کرد. پیش بینͬ دقیق به طور ͬ توان نم را دارایی n از ریس و بازده ها کردن تعیین آینده در

ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت به ترتیب کوواریانس ها و شدنͬ متوسط بازده های [٧۶]
r∗j = r̄j + ϕj , ϕjl ≤ ϕj ≤ ϕjh, j = ١,٢, . . . , n, (۴ . ٣)

و
σ∗ij = σ̄ij + εij , εijl ≤ εij ≤ εijh, j = ١,٢, . . . , n, (۵ . ٣)

ͬ دهد، م نشان را ϕj از پایین کران ϕjl ͬ دهد، م نشان را r̄j برای ٢ قبول قابل خطای ϕj آن در که
کران εijl ͬ دهد، م نشان را σ̄ij برای قبول قابل خطای εij ͬ دهد، م نشان را ϕj از بالا کران ϕjh

ͬ دهد. م نشان را εij از بالا کران εijh و ͬ دهد م نشان را εij از پایین
ͬ توان م را εijh و εijl ،ϕjh ،ϕjl کارشناسان، نظر با دارایی ها بازده درباره آینده اطلاعات ترکیب با

1Possibility grade
2Admissible error



گرفتن قرض فرض با بهینه سهام سبد انتخاب ٣٠
ͬ شوند. م تعیین نیز [σ̄ij+εijl, σ̄ij+εijh] و [r̄j+ϕjl, r̄j+ϕjh] فاصله های به ترتیب، کرد. برآورد

شود. انتخاب سرمایه گذار توسط ریس و بازده روی خود نگرش براساس ͬ توان م εij و ϕj
با ͬ توان م را شدنͬ متوسط بازده بردار متوسط به طور

r̄∗ = a+Φ, Φl ≤ Φ ≤ Φh, (۶ . ٣)
آن در که داد نشان

a = (r̄١, r̄٢, . . . , r̄n)T ,

Φ = (ϕ١, ϕ٢, . . . , ϕn)T ,

Φl = (ϕ١l, ϕ٢l, . . . , ϕnl)T ,

و
Φh = (ϕ١h, ϕ٢h, . . . , ϕnh)T .

کرد: تعریف زیر به صورت ͬ توان م را قبول قابل کوواریانس ماتریس مشابه، به طور
V ∗ = Σ+ Vε, Vεl ≤ Vε ≤ Vεh, (٣ . ٧)

آن در که
Σ = (σ̄ij)n×n,

Vε = (εij)n×n,

Vεl = (εijl)n×n,

و
Vεh = (εijh)n×n.

ͬ شود: م داده زیر به صورت x پرتفوی به وابسته کوواریانس و بازده شدنͬ بنابراین،

r̂ = (a+Φ)Tx+ r∗(w − lTx), (٣ . ٨)
و

σ̂٢ = xTΣx+ xTVεx. (٣ . ٩)
داریم: x ≥ ٠ هر برای اکنون

(a+Φl)
Tx+ r∗(w − lTx) ≤ r̂ ≤ (a+Φh)

Tx+ r∗(w − lTx),

و
xTΣx+ xTVεlx ≤ σ̂٢ ≤ xTΣx+ xTVεhx.



٣١ عددی مثال
ͬ کنیم: م ایجاد را زیر قبول قابل سهام سبد مدل بنابراین

minimize xT (Σ + Vε)x

subject to (a+Φ)Tx+ r∗(w − lTx) ≥ µ,

w ≤ lTx ≤ w + v,

x ≥ ٠

(٣ . ١٠)

نوشت: زیر به   صورت ͬ توان م را (٣ . ١٠) آن گاه باشد (Φ, Vε) = (Φh, Vεl) اگر
minimize xT (Σ + Vεl)x

subject to (a+Φh)
Tx+ r∗(w − lTx) ≥ µ,

w ≤ lTx ≤ w + v,

x ≥ ٠

(٣ . ١١)

نوشت: زیر به   صورت ͬ توان م را (٣ . ١٠) آن گاه باشد (Φ, Vε) = (Φl, Vεh) اگر
minimize xT (Σ + Vεh)x

subject to (a+Φl)
Tx+ r∗(w − lTx) ≥ µ,

w ≤ lTx ≤ w + v,

x ≥ ٠

(٣ . ١٢)

ͬ کند. م برآورد خوش بینانه را ریس و بازده سرمایه گذار که است معنͬ این به (٣ . ١١) مدل
مدل ͬ کند. م برآورد بدبینانه را ریس و بازده سرمایه گذار که است معنͬ این به (٣ . ١٢) مدل  
نه و خوش بینانه خیلͬ نه که ͬ کند م انتخاب را پرتفویی سرمایه گذار که است طرحͬ (٣ . ١٠)
ͬ تواند م [٧۶] در ریس΄ͬ دارایی های از مجاز کارای سهام سبد مدل های در است. بدبینانه خیلͬ
مدل که است   واض آید. به دست w = ١ و v = ٠ ͬ که وقت (٣ . ١٢‐ ٣ . ١٠) مدل های توسط
سهام ها سبد انتخاب مسئله ی برای [٣۵, ٧۶] در قبلͬ مدل های برای توسعه هایی (٣ . ١٠)

است.

عددی مثال ٣ . ٣
از تحلیلͬ فرمول های و شده پیشنهاد عصبی شب΄ه روش دادن نشان به منظور فصل این در
توسط که (٣ . ١) جدول در شده داده نشان کاربردی مثال ی ما قبول، قابل کارآمد سبد های
مثال، این در که ͬ دهیم. م ارائه را شده گرفته نظر در [٣۵] هم΄اران و تاناکا ، [٣۴] مارکویتز
فولاد ،A.T.&T. آمری΄ایی، تنباکو داده های تأمین دهنده ی نشان به ترتیب (١٠ ‐ ٢) ستون های



گرفتن قرض فرض با بهینه سهام سبد انتخاب ٣٢
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١٩۴٧

(١١
)

−٠٫١٢٧
−٠٫٠٧١

٠٫١۶٩
٠٫١۴۴

٠٫٠٢۶
٠٫٣۵۵

−٠٫٠٩٩
٠٫٠٠٩

٠٫١٨۴
٠٫٢٩۴

١٩۴٨
(١٢

)
−٠٫٠١۵

٠٫٠۵۶
−٠٫٠٣۵

٠٫١٠٧
٠٫١۵٣

−٠٫٢٣١
٠٫٠٣٨

٠
٠٫١١۴

٠٫٣١٢
١٩۴٩

(١٢
)

٠٫٣٠۵
٠٫٠٣٨

٠٫١٣٣
٠٫٣٢١

٠٫٠۶٧
٠٫٢۴۶

٠٫٢٧٣
٠٫٢٢٣

−٠٫٢٢٢
٠٫٣٢٩

١٩۵٠
(١۴

)
−٠٫٠٩۶

٠٫٠٨٩
٠٫٧٣٢

٠٫٣٠۵
٠٫۵٧٩

−٠٫٢۴٨
٠٫٠٩١

٠٫۶۵
٠٫٣٢٧

٠٫٣۴٧
١٩۵١

(١۵
)

٠٫٠١۶
٠٫٠٩

٠٫٠٢١
٠٫١٩۵

٠٫٠۴
−٠٫٠۶۴

٠٫٠۵۴
−٠٫١٣١

٠٫٣٣٣
٠٫٣۶۵

١٩۵٢
(١۶

)
٠٫١٢٨

٠٫٠٨٣
٠٫١٣١

٠٫٣٩
٠٫۴٣۴

٠٫٠٧٩
٠٫١٠٩

٠٫١٧۵
٠٫٠۶٢

٠٫٣٨٢
١٩۵٣

(١٧
)

−٠٫٠١
٠٫٠٣۵

٠٫٠٠۶
−٠٫٠٧٢

−٠٫٠٢٧
٠٫٠۶٧

٠٫٢١
−٠٫٠٨۴

−٠٫٠۴٨
٠٫٠۴

١٩۴۵
(١٨

)
٠٫١۵۴

٠٫١٧۶
٠٫٩٠٨

٠٫٧١۵
٠٫۴۶٩

٠٫٠٧٧
٠٫١١٢

٠٫٧۵۶
٠٫١٨۵



٣٣ عددی مثال
و فیرستون بوردن، کوکا‐کولا، فا، سانتا & توپ΄ا & اتچسون موتورز، جنرال متحده، ایالات

هستند زیر به صورت Φl و Φh داده ایم، قرار بررسͬ مورد را استیل شارون
Φh = (٠٫٠١۴, ٠٫٠١۴, ٠٫٠٣٩, ٠٫٠۴١, ٠٫٠۴٧, ٠٫٠١, ٠٫٠٢٧, ٠٫٠۴٣, ٠٫٠٢٨)T , Φl = −Φh

به صورت ht ام΄ان درجه ی و Vε = ٠ کنیم فرض ،[٧۶] نͬ و ژانگ ،[٣۵] تاناکا با مقایسه به منظور
ͬ شود م تعریف زیر

hkij = hki = hk = ٠٫١ + ٠٫٣k − ١
١٧ , k = ١,٢, . . . , ١٨.

ͬ  آیند: م به دست زیر شرح به  â+Φl و â+Φh ،â (٣ . ٣) به توجه با
â = (٠٫٠٧٠٩٩, ٠٫٠٧٠١٢, ٠٫١٩۶۴۵, ٠٫٢٠۶١٠, ٠٫٢٣٣٩٠, ٠٫٠۵٣١٧, ٠٫١٣۶١٩, ٠٫٢١۶٠٣, ٠٫١۴٣٨۶)T ,

â+Φh = (٠٫٠٨۴٩٩, ٠٫٠٨۴١٢, ٠٫٢٣۵۴۵, ٠٫٢۴٧١٠, ٠٫٢٨٠٩٠, ٠٫٠۶٣١٧, ٠٫١۶٣١٩, ٠٫٢۵٩٠٣, ٠٫١٧١٨۶)T ,
â+Φl = (٠٫٠۵۶٩٩, ٠٫٠۵۶١٢, ٠٫١۵٧۴۵, ٠٫١۶۵١٠, ٠٫١٨۶٩٠, ٠٫٠۴٣١٧, ٠٫١٠٩١٩, ٠٫١٧٣٠٣, ٠٫١١۵٨۶)T .

ͬ شود: م بیان زیر شرح به V ∗ قبول قابل کوواریانس ماتریس (۴ . ٣) به توجه با

V ∗ = Σ̂ =



٠٫٠۴٠۴٢ ٠٫٠١۵٩٣ ٠٫٠١٩٣٣ ٠٫٠٣٢٧٧ ٠٫٠١٠۴۶ ٠٫٠٢۶۶۵ ٠٫٠١٨٣ ٠٫٠٢٨١۶ ٠٫٠٢٠٧٧
٠٫٠١۵٩٣ ٠٫٠١١١٩ ٠٫٠١٧٠١ ٠٫٠١٨٧۵ ٠٫٠٠٧٧١ ٠٫٠٠٧٠۵ ٠٫٠٠٩١٢ ٠٫٠٢١٠۶ ٠٫٠١۵١٨
٠٫٠١٩٣٣ ٠٫٠١٧٠١ ٠٫٠٩٨۵٢ ٠٫٠۶٢٨٧ ٠٫٠۴۵۴۵ ٠٫٠٠۶٩۴ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٧٧۵٢ ٠٫٠٣١١۴
٠٫٠٣٢٧٧ ٠٫٠١٨٧۵ ٠٫٠۶٢٨٧ ٠٫٠٧٩۵۴ ٠٫٠۴۴۶۵ ٠٫٠٢٠٧٢ ٠٫٠٠٩٠۴ ٠٫٠٧٨٩۴ ٠٫٠١٩۶۴
٠٫٠١٠۴۶ ٠٫٠٠٧٧١ ٠٫٠۴۵۴۵ ٠٫٠۴۴۶۵ ٠٫٠٩٧١٣ ٠٫٠٠۵٨۵ ٠٫٠١٠٩۶ ٠٫٠٨۶ ٠٫٠٢٨۵
٠٫٠٢۶۶۵ ٠٫٠٠٧٠۵ ٠٫٠٠۶٩۴ ٠٫٠٢٠٧٢ ٠٫٠٠۵٨۵ ٠٫٠۴٠۵ ٠٫٠٠٩۵٣ ٠٫٠١٩۵٢ ٠٫٠١٠٩۵
٠٫٠١٨٣ ٠٫٠٠٩١٢ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٠٩٠۴ ٠٫٠١٠٩۶ ٠٫٠٠٩۵٣ ٠٫٠١٩٨۶ ٠٫٠١٧٨۴ ٠٫٠٠٧٩

٠٫٠٢٨١۶ ٠٫٠٢١٠۶ ٠٫٠٧٧۵٢ ٠٫٠٧٨٩۴ ٠٫٠٨۶ ٠٫٠١٩۵٢ ٠٫٠١٧٨۴ ٠٫١٣٣۴٣ ٠٫٠٣۴۵۵
٠٫٠٢٠٧٧ ٠٫٠١۵١٨ ٠٫٠٣١١۴ ٠٫٠١٩۶۴ ٠٫٠٢٨۵ ٠٫٠١٠٩۵ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٣۴۵۵ ٠٫٠۶٢١١


که ͬ کنیم م فرض باشد. w = ١٠٠, ٠٠٠ دلار، هزار صد گذار سرمایه اولیه سرمایه که کنید فرض
است، دلار هزار صد گرفتن قرض به قادر گذار سرمایه که است مبلغͬ حداکثر و ٪۴ وام بهره نرخ
کارای سهام های سبد یافتن برای عصبی روش شب΄ه های از .v = ١٠٠, ٠٠٠ و r∗ = ٪۴ یعنͬ
را سهام ها سبد ترین پایین و بالاترین از گذاری سرمایه مقدار ما ͬ کنیم، م استفاده قبول قابل

ͬ دهیم. م نشان

عصبی شب΄ه ی با ٣ . ٣ مثال ترسیم ٣ . ٣ . ١
از استفاده با (٣ . ١٢) و (٣ . ١١) مسئله ها ی برای را است µ = ١ ͬ که وقت (٣ . ٣) مثال حال
عبارت (٣ . ١١) مسأله برای بهینه جواب صورت این در ͬ کنیم. م ترسیم عصبی شب΄ه های

از: است
x∗ = (−٣٫٠٠−,٢٫٩٩٣۶,−٠٫۶٩۵,−٠٫۵١۶,٣٨٫٠١۴,−٣٫٣٢۶,−٠٫٣٣−,١٫٧٩٨۵,−١٫۶۶۵)T

از: است عبارت (٣ . ١٢) مسأله برای بهینه جواب و
x∗ = (−٠٫٠٠٠١,٢٫۵٢٩٨, ٠٫٨۴۵٣, ٠٫٠٠٠−,٠٫٢٢١٠۴, ٠٫٣٠٧۴,۵٫۵۴١۶, ٠٫٠٠٠١, ٠٫۵۵۵٧)T



گرفتن قرض فرض با بهینه سهام سبد انتخاب ٣۴
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µ = ١ ͬ که وقت عصبی شب΄ه با (٣ . ١١) مدل مثال :٣ . ١ ش΄ل



٣۵ عددی مثال
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µ = ١ ͬ که وقت عصبی شب΄ه با (٣ . ١٢) مدل مثال :٣ . ٢ ش΄ل





۴ فصل
با مجاز سهام سبد انتخاب مسأله

روش ی با معاملاتͬ هزینه های
عصبی شب΄ه ی

مقدمه ١ . ۴
را بود مدرن سهام های سبد از تحلیلͬ مبنای که خود پیش گام کار [٣٢] مارکویتز ،١٩۵٢ سال در
مدرن مالͬ نظریه توسعه برای مبنایی به عنوان مارکویتز میانگین‐واریانس مدل کرد. منتشر
مارکویتزادامه اولیه کار توسعه مختلف محققان مستمر تلاش با است. بوده گذشته دهه ͷپن در
[۶۴, ۶۶, ۴٢] ͽمراج در سهام ها سبد انتخاب درمورد بیش تر تحقیقات .[۵, ۴١, ۵۴] یافت
مورد را فازی انتزاعͬ سبد انتخاب به مربوط مسائل محققان از تعدادی اخیراً ͬ شود. م یافت
فازی احتمال براساس سهام ها سبد انتخاب مدل [٣۵] هم΄اران و تاناکا داده اند. قرار بررسͬ
دلیل به شود. گرفته نظر در مارکویتز مدل توسعه ی به عنوان ͬ تواند م که کردند پیشنهاد را
سرمایه و کارشناسان دانش فازی، روی΄رد های از استفاده با فازی احتمال به احتمال گسترش
هم΄اران و ،لای [۵١] شود.ایدا ͷمنت بهتر سهام سبد انتخاب مدل ی به ͬ تواند م گذاران
را سهام ها سبد انتخاب از بازه ای ریزی برنامه مدل های [۶۵] در هم΄اران و وگیووی [۴۴]
انتخاب مورد در [٧۵] وانگ و ژانگ [٧۴] هم΄اران و ژانگ ، [٧۶] ونͬ ژانگ کردند. معرفͬ



عصبی شب΄ه ی روش ی با معاملاتͬ هزینه های با مجاز سهام سبد انتخاب مسأله ٣٨
بحث است انتظار مورد ریس و انتظار مورد بازده نظرگرفتن بادر که قبول، قابل کارآمد سبد
مدیران اصلͬ ͬ های نگران از ی΄ͬ معاملاتͬ هزینه های که است شده شناخته به خوبی کردند.
سبد ها تعادل زمان فرکانس و سهام ها سبد سازی بهینه مورد در مهمͬ تأثیر است.این بورس
نا سبد به منجر معاملاتͬ هزینه های گرفتن نادیده که یافتند را این [۶٢] واگنر و آرنوت دارد.
تأیید را واقعیت این [١٠] یاشیموتو توسط شده انجام تجربی تحلیل و تجزیه شود. مͬ کارآمد
معاملاتͬ، هزینه های مانند ͬ تر واقع محدودیت های از برخͬ که هنگامͬ این بر علاوه کرد.
محدودیت های و معاملاتͬ محدودیت های محدودیت ها، نقدینگͬ کران دار، محدودیت های
سهام سبد انتخاب ریزی برنامه مسئله ی مش΄ل است، شده گرفته نظر در قدرت مندی
مطلوب مؤثر حل راه یافتن به موفق سنتͬ سازی بهینه ال·وریتم های و ͬ شود م پیچیده تر
پیچیده مش΄لات ، تکاملͬ ال·وریتم های از استفاده با محققان از بسیاری بنابراین ͬ شود. نم
ژنتی ال·وریتم ی [٨۵] وهم΄اران ژیا مثال به عنوان ͬ کنند. م حل را مجموعه محدودیت های
هم΄اران و چانگ کرده اند. طراحͬ انتظار مورد بازده نظم با سبد ها انتخاب مش΄ل برای
مسأله برای و تابو جستجوی ژنتی΄ͬ، ال·وریتم های بر اساس تکاملͬ ال·وریتم های از [٧١]
نویسͬ برنامه بر مبتنͬ تکاملͬ ال·وریتم های از [۵٠] اسپرانزا کرده اند. استفاده واریانس میانگین
و معامله واحد های حداقل معاملاتͬ، هزینه های با سبدها سازی بهینه مدل ی برای خطͬ
را تکاملͬ ال·وریتم های [۶] گومز و فرناندز کرد. استفاده موجودی حداقل های محدودیت
های محدودیت و توانایی با مارکویتز واریانس استاندارد مدل برای عصبی شب΄ه های بر اساس

دادند. ارائه محدود

معاملاتͬ هزینه های با سهام سبد انتخاب مدل ٢ . ۴
انتظار مورد بازده rj کنید فرض ͬ کنیم. م بررسͬ را دارایی n با پرتفوی مسئله ی ی انتخاب

باشد. j = ١,٢, . . . , n ، j دارایی از شده گذاری سرمایه مقدار xj و ام j دارایی از
e = (١, ١, . . . , ١)T و r = (r١, r٢, . . . , rn)T ، x = (x١, x٢, . . . , xn)T مجموعه ی بهتر، توصیف برای
وجوددارد، x = (x١, x٢, . . . , xn)T پرتفوی به مربوط واریانس و انتظار مورد بازده آن گاه داریم.

را: عبارت اند به ترتیب که

E(r) = rTx, D(r) = xTV x.

است. انتظار مورد بازده کوواریانس ماتریس V = (σij)n×n آن در که
دوم درجه ی ریزی برنامه با سهام سبد انتخاب مسئله ی از مارکویتز میانگین‐واریانس مدل

ͬ شود: م بیان زیر



٣٩ معاملاتͬ هزینه های با سهام سبد انتخاب مدل

minimize xTV x

subject to rTx = r٠,
eTx = ١,
x ≥ ٠.

(١ . ۴)

و r تخمین به کاربردی، سرمایه گذاری مسئله ی ی در (١ . ۴) مدل از استفاده منظور به
روی دارایی های از بازده ها روی شده مشاهده داده های کنید فرض داریم. نیاز V = (σij)n×n

rk = بردار ی به صورت که بازده ها از نوع n ، (k = ١,٢, . . . ,m) k زمان در شود. داده دوره m
و r̄ = (r̄١, r̄٢, . . . , r̄n)T انتظار مورد بازده دارد. وجود ͬ شود، م داده نشان (rk١, rk٢, . . . , rkn)T

ͬ آیند: م به دست زیر به صورت [٧۶, ٧۴] از V̄ = (σ̄ij)n×n کوواریانس
r̄j =

∑m
k=١(hkjrkj)∑m

k=١ hkj
, j = ١,٢, . . . , n, (٢ . ۴)

و
σ̄ij =

∑m
k=١(rki − r̄i)(rkj − r̄j)hkij∑m

k=١ hkij
, i, j = ١,٢, . . . , n, (٣ . ۴)

j دارایی از آینده وضعیت بین شباهت میزان کننده منعکس ام΄ان درجه    ی ی hkj آن در که
کننده منعکس ١ ام΄ان درجه    ی ی hkij است، کارشناسان توسط شده ارائه نمونه ی kامین و
توسط شده ارائه نمونه ی kامین و j دارایی و i دارایی  از آینده وضعیت رابطه بین شباهت میزان

است. کارشناسان
بازده به درستͬ ͬ گیرد، م قرار تأثیر تحت نامشخص عوامل به وسیله ی j = ١,٢, . . . , n ، rj چون
و بازده ، [٧۵] و [٧۴] ، [٧۶] در نیست. بینͬ پیش قابل ریس΄ͬ دارایی های و انتظار مورد

ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت به ترتیب شدنͬ متوسط کوواریانس
r∗j = r̄j + ϕj , ϕjl ≤ ϕj ≤ ϕjh, j = ١,٢, . . . , n, (۴ . ۴)

و
σ∗ij = σ̄ij + εij , εijl ≤ εij ≤ εijh, j = ١,٢, . . . , n, (۵ . ۴)

εij هستند، ϕj از بالا و پایین کران ϕjh و ϕjl است، r̄j برای قبول قابل خطای ϕj آن در که
هستند. εij از بالا و پایین کران εijh و εijl است، σ̄ij برای قبول قابل خطای

ͬ کنیم: م استفاده زیر نمادهای از بهتر توصیف برای

a = (r̄١, r̄٢, . . . , r̄n)T , Σ = (σ̄ij)n×n,

1Possibility grade



عصبی شب΄ه ی روش ی با معاملاتͬ هزینه های با مجاز سهام سبد انتخاب مسأله ۴٠
Φ = (ϕ١, ϕ٢, . . . , ϕn)T , Vε = (εij)n×n,

Φl = (ϕ١l, ϕ٢l, . . . , ϕnl)T , Φh = (ϕ١h, ϕ٢h, . . . , ϕnh)T ,

Vεl = (εijl)n×n, Vεh = (εijh)n×n,

ͬ نامیم. م کوواریانس شدنͬ ماتریس Σ+ Vε ͬ نامیم. م بازده شدنͬ بردار را a+Φ

ͬ شوند: م تعریف زیر روابط با x پرتفوی به وابسته کوواریانس و بازده شدنͬ بنابراین،

r̂ = (a+Φ)Tx, (۶ . ۴)
و

σ̂٢ = xT (Σ + Vε)x. (٧ . ۴)
ͬ شوند: م بیان زیر روابط با x پرتفوی به وابسته کوواریانس و بازده شدنͬ x ≥ ٠ هر برای

(a+Φl)
Tx ≤ r̂ ≤ (a+Φh)

Tx,

و
xT (Σ + Vεl)x ≤ σ̂٢ ≤ xT (Σ + Vεh)x.

در ͬ گیریم. م نظر در معاملاتͬ هزینه های با را قبول قابل پرتفوی انتخاب مسئله ی حال
پرتفوی بین تفاوت از که است ش΄ل V تابع ی معاملاتͬ هزینه های ͬ کنیم م فرض این جا
این منظور آید. به دست x٠ = (x٠١, x٠٢, . . . , x٠

n) موجود پرتفوی و x = (x١, x٢, . . . , xn) جدید
کل معاملاتͬ هزینه های است. ci = ki|xi − x٠

i | دارایی i برای معاملاتͬ هزینه های که است
هزینه های پرداخت از پس بازده شدنͬ بنابراین، است. ∑n

i=١ ci =
∑n

i=١ ki|xi − x٠
i | با برابر

است: زیر به صورت معاملاتͬ

(a+Φ)Tx−
n∑

i=١
ki|xi − x٠

i |.

پرتفوی بازده ی روی محسوسͬ اثر دارایی ی از کوچ΄ͬ وزن هر که ͬ دانیم م علاوه براین،
وزن مشابه، به طور یافت. خواهد افزایش نظارت و اجرایی هزینه های اما داشت، نخواهد
بنابراین ببینند. آسیب زیاد ریس از سرمایه گذارها شد خواهد باعث دارایی هر در بالا خیلͬ
شود. گرفته نظر در ͬ دهیم م تش΄یل بهادار اوراق سبد عملͬ به طور ͬ که وقت باید کراندار قیدهای
٣ کراندار قیدهای و ٢ معاملاتͬ هزینه های با قبول قابل پرتفوی انتخاب مسئله ی این رو، از

2Transaction costs
3Bounded constraints



۴١ عددی مثال
شود: بیان زیر شرح به ͬ تواند م

minimize xT (Σ + Vε)x

subject to (a+Φ)Tx−
n∑

i=١
ki|xi − x٠

i | ≥ r٠,

l ≤ x ≤ u,

eTx = ١,

(٨ . ۴)

سهم ماکسیمم و مینیمم ui و li و ، u = (u١, u٢, . . . , un)T ، l = (l١, l٢, . . . , ln)T آن در که
هستند. i = ١,٢, . . . , n ، i دارایی در سرمایه گذاری

نوشت: زیر به   صورت ͬ توان م را (٨ . ۴) آن گاه باشد (Φ, Vε) = (Φh, Vεl) اگر
minimize xT (Σ + Vεl)x

subjec to (a+Φh)
Tx−

n∑
i=١

ki|xi − x٠
i | ≥ r٠,

l ≤ x ≤ u,

eTx = ١,

(٩ . ۴)

نوشت: زیر به   صورت ͬ توان م را (٨ . ۴) آن گاه باشد (Φ, Vε) = (Φl, Vεh) اگر
minimize xT (Σ + Vεh)x

subject to (a+Φl)
Tx−

n∑
i=١

ki|xi − x٠
i | ≥ r٠,

l ≤ x ≤ u,

eTx = ١,

(١٠ . ۴)

ͬ شود. م نامیده قبول قابل پرتفوی کم ترین و بیش ترین (١٠ . ۴) و (٩ . ۴) مسائل بهینه جواب

ͬ کند. م برآورد خوش بینانه را ریس و بازده سرمایه گذار که است معنͬ این به (٩ . ۴) مسئله ی

ͬ کند. م برآورد بدبینانه را ریس و بازده سرمایه گذار که است معنͬ این به (١٠ . ۴) مسئله  ی
خوش بینانه خیلͬ نه که ͬ کند م انتخاب را پرتفویی سرمایه گذار که است طرحͬ (٨ . ۴) مسئله ی

است. بدبینانه خیلͬ نه و

عددی مثال ٣ . ۴
را [٣١] مارکویتز با عددی مثال ی ما شده، پیشنهاد روی΄ردهای و ابزار دادن نشان برای
تأمین دهنده ی نشان به ترتیب (٢− ١٠) ستون (٢ . ۴) و (١ . ۴) جدول های در ͬ کنیم. م معرفͬ
توپ΄ا & اتچسون عمومͬ، ماشین متحده، ایالات فولاد ، A.T.&T. آمری΄ایی، تنباکو داده های



عصبی شب΄ه ی روش ی با معاملاتͬ هزینه های با مجاز سهام سبد انتخاب مسأله ۴٢
است. استیل شارون و فیرستون بوردن، کوکا‐کولا، فا، سانتا &

x٠ = (٠٫١, ٠٫۴, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫٣, ٠٫٢, ٠) با: باشند برابر به ترتیب u ،l ،x٠ ͬ کنیم م فرض مثال، این در
درجه ی و باشند u = (٠٫٢, ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫٣, ٠٫٣۵, ٠٫۴٠, ٠٫٢, ٠٫٢۵, ٠٫٣)،l = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)،

با: ͬ شود تعریف م hk ام΄ان
hkij = hki = hk = ٠٫١ + ٠٫٣k − ١

١٧ , k = ١,٢, . . . , ١٨.
با: دارند وجود معین Φl و Φh،Vϵ = ٠

Φh = (٠٫٠١۴, ٠٫٠١۴, ٠٫٠٣٩, ٠٫٠۴١, ٠٫٠۴٧, ٠٫٠١, ٠٫٠٢٧, ٠٫٠۴٣, ٠٫٠٢٨)T , Φl = −Φh

حداکثر ͬ شوند: م تنظیم زیر پارامترهای مجموعه از عصبی شب΄ه های روش برای این، بر علاوه
با است. −٠٫۴ سرعت حداقل و ٠٫۴ سرعت حداکثر است، نفر ٢٠ جمعیت مقدار و ١٠٠٠ تکرار

ͬ شوند: م تعریف زیر شرح به  a, a+Φl, a+Φh (٢ . ۴) از استفاده
a = (٠٫٠٧٠٩٩, ٠٫٠٧٠١٢, ٠٫١٩۶۴۵, ٠٫٢٠۶١٠, ٠٫٢٣٣٩٠, ٠٫٠۵٣١٧, ٠٫١٣۶١٩, ٠٫٢١۶٠٣, ٠٫١۴٣٨۶)T ,

a+Φh = (٠٫٠٨۴٩٩, ٠٫٠٨۴١٢, ٠٫٢٣۵۴۵, ٠٫٢۴٧١٠, ٠٫٢٨٠٩٠, ٠٫٠۶٣١٧, ٠٫١۶٣١٩, ٠٫٢۵٩٠٣, ٠٫١٧١٨۶)T ,
a+Φl = (٠٫٠۵۶٩٩, ٠٫٠۵۶١٢, ٠٫١۵٧۴۵, ٠٫١۶۵١٠, ٠٫١٨۶٩٠, ٠٫٠۴٣١٧, ٠٫١٠٩١٩, ٠٫١٧٣٠٣, ٠٫١١۵٨۶)T .

شود: بیان زیر شرح به V̄ کوواریانس ماتریس (٣ . ۴) از استفاده با

V̄ =



٠٫٠۴٠۴٢ ٠٫٠١۵٩٣ ٠٫٠١٩٣٣ ٠٫٠٣٢٧٧ ٠٫٠١٠۴۶ ٠٫٠٢۶۶۵ ٠٫٠١٨٣ ٠٫٠٢٨١۶ ٠٫٠٢٠٧٧
٠٫٠١۵٩٣ ٠٫٠١١١٩ ٠٫٠١٧٠١ ٠٫٠١٨٧۵ ٠٫٠٠٧٧١ ٠٫٠٠٧٠۵ ٠٫٠٠٩١٢ ٠٫٠٢١٠۶ ٠٫٠١۵١٨
٠٫٠١٩٣٣ ٠٫٠١٧٠١ ٠٫٠٩٨۵٢ ٠٫٠۶٢٨٧ ٠٫٠۴۵۴۵ ٠٫٠٠۶٩۴ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٧٧۵٢ ٠٫٠٣١١۴
٠٫٠٣٢٧٧ ٠٫٠١٨٧۵ ٠٫٠۶٢٨٧ ٠٫٠٧٩۵۴ ٠٫٠۴۴۶۵ ٠٫٠٢٠٧٢ ٠٫٠٠٩٠۴ ٠٫٠٧٨٩۴ ٠٫٠١٩۶۴
٠٫٠١٠۴۶ ٠٫٠٠٧٧١ ٠٫٠۴۵۴۵ ٠٫٠۴۴۶۵ ٠٫٠٩٧١٣ ٠٫٠٠۵٨۵ ٠٫٠١٠٩۶ ٠٫٠٨۶ ٠٫٠٢٨۵
٠٫٠٢۶۶۵ ٠٫٠٠٧٠۵ ٠٫٠٠۶٩۴ ٠٫٠٢٠٧٢ ٠٫٠٠۵٨۵ ٠٫٠۴٠۵ ٠٫٠٠٩۵٣ ٠٫٠١٩۵٢ ٠٫٠١٠٩۵
٠٫٠١٨٣ ٠٫٠٠٩١٢ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٠٩٠۴ ٠٫٠١٠٩۶ ٠٫٠٠٩۵٣ ٠٫٠١٩٨۶ ٠٫٠١٧٨۴ ٠٫٠٠٧٩

٠٫٠٢٨١۶ ٠٫٠٢١٠۶ ٠٫٠٧٧۵٢ ٠٫٠٧٨٩۴ ٠٫٠٨۶ ٠٫٠١٩۵٢ ٠٫٠١٧٨۴ ٠٫١٣٣۴٣ ٠٫٠٣۴۵۵
٠٫٠٢٠٧٧ ٠٫٠١۵١٨ ٠٫٠٣١١۴ ٠٫٠١٩۶۴ ٠٫٠٢٨۵ ٠٫٠١٠٩۵ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٣۴۵۵ ٠٫٠۶٢١١


ͬ کنیم. م استفاده عصبی شب΄ه های روش از پیشنهادی سهام سبد انتخاب مسئله ی برای ما

شده اند. بیان زیر (٢ . ۴) و (١ . ۴) جداول در نتایج r٠ مختلف بازده های نرخ به توجه با
باشد بالاتر بازده هرچه آوریم. به دست ͬ توانیم م را زیر نتیجه های (٢ . ۴) و (١ . ۴) جداول در
برای این، بر علاوه است. سازگار گذاری سرمایه تئوری با نتیجه این که است بالاتر ریس
پایینͬ کارا سهام  سبد از کم تری ریس مجاز۴ خطای با بالاتر کارا سهام سبد مشابه،  بازده های

دارد. مجاز
سهام سبد مرز دو ما ،(١٠ . ۴) و (٩ . ۴) مدل های سهام  سبد پایین ترین و بالاترین از استفاده با

آوردیم. به دست را (١ . ۴) ش΄ل در مجاز خطای با کارا
4Admissible error
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۴۵ عددی مثال
مجاز خطای با سهام سبد بالاترین بازده ی گستره ی که ͬ شود م مشاهده (١ . ۴) ش΄ل در
مفهوم از ناشͬ واقعیت این است. مجاز خطای با سهام سبد پایین ترین از بزرگ تر همیشه
سبد بالاترین و پایین ترین است. مجاز خطای با بهادار اوراق سبد پایین ترین و بالاترین
برای ͽمرج نقش ی که افراطͬ نظر دو به عنوان ͬ توان م را مجاز خطای با بهادار اوراق
معاملاتͬ هزینه های اینکه دادن نشان برای گرفت. نظر در ͬ کنند م ایفا سرمایه گذار ی

و قبول قابل خطای گرفتن نظر در با کارا مرزهای پایینͬ و بالایی نمودار :١ . ۴ ش΄ل
کراندار محدودیت های و معاملاتͬ هزینه های

پایین ترین و بالاترین دارند، کارا سهام سبد انتخاب بر زیادی تأثیر کران د ار محدودیت های و
به ترتیب که کران د   ار محدودیت های و معاملاتͬ هزینه های بدون و با سهام سبد کارایی مرزهای
که دریابیم (٣ . ۴) و (٢ . ۴) ش΄ل از ͬ توانیم م است. شده داده نشان (٣ . ۴) و (٢ . ۴) ش΄ل در
منحنͬ مجاز، خطای با کارا سهام سبد پایین ترین برای یا مجاز کارایی سهام سبد بالاترین برای
را محدودیت ها این بدون منحنͬ از پایینͬ کران دار محدودیت های و معاملاتͬ هزینه های با
و معاملاتͬ هزینه های بدون مجاز خطای با کارا سهام سبد بازده گستره ی که، گفتیم است.

است. کران دار محدودیت های و معاملاتͬ هزینه های با از بزرگ تر کران دار محدودیت های
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مختلف محدودیت های تحت بالایی کارا مرزهای :٢ . ۴ ش΄ل

ی بهینه وزن دهͬ روی عمیقͬ تأثیر محدودیت ها این که است این موضوع این دلیل
پرتفوهای غلبه تحت کاملا́ شده محدود پرتفو های لذا دارند، ریس کردن حداقل هنگام دارایی

ͬ گیرند. م قرار نشده محدود



۴٧ عددی مثال

مختلف محدودیت های تحت پایینͬ کارا مرزهای :٣ . ۴ ش΄ل

عصبی شب΄ه ی با ٣ . ۴ مثال ترسیم ٣ . ١ . ۴
مسئله ها ی برای را است r٠ = ٠٫٠۵, ٠٫١, ٠٫١۵ برابربا به ترتیب r٠ ͬ که وقت (٣ . ۴) مثال حل
و (١ . ۴) جدول در جواب ها ͬ کنیم. م ترسیم عصبی شب΄ه های از استفاده با (١٠ . ۴) و (٩ . ۴)
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Aabstract

In this thesis, a numerical method based on neural networks is presented to solve a

class of the financial optimization problems with transaction costs. To do this, we first

write the optimality conditions for the optimization problem. Then we design a neural

network model related to it. We prove that the equilibrium point of the neural network is

the main optimal solution. By presenting an appropriate Lyapunov function, stability and

convergence properties of the proposed neural network one stated. For this purpese some

definitions of financial concepts in mathematics and some concepts of optimization are

presented, then a novel gradient lased neural network model is presented, in continuation

an analytic derivation of admissible efficient frontier with borrowing by a neural network

model is studied and in end the admissible portfolio selection problem with transaction

costs with a neural network model is cosidered.

Keywords: Portfolio, Optimization,Transaction Costs, Neural Networks, Value at Risk,

Conditional Value at Risk.
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