




ری  اض  ͬ ع  ل  وم ́  ده دان  ش  

ج  ب  ر گ  رای  ش م  ح  ض، ری  اض  ͬ رش  ت  ه

دک  ت  ری رس  ال  ه

ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ب  ررس  ͬ
روی ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬس  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ه  ای

ی  زدان  ف  ر م  رض  ی  ه ن  ·  ارن  ده:

راه  ن  م  ا اس  ت  اد

ه  اش  م  ͬ اب  راه  ی  م دک  ت  ر

١٣٩٧ ب  ه  م  ن
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ب  ه ت  ق  دی  م
ع  زی  زم م  ادر و پ  در

ک  ه آم  ی  زی م  ح  ب  ت ت  لاش ه  ای ه  م  ه ی ب  ه خ  اط  ر
داده ان  د. ان  ج  ام ͬ ام زن  دگ   م  خ  ت  ل  ف دوران در

ز



س  پ  اس گ  زاری...

ای  ن ان  ج  ام ب  ه م  وف  ق ب  زرگ  وار اس  ات  ی  د راه  ن  م  ای  ͬ و ی  اری و پ  روردگ  ار ی  اری ب  ه ک  ه اک  ن  ون
در ک  ه ع  زی  زان  ͬ ت  م  ام  ͬ از را س  پ  اس  ·  زاری ن  ه  ای  ت ک  ه دان  س  ت  ه خ  ود وظ  ی  ف  ه ی ش  ده ام رس  ال  ه

آورم: ب  ه ع  م  ل ک  رده ان  د ΁  ک  م م  ن ب  ه راه ای  ن
از ف  روت  ن  ͬ و ص  ب  ر ک  م  ال در ک  ه ه  اش  م  ͬ اب  راه  ی  م دک  ت  ر آق  ای ج  ن  اب ب  زگ  وار اس  ت  اد از آغ  از در
ع  ه  ده ب  ر را رس  ال  ه ای  ن راه  ن  م  ای  ͬ و ن  ن  م  ودن  د دری  ; م  ن ب  ر ع  رص  ه ای  ن در ͬ  ́ ک  م   ͸  ه  ی

دارم. را ́  ر ت  ش   ک  م  ال داش  ت  ن  د،
ج  ع  ف  ری ح  ی  در س  ی  د دک  ت  ر اس  ت  اج  ͬ، اک  ب  ر ع  ل  ͬ دک  ت  ر آق  ای  ان گ  رام  ͬ، داوران از ه  م چ  ن  ی  ن،
داش  ت  ن  د ب  رع  ه  ده را رس  ال  ه ای  ن ͹  ت  ص  ح  ی و داوری زح  م  ت ک  ه آل ه  وز ع  ب  دال  لّ  ه دک  ت  ر و

س  پ  اس  ·  زارم.
م  ن ه  م  راه و ی  ار ه  م  ی  ش  ه ک  ه ع  زی  زم خ  ان  واده ب  ه ͬ ک  ن  م م   ت  ق  دی  م را رس  ال  ه ای  ن پ  ای  ان، در

ب  وده ان  د.

ی  زدان  ف  ر م  رض  ی  ه
١٣٩٧ ب  ه  م  ن

ح



ن  ام  ه ت  ع  ه  د
ری  اض  ͬ ع  ل  وم ́  ده دان  ش   م  ح  ض ری  اض  ͬ رش  ت  ه دک  ت  ری دان  ش  ج  وی ی  زدان  ف  ر م  رض  ی  ه ای  ن  ج  ان  ب
ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ب  ررس  ͬ ع  ن  وان ب  ا رس  ال  ه ن  وی  س  ن  ده ش  اه  رود، ص  ن  ع  ت  ͬ دان  ش  ·  اه
دک  ت  راب  راه  ی  م راه  ن  م  ای  ͬ ت  ح  ت ، ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای روی ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای

ͬ ش  وم: م   م  ت  ع  ه  د ه  اش  م  ͬ
ب  رخ  وردار اص  ال  ت و ص  ح  ت از و اس  ت ش  ده ان  ج  ام ای  ن  ج  ان  ب ت  وس  ط رس  ال  ه ای  ن در ت  ح  ق  ی  ق  ات •

اس  ت.
اس  ت  ن  اد اس  ت  ف  اده م  ورد ͽ  م  رج ب  ه پ  ژوه  ش گ  ران، دی  ·  ر پ  ژوه  ش ه  ای ͷ  ن  ت  ای از اس  ت  ف  اده در •

اس  ت. ش  ده
ی  ا م  درک ن  وع ͸  ه  ی دری  اف  ت ب  رای دی  ·  ری ف  رد ی  ا خ  ود، ت  وس  ط ک  ن  ون ت  ا رس  ال  ه، ای  ن م  ط  ال  ب •

اس  ت. ن  ش  ده ارای  ه ه  ی  ͸ ج  ا در ام  ت  ی  ازی
م  س  ت  خ  رج م  ق  الات و دارد، ت  ع  ل  ق ش  اه  رود ص  ن  ع  ت  ͬ دان  ش  ·  اه ب  ه اث  ر، ای  ن م  ع  ن  وی ح  ق  وق •
چ  اپ ب  ه “ Shahrood University of Technology “ ی  ا “ ش  اه  رود ص  ن  ع  ت  ͬ دان  ش  ·  اه “ ن  ام ب  ا

رس  ی  د. خ  واه  د
ب  وده ان  د، ت  اث  ی  رگ  ذار رس  ال  ه اص  ل  ͬ ͷ  ن  ت  ای آوردن ب  ه دس  ت در ک  ه اف  رادی ت  م  ام م  ع  ن  وی ح  ق  وق •

ͬ گ  ردد. م   رع  ای  ت رس  ال  ه از م  س  ت  خ  رج م  ق  الات در
آن  ه  ا) ب  اف  ت ه  ای (ی  ا زن  ده م  وج  ود از ک  ه م  واردی در رس  ال  ه، ای  ن ان  ج  ام م  راح  ل ت  م  ام در •

اس  ت. ش  ده رع  ای  ت اخ  لاق  ͬ اص  ول و ض  واب  ط اس  ت، ش  ده اس  ت  ف  اده
اف  راد ش  خ  ص  ͬ اط  لاع  ات ح  وزه ب  ه ک  ه م  واردی در رس  ال  ه، ای  ن ان  ج  ام م  راح  ل ت  م  ام در •
رع  ای  ت ان  س  ان  ͬ اخ  لاق اص  ول و رازداری اص  ل اس  ت)، ش  ده اس  ت  ف  اده (ی  ا ی  اف  ت  ه دس  ت  رس  ͬ

اس  ت. ش  ده
ی  زدان  ف  ر م  رض  ی  ه
١٣٩٧ ب  ه  م  ن

ن  ش  ر ح  ق و ͷ  ن  ت  ای ́  ی  ت م  ال  
ب  رن  ام  ه ه  ای ک  ت  اب، م  س  ت  خ  رج، ( م  ق  الات آن م  ح  ص  ولات و اث  ر ای  ن م  ع  ن  وی ح  ق  وق ت  م  ام •
ش  اه  رود ص  ن  ع  ت  ͬ دان  ش  ·  اه ب  ه م  ت  ع  ل  ق ش  ده) س  اخ  ت  ه ت  ج  ه  ی  زات و ن  رم اف  زاره  ا رای  ان  ه ای،

ش  ود. ذک  ر م  رب  وط  ه ع  ل  م  ͬ ت  ول  ی  دات در م  ق  ت  ض  ͬ، ن  ح  و ب  ه ب  ای  د م  ط  ل  ب ای  ن ͬ ب  اش  د. م  
ͬ ب  اش  د. ن  م   م  ج  از ͽ  م  ن  ب ذک  ر ب  دون رس  ال  ه ای  ن در م  وج  ود ͷ  ن  ت  ای و اط  لاع  ات از اس  ت  ف  اده •

ط





́  ی  ده چ  
ح  ل  ق  ه ی گ  رف  ت  ه، ق  رار ب  س  ی  اری ت  وج  ه م  ورد اخ  ی  راً ک  ه ج  ب  ری م  ه  م س  اخ  ت  اره  ای از ͬ  ́ ی  
ح  ل  ق  ه ی ج  م  ل  ه  از م  ه  م س  اخ  ت  اره  ای از ت  ع  م  ی  م  ͬ ک  ه اس  ت ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای
اری  ب، ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ل  وران، اری  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی اری  ب، چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای
ق  ص  د رس  ال  ه ای  ن در ͬ ب  اش  د. م   . . . و اری  ب گ  روه  ͬ ح  ل  ق  ه ی ل  وران، اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
م  ان  ن  د ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه  ی پ  وچ س  ازی خ  واص ب  رخ  ͬ ب  ررس  ͬ ض  م  ن داری  م
م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ب  ررس  ͬ ب  ه ،AB‐ًق  وی  ا خ  اص  ی  ت و (A) خ  اص  ی  ت ب  ودن، زی  پ ب  ودن، م  ΁ ک  وی
ب  رای ه  م چ  ن  ی  ن ب  پ  ردازی  م. آن خ  اص ح  الات ب  رخ  ͬ و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر
اس  ت، ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی از خ  اص  ͬ ح  ال  ت ک  ه اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی
ب  ا س  پ  س و ک  رده م  ش  خ  ص را ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ́  ه، ی   خ  ودت  وان، ع  ن  اص  ر چ  ون ع  ن  اص  ری س  اخ  ت  ار
م  ورد را آن ه  ا ب  ه م  رب  وط ال  ق  ای  ͬ ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه زی  رگ  راف ه  ای آم  ده ب  دس  ت ͷ  ن  ت  ای از اس  ت  ف  اده

ͬ ده  ی  م. م   ق  رار ب  ررس  ͬ و م  ط  ال  ع  ه

ح  ل  ق  ه ی ق  ط  ر؛ ی  اف  ت  ه؛ ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر؛ م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ک  ل  ی  دی: ک  ل  م  ات
ت  م  ی  ز. ع  ن  ص  ر ́  ه؛ ی   ع  ن  ص  ر پ  وچ ت  وان؛ ع  ن  ص  ر ع  ن  ص  رخ  ودت  وان؛ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر؛

ک





رس  ال  ه از م  س  ت  خ  رج م  ق  الات ل  ی  س  ت

1. Hashemi, E., Yazdanfar, M. and Alhevaz. A., On generalized power series rings with some

restrictions on zero-divisoes. J. Algebra Appl. 17(3) (2018), Article Id: 1850040, 21 pp.

2. Hashemi, E. and Yazdanfar, M., On clean and nil clean elements in skew t.u.p. monoid

rings. Bull. Korean Math. Soc., 56(1) (2019), 57-71.

3. Hashemi, E., Yazdanfar, M. and Alhevaz. A., Directed zero-divisor graph and skew power

series rings. Trans. Comb., 7(4) (2018), 43-57.

4. Yazdanfar, M. and Hashemi, E., On constant products of elements in skew t.u.p. monoid

rings. First Local Conference of Mathematical Science and Applications, Shahid Chamran

University of Ahvaz, December 20, 2017.

م





م  ط  ال  ب ف  ه  رس  ت
١ م  ق  دم  ه ١
٧ اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات ٢ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٢ . ٢

٢٧ ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات ٣ . ١
٣٣ . . . . . ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ ٣ . ٢
۴٧ . . . . . . . ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٣ . ٣

۵٧ اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات ١ . ۴
۶٠ . ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ا ی روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر ٢ . ۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . ́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب ع  ض  و دو دارای م  ون  وئ  ی  ده  ای ٣ . ۴

دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر ۴ . ۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس  ت
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای ۵ . ۴

٨٣ ͽ  م  راج
٩١ ان  ·  ل  ی  س  ͬ ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ه
٩٣ ف  ارس  ͬ ب  ه ان  ·  ل  ی  س  ͬ واژه ن  ام  ه
٩۶ ن  م  ای  ه

س





١ ف  ص  ل
م  ق  دم  ه

ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی س  اخ  ت  ار ،S اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د و R م  ف  روض ح  ل  ق  ه ی ب  رای
و م  ازورک٣ ش  د. م  ع  رف  ͬ ،[٢۶] ͽ  م  رج در ری  ب  ن  ب  وی  م٢ و ال  ی  وت١ ت  وس  ط R[[S]] ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ی
ای  ن در س  اخ  ت  ار ای  ن اه  م  ی  ت دادن  د. ت  ع  م  ی  م آن اری  ب ح  ال  ت ب  ه را س  اخ  ت  ار ای  ن [۶۵] ۴ͬ  ́ ژی  م  ب  وس  
ح  ل  ق  ه ی (اری  ب)، چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا ح  ل  ق  ه ی ج  م  ل  ه از ح  ل  ق  ه ه  ا از وس  ی  ع  ͬ ب  س  ی  ار رده ی ک  ه اس  ت
(اری  ب) م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ل  وران، (اری  ب) چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی (اری  ب)، ت  وان  ͬ س  ری ه  ای
ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  رای ک  ه ن  ت  ی  ج  ه ای ه  ر ای  ن رو از ب  ردارد. در …را و
م  ط  ال  ع  ات اخ  ی  راً دل  ی  ل ه  م  ی  ن ب  ه ب  ود. خ  واه  د ب  رق  رار ن  ی  ز ح  ل  ق  ه ه  ا از رده ای  ن ب  رای ب  اش  د، ب  رق  رار
،[۶۵] ͽ  م  رج در ͬ  ́ وژی  م  ب  وس   م  ازورک م  ث  ال، ع  ن  وان ب  ه اس  ت. ش  ده ان  ج  ام زم  ی  ن  ه ای  ن در وس  ی  ع  ͬ
ف  ون R[[S, ω]] ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ی اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ́  ه ای  ن   ب  رای ک  اف  ͬ و لازم ش  رای  ط
ف  ون R[[S, ω]] ح  ل  ق  ه ی ش  رای  ط، آن ت  ح  ت ک  ه دادن  د ن  ش  ان و ک  ردن  د ب  ی  ان را ب  اش  د م  ن  ظ  م ن  ی  وم  ن
خ  اص  ی  ت ،[۶١] ͽ  م  رج در ه  م چ  ن  ی  ن، ب  اش  د. ن  ی  م س  اده اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت م  ن  ظ  م ن  ی  وم  ن
ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا روی آرم  ن  داری  ز خ  اص  ی  ت از ت  ع  م  ی  م  ͬ ک  ه ,S)‐آرم  ن  داری  ز، ω)

چ  ه ت  ح  ت ک  ه ش  د داده ن  ش  ان ای  ن، ب  ر ع  لاوه گ  رف  ت. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد اس  ت، ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب
و آل ه  وز اس  ت. ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ی  ا و ک  اه  ش  ͬ ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ش  رای  ط  ͬ

1Eliott
2Ribenboim
3Mazurek
4Ziembowski



م  ق  دم  ه ٢
ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ای س  اخ  ت  اره  ای در پ  وچ ت  وان ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار م  ط  ال  ع  ه ی ،[١] ͽ  م  رج در ه  اش  م  ͬ
س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی آی  ا ک  ه ب  ودن  د س  ؤال ای  ن ب  رای پ  اس  خ  ͬ ی  اف  ت  ن دن  ب  ال ب  ه آن ه  ا دادن  د. ادام  ه را
ب  رخ  ͬ آن ه  ا ه  م چ  ن  ی  ن، خ  ی  ر. ی  ا ب  ود خ  واه  د پ  وچ پ  وچ، ض  رای  ب ح  ل  ق  ه ی روی ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ
ش  رای  ط از ت  ع  م  ی  م  ͬ ک  ه را، ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی در پ  وچ س  از ی وی  ژگ  ͬ
م  ط  ال  ع  ه ی (ب  رای داد ن  د ق  رار م  ط  ال  ع  ه و ب  ررس  ͬ م  ورد اس  ت، گ  ون  ه م  ΁ ک  وی و گ  ون  ه آرم  ن  داری  ز
ͽ  م  راج ب  ه ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی روی آم  ده ب  ه دس  ت ͷ  ن  ت  ای زم  ی  ن  ه ی در ب  ی  ش  ت  ر

.( ش  ود م  راج  ع  ه [۶۴ ،٧٢ ،۶٢ ،۶١ ،١]
ب  ه و داده ادام  ه را ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی روی م  ط  ال  ع  ه رس  ال  ه ای  ن در
AB ق  وی  اً‐ خ  اص  ی  ت زی  پ، خ  اص  ی  ت م  ΁ ک  وی، خ  اص  ی  ت م  ان  ن  د آن پ  وچ س  ازی خ  واص ب  رخ  ͬ ب  ررس  ͬ
را ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ́  ه، ی   خ  ودت  وان، ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار ه  م چ  ن  ی  ن، ͬ پ  ردازی  م. م   (A) خ  اص  ی  ت و
ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی از خ  اص  ͬ ح  ال  ت ک  ه اری  ب، م  ون  وئ  ی  دی درح  ل  ق  ه ی
م  ف  اه  ی  م و ح  ل  ق  ه ای م  ف  اه  ی  م ب  رخ  ͬ داری  م ق  ص  د ای  ن، ب  ر ع  لاوه ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ررس  ͬ و م  ط  ال  ع  ه اس  ت،
ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف م  ط  ال  ع  ه ی ب  ه و ک  رده م  رت  ب  ط ه  م راب  ه گ  راف  ͬ

ب  پ  ردازی  م. ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه
ک  ارآم  د روش ه  ای از ͬ  ́ ی   ری  اض  ی  ات م  خ  ت  ل  ف ش  اخ  ه ه  ای ب  ی  ن م  وج  ود م  ف  اه  ی  م ک  ردن م  رت  ب  ط
دارای ج  ب  ری Ͱ  ش ب  ه ت  رک  ی  ب  ی  ات  ͬ Ͱ  ش دادن ن  س  ب  ت ͬ ب  اش  د. م   م  ف  اه  ی  م آن ک  ردن ب  ررس  ͬ ب  رای
ب  ه ک  ی  ل  ͬ گ  راف دادن ن  س  ب  ت ت  ن  اظ  ره  ا ای  ن ͬ ت  ری  ن ق  دی  م   از ͬ  ́ ی   ͬ ب  اش  د. م   ط  ولان  ͬ ن  س  ب  ت  اً پ  ی  ش  ی  ن  ه ی
ب  ه دس  ت ت  ن  اظ  ر ای  ن از ب  س  ی  اری ͷ  ن  ت  ای و گ  رف  ت ان  ج  ام ک  ی  ل  ۵ͬ آرت  ور ت  وس  ط ک  ه ͬ ب  اش  د م   گ  روه ΁  ی
ح  ل  ق  ه ی ب  ه ΁  ب ش  د. ب  رق  رار [١٣] ۶΁  ب ت  وس  ط گ  راف ه  ا و ح  ل  ق  ه ه  ا ب  ی  ن ارت  ب  اط اول  ی  ن آم  د.
در داد. ن  س  ب  ت را ͬ ش  ود، م   داده ن  م  ای  ش Γ(R) ب  ا ک  ه ،R ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ،R ج  اب  ه ج  ای  ͬ
دو و ب  ودن  د ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در گ  راف رئ  وس م  ج  م  وع  ه ع  ن  وان ب  ه ح  ل  ق  ه ع  ن  اص  ر ت  م  ام گ  راف، ای  ن
ک  ردن م  ش  خ  ص ΁  ب اص  ل  ͬ ت  م  رک  ز ال  ب  ت  ه . ab = ٠ اگ  ر ب  ودن  د م  ج  اور ́  دی  ·  ر ی   ب  ا b و a م  ت  م  ای  ز ع  ن  ص  ر
اص  لاح را گ  راف ای  ن ت  ع  ری  ف [٨] ل  ی  وی  ن  ·  س  ت  ون٨ و ان  درس  ون٧ ادام  ه، در ب  ود. گ  راف ای  ن رن  ·  ͬ ع  دد
ن  ظ  ر در ه  س  ت  ن  د، ن  اص  ف  ر ک  ه R ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای را گ  راف رئ  وس م  ج  م  وع  ه و ک  ردن  د
ͬ ه  ای وی  ژگ   ،R ح  ل  ق  ه ی خ  واص چ  ·  ون  ه ک  ه ب  ود ای  ن زم  ی  ن  ه ای  ن م  ح  ق  ق  ان م  ه  م س  ؤال گ  رف  ت  ن  د.
چ  را ب  ود ج  ذاب ب  س  ی  ار س  ؤال ای  ن ب  ه دادن ͺ  پ  اس ́  س. ب  ال  ع   و ͬ ک  ن  د م   م  ش  خ  ص را Γ(R) گ  راف  ͬ
ای  ن ح  ل ΁  ک  م ب  ه ح  ل  ق  ه ه  ا ن  ظ  ری  ه  ی در پ  ی  ش  رف  ت  ه م  س  ای  ل ت  ا م  ح  اس  ب  ات  ͬ س  اده روش ه  ای از ک  ه
خ  اص  ͬ وی  ژگ  ͬ دارای آن ه  ا گ  راف ه  ای ک  ه ح  ل  ق  ه ه  ای  ͬ ت  م  ام م  وض  وع  ات، از خ  ی  ل  ͬ در آم  دن  د. م  س  ائ  ل
ح  ل  ق  ه، ب  ه گ  راف ای  ن دادن ن  س  ب  ت از ب  ع  د ͬ رف  ت م   ان  ت  ظ  ار ک  ه ه  م  ان ط  ور ش  دن  د. رده ب  ن  دی ب  ودن  د،
گ  راف ه  ای م  رور ب  ه و ش  دن  د م  وض  وع ای  ن ج  ذب ج  ب  ر ش  اخ  ه ی از ب  ه خ  ص  وص زی  ادی پ  ژوه  ش  ·  ران
ن  س  ب  ت ج  ب  ری دی  ·  ر س  اخ  ت  اره  ای ب  ه ب  ود ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف آن ه  ا اص  ل  ͬ ای  ده ی ک  ه م  خ  ت  ل  ف  ͬ
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٣
ش  د. داده

گ  راف م  ف  ه  وم ع  ده ای ش  د. دن  ب  ال م  خ  ت  ل  ف ΁  س  ب دو در راس  ت  ا، ای  ن در ب  ع  دی م  ط  ال  ع  ات
[١۴] و [٢٣] در م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه دادن  د. ت  ع  م  ی  م ج  ب  ری دی  ·  ر س  اخ  ت  اره  ای ب  ه را ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه
ب  ه ن  ی  ز دی  ·  ر ع  ده ای ش  دن  د. ب  ررس  ͬ و م  ع  رف  ͬ م  دول ه  ا و ن  ی  م گ  روه ه  ا ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
از ن  م  ون  ه دو ذک  ر ب  ه ای  ن ج  ا در ک  ه پ  رداخ  ت  ن  د ج  ب  ری س  اخ  ت  اره  ای ب  ه ج  دی  د گ  راف ه  ای دادن ن  س  ب  ت

ͬ پ  ردازی  م: م   آن ه  ا
ای  ن ش  د.در م  ع  رف  ͬ [٧٣] در ب  ات  وادک  ار١١ و ١٠ ش  ارم  ا ت  وس  ط ک  ه ب  ی  ش  ی  ن٩ ه  م گ  راف ه  ای . ١
ع  ن  ص  ر دو و ش  دن  د گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در گ  راف رئ  وس ع  ن  وان ب  ه R ح  ل  ق  ه ع  ن  اص  ر ت  م  ام گ  راف

. aR+ bR = R اگ  ر ه  س  ت  ن  د م  ت  ص  ل ́  دی  ·  ر ی   ب  ه b و a م  ت  م  ای  ز
م  ع  رف  ͬ [۴] ͽ  م  رج در ب  داوی١٣ و ان  درس  ون ت  وس  ط ک  ه ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ΁  ی ت  ام١٢ گ  راف . ٢
گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در گ  راف رئ  وس ع  ن  وان ب  ه R ح  ل  ق  ه ی اع  ض  ای ت  م  ام ن  ی  ز گ  راف ای  ن در ش  د.
ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه a+ b اگ  ر ه  س  ت  ن  د م  ت  ص  ل ́  دی  ·  ر ی   ب  ه b و a م  ت  م  ای  ز رأس دو و ش  ده ان  د

ب  اش  د. R از
،R ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه  گ  راف ،[٨] ل  ی  وی  ن  ·  س  ت  ون و ان  درس  ون ت  ع  ری  ف اس  اس ب  ر
ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی آن رئ  وس م  ج  م  وع  ه ک  ه اس  ت گ  راف  ͬ ͬ ش  ود، م   داده ن  ش  ان Γ(R) ن  م  اد ب  ا ک  ه
ه  م ب  ا b و a م  ت  م  ای  ز رأس دو و ͬ ب  اش  د م   ه  س  ت  ن  د، ن  اص  ف  ر ک  ه ،R ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای
ث  اب  ت [ ٣ . ٢ ق  ض  ی  ه ،٨] ͽ  م  رج در ل  ی  وی  ن  ·  س  ت  ون و ان  درس  ون .ab = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر م  ج  اورن  د
ای  ن ب  ا را ق  ض  ی  ه ای  ن آن ه  ا .diam(Γ(R)) ≤ ٣ و اس  ت ه  م  ب  ن  د ه  م  ی  ش  ه Γ(R) گ  راف ک  ه ک  ردن  د
ت  رک  ی  ب ،gr(Γ) ≤ ٢diam(Γ) + ١ آن گ  اه ب  اش  د، دور ش  ام  ل Γ گ  راف اگ  ر ک  ه گ  راف ن  ظ  ری  ه ن  ت  ی  ج  ه ی
΁  ی R اگ  ر دادن  د ن  ش  ان ه  م چ  ن  ی  ن [٢ . ۴ ق  ض  ی  ه ،٨] آن ه  ا .gr(Γ(R)) ≤ ٧ گ  رف  ت  ن  د ن  ت  ی  ج  ه و ک  ردن  د
ای  ن ک  ه زدن  د ح  دس و gr(Γ(R)) ≤ ۴ آن گ  اه ب  اش  د، دور ش  ام  ل و ج  اب  ه ج  ای  ͬ آرت  ی  ن  ͬ، ح  ل  ق  ه ی
و [۶٧] م  ولای١۴ ت  وس  ط آن ه  ا ح  دس اس  ت. ب  رق  رار دل  خ  واه ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ه  ر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه

ش  د. اث  ب  ات ج  داگ  ان  ه ب  ه ط  ور [٢۴] دی  م  ی  ر١۵
ن  ه و ک  ل  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  ه ،[٧٧] ͽ  م  رج در ردم  ون  د١۶ ت  وس  ط ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف م  ف  ه  وم
م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ی ب  ر Z(R) ک  ن  ی  م ف  رض ش  د. داده گ  س  ت  رش ج  اب  ه ج  ای  ͬ ل  زوم  اً
ن  اص  ف  ر ک  ه ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای (ن  ات  ه  ͬ) م  ج  م  وع  ه ی ب  ر Z(R)∗ ه  م  چ  ن  ی  ن و R ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر
ج  ه  ت ب  دون ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ردم  ون  د ،[٧٧] ͽ  م  رج در دارد. دلال  ت ͬ ب  اش  ن  د، م  
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م  ق  دم  ه ۴
آن در ک  ه ک  رد ت  ع  ری  ف ای  ن ص  ورت ب  ه را اس  ت، داده ن  م  ای  ش Γ(R) ن  م  اد ب  ا ک  ه ،R ح  ل  ق  ه ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ
b و a ب  ی  ن ی  ال  ͬ ،Z(R)∗ از b و a م  ت  م  ای  ز رئ  وس ب  رای و ب  وده گ  راف رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی Z(R)∗

Γ(R) گ  راف ک  ه ک  رد ث  اب  ت [٧٧] ͽ  م  رج در ردم  ون  د .ba = ٠ ی  ا ab = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر دارد وج  ود
.diam(Γ(R)) ≤ ٣ و اس  ت ه  م  ب  ن  د ه  م  ی  ش  ه

ج  دی  د خ  واص ب  رخ  ͬ ک  ه ح  ل  ق  ه اس  ت از گ  راف  ͬ ن  م  ای  ش ΁  ی ͽ  واق در ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
م  ث  ال، ب  رای ک  رد. اس  ت  خ  راج آن از ͬ ت  وان م   را اس  ت م  ان  ده دور ج  ب  ردان  ان دی  د از ک  ه ح  ل  ق  ه ج  ب  ری
ه  ر ب  رای ک  ه اس  ت ش  ده ث  اب  ت [٧۶] ͽ  م  رج در ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف م  ف  ه  وم از اس  ت  ف  اده ب  ا
ℓR(x) و rR(x) درآن ک  ه اس  ت، زوج ع  ددی ∑

x∈R |rR(x)− ℓR(x)| م  ج  م  وع ،R م  ت  ن  اه  ͬ ح  ل  ق  ه ی
ͬ ب  اش  ن  د. م   R ح  ل  ق  ه ی در x ع  ن  ص  ر چ  پ و راس  ت پ  وچ س  از ب  ه ت  رت  ی  ب

ب  دان  ی  م ک  ه دارد وج  ود ت  وج  ه  ͬ ق  اب  ل ع  لاق  ه ی اس  ت، ش  ده ان  ج  ام راس  ت  ا ای  ن در ک  ه م  ط  ال  ع  ات  ͬ در
ح  ف  ظ م  خ  ت  ل  ف، ح  ل  ق  ه ای ت  وس  ی  ͽ ه  ای ت  ح  ت م  دن  ظ  ر، ح  ل  ق  ه ی ب  رای م  ف  روض گ  راف  ͬ خ  اص  ی  ت ΁  ی آی  ا
ح  ل  ق  ه ای ͽ  ت  وس  ی ͬ ش  ود م   ب  ررس  ͬ راس  ت  ا ای  ن در ک  ه ت  وس  ی  ͽ ه  ای  ͬ ͬ ت  ری  ن اب  ت  دای   خ  ی  ر. ی  ا ͬ ش  ود م  
́  ل  س١٩ اس  ت  ی   و ́  ن  دال١٨ ک  وی   آک  س  ت  ل١٧، ͬ ب  اش  د. م   ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ن  ی  ز و چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا
R ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ک  م  ر و ق  ط  ر م  ان  دن م  ح  ف  وظ ،[١٢] ͽ  م  رج در
ای  ن ادام  ه ی در داده ان  د. ق  رار ب  ررس  ͬ م  ورد را ت  وان  ͬ س  ری ه  ای و چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  وس  ی  ͽ ه  ای ت  ح  ت
ای  ن ،[۶] ͽ  م  رج در م  ولای و ان  درس  ون ه  م چ  ن  ی  ن و ،[۵٩] ͽ  م  رج در ل  وک  اس٢٠ چ  ون اف  رادی ک  ار
،[٣٨] ͽ  م  رج در ام  ی  رج  ان٢٢ و ه  اش  م  ٢١ͬ داده ان  د. ق  رار ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه ی و ب  ررس  ͬ م  ورد را وی  ژگ  ͬ
σ‐س  ازگ  ار و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی ب  رای آن ه  ا دادن  د. گ  س  ت  رش ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ال  ت ب  ه را ͷ  ن  ت  ای ای  ن
و دادن  د ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را R[[x;σ]] اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ،R
و Γ(R[x;σ, δ]) ،Γ(R) گ  راف ه  ای ک  م  ر و ق  ط  ر ب  رای ́  ن م  م   م  ق  ادی  ر از م  ق  ای  س  ه ای ه  م چ  ن  ی  ن،
و داده ادام  ه زم  ی  ن  ه ای  ن در را خ  ود م  ط  ال  ع  ات [٣٧] ͽ  م  رج در آن ه  ا ن  م  ودن  د. ارائ  ه Γ(R[[x;σ]])

خ  واص و R[x;σ, δ] اری  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ح  ل  ق  ه ای خ  واص ب  ی  ن راب  ط  ه ی ب  ررس  ͬ ب  ه
و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی ΁  ی ب  رای ه  م چ  ن  ی  ن پ  رداخ  ت  ه ان  د. آن ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف گ  راف  ͬ
م  ت  ن  اس  ب Γ(R[x;σ, δ]) گ  راف ق  ط  ر ب  رای ́  ن م  م   م  ق  ادی  ر از ک  ام  ل  ͬ دس  ت  ه ب  ن  دی ΁  ی ,σ)‐س  ازگ  ار δ)

ک  رده ان  د. ارائ  ه Γ(R) گ  راف ق  ط  ر ب  ا
ͬ ب  اش  د: م   زی  ر ب  ه ص  ورت ف  ص  ل ٣ ش  ام  ل رس  ال  ه ای  ن

ارت  ب  اط ب  ررس  ͬ ب  ه و ک  رده ب  رق  رار ارت  ب  اط ح  ل  ق  ه ای و گ  راف  ͬ م  ف  اه  ی  م ب  رخ  ͬ ب  ی  ن اول، ف  ص  ل در
گ  راف گ  راف  ͬ ͬ ه  ای وی  ژگ   و R[[x;σ]] اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ح  ل  ق  ه ای ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  ی  ن
م  ق  ادی  ر از ک  ام  ل  ͬ ب  ن  دی دس  ت  ه م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ͬ پ  ردازی  م. م   Γ(R[[x;σ]]) ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه
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۵
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R آن در ک  ه ͬ ده  ی  م م   ارائ  ه Γ(R[[x;σ]]) ج  ه  ت دار گ  راف ق  ط  ر ب  رای ́  ن م  م  
ش  رای  ط ض  رورت دادن ن  ش  ان ب  رای م  ث  ال چ  ن  دی  ن ه  م چ  ن  ی  ن، اس  ت. σ‐س  ازگ  ار و راس  ت ن  وت  ری

ͬ ده  ی  م. م   ارائ  ه ش  ده اع  م  ال
ح  ل  ق  ه ای م  ه  م س  اخ  ت  اره  ای از ͬ  ́ ی   پ  وچ س  ازی خ  واص ب  رخ  ͬ داری  م ق  ص  د اب  ت  دا دوم، ف  ص  ل در
دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض ده  ی  م. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ای ن  ظ  ری  ه ی در
ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ΁  ی ω : S −→ End(R) ن  ی  ز و اک  ی  د م  رت  ب (ج  زئ  اً) م  ون  وئ  ی  د (S,≤)

ب  ه S م  ون  وئ  ی  د از ͽ  ت  واب ت  م  ام ش  ام  ل R[[S, ω,≤]] ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
پ  اد ن  ه و ن  ام  ت  ن  اه  ͬ ن  زول  ͬ زن  ج  ی  ره  ای ش  ام  ل ن  ه آن ه  ا م  ح  م  ل ک  ه ب  ود خ  واه  د R ض  رای  ب ح  ل  ق  ه ی
S م  ون  وئ  ی  د از ω ع  م  ل ت  وس  ط ک  ه اری  ب پ  ی  چ  ش  ͬ ض  رب و ن  ق  ط  ه ای ͽ  ج  م ب  ا ن  ام  ت  ن  اه  ͬ، زن  ج  ی  ره  ای
ت  وس  ی  ع  ͬ ͽ  درواق ف  ص  ل ای  ن در م  ا ͷ  ن  ت  ای ͬ ب  اش  د. م   اس  ت، ش  ده داده R ض  رای  ب ح  ل  ق  ه ی روی
اب  ت  دا آوردی  م. ب  دس  ت اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  رای ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه اس  ت ن  ت  ای  ج  ͬ از
΁  م خ  اص  ی  ت م  ان  ن  د ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی خ  واص ب  رخ  ͬ
و ح  ل  ق  ه ه  ا از خ  اص  ͬ رده ی ب  رای را AB ق  وی  اً‐ خ  اص  ی  ت و زی  پ خ  اص  ی  ت ،(A) خ  اص  ی  ت ک  وی،
ح  ل  ق  ه ی ح  ل  ق  ه ای ͬ ه  ای وی  ژگ   م  ی  ان ارت  ب  اط ه  م چ  ن  ی  ن، ب  ی  ان ک  ن  ی  م. اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ه  ای
و ب  ررس  ͬ م  ورد را آن ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف گ  راف  ͬ ͬ ه  ای وی  ژگ   و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای
ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ق  ط  ر ب  رای ́  ن م  م   م  ق  ادی  ر از ک  ام  ل  ͬ ب  ن  دی دس  ت  ه و ͬ ده  ی  م م   ق  رار م  ط  ال  ع  ه

ͬ ده  ی  م. م   ارائ  ه اس  ت، ه  م  ان  ͬ ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω ͬ ک  ه ح  ال  ت   در ،Γ(R[[S, ω]])

ح  ل  ق  ه ای س  اخ  ت  اره  ای از ͬ  ́ ی   ع  ن  اص  ر از ب  ع  ض  ͬ س  اخ  ت  ار م  ط  ال  ع  ه ی ب  ه س  وم، ف  ص  ل در
و م  ون  وئ  ی  د M ح  ل  ق  ه، R ک  ن  ی  م ف  رض ͬ پ  ردازی  م. م   ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ن  ظ  ری  ه ی در
ت  م  ام ش  ام  ل R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R)

م  ون  وئ  ی  د از ω ع  م  ل ت  وس  ط ک  ه اس  ت پ  ی  چ  ش  ͬ ض  رب و ن  ق  ط  ه ای ͽ  ج  م ب  ا ∑n
i=١ aigi ف  رم ب  ه ت  رک  ی  ب  ات

́  ه، ی   خ  ودت  وان، ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار ف  ص  ل ای  ن در اس  ت. ش  ده داده R ض  رای  ب ح  ل  ق  ه ی روی ب  ه S
ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا در ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ررس  ͬ را اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز
ع  ن  اص  ر دق  ی  ق  اً R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ، ح  ل  ق  ه ی ΁  ی ب  رای
α = a١g١ + a٢g٢ + · · ·+ angn ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د. م  ͬ R خ  ودت  وان
ه  م  ان  ͬ ع  ن  ص  ر ) gi٠ = e ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ١ ≤ i٠ ≤ n اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ́  ه ی   R ∗ S از
ح  ل  ق  ه ا ی R آن در ک  ه اس  ت، پ  وچ ت  وان ai ،i ̸= i٠ ه  ر ب  رای و ب  اش  د ́  ه ی   R در ai٠ ،( S م  ون  وئ  ی  د
و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار آم  ده، ب  دس  ت ͷ  ن  ت  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س اس  ت. راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر
ح  ل  ق  ه ی ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ب  ا آن ارت  ب  اط و R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ت  م  ی  ز‐پ  وچ
Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای ب  رای  ن، ع  لاوه ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ش  خ  ص را R پ  ای  ه ی
م  ورد را Γ(R ∗ S) از Γ(cln(R ∗ S)) و Γ(Idem(R ∗ S)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای ه  م چ  ن  ی  ن Γ(R) از

ͬ ده  ی  م. م   ق  رار م  ط  ال  ع  ه





٢ ف  ص  ل
و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف

اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی

ارت  ب  اط ب  ررس  ͬ ب  ه و ک  رده ب  رق  رار ارت  ب  اط ح  ل  ق  ه ای و گ  راف  ͬ م  ف  اه  ی  م ب  رخ  ͬ ب  ی  ن ف  ص  ل ای  ن در
گ  راف گ  راف  ͬ ͬ ه  ای وی  ژگ   و R[[x;σ]] اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ح  ل  ق  ه ای ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  ی  ن
م  ق  ادی  ر از ک  ام  ل  ͬ ب  ن  دی دس  ت  ه م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ͬ پ  ردازی  م. م   Γ(R[[x;σ]]) ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R آن در ک  ه ͬ ده  ی  م م   ارائ  ه Γ(R[[x;σ]]) ج  ه  ت دار گ  راف ق  ط  ر ب  رای ́  ن م  م  
ش  رای  ط ض  رورت دادن ن  ش  ان ب  رای م  ث  ال چ  ن  دی  ن ه  م چ  ن  ی  ن، اس  ت. σ‐س  ازگ  ار و راس  ت ن  وت  ری

ͬ ده  ی  م. م   ارائ  ه ش  ده اع  م  ال
ͬ ب  اش  د. م   [٣۴] ͽ  م  رج از ب  رگ  رف  ت  ه ف  ص  ل ای  ن م  ط  ال  ب

ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات ٢ . ١
ش  د. ب  ی  ان ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  رای [١٣] ΁  ب ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف م  ف  ه  وم
ای  ن در ب  س  ی  اری اس  اس  ͬ ͷ  ن  ت  ای ش  د. ب  ازس  ازی [٨] ل  ی  وی  ن  ·  س  ت  ون و ان  درس  ون ت  وس  ط ت  ع  ری  ف ای  ن
ب  ه ب  س  ی  اری م  ق  الات ک  رد. م  ش  اه  ده [٨] ͽ  م  رج در را آن ه  ا ͬ ت  وان م   ک  ه اس  ت آم  ده ب  ه دس  ت زم  ی  ن  ه
ح  ل  ق  ه ه  ای ج  ب  ری خ  واص و ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف در گ  راف  ͬ خ  واص ب  ی  ن رواب  ط م  ط  ال  ع  ه ی
ͽ  م  راج زم  ی  ن  ه ای  ن در ͷ  ن  ت  ای و م  ق  الات ب  رخ  ͬ م  ش  اه  ده ی (ب  رای ی  اف  ت  ه ان  د اخ  ت  ص  اص ج  اب  ه ج  ای  ͬ



اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٨
ب  ب  ی  ن  ی  د). را [۶ ،٨ ،٣ ،١٠]

ح  ل  ق  ه ه  ای از را م  ف  ه  وم ای  ن ،[٧٧] ͽ  م  رج در ردم  ون  د ش  د، گ  ف  ت  ه پ  ی  ش ت  ر ک  ه ه  م  ان ط  ور
ص  ف  ر ع  ل  ی  ه م  ق  س  وم گ  راف دو و داد گ  س  ت  رش ج  اب  ه ج  ای  ͬ) ل  زوم  اً (ن  ه ک  ل  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  ه ج  اب  ه ج  ای  ͬ

ک  رد. ت  ع  ری  ف R ح  ل  ق  ه ی روی را ج  ه  ت دار و غ  ی  رج  ه  ت دار
آن در ک  ه ک  رد ت  ع  ری  ف ای  ن ص  ورت ب  ه را R ح  ل  ق  ه ی ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف او
از ی  ال  ͬ a −→ b ،b و a م  ت  م  ای  ز رأس دو ه  ر ب  رای و ب  وده Z∗(R) ه  م  ان گ  راف رئ  وس م  ج  م  وع  ه

.ab = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت گ  راف
و u م  ت  م  ای  ز رأس ه  ای از ج  ف  ت ه  ر ب  رای اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م م   ه  م  ب  ن  د١ را گ  راف ΁  ی ͬ ک  ن  ی  م م   ی  ادآوری
ه  ر ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود v = vn, . . . , v٢, u = v١ م  ت  م  ای  ز رئ  وس از م  ت  ن  اه  ͬ دن  ب  ال  ه  ای v

م  ت  م  ای  ز رأس دو ه  ر ب  رای و ͬ گ  وی  ی  م م   م  س  ی  ر٢ را دن  ب  ال  ه ای چ  ن  ی  ن اس  ت. ی  ال ΁  ی {vi, vi+١} ج  ف  ت
ط  ول را ͬ ش  ود، م   داده ن  م  ای  ش d(a, b) ن  م  اد ب  ا ک  ه ،b و a ب  ی  ن ف  اص  ل  ه٣ ،Γ س  اده گ  راف در b و a

ق  رار ب  اش  د ن  داش  ت  ه وج  ود م  س  ی  ری چ  ن  ی  ن اگ  ر ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در b و a ب  ی  ن م  س  ی  ر ک  وت  اه  ت  ری  ن
ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه Γ(R) گ  راف ق  ط  ر۴ ͬ ک  ن  ی  م م   ی  ادآوری ه  م چ  ن  ی  ن .d(a, b) = ∞ ͬ ده  ی  م م  

ͬ ش  ود م  
diam(Γ(R)) = sup{d(a, b)| ه  س  ت  ن  د Γ(R) از م  ت  م  ای  ز رأس ه  ای b و a }.

ه  م  ب  ن  د گ  راف ΁  ی و ͬ ش  ود م   گ  رف  ت  ه درن  ظ  ر ص  ف  ر آن ق  ط  ر ب  اش  د ت  ن  ه  ا رأس ش  ام  ل ف  ق  ط گ  راف اگ  ر
ج  ف  ت ه  ر دی  ·  ر ع  ب  ارت ب  ه ب  اش  د. ک  ام  ل اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ΁  ی ق  ط  ر دارای رأس ΁  ی از ب  ی  ش ب  ا
داده ن  م  ای  ش gr(Γ(R)) ن  م  اد ب  ا ک  ه ،Γ(R) گ  راف ک  م  ر۵ ب  اش  ن  د. م  ج  اور ه  م ب  ا Γ م  ت  م  ای  ز رئ  وس از
ب  اش  د. دور ش  ام  ل Γ(R) ͬ ک  ه درص  ورت   ͬ ش  ود، م   ت  ع  ری  ف Γ(R) در دور ک  وت  اه  ت  ری  ن ط  ول ͬ ش  ود، م  

.gr(Γ(R)) =∞ ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در
ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  رای را ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف داری  م ق  ص  د ف  ص  ل ای  ن در
پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ ب  ی  ان ب  ه اب  ت  دا م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ده  ی  م. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد اری  ب
ͬ ب  اش  د. م   م  ΁ ک  وی۶ خ  اص  ی  ت خ  واص، ای  ن از ͬ  ́ ی   ͬ پ  ردازی  م. م   اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ا ی را R ح  ل  ق  ه ی اس  ت، ک  رده م  ع  رف  ͬ [٧٠] ͽ  م  رج ن  ی  ل  س  ن٧در آن چ  ه اس  اس ب  ر
ع  ن  ص  ر آن گ  اه ،f(x)g(x) = ٠ ک  ه ب  اش  ن  د R[x] از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر g(x) و f(x) اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م م   چ  پ
ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور راس  ت م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی .rg(x) = ٠ ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر
را R ح  ل  ق  ه ی آن گ  اه ب  اش  د، راس  ت م  ΁ ک  وی ه  م و چ  پ م  ΁ ک  وی ه  م R ح  ل  ق  ه ی اگ  ر ͬ ش  ود. م  
م  ΁ ک  وی ک  ه اس  ت دل  ی  ل ای  ن ب  ه م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی ن  ام  ·  ذاری ع  ل  ت ͬ گ  وی  ی  م. م   م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ا ی
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٩ ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات
م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه f(x) و ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ک  ه ک  رد ث  اب  ت ب  ار اول  ی  ن ب  رای [٢ ق  ض  ی  ه ،۶۶]
.f(x)r = ٠ ک  ه دارد وج  ود ٠ ̸= r ∈ R آن گ  اه ب  اش  د، R[x] چ  ن  دج  م  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه از ص  ف  ری
روی ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ه را م  ΁ ک  وی م  ف  ه  وم ،[٧٩] ͽ  م  رج در ل  ی  و١٠ و ٩΃  س  ون ،٨΃  ی  ان
ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی م  ف  ه  وم و دادن  د گ  س  ت  رش ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی
ͽ  م  رج در ک  ی  ان  ١٢ͬ و ه  وز١١ آل م  ΁ ک  وی، ح  ل  ق  ه ه  ای م  ط  ال  ع  ه ی ادام  ه ی در ک  ردن  د. م  ع  رف  ͬ را
ب  ا R ح  ل  ق  ه ی ک  ردن  د. م  ع  رف  ͬ را ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت σ‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی م  ف  ه  وم ،[٢]
ب  رای ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت راس  ت σ‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی را σ درون  ری  خ  ت  ͬ
ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،f(x)g(x) = ٠ ک  ه f(x), g(x) ∈ R[[x;σ]] ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر
ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت چ  پ σ‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی .f(x)c = ٠ ک  ه
س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت چ  پ ‐م  ΁ ک  وی σ ه  م و راس  ت ‐م  ΁ ک  وی σ ه  م R ح  ل  ق  ه ی اگ  ر ͬ ش  ود. م  

اس  ت. ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت ‐م  ΁ ک  وی σ ح  ل  ق  ه ی R ͬ گ  وی  ی  م م   ب  اش  د، ت  وان  ͬ
م  ت  ق  ارن١٣ را R ح  ل  ق  ه ی ͬ ش  ون  د. م   ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه م  ا م  ط  ال  ع  ه ی م  ورد ح  ل  ق  ه ه  ای ک  لاس
ح  ل  ق  ه ا ی R ͬ ک  ه درص  ورت   .abc = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر abc = ٠ ،a, b, c ∈ R ه  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م  
ه  م چ  ن  ان آن ه  ا از ج  ای  ·  ش  ت  ͬ ه  ر ب  اش  د، ص  ف  ر آن ع  ن  اص  ر از ت  ع  دادی ح  اص  ل ض  رب و ب  اش  د ́  دار ی  
،a, b ∈ R ه  ر ب  رای ͬ ک  ه ص  ورت   در ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر١۴ R ح  ل  ق  ه ی ب  ود. ص  ف  رخ  واه  د
΁  ی اس  ت. ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر م  ت  ق  ارن و ́  دار ی   ح  ل  ق  ه ی ه  ر وض  وح ب  ه .ba = ٠ آن گ  اه ،ab = ٠ اگ  ر
(م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت ای  دآل ه  ر اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ͬ ن  ام  ی  م م   چ  پ) دوو (م  ت  ن  اظ  راً،  راس  ت دوو١۵ را ح  ل  ق  ه
ب  رای ͬ ک  ه ص  ورت   در ͬ گ  وی  ی  م م   ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ١۶ͬ را R ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د. ط  رف  ه دو آن چ  پ) ای  دآل
و دوو ح  ل  ق  ه ه  ای ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   راح  ت  ͬ ب  ه .aRb = ٠ آن گ  اه ،ab = ٠ اگ  ر ،a, b ∈ R ه  ر
ک  ه داد ن  ش  ان م  ث  ال  ͬ ارائ  ه ب  ا ،[۵ م  ث  ال ،۶٠] ͽ  م  رج در م  ارک  ز ه  س  ت  ن  د. ج  اب  ه ج  ای  ͬ ن  ی  م ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر،
(ح  ل  ق  ه ای ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی ه  ر ه  م چ  ن  ی  ن، ن  ی  س  ت  ن  د. م  ت  ق  ارن ی  ا و دوو ل  زم  اً ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای

اس  ت. ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی ΁  ی اس  ت) ن  اص  ف  ر پ  وچ ت  وان ع  ن  ص  ر ف  اق  د ک  ه
σ‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ا ی R ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی آن ت  ح  ت ک  ه ش  رای  ط  ͬ اب  ت  دا ف  ص  ل، ای  ن در
ب  رخ  ͬ ، آن از ک  ارب  ردی ب  ه ع  ن  وان س  پ  س و ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ی  ان را اس  ت ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت
ق  ص  د ب  ه ع  لاوه، ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را R[[x;σ]] اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی خ  واص
ت  ح  ت را R ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ص  ف  رج  ه  ت دار م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ق  ط  ر م  ان  دن م  ح  ف  وظ داری  م
́  ن م  م   م  ق  ادی  ر از ک  ام  ل  ͬ ب  ن  دی دس  ت  ه و ده  ی  م ق  رار ب  ررس  ͬ م  ورد اری  ب س  ری ت  وان  ͬ ͽ  ت  وس  ی
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اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ١٠
ح  ل  ق  ه ا ی R آن در ک  ه ده  ی  م، ارائ  ه Γ(R[[x;σ]]) ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ق  ط  ر ب  رای

اس  ت. σ‐س  ازگ  ار و راس  ت ن  وت  ری ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر،
آن ک  ه م  ·  ر ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ظ  ر در ́  دار ی   و ش  رک  ت پ  ذی  ر١٧ ح  ل  ق  ه ا ی را R رس  ال  ه، ای  ن س  رت  اس  ر در
⟨X⟩r ن  م  اد ب  ا X ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د راس  ت ای  دال ،X ⊆ R ب  رای ش  ود. ذک  ر ص  راح  ت  اً آن خ  لاف

و ͬ ش  ود م   داده ن  ش  ان
ℓR(X) = {a ∈ R | ax = ٠،x ∈ X ه  ر {ب  رای

ه  م چ  ن  ی  ن
rR(X) = {a ∈ R |xa = ٠،x ∈ X ه  ر .{ب  رای

ای  دآل  ͬ ℓR(X) = rR(X) آن  گ  اه ،X ⊆ R و ب  اش  د ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ت  رت  ی  ب ب  ه Zr(R) و Zℓ(R) ن  م  اد ه  ای ͬ ش  ود. م   داده ن  ش  ان ann(X) ن  م  اد ب  ا ک  ه اس  ت R از
م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای م  ج  م  وع  ه ی و ص  ف  ر چ  پ م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی ن  ش  ان ده  ن  ده ی
.Zℓ(R) = Zr(R) آن گ  اه ب  اش  د، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ای R اگ  ر ب  وض  وح، ͬ ب  اش  د. م   ص  ف  ر راس  ت

و ͬ ش  ود م   داده ن  م  ای  ش Z(R) ن  م  اد ب  ا ،R ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی
Z(R) = Zℓ(R) ∪ Zr(R).

ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٢ . ٢
ͬ گ  وی  ی  م، م   س  ازگ  ار١٨ را R ح  ل  ق  ه ی از σ درون  ری  خ  ت  ͬ ،[١١] ͽ  م  رج اس  اس ب  ر ͬ ک  ن  ی  م م   ی  ادآوری
ح  ل  ق  ه ا ی را R ای  ن ص  ورت در .aσ(b) = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ،ab = ٠ ،R در b و a ه  ر ب  رای ه  رگ  اه
ͬ گ  وی  ی  م، م   ص  ل  ب١٩ را R از σ درون  ری  خ  ت  ͬ ،[۵۶] ͽ  م  رج ب  ن  اب  ر ه  م چ  ن  ی  ن، ͬ گ  وی  ی  م. م   σ‐س  ازگ  ار

ح  ل  ق  ه ی را R ح  ل  ق  ه ی ای  ن ص  ورت در .a = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر aσ(a) = ٠ ،a ∈ R ه  ر ب  رای ه  رگ  اه
ح  ل  ق  ه ا ی R ح  ل  ق  ه ی ک  ه ک  رده ان  د ث  اب  ت ،[۴۴] ͽ  م  رج در م  وس  وی و ه  اش  م  ͬ ͬ گ  وی  ی  م. م   σ‐ص  ل  ب

ب  اش  د. σ‐س  ازگ  ار و ک  اه  ش  ͬ R اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت σ‐ص  ل  ب

ͬ ک  ن  ی  م. م   ش  روع ‐س  ازگ  ار σ ح  ل  ق  ه ه  ای از م  ث  ال ه  ای  ͬ ب  ا را ب  خ  ش ای  ن
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د. ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی S ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ١ م  ث  ال

R = {(a, b) | a, b ∈ S}

ک  ن  ی  م ف  رض ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را (a, b)(c, d) = (ac, ad + bc) ض  رب و ن  ق  ط  ه ای ͽ  ج  م ب  ا
σ ح  ل  ق  ه ا ی R ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ب  اش  د. σ((a, b)) = (a,−b) ت  ع  ری  ف ب  ا خ  ودری  خ  ت  ͬ σ : R −→ R

17Associative
18Compatible
19Rigid



١١ ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
.ac = ad + bc = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .(a, b)(c, d) = ٠ ک  ن  ی  م ف  رض م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای اس  ت. ‐س  ازگ  ار
c در چ  پ ازس  م  ت را ad+ bc = ٠ ع  ب  ارت ح  ال .ca = ٠ داری  م اس  ت، ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی S چ  ون
چ  ون و (bc)٢ = bcbc = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .cbc = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در و cad+ cbc = ٠ داری  م ͬ ک  ن  ی  م. م   ض  رب
ب  ه ط  ور .(a, b)σ((c, d)) = (ac, bc − ad) = (٠, ٠) ل  ذا .bc = ad = ٠ اس  ت ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی S

.(a, b)(c, d) = (٠, ٠) ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ،(a, b)σ((c, d)) = (٠, ٠) ́  ه ای  ن   از داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه
اس  ت. ‐س  ازگ  ار σ ح  ل  ق  ه ا ی R ب  ن  اب  رای  ن

و R = R١ ⊕ D[y] دل  خ  واه، دام  ن  ه ای D دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R١ ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ٢ م  ث  ال
ه  ر ب  رای ک  ه ب  اش  د درون  ری  خ  ت  ͬ σ : R → R ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. ́  ری  خ  ت  ͬ ت   σ : D[y] −→ D[y]

ص  ورت، ای  ن در ͬ ش  ود. م   ت  ع  ری  ف σ(a⊕ f(y)) = a⊕ σ(f(y)) ب  ه ص  ورت f(y) ∈ D[y] و a ∈ R١
اس  ت. ‐س  ازگ  ار σ̄ ح  ل  ق  ه ا ی R داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   راح  ت  ͬ ب  ه اس  ت، ́  ری  خ  ت  ͬ ت   σ و دام  ن  ه D چ  ون

اث  ب  ات در م  ه  م  ͬ ن  ق  ش اس  ت، ش  ده اث  ب  ات [٢ . ٣ و ٢ . ١ ل  م ه  ای ،۴۴] ͽ  م  رج در ک  ه زی  ر، ل  م
دارد. م  ا اص  ل  ͬ ͷ  ن  ت  ای

داری  م: ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ‐س  ازگ  ار σ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ٣ ل  م
داری  م n م  ث  ب  ت ͹  ص  ح  ی ع  دد ه  ر ب  رای آن گ  اه ،ab = ٠ ب  اش  ی  م داش  ت  ه a, b ∈ R ب  رای اگ  ر (ال  ف)

.aσn(b) = σn(a)b = ٠
.ab = ٠ آن گ  اه ،σk(a)b = ٠ ب  اش  ی  م داش  ت  ه k م  ث  ب  ت ͹  ص  ح  ی ع  دد و a, b ∈ R ب  رای اگ  ر (ب)

،i ه  ر ب  رای اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر f(x)r = ٠ آن گ  اه ،r ∈ R و f(x) =
∑∞

i=٠ aixi ∈ R[[x;σ]] اگ  ر (ج)
.air = ٠ ب  اش  ی  م داش  ت  ه

.rxf(x) = ٠ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر rf(x) = ٠ آن گ  اه ،r ∈ R و f(x) ∈ R[[x;σ]] اگ  ر (د)
R در f(x) ض  رای  ب ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ی ،f(x) = ∑∞

i=٠ aixi ∈ R[[x;σ]] اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ب  رای
ͬ ده  ی  م. م   ن  م  ای  ش Cf ب  ا را

ه  م چ  ن  ی  ن و ب  اش  د راس  ت ن  وت  ری و ‐س  ازگ  ار σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .۴ . ٢ . ٢ ل  م
.f(x)g(x) = ٠ ک  ه ب  اش  ن  د R[[x;σ]] از ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ری g(x) =

∑∞
j=٠ bjxj و f(x) =

∑∞
i=٠ aixi

و ͹  ص  ح  ی اع  داد ص  ورت ای  ن در .CgR = ⟨b٠, b١, . . . , bq⟩ و CfR = ⟨a٠, a١, . . . , ap⟩ ک  ن  ی  م ف  رض
داری  م ٠ ≤ n ≤ q و ٠ ≤ m ≤ p ه  ر ب  رای ک  ه دارن  د وج  ود ℓp, · · · , ℓ١, ℓ٠ و tq, · · · , t١, t٠ ن  ام  ن  ف  ͬ

aℓ٠٠ a
ℓ١١ . . . a

ℓm−١
m−١aℓmm g(x) ̸= ٠ = aℓ٠٠ a

ℓ١١ . . . a
ℓm−١
m−١aℓm+١

m g(x)

و
f(x)btnn b

tn−١
n−١ . . . b

t١١ bt٠٠ ̸= ٠ = f(x)btn+١
n b

tn−١
n−١ . . . b

t١١ bt٠٠ .



اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ١٢
ک  ه دارد وج  ود ℓi ن  ام  ن  ف  ͬ و ͹  ص  ح  ی اع  داد ک  ه ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان m روی اس  ت  ق  را از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ره  ان.
ه  ر ب  رای ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .aℓ٠٠ . . . a

ℓm−١
m−١aℓm+١

m g(x) = ٠ ام  ا ،aℓ٠٠ . . . a
ℓm−١
m−١aℓmm g(x) ̸= ٠ و ٠ ≤ i ≤ p∑i

j=٠ ai−jσ
i−j(bj) = ٠ ب  ه ص  ورت fg = ٠ در i درج  ه ی ج  م  ل  ه ی ض  ری  ب .aj+١٠ bj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ q

σ و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R چ  ون .a٠b٠ = ٠ داری  م ص  ف  ر درج  ه ی ج  م  ل  ه ی ب  رای ب  ه وی  ژه، ͬ ب  اش  د. م  
ض  رب a٠ در چ  پ س  م  ت از را a٠b١ + a١σ(b٠) = ٠ ع  ب  ارت ح  ال .a٠a١σ(b٠) = ٠ اس  ت، ‐س  ازگ  ار
.aℓ+١٠ bℓ = ٠ داری  م ،ℓ < k ه  ر ب  رای ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اس  ت  ق  را ب  ه ب  ن  ا .a٢٠b١ = ٠ ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  ی  م. م  
داری  م ℓ < k ه  ر ب  رای ،R ب  ودن ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر و ‐س  ازگ  اری σ ب  ن  اب  ر ن  ت  ی  ج  ه در و ak٠bℓ = ٠ ب  ه وی  ژه،
(f(x)g(x) = ٠ در k درج  ه ی (ج  م  ل  ه ی ∑k

ℓ=٠ ak−ℓσ
k−ℓ(bℓ) = ٠ ع  ب  ارت .ak٠ak−ℓσ

k−ℓ(bℓ) = ٠
ل  ذا و ak+١٠ bk = −

∑k−١
ℓ=٠ ak٠ak−ℓσ

k−ℓ(bℓ) = ٠ ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  ی  م. م   ض  رب ak٠ در چ  پ س  م  ت از را
.aq+١٠ g(x) = ٠ ،CgR =< b٠, b١, . . . , bq > چ  ون ش  ود. م  ͬ اث  ب  ات ادع  ا ن  ت  ی  ج  ه در و ak+١٠ bk = ٠
ف  رض .aℓ١٠+٠ g(x) = ٠ ام  ا aℓ٠٠ g(x) ̸= ٠ ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود ℓ٠ ن  ام  ن  ف  ͬ و ͹  ص  ح  ی ع  دد ل  ذا
گ  ف  ت  ه ش  رط در ب  ه ط  وری ک  ه آورده ای  م ب  دس  ت اس  ت  ق  را از اس  ت  ف  اده ب  ا را ℓm ،. . . ،ℓ١ ،ℓ٠ اع  داد ک  ن  ی  م
ح  ال .g(x)r ̸= ٠ اس  ت، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون .rg(x) ̸= ٠ و r = aℓ٠٠ . . . a

ℓm−١
m−١ و ک  ن  ن  د ص  دق ش  ده

اول گ  ام ب  ه ت  وج  ه ب  ا .٠ = f(x)g′(x) = (
∑∞

i=m aix
i)g′(x) داری  م g′(x) := g(x)r دادن ق  رار ب  ا

ب  ن  اب  رای  ن .aℓm+١
m g′(x) = ٠ ام  ا aℓmm g′(x) ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود ℓm ن  ام  ن  ف  ͬ و ͹  ص  ح  ی ع  دد اس  ت  ق  را،

اع  داد ℓm, . . . , ℓ١, ℓ٠ آن در ک  ه ،aℓ٠٠ a
ℓ١١ . . . a

ℓm−١
m−١aℓm+١

m g(x) = ٠ ام  ا aℓ٠٠ a
ℓ١١ . . . a

ℓm−١
m−١aℓmm g(x) ̸= ٠

اث  ب  ات را دوم ع  ب  ارت ͬ ت  وان م   ت  غ  ی  ی  رات، ان  دک  ͬ ب  ا و م  ش  اب  ه روش ب  ه ه  س  ت  ن  د. ن  ام  ن  ف  ͬ و ͹  ص  ح  ی
ک  رد.

راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی از س  ازگ  ار درون  ری  خ  ت  ͬ σ ک  ن  ی  م ف  رض .۵ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه
اگ  ر ب  اش  ن  د. R[[x;σ]] از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر g(x) =

∑∞
j=٠ bjxj و f(x) =

∑∞
i=٠ aixi و ب  اش  د R

و g(x)r ̸= ٠ ̸= sf(x) ب  ه ط  وری ک  ه دارن  د وج  ود r, s ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر آن گ  اه ،f(x)g(x) = ٠
.aibjr = ٠ = saibj داری  م ،i, j ه  ر ب  رای

͹  ص  ح  ی اع  داد و CgR = ⟨b٠, . . . , bq⟩ و CfR = ⟨a٠, . . . , ap⟩ اس  ت، راس  ت ن  وت  ری R چ  ون ب  ره  ان.
ͬ ده  ی  م م   ق  رار ͬ ک  ن  ن  د. م   ص  دق ۴ . ٢ . ٢ ل  م ش  رط در ک  ه دارد وج  ود ℓp, . . . ℓ١, ℓ٠ ن  ام  ن  ف  ͬ و

r = aℓ٠٠ a
ℓ١١ . . . a

ℓp−١
p−١ a

ℓp
p ̸= ٠.

داری  م ١ ≤ i ≤ p ه  ر ب  رای ،۴ . ٢ . ٢ ل  م ب  ه ب  ن  ا .g(x)r ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن .rg(x) ̸= ٠ پ  س
σ‐س  ازگ  ار و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R چ  ون .aℓ٠٠ a

ℓ١١ · · · aℓi+١
i g(x) = ٠ ام  ا aℓ٠٠ a

ℓ١١ · · · aℓii g(x) ̸= ٠
پ  س اس  ت،

aig(x)a
ℓ٠٠ a

ℓ١١ · · · a
ℓi−١
i−١ aℓii = ٠.

.at ∈ CfR زی  را ،atg(x)aℓ٠٠ . . . a
ℓp
p = ٠ داری  م ،t > p ب  رای ای  ن رو از .aig(x)aℓ٠٠ . . . a

ℓp
p = ٠ ل  ذا

.aibjr = ٠ ،i, j ه  ر ب  رای ام  ا gr ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن
دارد وج  ود s ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ۴ . ٢ . ٢ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور

.saibj = ٠ ،i, j ه  ر ب  رای ام  ا sf(x) ̸= ٠ ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه



١٣ ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه ۵ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی از م  س  ت  ق  ی  م ب  ه ط  ور زی  ر ن  ت  ی  ج  ه ی

ح  ل  ق  ه ی R آن گ  اه ب  اش  د، راس  ت ن  وت  ری و σ‐س  ازگ  ار ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر .۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت σ‐م  ΁ ک  وی

R[[x;σ]] در ن  اص  ف  ر ت  وان  ͬ س  ری ه  ای g(x) =
∑∞

j=٠ bjxj و f(x) =
∑∞

i=٠ aixi ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ک  ه دارن  د وج  ود r, s ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر ،۵ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی ب  ن  اب  ه آن گ  اه ،f(x)g(x) = ٠ اگ  ر ب  اش  ن  د.
پ  س ،g(x)r ̸= ٠ ̸= sf(x) چ  ون .aibjr = ٠ = saibj داری  م ،i, j ه  ر ب  رای و g(x)r ̸= ٠ ̸= sf(x)

و fb = ٠ = ag داری  م b = bir و a = sai گ  رف  ت  ن درن  ظ  ر ب  ا .bjr ̸= ٠ ̸= sai ک  ه دارد وج  ود i, j

اس  ت. ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت ‐م  ΁ ک  وی σ ح  ل  ق  ه ا ی R درن  ت  ی  ج  ه
ب  رق  رار ک  ل  ͬ ح  ال  ت در ۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی ن  وت  ری، ش  رط غ  ی  اب در ک  ه ͬ ده  د م   ن  ش  ان ب  ع  دی م  ث  ال

ن  ی  س  ت.
و ́  دار ی   و ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی K ک  ن  ی  م ف  رض [٣ م  ث  ال ،٢٩] .٢ . ٢ . ٧ م  ث  ال

ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د؛ K روی م  ت  غ  ی  ره  ا از م  ج  م  وع  ه ای {Y,X٠, X١, . . . , Xt, . . .}

R = K[Y, {Xi}∞i=٠]/⟨X٠Y, {Xi −Xi+١Y }∞i=٠⟩

ج  اب  ه ج  ای  ͬ و σ‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R ب  وض  وح، ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را R از σ ه  م  ان  ͬ خ  ودری  خ  ت  ͬ و
́  ه ی   f(x) در x ض  ری  ب ک  ه آن ج  ای  ͬ از ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را f(x) = Y − x ج  م  ل  ه ای چ  ن  د اس  ت.
ن  ظ  ر در را g(x) =

∑∞
i=٠ Xix

i ح  ال .rf(x) ̸= ٠ داری  م ،r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ه  ر ب  رای پ  س اس  ت،
.rf(x) ̸= ٠ ،r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ه  ر ب  رای ام  ا .f(x)g(x) = ٠ و g(x) ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن ͬ گ  ی  ری  م. م  

ب  رق  رار ل  زوم  اً ۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی س  ازگ  اری، ش  رط غ  ی  اب در ک  ه ͬ ده  د م   ن  ش  ان ب  ع  دی م  ث  ال
ن  ی  س  ت.

ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د. ن  اص  ف  ر و ن  وت  ری ک  اه  ش  ͬ، ح  ل  ق  ه ا ی S ک  ن  ی  م ف  رض [٢ . ٣ م  ث  ال ،٢] .٢ . ٢ . ٨ م  ث  ال
خ  ودری  خ  ت  ͬ σ : R −→ R ک  ن  ی  م ف  رض ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در م  ع  م  ول  ͬ ض  رب و ͽ  ج  م ب  ا را R = S ⊕ S

زی  را ن  ی  س  ت، ‐س  ازگ  ار σ ام  ا اس  ت ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ب  اش  د. σ((a, b)) = (b, a) ت  ع  ری  ف ب  ا
ع  ن  اص  ر .(١, ٠)σ((٠, ١)) = (١, ٠) ̸= (٠, ٠) ام  ا (١, ٠)(٠, ١) = ٠

f(x) = (١, ٠) + (١, ٠)x+ (١, ٠)x٢ + . . .

و
g(x) = (٠, ١)− (١, ٠)x

داش  ت  ه وج  ود (a, b) = c ∈ R اگ  ر .f(x)g(x) = ٠ ب  ن  اب  رای  ن ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را R[[x;σ]] \ {٠} در
ب  ه ن  س  ب  ت σ‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R ل  ذا .c = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در و a = b = ٠ آن گ  اه ،f(x)c = ٠ ک  ه ب  اش  د

ن  ی  س  ت. ت  وان  ͬ س  ری ه  ای



اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ١۴
ک  ه a, b ∈ R ب  رای اگ  ر اس  ت اول ک  ام  لا́ R ح  ل  ق  ه ی از P س  ره ی ای  دآل ͬ ک  ن  ی  م م   ی  ادآوری

.b ∈ P ی  ا a ∈ P گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ب  ت  وان ،ab ∈ P

راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض [٣ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه و ٢ . ٣ ت  ذک  ر ،٣٨] .٢ . ٢ . ٩ ت  ذک  ر
Pi = annR(ai) و اس  ت R از اول  ͬ ای  دآل Pi ه  ر آن در ک  ه ،Z(R) =

∪n
i=١ Pi ای  ن ص  ورت در ب  اش  د.

در م  اک  س  ی  م  ال Z(R) در ش  م  ول راب  ط  ه ی ب  ه ن  س  ب  ت را Pi ه  ر ͬ ت  وان م   ه  م چ  ن  ی  ن .ai ∈ Z(R) ک  ه
ام  ا aai ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن .a ̸∈ Pi ام  ا ab ∈ Pi = annR(ai) ک  ه a, b ∈ R ک  ن  ی  م ف  رض گ  رف  ت. ن  ظ  ر
Pi ه  ر ب  ن  اب  رای  ن .b ∈ Pi ن  ت  ی  ج  ه در و bai = ٠ ل  ذا .b ∈ annR(aai) = annR(ai) پ  س .baai = ٠

اس  ت. R از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل
J١, . . . , Jn اگ  ر ک  ه ک  رد ث  اب  ت R دل  خ  واه ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ب  رای [٨ ق  ض  ی  ه ،۵٠] ͬ  ́ ک  اپ  لان  س  
ح  داق  ل و ب  اش  د J١ ∪ . . . ∪ Jn در م  ش  م  ول ک  ه ب  اش  د R از زی  رح  ل  ق  ه ای S و ب  اش  ن  د R از ای  دآل ه  ای  ͬ
ادام  ه در اس  ت. Jk در م  ش  م  ول S زی  رح  ل  ق  ه ی ،k ب  رخ  ͬ ب  رای آن  ·  اه ب  اش  ن  د، اول Ji‐ه  ا از ت  ا n− ٢
ͬ ش  ود. م   اث  ب  ات م  ش  اب  ه روش ب  ه ک  ه ͬ ده  ی  م م   ارائ  ه را ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ال  ت ب  ه ق  ض  ی  ه ای  ن از ت  وس  ی  ع  ͬ

ح  ل  ق  ه ای زی  ر S و R ح  ل  ق  ه ی از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل ه  ای Pn, . . . , P٢, P١ ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ١٠ ق  ض  ی  ه
،k ب  رخ  ͬ ب  رای ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. P١ ∪ P٢ ∪ · · · ∪ Pn در م  ش  م  ول ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د آن از

.S ⊆ Pk

ک  ن  ی  م ف  رض k ه  ر ب  رای ب  ره  ان.
(∗) S ⊈ P١ ∪ P٢ ∪ · · · ∪ P̂k ∪ · · · ∪ Pn

ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ظ  ر در S از ع  ن  ص  ری را xk اس  ت). ش  ده ح  ذف Pk ک  ه اس  ت م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه P̂k ن  م  اد )
،i ̸= k ه  ر ب  رای ام  ا xk ∈ Pk ب  ن  اب  رای  ن ͬ ب  اش  د. ن  م   (∗) راب  ط  ه ی راس  ت س  م  ت در م  ش  م  ول ک  ه
n = ٢ ب  رای اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ب  وض  وح ،n = ١ اگ  ر ͬ ک  ن  ی  م. م   ع  م  ل n روی اس  ت  ق  را ب  ا .xk ̸∈ Pi

آن گ  اه ،y ∈ P١ اگ  ر .y ∈ S پ  س اس  ت، R از زی  رح  ل  ق  ه ای S چ  ون .y = x١ + x٢ ͬ ده  ی  م م   ق  رار
ی  ا S ⊆ P١ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،x١ ∈ P٢ آن گ  اه ،y ∈ P٢ اگ  ر اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،x٢ ∈ P١
اس  ت، زی  رح  ل  ق  ه S ͬ ک  ه آن ج  ای   از .y = x١ + x٢x٣ · · ·xn ͬ ده  ی  م م   ق  رار n > ٢ ب  رای .S ⊆ P٢
پ  س اس  ت، اول ک  ام  لا́ P١ چ  ون .x١x٢ · · ·xn ∈ P١ ای  ن ص  ورت در زی  را ،y ̸∈ P١ ام  ا .y ∈ S پ  س
ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ت  رت  ی  ب ه  م  ی  ن ب  ه اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،xi ∈ P١ ک  ه دارد وج  ود ٢ ≤ i ≤ n

.S ⊆ Pk ،k ب  رخ  ͬ ب  رای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،y ̸∈ Pi ،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای
.Z(R) =

∪n
i=١ Pi ک  ه ب  اش  د راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ١١ ن  ت  ی  ج  ه

.S ⊆ Pk ،k ب  رخ  ͬ ب  رای آن گ  اه اس  ت، Z(R) در م  ش  م  ول ک  ه ب  اش  د R از ح  ل  ق  ه ای زی  ر S اگ  ر
ای  دآل Pi ،i ه  ر ب  رای ،٢ . ٢ . ٩ ت  ذک  ر ب  ه ب  ن  ا اس  ت، راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون ب  ره  ان.

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل ٢ . ٢ . ١٠ ق  ض  ی  ه ی از ن  ت  ی  ج  ه ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. R از اول  ͬ ک  ام  لا́



١۵ ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
،R در b و a ب  رای ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م، م   σ‐س  ازگ  ار را R ح  ل  ق  ه ی از I ای  دآل ،[۴٣] ب  راس  اس

.aσ(b) ∈ I اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ab ∈ I

ب  ن  اب  ر ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و ‐س  ازگ  ار σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر،  ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ١٢ ت  ذک  ر
ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. اول ک  ام  لا́ ای  دآل  ͬ Pi = annR(ai) ه  ر ک  ه Z(R) = ∪n

i=١Pi ، ٢ . ٢ . ٩ ت  ذک  ر
σ‐س  ازگ  ار و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R چ  ون .abai = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .ab ∈ Pi ،a, b ∈ R ب  رای
Pi ای  ن رو از .aσ(b) ∈ annR(ai) = Pi ب  ن  اب  رای  ن .٠ = aiab = aiaσ(b) = aσ(b)ai پ  س اس  ت،
داد ن  ش  ان ͬ ت  وان ب  ه راح  ت  ͬ م   اس  ت. R[[x;σ]] از ای  دآل  ͬ Pi[[x;σ]] ل  ذا اس  ت. σ‐س  ازگ  ار ای  دآل  ͬ
ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت دام  ن  ه R

Pi
پ  س اس  ت، اول ک  ام  لا́ Pi ͬ ک  ه آن ج  ای   از . R[[x;σ]]

Pi[[x;σ]]
∼= R

Pi
[[x;σ]] ک  ه

R[[x;σ]] از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دال Pi[[x;σ]] ل  ذا اس  ت. دام  ن  ه ن  ی  ز R[[x;σ]]
Pi[[x;σ]]

،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی از اس  ت  ف  اده
اس  ت.

ͽ  م  رج در ل  ٢١ͬ و ک  ی  م٢٠ .Zr(R) = Zℓ(R) آن گ  اه ب  اش  د، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ب  وض  وح
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ل  زوم  اً ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ی روی چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا ح  ل  ق  ه ی ک  ه دادن  د ن  ش  ان [۵٣]
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ک  ل  ͬ ح  ال  ت در ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ی روی ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ل  ذا ن  ی  س  ت.
‐س  ازگ  ارو σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ی ب  رای ک  ه ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ادام  ه در وج  ود، ای  ن ب  ا ͬ ب  اش  د. ن  م  
ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای م  ج  م  وع  ه ی و راس  ت ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای م  ج  م  وع  ه ی ،R راس  ت ن  وت  ری

اس  ت. ب  راب  ر ه  م ب  ا R[[x;σ]] اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی چ  پ
ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و ‐س  ازگ  ار σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ١٣ ل  م

.Zr(R[[x;σ]]) = Zℓ(R[[x;σ]]) = Z(R[[x;σ]])

داری  م ٢ . ٢ . ٩ ت  ذک  ر ب  ه ب  ن  ا اس  ت راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R چ  ون ب  ره  ان.
ک  ه اس  ت R ح  ل  ق  ه ی از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل Pi ،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای آن در ک  ه Z(R) =

∪n
i=١ Pi

.Pi[[x;σ]] ⊆ annR[[x;σ]](ai) اس  ت، ‐س  ازگ  ار σ ح  ل  ق  ه ی R چ  ون .ai ∈ Z(R) و Pi = annR(ai)

.Pi[[x;σ]] = annR[[x;σ]](ai) ای  ن رو از .annR[[x;σ]](ai) ⊆ Pi[[x;σ]] ،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای ه  م چ  ن  ی  ن
ب  ن  اب  رای  ن

n∪
i=١

Pi[[x;σ]] ⊆ Zℓ(R[[x;σ]]) ∩ Zr(R[[x;σ]]).

دارد وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا .f(x) ∈ Zℓ(R[[x;σ]]) ک  ن  ی  م ف  رض
ب  رای ،٢ . ٢ . ١١ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا .CfR ⊆ ann(r) ⊆ Z(R) ب  ن  اب  رای  ن .f(x)r = ٠ ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه
.Zℓ(R[[x;σ]]) ⊆

∪n
i=١ Pi[[x;σ]] ل  ذا و f(x) ∈ Pk[[x;σ]] ای  ن رو از .CfR ⊆ Pk ،١ ≤ k ≤ n ب  رخ  ͬ

.Zℓ(R[[x;σ]]) =
∪n

i=١ Pi[[x;σ]] پ  س
.Zr(R[[x;σ]]) =

∪n
i=١ Pi[[x;σ]] داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه روش ب  ه
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اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ١۶
ش  د، م  ع  رف  ͬ [٧٧] ردم  ون  د ت  وس  ط ک  ه ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
ͬ ش  ود. م   ب  ی  ان Γ(R) گ  راف ب  ودن ه  م  ب  ن  د ب  رای لازم ش  رای  ط زی  ر ق  ض  ی  ه ی در ن  ی  س  ت. ه  م  ب  ن  د ل  زوم  اً
ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(R) گ  راف ،R دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ی ب  رای [٣ . ٢ ق  ض  ی  ه ،٧٧] .١۴ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه

.diam(Γ(R)) ≤ ٣ آن گ  اه ب  اش  د، ه  م  ب  ن  د Γ(R) اگ  ر ب  ه ع  لاوه، .Zℓ(R) = Zr(R) اگ  ر
،٢ . ٢ . ١٣ ل  م ب  ن  اب  ر ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و ‐س  ازگ  ار σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض
اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(R[[x;σ]]) گ  راف ،١۴ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن .Zr(R[[x;σ]]) = Zℓ(R[[x;σ]])

.diam(Γ(R[[x;σ]])) ≤ ٣ و
دارد. م  ا اص  ل  ͬ ͷ  ن  ت  ای اث  ب  ات در م  ه  م  ͬ ن  ق  ش ب  ع  دی گ  زاره ی

و f(x) و ب  اش  د راس  ت ن  وت  ری و ‐س  ازگ  ار σ م  ت  ق  ارن، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١۵ . ٢ . ٢ گ  زاره
م  ع  ادل  ن  د: زی  ر ع  ب  ارات ب  اش  ن  د. R[[x;σ]] از ع  ن  اص  ری g(x)

.ℓR[[x;σ]](f(x)) ∩ ℓR[[x;σ]](g(x)) ̸= ٠ (ال  ف)

.ℓR[[x;σ]](f(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x)) ̸= ٠ (ب)

.rR[[x;σ]](f(x)) ∩ ℓR[[x;σ]](g(x)) ̸= ٠ (ج)

.rR[[x;σ]](f(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x)) ̸= ٠ (د)
.٠ ̸= h(x) ∈ ℓR[[x;σ]](f(x)) ∩ ℓR[[x;σ]](g(x)) ک  ن  ی  م ف  رض (د). (ج)، (ب)، ←− (ال  ف) ب  ره  ان.
.Z(R[[x;σ]]) =

∪n
i=١ Pi[[x;σ]] ،۶ . ٢ . ٢ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا .f(x), g(x) ∈ rR[[x;σ]](h(x)) ب  ن  اب  رای  ن

Pi[[x;σ]] ،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای ،٢ . ٢ . ١٢ ت  ذک  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .rR[[x;σ]](h(x)) ⊆
∪n

i=١ Pi[[x;σ]] ل  ذا
،١ ≤ k ≤ n ب  رخ  ͬ ب  رای ،٢ . ٢ . ١٠ ق  ض  ی  ه ی ب  ر ب  ن  ا اس  ت. R[[x;σ]] از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل

rR[[x;σ]](h(x)) ⊆ Pk[[x;σ]].

ای  ن رو از و f(x), g(x) ∈ annR[[x;σ]](ak) ب  ن  اب  رای  ن ،Pk[[x;σ]] = annR[[x;σ]](ak) چ  ون
g(x)ak = akg(x) = akf(x) = f(x)ak = ٠.

.٠ ̸= h(x) ∈ rR[[x;σ]](f(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x)) ک  ن  ی  م ف  رض (د). −→ (ج) (ب)، (ال  ف)،
ل  ذا .Z(R[[x;σ]]) = Pi[[x;σ]] ،۶ . ٢ . ٢ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا .f(x), g(x) ∈ ℓR[[x;σ]](h(x)) ب  ن  اب  رای  ن
ک  ام  لا́ ای  دآل Pi[[x;σ]] ،i ه  ر ب  رای ،٢ . ٢ . ١٢ ت  ذک  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا .ℓR[[x;σ]](h(x)) ⊆ ∪ni=١Pi[[x;σ]]

،١ ≤ k ≤ n ب  رخ  ͬ ب  رای ،٢ . ٢ . ١٠ ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  س اس  ت. R[[x;σ]] از اول  ͬ
ℓR[[x;σ]](h(x)) ⊆ Pk[[x;σ]] = annR[[x;σ]](ak).

.g(x)ak = akg(x) = akf(x) = f(x)ak = ٠ ای  ن رو از و f(x), g(x) ∈ ann(ak) ب  ن  اب  رای  ن



١٧ ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
R[[x;σ]] از ع  ن  اص  ری g(x) =

∑∞
i=٠ bixi و f(x) =

∑∞
i=٠ aixi ک  ن  ی  م ف  رض (ب). −→ (د)

ℓR[[x;σ]](f(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x)) از ع  ن  ص  ری ٠ ̸= h(x) =
∑∞

i=٠ cixi ک  ن  ی  م ف  رض ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د.
و ب  رای ch(x) ̸= ٠ ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه دارد وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،۵ . ٢ . ٢ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  د.
،R ح  ل  ق  ه ی ب  ودن م  ت  ق  ارن ب  ه ب  ن  ا و ،h(x)c ̸= ٠ اس  ت، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون .cciaj = ٠ ،i, j ه  ر

ل  ذا .ajcic = ٠ داری  م i, j ه  ر ب  رای
h(x)c ∈ rR[[x;σ]](f(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x)).

R[[x;σ]] از ع  ن  اص  ری g(x) =
∑∞

i=٠ bixi و f(x) =
∑∞

i=٠ aixi ک  ن  ی  م ف  رض (ج) −→ (د)
rR[[x;σ]](f(x)) ∩ ℓR[[x;σ]](g(x)) از ع  ن  ص  ری ٠ ̸= h(x) =

∑∞
i=٠ cixi ک  ن  ی  م ف  رض ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د.

وج  ود c ∈ R ع  ن  ص  رن  اص  ف  ر ،۵ . ٢ . ٢ ل  م ب  ه ب  ن  ا .f(x)h(x) = ٠ = h(x)g(x) ای  ن ص  ورت در ب  اش  د.
ب  ن  ا و h(x)c ̸= ٠ اس  ت ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون .ccibj = ٠ داری  م i, j ه  ر ب  رای و ch(x) ̸= ٠ ک  ه دارد

ای  ن رو از .bjcic = ٠ ،i, j ه  ر ب  رای ،R ح  ل  ق  ه ی ب  ودن م  ت  ق  ارن ب  ه
h(x)c ∈ rR[[x;σ]](f(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x)).

ͬ ده  ی  م. م   ن  ش  ان nil(R) ب  ا را R ح  ل  ق  ه ی از پ  وچ ت  وان ع  ن  اص  ر ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی ای  ن  ج  ا در
ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و σ‐س  ازگ  ار ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١۶ . ٢ . ٢ ل  م
rR[[x;σ]](f(x))∩ℓR[[x;σ]](g(x)) ̸= ای  ن ص  ورت{٠} در ،g(x) ∈ nil(R[[x;σ]]) و f(x) ∈ Z(R[[x;σ]])

.f(x) + g(x) ∈ Z(R[[x;σ]]) و
ک  ه دارد وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا ،f(x) ∈ Z(R[[x;σ]]) چ  ون ب  ره  ان.
ب  ن  اب  رای  ن .cg(x)m = ٠ ک  ه ب  اش  د ص  ح  ی  ح  ͬ ع  دد ́  ت  ری  ن ک  وچ   m ک  ن  ی  م ف  رض .f(x)c = ٠ = cf(x)

f(x) + g(x) ،١۵ . ٢ . ٢ گ  زاره ی ب  ه ب  ن  ا ل  ذا و ٠ ̸= cg(x)m−١ ∈ rR[[x;σ]](f(x)) ∩ ℓR[[x;σ]](g(x))

اس  ت. R[[x;σ]] از ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه
ک  اه  ش  ͬ ک  ه ب  اش  د راس  ت ن  وت  ری و س  ازگ  ار ‐σ م  ت  ق  ارن، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ١٧ ق  ض  ی  ه
ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د داش  ت  ه وج  ود f(x), g(x) ∈ R[[x;σ]] ص  ف  ر ه  ای م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه اگ  ر ن  ی  س  ت.

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٣ آن گ  اه ،ℓR[[x;σ]](f(x)) ∩ ℓR[[x;σ]](g(x)) = {٠}
،١۴ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا ای  ن رو از .Zℓ(R[[x;σ]]) = Zr(R[[x;σ]]) ،٢ . ٢ . ١٣ ل  م ب  ه ب  ن  ا ب  ره  ان.
م  ͬ چ  ن  ان را α, β ∈ Z(R[[x;σ]]) ع  ن  اص  ر .diam(Γ(R[[x;σ]])) ≤ ٣ و اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(R[[x;σ]])

ب  اش  ن  د. ن  داش  ت  ه ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از β و α ،١۵ . ٢ . ٢ گ  زاره ی ب  ن  اب  ه و ،αβ ̸= ٠ ̸= βα ک  ه ی  اب  ی  م
ب  ه ب  ن  ا .ℓR[[x;σ]](f(x)) ∩ ℓR[[x;σ]](g(x)) = {٠} ب  ه ط  وری ک  ه f(x), g(x) ∈ Z(R[[x;σ]]) ک  ن  ی  م ف  رض
ب  ا .d(f(x), g(x)) ̸= ٢ درن  ت  ی  ج  ه و ن  دارن  د ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g(x) و f(x) ،١۵ . ٢ . ٢ گ  زاره
پ  وچ ت  وان ͬ ت  وان  ن  د ن  م   g(x) و f(x) ع  ن  اص  ر از ΁  ی ͸  ه  ی ،١۶ . ٢ . ٢ ل  م و ١۵ . ٢ . ٢ گ  زاره از اس  ت  ف  اده



اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ١٨
ن  دارن  د. ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g(x)٢ و f(x)٢ ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .f(x)g(x) = ٠ ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د.

ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر
h(x) ∈ ℓR[[x;σ]](f(x)

٢) ∩ rR[[x;σ]](g(x)
٢)

h(x)f(x) ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن ن  دارن  د، ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g(x) و f(x) چ  ون ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را
ای  ن ص  ورت در .h(x)f(x) ̸= ٠ ک  ن  ی  م ف  رض .g(x)h(x) ̸= ٠ ی  ا

٠ ̸= h(x)f(x) ∈ ℓR[[x;σ]](f(x)) ∩ ℓR[[x;σ]](g(x))

آن گ  اه ،g(x)h(x) ̸= ٠ اگ  ر ه  م چ  ن  ی  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه
g(x)h(x) ∈ rR[[x;σ]](f(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x))

از ک  اس  ت  ن ب  دون ب  ن  اب  رای  ن ن  دارن  د. ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g٢ و f٢ پ  س اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه
R چ  ون .ag(x)٢ ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود a ∈ R پ  وچ ت  وان ع  ن  ص  ر ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه، ک  ل  ی  ت
اس  ت. پ  وچ ت  وان ag(x) ،٢ . ٢ . ٣ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت، پ  وچ ت  وان a و σ‐س  ازگ  ار ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر،
و f(x) + ag(x) ع  ن  اص  ر ج  ف  ت ح  ال .f(x) + ag(x) ∈ Z(R[[x;σ]]) ،١۶ . ٢ . ٢ ل  م ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن

اگ  ر ͬ گ  ی  ری  م. م   درن  ظ  ر را g(x)

k(x) ∈ rR[[x;σ]](f(x) + ag(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x))

آن گ  اه
k(x) ∈ rR[[x;σ]](f(x)) ∩ rR[[x;σ]](g(x))

ن  دارن  د ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g(x) و f(x) + ag(x) ع  ن  اص  ر ج  ف  ت ب  ن  اب  رای  ن .k(x) = ٠ ل  ذا و
.g١(x) = f(x) + ag(x) و f١(x) = g(x) ͬ ده  ی  م م   ق  رار .(f(x) + ag(x))g(x) = ag(x)٢ ̸= ٠ و
ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون .g١f١ ̸= ٠ و ن  دارن  د ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g١ و f١ ای  ن ص  ورت در
f(x)g(x) = ٠ ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود f(x), g(x) ∈ Z(R[[x;σ]]) ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه
ح  ال .axg(x)٢ ̸= ٠ و ag(x)٢ ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود a ∈ R پ  وچ ت  وان ع  ن  ص  ر .g(x)f(x) ̸= ٠ ام  ا
ب  وض  وح ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را (f(x) + axg(x), g(x)) و (f(x) + ag(x), g(x)) ع  ن  اص  ر ج  ف  ت

و ن  دارن  د ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از ( g(x) و f(x) + axg(x) (م  ت  ن  اظ  راً،  g(x) و f(x) + ag(x)

(f(x) + ag(x))g(x) = ag(x)٢ ̸= ٠
ی  ا g(x)(f(x) + ag(x)) ̸= ٠ ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .( (f(x) + axg(x))g(x) = axg(x)٢ ̸= ٠ (م  ت  ن  اظ  راً،

ک  ن  ی  م ف  رض .g(x)(f(x) + axg(x)) ̸= ٠
g(x)(f(x) + ag(x)) = g(x)(f(x) + axg(x)) = ٠.

ب  ن  اب  رای  ن
g(x)a− g(x)ax ∈ ℓR[[x;σ]](g(x)) ∩ rR[[x;σ]](f(x)) = {٠}.



١٩ ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
g(x)(f(x) + axg(x)) ̸= ی  ا g(x)(f(x) + ag(x)) ̸= ٠ ل  ذا اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه g(x)a = g(x)ax پ  س
ن  ت  ی  ج  ه β = g(x) و α = f(x) + axg(x) ی  ا β = g(x) و α = f(x) + ag(x) گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .٠

اس  ت. ب  رق  رار
ح  ل  ق  ه ی روی ص  ف  ر ع  ل  ی  ه م  ق  س  وم گ  راف [٣٧] ͽ  م  رج در ه  وز آل  و ام  ی  رج  ان ه  اش  م  ͬ،
گ  راف ق  ط  ر ب  رای ́  ن م  م   م  ق  ادی  ر از ک  ام  ل  ͬ ب  ن  دی دس  ت  ه و داده ان  د ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر

ک  رده ان  د. ارائ  ه اس  ت، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ͬ ک  ه ح  ال  ت   در Γ(R) ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه
ب  اش  د. ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ای R ̸∼= Z٢ × Z٢ ک  ن  ی  م ف  رض [٢ . ۵ ق  ض  ی  ه ،٣٧] .٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ی  ه

.| Z(R) |= ٢ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر diam(Γ(R)) = ٠ (١)
در y و x ص  ف  ر ه  ای م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه از م  ت  م  ای  ز ج  ف  ت ه  ر ب  رای اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر diam(Γ(R)) = ١ (٢)
داش  ت  ه ه  س  ت  ن  د، ن  اص  ف  ر ک  ه ص  ف  ر، م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه دو ح  داق  ل R و xy = ٠ ب  اش  ی  م داش  ت  ه R

ب  اش  د.
اول ای  دآل دو دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R (ال  ف) ی  ا اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر diam(Γ(R)) = ٢ (٣)
(ب) ی  ا ب  اش  د، داش  ت  ه ه  س  ت  ن  د ن  اص  ف  ر ک  ه ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه دو ح  داق  ل و ب  اش  د م  ی  ن  ی  م  ال
ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای از ج  ف  ت ه  ر و ن  ی  س  ت {٠} آن ͽ  م  رب ک  ه اس  ت R از ای  دآل  ͬ Z(R)

دارن  د. ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از م  ت  م  ای  ز
ک  ه ب  اش  ن  د داش  ت  ه وج  ود a ̸= b ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = ٣ (۴)
م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو از ب  ی  ش  ت  ر ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R (ال  ف) ی  ا و annR({a, b}) = ٠

اس  ت. غ  ی  رک  اه  ش  ͬ R (ب) ی  ا اس  ت،
R ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی اس  ت، ک  رده ب  ی  ان [۴٧] ͽ  م  رج در ک  ی  ل  ر٢٣ و ه  وک  اب  ا٢٢ ک  ه آن چ  ه ب  راس  اس
م  ش  م  ول ک  ام  ل ب  ه ط  ور ک  ه R از م  ت  ن  اه  ͬ ت  ول  ی  د ب  ا ای  دآل ه  ر ه  رگ  اه اس  ت، ٢۴(A) خ  اص  ی  ت دارای
م  ورد [٧۵] ک  ون  ت  ل٢۵ ت  وس  ط اب  ت  دا (A) خ  اص  ی  ت ب  اش  د. داش  ت  ه ن  اص  ف  ر پ  وچ س  از اس  ت، Z(R) در
[۴٧] ک  ی  ل  ر و ه  وک  اب  ا اس  ت). ش  ده م  ع  رف  ͬ (C) ش  رط ب  ه ع  ن  وان [٧۵] در ک  ه ) گ  رف  ت ق  رار م  ط  ال  ع  ه
ͬ ک  ن  د. م   ص  دق (A) ش  رط در R[x] چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د، ح  ل  ق  ه R اگ  ر ک  ه ک  ردن  د ث  اب  ت
گ  س  ت  رش ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  ه را (A) خ  اص  ی  ت م  ف  ه  وم [۴۶] ͽ  م  رج در ́  اران  ش ه  م   و ٢۶ ΃  ه  ان

ͬ ش  ود: م   ت  ع  ری  ف ص  ورت ب  دی  ن ک  ه دادن  د
ای  دآل ه  ر اگ  ر اس  ت چ  پ) (A) خ  اص  ی  ت (م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت (A) خ  اص  ی  ت دارای R ح  ل  ق  ه ی
م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی در م  ش  م  ول ک  ام  ل ب  ه ط  ور ک  ه م  ت  ن  اه  ͬ ب  ات  ول  ی  د دوط  رف  ه ی

22Huckaba
23Keller
24Property (A)
25Quentel
26Hong



اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٢٠
(م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت پ  وچ س  از دارای اس  ت، راس  ت) ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای (م  ت  ن  اظ  راً، چ  پ ص  ف  ر
(A) خ  اص  ی  ت ه  م اگ  ر اس  ت، (A) خ  اص  ی  ت دارای R ح  ل  ق  ه ی ͬ گ  وی  ی  م م   ب  اش  د. ن  اص  ف  ر چ  پ) پ  وچ س  از

ب  اش  د. داش  ت  ه چ  پ (A) خ  اص  ی  ت ه  م و راس  ت

در ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض [٢ . ۶ ق  ض  ی  ه ،٣٩] .٢ . ٢ . ١٩ ق  ض  ی  ه
اس  ت. راس  ت (A) خ  اص  ی  ت دارای R ای  ن ص  ورت

در ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و س  ازگ  ار ‐σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ٢٠ ق  ض  ی  ه
ب  اش  د. R از ای  دآل  ͬ Z(R) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت، R[[x;σ]] از ای  دآل  ͬ Z(R[[x;σ]]) ای  ن ص  ورت

م  ق  س  وم g(x) =
∑∞

j=٠ bjxj و f(x) =
∑∞

i=٠ aixi و R از ای  دآل  ͬ Z(R) ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ع  ن  اص  ر ،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ب  ن  اب  ه ه  س  ت  ن  د. ن  اص  ف  ر ک  ه ب  اش  ن  د R[[x;σ]] از ص  ف  ری  ع  ل  ی  ه ه  ای
پ  س اس  ت، راس  ت ن  وت  ری R چ  ون .rf(x) = ٠ = g(x)s ک  ه دارن  د وج  ود r, s ∈ R ن  اص  ف  ر
Z(R) و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ͬ ک  ه آن ج  ای   از .CgR = ⟨b٠, . . . , bm⟩ و CfR = ⟨a٠, . . . , an⟩

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، R از ای  دآل  ͬ
⟨a٠, . . . , an, b٠, . . . , bm⟩ ⊆ Z(R).

وج  ود ٠ ̸= t ∈ R ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، راس  ت (A) خ  اص  ی  ت دارای R ، ٢ . ٢ . ١٩ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا
ل  ذا و ⟨f(x), g(x)⟩t = ٠ داری  م ٢ . ٢ . ٣ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا .⟨a٠, . . . , an, b٠, . . . , bm⟩t = ٠ ک  ه دارد
ب  ه ب  ن  ا .h(x) ∈ R[[x;σ]] و f(x) ∈ Z(R[[x;σ]]) ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال .f(x) + g(x) ∈ Z(R[[x;σ]])

و rai = ٠ ،i ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .rf(x) = ٠ ک  ه دارد وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی
داری  م i, j ه  ر ب  رای ٢ . ٢ . ٣ ل  م ب  ه ب  ن  ا ل  ذا

raiσ
i(bj) = ٠ = bjσ

j(ai)r.

از ای  دآل  ͬ Z(R[[x;σ]]) درن  ت  ی  ج  ه و f(x)h(x)r = ٠ = h(x)f(x)r ،٢ . ٢ . ٣ ل  م م  ط  اب  ق ب  ن  اب  رای  ن
اس  ت. R[[x;σ]]

ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   راح  ت  ͬ ب  ه ب  اش  د. R[[x;σ]] از ای  دآل  ͬ Z(R[[x;σ]]) ک  ن  ی  م ف  رض ́  س، ب  ال  ع  
اس  ت. R از ای  دآل  ͬ Z(R)

ق  ض  ی  ه ی ک  ه ͬ ده  د م   ن  ش  ان اس  ت، ش  ده ب  ی  ان [٣ . ٣ م  ث  ال ،١٢] ͽ  م  رج در ک  ه ب  ع  دی، م  ث  ال
ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ک  ل  ͬ ح  ال  ت در ن  وت  ری ش  رط غ  ی  اب در ٢ . ٢ . ٢٠

ح  ل  ق  ه ی R = K[Y, {Xi}∞i=٠]/⟨X٠Y, {Xi −Xi+١Y }∞i=٠⟩ و م  ی  دان K ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ٢١ م  ث  ال
R از ای  دآل  ͬ Z(R) و (A) خ  اص  ی  ت دارای R ای  ن ص  ورت، در ب  اش  د. ٢ . ٢ . ٧ م  ث  ال در ش  ده ت  ع  ری  ف

ن  ی  س  ت. ای  دآل Z(R[[x]]) ام  ا اس  ت



٢١ ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
پ  وچ را دی  ·  ر م  ت  غ  ی  ره  ای ه  م  ه ی X٠ اس  ت. غ  ی  رن  وت  ری و ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ب  ه وض  وح، ب  ره  ان.
Y ج  ز ب  ه م  ت  غ  ی  ره  ا ه  م  ه ی X١ م  ت  غ  ی  ر ،R در .X٠Xi = X٠Xi+١Y = ٠ و X٠Y = ٠ زی  را ͬ ک  ن  د، م  
X٢ ه  م چ  ن  ی  ن .X١Y = X٠ ̸= ٠ ام  ا X١Xi = X١Xi+١Y = X٠Xi+١ = ٠ زی  را ͬ ک  ن  د، م   پ  وچ را
ام  ا X٢Xi = X٢Xi+١Y = X١Xi+١ = ٠ زی  را ͬ ک  ن  د، م   پ  وچ را Y ج  ز ب  ه دی  ·  ر م  ت  غ  ی  ره  ای ه  م  ه ی
ج  ز ب  ه م  ت  غ  ی  ره  ا ه  م  ه ی (i ≥ ١ (ب  رای Xi ک  ه دی  د خ  واه  ی  م رون  د ای  ن ادام  ه ی ب  ا .X٢Y = X١ ̸= ٠
و XiY i = X٠ ،XiY i+r = X٠Y r = ٠ ،XiY = Xi−١ ک  ه ͬ ش  ود م   م  ش  اه  ده ͬ ک  ن  د. م   پ  وچ را Y

ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را R از ع  ن  ص  ری ه  ر ب  ن  اب  رای  ن .Xi+rY i = Xr

r = k٠ +
∞∑
j=١

ljY
j
+

∞∑
i=٠

ki+١Xi

ت  وج  ه ه  س  ت  ن  د. ص  ف  ر ه  ا l′j و ه  ا k′i از م  ت  ن  اه  ͬ ت  ع  داد ج  ز ب  ه ه  م  ه و ki, ℓj ∈ K آن در ک  ه ن  وش  ت
ای  دآل  ͬ Z(R) و (A) خ  اص  ی  ت دارای R ل  ذا ن  دارد. ث  اب  ت ج  م  ل  ه ی r آن گ  اه ،r ∈ Z(R) اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د
ب  ا ب  ·  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را f(x) = Y − x ع  ن  ص  ر ͬ ک  ن  د. م   پ  وچ را م  ت  غ  ی  ره  ا ه  م  ه ی X٠ زی  را اس  ت، R از
ه  م چ  ن  ی  ن ͬ ب  اش  د. م   R[[x]] از ن  اص  ف  ری ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه f(x) ع  ن  ص  ر ،٢ . ٢ . ٧ م  ث  ال ب  ه ت  وج  ه

ن  ی  س  ت. R[[x]] از ای  دآل  ͬ Z(R[[x]]) ب  ن  اب  رای  ن .f(x)− Y ̸∈ Z(R[[x]]) ام  ا ،Y ∈ Z∗(R[[x]])

دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ی از σ‐س  ازگ  اری و اول ک  ام  لا́ ای  دآل P اگ  ر [٢٠ . ٢ ق  ض  ی  ه ،۴٣] .٢ . ٢ . ٢٢ ق  ض  ی  ه
اس  ت. R[[x;σ]] از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دال P [[x;σ]] آن گ  اه ب  اش  د، R

،۵۶] ب  ه ب  ن  ا ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. R از درون  ری  خ  ت  ͬ σ و ح  ل  ق  ه R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ٢٣ ت  ذک  ر
ب  اش  د. σ‐ص  ل  ب و ک  اه  ش  ͬ R اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ک  اه  ش  ͬ R[[x;σ]] ح  ل  ق  ه ی ،[٣ . ۵ ن  ت  ی  ج  ه
اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت σ‐ص  ل  ب ح  ل  ق  ه ا ی R ح  ل  ق  ه ی ،[٢ . ٢ ل  م ،۴۴] ب  ه ب  ن  ا ک  ه آن ج  ای  ͬ از
ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ک  اه  ش  ͬ R[[x;σ]] ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  س ب  اش  د، ک  اه  ش  ͬ و σ‐س  ازگ  ار

آن گ  اه ب  اش  د، ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ͬ ک  ن  ی  م م   ی  ادآوری ب  اش  د. σ‐س  ازگ  ار و ک  اه  ش  ͬ R اگ  ر
ب  ه ب  ن  ا ه  م چ  ن  ی  ن اس  ت. اول ک  ام  لا́ R از م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل ه  ر ، [١ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه  ،۵۶] ب  ه ب  ن  ا
اس  ت. پ  وچ س  ازه  ا از اج  ت  م  اع  ͬ ب  ه ص  ورت R از م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل ه  ر ،[١ . ۵ ن  ت  ی  ج  ه ،۵۶]
.y ∈ σ(P ) و ب  اش  د R σ‐س  ازگ  ار و ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی از م  ی  ن  ی  م  ال  ͬ اول ای  دآل P ک  ن  ی  م ف  رض
و ٠ = xa = σ(x)a = ya پ  س .x ∈ annR(a) و y = σ(x) ک  ه دارد وج  ود a ∈ R و x ∈ P ب  ن  اب  رای  ن
ح  ال اس  ت. R[[x;σ]] از ای  دآل  ͬ P [[x;σ]] ل  ذا و σ(P ) ⊆ P ای  ن  رو از .y ∈ annR(a) ⊆ P ن  ت  ی  ج  ه در
ک  ه دارد وج  ود R در x ع  ن  ص  ر ب  ن  اب  رای  ن .ab ∈ P ک  ه ب  اش  ن  د R از ع  ن  اص  ری b و a ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض
ب  ن  اب  رای  ن .aσ(b) ∈ annR(x) ⊆ P ن  ت  ی  ج  ه در و ٠ = abx = xab = xaσ(b) پ  س .ab ∈ annR(x)

.xaσ(b) = ٠ ک  ه دارد وج  ود x ∈ R ب  ن  اب  رای  ن .aσ(b) ∈ P ک  ن  ی  م ف  رض ́  س،  ب  ال  ع   .aσ(b) ∈ P

ای  دآل  ͬ P ل  ذا .ab ∈ annR(x) ⊆ P ن  ت  ی  ج  ه در و xab = ٠ پ  س اس  ت، σ‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R چ  ون
اس  ت. R از σ‐س  ازگ  ار

ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ب  اش  د، R σ‐س  ازگ  ار و ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی از م  ی  ن  ی  م  ال  ͬ اول ای  دآل P اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن
اس  ت. R[[x;σ]] از اول ک  ام  لا́ ای  دآل P [[x;σ]] ،٢ . ٢ . ٢٢ ق  ض  ی  ه ی



اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٢٢
.Z(R) ̸= ٠ ک  ه ب  اش  د س  ازگ  ار ‐σ و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢۴ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه
R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[[x;σ]])) = ١ ب  ه خ  ص  وص .diam(Γ(R[[x;σ]])) ≥ ١ ای  ن ص  ورت در

.Z(R)٢ = ٠ و ب  اش  د غ  ی  رک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی
وج  ود ٠ ̸= b ∈ R ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ن  اص  ف  ر ک  ه ب  اش  د R از ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه a ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
و d(ax, bx٢) = ١ پ  س .(ax)(bx٢) = ٠ ،٢ . ٢ . ٣ ل  م ب  ه ب  ن  ا درن  ت  ی  ج  ه و ax ̸= bx٢ و ab = ٠ ک  ه دارد

.diamΓ(R[[x;σ]]) ≥ ١ ب  ن  اب  رای  ن
ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .Z(R)٢ = ٠ ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت غ  ی  رک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال

ک  ن  ی  م ف  رض .Z(R[[x;σ]]) ⊆ Z(R)[[x;σ]]

f(x) =

∞∑
i=٠

aix
i ∈ Z(R[[x;σ]]) \ Z(R)[[x;σ]].

ب  دون .f(x)g(x) = ٠ ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود ٠ ̸= g(x) =
∑∞

j=٠ bjxj ∈ R[[x;σ]] ب  ن  اب  رای  ن
ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا .a٠ ̸= ٠ ̸= b٠ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه، ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن
a٠b٠ = ٠ پ  س ،f(x)g(x) = ٠ چ  ون .g(x) ∈ Z(R)[[x;σ]] ک  ن  ی  م ف  رض .g(x) ̸∈ Z(R)[[x;σ]]

،f(x) /∈ Z(R)[[x;σ]] چ  ون .D := {ai|ai ̸∈ Z(R)} ͬ ده  ی  م م   ق  رار .a٠ ∈ Z(R) درن  ت  ی  ج  ه و
ک  ه ن  وش  ت f(x) = f١(x) + f٢(x) ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را f(x) ب  ن  اب  رای  ن .D ̸= ∅ پ  س
،g(x) ∈ Z(R)[[x;σ]] چ  ون ب  اش  ن  د. D ب  ه م  ت  ع  ل  ق f٢ ض  رای  ب ه  م  ه ی و f١(x) ∈ Z(R)[[x;σ]]

.f٢(x)g(x) = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در و f١(x)g(x) = ٠ پ  س اس  ت، σ‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R و Z(R)٢ = ٠
س  ازگ  ار ‐σ ح  ل  ق  ه ا ی R چ  ون ب  اش  د. f٢(x) در درج  ه ک  م  ت  ری  ن ب  ا ج  م  ل  ه ض  ری  ب a ک  ن  ی  م ف  رض

.g(x) ̸∈ Z(R)[[x;σ]] ب  ن  اب  رای  ن .(a ∈ D (زی  را اس  ت ت  ن  اق  ض ک  ه ab٠ = ٠ اس  ت،
و g١(x) ∈ Z(R)[[x;σ]] آن در ک  ه ن  وش  ت g(x) = g١(x) + g٢(x) ب  ه ص  ورت را g(x) ͬ ت  وان م  
اس  ت، R از ای  دآل  ͬ Z(R) و س  ازگ  ار ‐σ ح  ل  ق  ه ا ی R چ  ون ن  ی  س  ت. Z(R) در g٢ ض  رای  ب از ΁  ی  ͸  ه  ی

و f١(x)g١(x) = ٠ پ  س
f١(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x) ∈ Z(R)[[x;σ]].

ب  ا ج  م  ل  ه ی ص  ف  ر غ  ی  ر ض  رای  ب ت  رت  ی  ب ب  ه a, b ک  ن  ی  م ف  رض .f٢(x)g٢(x) ∈ Z(R)[[x;σ]] ب  ن  اب  رای  ن
ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ب  ن  اب  رای  ن .ab ∈ Z(R) ای  ن ص  ورت، در ب  اش  ن  د. g٢(x) و f٢(x) در درج  ه ک  م  ت  ری  ن
br = ٠ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه a ∈ Z(R) آن گ  اه ،br ̸= ٠ اگ  ر .abr = ٠ ک  ه دارد وج  ود r ∈ R

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه b ∈ Z(R) ن  ت  ی  ج  ه در و
Z(R[[x;σ]]) ⊆ Z(R)[[x;σ]].

م  ت  م  ای  ز ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه دو g(x) =
∑∞

j=٠ bjxj و f(x) =
∑∞

i=٠ aixi ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
چ  ون .ai, bj ∈ Z(R) داری  م ،i, j ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د. ن  اص  ف  ر ک  ه ب  اش  ن  د R[[x;σ]] در

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ١ ل  ذا .f(x)g(x) = ٠ پ  س اس  ت σ‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R و Z(R)٢ = ٠



٢٣ ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
bx٢ و ax ب  ن  اب  رای  ن .a, b ∈ Z(R) و diam(Γ(R[[x;σ]])) = ١ ک  ن  ی  م ف  رض ́  س، ب  ال  ع  
در و ٠ = (ax)(bx٢) = aσ(b)x٣ ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د. R[[x;σ]] از م  ت  م  ای  زی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای

اس  ت. غ  ی  رک  اه  ش  ͬ R و Z(R)٢ = ٠ ل  ذا اس  ت. σ‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R زی  را ،ab = ٠ ن  ت  ی  ج  ه
ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د σ‐س  ازگ  ار و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ̸∼= Z٢ × Z٢ ک  ن  ی  م ف  رض .٢۵ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ١ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = ١ ای  ن ص  ورت در .| Z(R) |≥ ٣
اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = ١ پ  س ،R ̸∼= Z٢ × Z٢ چ  ون ، [٢ . ٢ ت  ذک  ر ،٣٧] ب  ه ب  ن  ا ب  ره  ان.
diam(Γ(R)) = ١ ،٢۴ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن .xy = ٠ ب  اش  ی  م داش  ت  ه x, y ∈ Z(R) ه  ر ب  رای

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ١ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر
ب  ن  دی دس  ت  ه ،R راس  ت ن  وت  ری و σ‐س  ازگ  ار ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ی ب  رای ب  ع  دی، ق  ض  ی  ه ی در

ͬ ده  ی  م. م   ارائ  ه Γ(R[[x;σ]]) ق  ط  ر ب  رای ́  ن م  م   م  ق  ادی  ر از ک  ام  ل  ͬ
ب  اش  د راس  ت ن  وت  ری و س  ازگ  ار ‐σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢۶ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه

ای  ن ص  ورت در .Z(R) ̸= ٠ ب  ه ط  وری ک  ه
دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R (ال  ف) و | Z(R) ≥ ٣ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢ (١)

.Z(R)٢ ̸= ٠ ک  ه ب  اش  د R از ای  دآل  ͬ Z(R) (ب) ی  ا ب  اش  د، م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو
اول ای  دآل دو دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٣ (٢)

ن  ب  اش  د. R از ای  دآل  ͬ Z(R) و ن  ب  اش  د م  ی  ن  ی  م  ال
ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. Q و P م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
اس  ت  ف  اده ب  ا .diam(Γ(R)) = ٢ داری  م ،٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ی  ه ی ب  ن  اب  ه .P ∩ Q = ٠ و Z(R) = P ∪ Q

R[[x;σ]] از اول ای  دآل دو Q[[x;σ]] و P [[x;σ]] و ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R[[x;σ]] ،٢ . ٢ . ٢٣ ت  ذک  ر از
f =

∑∞
i=٠ aixi ک  ن  ی  م ف  رض .P [[x;σ]] ∪Q[[x;σ]] ⊆ Z(R[[x;σ]]) پ  س ،PQ = ٠ چ  ون ه  س  ت  ن  د.

دارد وج  ود s ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د. R[[x;σ]] از ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه
ن  ت  ی  ج  ه در و CfRs = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .fs = ٠ ک  ه

CfR ⊆ ann(s) ⊆ Z(R) = P ∪Q.

Z(R[[x;σ]]) ⊆ P [[x;σ]] ∪Q[[x;σ]] ب  ن  اب  رای  ن .CfR ⊆ Q ی  ا CfR ⊆ P ،٢ . ٢ . ١١ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا
ن  ت  ی  ج  ه در و

Z(R[[x;σ]]) = P [[x;σ]] ∪Q[[x;σ]].

داری  م ،t ∈ Q ه  ر ب  رای آن گ  اه ،f, g ∈ P [[x;σ]] اگ  ر .f, g ∈ Z(R[[x;σ]]) ک  ن  ی  م ف  رض
اگ  ر م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور .tg = ٠ و ft = ٠ پ  س اس  ت، س  ازگ  ار ‐σ و ک  اه  ش  ͬ R چ  ون و tf = ٠ = tg

ای  ن رو از .fp = ٠ = pg داری  م ،p ∈ P ه  ر ب  رای ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   آن گ  اه ،f, g ∈ Q[[x;σ]]



اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٢۴
.σ(Q) ⊆ Q و P ∩Q = ٠ زی  را .fg = ٠ آن گ  اه ،g ∈ Q[[x;σ]] و f ∈ P [[x;σ]] اگ  ر .d(f, g) = ٢

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢ ل  ذا .d(f, g) = ١ ب  ن  اب  رای  ن
ک  ن  ی  م ف  رض ه  م چ  ن  ی  ن .Z(R)٢ ≠ ٠ ک  ه ب  اش  د R از ای  دآل  ͬ Z(R) ک  ن  ی  م ف  رض
،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا .CgR = ⟨b٠, . . . , bm⟩ و CfR = ⟨a٠, . . . , an⟩ ،f, g ∈ Z(R[[x;σ]])

پ  س اس  ت، ای  دآل Z(R) چ  ون .Z(R[[x;σ]]) ⊆ Z(R)[[x;σ]]

⟨a٠, . . . , an, b٠, . . . , bm⟩ ⊆ Z(R).

(A) خ  اص  ی  ت دارای R ،٢ . ٢ . ١٩ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا اس  ت، راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R ͬ ک  ه آن ج  ای   از
ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .⟨a٠, . . . , an, b٠, . . . , bm⟩r = ٠ ک  ه دارد وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ل  ذا اس  ت. راس  ت
.diam(Γ(R[[x;σ]])) ≤ ٢ پ  س دارن  د. ص  ف  ر غ  ی  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از ΁  ی g و f ،٢ . ٢ . ٣ ل  م از اس  ت  ف  اده
ن  ت  ی  ج  ه در و diam(Γ(R[[x;σ]])) ≥ ٢ ،٢۴ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا ،Z(R)٢ ≠ ٠ ͬ ک  ه آن ج  ای   از

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢
ͬ ک  ه آن ج  ای   از و Z(R[[x;σ]])٢ ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن .diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢ ک  ن  ی  م ف  رض ́  س، ب  ال  ع  
ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .Z(R)٢ ̸= ٠ پ  س ،Z(R[[x;σ]]) ⊆ Z(R)[[x;σ]] ،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا
ای  دآل دو از ب  ی  ش ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ب  ن  اب  رای  ن ن  ب  اش  د. م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو دق  ی  ق  ا ب  ا ک  اه  ش  ͬ
داش  ت  ه وج  ود R از b و a ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای اگ  ر ن  ی  س  ت. ک  اه  ش  ͬ R ی  ا اس  ت، م  ی  ن  ی  م  ال اول
ن  ت  ی  ج  ه در و diam(Γ(R)) = ٣ ،٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ن  دارن  د، م  ش  ت  رک پ  وچ س  از ک  ه ب  اش  ن  د
.a + b ∈ Z(R) ،Z(R) از a, b ه  ر  ب  رای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٣

اس  ت. R از ای  دآل  ͬ Z(R) ب  ن  اب  رای  ن .ar ∈ Z(R) آن گ  اه ،a ∈ Z(R) اگ  ر ب  وض  وح
اس  ت. ب  رق  رار ب  ه وض  وح ن  ت  ی  ج  ه ،٢۴ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی و (١) گ  زاره ی ب  ه ب  ن  ا (٢)

راس  ت ن  وت  ری و س  ازگ  ار ‐σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ̸∼= Z٢ × Z٢ ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ٢٧ ن  ت  ی  ج  ه
ای  ن ص  ورت در .| Z(R) |≥ ٣ ک  ه ب  اش  د

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = ٢ (١)

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٣ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = ٣ (٢)
اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = ٢ ،(١) ٢۶ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی و ٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا (١) ب  ره  ان.

.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢
از گ  راف  ͬ زی  ر Γ(R) و diam(Γ(R[[x;σ]])) ≤ ٣ چ  ون .diam(Γ(R)) = ٣ ک  ن  ی  م ف  رض (٢)
.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٣ ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال .diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٣ پ  س اس  ت، Γ(R[[x;σ]])

ای  دآل  ͬ Z(R) و ن  ی  س  ت م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دال دو دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R ،٢۶ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی ب  ن  اب  ر
ن  اص  ف  ر ک  ه دارد وج  ود a, b ∈ R م  ت  م  ای  ز ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت. R ح  ل  ق  ه ی از
R ی  ا اس  ت، م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو از ب  ی  ش ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R و ann({a, b}) = ٠ و ه  س  ت  ن  د

.diam(Γ(R)) = ٣ ،٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ی  ه ی ب  ر ب  ن  ا ل  ذا اس  ت. غ  ی  رک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی



٢۵ ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
ب  رق  رار ک  ل  ͬ ح  ال  ت در ٢۶ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی ن  وت  ری، ش  رط ح  ذف ب  ا ک  ه ͬ ده  د م   ن  ش  ان ب  ع  دی م  ث  ال

ن  ی  س  ت.
Zp∞ Z‐م  دول ب  دی  ه  ͬ ͽ  ت  وس  ی R = Z(+)Zp∞ ک  ن  ی  م ف  رض [۵ . ۶ م  ث  ال ،۵٩] .٢ . ٢ . ٢٨ م  ث  ال
R ب  وض  وح ب  اش  د. (a, b)(c, d) = (ac, ad + bc) ض  رب و (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) ͽ  ج  م ب  ا
ای  دآل  ͬ Z(R) = pZ(+)Zp∞ داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ب  ه راح  ت  ͬ اس  ت. غ  ی  رک  اه  ش  ͬ و ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی
خ  اص  ی  ت دارای R ل  ذا اس  ت، Z(R) از ن  اص  ف  ری پ  وچ س  از (٠, ١/p) ع  ن  ص  ر ͬ ک  ه آن ج  ای   از اس  ت. R از

اس  ت. (A)
ع  ن  ص  ر دو

g = (٠, (١/p)) + (٠, (١/p٢))x+ (٠, (١/p٣))x٢ + (٠, (١/p۴))x٣ + · · ·

و
f = (p, ٠)− (١, ٠)x

اس  ت. R از ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه (p, ٠) ه  م چ  ن  ی  ن .fg = ٠ ب  وض  وح ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را R[[x]] از

ͬ ب  اش  د. ن  م   R[[x]] از ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه f − (p, ٠) = (١, ٠)x ام  ا .(p, ٠) ∈ Z(R[[x]]) ب  ن  اب  رای  ن
.diam(Γ(R[[x]])) = ٣ ،[٢ . ۵ ن  ت  ی  ج  ه ،۵٩] ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و ن  ی  س  ت ای  دآل Z(R[[x]]) ب  ن  اب  رای  ن

R ک  ه ح  ال  ت  ͬ در ،Γ(R[[x;σ]]) و Γ(R) گ  راف ه  ای ق  ط  ر ب  ی  ن راب  ط  ه ی م  ط  ال  ع  ه ی ب  ه ادام  ه در
ͬ پ  ردازی  م. م   اس  ت، راس  ت ن  وت  ری و س  ازگ  ار ‐σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی

ت  م  ام ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و س  ازگ  ار ‐σ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٢ . ٢٩ ق  ض  ی  ه
اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت diam(Γ(R[[x;σ]])) و diam(Γ(R)) ب  رای ́  ن م  م   ح  ال  ت ه  ای

.| Z(R) |= ٢ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[[x;σ]])) = ١ و diam(Γ(R)) = ٠ (١)
از ب  ی  ش ب  ا غ  ی  رک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = diam(Γ(R[[x;σ]])) = ١ (٢)

.Z(R)٢ = ٠ و ب  اش  د ه  س  ت  ن  د، ن  اص  ف  ر ک  ه ص  ف  ر، م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ΁  ی
ب  اش  د. ́  ری  خ  ت ی   Z٢ × Z٢ ب  ا R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢ و diam(Γ(R)) = ١ (٣)
ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R (ال  ف) ی  ا اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢ (۴)
ن  اص  ف  ر ک  ه ص  ف  ری، م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه دو از ب  ی  ش ک  ه ب  اش  د م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو دق  ی  ق  اً
(A) خ  اص  ی  ت R و Z(R)٢ ̸= ٠ ک  ه اس  ت R از ای  دآل  ͬ Z(R) (ب) ی  ا ب  اش  د، داش  ت  ه ه  س  ت  ن  د،

دارد. راس  ت
دو دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٣ (۵)
وج  ود R در b و a م  ان  ن  د ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای از ج  ف  ت ΁  ی و ن  ب  اش  د م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل

ن  دارن  د. غ  ی  رص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه



اری  ب ت  وان  ͬ ه  ای س  ری ح  ل  ق  ه ی و ج  ه  ت دار ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٢۶
و Z(R) = {٠, a} ب  ن  اب  رای  ن .diam(Γ(R)) = ٠ ب  وض  وح .|Z(R)| = ٢ ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
R چ  ون ه  س  ت  ن  د. R[[x;σ]] از م  ت  م  ای  زی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای ax٢ و ax ن  ت  ی  ج  ه در
اگ  ر .diam(Γ(R[[x;σ]])) ≥ ١ ب  ن  اب  رای  ن .(ax)(ax٢) = ٠ پ  س اس  ت، س  ازگ  ار ‐σ ح  ل  ق  ه ا ی
وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،۶ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ،f(x) = ∑∞

i=٠ ai ∈ Z(R[[x;σ]])

ل  ذا Z(R[[x;σ]])٢ = ٠ ای  ن رو از و ai ∈ Z(R) ،i ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .f(x)c = ٠ ک  ه دارد
.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ١

.|Z(R)| = ٢ ب  وض  وح ،diam(Γ(R[x;σ])) = ١ و  diam(Γ(R)) = ٠ اگ  ر ́  س، ب  ال  ع  
اس  ت. ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه ٢۴ . ٢ . ٢ و (٢) ٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ای  ای ب  ه ب  ن  ا (٢)

پ  س ،diam(Γ(R)) = ١ چ  ون ،.diam(Γ(R[x;σ])) = ٢ و  diam(Γ(R)) = ١ ک  ن  ی  م ف  رض (٣)
،diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢ چ  ون .ab = ٠ ،R در b و a م  ت  م  ای  ز ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه دو ه  ر ب  رای

.R ∼= Z٢ × Z٢ داری  م ، ت  ذک  ر٢ . ٢] ،٣٧] ب  ه ب  ن  ا .Z(R)٢ ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن
ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R و diam(Γ(R)) = ١ ب  ه وض  وح .R ∼= Z٢ × Z٢ ک  ن  ی  م ف  رض ́  س، ب  ال  ع  
.diam(Γ(R[[x;σ]])) = ٢ ،٢۶ . ٢ . ٢ ق  ض  ی  ه ی ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو دق  ی  ق  اً

و ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای از ج  ف  ت ه  ر و ب  اش  د R از ای  دآل  ͬ Z(R) اگ  ر ͬ ک  ن  ی  م م   ت  وج  ه (۴)
از ن  ت  ی  ج  ه ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. (A) خ  اص  ی  ت دارای R آن گ  اه ب  اش  ن  د، داش  ت  ه ص  ف  ر غ  ی  ر پ  وچ س  از R م  ت  م  ای  ز

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل (٢)٢۶ . ٢ . ٢ و (٣)٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ای  ای
آی  د.  ͬ م   ب  دس  ت ن  ت  ی  ج  ه (٢) ٢۶ . ٢ . ٢ و (۴)٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ای  ای از (۵)



٣ ف  ص  ل
و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی

ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف

در ح  ل  ق  ه ای م  ه  م س  اخ  ت  اره  ای از ͬ  ́ ی   پ  وچ س  ازی خ  واص ب  رخ  ͬ داری  م ق  ص  د اب  ت  دا ف  ص  ل ای  ن در
دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض ده  ی  م. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ای ن  ظ  ری  ه ی
ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) ن  ی  ز و اک  ی  د م  رت  ب (ج  زئ  اً) م  ون  وئ  ی  د (S,≤)

ب  ه S م  ون  وئ  ی  د از ͽ  ت  واب ت  م  ام ش  ام  ل R[[S, ω,≤]] ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
پ  اد ن  ه و ن  ام  ت  ن  اه  ͬ ن  زول  ͬ زن  ج  ی  ره  ای ش  ام  ل ن  ه آن ه  ا م  ح  م  ل ک  ه ب  ود خ  واه  د R ض  رای  ب ح  ل  ق  ه ی
S م  ون  وئ  ی  د از ω ع  م  ل ت  وس  ط ک  ه اری  ب پ  ی  چ  ش  ͬ ض  رب و ن  ق  ط  ه ای ͽ  ج  م ب  ا ن  ام  ت  ن  اه  ͬ، زن  ج  ی  ره  ای
ت  وس  ی  ع  ͬ ͽ  واق در ف  ص  ل ای  ن در م  ا ͷ  ن  ت  ای ͬ ب  اش  د. م   اس  ت، ش  ده داده R ض  رای  ب ح  ل  ق  ه ی روی
اب  ت  دا آوردی  م. ب  دس  ت اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  رای ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه اس  ت ن  ت  ای  ج  ͬ از
΁  م خ  اص  ی  ت م  ان  ن  د ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی خ  واص ب  رخ  ͬ
و ح  ل  ق  ه ه  ا از خ  اص  ͬ رده ی ب  رای را AB ق  وی  اً‐ خ  اص  ی  ت و زی  پ خ  اص  ی  ت ،(A) خ  اص  ی  ت ک  وی،
ح  ل  ق  ه ی ح  ل  ق  ه ای ͬ ه  ای وی  ژگ   م  ی  ان ارت  ب  اط ه  م چ  ن  ی  ن، ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ه  ای
و ب  ررس  ͬ م  ورد را آن ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف گ  راف  ͬ ͬ ه  ای وی  ژگ   و ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای
ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ق  ط  ر ب  رای ́  ن م  م   م  ق  ادی  ر از ک  ام  ل  ͬ ب  ن  دی دس  ت  ه و ͬ ده  ی  م م   ق  رار م  ط  ال  ع  ه

ͬ ده  ی  م. م   ارائ  ه ب  اش  د، ب  دی  ه  ͬ م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω ͬ ک  ه ح  ال  ت   در ،Γ(R[[S, ω]])

ͬ ب  اش  د. م   [٣٢] ͽ  م  رج از ب  رگ  رف  ت  ه ف  ص  ل ای  ن م  ط  ال  ب



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ٢٨

ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات ٣ . ١
و م  ت  ن  اه  ͬ م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ه  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ ش  ود، م   ن  ام  ی  ده ́  ت  ا١ ی   ح  اص  ل ض  رب گ  روه G گ  روه
ب  ه ط  ور را آن ب  ت  وان ک  ه ب  ه گ  ون  ه ای ب  اش  د م  وج  ود g ∈ G م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری G گ  روه از B و A ن  ات  ه  ͬ
.u.p‐گ  روه را G گ  روه ص  ورت ای  ن در .b ∈ B و a ∈ A ک  ه ن  وش  ت g = ab ف  رم ب  ه ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر
ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد ص  ف  ر٢ م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ح  دس ب  ا ارت  ب  اط در م  ع  م  ولا˟ گ  روه ه  ا از رده ای  ن ن  ام  ی  م. م  ͬ
غ  ی  ر ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ͸  ه  ی ک  ه ب  اش  د ش  رک  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ای  ن ص  ورت ک  ه ب  ه ͬ گ  ی  رن  د، م  
ف  اق  د ن  ی  ز F [G] گ  روه  ͬ ح  ل  ق  ه ی آن گ  اه ب  اش  د، ت  اب٣ از ف  ارغ گ  روه  ͬ G و ب  اش  د ن  داش  ت  ه ص  ف  ری
ح  اص  ل ض  رب گ  روه G ک  ه ح  ال  ت  ͬ در ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ح  دس ͬ ب  اش  د. م   غ  ی  رص  ف  ر ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه
م  ون  وئ  ی  ده  ا(ب  ه ب  ه گ  روه ه  ا از ف  وق م  ف  ه  وم ت  ع  م  ی  م ب  ا ح  ال اس  ت. م  ث  ب  ت ج  واب دارای ͬ ب  اش  د، م   ́  ت  ا ی  
م  ون  وئ  ی  د م  ف  ه  وم ͬ ت  وان م   ب  اش  ن  د)، ن  م  ͬ ج  اب  ه ج  ای  ͬ ل  زوم  اً ک  ه ́  ان  ͬ ی   ع  ن  ص  ر ب  ا ن  ی  م گ  روه ه  ای
پ  وچ س  ازه  ای م  ط  ال  ع  ه ی در م  ف  ه  وم ای  ن ک  ه ک  رد، ت  ع  ری  ف را .u.p‐م  ون  وئ  ی  د) ) ́  ت  ا۴ ی   ح  اص  ل ض  رب
́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  ده  ای ͬ ب  اش  ن  د.ک  لاس م   س  ودم  ن  د ب  س  ی  ار اب  زاری م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ه  ای
گ  روه ه  ای و آزاد گ  روه ه  ای زی  رم  ون  وئ  ی  ده  ای چ  پ، و راس  ت م  رت  ب ک  ام  لا́ م  ون  وئ  ی  ده  ای ش  ام  ل
م  ع  رف  ͬ را ́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  د از ن  وع  ͬ داری  م ق  ص  د ح  ال اس  ت. ت  اب از ف  ارغ پ  وچ ت  وان
اس  ت  ف  اده ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی س  اخ  ت  ار ت  ع  ری  ف ب  رای آن از ک  ه ک  ن  ی  م،
΁  ی از م  ن  ظ  ور و ب  وده ح  اص  ل ض  رب  ͬ م  ون  وئ  ی  ده  ا ت  م  ام  ͬ رس  ال  ه، ای  ن س  رت  اس  ر در ک  رد. خ  واه  ی  م

ͬ ب  اش  د. م   ۵ ج  زئ  ͬ ت  رت  ی  ب ت  رت  ی  ب،
ͬ ب  اش  د، م   م  ج  ه  ز ≤ ج  زئ  ͬ ت  رت  ی  ب ب  ه ک  ه S ح  اص  ل ض  رب  ͬ م  ون  وئ  ی  د ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ی  ادآوری
ن  ت  ی  ج  ه ب  ت  وان s١ ≤ s٢ ای  ن ک  ه از ،s١, s٢, t ∈ S ه  ر ب  رای گ  اه ه  ر ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده م  رت  ب۶ م  ون  وئ  ی  د
،ts١ < ts٢ و s١t < s٢t ک  ه ده  د ن  ت  ی  ج  ه s١ < s٢ اگ  ر ب  ه ع  لاوه، .ts١ ≤ ts٢ و s١t ≤ s٢t ک  ه گ  رف  ت
ن  ام  ی  م م  ͬ پ  ذی  ر٨ ح  ذف را S م  ون  وئ  ی  د ͬ ش  ود. م   ن  ام  ی  ده اک  ی  د٧ م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) آن گ  اه
.a١ = a٢ ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ب  ت  وان ba١ = ba٢ ی  ا a١b = a٢b ای  ن ک  ه از a١, a٢, b ∈ S ه  ر ب  رای ه  رگ  اه
͹  ص  ح  ی ع  دد ه  ر و s, t ∈ S ه  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده ت  اب٩ از ف  ارغ S م  ون  وئ  ی  د ه  م چ  ن  ی  ن

.s = t گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه  ب  ت  وان sk = tk ای  ن ک  ه از ،k ≥ ١
آرت  ی  ن  ١٠ͬ (S,≤) م  رت  ب م  ج  م  وع  ه ی ب  اش  د. ج  زئ  ͬ م  رت  ب م  ج  م  وع  ه ی (S,≤) ک  ن  ی  م ف  رض

1Uniqu product group
2Zero-Divisor Conjecture
3Torsion free
4Unique Product monoid
5Partial order
6Ordered monoid
7Strictly ordered monoid
8Cancellative
9Torsion free
10Artinian



٢٩ ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات
ن  ام  ی  ده ١١΁  ب  اری (S,≤) و ب  اش  د م  ت  ن  اه  ͬ S ع  ن  اص  ر از اک  ی  د ن  زول  ͬ دن  ب  ال  ه ه  ر ه  رگ  اه ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده
ب  اش  د. م  ت  ن  اه  ͬ غ  ی  رق  اب  ل م  ق  ای  س  ه، دو ب  ه دو ع  ن  اص  ر از ́  ل م  ت  ش   S م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ه  ر ه  رگ  اه ͬ ش  ود م  
از ن  ات  ه  ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ی ه  ر اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ (S,≤) ک  ه دی  د ͬ ت  وان م   راح  ت  ͬ ب  ه
دارای ک  ه م  ج  م  وع  ه ه  ای  ͬ ب  اش  د. داش  ت  ه م  ی  ن  ی  م  ال ع  ن  ص  ر م  ت  ن  اه  ͬ ت  ع  دادی ف  ق  ط و ͬ  ́ ی   ح  داق  ل S

اه  م  یˁ  ت از و ͬ ش  ون  د م   ن  ام  ی  ده ج  زئ  ١٢ͬ خ  وش ت  رت  ی  ب م  ج  م  وع  ه ه  ای ͬ ب  اش  ن  د م   ف  وق خ  اص  ی  ت
در ه  م چ  ن  ی  ن و م  اش  ی  ن ه  ا و زب  ان ه  ا ن  ظ  ری  ه ی در وس  ی  ع  ͬ ک  اب  رده  ای و ب  وده ب  رخ  وردار وی  ژه ای

دارن  د. م  ح  اس  ب  ات پ  ی  چ  ی  دگ  ͬ ن  ظ  ری  ه ی
ع  ن  ص  ر آن گ  اه ب  اش  ن  د، S م  ون  وئ  ی  د از ن  ات  ه  ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای  ͬ B و A اگ  ر

s٠ ∈ AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}

ب  ه م  ن  ح  ص  رب  ه ف  رد ب  ه ص  ورت ه  رگ  اه ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده AB در (u.p. (ع  ض  و ́  ت  ا١٣ ی   ض  رب ح  اص  ل ع  ن  ص  ر
،S ج  زئ  ͬ م  رت  ب م  ج  م  وع  ه ی ΁  ی ب  رای .b ∈ B و a ∈ A آن در ک  ه ش  ود داده ن  م  ای  ش s٠ = ab ف  رم

ͬ ده  ی  م. م   ن  ش  ان min(S) ع  لام  ت ب  ا را S م  ی  ن  ی  م  ال ع  ن  اص  ر ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی
رده ی ش  ده اس  ت، م  ع  رف  ͬ [۶۵] ͽ  م  رج در ک  ه ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه١۴ اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
ج  م  ل  ه آن از ک  ه ب  رداش  ت  ه در خ  اص ح  الات ب  ه ع  ن  وان را ح  ل  ق  ه ای س  اخ  ت  اره  ای از وس  ی  ع  ͬ ب  س  ی  ار
اری  ب، ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ،( σ = ٠ ک  ه (ج  ای  ͬ اری  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ه ͬ ت  وان م  
اری  ب، گ  روه  ͬ ح  ل  ق  ه اری  ب، ل  وران ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه اری  ب، ل  وران چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه
در ک  رد. اش  اره دی  ·  ر ح  ل  ق  ه ه  ای رده ی از ب  س  ی  اری و م  ال  چ  و‐ن  ی  وم  ن١۵ ل  وران س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
ای  ن ب  ا ͬ ب  اش  د، م   اری  ب گ  روه  ͬ ح  ل  ق  ه ی س  اخ  ت  اره  ای ب  ه ش  ب  ی  ه ح  ل  ق  ه ای  ن س  اخ  ت  ن ای  ده ی ͽ  واق
ͬ ب  اش  ن  د، م   م  ت  ن  اه  ͬ م  ح  م  ل١۶ دارای ک  ه R ح  ل  ق  ه ی ب  ه G گ  روه از ت  واب  ع  ͬ ب  ه ج  ای ک  ه ت  ف  اوت
و ش  ده ت  ع  ری  ف R ح  ل  ق  ه ی ب  ه (S,≤) اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د از ک  ه داری  م ک  ار و س  ر ت  واب  ع  ͬ ب  ا ای  ن  ج  ا
از م  ه  م ب  س  ی  ار ام  ا خ  اص، رده ای داری  م ق  ص  د ح  ال ͬ ب  اش  ن  د. م   ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ م  ح  م  ل دارای

ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف را ́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  ده  ای
١٧΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ ́  ت  ای ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  د را (S,≤) م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د [۶٢] .٣ . ١ . ١ ت  ع  ری  ف
و آرت  ی  ن  ͬ م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ه  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م، م   ( .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د اخ  ت  ص  ار ب  ه (ی  ا
م  ون  وئ  ی  د ب  اش  د. م  وج  ود AB ح  اص  ل ض  رب در ́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب ع  ض  و ΁  ی ،S از B و A ΁  ب  اری
اخ  ت  ص  ار ب  ه (ی  ا م  ی  ن  ی  م  ال١٨ ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ ́  ت  ای ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  د را (S,≤) م  رت  ب
،S از B و A ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ه  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م، م   ( .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

11Narrow
12Well-partialy-ordered
13Unique product element
14Skew generalized power series ring
15Mal’cev-Neumann
16Support
17Artinian narrow unique product monoid
18Minimal artinian narrow unique product monoid



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ٣٠
در ́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب ع  ض  و ab ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود b ∈ min(B) و a ∈ min(A) ع  ن  ص  ر
΁  ی ≤ اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م، م   م  رت  ب١٩ ک  ام  لا́ را (S,≤) م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  د. AB ح  اص  ل ض  رب
را (S,≤) م  ون  وئ  ی  د ب  اش  ن  د). م  ق  ای  س  ه ق  اب  ل S از م  ت  ف  اوت ع  ن  ص  ر دو (ه  ر ب  اش  د S روی ک  ام  ل ت  رت  ی  ب
≤ اگ  ر ͬ ش  ود) م   ن  ام  ی  ده S روی م  وض  ع  ͬ ک  ام  ل ت  رت  ی  ب ΁  ی ≤ (و ͬ ن  ام  ی  م م   م  وض  ع  ٢٠ͬ م  رت  ب ک  ام  لا́

ب  اش  د. م  رت  ب ک  ام  لا́ م  ون  وئ  ی  د (S,⪯) ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه ب  اش  د ⪯ ت  رت  ی  ب ΁  ی ب  ه ت  ظ  ری  ف ق  اب  ل
΁  ب  اری ه  م و آرت  ی  ن  ͬ ه  م م  رت  ب، م  ج  م  وع  ه ی ΁  ی از م  ت  ن  اه  ͬ م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ه  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  د ΁  ی ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ ́  ت  ای ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  د ه  ر ل  ذا و اس  ت،
م  ون  وئ  ی  ده  ای دق  ی  ق  اً ́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  ده  ای ک  ه دی  د ͬ ت  وان م   ب  ه راح  ت  ͬ ه  م چ  ن  ی  ن ͬ ب  اش  د. م  
اس  ت، ش  ده ل  ح  اظ ب  دی  ه  ٢١ͬ ت  رت  ی  ب آن ه  ا در ک  ه ͬ ب  اش  ن  د م   ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ ́  ت  ای ی   ح  اص  ل ض  رب
م  ازورک م  ارک  س، ͬ ب  اش  ن  د. ن  م   م  ق  ای  س  ه ق  اب  ل S از م  ت  م  ای  ز ع  ض  و دو ͸  ه  ی آن ت  ح  ت ک  ه ت  رت  ی  ب  ͬ ی  ع  ن  ͬ

اس  ت: ب  رق  رار زی  ر رواب  ط (S,≤) م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ب  رای ک  ه دادن  د ن  ش  ان [۶٢] ͬ  ́ ژی  م  ب  وس   و
اس  ت پ  ذی  ر ح  ذف و ت  اب از ف  ارغ ج  اب  ه ج  ای  ͬ، م  ون  وئ  ی  د S

⇓

اس  ت م  وض  ع  ͬ م  رت  ب ک  ام  لا́ م  ون  وئ  ی  د (S,≤)

⇓

اس  ت .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤)

⇓

اس  ت .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤)

⇓

اس  ت. .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S

ح  ال  ت در ب  الا رواب  ط ́  س ع   ک  ه دادن  د ن  ش  ان [۶٢] ͽ  م  رج در م  ث  ال ه  ای  ͬ ارائ  ه ی ب  ا آن ه  ا ه  م چ  ن  ی  ن
دو ب  ·  ی  ری  م ن  ظ  ر در S روی ب  دی  ه  ͬ ت  رت  ی  ب را ≤ ت  رت  ی  ب اگ  ر وج  ود، ای  ن ب  ا ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ک  ل  ͬ

ب  ود. خ  واه  ن  د م  ع  ادل ف  وق ن  م  ودار در پ  ای  ان  ͬ ن  ت  ی  ج  ه  ی
ک  ه ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه، اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی س  اخ  ت  ار دق  ی  ق ب  ه ط  ور ک  ه داری  م ق  ص  د ح  ال

ده  ی  م. ش  رح را اس  ت، ش  ده م  ع  رف  ͬ [۶۵] ͽ  م  رج در ͬ  ́ ژی  م  ب  وس   و م  ازورک ت  وس  ط
م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ح  ل  ق  ه، ΁  ی R ک  ن  ی  م ف  رض
ه  ر ب  رای ͬ ب  اش  د. م   R ح  ل  ق  ه ای ͬ ه  ای درون  ری  خ  ت   از ́  ل م  ت  ش   م  ون  وئ  ی  د End(R) آن در ک  ه ب  اش  د،
ف  رض .ωs = ω(s) داری  م ی  ع  ن  ͬ ب  اش  د، داش  ت  ه ω ت  ح  ت s ت  ص  وی  ر ب  ر دلال  ت ωs ک  ه ک  ن  ی  م ف  رض s ∈ S

ی  ع  ن  ͬ آن ، م  ح  م  ل ک  ه ب  ه گ  ون  ه ای ب  اش  د f : S −→ R ͽ  ت  واب ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ی A ک  ن  ی  م
supp(f) = {s ∈ S|f(s) ̸= ٠}

19Totally ordered
20Quasitotally ordered
21Trivial order



٣١ ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات
م  ج  م  وع  ه ی ،f, g ∈ A و s ∈ S ه  ر ب  رای ص  ورت ای  ن در اس  ت. ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ

Xs(f, g) = {(x, y) ∈ supp(f)× supp(g)|s = xy}

ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت f, g ∈ A ب  رای را fg : S −→ R ح  اص  ل ض  رب ͬ ت  وان م   ل  ذا اس  ت. م  ت  ن  اه  ͬ
ک  رد:

fg(s) =
∑

(x,y)∈Xs(f,g)

f(x)ωx(g(y))

در ش  ده ت  ع  ری  ف ض  رب ع  م  ل و ن  ق  ط  ه ب  ه ن  ق  ط  ه ͽ  ج  م ع  م  ل ب  ا .fg(s) = ٠ آن گ  اه Xs(f, g) = ∅ اگ  ر و
اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی را ح  ل  ق  ه ای  ن ک  ه ͬ ک  ن  د، م   پ  ی  دا ح  ل  ق  ه ΁  ی س  اخ  ت  ار A م  ج  م  وع  ه ب  الا،

ͬ ده  ی  م. م   ن  م  ای  ش R[[S, ω]] ی  ا R[[S, ω,≤]] ن  م  اد ب  ا و گ  وی  ی  م ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م
ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده R[[S, ω,≤]] ح  ل  ق  ه ی و R ح  ل  ق  ه ی ه  م  ان  ͬ ع  ن  اص  ر ن  م  ای  ش ب  رای ١ ن  م  اد از م  ا
P ⊂ R زی  رم  ج  م  وع  ه ی گ  وی  ی  م ͬ ده  ی  م. م   ن  م  ای  ش e ن  م  اد ب  ا را S م  ون  وئ  ی  د ه  م  ان  ͬ ع  ن  ص  ر ه  م چ  ن  ی  ن
ی  ع  ن  ͬ ب  اش  د، پ  ای  ا ωs ت  ح  ت P م  ج  م  وع  ه ،s ∈ S ه  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ ب  اش  د م   S‐پ  ای  ا٢٢ م  ج  م  وع  ه ای
R[[S, ω,≤]] در را ex و cr ع  ن  اص  ر ،s ∈ S ه  ر و r ∈ R ه  ر ب  رای .ωs(P ) ⊂ P ب  اش  ی  م داش  ت  ه

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت

cr(x) =


r x = e

٠ x ∈ S \ {e}
و es(x) =


١ x = s

٠ x ∈ S \ {s}

ه  م چ  ن  ی  ن و R[[S, ω,≤]] ب  ه ت  وی R ح  ل  ق  ه ای ن  ش  ان  دن ΁  ی r 7→ cr ک  ه دی  د ͬ ت  وان م   ب  ه وض  وح
داری  م و ب  اش  د م  ͬ R[[S, ω,≤]] ض  رب  ͬ م  ون  وئ  ی  د ب  ه S م  ون  وئ  ی  د از ن  ش  ان  دن ΁  ی s 7→ es

ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ق  رارداد ،R از X ن  ات  ه  ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ی ه  ر ب  رای ب  ه ع  لاوه، .escr = cωs(r)es

X[[S, ω,≤]] = {f ∈ R[[S, ω,≤]]|f(s) ∈ X ∪ {٠}, ∀s ∈ S}

ͬ ده  ی  م: م   ق  رار ،R[[S, ω,≤]] ح  ل  ق  ه ی از Y ن  ات  ه  ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ی ه  ر ب  رای و
CY = {g(t)|g ∈ Y, t ∈ S}.

ͬ ک  ن  ی  م: م   اش  اره س  اخ  ت  ار ای  ن خ  اص ح  الات از ب  رخ  ͬ ب  ه ح  ال
ب  ا آن گ  اه ب  اش  ن  د، ب  دی  ه  ͬ دو ه  ر ω و ≤ و م  ع  م  ول  ͬ ͽ  ج  م ع  م  ل ب  ا S = N ∪ {٠} ک  ه ح  ال  ت  ͬ در •

.R[[S, ω,≤]] ∼= R[x] ی  ع  ن  ͬ داری  م، س  روک  ار م  ع  م  ول  ͬ چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ا آن گ  اه ب  اش  ن  د، ب  دی  ه  ͬ دو ه  ر ω و ≤ و ب  اش  د دل  خ  واه S ک  ه ح  ال  ت  ͬ در •

.R[[S, ω,≤]] ∼= R[S] ی  ع  ن  ͬ داری  م، ک  ار و س  ر
22S-invariant



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ٣٢
ب  رای ω١ = σ و ب  اش  د ب  دی  ه  ͬ ت  رت  ی  ب ≤ م  ع  م  ول  ͬ، ͽ  ج  م ع  م  ل ب  ا S = N ∪ {٠} ͬ ک  ه ح  ال  ت   در •
ک  ار و س  ر R[x;σ] اری  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ا ص  ورت ای  ن در ،σ ∈ End(R) ΁  ی

.R[[S, ω,≤]] ∼= R[x;σ] ی  ع  ن  ͬ داری  م،
،σ ∈ Aut(R) ΁  ی ب  رای و ب  اش  د ب  دی  ه  ͬ ت  رت  ی  ب ≤ و م  ع  م  ول  ͬ ͽ  ج  م ع  م  ل ب  ا S = Z اگ  ر •
ک  ار و س  ر R[x, x−١;σ] اری  ب ل  وران چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ا ای  ن ص  ورت در ،ω١ = σ

.R[[S, ω,≤]] ∼= R[x, x−١;σ] ی  ع  ن  ͬ داری  م،
ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ب  دی  ه  ͬ ≤ ت  رت  ی  ب ف  ق  ط و ب  اش  ن  د دل  خ  واه ω و S ک  ه ح  ال  ت  ͬ در •

داری  م. ک  ار و س  ر اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی
و ک  ن  ی  م ل  ح  اظ م  ع  م  ول  ͬ ت  رت  ی  ب را ≤ م  ع  م  ول  ͬ، ͽ  ج  م ع  م  ل ب  ا S = N ∪ {٠} ͬ ک  ه ح  ال  ت   در •
وک  ار س  ر اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه  ی ب  ا ص  ورت ای  ن در ،σ ∈ End(R) ΁  ی ب  رای ω١ = σ

.R[[S, ω,≤]] ∼= R[[x;σ]] ی  ع  ن  ͬ داری  م،
ب  رای ω١ = α و ک  ن  ی  م ل  ح  اظ م  ع  م  ول  ͬ ت  رت  ی  ب را ≤ م  ع  م  ول  ͬ، ͽ  ج  م ع  م  ل ب  ا S = Z ͬ ک  ه ح  ال  ت   •
داری  م، وک  ار س  ر اری  ب ل  وران ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ا ص  ورت ای  ن در ،σ ∈ Aut(R) ΁  ی

.R[[S, ω,≤]] ∼= R[[x, x−١;σ]] ی  ع  ن  ͬ
س  اخ  ت  ار ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ب  دی  ه  ͬ ω و م  رت  ب ک  ام  لا́ گ  روه  ͬ (S, ٠,≤) ͬ ک  ه ح  ال  ت   در •

داری  م. ک  ار و س  ر م  ال  چ  و‐ن  ی  وم  ن
س  اخ  ت  ار ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، م  رت  ب ک  ام  لا́ گ  روه  ͬ (S, ٠,≤) ͬ ک  ه ح  ال  ت   در •
م  ش  اه  ده داری  م.(ب  رای ک  ار و س  ر پ  ی  چ  ش  ٢٣ͬ ل  وران س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ه  ای م  ال  چ  و‐ن  ی  وم  ن

ک  ن  ی  د). م  راج  ع  ه [۵٧] ب  ه س  اخ  ت  ار ای  ن ج  زئ  ی  ات
ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ه  ای س  اخ  ت  ار ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ب  دی  ه  ͬ ω ͬ ک  ه ح  ال  ت   در •
ک  ن  ی  د) م  راج  ع  ه [٧٨] ͽ  م  رج ب  ه س  اخ  ت  ار ای  ن ج  زئ  ی  ات م  ش  اه  ده داری  م.(ب  رای ک  ار و س  ر ی  اف  ت  ه
و ب  ی  ان ١٩۴٢ س  ال در [۶۶] ک  وی ΁  م ت  وس  ط ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای م  ه  م ͬ ه  ای وی  ژگ   از ͬ  ́ ی  
را ́  دی  ·  ر ی   ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ΁  ی روی ن  اص  ف  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای دو اگ  ر ک  ه داد ن  ش  ان او ش  د. اث  ب  ات
دارد. زم  ی  ن  ه ح  ل  ق  ه ی در ن  اص  ف  ر پ  وچ س  از ΁  ی چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا از ΁  ی ه  ر ای  ن ص  ورت در ک  ن  ن  د، پ  وچ
ح  ل  ق  ه ی R ح  ل  ق  ه ی داد. ت  ع  م  ی  م ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  ه را وی  ژگ  ͬ ای  ن [٧٠] ͽ  م  رج در ن  ی  ل  س  ن
ب  ت  وان ،f(x)g(x) = ٠ ک  ه ٠ ̸= f(x), g(x) ∈ R[x] ب  رای اگ  ر ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده راس  ت م  ΁ ک  وی
ب  ه ط  ور چ  پ م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ه  ای .f(x)c = ٠ ک  ه دارد وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای ه  م  ه ی ک  ه داد ن  ش  ان ن  ی  ل  س  ن ،[٧٠] ͽ  م  رج در ͬ ش  ون  د. م   ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه
م  ΁ ک  وی ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ͬ ده  د م   ن  ش  ان ک  ه داد ارائ  ه م  ث  ال  ͬ ام  ا ه  س  ت  ن  د، م  ΁ ک  وی

23Twisted Laurent series rings



٣٣ ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ
ای  ن ت  م  ام  ͬ اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ه  ای از م  خ  ت  ل  ف  ͬ ت  ع  م  ی  م ه  ای اخ  ی  راً ن  ی  س  ت  ن  د.
را ی  ΁ پ  ارچ  ه ت  ع  م  ی  م ای  ن و ،[١] درآم  ده ی  ΁ پ  ارچ  ه ب  ه ص  ورت ه  وز آل و ه  اش  م  ͬ ت  وس  ط ت  ع  م  ی  م ه  ا
ω : S −→ End(R) و اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) آن در ک  ه ن  ام  ی  دن  د، ,S)‐م  ΁ ک  وی ω) ح  ل  ق  ه ی
ͬ ش  ود، م   ن  ام  ی  ده راس  ت ,S)‐م  ΁ ک  وی ω) ح  ل  ق  ه  ی R ح  ل  ق  ه ی اس  ت. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ
داش  ت  ه وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر آن گ  اه ،fg = ٠ ک  ه f, g ∈ R[[S, ω]] ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر ب  رای ه  رگ  اه
R ح  ل  ق  ه ی اگ  ر ͬ ش  ود. م   ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور چ  پ ,S)‐م  ΁ ک  وی ω) ح  ل  ق  ه ی .fr = ٠ ک  ه ب  اش  د
,S)‐م  ΁ ک  وی ω) ح  ل  ق  ه ی را R ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، چ  پ و راس  ت ,S)‐م  ΁ ک  وی ω) ح  ل  ق  ه ی
ح  ل  ق  ه  ی ب  ه ف  وق ت  ع  ری  ف ب  ·  ی  ری  م ن  ظ  ر در ب  دی  ه  ͬ م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ را ω اگ  ر ͬ ن  ام  ی  م. م  
ͬ ش  ود. م   ب  ی  ان ادام  ه در ک  ه ͬ ش  ود م   ت  ب  دی  ل ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت S‐م  ΁ ک  وی

ای  ن در م  ا اول ه  دف ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در ب  دی  ه  ͬ م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ را ω ف  ص  ل ای  ن در
چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی روی م  ΁ ک  وی خ  اص  ی  ت م  ورد در آم  ده ب  دس  ت ͷ  ن  ت  ای ف  ص  ل،ت  ع  م  ی  م
م  ی  ان ارت  ب  اط داری  م ق  ص  د س  پ  س اس  ت. ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی س  اخ  ت  ار ب  ه م  ع  م  ول  ͬ
م  ان  ن  د ح  ل  ق  ه ای ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ه  ای
ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  رای را AB‐ًق  وی  ا خ  اص  ی  ت و (A) خ  اص  ی  ت زی  پ، خ  اص  ی  ت
پ  وچ س  ازی خ  اص  ی  ت ه  ای ب  رخ  ͬ م  ΁ ک  وی خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ای  ن، ب  ر ع  لاوه ک  ن  ی  م. ب  ی  ان
گ  راف  ͬ ͬ ه  ای وی  ژگ   اث  ب  ات در م  ه  م  ͬ ن  ق  ش ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ررس  ͬ را ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م س  ری ت  وان  ͬ ح  ل  ق  ه ی
ق  ط  ر ب  ررس  ͬ ب  ه ه  م چ  ن  ی  ن، دارن  د. ͬ ش  ون  د، م   ب  ی  ان آخ  ر ب  خ  ش در ک  ه آن، ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
R آن در ک  ه پ  ردازی  م، م  ͬ R[[S]] ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف

ͬ ب  اش  د. م   .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی

س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ ٣ . ٢
ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ

S راس  ت، دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ک  ه دادن  د ن  ش  ان [۶٣] در ͬ  ́ ژی  م  ب  وس   و م  ازورک
R[S] م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر α =

∑m
i=١ aisi, β =

∑n
j=١ bjtj و u.p‐م  ون  وئ  ی  د

ه  ر ب  رای و βr ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر آن  ·  اه ،αβ = ٠ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د
ح  ل  ق  ه ی از س  ازگ  اری درون  ری  خ  ت  ͬ σ ک  ن  ی  م ف  رض .aibjr = ٠ ،j ∈ {١, . . . , n} و i ∈ {١, . . . ,m}
f(x) =

∑∞
i=٠ aixi اگ  ر ک  ه ش  د داده ن  ش  ان ق  ب  ل ف  ص  ل در ب  اش  د. R راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر

ب  اش  ن  د R[[x;σ]] اری  ب ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر g(x) =
∑∞

j=٠ bjxj و
و g(x)r ̸= ٠ ̸= sf(x) ک  ه دارد وج  ود r, s ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر آن  ·  اه ،f(x)g(x) = ٠ ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه
س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ه را ͷ  ن  ت  ای ای  ن ادام  ه در .aibjr = ٠ = saibj داری  م ،i, j ه  ر ب  رای ه  م چ  ن  ی  ن

ͬ ده  ی  م. م   ͽ  ت  وس  ی R راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی روی R[[S]] ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م  ت  وان  ͬ



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ٣۴
.m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) راس  ت، ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه
وج  ود R در c و a ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر آن گ  اه ،fg = ٠ اگ  ر ب  اش  ن  د. R[[S]] از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر g و f و

.af(s)g(t) = ٠ = f(s)g(t)c ،t ∈ supp(g) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای و af ̸= ٠ ̸= gc ک  ه دارن  د
راس  ت ن  وت  ری R چ  ون .fg = ٠ ک  ه ب  اش  ن  د R[[S]] از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر f, g ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
م  ج  م  وع  ه ی از م  اک  س  ی  م  ال ع  ن  ص  ر rR(af) و af ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود a ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر اس  ت،
م  ی  ن  ی  م  ال ه  ای ت  ع  داد پ  س اس  ت، ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ supp(g) چ  ون اس  ت. {rR(af) | af ̸= ٠, a ∈ R}

ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی min(supp(g)) = {t١, t٢, . . . , tn} ک  ن  ی  م ف  رض ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ت  ن  اه  ͬ آن
ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .bn = g(tn) ،. . . ،b٢ = g(t٢) ،b١ = g(t١) و ب  اش  د supp(g) از م  ی  ن  ی  م  ال ع  ن  اص  ر

.bkj (af) = ٠ ،k م  ث  ب  ت و ͹  ص  ح  ی اع  داد ب  رخ  ͬ ب  رای ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j ≤ n (∗)

́  ت  ری  ن ک  وچ   k و ١ ≤ j ≤ n ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. درس  ت ادع  ا ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اب  ت  دا
چ  ون .bk−١

j (af) ̸= ٠ آن گ  اه ،k > ١ اگ  ر .bkj (af) = ٠ ک  ه ب  اش  د م  ث  ب  ت  ͬ ͹  ص  ح  ی ع  دد
از .rR(af) = rR(b

k−١
j (af)) داری  م اس  ت، م  اک  س  ی  م  ال rR(af) و rR(af) ⊆ rR(b

k−١
j (af))

و bj ∈ rR(b
k−١
j af) ب  ن  اب  رای  ن .bk−١

j afbj = ٠ پ  س ،bkj (af) = ٠ و اس  ت ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R ͬ ک  ه آن ج  ای  
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،(af)bj = ٠ = bj(af) ،rR(af) ب  ودن م  اک  س  ی  م  ال ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در

ͬ ده  ی  م م   ق  رار .bjaf(s) = ٠ ،s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای ل  ذا .k = ١

h١(s) :=


bj s = tj

٠ ای  ن  ص  ورت غ  ی  ر در
ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه روش ب  ه .(af)g = (af)g١ = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .g١ = g − h١ ∈ R[[S]] ک  ن  ی  م ف  رض
،min(supp(g١)) ⊆ supp(g) چ  ون .g١(t)af = ٠ ک  ه دارد وج  ود t ∈ min(supp(g١)) داد ن  ش  ان
ب  ودن ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ب  ه ب  ن  ا ای  ن  رو از .g(t)af = ٠ ،t ∈ supp(g) ه  ر ب  رای ق  ب  ل، رون  د ́  رار ت   ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

.af(s)g(t) = ٠ داری  م t ∈ supp(g) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای ،R
،mj م  ث  ب  ت ͹  ص  ح  ی ع  دد ه  ر و ١ ≤ j ≤ n ه  ر ب  رای ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ،(∗) ادع  ای اث  ب  ات ب  رای
R و b

mj٢
j٢ af ̸= ٠ چ  ون .rR(bmj

j af) = rR(af) ،rR(af) ب  ودن م  اک  س  ی  م  ال ب  ه ب  ن  ا .bmj

j (af) ̸= ٠
و mji م  ث  ب  ت و ͹  ص  ح  ی ع  دد ه  ر ب  رای رون  د، ای  ن ادام  ه ی ب  ا .bmj١

j١ b
mj٢
j٢ af ̸= ٠ اس  ت، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر

و bji = g(tji) داری  م ،tji ∈ min(supp(g)) ه  ر
(b

mj١
j١ b

mj٢
j٢ . . . b

mjn
jn

)(af) ̸= ٠
R چ  ون .(b١b٢ . . . bn)qaf ̸= ٠ داری  م ،q ≥ ١ ه  ر ب  رای ،R ب  ودن ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و

،ℓ ≥ m ه  ر ب  رای ک  ه دارد وج  ود m م  ث  ب  ت و ͹  ص  ح  ی ع  دد اس  ت، راس  ت ن  وت  ری
rR((b١b٢ . . . bn)m) = rR((b١b٢ . . . bn)ℓ).

S ͬ ک  ه آن ج  ای   از .fg = ٠ زی  را (b١b٢ . . . bn)m(af)g = ٠ و (b١b٢ . . . bn)maf ̸= ٠ ای  ن  رو از
tp ∈ min(supp(g)) و sp ∈ min(supp((b١b٢ . . . bn)maf)) ع  ن  ص  ر اس  ت، .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د



٣۵ ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ
ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور supp((b١b٢ . . . bn)maf)supp(g) ح  اص  ل ض  رب در sptp ک  ه دارد وج  ود

ل  ذا ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش
٠ = (b١b٢ . . . bn)mafg(sptp) = ((b١b٢ . . . bn)maf(sp))g(tp).

داری  م ،R ب  ودن ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در .(b١b٢ . . . bn)m(af(sp))bp = ٠ ی  ع  ن  ͬ
bp(b١b٢ . . . bn)m(af(sp)) = ٠.

از .(b١b٢ . . . bn)m+١af(sp) = ٠ پ  س اس  ت، ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی ه  ر چ  ون
ͬ ک  ه آن ج  ای  

rR((b١b٢ . . . bn)m) = rR((b١b٢ . . . bn)m+١)

.sp ∈ min(supp((b١b٢ . . . bn)maf)) زی  را اس  ت، ت  ن  اق  ض ک  ه ،(b١b٢ . . . bn)maf(sp) = ٠ پ  س
وج  ود ١ ≤ j ≤ n پ  س اس  ت. ن  ادرس  ت bmj

j (af) ̸= ٠ ،١ ≤ j ≤ n ه  ر ب  رای ́  ه ای  ن   ف  رض ب  ن  اب  رای  ن
.bkj (af) = ٠ ،k م  ث  ب  ت و ͹  ص  ح  ی اع  داد ب  رخ  ͬ ب  رای ک  ه دارد

وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ΁  ی ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ج  زئ  ͬ، ت  غ  ی  ی  رات ب  ا م  ش  اب  ه، روش ب  ه
.f(s)g(t)c = ٠ داش  ت خ  واه  ی  م t ∈ supp(g) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای و gc ̸= ٠ ک  ه دارد

اس  ت. ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ال  ت ب  ه [۵ ق  ض  ی  ه ،٢٩] از ت  وس  ی  ع  ͬ زی  ر ͷ  ن  ت  ای
و f =

∑∞
i=٠ aixi ع  ن  اص  ر و راس  ت ن  وت  ری ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه

ص  ف  ر غ  ی  ر ع  ن  اص  ر آن گ  اه ،fg = ٠ اگ  ر ب  اش  ن  د. R[[x]] از ن  اص  ف  ر ت  وان  ͬ س  ری ه  ای g =
∑∞

j=٠ bjxj
.aibjr = ٠ = saibj ،i, j ه  ر ب  رای و gr ̸= ٠ ̸= sf ک  ه دارن  د وج  ود r, s ∈ R

ص  ورت، ای  ن در ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در م  ع  م  ول  ͬ ت  رت  ی  ب ب  ا را S = Z ج  م  ع  ͬ م  ون  وئ  ی  د و R ح  ل  ق  ه ی
́  ری  خ  ت ی   R[[x, x−١]] ل  وران ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ا R[[S]] ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی

اس  ت.
و f =

∑∞
i=−m aix

i و ب  اش  د ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر راس  ت، ن  وت  ری ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ٣ ن  ت  ی  ج  ه
.fg = ٠ ک  ه ب  اش  ن  د R[[x, x−١]] ل  وران ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی از ع  ن  اص  ری g =

∑∞
j=−n bjx

j

داری  م ،−m ≤ j و −n ≤ i ه  ر ب  رای و gr ̸= ٠ ̸= sf ک  ه دارن  د وج  ود r, s ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر آن گ  اه
.aibjr = ٠ = saibj

م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ͬ ک  ن  ی  م م   ی  ادآوری ب  اش  د. م  رت  ب گ  روه ΁  ی (G,≤) و ح  ل  ق  ه R ک  ن  ی  م ف  رض
ب  اش  د. ع  ض  و ́  ت  ری  ن ک  وچ   دارای S از ن  ات  ه  ͬ م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ه  ر اگ  ر اس  ت خ  وش ت  رت  ی  ب٢۴ S ⊆ G

R ع  ن  اص  ر αgه  ا آن در ک  ه α =
∑

g∈G αgg ( م  ت  ن  اه  ͬ ل  زوم  اً (ن  ه م  ج  م  وع ه  ای ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی
ͽ  ت  اب ΁  ی ب  ه ع  ن  وان ͬ ت  وان م   را α =

∑
g∈G αgg م  ج  م  وع ه  ای از ΁  ی ه  ر ب  ·  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ه  س  ت  ن  د

24Well ordered



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ٣۶
ب  رای ͬ ش  ود. م   ت  ع  ری  ف α(g) = αg ب  ه ص  ورت ،g ∈ G ه  ر ب  رای ک  ه گ  رف  ت ن  ظ  ر در α : G → R

ای  ن ص  ورت در ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف supp(α) := {g ∈ G |αg ̸= ٠} ص  ورت ب  ه را α م  ح  م  ل ،α ه  ر
و ͽ  ج  م درآن ک  ه R((G)) = {α =

∑
g∈G αgg اس  ت| خ  وش ت  رت  ی  ب supp(α) ⊆ G} م  ج  م  وع  ه ی

ͬ ک  ن  د: م   پ  ی  روی زی  ر ق  وان  ی  ن از ع  ن  اص  ر ∑ض  رب
g∈G

αgg +
∑
g∈G

βgg =
∑
g∈G

(αg + βg)g,

(
∑
g∈G

αgg)(
∑
h∈G

βhh) =
∑
u

(
∑

αgβh)u.

ض  رب در ش  ود ت  وج  ه ͬ ش  ود. م   گ  ف  ت  ه م  ال  چ  و‐ن  ی  وم  ن٢۵ ح  ل  ق  ه ی آن ب  ه ک  ه ͬ ده  د م   ح  ل  ق  ه ́  ی  ل ت  ش  
ب  ی  ش  ت  ر ج  زئ  ی  ات ب  رای )u = gh ک  ه اس  ت ,g)ه  ای  ͬ h) ه  م  ه ی روی آخ  ر م  ج  م  وع ح  ل  ق  ه، ای  ن ع  ن  اص  ر

.( ک  ن  ی  د م  راج  ع  ه [p.242 ،۵٧] ب  ه
ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. م  رت  ب ک  ام  لا́ گ  روه G و ح  ل  ق  ه  R ک  ن  ی  م ف  رض

اس  ت. ́  ری  خ  ت ی   R((G)) ح  ل  ق  ه ی ب  ا R[[G]] ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م
م  رت  ب ک  ام  لا́ گ  روه (G,≤) راس  ت، ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .۴ . ٣ . ٢ ق  ض  ی  ه
a, c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر ای  ن ص  ورت در .fg = ٠ ک  ه ب  اش  ن  د R((G)) از ع  ن  اص  ری f, g و ب  اش  د اک  ی  د

،t ∈ supp(g) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای ام  ا af ̸= ٠ ̸= gc ک  ه دارن  د وج  ود
af(s)g(t) = ٠ = f(s)g(t)c.

و s٠ ∈ supp(f) پ  س R((G)) = {f : G −→ R اس  ت| خ  وش ت  رت  ی  ب supp(f) ⊆ G} چ  ون ب  ره  ان.
supp(g) و supp(f) از ع  ن  ص  ر ́  ت  ری  ن ک  وچ   ت  رت  ی  ب ب  ه t٠ و s٠ ب  ه ط  وری ک  ه دارن  د وج  ود t٠ ∈ supp(g)

داده ن  ش  ان ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور supp(f)supp(g) ح  اص  ل ض  رب در s٠t٠ ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د.
اس  ت  ف  اده ٣ . ٢ . ١ ل  م اث  ب  ات در ک  ه م  ش  اب  ه  ͬ روش ب  ه ح  ال، ͬ ب  اش  د. م   اک  ی  د ت  رت  ی  ب ≤ زی  را ͬ ش  ود، م  

رس  ی  د. م  ط  ل  وب ن  ت  ی  ج  ه ب  ه م  ی  ت  وان ش  ده،
در u ع  ن  ص  ر ΁  ی وج  ود ،٣ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه ی در ͬ ده  د م   ن  ش  ان ک  ه ͬ ده  ی  م م   ارائ  ه را م  ث  ال  ͬ ادام  ه در
ͬ ش  ود، م   داده ن  ش  ان u = ab ف  رم ب  ه ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ص  ورت ک  ه supp(f)supp(g) ح  اص  ل ض  رب

اس  ت. ض  روری ،b ∈ supp(g) و a ∈ supp(f) آن در ک  ه
م  ون  وئ  ی  ده  ا روی اک  ی  د ت  رت  ی  ب ΁  ی ت  ع  ری  ف ب  رای را زی  ر س  اخ  ت  ار ن  ظ  ر، م  ورد م  ث  ال س  اخ  ت  ن ب  رای

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ع  رف  ͬ
از م  ج  م  وع  ه ای زی  ر X و دل  خ  واه م  ون  وئ  ی  دی S ک  ن  ی  م ف  رض [٣ . ٢ س  اخ  ت  ار ،۶٢] .۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار
ع  ن  اص  ر و (x, y) ∈ X ع  ن  ص  ر اگ  ر u١ ↷ u٢ ͬ ن  وی  س  ی  م م   ،u١, u٢ ∈ S ع  ن  اص  ر ب  رای ب  اش  د. S × S

ک  ه ب  اش  ن  د داش  ت  ه وج  ود v, w ∈ S

u١ = vxw و u٢ = vyw.
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٣٧ ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ
ع  ن  اص  ر از م  ت  ن  اه  ͬ م  ج  م  وع  ه ی ΁  ی ی  ا s = t اگ  ر s ≤ t ͬ ن  وی  س  ی  م م   s, t ∈ S ع  ن  اص  ر ب  رای

ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود S در un, . . . , u٢, u١

و ،un = t و u٠ = s (ال  ف)
.ui ↷ ui+١ ،i ∈ {٠, ١, . . . , n− ١} ه  ر ب  رای (ب)

م  ون  وئ  ی  د (S,≤) اگ  ر آورد. ب  دس  ت ͬ ت  وان م   روش ای  ن ب  ا را S روی ت  رت  ی  ب ه  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
≤ ت  رت  ی  ب ب  ا ۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار ،X = {(a, b) ∈ S × S | a ≤ b} گ  رف  ت  ن درن  ظ  ر ب  ا آن گ  اه ب  اش  د، م  رت  ب

اس  ت. ́  س  ان ی  
از م  ت  ن  اه  ͬ م  ج  م  وع  ه ی ه  ر ب  رای ک  ن  ی  م ف  رض ،۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در [٢ . ۴ ل  م ،۶٢] .۶ . ٣ . ٢ ل  م
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،ui ↷ ui+١ ،i ∈ {٠, ١, . . . , n− ١} ه  ر ب  رای آن در ک  ه u٠, u١, . . . , un ∈ S ع  ن  اص  ر

اس  ت. اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ای  ن ص  ورت در .u٠ ̸= un

a.n.u.p. ک  ه ͬ ده  ی  م م   ارائ  ه م  رت  ب ک  ام  لا́ م  ون  وئ  ی  د ΁  ی از م  ث  ال  ͬ [٢ . ۶ م  ث  ال ،۶٢] .٣ . ٢ . ٧ م  ث  ال
زی  ر رواب  ط ب  ا {xi : i ∈ N} ∪ {Xj : j ∈ N} ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د م  ون  وئ  ی  د S ک  ن  ی  م ف  رض ن  ی  س  ت.

ب  اش  د:
xiXj =


xi−٢Xi−٢ j = i+ (−١)i+١ و i ≥ ٣ اگ  ر
xjXi ای  ن ص  ورت .درغ  ی  ر

زی  ر: م  وارد در ب  ه ج  ز xiXj = xjXj ،i ̸= j ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن

x٣X۴ = x١X١, x۴X٣ = x٢X٢, x۵X۶ = x٣X٣, x۶X۵ = x۴X۴, . . .

{xi : i ∈ N} ∪ {Xj : j ∈ N} م  ج  م  وع  ه ی از اع  ض  ای  ͬ ت  ع  داد ،S از ع  ض  و ΁  ی ط  ول از م  ن  ظ  ور
اس  ت. ش  ده ظ  اه  ر ع  ض  و آن ن  م  ای  ش در ک  ه ͬ ب  اش  د م  

ف  رض اس  ت. م  رت  ب ک  ام  لا́ م  ون  وئ  ی  د S م  ون  وئ  ی  د ،≼ م  ن  اس  ب ت  رت  ی  ب ΁  ی ب  ا ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا
از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ͬ ش  ود م   م  ش  اه  ده ب  اش  د. xiXj ف  رم ب  ه S از ع  ن  اص  ری ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی U ک  ن  ی  م
از ف  رم  ͬ ن  وش  ت. xiXj ف  رم ب  ه روش دو ب  ه دق  ی  ق  اً را u ∈ U ع  ض  و ه  ر ͬ ت  وان م   ش  ده، ت  ع  ری  ف رواب  ط
ͬ ده  ی  م. م   ن  ش  ان [u] ب  ه ص  ورت و ͬ ن  ام  ی  م م   ن  رم  ال ف  رم را ب  اش  د م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن j م  ق  دار آن در ک  ه u

ب  ن  اب  رای  ن
xiXj =


xi−٢Xi−٢ j = i+ (−١)i+١ و i ≥ ٣ اگ  ر
xmax{i,j}Xmin{i,j} ای  ن ص  ورت درغ  ی  ر

م  ون  وئ  ی  دی زی  ر T ک  ن  ی  م ف  رض ͬ ده  ی  م. م   ͽ  ت  وس  ی S ع  ن  اص  ر ه  م  ه ی ب  ه را ن  رم  ال ف  رم م  ف  ه  وم ح  ال
ت  وس  ط ک  ه ب  اش  د S از م  ون  وئ  ی  دی زی  ر Z و اس  ت ش  ده ت  ول  ی  د {xi : i ∈ N} ت  وس  ط ک  ه ب  اش  د S از
ب  ا ج  م  لات ش  ام  ل V ی  ع  ن  ͬ؛ ) V = T ∪ Z ∪ TZ ͬ ده  ی  م م   ق  رار اس  ت. ش  ده ت  ول  ی  د {Xi : i ∈ N}



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ٣٨
ای  ن ص  ورت در اس  ت). Xjه  ا و xiه  ا از ح  اص  ل ض  رب  ͬ ک  ه اس  ت ج  م  لات  ͬ و Xjه  ا xiه  ا، ص  ف  ر، ط  ول

ن  وش  ت: زی  ر ف  رم ب  ه ͬ ت  وان م   را s ∈ S ع  ض  و ه  ر
s = v١ ی  ا s = v١u١v٢u٢ . . . vn−١un−١vn

ات  ف  اق اس  ت ́  ن م  م   ح  ال  ت دو s ∈ S ع  ن  ص  ر ب  رای . uk ∈ U و vk ∈ V ،k ه  ر ب  رای آن در ک  ه
آن در ک  ه s ́  ت  ای ی   ن  م  ای  ش آن گ  اه ش  ود، ظ  اه  ر uk ΁  ی ح  داق  ل s ن  م  ای  ش در اگ  ر ال  ف) ب  ی  ف  ت  د:
s ن  م  ای  ش در اگ  ر ب) ͬ گ  وی  ی  م. م   s ن  رم  ال ف  رم را اس  ت ش  ده ن  وش  ت  ه [uk] ن  رم  ال ف  رم ب  ه  uk ه  ر
م  ج  م  وع  ه ی اس  اس ب  ر ع  ض  و ΁  ی ب  ه ع  ن  وان s ́  ت  ای ی   ن  م  ای  ش آن گ  اه ن  ش  ود،  ظ  اه  ر uk ͸  ه  ی

ͬ ش  ود. م   گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در s ن  رم  ال ́  ل ش   ،{xi : i ∈ N} ∪ {Xj : j ∈ N}

S م  ول  ده  ای ک  ردن م  رت  ب ب  ا اب  ت  دا ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف S روی ک  ام  ل ت  رت  ی  ب ΁  ی ت  ا آم  اده ای  م ح  ال
ͬ ک  ن  ی  م: م   ش  روع

· · · ≺ x۶ ≺ x۴ ≺ x٢ ≺ x١ ≺ x٣ ≺ x۵ ≺ · · · ≺ X۶ ≺ X۴ ≺ X٢ ≺ X١ ≺ X٣ ≺ X۵ ≺ · · ·

داری  م ،s, t ∈ S ه  ر ب  رای ک  ه ص  ورت ب  دی  ن ͬ ده  ی  م، م   ͽ  ت  وس  ی S ع  ن  اص  ر ه  م  ه ی ب  ه را ت  رت  ی  ب ای  ن
́  س  ان ی   ط  ول ه  ای دارای t و s اگ  ر ی  ا ب  اش  د، t ط  ول از ک  م  ت  ر s ط  ول ی  ا s = t اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر s ≼ t

ب  اش  د. ́  ت  ر ک  وچ   ای ل  غ  ت ن  ام  ه ت  رت  ی  ب ب  ا t ن  رم  ال ف  رم از S ن  رم  ال ف  رم ب  ودن  د،
ͬ ک  ن  ی  م: م   م  ق  ای  س  ه را S از زی  ر ع  ن  ص  ر س  ه ت  ع  ری  ف، ای  ن ب  ه  ت  ر درک ب  رای

s١ = X۵x۶x۴X٣X۵x۵X٢x۵X۶X٨X٣x١,
s٢ = x۴X١x۵X٨x٩x٢X١x٣x٣,
s٣ = X۵x۶x٢X٢X۵x٢X۵x٣X٣X٣x۴X٧.

دارای s٣ و s١ چ  ون .s٢ ≺ s٣ و s٢ ≺ s١ داری  م اس  ت، s٣ و s١ ط  ول از ک  م  ت  ر s٢ ط  ول چ  ون
ͬ گ  ی  ری  م: م   ن  ظ  ر در را آن ه  ا ن  رم  ال ف  رم ع  ن  اص  ر ای  ن م  ق  ای  س  ه ی ب  رای ه  س  ت  ن  د، ́  س  ان ی   ط  ول ه  ای

s١ = X۵x۶x٢X٢X۵x۵X٢x٣X٣X٨X٣x١,
s٣ = X۵x۶x٢X٢X۵x۵X٢x٣X٣X٣x٧X۴.

چ  ون ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را s٣ و s١ ن  رم  ال ف  رم چ  پ س  م  ت از م  ت  ف  اوت م  ؤل  ف  ه ی اول  ی  ن ح  ال
.s٢ ≺ s١ ≺ s٣ ب  ن  اب  رای  ن .s١ ≺ s٣ پ  س ،X٨ ≺ X٣

́  ه ای  ن   اث  ب  ات ب  رای اس  ت. S م  ج  م  وع  ه ی روی ک  ام  ل ت  رت  ی  ب ΁  ی ≼ راب  ط  ه ی ک  ه اس  ت ͹  واض
،k و j ،i ه  ر ب  رای ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ͬ اک  ی  داس  ت، ≼ ت  رت  ی  ب

xi ≺ xj =⇒ xiXk ≺ xjXk (١) و Xi ≺ Xj =⇒ xkXi ≺ xkXj (٢)
ͬ ش  ود. م   اث  ب  ات م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور (٢) راب  ط  ه ی ͬ ک  ن  ی  م. م   اث  ب  ات را (١) راب  ط  ه ی



٣٩ ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ
ب  اش  د زوج j و ف  رد i ه  م زم  ان ک  ه ح  ال  ت  ͬ ،≼ ت  رت  ی  ب ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا .xi ≺ xj ک  ن  ی  م ف  رض

اس  ت: ب  رق  رار زی  ر رواب  ط ای  ن، ب  ر ع  لاوه ͬ اف  ت  د. ن  م   ات  ف  اق
.i > j ⇐= ب  اش  ن  د زوج j و i اگ  ر i؛ < j ⇐= ب  اش  ن  د ف  رد j و i اگ  ر (∗)

را زی  ر ح  ال  ت چ  ه  ار ،xjXk و xiXk ن  رم  ال ف  رم اس  اس ب  ر ،xiXk ≺ xjXk ده  ی  م ن  ش  ان ای  ن ک  ه ب  رای
ͬ گ  ی  ری  م. م   درن  ظ  ر

k = i+(−١)i+١ ب  ن  اب  رای  ن .[xjXk] = xj−٢Xj−٢ و [xiXk] = xi−٢Xi−٢ ک  ن  ی  م ف  رض . ١ ح  ال  ت
زوج ه  م k آن گ  اه ب  اش  ن  د، م  ت  ف  اوت ف  ردب  ودن و زوج ن  ظ  ر از j و i اگ  ر ای  ن  رو، از .k = j + (−١)j+١ و
i = j ن  ت  ی  ج  ه در و ه  س  ت  ن  د ف  رد دو ه  ر ی  ا زوج دو ه  ر ی  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه اس  ت ف  رد ه  م و

ͬ اف  ت  د. ن  م   ات  ف  اق ١ ح  ال  ت ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه
ای  ن ص  ورت در .[xjXk] = xmax{j,k}Xmin{j,k} و [xiXk] = xi−٢Xi−٢ ک  ن  ی  م ف  رض . ٢ ح  ال  ت

ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ͬ ،xiXk ≺ xjXk ای  ن ک  ه اث  ب  ات ب  رای
xi−٢ ≺ xmax{j,k}.

.i − ٢ < j = max{j, k} ،(∗) راب  ط  ه ی ب  ه ب  ن  ا و k = i + ١ آن گ  اه ب  اش  ن  د، ف  رد دو ه  ر j و i اگ  ر
اگ  ر ͬ آی  د. م   ب  دس  ت (١) راب  ط  ه ی ن  ت  ی  ج  ه در و xi−٢ ≺ xmax{j,k} پ  س ه  س  ت  ن  د، ف  رد i− ٢ و j چ  ون
i − ٢ ام  ا اس  ت ف  رد max{j, k} ،(∗) راب  ط  ه ی ب  ن  اب  ر .k = i − ١ آن گ  اه ب  اش  ن  د، زوج دو ه  ر j و i

و k = i− ١ آن گ  اه ب  اش  د، ف  رد j و زوج i اگ  ر ب  الاخ  ره، ͬ آی  د. م   ب  دس  ت ١ راب  ط  ه ی پ  س اس  ت زوج
ب  رق  رار (١) راب  ط  ه ی ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت، زوج i − ٢ ͬ ک  ه ح  ال   در اس  ت ف  رد max{j, k} ب  ن  اب  رای  ن

ͬ ب  اش  د. م  
آن چ  ه م  ش  اب  ه .[xjXk] = xj−٢Xj−٢ و [xiXk] = xmax{i,k}Xmin{i,k} ک  ن  ی  م ف  رض . ٣ ح  ال  ت
ب  اش  د، ف  رد j اگ  ر و max{i, k} = i > j−٢ آن گ  اه ب  اش  ن  د، زوج j و i اگ  ر ش  د، ب  ی  ان ٢ ح  ال  ت در ک  ه

.xiXk ≺ xjXk ن  ت  ی  ج  ه در و xmax{i,k} ≺ xj−٢ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. زوج max{i, k} آن گ  اه
i ≥ k اگ  ر [xjXk] = xmax{j,k}Xmin{j,k} و [xiXk] = xmax{i,k}Xmin{i,k} ک  ن  ی  م ف  رض . ۴ ح  ال  ت
.xiXk ≺ xjXk پ  س ،xi ≺ xj ͬ ک  ه آن ج  ای   از .[xjXk] = xjXk و [xiXk] = xiXk آن گ  اه ،j ≥ k و
پ  س ،xi ≺ xj ⇔ Xi ≺ Xj چ  ون .[xjXk] = xkXj و [xiXk] = xkXi آن گ  اه ،j ≤ k و i ≤ k اگ  ر
زی  را ب  اش  د، ف  رد ͬ ت  وان  د ن  م   i آن گ  اه ،i > k > j اگ  ر .xiXk ≺ xjXk ل  ذا و [xiXk] ≺ [xjXk]

از .xiXk = [xiXk] ≺ [xjXk] = xkXj ل  ذا .xi ≺ xk ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت زوج i ب  ن  اب  رای  ن .xi ≺ xj

داری  م اس  ت ف  رد j ای  ن ک  ه از ب  اش  د. زوج ͬ ت  وان  د ن  م   j آن گ  اه ،j > k > i اگ  ر .xiXk ≺ xjXk ای  ن  رو
.xiXk ⪯ xjXk ل  ذا .xkXi = [xiXk] ≺ [xjXk] = xjXk ن  ت  ی  ج  ه در .xk ≺ xj

ح  ال اس  ت). .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S (ب  ه ع  لاوه،  اس  ت اک  ی  د م  رت  ب ک  ام  لا́ م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ب  ن  اب  رای  ن،
ق  رار ن  ی  س  ت. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ب  ه ط  وری ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف S روی ≤ اک  ی  د ت  رت  ی  ب ΁  ی

ͬ ده  ی  م م  
X = {(xi, xi+٢) : i ∈ N} ∪ {(Xi, Xi+٢) : i ∈ N},

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در ۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در ش  ده ت  ع  ری  ف ت  رت  ی  ب را ≤ ت  رت  ی  ب و



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ۴٠
ͬ ب  ری  م. م   ب  ه ک  ار را ۶ . ٣ . ٢ ل  م اس  ت، اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ده  ی  م ن  ش  ان ای  ن ک  ه ب  رای
در ک  ه ،ui ↷ ui+١ ،i ∈ {٠, ١, . . . , n− ١} ه  ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه u٠, u١, . . . , un ∈ S ک  ن  ی  م ف  رض
ب  ه uk ه  ر ک  ه ب  ·  ی  ری  م ن  ظ  ر در ار ح  ال  ت  ͬ اس  ت ک  اف  ͬ ،u٠ ̸= un ده  ی  م ن  ش  ان ای  ن ک  ه ب  رای .n ∈ N آن
پ  ی  ش ک  ه ه  م  ان ط  ور ب  اش  د. داش  ت  ه ت  ع  ل  ق ،xiXj ف  رم ب  ه S ع  ن  اص  ر ت  م  ام از ́  ل م  ت  ش   ،U م  ج  م  وع  ه ی
ف  رم ب  ه ن  رم  ال ح  ال  ت در ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را u ∈ U ع  ض  و ه  ر ش  د، م  ش  اه  ده ای  ن از
در ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف h(u) = i+ j ب  ه ص  ورت را u ارت  ف  اع u ن  رم  ال ف  رم ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  وش  ت. xiXj

خ  واه  ی  م زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ام  ت  ن  اه  ͬ ت  ن  اوب  ͬ دن  ب  ال  ه ی ،u٠ = un اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .[u] = xiXj آن
داش  ت

u٠ ↷ u١ ↷ . . . ↷ un = u٠ ↷ u١ ↷ . . . ↷ un−١ ↷ un = u٠ ↷ . . .

ل  زوم، ص  ورت در اب  ت  دای  ͬ ج  م  لات ب  رخ  ͬ ح  ذف و دن  ب  ال  ه ای  ن ت  ن  اوب از اس  ت  ف  اده ب  ا ای  ن رو، از
زی  ر ادع  ای ب  ا ای  ن ام  ا .h(u٠) = max{h(u٠), h(u١), . . . , h(un)} و n ≥ ٣ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م  

دارد. ت  ن  اق  ض
h(u٠) < h(u١) آن گ  اه ،u٢ ↷ u٣ و u١ ↷ u٢ ،u٠ ↷ u١ اگ  ر u٠, u١, u٢, u٣ ∈ U ه  ر ب  رای ادع  ا:

.h(u٠) < h(u٣) ی  ا h(u٠) < h(u٢) ی  ا
ب  ررس  ͬ را h(u′) و h(u) ب  ی  ن راب  ط  ه ی ،u ↷ u′ ک  ه u, u′ ∈ U ب  رای اب  ت  دا ادع  ا اث  ب  ات ب  رای

ͬ اف  ت  د: م   ات  ف  اق ح  ال  ت چ  ه  ار ͬ ک  ن  ی  م. م  
ی  ا u = xiXj ی  ا ب  ن  اب  رای  ن .i = j + ٢ ی  ا i > j + ٣ ک  ه [u] = xiXj ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال  ت١ .
در اس  ت. xj+٢Xi و xi+٢Xj ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال ف  رم ب  رای ́  ن م  م   ح  الات ت  ن  ه  ا پ  س .u = xjXi

.h(u′) = h(u) + ٢ ن  ت  ی  ج  ه
ب  ی  ف  ت  د: ات  ف  اق اس  ت ́  ن م  م   ح  ال  ت س  ه ب  ن  اب  رای  ن .[u] = xjXj ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال  ت٢ .

xj+٢Xj ف  رم ب  ه u′ ن  رم  ال ف  رم ب  رای ́  ن م  م   ح  ال  ت ت  ن  ه  ا ای  ن ص  ورت در ک  ه .u = xjXj (ال  ف)
ͬ اف  ت  د. م   ات  ف  اق ١ ح  ال  ت ه  م  ان ک  ه h(u′) = h(u) + ٢ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.

در v = ١, w = Xj+١ و (xj+٢, xj+۴) ∈ X گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ب  اش  د. زوج j و u = xj+٢Xj+١ (ب)
در را v = xj+٢, w = ١ و (Xj+١, Xj+٣) ∈ X اگ  ر .[u′] = u′ = xj+۴Xj+١ داری  م ،۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار

ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال ف  رم ن  ت  ی  ج  ه در و u′ = xj+٢Xj+٣ ب  ·  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار
.h(u′) = h(u) + ۵ ص  ورت دو ه  ر در ک  ه ب  ود خ  واه  د [u′] = xj+٣Xj+٢

در v = ١, w = Xj+٣ و (xj+٢, xj+۴) ∈ X گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ب  اش  د. ف  رد j و u = xj+٢Xj+٣ (ج)
در را v = xj+٢, w = ١ و (Xj+٣, Xj+۵) ∈ X اگ  ر .[u′] = u′ = xj+۴Xj+٣ داری  م ،۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار
[u′] = xj+۵Xj+٢ ب  ه ص  ورت آن ن  رم  ال ف  رم ک  ه u′ = xj+٢Xj+۵ ب  ·  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار

.h(u′) = h(u) + ٧ ص  ورت دو ه  ر در ن  ت  ی  ج  ه در و ͬ ب  اش  د م  
ب  ی  ف  ت  د: ات  ف  اق اس  ت ́  ن م  م   ح  ال  ت دو .[u] = xj+٣Xj ک  ن  ی  م ف  رض . ٣ ح  ال  ت

۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در v = ١, w = Xj و (xj+٣, xj+۵) ∈ X گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .u = xj+٣Xj (ال  ف)
ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار ١ ح  ال  ت در ک  ه h(u′) = h(u) + ٢ ن  ت  ی  ج  ه  در و [u′] = u′ = xj+۵Xj داری  م



۴١ ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ
درای  م ب  ·  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در را v = xj+٣, w = ١ و (Xj , Xj+٢) ∈ X اگ  ر
ف  رم ،S اع  ض  ای ب  ی  ن ش  ده ب  ی  ان رواب  ط ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د، ف  رد j اگ  ر ح  ال  ت ای  ن در .u′ = xj+٣Xj+٢
زوج j اگ  ر ام  ا .h(u′) = h(u)− ١ ن  ت  ی  ج  ه در و ب  ود خ  واه  د [u′] = xj+١Xj+١ ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال

.h(u′) = h(u) + ٢ ن  ت  ی  ج  ه در و ب  ود خ  واه  د xj+٣Xj+٢ ه  م  ان u′ ن  رم  ال ف  رم ب  اش  د،
۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در v = ١, w = Xj+٣ و (xj , xj+٢) ∈ X گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .u = xjXj+٣ (ب)
،S اع  ض  ای ب  ی  ن ش  ده ب  ی  ان رواب  ط ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د، ف  رد j اگ  ر ح  ال  ت ای  ن در .u′ = xj+٢Xj+٣ داری  م:
ف  رم ب  اش  د زوج j اگ  ر ام  ا .h(u′) = h(u) − ٣ ن  ت  ی  ج  ه در و [u′] = xjXj ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال ف  رم

.h(u′) = h(u) + ٢ ن  ت  ی  ج  ه در و [u′] = xj+٣Xj+٢ ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال
اف  ت  د: م  ͬ ات  ف  اق زی  ر ح  ال  ت دو ب  ن  اب  رای  ن .[u] = xj+١Xj ک  ن  ی  م ف  رض . ۴ ح  ال  ت

۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در v = ١, w = Xj و (xj+١, xj+٣) ∈ X گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .u = xj+١Xj (ال  ف)
.h(u′) = h(u) + ٢ ن  ت  ی  ج  ه در و ب  ود خ  واه  د [u′] = u′ = xj+٣Xj ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال ف  رم
داری  م ب  ·  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در را v = xj+١, w = ١ و (Xj , Xj+٢) ∈ X اگ  ر
u′ ن  رم  ال ف  رم ،S اع  ض  ای ب  رای ش  ده ب  ی  ان رواب  ط ب  ن  اب  ر ب  اش  د، زوج j اگ  ر .u′ = xj+١Xj+٢
ف  رم ب  اش  د، ف  رد j اگ  ر .h(u′) = h(u) − ٣ ن  ت  ی  ج  ه در و ب  ود خ  واه  د [u′] = xj−١Xj−١ ب  ه ص  ورت

.h(u′) = h(u) + ٢ ن  ت  ی  ج  ه در و ب  ود خ  واه  د xj+٢Xj+١ ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال
،۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در v = ١, w = Xj+١ و (xj , xj+٢) ∈ X گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ،u = xjXj+١ اگ  ر (ب)
،S اع  ض  ای ب  رای ش  ده ب  ی  ان رواب  ط ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د، زوج j اگ  ر ص  ورت ای  ن در .u′ = xj+٢Xj+١ داری  م
ب  اش  د، ف  رد j اگ  ر .h(u′) = h(u)− ١ ن  ت  ی  ج  ه در و ب  ود خ  واه  د [u′] = xjXj ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال ف  رم
اگ  ر ح  ال .h(u′) = h(u) + ٢ ب  ن  اب  رای  ن و ب  ود خ  واه  د [u′] = xj+٢Xj+١ ب  ه ص  ورت u′ ن  رم  ال ف  رم
xjXj+٣ ب  ه ص  ورت u′ ب  ·  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ،۵ . ٣ . ٢ س  اخ  ت  ار در را v = xj , w = ١ و (Xj+١, Xj+٣) ∈ X
h(u′) = h(u) + ٢ ب  ن  اب  رای  ن و ب  ود خ  واه  د [u′] = xj+٣Xj ب  ه ص  ورت آن ن  رم  ال ف  رم ک  ه ب  ود خ  واه  د

ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار ١ ح  ال  ت در ک  ه
h(u١) = h(u٠)− ٣ آن گ  اه ،h(u٠) ≥ h(u١) اگ  ر ک  ن  ی  م. ث  اب  ت را خ  ود ادع  ای ت  ا آم  اده ای  م ح  ال
در ک  ه اس  ت ف  رم  ͬ ب  ه u١ ن  رم  ال ف  رم م  ورد دو ه  ر در ک  ه ،(۴ و ٣ ح  ال  ت ) h(u١) = h(u٠)− ١ ی  ا
در u١ ͬ ک  ه ص  ورت   در ) h(u٢) ≥ h(u١) + ۵ داری  م ٢ ح  ال  ت ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن ش  د. ب  ی  ان ٢ ح  ال  ت
١ ح  ال  ت در u٢ و h(u٢) = h(u١) + ٢ ی  ا h(u٢) > h(u٠) ل  ذا و ب  ·  ی  رد) ق  رار (ج) ی  ا (ب) ٢ ح  ال  ت
ب  ی  ف  ت  د، ات  ف  اق u٢ ب  رای ١ ح  ال  ت اگ  ر ب  ·  ی  رد). ق  رار (ال  ف) ٢ ح  ال  ت در ͬ ک  ه ص  ورت   در ) ͬ گ  ی  رد م   ق  رار
.un ̸= u٠ ل  ذا ش  د. اث  ب  ات ادع  ا پ  س .h(u٣) > h(u٠) ب  ن  اب  رای  ن و h(u٣) = h(u٢) + ٢ آن گ  اه

اس  ت. اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ،۶ . ٣ . ٢ ل  م ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن
م  ج  م  وع  ه ه  ای م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ن  ی  س  ت. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ب  الأخ  ره،
از ͬ  ́ ی   در A ع  ن  اص  ر از ΁  ی ه  ر ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را B = {Xn : n ∈ N} و A = {xn : n ∈ N}

ͬ گ  ی  رد: م   ق  رار زی  ر اف  زای  ش  ͬ دن  ب  ال  ه ه  ای

x١ < x٣ < x۵ < · · · ی  ا x٢ < x۴ < x۶ < · · ·



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ۴٢
ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ ن  ی  ز B م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور و اس  ت ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ A ب  ن  اب  رای  ن
ب  ن  اب  رای  ن ن  دارد. ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ن  م  ای  ش AB از ع  ض  وی ͸  ه  ی ،S اع  ض  ای روی ش  ده ت  ع  ری  ف رواب  ط

ن  ی  س  ت. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S

S روی دادی  م ن  ش  ان ب  اش  د. ٣ . ٢ . ٧ م  ث  ال در ش  ده ت  ع  ری  ف م  ون  وئ  ی  د S ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ٨ م  ث  ال
.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د ام  ا اس  ت .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  ن  اب  رای  ن دارد. وج  ود اک  ی  د م  رت  ب ک  ام  لا́ ت  رت  ی  ب ΁  ی
ص  ورت ب  ه f, g : S −→ R ن  ·  اش  ت ه  ای و ب  اش  د ٢ م  ش  خ  ص  ه ی از م  ی  دان  ͬ R ک  ن  ی  م ف  رض ن  ی  س  ت.

ب  اش  ن  د: ش  ده ت  ع  ری  ف زی  ر

f(s) =


١ s = xi ،i ∈ N ب  رخ  ͬ ب  رای اگ  ر
٠ ای  ن ص  ورت ,درغ  ی  ر

g(s) =


١ s = Xj ،j ∈ N ب  رخ  ͬ ب  رای اگ  ر
٠ ای  ن ص  ورت. غ  ی  ر در

ه  س  ت  ن  د. ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ {Xj |j ∈ N} و {xi|i ∈ N} م  ج  م  وع  ه ه  ای ،٣ . ٢ . ٧ م  ث  ال ب  ه ب  ن  ا
ک  ه دارد وج  ود (xi, Xj) ج  ف  ت دو ،(s, t) ∈ supp(f)× supp(g) ه  ر ب  رای .f, g ∈ R[[S]] ب  ن  اب  رای  ن
،r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ه  ر و t ∈ supp(g) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای ام  ا fg = ٠ ب  ن  اب  رای  ن xiXj؛ = st

f(s)g(t)r = ١.r = r ̸= ٠.
ب  اش  د. دل  خ  واه  ͬ م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و دل  خ  واه  ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ٩ ت  ع  ری  ف
ی  ا ) ٢۶S ب  ه واب  س  ت  ه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت راس  ت م  ΁ ک  وی را R ح  ل  ق  ه ی
ع  ن  اص  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م،  م   ( ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت راس  ت S‐م  ΁ ک  وی

م  ΁ ک  وی .fr = ٠ ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،fg = ٠ ک  ه f, g ∈ R[[S]] ن  اص  ف  ر
ب  ه ن  س  ب  ت چ  پ S‐م  ΁ ک  وی ی  ا )S ب  ه واب  س  ت  ه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت چ  پ
S‐م  ΁ ک  وی ه  م R ح  ل  ق  ه ی اگ  ر ͬ ش  ود. م   ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور ( ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای
ͬ گ  وی  ی  م م   آن گ  اه ب  اش  د،  ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت چ  پ S‐م  ΁ ک  وی ه  م و راس  ت

اس  ت. ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R

داش  ت. خ  واه  ی  م را ب  ع  دی ن  ت  ی  ج  ه ی ،٣ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه ی از ن  ت  ی  ج  ه ΁  ی ب  ه ع  ن  وان
(S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه
ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

اس  ت. ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م
در ن  وت  ری، ش  رط غ  ی  اب در ٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی ش  د، داده ن  ش  ان ٢ . ٢ . ٧ م  ث  ال در ک  ه ه  م  ان  ط  ور

ͬ ب  اش  د. ن  م   ب  رق  رار ک  ل  ͬ ح  ال  ت
ک  ه X ⊆ R ه  ر ب  رای ه  رگ  اه ن  ام  ی  د راس  ت٢٧ زی  پ ح  ل  ق  ه ی را R ح  ل  ق  ه ی ،[٢٧] ͽ  م  رج در ف  ای  ت

26Right power-serieswise S-McCoy
27Right zip



۴٣ ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ
ب  ه ط  ور .rR(Y ) = ٠ ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود Y ⊆ X م  ت  ن  اه  ͬ م  ج  م  وع  ه زی  ر ΁  ی ،rR(X) = ٠
داش  ت  ه وج  ود L١ م  ت  ن  اه  ͬ ت  ول  ی  د ب  ا ای  دآل ،rR(L) = ٠ ک  ه R از L چ  پ ای  دآل ه  ر ب  رای م  ع  ادل، 
ش  رط در ک  ه ح  ل  ق  ه ای ک  ه داد ن  ش  ان [٨٠] در ٢٨͸  زل  م  ان  ووی .rR(L١) = ٠ و L١ ⊆ L ک  ه ب  اش  د
ن  ش  ان ه  م چ  ن  ی  ن اس  ت. راس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی ͬ ک  ن  د، م   ص  دق پ  وچ س  ازه  ا روی ک  اه  ش  ͬ زن  ج  ی  ر
ص  دق پ  وچ س  ازه  ا روی ن  زول  ͬ زن  ج  ی  ر ش  رط در ک  ه دارن  د وج  ود ج  اب  ه ج  ای  ͬ زی  پ ح  ل  ق  ه ه  ای داد
ب  اش  د، م  ت  ن  اه  ͬ و آب  ل  ͬ گ  روه  ͬ S و زی  پ و ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ک  ه ک  رد ث  اب  ت ف  ای  ت ͬ ک  ن  ن  د. ن  م  
ب  اش  د، م  ت  ن  اه  ͬ آب  ل  ͬ گ  روه ΁  ی M اگ  ر ک  ه داد ن  ش  ان دو٢٩ س  ͬ ه  م چ  ن  ی  ن اس  ت. زی  پ R[S] آن گ  اه
ن  ی  س  ت راس  ت زی  پ R[S] ک  ه دارد وج  ود ( اس  ت راس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی ΁  ی (ک  ه R دام  ن  ه ی ΁  ی
ق  رار ب  ررس  ͬ و م  ط  ال  ع  ه م  ورد زی  پ ح  ل  ق  ه ه  ای از ت  وس  ی  ͽ ه  ای  ͬ ،[۴۵] ͽ  م  رج در .[٨ م  ث  ال ،١٧]
و ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ی  ا .u.p‐م  ون  وئ  ی  د، S و ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ک  ه ش  د داده ن  ش  ان و گ  رف  ت
ح  ل  ق  ه ی R آن گ  اه اس  ت، دوری زی  رم  ون  وئ  ی  د ن  ام  ت  ن  اه  ͬ ت  ع  داد ش  ام  ل ک  ه ب  اش  د .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S

.[١۶ ق  ض  ی  ه و ١۴ گ  زاره ،۴۵] ب  اش  د راس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی R[S] اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت راس  ت زی  پ
م  ون  وئ  ی  د S و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ک  ه داد ن  ش  ان [٢ . ١۵ ق  ض  ی  ه ،۴١] ͽ  م  رج در ه  اش  م  ͬ
راس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی R[S] اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت راس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی R آن گ  اه ب  اش  د، اک  ی  د م  رت  ب
دادن  د. ͽ  ت  وس  ی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ه  ای ب  ه را ͷ  ن  ت  ای ای  ن ،[٢] ک  ی  ان  ͬ و ه  وز آل ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  د.
ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی و R ح  ل  ق  ه ی ΁  ی زی  پ خ  اص  ی  ت ب  ی  ن راب  ط  ه ی ب  ررس  ͬ ب  ه ح  ال،
ب  ه ن  س  ب  ت S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ه  ای از ک  ارب  ردی ع  ن  وان ب  ه ͬ پ  ردازی  م. م   ،R[S] آن، ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ی

داش  ت. خ  واه  ی  م را زی  ر ق  ض  ی  ه ی ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه، ت  وان  ͬ س  ری ه  ای
.m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ١١ ق  ض  ی  ه

ب  اش  د. زی  پ ح  ل  ق  ه ی R[[S]] اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی R ای  ن ص  ورت در ب  اش  د.
ͬ ده  ی  م م   ق  رار .rR[[S]](A) = ٠ ک  ه A ⊆ R[[S]] و راس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ب  ن  اب  رای  ن .a ∈ rR[[S]](A) ای  ن ص  ورت در ،a ∈ rR(CA) اگ  ر .CA = {f(s) | f ∈ A و s ∈ supp(f)}

م  ت  ن  اه  ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ی اس  ت، راس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی R چ  ون .rR[[S]](A) = ٠ زی  را ،rR(CA) = ٠
و fi ∈ A ع  ن  ص  ر ،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای .rR(B) = ٠ ک  ه دارد وج  ود B = {a١, . . . , an} ⊆ CA

ف  رض .Y = {f١, f٢, . . . , fn} ͬ ده  ی  م م   ق  رار ح  ال .fi(sji) = ai ک  ه دارد وج  ود sji ∈ supp(fi)

وج  ود r١ ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،٣ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا ،f١g = ٠ چ  ون .g ∈ rR[[S]](Y ) ک  ن  ی  م
،f٢gr١ = ٠ چ  ون .f١(s)g(t)r١ = ٠ ،t ∈ supp(gr١) و s ∈ supp(f٢) ه  ر ب  رای و gr١ ̸= ٠ ک  ه دارد
،gr١r٢ ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود r٢ ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،٣ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ج  دداً
و رون  د ای  ن ́  رار ب  ات   .f٢(s)g(t)r١r٢ = ٠ داری  م ،t ∈ supp(gr١r٢) و s ∈ supp(f٢) ه  ر ب  رای ام  ا
ه  ر ب  رای ام  ا gr ̸= ٠ ک  ه ͬ آی  د م   ب  دس  ت r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،٣ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده
ب  رای و ١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن، .fi(s)g(t)r = ٠ ،١ ≤ i ≤ n و t ∈ supp(g) ،s ∈ supp(fi)

28Zelmanowitz
29Cedó



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ۴۴
دارد وج  ود t٠ ∈ supp(gr) ع  ن  ص  ر ،gr ̸= ٠ ͬ ک  ه آن ج  ای   از .aig(t)r = ٠ داری  م ،t ∈ supp(gr) ه  ر
ک  ه ،g(t٠)r = ٠ ای  ن  رو از .g(t٠)r ∈ rR(B) = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .aig(t٠)r = ٠ ،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای ک  ه

اس  ت. راس  ت زی  پ R[[S]] و rR[[S]](Y ) = ٠ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض
،rR[[S]](A)∩R = rR(A) = ٠ چ  ون .rR(A) = ٠ ک  ه A ⊆ R و راس  ت زی  پ R[[S]] ک  ن  ی  م ف  رض
.rR[[S]](B) = ٠ ک  ه دارد وج  ود B ⊆ A م  ت  ن  اه  ͬ م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ب  ن  اب  رای  ن .rR[[S]](A) = ٠ پ  س

اس  ت. راس  ت زی  پ ح  ل  ق  ه ی R ل  ذا و rR(B) = rR[[S]](B) ∩R = ٠ پ  س
زی  پ R[[S]] اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت چ  پ زی  پ ح  ل  ق  ه ی R ک  ه داد ن  ش  ان م  ی  ت  وان م  ش  اب  ه، روش ب  ه

ب  اش  د. چ  پ
از راس  ت ای  دآل ش  د. م  ع  رف  ͬ [۴٩] ́  وب  س  ن٣٠ ج  ی   ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ک  ران  دار ح  ل  ق  ه ه  ای م  ف  ه  وم
ب  ه [٢٨] ͽ  م  رج در ف  ای  ت ب  اش  د. R از غ  ی  رص  ف  ر ای  دآل  ͬ ش  ام  ل اگ  ر اس  ت، ک  ران  دار٣١ R ح  ل  ق  ه ی
ق  وی  اً‐ک  ران  دار R ح  ل  ق  ه ی اس  اس، ای  ن ب  ر اس  ت. پ  رداخ  ت  ه ق  وی  اً‐ک  ران  دار ح  ل  ق  ه ه  ای م  ع  رف  ͬ
(م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت ای  دآل ه  ر اگ  ر ͬ ش  ود، م   ن  ام  ی  ده ( چ  پ٣٣ ق  وی  اً‐ک  ران  دار (م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت٣٢
AB‐ًق  وی  ا ح  ل  ق  ه ه  ای م  ف  ه  وم [۴٨] ́  اران  ش ه  م   و ΃  ه  ان ب  اش  د. ک  ران  دار آن از ن  اص  ف  ر ( چ  پ ای  دآل
را ه  س  ت  ن  د، ی  ΁ ط  رف  ه ک  ران  درا ح  ل  ق  ه ه  ای و ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای از ت  وس  ی  ع  ͬ ک  ه ی  ΁ ط  رف  ه،
ه  ر اگ  ر ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده چ  پ) AB‐ًق  وی  ا (م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت٣۴ AB‐ًق  وی  ا R ح  ل  ق  ه ی ک  ردن  د. م  ع  رف  ͬ
ن  ام  ی  ده AB‐ًق  وی  ا R ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د. ک  ران  دار R از ن  اص  ف  ر چ  پ) پ  وچ س  از (م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت پ  وچ س  از

ب  اش  د. چ  پ AB‐ًق  وی  ا ه  م و راس  ت AB‐ًق  وی  ا ه  م اگ  ر ͬ ش  ود م  
اگ  ر ب  اش  د. اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه  ای R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ١٢ ق  ض  ی  ه
چ  پ) AB‐ًق  وی  ا (م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت AB‐ًق  وی  ا R[[S]] ی  اف  ت  ه ی ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی

اس  ت. چ  پ) AB‐ًق  وی  ا (م  ت  ن  اظ  راً، راس  ت AB‐ًق  وی  ا ن  ی  ز R آن گ  اه ب  اش  د،
چ  ون .rR(A) ̸= ٠ ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه A ⊆ R و ب  اش  د راس  ت AB‐ًق  وی  ا R[[S]] ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
اس  ت، راس  ت AB‐ًق  وی  ا R[[S]] ͬ ک  ه آن ج  ای   از .rR[[S]](A) ̸= ٠ داری  م ،rR(A) = rR[[S]](A) ∩ R

آن در ک  ه ،CIA = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .I ⊆ rR[[S]](A) ک  ه دارد وج  ود R ح  ل  ق  ه ی در I ن  اص  ف  ر ای  دآل
ͬ ش  ود. م   ت  ول  ی  د I ع  ن  اص  ر ه  م  ه ی ض  رای  ب ه  م  ه ی ت  وس  ط ک  ه اس  ت R از ن  اص  ف  ر ای  دآل CI

اث  ب  ات م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه اس  ت چ  پ AB‐ًق  وی  ا R[[S]] ک  ه ح  ال  ت  ͬ اس  ت. راس  ت AB‐ًق  وی  ا R ل  ذا
ͬ ش  ود. م  

ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د S و R از ای  دآل  ͬ I دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه  ای R ک  ن  ی  م ف  رض
اس  ت. R[[S]] از ای  دآل  ͬ I[[S]] = {f ∈ R[[S]]| f(s) ∈ I،s ∈ supp(f) ه  ر {ب  رای
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۴۵ ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی پ  وچ س  ازی ͬ ه  ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ
(S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ١٣ ق  ض  ی  ه
R[[S]] اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت AB‐ًق  وی  ا ح  ل  ق  ه ی R ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

ب  اش  د. AB‐ًق  وی  ا
ب  ه ط  وری ک  ه A ⊆ R[[S]] و ب  اش  د چ  پ AB‐ًق  وی  ا ح  ل  ق  ه ا ی R ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اب  ت  دا ب  ره  ان.
آن چ  ه ب  ه ب  ن  ا .fg = ٠ ،g ∈ A ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .f ∈ ℓR[[S]](A) ک  ن  ی  م ف  رض .ℓR[[S]](A) ̸= ٠
rR(af) ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود a ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ش  د، ب  ی  ان ،٣ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه ی اث  ب  ات در
،t ∈ supp(g) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای و اس  ت م  اک  س  ی  م  ال {rR(af) | af ̸= ٠} م  ج  م  وع  ه ی در
،t ∈ supp(g) ه  ر ب  رای ک  ه دارد وج  ود s٠ ∈ supp(f) ع  ن  ص  ر ،af ̸= ٠ چ  ون .af(s)g(t) = ٠
ب  ن  اب  رای  ن .af(s٠) ∈ ℓR(CA) ب  ن  اب  رای  ن .af(s٠)g = ٠ ،g ∈ A ه  ر ب  رای ای  ن  رو از .af(s٠)g(t) = ٠
م  ش  م  ول ک  ه اس  ت R از ای  دآل  ͬ I[[S]] ب  ن  اب  رای  ن .I ⊆ ℓR(CA) ک  ه دارد وج  ود R از I ن  اص  ف  ر ای  دآل

اس  ت. راس  ت AB‐ًق  وی  ا R[[S]] ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه روش ب  ه ͬ ب  اش  د. م   ℓR[[S]](A) در
ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه ،٣ . ٢ . ١٢ از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  د، AB‐ًق  وی  ا R[[S]] ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال

R ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .١۴ . ٣ . ٢ گ  زاره
ب  اش  د. دام  ن  ه R[[S]] اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت دام  ن  ه

ن  ت  ی  ج  ه ب  ·  ی  ری  م، ن  ظ  ر در ب  دی  ه  ͬ م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ را ω ،[٢ . ٣ گ  زاره ،۶٢] در اگ  ر ب  ره  ان.
اس  ت. ح  اص  ل

ب  اش  د. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S راس  ت، ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١۵ . ٣ . ٢ ت  ذک  ر
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. R از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل Pi ه  ر ب  ه ط  وری ک  ه Z(R) =

∪n
i=١ Pi ،٢ . ٢ . ٩ ت  ذک  ر ط  ب  ق

اس  ت. دام  ن  ه ن  ی  ز (R/Pi)[[S]] ،١۴ . ٣ . ٢ گ  زاره ی ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت دام  ن  ه R/Pi ،i ه  ر ب  رای
از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل Pi[[S]] ب  ن  اب  رای  ن .(R/Pi)[[S]] ∼= R[[S]]/Pi[[S]] داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   س  ادگ  ͬ ب  ه

ͬ ب  اش  د. م   R[[S]]

ب  ا [۵٣] ل  ͬ و ک  ی  م .Zℓ(R) = Zr(R) آن گ  اه ب  اش  د، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ب  وض  وح،
ل  زوم  اً ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی روی ج  م  ل  ه ای ه  ا چ  ن  د ح  ل  ق  ه ی ک  ه دادن  د ن  ش  ان م  ث  ال ΁  ی از اس  ت  ف  اده
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ک  ل  ͬ ح  ال  ت در ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ن  ت  ی  ج  ه در و ن  ی  س  ت ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر
و R راس  ت  ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی ب  رای ک  ه ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ادام  ه در ام  ا ن  ی  س  ت.

.Zℓ(R[[S]]) = Zr(R[[S]]) ،S .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١۶ . ٣ . ٢ ل  م
ب  اش  د، آن گ  اه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ب  اش  د.

.Zr(R[[S]]) = Zℓ(R[[S]]) = Z(R[[S]]) (ال  ف)
ai ∈ R ب  رخ  ͬ ب  رای و اس  ت R[[S]] از اول ک  ام  لا́ ای  دآل Qi آن در ک  ه Z(R[[S]]) =

∪n
i=١ Qi (ب)

.Qi = annR[[S]](ai) ،١ ≤ i ≤ n و



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ۴۶
Z(R) =

∪n
i=١ Pi ،٢ . ٢ . ٩ ت  ذک  ر ب  ه ب  ن  ا اس  ت راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون (ال  ف) ب  ره  ان.
ب  وض  وح .Pi = annR(ai) ،ai ∈ Z(R) ب  رخ  ͬ ب  رای و اس  ت اول ک  ام  لا́ Pi ه  ر آن در ک  ه

ب  ن  اب  رای  ن .Pi[[S]] = annR[[S]](ai)

n∪
i=١

Pi[[S]] ⊆ Zℓ(R[[S]]) ∩ Zr(R[[S]]).

ح  ل  ق  ه ی R چ  ون .fg = ٠ ک  ه دارد وج  ود g ∈ R[[S]] ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر آن گ  اه ،f ∈ Zℓ(R[[S]]) اگ  ر
ک  ه دارد وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر اس  ت، ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت S‐م  ΁ ک  وی

ب  ن  اب  رای  ن .fr = ٠
CfR ⊆ annR(r) ⊆ Z(R)

و f ∈ Pk[[S]] ب  ن  اب  رای  ن .CfR ⊆ Pk داری  م ،k ب  رخ  ͬ ب  رای ،٢ . ٢ . ١١ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و
ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه روش ب  ه .Zℓ(R[[S]]) =

∪n
i=١ Pi[[S]] ل  ذا .Zℓ(R[[S]]) ⊆

∪n
i=١ Pi[[S]] ن  ت  ی  ج  ه در

.Zr(R[[S]]) =
∪n

i=١ Pi[[S]] داد ن  ش  ان
آن در ک  ه ،Z(R[[S]]) =

∪n
i=١ Pi[[S]] داری  م ١۵ . ٣ . ٢ ت  ذک  ر و (١) گ  زاره ی از اس  ت  ف  اده ب  ا (ب)

اس  ت. R[[S]] از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل Pi[[S]]

m.a.n.u.p. ΁  ی (S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R اگ  ر ،٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R آن گ  اه ب  اش  د،

داش  ت. خ  واه  ی  م را زی  ر ن  ت  ی  ج  ه ی
΁  ی (S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ١٧ ن  ت  ی  ج  ه

آن گ  اه ب  اش  د. .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

.Zr(R[[S]]) = Zℓ(R[[S]]) = Z(R[[S]]) (ال  ف)
ai ∈ R ب  رخ  ͬ ب  رای و اس  ت R[[S]] از اول ک  ام  لا́ ای  دآل Qi آن در ک  ه Z(R[[S]]) =

∪n
i=١ Qi (ب)

.Qi = annR[[S]](ai) ،١ ≤ i ≤ n و
(S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ١٨ ق  ض  ی  ه

م  ع  ادل  ن  د: زی  ر ش  رای  ط f ∈ R[[S]] ه  ر ب  رای آن گ  اه ب  اش  د. .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

اس  ت. R[[S]] در ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه f ع  ن  ص  ر (ال  ف)
.f ∈ P [[S]] داری  م P ⊆ Z(R) اول ای  دآل ه  ای ب  ع  ض  ͬ ب  رای (ب)

.cf = fc = ٠ ک  ه دارد وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر (ج)
اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ،٣ . ٢ . ١٧ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا ب  ره  ان.



۴٧ ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ١٩ گ  زاره

ب  اش  د، آن گ  اه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ب  اش  د.
راس  ت م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای م  ج  م  وع  ه ی در م  ش  م  ول ک  ام  ل ب  ه ط  ور ک  ه R[[S]] از چ  پ ای  دآل ه  ر (ال  ف)

دارد. ن  اص  ف  ر چ  پ پ  وچ س  از ΁  ی ب  اش  د
چ  پ م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای م  ج  م  وع  ه ی در م  ش  م  ول ک  ام  ل ب  ه ط  ور ک  ه  R[[S]] از راس  ت ای  دآل ه  ر (ب)

دارد. ن  اص  ف  ر راس  ت پ  وچ س  از ΁  ی ب  اش  د
اس  ت. (A) خ  اص  ی  ت دارای R[[S]] (ج)

ف  رض .I ⊆ Zr(R[[S]]) ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د R[[S]] از چ  پ  ͬ ای  دآل I ک  ن  ی  م ف  رض (ال  ف) ب  ره  ان.
S‐م  ΁ ک  وی و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون ب  اش  د. I ع  ن  اص  ر ه  م  ه ی ض  رای  ب ه  م  ه ی م  ج  م  وع  ه ی CI ک  ن  ی  م
،CIR ⊆ Z(R) = ∪n

i=١Pi داری  م ٢ . ٢ . ٩ ت  ذک  ر ب  ه ب  ن  ا و اس  ت ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت
ب  ه ب  ن  ا .Pi = annR(ai) ،ai ∈ Z(R) ب  رخ  ͬ ب  رای و اس  ت اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل Pi ه  ر آن در ک  ه
.ak ∈ Z(R) ک  ه CIR ⊆ Pk = annR(ak) داری  م ،١ ≤ k ≤ n ب  رخ  ͬ ب  رای ،٢ . ٢ . ١١ ق  ض  ی  ه ی

.akI = ٠ ب  ن  اب  رای  ن
ͬ ش  ود. م   اث  ب  ات (ال  ف) ق  س  م  ت م  ش  اب  ه (ب)

ل  ذا ͬ ب  اش  د. م   راس  ت و چ  پ (A) خ  اص  ی  ت دارای R[[S]] ق  ب  ل، ق  س  م  ت دو از اس  ت  ف  اده ب  ا (ج)
دارد. (A) خ  اص  ی  ت R[[S]]

ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٢ . ٢٠ ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. (A) خ  اص  ی  ت دارای R[[x]]

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه ٣ . ٢ . ١٩ گ  زاره  و ٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی از ب  ره  ان.

ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ٣ . ٣
ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه

م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف ک  م  ر و ق  ط  ر [۵٩] ͽ  م  رج در ل  وک  اس و [١٢] ͽ  م  رج در ́  اران  ش ه  م   و آک  س  ت  ل
س  ری ه  ای و ج  م  ل  ه ای ه  ا چ  ن  د ح  ل  ق  ه ی ه  م  چ  ون ت  وس  ی  ͽ ه  ای  ͬ ت  ح  ت ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ص  ف  ر
ب  ه را ͷ  ن  ت  ای ای  ن ́  اران  ش ه  م   و ه  اش  م  ͬ [٣٧] در دادن  د. ق  رار ب  ررس  ͬ و م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ت  وان  ͬ
ای  ن م  ا ب  خ  ش، ای  ن در دادن  د. ͽ  ت  وس  ی ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی روی اری  ب ج  م  ل  ه ای ه  ای چ  ن  د ح  ل  ق  ه ی
ح  ل  ق  ه ا ی R آن در ک  ه ͬ ده  ی  م م   ͽ  ت  وس  ی R[[S]] ی  اف  ت  ه ی ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ه را ͷ  ن  ت  ای

ب  اش  د. م  ͬ .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر
.m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و م  ت  ق  ارن ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ١ گ  زاره

م  ع  ادل  ن  د: زی  ر گ  زاره ه  ای ص  ورت ای  ن در .f, g ∈ R[[S]] و ب  اش  د



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ۴٨
.ℓR[[S]](f) ∩ ℓR[[S]](g) ̸= ٠ (١)
.ℓR[[S]](f) ∩ rR[[S]](g) ̸= ٠ (٢)
.rR[[S]](f) ∩ ℓR[[S]](g) ̸= ٠ (٣)
.rR[[S]](f) ∩ rR[[S]](g) ̸= ٠ (۴)

ب  ن  اب  رای  ن .٠ ̸= h ∈ ℓR[[S]](f) ∩ ℓR[[S]](g) ک  ن  ی  م ف  رض .(۴)‐(٢) ⇐= (١) ب  ره  ان.
Z(R[[S]]) = ∪n

i=١Pi[[S]] داری  م ،٣ . ٢ . ١٧ ن  ت  ی  ج  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا .f, g ∈ rR[[S]](h) ⊆ Z(R[[S]])

،٢ . ٢ . ١٠ ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. R[[S]] از اول  ͬ ک  ام  لا́ ای  دآل Pi[[S]] ،i ه  ر ب  رای ک  ه
و f, g ∈ ann(ak) ،Pk[[S]] = annR[[S]](ak) چ  ون .rR[[S]](h) ⊆ Pk[[S]] ،١ ≤ k ≤ n ب  رخ  ͬ ب  رای

ن  ت  ی  ج  ه در
gak = akg = ٠ = akf = fak.

ک  رد. اث  ب  ات را (۴) =⇒ (١)− (٣) ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه روش ب  ه
ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د. ℓR[[S]](f) ∩ rR[[S]](g) از ع  ض  وی ٠ ̸= h ک  ن  ی  م ف  رض .(۴) ⇐=(٢)
،t ∈ supp(h) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای و ch ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،٣ . ٢ . ١
،t ∈ supp(h) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای و hc ̸= ٠ اس  ت، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون .ch(t)f(s) = ٠

ای  ن  رو از .f(s)h(t)c = ٠
hc ∈ rR[[S]](f) ∩ rR[[S]](g).

ک  رد. اث  ب  ات را (۴) ⇐= (٣) ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه روش ب  ه
‐m.a.n.u.p. (S,≤) و راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ٢ ل  م
و rR[[S]](f) ∩ ℓR[[S]](g) ̸= {٠} آن گ  اه ،g ∈ nil(R[[S]]) و f ∈ Z(R[[S]]) اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  د

.f + g ∈ Z(R[[S]])

دارد وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا ای  ن  رو از ،f ∈ Z(R[[S]]) چ  ون ب  ره  ان.
ب  ن  اب  رای  ن .cgm = ٠ ک  ه ب  اش  د ص  ح  ی  ح  ͬ ع  دد ́  ت  ری  ن ک  وچ   m ک  ن  ی  م ف  رض .fc = ٠ = cf ک  ه

٠ ̸= cgm−١ ∈ rR[[S]](f) ∩ ℓR[[S]](g)

.f + g ∈ Z(R[[S]]) ،٣ . ٣ . ١ گ  زاره ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و
داش  ت  ه e ̸= s ∈ S ب  رای اگ  ر ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده م  ث  ب  ت٣۵ م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ،(S,≤) م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د
ب  اش  د، م  ث  ب  ت م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ه  م و اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ه  م S م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د اگ  ر .s > e ب  اش  ی  م

اس  ت. م  ث  ب  ت٣۶ اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د S ͬ گ  وی  ی  م م  
35Positively ordered monoid
36Positive strictly ordered momoid



۴٩ ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
(S,≤) و غ  ی  رک  اه  ش  ͬ و راس  ت ن  وت  ری م  ت  ق  ارن، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م  ف  رض .٣ . ٣ . ٣ ق  ض  ی  ه
داش  ت  ه وج  ود f, g ∈ R[[S]] ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای اگ  ر ب  اش  د. م  ث  ب  ت اک  ی  د .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

.diam(Γ(R[[S]])) = ٣ آن گ  اه ،ℓR[[S]](f) ∩ ℓR[[S]](g) = {٠} ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د
ن  داش  ت  ه ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از f ′, g′ ک  ه ب  ی  اب  ی  م چ  ن  ان را f ′, g′ ∈ Z(R[[S]]) اس  ت ک  اف  ͬ ب  ره  ان.

.f ′g′ ̸= ٠ ̸= g′f ′ و ب  اش  ن  د
،٣ . ٣ . ١ گ  زاره ب  ه ب  ن  ا .ℓR[[S]](f) ∩ ℓR[[S]](g) = {٠} ب  ه ط  وری ک  ه f, g ∈ Z(R[[S]]) ک  ن  ی  م ف  رض
ل  م و ٣ . ٣ . ١ گ  زاره ب  ه ب  ن  ا .d(f, g) ̸= ٢ ن  ت  ی  ج  ه در و ن  دارن  د ص  ف  ر غ  ی  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g و f

ادع  ا .fg = ٠ ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  ن  د. پ  وچ ت  وان ͬ ت  وان  ن  د ن  م   g و f ع  ن  اص  ر از ΁  ی ͸  ه  ی ،٣ . ٣ . ٢
را ٠ ̸= h ∈ ℓR[[S]](f

٢) ∩ rR[[S]](g
٢) ع  ن  ص  ر ن  دارن  د. ص  ف  ر غ  ی  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g٢ و f٢ ͬ ک  ن  ی  م م  

اگ  ر .hf ̸= ٠ ی  ا gh ̸= ٠ داری  م ن  دارن  د،  ص  ف  ر غ  ی  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g و f چ  ون ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در
آن گ  اه ،hf ̸= ٠

٠ ̸= hf ∈ ℓR[[S]](f) ∩ ℓR[[S]](g)

آن گ  اه ،gh ̸= ٠ اگ  ر ه  م چ  ن  ی  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه
gh ∈ rR[[S]](f) ∩ rR[[S]](g)

ع  ن  ص  ر ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه، ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه
،٣ . ٣ . ٢ ل  م ب  ه ب  ن  ا اس  ت. پ  وچ ت  وان ag ب  ن  اب  رای  ن .ag٢ ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود a ∈ R پ  وچ ت  وان

اگ  ر ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را f + ag و g ع  ن  اص  ر ج  ف  ت ح  ال .f + ag ∈ Z(R[[S]])

k ∈ rR[[S]](f + ag) ∩ rR[[S]](g)

م  ش  ت  رک پ  وچ س  از g و (f + ag) ب  ن  اب  رای  ن .k = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در ،k ∈ rR[[S]](f) ∩ rR[[S]](g) آن گ  اه
g١ و f١ ب  ن  اب  رای  ن .g١ = f + ag و f١ = g ک  ن  ی  م ف  رض .(f + ag)g = ag٢ ̸= ٠ و ن  دارن  د ن  اص  ف  ر

.g١f١ ̸= ٠ و ن  دارن  د ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از
ب  ه ط  وری ک  ه f, g ∈ Z(R[[S]]) ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون ب  ن  اب  رای  ن
ک  ه دارد وج  ود a ∈ R پ  وچ ت  وان ع  ن  ص  ر .fg = ٠ ̸= gf و ن  دارن  د ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از f, g
و (f + ag, a) ع  ن  اص  ر ج  ف  ت ح  ال .aug٢ ̸= ٠ داری  م ،e ̸= u ∈ S ب  رخ  ͬ ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .ag٢ ̸= ٠
م  ش  ت  رک پ  وچ س  از ( g و f + aug (م  ت  ن  اظ  راً، g و f + ag ب  وض  وح ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را (f + aug, g)

ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .( (f + aug)g = aug٢ ̸= ٠ (م  ت  ن  اظ  راً (f + ag)g = ag٢ ̸= ٠ و ن  دارد ن  اص  ف  ر
ب  ن  اب  رای  ن .g(f + ag) = ٠ = g(f + aug) ک  ن  ی  م ف  رض .g(f + aug) ̸= ٠ ی  ا g(f + ag) ̸= ٠

(ga− gau) ∈ ℓR[[S]](g) ∩ rR[[S]](f) = {٠}.
sj ∈ supp(ga) ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. supp(ga) از م  ی  ن  ی  م  ال  ͬ ع  ض  و s٠ ک  ن  ی  م ف  رض .ga = gau ای  ن  رو از
.sj = sje < sju = s٠ داری  م اس  ت، م  ث  ب  ت اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د S چ  ون .s٠ = sju ک  ه دارد وج  ود



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ۵٠
ی  ا g(f + ag) ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،u = e ن  ت  ی  ج  ه در و sj = s٠ ب  ن  اب  رای  ن
( g′ = g و f ′ = f + aug ) ی  ا ( g′ = g و f ′ = f + ag ) گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا .g(f + aug) ̸= ٠

اس  ت. ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه
(S,≤) و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر راس  ت، ن  وت  ری ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .۴ . ٣ . ٣ ق  ض  ی  ه
اگ  ر اس  ت R[[S]] از ای  دآل  ͬ Z(R[[S]]) ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت. ب  دی  ه  ͬ ≤ ک  ه ب  اش  د .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی

ب  اش  د. R از ای  دآل  ͬ Z(R) اگ  ر ف  ق  ط و
،٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د. ٠ ̸= f, g ∈ Z(R[[S]]) و R از ای  دآل  ͬ Z(R) ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ب  رای پ  س اس  ت، راس  ت ن  وت  ری R چ  ون .af = ٠ = gc ک  ه دارد وج  ود a, c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر

داری  م ،s١, . . . , sm ∈ supp(g) و t١, . . . , tn ∈ supp(f) ب  رخ  ͬ
CfR = ⟨f(t١), . . . , f(tn)⟩ و CgR = ⟨g(s١), . . . , g(sm)⟩.

پ  س ، اس  ت ای  دآل Z(R) و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون
⟨f(t١), . . . , f(tn), g(s١), . . . , g(sm)⟩ ⊆ Z(R).

r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر اس  ت، (A) خ  اص  ی  ت دارای R ح  ل  ق  ه ی ،٢ . ٢ . ١٩ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا ͬ ک  ه آن ج  ای   از
ک  ه دارد وج  ود

⟨f(t١), . . . , f(tn), g(s١), . . . , g(sm)⟩r = ٠.
و f ∈ Z(R[[S]]) ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال .f + g ∈ Z(R[[S]]) ن  ت  ی  ج  ه در و ⟨f, g⟩r = ٠ ب  ن  اب  رای  ن
.rf = ٠ ک  ه دارد وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا .h ∈ R[[S]]

،t ∈ supp(h) و s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای درن  ت  ی  ج  ه و rf(s) = ٠ ،s ∈ supp(f) ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن
rf(s)h(t) = ٠ = h(t)f(s).

اس  ت. R[[S]] از ای  دآل  ͬ Z(R[[S]]) ل  ذا .fhr = ٠ = hfr پ  س
R از ای  دال  ͬ Z(R) ب  ه وض  وح ب  اش  د. R[[S]] از ای  دآل  ͬ Z(R[[S]]) ک  ن  ی  م ف  رض ́  س، ب  ال  ع  

اس  ت.
ͬ ب  اش  د. ن  م   ب  رق  رار ن  وت  ری ش  رط غ  ی  اب در ،۴ . ٣ . ٣ ق  ض  ی  ه ی ک  ه ͬ ده  ن  د م   ن  ش  ان ٢ . ٢ . ٢١ م  ث  ال

ω : S −→ End(R) و .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .۵ . ٣ . ٣ ت  ذک  ر
ک  ه دادن  د ن  ش  ان [٩ . ٣ [۶٢][ق  ض  ی  ه در ́  اران  ش ه  م   و م  ارک  س ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ΁  ی
ه  ر ب  رای اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ک  اه  ش  ͬ R[[S;ω]] اری  ب ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
ن  ظ  ر در ب  دی  ه  ͬ م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ را ω ق  ض  ی  ه ای  ن در اگ  ر ب  اش  د. ص  ل  ب درون  ری  خ  ت  ͬ ωs ،s ∈ S

ب  اش  د. ک  اه  ش  ͬ R[[S]] اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ک  اه  ش  ͬ R ای  ن ص  ورت ب  ·  ی  ری  م، در



۵١ ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
(S,≤) و Z(R) ̸= ٠ ک  ه ب  اش  د ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .۶ . ٣ . ٣ ق  ض  ی  ه
اگ  ر diam(Γ(R[[S]])) = ١ ب  وی  ژه .diam(Γ(R[[S]])) ≥ ١ ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

.Z(R)٢ = ٠ و ب  اش  د غ  ی  رک  اه  ش  ͬ R اگ  ر ف  ق  ط و
ب  رخ  ͬ ب  رای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ن  اص  ف  ر ک  ه ب  اش  د R از ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه a ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
و ه  س  ت  ن  د R[[S]] در م  ت  م  ای  زی ع  ن  اص  ر cbes٢ و caes ب  ن  اب  رای  ن .ab = ٠ ،b ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر

.diam(Γ(R[[S]])) ≥ ١ ن  ت  ی  ج  ه در و d(caes, cbes٢) = ١ ب  ن  اب  رای  ن .(caes)(cbes٢) = ٠
از ص  ف  ری م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای b و a ک  ن  ی  م ف  رض .diam(Γ(R[[S]])) = ١ ف  رض ک  ن  ی  م ح  ال
م  ت  م  ای  زی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای cbes٢ و caes ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د. ن  اص  ف  ر ک  ه ب  اش  ن  د R ح  ل  ق  ه ی
ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .(caes)(cbes٢) = ٠ پ  س ،diam(Γ(R[[S]])) = ١ چ  ون ه  س  ت  ن  د. R[[S]] در

.Z(R)٢ = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در و ab = ٠ ،a, b ∈ Z(R)

ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .Z(R)٢ = ٠ ب  ه ط  وری  ک  ه ب  اش  د ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ́  س، ب  ال  ع  
g ∈ R[[S]] ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر .f ∈ Z(R[[S]]) \ Z(R)[[S]] ک  ن  ی  م ف  رض .Z(R[[S]]) ⊆ Z(R)[[S]]

ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای .g ̸∈ Z(R)[[S]] ک  ه ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان .fg = ٠ ک  ه دارد وج  ود
ͬ ده  ی  م م   ق  رار .g ∈ Z(R)[[S]]

D := {s ∈ supp(f) | f(s) ∈ Z(R)}.

ͬ گ  ی  ری  م: م   ن  ظ  ر در را زی  ر ح  ال  ت دو
s ∈ supp(f) ع  ن  اص  ر اس  ت، .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون ب  اش  د. ت  ه  ͬ D ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال  ت(١):
ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور supp(f)supp(g) ح  اص  ل ض  رب در st ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود t ∈ supp(g) و
ک  ه ،f(s) ∈ Z(R) ن  ت  ی  ج  ه در و ٠ = fg(st) = f(s)g(t) ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد

اس  ت. ت  ن  اق  ض
ͬ ده  ی  م م   ق  رار ن  ب  اش  د. ت  ه  ͬ D ک  ن  ی  م ف  رض (٢) ح  ال  ت

h(s) :=


f(s) s ∈ D

٠ s ̸∈ D
و k(s) :=


f(s) s ̸∈ D

٠ s ∈ D

.supp(k) = S \ D ∩ supp(f) و supp(h) = D ک  ه ه  س  ت  ن  د ن  ·  اش  ت ه  ای  ͬ h, k : S −→ R ب  ن  اب  رای  ن
داری  م u, v ∈ S ه  ر ب  رای ،Z(R)٢ = ٠ و g ∈ Z(R)[[S]] چ  ون .f = h+ k و h, k ∈ R[[S]] ب  وض  وح

.kg = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در ،hg = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .h(u)g(v) = ٠
ح  اص  ل ض  رب در st ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود t ∈ supp(g) و s ∈ supp(k) ب  ن  اب  رای  ن
در و ٠ = kg(st) = k(s)g(t) ای  ن  رو از دارد. ب  ه ف  رد م  ن  ح  ص  ر ن  م  ای  ش supp(k)supp(g)

ن  ت  ی  ج  ه در و g ̸∈ Z(R)[[S]] ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،k(s) ∈ Z(R) ن  ت  ی  ج  ه
ͬ ده  ی  م م   ق  رار ن  ی  س  ت. ت  ه  ͬ B := {s ∈ supp(g) | g(s) ̸∈ Z(R)}

h′(s) :=


g(s) s ̸∈ B

٠ s ∈ B
و k′(s) :=


g(s) s ∈ B

٠ s ̸∈ B



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ۵٢
و Z(R)٢ = ٠ چ  ون .g = h′ + k′ و ه  س  ت  ن  د R[[S]] از ع  ن  اص  ری h′, k′ : S −→ R ب  ن  اب  رای  ن
.kk′ ∈ Z(R)[[S]] ب  ن  اب  رای  ن .hk′ + kh′ ∈ Z(R)[[S]] و hh′ = ٠ پ  س ،fg = ٠ و h, h′ ∈ Z(R)[[S]]

uv ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود v ∈ supp(k′) و u ∈ supp(k) ع  ن  ص  ر اس  ت،  a.n.u.p. م  ون  وئ  ی  د  S چ  ون
ای  ن رو از ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور supp(k)supp(k′) ح  اص  ل ض  رب در

kk′(uv) = k(u)k′(v) ∈ Z(R)

.Z(R[[S]]) ⊆ Z(R)[[S]] ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،k′(v) ∈ Z(R) ی  ا k(u) ∈ Z(R) ن  ت  ی  ج  ه در و
ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  ن  د. Z(R[[S]]) از م  ت  م  ای  ز ع  ن  ص  ر دو ٠ ̸= f, g ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال

،s ∈ S ه  ر ب  رای پ  س ،Z(R)٢ = ٠ چ  ون .f(s), g(s) ∈ Z(R) ،s ∈ S

fg(s) =
∑

(x,y)∈Xs(f,g)

f(x)g(y) = ٠

.diam(Γ(R[[S]])) = ١ ل  ذا و
ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ای R ̸∼= Z٢ × Z٢ ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ٧ ن  ت  ی  ج  ه
ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[[S]])) = ١ ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و |Z(R)| ≥ ٣

.diam(Γ(R)) = ١ اگ  ر
ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه ٢ . ٢ . ١٨ و ۶ . ٣ . ٣ ق  ض  ای  ای از ب  ره  ان.

ای  ن ص  ورت در .Z(R) ̸= ٠ ک  ه ب  اش  د ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ٨ ن  ت  ی  ج  ه
.Z(R)٢ = ٠ و ب  اش  د غ  ی  رک  اه  ش  ͬ R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[[x]])) = ١ (ال  ف)

.Z(R)٢ = ٠ و ب  اش  د غ  ی  رک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[x])) = ١ (ب)
در ب  اش  د. م  رت  ب ک  ام  لا́ گ  روه G و Z(R) ̸= ٠ و دل  خ  واه  ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ٩ ن  ت  ی  ج  ه

.Z(R)٢ = ٠ و ب  اش  د غ  ی  رک  اه  ش  ͬ R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R(G))) = ١ ای  ن ص  ورت
ای  ن ص  ورت در .|Z(R)| ≥ ٣ و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ̸∼= Z٢ × Z٢ ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه

م  ع  ادل  ن  د: زی  ر ش  رای  ط
.diam(Γ(R)) = ١ (ال  ف)

.diam(Γ(R[x])) = ١ (ب)
.diam(Γ(R[[x]])) = ١ (ج)

و Z(R) ̸= ٠ ک  ه ب  اش  د راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ١١ ق  ض  ی  ه
ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤)



۵٣ ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
اول ای  دآل دو دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R (ال  ف) اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[[S]])) = ٢ (١)

.Z(R)٢ ̸= ٠ ک  ه اس  ت R از ای  دآل  ͬ Z(R) (ب) ی  ا اس  ت. م  ی  ن  ی  م  ال
م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R[[S]])) = ٣ (٢)

ن  ی  س  ت. R از ای  دآل  ͬ Z(R) و ن  ب  اش  د
ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. Q و P م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو دق  ی  ق  اً ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
اس  ت  ف  اده ب  ا .diam(Γ(R)) = ٢ داری  م ،٢ . ٢ . ١٨ ق  ض  ی  ه ی ب  ن  اب  ه .P ∩ Q = ٠ و Z(R) = P ∪ Q

R[[S]] از اول ای  دآل دو Q[[S]] و P [[S]] و ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R[[S]] ،١۵ . ٣ . ٢ و ۵ . ٣ . ٣ ت  ذک  ر از
ب  ه ب  ن  ا .f ∈ Z(R[[S]]) ک  ن  ی  م ف  رض .P [[S]] ∪Q[[S]] ⊆ Z(R[[S]]) پ  س ،PQ = ٠ چ  ون ه  س  ت  ن  د.

ن  ت  ی  ج  ه در و CfRc = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .fc = ٠ ک  ه دارد وج  ود c ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ،٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی
CfR ⊆ ann(c) ⊆ Z(R) = P ∪Q.

و Z(R[[S]]) ⊆ P [[S]] ∪ Q[[S]] ب  ن  اب  رای  ن .CfR ⊆ Q ی  ا CfR ⊆ P ،٢ . ٢ . ١١ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا
،f, g ∈ P [[S]] اگ  ر .f, g ∈ Z(R[[S]]) ک  ن  ی  م ف  رض .Z(R[[S]]) = P [[S]] ∪ Q[[S]] ن  ت  ی  ج  ه در
ب  ه ط  ور .ft = ٠ = tg پ  س اس  ت، ک  اه  ش  ͬ R چ  ون و tf = ٠ = tg داری  م ،t ∈ Q ه  ر ب  رای آن گ  اه
.fp = ٠ = pg داری  م ،p ∈ P ه  ر ب  رای ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   آن گ  اه ،f, g ∈ Q[[S]] اگ  ر م  ش  اب  ه،
ب  ن  اب  رای  ن ،P ∩Q = ٠ زی  را .fg = ٠ آن گ  اه ،g ∈ Q[[S]] و f ∈ P [[S]] اگ  ر .d(f, g) = ٢ ای  ن  رو از

.diam(Γ(R[[S]])) = ٢ ل  ذا .d(f, g) = ١
،f, g ∈ Z(R[[S]]) ک  ن  ی  م ف  رض ه  م چ  ن  ی  ن .Z(R)٢ ̸= ٠ ک  ه ب  اش  د R از ای  دآل  ͬ Z(R) ک  ن  ی  م ف  رض
.Z(R[[S]]) ⊆ Z(R)[[S]] ،٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا .CgR = ⟨b٠, . . . , bm⟩ و CfR = ⟨a٠, . . . , an⟩

ب  ن  اب  رای  ن
⟨a٠, . . . , an, b٠, . . . , bm⟩ ⊆ Z(R).

اس  ت. (A) خ  اص  ی  ت دارای R ،٢ . ٢ . ١٩ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا اس  ت، راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون
΁  ی g و f ب  ن  اب  رای  ن .⟨a٠, . . . , an, b٠, . . . , bm⟩r = ٠ ک  ه دارد وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ل  ذا
ب  ه ب  ن  ا ،Z(R)٢ ̸= ٠ ͬ ک  ه آن ج  ای   از .diam(Γ(R[[S]])) ≤ ٢ پ  س دارن  د. ص  ف  ر غ  ی  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از

.diam(Γ(R[[S]])) = ٢ ن  ت  ی  ج  ه در و diam(Γ(R[[S]])) ≥ ٢ ،۶ . ٣ . ٣ ق  ض  ی  ه
ب  ه ب  ن  ا ͬ ک  ه آن ج  ای   از و Z(R[[S]])٢ ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن .diam(Γ(R[[S]])) = ٢ ک  ن  ی  م ف  رض ́  س، ب  ال  ع  
ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R ک  ن  ی  م ف  رض .Z(R)٢ ̸= ٠ پ  س ،Z(R[[S]]) ⊆ Z(R)[[S]] ،٣ . ٢ . ١٠ ن  ت  ی  ج  ه ی
اول ای  دآل دو از ب  ی  ش ب  ا ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R ب  ن  اب  رای  ن ن  ب  اش  د. م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل دو دق  ی  ق  ا
داش  ت  ه وج  ود R در b و a م  ت  م  ای  ز ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای اگ  ر ن  ی  س  ت. ک  اه  ش  ͬ R ی  ا اس  ت، م  ی  ن  ی  م  ال
diam(Γ(R)) = ٣ داری  م ٢ . ٢ . ١٨(د)، ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ،ann({a, b}) = ٠ ک  ه ب  ه گ  ون  ه ای ب  اش  د
م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه ه  ای از ج  ف  ت ه  ر ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،diam(Γ(R[[S]])) = ٣ ن  ت  ی  ج  ه در و
اس  ت R از ای  دآل  ͬ Z(R) ل  ذا و دارن  د R در ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از ΁  ی ه  س  ت  ن  د ن  اص  ف  ر ک  ه R ص  ف  ر

اس  ت. ت  م  ام اث  ب  ات و



ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف و ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ۵۴
اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ب  وض  وح ،۶ . ٣ . ٣ ق  ض  ی  ه ی و (١) گ  زاره ی از ب  ه ب  ن  ا (٢)

ک  ه ب  اش  د ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر و راس  ت ن  وت  ری ح  ل  ق  ه ای R ̸∼= Z٢ × Z٢ ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ١٢ ن  ت  ی  ج  ه
ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) و |Z(R)| ≥ ٣
.diam(Γ(R[[S]])) = ٢ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R) = ٢ (ال  ف)

.diam(Γ(R[[S]])) = ٣ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر diam(Γ(R)) = ٣ (ب)
خ  اص  ی  ت دارای R ،٢ . ٢ . ١٩ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا اس  ت، راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون ب  ره  ان.

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل ٢ . ٢ . ١٨ و ٣ . ٣ . ١١ ،۶ . ٣ . ٣ ق  ض  ای  ای از ن  ت  ی  ج  ه ح  ال اس  ت. راس  ت (A)

ن  ظ  ر در را ( i ∈ I (ک  ه (Si,≤i) م  رت  ب م  ج  م  وع  ه ه  ای خ  ان  واده ی و I ن  ات  ه  ͬ م  ج  م  وع  ه  ی
ص  ورت ب  ه S روی ≤ ح  اص  ل ض  رب ت  رت  ی  ب ،[٧٨] م  ط  اب  ق .S = ⊓i∈ISi ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ͬ گ  ی  ری  م. م  

ͬ ش  ود: م   ت  ع  ری  ف م  ؤل  ف  ه ای
.si ≤i ti ،i ∈ I ه  ر ب  رای ه  رگ  اه s̄ ≤ t̄ آن گ  اه ،t̄ = (ti)i و s̄ = (si)i اگ  ر

ه  ر ازای ب  ه اگ  ر ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در ح  اص  ل ض  رب ت  رت  ی  ب ب  ا را S = Nn م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ح  ال
ح  ل  ق  ه ی ب  ا R[[S]] ی  اف  ت  ه ی ت  ع  م  ی  م ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی آن گ  اه ب  اش  د، ب  دی  ه  ͬ ≤i ت  رت  ی  ب ،i
ت  رت  ی  ب ،i ه  ر ازای ب  ه ≤i ت  رت  ی  ب اگ  ر ه  م چ  ن  ی  ن اس  ت. ́  ری  خ  ت ی   R[x١, . . . , xn] چ  ن  دج  م  ل  ه ای  ه  ای
ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ا R[[S]] ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ی ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی آن گ  اه ب  اش  د، م  ع  م  ول  ͬ

اس  ت. ́  ری  خ  ت ی   R[[x١, . . . , xn]]

ب  اش  د. راس  ت ن  وت  ری و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ̸∼= Z٢ × Z٢ ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ١٣ ن  ت  ی  ج  ه
م  ع  ادل  ن  د: زی  ر گ  زاره ه  ای . ١

.diam(Γ(R)) = ٢ (ال  ف)
.diam(Γ(R[x])) = ٢ (ب)

.diam(Γ(R[x١, x٢, . . . , xn])) = ٢ (ج)
.diam(Γ(R[[x]])) = ٢ (د)

.diam(Γ(R[[x١, x٢, . . . , xn]])) = ٢ (ه)
م  ع  ادل  ن  د: زی  ر گ  زاره ه  ای . ٢

.diam(Γ(R)) = ٣ (ال  ف)
.diam(Γ(R[x])) = ٣ (ب)

.diam(Γ(R[x١, x٢, . . . , xn])) = ٣ (ج)
.diam(Γ(R[[x]])) = ٣ (د)



۵۵ ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی ص  ف  ر م  ق  س  وم ع  ل  ی  ه گ  راف
.diam(Γ(R[[x١, x٢, . . . , xn]])) = ٣ (ه)

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل [٧ . ٢ ق  ض  ی  ه ،٣٧] و ٢۶ . ٢ . ٢ ،٣ . ٣ . ١١ ق  ض  ای  ای از ن  ت  ی  ج  ه ب  ره  ان.
ن  م  ͬ ب  رق  رار ل  زوم  اً ن  وت  ری ش  رط غ  ی  اب در ،٣ . ٣ . ١١ ق  ض  ی  ه ی ک  ه ͬ ده  د م   ن  ش  ان ٢ . ٢ . ٢٨ م  ث  ال

ب  اش  د.





۴ ف  ص  ل
ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر

اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی

ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) ن  ی  ز و دل  خ  واه م  ون  وئ  ی  دی S دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض
ͽ  ج  م ب  ا ∑n

i=١ aigi ف  رم ب  ه ت  رک  ی  ب  ات ت  م  ام ش  ام  ل R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی
داده R ض  رای  ب ح  ل  ق  ه ی روی ب  ه S م  ون  وئ  ی  د از ω ع  م  ل ت  وس  ط ک  ه اس  ت پ  ی  چ  ش  ͬ ض  رب و ن  ق  ط  ه ای
ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و  ت  م  ی  ز ́  ه، ی   خ  ودت  وان، ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار ف  ص  ل ای  ن در اس  ت. ش  ده
،R ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ب  رای ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا در ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ررس  ͬ را اری  ب م  ون  وئ  ی  دی
ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د. م  ͬ R خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر دق  ی  ق  اً R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر
اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ́  ه ی   R ∗ S از α = a١g١ + a٢g٢ + · · ·+ angn ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان
و ب  اش  د ́  ه ی   R در ai٠ ،( S م  ون  وئ  ی  د ه  م  ان  ͬ (ع  ن  ص  ر gi٠ = e ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ١ ≤ i٠ ≤ n

س  پ  س اس  ت. راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R آن در ک  ه ب  اش  د، پ  وچ ت  وان ai ،i ̸= i٠ ه  ر ب  رای
اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار آم  ده، ب  دس  ت ͷ  ن  ت  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا
ع  لاوه ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ش  خ  ص را R پ  ای  ه ی ح  ل  ق  ه ی ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ب  ا آن ارت  ب  اط و R ∗ S

ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای ه  م چ  ن  ی  ن و Γ(R) از Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای ب  رای  ن،
ͬ ده  ی  م. م   ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را Γ(R ∗ S) از Γ(cln(R ∗ S)) و Γ(Idem(R ∗ S))

ͬ ب  اش  د. م   [٣٣] ͽ  م  رج از ب  رگ  رف  ت  ه ف  ص  ل ای  ن م  ط  ال  ب



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ۵٨

ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات ١ . ۴
ف  ص  ل ای  ن در ͬ ک  ن  ن  د. م   ای  ف  ا ح  ل  ق  ه ه  ا ن  ظ  ری  ه ی در م  ه  م  ͬ ن  ق  ش ́  ه ی   و پ  وچ ت  وان خ  ودت  وان، ع  ن  اص  ر
ب  خ  ش ای  ن در ک  ن  ی  م. م  ش  خ  ص اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در را ع  ن  اص  ر ای  ن س  اخ  ت  ار داری  م ق  ص  د
ب  رای ش  ود. ذک  ر ص  راح  ت  اً آن خ  لاف آن ک  ه م  ·  ر ͬ ش  ون  د م   گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ش  رک  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ا ه  م  ه ی
ح  ل  ق  ه ی پ  وچ ت  وان١ ع  ن  اص  ر ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ی ب  ر دلال  ت nil(R) ک  ن  ی  م ف  رض R ش  رک  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی
ن  م  ای  ش ب  رای nil∗(R) ن  م  اد از ͬ ب  اش  د. م   R ح  ل  ق  ه ی خ  ودت  وان٢ ع  ن  اص  ر Idem(R) داش  ت  ه ب  اش  د. R

ب  راب  ر و ͬ ش  ود م   خ  وان  ده ه  م پ  ای  ی  ن  ۴ͬ پ  وچ ́  ال رادی   ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   اس  ت  ف  اده R ح  ل  ق  ه ی اول٣ ́  ال رادی  
پ  وچ ́  ال رادی   ن  ش  ان ده  ن  ده ی nil∗(R) ن  م  اد ͬ ب  اش  د. م   R ح  ل  ق  ه ی اول ای  دآل ه  ای ت  م  ام اش  ت  راک ب  ا
ب  راس  اس ͬ ب  اش  د. م   R ح  ل  ق  ه ی پ  وچ ت  وان ای  دآل ه  ای ت  م  ام م  ج  م  وع ک  ه اس  ت R ح  ل  ق  ه ی ب  الای  ۵ͬ
گ  زاره ،٧۴] ͽ  م  رج در ش  ی  ن٧ .nil∗(R) = nil(R) اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م م   ٢ ‐اول  ی  ه۶ را R ح  ل  ق  ه ی ،[١۵]
P م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دال ه  ر اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R ح  ل  ق  ه ی ک  ه داد ن  ش  ان [١ . ١١
NI‐ح  ل  ق  ه ΁  ی R دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ی اس  ت). دام  ن  ه R/P دی  ·  ر، (ب  ه ع  ب  ارت ب  اش  د اول ک  ام  لا́ آن از

ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ب  ه راح  ت  ͬ .nil(R) = nil∗(R) اگ  ر اس  ت
اس  ت ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R ⇐ اس  ت ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ R ⇐ اس  ت ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R ⇐ اس  ت ک  اه  ش  ͬ R

اس  ت. NI‐ح  ل  ق  ه R ⇐

م  راج  ع  ه [٢٠] ͽ  م  رج ب  ه ب  ی  ش  ت  ر ت  وض  ی  ح  ات (ب  رای ن  ی  س  ت ب  رق  رار ک  ل  ͬ ح  ال  ت در آن ́  س ع   ام  ا
ب  وض  وح ب  اش  د. م  رک  زی آن خ  ودت  وان ع  ن  ص  ر ه  ر اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م م   آب  ل  ٨ͬ را R ح  ل  ق  ه ی ک  ن  ی  د).

ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ل  زوم  اً آن ́  س ع   ام  ا ه  س  ت  ن  د آب  ل  ͬ ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای
ای  ف  ا ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ن  ظ  ری  ه ی در م  ه  م  ͬ ن  ق  ش پ  وچ ت  وان و ت  وان خ  ود ́  ه، ی   ع  ن  اص  ر
΁  ی و ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی از م  ج  م  وع  ͬ ص  ورت ب  ه اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م م   ت  م  ی  ز٩ را a ∈ R ع  ن  ص  ر ͬ ک  ن  ن  د. م  
ن  م  اد ب  ا را R ح  ل  ق  ه ی ت  م  ی  ی  ز ع  ن  اص  ر ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش R از خ  ودت  وان ع  ن  ص  ر
ت  وس  ط ک  ه ͬ گ  وی  ی  م م   ت  م  ی  ز را ب  اش  د ت  م  ی  ز آن ع  ض  و ه  ر ک  ه ح  ل  ق  ه ه  ای  ͬ ͬ ده  ی  م. م   ن  م  ای  ش cln(R)

ب  ار اول  ی  ن ت  م  ی  ز ح  ل  ق  ه ی م  ف  ه  وم گ  رف  ت  ه ان  د. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد گ  س  ت  رده ب  ه ط  ور زی  ادی اف  راد
و ح  ل  ق  ه ه  ا از ک  لاس ای  ن زی  ادی اف  راد ادام  ه، در ش  د. م  ع  رف  ͬ [۶٨] ͽ  م  رج در ́  ل  س  ون١٠ ن  ی   ت  وس  ط
ح  ل  ق  ه ی [٧] ک  ام  ی  ل  و١١ و ان  درس  ون دادن  د. ق  رار ب  ررس  ͬ و م  ط  ال  ع  ه م  ورد را آن ه  ا از ت  وس  ی  ͽ ه  ای  ͬ

1Nilpotent
2Idempotent
3Prime radical
4Lower nil radical
5Upper nil radical
62-Primal
7Shin
8Abelian
9Clean
10Nicholson
11Camilo



۵٩ ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات
ن  ام  ی  ده ت  م  ی  ز١٢ م  ن  ح  ص  راً a ∈ R ع  ن  ص  ر ک  ردن  د. م  ع  رف  ͬ را ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای در ت  م  ی  ز م  ن  ح  ص  راً
خ  ودت  وان ع  ن  ص  ر ΁  ی و ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی از م  ج  م  وع  ͬ ب  ه ص  ورت ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور اگ  ر ͬ ش  ود م  
م  ن  ح  ص  راً آن ع  ض  و ه  ر اگ  ر ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده ت  م  ی  ز م  ن  ح  ص  راً ح  ل  ق  ه ی R ح  ل  ق  ه ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش
ͽ  ت  وس  ی ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  ه را ت  م  ی  ز م  ف  ه  وم [۶٩] ژو١٣ و ́  ل  س  ون ن  ی   ب  ع  ده  ا، ب  اش  د. ت  م  ی  ز
R در b ́  ه ی   ع  ن  ص  ر و a خ  ودت  وان ع  ن  ص  ر ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   ت  م  ی  ز١۴ ق  وی  اً را a ∈ R ع  ن  ص  ر دادن  د.

.eb = be و a = e+ b ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود
را ج  دی  دی و ج  ال  ب م  ف  ه  وم و داد ت  غ  ی  ی  ر را ت  م  ی  ز ح  ل  ق  ه ی ت  ع  ری  ف [٢۵] دای  س  ل١۵ اخ  ی  راً
(ق  وی  اً) را a ∈ R ع  ن  ص  ر اس  اس،  ای  ن ب  ر ک  رد. ن  ام  ·  ذاری ت  م  ی  ز‐پ  وچ را آن و ک  رد م  ع  رف  ͬ
وج  ود R در b پ  وچ ت  وان ع  ن  ص  ر ΁  ی و a خ  ودت  وان ع  ن  ص  ر ΁  ی اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م م   ت  م  ی  ز‐پ  وچ١۶
ن  م  اد ب  ا R ح  ل  ق  ه ی ت  م  ی  ی  ز‐پ  وچ ع  ن  اص  ر م  ج  م  وع  ه ی .(eb = be (و a = e + b ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه
آن ع  ض  و ه  ر ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   ت  م  ی  ز‐پ  وچ (ق  وی  اً) را R ح  ل  ق  ه ی ͬ ده  ی  م. م   ن  م  ای  ش nil− cln(R)

ب  ه ط  ب  ی  ع  ͬ ط  ور ب  ه ت  م  ی  ز‐پ  وچ ق  وی  اً و ت  م  ی  ز‐پ  وچ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  اش  د. ت  م  ی  ز‐پ  وچ (ق  وی  اً)
ن  ش  ان ،[۵۴] ͽ  م  رج در ́  اران  ش ه  م   و خ  وزان١٧ ه  س  ت  ن  د. م  رت  ب  ط ت  م  ی  ز ق  وی  اً و ت  م  ی  ز ح  ل  ق  ه ه  ای
ب  اش  د. پ  وچ ت  وان a− a٢ و ت  م  ی  ز a اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ت  م  ی  ز‐پ  وچ ق  وی  اً a ∈ R ع  ن  ص  ر ک  ه دادن  د
ب  اش  د. پ  وچ J(R) و ب  ول  ١٨ͬ ح  ل  ق  ه ی R/J(R) اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ت  م  ی  ز‐پ  وچ ق  وی  اً R ح  ل  ق  ه ی
ب  رخ  ͬ و R ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی ت  م  ی  ز و ́  ه ی   خ  ودت  وان، ع  ن  اص  ر ،[۵] ͽ  م  رج در ب  داوی١٩ و ان  درس  ون
ب  ررس  ͬ و م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ت  وان  ͬ س  ری ه  ای و چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا ح  ل  ق  ه ی م  ان  ن  د آن ت  وس  ی  ͽ ه  ای از
ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  ه را ͷ  ن  ت  ای ای  ن [۴٠] ه  وز آل و زاده٢٠ ح  م  ی  دی ه  اش  م  ͬ، داده ان  د. ق  رار
را ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار م  ط  ال  ع  ه ی داری  م ق  ص  د ف  ص  ل ای  ن در دادن  د. گ  س  ت  رش
اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ́  ه، ی   خ  ودت  وان، ع  ن  اص  ر ب  ررس  ͬ ب  ه و داده ادام  ه

ͬ پ  ردازی  م. م   اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی س  اخ  ت  ار م  ع  رف  ͬ ب  ه اب  ت  دا م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ب  پ  ردازی  م.
ای  ن در ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و م  ون  وئ  ی  د S ح  ل  ق  ه، R ک  ن  ی  م ف  رض
ت  ح  ت g ت  ص  وی  ر ،g ∈ S ه  ر ب  رای ͬ ده  ی  م. م   ن  م  ای  ش e ب  ا را S ض  رب  ͬ م  ون  وئ  ی  د ه  م  ان  ͬ ع  ن  ص  ر ف  ص  ل،
ف  رم ب  ه م  ت  ن  اه  ͬ ت  رک  ی  ب  ات ه  م  ه ی ب  ن  اب  رای  ن .( ω(g) = ωg (ی  ع  ن  ͬ؛ ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ωg ن  م  اد ب  ا را ω

ک  ه ͬ ده  ن  د م   ح  ل  ق  ه ΁  ی ́  ی  ل ت  ش   (ag)(bh) = (aωg(b))gh ض  رب و ن  ق  ط  ه ای ͽ  ج  م ب  ا ∑n
i=١ aigi

ی  ادآوری ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش R ∗ S ن  م  اد ب  ا و ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده اری  ب٢١ م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی
12Uniquely clean
13Zhou
14Strongly clean
15Diesl
16Nil-clean
17Kosan
18Boolian
19Badawi
20Hamidizadeh
21Skew monoid ring



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ۶٠
و اگ  ر aσ(b) = ٠ ،a, b ∈ R ب  رای ه  رگ  اه ͬ ن  ام  ی  م م   س  ازگ  ار را R ح  ل  ق  ه ی از σ درون  ری  خ  ت  ͬ ͬ ک  ن  ی  م م  
aσ(a) = ٠ ،a ∈ R ب  رای ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   ص  ل  ب را σ درون  ری  خ  ت  ͬ ه  م چ  ن  ی  ن، .ab = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا
ح  ل  ق  ه ی را R ح  ل  ق  ه ی ،S م  ون  وئ  ی  د و R ح  ل  ق  ه ی ب  رای ای  ن ص  ورت، در .a = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر
س  ازگ  ار درون  ری  خ  ت  ͬ ΁  ی ωg ،g ∈ S ه  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   ( S‐ص  ل  ب (م  ت  ن  اظ  راً، S‐س  ازگ  ار

م  ان  ن  د ج  ب  ری س  اخ  ت  ار چ  ن  دی  ن از ت  وس  ی  ع  ͬ اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  اش  د. ص  ل  ب) (م  ت  ن  اظ  راً،
ح  ل  ق  ه ی ه  م چ  ن  ی  ن و آن ه  ا اری  ب ح  ال  ت و ل  وران چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه  ج  م  ل  ه ای ه  ا، چ  ن  د ح  ل  ق  ه ی
ن  ی  ز ح  ل  ق  ه ه  ا ای  ن ب  رای اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  رای ن  ت  ی  ج  ه ای ه  ر ب  ن  اب  رای  ن ͬ ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی م  

اس  ت. ب  رق  رار
ح  ل  ق  ه  ی ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ́  ه، ی   خ  ودت  وان، ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار داری  م ق  ص  د ف  ص  ل ای  ن در
٢ ‐اول  ی  ه  ح  ل  ق  ه ی ب  رای ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا در ک  ن  ی  م. م  ش  خ  ص را R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی
خ  ودت  وان ع  ن  ص  ر ΁  ی α = a١g١ + · · · + angn ̸= ٠ ع  ن  ص  ر ،S .u.p‐م  ون  وئ  ی  د و R S‐س  ازگ  ار و
خ  ودت  وان ع  ن  ص  ر ب  رخ  ͬ ب  رای و gi = e ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ١ ≤ i ≤ n اگ  ر اس  ت R ∗ S در
ح  ل  ق  ه ی ب  رای ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ه  م چ  ن  ی  ن .aj ∈ nil(R) ،j ̸= i ه  ر ب  رای و ai − f ∈ nil(R) ،f ∈ R

خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر دق  ی  ق  اً R ∗ S ح  ل  ق  ه ی خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر ،S .u.p‐م  ون  وئ  ی  د و R ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ
R ∗ S ح  ل  ق  ه ی ع  ن  اص  ر ث  اب  ت ح  اص  ل ض  رب ب  ا راب  ط  ه در ن  ت  ای  ج  ͬ ادام  ه در ه  س  ت  ن  د. R پ  ای  ه ی ح  ل  ق  ه ی
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار ͷ  ن  ت  ای ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س و ͬ ده  ی  م م   ارائ  ه را
اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ش  خ  ص را R ∗ S اری  ب
ai ،i ̸= ١ ه  ر ب  رای و ́  ه ی   R در a١ ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه ه  س  ت  ن  د α = a١e+ a٢g٢ · · ·+ angn ف  رم ب  ه R ∗ S
ک  ه اس  ت .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی R آن در ک  ه اس  ت، پ  وچ ت  وان
ب  خ  ش ه  ای در آم  ده ب  دس  ت ͷ  ن  ت  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  ای  ان  ͬ ب  خ  ش در دارد. ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط
زی  رگ  راف ه  ای و Γ(R) از Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ح  اق  ͬ زی  رگ  راف ه  ای م  ط  ال  ع  ه ی ب  ه ق  ب  ل،
ای  ن آن ه  ا ت  ح  ت ک  ه ش  رای  ط  ͬ و ͬ پ  ردازی  م م   Γ(R ∗ S) از Γ(cln(R ∗ S)) و Γ(Idem(R ∗ S)) ال  ق  ای  ͬ

ͬ ده  ی  م. م   ارائ  ه را ب  ود خ  واه  ن  د ه  م  ب  ن  د زی  رگ  راف ه  ا

روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر ٢ . ۴
ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ا ی

و ͬ ک  ن  ی  م م   م  ش  خ  ص را R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در خ  ودت  وان ه  ا س  اخ  ت  ار ب  خ  ش، ای  ن در
و R ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی روی R ∗ S خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر و R خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر ب  ی  ن راب  ط  ه ی

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را S .u.p‐م  ون  وئ  ی  د

ω : S −→ End(R) و م  ون  وئ  ی  د S دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض [٢ . ٨ ل  م ،٣١] .٢ . ١ . ۴ ل  م
ع  ض  و ه  ر ب  رای آن گ  اه ب  اش  د، S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ
ف  ق  ط و اگ  ر a١a٢ · · · an ∈ nil(R) داری  م m١,m٢, . . . ,mn ∈ S ع  ن  اص  ر ه  م  ه ی و a١, a٢, . . . , an ∈ R



۶١ ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ا ی روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر
.ωm١(a١)ωm٢(a٢) · · ·ωmn(an) ∈ nil(R) اگ  ر

م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و م  ون  وئ  ی  د S دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض
ب  ه ط  ور (ی  ا ٢٢S ب  ه ن  س  ب  ت اری  ب آرم  ن  داری  ز ح  ل  ق  ه ی R ح  ل  ق  ه ی ،[٣ . ١ ت  ع  ری  ف ،٣١] ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د.
α =

∑n
i=١ aigi ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر ب  رای ه  رگ  اه ͬ ش  ود، م   ن  ام  ی  ده اری  ب) S‐آرم  ن  داری  ز خ  لاص  ه

و ١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ب  ت  وان ،αβ = ٠ ای  ن ک  ه از ،R ∗ S از β =
∑m

j=١ bjhj و
.aiωgi(bj) = ٠ ،١ ≤ j ≤ m

ω : S −→ End(R) و م  ون  وئ  ی  د S دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض [٣ . ٣ گ  زاره ،٣١] .٢ . ٢ . ۴ گ  زاره
S‐آرم  ن  داری  ز ح  ل  ق  ه ی R آن گ  اه ب  اش  د، S‐ص  ل  ب ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ

اس  ت. اری  ب
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در پ  وچ ت  وان ع  ن  اص  ر س  اخ  ت  ار ش  ده، ب  ی  ان [٣١] ͽ  م  رج در ک  ه ب  ع  دی ق  ض  ی  ه ی

ͬ ک  ن  د. م   م  ش  خ  ص را پ  ای  ه ح  ل  ق  ه ی پ  وچ ت  وان ع  ن  اص  ر ب  ا آن ه  ا ارت  ب  اط و اری  ب
و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ٢ ‐اول  ی  ه، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض [۴ . ۴ ق  ض  ی  ه ،٣١] .٢ . ٣ . ۴ ق  ض  ی  ه

آن گ  اه ب  اش  د، S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R)

nil(R ∗ S) = nil(R) ∗ S.

ک  ه ͬ ب  اش  ن  د م   اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ه [۵ و ٣ ق  ض  ای  ای ،٢١] از ت  ع  م  ی  م  ͬ ب  ع  دی ق  ض  ی  ه ی دو
ͬ ش  ون  د. م   اث  ب  ات م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور

ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و دل  خ  واه ح  ل  ق  ه  ای R ک  ن  ی  م ف  رض .۴ . ٢ . ۴ ق  ض  ی  ه
آن گ  اه ب  اش  د،  S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ

ب  اش  د. اول ن  ی  م R ∗ S اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ن  ی  م اول R ال  ف)
ب  اش  د. اول R ∗ S اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت اول R ب)

وج  ود α = a١g١ + · · · + angn ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر و ب  اش  د اول ن  ی  م ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ͬ ک  ه آن ج  ای   از .ai ̸= ٠ ،i ه  ر ب  رای ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   .α(R ∗ S)α = ٠ ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه
ک  ه دارن  د وج  ود ١ ≤ i, j ≤ n اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون .αRα = ٠ پ  س ،α(R ∗ S)α = ٠
ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ص  ورت S از A = B = {g١, g٢, . . . , gn} زی  رم  ج  م  وع  ه ی دو ح  اص  ل ض  رب در gigj

aiωgi(r)ωgi(aj)gigj = ٠ ،r ∈ R ه  ر ب  رای پ  س .aigiRajgj = ٠ ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش
داری  م ،αRα = ٠ ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا .aiRaj = ٠ ،R ح  ل  ق  ه ی ب  ودن S‐س  ازگ  ار ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و

٠ = airαRairα

= (· · ·+ airaj−١gj−١ + airaj+١gj+١ + · · · )R(· · ·+ airaj−١gj−١ + airaj+١gj+١ + · · · )
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اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ۶٢
اس  ت. R از  دل  خ  واه  ͬ ع  ض  و r آن در ک  ه

.α١ = airα آن در ک  ه α١Rα١ = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .α١ =
∑n١

s=١ bsgs و bs = airas ͬ ده  ی  م م   ق  رار
ن  ی  م ب  ه ب  ن  ا و airai = ٠ آن  گ  اه ،airα = ٠ اگ  ر ای  ن ص  ورت، غ  ی  ر در زی  را .α١ ̸= ٠ ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   .α١Rα١ = ٠ و α١ ̸= ٠ پ  س اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،ai = ٠ ،R ب  ودن اول

.n١ < n ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .bs ̸= ٠ ،s ه  ر ب  رای
ب  ه م  ن  ح  ص  ر ع  ن  ص  ر ΁  ی اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون ͬ ک  ن  ی  م. م   ́  رار ت   را ب  الا رون  د م  ج  دداً
ب  ن  اب  رای  ن دارد. وج  ود S از A = B = {g١, . . . , gn١} زی  رم  ج  م  وع  ه ی دو ح  اص  ل ض  رب در gvgw ف  رد
ب  ودن S‐س  ازگ  ار ب  ه ب  ن  ا .bvωgv(rbw)gvgw = ٠ ،r ∈ R ه  ر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در و bvgvRbwgw = ٠

پ  س ،α١Rα١ = ٠ ͬ ک  ه آن ج  ای   از .bvrbw = ٠ ،r ه  ر ب  رای ،R
٠ = bvxα١Rbvxα١
= (· · ·+ bvxbw−١gw−١ + bvxbw+١gw+١ + · · · )R(· · ·+ bvxbw−١gw−١ + bvxbw+١gw+١ + · · · )

و bvRbv ̸= ٠ پ  س ،bv ̸= ٠ و اس  ت اول ن  ی  م R چ  ون اس  ت. R از دل  خ  واه  ͬ ع  ض  و x آن در ک  ه
́  رار ت   ب  ا .n٢ < n١ < n و ct ∈ R ک  ه α٢ =

∑n٢
t=١ ctgt ͬ ده  ی  م م   ق  رار .α٢ = bvxα١ ̸= ٠ ب  ن  اب  رای  ن

ام  ا .dRd = ٠ و gk ∈ {g١, . . . , gn} و ٠ ̸= d ∈ R ک  ه (dgk)R(dgk) = ٠ داش  ت خ  واه  ی  م رون  د ای  ن
ͬ ت  وان م   α(R ∗M)α = ٠ ای  ن ک  ه از ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه d = ٠ پ  س اس  ت، اول ن  ی  م R چ  ون

اس  ت. اول ن  ی  م R ∗ S ل  ذا .α = ٠ گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه
S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R چ  ون  .aRa = ٠ ،a ∈ R ب  رای و اول ن  ی  م R ∗ S ک  ه ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال

اس  ت. اول ن  ی  م R ل  ذا .a = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در و a(R ∗ S)a = ٠ اس  ت،
و α = a١g١ + · · · + angn ک  ن  ی  م ف  رض ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  د. اول ح  ل  ق  ه ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب)
ک  ن  ی  م ف  رض .α(R ∗ S)β = ٠ ک  ه ب  اش  ن  د R ∗ S از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر β = b١h١ + · · · + bmhm

S ͬ ک  ه آن ج  ای   از .αRβ = ٠ پ  س ،α(R ∗ S)β = ٠ چ  ون .ai, bj ∈ R \ {٠} ،j و i ه  ر ب  رای
دو ح  اص  ل ض  رب در gihj ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n پ  س اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د

ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور S از {h١, . . . , hm} و {g١, . . . , gn} زی  رم  ج  م  وع  ه ی
،r ∈ R ه  ر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در و aiωgi(rbj) = ٠ ،r ∈ R ه  ر ب  رای ل  ذا و aigiRbjhj = ٠ ب  ن  اب  رای  ن
اول ح  ل  ق  ه ی R ͬ ک  ه آن ج  ای   از .aiRbj = ٠ پ  س اس  ت. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R زی  را ،airbj = ٠

.β = ٠ ی  ا α = ٠ پ  س اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه bj = ٠ ی  ا ai = ٠ اس  ت، 
R زی  را ،a(R ∗ S)b = ٠ پ  س .aRb = ٠ ،a, b ∈ R ب  رای و ب  اش  د اول R ∗ S ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
اول R ن  ت  ی  ج  ه در و b = ٠ ی  ا a = ٠ اس  ت، اول R ∗ S ͬ ک  ه آن ج  ای   از اس  ت. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی

اس  ت.
ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .۵ . ٢ . ۴ ق  ض  ی  ه

آن گ  اه ب  اش  د، S‐س  ازگ  ار ای  دآل R از ای  دآل ه  ر اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ
nil∗(R ∗ S) = nil∗(R) ∗ S.



۶٣ ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ا ی روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر
ای  دآل nil∗(R) ͬ ک  ه آن ج  ای   از . R

nil∗(R) ∗ S ∼=
R∗S

nil∗(R)∗S ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ب  ه س  ادگ  ͬ ب  ره  ان.
R

nil∗(R) ∗ S ،۴ . ٢ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا ل  ذا و اس  ت اول ن  ی  م ح  ل  ق  ه ی R
nil∗(R) پ  س اس  ت، R از اول ن  ی  م 

اس  ت. R ∗ S ح  ل  ق  ه ی از اول ن  ی  م ای  دآل nil∗(R) ∗ S ای  ن رو از ب  ود. خ  واه  د اول ن  ی  م ح  ل  ق  ه ی
ق  رار ب  اش  د. R ∗ S ح  ل  ق  ه ی از اول ای  دآل P ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال .nil∗(R ∗ S) ⊆ nil∗(R) ∗ S ب  ن  اب  رای  ن
اس  ت. R از اول  ͬ ای  دآل Q ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان اس  ت. R از ای  دآل  ͬ Q ب  ه وض  وح .Q = P ∩R ͬ ده  ی  م م  
R از S‐س  ازگ  ار ای  دآل Q ف  رض ب  ه ب  ن  ا .aRb ∈ Q ،a, b ∈ R ب  رای ک  ن  ی  م ف  رض م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای
.b ∈ Q ی  ا a ∈ Q ل  ذا .b ∈ P ی  ا a ∈ P ن  ت  ی  ج  ه در و a(R ∗ S)b ⊆ Q ∗ S ⊆ P ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.
از ای  دآل  ͬ Q ∗ S پ  س اس  ت، R از S‐س  ازگ  اری ای  دآل Q چ  ون اس  ت. R از اول ای  دآل Q پ  س
اول ح  ل  ق  ه ی R

Q ͬ ک  ه آن ج  ای   از .RQ ∗ S ∼= R∗S
Q∗S ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ب  ه س  ادگ  ͬ ͬ ب  اش  د. م   R ∗ S

اس  ت. R ∗ S از اول  ͬ ای  دآل Q ∗ S ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. اول ن  ی  ز R
Q ∗ S ،۴ . ٢ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا اس  ت،

پ  س اس  ت، R ∗ S از دل  خ  واه  ͬ اول ای  دآل P ͬ ک  ه آن ج  ای   از .nil∗(R) ∗ S ⊆ Q ∗ S ⊆ P ای  ن  رو از
.nil∗(R ∗ S) = nil∗(R) ∗ S ای  ن رو از .nil∗(R) ∗ S ⊆ nil∗(R ∗ S)

،٢١] ͽ  م  رج در ک  ی  م و چ  ئ  ون٢٣ ب  اش  د. .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R ح  ل  ق  ه ی ک  ه دادن  د ن  ش  ان [۵ ق  ض  ی  ه
اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ه [۵ ق  ض  ی  ه ،٢١] ت  ع  م  ی  م  ͬ ح  ال  ت زی  ر ل  م ب  اش  د. ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R[S]

اس  ت.
ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .۶ . ٢ . ۴ ل  م
اس  ت، S‐س  ازگ  ار آن ای  دآل ه  ر ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی
ح  ل  ق  ه ا ی R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ا ی R آن گ  اه

ب  اش  د. ٢ ‐اول  ی  ه
داری  م ،۵ . ٢ . ۴ و ٢ . ٣ . ۴ ق  ض  ای  ای ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د. ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.

nil(R ∗ S) = nil(R) ∗ S = nil∗(R) ∗ S = nil∗(R ∗ S).

ب  اش  د. ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R ∗ S ک  ن  ی  م ف  رض ́  س، ب  ال  ع   اس  ت. ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R ∗ S ب  ن  اب  رای  ن
ای  ن رو از .nil∗(R ∗ S) = nil∗(R) ∗ S ،۵ . ٢ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا .nil(R ∗ S) = nil∗(R ∗ S) ب  ن  اب  رای  ن

nil(R) = nil(R ∗ S) ∩R = nil∗(R ∗ S) ∩R = (nil∗(R) ∗ S) ∩R = nil∗(R)

اس  ت. ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R ای  ن رو از
خ  ودت  وان a ∈ R := R/I ک  ه ب  اش  د ب  ه گ  ون  ه ای a ∈ R و R در پ  وچ  ͬ ای  دآل I ک  ن  ی  م ف  رض
.f = a ∈ R ک  ه دارد وج  ود f ∈ aR خ  ودت  وان ،[٢١ . ٢٨ ق  ض  ی  ه ،۵٧] ب  ه ب  ن  ا ای  ن ص  ورت در ب  اش  د.
ک  اه  ش  ͬ R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ص  ل  ب R از σ درون  ری  خ  ت  ͬ ش  د، ب  ی  ان دوم ف  ص  ل در ک  ه ه  م  ان ط  ور
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اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ۶۴
،ω : S −→ End(R) م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ و S م  ون  وئ  ی  د ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. σ‐س  ازگ  ار و

ب  اش  د. S‐س  ازگ  ار و ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت S‐ص  ل  ب ح  ل  ق  ه ی R ح  ل  ق  ه ی
ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ٢ ‐اول  ی  ه، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٧ . ۴ گ  زاره
ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر و ب  اش  د S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ
gi = e ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ i ≤ n ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. R ∗S از خ  ودت  وان  ͬ α = a١g١ + . . .+ angn

.aj ∈ nil(R) ،j ̸= i ه  ر ب  رای و ai = f ∈ R/nil(R) داری  م f ∈ R خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر ب  رخ  ͬ ب  رای و
ه  م  ری  خ  ت  ͬ اس  ت. ک  اه  ش  ͬ ح  ل  ق  ه ی R = R/nil(R) ح  ل  ق  ه ی اس  ت، NI‐ح  ل  ق  ه R چ  ون ب  ره  ان.
ωm(a) = ωm(a) ،a ∈ R ب  رای ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف را ω(m) = ωm ض  اب  ط  ه ی ب  ا ω : S −→ End(R)

،٢ . ٣ . ۴ ل  م ب  ه ب  ن  ا ل  ذا aωm(b) ∈ nil(R) ب  ن  اب  رای  ن .āωm(b) = ٠ ،a, b ∈ R ب  رای ک  ن  ی  م ف  رض .
ه  ر ازای ب  ه دی  ·  ر، ع  ب  ارت ب  ه  اس  ت. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R = R/nil(R) پ  س .ab ∈ nil(R) داری  م
،٢ . ٢ . ۴ گ  زاره ی ب  ه ب  ن  ا ل  ذا و اس  ت S‐ص  ل  ب ح  ل  ق  ه ی R ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. س  ازگ  ار ωm ،m ∈ S

ن  اص  ف  ر α = a١g١ + · · ·+ angn ∈ R ∗ S ع  ن  ص  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اس  ت. اری  ب S‐آرم  ن  داری  ز ح  ل  ق  ه ی
ن  ت  ی  ج  ه در و ai ∈ nil(R) ،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای آن گ  اه ،α = ٠ اگ  ر ای  ن ص  ورت، غ  ی  ر در اس  ت.
،α٢ = α ͬ ک  ه آن ج  ای   از اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،α ∈ nil(R ∗S) ،٢ . ٣ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ن  اب  ر .α ∈ nil(R) ∗S

پ  س
(α− ١̄e)α = (a١g١ + · · ·+ angn − ١̄e)α = ٠̄.

ح  ل  ق  ه ی ب  ودن اری  ب S‐آرم  ن  داری  ز ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ،gi ̸= e ب  اش  ی  م داش  ت  ه ١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای اگ  ر
وج  ود ١ ≤ i ≤ n ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   پ  س اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،α = ٠ ل  ذا و ai = ai١̄ = ٠̄ داری  م ،R

ب  ن  اب  رای  ن .i = ١ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون .gi = e ک  ه دارد
٠̄ = α(α− ١̄e) = α((a١ − ١)e+ a٢g٢ + · · ·+ angn).

.ai ∈ nil(R) ،i ̸= ١ ه  ر ب  رای و a٢١ = a١ پ  س اس  ت، اری  ب S‐آرم  ن  داری  ز ح  ل  ق  ه ی R̄ ͬ ک  ه ازآن ج  ای  
و a١ = f ∈ R ک  ه دارد وج  ود f ∈ R خ  ودت  وان ع  ن  ص  ر ،[٢١ . ٢٨ ق  ض  ی  ه ،۵٧] ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در

اس  ت. ت  م  ام اث  ب  ات
R و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ͬ ک  ه ح  ال  ت   در ،R ∗ S و R خ  ودت  وان ه  ای ب  ی  ن راب  ط  ه ی ͬ ت  وان  ی  م م   ح  ال

ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را اس  ت، S‐س  ازگ  ار و ج  اب  ه ج  ای  ͬ ن  ی  م ح  ل  ق  ه ی
ف  رض ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ‐م  ون  وئ  ی  د u.p. S و ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٨ . ۴ ق  ض  ی  ه
ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R و م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) ک  ن  ی  م

.Idem(R ∗ S) = Idem(R)

ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
α = a١g١ + · · ·+ angn ∈ Idem(R ∗ S).



۶۵ ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ا ی روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر
،f ∈ R خ  ودت  وان ع  ن  اص  ر ب  رخ  ͬ ب  رای و gi = e ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ i ≤ n ،٢ . ٧ . ۴ گ  زاره ی ب  ه ب  ن  ا
از پ  وچ ت  وان ع  ن  ص  ر t ک  ه ai = f + t ای  ن  رو از .aj ∈ nil(R) ،j ̸= i ه  ر ب  رای و ai = f ∈ R/nil(R)

R ͬ ک  ه  آن ج  ای   از .α = f + α١ پ  س .α١ = te+ a٢g٢ + · · ·+ angn و i = ١ ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. R
،α١ ̸= ٠ اگ  ر .α١ ∈ nil(R) ∗ S = nil(R ∗ S) ،٢ . ٣ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا اس  ت، ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی
اس  ت، خ  ودت  وان f چ  ون .α١k = ٠ ̸= αk−١١ ک  ه دارد وج  ود k ن  ام  ن  ف  ͬ و ͹  ص  ح  ی ع  دد آن گ  اه
از .ωgi(f) = ωgi(f)f ن  ت  ی  ج  ه در .ωgi(f)(١− f) = ٠ ،i ه  ر ب  رای ،٢ . ١ . ۴ ل  م ب  ن  اب  ر .f(١− f) = ٠
ن  ت  ی  ج  ه در f = ωgi(f)f ب  ن  اب  رای  ن .(١− ωgi(f))f = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در و (١− ωgi(f))ωgi(f) = ٠ ط  رف  ͬ

پ  س ،α٢ = α چ  ون .α١f = fα١ ل  ذا .f = ωgi(f)

٠ = (f + α١)(١− f − α١) = α١ − ٢fα١ − α٢١ .

ض  رب αk−٢١ در راس  ت س  م  ت از را α١٢ = (١− ٢f)α١ ع  ب  ارت ح  ال .α١٢ = (١− ٢f)α١ ب  ن  اب  رای  ن
ک  ه ،αk−١١ = ٠ اس  ت، وارون  پ  ذی  ر ١− ٢f ͬ ک  ه آن ج  ای   از .٠ = α١k = (١− ٢f)αk−١١ پ  س ͬ ک  ن  ی  م. م  

.α = f ن  ت  ی  ج  ه در و α١ = ٠ ل  ذا اس  ت. ت  ن  اق  ض
م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ، ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر
آن گ  اه ب  اش  د)، R روی ه  م  ان  ͬ درون  ری  خ  ت  ͬ ωm ،m ∈ S ه  ر ب  رای ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن (ب  ه ب  اش  د ب  دی  ه  ͬ
از ن  ت  ی  ج  ه ای ع  ن  وان ب  ه اس  ت. ́  ری  خ  ت ی   R[S] م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ا R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی

.Idem(R[S]) = Idem(R) داری  م ،٢ . ٨ . ۴ ق  ض  ی  ه ی
ف  رض ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  د. .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ٩ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R و م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) ک  ن  ی  م

اس  ت. آب  ل  ͬ R ∗ S
ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  د. R ح  ل  ق  ه ی از درون  ری  خ  ت  ͬ σ و {x} ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د م  ون  وئ  ی  د S ک  ن  ی  م ف  رض
.ωxi = σi ،xi ه  ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) ک  ن  ی  م ف  رض
R[x;σ] اری  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ا R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ای  ن ص  ورت در

اس  ت. ́  ری  خ  ت ی  
اگ  ر ب  اش  د. R ح  ل  ق  ه ی از درون  ری  خ  ت  ͬ σ و ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ١٠ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه

اس  ت. آب  ل  ͬ R[x;σ] و Idem(R[x;σ]) = Idem(R) آن گ  اه ب  اش  د، σ‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R

M ×N ،[١ . ١٣ ل  م ،۵٨] ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ب  اش  ن  د، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د دو M و N اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
.R[x, y] ∼= R[x][y] داری  م x, y م  ج  ه  ولات و R ح  ل  ق  ه ی ب  رای ط  رف  ͬ، از اس  ت. .u.p‐م  ون  وئ  ی  د ن  ی  ز

ب  ود. خ  واه  د ب  رق  رار ب  ع  دی ن  ت  ی  ج  ه  ب  ن  اب  رای  ن
R[x١, x٢, . . . , xn] ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ١١ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه

.Idem(R[x١, x٢, . . . , xn]) = Idem(R) و اس  ت آب  ل  ͬ



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ۶۶

́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب ع  ض  و دو دارای م  ون  وئ  ی  ده  ای ٣ . ۴
م  ت  ن  اه  ͬ و ن  ات  ه  ͬ م  ج  م  وع  ه  زی  ر دو ه  ر ب  رای اگ  ر ͬ ش  ود، م   ن  ام  ی  ده .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د٢۴ S م  ون  وئ  ی  د
ب  ه ص  ورت ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ع  ض  و دو AB ح  اص  ل ض  رب در ،| A | + | B |> ٢ ک  ه A,B ⊆ S

ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  ده  ای از خ  اص  ͬ ان  واع ق  ب  ل، ف  ص  ل در ͬ ش  ون  د. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر
و .a.n.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور ح  ال ش  دن  د. م  ع  رف  ͬ ( .u.p‐م  ون  وئ  ی  ده  ا ) ́  ت  ا ی  

ک  رد. ت  ع  ری  ف را .m.a.n.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ه  ر ب  رای اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م، م   ٢۵ .a.n.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د را S م  ون  وئ  ی  د .٣ . ١ . ۴ ت  ع  ری  ف
وج  ود AB ح  اص  ل ض  رب در ع  ن  ص  ر دو ح  داق  ل ،| A | + | B |> ٢ ک  ه S از B و A ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ
S م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د ه  م چ  ن  ی  ن، ͬ ش  ون  د. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه
S از B و A ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ی ه  ر ب  رای اگ  ر ͬ ش  ود م   ن  ام  ی  ده ٢۶ .m.a.n.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

ب  ه ط  ور ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود AB ح  اص  ل ض  رب در a٢b٢ و a١b١ ع  ض  و دو ،| A | + | B |> ٢ ک  ه
.b١, b٢ ∈ min(B) و a١, a٢ ∈ min(A) و ͬ ش  ون  د م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر رواب  ط ب  اش  د، م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≤) اگ  ر
اس  ت. پ  ذی  ر ح  ذف و ت  اب از ف  ارغ ج  اب  ه ج  ای  ͬ، م  ون  وئ  ی  د S

↓

اس  ت. م  وض  ع  ͬ م  رت  ب ک  ام  لا́ م  ون  وئ  ی  د (S,≤)

↙ ↘

اس  ت. .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ←− اس  ت. .m.a.n.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤)

↓ ↓

اس  ت. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤) ←− اس  ت. .a.n.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د (S,≤)

↓ ↓

اس  ت. .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ←− اس  ت. .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S

ک  ه ک  ردن  د ث  اب  ت [۶٢] ͬ  ́ ژی  م  ب  وس   و م  ازورک م  ارک  س، ش  د، ب  ی  ان ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه ه  م  ان ط  ور
ک  ام  لا́ م  ون  وئ  ی  ده  ای ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ن  ی  س  ت  ن  د. ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ب  الا ن  م  ودار در چ  پ س  م  ت رواب  ط
΁  ی ب  ه ͬ ت  وان  د م   ≤ ت  رت  ی  ب ف  رض، ب  ه ت  وج  ه ب  ا ه  س  ت  ن  د. .m.a.n.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د م  وض  ع  ͬ م  رت  ب
B و A اگ  ر اس  ت. اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د (S,≼) ب  ه ط  وری ک  ه ک  ن  د پ  ی  دا ت  ظ  ری  ف ≼ ک  ام  ل ت  رت  ی  ب
و min(A) م  ج  م  وع  ه ه  ای ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د، (S,≤) از ΁  ب  اری و آرت  ی  ن  ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای
ک  ه دارد وج  ود ( b١ ∈ min(B) (م  ت  ن  اظ  راً، a١ ∈ min(A) ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د. م  ت  ن  اه  ͬ min(B)

24Two unique product monoid
25Artinian narrow two unique product monoid
26Minimal Artinian narrow two unique product monoid



۶٧ راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر
وج  ود ( b٢ ∈ min(B) (م  ت  ن  اظ  راً، a٢ ∈ min(A) و ͬ ب  اش  د م   ≼ ت  رت  ی  ب ب  ه ن  س  ب  ت ع  ض  و ́  ت  ری  ن ک  وچ  
AB از ع  ض  وی دو a٢b٢ و a١b١ ب  وض  وح، اس  ت. ≼ ت  رت  ی  ب ب  ه ن  س  ب  ت ع  ض  و ب  زرگ  ت  ری  ن ک  ه دارد

ه  س  ت  ن  د. ب  رق  رار ب  ه وض  وح گ  زاره ه  ا ب  ق  ی  ه ی دارن  د. ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ن  م  ای  ش ک  ه ه  س  ت  ن  د
در آن ́  س ع   ͬ ده  د م   ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال اس  ت. .u.p‐م  ون  وئ  ی  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د ه  ر ب  ه وض  وح،

ͬ ب  اش  د. ن  م   ب  رق  رار ک  ل  ͬ ح  ال  ت
،x٣ ،x٢ ،x١ ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د م  ون  وئ  ی  د S ک  ن  ی  م ف  رض [١٠ ف  ص  ل ١٣ م  ث  ال ،٧١] .٣ . ٢ . ۴ م  ث  ال

ب  اش  د: ب  رق  رار زی  ر رواب  ط ک  ه ب  ه گ  ون  ه ای ب  اش  د X٣ ،X٢ ،X١

x١X١ = x٢X٣, x١X٢ = x٣X١, x١X٣ = x٢X٢, x٣X٢ = x٢X١.

زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای اس  ت. .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ش  د، داده ن  ش  ان [٧١] در ک  ه ه  م  ان ط  ور

A = {x١, x٢, x٣} و B = {X١, X٢, X٣}

ب  ه ط  ور ک  ه اس  ت AB ح  اص  ل ض  رب از ع  ض  وی ت  ن  ه  ا x٣X٣ ب  ه وض  وح، ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را S از
ن  ی  س  ت. .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د ام  ا اس  ت .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ای  ن رو از ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر
آن گ  اه ب  اش  د، S روی ب  دی  ه  ͬ ت  رت  ی  ب ≤ اگ  ر ش  د،  ب  ی  ان ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه ه  م  ان  ط  ور

ن  ی  س  ت. .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د ͬ ک  ه ح  ال   در اس  ت، .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S .u.p‐م  ون  وئ  ی  د 

ق  ب  ل ف  ص  ل در ب  اش  د. ٣ . ٢ . ٧ م  ث  ال در ش  ده ت  ع  ری  ف م  ون  وئ  ی  د S ک  ن  ی  م ف  رض .٣ . ٣ . ۴ م  ث  ال
ام  ا اس  ت .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د ن  ت  ی  ج  ه در و ͬ پ  ذی  رد م   اک  ی  د م  رت  ب ک  ام  لا́ ت  رت  ی  ب S ک  ه دادی  م ن  ش  ان

ن  ی  س  ت. .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر ۴ . ۴
راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای

ث  اب  ت ج  م  ل  ه ی اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ́  ه ی   R ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ی روی چ  ن  دج  م  ل  ه ای ΁  ی ک  ه ͬ دان  ی  م م  
ک  رد ث  اب  ت [٢ . ٨ م  ث  ال ،١٩] ͽ  م  رج در چ  ن٢٧ ب  اش  ن  د. پ  وچ ت  وان آن ض  رای  ب ب  ق  ی  ه ی و ́  ه ی   R در آن
در او ه  م چ  ن  ی  ن، ͬ ب  اش  د. ن  م   ب  رق  رار ک  ل  ͬ ح  ال  ت در ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ه  ای ب  رای ن  ت  ی  ج  ه ای  ن ک  ه
چ  ن  دج  م  ل  ه ای ح  ل  ق  ه ی ب  رای ک  رم  زاده٢٨ ت  وس  ط ک  ه ث  اب  ت، ح  اص  ل ض  رب ق  ض  ی  ه ی ،[١٨] ͽ  م  رج
ͽ  ت  وس  ی R[x;σ] اری  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ه را اس  ت، ش  ده ث  اب  ت [۵١] ͽ  م  رج در ج  اب  ه ج  ای  ͬ
داری  م ق  ص  د م  ا ب  خ  ش ای  ن در اس  ت. R ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی از س  ازگ  ار درون  ری  خ  ت  ͬ σ آن در دادک  ه

ده  ی  م. ͽ  ت  وس  ی R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ه را ͷ  ن  ت  ای ای  ن
27Chen
28Karamzadeh



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ۶٨
ب  راب  ر α ط  ول ͬ گ  وی  ی  م م   ،ai ̸= ٠ ،i ه  ر ب  رای ک  ه α = a١g١ + · · ·+ angn ∈ R ∗ S ع  ن  ص  ر ب  رای

ͬ ده  ی  م. م   ن  ش  ان ℓ(α) ب  ا آن را و اس  ت n
دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط ک  ه ب  اش  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S دل  خ  واه،  ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .١ . ۴ . ۴ ل  م
و ب  اش  د S‐ص  ل  ب ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ΁  ی ω : S −→ End(R) و
ب  ه گ  ون  ه ای ک  ه ب  اش  ن  د R ∗ S از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر β = b١h١ + · · ·+ bmhm و α = a١g١ + · · ·+ angn

ai٠bj٠ = c ،gi٠ = e = hj٠ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j٠ ≤ m و ١ ≤ i٠ ≤ n ای  ن ص  ورت در .αβ = c ∈ R

.aibj = ٠ ،i+ j ̸= i٠ + j٠ ه  ر ب  رای و
از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر β = b١h١ + · · · + bmhm و α = a١g١ + · · · + angn ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ح  ل  ق  ه ی R ،٢ . ٢ . ۴ گ  زاره ی ب  ه ب  ن  ا چ  ون ،c = ٠ اگ  ر .ℓ(β) = m و ℓ(α) = n ک  ه ب  اش  ن  د R ∗ S
ک  ه ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال اس  ت. ت  م  ام اث  ب  ات و aibj = ٠ ،j و i ه  ر ب  رای پ  س اس  ت، اری  ب S‐آرم  ن  داری  ز

اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ب  ه وض  وح n = ١ و m = ١ ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ع  م  ل m+ n روی اس  ت  ق  را ب  ا .c ̸= ٠
S چ  ون ب  اش  د. ب  رق  رار m+ n از ک  م  ت  ر م  ق  ادی  ر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه و m,n > ١ ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال،
gi١hj١ و gi٠hj٠ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j٠, j١ ≤ m و ١ ≤ i٠, i١ ≤ n ع  ن  اص  ر اس  ت، .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ن  م  ای  ش ،S از {h١, . . . , hm} و {g١, . . . , gn} زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای ح  اص  ل ض  رب در
ai٠ωgi٠ (bj٠) = c ،gi٠ = e = hj٠ پ  س ،αβ = c ̸= ٠ و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط S چ  ون دارن  د.
S‐س  ازگ  ار و ک  اه  ش  ͬ R پ  س اس  ت، S‐ص  ل  ب ح  ل  ق  ه ی R ͬ ک  ه آن ج  ای   از .ai١ωgi١ (bj١) = ٠ و
م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون .ai٠bj٠ = c پ  س ،ωgi٠ = idR چ  ون .ai١bj١ = ٠ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.
anbm = ٠ = bman اس  ت، ک  اه  ش  ͬ R چ  ون .j١ = m و i١ = n و i٠ = j٠ = ١ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م  

ن  ت  ی  ج  ه در و
bmc = bmαβ = (bma١e+ bma٢g٢ + · · ·+ bman−١gn−١)β.

،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای آن گ  اه ،α١ = bmα = ٠ اگ  ر .α١β = bmc پ  س .α١ = bmα ͬ ده  ی  م م   ق  رار
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ک  اه  ش  ͬ R زی  را ،aiωgi(bm) = ٠ ل  ذا و bmai = ٠

c = αβ = α(β − bmhm) = αβ١.

ه  ر ب  رای و a١b١ = c داری  م اس  ت  ق  را ف  رض ب  ه ب  ن  ا ،αβ١ = c و ℓ(α) + ℓ(β١) < m + n چ  ون
ه  ر ب  رای آن گ  اه ،bmc = ٠ اگ  ر .bmc = α١β و α١ ̸= ٠ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال .aibj = ٠ ،i+ j > ٢
اس  ت. اری  ب S‐آرم  ن  داری  ز ح  ل  ق  ه ی R چ  ون ،bmaibj = ٠ داری  م ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n − ١
،R ح  ل  ق  ه  ی ب  ودن ک  اه  ش  ͬ ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و bmaibm = ٠ ،١ ≤ i ≤ n − ١ ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن
،١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای پ  س اس  ت، S‐س  ازگ  ار و ک  اه  ش  ͬ R ͬ ک  ه آن ج  ای   از .bmai = ٠ = aibm

ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ش  د، ذک  ر ب  الا در آن چ  ه م  ان  ن  د و c = αβ = α(β − bmhm) ب  ن  اب  رای  ن .aiωgi(bm) = ٠
ب  ه ب  ن  ا ،ℓ(β) + ℓ(α١) < m+ n و α١β = bmc ̸= ٠ چ  ون .bmc ̸= ٠ ک  ن  ی  م ف  رض ای  ن  رو، از اس  ت.

اس  ت  ق  را ف  رض
bma١b١ = bmc ̸= ٠ و bma١bm = bma٢bm = . . . = bman−١bm = ٠



۶٩ راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر
ه  ر ب  رای اس  ت، ک  اه  ش  ͬ R ͬ ک  ه آن ج  ای   از .bmai = ٠ ،١ ≤ i ≤ n − ١ ه  ر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در و
و c = αβ = α(β − bmhm) ب  ن  اب  رای  ن .aiωgi(bm) = ٠ ن  ت  ی  ج  ه در و bmai = ٠ = aibm ،١ ≤ i ≤ n

اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ش  د، ب  ی  ان ق  ب  ل ح  الات در ک  ه آن چ  ه ه  م  ان  ن  د اس  ت  ق  را ب  ه ب  ن  ا ل  ذا
١ . ۴ . ۴ ق  ض  ی  ه ی  در دارد“ ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط S ” ف  رض ک  ه ͬ ده  د م   ن  ش  ان ب  ع  دی م  ث  ال
ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω و {x, x−١} ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د م  ون  وئ  ی  د S اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اس  ت. ض  روری
́  ری  خ  ت ی   R[x, x−١] ل  وران چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ب  ا R ∗ S آن گ  اه ب  اش  د، ب  دی  ه  ͬ م  ون  وئ  ی  دی

اس  ت.
a ک  ن  ی  م ف  رض .|Idem(R)| ≥ ٣ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د دل  خ  واه ح  ل  ق  ه  ای R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ۴ . ۴ م  ث  ال
R[x, x−١] از ع  ن  اص  ری β = (١− a)x−١ + ax و α = ax−١ +(١− a)x و R از ب  دی  ه  ͬ غ  ی  ر خ  ودت  وان

ن  ی  س  ت. ه  م  ان  ͬ β و α ض  رای  ب از ح  اص  ل ض  رب  ͬ ͸  ه  ی ام  ا αβ = ١ ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  ن  د.
،R از σ درون  ری  خ  ت  ͬ ب  رای ک  ه ب  اش  د ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض [٣ . ٢ ل  م ،١٨] .٣ . ۴ . ۴ ل  م
σ−١(P ) و σ(P ) دو ه  ر آن گ  اه ب  اش  د، R از م  ی  ن  ی  م  ال  ͬ اول ای  دآل P اگ  ر اس  ت. σ‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی

ه  س  ت  ن  د. P در م  ش  م  ول
ث  اب  ت R σ‐س  ازگ  ار و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ی ب  رای [٢ . ۴ ق  ض  ی  ه ،١٨] ͽ  م  رج در چ  ن
g = b٠ + b١x+ · · ·+ bmxm و f = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n و R از ن  اص  ف  ری ع  ن  ص  ر c اگ  ر ک  ه ک  رد
دارن  د وج  ود R در a و r ع  ن  اص  ر و b٠a٠ = c آن گ  اه ،gf = c ک  ه ب  اش  ن  د R[x;σ] از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر
از ح  اص  ل ض  رب  ͬ ی  ا f(x) ض  رای  ب از ͬ  ́ ی   a و r = bpa ،٠ ≤ p ≤ m ب  رخ  ͬ ب  رای و rf(x) = ac ک  ه
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ه را ͷ  ن  ت  ای ب  ع  دی، ای  ن ق  ض  ی  ه ی در اس  ت. f(x) ض  رای  ب از ع  ض  و m ح  داک  ث  ر

اس  ت. .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R آن  در ک  ه ͬ ده  ی  م م   ͽ  ت  وس  ی R ∗ S اری  ب
΁  ی ف  ق  ط ک  ه ب  اش  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .۴ . ۴ . ۴ ق  ض  ی  ه
ع  ن  ص  ر α = a١g١ + · · · + angn و م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر
ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر اگ  ر ب  اش  د. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ب  اش  د. R ∗ S از ن  اص  ف  ری
و ١ ≤ i٠ ≤ n آن گ  اه ،αβ = c ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود c ∈ R و β = b١h١ + · · ·+ bmhm ∈ R ∗ S

ک  ه دارد وج  ود R در r ̸= ٠ و a ع  ن  اص  ر و ai٠bj٠ = c ،gi٠ = e = hj٠ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j٠ ≤ m

اس  ت. پ  وچ ت  وان bj ،j ̸= j٠ ه  ر ب  رای ب  اش  د، ́  ه ی   R در ai٠ اگ  ر ب  ه ع  لاوه، .rβ = ac

ͬ گ  ی  ری  م: م   ن  ظ  ر در را زی  ر ح  ال  ت دو ب  ره  ان.
.αβ = ٠ داردک  ه را ط  ول ک  م  ت  ری  ن β ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   .c = ٠ اول. ح  ال  ت

و α = a١g١ ب  ن  اب  رای  ن .n = ١ ک  ن  ی  م ف  رض
٠ = (a١g١)(b١h١ + · · ·+ bmhm) = a١ωg١(b١)g١h١ + · · ·+ a١ωg١(bm)g١hm.

.g١hi ̸= g١hj ،i ̸= j ه  ر ب  رای ه  س  ت  ن  د، ح  ذف پ  ذی  ر .u.p‐م  ون  وئ  ی  ده  ا ،[١ . ١ ل  م ،١۶] ب  ه ب  ن  ا چ  ون
،j ه  ر ب  رای R ب  ودن S‐س  ازگ  ار ب  ه ب  ن  ا ل  ذا و a١ωg١(bj) = ٠ ،١ ≤ j ≤ m ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن

.a١bj = ٠



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ٧٠
ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون .n ≥ ٢ ک  ن  ی  م ف  رض
ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور S از {h١, . . . , hm} و {g١, . . . , gn} م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ح  اص  ل ض  رب در gihj

پ  س .i = j = ١ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد
ب  ن  اب  رای  ن .b١a١ = ٠ اس  ت، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون .a١b١ = ٠ ل  ذا و a١ωg١(b١) = ٠

٠ = αβa١ = (a١g١ + · · ·+ angn)(b٢ωh٢(a١)h١ + · · ·+ bmωhm(a١)hm).

پ  س ͬ ک  ن  د، م   ص  دق αβ = ٠ راب  ط  ه ی در ک  ه اس  ت ط  ول ک  م  ت  ری  ن دارای β چ  ون
b٢ωh٢(a١) = · · · = bmωhm(a١) = ٠

ای  ن رو از اس  ت. S‐س  ازگ  ار و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R زی  را ،bia١ = ٠ = a١bi ل  ذا و
٠ = αβ = (a٢g٢ + · · ·+ angn)(b١h١ + · · ·+ bmhm).

ب  ن  اب  رای  ن  ،α١β = ٠ ک  ه اس  ت n از ک  م  ت  ر ℓ(α١) چ  ون .α١ = a٢g٢ + · · · + angn ͬ ده  ی  م م   ق  رار
اس  ت. ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه و rβ = ٠ ک  ه دارد وج  ود ٠ ̸= r ∈ R

ℓ(β) = ١ ک  ه β ∈ R ∗ S ه  ر ب  رای ک  ه ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا .c ̸= ٠ ک  ن  ی  م ف  رض دوم. ح  ال  ت
.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون .c = αβ = αb١h١ پ  س .٠ ̸= β = b١h١ ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه
از .aiωgi(b١) = c و gi = e = h١ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ i ≤ n پ  س دارد، ́  ه ی   ΁  ی ف  ق  ط ک  ه اس  ت
ب  ود. خ  واه  د a = ١ و r = ai ح  ال  ت  ای  ن در .aiβ = c ل  ذا .aib١ = c پ  س ،ωgi = idR ͬ ک  ه آن ج  ای  

،ℓ(α) = ١ اگ  ر ͬ ک  ن  ی  م. م   ع  م  ل ℓ(α) = n روی اس  ت  ق  را ب  ا .ℓ(β) = m ≥ ١ ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
آن گ  اه

c = αβ = a١g١(b١h+ b٢h٢ + · · ·+ bmhm).

ب  دون .a١ωg١(bj٢) = ٠ و a١ωg١(bj١) = c ،g١ = e = hj١ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j١, j٢ ≤ m ب  ن  اب  رای  ن
ح  ل  ق  ه ی R و ωg١ = idR چ  ون .j٢ = m و j١ = ١ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن

ل  ذا .a١bm = ٠ و a١b١ = c پ  س اس  ت، S‐س  ازگ  ار

c = αβ = a١e(b١e+ b٢h٢ + · · ·+ bm−١hm−١).

ب  ا ع  ن  ص  ر ه  ر ب  رای ک  ه ک  ن  ی  م ف  رض ب  ن  اب  رای  ن ب  ود. خ  واه  د a = ١ و r = a١ ح  ال  ت ای  ن در
اس  ت، .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د M و αβ = c چ  ون ب  اش  د. ب  رق  رار n ≥ ٢ و ℓ(α) = n از ک  م  ت  ر ط  ول
در gi١hj١ و gi٠hj٠ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j٠, j١ ≤ m و ١ ≤ i٠, i١ ≤ n ن  اص  ف  ر و ͹  ص  ح  ی اع  داد
ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ص  ورت S از {h١, . . . , hm} و {g١, . . . , gn} زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای ح  اص  ل ض  رب
ai٠ωgi٠ (bj٠) = c ،gi٠ = e = hi٠ پ  س دارد، ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط S چ  ون ͬ ش  ون  د. م   داده ن  م  ای  ش
و ai٠bj٠ = c پ  س اس  ت، S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R و ωgi٠ = idR ͬ ک  ه آن ج  ای   از .ai١ωgi١ (bj١) = ٠ و
.j١ = m و i١ = n ،i٠ = j٠ = ١ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون .ai١bj١ = ٠
آن گ  اه ،αbk = ٠ داش  ت  ه ب  اش  ی  م ،k ̸= ١ ه  ر ب  رای اگ  ر .anbm = ٠ و a١b١ = c ،g١ = e = h١ ب  ن  اب  رای  ن



٧١ راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر
و r = a١ ح  ال  ت ای  ن در .a١β = c ل  ذا .a١bk = ٠ ،k ̸= ١ ه  ر ب  رای ،R ب  ودن S‐س  ازگ  ار ب  ه ب  ن  ا
ح  ال  ت دو .αbk ̸= ٠ ک  ه دارد وج  ود k ̸= ١ م  ث  ب  ت و ͹  ص  ح  ی ع  دد ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال .a = ١

ͬ گ  ی  ری  م: م   ن  ظ  ر در را زی  ر
αbm ̸= ٠ داری  م R ح  ل  ق  ه ی ب  ودن S‐س  ازگ  ار و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ب  ن  اب  ر .k = m ک  ن  ی  م ف  رض ال  ف)
اس  ت ک  م  ت  ر α ط  ول از آن ط  ول ک  ه اس  ت R ∗ S ح  ل  ق  ه ی از ن  اص  ف  ری ع  ض  و bmα چ  ون .bmα ̸= ٠ و
و rβ = abmc ک  ه دارد وج  ود R در r ̸= ٠ و a ع  ن  اص  ر اس  ت  ق  را، ف  رض ب  ه ب  ن  ا پ  س ،bmαβ = bmc و

اس  ت. ت  م  ام اث  ب  ات
،١ ≤ r ≤ t ه  ر ب  رای ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ t ≤ m ب  ن  اب  رای  ن .αbk ̸= ٠ و k ̸= m ک  ن  ی  م ف  رض ب)
ت  غ  ی  ی  ر را β در ج  م  لات ت  رت  ی  ب ͬ ت  وان م   ل  زوم (درص  ورت αbs = ٠ ،t < s ≤ m ه  ر ب  رای و αbr ̸= ٠

ل  ذا داد).
c = αβ = α(b١h١ + · · ·+ btht).

ح  اص  ل ض  رب در aibr ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ r ≤ t و ١ ≤ i ≤ n اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون
ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور S از {g١ = e, g٢, . . . , gn} و {h١ = e, . . . , ht} زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای
پ  س ،g١ = e = h١ و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط ک  ه اس  ت .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون ͬ ش  ود. م   داده
م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون .aibr = ٠ ،R ب  ودن ‐س  ازگ  ار S ب  ه ب  ن  ا ل  ذا و aiωgi(br) = ٠
α ط  ول از ک  م  ت  ر btα ط  ول ل  ذا .anbt = btan = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .r = t و i = n ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م  
ح  ال  ت، ای  ن در .rβ = a′btc ک  ه دارن  د وج  ود R در ٠ ̸= r و a′ ع  ن  اص  ر پ  س .btαβ = btc و اس  ت

.a = a′bt

پ  وچ ت  وان bj ،j > ١ ه  ر ب  رای ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت ب  اش  د. ́  ه ی   R در a١ ک  ه ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف .R = R/P و ب  اش  د R از م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دآل P ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت.
R ∗ S ب  ن  اب  رای  ن .ωm(a) = ωm(a) ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ،ω(m) = ωm ک  ه ω : S −→ End(R/P )

ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای چ  ون اس  ت. ω م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ب  ا اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی
ن  ش  ان اس  ت. دام  ن  ه R = R/P ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت R از اول ک  ام  لا́ ای  دآل P ه  س  ت  ن  د، ٢ ‐اول  ی  ه
در و ab ∈ P آن گ  اه ،ab = ٠ ،a, b ∈ R ه  ر ب  رای اگ  ر اس  ت. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R ͬ ده  ی  م م  
ف  رض ́  س؛ ب  رع   .āωm(b) = ٠ ل  ذا و aωm(b) ∈ P ،٣ . ۴ . ۴ ل  م ب  ه ب  ن  ا پ  س .b ∈ P ی  ا a ∈ P ن  ت  ی  ج  ه
،٣ . ۴ . ۴ ل  م ب  ه ب  ن  ا ل  ذا .ωm(b) ∈ P ی  ا a ∈ P ن  ت  ی  ج  ه در و aωm(b) ∈ P پ  س .āωm(b) = ٠ ک  ن  ی  م

.ab = ٠ ب  ن  اب  رای  ن و ab ∈ P

.β ̸= ٠ ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. ت  م  ام اث  ب  ات و bj ∈ P ،١ ≤ j ≤ m ه  ر ب  رای آن گ  اه ،β = ٠ اگ  ر
R در ٠ ̸= r و a ع  ن  اص  ر پ  س ،R ∗ S در αβ = c ͬ ک  ه آن ج  ای   از .α ̸= ٠ پ  س اس  ت، ́  ه ی   a١ چ  ون
،r ̸∈ P چ  ون .rbj ∈ P ن  ت  ی  ج  ه در و rbj = ٠ ،j ̸= ١ ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .rβ = āc ک  ه دارد وج  ود
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، دل  خ  واه  ͬ م  ی  ن  ی  م  ال اول ای  دال P ͬ ک  ه ازآن ج  ای   .bj ∈ P ،j ̸= ١ ه  ر ب  رای پ  س

اس  ت. ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی R زی  را .bj ∈ nil∗(R) = nil(R) ،j ̸= ١ ه  ر ب  رای
ف  ق  ط ک  ه ب  اش  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .۵ . ۴ . ۴ ق  ض  ی  ه



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ٧٢
α = a١g١ + · · · + angn و م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی
ع  ن  ص  ر اگ  ر ب  اش  د. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. R ∗ S از ن  اص  ف  ری ع  ن  ص  ر
و ١ ≤ i٠ ≤ n آن گ  اه ،αβ = c ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود R ∗ S در β = b١h١ + · · ·+ bmhm و c ∈ R

ک  ه دارد وج  ود R در ٠ ̸= r و a ع  ن  اص  ر و ai٠bj٠ = c ،gi٠ = e = hj٠ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j٠ ≤ m

اس  ت. پ  وچ ت  وان ai ،i ̸= i٠ ه  ر ب  رای آن گ  اه ب  اش  د، R در ́  ه ای ی   ع  ن  ص  ر bj٠ اگ  ر .αr = ca

ͬ ش  ود. م   ث  اب  ت ،۴ . ۴ . ۴ ق  ض  ی  ه ی م  ش  اب  ه ب  ره  ان.
و دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ی از س  ازگ  اری درون  ری  خ  ت  ͬ σ ک  ن  ی  م ف  رض [٢ . ۴ ق  ض  ی  ه ،١٨] .۶ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
c ∈ R ع  ن  ص  ر اگ  ر ب  اش  د. R[x;σ] در ن  اص  ف  ری ع  ن  ص  ر f = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n و R ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر
و b٠a٠ = c آن گ  اه ،gf = c ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود R[x;σ] در g = b٠ + b١x + · · · + bmxm و
ب  اش  د، ́  ه ی   R در b٠ اگ  ر ای  ن، ب  ر ع  لاوه .rf(x) = ac ک  ه دارن  د وج  ود R در ٠ ̸= r و a ع  ن  اص  ر

ه  س  ت  ن  د. پ  وچ ت  وان ه  م  ·  ͬ an ،. . . ،a٢ ،a١ آن گ  اه
ک  رد. م  ع  رف  ͬ R[S] م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  رای را م  ΁ ک  وی خ  اص  ی  ت ،[۴٢] ͽ  م  رج در ه  اش  م  ͬ
R[S] م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی از ع  ن  اص  رن  اص  ف  ری β و α و م  ون  وئ  ی  د S دل  خ  واه، ح  ل  ق  ه  ای R ک  ن  ی  م ف  رض
ع  ن  ص  ر آن گ  اه ،αβ = ٠ اگ  ر ͬ ش  ود، م   ن  ام  ی  ده راس  ت S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R ح  ل  ق  ه ی ب  اش  ن  د.
ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور چ  پ S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی .αr = ٠ ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر
ب  ر ش  د. داده ͽ  ت  وس  ی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ه م  ΁ ک  وی ش  رای  ط ،[٢] ͽ  م  رج در ͬ ش  ود. م  
ه  ر ب  رای اگ  ر ͬ ش  ود، م   ن  ام  ی  ده راس  ت اری  ب S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R ،[١٢ . ٢ ت  ع  ری  ف ،٢] اس  اس
ع  ن  ص  ر ،αβ = ٠ ک  ه R ∗ S در β = b١h١ + · · ·+ bmhm و α = a١g١ + · · ·+ angn ع  ن  اص  ر از ج  ف  ت
ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور چ  پ اری  ب S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی .αr = ٠ ک  ه دارد وج  ود r ∈ R ن  اص  ف  ر
R ͬ گ  وی  ی  م م   ب  اش  د، چ  پ اری  ب S‐م  ΁ ک  وی ه  م راس  ت اری  ب S‐م  ΁ ک  وی ه  م R اگ  ر ͬ ش  ود. م  

اس  ت. S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی
ک  ه ب  اش  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض [٢ ق  ض  ی  ه ،٧٠] .٧ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط

اس  ت. اری  ب S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی R آن گ  اه ب  اش  د،  S‐س  ازگ  ار

ف  ق  ط ک  ه ب  اش  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٨ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
R ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی
ع  ن  اص  ر β = b١h١ + · · ·+ bmhm و α = a١g١ + · · ·+ angn و c ∈ R و ب  اش  د س  ازگ  ار ‐S ح  ل  ق  ه ا ی
،{i١, · · · , it, it+١} ⊆ {١, · · · , n} ب  رخ  ͬ ب  رای ای  ن ص  ورت در .αβ = c ک  ه ب  اش  ن  د R ∗ S از ن  اص  ف  ری

.ai١ · · · aitait+١β = ai١ai٢ · · · aitc ی  ا ai١ · · · aitβ = ٠
وج  ود ١ ≤ j١ ≤ m و ١ ≤ i١ ≤ n اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون .c = ٠ ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ب  ه ص  ورت S از {h١, . . . , hm} و {g١, . . . , gn} م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ح  اص  ل ض  رب در gi١hj١ ک  ه دارد



٧٣ راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر
.j١ = ١ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر

داری  م اس  ت، ج  اب  ه ج  ای  ͬ ن  ی  م R چ  ون .ai١ωgi١ (b١) = ٠ ب  ن  اب  رای  ن
٠ = ai١αβ = (ai١a١g١ + · · ·+ ai١amgn)(b١h١ + · · ·+ bmhm)

= (ai١a١g١ + · · ·+ ai١angn)(b٢h٢ + · · ·+ bmhm).

در gi٢hj٢ ک  ه دارد وج  ود ٢ ≤ j٢ ≤ m و ١ ≤ i٢ ≤ n اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون م  ج  دداً
ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور S از {h٢, . . . , hm} و {g١, . . . , gn} م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ح  اص  ل ض  رب
ب  ن  اب  رای  ن .j٢ = ٢ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون ͬ ش  ود. م   داده ن  ش  ان

داری  م اس  ت، ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ R چ  ون .ai١ai٢ωgi٢ (b٢) = ٠
٠ = ai١ai٢αβ = (ai١ai٢a١g١ + · · ·+ ai١ai٢amgn)(b١h١ + · · ·+ bmhm)

= (ai١ai٢a١g١ + · · ·+ ai١ai٢angn)(b٣h٣ + · · ·+ bmhm).

.ai١ai٢ · · · aimβ = ٠ داری  م ،{i١, . . . , im} ⊆ {١, . . . , n} ب  رخ  ͬ ب  رای رون  د ای  ن ادام  ه ی ب  ا
S چ  ون .ai١ai٢ . . . aitc ̸= ٠ ،{i١, i٢, . . . , it} ⊆ {١, . . . , n} ه  ر ب  رای ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
دارد وج  ود ١ ≤ j٠, j١ ≤ m و ١ ≤ i٠, i١ ≤ n م  ث  ب  ت و ͹  ص  ح  ی ع  دده  ای اس  ت، .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د

S از {h١, . . . , hm} و {g١, . . . , gn} زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای ح  اص  ل ض  رب از ع  ن  ص  ر دو gi١hj١ و gi٠hj٠ ک  ه
ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط S و αβ = c چ  ون ͬ ش  ون  د. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور ک  ه  ه  س  ت  ن  د
ح  ل  ق  ه ی R و ωgi٠ = idR چ  ون .ai١ωgi١ (bj١) = ٠ و ai٠ωgi٠ (bj٠) = c ،gi٠ = e = hj٠ پ  س دارد ́  ه ی  
ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون .ai١bj١ = ٠ و ai٠bj٠ = c پ  س اس  ت، S‐س  ازگ  ار

داری  م اس  ت S‐س  ازگ  ار و ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ R چ  ون .j١ = m و i٠ = j٠ = ١ ک  رد
ai١c = ai١αβ = (ai١a١e+ ai١a٢g٢ + · · ·+ ai١angn)(b١e+ b٢h٢ + · · ·+ bm−١hm−١).

ح  اص  ل ض  رب در gi٢hj٢ ع  ن  ص  ر ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j٢ ≤ m و ١ ≤ i٢ ≤ n ب  ن  اب  رای  ن
ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور S از {h١ = e, h٢, . . . , hm−١} و {g١ = e, g٢, . . . , gn} زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای
ف  رض م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون .ai١ai٢ωgi٢ (bj٢) = ٠ = ai١ai٢bj٢ ل  ذا ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش

داری  م اس  ت، ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ R چ  ون م  ج  دداً .j٢ = m− ١ ک  ن  ی  م
ai١ai٢c = ai١ai٢α(b١e+ b٢h٢ + · · ·+ bm−٢hm−٢).

،{i١, . . . , it} ⊆ {١, . . . , n} ب  رخ  ͬ ب  رای ک  ه ک  رد ث  اب  ت ͬ ت  وان م   رون  د ای  ن ادام  ه ی ب  ا
ai١ai٢ · · · aitc = ai١ai٢ · · · aitαb١e.

ب  ن  اب  رای  ن
ai١ai٢ · · · aita١β = ai١ai٢ · · · aitc

اس  ت. ت  م  ام اث  ب  ات و



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ٧۴
ح  ل  ق  ه ا ی R از σ درون  ری  خ  ت  ͬ ب  رای ک  ه ب  اش  د ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٩ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر g = b٠ + b١x+ · · ·+ bmxm و f = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n و ب  اش  د σ‐س  ازگ  ار

،{i١, · · · , it} ⊆ {١, · · · , n} ب  رخ  ͬ ب  رای و a٠b٠ = c ای  ن ص  ورت در .fg = c ∈ R ک  ه ب  اش  د R[x;σ]

.ai١ai٢ · · · aitait+١g = ai١ai٢ · · · aitc ی  ا ai١ai٢ · · · aitait+١g = ٠

در ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   م  ش  خ  ص را R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر ب  ع  دی گ  زاره ی در
دارد. ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط ک  ه اس  ت .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R آن

ب  اش  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S راس  ت، دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا  ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١٠ . ۴ . ۴ گ  زاره
ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط ک  ه
ای  ن ص  ورت در اس  ت. S‐س  ازگ  ار آن از ای  دآل ه  ر ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R

ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ١ ≤ i٠ ≤ n اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ́  ه ی   ٠ ̸= α = a١g١ + · · ·+ angn ∈ R ∗ S

اس  ت. پ  وچ ت  وان ai ،i ̸= i٠ ه  ر ب  رای و ai٠ ∈ U(R) ،gi٠ = e

دارد وج  ود ٠ ̸= β = b١h١ + · · · + bmhm ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ́  ه ی   α ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
اع  داد دارد، ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط ک  ه اس  ت .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون .βα = ١ و αβ = ١ ک  ه
{g١, . . . , gn} م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ح  اص  ل ض  رب در gi٠hj٠ ک  ه دارد وج  ود j٠ و i٠ م  ث  ب  ت و ͹  ص  ح  ی
و gi٠ = e = hj٠ و ͬ ش  ود م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ص  ورت S از {h١, . . . , hm} و
ͬ ت  وان م   م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون .ai٠bj٠ = ١ پ  س ،ωgi٠ = idR چ  ون .ai٠ωgi٠ (bj٠) = ١
اس  ت. خ  ودت  وان b١a١ ل  ذا و b١a١b١a١ = b١a١ پ  س .a١b١ = ١ ب  ن  اب  رای  ن .i٠ = j٠ = ١ ک  رد ف  رض
پ  س اس  ت، آب  ل  ͬ ح  ل  ق  ه ی R و خ  ودت  وان b١a١ چ  ون .a١b١a١ = a١ پ  س ،a١b١ = ١ ͬ ک  ه آن ج  ای   از
΁  ی R ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی (ی  ع  ن  ͬ، b١a١ = ١ ل  ذا .b١a٢١b١ = a١b١ = ١ ن  ت  ی  ج  ه در و b١a٢١ = a١
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ́  ه ی   R در b١ ای  ن  رو از اس  ت). م  ت  ن  اه  ͬ د.د.ک  ی  ن  د ح  ل  ق  ه ی

اس  ت. پ  وچ ت  وان ai ،i ̸= ١ ه  ر ب  رای ،۵ . ۴ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا آن گ  اه ب  اش  د،
R/nil(R) پ  س اس  ت، NI‐ح  ل  ق  ه R چ  ون ب  اش  د. راس  ت دوو ح  ل  ق  ه ی R ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال
ب  ا ωm ب  ن  اب  رای  ن .ωm(nil(R)) ⊆ nil(R) ،٢ . ٣ . ۴ ل  م ب  ه ب  ن  ا ،m ∈ S ه  ر ب  رای اس  ت. ک  اه  ش  ͬ
پ  س اس  ت. R = R/nil(R) از درون  ری  خ  ت  ͬ ( ā ∈ R/nil(R) ه  ر ب  رای ) ωm(a) = ωm(a) ت  ع  ری  ف
.ω(m) = ωm ب  ه ط  وری ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف را ω : S −→ End(R/nil(R)) م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ
اس  ت. S‐ص  ل  ب ح  ل  ق  ه ی R ای  ن  رو از اس  ت. ک  اه  ش  ͬ و S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R = R/nil(R) ل  ذا
،١ . ۴ . ۴ ل  م ب  ه ب  ن  ا دارد، ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط ک  ه اس  ت .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و αβ = ١ چ  ون
،i+ j ̸= i١ + j١ ه  ر ب  رای و ai١bj١ = ١ ،gi١ = e = hj١ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j١ ≤ m و ١ ≤ i١ ≤ n

پ  س .i١ = j١ = ١ ب  ن  اب  رای  ن ،g١ = e = h١ و دارد ́  ه ی   ع  ض  و ΁  ی ف  ق  ط S چ  ون ط  رف  ͬ، از .aibj = ٠
اس  اس ب  ر .aib١ = ٠ ،i ≥ ٢ ب  رای و a١b١ = ١ ای  ن  رو، از .aibj = ٠ ،i+ j > ٢ ه  ر ب  رای و a١b١ = ١
ai ،i ≥ ٢ ب  رای پ  س اس  ت. ́  ه ی   b١ ن  ت  ی  ج  ه  در و b١a١ = ١ ش  د، ذک  ر ق  ب  ل پ  اراگ  راف در ک  ه آن  چ  ه

اس  ت. پ  وچ ت  وان



٧۵ راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای روی اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ́  ه ی   ع  ن  اص  ر
داری  م ،٢ . ٣ . ۴ ق  ض  ی  ه ب  ن  اب  ر ب  اش  ن  د. پ  وچ ت  وان an ،. . . ،a٢ و ́  ه ی   a١ ک  ن  ی  م ف  رض ́  س؛ ب  رع  
راس  ت دوو و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ه  ای چ  ون .a٢g٢ + · · · + angn ∈ nil(R) ∗ S = nil(R ∗ S)

ای  ن  رو از اس  ت. ٢ ‐اول  ی  ه ن  ی  ز R ∗ S ح  ل  ق  ه ی ،۶ . ٢ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ه  س  ت  ن  د، ب  ن  ا ٢ ‐اول  ی  ه ح  ل  ق  ه ی
ب  ن  اب  رای  ن .nil(R ∗ S) ⊆ J(R) ،[٣٢ . ١٠ ل  م ،۵٧] ب  ن  اب  ر ن  ت  ی  ج  ه در .nil(R ∗ S) = nil∗(R ∗ S)

.α ∈ U(R ∗ S) ل  ذا و a٢g٢ + · · ·+ angn ∈ J(R ∗ S)

اس  ت. .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د ن  ی  ز M ×N ب  اش  ن  د، .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د دو N و M اگ  ر  .١١ . ۴ . ۴ ت  ذک  ر
.B = {(g′j , h′j) ∈ M ×N} و A = {(gi, hi) ∈ M ×N | i = ١,٢, . . . , p} ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
gi١g

′
j١ و gi٠g′j٠ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ j٠, j١ ≤ q و ١ ≤ i٠, i١ ≤ p اس  ت، .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د M چ  ون

ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ص  ورت M از {g′١, . . . , g′q} و {g١, . . . , gp} زی  رم  ج  م  وع  ه ی دو ح  اص  ل ض  رب در
و ١ ≤ ℓ٠, ℓ١ ≤ p ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د ن  ی  ز N ه  م چ  ن  ی  ن ͬ ش  ون  د. م   داده ن  ش  ان
و {h١, . . . , hp} م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو ح  اص  ل ض  رب در hℓ١h

′
t١ و hℓ٠h′t٠ ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ t٠, t١ ≤ q

و (gi٠ , hℓ٠)(g′i٠ , h
′
t٠) ب  ه وض  وح ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ط  ور N از {h′١, . . . , h′q}

ه  س  ت  ن  د. M ×N ح  اص  ل ض  رب در ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ع  ض  و دو (gi١ , hℓ١)(g
′
j١ , h

′
t١)

راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ی از س  ازگ  ار درون  ری  خ  ت  ͬ σ ک  ن  ی  م ف  رض .١٢ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. R

.U(R[x;σ]) = U(R) + nil(R[x])x ال  ف)
و ́  ه ی   f ث  اب  ت ج  م  ل  ه ی اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت، ́  ه ی   R[x١, . . . , xn] از f ص  ف  ر غ  ی  ر ع  ن  ص  ر ب)

ب  اش  ن  د. پ  وچ ت  وان ض  رای  ب ب  ق  ی  ه ی
ن  ظ  ر در ωxi = σi و x ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د م  ون  وئ  ی  د را S ،١٠ . ۴ . ۴ گ  زاره ی در اگ  ر ال  ف) ب  ره  ان.

اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ب  ·  ی  ری  م
ͬ ش  ود. م   ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ،١٠ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه ی و ١١ . ۴ . ۴ ت  ذک  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ب)

R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ͬ ت  وان  ی  م م   آم  ده ب  دس  ت ͷ  ن  ت  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال
ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ش  خ  ص را

ب  اش  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S راس  ت، دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١٣ . ۴ . ۴ گ  زاره
ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط ک  ه
ای  ن ص  ورت در اس  ت. S‐س  ازگ  ار آن از ای  دآل ه  ر ب  اش  دب  ه ط  وری ک  ه S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R

و ب  اش  د ت  م  ی  ز R در a١ ،g١ = e اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ت  م  ی  ز α = a١g١ + a٢g٢ + · · ·+ angn ∈ R ∗ S

ب  اش  د. پ  وچ ت  وان ai ،i ̸= ١ ه  ر ب  رای
اس  ت. ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه ،١٠ . ۴ . ۴ گ  زاره ی و ٢ . ٨ . ۴ ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ره  ان.



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ٧۶
.t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ک  ه ب  اش  د S‐س  ازگ  ار و راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی R ک  ن  ی  م ف  رض
ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر ΁  ی ف  ق  ط ک  ه اس  ت
R ∗ S از ت  م  ی  ز ع  ن  ص  ر ه  ر ای  ن  رو، از اس  ت. آب  ل  ͬ R ∗ S اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ،٢ . ٩ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه ی

ͬ ب  اش  د. م   ن  ی  ز ت  م  ی  ز ق  وی  اً
راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ی از س  ازگ  ار درون  ری  خ  ت  ͬ σ ک  ن  ی  م ف  رض .١۴ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه

آن گ  اه ب  اش  د، σ‐س  ازگ  ار آن از ای  دآل ه  ر اگ  ر ب  اش  د. R
.cln(R[x;σ]) = cln(R) + nil(R[x;σ])x = cln(R) + (nil(R)[x;σ])x ال  ف)

ت  م  ی  ز آن ث  اب  ت ج  م  ل  ه ی اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ت  م  ی  ز R[x١, x٢, . . . , xn] از f ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ب)
ب  اش  د. پ  وچ ت  وان آن ض  رای  ب ب  ق  ی  ه ی و ب  اش  د

اس  ت. ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه ١٣ . ۴ . ۴ گ  زاره  از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ره  ان.
΁  ی ف  ق  ط ک  ه ب  اش  د .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S راس  ت، دوو و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض
و g ̸= e ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و دارد ́  ه ی   ع  ن  ص  ر
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ن  اب  رای  ن .α = ١g ̸∈ cln(R ∗S) ب  ن  اب  رای  ن و ١ ̸∈ nil(R) چ  ون .α = ١g ∈ R ∗S

چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ای ح  ل  ق  ه ی ،R ح  ل  ق  ه ی ب  رای ن  ت  ی  ج  ه، ΁  ی ب  ه ع  ن  وان ن  ی  س  ت. ت  م  ی  ز ح  ل  ق  ه ی اری  ب
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ع  ن  اص  ر ت  م  ی  ز‐پ  وچ ادام  ه، در .[١٣ گ  زاره ،۶٩] ͬ ب  اش  د ن  م   ت  م  ی  ز ه  رگ  ز R[x]

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ش  خ  ص را R ∗ S اری  ب
ه  م  ری  خ  ت  ͬ و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١۵ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
در ب  اش  د. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R)

ب  ه ط  وری ک  ه α = a١g١ + . . . + angn اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ت  م  ی  ز‐پ  وچ α ∈ R ∗ S ص  ورت ای  ن
.ai ∈ nil(R) ،i ≥ ٢ ه  ر ب  رای و a١ ∈ nil− cln(R) ،g١ = e

ͬ آی  د. م   ب  دس  ت ن  ت  ی  ج  ه ٢ . ٨ . ۴ و ٢ . ٣ . ۴ ͷ  ن  ت  ای از ب  ره  ان.
و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ک  ه ب  اش  د S‐س  ازگ  ار و ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ،٢ . ٩ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R)

اس  ت. ت  م  ی  ز‐پ  وچ ق  وی  اً R ∗ S از ت  م  ی  ز‐پ  وچ ع  ض  و ه  ر ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. آب  ل  ͬ R ∗ S اری  ب
ب  اش  د. R راس  ت دوو ی  ا ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی از س  ازگ  ار درون  ری  خ  ت  ͬ σ ک  ن  ی  م ف  رض .١۶ . ۴ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه

ای  ن ص  ورت در
R در a١ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ت  م  ی  ز‐پ  وچ f = a٠ + a١x + · · · + anx

n ∈ R[x;σ] ع  ن  ص  ر ال  ف)
ب  اش  د. پ  وچ ت  وان ai ،i ̸= ١ ه  ر ب  رای و ب  اش  د ت  م  ی  ز‐پ  وچ

،f ث  اب  ت ج  م  ل  ه ی اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت، ت  م  ی  ز‐پ  وچ R[x١, . . . , xn] از f ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ب)
ب  اش  ن  د. پ  وچ ت  وان آن ض  رای  ب ب  ق  ی  ه ی و ب  اش  د ت  م  ی  ز‐پ  وچ



٧٧ Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای

Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای ۵ . ۴
ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را Γ(R) از Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ق  ای  ͬ گ  راف زی  ر دو پ  ای  ان  ͬ، ب  خ  ش در
cln(R) ∩ Z(R)∗ و Idem(R) ∩ Z(R)∗ ت  رت  ی  ب، ب  ه آن ه  ا رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی ب  ن  اب  رای  ن ͬ ده  ی  م. م  
( cln(R) ∩ Z(R)∗ ب  رای (م  ت  ن  اظ  راً، Idem(R) ∩ Z(R)∗ از b و a م  ت  م  ای  ز رأس دو و ͬ ب  اش  د م  
R اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ت  ه  ͬ گ  راف Γ(R) ب  وض  وح، .ba = ٠ ی  ا ab = ٠ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر م  ج  اورن  د
ب  اش  ن  د. ت  ه  ͬ اس  ت ́  ن م  م   ن  ی  س  ت دام  ن  ه R ͬ ک  ه زم  ان   ح  ت  ͬ ب  الا زی  رگ  راف ه  ای ام  ا، ب  اش  د. دام  ن  ه

.Idem(R) = {٠, ١} اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ت  ه  ͬ Γ(Idem(R)) م  ث  ال، ب  ه ع  ن  وان
ش  ام  ل Γ(R) اگ  ر ه  م چ  ن  ی  ن،  .diam(Γ(R)) ≤ ٣ و اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(R) پ  ی  ش  ک  ه ه  م  ان ط  ور
زی  رگ  راف  م  ورد در ن  ت  ی  ج  ه دو ای  ن ͬ ده  ی  م م   ن  ش  ان ادام  ه در .gr(Γ(R)) ≤ ۴ آن گ  اه ب  اش  د، دور
ل  زوم  اً Γ(cln(R)) ͬ ده  د م   ن  ش  ان ک  ه ͬ ده  ی  م م   ارائ  ه م  ث  ال  ͬ ام  ا اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز Γ(Idem(R))

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(cln(R)) گ  راف آن ت  ح  ت ک  ه را ش  رای  ط  ͬ س  پ  س ن  ی  س  ت. ه  م  ب  ن  د
م  خ  ت  ص  ر ب  ه ط  ور را Γ(R ∗ S) از Γ(cln(R ∗ S)) و Γ(Idem(R ∗ S)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای پ  ای  ان، در

ͬ ده  ی  م. م   ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد
ب  اش  د. ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١ . ۵ . ۴ ق  ض  ی  ه

.diam(Γ(Idem(R))) ≤ ٣ و اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(Idem(R)) ال  ف)
.gr(Γ(Idem(R))) ≤ ۴ ب  اش  د، دور ش  ام  ل Γ(Idem(R)) اگ  ر ب)

.xy ̸= ٠ ک  ه ب  اش  ن  د Idem(R) ∩ Z(R)∗ از م  ت  م  ای  زی ع  ن  اص  ر y و x ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
اگ  ر .x(١ − x) = y(١ − y) = ٠ ک  ه ه  س  ت  ن  د R از خ  ودت  وان ه  ای  ͬ ١ − y و ١ − x ب  ن  اب  رای  ن
.(١ − x)(١ − y) ∈ Idem(R) ∩ Z(R)∗ پ  س اس  ت، آب  ل  ͬ R چ  ون آن گ  اه ،(١ − x)(١ − y) ̸= ٠
اگ  ر اس  ت. Γ(Idem(R)) در y ب  ه x از ٢ ط  ول ب  ه م  س  ی  ری x − (١ − x)(١ − y) − y ای  ن  رو از
در y ب  ه x از ،٣ ب  ه ط  ول م  س  ی  ری x − (١ − x) − (١ − y) − y آن گ  اه ،(١ − x)(١ − y) = ٠

.diam(Γ(Idem(R))) ≤ ٣ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. Γ(Idem(R))

آن گ  اه ،c١cn = ٠ اگ  ر ب  اش  د. Γ(Idem(R)) در دور ΁  ی a − b − c١ · · · − cn − a ک  ن  ی  م ف  رض
در .c١cn ̸= ٠ ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. Γ(Idem(R)) در ۴ ب  ه ط  ول دور ΁  ی a − b − c١ − cn − a

a پ  س ،b(c١cn) = ٠ = a(c١cn) چ  ون ص  ورت، ای  ن غ  ی  ر در زی  را ،b ̸= c١cn و a ̸= c١cn ای  ن ص  ورت
از .c١cn ∈ Idem(R) اس  ت، آب  ل  ͬ R ͬ ک  ه آن ج  ای   از اس  ت. ت  ن  اق  ض ای  ن و ب  ود خ  واه  ن  د پ  وچ ت  وان b و

.gr(Γ(Idem(R))) ≤ ۴ ل  ذا و اس  ت Γ(Idem(R)) در ٣ ب  ه ط  ول دوری a− b− c١cn − a ای  ن  رو
ب  اش  د. ح  ل  ق  ه ای ه  م  ری  خ  ت  ͬ f : R −→ S و دل  خ  واه ح  ل  ق  ه ی دو S و R ک  ن  ی  م ف  رض .٢ . ۵ . ۴ ت  ذک  ر
پ  س اس  ت، ح  ل  ق  ه ای ه  م  ری  خ  ت  ͬ f چ  ون .f(U(R)) ⊆ U(S) و f(Idem(R)) ⊆ Idem(S) ب  ه وض  وح
f(cln(R)) = f(U(R) + Idem(R)) = f(U(R)) + f(Idem(R)) ⊆ U(S) + Idem(S) = cln(S).

f(cln(R)) ⊆ cln(S) ل  ذا



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ٧٨
ن  ی  س  ت. ه  م  ب  ن  د ل  زوم  اً Γ(cln(R) ک  ه ͬ ده  د م   ن  ش  ان ب  ع  دی م  ث  ال

.R = A/I = Z[[x]]/٣xZ[[x]] و I = ٣xA ،A = Z[[x]] ک  ن  ی  م ف  رض [٧ . ٧ م  ث  ال ،۵] .٣ . ۵ . ۴ م  ث  ال
ب  ن  اب  رای  ن ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را A در b = ۴x و a = ٢x ع  ن  اص  ر .Idem(R) = {٠, ١} ب  ن  اب  رای  ن
ت  ذک  ر ب  ه ب  ن  ا ه  س  ت  ن  د. A ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر b = (۴x − ١) + ١ و a = (٢x − ١) + ١
.ann(ā) = ann(b̄) = ٣R ه  م چ  ن  ی  ن ، ه  س  ت  ن  د. ت  م  ی  ز R در b̄ = ۴x + I و ā = ٢x + I ،٢ . ۵ . ۴
ل  ذا ن  ی  س  ت. م  ج  اور b̄ و ā ب  ا cln(R) ∩ Z(R)∗ از ع  ن  ص  ری ͸  ه  ی ام  ا ā, b̄ ∈ cln(R) ∩ Z(R)∗ ب  ن  اب  رای  ن

ن  ی  س  ت. ه  م  ب  ن  د Γ(cln(R))

اگ  ر ک  ه ک  ردن  د ث  اب  ت R ح  ل  ق  ه ی ج  اب  ه ج  ای  ͬ ب  رای ،[٣ . ٢ ل  م ،۵] ͽ  م  رج در ب  داوی و ان  درس  ون
ادام  ه در ͬ ب  اش  د. م   ٢ ح  داک  ث  ر Γ(R) در y و x ف  اص  ل  ه ی آن گ  اه ،y ∈ Z(R)∗ و x ∈ nil(R) \ {٠}

ͬ ده  ی  م. م   گ  س  ت  رش ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ال  ت ب  ه را ن  ت  ی  ج  ه ای  ن
در .y ∈ Z(R)∗ و x ∈ nil(R) \ {٠} ک  ه ب  اش  د ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .۴ . ۵ . ۴ ل  م
ک  ه دارد وج  ود z ∈ nil(R) ب  ه ع  لاوه؛ ه  س  ت  ن  د. ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک پ  وچ س  از دارای y و x ای  ن ص  ورت

xz = zy = ٠
z ∈ Z(R)∗ \ {x} پ  س ،xy ̸= ٠ و y ∈ Z(R)∗ چ  ون .xy ̸= ٠ و x ̸= y ک  ه ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
(چ  ن  ی  ن xnz = ٠ ک  ه ب  اش  د ص  ح  ی  ح  ͬ ع  دد ́  ت  ری  ن ک  وچ   n ک  ن  ی  م ف  رض .zy = ٠ ک  ه دارد وج  ود
و xn−١z ∈ nil(R) پ  س اس  ت، ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی R چ  ون .( x ∈ nil(R) زی  را دارد وج  ود nای

.x(xn−١z) = xn−١(zy) = ٠
ب  ی  ان را اس  ت، ٣ ح  داک  ث  ر آن ق  ط  ر و ه  م  ب  ن  د ل  زوم  اً Γ(cln(R)) آن ت  ح  ت ک  ه ش  رای  ط  ͬ ادام  ه در
ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ظ  ر در را Γ(R) از ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ب  ه ع  ن  وان را Γ(T ) گ  راف ،T ⊆ R ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م  
گ  راف ه  ای ب  رای ق  ب  لا́ ک  ه ن  م  ادی ب  ا ن  م  اد ای  ن ) ͬ ب  اش  د م   آن رئ  وس م  ج  م  وع  ه ی T ∩ Z(R)∗ ک  ه

دارد). ه  م  خ  وان  ͬ ک  ردی  م ت  ع  ری  ف Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R))

م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور ک  ه اس  ت ن  اج  اب  ه ج  ای  ͬ ح  ال  ت ب  ه [٨ . ٧ ،۵] ق  ض  ی  ه ی از ت  وس  ی  ع  ͬ ب  ع  دی ق  ض  ی  ه ی
ͬ ش  ود. م   اث  ب  ات

ای  دال nil(R) ک  ه ب  اش  د ب  ه گ  ون  ه ای T ⊆ R و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .۵ . ۵ . ۴ ق  ض  ی  ه
ه  م چ  ن  ی  ن، .diam(Γ(T )) ≤ ٣ اس  ت، ه  م  ب  ن  د Γ(T ) ب  ن  اب  رای  ن .nil(R) \ {٠} ⊆ T و ب  اش  د R از اول  ͬ

.gr(Γ(T )) ≤ ۴ آن گ  اه ب  اش  د، دور ش  ام  ل Γ(T ) اگ  ر
ل  م ب  ه ب  ن  ا .a ∈ nil(R) ک  ه ک  ن  ی  م ف  رض .ab ̸= ٠ ک  ه a, b ∈ Z(R) ∩ S ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ح  ال اس  ت. Γ(T ) در b ب  ه a از م  س  ی  ری a − w − b ک  ه دارد وج  ود w ∈ nil(R) \ {٠} ،۴ . ۵ . ۴
دارد وج  ود c, d ∈ Z(R) \ {٠} پ  س ،a, b ∈ Z(R)∗ چ  ون ن  ب  اش  ن  د. پ  وچ ت  وان b و a ک  ن  ی  م ف  رض
.c, d ∈ nil(R) \ پ  س{٠} اس  ت، R اول  ͬ ای  دآل nil(R) ͬ ک  ه ازآن ج  ای   .٠ = ac = bd ∈ nil(R) ک  ه



٧٩ Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای
آن گ  اه ،c ̸= d و cd = ٠ اگ  ر اس  ت. Γ(T ) در b ب  ه a از م  س  ی  ری a − c − b آن گ  اه ،c = d اگ  ر

.diam(Γ(T )) ≤ ٣ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. Γ(T ) در b ب  ه a از م  س  ی  ری a− c− d− b

چ  ون .ci ∈ nil(R) \ {٠} ه  ر ک  ه ب  اش  د Γ(T ) در دور ΁  ی c١ − c٢ − · · · − cn − c١ ک  ن  ی  م ف  رض
م  س  ی  ری c٢ − w − cn ک  ه دارد وج  ود w ∈ nil(R) \ {٠} ،۴ . ۵ . ۴ ل  م ب  ه ب  ن  ا ،cn, c٢ ∈ nil(R) \ {٠}
ف  رض ح  ال اس  ت. Γ(T ) در ۴ ب  ه ط  ول دور ΁  ی c١ − c٢ − w − cn − c١ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. Γ(T ) در
و اس  ت R اول ای  دآل nil(R) چ  ون .c١ ̸∈ nil(R) م  ث  لا́ ن  ب  اش  ن  د، پ  وچ ت  وان ciه  ا از ب  ع  ض  ͬ ک  ن  ی  م
h ∈ nil(R) \ {٠} ،۴ . ۵ . ۴ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ج  دداً .c٢, cn ∈ nil(R) \ پ  س{٠} ،cnc١ = c١c٢ = ٠
دور ΁  ی c١ − c٢ − h − cn − c١ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. Γ(T ) در م  س  ی  ری c٢ − h − cn ک  ه دارد وج  ود

.gr(Γ(T )) ≤ ۴ ای  ن رو، از اس  ت. Γ(T ) در ۴ ب  ه ط  ول
اول  ͬ ای  دال nil(R) ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ای R ک  ن  ی  م ف  رض .۶ . ۵ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
اگ  ر ه  م چ  ن  ی  ن .diam(Γ(cln(R))) ≤ ٣ و اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(cln(R)) ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. R از

.gr(Γ(cln(R))) ≤ ۴ ب  اش  د، دور ش  ام  ل Γ(cln(R))

ع  ض  و a = (a − ١) + ١ پ  س اس  ت. وارون  پ  ذی  ر ١ − a ب  ن  اب  رای  ن .a ∈ nil(R) ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ق  ض  ی  ه ی در T = cln(R) دادن ق  رار ب  ا ح  ال .nil(R) ⊆ cln(R) ای  ن رو از اس  ت، R از ت  م  ی  زی

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه ،۵ . ۵ . ۴
ه  م  ری  خ  ت  ͬ ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ی R ک  ن  ی  م ف  رض
ه  م  ان دق  ی  ق  اً R ∗ S ح  ل  ق  ه ی خ  ودت  وان ه  ای ،٢ . ٨ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی
گ  راف ادام  ه، در .Γ(Idem(R)) = Γ(Idem)(R ∗ S) ای  ن  رو از ه  س  ت  ن  د. R ح  ل  ق  ه ی خ  ودت  وان ه  ای
΁  ی ف  ق  ط ک  ه اس  ت .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  د S و ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ی R ͬ ک  ه ح  ال  ت   در را Γ(cln(R ∗ S))

ͬ ده  ی  م. م   ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد دارد، ́  ه ی   ع  ن  ص  ر
ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ک  ه ک  ردن  د ث  اب  ت [٢ . ٣ ل  م ،٣۵] ͽ  م  رج در آل ه  وز و ه  اش  م  ͬ
R[S] از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر β = b١h١ + · · ·+ bmhm و α = a١g١ + · · ·+ angn و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S

ه  ر ب  رای ام  ا βr ≠ ٠ ̸= sα ک  ه دارن  د وج  ود ٠ ̸= r, s ∈ R ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر آن گ  اه ،αβ = ٠ ک  ه ب  اش  ن  د
م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی ب  ه را ن  ت  ی  ج  ه ای  ن م  ا ادام  ه، در .aibjr = ٠ = saibj ،١ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ m

ث  اب  ت را زی  ر ل  م ت  غ  ی  ی  رات ان  دک  ͬ ب  ا ف  ق  ط و م  ش  اب  ه روش ب  ه و ͬ ده  ی  م م   گ  س  ت  رش R ∗ S اری  ب
ͬ ک  ن  ی  م. م  

ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٧ . ۵ . ۴ ل  م
و α = a١g١ + · · · + angn و S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ
ن  اص  ف  ر ع  ن  اص  ر آن گ  اه ،αβ = ٠ اگ  ر ب  اش  ن  د. R ∗ S از ن  اص  ف  ری ع  ن  اص  ر β = b١h١ + · · · + bmhm

.aibjr = ٠ = saibj ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای و βr ̸= ٠ ̸= sα ک  ه دارد وج  ود r, s ∈ R

ه  ر ب  رای اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون .β = b١h١ پ  س .ℓ(β) = m = ١ ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
R زی  را ،aib١ = ٠ ل  ذا و aiωgi(b١) = ٠ ،١ ≤ i ≤ m ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .gi١h١ ̸= gi٢h١ ،i١ ̸= i٢

اس  ت. ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه r = ١ گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه  ی



اری  ب .t.u.p‐م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی در ت  م  ی  ز‐پ  وچ و ت  م  ی  ز ع  ن  اص  ر ٨٠
ن  ظ  ر در ب  ا آن گ  اه ،aibj = ٠ ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای اگ  ر .m ≥ ٢ ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال
ه  ر ب  رای ک  ه دارد وج  ود ١ ≤ t ،aibj ̸= ٠ ،i, j ب  رخ  ͬ ب  رای اگ  ر اس  ت. ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه r = ١ گ  رف  ت  ن
ͬ ک  ن  ی  م). م   ب  ازآرای  ͬ را aigiه  ا ل  زوم ص  ورت در ) aiβ ̸= ٠ ،t ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای و aiβ = ٠ ،i < t

ب  ن  اب  رای  ن
٠ = αβ = (atgt + · · ·+ angn)(b١h١ + · · ·+ bmhm)

١ ≤ j١ ≤ m و t ≤ i١ ≤ n اس  ت، .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S چ  ون اس  ت. S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ی R زی  را
B = {h١, . . . , hm} و A = {gt, . . . , gn} زی  رم  ج  م  وع  ه ی دو ح  اص  ل ض  رب در gi١hj١ ک  ه دارد وج  ود
م  س  ئ  ل  ه ک  ل  ی  ت از ک  اس  ت  ن ب  دون ͬ ش  ود. م   داده ن  م  ای  ش ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ب  ه ص  ورت S از
،R ب  ودن S‐س  ازگ  ار ب  ه ب  ن  ا ن  ت  ی  ج  ه در و ai١ωgi١ (b١) = ٠ ب  ن  اب  رای  ن .j١ = ١ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م  

ب  ن  اب  رای  ن .ai١b١ = ٠ = b١ai١

٠ = αβai١ = α(b٢ωh٢(ai١)h٢ + · · ·+ bmωhm(ai١)hm).

ک  ه دارد وج  ود r١ ∈ R ،m روی اس  ت  ق  را ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .βai١ ̸= ٠ و ℓ(βai١) ≤ m − ١ چ  ون
گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ح  ال .ai(bjai١r١) = ٠ ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای و βai١r١ ̸= ٠

اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه r = ai١r١
،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n ه  ر ب  رای و ٠ ̸= sα ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه روش ب  ه

.٠ = saibj

R آن گ  اه ب  اش  د،  S‐س  ازگ  ار و  ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر ح  ل  ق  ه ا ی R و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S اگ  ر .٨ . ۵ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. اری  ب S‐م  ΁ ک  وی ح  ل  ق  ه ی

ͬ ش  ود. م   اث  ب  ات م  ش  اب  ه روش  ͬ ب  ه ک  ه اس  ت [٣ . ۵ ل  م ،٣۵] اری  ب ح  ال  ت زی  ر ل  م
ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .٩ . ۵ . ۴ ل  م
،β ∈ nil(R ∗ S) و α ∈ Z(R ∗ S) و ب  اش  د S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R اگ  ر ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ

.rR∗S(α) ∩ ℓR∗S(β) ̸= {٠} آن گ  اه
ح  ل  ق  ه ی R ح  ل  ق  ه ی ،٨ . ۵ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه ی ب  ه ب  ن  ا .α ∈ Z(R ∗ S) ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
ͬ ک  ه آن ج  ای   از .αc = ٠ = cα ک  ه دارد وج  ود ٠ ̸= c ∈ R پ  س ͬ ب  اش  د، م   S‐م  ΁ ک  وی

ب  ن  اب  رای  ن .cβm−١ ̸= ٠ ام  ا cβm = ٠ ک  ه دارد وج  ود n م  ث  ب  ت و ͹  ص  ح  ی ع  دد ،β ∈ nil(R ∗ S)

پ  س .nil(R ∗ S) = nil(R) ∗ S و اس  ت ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر R چ  ون .٠ ̸= cβm−١ ∈ rR∗S(α) ∩ ℓR∗S(β)

.cβm−١ ∈ nil(R) ∗ S = nil(R ∗ S)

ن  ی  س  ت. ه  م  ب  ن  د cln(R) گ  راف ک  ل  ͬ ح  ال  ت در ش  د، داده ن  ش  ان ٣ . ۵ . ۴ م  ث  ال  در ک  ه ه  م  ان ط  ور
آن ت  ح  ت ک  ه را ش  رای  ط  ͬ ب  ع  د ق  ض  ی  ه ی ن  ی  س  ت. ه  م  ب  ن  د ک  ل  ͬ ح  ال  ت در Γ(cln(R ∗ S)) ب  ن  اب  رای  ن

ͬ ده  د. م   ارائ  ه را اس  ت، ه  م  ب  ن  د ل  زوم  اً cln(R ∗ S) گ  راف



٨١ Γ(cln(R)) و Γ(Idem(R)) ال  ق  ای  ͬ زی  رگ  راف ه  ای
ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١٠ . ۵ . ۴ ق  ض  ی  ه
ب  ه گ  ون  ه ای T ⊆ R ∗ S و S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض اس  ت. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ
و اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(T ) ب  ن  اب  رای  ن .nil(R ∗ S) \ {٠} ⊆ T و R ∗ S اول ای  دآل nil(R ∗ S) ک  ه ب  اش  د

.gr(Γ(T )) ≤ ۴ آن  گ  اه ب  اش  د، دور ش  ام  ل Γ(T ) اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن، .diam(Γ(T )) ≤ ٣
اس  ت، ش  ده ب  ی  ان ۵ . ۵ . ۴ ق  ض  ی  ه ی در آن چ  ه م  ش  اب  ه رون  دی و ٩ . ۵ . ۴ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ره  ان.

ͬ ش  ود. م   اث  ب  ات
ω : S −→ End(R) و .u.p‐م  ون  وئ  ی  د S ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر، ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض .١١ . ۵ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
ای  دآل nil(R ∗ S) و S‐س  ازگ  ار ح  ل  ق  ه ا ی R ک  ن  ی  م ف  رض ه  م چ  ن  ی  ن ب  اش  د. م  ون  وئ  ی  دی ه  م  ری  خ  ت  ͬ
.diam(Γ(cln(R ∗ S))) ≤ ٣ و اس  ت ه  م  ب  ن  د Γ(cln(R ∗ S)) ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. R ∗ S از اول  ͬ

.gr(Γ(cln(R ∗ S))) ≤ ۴ ب  اش  د، دور ش  ام  ل Γ(cln(R ∗ S)) اگ  ر ه  م چ  ن  ی  ن
ه  ر ب  رای ،٢ . ٣ . ۴ ق  ض  ی  ه ی ب  ه ب  ن  ا .α = a١g١ + · · · + angn ∈ nil(R ∗ S) ک  ن  ی  م ف  رض ب  ره  ان.
از اس  ت. ́  ه ی   R ∗ S در α− ١e ،١٠ . ۴ . ۴ گ  زاره ی ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. پ  وچ ت  وان ai ،١ ≤ i ≤ n

R ∗ S در خ  ودت  وان ع  ض  و ΁  ی و ́  ه ی   ع  ض  و ΁  ی از م  ج  م  وع  ͬ ب  ه ص  ورت α = (α− ١e) + ١e ای  ن رو
ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .nil(R ∗ S) ⊆ cln(R ∗ S) ل  ذا اس  ت. R ∗ S از ت  م  ی  زی ع  ن  ص  ر α ن  ت  ی  ج  ه در و ͬ ب  اش  د م  

ͬ آی  د. م   ب  ه دس  ت ن  ت  ی  ج  ه ،١٠ . ۵ . ۴ ق  ض  ی  ه ی در T = cln(R ∗ S) دادن ق  رار
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ان  ·  ل  ی  س  ͬ ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ه
Narrow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁  ب  اری
Reversible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر
Trivial order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  دی  ه  ͬ ت  رت  ی  ب
Clean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  م  ی  ز.
Cancellative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح  ذف پ  ذی  ر
Skew generalized power series ring . . . . . . . . . . . اری  ب. ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ی ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
Skew monoid ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی
Well ordered . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  وش ت  رت  ی  ب.
Prime radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ́  ال رادی  
Upper nil radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  الای  ͬ پ  وچ ́  ال رادی  
Compatible endomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  ازگ  ار درون  ری  خ  ت  ͬ
Rigid endomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ص  ل  ب درون  ری  خ  ت  ͬ
Torsion free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  اب از ف  ارغ
Distance. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ف  اص  ل  ه.
Diameter. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ر.
Strongly clean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  وی  اً‐ت  م  ی  ز
Strongly bounded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  وی  اً‐ک  ران  دار
Support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ح  م  ل
Uniquely clean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  م  ی  ز م  ن  ح  ص  راً
Ordered monoid. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رت  ب. م  ون  وئ  ی  د
Strictly ordered monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د
Positively ordered monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ب  ت م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د
Semicommutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ
Connected. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  م  ب  ن  د.
Totally ordered . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رت  ب ک  ام  لا́



ان  ·  ل  ی  س  ͬ ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ه ٩٢
Quasi totally ordered . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  وض  ع  ͬ. م  رت  ب ک  ام  لا́
Reduced . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  اه  ش  ͬ
Bounded. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ران  دار.
Girth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  م  ر
Unique product monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  د



ف  ارس  ͬ ب  ه ان  ·  ل  ی  س  ͬ واژه ن  ام  ه
Bounded. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ران  دار.
Cancellative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح  ذف پ  ذی  ر
Clean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  م  ی  ز
Compatible endomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  ازگ  ار درون  ری  خ  ت  ͬ
Connected. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه  م  ب  ن  د.
Diameter. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ر.
Distance. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ف  اص  ل  ه.
Girth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  م  ر
Narrow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁  ب  اری
Ordered monoid. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رت  ب. م  ون  وئ  ی  د
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ی  ر
Positively ordered monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ب  ت م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د
Prime radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ́  ال رادی  
Semicommutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ
Skew generalized power series ring . . . . . . . . . . . اری  ب. ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ی ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی
Skew monoid ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اری  ب م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی
Strictly ordered monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اک  ی  د م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د
Strongly bounded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  وی  اً‐ک  ران  دار
Strongly clean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  وی  اً‐ت  م  ی  ز
Support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ح  م  ل
Quasi totally ordered . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  وض  ع  ͬ. م  رت  ب ک  ام  لا́
Reduced . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  اه  ش  ͬ
Reversible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رگ  ش  ت پ  ذی  ر
Rigid endomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ص  ل  ب درون  ری  خ  ت  ͬ
Torsion free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  اب از ف  ارغ



ف  ارس  ͬ ب  ه ان  ·  ل  ی  س  ͬ واژه ن  ام  ه ٩۴
Totally ordered . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رت  ب ک  ام  لا́
Trivial order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  دی  ه  ͬ ت  رت  ی  ب
Uniquely clean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  م  ی  ز م  ن  ح  ص  راً
Unique product monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ́  ت  ا ی   ح  اص  ل ض  رب م  ون  وئ  ی  د
Upper nil radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  الای  ͬ پ  وچ ́  ال رادی  
Well ordered . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  وش ت  رت  ی  ب.





ن  م  ای  ه
٣١ ,S)‐م  ΁ ک  وی، ω)

٧ ، ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ب  ه ن  س  ب  ت σ‐م  ΁ ک  وی

۵۵ ت  م  ی  ز‐پ  وچ، (ق  وی  اً)
٢٧ .a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د،

٢٧ .m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د،

۵٩ ٢ ‐.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د،
۶٠ ٢ ‐.m.a.n.u.p‐م  ون  وئ  ی  د،

۵٩ ٢ ‐.u.p‐م  ون  وئ  ی  د،

۵۴ آب  ل  ͬ،
٢۶ آرت  ی  ن  ͬ،
٢۶ ،΁  ب  اری

٢ ب  رگ  ش  ت  پ  ذی  ر،
٢٨ ب  دی  ه  ͬ، ت  رت  ی  ب

۵۴ ت  م  ی  ز،
٢۶ پ  ذی  ر، ح  ذف

۵۴ ٢ ‐اول  ی  ه، ح  ل  ق  ه
٢٧ اری  ب، ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  وان  ͬ س  ری ه  ای ح  ل  ق  ه ی

٣۴ م  ال  چ  و‐ن  ی  وم  ن، ح  ل  ق  ه ی
۵۶ اری  ب، م  ون  وئ  ی  دی ح  ل  ق  ه ی

١۶ ،(A) خ  اص  ی  ت
٣٣ خ  وش ت  رت  ی  ب،

٢٧ ج  زئ  ͬ، خ  وش ت  رت  ی  ب
۵۴ اول، ́  ال رادی  

۵۴ ب  الای  ͬ، پ  وچ ́  ال رادی  
۴٠ راس  ت، زی  پ

٨ س  ازگ  ار،
٨ ص  ل  ب،

٢۶ ت  اب، از ف  ارغ
۶ ف  اص  ل  ه،

۶ ق  ط  ر،
۵۵ ت  م  ی  ز، ق  وی  اً

۴٢ ق  وی  اً‐ک  ران  دار،
٢٧ م  ح  م  ل،

۴۶ م  ث  ب  ت، م  رت  ب
۶ م  س  ی  ر،

۵۵ ت  م  ی  ز، م  ن  ح  ص  راً
٢۶ م  رت  ب، م  ون  وئ  ی  د

٢۶ اک  ی  د، م  رت  ب م  ون  وئ  ی  د
۵۴ ن  ی  م ج  اب  ه ج  ای  ͬ،

۶ ه  م  ب  ن  د،
٢٨ م  رت  ب، ک  ام  لا́

٢٨ م  وض  ع  ͬ، م  رت  ب ک  ام  لا́
٢ ک  اه  ش  ͬ،

۴٢ ک  ران  دار،
۶ گ  راف، ک  م  ر

٢۶ ́  ت  ا، ی   ح  اص  ل ض  رب گ  روه

٩۶



Abstract

One of most important algebraic structures that has recently been considered is the skew general-

ized power series rings that is a generalization of important structures such as polynomial rings,

Laurent polynomial rings, power series rings, Laurent power series rings, monoid rings and ofcours

twisted version of them. In this thesis, we investigate some properties of annihilators in generalized

power series rings such as McCoy property, Zip property, Property (A) and strongly AB property.

Also we study the zero-divisor graph of generalized power series ring and some classical ring

constructions such as skew power series ring. Furthermore, we determine some type of elements

such as idempotent, unit, clean and nil-clean elements in skew monoid ring that is a special case

of generalized power series ring. Then we study induced subgraphs Γ(Idem(R)),Γ(cln(R)) of

Γ(R) and induced subgraphs Γ(Idem(R ∗S)),Γ(cln(R)) of Γ(R ∗S), where R is a ring and S is

a monoid.

Keywords: Zero-divisor graph; Generalized power series ring; Reversible ring; Diameter; Idem-

potent element; Nilpotent element; Unit element; Clean element.
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