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س��پ��اس�گ��زاري...
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و �ار �رش� س� �ه �ف� �اط� ع� �اس پ� �ه ب� �م، �ن� �ی�ک� م� �ی �دردان� ق� و �ر �ک� �ش� ت� �زم �زی� ع� �ادر م� و �در پ� از �ان، �ای� پ� در

وج��ودش��ان. ام��ی��دب��خ��ش گ��رم��اي
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پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار

پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار
س��ه ط��ول در �ق��ات �ی� �ق� �ح� ت� از �ه��ی �وج� ت� �اب��ل ق� �خ��ش ب� �ا، �راف�ه� گ� �ژگ��ی وی� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ب��ري ج� �اي �ار�ه� �ت� �اخ� س� �ه �ع� �ال� �ط� م�
�ه �ق� �ل� ح� �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �راف گ� ،[6] در �ون2 �ت� �س� �گ� �ن� �وی� ل� و �ون1 �درس� ان� �د. �اش� �ی�ب� م� �ه �ت� �ذش� گ� �ه ده�
راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه ک��ردن��د. ب��ررس��ی و م��ع��رف��ی را م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان Γ(R) ن��م��اد ب��ا ک��ه ،R ی��ک��دار ج��اب��ج��ای��ی
و اگ��ر �اورن��د �ج� م� y و x �ای��ز �م� �ت� م� راس دو و �اش��د م��ی�ب� �ر �ف� ص� از �ر �ی� �غ� R �ق��ه �ل� ح� �ف��ر ص� �ه�ه��اي �ی� �ل� �وم�ع� �ق��س� م� گ��راف، ای��ن
�ه �ق� �ل� ح� �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �ان دوگ� �راف گ� ،[2] در �ن��ش4 �ارم� �ی� �ش� خ� و �ی3 �م� �خ� اف� .xy = ٠ �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت�
راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه ک��ردن��د. ب��ررس��ی و م��ع��رف��ی را م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان Γ′(R) ن��م��اد ب��ا ک��ه ،R ی��ک��دار ج��اب��ج��ای��ی
اگ��ر �ن��ه��ا ت� و اگ��ر م��ج��اورن��د y و x م��ت��م��ای��ز راس دو و م��ی�ب��اش��د ص��ف��ر از غ��ی��ر R �ل��ق��ه ح� �ای��ک��ال ن� ع��ن��اص��ر گ��راف، ای��ن
ن��اج��اب��ج��ای��ی �ل��ق��ه�ه��اي ح� ب��ه را ص��ف��ر �ل��ی��ه ع� م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف م��ف��ه��وم ،[1] در اف��خ��م��ی .y /∈ Rx و x /∈ Ry

ص��ف��ر از غ��ی��ر R ن��اج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ن��ای��ک��ال ع��ن��اص��ر گ��راف، ای��ن راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه ک��ه ص��ورت ب��دی��ن داد. ت��وس��ی��ع
گ��راف ،[32] در م��ول��ف��ی��ن .y /∈ Rx و x /∈ Ry اگ��ر �ن��ه��ا ت� و اگ��ر م��ج��اورن��د y و x م��ت��م��ای��ز راس دو و م��ی�ب��اش��د
را �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� Ω(R) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ،R �دار �ک� ی� �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� �ن� �وچ�ک� پ� �اي �ده�آل�ه� ای� �وع �م� �ج� م�
I �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو و �د �اش� �ی�ب� م� R �ر �ف� �اص� ن� �ن� �وچ�ک� پ� �اي �ده�آل�ه� ای� �ه �م� ه� آن �اي راس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �د. �ردن� ک� �ی �رف� �ع� م�
�ه �ق� �ل� ح� �ک ی� �از �س� �وچ� پ� �ده�آل ای� �راف گ� ،[7] در �د. �اش� ب� �ن �وچ�ک� پ� �ده�آل ای� I + J �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �د �اورن� �ج� م� J و
�ه �م� ه� آن �اي راس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �د. ش� �رف��ی �ع� م� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� ΓAnn(R) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ،R �دار �ک� ی� �ی �ای� �ج� �اب� ج�
I ∩ Ann(J) ̸= ٠ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د J و I م��ت��م��ای��ز راس دو و م��ی�ب��اش��د R ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل�ه��اي

.J ∩ Ann(I) ̸= ٠ ی��ا
م��ی�ب��اش��د، [34] و [31] ،[28] ،[24] ،[21] ،[18] ،[15] ،[13] �اب��ع �ن� م� از �ت��ه ب��رگ��رف� ک��ه اول، ف��ص��ل در
ک��ه اس��ت ای��ن ب��ر �ا م� ف��رض �ت��ه �ب� ال� م��ی�پ��ردازی��م. گ��راف ن��ط��ری��ه و �ب��ر ج� �ت��دای��ی اب� �ع��اری��ف ت� و �ی��م �ف��اه� م� ب��رخ��ی �ی��ان ب� ب��ه

م��ی�ب��اش��د. آش��ن��ا گ��راف ن��ط��ری��ه و ج��ب��ر اب��ت��دای��ی ت��ع��اری��ف و م��ف��اه��ی��م ب��ا خ��وان��ن��ده
�ده�آل ای� �اي �راف�ه� گ� �ادآوري ی� �ه ب� �ت، اس� [32] و [7] ،[2] ،[1] �ع �اب� �ن� م� از �ه �ت� �رف� �رگ� ب� �ه ک� دوم، �ل �ص� ف� در
�وم �س� �ق� م� �ان دوگ� �راف گ� و �ای��ی �ج� �اب� ج� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک �اي �ن�ه� ک� �وچ پ� �ده�آل ای� �وع �م� �ج� م� �ی، �ای� �ج� �اب� ج� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک �از �س� �وچ� پ�

1Anderson
2Livingston
3Afkhami
4Khashyarmanesh
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پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار

�ی �ررس� ب� را �ا �ه� آن� �ی �راف� گ� �اي �ی�ه� �ژگ� وی� �ی �رخ� ب� و �م �ردازی� �ی�پ� م� �ی) �ای� �ج� �اب� �اج� ن� (و �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع�
م��ی�ک��ن��ی��م.

گ��راف�ه��اي گ��رف��ت��ن درن��ط��ر ب��ا اس��ت، [12] و [11] ،[10] ،[9] ،[8] م��ن��اب��ع از ب��رگ��رف��ت��ه ک��ه س��وم، ف��ص��ل در
ب��ه و م��ی�ک��ن��ی��م واب��س��ت��ه M ی��ک��ان��ی R-م��دول و R ی��ک��دار ح��ل��ق��ه ب��ه را گ��راف�ه��ای��ی دوم، ف��ص��ل در ش��ده ی��ادآوري

م��ی�پ��ردازی��م. آن��ه��ا ج��ب��ري و گ��راف��ی وی��ژگ��ی�ه��اي ب��ررس��ی

م



1 ف��ص��ل

اب��ت��دای��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

1



گ��راف ن��ظ��ری��ه اب��ت��دای��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .1 ب��خ��ش

گ��راف ن��ظ��ری��ه اب��ت��دای��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف 1.1
�ک ی� از �ده ش� �ل �ی� �ک� �ش� ت� �ه ک� �ت اس� (V (G), E(G),ΨG) �ب �رت� م� �ی �ای� ت� �ه س� �ک ی� ،G �راف گ� .1.1.1 �ف �ری� �ع� ت�
،G ی��ال ه��ر ب��ه ک��ه ΨG وق��وع ت��اب��ع ی��ک و ی��ال�ه��ا از E(G) م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک راس�ه��ا، از V (G) ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه

م��ی�ده��د. ن��س��ب��ت را G راس�ه��اي از ن��ام��رت��ب زوج ی��ک

،e ک��ه م��ی�ش��ود گ��ف��ت��ه ای��ن��ص��ورت در ،ΨG(e) = uv �ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��ن��د راس دو v و u و ی��ال ی��ک e اگ��ر
درج��ه م��ی�ش��ون��د. �ی��ده �ام� ن� e ی��ال س��ر دو ،v و u راس�ه��اي و اس��ت ک��رده وص��ل ی��ک��دی��گ��ر ب��ه را v و u راس�ه��اي
�ود. �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� deg(v) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� �د �اش� �ی��ب� م� v �ه ب� �ل �ص� �ت� م� �اي �ال�ه� ی� �داد �ع� ت� �ر �راب� ب� ،G �راف گ� در v راس

.deg(v) = ه��رگ��اه٠ گ��وی��ی��م، ت��ن��ه��ا را v راس
�راف��ی گ� �ن��د. �ام� م��ی�ن� �اه��ی �ن� �ت� م� را �زب��ور م� گ��راف �ن��د، �اش� ب� �اه��ی �ن� �ت� م� گ��راف، ی��ک ی��ال�ه��اي و �ا راس�ه� �م��وع��ه م��ج� اگ��ر
�اه �رگ� ه� اس��ت �ی �ه� ت� �راف گ� ی��ک �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �ه� �دی� �رب� �ی� غ� را �ا �راف�ه� گ� �ر �ای� س� و �ی �ه� �دی� ب� �د، �اش� ب� �ه �ت� داش� راس ی��ک �ه ک�

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده G گ��راف راس�ه��اي ت��ع��داد دادن ن��ش��ان ب��راي |G| ن��م��اد از ب��اش��د. ن��داش��ت��ه راس��ی ه��ی��چ
ی��ک �ه ک� �ال ی� دو �ی��ب �رت� ت� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �اور �ج� م� �د، �ن� �ع� واق� �رک��ی �ت� �ش� م� �ال ی� روي �ر ب� �ه ک� راس دو
�ان �ش� ن� u− v �اد �م� ن� ،Gدر v و u �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو �راي ب� �د. �ون� �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �اور �ج� م� �ز �ی� ن� �د، دارن� �ت��رك �ش� م� راس
و ن��ام��ی��ده v راس ه��م��س��ای��ه�ه��اي م��ی�ب��اش��ن��د م��ج��اور v راس ب��ا ک��ه راس�ه��ای��ی م��ج��م��وع��ه م��ج��اورن��د. v و u م��ی�ده��د

م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان N(v) ن��م��اد ب��ا
گ��راف، ی��ک م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده پ��ی��ون��دي ی��ال م��ت��م��ای��ز، س��ر دو ب��ا ی��ال ی��ک و ط��وق��ه ی��ک��س��ان، س��ر دو ب��ا ی��ال ی��ک

ن��ب��اش��د. ی��ال ی��ک از ب��ی��ش آن، راس دو ه��ر ب��ی��ن و ب��اش��د ن��داش��ت��ه ط��وق��ه�اي ه��ی��چ اگ��ر اس��ت، س��اده

ه��س��ت��ن��د. س��اده ن��وش��ت��ار ای��ن در ش��ده گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در گ��راف�ه��اي ت��م��ام .2.1.1 م��لاح��ظ��ه

�راف گ� �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ل �ام� ک� �راف گ� �د، �اورن� �ج� م� �ر �گ� �دی� �ک� ی� �ا ب� آن �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو �ر ه� �ه ک� �اده�اي س� �راف گ�
�راف گ� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� G �ا ب� �ه ک� ،G �اده س� �راف گ� �ل �م� �ک� م� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� Kn �ا ب� را راس n �ا ب� �ل �ام� ک�
G در راس�ه��ا آن اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د، راس دو آن در ک��ه ،V (G) راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه ب��ا اس��ت س��اده�اي

ن��ب��اش��ن��د. م��ج��اور
دو �اع �م� �ت� اج� �ورت �ص� �ن� ای� در ،V (G) ∩ V (H) = ∅ �ه �ک� �وری� �ه�ط� ب� �د �ن� �اش� ب� �راف گ� دو G و H �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
V (G)∪ V (H) راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه ب��ا اس��ت گ��راف��ی م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان G∪H ن��م��اد ب��ا ک��ه G و H گ��راف

.E(G) ∪ E(H) ی��ال�ه��اي و
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دوس��وی��ی ت��واب��ع اگ��ر ،G ∼= H م��ی�ش��ود ن��وش��ت��ه و م��ی�ش��ون��د ن��ام��ی��ده ی��ک��ری��خ��ت G و H گ��راف دو .3.1.1 ت��ع��ری��ف
ت��ن��ه��ا و اگ��ر ΨG(e) = uv �ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��ن��د، داش��ت��ه وج��ود ϕ : E(G) → E(H)و θ : V (G) → V (H)

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده H و G ب��ی��ن ی��ک��ری��خ��ت��ی ی��ک ت��واب��ع، از (θ, ϕ) زوج ای��ن .ΨH(ϕ(e)) = θ(u)θ(v) اگ��ر
،V (H) ⊆ V (G) اگ��ر ،H ⊆ G م��ی�ش��ود ن��وش��ت��ه و اس��ت G زی��رگ��راف ،H گ��راف م��ی�گ��وی��ی��م .4.1.1 ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. ش��ده ح��اص��ل E(H) ب��ه ΨG ت��ح��دی��د از ΨH و E(H) ⊆ E(G)

از س��ره زی��رگ��راف ی��ک H م��ی�گ��وی��ی��م و H ⊂ G م��ی�ن��وی��س��ی��م ،H ̸= G ب��اش��ی��م داش��ت��ه ول��ی ،H ⊆ G اگ��ر
�راف �رگ� زی� �ک ی� را آن �د، �ن� ک� �دق ص� V (H) = V (G) �رط ش� در G از H �راف �رگ� زی� �ه ک� �ی �ورت� ص� در �ت. اس� G

م��ی�ن��ام��ی��م. G از ف��راگ��ی��ر
آن راس�ه��اي �وع��ه �م� �ج� م� �ه ک� ،G از �راف��ی �رگ� زی� �اش��د. ب� V (G) از �ه��ی �ات� ن� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� ی��ک ،V ′ �ی��د �ن� ک� ف��رض
�ت، اس� �ع واق� V ′ در �ا آن�ه� راس دو �ر ه� �ه ک� �د �اش� ب� G از �ی �ای� �ال�ه� ی� �ه �وع� �م� �ج� م� �ر �راب� ب� �ش �ای� �ال�ه� ی� �ه �وع� �م� �ج� م� و V ′

ی��ک ⟨V ′⟩ م��ی�گ��وی��ی��م ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش ⟨V ′⟩ ن��م��اد ب��ا و ن��ام��ی��ده V ′ ت��وس��ط ش��ده ال��ق��ا زی��رگ��راف
�ود، �ی�ش� م� داده �ای��ش �م� ن� G \ V ′ �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ⟨V (G) \ V ′⟩ �ای��ی �ق� ال� �راف �رگ� زی� �د. �اش� �ی�ب� م� G �ای��ی �ق� ال� �راف �رگ� زی�

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه G از آن�ه��ا، ب��ر واق��ع ی��ال�ه��اي و V ′ راس�ه��اي ح��ذف ب��ا ک��ه اس��ت زی��رگ��راف��ی
از �ل �ق� �ت� �س� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی� �د، �ن� �ت� �س� �ی� ن� �اور �ج� م� G در آن راس دو �چ �ی� ه� �ه ک� را V (G) از S �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی�
�رط ش� �ا ب� S ′ �ل �ق� �ت� �س� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �چ �ی� ه� �ر اگ� �ت اس� �م �م� �زی� �اک� م� S �ل �ق� �ت� �س� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �م �ی� �وی� �ی�گ� م� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� G
�دد ع� ،G از �م �م� �زی� �اک� م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی� در �ا راس�ه� �داد �ع� ت� �د. �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �ود وج� G در |S| < |S ′|

م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش α(G) ب��ا و ش��ده ن��ام��ی��ده G اس��ت��ق��لال
�د. �اش� ب� �ل �ام� ک� ⟨S⟩ �ه �ک� �وری� �ه�ط� ب� �ت اس� V (G) از S �د �ن� �ان� م� �ه�اي �وع� �م� �ج� �رم� زی� ،G �اده س� �راف گ� از �ه �وش� خ� �ک ی�

م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان ω(G) ن��م��اد ب��ا و م��ی�ب��اش��د G خ��وش��ه ب��زرگ��ت��ری��ن راس�ه��اي ت��ع��داد ،G خ��وش��ه�اي ع��دد
ی��ک V (G) \ S از راس �ر ه� �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� �ر �ه�گ� �اط� اح� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� را V (G) از S �ه�ي �وع� �م� �ج� �رم� زی�
�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �چ �ی� ه� �ر اگ� �ت، اس� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� S �ر �ه�گ� �اط� اح� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �م �ی� �وی� �ی�گ� م� �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� S در �ه �ای� �س� �م� ه�
�ه�گ��ر �اط� اح� �م��وع��ه�ي م��ج� ی��ک در �ا راس�ه� �ع��داد ت� �اش��د. ب� �ه �ت� ن��داش� وج��ود G در |S ′| < |S| ش��رط �ا ب� S ′ �ه�گ��ر �اط� اح�

م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش γ(G) ن��م��اد ب��ا و ش��ده ن��ام��ی��ده G اح��اط��ه�گ��ري ع��دد ،G از م��ی��ن��ی��م��م
�وان �ی�ت� م� �ه ک� �ت اس� �ی �راف� گ� �ی، �ش� �خ� r-ب� �راف گ� �د. �اش� ب� �ح �ی� �ح� ص� �ددي ع� r > ٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .5.1.1 �ف �ری� �ع� ت�
�ک ی� در �ی �ال� ی� �چ �ی� ه� �ر س� دو آن، در �ه ک� �رد ک� �راز اف� �وري ط� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� r �ه ب� را آن �اي راس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م�

ن��ب��اش��د. زی��رم��ج��م��وع��ه
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�ه ک� �ی �ای� راس�ه� �ام �م� ت� �ه ب� راس �ر ه� آن، در �ه ک� �ت اس� �ی �ش� �خ� r-ب� �اده س� �راف گ� �ک ی� �ل، �ام� ک� �ی �ش� �خ� r-ب� �راف گ�
ب��ه ب��خ��ش�ه��ای��ی ب��ا ک��ام��ل، دوب��خ��ش��ی گ��راف اس��ت. ش��ده وص��ل دارن��د، ق��رار آن ب��ا غ��ی��ر�ی��ک��س��ان زی��رم��ج��م��وع��ه�اي در
م��ی�ن��ام��ی��م س��ت��اره گ��راف را K١,n ب��ا ی��ک��ری��خ��ت گ��راف ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Km,n ب��ا را n و m ان��دازه�ه��اي
راس ف��اق��د گ��راف ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��رک��زي راس اس��ت، م��ج��اور دی��گ��ر راس�ه��اي ب��ا ک��ه راس��ی و
ب��اش��د y م��رک��ز ب��ه �ت��اره س� گ��راف �ی��ز ن� H و x م��رک��ز ب��ه �ت��اره س� گ��راف ی��ک G اگ��ر �ی��م. �ام� م��ی�ن� �ت��اره س� گ��راف �ی��ز ن� را
م��ج��اورن��د. y و x ک��ه م��ی�ب��اش��د G∪H ص��ورت ب��ه دوس��ت��اره گ��راف آن��گ��اه ب��اش��ن��د)، راس ف��اق��د م��ی�ت��وان��ن��د H ی��ا G)

�ه ب� �ت اس� W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ejvj �اه��ی �ن� �ت� م� و �ی �ه� �ات� ن� �ه �ال� �ب� دن� ،G �راف گ� در �ت �ش� گ� �ک ی� .6.1.1 �ف �ری� �ع� ت�
ی��ال �ر س� دو vi و vi−١ ،١ 6 i 6 j ه��ر ب��راي و ب��وده �ا �ال�ه� ی� و �ا راس�ه� از �ی��ان م� در ی��ک آن �م��لات ج� �ک��ه �وری� �ط�
و اب��ت��دا ت��رت��ی��ب ب��ه vj و v٠ ه��اي راس� اس��ت. vj ت��ا v٠ از گ��ش��ت ی��ک ،W م��ی�گ��وی��ی��م ای��ن��ص��ورت در ب��اش��ن��د. ei
W ط��ول را j ص��ح��ی��ح ع��دد ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ش��ون��د. ن��ام��ی��ده آن داخ��ل��ی راس�ه��اي vj−١، . . . ،v٢،v١ و W ان��ت��ه��اي
ی��ک��س��ان آن ان��ت��ه��اي و اب��ت��دا ب��ه�ع��لاوه و ب��وده م��ث��ب��ت آن ط��ول اگ��ر اس��ت، ب��س��ت��ه گ��ش��ت ی��ک م��ی�گ��وی��ی��م م��ی�ن��ام��ی��م.

ب��اش��ن��د.

ح��ال��ت، ای��ن در م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده گ��ذر ی��ک W ب��اش��ن��د، م��ت��م��ای��ز W گ��ش��ت در ej ، . . . ،e٢،e١ ی��ال�ه��اي اگ��ر
W ب��اش��ن��د، م��ت��م��ای��ز ن��ی��ز vj ، . . . ،v١،v٠ راس�ه��اي ی��ال�ه��ا، ب��ر ع��لاوه اگ��ر م��ی�ب��اش��د. ی��ال�ه��ا ت��ع��داد ب��ا ب��راب��ر W ط��ول
v٠ − v١ − · · · − vj �اد �م� ن� �ا ب� را v٠e١v١e٢v٢ . . . ejvjر� �ی� �س� م� �ار، �ت� �وش� ن� �ن ای� در �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ر �ی� �س� م� ی��ک
ب��ه اس��ت آن ج��اي ب��ه م��س��ی��ر ک��ردن ج��ای��گ��زی��ن و ی��ال ب��رداش��ت��ن گ��راف، ی��ک از زی��رت��ق��س��ی��م ی��ک م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان
گ��راف راس�ه��اي از م��ت��م��ای��ز آن داخ��ل��ی راس�ه��اي و ش��ده ح��ذف ی��ال س��ر دو م��س��ی��ر ای��ن ان��ت��ه��اي و اب��ت��دا �ط��وری��ک��ه

ب��اش��ن��د.
راب��ط��ه ی��ک ه��م��ب��ن��دي، ب��اش��د. م��وج��ود م��س��ی��ري آن م��ت��م��ای��ز راس دو ه��ر ب��ی��ن ه��رگ��اه اس��ت، ه��م��ب��ن��د G گ��راف
م��ج��م��وع��ه�ه��اي ب��ه V (G) از اف��رازي ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ده��د. ت��ش��ک��ی��ل G گ��راف راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه روي ب��ه ارزي ه��م
و �ر اگ� �ت اس� �ود �وج� م� �ر �ی� �س� م� v و u راس دو �ن �ی� ب� آن در �ه ک� دارد �ود وج� Vj(G)، . . . ،V٢(G)،V١(G) �ه��ی �ات� ن�

ب��اش��ن��د. ی��ک��س��ان��ی Vi(G) م��ج��م��وع��ه ب��ه م��ت��ع��ل��ق دو ه��ر v و u اگ��ر ت��ن��ه��ا
�ول ط� از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� d(u, v) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� v و u �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو �ان �ی� م� �ه �ل� �اص� ف�
�ر ق��ط� .d(u, v) := ∞ �ن��ص��ورت ای� �ر �ی� غ� در �اش��د. ب� م��وج��ود �ی��ري م��س� �ی��ن �ن� چ� اگ��ر ،v و u �ی��ن ب� �ر �ی� م��س� �ری��ن �ت� �اه� �وت� ک�

م��ی�ب��اش��د. G از راس دو ب��ی��ن ف��اص��ل��ه س��وپ��ری��م��م م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان diam(G) ن��م��اد ب��ا ک��ه G گ��راف
�ه ب� دور م��ی�ش��ود. �ی��ده �ام� ن� دور �ن��د، �اش� ب� �ز �ای� �م� �ت� م� دو ب��ه دو آن �ل��ی داخ� �اي راس�ه� و �ت��دا اب� �ه ک� �ه �ت� �س� ب� �ذر گ� ی��ک
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از اس��ت �ارت �ب� ع� �ود، م��ی�ش� داده �ان �ش� ن� gr(G) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ،G گ��راف �ر �م� ک� �م. �ی� م��ی�ده� �ان �ش� ن� Cn �ا ب� را n ط��ول
.gr(G) := ∞ ای��ن��ص��ورت غ��ی��ر در ب��اش��د، م��وج��ود G در دوري اگ��ر ،G در دور ک��وت��اه��ت��ری��ن ط��ول

�ی �ش� �خ� دوب� �اي ه� �راف گ� از �ی �ل� اص� �ی �ژگ� وی� �ک ی� �ی �ررس� ب� �ه ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� دور، �وم �ه� �ف� م� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ون �ن� اک�
ب��پ��ردازی��م.

ن��ب��اش��د. ف��رد ط��ول ب��ه دوري ه��ی��چ ش��ام��ل اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت دوب��خ��ش��ی م��ت��ن��اه��ی، گ��راف ی��ک .7.1.1 ق��ض��ی��ه
.[18.2.1 ق��ض��ی��ه ،34] ب��ره��ان.

ه��م��ب��ن��دي گ��راف م��ی�ن��ام��ی��م. درخ��ت را ه��م��ب��ن��د ج��ن��گ��ل و ن��ب��اش��د دوري ه��ی��چ ش��ام��ل ک��ه اس��ت گ��راف��ی ج��ن��گ��ل،
ف��ق��ط ک��ه اس��ت گ��راف��ی �دور، گ��راف �ن��ی��ن ه��م��چ� م��ی�ش��ود. �ی��ده ن��ام� ت��ک�دور گ��راف ب��اش��د، دور ی��ک ش��ام��ل ف��ق��ط ک��ه

ب��اش��د. ش��ده ت��ش��ک��ی��ل دور ی��ک از

ت��ع��داد ک��م��ت��ری��ن ب��ا اس��ت ب��راب��ر م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان χ(G) ن��م��اد �ا ب� ک��ه ،G گ��راف رن��گ��ی ع��دد .8.1.1 ت��ع��ری��ف
�اي �گ�ه� رن� داراي �اور �ج� م� راس دو �ر ه� �ه �ک� �وری� �ط� �ه ب� داد �ب��ت �س� ن� G �راف گ� �اي راس�ه� �ه ب� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �ی �ای� �گ�ه� رن�

ب��اش��ن��د. م��ت��ف��اوت��ی

ت��ن��ه��ا �ا ی��ال�ه� ک��ه ک��رد رس��م گ��ون��ه�اي ب��ه ص��ف��ح��ه در را آن ب��ت��وان ه��رگ��اه اس��ت م��س��ط��ح G گ��راف .9.1.1 ت��ع��ری��ف
ب��اش��ن��د. م��ت��ق��اط��ع خ��ود دوس��ر راس�ه��اي در

اس��ت. ش��ده �ی��ان ب� �ک��ی1 �وف��س� �ورات� ک� ت��وس��ط �ه ک� دارن��د �اده�اي س� �ار �ی� ب��س� �ه م��ش��خ��ص� م��س��ط��ح �اه��ی �ن� �ت� م� گ��راف�ه��اي
م��ی�رس��ان��ی��م. پ��ای��ان ب��ه ک��ورات��وف��س��ک��ی ق��ض��ی��ه� ب��ا را ب��خ��ش ای��ن

�ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �ح �ط� �س� م� G �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� �راف گ� ی��ک G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .10.1.1 �ه �ی� �ض� ق�
ن��ب��اش��د. K٣,٣ و K۵ گ��راف�ه��اي از زی��رت��ق��س��ی��م��ی ه��ی��چ ش��ام��ل

.[2.2.6 ق��ض��ی��ه ،34] ب��ره��ان.
م��ی�ش��ون��د. پ��ی��ش��ن��ه��اد [34] و [18] ،[15] گ��راف�ه��ا م��ورد در ب��ی��ش��ت��ر ج��زی��ی��ات ب��راي

1Kuratowski
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ج��ب��ر اب��ت��دای��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .2 ب��خ��ش

ج��ب��ر اب��ت��دای��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف 2.1
م��دول R ی��ک M و �ر �ف� �اص� ن� �ان��ی �م� ه� �ا ب� �ر �ذی� �رک��ت�پ� ش� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��م �ن� م��ی�ک� ف��رض �ار، �ت� �وش� ن� ای��ن �ر �راس� س� در
�پ چ� �اي �ده�آل�ه� ای� �ال، �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �اي �ده�آل�ه� ای� اول، �اي �ده�آل�ه� ای� �ه �وع� �م� �ج� م� �د. �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �ک� ی� �پ چ�
،Spec(R)ن��م��اده��اي ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه را R م��اک��س��ی��م��ال ای��ده�آل�ه��اي و م��اک��س��ی��م��ال راس��ت ای��ده�آل�ه��اي م��اک��س��ی��م��ال،
ع��ن��وان ب��ه ،C و R ،Q ،Zn ،Z ه��م��چ��ن��ی��ن، م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Max(R) و Maxr(R) ،Maxl(R) ،Min(R)

م��خ��ت��ل��ط اع��داد و ح��ق��ی��ق��ی اع��داد گ��وی��ا، اع��داد ،n پ��ی��م��ان��ه ب��ه ص��ح��ی��ح اع��داد ص��ح��ی��ح، اع��داد ن��م��اد ت��رت��ی��ب ب��ه ح��ل��ق��ه،
م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان N ن��م��اد ب��ا ط��ب��ی��ع��ی اع��داد م��ج��م��وع��ه�ي م��ی�ب��اش��ن��د.

داده ن��ش��ان Ra ن��م��اد �ا ب� a �ل��ه �ی� وس� ب��ه ش��ده �ی��د ت��ول� �ل��ی اص� چ��پ ای��ده�آل �ن��ص��ورت ای� در .a ∈ R �ی��د �ن� ک� ف��رض
�داد �ع� ت� �ود. م��ی�ش� داده �ان �ش� ن� aR �اد �م� ن� �ا ب� a �ل��ه �ی� وس� �ه ب� �ده ش� �ی��د �ول� ت� �ل��ی اص� راس��ت �ده�آل ای� �ی��ن، �ن� �چ� �م� ه� �ود. م��ی�ش�
ف��رض .|Ω| := ∞ ن��ام��ت��ن��اه��ی ح��ال��ت در و م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان |Ω| ب��ا را Ω چ��ون م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�اي ع��ض��وه��اي

.S∗ := S \ {٠} ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. M از ن��ات��ه��ی زی��رم��ج��م��وع��ه�اي S ک��ن��ی��د

�ون چ� �وي �ض� ع� آن �ه�ازاي ب� �ه ک� �ت اس� x ∈ R �ون چ� �وي �ض� ع� ،R �پ چ� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� .1.2.1 �ف �ری� �ع� ت�
�اد �م� ن� �ا ب� R چ��پ �ف��ر ص� �ه�ه��اي �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� .xy = ٠ �ک��ه �وری� �ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� وج��ود ٠ ̸= y ∈ R

�ه�ي �وع� �م� �ج� م� و �ود �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� R راس��ت �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �ود. �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� Zℓ(R)

�م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف �ری� �ع� ت� �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ود. �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� Zr(R) �اد �م� ن� �ا ب� R �ه �ق� �ل� ح� راس��ت �ر �ف� ص� �اي �ه�ه� �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م�
�ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� r ∈ R �د �ن� �ان� م� �ري �اص� �ن� ع� �ه �وع� �م� �ج� م� TR(M) �لاوه، ع� �ه ب� .Z(R) = Zℓ(R) ∪ Zr(R)

.rm = ٠ ک��ه ب��اش��د م��وج��ود m ∈ M∗

م��ی�ش��ود: ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه X پ��وچ��س��از .X ⊆ M ک��ن��ی��د ف��رض .2.2.1 ت��ع��ری��ف
ann(X) = {y ∈ R | yX = ٠}.

.ann(M) = ٠ ه��رگ��اه اس��ت، وف��ادار M م��ی�گ��وی��ی��م

م��ی�ش��ود: ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه X راس��ت پ��وچ��س��از .X ⊆ R ک��ن��ی��د ف��رض .3.2.1 ت��ع��ری��ف
r.ann(X) = {y ∈ R | Xy = ٠}.

م��ی�ش��ود: ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه X چ��پ پ��وچ��س��از ه��م��چ��ن��ی��ن،
l.ann(X) = {y ∈ R | yX = ٠}.
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ی��ا Ia = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د م��وج��ود a ∈ R∗ ه��رگ��اه م��ی�ش��ود، ن��ام��ی��ده پ��وچ�ک��ن R از I ی��ک�ط��رف��ه ای��ده�آل
.aI = ٠

M از N م��ان��ن��د زی��رم��دول��ی اگ��ر اس��ت، M R-م��دول ب��ه واب��س��ت��ه اول ای��ده�آل P ک��ه م��ی�گ��وی��ی��م .4.2.1 ت��ع��ری��ف
.ann(B) = P ب��اش��ی��م داش��ت��ه N از B ن��اص��ف��ر زی��رم��دول ه��ر ب��راي و ann(N) = P ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود

م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان Ass(M) ن��م��اد ب��ا M R-م��دول ب��ه واب��س��ت��ه اول ای��ده�آل�ه��اي ت��م��ام م��ج��م��وع��ه

�ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� N 6e M �اد �م� ن� �اد ب� و �ت اس� M �ی �اس� اس� �دول م� �ر زی� N �م �ی� �وی� �ی�گ� م� .5.2.1 �ف �ری� �ع� ت�
ب��اش��د. داش��ت��ه ن��اص��ف��ر اش��ت��راك M از ن��اص��ف��ر زی��رم��دول ه��ر ب��ا N ه��رگ��اه

ن��ب��اش��د. ن��اص��ف��ر س��ره زی��رم��دول ه��ی��چ ش��ام��ل ه��رگ��اه اس��ت، س��اده M م��دول .6.2.1 ت��ع��ری��ف
M �اده س� �اي �دول�ه� �رم� زی� �وع �م� �ج� م� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� soc(M) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� M �ل �اک� س� .7.2.1 �ف �ری� �ع� ت�

اس��ت.

داش��ت��ه ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر م��اک��س��ی��م��ال راس��ت) (ی��ا چ��پ ای��ده�آل ه��رگ��اه اس��ت، م��وض��ع��ی R ح��ل��ق��ه .8.2.1 ت��ع��ری��ف
م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان (R,m) ن��م��اد ب��ا m م��اک��س��ی��م��ال چ��پ ای��ده�آل ب��ا R م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه ب��اش��د.

ک��ه اس��ت R م��اک��س��ی��م��ال راس��ت) (ی��ا چ��پ ای��ده�آل�ه��اي ه��م��ه اش��ت��راك ،R ژاک��وب��س��ون رادی��ک��ال .9.2.1 ت��ع��ری��ف
م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان J(R) ن��م��اد ب��ا

م��ی�س��ازد. م��ش��خ��ص را ش��رک��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ه��اي ژاک��وب��س��ون رادی��ک��ال زی��ر ق��ض��ی��ه

١− xy ،x ∈ R ه��ر ب��ه�ازاي اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر y ∈ J(R) ای��ن��ص��ورت در .y ∈ R ک��ن��ی��د ف��رض .10.2.1 ق��ض��ی��ه
ب��اش��د. R در چ��پ وارون��پ��ذی��ر

.[1.4 ل��م ،28] ب��ره��ان.

�ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� n ∈ N �ون چ� �ددي ع� �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� �وان �وچ�ت� پ� را x ∈ R �و �ض� ع� .11.2.1 �ف �ری� �ع� ت�
ک��اه��ش را R ح��ل��ق��ه م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان Nil(R)ن��م��اد ب��ا R ح��ل��ق��ه پ��وچ�ت��وان ع��ن��اص��ر ت��م��ام م��ج��م��وع��ه .xn = ٠

ن��ب��اش��د. ن��اص��ف��ر پ��وچ�ت��وان ع��ض��و ش��ام��ل ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م ی��اف��ت��ه

م��ی�پ��ردازی��م. اول ای��ده�آل�ه��اي وی��ژگ��ی�ه��اي ب��ررس��ی ب��ه ب��ع��د، ق��ض��ی��ه�ه��اي در
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In، . . . ،I١ و P ∈ Spec(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .12.2.1 �ه �ی� �ض� ق�
ه��م�ارزن��د: زی��ر گ��زاره�ه��اي ای��ن��ص��ورت در ب��اش��ن��د. R از ای��ده�آل�ه��ای��ی

.P ⊇ Ij ،١ 6 j 6 n ک��ه jاي ب��ه�ازاي (1
.P ⊇

n∩
i=١

Ii (2

.P ⊇
n∏

i=١

Ii (3

.[55.3 ل��م ،31] ب��ره��ان.
ای��ده�آل�ه��ای��ی n > ٢ ک��ه Pn، . . . ،P١ ک��ن��ی��د ف��رض اول) ای��ده�آل�ه��اي از اج��ت��ن��اب (ق��ض��ی��ه .13.2.1 ق��ض��ی��ه
�اش��د. ب� R از �ه�اي �ق� �ل� زی��رح� S �ی��د �ن� ک� ف��رض �ن��د. �اش� �ب� ن� اول �ا آن�ه� از �ا ت� دو �ث��ر ح��داک� و �ن��د �اش� ب� R �ای��ی �اب��ج� ج� �ق��ه �ل� ح� از

.S ⊆ Pj ،١ 6 j 6 n ک��ه jاي ب��ه�ازاي ای��ن��ص��ورت در .S ⊆
n∪

i=١

Pi ک��ن��ی��د ف��رض

.[61.3 ق��ض��ی��ه ،31] ب��ره��ان.
از �ه�اي �ق� �ل� �رح� زی� S �ی��د �ن� ک� ف��رض اول) �اي �ده�آل�ه� ای� از �اب �ن� �ت� اج� �ه �ی� �ض� ق� �ر �گ� دی� (ص��ورت .14.2.1 �ه �ظ� م��لاح�
آن از ت��ا دو ح��داک��ث��ر و ب��اش��ن��د R از ای��ده�آل�ه��ای��ی Pn، . . . ،P١ ،n > ٢ ب��ه�ازاي اگ��ر ب��اش��د. R ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي
c ∈ S \

n∪
i=١

Pi م��ان��ن��د ع��ض��وي آن��گ��اه ،S * Pi ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،١ 6 i 6 n ه��ر ب��ه�ازاي اگ��ر و ن��ب��اش��ن��د اول ه��ا
اس��ت. م��وج��ود

ک��ن��د: ص��دق زی��ر م��ع��ادل ش��رای��ط از ی��ک��ی در ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ن��وت��ري را M R-م��دول .15.2.1 ت��ع��ری��ف
ش��ود؛ م��ت��وق��ف س��ران��ج��ام M زی��رم��دول�ه��اي از ص��ع��ودي زن��ج��ی��ر ه��ر (1)

ب��اش��د؛ م��اک��س��ی��م��ال ع��ض��و داراي م��ش��م��ول��ی��ت راب��ط��ه ب��ه ن��س��ب��ت M زی��رم��دول�ه��اي از ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه ه��ر (2)

ب��اش��د. م��ول��د م��ت��ن��اه��ی M زی��رم��دول ه��ر (3)

�ري �وت� ن� �ت راس� �دول R-م� �م ه� و �پ چ� �دول R-م� �وان �ن� ع� �ه ب� �م ه� R �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� �ري �وت� ن� را R �ه�ي �ق� �ل� ح�
ب��اش��د.

ک��ن��د: ص��دق زی��ر م��ع��ادل ش��رای��ط از ی��ک��ی در ه��رگ��اه گ��وی��ی��م آرت��ی��ن��ی را M R-م��دول .16.2.1 ت��ع��ری��ف
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ش��ود؛ م��ت��وق��ف س��ران��ج��ام M زی��رم��دول�ه��اي از ن��زول��ی زن��ج��ی��ر ه��ر (1)

ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��ال ع��ض��و داراي م��ش��م��ول��ی��ت راب��ط��ه ب��ه ن��س��ب��ت M زی��رم��دول�ه��اي از ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه ه��ر (2)

�ی �ن� �ی� آرت� �ت راس� �دول R-م� ه��م و چ��پ �دول R-م� �وان �ن� ع� �ه ب� �م ه� R �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� �ی �ن� �ی� آرت� را R �ه�ي �ق� �ل� ح�
�ی �رخ� ب� �ه، ادام� در �د. �اش� ب� J(R) = ٠ �ا ب� �ت) (راس� �پ چ� �ی �ن� �ی� آرت� R �اه �رگ� ه� �ت، اس� �اده �م�س� �ی� ن� R �ه�ي �ق� �ل� ح� �د. �اش� ب�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي وی��ژگ��ی�ه��اي

اس��ت. (راس��ت) چ��پ ن��وت��ري آن��گ��اه ب��اش��د، (راس��ت) چ��پ آرت��ی��ن��ی R اگ��رح��ل��ق��ه�ي .17.2.1 ق��ض��ی��ه
.[15.3 ق��ض��ی��ه ،21] ب��ره��ان.

اس��ت م��ت��ن��اه��ی Max(R) ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. آرت��ی��ن��ی و ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�اي R ک��ن��ی��د ف��رض .18.2.1 ق��ض��ی��ه
(ی��ک��ری��خ��ت��ی R ∼= R١ × · · · × Rn ط��وری��ک��ه ب��ه م��وج��ودن��د Rn، . . . ،R١ م��ان��ن��د آرت��ی��ن��ی م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي و

ح��ل��ق��ه�ه��ا).

.[7.8 ق��ض��ی��ه و 3.8 گ��زاره ،13] ب��ره��ان.
ح��ل��ق��ه ه��م��چ��ن��ی��ن، م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان R[x] ن��م��اد ب��ا R در ض��رای��ب ب��ا x م��ج��ه��ول از چ��ن��دج��م��ل��ه�ای��ه��ا ح��ل��ق��ه
ب��ه ب��خ��ش، ای��ن ادام��ه در م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان R[[x]] �م��اد ن� �ا ب� R در �رای��ب ض� �ا ب� x �ه��ول م��ج� از �وان��ی ت� �ه��اي �ری� س�

م��ی�پ��ردازی��م. چ��ن��دج��م��ل��ه�ای��ه��ا ح��ل��ق��ه وی��ژگ��ی�ه��اي از ب��رخ��ی ب��ی��ان

�و �ض� ع� f(x) =
n∑

i=٠

aix
i و �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ه�اي �ق� �ل� ح� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ([36.1 �ن �ری� �م� ت� ،31]) .19.2.1 �ه �ی� �ض� ق�

داری��م: را زی��ر گ��زاره�ه��اي ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. R[x] در دل��خ��واه��ی
�ه �م� ه� an، . . . ،a١ و �د �اش� ب� R �ال �ک� ی� �و �ض� ع� a٠ �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� R[x] �ال �ک� ی� �و �ض� ع� �ک ی� f(x) (1

ب��اش��ن��د. پ��وچ�ت��وان
ب��اش��ن��د. پ��وچ�ت��وان ه��م��ه an، . . . ،a١،a٠ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت پ��وچ�ت��وان f(x) (2

.J(R[x]) = Nil(R[x]) (3
اس��ت. غ��ی��رم��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�اي R[x] (4

ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود r ∈ R چ��ون ع��ض��وي اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه R[x] در f(x) (5
.rf(x) = ٠ و r ̸= ٠
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ج��ب��ر اب��ت��دای��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف .2 ب��خ��ش

م��ی�پ��ردازی��م. ن��اج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي ب��رخ��ی ی��ادآوري ب��ه ادام��ه، در

ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .20.2.1 ت��ع��ری��ف
.a, b ∈ R ک��ه ،ba = ٠ ده��د ن��ت��ی��ج��ه ab = ٠ ه��رگ��اه ن��ام��ی��م ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر را R ح��ل��ق��ه (1)

.a, b ∈ R ک��ه ،aRb = ٠ ده��د ن��ت��ی��ج��ه ab = ٠ ه��رگ��اه ن��ام��ی��م ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی را R ح��ل��ق��ه (2)

ب��اش��ن��د. م��رک��زي R خ��ودت��وان ع��ن��اص��ر ت��م��ام ه��رگ��اه ن��ام��ی��م آب��ل��ی را R ح��ل��ق��ه (3)

ح��ل��ق��ه�ه��اي ه��م��چ��ن��ی��ن، .[5.21 ل��م ه��س��ت��ن��د[28، آب��ل��ی ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی، ح��ل��ق��ه�ه��اي ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه
ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه ه��س��ت��ن��د. ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ی��اف��ت��ه، ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ه��اي ب��ه�ع��لاوه، ه��س��ت��ن��د. ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر،
ann(X) �اد �م� ن� از و l.ann(X) = r.ann(X) �اه �گ� آن� ،X ⊆ R و �د �اش� ب� �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ر اگ�
و �ای��ی �اب��ج� �ی��م�ج� ن� �ق��ه�ه��اي �ل� ح� م��ورد در �ت��ر �ی��ش� ب� �ی��ات ج��زی� ب��راي �ی��م. �ن� م��ی�ک� �ف��اده �ت� اس� X پ��وچ��س��از دادن ن��ش��ان ب��راي

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [30] و [26] ب��ه ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر

م��ی�ک��ن��د. م��ش��خ��ص را ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ه��اي از خ��ان��واده�اي ب��ع��د، ق��ض��ی��ه�ه��اي

اس��ت، ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر R[x]/(xn) ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�اي R ک��ن��ی��د ف��رض .21.2.1 ق��ض��ی��ه
اس��ت. xn ت��وس��ط ش��ده ت��ول��ی��د ای��ده�آل (xn) و n ∈ N ک��ه

[5.2 ق��ض��ی��ه ،26] ب��ره��ان.
ف��رم ب��ه �ا �ات��ری��س�ه� م� ت��م��ام �ق��ه �ل� ح� �ن��ص��ورت ای� در ب��اش��د. �ت��ه �اف� ی� ک��اه��ش �ق��ه�اي �ل� ح� R �ن��ی��د ک� ف��رض .22.2.1 ق��ض��ی��ه

اس��ت. ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر
 R R

٠ R


[6.1 گ��زاره ،26] ب��ره��ان.

[31] و [28] ،[24] ،[21] ،[13] ب��ه را �ده �ن� �وان� خ� �ا، �دول�ه� م� و �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ورد م� در �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ات �ی� �زی� ج� �راي ب�
م��ی�ده��ی��م. ارج��اع
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2 ف��ص��ل

گ��ذش��ت��ه ک��اره��اي م��رور
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پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف .1 ب��خ��ش

ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف 1.2
�ده ش� �رف��ی �ع� م� [7] در �ه ک� ،R �ای��ی �ج� �اب� ج� �ه �ق� �ل� ح� �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �از �س� �وچ� پ� �ده�آل ای� �راف گ� �ادآوري ی� �ه ب� �خ��ش ب� �ن ای� در
ب��رگ��رف��ت��ه ب��خ��ش، ای��ن م��ط��ال��ب ت��م��ام م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را آن وی��ژگ��ی�ه��اي و خ��واص ب��رخ��ی و م��ی�پ��ردازی��م اس��ت،

اس��ت. [7] از

�ا ب� �ه ک� R �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �از �س� �وچ� پ� �ده�آل ای� �راف گ� �د. �اش� ب� �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .1.1.2 �ری��ف �ع� ت�
�اي �ده�آل�ه� ای� �ه �م� ه� آن �اي راس�ه� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �اده، س� �ت اس� �ی �راف� گ� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� ΓAnn(R) �اد �م� ن�
�ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �د �اورن� �ج� م� J و I �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو و �د �اش� �ی�ب� م� (R و ٠ از �ز �ای� �م� �ت� م� �ی، �ن� �ع� (ی� R �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ�

.J ∩ ann(I) ̸= ٠ ی��ا I ∩ ann(J) ̸= ٠

اول��ی��ن ع��ن��وان ب��ه اس��ت. ن��اص��ف��ر ه��م��ان��ی ب��ا ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ی��ک R ب��خ��ش ای��ن ت��م��ام ک��ه ب��اش��ی��د داش��ت��ه ت��وج��ه
ب��اش��د. ی��ال ب��دون ΓAnn(R) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ش��رای��ط��ی ق��ض��ی��ه،

R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ی��ال ب��دون ΓAnn(R) ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .2.1.2 ق��ض��ی��ه
.|ΓAnn(R)| = ١ ی��ا ب��اش��د ص��ح��ی��ح ح��وزه

[1 ل��م ،7] ب��ره��ان.
م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف ق��ط��ر و ه��م��ب��ن��دي ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

�ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� Z(R) ̸= ٠ �ا ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .3.1.2 �ه �ی� �ض� ق�
.diam(ΓAnn(R)) ∈ {٠, ١, ٢}

[2 ق��ض��ی��ه ،7] ب��ره��ان.
ح��وزه R اگ��ر �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� اس��ت �ن��د �ب� �م� �اه� ن� ΓAnn(R) ک��ه �رف��ت گ� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �وان م��ی�ت� �ب��ل ق� �ه �ی� �ض� ق� دو از �ن��ون اک�
G گ��راف اگ��ر ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف ک��م��ر ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در ب��اش��د. ص��ح��ی��ح

.gr(G) 6 ٢diam(G) + ١ آن��گ��اه ب��اش��د، دور ی��ک ش��ام��ل

.gr(ΓAnn(R)) ∈ {٣,∞} ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .4.1.2 ق��ض��ی��ه
[5 ق��ض��ی��ه ،7] ب��ره��ان.
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پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف .1 ب��خ��ش

ب��اش��د. ک��ام��ل پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف ک��ه م��ی�ش��ود ب��ررس��ی ش��رای��ط��ی ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در
ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .5.1.2 ق��ض��ی��ه
اس��ت. ک��ام��ل ΓAnn(R) آن��گ��اه ب��اش��د، آرت��ی��ن��ی R اگ��ر (1)

R �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ام��ل ک� ΓAnn(R) و soc(Nil(R)) 6e Nil(R) �وت��ري، ن� �ه، �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ر �ی� غ� R اگ��ر (2)
اس��ت. آرت��ی��ن��ی

[10 ق��ض��ی��ه ،7] ب��ره��ان.
ب��اش��د. ک��ام��ل آن�ه��ا ب��ه واب��س��ت��ه گ��راف ک��ه م��ی�ش��ود ب��ررس��ی ح��ل��ق��ه�ه��ای��ی ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

و �ر اگ� اس��ت �ام��ل ک� ΓAnn(R) �ص��ورت �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .6.1.2 �ی��ه ق��ض�
.ann(I) ̸= ann(J) ب��اش��ی��م داش��ت��ه J و I م��ت��م��ای��ز راس دو ه��ر ب��راي اگ��ر ت��ن��ه��ا

[11 ق��ض��ی��ه ،7] ب��ره��ان.
ب��اش��د. ک��ام��ل آن ب��ه واب��س��ت��ه گ��راف ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��خ��ص ی��اف��ت��ه�اي ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ه��اي ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

�ل �ام� ک� ΓAnn(R) �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .7.1.2 �ه �ی� �ض� ق�
ب��اش��د. م��ی��دان�ه��ا از م��ت��ن��اه��ی م��س��ت��ق��ی��م ض��رب R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت

[12 ق��ض��ی��ه ،7] ب��ره��ان.
ب��اش��ن��د. ب��راب��ر پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف خ��وش��ه�اي و رن��گ��ی ع��دد ک��ه م��ی�ش��ود ب��ررس��ی ح��ال��ت��ی ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

�ا Diه� �ه ک� ،R ∼= D١ ⊕ · · · ⊕Dn �ر اگ� �د. �اش� ب� �ی �ن� �ی� آرت� �ر �ی� غ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .8.1.2 �ه �ی� �ض� ق�
.χ(ΓAnn(R)) = ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ١ آن��گ��اه ه��س��ت��ن��د، ص��ح��ی��ح ح��وزه�ه��اي

[14 ق��ض��ی��ه ،7] ب��ره��ان.
ب��اش��د. دور ب��دون پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف ک��ه م��ی�ش��ود ب��ررس��ی ح��ال��ت��ی ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

�ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R �اه �گ� آن� ،ω(ΓAnn(R)) = ٢ اگ��ر �اش��د. ب� �وت��ري ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .9.1.2 �ی��ه ق��ض�
اس��ت. گ��رن��ش��ت��ای��ن

[17 ق��ض��ی��ه ،7] ب��ره��ان.
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پ��وچ�ک��ن ای��ده�آل�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف .2 ب��خ��ش

ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک پ��وچ�ک��ن ای��ده�آل�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف 2.2
�رف��ی �ع� م� [32] در �ه ک� ،R �ای��ی �ج� �اب� ج� �ه�ي �ق� �ل� ح� �وچ�ک��ن پ� �اي �ده�آل�ه� ای� �وع �م� �ج� م� �راف گ� �ادآوري ی� �ه ب� �خ��ش ب� �ن ای� در
�ش �خ� ب� �ن ای� �ب �ال� �ط� م� �ام �م� ت� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را آن �اي �ی�ه� �ژگ� وی� و �واص خ� �ی �رخ� ب� و �م �ردازی� �ی�پ� م� �ت، اس� �ده ش�

اس��ت. [32] از ب��رگ��رف��ت��ه

�ه ب� �ه �ت� واب��س� پ��وچ�ک��ن ای��ده�آل�ه��اي �م��وع م��ج� گ��راف �اش��د. ب� �ای��ی �اب��ج� ج� �ق��ه �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .1.2.2 �ع��ری��ف ت�
ای��ده�آل�ه��اي ه��م��ه آن راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه ک��ه س��اده، اس��ت گ��راف��ی م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان Ω(R) ن��م��اد ب��ا ک��ه ،R
ب��اش��د. پ��وچ�ک��ن ای��ده�آل I + J اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د J و I م��ت��م��ای��ز راس دو و م��ی�ب��اش��د R ن��اص��ف��ر پ��وچ�ک��ن

�ن��وان ع� ب��ه اس��ت. �ف��ر ن��اص� �ان��ی �م� ه� �ا ب� �ای��ی �اب��ه�ج� ج� �ق��ه �ل� ح� ی��ک R ب��خ��ش ای��ن �ام ت��م� در ک��ه �ی��د �اش� ب� �ت��ه داش� ت��وج��ه
م��ی�ش��ود. ت��ع��ی��ی��ن گ��راف ای��ن ق��ط��ر ن��ت��ی��ج��ه اول��ی��ن

.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .2.2.2 ق��ض��ی��ه
[1.4 و 4.3 ،3.3 ،1.3 ،3.2 ل��م�ه��اي ،32] ب��ره��ان.

ب��اش��د. ن��اه��م��ب��ن��د آن ب��ه واب��س��ت��ه گ��راف ک��ه م��ی�ش��ود ت��ع��ی��ی��ن R ب��راي ش��رای��ط��ی ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

ی��ک R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .3.2.2 ق��ض��ی��ه
ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي

[1.4 و 4.3 ،3.3 ،1.3 ،3.2 ل��م�ه��اي ،32] ب��ره��ان.
م��ی�ش��ود. ب��ررس��ی Ω(R) ک��م��ر ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

.gr(Ω(R)) ∈ {٣,∞} ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .4.2.2 ق��ض��ی��ه
[3.4 ن��ت��ی��ج��ه و 7.3 ق��ض��ی��ه ،18.2 گ��زاره ،32] ب��ره��ان.

ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی گ��راف ای��ن خ��وش��ه�اي ع��دد ک��ه م��ی�ش��ود گ��رف��ت��ه درن��ظ��ر ح��ال��ت��ی ب��ع��د، ق��ض��ی��ه�ه��اي در

�اه �گ� آن� ،ω(Ω(R)) < ∞ �ر اگ� �ت. �س� �ی� ن� �ح �ی� �ح� ص� �وزه ح� �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .5.2.2 �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. اول ای��ده�آل�ه��اي از م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد اج��ت��م��اع Z(R)
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ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف .3 ب��خ��ش

[4.4 ن��ت��ی��ج��ه ،32] ب��ره��ان.

�ر اگ� �د. �اش� �ب� ن� �ده�آل ای� Z(R) �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .6.2.2 �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. م��ی��دان م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ض��رب ح��اص��ل R آن��گ��اه ،ω(Ω(R)) < ∞

[5.4 گ��زاره ،32] ب��ره��ان.

�ی��دان م� �ا Kiه� و n > ١ ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د �ق��ه �ل� ح� ی��ک R ∼= K١ × · · · ×Kn �ی��د �ن� ک� ف��رض .7.2.2 �ی��ه ق��ض�
.ω(Ω(R)) = χ(Ω(R)) = ٢n−١ − ١ ای��ن��ص��ورت در ب��اش��ن��د.

[6.4 گ��زاره ،32] ب��ره��ان.

ح��ل��ق��ه ی��ک ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف 3.2
�اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ،R �ای��ی �ج� �اب� ج� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �راف گ� ،[6] در �ون2 �ت� �س� �گ� �ن� �وی� ل� و �ون1 �درس� ان�
�ی��ه�ه��اي �ل� م��ق��س��وم�ع� گ��راف، ای��ن راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه�ي ک��ردن��د. ب��ررس��ی و �ع��رف��ی م� را م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان Γ(R)

و اف��خ��م��ی3 .xy = ٠ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د y و x م��ت��م��ای��ز راس دو و م��ی�ب��اش��د ص��ف��ر از �غ��ی��ر R ح��ل��ق��ه ص��ف��ر
Γ′(R) ن��م��اد ب��ا ک��ه ،R ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ب��ه واب��س��ت��ه ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه دوگ��ان گ��راف ،[2] در خ��ش��ی��ارم��ن��ش4

ک��ردن��د: م��ع��رف��ی زی��ر ش��رح ب��ه را م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان
fa : R −→ R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ،R در a �و �ض� ع� �ر ه� �راي ب� �د. �اش� ب� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ه ب� را R �ر �ف� ص� �اي �ه�ه� �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �وان �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� a در �رب ض� �ا ب� �ی �دول� R-م� �ت��ی �خ� �ری� درون�

ک��رد: م��ع��رف��ی زی��ر ص��ورت
Z(R) = {x ∈ R | ن��ب��اش��د ی��ک�ب��ه�ی��ک fx .{درون��ری��خ��ت��ی

گ��رف��ت��ن��د: درن��ظ��ر را زی��ر م��ج��م��وع��ه�ي دوگ��ان، ح��ال��ت در
W (R) := {x ∈ R | ن��ب��اش��د پ��وش��ا fx {درون��ری��خ��ت��ی = {x ∈ R | Rx ̸= R}.

1Anderson
2Livingston
3Afkhami
4Khashyarmanesh
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ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف .3 ب��خ��ش

x �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �د �اورن� �ج� م� Γ(R) در y و x ،Z(R)∗ در y و x �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو �ر ه� �راي ب� �وح، وض� �ه ب�
�ان دوگ� �راف گ� �اس، اس� �ن ای� �ر ب� �د. �اش� ب� Ker(fx) در �ر �ف� �اص� ن� �وي �ض� ع� y �ا ی� �د �اش� ب� Ker(fy) در �ر �ف� �اص� ن� �وي �ض� ع�
آن �اي راس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �اده، س� اس��ت �راف��ی گ� �ود، م��ی�ش� داده �ان �ش� ن� Γ′(R) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م�
�وي �ض� ع� x + Ry �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �د �اورن� �ج� م� y و x �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو و �د �اش� �ی�ب� م� W (R)∗ = W (R) \ {٠}

راس دو �ر، �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �د. �اش� ب� Coker(fx) در �ر �ف� �اص� ن� �ض��وي ع� y + Rx و �اش��د ب� Coker(fy) در �ر �ف� �اص� ن�
.y /∈ Rx و x /∈ Ry اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د، Γ′(R) در y و x م��ت��م��ای��ز

ت��وس��ی��ع زی��ر ش��رح ب��ه ن��اج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي ب��ه را ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف م��ف��ه��وم ،[1] در اف��خ��م��ی
داد:

�اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ،R ب��ه �ه �ت� �س� واب� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �ان دوگ� �راف گ� �د. �اش� ب� �ی �ای� �ج� �اب� �اج� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض
راس دو و م��ی�ب��اش��د R ح��ل��ق��ه ن��ای��ک��ال ع��ن��اص��ر آن راس�ه��اي ک��ه س��اده اس��ت گ��راف��ی م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان Γ′(R)

.y /∈ Rx و x /∈ Ry اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د y و x م��ت��م��ای��ز
و [4] ،[3] ،[2] ،[1] �ه ب� را �ده �ن� �وان� خ� �ر، �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �ان دوگ� �راف گ� �ورد درم� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ات �ی� �زی� ج� �راي ب�

م��ی�ده��ی��م. ارج��اع [5]
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3 ف��ص��ل

گ��راف�ه��ا ک��م��ک ب��ه م��دول�ه��ا و ح��ل��ق��ه�ه��ا م��ط��ال��ع��ه�ي
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ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف ت��ع��ری��ف ت��وس��ی��ع .1 ب��خ��ش

م��دول�ه��ا ب��ه ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف ت��ع��ری��ف ت��وس��ی��ع 1.3
�ان دوگ� �راف گ� �ف �ری� �ع� ت� �خ��ش، ب� �ن ای� در �م. �ردی� ک� �ادآوري ی� را �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �ان دوگ� �راف گ� ،3.2 �خ��ش ب� در

اس��ت. [11] از ب��رگ��رف��ت��ه ب��خ��ش، ای��ن م��ط��ال��ب ت��م��ام م��ی�ده��ی��م. ت��وس��ی��ع م��دول�ه��ا ب��ه را ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم

�پ چ� �دول R-م� �ک ی� M و �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �م� ه� �ا ب� �ر �ذی� �ت�پ� �رک� ش� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .1.1.3 �ف �ری� �ع� ت�
�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� و WR(M) = {x ∈ M | Rx ̸= M}د� �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �ک� ی�
Γ′
R(M) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ،M �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �ان دوگ� �راف گ� .WR(M)∗ = WR(M) \ {٠}

دو و �ت اس� WR(M)∗ �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ر �اص� �ن� ع� �ام �م� ت� آن �اي راس�ه� �ه ک� �اده س� �ت اس� �ی �راف� گ� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن�
.y /∈ Rx و x /∈ Ry اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د y و x م��ت��م��ای��ز راس

م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف ه��م��ان Γ′
S(S) آن��گ��اه ب��اش��د، ی��ک��دار �ای��ی �اب��ج� ج� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک S اگ��ر ک��ه اس��ت ب��دی��ه��ی

�ا ب� Γ′
R(M) �راف��ی گ� خ��واص �ی��ن ب� �ات �اط� �ب� ارت� ب��رخ��ی ب��خ��ش، ای��ن در �اش��د. م��ی�ب� [2] در ش��ده �ری��ف �ع� ت� �ر �ف� ص� �ی��ه �ل� ع�

،Γ′
R(M) �ی �راف� گ� �اي �ی�ه� �ژگ� وی� از �ی �رخ� ب� �لاوه، �ه�ع� ب� �ود. �ی�ش� م� �ی �ررس� ب� R �ه �ق� �ل� ح� و M �دول م� �ري �ب� ج� �واص خ�

ف��رض ب��خ��ش، ای��ن س��راس��ر در م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را ب��ودن م��س��ط��ح و اس��ت��ق��لال ع��دد خ��وش��ه�اي، ع��دد ک��م��ر، م��ان��ن��د
ع��لاوه، ب��ه اس��ت. ن��اص��ف��ر ی��ک��ان��ی چ��پ R-م��دول ی��ک M و ن��اص��ف��ر ه��م��ان��ی ب��ا ش��رک��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه ی��ک R م��ی�ک��ن��ی��م
�ی �ررس� ب� را �ی �ط� �رای� ش� �ه، �ج� �ی� �ت� ن� �ن �ی� اول� �وان �ن� ع� �ه ب� �د. �ون� �ی�ش� م� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� درن� �پ چ� از �ی �دول� م� �اي �اره� �ت� �اخ� س� �ام �م� ت�

ب��اش��د. ت��ه��ی Γ′
R(M) گ��راف ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م

ب��اش��د. R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .2.1.3 گ��زاره
ب��اش��د. س��اده R-م��دول ی��ک M اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ت��ه��ی Γ′

R(M) (1)

ب��اش��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ت��ه��ی Γ′
R(R) (2)

.Rx = M �م داری� x ∈ M∗ �ر ه� �ه�ازاي ب� �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ی �ه� ت� Γ′
R(M) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.

در �د. �اش� ب� �اده س� �دول R-م� �ک ی� M �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �ک� �رع� ب� �ت. اس� �اده س� �دول R-م� �ک ی� M �ن، �رای� �اب� �ن� ب�
اس��ت. ت��ه��ی Γ′

R(M) درن��ت��ی��ج��ه و WR(M)∗ = ∅ ای��ن��ص��ورت،
�ا ب� �ون، �ن� اک� .Rx = R �م داری� x ∈ R∗ �ر ه� �ه�ازاي ب� �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ی �ه� ت� Γ′

R(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2)
R �ی��د �ن� ک� ف��رض ب��رع��ک��س، اس��ت. ب��خ��ش��ی �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R ک��ه �ی��ری��م م��ی�گ� �ی��ج��ه �ت� ن� ،[2.1 �م��ری��ن ت� ،28] ب��ه ت��وج��ه

اس��ت. ت��ه��ی Γ′
R(R) ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک

18



ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم دوگ��ان گ��راف ت��ع��ری��ف ت��وس��ی��ع .1 ب��خ��ش

R ک��ه ک��رد خ��واه��ی��م ف��رض اس��ت، ت��ه��ی Γ′
R(M) گ��راف ک��ه ه��ن��گ��ام��ی ب��دی��ه��ی��ات از اج��ت��ن��اب ب��راي ادام��ه، در

گ��راف ای��ن ک��م��ر ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در ب��اش��د. راس ش��ام��ل Γ′
R(M) ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک

داری��م. ن��ی��از را زی��ر ل��م آن، از ق��ب��ل م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ی��ی��ن را
�ح �ی� �ح� ص� �دد ع� ی��ک n > ۴ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �دول R-م� ی��ک M و �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .3.1.3 ل��م
�ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� Γ′

R(M) در �ر �ی� �س� م� �ک ی� x١ − x٢ − · · · − xn و �د �اش� ب�
ش��رط ب��ا j و i ان��دی��س دو ه��ر ب��ه�ازاي آن��گ��اه ،Rx١ ⊆ Rxn اگ��ر ن��ب��اش��د. دور ش��ام��ل xn ، . . . ،x٢ ،x١ راس�ه��اي

.Rxi ⊆ Rxj داری��م i < j − ١

�ر اگ� .Rxn ⊆ Rx٢ �ا ی� Rx٢ ⊆ Rxn �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. �س� �ی� ن� �اور �ج� م� xn �ا ب� x٢ �ات، �ی� �رض� ف� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ب��ره��ان.
از اس��ت. �اور �ج� م� x٢ �ا ب� x١ �را زی� اس��ت، �ک��ن �م� م� �ر �ی� غ� �ه ک� Rx١ ⊆ Rxn ⊆ Rx٢ �ن��ص��ورت ای� در ،Rxn ⊆ Rx٢

خ��وان��ن��ده م��ش��اب��ه، روش��ی ب��ه ای��ن��ص��ورت، در ،n = ۴ اگ��ر اک��ن��ون، .Rx٢ ⊆ Rxn ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م رو، ای��ن
�ی��م �ن� م��ی�ک� ف��رض �اب��رای��ن، �ن� ب� .Rxi ⊆ Rxj داری��م i < j − ١ ه��ر �ه�ازاي ب� �ه ک� �ن��د ک� ب��ررس��ی �وان��د م��ی�ت� �ان��ی آس� ب��ه
ب��ه ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت Γ′

R(M) در م��س��ی��ر ی��ک x٢ − x٣ − · · · − xn ای��ن��ص��ورت در .n > ۵

ب��ه خ��وان��ن��ده م��ش��اب��ه، روش��ی ب��ه اس��ت، م��ت��ن��اه��ی n چ��ون ن��ی��س��ت. دور ش��ام��ل xn ، . . . ،x٣ ،x٢ راس�ه��اي وس��ی��ل��ه
و n − ١ > ۴ �م داری� �ون، �ن� اک� .Rxi ⊆ Rxn ،i < n − ١ �ر ه� �ه�ازاي ب� �ه ک� �د �ن� ک� �ی �ررس� ب� �د �وان� �ی�ت� م� �ی �ان� آس�
�اي راس�ه� �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� Γ′

R(M) در �ر �ی� �س� م� ی��ک x١ − x٢ − · · · − xn−١

�ا ی� Rx١ ⊆ Rxn−١ �م داری� �ت، �س� �ی� ن� �اور �ج� م� xn−١ �ا ب� x١ �ون چ� �ت. �س� �ی� ن� دور �ل �ام� ش� xn−١ ، . . . ،x٢ ،x١
�ت، اس� �ن �ک� �م� م� �ر �ی� غ� �ه ک� Rxn−١ ⊆ Rx١ ⊆ Rxn �ورت �ص� �ن� ای� در ،Rxn−١ ⊆ Rx١ �ر اگ� .Rxn−١ ⊆ Rx١

�ا ب� x٢ �ون چ� �ون، �ن� اک� .Rx١ ⊆ Rxn−١ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اور �ج� م� xn �ا ب� xn−١ �را زی�
�ورت �ص� �ن� ای� در ،Rxn−١ ⊆ Rx٢ �ر اگ� .Rxn−١ ⊆ Rx٢ �ا ی� Rx٢ ⊆ Rxn−١ �م داری� �ت، �س� �ی� ن� �اور �ج� م� xn−١

ب��ه .Rx٢ ⊆ Rxn−١ ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. م��ج��اور x٢ ب��ا x١ زی��را اس��ت، م��م��ک��ن غ��ی��ر ک��ه Rx١ ⊆ Rxn−١ ⊆ Rx٢

اس��ت، م��ت��ن��اه��ی n چ��ون اک��ن��ون، .Rxi ⊆ Rxn−١ ،i < n− ٢ ه��ر ب��ه�ازاي ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه م��ش��اب��ه، ط��ور
.Rxi ⊆ Rxj داری��م i < j − ١ ه��ر ب��ه�ازاي ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده ب��ازگ��ش��ت��ی، روش ب��ا

ب��اش��د. دور ش��ام��ل Γ′
R(M) ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .4.1.3 ق��ض��ی��ه

.gr(Γ′
R(M)) ∈ {٣, ۴} ای��ن��ص��ورت در

ب��اش��د. Γ′
R(M) در دور ی��ک x١ − x٢ − · · · − xn − x١ و n = gr(Γ′

R(M)) > ۵ ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� .Rxn−١ ⊆ Rx١ �ا ی� Rx١ ⊆ Rxn−١ �م داری� �ت، �س� �ی� ن� �اور �ج� م� xn−١ �ا ب� x١ �ون چ�
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�ت، �س� �ی� ن� �اور �ج� م� xn �ا ب� x٢ �ون چ� �ون، �ن� اک� .Rx١ ⊆ Rxn−١ �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک�
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� .Rx٢ ⊆ Rxn �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .Rxn ⊆ Rx٢ �ا ی� Rx٢ ⊆ Rxn �م داری�
در �ر �ی� �س� م� ی��ک x١ − x٢ − · · · − xn−١ و �س��ت �ی� ن� �اور �ج� م� xn−١ �ا ب� x٢ چ��ون �ص��ورت، �ن� ای� در .Rxn ⊆ Rx٢

�ا ب� �س��ت، �ی� ن� دور �ام��ل ش� xn−١ ، . . . ،x٢ ،x١ راس�ه��اي �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� اس��ت Γ′
R(M)

�ت، اس� �ن �ک� �م� م� �ر �ی� غ� �ه ک� Rxn ⊆ Rx٢ ⊆ Rxn−١ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .Rx٢ ⊆ Rxn−١ �م داری� 3.1.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت�
�ر �ی� �س� م� دو �ون، �ن� اک� .Rx٢ ⊆ Rxn �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� رو، �ن ای� از �ت. اس� �اور �ج� م� xn−١ �ا ب� xn �را زی�
�ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� درن� را L٢ := x٢ − x٣ − · · · − xn و L١ := x١ − x٢ − · · · − xn−١

3.1.3 ل��م ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� �رای��ن، �اب� �ن� ب� �ی��س��ت. ن� دور �ام��ل ش� ،i = ١, ٢ ک��ه ،Li راس�ه��اي �ل��ه �ی� وس� ب��ه �ای��ی �ق� ال� زی��رگ��راف
زی��را اس��ت، ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه Rx١ ⊆ Rxn م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه اک��ن��ون، .Rx٣ ⊆ Rxn و Rx١ ⊆ Rx٣ داری��م

.gr(Γ′
R(M)) ∈ {٣, ۴} درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. م��ج��اور xn ب��ا x١

م��ی�آی��د. ب��دس��ت 4.1.3 ق��ض��ی��ه از م��س��ت��ق��ی��م ط��ور ب��ه زی��ر ن��ت��ی��ج��ه
.gr(Γ′

R(M)) ∈ {٣, ۴,∞} آن��گ��اه ب��اش��د، R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R اگ��ر .5.1.3 ن��ت��ی��ج��ه
ک��ه �م �ی� م��ی�ده� �ان �ش� ن� �ون، �ن� اک� .gr(Γ′

R(M)) ∈ {٣, ۴,∞} ک��ه �م دادی� �ان �ش� ن� �ل �ب� ق� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .6.1.3 �ث��ال م�
م��ی�ده��ن��د. روي ح��ال��ت س��ه ای��ن ه��م��ه�ي

.gr(Γ′
Z(Z٢ × Z٢ × Z٢)) = ٣ (1)

.gr(Γ′
Z٣×Z٣

(Z٣ × Z٣)) = ۴ (2)

.gr(Γ′
Z(Z۴)) = ∞ (3)

�ر �ف� �اص� ن� �راك �ت� اش� N �اه �رگ� ه� �ود، �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ی �اس� اس� M از N �ر �ف� �اص� ن� �دول �رم� زی� ی��ک �ه ک� �د �اوری� �ی� ب� �اد ی� �ه ب�
�ی �ررس� ب� �ی �ط� �رای� ش� �ت �ح� ت� را Γ′

R(M) �راف گ� �ر �ط� ق� �د، �ع� ب� �زاره گ� در �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� M �ر �ف� �اص� ن� �دول �رم� زی� �ر ه� �ا ب�
م��ی�ک��ن��ی��م.

�ر ه� �ه�ازاي ب� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �دول R-م� �ک ی� M و �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .7.1.3 �زاره گ�
.diam(Γ′

R(M)) ∈ {١, ٢} ای��ن��ص��ورت، در ن��ب��اش��د. M اس��اس��ی زی��رم��دول Rx ،x ∈ WR(M)∗

�ون، �ن� اک� .|Γ′
R(M)| > ٢ �ت، �س� �ی� ن� M �ی �اس� اس� �دول �رم� زی� Rx ،x ∈ WR(M)∗ �ر ه� �ه�ازاي ب� �ون چ� ب��ره��ان.

ی��ا Rx ⊆ Ry ای��ن��ص��ورت، در ن��ب��اش��د. م��ج��اور y ب��ا x و ب��اش��ن��د Γ′
R(M) از م��ت��م��ای��ز راس دو y و x ک��ن��ی��د ف��رض
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�ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� .Rx ⊆ Ry �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� .Ry ⊆ Rx

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� .Ry ∩ N = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� M از N �ر �ف� �اص� ن� �دول �رم� زی� �ک ی� �ات، �روض� �ف� م� �ه ب�
و a /∈ Rx �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� .y /∈ Ra و a /∈ Ry �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .a ∈ N∗

ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. Γ′
R(M) در دو ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک x− a− y ب��ن��اب��رای��ن، .x /∈ Ra

.diam(Γ′
R(M)) ∈ {١, ٢}

ی��ک M از �دول �رم� R-زی� �ر ه� �اه �رگ� ه� �ود، �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �اده �م�س� �ی� ن� M �دول R-م� ی��ک �ه ک� �د �اوری� �ی� ب� �اد ی� �ه ب�
داری��م. را زی��ر ن��ت��ی��ج��ه ،7.1.3 گ��زاره از ب��اش��د. M م��س��ت��ق��ی��م ج��م��ع��ون��د

.diam(Γ′
R(M)) ∈ {١, ٢} آن��گ��اه ب��اش��د، ن��ی��م�س��اده R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R اگ��ر .8.1.3 ن��ت��ی��ج��ه

زی��رم��دول ی��ک ،Rx ̸= M و اس��ت ن��ی��م�س��اده M چ��ون ب��اش��د. Γ′
R(M) از راس ی��ک x ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.

�م داری� ،7.1.3 �زاره گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون �ن� اک� .M = N ⊕ Rx �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� M از N �ر �ف� �اص� ن�
.diam(Γ′

R(M) ∈ {١, ٢}

ل��م آن، از ق��ب��ل ب��اش��د. ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک Γ′
R(M) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��ط��ال��ع��ه را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در

اس��ت. ض��روري زی��ر

ب��اش��د، دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک Γ′
R(M) اگ��ر ب��اش��د. R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .9.1.3 ل��م

اس��ت. دو ح��داک��ث��ر M م��اک��س��ی��م��ال زی��رم��دول�ه��اي ت��ع��داد آن��گ��اه

�ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �د. �ن� �اش� ب� M �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �دول �رم� زی� �ه س� N٣ و N٢ ،N١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
ب��ره��ان، �ی��ت �ل� ک� از ش��دن �ت��ه �اس� ک� ب��دون �ن��ظ��ور، م� ب��دی��ن �ی��م. �ن� ک� �ت��خ��اب ان� را ni ∈ Ni \

∪٣
j=١,j ̸=i Nj �ی��م �وان� م��ی�ت�

�م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �اب �خ� �ت� ان� را b ∈ N١ \ N٣ و a ∈ N١ \ N٢ �ورت، �ص� �ن� ای� در .N١ ⊆ N٢ ∪ N٣ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ه �ت� �اس� ک� �دون ب� .a + b ∈ N٣ �ا ی� a + b ∈ N٢ �م داری� ،a + b ∈ N١ �ون چ� .b ∈ N٢ و a ∈ N٣ �ن، �رای� �اب� �ن� ب�
ی��ک ک��ه (a+ b)− b = a ∈ N٢ ای��ن��ص��ورت، در .a+ b ∈ N٢ ک��رد ف��رض م��ی�ت��وان ب��ره��ان، ک��ل��ی��ت از ش��دن
�ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �م. �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� را ni ∈ Ni \

∪٣
j=١,j ̸=i Nj �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت�

اس��ت، ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه اس��ت Γ′
R(M) در س��ه ط��ول ب��ه دور ی��ک n١ − n٢ − n٣ − n١ ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده

�ه �ی� �ض� ق� ،34]) �د �اش� �ب� ن� �رد ف� �ول ط� �ه ب� دوري �چ �ی� ه� �ل �ام� ش� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �ی �ش� �خ� دوب� �راف، گ� �ک ی� �را زی�
اس��ت. دو ح��داک��ث��ر M م��اک��س��ی��م��ال زی��رم��دول�ه��اي ت��ع��داد رو، ای��ن از ب��ب��ی��ن��ی��د). را [18.2.1
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ی��ک Γ′
R(M) �ص��ورت �ن� ای� در �د. �اش� ب� �وت��ري ن� R-م��دول ی��ک M و �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .10.1.3 �زاره گ�

ت��م��ام N٢ و N١ ک��ه ،M = N١ ⊕N٢ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ن��ات��ه��ی ی��ال��ی م��ج��م��وع��ه�ي ب��ا ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی گ��راف
ه��س��ت��ن��د. M س��اده زی��رم��دول�ه��اي

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ی �ه� �ات� ن� �ی �ال� ی� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� ی��ک Γ′
R(M) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

�دار �ال� ی� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� ی��ک Γ′
R(M) چ��ون �د. �اش� ب� i �خ��ش ب� �اي راس�ه� �ام �م� ت� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ،i = ١, ٢ �ه ک� ،Xi

M چ��ون .i = ١, ٢ ک��ه ،Λi = {Ra | a ∈ Xi} �ی��م م��ی�ده� �رار ق� .Xi ̸= ∅ داری��م i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� اس��ت،
�م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت. اس� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �و �ض� ع� �ک ی� �ل �ام� ش� Λi ،i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� �ت، اس� �ري �وت� ن� �دول R-م� �ک ی�
Rn و Rm �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� �ت. اس� �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� Λi �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �و �ض� ع� i = ١, ٢ �ه�ازاي ب�
�د �اورن� �ج� م� n و m ،m /∈ Rn و n /∈ Rm �ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� Λ١ �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �و �ض� ع� دو
دارد. �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �و �ض� ع� Λ٢ �ه، �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� .m,n ∈ X١ �را زی� �ت، اس� �ن �ک� �م� م� �ر �ی� غ� �ه ک�
در .i = ١, ٢ �ه ک� �ت، اس� Λi �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �و �ض� ع� Rxi �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب�
.Ra ∩Rb = ٠ داری��م b ∈ X٢ و a ∈ X١ ب��ه�ازاي م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .WR(M) = Rx١ ∪Rx٢ ای��ن��ص��ورت،
�ون چ� �ون، �ن� اک� .c ∈ X١ �ذا ل� و c ∈ Ra �ورت، �ص� �ن� ای� در .٠ ̸= c ∈ Ra ∩ Rb �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ده، �اه� �ش� م� �راي ب�
�م داری� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �ت اس� �اور �ج� م� b �ا ب� c �ت، اس� �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �ک ی� Γ′

R(M)

�اي �دول�ه� �رم� زی� �داد �ع� ت� ،9.1.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت، اس� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �ک ی� Γ′
R(M) �ون چ� .Ra ∩ Rb = ٠

�اش��د. ب� M ف��رد �ه ب� �ر �ن��ح��ص� م� �ال �م� �ی� �اک��س� م� �رم��دول زی� N �ی��د �ن� ک� ف��رض �ن��ون، اک� اس��ت. دو �ث��ر ح��داک� M �م��ال �ی� �اک��س� م�
�م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� ،x١ + x٢ ∈ WR(M) �ون چ� .WR(M) = N = Rx١ ∪ Rx٢ �ورت، �ص� �ن� ای� در
دو N٢ و N١ ک��رد ف��رض م��ی�ت��وان ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��م��ک��ن غ��ی��ر ک��ه x٢ ∈ Rx١ ب��ن��اب��رای��ن، .x١ + x٢ ∈ Rx١

ب��ره��ان در ک��ه روش��ی ک��م��ک ب��ه ،WR(M) = Rx١ ∪Rx٢ چ��ون ب��اش��ن��د. M از م��ت��م��ای��ز م��اک��س��ی��م��ال زی��رم��دول
ب��ه�ازاي م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اک��ن��ون، .N٢ = Rx٢ و N١ = Rx١ ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ک��ارب��ردی��م، ب��ه 9.1.3 ل��م
ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان، ک��ل��ی��ت از ش��دن ک��اس��ت��ه ب��دون م��ن��ظ��ور، ب��دی��ن Mاس��ت. س��اده زی��رم��دول ی��ک Ni ،i = ١, ٢

زی��را اس��ت، ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه N١ $ N١ + A $ M ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. N٢ ب��دی��ه��ی غ��ی��ر زی��رم��دول ی��ک A
زی��رم��دول�ه��اي ت��ع��داد اس��ت، دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک Γ′

R(M) چ��ون اک��ن��ون اس��ت. M م��اک��س��ی��م��ال زی��رم��دول N١

ه��س��ت��ن��د. M س��اده زی��رم��دول�ه��اي ت��م��ام N٢ و N١ ک��ه ،M = N١ ⊕N٢ درن��ت��ی��ج��ه، اس��ت. دو دق��ی��ق��اً M س��اده
�ه�ازاي ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� M �اده س� �رم��دول�ه��اي زی� �ام �م� ت� N٢ و N١ ک��ه ،M = N١ ⊕N٢ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ک��س، �رع� ب�
�ه�ازاي ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ان آس� �ورت، �ص� �ن� ای� در .Xi = {a | a ∈ N∗

i } �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� ،i = ١, ٢
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�ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت. اس� �ال ی� �ل �ام� ش� Γ′
R(M) �لاوه، �ع� ب� .Xi ̸= ∅ ،i = ١, ٢

م��ت��م��ای��ز راس دو y و x ک��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور، ب��دی��ن ن��ی��س��ت. ی��ال ش��ام��ل ،i = ١, ٢ ک��ه ،Xi م��ج��م��وع��ه راس�ه��اي
�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� X١ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� �اور �ج� م� y و x �ذا ل� و Rx = Ry �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� X١ از
،i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� �د �ی� �ن� ک� ف��رض �ون، �ن� اک� اس��ت. �ق��ل �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ی��ک X٢ �ه، �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� اس��ت. �ق��ل �ت� �س� م�
در �د. �اورن� �ج� �ام� ن� x٢ و x١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ده، �اه� �ش� م� �راي ب� �د. �اورن� �ج� م� x٢ و x١ �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ا ادع� .xi ∈ Xi

دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک Γ′
R(M) �اب��رای��ن، �ن� ب� اس��ت. �اق��ض �ن� ت� ی��ک ک��ه Rx٢ ⊆ Rx١ �ا ی� Rx١ ⊆ Rx٢ �ن��ص��ورت، ای�

اس��ت. ک��ام��ل

�ه ب� �د. �اش� ب� �زي �رک� م� آن �وان �ودت� خ� �و �ض� ع� �ر ه� �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ی �ل� آب� R �ه�ي �ق� �ل� ح� �ه ک� �د �اوری� �ی� ب� �اد ی� �ه ب�
.ex = xe ب��اش��ی��م داش��ت��ه e٢ = e, x ∈ R ه��ر ب��ه�ازاي دی��گ��ر، ع��ب��ارت

�راف گ� �ک ی� Γ′
R(R) �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �پ چ� �ري �وت� ن� �ی �ل� آب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .11.1.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن�

K١ ک��ه ،R ∼= K١ ×K٢ ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ن��ات��ه��ی ی��ال��ی م��ج��م��وع��ه�ي ب��ا ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی
ه��س��ت��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي K٢ و

�ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ی �ه� �ات� ن� �ی �ال� ی� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� ی��ک Γ′
R(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

[7.1 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، ه��س��ت��ن��د. R م��ی��ن��ی��م��ال چ��پ ای��ده�آل�ه��اي I٢ و I١ ک��ه ،R = I١ ⊕ I٢

ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R چ��ون اک��ن��ون، اس��ت. R ب��دی��ه��ی غ��ی��ر خ��ودت��وان ع��ض��و ی��ک e ک��ه R = Re⊕R(١− e) داری��م
ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه ای��ن��ص��ورت، در ه��س��ت��ن��د. ای��ده�آل R(١− e) و Re اس��ت، آب��ل��ی

ه��س��ت��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي K٢ و K١ ک��ه ،R ∼= K١ ×K٢

اس��ت. ب��دی��ه��ی ب��رع��ک��س ق��س��م��ت

از ادام��ه، در ب��اش��د. ح��وزه ی��ک R/P ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده اول ک��ام��لاً R از P ای��ده�آل ک��ه ب��ی��اوری��د ب��ی��اد
�اده �ف� �ت� اس� �رراً �ک� م� ،[61.3 �ه �ی� �ض� ق� ،31] �ت اس� اول �اي �ده�آل�ه� ای� از �اب �ن� �ت� اج� �ه �ی� �ض� ق� از �ی �ع� �ی� �وس� ت� �ه ک� �ر، زی� �زاره گ�

م��ی�ک��ن��ی��م.

�د. �ن� �اش� ب� R �اي �ده�آل�ه� ای� از �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� Pn ، . . . ،P٢ ،P١ و �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .12.1.3 �زاره گ�
ح��داق��ل و ب��اش��د P١ ∪ . . . ∪ Pn �ت��م��اع اج� در م��ش��م��ول S ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د R از �ل��ق��ه�اي زی��رح� S �ن��ی��د ک� ف��رض

اس��ت. Pj ی��ک در م��ش��م��ول S ای��ن��ص��ورت در ب��اش��ن��د. اول ک��ام��لاً Pه��ا از −nت��ا ٢
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�را �ق� �ت� اس� از �ور، �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �اده �ف� �ت� اس� [61.3 �ه �ی� �ض� ق� ،31] �ان �ره� ب� �ه �اب� �ش� م� �ی روش� �ه ب� ب��ره��ان.
و S * P١ �ر اگ� .S ⊆ P١ ∪ P٢ �ن �رای� �اب� �ن� ب� .n = ٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �دا �ت� اب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �اده �ف� �ت� اس� n روي
و a ∈ P٢ �ورت، �ص� �ن� ای� در �م. �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� را b ∈ S \ P٢ و a ∈ S \ P١ �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �اه �گ� آن� ،S * P٢

�ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� ،a + b ∈ S �ون چ� �ون �ن� اک� .b ∈ P١

.S ⊆ Pi �م داری� i = ١, ٢ �ی �رخ� ب� �ه�ازاي ب� �ذا ل� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� a ∈ P١ �ن �رای� �اب� �ن� ب� .a + b ∈ P١

�م داری� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �رار �رق� ب� n = k �ه�ازاي ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� و ،n > ٣ �ه ک� ،n = k + ١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� اک�
�رض ف� �ت. اس� اول �لاً �ام� ک� Pk+١ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ات، �روض� �ف� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� .S ⊆

∪k+١
i=١ Pi

�ه�ازاي ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ورت، �ص� �ن� ای� در .S *
∪k+١

i=١,i ̸=j Pi �م داری� j = ١, ٢, . . . , k + ١ �ر ه� �ه�ازاي ب� �د �ی� �ن� ک�
�ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ه، �ج� �ی� �ت� درن� �م. �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� را aj ∈ S \

∪k+١
i=١,i̸=j Pi ،j = ١, ٢, . . . , k + ١

�م داری� �ت، اس� اول �لاً �ام� ک� Pk+١ �ون چ� .aj ∈ Pj �م داری� j = ١, ٢, . . . , k + ١ �ه�ازاي ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م�
.ak+١ ∈ Pk+١ \

∪k
i=١ Pi و a١a٢ · · · ak ∈

∩k
i=١ Pi \ Pk+١ �م داری� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .a١a٢ · · · ak /∈ Pk+١

.x /∈ Pj �م داری� j = ١, ٢, . . . , k + ١ �ه�ازاي ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .x = a١a٢ · · · ak + ak+١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
S �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .S ⊆

∪k+١
i=١ Pi �ه ک� �رض ف� �ن ای� �ا ب� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� ،x ∈ S �ون چ� �ون �ن� اک�

اس��ت. Pj ی��ک در م��ش��م��ول

�اه �رگ� ه� �ت، اس� �از �س� �وچ� پ� I �م �ی� �وی� �ی�گ� م� �د. �اش� ب� R از �ه �رف� �ک�ط� ی� �ی �ده�آل� ای� I و �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
و R �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه �ق� �ل� ح� �ن �ی� ب� �اط �ب� ارت� �د، �ع� ب� �زاره گ� در .X ⊆ R �ه ک� ،I = r.ann(X) �ا ی� I = l.ann(X)

�ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د، �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ر اگ� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را ω(Γ′
R(R))

ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ی��اف��ت��ه، ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ه��اي ب��ه�ع��لاوه، .∩P∈Min(R) P = ٠ داری��م ،[16.10 گ��زاره ،28] ب��ه ت��وج��ه
ه��س��ت��ن��د.

ای��ن��ص��ورت در .ω(Γ′
R(R)) < ∞ و ب��اش��د ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .13.1.3 گ��زاره

اس��ت. ω(Γ′
R(R)) ح��داک��ث��ر R م��ی��ن��ی��م��ال ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد (1)

اس��ت. ٢ω(Γ′
R(R)) ح��داک��ث��ر R پ��وچ��س��از ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد (2)

R �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �اي �ده�آل�ه� ای� Pn+١ ، . . . ،P٢ ،P١ و ω(Γ′
R(R)) = n �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.

Pn+١ ، . . . ،P٢ ،P١ ،[6.12 ل��م ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت، ی��اف��ت��ه ک��اه��ش �ل��ق��ه�ي ح� ی��ک R چ��ون اک��ن��ون، ب��اش��ن��د.
ان��ت��خ��اب را xi ∈ Pi \

∪n+١
j=١,j ̸=i Pj م��ی�ت��وان��ی��م ،12.1.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت، در ه��س��ت��ن��د. اول ک��ام��لاً
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اس��ت. �اق��ض �ن� ت� ی��ک �ه ک� اس��ت Γ′
R(R) از خ��وش��ه ی��ک Σ = {x١, x٢, . . . , xn+١} �وع��ه �م� �ج� م� �رای��ن �اب� �ن� ب� �م. �ی� �ن� ک�

اس��ت. ω(Γ′
R(R)) ح��داک��ث��ر R م��ی��ن��ی��م��ال ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد ب��ن��اب��رای��ن

�اي �ده�آل�ه� ای� Pn ، . . . ،P٢ ،P١ و |Min(R)| = n �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� ،(1) �م �ت� آی� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� (2)
�ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ی �ه� �ات� ن� X ⊆ R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ن� �اش� ب� R �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول
�ن، �رای� �اب� �ن� ب� .X ⊆ ann(ann(X)) �ه �ج� �ی� �ت� درن� و Xann(X) = ٠ �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ان آس�
ann(X)ann(ann(X)) = ٠ �ی، �رف� ط� از .ann(ann(ann(X))) ⊆ ann(X) �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن�
�ون �ن� اک� .ann(X) = ann(ann(ann(X))) �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .ann(X) ⊆ ann(ann(ann(X))) �ذا ل� و
�ه ک� ،ann(∩j∈J Pj) ⊆ ann(X) و ann(X) ⊆

∩
i∈I Pi �م داری� �ات، �روض� �ف� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

�ون چ� .J := {i | ann(ann(X)) ⊆ Pi} و I := {i | ann(X) ⊆ Pi} �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف �ری� �ع� ت�
�ک ی� R �ون چ� �ر، �گ� دی� �رف ط� از .I ∪ J = {١, ٢, . . . , n} �م داری� ،ann(X)ann(ann(X)) = ٠

�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ون، �ن� اک� .(∩i∈I Pi) ∩ (
∩

j∈J Pj) = ٠ �ت، اس� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه �ق� �ل� ح�
�داد �ع� ت� �ه �ج� �ی� �ت� درن� .ann(X) =

∩
i∈I Pi �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .∩i∈I Pi ⊆ ann(

∩
j∈J Pj)

اس��ت. ٢ω(Γ′
R(R)) ح��داک��ث��ر R پ��وچ��س��از ای��ده�آل�ه��اي

ب��اش��ن��د. م��ت��ن��اه��ی α(Γ′
R(M)) و ω(Γ′

R(M)) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��ط��ال��ع��ه را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در
�ر ه� �ه�ازاي ب� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ی �ای� �ج� �اب� �م�ج� �ی� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .14.1.3 �زاره گ�
�ک ی� M �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .r.ann(y) ̸= ٠ ،y ∈ Z(R) �ر ه� �ه�ازاي ب� و �د �اش� ب� �ال �ک� ی� x ،x ∈ R \ Z(R)

�ر اگ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .ann(Rm) = ann(m) ،m ∈ M �ر ه� �ه�ازاي ب� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ادار وف� �دول R-م�
اس��ت. ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R/J(R) آن��گ��اه ،α(Γ′

R(M)) + ω(Γ′
R(M)) < ∞

ش��ام��ل (M ب��ه�وی��ژه (و Rm ،α(Γ′
R(M)) < ∞ چ��ون ب��اش��د. Γ′

R(M) راس ی��ک m ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
م��ن��ظ��ور، ب��دی��ن اس��ت. م��ت��ن��اه��ی M س��اده زی��رم��دول�ه��اي ت��ع��داد ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت. س��اده زی��رم��دول ی��ک
�ه�ي �وع� �م� �ج� م� {Rxi}i∈N �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� M �اده س� �اي �دول�ه� �رم� زی� �داد �ع� ت� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
{xi}i∈N �م��وع��ه�ي م��ج� راس�ه��اي �ل��ه�ي �ی� وس� ب��ه �ای��ی �ق� ال� زی��رگ��راف �ن��ص��ورت، ای� در �اش��د. ب� M س��اده زی��رم��دول�ه��اي
M س��اده زی��رم��دول�ه��اي ت��ع��داد ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه ω(Γ′

R(M)) = ∞ درن��ت��ی��ج��ه و اس��ت ک��ام��ل
�د �اش� ب� M �اده س� �اي �دول�ه� �رم� زی� �ه�ي �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� م� {Rx١, Rx٢, . . . , Rxn} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ی �اه� �ن� �ت� م�
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� .Z(R) =

∪n
i=١ Ii �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .Ii = ann(Rxi) ،i �ر ه� �ه�ازاي ب� و

چ��ون .ab = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود b ∈ Z(R)∗ ،r.ann(a) ̸= ٠ چ��ون ای��ن��ص��ورت، در .a ∈ Z(R)∗
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�ل �داق� ح� �ه�ازاي ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .by ̸= ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� y ∈ M �ت، اس� �ادار وف� �دول R-م� �ک ی� M
�ر ه� �ه�ازاي ب� �ون چ� �ون �ن� اک� .Z(R) ⊆

∪n
i=١ Ii �ه �ج� �ی� �ت� درن� .a ∈ Ii �م داری� i = ١, ٢, . . . , n �س �دی� ان� �ک ی�

Ii ،i ه��ر ب��ه�ازاي م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .Z(R) =
∪n

i=١ Ii ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه اس��ت، ی��ک��ال x ،x ∈ R \ Z(R)

.rsRxi = ٠ �ن��ص��ورت ای� در .rs ∈ Ii و i ∈ {١, ٢, . . . , n} �ی��د �ن� ک� ف��رض �اه��ده، م��ش� ب��راي اس��ت. اول �ام��لاً ک�
�م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ورت، �ص� �ن� ای� �ر �ی� غ� در �ت. اس� اول �لاً �ام� ک� Ii �ه �ج� �ی� �ت� درن� و s ∈ Ii �اه �گ� آن� ،sRxi = ٠ �ر اگ�
�اده س� �دول �رم� زی� �ک ی� Rxi �ون چ� �ون، �ن� اک� .sxi ̸= ٠ �م داری� ،ann(Rxi) = ann(xi) �ون چ� .sRxi ̸= ٠

در .ann(Rxi) = ann(xi) = ann(Rsxi) = ann(sxi) رو، �ن ای� از .Rsxi = Rxi �م داری� �ت، اس� M
ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ،12.1.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه �ا ب� اک��ن��ون، اس��ت. اول ک��ام��لاً Ii �ت��ی��ج��ه درن� و r ∈ Ii ای��ن��ص��ورت،
و i م��ت��م��ای��ز ان��دی��س�ه��اي ب��رخ��ی ازاي ب��ه (ش��ای��د ه��س��ت��ن��د R م��اک��س��ی��م��ال چ��پ ای��ده�آل�ه��اي ت��م��ام In ، . . . ،I٢ ،I١
�ص��ل ف� از 27.2 �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،24] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ،ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .J(R) =

∩n
i=١ Ii �لاوه، �ع� ب� .(Ii = Ij �ی��م �اش� ب� �ه �ت� داش� j

�ک ی� R/J(R) �ه �ج� �ی� �ت� درن� و (t 6 n) R/J(R) ∼= R/I١ × · · · × R/It �م داری� �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� ،[3
اس��ت. ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�ي

داری��م. را زی��ر ن��ت��ی��ج��ه ،14.1.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا

x ،x ∈ R \Z(R) ه��ر ب��ه�ازاي ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .15.1.3 ن��ت��ی��ج��ه
م��ول��د م��ت��ن��اه��ی وف��ادار R-م��دول ی��ک M ک��ن��ی��د ف��رض .r.ann(y) ̸= ٠ ،y ∈ Z(R) ه��ر ب��ه�ازاي و ب��اش��د ی��ک��ال
.ann(Rm) = ann(m) ،m ∈ M ه��ر ب��ه�ازاي و ب��اش��د آرت��ی��ن��ی R-م��دول ی��ک J(R)M ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د

اس��ت. آرت��ی��ن��ی R-م��دول ی��ک M آن��گ��اه ،α(Γ′
R(M)) + ω(Γ′

R(M)) < ∞ اگ��ر

�ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اده �م�س� �ی� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R ،14.1.3 �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت �ص� �ن� ای� در J(R) = ٠ �ر اگ� ب��ره��ان.
�ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �دول R-م� �ک ی� M ،[21.1 �زاره گ� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را م��دول�ه��ا از زی��ر دق��ی��ق دن��ب��ال��ه اک��ن��ون، .J(R) ̸= ٠

.٠ −→ J(R)M −→ M −→ M/J(R)M −→ ٠

�ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �دول R/J(R)-م� �وان �ن� ع� �ه ب� M/J(R)M �ت، اس� �اده �م�س� �ی� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R/J(R) �ون چ�
�ی �ن� �ی� آرت� �دول R-م� �ک ی� J(R)M �ر، �گ� دی� �رف ط� از �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �دول R-م� �ک ی� M/J(R)M �ن، �رای� �اب� �ن� ب�

اس��ت. آرت��ی��ن��ی R-م��دول ی��ک M درن��ت��ی��ج��ه اس��ت.
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�م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را Γ′
R(M) �اي راس�ه� �داد �ع� ت� و R �ه �ق� �ل� ح� �اي �ض� اع� �داد �ع� ت� �ن �ی� ب� �اط �ب� ارت� �د، �ع� ب� �زاره گ� در

.TR(M) := {r ∈ R | rm = ٠ ک��ه ب��اش��د م��وج��ود m ∈ M∗} ک��ه ب��اش��ی��د داش��ت��ه ت��وج��ه

،|Γ′
R(M)|+ |TR(M)| < ∞ اگ��ر . ب��اش��د R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .16.1.3 گ��زاره

.|R| 6 |WR(M)||TR(M)| آن��گ��اه

.Rx ∼= R/ann(x) �ا �دول�ه� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� Γ′
R(M) راس ی��ک x �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

ann(x) ⊆ TR(M) دی��گ��ر، ط��رف از اس��ت. م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک R/ann(x) ،|Γ′
R(M)| < ∞ چ��ون

ب��ه ،[1 ف��ص��ل از 6.4 ن��ت��ی��ج��ه ،24] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک ann(x) درن��ت��ی��ج��ه و
.|R| 6 |WR(M)||TR(M)| ک��ه �م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه آس��ان��ی

ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی Γ′
R(M) اس��ت��ق��لال ع��دد ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در

�ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ی) �ن� �ی� آرت� �ا (ی� �ري �وت� ن� �دول R-م� �ک ی� M و �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .17.1.3 �زاره گ�
اس��ت. م��ت��ن��اه��ی socR(M) ای��ن��ص��ورت در .α(Γ′

R(M)) < ∞

�دول �رم� زی� �ک ی� �ل �ام� ش� Rx ،α(Γ′
R(M)) < ∞ �ون چ� �د. �اش� ب� Γ′

R(M) راس �ک ی� x �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�ورت، �ص� �ن� ای� در .Λ := {n | n ∈ Ry \ {٠}} �م �ی� �ی��ده� م� �رار ق� �ت. اس� (y ∈ Rx) Ry �د �ن� �ان� م� �اده س�
�ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی� Ry �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. �س� �ی� ن� �ال ی� �ل �ام� ش� Λ �اي راس�ه� �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی�
�دول R-م� �ک ی� socR(M) ،[4.2 �ه �ی� �ض� ق� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� .α(Γ′

R(M)) < ∞ �را زی� �ت، اس� �ی �اه� �ن� �ت� م�
�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ت، اس� �ی) �ن� �ی� آرت� �ا (ی� �ري �وت� ن� �دول R-م� �ک ی� M �ون چ� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �اده �م�س� �ی� ن�
M س��اده زی��رم��دول ی��ک Rmi ،i = ١, ٢, . . . , t ب��ه�ازاي ک��ه socR(M) = Rm١ ⊕Rm٢ ⊕ · · · ⊕Rmt

socR(M) ک��ه �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� اس��ت، �اه��ی �ن� �ت� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ی��ک Rmi ،i �ر ه� �ه�ازاي ب� �ون، چ� �ون �ن� اک� اس��ت.
اس��ت. م��ت��ن��اه��ی

�ه ب� �د �اش� ب� �ن��ی) �ی� آرت� �ا (ی� �وت��ري ن� �اده�ي �م�س� �ی� ن� R-م��دول ی��ک M و �ق��ه �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .18.1.3 �ی��ج��ه �ت� ن�
اس��ت. م��ت��ن��اه��ی M ای��ن��ص��ورت در .α(Γ′

R(M)) < ∞ ط��وری��ک��ه

اک��ن��ون، .socR(M) = M ،[4.2 ق��ض��ی��ه ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت، ن��ی��م�س��اده R-م��دول ی��ک M چ��ون ب��ره��ان.
اس��ت. م��ت��ن��اه��ی M ،17.1.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا
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ب��ررس��ی را اس��ت، ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ه ه��ن��گ��ام��ی ،Γ′
R(R) گ��راف ب��ودن م��س��ط��ح ب��ع��د، گ��زاره در

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده م��ک��رراً 10.1.1 ق��ض��ی��ه از ب��ه�ع��لاوه، ه��س��ت��ن��د. ض��روري زی��ر ل��م دو آن، از ق��ب��ل م��ی�ک��ن��ی��م.

آن��گ��اه ب��اش��د، م��س��ط��ح گ��راف ی��ک Γ′
R(R) اگ��ر ب��اش��د. �اف��ت��ه ی� ک��اه��ش �ل��ق��ه�ي ح� ی��ک R �ن��ی��د ک� ف��رض .19.1.3 ل��م

.|Min(R)| 6 ۴

،P١ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ی��ن، �ن� �م��چ� ه� .|Min(R)| > ۵ و �اش��د ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.
،P١ ،[6.12 ل��م. ،28] ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ن��ص��ورت، ای� در �ن��د. �اش� ب� R �ای��ز �م� �ت� م� �م��ال �ی� �ن� �ی� م� اول ای��ده�آل�ه��اي P۵ ، . . . ،P٢

را xi ∈ Pi \
∪۵

j=١,j ̸=i Pj �ی��م �وان� م��ی�ت� ،12.1.3 گ��زاره ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� �ن��ون، اک� �ن��د. �ت� ه��س� اول �ام��لاً ک� P۵ ، . . . ،P٢

K۵ گ��راف {x١, x٢, . . . , x۵} م��ج��م��وع��ه�ي راس�ه��اي وس��ی��ل��ه�ي ب��ه ال��ق��اش��ده زی��رگ��راف ب��ن��اب��رای��ن، ک��ن��ی��م. ان��ت��خ��اب
.|Min(R)| 6 ۴ ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، ن��م��ی�ب��اش��د. م��س��ط��ح Γ′

R(R) ل��ذا و م��ی�ده��د ت��ش��ک��ی��ل را

�ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� ٣ 6 |Min(R)| < ∞ �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .20.1.3 �م ل�
.|P | > |Min(R)|+ ١ داری��م P ∈ Min(R) ه��ر ب��ه�ازاي

�ت �س� �ی� �اف� ک� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� .Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�ه�ازاي ب� ،n > ٣ و �ت اس� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� .|P١| > |Min(R)| + ١ �م �ی� ده� �ان �ش� ن�
�ه�ازاي ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .∩n

j=١,j ̸=i Pj ̸= ٠ �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� i = ١, ٢, . . . , n

�ه�ازاي ب� �ه ک� �ت اس� �ح واض� �م. �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� را ∩n
j=١,j ̸=i Pj از xi �ر �ف� �اص� ن� �و �ض� ع� �ک ی� i = ٢, ٣, . . . , n

م��ت��م��ای��ز دو ب��ه دو xه��ا اس��ت ی��اف��ت��ه ک��اه��ش �ل��ق��ه�ي ح� ی��ک R چ��ون اک��ن��ون، .xi ∈ P١ داری��م i = ٢, ٣, . . . , n

را x١ ∈ P١ \
∪n

j=٢ Pj �ی��م �وان� �ی�ت� م� ،12.1.3 �زاره گ� و [6.12 ل��م ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ر، �گ� دی� �رف ط� از �د. �ن� �ت� �س� ه�
داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان م��ش��اب��ه، ط��ور ب��ه .|P١| > |Min(R)|+ ١ ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، ک��ن��ی��م. ان��ت��خ��اب

.|P | > |Min(R)|+ ١ داری��م P ∈ Min(R) ه��ر ب��ه�ازاي ک��ه

ب��اش��د، م��س��ط��ح Γ′
R(R) اگ��ر ب��اش��د. Z(R) ̸= ٠ ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .21.1.3 گ��زاره

اس��ت: م��وج��ود زی��ر ح��ل��ق��ه�ه��اي از ی��ک��ی و R ب��ی��ن ح��ل��ق��ه�اي ی��ک��ری��خ��ت��ی ی��ک آن��گ��اه
Z٢ × Z٢ × Z٢, Z٢ × S, Z٣ × S,

اس��ت. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک S ک��ه
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.|Min(R)| 6 ۴ ،19.1.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ح �ط� �س� م� Γ′
R(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

و |Min(R)| ∈ {٣, ۴} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .ann(P ) ̸= ٠ �م داری� ،P ∈ Min(R) �ر ه� �ه�ازاي ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
،x١ ک��ه �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م م��ی�ت��وان� �ن��ص��ورت، ای� در .|ann(P١)| > ۴ ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د م��وج��ود P١ ∈ Min(R)

ک��ه ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ،20.1.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه �ا ب� ه��م��چ��ن��ی��ن، ه��س��ت��ن��د. ann(P١)
∗ م��ت��م��ای��ز ع��ن��اص��ر x٣ و x٢

�اي راس�ه� �ا ب� {x١, x٢, x٣} �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي �راس�ه� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �ت� �س� ه� P ∗
١ �ز �ای� �م� �ت� م� �ر �اص� �ن� ع� y٣ و y٢ ،y١

م��س��ط��ح Γ′
R(R) درن��ت��ی��ج��ه و اس��ت K٣,٣ گ��راف ش��ام��ل Γ′

R(R) ب��ن��اب��رای��ن م��ج��اورن��د. {y١, y٢, y٣} م��ج��م��وع��ه�ي
�رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �اه �گ� آن� ،|Min(R)| ∈ {٣, ۴} �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر اگ� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �ت �س� �ی� ن�
�اه �گ� آن� ،|Min(R)| ∈ {٣, ۴} اگ��ر �ه، �ج� �ی� �ت� درن� .|ann(P )| 6 ٣ داری��م ،P ∈ Min(R) ه��ر �ه�ازاي ب� �ه ک� �ی��م �ن� ک�
درن��ظ��ر را زی��ر �ال��ت ح� دو �ن��ون، اک� اس��ت. R �ی��م��ال �ن� �ی� م� چ��پ ای��ده�آل ی��ک ann(P ) ،P ∈ Min(R) ه��ر ب��ه�ازاي

م��ی�گ��ی��ری��م:
ای��ده�آل ی��ک ann(P١) چ��ون .P١ ∈ Min(R) �ی��د �ن� ک� ف��رض .|Min(R)| ∈ {٣, ۴} �ی��د �ن� ک� ف��رض :1 �ال��ت ح�
�وان �ودت� خ� �و �ض� ع� ی��ک e ک��ه ann(P١) = Re داری��م ،[22.10 ل��م ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� اس��ت، R �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� چ��پ
�ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� .R = Re ⊕ R(١ − e) �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ورت، �ص� �ن� ای� در �ت. اس� R �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ�
�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت �ص� �ن� ای� در .R(١ − e) ⊆ P١ �م داری� ،[6.12 �م ل� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت، اس� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک�
�ورت �ص� �ن� ای� در .P٢ ∈ Min(R) \ {P١} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� .R(١ − e) = P١ �م داری� �ی، �دول� م� �ون �ان� ق�
�و �ض� ع� �ک ی� e١ �ه ک� R = Re ⊕ Re١ ⊕ R(١ − e − e١) �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .ann(P٢) ⊆ P١

ب��ی��ن ح��ل��ق��ه�اي ی��ک��ری��خ��ت��ی ی��ک ،[7.1 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، اس��ت. R(١− e) ب��دی��ه��ی غ��ی��ر خ��ودت��وان
�ان �ش� ن� �ت. اس� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک Ri ،i = ١, ٢, ٣ �ه�ازاي ب� �ه ک� اس��ت �ود �وج� م� R١ × R٢ × R٣ و R
�ظ��ور، �ن� م� �دی��ن ب� اس��ت. م��وج��ود Z٢ و Ri �ی��ن ب� �ه�اي �ق� �ل� ح� �ت��ی �خ� �ری� �ک� ی� ی��ک ،i = ١, ٢, ٣ ه��ر �ه�ازاي ب� �ه ک� �ی��م م��ی�ده�
از �ی �م� �ی� �س� �ق� �رت� زی� �ل �ام� ش� Γ′

R(R) ،[1 �ل �ک� ش� ،3] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� .a ∈ R١ \ {١R١ , ٠R١} �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه ن��ی��س��ت م��س��ط��ح Γ′

R(R) درن��ت��ی��ج��ه و اس��ت K٣,٣ گ��راف
.R ∼= Z٢ × Z٢ × Z٢ ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه

�ه ب� �اه �گ� آن� |Pi| > ۴ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� ،i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� �ر اگ� .Min(R) = {P١, P٢} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� :2 �ت �ال� ح�
اس��ت K٣,٣ گ��راف ش��ام��ل Γ′

R(R) ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده ک��ردی��م، اس��ت��ف��اده (1) ح��ال��ت از ق��ب��ل ک��ه روش��ی ک��م��ک
�ان، �ره� ب� �ی��ت �ل� ک� از ش��دن �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� اس��ت. �اق��ض �ن� ت� ی��ک �ه ک� �س��ت �ی� ن� �ح �ط� �س� م� Γ′

R(R) �ه �ج� �ی� �ت� درن� و
�ا ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� R �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �پ چ� �ده�آل ای� �ک ی� P١ �ورت �ص� �ن� ای� در .|P١| 6 ٣ �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م�
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�ه ک� �ت اس� �ود �وج� م� K × S و R �ن �ی� ب� �ه�اي �ق� �ل� ح� �ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� �ک ی� ،[7.1 �ن �ری� �م� ت� و 22.10 �م ل� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت�
�ا ی� K ∼= Z٢ �م داری� �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� ،|K| 6 ٣ �ون چ� �ت. اس� �وزه ح� �ک ی� S و �ی �ش� �خ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� K

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر زی��رح��ال��ت س��ه اک��ن��ون، .K ∼= Z٣

و M٢ ،M١ ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. س��ه ح��داق��ل S م��اک��س��ی��م��ال چ��پ ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد ک��ن��ی��د ف��رض :1 زی��رح��ال��ت
را xi ∈ Mi \

∪٣
j=١,j ̸=i Mj �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ون، �ن� اک� �د. �ن� �اش� ب� S �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �پ چ� �اي �ده�آل�ه� ای� M٣

�ا ب� {(١, x١), (١, x٢١), (١, x٣١)} �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ورت، �ص� �ن� ای� در �م. �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان�
و اس��ت K٣,٣ �راف گ� �ل �ام� ش� Γ′

R(R) �رای��ن �اب� �ن� ب� �د. �اورن� �ج� م� {(٠, x٢), (٠, x٣), (٠, ١)} �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه�
اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه ن��ی��س��ت م��س��ط��ح Γ′

R(R) درن��ت��ی��ج��ه
و M١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� دو �اً �ق� �ی� دق� S �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �پ چ� �اي �ده�آل�ه� ای� �داد �ع� ت� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� :2 �ت �ال� �رح� زی�
�ه ب� �اه �گ� آن� ،|M٢ \M١| > ٣ و |M١ \M٢| > ٣ �ر اگ� �د. �ن� �اش� ب� S �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� چ��پ �اي �ده�آل�ه� ای� M٢

ی��ک �ه ک� �س��ت �ی� ن� �ح �ط� �س� م� Γ′
R(R) �ج��ه �ی� �ت� درن� اس��ت. K٣,٣ �راف گ� �ام��ل ش� Γ′

R(R) ک��ه �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ان��ی آس�
�رض ف� .|M١ \M٢| 6 ٢ �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت�
�ه�ازاي ب� .J(S) ̸= ٠ ،xn ∈ J(S) داری��م n �ب��ت �ث� م� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� ی��ک �ه�ازاي ب� �ون چ� .x ∈ M١ \M٢ �ی��د �ن� ک�
�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .b١ := ١ + b و a١ := ١ + a �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ،a, b ∈ J(S)∗ �ز �ای� �م� �ت� م� �و �ض� ع� دو
�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ه ک� �ود م��ی�ش� �ده �اه� �ش� م� �ان��ی آس� �ه ب� �رای��ن، �اب� �ن� ب� .Sa١ = Sb١ = S داری��م ،[3.4 ل��م ،28]
�ه �ج� �ی� �ت� درن� �د. �اورن� �ج� م� {(٠, a١), (٠, b١), (٠, ١)} �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ا ب� {(١, x), (١, x٢), (١, x٣)}

اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه ن��ی��س��ت م��س��ط��ح Γ′
R(R) ل��ذا و اس��ت K٣,٣ گ��راف ش��ام��ل Γ′

R(R)

�و �ض� ع� �ه س� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �اه �گ� آن� ،J(S) ̸= ٠ �ر اگ� �د. �اش� ب� �ی �ع� �وض� م� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� S �د �ی� �ن� ک� �رض ف� :3 �ت �ال� �رح� زی�
ب��ه �ن��ص��ورت، ای� در .z١ := ١+ z و y١ := ١+ y �ی��د �ن� ک� ف��رض �ی��م. �ن� ک� �ت��خ��اب ان� را x, y, z ∈ J(S)∗ �ای��ز �ت��م� م�
�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ا ب� {(١, x), (١, x٢), (١, x٣)} �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس�
Γ′
R(R) �ه �ج� �ی� �ت� درن� و �ت اس� K٣,٣ �راف گ� �ل �ام� ش� Γ′

R(R) �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اورن� �ج� م� {(٠, y١), (٠, z١), (٠, ١)}
ب��ه�ازاي ای��ن��ص��ورت، در .J(S) = ٠ ک��ه ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م اک��ن��ون، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه ن��ی��س��ت م��س��ط��ح
ح��ل��ق��ه�ي ی��ک S ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ،[2.1 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، .Sa = a داری��م a ∈ S∗ ه��ر

اس��ت. ب��خ��ش��ی

�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .R١ = Z٢ × Z٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) .22.1.3 م��ث��ال
اس��ت. م��س��ط��ح Γ′

R١
(R١)
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�ا ب� {(١, ٠), (٢, ٠), (٣, ٠)} �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ورت، �ص� �ن� ای� در .R٢ = R × C �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2)
Γ′
R٢
(R٢) �ه �ج� �ی� �ت� درن� �د. �اورن� �ج� م� Γ′

R٢
(R٢) در {(٠, ١), (٠, ٢), (٠, ٣)} �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه�

ن��ی��س��ت. م��س��ط��ح Γ′
R٢
(R٢) ل��ذا و اس��ت K٣,٣ گ��راف ش��ام��ل

گ��راف ،{٢, ٣, ۵, ٧, ١١} راس�ه��اي وس��ی��ل��ه ب��ه ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف ای��ن��ص��ورت، در .R٣ = Z ک��ن��ی��د ف��رض (3)
ن��ی��س��ت. م��س��ط��ح Γ′

R٣
(R٣) درن��ت��ی��ج��ه و م��ی�ده��د ت��ش��ک��ی��ل Γ′

R٣
(R٣) در را K۵

و ه��س��ت��ن��د ص��ف��ح��ه در ن��ش��ان��دن ق��اب��ل Γ′
R۴
(R۴) راس�ه��اي ای��ن��ص��ورت، در .R۴ = Z٣ ×C ک��ن��ی��د ف��رض (4)

اس��ت. م��س��ط��ح Γ′
R۴
(R۴) درن��ت��ی��ج��ه

ب��اش��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در

ب��اش��د. R-م��دول ی��ک M و ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .23.1.3 گ��زاره

.N(x) = N(y) آن��گ��اه ن��ب��اش��د، م��ج��اور Γ′
R(M) در y ب��ا x اگ��ر (1)

.diam(Γ′
R(M)) ∈ {١, ٢} (2)

داری��م �ن��ص��ورت ای� در �ن��د، �اش� ب� Γ′
R(M) در �ای��ز �م� �ت� م� �ال �م� �س� �ی� �اک� م� �ق��ل �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� دو S٢ و S١ اگ��ر (3)

.S١ ∩ S٢ = ∅

ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��ن��د. Γ′
R(M) در م��ت��م��ای��ز م��اک��ی��س��م��ال م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ي دو S٢ و S١ ک��ن��ی��د ف��رض (4)

م��ج��اورن��د. S٢ م��ج��م��وع��ه�ي راس�ه��اي ب��ا S١ م��ج��م��وع��ه�ي راس�ه��اي

.gr(Γ′
R(M)) ∈ {٣, ۴} آن��گ��اه ب��اش��د، س��ه ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک ش��ام��ل Γ′

R(M) اگ��ر (5)

.y ∈ Rx ی��ا x ∈ Ry ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��ن��د. Γ′
R(M) در ن��ام��ج��اور راس دو y و x ک��ن��ی��د ف��رض (1) ب��ره��ان.

.z /∈ Rx ای��ن��ص��ورت در .z ∈ N(x) ک��ن��ی��د ف��رض اک��ن��ون، .Ry = Rx اس��ت، ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R چ��ون
م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه .N(x) ⊆ N(y) ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه Rz = Ry = Rx آن��گ��اه ،z /∈ N(y) اگ��ر

.N(x) = N(y) ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه اک��ن��ون، .N(y) ⊆ N(x) داری��م
�اده �م�س� �ی� ن� �دول R-م� ی��ک M ،[5.2 �ه �ی� �ض� ق� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� اس��ت، �اده �م�س� �ی� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R چ��ون (2)

.diam(Γ′
R(M)) ∈ {١, ٢} داری��م ،8.1.3 ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت.
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�ل��ف خ� �ه ب� �د. �ن� �اش� ب� Γ′
R(M) در �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �س� �ی� �اک� م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� دو S٢ و S١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (3)

�م داری� a ∈ S١ ∪ S٢ �ر ه� �ه�ازاي ب� ،(1) �ت �م� �س� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .x ∈ S١ ∩ S٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �ت اس� Γ′

R(M) در �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� S١ ∪ S٢ �ن �رای� �اب� �ن� ب� .N(x) = N(a)

.S١ ∩ S٢ = ∅ ک��ه �م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه اک��ن��ون،
�ف �ل� خ� �ه ب� �د. �ن� �اش� ب� Γ′

R(M) در �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �س� �ی� �اک� م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� دو S٢ و S١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (4)
ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ن��ص��ورت، ای� در �ب��اش��د. ن� م��ج��اور y ب��ا x �ط��وری��ک��ه ب��ه �ن��د ب��اش� م��وج��ود y ∈ S٢ و x ∈ S١ �ن��ی��د ک� ف��رض
�ق��ل �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ی��ک S١ ∪ {y} ک��ه �ری��م �ی� م��ی�گ� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �رای��ن، �اب� �ن� ب� .N(x) = N(y) داری��م ،(1) �م��ت ق��س�
�اي راس�ه� �ا ب� S١ �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� Γ′

R(M) در
م��ج��اورن��د. S٢ م��ج��م��وع��ه�ي

م��ج��اور x٣ ب��ا x١ اگ��ر ب��اش��د. Γ′
R(M) در س��ه ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک x١ − x٢ − x٣ − x۴ ک��ن��ی��د ف��رض (5)

ای��ن��ص��ورت، در ن��ی��س��ت. م��ج��اور x٣ ب��ا x١ ک��ه ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ب��ن��اب��رای��ن، .gr(Γ′
R(M)) = ٣ آن��گ��اه ب��اش��د،

ط��ول ب��ه دور ی��ک x١ − x٢ − x٣ − x۴ − x١ درن��ت��ی��ج��ه .N(x١) = N(x٣) داری��م ،(1) ق��س��م��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا
.gr(Γ′

R(M)) ∈ {٣, ۴} ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. Γ′
R(M) در چ��ه��ار
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ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک پ��وچ�ک��ن ای��ده�آل�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف 2.3
گ��راف ،2.2 ب��خ��ش در .Z(R) ̸= ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د ن��اص��ف��ر ه��م��ان��ی ب��ا ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض
�ن ای� در �د. ش� �ادآوري ی� �ت، اس� �ده ش� �ی �ررس� ب� و �ی �رف� �ع� م� [32] در �ه ک� ،R �ه �ق� �ل� ح� �ن ک� �وچ پ� �اي �ده�آل�ه� ای� �وع �م� �ج� م�
گ��راف�ه��اي ق��ط��ر و ه��م��ب��ن��دي ب��ی��ن ارت��ب��اط اب��ت��دا در .[8] م��ی�پ��ردازی��م گ��راف ای��ن از دی��گ��ري ن��ت��ای��ج ب��ی��ان ب��ه ب��خ��ش،
�د �ن� �ان� م� Ω(R) �ات��ی �ی� �ب� �ی� �رک� ت� �اي �ژگ��ی�ه� وی� ب��رخ��ی �پ��س، س� �ی��م. �ن� م��ی�ک� ب��ررس��ی را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) ،Ω(R)

ب��خ��ش، ای��ن ان��ت��ه��اي در م��ی�ک��ن��ی��م. م��ط��ال��ع��ه را ب��ودن م��س��ط��ح و ب��ودن دور ت��ک اح��اط��ه�گ��ري، ع��دد اس��ت��ق��لال، ع��دد
ب��ه اس��ت ن��اص��ف��ر �ان��ی ه��م� ب��ا �ای��ی �اب��ج� ج� �ل��ق��ه�ي ح� ی��ک R ب��خ��ش، ای��ن ت��م��ام در اس��ت. ش��ده ب��ررس��ی Ω(R) م��ک��م��ل

م��ی�ک��ن��ی��م. آغ��از زی��ر ل��م ب��ا را ب��خ��ش ای��ن ن��ی��س��ت). ص��ح��ی��ح ح��وزه�ي (ی��ع��ن��ی، Z(R) ̸= ٠ ط��وری��ک��ه

ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .1.2.3 ل��م

.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} (1)

اول �ده�آل ای� دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Ω(R) (2)
ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��ال

.[1.4 و 4.3 ،3.3 ،1.3 ،3.2 ل��م�ه��اي ،32] ب��ه ک��ن��ی��د رج��وع ب��ره��ان.

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ی��ی��ن را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) گ��راف�ه��اي ک��م��ر و ق��ط��ر ب��ع��د، گ��زاره در

ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .2.2.3 گ��زاره

.diam(Ω(R[x])) ∈ {١, ٢,∞} (1)

.gr(Ω(R[x])) = ٣ (2)

.diam(Ω(R[[x]])) ∈ {١, ٢,∞} (3)

.gr(Ω(R[[x]])) = ٣ (4)

Ω(R[x]) �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو axR[x] و aR[x] �ورت �ص� �ن� ای� در .a ∈ Z(R)∗ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.
.diam(Ω(R[x])) ∈ {١, ٢,∞} داری��م ،1.2.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، ه��س��ت��ن��د.
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�ه ب� دور ی��ک aR[x]− axR[x]− ax٢R[x]− aR[x] �ورت �ص� �ن� ای� در .a ∈ Z(R)∗ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2)
.gr(Ω(R[x])) = ٣ ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. Ω(R[x]) در س��ه ط��ول

(4) و (3) ق��س��م��ت�ه��اي م��ی�ت��وان اس��ت، ش��ده �ف��اده �ت� اس� (2) و (1) ق��س��م��ت�ه��اي در آن��چ��ه �اب��ه م��ش� روش��ی ب��ه
گ��رف��ت. ن��ت��ی��ج��ه را

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) ،Ω(R) گ��راف�ه��اي ه��م��ب��ن��دي زی��ر، ق��ض��ی��ه در
م��ع��ادل��ن��د: زی��ر گ��زاره�ه��اي ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .3.2.3 ق��ض��ی��ه

اس��ت. ه��م��ب��ن��د Ω(R) (1)

اس��ت. ه��م��ب��ن��د Ω(R[x]) (2)

اس��ت. ه��م��ب��ن��د Ω(R[[x]]) (3)
ی��ک R ،1.2.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Ω(R) �ی��د �ن� ک� ف��رض (١) ⇐⇒ (٢) ب��ره��ان.
ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش �ل��ق��ه�ي ح� ی��ک R[x] م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .Min(R) = {P١, P٢} و اس��ت ی��اف��ت��ه ک��اه��ش �ل��ق��ه�ي ح�
ح��ل��ق��ه اول ای��ده�آل�ه��اي P١[x] و P١[x] ک��ه اس��ت واض��ح م��ن��ظ��ور، ب��دی��ن اس��ت. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً
�ک ی� R[x] �ن �رای� �اب� �ن� ب� .(P١ ∩ P٢)[x] = P١[x] ∩ P٢[x] = ٠ �م داری� ،P١ ∩ P٢ = ٠ �ون چ� �د. �ن� �ت� �س� ه� R

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R[x]) درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي
دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R[x] ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R[x]) ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س،
�آس��ان��ی ب��ه ،[(3)43.2 ت��م��ری��ن و (2)27.3 م��لاح��ظ��ه ،31] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، اس��ت. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو
Ω(R) ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د
م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه م��ش��اب��ه روش��ی ب��ه (١) ⇐⇒ (٣)

�ت، اس� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Ω(Z٢ × Z٢) �ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .R = (Z٢ × Z٢)[x] �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .4.2.3 �ال �ث� م�
چ��ون ای��ن��ص��ورت، در .R١ = (Z٢ × Z٢)[x, y] ک��ن��ی��د ف��رض اک��ن��ون، اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د ن��ی��ز Ω((Z٢ × Z٢)[x])

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω((Z٢ × Z٢)[x, y]) ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ،R١ ∼= R[y]

�روري ض� �ر زی� �م ل� �آن، از �ل �ب� ق� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را Ω(R[x]) و Ω(R) �اي �ره� �ط� ق� �ن �ی� ب� �اط �ب� ارت� �ه، ادام� در
اس��ت.
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اس��ت م��وج��ود c ∈ R∗ �ن��ص��ورت ای� در �اش��د. ب� R[x] �ق��ه�ي �ل� ح� پ��وچ�ک��ن ای��ده�آل ی��ک I �ی��د �ن� ک� ف��رض .5.2.3 ل��م
.cI = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه

�ت. اس� �ی �ه� �دی� ب� �م �ک� ح� �اه �گ� آن� ،I = �ر٠ اگ� �د. �اش� ب� R[x] �ه�ي �ق� �ل� ح� �ن �وچ�ک� پ� �ده�آل ای� �ک ی� I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
ب��دون .gI = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود g ∈ R[x]∗ ای��ن��ص��ورت در .I ̸= ٠ ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ب��ن��اب��رای��ن،
از ج��م��ل��ه�اي چ��ن��د ی��ک g = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ب��ره��ان، ک��ل��ی��ت از ش��دن ک��اس��ت��ه
�ه ک� f = b٠ + b١x + · · · + bmx

m ∈ I∗ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .gI = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� n �ه�ي درج� �ل �داق� ح�
�ه�اي �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ک ی� g �ون چ� �ون، �ن� اک� .bmgI = ٠ �ن �رای� �اب� �ن� ب� .anbm = ٠ �م داری� ،gf = ٠ �ون چ� .bm ̸= ٠

�ه ب� .bmai = ٠ �م داری� i = ١, ٢, . . . , n �ر ه� �ه�ازاي ب� ،gI = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� n �ه�ي درج� �ل �داق� ح� از
�ر ه� �ه�ازاي ب� �اه �گ� آن� ،anbk = ٠ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� k ∈ {١, ٢, . . . ,m} �ک ی� �ل �داق� ح� �ه�ازاي ب� �ر اگ� �ه، �اب� �ش� م� �ور ط�
وی��ژگ��ی ای��ن ب��ا ب��اش��د ب��ی��ش��ی��ن��ه j ∈ {١, ٢, . . . ,m} ک��ن��ی��د ف��رض اک��ن��ون، .aibk = ٠ داری��م i = ١, ٢, . . . , n

�ک ی� �ه ک� (anbj + an−١bj+١ + · · · )xn+j = ٠ �م داری� ،gf = ٠ �ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .anbj ̸= ٠ �ه ک�
f ∈ I �ر ه� ازاي �ه ب� �ه �ج� �ی� �ت� درن� .anbj = ٠ �م داری� j ∈ {١, ٢, . . . ,m} �ر ه� �ه�ازاي ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت�

.anI = ٠ م��ی�ده��د ن��ش��ان ک��ه anf = ٠ داری��م

ای��ن��ص��ورت: در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .6.2.3 گ��زاره
.diam(Ω(R[x])) = ١ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} (1)

.diam(Ω(R[x])) = ٢ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) = ٢ (2)
ب��اش��ن��د. Ω(R[x]) م��ت��م��ای��ز راس دو J و I ک��ن��ی��د ف��رض .diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} ک��ن��ی��د ف��رض (1) ب��ره��ان.

م��ی�ده��ی��م ق��رار
∆ := I ع��ن��اص��ر ض��رای��ب ه��م��ه�ي م��ج��م��وع��ه�ي

و
Λ := J ع��ن��اص��ر ض��رای��ب ه��م��ه�ي م��ج��م��وع��ه�ي .

�د. �ن� �ت� �س� ه� R �ه�ي �ق� �ل� ح� �اي �ن�ه� �وچ�ک� پ� �ده�آل ای� Λ و ∆ �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� ،5.2.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
c ∈ R∗ �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� R �ه�ي �ق� �ل� ح� �ن �وچ�ک� پ� �ده�آل ای� �ک ی� �ز �ی� ن� ∆+ Λ ،diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} �ون چ�
�ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �اور �ج� م� Ω(R[x]) در J �ا ب� I �ورت �ص� �ن� ای� در .c(I + J) = ٠ �ه �ک� �وری� �ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م�

.diam(Ω(R[x])) = ١
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�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� R �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �ر اگ� .diam(Ω(R[x])) = ١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �ک� �رع� ب�
�ن��د. �اش� ب� Ω(R) �ای��ز �م� �ت� م� راس دو J و I ک��ه �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م �وان� م��ی�ت� �ن��ص��ورت، ای� �ر �ی� غ� در .diam(Ω(R)) = ٠

�اور �ج� م� Ω(R[x]) در J [x] �ا ب� I[x] �ون چ� �د. �ن� �ت� �س� ه� Ω(R[x]) �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J [x] و I[x] �ورت، �ص� �ن� ای� در
و c(I + J) = ٠ ب��ن��اب��رای��ن .c(I[x] + J [x]) = ٠ �ک��ه اس��ت م��وج��ود c ∈ R∗ ،5.2.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت،

.diam(Ω(R)) = ١ درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. م��ج��اور Ω(R) در J ب��ا I ل��ذا
اس��ت. ب��دی��ه��ی (1) ق��س��م��ت و 3.2.3 ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا (2)

ب��ررس��ی را اس��ت، ن��وت��ري ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ه��ن��گ��ام��ی�ک��ه ،Ω(R[[x]]) و Ω(R) ق��ط��ره��اي ب��ی��ن ارت��ب��اط اک��ن��ون
اس��ت. ض��روري زی��ر ل��م دو آن، از ق��ب��ل م��ی�ک��ن��ی��م.

Z(R[[x]]) =
∪n

i=١ Pi[[x]] �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .7.2.3 �م ل�
ی��ک Z(R) �ر اگ� �ژه، �ه�وی� ب� .ri ∈ R∗ و Pi = annR(ri) ∈ Spec(R) �م داری� i = ١, ٢, . . . , n �ه�ازاي ب� �ه ک�

.r ∈ R∗ ک��ه Z(R[[x]]) = annR(r)[[x]] آن��گ��اه ب��اش��د، ای��ده�آل

�ک ی� �ر �ف� ص� �ده�آل ای� ،[35.4 �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،31] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت، اس� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� ب��ره��ان.
19.8 �اي �زاره�ه� گ� ،31] و [4 �ه �ی� �ض� ق� ،19] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در دارد. �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه �ی� اول� �ه�ي �زی� �ج� ت�
�م داری� i = ١, ٢, . . . , n �ه�ازاي ب� �ه ک� Z(R[[x]]) =

∪n
i=١ Pi[[x]] �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� [22.8 و

�ه �ی� �ض� ق� ،25] از �اده �ف� �ت� اس� و �ه �اب� �ش� م� �ی روش� �ه ب� �ژه” �ه�وی� ”ب� �ت �ال� ح� .ri ∈ R∗ و Pi = annR(ri) ∈ Spec(R)

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه [81

،r ∈ Z(R)∗ ک��ه ،Z(R) = ann(r) ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ن��وت��ري ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .8.2.3 ل��م
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر

�ورت �ص� �ن� ای� در ،|A(R)∗| = ١ �ر اگ� .r ∈ Z(R)∗ �ه ک� Z(R) = ann(r) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
ای��ن��ص��ورت در ب��اش��ن��د. Ω(R) م��ت��م��ای��ز راس دو J و I ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ب��ن��اب��رای��ن، .diam(Ω(R)) = ٠

.diam(Ω(R)) = ١ م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��ج��اور Ω(R) در J ب��ا I درن��ت��ی��ج��ه و r(I + J) = ٠

�ک ی� Z(R) �اه �گ� آن� ،diam(Ω(R)) = ٠ �ر اگ� .diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �ک� �رع� ب�
�رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ون، �ن� اک� .r ∈ Z(R)∗ �ه ک� Z(R) = ann(r) �ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ده�آل ای�
�م داری� a ∈ Z(R)∗ ی��ک �ه�ازاي ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .x, y ∈ Z(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .diam(Ω(R)) = ١ �م �ی� �ن� ک�
�ا ب� �ت، اس� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� �ون �ن� اک� �ت. اس� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �ن �رای� �اب� �ن� ب� .a(Rx + Ry) = ٠
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ی��ک �ه�ازاي ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� [81 �ه �ی� �ض� ق� ،25] و [22.8 و 19.8 �اي �زاره�ه� گ� ،31] �ه ب� �ه �وج� ت�
.Z(R) = ann(r) داری��م r ∈ Z(R)∗

ای��ن��ص��ورت: در ب��اش��د. ن��وت��ري ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .9.2.3 گ��زاره
.diam(Ω(R[[x]])) = ١ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} (1)

.diam(Ω(R[[x]])) = ٢ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) = ٢ (2)

دو �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت، اس� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� .diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.
�ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .r ∈ Z(R)∗ �ه ک� Z(R[[x]]) = annR(r)[[x]] �م داری� �ل، �ب� ق� �م ل�
در J �ا ب� I �ج��ه �ی� �ت� درن� و r(I + J) = ٠ �رای��ن �اب� �ن� ب� .I + J ⊆ Z(R[[x]]) �ص��ورت �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� Ω(R[[x]])

.diam(Ω(R[[x]])) = ١ م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ای��ن��ص��ورت، در اس��ت. م��ج��اور Ω(R[[x]])

�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� R �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �ر اگ� .diam(Ω(R[[x]])) = ١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �ک� �رع� ب�
�ن��د. �اش� ب� Ω(R) �ای��ز �م� �ت� م� راس دو J و I ک��ه �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م �وان� م��ی�ت� �ن��ص��ورت، ای� �ر �ی� غ� در .diam(Ω(R)) = ٠

Ω(R[[x]]) در J [[x]] ب��ا I[[x]] چ��ون ه��س��ت��ن��د. Ω(R[[x]]) م��ت��م��ای��ز راس دو J [[x]] و I[[x]] ای��ن��ص��ورت، در
و Pi = annR(ri) ∈ Spec(R) �م داری� i �ر ه� �ه�ازاي ب� �ه ک� ،Z(R[[x]]) =

∪n
i=١ Pi[[x]] و �ت اس� �اور �ج� م�

�ک ی� �ه�ازاي ب� ،[81 �ه �ی� �ض� ق� ،25] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .I[[x]] + J [[x]] ⊆
∪n

i=١ Pi[[x]] �م داری� ،ri ∈ R∗

�ت �س� ه� d ∈ Z(R)∗ �ه �ج� �ی� �ت� درن� .I[[x]] + J [[x]] ⊆ Pj[[x]] �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� �م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� j ∈ {١, ٢, . . . , n}

در �ت. اس� �اور �ج� م� Ω(R) در J �ا ب� I �ه �ج� �ی� �ت� درن� و d(I + J) = ٠ �ن �رای� �اب� �ن� ب� .d(I[[x]] + J [[x]]) = ٠ �ه ک�
.diam(Ω(R)) = ١ ای��ن��ص��ورت

اس��ت. ب��دی��ه��ی (1) ق��س��م��ت و 3.2.3 ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا (2)

ه��س��ت��ن��د. ض��روري زی��ر ل��م دو آن، از ق��ب��ل م��ی�ک��ن��ی��م. م��ش��خ��ص را Ω(R) گ��راف اح��اط��ه�گ��ري ع��دد ادام��ه، در

ای��ده�آل ی��ک I + ann(I) �ن��ص��ورت ای� در �اش��د. ب� آن از ای��ده�آل��ی I و �ق��ه �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .10.2.3 ل��م
اس��ت. R اس��اس��ی

از J �ف��ر �اص� ن� ای��ده�آل �ن��ص��ورت، ای� در �اش��د. �ب� ن� R �اس��ی اس� ای��ده�آل I + ann(I) �ی��د �ن� ک� ف��رض �ل��ف خ� �ه ب� ب��ره��ان.
ی��ک ک��ه J ⊆ ann(I) ل��ذا و J ∩ I = ٠ ب��ن��اب��رای��ن .J ∩ (I + ann(I)) = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود R

اس��ت. R اس��اس��ی ای��ده�آل ی��ک I + ann(I) درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ت��ن��اق��ض
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و �ر اگ� �ت اس� �اور �ج� م� J �ا ب� I �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� Ω(R) �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .11.2.3 �م ل�
.ann(I) ∩ ann(J) ̸= ٠ اگ��ر ت��ن��ه��ا

.x(I + J) = ٠ �م داری� x ∈ R∗ �ک ی� �ه�ازاي ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �اور �ج� م� J �ا ب� I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� .ann(I) ∩ ann(J) ̸= ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �ک� �رع� ب� .ann(I) ∩ ann(J) ̸= ٠ �ه �ج� �ی� �ت� درن�

اس��ت. م��ج��اور J ب��ا I درن��ت��ی��ج��ه و y(I + J) = ٠ ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��د. ن��اص��ف��ر y ∈ ann(I) ∩ ann(J)

�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� Ω(R) از راس �ک ی� I و �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .12.2.3 �زاره گ�
.γ(Ω(R)) 6 ٢ ب��ه�وی��ژه، اس��ت. اح��اط��ه�گ��ر م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک {I, ann(I)}

.2.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت در ،I = ann(I) اگ��ر .J ∈ A(R)∗ \ {I, ann(I)} ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
ف��رض اک��ن��ون اس��ت. م��ج��اور J ب��ا I ،10.2.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا درن��ت��ی��ج��ه .ann(I) ∩ ann(J) ̸= ٠ داری��م ،10
ب��ن��اب��رای��ن .ann(I) ∩ ann(J) = ٠ ای��ن��ص��ورت، در ن��ب��اش��د. م��ج��اور J ب��ا I ک��ن��ی��د ف��رض .I ̸= ann(I) ک��ن��ی��د

اس��ت. م��ج��اور J ب��ا ann(I) درن��ت��ی��ج��ه .ann(J) ⊆ ann(ann(I))

�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� {Z × ٠, ٠ × Z} �ورت �ص� �ن� ای� در .R = Z × Z �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) .13.2.3 م��ث��ال
اس��ت. Ω(Z× Z) در اح��اط��ه�گ��ر

اس��ت. Ω(Z۴) در اح��اط��ه�گ��ر م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک {٢Z۴} ای��ن��ص��ورت در .R = Z۴ ک��ن��ی��د ف��رض (2)

ای��ن��ص��ورت: در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .14.2.3 ن��ت��ی��ج��ه

ن��ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر γ(Ω(R)) = ١ (1)

ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر γ(Ω(R)) = ٢ (2)

�ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� I ∈ A(R)∗ �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� �ب� ن� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.
و اس��ت م��ج��اور دی��گ��ر راس ه��ر ب��ا I م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ،11.2.3 و 10.2.3 ل��م�ه��اي ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، .I٢ = ٠

.γ(Ω(R)) = ١ ل��ذا
I ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود Ω(R) از I راس ی��ک ای��ن��ص��ورت، در .γ(Ω(R)) = ١ ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س،
�ورت، �ص� �ن� ای� �ر �ی� غ� در �ت. �س� �ی� ن� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� R �اه �گ� آن� ،I = ann(I) �ر اگ� �ت. اس� �اور �ج� م� �ر �گ� دی� راس �ر ه� �ا ب�
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�ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� x ∈ R∗ �ت، اس� �اور �ج� م� ann(I) �ا ب� I �ون چ� �ون �ن� اک� .I ̸= ann(I) �ی��م �ن� ک� ف��رض �م �ی� �وان� �ی�ت� م�
ن��ی��س��ت. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش R درن��ت��ی��ج��ه و x٢ = ٠ ب��ن��اب��رای��ن، .x(I + ann(I)) = ٠ ط��وری��ک��ه

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه (1) ق��س��م��ت و 12.2.3 گ��زاره از (2)

و �ر اگ� γ(Ω(R)) = ١ �ورت �ص� �ن� ای� در .R = R١ × R٢ و �د �ن� �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� R٢ و R١ �رض ف� .15.2.3 �زاره گ�
.γ(Ω(R٢)) = ١ ی��ا γ(Ω(R١)) = ١ اگ��ر ت��ن��ه��ا

�رف ط� از �د. �اش� �ب� ن� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� R �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� γ(Ω(R)) = ١ ،14.2.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ب��ره��ان.
ک��ه �ی��ری��م م��ی�گ� �ی��ج��ه �ت� ن� �ن��ون اک� �ب��اش��د. ن� �ت��ه �اف� ی� ک��اه��ش R٢ ی��ا R١ اگ��ر �ا �ن��ه� ت� و اگ��ر ن��ی��س��ت �ت��ه �اف� ی� ک��اه��ش R دی��گ��ر،

.γ(Ω(R٢)) = ١ ی��ا γ(Ω(R١)) = ١ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر γ(Ω(R)) = ١

از ن��اص��ف��ري ای��ده�آل پ��وچ��س��از ب��ا ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت P اول ای��ده�آل ی��ک ،R ح��ل��ق��ه�ي ب��راي پ��وچ��س��از اول ی��ک
پ��وچ��س��از�ه��اي م��ی��ان در ب��ودن م��اک��س��ی��م��ال وی��ژگ��ی ب��ا ای��ده�آل ه��ر ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه ب��اش��د. ب��راب��ر R
�اده �ف� �ت� اس� R �ه�ي �ق� �ل� ح� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �اي �از�ه� �س� �وچ� پ� دادن �ان �ش� ن� �راي ب� A(R) �اد �م� ن� از �ت. اس� اول ،R �ه�ي �ق� �ل� ح�
�دد ع� �د، �ع� ب� �زاره گ� در .A(R) ̸= ∅ �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ر اگ� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را Ω(R) اس��ت��ق��لال

و ١ 6 |A(R)| < ∞ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر اگ� �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .16.2.3 �زاره گ�
.α(Ω(R)) = |A(R)| آن��گ��اه ،Z(R) =

∪
P∈A(R) P

�راف گ� �ک ی� Ω(R) �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �از �س� �وچ� پ� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �اه �گ� آن� ،|A(R)| = ١ �ر اگ� ب��ره��ان.
�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� و n = |A(R)| > ٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� .α(Ω(R)) = ١ �ه �ج� �ی� �ت� درن� و �ت اس� �ل �ام� ک�
�ن �دی� ب� �ت. اس� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� A(R) �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �دا �ت� اب� .A(R) = {P١, P٢, . . . , Pn}

�ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� x ∈ R∗ �ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �اور �ج� م� P٢ �ا ب� P١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م�
�ود �وج� م� Pi ∈ A(R) ،[81 �ه �ی� �ض� ق� ،25] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،Z(R) =

∪
P∈A(R) P �ون چ� .x(P١ + P٢) = ٠

ف��رض �ون �ن� اک� .α(Ω(R)) > |A(R)| �رای��ن �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت� �ک ی� �ه ک� P١ + P٢ ⊆ Pi �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس�
ان��دی��س�ه��اي ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. راس n+ ١ ب��ا م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک S = {I١, I٢, . . . , In+١} ک��ن��ی��د
�ه ک� اس��ت �اور �ج� م� Ij �ا ب� Ii �رای��ن �اب� �ن� ب� .Ii + Ij ⊆ P �ک��ه �وری� ط� �ه ب� �د �ن� �ت� �س� ه� �ود �وج� م� P ∈ A(R) و i, j �ای��ز �م� �ت� م�

α(Ω(R)) = |A(R)| م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه اک��ن��ون، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک
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ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .17.2.3 ن��ت��ی��ج��ه
.α(Ω(R)) < ∞ آن��گ��اه ب��اش��د، ن��وت��ري R اگ��ر (1)

.α(Ω(R)) = |Min(R)| آن��گ��اه ب��اش��د، |Min(R)| < ∞ ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش R اگ��ر (2)
،[80 �ه �ی� �ض� ق� ،25] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.

.α(Ω(R)) < ∞ ب��ن��اب��رای��ن .١ 6 |A(R)| < ∞ و Z(R) =
∪

P∈A(R) P

در �د. �اش� ب� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای� �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2)
م��ن��ظ��ور، ب��دی��ن .Min(R) = A(R) م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .ann(P ) ̸= ٠ ،P ∈ Min(R) ه��ر ب��ه�ازاي ای��ن��ص��ورت،
.P $ ann(x) �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� x ∈ R∗ �اه �گ� آن� ،P /∈ A(R) �ر اگ� .P ∈ Min(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
ann(x) ⊆ Q ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود Q ∈ Min(R) اس��ت، ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R چ��ون اک��ن��ون،
�ورت، �ص� �ن� ای� در .P ∈ A(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� .Min(R) ⊆ A(R) �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک�
�م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .P ∈ Min(R) ،[4.2 �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،23] و [80 �ه �ی� �ض� ق� ،25] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

.α(Ω(R)) = |Min(R)| ل��ذا و Min(R) = A(R)

ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی Ω(R) اس��ت��ق��لال ع��دد ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در
�ول �م� �ش� م� اول �ده�آل ای� �ر ه� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .18.2.3 �زاره گ�
�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر اگ� �د. �اش� ب� �از �س� �وچ� پ� اول �اي �ده�آل�ه� ای� از �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �اع �م� �ت� اج� �ه�ي �وع� �م� �ج� �رم� زی� Z(R)در

اس��ت. ٢α(Ω(R)) ح��داک��ث��ر R پ��وچ��س��از ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد آن��گ��اه ،α(Ω(R)) < ∞

ک��ه P ⊆
∪n

i=١ ann(Xi) ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. Z(R)در م��ش��م��ول اول ای��ده�آل ی��ک P ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
�ی��ه �ض� ق� ،25] ب��ه �ه �وج� ت� �ا ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� اس��ت. R �از �س� �وچ� پ� اول �ده�آل� ای� ی��ک ann(Xi) و Xi ⊆ R ،i �ر ه� �ه�ازاي ب�
ب��ا اس��ت، ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R چ��ون .P ⊆ ann(Xi) داری��م i ∈ {١, ٢, . . . , n} ی��ک ب��ه�ازاي ،[81
ف��رض اک��ن��ون، .ann(P ) ̸= ٠ ،P ∈ Min(R) ه��ر ب��ه�ازاي ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه [4.2 ن��ت��ی��ج��ه ،23] ب��ه ت��وج��ه
Pn+١ ، . . .،P٢ ،P١ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ور، �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� .|Min(R)| = n �ی��م �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .α(Ω(R)) = n �ی��د �ن� ک�
، . . .،P٢ ،P١ �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� R �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �اي �ده�آل�ه� ای�
�م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �ت اس� Ω(R) در �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� Pn+١

�ه �ج� �ی� �ت� ن� �د، ش� �اده �ف� �ت� اس� 13.1.3 �زاره گ� در �ه �چ� آن� �ه �اب� �ش� م� �ی روش� �ه ب� �ون، �ن� اک� .Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn}

اس��ت. ٢α(Ω(R)) ح��داک��ث��ر R پ��وچ��س��از ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م
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م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده م��ک��رراً زی��ر م��لاح��ظ��ه�ي از ادام��ه، در

�ه �ی� �ض� ق� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .19.2.3 �ه �ظ� �لاح� م�
�م داری� �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� ،[50.8 �ن �ری� �م� ت� ،31] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� �وان �وچ�ت� پ� J(R) ،[12.4
�لاوه، �ه�ع� ب� �ت. اس� �ی �ع� �وض� م� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� Ri ،i �ر ه� �ه�ازاي ب� �ه ک� R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn

�از �س� �وچ� پ� �ده�آل ای� �ک ی� Mi و Mi ∈ Max(R) ،i �ر ه� �ه�ازاي ب� �ه ک� Z(R) =
∪n

i=١Mi و |Max(R)| = n

اس��ت.

ب��اش��د. ت��ک�دور Ω(R) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��ش��خ��ص را ح��ل��ق��ه�ه��ای��ی زی��ر، گ��زاره در

ی��ک R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ت��ک�دور Ω(R) ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .20.2.3 گ��زاره
ی��ک F �ه ک� R ∼= F × S �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� �ا ی� �د، �اش� ب� �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ� �ده�آل ای� �ه س� �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ی �ع� �وض� م� �ه�ي �ق� �ل� ح�

اس��ت. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل ی��ک دق��ی��ق��اً ب��ا ح��ل��ق��ه ی��ک S و م��ی��دان

�ده�آل ای� �ه س� �ر �ث� �داک� ح� �ل �ام� ش� Ω(R) راس �ر ه� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ک�دور ت� Ω(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
ع��ن��وان ب��ه درن��ت��ی��ج��ه، .x ∈ R∗ ک��ه اس��ت Rx م��ث��ل م��ی��ن��ی��م��ال ای��ده�آل ی��ک ش��ام��ل R ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. R ن��اص��ف��ر
ی��ک ann(x) ه��م��چ��ن��ی��ن، اس��ت. آرت��ی��ن��ی R-م��دول ی��ک R/ann(x) ب��ن��اب��رای��ن، .Rx ∼= R/ann(x) م��دول�ه��ا

چ��ون ای��ن��ص��ورت، در اس��ت. آرت��ی��ن��ی R-م��دول
٠ −→ ann(x) −→ R −→ R/ann(x) −→ ٠

ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه [19.7 ن��ت��ی��ج��ه ،31] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت، R-م��دول�ه��ا از دق��ی��ق دن��ب��ال��ه�ي ی��ک
ح��ل��ق��ه�ي ی��ک Ri ،i ه��ر ب��ه�ازاي ک��ه R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. آرت��ی��ن��ی
اس��ت، پ��وچ�ت��وان J(R) چ��ون ای��ن��ص��ورت، در ن��ب��اش��د. پ��ذی��ر ت��ج��زی��ه R ک��ن��ی��د ف��رض اب��ت��دا، اس��ت. م��وض��ع��ی آرت��ی��ن��ی
R ک��ن��ی��د ف��رض اک��ن��ون، اس��ت. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل س��ه دق��ی��ق��اً ب��ا م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه

ای��ن��ص��ورت، در .n > ٣ ک��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور، ب��دی��ن .n = ٢ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ب��اش��د. پ��ذی��ر ت��ج��زی��ه

R١×R٠×٢×· · ·×٠−R٠×٠×١×· · ·×٠−٠×R٠×٢×· · ·×٠−R١×R٠×٢×· · ·×٠

و

٠×R٢×R٣×· · ·×Rn−٠×٠×R٣×· · ·×Rn−٠×R٠×٢×· · ·×Rn−٠×R٢×R٣×· · ·×Rn
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�م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� Ω(R) در �ی �ای� دوره�
و R١ × ٠ − R١ × I٢ − ٠ × I٢ − R١ × ٠ �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� �ب� ن� �دان �ی� م� R٢ و R١ �ر اگ� �ون، �ن� اک� .n = ٢

�ه��ی �دی� ب� �ر �ی� غ� ای��ده�آل Ii �ی��م �ن� م��ی�ک� ف��رض i = ١, ٢ ازاي ب��ه �ه ک� ،٠× R٢ − I١ × I٢ − ٠× I٢ − ٠× R٢

ب��ره��ان، �ی��ت �ل� ک� از ش��دن �ت��ه ک��اس� ب��دون �ن��ون، اک� اس��ت. �اق��ض �ن� ت� ی��ک ک��ه �ن��د �ت� ه��س� Ω(R) در �ای��ی دوره� اس��ت، Ri

�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� J و I �د �ن� �ان� م� �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ� �ده�آل ای� دو �ا ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R٢ �ر اگ� �ت. اس� �دان �ی� م� R١ �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف�
Ω(R) در دوره��ای��ی R١ × ٠−R١ × J − ٠× J −R١ × ٠ و R١ × ٠−R١ × I − ٠× I −R١ × ٠

ی��ک F �ه ک� R ∼= F × S �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه�
اس��ت. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل ی��ک دق��ی��ق��اً ب��ا ح��ل��ق��ه ی��ک S و م��ی��دان

اس��ت. ب��دی��ه��ی ب��رع��ک��س ق��س��م��ت

ب��اش��د. آرت��ی��ن��ی R ح��ل��ق��ه�ي ک��ه م��ی�ش��ود ب��ررس��ی ش��رای��ط��ی ادام��ه، در

�رم ف� �ه ب� �ا راس�ه� �ام �م� ت� �ه�ازاي ب� Ω(R) در �ر اگ� �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .21.2.3 �زاره گ�
ای��ن��ص��ورت در ،deg(I) < ∞ ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،X ⊆ R ک��ه ،I = Ann(X)

اس��ت. م��ت��ن��اه��ی گ��راف ی��ک Ω(R) (1)

.J(R)ω(Ω(R))+١ = ٠ (2)

I ،deg(I) < ∞ �ون چ� �د. �اش� ب� Ω(R) از �ی راس� ،X ⊆ R �ه ک� ،I = Ann(X) �ی��د �ن� ک� ف��رض (1) ب��ره��ان.
�ده دی� �ودش خ� روي �دول م� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب� R) �د �ن� �ی�ک� م� �دق ص� �ش �ای� �دول�ه� �رم� زی� �ر ب� �ی �زول� ن� �ر �ی� �ج� زن� �رط ش� در
ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ک��ارب��ردی��م، ب��ه 20.2.3 گ��زاره در آن��چ��ه م��ش��اب��ه روش��ی ب��ه ب��ن��اب��رای��ن، م��ی�ش��ود).
و Mi ∈ Max(R) ،i ه��ر ب��ه�ازاي ک��ه Z(R) =

∪n
i=١Mi و |Max(R)| = n ای��ن��ص��ورت، در اس��ت. آرت��ی��ن��ی

در م��ش��م��ول ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد ،deg(Mi) < ∞ i ه��ر ب��ه�ازاي چ��ون اک��ن��ون، اس��ت. پ��وچ��س��از ای��ده�آل ی��ک Mi

اس��ت. م��ت��ن��اه��ی گ��راف ی��ک Ω(R) ک��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��ت��ن��اه��ی Miه��ا

2.3 �زاره گ� در �ه �چ� آن� �ه �اب� �ش� م� �ی روش� �ه ب� �ون، �ن� اک� .ω(Ω(R)) < ∞ �م داری� (1) �ت �م� �س� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� (2)
�ت. اس� �وان �وچ�ت� پ� J(R) �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �م، �ردی� �ارب� ک� �ه ب� 20.
�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ه�ي �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �اه �گ� آن� ،J(R)ω(Ω(R))+١ ̸= ٠ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر اگ�
�ک ی� �ه ک� �ت اس� راس ω(Ω(R)) + ١ �ا ب� Ω(R) از �ه �وش� خ� �ک ی� {J(R), J(R)٢, . . . , J(R)ω(Ω(R))+١}

.J(R)ω(Ω(R))+١ = ٠ م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض
42



پ��وچ�ک��ن ای��ده�آل�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف .2 ب��خ��ش

ی��ک Ω(R) �لاوه، ع� �ه ب� .deg(Z٢ × ٠) = ٠ �ورت، �ص� �ن� ای� در .R = Z٢ × Z �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .22.2.3 �ال �ث� م�
ن��ی��س��ت. م��ت��ن��اه��ی گ��راف

درج��ه�ي از راس ی��ک ش��ام��ل Ω(R) اگ��ر ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .23.2.3 گ��زاره
�ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک S و �دان �ی� م� ی��ک F �ه ک� R ∼= F × S �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م�

اس��ت.

�ل �ام� ش� R �ورت، �ص� �ن� ای� در .deg(I) < ∞ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� Ω(R) از راس �ک ی� I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�و �ض� ع� x �ه ک� J = Rx �م داری� ،[22.10 �م ل� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� �ت. اس� J �د �ن� �ان� م� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ده�آل ای� �ک ی�
ب��ه ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه ،[7.1 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. R ب��دی��ه��ی غ��ی��ر خ��ودت��وان

اس��ت. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک S و م��ی��دان ی��ک F ک��ه R ∼= F × S ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان

�ل �ام� ش� �راف گ� �ک ی� �ر اگ� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �د. �اش� ب� �ح �ط� �س� م� Ω(R) �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ی �ررس� ب� �ی �ط� �رای� ش� �ون، �ن� اک�
.([2.2.6 ق��ض��ی��ه ،34] ب��ه ک��ن��ی��د (رج��وع اس��ت ن��ام��س��ط��ح گ��راف آن آن��گ��اه ب��اش��د، K٣,٣ ی��ا K۵ از م��ش��ت��ق��ی

ای��ن��ص��ورت: در ب��اش��د. م��س��ط��ح Ω(R) ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .24.2.3 گ��زاره
اس��ت. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل چ��ه��ار ح��داک��ث��ر ب��ا م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R آن��گ��اه ن��ب��اش��د، پ��ذی��ر ت��ج��زی��ه R اگ��ر (1)

اس��ت: ی��ک��ری��خ��ت زی��ر ح��ل��ق��ه�ه��اي از ی��ک��ی ب��ا R آن��گ��اه ب��اش��د، پ��ذی��ر ت��ج��زی��ه R اگ��ر (2)
F١ × F٢ × F٣, F × S

اس��ت. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل ی��ک ح��داک��ث��ر ب��ا ح��ل��ق��ه ی��ک S و ه��س��ت��ن��د م��ی��دان Fiه��ا و F ک��ه

اس��ت، م��س��ط��ح Ω(R) چ��ون ب��اش��د. Ω(R) از راس ی��ک I و ب��اش��د ن��اپ��ذی��ر ت��ج��زی��ه R ک��ن��ی��د ف��رض (1) ب��ره��ان.
.2.3 �زاره گ� در �ه �چ� آن� �ه �اب� �ش� م� �ی روش� �ه ب� �ت. اس� �ار �ه� چ� �ر �ث� �داک� ح� I در �ول �م� �ش� م� R �ر �ف� �اص� ن� �اي �ده�آل�ه� ای� �داد �ع� ت�
�ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �م، �ردی� �ارب� ک� �ه ب� 20
�زی��ه �ج� ت� R چ��ون اس��ت. �ع��ی �وض� م� �ن��ی �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک Ri ،i �ر ه� �ه�ازاي ب� �ه ک� R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn

ب��ا م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��وض��ع��ی آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R اس��ت، ن��اپ��ذی��ر
اس��ت. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل چ��ه��ار ح��داک��ث��ر

ب��ه ،(1) ق��س��م��ت م��ش��اب��ه اس��ت، م��س��ط��ح Ω(R) چ��ون ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. پ��ذی��ر ت��ج��زی��ه R ک��ن��ی��د ف��رض (2)
و اس��ت �ع��ی م��وض� �ن��ی �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک Ri ،i ه��ر �ه�ازاي ب� �ه ک� R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ن��وان ع�
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م��ج��م��وع��ه�ي ای��ن��ص��ورت، در .n > ۴ ک��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور، ب��دی��ن .n 6 ٣ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .n ̸= ١

{R١ ×R٢ × ٠× · · · × ٠, R١ × ٠× ٠× · · · × ٠, ٠×R٢ × ٠× · · · × ٠,

R١ ×R٢ ×R٣ × ٠× · · · × ٠, ٠× ٠×R٣ × ٠× · · · × ٠}

�ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� �ر اگ� .n = ٣ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ون، �ن� اک� اس��ت. �اق��ض �ن� ت� ی��ک �ه ک� �د �ی�ده� م� �ل �ی� �ک� �ش� ت� را K۵ �راف گ�
اس��ت. م��س��ط��ح Ω(R) ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه آن��گ��اه ه��س��ت��ن��د، م��ی��دان Fiه��ا ک��ه R ∼= F١ × F٢ × F٣

�ی��ر غ� ای��ده�آل ی��ک �ام��ل ش� R١ �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م �وان� م��ی�ت� ب��ره��ان، �ی��ت �ل� ک� از ش��دن �ت��ه �اس� ک� ب��دون �ن��ص��ورت، ای� �ر �ی� غ� در
م��ج��م��وع��ه�ي ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. I١ م��ان��ن��د ب��دی��ه��ی

{R١ ×R٢ × ٠, I١ ×R٢ ×R٣, I١ × ٠×R٣, I١ × ٠× ٠, I١ ×R٢ × ٠}

�دان �ی� م� R٢ و R١ �ر اگ� .n = ٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ل �ی� �ک� �ش� ت� را K۵ �راف گ�
م��ج��م��وع��ه�ي آن��گ��اه ن��ب��اش��ن��د،

{R١ × I٢, I١ × I٢, I١ × ٠, ٠× I٢, R١ × ٠}

�ه ک� �د �ی�ده� م� �ل �ی� �ک� �ش� ت� را K۵ �راف گ� �ت، اس� Ri �ه��ی �دی� ب� �ر �ی� غ� �ده�آل ای� Ii �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� �ه ک�
اک��ن��ون، اس��ت. م��ی��دان R١ م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان، �ل��ی��ت ک� از ش��دن ک��اس��ت��ه ب��دون ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک

م��ج��م��وع��ه�ي آن��گ��اه ب��اش��د، J و I م��ان��ن��د ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل دو ب��ا ح��ل��ق��ه ی��ک R٢ اگ��ر
{R١ × I, R١ × J, ٠× I, ٠× J,R١ × ٠}

�ا ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R٢ �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ل �ی� �ک� �ش� ت� را K۵ �راف گ�
اس��ت. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل ی��ک ح��داک��ث��ر

ی��ک R �ن��ص��ورت ای� در ب��اش��د. م��س��ط��ح Ω(R) ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د �ق��ه �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .25.2.3 �ی��ج��ه �ت� ن�
اس��ت. آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ي

ب��اش��د. ه��م��ب��ن��د دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک Ω(R) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ادام��ه، در

Ω(R) �ورت �ص� �ن� ای� در .diam(Ω(R)) ̸= ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .26.2.3 �زاره گ�
.Ω(R) = K٢ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ه��م��ب��ن��د دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک

�ه �ی� �ض� ق� ،34] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �ک ی� Ω(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
دو �ر �ث� �داک� ح� �ل �ام� ش� Ω(R) راس �ر ه� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. �س� �ی� ن� �رد ف� �ول ط� �ه ب� دوري �چ �ی� ه� �ل �ام� ش� Ω(R) ،[18.2.1
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�ن��ی �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،20.2.3 �زاره گ� �ان �ره� ب� �ه �اب� �ش� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ر �ف� �اص� ن� �ده�آل ای�
�ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� �ت. اس� �ی �ع� �وض� م� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت. اس�
ک��ه اس��ت ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) آن��گ��اه ب��اش��ن��د، م��ی��دان R٢ و R١ اگ��ر ه��س��ت��ن��د. ح��ل��ق��ه R٢ و R١ ک��ه R ∼= R١ ×R٢

اک��ن��ون، ب��اش��د. R١ ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ای��ده�آل ی��ک I١ ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ای��ن��ص��ورت، غ��ی��ر در اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک
�ک ی� R �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �ت اس� �ر �ف� �اص� ن� �ده�آل ای� �ه س� �ل �ام� ش� I١ × R٢

�ه �ج� �ی� �ت� درن� و �ت اس� �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ� �ده�آل ای� دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ورت، �ص� �ن� ای� در �ت. اس� �ی �ع� �وض� م� �ه�ي �ق� �ل� ح�
.Ω(R) = K٢

اس��ت. ب��دی��ه��ی ب��رع��ک��س ق��س��م��ت

ب��اش��د. Ω(R) راس ی��ک J(R) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره دو در

�ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �ده�آل ای� �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �ا ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .27.2.3 �زاره گ�
.J(R) ̸= ٠ و ب��اش��د م��ی��ن��ی��م��ال ای��ده�آل ی��ک ش��ام��ل R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت Ω(R) راس ی��ک J(R)

�ن �ری� �م� ت� ،31] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،|Max(R)| < ∞ �ون چ� .soc(R) = ann(J(R)) �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ب��ره��ان.
�د. �ن� �ت� �س� ه� �دان �ی� م� �ا Fiه� �ه ک� R/J(R) ∼= F١ × F٢ × · · · × Fn �م داری� �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� ،[60.3
�م داری� ،[18.4 �ن �ری� �م� ت� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R/J(R) �ن، �رای� �اب� �ن� ب�
�ک ی� �ل �ام� ش� R �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� Ω(R) راس �ک ی� J(R) �ورت، �ص� �ن� ای� در .soc(R) = ann(J(R))

.J(R) ̸= ٠ و ب��اش��د م��ی��ن��ی��م��ال ای��ده�آل

J(R) ای��ن��ص��ورت، در .J(R) ̸= ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .28.2.3 گ��زاره
اس��ت. م��ج��اور Ω(R) دی��گ��ر راس ه��ر ب��ا

Ω(R) راس �ک ی� J(R) �ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �وان �وچ�ت� پ� J(R) �ت، اس� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� ب��ره��ان.
R ن��اص��ف��ر ای��ده�آل ه��ر چ��ون .soc(R) = ann(J(R)) داری��م ،[18.4 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، اس��ت.
2.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. R اس��اس��ی ای��ده�آل ی��ک ann(J(R)) اس��ت، م��ی��ن��ی��م��ال ای��ده�آل ی��ک ش��ام��ل

اس��ت. م��ج��اور Ω(R) دی��گ��ر راس ه��ر ب��ا J(R) ،11.

ن��م��اد ب��ا ک��ه ،R ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ب��ه واب��س��ت��ه ص��ف��ر م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه گ��راف ،[6] در ل��وی��ن��گ��س��ت��ون، و ان��درس��ون
�ی��ه�ه��اي �ل� م��ق��س��وم�ع� گ��راف، ای��ن راس�ه��اي م��ج��م��وع��ه�ي ک��ردن��د. ب��ررس��ی و �ع��رف��ی م� را م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان Γ(R)

45



پ��وچ�ک��ن ای��ده�آل�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف .2 ب��خ��ش

ب��ه ت��وج��ه ب��ا .xy = ٠ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د y و x م��ت��م��ای��ز راس دو و م��ی�ب��اش��د ص��ف��ر از �غ��ی��ر R ح��ل��ق��ه ص��ف��ر
و Ω(R) �اي �ره� �ط� ق� �ن �ی� ب� �اط �ب� ارت� �د، �ع� ب� �زاره گ� در .diam(Γ(R)) ∈ {٠, ١, ٢, ٣} �م داری� ،[3.2 �ه �ی� �ض� ق� ،6]

اس��ت. ض��روري زی��ر ق��ض��ی��ه آن، از ق��ب��ل م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را Γ(R)

ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .([6.2 ق��ض��ی��ه ،29]) .29.2.3 ق��ض��ی��ه
.R ∼= Z٢[x]/(x

٢) ی��ا R ∼= Z۴ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Γ(R)) = ٠ (1)

x, y ∈ Z(R) م��ت��م��ای��ز ع��ن��اص��ر ت��م��ام��ی ب��ه�ازاي و |Z(R)| > ٣ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Γ(R)) = ١ (2)
.xy = ٠ ب��اش��ی��م داش��ت��ه

م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Γ(R)) = ٢ (3)
ج��ف��ت ه��ر و Z(R)٢ ̸= ٠ ک��ه ب��اش��د ای��ده�آل ی��ک Z(R) �ا ی� ب��اش��د، �ف��ر ن��اص� �ی��ه �ل� �ق��س��وم�ع� م� س��ه ح��داق��ل و

ب��اش��ن��د. داش��ت��ه ن��اص��ف��ر پ��وچ��س��از م��ت��م��ای��ز، م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه�ه��اي از

�ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �ود �وج� م� x, y ∈ Z(R)∗ �ز �ای� �م� �ت� م� �و �ض� ع� دو �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� diam(Γ(R)) = ٣ (4)
�ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای� دو از �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R و ،ann(x) ∩ ann(y) = ٠

ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش غ��ی��ر R ی��ا ب��اش��د

ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .30.2.3 گ��زاره
.diam(Ω(R)) = ٠ آن��گ��اه ،diam(Γ(R)) = ٠ اگ��ر (1)

�اه �گ� آن� ،R ≇ Z٢ × Z٢ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ا �ه��ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� و diam(Γ(R)) = ١ �ر اگ� (2)
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١}

.diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢,∞} آن��گ��اه ،diam(Γ(R)) = ٢ اگ��ر (3)

.diam(Ω(R)) = ٢ آن��گ��اه ،diam(Γ(R)) = ٣ اگ��ر (4)

.diam(Γ(R)) ∈ {٠, ١} آن��گ��اه ،diam(Ω(R)) = ٠ اگ��ر (5)

.diam(Γ(R)) ∈ {١, ٢} آن��گ��اه ،diam(Ω(R)) = ١ اگ��ر (6)

.diam(Γ(R)) ∈ {٢, ٣} آن��گ��اه ،diam(Ω(R)) = ٢ اگ��ر (7)
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�اه �گ� آن� ،R ≇ Z٢ × Z٢ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ا �ه��ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� و diam(Ω(R)) = ∞ �ر اگ� (8)
.diam(Γ(R)) = ٢

�ن، �رای� �اب� �ن� ب� .R ∼= Z٢[x]/(x
٢) �ا ی� R ∼= Z۴ �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Γ(R)) = ٠ �ی��د �ن� ک� ف��رض (1) ب��ره��ان.

.diam(Ω(R)) = ٠

�ه �ی� �ض� ق� ،6] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،R ≇ Z٢ × Z٢ �ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Γ(R)) = ١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2)
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} ب��ن��اب��رای��ن، .xy = ٠ داری��م x, y ∈ Z(R) ه��ر ب��ه�ازاي ،[8.2

دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Γ(R)) = ٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (3)
�رط ش� �ن ای� �ا ب� �ت اس� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �ا ی� �ت، اس� �ر �ف� �اص� ن� �ه �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� �ه س� �ل �داق� ح� و �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای�
R �ر اگ� �ون، �ن� اک� �د. دارن� �ر �ف� �اص� ن� �از �س� �وچ� پ� �ز، �ای� �م� �ت� م� �اي �ه�ه� �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� از �ت �ف� ج� �ر ه� و Z(R)٢ ̸= ٠ �ه ک�
،1.2.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای� دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی�
�ت اس� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ورت، �ص� �ن� ای� �ر �ی� غ� در .diam(Ω(R)) = ∞ �م داری�
�م داری� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. دارن� �ر �ف� �اص� ن� �از �س� �وچ� پ� �ز، �ای� �م� �ت� م� �اي �ه�ه� �ی� �ل� �وم�ع� �س� �ق� م� از �ت �ف� ج� �ر ه� و Z(R)٢ ̸= ٠ �ه ک�

.diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢,∞}

�ه ب� �د �ودن� �وج� م� x, y ∈ Z(R)∗ �ز �ای� �م� �ت� م� �و �ض� ع� دو �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Γ(R)) = ٣ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (4)
�ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای� دو از �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R و ،ann(x) ∩ ann(y) = ٠ �ه �ک� �وری� ط�

.diam(Ω(R)) = ٢ داری��م ،1.2.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، اس��ت. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش غ��ی��ر R ی��ا اس��ت
�ه ک� �رط ش� �ن ای� �ا ب� �ت اس� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Ω(R)) = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (5)

.diam(Γ(R)) ∈ {٠, ١} داری��م ب��ن��اب��رای��ن، .Z(R)٢ = ٠

�ی �ل� اص� �اي �ده�آل�ه� ای� �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Ω(R)) = ١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (6)
ی��ک �ه�ازاي ب� �ر اگ� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ل �ام� ک�
�ورت، �ص� �ن� ای� �ر �ی� غ� در .diam(Γ(R)) ∈ {١, ٢} �اه �گ� آن� ،Z(R) = ann(x) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x ∈ Z(R)∗

از �ت �ف� ج� �ر ه� ،diam(Ω(R)) = ١ �ون چ� .Z(R)٢ ̸= ٠ �اه �گ� آن� �د، �اش� �ب� ن� �از �س� �وچ� پ� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R) �ر اگ�
.diam(Γ(R)) = ٢ داری��م ب��ن��اب��رای��ن، دارن��د. ن��اص��ف��ر پ��وچ��س��از م��ت��م��ای��ز، م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه�ه��اي

�م داری� ،[8.2 �ه �ی� �ض� ق� ،6] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Ω(R)) = ٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (7)
.diam(Γ(R)) ∈ {٢, ٣}

�ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R ،1.2.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Ω(R)) = ∞ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (8)
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�ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،R ≇ Z٢ × Z٢ �ون چ� �ون �ن� اک� �ت. اس� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای� دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک�
.diam(Γ(R)) = ٢

�م داری� �ورت �ص� �ن� ای� در ،diam(Ω(R)) = ٠ �ر اگ� �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .31.2.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن�
.diam(Ω(R[[x]])) = ١

�ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ل، �ب� ق� �زاره گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Ω(R)) = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�رای��ن، �اب� �ن� ب� .diam(Γ(R[[x]])) = ١ داری��م ،[3 �ی��ه ق��ض� ،14] ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� �ن��ون، اک� .diam(Γ(R)) ∈ {٠, ١}

.diam(Ω(R[[x]])) = ١ داری��م ،2.2.3 گ��زاره و ق��ب��ل گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را Ω(R) اس��ت��ق��لال ع��دد و Γ(R) خ��وش��ه�اي ع��دد ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��ع��د، گ��زاره در

�م داری� �اه �گ� آن� ،ω(Γ(R)) < ∞ �ر اگ� �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .32.2.3 �زاره گ�
.α(Ω(R)) < ∞

�ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .ω(Γ(R)) < ∞ و �د �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�م داری� ،17.2.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .|Min(R)| < ∞ �م داری� ،[7.3 �ه �ی� �ض� ق� ،16] �ه ب� �ه �وج� ت�

.α(Ω(R)) < ∞

ن��م��اد از م��ی�ک��ن��ی��م. م��ط��ال��ع��ه را اس��ت، ش��ده ب��ررس��ی و م��ع��رف��ی [33] در ک��ه ،Ω(R) گ��راف م��ک��م��ل ادام��ه، در
،[1.2 ل��م ،33] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده Ω(R) گ��راف م��ک��م��ل دادن ن��ش��ان ب��راي Ω(R)

�ا ب� �لاوه، �ه�ع� ب� �ت. اس� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Ω(R) �اه �گ� آن� ،|A(R)∗| > ٢ و �د �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ر �ی� غ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ر اگ�
�رای��ن، �اب� �ن� ب� .diam(Ω(R)) 6 ٣ �اه �گ� آن� �اش��د، ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R اگ��ر ،[4.2 گ��زاره ،33] ب��ه �ه ت��وج�

داری��م. را زی��ر ل��م

ی��ک R اگ��ر �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� اس��ت �د �ن� �ب� �م� ه� Ω(R) �ص��ورت �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .33.2.3 ل��م
.|A(R)∗| = ١ ی��ا ب��اش��د ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) ،Ω(R) گ��راف�ه��اي ه��ب��ن��دي ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

م��ع��ادل��ن��د: زی��ر گ��زاره�ه��اي ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .34.2.3 ق��ض��ی��ه
.|A(R)∗| = ١ ی��ا اس��ت ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) (1)
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اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R[x]) (2)

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R[[x]]) (3)

ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت، در .|A(R)∗| = ١ ی��ا ب��اش��د ه��م��ب��ن��د Ω(R) ک��ن��ی��د ف��رض .(2) ⇐⇒ (1) ب��ره��ان.
ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R[x]) درن��ت��ی��ج��ه و اس��ت ی��اف��ت��ه ک��اه��ش غ��ی��ر R[x] ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش غ��ی��ر R ،33.2.3

اس��ت.
درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش غ��ی��ر R[x] ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R[x]) ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س،
�رای��ن، �اب� �ن� ب� اس��ت. �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ر �ی� غ� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R ک��ه �م �ری� �ی� م��ی�گ� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،[36.1 �ری��ن �م� ت� ،31] ب��ه �ه �وج� ت� �ا ب�

.|A(R)∗| = ١ ی��ا اس��ت ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R)

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه (3) ⇐⇒ (1)

[11.2 گ��زاره ،33] ب��راي �ت��ري ک��وت��اه� ب��ره��ان زی��ر ل��م در ک��ه �ی��د �ن� ک� ت��وج��ه اس��ت. ض��روري زی��ر ل��م ادام��ه، در
م��ی�ک��ن��ی��م. ارائ��ه

ی��ک Z(R) اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ک��ام��ل Ω(R) ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .35.2.3 ل��م
ه��س��ت��ن��د. م��ی��دان F٢ و F١ ک��ه R ∼= F١ × F٢ ی��ا ب��اش��د R � م��ی��ن��ی��م��ال ای��ده�آل

،14.2.3 ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا آن��گ��اه ب��اش��د، ی��اف��ت��ه ک��اه��ش غ��ی��ر R اگ��ر ب��اش��د. ک��ام��ل Ω(R) ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� R �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� R � �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ده�آل ای� �ک ی� Z(R)

�ه �وج� ت� �ا ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� R � �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ده�آل ای� �ک ی� I �ت، اس� �ل �ام� ک� Ω(R) �ون چ� �د. �اش� ب� Ω(R) راس �ک ی�
،[7.1 �ن �ری� �م� ت� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .e٢ = e ∈ R �ه ک� I = Re �م داری� ،[22.10 �م ل� ،28] �ه ب�

ه��س��ت��ن��د. م��ی��دان F٢ و F١ ک��ه R ∼= F١ × F٢

اس��ت. ب��دی��ه��ی ب��رع��ک��س ق��س��م��ت

�د. �ن� �ت� �س� ه� �دان �ی� م� F٢ و F١ �ه ک� R ∼= F١ × F٢ �اه �گ� آن� ،diam(Ω(R)) = ١ �ر اگ� �ل، �ب� ق� �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
�ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� �ن��ون، اک� .diam(Ω(R[[x]])) ̸= ٠ و diam(Ω(R[x])) ̸= ٠ م��ی�ش��ود �اه��ده م��ش� �ان آس� �ه�ع��لاوه، ب�

داری��م. را زی��ر ن��ت��ی��ج��ه ،34.2.3 ق��ض��ی��ه و [4.2 گ��زاره ،33]

ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .36.2.3 ن��ت��ی��ج��ه
.diam(Ω(R[x])) ∈ {٢, ٣} (1)
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.diam(Ω(R[[x]])) ∈ {٢, ٣} (2)

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را Ω(R[[x]]) و Ω(R[x]) ،Ω(R) گ��راف�ه��اي ق��ط��ره��اي ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��ع��د، گ��زاره دو در

ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .37.2.3 گ��زاره
.diam(Ω(R[x])) = ٢ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢} (1)

.diam(Ω(R[x])) = ٣ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) = ٣ (2)

،[19.2 �ه �ظ� �لاح� م� ،33] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.
�ون چ� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .Min(R) = {P١, P٢} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� دارد. �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای� دو �اً �ق� �ی� دق� R

ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، ه��س��ت��ن��د. R م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل�ه��اي P٢[x] و P١[x] ،(P١ ∩ P٢)[x] = P١[x] ∩ P٢[x] = ٠

.diam(Ω(R[x])) = ٢ داری��م ،[19.2 م��لاح��ظ��ه ،33] ب��ه ت��وج��ه
R[x] ،[19.2 م��لاح��ظ��ه ،33] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت، در .diam(Ω(R[x])) = ٢ ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س،
،[43.2 ت��م��ری��ن ،31] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، اس��ت. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک
�ه �ظ� م��لاح� ،33] ب��ه �ه �وج� ت� �ا ب� �رای��ن، �اب� �ن� اس��ت.ب� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای� دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R

.diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢} داری��م ،[19.2
م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه (1) ق��س��م��ت و 36.2.3 ن��ت��ی��ج��ه ،[11.2 گ��زاره ،33] از (2)

داری��م. را زی��ر گ��زاره ب��ردی��م، ب��ک��ار ق��ب��ل گ��زاره در آن��چ��ه م��ش��اب��ه روش��ی ب��ه

ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .38.2.3 گ��زاره
.diam(Ω(R[[x]])) = ٢ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) ∈ {١, ٢} (1)

.diam(Ω(R[[x]])) = ٣ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) = ٣ (2)

ب��اش��د. ت��ک�دور Ω(R) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در

R \ Z(R) از ع��ض��و ه��ر �ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د |Min(R)| < ∞ ب��ا ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .39.2.3 گ��زاره
�دان �ی� م� �ا Fiه� �ه ک� R ∼= F١ × F٢ × F٣ �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �ک�دور ت� Ω(R) �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ال �ک� ی�

ه��س��ت��ن��د.
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�ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ت، اس� �د �ن� �ب� �م� ه� Ω(R) �ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ک�دور ت� Ω(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�ا ب� �لاوه، �ه�ع� ب� .Z(R) =

∪
P∈Min(R) P �م داری� ،[4.2 �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،23] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک�

�ه�ي �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ورت، �ص� �ن� ای� در .Min(R) = Max(R) �م داری� ،[81 �ه �ی� �ض� ق� ،25] �ه ب� �ه �وج� ت�
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� .|Min(R)| 6 ٣ �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ل �ام� ک� Min(R) از �ا راس�ه�
�ا Fiه� �ه ک� R ∼= F١ × F٢ × F٣ �م داری� ،[60.3 �ن �ری� �م� ت� ،31] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .|Min(R)| = ٣

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �ک�دور ت� Ω(R) �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �دان �ی� م�
�دان �ی� م� �ا Fiه� �ه ک� R ∼= F١ × F٢ داری��م ،[60.3 �ری��ن �م� ت� ،31] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .|Min(R)| = ٢

اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه ن��ی��س��ت ت��ک�دور Ω(R) ب��ن��اب��رای��ن، ه��س��ت��ن��د.
اس��ت. ب��دی��ه��ی ب��رع��ک��س ق��س��م��ت

م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا Ω(R) در اح��اط��ه�گ��ر م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک ب��ع��د، گ��زاره در

در .|Min(R)| < ∞ �ه �ک� �وری� �ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .40.2.3 �زاره گ�
اس��ت. Ω(R) در اح��اط��ه�گ��ر م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک Min(R) ای��ن��ص��ورت،

P ∈ Min(R) �ر ه� �ه�ازاي ب� �ت، اس� |Min(R)| < ∞ �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� ب��ره��ان.
از �ی راس� I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� .Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .ann(P ) ̸= ٠ �م داری�
�ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� Pi ∈ Min(R) �ت، اس� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� �د. �اش� ب� Ω(R) \Min(R)

ب��ه y ∈ R∗ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ور، �ظ� �ن� �دی��ن�م� ب� اس��ت. �اور �ج� م� Ω(R) در Pi �ا ب� I �ی��م م��ی�ده� �ان ن��ش� .I * Pi �ک��ه �وری� ط�
.y ∈

∩n
j=١,j ̸=i Pj �ت، اس� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .y(I + Pi) = ٠ �ه �ک� �وری� ط�

�اور �ج� م� Ω(R) در Pi �ا ب� I �ذا ل� و ann(I + Pi) = ٠ �ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� I ⊆ Pi �ن، �رای� �اب� �ن� ب�
اس��ت. Ω(R) در اح��اط��ه�گ��ر م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک Min(R) ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت.

�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .R = Q[x, y]/(x٢, y٢) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .41.2.3 �ال �ث� م�
�م داری� I ∈ Ω(R) راس �ر ه� �ه�ازاي ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �وان �وچ�ت� پ� J(R) و �ت اس� �ی �ع� �وض� م� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R

اس��ت. Ω(R) در اح��اط��ه�گ��ر م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک A(R)∗ ای��ن��ص��ورت، در .deg(I) = ٠
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ح��ل��ق��ه�ه��اي روي م��دول ی��ک وف��ادار غ��ی��ر زی��رم��دول�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف 3.3
ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر

�د. �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �ک� ی� چ��پ R-م��دول ی��ک M و �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �م� ه� �ا ب� �ر �ذی� �ش��ت�پ� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض
�اده س� اس��ت �راف��ی گ� م��ی�ش��ود، داده �ان �ش� ن� ΓR(M) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ،M �ادار وف� �ر �ی� غ� �اي �رم��دول�ه� زی� �م��وع �ج� م� �راف گ�
B و A �ای��ز �م� �ت� م� راس دو و اس��ت M �ادار وف� �ر �ی� غ� و �ر �ف� �اص� ن� �اي �رم��دول�ه� زی� �ام �م� ت� آن �اي راس�ه� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ه ک�
ب��اش��د ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R اگ��ر ک��ه اس��ت واض��ح .[10] ب��اش��د وف��ادار غ��ی��ر A+B اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د
اس��ت. [32] در ش��ده �ع��رف��ی م� گ��راف از �ع��ی �ی� ت��وس� گ��راف ای��ن �اب��رای��ن، �ن� ب� .ΓR(R) = Ω(R) آن��گ��اه ،M = R و
�ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �خ��ش ب� �ن ای� �ام �م� ت� در �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �ت. اس� [10] از �ه �ت� �رف� �رگ� ب� �ش �خ� ب� �ن ای� �ب �ال� �ط� م� �ام �م� ت�
ی��ک �داق��ل ح� �ام��ل ش� ΓR(M) �ک��ه �وری� ط� �ه ب� اس��ت �ر �ف� �اص� ن� �ان��ی �ک� ی� چ��پ R-م��دول ی��ک M و اس��ت �ر �ذی� �ش��ت�پ� �رگ� ب�
اس��ت. ض��روري زی��ر ل��م آن، از ق��ب��ل م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را گ��راف ای��ن ق��ط��ر ن��ت��ی��ج��ه، اول��ی��ن ع��ن��وان ب��ه ب��اش��د. راس

.diam(ΓR(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .1.3.3 ل��م

�ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .diam(ΓR(R)) = ٠ �اه �گ� آن� ،|ΓR(R)| = ١ �ر اگ� ب��ره��ان.
�م داری� X ⊆ R �ی �ه� �ات� ن� �ه�ي �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه� �ه�ازاي ب� �ون چ� �د. �ن� �اش� ب� ΓR(R) �اور �ج� �ام� ن� راس دو J و I
اگ��ر ب��اش��ن��د. ای��ده�آل J و I م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان، ک��ل��ی��ت از ش��دن ک��اس��ت��ه ب��دون ،ann(X) = ann(RXR)

�ی��م �ن� �ی�ک� م� ف��رض �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� ΓR(R) در دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� ی��ک I − I ∩ J − J �اه �گ� آن� ،I ∩ J ̸= ٠

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت دو اک��ن��ون، .I ∩ J = ٠

�ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� ΓR(R) از K راس �ک ی� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� �ب� ن� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1 �ت �ال� ح�
J �ا ب� K �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� �ن�م� �دی� ب� �ت. اس� �اور �ج� م� J و I �ا ب� K �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .K٢ = ٠ �ه �ک� �وری� ط�
�ن، �رای� �اب� �ن� ب� .ann(J) ∩K = ٠ �ه �ج� �ی� �ت� درن� .ann(K) ∩ ann(J) = ٠ �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� �ب� ن� �اور �ج� م�
ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک I −K − J ک��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه ann(J) ⊆ ann(K)

اس��ت. ΓR(R) در دو
.x ∈ Z(R) \ (ann(I) ∪ ann(J)) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2 �ت �ال� ح�
.Rx ∩ I ̸= ٠ �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .xy = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� y ∈ Z(R)∗ �ورت، �ص� �ن� ای� در
�ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� Rx ⊆ ann(I) �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .Rx ∩ I = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� �ن�م� �دی� ب�
�اه �گ� آن� ،y ∈ ann(I) ∪ ann(J) �ر اگ� .Rx ∩ J ̸= ٠ �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� و Rx ∩ I ̸= ٠ �ن، �رای� �اب� �ن� ب�

52



وف��ادار غ��ی��ر زی��رم��دول�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف .3 ب��خ��ش

�ورت، �ص� �ن� ای� �ر �ی� غ� در �ت. اس� ΓR(R) در دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ک ی� J − Rx ∩ I − I �ا ی� I − Rx ∩ J − J

�اه �گ� آن� ،Ry ∩ J ̸= ٠ و Ry ∩ I ̸= چ��ون٠ .y ∈ Z(R) \ (ann(I) ∪ ann(J)) �ی��م �ن� ک� ف��رض �م �ی� �وان� �ی�ت� م�
�د �ی� �ن� ک� ف��رض �ون، �ن� اک� اس��ت. ΓR(R) در دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� ی��ک J − Rx ∩ J − I �ا ی� I − Rx ∩ I − J

،27] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ،ann(I)∩ ann(J) = ٠ و اس��ت ی��اف��ت��ه ک��اه��ش R چ��ون .Z(R) = ann(I)∪ ann(J)

و ann(I) = P١ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �ودن� �وج� م� P٢ و P١ �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ده�آل ای� دو ،12.1.3 �زاره گ� و [5.1 �م ل�
ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ی��ع��ن��ی ای��ن .ann(J) = P٢

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د ΓR(R) درن��ت��ی��ج��ه ن��ی��س��ت. م��وج��ود J و I ب��ی��ن م��س��ی��ري ه��ی��چ

داری��م. را زی��ر ن��ت��ی��ج��ه�ي ،1.3.3 ل��م ب��ره��ان ب��ه ت��وج��ه ب��ا

R اگ��ر �ن��ه��ا ت� و اگ��ر اس��ت ن��اه��م��ب��ن��د ΓR(R) ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. �ل��ق��ه ح� ی��ک R �ن��ی��د ک� ف��رض .2.3.3 ن��ت��ی��ج��ه
ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک

�ورت �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �دول R-م� �ک ی� M و �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .3.3.3 �ه �ی� �ض� ق�
.diam(ΓR(M)) ∈ {٠, ١, ٢,∞}

و A �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .diam(ΓR(M)) = ٠ �اه �گ� آن� ،|ΓR(M)| = ١ �ر اگ� ب��ره��ان.
�رار ق� .ann(A) ∩ ann(B) = ٠ �ت، اس� �اور �ج� �ام� ن� B �ا ب� A �ون چ� �د. �ن� �اش� ب� ΓR(M) �اور �ج� �ام� ن� راس دو B

�ه ک� �رط ش� �ن ای� �ا ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� ΓR(M) از C راس �ر اگ� .J := ann(B) و I := ann(A) �م �ی� �ی�ده� م�
�ر ه� �ه�ازاي ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� اس��ت. ΓR(M) در دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� ی��ک A− C − B �اه �گ� آن� ،ann(C) * Z(R)

،J ∩ ann(J) ̸= ٠ �ا ی� I ∩ ann(I) ̸= ٠ �ر اگ� .ann(C) ⊆ Z(R) �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� ΓR(M) از C راس
�م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� ΓR(M) در دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ک ی� A− JA− B �ا ی� A− IB − B �اه �گ� آن�
�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �اور �ج� م� ΓR(R) در J �ا ب� I اگ��ر �ن��ون، اک� .J ∩ ann(J) = ٠ و I ∩ ann(I) = ٠ �ی��م �ن� ک� ف��رض
�ک ی� A−KA− B �ورت، �ص� �ن� ای� در .K(I + J) = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� R از K �ر �ف� �اص� ن� �ده��آل ای�
�اور م��ج� ΓR(R) در J و I �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م �وان� م��ی�ت� �ن��ص��ورت، ای� �ر �ی� غ� در اس��ت. ΓR(M) در دو ط��ول ب��ه �ر �ی� م��س�

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت دو اک��ن��ون، ن��ی��س��ت��ن��د.
م��وج��ود ΓR(R) از S راس ی��ک ،diam(ΓR(R)) 6 ٢ چ��ون ب��اش��د. ه��م��ب��ن��د ΓR(R) ک��ن��ی��د ف��رض (1 ح��ال��ت
و U(I + S) = ٠ داری��م ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ΓR(R) در دو ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک I − S − J ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت
�اه �گ� آن� ،UB ̸= ٠ �ا ی� TA ̸= ٠ �ر اگ� �ون، �ن� اک� �د. �ن� �ت� �س� ه� R �ر �ف� �اص� ن� �ده��آل ای� دو T و U �ه ک� T (J + S) = ٠
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م��ی�ت��وان��ی��م ای��ن��ص��ورت، غ��ی��ر در اس��ت. ΓR(M) در دو ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک A− UB −B ی��ا A− TA−B

در دو ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک A− SB −B ی��ا A− SA−B ب��ن��اب��رای��ن، .UB = ٠ و TA = ٠ ک��ن��ی��م ف��رض
اس��ت. ΓR(M)

�ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R ،2.3.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� ΓR(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2 �ت �ال� ح�
داری��م ΓR(M) از C راس ه��ر �ه�ازاي ب� چ��ون �ن��ون، اک� اس��ت. �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول ای��ده�آل دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک�
A ب��ی��ن م��س��ی��ري ه��ی��چ ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ،12.1.3 گ��زاره و [5.1 ل��م ،27] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ،ann(C) ⊆ Z(R)

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د ΓR(M) ب��ن��اب��رای��ن، ن��ی��س��ت. م��وج��ود ΓR(M) در B و

داری��م. را زی��ر ن��ت��ی��ج��ه�ي ،3.3.3 ق��ض��ی��ه ب��ره��ان ب��ه ت��وج��ه ب��ا

ای��ن��ص��ورت: در ب��اش��د. R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .4.3.3 ن��ت��ی��ج��ه

م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R آن��گ��اه ب��اش��د، ن��اه��م��ب��ن��د ΓR(M) اگ��ر (1)
اس��ت.

دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R و TR(M) ⊆ Z(R) اگ��ر .ann(M) = ٠ �ی��د �ن� ک� ف��رض (2)
اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د ΓR(M) آن��گ��اه ب��اش��د، م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل

م��ی�ش��ود. م��ش��خ��ص گ��راف ای��ن ک��م��ر ادام��ه، در

.gr(ΓR(M)) ∈ {٣,∞} آن��گ��اه ب��اش��د، R-م��دول ی��ک M و ح��ل��ق��ه ی��ک R اگ��ر .5.3.3 ق��ض��ی��ه

�ی، �ن� �ع� (ی� �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ� �دول �رم� زی� دو �ل �ام� ش� N �ر اگ� �د. �اش� ب� ΓR(M) از راس �ک ی� N �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
از راس �ر ه� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .gr(ΓR(M)) = ٣ �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� (٠ و N از �ز �ای� �م� �ت� م�
م��ی�ک��ن��ی��م ادع��ا اس��ت. (٠ و راس خ��ود از م��ت��م��ای��ز (ی��ع��ن��ی، ب��دی��ه��ی غ��ی��ر زی��رم��دول ی��ک ح��داک��ث��ر ش��ام��ل ΓR(M)

ی��ک A١ − A٢ − · · · − An − A١ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ن��ظ��ور، ب��دی��ن�م� �ی��س��ت. ن� دور �ام��ل ش� ΓR(M) �ال��ت ح� ای��ن در
م��ی�ت��وان��ی��م ب��ره��ان، ک��ل��ی��ت از ش��دن ک��اس��ت��ه ب��دون اس��ت، م��ج��اور A٢ ب��ا A١ چ��ون اک��ن��ون، ب��اش��د. ΓR(M) در دور
�ه ک� A٣ ⊆ A٢ �ا ی� A٢ ⊆ A٣ �م داری� �ت، اس� �اور �ج� م� A٣ �ا ب� A٢ �ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .A١ ⊆ A٢ �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

.gr(ΓR(M)) ∈ {٣,∞} م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک

ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی گ��راف ای��ن خ��وش��ه�اي ع��دد ک��ه م��ی�ش��ود ب��ررس��ی ح��ال��ت��ی اک��ن��ون،
54



وف��ادار غ��ی��ر زی��رم��دول�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف .3 ب��خ��ش

در م��ش��م��ول آن س��ره چ��پ ای��ده�آل�ه��اي ه��م��ه�ي ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د �ق��ه �ل� ح� ی��ک R �ن��ی��د ک� ف��رض .6.3.3 گ��زاره
�ی��م �اش� ب� �ه �ت� داش� x ∈ M �ر ه� �ه�ازاي ب� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ادار وف� �دول R-م� ی��ک M �ی��د �ن� ک� ف��رض �د. �ن� �اش� ب� Z(R)

اس��ت. ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�اي R/J(R) آن��گ��اه ،ω(ΓR(M)) < ∞ اگ��ر .ann(Rx) = ann(x)

آرت��ی��ن��ی R-م��دول ی��ک A ،ω(ΓR(M)) < ∞ چ��ون ب��اش��د. ΓR(M) از راس ی��ک A ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
ت��وج��ه �ا ب� �ن��ون، اک� ب��اش��د. M س��اده�ي زی��رم��دول ی��ک Rx ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود x ∈ M∗ �اب��رای��ن، �ن� ب� اس��ت.
از راس �ک ی� M �اده�ي س� �دول �رم� زی� �ر ه� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� R/ann(x) ∼= Rx �ی �دول� م� �ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی� �ه ب�
�رض ف� �ور، �ظ� �ن� �ن�م� �دی� ب� �ت. اس� �ی �اه� �ن� �ت� م� M �اده�ي س� �اي �دول�ه� �رم� زی� �داد �ع� ت� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت. اس� ΓR(M)

�ه�ازاي ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� M �اده�ي س� �اي �دول�ه� �رم� زی� از �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� {Rxi}∞i=١ �د �ی� �ن� ک�
�وان �ن� ع� �ه ب� و �د �ن� �ت� �س� ه� �ه �رف� دوط� �اي �ده�آل�ه� ای� �ا Niه� �ه ک� �ت اس� �ح واض� .Ni = ann(xi) �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� i �ر ه�
�ا ب� Rx١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� �ون، �ن� اک� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �پ چ� �اي �ده�آل�ه� ای�
اول ای��ده�آل دو ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه ی��ک R ب��ن��اب��رای��ن، .N١ ∩N٢ = ٠ ای��ن��ص��ورت، در ن��ب��اش��د. م��ج��اور Rx٢

ی��ک ک��ه اس��ت ن��ام��ت��ن��اه��ی خ��وش��ه ی��ک ش��ام��ل ΓR(M) ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه ای��ن��ص��ورت، در اس��ت. R
�رض ف� �ت. اس� �ی �اه� �ن� �ت� م� M �اده�ي س� �اي �دول�ه� �رم� زی� �داد �ع� ت� �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت�
�ت��ه داش� i ه��ر ازاي ب��ه� و �ن��د ب��اش� M س��اده�ي زی��رم��دول�ه��اي ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ي {Rx١, Rx٢, . . . , Rxn} �ی��د �ن� ک�
در .r ∈ Z(R) �ن��ی��د ک� ف��رض م��ش��اه��ده، ب��راي .Z(R) =

∪n
i=١Ni م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .Ni = ann(xi) ب��اش��م

اس��ت م��وج��ود y ∈ M∗ اس��ت، وف��ادار M چ��ون .rs = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود s ∈ Z(R)∗ ای��ن��ص��ورت،
داری��م i ی��ک ح��داق��ل ب��ه�ازاي م��ف��روض��ات ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، .r ∈ ann(Rsy) ب��ن��اب��رای��ن، .sy ̸= ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه
.Z(R) =

∪n
i=١Ni داری��م R ح��ل��ق��ه وی��ژگ��ی ب��ه ت��وج��ه ب��ا درن��ت��ی��ج��ه، .Z(R) ⊆

∪n
i=١Ni درن��ت��ی��ج��ه .r ∈ Ni

�ورت، �ص� �ن� ای� در .ab ∈ Ni �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� �ن�م� �دی� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� اول �لاً �ام� ک� �ا Niه� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ون، �ن� اک�
و a ∈ Ni �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .Rbxi = Rxi �م داری� �ات �روض� �ف� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �اه �گ� آن� ،bRxi ̸= ٠ �ر اگ� .abRxi = ٠

�ی��م��ال �اک��س� م� چ��پ ای��ده�آل�ه��اي �ام ت��م� �ا Niه� ،12.1.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ن��ون، اک� اس��ت. اول �ام��لاً ک� Ni �ی��ج��ه �ت� درن�
�ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� ،[3 �ص��ل ف� از 27.2 �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،24] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت �ص� �ن� ای� در �رار). �ک� ت� �ا ب� �د �ای� (ش� �د �ن� �ت� �س� ه� R

ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�اي R/J(R) ب��ن��اب��رای��ن، .t 6 n ک��ه ،R/J(R) ∼= R/N١ ×R/N٢ × · · · ×R/Nt داری��م
اس��ت.

R �ره س� �پ چ� �اي �ده�آل�ه� ای� �ه�ي �م� ه� و �د �اش� ب� soc(RR) ̸= ٠ �ا ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .7.3.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن�
�ر ه� �ه�ازاي ب� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �د �ول� م� �ی �اه� �ن� �ت� م� �دول R-م� �ک ی� M �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ن� �اش� ب� Z(R) در �ول �م� �ش� م�
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اس��ت. آرت��ی��ن��ی M آن��گ��اه ،ω(ΓR(M)) < ∞ اگ��ر .ann(Rx) = ann(x) ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ M

اس��ت. �ن��ی �ی� آرت� M �ی��ج��ه �ت� درن� و اس��ت �ن��اه��ی �ت� م� ΓR(M) آن��گ��اه �ب��اش��د، ن� وف��ادار R-م��دول ی��ک M اگ��ر ب��ره��ان.
ب��ا اس��ت، ن��ی��م�س��اده �ل��ق��ه�اي ح� R/J(R) و soc(R) ̸= ٠ چ��ون ب��اش��د. وف��ادار M ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ب��ن��اب��رای��ن،
�ر �ظ� درن� را �ا R-م��دول�ه� از �ر زی� �ی��ق دق� �ال��ه �ب� دن� �ن��ون، اک� .ann(J(R)) ̸= ٠ داری��م ،[14.3 �زاره گ� ،21] ب��ه �ه ت��وج�

م��ی�گ��ی��ری��م:
٠ −→ J(R)M −→ M −→ M/J(R)M −→ ٠.

�وان �ن� ع� �ه ب� M/J(R)M ،[21.1 �زاره گ� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت، اس� �اده �م�س� �ی� ن� �ه�اي �ق� �ل� ح� R/J(R) �ون چ�
دی��گ��ر، ط��رف از اس��ت. آرت��ی��ن��ی R-م��دول ع��ن��وان ب��ه M/J(R)M ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. آرت��ی��ن��ی R/J(R)-م��دول

�دول R-م� �ک ی� M �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �دول R-م� �وان �ن� ع� �ه ب� J(R)M ،ω(ΓR(M)) < ∞ �ون چ�
اس��ت. آرت��ی��ن��ی

اس��ت. �روري ض� �ر زی� �م ل� آن، از �ل �ب� ق� .ω(ΓR(R)) < ∞ �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �ع� �ال� �ط� م� را �ی �ت� �ال� ح� �د، �ع� ب� �زاره گ� در
ن��ی��س��ت. ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ي ال��زام��اً R زی��ر ل��م در ب��اش��ی��د داش��ت��ه ت��وج��ه

�ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �پ چ� �ی �ن� �ی� آرت� و �ی �ل� آب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .8.3.3 �م ل�
ه��س��ت��ن��د. چ��پ آرت��ی��ن��ی و م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي Riه��ا ک��ه R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت دو ب��اش��د. چ��پ آرت��ی��ن��ی و آب��ل��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
،28] ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� �ن��ص��ورت، ای� در �اش��د. ب� �ه �ت� ن��داش� �ه��ی ب��دی� �ر �ی� غ� خ��ودت��وان ع��ض��و �ی��چ ه� R �ی��د �ن� ک� ف��رض (1 �ال��ت ح�

اس��ت. چ��پ آرت��ی��ن��ی و م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ،[19.19 ن��ت��ی��ج��ه
ع��ض��و ی��ک e چ��ون ب��اش��د. �ت��ه داش� e م��ث��ل ب��دی��ه��ی غ��ی��ر خ��ودت��وان ع��ض��و ی��ک ح��داق��ل R �ن��ی��د ک� ف��رض (2 ح��ال��ت
�ی��ج��ه �ت� ن� �ا �ق��ه�ه� �ل� ح� �ن��وان ع� ب��ه ،[7.1 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �اب��رای��ن، �ن� ب� اس��ت. R از ای��ده�آل��ی Re اس��ت، م��رک��زي
ت��ع��داد (در م��ش��اب��ه روش��ی ب��ه اک��ن��ون، ه��س��ت��ن��د. چ��پ آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي R٢ و R١ ک��ه R ∼= R١ ×R٢ م��ی�ش��ود
ح��ل��ق��ه�ه��اي Riه��ا ک��ه R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه م��رح��ل��ه) م��ت��ن��اه��ی

ه��س��ت��ن��د. چ��پ آرت��ی��ن��ی و م��وض��ع��ی

و �ر اگ� ω(ΓR(R)) < ∞ �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� Z(R) ̸= ٠ �ا ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .9.3.3 �زاره گ�
ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی R چ��پ ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد اگ��ر ت��ن��ه��ا
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ش��ام��ل I ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ΓR(R) از راس ی��ک I ک��ن��ی��د ف��رض .ω(ΓR(R)) < ∞ ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
�اب��رای��ن، �ن� ب� اس��ت. �ن��ی �ی� آرت� چ��پ R-م��دول �ن��وان ع� ب��ه I �اب��رای��ن، �ن� ب� اس��ت. R چ��پ ای��ده�آل�ه��اي از �اه��ی �ن� �ت� م� �ع��داد ت�
چ��پ ای��ده�آل ann(x) �ن��ص��ورت، ای� در �اش��د. ب� R �ی��م��ال �ن� �ی� م� چ��پ ای��ده�آل ،x ∈ I ک��ه ،Rx ک��رد ف��رض م��ی�ت��وان
�وان �ن� ع� �ه ب� �ی، �رف� ط� از �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �پ چ� �دول R-م� �وان �ن� ع� �ه ب� ann(x) �ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� R �ال �م� �ی� �س� �اک� م�
ی��ک R �رای��ن، �اب� �ن� ب� اس��ت. �ن��ی �ی� آرت� چ��پ R-م��دول �ن��وان ع� �ه ب� R/ann(x) �ذا ل� و R/ann(x) ∼= Rx �ا م��دول�ه�
R ∼= R١ ×R٢ × · · · ×Rn ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه ،8.3.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، اس��ت. چ��پ آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ي
ب��ه ک��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ،[12.4 ق��ض��ی��ه ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ه��س��ت��ن��د. چ��پ آرت��ی��ن��ی و م��وض��ع��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي Riه��ا ک��ه
اس��ت. م��ت��ن��اه��ی R چ��پ ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��ت��ن��اه��ی Ri چ��پ ای��ده�آل�ه��اي ت��ع��داد i ه��ر ازاي

اس��ت. ب��دی��ه��ی ب��رع��ک��س ق��س��م��ت

ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی ΓR(M) از راس ی��ک درج��ه�ي ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در

�اده س� �دول �رم� زی� �ر ه� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �دول R-م� �ک ی� M و �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .10.3.3 �زاره گ�
�اه��ی �ن� �ت� م� �ه�ي درج� از راس ی��ک �ل �ام� ش� ΓR(M) �ر اگ� �د. �اش� �ب� ن� �ره س� �ی �اس� اس� �اي �دول�ه� �رم� زی� �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �د �ون� �ع� �م� ج�
A آن��گ��اه ،A $ M اگ��ر ب��ه�وی��ژه، اس��ت. س��اده R-م��دول م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد م��س��ت��ق��ی��م ج��م��ع A آن��گ��اه ب��اش��د، A م��ث��ل

اس��ت. M س��ره م��س��ت��ق��ی��م ج��م��ع��ون��د ی��ک

�ل �ام� ش� A �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .deg(A) < ∞ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� ΓR(M) از راس �ک ی� A �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
A �اده س� �اي �دول�ه� �رم� زی� �ام �م� ت� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� {Rxi}ni=١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �دول �رم� زی� �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت�
�اي �دول�ه� �رم� زی� �ام �م� ت� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� Λ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� .A = soc(A) �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �د. �اش� ب�
�ل �ام� ش� Λ زورن، �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� �ب� ن� x١ �ل �ام� ش� �ا �دول�ه� �رم� زی� آن �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� M
�ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه، �اب� �ش� م� �ی روش� �ه ب� .M = Rx١ ⊕ B �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� B �ل �ث� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �و �ض� ع� �ک ی�
�ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .A ∩ C ̸= ٠ �ی��د �ن� ک� ف��رض �ون، �ن� اک� اس��ت. M �رم��دول زی� C ک��ه ،M = soc(A)⊕ C

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �ت اس� �اده س� �دول �رم� زی� �ک ی� �ل �ام� ش� A ∩ C ،deg(A) < ∞

.A = soc(A) داری��م م��دول��ی ق��ان��ون

ف��رض ب��اش��د. ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R/J(R) ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .11.3.3 گ��زاره
س��ره اس��اس��ی زی��رم��دول�ه��اي م��س��ت��ق��ی��م ج��م��ع��ون��د س��اده زی��رم��دول ه��ر ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د R-م��دول ی��ک M ک��ن��ی��د
�ا راس�ه� �ی �رخ� ب� �ا ب� راس آن �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� �ه�ي درج� از راس �ک ی� �ل �ام� ش� ΓR(M) �ر اگ� �د. �اش� �ب� ن�
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ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک S و ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک K ک��ه R ∼= K × S ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه آن��گ��اه ن��ب��اش��د، م��ج��اور
اس��ت. ی��اف��ت��ه

3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ای��ن��ص��ورت، در .J(R) = ٠ ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
راس دو �ل �ام� ش� ΓR(M) �ون چ� .J(R) ̸= ٠ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ی �ه� �دی� ب� �م �ک� ح� ،8.3.
و deg(A) < ∞ �ک��ه ط��وری� ب��ه �اش��د ب� ΓR(M) از راس ی��ک A �ی��د �ن� ک� ف��رض اس��ت. �ادار وف� M اس��ت، �اور �ام��ج� ن�
B ک��ه اس��ت A ⊆ B م��ث��ل وف��ادار غ��ی��ر زی��رم��دول ی��ک ش��ام��ل M ای��ن��ص��ورت، در ن��ب��اش��د. م��ج��اور راس ی��ک ب��ا A
از راس �ک ی� �ا ب� B و deg(B) < ∞ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �ادار وف� �ر �ی� غ� �دول �رم� زی� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب�
�اده س� R-م��دول �اه��ی �ن� �ت� م� �ع��داد ت� �ی��م �ق� �ت� م��س� �م��ع ج� B �ب��ل، ق� گ��زاره ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� �ن��ون، اک� �ی��س��ت. ن� �اور م��ج� ΓR(M)

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،M ̸= B �ون چ� .J(R) ⊆ ann(B) داری��م ،[17.2 �ه �ی� �ض� ق� ،21] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه، �ج� �ی� �ت� درن� اس��ت.
M �دول �رم� زی� C �ه ک� M = B ⊕ C �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� M �ره س� �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �د �ون� �ع� �م� ج� �ک ی� B �ل، �ب� ق� �زاره گ�
ب��اش��د I �ث��ل م� �ف��ر ن��اص� ای��ده�آل��ی �ام��ل ش� R اگ��ر .ann(J(R)) ̸= ٠ �ی��س��ت، ن� م��ج��اور راس ی��ک �ا ب� B چ��ون اس��ت.
و B ∩C = ٠ زی��را اس��ت، ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه اس��ت م��ج��اور IC ب��ا B ی��ا IC = ٠ ی��ا آن��گ��اه ،I٢ = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه
�ون چ� �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �د �ای� ب� R �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �ت. اس� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �ادار وف� �ر �ی� غ� �دول �رم� زی� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب� B
ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، .soc(R) ̸= ٠ ،[14.3 گ��زاره ،21] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت، ن��ی��م�س��اده ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R/J(R)

در ب��اش��د. R م��ی��ن��ی��م��ال چ��پ ای��ده�آل ،e٢ = e ∈ R ک��ه ،J = Re ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ،[22.10 ل��م ،28]
S و ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک K ک��ه R ∼= K × S ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه ،[7.1 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت،

اس��ت. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک

�ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ه ک� �رد ک� �ده �اه� �ش� م� �وان �ی�ت� م� �ی �ان� آس� �ه ب� .R = Z٢ × Z٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .12.3.3 �ال �ث� م�
از ن��ی��س��ت. س��ره اس��اس��ی زی��رم��دول�ه��اي م��س��ت��ق��ی��م ج��م��ع��ون��د R س��اده�ي زی��رم��دول ه��ر ع��لاوه، ب��ه اس��ت. ن��ی��م�س��اده

ن��ی��س��ت. م��ج��اور راس ی��ک ب��ا ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��ت��ن��اه��ی درج��ه�ي از راس ی��ک ش��ام��ل ΓR(R) ط��رف��ی،

م��ی�ک��ن��ی��م. م��ط��ال��ع��ه را ΓR(M) اس��ت��ق��لال ع��دد ب��ع��د، گ��زاره در

ی��ک M و ،|Min(R)| < ∞ ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .13.3.3 گ��زاره
.α(ΓR(M)) = |Min(R)| داری��م ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. وف��ادار R-م��دول

�ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� و �ت اس� �وزه ح� �ک ی� R �ورت، �ص� �ن� ای� در .|Min(R)| = ١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�ه ک� Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn} �د �ی� �ن� �ک� �رض ف� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .α(ΓR(M)) = |Min(R)| = ١ �ه ک�
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�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� �ن�م� �دی� ب� .i = ١, ٢, . . . , n �ه ک� ann(Pi) = ann(PiM) �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .n > ٢

xPiM = ٠ �ت، اس� �ادار وف� �دول R-م� �ک ی� M و xPi ̸= ٠ �ون چ� �ون، �ن� اک� .x ∈ ann(PiM) \ ann(Pi)

در �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� Λ = {P١M,P٢M, . . . , PnM} �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ا ادع� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک�
در �د. �اش� ب� �اور �ج� م� P٢M �ا ب� P١M �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� �ت. اس� ΓR(M)

ی��ک ک��ه ∩n
i=١ Pi ̸= ٠ �رای��ن، �اب� �ن� ب� .ann(P١) ∩ ann(P٢) ̸= ٠ ک��ه م��ی�ش��ود �اه��ده م��ش� �ان��ی آس� ب��ه �ن��ص��ورت، ای�

Λ١ = {A١, A٢, . . . , An+١} �ی��د �ن� ک� ف��رض �ون، �ن� اک� .α(ΓR(M)) > |Min(R)| �ج��ه �ی� �ت� درن� اس��ت. �اق��ض �ن� ت�
و i م��ت��م��ای��ز ان��دی��س دو ه��ر ب��ه�ازاي ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ΓR(M) در راس n+ ١ ب��ا م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک
�دی��س ان� دو و P ∈ Min(R) ک��ه �ود م��ی�ش� �ده �اه� �ش� م� �ان آس� �رای��ن، �اب� �ن� ب� .ann(Ai) ∩ ann(Aj) = ٠ داری��م j
�ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� ann(Aj) * P و ann(Ai) * P �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �م داری� j و i �ز �ای� �م� �ت� م�

.α(ΓR(M)) = |Min(R)|

ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف 4.3
�ا ب� �ه ک� R �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �از �س� �وچ� پ� �ده�آل ای� �راف گ� �د. �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �م� ه� �ا ب� �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض
�ر �ی� غ� �اي ای��ده�آل�ه� �ام �م� ت� آن راس�ه��اي �وع��ه �م� �ج� م� �ه ک� �اده، س� اس��ت �راف��ی گ� م��ی�ش��ود، داده ن��ش��ان ΓAnn(R) �اد �م� ن�
I ∩ ann(J) ̸= ٠ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر م��ج��اورن��د J و I م��ت��م��ای��ز راس دو و م��ی�ب��اش��د (R و ٠ از (م��ت��م��ای��ز R ب��دی��ه��ی
ق��ب��ل ف��ص��ل در گ��راف ای��ن ض��م��ن، در اس��ت. ش��ده ب��ررس��ی و م��ع��رف��ی [7] در گ��راف، ای��ن .J ∩ ann(I) ̸= ٠ ی��ا
ت��م��ام م��ی�ده��ی��م. ت��وس��ی��ع ش��رک��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ي ی��ک ب��ه را پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف م��ف��ه��وم اک��ن��ون، ش��د. ی��ادآوري

اس��ت. [9] از ب��رگ��رف��ت��ه ب��خ��ش ای��ن م��ط��ال��ب

�ده�آل ای� �راف گ� �د. �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �م� ه� �ا ب� �ر �ذی� �ت�پ� �رک� ش� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .1.4.3 �ف �ری� �ع� ت�
�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �اده، س� �ت اس� �ی �راف� گ� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� ΓAnn(R) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� R �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �از �س� �وچ� پ�
و �د �اش� �ی�ب� م� R �ف��ر �اص� ن� �ره�ي س� راس��ت �اي ای��ده�آل�ه� �ام �م� ت� و �ر �ف� �اص� ن� �ره�ي س� چ��پ �اي �ده�آل�ه� ای� �ام �م� ت� آن �اي راس�ه�
�ا ی� I ∩ (l.ann(J) ∪ r.ann(J)) ̸= ٠ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �د �اورن� �ج� م� J و I �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو

.J ∩ (l.ann(I) ∪ r.ann(I)) ̸= ٠

�ت �ال� ح� �ا ب� �ق �اب� �ط� م� �د. �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �م� ه� �ا ب� �ر �ذی� �ت�پ� �رک� ش� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .2.4.3 �ه �ظ� �لاح� م�
R ای��ده�آل ی��ک R روي چ��پ) (ی��ا راس��ت پ��وچ��س��از ه��ر ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت ح��ل��ق��ه�اي R م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ج��اب��ج��ای��ی،
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در �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �ی �ای� �ج� �اب� �م�ج� �ی� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� �د �ای� ب� R ،[1.1 �م ل� ،26] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب�
اس��ت. ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ب��خ��ش ای��ن س��راس��ر

�ه ک� �ت اس� �ده ش� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� درن� �ه�اي �ون� گ� �ه ب� �ی �ای� �ج� �اب� �اج� ن� �ت �ال� ح� در ΓAnn(R) �راف گ� �اي �ال�ه� ی� �ف �ری� �ع� ت�
�ز �ای� �م� �ت� م� راس دو �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ه، �ون� �م� ن� �وان �ن� ع� �ه ب� �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ت �ال� ح� �ا ب� را �اط �ب� ارت� �ن �ری� �ت� �ش� �ی� ب�
�ا ی� I ∩ (l.ann(J) ∩ r.ann(J)) ̸= ٠ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �د �اورن� �ج� م� ΓAnn(R) در J و I

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [10 ق��ض��ی��ه ،7] و 10.1.1 گ��زاره زی��ر، م��ث��ال و ،J ∩ (l.ann(I) ∩ r.ann(I)) ̸= ٠

�ک، ی� �ا ب� آزاد، �ر �ذی� �ت�پ� �رک� ش� �ر �ب� ج� Z٢⟨a, b⟩ �ه ک� R = Z٢⟨a, b⟩/⟨a٢, ab, b٢⟩ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .3.4.3 �ال �ث� م�
در �ت. اس� b٢ و ab ،a٢ �ه�ي �ل� �ی� وس� �ه ب� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� �ده�آل ای� ⟨a٢, ab, b٢⟩ و �ت اس� �ول �ه� �ج� م� دو �ا ب� Z٢ روي
�ت. �س� �ی� ن� �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� R �ا ام� �ت، اس� �ی �ای� �ج� �اب� �م�ج� �ی� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R ،[3 �ه �ح� �ف� ص� ،30] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای�
ب��ه �ن��د �ت� ه��س� �ای��ز �ت��م� م� راس دو J = Rb و I = aR �ی��ن، �ن� ه��م��چ� اس��ت. �ام��ل ک� ΓAnn(R) ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده

.J ∩ (l.ann(I) ∩ r.ann(I)) = ٠ و I ∩ (l.ann(J) ∩ r.ann(J)) = ٠ ط��وری��ک��ه

ب��ه�ع��لاوه، م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را ΓAnn(R) گ��راف��ی خ��واص و R ج��ب��ري خ��واص ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��خ��ش، ای��ن در
�وان �ن� ع� �ه ب� �ود. م��ی�ش� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ه�اي �وش� خ� ع��دد و �ه�گ��ري �اط� اح� ع��دد �د �ن� �ان� م� ΓAnn(R) �ات��ی �ی� �ب� �ی� �رک� ت� �واص خ� �رخ��ی ب�

ب��ود. خ��واه��د م��ف��ی��د ادام��ه در ک��ه داری��م را زی��ر گ��زاره ن��ت��ی��ج��ه، اول��ی��ن

�اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� ΓAnn(R) �اور �ج� �ام� ن� راس دو J و I �ر اگ� �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .4.4.3 �زاره گ�
.N(I) = N(J)

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ف �ل� خ� �ه ب� �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �ن� �اش� ب� ΓAnn(R) �اور �ج� �ام� ن� راس دو J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت�ه��اي .K ∈ N(I) \N(J)

�م داری� �ت، �س� �ی� ن� �اور �ج� م� J �ا ب� I �ون چ� �د. �ن� �اش� ب� �پ چ� �اي �ده�آل�ه� ای� J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1 �ت �ال� ح�
ب��ه ای��ن��ص��ورت، در .J ∩ r.ann(I) = ٠ و J ∩ l.ann(I) = ٠ ،I ∩ r.ann(J) = ٠ ،I ∩ l.ann(J) = ٠

.r.ann(I) ⊆ l.ann(J) و r.ann(J) ⊆ l.ann(I) ،l.ann(I) = l.ann(J) ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی
�ا ی� I ∩ (l.ann(K) ∪ r.ann(K)) ̸= ٠ �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ت، اس� �اور �ج� م� K �ا ب� I �ون چ� �لاوه، �ه�ع� ب�

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر زی��رح��ال��ت دو اک��ن��ون، .K ∩ (l.ann(I) ∪ r.ann(I)) ̸= ٠

�م داری� �ت، �س� �ی� ن� �اور �ج� م� J �ا ب� K �ون چ� �د. �اش� ب� �پ چ� �ده�آل ای� �ک ی� K �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1 �ت �ال� �رح� زی�
�ده �اه� �ش� م� �ون، �ن� اک� .r.ann(K) ⊆ l.ann(J) و r.ann(J) ⊆ l.ann(K) ،l.ann(K) = l.ann(J)
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�اق��ض �ن� ت� �ک ی� �ه ک� I ∩ (l.ann(K) ∪ r.ann(K)) = ٠ و K ∩ (l.ann(I) ∪ r.ann(I)) = ٠ �ود �ی�ش� م�
اس��ت.

�ت، �س� �ی� ن� �اور �ج� م� J �ا ب� K �ون چ� �د. �اش� ب� �ت راس� �ده�آل ای� �ک ی� K �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2 �ت �ال� �رح� زی�
�م داری� �ون، �ن� اک� .l.ann(K) ⊆ l.ann(J) و r.ann(J) ⊆ r.ann(K) ،r.ann(K) = l.ann(J) �م داری�

اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه I ∩ (l.ann(K) ∪ r.ann(K)) = ٠ و K ∩ (l.ann(I) ∪ r.ann(I)) = ٠

.N(I) = N(J) ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن، م��ی�ش��ون��د. ن��ت��ی��ج��ه م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه دی��گ��ر ح��ال��ت�ه��اي

ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .5.4.3 ن��ت��ی��ج��ه
.diam(S) ∈ {٠, ١, ٢,∞} آن��گ��اه ب��اش��د، ΓAnn(R) از ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف ی��ک S اگ��ر (1)

.diam(ΓAnn(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} (2)

ب��اش��د. ح��وزه ی��ک R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ت��ه��ی ی��ا ن��اه��م��ب��ن��د ΓAnn(R) (3)

راس دو J و I �ی��م �ن� ک� ف��رض �م �ی� �وان� م��ی�ت� �رای��ن، �اب� �ن� ب� .diam(S) = ٠ �اه �گ� آن� ،|S| ∈ {٠, ١} اگ��ر (1) ب��ره��ان.
و �ت اس� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� S �اه �گ� آن� ،NS(I) = ∅ �ر اگ� .NS(I) = NS(J) �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� S در �اور �ج� �ام� ن�
I − Z − J �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .Z ∈ NS(I) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ورت، �ص� �ن� ای� �ر �ی� غ� در .diam(S) = ∞ �ذا ل�
�ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �د، ش� �ان �ی� ب� �ه �چ� آن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� �ت. اس� S در دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ک ی�

.diam(S) ∈ {٠, ١, ٢,∞}

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه (1) ق��س��م��ت از (2)
�ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ی �ه� ت� ΓAnn(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (3)
و �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J و I �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ی �ش� �خ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ه ک�
�ان �ش� ن� .N(I) = N(J) = ∅ ،4.4.3 �زاره گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه، �ج� �ی� �ت� درن� �د. �ن� �اش� ب� ΓAnn(R) در �اور �ج� �ام� ن�
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� �ن�م� �دی� ب� .l.ann(I) ∪ r.ann(I) = l.ann(J) ∪ r.ann(J) = ٠ �م �ی� �ی�ده� م�
�ه ک� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� .l.ann(I) ∪ r.ann(I) ̸= ٠

.J ∩ I = ٠ �ی��ن، �ن� �چ� �م� ه� .l.ann(I) = I �دارد، ن� ΓAnn(R) در �ه�اي �ای� �س� �م� ه� �ی��چ ه� I چ��ون .l.ann(I) ̸= ٠

�ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �د �اورن� �ج� م� J و I �ورت، �ص� �ن� ای� در .IJ = ٠ �ا ی� JI = ٠ �ن، �رای� �اب� �ن� ب�
�ون، �ن� اک� .l.ann(J) ∪ r.ann(J) = ٠ �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه، �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� .l.ann(I) ∪ r.ann(I) = ٠

م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه آن��گ��اه ،l.ann(K) ∪ r.ann(K) ̸= ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د ΓAnn(R) از راس ی��ک K اگ��ر
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�ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �ت اس� ΓAnn(R) در J و I �ی��ن ب� دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ک ی� I −K − J �ه ک� �ود �ی�ش� م�
اس��ت. ح��وزه ی��ک R ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن،

دو آن، از �ب��ل ق� �د. �اش� ب� �ام��ل ک� �ش��ی �خ� r-ب� گ��راف ی��ک ΓAnn(R) ک��ه �ی��م �ن� م��ی�ک� �ررس��ی ب� را �ت��ی �ال� ح� �ه، ادام� در
ه��س��ت��ن��د. ض��روري زی��ر ل��م

در �ای��ز �م� �ت� م� �م��ال �ی� �اک��س� م� �ق��ل �ت� م��س� �م��وع��ه�ي م��ج� دو S٢ و S١ اگ��ر �اش��د. ب� �ه �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .6.4.3 ل��م
.S١ ∩ S٢ = ∅ آن��گ��اه ب��اش��ن��د، ΓAnn(R)

راس �ر ه� �ه�ازاي ب� ،4.4.3 �زاره گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .I ∈ S١ ∩ S٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ف �ل� خ� �ه ب� ب��ره��ان.
در �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� دو S٢ و S١ �ون چ� .N(I) = N(J) �م داری� J ∈ S١ ∪ S٢

در .B ∈ S٢ و A ∈ S١ �ک��ه �وری� ط� ب��ه �د �ودن� م��وج� ΓAnn(R) در B و A �اور �ج� م� راس دو �ن��د، �ت� �س� ه� ΓAnn(R)

.S١ ∩ S٢ = ∅ ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. غ��ی��رم��م��ک��ن ک��ه اس��ت م��ج��اور B ی��ا A ب��ا I ای��ن��ص��ورت،

�ال �م� �ی� �س� �اک� م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� دو S٢ و S١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .7.4.3 �م ل�
اس��ت. م��ج��اور J ب��ا I آن��گ��اه ،J ∈ S٢ و I ∈ S١ اگ��ر ب��اش��ن��د. ΓAnn(R) در م��ت��م��ای��ز

در �ز �ای� �م� �ت� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� دو S٢ و S١ �ه ک� J ∈ S٢ و I ∈ S١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت، در ن��ب��اش��د. م��ج��اور J ب��ا I ک��ن��ی��د ف��رض خ��ل��ف ب��ه ه��م��چ��ن��ی��ن، ه��س��ت��ن��د. ΓAnn(R)

ی��ک ک��ه اس��ت ΓAnn(R) در �ق��ل �ت� م��س� �م��وع��ه�ي م��ج� ی��ک S١ ∪ {J} �رای��ن، �اب� �ن� ب� .N(I) = N(J) داری��م ،4.4.
اس��ت. م��ج��اور J ب��ا I درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ت��ن��اق��ض

راس��ی م��ج��م��وع��ه�ي اگ��ر �اش��د. ب� �ی��ح ص��ح� ع��دد ی��ک r > ٢ و ب��اش��د �ق��ه �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .8.4.3 �ی��ج��ه �ت� ن�
�ش��ی �خ� r-ب� �راف گ� �ک ی� ΓAnn(R) �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� r �اع �م� �ت� اج� �ر �راب� ب� ΓAnn(R)

اس��ت. ک��ام��ل

ب��اش��د. ک��ام��ل ΓAnn(R) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در

�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ل �ام� ک� ΓAnn(R) �ر اگ� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ه �ق� �ل� ح� �ا Riه� ک��ه R = R١ × R٢ �ی��د �ن� ک� ف��رض .9.4.3 �زاره گ�
اس��ت. ک��ام��ل ΓAnn(Ri) ،i = ١, ٢ ب��ه�ازاي
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،|ΓAnn(Ri)| ∈ {٠, ١} ب��اش��ی��م داش��ت��ه i = ١, ٢ ب��ه�ازاي اگ��ر ب��اش��د. ک��ام��ل ΓAnn(R) ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
�ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J و I �ی��م �ن� ک� ف��رض �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ل �ام� ک� ΓAnn(Ri) ،i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� �اه �گ� آن�
�ون چ� �ون، �ن� اک� �د. �ن� �ت� �س� ه� ΓAnn(R) �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J × ٠ و I × ٠ �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� ΓAnn(R١)

�رای��ن، �اب� �ن� ب� �د. �اورن� �ج� م� ΓAnn(R١) در J و I ک��ه �ری��م �ی� م��ی�گ� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �د، �اورن� �ج� م� ΓAnn(R) در J × ٠ و I × ٠

اس��ت. ک��ام��ل ΓAnn(R٢) ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده م��ش��اب��ه، ط��ور ب��ه اس��ت. ک��ام��ل ΓAnn(R١)

اس��ت R از P اول ای��ده�آل ی��ک M (راس��ت) چ��پ R-م��دول ی��ک ب��راي پ��وچ��س��از اول ی��ک ک��ه آوری��د ی��اد ب��ه
P پ��وچ��س��از اول ی��ک M از واب��س��ت��ه اول ی��ک ب��اش��د. ب��راب��ر M از ن��اص��ف��ر زی��رم��دول ی��ک پ��وچ��س��از �ا ب� ط��وری��ک��ه ب��ه
زی��رم��دول ه��ر پ��وچ��س��از ب��ا P ک��ه ش��رط ای��ن ب��ا ب��اش��د ب��راب��ر M از N ن��اص��ف��ر زی��رم��دول ی��ک پ��وچ��س��از ب��ا ک��ه اس��ت
م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان Ass(M) ن��م��اد ب��ا M از پ��وچ��س��از اول�ه��اي ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ي ب��اش��د. ب��راب��ر N از ن��اص��ف��ر

ن��ی��س��ت. ح��وزه ی��ک ک��ه ب��اش��د ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .10.4.3 ل��م
�ر ه� و اس��ت �اه��ی �ن� �ت� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ی��ک Θ �ه ک� Zℓ(R) =

∪
i∈Θ Pi �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� چ��پ �وت��ري ن� R �ر اگ� (1)

اس��ت. Zr(R) از ن��اص��ف��ر ع��ض��و ی��ک چ��پ پ��وچ��س��از و اول ک��ام��لاً ای��ده�آل ی��ک Pi

ه��ر و اس��ت م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک Θ ک��ه Zr(R) =
∪

i∈Θ Pi آن��گ��اه ب��اش��د، راس��ت ن��وت��ري R اگ��ر (2)
اس��ت. Zℓ(R) از ن��اص��ف��ر ع��ض��و ی��ک راس��ت پ��وچ��س��از و اول ک��ام��لاً ای��ده�آل ی��ک Pi

ی��ک Pi ه��ر و اس��ت م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک Θ ک��ه Z(R) =
∪

i∈Θ Pi آن��گ��اه ب��اش��د، ن��وت��ري R اگ��ر (3)
اس��ت. Z(R) از ن��اص��ف��ر ع��ض��و ی��ک راس��ت ی��ا چ��پ پ��وچ��س��از و اول ک��ام��لاً ای��ده�آل

y ∈ Zr(R)∗ �ن��ص��ورت، ای� در .x ∈ Zℓ(R) و �اش��د ب� چ��پ �وت��ري ن� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض (1) ب��ره��ان.
م��ی�ده��ی��م ق��رار .xy = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود

Σ := {l.ann(a) | a ∈ R∗ و x ∈ l.ann(a)}.

،P = l.ann(b) �د �ن� �ان� م� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �و �ض� ع� �ک ی� �ل �ام� ش� Σ �ت، اس� �پ چ� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ون چ� �ون، �ن� اک�
ک��ن��ی��د ف��رض ب��دی��ن�م��ن��ظ��ور، اس��ت. اول ک��ام��لاً P م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .x ∈ P داری��م ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ،b ∈ R∗ ک��ه
�ده �اه� �ش� م� �ان آس� �ت، اس� �ی �ای� �ج� �اب� �م�ج� �ی� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� �اه �گ� آن� ،sb ̸= ٠ �ر اگ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .rs ∈ P

،21] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ه��م��چ��ن��ی��ن، اس��ت. اول ک��ام��لاً P ب��ن��اب��رای��ن، .r ∈ P = l.ann(sb) = l.ann(b) ک��ه م��ی�ش��ود
اک��ن��ون، م��ی�گ��ی��ری��م). درن��ظ��ر خ��ودش روي چ��پ م��دول ی��ک ع��ن��وان ب��ه R) P ∈ Ass(R) داری��م ،[12.2 گ��زاره
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Zℓ(R) =
∪

i∈Θ Pi �ری��م �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .|Ass(R)| < ∞ داری��م ،[2J �ری��ن �م� ت� ،21] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
از �ر �ف� �اص� ن� �و �ض� ع� ی��ک چ��پ �از �س� �وچ� پ� و اول �لاً �ام� ک� �ده�آل ای� ی��ک Pi ه��ر و اس��ت �اه��ی �ن� �ت� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ی��ک Θ ک��ه

اس��ت. Zr(R)

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه (1) ق��س��م��ت م��ش��اب��ه روش��ی ب��ک��ارب��ردن ب��ا (2)
م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه (2) و (1) ق��س��م��ت�ه��اي از Z(R) = Zℓ(R) ∪ Zr(R) چ��ون (3)

،i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� �ر اگ� �ن��د. �ت� ه��س� �وت��ري ن� �اي �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ا Riه� ک��ه R = R١ × R٢ �ی��د �ن� ک� ف��رض .11.4.3 گ��زاره
اس��ت. ک��ام��ل ΓAnn(R) آن��گ��اه ب��اش��د، ک��ام��ل ΓAnn(Ri)

از �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ل �ام� ک� ΓAnn(Ri) ،i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�اي �ده�آل�ه� ای� Ji و Ii ،i = ١, ٢ �ه�ازاي ب� �ه ک� J = J١ × J٢ و I = I١ × I٢ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �اش� ب� ΓAnn(R)

اک��ن��ون، ب��اش��ن��د. م��ت��م��ای��ز J١ و I١ ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان، ک��ل��ی��ت از ش��دن ک��اس��ت��ه ب��دون ه��س��ت��ن��د. Ri در ی��ک�ط��رف��ه
م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت س��ه

در J �ا ب� I �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .J١ = ٠ �ا ی� I١ = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1 �ت �ال� ح�
اس��ت. م��ج��اور ΓAnn(R)

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� .J١ = R١ �ا ی� I١ = R١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2 �ت �ال� ح�
�ن��ظ��ور، ب��دی��ن�م� .K١ ⊆ Z(R١) داری��م ΓAnn(R١) از K١ راس�ه��اي ت��م��ام ب��ه�ازاي �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان .I١ = R١

.b ∈ L١ \ Z(R١) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .L١ * Z(R١) �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� ΓAnn(R١) از �ی راس� L١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
در R١b

٢ �ا ب� R١b �ورت، �ص� �ن� ای� در .R١b ̸= R١ �ی��م �ن� ک� ف��رض �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب�
داری��م ΓAnn(R١) از K١ راس�ه��اي ت��م��ام ب��ه�ازاي ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه ن��ی��س��ت، م��ج��اور ΓAnn(R١)

در .l.ann(J١) ∪ r.ann(J١) ̸= ٠ �م داری� ،12.1.3 �زاره گ� و �ل �ب� ق� �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون �ن� اک� .K١ ⊆ Z(R١)

م��ج��اورن��د. ΓAnn(R) در J ب��ا I ای��ن��ص��ورت،
�ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� R١ در �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ� �ه �رف� �ک�ط� ی� �اي �ده�آل�ه� ای� J١ و I١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (3 �ت �ال� ح�

م��ج��اورن��د. ΓAnn(R) در J ب��ا I اس��ت، ک��ام��ل ΓAnn(R١)

داری��م. را زی��ر ن��ت��ی��ج��ه ق��ب��ل، گ��زاره دو ب��ه ت��وج��ه ب��ا

�ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �ت� �س� ه� �ري �وت� ن� �اي �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ا Riه� �ه ک� R = R١ × R٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .12.4.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن�
ب��اش��د. ک��ام��ل ΓAnn(Ri) ،i = ١, ٢ ب��ه�ازاي اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ک��ام��ل ΓAnn(R)
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م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را ΓAnn(R/J(R)) و ΓAnn(R) گ��راف�ه��اي ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��ع��د، گ��زاره در

�ورت �ص� �ن� ای� در ،α(ΓAnn(R)) < ∞ �ر اگ� �د. �اش� ب� �ري �وت� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .13.4.3 �زاره گ�
اس��ت. ک��ام��ل گ��راف ی��ک ΓAnn(R/J(R))

.Rx ̸= R ک��ن��ی��د ف��رض ب��دی��ن�م��ن��ظ��ور، اس��ت. ی��ک��ال x م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .x ∈ R \Z(R) ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
�ن��د م��ی�ده� �ی��ل �ک� �ش� ت� ΓAnn(R) در �ق��ل �ت� �س� م� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ی��ک {Rxi}∞i=١ �وع��ه�ي �م� �ج� م� �اي راس�ه� �ن��ص��ورت، ای� در
اس��ت. ی��ک��ال x ،x ∈ R \ Z(R) ه��ر ب��ه�ازاي ب��ن��اب��رای��ن، .α(ΓAnn(R)) < ∞ ف��رض ب��ا اس��ت ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه
�م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ل �ام� ک� ΓAnn(R/J(R)) �وح وض� �ه ب� Z(R) = ٠ �ر اگ� �ون، �ن� اک�
و اس��ت �اه��ی �ن� �ت� م� �م��وع��ه�ي م��ج� ی��ک Θ ک��ه Z(R) =

∪
i∈Θ Pi ،10.4.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ن��ون، اک� .Z(R) ̸= ٠

ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. Z(R) از ن��اص��ف��ر ع��ض��و ی��ک راس��ت ی��ا چ��پ پ��وچ��س��از و اول ک��ام��لاً ای��ده�آل ی��ک Pi ه��ر
�ل �ص� ف� از 27.2 �ه �ج� �ب� �ت� ن� ،24] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� .J(R) =

∩
i∈Θ Pi �ری��م �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،12.1.3 �زاره گ� �ه ب�

n = |Θ| ک��ه R/J(R) ∼= K١ ×K٢ × · · · ×Kn ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه ،[3
اس��ت. ک��ام��ل گ��راف ی��ک ΓAnn(R/J(R)) ای��ن��ص��ورت، در ه��س��ت��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي Kiه��ا و

�اه �گ� آن� �اش��د، ب� �ام��ل ک� گ��راف ی��ک ΓAnn(R) اگ��ر �اش��د. ب� �وت��ري ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .14.4.3 �ی��ج��ه �ت� ن�
اس��ت. ک��ام��ل گ��راف ی��ک ΓAnn(R/J(R))

ی��ک R (ه��رگ��اه α(ΓAnn(R)) = ٠ ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ک��ام��ل گ��راف ی��ک ΓAnn(R) ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
اس��ت. ک��ام��ل گ��راف ی��ک ΓAnn(R/J(R)) ب��ن��اب��رای��ن، .α(ΓAnn(R)) = ١ ی��ا ب��اش��د) ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي

�د �اش� ب� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �ده�آل ای� �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �ا ب� �ح �ی� �ح� ص� �وزه�ي ح� �ک ی� D �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .15.4.3 �ال �ث� م�
.α(ΓAnn(D)) = ∞ �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� �ب� ن� �دان �ی� م� D �د �ی� �ن� ک� �رض ف� و
D/J(D) ∼= F١ × F٢ × · · · × Fn داری��م ،[3 ف��ص��ل از 27.2 �ج��ه �ی� �ت� ن� ،24] ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� چ��ون �ی��ن، �ن� �چ� �م� ه�

اس��ت. ک��ام��ل گ��راف ی��ک ΓAnn(D/J(D)) ه��س��ت��ن��د، م��ی��دان Fiه��ا و n = |Max(D)| ک��ه

زی��ر ل��م دو آن، از ق��ب��ل ب��اش��د. ک��ام��ل گ��راف ی��ک ΓAnn(R) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در
ه��س��ت��ن��د. ض��روري

�اي �ده�آل�ه� ای� �ه�ي �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .16.4.3 �م ل�
اس��ت. ک��ام��ل R پ��وچ�ت��وان ی��ک�ط��رف��ه�ي
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�ه ک� ،In = Jm = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� ΓAnn(R) �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت�ه��اي ن��ب��اش��د. م��ج��اور J ب��ا I ک��ن��ی��د ف��رض ه��م��چ��ن��ی��ن، .n,m ∈ N

�ون، �ن� اک� .l.ann(I) = l.ann(J) �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �اش� ب� �پ چ� �اي �ده�آل�ه� ای� J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1 �ت �ال� ح�
اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه I ∩ l.ann(I) ̸= ٠ اس��ت، پ��وچ�ت��وان I چ��ون

.l.ann(I) = r.ann(J) ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. راس��ت ای��ده�آل J و چ��پ ای��ده�آل ی��ک I ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال��ت2)
اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه I ∩ l.ann(I) ̸= ٠ اس��ت، پ��وچ�ت��وان I چ��ون اک��ن��ون،

�ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ون� �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� �ر �گ� دی� �اي �ال��ت�ه� ح�
اس��ت. ک��ام��ل R پ��وچ�ت��وان ی��ک�ط��رف��ه�ي ای��ده�آل�ه��اي وس��ی��ل��ه�ي

ΓAnn(R) ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. م��وض��ع��ی راس��ت) (ی��ا چ��پ آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .17.4.3 ل��م
اس��ت. ک��ام��ل

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه [12.4 ق��ض��ی��ه ،28] و 16.4.3 ل��م از ب��ره��ان.
ΓAnn(R) �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ت) راس� �ا (ی� �پ چ� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .18.4.3 �زاره گ�

اس��ت. ک��ام��ل

R �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،[5.21 �م ل� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت، اس� �ی �ای� �ج� �اب� �م�ج� �ی� ن� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� ب��ره��ان.
�ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� ،8.3.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت، اس� �پ چ� �ی �ن� �ی� آرت� R �ون چ� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �ی �ل� آب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی�
�ه �وج� ت� �ا ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �پ چ� �ی �ن� �ی� آرت� و �ی �ع� �وض� م� �اي �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ا Riه� �ه ک� R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn

�ل �ام� ک� ΓAnn(R) �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �م، �ردی� �ارب� ک� �ه ب� 11.4.3 �زاره گ� �ان �ره� ب� در �ه ک� �ی روش� و 17.4.3 �م ل� �ه ب�
اس��ت.

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده م��ک��رراً م��ی�آی��د ب��دس��ت ΓAnn(R) گ��راف ت��ع��ری��ف از ک��ه زی��ر ل��م از ادام��ه، در

ΓAnn(R) در �اور �ج� �ام� ن� راس دو J و I اگ��ر �د. �اش� ب� �ر �ذی� �ش��ت�پ� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .19.4.3 ل��م
.ann(I) = ann(J) آن��گ��اه ب��اش��ن��د،

ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی ΓAnn(R) از راس ی��ک درج��ه�ي ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در

ی��ک ش��ام��ل ΓAnn(R) اگ��ر ب��اش��د. Z(R) ̸= ٠ ب��ا ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .20.4.3 گ��زاره
اس��ت. م��ت��ن��اه��ی گ��راف ی��ک ΓAnn(R) آن��گ��اه ب��اش��د، م��ت��ن��اه��ی درج��ه�ي از راس

66



پ��وچ��س��از ای��ده�آل گ��راف .4 ب��خ��ش

از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� .deg(I) < ∞ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� ΓAnn(R) از راس ی��ک I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
ب��دی��ن�م��ن��ظ��ور، .ann(I) ̸= ٠ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت. R در چ��پ ای��ده�آل ی��ک I م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان، ک��ل��ی��ت
ann(J) ̸= ٠ ش��رط ب��ا ΓAnn(R) از J راس�ه��اي ت��ع��داد ،deg(I) < ∞ چ��ون .ann(I) = ٠ ک��ن��ی��د ف��رض
ای��ن��ص��ورت، در اس��ت. ،x ∈ R ک��ه ،Rx م��ان��ن��د م��ی��ن��ی��م��ال چ��پ ای��ده�آل ی��ک ش��ام��ل R ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��ت��ن��اه��ی
�پ چ� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د، �ن� �ت� �س� ه� �ی �ن� �ی� آرت� �پ چ� �دول R-م� �وان �ن� ع� �ه ب� R/ann(x) و ann(x) �ون چ�
�ه ب� ،8.3.3 �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،[5.21 �م ل� ،28] �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ل� آب� �ر، �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �اي �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ون چ� �ون، �ن� اک� �ت. اس�
در �د. �ن� �ت� �س� ه� �پ چ� �ی �ن� �ی� آرت� و �ی �ع� �وض� م� �اي �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ا Riه� �ه ک� R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rn �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع�
�م داری� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت� �ک ی� �ه ک� ann(J) ̸= ٠ �م داری� ΓAnn(R) در J راس �ر ه� �ه�ازاي ب� �ورت، �ص� �ن� ای�
�اور �ج� م� ΓAnn(R) �ر �گ� دی� راس �ر ه� �ا ب� I �ی��م �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .I = ann(I) �ی��د �ن� ک� ف��رض �ون، �ن� اک� .ann(I) ̸= ٠

�ورت، �ص� �ن� ای� در �ت. �س� �ی� ن� �اور �ج� م� I �ا ب� �ه ک� �د �اش� ب� ΓAnn(R) از �ی راس� J �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ده، �اه� �ش� م� �راي ب� �ت. اس�
در اس��ت. م��ج��اور ΓAnn(R) دی��گ��ر راس ه��ر ب��ا I ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه I = ann(I) = ann(J)

ف��رض �ن��ون، اک� اس��ت. �ن��اه��ی �ت� م� گ��راف ی��ک ΓAnn(R) ک��ه �ی��ری��م م��ی�گ� �ی��ج��ه �ت� ن� ،deg(I) < ∞ چ��ون �ن��ص��ورت، ای�
�وان �ن� ع� �ه ب� ann(I) ،I ∩ ann(ann(I)) ̸= ٠ و deg(I) < ∞ چ��ون �ن��ص��ورت، ای� در .I ̸= ann(I) �ی��د �ن� ک�
�ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �پ چ� �دول R-م� �وان �ن� ع� �ه ب� R/ann(I) �لاوه، �ه�ع� ب� �ت. اس� �ی �ن� �ی� آرت� �پ چ� �دول R-م�
�ی �اه� �ن� �ت� م� �راف گ� �ک ی� ΓAnn(R) ،17.4.3 �زاره گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� �ت. اس� �پ چ� �ی �ن� �ی� آرت� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R

اس��ت.

ن��ب��اش��د. ن��اص��ف��ري پ��وچ�ت��وان ع��ض��و ه��ی��چ ش��ام��ل ه��رگ��اه اس��ت ی��اف��ت��ه ک��اه��ش R �ل��ق��ه�ي ح� ی��ک ک��ه آوری��د ی��اد ب��ه
ب��ع��د، گ��زاره در ب��اش��د. ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر و ن��ی��م�اول R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ی��اف��ت��ه ک��اه��ش R ح��ل��ق��ه�ي ی��ک وض��وح ب��ه

.γ(ΓAnn(R)) = ١ ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��ط��ال��ع��ه را ح��ال��ت��ی

.γ(ΓAnn(R)) = ١ آن��گ��اه ن��ب��اش��د، ی��اف��ت��ه ک��اه��ش R اگ��ر ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .21.4.3 گ��زاره

در .I٢ = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� ΓAnn(R) از I راس ی��ک �ت، �س� �ی� ن� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� R �ون چ� ب��ره��ان.
�ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اور �ج� م� ΓAnn(R) �ر �گ� دی� راس �ر ه� �ا ب� I �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای�

.γ(ΓAnn(R)) = ١

ک��ه گ��رف��ت ن��ت��ی��ج��ه ن��م��ی�ت��وان ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .22.4.3 م��ث��ال
در �اش��د. ب� ب��خ��ش��ی �اي �ه�ه� �ق� �ل� ح� از �اه��ی �ن� �ت� م� �ی��م �ق� �ت� م��س� ض��رب R �ی��د �ن� ک� ف��رض �ن��ظ��ور، ب��دی��ن�م� .γ(ΓAnn(R)) > ٢
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.γ(ΓAnn(R)) = ١ ،17.4.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت،
م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا ΓAnn(R) در اح��اط��ه�گ��ر م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک ب��ع��د، گ��زاره در

�ه ب� �د �اش� ب� ΓAnn(R) از �ی راس� �ک ی� I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� و �د �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .23.4.3 �زاره گ�
{I, r.ann(I)} ی��ا {I, l.ann(I)} ،{I} م��ج��م��وع��ه�ي درای��ن��ص��ورت، .l.ann(I) ∪ r.ann(I) ̸= ٠ ط��وری��ک��ه

γ(ΓAnn(R)) 6 ٢ ب��ه�وی��ژه، اس��ت. اح��اط��ه�گ��ر م��ج��م��وع��ه�ي ی��ک
�اه �گ� آن� ،I = l.ann(I) �ر اگ� .l.ann(I) ̸= ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب� ب��ره��ان.
�رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اور �ج� م� ΓAnn(R) �ر �گ� دی� راس �ر ه� �ا ب� I �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب�
�ت. اس� ΓAnn(R) در �ر �ه�گ� �اط� اح� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ک ی� {I, l.ann(I)} �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� .I ̸= l.ann(I) �م �ی� �ن� ک�
�ا ب� �ن��ص��ورت، ای� در �ب��اش��د. ن� م��ج��اور I �ا ب� J و J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I, l.ann(I)} �ی��د �ن� ک� ف��رض �ن��ظ��ور، ب��دی��ن�م�
l.ann(I) �ا ب� I �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،I ̸= l.ann(I) �ون چ� .N(I) = N(J) �م داری� ،4.4.3 �زاره گ� �ه ب� �ه �وج� ت�
�ر �ه�گ� �اط� اح� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ی��ک {I, l.ann(I)} �ج��ه �ی� �ت� درن� اس��ت. �اور �ج� م� l.ann(I) �ا ب� J �رای��ن، �اب� �ن� ب� اس��ت. �اور �ج� م�

اس��ت.

R �ه�ي �ق� �ل� ح� �ر اگ� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� .γ(ΓAnn(R)) = ٢ �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �ع� �ال� �ط� م� را �ی �ت� �ال� ح� �د، �ع� ب� �زاره گ� در
.γ(ΓAnn(R)) 6 ٢ آن��گ��اه ن��ب��اش��د، ح��وزه

�ه�ازاي ب� �ن��ص��ورت، ای� در �ی��س��ت. ن� ح��وزه ک��ه �اش��د ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .24.4.3 گ��زاره
ann(I) = ann(J) ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} راس I ∈ ΓAnn(R) راس ه��ر

.γ(ΓAnn(R)) = ٢ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر
�ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} راس I ∈ ΓAnn(R) راس �ر ه� �ه�ازاي ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�ر ه� �ا ب� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� ΓAnn(R) از �ی راس� I١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ف، �ل� خ� �ه ب� .ann(I) = ann(J) �ه �ک� �وری� ط�
�ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� J١ ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I١} �ات، �روض� �ف� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� �د. �اش� ب� �اور �ج� م� �ر �گ� دی� راس
�ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �د �اورن� �ج� �ام� ن� J١ و I١ �ورت، �ص� �ن� درای� .ann(I١) = ann(J١) �ه �ک� �وری� ط�

.γ(ΓAnn(R)) = ٢

راس I ∈ ΓAnn(R) راس �ر ه� �ه�ازاي ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .γ(ΓAnn(R)) = ٢ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �ک� �رع� ب�
�ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اورن� �ج� �ام� ن� J و I �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I}

.ann(I) = ann(J)
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م��ی�آی��د. ب��دس��ت ق��ب��ل گ��زاره دو از م��س��ت��ق��ی��م ط��ور ب��ه زی��ر، ن��ت��ی��ج��ه
I ∈ ΓAnn(R) راس �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .25.4.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن�
اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر ann(I) ̸= ann(J) داری��م J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} ه��ر ب��ه�ازاي ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود

.γ(ΓAnn(R)) = ١

I ∈ ΓAnn(R) راس �ر ه� �ه�ازاي ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .R = Z × Z �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) .26.4.3 م��ث��ال
�لاوه، �ه�ع� ب� .ann(I) = ann(J) �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} راس

.γ(ΓAnn(R)) = ٢

�ورت، �ص� �ن� ای� در .I = F × ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �دان �ی� م� �ک ی� F �ه ک� ،R = F × Z �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2)
.γ(ΓAnn(R)) = ١ ب��ه�ع��لاوه، .ann(I) ̸= ann(J) داری��م J ∈ V (ΓAnn(R)) \ {I} ه��ر ب��ه�ازاي
�ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ش �اه� ک� �اي �ه�ه� �ق� �ل� ح� �د، �ع� ب� �زاره گ� در �د. �ن� �ت� �س� ه� اول �لاً �ام� ک� �از �س� �وچ� پ� �اي �ده�آل�ه� ای� �ا Piه� �ه ک� Z(R) =

∪n
i=١ Pi

ب��اش��د. ک��ام��ل آن��ه��ا ب��ه واب��س��ت��ه گ��راف ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��ط��ال��ع��ه را ی��اف��ت��ه�اي
در �د. �اش� ب� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� اول �ی �اه� �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .27.4.3 �زاره گ�
�ه ک� R ∼= K١ ×K٢ × · · · ×Kn �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �ل �ام� ک� ΓAnn(R) �ورت، �ص� �ن� ای�

ه��س��ت��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي Kiه��ا

اگ��ر �ه ک� �ی��م م��ی�ده� �ان ن��ش� �اش��د. ب� �ام��ل ک� ΓAnn(R) و Min(R) = {P١, P٢, . . . , Pn} �ی��د �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.
.I * Z(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� �ن�م� �دی� ب� .I ⊆ Pi �م داری� i �ک ی� �راي ب� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� ΓAnn(R) از �ی راس� I
Rx �ه �ج� �ی� �ت� درن� �د. �اش� ب� ΓAnn(R) از �ی راس� Rx �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� x ∈ R \ Z(R) �ورت، �ص� �ن� ای� در
�اي �ده�آل�ه� ای� �ا Piه� �ه ک� I ⊆ Z(R) =

∪n
i=١ Pi �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �ت �س� �ی� ن� �اور �ج� م� Rx٢ �ا ب�

Piه��ا درن��ت��ی��ج��ه .I ⊆ Pi داری��م i ی��ک ب��راي ،12.1.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه �ا ب� اک��ن��ون، ه��س��ت��ن��د. اول ک��ام��لاً پ��وچ��س��از
ع��ن��وان ب��ه ،[3 ف��ص��ل از 27.2 ن��ت��ی��ج��ه ،24] ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، ه��س��ت��ن��د. R در م��اک��س��ی��م��ال چ��پ ای��ده�آل�ه��اي

ه��س��ت��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي Kiه��ا ک��ه R ∼= K١ ×K٢ × · · · ×Kn ح��ل��ق��ه�ه��ا
اس��ت. ب��دی��ه��ی ب��رع��ک��س ق��س��م��ت

زی��ر ل��م آن، از ق��ب��ل ب��اش��د. دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک ΓAnn(R) ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ح��ال��ت��ی ب��ع��د، گ��زاره در
اس��ت. ض��روري
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ط��ول �ه ب� �ر �ی� �س� م� ی��ک �ام��ل ش� ΓAnn(R) اگ��ر �د. �اش� ب� �ر �ذی� �ش��ت�پ� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .28.4.3 ل��م
.gr(ΓAnn(R)) = ٣ آن��گ��اه ب��اش��د، س��ه

م��ج��اور I٣ ب��ا I١ اگ��ر ب��اش��د. ΓAnn(R) در س��ه ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک I١ − I٢ − I٣ − I۴ ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
ب��ا ای��ن��ص��ورت، در ن��ی��س��ت. م��ج��اور I٣ ب��ا I١ ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ب��ن��اب��رای��ن، .gr(ΓAnn(R)) = ٣ آن��گ��اه ب��اش��د،
ای��ن��ص��ورت، در اس��ت. ΓAnn(R) در چ��ه��ار ط��ول ب��ه دور ی��ک I١ − I٢ − I٣ − I۴ − I١ ،4.4.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه
�د، �اش� �ب� ن� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� R �ر اگ� .ann(I٢) ̸= ٠ �ی��م �ن� ک� ف��رض �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک� �دون ب�
�ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .gr(ΓAnn(R)) = ٣ �م داری� 21.4.3 �زاره گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �اه �گ� آن�
�ه س� �ول ط� �ه ب� دور ی��ک I١ − I٢ − ann(I٢)− I١ �اه �گ� آن� ،ann(I١) = ٠ �ر اگ� �ون، �ن� اک� �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک�
.ann(I١) ̸= ٠ �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ورت، �ص� �ن� ای� �ر �ی� غ� در .gr(ΓAnn(R)) = ٣ �ه �ج� �ی� �ت� درن� و اس��ت ΓAnn(R) در

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت دو اک��ن��ون
ت��ج��زی��ه�پ��ذی��ر R ،[7.1 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه �ا ب� ای��ن��ص��ورت، در .I١ + ann(I١) = R �ن��ی��د ک� ف��رض (1 ح��ال��ت
�ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ک ی� �ل �ام� ش� ΓAnn(R) �ون چ� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ه �ق� �ل� ح� �ا Riه� �ه ک� R ∼= R١ × R٢ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس�
�ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ان آس� �ورت، �ص� �ن� ای� در �ت. �س� �ی� ن� �ی �ش� �خ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R١ �رد ک� �رض ف� �وان �ی�ت� م� �ت، اس� �ه س�
دور ی��ک اس��ت، R ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ط��رف��ه�ي ی��ک ای��ده�آل ی��ک I ک��ه ،R١ × ٠− ٠×R٢ − I ×R٢ −R١ × ٠

.gr(ΓAnn(R)) = ٣ درن��ت��ی��ج��ه و اس��ت ΓAnn(R) در س��ه ط��ول ب��ه
ی��ک I١ − ann(I١)− I١ + ann(I١)− I١ ای��ن��ص��ورت، در .I١ + ann(I١) ̸= R ک��ن��ی��د ف��رض (2 ح��ال��ت

.gr(ΓAnn(R)) = ٣ درن��ت��ی��ج��ه و اس��ت ΓAnn(R) در س��ه ط��ول ب��ه دور

�س��ت �ی� ن� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� آن �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �رد ف� �ول ط� �ه ب� دور ی��ک �ل �ام� ش� �راف گ� ی��ک �ر اگ� �ه ک� �د آوری� �اد ی� �ه ب�
.[18.2.1 ق��ض��ی��ه ،34]

�راف گ� �ک ی� ΓAnn(R) �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .29.4.3 �زاره گ�
ب��اش��د. دو دق��ی��ق��اً ΓAnn(R) راس�ه��اي ت��ع��داد اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ن��ات��ه��ی ی��ال��ی م��ج��م��وع��ه�ي ب��ا دوب��خ��ش��ی

R �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ی �ه� �ات� ن� �ی �ال� ی� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� ی��ک ΓAnn(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�ا ب� ط��رف��ی از اس��ت. �ام��ل ک� دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک ΓAnn(R) ،4.4.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �رای��ن، �اب� �ن� ب� �ی��س��ت. ن� ح��وزه
.γ(ΓAnn(R)) = ١ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. �س� �ی� ن� �ه س� �ول ط� �ه ب� �ري �ی� �س� م� �چ �ی� ه� �ل �ام� ش� ΓAnn(R) �ل، �ب� ق� �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت�
،18.4.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��ت��ن��اه��ی گ��راف ی��ک ΓAnn(R) ،21.4.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون،

اس��ت. دو دق��ی��ق��اً ΓAnn(R) راس�ه��اي ت��ع��داد
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م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه 18.4.3 گ��زاره از ب��رع��ک��س ق��س��م��ت

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را اس��ت، ت��ج��زی��ه�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ه ه��ن��گ��ام��ی ،ΓAnn(R) خ��وش��ه�اي ع��دد ادام��ه، در

�ه ک� R = R١ × R٢ × · · · × Rn و �د �اش� ب� �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .30.4.3 �زاره گ�
ای��ده�آل ی��ک ش��ام��ل R اگ��ر ب��ه�وی��ژه، .ω(ΓAnn(R)) > ٢n − ٢ ای��ن��ص��ورت، در .n ̸= ١ و ه��س��ت��ن��د ح��ل��ق��ه Riه��ا

.ω(ΓAnn(R)) > ٢n − ١ آن��گ��اه ب��اش��د، ann(I) = ٠ ب��ا I م��ان��ن��د ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ی��ک�ط��رف��ه�ي

�ه�ي �ل� �ی� وس� �ه ب� �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ورت، �ص� �ن� ای� در �م. �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� �ا Riه� در را �ر �ف� ص� �ده�آل ای� �ت �س� �ی� �اف� ک� ب��ره��ان.
م��ج��م��وع��ه�ي راس�ه��اي

Λ := {I١ × I٢ × · · · × In ∈ V (ΓAnn(R)) | Ii = ٠Ri
ی��ا Ri}

اس��ت. ب��دی��ه��ی ”ب��ه�وی��ژه” ق��س��م��ت .ω(ΓAnn(R)) >
∑n

i=١
(
n
i

)
= ٢n − ٢ ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ک��ام��ل

�ه ک� R = R١ × R٢ × · · · × Rn و �د �اش� ب� �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .31.4.3 �ه �ج� �ی� �ت� ن�
ای��ن��ص��ورت، در .n ̸= ١ و ه��س��ت��ن��د ح��ل��ق��ه Riه��ا

�ه�ي �ق� �ل� ح� �ا Riه� از �ی �ک� ی� �ل �داق� ح� و �د �ن� �اش� ب� �وزه ح� �ا Riه� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ١ (1)
ن��ب��اش��د. ب��خ��ش��ی

ب��اش��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي Riه��ا اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ٢ (2)

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �اش� �ب� ن� �ی �ش� �خ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ا Riه� از �ی �ک� ی� و �د �ن� �اش� ب� �وزه ح� �ا Riه� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.
٢n �ا ب� ΓAnn(R) در �ه �وش� خ� �ک ی� ∆ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� .ω(ΓAnn(R)) > ٢n − ١ �م داری� �ل، �ب� ق� �زاره گ�
،I = I١ × I٢ × · · · × In �ه ک� �د �ودن� �وج� م� ∆ در J و I �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� راس
ان��دی��س�ه��ا �ای��ر س� ب��ه�ازاي و Ii = Ji = ٠ ان��دی��س�ه��ا ب��رخ��ی ب��راي ،Ii, Ji ⊆ Ri ،J = J١ × J٢ × · · · × Jn

�اق��ض �ن� ت� �ک ی� �ه ک� �س��ت �ی� ن� �اور �ج� م� J �ا ب� I �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �ن� �ت� �س� ه� �ر �ف� �اص� ن� Ji و Ii
.ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ١ ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت.

ب��ه ت��وج��ه ب��ا آن��گ��اه ب��اش��د، (راس��ت) چ��پ آرت��ی��ن��ی R اگ��ر .ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ١ ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س،
�ر �راب� ب� ΓAnn(R) �اي راس�ه� �داد �ع� ت� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ل �ام� ک� ΓAnn(R) �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،18.4.3 �زاره گ�
ح��وزه Riه��ا م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ن��ی��س��ت. (راس��ت) چ��پ آرت��ی��ن��ی R درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه اس��ت ٢n − ١
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ای��ده�آل ی��ک �ام��ل ش� R١ �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م �وان� م��ی�ت� �ان، �ره� ب� �ی��ت �ل� ک� از ش��دن �ت��ه �اس� ک� ب��دون �ور، �ظ� �ن� �دی��ن�م� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه�
م��ی�ده��ی��م ق��رار .ann(I) ̸= ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د I م��ان��ن��د ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ی��ک�ط��رف��ه�ي

Λ := {I١ × I٢ × · · · × In ∈ V (ΓAnn(R)) | Ii = ٠Ri
ی��ا Ri}

و
∆ := {I × I٢ × · · · × In ∈ V (ΓAnn(R)) | Ii = ٠Ri

ی��ا Ri}.

٢n − ١ از ب��ی��ش��ت��ر ب��ا ΓAnn(R) در خ��وش��ه ی��ک Λ∪∆ از راس�ه��ا وس��ی��ل��ه�ي ب��ه ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف ای��ن��ص��ورت، در
ن��ی��س��ت. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي Riه��ا از ی��ک��ی و ه��س��ت��ن��د ح��وزه Riه��ا درن��ت��ی��ج��ه اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه اس��ت راس

.ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ٢ ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي Riه��ا ک��ن��ی��د ف��رض (2)
ق��ب��ل ق��س��م��ت در آن��چ��ه م��ش��اب��ه روش��ی ب��ه ای��ن��ص��ورت، در .ω(ΓAnn(R)) = ٢n − ٢ ک��ن��ی��د ف��رض ب��رع��ک��س،

ه��س��ت��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي Riه��ا م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده ب��ردی��م، ک��ار ب��ه
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ح��ل��ق��ه ی��ک پ��وچ�ک��ن ی��ک�ط��رف��ه�ي ای��ده�آل�ه��اي م��ج��م��وع گ��راف 5.3
�ن ای� در .[32] �د ش� �ادآوري ی� �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� �ن �وچ�ک� پ� �اي �ده�آل�ه� ای� �وع �م� �ج� م� �راف گ� �ل، �ب� ق� �ل �ص� ف� در
م��ان��ن��د آن وی��ژگ��ی�ه��اي از ب��رخ��ی و [12] م��ی�ده��ی��م ت��وس��ی��ع ش��رک��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ه��اي ب��ه گ��راف ای��ن م��ف��ه��وم ب��خ��ش،
ب��خ��ش ای��ن اس��ت. [12] از ب��رگ��رف��ت��ه ب��خ��ش ای��ن م��ط��ال��ب ت��م��ام م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را آن ک��م��ر و ق��ط��ر ه��م��ب��ن��دي،

م��ی�ک��ن��ی��م. آغ��از زی��ر ت��ع��ری��ف ب��ا را

و �س��ت �ی� ن� �وزه ح� ی��ک �ه ک� �د �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� �ی �ان� �م� ه� �ا ب� �ر �ذی� �رک��ت�پ� ش� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .1.5.3 �ری��ف �ع� ت�
و R از �ز �ای� �م� �ت� م� �ی، �ن� �ع� (ی� R �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ� �ه�ي �رف� �ک�ط� ی� �اي �ده�آل�ه� ای� �ام �م� ت� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� I(R)∗ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�راف گ� .A(R)∗ = {I ∈ I(R)∗ | l.ann(I) ∪ r.ann(I) ̸= ٠} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� (٠
�ت اس� �ی �راف� گ� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� Ω(R) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� ،R �ن �وچ�ک� پ� �ه�ي �رف� �ک�ط� ی� �اي �ده�آل�ه� ای� �وع �م� �ج� م�
�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �د �اورن� �ج� م� J و I �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو و A(R)∗ �ی راس� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �اده س�

.l.ann(I + J) ∪ r.ann(I + J) ̸= ٠

ب��راي �ی��س��ت. ن� ح��وزه ی��ک ک��ه اس��ت �ف��ر ن��اص� �ان��ی �م� ه� �ا ب� �ر ش��رک��ت�پ��ذی� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R ب��خ��ش، ای��ن س��راس��ر در
ه��س��ت��ن��د. ض��روري زی��ر گ��زاره�ه��اي ،Ω(R) گ��راف ق��ط��ر ت��ع��ی��ی��ن

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. اول ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .2.5.3 گ��زاره
.Ra ̸= bR �ی��م م��ی�ده� �ان �ش� ن� .ab = ٠ �ک��ه �وری� ط� ب��ه �د �ودن� �وج� م� a, b ∈ Z(R)∗ ،Z(R) ̸= ٠ چ��ون ب��ره��ان.
�ک ی� �ه ک� Ra = ٠ �ه �ج� �ی� �ت� درن� و RaRa = ٠ �ورت، �ص� �ن� ای� در .Ra = bR �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب�
�ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� Ω(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ف �ل� خ� �ه ب� �ون، �ن� اک� .Ra ̸= bR �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت�
�ک ی� Ra و اول �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� �ت. اس� bR و Ra �ن �ی� ب� �ر �ی� �س� م� �ک ی� Ra − I١ − · · · − In − bR

م��رت��ب��ه، م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد از ب��ع��د م��ش��اب��ه روش��ی ب��ه اک��ن��ون، ن��ب��اش��د. راس��ت ای��ده�آل ی��ک ب��ای��د I١ اس��ت، چ��پ ای��ده�آل
In = ٠ داری��م اس��ت، م��ج��اور In ب��ا bR راس��ت) (ای��ده�آل چ��ون ن��ی��س��ت. راس��ت ای��ده�آل In ک��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه bR = ٠ ی��ا

ب��ه �ن��د. �اش� ب� R و ٠ �ق��ط ف� �ای��ش ای��ده�آل�ه� �اه ه��رگ� م��ی�ش��ود، �ی��ده �ام� ن� �اده س� R �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک ک��ه �اوری��د �ی� ب� �اد ی� ب��ه
داری��م. را زی��ر ن��ت��ی��ج��ه�ي ب��ن��اب��رای��ن، ه��س��ت��ن��د. اول س��اده، ح��ل��ق��ه�ه��اي وض��وح،

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. س��اده ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .3.5.3 ن��ت��ی��ج��ه
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م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان Mn(R) ن��م��اد ب��ا R روي n× n م��ات��ری��س�ه��اي ح��ل��ق��ه�ي ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه
�ه�ي �ق� �ل� ح� R �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .R = M٢(Z٢) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .4.5.3 �ال �ث� م�

اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) ب��ه�ع��لاوه، اس��ت. س��اده
دو J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ر �ی� غ� و اول �ر �ی� غ� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .5.5.3 �زاره گ�

.d(I, J) ∈ {١, ٢, ٣} آن��گ��اه ب��اش��ن��د، راس��ت ای��ده�آل�ه��اي J و I اگ��ر ب��اش��ن��د. Ω(R) در م��ت��م��ای��ز راس
�ت راس� �اي �ده�آل�ه� ای� J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� و �د �ن� �اش� ب� Ω(R) در �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
�اورن��د. �ج� �ام� ن� J و I �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م �وان� م��ی�ت� �رای��ن، �اب� �ن� ب� .d(I, J) = ١ �اه �گ� آن� �ن��د، �اش� ب� �اور �ج� م� J و I اگ��ر �ن��د. �اش� ب�
را �ر زی� �ت �ال� ح� �ه س� �ون، �ن� اک� .x٢ = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� x ∈ R∗ �ت، اس� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ر �ی� غ� R �ون چ�

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر
و Rx ⊆ r.ann(I) �ورت، �ص� �ن� ای� در .J ∩ Rx = ٠ و I ∩ Rx = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1 �ت �ال� ح�
�ه �ج� �ی� �ت� درن� و �ت اس� Ω(R) در دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� �ک ی� I − Rx − J �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .Rx ⊆ r.ann(J)

.d(I, J) = ٢

و Rx ⊆ r.ann(I) �ورت، �ص� �ن� ای� در .J ∩ Rx ̸= ٠ و I ∩ Rx = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2 �ت �ال� ح�
،a ∈ R �ه ک� ،ax ∈ J ∩ Rx �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون، �ن� اک� �د. �اورن� �ج� م� Rx و I �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .I ⊆ l.ann(Rx)

�ا ی� ،I ⊆ l.ann(Rx) چ��ون �ون، �ن� اک� اس��ت. �اور �ج� م� axR �ا ب� J �ا ی� J = axR �ا ی� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن�
ب��ه م��س��ی��ر ی��ک ت��ش��ک��ی��ل {I, Rx, axR, J} م��ج��م��وع��ه�ي ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. م��ج��اور axR ب��ا Rx ی��ا Rx = axR

.d(I, J) 6 ٣ درن��ت��ی��ج��ه و م��ی�ده��د J و I ب��ی��ن س��ه ح��داک��ث��ر ط��ول
�ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �ودن� �وج� م� a, b ∈ R �ورت، �ص� �ن� ای� در .J ∩ Rx ̸= ٠ و I ∩ Rx ̸= ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (3 �ت �ال� ح�
ه��م��چ��ن��ی��ن، اس��ت. م��ج��اور axR ب��ا I ی��ا I = axR ی��ا ب��ن��اب��رای��ن، .٠ ̸= bx ∈ J ∩Rx و ٠ ̸= ax ∈ I ∩Rx

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت س��ه اک��ن��ون، اس��ت. م��ج��اور bxR ب��ا J ی��ا J = bxR ی��ا
�اه �گ� آن� ،r.ann(axR) ∩ xR = ٠ �ر اگ� .r.ann(J) ̸= ٠ و r.ann(I) ̸= ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1 �ت �ال� �رح� زی�
�ر �ی� �س� م� �ک ی� �ل �ی� �ک� �ش� ت� {I, axR, bxR, J} �ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ه �ج� �ی� �ت� درن� و r.ann(axR) ⊆ r.ann(xR)

�ورت، �ص� �ن� ای� �ر �ی� غ� در .d(I, J) 6 ٣ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ی�ده� م� J و I �ن �ی� ب� �ه س� �ر �ث� �داک� ح� �ول ط� �ه ب�
�ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� y ∈ R �ورت، �ص� �ن� ای� در .r.ann(axR) ∩ xR ̸= ٠ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م�
�ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت. اس� �اور �ج� م� axR �ا ب� Rbx �ا ی� Rbx = axR �ا ی� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .٠ ̸= xy ∈ r.ann(axR) ∩ xR

�رای��ن، �اب� �ن� ب� �د. م��ی�ده� J و I �ی��ن ب� �ه س� �ر �ث� �داک� ح� ط��ول �ه ب� �ر �ی� �س� م� ی��ک �ی��ل �ک� �ش� ت� {I, axR,Rbx, J} �وع��ه�ي �م� �ج� م�
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.d(I, J) 6 ٣

ب��ه م��س��ی��ر ی��ک I − JI − J ای��ن��ص��ورت، در .r.ann(J) = ٠ و r.ann(I) ̸= ٠ ک��ن��ی��د ف��رض (2 زی��رح��ال��ت
.d(I, J) = ٢ درن��ت��ی��ج��ه و اس��ت Ω(R) در دو ط��ول

�ک ی� �ت، اس� اول �ر �ی� غ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ون چ� .r.ann(I) = r.ann(J) = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (3 �ت �ال� �رح� زی�
ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه ای��ن��ص��ورت، در .l.ann(K) ̸= ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود K ن��اص��ف��ر ای��ده�آل
ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک ت��ش��ک��ی��ل {I, I ∩K, J ∩K, J} م��ج��م��وع��ه�ي �اب��رای��ن، �ن� ب� .J ∩K ̸= ٠ و I ∩K ̸= ٠

.d(I, J) 6 ٣ درن��ت��ی��ج��ه و م��ی�ده��د J و I ب��ی��ن س��ه ح��داک��ث��ر

داری��م. را زی��ر گ��زاره�ي ک��ردی��م، اس��ت��ف��اده 5.5.3 گ��زاره در آن��چ��ه م��ش��اب��ه روش��ی ب��ه اک��ن��ون،

دو J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ر �ی� غ� و اول �ر �ی� غ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .6.5.3 �زاره گ�
.d(I, J) ∈ {١, ٢, ٣} آن��گ��اه ب��اش��ن��د، چ��پ ای��ده�آل�ه��اي J و I اگ��ر ب��اش��ن��د. Ω(R) در م��ت��م��ای��ز راس

�ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ر �ی� غ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .7.5.3 �زاره گ�
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢, ٣,∞}

�ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Ω(R) ،2.5.3 �زاره گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� اول �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ر اگ� ب��ره��ان.
ن��ام��ج��اور و م��ت��م��ای��ز راس دو J و I ک��ن��ی��د ف��رض ه��م��چ��ن��ی��ن ن��ی��س��ت. اول ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م
.5.3) 5.5.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت در ب��اش��ن��د، (چ��پ) راس��ت ای��ده�آل�ه��اي J و I اگ��ر ب��اش��ن��د. Ω(R) در
J و راس��ت ای��ده�آل ی��ک I �ی��م �ن� م��ی�ک� ف��رض �ی��ج��ه، �ت� درن� .(d(I, J) ∈ {٢, ٣}) d(I, J) ∈ {٢, ٣} داری��م ،(6
.x٢ = ٠ �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� x ∈ R∗ �ت، اس� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ر �ی� غ� R �ون چ� �د. �اش� ب� �پ چ� �ده�آل ای� �ک ی�

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت چ��ه��ار اک��ن��ون،
،I ⊆ l.ann(Rx) ،Rx ⊆ r.ann(I) ای��ن��ص��ورت، در .J ∩xR = ٠ و I ∩Rx = ٠ ک��ن��ی��د ف��رض (1 ح��ال��ت
ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک ت��ش��ک��ی��ل {I, Rx, xR, J} م��ج��م��وع��ه ب��ن��اب��رای��ن، .J ⊆ r.ann(xR) و xR ⊆ l.ann(J)

.d(I, J) 6 ٣ درن��ت��ی��ج��ه و م��ی�ده��د J و I ب��ی��ن س��ه ح��داک��ث��ر
و xR ⊆ l.ann(J) �ورت، �ص� �ن� ای� در .J ∩ xR = ٠ و I ∩ Rx ̸= ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2 �ت �ال� ح�
�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .a ∈ R �ه ک� ،٠ ̸= ax ∈ I ∩ Rx �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .J ⊆ r.ann(xR)

.d(I, J) 6 ٣ درن��ت��ی��ج��ه و م��ی�ده��د J و I ب��ی��ن س��ه ح��داک��ث��ر ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک ت��ش��ک��ی��ل {I, axR, xR, J}

و Rx ⊆ r.ann(I) �ورت، �ص� �ن� ای� در .J ∩ xR ̸= ٠ و I ∩ Rx = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (3 �ت �ال� ح�
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�ه�ي �وع� �م� �ج� م� �ورت، �ص� �ن� ای� در .a ∈ R �ه ک� ،٠ ̸= xb ∈ J ∩ Rx �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .I ⊆ l.ann(Rx)

.d(I, J) 6 ٣ درن��ت��ی��ج��ه و م��ی�ده��د J و I ب��ی��ن س��ه ح��داک��ث��ر ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک ت��ش��ک��ی��ل {I, Rx,Rxb, J}

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر زی��رح��ال��ت دو اک��ن��ون، .J ∩ xR ̸= ٠ و I ∩Rx ̸= ٠ ک��ن��ی��د ف��رض (4 ح��ال��ت
�و �ض� ع� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �اه �گ� آن� ،I ∩ J ̸= ٠ �ر اگ� .l.ann(J) ̸= ٠ �ا ی� r.ann(I) ̸= ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1 �ت �ال� �رح� زی�
در دو �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� ی��ک I − tR − J �ا ی� I − Rt− J �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �م. �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� را t ∈ I ∩ J �ر �ف� �اص� ن�
چ��ون .IJ = ٠ ل��ذا و I ∩ J = ٠ �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��م �وان� م��ی�ت� �ن��ون، اک� .d(I, J) = ٢ �ی��ج��ه �ت� درن� و اس��ت Ω(R)

،N(RI) ⊆ N(I)∪ {I} چ��ون اک��ن��ون، .d(RI, J) 6 ٣ ،6.5.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت، ای��ده�آل ی��ک RI

.d(I, J) 6 ٣ داری��م
Ω(R) از راس دو J و I �ون چ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .l.ann(J) = r.ann(I) = ٠ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (2 �ال��ت �رح� زی�
K �ر �ف� �اص� ن� �ده�آل ای� ی��ک اس��ت، اول �ر �ی� غ� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R چ��ون .r.ann(J) ̸= ٠ و l.ann(I) ̸= ٠ �د، �ن� �ت� �س� ه�
و I ∩K ̸= ٠ ک��ه �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �ی �ان� آس� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در .l.ann(K) ̸= ٠ �ک��ه �وری� ط� �ه ب� اس��ت �ود �وج� م�
ب��ی��ن س��ه ح��داک��ث��ر ط��ول ب��ه م��س��ی��ر ی��ک ت��ش��ک��ی��ل {I, I ∩K, J ∩K, J} م��ج��م��وع��ه�ي ب��ن��اب��رای��ن، .J ∩K ̸= ٠

.d(I, J) 6 ٣ درن��ت��ی��ج��ه و م��ی�ده��د J و I

X ⊆ R �ه��ی �ات� ن� �ه�ي �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه� �ه�ازاي ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض
داری��م. را زی��ر ل��م ای��ن��ص��ورت، در .ann(RXR) = ann(X) داری��م

�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� Ω(R) در راس �ک ی� I �ر اگ� �د. �اش� ب� �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .8.5.3 �م ل�
N(RIR) ∪ {RIR} = N(I) ∪ {I}

ی��ک ann(I) �ن��ص��ورت، ای� در ب��اش��د. Ω(R) در راس ی��ک I و �ت��ه �اف� ی� ک��اه��ش �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R �ن��ی��د ک� ف��رض
و 8.5.3 و 1.3.3 ل��م�ه��اي ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ن��ون، اک� ن��ی��س��ت. م��ج��اور ann(I) ب��ا I ع��لاوه، ب��ه اس��ت. Ω(R) در راس

داری��م. را زی��ر گ��زاره�ي ،2.3.3 ن��ت��ی��ج��ه

ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .9.5.3 گ��زاره
.diam(Ω(R)) ∈ {٢,∞} (1)

ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو داراي دق��ی��ق��اً R اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) (2)

داری��م. را زی��ر ق��ض��ی��ه�ي ش��ده، م��ط��رح گ��زاره�ه��اي ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون،
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ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .10.5.3 ق��ض��ی��ه
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢, ٣,∞} (1)

�ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �اه��ش ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک �ا ی� �د �اش� ب� اول �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک R �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Ω(R) (2)
ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً

ق��ب��ل م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ی��ی��ن را اس��ت، ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ه ه��ن��گ��ام��ی ،Ω(R) گ��راف ق��ط��ر ادام��ه، در
اس��ت. ض��روري زی��ر ل��م آن، از

در .I٢ = ٠ ب��اش��دک��ه R در ن��اص��ف��ر ای��ده�آل ی��ک I و ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .11.5.3 ل��م
اس��ت. م��ج��اور Ω(R) دی��گ��ر راس ه��ر ب��ا I ای��ن��ص��ورت،

ب��دون ب��اش��د. Ω(R) در راس��ی J ̸= I و I٢ = ٠ ک��ه ب��اش��د R در ن��اص��ف��ر ای��ده�آل ی��ک I ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
�ری��ن �م� ت� ،21] �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون، �ن� اک� .l.ann(J) ̸= ٠ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ان، �ره� ب� �ت �ی� �ل� ک� از �دن ش� �ه �ت� �اس� ک�
.x(I + J) = ٠ �ک��ه �وری� ط� �ه ب� اس��ت �ود �وج� م� x ∈ R∗ �رای��ن، �اب� �ن� ب� .l.ann(J) ∩ l.ann(I) ̸= ٠ داری��م ،[3T

اس��ت. م��ج��اور Ω(R) دی��گ��ر راس ه��ر ب��ا I ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه ای��ن��ص��ورت، در

ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر و ن��ی��م�اول آن اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه ی��ک ک��ه م��ی��ش��ود م��ش��اه��ده آس��ان��ی ب��ه
داری��م. را زی��ر گ��زاره 10.5.3 ق��ض��ی��ه و 9.5.3 گ��زاره ،11.5.3 ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، ب��اش��د.

ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. ن��ی��م�ج��اب��ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .12.5.3 گ��زاره
.diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١, ٢,∞} (1)

اول �ده�آل ای� دو �اً �ق� �ی� دق� �ا ب� �ه �ت� �اف� ی� �ش �اه� ک� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �د �ن� �ب� �م� �اه� ن� Ω(R) (2)
ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��ال

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ی��ی��ن را Ω(R) ک��م��ر ب��ع��د، ق��ض��ی��ه در

.gr(Ω(R)) ∈ {٣,∞} ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .13.5.3 ق��ض��ی��ه
�ورت �ص� �ن� ای� در �د، �اش� ب� R از �ر �ف� �اص� ن� �ه �رف� �ک�ط� ی� �ده�آل ای� �ه س� �ل �داق� ح� �ل �ام� ش� Ω(R) از راس �ک ی� �ر اگ� ب��ره��ان.
�ه �رف� �ک�ط� ی� �ده�آل ای� دو �ر �ث� �داک� ح� �ل �ام� ش� Ω(R) از راس �ر ه� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .gr(Ω(R)) = ٣
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�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� �ن�م� �دی� ب� .gr(Ω(R)) = ∞ �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� R از �ر �ف� �اص� ن�
از راس ه��ر و اس��ت م��ج��اور I٢ ب��ا I١ چ��ون ب��اش��د. Ω(R) در n ط��ول ب��ه دور ی��ک I١ − I٢ − · · · − In − I١

�ون، �ن� اک� .I١ ⊆ I٢ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ت، اس� R از �ر �ف� �اص� ن� �ه �رف� �ک�ط� ی� �ده�آل ای� دو �ر �ث� �داک� ح� �ل �ام� ش� Ω(R)

اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه I٢ ⊆ I٣ ی��ا I٣ ⊆ I٢ داری��م اس��ت، م��ج��اور I٣ ب��ا I٢ چ��ون

ب��اش��د. ی��ال ف��اق��د Ω(R) گ��راف ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��ش��خ��ص را ح��ل��ق��ه�ه��ای��ی ب��ع��د، گ��زاره در
و اگ��ر اس��ت ت��ه��ی Ω(R) ی��ال��ی م��ج��م��وع��ه�ي ای��ن��ص��ورت، در ب��اش��د. �ل��ق��ه ح� ی��ک R �ن��ی��د ک� ف��رض .14.5.3 گ��زاره

ب��اش��د: ب��رق��رار زی��ر گ��زاره�ه��اي از ی��ک��ی اگ��ر ت��ن��ه��ا
.|A(R)∗| = ١ (1)

ه��س��ت��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي K٢ و K١ ک��ه R ∼= K١ ×K٢ ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه (2)

اس��ت. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ي ی��ک K ک��ه R ∼= M٢(K) ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه (3)
ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان .|A(R)∗| ̸= ١ و ب��اش��د ت��ه��ی Ω(R) ی��ال��ی م��ج��م��وع��ه�ي ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
�ا ی� چ��پ ای��ده�آل ی��ک �وان �ن� ع� �ه ب� Ω(R) از راس ه��ر اس��ت، �ه��ی ت� Ω(R) �ال��ی ی� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� چ��ون اس��ت. �ن��ی �ی� آرت�
�ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �پ چ� �ده�آل ای� �ک ی� ،x ∈ R∗ �ه ک� Rx �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ال �م� �ی� �ن� �ی� م� �ت راس�
�وان �ن� ع� �ه ب� l.ann(x) �ی، �رف� ط� از .Rx ∼= R/l.ann(x) �ا �دول�ه� R-م� �وان �ن� ع� �ه ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �ت. اس� R در
اس��ت. چ��پ �ن��ی �ی� آرت� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R ،[5.3 گ��زاره ،21] ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �اب��رای��ن، �ن� ب� . اس��ت �ن��ی �ی� آرت� چ��پ R-م��دول
�ن��ی �ی� آرت� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R �اب��رای��ن، �ن� ب� اس��ت. راس��ت �ن��ی �ی� آرت� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان �اب��ه، م��ش� ط��ور ب��ه
در اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د Ω(R) گ��راف ،|A(R)∗| ̸= ١ و اس��ت ت��ه��ی Ω(R) ی��ال��ی م��ج��م��وع��ه�ي چ��ون اک��ن��ون، اس��ت.

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ح��ال��ت دو ،10.5.3 ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ص��ورت
ب��اش��د. P٢ و P١ م��ان��ن��د م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل دو دق��ی��ق��اً ب��ا ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض (1 ح��ال��ت
�ا ب� �ون، �ن� اک� .R = P١ + P٢ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ال �م� �ی� �س� �اک� م� �اي �ده�آل�ه� ای� P٢ و P١ �ت، اس� �ی �ن� �ی� آرت� R �ون چ�
ه��س��ت��ن��د. ب��خ��ش��ی ح��ل��ق��ه�ه��اي K٢ و K١ ک��ه R ∼= K١ ×K٢ ح��ل��ق��ه�ه��ا ع��ن��وان ب��ه ،[7.1 ت��م��ری��ن ،28] ب��ه ت��وج��ه
ب��ا اس��ت، آرت��ی��ن��ی R چ��ون ن��ی��س��ت. ت��ج��زی��ه�پ��ذی��ر R ب��ن��اب��رای��ن، ب��اش��د. اول ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض (2 ح��ال��ت
�ش��ی �خ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� ی��ک K �ه ک� R ∼= M٢(K) �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� ،[5.3 و 24.10 �اي �ه�ه� �ی� �ض� ق� ،28] �ه ب� �ه �وج� ت�

اس��ت.
اس��ت. ب��دی��ه��ی ب��رع��ک��س ق��س��م��ت
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δ : R −→ R �ع��ی �م� ج� �اش��ت �گ� ن� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� R �ه�ي �ق� �ل� ح� از �ی �ت� �خ� �ری� درون� ی��ک α �ر اگ� �ه ک� �د �اوری� �ی� ب� �اد ی� �ه ب�
ی��ک α �ی��د �ن� ک� ف��رض .a, b ∈ R ک��ه ،δ(ab) = δ(a)b + α(a)δ(b) �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ق �ت� �ش� α-م� ی��ک
�رب ض� �ا ب� R[x] �دول R-م� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� R از �ق �ت� �ش� α-م� �ک ی� δ و R �ه�ي �ق� �ل� ح� از �ی �ت� �خ� �ری� درون�
�اي �ه� �ه�ای� �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �وان �ن� ع� �ه ب� xr = α(r)x + δ(r) �ط��ه �اب� ض� �ا ب� �ده ش� �ا �ق� ال� �ر �ذی� �ع�پ� �وزی� ت� و �ر �ذی� �رک��ت�پ� ش�
�د �ن� چ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �اه �گ� آن� ،δ = ٠ �ر اگ� �ود. �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� R[x;α, δ] �اد �م� ن� �ا ب� و �ود �ی�ش� م� �ه �ت� �اخ� �ن� ش� �ب اری�
�د �ن� چ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ی �ان� �م� ه� α �ر اگ� �م. داری� را R[x;α] �ی �ت� �خ� �ری� درون� �وع ن� از �ب اری� �اي �ه� �ه�ای� �ل� �م� ج�
�د �ن� چ� �ه�ي �ق� �ل� ح� �اه �گ� آن� ،δ = ٠ و �د �اش� ب� �ی �ان� �م� ه� α �ر اگ� �م. داری� را R[x; δ] �ق �ت� �ش� م� �وع ن� از �ب اری� �اي �ه� �ه�ای� �ل� �م� ج�
�اع ارج� [28] و [27]، [21] �ه ب� را �ده �ن� �وان� خ� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ات �ی� �زی� ج� �راي ب� �م. داری� را R[x] �دار �ان� �ت� اس� �اي �ه� �ه�ای� �ل� �م� ج�
aα(a) = ٠ ،a ∈ R ه��ر ب��ه�ازاي ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ص��ل��ب R �ل��ق��ه�ي ح� از α درون��ری��خ��ت��ی ی��ک م��ی�ده��ی��م.
از α �ب �ل� ص� �ی �ت� �خ� �ری� درون� �ک ی� �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� �م� �ده �ی� �ام� ن� �ب �ل� α-ص� ،R �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� .a = ٠ �د ده� �ه �ج� �ی� �ت� ن�
،a, b ∈ R �ر ه� �ه�ازاي ب� �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� �م� �ده �ی� �ام� ن� �ار �ازگ� α-س� ،R �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� �د. �اش� ب� �ود �وج� م� R �ه�ي �ق� �ل� ح�
را Ω(R[x;α, δ])و Ω(R) ه��م��ب��ن��دي ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��ع��د، گ��زاره در .ab = ٠ ⇐⇒ aα(b) = ٠ ب��اش��ی��م داش��ت��ه

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی

�د. �اش� ب� R از �ت��ق �ش� α-م� ی��ک δ �ی��د �ن� ک� ف��رض و �اش��د ب� �ل��ب α-ص� �ق��ه�ي �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .15.5.3 گ��زاره
ب��اش��د. ه��م��ب��ن��د Ω(R[x;α, δ]) اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ه��م��ب��ن��د Ω(R) ای��ن��ص��ورت، در

�اف��ت��ه ی� ک��اه��ش �ل��ق��ه�ي ح� ی��ک R ،[4 ص��ف��ح��ه ،22] ب��ه ت��وج��ه �ا ب� اس��ت، �ل��ب α-ص� �ل��ق��ه�ي ح� ی��ک R چ��ون ب��ره��ان.
اول ای��ده�آل ه��ر و اس��ت ی��اف��ت��ه ک��اه��ش ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R[x;α, δ] ،[3.3 ق��ض��ی��ه ،27] ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون، اس��ت.
ب��ا ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. R در م��ی��ن��ی��م��ال اول ای��ده�آل ی��ک P ک��ه اس��ت P [x;α, δ] ف��رم ب��ه R[x;α, δ] در م��ی��ن��ی��م��ال

ب��اش��د. ه��م��ب��ن��د Ω(R[x;α, δ]) اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ه��م��ب��ن��د Ω(R) ،9.5.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده زی��ر ل��م از ادام��ه، در

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �ار �ازگ� α-س� و �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .16.5.3 �م ل�
ای��ن��ص��ورت در .I ∈ A(R[x;α])∗

.aI = Ia = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود a ∈ R∗ آن��گ��اه ،l.ann(I) ̸= ٠ اگ��ر (1)

.bI = Ib = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود b ∈ R∗ آن��گ��اه ،r.ann(I) ̸= ٠ اگ��ر (2)
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�م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ورت، �ص� �ن� ای� در .l.ann(I) ̸= ٠ و I ∈ A(R[x;α])∗ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (1) ب��ره��ان.
.gI = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه �ک��ن��ی��م ان��ت��خ��اب n درج��ه�ي ح��داق��ل از g = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n ∈ A(R[x;α])∗

anx
nbmx

m = ٠ داری��م ،gf = ٠ چ��ون .bm ̸= ٠ ک��ه f = b٠ + b١x+ · · ·+ bmx
m ∈ I∗ ک��ن��ی��د ف��رض

داری��م ،g وی��ژگ��ی �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� �ن��ون، اک� .bmgI = ٠ �ی��ج��ه �ت� درن� .anbm = ٠ �رای��ن �اب� �ن� ب� .anαn(bm) = ٠ �ذا ل� و
ای��ن ب��ا ب��اش��د ح��داک��ث��ر j ان��دی��س ک��ن��ی��د ف��رض اک��ن��ون، .bmai = aibm = ٠ ،i ه��ر ب��ه�ازاي ب��ن��اب��رای��ن، .bmg = ٠

ی��ک �ه ک� (anαn(bj) + an−١α
n−١(bj+١) + · · · )xn+j ̸= ٠ داری��م �ورت، �ص� �ن� ای� در .anbj ̸= ٠ ک��ه ش��رط

ب��رگ��ش��ت�پ��ذی��ر ح��ل��ق��ه�ي ی��ک R چ��ون ب��ه�ع��لاوه، .anI = ٠ ل��ذا و anf = ٠ ب��ن��اب��رای��ن، .gf = ٠ ب��ا اس��ت ت��ن��اق��ض
.Ian = ٠ اس��ت، α-س��ازگ��ار و

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه ،(1) ق��م��س��ت م��ش��اب��ه روش��ی ب��ه (2)

�م داری� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ار �ازگ� α-س� و �ر �ذی� �ت�پ� �ش� �رگ� ب� �ه�ي �ق� �ل� ح� �ک ی� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .17.5.3 �زاره گ�
.diam(Ω(R[x;α])) = ١ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١}

�اب��رای��ن، �ن� ب� .|A(R[x;α])∗| > ٢ م��ی�ش��ود �اه��ده م��ش� آس��ان .diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} �ی��د �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.
�ام �م� ت� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ∆ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ن� �اش� ب� Ω(R[x;α]) در �ز �ای� �م� �ت� م� راس دو J و I �ی��م �ن� ک� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی�ت� م�
�ل، �ب� ق� �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت، �ص� �ن� ای� در �د. �اش� ب� J �ر �اص� �ن� ع� �ب �رای� ض� �ام �م� ت� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� Λ و I �ر �اص� �ن� ع� �ب �رای� ض�
ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود c ∈ R∗ ،diam(Ω(R)) ∈ {٠, ١} چ��ون ه��س��ت��ن��د. Ω(R) راس�ه��اي RΛ و R∆

.diam(Ω(R[x;α])) = ١ ل��ذا و م��ج��اورن��د Ω(R[x;α]) در J و I ب��ن��اب��رای��ن، .c(R∆+RΛ) = ٠

�اه �گ� آن� ،|A(R)∗| = ١ �ر اگ� �ورت، �ص� �ن� ای� در .diam(Ω(R[x;α])) = ١ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �ک� �رع� ب�
ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��ن��د. Ω(R) در م��ت��م��ای��ز راس دو J و I ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م ب��ن��اب��رای��ن، .diam(Ω(R)) = ٠

R[x;α] راس�ه��اي T [x;α] و S[x;α] ای��ن��ص��ورت، در .T =
∑∞

i=٠Rαi(J)R و S =
∑∞

i=٠Rαi(I)R

.c(T [x;α]+S[x;α]) = ٠ ط��وری��ک��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود c ∈ R∗ ،diam(Ω(R[x;α])) = ١ چ��ون ه��س��ت��ن��د.
.diam(Ω(R)) = ١ ل��ذا و c(I + J) = ٠ ب��ن��اب��رای��ن،

داری��م: را زی��ر گ��زاره�ي ک��ارب��ردی��م، ب��ه 16.2.3 گ��زاره در ک��ه روش��ی و 10.4.3 ل��م ،12.1.3 گ��زاره ب��ه ت��وج��ه ب��ا

ای��ن��ص��ورت: در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض .18.5.3 گ��زاره
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Abstract

Let R be an associative ring with non-zero identity and M a non-zero unital left module over

R. In this thesis, we associate some graphs with these algebraic structures, and we investigate

some connections between the graph theoretic properties and algebraic theoretic properties.
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