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سپاس گزاری...

رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید ͬ مان هست که را ی΄تا پروردگار بی کران سپاس
معرفت و علم از خوشه چینͬ و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان هم نشینͬ به و کرد

ساخت. روزیمان را
زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از اجˁل معلم، منزلت و جای·اه ش بدون
تجلیل که آنجایی از اما بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، بی شائبه ی
سلامت و کند مͬ تامین را آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از سپاس معلم، از
لم ”من باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛ سپرده اند، دستش به که را امانت هایی

جل“، و ˁعز الʓˊه یش΄ر لم المخلوقین من المنعم یش΄ر
حسن با صدر، سعه کمال در که علیشاهͬ میثم دکتر آقای جناب ارجمند، استاد از
راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق

گرفتند؛ عهده بر را رساله این
و شعبانͬ دکتر آقای جناب جعفری راد، دکتر آقای جناب دلسوز؛ و فرزانه اساتید از

شدند؛ متقبل را رساله این داوری و مطالعه زحمت که آل هوز دکتر آقای جناب
من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم، معلم دو این عزیزم، مادر و ازپدر
یار زندگͬ عرصه های تمام در و گذشته اند غفلت هایم کنار از کریمانه و کشیده عفو قلم

بوده اند؛ من برای داشت بی چشم   یاوری و
که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهران و برادر از

بودند؛ من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در
بوده همراهم همیشه رساله این نوشتن در که بزرگوارم دوستان تمام از هم چنین و

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال نکردند، دریغ من از را گرمشان حضور و

ثانͬ ابیضͬ رویا
١٣٩٧ دی ماه

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی ثانͬ ابیضͬ رویا اینجانب
تحت ، کنسری ابرگرافهای رنگآمیزی درخصوص نتایجͬ عنوان با رساله نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد علیشاهͬ میثم راهنمایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا رساله، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology ” یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه ”

رسید.
در بوده اند، تاثیرگذار رساله اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت رساله از مستخرج مقالات
استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده
دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته
ثانͬ ابیضͬ رویا
١٣٩٧ دی ماه

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون رساله این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
اثبات این کرد. اثبات توپولوژی΄ͬ ابزارهای به کارگیری با را کنسر حدس ١٩٧٨ سال در لواژ
ترکیبیات در شود. متولد توپولوژی΄ͬ ترکیبیات نام به ترکیبیات از جدیدی شاخه ی شد باعث
معادل نسخه های و اولام برسوک قضیه ی به ویژه توپولوژی ابزارهای به کارگیری با توپولوژی΄ͬ،
ͬ گیرند. م قرار مطالعه مورد ابرگراف ها و گراف ها رنگ آمیزی ͬ های ویژگ عمده به صورت آن،
اشتراک عدم یا اشتراک به نحوی که است r‐ی΄نواخت ابرگراف ی KGr(H) کنسر ابرگراف

ͬ کند. م کدگذاری را H ابرگراف در یال ها
برای منصفانه نقصانͬ رنگ پذیری عدد نام به جدید ترکیبیاتͬ پارامتر ی رساله، این در ما
ابرگراف های رنگͬ عدد برای پایینͬ کران پارامتر، این اساس بر و ͬ کنیم م تعریف ابرگراف ها
بهترین غالب از ما دقیق پایین کران که ͬ کنیم م ثابت هم چنین ͬ کنیم. م معرفͬ کنسری
نشان مثال ارایه با علاوه براین، ͬ کند. م عمل بهتر χ(KGr(H)) برای موجود پایین کران های
مانند شده شناخته پایین کران های بهترین از برخͬ با ما پایین کران مقدار تفاوت که ͬ دهیم م
علیشاهͬ‐ پایین کران و (٢٠٠٢) زی·لر پایین کران ،(١٩٩٢) دلنی΄وف‐کریز پایین کران
پایین، کران این از استفاده با باشد. بزرگ دلخواه اندازه ی به ͬ تواند م (٢٠١۵) ͬ ابوالحسن حاج

ͬ کنیم. م تعیین نیز را گراف ها از خانواده ای رنگͬ عدد
ͬ کنیم م اثبات کنسری ابرگراف های رنگ آمیزی هر در را رنگارنگ زیرابرگراف وجود ادامه، در
ما ͬ کند. م تقویت را (٢٠١٧) علیشاهͬ نتیجه ی و (٢٠١۴) میونیر نتیجه  ی مانند قبلͬ نتایج که
نتایجͬ دقیق تر، به عبارت ͬ دهیم. م توسیع کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب به را نتایج این
ͬ کنیم م ارایه کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب در رنگارنگ زیرابرگراف های وجود خصوص در
کران ی هم چنین، است. (٢٠١۶) ͬ ابوالحسن‐میونیر حاج نتیجه ی برای تعمیمͬ ͽواق در که
کران از ͬ تواند م که ͬ دهیم م ارایه کنسر ابرگراف های رسته ای ضرب رنگͬ عدد برای جدید پایین
خانواده ی پایین، کران این از استفاده با باشد. بهتر بسیار ͬ ابوالحسن‐میونیر حاج پایین
غنͬ هستند، صادق ابرگراف ها) به هدتنیمͬ حدس (تعمیم ژو حدس در که را ابرگراف هایی

ͬ کنیم. م

رنگارنگ، زیرابرگراف نقصانͬ، رنگͬ عدد رنگͬ، عدد کنسری، ابرگراف های کلیدی: کلمات
هدتنیمͬ حدس رسته ای، ضرب

ک
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پیش گفتار
گسسته هندسه ترکیبیات، در مهمͬ نتایج جبری توپولوژی ش·فت انگیز کاربردهای از استفاده با
مساله ای که را (١٩۵۵) کنسر حدس ١٩٧٨ سال در لواژ است. شده  اثبات کامپیوتر علوم و
به کارگیری با ندارد، توپولوژی به ارتباطͬ هیچ ظاهر در و است متناهͬ مجموعه های درباره ی
استفاده با که است نتایجͬ مهم ترین و اولین از ی΄ͬ قضیه این کرد. اثبات توپولوژی ابزارهای
ابزارهای از استفاده با ترکیبیاتͬ مساله ی حل است. آمده به دست توپولوژی ابزارهای از
شدن متولد باعث و کرد باز ترکیبیاتͬ مسایل حل سوی به پنجره ای لواژ، توسط توپولوژی

شد. توپولوژی΄١ͬ ترکیبیات نام به ترکیبیات در جدیدی شاخه ی
ابزارهای به ترکیبیات و گراف مسایل حل برای زیادی محققین گذشته، دهه ی سه طͬ در
نتایج اکثر است ذکر قابل شدند. حل روش بدین بسیاری مسایل و آوردند روی توپولوژی
مسایل لواژ، توسط حاصل نتیجه جمله از توپولوژی΄ͬ، ترکیبیات حیطه ی در آمده به دست
برسوک‐ قضیه نام به توپولوژی΄ͬ ابزارهای از خاصͬ نوع به کارگیری با را گراف رنگ آمیزی

داده اند. قرار مطالعه مورد آن معادل نسخه های یا و اولام٢
برآن ترکیبیات، و گراف مسایل درحل توپولوژی΄ͬ ابزارهای به کارگیری موفقیت به توجه با
ابرگراف های رنگ آمیزی آن، معادل های نسخه و برسوک‐اولام قضیه کارگیری به با که شدیم

آوریم. به دست زمینه این در نتایجͬ و دهیم قرار مطالعه مورد را کنسری
ابرگراف های و گراف ها ͬ کنیم، م ارایه را نیاز مورد نمادگذاری های و مفاهیم اول، فصل در
و گراف ها رنگ آمیزی زمینه در آمده به دست نتایج از برخͬ و ͬ کنیم م معرفͬ را کنسری

ͬ کنیم. م مرور گرفته اند، به کار را توپولوژی΄ͬ ابزارهای که کنسری ابرگراف های
در که را منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد نام به جدید ترکیبیاتͬ پارامتر ی دوم، فصل در
از استفاده با که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ است، نقصانͬ رنگͬ عدد بهبود یافته ی ͽواق
کریز ،(١٩٨٨) دلنی΄وف توسط شده ارایه پایین های کران ͬ توان م منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد
مجاز رنگ آمیزی هر در که ͬ کنیم م ثابت هم چنین، داد. بهبود را (٢٠٠٢) زی·لر و ،(١٩٩٢)
آمده به دست نتیجه ی یعنͬ دارد، وجود بزرگ رنگارنگ زیرابرگراف ی کنسری، ابرگراف های

ͬ بخشیم. م بهبود نیز را (٢٠١۴) میونیر توسط
1topological combinatorics
2Borsuk-Ulam



پیش گفتار
در نتایجͬ ͬ پردازیم. م کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب مطالعه ی به سوم، فصل در
کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب رنگ آمیزی در بزرگ رنگارنگ زیرابرگراف های وجود مورد
ی هم چنین، ͬ دهد. م تعمیم را (٢٠١۶) ͬ ابوالحسن‐میونیر حاج نتیجه ی که ͬ کنیم م ارایه
نشان و ͬ کنیم م ارایه کنسر ابرگراف های رسته ای ضرب رنگͬ عدد برای جدید پایین کران
(٢٠١۶) ͬ ابوالحسن‐میونیر حاج پایین کران از بهتر بسیار ͬ تواند م پایین کران این که ͬ دهیم م
حدس در که را ابرگراف هایی خانواده پیشنهادی، پایین کران به کارگیری با نهایت، در باشد.

ͬ دهیم. م گسترش هستند، صادق هدتنیمͬ) حدس ابرگرافͬ (نسخه ژو



١ فصل
مقدمات

پردازیم. مͬ رساله در نیاز مورد نمادگذاری های و تعاریف مفاهیم، معرفͬ به ابتدا فصل، این در
پس ͬ کنیم. م مرور شدند، معرفͬ کنسری گراف های آن نتیجه ی در که را کنسر حدس سپس،
ترکیبیات پایه ی که را، لواژ‐کنسر قضیه از اثبات دو کنسری، ابرگراف های و گراف ها معرفͬ از
ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی تاریخͬ سیر نهایت، در ͬ کنیم. م بیان است، توپولوژی΄ͬ

ͬ کنیم. م بررسͬ است، لواژ‐کنسر قضیه از تعمیم هایی شامل که را کنسری

مقدماتͬ تعاریف ١ . ١
و گراف نظریه ی در استاندارد ریاضͬ نمادگذاری های و تعاریف از خلاصه ای قسمت، این در
ͬ کنیم. م بیان جداگانه قسمت دو در داریم، نیاز آن ها به رساله در که را توپولوژی چنین هم
ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی مورد در ویژه به صورت که را دی·ری نمادگذاری های و تعاریف

کرد. خواهیم معرفͬ رساله طͬ در تدریج به نیز شده اند، مطرح کنسری



مقدمات ٢

گراف نظریه ی در نیاز مورد نمادگذاری های و مفاهیم ١ . ١ . ١
و متناهͬ مجموعه ی آن در که Hاست = (V (H), E(H)) مرتب زوج ی ،H مانند ابرگراف١ ی
ابریال٣  های مجموعه E(H) مجموعه ی و ͬ شود م نامیده ابرگراف راس٢  های مجموعه V (H) ناتهͬ
این از راحتͬ، برای است. V (H) مجموعه ی ناتهͬ زیر مجموعه های از خانواده ی ابرگراف،

ͬ نامیم. م یال همان را ابریال پس
ابرگراف ی H ابرگراف باشد، V (H) از r‐عضوی زیرمجموعه های از خانواده ای E(H) اگر
نامیده  ساده گراف ی ٢‐ی΄نواخت ابرگراف ی خاص، حالت در است. r‐ی΄نواخت۴

است. ساده گراف همان گراف، از منظور پس، این از ͬ شود. م
داده نمایش H[X] با که ،X ⊆ V (H) مجموعه توسط تولید شده H القایی۵ زیرابرگراف

است. {e ∈ E(H) : e ⊆ X} یال های مجموعه و X رئوس مجموعه با ابرگرافͬ ͬ شود، م
V١, ..., Vr مجموعه های به به گونه ای بتوان را r‐ی΄نواخت ابرگراف ی رئوس مجموعه اگر
ی مذکور، ابرگراف باشد، داشته بر در را Vi مجموعه ی هر از راس ی دقیقاً یال هر که کرد افراز
ابرگراف کامل، r‐بخشͬ r‐ی΄نواخت ابرگراف ی است. r‐بخش۶ͬ r‐ی΄نواخت ابرگراف
در اگر هم چنین، باشد. داشته بر در را مم΄ن یال های تمام که است r‐بخشͬ r‐ی΄نواخت

ابرگراف آن باشد، برقرار ∣∣∣|Vi | − |Vj |
∣∣∣ ≤ ١ رابطه ی ،i, j ∈ [r] هر به ازای r‐بخشͬ، ابرگراف ی

است. متعادل٧
ی ،H ابرگراف از t‐رنگ آمیزی٨ ی ،t مثبت صحیح عدد و H دلخواه ابرگراف برای
است t‐رنگ پذیر٩ صورتͬ در H ابرگراف است. {١,٢, ..., t} مجموعه ی به V (H) از نگاشت
را ابرگراف رئوس مجموعه بتوان که است مجاز١٠ رنگ آمیزی ی دارای دی·ر عبارت به یا
حالت در نباشد. تک رنگ یال شامل ابرگراف که کرد رنگ آمیزی متمایز رنگ t با به گونه ای
مجاور راس دو هر ،G گراف از t‐رنگ آمیزی ی در اگر گفت ͬ توان م گراف ها مورد در خاص
که ،H ابرگراف رنگ١١ͬ عدد است. مجاز مذکور رنگ آمیزی باشند، داشته متمایز تصویرهای
ابرگراف که است t مانند مثبت صحیح عدد کوچ ترین برابر ͬ شود، م داده  نمایش χ(H) با
ابرگراف یعنͬ باشد نداشته وجود tای چنین H ابرگراف برای اگر باشد. t‐رنگ پذیر مذکور

است. بی نهایت H ابرگراف رنگͬ عدد گوییم باشد، تک عضوی یال دارای
1hypergraph
2vertex
3hyperedge
4r-uniform
5induced subhypergraph
6r-uniform r-partite hypergraph
7balanced
8t-coloring
9t-colorable
10proper coloring
11chromatic number



٣ مقدماتͬ تعاریف
آن در رنگͬ کلاس های اندازه تفاوت باشد که داشته مجازی آمیزی t‐رنگ ابرگراف ی اگر
ببینید). را [٣٣ ،٣٢]) دارد منصفانه١٢ tـرنگ آمیزی ی ابرگراف آن گوییم باشد، ی حداکثر
مانند نگاشتͬ ،G گراف از ,n)‐رنگ آمیزی d) ی ،n ≥ d ≥ ١ صحیح اعداد به ازای
d ≤ رابطه ی ،xy ∈ E(G) یال هر به ازای که شرط این با است c : V (G) → {١, ..., n}
χc(G) نماد با که ،G مانند گراف ی دوری١٣ رنگͬ عدد باشد. برقرار |c(x) − c(y)| ≤ n − d

باشد. ,n)‐رنگ آمیزی d) ی دارای G که است n/dهایی اینفیمم برابر ͬ شود، م داده نشان
عدد بنابراین است. مینیمم همان ͽواق در تعریف، این در اینفیمم که شده است داده نشان

است. گویا عدد ی گراف، ی دوری رنگͬ
ͬ شود، م داده نمایش N [u] با که ،u مانند راس ی بسته همسای·ͬ ،G = (V,E) گراف برای
برابر ،χl(G) ،G = (V,E) گراف موضع١۴ͬ رنگͬ عدد است. {u} ∪ {v : uv ∈ E} مجموعه ی
ابرگراف ها به را گراف ها موضعͬ رنگͬ عدد تعریف [٢۶] میونیر١۵ است. min

c
max
v∈V
|c(N [v])|

،V از X زیرمجموعه ی و H = (V,E) ابرگراف برای اگر داد: تعمیم چنین
N (X) = {v : ∃e ∈ E; e \ X = {v}} و N [X] = X ∪N (X)

χl(H) = min
c

max
e∈E,v∈e

|c(N [e \ {v}])| با برابر H ابرگراف موضعͬ رنگͬ عدد این صورت در باشد،
است.

از راس هر بسته ی همسای·ͬ در شده ظاهر رنگ های گراف، ی از رنگ آمیزی ی در اگر
رنگارنگ، زیرگراف ی در اگر است. رنگارنگ١۶ زیرگراف آن باشند، متفاوت زیرگراف ی رئوس

است. رنگارنگ١٧ کاملا زیرگراف باشد، متفاوت رنگ های دارای رئوس تمام
U١ , . . . , Ur بخش های Hبا کامل r‐بخشͬ ابرگراف برای مجاز رنگ آمیزی ی c کنید فرض
عبارت به یا ب·یرند، متفاوت رنگ های Ui درون راس های ،i ∈ [r] هر به ازای آن در و باشد

است. رنگارنگ H ابرگراف گوییم این صورت در ،|c(Ui)| = |Ui | ،i ∈ [r] هر به ازای دقیق تر

توپولوژی΄ͬ ترکیبیات در نیاز مورد نمادگذاری های و مفاهیم ١ . ١ . ٢

به رساله این در که توپولوژی΄ͬ ترکیبیات در نمادگذاری ها و تعاریف از برخͬ قسمت این در
ببینید). را [٢٣] ͬ توانید م بیش تر اطلاعات (برای شده اند گردآوری داریم، نیاز آن ها

با r مرتبه از دوری١٩ ضربی١٨ گروه ی رساله این در Zr از منظور ،r صحیح عدد به ازای
12equitable t-coloring
13circular chromatic number
14local chromatic number
15Meunier
16colorful
17completely colorful
18multiplicative
19cyclic



مقدمات ۴
به عنوان را آن ͬ توان م که سادک٢٠ͬ، ͽمجتم ی .Zr = {ω, ω٢, . . . , ωr} یعنͬ است، ω مولد
است (V,K) مانند مرتبی زوج گرفت، نظر در توپولوژی΄ͬ فضای ی یا ترکیبیاتͬ موجود ی
V ناتهͬ زیرمجموعه های از خانواده  ی K و است متناهͬ و ناتهͬ مجموعه ی ی V آن در که
مجموعه ی است. B ∈ K آن گاه باشد، ∅ ̸= B ⊆ A اگر ،A ∈ K هر به ازای به طوری که است
(V,K) سادکͬ ͽمجتم سادک های٢١ مجموعه و رئوس مجموعه ترتیب به K خانواده ی و V

به  بدون ،V =
∪

A∈K

A فرض گرفتن نظر در با و نمادگذاری در راحتͬ برای ͬ شوند. م نامیده
K سادک مجموعه از تنها ،(V,K) سادکͬ ͽمجتم به جای ͬ توان م ابهامͬ، هیچ آمدن وجود
است. max

F∈K
|F | − ١ برابر ͬ شود، م داده نمایش dim(K) با که K سادکͬ ͽمجتم بعد٢٢ برد. نام

راس های که است سادکͬ ͽمجتم ی ͬ شود، م داده نمایش sdK با که   K پایه٢٣ زیرتقسیم
ترتیب که هستند K سادکͬ ͽمجتم از زنجیرهایی آن سادک های و هستند K سادک های آن
از که است زنجیرهایی تمام شامل خانواده ای sdK دی·ر، عبارت به است. شمول برحسب

ͬ آیند. م به دست شمول ترتیب با K سادکͬ ͽمجتم سادک های
سادکͬ ͽمجتم ی ͬ شود، م داده نمایش C ∗K با که K و  C سادکͬ ͽمجتم دو تلفیق٢۴

است: زیر سادک های مجموعه و V (C) ⊎ V (K) رئوس مجموعه با
{
F ⊆ V (C) ⊎ V (K) : F ̸= ∅, F ∩ V (C) ∈ C ∪ {∅} و F ∩ V (K) ∈ K ∪ {∅}

}
.

رئوس اگر ،M و L ،K سادکͬ مجتمͽ های به ازای یعنͬ است، شرکت پذیر تلفیق عمل وضوح به
ͽمجتم دو این شوند، برچسب گذاری دوباره (K ∗ L) ∗M و K ∗ (L ∗M) سادکͬ مجتمͽ های
نماد ͬ توان م نباشد، مهم رئوس نام اگر موضوع، این به توجه با بود. خواهند ی΄سان سادکͬ
n‐تایی٢۵ تلفیق برد. به کار (K ∗ L) ∗M یا K ∗ (L ∗M) نماد دو هر به جای را K ∗ L ∗M

مجزا نسخه ی n تلفیق از که است سادکͬ ͽمجتم ی ͬ شود، م داده نمایش K∗n با که ،K
را K∗n رئوس مجموعه ͬ توان م ،K∗n رئوس مجدد برچسب گذاری با ͬ آید. م به دست K از
i اندیس ،(v, i) ∈ V (K)× [n] راس هر به ازای آن در که گرفت نظر در V (K)× [n] مجموعه ی

است. شده گرفته نظر در K نسخه ی iامین از راسͬ عنوان به v راس که ͬ دهد م نشان 
و Zp رئوس مجموعه با سادکͬ ͽمجتم ی به عنوان را Zp ͬ توان م ،p اول عدد برای
سادکͬ ͽمجتم ی Z∗n

p وضوح به گرفت. نظر در {
{ω}, {ω٢}, . . . , {ωp}

} سادک های مجموعه
ناتهͬ زیرمجموعه های تمام آن سادک های مجموعه که است Zp × [n] رئوس مجموعه با
(ε, i) ∈ A ،ε ی برای حداکثر ،i ∈ [n] هر به ازای که شرط این با ͬ شود م شامل را A ⊆ Zp× [n]

ی΄ͬ (Zp∪{٠})n مجموعه ی{٠}\ با را Z∗n
p سادکͬ ͽمجتم توان مͬ مشاهدات این بنابر باشد.

20simplicial complex
21simplex set
22dimension
23barycentric subdivision
24join
25n-fold join



۵ جبری توپولوژی از استفاده با کنسری ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی تاریخچه 
A 7−→ (x١ , . . . , xn) تناظر ͬ توان م ،Z∗n

p در A سادک هر ازای به دی·ر عبارت به گرفت. نظر در
است. xi = ٠ غیراین صورت در و xi = ε باشد، (ε, i) ∈ A اگر که گرفت نظر در این گونه را
با سادکͬ ͽمجتم ی σp−١

s−١ است، ١ ≤ s < p که s صحیح عدد و p اول عدد به ازای چنین هم
Zp از ناتهͬ زیرمجموعه های تمام شامل آن سادک های مجموعه که است Zp رئوس مجموعه

است. s حداکثر اندازه ی با
از نگاشت ی ،f : C → K سادک٢۶ͬ نگاشت از منظور ،K و C سادکͬ ͽمجتم دو برای
Zp اگر باشد. K از سادک ی C سادک های از ی هر تصویر به طوری که است V (K) به V (C)

به ازای ͬ کند، م تصویر ε · v به را v که ε : C → C نگاشت و کند عمل C سادکͬ ͽمجتم روی
اگر است. سادکͬ ͽمجتم‐Zp ی C سادکͬ ͽمجتم باشد، سادکͬ نگاشت ی ε ∈ Zp هر
εها ∈ Zp \ {١} به وسیله ی که سادکͬ نگاشت های از هیچ ی تحت سادکͬ ͽمجتم‐Zp ی
ͬ شود. م گفته آزاد٢٧ سادکͬ ͽمجتم‐Zp آن به باشد، نداشته ثابتͬ سادک ͬ شود، م ساخته
سادکͬ ͽمجتم‐Zp دو به ازای است. Zp گروه ی΄ه ی عضو این جا، در ١ از منظور که کنید توجه
f(ε · v) = ε · f(v) ،v ∈ V (C) و ε ∈ Zp هر به ازای f : C → K سادکͬ نگاشت در اگر ،K و C

به پس این از راحت تر، بیان برای ͬ شود. م گفته Zp‐متقارن٢٨ سادکͬ نگاشت آن به باشد،
ͬ گوییم. م سادک٢٩ͬ Zp‐نگاشت Zp‐متقارن، سادکͬ نگاشت

کنسری ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی تاریخچه  ١ . ٢
جبری توپولوژی از استفاده با

و گراف زبان به که کرد بیان مجموعه ها نظریه در را مساله ای ١٩۵۵ سال در [١٩] کنسر٣٠
١٩٧٨ سال در را کنسر حدس [٢٢] لواژ٣٢ است. کنسر٣١ گراف رنگͬ عدد کردن پیدا ترکیبیات
روی به دریچه ای لواژ توسط کنسر حدس اثبات کرد. اثبات توپولوژی ابزارهای از استفاده با
روش های به کارگیری اخیر دهه ی سه در آن نتیجه ی  در و کرد باز ترکیبیات و گراف مسایل

گرفت. قرار محققین توجه مورد ترکیبیات در توپولوژی
نتایج و برسوک‐اولام قضیه نام به توپولوژی ابزارهای از خاصͬ نوع نقش زمینه، این در
برسوک‐ قضیه است. اهمیت مورد کنسری ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی در آن معادل
جهان به را مقدماتͬ جبری توپولوژی که است توپولوژی ابزارهای پرکاربردترین از ی΄ͬ اولام
چندین دارای زیرا است خاصͬ اهمیت دارای جبری توپولوژی در قضیه این ͬ دهد. م ارایه بیرون

26simplicial map
27free
28Zp-equivariant
29simplicial Zp-map
30Kneser
31Kneser graph
32Lovász



مقدمات ۶
کاربردهای مهم تر همه از و زیاد تعمیم های بسیار، متفاوت اثبات های متفاوت، معادل نسخه
آن ͬ توان م که برسوک‐اولام، قضیه ی معروف نسخه های از ی΄ͬ است. جذاب و توجه قابل
نقطه ی f : Sn → Rn پیوسته   نگاشت هر برای که ͬ کند م بیان سپرد، ذهن به راحتͬ به را
Sn = {x ∈ Rn+١ : ||x|| = ١} که کنید توجه .[٢٣] دارد وجود f(x) = f(−x) شرط با x ∈ Sn

است. +n)‐بعدی ١) کره ی
برسوک‐ قضیه که را کنسری ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی تاریخچه ی قسمت، این در

ͬ کنیم. م مرور گرفته اند، به کار را آن معادل نسخه های و اولام

کنسری ابرگراف های و گراف ها معرفͬ
n و k کنید ”فرض : [١٩] نمود مطرح مجموعه ها نظریه ی در را زیر مساله ١٩۵۵ سال در کنسر
زیرمجموعه های تمام را Nk و عضو n با مجموعه ای را N است؛ k ≤ n که باشند طبیعͬ عدد دو
به باشد M مانند مجموعه ای به Nk از نگاشتͬ f کنید فرض ب·یرید؛ نظر در N از k ‐عضوی
M اعضای تعداد را m(k, n, f) است؛ f(K١) ̸= f(K٢) آن گاه باشد، K١ ∩K٢ = ∅ اگر طوری که
 m٠ = m٠(k) اعداد k ثابت عدد برای کنید ثابت دهید. قرار minf m(k, n, f) برابر را m(k, n) و
این جا در است؛ m(k, n) = n − m٠ ،n ≥ n٠ برای به طوری که دارند وجود n٠ = n٠(k) و
برقرار نیز تساوی حالت در نامساوی دو هر احتمالا است؛ n٠(k) ≥ ٢k − ١ و  m٠(k) ≥ ٢k − ٢

هستند.“
را  [n] کرد. بیان گراف زبان به را مساله ͬ توان م متفاوت، نمادگذاری ی از استفاده با
تمام مجموعه ی ،([n]k ) از منظور ب·یرید؛ نظر در {١,٢, ..., n} مجموعه ی برای نمادگذاری ی
Nk =

([n]
k

) این صورت در ،N = [n] دهید قرار است. [n] مجموعه ی از عضوی k زیرمجموعه های
دو ب·یرید. نظر در KG(n, k) کنسر گراف رئوس مجموعه عنوان به را ([n]

k

) مجموعه  است.
راس دو این با متناظر عضوی  k مجموعه های که مجاورند هم با صورتͬ در گراف این از راس
در که است آمده دست به گراف از رنگ آمیزی ی f نگاشت این صورت، در باشند. مجزا هم از
حدس است. مذکور گراف رنگͬ عدد محاسبه ی کنسر سوال ͽواق در و رنگ هاست تعداد M آن

است. χ(KG(n, k)) = n− ٢k + ٢ از عبارت n ≥ ٢k − ١ به ازای کنسر
،KG(n, ١) کنسر گراف های به ͬ توان م است، بدیهͬ آن ها رنگͬ عدد که کنسر گراف های از
KG(n, ١) کنسر گراف که دید ͬ توان م دقت کمͬ با کرد. اشاره KG(٢k, k) و KG(٢k − ١, k)
و است یال بدون گرافͬ KG(٢k−١, k) کنسر گراف است؛ n رنگͬ عدد با Kn کامل گراف همان
نتیجه در و است تطابق ی KG(٢k, k) کنسر گراف نهایت در و است؛ ١ آن رنگͬ عدد درنتیجه
همان یا KG(۵,٢) کنسر گراف ͬ توان م جالب، کنسر گراف های از است. ٢ برابر آن رنگͬ عدد
به راحتͬ آمده است، ١ . ١ ش΄ل در که گراف این بررسͬ با برد. نام را پترسن٣٣ معروف گراف
نیز کافͬ تعداد این که است لازم رنگ ٣ حداقل گراف این رنگ آمیزی برای که دید ͬ توان م
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٧ جبری توپولوژی از استفاده با کنسری ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی تاریخچه 
هست.

KG(۵,٢) یا پترسن گراف :١ . ١ ش΄ل

تعریف چنین کنسر حدس تعمیم  مطالعه ی نتیجه ی در r‐ی΄نواخت کنسری ابرگراف های
شدند:

این که به شرط ،r و  k ،n صحیح اعداد به ازای .(KGr(n, k) کنسر (ابرگراف ١ . ٢ . ١ [n])تعریف
k

) رئوس مجموعه با r‐ی΄نواخت ابرگراف ی KGr(n, k) کنسر گراف باشد، n ≥ rk و r ≥ ٢
است. ([n]k ) مجموعه ی از مجزا دو به دو rتایی های تمام شامل آن یال های مجموعه که است

دی·ر به عبارت
E(KGr(n, k)) = {{e١, . . . , er} : ei ⊆ [n]; |ei| = k;∀i ̸= j ∈ [r], ei ∩ ej = ∅} .

V (H) که ،H = (V (H), E(H)) دلخواه ابرگراف برای .(KGr(H) کنسر (ابرگراف ١ . ٢ . ٢ تعریف
که است ابرگرافͬ KGr(H) کنسری ابرگراف  ،r ≥ ٢ صحیح عدد و است، متناهͬ مجموعه ای

با: است برابر ترتیب به آن یال های و رئوس مجموعه
V (KGr(H)) = E(H),

E(KGr(H)) = {{e١, ..., er} : e١, ..., er ∈ E(H), ei ∩ ej = ∅ ∀i ̸= j}.

اگر که داشت توجه باید ͬ کنیم. م استفاده KG(H) نماد از ،KGr(H) جای به ،r = ٢ برای
است. KGr(n, k) کنسر گراف همان  KGr(H) گراف باشد، H = ([n],

([n]
k

)
)

رنگ آمیزی بررسͬ با که است این کنسری گراف های رنگ آمیزی مورد در توجه قابل نکته
گراف هر زیرا داده ایم قرار بررسͬ مورد را گراف ها تمام رنگͬ عدد ͽواق در کنسری، گراف های
تناظر ی ،G گراف از KG(H) کنسری نمایش ی است. کنسری٣۴ نمایش چندین دارای
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مقدمات ٨
مجاورند G گراف از راس دو به طوری که است  G گراف رئوس و Hابرگراف یال های بین دوسویه

باشند. مجزا H ابرگراف در راس دو آن  با متناظر یال های اگر وتنها اگر
و V (G) = {v١, · · · , vn} رئوس مجموعه با G گراف از کنسری نمایش ی ارایه برای
رئوس مجموعه با H ابرگراف .E(Ḡ) = {e١, · · · , em} دهید قرار E(G) یال های مجموعه

یال های مجموعه و V (H) = {v١, · · · , vn} ∪ {e١, · · · , em}

E(H) =
{
{vi} ∪ (

∪
vi∈ ek

{ek})|i = ١, · · · , n}
یال و {vi} ∪ {ek|vi ∈ ek} یعنͬ vi راس با متناظر یال ،H ابرگراف در ͬ گیریم. م نظر در را
یالͬ به ازای G گراف در که هستند مجزا صورتͬ در {vj}∪{ek|vj ∈ ek} یعنͬ vj راس با متناظر
طرفͬ از باشند. مجاور G گراف در راس دو این دی·ر عبارت به یا باشند vi, vj ∈ e ،e مانند
هستند. مجزا H ابرگراف در متناظر یال های به وضوح ،G گراف در مجاور راس دو هر به ازای
تعداد به ͬ توان م که داشت توجه باید است.  G گراف برای کنسری نمایش ی KG(H) بنابراین
ایجاد KG(H) کنسر گراف در تغییری بدون این که کرد اضافه H ابرگراف به تنها راس دلخواه

آورد. به دست G گراف از کنسری نمایش بیشمار ͬ توان م راحتͬ به لذا و شود

آن از اثبات دو و لواژ‐کنسر قضیه
کرد. اثبات جذاب بسیار روشͬ با را کنسر حدس [٢٢] لواژ شد، ذکر این از پیش که همان طور
جبری توپولوژی از استفاده با را KG(n, k) کنسر گراف رنگͬ عدد مساله، این حل برای او
اثبات بود، مطرح باز مساله ی ی عنوان به سال ٢٣ که کنسر حدس نتیجه، در کرد. محاسبه

شد.
داریم: ،n ≥ ٢k − ١ و k > ٠ ازای به .([٢٢] لواژ‐کنسر (قضیه ١ . ٢ . ١ قضیه

χ(KG(n, k)) = n− ٢k + ٢.
کار، این برای است. n− ٢k + ٢ حداکثر کنسر گراف رنگͬ عدد که دید ͬ توان م راحتͬ به

ب·یرید: نظر در را زیر رنگ آمیزی F ∈
([n]
k

) راس هر برای
χ(F ) := min{min(F ), n− ٢k + ٢}.

فرض است. χ(F ) ∈ {١,٢, ..., n − ٢k + ٢} ،F ∈ ([n]
k

) مجموعه هر برای  فوق آمیزی رنگ در
χ(F ) = χ(F ′) = i < n − ٢k + ٢ اگر باشند. داشته ی΄سان رنگ F ′ و F مجموعه دو کنید
χ(F ) = χ(F ′) = n − ٢k + ٢ اگر نیستند. مجزا  F ′ F و که است واض این صورت در باشد،
{n−٢k+٢, ..., n}عضوی ٢k− ١ مجموعه ی از زیرمجموعه هایی F ′ و F این صورت در باشد،
ی رنگ، n−٢k+٢ با KG(n, k) برای فوق رنگ آمیزی لذا، نیستند. مجزا بنابراین و هستند

است. χ(KG(n, k)) ≤ n− ٢k + ٢ بنابراین و است مجاز رنگ آمیزی



٩ جبری توپولوژی از استفاده با کنسری ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی تاریخچه 
χ(KG(n, k)) ≥ n − ٢k + ٢ رابطه ی اثبات لواژ‐کنسر، قضیه در سخت قسمت اما
کران محاسبه ی برای متعددی اثبات های کرد، اثبات را کنسر حدس لواژ این که از پس است.
بیان را کنسر حدس برای کوتاه اثبات دو اثبات ها، این بین از شد. ارایه χ(KG(n, k)) پایین
تعمیم یافته قضیه ی یعنͬ برسوک‐اولام قضیه ی نسخه های از ی΄ͬ از آن ها اثبات در که ͬ کنیم م
که اثبات هاست ساده ترین از ی΄ͬ اول اثبات است. شده استفاده لیوسترنی‐اشنایرلمن٣۵
ارایه گیل٣٨ لم از استفاده با و [٩] باران٣٧ͬ توسط دوم اثبات و شده ارایه [١٧] گرین٣۶ توسط

است. شده
با {γ(t)|t ∈ R} خم شویم. آشنا لحظه ای٣٩ خم با که است لازم گرین، اثبات بیان برای
اثبات در که خم این کلیدی ویژگͬ زیر لم در است. Rd در لحظه ای خم γ(t) = (t, t٢, · · · , td)

شده است. آورده است، نیاز آن به لیوسترنی‐اشنایرلمن تعمیم یافته قضیه
ͬ کند. نم ͽقط نقطه d از بیش در را Rd در  γ لحظه ای خم ابرصفحه ای هیچ .١ . ٢ . ١ لم

آن در که a١x١ + a٢x٢ + · · · + adxd = b معادله ی در h مانند Rd در ابرصفحه ی برهان.
قرار h ابرصفحه ی در γ(t) خم از نقطه ای اگر بنابراین، ͬ کند. م صدق است، (a١, · · · , ad) ̸= ٠
γ(t) خم آن ها به ازای که t از مقادیری یعنͬ این است.  a١t+ a٢t٢+ · · ·+ adt

d = b آن گاه ب·یرد،
از p(t) = (Σd

i=١aiti)− b چندجمله ای معادله ی حقیقͬ ریشه های ͬ کند، م ͽقط را h ابرصفحه ی
ͽتقاط d از بیش بنابراین و دارد ریشه d حداکثر چندجمله ای چنین هستند. d حداکثر درجه ی

ͬ افتد. نم اتفاق

مجموعه ی n + ١ با Sn اگر .([١٧] لیوسترنی‐اشنایرلمن تعمیم یافته (قضیه ١ . ٢ . ٢ قضیه
در که Ai ∩ (−Ai) ̸= ∅ که دارد وجود iای آن گاه باشد، شده پوشانده A١, ..., An+١ بسته  یا باز

است. −Ai = {x| − x ∈ Ai} آن
را d مقدار ،KG(n, k) دلخواه کنسر گراف برای .([١٧] لواژ‐کنسر(گرین قضیه از اول اثبات
گذرنده ابرصفحه هر که را X ⊆ Sd عضوی n مجموعه ی دهیم. مͬ قرار n − ٢k + ١ برابر
مجموعه، این وجود برای ب·یرید. نظر در است،  X از نقطه d شامل حداکثر Sd مرکز از
KG(n, k) رئوس کنیم. تصویر Sd کره روی را Rd در لحظه ای خم روی نقطه n است کافͬ
در ی΄سان X نقاط با را [n] اعضای دی·ر عبارت (به ب·یرید نظر در (

X
k

) مجموعه ی همان را
رنگ n − ٢k + ١ حداکثر با KG(n, k) از مجاز رنگ آمیزی ی که کنیم فرض ب·یرید). نظر
چنین را A١, ..., Ad مجموعه های و ͬ کنیم م انتخاب را رنگ آمیزی ها این از ی΄ͬ دارد. وجود
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مقدمات ١٠
در i رنگ با F ∈ (

X
k

) k‐تایی ی حداقل اگر دارد قرار Ai در x ∈ Sd نقطه ͬ کنیم: م تعریف
ͬ دهیم م قرار نهایت در باشد. داشته قرار x مرکز به H(x) = {y ∈ Sd : ⟨x, y⟩ > ٠} باز نیم΄ره

.Ad+١ = Sd \ (A١ ∪ ... ∪An)

از استفاده با است. بسته مجموعه ای Ad+١ و باز مجموعه های A١, ..., Ad که است واض
دارند. وجود x,−x ∈ Ai که x ∈ Sd و i ∈ [d+ ١] لیوسترنی‐اشنایرلمن، قضیه

در دی·ری و H(x) باز نیم کره در ی΄ͬ که i رنگ با مجزا kتایی مجموعه دو باشد، i ≤ d اگر
مجاز کنسر گراف رنگ آمیزی که است معنͬ بدین این دارند. وجود است، H(−x) باز نیم کره

است. نبوده
دربردارند. را X از نقطه k − ١ حداکثر هرکدام H(−x) و H(x) باشد، i = d + ١ اگر
شامل حداقل مبدا) از گذرنده ابرصفحه ای با Sd (اشتراک Sd \ (H(x) ∪ H(−x)) بنابراین

است. تناقض در X انتخاب با که است X از نقطه n− ٢k + ٢ = d+ ١
کنیم. بیان را زیر کم΄ͬ لم که داریم نیاز اثبات، دومین ارائه ی از قبل

نقطه ٢k+ d از X ⊂ Sd مجموعه ی ،k ≥ ١ هر و d ≥ ٠ هر به ازای .([١۶] گیل (لم ١ . ٢ . ٢ لم
است. X از نقطه  k حداقل شامل Sd باز نیم کره هر که دارد وجود

ͬ دهیم م قرار n−٢k برابر را d ،KG(n, k) گراف برای .([٩] (بارانͬ لواژ‐کنسر قضیه از دوم اثبات
ی΄ͬ شده ، گرفته نظر در گرین اثبات در که بعدی از شده گرفته نظر در این جا در که (بعدی
[n] مجموعه اگر است. صادق گیل لم در که باشد مجموعه ای X ⊂ Sd کنیم فرض است). کم تر
هستند. X از kتایی زیرمجموعه های KG(n, k) رئوس مجموعه ب·یریم، نظر در ی΄سان را  X و
شده انتخاب KG(n, k) از مجاز d)‐رنگ آمیزی + ١) ی و نباشد برقرار ح΄م کنیم فرض
مجموعه ی حداقل اگر ͬ کنیم: م تعیین چنین را A١, ..., Ad+١ ⊆ Sd مجموعه های باشد.
در را x ∈ Sd باشد، داشته قرار x مرکز به H(x) باز نیم کره در i رنگ با F ∈

(
X
k

) k‐تایی

kتایی زیرمجموعه ی ی شامل حداقل H(x) هر گیل، لم بنابر که آن جا از ͬ دهیم. م قرار Ai

لیوسترنی‐اشنایرلمن، قضیه بنابر ͬ دهند. م تش΄یل Sd برای پوشش ی A١, ..., Ad+١ است،
kتایی مجزای مجموعه ی دو بنابراین، باشند. x,−x ∈ Ai که دارند وجود x ∈ Sd و i ∈ [d+ ١]
تناقض در رنگ آمیزی بودن مجاز با که دارند وجود H(−x) در دی·ری و  H(x) در ی΄ͬ i رنگ با

است.
از قوی تری نسخه ی شود، استفاده گیل لم شده ی تقویت نسخه ی از فوق اثبات در اگر

ͬ آید. م به دست است، آمده  ادامه در که اس΄رایور۴٠، قضیه یعنͬ لواژ‐کنسر قضیه ی
(یعنͬ باشند نداشته وجود S ∈

([n]
k

) مجموعه در n پیمانه۴١ به متوالͬ عضو دو هیچ اگر
نماد است. پایدار۴٢ مجموعه ی  ی S ،(١ ̸∈ S آن گاه  ،n ∈ S اگر و i+ ١ ̸∈ S آن گاه ،i ∈ S اگر

40Schrijver’s theorem
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١١ جبری توپولوژی از استفاده با کنسری ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی تاریخچه 
ͬ بریم. م کار به [n] پایدار k‐عضوی زیرمجموعه های خانواده برای را ([n]

k

)
stab

از: است عبارت اس΄رایور، گراف اس΄رایور). (گراف ١ . ٢ . ٣ تعریف
SG(n, k) = KG

((
[n]

k

)
stab

)
.

است. KG(n, k) کنسر گراف از القایی زیرگراف ی ،SG(n, k) اس΄رایور گراف
وجود چنان S ⊂ Sd ٢k)‐عضوی + d) زیرمجموعه ی شده). تقویت گیل (لم ١ . ٢ . ٣ لم
ی شامل باز نیم کره هر ،[n] و X بین مناسب ی΄سان سازی ی گرفتن نظر در با که دارد

باشد. [n] از پایدار k‐تایی زیرمجموعه
داریم ،n ≥ ٢k ≥ ٠ برای .([٢٧] اس΄رایور (قضیه ١ . ٢ . ٣ قضیه

χ(SG(n, k)) = χ(KG(n, k)) = n− ٢k + ٢.
است، KG(n, k) گراف از راس‐بحران۴٣ͬ زیرگراف ی SG(n, k) که داد نشان اس΄رایور

ͬ یابد. م کاهش گراف رنگͬ عدد SG(n, k) از راس هر حذف با یعنͬ

لواژ‐کنسر قضیه  ی از هایی تعمیم
ͬ کنیم. م مرور را کنسری ابرگراف های رنگ آمیزی خصوص در نتایج برخͬ قسمت این در

عدد و H = (V (H), E(H)) دلخواه ابرگراف برای KGr(H) کنسری ابرگراف های مطالعه ی
برای بالا کران ی [١۵] اردیش شد. آغاز [١۵] اردیش توسط ١٩٧۶ سال در r ≥ ٢ صحیح
کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد زد حدس و داد ارایه KGr(n, k) کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد
در است، لواژ‐کنسر قضیه از تعمیمͬ ͽواق در که حدس این است. کران همین برابر احتمالا

شد. اثبات [٧] لواژ و فرانکل۴۵ آلن۴۴، توسط ١٩٨۶ سال
داریم n ≥ rk و r ≥ ٢ که r و k ،n صحیح اعداد برای .([٧] لواژ و فرانکل (آلن، ۴ . ١ . ٢ قضیه

χ(KGr(n, k)) =

⌈
n− r(k − ١)

r − ١
⌉
.

،[١٣] r = ٢ برای (دلنی΄وف دلنی΄وف‐کریز کران مهم، و توجه قابل تعمیم های از ی΄ͬ
توسط r = ٢ ازای به عدد این است. نقصان۴۶ͬ r‐رنگ پذیری عدد برحسب ([٢٠] کریز

شد. معرفͬ [٢٠] کریز۴٨ توسط دلخواه r بازای و [١٣] دلنی΄وف۴٧
43vertex-critical
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مقدمات ١٢
‐r عدد ،H ابرگراف و r صحیح عدد برای نقصانͬ). r‐رنگ پذیری (عدد ۴ . ١ . ٢ تعریف
راسͬ تعداد کم ترین ͬ شود، م داده نمایش cd

r
(H) نماد با که H ابرگراف نقصانͬ رنگ پذیری

است. r‐رنگ پذیر ͬ مانده  باق رئوس روی القایی ابرگراف ،H ابرگراف از آن ها حذف با که است
دی·ر عبارت به

cdr(H) = min{|Y | : Y ⊆ V (H), χ(H[V (H) \ Y ]) ≤ r}.

داریم r ≥ ٢ صحیح عدد و H دلخواه ابرگراف برای دلنی΄وف‐کریز). (قضیه ۵ . ١ . ٢ قضیه
χ(KGr(H)) ≥

⌈
cdr(H)
r − ١

⌉
.

قضیه ،
⌈
cdr(H)
r − ١

⌉
≥

⌈
n− r(k − ١)

r − ١
⌉

و cdr(KG(n, k)) = n − r(k − ١) این که به توجه با
دهد. مͬ تعمیم را لواژ و فرانکل آلن، قضیه ی در شده ارایه کران دلنی΄وف‐کریز

است قضیه ای تعمیم ها این از ی΄ͬ است. یافته تعمیم مختلفͬ روش های به مذکور نتیجه ی
کاملا زیرگراف های وجود درباره ͬ فن۵١ ک قضیه ی از استفاده با [٣٠] تاردوش۵٠ و سیمون۴٩ͬ که
به دست گراف ها موضعͬ رنگͬ عدد برای پایینͬ کران آن نتیجه ی در که دادند ارایه رنگارنگ

است.  آمده
.d = cd٢(H) و باشد ابرگراف ی H کنید فرض .([٣٠] تاردوش و (سیمونͬ ۶ . ١ . ٢ قضیه
ی دلخواه)، C (به ازای {١,٢, ..., C} رنگ های با KG(H) از مجاز رنگ آمیزی هر به ازای
دارد وجود مختلف رنگ d با KG(H) از K⌈d/٢⌉,⌊d/٢⌋ رنگارنگ کاملا کامل دوبخشͬ زیرگراف

تناوبند. در آن ها طبیعͬ ترتیب با متناظر دوبخشͬ، زیرگراف بخش دو بین رنگ ها که
تناوبی عدد و بردار تناوبی عدد مانند جدیدی مفاهیم ،[۴] ͬ ابوالحسن حاج و علیشاهͬ
موجود کران های و قضیه ها از برخͬ توانستند مفاهیم این از استفاده با و کردند معرفͬ گراف
اولام، برسوک قضیه ی ترکیبیاتͬ نسخه ی تاکر، لم بستن کار به با آن ها دهند. بهبود را
قضیه تناوبی، عدد معرفͬ از پس دادند. بهبود تناوبی عدد برحسب را دلنی΄وف‐کریز کران

ͬ کنیم. م بیان را ابوالحسن علیشاهͬ‐حاجͬ
ضربی دوری گروه ی Zr = {ω, ω٢

, . . . , ω
r} ،r صحیح عدد به ازای که ͬ کنیم م یادآوری

زیردنباله ی ،X = (x١, ..., xn) ∈ (Zr ∪ {٠})n دنباله ی به ازای است. ω مولد با r اندازه ی از
باشد xij

̸= ٠ ،j ∈ [m] هر به ازای اگر ب·یرید. نظر در را ١ ≤ i١ < · · · < im ≤ n با xi١ , . . . , xim
متناوب۵٢ زیردنباله ی ی مذکور زیردنباله ی به باشد، xij ̸= xij+١ ،j ∈ [m − ١] هر به ازای و

ͬ شود. م گفته X از
49Simonyi
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١٣ جبری توپولوژی از استفاده با کنسری ابرگراف های و گراف ها رنگ آمیزی تاریخچه 
بزرگ ترین اندازه ی ͬ شود، م داده نمایش alt(X) نماد با ،که ۵٣X بردار تناوبی عدد
alt(٠) ،٠ = (٠, . . . , ٠) صفر بردار برای هم چنین است. X دنباله ی از متناوب زیردنباله ی
در برداری X = (ω۴, ٠, ω٢, ω, ٠, ω, ω٣, ω) اگر مثال به عنوان است. شده تعریف صفر برابر

است. ۵ برابر alt(X) باشد، (Z۴ ∪ {٠})n
با ب·یرید. نظر در را X

ε
= {i : xi = ε} ،ε ∈ Zr و X = (x١ , . . . , xn) ∈ (Zr ∪ {٠})n به ازای

بنابراین بالعکس. و ͬ کند م مشخص را X فردی به منحصر به طور ،(Xε)
ε∈Zr

rتایی تعریف، این
بردار ناصفر درایه های تعداد نشان دهنده ی |X| نماد .X =

(
X

ε)
ε∈Zr

نوشت ͬ توان م تعریف،
تنها و اگر است X ⊆ Y ،X,Y ∈ (Zr ∪ {٠})n بردار دو برای .|X| = ∑

ε∈Zr

|Xε | یعنͬ X است،
باشد. Xε ⊆ Y

ε ،ε ∈ Zr هر به ازای اگر
H ابرگراف تناوبی عدد rامین ،σ : [n] −→ V (H) دوسویی نگاشت و H ابرگراف برای
با X ∈ (Zr ∪ {٠})n بردار ی که است k مم΄ن مقدار بیش ترین برابر σ جای·شت با متناظر
عبارت به باشد. E(H[σ(Xi)]) = ∅ ،i ∈ [r] هر به ازای به طوری که باشد موجود  alt(X) = k

دی·ر
alt

r

σ
(H) = max

{
alt(X) : E(H[σ(Xε

)]) = ∅,∀ε ∈ Zr

}
.

تعریف بدین صورت ͬ شود، م داده نمایش alt
r
(H) با که ۵۴H ابرگراف تناوبی عدد rامین

ͬ شود: م
altr(H) = min

σ
altrσ(H),

(برای ͬ شود م انتخاب σ : [n] −→ V (H) دوسویی نگاشت های تمام بین از مینیمم که
alt٢(H) نماد جای به راحتͬ برای پس این از کنید). مراجعه [۴] به ͬ توانید م بیش تر جزئیات

ͬ کنیم. م استفاده alt(H) از
برسوک‐ قضیه ترکیبیاتͬ (نسخه ی Zp‐تاکر لم از استفاده با [۴] ͬ ابوالحسن حاج و علیشاهͬ

کردند. اثبات را زیر قضیه ی اولام)،
صحیح عدد و H دلخواه ابرگراف هر برای .([۴] ͬ ابوالحسن حاج و (علیشاهͬ ١ . ٢ . ٧ قضیه

داریم r ≥ ٢
χ(KGr(H)) ≥

⌈
|V (H)| − altr(H)

r − ١
⌉
.

در نامساوی این هم چنین، است. |V (H)| − altr(H) ≥ cdr(H) که ͬ شود م دیده راحتͬ به
است. قوی تری کران دلنی΄وف‐کریز، کران به نسبت فوق کران لذا، است. اکید ͽمواق بیشتر
پایین کران از استفاده با را گراف ها از خانواده چندین رنگͬ عدد ͬ ابوالحسن حاج و علیشاهͬ

.[٣] آوردند به دست مذکور
53alternation number of vectorX
54r-alternation number of hypergraphH



مقدمات ١۴
مجاورت که است f : V (G)→ V (H) نگاشت ی ،H گراف به G گراف از همریخت۵۵ͬ ی
نمایش ζ(G) با که G گراف در تناوب۵۶ به وابسته عدد ، G گراف برای ͬ کند. م حفظ را رئوس

با است برابر ͬ شود م داده
ζ(G) = max

H
{|V (H)| − alt(H) : KG(H)←→ G}.

نیز را ۶ . ١ . ٢ قضیه ی تناوب، به وابسته عدد از استفاده با ͬ ابوالحسن حاج و علیشاهͬ
دادند: تعمیم بدین صورت

هر برای باشد. گراف ی  G کنید فرض ͬ ابوالحسن[۴]). حاج و (علیشاهͬ ١ . ٢ . ٨ قضیه
دوبخشͬ زیرگراف ی دلخواه)، C (به ازای {١,٢, ..., C} رنگ های با  G از دلخواه رنگ آمیزی
بین رنگ ها که دارد وجود متفاوت رنگ ζ(G) با  G از K⌈ζ(G)/٢⌉,⌊ζ(G)/٢⌋ رنگارنگ کاملا کامل

تناوبند. در آن ها طبیعͬ ترتیب با متناظر دوبخشͬ، زیرگراف بخش دو
عددی  χ(G) و χ(G) = ζ(G) اگر ،G دلخواه گراف به ازای که ͬ شود م نتیجه قضیه این از
خانواده ای رنگͬ عدد توانستند کران این از استفاده با ها آن است. χc(G) = χ(G) باشد، زوج

.[٣] کنند تعیین را گراف ها از
کنسر ابرگراف از مجاز رنگ آمیزی هر در p اول عدد به ازای این که اثبات با ،[٢۶] میونیر
بخشید. بهبود را ١ . ٢ . ٨ قضیه  ی دارد، وجود بزرگ p‐بخشͬ رنگارنگ زیرابرگراف ی KGp(H)

هر باشد. دلخواه ابرگراف ی H و اول عددی p کنید فرض .([٢۶] (میونیر ١ . ٢ . ٩ قضیه
‐p ابرگراف ی شامل دلخواه) t (به ازای ١, ..., t رنگ های با KGp(H) از c مجاز رنگ آمیزی

است. صادق زیر شرایط در که است U١, ..., UP بخش های با کامل p‐بخشͬ ی΄نواخت
دارد. راس |V (H)| − altp(H) ابرگراف این •

است. ی΄ͬ حداکثر |Uj | مقادیر تفاوت ،j = ١, ..., p به ازای •
دارند. متمایز رنگ های Uj رئوس ،j هر به ازای •

عدد به ازای KGp(H) کنسر ابرگراف موضعͬ رنگͬ عدد برای کرانͬ قضیه، این نتیجه ی در
شد. معرفͬ p اول

داریم p اول عدد هر به ازای باشد، ابرگراف ی H کنید فرض .([٢۶] (میونیر ١ . ٢ . ١٠ قضیه
χl(KGp(H)) ≥ min

(⌈
|V (H)| − altp(H)

p

⌉
+ ١,

⌈
|V (H)| − altp(H)

p− ١
⌉)

.
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٢ فصل
رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ

کنسری ابرگراف های

پایین هایی کران به ͬ توان م کنسری، ابرگراف های رنگͬ عدد برای پایین  ها کران  مهم ترین از
این در کرد. اشاره شده اند، ارایه نقصانͬ رنگͬ عدد نام به ترکیبیاتͬ پارامتر ی اساس بر که
تعریف منصفانه١ نقصانͬ رنگͬ عدد نام به جدید ترکیبیاتͬ پارامتر ی ابرگراف ها برای فصل،
رنگͬ عدد اصلاح شده ی نسخه ی ͽواق در که منصفانه نقصانͬ رنگͬ ازعدد استفاده با ͬ کنیم. م
کریز ،(١٩٨٨) دلنی΄وف توسط نقصانͬ رنگͬ عدد براساس که  را پایین هایی کران  است، نقصانͬ
برای پایینͬ کران دقیق تر، عبارت به ͬ دهیم. م بهبود شده اند، ارایه (٢٠٠٢) زی·لر و ،(١٩٩٢)
که ͬ کنیم م ارایه شدند، معرفͬ زی·لر توسط که تعمیم یافته، کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد
علاوه بر ͬ دهد. م بهبود اساسͬ به طور را کریز و دلنی΄وف پایین کران به ویژه و زی·لر پایین کران
وجود نیز ابرگراف ها از خانواده هایی است، زی·لر پایین کران خوبی به همواره کران این این که
باشد. بزرگ دلخواه اندازه ی به ͬ تواند م پایین کران دو این مقدار تفاوت آن ها در که دارند
نقصانͬ رنگͬ عدد ͬ دهیم م نشان ابرگراف ها از خانواده ای برای که است ذکر قابل هم چنین،
این در ͬ که درحال ͬ کند، فراهم م ابرگراف ها این رنگͬ عدد برای دقیقͬ پایین کران منصفانه
علیشاهͬ‐ پایین کران حتͬ و دلنی΄وف‐کریز پایین کران با رنگͬ عدد مقدار تفاوت ابرگراف ها
مجاز رنگ آمیزی هر در که کنیم مͬ ثابت علاوه بر این، است. بی کران (٢٠١۵) ͬ ابوالحسن حاج

1equitable colorability defect



کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ ١۶
توسط آمده به دست نتیجه ی یعنͬ دارد، وجود رنگارنگ زیرابرگراف ی کنسری ابرگراف های

ͬ کنیم. م تقویت نیز را (٢٠١۴) میونیر

اصلͬ نتایج و مقدمه ٢ . ١
سپس ͬ کنیم. م معرفͬ را ابرگراف ی منصفانه ی نقصانͬ r‐رنگ پذیری عدد ابتدا بخش این در
نشان و ͬ کنیم م بیان است، به دست آمده جدید ترکیبیاتͬ پارامتر این از استفاده با که را نتایجͬ

ͬ دهد. م بهبود را میونیر و زی·لر دلنی΄وف‐کریز، نتایج نتایج، این چ·ونه که ͬ دهیم م

به اختصار را آن پس این از ابرگرافHکه منصفانه ی نقصانͬ r‐رنگ پذیری عدد .٢ . ١ . ١ تعریف
از آن ها حذف با که است H ابرگراف از راس تعداد کم ترین برابر ͬ دهیم، م نمایش ecdr(H) با

دارد. منصفانه r‐رنگ آمیزی ی ͬ مانده  باق رئوس روی القایی زیرابرگراف ،H ابرگراف

ecdr(H) = n−max

{
r∑

j=١
|Nj | : Nj ⊆ [n];∀j ∈ [r], E(H[Nj ]) = ∅;

∀i ̸= j,Ni ∩Nj = ∅ و است منصفانه مجموعه ای {N١, . . . , Nr}

}
.

r‐رنگ پذیری عدد از استفاده با [٢٠] کریز و [١٣] r = ٢ برای دلنی΄وف که دیدیم ١ فصل در
لواژ‐ قضیه تعمیم خود که ،KGr(n, k) رنگͬ عدد برای آلن‐فرانکل‐لواژ پایین کران نقصانͬ
در دادند. تعمیم KGr(H) کنسر ابرگراف های به خوبی به را است، ابرگرافͬ حالت به کنسر
برای که شد اثبات است، لواژ‐کنسر قضیه ی تعمیم های ͬ ترین اصل از ی΄ͬ که تعمیم این
کنسر ابرگراف رنگͬ عدد برای پایینͬ کران

⌈
cdr(H)
r − ١

⌉
،r ≥ ٢ صحیح عدد و H دلخواه ابرگراف

r‐رنگ پذیری عدد حسب بر دلنی΄وف‐کریز پایین کران از بهبودی ذیل در است. KGr(H)

آورده است، (٢ . ١ . ٣ (قضیه فصل این اصلͬ نتایج از ی΄ͬ مستقیم نتیجه ی که منصفانه نقصانͬ
است. شده

داریم: ،(r ≥ ٢) r صحیح عدد و H دلخواه ابرگراف ازای به .٢ . ١ . ١ قضیه
χ(KGr(H)) ≥

⌈
ecdr(H)
r − ١

⌉
.

بهبود درستͬ به را دلنی΄وف‐کریز پایین کران بالا قضیه ی که ͬ دهد م نشان زیر مثال
اختلاف آن ها در که است شده فراهم مثال هایی فصل این آخر بخش در علاوه بر این، ͬ بخشد. م
بزرگ دلخواه اندازه ی به ͬ تواند م بالا در ارایه شده پایین کران از دلنی΄وف‐کریز پایین کران

باشد.



١٧ اصلͬ نتایج و مقدمه
را H = H(n, k, a) است، rk − ١ ≤ a < n که a و k ،n صحیح اعداد به ازای .٢ . ١ . ١ مثال
ب·یرید: نظر در است شده تعریف زیر در که یال هایی مجموعه و [n] رئوس مجموعه با ابرگرافͬ

E(H) =
{
e ⊆ [n] : |e| = k و e ̸⊆ {n− a+ ١, . . . , n}}.

که ͬ کنیم م اثبات ٢ . ١ . ١ قضیه در شده ارایه پایین کران از استفاده با فصل این آخر بخش در
است. χ (KGr(H)) =

⌈
n− a

r − ١
⌉

پایین (کران نقصانͬ رنگͬ عدد از استفاده با که است این مذکور مثال مورد در جالب نکته ی
ͬ ابوالحسن) علیشاهͬ‐حاج پایین (کران H ابرگراف تناوبی عدد حتͬ یا دلنی΄وف‐کریز)
قابل آورد. به دست KGr(H) کنسر ابرگراف رنگͬ عدد برای مناسبی پایین کران ͬ توان نم
علیشاهͬ‐ پایین کران KGr(F) رنگͬ عدد برای ،F دلخواه ابرگراف به ازای که است ذکر
ͬ کند م عمل بهتر دلنی΄وف‐کریز پایین کران از (F تناوبی عدد حسب (بر ͬ ابوالحسن حاج
برای نیز دی·ری مثال های ٢ . ٣ . ٢ بخش در ͬ شود). م ارایه بیش تری جزئیات ٢ . ٣ . ٢ بخش (در

شده اند. فراهم پایین کران های این مقایسه ی
آن در که را s = (s١, . . . , sn) صحیح بردار و r صحیح عدد ،H = ([n], E(H)) ابرگراف
rتایی٢ (چند)مجموعه ی در اگر ب·یرید. نظر در باشد، ١ ≤ si < r ،i ∈ [n] هر به ازای و r ≥ ٢
تکراری (اعضای شود ظاهر Nj مجموعه های از تا si در حداکثر i ∈ [n] هر {N١, . . . , Nr}

که ͬ کنیم م یادآوری ͬ گوییم. م ٣ s‐مجزا مجموعه ی ی آن به ͬ آوریم)، م حساب به نیز را
ی΄سان نمونه ی چند مجموعه، برخلاف آن در که است مجموعه مفهوم از تعمیمͬ چندمجموعه
چندمجموعه ی در عضو آن تعداد عنصر، ی تعدد و باشند چندمجموعه ی عضو ͬ توانند م
مجزا دو به دو تعریف معادل بودن ,١)‐مجزا . . . , ١) که داشت توجه باید است. نظر مورد

است.
r‐رنگ عدد و KGr

s(H) s‐مجزا کنسر ابرگراف  به را کنسر ابرگراف تعریف [٣۶] زی·لر
ابرگراف  داد. تعمیم بدین صورت s‐مجزا نقصانͬ r‐رنگ پذیری عدد به را نقصانͬ پذیری
با r‐ی΄نواخت (چندگانه) ابرگراف ی ͬ شود، م داده نمایش KGr

s(H) با که s‐مجزا، کنسر
است: زیر یال های مجموعه و E(H) رئوس مجموعه

E(KGr
s(H)) =

{
{e١, . . . , er} : ei ∈ E(H),است s‐مجزا چندمجموعه ی ی {e١, . . . , er}

}
.

از برخͬ است مم΄ن و نیست مجموعه ی لزوما KGr
s(H) یال هر ،s بردار وجود خاطر به

ͬ تواند م مجموعه از منظور پس این از باشند.  r اندازه ی از چندمجموعه  ی KGr
s(H) یال  های

ابرگراف همان KGr
s(n, k) s‐مجزای کنسر ابرگراف ،KGr

s(H) تعریف با باشد. مجموعه چند
با که H ابرگراف s‐مجزای نقصانͬ r‐رنگ پذیری عدد هم چنین، است. KGr

s

(
[n],

([n]
k

))
2r-(multi) set
3s-disjoint



کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ ١٨
ͬ شود: م تعریف بدین صورت ͬ شود، م داده نمایش cdrs(H)

cdrs(H) = n̄−max

{
r∑

j=١
|Nj | : Nj ⊆ [n];∀j ∈ [r], E(H[Nj ]) = ∅;

است s‐مجزا مجموعه ای {N١, . . . , Nr}

}
,

.n̄ = n̄(s) =
n∑

i=١
si آن در که

توسیع چنین s‐مجزا کنسر ابرگراف های به را دلنی΄وف‐کریز پایین کران [٣٧ ،٣۶] زی·لر
داد:

χ(KGr
s(H)) ≥

⌈
cdrs(H)
r − ١

⌉
, (٢ . ١)

r است. صحیح عدد اول عامل بزرگ ترین µ(r) آن در که باشد، max
i∈[n]

si < µ(r) ͯ که شرط به
ͬ دهد. م نتیجه را دلنی΄وف‐کریز پایین کران به وضوح زی·لر پایین کران که کنید توجه
KGr(H) همان KGr

s(H) این صورت در دهیم، قرار (١, . . . , ١) مقدار برابر را s بردار است کافͬ
رنگͬ عدد پایین، کران این از استفاده با هم چنین زی·لر است. cdr(H) همان cdrs(H) و

کرد. تعیین s صحیح بردار چند برای را KGr
s(n, k) s‐مجزای کنسر ابرگراف های

لواژ‐کنسر قضیه  مورد در که مهم تعمیم های دی·ر از شد، ذکر ١ فصل در که همان طور
مجاز رنگ آمیزی در بزرگ رنگارنگ کامل دوبخشͬ زیرگراف های وجود به مربوط است، مطرح
،١١ ،١٠ ،۴]) باشد داشته خاصͬ توپولوژی΄ͬ پایین کران رنگͬ عدد که شرط این با است گراف ها
با رنگارنگ زیرگراف ی وجود ۶ . ١ . ٢ قضیه در [٣٠] تاردوش و سیمونͬ ببینید). را [٣٠ ،٢٩ ،٢٨
نتیجه این توسیع های از برخͬ کردند. تضمین KG(H) مجاز رنگ آمیزی هر در را راس cd٢(H)
اولین ابرگراف ها رنگ آمیزی در رنگارنگ زیرابرگراف های وجود ببینید. [٢٨ ،۴] در ͬ توانید م را
با را سیمونͬ‐تاردوش نتیجه ی [٢۶] میونیر گرفت. قرار مطالعه مورد [٢۶] میونیر توسط بار
اثبات ͽواق در او داد. تعمیم KGp(H) کنسر ابرگراف های به باشد، اول عددی p این که شرط
زیرابرگراف ی شامل KGp(H) از مجاز رنگ آمیزی هر ،H ابرگراف و p اول عدد برای که کرد

است: صادق زیر شرایط در که است V١, . . . , Vp بخش های با p‐ی΄نواخت p‐بخشͬ

،
p∑

i=١
|Vi| = cdp(H) •

است. ||Vi| − |Vj || ≤ ١ ،i, j ∈ [p] هر به ازای •
دارند. متمایز رنگ های Vj رئوس ،j ∈ [p] هر به ازای •

نتیجه ی هم چنین و شد ذکر رنگارنگ زیرگراف وجود مورد در بالا در که نتایجͬ است ذکر قابل
است. شده داده توسیع [٢] در ی΄نواخت ابرگراف های مورد در میونیر



١٩ اصلͬ نتایج و مقدمه
١ ≤ si < r شرط با صحیح بردار ی s = (s١, . . . , sn) و صحیح مقدار دو n و r کنید فرض
باشد، ی حداکثر |Nj | مقادیر تفاوت اگر ،N١, . . . , Nr ⊆ [n] مجموعه های به ازای باشد.
مجموعه این اگر هم چنین، است. منصفانه مجموعه ی ی {N١, . . . , Nr} (چند)مجموعه ی

ͬ گوییم. م منصفانه  s‐مجزای مجموعه ی مذکور، مجموعه ی به باشد، مجزا s و منصفانه
منصفانه۴ نقصانsͬ‐مجزای r‐رنگ پذیری عدد ،H = ([n], E(H)) ابرگراف برای .٢ . ١ . ٢ تعریف

: ͬ کنیم م تعریف چنین ͬ دهیم، م نمایش ecdrs(H) با که را

ecdrs(H) = n̄−max

{
r∑

j=١
|Nj | : Nj ⊆ [n];∀j ∈ [r], E(H[Nj ]) = ∅

و است منصفانه s‐مجزای {N١, . . . , Nr}

}
,

است. n̄ =
n∑

i=١
si آن در که

به ازای پس این از هستند، برابر ecdrs(H) و ecdr(H) ،s = (١, . . . , ١) برای این که به توجه با
ͬ کنیم. م استفاده ecdr(H) از ecdrs(H) به جای ،s = (١, . . . , ١)

KGp
s(H) s‐مجزا کنسر ابرگراف های به را [٢۶] میونیر نتیجه ی این که بر علاوه قضیه این

هم چنین، ͬ دهد. م بهبود نیز منصفانه نقصانͬ r‐رنگ پذیری عدد به را آن ͬ دهد، م توسیع
‐s r‐رنگ پذیری عدد حسب بر KGr

s(H) ابرگراف رنگͬ عدد برای قضیه این که پایینͬ کران
است. بهتر [٣٧ ،٣۶] زی·لر پایین کران از ͬ کند، م فراهم ecdrs(H) منصفانه مجزای

ی s = (s١, . . . , sn) و اول عدد ی p ابرگراف، ی H = ([n], E) کنید فرض .٢ . ١ . ٢ قضیه
از مجاز رنگ آمیزی هر است. ١ ≤ si < p ،i ∈ [n] هر به ازای که باشد مثبت صحیح بردار
بخش های با p‐ی΄نواخت p‐بخشͬ زیرابرگراف ی شامل KGp

s(H) s‐مجزای کنسر ابرگراف
است: صادق زیر شرایط در که است V١, . . . , Vp

، p∑
i=١
|Vi| = ecdps(H) •

KGp
s(H) ابرگراف از یالͬ {e١, . . . , ep} باشد، Vi در دلخواهͬ یال ei اگر ،i ∈ [n] هر به ازای •

است.
است. ||Vi|−|Vj || ≤ ١ ،i, j ∈ [p] هر به ازای یعنͬ است، ی حداکثر |Vi|ها مقدار اختلاف •

دارند. متمایز رنگ های Vj مجموعه رئوس ،j ∈ [p] هر به ازای •
نتیجه قوی تری حالت در را میونیر قضیه ی بالا قضیه ی ،s = (١, . . . , ١) گرفتن نظر در با

.(cdr(H) به جای ecdr(H) از (استفاده ͬ دهد م
4equitable s-disjoint r-colorability defect



کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ ٢٠
از ͬ شود، م ظاهر KGp

s(H) یال هر از راس  p−١ حداکثر در رنگ هر آن جایی که از هم چنین
است. χ(KGp

s(H)) ≥
⌈
ecdps(H)
p− ١

⌉
باشد، اول عددی p اگر که گرفت نتیجه ͬ توان م قضیه این

حاصل است، [٣٧ ،٣۶] زی·لر قضیه ی بهبودیافته ی که زیر قضیه ی نتیجه، این به کاربردن با
ͬ شود. م

s = (s١, . . . , sn) مثبت صحیح بردار و r صحیح عدد ،H = ([n], E) ابرگراف .٢ . ١ . ٣ قضیه
،i ∈ [n] هر به ازای اگر باشد. r اول عامل ترین بزرگ µ(r) کنید فرض ب·یرید. نظر در را

داریم: آن گاه باشد، ١ ≤ si < µ(r)

χ(KGr
s(H)) ≥

⌈
ecdrs(H)
r − ١

⌉
.

به توجه با ͬ شود. م نتیجه فوق قضیه ی از ٢ . ١ . ١ قضیه ی s = (١, . . . , ١) دادن قرار با
نسبت ٢ . ١ . ١ قضیه ی که است واض است، برقرار همواره ecdrs(H) ≥ cdrs(H) رابطه ی این که

است. قوی تری قضیه ی دلنی΄وف‐کریز قضیه ی به

اصلͬ نتایج اثبات ٢ . ٢
تعاریف برخͬ ابتدا کار، این برای ͬ پردازیم. م ٢ . ١ . ٣ و ٢ . ١ . ٢ قضایای اثبات به بخش این در
اثبات برای ͬ کنیم. م اثبات را ٢ . ١ . ٢ قضیه سپس ͬ کنیم. م مرور را مقدماتͬ ابزارهای و
حالت این در ͬ کنیم. م تبدیل است، اول عددی  r حالتͬ که به را قضیه این ،٢ . ١ . ٣ قضیه ی

شده است. اثبات آمده است، ٢ . ١ . ٢ قضیه ی از پس که بحثͬ به توجه با قضیه

مقدماتͬ ابزارهای ٢ . ٢ . ١
سادکͬ ͽمجتم است. ١ ≤ s < p که باشد صحیح عدد ی s و اول عدد ی p کنید فرض
از آن سادک های مجموعه و است Zp آن رئوس مجموعه که است سادکͬ ͽمجتم ی σp−١

s−١
است. شده تش΄یل s حداکثر اندازه از Zp ناتهͬ زیرمجموعه های تمام

(σn−١)ps s‐مجزای p‐تایی تلفیق ،s = (s١, . . . , sn) ∈ [p − ١]n صحیح بردار به ازای
تمام از آن سادک های مجموعه که است Zp × [n] رئوس مجموعه با سادکͬ ͽمجتم ی
،i ∈ [n] هر به ازای که شرط این با است شده تش΄یل Zp× [n] از A مانند ناتهͬ زیرمجموعه های

دی·ر عبارت به باشد، شده ظاهر متفاوت ε ∈ Zp تا si حداکثر در (ε, i) مرتب زوج
|{ε ∈ Zp : (ε, i) ∈ A}| ≤ si.

است. (σn−١)ps = σp−١
s١−١ ∗ · · · ∗ σp−١

sn−١ که دید ͬ توان م به راحتͬ
حالت در گروه هاست، زبان به اولام برسوک قضیه ی یافته ی توسیع که [١٢] دلد۵ قضیه ی
فضای به C مانند آزاد Zp فضای ی از سادکͬ Zp‐نگاشت ی اگر که ͬ کند م بیان خاص

5Dold’s theorem



٢١ اصلͬ نتایج اثبات
یادآوری است. بزرگ تر C همبندی۶ از K بعد آن گاه باشد، داشته وجود K مانند آزادی Zp

،(k ≥ −١) l = −١, ٠, ١, · · · , k به ازای که باشد به گونه ای X توپولوژی فضای اگر که ͬ کنیم م
باشد، f̄ : Bl+١ −→ X پیوسته ی نگاشت به توسیع قابل f : Sl −→ X پیوسته ی نگاشت هر
از منظور و تهͬ مجموعه ی ،S−١ از منظور این جا در است. k‐همبند ،X توپولوژی فضای

است. بودن ناتهͬ معنای به ١−‐همبندی هم چنین تنهاست. نقطه ی ی B٠

این به توجه با .(Zp عمل (با است −s)‐همبند ٢) سادکͬ ͽمجتم ی σp−١
s−١ که ͬ دانیم م

حداقل توپولوژي فضای دو تلفیق همبندی آن براساس که تلفیق برای همبندی لم و موضوع
آن) پایه ی زیرتقسیم (و (σn−١)ps که ͬ گیریم م نتیجه است، ٢ به علاوه آن ها همبندی ͽجم برابر

دارد. n̄− ٢ =
n∑

i=١
si − ٢ همبندی

٢ . ١ . ٢ قضیه ی اثبات ٢ . ٢ . ٢
از و شده معرفͬ [٢] علیشاهͬ توسط که l(−) تابع از قضیه این اثبات در که است ذکر قابل
شروع از قبل ͬ کنیم. م استفاده است، شده ارایه [٢۶] میونیر توسط که علامتͬ تابع های

ͬ کنیم. م معرفͬ را نیاز مورد نمادگذاری های و توابع این از برخͬ اثبات،
در با ،τ ∈ (

σp−١
p−٢

)∗q سادک برای باشد. اول عدد ی q و صحیح عدد ی p کنید فرض
ͬ کنیم: م تعریف چنین را l(.) و h(.) تابع های ،τ ε = {

(ε, j) : (ε, j) ∈ τ
} گرفتن نظر

h(τ) = min
ε∈Zp

|τ ε|,

l(τ) = p · h(τ) + |{ε ∈ Zp : |τ ε| > h(τ)}|.

ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد اثبات طول در بار چندین l(−) و h(−) توابع که کنید توجه

در که s = (s١, . . . , sn) مثبت صحیح بردار و p اول عدد ،H = ([n], E(H)) ابرگراف برهان.
کنسر ابرگراف برای هم چنین ب·یرید. نظر در را است، ١ ≤ si < p ،i ∈ [n] هر به ازای آن
برابر ecdps(H) مقدار اگر ب·یرید. نظر در را c : E(H) −→ [t] مجاز رنگ آمیزی ،KGp

s(H)

که ͬ کنیم م فرض اثبات ادامه ی در بنابراین است. برقرار وضوح به ٢ . ١ . ٢ قضیه ی باشد، صفر
است. ecdps(H) > ٠

استفاده K نماد از σp−١
s١−١ ∗ · · · ∗ σp−١

sn−١ به جای نمادگذاری، در راحتͬ برای پس، این از
چنین را U و Wͬسادک مجتمͽ های ،b ∈ [t] و a ∈ [n] مثبت صحیح اعداد برای ͬ کنیم. م

ͬ کنیم: م تعریف

Wa = {τ ∈ K : |τ ε| ∈ {٠, a}, ∀ε ∈ Zp}, W =

n∪
a=١

Wa,

6connectivity



کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ ٢٢

Ub = {τ ∈
(
σp−١
p−٢

)∗t
: |τ ε| ∈ {٠, b}, ∀ε ∈ Zp}, U =

t∪
b=١

Ub.

انتخاب با را s٢ : U → Zp و s١ : W → Zp ،s٠ : σp−١
p−٢ → Zp دلخواه Zp‐متقارن نگاشت سه

Zp زیرا هستند Zp‐متقارن تابع سه این  که کنید توجه ب·یرید. نظر در دور هر در نماینده ی
ͬ کند. م عمل آزادانه٧ U و W ،σp−١

p−٢ روی
ͬ دهیم: م قرار ،ε ∈ Zp هر و τ ∈ K سادک هر ازای به

τε = {j ∈ [n] : (ε, j) ∈ τ} .

ͬ کنیم: م تعریف هم چنین، است. τε ⊆ [n] = V (H) که کنید توجه
l(H) = max {l(τ) : τ ∈ K : E(H[τε]) = ∅ ∀ε ∈ Zp} .

ی تک عضوی، زیرمجموعه ی هر یعنͬ باشد، {τ ∈ K : ∀ε ∈ Zp, E(H[τε]) = ∅} = ∅ اگر
همان n̄− l(H) که کنید توجه ͬ کنیم. تعریف م صفر برابر را l(H) این حالت، در است.  H از یال

است. ecdps(H)
ͬ کنیم: م تعریف اکنون

m = l(H) + max
{
l(τc) : τ ∈ K, l(τ) > l(H)

}
,

،K در τ سادک هر به ازای آن در که
τc =

{
(ε, c(e)) ∈ Zp × [t] : e ∈ E(H), e ⊆ τε

}
.

مخالف {l(τc) : τ ∈ K, l(τ) > l(H)
} مجموعه ی است، ecdps(H) = n̄ − l(H) > ٠ که آن جا از

هر به ازای ،K = (σn−١)ps تعریف به توجه با است. خوش تعریف m نتیجه در و است تهͬ
مجاز و مشاهدات این به توجه با است. s‐مجزا {τε : ε ∈ Zp} مجموعه ی ،K از τ سادک
اگر ،ͽواق در است. (σp−١

p−٢)∗t از سادک ی یا است تهͬ یا τc ،KGp
s(H) از c رنگ آمیزی بودن

مهمͬ نقش قضیه اثبات در مشاهدات این است. (σp−١
p−٢)∗t از سادک ی τc باشد، l(τ) > l(H)

دارند.
بدین صورت K در τ دلخواه سادک هر به ازای را γ : sdK −→ Z∗m

p نگاشت ابتدا ادامه، در
ͬ کنیم: م تعریف

ͬ گیریم: م درنظر را زیر حالت دو ،l(τ) ≤ l(H) به ازای الف)
آن در که ͬ کنیم م تعریف (s٠(τ̄), l(τ)) مساوی را γ(τ) باشد، h(τ) = ٠ اگر . ١

τ̄ = {ε ∈ Zp : τ
ε = ∅} ∈ σp−١

p−٢.
7freely



٢٣ اصلͬ نتایج اثبات
آن در که ͬ کنیم م تعریف (s١(τ̄), l(τ)) مساوی را γ(τ) باشد، h(τ) > ٠ اگر . ٢

τ̄ =
∪

{ε∈Zp : |τε|=h(τ)}

τ ε ∈W.

است. (σp−١
p−٢)∗t از سادکͬ نتیجه در و نیست تهͬ τc ،l(τ) > l(H) به ازای کنید توجه ب)

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت دو حال،
در که ͬ کنیم م تعریف (s٠(τ̄c), l(H) + l(τc)) مساوی را γ(τ) باشد، h(τc) = ٠ اگر . ١

آن
τ̄c = {ε ∈ Zp : τc

ε = ∅} ∈ σp−١
p−٢.

در که ͬ کنیم م تعریف (s٢(τ̄c), l(H) + l(τc)) مساوی را γ(τ) باشد، h(τc) > ٠ اگر . ٢
آن

τ̄c =
∪

{ε∈Zp : |τcε|=h(τc)}

τc
ε ∈ U.

است. Z∗m
p به sdK از سادکͬ Zp‐نگاشت ی γ نگاشت .٢ . ٢ . ١ ادعا

نیز γ هستند، Zp‐متقارن های نگاشت s٢(−) و s١(−) ،s٠(−) توابع این که به توجه با برهان.
نگاشت ی γ کنیم فرض است. سادکͬ نگاشت ی γ کنیم ثابت کافیست است. Zp‐متقارن

ͬ توان م ،Z∗m
p و sdK سادکͬ ͽمجتم دو سادک های به توجه با این صورت، در نباشد. سادکͬ

در که γ(τ ′) = (ε٢, β) و γ(τ) = (ε١, β) ،τ ⊊ τ ′ که دارند وجود K در τ ′ و τ سادک دو گفت
و l(τ) ≤ l(H) نامساوی دو که است واض γ تعریف به توجه با است. β ∈ [m] و ε١ ̸= ε٢ آن
یا l(τ) ≤ l(τ ′) ≤ l(H) نامساوی دو از ی΄ͬ تنها بنابراین نیست. برقرار هم زمان l(τ ′) > l(H)

ͬ پردازیم. م آن ها مورد در بحث به جداگانه ادامه در که است ام΄ان پذیر l(τ ′) ≥ l(τ) > l(H)

l(τ) = l(τ ′) ،γ تعریف به توجه با این حالت در باشد. l(τ) ≤ l(τ ′) ≤ l(H) کنیم فرض الف)
ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت دو است.

و τ ⊊ τ ′ این که به توجه با باشد، h(τ) = h(τ ′) = ٠ اگر . ١
ε١ = s٠({ε ∈ Zp : τ

ε = ∅}) ̸= s٠({ε ∈ Zp : τ
′ε = ∅}) = ε٢,

بنابراین ͬ گیریم. م نتیجه را {ε ∈ Zp : τ
′ε = ∅} ⊊ {ε ∈ Zp : τ

ε = ∅} رابطه ی
داریم

l(τ ′) = p− |{ε ∈ Zp : τ
′ε = ∅}| > p− |{ε ∈ Zp : τ

ε = ∅}| = l(τ),

است. تناقض که
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داریم باشد، h(τ ′) > ٠ اگر . ٢

l(τ) = p·h(τ)+|{ε ∈ Zp : |τ ε| > h(τ)}| و l(τ ′) = p·h(τ ′)+|{ε ∈ Zp : |τ ′ε| > h(τ ′)}|.

رابطه ی و است l(τ) = l(τ ′) این که به توجه با
max

{
|{ε ∈ Zp : |τ ε| > h(τ)}|, |{ε ∈ Zp : |τ ′ε| > h(τ ′)}|

}
≤ p− ١

و است h = h(τ) = h(τ ′) که ͬ گیریم م نتیجه
|{ε ∈ Zp : |τ ε| > h}| = |{ε ∈ Zp : |τ ′ε| > h}|.

رابطه ی به توجه با
ε١ = s١(

∪
{ε∈Zp : |τε|=h}

τ ε) ̸= s١(
∪

{ε∈Zp : |τ ′ε|=h}

τ ′
ε
) = ε٢,

داشت: خواهیم را زیر ∪نامساوی
{ε∈Zp : |τε|=h}

τ ε ̸=
∪

{ε∈Zp : |τ ′ε|=h}

τ ′
ε
.

که ͬ گیریم م نتیجه h = min
ε∈Zp

|τ ε| = min
ε∈Zp

|τ ′ε| و τ ⊊ τ ′ روابط و فوق نامساوی }از
ε ∈ Zp : |τ ′ε| = h

}
⊊ {ε ∈ Zp : |τ ε| = h} ,

است. تناقض که
سادک هایی τ ′c و τc سادک دو هر که کنید توجه باشد. l(τ ′) ≥ l(τ) > l(H) کنیم فرض ب)
چنین هم است. l(τc) = l(τ ′c) حالت این در γ تعریف به توجه با هستند. (σp−١

p−٢)∗t در
ͬ دهد نم رخ تساوی رابطه این در علاوه براین است. τc ⊆ τ ′c ،τ ⊊ τ ′ این که به توجه با
در τ ′ و τ انتخاب نحوه ی با که است ε١ = ε٢ ،γ تعریف به توجه با این صورت غیر در زیرا
نظر در را h(τ ′c) > ٠ و h(τc) = h(τ ′c) = ٠ حالت دو قبلͬ، مورد مشابه است. تناقض

ͬ گیریم. م
و τc ⊊ τ ′c به توجه با باشد، h(τc) = h(τ ′c) = ٠ اگر . ١

ε١ = s٠({ε ∈ Zp : τ
ε
c = ∅}) ̸= s٠({ε ∈ Zp : τ

′ε
c = ∅}) = ε٢,

نتیجه رابطه این از داریم. را {ε ∈ Zp : τ
′ε
c = ∅} ⊊ {ε ∈ Zp : τ

ε
c = ∅} رابطه ی

که ͬ گیریم م
l(τ ′c) = p− |{ε ∈ Zp : τ

′ε
c = ∅}| > p− |{ε ∈ Zp : τ

ε
c = ∅}| = l(τc),

است. تناقض که



٢۵ اصلͬ نتایج اثبات
که دانیم مͬ باشد، h(τ ′c) > ٠ اگر . ٢

l(τc) = p·h(τc)+|{ε ∈ Zp : |τ εc | > h(τc)}| و l(τ ′c) = p·h(τ ′c)+|{ε ∈ Zp : |τ ′εc| > h(τ ′c)}|.

و l(τc) = l(τ ′c) روابط به توجه با
max

{
|{ε ∈ Zp : |τ εc | > h(τc)}|, |{ε ∈ Zp : |τ ′εc| > h(τ ′c)}|

}
≤ p− ١

و است h = h(τc) = h(τ ′c) که ͬ گیریم م نتیجه
|{ε ∈ Zp : |τ εc | > h}| = |{ε ∈ Zp : |τ ′εc| > h}|.

رابطه ی به توجه با
ε١ = s٢(

∪
{ε∈Zp : |τεc |=h}

τ εc ) ̸= s٢(
∪

{ε∈Zp : |τ ′εc|=h}

τ ′
ε
c) = ε٢,

∪داریم:
{ε∈Zp : |τεc |=h}

τ εc ̸=
∪

{ε∈Zp : |τ ′εc|=h}

τ ′
ε
c.

داریم: h = min
ε∈Zp

|τ εc | = min
ε∈Zp

|τ ′εc| و τc ⊊ τ ′c روابط و فوق نامساوی درنظرگرفتن با
{
ε ∈ Zp : |τ ′εc| = h

}
⊊ {ε ∈ Zp : |τ εc | = h} ,

نیست. ام΄ان پذیر که

است. l(τc) ≥ ecdps(H) که دارد وجود τ ∈ K مانند سادکͬ .٢ . ٢ . ٢ ادعا
در که است Z∗m

p به sdK از Zp‐نگاشت ی γ که ͬ دانیم م ،٢ . ٢ . ١ ادعای به توجه با برهان.
آن

m = l(H) + max {l(τc) : τ ∈ K و l(τ) > l(H)} .

یعنͬ باشد، بزرگ تر sdK همبندی از اکیدا باید Z∗m
p بعد ،[١٢] دلد قضیه ی بنابر طرفͬ، از

نتیجه، در کنید). مراجعه ٢ . ٢ . ١ بخش انتهای (به ͬ دهد م نتیجه را m ≥ n̄ که ،m−١ > n̄−٢
داریم: بنابراین است. l(H)+ l(τc) ≥ n̄ که دارد وجود τ ∈ K مانند سادکͬ ،m تعریف به باتوجه

l(τc) ≥ n̄− l(H) = ecdps(H).
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به جای نمادگذاری  در راحتͬ برای باشد. l(τc) ≥ ecdps(H) با سادک ی τ کنید فرض
h‐مجموعه٨ ی را Ci باشد، |τcωi | = h اگر ،i ∈ [p] هر به ازای ͬ کنیم. م استفاده h نماد از h(τc)
اگر این صورت، غیر در ͬ گیریم. م نظر در است، {ωi} × Ci = τc

ωi که {ci,١, . . . , ci,h} ⊆ [t]

است، {ωi}×Ci ⊆ τc
ωi که {ci,١, . . . , ci,h+١} ⊆ [t] +h)‐مجموعه ی ١) را Ci باشد، |τcωi | > h

باشد، |τcωi | برابر h اگر ͬ کنیم: م تعریف چنین را  Vi ،i ∈ [p] هر به ازای حال ͬ گیریم. م نظر در
غیر در است. c(ei,j) = ci,j و ei,j ⊆ τωi ،j ∈ [h] هر به ازای آن در که Vi =

{
ei,١, . . . , ei,h

}
c(ei,j) = ci,j و ei,j ⊆ τωi ،j ∈ [h + ١] هر به ازای آن در که Vi =

{
ei,١, . . . , ei,h+١

} این صورت
که است واض است.

p∑
i=١
|Vi| =

p∑
i=١
|Ci| = l(τc) ≥ ecdps(H).

مجموعه ی ،ei ∈ Vi هر به ازای بنابراین، است. s‐مجزا {τε : ε ∈ Zp} مجموعه ی ͬ دانیم م
واض بنابراین است. KGp

s(H) از یالͬ {e١, . . . , ep} نتیجه در و است s‐مجزا نیز {e١, . . . , ep}
است. نظر مورد زیرابرگراف ،KGp

s(H)[
p∪

i=١
Vi] زیرابرگراف که است

٢ . ١ . ٣ قضیه ی اثبات ٢ . ٢ . ٣
به توجه با ͬ دهیم. م کاهش است، اول عددی r که حالتͬ به را ٢ . ١ . ٣ قضیه ی این جا در
(بحثͬ است برقرار ٢ . ١ . ٣ قضیه ی است، اول عددی r ͬ که حالت در که ͬ دانیم م ٢ . ١ . ٢ قضیه ی
مطرح [٢١] کریز توسط کاهش این ایده ی ببینید). را است، آمده ٢ . ١ . ٢ قضیه ی از بعد که
ابرگراف برای است. گرفته قرار استفاده مورد [٣٧ ،٣۶ ،١٨ ،۴] مانند مقالاتͬ در و شده است
و [n] رئوس مجموعه با ابرگرافͬ را TH,C,r ابرگراف C و r صحیح اعداد و H = ([n], E(H))

ͬ کنیم: م تعریف زیر یال های مجموعه
E(TH,C,r) =

{
V ⊆ [n] : ecdr(H[V ]) > (r − ١)C}

.

است، ١ ≤ si < r′′ که را s = (s١, . . . , sn) صحیح بردار و r′′ و r′ مثبت صحیح اعداد .٢ . ٢ . ١ لم
است: برقرار زیر نامساوی ،H = ([n], E(H)) دلخواه ابرگراف هر برای ب·یرید. نظر در

ecdr
′r′′

s (H) ≤ r′′(r′ − ١)C + ecdr
′′

s (TH,C,r′). (٢ . ٢)
،ecdr′′s (T ) تعریف به توجه با ͬ کنیم. م استفاده T نماد از TH,C,r′ به جای کار راحتͬ برای برهان.
وجود {V١, ..., Vr′′} مانند [n] مجموعه ی از منصفانه s‐مجزای زیرمجموعه های از خانواده ای
توجه با است. r′′∑

i=١
|Vi| =

n∑
i=١

si − ecdr
′′

s (T ) و E(T [Vi]) = ∅ ،i ∈ [r′′] هر ازای به که دارند
i ∈ [r′′] هر ازای به نتیجه در و Vi ̸∈ E(T ) ،i ∈ [r′′] هر به ازای که است واض مساله این به
مانند خانواده ای ،i ∈ [r′′] هر به ازای بنابراین است. برقرار ecdr′(H[Vi]) ≤ (r′ − ١)C رابطه ی
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،j ∈ [r′] هر به ازای که دارد وجود Vi منصفانه ی مجزای زیرمجموعه های از {Vi١, ..., Vir′}

و است E(H[Vij ]) = ∅

r′∑
j=١
|Vij | = |Vi| − ecdr

′
(H[Vi]) ≥ |Vi| − (r′ − ١)C.

‐s خانواده ی ی {Vij : ١ ≤ i ≤ r′′ & ١ ≤ j ≤ r′} خانواده ی که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ
،j ∈ [r′] و i ∈ [r′′] هر ازای به علاوه براین و است [n] زیرمجموعه های از منصفانه مجزای

داریم: بنابراین است. E(H[Vij ]) = ∅

ecdr
′r′′

s (H) ≤
n∑

i=١
si −

r′′∑
i=١

r′∑
j=١
|Vij |

≤
n∑

i=١
si −

r′′∑
i=١
|Vi|+ r′′(r′ − ١)C

= ecdr
′′

s (T ) + r′′(r′ − ١)C
است. کامل اثبات آن به توجه با که

مثبت صحیح بردار و است r = r′r′′ و r′, r′′ ≥ ٢ که r′′ و r′ ،r مثبت اعداد .٢ . ٢ . ٢ لم
٢ . ١ . ٣ قضیه ی اگر ب·یرید. نظر در را است، ١ ≤ si < r′′ ،i ∈ [r′′] هر به ازای که s = (s١, . . . , sn)
به ازای مذکور قضیه ی آن گاه باشد، برقرار s و r′′ به ازای هم چنین و s′ = (١, . . . , ١) و r′ به ازای

است. برقرار نیز s و r

برای c : E(H) → [C] مانند مجاز رنگ آمیزی ی یعنͬ نباشد، چنین کنیم فرض برهان.
داریم: ٢ . ٢ . ١ لم بردن به کار با است. ecdrs(H) > (r − ١)C که باشد داشته وجود KGr

s(H)

(r′r′′ − ١)C < ecdr
′r′′

s (H) ≤ r′′(r′ − ١)C + ecdr
′′

s (TH,C,r′),

برقرار s و r′′ برای ٢ . ١ . ٣ قضیه ی که آنجا از است. (r′′ − ١)C < ecdr
′′

s (TH,C,r′) نتیجه در و
که ͬ گیریم م نتیجه اخیر نامساوی به توجه با و است

χ(KGr′′
s (TH,C,r′)) > C.

ecdr
′
(H[e]) > (r′ − ١)C ،e ∈ E(TH,C,r′) هر به ازای ،TH,C,r′ تعریف به توجه با طرفͬ از

.χ(KGr′(H[e])) > C داریم است، برقرار s′ = (١, . . . , ١) و r′ برای ٢ . ١ . ٣ قضیه ی چون است.
به دست مجازی رنگ آمیزی c رنگ آمیزی تحت KGr′(H[e]) رئوس به رنگ تخصیص با بنابراین
KGr′(H[e]) در تک رنگ یال ی حداقل e ∈ E(TH,C,r′) یال هر به ازای نتیجه در ͬ آید. نم
یال های رنگ بین در رنگ بزرگ ترین را h(e) ،e ∈ E(TH,C,r′) یال هر به ازای حال دارد. وجود
KGr

s(H) برای مجاز رنگ آمیزی ی c آن جایی که از ͬ گیریم. م نظر در KGr′(H[e]) تک رنگ
نتیجه در است. KGr′′

s (TH,C,r′) برای مجاز رنگ آمیزی ی h : E(H) → C نگاشت است،
ادعای برخلاف کنید فرض موضوع، این دیدن برای است. تناقض که ،χ(KGr′′

s (TH,C,r′)) ≤ C
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تعریف بنابر باشد. h(f١) = · · · = h(fr′′) = a که KGr′′

s (TH,C,r′) از یالͬ {f١, . . . , fr′′} ما
دارد وجود KGr′(H[fj ]) در {e١,j , . . . , er′,j} مانند تک رنگ یال ی j ∈ [r′′] هر به ازای ،h(−)
ی {ei,j : i ∈ [r′] & j ∈ [r′′]} که دید ͬ توان م راحتͬ به است. c(e١,j) = · · · = c(er′,j) = a که

است. تناقض در c رنگ آمیزی بودن مجاز با که است KGr
s(H) از تک رنگ یال

توجه ابتدا در ͬ بریم. م کار به را ۴ . ٣ . ٢ لم ،٢ . ١ . ٣ قضیه ی اثبات تکمیل برای این جا در
٢ . ١ . ٣ قضیه ی که دانیم مͬ آمده است، ٢ . ١ . ٢ قضیه ی از پس که بحثͬ به توجه با که کنید
به ازای ۴ . ٣ . ٢ لم بردن به کار با بنابراین است. برقرار r اول مقادیر و s = (١, . . . , ١) به ازای
است. برقرار r ≥ ٢ مثبت مقدار هر و s = (١, . . . , ١) به ازای ٢ . ١ . ٣ قضیه ی ،s = (١, . . . , ١)
که بحثͬ به توجه با دوباره، ب·یرید. نظر در r اول عامل بزرگ ترین را r′′ ،۴ . ٣ . ٢ لم در حال،
در است. برقرار s و r′′ برای ٢ . ١ . ٣ قضیه ی که ͬ دانیم م است، آمده ٢ . ١ . ٢ قضیه ی از پس

ͬ آید. م به دست مطلوب ی نتیجه ۴ . ٣ . ٢ لم بردن کار به با نتیجه

رنگͬ عدد با منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد مقایسه ی ٢ . ٣
تناوبی عدد و نقصانͬ

یعنͬ دی·ر مهم ترکیبیاتͬ پارامتر دو با را ابرگراف ها منصفانه ی نقصانͬ رنگͬ عدد بخش این در
کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای پایینͬ کران که ابرگراف ها، تناوبی عدد و نقصانͬ عددرنگͬ

ͬ کنیم. م مقایسه ͬ کنند، م فراهم

نقصانͬ رنگͬ عدد با منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد ی مقایسه ٢ . ٣ . ١
مختلفͬ مثال های .ecdrs(H) ≥ cdrs(H) که است واض ecdrs(H) و cdrs(H) تعریف به توجه با
از cdrs(H) تفاضل بل΄ه باشد اکید ͬ تواند م نامساوی این تنها نه ͬ دهند م نشان که دارند وجود

باشد. بزرگͬ عدد ͬ تواند م ecdrs(H)

m ≥ r(n + ١) که باشند صحیحͬ اعداد n و m کنید فرض مثالͬ چنین ساختن برای
U = {u١, . . . , um} مانند V (F) از مجزا مجموعه ای هم چنین و راس n با F ابرگراف است.
یال  های مجموعه و V (F) ∪ U رئوس مجموعه با ابرگرافͬ را H ابرگراف ب·یرید. نظر در را
مستقل مجموعه ی هر این که به توجه با ͬ کنیم. م تعریف E(F)∪{{u, v} : u ∈ U و v ∈ V (F)}

دید ͬ توان م به راحتͬ است، F در مستقل مجموعه ی ی یا است U از زیرمجموعه ی یا H در
ecdr(H)− cdr(H) = n− cdr−١(F) نتیجه در و است ecdr(H) = n و cdr(H) = cdr−١(F) که
بزرگ کافͬ اندازه ی به n − cdr−١(F) که دارند وجود F مانند بسیاری ابرگراف های است.
جزئیات با زیر گزاره ی در که r‐بخشͬ گراف های ͬ توان م خاص حالت در ساختار این با باشد.

ساخت. نیز شده است، بحث آن درباره ی



٢٩ تناوبی عدد و نقصانͬ رنگͬ عدد با منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد مقایسه ی
آن گاه باشد، T ≥ rt + r − ١ شرط با Kt,...t,T کامل r‐بخشͬ گراف H اگر .٢ . ٣ . ١ گزاره

است. χ(KGr(H)) = ecdr(H)
r−١ = t ͬ که درحال cdr(H) = ٠

است، مستقل مجموعه ی ی Vi هر آن در که باشد V (H) = V١ ⊎ · · · ⊎ Vr کنید فرض برهان.
r‐بخشͬ ،H گراف که این به توجه با است. |Vr| = T و |V١| = · · · = |Vr−١| = t علاوه براین
‐r ی (S١, . . . , Sr) کنید فرض است. cdr(H) = ٠ درنتیجه و هست نیز r‐رنگ پذیر است،
باید است، ecdr(H) = (r − ١)t این که اثبات برای باشد. H[ r∪

i=١
Si

] برای منصفانه رنگ آمیزی
نظر در را زیر حالت دو بیفتد. اتفاق تواند مͬ تساوی و است | r∪

i=١
Si| ≤ T که دهیم نشان

آن جایی که از آن گاه ،Si ⊆ Vj که باشد داشته وجود j ≤ r − ١ ،i ∈ [r] ی به ازای اگر ب·یرید.
را | r∪

i=١
Si| ≤ t+ (r− ١)(t+ ١) ≤ T رابطه ی است، r∪

i=١
Si برای منصفانه افراز ی (S١, . . . , Sr)

در که است r∪
i=١

Si ⊆ Vr آن گاه باشد، Si ⊆ Vr ،i ∈ [r] هر به ازای اگر این صورت، غیر در داریم.
نامساوی جای به اخیر حالت در که است واض است. برقرار | r∪

i=١
Si| ≤ |Vr| = T رابطه ی نتیجه

دهیم نشان است کافͬ اثبات تکمیل برای ،٢ . ١ . ١ قضیه ی به توجه با داشت. را تساوی ͬ توان م
در که V (H) \ Vr = U١ ⊎ · · · ⊎ Ut دهید قرار منظور این برای است. t‐رنگ پذیر ،KGr(H) که
مقدار کم ترین را c(e) ،e ∈ E(H) یال هر به ازای حال، است. |Uj | = r−١ ،j ∈ [t] هر به ازای آن
t‐رنگ آمیزی ی c که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ است. e∩Uj ̸= ∅ که ͬ کنیم م تعریف jای

است. KGr(H) برای مجاز
ابرگراف های از خانواده ای رنگͬ عدد [٧] آلن‐فرانکل‐لواژ قضیه ی تعمیم با [٣٧ ،٣۶] زی·لر
،k ≥ ٢ که s و r ،k ،n صحیح اعداد برای وی کرد. تعیین را KGr

s(n, k) s‐مجزای کنسر
که کرد اثبات است، ١ ≤ s < µ(r) و ns ≥ rk

χ(KGr
(s,...,s)(n, k)) =

⌈
ns− r(k − ١)

r − ١
⌉
,

صحیح عدد اول عامل بزرگ ترین µ(r) که ͬ کنیم م یادآوری کند. عاد را r−١ ،s که شرط این با
است. آلن‐فرانکل‐لواژ قضیه ی همان قضیه این ،s = ١ به ازای که کنید توجه است. r ≥ ٢

مثبت صحیح بردار ی s ∈ [r − ١]n و مثبت صحیح اعداد a و r ،k ،n کنید فرض
مجموعه با ابرگرافͬ را H(n, k, a) ابرگراف است. n∑

i=١
si ≥ rk و n > a ،k, r ≥ ٢ که باشد

منظور ͬ کنیم. م تعریف {
e ∈

([n]
k

)
: e ⊈ {n− a+ ١, . . . , n}} یال های مجموعه و [n] رئوس

ابرگراف دو ،a ≤ k − ١ به ازای که کنید توجه است. KGr
s(H(n, k, a)) همان ،KGr

s(n, k, a) از
عدد و منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد ادامه در هستند. ی΄ͬ KGr

s(n, k) و KGr
s(n, k, a) کنسر

مقدار دو این تفاضل که ͬ کنیم م اثبات و ͬ کنیم م مقایسه ی΄دی·ر با را H(n, k, a) نقصانͬ رنگͬ
توسط آمده به دست نتیجه ی تعمیم با علاوه براین، باشد. بزرگ دلخواه به اندازه ی ͬ تواند م
قرار مطالعه مورد حالات برخͬ در را KGr

(s,...,s)(n, k, a) رنگͬ عدد شد، ذکر بالا در که زی·لر
ͬ دهیم. م



کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ ٣٠
بردار ی s = (s, . . . , s) ∈ [r − ١]n و مثبت صحیح اعداد a و r ،k ،n کنید فرض .٢ . ٣ . ١ لم

داریم است. ns ≥ rk و n > a ، k, r ≥ ٢ که باشد مثبت صحیح
χ(KGr

s(n, k, a)) ≤

⌈ ١
⌊ r−١

s ⌋
ns−max{rk − ١, sa+ r − ١}

s

⌉
+ ١.

M =

⌈
١

⌊ r−١
s

⌋
ns−max{rk−١,sa+r−١}

s

⌉
مقادیر است. [٣۶] در ٣ . ١ لم اثبات شبیه لم این اثبات برهان.

راس هر به ازای را KGr
s(n, k, a) ابرگراف از c رنگ آمیزی ب·یرید. نظر در را P = ⌊ r−١

s ⌋ و
ͬ کنیم: م تعریف چنین ،e ∈ ([n]

k

)
c(e) = min

{⌈
min e

P

⌉
,M + ١

}
.

کافیست لم این اثبات برای است. [M + ١] رنگ مجموعه با رنگ آمیزی ی c که کنید توجه
در نباشد، چنین کنیم فرض است. مجاز رنگ آمیزی ی مذکور رنگ آمیزی که دهیم نشان
c(e١) = · · · = c(er) = ℓ که دارد وجود KGr

s(n, k, a) در {e١, . . . , er} مانند یالͬ این صورت
Ps = ⌊ r−١

s ⌋s ≤ r − ١ که جا آن از ͽواق در است. بزرگ تر M از اکیدا ℓ که کنید توجه است.
ℓ = M+١ اگر باشند. داشته را ℓ ∈ [M ] مانند رنگ ی ͬ توانند م eiها از یال r−١ حداکثر است،
r∪

i=١
ei ⊆ {MP+١, . . . , n} ͬ دهد م نتیجه که است min ei > MP ،i ∈ [r] هر به ازای آن گاه باشد،

داریم بنابراین است.
rk

s
≤ |

r∪
i=١

ei| ≤ n−MP ≤ max{rk − ١, sa+ r − ١}
s

.

KGr
s(n, k, a) چون است. MP + ١ ≥ n − a − ⌊ r−١

s ⌋ + ١ نتیجه در و sa + r − ١ ≥ rk لذا
{n− a− ⌊ r−١

s ⌋+ ١, · · · , n− a} در عضوی باید ei هر ندارد، {n− a+ ١, . . . , n} در راسͬ هیچ
j ∈ [n] هر است، ,s)‐مجزا . . . , s) خانواده ی ی {e١, . . . , er} چون طرفͬ، از باشد. داشته
تناقض که داریم را s⌊ r−١

s ⌋ ≥ r رابطه ی نتیجه در و دارد قرار eiها مجموعه  از تا s حداکثر در
است.

منصفانه ی نقصانͬ پذیری r‐رنگ عدد و s‐مجزا نقصانͬ پذیری r‐رنگ عدد ادامه، در
به دست است، s = (s, . . . , s) ∈ [r − ١]n ͬ که حالت در را H(n, k, a) ابرگراف برای s‐مجزا

ͬ آوریم. م
ی s = (s, . . . , s) ∈ [r − ١]n و مثبت صحیح اعداد a و r ،k ،n کنید فرض .٢ . ٣ . ١ مشاهده

آن گاه است. ns ≥ rk و n > a ،k, r ≥ ٢ که باشد مثبت صحیح بردار

cdrs(H(n, k, a)) =


ns− r(k − ١) a ≤ k − ١

max
{٠, ns− (r − s)(k − ١)− as

}
a ≥ k



٣١ تناوبی عدد و نقصانͬ رنگͬ عدد با منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد مقایسه ی
و

ecdrs(H(n, k, a)) =



ns− r(k − ١) a ≤ k − ١

ns− r(k − ١)− ⌊as
k

⌋
sk ≤ as ≤ rk − ٢

ns− as as ≥ rk − ١.
دوم نامساوی برای فقط لذا است. تکنی΄ͬ اما ساده نتایج این اثبات . اثبات کلͬ طرح
,s)‐مجزای . . . , s) خانواده ی ی {N١, . . . , Nr} کنید فرض ͬ کنیم. م ارایه را اثبات کلͬ طرح
هر به ازای و ecdrs(H(n, k, a)) = ns−

r∑
i=١
|Ni| به طوری که باشد [n] زیرمجموعه های از منصفانه

هم چنین و است min
j∈[r]
|Nj | ≥ k − ١ که کنید توجه ابتدا باشد. H(n, k, a)[Nj

]
= ∅ ،j ∈ [r]

در باشد. برقرار Nj ⊆ A = {n− a+ ١, . . . , n} رابطه ی باید است، |Nj | ≥ k که Nj هر به ازای
Njهایی که ͬ گیرید م را خود مقدار بیش ترین هنگامͬ r∑

j=١
|Nj | که دید ͬ توان م به راحتͬ نتیجه،

راحتͬ به ͬ توان م را مطلوب های تساوی حال باشند. بیشینه هستند، |Nj | ≥ k و Nj ⊆ A که
■ آورد. به دست
KGr

s(n, k, a) رنگͬ عدد آن در که است [٣٧ ،٣۶] زی·لر نتیجه ی از تعمیمͬ زیر نتیجه ی
است. شده محاسبه حالات برخͬ در

ی s = (s, . . . , s) ∈ [µ(r)− ١]n و مثبت صحیح اعداد a و r ،k ،n کنید فرض .٢ . ٣ . ١ نتیجه
آن گاه کند، عاد را r − ١ ،s اگر است. ns ≥ rk و n > a ،k, r ≥ ٢ که باشد مثبت صحیح بردار

داریم: ،as ≥ rk − ١ یا a ≤ k − ١ ͬ که حالت در
χ(KGr

s(n, k, a)) =

⌈
ns−max{r(k − ١), as}

r − ١
⌉
.

داریم ٢ . ٣ . ١ لم و ٢ . ١ . ٣ قضیه ی بنابر ͬ کند، م عاد را r − ١ ،s چون ⌉برهان.
ecdrs(H(n, k, a))

r − ١
⌉
≤ χ(KGr

s(n, k, a)) ≤
⌈
ns−max{r(k − ١), as}

r − ١
⌉
.

است. برقرار ح΄م ٢ . ٣ . ١ مشاهده  بنابر حال
باشد، ks ≤ as < rk− ١ و کند عاد را r− ١ ،s اگر ،٢ . ٣ . ١ نتیجه  فرضیات گرفتن نظر در با

داریم ٢ . ٣ . ١ مشاهده  و ٢ . ١ . ٣ قضیه ی ،٢ . ٣ . ١ لم بنابر آن گاه
ns− r(k − ١)− ⌊as

k

⌋
r − ١

 ≤ χ(KGr
s(n, k, a)) ≤

⌈
ns−max{r(k − ١), as}

r − ١
⌉
.

حالت این در را KGr
s(n, k, a) رنگͬ عدد ͬ توان نم ،٢ . ١ . ٣ قضیه ی بردن به کار با بنابراین،

کرد. تعیین



کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ ٣٢
عاد را r−١ ،s و است ks ≤ as < rk−١ ͬ که حالت در KGr

s(n, k, a) رنگͬ عدد محاسبه ی اما
تقویت گمان این است، آمده ٢ . ٣ . ٢ بخش در که شواهدی با است. جالبی مساله ی ͬ کند، م
ͬ کند، م عاد را r − ١ ،s و ks ≤ as < rk − ١ ͬ که حالت در KGr

s(n, k, a) رنگͬ عدد که ͬ شود م
است. مذکور بالای کران همان برابر

تناوبی عدد با منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد مقایسه ی ٢ . ٣ . ٢
توسط ٢٠١۵ سال در پرداختیم، آن بررسͬ به ١ . ٢ . ١ بخش در که ابرگراف ها تناوبی عدد
با آن ها شد، ذکر ١ فصل در که همان طور شدند. معرفͬ [۴] ابوالحسن حاجͬ و علیشاهͬ
ارایه کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای مهمͬ پاییین کران ترکیبیاتͬ متغیر این از استفاده

که کردند ثابت آن ها دقیق تر به طور دادند.
χ(KGr(H)) ≥

⌈
|V (H)| − altr(H)

r − ١
⌉
.

گرفته ایم. نظر در (١, . . . , ١) برابر s را بردار مقدار بخش این تمام در نقصانͬ رنگͬ عدد برای
٢ . ٣ . ١ مشاهده  بنابر ecdr(H(n, k, a)) و cdr(H(n, k, a)) ،s = (١, . . . , ١) به ازای که کنید توجه

است. پیچیده تر کمͬ altr(H(n, k, a)) محاسبه ی اما شده است. محاسبه
k, r ≥ ٢ ،n ≥ max{a+١, rk} که باشند مثبت صحیح اعداد a و r ،k ،n کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ لم

آن گاه است.

n− altr(H(n, k, a)) ≤



n−max{٢(k − ١), a} r = ٢

n−max{٣(k − ١), a+ ١} r = ٣

n−max{r(k − ١), a+ b} r ≥ ۴,
است. b = min

{
n− a, (r − ٢)(k − ١)} آن در که

نشان ابتدا ͬ کنیم. م استفاده H نماد از H(n, k, a) به جای نمادگذاری، در راحتͬ برای برهان.
alt٣σ(H) ≥ a+١ ،alt٢σ(H) ≥ a که کنیم مͬ ثابت سپس است. altrσ(H) ≥ r(k−١) که دهیم مͬ
تناظر به ازای شود. مͬ کامل لم اثبات کار این با که است altrσ(H) ≥ a + b ،r ≥ ۴ به ازای و

به صورت X = (x١, . . . , xn) مقدار گرفتن نظر در با ،σ : [n] −→ [n] دلخواه دوسویه ی

xi =

 ωi i ∈ {١, . . . , r(k − ١)}
٠ این صورت غیر در

منظور آن در که است |Xi| = k− ١ ،i ∈ [r] هر به ازای و alt(X) = r(k− ١) که ͬ گیریم م نتیجه
E(H[σ(Xi)]) = ∅ ،i ∈ [r] هر ازای به نتیجه در است. {j ∈ [n] : xj = ωi} مجموعه ی Xi از



٣٣ تناوبی عدد و نقصانͬ رنگͬ عدد با منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد مقایسه ی
رابطه ی چون است. altrσ(H) ≥ r(k − ١) ͬ دانیم م ،altrσ(H) تعریف به توجه با بنابراین است.
باید است. altr(H) ≥ r(k− ١) که گرفت نتیجه ͬ توان م است، برقرار دلخواه σ هر به ازای فوق
تناظر به ازای اگر است. ([n], ([n]k )) گراف H همان آن گاه باشد، a ≤ k − ١ اگر که داشت توجه
ی به ازای حداقل آن گاه باشد، alt(X) ≥ r(k − ١) + ١ ،σ : [n] −→ [n] دلخواه دوسویه ی
این به توجه با است. E(H[σ(Xi)]) ̸= ∅ نتیجه در که باشد برقرار |Xj | ≥ k رابطه ی باید ،j
بنابراین است. کامل حالت این در لم اثبات که altr(H) = altr([n],

([n]
k

)
) = r(k − ١) موضوع

تناظر و داده قرار {n − a + ١, . . . , n} مجموعه ی برابر را A باشد. a ≥ k که ͬ کنیم م فرض
{j١, . . . , ja} مانند مجموعه ای σ−١(A) ͬ گیریم. م نظر در را σ : [n] −→ [n] دلخواه دوسویه ی

است. پذیر ام΄ان زیر حالت سه r مقدار برای است. ١ ≤ j١ < · · · < ja ≤ n که
که ͬ کنیم م تعریف بدین صورت را X = (x١, . . . , xn) :r = ٢ حالت •

xi =


ω i = jq ∈ σ−١(A) و است زوج q

ω٢ i = jq ∈ σ−١(A) و است فرد q

٠ این صورت غیر .در
هر به ازای پس است. σ(Xi) ⊆ A ،i ∈ [r] هر به ازای و است alt(X) = |A| = a درنتیجه
دلخواه به توجه با بنابراین است. altrσ(H) ≥ a نتیجه در و E(H[σ(Xi)]) = ∅ ،i ∈ [r]

کرده ایم، ثابت را altr(H) ≥ r(k− ١) قبلا این که به توجه با است. altr(H) ≥ a ،σ بودن
است. کامل r = ٢ حالت برای اثبات

بدین صورت را X = (x١, . . . , xn) ب·یرید. نظر در را i٠ ∈ [n]\A ثابت مقدار :r = ٣ حالت •
که ͬ کنیم م تعریف

xi =



ω i = jq ∈ σ−١(A) و است زوج q

ω٢ i = jq ∈ σ−١(A) و است فرد q

ω٣ i = σ−١(i٠)
٠ این صورت غیر در

به است. |σ(X٣)| = ١ و σ(X١), σ(X٢) ⊆ A این بر علاوه و alt(X) = a+ ١ کنید توجه
با بنابراین است. E(H[σ(Xi)]) = ∅ ،i ∈ [r] هر ازای به که گرفت نتیجه ͬ توان م وضوح
دلخواه به توجه با داریم. را altrσ(H) ≥ alt(X) = a+١ رابطه ی ،altrσ(H) تعریف به توجه
ثابت را altr(H) ≥ r(k − ١) رابطه ی قبلا چون است. altr(H) ≥ a+ ١ ،σ نگاشت بودن

است. کامل r = ٣ حالت برای اثبات کرده ایم،
مقدار آن در که ب·یرید نظر در را B = {١, . . . , b} ⊆ [n] \ A مجموعه ی :r ≥ ۴ حالت •
σ−١(B) = {l١, . . . , lb} کنید فرض چنین هم است. b = min

{
n− a, (r − ٢)(k − ١)}

ͬ کنیم م تعریف بدین صورت را X = (x١, . . . , xn) است. ١ ≤ l١ < · · · < lb ≤ n آن در که



کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ ٣۴
که

xi =



ω i = jq ∈ σ−١(A) و است زوج q

ω٢ i = jq ∈ σ−١(A) و است فرد q

ω٣+t i = lq ∈ σ−١(B) و q ≡ t ∈ {٠, . . . , r − ٣} (mod r − ٢)
٠ این صورت غیر .در

|σ(Xi)| ≤ k − ١ ،i ≥ ٣ هر به ازای و σ(X١), σ(X٢) ⊆ A ،alt(X) = |A| + b به وضوح
تعریف به توجه با لذا است. E(H[σ(Xi)]) = ∅ ،i ∈ [r] هر به ازای نتیجه در است.
است، دلخواهͬ نگاشت σ چون است. برقرار altrσ(H) ≥ a + b رابطه ی ،altrσ(H)
،altr(H) ≥ r(k− ١) رابطه ی و نتیجه این به توجه با است. altr(H) ≥ alt(X) = a+ b

است. برقرار r ≥ ۴ حالت در اثبات

نمادگذاری در راحتͬ برای باشد. n ≥ (r− ١)(k− ١) + a و a ≥ rk− ١ ،r ≥ ۴ کنید فرض
ecdr(H) = n−a ،s = (١, . . . , ١) به ازای ،٢ . ٣ . ١ مشاهده  بنابر ب·یرید. نظر در Hرا = H(n, k, a)

n−altr(H) ≤ n−a−(r−٢)(k−١) ،٢ . ٣ . ٢ لم بنابر اما است. cdr(H) = n−(r−١)(k−١)−a و
ecdr(H)−(n−altr(H)) ≥ (r − ٢)(k − ١) و ecdr(H)−cdr(H) = (r−١)(k−١) بنابراین است.

ͬ دهد. م نتیجه را زیر مشاهده  ی به وضوح که است
١

r−١
(
ecdr(H)− cdr(H)

) مقادیر n ≥ (r−١)(k−١)+a و a ≥ rk−١ ،r ≥ ۴ به ازای .٢ . ٣ . ٢ مشاهده
اندازه ی به بزرگ، کافͬ اندازه ی به k انتخاب با ͬ توان م را ١

r−١
(
ecdr(H) − (n − altr(H))

) و
کرد. اختیار بزرگ دلخواه

پایین کران ͬ تواند م ⌈
ecdr(H)
r−١

⌉ ،H = H(n, k, a) ابرگراف برای که ͬ دهد م نشان زیر گزاره ی
مقدار دو از هیچ کدام اخیر مشاهده  بنابر ͬ که حال در باشد KGr(n, k, a) رنگͬ عدد برای دقیقͬ
که کنید توجه ͬ کنند. نم فراهم KGr(n, k, a) برای دقیقͬ پایین کران ⌈

n−altr(H)
r−١

⌉ و ⌈
cdr(H)
r−١

⌉
گرفت. نظر در نیز آلن‐فرانکل‐لواژ قضیه ی از تعمیمͬ عنوان به ͬ توان م را زیر گزاره ی

n ≥ rk و n > a ،k, r ≥ ٢ که باشند مثبتͬ صحیح اعداد a و r ،k ،n کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ گزاره
داریم a ≥ rk − ١ یا a ≤ ٢(k − ١) به ازای است.

χ(KGr(n, k, a)) =

⌈
n−max{r(k − ١), a}

r − ١
⌉
,

داریم ،٢k − ١ ≤ a ≤ rk − ٢ به ازای ⌉هم چنین
n− r(k − ١)− ⌊ak⌋

r − ١
⌉
≤ χ(KGr(n, k, a)) ≤

⌈
n−max{r(k − ١), a}

r − ١
⌉
.



٣۵ تناوبی عدد و نقصانͬ رنگͬ عدد با منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد مقایسه ی
a < k حالت های در گزاره که ͬ بینیم م ،٢ . ٣ . ١ نتیجه  در s = (١, . . . , ١) دادن قرار با برهان.
ͬ که حالت در ،٢ . ٣ . ١ مشاهده  و ٢ . ٣ . ١ لم بنابر هم چنین است. شده اثبات قبلا a ≥ rk − ١ و

داریم است، k ≤ a ≤ rk − ٢⌈
n− r(k − ١)− ⌊ak⌋

r − ١
⌉
≤ χ(KGr(n, k, a)) ≤

⌈
n−max{r(k − ١), a}

r − ١
⌉
.

باشد، k ≤ a ≤ ٢(k − ١) اگر که دهیم نشان است  ͬ کاف اثبات کردن کامل برای بنابراین
χ(KGr(n, k, a)) ≥

⌈
n− r(k − ١)

r − ١
⌉
.

ͬ ابوالحسن علیشاهͬ‐حاج پایین کران به توجه با ،KGr(n, k, a) = KGr(H(n, k, a)) چون
داریم ،٢ . ٣ . ٢ نامساوی یعنͬ

χ(KGr(n, k, a)) ≥
⌈
|V (H(n, k, a))| − altrI(H(n, k, a))

r − ١
⌉
,

کنیم ثابت است کافͬ گزاره اثبات برای بنابراین است. همانͬ نگاشت ،I : [n] −→ [n] آن در که
مقدار بیش ترین باید ،altrI(H(n, k, a)) محاسبه ی برای است. altrI(H(n, k, a)) ≤ r(k − ١)
را ندارند H(n, k, a) از یالͬ Xiها از هیچ کدام و است X ∈ (Zr ∪ {٠})n که alt(X) برای مم΄ن
ͬ افتد، م اتفاق alt(X) = |X| شرط با X ی برای مقدار ماکسیمم این که است واض بیابیم.

یعنͬ
altrI(H) = max

{
alt(X) : X ∈ (Zr ∪ {٠})n, |X| = alt(X) و ∀i ∈ [r], E(H[Xi]) = ∅

}
.

ندارند را [n] از متوالͬ عضو دو Xiها از هیچ کدام باشد، alt(X) = |X| اگر که داشت توجه باید
بنابر داریم. را |Xi ∩ {n − a + ١, . . . , n}| ≤ ⌈ a٢⌉ ≤ k − ١ رابطه ی ،i هر به ازای نتیجه در و
،i ∈ [r] ی به ازای حداقل باشد، alt(X) = |X| ≥ r(k − ١) + ١ اگر این که و فوق مشاهده  ی

داریم. ماست، مطلوب که را altrI(H(n, k, a)) ≤ r(k − ١) رابطه ی است، |Xi| ≥ k

به ͬ تواند م است، ecdr(H) برمبنای که χ(KGr(H)) پایین کران ،H ابرگراف برای اگرچه
گفت ͬ توان نم اما باشد، بهتر است، altr(H) مبنای بر که پایینͬ کران از ملاحظه ای قابل طور
آن ها در که دارند وجود نیز متعددی مثال های زیرا ͬ کند م فراهم بهتری پایین کران کدام ی

ͬ کند. م فراهم χ(KGr(H)) برای بهتری بسیار پایین ecdr(H)کران به نسبت altr(H)
و [rn] رئوس مجموعه با گرافͬ را K = Kn,...,n ،k و r ،n صحیح اعداد برای .٢ . ٣ . ١ مثال
ب·یرید. نظر در E(K) =

{
e ∈

([rn]٢
)
: e ⊈ {١ + (t− ١)n, ..., tn} ∀t ∈ [r]

} یال های مجموعه
که کرد افراز n اندازه ی از مجزا دو به دو مجموعه ی r به ͬ توان م را V (K) ،K تعریف بنابر
نشان ͬ توان م ͬ که حال در ،ecdr(K) = ٠ بنابراین ندارند. بر در را K از یالͬ آن ها از هیچ کدام

که داد

rn− altr(K) ≥ rn− altrI(K) =


r٢n است زوج r

⌈ r٢⌉n− ١ است فرد r



کنسری ابرگراف های رنگͬ عدد برای جدید کرانͬ ٣۶
است. همانͬ دوسویه ی نگاشت I : [rn] −→ [rn] آن در که

منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد با ارتباط در نتایجͬ
که ͬ کنیم م ارایه را زیر حدس ادامه در ،KGr(n, k, a) رنگͬ عدد مورد در اخیر بحث  به توجه با
ضروری غیر فرضیات ٢ . ٣ . ٢ گزاره در a ≥ rk − ١ یا a ≤ ٢(k − ١) فرض کرده ایم ادعا آن در

هستند.
n ≥ rk و n > a ،k, r ≥ ٢ که باشند مثبتͬ صحیح اعداد a و r ،k ،n کنید فرض .٢ . ٣ . ١ حدس

داریم است.
χ(KGr(n, k, a)) =

⌈
n−max{r(k − ١), a}

r − ١
⌉
.

برای حدس این دقیق تر، عبارت به ͬ کند. م تقویت قویا را حدس این ،٢ . ٣ . ٢ گزاره ی
شده است. اثبات ٢ . ٣ . ٢ گزاره ی توسط r = ٢ برای به ویژه و a ≥ rk − ١ ،a ≤ ٢(k − ١)
برای علاوه براین، ͬ ماند. م باقͬ است، r ≥ ٣ که ٢k − ١ ≤ a ≤ rk − ٢ حالت تنها بنابراین
آلن، توسط که نتیجه ای از ͬ توان م را ٢ . ٣ . ١ حدس است، ٢ از توانͬ r و a ≤ r(k−١) ͬ که حالت

گرفت. نتیجه آمده است، دست به [۶] لوکزاک١٠ و درونوس΄٩ͬ
به ازای اگر که ͬ کنیم م یادآوری ب·یرید. نظر در را [n] از A زیرمجموعه ی ،t ≥ ٢ به ازای
است. t‐پایدار مجموعه ی ی A مجموعه ی باشد، t ≤ |x − y| ≤ n − t ،x ̸= y ∈ A هر
‐t کنسر ابرگراف ابرگراف، این t‐پایدار رئوس مجموعه با KGr(n, k) از القایی زیرابرگراف
شرط با که کردند ثابت [۶] لوکزاک و درونوس΄ͬ آلن، ͬ شود. م نامیده KGr(n, k)t−stab پایدار
که زدند حدس آن ها است. χ(KGr(n, k)) برابر χ(KGr(n, k)r−stab) باشد، ٢ از توانͬ r این که
a ≤ r(k−١) اگر که دید ͬ توان م راحتͬ به باشد. برقرار نیز کلͬ حالت در r برای باید نتیجه این
است. ٢ . ٣ . ١ حدس در KGr(n, k, a) ابرگراف از زیرابرگراف ی KGr(n, k)r−stab ابرگراف باشد،
این در است. درست است، ٢ از توانͬ r و a ≤ r(k − ١) ͬ که درحالت ٢ . ٣ . ١ حدس بنابراین،
در آلن‐درونوس΄ͬ‐لوکزاک حدس از ضعیفͬ نسخه ی عنوان به ͬ توان م را حدس این حالت،

گرفت. نظر
در را ٢ . ٣ . ١ حدس [٨] هم΄ارانش و اصلام١١ کردیم، ارایه را حدس این این که از پس
به صورت اول عامل های به r ≥ ١ صحیح عدد تجزیه ی کنید فرض کردند. اثبات حالات برخͬ
و اصلام ب·یرید. نظر در را b(r) = ٢α٠ .(p١ − ١)α١ ...(pt − ١)αt باشد. r = ٢α٠ .pα١١ ...pαt

t

است. برقرار باشد، |A| ≤ b(r).(k − ١) که حالتͬ در مذکور حدس که کردند ثابت هم΄ارانش
است. مطرح باز مساله ی عنوان به کلͬ حالت در هنوز حدس این اما

9Drewnowski
10Łuczak
11Aslam



٣٧ تناوبی عدد و نقصانͬ رنگͬ عدد با منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد مقایسه ی
برای که کنید توجه است. r ≥ ٢ که باشد ثابتͬ صحیح مقدار r کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ گزاره
ͬ کند، م فراهم KGr(F) رنگͬ عدد برای پایین کران ی ⌈ ecdr(F)

r−١
⌉ اگرچه ،F دلخواه ابرگراف

است. NP‐سخت١٢ مساله ی ی خود ecdr(F) محاسبه ی اما
r ≥ ٢ که r ثابت صحیح مقدار است. [٢۶] در ۶ گزاره ی اثبات مشابه گزاره این اثبات
یعنͬ G استقلال١٣ عدد ͬ خواهیم م G دلخواه گراف برای کنید فرض ب·یرید. نظر در را است،
گراف از راس‐مجزا نسخه r اجتماع از که ب·یرید نظر در گرافͬ را Ḡ کنیم. محاسبه α(G) را

دید ͬ توان م مجاورند. متمایز نسخه ی دو از راس دو هر که شده است ساخته بدین صورت G
که

ecdr(Ḡ) = r
(
|V (G)| − α(G)

)
.

عدد محاسبه ی سختͬ به حداقل گراف ی منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد محاسبه ی بنابراین،
‐NP مساله ی ی به عنوان گراف ها استقلال عدد محاسبه ی چون است. گراف آن استقلال

است. کامل اثبات شده است، شناخته سخت

12NP -hard
13independence number





٣ فصل
رسته ای ضرب ͬ های ویژگ برخͬ

کنسری ابرگراف های

مینیمم برابر گراف دو رسته ای ضرب رنگͬ عدد که زد حدس هدتنیمͬ پیش سال ۵٠ از بیش
کرده جلب خود به را زیادی توجه اخیر سال های در که حدس این آن هاست. رنگͬ عدد
در میونیر و ͬ ابوالحسن حاج شد. داده تعمیم ابرگراف ها به ژو١ توسط ١٩٩٢ سال در  است،
کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب رنگͬ عدد برای را غیربدیهͬ پایین کران اولین ٢٠١۶ سال
از خانواده هایی برای را ژو حدس پایین، کران این از استفاده با توانستند آن ها دادند. ارایه
کنسری ابرگراف های رنگارنگ رنگ آمیزی مورد در نتایجͬ این جا در ما کنند. تایید ابرگراف ها
کران ی هم چنین، ͬ دهد. م تعمیم را ͬ ابوالحسن‐میونیر حاج نتیجه ی که ͬ کنیم م ارایه
از ͬ تواند م که ͬ دهیم م ارایه کنسر ابرگراف های رسته ای ضرب رنگͬ عدد برای جدید پایین
خانواده ی پایین، کران این از استفاده با و باشد بهتر بسیار ͬ ابوالحسن‐میونیر حاج پایین کران

ͬ دهیم. م گسترش را هستند، صادق ژو حدس در که ابرگراف هایی

1Zhu



کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب ͬ های ویژگ برخͬ ۴٠

اصلͬ نتایج و مقدمه ٣ . ١
رئوس مجموعه با گرافͬ ͬ شود، م داده نشان G × H با که ،H و G گراف دو رسته ای ضرب
hh′ ∈ E(H) و gg′ ∈ E(G) که  ͬ صورت در (g′, h′) و (g, h) راس دو آن در که است V (G)×V (H)

بیان H و G گراف دو رسته ای ضرب درباره ی هدتنیمͬ مشهور و دیرین حدس مجاورند. باشد،
حدس این که ͬ دانیم م است. χ(H) و χ(G) مقدار مینیمم برابر G×H رنگͬ عدد که ͬ کند م
به صورت هم چنان حدس این کلͬ حالت در اما است، برقرار گراف ها از خانواده هایی مورد در
این اگرچه کنید). مراجعه [٣۵] و [٣١] به بیش تر اطلاعات (برای است. مطرح باز مساله ی
در چشم·یری پیشرفت اما گرفته است، قرار بررسͬ و بحث مورد بسیاری مقالات در حدس

است. نداده رخ مساله حل
ابرگراف ها به [١۴] والر٣ و دولفر٢ توسط ١٩٨٠ سال در ها گراف رسته ای ضرب تعریف
به ازای اگر ب·یرید. نظر در را H٢ = (V٢ , E٢) و H١ = (V١ , E١) ابرگراف دو شد. داده تعمیم
H١ ابرگراف دو رسته ای ضرب کنیم، تعریف πi : (v١ , v٢) 7→ vi نگاشت با را πi تبدیل ،i = ١,٢

است: زیر یال های مجموعه و V١ × V٢ رئوس مجموعه با H١ ×H٢ مانند ابرگرافͬ ،H٢ و
{e ⊆ V١ × V٢ : π١(e) ∈ E١ , π٢(e) ∈ E٢}.

کرد. مطرح هدتنیمͬ حدس از تعمیمͬ عنوان به را زیر حدس [٣۴] ١٩٩٢ سال در ژو
داریم: H٢ = (V٢ , E٢) و H١ = (V١ , E١) دلخواه ابرگراف دو برای [٣۴] .٣ . ١ . ١ حدس

χ(H١ ×H٢) = min{χ(H١), χ(H٢)}.

یا H١ ابرگراف مجاز رنگ آمیزی از H١ × H٢ ابرگراف برای مجاز رنگ آمیزی ی ساختن
قسمت χ(H١ ×H٢) ≥ min{χ(H١), χ(H٢)} رابطه ی برقراری اثبات اما است. ساده ای کار H٢

است. مساله این سخت
رئوس مجموعه همان آن رئوس مجموعه که H٢×H١باشد از زیرابرگراف ی F کنید فرض
هر که است واض است. H١ × H٢ مینیمال یال های شامل آن یال های مجموعه و H١ × H٢
مͬ نشان مشاهدات این هست. نیز H١ × H٢ از مجاز رنگ آمیزی ی F از مجاز رنگ آمیزی

است. هدتنیمͬ حدس از تعمیمͬ ٣ . ١ . ١ حدس که دهد
را U١ , . . . , Ur ⊆ V (H) مجزای دو به دو زیرمجموعه های و r ≥ ٢ صحیح عدد ،H ابرگراف
رئوس مجموعه که ͬ کنیم م تعریف H از زیرابرگرافͬ را H[U١ , . . . , Ur ] ابرگراف ب·یرید. نظر در
دارند، عضو ی دقیقا Ui هر از و دارند قرار r∪

i=١
Ui در که H از یال هایی و باشد r∪

i=١
Ui برابر آن

است. r‐بخشͬ r‐ی΄نواخت ابرگراف ی H[U١ , . . . , Ur ] که کنید توجه باشد. داشته بر در را
2Dörfler
3Waller



۴١ اصلͬ نتایج و مقدمه
نتیجه ی Zp‐تاکر۴ لم هوشمندانه ی استفاده ی با [١٨] میونیر و ͬ ابوالحسن حاج اخیرا،
(۵ . ١ . ٢ (قضیه دلنی΄وف‐کریز نتیجه ی هم چنین و (١ . ٢ . ٧ (قضیه ͬ ابوالحسن علیشاهͬ‐حاج

دادند. توسیع این چنین کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب به را
داریم: ب·یرید. نظر در را r ≥ ٢ که r صحیح عدد و H١ , . . . ,Ht ابرگراف های [١٨] آ. قضیه

χ(KGr(H١)× · · · ×KGr(Ht)) ≥
⌈ ١
r − ١ min

i∈[t]

(
|V (Hi)| − alt

r
(Hi)

)⌉
.

که را ابرگراف هایی از جدیدی خانواده ی میونیر و ͬ ابوالحسن حاج آ، قضیه ی از استفاده با
کردند. معرفͬ هستند، صادق ژو حدس در

در دادند. ارایه دلنی΄وف‐کریز نتیجه ی برای متفاوتͬ تعمیم [٣٠] تاردوش و سیمونͬ
رنگ آمیزی هر آن گاه باشد، t = cd

٢
(H) ،H دلخواه ابرگراف برای اگر که کردند ثابت آن ها ͽواق

رئوس تمام طوری که به  است K⌊t/٢⌋,⌈t/٢⌉ کامل دوبخشͬ زیرگراف ی شامل KG(H) مجاز
در تناوبی به طور خود طبیعͬ ترتیب در رنگ ها این و ͬ گیرند م متمایز رنگ های زیرگراف این
نتیجه ی هم چنین و نتیجه این ،[٢۶] میونیر ͬ شوند. م ظاهر دوبخشͬ گراف این بخش دو

داد. توسیع کنسری ابرگراف های به این چنین را دلنی΄وف‐کریز
از مجاز رنگ آمیزی هر باشد. اول عددی p و دلخواه ابرگرافͬ H کنید فرض [٢۶] ب. قضیه
است. راس cdp

(H) با F مانند رنگارنگͬ و متعادل کامل، p‐بخشͬ زیرابرگراف شامل KGp(H)

جای·زینͬ با که کرد ثابت و داد تعمیم نیز را ب قضیه ی ،[٢۶] میونیر که است ذکر قابل
از Zq‐تعمیمͬ اثباتش در وی است. برقرار هم چنان قضیه ،|V (H)| − alt

p
(H) با cd

p
(H)

برد. کار به را است، شده بیان زنجیر نگاشت های برحسب که ͬ فن۵ ک از قضیه ای
برای ساده ای اثبات Zp‐تاکر لم از مناسبی تعمیم معرفͬ با [٢] علیشاهͬ آن، از پس

ببینید. [٢] در ͬ توانید م را میونیر نتیجه ی از دی·ری توسیع های کرد. ارایه میونیر نتیجه ی
(٢ ≤ ٢k ≤ n) KG(n, k) کنسر گراف مجاز رنگ آمیزی هر در که کرد ثابت چن۶ هم چنین
هم چنین و S و T مانند [n] از عضوی k − ١ زیرمجموعه ی دو رنگ، n − ٢k + ٢ با c مانند
به ازای به طوری که دارند وجود i١, · · · , in−٢k+٢ ∈ [n] \ (S ∪T ) متمایز صحیح عدد n−٢k+٢

است. c(S ∪ {ij}) = c(T ∪ {ij}) = j ،j = ١, · · · , n− ٢k + ٢
دوری رنگͬ عدد مورد در بحث به منزله ی دوبخشͬ زیرگراف های چنین وجود مورد در بحث
نتیجه ی زمان هم که کردند ارایه دی·ری قضیه ی [۵] هم΄ارانش و علیشاهͬ است. گراف ها در
ثابت آن ها ͬ دهد. م تعمیم را [١١] چن توسط آمده به دست نتیجه ی و سیمونͬ‐تاردوش
تنها راس KG(H) و است χ(KG(H)) = cd٢(H) = t که H ناتهͬ ابرگراف به ازای که کردند

4Zp-Tucker lemma
5Ky Fan
6Chen



کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب ͬ های ویژگ برخͬ ۴٢
که است K∗

t.t از رنگارنگ نسخه ی ی شامل رنگ t با KG(H) از مجاز رنگ آمیزی هر ندارد،
ͬ شوند. م ظاهر بخش هر در رنگ ها تمام

کرده ایم ثابت منصفانه نقصانͬ رنگͬ عدد کم با آمده است، قبل فصل در که همان طور
متعادل رنگارنگ، زیرابرگراف ی شامل KGp(H) از مجاز رنگ آمیزی هر p اول عدد به ازای که

.[١] است راس ecdp(H) با کامل p‐بخشͬ و
ͬ ابوالحسن‐ حاج نتیجه ی هم چنین و قبل فصل در آمده به دست نتایج فصل این  در

ͬ دهیم. م توسیع زیر قضایای به را [١٨] میونیر
تعریف چنین را η ،p اول عدد به ازای ب·یرید. نظر در را H١ , . . . ,Ht ابرگراف های .٣ . ١ . ٢ قضیه

ͬ کنیم م
η = max

{
min
i∈[t]

ecd
p
(Hi), min

i∈[t]

(
|V (Hi)| − alt

p
(Hi)

)}
.

متعادل کامل، p‐بخشͬ زیرابرگراف شامل KGp(H١)× · · · ×KGp(Ht) از مجاز رنگ آمیزی هر
است. راس η با F مانند رنگارنگͬ و

برقرار  r دلخواه عدد هر برای p اول عدد جای به ٣ . ١ . ٢ قضیه آیا که مساله این ملاحظه.
است. مطرح جالب و باز مساله ی عنوان به هم چنان است،

زیرابرگراف F کنید فرض باشد. [C] رنگ مجموعه با مجاز آمیزی رنگ ی c کنید فرض
شده تضمین ٣ . ١ . ٢ قضیه  به توجه با آن وجود که باشد رنگارنگͬ و متعادل کامل، p‐بخشͬ

توجه با نتیجه، در ͬ شود. م ظاهر F از راس p − ١ حداکثر در رنگ هر که است واض است.
داریم: قبل قضیه ی به

χ(KGp(H١)× · · · ×KGp(Ht)) ≥
⌈

η

p− ١
⌉
≥

⌈ ١
p− ١ min

i∈[t]
ecd

p
(Hi)

⌉
,

داد: توسیع زیر به صورت r ≥ ٢ برای را آن ͬ توان م که
مثبتͬ صحیح عدد r کنید فرض ب·یرید. نظر در را H١ , . . . ,Ht ابرگراف های .٣ . ١ . ٣ قضیه

داریم .r ≥ ٢ که باشد

χ(KGr(H١)× · · · ×KGr(Ht)) ≥
⌈ ١
r − ١ min

i∈[t]
ecd

r
(Hi)

⌉
.

که پایینͬ کران با را ٣ . ١ . ٣ قضیه در شده ارایه پایین کران ابرگراف چند معرفͬ با ادامه، در
ͬ کنیم. م مقایسه است، کرده  فراهم آ قضیه

ب·یرید. نظر در است، r ≥ ٢ و n > a ،n ≥ rk که را a و r ،k ،n مثبت صحیح اعداد مثال.
و [n] رئوس مجموعه با ابرگرافͬ است، شده  تعریف قبل فصل در آن چه مشابه را H(n, k, a)

ب·یرید. نظر در زیر یال های مجموعه
{
B ⊆ [n] : |B| = k و B ̸⊆ [a]

}
.



۴٣ نتایج اثبات
فصل در آن چه بنابر ͬ دهیم. م نمایش KGr(n, k, a) با را KGr(H(n, k, a)) ابرگراف راحتͬ، برای
آن گاه باشد، a ≥ rk − ١ یا a ≤ ٢k − ٢ اگر که ͬ دانیم م است، آمده ٢ . ٣ . ١ گزاره در قبل
ثابت باشد، a ≥ rk − ١ ͬ که حالت در بنابراین است. χ (KGr(n, k, a)) =

⌈
n−max{a,r(k−١)}

r−١
⌉

که کرده ایم
χ (KGr(H(n, k, a))) =

⌈
ecd

r
(H(n, k, a))
r − ١

⌉
=

⌈
n− a

r − ١
⌉
.

شرط با KGr(n, k, a) ابرگراف های خانواده ی برای ژو حدس ٣ . ١ . ٣ قضیه  بنابر که کنید توجه
r ≥ ۴ مقادیر برای که ͬ دانیم م KGr(H(n, k, a)) ابرگراف مورد در است. معتبر a ≥ rk − ١
با بنابراین، نیست. کران دار ecd

r
(H(n, k, a)) − (n − alt

r
(H(n, k, a))) مقدار ،a ≥ rk − ١ و

حدس در که را KGr(n, k, a) ابرگراف های خانواده ͬ توان نم آ، قضیه  در شده ارایه پایین کران
دارد وجود ابرگراف ها از H مانند خانواده ای دی·ر، طرف از آورد. به دست هستند، صادق ژو
٢ فصل (به است کران بی (n− alt

r
(H(n, k, a)))− ecd

r
(H(n, k, a)

) مقدار ،H ∈H برای که
ͬ کنند. م فراهم م΄مل پایین کران دو ٣ . ١ . ٣ قضیه و آ قضیه  بنابراین، کنید). مراجعه

نتایج اثبات ٣ . ٢
را ابزارهایی و مفاهیم ابتدا داده ایم. اختصاص ٣ . ١ . ٣ و ٣ . ١ . ٢ قضایای اثبات به را بخش این
نتایج اثبات به سپس ͬ کنیم. م معرفͬ داشت، خواهیم نیاز آن ها به فصل این ادامه ی در که
[٢٣] به ͬ توانید م توپولوژی΄ͬ ترکیبیات مورد در بیش تر جزئیات به نیاز صورت در ͬ پردازیم. م

کنید. مراجعه

ابزارها و تعاریف ٣ . ٢ . ١
رئوس مجموعه با سادکͬ ͽمجتم ی ،σp−١

p−٢ سادکͬ ͽمجتم آمده است، ١ فصل در که همان طور
بنابراین، است. Zp محض زیرمجموعه های تمام شامل آن سادک های مجموعه و است Zp

گرفت. نظر در ی΄سان Zp× [n] مجموعه با ͬ توان م را (σp−١
p−٢

)∗n سادکͬ ͽمجتم رئوس مجموعه
،i ∈ [n] هر به ازای اگر تنها و اگر است (σp−١

p−٢
)∗n از سادک ی ∅ ̸= τ ⊆ Zp× [n] این صورت، در

هر به ازای آن در که (
σ

p−١
p−٢

)∗n که است واض باشد. برقرار |τ ∩ (Zp × {i})| ≤ p− ١ نامساوی
ͽمجتم ی ͬ شود، م تعریف ε · (ε′, i) = (ε · ε′, i) به صورت عمل (ε′, i) ∈ Zp × [n] و ε ∈ Zp

است. آزاد سادکͬ
تعریف قبل فصل در که l(.) و h(.) ،τ ε مفاهیم ابتدا ب·یرید. نظر در را τ ∈ (

σ
p−١
p−٢

)∗n سادک
چنین هم است. τ ε

= {(ε, j) : (ε, j) ∈ τ} ،ε ∈ Zp هر به ازای ͬ کنیم. م یادآوری را است، شده 
ℓ(τ) = p · h(τ) + |{ε ∈ Zp : |τ

ε | > h(τ)}|,

اول عدد برای کردیم، بحث ١ فصل در که همان طور است. h(τ) = min
ε∈Zp

|τ ε | آن در که



کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب ͬ های ویژگ برخͬ ۴۴
سادک های مجموعه و Zp رئوس مجموعه با سادکͬ ͽمجتم ی به عنوان را Zp ͬ توان م ،p
ی با معادل X ∈ (Zp ∪ {٠})n \ {٠} هر دیدگاه، این با گرفت. نظر در {

{ω}, {ω٢}, . . . , {ωp}
}

در است. ͬ دار معن ℓ(X) و h(X) درباره ی صحبت بنابراین است. Z∗n
p ⊆

(
σ

p−١
p−٢

)∗n در سادک
گفت توان مͬ ͽواق

h(X) = min
ε∈Zp

|Xε | و ℓ(X) = p · h(X) + |{ε ∈ Zp : |X
ε | > h(X)}|.

آن در که ،ε ·X = (ε · x١ , . . . , ε · xn) عمل با (Zp ∪ {٠})n \ {٠} روی Zp که داشت توجه باید
ͬ کند. م عمل آزادانه است، شده تعریف ٠ برابر ε ∈ Zp هر به ازای ε · ٠

که حالتͯ در را قضیه ابتدا کار راحتͬ برای بپردازیم. ٣ . ١ . ٢ قضیه اثبات به ͬ توانیم م حال
قضیه اثبات کلͬ طرح زیاد، تشابه دلیل به  آن، از پس ͬ کنیم. م ثابت است، η = min

i∈[t]
ecd

p
(Hi)

قضیه، این اثبات برای ͬ کنیم. م ارایه است، η = min
i∈[t]

(|V (Hi)| − alt
p
(Hi)) که حالتͬ برای را

Zp‐متقارن سادکͬ نگاشت روی را دلد قضیه ی
λ : sd(Z∗n

p ) −→ Z∗m
p

X 7−→ (s(X), ν(X))

بتوانیم اگر دلد، قضیه ی بنابر ͬ بریم. م به کار کوچ کافͬ اندازه ی به m و n =
t∑

i=١
|V (Hi)| با

استفاده ایده ی است ذکر به لازم است. m ≥ n آن گاه کنیم، ثابت را λای نگاشت چنین وجود
[٢۴] جذابی مقاله ی در بار اولین که Zp‐تاکر لم مانند آن خاص حالت های یا دلد قضیه ی از
عنوان به است. گرفته قرار استفاده مورد بسیاری مقاله های در است، رفته به کار ٧ ماتوس از
مساله چالش برانگیز و سخت قسمت معمولا ببینید. را [٣۶ ،٢۶ ،٢۵ ،١٨ ،١١ ،١٠ ،۵ ،١] مثال
دید خواهیم ادامه در کنیم. تعریف را آن، s(X) قسمت به ویژه ،λ نگاشت چ·ونه که است این
برای است، گرفته قرار استفاده مورد کارها این در قبلا که روش هایی توسیع و ترکیب چ·ونه که
روش ها این  این که برای صورت هر در است. نتیجه بخش مشترک تعمیم ی آوردن به دست
را s(X) تابع این جا در گیریم. به کار نیز را جدیدی ترفندهای است لازم کنند، کار هم کنار
به بتوانیم تا ͬ دهیم م تغییر را ν(X) تابع تعریف هم چنین و ͬ کنیم م تعریف متفاوتͬ روش به
sd(Z∗n

p ) = (Zp∪{٠})n\{٠} ،λ تابع تعریف برای دقیق تر، عبارت به کنیم. استفاده آن از درستͬ
نظر در X ∈ sd(Z∗n

p ) بردارهای مجموعه را Σ٢ ͬ کنیم. م افراز Σ٢ و Σ١ زیرمجموعه ی دو به را
یالͬ شامل {

i ∈ [nj ] : xi+
∑j−١

j′=١ nj′
= ε

} مجموعه ی ،ε ∈ Zp و j ∈ [t] هر به ازای که ͬ گیریم م
باشد. KGp(H١) × · · · × KGp(Ht) ابرگراف از راسͬ شامل Xε نتیجه در و Hj = ([nj ], Ej) از
طبق بر است، α = n − η + p − ١ آن در که را، ν(X) ∈ {α + ١, . . . ,m} ،X ∈ Σ٢ هر به ازای
استفاده با را s(X) ∈ Zp و ͬ کنیم م تعریف KGp(H١)× · · · ×KGp(Ht) از مجاز رنگ آمیزی ی
حالت از ،X ∈ Σ١ یعنͬ Xها، بقیه ی برای λ(X) تعریف ͬ کنیم. م تعریف s٣(−) کم΄ͬ تابع از

7Matoušek



۴۵ نتایج اثبات
مقدار ͬ گیریم. م کم s٢(−) و s١(−) کم΄ͬ تابع دو از حالت، این در است. پیچیده تر نیز قبل
در و ب·یریم نظر در کوچ تر را m مقدار نتیجه در و α مقدار که ͬ سازد م قادر را ما η بزرگ

آوریم. به  دست بهتری کران نهایت

٣ . ١ . ٢ قضیه اثبات ٣ . ٢ . ٢
به دو مجموعه های باشد، ١ ≤ η ≤ p − ١ اگر نداریم. اثبات برای چیزی باشد، η = ٠ اگر
در و |Ui | = ١ ،i ≤ η به ازای که را U١ , . . . , Up ⊆ V (KGp(H١) × · · · × KGp(Ht)) مجزای دو
Ui = ∅ ،i ی ازای به حداقل که کنید توجه ب·یرید. درنظر است، |Ui | = ٠ این صورت غیر
p‐بخشͬ ندارد، یالͬ KGp(H١)×· · ·×KGp(Ht)[U١ , . . . , Up ] زیرابرگراف که است واض است.
،KGp(H١) × · · · × KGp(Ht) از مجاز رنگ آمیزی هر با متناظر هم چنین و است متعادل و
η ≥ p که کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین ماست. مطلوب که است رنگارنگ مذکور زیرابرگراف

است.
هم چنین H١باشد. = ([n١ ], E١), . . . ,Ht = ([nt ], Et) کنیم فرض نمادگذاری، در راحتͬ برای
ͬ کنیم م فرض ،X = (x١ , . . . , xn) ∈ (Zp ∪ {٠})n \ {٠} هر برای ب·یرید. درنظر را n =

t∑
i=١

ni

X بعدی درایه ی n٢ ،X(٢) ∈ (Zp∪{٠})n٢ است؛ X اول درایه ی n١ ،X(١) ∈ (Zp∪{٠})n١ که
هر به ازای هم چنین، است. X آخر درایه ی nt ،X(t) ∈ (Zp∪{٠})nt جایی که تا آخر، الͬ و است؛
از یال ی حداقل X(j)

ε که ب·یرید نظر در εای ∈ Zp علامت های مجموعه ی را Aj (X) ،j ∈ [t]

x
i+

∑j−١
j′=١ nj′

= ε که iهایی ∈ [nj ] تمام مجموعه ی X(j)
ε کنید توجه باشد. داشته بر در را Hj

ͬ کنیم: م تعریف چنین را Σ٢ و Σ١ است.
Σ١ =

{
X ∈ (Zp ∪ {٠})n \ {٠} : ∃j ∈ [t], Aj (X) ̸= Zp

}
و

Σ٢ =
{
X ∈ (Zp ∪ {٠})n \ {٠} : ∀j ∈ [t], Aj (X) = Zp

}
.

،S =
∪
ε∈Zp

X(j)
ε دهیم قرار ،j ∈ [t] هر و X ∈ (Zp∪{٠})n\{٠} هر به ازای اگر که کنید توجه

نظر در رنگͬ کلاس p Hjبه [S] رئوس مجموعه از افرازی ͬ توان م را X(j) =
(
X(j)

ε)
ε∈Zp

آن گاه
h(X(j)) مقدار این صورت، در که است مشهود ͬ گیرند. م را ε رنگ X(j)

ε رئوس یعنͬ گرفت،
که است رئوسͬ تعداد بیش ترین برابر ℓ(X(j)) است؛ رنگͬ کلاس کوچ ترین اندازه ی برابر
مجموعه Aj(X) و کرد؛ رنگ مجاز) لزوما (نه منصفانه رنگ آمیزی ی با را آن ها ͬ توان م

دارد. وجود Hj [S] در ε رنگ با یال ی که است ε ∈ Zp رنگ های

است η = min
i∈[t]

ecd
p

(H
i
) ͬ که حالت در ٣ . ١ . ٢ قضیه اثبات

با ͬ کنیم. م معرفͬ دارند، اثبات در اساسͬ نقش که را s٢ و s١ علامت تابع دو ابتدا ادامه، در
کنیم. تعریف X ∈ Σ١ هر به ازای ͬ توانیم م را s(X) تابع تابع، دو این کم



کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب ͬ های ویژگ برخͬ ۴۶
Aj (X) ∈ {∅, Zp} ،j ∈ [t] هر به ازای که باشد برداری X ∈ Σ١ اگر .s١(.) علامت تابع تعریف
ͬ کنیم: م تعریف چنین را Bj (X) ابتدا ͬ کنیم. م استفاده s١(.) علامت تابع از آن برای است،

Bj (X) =



X(j) Aj (X) = Zp,

{ε : X(j)
ε ̸= ∅} Aj (X) = ∅ و h(X(j)) = ٠,

X̃(j) Aj (X) = ∅ و h(X(j)) > ٠,
داریم: ε ∈ Zp هر به ازای و است X̃(j) ∈ (Zp ∪ {٠})nj \ {٠} که

X̃(j)
ε

=


X(j)

ε |X(j)
ε | = h(X(j)),

∅ این صورت غیر .در
در بردار ی باشد: داشته را متفاوت ماهیت نوع دو این از ی΄ͬ ͬ تواند م Bj (X) که کنید توجه
B(X) =

(
B١(X), . . . , Bt(X)

) بردار حال، .Zp از محض زیرمجموعه ی ی یا (Zp∪{٠})nj \{٠}
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را L١ مجموعه ی B(X) تعریف به توجه با و گرفته نظر در را

L١ =
{
B(X) : X ∈ Σ١ و ∀j ∈ [t], Aj (X) ∈ {∅, Zp}

}
.

است: زیر مجموعه ی از زیرمجموعه ی L١ کنید ))توجه
Zp∪{٠})n١ ∪

(٢Zp \{Zp}
))
×· · ·×

((
Zp∪{٠})nt ∪

(٢Zp \{Zp}
))
\({٠,∅}×· · ·×{٠,∅}).

ͬ کنیم م تعریف ،B = (B١ , . . . , Bt) ∈ L١ بردار و ε ∈ Zp به ازای
ε ·B = (ε ·B١ , . . . , ε ·Bt),

که

ε ·Bi =


(ε · x١ , . . . , ε · xni

) Bi = (x١ , . . . , xni
) ∈ (Zp ∪ {٠})ni \ {٠}

{
ε · z : z ∈ Bi

}
Bi ⊊ Zp.

این بر علاوه و است آزاد و بسته L١ فوق، عمل گرفتن نظر در با که دید ͬ توان م به راحتͬ
هر برای که Xای ∈ Σ١ هر و ε ∈ Zp هر به ازای یعنͬ است، Zp‐متقارن نگاشت ی B(.)

دلخواه Zp‐متقارن نگاشت حال است. B(ε ·X) = ε ·B(X) باشد، Aj (X) ∈ {∅, Zp} ،j ∈ [t]

ی انتخاب با ͬ توان م را نگاشتͬ چنین که کنید توجه ͬ گیریم. م نظر در را s١ : L١ −→ Zp

کرد. تعریف نماینده، آن برای نگاشت مقدار دلخواه تعریف و دور هر در نماینده
روی Zp که است واض .s٢(−) علامت تابع تعریف

L٢ = ٢Zp × · · · × ٢Zp \ ({∅, Zp} × · · · × {∅, Zp})



۴٧ نتایج اثبات
عمل آزادانه است، ε · Ci = {ε · z : z ∈ Ci} که ε · (C١ , . . . , Ct) = (ε · C١ , . . . , ε · Ct) عمل با
نظر در دلخواه Zp‐متقارن نگاشت ی را s٢ : L٢ −→ Zp ،s١(−) تعریف با مشابه ͬ کند. م

ͬ گیریم. م
است، min

i∈[t]
ecd

p
(Hi) ≥ p چون ͬ گیریم. م نظر در را α = n−min

i∈[t]
ecd

p
(Hi) + p− ١ مقدار

تعریف چنین را νj : (Zp ∪ {٠})n \ {٠} −→ N تابع ،j ∈ [t] هر برای است. α < n بنابراین
ͬ کنیم: م

νj (X) =


|X(j)| A

j
(X) = Zp

|Aj (X)|+max
{
ℓ
(
Z
)
: Z ⊆ X(j) و ∀ε ∈ Zp, E(Hj [Z

ε

]) = ∅
}

Aj (X) ̸= Zp.

تعریف بنابر حال، است. X(j) غیرصفر درایه های تعداد نشان دهنده ی |X(j)| که کنید توجه
ͬ کنیم. م تعریف ν(X) =

t∑
j=١

νj (X) به صورت را مقدار تابع ،νj(.)
ͬ کنیم: م تعریف بدین صورت را λ١ نگاشت .λ١ نگاشت تعریف
λ١ : Σ١ −→ Zp × {١, . . . , α}

X 7−→ (s(X), ν(X)).

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت دو ،s(X) تعریف برای
.s(X) = s١

(
B(X)

) دهیم مͬ قرار باشد، Aj (X) ∈ {∅, Zp} ،j ∈ [t] هر به ازای اگر •
.s(X) = s٢

(
A١(X), . . . , At(X)

) ͬ دهیم م قرار ،Aj (X) ̸∈ {∅, Zp} ،j ∈ [t] ی به ازای اگر •
ندارند وجود X,Y ∈ Σ١ بردار دو هیچ و است Zp‐متقارن نگاشت ی λ١ نگاشت .٣ . ٢ . ١ لم

باشد. s(X) ̸= s(Y ) و ν(X) = ν(Y ) ،X ⊆ Y که
،ε ∈ Zp هر ازای به و هستند Zp‐متقارن نگاشت دو s٢(−) و s١(−) آن جایی که از برهان.
برقرار ح΄م کنیم فرض است. Zp‐متقارن نگاشت ی λ١ نگاشت است، ν(ε · X) = ν(X)

هم چنین و ν(X) = ν(Y ) ،X ⊆ Y که باشند داشته وجود Σ١ در Y و X بردار دو یعنͬ نباشد،
،j ∈ [t] هر به ازای نتیجه در و X(j) ⊆ Y (j) ͬ دانیم م است، X ⊆ Y چون باشد. s(X) ̸= s(Y )

که ͬ دهد م نتیجه X(j) ⊆ Y (j) این، بر علاوه  است. Aj (X) ⊆ Aj (Y )

{ℓ(Z) : Z ⊆ X(j) و ∀ε ∈ Zp, E(Hj [Z
ε
]) = ∅} ⊆{

ℓ(Z) : Z ⊆ Y (j) و ∀ε ∈ Zp, E(Hj [Z
ε
]) = ∅

}
.

که ͬ دهد م نتیجه ν(X) = ν(Y ) تساوی بنابراین است. νj (X) ≤ νj (Y ) ،j ∈ [t] هر به ازای لذا،
دو .Aj (X) = Aj (Y ) داریم ،j ∈ [t] هر برای فوق، بحث و تساوی این بنابر .νj (X) = νj (Y )

ͬ گیریم: م درنظر را زیر حالت



کنسری ابرگراف های رسته ای ضرب ͬ های ویژگ برخͬ ۴٨
چون است. s(X) = s١

(
B(X)

) این صورت، در باشد. Aj (X) ∈ {∅, Zp} ،j هر به ازای (I
به توجه با نتیجه، در .s(Y ) = s١

(
B(Y )

) داریم است، Aj (X) = Aj (Y ) jها، تمام برای
صحیحͬ عدد کوچ ترین برابر را j٠ حال، .B(X) ̸= B(Y ) داریم ،s(X) ̸= s(Y ) این که

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت های است. Bj٠ (X) ≠ Bj٠ (Y ) که ͬ دهیم م قرار
لذا، .X(j٠) ⊊ Y (j٠) داریم ،Bj٠ (.) تعریف بنابر باشد. Aj٠ (X) = Aj٠ (Y ) = Zp (١
ام΄ان پذیر ͬ که صورت در است، برقرار νj٠ (X) < νj٠ (Y ) نامساوی ،νj٠ تعریف بر بنا

نیست.
داریم ،νj٠ (X) = νj٠ (Y ) تساوی از استفاده با باشد. Aj٠ (X) = Aj٠ (Y ) = ∅ (٢

بنابراین، .ℓ(X(j٠)) = ℓ(Y (j٠))

p · h(X(j٠)) + |{ε : |X(j٠)
ε

| > h(X(j٠))}| = p · h(Y (j٠)) + |{ε : |Y (j٠)
ε

| > h(Y (j٠))}|

و h(X(j٠)) = h(Y (j٠)) ͬ دهد م نتیجه وضوح به که
|{ε : |X(j٠)

ε | > h(X(j٠))}| = |{ε : |Y (j٠)
ε | > h(Y (j٠))}|.

داریم X(j٠) ⊆ Y (j٠) رابطه ی بنابر
{ε : |X(j٠)

ε | > h(X(j٠))} = {ε : |Y (j٠)
ε | > h(Y (j٠))}.

است. تناقض که ،Bj٠ (X) = Bj٠ (Y ) داریم ،B(.) تعریف به توجه با بنابراین،
داریم است، s(X) ̸= s(Y ) چون .Aj (X) ̸∈ {∅, Zp} که باشد داشته وجود j ∈ [t] (II

s٢
(
A١(X), . . . , At(X)

)
̸= s٢

(
A١(Y ), . . . , At(Y )

)
.

بنابراین، باشد. برقرار (A١(X), . . . , At(X)
)
̸= (A١(Y ), . . . , At(Y )

) نامساوی باید نتیجه در
نیست. ام΄ان پذیر که Aj (X) ̸= Aj (Y ) ،j ی ازای به حداقل

فرض ͬ کنیم. م تعریف زیر در داریم، نیاز آن ها به  اثبات ادامه ی در که را نمادگذاری هایی
برای باشد. [C] رنگ مجموعه با KGp(H١) × · · · × KGp(Ht) از مجاز رنگ آمیزی ی c کنیم

ͬ کنیم: م تعریف ،ε ∈ Zp هر و X ∈ Σ٢ هر
E

ε
(X) =

{
(e١ , . . . , et) ∈ E١ × · · · × Et : ∀j ∈ [t], ej ⊆ X(j)

ε
}
.

بدین را τX حال است. Eε
(X) ̸= ∅ ،ε ∈ Zp هر به ازای ،Σ٢ تعریف بنابر که داشت توجه باید

ͬ کنیم: م تعریف صورت
τX =

{
(ε, c(u)) : ε ∈ Zp و u = (e١ , . . . , et) ∈ E

ε
(X)

}
.



۴٩ نتایج اثبات
از یالͬ {uε : ε ∈ Zp} آن گاه کنیم، انتخاب uε ∈ E

ε
(X) ی ،ε ∈ Zp هر به ازای اگر

از مجاز رنگ آمیزی ی c آن جایی که از نتیجه، در است. KGp(H١) × · · · × KGp(Ht)

(ε, i) ̸∈ τX که ε ∈ Zp ی حداقل i ∈ [C] هر برای است، KGp(H١) × · · · × KGp(Ht)

به ازای چون علاوه براین، است. (σp−١
p−٢)

∗C از سادک ی τX مشاهدات، این بنابر دارد. وجود
.ℓ(τX ) ≥ p داریم است، Eε

(X) ̸= ∅ ،ε ∈ Zp هر

سادک های تمام مجموعه ی را U
b

،b ∈ [C] صحیح عدد برای .s٣(−) علامت تابع تعریف
ͬ کنیم م تعریف ͬ گیریم. م نظر در است، |τ ε | ∈ {٠, b} ،ε ∈ Zp هر به ازای که τ ∈

(
σ

p−١
p−٢

)∗C

هم چنین ͬ کنیم. م انتخاب s٣ : U → Zp مانند دلخواه Zp‐متقارن نگاشت ی .U =
C∪
b=١

U
b

ͬ دهیم م قرار ،h = h(τ) = min |τ ε | با τ ∈ (
σ

p−١
p−٢

)∗C هر به ازای
τ̃ =

∪
ε : |τε |=h

τ
ε
.

است. شده تعریف s٣(τ̃) بنابراین، دارد. قرار U در که است τ از زیر‐سادک ی τ̃ کنید توجه
ͬ کنیم: م تعریف چنین را λ٢ نگاشت .λ٢ نگاشت تعریف

λ٢ : Σ٢ −→ Zp ×

{
α+ ١, . . . , α− p+ ١ + max

X∈Σ٢
ℓ(τX )

}
X 7−→ (s(X), ν(X)),

است. ν(X) = α− p+ ١ + ℓ(τX ) و s(X) = s٣(τ̃X ) که
ندارند وجود X,Y ∈ Σ١ بردار دو هیچ و است Zp‐متقارن نگاشت ی λ٢ نگاشت .٣ . ٢ . ٢ لم

باشد. s(X) ̸= s(Y ) و ν(X) = ν(Y ) ،X ⊆ Y که
بنابراین نباشد. برقرار ح΄م که کنید فرض است. Zp‐متقارن نگاشت ی λ٢ به وضوح برهان.
توجه با است. s(X) ̸= s(Y ) و ν(X) = ν(Y ) ،X ⊆ Y که دارند وجود Σ٢ در Y و X بردار دو
دانیم مͬ ،ℓ(.) تعریف از استفاده با باشد. برقرار باید ℓ(τX ) = ℓ(τY ) تساوی ،λ٢ تعریف به
در و τ̃X = τ̃Y که ͬ گیریم م نتیجه ،τX ⊆ τY رابطه ی و آخر تساوی بنابر است. h(τX ) = h(τY )

است. تناقض که ،s(X) = s٣(τ̃X ) = s٣(τ̃Y ) = s(Y ) نتیجه،
ͬ کند. م کامل را اثبات بزرگ، ℓ(X) با X بردار ی وجود چ·ونه که ͬ دهیم م نشان زیر لم در
KGp(H١)×· · ·×KGp(Ht) آن گاه باشد، داشته وجود ℓ(τX ) ≥ q با X ∈ Σ٢ ی اگر .٣ . ٢ . ٣ لم

است. راس q با رنگارنگ و متعادل کامل، p‐بخشͬ زیرابرگراف ی شامل
که را τ ⊆ τX زیرسادک است. ℓ(τX ) ≥ q که باشد بردار ی X ∈ Σ٢ کنیم فرض برهان.
Si = {j ∈ [C] : (ω

i
, j) ∈ τ} ،i ∈ [p] هر به ازای گیریم. مͬ نظر در است، ℓ(τ) = |τ | = q
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برقرار ⌊ qp⌋ ≤ |Si | ≤ ⌈

q
p⌉ رابطه ی ،i ∈ [p] هر به ازای که کنید توجه ابتدا کنیم. مͬ تعریف

به توجه با ،s ∈ Si و i ∈ [p] هر برای است. p∑
i=١
|Si | = q که است واض هم چنین، است.

وجود KGp(H١) × · · · × KGp(Ht) از ui,s = (e
s

i,١ , . . . , e
s

i,t
) مانند راس ی ،Si و τ(X) تعریف

،i ∈ [p] هر به ازای حال، است. es
i,j
⊆ X(j)

ωi ،j ∈ [t] هر به ازای و c(ui,s) = s که دارد
KGp(H١) × · · · × KGp(Ht)[U١ , . . . , Up ] که است واض ͬ دهیم. م قرار Ui = {ui,s : s ∈ Si}

است. مطلوب زیرابرگراف
قضیه ی اثبات کردن کامل برای است. η = min

i∈[t]
ecd

p
(Hi) وقتͬ ٣ . ١ . ٢ قضیه اثبات تکمیل

قضیه ی از تعمیمͬ که [٢٣ ،١٢] دلد قضیه ی از شد ذکر این از پیش که همان طور ،٣ . ١ . ٢
نگاشت اگر که ͬ دانیم م دلد قضیه ی از استفاده با ͬ کنیم. م استفاده است، برسوک‐اولام
داشته وجود K٢ آزاد سادکͬ ͽمجتم‐Zp به K١ سادکͬ ͽمجتم‐Zp از Zp‐متقارنͬ سادکͬ

ͬ دهیم م قرار نمادگذاری در راحتͬ برای است. بیش تر K١ همبندی از اکیدا K٢ بعد باشد،
m = α− p+ ١ + max

X∈Σ٢
ℓ(τ(X)).

که دهیم نشان است کافͬ ،٣ . ٢ . ٣ لم به توجه با
max
X∈Σ٢

ℓ(τX ) ≥ min
i∈[t]

ecd
p
(Hi).

برای که ͬ کنیم م تعریف طوری را λ : (Zp ∪ {٠})n \ {٠} −→ Zp × [m] منظور، این برای
این صورت غیر در و ،λ(X) = λ١(X) آن گاه باشد، X ∈ Σ١ اگر ،X ∈ (Zp ∪ {٠})n \ {٠} هر
Zp‐متقارن سادکͬ نگاشت ی λ(.) ،٣ . ٢ . ٢ لم و ٣ . ٢ . ١ لم به توجه با است. λ(X) = λ٢(X)

اکیدا sd(Z∗n
p ) همبندی از Z∗m

p بعد دلد، قضیه ی بنابر نتیجه، در است. Z∗m
p به sd(Zn

p ) از
□ ماست. مطلوب که ،m− ١ > n− ٢ یعنͬ است، بیش تر

است. η = min
i∈[t]

(|V (H
i
)| − alt

p

(H
i
)) ͬ که درحالت ٣ . ١ . ٢ قضیه ی اثبات

ͬ کنیم. م بیان را اثبات کلͬ روند ،η = min
i∈[t]

(|V (Hi)| − alt
p
(Hi)) حالت برای قسمت، این در

را زیر تغییرات η = min
i∈[t]

ecd
p
(Hi) حالت برای ٣ . ١ . ٢ قضیه اثبات در است کافͬ منظور، بدین

کنیم. ایجاد
کنیم. جای·زین min

i∈[t]

(
|V (Hi)| − alt

p
(Hi)

) با را min
i∈[t]

ecd
p
(Hi) ،٣ . ٢ . ٢ بخش در •

استفاده alt(.) از ،ℓ(.) تابع از استفاده به جای ،νj (X) تابع های از کدام هر تعریف برای •
کنیم.

s(X) است، Aj (X) ∈ {∅, Zp} jها ∈ [t] تمام برای که X هر به ازای ،λ١(X) تعریف در •
دهیم. قرار X صفر غیر درایه ی اولین را



۵١ نتایج اثبات
لم ،٣ . ٢ . ١ لم که کرد بررسͬ ͬ توان م راحتͬ به داشتیم، ٣ . ٢ . ٢ بخش در که روندی مشابه
بنابراین، معتبرند. هم چنان بیان کردیم، بالا در که اصلاحاتͬ بردن به کار با ٣ . ٢ . ٣ لم و ٣ . ٢ . ٢

ͬ آوریم. م به دست را مطلوب نتیجه ی دلد، ی قضیه بردن به کار با

٣ . ١ . ٣ قضیه اثبات ٣ . ٢ . ٣
بنابر ͬ دهیم. م کاهش است، اول عدد r ͬ که حالت به را قضیه این ،٣ . ١ . ٣ قضیه اثبات برای
r ͬ که حالت در ٣ . ١ . ٣ قضیه درستͬ از است، آمده ٣ . ١ . ٢ قضیه اثبات از بعد دقیقا که بحثͬ
کاهش مدیون را کاهش این ایده ی که است ذکر قابل داریم. اطمینان است، اول عددی
استفاده مورد نیز [٣٧ ،٣۶ ،١٨ ،۴] مانند مقالاتͬ در ایده این هستیم. [٢١] در کریز مشهور

ͬ کنیم. م استفاده است، آمده [١٨] در آن چه مشابه روندی از ادامه در است. گرفته قرار
و r′ مقدار دو هر برای ٣ . ١ . ٣ قضیه اگر باشند. صحیح عدد دو r′′ و r′ کنید فرض .۴ . ٣ . ٢ لم

است. برقرار نیز r = r′r′′ برای مذکور قضیه ی آن گاه باشد، برقرار r′′

ͬ کنیم: م تعریف چنین را TH,C,s ابرگراف ،H ابرگراف و C و s صحیح مقدار دو به ازای
V (TH,C,s) = V (H)

E(TH,C,s) =
{
A ⊆ V (H) : ecds(H[A]) > (s− ١)C}

.

کنیم. اثبات را زیر کم΄ͬ لم که داریم نیاز فوق لم اثبات برای
داریم s و r صحیح مقدار دو به ازای .۵ . ٣ . ٢ لم

ecd
rs
(H) ≤ r(s− ١)C + ecd

r
(TH,C,s)

باشد |A| = |V (H)| − ecd
r
(TH,C,s) که ب·یرید نظر در چنان را A ⊆ V (H) مجموعه ی برهان.

به توجه با مجموعه ای چنین وجود باشد. داشته منصفانه مجاز r‐رنگ آمیزی TH,C,s[A] و
TH,C,s[A] از دلخواه منصفانه ی مجاز رنگ آمیزی ی است. شده تضمین ecdr(TH,C,s) تعریف
است A از رئوسͬ مجموعه ،Xj ⊆ A از منظور که ͬ کنیم م یادآوری ب·یرید. نظر در را رنگ r با
منصفانه مجاز رنگ آمیزی ی c رنگ آمیزی آن جایی که از است. شده رنگ آمیزی j رنگ با که
بنابراین باشد. TH,C,s از یالͬ ͬ تواند نم Xj و است |Xi| − |Xj | ≤ ١ ،i, j ∈ [r] هر به ازای است،
هر از راس (s − ١)C حداکثر حذف با لذا است. ecds(H[Xj ]) ≤ (s − ١)C ،j ∈ [r] هر به ازای
مجموعه ای {Y ١, · · · , Y t} و χ(H[Y j ]) ≤ s که Y j ⊆ Xj مجموعه های ͬ توان م Xjها، از کدام
حداکثر H[∪rبا

j=١Y j ] از منصفانه مجاز رنگ آمیزی ی بنابراین آورد. به دست را باشد، منصفانه
H ابرگراف از راس r(s− ١)C + ecdr(TH,C,s) حداکثر حذف با H[∪r

j=١Y j ] و دارد وجود رنگ rs

ͬ شود. م حاصل
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اما باشد، برقرار r′′ و r′ صحیح مقدار دو هر برای ٣ . ١ . ٣ قضیه کنیم فرض .۴ . ٣ . ٢ لم اثبات
که دارند وجود H١, · · · ,Ht ابرگراف های بنابراین نباشد. برقرار r = r′r′′ برای مذکور قضیه ی

min
l=١,··· ,t ecd

r(Hl) > (r − ١)C

مجاز رنگ آمیزی ی c کنیم فرض است. KGr(H١)× · · · ×KGr(Ht) ابرگراف رنگͬ عدد C که
داریم: ،۵ . ٣ . ٢ لم بنابر باشد. رنگ C با KGr(H١)× · · · ×KGr(Ht) ابرگراف برای

ecd
r′′
(THl,C,r′) ≥ ecd r′r′′(Hl)− r′′(r′ − ١)C > (r′r′′ − ١)C − r′′(r′ − ١)C = (r′′ − ١)C > ٠.

THl,C,r′ در el مانند یال ی l ∈ [t] هر ازای به دارد. یال ی حداقل THl,C,r′ ابرگراف هر لذا،
است، برقرار r′ برای ٣ . ١ . ٣ قضیه  و است  ecdr′(Hl[el]) > (r′ − ١)C چون ب·یرید. نظر در
ابرگراف رئوس به رنگ تخصیص با لذا ([e١]H١)′χ(KGr است. × · · · × KGr′(Ht[et]) > C

تک رنگ یال دارای مذکور ابرگراف ،c رنگ آمیزی تحت KGr′(H١[e١]) × · · · × KGr′(Ht[et])

از راسͬ (e١, · · · , et) باشد، THl,C,r′ از یالͬ el ،l ∈ [t] هر به ازای اگر که کنید توجه است.
ابرگراف از (e١, · · · , et) راس هر به ازای است. KGr′′(TH١,C,r′) × · · · × KGr′′(THt,C,r′) ابرگراف
ͬ گیریم. م نظر در KGr′(H١[e١])×· · ·×KGr′(Ht[et]) تک رنگ یال رنگ را h(e١, · · · , et) مذکور،
نگاشت است، KGr(H١)×· · ·×KGr(Ht) ابرگراف برای مجاز رنگ آمیزی ی c آن جایی که از
ابرگراف برای مجاز رنگ آمیزی ی h : V (KGr′′(TH١,C,r′)) × · · · × V (KGr′′(THt,C,r′)) → C

مجازی رنگ آمیزی h اگر این صورت غیر در زیرا است. KGr′′(TH١,C,r′)× · · · ×KGr′′(THt,C,r′)

در تک رنگ یال ی ͬ توان م نباشد، KGr′′(TH١,C,r′) × · · · × KGr′′(THt,C,r′) ابرگراف برای
 h پس است. تناقض در c رنگ آمیزی بودن مجاز با که یافت KGr(H١) × · · · × KGr(Ht)

قضیه  چون است. رنگ C با KGr′′(TH١,C,r′)×· · ·×KGr′′(THt,C,r′) برای مجاز رنگ آمیزی ی
داریم: ۵ . ٣ . ٢ لم بنابر و است برقرار r′′ برای ٣ . ١ . ٣

min
l∈[t]

ecdr(Hl) ≤ min
l∈[t]

ecdr(THl,C,r′) + r′′(r′ − ١)C ≤ (r − ١)C
است. ثابت ح΄م و باطل خلف فرض بنابراین
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Abstract

Lovász proved the long-standing Kneser conjecture in 1978. This proof gave birth to an area of

combinatorics called toplogical combinatorics which concentrates on coloring properties of Kneser

graphs and hypergraphs. The general Kneser hypergraphKGr(H) is an r-uniform hypergraph that

somehow encodes the edge intersections of a ground hypergraphH.

We here define a new combinatorial parameter called equitable colorability defect of hyper-

graphs, which provides a new lower bound for the chromatic number of general Kneser hyper-

graphs. We prove that our proposed sharp lower bound outperforms most of the best known ex-

isting lower bounds for χ(KGr(H)). In addition, we demonstrate that the difference between

our proposed lower bound and some of the best known lower bounds such as the Dol’nikov-Kříž

lower bound (1992), the Ziegler lower bound (2002), and the Alishahi-Hajiabolhassan lower bound

(2015) can be arbitrary large. By use of the aforementioned lower bound, the chromatic number

of some family of grahs is determined, as well.

Furthermore, we prove a result ensuring the existence of a colorful subhypergraph in any proper

coloring of general Kneser hypergraphs that strengthens prior results in the literature. We extend

these results to categorical product of general Kneser hypergraphs. To be more specific, we present

some colorful type results for the coloring of categorical product of general Kneser hypergraphs,

which generalize the Hajiabolhassan-Meunier result (2016). Also, we present a new lower bound

for the chromatic number of categorical product of general Kneser hypergraphs which can be much

better than the Hajiabolhassan-Meunier lower bound. Using this lower bound, we enrich the family

of hypergraphs satisfying Zhu’s conjecture (a generalization of Hedetniemi’s conjecture to hyper-

graphs).

Keywords: Kneser hypergraphs; chromatic number; colorability defect; colorful subhyper-

graph; categorical product; Hedetniemi’s conjecture
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