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مهربانیش سایه که عزیزم همسر به تقدیم
اسوه که او باشد، مͬ زندگیم سار سایه
را مسیر مش΄لات و بوده تحمل و صبر
به همواره که کسͬ نمود. تسهیل برایم
مدت در من ولͬ صبوری تو گوید مͬ من

آموختم. او از را ش΄یبایی تحصیلم

ز



سپاس گزاری

پر محضر از که ایرانمنش مهدی دکتر آقای جناب دانشمند استاد از سپاس و تش΄ر
مساعدت های از بی΄ران امتنان با برده ام. بهره ها ایشان، های راهنمایی و تدریس فیض
احمد دکتر آقای جناب نیز و دانش΄ده محترم ریاست هاشمͬ دکتر آقای جناب شائبۀ بی
فضیلت تربیت، و تعلیم جام نوش جرعه پیوسته که پدرم پاک روح به درود نژاد. معتمد
جواد آقای جناب عزیزم خانم پدر خدمت فراوان درود و تقدیر با . بوده ام آن انسانیت و
سپاس با نمودند. یاری پدارنه تحصیل دوران طول در مرا پیوسته که بخش ͷگن
خانم سرکار و خاکپور راحله خانم سرکار فداکارم و دلسوز عزیز، بسیار مادران از بی΄ران
است. بوده تحصیلم و زندگͬ راه بدرقه پیوسته ایشان خیر های دعا که رضازاده طیبه
داده یاری مشفقانه و صمیمانه مرا که مایه ام گران دوستان خدمت دریغ بی سپاس با
این رساندن انجام به در مرا نوعͬ به که کسانͬ همه خدمت خالصانه تش΄ر با و اند

نموده اند یاری مهم

صنعتͬ بخش ͷگن علͬ
١٣٩٧ ماه دی

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی صنعتͬ بخش ͷگن علͬ اینجانب
های فضا در تقریبی نقطه بهترین و تقریب بهترین عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ایرانمنش مهدی راهنمایی تحت ، ٢‐متری و متری
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
صنعتͬ بخش ͷگن علͬ
١٣٩٧ ماه دی

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
نقطه نظریه یافته تعمیم (که تقریبی نقطه بهترین و تقریب بهترین نظریه رساله این در
‐٢ (٢‐نرم، گونه متری و متری فضای روی را ͬ باشند.) م ها نگاشت  ناخود برای ثابت
از برخͬ و کرده ایم مرور را ٢‐متری فضاهای کرد. خواهیم متری)بررسͬ مدولار و متری
بررسͬ ٢‐نرم فضاهای در تعامد داده ایم. گسترش و تعریف فضاها از نوع این برای را مفاهیم
نوشتار در همچنین داده ایم. گسترش فضاها از نوع این در را تقریب بهترین نظریه سپس و
تعریف ارائه با و پرداخته ایم کامل متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین نظریه به رو، پیش
ایم. کرده ارائه نظریه این در را جدیدی نتایج ضعیف، خاصیت ‐P و ϕ‐انقباض های نگاشت

کلیدی: کلمات

ϕ‐انقباض، تقریبی، نقطه بهترین ٢‐نرم، ٢‐متر، تقریب، ٢‐بهترین تقریب، بهترین
مدولار. متری فضای ثابت، نقطه ضعیف، P‐خاصیت

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

(1) Lattice g-2-normed spaces and 2-best approximation properties of the their downward sub-

sets, General mathematics, 2017.

(2) A common best proximity point theorem for ϕ-dominated pair, European journal of pure

and applied mathematics, 2018.

(3) A new fixed point theorems in regular modular metric spaces, Communication in mathe-

matics and applications.

(4) Some common best proximitypoint theorems for the pair of non-self mappings frome the

pair (A,B) with weak P−property, The 4th Seminar on Operator Theory and its Applica-

tions, University of Bojnord, Iran 7− 8rd March 2018.

(5) Common best proximity point theorem for ϕ-dominated pair, The 9th Seminar on Nonlinear

analysis and Applications, Feb.28 and Mar.1, 2018.

م



ن

پیش·فتار
و بازی نظریه مالͬ، ریاضیات نامعادلات، معادلات، مانند، ریاضیات در مسائل از بسیاری

کرد. سازی مدل زیر فرم به معادله ی صورت به ͬ توان م را سازی بهینه

Tx = x

(… و ٢‐متری ،توپولوژی ،متری) مناسب فضای ی روی نگاشت خود ی T آن در که
معادله انتگرال، معادله دیفرانسیل، معادله است( مسئله ما نوع به بسته فضا این نوع است.

.(… و ماتریسͬ
است مم΄ن Tx = x معادله صورت این در باشد. نگاشت ناخود ی T : A → B اگر حال
داشته را مقدار کمترین d(x, Tx) که x مانند نقطه ای یافتن حالت این در نباشد. جواب دارای
راستا این در تقریبی نقطه بهترین و تقریب بهترین نظریه ͬ رسد. م نظر به مهم بسیار باشد،
ͬ کند، م محاسبه را یافته تعمیم ثابت نقطه که بهینه تقریب نظریه بنیان ترتیب این به است.
تقریبی، نقطه بهترین مساله صورت این در شوند. منطبق برهم B و Aاگر ͬ شود. م نهاده

شد. خواهد ثابت نقطه مساله به تبدیل
کرد: ثابت را تقریب بهترین قضیه فن١

محدب موضعاً توپولوژی΄ͬ برداری فضای از ناتهͬ محدب فشرده مجموعه زیر ی A اگر ”
چنان x ∈ A عنصر آنگاه باشد، پیوسته نگاشت T : A → X تابع نیز و باشد X هاسدورف

که است موجود
d(Tx, x) = d(Tx,A) := inf{d(Tx, y)|y ∈ A}.”

به توجه با دادند. گسترش را فن قضیه س·ال۴ و ٣ ریچ پرولا٢، مانند ͬ دان هایی ریاض
نظریه ها این تقریبی، نقطه بهترین نظریه و تقریب بهترین نظریه ثابت، نقطه نظریه اهمیت
فضای ،متری S فضای ،متری‐G فضای ،٢‐متری (فضای گونه متری فضاهای برای

است. شده بررسͬ نیز (… و مدولار فضای متری‐b

سپس و مرور را ٢‐نرم و ٢‐متری فضاهای اول قسمت در است دوقسمت شامل نوشتار این
ͬ کنیم. م بررسͬ فضاها نوع این برای را تقریب بهترین

برای را مشترک تقریبی نقطه بهترین و تقریبی نقطه بهترین نظریه نامه، پایان دوم قسمت در
Fan theorem١

Prolla٢
Rich٣

Segal۴



س
از فصل آخرین در ͬ کنیم. م مطرح ٢‐متری و متری فضای در گونه انقباض نگاشت های
قضیه دو ارائه با و بررسͬ منظم مدولار متری فضاهای در را ثابت نقطه نظریه نامه، پایان این

ͬ رسانیم. م پایان به را فصل فضاها، از نوع این در ثابت نقطه



ع

پیش·فتار
و بازی نظریه مالͬ، ریاضیات نامعادلات، معادلات، مانند، ریاضیات در مسائل از بسیاری

کرد. سازی مدل زیر فرم به معادله ی صورت به ͬ توان م را سازی بهینه

Tx = x

(… و ٢‐متری ،توپولوژی ،متری) مناسب فضای ی روی نگاشت خود ی T آن در که
معادله انتگرال، معادله دیفرانسیل، معادله است( مسئله ما نوع به بسته فضا این نوع است.

.(… و ماتریسͬ
است مم΄ن Tx = x معادله صورت این در باشد. نگاشت ناخود ی T : A → B اگر حال
داشته را مقدار کمترین d(x, Tx) که x مانند نقطه ای یافتن حالت این در نباشد. جواب دارای
راستا این در تقریبی نقطه بهترین و تقریب بهترین نظریه ͬ رسد. م نظر به مهم بسیار باشد،
ͬ کند، م محاسبه را یافته تعمیم ثابت نقطه که بهینه تقریب نظریه بنیان ترتیب این به است.
تقریبی، نقطه بهترین مساله صورت این در شوند. منطبق برهم B و Aاگر ͬ شود. م نهاده

شد. خواهد ثابت نقطه مساله به تبدیل
کرد: ثابت را تقریب بهترین قضیه فن۵

محدب موضعاً توپولوژی΄ͬ برداری فضای از ناتهͬ محدب فشرده مجموعه زیر ی A اگر ”
چنان x ∈ A عنصر آنگاه باشد، پیوسته نگاشت T : A → X تابع نیز و باشد X هاسدورف

که است موجود
d(Tx, x) = d(Tx,A) := inf{d(Tx, y)|y ∈ A}.”

به توجه با دادند. گسترش را فن قضیه س·ال٨ و ٧ ریچ پرولا۶، مانند ͬ دان هایی ریاض
نظریه ها این تقریبی، نقطه بهترین نظریه و تقریب بهترین نظریه ثابت، نقطه نظریه اهمیت
فضای ،متری S فضای ،متری‐G فضای ،٢‐متری (فضای گونه متری فضاهای برای

است. شده بررسͬ نیز (… و مدولار فضای متری‐b

سپس و مرور را ٢‐نرم و ٢‐متری فضاهای اول قسمت در است دوقسمت شامل نوشتار این
ͬ کنیم. م بررسͬ فضاها نوع این برای را تقریب بهترین

برای را مشترک تقریبی نقطه بهترین و تقریبی نقطه بهترین نظریه نامه، پایان دوم قسمت در
Fan theorem۵

Prolla۶
Rich٧

Segal٨



ف
از فصل آخرین در ͬ کنیم. م مطرح ٢‐متری و متری فضای در گونه انقباض نگاشت های
قضیه دو ارائه با و بررسͬ منظم مدولار متری فضاهای در را ثابت نقطه نظریه نامه، پایان این

ͬ رسانیم. م پایان به را فصل فضاها، از نوع این در ثابت نقطه
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تصاویر فهرست

ش





جداول فهرست

ث





١ فصل
مقدمات

تقریب تئوری ١ . ١
[٨٣] ͽمرج از برگرفته که تقریب بهترین(نزدی΄ترین) مقدماتͬ قضایای و مفاهیم بخش این در

ͬ کنیم. م معرفͬ را میباشد

از غیرتهͬ مجموعه زیر ی A و x ∈ X نرمدار، خطͬ فضای ی X کنید فرض .١ . ١ . ١ تعریف
: که صورتͬ در نامیم، A در x ١ تقریب بهترین عنصر را y ∈ A صورت این در باشد. X

∥ x− y ∥= d(x,A).

ͬ کنیم، م استفاده A در x تقریب بهترین عناصر تمام مجموعه نمایش برای PA(x) از همچنین
دی·ر: عبارت به

PA(x) := {a ∈ A |∥ x− a ∥= d(x,A)}.

به که صورتͬ در گویند، ٢ پروکسیمینال را X از A تهͬ غیر مجموعه زیر ی .١ . ١ . ٢ تعریف
.PA(x) ̸= ∅ ،x ∈ X ازای
Best approximation١

Proximinal٢



مقدمات ٢
مجموعه باشد، عضوی تک PA(x) ، x ∈ Xهر ازای به که A پروکسیمینال مجموعه
و غیرتهͬ مجموعه ی PA(x) ،x ∈ Xهر برای اگر چنین هم ͬ شود. م نامیده ٣ چبیشف

ͬ گویند. م ۴ چبیشف شبه را A مجموعه باشد، فشرده
صورت این در باشد. X از غیرتهͬ مجموعه زیر ی A و x ∈ X باناخ، فضای X کنید فرض

برقرارند: زیر اح΄ام α ∈ R و x, y ∈ X هر ازای به
.PA+y(x+ y) = PA(x) + y (١)

.PαA(αx) = αPA(x) (٢)
متناهͬ فضای زیر یا فشرده زیرمجموعه ی ی A و باناخ فضای X کنید فرض .١ . ١ . ١ قضیه

است. پروکسیمینال A صورت این در باشد. X از بسته البعد
صورت این در باشد. چبیشف فضای زیر ی G و باناخ فضای X کنید فرض .١ . ١ . ٢ قضیه

.Ĝ = {x ∈ X : ٠ ∈ PG(x)} آن در که X = G⊕ Ĝ

و است yعنصر بر (۶ (بیرخوف ۵ متعامد x گوییم .x, y ∈ X و باناخ فضای X کنید فرض
: که صورتͬ در x⊥By ͬ نویسم م

∥ x+ αy ∥≥∥ x ∥, (∀ α ∈ R).

فقط و اگر است g٠ ∈ PG(x) صورت دراین .g٠ ∈ G و x ∈ X \G باناخ، فضای X کنید فرض
.x− g٠ ⊥B G اگر

این در .x ∈ X و X از کرانداری مجموعه A نرمدار، فضای ی X کنید فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را x از A مجموعه انحراف صورت

SA(x) = sup
g∈A
∥x− g∥.

که: صورتͬ در نامند، مͬ A در x ٧ نقطه دورترین را y صورت این در y ∈ A کنید فرض
∥ x− y ∥= SA(x).

ͬ دهیم: م نشان FA(x) با A در x از نقاط دورترین مجموعه ی
FA(x) = {a ∈ A | ∥ x− a ∥= SA(x)}.

فضای در نقطه دورترین نگاشت ،x→ FA(x) ضابطه با FA : X → ٢A نگاشت .۴ . ١ . ١ تعریف
ازای به که صورتͬ در گویند، ٨ پذیر دور را A تهͬ غیر کراندار مجموعه ͬ شود. م نامیده نرمدار

.FA(x) ̸= ∅ ،x ∈ X هر
Chebyshev٣

Quasi-Chebyshev۴
Orthogonal۵

Birkhoff۶
Farthest point ٧

Remotal٨



٣ مهم قضایای برخͬ

مهم قضایای برخͬ ١ . ٢
ͬ کنیم. م اشاره رساله این در آنالیزی کاربرد پر قضایای ترین مهم به بخش این در

خطͬ تابع ی f ، X نرمدار فضای از فضایی زیر M هرگاه هان‐باناخ:٩ قضیه .١ . ٢ . ١ قضیه
داد توسیع X بر F مانند کراندار و خطͬ تابع ی به توان مͬ را f آنگاه باشد، Mبر کراندار و

.∥ F ∥=∥ f ∥ که قسمͬ به
تعامد حافظ را T : X −→ نگاشت باشد. نرمدار فضای ی Y و X کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

. Tx١⊥Tx٢ آنگاه x١⊥x٢ اگر x١, x٢ ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم
ایزومتری را T : X −→ X نگاشت باشد. متری فضای ی (X, d) کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم
d(x, y) = d(Tx, Ty)

T : X −→ X و باشد حقیقͬ باناخ فضای ی X کنید فرض کلدابس΄ͬ: قضیه .١ . ٢ . ٢ قضیه
است. ایزومتری ی از مضربی T اینصورت در است تعامد حافظ که باشد نگاشتͬ

ثابت نقطه نظریه ١ . ٣
باشد. مͬ [۴١] ͽمرج از برگرفته بخش این قضایای و تعاریف

که صورتͬ در ͬ نامند، م T : X → X نگاشت ثابت نقطه ی را x ∈ X نقطه .١ . ٣ . ١ تعریف
دی·ر: عبارت به ͬ دهیم، م نمایش F (f) با را f ثابت نقاط تمام مجموعه ی .T (x) = x

F (T ) = {x ∈ X : T (x) = x}.

این در باشد. نگاشت ی T : X → X و متری فضای ی (X, d) کنید فرض .١ . ٣ . ٢ تعریف
،x, y ∈ X هر ازای به که باشد موجود ٠ < α < ١ عدد هرگاه گوییم انقباضͬ را T صورت

d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, y).

است. پیوسته ی΄نواخت طور به انقباضͬ نگاشت هر .١ . ٣ . ١ قضیه
زیرا ͬ کند. م صدق باناخ انقباض ,٠)،در ١

۴) روی f(x) = x٢ .١ . ٣ . ١ مثال
|f(x)− f(y)| < ١

٢ |x− y|
ندارد. ثابت نقطه (٠, ١

۴) در تابع این اما
Hahn–Banach٩



مقدمات ۴
T : X → X و کامل متری فضای ی (X, d) کنید فرض باناخ) انقباض (اصل .١ . ٣ . ٢ قضیه
این بر علاوه است. a مانند ی΄تا ثابت نقطه دارای T صورت این در باشد. انقباضͬ نگاشت ی

هم·راست. a به {Tn(x)} دنباله ،x ∈ X هر ازای به
عدد ازای به که باشد نگاشتͬ T : X → X و کامل متری فضای ی (X, d) اگر .١ . ٣ . ٣ قضیه
است. فرد به منحصر ثابت نقطه دارای  T صورت این در و است انقباضͬ TN ،N مانند طبیعͬ
صورت به را T : X → X نگاشت باشد. متری فضای (X, d) کنید فرض .١ . ٣ . ٣ تعریف
داشته x, y ∈ X هر ازای به که باشد موجود α : X → [٠, ١) تابع هرگاه گوییم انقباضͬ نقطه ای

باشیم
d(T (x), T (y)) ⩽ α(x)d(x, y).

پذیرفتنͬ را X از C مجموعه زیر باشد. متری فضای (X, d) کنید فرض .۴ . ١ . ٣ تعریف
مجموعه های زیر همه خانواده باشد. بسته گوی های از ناتهͬ اشتراک C اگر فقط و اگر گوییم
خانواده هر ازای به هرگاه است، فشرده A ͬ گوییم م ͬ دهیم. م نمایش A(X ) با را X پذیرفتنͬ

باشیم: داشته F ⊆ µ متناهͬ مجموعه زیر هر و A(X) عناصر از {Aα}α∈µ∩
α∈F

Aα ̸= ∅.

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را cov(A) ،A ⊆ X اگر
cov(A) =

∩
{B|است بسته گوی ی B Aو ⊆ B}.

به T : X → X و فشرده A(M) ، کران دار متری فضای ی X کنید فرض .۴ . ١ . ٣ قضیه
به این بر علاوه است. ی·انه ثابت نقطه دارای T صورت این در باشد انقباضͬ نقطه ای صورت

است. هم·را T ثابت نقطه به Tn(x) دنباله x ∈ X هر ازای

٢‐متری فضای ۴ . ١
باشد.تابع ناتهͬ مجموعه ی X کنید فرض [٢٧] .١ . ۴ . ١ تعریف

G : X ×X ×X → [٠,∞)

هرگاه گوییم X روی ٢‐متر ی را

که باشد موجود X در c عنصر X از b و a متمایز عنصر دو هر ازای به ‐١
G(a, b, c) ̸= ٠



۵ ٢‐متری فضای
آنگاه باشند برابر هم با a, b, c ∈ X عنصر سه از عنصر دو لااقل اگر ‐٢

G(a, b, c) = ٠
،X در c و b ،a هر ازای به ‐٣

G(a, b, c) = G(a, c, b) = G(b, c, a)

a, b, c, d ∈ X هر ازای به ‐۴
G(a, b, c) ≤ G(a, b, d) +G(a, d, c) +G(d, b, c)

b = (b١, b٢, · · · , bn) و a = (a١, a٢, · · · , an) نیز و (n ≥ ٢) ،X = Rn کنید فرض [٢٧] .١ . ۴ . ١ مثال
G : Rn × Rn × Rn → [٠,+∞) تابع اینصورت در باشند Rn در cعناصری = (c١, c٢, · · · , cn) و

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را

G(a, b, c) =
١
٢
(∑

i≤j

∣∣∣



ai aj ١

bi bj ١

ci cj ١


∣∣∣٢) ١

٢

گوییم. Rn روی اقلیدسͬ ٢‐متر را ٢‐متر است.این Rn روی ٢‐متر ی G صورت این در

٢‐گوی صورت این در a, b ∈ X، کنید فرض ͬ کند. م القا توپولوژی ی X روی G ٢‐متر
ϵ)؛ > ٠) ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را ϵ شعاع به b و a دوعنصر از ١٠

Bϵ(a, b) = {c ∈ X|G(a, b, c) < ϵ}

ͬ گیریم؛ م نظر در زیر صورت به را B خانواده
B = {

n∩
i=١

Bϵi(ai, bi)|n ∈ N, i ∈ N, ϵi > ٠, ai, bi ∈ X}

را توپولوژی این ͬ دهند، م X روی توپولوژی ی برای پایه ی تش΄یل B صورت این در
است). شده القا G٢‐متر توسط (که گوییم ٢‐متری توپولوژی

٢‐متری توپولوژی برای پایه زیر ی تش΄یل Bϵ(a, b) تمام خانواده گفت ͬ توان م بنابراین
مجموعه های را آن ها متمم و ٢‐باز١١ مجموعه های ٢‐متری توپولوژی اعضای ͬ دهد. م

ͬ گوییم. م ١٢ ٢‐بسته
2-ball١٠
2-open١١

2-closed١٢



مقدمات ۶
صورت این در باشد، ٢‐متری فضای ی (X,G) کنید فرض .٢ . ۴ . ١ تعریف

،xn ̸= a ∈ X هر ازای به هرگاه است x به ١٣ هم·را (X,G) در {xn} دنباله ͬ گوییم م ‐١

lim
n→∞

G(xn, x, a) = ٠
ͬ نویسیم وم

lim
n→∞

xn = x.

n٠ ∈ N ،ϵ > ٠ هر و a ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم ١۴ کشͬ (X,G) در را {xn} دنباله ‐٢
باشیم: داشته n,m ≥ n٠ هر ازای به که باشد موجود

G(xn, xm, a) < ϵ

a ∈ X هر ازای به دی·ر عبارت به
lim

n,m→∞
G(xn, xm, a) = ٠

باشد. هم·را آن در کشͬ دنباله هر هرگاه گوییم ١۵ کامل را (x,G)٢‐متری فضای ‐٣
y, z ∈ X هر ازای به آنگاه limn→∞ xn = x ،(X,G) ٢‐متری فضای در اگر [٢٧] .١ . ۴ . ١ قضیه

داریم:
lim
n→∞

G(xn, y, z) = G(x, y, z)

در هم·را دنباله هر اگر تنها و اگر است بسته A مجموعه ،متری فضای در .١ . ۴ . ١ ملاحظه
باشد. هم·را A از ای نقطه به A

خانواده صورت این در . x ∈ X و باشد توپولوژی فضای ی (X, τ) کنید فرض .٣ . ۴ . ١ تعریف
مجموعه هر هرگاه ͬ گوییم م x عنصر برای موضعͬ پایه ی را x شامل باز مجموعه های از B
اصل اولین در صادق را X توپولوژی فضای باشد. B از عضوی حاوی x شامل و Xدر باز

باشد. شمارا و موضوعͬ پایه ای دارای X عضو هر هرگاه ͬ گوییم م اول شمارای یا شمارایی،
است مم΄ن زیرا ͬ باشد نم صادق ٢‐متری فضاهای برای موضوع این کلͬ حالت در اما
فضای اگر که کرد مطرح گونه این ͬ توان م بنابراین نباشد. صادق شمارایی اول اصل در

است. برقرار نیز ٢‐متری فضاهای در نیز قضیه این آنگاه باشد اول شمارای X ٢‐متری
است. T١ ،(X,G) ٢‐متری فضای [٢٧] .٢ . ۴ . ١ قضیه

ͬ باشند. نم کشͬ لزوماً هم·را دنباله های کامل ٢‐متری فضاهای در .٢ . ۴ . ١ ملاحظه
convergence١٣

Cauchy١۴
complete١۵



٧ ٢‐متری فضای
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را G تابع ،X = {٠, ١, ١

٢ ,
١
٣ , . . .} کنید فرض برهان.

G(x, y, z) =


١ { ١

n ,
١

n+١} ⊂ {x, y, z} که باشند موجود nای و متمایز x, y, z اگر
٠ دی·ر جاهای

صفر به هم·را {١
n
} دنباله نیز و است X روی کامل ٢‐متری ی G(x, y, z) صورت این در

ͬ باشد. نم کشͬ ولͬ است
هر ازای به اگر است S خاصیت دارای X روی G متری ‐٢ ͬ گوییم م [٢۶] .۴ . ۴ . ١ تعریف
اگر که باشند موجود b شامل Ub و a شامل Ua باز مجموعه های ϵ > ٠ هر و X در b و a نقطه

آنگاه b′ ∈ Ub و a′ ∈ Ua

G(a, a′, b′) < ϵ.

پیوسته تابعͬ اگر تنها و اگر است S خاصیت دارای X روی G ٢‐متری [٢۶] .٣ . ۴ . ١ قضیه
باشد.

هم·را دنباله هر آنگاه باشد، پیوسته G اگر ،(X,G) متری ‐٢ فضای در [٢۶] .۴ . ۴ . ١ قضیه
است. کشͬ ،X در

نیست. درست فوق قضیه عکس
کنید فرض [٢۶] .٢ . ۴ . ١ مثال

An = {(١ +
١
n
, ٠) = an|n ∈ N} ⊆ R٢

Bn = {(٠, ١
n
) = bn|n ∈ N} ⊆ R٢

ͬ سازیم م زیر صورت به را X صورت این در
X = {a = (١, ٠)} ∪An ∪ {b = (٠, ٠)} ∪Bn

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را G : X ×X ×X → [٠,+∞) تابع حال

G(x, y, z) =



١ {x, y, z} = {an, bn, a} یا {an, bn, b} که باشد موجود nای اگر
که باشند موجود mای و n یا
{x, y, z} = {an, bn, am} یا {an, bn, bm}

∆xyz دی·ر جاهای



مقدمات ٨
‐٢ ی G صورت این در است. x, y, z رأس های از حاصل مثلث مساحت ∆xyz آن در که
{an} زیرا ͬ باشد. نم پیوسته G ولͬ است کشͬ آن در هم·را دنباله هر و است X روی متری

.G(an, bn, a) ̸→ ٠ ولͬ است b به هم·را {bn} و a به هم·را



٢ فصل
و ٢‐نرمدارخطͬ فضای در نتایجͬ

داخلͬ ٢‐ضرب

توپولوژی خواص و ٢‐متری ”فضاهای عنوان با [٢٧] مقاله ای گهلر ١٩۶٣ سال در بار اولین
کرد. ارائه را ١ متری ‐٢ فضای مفهوم آن در و ارائه آنها”

حالت های آن در که شد ٢ارائه خطͬ” ٢‐نرم ”فضاهای عنوان با گهلر [٢٨] مقاله دومین
فضاهایی چنین توپولوژی ساختارهای مطالعه او کرد. بررسͬ را ٢‐متری فضاهای از خاصͬ
تعریف قابل ١ از بیشتر بعد با برداری فضاهای روی ٢‐نرم ساختار کرد ثابت و داد ادامه را
عکس ولͬ کرد تعریف ٢‐نرم ͬ توان م نرم دار فضای ی روی که کرد ثابت همچنین است.او
نیوتن، لین، سورخͬ، دیمینͬ، چو، آندالافت، جمله از زیادی دانشمندان نیست. درست آن

کردند. بررسͬ را فضاهایی چنین هندسͬ خواص ،… و وایت
اساسͬ خواص برخͬ بر مروری سپس و ارائه را ٣ داخلͬ ٢‐ضرب و ٢‐نرم مفاهیم فصل این در

ͬ کنیم. م آن

2-metric١
2-norm ٢

2-inner product ٣



داخلͬ ٢‐ضرب و ٢‐نرمدارخطͬ فضای در نتایجͬ ١٠

٢‐نرم فضای ٢ . ١
||., .|| : تابع باشد. ٢ از بیشتر بعد با حقیقͬ خطͬ فضایی X کنید فرض .٢ . ١ . ١ تعریف

باشد: زیر خواص دارای هرگاه گوییم X روی ٢‐نرم ی را X ×X → [٠,+∞)

باشند. خطͬ وابسته y, x اگر فقط و اگر ||x, y|| = ٠ (١)
.||x, y|| = ||y, x|| (٢)

.||αx, y|| = |α|||x, y|| (٣)
||x, y + z|| ⩽ ||x, y||+ ||x, z|| (۴)

.α ∈ R و x, y, z ∈ X آن در که
گوییم. ۴ دار ٢‐نرم فضای ی را (X, ||., .||) زوج اینصورت در

است: زیر شرط معادل (۴) شرط

||x+ z, y + z|| ⩽ ||x, y||+ ||z, y||+ ||x.z||.

زیر ٢‐متری X روی ||., .|| ٢‐نرم صورت این در باشد دار ٢‐نرم فضای ی (X, ||., .||) اگر
ͬ کند. م القا را

δ(x, y, z) = ||x− z, y − z||

. گرفت نظر در متری ‐٢ فضای ی عنوان به میتوان را ٢‐نرم فضای هر بنابراین
هرگاه گوییم کراندار را (X, ||., .||) دار ٢‐نرم فضای از M مجموعه زیر .٢ . ١ . ٢ تعریف

δ(M) := sup{δ(a, b, c)|a, b, c ∈M} <∞

باشد. X پایه {e١, e٢, . . . , en} و باشد n بعد با دار نرم ‐٢ فضای ی X اگر [٢٨] .٢ . ١ . ١ قضیه
صورت این در

آنگاه a =
∑n

i=١ αiei و b = ∑n
i=١ βiei اگر

داریم: n = ٢ برای (١
||a, b|| = |α١β٢ − β١α٢|||e١, e٢||

داریم: n > ٢ برای (٢
||a, b|| = ١

|α١β٢ − β١α٢|
||

n∑
i=١

(α١βi − β١αi)ei و
n∑

i=١
(α٢βi − β٢αi)ei||

2-normed space۴



١١ ٢‐نرم فضای
تابع باشد، y = (a٢, b٢, c٢) و x = (a١, b١, c١) و X = R٣ کنید فرض .٢ . ١ . ١ مثال

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را ||., .|| : X ×X → [٠,+∞)

||x, y|| = |(x, y)|

دو متعارف داخلͬ ضرب (x, y) آن در که است دار نرم ‐٢ فضای ی (X, ||., .||) صورت این در
باشد. مͬ R٣ در y و x عنصر

روی n حداکثر درجه با جمله ای ها چند تمام مجموعه X = Pn کنید فرض [٢۶] .٢ . ١ . ٢ مثال
صورت این در باشند [٠, ١] در متمایز و دلخواه نقطه ٢n+ ١ ،{xi}٢ni=٠ کنید فرض باشند. [٠, ١]

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را ||., .|| : X ×X → [٠,+∞) تابع

||f, g|| =


∑٢n

i=٠ |f(xi)g(xi)| باشند خطͬ مستقل g ، f اگر
٠ باشند. خطͬ وابسته g ، f اگر

این در ||f, g|| = ٠ کنید، فرض .||f, g|| = ٠ تعریف به بنا باشند خطͬ وابسته g و f اگر
صورت

٢n∑
i=٠
|f(xi)g(xi)| = ٠

f = ٠ بنابراین متمایز. نقطه ٢n + ١ در f(xi)g(xi) = ٠ و است n حداکثر g و f درجه چون
را ٢‐نرم تعریف اول شرط ||., .|| پس ͬ اند. خط وابسته g و f ،||f, g|| = ٠ اگر لذا .g = ٠ یا
دار نرم ‐٢ فضای ی (Pn, ||., .||) لذا برقراراند وضوح به نیز (۴) و (٣) ،(٢) شروط است. دارا

است.
x ∈ X عنصر هرگاه گوییم هم·را (X, ||., .||) ٢‐نرم فضای در را {xn} دنباله .٢ . ١ . ٣ تعریف

،z ∈ X هر ازای به که باشد موجود
lim
n→∞

||xn − x, z|| = ٠.
،z ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم کشͬ را {xn} دنباله

lim
n,m→+∞

||xn − xm, z|| = ٠.
این در α ∈ R و باشند کشͬ (X, ||., .||) در {yn} و {xn} های دنباله اگر [٢٨] .٢ . ١ . ٢ قضیه

بود. خواهد کشͬ {αxn} و {xn + yn} دنباله های صورت
دنباله آنگاه ،X در ثابت نقطه ای x٠ و باشد کشͬ (X, ||., .||) در {xn} دنباله اگر .٢ . ١ . ٣ قضیه

است. اقلیدسͬ متری با R در کشͬ دنباله ای {||xn, x٠||}



داخلͬ ٢‐ضرب و ٢‐نرمدارخطͬ فضای در نتایجͬ ١٢
داریم: ٢‐نرم خواص به توجه با برهان.

||xn, x٠|| = ||(xn − xm) + xm, x٠|| ⩽ ||xn − xm, x٠||+ ||xm, x٠||

داریم ,xn||∣∣∣بنابراین x٠|| − ||xm, x٠||
∣∣∣ ⩽ ||xn − xm, x٠||

است. کشͬ {||xn, x٠||} دنباله بنابراین
هم·را آن در کشͬ دنباله هر هرگاه ۵گوییم ٢‐باناخ را X دار ٢‐نرم فضای .۴ . ٢ . ١ تعریف

باشد.
است. ٢‐باناخ (Pn, ||., .||) فضای [٢٨] .٢ . ١ . ٣ مثال

اگر باشد. کامل F و F میدان روی برداری فضای ی X کنید فرض [٢۶] .۴ . ٢ . ١ قضیه
است. ٢‐باناخ ،X آنگاه dim(X) = ٢ و باشد دار ٢‐نرم فضای ی (X, ||., .||)

اگر باشد. دار ٢‐نرم فضای ی (X, ||., .||) کنید فرض .۵ . ٢ . ١ قضیه
lim
n→∞

||xn − x, d|| = ٠
آنگاه

lim
n→∞

||xn, d|| = ||x, d||.

داریم: ٢ . ١ . ٣ قضیه اثبات از برهان.
lim
n→∞

∣∣∣||xn − d|| − ||x, d||∣∣∣ ⩽ lim
n→∞

||xn − x, d|| = ٠
بنابراین

lim
n→∞

||xn − d|| = ||x, d||.

داخلͬ ٢‐ضرب فضای ٢ . ٢
را مشخصه سازی ها برخͬ و تعریف را ۶ داخلͬ ٢‐ضرب مفهوم [٢١] وایت و دیمینͬ و گهلر

دادند. گسترش را مفهوم این سپس و نمودند ارائه داخلͬ ٢‐ضرب برای
مقدار حقیقͬ تابع باشد. ی از بیشتر بعد با خطͬ، فضای ی X کنید فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
شرایط در a, b, c ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم داخلͬ ٢‐ضرب ی را (., .|.) : X ×X ×X → R

کند: صدق زیر
2-Banach۵

2-inner product۶



١٣ داخلͬ ٢‐ضرب فضای
(a, a|b) ⩾ ٠ (١

باشند. خطͬ وابسته a, b اگر فقط و اگر (a, a|b) = ٠ (٢
(a, a|b) = (b, b|a) (٣
(a, b|c) = (b, a|c) (۴

(αa, b|c) = α(a, b|c) ،α ∈ R هر ازای به (۵
(a+ a′, b|c) = (a, b|c) + (a′, b|c) (۶

گوییم. داخلͬ ٢‐ضرب فضای را (X, (., .|.)) زوج
a, b, c ∈ هر ازای به آنگاه باشد، داخلͬ ٢‐ضرب فضای ی (X, (., .|.)) اگر [٢۶] .٢ . ٢ . ١ قضیه

X∣∣∣(a, b|c)∣∣∣ ⩽ (√
(a, a|c)

)(√
(b, b|c)

)
.

تابع صورت این در باشد. داخلͬ ضرب فضای ی (X, (., .)) کنید فرض [٢١] .٢ . ٢ . ٢ قضیه


(., .|.) : X ×X ×X → R

(a, b|c) =
∣∣∣ (a, b) (a, c)

(b, c) (c, c)

∣∣∣ = ||c||٢(a, b)− (a, c)(b, c)

گوییم. استاندارد داخلͬ ٢‐ضرب را داخلͬ ٢‐ضرب این است. X روی داخلͬ ٢‐ضرب ی
آن در که a, b, c ∈ X و باشد دنباله ای داخلͬ ضرب فضای X کنید فرض [٢۶] .٢ . ٢ . ١ مثال

صورت این در .c = (ci) و b = (bi) و a = (ai)

(a, b|c) =
∑
i<j

(aicj − ciaj)(bicj − cibj)

است. X روی داخلͬ ٢‐ضرب ی
صورت این در باشد داخلͬ ضرب ‐٢ فضای ی (X, (., .|.)) کنید فرض [٢١] .٢ . ٢ . ٣ قضیه

||a, b|| =
√

(a, a|b)

است. X روی ٢‐نرم ی



داخلͬ ٢‐ضرب و ٢‐نرمدارخطͬ فضای در نتایجͬ ١۴
شده القا نرم ‐٢ ||., .|| و داخلͬ ضرب فضای ی (X, (., .|.)) کنید فرض [٢۶] .۴ . ٢ . ٢ قضیه

داریم صورت این در باشند. (., .|.) داخلͬ ضرب ‐٢ توسط
(a, b|c) = ١

۴
(
||a+ b, c||٢ − ||a− b, c||٢

)
||a+ b, c||٢ + ||a− b, c||٢ = ٢(||a, c||٢ + ||b, c||٢

)
کند: صدق زیر شرایط در (X, ||., .||) اگر نیز و

||a+ b, c||٢ + ||a− b, c||٢ = ٢(||a, c||٢ + ||b, c||٢
) (٢ . ١)

تابع آنگاه
(a, b|c) = ١

۴
(
||a+ b, c||٢ − ||a− b, c||٢

)
ͬ کند. م تعریف X روی داخلͬ ٢‐ضرب ی

در گوییم. دار ٢‐نرم فضای در الاضلاع٧ متوازی قانون را ۴ . ٢ . ٢ قضیه در ٢ . ١ معادله
فضاها این در الاضلاع متوازی قانون توسط داخلͬ، ٢‐ضرب فضاهای ٢‐نرم، فضا های رسته

ͬ شوند. م سازی مشخصه
تولید فضای زیر ⟨

c
⟩ و ٠ ̸= c ∈ X ٢‐نرم، فضای ی (X, ||., .||) کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه

این در ب·یرید. نظر در را X⟨
c
⟩ قسمت٨ خارج فضای صورت این در باشد. c عنصر توسط شده

||.||<c> :
X⟨
c
⟩ → [٠,+∞) تابع آنگاه نشان دهد، را a ∈ X عنصر ارزی٩ هم کلاس [a] اگر صورت

است. X⟨
c
⟩ روی نرم ی ||[a]||<c> = ||a, c|| ضابطه با

ضرب و ͽجم α ∈ R ،a, b ∈ X ازای به آن در که است برداری فضای ی X⟨
c
⟩ اولا˟ برهان.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به اس΄الر
α[a] = [αa] و [a] + [b] = [a+ b]

[a] =
⟨
c
⟩ پس ͬ باشند م خطͬ وابسته a, c بنابراین ||a, c|| = ٠. آنگاه ||[a]||<c> = ٠ اگر (١

.[a] = ٠ X⟨
c
⟩ بنابراین

.||α[a]||<c> = ||αa, c|| = |α|||a, c|| = |α|||[a]||<c> (٢
parallelogram law٧

quotient spce٨
equivalence class٩



١۵ داخلͬ ٢‐ضرب فضای
(٣

||[a] + [b]||<c> = ||[a+ b]||<c> = ||a+ b, c|| ⩽ ||a, c||+ ||b, c||

= ||[a]||<c> + ||[b]||<c>

ͬ باشد. م X⟨
c
⟩ روی نرم ی ||.||<c> بنابراین

ازای به اگر فقط و اگر است داخلͬ ٢‐ضرب فضای (X, ||., .||) ٢‐نرم فضای .۶ . ٢ . ٢ قضیه
باشد. داخلͬ ضرب فضای (

X⟨
c
⟩ , ||.||)<c> ،X در صفر مخالف c هر

صورت این در .٠ ̸= c ∈ X و باشد داخلͬ ٢‐ضرب فضای ی (X, ||., .||) کنید فرض برهان.
،a, b ∈ X هر ازای به

||[a] + [b]||٢<c> + ||[a]− [b]||٢<c> = ||a+ b, c||٢ + ||a− b, c||٢

= ٢(||a, c||٢ + ||b, c||٢
)
= ٢(||[a]||٢<c> + ||[b]||٢<c>

)
.

است. داخلͬ ضرب فضای (X, ||.||<c>) بنابراین
a, b ∈ X هر ازای به صورت این در باشد. داخلͬ ضرب فضای (X, ||.||<c>) کنید فرض بالعکس،

داریم:

||a+ b, c||٢ + ||a− b, c||٢ = ||[a] + [b]||٢<c> + ||[a]− [b]||٢<c>

= ٢(||a||٢<c> + ||b||٢<c>

)
= ٢(||a, c||٢ + ||b, c||٢

)
.

(X, ||., .||) لذا و ͬ کند م صدق دار ٢‐نرم فضای در الاضلاع متوازی قانون در (X, ||., .||) بنابراین
است. داخلͬ ٢‐ضرب فضای

(
X⟨
c
⟩ , ||.||<c>) ،c ∈ X هر ازای به آنگاه باشد، باناخ ‐٢ ،(X, ||., .||) ٢‐نرم فضای اگر .٢ . ٢ . ٧ قضیه

است. باناخ
باشد. X⟨

c
⟩ در کشͬ دنباله ای {[xn]} و دلخواه c ∈ X ٢‐باناخ، ،(X, ||., .||) کنید فرض برهان.

داریم: صورت این در

||[xn]− [xm]||<c> → ٠
بنابراین



داخلͬ ٢‐ضرب و ٢‐نرمدارخطͬ فضای در نتایجͬ ١۶
||xn − xm, c|| → ٠

که است موجود x٠ ∈ X بنابراین ͬ باشد م ٢‐باناخ ،X و است دلخواه c چون
||xn − x٠, c|| → ٠

یعنͬ واین
||[xn]− [x٠]|| → ٠

ͬ باشد. م باناخ X⟨
c
⟩ لذا هم·راست. {[xn]} دنباله بنابراین

اگر صورت این در باشد c ∈ X و دار ٢‐نرم فضای (X, ||.||) کنید فرض .٢ . ٢ . ٨ قضیه
که است موجود x٠ ∈ X آنگاه باشد، X در کشͬ دنباله ای {xn} و باناخ ( X⟨

c
⟩ , ||.||)

||xn − x٠, c|| → ٠

صورت این در باشد X در کشͬ دنباله ای {xn} کنید فرض برهان.

||xn − xm, c|| → ٠
بنابراین

||[xn]− [xm]||<c> → ٠
که است موجود x٠ ∈ X لذا

||[xn]− x٠]||<c> → ٠
بنابراین

||xn − x٠, c|| → ٠.

٢‐هیلبرت های فضا در ٢‐قاب ٢ . ٣
٢‐هیلبرت١٠ را آن باشد ٢‐باناخ ،(X, (., .|.)) داخلͬ ضرب ‐٢ فضای اگر .٢ . ٣ . ١ تعریف

گوییم.
2-Hilbert١٠



١٧ ٢‐هیلبرت های فضا در ٢‐قاب
ثابت های اگر ͬ گوییم م قاب١١ ی را X هیلبرت فضای در عناصر از {xi} دنباله .٢ . ٣ . ٢ تعریف

باشیم: داشته x ∈ X هر برای که باشند موجود A,B > ٠
A||x||٢ ⩽

∞∑
i=١
|(x, xi)|٢ ⩽ B||x||٢.

از {xi} دنباله باشد. x٠ ∈ X و ٢‐هیلبرت فضای ی (X, (., .|.)) کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ تعریف
هر برای که باشد موجود چنان A,B > ٠ هرگاه گوییم x٠ با متناظر ٢‐قاب ی را X عناصر

باشیم: داشته x ∈ X
A||x, x٢||٠ ⩽

∞∑
i=١
|(x, xi|x٢|(٠ ⩽ B||x, x٢||٠.

گوییم. ٢‐بسل١٢ دنباله ی را کند صدق فوق شرایط در که دنباله ای هر
این صورت این در باشد. (X, (., .)) هیلبرت فضای برای قابی {xi} کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه

ͬ باشد. م X روی استاندارد داخلͬ ٢‐ضرب با ٢‐هیلبرت فضای برای ٢‐قابی دنباله
کرد، فرض ͬ توان م x٠ ∈ X اگر باشد. A,B کران های با X برای قابی {xi} کنید فرض برهان.

||x٠|| = ١
∞∑
i=١
|(x, xi|x٢|(٠ =

∞∑
i=١
|(x, xi)(x٠, x٠)− (x, x٠)(x٠, xi)|٢

=
∞∑
i=١
|(x, xi)− (x, x٠)(x٠, xi)|٢

=

∞∑
i=١
|(x− (x, x٠)x٠, xi)|٢ ⩽ B||x− (x, x٠)x٢||٠

= B(||x||٢ − |(x, x٢|(٠)
= B||x, x٢||٠.

که کرد ثابت ͬ توان م مشابه روش با
A||x, x٢||٠ ⩽

∞∑
i=١
|(x, xi|x٢|(٠.

است. ٢‐هیلبرت فضای برای ٢‐قاب ی {xi} بنابراین
این در باشد. ٠ ̸= c ∈ X و داخلͬ ٢‐ضرب فضای ی (X, (., .|.)) کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه

آن در که است داخلͬ ضرب فضای ی ( X⟨
c
⟩ , (., .)<c>) صورت

([a], [b])<c> := (a, b|c)

frame١١
Bessel sequence١٢



داخلͬ ٢‐ضرب و ٢‐نرمدارخطͬ فضای در نتایجͬ ١٨
صورت این در باشند. شده اختیار دلخواه α ∈ R و a′, a, b ∈ X کنید فرض برهان.

(١)
([a], [a])<c> = (a, a|c) ⩾ ٠

(٢)
([a], [a])<c> = ٠⇔ (a, a|c) = ٠⇔ باشند. خطͬ ،وابسته a, c⇔ [a] = [c]⇔ [a] = ٠ X⟨

c
⟩

(٣)
(α[a], [b])<c> = (αa, b|c) = α(a, b|c) = α([a], [b])<c>

(۴)
([a] + [a′], [b])<c> = (a+ a′, b|c) = (a, b|c) + (a′, b|c)

= ([a], [b])<c> + ([a′], [b])<c>.

فقط و اگر است c به نسبت (X, (., .|.)) ٢‐هیلبرت فضای برای ٢‐قابی {xi} .٢ . ٣ . ٣ قضیه
ͬ باشد. م (

X⟨
c
⟩ , ||.||<c>) هیلبرت فضای برای قابی {xi} اگر

و A کران های با c به نسبت (X, (., .|.)) ٢‐هیلبرت فضای برای قابی {xi} کنید فرض برهان.
داریم: x ∈ X هر ازی به صورت این در باشد. B

A||x, c||٢ ⩽
∞∑
i=١
|(x, xi|c)|٢ ⩽ B||x, c||٢

داریم: بنابراین
A||x||٢<c> ⩽

∞∑
i=١
|(x, xi)<c>|٢ ⩽ B||x||٢<c>

ͬ باشد. م X⟨
c
⟩ هیلبرت فضای برای قابی {xi} لذا

این در باشد. B و A کران های با X⟨
c
⟩ هیلبرت فضای برای قابی {xi} کنید فرض بالعکس،

داریم صورت
A||x||٢<c> ⩽

∞∑
i=١
|(x, xi)<c>|٢ ⩽ B||x||٢<c>

پس
A||x, c||٢ ⩽

∞∑
i=١
|(x, xi|c)|٢ ⩽ B||x, c||٢

است. X ٢‐هیلبرت فضای برای قابی {xi} یعنͬ این و



١٩ ٢‐هیلبرت های فضا در ٢‐قاب
٢‐هیلبرت فضای باشد. c ∈ X و هیلبرت فضای ی (X, (., .)) کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ قضیه
در ب·یرید. نظر در را X داخلͬ ضرب توسط شده القا استاندارد داخلͬ ٢‐ضرب با (X, (., .|.))

است. ⟨c⟩⊥ برای قاب ی ،c عنصر به نسبت ٢‐قاب هر صورت این
x ∈

⟨
c
⟩⊥ هر ازای به صورت این در باشند B و A کران های با ٢‐قابی {xi} کنید فرض برهان.

داریم:
A
(
||x||٢ − |(x, c)|٢

)
⩽

∞∑
i=١
|(x− (x, c)c, xi)|٢ ⩽ B(||x||٢ − |(x, c)|٢)

.⟨c⟩⊥ هیلبرت فضای برای قاب ی {xi} بنابراین،
در باشد. داخلͬ ضرب فضای دو بین خطͬ عمل·ر T : H١ → H٢ کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ تعریف
و h١ ∈ H١ هر ازای به هرگاه گوییم T الحاقͬ عمل·ر را T ∗ : H٢ → H١ خطͬ عمل·ر اینصورت

باشیم داشته h٢ ∈ H٢ هر
(Th١, h٢)H١ = (h١, T ∗h٢)H٢

باشند. مͬ H٢ و H١ روی داخلͬ ضرب ترتیب به (., .)H٢ و (., .)H١ آن در که
T : H → H خطͬ عمل·ر اینصورت در باشد. البعد متناهͬ داخلͬ ضرب فضای ی H اگر حال

. T ∗ = T هرگاه گوییم الحاق خود را
عمل·ر صورت این در باشد. X هیلبرت فضای برای قاب ی {xi} کنید فرض .۵ . ٢ . ٣ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به قاب١٣
Sx =

∞∑
i=١

(x, xi)xi

([١٧]) است. الحاق١۴ خود و کراندار S عمل·ر
داریم؛ x ∈ X هر ازای به بنابراین

S−١Sx =
∞∑
i=١

(x, S−١xi)xi.

ب·یرید. نظر در استاندارد داخلͬ ٢‐ضرب با را X باشد. هیلبرت فضای ی X کنید فرض
صورت این در ||xj || = ١ که باشد موجود j اگر

∞∑
i=١
|(x, xi|xj)|٢ =

∞∑
i=١,i̸=j

|(x, xi|xj)|٢

xj به نسبت X برای ٢‐قاب ی {xi}i̸=j که ͬ دهد، م نشان ٢ . ٣ . ١ قضیه اثبات صورت این در
است.

frame operetoer١٣
self adjoint١۴



داخلͬ ٢‐ضرب و ٢‐نرمدارخطͬ فضای در نتایجͬ ٢٠
اگر باشد. X هیلبرت ‐٢ فضای در ٢‐بسل دنباله ی {xi}∞i=١ کنید فرض .۵ . ٢ . ٣ قضیه

تابع صورت این در c ∈ X

Tc : ℓ

٢ → X⟨
c
⟩

Tc{αi} =
∑∞

i=١ αixi

است. کراندار و خوشتعریف
داریم: صورت این در {αi} ∈ ℓ٢ کنید فرض برهان.

||
n∑

i=١
αixi −

m∑
i=١

αixi||٢c = ||
n∑

i=١
αixi −

n∑
i=١

αixi, c||٢

= sup
{∣∣∣( m∑

i=n

αixi, y|c)
∣∣∣٢; y ∈ X, ||y, c|| = ١}

⩽
m∑
i=n

|αi| sup
{ m∑

i=n

|(xi, y|c)|٢; y ∈ X, ||y, c|| = ١}
⩽ B

m∑
i=n

|ci|٢.

بنابراین است. خوشتعریف ∑∞
i=٠ αixi سری است.بنابراین {xi}٢‐قاب بالای Bکران آن در که

داریم:
||Tc{αi}||c ⩽

√
B||{αi}||٢

لذا
||Tc|| ⩽

√
B.

کنیم: محاسبه زیر صورت به Tc∗ نماد با را Tc الحاق ͬ توانیم م .٢ . ٣ . ١ ملاحظه
T ∗
c :

X⟨
c
⟩ → ℓ٢

T ∗
c = {(x, xi|c)}

||Tc∗|| ⩽
√
B.

‐٢ فضای در B و A کران های با c به نسبت ٢‐قاب ی {xi} کنید فرض .۶ . ٢ . ٣ تعریف
عمل·ر صورت این در باشد. X هیلبرت

Sc :
X⟨
c
⟩ → X⟨

c
⟩

Sc([x]) =
∑∞

i=١(x, xi|c)[xi]



٢١ ٢‐هیلبرت های فضا در ٢‐قاب
گوییم. {xi} برای ٢‐قاب١۵ عمل·ر ی را

.||Sc|| ⩽ B بنابراین Sc = TcTc
∗ که است واض

با (X, (., .|.)) هیلبرت ‐٢ فضای برای c به نسبت ٢‐قاب ی {xi} کنید فرض .۶ . ٢ . ٣ قضیه
پذیر، معکوس عمل·ر ی Sc صورت این در باشد. B و A قاب کران های و Sc قاب ‐٢ عمل·ر

است. مثبت و الحاق خود
به ٢‐قاب تعریف به توجه با تعریف). به توجه (با است واض Sc بودن الحاق خود برهان.

داریم: x ∈ X هر ازای
A||[x]||٢<c> ⩽

⟨
Sc[x], [x]

⟩
||[x]||٢<c>

صورت این در باشد. X⟨
c
⟩ روی همانͬ عمل·ر I اگر است. مثبت Sc بنابراین

AI ⩽ Sc ⩽ BI.

این بر علاوه
||I −B−١Sc|| = sup

||x||c=١
∣∣∣(I −B−١Sc)x, x

)
<c>

∣∣∣ ⩽ B −A
B

≤ ١

است. پذیر معکوس ،Sc بنابراین

2-frame operator١۵





٣ فصل
دار ٢‐نرم فضای در تعامد

معروف ترین از مورد سه دارد. وجود بردارها بین ١ تعامد از تعریف چندین دار، نرم فضاهای در
ͬ باشد. م خوف‐جیمز بیر تعامد و متساوی الساقین تعامد فیثاغورث، تعامد عنوان تحت تعامدها
مطالعه و تعریف نیز را ٢‐نرم فضاهای در تعامد مفهوم محققین دار، نرم فضاهای مشابه
کرده اند؛ تعریف زیر صورت به را دار ٢‐نرم فضاهای در تعامد [٣٩] ی΄ویی سید و خان کرده اند.

صورت این در x, y ∈ X و باشد دار ٢‐نرم فضای ی (X, ||., .||) کنید فرض .٣ . ٠ . ١ تعریف
(∀z ∈ X; ||x, z||٢ + ||y, z||٢ = ||x+ y, z||٢)⇔ x ⊥p y (١)

(∀z ∈ X; ||x+ y, z|| = ||x− y, z||)⇔ x ⊥I y (٢)
(∀α ∈ R; ||x, z|| ⩽ ||x+ αy, z||)⇔ x ⊥BJ y (٣)

غیر عناصر ͬ توان نم استاندارد، دار ٢‐نرم فضای در که کردند ثابت [٣٠] دی·ران و گاوان
زیر صورت به را فوق تعامد تعاریف بنابراین باشد. عمود y به x که کرد پیدا چنان x, y صفر

کردند. اصلاح
صورت این در x, y ∈ X و باشد نرم ‐٢ فضای ی (X, ||., .||) کنید فرض .٣ . ٠ . ٢ تعریف

هر ازای به و codim(V ) = ١ که باشد موجود X از V فضای زیر اگر تنها و اگر x ⊥p y (١)
باشیم داشته z ∈ V

||x, z||٢ + ||y, z||٢ = ||x+ y, z||٢
orthogonality١

٢٣



دار ٢‐نرم فضای در تعامد ٢۴
z ∈ V هر برای که باشد موجود codim(v) = ١ با X از V فضای زیر اگر وتنها اگر x ⊥I y (٢)

باشیم داشته
||x− y, z|| = ||x+ y, z||

هر برای که باشد موجود codim(V ) = ١ با X از V فضای زیر اگر فقط و اگر x ⊥BJ y (٣)
باشیم داشته α ∈ R هر و z ∈ V

||x, z|| ⩽ ||x+ αy, z||.

زیر صورت به را b‐تعامد BJ‐تعامد، مفهوم از گرفتن الهام با دی·ران[۴٩] و مظاهری
کردند. تعریف

x ⊥b y صورت این در ،x, y ∈ X باشدو ٢‐نرم فضای (X, ||., .||) کنید فرض .٣ . ٠ . ٣ تعریف
باشیم داشته α ∈ R هر ازای به و ||x, b|| ̸= ٠ که باشد موجود X در b عنصر اگر تنها و اگر

||x, b|| ⩽ ||x+ αy, b||.

و٢‐نرم نرم در تعامد ارتباط ٣ . ١
.dim(X) > ١ آن در که باشد. دار نرم فضای ی (X, ||.||) کنید فرض

مشهورترین از ی΄ͬ صورت این در باشد (., .) داخلͬ ضرب با داخلͬ ضرب فضای ی (X, ||.||) اگر
است: زیر صورت به تعامد تعاریف

x ⊥ y ⇔ (x, y) = ٠
I‐تعامد و BJ‐تعامد مانند است موجود باشد، نرم بر مبتنͬ فقط که تعامد از ͬ تری کل تعاریف
انواع روابط روی معمولا˟ زمینه این در تحقیقات تمرکز شد. صحبت آن مورد در پیشتر …که و
داخلͬ ضرب فضای از مشخصه سازی هایی یافتن برای روابط این از استفاده و هم با تعامد

است.
آن باشد برقرار دار نرم فضای روی تعامد انواع برای داریم دوست که خواصͬ مهم ترین از ی΄ͬ

باشیم داشته داخلͬ ضرب فضای در که است
x ⊥ y ⇔ (x, y) = ٠

است: زیر صورت به ͬ شوند م ͽواق مطالعه مورد معمولا˟ که دی·ر خواص و
٢ تقارن: (١)

x ⊥ y ⇒ y ⊥ x

symmetry٢



٢۵ و٢‐نرم نرم در تعامد ارتباط
هم·نͬ: (٢)

x ⊥ y ⇒ ∀α, β ∈ R;αx ⊥ βy

بودن: ͽجم حافظ (٣)(
x ⊥ y , x ⊥ z

)
⇒ x ⊥ (y + z)

که باشد موجود α حقیقͬ عدد آنگاه x, y ∈ X اگر (۴)
x ⊥ (αx+ y)

زیر صورت به را F صورت این در باشد. دار نرم فضای یX کنید فرض .٣ . ١ . ١ ملاحظه
ͬ کنیم: م تعریف

F := {f ∈ X∗
∣∣∣||f || ⩽ ١}

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به X روی را ||., .|| صورت این در

||x, y|| = sup
{
det

 f(x) f(y)

g(x) g(y)

 ∣∣∣f, g ∈ F} (٣ . ١)

ارائه [٨١] سیلورمن توسط ٢‐نرم این ͬ کند. م تعریف X روی ٢‐نرم ی ||., صورت||. این در
شد.

آنگاه باشد داخلͬ ضرب فضای ی (X, ||.||) اگر که ͬ شود م نتیجه ٣ . ١ تساوی از
||x, y||٢ = ||x||٢||y||٢ − (x, y)٢

صورت این در باشد دار نرم فضایی (X, ||.||) کنید فرض دیمین٣ͬ) (تعامد .٣ . ١ . ١ تعریف
هرگاه x ⊥D y نویسیم مͬ و است دیمینͬ عمود y بر x گوییم مͬ

||x, y|| = ||x||||y||

.|α| ⩽ ||y||
||x||

آنگاه x ⊥BJ (αx+ y) اگر .٣ . ١ . ٢ ملاحظه
شد. اثبات جیمز توسط زیر لم

اگر فقط و اگر x ⊥BJ y صورت این در باشد، نرم دار فضایی (X, ||.||) کنید فرض .٣ . ١ . ١ لم
.f(y) = ٠ و f(x) = ||x|| که باشد موجود f ∈ F تابعک

آنگاه x ⊥BJ y اگر صورت این در باشد، نرم دار فضایی (X, ||.||) کنید فرض .٣ . ١ . ١ قضیه
||x, y|| ⩾ ||x||||y||

Dimini orthogonality ٣



دار ٢‐نرم فضای در تعامد ٢۶
که است موجود f ∈ F تابعک قبل لم به توجه با صورت این در x ⊥BJ y کنید فرض برهان.

طرفͬ از .f(y) = ٠ و f(x) = ||x||

||x, y|| = sup
{
det

 f(x) f(y)

g(x) g(y)

 ∣∣∣f, g ∈ F}

آنگاه باشد دلخواه g ∈ F اگر بنابراین

det

 f(x) f(y)

g(x) g(y)

 = det

 ||x|| ٠
g(x) g(y)

 = ||x||g(y)

gداریم ∈ F هر ازای به لذا
||x, y|| ⩾ ||x||g(y).

که است موجود g ∈ F تابع هان‐باناخ قضیه از استفاده با
g(y) = ||y||

داریم بنابراین
||x, y|| ⩾ ||x||||y||

باشیم داشته x, y ∈ X ازای به و باشد نرم دار فضای (X, ||.||) کنید فرض .٣ . ١ . ٢ قضیه
||x, y|| ⩽ ||x||||y||.

معادل اند: زیر گزاره های صورت این در
x ⊥D y (١)
x ⊥BJ y (٢)

داریم α حقیقͬ عدد هر ازای به قضیه فرض به توجه با x ⊥D y و x, y ̸= ٠ کنید فرض برهان.
||x+ αy, y|| ⩽ ||x,+αy||||y||

طرفͬ از
||x+ αy, y|| = ||x, y|| = ||x||||y||

داریم بنابراین
||x||||y|| ⩽ ||x+ αy||||y||

پس
||x|| ⩽ ||x+ αy||



٢٧ و٢‐نرم نرم در تعامد ارتباط
.x ⊥BJ y یعنͬ این و

داریم ٣ . ١ . ١ قضیه به بنا صورت این در x ⊥BJ y اگر بالعکس،
||x, y|| ⩾ ||x||||y||

فرض به بنا طرفͬ از
||x, y|| ⩽ ||x||||y||

داریم بنابراین
||x, y|| = ||x||||y||

.x ⊥D y یعنͬ این و
ͬ دهد. نم نتیجه را ‐تعامد BJ لزوماًً نیز ‐Dتعامد که ͬ دهد م نشان زیر مثال

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به X روی را ||., صورت||. این در X = R٢ کنید فرض .٣ . ١ . ١ مثال
||(x١, x٢)|| = max{|x١|, |x٢|}

صورت این در .e٢ = (٠, ١) و e١ = (١, ٠) کنید فرض نیز و
F = {f ∈ X∗| |f(e١)|+ |f(e٢)| ⩽ ١}

داریم صورت این در

||e١, e٢|| = sup
{
det

 f(e١) f(e٢)
g(e١) g(e٢)

 ∣∣∣f, g ∈ F}
= ١

داریم ٢ . ٢ . ٢ قضیه به بنا طرفͬ از
||(a١, a٢), (b١, b٢)|| = |a١b٢ − a٢b١|.

آنگاه x = e١, y = (١,٢) دهیم قرار اگر حال
||x, y|| = ٢
||x||||y|| = ٢

.x ⊥D Y یعنͬ این و ||x, y|| = ||x||||y|| بنابراین
دی·ر طرفͬ از

||x− ١
۴y|| =

٣
۴ < ||x||.

ͬ دهد. نم نتیجه را BJ‐تعامد D‐تعامد، پس .x ̸⊥BJ y بنابراین



دار ٢‐نرم فضای در تعامد ٢٨
ͬ دهد. نم نتیجه را D‐تعامد لزوماًً نیز BJ‐تعامد که ͬ دهد م نشان بعد مثال

e١ = (٠, ١) کنید فرض قبل مثال مانند ||(x, y)|| = |x|+|y| Xو = R٢ کنید فرض .٣ . ١ . ٢ مثال
حالت این در .e٢ = (١, ٠) و

F =
{
f ∈ X∗| max

(
|f(e١)|, |f(e٢)|

)
⩽ ١}

بنابراین

||e١, e٢|| = sup
{
det

 f(e١) f(e٢)
g(e١) g(e٢)

 ∣∣∣f, g ∈ F}
= ٢

داریم: ٢ . ٢ . ٢ قضیه به بنا پس
||(a١, a٢), (b١, b٢)|| = ٢|a١b١ − a٢b٢|.

زیرا e١ ̸⊥D e٢ صورت این در
||e١, e٢|| = و٢ ||e١||||e٢|| < ٢.

داریم آنگاه باشد دلخواه α ∈ R اگر حال
||e١ + αe٢|| = ١ + |α| ⩾ ||e١||

ͬ دهد. نم نتیجه را D‐تعامد لزوماً BJ‐تعامد، e١.بنابراین ⊥BJ e٢ بنابراین

٢‐نرم فضاهای در BJ‐تعامد و ٢‐ایزومتری ٣ . ٢
باشد، باناخ های فضا بین تعامد حافظ خطͬ نگاشتͬ T : X −→ Y اگر کرد ثابت کلدابس΄ͬ
را ٢‐ایزومتری۴ مفهوم بخش این در .( ١ . ٢ . ٢ قضیه است( ایزومتری ی از مضربی T آنگاه
فضاهای در ۵ کلدابس΄ͬ قضیه که ͬ دهیم م نشان سپس و ͬ کنیم م تعریف ٢‐نرم فضاهای در

است. صادق نیز ٢‐نرم
٢‐ایزومتری را T : X → Y نگاشت باشند. ٢‐نرم فضای دو X,Y کنید فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف

باشیم: داشته x١, x٢ ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم
||x١, x٢|| = ||T (x١), T (x٢)||

2-isometry۴
Koldobski theorem۵



٢٩ ٢‐نرم فضاهای در BJ‐تعامد و ٢‐ایزومتری
کرد: خواهیم ثابت را زیر گزاره بخش این در

باشد، BJ‐تعامد حافظ که خطͬ نگاشت هر آنگاه باشد ٢‐باناخ فضای ی X اگر گزاره:
٢‐نرم). فضای در کلدابس΄ͬ است(قضیه ٢‐ایزومتری از مضربی

X از صفری غیر عناصر y و x اگر باشد. ٢‐باناخ فضای ی X کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Sz(x) صورت این در باشند،

Sz(x) =
{
x∗ ∈ X∗

∣∣∣ sup
x∈X,||x,z||=١

x∗(x) = ١, x∗(x) = ||x, z||}.
به صورت این در باشد. z ∈ X و ٢‐نرم فضایی (X, ||., .||) کنید فرض [١٣] .٣ . ٢ . ١ قضیه

داریم ،x ̸= ٠ که x, y ∈ X هر ازای
lim

λ→٠+
||x+ λy, z|| − ||x, z||

λ
= sup

x∗∈Sz(x)
x∗(x) (٣ . ٢)

lim
λ→٠−

||x+ λy, z|| − ||x, z||
λ

= inf
x∗∈Sz(x)

x∗(x) (٣ . ٣)
به را Dz(x, y) صورت این در باشد، دار ٢‐نرم فضایی (X, ||., .||) کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ تعریف

ͬ کنیم؛ م تعریف زیر صورت
Dz(x, y) :=

{
λ ∈ R

باشد∣∣∣ پذیر مشتق φz
}

.φz(λ) = ||x+ λy, z|| آن در که
داشته x∗١, x∗٢ ∈ Sz(x+ λy) هر ازای به اگر فقط و اگر است پذیر φz(λ)مشتق تابع .٣ . ٢ . ١ لم

باشیم
x∗١(y) = x∗٢(y)

اگر فقط و اگر است، پذیر مشتق φz برهان.
lim

h→٠+
||x+ λy + hy, z|| − ||x+ λy, z||

h
= lim

h→٠−
||x+ λy + hy, z|| − ||x+ λy, z||

h

اگر فقط و اگر
sup

x∗∈Sz(x+λy)
x∗(y) = inf

x∗∈Sz(x+λy)
x∗(y)

,١∗x؛ x∗٢ ∈ Sz(x+ λy) هر ازای به اگر فقط و اگر
x∗١(y) = x∗٢(y).



دار ٢‐نرم فضای در تعامد ٣٠
به است.(نسبت پذیر مشتق جا همه تقریباً ،R روی محدب حقیقͬ تابع هر [۶٣] .٣ . ٢ . ٢ لم

(۶ لب اندازه
صادق اند. زیر گزاره های آنگاه .a, b ∈ R و λ ∈ Dz(x, y) کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه

نیست. وابسته x∗ ∈ Sz(x+ λy) انتخاب به x∗(ax+ by) مقدار ‐١
باشیم؛ داشته ،x∗ ∈ Sz(x+ λy) هر ازای به اگر فقط و اگر x+ λy ⊥BJ ax+ by ‐٢

x∗(ax+ by) = ٠

از نیست. وابسته x∗ ∈ Sz(x + λy) انتخاب به x∗(y) ،٣ . ٢ . ١ لم از استفاده با ‐١ برهان.
داریم ،x∗ ∈ Sz(x+ λy) هر ازای به طرفͬ

x∗(x) = x∗(x+ λy)− λx∗(y) = ||x+ λy, z|| − λx∗(y)

با بنابراین ͬ باشد. نم وابسته x∗ ∈ Sz(x+λy) تابعک انتخاب به نیز x∗(x) مقدار بنابراین
این که به توجه

x∗(ax+ by) = ax∗(x) + bx∗(y)

ͬ باشد. نم وابسته x∗ ∈ Sz(x+ λy) انتخاب به x∗(ax+ by) مقدار

زیر ٢‐نرم، فضای در BJ‐تعامد تعریف از استفاده با آنگاه x + λy ⊥BJ ax + by اگر ‐٢
داریم t ∈ R و z ∈ V هر ازای به که است موجود codim(V ) = ١ با V فضای

||x+ λy + t(ax+ by), z|| − ||x+ λy, z|| ⩾ ٠
بنابراین

lim
t→٠+

||x+ λy, t(ax+ by), z|| − ||x+ λy, z||
t

⩾ ٠
lim
t→٠−

||x+ λy, t(ax+ by), z|| − ||x+ λy, z||
t

⩽ ٠
پس

inf
x∗∈Sz(x+λy)

x∗(ax+ by) ⩽ ٠ ⩽ sup
x∗∈Sz(x+λy)

x∗(ax+ by) (۴ . ٣)

تساوی به فوق نامساوی است، x∗ انتخاب از مستقل x∗(ax+ by) مقدار اینکه به توجه با
داریم x∗ ∈ Sz(x+ λy) هر ازای به بنابراین شد. خواهد تبدیل

x∗(ax+ by) = ٠
Lebesgue measure۶



٣١ ٢‐نرم فضاهای در BJ‐تعامد و ٢‐ایزومتری
γ ∈ R هر ازای به آنگاه x∗ ∈ S∗(x+ λy) هر ازای به کنید فرض بالعکس،
x∗(x+ λy + γ(ax+ by)) = x∗(x+ λy) = ||x+ λy, z||

داریم ، sup
x∈X,||x,y||=١

x∗(x) = ١ این که به توجه با

١ = supx∗(
ω

||ω, z||
) ⩾ x∗(

x+ λy + γ(ax+ by)

||x+ λy + γ(ax+ by), z||
) =

||x+ λy, z||
||x+ λy + γ(ax+ by), z||

بنابراین
||x+ λy, z|| ⩽ ||x+ λy + ω(ax+ by), z||

یعنͬ این و
x+ λy ⊥BJ ax+ by.

از و دلخواه را z ∈ V باشد. codim(V ) = ١ با X از فضایی زیر V کنید فرض .٣ . ٢ . ١ ملاحظه
λ ∈ R هر ازای به صورت این در ͬ گیریم. م نظر در ثابت بعد به این
||(x+ ay) + λy, z|| ⩾ ||x+ ay, z||

این که به توجه با باشد ||x+ λy, z|| مقادیر از مقدار +x||کوچ΄ترین ay, z|| اگر فقط و اگر
ͬ کند. م اختیار m و M در را خود کمترین و بیشترین بنابراین است پیوسته λ در ||x+ λy, z||

داریم است، محدب φz تابع که آن جایی از .x+My ⊥BJ y و x+my ⊥BJ x کنید فرض
||x+my, z|| = ||x+My, z|| = ||x+ y, z||

لذا است. M و m بین a آن در که
x+ ay ⊥ y.

که a مانند اعدادی تمام مجموعه بنابراین
||(x+ ay) + λy, z|| ⩾ ||x+ ay, z||

a ∈ [m,M ] هر ازای به نیز و است [m,M ] بسته بازه
||x+ ay, z|| = ||x+my, z|| = ||x+My, z||.

است: برقرار زیر گزاره های از ی΄ͬ صورت این در a ∈ Dz(x, y) کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ لم
λ ∈ R هر ازای به (١

||(x+ ay) + λy, z|| ⩾ ||x+ ay, z||.



دار ٢‐نرم فضای در تعامد ٣٢
،λ ∈ R هر ازای به که است موجود Ka ∈ R عدد (٢

||(x+ ay) + λ(x−Kay), z|| ⩾ ||x+ ay, z||

٣ . ٢ . ٢ قضیه و ٣ . ٢ . ١ لم از استفاده با .x∗ ∈ Sz(x + ay) و a ∈ Dz(x, y) کنید فرض برهان.
با آنگاه x∗(y) = ٠ اگر حال است. x∗ ∈ Sz(x + ay) انتخاب از مستقل x∗(y) و x∗(x) مقدار

داریم ،٣ . ٢ . ٢ قضیه از استفاده
||(x+ ay) + λy, z|| ⩾ ||x+ ay, z||.

آنگاه x∗(y) ̸= ٠ اگر اما
||(x+ ay) + λ(x− by), z|| ⩾ ||x+ ay, z||

اگر فقط و اگر
x∗(x− by) = ٠

داد قرار توان مͬ بنابراین
Ka =

x∗(x)

x∗(y)
.

ضابطه با را R \ [m,M ] روی f تابع قبل لم .٣ . ٢ . ٢ ملاحظه
f(a) = Ka

ͬ کند. م تعریف
شده اند گرفته نظر در ٣ . ٢ . ١ ملاحظه در که باشند همان هایی M و m کنید فرض .۴ . ٣ . ٢ لم

آنگاه λ ∈ Dz(x, y) کنید فرض نیز و
||x+ λy, z|| = ||x+My, z||exp

(∫ λ

M
(t+ f(t))−١dt

) (۵ . ٣)
||x+ λy, z|| = ||x+my, z||exp

(∫ m

λ
(t+ f(t))−١dt

) (۶ . ٣)
در ثابت بعد به این از و دلخواه x∗ ∈ Sz(x+ λy) .λ > M و λ ∈ Dz(x, y) کنید فرض برهان.

٣ . ٢ . ٣داریم؛ لم از استفاده با ͬ گیریم. م نظر
x∗(x) = f(λ)x∗(y)

داریم ٣ . ٢ . ٣ لم و ٣ . ٢ ،٣ . ٣ های تساوی از استفاده با

x∗(x) =
d
(
||x+ λy, z||

)
dλ



٣٣ ٢‐نرم فضاهای در BJ‐تعامد و ٢‐ایزومتری
بنابراین

x∗(x) = x∗(x+ λy)− λx∗(y) = ||x+ λy, z|| − λ
d
(
||x+ λy, z||

)
dλ

بنابراین
f(λ)x∗(y) = ||x+ λy, z|| − λ

d
(
||x+ λy, z||

)
dλ

که ͬ دهد م نتیجه این و

f(λ)
d
(
||x+ λy, z||

)
dλ

= ||x+ λy, z|| − λ
d
(
||x+ λy, z||

)
dλ

پس
d
(
||x+ λy, z||

)
dλ

(f(λ) + λ) = ||x+ λy, z||

نتیجه در
d(||x+ λy, z||)

dλ
||x+ λy, z||

=
١

f(λ) + λ
.

داریم: است، صفر R \Dz(x, y) مجموعه لب اندازه و λ ∈ Dz(x, y)∩ [m,∞) اینکه به توجه با
∫ λ

M

d(||x+ ωy, z||)
dω

||x+ ωy, z||
dω =

∫ λ

M

١
f(ω) + ω

موجود فوق تساوی چپ سمت انتگرال بنابراین است پیوسته φz(λ) = ||x+ λy, z|| تابع چون
با برابر و است

ln
( ||x+ λy, z||
||x+My, z||

)
چون و

ln
( ||x+ λy, z||
||x+My, z||

)
=

∫ λ

M

١
f(ω) + ω

dω.

پس
||x+ λy, z||
||x+My, z||

= exp

∫ λ

M

(
f(ω) + ω

)−١
dω

یعنͬ این و
||x+ λy, z|| = ||x+My, z||exp

∫ λ

M

(
f(ω) + ω

)−١
dω

ͬ کنیم. م عمل مشابه روش به ۶ . ٣ تساوی اثبات برای است. شده ثابت ۵ . ٣ پس
خطͬ ٢‐ایزومتری ی T : X → X و باشد دار نرم ‐٢ فضایی X کنید فرض .۵ . ٣ . ٢ لم

است. ی به ی T آنگاه باشد،



دار ٢‐نرم فضای در تعامد ٣۴
که است موجود b ∈ X اینصورت در a ̸= ٠ کنید فرض برهان.
||T (a), T (b)|| = ||a, b|| ̸= ٠

است. ی به ی ،T پس T (a) ̸= ٠ بنابراین
کلدابس΄ͬ نتیجه که ͬ کند م بیان قضیه این ͬ کنیم. م بیان را بخش این اصلͬ قضیه اکنون

است. برقرار نیز ٢‐نرم فضای در
BJ‐تعامد حافظ T : X → X خطͬ عمل·ر و ٢‐باناخ فضای یX کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ قضیه

است. ٢‐ایزومتری ی U و T = kU که است موجود k ∈ R صورت این در باشد.
کنید فرض .T ̸= ٠ و است BJ‐تعامد حافظ که باشد خطͬ عمل·ر ی T کنید فرض برهان.
.x ̸= λy ،λ ∈ R هر ازای به که باشد X از دلخواه عنصری y کنید فرض .Tx ̸= ٠ و x, z ∈ X

باشد. (Tx, Ty) و (x, y) زوج های نظیر [m,M ] بصورت یی بازه ها I٢ و I١ کنید فرض
داریم است BJ‐تعامد حافظ T اینکه به توجه با

I١ ⊆ I٢

طرفͬ از .λ ∈ I نیز و I ̸= ∅ ،I = I٢ \ I١ کنید فرض .I١ = I٢ که ͬ دهیم م نشان اکنون
لم از استفاده با .Tx + λTy ⊥BJ Ty پس λ ∈ I٢ که آنجایی از .λ ∈ Dz(x, y) ∩Dz(Tx, Ty)

که است موجود Kλ ∈ R عدد ،٣ . ٢ . ٣
x+ λy ⊥BJ x−Kλy

بنابراین
Tx+ λTy ⊥BJ Tx+KλTy.

داریم x∗ ∈ SλTy(Tx+ λTy) هر ازای به که ͬ شود م نتیجه ٣ . ٢ . ٢ ازقضیه
x∗(Ty) = ٠ , x∗(Tx−KλTy) = ٠

پس
||T (x+ λy), T (λy)|| = x∗(Tx+ λTy) = x∗(Tx−Kλ +Kλ + λTy)

= x∗(Tx−KλTy) +Kλx
∗(Ty) + λx∗(Ty)

= ٠
که است موجود α ∈ R نتیجه در

T (x+ λy) = αT (λy)



٣۵ ٢‐نرم فضاهای در BJ‐تعامد و ٢‐ایزومتری
معادل طور به یا

T (x+ λy − αλy) = ٠
داریم بنابراین است. ی به ی T چون

x = λ(١− α)y
زوج های برای Kα و M ،m یعنͬ این .I١ = I٢ بنابراین است. y انتخاب نحوه با تناقض این و
λ ∈ [m,M ] هر ازای به ||x+ λy, z|| و ||T (x+ λy), T z|| بنابراین است. ی΄ͬ (Tx, Ty) و (x, y)

که آنجایی از است. ثابت مقدار ی
||x+ λy, z|| = ||x+My, z||exp

(∫ λ

M
(t+ kt)

−١dt
)

و
||Tx+ λTy, Tz|| = ||Tx+MTy, Tz||exp

(∫ λ

M
(t+ kt)

−١dt
)

که موجودند K١,K٢ ∈ R

||x+ λy, z|| = K١
و

||Tx+ λTy, Tz|| = K٢
بنابراین و

||x+ λy, z|| = K١
K٢
||Tx+ λTy, Tz||.





۴ فصل
٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه

دار
تقریب بهترین کرد. خواهیم بررسͬ دار ٢‐نرم فضای در را تقریب بهترین نظریه فصل این در
مارورای و دومینی آکی·ز، مهمت ویجایاراگاوان، الیومالای، توسط دار ٢‐نرم فضای در

.( [۶] ، [٢۵] است.( گرفته قرار مطالعه مورد
نهایت در کرد. خواهیم سازی مشخصه ٢‐نرم فضای در را تقریب بهترین نیز فصل این در ما
فضاهای پایین روبه مجموعه های برای را تقریب بهترین و ͬ کنیم م ارائه را g‐٢‐نرم فضای

ͬ کنیم. م مطالعه g‐٢‐نرم

٢‐نرم فضای در دار کران خطͬ ٢‐تابعک ١ . ۴
ی را f : V × U → R تابع باشد. ٢‐نرم فضایی (X, ||., .||) کنید فرض .١ . ١ . ۴ تعریف

باشند. مͬ X فضای در فضاهایی زیر U و V آن در که گوییم ١ ٢‐تابعک
و a١, a٢ ∈ V هر ازای به اگر گوییم. ٢ ٢‐خطͬ را f : V × U → R ٢‐تابعک .١ . ٢ . ۴ تعریف

باشد. صادق زیر خواص α, β ∈ R و b١, b٢ ∈ V
2-functional١

linear٢

٣٧



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ٣٨
f(a١ + a٢, b١ + b٢) = f(a١, b١) + f(a٢, b٢) + f(a١, b٢) + f(a٢, b١) (١

f(αa١, βb١) = αβf(a١, b١) (٢
ب·یرید. نظر در D(f) دامنه با را f ٢‐تابعک .١ . ٣ . ۴ تعریف

(a, b) ∈ D(f) هر ازای به که باشد موجود k > ٠ گاه هر گوییم کراندار٣ را f صورت این در
باشیم داشته

|f(a, b)| ⩽ k||a, b||

مͬ تعریف زیر صورت به را f نرم صورت این در باشد کراندار f ٢‐تابعک اگر .۴ . ١ . ۴ تعریف
کنیم.

||f || = sup
{ |f(x, y)|
||x, y||

| ||x, y|| ̸= ٠ , (x, y) ∈ D(f)
}

= sup
{
|f(x, y)| ∥ ||x, y|| = ١ , (x, y) ∈ D(f)

}
موجود δ > ٠ و ϵ > ٠ هر ازای به هرگاه گوییم پیوسته (a, b) در را f ٢‐تابعک .۵ . ١ . ۴ تعریف

آنگاه ||a, b− d|| < δ و ||a− c, d|| < δ یا ||c, b− d|| < δ و ||a− c, b|| < δ اگر که باشد
|f(a, b)− f(c, d)| < ϵ

است. پیوسته f گوییم مͬ آنگاه باشد پیوسته D(f) نقطه هر در f اگر
است. پیوسته ٢‐تابعک ی ||., .|| ٢‐نرم، .١ . ١ . ۴ قضیه

داریم ٢‐نرم خواص به توجه با برهان.
||a, b|| = ||(a− c) + c, b||

⩽ ||a− c, b||+ ||c, b||

= ||a− c, b||+ ||c, (b− d) + d||

⩽ ||a− c, b||+ ||c, b− d||+ ||c, d||

بنابراین
||a, b|| − ||c, d|| ⩽ ||a− c, b||+ ||c, b− d||

داریم؛ مشابه روش با نیز و
||c, d|| − ||a, b|| ⩽ ||a− c, b||+ ||c, b− d||.

داریم؛ ∣∣∣بنابراین ||a, b|| − ||c, d||
∣∣∣ ⩽ ||c, b− d||+ ||a− c, b||.

است. پیوسته ||., ٢‐تابعک||. تعریف، به توجه با بنابراین
bounded٣



٣٩ ٢‐نرم فضای در دار کران خطͬ ٢‐تابعک
معادل اند: هم با زیر گزاره های [٨٨] .١ . ٢ . ۴ قضیه

است. پیوسته fͬخط ٢‐تابعک (١)
است. کراندار f خطͬ ٢‐تابعک (٢)

است. پیوسته (٠, ٠) در f خطͬ ٢‐تابعک (٣)
به را (X × X)∗ صورت این در و باشد ٢‐باناخ فضای (X, ||., .||) کنید فرض .۶ . ١ . ۴ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت
(X ×X)∗ := {f : X ×X → R|است کراندار خطͬ {٢f‐تابعک

است. باناخ ((X ×X)∗, ||.||) آنگاه باشد ٢‐باناخ فضای X اگر [٢۶] .١ . ٣ . ۴ قضیه
f : V ×U → R و (X, ||., .||) دار ٢‐نرم فضای از فضاهایی زیر U و V کنید فرض .١ . ٧ . ۴ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به kerf و (kerf)U صورت این در باشد. ٢‐تابعک
(kerf)U := {a ∈ V |f(a, b) = ٠, b ∈ U هر ازای {به

kerf = {(a, b) ∈ V × U |f(a, b) = ٠}
٢‐باناخ، (X, ||., .||) کنید فرض ۴ دار) ٢‐نرم فضای در باناخ هان (قضیه [٨٨] .۴ . ١ . ۴ قضیه
دلخواهͬ کراندار خطͬ ٢‐تابعک ،f : U× < b >→ R اگر Xباشد. از فضایی زیر U و b ∈ X

؛ که است موجود g : X× < b >→ R کراندار خطͬ ٢‐تابعک صورت این در باشد.
داریم α ∈ R و a ∈ Uهر ازای به (١)

g(a, αb) = f(a, αb)

||g|| = ||f || (٢)
نیز و باشند X از فضایی زیر ی U و دار ٢‐نرم فضای (X, ||., .||) کنید فرض .۵ . ١ . ۴ قضیه

ͬ دهیم م قرار باشند. خطͬ مستقل b ∈ X و x٠ ∈ X\U کنید فرض
δ = inf

y∈U
||x٠ − y, b|| > ٠

که است موجود X× < b > روی f کراندار خطͬ تابعک صورت این در
.f(x٠, b) = δ (١)

.f(U× < b >) ⊆ kerf (٢)
.||f || = ١ (٣)

Huhn-Banah theorem ۴



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ۴٠
دی·ر عبارت به V =< U, x٠ > کنید فرض ابتدا برهان.

V = {m+ αx٠ | m ∈ U , α ∈ R}.

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را f

f : V× < b >→ R

f(m+ αx٠, βb) = αβδ.

f؛ تعریف نحوه ی به توجه با که است واض (١
f(x٠, b) = δ.

دلخواه α١, α٢, β١, β٢, γ, λ ∈ R و u١, u٢ ∈ U کنید فرض است. خطͬ f ͬ دهیم م نشان (٢
صورت این در باشند.

f((u١ + α١x٠) + (u٢ + α٢x٠), β١, b)
= f((u١ + u٢) + (α١ + α٢)x٠, β١b) = (α١ + α٢)βδ
= α١βδ + αβδ = f(u١ + α١x٠, β١b) + f(u٢ + α٢x٠, β١, b)

داریم ونیز
f(u١ + α١x٠, β١b+ β٢b) = f(u١ + αx٠, β١b) + f(u١ + αx٠, β٢b)

داریم چنین هم
f(u١ + α١x٠, λ(β١b)) = α١λβ١δ = λf(u١ + α١x٠, β١b)
f(γ(u١ + α١x٠), β١b) = γf(u١ + α١x٠, β١b)

است. V× < b > روی خطͬ ٢‐تابعک ی f بنابراین
مخالف α١ ∈ R کنید فرض فرض، کلیت از کاستن بدون است. کراندار f ͬ کنیم م ثابت حال

صورت این در باشد. صفر
||u١ + α١x٠, β١b|| = |β١|||u٢ + α١x, b||

= |β١|||α١(x٠ + u١
α١

), b||

= |α١||β١|||x٠ + u١
α١
, b||

= |α١||β١|||x٠ − (−u١
α١

), b||

⩾ |α١||β١|δ.



۴١ ٢‐نرم فضای در دار کران خطͬ ٢‐تابعک
اینکه به توجه با حال

|f(u١ + α١x٠, β١b)| = |α١β١δ|
= |α١||β١|δ
⩽ ||u١ + α١x٠, β١b||

داریم بنابراین
|u١ + α١x٠, β١b)|
||u١ + α١x٠, β١b||

⩽ ١
.||f || < ١ و است کراندار f پس

ϵ > ٠ کنید فرض حال .y٠ ∈< b > آن در که f(u١, y٠) = ٠ و f(x٠, b) = δ که است واض
که است موجود u ∈ U اینفیموم مشخصه خاصیت به بنا صورت این در باشد. دلخواه

||x٠ − u, b|| < δ + ϵ

داریم وضوح به
x٠ − u
||x٠ − u, b|| ∈ V , || x٠ − u

||x٠ − u, b|| || = ١
بنابراین

f(
x٠ − u
||x٠ − u, b|| , b) =

δ

||x٠ − u, b|| ⩾
δ

δ + ϵ
.

داریم شد، انتخاب دلخواه ϵ > ٠ اینکه به توجه با لذا
f(

x٠ − u
||x٠ − u, b|| , b) ⩾ ١.

پس
١ ⩽ f(

x٠ − u
||x٠ − u, b|| , b) ⩽ ||f ||||

x٠ − u
||x٠ − u, b|| , b||

= ||f ||

٢‐تابعک دار ٢‐نرم فضای در باناخ هان قضیه از استفاده با قضیه اکنون .||f || = ١ بنابراین
v ∈ V و α ∈ R هر ازای به که است موجود X× < b > روی g کراندار خطͬ

g(v, αb) = f(v, αb)

.||f || = ||g|| = ١ نیز و
به توجه (با δ = ||x٠, b|| و x٠ ∈ X\{٠} ،U = {٠} دهیم قرار قبل، قضیه در اگر .١ . ١ . ۴ نتیجه

ͬ شود. م حاصل زیر قضیه آنگاه (ϵ > ٠ b اند و x٠ اینکه



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ۴٢
اگر باشد. صفر مخالف x٠ ∈ X و دار ٢‐نرم فضایی (X, ||., .||) کنید فرض .۶ . ١ . ۴ قضیه
X× < b > دامنه با f کراندار خطͬ ٢‐تابعک آنگاه شود، انتخاب x٠ با خط۵ͬ مستقل b ∈ X

که است موجود
f(x٠, b) = ||x٠, b|| (١

.||f || = ١ (٢
مستقل b ∈ X و صفر مخالف x٠ ∈ X دار، ٢‐نرم فضایی (X, ||., .||) کنید فرض .١ . ٧ . ۴ قضیه
هر ازای به که باشد موجود k ثابت عدد اگر صورت این در باشد. شده انتخاب x٠ از خطͬ
.||x٠, b|| ⩽ k آنگاه ،|f(x٠, b)| ⩽ k باشیم داشته ||f || = ١ با و X× < b > دامنه با f ٢‐تابعک

روی f کراندار خطͬ ٢‐تابعک قبل قضیه از استفاده با آنگاه |f(x٠, b)| > k اگر برهان.
پس است تناقض این که f(x٠, b) = ||x٠, b|| > k و ||f || = ١ که است موجود X× < b >

.||x٠, b|| ⩽ k

٢‐نرم فضای در تقریب بهترین ٢ . ۴
و X از ناتهͬ مجموعه ای زیر G و دار ٢‐نرم فضای (X, ||., .||) کنید فرض .٢ . ١ . ۴ تعریف
تقریب بهترین ‐٢‐z را g٠ صورت این در z ∈ X\ < {x}∪G > اگر باشند. g ∈ X و x ∈ X\G

هرگاه گوییم G در x برای
||x− g٠, z|| = inf

g∈G
||x− g, z||.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را P z
G(x) مجموعه

P z
G(x) = {x ∈ G| ||x− g٠, z|| = inf

g∈G
||x− g, z||}

و z‐٢‐پروکسمینال را G آنگاه باشد ناتهͬ P z
G(x) ،x ∈ X\G هر ازای به اگر .٢ . ٢ . ۴ تعریف

گوییم. z‐٢‐چبیشف را آن باشد عضوی تک P z
G(x) اگر

را G باشد ناتهͬ P z
G(x) ،z ∈ X\ < x ∪ G > هر ،x ∈ X\G هر ازای به اگر .٢ . ٣ . ۴ تعریف

گوییم. چبیشف ‐٢ را G باشد عضوی تک اگر و ٢‐پروکسمینال
تابعک صورت این در باشد ٢‐نرم فضای (X, ||., .||) کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ تعریف

N+(x, y) = lim
t→٠+

||x+ ty, z|| − ||x, z||
t

تابعک نیز و گوییم y جهت در و (x, z) در ||., .|| ٢‐نرم گاتیوکس راست مشتق را
N−(x, y) = lim

t→٠+
||x+ ty, z|| − ||x, z||

t

independent۵



۴٣ ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین
گوییم. y جهت در و (x, z) در ||., .|| ٢‐نرم گاتیوکس چپ مشتق را

تعریف زیر صورت به y جهت در و (a٠, b٠) نقطه در f(x, y) تابع گاتیوکس مشتق کلͬ حالت در
ͬ شود. م

lim
t→٠

f(a٠ + ty, b٠)− f(a٠, b٠)
t

< با را y جهت در و (x, z) نقطه در ||x, z||٢٢ تابع راست گاتیوکس مشتق .۵ . ٢ . ۴ تعریف
داریم؛ و ͬ گوییم م ۶ یافته تعمیم داخلͬ ٢‐ضرب را آن و ͬ دهیم م نمایش x, y|z >

< x, y|z > := lim
t→٠+

||x+ ty.z||٢ − ||x, z||٢
٢t

= lim
t→٠+

( ||x+ ty, z||+ ||x, z||
٢

)( ||x+ ty, z|| − ||x, z||
t

)
= N+(x, z)(y)||x, z||.

شود): رجوع [٨۶] به ) است زیر خواص دارای یافته تعمیم داخلͬ ٢‐ضرب که است بدیهͬ
است. شده تعریف x, y, z هر ازای به < x, y|z > (١

||x, z||٢ =< x, x|z > (٢
| < x, y|z > | ⩽ ||x, z||||y, z|| (٣

x, y + y′|z >⩽< x, y|z > + < x, y′|z >> (۴
داریم: β و α دلخواه مثبت اعداد ازای به (۵

< αx, βy|z >= αβ < x, y|z >

داریم آنگاه باشد (., .|.) داخلͬ ضرب با داخلͬ ٢‐ضرب فضای ی X اگر (۶

< x, y|z >= (x, y|z).

،x ∈ X ،X از مجموعه ای زیر G داخلͬ، ٢‐ضرب فضای (X, ||., .||) کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه
باشیم داشته y ∈ G هر ازای به اگر صورت این در باشند. z ∈ X\ < x ∪G > و y٠ ∈ G

(y − y٠, x− y٠|z) ⩽ ٠ (١ . ۴)

.y٠ ∈ P z
G(x) آنگاه

generalized 2-inner product۶



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ۴۴
صورت این در باشد. شده اختیار دلخواه y ∈ G و باشد برقرار ١ . ۴ رابطه کنید فرض برهان.

داریم
||x− y٠, z||٢ = (x− y٠, x− y٠|z)

= (x− y٠ − y + y, x− y٠|z)
= (x− y, x− y٠|z) + (y − y٠, x− y٠|z)
⩽ (x− y, x− y٠|z) ⩽ ||x− y, z||||x− y٠, z||

بنابراین
||x− y٠, z|| ⩽ ||x− y, z||

.y٠ ∈ P z
G(x) پس است دلخواه y ∈ G چون

در محدب مجموعه ای زیر K داخلͬ، ٢‐ضرب فضای (X, ||., .||) کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ قضیه
ازای به آنگاه ،y٠ ∈ Pk(x) اگر صورت این در باشند. z ∈ X\ < x ∪G > و y٠ ∈ K ،x ∈ X ،X

داریم λ ∈ [٠, ١] و y ∈ K هر
(y − y٠, x− y٠ − λ(y − y٠)|z) ≤ ٠. (٢ . ۴)

که موجودند λ ∈ [٠, ١] و y ∈ K آنگاه نباشد درست (٢ . ۴) کنید فرض برهان.
(y − y٠, x− y٠ − λ(y − y٠)|z) > ٠

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را yλ عنصر حال .(y ̸= y٠ که است ین برا (فرض
yλ := λy + (١− λ)y٠

داریم صورت این در yλ ∈ K پس است محدب K چون
||x− yλ, z|| = ||x− λy − (١− λ)y٠, z||

=
(x− y٠ − λ(y − y٠), x− y٠ − λ(y − y٠)|z)

||x− y٠ − λ(y − y٠), , z||
=

(x− y٠, x− y٠ − λ(y − y٠)|z)− λ(y − y٠, x− y٠ − λ(y − y٠)|z)
||x− y٠ − λ(y − y٠), z||

<
(x− y٠, x− y٠ − λ(y − y٠)|z)
||x− y٠ − λ(y − y٠), z||

< ||x− y٠, z||

داریم بنابراین
||x− yλ, z|| < ||x− y٠, z||

است. برقرار (٢ . ۴) پس است. فرض با متناقض این که y /∈ P z
G(x) پس



۴۵ ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین
ͬ شود. م حاصل زیر قضیه قبل قضیه دو ترکیب از

اگر صورت این در باشد داخلͬ ٢‐ضرب فضای ی (X, ||., .||) کنید فرض .٢ . ٣ . ۴ قضیه
معادل اند زیر گزاره های آنگاه z ∈ X\ < {x} ∪G >

y٠ ∈ Pk(x) (١)
،y ∈ G و λ ∈ [٠, ١] هر ازای به (٢)

(y − y٠, x− y٠ − λ(y − y٠)|z) ⩽ ٠
y ∈ G هر ازای به (٣)

(y − y٠, x− y٠|z) ⩽ ٠
دهیم قرار (٢) در اگر حال ͬ شود. م نتیجه قبل قضیه های از (٣) ⇒ (١) و (١) ⇒ (٢) برهان.

ͬ شود. م نتیجه نیز (٢)⇒ (٣) آنگاه λ = ٠
X از ناتهͬ مجموعه ای زیر G داخلͬ، ٢‐ضرب فضاب (X, ||., .||) کنید فرض .۶ . ٢ . ۴ تعریف
زیر صورت به G٠

Z بانماد دوگان٧ z‐٢‐مخروط آنگاه z ∈ X\ < G > اگر صورت این در باشد.
ͬ شود؛ م تعریف

G٠
Z := {x ∈ X|(y, x|z) ⩽ ٠ , y ∈ Gهر ازای {به

،X از محدب مجموعه ای زیر G داخلͬ، ٢‐ضرب فضای (X, ||., .||) کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ قضیه
باشند. z ∈ X\ < x ∪G > و y٠ ∈ G ،x ∈ X

معاد اند: زیر گزاره های صورت این در
y٠ ∈ P z

G(x) (١
،y ∈ G و λ ∈ [٠, ١] هر ازای به (٢

x− y٠ − λ(y − y٠) ∈ (k − y٠(٠Z

.x− y ∈ (k − y٠(٠Z (٣
قضیه این ͽواق در است. بدیهͬ قبل قضیه و دوگان z‐٢‐مخروط تعریف به توجه با برهان.

است. قبل قضیه از بازنویسͬ
نیز و باشند ،X از فضایی زیر G و دار ٢‐نرم فضایی (X, ||., .||) کنید فرض [٨۶] .٢ . ١ . ۴ لم

اگر وتنها اگر g٠ ∈ P z
G اینصورت در .g٠ ∈ G و x٠ ∈ X \G کنید فرض

x٠ − g٠ ⊥z G.

dual cone٧



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ۴۶
این در باشد. X از فضایی زیر G و دار ٢‐نرم فضایی (X, ||., .||) کنید فرض .٢ . ٧ . ۴ تعریف

ͬ کند. م القا (X ×G)∗ فضایی روی نرم ی ||.|| صورت
||f ||G = sup

{ |f(x, y)|
||x, y||

|x ∈ X , y ∈ G
}

،٠ ̸= f ∈ (X×G)∗ ،X از فضایی Gزیر دار، ٢‐نرم فضای (X, ||., .||) کنید فرض .۵ . ٢ . ۴ قضیه
معادل اند: زیر گزاره های آنگاه .g٠ ∈ (kerf)G و x٠ ∈ X\kerf

،z ∈ X\ < x٠, (kerf)G > هر ازای به (١
g٠ ∈ P z

(kerf)G
(x٠)

λ٠؛ = sgnf(x٠, z) و z ∈ X\ < x٠ ∪ (kerf)G > ،x ∈ X هر ازای به (٢
||f ||G < x,

λ٠(x٠ − g٠)
||x٠ − g٠, z|| >− ⩽ f(x, z) ⩽ ||f ||G < x,

λ٠(x٠ − g٠)
||x٠ − g٠, z|| >+ (٣ . ۴)

استفاده با g٠ ∈ P z
(kerf)G

(x٠) اینکه به باتوجه .w٠ = x٠ − g٠ ͬ دهیم م قرار (١) ⇒ (٢) برهان.
٢ . ١ . ۴ لم از

w٠ ⊥z (kerf)G

داریم z ∈ X\ < x٠ ∪ (kerf)G >− و y ∈ (kerf)G هر ازای به صورت این در
< y,w٠|z >−⩽ ٠ ⩽< y,w٠|z >+ . (۴ . ۴)

داریم: x ∈ X هر ازای به صورت این در باشد. X از دلخواه عنصری x کنید فرض
y = f(x, z)w٠ − f(w٠, z)x ∈ (kerf)G

که ͬ شود م نتیجه (٢ . ١ . ۴) از استفاده با بنابراین
< f(x, z)w٠ − f(w٠, z)x,w٠|z >−⩽ ٠ ⩽< f(x, z)w٠ − f(w٠, z)x,w٠|z >+

داریم < ., .|. >− و < ., .|. >+ خواص بر بنا
< f(x, z)w٠ − f(w٠, z)x,w٠|z >+=

f(x, z||w٠, z||٢+ < −f(w٠, z)x,w٠|z >+≤ ٠ ≤< f(x, z)w٠ − f(w٠)x,w٠|z >−

= f(x, z)||w٠, z||٢+ < −f(w٠, z)x,w٠|z >− .

.f(w٠, z) ̸= ٠ داریم w٠ ̸= ٠ اینکه به باتوجه و Z عنصر به نسبت w٠ ⊥BJ (kerf)G طرفͬ از
.f(w٠, z) < ٠ یا f(w٠, z) > ٠ یا بنابراین



۴٧ ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین
داریم ٢ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با آنگاه ،f(w٠, z) > ٠ اگر

٠ ⩽ f(x, z)||w٠, z||٢+ < −f(w٠, z)x,w٠|z >+

= f(x, z)||w٠, z||٢ + f(w٠, z) < −x,w٠|z >+

= f(x, z)||w٠, z||٢+ < −x, f(w٠, z)w٠|z >+

= f(x, z)||w٠, z||٢− < x, f(w٠, z)w٠|z >−

داریم z ∈ X\ < x٠ ∪ (kerf)G > و x ∈ X هر ازای به بنابراین
f(x, z) ⩾< x,

f(w٠, z٠)w٠
||w٠, z||٢

|z >− (۵ . ۴)
داریم z ∈ X\ < x٠ ∪ (kerf)G > و x ∈ X هر ازای به داد نشان ͬ توان م مشابه روش به

f(x, z) ⩽< x,
f(w٠, z٠)w٠
||w٠, z||٢

|z >+ (۶ . ۴)
اینکه به توجه با صورت این در f(x, y) < ٠ اگر

− < x, y|z >−=< x,−y|z >+

که؛ کرد ثابت ͬ توان م قبل حالت به مشابه روش با و
f(x, y) ⩾< x,

f(w٠, z٠)w٠
||w٠, z||٢

|z >−

f(x, z) ⩽< x,
f(w٠, z٠)w٠
||w٠, z||٢

|z >+ .

داریم: z ∈ X\ < x٠ ∪ (kerf)G > و x ∈ X هر ازای به حالت هر در بنابراین
< x,

f(w٠, z٠)w٠
||w٠, z||٢

|z >−⩽ f(x, z) ⩽< x,
f(w٠, z٠)w٠
||w٠, z||٢

|z >+ (٧ . ۴)

داریم؛ x, z ∈ X هر ازای به (٧ . ۴) نابرابری از استفاده با آنگاه ،u =
f(w٠, z٠)w٠
||w٠, z||٢

دهیم قرار اگر

f(x, z) ⩾< x, u|z >−= − < x, u|z >+

⩾ −||x, z||||u, z||

داریم؛ نیز و
f(x, z٠) ⩽< x, u|z >+⩽ ||x, z||||u, z||

داریم z ∈ G و x ∈ X هر ازای به بنابراین
−||u, z|| ⩽ f(x, z)

||x, u||
⩽ ||u, z||



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ۴٨
یعنͬ این و

||f ||G ⩽ ||u, z||

دی·ر طرف از
||f ||G ⩾ f(u, z)

||u, z||
⩾ < u, u|z >−

||u, z||
= ||u, z||

داریم بنابراین
||f ||G = ||u, z|| = |f(w٠, z)|

||w٠, z||
داریم ،f(w٠, z) = f(x٠, z) اینکه به توجه با

||f ||G =
|f(x٠, z)|
||x٠ − g٠, z|| =

f(x٠, z)λ٠
||x٠ − g٠, z||

پس
f(x, z) = λ||f ||G||x٠ − g٠, z||

داریم (٧ . ۴) به توجه با حال
||f ||G < x,

λ٠(x٠ − g٠)
||x٠ − g٠, z|| |z >−⩽ f(x, z) ⩽ ||f ||G << x,

λ٠(x٠ − g٠)
||x٠ − g٠, z|| |z >+ .

داریم صورت این در باشد. برقرار (٢) کنیم فرض : (٢)⇐ (١)
< x,

λ٠(x٠ − g٠)
||x٠ − g٠, z|| |z >−⩽ ٠ ⩽< x,

λ٠(x٠ − g٠)
||x٠ − g٠, z|| |z >+

داریم ٢ . ١ . ۴ قضیه از استفاده با صورت این در .x ∈ (ker(f))G آن در که
λ٠(x٠ − g٠)
||x٠ − g٠, z|| ⊥

BJ
z (ker(f))G

آنگاه λ٠ > ٠ اگر
x٠ − g٠ ⊥BJ

z (ker(f))G

بنابراین
g٠ ∈ P z

(kerf)G
(x٠).

آنگاه λ٠ < ٠ اگر
−(x٠ − g٠) ⊥BJ

z (kerf)G

معادل طور به یا
x٠ − g٠ ⊥BJ

z −(kerf)G.

داریم بنابراین −(kerf)G = (kerf)g اینکه به توجه با
g٠ ∈ P z

(kerf)G
(x٠).



۴٩ ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین
مستقل w ∈ X\{٠} و z ∈ X ،f ∈ (X×X)∗ دار، ٢‐نرم فضایی X کنید فرض .۶ . ٢ . ۴ قضیه

معادل اند: زیر عبارات صورت این در باشند. z از خطͬ
x ∈ X هر ازای به (١)

< x,w|z >−⩽ f(x, x) ⩽< x,w|z >+ .

ͬ کند. م حداقل را زیر دوم درجه تابع w عنصر (٢)

Ff : X → R

Ff (u) = ||u, z||٢ − ٢f(u, u)
داریم (١) از صورت این در x = w ͬ دهیم م قرار باشد. برقرار (١) کنید ←(١)فرض (٢) برهان.

< w,w|z >−⩽ f(w,w) ⩽< w,w|z >+

بنابراین
f(w,w) = ||w, z||٢.

داریم؛ ͬ گیریم. م نظر در دلخواه را u ∈ X حال
Ff (u)− Ff (w) = ||u, z||٢ − ٢f(u, u)− ||w, z||٢ − ٢f(w,w)

= ||u, z||٢ − ٢f(u, u) + ||w, z||٢
⩾ ||u, z||٢ − ٢ < u,w|z >+ +||w, z||٢

⩾ ||u, z||٢ − ٢||u, z||||w, z||+ ||w, z||٢
= (||u, z|| − ||w, z||)٢ ⩾ ٠

بنابراین
Ff (u) ⩾ Ff (w)

ͬ کند. م حداقل را Ff ،w بنابراین بود شده انتخاب دلخواه u چون
داریم λ ∈ R و u ∈ X هر ازای به صورت این در کند حداقل را Ff ،w کنید فرض (٢)← (١)

Ff (w + λu)− Ff (w) ⩾ ٠.
دی·ر طرفͬ از

Ff (w + λu)− Ff (w) = ||w + λu, z||٢ − ||w, z||٢ − ٢λf(u, u)
بنابراین

٢λf(u, u) ⩽ ||w + λu, z||٢ − ||w, z||٢. (٨ . ۴)



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ۵٠
داریم (٨ . ۴) از استفاده با آنگاه باشد. λ > ٠ کنید فرض حال

f(u, u) ⩽ ||w + λu, z||٢ − ||w, z||٢
٢λ

بنابراین
f(u, u) ⩽ lim

λ→٠+
||w + λu, z||٢ − ||w, z||٢

٢λ =< u,w|z >+

صورت این در کنیم تبدیل −u به را u بالا نامساوی در اگر حال
f(u, u) ⩾ − < −u,w|z >+=< u,w|z >−

داریم لذا
< u,w|z >−⩽ f(u, u) ⩽< u,w|z >+ .

z ∈ X و w ∈ X\{٠} fو ∈ (X ×X)∗ و دار ٢‐نرم فضای ی (X, ||., .||) اگر .٢ . ١ . ۴ ملاحظه
اگر ͬ کند م ٨ کمینه را Ff (w) ،x و < x,w|z >+=< x,w|z >− آنگاه باشند w از خطͬ مستقل

باشد زیر نمایش دارای f(x, x) اگر تنها و
f(x, x) =< x,w|z >p

.p ∈ {+,−} آن در که
x٠ ∈ X\H ،X از بسته فضایی زیر H دار، ٢‐نرم فضایی (X, ||., .||) کنید فرض .٢ . ٧ . ۴ قضیه

: معادل اند زیر گزاره های صورت این در باشند. h٠ ∈ H و
،z ∈ X\ < x٠ ∪H > هر ازای به (١)

h٠ ∈ P z
H(x٠)

داریم ،kerf = H با f ∈ ((H
⊕

< x٠ >)× < b >)∗ هر ازای به (٢)
||f ||H ⊕

<x٠> < x,
λ٠(x٠ − h٠)
||x٠ − h٠, z|| |z >−⩽ f(x, z) ⩽ ||f ||H ⊕

<x٠> < x,
λ٠(x٠ − h٠)
||x٠ − h٠, z|| |z >+

.b ∈ H⊕
< x٠ > آن در که

(x٠ /∈ H) ببریم کار به X := H
⊕

< x٠ > دار ٢‐نرم فضای برای ۵ . ٢ . ۴ قضیه اگر برهان.
شد. خواهد ثابت قضیه آنگاه

minimum٨



۵١ ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین
اگر فقط و اگر گوییم لاتیس دار٩ را ⩽ ترتیب با همراه X حقیقͬ خطͬ فضای .٢ . ٨ . ۴ تعریف
و sup(x, y) باشد. اینفیمم و سوپریمم دارای {x, y} مجموعه ،x, y ∈ X عنصر دو هر ازای به

ͬ شود: م داده نمایش زیر نمادهای با inf(x, y)
x ∧ y := inf(x, y) , x ∨ y := sup(x, y)

است: برقرار زیر خواص
.x+ z ⩽ y + z آنگاه x ⩽ y اگر ،x, y, z ∈ X هر ازای به (١

.tx ⩾ ٠ آنگاه x ⩾ ٠ اگر ،t ∈ R+ و x ∈ X هر ازای به (٢
ͬ شود؛ م تعریف زیر صورت به x قدرمطلق١٢ و ١١ منفͬ قسمت ،١٠ مثبت قسمت

x+ := x ∨ ٠ , x− : (−x) ∨ ٠ , |x| := x ∨ (−x)

هر ازای به هرگاه گوییم لاتیس١٣ͬ نرم ،X لاتیس دار فضای روی را ||.|| نرم .٢ . ٩ . ۴ تعریف
باشد. برقرار زیر گزاره ،x, y ∈ X

|x| < |y| ⇒ ||x|| ⩽ ||y||

(x,⩽) آن در که باشد ⩽ ترتیب با همراه باناخ فضای ی X کنید فرض .٢ . ١٠ . ۴ تعریف
گوییم. لاتیسͬ باناخ فضای را X صورت این در است. لاتیسͬ X نرم و لاتیس دار

موجود R در λ > ٠ ،x ∈ X هر ازای به اگر گوییم قوی١۴ واحد را ١ ∈ X عنصر .٢ . ١١ . ۴ تعریف
x ⩽ λ١ که باشد

کنیم تعریف X روی زیر صورت به نرم ی ͬ توانیم م قوی واحد از استفاده با
||x|| = inf{λ ⩾ ٠ | |x| ⩽ λ١}

ͬ شود؛ م تعریف زیر صورت به B(x, r) نماد با r شعاع و x مرکز به گویی صورت این در
B(x, r) = {y ∈ X|||x− y|| ⩽ r}

= {y ∈ X|x− r١ ⩽ y ⩽ x+ r١}
داریم نیز و

|x| ⩽ ||x||١
lattice٩

positive part١٠
negative part١١

absolute value١٢
lattice norm١٣
strong unite١۴



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ۵٢
زیر گزاره هرگاه گوییم پایین١۵ به رو X مرتب فضای از را W مجموعه زیر .٢ . ١٢ . ۴ تعریف

باشد برقرار
(w ∈W,x ⩽ w)⇒ (x ∈W )

g‐٢‐نرم١۶ را آن و ͬ دهیم م ارائه یافته تعمیم ٢‐نرم از جدیدی تعریف فصل این در ما
تقریب ٢‐بهترین نظریه و تعریف را لاتیس١٧ͬ g‐٢‐باناخ فضای بعدی مرحله در ͬ نامیم. م
١ توسط فضا این ٢‐نرم که ͬ کنیم، م بررسͬ فضاها این در پایین به رو مجموعه های برای را
٢‐پروکسیمنال فضاها این در بسته مجموعه های که کرد خواهیم است.ثابت شده القا قوی
مجموعه ها این از x عنصر هر برای تقریب ٢‐بهترین ی که معناست بدین این که هستند.

دارد. وجود
ͬ دهیم. م ارائه زیر صورت به یافته تعمیم ٢‐نرم برای جدیدی تعریف اکنون

تابع باشند. خطͬ فضای دو Y و X کنید فرض .٢ . ١٣ . ۴ تعریف
||., .|| : X × Y → [٠,+∞)

کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم X × Y روی g‐٢‐نرم را
که باشد موجود y ̸= ٠ ،X در x ̸= ٠ عدد هر ازای به (١)
||x, y|| ̸= ٠

باشیم داشته (x, y) ∈ X × Y و α ∈ R حقیقͬ عدد هر ازای به (٢)
||x+ αy|| = |α|||x, y|| = ||x, αy||

باشیم داشته y١, y٢ ∈ Y ،x ∈ X هر ازای به (٣)
||x, y١ + y٢|| ⩽ ||x, y١||+ ||x, y٢||

باشیم داشته y ∈ Y و x١, x٢ ∈ X هر ازای به (۴)
||x١ + x٢, y|| = ||x١, y||+ ||x٢, y||

این در X = Y اگر گوییم. دار g‐٢‐نرم فضای ی را (X × Y, ||., .||) صورت این در
ͬ دهیم. م نمایش (X, ||., .||) با را (X × Y, ||., .||) فضای صورت

downward١۵
g-2-norm١۶

Banach lattic١٧



۵٣ ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین
نرم هایی١٨ نیم ترتیب به ||.||٢ و ||.||١ و باشند حقیقͬ خطͬ فضای دو Y و X کنید فرض
آن در که است. دار g‐٢‐نرم فضای ی (X × Y, ||., .||) صورت این در باشند. Y و X روی

||x, y|| = ||x||١||y||٢
فضاهای همانند دار فضایg‐٢‐نرم در دنباله بودن وکشͬ دنباله ها هم·رایی .١۴ . ٢ . ۴ تعریف
هر هرگاه گوییم g‐٢‐باناخ را (X, ||., .||) دار g‐٢‐نرم فضای ͬ شوند. م تعریف دار ٢‐نرم

باشد. هم·را فضا این در کشͬ دنباله
١X قوی واحدهای دارای ترتیب به که باشند دار لاتیس فضای دو Y و X اگر .٢ . ٢ . ۴ ملاحظه
القا X × Y روی را ||., .|| روی g‐٢‐نرم قوی واحدهای این صورت این در ͬ باشند. م ١Y و

آن در که ͬ کند م
||., .|| : X × Y → [٠,+∞)

||x, y|| = ||x||١X ||y||١Y
(٩ . ۴)

زیر صورت به V b
ϵ (x) صورت این در باشند. دلخواه ϵ > ٠ و b ∈ Y ،x٠ ∈ X کنید فرض

ͬ شود. م تعریف
V ϵ
b (x٠) = {x ∈ X

∣∣∣||x− x٠, b|| ⩽ ϵ} (١٠ . ۴)
= {x ∈ X

∣∣∣x٠ − ϵ١X
||b||

⩽ x ⩽ x٠ + ϵ١X
||b||
} (١١ . ۴)

القا X روی محدب١٩ موضعاً توپولوژی ی برای پایه زیر ی {V ϵ
a (y)}ϵ>٠,y∈Y,x∈X خانواده

تعریف زیر صورت به V ϵ
a (y٠) ،ϵ ⩾ ٠ و y٠ ∈ Y و a ∈ X هر ازای به ترتیب همین به ͬ کند. م

ͬ شود. م
V ϵ
a (y٠) = {y ∈ Y |||x, y − y٠|| ⩽ ϵ}

= {y ∈ Y |y٠ − ϵ١Y
||a||

⩽ y ⩽ x٠ + ϵ١Y
||a||
}.

Y روی محدب موضعاً توپولوژی برای پایه زیر ی تش΄یل نیز {V ϵ
a (y)}ϵ>٠,a∈X,y∈Y بنابراین

این که ب·یریم. نظر در حاصلضرب٢٠ توپولوژی با ͬ توانیم م را X × Y فضای بنابراین ͬ دهد. م
است. محدب موضعاً نیز توپولوژی

‐٢‐g فضای ی (X × Y, ||., .||) و لاتیس دار فضای دو Y و X کنید فرض .١۵ . ٢ . ۴ تعریف
هر ازای به هرگاه گوییم لاتیسͬ دار g‐٢‐نرم را (X × Y, ||., .||) صورت این در باشند. دار نرم

باشد. برقرار زیر گزاره y١, y٢ ∈ Y و x١, x٢ ∈ X

(|x١| ⩽ |x٢| , |y١| ⩽ |y٢|)⇒ (||x١, y١|| ⩽ ||x٢, y٢||)
semi norm١٨

localy convex١٩
product topology٢٠



دار ٢‐نرم فضای در تقریب بهترین نظریه ۵۴
است. ⩽ ترتیب با همراه X مانند حقیقͬ g‐٢‐باناخ فضای ی لاتیسͬ g‐٢‐باناخ فضای

است. دار لاتیس g‐٢‐نرم فضای X و دار لاتیس فضای (X,⩽) آن در که
ͬ کنیم م بررسͬ (X, ||., .||) دار g‐٢‐نرم فضای برای را تقریب ٢‐بهترین فصل این در ما

ͬ شود. م القا ١X قوی واحد توسط ||., .|| که
W ٠ ،X دار g‐٢‐نرم فضای از پایین به رو مجموعه زیر ی w کنید فرض .٢ . ٨ . ۴ قضیه

برقرارند: زیر گزاره های صورت این در باشند. x ∈W و W درون٢١
.x− ϵ١ ∈W ٠ ،ϵ > ٠ هر ازای به آنگاه x ∈ X اگر (١

W ٠ = {x ∈ X|∃ϵ > ٠;x+ ϵ١ ∈W} (٢
a ∈ X ازای به صورت این در .x ∈W و دلخواه ϵ > ٠ کنید فرض برهان.
V a
ϵ||a||(x− ϵ١) = {y ∈ X| ||y − (x− ϵ١), a|| < ||a||ϵ}

= {y ∈ X|x− ٢ϵ١ < y < x}

لذا x ∈W و است پایین روبه W چون بنابراین
V a
ϵ||a||(x− ϵ١) ⊆W

لذا
x− ϵ١ ∈W ٠.

که است موجود ϵ > ٠ و a ∈ X صورت این در x ∈W ٠ کنید فرض حال
V a
ϵ||a||(x) ⊆W

بنابراین
{y ∈ X|x− ϵ١ < y < x+ ϵ١} ⊆W

.x+ ϵ١ ∈W بنابراین
قبل قسمت به بنا +xبنابراین ϵ١ ∈W که باشد موجود ϵ > ٠ کنید فرض بالعکس،

x = (x+ ϵ١)− ϵ ∈W ٠.

،X دار g‐٢‐نرم فضای از بسته پایین روبه مجموعه زیر ی W کنید فرض .٢ . ٣ . ۴ ملاحظه
معادل اند. زیر گزاره های آنگاه باشند. w ∈W و W مرز٢٢ bd(w)

inter٢١
boundary٢٢
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w ∈ bd(W ) (١

.w + ϵ١ /∈W ،ϵ > ٠ هر ازای به (٢
است موجود ϵ > ٠ صورت این در نباشد. درست (٢) ولͬ باشد برقرار (١) کنید فرض برهان.
صادق (٢) بنابراین است. (١) با متناقض این و x ∈ W ◦ قبل قضیه به بنا پس x+ ϵ١ ∈ W که

است.
با .w /∈ W ٠ قبل قضیه از استفاده با بنابراین باشد. برقرار (٢) و w ∈ W کنید فرض بالعکس،

داریم است بسته W اینکه به توجه
W̄ =W

.w ∈ bd(W ) پس
باشند. W٢ ⊂ Y و W١ ⊂ X دار، g‐٢‐نرم فضای (X×Y, ||., .||) کنید فرض .١۶ . ٢ . ۴ تعریف
(x, y) ∈ X × Y عنصر هر ازای به هرگاه گوییم g‐٢‐پروکسیمنال را W١ ×W٢ صورت این در

که: شود یافت W١ ×W٢ در (w٠, g٠) عنصر
||x− w٠, y − g٠|| = inf

(w,g)∈W١×W٢
||x− w, y − g||.

P
(٢)
w١×w٢(x, y) مجموعه W٢×W١گوییم. در (x, y) از تقریب g‐٢‐بهترین را (w٠, g٠) حالت این در

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را
P

(٢)
W١×W٢(x, y) = {(w٠, g٠) ∈W١ ×W٢| ||x− w٠, y − g٠|| = inf

(w٠,g)∈W١×W٢
||x− w, y − g||}.

و x ∈ X\Ḡ و G ⊆ X و دار g‐٢‐نرم فضای ی (X, ||., .||) کنید فرض .٢ . ١٧ . ۴ تعریف
هرگاه گوییم G در x تقریب −a‐٢‐بهترین g را g٠ ∈ G صورت این در .a ∈ X

||x− g٠, a|| = inf
g∈G
||x− g, a||

شود. مͬ تعریف زیر صورت به P a
G(x)

P a
G(x) = {g٠ ∈ G| ||x− g٠, a|| = inf

g∈G
||x− g, a||}

گوییم. −a‐٢‐پروکسیمنال g را G صورت این در P a
G(x) ̸= ∅ اگر

باشد. X لاتیسͬ باناخ ‐ ٢ فضای از پایین به رو مجموعه زیر ی W کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ لم
است. −٢−پروکسیمنال a− g ،W ،a ∈ X هر ازای به آنگاه

و x ∈ X\W̄ کنید فرض برهان.
ϵa = inf{|x٠ − w, a||

||a||
;w ∈W} = inf{||x٠, w|| |w ∈W}
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که است موجود wδ ∈W ،δ > ٠ هر ازای به صورت این در
||x٠ − wδ, a||
||a||

⩽ ϵa + δ.

بنابراین
−(ϵ+ δ)١ ⩽ wδ − x٠ ⩽ (ϵa + δ)١

آنگاه w٠ = x٠ − ϵa١ کنید فرض
||x٠ − w٠|| = ||ϵa١|| = ϵa = inf

w∈W
||w − x٠||

بنابراین و
w٠ − δ١ = x٠ − (ϵa١ + δ١) ⩽ wδ.

شده انتخاب دلخواه δ چون .w٠ − δ١ ∈ W بنابراین است، wδ ∈ W و پایین به رو W چون
پس است

w٠ ∈ bd(w).

پس است بسته W اینکه به توجه با
w٠ ∈W

داریم
||x٠ − w٠||||a|| = inf

w∈W
||w − x٠, a||

پس
||x٠ − w٠, a|| = inf

w∈W
||w − x٠, a||

بنابراین
w٠ ∈ P a

w(x٠).

این در باشد. x٠ ∈ X و X از بسته پایین به رو مجموعه زیر W کنید فرض .٢ . ٩ . ۴ قضیه
با است برابر و است موجود w٠ := minP a

W (x٠) عنصر صورت
w٠ = x٠ − ϵa

||a||
١ ∈W

آن در که
ϵa = inf

w∈W
||w − x٠, a||.

و x٠ /∈ W کنید فرض حال . است واض نتیجه صورت این در x٠ ∈ W کنید فرض برهان.
آنگاه .ϵa = infw∈W ||w − x٠, a||

w٠ = x٠ − ϵa
||a||

١ ∈W.
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آنگاه x ∈ V a

ϵa(x٠) اگر دی·ر طرفͬ از
x ⩾ x٠ − ϵ

||a||
١ = w٠

بنابراین
w٠ = minV a

ϵa(x٠).

آنگاه باشد. دلخواه w ∈ P a
W (x٠) کنید فرض حال

||x٠ − w, a|| = ϵa

وبنابراین
w ∈ V a

ϵa(x٠).

بنابراین w٠ = x٠ − ϵa
||a||

١ اینکه به توجه با
w٠ = minP a

W (x٠).

آنگاه باشد. x٠ ∈ X و X از بسته پایین به رو مجموعه زیر W کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ ملاحظه
w٠ := minP a

W (x٠) ⩽ x٠.

بنابراین x٠ ∈W پس است پایین به رو W اینکه به توجه با ،x٠ < w٠ کنید فرض برهان.
x٠ ∈ P a

W (x٠)

لذا
w٠ ⩽ x٠.

لاتیسͬ نرم دار فضای از بسته پایین به رو مجموعه زیر ی W کنید فرض [۵٠] .٢ . ١٠ . ۴ قضیه
صورت این در .x ∈ X و باشد X

inf
w∈W

||x− w|| = min{λ ⩾ ٠ | x− λ١ ∈W} (١٢ . ۴)

لاتیسͬ g‐٢‐نرم دار فضای از بسته پایین به رو مجموعه  زیر W کنید فرض .۵ . ٢ . ۴ ملاحظه
آنگاه باشد. X

inf
w∈W

||x− w, a|| = min{λ > ٠ | x− λ

||a||
١ ∈W}
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لاتیسͬ g‐٢‐نرم دار فضای (X, ||., .||) و لاتیس دار فضاهای Y Xو کنید فرض .٢ . ١١ . ۴ قضیه
مجموعه زیر دو ترتیب به W٢ و W١ کنید فرض باشد. شده القا ١Y و ١X توسط آن نرم که باشد
،(a, b) ∈ X × Y \W١ ×W٢ ،(x, y) ∈ X × Y هر ازای به باشد.آنگاه Y و X از بسته پایین روبه

که موجودند w٢ ∈W٢ و w١ ∈W١ عناصر
||x− w١, b|| = inf

α∈W١
||x− α, b||

||a, y − w٢|| = inf
α∈W٢

||x, y − α||.

است. ٢ . ٢ . ۴ لم اثبات مانند قضیه، این اثبات برهان.
ترتیب به W٢ و W١ و لاتیسͬ g‐٢‐نرم دار فضای (X × Y, ||., .||) کنید فرض .٢ . ١٢ . ۴ قضیه

است. g‐٢‐پروکسیمنال W =W١ ×W٢ آنگاه باشد. Y Xو پایین به رو مجموعه ای زیر
آنگاه .(x, y) ∈ X × Y \W کنید فرض برهان.

inf
(α,β)∈W

||x− α, y − β|| = inf
β∈W٢

( inf
α∈W١

||x− α, y − β||)

که است موجود w١ ∈W١ قبل قضیه از استفاده با
inf

β∈W٢
( inf
α∈W١

||x− α, y − β||) = inf
β∈W٢

||x− w١, y − β||

که است موجود w٢ ∈W٢ قبل قضیه از استفاده با مجدداً
inf β ∈W٢||x− w١, y − β|| = ||x− w١, y − w٢||

بنابراین
inf

(α,β)∈W١×W٢
||x− α, y − β|| = ||x− w١, y − w٢||

.P ٢
W١×W٢(x, y) ̸= ∅ بنابراین

.W ×V ⊆ X×Y و v٠ = abV (y٠) ،w٠ = P b
W (x٠) ،(x, y) ∈ X×Y کنید فرض .۶ . ٢ . ۴ ملاحظه

و ٠ ̸= a ∈ X هر ازای به صورت این در باشند پایین روبه و بسته مجموعه های Wزیر Vو اگر
داریم ٠ ̸= b ∈ Y هر

(x٠, y٠) ⩾ (
w

b
,
w

a
)

است. واض ۵ . ٢ . ۴ ملاحظه به توجه با برهان.
هر ازای به اگر گوییم پایین٢٣ به رو اکیداً را X از W پایین به رو مجموعه زیر .٢ . ١٨ . ۴ تعریف

دهد. نتیجه را w ∈W ،w > w٠ نامساوی ،W از w٠ مرزی نقطه
strictly downward٢٣
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صورت این در باشد. c ∈ R و صعودی اکیداً و پیوسته تابعͬ f کنید فرض [۵٠] .٢ . ١ . ۴ مثال

Sc(f) = {x ∈ X|f(x) ⩽ c}

است. پایین به رو اکیداً
در پایین به رو اکیداً را W باشد. پایین به رو مجموعه زیر ی W کنید فرض .٢ . ١٩ . ۴ تعریف

باشد. درست زیر گزاره ،w٠ ⩽ w
′ که w٠ ∈ bd(W ) هر ازای به اگر گوییم. w

′ ∈ bdW نقطه
w > w٠ ⇒ w /∈W

در W صورت این در باشد. بسته پایین به رو مجموعه ی W اگر [۵٠] .٢ . ١٣ . ۴ قضیه
اگر فقط و اگر است پایین به رو اکیداً w′ ∈ bdW

.w ∈W آنگاه w > w
′ اگر (١)

.w٠ = w
′ آنگاه w٠ ∈ bdW و w٠ ⩽ w

′ اگر (٢)
مجموعه ای زیر W g‐٢‐نرم دار، فضای ی (X١ × X٢, ||., .||) کنید فرض .٢ . ٢٠ . ۴ تعریف
هر ازای به هرگاه گوییم g‐٢‐b‐چبیشف نقطه را w′ ∈ bd(W ) .b ∈ X٢ و X١ از پایین به رو
. P b

W (x٠) = w٠ باشیم، داشته w٠ ∈ P b
W (x٠) که x٠ /∈W هر ازای به و w٠ ⩽ w′ که w٠ ∈ bdW

X١×X٢ روی را ⩽ ترتیب ͬ توانیم م باشند. مرتب مجموعه ی دو (X٢⩾,٢) و (X, ⩽١) کنید فرض
کنیم. تعریف زیر صورت به

(x١, x٢) ⩽ (x
′

١, x
′

٢)⇔ (x١ ⩽ x
′

١, x٢ ⩽ x
′

٢)

ͬ گوییم. م ٢۴ ضربی حاصل ترتیب را ترتیب این
(X١⩾,١) آن در که باشد، g‐٢‐نرم دار فضای ی (X١×X٢, ||., .||) کنید فرض .٢ . ٢١ . ۴ تعریف
کنید فرض ب·یرید. نظر در ⩽ حاصلضربی ترتیب با را X١ ×X٢ ͬ باشند. م مرتب (X٢⩾,٢) و
g‐٢‐چبیشف نقطه را (w

′

١, w
′

٢) ∈ bdW نقطه باشند. X١×X٢ از پایین به رو مجموعه زیر W
که (x١, x٢) /∈ W هر و (w١, w٢) ⩽ (w

′

١, w
′

٢) که (w١, w٢) ∈ bdW هر ازای به هرگاه گوییم
باشیم داشته (w١, w٢) ∈ P ٢

W (x١, x٢)

P ٢
W (x١, x٢) = (w١, w٢).

مجموعه زیر W ،b ∈ X٢ g‐٢‐نرم دار، فضای (X١ ×X٢, ||., .||) کنید فرض .١۴ . ٢ . ۴ قضیه
معادل اند: زیر گزاره های آنگاه باشند. X١ روی ترتیبی ⩽ و X١ از پایین به رو

است. W از −b‐٢‐چبیشف g نقطه w′ (١)
product order٢۴
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است. پایین روبه اکیداً ،w′ نقطه در W (٢)

w ∈ bdW صورت این در نباشد. پایین به رو اکیداً w′ Wدر و باشد برقرار (١) کنید فرض برهان.
کنید فرض .a > w که است موجود a ∈ w و w < w

′ که است موجود
r ⩾ ||a− w, b|| > ٠

بنابراین
a− w ⩽ |a− w|١ ⩽ ||a− w||١ ⩽ r١

||b||
, (١٣ . ۴)

لذا
a ⩽ r١
||b||

+ w (١۴ . ۴)
ͬ دهیم م قرار

x٠ =
r١
||b||

+ w. (١۵ . ۴)
ͬ کنیم م ادعا

d(x٠,W ) =
r

||b||
(١۶ . ۴)

که است موجود y ∈W عنصر صورت این در نباشد. چنین کنید فرض
||x٠ − y|| ⩽ r

||b||

که است موجود r٠ ∈ (٠, r

||b||
) صورت این در

||x٠ − y|| < r٠

بنابراین
x٠ ⩽ y + r٠١

داریم (١۵ . ۴) نامساوی استفاده از با نتیجه در
x٠ =

r١
||b||

+ w ⩽ y + r٠١.
پس

w + λ٠١ ⩽ y (λ٠ =
r

||b||
− r٠)

w ∈ bd(W ) با متناقض که .w٠ ∈ W ٠ داریم ٢ قسمت ٢ . ٨ . ۴ قضیه از استفاده با بنابراین و
بنابراین است.

d(x٠,W ) =
r

||b||
= ||x٠ − w||
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لذا

d(x٠,W )||b|| = ||x٠ − w||||b||

پس
inf
α∈W

||x٠ − α, b|| = ||x٠ − w, b||.

.w ∈ P b
W (x٠) نتیجه در

داریم (١۴ . ۴) نامساوی به بنا دی·ر طرف از
a ⩽ r١
||b||

+ w = x٠ a > w

بنابراین
٠ ⩽ x٠ − a ⩽ r١

||b||

یعنͬ این و
||x٠ − a|| ⩽ ||x٠ − w|| = r

||b||
= d(x٠,W ) ⩽ ||x٠ − α||

پس
||x٠ − a|| = d(x٠,W )

نتیجه در
inf
α
∈W ||x٠ − α, b|| = ||x٠ − a, b||

بنابراین
a ∈ PB

W (x٠) (a ̸= w٠).

است. g‐٢‐چبیشف − b نقطه w′ زیرا ͬ باشد. نم پذیر ام΄ان این که
هر ازای به صورت این در باشد. پایین به رو اکیداً w′ ∈ bd(W ) در W کنید فرض بالعکس،
هر ازای به که کنیم ثابت است کافͬ بنابراین .w٠ = w

′ داریم w٠ ∈ bd(W ) که w٠ ⩽ w
′ نقطه

از استفاده با باشد. عنصری چبیشف x٠ کنید فرض .P b
W (x٠) = w′ ،w′ ∈ P b

W (x٠) که x٠ /∈W
باشد. کمینه عنصر این w٠ کنید، فرض است موجود P b

W (x٠) عنصر کوچ΄ترین ،٢ . ٩ . ۴ قضیه
داریم

w٠ ∈ bd(W ) , w٠ ⩽ w′

هر ازای به بنابراین است پایین به رو اکیداً w٠ = w
′ در  W اینکه به توجه با .w٠ = w′ بنابراین

.w = w′ ،w ∈ P b
W (x٠) هر ازای به ٢ . ١٣ . ۴ قضیه به توجه با .w ⩾ w

′ داریم w ∈ P b
W (x٠) ⊆W

بنابراین
P b
W (x٠) = w

′

است. g‐٢چبیشف − b نقطه w′ پس بود دلخواه x٠ چون
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مرتب مجموعه های X٢ و X١ g‐٢نرم دار، فضای (X١×X٢, ||., .||) کنید فرض .١۵ . ٢ . ۴ قضیه
رو ای مجموعه  زیر W١×W٢ اگر صورت این در باشد. X١×X٢ روی حاصل ضربی ترتیب ⩽ و
g‐٢‐چبیشف نقطه (w′

١, w
′

٢) آنگاه باشد. (w′

١, w
′

٢) در پایین روبه اکیداً و X١×X٢ از پایین به
است. W١ ×W٢ از

.(w′

١, w
′

٢) ∈ bd(W١×W٢) نیز و باشد پایین به رو اکیداً (w′

١, w
′

٢) W٢×W١در کنید فرض برهان.
هر ازای به کنیم ثابت است کافͬ .(w١, w٢) = (w

′

١, w
′

٢) داریم (w١, w٢) ⩽ (w
′

١, w
′

٢) اگر آنگاه
 (x٠, y٠) /∈W١ ×W٢

P ٢
W١×W٢(x٠, y٠) = (w

′

١, w
′

٢).

کنید فرض است. موجود P ٢
W١×W٢(x٠, y٠) عنصر کوچ΄ترین ٢ . ٩ . ۴ قضیه از استفاده با

(γ٠, λ٠) = minP ٢
W١×W٢(x٠, y٠).

پس .(γ٠, λ٠) ⩽ (w
′

١, w
′

٢) و (γ٠, λ٠) ∈ bd(W١ ×W٢) صورت این در
(γ٠, λ٠) = (w

′

١, w
′

٢).

هر ازای به لذا است پایین به رو اکیداً (γ٠, λ٠) = (w
′

١, w
′

٢) در W١ ×W٢ چون حال
داریم ١۴ . ٢ . ۴ قضیه از استفاده با .(w١, w٢) ⩾ (w

′

١, e
′

٢) داریم (w١, w٢) ∈ P ٢
W١×W٢(x٠, y)

∀(w١, w٢) ∈ P ٢
W١×W٢(x٠, y٠) , (w١, w٢) = (w

′

١, w
′

٢).

بنابراین
P ٢
W١×W٢(x٠, y٠) = (w

′

١, w
′

٢).



۵ فصل
برای مشترک تقریبی نقطه بهترین

ϕ‐کراندار های زوج
صورت این در باشد. X روی نگاشتͬ خود T (نرم دار)، متری فضای ی X کنید فرض

گوییم. T تابع ثابت نقاط را زیر معادله جواب های
Tx = x.

دی·ر عبارت به ͬ دهیم م نمایش Fix(T ) با را T تابع ثابت نقاط مجموعه
Fix(T ) = {x ∈ X | Tx = x}.

غیر ی T : A → B و X متری فضای از تهͬ غیر مجموعه های زیر B و A کنید فرض حال
عبارت به نباشد. جواب دارای Tx = x معادله است مم΄ن صورت این در باشد. نگاشت١ خود

باشیم داشته دی·ر
∀x ∈ A; d(x, Tx) > ٠.

نظر به مهم بسیار شود کمینه ،d(x, Tx) که x ∈ A مانند ای نقطه یافتن حالتͬ، چنین در
[۶٧] و [۴] ͽمراج است.(به راستا این در تقریب بهترین و تقریبی نقطه بهترین نظریه ͬ رسد. م

شود.) رجوع
non-self mapping١

۶٣



ϕ‐کراندار های زوج برای مشترک تقریبی نقطه بهترین ۶۴
و X از ناتهͬ مجموعه هایی زیر B و A ،متری فضایی X کنید فرض .٠ . ١ . ۵ تعریف

تقریبی٢ نقطه بهترین را x ∈ A نقطه صورت این در باشد. نگاشت خود غیر ی T : A → B

هرگاه گوییم T نگاشت
d(x, Tx) = d(A,B).

آن در که
d(A,B) = inf{d(x, y) | x ∈ A, y ∈ B}.

همان تقریبی نقطه بهترین مسأله صورت این در باشد. نگاشت٣ خود ی T اگر که است واض
است. ثابت نقطه مسأله

برای تقریبی نقطه بهترین وجود آن در که است موجود T برای بسیاری انقباضͬ شرایط
عنوان به که ͬ باشند م [٧٧] و [٣] ͽمراج از برگرفته زیر تعاریف و قضایا ͬ کند. م تضمین را T

ͬ دهیم. م ارائه مثال
باشند.نگاشت X متری فضای از ناتهͬ مجموعه هایی زیر B و A کنید فرض .٠ . ٢ . ۵ تعریف
که باشد موجود k ∈ (٠, ١) ثابت هرگاه گوییم دوره ای انقباض۴ͬ نگاشت را T : A∪B → A∪B

کند: صدق زیر شرایط در
.T (A) ⊆ B و T (B) ⊆ A (١

.d(Tx, Ty) ⩽ kd(x, y) + (١− k)d(A,B) باشیم داشته y ∈ B هر و x ∈ A هر ازای به (٢
طور به باناخ فضای از بسته و محدب مجموعه های زیر B و A کنید فرض .٠ . ١ . ۵ قضیه
انقباضͬ نگاشت T : A ∪ B → A ∪ B کنید فرض همچنین باشند. X محدب۵ ی΄نواخت

که است موجود x٠ ∈ A نقطه صورت این در باشد. دوره ای
d(x٠, Tx٠) = d(A,B).

و X باناخ فضای از فشرده۶ و محدب مجموعه های زیر  B و A کنید فرض .٠ . ٢ . ۵ قضیه
بهترین دارای T صورت این در . T (A٠) ⊆ B٠ باشیم داشته نیز و باشد پیوسته تابع T : A→ B

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به B٠ و A٠ آن در که است تقریبی نقطه
A٠ := {x ∈ A|d(x, y) = d(A,B) که موجودند y ∈ B}

B٠ := {y ∈ B|d(x, y) = d(A,B) که موجودند x ∈ A}
best proximity point٢

self mapping٣
cyclic contraction ۴

uniformly convex۵
compact۶



۶۵ مقدماتͬ تعاریف و قضایا
مجموعه های زیر B و A کنید فرض دوره ای) انقباض نوع از باناخ انقباض (اصل .٠ . ٣ . ۵ قضیه
زیر خواص در T : A ∪ B → A ∪ B نیز و باشد (X, d) کامل متری فضای از فشرده و بسته

باشد: صادق
.T (A) ⊆ B و T (B) ⊆ A (١

باشیم داشته y ∈ B و x ∈ A هر ازای به که باشد موجود k ∈ (٠, ١) (٢
d(Tx, Ty) ⩽ kd(x, y)

.Tx = x که است موجود x ∈ A ∩B صورت این در
خواهیم مشترک٧ تقریبی نقطه بهترین وجود خصوص در قضیه ای ارائه به فصل این در ما
[۶٩]ͽباشد.(مراج ͬ م ریاضیدانان از بسیاری توجه مورد مشترک تقریبی نقطه بهترین مفهوم پرداخت.
(X, d) متری فضای از ناتهͬ مجموعه هایی زیر B و A کنید فرض ببینید.) [٨٠]را و [٧٠] ،
در A ∩ B ̸= ∅ اگر ب·یرید. نظر در را S : A → B و T : A → B نگاشت های خود غیر باشند.

معادلات دستگاه صورت این

Tx = x

Sx = x

گوییم. S و T مشترک٨ ثابت نقطه را جواب این صورت این در باشد جواب دارای است مم΄ن
این در نباشند مشترک جوابی دارای هم زمان طور به Sx = x و Tx = x معادلات اگر حال
گردد کمینه هم زمان طور به d(x, Sx) و d(x, Tx) که ͬ گردیم م x مانند نقطه ای دنبال صورت

معادلات دستگاه برای را بهینه تقریبی جواب های وجود ͽواق در
Tx = x

Sx = x

گوییم. مͬ مشترک تقریبی نقطه بهترین را بهینه تقریبی جواب این ͬ کنیم. م بررسͬ

مقدماتͬ تعاریف و قضایا ١ . ۵
X از ناتهͬ مجموعه های زیر B و A و متری فضای ی (X, d) کنید فرض .١ . ١ . ۵ تعریف
و S : A → B نگاشت های خود غیر مشترک تقریبی نقطه بهترین را x ∈ A عنصر باشند.

best proximity point ٧
common fixed point٨



ϕ‐کراندار های زوج برای مشترک تقریبی نقطه بهترین ۶۶
هرگاه گوییم T : A→ B

d(x, Sx) = d(A,B)

d(x, Tx) = d(A,B).

کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم قیاس٩ͬ را ϕ : [٠,+∞)→ [٠,+∞) تابع .١ . ٢ . ۵ تعریف
باشد. صعودی ϕ (١

باشد. ٠ به هم·را (ϕn(t))n∈N دنباله ،t ∈ [٠,+∞) هر ازای به (٢
x, y ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم ϕ‐انقباض١٠ ی را T : X → X نگاشت خود .١ . ٣ . ۵ تعریف

باشیم: داشته
d(Tx, Ty) ⩽ ϕ(d(x, y))

است. قیاسͬ تابع ی ϕ آن در که
آنگاه باشد قیاسͬ تابع ϕ اگر [۵٩] .١ . ١ . ۵ ملاحظه

داریم t ∈ (٠,+∞) هر ازای به (١
ϕ(t) < t

.t = ٠ اگر تنها و اگر ϕ(t) = ٠ (٢
که باشد X در دنباله ای (xn)n∈N و متری فضای ی (X, d) کنید فرض [۵٩] .١ . ١ . ۵ قضیه
(n(k))k∈N دنباله های و ϵ > ٠ آنگاه نباشد کشͬ (xn)n∈N اگر صورت این در .d(xn+١, xn)→ ٠
باشد. هم·را ϵ به زیر دنباله های آنگاه k →∞ اگر که اند موجود طبیعͬ اعداد از (m(k))k∈N و

d(xm(k), xn(k)), d(xm(k), xn(k)+١), d(xm(k)−١, xn(k)),

d(xm(k)−١, xn(k)+١), d(xm(k)+١, xn(k)+١), d(xm(k)+١, xn(k)), . . .

مͬ باشند. شده داده F : B → A و T : A → B و S : A → B کنید فرض .۴ . ١ . ۵ تعریف
هرگاه ͬ شود م جا به جا (S, T ) زوج با F گوییم

SFT = TFS.

مفروضند. G : B → A و F : B → A ،T : A → B ،S : A → B های نگاشت .۵ . ١ . ۵ تعریف
x, y ∈ A هر ازای به هرگاه است شده ϕ‐کران دار١١ ، (G,T ) زوج توسط (F, S) زوج گوییم مͬ

باشیم: داشته
d(FSx, FSy) ⩽ ϕ(d(GTx,GTy))

است. قیاسͬ تابع ی ϕ آن در که
comparsion٩

ϕ−contraction١٠
ϕ−dominated١١



۶٧ مقدماتͬ تعاریف و قضایا

اصلͬ نتایج
X از ناتهͬ مجموعه های زیر Bو A و کامل متری فضای ی X بخش این سر سرتا در

ͬ باشند. م
،T : A→ B ،S : A→ B آن بر علاوه و X بسته مجموعه های Bو A کنید فرض .١ . ٢ . ۵ قضیه
مͬ صدق زیر شرایط در که باشند پیوسته ای نگاشت های خود غیر G : B → A و F : B → A

کنند:
ͬ شوند. م جابه جا TG با SF و  GT با FS (١

و ϕ آن در که باشند کراندار ψ ،(T,G) توسط (S, F ) و ϕ‐کراندار ،(G,T ) ,F)توسط S) (٢
ͬ باشند. م قیاسͬ توابع ψ

.SF (B) ⊆ TG(B) و FS(A) ⊆ GT (A) (٣
ͬ شوند. م جابه جا (S, T ) زوج با Fو G و (F,G) زوج با T ، S (۴

باشیم: داشته x ∈ A هر ازای به که ͬ باشند م موجود α ∈ (٠, ١) (۵
d(Sx, FSx) ⩽ αd(Tx,GTx) + (١− α)d(A,B).

که موجودند v ∈ B و u ∈ A عناصر آنگاه
d(u, Su) = d(u, Tu) = d(A,B)

d(v, Fv) = d(v,Gv) = d(A,B)

d(u, v) = d(A,B).

T و S مشترک تقریبی نقطه بهترین a′ و a و باشد شده ϕ‐کراندار ،(I, T ) توسط (I, S) اگر
آنگاه باشند.

٢d(A,B) + ϕ(٢d(A,B) + d(a′, a))− d(a′, a) ⩾ ٠.
است. B روی همانͬ نگاشت I آن در که

که است موجود x١ عنصر ،FS(A) ⊆ GT (A) اینکه به توجه با ،x٠ ∈ A کنید فرض برهان.
FSx٠ = GTx١

که ͬ شود م یافت x٢ ∈ A مشابه استدالال با
FSx١ = GTx٢



ϕ‐کراندار های زوج برای مشترک تقریبی نقطه بهترین ۶٨
آن در که بسازیم (xn)n∈N مانند دنباله ای ͬ توانیم م روند این ادامه با

FSxn = GTxn−١.

که است موجود ϕ قیاسͬ تابع (٢) شرط از استفاده با
d(FSxn, FSxn+١) ⩽ ϕ(d(GTxn, GTxn+١)).

داریم FSxn = GTxn+١ اینکه به توجه با
d(FSxn, FSxn+١) ⩽ ϕ(d(GTxn, GTxn+١))

= ϕ(d(FSxn−١, FSxn))
⩽ ϕ٢(d(GTxn−١, GTxn))
= ϕ٢(d(FSxn−٢, FSxn−١))
⩽ ϕ٣(d(FSxn−٣, FSxn−٢))
⩽ · · · ⩽ ϕn(d(FSx٠, FSx١)).

بنابراین
d(FSxn, FSxn+١) ⩽ ϕn(d(FSx٠, FSx١))

آنگاه n→ +∞ اگر
lim

n→+∞
d(FSxn, FSxn+١) = ٠.

است. کشͬ دنباله (FSxn)n∈N ادعا:
اعداد از (m(k))k∈N و (n(k))k∈N دنباله های و ϵ > ٠ آنگاه نباشد. کشͬ (FSxn) کنید فرض

داریم نیز و n(k) > m(k) > k که است موجود طبیعͬ
d(FSxm(k), FSxn(k)−١) < ϵ , d(FSxm(k), FSxn(k)) ⩾ ϵ. (١ . ۵)

داریم است قیاسͬ تابع ی ϕ این که و (٢) شرط از استفاده با
d(FSxm(k)+١, FSxn(k)) ⩽ ϕ(d(GTxm(k)+١, GTxn(k)) (٢ . ۵)

= ϕ(d(FSxm(k), FSxn(k)−١)) (٣ . ۵)
⩽ ϕ(ϵ) < ϵ. (۴ . ۵)

داریم؛ ͬ دهیم، م میل +∞ به را k ، ٢ . ۵ در
ϵ ⩽ ϕ(ϵ) < ϵ

است. کشͬ نیز (GTxn)n∈N وضوح به است. کشͬ (FSxn)n∈N بنابراین است. تناقض این که
است. مووجود x ∈ A بنابراین است کامل X فضای چون حال

FSxn → x



۶٩ مقدماتͬ تعاریف و قضایا
داریم GT و FS پیوستگͬ از استفاده با

(GT )(FS)xn → GTx

(FS)(GT )xn → FSx.

ͬ دهیم م قرار .GTx = FSx داریم (١) شرط از استفاده با
a = GTx = FSx.

داریم (٢) و (١) شرایط به بنا انگاه
d(FSa, a) = d(FSa, FSx)

⩽ ϕ(d(GTa,GTx))

= ϕ(d(GT (FSx), a))

= ϕ(d((FS)(GTx), a))

= ϕ(d(FSa, a)).

داریم بنابراین
d(FSa, a) ⩽ ϕ(d(FSa, a))

پس است قیاسͬ تایع ی ϕ چون حال
d(FSa, a) = ٠

بنابراین
FSa = a.

این بر علاوه
GTa = (GT )(FSx) = (FS)(GTx) = FSa = a.

که ͬ شود م یافت b ∈ B مشابه استدلالͬ با
SFb = TGb = b.

داریم ͬ شود م جابه جا (F,G) زوج با T این که به توجه با
(GTF )b = (FTG)b = Fb.

بنابراین
d(a, Fb) = d(FSa, FS(Fb))

⩽ ϕ(d(GTa,GT (Fb))

= ϕ(d(a, Fb)).



ϕ‐کراندار های زوج برای مشترک تقریبی نقطه بهترین ٧٠
بنابراین است قیاسͬ تابعͬ ϕ طرفͬ از

d(a, Fb) = ٠
.Fb = a یعنͬ این و

به توجه با بنابراین .Ta = b و Sa = b ،Gb = a دهیم نشان ͬ توانیم م مشابه هایی استدلال با
که است موجود α ∈ [٠, ١) ،(۵) شرط

d(a, b) = d(Sa, FSa) ⩽ αd(Ta,GTa) + (١− α)d(A,B)

= αd(a, b) + (١− α)d(A,B)

پس
d(a, b) ⩽ d(A,B)

نتیجه در
d(a, b) = d(A,B).

داریم لذا
d(a, Sa) = d(a, Ta) = d(a, b) = d(A,B)

d(b, Fb) = d(b.Gb) = d(a, b) = d(A,B).

S برای دی·ری مشترک تقریبی نقطه بهترین باشد شده ϕ‐کران دار (I, T ) توسط (I, S) اگر
آنگاه باشد Tو

d(a, a′) ⩽ d(a, Sa) + d(Sa, Sa′) + d(a′, Sa′)

⩽ ٢d(A, ab) + ϕ(٢d(A,B) + d(a, a′))

پس
٢d(A,B) + ϕ(٢d(A,B) + d(a, a′))− d(a, a′) ⩾ ٠.

و A = [٣,+∞) کنید فرض ب·یرید. نظر در اقلیدسͬ متر با را X = R فضای .١ . ١ . ۵ مثال
به ϕ, ψ : [٠,+∞) → [٠,+∞) و F,G : B → A و S, T : A → B نگاشت های .B = (−∞,−٣]

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت

.ϕ(x) = ψ(x) =
x

١ + x
و G(y) = −y ؛ S(x) = −٣ ؛ T (x) = −x ؛ F (y) =


٣ y ∈ Z

۴ y ∈ R\Z
قبل قضیه شرایط در G و F ،T ،S توابع ونیز d(A,B) = ۶ که کرد بررسͬ ͬ توان م راحتͬ به



٧١ مقدماتͬ تعاریف و قضایا
داریم نیز و کند مͬ صدق

d(٣, S(٣)) = d(٣, T (٣)) = d(A,B)

d(−٣, F (−٣)) = d(−٣, G(−٣)) = d(A,B).

d(٣−,٣) = d(A,B)

قضیه آنگاه باشد X روی همانͬ تابع G و F و X روی نگاشت خود T و S اگر قبل قضیه در
به را آن که ͬ شود م تبدیل T و S نگاشت های خود برای مشترک ثابت نقطه قضیه ی به قبل

ͬ کنیم. م مطرح زیر صورت
S, T : کنید فرض این بر علاوه باشد. کامل متری فضای ی X کنید فرض .١ . ٣ . ۵ قضیه

ͬ کند: م صدق زیر شرایط در که باشند X روی پیوسته نگاشت هایی خود X → X

ͬ شود. م جابه جا T با S (١
باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به که باشد موجود ϕ قیاسͬ تابع (٢

d(Sx, Sy) < ϕ(d(Tx, Ty)).

.S(x) ⊆ T (x) (٣
ͬ باشند. م ی΄تا مشترک ثابت نقطه ی دارا T و S نگاشت های خود آنگاه





۶ فصل
فضاهای در تقریبی نقطه بهترین

ضعیف P‐خاصیت با کامل متری
کرد. ارائه را زیر ثابت نقطه قضیه ١٩٩٨کنان سال در

نگاشت خود ی T : X → X و باشد کامل متری فضای ی (X, d) کنید فرض .٠ . ١ . ۶ قضیه
باشیم: داشته x, y ∈ X هر ازای به که باشد موجود چنان ٠ < k <

١
٢ کنید فرض باشد.

d(Tx, Ty) ⩽ k(d(x, Tx) + d(y, Ty)).

است. به فرد منحصر ثابت نقطه دارای T نگاشت خود صورت این در
است. شده مطالعه [٣٧] در آن نتایج برخͬ و کنان ثابت نقطه قضیه

کنید فرض همچنین باشد. متری کامل فضای ی (X, d) کنید فرض [٣٧] .٠ . ٢ . ۶ قضیه
،x, y ∈ X هر ازای به که باشد پیوسته نگاشتͬ خود T : X → X

d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, Tx) + βd(y, Ty) + γd(x, y)

T نگاشت خود صورت این در .α + β + γ < ١ که ͬ اند نامنف حقیقͬ اعداد γ و α, β آن در که
است. منحصربه فرد ثابت نقطه ی دارای

٧٣



ضعیف P‐خاصیت با کامل متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٧۴
پیوسته نگاشتͬ خود T : X → X و کامل متری فضای ی (X, d) کنید فرض .٠ . ١ . ۶ نتیجه
به و α + β < ١ که باشند موجود چنان β و α نامنفͬ حقیقͬ اعداد اگر صورت این در باشد.

باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای
d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, Tx) + βd(y, Ty).

است. منحصربه فرد ثابت نقطه دارای T آنگاه

مقدماتͬ ونتایج تعاریف ١ . ۶
ناخود ی T : A→ B و X از ناتهͬ مجموعه  زیر B و A ،متری فضای ی (X, d) کنید فرض
نقطه دارای است مم΄ن T شد، اشاره قبل فصل در که همان گونه صورت این در باشد. نگاشت
یافتن شرایطͬ چنین در .d(x, Tx) > ٠ داریم x ∈ A هر ازای به حالت این در نباشد. ثابت

است. مهم بسیار باشد، مقدار کمترین d(x, Tx) که x ∈ A مانند نقطه ای
ͬ کنیم؛ م تعریف زیر صورت به را B٠ و A٠ مجموعه های [٣] .١ . ١ . ۶ تعریف
A٠ = {x ∈ A|d(x, y) = d(A,B)که باشد موجود y ∈ B}

B٠ = {y ∈ B|d(x, y) = d(A,B)که باشد موجود x ∈ A}

(X, d) متری فضای مجموعه های زیر از ناتهͬ زوج ی (A,B) کنید فرض [٣] .١ . ٢ . ۶ تعریف
x١, x٢ ∈ A٠ هر ازای به هرگاه است P‐خاصیت١ دارای (A,B) زوج ͬ گوییم م .A٠ ̸= ∅ که باشد

باشد؛ درست زیر عبارت y١, y٢ ∈ B٠ و
(d(x١, y١) = d(A,B) و d(x٢, y٢) = d(A,B))⇒ d(x١, x٢) = d(y١, y٢)

(X, d) متری فضای مجموعه های زیر از ناتهͬ زوج ی (A,B) کنید فرض .١ . ٣ . ۶ تعریف
هر ازای به هرگاه است ضعیف P‐خاصیت٢ دارای (A,B) زوج ͬ گوییم م .A٠ ̸= ∅ که باشد

باشد؛ درست زیر عبارت y١, y٢ ∈ B٠ و x١, x٢ ∈ A٠

(d(x١, y١) = d(A,B) و d(x٢, y٢) = d(A,B))⇒ d(x١, x٢) ⩽ d(y١, y٢).

هرگاه گوییم ϕ‐انقباض را  (X, d) متری فضای روی T نگاشت خود که ͬ کنیم م آوری یاد
باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به

D(Tx, Ty) ⩽ ϕ(d(x, y))

P-property١
weak P-property٢



٧۵ مقدماتͬ ونتایج تعاریف
آنگاه باشد قیاسͬ تابع ی ϕ اگر که است یادآوری به لازم است. قیاسͬ تابع ی ϕ آن در که

داریم t ∈ (٠,+∞) هر ازای به
ϕ(t) < t

ونیز
ϕ(t) = ٠⇔ t = ٠

متری فضای بسته مجموعه های زیر از ناتهͬ زوج ی (A,B) کنید فرض [۵٢] .١ . ١ . ۶ لم
آنگاه .A٠ ̸= ∅ که باشد نگاشتͬ ناخود T : A → B کنید فرض ونیز باشد (X, d) کامل

.T (A٠) ⊂ B٠

متری فضای بسته مجموعه های زیر از ناتهͬ زوج ی (A,B) کنید فرض [۵٢] .١ . ٢ . ۶ لم
باشند: صادق زیر شرایط و (X, d) کامل

.A٠ ̸= ∅ (١
باشد، P‐خاصیت دارای (A,B) زوج (٢

است. بسته B٠ آنگاه

اصلͬ نتایج
و T : A → B مانند نگاشت هایی ناخود برای را مشترک تقریبی نقطه بهترین بخش این در
است (X, d) متری فضای بسته مجموعه های زیر از ناتهͬ زوجͬ (A,B) آن در که S : A→ B

کرد. خواهیم ثابت ͬ باشد، م ضعیف P‐خاصیت دارای (A,B) و
کامل متری فضای بسته های مجموعه زیر از ناتهͬ زوج ی (A,B) کنید فرض .١ . ١ . ۶ قضیه

باشند، برقرار زیر شرایط اگر T : A→ B و S : A→ B نگاشت های ناخود برای باشد (X, d)
A٠ ̸= ∅ (١

باشد. ضعیف P‐خاصیت دارای (A,B) زوج (٢
است. قیاسͬ تابع ی ϕ آن در که d(Sx, Ty) ⩽ ϕ(d(x, y)) (٣
است. ی΄تا مشترک تقریبی نقطه بهترین دارای (S, T ) زوج آنگاه

با ͬ کنیم. م انتخاب ثابت بعد به این از و دلخواه را x٠ ∈ A٠ .A٠ ̸= ∅ کنید فرض برهان.
چنان x١ ∈ A٠ ،A٠ تعریف از استفاده با آنگاه و ،Sx٠ ∈ S(A٠) ⊆ B٠ ،١ . ١ . ۶ لم از استفاده

که است موجود
d(x, Sx٠) = d(A,B).



ضعیف P‐خاصیت با کامل متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٧۶
که است موجود چنان x٢ ∈ A٠ ،Tx١ ∈ T (A٠) ⊆ B٠ چون
d(x٢, Tx١) = d(A,B).

که کنیم یافت x٣ ∈ A٠ ͬ توانیم م S(A٠) ⊆ B٠ و x٢ ∈ A٠ که این گرفتن نظر در با
d(x٣, Sx٢) = d(A,B).

که ͬ شود م یافت چنان x۴ ∈ A٠ روش همین با
d(x۴, Tx٣) = d(A,B).

،n ∈ N هر ازای به که ͬ شود م ساخته گونه ای به A٠ در (xn)n∈N دنباله فرآیند این ادامه با
d(x٢n, Tx٢n−١) = d(A,B) (١ . ۶)

d(x٢n−١, Sx٢n) = d(A,B) (٢ . ۶)
که داد نشان (٣) شرط به توجه با و است ضعیف P‐خاصیت دارای (A,B) اینکه به توجه با

d(x٢n, x٢n−١) ⩽ d(Tx٢n−١, Sx٢n−٢) = d(Sx٢n−٢, Tx٢n−١)

و
d(x٢n+١, x٢n) ⩽ d(Sx٢n, Tx٢n−١) = d(Tx٢n−١, Sx٢n).

داریم (٣) شرط از استفاده با
d(x٢n+٢, x٢n+١) ⩽ d(Sx٢n, Tx٢n+١) ⩽ ϕ(d(x٢n, x٢n+١)),

d(x٢n+١, x٢n) ⩽ d(Sx٢n, Tx٢n−١) ⩽ ϕ(d(x٢n, x٢n−١)).

داریم بنابراین
d(xn+١, xn) ⩽ ϕ(d(xn, xn−١)), (٣ . ۶)

درنتیجه
d(xn, xn−١) ⩽ ϕ(d(xn−١, xn−٢)),

لذا
ϕ(d(xn, xn−١) ⩽ ϕ٢(d(xn−١, xn−٢)),

پس
d(xn+١, xn) ⩽ ϕ٢(d(xn−١, xn−٢)). (۴ . ۶)



٧٧ مقدماتͬ ونتایج تعاریف
داریم ٣ . ۶ نامساوی از استفاده با حال

d(xn−١, xn−٢) ⩽ ϕ(d(xn−٢, xn−٣)),

نتیجه در
ϕ(d(xn−١, xn−٢) ⩽ ϕ٢(d(xn−٢, xn−١)),

پس
ϕ٢(d(xn−١, xn−٢)) ⩽ ϕ٣(d(xn−٢, xn−٣)),

داریم ۴ . ۶ نامساوی از استفاده با حال
d(xn+١, xn) ⩽ ϕ٣(d(xn−٢, xn−٣)).

که داد نشان ͬ توان م استقرایی صورت یه روند این ادامه با
d(xn+١, xn) ⩽ ϕn(d(x١, x٠)).

بنابراین
d(xn+١, xn)→ ٠.

چنین کنید فرض است. کشͬ (xn)n∈N دهیم نشان توانیم مͬ ١ . ١ . ۵ لم از استفاده با حال
که موجودند طبیعͬ اعداد ار (m(k))k∈N و (n(k))k∈N دنباله های و ϵ > ٠ صورت این در نباشد.

n(k) > m(k) , d(xm(k), xn(k)−١) < ϵ , d(xm(k), xn(k)) ⩾ ϵ (۵ . ۶)
ادعا:

d(xm(k)+١, xn(k)) ⩽ ϕ(d(xm(k), xn(k)−١)). (۶ . ۶)
ͬ کنیم. م بررسͬ را n(k) و m(k) برای مم΄ن حالت چهار ادعا این اثبات برای

١ . ۶ نامساوی های از استفاده با صورت این در باشند. فرد دو هر n(k)و m(k) کنید فرض اول) حالت
داریم ٢ . ۶ و

d(xm(k)+١, Txm(k)) = d(A,B),

d(xn(k), Sxn(k)−١) = d(A,B)

داریم ،(A,B) ضعیف P‐خاصیت از استفاده با حال
d(xm(k)+١, xn(k)) ⩽ d(Txm(k), Sxn(k)−١).

داریم (٣) شرط به توجه با
d(xm(k)+١, xn(k)) ⩽ ϕ(d(xm(k), xn(k)−١).



ضعیف P‐خاصیت با کامل متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٧٨
که داد نشان ͬ توان م اول حالت مشابه اثبات با باشند. زوج دو هر n(k) و m(k) اگر دوم) حالت

d(xm(k)+١, xn(k)) ⩽ ϕ(d(xm(k), xn(k)−١)).

داریم ٢ . ۶ و ١ . ۶ از استفاده با صورت این در باشد. فرد n(k) و زوج m(k) کنید فرض سوم) حالت
d(xn(k)+١, Sxm(k)) = d(A,B)

d(xn(k), Sxn(k)−١) = d(A,B)

داریم ،(A,B) ضعیف P‐خاصیت از استفاده با
d(xm(k)+١, xn(k)) ⩽ d(Sxm(k), Sxn(k)−١).

که ͬ شود م ثابت راحتͬ به (٣) شرط به توجه با
d(xm(k)+١, xn(k)) ⩽ ϕ(d(xm(k), xn(k)−١)).

سوم، حالت مشابه اثباتͬ با نیز حالت این در باشد. زوج n(k) و فرد m(k) کنید فرض چهارم) حالت
که دهیم نشان ͬ توانیم م

d(xm(k)+١, xn(k)) ⩽ ϕ(d(xm(k), xn(k)−١)).

است. درست ادعا بنابراین
داریم ۶ . ۶ و ۵ . ۶ از استفاده با حال

d(xm(k)+١, xn(k)) ⩽ ϕ(d(xm(k), xn(k)−١)) ⩽ ϕ(ϵ) < ϵ. (٧ . ۶)
است. تناقض این که .ϵ ⩽ ϕ(ϵ) < ϵ داریم k → +∞ ،٧ . ۶ در اگر

x ∈ A بنابراین است کامل X و است بسته A چون است. کشͬ  A در (xn)n∈N بنابراین
که ͬ دهیم م نشان اکنون .xn → x که است موجود

d(Sxn, x)→ ٠ , d(Txn, Tx)→ ٠
داریم

d(Sxn, Sx) ⩽ d(Sxn, Txm) + d(Txm, Sx)

⩽ ϕ(d(xn, xm)) + ϕ(d(xm, x)).

صورت این در .n,m→ +∞ بالا، نامساوی در
d(Sxn, Sx)→ ٠.



٧٩ مقدماتͬ ونتایج تعاریف
که داد نشان توان مͬ مشابه روش با

d(Txn, Tx)→ ٠.
صورت این در ͬ دهیم. م میل +∞ به را n ،۶ . ۶ و ۵ . ۶ در

d(x, Sx) = d(x, Tx) = d(A,B).

است. (S, T ) زوج مشترک تقریبی نقطه بهترین x دی·ر عبارت به
که باشد A در دی·ری نقطه y کنید فرض

d(y, Sy) = d(y, Ty) = d(A,B).

اینکه به توجه با
d(x, Sx) = d(x, Tx) = d(A,B),

d(y, Sy) = d(y, Ty) = d(A,B)

است. درست زیر نابرابری ٣ ،(A,B) زوج ضعیف P‐خاصیت به توجه با و
،d(x, y) ⩽ d(Sx, Ty) ⩽ ϕ(d(x, y)) (١

(٢
d(x, y) ⩽ d(Sx, Sy) ⩽ d(Sx, Ty) + d(Ty, Sy)

⩽ ϕ(d(x, y)) + ϕ(d(y, y))

= ϕ(d(x, y)),

(٣
d(x, y) ⩽ d(Tx, Ty) ⩽ d(Tx, Sy) + d(Sy, Ty)

⩽ ϕ(d(x, y)) + ϕ(d(y, y))

= ϕ(d(x, y)).

سه از کدام هر در بنابراین .ϕ(t) ⩽ t داریم است، قیاسͬ تابع ی ϕ اینکه به توجه با
داریم فوق نابرابری

d(x, y) = ٠
پس

x = y.

ی΄تاست. ،x لذا



ضعیف P‐خاصیت با کامل متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٨٠

کنیم. مͬ بررسͬ را قبل قضیه درستͬ مثال ی ارائه با اکنون
کنید فرض .١ . ١ . ۶ مثال

X = {٠, ١, ١
٢ ,

١
٣ , · · · }, A = {٠, ١

٢ ,
١
۴ , · · · }, B = {٠, ١, ١

٣ ,
١
۵ , · · · }.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به X روی بر را d مقدار

d(x, y) =


max{x, y} x ̸= y

٠ x = y

ضعیف P‐خاصیت دارای (A,B) زوج .B٠ = {٠} و A٠ = {٠} ،d(A,B) = ٠ که است واض .
تعریف زیر صورت به  ϕ : [٠, ١) → [٠,+∞) و S, T : A → B نگاشت های کنید فرض ͬ باشد. م

باشند؛ شده تعریف
S(x) =

x

١− x ; T (x) =
x

١ + x
; ϕ(x) =

x

١− x
قضیه (٢) شرط در (S, T ) زوج که ͬ دهیم م نشان است. آسان بسیار ϕ بودن قیاسͬ بررسͬ
مم΄ن حالت ۵ در را (S, T ) زوج برای (٣) شرط .x, y ∈ A کنید فرض ͬ کند. م صدق ١ . ١ . ۶

ͬ کنیم. م بررسͬ
صورت این در ،n < m و زوج اند) mو n) y =

١
m

و x =
١
n

اگر اول) حالت

d(S(
١
n
), T (

١
m
) = d(

١
n− ١ ,

١
m+ ١) =

١
n− ١

ϕ(d(
١
n
,

١
m
)) = ϕ(

١
n
) =

١
n− ١

بنابراین
d(S(

١
n
), T (

١
m
)) = ϕ(d(

١
n
,

١
m
)).

.n−m ⩾ ٢ حالت این در .n > m و باشند) زوج دو هر m و n) y =
١
m

و x =
١
n

اگر دوم) حالت
آنگاه n−m = ٢ اگر

d(S(
١
n
), T (

١
m
)) = d(

١
n− ١ ,

١
m+ ١) = ٠

ϕ(d(
١
n
,

١
m
)) = ϕ(

١
m
) =

١
m− ١ .

بنابراین
d(S(

١
n
), T (

١
m
)) ⩽ ϕ(d(

١
n
,

١
m
)).



٨١ مقدماتͬ ونتایج تعاریف
آنگاه n−m > ٢ اگر

d(S(
١
n
), T (

١
m
)) = d(

١
n− ١ ,

١
m+ ١) =

١
m+ ١

ϕ(d(
١
n
,

١
m
)) = ϕ(

١
m
) =

١
m− ١

بنابراین
d(S(

١
n
), T (

١
m
)) ⩽ ϕ(d(

١
n
,

١
m
)).

صورت این در x = y = ٠ اگر سوم) حالت
d(S(٠), T (٠)) = d(٠, ٠) = ٠

ϕ(d(٠, ٠)) = ϕ(٠) = ٠
بنابراین

d(S(٠), T (٠)) = ϕ(d(٠, ٠)).
آنگاه y =

١
m

و x = ٠ اگر چهارم) حالت

d(S(٠, T ( ١
m
)) = d(٠, ١

m+ ١) =
١

m+ ١
ϕ(d(٠, ١

m
)) = ϕ(

١
m
) =

١
m− ١

بنابراین
d(S(٠), T ( ١

m
)) ⩽ ϕ(d(٠, ١

m
)).

آنگاه؛ y = ٠ و x =
١
n

اگر پنجم) حالت

d(S(
١
n
), T (٠)) = d(

١
n− ١ , ٠) =

١
n− ١

ϕ(d(
١
n
, ٠)) = ϕ(

١
n
) =

١
n− ١

بنابراین
d(S(

١
n
), T (٠)) = ϕ(d(

١
n− ١ , ٠)).

Tو S توابع وضوح به ͬ کند. م صدق ١ . ١ . ۶ قضیه (٣) شرط در (S, T ) زوج بنابراین
مشترک تقریبی نقطه بهترین دارای (S, T ) زوج ١ . ١ . ۶ قضیه به بنا بنابراین پیوسته اند.

ی΄تاست.
است. مشترک تقریبی نقطه بهترین x∗ = ٠ مثال این در



ضعیف P‐خاصیت با کامل متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٨٢
و (X, d) متری فضای ناتهͬ مجموعه های زیر از زوج ی (A,B) کنید فرض .۴ . ١ . ۶ تعریف
ضابطه با را ρTA٠ : T (Ā٠) → ρ(A) مقدار مجموعه تابع باشد. نگاشت ناخود ی T : A → B

ب·یرید. نظر در زیر
ρTA٠(y) = {x ∈ A٠|d(x, y) = d(A,B)}.

به اگر است. پروکسیمنال T ͬ گوییم م آنگاه باشد تهͬ غیر ρTA(y) ،y ∈ T (Ā٠) هر ازای به اگر
است. چبیشف T ͬ گوییم م آنگاه باشد عضوی تک ρTA(y) ،y ∈ T (Ā٠) هر ازای

کامل متری فضای ناتهͬ بسته مجموعه های زیر از زوج ی (A,B) کنید فرض .١ . ٢ . ۶ قضیه
صادق زیر گزاره های کنید فرض باشند. پیوسته نگاشت های ناخود S, T : A → B و (X, d)

باشند؛
باشد. ضعیف P‐خاصیت دارای (A,B) زوج (١

.A٠ ̸= ∅ (٢
باشد درست زیر نابرابری های (٣

d(Sx, Tx) ⩽ αd(x, Sx) + β(y, Ty)− d(A,B) •

d(Sx, Sy) ⩽ αd(x, Sx) + β(y, Ty)− d(A,B) •

d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, Tx) + β(y, Ty)− d(A,B) •

.α+ β < ١ و ͬ اند نامنف حقیقͬ اعداد β و α آن در که
است. ی΄تا تقریبی نقطه بهترین دارای (S, T ) زوج صورت این در

S(Ā٠) ⊆ B٠ ،١ . ١ . ۶ لم به توجه با .(A٠ ̸= ∅ (زیرا است B٠بسته ،١ . ٢ . ۶ لم از استفاده با برهان.
ناخود بنابراین است، ضعیف P‐خاصیت دارای (A,B) زوج این که به توجه با .T (Ā٠) ⊆ B٠ و
ρSA٠(y) = x ضابطه با ρSA٠ : S(Ā٠) → ρ(A٠) نگاشت بنابراین است. چبیشف S نگاشت
(A,B) که آن جایی از .d(x, y) = d(A,B) و A٠ از عنصری x آن در که است. خوش تعریف

و است ضعیف P‐خاصیت دارای
d(ρSA٠(S(x)), S(x)) = d(A,B)

d(ρSA٠(S(y)), S(y)) = d(A,B)



٨٣ مقدماتͬ ونتایج تعاریف
x, y ∈ Ā٠ هر ازای به بنابراین

d(ρSA٠(S(x)), ρ
S
A٠(S(x)) ⩽ d(S(x), S(y)) ≤ αd(x, Sx) + βd(y, Ty)− d(A,B)

⩽ αd(x, ρSA٠(S(x)) + αd(ρSA٠(Sx), Sx) + βd(y, ρSA٠(Sy))

+ βd(ρSA٠(Sy), Sy)− d(A,B)

⩽ αd(x, ρSA٠(S(x)) + βd(y, ρSA٠(Sy)).

منحصر به فردی ثابت نقطه ρSA٠oS : Ā٠ → Ā٠ نگاشت خود ٠ . ١ . ۶ نتیجه از استفاده با پس
ثابت نقطه ρTA٠oT : Ā٠ → Ā٠ نگاشت خود که داد نشان ͬ توان م مشابه روشͬ دارد.با x∗١ مانند

بنابراین دارد. x∗٢ مانند ی·انه ای
ρSA٠oS(x

∗١) = x∗١ ⇒ ρSA٠(S(x
∗١)) = x∗١

ρTA٠oT (x
∗٢) = x∗٢ ⇒ ρTA٠(S(x

∗٢)) = x∗٢
نتیجه در

d(x∗١, S(x∗١)) = d(A,B)

d(x∗٢, T (x∗٢)) = d(A,B)

.x∗١ = x∗٢ ادعا:

داریم ضعیف P‐خاصیت از استفاده با .x∗١ ̸= x∗٢ کنید فرض
d(x∗١, x∗٢) ⩽ d(Sx∗١, Tx∗٢)

⩽ αd(x∗١, Sx∗١) + βd(x∗٢, Tx∗٢)− d(A,B)

⩽ αd(A,B) + βd(A,B)− d(A,B) < ٠
تقریبی نقطه بهترین x∗ لذا .x∗١ = x∗٢ = x∗ پس d(x∗١, x∗٢) = ٠ بنابراین است. تناقض این که

است. T و S مشترک
مشترک تقریبی نقطه بهترین آنگاه نباشد چنین کنید فرض ی΄تاست. x∗ ͬ دهیم م نشان حال

لذا است. موجود y∗ مانند دی·ری
d(x∗, S(x∗)) = d(x∗, T (x∗)) = d(A,B)

d(y∗, T (y∗)) = d(y∗, T (y∗)) = d(A,B).

ͬ آید. م به دست زیر نامساوی سه (A,B) ، ضعیف P‐خاصیت از استفاده با بنابراین
d(x∗, y∗) ⩽ d(Sx∗, T y∗) ⩽ αd(x∗, Sx∗) + βd(y∗, T y∗)− d(A,B) < ٠ (١



ضعیف P‐خاصیت با کامل متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٨۴
(٢

d(x∗, y∗) ⩽ d(Sx∗, Sy∗) ⩽ d(Sx∗, T y∗) + d(Ty∗, Sy∗)

⩽ (αd(x∗, Sx∗) + βd(y∗, T y∗)− d(A,B)) + ((y∗, T y∗) + βd(y∗, Sy∗)− d(A,B))

< ٠.

(٣
d(x∗, y∗) ⩽ d(Tx∗, T y∗) ⩽ d(Tx∗, Sy∗) + d(Sy∗, T y∗)

⩽ (αd(x∗, Tx∗) + βd(y∗, Sy∗)− d(A,B)) + (αd(y∗, Sy∗) + βd(y∗, T y∗)− d(A,B)

< ٠.

است. باطل خلف فرض بنابراین هستیم. مواجه تناقض با بالا مم΄ن حالت سه از کدام هر در
.x∗ = y∗ لذا

حدس ٢ . ۶
X متری فضای روی نامنفͬ نگاشت دو δ, τ : X ×X → [٠,+∞) کنید فرض .٢ . ١ . ۶ تعریف
گوییم k ∈ [٠, ١) ثابت با ,δ)‐نگاشت τ) را T : X → X نگاشت خود .٠ ⩽ δ + τ ⩽ ١ که باشند

باشد. صادق زیر نامساوی x, y ∈ X هر ازای به هرگاه
d(Tx, Ty) ⩽ k(d(x, Tx)δ(x, y) + d(y, Ty)τ(x, y)).

کامل متری فضای از بسته ناتهͬ مجموعه های زیر از زوج ی (A,B) کنید فرض حدس)
که باشند پیوسته دونگاشت δ, τ : A × B → [٠,∞) کنید فرض همچنین باشند. (X, d)

اگر باشند. پیوسته ,δ)‐نگاشت τ) ،S, T : A→ B و δ + τ = ١
باشد. ضعیف P‐خاصیت دارای (A,B) زوج (١

A٠ ̸= ∅ (٢
d(Sx, Tx) ⩽ δ(x, y)d(x, Sx) + τ(x, y)d(y, Ty)− d(A,B) (٣

است. ١ . ٢ . ۶ قضیه تعمیم حدس ی΄تاست.این تقریبی نقطه بهترین دارای T و S آنگاه



٧ فصل
فضاهای در تقریبی نقطه بهترین

٢‐متری

نگاشت های برای را ٢‐متری فضاهای در ثابت نقطه مسأله آن ها در که دارد وجود زیادی مقالات
رجوع [٧۴] و [٨]،[١٠] ،[١٢] ،[١٩] ،[٢٣] ،[٣١] ،[۵۵] ͽمراج (به کرده اند بررسͬ انقباضͬ
ثابت نقطه وجود برای کافͬ شرایط هانگ تͬ وولͬ و دانگ ون گلوین ٢٠١٣ سال در شود).
ما اند. کرده ارائه ٢‐متری فضاهای در را پروکسیمنال c‐انقباضͬ نگاشت های خود برای
سپس ͬ دهیم. م ارائه نگاشت ها ناخود برای را ای یافته تعمیم c‐انقباضͬ شرایط فصل این در
نقطه ٢‐بهترین وجود انقباضͬ، شرایطͬ ارايه با و ͬ کنیم م تعریف را تقریبی نقطه ٢‐بهترین

کرد. خواهیم اثبات ٢‐متری فضاهای در نگاشت ها نوع این برای را تقریبی

مقدمات ٧ . ١
برای باشد. (X,G) متری فضای از ناتهͬ مجموعه های زیر B و A کنید فرض .٧ . ١ . ١ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را (A,B, x) ،x ∈ X نقطه

G(A,B, x) = inf{G(A,B, x)|a ∈ A, b ∈ B}

٨۵



٢‐متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٨۶
A٠ = {a ∈ A|∃b ∈ B, ∀x ∈ X;G(a, b, x) = G(A,B, x)}

B٠ = {b ∈ B|∃a ∈ A,∀x ∈ X;G(a, b, x) = G(A,B, x)}

باشد. مرتب ٢‐متری فضای (X,G,⪯) کنید فرض ͬ اند. ناته B٠ و A٠ آنگاه A ∩ B ̸= ∅ اگر
هرگاه گوییم صعودی را T : A→ B نگاشت صورت این در

∀a١, a٢ ∈ A(a١ ⪯ a٢ ⇒ T (a١) ⪯ T (a٢)).

گزاره های هرگاه است. ترتیب حافظ پروکسیمنال طور به T : A→ B ͬ گوییم م .٧ . ١ . ٢ تعریف
باشد. برقرار زیر

[(a١ ⪯ a٢, G(u, T (a١), x) = G(A,B, x) , G(v, T (a٢), x) = G(A,B, x)]⇒ (u ⪯ v)]

.x ∈ X و a١, a٢, u, v ∈ A آن در  که
نقطه باشد. (X,G) ٢‐متری فضای از ناتهͬ فضای زیر B و A کنید فرض .٧ . ١ . ٣ تعریف
،x ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم T : A→ B نگاشت ناخود تقریبی نقطه ٢‐بهترین را  a ∈ A

G(a١, T (a), x) = G(A,B, x).

همچنین باشد. X ٢‐متری فضای از مجموعه هایی زیر B و A کنید فرض .۴ . ٧ . ١ تعریف
که باشد به گونه ای T : A→ B ناخودنگاشت کنید فرض

∀a١, a٢, u, v ∈ A, [(a١ ⪯ a٢, G(u, T (a١), x) = G((A,B, x)), G(v, T (a٢), x) = G(A,B, x)]

⇒ (G(u, v, x) ⩽ ١
٢((G(a١, v, x) +G(a٢, u, x))− η(G(a١, v, x), G(a٢, u, x))). (٧ . ١)

آن در که گوییم. یافته١ تعمیم ٢‐پروکسیمنال c‐انقباضͬ نگاشت را T آنگاه

η : [٠,+∞)× [٠,+∞)→ [٠,+∞)

.x = y = ٠ اگر تنها و اگر η(x, y) = ٠ که است صعودی و پیوسته نگاشتͬ

اصلͬ نتایج ٧ . ٢
است. مجهز ⪯ جزئͬ ترتیب به که است کامل ٢‐متری فضای ی X بخش این سر تا سر در
B٠ ̸= ∅ و A٠ ̸= ∅ که باشند  X از بسته ناتهͬ مجموعه های زیر B و A کنید فرض .٧ . ٢ . ١ لم

کند. صدق زیر شرایط در T نگاشت کنید فرض ونیز
generalized 2-proximinal c-contraction١



٨٧ اصلͬ نتایج
یافته تعمیم ٢‐پروکسیمنال c‐انقباضͬ و ترتیب حافظ پروکسیمنال به طور پیوسته، (١

.T (A٠) ⊆ B٠ که باشد
،x ∈ X هر ازای به به و a٠ ⪯ a١ که باشد موجود چنان A در a١ و a٠ عنصر (٢

G(a١, Ta٠, x) = G(A,B, x)

که است موجود چنان A در {an}n∈N دنباله آنگاه
G(an−١, an, an+١) = ٠

،x ∈ X هر ازای به و a٠ ⪯ a١ که است موجود a٠, a١ ∈ A و (٢) شرط به بنا برهان.
ازای به که است موجود a٢ ∈ A عنصر T (A٠) ⊆ B٠ چون .G(a١, Ta٠, x) = G(A,B, x)

،x ∈ X هر
G(a٢, Ta١, x) = G(A,B, x) (٧ . ٢)

داریم ،T بودن ترتیب حافظ ٢‐پروکسیمنال به توجه با
a١ ⪯ a٢

x ∈ X هر ازای به نیز و an−١ ⪯ an که بیابیم چنان {an}n∈N دنباله ͬ توانیم م روند، این ادمه با
باشیم داشته

G(an, Tan−١, x) = G(A,B, x) (٧ . ٣)
G(an+١, Tan, x) = G(A,B, x). (۴ . ٧)

که ͬ دهیم م نشان حال
G(an−١, an+١, an) = ٠

که است واض
G(an−١, an+١, an) = G(an, an+١, an−١).

داریم؛ T اینکه و ٧ . ٣ از استفاده با
G(an, an+١, an−١) ⩽

١
٢(G(an−١, an+١, an−١) +G(an, an, an−١))

− η(G(an−١, an−١, an−١), G(an, an, an−١))

بنابراین
G(an, an+١, an−١) ⩽ ٠

پس
G(an, an+١, an−١) = ٠. (۵ . ٧)



٢‐متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٨٨
.A٠, B٠ ̸= ∅ که باشند X از ناتهͬ بسته مجموعه های زیر B و A کنید فرض .٧ . ٢ . ١ قضیه
یافت به گونه ای a ∈ A نقطه آنگاه کند. صدق ٧ . ٢ . ١ لم شرایط در T : A → B کنید فرض
نقطه ٢‐بهترین a دی·ر عبارت به G(a, Ta, x) = G(A,B, x) ،x ∈ X هر ازای به که شود مͬ

است. T تقریبی
نقطه است. شده ساخته ٧ . ٢ . ١ لم اثبات در که باشد دنباله ای {an}n∈N کنید فرض برهان.

صورت این در ب·یرید. نظر در ثابت بعد به این از و انتخاب را x ∈ X
G(an+١, Tan, x) = G(A,B, x).

داریم n ∈ N هر ازای به است، یافته تعمیم ٢‐پروکسیمنال c‐انقباض ،T چون
G(an, an+١, x) ⩽

١
٢(G(an−١, an−١, x) +G(an, an, x))− η(G(an−١, an−١, x), G(an, an, x))

=
١
٢(G(an−١, an+١, x)− η(G(an−١, an+١, x), ٠)

⩽ ١
٢G(an−١, an+١, x)

⩽ ١
٢(G(an−١, an, x) +G(an, an+١, x) +G(an−١, an+١, an))

− η(G(an−١, an+١, x), ٠).
داریم بنابراین

G(an, an+١, x) ⩽
١
٢(G(an−١, an+١, x)

⩽ ١
٢(G(an−١, an, x) +G(an, an+١, x) +G(an−١, an+١, x))

− η(G(an−١, an+١, x), ٠).
(۶ . ٧)

،٧ . ٢ . ١ لم اثبات از استفاده با
G(an−١, an+١, an) = ٠,

داریم ۶ . ٧ به بنا لذا
G(an, an−١, x) ⩽

١
٢(G(an−١, an, x) +G(an, an+١, x))

− η(G(an−١, , an, x), ٠).
پس

١
٢G(an, an+١, x) ⩽

١
٢G(an−١, a٠, x)

− η(G(an−١, an, x), ٠) ⩽ ١
٢G(an−١, an, x),



٨٩ اصلͬ نتایج
نتیجه در

G(an, an+١, x) ⩽ G(an−١, an, x).

rx > ٠ پس است کران دار پایین از Gn چون است نزولͬ Gn = G(an, an+١, x) دنباله یعنͬ این
که است موجود

lim
n→+∞

G(an, an+١, x) = rx (٧ . ٧)
n→ +∞ ،۶ . ٧ در حال

rx ⩽ lim
n→+∞

١
٢G(an, an+١, x) ⩽

١
٢(rx + rx) = rx

بنابراین
lim

n→+∞
G(an, an+١, x) = ٢rx. (٧ . ٨)

داریم ٧ . ٨ و ٧ . ٧ و η پیوستگͬ از استفاده با و n→ +∞ ،۶ . ٧ در حال
rx ⩽ ١

٢(٢rx) = rx − η(٢rx, ٠)rx (٧ . ٩)
نتیجه در

lim
n→+∞

G(an+١, an, x) = ٠ (٧ . ١٠)

lim
n→+∞

G(Tan, an, x) = ٠. (٧ . ١١)
است. کشͬ ،X ٢‐متری فضای در {an}n∈N ادعا:

mk و nk ،k ∈ N هر ازای به که است موجود ϵ > ٠ صورت این در نباشد چنین کنید فرض
به طوری که است موجود

nk,mk ⩾ k, rk := δ(amK , anK , x) ⩾ ϵ, G(amk
, ank−١ , , x) < ϵ.

ͬ دهیم م قرار ،n ∈ N هر ازای به
αn = G(an+١, an, x)

صورت این در
ϵ ⩽ rk ⩽ G(ank−١ , amk

, x) +G(ank
, amk−١ , x)

+G(ank
, amk

, ank−١)

بنابراین
ϵk < ϵ+ αnk−١ +G(ank

, ank−١ , amk
) (٧ . ١٢)



٢‐متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٩٠
داریم؛ ،k →∞ ٧ . ١٢ در

lim
k→∞

rk = ϵ. (٧ . ١٣)

داریم دی·ر طرف از

rk =G(ank
, amk

, x) ⩽ G(amk+١ , amk
, x) +G(ank

, amk+١ , x)

+G(ank
, amk

, amk+١) = αmk
+G(ank

, amk+١ , x)

+G(ank
, amk

, amk+١)

⩽ G(amk
, amk+١ , x) +G(ank

, amK , x) +G(ank
, amk+١ , amk

)

+ αmk
+G(amk

, amk+١ , ank
) = G(amk

, amk+١ , x)

+G(ank
, amk

, x) +G(ank
, amk

, x) + ٢G(amk
, amk+١ , ank

)

+ αmk
= ٢αmk

+ rk + ٢G(amk
, amk+١ , ank

)

(١۴ . ٧)

داریم ،k → +∞ ،١۴ . ٧ در

ϵ ⩽ G(ank
, amk−١ , x) ⩽ ϵ (١۵ . ٧)

پس

lim
k→+∞

G(ank
, amk+١ , x) = ϵ (١۶ . ٧)

که داد نشان ͬ توان م مشابه روشͬ با

lim
k→+∞

G(amk
, ank+١ , x) = ϵ.

به طوری که amk
⩽ ank

کنیم فرض ͬ توانیم م {an}n∈N دنباله ساختار به توجه با دی·ر طرف از

G(ank+١ , ank
, x) = G(A,B, x) (٧ . ١٧)

G(amk+١ , amk
, x) = G(A,B, x) (٧ . ١٨)

است یافته تعمبم پروکسیمنال ‐٢ c‐انقباض ،T که این و ٧ . ١٨ و ٧ . ١٧ به توجه با بنابراین



٩١ اصلͬ نتایج
داریم

ϵ ⩽ rx = G(amk
, ank

, x) ⩽ G(amk+١ , ank
, x) +G(amk

, amk+١ , x)

+G(amk
, ank

, amk+١) = αmk
+G(amk+١ , ank

, x)

+G(amk
, ank

, amk+١) ⩽ G(ank+١ , ank
, x)

+G(amk+١ , ank+١ , x) +G(amk−١ , ank
, ank+١) + αmk

+G(amk
, ank

, amk+١)

⩽ αnk
+ αmk

+G(amk
, ank+١ , ank+١) +G(amk

, ank+١ , ank+١)

+G(amk
, ank

, amk+١) +
١
٢ [G(ank

, ank+١ , x) +G(ank
, ank+١x)]

− η(G(ank
, amk+١ , x), G(amk

, ank+١ , x))

داریم ١۴ . ٧ و ٧ . ١٣ ،٧ . ١٢ ،٧ . ١١ ،٧ . ١٠ به بنا بنابراین k → +∞ بالا رابطه در حال
ϵ ⩽ ١

٢(ϵ+ ϵ)− η(ϵ, ϵ) ⩽ ϵ

داریم
η(ϵ, ϵ) = ٠

است. تناقض این که ϵ = ٠ لذا
است. کشͬ {an}n∈N پس

که است موجود a ∈ X لذا است کامل X چون بنابراین
lim
n→∞

G(aη, a, x) = ٠
داریم است پیوسته T اینکه به توجه با .n→ +∞ ،٧ . ٣ در

G(an, Tan, x) = G(A,B, x).

کامل اثبات ترتیب بدین است. درست x هر برای فوق رابطه بنابراین بود دلخواه x چون
ͬ شود. م

و A٠ ̸= ∅ به طوری که باشند X در بسته ناتهͬ مجموعه های B و A کنید فرض .٧ . ٢ . ١ نتیجه
کند. صدق زیر شرایط در T : A→ B کنید فرض همچنین .B٠ ̸= ∅

(١
∀a١, a٢, u, v ∈ A,∀x ∈ X
[(a١ ⪯ a٢, G(u, T (a١), x) = G(A,B, x), G(v, T (a٢), x) = G(A,B, x))

⇒ G(u, v, x) ⩽ α(G(a١, v, x) +G(a٢, u, x))].
(٧ . ١٩)



٢‐متری فضاهای در تقریبی نقطه بهترین ٩٢
باشد. T (A٠) ⊆ B٠ و صعودی پیوسته، T (٢

و a٠ ⪯ a١ که باشند موجود a٠, a١ ∈ A ،x ∈ X هر ازای به (٣
G(a١, Ta٠, x) = G(A,B, x)

که است موجود a ∈ A آنگاه
G(a, Ta, x) = G(A,B, x).

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را η برهان.
η(a, b) = (

١
٢ − α)(a+ b)

که است واض
η(a, b) = ٠⇔ a = b = ٠.

١داریم
٢(a, b)− η(a, b) = ١

٢(a+ b)− (
١
٢ − α)(a+ b) = α(a+ b)

است. ثابت قبل قضیه به بنا ح΄م پس ͬ دهد م نتیجه را ٧ . ١٩ نامساوی ،٧ . ١ نامساوی بنابراین

تعریف زیر صورت به را G .B = {٠,۴} و A = {٠,٢} و X = {٠,٢,۴} کنید فرض .٧ . ٢ . ١ مثال
داریم و کنیم مͬ

G(x, y, z) = min{|x− y|, |x− z|, |y − z|}.

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را T : A→ B

T (٠) = ٠ , T (٢) = ۴.
که است واض

A٠ = {٠} , B٠ = {٠}
x؛ ∈ X هر ازای به ͬ کند. م صدق قبل نتیجه شرایط در T و

G(٠, T٠, x) = G(A,B, x) = ٠.
است. T تقریبی نقطه ٢‐بهترین ،٠



٨ فصل
متری فضاهای در ثابت نقطه قضیه

منظم مدولار
بسیاری است. ثابت نقطه نظریه در نتایج مهم ترین و کاربردی ترین از ی΄ͬ باناخ انقباض اصل

داده اند. تعمیم و مطالعه را باناخ انقباض اصل ͬ دانان ریاض از
داد. گسترش را باناخ انقباض اصل F‐انقباض تعریف با ،[٨٧] ورادس΄ͬ ٢٠١٢ سال در

آورد. به دست مقداری چند توابع برای را وراس΄ͬ نتایج [٧٩] اس·روی
آنگاه باشد قیاسͬ تابع ی ϕ اگر که ͬ کنیم م یادآوری است. قیاسͬ تابع ی ϕ فصل این در

،ϕ(t) < t ،t ∈ (٠,+∞) هر ازای به (١
.t = ٠ اگر وفقط اگر ϕ(t) = ٠ (٢

است. منتسب منکوفس΄ͬ‐راش به کتاب ها و مقالات در زیر قضیه
ϕ‐انقباض ی f : X → X و کامل متری فضای ی (X, d) کنید فرض [۶۵] .٨ . ٠ . ١ قضیه

است. x∗ ∈ X به فرد منحصر ثابت نقطه دارای f صورت این در باشد.
نتایج و گردید تعریف ٢٠١٠ سال در [١۶] چیستاکوف توسط مدولار متری فضای مفهوم
وجود ͬ دانان ریاض از بسیاری کرد. اثبات گونه متری فضای از نوع این در بنیادین و اساسͬ
کردند بررسͬ فضاها از نوع این روی گونه انقباض نگاشت های برای را ثابت نقطه ی΄تایی و

٩٣



منظم مدولار متری فضاهای در ثابت نقطه قضیه ٩۴
برای انقباض شرایط تحت را ثابت نقطه وجود چیستاکوف .([۵۴] و [۵٣] ،[٣۵] ،[٢]،[١])

کرد. اثبات مدولار متری فضاهای روی نگاشت هایی خود
تعریف مدولار متری فضاهای برای را نقطه١ به نقطه Φ‐انقباض و ϕ‐انقباض فصل این در ما
نگاشت هایی چنین برای ثابت نقطه ی΄تایی و وجود مورد در بحث فصل این از هدف ͬ کنیم. م

است. گونه متری فضاهای از نوع این روی

مقدماتͬ مفاهیم ٨ . ١
هر ازای به نویسͬ، اختصار برای و λ > ٠ ناتهͬ، مجموعه ی X بخش این سر تا سر در
ωλ(x, y) = ω(λ, x, y) صورت به را ω : (٠,+∞) × X × X → [٠,+∞] و λ > ٠ ،x, y ∈ X

ͬ نویسیم. م
هر ازای به زیر، شرایط در ω : (٠,+∞) ×X ×X → [٠,+∞] تابع کنید فرض .٨ . ١ . ١ تعریف

کند صدق ،λ > ٠ µ؛ > ٠ و x, y, z ∈ X
.x = y اگر فقط و اگر ωλ(x, y) = ٠ ،λ > ٠ هر ازای به (M١)

.ωλ(x, y) = ωλ(y, x)،λ > ٠ ازای به (M٢)
گوییم. مدولار٢ متری فضای را (X,ω) صورت این در ωλ+µ(x, y) ⩽ ωλ(x, z)+ωµ(z, y) (M٣)

کنیم جابه جا زیر شرط با (M١) شرط اگر
ωλ(x, x) = ٠ , λ > ٠ هر ازای به (M١′)

ضعیف تری شرط هرگاه گوییم منظم۴ را (X,ω) است. مدولار٣ متری پیش ی ω ͬ گوییم م آنگاه
باشد: برقرار (M١) از

(x = y)⇔ (ωλ(x, y) = که٠ باشد λموجود > ٠)
ایفا گونه انقباض خودنگاشت های برای ثابت نقطه وجود در را مهمͬ بسیار نقش شرط این

ͬ کند. م
،x, y, z ∈ X و µ > ٠ و λ > ٠ هر ازای به گوییم محدب را X روی ω مدولار متر .٨ . ١ . ٢ تعریف

کند؛ صدق زیر شرط در
ωλ+µ(x, y) ⩽

λ

λ+ µ
ωλ(x, y) +

µ

λ+ µ
ωµ(x, y).

pointwise Φ−contraction١
modular metric space٢

premodular metric space٣
regular۴



٩۵ مقدماتͬ مفاهیم
ͬ دهند. م نتیجه را زیر نابرابری (M٣) و (M٢) (M١)، آنگاه، ،٠ < µ < λ اگر .٨ . ١ . ١ ملاحظه

ωλ(x, y) ⩽ ωλ+µ(x, x) + ωµ(x, y) = ωµ(x, y)

است. (٠,+∞) روی نزول۵ͬ تابعͬ λ→ ωλ(x, y) تابع بنابراین
این در باشد. ثابت x٠ ∈ X و X روی مدولار متری پیش ی ω کنید فرض .٨ . ١ . ٣ تعریف

ͬ کنیم؛ م تعریف زیر صورت به را X∗
ω = X∗

ω(x٠) و Xω = Xω(x٠) مجموعه های صورت
Xω = Xω(x٠) = {x ∈ X| ωλ(x, x٠)→ ٠ آنگاه λ→ +∞ {اگر

X∗
ω = X∗

ω(x٠) = {x ∈ X| ωλ(x, x٠) <∞ که باشد موجود λ = λ(x) > ٠}
گوییم. x٠ حول مدولار فضای را X∗

ωو Xω صورت این در
[١۶] در .[١۶] است محض صورت به شمول این کلͬ حالت در .Xω ⊆ X∗

ω که است واض
مجهز است شده تعریف زیر صورت به که dω متر به را Xω ͬ توان م که است شده داده نشان

نمود.
dω(x, y) = inf{λ > ٠|ωλ(x, y) ⩽ λ}

.x, y ∈ X آن در که
.([١۶]) Xω = X∗

ω آنگاه باشد محدب ω اگر
کرد. مجهز d∗ω متر به ͬ توان م نیز را X∗

ω

d∗ω(x, y) = inf{λ > ٠|ωλ(x, y) ⩽ ١}
.([١۶])x, y ∈ X∗ آن در که

معادل اند([١۶]). هم با d∗ω و dω آنگاه باشد، محدب ω اگر بنابراین
باشد. مدولار متری فضای (X,ω) کنید فرض .۴ . ٨ . ١ تعریف

.ω١(xn, x)→ ٠ هرگاه گوییم x به ω‐هم·را ،X در را (xn)n∈N دنباله (١
هرگاه گوییم ω‐کشͬ ،X در را (xn)n∈N دنباله (٢

lim
n,m→+∞

ω١(xn, xm)→ ٠

ω‐هم·را D در ،D در ω‐کشͬ دنباله هر هرگاه گوییم Xω‐کامل از  D مجموعه زیر (٣
باشد.

متعلق ،D در ω‐هم·را دنباله های ω‐حد، اگر گوییم ω‐بسته را Xω D از مجموعه زیر (۴
باشند. D به

decreasing۵



منظم مدولار متری فضاهای در ثابت نقطه قضیه ٩۶
که باشد موجود λ > ٠ هرگاه گوییم ‐کران دار ω را Xω از D مجموعه زیر (۵

dω(D) = sup{ωλ(x, y)|x, y ∈ D} <∞

دنباله ای زیر دارای (xn)n∈N دنباله هر هرگاه گوییم، ω‐فشرده را Xω از D مجموعه زیر (۶
باشد. D در نقطه ای به ω‐هم·را

به (yn)n∈N و (xn)n∈N دنباله های اگر هرگاه، کند مͬ صدق فاتو۶ خاصیت در ω ͬ گوییم م (٧
آنگاه باشند y و x به هم·را ω ترتیب

ω١(x, y) ⩽ lim inf
n→+∞

ω١(xn, x).

گوی r > ٠ و x ∈ Xω هر ازای به کند. صدق فاتو خاصیت در ω کنید فرض .۵ . ٨ . ١ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به r شعاع و x مرکز به مدولار٧

Bω(x, r) = {y ∈ Xω|ω١(x, y) ⩽ r}.

مدولار گوی های بنابراین ͬ کند، م صدق فاتو خاصیت در ω چون این که، توجه قابل نکته
ͬ باشند. م ω‐بسته

بنویسیم مدولار گوی های اشتراک صورت به بتوانیم Xωرا Aاز مجموعه زیر اگر .۶ . ٨ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را Aω(Xω) گوییم. ٨ پذیرفتنͬ را A آنگاه،

Aω(Xω) = {A ⊆ Xω|Aاست {پذیرفتنͬ
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به Covω(A)را است. بسته اشتراک به Aω(Xω)نسبت که است واض

Covω(A) =
∩
{B|A ⊂ Bو است مدولار گوی B}

اگر دی·ر به عبارت باشد ω‐کران دار ،A اگر
δω(A) = sup{ω١(x, y)|x, y ∈ A} <∞,

.Covω(A) ∈ Aω(Xω) و است خوش تعریف Covω(A) آنگاه
زیر هر اشتراک هرگاه ͬ کند م صدق متناهͬ اشتراک خاصیت در {Aα}α∈Γ خانواده ͬ گوییم م

باشد. ناتهͬ آن از متناهͬ خانواده
خاصیت در ،Aω(Xω) عناصر از {Aα}α∈Γ خانواده هر هرگاه گوییم Aω(Xω)فشرده .٨ . ١ . ٧ تعریف

کند. صدق متناهͬ اشتراک
Aω(Xω) کنید فرض همچنین باشد. مدولار متری فضای ی (X,ω) کنید فرض .٨ . ١ . ١ لم

است. فشرده ω ،Xω اینصورت در باشد. فشرده
Fato property۶
modular ball٧

admissible٨



٩٧ اصلͬ نتایج

اصلͬ نتایج ٨ . ٢
تعریف مدولار متری فضای در نگاشت ها خود برای را ϕ‐انقباض مفهوم ابتدا بخش این در
تعریف را ٩ قیاسͬ کننده تولید مفهوم سپس است. قیاسͬ تابع ی ϕ آن در که ͬ کنیم م
را مدولار متری فضای در انقباض گونه نگاشت های از جدیدی دسته آن وسیله به  و ͬ کنیم م
ی Φ این جا در گوییم. نقطه به نقطه انقباض −Φ − ω را انقباض نوع این که ͬ دهیم م ارائه
جدید ثابت نقطه قضیه دو نهایت در شد. خواهد تعریف بعداً که است انقباض کننده تولید

کرد. خواهیم ارائه مدولار متری فضای در نگاشت ها از رده این برای
−ϕ − ω ی را T : X → X باشد. مدولار متری فضای (X,ω) کنید فرض .٨ . ٢ . ١ تعریف
x, y ∈ X هر ازای به و باشد قیاسͬ تابع ی ϕ : [٠,+∞) → [٠,+∞) هرگاه گوییم انقباض

باشیم داشته
ω١(T (x), T (y)) ⩽ ϕ(ω١(x, y)).

و ω‐فشرده ناتهͬ، D ⊆ Xω و منظم مدولار متری فضای (X,ω) کنید فرض .٨ . ٢ . ١ قضیه
نقطه دارای T آنگاه باشد. انقباض −Φ − ω ی T : D → D کنید فرض باشد. ω‐کران دار

است. x٠ منحصربه فرد ثابت
داریم x, y ∈ D هر ازای به فرض به توجه با برهان.

ω١(T (x), T (y)) ⩽ ϕ(ω١(x, y))

داریم آنگاه ب·یرید. نظر در ثابت را x٠ ∈ D

ω١(Tn+m(x), Tn(x)) ⩽ ϕ(ω١(Tn+m−١(x), Tn−١(x)).

که آن جایی از
ω١(Tn+m−١(x), Tn−١(x)) ⩽ ϕ(ω١(Tn+m−٢(x), Tn−٢(x))

داریم پس است قیاسͬ تابع Φ و
ϕ(ω١(Tn+m−١(x), Tn−١(x)) ⩽ ϕ٢(ω١(Tn+m−٢(x), Tn−٢(x))

بنابراین و
ω١(Tn+m(x), Tn(X)) ⩽ ϕ٢(ω١(Tn+m−٢(x), Tn−٢(x)).

داریم روند این ادامه با
ω١(Tn+m(x), Tn(x)) ⩽ ϕn(Gω(D)).

comparsion producer٩



منظم مدولار متری فضاهای در ثابت نقطه قضیه ٩٨
است ω‐فشرده ،D چون است. ω‐کشͬ ،{Tn(x)}n∈N که ͬ شود م نتیجه وضوح به بنابراین
نقطه x٠ ͬ دهیم م نشان حال ω‐هم·راست. ،x٠ مانند D در نقطه ای به {Tn(x)}n∈N بنابراین

است. ثابت
که است بدیهͬ

ω٢(x٠, T (x٠)) ⩽ ω١(x٠, Tn(x)) + ω١(T (x٠), Tn(x٠)),

n ⩾ ١ هر ازای به نتیجه در
ω٢(x٠, T (x٠)) ⩽ ω١(x٠, Tn(x)) + ϕ(ω١(x٠, Tn−١(x٠)))

ω زیرا )T (x٠) = ٠ پس ω٢(x٠, T (x٠)) = ٠ داریم است x٠ به ω‐هم·را ،{Tn(x)}n∈N چون
است). منظم

اینصورت در باشد. دی·ری ثابت نقطه x′٠ کنید فرض است. ی·انه ،x٠ ͬ دهیم م نشان حال
ω١(x٠, x′٠) = ω(Tx٠, Tx′٠) ⩽ ϕ(ω١(x٠, x′٠)).

.x٠ = x′٠ نتیجه در ω١(x٠, x′٠) = ٠ پس ω١(a, b) <∞ و است قیاسͬ Φ چون
کنید فرض .٨ . ٢ . ١ مثال

X = {(x, ٠) ∈ R٠|٢ ⩽ x ⩽ ١} ∪ {(٠, y) ∈ R٠|٢ ⩽ y ⩽ ١}.
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را ωλ : (٠,+∞)×X ×X → [٠,+∞] نگاشت

ωλ((x١, ٠), (x٢, ٠)) = ۴|x١ − x٣|٢λ
ωλ((٠, y١), (٠, y٢)) =

|y١ − y٢|
λ

ωλ((x, ٠), (٠, y)) = ۴x
٣λ +

y

λ
.

است. کامل مدولار متری فضای Xω همچنین و X = Xω آنگاه λ→ +∞ اگر که کنید توجه
ͬ شود؛ م تعریف زیر صورت به را T : Xω → Xω کنید فرض
T ((x, ٠)) = (٠, x)
T ((٠, y)) = (

y

٢ , ٠)
داریم (x١, y١), (x٢, y٢) ∈ Xω هر ازای به که دهیم نشان ͬ توانیم م ساده محاسبه ی با

ωλ(T ((x١, y١)), T ((x٢, y٢))) ⩽ ϕ(ωλ((x١, y١), (x٢, y٢))),

است. −ϕ−انقباض ω ی T بنابراین .Φ(x) = ٣
۴x آن در که

است. (٠, ٠) نقطه این است. منحصربه فرد ثابت نقطه دارای ٨ . ٢ . ١ قضیه به بنا T بنابراین،



٩٩ اصلͬ نتایج
بودن کران دار متری فضا های در ϕ‐انقباض ها برای ثابت نقطه قضیه در .٨ . ٢ . ١ ملاحظه
مدار هر که ͬ شود م باعث نگاشت ها انقباض شرایط ͽواق در نیست. لازم متری فضا های
مدارها بودن کران دار نگاشت ها انقباضͬ شرایط مدولار، متری فضا های در اما باشد. کران دار
بسیار ثابت نقطه قضیه برای مدولار متری فضای بودن کران دار بنابراین ͬ دهد. نم نتیجه را

است. مهم
Φ : X × [٠,+∞) → نگاشت باشد. مدولار متری فضای (X,ω) کنید فرض .٨ . ٢ . ٢ تعریف
با Φx : [٠,+∞) → [٠,+∞) تابع x ∈ X هر ازای به اگر گوییم قیاس کننده تولید را [٠,+∞)

باشد. قیاسͬ ،Φx(t) = Φ(x, t) ضابطه
نگاشت باشد. ناتهͬ  D ⊆ X و مدولار متری فضای ی (X,ω) کنید فرض .٨ . ٢ . ٣ تعریف
Φ : X × [٠,+∞) → قیاس کننده تولید هرگاه گوییم نقطه ای Φ−انقباض − ω را T : D → D

باشیم داشته z ∈ X و x, y ∈ D هر ازای به که باشد موجود [٠,+∞)

ω١(f(x), f(y)) ⩽ Φz(ω٢(x, y)).

Φ : و ω‐بسته ،D ⊆ Xω و مدولار متری فضای ی (X,ω) کنید فرض .٨ . ٢ . ٢ قضیه
و فشرده Aω(D) کنید فرض همچنین باشد. قیاس کننده تولید X × [٠,+∞) → [٠,+∞)

علاوه است. ی·انه ثابت نقطه دارای T آنگاه باشد. نقطه ای انقباض −Φ− ω ی T : D → D

است. ثابت نقطه به ω‐هم·را ،{Tn(x)} مدار x ∈ D هر ازای به آن بر
که است موجود k ∈ Aω(D) مینیمال ناتهͬ عضو بنابراین است فشرده Aω(D) چون برهان.

که است واض .T (K) ⊆ K

Covω(T (K)) = K.

ادعا:
δω(K) = sup{ω(x, y)|x, y ∈ K} = {٠}

است. نقطه ای تک K دی·ر عبارت به
ω‐کران دار نیز K دی·ر عبارت به .δω(K) < +∞ است، ω‐کران دار ،D اینکه به توجه با

x, y ∈ D هر ازای به بنابراین است نقطه ای −Φ−انقباض ω T ، چون است.
ω١(T (x), T (y)) ⩽ Φx(ω١(x, y))

دهیم قرار ،x ∈ K ازای به
rx(K) = sup{ω١(x, y) : y ∈ K}

داریم
rx(k) ⩽ δω(k)



منظم مدولار متری فضاهای در ثابت نقطه قضیه ١٠٠
پس است قیاس کننده تولید Φ چون .k ∈ K کنید فرض .

ω١(T (k), T (y)) ⩽ Φx(ω١(k, x)) ⩽ Φx(rx(K)).

،k ∈ K هر ازای به بنابراین
T (K) ⊆ Bω(T (x),Φx(rx(K))).

لذا
Covω(T (k)) ⊂ Bω(T (x),ΦX(rx(k))).

x ∈ K هر ازای به پس
rT (x)(k) ⩽ Φx(rx(K)).

ͬ کنیم؛ م تعریف زیر صورت به kaرا باشد، ثابت بعد به این از و دلخواه a ∈ K کنید فرض حال
Ka = {x ∈ K|rx(K) ⩽ ra(K)}

داریم آن بر علاوه .Ka ̸= پس∅ a ∈ Ka چون
Ka = (

∩
x∈K

Bω(x, ra(K))) ∩K.

پس ،rT (x)(K) ⩽ Φx(rx(K)) چون
T (Ka) ⊆ Ka.

داریم x ∈ K هر ازای به بالاخص،
rx(K) = ra(K).

a ∈ K هر ازای به بنابراین
δω(K) = sup

x∈K
rx(K) = ra(K).

لذا
δω(k) ⩽ Φa(δω(k)).

پس است. نقطه ای تک k لذا δω(k) = ٠ پس است قیاسͬ Φx که آن جایی از
T (a) = a

این صورت در باشد T برای دی·ری ثابت نقطه b اگر
ω١(a, b) ⩽ Φx(ω١(a, b)) ⩽ ω١(a, b)

.a = b پس است منظم ω چون و ω١(a, b) = ٠ پس است قیاسͬ Φx چون
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Abstract

In this thesis, the theory of best approximation and the best proximity point which are the
generalization of fixed point theory for non-self mapping on metric and metric like spaces (2-
norm, 2-metric, and modular Metric, ...) to be studied. we review the 2-metric spaces and define
and extend some of the concepts for this type of spaces. We are investigating the 2-noemed spaces
and then expanding the theory of best approximation in this type of spaces. In the fifth and sixth
chapters, we have completed the theory of the best proximity point in complete metric spaces, and
by presenting the definition of ϕ -contractions mappings and P -properties, we present new results
in this theory.
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