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ارشد کارشناسͬ پایان نامه
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راهنما استاد
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مغاری سمیه دکتر
١٣٩٧ دی



که مهربانم و عزیز مادر و پدر به تقدیم
همواره زندگͬ دشواری های و ͬ ها سخت در
مح΄م پشتیبانͬ و فداکار و دلسوز یاوری

بوده اند. برایم مطمئن و

و



سپاس گزاری...

مرا داشتͬ چشم هیچ بدون و بودند من پشتیبان همیشه که عزیزم مادر و پدر از
غزنوی مهرداد دکتر آقای جناب شایسته؛ و فرهیخته راهنمای استاد از کردند؛ همراهͬ
ایشان کم بدون و دادند یاری پایان نامه انجام فرایند در فراوان حوصله ی و صبر با که
پایان نامه این داوری زحمت که محترم داوران از ͬ رسید؛ نم مطلوب جواب به پروژه این

دارم. را تش΄ر و قدردانͬ کمال شدند؛ متقبل را
یاری مسیر این در مرا زیاد مشغله ی و کار وجود با که افرادی تمام از هم چنین

دارم را قدردانͬ و سپاس نهایت نمودند

طالشͬ آزاده
١٣٩٧ دی

ز



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی طالشͬ آزاده اینجانب
تعمیم و چندهدفه بهینه سازی در سره کارایی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد غزنوی مهرداد راهنمایی تحت ، آن
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
طالشͬ آزاده
١٣٩٧ دی

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح



چ΄یده
سره کارایی مفهوم ͬ پردازیم. م چندهدفه بهینه سازی مسائل بررسͬ به پایان نامه این در
از جلوگیری برای تصمیم گیری نظریه و چندهدفه بهینه سازی در محاسباتͬ و علمͬ نظر از
اصلͬ تعریف برای جزئͬ اصلاح ی است. مهم هدف توابع بی کران تبادل با جواب هایی تولید
پیشنهاد تعریف ͬ کند. م حفظ را سره کارای نقاط رایج ͬ های ویژگ که ͬ شود م ارائه جفریون
جواب های بین رابطه ͬ شود. م برده به کار هدف تابع بی نهایت با چندهدفه مسائل برای شده
نرم روش و وزن دار مجموع اس΄الرسازی مسائل بهینه جواب های و شده پیشنهاد سره کارای
نشان که ͬ کنیم م ارائه را نقضͬ مثال های و جدید اثبات های ͬ کنیم. م بررسͬ را چبیشف
هدف تابع بی نهایت برای جفریون مفهوم به سره کارایی تعریف کلͬ حالت در که ͬ دهند م

نیست. کارآمد
ما ͬ دهند م ارائه را تقریبی جواب تنها معمولا چندهدفه بهینه سازی ال·وریتم های چون
که ͬ دهیم م نشان ͬ کنیم. م تحلیل و تجزیه را جفریون سره کارایی بهینگͬ تقریب مفهوم
میل بی کران تبادل با جواب هایی سمت به است مم΄ن تقریبی سره کارای جواب های حد
مختلف مفاهیم هم·رایی خواص نشدنͬ، سیستم های از مشخصه ی کم با به علاوه کند.
تقریبی مفهوم تنها تقریبی جفریون سره کارایی مفهوم که ͬ دهیم م نشان ͬ کنیم. م بررسͬ را

ͬ دهند. م نشان خود از مناسبی هم·رایی خواص که است

کلیدی: کلمات
تقریبا جواب های وزن دار، مجموع روش سره، کارایی چندهدفه، بهینه سازی اس΄الر سازی،

کارا.

ی



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

دومین نامتناهͬ، بعد با مسائل در سره کارایی بررسͬ غزنوی، مهرداد دکتر طالشͬ، آزاده . ١
١٣٩٧ آبان بهینه سازی، و کنترل ملͬ سمینار

ل
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توجه با اما است سره کارای ٢ . ١ . ١ تعریف با جفریون مفهوم به و ͬ کند م ماکزیمم را

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیست. اصلͬ تعریف به

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ضعیف) غیرمغلوب جواب  های مجموعه ٣ . ١
٣٨ . . . . . . (ضعیف) ε‐غیرمغلوب و (ضعیف) غیرمغلوب جواب های مجموعه ٣ . ٢

ضخیم سیاه خط سه شامل f(Sw(f(θ), X(θ))) ٣ . ۴ . ١.مجموعه مثال توضیح ٣ . ٣
به عنوان ،ψM̂ (f(θ), X(θ)) ̸= ∅ به طوری که M̂ مقدار حداقل بالا). است(ش΄ل

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . پایین). (ش΄ل است شده ترسیم θ از تابع ی

خط و منحنͬ شامل f(Sw(f,X)) مجموعه .٢ . ۵ . ٣ گزاره اثبات در ١ حالت تصویر ۴ . ٣
تابع ͬ که در حال است کران دار پایین از f١ تابع است. بی کران و است ضخیم سیاه
شد خواهد Xu اول ربع آن گاه دهیم تغییر u به را مبدا ما اگر است. بی کران f٢

۵٨ . . . . . . . . شد خواهند Xb و X l به ترتیب وچهارم دوم ربع های ͬ که در حال
ف



تصاویر فهرست ص
.ε = (٠٫١, ٠٫٢)T با گسسته دوهدفه بهینه سازی مسئله ی در هم·رایی نتایج ۵ . ٣
ش΄ل  های ͬ دهد. م نشان را دقیق جواب های مجموعه راست سمت پایین ش΄ل
,١)‐سره ٠) جوابهای به جفریون ,١)‐سره τε) جواب های هم·رایی رفتار دی·ر
Sε(f,X) که ͬ شود م ͬ دهند.مشاهده م نشان را ١, ١۴ , ١١۶ برابر ،τ مقادیر برای جفریون
که ͬ بینیم م ،ε ≥ ٠ هر برای است، متناهͬ X چون است. هم·را Sw(f,X) به
توجه با است. هم·را Sw(f,X) به نیز ψτε(f,X) بنابراین، .Sε(f,X) = ψε(f,X)

dH(ψτε(f,X), ψ(f,X)) هاسدورف فاصله است، ناتهͬ Sw(f,X)\S(f,X) این که به
ψ١,τε(f,X), ψ١,٠(f,X) ͬ که درحال است، صفر از دور به کران دار τ از تابع ی به عنوان

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ کنند. م میل صفر به



جداول فهرست
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . و(٢) (١) سوالات به ͺپاس ٣ . ١

ق



١ فصل
موضوع ادبیات بر مروری

مقدمه ١ . ١
تصمیم نظریه و ٢ هدفه چند بهینه سازی در محاسباتͬ و علمͬ نظر از ١ سره کارایی مفهوم
اصلاح ی است. مهم هدف توابع بی کران ٣ تبادل با جواب هایی از جلوگیری برای گیری
کارای نقاط رایج ͬ های ویژگ که ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد [١] ۴ جفریون اصلͬ تعریف برای جزئͬ
اس΄الرسازی مسائل جواب های شده پیشنهاد سره کارای نقاط ͽواق در ͬ کند. م حفظ را سره
اثبات های ͬ باشند. م افزوده وزن دار وچبیشف شده اصلاح وزن دار چبیشف ۵ وزن دار، مجموع
بی نهایت برای نتایج کلͬ حالت در که ͬ دهند م نشان که ͬ  شود م ارائه نقضͬ مثال های و جدید
بهینه سازی در کاربرد برای جدید تعریف پتانسیل های علاوه به نیست. درست هدف تابع
چند بهینه سازی ال·وریتم های چون ͬ شود. م معرفͬ قطعیت عدم با تصمیم گیری و احتمالͬ
جفریون سره کارای بهینگͬ تقریب مفهوم ما ͬ دهند م ارائه را تقریبی جواب تنها معمولا هدفه
مم΄ن تقریبی سره کارای جواب های حد که ͬ شود م داده نشان ͬ کنیم. م تحلیل و تجزیه را
نشدنͬ از مشخصه ی کم با علاوه به کند. میل بی کران تبادل با جواب هایی سمت به است

1Proper efficiency
2Milticriteria optimization
3Trade-off
4Geoffrion
5Scalarization Weighted-sum



موضوع ادبیات بر مروری ٢
بررسͬ را مختلف تقریبی بهینگͬ مفاهیم هم·رایی خواص ، نامعادلات از سیستم  ی بودن
است تقریبی مفهوم تنها تقریبی جفریون سره کارای مفهوم که ͬ شود م داده نشان ͬ کنیم. م

ͬ دهد. م نشان خود از مناسبی هم·رایی خواص که

تحقیق ضرورت و پیشینه ١ . ٢
بنسون۶ و [١] جفریون مفهوم به سره کارایی معرفͬ به سره کارای جواب های اهمیت به توجه با
کارایی مفهوم براساس را ε‐کارایی نام به تقریبی کارایی ͬ پردازیم. م [٣] ٧هنی ، [٢]
در است. توجه قابل محاسباتͬ و نظری لحاظ از سره کارایی ͬ کنیم. م بیان جفریون سره
هدف توابع بین متناهͬ تبادل با کارا جواب های تصمیم گیری نظریه و چندهدفه بهینه سازی
بهینه مسائل در همچنین مطرح شود. سره کارایی باید لذا است. برخوردار زیادی اهمیت از
لذا باشد. نامتناهͬ هدف توابع تعداد است مم΄ن تصمیم گیری مسائل برخͬ و احتمالͬ سازی
منظور این برای کنیم. بررسͬ نیز ͬ البعد نامتناه بهینه سازی مسائل برای را سره کارایی باید
که این به توجه با همچنین ͬ دهیم. م تعمیم البعد نامتناهͬ مسائل برای را سره کارایی مفهوم
یا نامحدب مسائل برخͬ در و ͬ دهند م ارائه تقریبی جواب های بهینه سازی ال·وریتم های اغلب
مفهوم لذا است زمان بر و مش΄ل بسیار دقیق جواب کردن پیدا صحیح چند هدفه برنامه ریزی

ͬ دهیم. م ارائه آن ها کردن پیدا برای ال·وریتم هایی و ͬ کنیم م بررسͬ را تقریبی سره کارایی
جفریون توسط بعدا مفهوم این و شد ارائه [۴] تاکر٨ و کان توسط سره کارایی اولیه مفهوم
ی که هستند کارایی جواب های جفریون مفهوم به سره جواب های ͽواق در شد. اصلاح [١]
به است. همراه دی·ر توابع از ی΄ͬ حداقل جزئͬ شدن بدتر با هدف توابع از ی΄ͬ جزئͬ اصلاح
سره کارایی به مربوط دی·ر تعریف چند جفریون، و تاکر و کان توسط شده ارائه تعاریف دنبال
مناسب نامتناهͬ بعد با مسائل برای نیز آنها از بعضͬ که گرفت قرار مطالعه ومورد شد ارائه
[۵] ͬ باشد.هارتل٩ͬ Rp م

≥ صورت به ترتیبی مخروط جفریون، سره کارایی مفهوم در است.
محدب مخروط ی به نسبت سره کارایی و دادند تعمیم را جفریون مفهوم [۶] بوروین١٠ و
توجه مورد بوروین تعریف که کردند تعریف البعد متناهͬ اقلیدسͬ فضای برای را دلخواه بسته
بهینه سازی مسائل برای را بوروین تعریف [٧] جان١١ مثال عنوان به است. گرفته قرار بیشتری
فضاهای برای سره کارایی از جدید تعریف ی [٢] بنسون١٣ ادامه در داد. تعمیم ١٢ برداری
ͬ شود. م جفریون تعریف همان ب·یریم نظر در Rp

≥ را مخروط اگر که داد ارائه ͬ البعد متناه
6Benson
7Henig
8Kuhn and Tucker
9Hartley
10Borwein
11Jahn
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٣ اولیه تعریف های و نمادها
جدید تعریف ی و کرد ترکیب هم با را بنسون و بوروین توسط شده ارائه تعاریف [٣] ١۴هنی
به علاوه کرد. بررسͬ را سراسری و موضعͬ سره کارایی مفاهیم و داد ارائه سره کارایی از
سال های در (تقریبی) سره کارای جواب های آوردن به دست برای اس΄الرسازی تکنی های
[٩] خرم١۶ و غزنوی و [٨] غزنوی١۵ مثال به عنوان است. گرفته قرار توجه مورد بسیار اخیر
دهند. ارائه تقریبی سره کارایی برای کافͬ و لازم شرایط توانستند [١٠] هم΄اران و غزنوی و
زارع پیشه١٧ همچنین است. برقرار تحدب شرط بدون هدفه چند توابع تمام برای آن ها نتایج

دادند. ارائه سره کارایی از جدیدی تعریف [١١] هم΄اران و
که را چند هدفه سازی بهینه در موجود اولیه مفاهیم و تعاریف برخͬ فصل این در ادامه در

ͬ           کنیم. م بیان ͬ گیرند م قرار استفاده مورد بعدی فصل های در

اولیه تعریف های و نمادها ١ . ٣
ͬ کنیم. م تعریف R٢ روی ترتیبی رابطه چند ابتدا

در .y١ = (y١١, y١٢, . . . , y١
p) ∈ Rp, y٢ = (y٢١ , y٢٢, . . . , y٢

p ) ∈ Rp کنید فرض [١٢] .١ . ٣ . ١ تعریف
صورت این

مفهوم این به y١ ≧ y٢ و ͬ شود م نامیده Rp روی ضعیف مولفه ای ”≦”ترتیب رابطه ی  •
که است

y١
k ≥ y٢

k , k = ١,٢, . . . , p

که است مفهوم این به y١ ≥ y٢ و ͬ شود م نامیده Rp روی مولفه ای ”≤”ترتیب رابطه ی •
y١
k ≥ y٢

k , k = ١,٢, . . . , p, y١ ̸= y٢

است مفهوم این به y١ > y٢ و ͬ شود م نامیده Rp روی اکید مولفه ای ”<”ترتیب رابطه ی •
که

y١
k > y٢

k , k = ١,٢, . . . , p

ͬ کنیم. م تعریف را Rp
>,R

p
≥,R

p
≧ مجموعه های ١ . ٣ . ١ تعریف به توجه با حال

•
Rp
≧ := {y ∈ Rp, y ≧ ٠}

14Henig
15Ghaznavi
16Khorram
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موضوع ادبیات بر مروری ۴
•

Rp
≥ := {y ∈ Rp, y ≥ ٠}

•
Rp
> := {y ∈ Rp, y > ٠}

حقیقͬ عدد هر ازای به اگر ͬ شود م نامیده مخروط ی C ⊂ Rpمجموعه [١٢] .١ . ٣ . ٢ تعریف
.λd ∈ C باشیم داشته d ∈ C هر و λ > ٠

d١, d٢ ∈ C هر برای و ٠ < α < ١ هر برای اگر است Cمحدب ⊂ Rpمخروط [١٢] .١ . ٣ . ٣ تعریف
باشیم: داشته

αd١ + (١ − α)d٢ ∈ C

چندهدفه بهینه سازی ۴ . ١
. است زیر صورت به ١٨MOP چندهدفه بهینه  سازی مسئله ی کلͬ حالت در
MOP : min f(x) = (f١(x١), f٢(x٢), . . . , fp(xp)) s.t. x ∈ X (١ . ١)

تابع ی f ،p ≥ ٢ برای و دارد نام شدنͬ فضای و است ناتهͬ مجموعه ی X ⊂ Rn آن در که
نماد با f تحت X تصویر است. حقیقͬ مقادیر با p‐بردار از متش΄ل برداری

ͬ شود. م نامیده هدف فضای و ͬ شود م داده نشان Y := f(X) ⊆ Rp

ͬ کنیم. م ارائه را ضعیف کارایی و کارایی تعاریف حال
آن گاه ،x̂ ∈ X اگر .١ . ۴ . ١ تعریف

وجود x ∈ X هیچ هرگاه است، (١ . ١) چندهدفه مسئله ١٩ ضعیف کارای جواب x̂ [١٣] . ١
[ش΄ل١ . ٢] .f(x) < f(x̂) که باشد نداشته

نداشته وجود x ∈ X هیچ هرگاه است، (١ . ١) چندهدفه مسئله ٢٠ کارای جواب x̂ [١٣] . ٢
.f(x) ≤ f(x̂) که باشد

از تعدادی است نشده گرفته نظر در کارا جواب های برای واحدی تعریف این که به توجه با
ͬ کنیم. م ارائه زیر گزاره ی در را تعاریف این

اگر است، (١ . ١) چندهدفه ی مسئله کارای جواب ی x̂ ∈ X [ش΄ل١ . ١] [١٣] .١ . ۴ . ١ گزاره
باشد: برقرار زیر موارد از ی΄ͬ

18Multi Objective Optimization
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20Efficient



۵ چندهدفه بهینه سازی
،f(x)− f(x̂) ∈ Rp \ {−Rp

≧ \ {٠}} ،x ∈ X هر ازای به . ١
f(x)− f(x̂) ∈ −Rp

≧ \ {٠} به طوری که باشد نداشته وجود x ∈ X هیچ . ٢
f(X) ∩ {f(x̂)− Rp

≧} = f(x̂) یا {f(X)− f(x̂)} ∩ {−Rp
≧} = ٠ . ٣

کارا جواب :١ . ١ ش΄ل

ضعیف کارای جواب های :١ . ٢ ش΄ل

هیچ هرگاه است، (١ . ١) چندهدفه مسئله ی ٢١ اکید کارای جواب x̂ ∈ X [١٣] .٢ . ۴ . ١ تعریف
.f(x) ≦ f(x̂) که باشد نداشته وجود دی·ری x ∈ X

(١ . ١) چندهدفه مسئله سره کارای و اکید کارای و ضعیف کارای ، کارا جواب های مجموعه
ͬ دهیم. م نمایش XPE , XSE , XWE , XE نمادهای با ترتیب به را

21Strictly efficient



موضوع ادبیات بر مروری ۶
آن گاه باشد، (١ . ١) بهینه سازی مسئله ی کارای جواب ی x ∈ X اگر [١٢] .٣ . ۴ . ١ تعریف
x٢ ͬ گوییم م f(x١) ≥ f(x٢) و x١, x٢ ∈ X اگر هم چنین است. ٢٢ نقطه ی غیرمغلوب ی f(x)

است. f(x١) بر غالب f(x٢) و است x١ بر غالب
٢٣ سره غیرمغلوب نقطه ی را x سره کارای نقطه ی ی از f(x) ∈ Y تصویر .۴ . ۴ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م
نمادهای با ترتیب به را غیرمغلوب و ٢۴ ضعیف غیرمغلوب جواب های تمام مجموعه ی

کرد. تعریف زیر صورت به ͬ توان م را مجموعه ها این ͬ شود. م داده نمایش YN و YWN

YN := {f(x)|x ∈ XE}

و
YWN := {f(x)|x ∈ XWE}.

ͬ توان م اکید کارای و ضعیف ،کارای کارا تعریف های از استفاده با (ش΄ل١ . ٣). ٢ . ۴ . ١ گزاره
که گرفت نتیجه

XSE ⊆ XE ⊆ XWE

و
YN ⊆ YWN .

ضعیف وکارای کارا جواب های :١ . ٣ ش΄ل
ی΄ͬ بهبود صورت در معمولا هدفه چند بهینه سازی در شد، مشاهده تاکنون که همان طور
باعث مسائل این در تبادلͬ چنین ͬ شود. م بدتر باقیمانده توابع از ی΄ͬ حداقل هدف، توابع از
این بهتر درک برای حال شود. سخت بسیار اکید کارای جواب های کردن پیدا که ͬ شود م

ͬ کنیم. م ارائه رابطه ای چنین خصوص در را زیر تعریف موضوع
22Nondominated point
23Proper Nondominated
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٧ چندهدفه بهینه سازی
را زیر مجموعه ی .i < j ،i, j ∈ {١,٢, . . . , p} و باشد شدنͬ نقطه ی ی x̂ اگر .۵ . ۴ . ١ تعریف

ب·یرید: نظر در
Xij = {x ∈ X : fi(x̂) > fi(x), fj(x) > fj(x̂)}.

است. زیر ش΄ل به آن تعریف و ͬ شود م داده نشان Tij(x̂) با x̂ شدنͬ نقطه در fj و fi بین تبادل
Tij(x̂) := max

x∈Xij

fi(x̂)− fi(x)

fj(x)− fj(x̂)
.

عدد اگر ͬ شود، م گفته کران دار بالا از x̂ جواب در (fi, fj) تابع دو بین تبادل .۶ . ۴ . ١ تعریف
که: طوری به باشد داشته وجود M > ٠ حقیقͬ

Tij(x̂) ≤M.

توابع از ی΄ͬ شدن بهتر که معنͬ بدین باشد. بی کران ͬ تواند م هدف توابع بین تبادل
شود. زیاد بسیار مقدار به هدف توابع از دی·ر ی΄ͬ حداقل شدن بدتر باعث ͬ تواند م هدف
دسته ای جفریون هستند. برخوردار بیشتری اهمیت از کران دار تبادل با کارا جواب های پس
تعریف این وسیله ی به و کرد پیشنهاد را سره کارای جواب های اسم به کارا جواب های از
داشته وجود دی·ر تابع ی حداقل شده داده تابع هر ازای به آن ها در که کارایی جواب های
ال·وریتم های در سره کارایی کرد. شناسایی را شده کران دار تابع دو این بین تبادل تا باشد
به جواب هایی مسئله حل فرآیند در ال·وریتم ها این در است. برخوردار زیادی اهمیت از تعاملͬ
قضاوت جواب نبودن یا بودن مناسب مورد در باید شخص این و ͬ شود م ارائه تصمیم گیرنده
توابع از دی·ر ی΄ͬ شدن بدتر به منجر هدف توابع از ی΄ͬ بهبود اینکه دانستن نتیجه در کند.
توسط بار اولین برای سره کارایی ب΄ند. زیادی کم تصمیم گیرنده به ͬ تواند م ͬ شود، م هدف
مشتق پذیری شرط به بودن وابسته خاطر به تعریف این شد. ارائه ١٩۵١ سال در [۴] تاکر و کان
کارایی مفهوم برای زیادی متفاوت تعریف های آن، از بعد نکرد. جلب خود به را زیادی توجه
و [٣] هنی ، [۶] بوروین ، [٢] بنسون به ͬ توان م تعریف ها این جمله از شد، ارائه سره

است: شده آورده جفریون مفهوم به سره کارایی تعریف زیر در نمود. اشاره [١] جفریون
به (١ . ١) چند هدفه مسئله ٢۵ سره کارای جواب x̂ ∈ X شدنͬ ی نقطه [١] .٧ . ۴ . ١ تعریف
به باشد داشته وجود M > ٠ حقیقͬ عدد و باشد x̂ کارا اگر ͬ شود، م نامیده جفریون مفهوم
اندیس ͬ کند، م صدق fi(x) < fi(x̂) در که x ∈ X هر و i ∈ {١,٢, . . . , p} هر برای که نحوی

و fj(x) > fj(x̂) که طوری به باشد داشته وجود j ∈ {١,٢, . . . , p}
fi(x̂)− fi(x)

fj(x)− fj(x̂)
≤M.

باشد. زیر صورت به تصمیم فضای و شدنͬ فضای کنید فرض [١٣] .١ . ۴ . ١ مثال
X = {(x١, x٢) ∈ R٢ : (x١ − ٢(١ + (x٢ − ٢(١ ≤ ١, ٠ ≤ x١, x٢ ≤ ١}.



موضوع ادبیات بر مروری ٨

سره غیرمغلوب نقطه ی :۴ . ١ ش΄ل
که است واض .Y = X و

YN = {(y١, y٢) ∈ Y : (y١ − ٢(١ + (y٢ − ٢(١ = ١}
ͬ شود، م نزدی تر (١, ٠) نقطه به ŷ چه هر ͬ شود م مشاهده ۴ . ١ ش΄ل در که همان طور
سمت به y١ ͬ که وقت تبادل، این حد ͬ یابد. م کاهش واحد ی y٢ افزایش واحد ی ازای به y١

است. بی نهایت با برابر ͬ کند م میل صفر
دید از سره کارای جواب x̂ که ͬ دهیم م ب·یرید.نشان نظر در را x̂ = (١, ٠) جواب حال

نیست. جفریون
و i ∈ {١,٢} اندیس M > ٠ همه ی ازای به که کنیم ثابت باید ادعایی چنین اثبات برای

به طوری که fi(x) < fi(x̂) که دارد وجود x ∈ X از بعضͬ
fi(x̂)− fi(x)

fj(x)− fj(x̂)
> M.

fj(x) > fj(x̂) با j ∈ {١,٢} تمام ازای به
xε که است واض .xε٢ = ١ −

√١ − ε٢ و xε١ = ١ − ε, ٠ < ε < ١, i = ١, Y = X کنید فرض
داشت خواهیم xε٢ > x̂٢ و xε١ < x̂١ ،xε ∈ X که آنجایی از .(xε١)٢ + (xε٢)٢ = ١ زیرا است. کارا

لذا j = ٢, i = ١
fi(x̂)− fi(x

ε)

fj(xε)− fj(x̂)
=

١ − (١ − ε)

١ −
√١ − ε٢ =

ε

١ −
√١ − ε٢

ε→٠−−−→ ∞

گاه هر است بنسون معنای به سره کارایی x̂ ∈ X نقطه ی .٨ . ۴ . ١ تعریف
cl(cone(Y +Rp

≧ − f(x̂))) ∩ (−Rp
≧) = {٠}

25Proper efficient



٩ چندهدفه بهینه سازی
ͬ شود م استفاده متناظر شده تصویر مخروط بستار دادن نشان برای ”Cl(cone)” نماد که

نقاط .f٢(x) = x٢ ،f١(x) = x١ ،X = {(x١, x٢) : x٢١ + x٢٢ ≤ ١} کنید فرض .٢ . ۴ . ١ مثال
نیستند. بنسون معنای به سره کارای نقاط این که ͬ کنیم م ادعا هستند. کارا (١−,٠) و (−١, ٠)

اشتراک که کنیم ثابت است کافͬ
cl(cone(Y +Rp

≧ − f(x̂))) ∩ (−Rp
≧)

که است واض ۵ . ١ ش΄ل روی از ͬ شود. نم صفر
cl(cone(Y +Rp

≧ − f(x̂))) ∩ (−Rp
≧) = {(y١, y٢) ∈ R٢ : y١ = ٠, y٢ ≤ ٠}

نتیجه را (١−,٠) مشابه استدلال ی است. شده داده نشان سیاه خط با ۵ . ١ ش΄ل در که
ͬ دهد. م

بنسون سره کارایی :۵ . ١ ش΄ل
تک هدفه مسئله ͬ پردازیم. م ٢۶(SOP ) تک هدفه مسائل برای جواب نوع دو تعریف به اکنون

ب·یرید: نظر در را زیر
SOP : min

x∈X
g(x) (١ . ٢)

زیر صورت به سراسری اکید بهینه و سراسری بهینه جواب های .g : X ⊂ Rn → R درآن که
ͬ شوند. م تعریف

،(١ . ٢) مسئله در x̂ ∈ X شدنͬ نقطه  .ε ∈ R≧ کنید فرض [١۴] .٩ . ۴ . ١ تعریف
.g(x̂) ≤ g(x) باشیم داشته  x ∈ X هر ازای به اگر ͬ شود م نامیده ٢٧ سراسری بهینه •

26Single Objective Problem
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موضوع ادبیات بر مروری ١٠
.g(x̂) < g(x) باشیم داشته  x ∈ X هر ازای به اگر ͬ شود م نامیده ٢٨ سراسری اکید بهینه •

.g(x̂) ≤ g(x) + ε باشیم داشته  x ∈ X هر به ازای اگر ͬ شود م نامیده ε‐بهینه •

به صورت که yI = (yI١ , yI٢, . . . , yIp) نقطه ی [١٣] .١٠ . ۴ . ١ تعریف

yIk = min
y∈Y

yk, k = ١,٢, . . . , p.

آن در که (١ . ١) گویند چندهدفه مسئله  ی ٢٩ ایده آل نقطه ی را ͬ شود م تعریف
.y = {f١(x), . . . , fp(x), x ∈ X}

این در باشد. کوچ مثبت مولفه های با بردار ی α ∈ Rp
> کنید فرض [١٣] .١١ . ۴ . ١ تعریف

به صورت که را yu = (yu١ , yu٢, . . . , yup ) نقطه صورت

yu := yI − α

ͬ نامیم. (١ . ١) م چندهدفه مسئله  ی ٣٠ ایده آل) اتوپیا(فوق نقطه ی را ͬ شود م تعریف

اس΄الرسازی ۵ . ١
به روش ها این معمول ترین از ی΄ͬ دارد، وجود چندهدفه مسائل حل برای متعددی روش های
اس΄الرسازی روش های از ی΄ͬ از استفاده با را هدفه چند مسئله  ی ابتدا که است صورت این
مسئله این جواب های آوردن به دست با سپس و ͬ کنیم م تبدیل هدفه تک مسئله ی به ٣١
مسئله ی اس΄الر سازی برای شده استفاده روش کافͬ و لازم شروط به توجه با و هدفه تک
آوردن دست به دنبال به که زمانͬ ͬ کنیم. م پیدا نیز را اصلͬ مسئله جواب های چندهدفه،
را بهینه مقدار مسئله، از خود قبلͬ دانش به توجه با تصمیم گیرنده ابتدا هستیم، بهینه جواب
ͬ  شود. م حل هدفه تک مسئله و ͬ شود م انتخاب اس΄الر سازی روش ی سپس ͬ کند م مشخص

ͬ پردازیم. م اس΄الر سازی معروف روش چند معرفͬ به ادامه در
28Stricty optimal
29Ideal
30Otupia
31Scalarization



١١ اس΄الرسازی

جهتͬ اس΄الر سازی روش ١ . ۵ . ١
زیر صورت به ١٩٨۴ سال در ٣۴ سرافینͬ و ٣٣ پاس΄ولتͬ توسط ٣٢ جهتͬ اس΄الر سازی روش

شد. معرفͬ
PS(a, r) : min t

s.t.

f(x) ≤ a+ tr ∈ K,

x ∈ X ⊆ Rn, t ∈ R.

(١ . ٣)

توسط که هستند ثابت مقادیری r ∈ int(K) و a ∈ K و بسته محدب مخروط ی K آن در که
استفاده طبیعͬ ترتیب یا Rp

≧ مخروط از پایان نامه این در ما ͬ شوند. م معین تصمیم گیرنده
داشت: خواهیم K مخروط جای به Rp

≧ مخروط جای·زینͬ با (١ . ٣) مسئله در بنابراین ͬ کنیم. م
PS(a, r) : min t

s.t.

f(x) ≤ a+ tr ∈ Rp
≧,

x ∈ X ⊆ Rn, t ∈ R.

(۴ . ١)

آن گاه باشد، (۴ . ١) با شده تعریف PS(a, r) مسئله بهینه جواب (x̂, t̂) اگر .١ [١۴] .١ . ۵ . ١ قضیه
است. (١ . ١) چندهدفه مسئله ضعیف کارای جواب x̂

چندهدفه مسئله کارای جواب x̂ آن گاه باشد، PS(a, r) مسئله اکید بهینه جواب (x̂, t̂) اگر .٢
است. (١ . ١)

وزن دار مجموع اس΄الرسازی ٢ . ۵ . ١
فرمول بندی زیر صورت به است اس΄الر سازی روش های پرکاربردترین از ی΄ͬ که روش این

[١۴] ͬ شود: م
WS(λ) : min

x∈X

p∑
j=١

λjfj(x) (۵ . ١)

جواب های بین روابط روش، این در ͬ شود. م شناخته وزن ضرایب عنوان به λ ∈ Rp
≥ آن در که

وایت توسط (١ . ١) مسئله ی کارای جواب های و (۵ . ١) شده ی اس΄الر سازی مسئله ی بهینه ی
ͬ کنیم. م بیان زیر قضیه ی صورت به آن را نتایج که است شده بررسͬ [١۵] ٣۵

32Direct Scalarization
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موضوع ادبیات بر مروری ١٢
[١۴] .٢ . ۵ . ١ قضیه

مسئله ی ضعیف کارای جواب x̂ آن گاه WS(λ) باشد، سراسری بهینه جواب x̂ ∈ X اگر . ١
(١ . ١)است. چندهدفه

مسئله ی کارای جواب x̂ آن گاه WS(λ) باشد، سراسری اکید بهینه جواب x̂ ∈ X اگر . ٢
(١ . ١)است. چندهدفه

سره کارای جواب x̂ آن گاه λ باشد، ∈ Rp
> با WS(λ) سراسری بهینه جواب x̂ ∈ X اگر . ٣

است. (١ . ١) چندهدفه مسئله ی

محدودیت −ε اس΄الر سازی روش ٣ . ۵ . ١
است زیر ش΄ل به ٣۶ محدودیت −ε روش فرمول بندی

CO(ε) : min
x∈X

fk(x)

s.t. fi(x) ≤ εi, i = ١,٢, . . . , p, i ̸= k

(۶ . ١)

جواب های بین روابط هستند. fi هدف توابع برای بالا کران کوچ΄ترین εi ∈ R, i ̸= k آن در که
بیان زیر قضیه طبق که گرفت قرار بررسͬ مورد [١۵] وایت توسط روش این در کارا و بهینه

ͬ شود. م
داریم: صورت این در εi ∈ R کنید فرض [١۵] .٣ . ۵ . ١ قضیه

کارای جواب x̂ آن گاه باشد، (۶ . ١) مسئله ی سراسری اکید بهینه جواب x̂ ∈ X اگر . ١
است. (١ . ١) چندهدفه مسئله ی

ضعیف کارای جواب x̂ آن گاه باشد، (۶ . ١) مسئله ی سراسری بهینه جواب x̂ ∈ X اگر . ٢
(١ . ١)است. چندهدفه مسئله ی

نرم‐چبیشف اس΄الر سازی روش ۴ . ۵ . ١
ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت به ٣٧ نرم‐چبیشف روش

TN(yu, λ) : min
x∈X

max
i=١,٢,...,p{λi(fi(x)− yui )} (١ . ٧)

زیر قضیه قالب در را (١ . ٧) مسئله ی بهینه و کارا جواب های بین روابط .λ ∈ Rp
≧ آن در که

ͬ کنیم: م بیان
36The ε-constraint Method
37Tchebycheff-norm method



١٣ اس΄الرسازی
[١۴] .۴ . ۵ . ١ قضیه

مسئله ی کارای جواب x̂ آن گاه باشد، (١ . ٧) مسئله ی اکید بهینه جواب x̂ ∈ X اگر . ١
است. (١ . ١) چندهدفه

مسئله ی ضعیف کارای جواب x̂ آن گاه باشد، (١ . ٧) مسئله ی بهینه جواب x̂ ∈ X اگر . ٢
است. (١ . ١) چندهدفه





٢ فصل
برای جفریون سره کارایی تعریف

ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی
نامتناهͬ

است. شده گرفته [١–٢٢۶ ،١٣ ،۶ ،٢ ،١] ͽمراج از فصل این مطالب

تعاریف و مسئله بیان ٢ . ١
سره کارایی مفهوم و البعد متناهͬ بردار حداکثر مسئله یافته تعمیم نوع ی فصل این در
متناهͬ اندیس مجموعه ی I کنید فرض ͬ کنیم. م بررسͬ را [١] جفریون توسط شده پیشنهاد
فضای یا متناظر حقیقͬ خطͬ برداری فضای ی V کنید فرض و باشد نامتناهͬ شمارای یا

به طوری که باشد l∞ دنباله ی
∥v∥∞ := sup

i∈I
|vi| <∞ ∀v ∈ V.

بردار های با متناظر مجموعه های است. ماکزیمم نرم معادل نرم این آن گاه باشد، متناهͬ I اگر
ͬ نویسیم م زیر به صورت را اکید مثبت یا غیرمنفͬ

V≥ := {v ∈ V : vi ≥ ٠, ∀i ∈ I},



نامتناهͬ ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی برای جفریون سره کارایی تعریف ١۶
V> := {v ∈ V : vi > ٠, ∀i ∈ I}.

حقیقͬ تابع ی و ،U حقیقͬ بردار فضای ی در X ⊆ U شدنͬ نقاط از مجموعه ای کنید فرض
نسبت بردار حداکثر مسئله C = V≥ مخروط از استفاده با باشد. شده داده f : U → V مقدار

ͬ باشد: م زیر صورت به C به

(VMP ) max
C

f(x) s.t. x ∈ X, (٢ . ١)
که ها x٠ ∈ X تمام کردن پیدا یعنͬ هستند. کارا که است نقاطͬ همه ی کردن پیدا آن هدف که
fi(x) ≥ fi(x

٠) اگر .f(x) ̸= f(x٠) و f(x) ≥ f(x٠) به طوری که نیست موجود ای x ∈ X هیچ
جفریون است، متناهͬ I مجموعه که خاصͬ مورد برای .f(x) ≥ f(x٠) آن گاه i ∈ I هر برای
کارای نقطه نیست سره کارای که x٠ کارای نقطه ی ͬ کند. م ببان را ١ فصل ٧ . ۴ . ١ تعریف [١]
نقطه ی و i اندیس ی M > ٠ حقیقͬ عدد هر برای که معنͬ این به ͬ شود، م نامیده ناسره

که به  طوری دارد وجود x ∈ X
fi(x)− fi(x

٠)
fj(x٠)− fj(x)

> M

که”اگر ͬ کند م اشاره نکته این به جفریون هم چنین .fj(x) < fj(x
٠) به طوری که j هر برای

افزایش ضابطه ها از بعضͬ برای که ͬ بینیم م ما باشد، داشته وجود ضابطه ها از معینͬ تعداد
برای شود.” دی·ر ضابطه های در نهایی زیان باعث ͬ تواند م خودسرانه صورت به ی΄ͬ نهایی
جلوگیری بی کران تبادل های وجود از باید سره کارایی باشد نامتناهͬ I اگر تفسیر، این حفظ

ͬ کنیم. م پیشنهاد را زیر تعریف ما کند.
برای و باشد کارا آن اگر است سره کارای جفریون مفهوم به x٠ ∈ X نقطه ی .٢ . ١ . ١ تعریف

که باشد داشته وجود Mi > ٠ حقیقͬ عدد ی ،fi(x) > fi(x
٠) با x ∈ X هر و i هر

fi(x)− fi(x
٠)

fj(x٠)− fj(x)
≤Mi

.fj(x) < fj(x
٠) که j ی حداقل برای

i ∈ I هر برای Mi =M یا M = maxi∈I{Mi} انتخاب با اولیه تعریف با معادل ٢ . ١ . ١ تعریف
با ٢ . ١ . ١ تعریف با جفریون سره کارایی تعریف آن گاه باشد نامتناهͬ I اگر مشابه، طور است.به

دارد. مطابقت i ∈ I هر برای Mi =M

ͬ شود. م خلاصه زیر گزاره در مشاهدات این
٢ . ١ . ١ تعریف مفهوم به سره کارایی برای جفریون مفهوم به سره کارایی تعریف .٢ . ١ . ١ گزاره

ͬ باشد. م نیز لازم باشد متناهͬ ضابطه ها تعداد اگر اما است کافͬ
اصلͬ هدف با است بهتر که معتقدیم ما و دارد، کمتری محدودیت ٢ . ١ . ١ تعریف کلͬ، به طور
ͬ کند م پیشنهاد را کارایی از محدودی ”تعریف باشد نامتناهͬ I اگر که باشیم موافق جفریون



١٧ نتایج توصیف
رضایت بخش تری توصیف (b) و ͬ برد م بین از را خاص غیرمتشابه نوع ی کارای نقاط (a) که
مشخصه های ٢ . ١ . ١ تعریف تنها که کرد خواهیم ثابت ما خاص، به طور . ͬ دهد” م خود به   را
با وزن دار سری های یا مجموع های وزن دار برای جواب به  عنوان را جفریون سره کارای نقاط
نقطه به تقریب بهترین به عنوان و [١] ͬ کند م حفظ محدب مسائل برای مثبت اکیدا وزن های
هم·رایی فرض بدون شده اصلاح چبیشف نرم یا افزوده چبیشف نرم های از استفاده با ایده آل
چنین که دهیم نشان تا داد خواهیم نشان را نقضͬ مثال های هم چنین ما [١٩ ،١۶] ͬ باشد م
در باشد. متناهͬ ضابطه ها تعداد این که م·ر است، غلط اصلͬ تعریف برای معمولا نتایجͬ
بنسون توسط شده ارائه سره کارایی مفهوم با نیز ٢ . ١ . ١ تعریف که ͬ کنیم م اشاره ما نهایت
ͬ دهد. م تعمیم را C ⊆ V مخروط برای [۶] بوروین توسط قبلͬ تعریف که دارد مطابقت [٢]
است، شده تدوین V = Rp با متناهͬ بعد با مسائل برای فقط اصل در بنسون تعریف اگرچه

داد. تعمیم نامتناهͬ بعد با مسائل به سادگͬ به ͬ توان م را مفهوم این اما
و باشد کارا آن اگر است بنسون مفهوم به سره کارای x٠ ∈ X نقطه ی .٢ . ١ . ٢ تعریف

cl(cone(f(X)− {f(x٠)} − C)) ∩ C = {٠},
و ͬ شود م استفاده متناظر شده تصویر مخروط بستار دادن نشان برای ”Cl(cone)” نماد که
تعریف دستیابی قابل ضابطه های بردار های از مجموعه ای عنوان به f(X) := {f(x) : x ∈ X}

ͬ شود. م
جفریون مفهوم به سره کارایی معادل بنسون مفهوم به سره کارایی C = V≥ برای .٢ . ١ . ٢ گزاره

است. ٢ . ١ . ١ ازتعریف استفاده با
فوق رابطه ی درستͬ باشد متناهͬ ضابطه ها تعداد اگر ،[٢] بنسون در ٣.٢ قضیه اثبات برهان.
نسبت چون ͬ باشد. م برقرار نیز نامتناهͬ شمارای حالت در مشابه به طور و ͬ کند م ایجاد را
اثبات مخصوصا، شده اند. گرفته نظر در نقطه ای به صورت رابطه ها همه ی و محدودیت ها حدی
بخش در است لازم جفریون مفهوم به سره کارایی برای بنسون، مفهوم به سره کارایی این که
دلخواه تعداد برای هم چنین که است، آمده [۶] بوروین در ١ گزاره براساس ٣.٢ قضیه از (i)
به آن به جای و کرد خواهیم نظر صرف قبلͬ اثبات های این تکرار از ما است. برقرار اهداف از

ͬ کنیم. م مراجعه بیشتر جزئیات برای اصلͬ ͽمرج

نتایج توصیف ٢ . ٢
حداکثر مسئله بین رابطه ابتدا [١] جفریون توسط سره کارایی اصلͬ تحلیل و تجزیه با مشابه

ͬ کنیم: م بررسͬ را زیر اس΄الر حداکثر مسئله و (٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP برداری
(Pλ) : maxx∈X

∑
i∈I

λifi(x), (٢ . ٢)



نامتناهͬ ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی برای جفریون سره کارایی تعریف ١٨
است. شده i∈I∑نرمال λi = ١ به صورت معمولا که است منفͬ غیر پارامتر بردار ی λ ∈ V≥ که
اگر آن مقدار که است نامتناهͬ سری ی فوق مجموع آن گاه باشد، نامتناهͬ I اگر خاص به طور
است لازم مناسب نرمال سازی ی و ͬ شود م تعریف حد ی به عنوان فقط باشد داشته وجود
کران دار (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ مسئله سوپرمم یا حداکثر مقدار که شود تضمین تا

ͬ کنیم: م محدود زیر مجموعه دو از ی΄ͬ به را λ پارامتر بردار انتخاب رو این از است.
Λ := {λ ∈ V :

∑
i∈I

λi = ١, λi ≥ ٠ ∀i ∈ I};

Λ̊ := {λ ∈ V :
∑
i∈I

λi = ١, λi > ٠ ∀i ∈ I}.

شده تعریف Pλ وزن دار مجموع مسئله جواب های حسب بر را سره کارایی نقاط که نتایجͬ
۵ . ٢ . ٢ و ٢ . ٢ . ٢ قضیه های در تعمیم یافته اثبات های با همراه ͬ کند م مشخص (٢ . ٢) به صورت

ͬ دهیم. م ارائه
هر برای λi > ٠ مثبت مولفه های با وزن پارامتر ی λ ∈ Λ̊ کنید فرض [١٣] .٢ . ٢ . ١ قضیه
شده تعریف Pλ وزن دار مجموع مسئله برای بهینه حواب ی x٠ ∈ X اگر باشد. i = ١, . . . , p
(٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP برای سره کارای جواب ی x٠ آن گاه باشد، (٢ . ٢) به صورت

است.
به M ی است سره کارای x٠ دهیم نشان این که برای است. واض x٠ بودن کارا برهان.
x٠ کنید فرض .M := (p − ١)maxi,j

λj

λi
ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم. م انتخاب بزرگ کافͬ اندازه

که دارد وجود fi(x) < fi(x
٠) با x ∈ X و i ∈ {١,٢, . . . , p} اندیس لذا نباشد سره کارای

بنابراین .fj(x) > fj(x
٠) با j ∈ {١,٢, . . . , p} هر برای fi(x٠)− fi(x) > M(fj(x)− fj(x

٠)

fi(x
٠)− fi(x) > (p− ١)max

i,j

λj
λi

(fj(x)− fj(x
٠))

لذا
fi(x

٠)− fi(x) > (p− ١)λj
λi

(fj(x)− fj(x
٠))

ببندیم ͽجم j ̸= i روی بر سپس و کنیم ضرب λi

p−١ در را فوق رابطه طرفین اگر .j ̸= i هر برای
داریم:

λi(fi(x
٠)− fi(x)) >

∑
j ̸=i

λj(fj(x)− fj(x
٠)) ⇒

λifi(x
٠) +

∑
j ̸=i

λjfj(x
٠) > λifi(x) +

∑
j ̸=i

λjfj(x)

لذا
p∑

i=١
λifi(x

٠) >
p∑

i=١
λifi(x)

دارد. تناقض وزن دار مجموع مسئله برای x٠ بهینگͬ با که



١٩ نتایج توصیف
i ∈ I هر برای λi > ٠ مثبت مولفه های با وزن پارامتر ی λ ∈ Λ̊ کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
ی x٠ آن گاه باشد، (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ برای بهینه حواب ی x٠ ∈ X اگر باشد.

است. (٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP برای سره کارای جواب
نشان آن اثبات که است، معادل ٢ . ٢ . ١ قضیه با ٢ . ٢ . ٢ قضیه آن گاه باشد، متناهͬ I اگر
برای است. ضابطه ها تعداد p که است سره کارایی ،M = (p−١)maxi,j{λj/λi} با x٠ که ͬ دهد م
به خصوص و ͬ کند، م میل بی نهایت به لزوما M برای مقدار این اما اهداف، از بیشتری تعداد
نادرست سره کارایی اصلͬ تعریف برای ٢ . ٢ . ٢ قضیه بیان M انتخاب این با .p = ∞ برای
ارائه را ͬ تری کل اثبات ما بنابراین، شود. انتخاب i از مستقل و ی΄نواخت باید M که ͬ باشد، م
از اکنون اما ͬ کند، م کار شد ارائه [١] در که آن چه مثل بزرگ تر بخش های در که ͬ دهیم م
بستگͬ مسئله ضابطه های واقعͬ تعداد به که ͬ کنیم م استفاده Mi برای مختلف گزینه های

ندارد.
و i ∈ I هر برای λi > ٠ و ∑i∈I λi = ١ به طوری که باشد، ثابت λ ∈ Λ̊ کنید فرض برهان.
است. واض x٠ بودن کارا باشد. بهینه (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ در x٠ ∈ X کنید فرض

با ٢ . ١ . ١ تعریف و است سره کارای x٠ که دهیم نشان باید فقط ما بنابراین
Mi :=

∑
j ̸=i λj

λi
=

١ − λi
λi

, (٢ . ٣)
ایجاد منظور به کنید، فرض حال ͬ  باشد. م برقرار است متناهͬ و مثبت اکیدا i ∈ I هر برای که
و fi٠(x١) > fi٠(x٠) که به طوری دارد وجود x١ ∈ X نقطه ی و i٠ ∈ I اندیس ی تناقض ی

fi٠(x١)− fi٠(x٠) > Mi٠(fj(x٠)− fj(x
١)) (۴ . ٢)

نامساوی این هستند مثبت (۴ . ٢) Mi٠در و چپ سمت چون .fj(x٠) > fj(x
١) با j ∈ I هر برای

این از ی هر ͬ توانیم م ما که ͬ دهد م نتیجه این . است درست fj(x٠) ≤ fj(x
١) اگر هم چنین

کردن پیدا برای کنیم ͽجم هم با را آن ها و کنیم ضرب متناظرش λj(j ̸= i٠) در را نامساوی ها
∑این که

j ̸=i٠
λj(fi٠(x١)− fi٠(x٠)) > Mi٠

∑
j ̸=i٠

(λj(fj(x
٠)− fj(x

١))). (۵ . ٢)

ͬ دهد م نتیجه (۵ . ٢) آرایش تجدید و ∑j ̸=i٠
λj

Mi٠ = λi٠ داریم ،(٢ . ٣) در i = i٠ با Mi تعریف با
به صورت شده تعریف Pλ در ͬ تواند نم x٠ که ͬ دهد م نشان که ∑i∈I λifi(x

١) >∑i∈I λifi(x
٠)

و است اشتباه ما فرض نتیجه در ͬ باشد. م ما اولیه فرض با تناقض در که باشد، بهینه (٢ . ٢)
ͬ باشد. م سره کارایی هم چنین x٠

به خصوص است. برقرار باشد نامتناهͬ یا متناهͬ I مجموعه این که از نظر صرف فوق اثبات
آن گاه |I| = p اگر

max
i∈I

{Mi} = max
i∈I

{
∑
j ̸=i

λj
λi

} ≤ max
i∈I

{(p− ١)λj
λi

}.



نامتناهͬ ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی برای جفریون سره کارایی تعریف ٢٠
از بزرگ تر هیچ گاه (٢ . ٣) در شده داده ثابت های آن گاه باشد متناهͬ I اگر که شود توجه
آن گاه باشد نامتناهͬ I اگر ͬ باشد. نم جفریون اصلͬ قضیه اثبات در شده داده ثابت های
که ͬ دهد م نشان ندارد.این وجود limMi = supMi = ∞ بنابراین و limλi = inf λi = ٠
پیدا ادامه M ی΄نواخت انتخاب با نامتناهͬ ضابطه های برای است مم΄ن ٢ . ٢ . ٢ قضیه برقراری

. نکند

محدب مسائل برای وزن  دار مجموع روش ٢ . ٢ . ١
کنید فرض و باشد محدب مجموعه ی X ⊂ Rn کنید فرض [١٣] فارکاس لم .٢ . ٢ . ٣ قضیه
hk(x) > ٠ سیستم اگر آن گاه باشند مقعر توابعͬ hk : Rn −→ R (∀k = ١, . . . , p)∑p

k=١ λk = ١, λk ≥ ٠ دارد وجود آن گاه باشد نداشته x ∈ X جواب هیچ (∀k = ١, . . . , p)
به طوری که

∀x ∈ X :

p∑
k=١

λkhk(x) ≤ ٠.

به fi : X → R کنید فرض و باشد محدب مجموعه ی X کنید فرض [١٣] .۴ . ٢ . ٢ قضیه
(٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP در سره کارای x٠ آن گاه باشند. مقعر i = ١, . . . , p هر ازای
(٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ در x٠ به طوری که باشد داشته وجود λ ∈ Λ̊ اگر تنها و اگر است

باشد. بهینه
دهیم نشان کافیست کردیم. ثابت قبلا که ͬ باشد م ٢ . ٢ . ١ قضیه قضیه، عکس قسمت برهان.
جواب x٠ به طوری که دارد وجود λi > ٠ (∀i = ١, . . . , p) آن گاه باشد سره کارای x٠ اگر که
به بنا باشد. سره کارای x٠ کنید فرض است. (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ مسئله بهینه

سیستم ،i = ١, . . . , p هر برای به طوری که دارد وجود M > ٠ عدد ی تعریف،
fi(x) > fi(x

٠),
fi(x) +Mfj(x) > fi(x

٠) +Mfj(x
٠), j ̸= i, j = ١,٢, . . . , p.

وجود فوق سیستم امین i برای فارکاس) (لم فوق قضیه به بنا نتیجه در نیست. جواب دارای
برقرار زیر نامساوی x ∈ X هر برای به طوری که ∑p

i=١ λik = ١ با λik > ٠ (∀k = ١, . . . , p) دارد
است:

λiifi(x) +
∑
k ̸=i

λik(fi(x) +Mfk(x)) ≤ λiifi(x
٠) +

∑
k ̸=i

λik(fi(x
٠) +Mfk(x

٠))

⇒ λiifi(x) +
∑
k ̸=i

λikfi(x) +M
∑
k ̸=i

λikfk(x) ≤ λiifi(x
٠) +

∑
k ̸=i

λikfi(x
٠) +M

∑
k ̸=i

λikfk(x
٠)

⇒
p∑

k=١
λikfi(x) +M

∑
k ̸=i

λikfk(x) ≤
p∑

k=١
λikfi(x

٠) +M
∑
k ̸=i

λikfk(x
٠)



٢١ نتایج توصیف
⇒ fi(x) +M

∑
k ̸=i

λikfk(x) ≤ fi(x
٠) +M

∑
k ̸=i

λikfk(x
٠)

داریم i روی بستن ͽجم با لذا است. برقرار i = ١, . . . , p هر برای فوق نامساوی
p∑

k=١
fi(x) +M

p∑
k=١

∑
k ̸=i

λikfk(x) ≤
p∑

k=١
fi(x

٠) +M

p∑
k=١

∑
k ̸=i

λikfk(x
٠)

⇒
p∑

k=١
(١ +M

∑
k ̸=i

λik)fk(x) ≤
p∑

k=١
(١ +M

∑
k ̸=i

λik)fk(x
٠) ∀x ∈ X

داریم: (١ +M
∑

k ̸=i λ
i
k) کردن نرمال با

p∑
k=١

µkfk(x) ≤
p∑

k=١
µkfk(x

٠)

ͬ شود. م تمام اثبات و ∑p
k=١ µk = ١ که

سره کارایی برای کافͬ و لازم شرط ی و ͬ باشد. م ۴ . ٢ . ٢ قضیه از تعمیمͬ بعد قضیه
ͬ دهد. م ارائه را مناسب تعقر و تحدب فرض تحت

هر ازای به fi : X → R کنید فرض و باشد محدب مجموعه ی X کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه
است (٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP در سره کارای x٠ آن گاه باشند. مقعر X روی i ∈ I

باشد. بهینه (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ در x٠ به طوری که باشد داشته وجود λ ∈ Λ̊ اگر

در شده داده اثبات با مقایسه در ͬ شود. م نتیجه ٢ . ٢ . ٢ قضیه از ۵ . ٢ . ٢ قضیه کافͬ شرط
ی و هان‐باناخ تفکی قضیه از که دارد کوچ تغییر ی به نیاز لازم شرایط اثبات [١]
ارائه اثبات .[۶ . ٢ . ٢ ͬ کند[قضیه م استفاده محدب توابع و مجموعه ها مناسب دگرین قضیه
که ͬ دهد، م نشان را i ∈ I هر برای λi > ١ با λ ∈ V بردار ی وجود [١] جفریون توسط شده
بنابراین، ͬ باشد. م است متناهͬ ضابطه ها تعداد که حالتͬ برای شود نرمال λ ∈ Λ̊ با ͬ تواند م
تولید برای را ضرایب از اضافͬ مجموعه ی ی ما آن در که ͬ دهیم، م ارائه را ͬ تری کل اثبات ما
I این که از نظر صرف ͬ کنیم م اضافه ی به که مولفه هایی با λ ∈ Λ̊ شده نرمال بردار ی

ͬ گیریم. م نظر در خیر یا است متناهͬ

جواب ی x٠ و باشند مقعر fiها همه ی باشد، محدب  X کنید فرض لازم) (شرط برهان.
سیستم به طوری که دارد وجود Mi <∞ ،i ∈ I هر برای ،٢ . ١ . ١ تعریف با باشد. سره کارای

fi(x) > fi(x
٠)

fi(x) +Mifj(x) > fi(x
٠) +Mifj(x

٠), ∀j ̸= i



نامتناهͬ ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی برای جفریون سره کارایی تعریف ٢٢
برای [۶ . ٢ . ٢ [قضیه جردن دگرین قضیه از تعمیمͬ از استفاده با ندارد. X در جوابی هیچ

که به طوری دارد وجود λi ∈ Λ ،i ∈ I هر
λiifi(x) +

∑
j ̸=i

λij(fi(x) +Mifj(x)) ≤ λiifi(x
٠)

+
∑
j ̸=i

λij(fi(x
٠) +Mifj(x

٠)),
(۶ . ٢)

مناسب، آرایش تجدید از پس و معادل به طور یا
fi(x) +Mi

∑
j ̸=i

λijfj(x) ≤ fi(x
٠) +Mi

∑
j ̸=i

λijfj(x
٠), x ∈ X,

کنید تعریف زیر صورت به را µ ∈ V> ضرایب از بردار ی و کنید انتخاب را λ٠ ∈ Λ̊ ی حالا
µi :=

λ٠
i١ +Mi(١ − λii)

, (٢ . ٧)
متناظرش µi با را (۶ . ٢) در نامساوی های از ی هر اگر است. متناهͬ و مثبت i ∈ I هر برای که

ͬ گیریم م نتیجه سازیم، مرتب دوباره و ͽجم هم با را آن ها و کنیم ضرب
∑
i∈I

µi +∑
j ̸=i

µjMjλ
j
i

 fi(x) ≤
∑
i∈I

µi +∑
j ̸=i

µjMjλ
j
i

 fi(x
٠), x ∈ X,

در λ٠ ∈ Λ̊ انتخاب و (٢ . ٧) به توجه با و هستند مثبت λi = µi +
∑

j ̸=i µjMjλ
j
i ضرایب که

ͬ کنند: م صدق زیر روابط
∑
i∈I

λi =
∑
i∈I

µi +∑
j ̸=i

µjMjλ
j
i

 =
∑
i∈I

µi +
∑
j∈I

µjMj

∑
j ̸=i

λji


=
∑
i∈I

µi
(١ +Mi(١ − λii)

)
=
∑
i∈I

λ٠
i = ١.

است. λ ∈ Λ̊ با (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ مسئله برای بهینه جواب ی x٠ بنابراین
اثبات دارد، fi ضابطه هر برای Mi ثابت تعریف به بستگͬ که ۵ . ٢ . ٢ قضیه اثبات برخلاف
البته ͬ کند. م کار i ∈ I هر برای M =Mi ی΄سان ثابت تابع بی نهایت برای مشابه طور به فوق
٢ . ١ . ١ تعریف با سره کارایی برای شده اثبات شرط ضرورت زیرا است، ٢ . ١ . ١ گزاره با موافق این

باشد. لازم جفریون اصلͬ تعریف به توجه با سره کارایی برای باید نیز
gi : X → R و محدب و ناتهͬ مجموعه ی X کنید فرض ([٢٠] ١ (منگاساریان .۶ . ٢ . ٢ قضیه
هر آن گاه باشد. supx∈X{gi(x) : i ∈ I} < ∞ باشد به طوری که i ∈ I هر برای محدب توابعͬ

از ی
1Mangasarian



٢٣ نتایج توصیف
،i ∈ I هر برای gi(x) < ٠ به طوری که دارد وجود x ∈ X .i

یا
،x ∈ X هر برای ∑i∈I λigi(x) ≥ ٠ به طوری که دارد وجود λ ∈ Λ .ii

است. برقرار دو هر نه اما
هر برای gi(x) < ٠ به طوری که دارد وجود x ∈ X آن گاه باشد، درست (i) اگر اول، برهان.
هم زمان (ii) نتیجه در و ،λ ̸= ٠ و λ ∈ V≥ اگر ∑i∈I λigi(x) < ٠ که ͬ دهد م نتیجه این .i ∈ I

باید (ii) باشد آن گاه غلط (i) هرگاه که ͬ دهیم م نشان تنها ازاین رو باشد. درست ͬ تواند نم
برای ͬ کنیم. م تعریف S := ∪x∈XS(x) و S(x) := {s ∈ V : si > gi(x)∀i ∈ I} باشد. درست
بنابراین و هستند، محدب gi هر و X زیرا است محدب و ناتهͬ S(x) مجموعه ،x ∈ X هر
مجموعه و S ٠ به طوری که /∈ S آن گاه باشد، غلط (i) اگر حال، است. محدب و ناتهͬ S نیز
هان‐ تفکی قضیه   ی به وسیله ی ازاین رو هستند. هم) از ناپیوسته(جدا T = {٠} عضوی تک
دارد وجود L : V → R پیوسته تابع ی که ͬ گیریم م نتیجه محدب، مجموعه های برای باناچ
جمͽ پذیر) یا نامنفͬ لزوما هر(نه برای ،s ∈ S هر برای L(s) =

∑
i∈I λisi > ٠ به طوری که

انتخاب ١ به جمͽ پذیر ͬ تواند م و است نامنفͬ ͽواق در λi که ͬ دهیم م نشان ادامه در .λ ∈ V

ͬ تواند م si هر به طوری که است بی کران بالا از S که باشید داشته توجه این، برای شود.
انتخاب i ∈ I هر برای جمعͬ به صورت و تنهایی به جداگانه به صورت بزرگ دلخواه به صورت
نتیجه دومͬ .λ(s) > ٠ زیرا λ ̸= ٠ و i ∈ I هر برای λi ≤ ٠ که ͬ دهد م نتیجه اولͬ شود.
انتخاب ͬ توانیم م ما کلیت، دادن دست از بدون بنابراین، و باشد، جمͽ پذیر باید λ که ͬ دهد م

.∑i∈I λi = ١ کنیم

نامحدب مسائل برای چبیشف نرم روش ٢ . ٢ . ٢
ͬ دهد م نشان و ͬ کند م بررسͬ را موضعͬ سره کارایی مفهوم نامحدب مسائل برای [١] جفریون
به طور محدودیت ها و هدف توابع تمام کند، صدق تعریف این در x٠ ∈ X جواب ی اگر که
وضرایب λ ∈ Λ̊ آن گاه باشد، برقرار کان‐تاکر قیدی توصیف اگر و باشند مشتق پذیر پیوسته
به صورت شده تعریف Pλ برای اول مرتبه بهینگͬ شرایط در x٠ با همراه که دارد وجود لاگرانژی
چبیشف یا l∞ وزن دار نرم از مختلف تعمیم های از استفاده با سپس ͬ کنند. م صدق (٢ . ٢)
شده ی افزوده وزن دار نرم و [١٧ ،١۶] چبیشف شده ی اصلاح دار وزن نرم روش در رفته به کار
به نرم ها این از کدام هر تعریف شد. ارائه سره کارایی از کاملͬ مشخصه [١٩ ،١٨] چبیشف
شده تعریف زیر صورت به آن اجزای که دارد، بستگͬ u ∈ V اتوپین یا ایده آل بردار ی وجود

است
ui := τ + sup

x∈X
{fi(x)} ∀i ∈ I, (٢ . ٨)



نامتناهͬ ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی برای جفریون سره کارایی تعریف ٢۴
سوپریمم که زمانͬ تنها که شود توجه است. کوچ دلخواه به طور مقدار ی τ > ٠ آن در که
این ادامه در ͬ شود. م خوش تعریف اتوپین نقطه باشد، متناهͬ و ٢ . ٨   موجود در شده داده

است. خوش تعریف u که ͬ کنیم م فرض بخش
ی u ∈ V کنید فرض و باشد، اکید مثبت پارامتری بردار ی λ ∈ Λ̊ کنید فرض .٢ . ٢ . ٧ قضیه
(٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP در سره کارای x٠ ∈ X شدنͬ نقطه ی باشد. اتوپین نقطه
x٠ به طوری که باشند داشته وجود α > ٠ اس΄الر ی و µ ∈ V≥ بردار ی اگر فقط و اگر است

باشد زیر مینیمم مسئله برای بهینه
(P∞) min sup

i∈I
{µi(ui − fi(x))} − α

∑
i∈I

λifi(x).

s.t. x ∈ X.

(٢ . ٩)

بنابراین باشد، بهینه (٢ . ٩) به صورت شده تعریف P∞ در x٠ کنید فرض کافͬ) (شرط برهان.
sup
i∈I

{µi(ui − fi(x
٠))} − α

∑
i∈I

λifi(x
٠) ≤ sup

i∈I
{µi(ui − fi(x))} − α

∑
i∈I

λifi(x) (٢ . ١٠)

است، واض است کارا x٠ این که اثبات .M := supi∈I{µi} ͬ دهیم م قرار .x ∈ X هر برای
با ١ . ٣ . ١ تعریف در و است سره کارای x٠ که ͬ دهیم م نشان فقط ما بنابراین

Mi :=
١
λi

(
M

α
+ (١ − λi)), (٢ . ١١)

وجود i٠ ∈ I اندیس ی که کنید فرض ͬ کند. م صدق است متناهͬ و مثبت i ∈ I هر برای که
اندیس ی که ͬ دهیم م نشان ما .x١ ∈ X ی برای fi٠(x١) > fi٠(x٠) به طوری که باشد داشته

به طوری که دارد وجود j ∈ I دی·ر
fj(x

٠) > fj(x
١), (٢ . ١٢)

fi٠(x١)− fi٠(x٠) ≤Mi٠(fj(x٠)− fj(x
١)). (٢ . ١٣)

کنید تعریف و باشد دلخواه اس΄الر ی β > ١ کنید فرض شروع، برای
δ := sup

i∈I
{fi(x٠)− fi(x

١)}/β,

کارا x٠ این که از است. کران دار ،f : X → V برای ،٢ . ١ بخش آغاز در V ما فرض براساس که
.j اندیس ی حداقل برای fj(x٠) < fj(x

١) باید که ͬ گیریم م نتیجه ،fi٠(x٠) < fi٠(x١) و است
به طوری که j ∈ I دارد وجود ،β > ١ و سوپریمم تعریف با و ،δ > ٠ بنابراین

fj(x
٠)− fj(x

١) ≥ δ (١۴ . ٢)
sup
i∈I

{µi(ui − fi(x
١))} − sup

i∈I
{µi(ui − fi(x

٠))} ≤ sup
i∈I

{µi(fi(x٠)− fi(x
١))}



٢۵ نتایج توصیف
≤Mβδ,

x = x١ برای را fi٠(x)−fi٠(x٠) عبارت اگر این، علاوه بر ͬ دهد. م نتیجه را (٢ . ١٢) ،(١۴ . ٢) که
داریم: کنیم ترکیب فوق معادله دو با را حاصل معادله و جدا کنیم (٢ . ١٠) از

fi٠(x١)− fi٠(x٠) ≤ ١
αλi٠

(
sup
i∈I

{µi(ui − fi(x
١))} − sup

i∈I
{µi(ui − fi(x

٠))}

+α
∑
i ̸=i٠

λi(fi(x
٠)− fi(x

١))


≤ βδ

λi٠

(
M

α
+ (١ − λi٠)

)
≤ β

λi٠

(
M

α
+ (١ − λi٠)

)(
fj(x

٠)− fi(x
١))
)
.

برای را (٢ . ١٣) هم چنین این کرد، انتخاب ١ به نزدی دلخواه صورت به ͬ توان م را β این که از
در سره کارایی x٠ رو این از ͬ دهد. م نشان شده تعریف (٢ . ١١) در که همان گونه i = i٠ با Mi

است. کامل اثبات و است (٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP

در سره کارایی x٠ کنید فرض و باشد، شده داده u ∈ V و λ ∈ Λ̊ کنید فرض لازم) (شرط
که دهیم نشان باید ما باشد. i ∈ I هر برای Mi < ∞ با (٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP

است. بهینه (٢ . ٩) به صورت شده تعریف P∞ در x٠ که به طوری دارند وجود µ ∈ V> و α > ٠
و ،٠ < µi ≤ ١/τ <∞ به طوری که ،µi := ١/(ui − fi(x

٠)) کنید فرض
sup
i∈I

{µi(ui − fi(x
٠))} = µi(ui − fi(x

٠)) = ١ for all i ∈ I. (١۵ . ٢)

به طوری که دارد وجود i ∈ I اندیس ی حداقل x ∈ X هر برای به طور خاص است، کارا x٠ چون
داشته اگر از این رو، .x ∈ X هر برای supi∈I{µi(ui − fi(x

٠))} ≥ ١ بنابراین fi(x٠) ≥ fi(x)

آن گاه ،x ∈ X هر برای ∑i∈I λifi(x
٠) ≥∑i∈I λifi(x

٠) باشیم
sup
i∈I

{µi(ui − fi(x
٠))} − α

∑
i∈I

λifi(x
٠)

≤ sup
i∈I

{µi(ui − fi(x))} − α
∑
i∈I

λifi(x)

به طوری که باشد داشته وجود x١ ∈ X فرض  کنیم بنابراین، است. کامل اثبات و α > ٠ هر برای
تعریف و ،δ := supi∈I{ui − fi(x

٠)} ≥ τ > ٠ کنید فرض .∑i∈I λifi(x
١) > ∑

i∈I λifi(x
٠)

 کنیم
γ :=

∑
i∈I

λi(fi(x
١)− fi(x

٠))/δ > ٠, (١۶ . ٢)

ͬ گیریم م نتیجه است مثبت اکیدا مولفه های دارای λ ∈ Λ̊ چون بنابراین
ͬ شود. م ی آن ها مجموع که ،i ∈ I اندیس ی حداقل برای  fi(x١) − fi(x

٠) ≥ γδ > ٠



نامتناهͬ ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی برای جفریون سره کارایی تعریف ٢۶
دارد وجود دی·ری j ∈ I اندیس ،x٠ سره کارایی به بنا .α := (Miδ)

−١ > ٠ ͬ دهیم م قرار حال،
و fj(x٠) > fj(x

١) به طوری که
fi(x

١)− fi(x
٠) ≤Mi(fj(x

٠)− fj(x
١)).

ͬ گیریم م نتیجه ،(١۶ . ٢) از استفاده و نامساوی این بازنویسͬ با
uj − fj(x

١)
uj − fj(x٠) ≥ ١ +

fj(x
١)− fj(x

٠)
Mi(uj − fj(x٠)) ≥ ١ + αγδ. (٢ . ١٧)

که ͬ شود م نتیجه ،(٢ . ١٧) با همراه i = j برای µi تعریف از استفاده با بنابراین

sup
i∈I

{µi(ui − fi(x
١))} − α

∑
i∈I

λifi(x
١) ≥ uj − fj(x

١)
uj − fj(x٠) − α

∑
i∈I

λifi(x
١)

≥ ١ + α

(
γδ −

∑
i∈I

λifi(x
١)
)

= sup
i∈I

{µi(ui − fi(x
٠))} − α

∑
i∈I

fi(x
٠)

مسئله برای x٠ که ͬ دهد م نشان این ͬ شود. نتیجه م (١۶ . ٢) و (١۵ . ٢) از تساوی آخرین که
ͬ شود. م کامل ٢ . ٢ . ٧ قضیه اثبات بنابراین و است بهینه (٢ . ٩) به صورت شده تعریف P∞

ارائه ۴.٣ قضیه همان ٢ . ٢ . ٧ قضیه ی آن گاه باشد، λi = ١ ،i ∈ I هر برای و متناهͬ I اگر
توسط چبیشف شده ی وزن دارافزوده نرم براساس که ͬ شود م [٢١] کالیسزوس΄ͬ توسط شده
شده تعریف ∑i∈I(u− fi(x)) جای·زین عبارت از استفاده با و [١٩] چو و استویر و [١٨] استویر
ضرایب کردن اضافه و ∑i∈I ui ثابت مقدار حذف با را اصطلاح این ما فوق، عبارت در است.
مجموع جملات تعداد اگر هم چنین و مجموع، باقیمانده ی هم·رایی از اطمینان برای λ ∈ Λ̊

که ͬ دهد م نشان [٢١] کالیسزوس΄ͬ در شده ارائه قضیه اثبات ͬ کنیم. م اصلاح باشد بی نهایت
حل ضابطه متناهͬ تعداد با را (٢ . ٩) به صورت شده تعریف P∞ مسئله x٠ ∈ X نقطه ی اگر
زیر به صورت هم متناظر M ثابت  و است، سره کارای جفریون معنای به آن گاه ،(|I| = p) کند

ͬ شود: م انتخاب
M ≤ max

i∈I
{µi + (p− ١)α}/α

است مم΄ن مقدار این یابد، افزایش ضابطه ها تعداد اگر  ۵ . ٢ . ٢ قضیه اثبات با مشابه این حال، با
این که از مستقل که داریم، Mi ثابت های تعریف به نیاز ما بنابراین کند میل بی نهایت سمت به
چندین از [٢١] کالیسزوس΄ͬ اولیه اثبات این که دی·ر نکته ͬ باشند. م خیر یا است متناهͬ I

به طوری که ͬ کند، م استفاده k خاص اندیس  های انتخاب برای arg max یا arg min عمل·ر
uk − fk(x

٠) = max
i∈I

{ui − fi(x
٠)},

عمل·رهایی توسط سادگͬ به ͬ توان نم را آن و است، نادرست عبارت این باشد،  نامتناهͬ I اگر که
مهمͬ جزئیات در زیر اثبات بنابراین، کرد. جای·زین ͬ کنند م استفاده اینفیمم و سوپریمم از که



٢٧ مثال ها
٢ . ٢ . ٢ قضیه قبلͬ اثبات در که همان طور است. متفاوت است آورده [٢١] کالیسزوس΄ͬ آن چه با
کلͬ حالت در که ͬ کند م ایجاب ،(٢ . ١١) رابطه به صورت Mi انتخاب برای ما تصمیم شد، دیده
برای مشترک بالا کران ی ،limλi = inf λi = ٠ آن ها برای که ضابطه نامتناهͬ تعداد برای
هر برای آن گاه باشد، کران دار |I| = p اگر دی·ر طرف از ندارد. وجود limMi = supMi = ∞

در ١ − λi بنابراین و ،∑i∈I λi = p داریم مورد این در نتیجه،  در .λi = ١ ͬ دهیم م قرار ،i ∈ I

که ͬ کنیم م مشاهده ویژه به شود. جای·زین p− ١ با هم چنین ͬ تواند م (٢ . ١١)
max
i∈I

{Mi} =M/α+ p١ = (max
i∈I

{µi}+ (p− ١)α)/α,
دارد. همخوانͬ [٢١] در ۴.٣ قضیه اصلͬ گزاره در M انتخاب با که

مثال ها ٢ . ٣
ͬ که حال در ͬ دهیم. م ارائه نتایج از بعضͬ تایید و بحث و دادن نشان برای را مثال چند ما
که فرض کردیم ͬ شود م هم·را λ ∈ Λ̊ و x ∈ X هر برای ∑i∈I λifi(x) این که از اطمینان برای

ͬ کند. م کار فرضیه این بدون نیز ما مثال اولیه راه اندازی ، ∥f(x)∥∞ <∞

اول مثال ٢ . ٣ . ١
fi(x) := ٢i−١)١ − و f٠(x) := x کنید تعریف و I := {٠, ١,٢, . . . }, X := [٠, ١] کنید فرض
هستند، اکید نزولͬ دی·ر های fi تمام و است، اکید صعودی f٠ چون .i ≥ ١ برای ،x)
است. کارا (٢ . ١) به صورت شده تعریف VMP برای x ∈ X شدنͬ نقطه هر که ͬ گیریم م نتیجه
ͬ که درحال هستند، سره کارای ٢ . ١ . ١ تعریف با نقاط این همه که ͬ دهیم م نشان ما علاوه بر این،

است. جفریون اصلͬ تعریف به نسبت سره کارای x = ٠ فقط
فقط x ∈ X ی برای fi(x) > fi(x

٠) نقطه، این در ͬ گیریم. م نظر در را x٠ = ٠ اول ما
و است برقرار i = ٠ برای

f٠(x)− f(٠)٠
fj(٠)− fj(x)

=
x− ٠

٢j−١)١ − (١ − x))
= ٢١−j , j ≥ ١.

i ∈ I هر برای دلخواه صورت به را Miها و M = M٠ ͬ توانیم م ما مورد، این در این رو، از
j ≥ ١ − ln٢(M) هر با سره کارایی شده ی اصلاح و اصلͬ تعریف دو هر در که کنیم، انتخاب

ͬ کند. م صدق
برای بااین حال، است. برقرار x ∈]x٠, ١] انتخاب با و x٠ < ١ برای هم چنین تحلیل همان
j = ٠ برای فقط fj(x٠) > fj(x) و ،i ≥ ١ هر برای fi(x) > fi(x

٠) داریم ،x ∈ [٠, x٠[ و x٠ > ٠
لذا

fi(x)− fi(x
٠)

f٠(x٠)− f٠(x) =
٢i−١))١ − x)− (١ − x٠))

x٠ − x
= ٢i−١ ∀i ≥ ١.



نامتناهͬ ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی برای جفریون سره کارایی تعریف ٢٨
دلخواه به طور ͬ تواند م اما است، کران دار که داریم Mi ≥ ٢i−١ انتخاب به نیاز ما نتیجه  در
تعریف به توجه با هم هنوز x ∈]٠, ١] نقطه هر که ͬ کند م تایید هم چنین این باشد. بزرگ
سره کارایی برای که همان طور ندارد، وجود M > ٠ اس΄الر ی اگرچه است، سره کارای ٢ . ١ . ١
ͬ دهد م نشان مثال این به طورخاص است. نیاز مورد جفریون توسط اصلͬ تعریف به توجه با
کارای همیشه خطͬ مسائل برای کارا جواب های تمام ”که [٢٢] ایزرمن توسط زیر گزاره که
نیست. برقرار جفریون اصلͬ تعریف به توجه با ضابطه نامتناهͬ تعداد برای دی·ر هستند” سره

خطͬ قطعه ای توابع شامل دوم مثال ٢ . ٣ . ٢
هر برای باید f(x) تابع مقادیر آن در که پایان نامه، فرضیات با قبل مثال کردن منطبق برای
تابع هر اما شود، تعریف قبل صورت به f̄٠(x) = f٠(x) ͬ کنیم م فرض ما باشد، کران دار x ∈ X

در که همان طور ͬ کنیم، م تعریف خطͬ قطعه ای معقر تابع ی به صورت را i ≥ ١ برای fi(x)
است. شده داده  نشان ٢ . ١(آ) ش΄ل

f̄i(x) := min{١,٢i−١)١ − x)} i ≥ ١.
خطͬ توابع این همه ی چون و است، متناهͬ x < ١ هر در غیرثابت(موضعͬ) توابع تعداد چون
سره کارایی اکنون x < ١ همه این، بر علاوه  است. اصلͬ تعریف معادل ٢ . ١ . ١ تعریف هستند،
،x٠ = ١ در [١ − ٢١−i, ١[ به i ≥ ١ هر برای x انتخاب کردن محدود با این حال با هستند.
اما است، سره کارای ٢ . ١ . ١ تعریف به توجه با فقط x٠ که ͬ دهد م نشان قبل مشابه تحلیل ی
جوابی λ ∈ Λ̊ ی برای ،x٠ = ١ که ͬ دهیم م نشان ادامه در ما نیست. اصلͬ تعریف به نسبت
باشد نامتناهͬ ضابطه ها تعداد اگر ͬ کند م ثابت که است، (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ از
توجه با سره کارای لزوما اکید مثبت وزن های با (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ جواب های
هر برای λi := (۶/۵)/۴i و λ٠ := ٣/۵ کنید فرض اکنون به طور خاص نیست. اصلͬ تعریف به

لذا باشد. ،i ≥ ١
∞∑
i=٠

λi =
٣
۵ +

٣
١٠
( ∞∑

i=٠
١
۴i

)
=

٣
۵ +

٣
١٠
( ١

١ − ١/۴
)

= ١,

ͬ  گیریم م نتیجه ،λ خاص انتخاب این برای این بر علاوه .λ ∈ Λ̊ بنابراین
∞∑
i=٠

λif̄i(x) ≤
∞∑
i=٠

λifi(x) =
٣
۵
(
x+

١
٢

∞∑
i=٠

٢−i(١ − x)

)

٣
۵
(
x+

١
٢
( ١

١ − ١/٢
)
(١ − x)

)
=

٣
۵ =

∞∑
i=٠

λif̄i(١),
اکید مثبت وزن های با (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ برای، جواب ی ،x٠ = ١ نتیجه در و
و تجزیه آن گاه کنیم، آرایش تجدید را fi(x) نشده قطعه ای توابع ما اگر علاوه بر این، ͬ باشد. م
با (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ ، برای جوابی x نقاط همه ی که ͬ دهد م نشان فوق تحلیل



٢٩ مثال ها
کارای x٠ = ٠ نقطه فقط مورد این در اگرچه ͬ باشند. م λ ضرایب بردارهای از ی΄سانͬ مقادیر
ͬ شود م نامطلوب وضعیت به منجر نیز اصلͬ تعریف این رو، از بود. اصلͬ تعریف به توجه با سره
است مم΄ن آن ها از برخͬ که کند ایجاد را جواب چندین است مم΄ن λ ∈ Λ̊ بردار همان که

باشند. ناسره کارای است مم΄ن آن ها از برخͬ و باشند سره کارای
که، ͬ  دانیم م ۵ . ٢ . ٢ قضیه از ما ،f̄i(x) برای دی·ر سره کارای نقاط از ی هر تولید برای
به صورت شده تعریف Pλ از جوابی x به طوری که دارد وجود λ ∈ Λ̊ بردار ،x ∈ [٠, ١[ هر برای
ͬ توانیم م کلͬ حالت در است، نابدیهͬ برداری چنین از روشن ساختار ی چند هر است. (٢ . ٢)
٢ . ١(ب) ش΄ل در که آوریم دست به شده ذکر غیر خطͬ خاص مثال ی برای را خاصͬ طرح

است. شده داده  نشان

مقعر چندجمله ای توابع شامل سوم ٢ . ٣ . ٣ مثال
که ͬ کنیم م فرض مثال این در است، ما شده داده نشان ٢ . ١(ب) ش΄ل در که همان طور
و f٠(x) := x ͬ دهیم م قرار اما باشد. شده تعریف قبل مانند X := [٠, ١] و I := {٠, ١,٢, . . . }
کارای x ∈ X هر ٢ . ١(آ)، ش΄ل مثال اساسͬ ͬ های ویژگ حفظ با .i ≥ ١ هر برای fi(x) := ١−xi
کارای جفریون اصلͬ تعریف به توجه x  با = ١ ͬ که در حال ͬ باشد م ٢ . ١ . ١ تعریف به نسبت سره
f١(x) = ١−x تابع ما اگر که باشیم داشته  توجه باید ما قبل، برخلاف این حال، با نیست. سره
ب·یریم، نظر در I = {٠,٢,٣, . . . } با فقط را (٢ . ١) به صورت شده تعریف VMPو کنیم حذف را
به طور خاص بود. نخواهد سره کارای تعاریف، از ی هیچ به نسبت دی·ر x = ٠ نقطه آن گاه

نیستند. سره کارای که باشند نقاطͬ هنوز است مم΄ن کنیم استفاده ٢ . ١ . ١ تعریف از اگر
دارد وجود λ ∈ Λ̊ بردار ی ،x ∈ X شدنͬ جواب هر برای که ͬ دهیم م نشان ادامه در ما
کنید فرض است. (٢ . ٢) به صورت شده تعریف Pλ برای منحصر به فرد جواب ی x به طوری که
نتیجه در .i ≥ ١ هر برای ،λi := ri/i و λ٠ := ١ + ln(١ − r) دهید قرار و ،٠ < r < ١ − ١/e
هر برای که طبیعͬ ل·اریتم سری های بسط کم با علاوه بر این، و ،i ≥ ٠ هر برای λi > ٠

داریم است هم·را r < ١
∞∑
i=٠

= ١ + ln(١ − r) +

∞∑
i=١

ri

i
= ١ − ln

( ١
١ − r

)
+

∞∑
i=١

ri

i
= ١

به صورت شده تعریف Pλ در را متناظر هدف تابع مشتق ͬ توانیم م ما و λ ∈ Λ̊ داریم از این رو  .
کنیم: حساب (٢ . ٢)

d

dx

( ∞∑
i=٠

λifi(x)

)
=

d

dx

λ٠x+

∞∑
i=١

ri

i
(١ − xi)


= λ٠ −

∞∑
i=١

rixi−١ = λ٠ − r

∞∑
i=٠

(rx)i = λ٠ − r

١ − rx
,

(٢ . ١٨)



نامتناهͬ ضابطه های با حقیقͬ بردار بهینه سازی برای جفریون سره کارایی تعریف ٣٠

قطعه ای خطͬ توابع های (آ)

مقعر چندجمله ای تابع های (ب)
توابع (ب) و قطعه ای خطͬ توابع (آ) برای جفریون سره کارایی نقض مثال و مثال :٢ . ١ ش΄ل
و ͬ کند م ماکزیمم را اکید مثبت وزن های با وزن دار مجموع مسئله ی x = ١ مقعر.نقطه چندجمله ای

نیست. اصلͬ تعریف به توجه با اما است سره کارای ٢ . ١ . ١ تعریف با جفریون مفهوم به



٣١ مثال ها
برای که

x(r) =
١
r
− ١
λ٠ =

١
r
− ١

١ + ln(١ − r)
=

١ + ln(١ − r)− r

(١ + ln(١ − r))r
.

داریم، x ∈ X هر برای این که از ͬ شود. م صفر
d٢
dx٢

( ∞∑
i=٠

λifi(x)

)
=

d

dx

(
λ٠ − r

١ − rx

)
= − r٢

(١ − rx)٢ < ٠

هر برای x(r) چون علاوه بر این، است. سراسری ماکزیمم ی x(r) که ͬ گیریم م نتیجه لذا
هر برای و دارد وجود r(x) یعنͬ آن معکوس است، نزولͬ اکیدا ٠ < r < ١− ١/e حقیقͬ مقدار
ی x(r) = ١

r −
١١+ln(١−r)

به طوری که فرد منحصر به r ی نتیحه در است. نزولͬ اکیدا x ∈ X

تعریف Pλ فرد منحصر به جواب بنابراین و دارد، وجود است (٢ . ١٨) از فرد منحصر به ریشه
داریم ما به طور خاص، است. (٢ . ٢) به صورت شده

r(٠) = ١ −W (١) ≈ ٠٫۴٣٢٨۵٧,
r(١) = ١ − ١/W (e٢) ≈ ٠٫٣۵٧٧٩٩,

در است. f(W ) = WeW تابع معکوس که است لامبرت تابع یا حاصل ضرب ل·اریتم W که
که ͬ دهند م نشان ٢ . ٣ . ٣ و ٢ . ٣ . ٢ بخش های در شده تعریف توابع که کرد توجه باید نهایت
٢ . ١ . ١ تعریف به نسبت سره کارایی برای تنها هدف، تابع نامتناهͬ تعداد برای ٢ . ٢ . ٧ قضیه
ما مورد، دو هر در به طورخاص، نیست. برقرار اصلͬ تعریف برای به طورکلͬ اما است برقرار

کنیم تعریف زیر به صورت اتوپین بردار ی ͬ توانیم م
ui := τ + sup

x∈X
{fi(x)} = τ + ١,

که ͬ شود م تایید ٢ . ١ ش΄ل از به راحتͬ .i ∈ I هر برای µi := ١ کنید فرض و
sup
i∈I

{µi(ui − fi(x))} = τ

(٢ . ٩) به صورت شده تعریف P∞ در چبیشف وزن دار نرم عبارت نتیجه در ،x ∈ X هر برای
با معادل (٢ . ٩) به صورت شده تعریف P∞ فرمول بندی ،α > ٠ هر برای نتیجه، در است. ثابت
عنوان به ͬ تواند م x٠ = ١ یعنͬ ͬ شود؛ م تکرار قبل نتیجه های بنابراین و است وزن دار مجموع
تعریف به توجه با سره کارای اما باشد (٢ . ٩) به صورت شده تعریف P∞ برای بهینه جواب ی
سره کارای ٢ . ١ . ١ تعریف به نسبت ،x٠ = ١ ،٢ . ٢ . ٧ قضیه به توجه با و البته نیست. اصلͬ

است.





٣ فصل
در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم

چندهدفه بهینه سازی
است. شده گرفته [۴٢٣–٧ ،١٣ ،۶ ،۴–١] ͽمراج از فصل این مطالب

مقدمه ٣ . ١
ب·یرید: نظر در را زیر چندهدفه بهینه سازی مسئله

min f(x) := (f١(x), . . . , fm(x)),

s.t. x ∈ X,

این ما ادامه در .n,m ∈ N و است، قیود مجموعه X ⊆ Rn و هدف، توابع fi : Rn → R که
ͬ دهیم. م نشان (f,X) دوتایی با چندهدفه را بهینه سازی مسئله

است، مدرن بهینه سازی نظریه رشد حال در زمینه های از چندهدفه ی΄ͬ بهینه سازی نظریه
۵ ایچفلدر و [٢۵] ۴ جان ،[١٣] ٣ ارگات ،[٢۴] ٢ میتینن ،[٢٣] ١ لوک به مثال عنوان به

1Luc
2Miettinen
3Ehrgott
4Jahn
5Eichfelder



چندهدفه بهینه سازی در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم ٣۴
به اغلب و دارد وجود چندهدفه بهینه سازی در بهینگͬ از تعریف چندین کنید. مراجعه [٢۶]
مهمͬ نقش پارتو بهینه سازی اگرچه ͬ شود. م تبدیل عمل و نظریه در چالش برانگیز موضوع
بهینه جواب های مانند دی·ری جواب های مفاهیم اما ͬ کند، م ایفا چندهدفه  بهینه سازی در

هستند. مهم هم غیره و اکید پارتو جواب های ، ضعیف پارتو
این دارد. قرار ضابطه فضای در شدنͬ مجموعه ی مرز در پارتو بهینه جواب های از تصویری
مم΄ن کاربر بزرگ، و عملͬ مسائل اکثر در ͬ شود. م نامیده کارا مرز ضابطه فضای در تصویر

کند. استفاده تقریبی جواب های از باید او و نیاورد بدست را کارایی دقیق مرز است
ی در حداقل که بهبود یابند ضابطه ی در ͬ تواند م زمانͬ تنها پارتو بهینه جواب های
یا تبادل مفهوم کنیم مقایسه هم با را جواب دو بخواهیم اگر بنابراین شوند. بدتر دی·ر ضابطه
تصمیم گیرنده ی که تبادلͬ است مم΄ن کارا مرز نقاط همه است. مهم زیان به سود نسبت
و بد پارتو بهینه جواب های کردن فیلتر به نیاز است مم΄ن لذا و باشند نداشته را دارد تمایل
اهداف از همیشه خوب نهایی جواب های به نیاز بنابراین باشد. خوب جواب های نگه داشتن
پارتو بهینه جواب های ،ͽمراج در خوب پارتو نقاط این به است. چندهدفه بهینه سازی در اولیه
و شد انجام [۴] تاکر و کان توسط بار اولین برای سره پارتو جواب های مطالعه گویند. سره
[٣٠ ،٢٨] دی·ران و [۶] بوروین ،[٣] هنی ،[٢٧ ،٢] بنسون ،[١] جفریون توسط آن از پس

شد. داده ادامه
چند X مثال عنوان به باشد، خاص ساختار ی دارای (f,X) که خاصͬ موارد در جز به 
دنباله ی (f,X) حل ال·وریتم های تمام تقریبا باشد، دوم درجه یا خطͬ fi هر و باشد وجهͬ
تولید ͬ شود) م نامیده جمعیت ی عنوان به که نقاط از مجموعه ای (یا تکرارها از نامتناهͬ
معمولا محاسباتͬ، دلایل به است. هم·را (f,X) پارتو بهینه نقاط از مجموعه ای به که ͬ کنند م
زیر‐ نقطه ی ی به منجر این کند. پیدا خاتمه باید ال·وریتم محدود،  تکرار چندین از بعد
نقطه ی ی ،(f,X) بهینه نقاط مجموعه با آمده دست به نقطه فاصله به بسته یا ͬ شود، م بهینه

است. ۶ ε‐بهینه

یعنͬ ͬ گیریم، م نظر در را ε ∈ Rm
+ ما شود، بیان آن خلاف م·ر آن که زیر، موارد در

.i ∈ I := {١,٢, . . . ,m} هر برای εi ≥ ٠ و ε = (ε١, ε٢, . . . , εm)

ε‐کارایی ٣ . ٢
چندهدفه بهینه سازی مساله ی ٧ کارا تقریبا جواب های کردن پیدا اخیر سال های در [٣١]
تقریبا جواب های بودن مفید و جالب برای متعددی دلایل است. گرفته قرار توجه مورد بسیار

نمود. بیان زیر صورت به ͬ توان م را آن ها مهم ترین که دارند وجود کارا
متناظر تک هدفه مساله ی باید چندهدفه بهینه سازی مساله ی حل برای ͽمواق اغلب . ١

6 ε-optimal
7approximately efficient solution



٣۵ ε‐کارایی

کارای جواب های و تک هدفه مساله بهینه جواب های بین رابطه و کرد حل را آن با
٨ تکراری روش های با اغلب تک هدفه مساله ی اما کرد. بررسͬ را چند هدفه مساله
پیدا لذا ͬ آیند. م به دست شده اس΄الرسازی مساله برای تقریبی جواب های و ͬ شود م حل
بهینه سازی مساله کارای تقریبا جواب های و تقریبی جواب های این بین رابطه کردن

است. برخوردار زیادی اهمیت از چندهدفه
باشد، تهͬ مساله ی کارای جواب های مجموعه است مم΄ن ͽمواق از بسیاری در . ٢
برای که دارند وجود کارایی تقریبا جواب های ͽمواق اغلب ضعیف  تر شرایطͬ تحت اما

هستند. مهم تصمیم گیرنده
مساله از دقیقͬ فرم ͬ توان نم مهندسͬ، و پزش΄ͬ مسائل مانند واقعͬ، مسائل بیشتر در . ٣
از شده ساده نمونه ی شده ارائه مدل های اغلب و آورد به دست مساله حل از پیش را
ͬ دهند. م ارائه تقریبی جواب های مدل ها این حل ال·وریتم های و هستند اصلͬ مساله

مم΄ن کارا جواب های از دسته ی کردن پیدا (نامحدب)، چندهدفه مسائل اغلب در . ۴
در کارا تقریبا جواب ی کردن پیدا تصمیم گیران، اغلب لذا ب·یرد. زیادی زمان است

ͬ دهند. م ترجیح مدت بلند در دقیق جواب آوردن به دست به  را مدت کوتاه
مسائل در کارا تقریبا جواب های مجموعه آوردن به دست برای مختلفͬ روش های تاکنون
به علاوه، کرد. اشاره تکراری روش های به ͬ توان م مثال، به عنوان است. شده بیان چندهدفه

شده اند. مطرح نیز ندارند ریاضͬ دقیق توجیه که زیادی ٩ ابتکاری روش های
که دارند وجود کارا تقریبا جواب های مجموعه کردن پیدا برای روش هایی حال، عین در

ͬ کنیم. م بررسͬ را روش ها این از برخͬ ادامه، در نظری اند. تحلیل های با همراه
شده ارائه چندهدفه بهینه سازی مسائل کارا تقریبا جواب های برای زیادی تعاریف تاکنون،
ما که است، شده بیان ١٠ کوتاتلادزه توسط تعاریف این پرکاربردترین و مهم ترین از ی΄ͬ است.

ͬ کنیم. م استفاده آن از پایان نامه این در
جواب های مفهوم ١١ لوریدن کرد، مطرح را ε‐کارایی مفهوم کوتاتلادزه که آن از پس
شش وایت ادامه، در و داد تعمیم چندهدفه بهینه سازی به تک هدفه بهینه سازی از را ε‐کارا

کرد. مطرح آن ها آوردن به دست برای روش هایی و ارائه ε‐کارایی برای تعریف
نامیده (f,X) مسئله برای ١٢ ε‐پارتو بهینه جواب ی ،x∗ ∈ X نقطه ی .٣ . ٢ . ١ تعریف

اگر ͬ شود م
∄x ∈ X : f(x) + ε− f(x∗) ∈ −Rm

+ \ {٠}.
8iterative methods
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چندهدفه بهینه سازی در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم ٣۶
اگر دی·ر، از طرف

∄x ∈ X : f(x) + ε− f(x∗) ∈ −int(Rm
+ ),

ͬ شود. م نامیده (f,X) مسئله برای ١٣ ضعیف ε‐پارتو بهینه جواب ی x∗ آن گاه
نقاط همه ی مجموعه و ͬ شود م تعریف Sε(f,X) با ε‐پارتو نقاط همه ی مجموعه
ε = ٠ با ε‐پارتو(ضعیف) بهینه جواب ی ͬ شود. م تعریف Sεw(f,X) با ضعیف ε‐پارتو

بهینه جواب های مجموعه راحتͬ برای ͬ شود. م پارتو(ضعیف)شناخته  بهینه عنوان به معمولا
ͬ کنیم. م تعریف ،Sw(f,X) و S(f,X) با ترتیب به را ضعیف پارتو بهینه جواب های و پارتو
تعریف زیر به صورت که ͬ نامیم م ε‐غیرمغلوب مجموعه را ε‐پارتو جواب های مجموعه تصویر

ͬ شود: م
YεN := {f(x)|x ∈ Sε(f,X)}.

که ͬ نامیم م ضعیف ε‐غیرمغلوب مجموعه را ضعیف ε‐کارای جواب های مجموعه تصویر
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

YεWN := {f(x)|x ∈ Sεw(f,X)}.

قرار استفاده مورد ͬ البعد متناه چندهدفه بهینه سازی در گسترده به طور پارتو بهینگͬ مفاهیم
پارتو جواب های که است مفید ͽمواق گاهͬ ͬ البعد متناه مقیاس در حتͬ این حال با ͬ گیرد. م
C ⊇ Rm

+ توپر و بسته و محدب مخروط ی توسط که ترتیبی رابطه ی حسب بر را ε‐پارتو و
ͬ شود. م نامیده ترتیبی مخروط ی Cنیز مخروط این دهیم. قرار بررسͬ مورد است شده ایجاد
مخروط عنوان به C ̸= Rm

+ باید آن ها در که است داده ارائه زیادی مثال های [٣٢ ،٢۶] ایچفلدر
شود. گرفته نظر در ترتیبی

ی x∗ ∈ X نقطه ی باشد. بسته و محدب مخروط ی C ⊇ Rm
+ کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ تعریف

اگر ͬ شود، م نامیده (f,X) ,ε)‐بهینه C) جواب
∄x ∈ X : f(x) + ε− f(x∗) ∈ −C \ {٠}.

اگر دی·ر، طرف از
∄x ∈ X : f(x) + ε− f(x∗) ∈ −int(C),

ͬ شود. م نامیده (f,X) ضعیف ,ε)‐بهینه C) جواب ی x∗ آن گاه
همه مجموعه و ͬ کنیم م تعریف Sε(f,X,C) با را ,ε)‐بهینه C) جواب های همه مجموعه

ͬ کنیم. م تعریف Sεw(f,X,C) با را ضعیف ,ε)‐بهینه C) جواب های
ͬ دهیم. م نشان را کارایی مختلف مفاهیم بین رابطه مثال هایی با اکنون،
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٣٧ ε‐کارایی

ناحیه .D = R٢
≧ و باشد ضابطه ای دو تابع ی f : R٢ → R٢ کنید فرض [٣١] .٣ . ٢ . ١ مثال

ب·یرید: نظر در زیر به صورت را مساله شدنͬ

X = {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ ≥ ١, x٢ ≥ ١, x١ + x٢ ≥ ۴,max{٢x١,٣x٢} ≥ ۶}.

همان گونه باشند. شده داده f(x١, x٢) = (x١, x٢) به صورت هدف توابع کنید فرض به علاوه،

(ضعیف) غیرمغلوب جواب  های مجموعه :٣ . ١ ش΄ل

داریم: ͬ شود، م دیده ٣ . ١ ش΄ل در که

xE(D) = {λ(١,٣) + (١ − λ)(٢,٢)|λ ∈ [٠, ١] ∪ {(٣, ١)}

و

xWE(D) = xE ∪ {λ(٢,٢) + (١ − λ)(٣,٢)|λ ∈ [٠, ١]} ∪ {λ(٣,٢) + (١ − λ)(٣, ١)

|λ ∈ [٠, ١]} ∪ {(x١, x٢) ∈ R٢|x١ = ١, x٢ ≥ ٣} ∪ {(x١, x٢) ∈ R٢|x٢ = ١, x١ ≥ ٣}.
مشاهده ٣ . ٢ ش΄ل در که همان گونه باشد. شده داده ε = ( ٨√١ ,

٨√١) بردار کنید فرض حال
نقاط کننده متصل منحنͬ خورده، هاشور ناحیه شامل ε‐کارا جواب های مجموعه ͬ شود، م
مجموعه ͬ که درحال است، H و D نقاط تک تک و F و E نقاط کننده متصل منحنͬ ،B و A
ناحیه این پایین و بالا منحنͬ دو هر و خورده هاشور ناحیه شامل ضعیف ε‐کارای جواب های

است.



چندهدفه بهینه سازی در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم ٣٨

(ضعیف) ε‐غیرمغلوب و (ضعیف) غیرمغلوب جواب های مجموعه :٣ . ٢ ش΄ل

کارا تقریبا جواب های آوردن بدست برای هایی روش ٣ . ٣
(ضعیف،سره)

زیادی روش های چندهدفه بهینه سازی مساله ی کارای تقریبا جواب های آوردن بدست  برای
تصمیم گیرنده که انتظاراتͬ و مساله شرایط به بنا است مم΄ن آن ها از ی هر که موجودند
مساله ی که ͬ شود م سعͬ روش ها این اغلب در باشد. داشته ارجحیت دی·ر روش های بر دارد
تک هدفه مساله بهینه تقریبا جواب های بین رابطه سپس و ارائه اصلͬ مساله با متناظر تک هدفه
این مهم ترین از بعضͬ به بخش، این در شود. بررسͬ چندهدفه مساله ε‐کارای جواب های و
لذا باشد، ترتیبی مخروط D = Rm

≧ ͬ کنیم م فرض که است ذکر قابل ͬ کنیم. م اشاره روش ها
ͬ کنیم. م استفاده جفریون مفهوم به سره ε‐کارایی از

.ε ≥ ٠ و φ : Rn → R کنید فرض
تک هدفه مساله ی برای ١۴ δ‐بهینه جواب ی x٠ ∈ X نقطه [٣١] .٣ . ٣ . ١ تعریف

minφ(x)

s.t. x ∈ X,
(٣ . ١)

جواب ی x٠ ∈ X هم چنین، .φ(x٠) − δ ≤ φ(x) باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه است،
.x ∈ X هر برای φ(x٠)− δ < φ(x) اگر ͬ شود م گفته ١۵ اکید، δ‐بهینه

14δ-optimal
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٣٩ (ضعیف،سره) کارا تقریبا جواب های آوردن بدست برای هایی روش
سراسری بهینه جواب های تعریف به ترتیب به  ،δ = ٠ اگر ٣ . ٣ . ١ تعریف در که شود توجه

ͬ رسیم. م سراسری اکید بهینه و

ε‐محدودیت روش ٣ . ٣ . ١
این است. چندهدفه بهینه سازی مسائل حل در کارا روش های از ی΄ͬ ε‐محدودیت روش
زیرا دارد، کارا جواب های کردن پیدا برای مهندسͬ طراحͬ در زیادی کاربرد به خصوص روش
به عنوان ساده ای تعبیر مساله پارامترهای دی·ر طرف از و است ساده بسیار روش این درک
ͬ که حال در ͬ شود، م مینیمم هدف توابع از ی΄ͬ ε‐محدودیت روش در دارند. بالا کران های

ͬ شوند. م ظاهر قید قالب در هدف ها بقیه
ب·یرید: نظر در را زیر ε‐محدودیت مساله

min
x∈X

fk(x)

s.t. fi(x) ≤ εi i = ١, . . . ,m, i ̸= k,

(٣ . ٢)

نتایج زیر قضیه در شده اند. داده بالای کران های کوچ ترین i = ١, . . . ,m, εi ∈ R آن، در که
ͬ دهیم. م ارائه را (ضعیف) ε‐کارا جواب های برای روش این پایه بر آمده بدست 

دراین صورت δ ≤ εk و باشد شده داده ε ∈ Rm
≧ کنید فرض [٣١] .٣ . ٣ . ١ قضیه

جواب ی x٠ آن گاه باشد، (٣ . ٢) مساله برای اکید δ‐بهینه جواب ی x٠ ∈ X ١ . اگر
است. (f,X) چندهدفه بهینه سازی مساله برای ε‐کارا

ε‐کارای جواب ی x٠ آن گاه باشد، (٣ . ٢) مساله برای δ‐بهینه جواب ی x٠ اگر . ٢
است. (f,X) چندهدفه بهینه سازی مساله برای ضعیف

وزن دار مجموع روش ٣ . ٣ . ٢
(ضعیف) کارای تقریبا جواب های و مساله این بهینه تقریبا جواب های بین رابطه زیر قضیه در

است. شده داده نشان اصلͬ چند هدفه بهینه سازی مساله
ε ∈ Rm

≧ کنید فرض ب·یرید. نظر در را (f,X) چندهدفه بهینه سازی مساله [٣١] .٣ . ٣ . ٢ قضیه
داریم: این صورت، در .δ ≤∑m

i=١ λiεi و باشد شده داده
جواب ی x٠ آن گاه باشد، (۵ . ١) مساله برای اکید δ‐بهینه جواب ی x٠ ∈ X اگر . ١

است. (f,X) چندهدفه مساله برای ε‐کارا

کارای ‐ε جواب ی x٠ آن گاه باشد، (۵ . ١) مساله برای δ‐بهینه جواب ی x٠ ∈ X اگر . ٢
است. (f,X) چندهدفه مساله برای ضعیف



چندهدفه بهینه سازی در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم ۴٠
جواب ی x٠ آن گاه باشد، λ ∈ Rm

> با (۵ . ١) مساله برای δ‐بهینه جواب ی x٠ ∈ X اگر . ٣
است. (f,X) چندهدفه مساله برای ε‐کارا

جواب های ͬ توان م آن از استفاده با که است روش هایی معدود از وزن دار مجموع روش
آورد. بدست را سره ε‐کارای

ی x٠ ∈ X اگر .δ =
∑m

i=١ λiεi و باشد شده داده ε ∈ Rm
≧ کنید فرض [٣١] .٣ . ٣ . ٣ قضیه

برای سره ε‐کارای جواب ی x٠ آن گاه باشد، λ ∈ Rm
> با (۵ . ١) مساله برای δ‐بهینه جواب

است. (f,X) چندهدفه بهینه سازی مساله
بهینه سازی مسائل سره ε‐کارای جواب های تشخیص یرای لازم شرط ی زیر، قضیه در
لازم هدف توابع همه بودن محدب قضیه، این در که شود توجه ͬ دهیم. م ارائه چندهدفه

است.
محدب توابعͬ i = ١, . . . ,m, fi و باشد محدب مجموعه ی X کنید فرض [٣١] .۴ . ٣ . ٣ قضیه
تک هدفه مساله برای δ‐بهینه جواب ی x٠ ∈ X این صورت، در .δ =

∑m
i=١ λiεi و باشند

بهینه سازی مساله برای سره ε‐کارای جواب ی x٠ اگر تنها و اگر است λ ∈ Rm
> با (۵ . ١)

باشد. (f,X) چندهدفه
این صورت، در است. شده داده ε > ٠ کنید فرض [٣١] .۵ . ٣ . ٣ قضیه

Sε(f,X) ⊆ Sεw(f,X).

داریم: ε > ٠ هر برای [٣١] .٣ . ٣ . ١ نتیجه
S(f,X) ⊆ Sε(f,X).

به پارتو سره ε‐بهینه ،x٠ ∈ X نقطه بنسون: پارتو ε‐سره بهینگͬ [٢] .٣ . ٣ . ٢ تعریف
اگر ͬ شود، م نامیده بنسون مفهوم

cl(cone(f(X) + (C + ε)− (f(x٠)))) ∩ (−C) = {٠}
است. ترتیبی مخروط ی C که

است. بنسون سره کارایی اصلاح تعریف این
نیز ε‐پارتو بهینه آن آن گاه باشد بنسون پارتو سره ε‐بهینه ،x٠ نقطه ی اگر .٣ . ٣ . ١ لم

ͬ باشد. م
مختلف پارتو بهینه جواب های است، شده داده توضیح فصل ابتدای در که همان  طور
فیلتر به نیاز باشند. تصمیم گیرنده مطلوب که باشد داشته مختلفͬ ͬ های ویژگ است مم΄ن



۴١ (ضعیف،سره) کارا تقریبا جواب های آوردن بدست برای هایی روش
در مختلف مفاهیم ͬ شود. م سره کارایی مفهوم به منجر نامناسب پارتو بهینه جواب های کردن
به است. شده گردآوری [٢٣] در مفاهیم این از خلاصه ای ی دارد؛ وجود سره بهینگͬ مورد
پرکاربردترین از ی΄ͬ و ͬ کند م کران دار را ضوابط بین تبادل جفریون، سره بهینگͬ مثال، عنوان
مفهوم به منجر تقریبی جواب های با جفریون سره بهینگͬ ترکیب است. سره بهینگͬ مفاهیم

.[٣٣ ،١٣] ͬ شود م ١۶ جفریون ε‐سره بهینگͬ

اگر ͬ شود م نامیده جفریون مفهوم به  ε‐سره جواب x٠ ∈ X نقطه ی .٣ . ٣ . ٣ تعریف
(i, x) ∈ I × X هر برای به طوری که باشد داشته وجود M > ٠ عدد ی و x٠ ∈ Sε(f,X)

موجود fj(x٠)−εj < fj(x) با j ∈ I اندیس ی ͬ کند، م صدق fi(x) < fi(x٠)−εi رابطه در که
به طوری که باشد

fi(x٠)− fi(x)− εi
fj(x)− fj(x٠) + εj

≤M.

x٠ آن گاه ε = ٠ اگر ͬ دهیم، م نشان ψε(f,X) با را جفریون ε‐سره جواب های مجموعه
سره جواب های مجموعه بیان برای ψ(f,X) از راحتͬ برای است. جفریون سره دقیق جواب

ͬ کنیم. م استفاده جفریون

نتیجه ͬ توان م سره کارای و ضعیف کارای و کارا تعریف های از استفاده با .٣ . ٣ . ١ ملاحظه
که گرفت

ψε(f,X) ⊆ Sε(f,X) ⊆ Sεw(f,X).

است. کران دار نقطه دو در ضابطه ها بین تبادل که ͬ کند م تضمین جفریون ε‐سره جواب
بدان این است. کران دار بالا در نقاط تمام برای تبادل  ها آیا که شود سوال که است جالب
نتیجه این کند. کار ε‐سره جواب های تمامͬ برای ͬ تواند م M همان آیا که است معنͬ

شوند. کران دار بالا در تبادل ها اینکه م·ر نیست مم΄ن همیشه
تصمیم گیرنده ی دانست. x٠ جواب سودمندی یا فایده عنوان به ͬ توان م Mرا تبادل کران
M ی توسط آن ها تبادل که باشد جواب هایی آوردن(همه) به دست به علاقه مند است مم΄ن
ͬ کنیم م تعریف را جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب ی مفهوم لذا هستند. کران دار ͬ شوند م داده

ͬ رسد. م نظر به ͬ تر عمل و است ε‐سره جواب تعریف معکوس مفهومͬ، به که

جواب ی x٠ ∈ X نقطه ی باشد، شده داده M̂ > ٠ ی کنید فرض .۴ . ٣ . ٣ تعریف
رابطه در که (i, x) ∈ I × X هر برای و x٠ ∈ Sε(f,X) اگر ͬ نامیم م جفریون ,M̂)‐سره ε)

و fj(x٠) − εj < fj(x) به طوری که باشد موجود j ∈ I ی ͬ کند، م صدق fi(x) < fi(x٠) − εi

این بر علاوه 
fi(x٠)− fi(x)− εi
fj(x)− fj(x٠) + εj

≤ M̂.
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چندهدفه بهینه سازی در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم ۴٢
برای ͬ دهیم. م نشان ψM̂,ε(f,X) با را جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب های همه مجموعه
نشان برای ψM̂,٠(f,X) از ما جفریون ε‐سره جواب های مجموعه با ابهام هرگونه از اجتناب
‐(M̂, ٠) کرد.جواب های خواهیم استفاده جفریون دقیق ,M̂)‐سره ٠) جواب های مجموعه دادن

است. شده معرفͬ [٣۴] در جفریون سره
ی استاندارد مفهوم با تفاوتͬ چه جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب ی که ببینیم باید اکنون
بهینگͬ در هستند. ی΄دی·ر معکوس مفهومͬ به تعریف دو این دارد. جفریون سره پارتو جواب
ε‐پارتو جواب ی به طوری که دهیم نشان را M > ٠ ی وجود باید ما جفریون ε‐سره

جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب در ͬ که حال در کند. صدق M آن به نسبت تبادل نامعادله  در
ε‐سره جواب های تنها و ͬ کند م انتخاب قبل از M̂ سراسری تبادل کران ی تصمیم گیرنده
انتخاب با ͬ کند. م انتخاب را است شده کران دار M̂ شده انتخاب مقدار با آن تبادل که جفریون
,M̂)‐سره ε) بهینگͬ مفهوم بنابراین، دارد. تبادل ها بر مستقیمͬ کنترل تصمیم گیرنده ،M̂

ͬ رسد. م نظر به جفریون ε‐سره بهینگͬ از ͬ تر عمل جفریون
نیز ال·وریتمͬ مزایای دارای جفریون ε‐سره بهینگͬ که داد خواهیم نشان ٣ بخش در
بررسͬ بهینه سازی مختلف مفاهیم برای را زیر هم·رایی جنبه دو ما خاص به طور هست.

ͬ کنیم: م
ͬ شود؟ م هم·را دقیق جواب ی به تقریبی جواب های از دنباله ی آیا . ١

دارد؟ وجود تقریبی جواب های از مجموعه ی برای مشابه نتیجه ی آیا . ٢
ͬ شود. م نزدی کارایی مرز به تکراری به طور چندهدفه بهینه سازی مسائل حل ال·وریتم های
میل صفر سمت به ε وقتͬ ͬ کنیم م ثابت ما هستند. مرتبط فوق هم·رایی جنبه دو بنابراین،
پایین از f اگر نیست. هم·را پارتو بهینه جواب به ε‐پارتو بهینه جواب های از دنباله ی کند،
جفریون سره جواب ی به نیز جفریون ε‐سره جواب های از دنباله ی آن گاه باشد کران دار
هر به هستند. هم·را ضعیف پارتو بهینه جواب ی به دنباله ها این حد، در نیست. هم·را
سناریوهایی است مم΄ن زیرا نیستند مطلوب عمل در ضعیف پارتو بهینه جواب های حال،
وجود دی·ر ضابطه های شدن خراب بدون ضابطه ی بهبود ام΄ان آن در که باشد داشته وجود
,M̂)‐سره ε) جواب های از دنباله ی که کرد خواهیم ثابت ما دی·ر سوی از باشد. داشته

است. هم·را جفریون ,M̂)‐سره ٠) جواب ی به همواره جفریون
,M̂)‐سره ε) که باشد نداشته وجود پارتو بهینه جواب هیچ است مم΄ن دی·ر طرف اما
تحت که ͬ دهیم م نشان ٢ بخش در وجود، این با باشد. کوچ خیلͬ M̂ ی برای جفریون

است. ناتهͬ M̂ ≥ m− ١ هر برای ψM̂,ε(f,X) شرایطͬ
‐(M̃, ε) جواب ی آن گاه باشد جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب ی x٠ اگر که است ذکر قابل

یعنͬ هست، نیز M̃ ≥ M̂ هر برای جفریون سره
∀M̃ ≥ M̂ : ψM̂,ε(f,X) ⊆ ψM̃,ε(f,X).
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جواب ی باشد، جفریون ε‐سره جواب ی x٠ اگر که دید ͬ توان م به راحتͬ این، بر علاوه

داریم بنابراین هست. نیز M̂ > ٠ ی برای جفریون ,M̂)‐سره ε)

∪
M̂>٠

ψM̂,ε(f,X) = ψε(f,X).

موجود نتایج و توصیف ۴ . ٣
تحلیل و تجزیه نامعادلات از سیستم ی بودن نشدنͬ توسط ͬ تواند م جفریون سره جواب های
Γ(x٠, ε, i,M,X) کنید فرض ،(x٠, ε, i,M,X) ∈ X×Rm

+ ×I×R+×٢X عنصر ی برای شوند.
سیستم

−fi(x٠) + fi(x) + εi < ٠,
−fi(x٠) + fi(x) + εi < M(fj(x٠)− fj(x)− εj) ∀j ∈ I \ {i},

x ∈ X

بهینه سازی در زیر اساسͬ خواص از جفریون، سره جواب های توصیف برای کند. تعریف را
کرد. خواهیم استفاده چندهدفه

به طوری که باشد داشته وجود x(s) ∈ S(f,X) ی x ∈ X\S(f,X) هر برای اگر .١ . ۴ . ٣ تعریف
هر برای اگر ͬ کند. م صدق غلبه خاصیت در (f,X) گوییم آن گاه ،f(x)− f(x(s)) ∈ Rm

+ \ {٠}
،f(x)−f(x(s))+ε ∈ Rm

+ \{٠} به طوری که باشد موجود x(s) ∈ Sε(f,X) ی x ∈ X\Sε(f,X)

ͬ کند. م صدق ε‐غلبه ویژگͬ در (f,X) گوییم آن گاه
شرایط دی·ر آن گاه باشند. فشرده f(X) ∩ (f(x) − Rm

+ ) بخش های ،x ∈ X هر برای اگر،
یافت. [٣۶ ،٣۵] در ͬ توان م را فوق خواص برای کافͬ

ͬ کنند. م مشخص Γ(x٠, ϵ, i,M,X) از استفاده با را ψM̂,ε(f,X) و ψε(f,X) بعدی گزاره های
گرفت. نظر در دگرین قضیه های عنوان به ͬ توان م را گزاره ها این

ب·یرید: نظر در را زیر جملات .١ . ۴ . ٣ گزاره
x٠ ∈ ψϵ(f,X) .(i)

ناسازگار Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X) سیستم ،i ∈ I هر برای به طوری که دارد وجود M̂ > ٠ ی .(ii)
است.

برای به طوری که دارد وجود M̂ > ٠ وی ͬ کند م صدق غلبه خاصیت در (f,X) مسئله .(iii)
است. ناسازگار Γ(x٠, ε, i, M̂ , S(f,X)) سیستم i ∈ I هر
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به طوری که دارد وجود i ∈ I ی ،M ≥ M̃ هر برای به طوری که دارد وجود M̃ ی .(iv)

است. سازگار Γ(x٠, ε, i,M,X) سیستم
است: برقرار زیر روابط آن گاه

،(i) ⇔ (ii) . ١
،(iii) ⇒ (i) ∨ (ii) . ٢

.(iv) ⇒ ¬(i) . ٣
. ١ بخش برهان.

ی که است روشن ψε(f,X) تعریف از ،x٠ ∈ ψε(f,X) کنید فرض .(i) ⇒ (ii)

است. ناسازگار i ∈ I هر برای Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X) به طوری که دارد وجود M̂ > ٠
Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X) به طوری که دارد وجود M̂ > ٠ ی که کنید فرض .(ii) ⇒ (i)

ͬ رسیم. م تناقض ی به آن گاه .x٠ /∈ ψε(f,X) و باشد ناسازگار i ∈ I هر برای
کنید فرض .x٠ ∈ Sε(f,X) که ͬ کند م ایجاب (ii) که ͬ دهیم م نشان ابتدا ما
و fl(x̂) < fl(x٠)− εl به طوری که دارد وجود ای (x̂, l) ∈ X × I لذا نباشد، چنین
برای جواب ی x̂ که ͬ دهد م نشان این .k ∈ I \ {l} هر برای fk(x̂) ≤ fk(x٠)− εk
.x٠ ∈ Sε(f,X) بنابراین است. تناقض ی که است، Γ(x٠, ε, l, M̂ ,X) سیستم
(x̂, l) ∈ X × I ،M > ٠ هر برای لذا .x٠ ∈ Sε(f,X) \ψε(f,X) فرض کنیم اکنون

است: برقرار زیر نامعادلات به طوری که دارد وجود


−fl(x٠) + fl(x̂) + εl < ٠,
−fl(x٠) + fl(x̂) + εl < M(fj(x٠)− fj(x̂)− εj)

∀j ∈ {i ∈ I|fi(x٠)− εi < fi(x̂)}

(٣ . ٣)

است ذکر قابل است. برقرار نیز M = M̂ برای (٣ . ٣) نامساوی های به خصوص،
است. ناتهͬ {i ∈ I|fi(x٠) − εi < fi(x̂)} مجموعه لذا ،x٠ ∈ Sε(f,X) چون که

داریم: وضوح، به j ∈ {i ∈ I|fi(x٠)− εi ≥ fi(x̂)} برای یعنͬ دی·ر، jهای برای
−fl(x٠) + fl(x̂) + εi < ٠ ≤ M̂(fj(x٠)− fj(x̂)− εj)

بنابراین،
−fl(x٠) + fl(x̂) + εl < ٠,
−fl(x٠) + fl(x̂) + εl < M̂(fj(x٠)− fj(x̂)− εj), j ∈ I \ {i},
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ی این است. Γ(x٠, ε, l, M̂ ,X) جواب ی x̂ لذا است، X به متعلق x̂ چون و

.x٠ ∈ ψε(f,X) لذا و است، تناقض
. ٢ بخش

برقرار غلبه ویژگͬ چون ب·یرید. نظر در را x ∈ X \ S(f,X) ی .(iii) ⇒ (ii)

i ∈ I هر برای fi(s(x)) ≤ fi(x) به طوری که دارد وجود s(x) ∈ S(f,X) ی است،
i ∈ I هر برای Γ(x٠, ε, i, M̂ , S(f,X)) چون .k ∈ I ی برای fk(s(x)) < fk(x) و

ͬ گیریم م نتیجه است، ناسازگار

−fl(x٠) + fl(s(x)) + εl < fl(s(x))− fl(x),

−fl(x٠) + fl(s(x)) + εl < M̂(fj(x٠)− fj(s(x))− εj)

+fl(s(x))− fl(x) + M̂(fj(s(x))− fj(x)), j ∈ I \ {i},

x ∈ X \ Sε(f,X),

(۴ . ٣)

است. ناسازگار نیز i ∈ I هر برای
دلخواه x ∈ X \ S(f,X) انتخاب این که به توجه با و (۴ . ٣) شرایط بازنویسͬ با
است. ناسازگار i ∈ I هر برای Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X\S(f,X)) که ͬ گیریم م نتیجه است،
است. ناسازگار Γ(x٠, ε, i, M̂ , S(f,X)) که ͬ گیریم م نتیجه (iii) از این بر علاوه
استلزام نتیجه، در است. ناسازگار نیز Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X) ،i ∈ I هر برای بنابراین،
نیز (iii) ⇒ (i) که ͬ گیریم م نتیجه لذا (i) ⇐⇒ (ii) چون است. برقرار (iii) ⇒ (ii)

است. درست
. ٣ بخش

Γ(x٠, ε, i, M̃ ,X) از جواب ی x̂ اگر که ͬ دهد م نشان ساده آرایش تجدید ی
نیز ٠ < M ≤ M̃ هر برای Γ(x٠, ε, i,M,X) برای، جواب ی x̂ آن گاه باشد،
وجود i ∈ I ی M > ٠ هر برای که ͬ کند م ایجاب (iv) گزاره بنابراین،  هست.
نفͬ همان این باشد. سازگار Γ(x٠, ε, i,M,X) سیستم به طوری که باشد داشته

.x٠ /∈ ψε(f,X) ͬ گیریم م نتیجه گزاره، این ١ بخش از و است، (ii) گزاره

ب·یرید: نظر در را زیر گزاره های .٢ . ۴ . ٣ گزاره
.x٠ ∈ ψM̂,ε(f,X) .(i)

است. ناسازگار Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X) سیستم ،i ∈ I هر برای .(ii)
سیستم ،i ∈ I هر برای و ͬ کند م صدق غلبه ویژگͬ در (f,X) مسئله .(iii)

است. ناسازگار Γ(x٠, ε, i, M̂ , S(f,X))
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،i ∈ I هر برای و ͬ کند م صدق ε ∈ [٠, ١] ی برای ‐غلبه ε ویژگͬ در (f,X) مسئله .(iv)

است. ناسازگار Γ(x٠, ε, i, M̂ , Sε(f,X)) سیستم
است: برقرار زیر نتایج لذا

(i) ⇐⇒ (ii) . ١
.(iii) ∨ (iv) ⇒ (i) ∨ (ii) . ٢

ͬ باشد. م ١ . ۴ . ٣ گزاره اثبات مشابه ٢ بخش (iii) ⇒ (i) ∨ (ii) و ١ بخش اثبات های برهان.
.(iv) ⇒ (ii) کنیم ثابت که است کافͬ ،(i) ⇐⇒ (ii) چون

برقرار ε‐غلبه ویژگͬ چون ب·یرید. نظر در را ε ∈ [٠, ϵ] ی و x ∈ X \ Sε(f,X) ی
و i ∈ I هر برای fi(s(x)) ≤ fi(x) − εi به طوری که دارد وجود s(x) ∈ Sε(f,X) ی است،

داریم: ،ε ∈ [٠, ١]ϵ چون .k ∈ I ی حداقل برای fk(s(x)) < fk(x)− εk

Sε(f,X) ⊆ Sϵ(f,X)

است. متعلق نیز Sϵ(f,X) به s(x) نقطه بنابراین،
ͬ گیریم م نتیجه است، ناسازگار i ∈ I هر برای Γ(x٠, ε, i, M̂ , Sε(f,X)) چون

−fl(x٠) + fl(s(x)) + εl < fl(s(x))− fl(x) + εl,

−fl(x٠) + fl(s(x)) + εl < M̂(fj(x٠)− fj(s(x))− εj)

+fl(s(x))− fl(x) + εl + M̂(fj(s(x))− fj(x) + εj), j ∈ I \ {i},

x ∈ X \ Sε(f,X)

(۵ . ٣)

با معادله این که ͬ بینیم م (۵ . ٣) عبارات آرایش تجدید با است. ناسازگار نیز i ∈ I هر برای
ناسازگاری

−fl(x٠) + fl(x) + εl < εl,

−fl(x٠) + fl(x) + εl < M̂(fj(x٠)− fj(x)− εj), j ∈ I \ {i},

x ∈ X \ Sε(f,X),

(۶ . ٣)

نتیجه (۶ . ٣) ناسازگاری هستند، نامنفͬ همه εl, εj , M̂ چون است. معادل i ∈ I هر برای
که، ͬ دهد م

−fl(x٠) + fl(x) + εl < ٠,
−fl(x٠) + fl(x) + εl < M̂(fj(x٠)− fj(x)− εj), j ∈ I \ {i},

x ∈ X \ Sε(f,X),

(٣ . ٧)
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به علاوه است. Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X \Sε(f,X)) همان (٣ . ٧) سیستم باشد. ناسازگار i ∈ I هر برای
سیستم ،i ∈ I هر برای این رو از است. ناسازگار Γ(x٠, ε, i, M̂ , Sε(f,X)) که داریم ما (iv) از

ͬ شود. م نتیجه (iv) ⇒ (ii) استلزام بنابراین است. ناسازگار نیز Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X)

داریم آن گاه کند، صدق غلبه ویژگͬ در (f,X) کنید فرض .١ . ۴ . ٣ نتیجه
ψε(f,X) = ψε(f, S

ε(f,X))

و
ψM̂,ε(f,X) = ψM̂,ε(f, S

ε(f,X)).

کارای ال·وریتم های طراحͬ در ͬ تواند م ١ . ۴ . ٣ نتیجه در شده ارائه روابط .١ . ۴ . ٣ ملاحظه
مورد ضابطه) فضای در f(ψM̂ (f,X)) تقریب (یا ψM̂,ε(f,X) تقریب برای جمعیت بر مبتنͬ
روش های یعنͬ جمعیت، بر مبتنͬ تقریبی های ال·وریتم از بسیاری گیرد. قرار استفاده
فرایند در را P نقاط از مجموعه ای ،[۴٠ ،٣٨] تصادفͬ تکنی های و [٣٧] چندگانه جستجوی
غلبه ویژگͬ در لذا است فشرده متناهͬ مجموعه ی چون ͬ کنند. م استفاده خود جستجوی
که است آن نیازمند ساده روش ی از استفاده با P از ψM̂ (f,X) محاسبه ͬ کند. م صدق
دوم درجه مجانبی پیچیدگͬ به منجر این مقایسه شوند. ضابطه ها همه ی در P در نقاط همه
و کرده محاسبه P از را Sε(f,X) ابتدا که بود خواهد این کارایی محاسبه روش ی ͬ شود. م
این ١ . ۴ . ٣ نتیجه به توجه با ͬ کنیم. م محاسبه را Sε(f,X) جفریون ε‐سره جواب های سپس
این از [۴١] در شده ارائه ال·وریتم ͬ شود. م P از جفریون ε‐سره جواب های مجموعه  به منجر
بهینه سازی مسائل حل برای ال·وریتم ها از و ͬ کند م استفاده ε = ٠ خاص حالت برای تکنی
روش طول در که ال·وریتم هایی طراحͬ .[۴٢] ͬ کند م استفاده هوشمند شب΄ه های در انرژی
جواب های محاسبه برای را آن متوالͬ طور به و ͬ کنند م استفاده ε > ٠ از خود جستجوی

است. باز مسئله ی ͬ گیرد م کار به ١ . ۴ . ٣ نتیجه در روابط از استفاده با جفریون ε‐سره

M̂ ≥ m − ١ هر برای ψM̂,ε(f,X) خفیف بسیار شرایط در که ͬ دهد م نشان بعدی گزاره
است. ناتهͬ

وزن دار مجموع مسئله اگر .M̂ ≥ m− ١ و  ε > ٠ کنید فرض .٣ . ۴ . ٣ گزاره
min
x∈X

m∑
i=١

fi(x) (٣ . ٨)

.ψM̂,ε(f,X) ̸= ∅ آن گاه باشد، کران دار پایین از
و دارد، اینفیمم ی آن آن گاه باشد، کران دار پایین از (٣ . ٨) وزن دار مجموع مسئله اگر برهان.
ناتهͬ ε > ٠ هر برای (٣ . ٨) مسئله ϵ‐مینیمم مجموعه ͬ گیریم م نتیجه ،[٢ . ۴ [[۴٣]،قضیه از
آن گاه باشد، (٣ . ٨) مسئله m∑‐مینیمم

i=١ ϵj ی x٠ اگر این که دادن نشان با را اثبات است.



چندهدفه بهینه سازی در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم ۴٨
تعریف از .x٠ ∈ ψm−١,ε(f,X) که ͬ دهیم م نشان ما ͬ دهیم. م ادامه است x٠ ∈ ψM̂,ε(f,X)

نیز x٠ ∈ ψM̂,ε(f,X) ،M̂ ≥ m− ١ هر برای که ͬ گیریم م نتیجه جفریون، ,M̂)‐سره ε) بهینگͬ
هست.

i ∈ I ی ͬ توانیم م ٢ . ۴ . ٣ گزاره از لذا، .x٠ /∈ ψm−١,ε(f,X) کنید فرض خلف برهان با
فرض کلیت، دادن دست از بدون است. سازگار Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X) که به طوری به دست آوریم

فرم به شده نوشته ،Γ(x٠, ε, i, M̂ ,X) سیستم نتیجه، در .i = ١ ͬ کنیم م
−f١(x٠) + f١(x) + ε١ < ٠,
−f١(x٠) + f١(x) + ε١ < (m− ١)(fj(x٠)− fj(x)− εj) ∀j ∈ I \ {١},
x ∈ X

(٣ . ٩)

ͬ گیریم م نتیجه ،j ∈ I \ {١} هر برای (٣ . ٩) کردن ͽجم با دارد. جواب ی
−f١(x٠) + f١(x) + ε١ <

m∑
j=٢

(fj(x٠)− fj(x)− εj),

ͬ کند م ایجاب که
m∑
j=١

fj(x٠)−
m∑
j=١

fj(x)−
m∑
j=١

εj > ٠. (٣ . ١٠)

بنابراین است. (٣ . ٨) مسئله برای x٠ نقطه مینیممͬ −
∑m

j=١ ϵj با تناقض ی (٣ . ١٠) نامساوی
ͬ شود. م نتیجه x٠ ∈ ψm−١,ε(f,X) ح΄م

هر برای که دهیم، نشان به راحتͬ ͬ توانیم م ٣ . ۴ . ٣ گزاره اثبات کم با .٢ . ۴ . ٣ ملاحظه
جواب های نیز (٣ . ٨) مسئله ε‐مینیمم جواب های همه ،∑m

i=١ ϵi ≤ ε ϵ که ≥ ٠ هر و ε ≥ ٠
هستند. جفریون ,M̂)‐سره ε)

باشد. بسته محدب مجموعه ی X و باشند قوی محدب fiها همه کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ نتیجه
.ψM̂,ε(f,X) ̸= ∅ داریم M̂ ≥ m− ١ هر برای آن گاه،

است قوی محدب قوی، محدب توابع مجموع که ͬ شود م نتیجه حقیقت ازاین اثبات برهان.
در بنابراین ͬ آید. م دست به منحصربه فرد کننده مینیمم ی بسته محدب مجموعه ی در و
نتیجه ٣ . ۴ . ٣ گزاره از بلافاصله و است کران دار پایین از (٣ . ٨) مسئله هدف تابع حالت این

ͬ شود. م
زیر اس΄الرسازی مسئله به طوری که باشد داشته وجود x̂ ∈ X ی اگر [۴۴] .٣ . ۴ . ٣ ملاحظه

min
x∈X

m∑
i=١

fi(x)

s.t. fj(x) ≤ fj(x̂), j ∈ I,

(٣ . ١١)
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مجموعه ،M̃ > ٠ هر برای که، ͬ گیریم م نتیجه لذا .ψ(f,X) = ∅ آن گاه باشد، بی کران
محدودیت های به نسبت قوی تر محدودیت ی (٣ . ١١) بی کرانͬ .[۴۵] است ψM̃ (f,X) = ∅

به است. ψ(f,X) = ∅ برای کافͬ شرط ی (٣ . ٨) بی کرانͬ که ͬ زنیم م حدس ما است. (٣ . ٨)
برقرار پیوسته کارای مرز ی با دوضابطه ای بهینه سازی مسائل برای موضوع این ͬ رسد م نظر

است.
و تجزیه است. ام΄ان پذیر نیز M̂ < m − ١ برای جواب که ͬ دهد م نشان بعدی مثال
عضوی تک مجموعه ی ضابطه ها تعداد از نظر صرف ψM̂ (f,X) که ͬ دهد م نشان ما تحلیل
به عنوان عضوی تک مجموعه ی چندهدفه بهینه سازی مسئله ی در است. M̂ < ١ برای
این در شود. استفاده ترتیبی رابطه به عنوان کلͬ ترتیب ی اگر ͬ دهد م رخ بهینه مجموعه
ترتیب ی با جفریون M̂‐سره بهینگͬ M̂ < ١ برای که بود خواهد معنͬ این به این پایان    نامه، 

است. معادل کلͬ
(f(x, θ), X(θ)) پارامتری دوهدفه خطͬ بهینه سازی ،θ ∈ [٠, Π٢ ) پارامتر برای .١ . ۴ . ٣ مثال
ب·یرید، نظر در را f = idX(θ) و X = {x ∈ R٢

+|x٢ = (١ − x١) tan θ} به وسیله ی شده تعریف
که داریم بدیهͬ سناریوی ی ما ،θ = ٠ برای است. X(θ) روی همانͬ تابع idX(θ) آن در که
که M̂ مقدار حداقل که است این ما هدف است. عضوی تک مجموعه ی f(Sw(f(θ), X(θ))

.ψM̂ (f(θ), X(θ)) ̸= ∅ که بیابیم به گونه ای را ͬ دهیم م نشان M(θ) با
،١ است.(ش΄ل (١, ٠)T و (٠, tan θ)T واصل خط پاره شامل (f(x, θ), X(θ)) پارتو بهینه مرز
تبادل ͬ که در حال است. tan θ برابر (٠, tan θ)T در ۴ . ٣ . ٣ تعریف در شده داده نشان تبادل بالا).
برابر تبادل خط، پاره نسبی درون در u نقطه ی برای است. cot θ برابر (١, ٠)T در مربوطه

که داریم ما نتیجه در است. max{tan θ, cot θ}

M(θ) = min{min{tan θ, cot θ},max{tan θ, cot θ}} = min{tan θ, cot θ}.

ͬ گیرد م را (٠, ١) از مم΄ن مقدار هر M(θ) ،θ ∈ (٠, Π٢ ) برای که ͬ بینیم م
،M(θ) < ١ هر برای که، دهیم نشان آسانͬ به ͬ توانیم م ما به علاوه، (ش΄ل(٣ . ٣)، پایین).
پاره خط انتهایی نقاط از ی΄ͬ شامل که است، عضوی تک مجموعه ی ψM(θ)(f,X) مجموعه

است.

هم·رایی خواص ۵ . ٣
ثابت اما اختیاری توپر و محدب بسته، مخروط ی C ⊇ Rm

+ و ε؛ > ٠ M̂؛ > ٠ کنید فرض
زیر به   صورت ͬ شوند م تعریف Tτ و T تایی هشت ،τ > ٠ ی برای باشد.

T = (ψM̂,٠(f,X), ψ(f,X), S(f,X), Sw(f,X), S(f,X,C), Sw(f,X,C))
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است(ش΄ل ضخیم سیاه خط سه شامل f(Sw(f(θ), X(θ))) ٣ . ۴ . ١.مجموعه مثال توضیح :٣ . ٣ ش΄ل
(ش΄ل است شده ترسیم θ از تابع ی به عنوان ،ψM̂ (f(θ), X(θ)) ̸= ∅ به طوری که M̂ مقدار حداقل بالا).

پایین).

و
Tτ = (ψM̂,τε(f,X), ψτε(f,X), Sτε(f,X), Sτε

w (f,X), Sτε(f,X,C), Sτε
w (f,X,C)).

در ͬ شوند. م داده نشان Tτ
i و Ti با به ترتیب Tτ و T i‐ام عنصر . ،i ∈ {١,٢, . . . ,۶} هر برای

ͬ کنیم: م بررسͬ را زیر سوالات به ͺپاس ما i ∈ {١,٢, . . . ,۶} هر برای بخش این
u؟ ∈ Ti آیا ،limτ→٠+ uτ = u و τ > ٠ برای uτ ∈ Tτ

i اگر . ١
چیست؟ ∩τ>٠Tτ

i و Ti بین رابطه . ٢



۵١ هم·رایی خواص
به ͺپاس است. شده بحث [۴٣] در سوالات این ،Tτ۴,Tτ٣ تقریبی  شان معادل های و T۴,T٣ برای
ͬ شود م باعث (١) سوال به مثبت ͺپاس مثال است.برای مهم ال·وریتمͬ دلایل به سوالات این
متوالͬ تکرارهای در τ کوچ مقدار با را Tτ

i در نقاط که نقطه به نقطه تکراری ال·وریتم ی که
∩τ>٠Tτ

i و Ti بین تساوی ی ͬ شوند. م هم·را Ti در نقطه ی به ͽواق در ͬ کنند م محاسبه
براساس جمعیت برای مشابه هم·رایی نتیجه ی به منجر ͬ تواند م (٢) سوال به ͺپاس به عنوان
نقاط آن گاه باشد، Ti ابرمحموعه ی ∩τ>٠Tτ

i اگر دی·ر، طرف از تقریبی شود. ال·وریتم های
برای که، ͬ شود م نتیجه زیرا نیست مطلوب وضعیت این دارد. وجود اشتراک در بیشتری
زیرمجموعه ی ∩τ>٠Tτ

i اگر این، بر علاوه نباشد. مثبت (١) ͺپاس ،Tτ
i در دنباله ها از بعضͬ

Ti در نقاطͬ هنوز اما باشد، داشته مثبت ͺپاس ی است مم΄ن (١) آن گاه باشد، Ti از سره
نیست. دستیابی قابل (١) سوال مفهوم به که دارد وجود

نتیجه در است. برقرار i ∈ {١,٢,٣} هر برای Ti ⊆ Ti + ١ شمول که دید ͬ توان م راحتͬ به
سوال برای مثبت جواب ی آن گاه ،uτ ∈ Ti هر برای که کنیم فرض اگر ،i ∈ {١,٢,٣} هر برای

بود. خواهد نیز Ti+١ برای سوال (١) برای مثبت جواب ی ،Ti برای (١)
ͬ کنیم. م استفاده T١ برای (١) بررسͬ برای (٣ . ٨) وزن دار مجموع روش از شروع برای
نشان را (٣ . ٨) مسئله ͬ نیمم τε‐م و ͬ نیمم م ترتیب به Wτ و W کنید فرض منظور، این برای

دهند.

هر برای uτ ∈ Wτ ⊆ ψM̂,τε(f,X) اگر باشد. پیوسته f و بسته X کنید فرض .١ . ۵ . ٣ گزاره
.u ∈W ⊆ ψM̂,٠(f,X) آن گاه ،limτ→٠+ uτ = u و τ > ٠

چون .u ∈ ψM̂,٠(f,X) و uτ ∈ ψM̂,τε(f,X) که ͬ شود م نتیجه ،٢ . ۴ . ٣ ملاحظه از برهان.
داریم: ،uτ ∈ Wτ

m∑
i=١

fi(u
τ )− τ

m∑
i=١

εi ≤ f(x) ∀x ∈ X.

x ∈ X هر برای ͬ گیریم م نتیجه است، پیوسته f و است بسته X چون و ،τ → ٠+ حد گرفتن با
است. u ∈ W نقطه حد، نتیجه، در .x ∈ X هر برای .∑m

i=١ fi(u) ≤ f(x)

بررسͬ τ > ٠ هر برای uτ ∈ Wτ اضافͬ فرض بدون را (١) سوال جواب بعدی قضیه دو
ͬ کنند: م

و τ > ٠ هر برای uτ ∈ Sτε
w (f,X,C) اگر باشد. پیوسته f و بسته X کنید فرض .١ . ۵ . ٣ قضیه

.u ∈ Sw(f,X,C) آن گاه ،limτ→٠+ uτ = u

ͬ گیریم: م نتیجه ٣ . ٢ . ١ تعریف از قضیه، فرض تحت برهان.

∀(x, τ) ∈ X × R+ : f(x) + τε− f(uτ ) ∈ C̃ := C \ (−int(C)).
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با است. بسته مخروط ی C̃ مجموعه شد، فرض توپر و محدب و بسته مخروط ی C چون

ͬ گیریم م نتیجه است، پیوسته f و هستند بسته C̃ و X چون و τ → ٠+ حد گرفتن
∀x ∈ X : f(x)− f(u) ∈ C̃

ͬ شود. م نتیجه u ∈ Sw(f,X,C) بنابراین،
نتیجه لذا ͬ شود. م نتیجه نیز C = Rm

+ انتخاب با ١ . ۵ . ٣ قضیه خاص، به طور .١ . ۵ . ٣ ملاحظه
است. برقرار T۴ برای نیز مشابهͬ

و τ > ٠ هر برای uτ ∈ ψM̂,τε(f,X) اگر باشد. پیوسته f و بسته X کنید فرض .٢ . ۵ . ٣ قضیه
.u ∈ ψM̂,٠(f,X) آن گاه ،limτ→٠+ uτ = u

،i ∈ I هر برای ͬ گیریم، م نتیجه ٢ . ۴ . ٣ گزاره ١ بخش طبق .uτ ∈ ψM̂,τϵ(f,X) چون برهان.
فرم به شده نوشته ،Γ (x٠, τε, i, M̂ ,X) سیستم

−fi(uτ ) + fi(x) + τεi < ٠,
−fi(uτ ) + fi(x) + τεi < M̂(fj(u

τ )− fj(x)− τεj) ∀j ∈ I \ {i},

x ∈ X,

است. ناسازگار
F i(τ, x, M̂) بردارهای ،(i, x, τ) ∈ I×X×R+ هر برای Wو = Rm\(−int(Rm

+ )) کنید فرض
به صورت که

F i
j =


−fi(uτ ) + fi(x) + τε j = ١
−fi(uτ ) + fi(x) + τεi − M̂(fj(u

τ )− fj(x)− τεj) j ∈ I⧹{١}
هر برای است، پیوسته f و بسته مخروط W چون ب·یرید. نظر در را ͬ شود م تعریف

داریم: (i, x) ∈ I ×X

lim
τ→٠+ F

i(τ, x, M̂) = F i(٠, x, M̂) ∈W. (٣ . ١٢)
سیستم ،i ∈ I هر برای ͬ گیریم،   م نتیجه (٣ . ١٢) از

−fi(u) + fi(x) < ٠
−fi(u) + fi(x)− M̂(fj(u)− fj(x)) <, ٠,
x ∈ X,

(٣ . ١٣)

،٢ . ۴ . ٣ گزاره (١) بخش براساس است، Γ (u, ٠, i, M̂ ,X) همان (٣ . ١٣) چون است. ناسازگار
.u ∈ ψM̂,٠(f,X) داریم
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نشان را جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب های برای مطلوب هم·رایی ویژگͬ ی ٢ . ۵ . ٣ قضیه
حالت در هم·رایی ویژگͬ این که داد خواهیم نشان ۴ . ۵ . ٣ و ٣ . ۵ . ٣ قضیه های در ما ͬ دهد. م

نیست. برقرار ε‐پارتو بهینه و جفریون ε‐سره جواب های برای کلͬ
ͬ کنیم. م شروع T۶ = Sw(f,X,C) و T۵ = S(f,X,C) با (٢) سوال به دادن جواب برای

: است برقرار زیر روابط مجموعه .٣ . ۵ . ٣ قضیه
∩τ>٠Sτε

w (f,X,C) = ∩τ>٠Sτε(f,X,C) = Sw(f,X,C)

⊇ S(f,X,C) ⊇ ψ(f,X) ⊇ ψM̂,٠(f,X).

که است واض برهان.
Sw(f,X,C) ⊇ S(f,X,C) ⊇ ψ(f,X).

این تعریف از ψ(f,X) ⊇ ψM̂,٠(f,X) شمول کنید. رجوع [١٣] به ͬ توانید م اثبات برای
که کنیم ثابت باید تنها بنابراین ͬ شود. م نتیجه مجموعه ها

∩τ>٠ Sτε
w (f,X,C) = ∩τ>٠Sτε(f,X,C) = Sw(f,X,C) (١۴ . ٣)

مجموعه های نسبی م΄مل های که داد خواهیم نشان ما ،(١۴ . ٣) اثبات برای
هستند. معادل X به نسبت Sw(f,X,C) و ∩τ>٠Sτε(f,X,C),∩τ>٠Sτε

w (f,X,C)

استفاده با نتیجه، در .x٠ /∈ ∩τ>٠Sτϵ
w (f,X,C) که باشد به گونه ای x٠ ∈ X کنید فرض

ͬ گیریم م نتیجه ،٣ . ٢ . ٢ تعریف
∃τ̂ > ٠, x̂ ∈ X, c+ ∈ int(C) : f(x٠)− f(x̂)− τ̂ ε = c+. (١۵ . ٣)

عنصر ی ͬ تواند نم x٠ که ͬ  دهد م نشان ١۵ . ٣ رابطه است، C \ {٠} از عنصر ی c+ چون
نتیجه در باشد. ∩τ>٠Sτε(f,X,C)

X \ (∩τ>٠Sτε
w (f,X,C)) ⊆ X \ (∩τ>٠Sτε(f,X,C)) . (١۶ . ٣)

آن گاه ،x٠ /∈ ∩τ>٠Sτε(f,X,C) که باشد به گونه ای x٠ ∈ X اگر دی·ر طرف از
∃τ̂ > ٠, x̂ ∈ X, c ∈ C \ {٠} : f(x٠)− f(x̂)− τ̂ ε = c.

ͬ گیریم، م نتیجه ،τ̂ ϵ ∈ int(C) چون
f(x٠)− f(x̂) = c+ τ̂ ε ∈ int(C).

بنابراین، باشد. متعلق Sw(f,X,C) به ͬ تواند نم x٠ نقطه نتیجه، در
X \ (∩τ>٠Sτε(f,X,C)) ⊆ X \ Sw(f,X,C). (٣ . ١٧)
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آن گاه ،x٠ /∈ Sw(f,X,C) که باشد به گونه ای x٠ ∈ X اگر سرانجام،

∃x̂ ∈ X, c+ ∈ int(C) : f(x٠)− f(x̂) = c+.

به طوری که دارد وجود τ̂ > ٠ ی ،ε > ٠ هر برای ،c+ ∈ int(C) چون
f(x٠)− f(x̂)− τ̂ ε = c+ − τ̂ ε ∈ int(C).

بنابراین، .x٠ /∈ ∩τ>٠Sτε
w (f,X,C) نتیجه در

X \ Sw(f,X,C) ⊆ X \ (∩τ>٠Sτε
w (f,X,C)) (٣ . ١٨)

ͬ شود. م نتیجه (٣ . ١٨)،(٣ . ١٧)،(١۶ . ٣) شمول های از اثبات و
برای است. شده بیان مختلفͬ ͽمراج در ٣ . ۵ . ٣ قضیه نتایج از بخش هایی .٢ . ۵ . ٣ ملاحظه
که ͬ دهند م نشان [۴۶] ١٧ هم΄اران و داتا باشد محدب f(x) و C = Rm

+ آن که فرض با مثال،
[[۴٧]،قضیه در ∩τ>٠Sτε

w (f,X,C) ⊆ Sw(f,X,C) رابطه .∩τ>٠Sτε
w (f,X,C) = Sw(f,X,C)

است. شده داده نشان [١ . ٢
نتیجه مثال، برای ندارد. X و f مورد در پیش فرضͬ هیچ ٣ . ۵ . ٣ قضیه که است ذکر قابل
ͬ توان م به راحتͬ حالت، این در است. برقرار نیز باشد کران دار باز مجموعه ی f(X) اگر حتͬ
Sw(f,X,C) ⊆ bd(f(X)) اما است، ناتهͬ Sτε

w (f,X,C) مجموعه τ > ٠ هر برای که داد نشان
.(bd(f(X)) = ∅ است(چون تهͬ

ی به عنوان را ضعیف، ,ε)‐بهینه C) نقاط برای مطلوب هم·رایی ویژگͬ ی ٣ . ۵ . ٣ قضیه
است. برقرار نیز C = Rm

+ انتخاب با ٣ . ۵ . ٣ قضیه خاص به طور ͬ دهد. م نشان (٢) برای جواب
دارد. وجود T۴ و T٣ برای نیز مشابهͬ نتایج بنابراین

ضعیف بهینه نقاط چون حال، این  با است. بهینگͬ مفهوم ضعیف  ترین ضعیف، بهینگͬ
ی این لذا شوند، بدتر دی·ر مولفه های آن که بدون یابند بهبود ضابطه ها از برخͬ در ͬ توانند م
ͬ گیرد م قرار استفاده مورد که بهینگͬ مفهوم متداول ترین نیست. بهینگͬ برای عملͬ مفهوم
(١) به مثبت ͺپاس که ͬ دهد م نشان ٣ . ۵ . ٣ قضیه پارتو، بهینه نقاط برای است. پارتو بهینگͬ
مجموعه ،(τ > ٠ (برای τε‐پارتو نقاط اشترک این که به توجه با نیست. ام΄ان پذیر به طورکلͬ
توجه با نیست. (٢))ام΄ان پذیر برای جواب (به عنوان تساوی است، ضعیف پارتو بهینه نقاط
از بزرگ تر توجهͬ قابل به طور ͬ توانند م ضعیف پارتو بهینه نقاط مجموعه که واقعیت این به
عملͬ مفهوم ی نیز پارتو بهینگͬ که ͬ دهد م نشان اشتراک این باشد، پارتو بهینه جواب های

نیست.
سره بهینگͬ ͬ کنیم. م بررسͬ را جفریون سره جواب های مجموعه یعنͬ T٢ بعد مرحله در

است. قوی تر بهینگͬ مفهوم ی پارتو بهینگͬ به نسبت جفریون
17Dutta et al
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است: برقرار زیر روابط مجموعه .۴ . ۵ . ٣ قضیه

ψ(f,X) ⊆ ∩τ>٠ψτε(f,X) ⊆ Sw(f,X). (٣ . ١٩)
داریم آن گاه باشد، کران دار پایین از f اگر

∩τ>٠ ψτε(f,X) = Sw(f,X). (٣ . ٢٠)
x̂ ∈ X ی بنابراین، .x٠ ∈ X \Sw(f,X) که کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت خلف برهان با برهان.

نتیجه در .i ∈ I هر برای fi(x̂) < fi(x٠) به طوری که دارد وجود
∃τ̂ > ٠ : −fi(x٠) + fi(x̂) + τ̂ ε < ٠, i ∈ I.

گزاره (١) بخش براساس است. سازگار M > ٠ هر برای Γ (x٠, τ̂ ε, ١,M,X) سیستم نتیجه، در
نتیجه، در .x٠ /∈ ∩τ>٠ψτε(f,X) ͬ گیریم م نتیجه ،١ . ۴ . ٣

∩τ>٠ ψτε(f,X) ⊆ Sw(f,X). (٣ . ٢١)
که ͬ کنیم م ثابت خلف برهان با اکنون

ψ(f,X) ⊆ ∩τ>٠ψτε(f,X). (٣ . ٢٢)
ͬ گیریم م نتیجه ،١ . ۴ . ٣ گزاره (١) بخش اساس بر .x٠ ∈ X\(∩τ>٠ψτε(f,X)) که ͬ کنیم م فرض

که دارد وجود τ̂ > ٠ ی
∀M > ٠,∃i ∈ I : Γ (x٠, τ̂ ε, i,M,X) (٣ . ٢٣)

به طوری که دارند وجود (i, x̂) ∈ I ×X ،M > ٠ هر برای معادل، به طور است. سازگار
−fi(x٠) + fl(x̂) + τ̂ εi < ٠
−fi(x٠) + fi(x̂) + τ̂ εi < M(fj(x٠)− fj(x̂) + τ̂ εj), j ∈ I \ {i}.

(٢۴ . ٣)

که ͬ کند م ایجاب (٢۴ . ٣) سیستم ،ε ≥ ٠ و τ̂ > ٠ چون
−fi(x٠) + fl(x̂) < ٠,
−fi(x٠) + fi(x̂) < M(fj(x٠)− fj(x̂)), j ∈ I \ {i}.

(٢۵ . ٣)

با بنابراین، است. سازگار Γ (x٠, ٠, i,M,X) که ͬ دهد م نشان (٢۵ . ٣) سیستم ،x̂ ∈ X چون
نتیجه را (٣ . ٢٢) این .x٠ /∈ ψ(f,X) ͬ گیریم م نتیجه ،١ . ۴ . ٣ گزاره (١) بخش بردن به کار

ͬ شود. م ثابت گزاره اول بخش ،(٣ . ٢١) از استفاده با و ͬ دهد، م
آن گاه باشد، کران دار پایین از f اگر که ͬ کنیم م ثابت خلف برهان با ما بنابراین

∩τ>٠ ψτε(f,X) ⊇ Sw(f,X). (٢۶ . ٣)



چندهدفه بهینه سازی در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم ۵۶
که کنید فرض باشد. کران دار β با پایین از fi تابع ،i ∈ I هر برای کنید، فرض منظور، این برای
کنید فرض ͬ شود. م نتیجه (٣ . ٢٣) رابطه (٣ . ٢٢) اثبات با مشابه .x٠ ∈ X \ (∩τ>٠ψτε(f,X))

مجموعه ی I چون ب·یریم. نظر در limn→∞Mn = ∞ به طوری که را (Mn)n∈N دنباله ی
برای i، یعنͬ = ١ که کنیم فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون ͬ توانیم م است، متناهͬ
وجود xn ∈ X ی ،Mn هر برای بنابراین است. سازگار Γ (x٠, τ̂ ε, ١,Mn, X) سیستم ،Mn هر

به طوری که دارد
(٣ . ٢٧)

−f١(x٠) + f١(xn) + τ̂ ε١ < ٠,
−f١(x٠) + f١(xn) + τ̂ ε١ < Mn(−fj(x٠) + fj(x

n) + τ̂ εj), j ∈ {٢,٣, . . . ,m}

باشد. برقرار
نتیجه (٣ . ٢٧) از limn→∞Mn = ∞ هم چنین و است کران دار β توسط پایین از f١ چون

که ͬ       گیریم م
٠ ≥ lim

n→∞

−f١(x٠) + f١(xn) + τ̂ ε١
Mn

≥ lim
n→∞

−f١(x٠) + β + τ̂ ε١
Mn

= ٠.
نتیجه در

lim
n→∞

−f١(x٠) + f١(xn) + τ̂ ε١
Mn

= ٠. (٣ . ٢٨)
ͬ    گیریم م نتیجه ،(٣ . ٢٧) در (٣ . ٢٨) از استفاده با

∃n٠ ∈ N : fj(x٠)− fj(x
n٠)− τ̂ εj ≥ − τ̂ ε١٢ , j ∈ {٢,٣, . . . ,m} (٣ . ٢٩)

.i ∈ I هر برای fi(xn٠) < fi(x٠) که ͬ شود م نتیجه (٣ . ٢٩) با همراه (٣ . ٢٧) اول نامساوی از
است. کامل اثبات و ͬ شود م نتیجه x٠ /∈ Sw(f,X) رابطه نتیجه در

ی΄ͬ اگر مثال برای باشد. خفیف بسیار که ͬ رسد م نظر به ۴ . ۵ . ٣ قضیه در کران داری شرط
از این، بر علاوه بود. خواهد بی کران نیز S(f,X) آن گاه باشد، بی کران پایین از ضابطه ها از
آن گاه باشد، بی کران (٣ . ١١) به طوری که باشند بی کران ها fi از ی هر اگر ،٣ . ۴ . ٣ ملاحظه
نشان بعدی گزاره دوضابطه ای، جالت برای است. تهͬ ψ(f,X) که ͬ دهد م نشان ٣ . ۴ . ٣ گزاره
و نباشد پارتو بهینه حتͬ که باشد داشته وجود ضعیف پارتو بهینه نقطه ی ی اگر که، ͬ دهد م
جواب های مجموعه آن گاه باشد، نداشته وجود جفریون ε‐سره جواب های مشترک فصل در
سخت وضعیت ی ما آن گاه نباشد، برقرار (٣ . ٢٠) اگر نتیجه در بود. خواهد تهͬ جفریون سره

است. تهͬ جفریون سره جواب های مجموعه که داریم
،S ⊂ Rm مجموعه ی داشت. خواهیم نیاز بعدی گزاره ی در [١٣] ‐بسته Rm

+ مفهوم به ما
باشد. بسته ({s} − Rm

+ ) ∩ S قطاع های ،s ∈ S هر برای اگر، ͬ شود م نامیده ‐بسته Rm
+
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زیر استلزام آن گاه، باشد. ‐بسته Rm

+ ،f(X) کنید فرض و m = ٢ کنید فرض .٢ . ۵ . ٣ گزاره
است: برقرار

(Sw(f,X) \ (S(f,X) ∪ (∩τ>٠ψτε(f,X))) ̸= ∅) ⇒ (ψ(f,X) = ∅). (٣ . ٣٠)
نتیجه ،(٣ . ١٩) براساس .x٠ ∈ Sw(f,X) \ (S(f,X) ∪ (∩τ>٠ψτε(f,X))) کنید فرض برهان.

باشد. متعلق ψ(f,X) به ͬ تواند نم x٠ که ͬ گیریم م
اما دلخواه x̂ ∈ ψ(f,X) کنید فرض و باشد ناتهͬ ψ(f,X) فرض کنید خلف برهان با
ͬ توانیم م ما .x̂ ∈ S(f,X) که داریم ،ψ(f,X) ⊆ S(f,X) و x̂ ̸= x٠ چون باشد. ثابت
کنید فرض .f٢(x٠) > f٢(x̂) و f١(x٠) ≤ f١(x̂) که کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون
Xu, X l, Xb و ،u := (f١(x٠)−١, f٢(x̂)−١)T ،b := f٢(x٠)−f٢(x̂) > ٠،a := f١(x̂)−f١(x٠) ≥ ٠

شوند: تعریف زیر به صورت
Xu =: {x ∈ X|f١(x) ≥ u١, f٢(x) ≥ u٢},

X l =: {x ∈ X|f١(x) ≤ u١, f٢(x) ≥ u٢},

Xb =: {x ∈ X|f١(x) ≥ u١, f٢(x) ≤ u٢}.

Xb و X l مجموعه های اما ،x٠, x̂ ∈ Xu چون است ناتهͬ Xu مجموعه که ، باشید داشته توجه
باشند. تهͬ ͬ توانند م

ͬ   گیریم م نتیجه ،۴ . ۵ . ٣ قضیه براساس بنابراین، است. کران دار پایین از Xu به f تحدید
∩τ>٠ ψτϵ(f |Xu , Xu) = Sw(f |Xu , Xu). (٣ . ٣١)

فرض منظور، این برای ͬ رسیم. م تناقض ی به لذا و ،x٠ ∈ ∩τ>٠ψτε(f,X) که ͬ دهیم م نشان
در با .x٠ ∈ Sw(f |Xu , Xu) نتیجه در ،x٠ ∈ Sw(f,X) چون باشد. ثابت اما دلخواه τ̂ > ٠ کنید
است، موجود M̂ > ٠ ی ،٣ . ٣ . ٣ تعریف از .x٠ ∈ ψτ̂ ε(f |Xu , Xu) داریم ،(٣ . ٣١) گرفتن نظر
وجود j ∈ I ی ͬ کند م صدق fi(x) < fi(x٠)− τ̂ εi در که (i, x) ∈ I ×Xu هر برای به طوری که

و fj(x٠)− τ̂ εj < fj(x) به طوری که دارد
fi(x٠)− fi(x)− τ̂ εi
fj(x)− fj(x٠) + τ̂ εj

≤ M̂. (٣ . ٣٢)
است.چون کران دار f(x) و f(x٠) بین تبادل ،x ∈ Xu که حالتͬ برای نتیجه در

دهد: رخ است مم΄ن دی·ر حالت دو ،x٠ ∈ Sw(f,X) \ S(f,X)

در که همان طور ب·یرید. نظر در f٢(x) < f٢(x٠)−τ̂ ϵ٢ به طوری که را x ∈ X\Xu :X l = ∅ . ١
،f(Sw(f,X)) منحنͬ است، ‐بسته Rm

+ ،f(X) چون .x ∈ Xb ͬ شود، م دیده ۴ . ٣ ش΄ل
ی بنابراین، است. غیرصعودی و بسته ͬ شود، م گرفته درنظر f١ از تابعͬ به عنوان که
.f١(x̃) − f١(x̂) ≥ ϱ ͬ گیریم م نتیجه ،x̃ ∈ Xb هر برای به طوری که دارد وجود ϱ > ٠
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سیاه خط و منحنͬ شامل f(Sw(f,X)) مجموعه .٢ . ۵ . ٣ گزاره اثبات در ١ حالت تصویر :۴ . ٣ ش΄ل
ما اگر است. بی کران f٢ تابع ͬ که در حال است کران دار پایین از f١ تابع است. بی کران و است ضخیم
و X l به ترتیب وچهارم دوم ربع های ͬ که در حال شد خواهد Xu اول ربع آن گاه دهیم تغییر u به را مبدا

شد خواهند Xb

M̃ > ٠ ی و f١(x̂) < f١(x), f٢(x̂) > f٢(x) نتیجه در ،x ∈ Xb و x̂ ∈ ψ(f,X) چون
دارد که وجود

f٢(x̂)− f٢(x)
f١(x)− f١(x̂)

≤ M̃. (٣ . ٣٣)

ͬ گیریم م نتیجه ،f(x) و f(x٠) بین تبادل مقایسه و (٣ . ٣٣) از استفاده با
f٢(x٠)− f٢(x)− τ̂ ε٢
f١(x)− f١(x٠) + τ̂ ε١

≤ f٢(x٠)− f٢(x)
f١(x)− f١(x٠)

=
f٢(x̂)− f٢(x) + b

f١(x)− f١(x̂) + a

=
f٢(x̂)− f٢(x)

f١(x)− f١(x̂) + a
+

b

f١(x)− f١(x̂) + a

≤ f٢(x̂)− f٢(x)
f١(x)− f١(x̂)

+
b

ϱ+ a

≤ M̃ +
b

ϱ+ a
.

ͬ شود. م برقرار x ∈ Xb برای M̂ به جای M̃+ b
ϱ+a جای·ذاری با (٣ . ٣٢) نامساوی این رو، از
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دارد وجود M̂ مقدار ی اول، حالت مشابه . ͬ شود م اثبات اول حالت مشابه :Xb = ∅ . ٢

ͬ کند. م صدق (٣ . ٣٢) نامساوی در که
است، دلخواه τ انتخاب چون .x٠ ∈ ψτ̂ ε(f,X) داریم فوق روابط از نتیجه ی به عنوان

ͬ رسیم. م تناقص به لذا و ،x٠ ∈ ∩τ>٠ψτε(f,X) که ͬ گیریم م نتیجه

با را (٣ . ٣٠) رابطه ͬ توان م ٢ . ۵ . ٣ در گزاره
(Sw(f,X) \ (∩τ>٠ψτε(f,X)) ̸= ∅) ⇒ (ψ(f,X) = ∅)

بهینه نقاط برای (٣ . ٣٠) که ͬ دهد م نشان صراحت به گزاره ایده این حال با کرد. جای·زین
بهینه نقاط مجموعه از ͬ توانند م نقاط این ͬ باشد. م برقرار نیستند پارتو بهینه که ضعیفͬ پارتو

باشند. دور پارتو
فاصله باشند، (M,d) متری فضای از زیرمجموعه دو Y و X کنید فرض .١ . ۵ . ٣ تعریف

ͬ  شود م تعریف زیر به صورت ͬ شود م داده نشان dH(X,Y ) به صورت که هاسدورف
dH(X,Y ) = max{sup

x∈X
inf
y∈Y

d(x, y), sup
y∈Y

inf
x∈X

d(x, y)}

تعریف dH(X,Y ) با Z و Y بین هاسدورف فاصله ،Y, Z ⊆ Rn مجموعه های برای کنید فرض
مجموعه به فقط جفریون ε‐سره جواب های مجموعه که ͬ دهد م نشان ۴ . ۵ . ٣ قضیه ͬ شود. م
ͬ تواند م ضعیف پارتو بهینه نقاط مجموعه به طور کلͬ، است. هم·را ضعیف پارتو بهینه نقاط
بهینه سازی مسئله چنین برای باشد. جفریون سره جواب های مجموعه از بزرگ تر بسیار
dH(ψτε(f,X), ψ(f,X)) آن گاه باشد، کران دار پایین از و لیپ  شوتز پیوسته f اگر چندهدفه ای،

است. صفر از دور و کران دار τ از تابع ی به عنوان
و ٢ . ۵ . ٣ قضیایای است. ,M̂)‐سره ε) جواب های برای ͽجام نتیجه ی ۵ . ۵ . ٣ قضیه
ی ،T١ = ψM̂,٠(f,X) انتخاب با یعنͬ جواب هایی، چنین برای که ͬ دهند م نشان ۵ . ۵ . ٣
تبادل که واقعیت این از جدا ͬ آید. م (٢) به دست مورد تساوی و (١) سوال به مثبت ͺپاس
باعث (٢) و (١) سوالات به جواب ها این است ، کران دار جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب های برای
پارتو ε‐بهینه جواب های و جفریون ε‐سره جواب های از ͬ تر عمل جواب ها این که ͬ شود م

باشند.
است: برقرار زیر روابط مجموعه .۵ . ۵ . ٣ قضیه

ψM̂,٠(f,X) = ∩τ>٠ψM̂,τε(f,X) = ∩M>M̂ψM,٠(f,X) = ∩M>M̂ ∩τ>٠ ψM,τε(f,X) .I
ψM̂,٠(f,X) = ∪M≤M̂ ∩τ>٠ ψM,τε(f,X) = ∩τ>٠ ∪M≤M̂ ψM,τε(f,X). .II
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که ͬ دهیم م نشان اول I بخش برهان.

ψM̂,٠(f,X) = ∩τ>٠ψM̂,τε(f,X) (٣۴ . ٣)
و ψM̂,٠(f,X) دو هر که ب·یریم نظر در را حالتͬ منظور این برای است. برقرار

باشند. ناتهͬ ∩τ>٠ψM̂,τε(f,X)

نتیجه ،٢ . ۴ . ٣ گزاره در ε = ٠ دادن قرار با .x٠ ∈ ψM̂,٠(f,X) کنید فرض (⇒)

فرم به شده نوشته ،Γ (x٠, ٠, i, M̂ ,X) سیستم ،i ∈ I هر برای که ͬ گیریم م
−fi(x٠) + fi(x) < ٠
−fi(x٠) + fi(x) < M̂(fj(x٠) + fj(x)), j ∈ I \ {i},

x ∈ X,

سیستم که ͬ دهد م نتیجه این است. ناسازگار
(٣۵ . ٣)

−fi(x٠) + fi(x) < −τεi,

−fi(x٠) + fi(x) < M̂(fj(x٠) + fj(x))− M̂τεj − τεi, j ∈ I \ {i},

x ∈ X,

همان (٣۵ . ٣) که دید ͬ توان م به راحتͬ است. ناسازگار τ > ٠ هر برای
،٢ . ۴ . ٣ گزاره (١) بخش از ،τ > ٠ هر برای نتیجه در است. Γ (x٠, τε, i, M̂ ,X)

.x٠ ∈ ∩τ>٠ψM̂,τε(f,X) نتیجه در .x٠ ∈ ψM̂,τε(f,X) ͬ شود م نتیجه
نتیجه ٢ . ۴ . ٣ گزاره (١) بخش براساس .x٠ ∈ ∩τ>٠ψM̂,τε(f,X) کنید فرض (⇐)

به شده نوشته ،Γ (x٠, τε, i, M̂ ,X) سیستم ،τ > ٠ هر و i ∈ I هر ،برای ͬ  گیریم م
فرم

−fi(x٠) + fi(x) + τεi < ٠,
−fi(x٠) + fi(x) + τεi < M̂(fj(x٠)− fj(x)− τεj), j ∈ I \ {i},

x ∈ X,

،τ > ٠ هر و i ∈ I هر برای و W = Rm \ (−int(Rm
+ )) کنید فرض است. ناسازگار

به صورت که را Fi(τ, x, M̂) بردارهای

F i
j (τ, x, M̂) =


−fi(x٠) + fi(x) + τε j = ١ :

−fi(x٠) + fi(x) + τεi − M̂(fj(x٠)− fj(x)− τεj), j ∈ I \ {١},
نتیجه، در است، بسته مخروط ی W چون ب·یرید. نظر در را ͬ شوند م تعریف

،i ∈ I هر برای
lim
τ>٠+ Fi(τ, x, M̂) ∈W.



۶١ هم·رایی خواص
سیستم ،i ∈ I هر برای نتیجه، در

−fi(x٠) + fi(x) < ٠
−fi(x٠) + fi(x)− M̂(fj(x٠)− fj(x)) < ٠,
x ∈ X,

(٣۶ . ٣)

نتیجه در است. Γ (x٠, ٠, i, M̂ ,X) همان (٣۶ . ٣) که ͬ بینیم م ما است. ناسازگار
.x٠ ∈ ψM̂,٠(f,X) ͬ شود م نتیجه ٢ . ۴ . ٣ گزاره (١) بخش از

باشد تهͬ ∩τ>٠ψM̂,τε(f,X) و ψM̂,٠(f,X) مجموعه های از ی΄ͬ حداقل که حالتͬ
ͬ گیرد. م قرار بحث مورد ادامه در

کنید فرض خلف برهان به و ψM̂,٠(f,X) = ∅ کنید فرض (⇒)

اثبات از دارد. وجود x٠ ∈ ∩τ>٠ψM̂,τε(f,X) بنابراین .∩τ>٠ψM̂,τε(f,X) ̸= ∅

است. تناقض ی که ،x٠ ∈ ψM̂,٠(f,X) که ͬ  گیریم م نتیجه فوق
که کنید فرض خلف برهان به و ∩τ>٠ψM̂,τε(f,X) = ∅ کنید فرض (⇐)

ͬ گیریم م نتیجه اخیر، حالت مشابه استدلال های از استفاده با .ψM̂,٠(f,X) ̸= ∅

ͬ کند. م تکمیل را (٣۴ . ٣) اثبات این نیست. ام΄ان پذیر نیز وضعیت این که
اثبات های

ψM̂,٠(f,X) = ∩M≤M̂ψM,٠(f,X)

و
ψM̂,٠(f,X) = ∩M>M̂ ∩τ>٠ ψM,τε(f,X)

به این توجه و ،F i
j (τ, x,M) و F i

j (٠, x,M) بردارهای تعریف با (٣۴ . ٣) اثبات مشابه
که

lim
M→M̂+

F i
j (٠, x,M), lim

τ→٠+
M→M̂+

F i
j (τ, x,M) ∈W

ͬ شود. م برقرار
و ،τ > ٠ هر ،M > ٠ هر برای که، ͬ گیریم م نتیجه قضیه، این I بخش براساس .IIبخش

،ε > ٠ هر
∩τ>٠ψM,τε(f,X) = ψM,٠(f,X)

اثبات برای بنابراین، است. برقرار
ψM̂,٠(f,X) = ∪M≤M̂ ∩τ>٠ ψM,τε(f,X) = ∩τ>٠ ∪M≤M̂ ψM,τε(f,X),

،ε > ٠ هر و τ ≥ ٠ هر برای که دهیم نشان است کافͬ
ψM̂,τε(f,X) = ∪M≤M̂ψM,τε(f,X).
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نتیجه ψM̂,τε(f,X) ⊆ ∪M≤M̂ψM,τε(f,X) ،ε > ٠ هر و τ ≥ ٠ هر برای به وضوح،
x٠ ∈ ψM,τε(f,X) اگر ͬ شود، م نتیجه ،ψM̂,τε(f,X) تعریف از دی·ر طرف ͬ شود. م

است. کامل II اثبات است. x٠ ∈ ψM̂,τε(f,X) نتیجه در ،M < M̂ ی برای

متناهͬ باشد. مجموعه ی X که است زمانͬ مورد در بعدی نتیجه
آن گاه باشد. متناهͬ مجموعه ی X کنید فرض .۶ . ۵ . ٣ قضیه

Sε(f,X) = ψε(f,X). (٣ . ٣٧)
به طوری که، است موجود τ̂ > ٠ ی به علاوه،

ψM̂,٠(f.X) = ψM̂,τ̂ε(f.X), (٣ . ٣٨)
Sw(f,X) = ψτ̂ ε(f.X). (٣ . ٣٩)

همیشه ٣ . ٣ . ٣ در تعریف شده تبادل ،x٠ ∈ Sε(f,X) هر برای است، متناهͬ X چون برهان.
ی همیشه ψε(f,X) مجموعه دی·ر، طرف از است. x٠ ∈ ψε(f,X) بنابراین است. کران دار

ͬ شود. م نتیجه (٣ . ٣٧) بنابراین است. Sε(f,X) از زیرمجموعه
هر و ε > ٠ هر برای ͬ گیریم، م نتیجه ،۵ . ۵ . ٣ قضیه (I) بخش براساس :(٣ . ٣٨) اثبات

که است به طوری موجود τ̄ > ٠ ی ،M̂ > ٠
ψM̂,٠(f.X) ⊆ ψM̂,τ̄ε(f.X).

باشند. ثابت ε, M̂ > ٠ کنید فرض و ،ν ∈ N ی برای X = {x١, x٢, . . . , xν} کنید فرض (⇐)

فرض بنابراین است. بدیهͬ گزاره ح΄م آن گاه باشند، ی΄سان X و ψM̂,٠(f.X) مجموعه های اگر
.ψM̂,٠(f.X) ̸= X که ͬ کنیم م

گزاره (١) بخش براساس ب·یرید. نظر در xl /∈ ψM̂,٠(f.X) به طوری که را xl ∈ X ی
به طوری که است موجود xk ∈ X و i ∈ I ی ͬ گیریم م نتیجه ،٢ . ۴ . ٣

−fi(xl) + fi(x
k) < ٠,

−fi(xl) + fi(x
k)− M̂(fj(x

l)− fj(x
k)) < ٠ ∀j ∈ I \ {i},

(۴٣ . ٠)

هر برای به طوری که است موجود ،τ l > ٠ ی ،(۴٣ . ٠) در اکید نامساوی دلیل به است. برقرار
،τ ∈ [٠, τ l]

−fi(xl) + fi(x
k) < −τεi,

−fi(xl) + fi(x
k)− M̂(fj(x

l)− fj(x
k)) < −τεi − M̂τεi ∀j ∈ I \ {i},

(۴٣ . ١)



۶٣ هم·رایی خواص
xl ∈ X \ هر برای ͬ گیریم، م نتیجه ،τ̃ := min{τ ١, . . . , τν} دادن قرار با است. برقرار
چون است. برقرار τ ∈ [٠, τ̃ ] هر برای (۴٣ . ١) به طوری که هست موجود xk ∈ X ی ،ψM̂ (f,X)

گزاره (١) بخش براساس است، Γ (xl, τε, i, M̂ ,X) همان (۴٣ . ١) چون و xl /∈ ψM̂,٠(f,X)

ͬ گیریم م نتیجه ،٢ . ۴ . ٣
∀xl ∈ X : xl /∈ ψM̂,٠(f,X) ⇒ xl /∈ ψM̂,τ̃ε(f,X). (۴٣ . ٢)

که ͬ دهد م نتیجه (۴٣ . ٢) گزاره نقیض
∀xl ∈ X : xl ∈ ψM̂,τ̃ε(f,X) ⇒ xl ∈ ψM̂,٠(f,X). (۴٣ . ٣)

دادن قرار با ψM̂,٠(f,X) = ψM̂,τ̃ε(f,X) و ψM̂,τ̃ε(f,X) ⊆ ψM̂,٠(f,X) نتیجه، در
ͬ شود. م نتیجه τ̂ := min{τ̃ , τ̄}

نتیجه، در هستند. برقرار ۴ . ۵ . ٣ قضیه شرایط است، متناهͬ X چون :(٣ . ٣٩) اثبات
به طوری که است موجود τ̄ > ٠ ی ،ε > ٠ هر برای بنابراین، .∩τ>٠ψτε(f,X) = Sw(f,X)

Sw(f,X) ⊆ ψτ̄ ε(f,X).

دارد وجود xk ∈ X ی نتیجه، در .xl /∈ Sw(f,X) به  طوری که ب·یرید نظر در را xl ∈ X (⇐)

به طوری که
− fi(x

l) + fi(x
k) < ٠ ∀i ∈ I. (۴۴ . ٣)

به M̂ هر برای ،i = ١ برای (۴٣ . ١) رابطه ͬ دهد م نتیجه (۴۴ . ٣) که داد نشان ͬ توان م به راحتͬ
براساس است. برقرار کوچ کافͬ اندازه ی به τ l با τ ∈ [٠, τ l] هر برای و بزرگ کافͬ اندازه ی

به طوری که ͬ آوریم م به دست را τ̆ > ٠ ی ،(٣ . ٣٨) اثبات با مشابه و ١ . ۴ . ٣ گزاره (٣) بخش
∀xl ∈ X : xl /∈ Sw(f,X) ⇒ xl /∈ ψτ̆ ε(f,X). (۴۵ . ٣)

که ͬ دهد م نتیجه (۴۵ . ٣) گزاره نقیض
∀xl ∈ X : xl ∈ ψτ̆ ε(f,X) ⇒ xl ∈ Sw(f,X) (۴۶ . ٣)

ͬ آوریم. م به دست را دلخواه نتیجه بنابراین،
مستطیل در که باشد شب΄ه ۵٠ × ۵٠ شامل مجموعه ای Xg ⊂ R٢ کنید فرض .١ . ۵ . ٣ مثال

کنید فرض شده اند. هم سط [−١, ٠٫۵]٢
X := Xg⧹{x ∈ R٢|x١, x٢ ≥ ٠, ∥x∥٢> ١}

است. X روی همانͬ تابع idX که ،f = idX و
مجموعه های به هم·را به ترتیب Sτε(f,X) و ψ١,τε(f,X) مجموعه های ،ε = (٠٫١, ٠٫٢)T برای
(٣ . ٣٩) و (٣ . ٣٨) روابط که ͬ شود م مشاهده .(۵ . ٣ (ش΄ل ͬ باشند م Sw(f,X) و ψ١,٠(f,X)

چپ). پایین ،۵ . ٣ ͬ باشند.(ش΄ل م برقرار τ̂ = ١١۶ برای ۶ . ۵ . ٣ گزاره در



چندهدفه بهینه سازی در جفریون سره بهینگͬ عملͬ مفهوم ۶۴

.ε = (٠٫١, ٠٫٢)T با گسسته دوهدفه بهینه سازی مسئله ی در هم·رایی نتایج :۵ . ٣ ش΄ل
هم·رایی رفتار دی·ر ش΄ل  های ͬ دهد. م نشان را دقیق جواب های مجموعه راست سمت پایین ش΄ل
نشان را ١, ١۴ , ١١۶ برابر ،τ مقادیر برای جفریون ,١)‐سره ٠) جوابهای به جفریون ,١)‐سره τε) جواب های
هر برای است، متناهͬ X چون است. هم·را Sw(f,X) به Sε(f,X) که ͬ شود م ͬ دهند.مشاهده م
توجه با است. هم·را Sw(f,X) به نیز ψτε(f,X) بنابراین، .Sε(f,X) = ψε(f,X) که ͬ بینیم م ،ε ≥ ٠
تابع ی به عنوان dH(ψτε(f,X), ψ(f,X)) هاسدورف فاصله است، ناتهͬ Sw(f,X) \ S(f,X) این که به

ͬ کنند. م میل صفر به ψ١,τε(f,X), ψ١,٠(f,X) ͬ که درحال است، صفر از دور به کران دار τ از

است. شده ارائه زیر جدول در ۶٣ صفحه از و(٢) (١) سوالات به ͺپاس از خلاصه ای

و(٢) (١) سوالات به ͺپاس :٣ . ١ جدول
Sw(f,X,C) S(f,X,C) Sw(f,X) S(f,X) ψ(f,X) ψM̂,٠(f,X) Ti

بله a بله c نه، بله a بله c نه، بله c نه، b بله a (τ > ٠) ∧ (uτ → u) ⇒ u ∈ Ti? برای (uτ ∈ Tτ
i ) ١ .آیا

= ⊆ = ⊆ ⊆b = چیست؟ ∩τ>٠Tτ
i و Ti بین ٢ .رابطه

باشد. پیوسته f و بسته X اگر : a
باشند. کران دار پایین از fjها همه ی اگر : b

.τ > ٠ هر برای uτ ∈ Wτ اگر : c



۴ فصل
نتیجه گیری

است. اس΄الر سازی روش های از استفاده چندهدفه مسائل حل روش های پرکاربردترین از ی΄ͬ

ͬ کنند. م عمل هم ضد بر داریم کار و سر آن ها با که هدفͬ توابع معمولا این که به توجه با البته
را شرایط بتواند تا است تصمیم گیرنده ی به احتیاج مناسب جواب تعیین برای نتیجه در
اطلاعات معمولا واقعͬ مسائل در این که کند.به علاوه انتخاب را مم΄ن جواب بهترین و بسنجد
این گونه در کنیم. بسنده اصلͬ جواب های از تقریبی به باید و نداریم دست در مسئله از کافͬ
به ͬ تواند م که چرا است مهم بسیار تصمیم گیرنده شخص برای هدف توابع بین تبادل مسائل
یا ی بهبود به تا کند بدتر را تابع چند یا ی مقدار باید حدودی تا که یابد دست موضوع این

برسد. دی·ر هدف تابع چند
کرده ایم مطالعه را حقیقͬ بردار بهینه سازی در سره کارایی مفهوم ما پایان نامه، این در
نظر به که کردیم ارائه را جفریون مولفه ای و اصلͬ تعریف از شده اصلاح جزئͬ فرمول ی و
از جلوگیری که ͬ مان اصل هدف برای باشد نامتناهͬ شمارای هدف توابع تعداد اگر ͬ رسد م
بهتر است رضایت بخش تئوری ویژگͬ ی به رسیدن و بی کران حاشیه ای نرخ با جواب هایی
که دهیم ارائه را نقضͬ مثال های و اثبات ها توانستیم ما بار، اولین برای و به خصوص، ͬ باشد. م
برقرار اصلͬ تعریف برای به طورکلͬ جفریون سره کارای نقاط رایج ویژگͬ دو که دهد مͬ نشان
مخروط از که جدیدی تعریف علاوه براین، باشد. متناهͬ هدف توابع تعداد این که م·ر نیست
با این حال، ͬ دهد؛ م قرار گسترده تر چارچوب در را ما نتایج شد ارائه [٧] بنسون توسط ترتیب
به مولفه ساختار با انحصاری به طور ͬ توانیم م ما که است این ͬ مان فعل بسط مزایای از ی΄ͬ



نتیجه گیری ۶۶
یا جای·زینͬ نرخ به عنوان آن ساده تفسیر دلیل به  را مستقیم تری بینش که کنیم، کار مولفه

ͬ کند. م فراهم تصمیم گیری، و عملͬ اهداف از بسیاری برای ویژه به توازن
فضای برای را جفریون سره کارایی اولیه تعریف که ،[۴٨] ١ وینکلر قبلͬ مقاله در اهمیت این
را مشابهͬ مشاهدات نویسنده این است. شده برجسته ͬ کند، م تعریف پیوسته حقیقͬ توابع
خطͬ اس΄الرسازی توسط که ”نقطه ای ، این که کردیم، پیدا آن را نیز ما که ͬ دهد م ارائه نیز
ͬ تواند م ما جدید تحلیل و تجزیه اما باشد”، سره کارای جفریون مفهوم به نباید شد پیدا مثبت
بالای کران اگر که، معنا این به دهد؛ ارائه شما به را مفیدتری بینش و دهد توضیح آن را دلیل
ی هر برای که ͬ دهد م اجازه اما ͬ شود، م حفظ هم چنان نتایج این باشد کران دار تبادل هر

باشد. داشته تفاوت بخشید بهبود را آن  ͬ توان م هم هنوز که ضابطه هایی از
انجام حال در تحقیقات به مربوط است شده ما خود مشاهدات به منجر که کارهایی
به طور خاص، است. تصادفͬ بهینه سازی و قطعیت عدم در تصمیم گیری برای چندگانه روش های
یا متناهͬ حالت های از ی هر برای مثبت احتمالات با تصادفͬ بهینه سازی مسئله ی برای
مجموع یا سری ی به مربوط ͬ رود م انتظار ارزش ضابطه احتمالͬ، حالات از نامتناهͬ شمارای
با دارد. مطابقت وزن دار چبیشف نرم ی با زیان حداکثر ͬ نیمم م ضابطه ی و باشد، وزن دار
حقیقت در جواب ها این که ب·وییم ͬ توانیم م اکنون پایان نامه، این در نتایج و تعاریف از استفاده
اصلͬ تعریف است‐اگر غلط به طورکلͬ که هستند‐نتیجه ای تصادفͬ مسئله برای سره کارای
اصلاحات که ͬ دهد م ارائه را کافͬ حمایت پایان نامه این که معتقدیم ما شود. استفاده جفریون
تبادل مفهوم ویژه به دهیم ارتقا را آن تا داریم قصد ما و است مطلوب تر ͽواق در پیشنهادی
روی بر کار و آینده تحقیقات در که تصادفͬ سره کارایی با مرتبط مفهوم ی به عنوان را آن

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد کاربردی برنامه های
ͬ کنیم، م ترکیب داد ارائه وینکلر که روشͬ با را خود جدید نتایج که هنگامͬ علاوه براین،
مفهومͬ گسسته، تصادفͬ متغیرهای از ما کنونͬ نتایج که باشیم داشته انتظار که است منطقͬ
باشند. داشته  مقدار حقیقͬ تابع های یا پیوسته فضاهای یا پیوسته تصادفͬ متغیرهای با معادل
مفهوم براساس تصادفͬ، بهینه سازی در ریاضͬ تبادل دقیق تئوری ی بار اولین برای این،

ͬ کند. م ایجاد دلخواه ضابطه های از مجموعه ای با عمومͬ بهینه سازی در سره کارایی
تجزیه مورد چندهدفه بهینه سازی مسائل برای را مختلف ε‐بهینگͬ مفاهیم ما ادامه در
مفیدترین زیر دلایل به جفریون ,M̂)‐سره ε) بهینگͬ ͬ رسد م نظر به  داده ایم. قرار تحلیل و

است. مفهوم
(یعنͬ تقریبی جواب های دو هر کران دار تبادل روی بر مستقیم کنترل تصمیم گیرنده ی . ١
ترجیحات کردن ترکیب برای ͬ تواند م کران این دارد. (ε = ٠ (یعنͬ دقیق و (ε > ٠
بین تبادل وجود که ε‐پارتو بهینگͬ چند هر گیرد. قرار استفاده مورد تصمیم گیرنده
را تبادل در بالا کران ی وجود که جفریون ε‐سره بهینگͬ و ͬ دهد م نتیجه را توابع

1Winkler



۶٧
ͬ شود. م استفاده تبادل ها بالای کران در جفریون ,M̂)‐سره ε) بهینگͬ ͬ دهد، م نتیجه
در جفریون ,M̂)‐سره ی ٠) جواب ی به جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب های از دنباله ی . ٢
جواب های و جفریون ε‐سره جواب های از ی هیچ است. هم·را خفیف بسیار شرایط
نقطه ال·وریتم دارای هم·رایی ویژگͬ این ندارند. را هم·رایی ویژگͬ این ε‐پارتو بهینه

است. تکراری جستجوی ال·وریتم های برای نقطه به
,M̂)‐سره ٠) جواب های مجموعه به هم·را جفریون ,M̂)‐سره ε) جواب های مجموعه . ٣
جواب هایε‐سره ی از ی هیچ ،(٢) سوال در چون است. (٢) سوال مفهوم به جفریون
هم·رایی ویژگͬ این ندارند. را هم·رایی ویژگͬ این ε‐پارتو بهینه جواب های و جفریون

است. جمعیت بر مبتنͬ تکراری جستجوی ال·وریتم های برای ال·وریتمͬ دارای
است. عملͬ بهینه سازی مفهوم ی ,M̂)‐سره ε) بهینه سازی که ͬ دهد م نشان یافته ها این

(i, j) جفت به بستگͬ تبادل کران آن در که داد گسترش سناریو ی به ͬ توان م را نتایج این
این از ͬ توان م دارد. M̂ ثابت ی جای به M I : I × I → R+ یعنͬ ، تبادل در درگیر ضابطه
جواب هایی، چنین برای کرد. استفاده جفریون M)‐سره I , ε) جواب ی تعریف برای M I تابع
بر علاوه شود. M̂ جای·زین M I اگر ͬ ماند م باقͬ درست ١ . ۵ . ٣ قضیه که ͬ بینیم م به راحتͬ

که کنیم ثابت ͬ توانیم م ما ،۵ . ۵ . ٣ قضیه مشابه این،
ψMI ,٠(f,X) = ∩τ>٠ψMI ,τε(f,X).

جواب های برای بهینگͬ شرایط و اس΄الرسازی روش های داریم قصد ما بیشتر تحقیق برای
بین هاسدورف فاصله و (١) سوال در هم·رایی میزان دهیم. توسعه را جفریون ,M̂)‐سره ε)

مهم موضوعات پیوسته چندهدفه بهینه سازی مسائل برای دقیق و تقریبی جواب مجموعه
است. آینده تحقیقات برای دی·ر
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Abstract

In this thesis, we consider multiobjective optimization problems. The concept of proper efficiency

is important scientifically and computationally in multiobjective optimization and the decision-

making theory to avoid the answers with unbounded trade-off between the objective functions.

A partial correction for Geoffrion’s main definition is proposed preserves that common features

of the proper efficient points. The proposed definition is applied for multiobjective optimization

problems with infinite objective functions. The relations between the proposed proper efficient

solutions and optimal solutions of the weighted sum and Tchebycheff-norm scalarization methods

are investigated. We present new proofs and counterexamples that show the definition of proper

efficiency in the sense of Geoffrion in general is not efficient for infinite objective functions.

Since multiobjective optimization algorithms usually provide only an approximation solution,

we analyze the concept of approximate Geoffrion’s proper efficiency. We show that in the limit,

approximate Geoffrion proper efficient solutions may converge to solutions having unbounded

trade-offs. Furthermore, using a characterization based on infeasibility of a system of inequalities,

we examine the convergence properties of different approximate optimality concepts.We show that

notion of approximate Geoffrion proper efficiency is only an approximation concept that shows

the properties of a proper convergence.

keywords: Scalarization,Milticriteria optimization,Proper efficiency,Weighted-sum method,

Approximately efficient solutions.
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