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 تقدیم به:

که بوودم و چگونوه بوه این وا  ،)البته هرچند نه بزرگ( که باید به یاد آورم است و اکنون جایگاهی

های مدام مرا به اسوتواری خود به روی پا ایستاد و با دلگرمی مادررسیدم. کودکی که به امید دستان 

 م.کناش این ناقابل را تقدیم میشائبههای بیها و محبتها، دلگرمیایام معرفی کرد. به پاس تشویق

بخش بوود  توا گرچه حضورش این ا نیست اما یاد همیشه سبزش همیشه برایم روح ،و روح پدرم

ها بور من چیر  نشوود و او خشونود ا  در مسیری کوه گوام نهادم توان خود را چنان بیفزایم تا سختی

 من، ا  آسمان بر من نظر کند تا اشک خشنودیش همچون باران پربرکت بر صورتم جاری شود.  

نظیورش، خسوتگی را ا  های بویدهیا روحیهوورچند دیدارهایمان کوتا  بود امووه هوک ،و خواهرم

 وجودم  ود  ساخت، به خاطر تمام  حماتش متشکرم.
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 تشکر و قدردانی

 

ه عشق به آموختن را در انسانها نهاد و سپاس او را که وکران مخصوص خداوندی است کستایش بی    

چین معرفت و قطر  نوش دریوای گماشت تا توفیقی یابیم خوشهطریقت خود را بووه یاری میساکنان 

دارم کووه در طول این مدت عرض می امخانوادهحضور  علم باشیم. بالاترین سپاس و تشکر خود را به

 همرا  و پشتیبان من بودند.

، جهوت روشون نموودن جعفریسیدحیدر جناب آقای دکتر استاد گراموی و تقدیر ویژ  دارم ا  

 شد.راهی که ابتدای آن بدون وجود ایشان و رهنمودهایشان به کور  را  ختم می

 ، جهت تمامی  حماتی که متحمل شدند.جناب آقای دکتر ابراهیم هاشمیاستاد ارجمند  و    

 .رساندن این پایان نامه مرا یاری نمودند مکه در به اتما دوستان و عزیزانیتمامی  و    
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دانشگا   علوم ریاضیدانشکد    ریاضی محضرشته  کارشناسی ارشددانش وی دور    راضیه نوذری راداین انب 

سیدحیدر  دکتر راهنمائیتحت  گروهها-pرده های ماکسیمال و مینیمال در  نویسند  پایان نامه صنعتی شاهرود

 شوم .متعهد می   جعفری

 توسط این انب ان ام شد  است و ا  صحت و اصالت برخوردار است . تحقیقات در این پایان نامه 

 . در استفاد  ا  نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاد  استناد شد  است 

 یوا ی در هویچ جوا ارائوه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یوا امت مطالب مندرج در پایان نامه

 نشد  است .

   دانشوگا  صونعتی » کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگا  صنعتی شاهرود موی باشود و مقوالات مسوتخرج بوا نوام

 به چاپ خواهد رسید .«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « شاهرود 

 پایوان ناموه تأثیرگذار بود  اند در مقالات مستخرج ا  اصلی پایان نامهن نتایح حقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمد 

 رعایت می گردد.

 (  استفاد  شود  اسوت ضووابط و اصوول  در کلیه مراحل ان ام این پایان نامه ، در مواردی که ا  موجود  ند ) یا بافتهای آنها

 اخلاقی رعایت شد  است .

  در کلیه مراحل ان ام این پایان نامه، در مواردی که به حو   اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاد  شد  است 

    اصل را داری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شد  است . 

                                                                                                                                                                                                   تاریخ                                                                                                                        
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 ان نامه وجود داشته باشد .یپا*  متن این صفحه نیز باید در ابتدای نسخه های تکثیر شده 

 

 

 تعهد نامه

Article I.  

Article II.  

Article III.  

Article IV.  

Article V.  

Article VI.  

Article VII.    

 

 

 

 

 

 
 

 مالکیت نتایج و حق نشر
  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزار ها و

در ت هیزات ساخته شد  است ( متعلق به دانشگا  صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

  بدون ذکر مرجع م ا  نمی باشد در پایان نامهاستفاد  ا  اطلاعات و نتایج موجود. 
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 چکیده

های مزدوجی غیرمرکزی ا  اندا   داد  شد  در گوورو  متناهی بواشد. تعداد رد -𝑝یک  𝐺فورض کنیم 

𝐺  بور𝑝 − بخش پذیر است. به طور طبیعی بهتر است گووروههایی را بررسی کنیم که این تعداد  1

𝑝اً دقیق − 𝑝باشد و  𝑝𝑚یک گوورو  ا  مرتبه  𝐺نشان داد اگوور  1تا باشد. مک دونالد 1 − رد  ا   1

𝑏اندا    = 𝑏(𝐺)   داشته بواشد آنگووا𝑐(𝐺) ≥ 3 ،𝑏 ≥ 𝑚و  4 ≤ 𝑏
2
+ 𝑏 هودف اصلی ایوون پایان .

کنیوم کوه تعداد های غیرمرکوزی ا  پهنای مینیمال است. ما گووروههایی را بوررسی مینامه روی رد 

𝑝های ا  اندا   مینیمال آنها، دقیقاً )رد  − ( توا است. در فصل اول مفاهیم پایوه و مقدمواتی را بیوان 1

کنیم. در فصل سوم گوووروههای ها ا  رد  ماکسیمال را مطالعه میگووروه-𝑝کنیوم. در فصول دوم می

گروههای -𝐶𝐹کنیوم، و در پایان فراآبلی و گروههای ا  رد  ماکسیمال با ویژگوی اخیر را بووررسی می

 کنیم.فراآبلی و گروههای فراآبلی ا  رد  ماکسیمال را رد  بندی می

پهنوا، رد  مزدوجی، رد  مینیمال، گوورو  فراآبلی، درجه جاب ایی، گوورو  استثنایی،  :کلمات کلیدی

 گرو .-𝐸𝐶𝐹، گرو -𝐶𝐹رد  ماکسیمال، کرانه، 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1 Macdonald 
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 مقالات مستخرج از پایان نامه

 

، چهل و یکمین "گروهها-pرد  های مینیمال در "(، 1331) ح، س .جعفری ر، .نوذری راد ∎

 ، دانشگا  ارومیه.1331 شهریور 24-21ریاضی ایران، کنفرانس 
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 فصل اول

  

 مفاهیم اساسی و مقدماتی

 

 

اصطلاحات، کنیم. هدف ا  این فصل، یادآوری، فراهم آوردن در این فصل مفاهیم مقدماتی را ذکر می

 .علامات و مقدماتی است که در فصلهای آتی مورد نیا  خواهد بود

 

  و نتایج اولیه اریفتع  1-1

𝑆یک گرو  و  𝐺فرض کنیم . 1-1-1تعریف ⊆ 𝐺 باشد. 𝑆 گوییم اگر به ا ای هر را م موعه نرمال می

𝑥 ∈ 𝐺 ،𝑥
−1
𝑆𝑥 = 𝑆. 

𝑁و  رو ووووووک گوی 𝐺 مووورض کنیوووف  .2-1-1تعریف ⊲ 𝐺 ،𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁)  را بوووه صورت

𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁) 𝑁⁄ = 𝑍(𝐺 𝑁⁄  کنیم.تعریف می (
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𝑁و  رو وووک گوی 𝐺م ووورض کنیوووف  .3-1-1تعریف ⊲ 𝐺 ،𝐶𝐺(𝐻 𝑚𝑜𝑑 𝑁)   را بوووه صووورت

𝐶𝐺(𝐻 𝑚𝑜𝑑 𝑁) 𝑁⁄ = 𝐶𝐺
𝑁

(𝐻 𝑁⁄  کنیم.تعریف می (

 در این صورتباشند. 𝐺 اعضایی ا   𝑦 و 𝑥، 𝑧 یک گرو  باشد و 𝐺فرض کنیم   .4-1-1قضیه

(1 )[𝑥𝑦, 𝑧] = [𝑥, 𝑧]𝑦[𝑦, 𝑧]. 

(2 )[𝑥, 𝑦𝑧] = [𝑥, 𝑧][𝑥, 𝑦]𝑧. 

 ∎.  مقدماتی است. برهان

,𝑥یک گرو  باشد و  𝐺رض کنیم ووف  .5-1-1نتیجه 𝑦 ∈ 𝐺 در این صورت اگر .𝑥 ∈ 𝐶([𝑥, 𝑦])   آنگا

,ℕ ،[𝑥𝑛ا   𝑛به ا ای هر  𝑦] = [𝑥, 𝑦]𝑛 . 

 ∎شود. حکم ثابت می 𝑛 استقراء رویبه آسانی با  . برهان

,𝐴رو  باشد، و وویک گ 𝐺.  فرض کنیم 6-1-1تعریف 𝐵 ≤ 𝐺رو  وو.  یرگ 

1⟨[𝑎, 𝑏]|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵⟩ 

,𝐴]نامند، و با علامت می 𝐵و  𝐴رو  تعویضگر وورا  یرگ 𝐺ا   𝐵] دهند.نشان می 

,𝐴فرض کنیم   .7-1-1لم 𝐵 ≤ 𝐺 که در آن ،𝐺 این صورت رو  دلخوا  است. درویک گ 

(1 )[𝐴, 𝐵] = [𝐵, 𝐴]. 

𝐴1اگر  (2) ≤ 𝐴  و𝐵1 ≤ 𝐵   آنگا[𝐴1, 𝐵1] ≤ [𝐴, 𝐵]. 

𝐴اگر  (3) ⊲ 𝐺   آنگا[𝐴, 𝐵] ≤ 𝐴. 

𝐴اگر  (4) ⊲ 𝐺  و𝐵 ⊲ 𝐺   آنگا[𝐴, 𝐵] ⊲ 𝐺. 

(1)  [𝐴, 𝐵] ≤ 𝐵 اگر و تنها اگر𝐴 ≤ 𝑁(𝐵). 
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𝐴ر وواگ (6) ≤ 𝐵  و𝐴 ⊲ 𝐺 ه وورای آن کووا  شرط لا م و کافی بووآنگ𝐵/𝐴 ≤ 𝑍(𝐺/𝐴)  آن است که

[𝐺, 𝐵] ≤ 𝐴. 

,𝜃(𝐴)]باشد آنگا   𝐺یک همریختی گرو   𝜃( اگر 5) 𝜃(𝐵)] = 𝜃([𝐴, 𝐵]).1 

…و 𝑥𝑛اشد، و وورو  بووک گوی 𝐺م ورض کنیووف . 8-1-1تعریف ،𝑥1   اعضایی ا𝐺 ر واشند. تعویضگوب

,𝑛 [𝑥1 با و ن … , 𝑥𝑛] شودتعریف می به صورت  یراستقراء  اب 

[𝑥1] = 𝑥1,       [𝑥1, … , 𝑥𝑛] = [[𝑥1, … , 𝑥𝑛−1], 𝑥𝑛]        (𝑛 ≥ 2).1 

ر ورو  تعویضگواشند.  یرگووب 𝐺رو  وی ا  گیروههاورگوو ی 𝐺𝑡و ...، 𝐺1م ورض کنیووف  .9-1-1تعریف

,𝐺1]تعمیم یافته  … , 𝐺𝑡]، شودتعریف می به صورت  یراستقراء  اب 

[𝐺1] = 𝐺1,      [𝐺1, … , 𝐺𝑡] = [[𝐺1, … , 𝐺𝑡−1], 𝐺𝑡]         (𝑡 > 1).1 

,𝑥یک گرو  باشد و  𝐺م ورض کنیو(.  ف1ویت -)اتحاد هال 11-1-1لم 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺.  ،در این صورت 

[𝑥, 𝑦
−1
, 𝑧]𝑦[𝑦, 𝑧

−1
, 𝑥]𝑧[𝑧, 𝑥

−1
, 𝑦]𝑥 = 1.1 

 ∎شود. با استفاد  ا  تعریف تعویضگر مرتبه سوم به آسانی ثابت می  برهان.

𝑁باشند و  𝐺سه  یرگرو   𝐿و  𝐻 ،𝐾)لم سه  یرگرو (.  فرض کنیم  11-1-1لم ⊲ 𝐺 در این صورت .

,𝐻]رو  ورو  ا  سه  یرگوور دو  یرگواگ 𝐾, 𝐿] ،[𝐾, 𝐿, 𝐻] و ،[𝐿, 𝐻, 𝐾] رو  وو یرگ𝑁 ا  وباشند آنگ

 سومی نیز چنین است.

𝐴دهیم: رار میووق  برهان. = [𝐻,𝐾, 𝐿]، 𝐵 = [𝐾, 𝐿, 𝐻] ،𝐶 = [𝐿, 𝐻, 𝐾] م وکنیفرض می، و

𝐵 ≤ 𝑁 و 𝐶 ≤ 𝑁م ورض کنیو. فℎ ∈ 𝐻 ،𝑘 ∈ 𝐾 و ،𝑙 ∈ 𝐿ویت داریم  -. بنابر اتحاد هال 

[ℎ, 𝑘, 𝑙]𝑘
−1
= ([𝑙, ℎ

−1
, 𝑘
−1
]ℎ)

−1
([𝑘

−1
, 𝑙
−1
, ℎ]𝑙)

−1
.1 

𝐵نرمال است و  𝐺در  𝑁ا  آن ا با توجه به اینکه  ≤ 𝑁  و𝐶 ≤ 𝑁 خواهیم داشت ،[ℎ, 𝑘, 𝑙] ∈ 𝑁 حال .

,𝑔]کنیم فرض می 𝑙]   مولد دلخوهی ا𝐴  باشد، که در آن𝑔 ∈ [𝐻, 𝐾]  و𝑙 ∈ 𝐿 چون .𝑔  حاصلضرب
                                                 

1 Witt-Hall 
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,ℎ]رهایی به صورت ووتعداد متناهی ا  تعویضگ 𝑘] ه در آن واست کℎ ∈ 𝐻  و𝑘 ∈ 𝐾 ،پووس [𝑔, 𝑙] به 

,ℎ]رهایی به صورت وواهی ا  مزدوج تعویضگوصورت حاصلضرب تعدادی متن 𝑘, 𝑙] ه در آن وواست ک

ℎ ∈ 𝐻 ،𝑘 ∈ 𝐾  و𝑙 ∈ 𝐿 .راین ا  نرمال بودن ووبناب𝑁  شود که ه میوونتی[𝑔, 𝑙] ∈ 𝑁 .پس 𝐴 ≤ 𝑁  و

 ∎شود. حکم ثابت می

𝑥باشد و  یک گرو  𝐺فرض کنیم .  12-1-1تعریف ∈ 𝐺 م موعه .[𝑥, 𝐺]  را به صورت  یر تعریف

 کنیممی

[𝑥, 𝐺] = {[𝑥, 𝑔]|𝑔 ∈ 𝐺}.1 

 ،𝐺 ا  𝜑ه ا ای تمام خودریختیهای ووا  بووباشد، آنگ 𝐺 ا  ایرو  مشخصهوو یرگ 𝐻ر وواگ  .13-1-1لم

𝜑(𝐻) = 𝐻.  

𝜑کنیم میرض وف  برهان. ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝐺)  و𝜓  وارون𝜑  .لذا باشد𝜓(𝐻) ≤ 𝐻ه راین باید داشت. بناب

𝜓𝜑(𝐻)باشیم  ≤ 𝜑(𝐻)  ه ووو در نتی𝐻 ≤ 𝜑(𝐻)م ورض داریور طبق فو. ا  طرف دیگ𝜑(𝐻) ≤ 𝐻 .

𝜑(𝐻)بنابراین  = 𝐻 .∎ 

𝐶و  بواشد رو وویک گ 𝐺م وورض کنیووف  .14-1-1نتیجه ≤ 𝐺ر ووون صورت اگوو. در ای𝑥 ∈ 𝑍(𝐶)  و

𝑦 ∈ 𝑁(𝐶)   آنگا[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑍(𝐶). 

𝑍(𝐶)داریم  رهان.ــب ⊲ 𝑁(𝐶)رفی و. ا  ط𝑦 ∈ 𝑁(𝐶) س ووپ𝑍(𝐶)𝑦 ⊆ 𝑍(𝐶) .لذا برای هوور 

𝑥 ∈ 𝑍(𝐶)، 𝑦
−1
𝑥𝑦 ∈ 𝑍(𝐶) ا  طرفی .𝑥

−1
∈ 𝑍(𝐶)پوووس ، [𝑥, 𝑦] = 𝑥

−1
𝑦
−1
𝑥𝑦 ∈ 𝑍(𝐶) .∎ 

𝑀بدیهی باشد ونایک گرو   𝐺رض کنیم ووف . 15-1-1تعریف < 𝐺  .𝑀  را یک  یرگرو  ماکسیمال𝐺 

𝑀که ا  نامیم در صورتیمی ≤ 𝐻 ≤ 𝐺  نتی ه شود که𝐻 = 𝑀  یا𝐻 = 𝐺 . 

𝑀اگر   .توجه < 𝐺  و|𝐺:𝑀| = 𝑝  که درآن𝑝   یک عدد اول است، آنگا𝑀 رو  ماکسیمال و یرگ یک

𝐺 .است 
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 𝐺. باشد 𝐺ای متناهی ا   یرگروههای خانواد  1≤𝑖≤𝑛{𝐺𝑖}یک گرو  و  𝐺فرض کنیم   .16-1-1تعریف

 ا وشود هرگها نامید  می 𝐺𝑖ا حاصلضرب مستقیم داخلی ووحاصلضرب مستقیم داخلی خانواد  فوق، ی

≥ ،𝑖هر (  به ا ای 1) 𝑖 ≤ 𝑛1، 𝐺𝑖 ⊴ 𝐺. 

𝑔( هر عضو 2) ∈ 𝐺 ه شکل وه فردی بوبه طور منحصر ب𝑔 = 𝑔1𝑔2…𝑔𝑛 کووه نوشته شود 𝑔𝑖 ∈ 𝐺𝑖 ،

≤ 𝑖 ≤ 𝑛1. 

𝑎و  باشد بدیهینامتناهی  آبلی رو وویک گ 𝐺فرض کنیم  . 17-1-1قضیه ∈ 𝐺. ر وودر این صورت اگ

𝐺دارد به طوری که  𝐻 یرگروهی مانند  𝐺کمتر باشد آنگا  نا 𝐺ا  مرتبه هر عضو  𝑎مرتبه  = 〈𝑎〉 ×

𝐻 . 

|𝐺|.  فورض کنیم برهان = 𝑝𝑛 با استقراء روی .𝑛 کنیم. اگوور حکم را ثابت می𝑛 = ، حکم به 1

𝑛وضوح برقرار است. فرض کنیم  > 𝐴و  1 = 〈𝑎〉  گوییم هرگا .𝐺 = 𝐴  آنگا  حکم بدیهی است.) در

𝐻دهیم: این صورت قرار می = 𝐴کنیم ( پوس فرض می 1 ≠ 𝐺 و ،𝑥   را ا𝐺 − 𝐴 چنان انتخاب می-

𝑥کنیم که کوچکترین مرتبه ممکن را داشته باشد. واضح است که  ≠ |𝑥|کنیم . ثابت می1 = 𝑝  ادعا .

𝑥𝑝کنیم می ∈ 𝐴 یرا در غیر این صورت  ،𝑥𝑝 ∈ 𝐺 − 𝐴  و داریم|𝑥𝑝| < |𝑥|  که متناقض با انتخاب𝑥 

〈𝑥𝑝〉است. بنابوراین،  ≤ 𝐴  اینک گوییم اگر〈𝑥𝑝〉 = 𝐴    آنگا|𝑥| = 𝑝|𝐴| = 𝑝|𝑎|  ،که ممکن نیست

〈𝑥𝑝〉ناکمتر است. پس  𝐺ا  مرتبه هر عضو  𝑎 یرا بنابور فرض مرتبه  < 𝐴 ،و در نتی ه ،𝑥𝑝 = 𝑎𝑡  که

≥∘در آن  𝑡 < |𝑎| و ،𝑝|𝑡 حال بووا فوورض .𝑦 = 𝑎−𝑡 𝑝⁄  ،خواهیم داشت(𝑥𝑦)𝑝 = گوووییم چون  1

𝑦 ∈ 𝐴  و𝑥 ∉ 𝐴  پس𝑥𝑦 ∉ 𝐴 در نتی ه .|𝑥| ≤ |𝑥y| = 𝑝 بنابراین .|𝑥| = 𝑝. 

𝑁دهیم اینک قورار می = 〈𝑥〉کنیم کوه مرتبه ، و ملاحظه می𝑁𝑎   در گرو𝐺 𝑁⁄  برابر با مرتبه𝑎 

𝑝αبرابر  𝑁𝑎و مرتبه  𝑝αبرابر  𝑎است.  یرا اگر فرض کنیم مرتبه 
′αباشد آنگا  واضح است که  ′ ≤ α .

𝑎𝑝ا  طرف دیگور چون 
α′

∈ 〈𝑥〉  پس به ا ای یک𝑠  که∘≤ 𝑠 < 𝑝 ،𝑎𝑝
α′

= 𝑥𝑠 حال اگور .𝑠 ≠∘ 
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𝑥آنگووا   ∈ 𝐴 که یک تناقض است. بنابووراین ،𝑠 𝑎𝑝، و در نتی ووه ∘=
α′

= α. پوس 1 ≤ α′ و لووذا ،

α = α′ بنابوورایون مرتبه .𝑁𝑎   در گورو𝐺 𝑁⁄  ا  مرتبه هوور عضو ناکمتر است. داریووم𝐺 𝑁 ≠ و  ⁄1

|𝐺 𝑁⁄ | < |𝐺| ،بنابوور فرض استقراء خواهیم داشت .𝐺 𝑁⁄ = 〈𝑁𝑎〉 ×
𝐻

𝑁
𝑁، کووه در آن  ≤ 𝐻 ≤ 𝐺 .

𝐺کنیوم ثابت می = 〈𝑎〉 × 𝐻کنیووم . فوورض می𝑁𝑔   عضو دلخواهی ا𝐺 𝑁⁄  بوواشد. بنابوووورایون

𝑁𝑔 = (𝑁𝑎)𝑙𝑁ℎ  که در آن𝑙  عددی صحیوح، وℎ   عضوی ا𝐻  است. چوون𝑔 ∈ 〈𝑎〉𝐻  پووس𝐺 =

〈𝑎〉𝐻کنیم . اینک فوورض می𝑧 ∈ 〈𝑎〉 ∩ 𝐻 بنابورایون .𝑁𝑧 ∈ 〈𝑁𝑎〉 ∩
𝐻

𝑁
= 𝑧، و در نتی ووه 1 ∈ 𝑁 .

𝑧پووس  ∈ 𝐴 ∩ 𝑁 در نتی ووه .〈𝑎〉 ∩ 𝐻 = 𝐺.  بنابووراین 1 = 〈𝑎〉 × 𝐻شود.، و حکم ثابت می∎    

 

 هاعمل گروهها بر مجموعه  1-2

و  𝐺ا   𝑔باشد. فرض کنیم به ا ای هر  ناتهیای م موعه 𝑋یک گرو  و  𝐺فرض کنیم   .1-2-1تعریف

𝑥ه علامت ووه آن را بووک ،𝑋عضو یکتایی ا   𝑋ا   𝑥هر  ∙ 𝑔 ه ووباشد ب وجود داشته ،دهیمنشان می

 طوری که

𝑋 ،𝑥ا   𝑥( به ا ای هر 1) ∙ 1 = 𝑥 ، 

𝑋 ،𝑥ا   𝑥و هر  𝐺ا   𝑔2 و 𝑔1 ( به ا ای هر2) ∙ (𝑔1𝑔2) = (𝑥 ∙ 𝑔1) ∙ 𝑔2. 

گویند. برای سهولت در نوشتن به جای 𝑋 بر 𝐺را عمل  ∙کند و عمل می 𝑋بر  𝐺وییم ودر این صورت گ

𝑥 ∙ 𝑔  ا 𝑥𝑔 شوداستفاد  می . 

𝑔 ،عمل کند 𝑋بر م موعه  𝐺رو  ووفرض کنیم گ ∈ 𝐺  و𝑥 ∈ 𝑋وییم وو. گ𝑔  )عضو )یا نقطه𝑥  را

𝑥𝑔دارد هرگا  ثابت نگه می = 𝑥  م موعه اعضایی ا .𝐺  که هر عضو𝑋 هسته  را دارنده میورا ثابت نگ

 نامند.عمل می
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𝑋کند )یعنی عمل می شبه دو طریق مهم یک گرو  بر خود  .2-2-1مثال = 𝐺  ،یکی ا  این دو .)

𝐺، 𝑥ا   𝑥و  𝑔م است که به ا ای هر عمل منتظ ∙ 𝑔 = 𝑥𝑔 ، ه در آن وک𝑥𝑔  به معنی ضرب دو عضو𝐺 

عمل  شبر خود 𝐺ر وت. عمل مهم دیگوری اسووپذیتعریف، همان شرکتدر  (2)است. در این ا شرط 

𝑥، که به صورت است تزویج ∙ 𝑔 = 𝑥𝑔 = 𝑔−1
𝑥𝑔 شود.تعریف می 

باشد.  یرگرو  نرمال تولید شد  با  𝐺ای ناتهی ا  گوورو   یرم موعه 𝑋فوورض کنیم   .3-2-1تعریف

( نشان  𝐶𝑜𝑟𝑒(𝑋))یا  𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺(𝑋)نامیم و با می 𝑋اند را مغز  𝑋کوه جزء  𝐺همه  یرگووروههای نرمال 

 دهیم. می

𝐻 رو  باشد وووویک گ 𝐺رض کنیم ووف  .4-2-1قضیه ≤ 𝐺م وورض کنیووعلاو  ف. ب𝑋  م موعه همه

:𝜑باشد. در این صورت یک همریختی مانند  𝐺در  𝐻های راست )چپ( ههمدست 𝐺 ⟶ 𝑆𝑋  وجود دارد

𝐾𝑒𝑟𝜑به طوری که  = 𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺(𝐻)بنابراین .𝐺 𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺(𝐻) ⁄   با  یرگروهی ا𝑆𝑋 .یکریخت است 

 ∎رجوع شود.  ]4-1-2، قضیه26[به   برهان.

𝑥عمل کند و  𝑋 ناتهیبر م موعه  𝐺رو  وورض کنیم گوو.  ف5-2-1تعریف ∈ 𝑋ن صورت وو. در ای

 عهم مو

{𝑔 ∈ 𝐺|𝑥𝑔 = 𝑥}  

 دهیم.( نشان می𝑆𝑡(𝑥))یا  𝑆𝑡𝐺(𝑥)نامیم و با علامت می 𝐺در  𝑥 1را پایدارسا 

ن تعریف وچنی 𝑋را در  ~د. رابطه وعمل کن 𝑋ر م موعه ووب 𝐺رو  وورض کنیم گوو.  ف6-2-1تعریف

𝑔 ،𝑥1𝑔مانند  𝐺در صورتی که به ا ای عضوی ا   𝑥1~𝑥2وییم وگ. کنیممی = 𝑥2 یک رابطه  ~. رابطه

نامیم. مدار، می -𝐺اهی اوقات یک وعمل ، یا گ 2ار ی را یک مداراست. هر رد  هم 𝑋 رویار ی هم

                                                 
1 stabilizer 
2 orbit 
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𝑥 برای ∈ 𝑋 ار ی شامل هم ، رد𝑥  را مدار𝑥  در𝐺 نامیم و آن را با علامت می𝑂𝑟𝑏𝐺(𝑥)  یا(

𝑂𝑟𝑏(𝑥)دهیم.( نشان می 

𝑂𝑟𝑏𝐺(𝑥)، با توجه به تعریفات فوق = {𝑥𝑔|𝑔 ∈ 𝐺} ار ی معلوم های هم. بر طبق خواص رد

اند و در نتی ه هر دو مدار متمایز ا  هم جدا هستند و اجتماع آنها برابر  𝑋شود که مدارها افرا ی ا  می

𝑋 ست.ا 

𝑥و  باشد یک گرو  𝐺رض کنیم و.  ف7-2-1تعریف ∈ 𝐺  م موعه همه اعضایی ا .𝐺  که با𝑥  مزدوج

 دهیم.نشان می 𝑐𝑙(𝑥)نامیم و با می 𝑥جی ند را رد  مزدوا

کند. در این ا با فرض عمل می 𝐺با تزویج بر  𝐺 دانیم شد. مییک گرو  دلخوا  با 𝐺رض کنیم ووف

𝑥 ∈ 𝐺م داشت وهی، خوا𝑆𝑡(𝑥) = 𝐶(𝑥)  و𝑂𝑟𝑏(𝑥) = 𝑐𝑙(𝑥) داروه مووجب قضیه موون بورایوو. بناب- 

:𝐺|پایدارسا ،  𝐶(𝑥)| = |𝑐𝑙(𝑥)| . ر و، اگبه ویژ𝐺   متناهی باشد آنگا|𝑐𝑙(𝑥)| =
|𝐺|

|𝐶(𝑥)|
. اینک با توجه 

 کنند خواهیم داشترا افرا  می 𝐺به اینکه مدارهای عمل م موعه 

|𝐺| = |𝑐𝑙(𝑥1)| + ⋯+ |𝑐𝑙(𝑥𝑛)|, 1 

…و 𝑥𝑛که در آن  ،𝑥1 های مزدوجی متمایز های همه رد  نمایند𝐺،اند. بنابراین 

|𝐺| = |𝐺: 𝐶(𝑥1)| + ⋯+ |𝐺: 𝐶(𝑥𝑛)|. 1 

 نامند.می 𝐺ای دله رد این تساوی را معا

…و 𝑥𝑛م ا  بین وورض کنیووحال ف …و 𝑥𝑘𝑡 عناصر 𝑥1 و 𝑥𝑘1 و
 (1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛) رو  باشند و وز گودر مرک

𝑛 − 𝑡  ه آنها را ووک عضو باقی ماند𝑔𝑟و… 𝑟)نامیم چنین نباشند می 𝑔1 و = 𝑛 − 𝑡)ن صورت و. در ای

 آیددرمی ری ای به صورت ه رد ومعادل
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|𝐺| = |𝑍(𝐺)| + ∑ |𝐺: 𝐶(𝑔𝑖)|
𝑟
𝑖=1 . 1 

≥که  𝑖در معادله فوق به ا ای هر  𝑖 ≤ 𝑟1 ،1|𝐺: 𝐶(𝑔𝑖)| >. 

𝐻رو  باشد و وویک گ 𝐺رض کنیم ووف  .8-2-1لم ≤ 𝐺ن صورت وو. در ای𝐻 ⊲ 𝐺 ر ور وتنها اگواگ𝐻 

 شد.با 𝐺های مزدوجی اجتماعی ا  رد 

ℎباشد، و  𝐺های مزدوجی اجتماعی ا  رد  𝐻رض کنیم ووف  برهان. ∈ 𝐻  و𝑔 ∈ 𝐺 واضح است .

𝑔که 
−1
ℎ𝑔 ∈ 𝐻 پس .𝐻 ⊲ 𝐺 . 

𝐻ر ووبرعکس، اگ ⊲ 𝐺 ه ا ای هر وا  بووآنگℎ   ا𝐻  و هر𝑔   ا𝐺م و، داری𝑔
−1
ℎ𝑔 ∈ 𝐻راین وو. بناب

𝑐𝑙𝐺(ℎ) ⊆ 𝐻 در نتی ه .𝐻 = ⋃ 𝑐𝑙𝐺(ℎ)ℎ∈𝐻 یعنی ،𝐻 جی های مزدوعی ا  رد اجتما𝐺 .است∎ 

𝑁یوک گوورو  متناهی بواشد و  𝐺فورض کنیوم   .9-2-1مــل ⊲ 𝐺 در این صورت بووه ا ای هوور .

𝑥 ∈ 𝐺 ،|𝑐𝑙(𝑥𝑁)| ≤ |𝑐𝑙(𝑥)| ≤ |𝑁||𝑐𝑙(𝑥𝑁)|. 

:𝜑.  تابع برهان 𝑐𝑙(𝑥) ⟶ 𝑐𝑙(𝑥𝑁)  را بووا ضابطه𝜑(𝑥𝑔) = 𝑥𝑔𝑁 کنیووم. به وضوح تعریف می

𝜑   تابوعی پوشا اسوت. پس|𝑐𝑙(𝑥𝑁)| ≤ |𝑐𝑙(𝑥)| حوال اگوور .𝑥𝑁  تصویور𝑡  عنصر𝑥𝑡 و… ،𝑥1  بواشد

≥کوووه  𝑖آنگووووا  بووه ا ای هوور  𝑖 ≤ 𝑡1 ،𝑥𝑖 ∈ 𝑥𝑁 در نتی ووه .|{𝑥1, … , 𝑥𝑡}| ≤ |𝑥𝑁| = |𝑁| .

𝑡بنابوووراین  ≤ |𝑁|  و لذا|𝑐𝑙(𝑥)| ≤ |𝑁||𝑐𝑙(𝑥𝑁)|شود. ، و حکم ثابت می∎ 

نامیم گرو  می-𝑝را یک  𝐺یک عدد اول باشد. گرو   𝑝یک گرو ، و  𝐺رض کنیم و.  ف11-2-1تعریف

گوییم در  𝐺 یرگرو  -𝑝را یک  𝐺ا   𝐻باشد.  یرگرو   𝑝ا   یتوان 𝐺در صورتی که مرتبه هر عضو 

  گرو  باشد.-𝑝یک  𝐻صورتی که 
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وییم در صورتی که مرتبه هر عضو وگدماتی میرا آبلی مق 𝐺رو  آبلی متناهی ووگ-𝑝  .11-2-1تعریف

 باشد. 𝑝عدد اول  𝐺بدیهی نا

 شد.با 𝑝توانی ا  عدد اول  𝐺هی است اگر و تنها اگر مرتبه گرو  متنا-𝑝یک  𝐺 . 12-2-1لم

باید توانی  𝐺 باشد، آنگا  واضح است که مرتبه هر عضو 𝑝توانی ا  عدد اول  𝐺اگر مرتبه   برهان.

  گرو  است.-𝑝یک  𝐺باشد. بنابراین  𝑝ا  عدد اول 

𝑞شد. اگر متناهی باگرو  -𝑝یک  𝐺برعکس، فرض کنیم  ≠ 𝑝 کهشد عددی اول با 𝑞||𝐺|   آنگا

است. بنابراین  𝐺گرو  بودن -𝑝داشته باشد که متناقض با  𝑞باید عضوی ا  مرتبه  𝐺بنابر قضیه کوشی 

 ∎باشد.  𝑝ید توانی ا  عدد اول با 𝐺مرتبه 

گرو  -𝑝نیز  𝐺 یرو  خارج قسمتو هر گ 𝐺  هر  یرگرو  رو  باشد، آنگاووگ-𝑝یک  𝐺ر و.  اگ13-2-1لم

 است.

𝑁بدیهی باشد و نارو  متناهی وگ-𝑝یک  𝐺م ورض کنیوو.  ف14-2-1قضیه ⊲ 𝐺ر وو. در این صورت اگ

1𝑁 𝑁آنگا   ≠ ∩ 𝑍(𝐺) ≠ 1. 

𝑁.  چون برهان ⊲ 𝐺  گرو ،𝐺  بر𝑁 بنابراین، .کندبا تزویج عمل می 

|𝑁| = ∑ |𝑂𝑟𝑏𝐺(𝑥)|𝑥∈𝑁 1 

                      = 1+ ∑ |𝑂𝑟𝑏𝐺(𝑥)|𝑥∈𝑁−{1} . 1 

ر تساوی اخیر، طول وو، بناب|𝑝||𝑁است و  𝑝منفی ا  اووانی صحیح و نوت |𝑂𝑟𝑏𝐺(𝑥)|وییم چون وحال گ

ه ووهست ک 𝑁ا   ∘𝑥انند وهی موبدینواس عضوی ووشد. پاور یک بوورابوواید بودارها بوم-𝐺یکی ا  

𝑂𝑟𝑏𝐺(𝑥∘) = {𝑥∘} .به ا ای هر  در نتی ه𝑔   ا𝐺 ،𝑥∘
𝑔 = 𝑥∘ یعنی .𝑥∘ ∈ 𝑍(𝐺) ∩ 𝑁 و حکم ثابت ،

 ∎شود. می
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𝑍(𝐺)  بدیهی باشد آنگاناگرو  متناهی -𝑝یک  𝐺اگر   .15-2-1نتیجه ≠ {1}. 

𝐻شد و گرو  متناهی با-𝑝یک  𝐺فرض کنیم   .16-2-1قضیه < 𝐺 ،در این صورت .𝐻 < 𝑁(𝐻). 

𝐾رض کنیم وو.  فبرهان = 𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺(𝐻)ه و. واضح است ک𝐺 𝐾⁄  یک𝑝-بدیهی ناهی گرو  متنا

1𝑍(𝐺راین واست. بناب 𝐾⁄ ) 𝑍(𝐺م ورض کنیو. ف≠ 𝐾⁄ ) = 𝐿 𝐾⁄ .لذا 𝐾 < 𝐿  و𝐿 ⊲ 𝐺 اینک ا  تعریف .

𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺(𝐻)  شود که ه میونتی𝐿 ≰ 𝐻کنیم . ثابت می𝐿 ≤ 𝑁𝐺(𝐻) با اثبات این حکم معلوم خواهد .

𝐻شد که  ≠ 𝑁𝐺(𝐻)م ورض کنیوو. ف𝑥   عضو دلخواهی ا𝐿  وℎ لخواهی ا  عضو د𝐻 راین واشد. بنابوب

(𝐾𝑥)(𝐾ℎ) = (𝐾ℎ)(𝐾𝑥) و𝑥ℎ𝑥
−1
ℎ
−1
∈ 𝐾ون وووال چوو. ح𝐾 ≤ 𝐻  وℎ ∈ 𝐻، م داشت وووخواهی

𝑥ℎ𝑥
−1
∈ 𝐻 و در نتی ه .𝐻 ≤ 𝐻𝑥 چون .𝐻 پس متناهی است 𝐻 = 𝐻𝑥 بنابراین .𝑥 ∈ 𝑁(𝐻)،  یعنی

𝐿 ≤ 𝑁(𝐻) .∎  

𝐻بدیهی باشد و نارو  متناهی وگ-𝑝یک  𝐺رض کنیم ووف  .17-2-1نتیجه ≤ 𝐺 در این صورت .𝐻 

𝐻است اگر و تنها اگر  𝐺 یرگرو  ماکسیمال  ⊲ 𝐺  و|𝐺 𝐻⁄ | = 𝑝. 

 

 سریها  1-3

،  ن یری متناهی ا   یرگروههای 𝐺یک سری نرمال  .رو  باشدویک گ 𝐺فرض کنیم  . 1-3-1تعریف

 به صورت  یر است 𝐺نرمال 

11 = 𝐺∘ ≤ 𝐺1 ≤ ⋯ ≤ 𝐺𝑟 = 𝐺. 

 رو  باشد. سری نرمال وویک گ 𝐺رض کنیم وو.  ف2-3-1تعریف

11 = 𝐺∘ ≤ 𝐺1 ≤ ⋯ ≤ 𝐺𝑟 = 𝐺 
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≥که  𝑖ه ا ای هر ودر صورتی که ب ندویووگ 1را یک سری مرکزی 𝑖 ≤ 𝑟1 ،𝐺𝑖

𝐺
𝑖−1
≤ 𝑍(

𝐺

𝐺
𝑖−1
). 

اشد. ووری مرکزی داشته بوه یک سوودر صورتی ک گویند 2وچتوانوپرا  𝐺 رو وگ  .3-3-1تعریف

 دهند.نشان می 𝑐(𝐺)گویند و آن را با  𝐺 3را رد  پوچتوانی 𝐺طول کوتاهترین سری مرکزی 

 است. 1رو  پوچتوان ا  رد  پوچتوانی وویک گ نابدیهی رو  آبلیووواضح است که هر گ

𝑍(𝐺)ا  ووبدیهی باشد آنگنارو  پوچتوان وویک گ 𝐺ر وواگ  .4-3-1لم ≠ 1. 

 رو  متناهی پوچتوان است.ووگ-𝑝هر   .5-3-1لم

رو  ا  مرتبه وواضح است که هر گ کنیم.حکم را ثابت می استقراء نسبت به مرتبه گرو  اب  برهان.

𝑝  کنیم میپوچتوان است. فرض𝐺  یک𝑝-( باشد. اگر ناگرو  متناهی )بدیهی𝐺 = 𝑍(𝐺) حکم واضح ،

 𝐺بدیهی( است که مرتبه آن ا  مرتبه نارو  متناهی )ووگ-𝑝یک  𝐺/𝑍(𝐺)ن صورت واست. در غیر ای

 کوچکتر است. بنابراین دارای یک سری مرکزی مانند

11 =
𝐺∘

𝑍(𝐺)
≤

𝐺1

𝑍(𝐺)
≤ ⋯ ≤

𝐺𝑟

𝑍(𝐺)
=

𝐺

𝑍(𝐺)
 

 شود که سری است. اینک ملاحظه می

11 ≤ 𝑍(𝐺) = 𝐺∘ ≤ 𝐺1 ≤ ⋯ ≤ 𝐺𝑟 = 𝐺. 

 ∎است.  𝐺یک سری مرکزی برای 

 شود.، نتی ه  یر حاصل می5-1-1( لم 6به موجب بند )

 

 ر سری نرمالی مانند وو تنها اگ روپوچتوان است اگ 𝐺رو  وگ  .6-3-1لم

1 = 𝐺∘ ≤ 𝐺1 ≤ ⋯ ≤ 𝐺𝑟 = 𝐺 1 

≥که  𝑖ه ا ای هر واشد به طوری که ببداشته  𝑖 ≤ 𝑟1 ،[𝐺, 𝐺𝑖] ≤ 𝐺𝑖−1. 

                                                 
1 entral seriesc 
2 nilpotent 
3 ilpotency classn 
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 باشد. در این صورت  𝑟یک گرو  پوچتوان ا  رد   𝐺.  فرض کنیم 7-3-1قضیه

 است. 𝑟، پوچتوان ا  رد  حداکثر 𝐺( هر  یرگرو  1)

 است. 𝑟، پوچتوان ا  رد  حداکثر 𝐺( هر تصویر همریخت 2)

 نیز پوچتوان است. 𝐺 یرو  خارج قسمتوا  هر گوپوچتوان باشد آنگ 𝐺ر واگ  .8-3-1نتیجه

را به استقراء  𝐺روههای وا   یرگ 𝑛=1{𝛤𝑛(𝐺)}رو  باشد. دنباله ویک گ 𝐺فرض کنیم   .9-3-1تعریف

 کنیمچنین تعریف می

𝛤1(𝐺) = 𝐺,    𝛤𝑛(𝐺) = [𝐺, 𝛤𝑛−1(𝐺)]     (𝑛 > 1). 1 

استفاد   𝛤𝑛ا   𝛤𝑛(𝐺)ه جای وو( پیش نیاید، ب𝐺رو   مینه )یعنی ووورد گوه ابهامی در موودر صورتی ک

 کنیم.می

ه ا ای وه بواست. در نتی  𝐺 هرو  مشخصویک  یرگ 𝛤𝑛شود که هر استقراء ثابت می وابه آسانی ب

𝛤𝑛طبیعی،  𝑛ر وووه ⊲ 𝐺ر ووه ا ای هووب 5-1-1موو( ل3د )ور طبق بنووو. ب𝑛 ه ووطبیعی ک𝑛 > 1 ،

𝛤𝑛 = [𝐺, 𝛤𝑛−1] ≤ 𝛤𝑛−1 . 

 رو  باشد. سری ویک گ 𝐺رض کنیم ووف  .11-3-1تعریف

𝐺 = 𝛤1(𝐺) ≥ 𝛤2(𝐺) ≥ ⋯ ≥ 𝛤𝑛(𝐺) ≥ ⋯ 1 

 نامند.می 𝐺 1را سری مرکزی پایینی

را به استقراء  𝐺روههای وا   یرگ ∘=𝑛{𝑍𝑛(𝐺)}یک گرو  باشد. دنباله  𝐺فرض کنیم   .11-3-1تعریف

 کنیمچنین تعریف می

𝑍∘(𝐺) = 1,       
𝑍
𝑛+1

(𝐺)

𝑍𝑛(𝐺)
= 𝑍(

𝐺

𝑍𝑛(𝐺)
)     (𝑛 ≥ 1). 1 

 .کنیماستفاد  می 𝑍𝑛 ا  𝑍𝑛(𝐺)در صورتی که ابهامی در مورد گرو   مینه پیش نیاید، به جای 

                                                 
1 ower central seriesl 
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ه ا ای ون، برایوت. بناباس 𝐺 هیک  یرگورو  مشخص 𝑍𝑛ه هور شود کاستقراء ثابت می بوه آسانی با

𝑍𝑛امنفی، وح نوصحی 𝑛هوور  ⊲ 𝐺. 

 رو  باشد. سری ویک گ 𝐺فرض کنیم  . 12-3-1تعریف

1 = 𝑍∘(𝐺) ≤ 𝑍1(𝐺) ≤ ⋯ ≤ 𝑍𝑛(𝐺) ≤ ⋯ 1 

 نامند.می 𝐺 1را سری مرکزی بالایی

چنان  sو  𝑟. همچنین فورض کنیم اعداد صحیح نامنفی رو  باشدوویک گ 𝐺فرض کنیم .  13-3-1لم

𝛤باشند که 
𝑟+1(𝐺) = 𝑍𝑠(𝐺)یا  1 = 𝐺  در این صورت𝐺 .پوچتوان است 

 پوچتوان باشد. در این صورت اگر رو ویک گ 𝐺فرض کنیم   .14-3-1لم

1 = 𝐺∘ ≤ 𝐺1 ≤ ⋯ ≤ 𝐺𝑟 = 𝐺1 

 ا ووباشد آنگ 𝐺یک سری مرکزی برای 

𝑛طبیعی که  𝑛( به ا ای هر 1) ≤ 𝑟 + 1 ،𝛤𝑛 ≤ 𝐺𝑟−𝑛+1، 

𝑛صحیح نامنفی که  𝑛( بوووه ا ای هوور 2) ≤ 𝑟 ،𝐺𝑛 ≤ 𝑍𝑛. 

ه و( ب1ه حکم )وت کو. واضح اسکنیومهر دو حکم را ثابت می  𝑛ه ووراء نسبت بواستق واب . برهان

𝑛ا ای  = 1برقرار است. فرض کنیم  1 ≤ 𝑛 < 𝑟 +  برقرار باشد. داریم  𝑛وحکم به ا ای  1

𝛤
𝑛+1 = [𝐺, 𝛤𝑛] ≤ [𝐺, 𝐺𝑟−𝑛+1] ≤ 𝐺𝑟−𝑛.1 

𝑛وییم حکم به ا ای وو( گ2اثبات )شود. برای ( ثابت می1بنابراین ) رض وه وضوح برقرار است. فوب ∘=

≥∘م وکنی 𝑛 < 𝑟  و حکم به ا ای𝑛 اشد. داریم ورقرار بوب[𝐺, 𝐺
𝑛+1] ≤ 𝐺𝑛 ≤ 𝑍𝑛 پس به ا ای هر .𝑥 

𝐺ا  
𝑛+1 ر وووو ه𝑔   ا𝐺 ،[𝑥, 𝑔] ∈ 𝑍𝑛 .در نتی وووه [𝑍𝑛𝑥, 𝑍𝑛𝑔] = 𝑍𝑛[𝑥, 𝑔] = 𝑍𝑛ن ورایووووو. بناب

𝑍𝑛𝑥 ∈ 𝑍(
𝐺

𝑍𝑛
) =

𝑍
𝑛+1

𝑍𝑛
𝑥ه و، و در نتی  ∈ 𝑍

𝑛+1 پس .𝐺
𝑛+1 ≤ 𝑍𝑛+1شود. ، و حکم ثابت می∎ 

                                                 
1 pper central seriesu 
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 یک گرو  باشد. در این صورت 𝐺فرض کنیم  . 15-3-1قضیه

(1)  𝐺 پوچتوان است اگر و تنها اگر عدد صحیح نامنفی مانند𝑟  موجود باشد به طوری که𝛤
𝑟+1 = 1. 

(2)  𝐺 پوچتوان است اگر و تنها اگر عدد صحیح نامنفی مانندs  موجود باشد به طوری که𝑍𝑠 = 𝐺. 

، تنها کافی است ثابت 13-3-1کنیم. بوا توجه به لم( را ثابت می1به عنوان نمونه حکم )  .برهان

شود. فوورض بووه  یرگوورو  بدیهی ختم می 𝐺پوچتوان بوواشد، سری مرکزی پایینی  𝐺کنیوم اگوور 

 پوچتوان باشد. بنابراین دارای یک سری مرکزی مانند 𝐺کنیووم  

11 = 𝐺∘ ≤ 𝐺1 ≤ ⋯ ≤ 𝐺𝑟 = 𝐺 

𝑛طبیعی که  𝑛، بوه ا ای هر 14-3-1( لوم 1بووه موجب بند )است.  ≤ 𝑟 + 𝛤𝑛، داریم 1 ≤ 𝐺𝑟−𝑛+1 

𝑛بنابراین، با  = 𝑟 خواهیم داشت ،𝛤
𝑟+1 ≤ 𝐺∘ =  ∎شود. ، و حکم ثابت می1

کوچکترین عدد صحیح  𝑟یک گرو  پوچتوان باشد.در این صورت اگر  𝐺رض کنیم وف  .16-3-1نتیجه

𝛤نامنفی باشد که 
𝑟+1 = 𝑍𝑟یا  1 = 𝐺 ا  وآنگ𝑐(𝐺) = 𝑟. 

,𝑗 ،[𝛤𝑖و  𝑖به ا ای هر دو عدد طبیعی  . 17-3-1قضیه 𝛤𝑗] ≤ 𝛤𝑖+𝑗. 

𝑗ر وو. اگکنیومحکم را ثابت می 𝑗استقراء نسبت به  اب  برهان. =  طبیعی،  𝑖ا  به ا ای هر ووآنگ 1

[𝛤𝑖, 𝑌1] = [𝛤𝑖, 𝐺] = 𝛤𝑖+1.1 

 طبیعی، 𝑖راین، به ا ای هر ووبرقرار باشد. بناب 𝑗فرض کنیم حکم به ا ای عدد طبیعی 

[𝛤𝑖, 𝛤𝑗 , 𝐺] = [[𝛤𝑖, 𝛤𝑗], 𝐺] ≤ [𝛤𝑖+𝑗, 𝐺] = 𝛤𝑖+𝑗+1,1 

[𝐺, 𝛤𝑖, 𝛤𝑗] = [[𝐺, 𝛤𝑖], 𝛤𝑗] = [𝛤𝑖+1, 𝛤𝑗] ≤ 𝛤𝑖+𝑗+1.1 

  داریم 11-1-1اینک ا  لم

[𝛤𝑖, 𝛤𝑗+1] = [𝛤𝑗+1, 𝛤𝑖] = [[𝛤𝑗, 𝐺], 𝛤𝑖] = [𝛤𝑗 , 𝐺, 𝛤𝑖] ≤ 𝛤𝑖+𝑗+1.1 

𝑗ه ا ای وویعنی حکم ب +  ∎نیز برقرار است.  1
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𝑺𝑫و  𝑫2𝒏 ،𝑸4𝒏 معرفی گروههای  1-4
2
𝒏 

𝐺گرو    .1-4-1تعریف =< 𝑎, 𝑏|𝑎𝑛 = 𝑏
2
= 1, 𝑏𝑎𝑏−1

= 𝑎
−1
>( ،𝑛 ≥  1دووجهی( را گوورو  3

 دهیم.نمایش می 𝐷2𝑛نامیم و با می 2𝑛مرتبه 

𝐺گرو    .2-4-1تعریف =<  𝑎, 𝑏|𝑎𝑛 = 𝑏
2
, 𝑏𝑎𝑏

−1
= 𝑎

−1
>( ،𝑛 ≥ ( را گرو  کواترنیون تعمیم 2

 دهیم. نمایش می 𝑄4𝑛نامیم و با می 4𝑛نه( ا  مرتبه )یا چهارگا 2یافته

𝐺گورو    .3-4-1تعریف =< 𝑎, 𝑏|𝑎
2
𝑛−1

= 𝑏
2
= 1, 𝑏−1

𝑎𝑏 = 𝑎
−1+2

𝑛−2

>( ،𝑛 > ( را گوورو  3

2ا  مرتبه  3نیم دووجهی
𝑛

𝑆𝐷نامیم و با می 
2
𝑛 دهیم. نمایش می 

𝑍(𝑄4𝑛)(  1) . 4-4-1لم = 〈𝑎
𝑛〉  باشد.می 2ا  مرتبه 

(2 )𝑄4𝑛  پوچتوان است اگر و تنها اگر𝑛   باشد. 2توانی ا 

 است. 4ا  مرتبه  𝑄4𝑛در  〈𝑎〉( هر عضو خارج ا  3)

 ∎رجوع شود.  ]21[.  بهبرهان

 باشد.  2توانی ا   𝑛پوچتوان است اگر و تنها اگر  𝐷2𝑛( 1)  .5-4-1لم

 است. 2ا  مرتبه  𝐷2𝑛-〈𝑎〉( هر عضو 2)

                                                 
1 ihedral groupd 
2 eneralized quaternion groupg 
3 emidihedral groups 
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(3 )𝑍(𝐷2𝑛) = {𝑒, 𝑎
𝑛 2⁄
}. 

 ∎رجوع شود.  ]21[به  برهان.

 یکی ا  حالتهای  یر برقرار است. 𝑥مانند  𝐷2𝑛در  2برای هر عضو ا  مرتبه   .6-4-1لم

𝐶𝐷2𝑛|فرد باشد آنگا   𝑛( اگر 1)
(𝑥)| = 2. 

𝑥 وج باشد،  𝑛( اگر 2) ∈ 𝑍(𝐷2𝑛)  و𝑥 ∈ 〈𝑎〉   آنگا|𝐶𝐷2𝑛
(𝑥)| = 2𝑛. 

𝑥 وج باشد و  𝑛( اگر 3) ∉ 𝑍(𝐷2𝑛)   آنگا|𝐶𝐷2𝑛
(𝑥)| = 4. 

 ∎رجوع شود.  ]21[به  برهان.
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 فصل دوم

 

-𝒑رده ماکسیمالی از هاگروه 

 

 

 𝐺اگر فرض کنیم  . همچنینکنیمرا تعریف می ی ماکسیمالووچتوانورد  پ ا  هارو وگ-𝑝ن فصل ودر ای

درجه و  𝑝 ،𝑚هایی ا  ا جملهویک کران پایین ب باشد، 𝑝𝑚گوورو  ا  رد  ماکسیمال و ا  مرتبوه -𝑝یک 

های ا  رد  ماکسیمال را بررسی گرو -𝑝ز، ونیایان فصل ووآوریم. در پبدست می 𝐺کرانه برای جاب ایی 

 .کرانه آنها صفر استکنیم که می

𝑖به ا ای  (𝑌𝑖و یا مختصراً ) 𝑌𝑖(𝐺)، در این فصل و همچنین فصل بعدی .توجه ≥ جملات همان  ،2

 است.  سری مرکزی پایینی

 

 اساسی و نتایج بنیادی اریفتع  2-1

𝑁و  باشد رو وویک گ 𝐺رض کنیم وووف  .1-1-2لم ⊴ 𝐺 .رودر این صورت اگ 𝐺 𝑁⁄ آنگا  دوری باشد 

𝐺 ′ = [𝐺, 𝑁]. 

 داریم    برهان.

𝐾 = [𝐺,𝑁] ≤ [𝐺, 𝐺] = 𝐺 ′                                          1 
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𝑁ون ووچ ⊴ 𝐺  پووس𝐾 ⊆ 𝑁 .  حال گووورو𝐺 𝐾⁄ چوون م. وگیریرا در نظور می𝐺 𝑁⁄ و  است دوری

(𝐺 𝐾⁄ ) (𝑁 𝐾⁄ )⁄ ≅ 𝐺 𝑁⁄پس ، (𝐺 𝐾⁄ ) (𝑁 𝐾⁄  رفیوت. ا  طدوری اس نیز ⁄(

[𝐺 𝐾⁄ ,𝑁 𝐾⁄ ] = [𝐺,𝑁]𝐾 𝐾⁄ = 1. 1 

𝑁وراین وبنابو 𝐾⁄ ⊆ 𝑍(𝐺 𝐾⁄ 𝐺  چون . ا  طرفی( 𝐾⁄

𝑁 𝐾⁄
 دوری است پس 

𝐺 𝐾⁄

𝑍(𝐺 𝐾⁄ )
𝐺 دوری است، و لذا  𝐾⁄ 

′𝐺آبلی است. در نتی ه  ⊆ 𝐾  شود. حکم ثابت میو∎                       

𝐺 ،𝑌2(𝐺)وان ورو  ناآبلی و پوچتووودر یک گ = 𝐺
𝑌2(𝐺)و  ′ ≠ 𝑌3(𝐺)رار ووراین با قو. بناب

𝑁دادن  = 𝑌2(𝐺) خواهیم داشت ، 1-1-2در لم[𝐺, 𝑌2(𝐺)] = 𝑌3(𝐺) ≠ 𝐺
 𝐺/𝑌2(𝐺)راین و. بناب′

پوچوتوان  𝐺بوواشد، چووون  لیوورو  ناآبوووگ-𝑝 یک 𝐺بووه ویووژ  اگوور د. وود دوری باشوتواننمی

:𝐺|است پس  𝑌2(𝐺)| ≥ 𝑝
𝑚گرو  ا  رد  پوچتوووانی -𝑝یک  𝐺. همچنین اگر 2 − 1 (𝑚 ≥ 3) 

𝑖بوواشد آنووگا  بووه ا ای  = 3,4, … ,𝑚 های ، هوور یک ا  گوووورو𝑌
𝑖−1(𝐺) 𝑌𝑖(𝐺)⁄  ا  مرتبه حداقل

𝑝  هستند. بنابووراین𝐺  ا  مرتبه حداقل𝑝𝑚  است. در نتیو ه یووک گورو  ا  مرتبه𝑝𝑚  پوچتوان ا ،

𝑚رد  حداکثر  −  است. 1

و رد  پوچتوانوی  𝑝𝑚ا  مرتبه  𝐺نامیم هرگووا  را ا  رد  ماکسیمال می 𝐺گوورو  -𝑝  .2-1-2تعریف

𝑚 −  باشد. 1

:𝐺|بووواشد آنگووا   گوورو  ا  رد  مواکسیمال-𝑝یوک  𝐺اگوور  توجه. 𝑌2(𝐺)| = 𝑝
𝑖و بووه ا ای  2 =

3,4, … ,𝑚 ،|𝑌
𝑖−1(𝐺): 𝑌𝑖(𝐺)| = 𝑝. 

باشد به  𝐺یک  یرگرو  نرمال ا   𝑁گوورو  ا  رد  ماکسیمال و -𝑝یک  𝐺فوورض کنیووم   .3-1-2لم

:𝐺|طوری که  𝑁| = 𝑝𝑟  و𝑟 ≥ 𝑁. در این صورت 2 = 𝑌𝑟(𝐺). 

:𝐺|چون   برهان. 𝑁| = 𝑝𝑟  پوس|𝐺 𝑁⁄ | = 𝑝𝑟 در نتی ه رد  پوچتوانی .𝐺 𝑁⁄  حداکثر𝑟 − 1 

𝑌𝑟(𝐺است. بنابراین  𝑁⁄ ) =  . ا  طرفی 1
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1𝑌𝑗(𝐺 𝑁⁄ ) = 𝑌𝑗(𝐺)𝑁 𝑁              (𝑗 = 2,3, … ).⁄ 

𝑌𝑟(𝐺بنابووووورایون خواهیوووم داشت  𝑁⁄ ) = 𝑌𝑟(𝐺)𝑁 𝑁 = 𝑌𝑟(𝐺). در نتی ووووه ⁄1 ≤ 𝑁 اموووا .

|𝐺: 𝑌𝑟(𝐺)| = 𝑝
𝑟 = |𝐺:𝑁| لذا .|𝑁| = |𝑌𝑟(𝐺)|  و در نتی ه𝑌𝑟(𝐺) = 𝑁 .∎ 

3 که باشند صحیحی اعداد  𝑛و 𝑚 و باشد گرو  یک 𝐺فورض کنیوم   .4-1-2تعریف ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. 𝐺 را 

𝐺) گورو -𝐶𝐹 یک ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) هووورگا  گووییم (یا 𝐺  مورتبه ا 𝑝𝑛 ،باشد 𝑐(𝐺) = 𝑚 −  و 1

𝑖 ا ای بووه = 3,4, … ,𝑚، |𝑌
𝑖−1(𝐺): 𝑌𝑖(𝐺)| = 𝑝. 

𝐺 اگر  توجه. ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) و 𝑚 = 𝑛  آنگا 𝐺 است. ماکسیمال رد  ا  گرو  یک 

𝐺) گرو -𝐸𝐶𝐹 یک را 𝐺 باشد. گرو  یک 𝐺فرض کنیم   .5-1-2تعریف ∈ 𝐸𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) گوییم (یا 

𝐺 هرگا  ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝)، و 𝐺/𝑌2(𝐺) باشد مقدماتی آبلی. 

𝐺 کنیم فورض  .6-1-2لم ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) و 𝑁 ا  نرمال  یرگورو  یک 𝐺 که طوری به باشد |𝑁| = 𝑝𝑖 

𝑁 و ⊆ 𝑌2(𝐺). صورت این در 𝑁 = 𝑌𝑚−𝑖(𝐺).   

𝑚 روی استقووراء بووا  برهان. − 𝑖 گرا کنیم.موی ثابوت را حکم 𝑖 = 𝑚 − |𝑁|  آنوگا 2 = 𝑝
𝑚−2

 

|𝑌𝑚−𝑖(𝐺)| و = |𝑌2(𝐺)| = 𝑝
𝑚−2.  طرفووی ا 𝑁 ⊆ 𝑌2(𝐺). بنابووووراین 𝑁 = 𝑌2(𝐺). حوووال 

𝑚 کنیممی فوورض − 𝑖 > ≠ چوون .2 𝑌2(𝐺) 𝑁⁄ ⊲ 𝐺 𝑁⁄1 پوس 𝑌2(𝐺) 𝑁⁄ ∩ Z(𝐺 𝑁⁄ ) ≠  در .1

𝑥𝑁 مانند عنصری نتی ووه ∈ 𝑌2(𝐺) 𝑁⁄ ∩ 𝑍(𝐺 𝑁⁄ 𝑜(𝑥𝑁) کووه دارد وجود ( = 𝑝. دهیووممی قوورار 

𝑀 = 〈𝑥,𝑁〉. نتی وووه در |𝑀| = 𝑝
𝑖+1، 𝑀 ⊲ 𝐺 و 𝑁 < 𝑀 ≤ 𝑌2(𝐺). ءاستقووورا فوورض بنوابوور 

𝑀 = 𝑌
𝑚−𝑖−1(𝐺). اموا 𝑀 𝑁⁄  نرمال  یرگوورو 𝐺 𝑁⁄ و اسوت |𝑀 𝑁⁄ | = 𝑝

𝑖+1
𝑝𝑖⁄ = 𝑝. بنابووراین 

𝑀 𝑁⁄ ≤ 𝑍(𝐺 𝑁⁄ [𝐺,𝑀] یعنی .( ≤ 𝑁. نتی ه در [𝐺,𝑀] = [ 𝐺, 𝑌
𝑚−𝑖−1(𝐺)] = 𝑌𝑚−𝑖(𝐺) ≤ 𝑁. 

|𝑁| طرفی ا  = 𝑝𝑖 = |𝑌𝑚−𝑖(𝐺)|. پس 𝑁 = 𝑌𝑚−𝑖(𝐺). ∎  
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𝐺 کنیم فرض ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) (𝑚 >  دهیممی قرار .(3

𝑌1(𝐺) 𝑌4(𝐺)⁄ = 𝐶𝐺 𝑌4
(𝐺)⁄ (𝑌2(𝐺) 𝑌4(𝐺)⁄ ).  1 

 داشت خوواهیم نتی وه در

𝑌1(𝐺)/𝑌4(𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺|∀𝑥 ∈ 𝑌2(𝐺)      [𝑔, 𝑥] ∈ 𝑌4(𝐺)}.  1 

  کوه طوری به است 𝐺ا   یرگوروهی 𝑌1(𝐺) یعنوی

(2-1)                                          [𝑌1(𝐺), 𝑌2(𝐺)] ≤ 𝑌4(𝐺). 

𝐺 کنیم فورض  .7-1-2لم ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) (𝑚 >  صورت ایون در (.3

(1) 𝑌1(𝐺) ا  مشخصه و سر   یرگرو  یک 𝐺 .است 

(2) 𝑌2(𝐺) ≤ 𝑌1(𝐺). 

𝑌1(𝐺) یعنی نباشد. سر   یرگوورو  𝑌1(𝐺)  کنیم فوورض  (1.)برهان = 𝐺. رابطه طبق بنابووراین 

 داشت خواهیم (2-1)

[𝑌1(𝐺), 𝑌2(𝐺)] = [𝐺, 𝑌2(𝐺)] = 𝑌3(𝐺) ≤ 𝑌4(𝐺).   1 

 است. 𝐺 ا  سر   یرگرو  𝑌1(𝐺)  بنابراین است. تناقض یک که

 متناهی 𝐺 چون هستند. 𝐺 ا  مشخصه های یرگرو  𝑌4(𝐺) و 𝑌2(𝐺) پایینی، مرکزی سری تعریف طبق

𝐶𝐺/𝑌4 پووس اسوت
(𝐺)(𝑌2(𝐺)/𝑌4(𝐺)) = 𝑌1(𝐺)/𝑌4(𝐺)  ا  مشخصه  یرگوورو 𝐺/𝑌4(𝐺) .اسوت 

 است. 𝐺 مشخصه  یرگرو 𝑌1(𝐺)  بنابراین

𝐺 چووون  (2) ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) پووس |𝑌2(𝐺): 𝑌3(𝐺)| = |𝑌3(𝐺): 𝑌4(𝐺)| = 𝑝. نتی ووه در 

|𝑌2(𝐺): 𝑌4(𝐺)| = 𝑝
  داشت خواهیووم نتی ه در است. آبلووی 𝑌2(𝐺)/𝑌4(𝐺) بوووراینبنا .2

𝑌2(𝐺)/𝑌4(𝐺) ≤ 𝐶𝐺/𝑌4
(𝐺)(𝑌2(𝐺)/𝑌4(𝐺)) = 𝑌1(𝐺)/𝑌4(𝐺).  1 

𝑌2(𝐺) بنابراین ≤ 𝑌1(𝐺). ∎ 
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𝑚 رد  ا  پووچتوان گورو  یک 𝐺 کنیم فرض  .8-1-2لم − 1 (𝑚 > 𝑖 برای و باشد، (3 = 3,4, … ,𝑚، 

𝑌
𝑖−1(𝐺) 𝑌𝑖(𝐺)⁄ ا ای به کنیم فوورض همچنین بواشد. دوری 𝑖 = 3,4, … ,𝑚 − 1، 𝐾𝑖 ا   یرگووروهی 

𝐺 کوه طوری به باشد 𝐾𝑖/𝑌𝑖+1(𝐺) = 𝐶𝐺/𝑌𝑖+1
(𝐺)(𝑌𝑖−1(𝐺)/𝑌𝑖+1(𝐺)). صورت ایوون در 𝐺 𝐾𝑖⁄ یک 

𝐺| و است دوری گوورو  𝐾𝑖⁄ | = |𝑌𝑖(𝐺)/𝑌𝑖+1(𝐺)|. 

 ∎ شود. رجوع ]1-2 قضیه ،1 [ به  برهان.

𝐺 اگر  .9-1-2نتیجه ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝)  آنگا |𝐺: 𝑌1(𝐺)| = 𝑝. 

𝑖 دهیم قرار ،3-1-2لم در اگوور  برهان. =  اریمد  آنوگا ،3

𝐾3/𝑌4(𝐺) = 𝐶𝐺 𝑌4
(𝐺)⁄ (𝑌2(𝐺)/𝑌4(𝐺)) = 𝑌1(𝐺)/𝑌4(𝐺).  1 

|𝐺/𝑌1(𝐺)| و است دوری 𝐺/𝑌1(𝐺) لذا = |𝑌3(𝐺)/𝑌4(𝐺)| = 𝑝. بنابراین |𝐺: 𝑌1(𝐺)| = 𝑝. ∎ 

:𝐺| رابوطه ا  ماکسیومال، رد  ا  گوووروههای در 𝑌2(𝐺)| = 𝑝
2

 داریوووم ،1-1-2 نتی وووه و 

|𝑌1(𝐺): 𝑌2(𝐺)| = 𝑝. دادن قورار با بنابووراین 𝐺 = 𝑌∘، سووری {𝑌𝑖}𝑖≥∘ به کووه آوریمموووی بدست را 

≥∘ ،𝑖 هووور ا ای 𝑖 ≤ 𝑚 − 1، |𝑌𝑖: 𝑌𝑖+1| = 𝑝. 

𝑝𝑚 (𝑚 مرتبه ا  و گرو  ا  رد  مواکسیمال-𝑝 یک 𝐺 کنیم فرض  .11-1-2لم ≥  دهیممی قرار باشد. (1

𝐺̅ = 𝐺 𝑍(𝐺)⁄. هر ا ای به صورت این در 𝑖، 𝑌̅𝑖 = 𝑌𝑖(𝐺̅). 

𝑖 کنیووممی فوورض ابتدا  برهان. ≥ 𝐺̅/𝑌̅2 چون .2 ≅ 𝐺/𝑌2 و 𝐺/𝑌2 پس است آبلی 𝐺̅/𝑌̅2 نیز 

𝑌2(𝐺̅) نتی ه در است. آبلی ⊆ 𝑌̅2. کنیممی فرض حال 𝑌
𝑖−1(𝐺̅) ⊆ 𝑌̅𝑖−1. داریم 

𝑌𝑖(𝐺̅) = [𝑌𝑖−1(𝐺̅), 𝐺̅] ⊆ [𝑌̅𝑖−1, 𝐺̅] = 𝑌̅𝑖.1 

𝑌𝑖(𝐺̅) نتی ه در ⊆ 𝑌̅𝑖. دهیممی قرار 𝑌𝑖(𝐺̅) =
𝑈𝑖

𝑍(𝐺)
𝑈𝑖 که  ≤ 𝐺. داریم  

1 1 ⊂ 𝑍(𝐺) = 𝑈
𝑚−1 ⊂ 𝑈𝑚−2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑈2 ⊂ 𝑈1 ⊂ 𝐺, 
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1 1 ⊂ 𝑍(𝐺) = 𝑌
𝑚−1 ⊂ 𝑌𝑚−2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑌2 ⊂ 𝑌1 ⊂ 𝐺. 

𝑖 ا ای به چون ≥ 2، 𝑈𝑖 ⊆ 𝑌𝑖 3-1-2لم بنابور پس، 𝑈𝑖 = 𝑌𝑖. بنابراین 𝑌𝑖(𝐺̅) = 𝑌̅𝑖. کنیممی فرض حال 

𝑖 = 𝑌1(𝐺̅) داریوووووم .1 = 𝐶𝐺̅ 𝑌4
(𝐺̅)⁄ (𝑌2(𝐺̅)/𝑌4(𝐺̅)) = 𝐶𝐺̅ 𝑌̅4

⁄ (𝑌̅2/𝑌̅4) ≅ 𝐶𝐺 𝑌4
⁄ (𝑌2/𝑌4).  ا 

𝑌̅1/𝑌̅4 طرفی ⊆ 𝐶𝐺̅ 𝑌̅4
⁄ (𝑌̅2/𝑌̅4) و |𝑌̅1/𝑌̅4| = |𝐶𝐺 𝑌4

⁄ (𝑌2/𝑌4)|. لوذا 𝑌̅1/𝑌̅4 = 𝐶𝐺̅ 𝑌̅4
⁄ (𝑌̅2/𝑌̅4). 

𝑌1(𝐺̅) بنابووراین = 𝑌̅1 شود.می ثابت حکم و ∎ 

𝐺 کنیم فرض  .11-1-2تعریف ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝)، 𝑚 ≥  به را 𝐺 1ییب اجا درجه صورت این در .4

 کنیممی تعریف  یر صورت

𝑡 = 𝑡(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑙 ≤ 𝑚 − 2|   ∀𝑖, 𝑗 ∈ ℕ         [𝑌𝑖, 𝑌𝑗] ≤ 𝑌𝑖+𝑗+𝑙       }.  1 

𝑡(𝐺) وضوح به ≥∘.  

𝑡(𝐺)  نگاآ شدبا آبلی 𝑌1 اگر  .12-1-2لم = 𝑚 − 2.  

𝐺 کنیم فرض  .13-1-2لم ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝)، 𝑚 > 3، 𝑠 𝑖 هر ا ای به و ∘≤ ≥ 1، [𝑌1, 𝑌𝑖] ≤ 𝑌𝑖+1+𝑠. 

,𝑖 هر ا ای به صورت این در 𝑗 ≥ 1، [𝑌𝑗 , 𝑌𝑖] ≤ 𝑌𝑖+𝑗+𝑠. 

𝑗 ا ای بووه حکم فرض، بنابوور کنیم.می ثابت را حکم 𝑗 روی استقراء بووه  برهان. =  برقرار 1

𝑗 بووورای حکم کنیووممی فوورض حال است. = 𝑘 پووس بوواشد. بوورقرار [𝑌𝑘, 𝑌𝑖] ⊆ 𝑌𝑖+𝑘+𝑠. حال 

,𝑌𝑘]  داریووم 𝑌𝑖, 𝐺] ⊆ [𝑌𝑖+𝑘+𝑠, 𝐺] = 𝑌𝑖+𝑘+1+𝑠.  طرفی ا 

1[𝑌𝑖, 𝐺, 𝑌𝑘] = [𝑌𝑖+1, 𝑌𝑘] = [𝑌𝑘, 𝑌𝑖+1] ⊆ 𝑌𝑘+1+𝑖+𝑠. 1                                                                  

𝑌] داریوم  یرگوورو  سه لم بنابور لذا
𝑘+1, 𝑌𝑖] = [𝐺, 𝑌𝑘, 𝑌𝑖] ⊆ 𝑌𝑖+𝑘+1+𝑠، شود.می ثابت حکم و ∎ 

𝐺 کنیم فوورض  .14-1-2قضیه ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) (𝑚 ≥ 𝑡(𝐺/𝑌 و (1
𝑚−1)  صورت ایوون در .∘<

𝑡(𝐺) آنگا  باشد فرد 𝑚 اگر (1) ≥ 1. 

                                                 
1 egree of commutativityd  
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𝑡(𝐺) آنگا ، باشد  وج 𝑚 اگر (2) ≥ 𝑌1 اگر تنها و اگر 1

2
𝑚−1
(𝐺) باشد آبلی. 

 ∎ شود. رجوع ]11-2 قضیه ،1[ به  برهان.

𝐺 کنیم فوورض  .15-1-2نتیجه ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) و 𝑌2(𝐺) صورت ایوون در باشد. آبوولی 𝑡(𝐺) ≥ 1. 

 ∎ شود. رجوع ]11-2 نتی ه ،1[ به  برهان.

𝐺 کنیم فرض  .16-1-2قضیه ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝). اگر صورت این در 𝑚 1 و باشد فرد ≤ 𝑚 ≤ 2𝑝 + 1 

𝑡(𝐺) آنگا  ≥ 1. 

 ∎ شود. رجوع ]11-2 قضیه ،1[ به  برهان.

𝐺 کنیم فرض   .17-1-2نتیجه ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝). اگر صورت ایون در 𝑚 ≥ 𝑡(𝐺 آنگا  4 𝑍(𝐺)⁄ ) ≥ 1. 

𝐺 کنیووم فوورض  .18-1-2قضیه ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) (𝑚 > 𝑡(𝐺) صورت این در .(3 ≥  تنها و اگور 1

𝑌1(𝐺)  اگور = 𝐶𝐺(𝑌𝑚−2(𝐺)). 

 ∎ شود. رجوع ]14-2 قضیه ،1[ به  برهان.

𝐺 کنیم فوورض  .19-1-2قضیه ∈ 𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝) (𝑚 >   صورت ایوون در .(3

𝑡(𝐺) اگوور (1) ≥ 𝐺، 𝑝 آنگووا  1
2
− 𝑝  ماکزیمم مرتبوه ا  تزویج رد 𝑝

𝑚−2
 نورمال م موعه کووه دارد 

𝐺 − 𝑌1(𝐺) پوشاند.می را 

𝑡(𝐺) اگوور (2) 𝐺، (𝑝 آنگوا  ∘= − 𝑝 ماکزیمم مرتبوه ا  تزویج رد  2(1
𝑚−2

 نورمال م موعه کوه دارد 

𝐺 − (𝑌1(𝐺) ∪ 𝐶𝐺(𝑌𝑚−2(𝐺))) پوشاند.می را  

 ∎ شود. رجوع ]11-2 نتی ه ،1[ به  برهان.

𝐺 کنیم فوورض  .21-1-2قضیه ∈ 𝐸𝐶𝐹(𝑚, 𝑛, 𝑝)، 𝑚 ≥ 𝑝 +  این در باشد. آبوولی 𝑌2(𝐺) و 1

𝑖 ا ای به صورت = 1,2, … , 𝑝، [𝑌1, 𝑌𝑖] ≤ 𝑌𝑚−𝑝+𝑖. 
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 ∎ شود. رجوع ]11-3 قضیه ،1[ به  برهان.

,𝑌𝑖] صورت ایون در باشد. ماکسیمال رد  ا  گرو – 𝑝 یک 𝐺 کنیم فرض  .21-1-2لم 𝑌𝑖] = [𝑌𝑖, 𝑌𝑖+1]. 

𝑌𝑖 پایینی، مورکزی سری تعریف طبق  برهان. ⊃ 𝑌𝑖+1. همچنین 𝑌𝑖 و 𝑌
𝑖+1 در 𝐺 هستند، نورمال 

𝑌 پس
𝑖+1 در 𝑌𝑖 طرفی ا  است. نرمال |𝑌𝑖: 𝑌𝑖+1| = 𝑝. بووراینبنا 𝑌𝑖/𝑌𝑖+1 به نتی ووه در است. دوری 

,𝑌𝑖]  ،1-1-2لوم موجب 𝑌𝑖+1] = 𝑌𝑖
,𝑌𝑖] بنابراین .′ 𝑌𝑖] = [𝑌𝑖, 𝑌𝑖+1]. ∎ 

𝑚در ادامه فصل،  توجه. ≥  ست.فرض شد  ا 4

 ایوون در باشد. 𝑝𝑚 موورتبه ا  و مواکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یوک 𝐺 کنیووم فووورض  .22-1-2لم

𝑡(𝐺) یووا صورت = 𝑚 − 𝑡(𝐺) یا ،2 ≤ 𝑚 − 4. 

𝑡(𝐺) اگر  برهان. ≥ 𝑚 −  داشت خواهیم آنگا  ،3

[𝑌1, 𝑌2] ≤ 𝑌3+𝑡(𝐺) ≤ 𝑌3+𝑚−3 = 𝑌𝑚 = 1.  1 

𝑌2 نتی وه در ≤ 𝑍(𝑌1).  طرفی ا 𝑌1 𝑌2⁄ لزوماً پووس است. دوری 𝑌1 12-1-2لم بنابر لذا است. آبولی، 

𝑡(𝐺) = 𝑚 − 𝑡(𝐺) آنگا  باشد آبلی 𝑌1 اگر ماکسیمال، رد  ا  گرو -𝑝 هر برای نتی ه در .2 = 𝑚 − 2 

𝑡(𝐺)  صورت این غیر در و ≤ 𝑚 − 4. ∎       

𝑝𝑚 (𝑝 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺 کنیم فوورض  .23-1-2قضیه ≥  این در باشد. (5

2𝑡(𝐺) صورت ≥ 𝑚 − 2𝑝 + 1. 

 ∎ شود. رجوع ]3[ به  برهان.

      کنیممی تعریف صورت ایوون در باشد. 𝐺 ا  تهینا  یرم موعه 𝑆 کنیم فورض  .24-1-2تعریف

𝑟𝐺(𝑆) = |{𝑐𝑙𝐺(𝑔)|𝑐𝑙𝐺(𝑔) ∩ 𝑆 ≠ ∅}|.  1 

  دهیم.می نمایش 𝑟(𝐺) با که است 𝐺 مزدوجی های رد  تعداد همان 𝑟𝐺(𝐺)  توجه.
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∘𝑠 کنیم فورض  .25-1-2تعریف ∈ 𝐺 − (𝑌1 ∪ 𝐶(𝑌𝑚−2)) و 𝑠1 ∈ 𝑌1 − 𝑌2. ا ای به صورت این در 

𝑖 ≥ 𝑠𝑖 کنیم،می تعریف 2 = [𝑠𝑖−1, 𝑠∘]. 

𝑖 اگور ،21-1-2 تعریف مفروضات با  .26-1-2لم ≤ 𝑚 − 𝑠𝑖 آنگوا  1 ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1 اگر و 𝑖 ≥ 𝑚  آنگا 

𝑠𝑖 = 1. 

 ∎ شود. رجوع] 3 [ به  برهان.

∘𝑧 هیوومد اگرقووورار  .27-1-2تعریف = 𝑟𝐺(𝑠∘𝑌1) هووور ا ای بوووه و 𝑖 1 کووه ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1، 

𝑧𝑖 = 𝑟𝑌𝑖(𝑠𝑖𝑌𝑖+1)، صورت این در 𝜎𝐺 صورت به را 𝜎𝐺 = (𝑧∘, 𝑧1, … , 𝑧𝑚−1) کنیم.می تعریف     

𝐺̅ بوورای = 𝐺 𝑍(𝐺)⁄ دهیووممی قوورار 𝑧∘̅ = 𝑟𝐺̅(𝑠̅∘𝑌1(𝐺̅))  ا ای بووه و 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 − 2، 

𝑧𝑖̅ = 𝑟𝑌𝑖(𝐺̅)(𝑠̅𝑖𝑌𝑖+1(𝐺̅)).  

∘𝑧 دهیممی قرار  توجه. = 𝑧 , 𝑠∘ = 𝑠 و 𝑧∘̅ = 𝑧̅ , 𝑠̅∘ = 𝑠̅  . 

,𝑝𝑛) بردار اختصار، برای  توجه. 𝑝
𝑛−1
, … , 𝑝,    دهیم.می نمایش 𝜏𝑛 علامت با را (1

𝑝𝑚 مرتبه ا  گورو  یک 𝐺 کنیم فرض = 𝑝
2𝑛+𝑒

𝑒 که باشد  ∈ {∘  هددمی نشان ]6[ در 1هال .{1,

𝑘 نندما صحیح عدد یک = 𝑘(𝐺)   که طوری به دارد وجود ∘≤

𝑟(𝐺) = 𝑛(𝑝
2
− 1) + 𝑝𝑒 + 𝑘(𝑝2

− 1)(𝑝 − 1).  1 

𝑟(𝐺) دهیممی قوورار = 𝑓𝑘(|𝐺|) و 𝑘(𝐺) 2نهکرا را 𝐺 .اگوور همچنین گوییم 𝐺̅ = 𝐺 𝑍(𝐺)⁄  آنگوا 

𝑟(𝐺̅) دهیممی قرار = 𝑓𝑘̅(|𝐺̅|). 

 کوووه طوری بووه بوواشد 𝑝𝑚 مورتبه ا  و ماکووسیمال رد  ا  گورو -𝑝 یوک 𝐺 کنیم فرض  .28-1-2لم

𝑚 = 2𝑛 + 𝑒 و 𝑒 ∈ {∘  صورت ایوون در .{1,

                                                 
1 P.Hall  
2 abundance 
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𝑧

𝑝
+
𝑧1

𝑝
2
+⋯+

𝑧
𝑛−1

𝑝𝑛
+

𝑧𝑛

𝑝
𝑛+1
+⋯+

𝑧
𝑚−1

𝑝𝑚
+

1

𝑝𝑚(𝑝
2
−1)
=
𝑟(𝐺)

𝑝
2
−1
.1 

 ∎ شود. رجوع] 2 [ به  برهان.

𝑚 که بوواشد 𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یک 𝐺 کنیم فورض  .29-1-2لم = 2𝑛 + 𝑒 و 

𝑒 ∈ {∘ 𝜎𝐺 صورت ایوون در .{1, = (𝑧, 𝑧1, … , 𝑧𝑛−1, 𝜏𝑛−1+𝑒)، و  

(2-2)                                              
𝑧

𝑝
+
𝑧
1

𝑝
2
+⋯+

𝑧
𝑛−1

𝑝𝑛
= 𝑛 + 𝑘(𝑝 − 1).                          

𝜎𝐺  داریوووم تعریف طبووق  بــرهان. = (𝑧, 𝑧1, … , Z𝑚−1). بووورای 𝑖 ∈ {𝑛,… ,𝑚 − 1}، 

,𝑌𝑖] داریم 𝑌𝑖] = [𝑌𝑖, 𝑌𝑖+1] ≤ 𝑌2𝑖+1 ≤ 𝑌2𝑛+1 = 𝑌𝑚 =  نتی ووه در اسوت. آبوولی 𝑌𝑖 بنابوووراین .1

𝑧𝑖 = 𝑟𝑌𝑖(𝑠𝑖𝑌𝑖+1) = |𝑠𝑖𝑌𝑖+1| = 𝑝
𝑚−𝑖−1. داریم پس  

(𝑧𝑛, 𝑧𝑛+1, … , 𝑧𝑚−1) = (𝑝
𝑛−1+𝑒

, 𝑝
𝑛−2+𝑒

, … ,1) = 𝜏
𝑛−1+𝑒 .  1 

𝜎𝐺  بنابراین = (𝑧, 𝑧1, … , 𝑧𝑛−1, 𝜏𝑛−1+𝑒). داریم ،23-1-2لم بنابر 

𝑧

𝑝
+
𝑧1

𝑝
2
+⋯+

𝑧
𝑛−1

𝑝𝑛
+

𝑧𝑛

𝑝
𝑛+1
+⋯+

𝑧
𝑚−1

𝑝𝑚
+

1

𝑝𝑚(𝑝
2
−1)

 1 

(2-3)                            =
𝑟(𝐺)

𝑝
2
−1
=
𝑓𝑘(|𝐺|)

𝑝
2
−1
= 𝑛 +

𝑝𝑒

𝑝
2
−1
+ 𝑘(𝑝 − 1).          

𝑖 ا ای به اینکه به توجه با اکنون = 𝑛,… ,𝑚 − 1، 𝑧𝑖 = 𝑝
𝑚−𝑖−1، داشت خواهیم 

∑
𝑧𝑖

𝑝
𝑖+1
= ∑ 𝑝

𝑚−2𝑖−2𝑚−1
𝑖=𝑛

𝑚−1
𝑖=𝑛

                                                                              1 

               = 𝑝
𝑚−2

∑ (𝑝
−2
)𝑖

𝑚−1
𝑖=𝑛

= 𝑝
𝑚−2 (𝑝−2

)𝑚−(𝑝
−2
)𝑛

𝑝
−2
−1

 1 

= 𝑝
𝑚−2 𝑝

−2𝑚
(1−𝑝2𝑚−2𝑛

)

𝑝
−2
(1−𝑝2

)
=
(𝑝𝑚+𝑒−1)

𝑝𝑚(𝑝
2
−1)
. 1 

   ∎ آید.می ستبد (2-2) رابطه (،3-2) بطهرا در ارمقد این اریجایگذ با حال
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 تعریف  یر صورت به را ℱ م موعه صورت ایوون در باشد. گرو  یک 𝐺 کنیوم فورض   .31-1-2تعریف

 کنیممی

ℱ = {𝐺|گرو  ا  رد  ماکسیمال است − 𝑝 یک 𝐺 و 𝑡(𝐺) ≠ 𝑡(𝐺/𝑍(𝐺))}.  1 

 صورت ایون در باشد.  𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکوسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یوک 𝐺 کنیوم فورض   .31-1-2لم

𝑡(𝐺) اگر (1) 𝐺 آنگا  ∘= ∈ ℱ. 

𝐺 آنگا  باشد آبلی 𝑌1(𝐺/𝑍(𝐺)) اگر (2) ∈ ℱ. 

𝑚 چوون  (1.)برهان ≥ 𝑡(𝐺 ،15-1-2نتی ووه بوربنا پوس 4 𝑍(𝐺)⁄ ) = 𝑡(𝐺̅)  طرفی ا  .∘<

𝑡(𝐺) 𝑡(𝐺) بنابراین .∘= ≠ 𝑡(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ 𝐺 نتی ه در .( ∈ ℱ. 

𝑌1(𝐺 اینکه بوه توجه با  (2) 𝑍(𝐺)⁄  داشت خوواهیم است، آبولی (

𝑡(𝐺) = (𝑚 − 1) − 2 = 𝑚 − 3 ≠ 𝑡(𝐺).  1 

𝐺 بنابراین ∈ ℱ. ∎  

𝑚 اگر  .32-1-2لم = 𝑡(𝐺) آنگا  ،4 = 𝐺 و 2 ∈ ℱ. 

𝑡(𝐺)  ،22-1-2 لووم بنابوور  بـرهان. = 𝑚 − 2 = 4 − 2 = 𝑡(𝐺)  یوووا 2 ≤ 𝑚 − 4  ا  .∘=

𝑌1  طرفی = 𝐶(
𝑌2

𝑌4
) = 𝐶𝐺(𝑌2). نتی وه در 𝑡(𝐺) 𝑡(𝐺) بنابووراین .∘≠ =  بوورای چوون طرفی ا  .2

𝑚 = 3، (𝐺) 𝑌1 پس شودنمی تعریف جاب ایی درجه و 𝐺 ∈ ℱ. ∎       

𝑡(𝐺̅) صورت ایون در باشد. ماکوسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺 کنیوم فوورض  .33-1-2لم ≥ 𝑡(𝐺).  

,𝑖 هر ا ای بووه تعریف طبق  برهان. 𝑗 ≥ 1، [𝑌𝑖, 𝑌𝑗] ≤ 𝑌𝑖+𝑗+𝑡(𝐺). داشت خواهیم نتی ووه در 

[𝑌̅𝑖, 𝑌̅𝑗] = [
𝑌𝑖𝑍(𝐺)

𝑍(𝐺)
,
𝑌𝑗𝑍(𝐺)

𝑍(𝐺)
] =

[𝑌𝑖,𝑌𝑗]𝑍(𝐺)

𝑍(𝐺)
 1 

≤
𝑌𝑖+𝑗+𝑡(𝐺)𝑍(𝐺)

𝑍(𝐺)
= 𝑌̅𝑖+𝑗+𝑡(𝐺)                                                                                 1  

𝑡(𝐺̅) لزوما ب اییجا درجه تعریف طبق بنابراین ≥ 𝑡(𝐺). ∎ 
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𝑥  و باشد موواکسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یوک 𝐺 کنیووم فووورض  .34-1-2لم ∈ 𝐺. صورت ایووون در 

[𝑥]  اگووور ∩ 𝑠𝑖𝑌1 ≠ [𝑥] و ∅ ∩ 𝑠𝑗𝑌1 ≠ 𝑖 آنووگا  ∅ = 𝑗. 

[𝑥] چون  برهان. ∩ 𝑠𝑖𝑌1 ≠ [𝑥] و ∅ ∩ 𝑠𝑗𝑌1 ≠ ,𝑔1 عناصوور پس ∅ 𝑔2 ∈ 𝐺 و 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌1 

𝑥 که طوری به دارند وجود
𝑔1 = 𝑠𝑖𝑦1 و  𝑥

𝑔2 = 𝑠𝑗𝑦2. گرو  اینک 𝐺 𝑌1⁄ گووویریم،مووی نووظر در را 

𝑥𝑌1 داشووت خووواهیووم = 𝑥𝑌1

𝑔1𝑌1
= 𝑠𝑖𝑌1 و 𝑥𝑌1 = 𝑥𝑌1

𝑔2𝑌1
= 𝑠𝑗𝑌1. بنابراین 𝑠𝑖−𝑗 ∈ 𝑌1. حال 

𝑖 اگور ≠ 𝑗  آنگا (𝑝, (𝑖 − 𝑗)) = 𝑌1 〈𝑠𝑖−𝑗〉 و 1 = 〈𝑠〉 𝑠 نتی وه در .⊇ ∈ 𝑌1، است. تناقض یک که 

𝑖 بنابراین = 𝑗. ∎   

 گوورا صورت ایون در باشد. 𝑝𝑚 مورتبه ا   و موواکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺 کنیم فرض  .35-1-2لم

𝑡(𝐺) ≥ 𝑧 آنووگا  1 = 𝑧̅ = 𝑝.                   

𝑡(𝐺) چون  برهان. ≥ 𝑝 قیقاًد 𝐺 ،11-1-2قضیوه بنابر پس 1
2
− 𝑝  ماکزیمم مرتبه ا  تزویوج رد 

𝑝
𝑚−2

𝐺 نرمال م موعه که اردد  − 𝑌1(𝐺) بنابراین ند.پوشامی را 

𝑟𝐺 (⋃ 𝑠𝑗𝑌1

𝑝−1

𝑗=1
) =

|𝐺−𝑌1
(𝐺)|

𝑝
𝑚−2

= 𝑝
2
− 𝑝 . =𝑟𝐺(𝐺 − 𝑌1) 1 

 داریم ،34-1-2لم بنابر طرفی ا 

𝑟𝐺 (⋃ 𝑠𝑗𝑌1

𝑝−1

𝑗=1
) = ∑ 𝑟𝐺(𝑠

𝑗𝑌1(𝐺))
𝑝−1

𝑗=1
 1 

= 𝑟𝐺(𝑠𝑌1(𝐺)) + 𝑟𝐺(𝑠
2
𝑌1(𝐺)) + ⋯+ 𝑟𝐺(𝑠

𝑝−1
𝑌1(𝐺)) 1 

 = 𝑟𝐺(𝑠𝑌1
(𝐺)) + 𝑟𝐺(𝑠𝑌1

(𝐺)) + ⋯+ 𝑟𝐺(𝑠𝑌1
(𝐺)) = (𝑝 − 1)𝑟𝐺(𝑠𝑌1

(𝐺)). 1 

𝑧 بنابراین = 𝑟𝐺(𝑠𝑌1(𝐺)) = 𝑝. 

𝑡(𝐺̅) انیومدموی ≥ 𝑧̅ شودموی ثابت بالا قسمت مشابه بنوابووراین .1 = 𝑝. ∎ 

𝐺 کنیوم فورض  .36-1-2لم ∈ ℱ یوک 𝑝- موورتبه ا  گرو 𝑝𝑚 .صورت ایوون در باشد 
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𝑖 ا ای به (1)   = 1, … , (𝑚 − 𝑡(𝐺)) 2⁄ − 1،    𝑧𝑖 = 𝑧𝑖̅. 

𝑖 ا ای به (2)   = (𝑚 − 𝑡(𝐺)) 2⁄ ,…𝑚 − 1،   𝑧𝑖 = 𝑝
𝑚−(𝑖+1). 

𝑖 ا ای به (3)   = (𝑚 − 𝑡(𝐺)) 2⁄ ,…𝑚 − 2،   𝑧𝑖̅ = 𝑝
𝑚−(𝑖+2). 

𝑡(𝐺) اگر (4)   ≥ 𝑧   آنگا  1 = 𝑧̅ = 𝑝. 

𝑡(𝐺) اگر (1) 𝑧 آنگا  ∘= = 2𝑝 − 𝑧̅  و 1 = 𝑝.   

 ∎ شود. رجوع ]1-2لم ،21[ به  برهان.

𝑚  که باشد 𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گورو -𝑝 یوک 𝐺 کنیم فوورض  .37-1-2لم = 2𝑛 + 𝑒 و 

𝑒 ∈ {∘   صورت ایون در .{1,

(2-4)                        
𝑧1−𝑧̅1

𝑝
2
+

Z2−𝑧̅2

𝑝
3
+⋯+

𝑧
𝑛−2+𝑒−𝑧̅𝑛−2+𝑒

𝑝
𝑛−1+𝑒

= (𝑘 − 𝑘̅)(𝑝 − 1). 

𝑒 اگور بوعولاو  𝑧𝑛−9آنوگا  ∘= = {
𝑝𝑛             𝑡(𝐺) ≥ 9                 

𝑝𝑛−9         𝑡(𝐺) =∘                 
.  

𝑒 اگور  برهان. = |𝐺| آنوگا  1 = 𝑝
2𝑛+1

|𝐺̅| و  = 𝑝
2𝑛. خواهیم ،21-1-2لم موجب به بنابوراین 

 داشت

𝑧−𝑧̅

𝑝
+
𝑧1−𝑧̅1

𝑝
2
+⋯+

𝑧
𝑛−1−𝑧̅𝑛−1

𝑝𝑛
= (𝑘 − 𝑘̅)(𝑝 − 1).   1 

𝑒 چون = 𝑡(𝐺) ،16-1-2 قضیه بنابر نتی ووه در است. فرد 𝑚 پس 1 ≥  موجب بوه بنابووراین .1

𝑧. ،36-1-2لووم = 𝑧̅ = 𝑝 است. برقرار (4-2) رابطه نتی ه در 

𝑒 اگور |𝐺| آنگا  ∘= = 𝑝2𝑛
|𝐺̅| و  = 𝑝

2𝑛−1
= 𝑝

2(𝑛−1)+1.  داریوم ،21-1-2لوم موووجب بوه دوبوار 

(2-1)                  
𝑧−𝑧̅

𝑝
+
𝑧1−𝑧̅1

𝑝
2
+⋯+

𝑧
𝑛−2−𝑧̅𝑛−2

𝑝
𝑛−1

+
𝑧
𝑛−1

𝑝𝑛
= (𝑘 − 𝑘̅)(𝑝 − 1) + 1. 

 کنیم.می بررسی را لتحا دو اکنون

𝑡(𝐺) اگوور اول: حالت ≥ 𝑧  ،31-1-2لووم بنابور آنووگا  ،1 = 𝑧̅ = 𝑝.  داریوم طرفی ا 
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[𝑌
𝑛−1, 𝑌𝑛−1] = [𝑌𝑛−1, 𝑌𝑛] ≤ 𝑌2𝑛−1+𝑡(𝐺) ≤ 𝑌2𝑛 = 𝑌𝑚 = 1.  1 

𝑌 بنابووراین
𝑛−1 و است آبلی 𝑧

𝑛−1 = |𝑠𝑛−1𝑌𝑛| = 𝑝
𝑛. نتی ووه در 

𝑧−𝑧̅

𝑝
+
𝑧
𝑛−1

𝑝𝑛
=  (،1-2) رابطه ا  و 1

 آید.می بدست (4-2) رابطه

𝑡(𝐺) اگوور دوم: حالت 𝐺 ،31-1-2لوم بنابوور آنگووا  ∘= ∈ ℱ 31-1-2لووم بنابوور و، 𝑧 = 2𝑝 −   و 1

𝑧̅ = 𝑝.  داریم طرفی ا 

[𝑌̅
𝑛−1, 𝑌̅𝑛−1] = [𝑌̅𝑛−1, 𝑌̅𝑛] ≤ 𝑌̅2𝑛−1 = 𝑌̅𝑚−1 = 1.  1 

𝑌̅ نتی ه در
𝑛−1 و است آبلی 𝑧

𝑛̅−1 = |𝑠̅𝑛−1𝑌̅𝑛| = 𝑝
𝑛−1. 36-1-2لوم بنابر،  𝑧

𝑛−1 = 𝑧𝑛̅−1 = 𝑝
𝑛−1. 

 بنابراین
𝑧−𝑧̅

𝑝
+
𝑧
𝑛−1

𝑝𝑛
=  ∎ آید.می بدست (4-2) رابطه (1-2) رابطه ا  و 1

 دهیوممی قورار باشد. 𝑝𝑚 مورتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یک 𝐺 کنیوم فوورض  .38-1-2لم

𝐺̅ = 𝐺 𝑍(𝐺)⁄. ا ای به صورت این در 𝑖 = 1, … ,𝑚 − 1، 𝑧𝑖 ≥ 𝑧𝑖̅ هر ا ای به و 𝑖، 𝑧𝑖 ≤ 𝑝𝑧𝑖̅. 

  تابع  برهان.

𝜑: 𝐴 = {𝑐𝑙𝑌𝑖(𝑥)|𝑐𝑙𝑌𝑖(𝑥) ∩ 𝑠𝑖𝑌𝑖+1 ≠ ∅} ⟶ 𝐴̅ = {𝑐𝑙𝑌̅𝑖(𝑥̅)|𝑐𝑙𝑌̅𝑖(𝑥̅) ∩ 𝑠̅𝑖𝑌̅𝑖+1 ≠ ∅} 1 

𝜑(𝑐𝑙(𝑥)) ضابطه  با را = 𝑐𝑙(𝑥̅) اگر کنیم.می تعریف 𝑐𝑙𝑌̅𝑖(𝑥̅) ∩ 𝑠̅𝑖𝑌̅𝑖+1 ≠ 𝑔 آنگا  ∅ ∈ 𝐺 دارد وجود 

(𝑥𝑍(𝐺)) کووه طوری به
𝑔𝑍(𝐺)

∈ 𝑠̅𝑖𝑌̅𝑖+1. نتی وه در 𝑦 ∈ 𝑌
𝑖+1 که دارد وجود 𝑥𝑔𝑍(𝐺) = 𝑠𝑖𝑦𝑍(𝐺). 

𝑧 ا ای به بنابراین ∈ 𝑍(𝐺)، 𝑥𝑔 = 𝑠𝑖𝑦𝑧 ∈ 𝑠𝑖𝑌𝑖+1. نتی ه در 𝑐𝑙𝑌𝑖(𝑥) ∩ 𝑠𝑖𝑌𝑖+1 ≠  به 𝜑 طرفی، ا  .∅

𝑧𝑖̅ بنابراین است. پوشا تابعی وضوح = |𝐴̅| ≤ |𝐴| = 𝑧𝑖.  

[𝑦̅] اگووور = [𝑥̅]  آنگووا 𝑔1 ∈ 𝐺 کووه طوری بووه دارد وجود 𝑦
𝑔1𝑍(𝐺) = 𝑥𝑍(𝐺). بووه نتی ووه در 

𝑧1 ا ای ∈ 𝑍(𝐺)،  𝑦
𝑔1 = 𝑥𝑧1. بنابوووورایووون 𝑦 = (𝑥𝑧1)

𝑔1
−1

[𝑦] پووووس . = [𝑥𝑧1]. نتی وووه در 
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[𝑦] ∈ {[𝑥𝑧1]|𝑧1 ∈ 𝑍(𝐺)}. م موعه هوور معکوس تصویر پووس 𝐴̅ توسط 𝜑 حداکثر 𝑝 اسوت. عضوی 

𝑧𝑖 بنابراین = |𝐴| ≤ 𝑝|𝐴̅| = 𝑝𝑧𝑖̅. ∎ 

𝑝𝑚 مورتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گووورو -𝑝 یک 𝐺 کنیم فرض  .39-1-2نتیجه = 𝑝
2𝑛+𝑒

 در بوواشد. 

  است. برقرار  یر وینامسا صورت این

𝑘̅ ≤ 𝑘 ≤ 𝑝𝑘̅ + 𝑛 − 2 + 𝑒.  1 

 داریم ،35-1-2لم موجب به  برهان.

𝑧1−𝑧̅1

𝑝
2
+
𝑧2−𝑧̅2

𝑝
3
+⋯+

𝑧
𝑛−2+𝑒−𝑧̅𝑛−2+𝑒

𝑝
𝑛−1+𝑒

= (𝑘 − 𝑘̅)(𝑝 − 1). 1 

𝑖 ا ای بووووه اینوووکه بوووه توووووجه بووووا اکووونون = 1, … ,𝑚 − 1، 𝑧𝑖 ≥ 𝑧𝑖̅، داشوت خواهیووم                                   

(𝑘 − 𝑘̅)(𝑝 − 1) 𝑘 نتی ه در .∘≤ ≥ 𝑘̅.  هر ا ای به طرفی ا 𝑖، 𝑧𝑖 ≤ 𝑝𝑧𝑖̅. لذا 𝑧𝑖 − 𝑧𝑖̅ ≤ (𝑝 − 1)𝑧𝑖̅. 

 بنابراین

(𝑘 − 𝑘̅)(𝑝 − 1) =
𝑧1−𝑧̅1

𝑝
2
+
𝑧2−𝑧̅2

𝑝
3
+⋯+

𝑧
𝑛−2+𝑒−𝑧̅𝑛−2+𝑒

𝑝
𝑛−1+𝑒

 1 

 (2-6)                                     ≤ (𝑝 − 1)(
𝑧̅1

𝑝
2
+⋯+

𝑧̅
𝑛−2+𝑒

𝑝
𝑛−1+𝑒

). 

|𝐺̅| چوون = 𝑝
2𝑛+𝑒−1

= 𝑝
2𝑛+𝑒−1+𝑒−𝑒−1+1

= 𝑝
2(𝑛−1+𝑒)+1−𝑒

𝑧̅ و  = 𝑝،  داریوم ،21-1-2لوم ا 

𝑧̅1

𝑝
2
+⋯+

𝑧̅
𝑛−2+𝑒

𝑝
𝑛−1+𝑒

= 𝑛 − 1+ 𝑒 + 𝑘̅(𝑝 − 1) − 1 = 𝑛 − 2+ 𝑒 + 𝑘̅(𝑝 − 1).  1 

 ( خواهیوم داشت6-2بوطه )ار در رااکوونون با قورار دادن این مقود

(𝑘 − 𝑘̅)(𝑝 − 1) ≤ (𝑝 − 1)(𝑛 − 2+ 𝑒 + 𝑘̅(𝑝 − 1)).  1 

𝑘در نتیو ه  − 𝑘̅ ≤ (𝑝 − 1)𝑘̅ + 𝑛 − 2+ 𝑒 بوونابووراین .𝑘 ≤ 𝑝𝑘̅ + 𝑛 − 2+ 𝑒 ثابوت حکوم و 

 ∎ شود.مووی



33 
 

𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یوک 𝐺 کنیم فرض  .41-1-2نتیجه = 𝑝
2𝑛+𝑒

 ایون در بواشد. 

𝑘 صورت = 𝑘̅  اگور و تنها اگور بوه ا ای𝑖 = 1, … , 𝑛 − 2+ 𝑒 ،𝑧𝑖 = 𝑧𝑖̅ . 

𝑖کنیم بوه ا ای فرض موی  برهان. = 1, … , 𝑛 − 2+ 𝑒 ،𝑧𝑖 = 𝑧𝑖̅داریووم35-1-2. بونابور لوم ، 

∘=
𝑧1−𝑧̅1

𝑝
2
+
𝑧2−𝑧̅2

𝑝
3
+ ⋯+

𝑧
𝑛−2+𝑒−𝑧̅𝑛−2+𝑒

𝑝
𝑛−1+𝑒

= (𝑘 − 𝑘̅)(𝑝 − 1). 1 

𝑘در نتی ه  − 𝑘̅ 𝑘. بنابراین ∘= = 𝑘̅    . 

𝑘کونیم بوورعکس، فورض موی = 𝑘̅خواهیووم داشت35-1-2. به مووجب لوم ، 

𝑧1−𝑧̅1

𝑝
2
+
𝑧2−𝑧̅2

𝑝
3
+⋯+

𝑧
𝑛−2+𝑒−𝑧̅𝑛−2+𝑒

𝑝
𝑛−1+𝑒

=∘.  1 

𝑧𝑖حال چون  − 𝑧𝑖̅ 𝑖، پس به ا ای ∘≤ = 1, … , 𝑛 − 2+ 𝑒 ،𝑧𝑖 = 𝑧𝑖̅ .∎ 

𝑡(𝐺) اگور صورت ایون در باشد. ماکوسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یک 𝐺 کنیم فورض  .41-1-2نتیجه =∘ 

𝑘  آنگا  = 𝑘̅. 

𝑡(𝐺)چون   برهان. 𝐺، پس∘= ∈ ℱبوه ا ای 36-1-2. لذا بنابوور لووم ،𝑖 = 1, … , 𝑛 − 2+ 𝑒 ،

𝑧𝑖 = 𝑧𝑖̅ 41-1-2. بنابراین به موجب نتی ه ،𝑘 = 𝑘̅ .∎ 

 صورت این در باشد. 𝐺 نرمال  یرگوورو  یک 𝑁 و متناهی گوورو -𝑝 یک 𝐺 کنیم فرض  .42-1-2قضیه

𝑟(𝐺) ≤ 𝑟(𝑁)𝑟(𝐺 𝑁⁄ ). 

 ∎ شود. رجوع ]1[ به  برهان.

𝐺̅ و ماکسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یوک 𝐺  کنیووم فوورض  .43-1-2لــم = 𝐺 𝑍(𝐺)⁄. ایوون در 

𝑟(𝐺̅) صورت ≤ 𝑟(𝐺) ≤ 𝑝𝑟(𝐺̅). 

𝑟(𝐺) ،42-1-2قضیه بنابر  برهان. ≤ 𝑟𝐺(𝑍(𝐺))𝑟(𝐺̅).  طرفی ا  

𝑟𝐺(𝑍(𝐺)) = |{𝑐𝑙𝐺(𝑔)|𝑐𝑙𝐺(𝑔) ∩ 𝑍(𝐺) ≠ ∅}| = |𝑍(𝐺)|.  1 
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𝑟(𝐺) بنابوورایوون ≤ 𝑝𝑟(𝐺̅). توابع اینک  𝜑: 𝐶𝐿(𝐺)⟶ 𝐶𝐿(𝐺̅) ضابطه بووا را 𝜑([𝑔]) = [𝑔̅] تعریف 

𝑟(𝐺̅) نتی ه در است. پوشا 𝜑 تابع وضوح به کنیم.می ≤ 𝑟(𝐺)، شود.می ثابت حکم و ∎ 

 این در باشد. 𝐺 ا  ناتهی ای  یرم موعه 𝐻 و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺 کنیم فرض  .44-1-2لم

𝑟𝐺̅(𝐻̅) صورت ≤ 𝑟𝐺(𝐻). 

 تابووع برهان.

 𝜑: 𝐴 = {[𝑥]|𝑥 ∈ 𝐺, [𝑥] ∩ 𝐻 ≠ ∅} ⟶ 𝐵 = {[𝑥𝑍(𝐺)]|[𝑥𝑍(𝐺)] ∩ 𝐻̅ ≠  ضابوطه بووا را {∅

𝜑([𝑥]) = [𝑥̅] = [𝑥𝑍(𝐺)] وضوح بوه کنیووم.می تعریف 𝜑 اگوووور است. تابووع [𝑥𝑍(𝐺)] ∈ 𝐵 و 

[𝑥𝑍(𝐺)] ∩ 𝐻̅ ≠ 𝑔 آنگووووا  ∅ ∈ 𝐺 و ℎ ∈ 𝐻 کووه دارد وجود 𝑥𝑔𝑍(𝐺) = ℎ𝑍(𝐺). بووه بنابووورایون 

𝑧1 ا ای ∈ 𝑍(𝐺)، 𝑥𝑔 = ℎ𝑧1. نتی ووه در 𝑥𝑔𝑧1
−1
= ℎ. چووون و 𝑧1

−1
 پووس شودموی جابو ا 𝑔 بووا 

𝑔
−1
(𝑥𝑧1

−1
)𝑔 = ℎ. بنابوراین [𝑥𝑧1

−1
] ∩ 𝐻 ≠ |𝐵| نتی وه در است. پوشا 𝜑 لذا .∅ ≤ |𝐴|، حکم و 

 ∎ شود.می ثابت

𝑃روی م موعه   .45-1-2تعریف = {𝑝| یک عدد اول است 𝑝} کنیمتوابع  یر را تعریف می 

𝛼اگر  ∈ ℤ، 

𝐹𝛼(𝑝) = {
𝑝
𝛼+1

−1

𝑝−1
= 𝑝𝛼 + 𝑝

𝛼−1
+⋯+ 𝑝 + 1,                          𝛼 ≥∘;       

∘ ,                                                                                     𝛼 <∘.       

1 

𝛼اگر  ∈ ℤ ،و  وج باشد 

𝐼
𝛼
(𝑝) = {

𝑝
𝛼+2

−1

𝑝
2
−1
= 𝑝𝛼 + 𝑝

𝛼−2
+⋯+ 𝑝

2
+ 1,                        𝛼 ≥∘;           

∘ ,                                                                                     𝛼 <∘.          

1 

𝛼اگر  ∈ ℤ ،و فرد باشد 

𝐽𝛼(𝑝) = {

𝐼
 𝛼+1

(𝑝)−(𝛼+3) 2⁄

𝑝−1
= (𝑝 + 1)∑ 𝑖𝑝

 𝛼+1−2𝑖
,

(𝛼+1) 2⁄

𝑖=1
                   𝛼 >∘;   

∘ ,                                                                                                𝛼 <∘.

1 
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𝛼بوه ا ای  𝐹𝛼(𝑝) ،𝐼، تووابع ∘≤
𝛼
(𝑝)  و𝐽𝛼(𝑝) هایی ا  چند جملوه ای𝑝  و با درجه𝛼  هستند. به

 های  یر را داریمعلاو  رابطه

𝛼( اگر 1)  آنگا   ∘≤

𝑝𝐹
𝛼−1(𝑝) = 𝑝

𝑝𝛼−1

𝑝−1
=
𝑝
𝛼+1

−𝑝

𝑝−1
=
𝑝
𝛼+1

−𝑝+1−1

𝑝−1
=
𝑝
𝛼+1

−1

𝑝−1
− 1 = 𝐹𝛼(𝑝) − 1. 1 

𝛼( اگر 2)  و  وج باشد آنگا  ∘≤

𝑝
2
𝐼
𝛼−2(𝑝) = 𝑝

2 𝑝
𝛼−1

𝑝
2
−1
=
𝑝
𝛼+2

−𝑝
2

𝑝
2
−1

=
𝑝
𝛼+2

−𝑝
2
+1−1

𝑝
2
−1

=
𝑝
𝛼+2

−1

𝑝
2
−1
− 1 = 𝐼𝛼(𝑝) − 1. 1 

𝛼( اگر 3) ≥  و فرد باشد آنگا  1

𝑝
2
𝐽
𝛼−2(𝑝) = 𝑝

2
𝐼
 𝛼−1

(𝑝)−
(𝛼+1)

2

𝑝−1
=
𝑝

2
𝐼
 𝛼−1

(𝑝)−𝑝
2(𝛼+1)

2

𝑝−1
 1 

=
𝐼
 𝛼+1

(𝑝)−1−𝑝2(𝛼+1)

2

𝑝−1
=
𝐼
 𝛼+1

(𝑝)−

(2+𝛼𝑝
2
+𝑝

2
)

2

𝑝−1
 1 

=
𝐼
 𝛼+1

(𝑝)−

(2+𝛼𝑝
2
+𝑝

2
+𝛼−𝛼+1−1)

2

𝑝−1
                      1 

=
𝐼
 𝛼+1

(𝑝)−

𝛼+3+(𝛼+1)(𝑝
2
−1)

2

𝑝−1
                             1 

=
𝐼
 𝛼+1

(𝑝)−
(𝛼+3)

2

𝑝−1
−
(𝛼+1)

2
(𝑝 + 1) = 𝐽𝛼(𝑝) −

(𝛼+1)

2
(𝑝 + 1).          1 

𝑡(𝐺) و باشد ماکوسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یووک 𝐺 نیموورض کووف  .46-1-2لم = 𝑡ن صورتووو. در ای 

𝐽
𝑡−3(𝑝) ≥ 𝐹𝑡−3(𝑝)  و همچنین𝐼

𝑡−3(𝑝) + 𝐽𝑡−4(𝑝) ≥ 𝐹𝑡−3(𝑝). 
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𝑡اگر   برهان. − 3 𝐼آنگا   ∘>
𝑡−3(𝑝) = 𝐽𝑡−4(𝑝) = 𝐽𝑡−3(𝑝) = 𝐹𝑡−3(𝑝) و حکم برقرار  ∘=

𝑡است. اگر  = 𝐽آنگا   3
𝑡−4(𝑝) 𝐼∘(𝑝)و  ∘= = 𝐹∘(𝑝) = 𝑡، و لذا حکم برقرار است. برای 1 − 4 ≥∘ 

 داریم

𝐼
𝑡−3(𝑝) + 𝐽𝑡−4(𝑝) = 𝑝

𝑡−3
+ 𝑝

𝑡−1
+⋯+ 𝑝

2
+ 1 + (𝑝 + 1)∑ 𝑖𝑝

𝑡−3−2𝑖

𝑡−3

2

𝑖=1
 1 

                 = 𝑝
𝑡−3
+ 𝑝

𝑡−1
+⋯+ 𝑝

2
+ 1+ (𝑝 + 1)(𝑝𝑡−1

+ 2𝑝𝑡−5
+⋯+

𝑡−1

2
𝑝

2
+
𝑡−3

2
) 1 

                  = 𝑝
𝑡−3
+ 𝑝

𝑡−4
+⋯+ 𝑝 + 1+ 𝑝𝑡−1

+ 𝑝
𝑡−6
+⋯+

𝑡−1

2
𝑝 +

𝑡−3

2
 1 

                  = 𝐹
𝑡−3(𝑝) + 𝑝

𝑡−1
+ 𝑝

𝑡−6
+⋯+

𝑡−1

2
𝑝 +

𝑡−3

2
≥ 𝐹

𝑡−3(𝑝). 1 

 و      

𝐽
𝑡−3(𝑝) = (𝑝 + 1)∑ 𝑖𝑝

𝑡−2−2𝑖

𝑡−2

2

𝑖=1
= (𝑝 + 1)(𝑝𝑡−4

+ 2𝑝𝑡−6
+⋯+

𝑡−4

2
𝑝

2
+
𝑡−2

2
) 1 

= 𝑝
𝑡−3
+ 𝑝

𝑡−4
+⋯+ 𝑝 + 1 + 𝑝𝑡−1

+ 𝑝
𝑡−6
+ 2𝑝𝑡−5

+⋯+
𝑡−4

2
𝑝  +

𝑡−4

2
  1 

= 𝐹
𝑡−3(𝑝) + 𝑝

𝑡−1
+ 𝑝

𝑡−6
+ 2𝑝𝑡−5

+⋯+
𝑡−4

2
𝑝 +

𝑡−4

2
             1 

≥ 𝐹
𝑡−3(𝑝).   ∎                                                                                1 

𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺کنیم فرض   .47-1-2لم = 𝑝
2𝑛+𝑒

همچنین  .باشد 

𝑟(𝐺)آبلی باشد. در این صورت  𝑌1(𝐺)فرض کنیم  = 𝑝
𝑚−2

+ 𝑝
2
− 1. 

 ∎رجوع شود.  ]21[ به  برهان.

𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یک 𝐺 موورض کنیووف  .48-1-2لم = 𝑝
2𝑛+𝑒  بوواشد کووه

 𝑒 ∈ {∘  آبلی باشد. در این صورت 𝑌1(𝐺)، و همچنین  {1,
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𝑘 = 𝑘(𝐺) = {

𝐼
𝑚−1(𝑝) + 𝐽𝑚−6(𝑝),             فرد 𝑚  

𝐽
𝑚−1(𝑝),                                 وج  𝑚  

 1 

𝑟(𝐺)م ووداری ،45-1-2مور لووبرهان.  بناب = 𝑝
𝑚−2

+ 𝑝
2
−  راین وو. بناب1

𝑘(𝐺) =
𝑟(𝐺)−𝑛(𝑝

2
−1)−𝑝𝑒

(𝑝
2
−1)(𝑝−1)

=
𝑝
𝑚−2

+𝑝
2
−1−𝑛(𝑝2

−1)−𝑝𝑒

(𝑝
2
−1)(𝑝−1)

. 1 

𝑒) باشد 𝑚 فردر ووا  طرفی اگ =  گا  ووآن (1

𝐼
𝑚−1(𝑝) + 𝐽𝑚−6(𝑝) = 𝐼𝑚−1(𝑝) +

𝐼
𝑚−1

(𝑝)−
𝑚−3

2

𝑝−1
=
𝑝𝐼
𝑚−1

(𝑝)−
𝑚−3

2

𝑝−1
 1 

=

𝑝
𝑝
𝑚−3

−1

𝑝
2
−1

−
𝑚−3

2

𝑝−1
=

𝑝
𝑚−2

−𝑝

𝑝
2
−1

−
𝑚−3

2

𝑝−1
                              1 

=
2(𝑝𝑚−2

−𝑝)−(𝑝
2
−1)(2𝑛+1−2−1)

2(𝑝2
−1)(𝑝−1)

                             1 

      =
2(𝑝𝑚−2

−𝑝)−2(𝑝2
−1)(𝑛−1)

2(𝑝2
−1)(𝑝−1)

=
𝑝
𝑚−2

−𝑝−𝑛(𝑝
2
−1)+𝑝2

−1

(𝑝
2
−1)(𝑝−1)

  1 

𝑒 وج باشد ) 𝑚و اگوور   ( آنووگا   ∘=

𝐽
𝑚−1(𝑝) =

𝐼
𝑚−4

(𝑝)−
𝑚−2

2

𝑝−1
=

𝑝
𝑚−2

−1

𝑝
2
−1

−
𝑚−2

2

𝑝−1
 1 

=
2(𝑝𝑚−2

−1)−(𝑝2
−1)(𝑚−2)

2(𝑝2
−1)(𝑝−1)

                           1 

=
2(𝑝𝑚−2

−1)−2(𝑝2
−1)(𝑛−1)

2(𝑝2
−1)(𝑝−1)

                            1 

=
𝑝
𝑚−2

−1−𝑛(𝑝2
−1)+𝑝2

−1

(𝑝
2
−1)(𝑝−1)

.                              1  

 ∎شود. یوم ثابت مودر نتی ه حک
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𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یک 𝐺فوورض کنیووم  . 49-1-2قضیه = 𝑝
2𝑛+𝑒

 کوه باشد 

𝑒 ∈ {∘ 𝑡 دهیمموی قورار. {1, = 𝑡(𝐺)در ایوون صورت . 

 گا وشد آنفرد با 𝑡ر و( اگ1)

(2-5)                                     𝑘 ≥ (𝑛 −
𝑡+1

2
)𝐹
𝑡−2(𝑝) + 𝑒𝐼𝑡−3(𝑝) + 𝐽𝑡−4(𝑝). 

 گا وشد آن وج با 𝑡ر و( اگ2)

(2-3)                        𝑘 ≥ (𝑛 −
𝑡+2

2
+ 𝑒)𝐹

𝑡−2(𝑝) + 𝑒𝐼𝑡−2−2𝑒(𝑝) + 𝐽𝑡−3−2𝑒(𝑝). 

𝑡اگور   برهان. 𝐹𝛼(𝑝) ،𝐼وابع وواضح است، چون طبق تعریف ت نتی ه ∘=
𝛼
(𝑝)  و𝐽𝛼(𝑝)  عبارت

𝑡م وکنییورض موراین فونابو( برابر صفر است. ب3-2طه )وسمت راست راب ≥ عریف درجه و. طبق ت1

𝑖ه ا ای و ایی، بجاب = 1, … ,𝑚 − 𝑡 − 1  ،[𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡] ≤ 𝑌𝑚 = 𝑌𝑚−𝑖−𝑡ر و. اگ1 ≤ 𝑌𝑖+1 گا  وآن

𝑧𝑖 ≥ |𝑌𝑚−𝑖−𝑡| = 𝑝
𝑖+𝑡ر و. ا  طرف دیگر، اگ𝑌𝑚−𝑖−𝑡 ≰ 𝑌𝑖+1 طور معادل یا به𝑚 − 𝑖 − 𝑡 ≱ 𝑖 + 1 

𝑚گا  وووووآن − 𝑖 − 𝑡 < 𝑖 + 𝑚تی ه وووووودر ن 1 − 𝑖 − 𝑡 ≤ 𝑖، پوووس 𝑌𝑖 ≤ 𝑌𝑚−𝑖−𝑡ن ووو. همچنی

[𝑌𝑖, 𝑌𝑖] ≤ [𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡] =  تی هوآبلی است. در ن 𝑌𝑖راین ووبناب 1

𝑧𝑖 = 𝑟𝑌𝑖(𝑠𝑖𝑌𝑖+1) = |𝑠𝑖𝑌𝑖+1| = 𝑝
𝑚−𝑖−1

.  1 

𝑌𝑚−𝑖−𝑡رط ووش ≤ 𝑌𝑖+1 ه ووا اینکوم ار  است بووه𝑚 − 𝑖 − 𝑡 ≥ 𝑖 + ر ووارت دیگوووعب یووا بوه 1

2𝑖 ≤ 𝑚 − 𝑡 − 1 = 2𝑛 + 𝑒 − 𝑡 − را بدست آوریم که نامساوی  𝑖خواهیم مقادیری ا  یومحال . 1

  .گیریملت را در نظر میفرد یا  وج است، برقرار باشد. دو حا 𝑡( مطابق با اینکه 3-2( و )2-5)

𝑒 رد باشد. اگروف 𝑡حالت اول:  2𝑖آنگا   ∘= ≤ 2𝑛 + 𝑒 − 𝑡 − 𝑖اگر و تنها  1 ≤ 𝑛 −
𝑡+1

2
𝑒. اگر  = 1 

2𝑖ا  ووآنگ ≤ 2𝑛 + 𝑒 − 𝑡 − 1 = 2𝑛 − 𝑡 2. چون𝑖  2 وج و𝑛 − 𝑡  2فرد است پس𝑖 ≤ 2𝑛 − 𝑡 
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2𝑖 اواست ب ار هم  ≤ 2𝑛 − 𝑡 − 2𝑖ه وونتی  . در1 ≤ 2𝑛 − 𝑡 − 𝑖ر وور و تنها اگوواگ 1 ≤ 𝑛 −
𝑡+1

2
. 

𝑌𝑚−𝑖−𝑡باشد،  فرد 𝑡بنابراین موقعی که  ≤ 𝑌𝑖+1 و  𝑖 ≤ 𝑛 −
𝑡+1

2
 ار ند. هم 

𝑒ر واشد. اگو وج ب 𝑡حالت دوم:  2𝑖گا  وآن ∘= ≤ 2𝑛 + 𝑒 − 𝑡 − 1 = 2𝑛 − 𝑡 − ا وار  است ب هم 1

2𝑖 ≤ 2𝑛 − 𝑡 − 2𝑛 وج و  2𝑖چون  ،2 − 𝑡 − 2𝑖است. پس  فرد 1 ≤ 2𝑛 − 𝑡 − اگور و تنها اگور  2

𝑖 ≤ 𝑛 −
𝑡+2

2
𝑒. اگووور  = 2𝑖آنگوووا   1 ≤ 2𝑛 + 𝑒 − 𝑡 − 1 = 2𝑛 − 𝑡 ر وووها اگوور و تنووواگ𝑖 ≤

𝑛 −
𝑡

2
= 𝑛 −

𝑡+2

2
+ 𝑌𝑚−𝑖−𝑡ز، وولت نین دراین حاورایوو. بناب1 ≤ 𝑌𝑖+1 ا اینکه ووست بار  ا موه𝑖 ≤

𝑛 −
𝑡+2

2
+ 𝑒. 

 دهیم     یوورار مووآوریم. قیودست مهووقضیه را بران های پایینی ونون کواک

𝜆 =

{
 
 

 
 𝑛 −

𝑡+1

2
    𝑡 فرد باشد                                 

𝑛 −
𝑡+2

2
+ 𝑒                         وج باشد  𝑡    

 1 

𝑖ن صورت به ا ای ودر ای = 1, … , 𝜆 ،𝑧𝑖 ≥ 𝑝
𝑖+𝑡  و به ا ای𝑖 = 𝜆 + 1, … , 𝑛 − 1 ،𝑧𝑖 = 𝑝

𝑚−𝑖−1  ا .

𝑡ی چون وطرف ≥ 𝑧پس  1 = 𝑝. خواهیم داشت ،21-1-2مو( در ل2-2ا استفاد  ا  رابطه )ودر نتی ه ب 

𝑛 + 𝑘(𝑝 − 1) = 𝑧

𝑝
+
𝑧1

𝑝
2
+⋯+

𝑧
𝑛−1

𝑝𝑛
≥ 1+ 𝑝𝑡−1

𝜆 + ∑ 𝑝
𝑚−2𝑖−2𝑛−1

𝑖=𝜆+1
  ,  1 

 ا  طرفی داریم

∑ 𝑝
𝑚−2𝑖−2

= 𝑝
𝑚−2

∑ 𝑝
−2𝑖𝑛−1

𝑖=𝜆+1

𝑛−1

𝑖=𝜆+1
= 𝑝

𝑚−2 (𝑝−2
)𝑛−(𝑝

−2
)
𝜆+1

𝑝
−2
−1

 1 

= 𝑝
𝑚−2 𝑝

−2𝑛
(1−𝑝−2𝜆−2+2𝑛

)

𝑝
−2
(1−𝑝2

)
=
𝑝𝑚(𝑝

−2𝜆−2+2𝑛
−1)

𝑝
2n
(𝑝

2
−1)

 1 

=
𝑝𝑒 (𝑝

2(𝑛−𝜆−1)
−1)

𝑝
2
−1

= 𝑝𝑒 I2(𝑛−𝜆−2)(𝑝).              1 
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𝑛بنابراین  + 𝑘(𝑝 − 1) ≥ 1 + 𝑝𝑡−1
𝜆 + 𝑝𝑒 𝐼2(𝑛−𝜆−2)(𝑝) در نتی ه . 

𝑘(𝑝 − 1) ≥ 1+ 𝑝𝑡−1
𝜆 + 𝑝𝑒 𝐼2(𝑛−𝜆−2)(𝑝) − 𝑛 + 𝜆 − 𝜆      1 

= (𝑝
𝑡−1
− 1)𝜆 − (𝑛 − 𝜆 − 1) + 𝑝𝑒 𝐼2(𝑛−𝜆−2)(𝑝)               1 

= (𝑝
𝑡−1
− 1)𝜆 + 𝑒(𝑝 − 1)𝐼2(𝑛−𝜆−2)(𝑝) + 𝐼2(𝑛−𝜆−2)(𝑝) − (𝑛 − 𝜆 − 1).  1 

𝑘 بنابراین ≥
𝑝
𝑡−1
−1

𝑝−1
𝜆 + 𝑒𝐼2(𝑛−𝜆−2)(𝑝) +

𝐼2(𝑛−𝜆−2)
(𝑝)−(𝑛−𝜆−1)

𝑝−1
 . در نتی ه

(2-1)1                                          𝑘 ≥ 𝜆𝐹
𝑡−2(𝑝) + 𝑒𝐼2(𝑛−𝜆−2)(𝑝) + 𝐽2(𝑛−𝜆−2)−1(𝑝).  

 اینک با جایگذاری

1 𝜆 =

{
 
 

 
 𝑛 −

𝑡+1

2
    𝑡 فرد باشد                                 

𝑛 −
𝑡+2

2
+ 𝑒                         وج باشد  𝑡    

 

  ∎شود. میبت آید و حکم ثاست می( بد3-2( و )5-2(، روابط )1-2در رابطه )

𝑝𝑚 مورتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یک 𝐺فورض کنیوم   .51-1-2نتیجه = 𝑝
2𝑛+𝑒

در . بواشد 

 این صورت

𝑘ناآبلی باشد آنگا   𝑌1( اگر 1) ≥ 𝐹
𝑡−2(𝑝). 

𝑘آبلی باشد آنگا   𝑌1( اگر 2) ≥ 𝐹
𝑡−3(𝑝). 

𝑡 ،22-1-2بنابر لم پس ناآبلی است 𝑌1چون  ( 1)برهان. ≤ 𝑚 − 4 = 2𝑛 − 4+ 𝑒 در نتی ه .

𝑛 −
𝑡+1

2
≥ 𝑛و  1 −

𝑡+2

2
+ 𝑒 ≥ 𝑘 ،41-1-2ر قضیهووراین بنابوو. بناب1 ≥ 𝐹

𝑡−2(𝑝). 

𝑡آبلی است پس  𝑌1( چون 2) = 𝑚 −  م داشتوخواهی ،43-1-2لووم روو. بناب2
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𝑘(𝐺) = {

𝐼
𝑡−3(𝑝) + 𝐽𝑡−4(𝑝),            فرد 𝑡        

𝐽
𝑡−3(𝑝),                              وج  𝑡       

 1 

𝑘 ، 46-1-2م ووور لوووتی ه بنابووودر ن ≥ 𝐹
𝑡−3(𝑝) .∎ 

 𝑌1باشد. همچنین فرض کنیم  ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺فوورض کووونیم   .51-1-2نتیجه

𝑘ناآبولی بوواشد و  = 𝑘(𝐺) 𝑡(𝐺). در ایوون صورت ∘< ≤ 𝑙𝑜𝑔𝑝
𝑘 + 𝑘و اگوور  2 > ا  نامساوی وآنگ 1

 اکید است.

𝑡(𝐺)اگووور  برهان. ≤ 𝑘وی واضح است، چوون اگوور آنگووا  نوامسا 2 = 𝑙𝑜𝑔𝑝آنگووا   1
𝑘 و  ∘=

𝑡(𝐺) ≤ 𝑙𝑜𝑔𝑝
𝑘 + 𝑘، و اگووووور 2 > 𝑙𝑜𝑔𝑝آنگووووا   1

𝑘 𝑙𝑜𝑔𝑝. پووووس ∘<
𝑘 + 2 > . در نتی ووووه 2

𝑡(𝐺) < 𝑙𝑜𝑔𝑝
𝑘 + 𝑡. اگوور 2 = 𝑡(𝐺) ≥  ، آنووگا  3

𝐹
𝑡−2(𝑝) =

𝑝
𝑡−1
−1

𝑝−1
= 𝑝

𝑡−2
+ 𝑝

𝑡−3
+⋯+ 𝑝 + 1 > 𝑝𝑡−2

. 1 

𝑘 ،11-1-2تی هوور نووس بنابووپ > 𝑝
𝑡−2تی ه ووو. در ن𝑙𝑜𝑔𝑝

𝑘 > 𝑙𝑜𝑔𝑝
𝑝
𝑡−2
= (𝑡 − 2)𝑙𝑜𝑔𝑝

𝑝 .

𝑡راین ووبناب < 𝑙𝑜𝑔
2
𝑘 + 2 .∎ 

 گروهها-𝑝، برای کدام شود این است کوه، مطرح می41-1-2یک سوال طبیعی کوه بعد ا  قضیه

𝑚با کران پایین داد  شد  در قضیه منطبق است؟ یعنی اگر  𝑘(𝐺) ماکسیمال، رد  ا  = 2𝑛 + 𝑒 ≥ 4 

𝑡و به ا ای  ∈ {∘ ,1, … ,𝑚 − 4} ∪ {𝑚 −  تعریف کنیم  {2

𝐵𝑚,𝑝(𝑡) =

{
 
 

 
 (𝑛 −

𝑡+1

2
)𝐹
𝑡−2(𝑝) + 𝑒𝐼𝑡−3(𝑝) + 𝐽𝑡−4(𝑝),                            فرد 𝑡   

(𝑛 −
𝑡+2

2
+ 𝑒)𝐹

𝑡−2(𝑝) + 𝑒𝐼𝑡−2−2𝑒(𝑝) + 𝐽𝑡−3−2𝑒(𝑝),        وج  𝑡   
 1 

𝑘(𝐺)وقع تساوی ووچه م = 𝐵𝑚,𝑝(𝑡) افتد؟یواتفاق م 

𝑡(𝐺)، واضح است که اگر 41-1-2با توجه به اثبات قضیه ≥ ، تساوی برقرار است اگر و تنها اگر به 1

>∘که  𝑖ا ای هر  2𝑖 ≤ 𝑚 − 𝑡(𝐺) − 1 ،𝑧𝑖 = 𝑝
𝑖+𝑡(𝐺). 
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𝑝𝑚 مورتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺فورض کنیم  .52-1-2لم = 𝑝
2𝑛+𝑒

 در این. باشد 

,𝑖ر ووصورت اگ 𝑗 ≥ 𝑖و  1 + 𝑗 = 𝑚 −  گا  ووآن 1

[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = {

𝑌
𝑚−1,                  𝑡(𝐺) =∘;              

1,                         𝑡(𝐺) ≥ 1.               
 1 

𝑡(𝐺)ر وواگ برهان. ≥  گا  ووآن 1

[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] ≤ 𝑌𝑖+𝑗+𝑡(𝐺) = 𝑌𝑚−1+𝑡(𝐺) ≤ 𝑌𝑚 = 1. 1 

𝑡(𝐺)اگوور  𝑌1، 13-1-2آنوگا  بنابوور قضیه ∘= ≠ 𝐶𝐺(𝑌𝑚−2) بنابووراین . 

1 ≠ [𝑌1, 𝑌𝑚−2] ≤ 𝑌𝑚−2+1+𝑡(𝐺) = 𝑌𝑚−1 1 

𝑌|درنووتیحه چون 
𝑚−1| = 𝑝 پس [𝑌1, 𝑌𝑚−2] = 𝑌𝑚−1 . 

𝑖ه ا ای وم بووکنییووثابت م 𝑖را روی ووک با استقواین = 1, … ,𝑚 − 2 ،[𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−1] = 𝑌𝑚−1ه و. ب

𝑖ا ای  = ه ووک 𝑖 ایربوو هتی ووم نووکنیرض میووک فووت. اینوه درست اسوه نتی ود کوت شوثاب 1

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 𝑖حکم را برای  باشد،، برقرار 3 +  م.وکنییوثابت م 1

,𝑌𝑖]دهیم قرار می  𝑌𝑚−𝑖−2] = 𝑌𝑢 ا  طرفی .𝑌𝑢 = [𝑌𝑖 , 𝑌𝑚−𝑖−2] ≤ 𝑌𝑚−2 یعنی .𝑢 ≥ 𝑚 − . حال 2

𝑢اگر  = 𝑚 − 𝑡(𝐺/𝑌آنگا  بوواید داشته بوواشیم  2
𝑚−1)  ، غیر15-1-2کوه با توجه به نوتی ه  ∘=

𝑢راین ووممکن است. بناب ≥ 𝑚 − 𝑌𝑢گر وبارت دیوه عوو. ب1 ≤ 𝑌𝑚−1 = 𝑍(𝐺)تی ه وو. در ن

[𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−2, 𝐺] = [𝑌𝑢, 𝐺] =  رض استقرا خواهیم داشتوو. حال بنابر ف1

[𝑌
𝑚−𝑖−2, 𝐺, 𝑌𝑖] = [𝑌𝑚−𝑖−1, 𝑌𝑖] = 𝑌𝑚−1. 1 

𝑌]ا  طرفی 
𝑖+1, 𝑌𝑚−𝑖−2] ∈ {1, 𝑌𝑚−1}. 

,𝐺]ر وواینک اگ  𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−2] = [𝑌𝑖+1, 𝑌𝑚−𝑖−2] = 𝑌م سه  یرگرو  ووگا  بنابر لوآن 1
𝑚−1 = ، که 1

𝑌]ن ورایوتناقض است. بناب
𝑖+1, 𝑌𝑚−𝑖−2] = 𝑌𝑚−1 شود. یووبت مو حکم ثا∎  
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باشد. همچنین فورض  𝑝𝑚 موورتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺فورض کونیم  .53-1-2لم

𝑖کونیم  ∈ {1, … ,𝑚 − 𝑡(𝐺) − ,𝑌𝑖]و  {2 𝑌𝑚−𝑖−𝑡(𝐺)−1] ≠  . در این صورت1

(1 )𝑟𝐺(𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1) = 𝑟𝐺̅(𝑌̅𝑖 − 𝑌̅𝑖+1)  و به ا ای هر𝑥 ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1   ،|𝑐𝑙𝐺(𝑥)| = 𝑝|𝑐𝑙𝐺̅(𝑥̅)| 

𝑖( اگر 2) ≤ 𝑚 − 𝑖 − 𝑡(𝐺) − 𝑧𝑖، آنگا  1 = 𝑧𝑖̅. 

1جاب ایی داریوم (  بنابور تعریف درجه1)برهان. ≠ [𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡(𝐺)−1] ≤ 𝑌𝑚−1 در نتی وووه .

[𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡(𝐺)−1] = 𝑌𝑚−1 ا  طرفی .[𝑌
𝑖+1, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡(𝐺)−1] ≤ 𝑌𝑚 = . بنابورایون بووه ا ای هوور 1

𝑦 ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1 عنصری مانند ،𝑔 ∈ 𝑌
𝑚−𝑖−𝑡(𝐺)−1  وجود دارد بوه طوری که[𝑦, 𝑔] ∈ 𝑌

𝑚−1 − {1} .

𝑦𝑔بووه عبارت دیگوور  = 𝑦𝑧  که𝑧 ∈ 𝑌
𝑚−1 − 𝑗. بنابووراین بووه ا ای هوور {1} ∈ {∘, … , 𝑝 − 1} ،

𝑦𝑔
𝑗
= 𝑦𝑧𝑗 داریوم .{𝑧𝑗| ∘≤ 𝑗 ≤ 𝑝 − 1} = 𝑍(𝐺)  و همچنین{𝑦𝑔

𝑗
| ∘≤ 𝑗 ≤ 𝑝 − 1} = 𝑦𝑍(𝐺) .

𝑐𝑙(𝑦)در نتی ووه  ∩ 𝑦𝑍(𝐺) = 𝑦𝑍(𝐺) بنابووراین .𝑟𝐺(𝑦𝑍(𝐺)) = ,𝑦̅1}کنیم . فورض می1 … , 𝑦̅𝑟} 

𝑌̅𝑖شد کووه با 𝐺̅وجی های مزدهای رد مل ا  نمایند یک م موعه کا − 𝑌̅𝑖+1 ند. اینک فرض را بپوشا

𝑤کنیووم می ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1 چون .𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1  در𝐺  نورمال است پووس[𝑤] ⊆ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1 ا  طرفی .

{𝑤𝑧|𝑧 ∈ 𝑍(𝐺)} ⊆ [𝑤] و [𝑤𝑍(𝐺)] = [𝑦𝑖𝑍(𝐺)] .در نتی ووووه 𝑢 ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1  و𝑧1 ∈ 𝑍(𝐺) 

𝑤𝑢وجود دارد بووه طوری کووه  = 𝑦𝑖𝑧1 لذا .[𝑤]∩ 𝑦𝑖𝑍(𝐺) ≠ 𝑦𝑖𝑍(𝐺). چوون ∅ ⊆ [𝑦𝑖]  پووس

[𝑤] ∩ [𝑦𝑖] ≠ [𝑤]. بنابراین ∅ = [𝑦𝑖]شود.، و حکم ثابت می 

𝑥کنیم به ا ای هر بت میاکوونون ثا ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1 ،|𝑐𝑙𝐺(𝑥)| = 𝑝|𝑐𝑙𝐺̅(𝑥̅)| :داریم . 

  𝑐𝑙𝐺(𝑥) = {𝑥
𝑔|𝑔 ∈ 𝐺}   و 

𝑐𝑙𝐺̅(𝑥̅) = {𝑥̅
ℎ̅|ℎ̅ ∈ 𝐺̅} = {(𝑥𝑍(𝐺))

ℎ𝑍(𝐺)
|ℎ ∈ 𝐺} = {𝑥ℎ𝑍(𝐺)|ℎ ∈ 𝐺} 1 

 (2-11)                                      = {𝑎𝑍(𝐺)|𝑎 ∈ 𝑐𝑙𝐺(𝑥)}. 

𝑦𝑧ا  طرفی 
𝑝−1و… ،𝑦𝑧2،𝑦𝑧،𝑦 م داشتووراین خواهیووم مزدوجند. بنابووبا ه 
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𝑐𝑙𝐺(𝑥) = {𝑦1, 𝑦1𝑧, … , 𝑦1𝑧
𝑝−1
, 𝑦2, 𝑦2𝑧, … , 𝑦2𝑧

𝑝−1
, … }. 1 

 داریم (11-2)در نتی ه طبق رابطه 

𝑐𝑙𝐺̅(𝑥̅) = {𝑦1𝑍(𝐺), 𝑦1𝑧𝑍(𝐺), … , 𝑦1𝑧
𝑝−1
𝑍(𝐺), 𝑦2𝑍(𝐺), . . , 𝑦2𝑧

𝑝−1
𝑍(𝐺),… } 1 

= {𝑦1𝑍(𝐺), 𝑦2𝑍(𝐺), . . }. 1 

|𝑐𝑙𝐺̅(𝑥̅)|راین وبناب =
|𝑐𝑙𝐺(𝑥)|

𝑝
 شود.یووبت مو حکم ثا ،

𝑖( چون 2) ≤ 𝑚 − 𝑖 − 𝑡(𝐺) − 𝑌پس  1
𝑚−𝑖−𝑡(𝐺)−1 ≤ 𝑌𝑖( برای 1. لذا شبیه برهان قسمت )

𝑦هر  ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1 ،𝑟𝑌𝑖(𝑦𝑍(𝐺)) = ,𝑤̅1}کنیوم . اکنون فوورض می1 … , 𝑤̅𝑡} مل ا  یک م موعه کا

𝑠̅𝑖𝑌̅𝑖+1شد. در نتی ه  با 𝑌̅𝑖وجی های مزدهای رد نمایند  ⊆ [𝑤̅1] ∪ …∪ [𝑤̅𝑡] .کنیم حال فرض می

𝑢 ∈ 𝑠𝑖𝑌𝑖+1 در نتی ووه .𝑢̅ ∈ 𝑠̅𝑖𝑌̅𝑖+1 بنابوورایون .ℎ ∈ 𝑌𝑖  و𝑧 ∈ 𝑍(𝐺) بوووه طوری کووه  وجود دارد

𝑢ℎ = 𝑤𝑖zچووون  ، و𝑟𝑌𝑖(𝑦𝑍(𝐺)) = 𝑤𝑖zپووس  1 ∈ [𝑤𝑖] در نتی ووه .𝑢ℎ ∈ [𝑤𝑖] بنابوووورایون .

[𝑢] ∩ [𝑤𝑖] ≠ [𝑢]. لذا ∅ = [𝑤𝑖]شود. ، و حکم ثابت می∎ 

باشد. همچنین فرض  𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺فورض کنیم   .54-1-2نتیجه

𝑡(𝐺)کنیم   . در این صورت∘=

𝑖( اگر 1) ∈ {1, … ,𝑚 − 𝑟𝐺(𝑌𝑖آنگا   {2 − 𝑌𝑖+1) = 𝑟𝐺̅(𝑌̅𝑖 − 𝑌̅𝑖+1)  و به ا ای هر𝑥 ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1 ،

|𝑐𝑙𝐺(𝑥)| = 𝑝|𝑐𝑙𝐺̅(𝑥̅)|. 

𝑖( اگر 2) ∈ {1, … , 𝑛 − 𝑧𝑖، آنگا  {1 = 𝑧𝑖̅ . 

𝑡(𝐺)چوون   برهان. ,𝑌𝑖]، 12-1-2پس بنابوور لوم ∘= 𝑌𝑗] = [𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−1] = 𝑌𝑚−1 ≠ . در 1

  ∎ست. ( برقوورار ا2( و )1، )13-1-2نتی ه بنابر لوم

𝑡(𝐺) بوووا موواکسیمال رد  ا  گوووورو -𝑝 یووک 𝐺فوووورض کنیووووم   .55-1-2لم ≥ بووواشد و  1

𝑘(𝐺) = 𝐵𝑚,𝑝(𝑡(𝐺)) در این صورت .𝑘(𝐺̅) = 𝐵
𝑚−1,𝑝(𝑡(𝐺̅))  و 
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𝑡(𝐺)( اگر 1) ≥ 𝑚 − 𝑡(𝐺̅)آبلی است و  𝑌1(𝐺̅)آنگا   4 = 𝑚 − 3. 

𝑡(𝐺)( اگر 2) ≤ 𝑚 − 𝑡(𝐺̅)آنگا   1 = 𝑡(𝐺). 

𝑡(𝐺)(  اگور 1)برهان. ≥ 𝑚 −  آنگووا   4

[𝑌1, 𝑌1] = [𝑌1, 𝑌2] ≤ 𝑌3+𝑡(𝐺) ≤ 𝑌3+𝑚−4 ≤ 𝑌𝑚−1. 1 

 همچنین خواهیم داشت

[𝑌1(𝐺̅), 𝑌1(𝐺̅)] =
[𝑌1,𝑌1]𝑍

(𝐺)

𝑍(𝐺)
≤
𝑌
𝑚−1𝑍

(𝐺)

𝑍(𝐺)
= 𝑌

𝑚−1(𝐺̅) = 1. 1 

𝑡(𝐺̅)راین وولی است. بنابووآب 𝑌1(𝐺̅)تی ه وودر ن = (𝑚 − 9) − 2 = 𝑚 − 8.    

𝑚 وج اسووووت یعنووی  𝑚فووووورد بوواشد آنگوووووووووا   𝑡(𝐺̅)اگووووووور  = 2𝑛 . پووووووس                                            ∘+

𝑚 − 1 = 2𝑛 − 1 = 2(𝑛 − 1) + 𝑚فرد است یعنی  𝑚 وج باشد آنگا   𝑡(𝐺̅). اگور 1 = 2𝑛 + 1 .

𝑚پوس  − 1 = 2𝑛  بنابووراین خواهیم داشت. ∘+

𝐵
(𝑚−1),𝑝(𝑡(𝐺̅))    =

{
 
 

 
 (𝑛 − 1−

𝑡(𝐺̅)+1

2
)𝐹

𝑡(𝐺̅)−2(𝑝) + 𝐼𝑡(𝐺̅)−8
(𝑝) + 𝐽

𝑡(𝐺̅)−4(𝑝),    فرد 𝑡(𝐺̅)    

(𝑛 −
𝑡(𝐺)+2

2
)𝐹

𝑡(𝐺̅)−2(𝑝) + 𝐽𝑡(𝐺̅)−8
(𝑝),                                    وج  𝑡(𝐺̅)  

 1 

 در نتی ه 

𝐵
(𝑚−1),𝑝(𝑡(𝐺̅)) =

{
 
 

 
 (𝑛 − 1−

𝑚−2

2
)𝐹

𝑚−1(𝑝) + 𝐼𝑚−6(𝑝) + 𝐽𝑚−5(𝑝),         فرد (𝑚 − 1)   

(𝑛 −
𝑚−1

2
)𝐹

𝑚−1(𝑝) + 𝐽𝑚−6(𝑝),                                     وج  (𝑚 − 1)  
 

1 

 بنابراین 

𝐵
(𝑚−1),𝑝(𝑡(𝐺̅)) = {

𝐼
𝑚−6(𝑝) + 𝐽𝑚−5(𝑝),                   فرد (𝑚 − 1)   

𝐽
𝑚−6(𝑝),                                       وج  (𝑚 − 1)   

 1 
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 خواهیم داشت  ،43-1-2ا  طرفی بنابر 

𝑘(𝐺̅) = {

𝐼
(𝑚−1)−1(𝑝) + 𝐽(𝑚−1)−6(𝑝),                فرد (𝑚 − 1) 

𝐽
(𝑚−1)−1(𝑝),                                           وج  (𝑚 − 1)

 1 

𝑘(𝐺̅)بنابراین  = 𝐵
𝑚−1,𝑝(𝑡(𝐺̅)). 

𝑡(𝐺)نیم و( فرض ک2) ≤ 𝑚 − 𝑡دهیم . قرار می1 = 𝑡(𝐺). 33-1-2بنابر لم، 𝑡(𝐺̅) ≥ 𝑡.  با توجه

𝑘(𝐺)به اینکه  = 𝐵𝑚,𝑝(𝑡(𝐺)) ، اگوووور∘< 2𝑖 ≤ 𝑚 − 𝑡 − 𝑧𝑖ا  ووووآنگ 1 = 𝑝𝑖+𝑡 ه وو. در نتی

𝑧𝑖̅ ≤ 𝑧𝑖 = 𝑝
𝑖+𝑡س وووو. پ𝑧1̅ ≤ 𝑝

𝑡+1ون وو. چ𝑡 ≤ 𝑚 − 𝑚)س وووپ 1 − 1) − 𝑡 − 2 ≥ . یعنی 2

𝑌̅
(𝑚−1)−𝑡−2 ≤ 𝑌̅2ر ووو. اینک اگ[𝑌̅1, 𝑌̅(𝑚−1)−𝑡−2] = 𝑧1̅ا  وآنگ ،1̅ ≥ |𝑌̅(𝑚−1)−𝑡−2| = 𝑝

𝑡+2 ه وک

,𝑌̅1] ه لزوماًوووتی وت. در نووض اسویک تناق 𝑌̅(𝑚−1)−𝑡−2] ≠ 𝑡ر ووگال او. ح1̅ < 𝑡(𝐺̅) ا  وووآنگ

𝑡 ≤ 𝑡(𝐺̅) − 𝑡(𝐺̅). پس 1 ≥ 𝑡 +  . در نتی ه خواهیم داشت1

1̅ ≠ [𝑌̅1, 𝑌̅(𝑚−1)−𝑡−2] ≤ 𝑌̅𝑚−𝑡−2+𝑡(𝐺̅) ≤ 𝑌̅𝑚−1 = 1̅. 1 

𝑡(𝐺̅)راین ووت. بنابووه تناقض اسووک = 𝑡ب ایی،جاعریف درجهو. ا  طرفی طبق ت 

[𝑌̅𝑖, 𝑌̅(𝑚−1)−𝑖−𝑡] ≤ 𝑌̅𝑖+(𝑚−1)−𝑖−𝑡+𝑡(𝐺̅) = 𝑌̅𝑚−1 = 1̅. 1 

2𝑖حال اگووور  ≤ (𝑚 − 1) − 𝑡 − 𝑖آنگووووا   1 + 1 ≤ (𝑚 − 1) − 𝑖 − 𝑡 ار  است بوا کوووه هووم

𝑌̅
(𝑚−1)−𝑖−𝑡 ≤ 𝑌̅𝑖+1 در نووتی ه به ا ای هوور .𝑖  کووه∘< 2𝑖 ≤ (𝑚 − 1) − 𝑡 − 1 ،𝑧𝑖̅ ≥ 𝑝

 𝑖+𝑡 .

>∘بنابراین اگر  2𝑖 ≤ (𝑚 − 1) − 𝑡 − 𝑧𝑖̅، آنگا  1 = 𝑝
 𝑖+𝑡.  در نتی ه𝑘(𝐺̅) = 𝐵

𝑚−1,𝑝(𝑡(𝐺̅)). ∎  

𝑡باشد که  𝑝𝑚 مرتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺فرض کنیم   .56-1-2قضیه = 𝑡(𝐺) ≥ 1 .

 ار  هستند. های  یر همدر ایون صورت رابطه

(1) 𝑘(𝐺) = 𝐵𝑚,𝑝(𝑡). 

>∘ که 𝑖( به ا ای هر 2) 2𝑖 ≤ 𝑚 − 𝑡 − 1 ،𝑧𝑖 = 𝑝
 𝑖+𝑡. 
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,𝑖به ا ای هر ( 3) 𝑗 که 𝑖 ≠ 𝑗، [𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+𝑡. 

و  (1)نیم وکرض میونون فوست. اکبت شد  اقبلاً ثا (2)و  (1)های ار ی بین رابطه موه  برهان.

|𝐺|ر وکنیم. اگ( را ثابت می3) ،|𝐺|درست باشند، با استقراء روی  (2) = 𝑝
که  𝑗و  𝑖آنگا  به ا ای هر  4

𝑖 ≠ 𝑗  و𝑖 + 𝑗 ≥ 4 ،[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑡(𝐺). ا  طرفی چون 1 ≥ 1 ،[𝑌1, 𝑌2] = تی ه حکم برقرار وو. در ن1

برقرار باشد.  |𝐺|هایی ا  رد  ماکسیمال با مرتبه کمتر ا  گرو -𝑝کنیم حکم برای رض میواست. حال ف

 .گیریمدو حالت را در نظر می

𝑡: حالت اول ≥ 𝑚 − 𝑡. پس 4 = 𝑚 − −𝑚 یا 4 𝑡. اگر 2 = 𝑚 − 𝑖آنگا   2 + 𝑗 + 𝑡 < 𝑚  و𝑖 ≠ 𝑗 

,𝑌𝑖]ه در شرط ویی وجود ندارد ک 𝑗و  𝑖دهد هیچ نتی ه می 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+𝑡  صدق کند. پس حکم برقرار

𝑡ر واست. اگ = 𝑚 − 𝑖ا  دوبار  وآنگ 4 + 𝑗 + 𝑡 < 𝑚  و𝑖 ≠ 𝑗 دهد تی ه میوون{𝑖, 𝑗} = . یعنی {1,2}

1 ≠ [𝑌1, 𝑌2] ≤ Y3+𝑚−4 = 𝑌𝑚−1تی ه وو. در ن[𝑌1, 𝑌2] = 𝑌𝑚−1 = 𝑌3+𝑚−4م ووراین حکوو. بناب

 رار است. ووبرق

𝑡: حالت دوم ≤ 𝑚 − 𝑡(𝐺̅) ،11-1-2مو. بنابر ل1 = 𝑡  و𝑘(𝐺̅) = 𝐵
𝑚−1,𝑝(𝑡(𝐺̅))ر فرض و. بناب

𝑖ا  ووواستقراء، هرگ ≠ 𝑗 ،[𝑌̅𝑖, 𝑌̅𝑗] = 𝑌̅𝑖+𝑗+𝑡ر وووتی ه اگوووو. در ن𝑖 + 𝑗 + 𝑡 ≠ 𝑚 − 𝑖و  1 ≠ 𝑗 

,𝑌𝑖]ا  ووآنگ 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+𝑡 اینک اگر .𝑖 + 𝑗 + 𝑡 = 𝑚 − أله وه کلیت مسووه خللی بوآنگا  بدون اینک 1

𝑖م ووکنیرض میووووارد شود ف < 𝑗 = 𝑚 − 𝑖 − 𝑡 − 𝑌ه وووو. در نتی 1
𝑚−𝑖−𝑡−1 ≤ 𝑌𝑖+1ر وووووو. اگ

[𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡−1 ] = 𝑧𝑖ا  وووآنگ 1 ≥ |𝑌𝑚−𝑖−𝑡−1 | = 𝑝
𝑖+𝑡+1،  ن وورایوودر تناقض است. بناب (2)که با

[𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡−1 ] = 𝑌𝑚−1، شود.و حکم ثابت می 

𝑡ر وونیم. اگووکت میووم را ثابوووحک |𝐺|راء روی ووا استقووب ( .3) → (2) ≥ 𝑚 − ا  ووآنگ 4

𝑡 = 𝑚 − −𝑚 یا 4 𝑡ر ووواگ .2 = 𝑚 − 𝑡رقرار است. اگر آنگووا  به انتفای مقدم حکم ب 2 = 𝑚 − 4 

>∘آنگا  خواهیم داشت  2𝑖 ≤ 𝑚 − (𝑚 − 4) − 1 = 𝑖. یعنی 3 =  آبلی است پوس 𝑌̅1. ا  طرفی 1
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𝑧1̅ = 𝑟𝑌̅1
(𝑠̅1𝑌̅2) = |𝑠̅1𝑌̅2| = 𝑝

𝑚−3
= 𝑝

1+𝑡 1. ا  طرفووی < ,𝑌1]و  2 𝑌3] ≠ پوس بنابر لم  .1

2-1-13 ،𝑧1̅ = 𝑧1 = 𝑝
1+𝑡. 

𝑡کنیم رض میوواینک ف ≤ 𝑚 − برقرار باشد.  |𝐺|رتبه کمتر ا  ووهایی ا  مرو ووو حکم برای گ 1

𝑡(𝐺̅) ،11-1-2بنابر لم = 𝑡. ا  وهرگ (،3)بنابر  ا  طرفی𝑖 ≠ 𝑗 ،[𝑌̅𝑖, 𝑌̅𝑗] = 𝑌̅𝑖+𝑗+𝑡 ابتدا .𝑖  را طوری در

>∘گیریم کوه نظر می 2𝑖 ≤ 𝑚 − 𝑡 − 𝑧𝑖̅. در نووتی ه بنابور فوورض استقراء 2 = 𝑝
𝑖+𝑡دانیم . می

𝑧𝑖̅ ≤ 𝑧𝑖.  اینک اگوور𝑧𝑖 > 𝑧𝑖̅ 13-1-2آنگوا  بووه موووجب لووم ،[𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡−1] = کووه غیوور  1

𝑖ممکوون اسوت، چوون  < 𝑚 − 𝑖 − 𝑡 − ,𝑌𝑖](، 3و بنابوور ) 1 𝑌𝑚−𝑖−𝑡−1] = 𝑌𝑚−1 ≠ . بنابووراین 1

>∘اگوور  2𝑖 ≤ 𝑚 − 𝑡 − 𝑧𝑖̅، آنگووووا 2 = 𝑝
𝑖+𝑡 𝑧𝑖 2𝑖. اکنون اگوووووور = = 𝑚 − 𝑡 − آنگوووا   1

𝑖 + 1 = 𝑚 − 𝑖 − 𝑡 خواهیم داشت (3)ر ووبناب . پس 

[𝑌𝑖, 𝑌𝑖] = [𝑌𝑖, 𝑌𝑖+1] = [𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−𝑡] = 𝑌𝑚 = 1. 1 

𝑧𝑖آبلی است. بنابراین  𝑌𝑖تی ه وودر ن = |𝑠𝑖𝑌𝑖+1| = 𝑝
𝑚−𝑖−1

= 𝑝𝑖+𝑡 .∎ 

𝐺و  𝑝𝑚 مرتبه ا گوورو   یک 𝐺فوورض کنیم   .57-1-2قضیه ∈ ℱ در ایون صورت . 

𝑡(𝐺)( اگر 1) ≥ 𝑟(𝐺)آنگا   1 = 𝑟(𝐺̅) + 𝑝
𝑡(𝐺)−1

(𝑝 − 1). 

𝑡(𝐺)( اگر 2) 𝑟(𝐺)آنگا   ∘= = 𝑟(𝐺̅) + 𝑝(𝑝 − 1). 

 ∎رجوع شود.  ]11-2، قضیه 21[به   برهان.

 

2-2 𝑝 - ها با شرط  گرو𝒌(𝑮) =∘ 

𝑟(𝐺)ها با شرط گرو -𝑝در این بخش  = 𝑓∘(|𝐺|) کنیم. نتایج اصلی دربار  این گروهها را بررسی می

نشان دادند که این گروهها ا  رد  ماکسیمال هستند،  ]11[و ] 4[بیان شد  است. ] 21[و  ]11[در 

𝑝بعلاو  ثابت کردند در این گروهها، اگر  ≥ 𝑚آنگا   11 ≤ 𝑝 + 𝑚، و در غیر این صورت 1 ≤ 𝑝 + 2 . 
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𝑝𝑚 (𝑚 مرتبه ا  گوورو -𝑝 یک 𝐺فوورض کنیووم   .1-2-2قضیه ≥ 𝑟(𝐺)و  (1 = 𝑓∘(|𝐺|) در ایون .

𝑡(𝐺)صورت  ≤ 𝑡(𝐺)و اگوور  1 𝐺آنگا   ∘= ∈ ℱ. 

 ∎رجوع شود.  ]1-6، قضیه 21[به   برهان.

. در ایوون بوواشد 𝑝𝑚 موورتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گوورو -𝑝 یک 𝐺فوورض کونیم   .2-2-2قضیه

𝑟(𝐺)صوورت  = 𝑓∘(|𝐺|)   بووه ا ای هووور اگووور و تنها اگووور𝑖  و𝑗  کووه𝑖 ≠ 𝑗  و𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑚 − 2 ،

[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+1. 

𝑟(𝐺)کنیم فرض می  برهان. = 𝑓∘(|𝐺|) اگور .|𝐺| = 𝑝
𝑖آنگووا   4 + 𝑗 ≤ 4− 2 = 𝑖و  2 ≠ 𝑗 

,𝑌𝑖]یی وجود ندارد کوووه  𝑗و  𝑖دهد هیچ نتی ه مووی 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+1 پوووس بووه انتفای مقدم حکوم .

|𝐺|کنیوووم بوورقورار اسوت. اکوونون فوورض می ≥ 𝑝
𝑡(𝐺)، 1-2-2. بنووابوور قضیوووه1 ∈ {∘ . ا  {1,

𝐵𝑚,𝑝(1)طرفووی  = 𝐵𝑚,𝑝(∘) 𝑘(𝐺)و چووون  ∘= 𝑘(𝐺)پوووووووس  ∘= = 𝐵𝑚,𝑝(𝑡(𝐺)) اگووووور .

𝑡(𝐺) = 𝑖، هرگووا  16-1-2، بوه موجوب قضیووه1 ≠ 𝑗   آنگووا[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+1 اگووور .𝑡(𝐺) =∘ 

|𝐺|، 16-1-2آنگووا  بنوابووور قضیووووه ≥ 𝑝
|𝐺̅|. در نتی وووووه 6 ≥ 𝑝

𝑡(𝐺). چووون 1 پوووووس  ∘=

𝑘(𝐺̅) = 𝑘(𝐺) 𝑡(𝐺̅). بنابووورایوون ∘= ∈ {∘ 𝐺. ا  طرفی {1, ∈ ℱ  پوووس𝑡(𝐺̅) = . در نتی وووه 1

𝐵
𝑚−1,𝑝(1) =∘= 𝑘(𝐺̅)  بنابوووورایوون هرگووووا .𝑖 ≠ 𝑗 ،[𝑌̅𝑖, 𝑌̅𝑗] = 𝑌̅𝑖+𝑗+1  در نتی وووه هرگوووا .

𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑚 − 𝑖و  3 ≠ 𝑗 ،[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+1 اینک اگوور .𝑖 + 𝑗 = 𝑚 − 𝑗، آنگووا  2 = 𝑚 − 2 − 𝑖 .

 ،12-1-2پس بنابر لووم

𝑌
𝑚−1 = [𝑌𝑖, 𝑌𝑚−𝑖−1] ≤ [𝑌𝑖, 𝑌𝑗]. 1 

,𝑌̅𝑖]ا  طرف دیگر،  𝑌̅𝑗] ≤ 𝑌̅𝑖+𝑗+𝑡(𝐺̅) = 𝑌̅𝑚−1تی هوو. در ن 

[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] ≤ 𝑌𝑚−1𝑍(𝐺) = 𝑌𝑚−1. 1 

,𝑌𝑖]راین ووبناب 𝑌𝑗] = 𝑌𝑚−1 = 𝑌𝑖+𝑗+1. 
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𝑖 که 𝑗و  𝑖به ا ای هر کنیم میرض وبرعکس، ف ≠ 𝑗  و𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑚 − 2 ،[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+1 اگر .

|𝐺| = 𝑝
𝑡(𝐺)، 32-1-2بنابر لم  آنگا  4 = ، 45-1-2آبلی است. در نتی ه به موجب لم  𝑌1. لذا 2

 خواهیم داشت

𝑟(𝐺) = 𝑝
𝑚−2

+ 𝑝
2
− 1 = 2𝑝2

− 1 = 2(𝑝2
− 1) + 1. 1 

𝑘(𝐺)بنابراین  |𝐺|کنیم . اینک فرض می∘= ≥ 𝑝
𝑡(𝐺). بنابوراین 1 ∈ {∘ 𝑡(𝐺). اگور {1, = آنگوا   1

𝑖بنابوور فورض بووه ا ای تمام  ≠ 𝑗 ،[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+1 چون اگوور ،𝑖 + 𝑗 = 𝑚 یا 𝑚− آنگووا   1

[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+1 = 𝑘(𝐺)، 16-1-2. بنابووراین بوووه موجوب قضیووه1 = 𝐵𝑚,𝑝(1) . اگووور ∘=

𝑡(𝐺) 𝑘(𝐺̅)، 41-1-2. آنگووا  بنابوور نووووتی ه∘= = 𝑘(𝐺)  بنابووور فووورض هرگوووا .𝑖 ≠ 𝑗  و

𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑚 − 2 ،[𝑌̅𝑖, 𝑌̅𝑗] = 𝑌̅𝑖+𝑗+1 در نووتی ه .𝑡(𝐺̅) ≤ 𝑡(𝐺). ا  طرفی 1 𝐺. پوس ∘= ∈ ℱ در .

𝑡(𝐺̅)نتی ه  = 𝑘(𝐺̅). بنابوراین 1 = 𝐵
𝑚−1,𝑝(1)  ∎شود. و حکم ثابت موی ∘=

𝑡(𝐺)کوه  بواشد 𝑝𝑚 مورتبه ا  و ماکسیمال رد  ا  گرو -𝑝 یک 𝐺فورض کوونیم   .3-2-2نتیجه =∘ .

𝑘(𝐺)در این صورت  = 𝐵𝑚,𝑝(𝑡(𝐺))  اگور و تنها اگور به ا ای هر𝑖  و𝑗 که 𝑖 ≠ 𝑗  و𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑚 − 2 ،

[𝑌𝑖, 𝑌𝑗] = 𝑌𝑖+𝑗+1   . 

𝑡(𝐺)چون   برهان. 𝐵𝑚,𝑝(𝑡(𝐺))پس  ∘= ، حکم ثابت 2-2-2در نتی ه بوه مووجب قضیه  .∘=

     ∎شود. می
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 فصل سوم

 

 هاگروه 𝒑–های مینیمال در رده

 

 

هوای مزدوجی در کنیوم. سپس اندا   و تعداد رد های مینیمال را تعوریف میدر ایوون فصل ابتدا رد 

𝑝- های ا  رد  ماکسیمال های فراآبلی و گرو کنیم. بعلاو  گرو های متناهی و ناآبلی را بررسی میگرو

 کنیم.رد  مینیمال هستند را بررسی می 𝑝 -1که دارای 

 متناهی ناآبلی فرض شد  است. گرو -𝐺 ،𝑝. در تمام این فصل گرو  توجه

 

 رده های مزدوجی   3-1

𝑥متناهی باشد و  رو وووگ-𝑝یک   𝐺موکنی. فوورض 1-1-3تعریف ∈ 𝐺 اگوور .𝑝𝑏 = |𝑐𝑙(𝑥)|  آنگووا 

𝑏 1را پهنای 𝑥 و بوا علامت  نامیممی𝑏(𝑥) دهیم. همچنین پهنای نمایش می𝐺  را بووه صورت  یر

 کنیممی تعریف

𝑏(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥{𝑏(𝑥)|𝑥 ∈ 𝐺}. 9 

                                                 
1 breadth 
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|𝐺| مووووووووکنی. فووورض رهــتبص = 𝑝𝑚  1}و, 𝑝
𝑠1 , … , 𝑝𝑠𝑘} = {|𝑐𝑙(𝑥)||𝑥 ∈ 𝐺}  کووووووووه

1 < 𝑝
𝑠1 < ⋯ < 𝑝𝑠𝑘دهیم . قرار می𝑠 = 𝑠1 ،𝑍 = 𝑍(𝐺)  و|𝑍| = 𝑝𝑧 فرض کنیم .𝐺  شامل𝑢𝑖   رد

𝑢دهیم باشد. قرار می 𝑝𝑠𝑖ا  اندا    = 𝑢1. 

   گرو  باشد در این صورت-𝑝یک   𝐺فرض کنیم  .2-1-3قضیه

𝑖 ،  𝑝به ا ای هر  (1) − 1|𝑢𝑖و 𝑝𝑧|𝑢𝑖𝑝
𝑠𝑖. 

(2)  𝑝𝑠 = 𝑝𝑧و𝑢 ≡ 𝑝 − 1(𝑚𝑜𝑑  𝑝(𝑝 − 𝑝𝑠یا  ((1 < 𝑝𝑧  و𝑢 ≡∘ (𝑚𝑜𝑑  𝑝(𝑝 − 1)).  

𝑗  فرض کنیم ( 1.)برهان ∈ ℕ  و(𝑝, 𝑗) = 𝜓:𝐺تابع  .1 → 𝐺  با ضابطه𝜓(𝑥) = 𝑥𝑗  تناظر یک

𝑥یک بوه یک است. چوون بورای هور  ∈ 𝐺 ،[𝑥]𝑗 = [𝑥𝑗] در نتی ووه ،𝜓  هایرد  رویجایگشت یک 

𝑈𝑝رو  وون گورایووکند. بنابالقا می 𝐺 مزدوجی = {𝑖|(𝑖, 𝑝) = |𝑈𝑝|که  {1 = 𝜑(𝑝) = (𝑝 − به  ،(1

تحت جایگشت  𝑐𝑙(𝑥)ر ووکند. اگعمل می 𝐺 تزویج هایم موعه رد رو  جایگشتی روی وعنوان یک گ

𝑐𝑙(𝑥)𝑗یعنی  ،بالا تغییر نکند = 𝑐𝑙(𝑥)   آنگا𝑥  با𝑥𝑗 لذا عنصری مانند مزدوج است .𝑔 جود دارد کهو 

𝑥𝑗 = 𝑔
−1
𝑥𝑔 ⟹ 𝑥𝑗

𝑜(𝑔)
= 𝑥 ⟹ 𝑥

𝑗𝑜(𝑔)−1
= 11 

                                    ⟹  𝑜(𝑥)| 𝑗𝑜(𝑔) − 1 ⟹   𝑗𝑜(𝑔) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝)1 

1در نتی ه  = o( 𝑗𝑜(𝑔)) =
o(𝑗)

(𝑜(𝑔),𝑜( 𝑗))
= o(𝑗)  بنابراین مرتبه𝑗   در گرو𝑈𝑝  است. ا  طرفی  1برابر

 پایدارسا  خواهیم داشت -طبق قضیه مدار

|𝑂𝑟𝑏(𝑐𝑙(𝑥))| = |𝑈𝑝: 𝑠𝑡(𝑐𝑙(𝑥))| =
|𝑈𝑝|

|𝑠𝑡(𝑐𝑙(𝑥))|
=
𝑝−1

1
= 𝑝 − 1 9 

𝑝 عمل فوق برابر هر رد  طول راینوبناب − 𝑂𝑟𝑏(𝐾) ا  طرفیاست.  1 = {𝐾,𝐾
2
, …𝐾

𝑝−1
ها 𝐾𝑖که  {

مدار افرا  شوند.  𝑙عضوی به  𝑝𝑠𝑖کنیم رد  های تزویج فرض می هستند. های م زا ا  اندا   یکسانرد 

 داریم

1 𝑢𝑖 = |{𝑐𝑙(𝑥)||𝑐𝑙(𝑥)| = 𝑝
𝑠𝑖}| = |⋃ 𝑂𝑟𝑏(𝐾ℎ)

𝑙

ℎ=1
| = ∑ |𝑂𝑟𝑏(𝐾ℎ)|

𝑙

ℎ=1
= 𝑙(𝑝 − 1).  
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𝑖 ،𝑝بنابراین به ا ای هر  − 1|𝑢𝑖. 

م ووداری  ،3-1-1موووه موجب لووباشد، ب 𝑝𝑠𝑖 دا  ووا  ان 𝐺های رد  همه اجتماع 𝐴م ووکنیرض میووف

𝐴𝑍(𝐺) = 𝐴.  بنابراین𝐴 = ⋃ 𝑎𝑖𝑍(𝐺)
𝑡

𝑖=1
|𝐴|و    = 𝑢𝑖𝑝

𝑠𝑖 = 𝑡|𝑍(𝐺)| = 𝑡𝑝𝑧ه به ا ای ووی ت. در ن

𝑖 ،𝑝𝑧|𝑢𝑖𝑝 هر
𝑠𝑖.              

 داریم 𝐺ای طبق معادله رد (  2)

|𝐺| = |𝑍(𝐺)| + ∑ |𝐺: 𝐶(𝑥𝑖)|𝑥𝑖∉𝑍(𝐺)
    1 

 (3-1             )        𝑝𝑚   = 𝑝𝑧 + 𝑢𝑝𝑠 + 𝑢2𝑝
𝑠2 +⋯+ 𝑢𝑘𝑝

𝑠𝑘−𝑠 

𝑠 یا 𝑝𝑠|𝑝𝑧دهد می ه نشانووک ≤ 𝑧 ( را بر 1-3. طرفین رابطه )𝑝𝑠 کنیم، خوهیم داشتتقسیم می 

𝑝𝑚−𝑠 = 𝑝𝑧−𝑠 + 𝑢 + 𝑢2𝑝
𝑠2−𝑠 +⋯+ 𝑢𝑘𝑝

𝑠𝑘−𝑠 1 

𝑝|𝑢2𝑝حال گوییم چون 
𝑠2−𝑠 و ... ،𝑝|𝑢𝑘𝑝

𝑠𝑘−𝑠 همچنین ،𝑝|𝑝𝑚−𝑠  بنابرین𝑝|𝑝𝑧−𝑠 + 𝑢. 

𝑧اکنون اگر  = 𝑠   آنگا𝑝|1 + 𝑢(1. ا  طرفی طبق قسمت) ،𝑝 − 1|𝑢 بنابراین خواهیم داشت 

(3-2                                               )𝑝 − 1|𝑢 − (𝑝 − 1)   

(3-3) 𝑝|𝑢 + 1 − 𝑝 ⟹ 𝑝|𝑢 − (𝑝 − 1) 

𝑝(𝑝داریم ( 3-3( و )2-3)با توجه به  − 1)|𝑢 − (𝑝 − 𝑢بنابراین . (1 ≡ 𝑝 − 1(𝑚𝑜𝑑  𝑝(𝑝 − 1)). 

𝑧ر ووواگ > 𝑠 ا  وووآنگ𝑝|𝑢. (، 1ه قسمت)ودوبار  بنا ب𝑝 − 1|𝑢 . ه وودر نتی𝑝(𝑝 − 1)|𝑢ن،وو، بنابرای 

𝑢 ≡∘ (𝑚𝑜𝑑  𝑝(𝑝 − 1)). ∎        

 کنیمدهیم به صورت  یر تعریف مینمایش می 𝑝𝑠را که با  𝐺اندیس مینیمال .  3-1-3تعریف

𝑝𝑠 = 𝑚𝑖𝑛{|𝑐𝑙(𝑥)||𝑥 ∈ 𝐺 − 𝑍(𝐺)}.1 
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|𝑐𝑙(𝑥)|نامیووم در صورتی کووه می𝐺 در  1را ا  رد  مینیمال 𝑥همچنین  = 𝑝𝑠 به عبارت دیگور چون .

|𝑐𝑙(𝑥)| =
|𝐺|

|𝐶𝐺(𝑥)|
 ،𝑥  ا  رد  مینیمال است در صورتی که 

|𝐶𝐺(𝑥)| = 𝑚𝑎𝑥{|𝐶𝐺(𝑦)||𝑦 ∈ 𝐺 − 𝑍(𝐺)}.1 

𝐴فرض کنیم   .4-1-3لم = {|𝐿||𝑍(𝐿) ⊈ 𝑍(𝐺)}  و𝐻 ∈ 𝐴 در این صورت .|𝐻| = 𝑚𝑎𝑥 𝐴  اگور و

|𝐻|تنها اگر  =
|𝐺|

𝑝𝑠
𝑍(𝐻)، و هر عضو  − 𝑍(𝐺) .ا  رد  مینیمال باشد 

|𝐻|کنیوم می.  فورض برهان =
|𝐺|

𝑝𝑠
𝑍(𝐻)و هووور عضو   − 𝑍(𝐺)  ا  رد  مینیمال بواشد. چوون

𝑍(𝐻) ⊈ 𝑍(𝐺)  پس𝐻 ∈ 𝐴 کنیوم می. فوورض|𝐻|  ماکزیمم𝐴  نباشد. یعنی𝐾 یی در𝐴  وجود داشته

|𝐻|باشد که  < |𝐾|کنیم . فورض می𝑥 ∈ 𝑍(𝐾) − 𝑍(𝐺) در ایوون صوورت .𝐾 ⊆ 𝐶(𝑥) در نتی ووه .

|𝐻| < |𝐶(𝑥)| لووذا .|𝐺: 𝐶(𝑥)| < |𝐺: 𝐻| بنابووراین .|𝑐𝑙(𝑥)| < 𝑝𝑠 که یک تناقض است. پوس ،

|𝐻| = 𝑚𝑎𝑥 𝐴. 

𝐻1دهیووم رد  مینیمال بوواشد. قوورار می عضوی ا  یک 𝑥کنیم میبوورعکس، فورض  = 𝐶(𝑥) .

𝐻1  در شرط𝑍(𝐻1) ⊈ 𝑍(𝐺) کند. در نتی وه صدق می|𝐻1| ≤ |𝐻| بنابووراین .|𝐻| ≥
|𝐺|

𝑝𝑠
. حال اگر 

𝑦 ∈ 𝑍(𝐻) − 𝑍(𝐺)    آنگووا𝐻 ⊆ 𝐶(𝑦) پس .|𝐺: 𝐻| ≥ |𝐺: 𝐶(𝑦)| ≥ 𝑝𝑠 در نتی ووه .|𝐻| ≤
|𝐺|

𝑝𝑠
 .

|𝐻|بنابووراین  =
|𝐺|

𝑝𝑠
𝑧. اینک برای هوووور  ∈ 𝑍(𝐻) − 𝑍(𝐺)،𝐻 ⊆ 𝐶(𝑧).  ا  طرفی|𝐶(𝑥)| ≤ |𝐻| .

|𝐶(𝑥)|پوووس  ≤ |𝐶(𝑧)| < |𝐺| لذا .|𝐶(𝑥)| = |𝐶(𝑧)|  و𝑧  .ا  رد  مینیمال است∎  

𝐶، اشدوووواهی بوورو  متنوووووگ-𝑝ک ووی 𝐺م وووورض کنیووووف . 5-1-3مــــل = 𝐶(𝑏)  و

|𝐶| = 𝑚𝑎𝑥{|𝐶(𝑑)||𝑑 ∈ 𝐺 − 𝑍(𝐺)} . در این صورت𝐶  نرمال است اگر وتنها اگر مرکزسا  عنصری

𝑍2(𝐺)ا   − 𝑍(𝐺) .باشد 

𝑥کنیم میفرض  . رهانـب ∈ 𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺)   و𝐶 = 𝐶(𝑥)  که𝐶 مرکزسا  ماکسیمال  کی𝐺 

,𝑥]باشد آنگا   𝐺عضو دلخواهی ا   𝑔کنیم اگر باشد. ابتدا ثابت می 𝑔] ∈ 𝑍(𝐺) داریم . 

                                                 
1 inimal classm 
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𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺) = 𝑍(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ )⁄   1     

                           ⟹ [𝑥𝑍(𝐺), 𝑔𝑍(𝐺)] = 𝑍(𝐺) 1 

⟹ [𝑥, 𝑔]𝑍(𝐺) = 𝑍(𝐺)   ⟹ [𝑥, 𝑔] ∈ 𝑍(𝐺).                  1 

𝐶(𝑥)کنیم حال ثابت می ⊲ 𝐺 کنیم می. فرض𝑎 ∈ 𝐶(𝑥)  و𝑔 ∈ 𝐺در این صورت خواهیم داشت ، 

𝑔
−1
𝑎𝑔𝑥 = 𝑔

−1
𝑎𝑔𝑥𝑔

−1
𝑥
−1
𝑥𝑔 1 

= 𝑔
−1
𝑔𝑥𝑔

−1
𝑥
−1
𝑎𝑥𝑔 = 𝑥𝑔

−1
𝑥
−1
𝑎𝑥𝑔 = 𝑥𝑔

−1
𝑎𝑔                                   1 

𝑔 بنابراین
−1
𝑎𝑔 ∈ 𝐶(𝑥)  و𝐶(𝑥) ⊲ 𝐺. 

𝑍(𝐶) در نتی ووهاشد. ووب نرمال 𝐺در  𝐶م وورض کنیوور عکس، فووب ⊲ 𝐺 ا  طرفی .𝑍(𝐺) ⊆ 𝐶  

𝑍(𝐺)ن ووبنابرای ⊆ 𝑍(𝐶) گوییم چون .𝐺  یک𝑝-رو  است، ووگ𝐺 𝑍(𝐺)⁄  نیز یک𝑝-رو  است. ووگ

1 همچنیوون ≠ 𝑍(𝐶) 𝑍(𝐺) ⊲ 𝐺 𝑍(𝐺)⁄⁄ لذا .𝑍(𝐶) 𝑍(𝐺) ∩ 𝑍(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ ) ≠ ن وورایو. بناب⁄1

1 ≠ 𝑥𝑍(𝐺) ∈ 𝑍(𝐶) 𝑍(𝐺)⁄ ∩ 𝑍(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ 𝑥ه ووووودر نتی  .( ∈ 𝑍(𝐶) ∩ (𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺)) .

𝐶ن ووبنابرای ⊆ 𝐶(𝑥) ⊊ 𝐺 چون .𝐶  ماکسیمال است خواهیم داشت𝐶 = 𝐶(𝑥). ∎ 

 𝐺های مینیمال رد رو  ناآبلی باشد. در این صورت بعضی ا  ووگ-𝑝یک  𝐺فرض کنیم  . 6-1-3قضیه

هستند. به عبارت دیگر بعضی مرکزسا ها ا  مرتبه ماکسیمال، نرمال هستند. به  𝑍2(𝐺)مشمول در 

𝑤یک عنصر ا  پهنای مینیمال باشد آنگا  عنصری مانند  𝑥علاو  اگر  ∈ 𝑍2(𝐺)  ا  پهنای مینیمال به

,𝑥]فرم  𝑦, … , 𝑦] که  وجود دارد𝑦 ∈ 𝐺. 

𝐶دهیم عنصری ا  یک رد  مینیمال باشد. قرار می 𝑥کنیم میفرض  . برهان = 𝐶(𝑥) بنابراین .

[𝐺: 𝐶] = 𝑝𝑠 با استقراء روی .𝑠 اگر  کنیم.حکم را ثابت می𝑝𝑠 = 𝑝
𝐶آنگا   1 ⊲ 𝐺 کنیم می. فرض

𝑠 > 𝑦کنیم میرض وو. به علاو  ف1 ∈ 𝑁(𝐶) − 𝐶  به طوری که 𝑦𝑝 ∈ 𝐶 برای هر .𝑛دهیم ، قرارمووی

[𝑥, 𝑦; 𝑛] = [𝑥, 𝑦, … , 𝑦⏟  

𝑛 بار

,𝑥]که کوچکترین عددی باشد  𝑘کنیم می. فرض [ 𝑦; 𝑘] = 𝑘. اگر 1 = 1 
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,𝑥]آنگا   𝑦] = 𝑥𝑦 . در نتی ه1 = 𝑦𝑥  بنابراین .𝑦 ∈ 𝐶 بنابراین  .که یک تناقض است𝑘 >  𝑎. اگر 1

𝐶عضو دلخواهی ا   = 𝐶(𝑥) م ووباشد داری[𝑎, 𝑥] = ,𝑥]در نتی ه  .1 𝑎] = 𝑥بنابراین  1 ∈ 𝑍(𝐶) .لذا 

1با استقراء داریم  ،31-1-1نتی ه بنا به  ≠ [𝑥, 𝑦; 𝑘 − 1] ∈ 𝑍(𝐶) پس .𝐶 ⊆ 𝐶([𝑥, 𝑦; 𝑘 − 1]) .

,𝑥]]م وهمچنین داری 𝑦; 𝑘 − 1], 𝑦] = [𝑥, 𝑦; 𝑘] = 𝑦س و. پ1 ∈ 𝐶([𝑥, 𝑦; 𝑘 − . ا  طرفی، چون ([1

𝑦 ∉ 𝐶 ،𝐶 ≠ 𝐶([𝑥, 𝑦; 𝑘 − 𝐶ه وو. در نتی ([1 ⊊ 𝐶([𝑥, 𝑦; 𝑘 − 1]) ⊆ 𝐺 چون .𝐶 ال است وماکسیم

,𝐶([𝑥س ووپ 𝑦; 𝑘 − 1]) = 𝐺 بنابراین .[𝑥, 𝑦; 𝑘 − 1] ∈ 𝑍(𝐺)دهیم . قرار می𝑧 = [𝑥, 𝑦; 𝑘 − 2] .

,𝑧]ن وورایوبناب 𝑦] = [𝑥, 𝑦; 𝑘 − 1] ≠ 𝑧𝑦لذا  .1 ≠ 𝑦𝑧 ه و. در نتی𝑧 ∉ 𝑍(𝐺) اما .𝑧 ∈ 𝑍(𝐶)س وو. پ

𝑧  م وون داریوهمچنی .توال اسورد  مینیم ا𝐶 ⊆ 𝐶(𝑧) ⊊ 𝐺ه ووه اینکووه بوا توجو. ب𝐶 اکسیمال وم

𝐶م داشت ووت، خواهیوواس = 𝐶(𝑧)چووون . [𝑧, 𝑦] ∈ 𝑍(𝐺)  پوس[𝑧, 𝑦]𝑝 = [𝑧, 𝑦𝑝]. ا  طرفی 

𝑦𝑝 ∈ 𝐶 = 𝐶(𝑧)لووذا . [𝑧, 𝑦𝑝] = ,𝑧] بووراین. بنا1 𝑦]𝑝 = 𝑁م وودهیرار میوو. ق1 = 〈[𝑧, 𝑦]〉 چون .

𝑁 ≤ 𝑍(𝐺) س ووپ𝑁 ⊲ 𝐺م ودهیرار میو. ق𝐻 = 𝐺 𝑁⁄.  داریم𝐶(𝑧)𝑁

𝑁
⊊ 𝐶(𝑧𝑁) ⊆

𝐺

𝑁
𝑁، و  ⊆ 𝐶(𝑧) .

|𝑐𝑙(𝑧𝑁)|بنابراین  ≤ 𝑝𝑠.  ا  طرفی𝑦 ∉ 𝐶  و𝑦𝑁 ∈ 𝐶(𝑧𝑁) پووس ،|𝑐𝑙(𝑧𝑁)| ≤ 𝑝
𝑠−1.  بنابووور

|𝑐𝑙(𝑧𝑁)|، 13-2-1لووووم  ≥
|𝑐𝑙(𝑧)|

|𝑁|
=
𝑝𝑠

𝑝
= 𝑝

𝑠−1 بنابوووووراین .|𝑐𝑙(𝑧𝑁)| = 𝑝
𝑠−1  و این رد ، یک

𝑤𝑁ه طوری که وووجود دارد ب 𝑤ه فرض استقراء، عنصری مانند وواست. بنا ب 𝐻رد  مینیمال در  ∈

𝑍2(𝐻)  وwN   در یک رد  مینیمال ا𝐻 ن وورایوگیرد. بنابرار میوق|𝑐𝑙(𝑤𝑁)| = 𝑝
𝑠−1 ه وو. در نتی

|𝑐𝑙(𝑤)|است و بنا بر مینیمال بودن داریم  𝑝𝑠ا  اندا   حداکثر  𝐺در  𝑤رد   = 𝑝𝑠. کنیم فرض می

𝑣 ∈ 𝐺خواهیم داشت ،  

 𝑤𝑁 ∈ 𝑍2(𝐻)   ⟹ 𝑤𝑁𝑍(𝐻) ∈ 𝑍2(𝐻) 𝑍(𝐻) = 𝑍(𝐻 𝑍(𝐻)⁄ )⁄   1 

⟹ [𝑤𝑁, 𝑣𝑁]𝑍(𝐻) = 1
𝐻 𝑍(𝐻)⁄

= 𝑍(𝐻)                     1 

 ⟹ [𝑤𝑁, 𝑣𝑁] ∈ 𝑍(𝐻).                                                                               1 

𝑔بنابراین برای هر  ∈ 𝐺 داریم 
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               ([𝑤, 𝑣]𝑁)𝑔𝑁 = [𝑤, 𝑣]𝑁 ⟹ [𝑤, 𝑣]𝑔𝑁 = [𝑤, 𝑣]𝑁  1 

     ⟹ [𝑤, 𝑣]𝑔 ∈ [𝑤, 𝑣]𝑁. 1 

,𝑤]راین رد  وبناب 𝑣]  در𝐺  مشمول در[𝑤, 𝑣]𝑁  است و چون|𝑁| = 𝑝س وو، پ|𝑐𝑙([𝑤, 𝑣])| ≤ 𝑝  ا .

𝑝طرفی  < 𝑝𝑠ن وو، بنابرای[𝑤, 𝑣] ∈ 𝑍(𝐺)م داشتوو. اینک خواهی  

 [𝑤, 𝑣] ∈ 𝑍(𝐺)  ⟹ [𝑤, 𝑣]𝑍(𝐺) = 𝑍(𝐺)  1 

⟹ [𝑤𝑍(𝐺), 𝑣𝑍(𝐺)] = 𝑍(𝐺) = 1
𝐺 𝑍(𝐺)⁄

                1 

⟹𝑤𝑍(𝐺) ∈ 𝑍(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ ) = 𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺)⁄                                            1 

𝑤بنابراین  ∈ 𝑍2(𝐺) اکنون دوبار  با استقراء روی .𝑠  شکل𝑤 کنیم.را ثابت می 

𝑠کنیم ابتدا فرض می = 𝐶 پس، 1 ⊲ 𝐺. نتی ه  در𝑍(𝐶) ⊲ 𝐺 بنابراین با استقراء روی .𝑛  همه عناصر

,𝑥]به فرم  𝑦; 𝑛]  در𝑍(𝐶) گیرند، جایی که قرار می𝑦 ∉ 𝐶 .کنیم به ا ای هر فرض می𝑖  که𝑖 > 2 ،

𝑥 ∈ 𝑍𝑖(𝐺) − 𝑍𝑖−1(𝐺) .لوذا چووون 𝑥𝑍
𝑖−2 ∉ 𝑍(𝐺/𝑍𝑖−2)  پووس[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑍

𝑖−1(𝐺) − 𝑍𝑖−2(𝐺) .

,𝑥]ا  طرفی چون  𝑦] ∈ 𝑍(𝐶)  پس[𝑥, 𝑦] عددی مانندا ادامه این روش، برای وا  پهنای یک است. ب 

𝑛 ،داریم [𝑥, 𝑦; 𝑛] ∈ 𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺).  

𝑠کنیم حال فرض می > ,𝑥]و  1 𝑦; 𝑛]𝑁 ∈ 𝑍2(𝐺 𝑁⁄ ) − 𝑍(𝐺 𝑁⁄ ,𝑥]دهیم قرار می. ( 𝑦; 𝑛] = ℎ .

𝑔پس برای هر  ∈ 𝐺 ،[ℎ, 𝑔]𝑁 ∈ 𝑍(𝐺 𝑁⁄ ′𝑔در نتی ه برای هر . ( ∈ 𝐺 ،[[ℎ, 𝑔]𝑁, 𝑔′𝑁] = 𝑁 .

,ℎ]]بنابراین  𝑔], 𝑔′] ∈ 𝑁 لذا .[ℎ, 𝑔]𝑔
′
∈ [ℎ, 𝑔]𝑁 . پس|𝑐𝑙([ℎ, 𝑔])| ≤ |𝑁| = 𝑝 < 𝑝𝑠 در نتی ه .

[ℎ, 𝑔] ∈ 𝑍(𝐺) بنابراین .ℎ = [𝑥, 𝑦; 𝑛] ∈ 𝑍2(𝐺) شود. و حکم ثابت می∎ 

 گرو  باشد. در این صورت-𝑝یک  𝐺فرض کنیم   .7-1-3قضیه

 ، مرکزی است.𝑝𝑠ا  مرتبه حداکثر  𝐺( هر  یرگرو  نرمال 1)

(2 )𝑝𝑠 ،مانند نرمالی رو ووو یرگ کووچکتوووریون عددی اسووت کوووووه بووورای آن 𝑁 که  وجود دارد

𝑍(𝐺 𝑁⁄ ) ≠ 𝑍(𝐺) 𝑁⁄. 
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𝑁کنیم میرض وف  (1.)برهان ⊲ 𝐺  و|𝑁| ≤ 𝑝𝑠12-2-1 موو. به موجب ل ،𝑁 = ⋃ 𝑐𝑙(𝑥)𝑥∈𝑁 .

 گیرند.در نتی ه در مرکز قرار می مزدوج دارند. ،تا 𝑝𝑠کمتر ا   𝑁بنابراین عناصر 

𝑥کنیم می(  فرض 2) ∈ 𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁)خواهیم داشت . 

𝑥𝑁 ∈ 𝑍(𝐺 𝑁⁄ )   ⟹ [𝑥𝑁, 𝑔𝑁] = 𝑁   ، 𝑔𝑁 ∈ 𝐺 𝑁⁄  1   برای هر 

⟹ [𝑥, 𝑔] ∈ 𝑁  ⟹ 𝑔
−1
𝑥𝑔 ∈ 𝑥𝑁.                     1 

𝑐𝑙(𝑥)ه وودر نتی  ⊆ 𝑥𝑁 بنابراین .|𝑐𝑙(𝑥)| ≤ |𝑥𝑁| = |𝑁|. ر وواگ|𝑁| < 𝑝𝑠 ا وآنگ 𝑥 ∈ 𝑍(𝐺). 

𝑥کنیم میاینک فرض  ∈ 𝑍2(𝐺) ه وه طوری کووب𝑥  دهیمقرار میرد  مینیمال باشد.  ا 𝑁:= [𝑥, 𝐺] 

𝜑ع وو. تاب ∶ 𝑁 ⟶ 𝑐𝑙(𝑥)  ا ضابطه وورا ب[𝑥, 𝑔] ⟼ 𝑥𝑔 وضوحه ووم. بووکنیتعریف می  𝜑ر وک تناظوی

𝑥 اسوت. ا  طرفی 𝑝𝑠رتبه ورمال ا  موورو  نووویک  یرگ 𝑁دوسویی است. بنابراین  ∈ 𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁) .

𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁) پس ≠ 𝑍(𝐺)شود.. و حکم ثابت می ∎ 

 گرو  باشد. در این صورت-𝑝یک  𝐺فرض کنیم   .8-1-3قضیه

𝑥( اگر 1) ∈ 𝑍2(𝐺)   و ا  پهنای مینیمال باشد آنگا𝑥𝑝 ∈ 𝑍(𝐺). 

:𝐻𝑖باشند به طوری که  𝑝𝑠 دو  یرگرو  نرمال ا  مرتبه 𝑁2و  𝑁1( اگر 2) = 𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁𝑖) ≠ 𝑍(𝐺) 

𝐻1آنگا   ∩ 𝐻2 = 𝑍(𝐺). 

𝐻𝑖ه ووه طوری کوباشند ب متمایز رکزسا  ماکسیمالوودو م 𝐶2و  𝐶1ر ووو( اگ3) = 𝑍(𝐶𝑖) ا  ووآنگ

𝐻1 ∩ 𝐻2 = 𝑍(𝐺). 

𝑥م وووکنیمیرض ووف  (1.)برهان ∈ 𝑍2(𝐺)  م وکنیمیرض وواشد. بعلاو  فوورد  مینیمال ب ا و

𝐶 = 𝐶(𝑥) چون .𝐶  در𝐺 کنیوم نرمال است پووس فوورض می𝑦 ∉ 𝐶 ا وام𝑦𝑝 ∈ 𝐶. دهیوم قوورار می

𝐾 = 〈𝑥, 𝑦〉.  چون𝑥 ∈ 𝑍2(𝐺)  پس[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑍(𝐺)  و لوووووذا[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑍(𝐾) پس .𝐾   پوچتوووان ا

,𝑥𝑝]راین وووووت. بنابوواس 2 رد  𝑦] = [𝑥, 𝑦𝑝] = 𝑦 هوو. در نتی  1 ∈ 𝐶(𝑥𝑝). ه اینکه ووا توجه بوووب
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𝑦 ∉ 𝐶(𝑥)  و𝐶(𝑥) ⊆ 𝐶(𝑥𝑝) م داشت وووخواهی𝐶(𝑥) ⊊ 𝐶(𝑥𝑝) ⊆ 𝐺ون ووووییم چوووک گو. این𝐶 

𝐶(𝑥𝑝)ماکسیمال است،  = 𝐺. راین وبناب𝑥𝑝 ∈ 𝑍(𝐺). 

𝑥کنیم میرض ووف (2) ∈ 𝐻1 ∩ 𝐻2س و. پ𝑥 ∈ 𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁1)  و𝑥 ∈ 𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁2). ر ووواگ

𝑥 ∈ 𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁1) آنگا  خواهیم داشت 

𝑥𝑁1 ∈ 𝑍(𝐺/𝑁1) ⟹ [𝑥𝑁1, 𝑔𝑁1] = 𝑁1         ، 𝑔 ∈ 𝐺 1   برای هر 

⟹ [𝑥, 𝑔] ∈ 𝑁1                                                                    1 

,𝑥]ه ودر نتی  𝐺] ⊆ 𝑁1ر ووشود اگمشابه ثابت می . به طور𝑥 ∈ 𝑍(𝐺 𝑚𝑜𝑑 𝑁2)   آنگا[𝑥, 𝐺] ⊆ 𝑁2. 

,𝑥]ن ووبنابرای 𝐺] ⊆ 𝑁1 ∩ 𝑁2 ه تعداد مزدوجهای و. در نتی𝑥   کمتر ا𝑝𝑠 س ووتا است. پ𝑥 ∈ 𝑍(𝐺). 

𝐻1ن ورایووووبناب ∩ 𝐻2 ⊆ 𝑍(𝐺). ا  طرفووی چوووون 𝑍(𝐺) ⊆ 𝐻1  و𝑍(𝐺) ⊆ 𝐻2ن ورایوووو، بناب

𝑍(𝐺) ⊆ 𝐻 1 ∩ 𝐻2، شود.و حکم ثابت می 

𝑥کنیم میفرض   (3) ∈ 𝐻1 ∩ 𝐻2ه اینکه ووا توجه بو. ب𝐻1 = 𝑍(𝐶1)  و𝐻2 = 𝑍(𝐶2)م وو، داری

𝑥 ∈ 𝑍(𝐶1)  و𝑥 ∈ 𝑍(𝐶2)ن وورایبو. بنا𝐶1 ⊆ 𝐶(𝑥) ⊆ 𝐺  و𝐶2 ⊆ 𝐶(𝑥) ⊆ 𝐺 ا  طرفی .𝐶1 ≠ 𝐶2 .

𝐶(𝑥)م ووداری 𝐶2و  𝐶1ودن وور ماکسیمال بووس بنابووپ = 𝐺 ه وو. در نتی𝑥 ∈ 𝑍(𝐺)راین وو. بناب

𝐻1 ∩ 𝐻2 ⊆ 𝑍(𝐺) . چون بر عکس𝑍(𝐺) ⊆ 𝐶1  و𝑍(𝐺) ⊆ 𝐶2م ووووو، داری𝑍(𝐺) ⊆ 𝑍(𝐶1) = 𝐻1 

𝑍(𝐺)و  ⊆ 𝑍(𝐶2) = 𝐻2راین و. بناب𝑍(𝐺) ⊆ 𝐻1 ∩ 𝐻2، شود.و حکم ثابت می ∎ 

𝐻متناهی و  رو ویک گ 𝐺فوورض کنیوم   .9-1-3تعریف ≠ باشد. گوییم  𝐺یک  یرگرو  نرمال ا   1

(𝐺, 𝐻)  دارای ویژگی(𝐶)  است اگر و تنها اگر به ا ای هر𝑥  عضو𝐺 − 𝐻  و هرℎ ∈ 𝐻 ،𝑥  در𝐺  با𝑥ℎ 

 مزدوج باشد.

,𝐺)بوواشد که  3گووورو  ا  رد  پوچتوانی -𝑝 یک 𝐺م ورض کنیوف.  11-1-3قضیه 𝑌2)  دارای ویژگی

(𝐶)  باشد. همچنین فرض کنیم|𝐺: 𝑌2| = 𝑝
𝑚  و|𝑌2: 𝑌3| = 𝑝

𝑛 در این صورت . 



61 
 

(1 )(𝐺, 𝑌3)  دارای ویژگی(𝐶) است. 

(2  )𝑚 = 2𝑛  و𝑛 .وج است  

 ∎رجوع شود.  ]2-1، قضیه 13 [به   برهان.

,𝐺)باشد که  3گورو  متناهی ا  رد  پوچتوانی -𝑝 یک 𝐺م ورض کنیووف  .11-1-3نتیجه 𝑌2)  دارای

𝑌2(𝐺)باشد. در این صورت  (𝐶)ویژگی  = 𝑍2(𝐺)  و𝑌3(𝐺) = 𝑍(𝐺). 

 ∎رجوع شود.  ]3-1، نتی ه 13 [به .  برهان

𝐺.  فورض کنیم 12-1-3لم = 𝑄4𝑛 = 〈𝑎, 𝑏|𝑎
𝑛 = 𝑏

2
, 𝑏𝑎𝑏

−1
= 𝑎

−1
است. در  2توانی ا   𝑛کوه  〈

 است. 2و ا  اندا    3حداقل  𝐺های مینیمال این صورت تعووداد رد 

𝑍(𝑄4𝑛).  داریووم برهان = 〈𝑎
𝑛〉  و|〈𝑎𝑛〉| = |〈𝑎〉|. پووس 2 = 2𝑛 . اگووور𝑛 = آنگووا   2

𝐺 = 𝑄3 = {1, 𝑎, 𝑎
2
, 𝑎

3
, 𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑎

2
, 𝑏𝑎

3
[1] و داریوم { = {1} ،[𝑎

2
] = {𝑎

2
} ،[𝑎] = {𝑎, 𝑎

3
} ،

[𝑏] = {𝑏, 𝑏𝑎
2
[𝑏𝑎]و  { = {𝑏𝑎, 𝑏𝑎

3
حال فرض  دارد. 2رد  مینیمال ا  اندا    𝑄3 ،3. بنابووووراین {

𝑛کنیم می ≥  کنیم.باشد. دو حالت را بررسی می 𝐺عنصری دلخوا  ا   𝑥و  4

𝑥حالوت اول:  ∈ 〈𝑎〉 چووون .〈𝑎〉  دوری اسووت پووس〈𝑎〉 ⊆ 𝐶(𝑥) ⊆ 𝐺 حووال اگووور .𝐶(𝑥) = 𝐺 

𝑥آنگوووا   ∈ 𝑍(𝐺) بنابووووراین بووه ا ای هوووور .𝑥 ∈ 〈𝑎〉 − 𝑍(𝐺) ،〈𝑎〉 = 𝐶(𝑥) در نتی ووووه .

|[𝑥]| =
|𝐺|

|𝐶(𝑥)|
=

4𝑛

2𝑛
= 𝑛. لوذا اگووووور  2 ≥ ، حداقل بوه تعداد 𝐺آنگووووا   4

2𝑛−2

2
= 𝑛 − 1 ≥ 3 

 دارد و لذا این رد  ها مینیمال هستند.  2رد  تزویج ا  اندا   

𝑥حالت دوم:  ∉ 〈𝑎〉 پس .𝑥 = 𝑏𝑎𝑗 اینک .|𝐶(𝑥)| آوریم. اگر را بدست می𝑎𝑖𝑏𝑎𝑗 = 𝑏𝑎𝑗𝑎𝑖   آنگا 

𝑏𝑎−𝑖𝑎𝑗 = 𝑏𝑎𝑗𝑎𝑖⟹ 𝑎−𝑖𝑎𝑗 = 𝑎𝑗𝑎𝑖1 

                  ⟹ 𝑎−𝑖 = 𝑎𝑖⟹ 𝑎
2𝑖
= 1⟹ o(𝑎)|2𝑖1 

                    ⟹ 2𝑛|2𝑖 ⟹ 𝑛|𝑖 ⟹ 𝑖 =∘  𝑛.1 یا 
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𝑏𝑎𝑖و اگر 
′
𝑥 = 𝑥𝑏𝑎𝑖

 آنگا   ′

𝑏𝑎𝑖
′
𝑏𝑎𝑗 = 𝑏𝑎𝑗𝑏𝑎𝑖

′
⟹ 𝑎−𝑖

′
𝑏

2
𝑎𝑗 = 𝑎−𝑗𝑏

2
𝑎𝑖

′1 

      ⟹ 𝑏
2
𝑎𝑗−𝑖

′
= 𝑏

2
𝑎𝑖

′−𝑗⟹ 𝑎
2(𝑗−𝑖′)

= 11 

                              ⟹ 𝑜(𝑎)|2(𝑗 − 𝑖 ′) ⟹ 2𝑛|2(𝑗 − 𝑖 ′) ⟹ 𝑛|𝑗 − 𝑖 ′1 

                              ⟹ 𝑗 − 𝑖 ′ =∘ 𝑛 یا  ⟹ 𝑖 ′ = 𝑗 یا 𝑖 ′ = 𝑗 − 𝑛.1 

|𝐶(𝑥)| نورایووبناب = |[𝑥]|. در نتی ووه 4 =
|𝐺|

|𝐶(𝑥)|
=

4𝑛

4
= 𝑛 ≥ رد  مینیمال نیست. در  [𝑥]. لذا 4

𝑛دقیقاً  𝐺نتی ه  −  ∎عضوی دارد.  2رد  مینیمال  1

𝐺فووورض کنیووم   .13-1-3لم = 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏|𝑎
𝑛 = 𝑏

2
= 1, 𝑏𝑎𝑏−1

= 𝑎
−1
 2توانی ا   𝑛که  〈

 است. 2و ا  اندا    2حداقل  𝐺های مینیمال است. در این صورت تعداد رد 

𝑛. اگووور برهان = 𝐺آنگوووا   4 = 𝐷3 = {1, 𝑎, 𝑎
2
, 𝑎

3
, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎

2
𝑏, 𝑎

3
𝑏}  [1]و داریووم = {1} ،

[𝑎
2
] = {𝑎

2
} ،[𝑎] = {𝑎, 𝑎

−1
} ،[𝑏] = {𝑏, 𝑎

2
𝑏}  و[𝑎𝑏] = {𝑎𝑏, 𝑎

3
𝑏} بنابووووورایوون .𝐷3 ،3   رد

〈𝑎〉دارد. داریم  2مینیمال ا  اندا    ⊲ 𝐺 .کنیم فرض می𝑥 ∈ 〈𝑎〉 چون .〈𝑎〉  دوری است پووس

〈𝑎〉 ⊆ 𝐶(𝑥) ⊆ 𝐺 حال اگووور .𝐶(𝑥) = 𝐺  آنگووا 𝑥 ∈ 𝑍(𝐺) = {1, 𝑎𝑛 2⁄
𝑥. بنابوووراین اگووور { ∈

〈𝑎〉 − {1, 𝑎𝑛 2⁄
〈𝑎〉آنگووا    { = 𝐶(𝑥) در نتی ووه .|[𝑥]| =

|𝐺|

|𝐶(𝑥)|
=

2𝑛

𝑛
= 𝑛. لذا اگور 2 > آنگا   4

𝐺 به تعداد ،
𝑛−2

2
>   ∎دارد.  2رد  مینیمال ا  اندا    1

𝐺.  فورض کنیم 14-1-3لم = 𝑆𝐷
2
𝑛 =< 𝑎, 𝑏|𝑎

2
𝑛−1

= 𝑏
2
= 1, 𝑏−1

𝑎𝑏 = 𝑎
−1+2

𝑛−2

. در این <

 است. 2و ا  اندا    2حداقل   𝐺های مینیمال تعوداد رد صورت 

𝑛ناآبلی است پس  𝐺چون   برهان. > :𝐺|. داریووم 3 〈𝑎〉| = 𝑍(𝐺)و  2 ⊆ 〈𝑎〉 چون .𝐺  ناآبلی

𝐺است پوووس  𝑍(𝐺)⁄  دوری نیست. در نتی ووه|𝐺: 𝑍(𝐺)| ≥ :〈𝑎〉|. بنابووورایوون 4 𝑍(𝐺)| ≥ 2 .
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〈𝑎〉عنصری دلخوا  ا   𝑥کنیوم فورض می − 𝑍(𝐺)  بوواشد. در ایوون صورت〈𝑎〉 ⊆ 𝐶(𝑥) ⊆ 𝐺 در .

𝐶(𝑥)نتی ووه  = 𝐺  یووا𝐶(𝑥) = 〈𝑎〉 چووون .𝑥  مرکزی نیست پووس𝐶(𝑥) = 〈𝑎〉 بنابوووووراین .

|[𝑥]| =
|𝐺|

|𝐶(𝑥)|
=

2
𝑛

2
𝑛−1
= 𝑛عضوی است. اینک اگور  2رد  مینیمال  [𝑥]. لذا 2 > حداقل  𝐺آنگوا   3

|〈𝑎〉−𝑍(𝐺)|

2
≥
|𝑎| 2⁄

2
=
|𝑎|

4
≥  ∎دارد.  2رد  مینیمال ا  اندا    2

𝑝 و دقیقاً باشد، 𝑐یک گرو  ا  رد  پوچتوانی  𝐺فرض کنیم   .15-1-3قضیه − رد  مینیمال داشته  1

 در این صورت باشد.

(1 )𝑍2(𝐺) لی مقدماتی است، وآب|𝑍2(𝐺): 𝑍(𝐺)| = 𝑝 ه در وکرد  های مینیمال رد  هایی هستند  و

𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺) های گیرند. همچنین این رد  ها، همدستهمی قرار𝑍(𝐺) .هستند 

𝑥( اگر 2) ∈ 𝑍3(𝐺) − 𝑍2(𝐺)   آنگا𝑐𝑙(𝑥) = 𝑥𝑍2(𝐺). 

(3 )𝑐 ≥ 𝑌علاو  . ب4
𝑐−1 = 𝑍2(𝐺)  و𝑌𝑐 = 𝑍(𝐺). 

𝑢 روو، اگ 2-1-3ه ووه موجب قضیووب  (1.)برهان = 𝑝 − 𝑝𝑠آنگا   1 = 𝑝𝑧. رض وور فوواینک اگ

𝑥کنیم  ∈ 𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺) آنگا  خواهیم داشت 

𝑥𝑍(𝐺) ∈ 𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺)⁄ = 𝑍(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ ) 1 

                    ⟹  [𝑥𝑍(𝐺), 𝑔𝑍(𝐺)] = 𝑍(𝐺)       ، 𝑔 ∈ 𝐺1     برای هر 

            ⟹  [𝑥, 𝑔] ∈ 𝑍(𝐺) ⟹ 𝑔
−1
𝑥𝑔 ∈ 𝑥𝑍(𝐺).             11 

𝑐𝑙(𝑥)ن ووبنابرای ⊆ 𝑥𝑍(𝐺) ه وو. در نتی|𝑐𝑙(𝑥)| ≤ |𝑥𝑍(𝐺)| = |𝑍(𝐺)| = 𝑝𝑧ه اینکه وو. با توجه ب

𝑥 ∉ 𝑍(𝐺) خواهیم داشت ،|𝑐𝑙(𝑥)| ≥ 𝑝𝑠 = 𝑝𝑧. پس |𝑐𝑙(𝑥)| = 𝑝𝑧 در نتی ووه .𝑐𝑙(𝑥) = 𝑥𝑍(𝐺) .

 کنندمتمایز تولید میمینیمال های ، رد 𝑍2(𝐺)در  𝑍(𝐺) نابدیهی متمایز هایدستهوییم چون همووگ

𝑝ه تعداد حداکثر ووب پووس − :𝑍2(𝐺)|پووس  وجود دارد. هاهمدستهن وتا ا  ای 1 𝑍(𝐺)| ≤ 𝑝.  اینک
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:𝑍2(𝐺)| ،م داشتوورو  است خواهیووگ-𝑝یک  𝐺ه اینکه وووا توجه بوب 𝑍(𝐺)| ≥ 𝑝ن ورایوو. بناب

|𝑍2(𝐺): 𝑍(𝐺)| = 𝑝. های مینیمال هستند.رد های نابدیهی همدستهعلاو  همه این ب 

𝑥 کنیوموورض میدوبار  ف ∈ 𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺)م ووکنیمیرض ووعلاو  فوو. ب𝑧 ∈ 𝑍(𝐺) کردیم . ثابت

𝑐𝑙(𝑥) کووه = 𝑥𝑍(𝐺)ن ورایوو. بناب𝑥𝑧 = 𝑥𝑣  که در آن𝑣   عضوی ا𝐺  ه وواست. در نتی𝑧 = [𝑥, 𝑣] .

𝑧𝑝 اینبنابر = [𝑥, 𝑣]𝑝 = [𝑥𝑝, 𝑣](1) سمتو، ق3-1-3 هووقضیب ووجوه مووو. ب  ،𝑥𝑝 ∈ 𝑍(𝐺) در .

𝑧𝑝ه ووونتی  = [𝑥𝑝, 𝑣] = :𝑍2(𝐺)|لی مقدماتی است. ا  طرفی، وآب 𝑍(𝐺)ن وبنابرای .1 𝑍(𝐺)| = 𝑝، 

𝑍2(𝐺) در نتی ه = 〈𝑥, 𝑍(𝐺)〉 و ،𝑍2(𝐺)  کنیم میآبلی است. اینک فرض𝑍2(𝐺)  .مقدماتی نباشد

𝑍(𝐺)جود دارد به طوری که و 𝑍(𝐺)ا   𝑊،  یرگرو  نرمالی مانند 34-1-1بنابر قضیه = 〈𝑥𝑝〉 ×𝑊 .

𝑝(𝑥𝑝)ا  طرفی  = 𝑥𝑝
2
= 𝑒 پس .𝑜(𝑥)|𝑝

2
𝑍2(𝐺)  . بنابراین  = 〈𝑥〉 ×𝑊 ه وو. در نتی𝑍2(𝐺) 𝑊⁄ 

𝑝دوری و ا  مرتبه 
|𝑊|ن ورایوواست. بناب 2 = 𝑝

𝑠−1م وورض کنیوور فوو. اگ𝑔𝑊 ∈ 𝑍(𝐺 𝑊⁄ ا  وآنگ (

𝑦 ∈ 𝐺 برای هر، [𝑔𝑊, 𝑦𝑊] = 𝑊 در نتی ه .[𝑔, 𝑦] ∈ 𝑊 لذا .[𝑔, 𝐺] ⊆ 𝑊بنابراین .    

|𝑐𝑙(𝑔)| = |[𝑔, 𝐺]| ≤ |𝑊| = 𝑝
𝑠−1
. 1 

𝑔ه وودر نتی  ∈ 𝑍(𝐺).  لووذا𝑍(𝐺 𝑊⁄ ) = 𝑍(𝐺) 𝑊⁄ داریووم .
𝑍2
(𝐺 𝑊⁄ )

𝑍(𝐺 𝑊⁄ )
= 𝑍(

𝐺 𝑊⁄

𝑍(𝐺 𝑊⁄ )
 . پووس (

1
𝑍2
(𝐺 𝑊⁄ )

𝑍(𝐺) 𝑊⁄
= 𝑍(

𝐺 𝑊⁄

𝑍(𝐺) 𝑊⁄
) ≅ 𝑍(

𝐺

𝑍(𝐺)
) =

𝑍2
(𝐺)

𝑍(𝐺)
≅
𝑍2
(𝐺) 𝑊⁄

𝑍(𝐺) 𝑊⁄
 

𝑍2(𝐺|در نتی وووه   𝑊⁄ )| = | 𝑍2(𝐺) 𝑊|⁄ا  طرفوی .𝑍2(𝐺) 𝑊⁄ ⊆ 𝑍2(𝐺 𝑊⁄ . بنابوووورایوون (

𝑍2(𝐺 𝑊⁄ ) = 𝑍2(𝐺) 𝑊⁄  5-5-3، قضیه5[دوری است. پس بنابور[ 𝐺 𝑊⁄  گرو  دووجهی، چهارگانه

ی رد  مینیمال این گووروهها عددی اول است. بنابوور دانیم مرتبهیا نیم دووجهی است. همچنین می

𝑔𝑊، بوه ا ای هووور 13-2-1لووم ∈ 𝐺 𝑊⁄ ،|𝑐𝑙(𝑔𝑊)| ≥
|𝑐𝑙(𝑔)|

|𝑊|
|𝑐𝑙(𝑔)| رووپس اگ.  > 𝑝𝑠   آنگووا

|𝑐𝑙(𝑔𝑊)| ≥ 𝑝
رد  مینیمال باشد آنگوا   𝑐𝑙(𝑔)رد  مینیمال نیست. ا  طرفی اگوور  𝑐𝑙(𝑔𝑊)و لذا  2
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|𝑐𝑙(𝑔𝑊)| = 𝑝 و لوذا ،𝐺 𝑊⁄ ًدقیقا ،𝑝 − ، 12-1-3دارد، که بنابر لم های  𝑝رد  مینیمال ا  اندا    1

𝐺، با ساختار 14-1-3و 3-1-13 𝑊⁄  در تناقض است. بنابوووراین𝑍2(𝐺) .مقدماتی است 

𝑥( اگر 2) ∈ 𝑍3(𝐺) − 𝑍2(𝐺) آنگا  خواهیم داشت   

𝑥𝑍2(𝐺) ∈ 𝑍3(𝐺)/𝑍2(𝐺) = 𝑍(𝐺/𝑍2(𝐺)) 1 

                    ⟹    [𝑥𝑍2(𝐺), 𝑔𝑍2(𝐺)] = 𝑍2(𝐺)        ، 𝑔 ∈ 𝐺 1      برای هر 

                 ⟹  [𝑥, 𝑔]𝑍2(𝐺) = 𝑍2(𝐺)   ⟹ [𝑥, 𝑔] ∈ 𝑍2(𝐺) 1 

           ⟹  𝑥𝑔 ∈ 𝑥𝑍2(𝐺).                                    1 

𝑐𝑙(𝑥)ه وودر نتی  ⊆ 𝑥𝑍2(𝐺)راین وو. بناب|𝑐𝑙(𝑥)| ≤ |𝑥𝑍2(𝐺)| = |𝑍2(𝐺)|ه اینکه،  ووا توجه بو. ب

|𝑍2(𝐺): 𝑍(𝐺)| = 𝑝  و|𝑍(𝐺)| = 𝑝𝑧 ،داریم |𝑐𝑙(𝑥)| ≤ 𝑝
𝑧+1 ا  طرفی . |𝑐𝑙(𝑥)| ≥ 𝑝

𝑠+1علاو  و. ب

𝑝
𝑠+1
= 𝑝

𝑧+1راین وو. بناب|𝑐𝑙(𝑥)| = |𝑥𝑍2(𝐺)| .در نتی ووه 𝑐𝑙(𝑥) = 𝑥𝑍2(𝐺). 

𝑐(𝐺)ر وو( اگ3) = 𝐺ا  وآنگ 2 = 𝑍2(𝐺)ی بودن وورض ناآبلووا فو. که ب𝐺  در تناقض است. اینک

𝑐(𝐺)فرض کنیم  = 𝑥، به ا ای هر (2)ر قسمت و. بناب3 ∈ 𝑍3(𝐺) − 𝑍2(𝐺) ،𝑐𝑙(𝑥) = 𝑥𝑍2(𝐺) در .

𝐺هستند. بنابراین  𝑥 اگرهای ، جاب𝑍2(𝐺)نتی ه عناصر  ′ = 𝑍2(𝐺) ه وو. در نتی𝑥𝐺 = 𝑥𝐺 بنابراین  .′

(𝐺, 𝐺 :𝑍2(𝐺)|، 11-1-3و بنابر قضیه است (𝐶)دارای ویژگی  (′ 𝑍(𝐺)| ≠ 𝑝ه یک تناقض است. وو. ک

𝑐(𝐺)بنابراین  ≥ 4. 

𝑌، 14-3-1بووووه موجب لوووووم 
𝑐−2 ≰ 𝑍2(𝐺) و𝑌

𝑐−2 ≤ 𝑍3(𝐺)د ووری ماننون عنصوورایوو. بناب

𝑥 ∈ 𝑌
𝑐−2 ≤ 𝑍3(𝐺) ه ووووه طوری کووووجود دارد ب𝑥 ∉ 𝑍2(𝐺) (2)ر قسمت وووه بنابوو. در نتی ،

𝑍2(𝐺) = [𝑥, 𝐺]ا  طرفی . [𝐺, 𝑌
𝑐−2] = 𝑌𝑐−1 .ون ووچ حووال𝑥 ∈ 𝑌

𝑐−2 پووس 𝑍2(𝐺) ≤ 𝑌𝑐−1  ا .

𝑌دانیم طرفی می
𝑐−1 ≤ 𝑍2(𝐺) . بنابراین𝑍2(𝐺) = 𝑌𝑐−1. 
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𝑥به طور مشابه، عنصری مانند  ∈ 𝑌
𝑐−1 ≤ 𝑍2(𝐺) ه طوری که ووووجود دارد ب𝑥 ∉ 𝑍(𝐺) ه و. در نتی

𝑍(𝐺) = [𝑥, 𝐺] ≤ 𝑌𝑐 ا  طرفی .𝑌𝑐 ≤ 𝑍(𝐺) بنابراین .𝑌𝑐 = 𝑍(𝐺). ∎ 

 

 گروه های فراآبلی   3-2

باشد به طوری که  𝑁گویند هرگا  دارای  یرگرو  نرمالی مانند  1را فراآبلی 𝐺رو  وگ  .1-2-3تعریف

𝑁  و𝐺 𝑁⁄ .هردو آبلی باشند 

ه ووه طوری کووباشد ب 4داقل ولی ا  رد  حوورو  فراآبوویک گ 𝐺م وورض کنیوووف  .2-2-3هـقضی

|𝑍2(𝐺): 𝑍(𝐺)| = 𝑝 در این صورت عناصر .𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺) .پهنای یک دارند 

𝑐ه اینکه وا توجه بوواشد. بوب 𝑐ا  رد  پوچتوانی  𝐺م ورض کنیوو. فبرهان ≥ م داشت وو، خواهی4

𝑌
𝑐−2 ≰ 𝑍2  و𝑌

𝑐−2 ≤ 𝑍3(𝐺)∩ 𝐺
𝑥کنیم می. فرض ′ ∈ (𝑍3 ∩ 𝐺

′) − 𝑍2(𝐺)بنابراین . 

𝑥𝑍2(𝐺) ∈ 𝑍3(𝐺)/𝑍2(𝐺) = 𝑍(𝐺/𝑍2(𝐺)). 1 

𝑦عنصر  لذا ∈ 𝐺  وجود دارد که[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑍2(𝐺)  و[𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝐺) .چون |𝑍2(𝐺): 𝑍(𝐺)| = 𝑝 پس 

𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺)⁄ = 〈[𝑥, 𝑦]𝑍(𝐺)〉،  و همه عناصر𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺) ه فرم وب[𝑥, 𝑦]𝑖𝑧 ه در آن وک هستند

𝑧 ∈ 𝑍(𝐺)  و∘< 𝑖 < 𝑝 .به ا ای هر 3-1-1بنابر لم ،𝑖 ه وک∘< 𝑖 < 𝑝 ،𝐶([𝑥, 𝑦]𝑖𝑧) = 𝐶([𝑥, 𝑦]𝑖) .

,𝐶([𝑥، خواهیم داشت 1-1-1ا  طرفی به موجب لم 𝑦]𝑖) = 𝐶([𝑥, 𝑦])اصر وه عنون همورایوووو. بناب

𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺) م وووکنیمیرض ووود. فوزسا های یکسان دارنووومرک𝐶 = 𝐶(𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑍(𝐺)) در .

:𝐺|ه وونتی  𝐶| = 𝑝 .م ووک کافی است نشان دهیوواین𝐶([𝑥, 𝑦]) = 𝐶م سه وور ل. بنابووو

,𝑥] یووورگووورو ،  𝐺, 𝐶] ≤ [𝐶, 𝑥, 𝐺][𝐺, 𝐶, 𝑥]گویووویم چوون . [𝐶, 𝑥] ⊆ 𝑍(𝐺)م وو، داری

[𝐶, 𝑥, 𝐺] = [[𝐶, 𝑥], 𝐺] = ,𝐺]. ا  طرفی 1 𝐶] ⊆ 𝐺 𝑥و  ′ ∈ 𝐺 𝐺. چون ′ س ووپ آبوولی است ′

                                                 
1 etabelian groupm 
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[𝐺, 𝐶, 𝑥] = [[𝐺, 𝐶], 𝑥] = ,𝑥]ن وورایوو. بناب1 𝐺, 𝐶] = ,𝑥]]ه ووو، و در نتی 1 𝑦], 𝐶] = س و. پ1

𝐶 ⊆ 𝐶([𝑥, 𝑦]) ⊊ 𝐺 . چون|𝐺: 𝐶| = 𝑝 پس 𝐶 = 𝐶([𝑥, 𝑦])شود.، و حکم ثابت می ∎ 

𝑐لی ا  رد  ووورو  فراآبوووک گووی 𝐺م وورض کنیووف  .3-2-3قضیه > ه ووه طوری کووواشد  بووب 2

|𝑍2(𝐺) ∩ 𝐺
′| = 𝑝

1که  𝑖. در این صورت به ا ای هر 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑐 − 1 ،𝑍𝑖(𝐺) ∩ 𝐺
′ = 𝑌

𝑐+1−𝑖  و𝐺 

 گرو  است.-𝐶𝐹یک 

𝑖اگووور . کنیومحکوم را ثابوت می 𝑖ه ووراء نسبت بوواستق وواب . رهانــب = آنگوووا  داریووم  1

𝑌𝑐 ⊆ 𝑍(𝐺) ∩ 𝐺
′ ⊆ 𝑍2(𝐺) ∩ 𝐺

1. چوون ′ ≠ 𝐺′ ⊲ 𝐺  پووس𝑍(𝐺) ∩ 𝐺 ′ ≠ 𝐺. ا  طرفی 1 𝑍(𝐺)⁄ 

)ناآبلی است. پس 
𝐺

𝑍(𝐺)
)′ ≠ 𝐺′𝑍(𝐺). در نتی ووه 1

𝑍(𝐺)
∩
𝑍2
(𝐺)

𝑍(𝐺)
≠ 1. پوس عنصری مانند 1 ≠ 𝑎𝑍(𝐺)    در

𝐺′𝑍(𝐺)

𝑍(𝐺)
∩
𝑍2
(𝐺)

𝑍(𝐺)
𝑎وجود دارد که   ∈ 𝐺 ′𝑍(𝐺)  و𝑎 ∈ 𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺) پووس به ا ای .𝑧 ∈ 𝑍(𝐺)       و

𝑥 ∈ 𝐺  داریم  ′

𝑎 = 𝑥𝑧 ⟹ 𝑥 = 𝑎𝑧
−1
∈ 𝑍2(𝐺)1 

⟹ 𝑥 ∈ 𝑍2(𝐺) ∩ 𝐺
′ − 𝑍(𝐺) ∩ 𝐺 ′.1 

𝑍(𝐺)بنابوراین  ∩ 𝐺 ′ ⊊ 𝑍2(𝐺) ∩ 𝐺
𝑍(𝐺)|. لذا ′ ∩ 𝐺 ′| = 𝑝 چون .𝑌𝑐 ≠ 𝑌𝑐پس  1 = 𝑍(𝐺) ∩ 𝐺

′ .

𝑖 کنیووم حال فرض می = 𝑌 . داریم2
𝑐−1 ⊆ 𝑍2(𝐺)س وو. پ𝑌

𝑐−1 ∩ 𝐺
′ ⊆ 𝑍2(𝐺) ∩ 𝐺

در نتی وه . ′

1 ≠ 𝑌
𝑐−1 ⊆ 𝑍2(𝐺) ∩ 𝐺

𝑍2(𝐺)|با توجه به اینکه  . ′ ∩ 𝐺
′| = 𝑝

 ، خواهیم داشت2

|𝑌
𝑐−1| = 𝑝

2
 𝑝 1 یا 

𝑌|ر واگ
𝑐−1| = 𝑝 1)ا  با توجه به تعریف سری مرکزی پایینی وآنگ ⊊ 𝑌𝑐 ⊊ 𝑌𝑐−1 ⊊ ⋯) ،|𝑌𝑐| = 1 .

𝑌|راین ووکه تناقض است. بناب
𝑐−1| = 𝑝

𝑌𝑐−1ه وو. در نتی 2 = 𝑍2 ∩ 𝐺
کنیم حکم میرض ووفاینک . ′

𝑍بر را  𝐺و همه اندیسهای کوچکتر برقرار باشد.  𝑖برای 
𝑖−2 ∩ 𝐺

رو  وورا با گ 𝐺کنیم. اینک تقسیم می ′
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𝐺/(𝑍 خارج قسمتی 
𝑖−2 ∩ 𝐺

𝑖رای ووکافی است حکم را بکنیم. پس جایگزین می (′ = ثابت کنیم.  3

𝑥کنیم میرض ووف ∈ (𝑍3 ∩ 𝐺
′) − 𝑍2کنیم میرض ووعلاو  ف. ب𝑦 اشد که وعنصری ب[𝑥, 𝑦] ∉ 𝑍(𝐺) .

=:𝐶 ،2-2-3ر اثبات قضیهبناب 𝐶(𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑍) = 𝐶(⌈𝑥, 𝑦⌉) = 𝐶(𝑍2 ∩ 𝐺
:𝐺|و  (′ 𝐶| = 𝑝 ا  طرفی .

[𝑥, 𝑦]𝑍(𝐺) ≠ 𝑍(𝐺) پووس .[𝑥𝑍(𝐺), 𝑦𝑍(𝐺)] ≠ 𝑍(𝐺) لوذا .𝑦𝑍(𝐺) ∉ 𝐶(𝑥𝑍(𝐺)) = 𝐶 𝑍(𝐺)⁄. 

𝑦بنابراین  ∉ 𝐶 در نتی ه .𝐺 = 〈𝐶, 𝑦〉 همچنین اگر فرض کنیم .𝑣 ∈ (𝑍3 ∩ 𝐺
′) − 𝑍2  آنگا  به طور

𝐶(𝑣 𝑚𝑜𝑑 𝑍)ه وومشاب = 𝐶 و [𝑣, 𝑦] = [𝑥, 𝑦]𝑒𝑧ه در آن ووک𝑒  و است یک عدد صحیح𝑧 ∈ 𝑍(𝐺) .

,𝑥]چوون  𝑦]  با𝑥  تعویضپذیر است، پس[𝑥, 𝑦]𝑒 = [𝑥𝑒 , 𝑦]بنابراین . ،[𝑣𝑥−𝑒 , 𝑦] ∈ 𝑍(𝐺)  و 

   [𝑣𝑥−𝑒 , 𝐺] = [𝑣𝑥−𝑒 , 𝐶〈𝑦〉] 1 

= [𝑣𝑥−𝑒, 𝐶][𝑣𝑥−𝑒 , 〈𝑦〉] ≤ 𝑍(𝐺).                                                       1 

𝑣𝑥−𝑒در نتی ه  ∈ 𝑍2(𝐺) بنابراین .𝑣(𝑍2 ∩ 𝐺
′) = 𝑥𝑒(𝑍2 ∩ 𝐺

𝑥(𝑍2〉. لذا (′ ∩ 𝐺
′)〉 =

𝑍3∩𝐺
′

𝑍2∩𝐺
′

ا  . 

,𝑥]طرفی  𝑦]𝑝 ∈ 𝑍(𝐺)س و. پ[𝑥𝑝, 𝑦] ∈ 𝑍(𝐺). در نتی ووه خواهیووم داشت 

[𝑥𝑝𝑍(𝐺), 𝑦𝑍(𝐺)] = 𝑍(𝐺) 1 

⟹ 𝑥𝑝𝑍(𝐺) ∈ 𝑍(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ ) = 𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺)⁄ 1 

⟹ 𝑥𝑝 ∈ 𝑍2(𝐺).                                        1 

𝑍3|ن وورایوووبناب ∩ 𝐺
′: 𝑍2 ∩ 𝐺

′| = 𝑝ه وووه اینکوووه بووا توجوو. ب𝑌
𝑐+1−𝑖 ≤ 𝑍𝑖 ∩ 𝐺

م ووو، داری′

|𝑌
𝑐+1−𝑖| ≤ |𝑍𝑖 ∩ 𝐺

𝑌|. ا  طرفی |′
𝑐+1−𝑖| ≥ 𝑝

𝑖 ≥ |𝑍𝑖 ∩ 𝐺
𝑌 بنابراین .|′

𝑐+1−𝑖 = 𝑍𝑖 ∩ 𝐺
′. 

 مووا توجه به برهان بالا داریوواینک ب

|𝑌
𝑐−1: 𝑌𝑐| = 𝑝, |𝑌𝑐−2: 𝑌𝑐−1| = 𝑝, … , |𝑌2: 𝑌3| = 𝑝. 1 

     ∎ گرو  است.-𝐶𝐹یک 𝐺  بنابراین



68 
 

𝑐یک گرو  فراآبلی ا  رد   𝐺فرض کنیم  . 4-2-3نتیجه > رو  وگ-𝐶𝐹یک  𝐺باشد. در این صورت  2

𝑍2(𝐺)|است اگر وتنها اگر  ∩ 𝐺
′| = 𝑝

2. 

𝑍2(𝐺)|کنیم میفرض  . برهان ∩ 𝐺
′| = 𝑝

 گرو  است.-𝐶𝐹یک  𝐺ر قضیه قبل وو. بناب2

𝑖ه ا ای ووس بوو. پبوواشدرو  ووگ-𝐶𝐹ک وی 𝐺م ووکنیمیرض وورعکس، فووب = 3,4, … , 𝑐 + 1 ،

|𝑌
𝑖−1: 𝑌𝑖| = 𝑝 خواهیم داشت ووه. در نتی 

|𝑌𝑐: 𝑌𝑐+1| = |𝑌𝑐−1: 𝑌𝑐| = |𝑌𝑐−2: 𝑌𝑐−1| = 𝑝. 1 

𝑌 1 ا  طرفی بنابر تعریف سری مرکزی پایینی،
𝑐+1 |𝑌𝑐|راین داریم  ووو. بناب= = 𝑝 ،|𝑌

𝑐−1| = 𝑝
و  2

|𝑌
𝑐−2| = 𝑝

𝑌ا  طرفی . 3
𝑐−1 ≤ 𝑍2 ∩ 𝐺

𝑌ا ووام ′
𝑐−2 ≰ 𝑍2 ∩ 𝐺

𝑝ه وو. در نتی ′
2
||𝑍2 ∩ 𝐺

𝑝و  |′
3
∤

|𝑍2 ∩ 𝐺
𝑍2(𝐺)|راین وبناب. |′ ∩ 𝐺

′| = 𝑝
2. ∎ 

2𝑐لی ا  رد  ویک گرو  فراآب 𝐺رض کنیم وف  .5-2-3نتیجه 𝑍2|و  < ∩ 𝐷| = 𝑝
𝐷که  2 = 𝐶(𝐺 ′) .

1که  𝑖، و به ا ای هر گرو  است-𝐶𝐹یک  𝐺در این صورت  ≤ 𝑖 ≤ 𝑐 − 1 ،𝑍𝑖 ∩ 𝐷 = 𝑍𝑖 ∩ 𝐺
′. 

𝐺چووون   .رهانـب 𝐺س آبوولی است پوو ′ ′ ⊆ 𝐶(𝐺 𝐺 . در نتی وووه (′ ′ ∩ 𝑍2 ⊆ 𝐶(𝐺
′) ∩ 𝑍2 .

𝐺|راین ووبناب ′ ∩ 𝑍2| ||𝑍2 ∩ 𝐶(𝐺
′)| = 𝑝

𝐺|، یعنی 2 ′ ∩ 𝑍2| =  .   𝑝2 یا 𝑝 یا 1

𝑍2|ر وواگ ∩ 𝐺
′| = 1𝑌𝑐−1آنگا   1 𝐺|ر وعلاو  اگکه تناقض است. ب، = ′ ∩ 𝑍2| = 𝑝   1آنگا𝑌𝑐 ، که =

𝑍2|بنابراین  .این هم تناقض است ∩ 𝐺
′| = 𝑝

و بوه  استگرو  -𝐶𝐹یک  𝐺، 3-2-3. لذا بنابر قضیه2

1کووه  𝑖ا ای هوور  ≤ 𝑖 ≤ 𝑐 − 1 ،𝑍𝑖(𝐺) ∩ 𝐺
′ = 𝑌

𝑐+1−𝑖 پووس باید ثابووت کنیووم بوه ا ای هوور .

𝑖  1کووه ≤ 𝑖 ≤ 𝑐 − 1 ،𝑍𝑖 ∩ 𝐷 = 𝑌𝑐+1−𝑖شود کوووه ، ثابوت موی3-2-3. مشابوه بوورهان قضیوه

|𝑍𝑖 ∩ 𝐷: 𝑍𝑖−1 ∩ 𝐷| = 𝑝 لوذا .|𝑌
𝑐+1−𝑖| ≥ 𝑝

𝑖 ≥ |𝑍𝑖 ∩ 𝐷| ا  طرفی .𝑌
𝑐+1−𝑖 ≤ 𝑍𝑖 ∩ 𝐷 بنابوراین .

𝑍𝑖 ∩ 𝐷 = 𝐺𝑐+1−𝑖شود. ، و حکم ثابت می∎          
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 رده های مینیمال   3-3

3𝑐گرو  فراآبلی ا  رد  -𝐶𝐹یک  𝐺فرض کنیم   .1-3-3لم  ای 𝑖صورت اگر به ا ای  ندر ای باشد. <

≥2که  𝑖 ≤ 𝑐 𝑠و  2− ≤ 𝑐 − 𝑖 ،[𝑌1, 𝑌𝑖] ≤ 𝑌𝑖+1+𝑠  1آنگا  برای هر𝑗 ≥ ،[𝑌1, 𝑌𝑗] ≤ 𝑌𝑗+1+𝑠. 

 لم سه  یرگرو  خواهیم داشتبنابر  . برهان

[𝑌
𝑖+1, 𝑌1] = [𝑌𝑖, 𝐺, 𝑌1] ≤ [𝑌1, 𝑌𝑖, 𝐺][𝐺, 𝑌1, 𝑌𝑖]. 1 

 ا  طرفی داریم

[𝐺, 𝑌1, 𝑌𝑖] = [[𝐺, 𝑌1], 𝑌𝑖] = [𝑌2, 𝑌𝑖] = [𝐺
′, 𝑌𝑖]. 1 

𝐺ه ووه اینکوه بوا توجووحال ب 𝑌𝑖لی است و ووآب ′ ⊆ 𝐺
,𝐺]1م داشت وو، خواهی′ 𝑌1, 𝑌𝑖]  هوو. در نتی =

[𝑌
𝑖+1, 𝑌1] ≤ [𝑌1, 𝑌𝑖, 𝐺] ≤ [𝑌𝑖+1+𝑠, 𝐺] = 𝑌𝑖+2+𝑠. 1 

𝑗راین به استقراء حکم برای ووبناب ≥ 𝑖 .برقرار است 

 لوم سه  یرگرو  داریمبه طور مشابه بنابر 

[𝑌1, 𝑌𝑖−1, 𝐺] ≤ [𝐺, 𝑌1, 𝑌𝑖−1][𝑌𝑖−1, 𝐺, 𝑌1]. 1 

2𝑖اگر  − 1 ,𝐺]1آنگا   ≤ 𝑌1, 𝑌𝑖−1] 1𝑖، و اگر = − 1 ,𝐺] آنگا  = 𝑌1, 𝑌𝑖−1] = [𝑌2, 𝑌1] در نتی ه .

,𝑌1]در هر دو حالت،  𝑌𝑖−1, 𝐺] ≤ [𝑌𝑖, 𝑌1] .بنابراین 

                   [𝑌1, 𝑌𝑖−1, 𝐺] = [[𝑌1, 𝑌𝑖−1], 𝐺] ≤ [𝑌𝑖, 𝑌1] ≤ 𝑌𝑖+1+𝑠 ≤ 𝑍𝑐−𝑖−𝑠. 1 

لذا 
[𝑌1,𝑌𝑖−1]𝑍𝑐−𝑖−𝑠

𝑍𝑐−𝑖−𝑠
⊆ 𝑍(𝐺 𝑍𝑐−𝑖−𝑠⁄ ) =

𝑍
𝑐−𝑖−𝑠+1

𝑍𝑐−𝑖−𝑠
,𝑌1]در نتی ه  . 𝑌𝑖−1] ≤ 𝐺

′ ∩ Z
𝑐+1−𝑖−𝑠 = 𝑌𝑖+1. 

𝑗بنابراین به استقراء حکم برای  ≤ 𝑖 شود.نیز برقرار است. در نتی ه حکم ثابت می ∎ 

𝐺 ،1𝑝باشد. در این صورت  𝑐یک گرو  فراآبلی ا  رد   𝐺فرض کنیم   .2-3-3قضیه رد  مینیمال  −

 .صدق کند  یردر شرایط  𝐺دارد اگر وتنها اگر 
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(1) 𝐺  یک𝐶𝐹-.گرو  باشد  

(2)  𝑡(𝐺) = 1. 

(3 )4𝑐 𝐶(𝐺، و≤ ′) ∩ 𝑍
𝑐−1 = 𝐺

′. 

𝐺 ،1𝑝کنیم میفرض   .برهان و  14-1-3های قضیه با استفاد  ا اشد. وورد  مینیمال داشته ب −

4𝑐، خواهیم داشت 3-2-2 :𝑍2(𝐺)|و  ≤ 𝑍(𝐺)| = 𝑝م وکنیرض میوو. ف𝑥 ∈ 𝑍2(𝐺) − 𝑍(𝐺) .پوس  

𝑝 = |𝑐𝑙(𝑥)| = |𝑥𝑍(𝐺)| = |𝑍(𝐺)|  و|𝑍2(𝐺)| = 𝑝
1ی و. ا  طرف2 ≠ 𝑍(𝐺) ∩ 𝐺′ ⊆ 𝑍(𝐺) . لذا

𝑍(𝐺) ∩ 𝐺 ′ = 𝑍(𝐺). س وپ𝑍(𝐺) ⊆ 𝐺 𝐺 روو. اگ′ ′ = 𝑍(𝐺) 2ا  ووآنگ𝑐(𝐺) 4𝑐. که با فرض = ≥ 

𝐺 راینووتناقض دارد. بناب ′ 𝑍(𝐺)⁄ ∩ 𝑍(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ ) ≠ 𝐺. لوذا 1 ′ 𝑍(𝐺)⁄ ∩ 𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺)⁄ ≠ در . 1

𝑍2(𝐺)نتی ه  𝑍(𝐺)⁄ ⊆ 𝐺 ′ 𝑍(𝐺)⁄ .پس 𝑍2(𝐺) ⊆ 𝐺
𝐺ه اینکه ووا توجه بوو. ب′ آبلی است، خواهیم  ′

𝑍2(𝐺)داشت  ⊆ 𝐶(𝐺
∩𝑍2(𝐺)لوووذا  .(′ 𝐶(𝐺

′) = 𝑍2(𝐺) بنابووورایون .|𝑍2(𝐺)∩ 𝐶(𝐺
′)| = 𝑝

2. 

𝐶(𝐺رو  است و ووگ-𝐶𝐹ک وی 𝐺ه وودهد ک، نشان می1-2-3هوواینک نتی  ′) ∩ 𝑍
𝑐−1 = 𝑍𝑐−1 ∩ 𝐺

′. 

𝐺ا  طرفی  ′ = 𝑌2 ⊆ 𝑍𝑐−1س و. پ𝐶(𝐺 ′) ∩ 𝑍
𝑐−1 = 𝐺

ی جاب ایی درجه 𝐺، 11-1-2ه وو. بنابر نتی ′

1tر وووک اگومثبت دارد. این 𝑌]1ا  وووآنگ <
𝑐−2, 𝑌1] ≤ 𝑌𝑐−2+1+𝑡 𝑥لووذا ، = ∈ 𝑌

𝑐−2 بوورای هوور ،

[𝑥, 𝑌1] = :𝐺|پس . 1 𝐶(𝑥)| = :𝐺|یا   1 𝐶(𝑥)| = 𝑝. اما فقط 𝑝  تا عنصر ا  عناصر𝑌
𝑐−2  در مرکز

:𝐺| داریم غیرمرکزی رای عناصرواند. لذا برکزیوقرار دارند و بقیه غیرم 𝐶(𝑥)| = 𝑝 یعنی .|𝑥𝐺| = 𝑝 ،

𝑝حداقل  𝐺 در نتی ووه
3
−𝑝

𝑝
= 𝑝

2
− 1𝑡راین ووقض است. بنابرد  مینیمال دارد که یک تنا 1 =. 

دهیم که همه عناصر ا  صدق کند. نشان می (3) -( 1)در شرایط  𝐺م وکنیمیرض وورعکس، فوب

1𝑏(𝑥)کنیم میگیرند. فرض قرار می 𝑍2(𝐺)در  1پهنای   .کنیم. دو حالت را بررسی می=

𝑥م وکنیمیرض ووالت اول: فوح ∈ 𝐺 𝑥یی، 𝑖ه ا ای وون صورت بوو. در ای′ ∈ 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖+1ون و. چ𝐺  یک

𝐶𝐹-پووس رو  استووگ |𝑌
𝑖+1: 𝑌𝑖| = 𝑝 ا  طرفی .𝑌

𝑖+1 ⊲ 𝑌𝑖  و𝑥 ∉ 𝑌
𝑖+1راین و. بناب𝑌𝑖 = 〈𝑥〉𝑌𝑖+1. 
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2𝑖م ووورض کنیووف ≤ 𝑐 ,𝑌1]اگوور  .− 𝑌𝑖] ≤ 𝑌𝑖+3  1بووه ا ای هوور  ،1-3-3ر لمووبناب آنگووا𝑗 ≥  ،

[𝑌1, 𝑌𝑗] ≤ 𝑌1+𝑗+2 لووذا .𝑡(𝐺) ≥ ,𝑌1] . کووه تناقض اسووت. در نتی ووه2 𝑌𝑖] ≰ 𝑌𝑖+3.  ا  طورفی

[𝑌1, 𝑌𝑖] ≤ 𝑌𝑖+2 .راین وبناب[𝑌1, 𝑌𝑖] = 𝑌𝑖+21ر و. اینک اگ[𝑌1, 〈𝑥〉]  آنگا  خواهیم داشت =

[𝑌1, 𝑌𝑖] = [𝑌1, 〈𝑥〉𝑌𝑖+1] ≤ [𝑌1, 〈𝑥〉][𝑌1, 𝑌𝑖+1] = 𝑌𝑖+3. 1 

,𝑌1]1راین ووک تناقض است. بنابوه یووک 〈𝑥〉] ,𝑌1]در نتی ه  .≠ 𝑥] ,𝑌1]|س ووپ .≠ 𝑥]| ≥ 𝑝  ا .

1𝑏(𝑥)طرفی  ,𝐺]|، یعنی = 𝑥]| = 𝑝 ه و. در نتی 

𝑝 ≤ |[𝑌1, 𝑥]| ≤ |[𝐺, 𝑥]| = 𝑝. 1 

,𝑌1]راین ووبناب 𝑥] = [𝐺, 𝑥]در نتی ه خواهیم داشت . 

𝑌
𝑖+1 = [𝐺, 𝑌𝑖] = [𝐺, 〈𝑥〉𝑌𝑖+1] ≤ [𝐺, 〈𝑥〉][𝐺, 𝑌𝑖+1] 1 

= [𝑌1, 𝑥]𝑌𝑖+2 = 𝑌𝑖+2. 1 

𝑖 ه یک تناقض است. پسوک = 𝑐 − 𝑥 . درنتی ه1 ∈ 𝑌
𝑐−1 ≤ 𝑍2(𝐺)راین وو. بناب𝑥 ∈ 𝑍2(𝐺). 

𝑥م ووکنیمیرض وووالت دوم: فوح ∉ 𝐺 م داشت             وودارد، خواهی 1ای وپهن 𝑥که ووه اینوووجه بووا توو. ب′

|𝐺: 𝐶(𝑥)| = 𝑝 چون .𝐺  یک𝑝-پس گرو  است 𝐶(𝑥) ⊲ 𝐺 .لذا 𝐺 𝐶(𝑥)⁄  ه وآبلی است. در نتی

𝐺 ′ ⊆ 𝐶(𝑥)1راین و. بناب[𝐺 ′, 𝑥] ,𝑦ر اتحاد هال ویت  برای هر دو عنصر و. بناب= 𝑧 ∈ 𝐺 خواهیم داشت  

[𝑥, 𝑦
−1
, 𝑧]𝑦[𝑦, 𝑧

−1
, 𝑥]𝑧[𝑧, 𝑥

−1
, 𝑦]𝑥 = 1. 1 

𝐺]1ه اینکه وا توجه بواینک ب ′, 𝑥]  ، خواهیم داشت=

[𝑥, 𝑦
−1
, 𝑧]𝑦 = [[𝑧, 𝑥

−1
], 𝑦]

−1
= [𝑦, [𝑧, 𝑥

−1
]]. 1 

 به عبارتی دیگر
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[𝑥, 𝑦, 𝑧] = [[𝑥, 𝑦], 𝑧] = [𝑦
−1
, [𝑧, 𝑥

−1
]]𝑦 = 𝑦

−1
(𝑦[𝑧, 𝑥

−1
]
−1
𝑦
−1
[𝑧, 𝑥

−1
])𝑦 1 

= [𝑧, 𝑥
−1
]
−1
𝑦
−1
[𝑧, 𝑥

−1
]𝑦 = 𝑥𝑧

−1
𝑥
−1
𝑧𝑥𝑥

−1
𝑦
−1
𝑥𝑥
−1
𝑧
−1
𝑥𝑧𝑥

−1
𝑦         1 

= 𝑥[𝑥, 𝑧]
−1
𝑥
−1
𝑦
−1
𝑥[𝑥, 𝑧]𝑥

−1
𝑦 = [𝑥, 𝑧]

−1
𝑦
−1
[𝑥, 𝑧]𝑦                               1 

 = [[𝑥, 𝑧], 𝑦] = [𝑥, 𝑧, 𝑦].                                                                                       1 

𝐶(𝑥)ن ورایووووبناب ⊆ 𝐶([𝑥, 𝑦])س وو. پ|𝐺: 𝐶([𝑥, 𝑦])| ≤ |𝐺: 𝐶(𝑥)| = 𝑝دهده میوووه نتی وو، ک 

 .|𝐺: 𝐶([𝑥, 𝑦])| = :𝐺|ر وووواگ𝑝 یوووا 1 𝐶([𝑥, 𝑦])| = 𝑝 وووووا  آنگ[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑍2(𝐺) در نتی ووووه .

[𝑥𝑍2(𝐺), 𝑦𝑍2(𝐺)] = 𝑍2(𝐺) لووذا .𝑥𝑍2(𝐺) ∈ 𝑍(𝐺/𝑍2(𝐺)) = 𝑍3(𝐺)/𝑍2(𝐺) بنابووورایوون .

𝑥 ∈ 𝑍3(𝐺) . 1چون[𝐺 ′, 𝑥] 𝑥پوس  = ∈ 𝐶(𝐺 𝑥ه ودر نتی  .(′ ∈ 𝑍3 ∩ 𝐶(𝐺
𝑥ن ورایوووبناب. (′ ∈ 𝐺 ′ .

:𝐺|1ذا ووول ت.ووه یک تناقض اسووک 𝐶([𝑥, 𝑦])|  . در نتی وه خواهیووم داشت=

[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑍(𝐺) ⟹ [𝑥𝑍(𝐺), 𝑦𝑍(𝐺)] = 𝑍(𝐺)  1 

 ⟹ 𝑥𝑍(𝐺) ∈ 𝑍(𝐺 𝑍(𝐺)⁄ ) = 𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺)⁄ .                    1 

𝑥راین وبناب ∈ 𝑍2(𝐺)، شود.و حکم ثابت می ∎ 

𝑝لی با ورو  فراآبووگ-𝐸𝐶𝐹یک  𝐺رض کنیم ووف  .3-3-3نتیجه − ن وواشد. در ایوورد  مینیمال ب 1

𝑝ا  رد  پوچتوانی حداکثر  𝐺صورت  + ا  رد  ماکسیمال باشد آنگا   𝐺است. به عبارت دیگر اگر  1

𝑝مرتبه آن حداکثر 
𝑝+2 .است 

𝑐  ایی حداقلجابی درجه 𝐺، 21-1-2ه موجب قضیهوب  برهان. − 𝑝  دارد، یعنی𝑡 ≥ 𝑐 − 𝑝 در .

𝑐ه وونتی  ≤ 𝑡 + 𝑝1، 2-3-3هور قضیو. ا  طرفی بناب𝑡 1𝑐راین ووبناب. = ≤ 𝑝 -م ثابت میووحک ،+

 ∎ شود.

باشد. در این صورت به ا ای هر  𝑝𝑚یک گرو  ا  رد  ماکسیمال و ا  مرتبه  𝐺.  فرض کنیم 4-3-3لم

𝑖  2که ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 3 ،𝑌1 = 𝐶(𝑌𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑌𝑖+2). 
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 ∎رجوع شود.  ]6-14-3، قضیه5[به   برهان.

باشد. در ایون صورت  𝑝𝑚یک گورو  ا  رد  ماکسیمال و ا  مرتبه  𝐺فورض کنیوم   .5-3-3تعریف

𝑌1اگوور  = 𝐶(𝑌𝑚−2)   آنگووا𝐺 و در غیر ایون صورت  1را گوورو  غیر استثنایی𝐺   را گوورو

 گوییم.استثنایی می

 𝐺 باشد. در ایون صورت 𝑝𝑚ا  رد  ماکسیمال و ا  مرتبه یک گوورو   𝐺فوورض کنیم   .6-3-3قضیه

𝑝 دارای ) − ,𝑌1]( رد  مینیمال است اگور و تنها اگوور 1 𝑌𝑚−3] ≠ های استثنایی . بعلاو  همه گرو 1

𝑚شرط  هایی باگرو ها با کرانه صفر و و همچنین همه گرو  ≤ 2𝑝 −  کنند. در این شرط صدق می 3

𝑏(𝑥)فوورض کنیم   برهان. = 𝐶و  1 = 𝐶(𝑥) پوس .|𝐺: 𝐶| = 𝑝 بنابووراین .𝐶 ⊲ 𝐺 در نتی وه .

𝑍(𝐶) ⊲ 𝐺 و𝑍(𝐶) ∩ 𝑍(𝐺) ≠ 𝑥. ا  طورفی 1 ∈ 𝑍(𝐶) − 𝑍(𝐺) پووووس .|𝑍(𝐶)| ≥ 𝑝
. اینووک 2

1 ≠
𝑍(𝐶)

𝑍(𝐺)
⊲

𝐺

𝑍(𝐺)
𝑍(𝐶). پوووس 

𝑍(𝐺)
∩ 𝑍(

𝐺

𝑍(𝐺)
) ≠ 𝑍(𝐶). در نتی وووه 1

𝑍(𝐺)
∩
𝑍2
(𝐺)

𝑍(𝐺)
≠ . ا  طرفی داریوم   1

1 ≠
𝑍(𝐶)

𝑍(𝐺)
∩
𝑍2(𝐺)

𝑍(𝐺)
⊆
𝑍2(𝐺)

𝑍(𝐺)
|، و  𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺)⁄ | = 𝑝 پووس .𝑍(𝐶)

𝑍(𝐺)
∩
𝑍2
(𝐺)

𝑍(𝐺)
=
𝑍2
(𝐺)

𝑍(𝐺)
. لووووذا  

𝑍2(𝐺) 𝑍(𝐺)⁄ ⊆ 𝑍(𝐶) 𝑍(𝐺)⁄ در نتی ه .𝑌
𝑚−2 ⊆ 𝑍(𝐶) بنابراین .𝐶 ⊆ 𝐶𝐺(𝑌𝑚−2) ⊆ 𝐺  و چون

𝑌
𝑚−2 ⊈ 𝑍(𝐺)  پووس𝐶𝐺(𝑌𝑚−2) ≠ 𝐺 حوال بوا توجه بووه اینکووه .|𝐺: 𝐶| = 𝑝  خواهیووم داشت

𝐶 = 𝐶𝐺(𝑌𝑚−2) در نتی ه اگر .𝑦 ∈ 𝑌
𝑚−2 − 𝑍(𝐺)   آنگا𝐶(𝑦) = 𝐶 پس .𝑐𝑙(𝑦)  یک رد  مینیمال

𝑝حداقل  𝐺است. لذا 
2
−𝑝

𝑝
= 𝑝 − 𝑍(𝐺)رد  مینیمال دارد. ا  طرفی  1 ⊆ 𝑌

𝑚−2 ⊆ 𝑍(𝐶) پوس اگور .

𝑔 ∈ 𝑍(𝐶) − 𝑍(𝐺)   آنگوا𝐶(𝑔) = 𝐶  و𝑐𝑙(𝑔)  یک رد  مینیمال است. بنابووراین𝐺 ،𝑝 − رد   1

𝑍(𝐶)مینیمال دارد اگوور و تنوها اگوور  = 𝑌
𝑚−2 اگووور .𝐺   گوورو  غیراستثنایی بوواشد آنگووا

𝑌1 = 𝐶(𝑌𝑚−2) = 𝐶 بنابراین .𝑍(𝐶) = 𝑌
𝑚−2  اگر و تنها اگر[𝑌1, 𝑌𝑚−3] ≠ گورو   𝐺. حال اگور 1

                                                 
1 exceptional group-onn 
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𝑍(𝐶)استثنایی باشد و  ≠ 𝑌
𝑚−2  آنگا  داریم𝑍(𝐶) ≥ 𝑌

𝑚−3 لذا .𝐶 ⊆ 𝐶𝐺(𝑌𝑚−3) ⊊ 𝐺 در نتی ه .

𝐶 = 𝐶(𝑌
𝑚−3)4-3-3. بنابووور لووم ،𝐶(𝑌

𝑚−3 𝑚𝑜𝑑 𝑌𝑚−1) = 𝑌1 پووس .𝐶 = 𝐶(𝑌
𝑚−2) = 𝑌1 ،

𝑍(𝐶)کووه تناقض اسوت. پووس  = 𝑌
𝑚−2 1. ا  طورفی ≠ [𝑌1, 𝑌𝑚−2] ⊆ [𝑌1, 𝑌𝑚−3] بنابوورایون .

[𝑌1, 𝑌𝑚−3] ≠ 1. 

𝑡(𝐺)اگر   = 𝑡ب ایی ، درجه جا𝐺 وی مساباشد آنگا  نا[𝑌1, 𝑌𝑚−3] ≠ 𝑡دهد که نشان می 1 = 1 ،

𝑡گوور  چون ا ≥ ,𝑌1]آنگووا   2 𝑌𝑚−3] ≤ 𝑌𝑚−3+1+𝑡 ≤ 𝑌𝑚 = ، کووه تناقض است. در نتی وووه 1

𝑚، 23-1-2بنوابوور قضیووه ≤ 2𝑝 − 𝑘(𝐺). اگووور 3 ، 2-2-2آنگووا  بووه موووجب قضیووه ∘=

[𝑌1, 𝑌𝑚−3] = 𝑌𝑚−1 ≠ ,𝑌1]و همچنیون  1 𝑌𝑚−2] = 𝑌𝑚 = 𝑌1. در نتی ووه 1 = 𝐶(𝑌𝑚−2)  و𝐺 

 ∎. شودیک گورو  غیراستثنایی است و حکم ثابت می
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  فارسی( -نامه )انگلیسیواژه

 abelian group  آبلی گرو 

 abundance کرانه

 action عمل

 automorphism خودریختی

 breadth                                                                                                                            پهنا

 center مرکز

 central مرکزی

 centralizer مرکزسا 

-CF گرو                                                                                                CF-group 

 characteristic subgroup  یرگرو  مشخصه

 class equation               ای                                                                         معادله رد 

 commutator تعویضگر

   conjugacy class رد  مزدوجی

 conjugation تزویج

 coset ههمدست

 Core مغز

 cyclic group                                                                                                                                                                                        دوری  گرو 

 degree of commutativity درجه جاب ایی

 dihedral group دووجهی گرو 

ECF- گرو ECF-group 
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 elementary abelian group گرو  آبلی مقدماتی

 exceptional group                                گرو  استثنایی                                                 

 finite group گرو  متناهی

 generalized quaternion group گرو  کواترنیون تعمیم یافته

 homomorphic image تصویر همریخت

 homomorphism همریختی

 index اندیس

 invers معکوس

 isomorphism یکریختی

 kernel of an action                                                                     هسته یک عمل          

 lower central series                                                                    سری مرکزی پایینی    

 maximal subgroup                                                                         یرگرو  ماکسیمال

 maximal class                                                                                 رد  ماکسیمال    

 metabelian group                                                                         گرو  فراآبلی       

 minimal class                                                                                     رد  مینیمال    

 nilpotency class                                                                                    رد  پوچتوانی 

 nilpotent group                                                                     گرو  پوچتوان                

 non-exceptional group                                                              گرو  غیراستثنایی        

 normal subgroup                                                                           یرگرو  نرمال        

 orbit مدار

 order مرتبه

-p گرو p-group 
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 proper subgroup                                                                              یرگرو  سر         

 permutation group                                                                            گرو  جایگشتی  

 quotient group                                                                              گرو  خارج قسمتی 

 semidihedral group                                                                         گرو  نیم دووجهی   

 series سری

 stabilizer پایدارسا 

 trivial بدیهی

 upper central series                                                                                                                    سری مرکزی بالایی
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Abstract 

Let 𝐺 be a finite 𝑝-group. The number of non-central conjugacy classes of a given size 

in 𝐺 is divisible by 𝑝 − 1. Naturally it is better to investigate the groups in which this 

number is exactly 𝑝 − 1. Macdonald has shown that if 𝐺 is a 𝑝-group of order 𝑝𝑚 and 

has 𝑝 − 1 classes of size 𝑏 = 𝑏(𝐺), then 𝑐(𝐺) ≥ 3, 𝑏 ≥ 4, and 𝑚 ≤ 𝑏2 + 𝑏. The main 

point of this thesis is based on the non-central classes of minimal breadth. We 

investigate groups in which the number of classes of minimal size is exactly 𝑝 − 1. In 

chapter 1, we present basic and preliminary contexts. In chapter 2, we study p-groups of 

maximal class. In chapter 3, we investigate metabelian groups and groups of maximal 

class with recent property and at the end we classify of CF metabelian groups and 

metabelian groups of maximal class. 

Keywords: breadth, cnjugacy class, minimal class, metabelian group, degree of 

commutativity, exceptional group, maximal class, aboundance, CF-group, ECF-group.  

 


